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Planarizacdo de grafos por remocéo de veértices

RESUMO

Neste trabalho sdo propostos dois algoritmos que utilizam a operacdo de remocéo de vértices
para se obter um subgrafo planar. O nimero de remocado de vértices de um grafo G € o menor
inteiro k > 0 tal que exista um subgrafo planar induzido de G obtido pela remocéo de k
vértices de G. Considerando que o problema de decisdo associado € NP-completo, este
trabalho propde o agoritmo heuristico VD-PLANARIZE de complexidade O(m + n) para a
planarizac@o de grafos utilizando a estrutura de dados arvores-PQ, a operacdo de remocgado de
vértices e st-numeracdo. Outra proposta apresentada é a do algoritmo genético GAVD-
PLANARIZE que busca melhorar as solugdes do VD-PLANARIZE. Este trabalho apresenta
detalhes da implementacdo dos dois algoritmos bem como os resultados que comprovam a
complexidade tedrica do VD-PLANARIZE e os bons resultados obtidos pelo GAVD-
PLANARIZE.

Palavras-chave: Planarizagdo de grafos. Algoritmos em grafos. st-numeragdo. Algoritmo

genético. Arvore-PQ.



Graph planarization by vertex deletion

ABSTRACT

This work proposes two algorithms that use the vertex deletion operation to obtain a planar
subgraph. The vertex deletion number of a graph G is the lower integer k > 0 such that there
is an induced planar subgraph obtained by the removal of k vertexes from G. Considering that
the associated decision problem is NP-complete, this work proposes the O(m + n) heuristic
algorithm VD-PLANARIZE to planarize graphs using the PQ-tree data structure, the vertex
deletion operation and st-numbering. Another proposal is the genetic algorithm GAVD-
PLANARIZE that looks forward to improve the solutions obtained by the VD-PLANARIZE.
Thiswork presents details of the implementation of both algorithms as well as the results that
aver the theoretical complexity of VD-PLANARIZE and show the good results obtained by the
GAVD-PLANARIZE.

Keywords: Graph planarization. Graph algorithms. st-numbering. Genetic algorithm. PQ-tree.
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1

Introducao

Desde os primérdios da humanidade, desenhos e representacdes gréficas sdo utilizados para
representar objetos, situacdes e agdes. Desde as pinturas rupestres a complexos esgquemas
automobilisticos, uma representacdo gréfica ndo apenas facilita a compreensdo, mas
ocasionalmente constitui a forma mais confidvel para transmitir uma idéia. Existem muitas
maneiras de se representar graficamente um conjunto de dados. Uma abordagem eficiente e
amplamente utilizada € o uso de grafos.

Desenho de grafos é uma &rea de pesguisa que investiga técnicas e métodos acerca de
formas inteligiveis de representacdes gréficas de grafos. Considera-se um bom desenho de um
grafo se ele trata certos critérios estéticos, tais como simetria, uniformidade da distribuicéo
dos vértices e do comprimento das arestas e nimero minimo de cruzamentos.

Dentre os critérios citados, o nimero minimo de cruzamentos tem recebido bastante
atencdo e seu estudo estd compreendido no campo da planarizagdo de grafos. A area de
planarizagdo de grafos est4 inclusa no contexto de desenho de grafos e seu principal foco é
determinar a melhor maneira de desenhar um grafo em um plano sem que haja cruzamentos
de arestas.

N&o obstante, em grande parte dos casos, grafos ndo planares sdo 0s que modelam as
solugdes dos problemas da vida real. Dessa forma, os métodos de planarizagdo sdo
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necessarios para se obter uma representacdo adequada para uma melhor interpretacéo

humana.

1.1. Motivacao

Dado um grafo ndo planar, o problema estudado neste trabalho consiste em encontrar um
subgrafo planar, ou seja, um subgrafo que possa ser desenhado no plano sem cruzamento de
arestas. Essa atividade para obter um subgrafo planar de um grafo ndo planar € denominada
de planarizacdo de grafos. Existem vérias operagdes que podem ser empregadas para
encontrar um subgrafo planar, sendo que este trabalho estuda a operacdo de remocédo de
vértice. Este trabalho investiga um novo algoritmo heuristico para encontrar um subgrafo
planar com o nimero minimo de remocao de vértices e uma metaheuristica para melhorar as
solugdes obtidas.

Planarizar um grafo utilizando o nimero minimo de remocdo de vértices € um
problema NP-dificil (Lewis e Yannakakis, 1980), portanto ndo existe nenhum algoritmo
deterministico que resolva o problema em tempo polinomial. Além disso, foi provado que ndo
€ possivel a existéncia de um algoritmo aproximativo para o problema (Faria et a., 2006),
tornando o uso de heuristicas uma opg&o viavel.

Diversos algoritmos sdo encontrados na literatura a fim de planarizar grafos.
Utilizando a operacéo de remocéo de arestas, podemos citar os trabalhos de Fisher e Wing
(1966), Pasedach (1976), Sadowska (1978), Chiba, Nishioka e Shirakawa (1979), Ozawa e
Takahashi (1981), Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989) e Vollen (1998) todo com
complexidade de tempo 0(n?). Eades e Mendonca (1993) propuseram um algoritmo de
planarizac@o que utiliza a operagéo de divisdo de vértices, também de complexidade de tempo
0(n?).

A operacao de remocado de vértices € uma operacdo muito destrutiva, pois remover um
veértice de um grafo elimina muita informagdo, no entanto ndo se encontra na literatura até o
momento nenhum algoritmo que utiliza esta operagdo para planarizar um grafo, assim como
ndo se encontra nenhum algoritmo com complexidade de tempo linear. Esses fatores

constituem a motivacéo para arealizacdo deste trabalho.

1.2. Objetivos

Este trabalho propde dois algoritmos de planarizacdo. O primeiro algoritmo, denominado VD-
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PLANARIZE possui complexidade de tempo O(m + n) e consiste numa modificagdo do
algoritmo de Lempel Even e Cederbaum para que faga a operacdo de remocao de vértices na
planarizagdo de um grafo. Tendo em vista que ndo se encontra nenhum outro algoritmo de
complexidade linear para planarizar grafos, o VD-PLANARIZE é aé o momento o algoritmo
mais répido pararesolver o problema

O segundo algoritmo proposto, 0 GAVD-PLANARIZE é baseado em algoritmos
genéticos e utiliza o VD-PLANARIZE para avaliar as solugdes e melhorélas. Um dos fatores
gue desencoraja 0 uso de metaheuristicas para a planarizagdo de grafos é a falta de funcdes de
avaliacdo eficientes, tornando o uso destes algoritmos lentos e, portanto inviéveis. Utilizando
o0 proprio VD-PLANARIZE como fungdo de avaliagdo, temos uma fungdo linear e, portanto o
uso da metaheuristica passa a ser uma op¢ao para melhorar resultados.

Esta dissertacdo tem como objetivos apresentar os dois algoritmos de planarizagdo
propostos, uma andlise de desempenho dos mesmos e informagbes suficientes para

possibilitar a reproducéo e compreensdo dos algoritmos.

1.3. Organizacao da Dissertacao

A dissertacéo esta dividida em cinco capitulos.

O capitulo 1 situa o leitor no assunto do trabalho, dando uma visdo geral do contexto
do tema; dos objetivos e da estrutura da proposta.

O capitulo 2 apresenta uma revisdo bibliografica que abrange temas como definicdes
de grafos, invariantes de ndo-planaridade, st-numeracdo, arvores-PQ, algoritmos genéticos e
trabalhos relacionados. O capitulo 3 apresenta os algoritmos propostos bem como detalhes
técnicos e exemplos de execucdo.

O capitulo 4 contém os resultados obtidos dos testes dos algoritmos bem como uma
comparagao entre 0s métodos de st-numeragao.

Finalmente o capitulo 5 apresenta conclusdo do trabal ho.



17

2

Fundamentacao Teolrica

Esta secéo apresenta conceitos basicos e defini¢des usadas ao longo deste trabalho, tais como:
invariantes de ndo-planaridade, st-numeracdo, arvores-PQ, heuristicas e metaheurigticas,
algoritmos genéticos e a lista de alguns trabalhos relacionados. O leitor familiarizado com

estes conceitos basicos pode saltar para o Capitulo 3.

2.1. Grafos

Um grafo é umatriplaordenada G = (V, E, ) onde:
e I é um conjunto finito ndo vazio de veértices (também denominados pontos ou
nos);
» E éum conjunto finito de arestas (também denominadas linhas ou arcos); e
* 3 éuma funcdo de incidéncia E — V X V, que associa cada aresta a um par de
vértices. Usamos anotacdo y(e) = {u, v}.
Dada uma aresta y(e) = {u, v}, entdo os vértices u e v sdo adjacentes ou vizinhos e
u ev S80 os extremos da arestae. Dizemos ainda que u e v sdo incidentes ae.
Dado um grafo G, se a fungéo ¥ for composta de pares ordenados, dizemos que o
grafo é orientado, logo y(e) = (u, v). Caso contr&rio, o grafo é nao-orientado.
Duas arestas distintas que compartilhem os mesmos extremos sdo chamadas de arestas
mlltiplas ou paralelas. Se a funcéo de incidéncia admite arestas com extremos iguais, isto €,
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Y(e) = {u,u}, entdo e é um laco. Um grafo que admite miltiplas arestas e lagos é
denominado multigrafo. Um grafo é dito simples se ndo admitir lacos ou arestas multiplas.
Este trabalho utiliza grafos simples, ndo-orientados, que denominaremos simplesmente
de grafos. Denotaremos um grafo fazendo uso da seguinte defini¢céo simplificada. Um grafo
umaduplaordenada ¢ = (V, E) onde:
» IV éum conjunto, finito, ndo vazio de n vértices distintos; e
» E éum conjunto finito de m pares de vértices distintos ndo ordenados de V.
O numero de arestas incidentes a um vértice u é denominado grau de u, denotado por
d(u). O grau minimo (maximo) de um grafo G € o menor (maior) grau dentre todos os
vértices de G. Os graus minimos e maximos de um grafo sdo denotados por & e A,
respectivamente. Se todos os vértices de um grafo tem o mesmo grau d, o grafo € denominado
d-regular (ou apenas regular). Um grafo 3-regular é também chamado cubico.

v

o o
/ ' .

Ve ' d(vy)= 2
o d(v,)= 3
vy \ d(vs)= 2

\ \ d(V4)= 4
\ ®
AL . Vs
Vi

Figura 2.1. Exemplo de grafo com vértices exibindo diferentes graus
Denominamos por N(u), a viznhanga de u, que consiste no conjunto de todos os
vértices adjacentes au. A Figura 2.2 ilustra a vizinhanga do vértice u.

v
3 ) vy

¢« ¢ / | N()= v, vy, vs)

Vi

Figura 2.2. Vizinhanga de um vértice
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Dois grafos G = (V;,E;) e H = (Vy, Ey) s@o chamados isomorfos se existe uma
bijecdo ¢: G — H tal que para {u, v} € V;, u e v S0 adjacentes em G se e somente se 0S

vértices ¢(u) e p(v) sdo adjacentesem H.

° ° °
/N /
/ \ /
/ \ /
\ / o
.\\ '\,\_ ,
\\ / \ ////
S \ s
~ A\ e \
N \ \
A X
T Y A \
/ N \
¥ \\\ \
. \
P - \\ A\ A
/o e ~_\ \
o ) ;

Figura 2.3. Exemplo de grafos isomorfos

Dado um grafo G = (V,E), o grafo G' = (V',E") é denominado subgrafo de G se
vV eVveE c{{fuv}|ueV,veV, efuv} €E}. Alémdisso, seV' =V entdo G’ é um
subgrafo gerador (spanning subgraph) de G. Se V' €V ou E' € E (ou ambos), entdo G' €
dito ser um subgrafo proprio de G, denotado por G' € G. Um grafo G' = (V',E') é
denominado subgrafo induzido (pelo conjunto de vértices V') de G se V'€V e E' =
{{fuv}|lueV,veV e{uv}€E} AFigura2.4 apresenta em (a) um grafo G, em (b) um
subgrafo de G e em (¢) um subgrafo induzido de G.

[ ]
® @ ®
® o ® L J ® {
® o ®
® @ o ® o [ ®
(a) G (b) subgrafo de G (c) subgrafo induzido de G

Figura 2.4. Exemplo de subgrafo e subgrafo induzido

SeG, = ,Ey) eG, = (V,,E,) SB0 dois subgrafos (ndo necessariamente distintos)
deumgrafo G = (V,E), entdo o subgrafo G' = (V; UV,, E; U E,) do grafo G € denominado
unido de G, eG,.

Dado um grafo G = (V,E), um passeio é uma seqiéncia de vértices e arestas
Vo€1V4€;5 ... e, V). Um passeio € denominado um caminho em G se 0s k + 1 veértices v ... vy
s80 elementos de V, se sdo par a par distintos, exceto possivelmente por vy e vy, eSev;_; e v;
sf0 incidentes a aresta e;, para 1 <i < k. k € denominado comprimento do caminho.

Dizemos também que um caminho conecta os vértices v, e vy,. Alem disso, se v, = vy, entéo
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o caminho é denominado um ciclo. O comprimento do menor ciclo em G é denominado
cintura de G. Se um grafo ndo tem ciclos, ele é dito aciclico e sua cintura é indefinida.

Denotamos por P, o grafo consistindo apenas no caminho de tamanho n — 1, onde o
primeiro e Ultimo vértices do caminho sdo distintos. B, tem n vértices e n — 1 arestas. C,
denota o grafo consistindo em um ciclo de comprimento n, contendo n vértices e n arestas.

Se para cada par de vérticesu e v de um grafo G = (V, E) existe um caminho em G
conectando u a v, entdo o grafo G é dito conexo, do contrério G é desconexo. SeV' €V éo
conjunto de vértices tal que o subgrafo G’ de G induzido por V' é conexo, e para cada
conjunto V"”onde V' € V" € V, o subgrafo de G induzido por V" é desconexo, entéo G’ € um

componente conexo de G.

rf’ “" rf’ \
/ "‘-\‘ / "‘-\‘
/ \ \
\ / \
\ \
® / l : @
- @ P
\\ \ . // \\\ / \ ///
Y e N e
N \ - ./ -
\ a
o / ;/\\ //
\\\ P \ :f \\ // - \
. - \ / e .
/ /><\ \ />(‘\
.“"/ e \\ .,f‘ P g \
/ S N \ / A N \\
/7 o\ Iy
o ® [ ] @

Figura 2.5. Exemplo de grafo conexo onde v representa uma articulagéo

Dado um grafo G = (V,E), e um vértice v € V, dizemos que o subgrafo G’ de G
induzido por V \ {v} € obtido por remover v de G. Se G’ tem mais componentes conexos do
gue G, entdo v é um Vértice de corte (articulagdo). Se pelo menos k vértices precisam ser
removidos de G antes do grafo resultante ser desconexo, ou antes do grafo resultante consistir
em um unico vértice, entdo G é dito k-conexo.

Seja P uma propriedade qualquer de um grafo G. Dizemos que o subgrafo H € G é
maximal (minimal) relativo a propriedade P se ndo existe um subgrafo H' € G que possui a
propriedade P onde H ¢ H' (H' ¢ H). Note que H ndo é necessariamente o maior (menor)
subgrafo com a propriedade P, no entanto quando isso for verdade dizemos que o subgrafo H
€ maximo (minimo) relativo a propriedade P.

Se uma aresta e = {u,v} de um grafo G = (V,E) é subgtituida pelo caminho
ue'vee”’v introduzindo um novo vértice v, ¢ V, entdo € dito que o grafo G¢' = (VU
{v.}, (E\ {e}) u{e’, e"}) éobtido de G pelasubdivisdo daarestae.
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Figura 2.6. Exemplo de subdivisio da aresta {u, v}

Dois grafos G e G’ s8o homeomorfos, se G’ puder ser obtido de G por meio de uma

sequéncia de subdivisdes de arestas. A Figura 2.7 apresenta um exemplo de dois grafos

homeomorfos.
v, ¥ e -
(a) K (b) Homeomorfo

Figura 2.7. Exemplo de grafos homeomorfos
Além dos caminhos P, e dos ciclos C,,, 0s seguintes grafos especiais aparecem no
texto:

Paran > 2, o grafo completo, denotado por K,,, consiste de n vértices juntos a todas
as (rzl) arestas possiveis. Entdo para um K,, todo vértice € adjacente a todo outro vértice.

Definimos o0 K, como sendo um dnico vértice, 0 K, como sendo uma Unica aresta e seus dois

vertices, e 0 K; € um triangulo.

® ° .
. °
° ° °
°
° o o ° . °
(a) K; (b) K> (€) K; (d) Ky (e) Ks

Figura 2.8. Grafo completo

O grafo completo bipartido, denotado por K,,. . (0u K,,,,), consiste de dois conjuntos

1.2
de vértices diguntos V = {vy, ..., v, .} € W = {w,,...,w,,,} € 0 conjunto de arestas E =
{viw; | 1 <i <n, el<j<n,}detodasas arestas entre os vértices de V e os vértices de .

Note que K,,

M2 T anﬂh '
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Figura 2.9. Exemplo de um grafo K4 ,,»

O grafo produto cartesiano C,, X C,,, de dois ciclos C,, e C,,, € o grafo contendo nm
vértices {v;;} e 2nm aestas {v;;, Visrymodan,} € {Vij» Vi(s1ymoam} PAA0<i<n e
0 < j < m. Considerando que cada vértice do C,, X C,, é representado por um ponto no plano
com coordenadas (i, j), chamamos as duas familias de arestas acima de horizontal e vertical,
respectivamente. Um ciclo do grafo C,, x C,,, é chamado de meridiano se usa apenas arestas
verticais, e paralelo se usa apenas arestas horizontais. Assim, o grafo C,, X C,,, possui n
meridianos isomorfos a0 C, e m paraelos isomorfos a0 C,,. Esses grafos sdo também
conhecidos como grafostoroidais, pois eles podem ser desenhados no toro sem que as arestas
se cruzem e sem que haja sobreposicdo de vértices e arestas. Um toro é uma superficie
topologicamente similar a uma esfera com uma al¢a, ou igual a forma de um “pneu”, como
mostra a Figura 2.10.

(a) Toro (b) Cyx Cy
Figura 2.10. Exemplo de toro e grafo cartesiano C, X C,

Um grafo conexo G = (V,E) é uma érvore, denotada por T = (V,E), se G ndo

contém ciclos, portanto cada vértice de grau maior que um é uma articulagdo. Dada uma

arvore T, existe apenas um caminho entre dois nos quaisquer. Uma &vore T € dita enraizada,

denotada por (7,r), se ela possuir um nd r € T definido como raiz. Dada uma érvore
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enraizada (T,r) e dois nés {u, v} € V, u sera chamado de ancestral de v e v sera chamado de
descendente de u seu estano caminho der parav. Umaarestae = {u, v} € T € denominada
aaresta da arvore e denotada por u —» v seu € ancestral dev ev — u, se v € ancestra de u.
Seja u —» v uma aresta de T, dizemos que u € pai de v e v é filho de u. A Figura 2.11

apresenta um exemplo de &rvore e uma arvore enraizada.

._.//Q AN

/

® ®

(a) arvore (b) arvore enraizada
Figura 2.11. Exemplo de arvore e arvore enraizada
Uma &vore enraizada (T,r) € uma arvore de expansiao de um grafo G se T € um
subgrafo de G e existe um vérticer em T tal que paratodaaretae = {u,v},oue € T ouu é
ancestral de v ou v € ancestral de u em (7, r). Toda aresta {u, v} € G que ndo Se encontra em
(T,r) é denominada aresta de retorno, denotada por u < v. Dada uma &rvore (T, r), um

caminho P de u para v (possivelmente vazio) onde todas as suas arestas pertencam a T €

denotado por u S A Figura 2.12 apresenta um exemplo de uma érvore de expansio e 0 seu
grafo gerador, arestas pontilhadas na arvore representam as arestas de retorno.

e, [

® o/
@ vy > v
/ ) Vg =V,
/ \ Vi V= U il
N " - . ’\ dl = v = Vs
5 / \ 4 3 ) 5 *
o " : @ ® e, i
/ \ % 1 7
ra \ . ] Vo V3 1OV v, = g
' v Vs N —— .
y \‘ 2 > Ve 2 Us U4“Vg p, vy,
/'\2 Q ® Vs =V PgOV3 y .y,
v *
! \ /! ; ‘ d ! ; g Vg2 V7
4 / . v, > v 2. 5y
NN / % V3 . 7. 8 Ve = Ug
@/ v7 vs — v
7 el
) o e
— vs Vg = Vg
(a) G (b) arvore de expansdo de (c) arestas da arvore, arestas de
G comr=v, retorno e caminhos da arvore de

expansdo de G

Figura 2.12. Exemplo de arvore de expansdo
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2.2. Invariantes de Nao-Planaridade

A secdo 2.1 apresentou algumas definices sobre grafos. Esta se¢do introduz as definigoes de
desenho de grafos e algumas invariantes de ndo-planaridade. Para maiores informagoes acerca
deste contelido, recomenda-se a leitura do trabalho de Liebers (2001).

A teoria dos grafos lida com imersdo de grafos em superficies. Uma superficie é um
espaco topoldgico que é uma variedade compacta de duas dimensdes. Como o plano é uma
superficie de tamanho indefinido, no contexto da teoria dos grafos ele é comumente
substituido pela esfera.

Uma imersdo (embedding), também denominado desenho, de um grafo G em uma
superficie S € o mapeamento dos vértices de G em pontos distintos de S, e das arestas de G em
arcos abertos disjuntos de S onde:

» arepresentacdo dos vértices e das arestas sdo distintas, e
» arepresentacdo de umaaresta{u, v} une arepresentacéo dos vérticesu e v.

Uma imersdo planar de um grafo ¢ é uma imersdo de G no plano onde ndo ha
cruzamentos de arestas. Um grafo G que admite uma imersdo planar € denominado grafo
planar. Claramente um grafo é planar se, e somente se, cada um de seus componentes

conexos for planar.

(a) G (b) imersao planar de G
e suas faces numeradas

Figura 2.13. Exemplo de imersdo planar e suasfaces
Seja G um grafo planar e R uma imersdo de G em um plano S. Aslinhas de R dividem

S em regides, as quais sGo denominadas de faces de R. A face externa € a face que ndo é
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delimitada por vértices e arestas. As demais faces sdo denominadas faces internas. A Figura
2.13 apresenta um exemplo de grafo G planar com uma imerséo ndo planar em (a). Em (b) €
apresentado 0 mesmo grafo ¢ de (8) com uma imersdo planar e suas faces, numeradas,
aparecem em tons de cinza, sendo que a face externa no recebe cor.

Seja G um grafo planar com n vértices e m arestas, R suaimersdo planar em um plano
S, ef onamero de facesde R, Euler encontrou a seguinte formula:

n—m+ f =2 (Euler, 1750) D
A demonstracéo desta propriedade pode ser encontrada no trabalho de Nishizeki e Chiba
(1988). Note que se um grafo planar comn = 3 contendo o0 méximo possivel de arestas, entéo
cada face é incidente a exatamente trés vértices. O nimero de arestas em tal grafo é m =
3n — 6. Dessa forma a formula de Euler gera o seguinte corolério:
m<3n-—6 (paan = 3) (2
Logo, qualquer grafo com m acima deste limite ndo é planar.

A caracterizacdo mais conhecida de grafos planares € provavelmente a proposta por
Kuratowski (1903) que define que um grafo G é planar se, e somente se, ele ndo contém um
subgrafo homeomorfo ao K3 ; ou a0 Ks. A Figura 2.14 apresenta um exemplo de um grafo
que contém um subgrafo homeomorfo ao K3 3. Os vértices mais claros representam os vertices
do K3 3, sendo que quadrados representam um subgrupo dos vértices e circulos representam o

outro. As arestas mais claras representam as arestas utilizadas paraformar o K3 5.

]
€ O

Figura 2.14. Grafo contendo um subgrafo homeomorfo ao K 3
Dado um grafo G que ndo admite uma imersdo planar, é possivel efetuar operacdes de
planarizacdo de maneira que o grafo resultante G’ seja planar. Existem diversas operacfes

gue planarizam um grafo, desta forma, se aplicadas em um grafo G, produzem um grafo
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resultante G’ planar. Todas as operagbes de planarizagdo alteram a estrutura do grafo de
alguma forma, portanto é importante encontrar 0 menor nimero possivel de operacdes a
serem efetuadas no grafo.

Uma invariante de ndo-planaridade € uma medida que quantifica o qudo distante de

ser planar é um grafo, com relagdo a uma operacdo de planarizacéo.

2.2.1. Cruzamento de Arestas

Em desenhos de grafos, e também em outras &reas como em projeto de circuitos VLY, esté-se
interessado em desenhar um grafo dado com o minimo possivel de arestas que se cruzam. A
invariante de ndo-planaridade basica no contexto de teoria dos grafos € o nimero de
cruzamento de arestas de G, denotado por cr(G), que € 0 menor nimero k tal que G possa ser
imerso no plano com no méximo k cruzamentos de arestas. O nimero de cruzamentos de
arestas de uma imersdo de G é sempre maior ou igua a cr(G), o que justifica o termo
“invariante”. Denominamos um desenho 6timo de G um desenho de G que apresente tantos
cruzamentos de arestas quanto o valor de cr(G). A Figura 2.15 mostra um desenho 6timo do
K.

e °
_
Figura 2.15. Numero de cruzamentos de arestas
Claramente, 0 nUmero de cruzamentos de arestas de um grafo € 0 se e somente se 0
grafo for planar. Um grafo G com n vértices, m arestas e com cr(G) > 0 (e dada uma
imersdo de G com cr(G) cruzamentos de arestas) pode ser transformado em um grafo planar
introduzindo cr(G) novos vértices no exato lugar em que duas arestas se cruzam. O novo
grafo G’ possui n + cr(G) vérticesem + 2cr(G) arestas. Dizemos que G’ foi obtido de G por
meio de umainsercao de vértice falso. A Figura 2.16 ilustra a operacéo de inser¢do de vértice
falso. Em (@) é apresentado um desenho do K5 e em (b) insere-se um novo vértice w onde ha

0 cruzamento de arestas.
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/

(a) K5 (b) inser¢do de um novo vértice
w onde ha cruzamento de aresta

Figura 2.16. Operacéo de insercao de vértice falso
Como destaca Liebers (2001), o problema do cruzamento de arestas pode ser definido
como se segue. Dado um grafo G e um nimero inteiro positivo k, existe uma imersdo de G no
plano com k ou menos cruzamentos de arestas?
Garey e Johnson (1983) provaram que esse problema € NP-completo, logo o problema
de se determinar o valor de cruzamentos de arestas para um determinado grafo ndo € passivel
de ser resolvido em tempo polinomial.

2.2.2. Remocéao de Vértices

Dado um grafo G = (V,E), pode-se obter um subgrafo planar ¢’ = (V',E’), de maneira
trivial, removendo todos menos quatro vértices de G e suas arestas incidentes. G’ é entédo um
K, ou um subgrafo do K, e portanto é planar. Sabendo que € possivel planarizar um grafo
removendo vértices, 0 problema passa a ser o de planarizar um grafo removendo o minimo de
vértices possiveis.

Se um grafo ¢’ = (V',E") € um subgrafo planar induzido de um grafo ¢ = (V,E)
onde ndo exista um subgrafo planar induzido G"” = (V",E") de G com |V”| > |V’|, entéo G’
€ denominado um subgrafo planar induzido maximo.

O problema de encontrar a menor quantidade possivel de vértices a serem removidos
de um grafo para que o grafo resultante seja planar significa encontrar o subgrafo planar
induzido méximo. A esse problema é atribuida a invariante de ndo-planaridade nimero de
vértices removidos (vertex deletion number) de um grafo G, denotada por vd(G) e representa
0 numero minimo de vértices a serem removidos de G afim de se obter um subgrafo planar de
G.



28

Para um grafo G, o problema de encontrar vd(G) possui um problema de decisdo
associado NP-completo, como pode ser encontrado nos trabalhos de Lewis e Yannakakis
(1980) e Garey e Johnson (1979). Além disso, Faria et al. (2006) propdem que ndo existem
algoritmos aproximativos para resolver o problema.

, . .
(a) K5 (b) K5 apos a remogéo do vértice u

Figura 2.17. Operacéo de remocao de vertice

2.2.3. Remocao de Arestas

Se um grafo G = (V,E) com uma aresta e € E € transformado no grafo G’ = (V,E \ {e})
entdo definimos que G’ foi obtido de G por meio da remocédo da aresta e. Triviamente, G
pode se tornar planar por meio de repetidas operacfes de remocdo de arestas. O objetivo é
encontrar um subgrafo planar G’ de G com 0 maior nimero de arestas possiveis, removendo 0
menor nimero de arestasde G.

U ) g U

o ' 7 o
[ o [ ®
|
‘ |
L o, ® o,
(a) K5 (b) K5 ap6s remogdo da
aresta {u, v}

Figura 2.18. Operacdo de remocéo de aresta
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Liebers (2001) apresenta o conceito da seguinte forma. Seum grafo G’ = (V,E') éum
subgrafo planar de um grafo G = (V, E) tal que ndo existe um subgrafo planar G" = (V,E")
de G onde |E”| > |E’'|, entdo G’ é chamado de subgrafo planar méximo de G. Ao nimero
correspondente |E| — |E’|, denomina-se a invariante de ndo-planaridade nimero de remogao
de arestas (skewness), denotada por sk (G).

Dado um grafo G, encontrar o valor de sk(G) possui um problema de decisdo
associado NP-completo, como apresentado nos trabalhos de Yannakakis (1978), Liu e
Geldmacher (1979) e Watanabe e Nakamura (1983).

Dentre os trabalhos encontrados na literatura que tratam a planarizagéo de grafos, a
operacdo mais utilizada é a de remover arestas do grafo, pois esta operacdo ndo elimina muita
informag&o do grafo original se comparada as outras operagdes e, de certa forma, ela é bem
simples. Dentre os trabalhos que abordam o nimero de remoc&o de arestas, podemos destacar
os de Lempel, Even e Cederbaum (1967), Chiba, Nishioka e Shirazawa (1979), Ozawa e
Takahashi (1981) e Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989) que propdem algoritmos de
planarizacéo de grafos utilizando a remocao de arestas.

2.2.4. Divisao de Vértices

Se G' = (V',E") éum grafo com dois vérticesv, e V' ev, e V', ese G = (V,E) éo grafo
obtido de G’ onde
V=W \{n,v}) uivie
E=(E\{lwv}|lueVeie{l,2}e{uv}eE})
U {{u, vi|lueV\{v}e{u v} € E'oufu,v,} € E’)},
entdo dizemos que G’ foi obtido de G por meio da divisio do vértice v.

Uma maneira mais intuitiva de definir a operacéo de divisdo de vértices é& dado um
grafo G = (V,E), um vértice v € V e um subgrafo G' = (V', E") obtido de G pela remogéo
do vértice v, dividir v particiona o conjunto de vértices adjacentes de v em dois subconjuntos
ndo vazios S; e S, e adiciona a G’ dois novos vértices v, e v, ndo adjacentes, onde a
vizinhanca do vértice v, é definida por S; e avizinhangado vértice v, é definida por S,.

Seja G um grafo, a invariante de ndo-planaridade nimero de divisio de vértices de G,
denotado por sp(G), € 0 menor nimero inteiro positivo k, tal que um grafo planar possa ser

obtido de G por k operaches de divisdo de vértices.
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(a) K5 (b) K5 apos a divisdo do

vértice v nos vértice v; e v,
Figura 2.19. Operacéo de divisdo de vértice

Faria et a. (2001) provaram que encontrar 0 nimero de divisdo de vértices de um
grafo possui um problema de decis&o associado NP-completo.

Liebers (2001) apresenta que a operagdo de divisdo de vértices est relacionada a
diferentes contextos, como a decomposi¢do de um grafo em blocos biconexos por meio de
divisdo dos vértices de corte do grafo. Outro contexto na qual a divisdo de vértices € aplicada
€ que a cada triangulacéo de plano pode ser gerada de uma imersdo planar do K, por meio de
uma divisdo de vértices, como apresenta Steinitz e Rademacher (1934). No entanto, como
evidenciou Inécio (2003), a maior contribuicdo desta operacdo esta na &rea de desenhos de
grafos planares, pois j& que a operacéo de divisdo de vértices ndo destréi informacdo do grafo
original, ela possui diversas aplicagdes préaticas.

2.2.5. Particionamento Planar

O numero de particionamentos (thickness) de um grafo G, denotado por ©(G), € o nimero
minimo de subgrafos planares de G, tal que aunido sgjaG.

Claramente, se 0 nimero de particionamentos de um grafo € 1 se e somente se o grafo
€ planar. Tome por exemplo o grafo da Figura 2.20, onde em (a) apresenta-se um grafo Ks, e
em (b) dois subgrafos planares cuja unido é o préprio K.

Mansfield (1983) determinou que encontrar 0 numero de particionamentos de um
grafo G é um problema NP-dificil reduzindo o correspondente problema de decisdo a um 3-
SAT planar.

Liebers (2001) destaca que o estudo dessa invariante tem sido amplamente estudado

como parte de estudos topoldgicos sobre teoria dos grafos, mas poucos algoritmos foram



31

desenvolvidos para encontrar 0 nimero de particionamentos de um grafo. Os primeiros
estudos sobre essa invariante e a introdugdo a esses estudos sd0 descritos em detalhes por
Hobbs (1969). Alguns surveys de destaque desta invariante sdo 0s apresentados por Arthur et

al. (1978), Barnette e Edelson (1988) e Mutzel et a. (1998).
o

® ® . . ° °
e o . A ° °
(a) K5 (b) dois grafos cuja unido gera o K5

Figura 2.20. Operacao de particionamento planar

2.2.6. Resultados para Classes Particulares de Grafos

Observa-se que independente da invariante de ndo-planaridade escolhida, encontrar o seu
valor para o caso gera € um problema da classe NP. No entanto, para agumas classes
especificas de grafos este valor pode ser determinado ou aproximado, conforme apresenta
Tabela2.1

Para 0 nUmero de cruzamentos de arestas, a prova do limite superior para grafos K,
pode ser encontrada nos trabalhos de Guy (1971) e White e Beineke (1978). Posteriormente
Leighton (1984) propds um limite inferior. Zarankiewicz (1954) conjecturou o valor exato
para grafos K,,,, € posteriormente provou-se que havia erros e o valor de Zarankiewicz foi
tomado como um limite superior. Kleitman (1970) provou a conjectura de Zarankiewicz para
min{m,n} < 6 e Woodall (1993) provou param < 10, n < 8. Paagrafos C,, X C,,, Harary
et al. (1973) conjecturou o aual valor que foi provado por Salazar (1998).

Sobre 0 nimero de remocgdo de arestas, informacdes acerca do valor para grafos K,, e
K,..n podem ser encontradas nos trabalhos de Vollen (1998) e Liebers (2001). Para grafos
C, X C,,, Mendonca Neto et al. (2002) propuseram os valores apresentados na Tabela 2.1, O

simbolo & € o delta de Kronecker, onde §; j €1 sei = je0 sei # j.
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Tabela 2.1. Medidas de ndo-planaridade para classes especificas de grafos

cr(G)

Classe do Grafo M edida de ndo-planaridade

1nym-1mm—-2|n—3
e=f SZIE” 2 H 2 H 2 J’paranglo
1
2 5= - - - >
—12071(" 1)(n—-2)(n—3),paran =5
G=K <lmJ m—lJanIn—ZJ { }<6 7 < <107 < <3
nm =137 2 2 > ,paraminim,n} < 6e7 <m <£10,7 <n <
m—1m m impar,m >7
9[ 2 “?J’paran_7{mpar, m >8
< - <n<
G = CxCp < (n—2)mpara3<n<m
SN(©)
n—3)(n—4
G:Kn =( > )( . ),paran > 4
G=Km = (m-2)—(n-2),paramn =2
G= CnXCm = mln{m, n} - 63,1263,111. - 63‘1164‘7" - 64,1163,111

vd(G)

= (n—4),paran =>4

= min{m,n} — 2,param,n > 3

tk(G)
n+7
G=K, :I : J,paranzl,n¢9,n¢10
mn
G=Km = [m],quando m,nsao pare

2k(m —2)
m— 2k

n<m,ention = l

Xavier (1999) realizou um estudo acerca das invariantes de planaridade e apresentou

valores para o nimero de remocdo de vértices.

Para a invariante nimero de particionamento planar, informagdes acerca do valor para
os grafos K,, podem ser encontradas nos trabalhos de Battle et al. (1962), Tutte (1963), White

et a. (1978) e Wessel (1985). Para os grafos K,,,, informagdes podem ser obtidas nos
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trabalhos de Beineke et a. (1964) e Beineke (1967).

O algoritmo VD-PLANARIZE, estudado neste trabalho, utiliza a operagdo de remogéo
de vértices para planarizar um grafo. Conforme apresentado na se¢do 2.2.2, encontrar o valor
de vd(G) é um problema da classe NP, portanto ndo pode ser resolvido otimamente em tempo
polinomial, além disso, néo é possivel desenvolver um algoritmo aproximativo pararesolver o
problema, destaforma justificando o uso de solucdes heuristicas.

O algoritmo VD-PLANARIZE requer que uma ordem respeitando certos parametros
seja estabelecida nos vértices do grafo a ser planarizado, esta ordem é adquirida por meio de

um processo de aquisicdo denominado st-numeragao.

2.3. st-Numeracéo

Seja G = (V,E) um grafo biconexo, s,t € V e {s,t} € E. Uma st-numeracdo de G consiste
em rotular o vértice s, denominado fonte (source), com o valor de rétulo 1, o vértice t,
denominado sumidouro (sink), com o valor de rétulo |V|, e cada vérticev € V \ {s,t}, av é
atribuido um valor de rétulo tal que v seja adjacente a pelo menos um vértice de valor de
rétulo maior e a pelo menos um vértice de valor de rétulo menor. O rétulo atribuido a um
vértice dessa maneira € denominado st-nimero. Chamamos de st-grafo um grafo com uma st-
numeragdo atribuida. A Figura 2.21 apresenta um exemplo de um st-grafo onde a st-
numeragao € apresentada proxima a cada vértice.

o
6 4 3
® o ®
5
o
RN 7
2@ ® ®

—

Figura 2.21. Exemplo de um st-grafo
Lempel, Even e Cederbaum (1967) demonstraram que cada grafo biconexo tem pelo
menos uma st-numeracdo. Além disso, cada grafo possui mais de uma st-numeragéo (Bueno,
2005).
A s-numeragdo congtitui um passo fundamental para testes de planaridade,
planarizacéo de grafos e desenhos de grafos. Ela foi proposta por Lempel, Even e Cederbaum
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(1967) como parte integrante de um trabalho sobre um algoritmo de planarizacdo de grafos.
Pogteriormente outros métodos foram propostos.

O primeiro agoritmo proposto por Lempel, Even e Cederbaum (1967) possui
complexidade de tempo O (mn). Neste trabalho séo apresentados detalhes de dois algoritmos:

Even-Tarjan e de Tarjan, pois ambos apresentam complexidade de tempo O(m + n).

2.3.1. Algoritmo de Even-Tarjan

O primeiro algoritmo de complexidade de tempo linear capaz de efetuar uma st-numeragéo
em um grafo foi proposto por Even e Tarjan (1976). Esse algoritmo é dividido em duas fases:
a fase de montar a érvore de expansdo baseada em uma busca em profundidade e; a fase que
decompde em caminhos e realiza a st-numeragdo dos vértices.

Dado um grafo biconexo G e uma aresta {s, t}, o algoritmo de busca em profundidade
gera a arvore de expansdo (T, t) onde a primeira aresta de (T, t) é a aresta fornecida {s, t}. A
Figura 2.22 apresenta esse algoritmo de busca em profundidade.

DFS

Entrada: grafo biconexo G e uma aresta {s, t}

Saida: arvore T e valores de /low, pai e pre

Pré-processamento: inicializar v para {s, t}, pre(v) := 0Vv € Vecont:= 1

1: Inicio:

2: pre(v) = cont;

3: cont :=cont + 1;

4 low() = pre(v);

5: paracada w € todos_vertices_adjacentes_ao_vertice(v) faga

6: se pre(v) = 0 entdo

7: T=TuUu{v->w}

8: pai(w) = v;

9: DFS(v);
10: low(®) = min{low(v), low(w)};
11: sendo se w #* pai(v) entdo
12: low (v) :== min{low(v), pre(w)};
13: Fim;

Figura 2.22. Pseudocddigo da primeira fase do algoritmo Even-Tarjan
O procedimento DFS (Depth First Search), apresentado na Figura 2.22, recebe como
entrada um grafo biconexo G e um vértice v, produz como saida uma arvore de expansao
(T,t) e os valores dos vetores pre, low e pai. Um pré-processamento precisa ser efetuado

antes da execugdo do DFS, dada uma aresta {s,t} inicial, este pré-processamento precisa



35

garantir que, ao inicializar o procedimento com o vértice s, 0 primeiro vértice consultado na

linha 5 deve ser necessariamente o vértice t para que a primeira aresta da &rvore gerada sejaa
aresta{s, t}.

Além de prover a arvore (T, t), o agoritmo DFS ainda gera valores para trés vetores

utilizados nas proximas fases do algoritmo de st-numeragéo, sendo estes vetores:

pre(v) — vetor que armazena a ordem em que 0s vértices sdo visitados em pré-
ordem;

pai(v) — vetor que armazena o valor pre do pa de cada vértice. Entéo, pai(v) =
pre(w) ondew éo vérticepai devemT; e

low(v) — considerando todos os caminhos que partem de v (incluindo arestas da
arvore e arestas de retorno) onde o vértice pai(v) ndo aparece ou aparece apenas
na extremidade, low(v) é o valor do menor pre dentre todos os vértices de todos

esses possiveis caminhos.

A Figura 2.23 apresenta um exemplo de um grafo G, em (a), e em (b) um possivel

resultado que o agoritmo DFS pode produzir ao tomar como aresta {s, t} a aresta {vs, v,}.

Outro detalhe é que para uma facil compreensdo, a ordem de visita dos vértices no exemplo

esta do vértice v, de menor valor n parao de maior valor.

(v, PRE/LOW)

(v, 1/1)
. N vy 21)
3 \\ g
a - e
= x N 3
|| o
V4 jlll‘ (V7 s 4/ l)
e v;}'k ' T
(vs, 5/1)
\ o N / | i
\ / AN | . e \ (vg, 7/ 1) :
/ Ny / @05 6/1) @
o
) = (v), 8/1)
— (ve, 9/1)

(a) G (b) arvore de expansdo de G e

valores de pre(v) e low(v)
Figura 2.23. Exemplo de uma érvore de expansao gerada pelo DFS

ApOs a execucdo do procedimento DFS o algoritmo de st-numeragcdo proposto por
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Even-Tarjan executa dois outros procedimentos, o procedimento principal ETST-
NUMBERING e o procedimento PATHFINDER.

O procedimento PATHFINDER encontra, se existir, um caminho de arestas nao
visitadas até um vértice distinto w na &vore (T, t) a partir de um vértice v € (T, t). A Figura

2.24 apresenta 0 pseudocddigo do procedimento PATHFINDER.

PATHFINDER

Entrada: um vértice v

Saida: caminho ainda nio percorrido com inicio em v

Pré-processamento: uma arvore T e valores de pre, low e pai, obtidos pelo DFS

1: Inicio:
2: para todo w € todos_vertices_adjacentes_ao_vertice(v)faca:
3: senew(v o w)ew > w entio:
4: marque v © w como old;
5: path = {v,w};
6: senio se new(v — w) entio:
7: marque v = w como old;
8: path = {v,w};
9: enquanto new(w)faca:
10: procure (new(w Lx)ex = low(w)) ou
11: procure (new(w - x)e low(x) = low(w));
12: marque w e w = x como old;
13: path := path U {w, x};
14: wi=X;
15: senio se new(v S w)ev 5w entio:
16: marque v  w como old;
17: path = {v,w};
18: enquanto new(w)faca:
19: procure (new(x - w));
20: marque w e x = w como old;
21: path = path U {w, x3};
22: w =X,
23: senio path = @;
24: se path # @ entdo retorna path;
25: retorna path;
26: Fim;

Figura 2.24. Pseudocddigo do procedimento PATHFINDER
A segunda fase do algoritmo de Even-Tarjan € responsadvel por st-numerar os vértices.
Segja G = (V,E) o grafo de entrada, {s,t} € E a areda inicial e P = {@} uma pilha de
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vertices, o procedimento ETST-NUMBERING ao iniciar empilha em P os veérticest e s
respectivamente, e entdo entra em um processo iterativo que se repete enquanto a pilha P ndo
for vazia e que em cada iteraggo:
1. desempilhado topo de P um vértice v;
2. chama o procedimento PATHFINDER para o vértice v e atribui o resultado
retornado avariavel path;
3. sepath ndo for vazio, entdo os vértices que compdem o caminho sdo empilhados
em P na ordem inversa, de maneira que o Ultimo vértice a ser empilhado sgja o
préprio v; ou
4. se path for vezio, entdo a st-numeracdo € étribuida a v de acordo com um
contador inicializado em 1 e incrementado sempre que um st-nimero é atribuido.
Dessa forma, o primeiro vértice a ser removido € sempre o vértice s, 0 qua € atribuido
0 st-nimero 1, e o Ultimo vértice a ser removido € o Vvértice t, que recebe o st-numero |V,
pois todos os outros vértices sdo empilhados e desempilhados antes de t. A Figura 2.25
apresenta o pseudocddigo do algoritmo de st-numeragao proposto por Even e Tarjan.
A corretude do algoritmo pode ser encontrada nos trabalhos de Even e Tarjan (1976,

1977).
ETST-NUMBERING
Entrada: grafo biconexo G e aresta {s, t}
Saida: vetor stnumber(v) que contém a st-numeracgio de cada vérticev € G
Pré-processamento: executar o procedimento DFSpara G e {t, s}, marcars, t e {s, £} como old
1: Inicio:
2: P := empilha(t);
3: P := empilha(s);
4. stcounter := 0;
5: enquanto P # ¢ faga:
6: v := desempilha(P);
7: path := PATHFINDER (v);
8: se path + ¢ entdo:
9: paraj =k —1até1 faca:
10: P := empilha (path(vj );
11: senao:
12: stcounter := stcounter + 1;
13: stnumber(v) = stcounter;
14: retorna stnumber;
15: Fim;

Figura 2.25. Procedimento de st-numeracdo por Even-Tarjan
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Tabela 2.2. Teste de execugao para o algoritmo de st-numeracéo Even-Tarjan usando

o grafo e &rvore da Figura 2.23

Path Alteracdes M ar cagao

R
| |
s o9 )
pré V3, Vy B old = {v31 U4}, VU3,V "/ \\717'_'\‘|«_
1 V3,Vy V3,V2,V7,Vy old = {v3,v,},{v3,v7},{v7, 4}, v, v7
2 V3,V,V7,Vy, V3,Vg, Vs, Vy old = {v3,V¢},{Ve, Vs}, {Vs, U4}, Vg, Vs
¥3,V6, Vs,V old =9
3 0]
Vs,V stnumber(vs) =1
¥5 Vs, V2, Vy old=0¢
4 0]
V, stnumber(vg) = 2
5 Vg,V3,V7,Vy Vs, Vs old = {vs,v,} Vi) Vi,
6 old = {VSJU9}J{U9' Ul}t \\
Vs,V2,V7,Vy | V5,Vg,Vy,Vg,Vy Ve vy
{vl! US}!{USJU4}! Ve, Vs 5(3) /VL
/
ysjvgyvyvgn old = @ /{1
’ 0 tnumb =3 NG
Vy,Vy,Vy stnumber(vs) = *
Vg,V1, Vg, V31
8 Vo, Vs old = {vg, v,} V6 (2) D v,
V2, V7, Vy
Vg,V4,Vg, Vs (3 Vy
9 Vg, Vy old = {vg,v4} 3)
V2, V7,Vy ) /5"7
yl;uvpvgn old = (Z) S
10 [0) Vg 4) Vv
Vy,Vy,Vy stnumber(vy) = 4
11 Ve vt 0] old =0 Ve (2) ¥ V2
Vy stnumber(v,;) =5 Y
s
Vg, V2, Vg .
12 Vg, V5 old == {vg,v,} o ‘m'mm
Vy
old:=9
V31
13 ,V,, V5,V 0] (1)
o V2r V7 Va stnumber(vg) = 6 V6 (2) V2x7)
old:=9 v
14 Vo,V 0] v 4(9)
T2V stnumber(v,) =7 2.(3) Y7(8)
@ old =9
15 ,V
ot stnumber(v,) =8 . v V8.(6)
Vg (4) i (5)
16 Yz 0] old = @ stnumber(v,) =9
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A Tabela 2.2 ilustra a execucéo do algoritmo de Even-Tarjan para o grafo da Figura
2.23 (d) e a aredta {s, t} = {v;,v,}. O exemplo considera que o procedimento DFS ja foi
executado e que o resultado é o mesmo encontrado na Figura 2.23 (b). A coluna “it”
representa a iteragdo atual do loop da linha cinco do pseudocddigo apresentado na Figura
2.25, a coluna “P” representa os vértices contidos na pilha onde o primeiro elemento esta
disposto no topo. Os vértices escritos em estilo itélico sdo aqueles que foram desempilhados e
submetidos ao procedimento PATHFINDER e os Vvértices riscados sdo agueles que foram
desempilhados e tiveram sua st-numeracdo atribuida. A coluna “Path” apresenta o valor
produzido pela chamada do procedimento PATHFINDER na it-ésima iteracdo. A coluna
“AlteracOes’ apresenta as alteracOes obtidas nas marcagbes de old e do vetor stnumber
ocorridas nait-ésima iteracéo, e finalmente a coluna “Marcagdo” apresenta uma representacéo
do grafo com as arestas old em cor clara e as new em cor escura, alem disso ela exibe,

guando disponivel, o valor do st-nimero de cada vértice (entre parénteses).

2.3.2. Algoritmo de Tarjan

Ebert (1983) propds um algoritmo para gerar uma st-numeragdo, e baseado neste algoritmo
Tarjan (1986) projetou melhorias e criou um novo algoritmo. O algoritmo proposto por Tarjan
possui complexidade de tempo linear, no entanto sua concepcdo € mais simples que o
algoritmo de Even-Tarjan, por ndo necessitar do resultado da decomposicdo em caminhos
efetuado pelo procedimento PATHFINDER.

O algoritmo de Tarjan também é executado em dois passos, sendo que o primeiro € a
aplicagdo do mesmo procedimento DFS que gera a arvore de expansdo e calcula os valores de
pre, pai e low usado no algoritmo de Even-Tarjan.

No entanto as semelhangas de ambos os algoritmos se restringem a essa primeira fase,
pois a segunda fase do algoritmo de Tarjan € diferente por construir uma lista L. de modo que,
ao final do processamento, L contém os vértices na exata ordem da st-numeragéo.

O procedimento rotula alternadamente cada vértice com um sinal (positivo ou
negativo) comegando com a raiz da arvore com sinal negativo. Os vértices da arvore so
percorridos em pré-ordem, e para cada vértice v visitado se o sinal de low(v) for postivo
entdo v é adicionado em L depois de seu pai, 0 qual tem seu sinal marcado como negativo.
Quando o sinal de low(v) for negativo, v é adicionado em L antes de seu pai, o qual tem seu
sinal marcado como positivo. A Figura 2.26 apresenta o pseudocddigo da segunda fase do
algoritmo de Tarjan, denominada TARJANST-NUMBERING.
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TARJANST-NUMBERING

Entrada: grafo biconexo G e aresta {s, t}

Saida: vetor stnumber(v) que contém a st-numeragio de cada vértice v € G
Pré-processamento: pre(s): = 1, count := 0, executar o procedimento DFSparaG e {t, s}

1: Inicio:

2: L:=s;

3: L:=LUt¢t;

4 sinal(s) = negativo;

5: para cada v € preordem(T) faga:

6: se sinal(low(v)) for negativo entio:

7: adicione v antes de pai(v)em L;

8: sinal(pai(v)) = positivo;

9: senio se sinal(low(v)) for positivo entio:
10: adicione v depois de pai(v)em L;
11: sinal(pai(v)) = negativo;

12: count = 0;

13: paracadav € L faga:

14: count = count + 1;
15: stnumber(v) = count;
16: retorna stnumber;

18: Fim;

Figura 2.26. Pseudocédigo do algoritmo de Tarjan para st-numeracao

A Tabela 2.3 apresenta um exemplo de execucdo do algoritmo de Tarjan para o
mesmo exemplo usado para ilustrar a execucéo (Tabela 2.2) do agoritmo de Even-Tarjan,
com a diferenca que a aresta {s, t} usada é a aresta {v,, v;}. O grafo tratado e a arvore gerada
pelo DFS sdo os mesmos da Figura 2.23. A coluna “it” representa a iteragdo atual do loop da
linha 5 do procedimento TARJANST-NUMBERING apresentado na Figura 2.26, onde o valor
“pré’ é referente a pré-execucdo do loop. A coluna “v’ representa o vértice atual da it-ésima
iterac8o, enquanto a coluna L representa o contelido atua da lista L e a coluna “low(v)”
mostra o vértice atribuido ao low(v), e ndo a seu valor em si. Finalmente a coluna “Vetor
sinal” apresenta o sinal de cada vértice. A Figura 2.27 apresenta o resultado final com a st-
numeracao obtida entre parénteses.

A prova da corretude do algoritmo pode ser encontrada no proprio trabalho de Tarjan
(1986). Alguns outros métodos foram propostos posteriormente para se st-numerar um grafo,
para maiores informagdes recomendamos os trabalhos de Papamanthou (2005) e
Papamanthou e Tollis (2008).
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Tabela 2.3. Teste de execucdo do método de Tarjan para st-numeracdo usando grafo e
arvore da Figura 2.23

it v L low(V) Vetor sinal

P V403 (1) (v2) (w3 =) (4) (W5) (v6) (v7) (v8) (v5)

1| v, vy U, Vs V3 (1) (w2) (w3 =) (s H)(Ws) (v6) (v7) (ve) ()

2 | vy R V3 (1) (w2 +) (3 =) (s +)(Ws) (v6) (v7) (vg) (v9)
3 Vs V4 VsV, VU, Vs V3 W)W, Pz =)Wy H) (ws) (We) (v7 +)(vg) (vg)
4 Ve V4 VsV VU, Vs Uy W)W,y P (s =)y H) (s =) (we) (w7 +)(vg) (vg)
5 Vg V4 VgVs Vg Vs ¥y Vs V3 W)y P (s =)y V(s H)(we) (w7 +)(vg) (vg)
6 12 V4 V1 VgVsVgVyVpVg V3 W)W, (s =)y H) (s H)(we)(w, +)(wg)(vg +)
7 Vg Vy VgV VgVUs Vg Uy Uyl VU3 W, D)W, ) (w; D), H)(ws ) We) (v, +)(g)(wy +)

Figura 2.27. Grafo do exemplo com sua st-numeracao atribuida (entre parénteses)
pelo método de Tarjan
O algoritmo estudado neste trabalho, o VD-PLANARIZE utiliza uma st-numeragéo
para planarizar um grafo. Esse algoritmo € baseado no agoritmo de Lempel, Even e
Cederbaum (1967), o qual utiliza uma estrutura de dados arvore-PQ.

2.4. Arvores-PQ

Uma &rvore-PQ (do inglés Priority Queue Tree) € uma estrutura de dados que representa 0s

possiveis conjuntos de permutacbes em um conjunto S qualquer. Concebida por Booth e
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Lueker (1976), elas sdo usadas para se resolver problemas onde o objetivo € encontrar uma
ordenacdo que satisfagca varias restricdes. Nesses problemas, restricdes na ordenagdo sdo
inclusas uma de cada vez modificando a estrutura da arvore-PQ de tal maneira ela represente
somente ordenagdes que satisfagam as condigdes. Dentre suas aplicagOes, destacam-se o teste
de matrizes em busca de propriedades consecutivas, reconhecimento de grafos intervalos e
testes de planaridade de grafos.
Dada uma arvore-PQ T formada pelos elementos de S, seus nos podem ser:
» folhas, representando os elementos de S;
* noés P, s80 nbs onde os filhos podem ser livremente permutados, convencionalmente
representados por circulos; e
* nés @, s nb6s onde os filhos podem ter sua ordem apenas invertida,
convencionalmente representado por retangulos. Em testes de planaridade nés Q
representam uma componente biconexa planar do grafo.

A Figura 2.28 ilustra uma &rvore-PQ derivada de um conjunto S que contém cinco

elementos.

h

l ¢ 3 2

Figura 2.28. Exemplo de arvore-PQ

a

Seja T uma &vore-PQ. Define-se como uma fronteira de T o acesso sequencial de
suas folhas, para uma permutacdo qualquer dos seus nds P e Q. A Figura 2.29 mostratodas as
fronteiras possiveis da &rvore ilustrada na Figura 2.28, bem como as combinagdes existentes
para diferentes arranjos dos nés P, e Q, do exemplo.

Uma &rvore-PQ admite uma operacdo especial que manipula seus nés de tal maneira
gue a arvore aceite, quando possivel, uma nova restricdo. Esta operacdo é denominada

reducdo. Seja T uma arvore-PQ formada por elementos de um conjunto S, a operagcdo de
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reducdo recebe como entrada um subconjunto S’ — S e rearranja os nés de T, possivelmente
adicionando novos nés P ou @, de ta forma que os elementos de S’ aparecam

~

consecutivamente em todas as fronteiras de T. Os elementos do conjunto S’ s8o denominados
pertinentes.

el st 5

a b c d e a b c e d c b ad e c b aed d a b c e c b a e

e i e s

e abcd € cb ad de c b a a b c a b c ed c b a
Figura 2.29. Fronteiras possiveis da arvorePQ da Flgura 2.28

2.4.1. Operacao de Reducao

Seja T uma arvore-PQ formada com elementos do conjunto S e S’ € S um subconjunto de
elementos pertinentes. A operacdo de reducdo efetua uma série de padrdes de troca de nés —
template matchings — em todos os elementos de S’ e seus pais até o n6 ancestral comum de
nivel mais baixo possivel. Esse ancestral € chamado de raiz da subarvore pertinente. NOs-PQ
pertinentes sdo denominados cheios, quando todos os seus filhos sdo pertinentes ou parciais
guando ele possui pelo menos um filho pertinente e um ndo pertinente. N6s-PQ n&o
pertinentes s8o denominados vazos.

A operacdo de reducdo é dividida em duas fases, a fase bubble e a fase reduce. Na fase
bubble, € identificada a subarvore pertinente na qual a operacéo de reducdo serd processada.
Na fase reduce uma série de operagdes de padrdes de trocas de nds séo efetuadas sobre os nds
P's e Qs de maneira que o resultado final produzido contemple todas as folhas pertinentes
arranjadas consecutivamente em sua fronteira.

Cada padréo de troca de nds promove um conjunto de permutacdes de nds na arvore
de tal forma que os respectivos nos pertinentes sejam arranjados sequiencialmente na fronteira.
Os padrdes para as folhas sdo simples, no entanto os padrdes para 0os noés P e Q sdo bem mais
complexos e numerosos.

Para mais informagdes sobre a operacdo de reducdo e os padrdes de troca, recomenda-



se leitura dos trabalhos de Vollen (1998) e Harris (2002).
O algoritmo de Ozawa e Takahashi redliza o teste de planaridade de um grafo
utilizando arvores-PQ. O algoritmo VD-PLANARIZE utiliza esse teste para decidir quais sdo

0s nés gque devem ser removidos do grafo paratorné-lo planar.

2.5. Heuristicas e Metaheuristicas

Para se resolver um problema computacional normalmente existe duas preocupagdes:
» elaborar um algoritmo de resolucéo que tenha um tempo computacional aceitavel;
e

» elaborar um algoritmo que fornegca a melhor solucéo possivel para o problema.

No entanto, para problemas complexos do mundo real nem sempre € possivel atingir
essas duas metas e se faz necessario optar por uma delas.

Propor algoritmos que fornecam a melhor soluc@o possivel para um problema € o
objetivo de qualquer projetista de algoritmos, no entanto prover a solucéo 6tima nem sempre
€ a melhor opcéo. Dentro da teoria da computacdo, existe a subérea teoria da complexidade
computacional que foca em classificar problemas de acordo com as suas dificuldades
inerentes. Além disso, ateoria da complexidade computacional trata de problemas de decisdo,
entretanto é trivial demonstrar que todo problema que néo € de decisdo pode ter um problema
de decisdo associado. Seja X um problema qualquer, e A uma solugdo valida para X, podemos
associar a X 0 seguinte problema de decisdo Y = “A é a melhor solugdo possivel para o
problema X7?".

Os problemas de deciséo associados podem ser classificados de duas maneiras:

» problemas da classe P (deterministic Polynomial) - podem ser resolvidos por uma

méquina deterministica em tempo polinomial;

» problemas da classe NP (nondeterministic Polynomial) — podem ser resolvidos em

tempo polinomial apenas por uma méquina de Turing ndo deterministica.
Maquinas deterministicas (como 0s computadores) ndo podem resolver esses
problemas em tempo polinomial.

Para mais informacdes acerca da teoria da NP-completude e problemas pertencentes a
classe NP, recomenda-se a leitura do trabalho de Garey e Johnson (1979).

Os algoritmos aproximativos constituem uma abordagem adequada para problemas da
classe NP por fornecerem solugdes dentro de um limite de qualidade absoluto ou assintético,
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assim como um limite assint6tico de complexidade polinomial para o pior caso comprovado
matematicamente, dessa forma, conforme o tempo de execugcdo de um método aproximativo
cresce, as solugbes geradas tendem a se aproximarem de uma solugdo 6tima.

Quando um problema da classe NP precisa ser resolvido em tempo restrito, e esse ndo
admite um algoritmo aproximativo, comumente é proposta uma heuristica. Um algoritmo
heuristico (do grego heuriskein, descobrir) é uma regra, simplificagdo ou aproximagdo que
reduz ou limita a busca em dominios de solugdes muito extensos e inviaveis de serem
integralmente investigados. De modo simples, uma heuristica € um método de busca restrita
no espaco de solucdes que procura por uma boa solugéo, mas ndo garante que a solucéo
encontrada seja 6tima. Dependendo de quéo restrito € o espago vasculhado, os métodos
heuristicos sGo mais ou menos rapidos.

Uma metaheuristica € um modelo heuristico genérico para resolver problemas de
otimizagdo. Elas se destacam por apresentarem uma metodologia de busca eficiente para
diferentes espagos de solucdes. Dentre as metaheuristicas mais comuns podemos destacar 0s
algoritmos genéticos, simulated annealing, GRASP, VNS, VND, buscatabu e ant system.

Para maiores informagBes acerca de metaheuristicas recomendamos o trabalho de
Glover e Kochenberger (2003).

Este trabalho propde o uso de dois algoritmos heuristicos para solucionar o problema
de planarizagdo de grafos utilizando a operacdo de remocgao de vértices. Como visto na secéo
2.2.2, encontrar o valor do nimero de remocao de vértices de um grafo G possui um problema
de decisdo associado NP-completo. Portanto esse problema néo pode ser resolvido em tempo
polinomial. Além disso, foi provado (Faria et a, 2006) que o problema tratado ndo admite
solugbes por meio de um algoritmo aproximativo, dessa forma justificando o uso de

heuristicas.

2.6. Algoritmos Genéticos

Um algoritmo genético (GA — Genetic Algorithm) € uma metaheuristica utilizada para
resolver problemas de otimizacdo. Algoritmos genéticos sdo pertencentes a uma classe
particular de algoritmos denominados al goritmos evol utivos que usam técnicas inspiradas pela
biologia evolutiva (hereditariedade, mutacéo, selecdo natura e recombinacao).

Os algoritmos genéticos apresentam algumas vantagens em relagdo a outras técnicas
tradicionais de otimizagdo. A primeira vantagem notével € lidar com um conjunto de soluctes
e ndo apenas com uma Unica solucdo, por ter a capacidade de cobrir diferentes areas do
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espaco de solugdes simultaneamente. Outra vantagem € que usam transi¢des probabilisticas e
ndo deterministicas, desta forma para diferentes execucBes pode-se obter diferentes
resultados. Algoritmos genéticos ndo necessitam de conhecimento derivado do problema, mas
apenas uma forma de avaliar os resultados.

Um algoritmo genético é congtituido basicamente de quatro elementos:

e 0 individuo, elemento que contém o codigo-genético. Incluso no individuo estq
uma possivel solucdo do problema de otimizacdo. O cromossomo é a parte
especifica do individuo que representa computacionalmente uma solugdo do
problema;

» afuncao-objetivo utilizada, objeto da otimizagdo. Essa funcéo deve avaliar uma
solugdo proposta em fungéo das entradas e fornecer um parametro de comparacéo
gue permita decidir se a solugdo proposta € boaou ruim;

* 0 processo de selecdo, o qual define como a populagdo é organizada e atualizada,
como os individuos sdo selecionados para cruzamento e se existe ou ndo alguma
escolhaelitista; e

» areproducdo, que constitui a fase que define como, uma vez selecionados dois
individuos, o cruzamento entre eles vai gerar novos individuos. Durante a

reproducdo podem ocorrer também mutacoes.

2.6.1. Individuo

O individuo é a unidade fundamental de um algoritmo genético por conter as possiveis
solugdes do problema. E por meio dos individuos que as solugdes sfo otimizadas. Um
individuo possui um cromossomo, estrutura que normalmente armazena uma solucéo do
problema de otimizagdo. Cada elemento desse cromossomo € denominado gene. Define-se de
gendtipo como sendo um conjunto de genes. O gendtipo € a informagdo interpretada pela
méquina. Define-se fendtipo como sendo o significado interpretado do conjunto de genes por
humanos.

A Tabela 2.4 apresenta exemplos de diferentes cromossomos para diferentes
problemas, incluindo o gendtipo e o fendtipo.
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Tabela 2.4. Exemplo de cromossomos para diferentes problemas

Gendtipo Fendtipo Problema
1101010101101100 54636 otimizacdo numérica
BACDEGF comece pela cidade B, depois passe pelas  caixeiro viajante

cidades A, C,D,E, G e termineem F
C1R3C5R2 Se condicdo 1 execute regra 3, se regras para aprendizagem

condicgdo 5 execute regra 2 de agentes

2.6.2. Populacao

A populacdo de um algoritmo genético é o conjunto de individuos que existem durante uma
iteracdo do agoritmo. O tamanho da populacdo é normalmente fixo e os individuos
normalmente substituidos a cada iteracéo.

A funcio-objetivo f,(x) € a funcdo que recebe um individuo x e retorna um valor
correspondente a aptiddo de x. Comumente a fung¢&o-objetivo € uma mesura do problema a
ser resolvido, por exemplo, em um problema de otimizacdo numérica onde o objetivo &

encontrar o menor valor, dado um individuo x, f, (x) retorna o valor correspondente a x.

2.6.3. Selecao

A selecdo de um algoritmo genético consiste um processo onde certos critérios sdo satisfeitos
para selecionar os pais que gerardo a proxima populacdo. A priori se faz necessario definir
guantos individuos sdo gerados pelo cruzamento de dois outros quaisguer, e com base nisso
definir quantos pares de individuos serdo selecionados para a fase de cruzamento.
Normalmente o cruzamento entre dois individuos geram outros dois individuos.

O meio mais simples de se compor cada par de individuos para o cruzamento € por
meio de sorteio aleatorio. No entanto este método de selegdo ndo simula a selec@o natural,
onde o individuo mais apto tende a sobreviver e 0 menos apto a morrer, aém disso, selecionar
a0 acaso é uma abordagem que raramente € usada por ndo gerar bons resultados. Baseado no
método de sorteio aleatorio desenvolveu-se sistemas probabilisticos que consistem em utilizar
a informacdo provida pela fun¢éo-objetivo f,(x) para determinar quéo apto € um individuo
no sistema, portanto quanto melhor a avaliagdo da funcéo-objetivo f,(x), mas apto o
individuo é para ser escolhido.

Goldberg (1989) sugere o uso de uma técnica denominada scaling para aprimorar o
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método de avaliagdo da adequacdo de cada individuo. Sem scaling, o valor bruto da funcéo-
objetivo é usado como pardmetro de probabilidade de selecdo, no entanto nem sempre

proporciona bons resultados. Dada uma fungdo objetivo f,(x), uma fungdo scaling

fscaling (fO(x)) pOde$r dO tipO:
* linear - o valor dafung&o-objetivo f, (x) recebe a seguinte alteragéo:

fscaling(fo(x)) = fo(x) Xa+ b;
onde

med max — ¢ X med
a:(c—l)xTe b = med X A ,se A+ 0

a = 1,b = 0, caso contrario.

A variavel max representa o maior valor de adaptacdo encontrado, med a média
de todas as solugbes da populacdo atual, ¢ € uma constante real maior que 1
denominada fator escala (scale factor) e A é o maior valor de adaptacdo
encontrado na populagéo atual menos o valor f, (x) .

* truncamento de sigma — um valor multiplo do desvio médio d,,, € subtraido dos
valores obtidos pela funcéo-objetivo e os valores negativos sdo ajustados para
zero. A férmularesultante € a seguinte:

fscaling(fo(x)) = fo(x) —med — ¢ X d,p,
onde ¢ é uma constante real maior que 1.
» poténcia— o valor dafuncdo-objetivo é elevado a uma constante pré-definida k:
fscaling (fo (x)) =fo (x)*

Em sistemas onde o scaling € adotado, a fungéo f, € substituida pela fun¢do fs qiing
para célculo de aptidéo dos individuos.

Depois de decidido como a fungdo-objetivo qualifica cada individuo € que se define
como 0 processo de selecdo deve ser feito. Existem cinco métodos comumente utilizados para
fazer a selegdo que sfo:

» ranking — os individuos da populacdo sdo ordenados de acordo com seu valor de
adequacdo e entdo sua probabilidade de selecdo é atribuida conforme a posicéo que
ele ocupa no ranking;

» roleta —cada individuo recebe uma probabilidade e um valor aleatério € sorteado.
Dada uma populagdo composta de n individuos I, 1, ..,I,. Sda

k
JGESWAD)
j=1
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0 somatdrio dos valores de adequacdo dos individuos da populacéo e r um valor
sorteado aeatoriamente entre 0 e S(n). Sga i um individuo da populagdo, i seréa
selecionado pelo processo daroletase esomentese S(i — 1) < r < S(i);

torneio — grupos de solugdes sdo arbitrariamente escolhidos e os individuos mais

adaptados entre eles so selecionados para o cruzamento; e
_fox)

" med’

a média do valor de adaptacdo da populacdo, assume-se que a parte inteira da

selecdo estocastica do remanescente — dada a formula s(x) onde med é

funcdo determina quantas copias do individuo so selecionadas diretamente. Os
outros individuos sdo escolhidos aplicando outro método de selegdo sobre a parte
decimal do valor s(x) de cadaindividuo.

Cruzamento

Depois de selecionados os pares, 0 cruzamento (crossover) tem inicio. Nesta fase os genes

dosindividuos pais sGo combinados para gerarem o(s) filho(s).

A fase de cruzamento € totalmente dependente da representacdo de solucéo escolhida

para o problema. Uma ma representacdo pode fazer com que o algoritmo percorra um espago

muito limitado de solugdes, conseqiientemente ndo gerando boas melhorias.

Dado dois individuos pais I, e I os quais tem cromossomos de comprimento fixo [,

gue gerardo dois filhos 1]1 e Ifz, 0s principais tipos de cruzamento s&o:

l=10,k=6

IR 2 (1[1fa1[a]2[2][2]2]
' E N N
N E N
‘N N m
EE BN N

Figura 2.30. Exemplo de cruzamento de um ponto

um ponto — nesse cruzamento, divide-se em dois os genes dos pais e os filhos
recebem uma parte de cada pai. O processo sorteia um nimero k entre 1 el (ponto

de corte) onde 1} recebe osgenesde 1 ak del) ek + 1 al de I; enquanto If2

recebe osgenesde 1 ak del; ek +1 al de ;. A Figura 2.30 exemplifica a
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situacéo de cruzamento de um ponto para o valor sorteado k = 6. Para melhor

compreensdo, afigura utiliza uma méascara que contém valores 1 ou 2 que indicam

se o individuo I} herdara aquele gene de I,, ou I;; respectivamente. A méscara do

individuo I7 é améscara complementar a exibida;

* multiponto — cruzamento baseado no cruzamento de um ponto, mas neste
modelo um nimero n de pontos de cortes € pré-definido. Os locais dos cortes

continuam sendo sorteados aleatoriamente, assim como no cruzamento de um

ponto;

n= 3,l= 10,k1 =2,k2 =5,k3 =8

RS 1 [1]2]2]2[1]1]1]2]2]
o D B
5
7 N NN
Nl EE B B

Figura 2.31.Exemplo de cruzamento multiponto

segmentado — cruzamento semelhante ao multiponto, no entanto, cada vez que

dois pais se cruzam é sorteado um novo valor paran;

=10,
mascara aleatéria = {1,2,2,1,2,1,1,2,1,2}

IS 1 [2]2]1]2[1]1]2]1]2]

B N N
L[ N N
0 BN
N EE B

Figura 2.32. Exemplo de cruzamento uniforme
uniforme — para cada gene de I}"' , 0 método do cruzamento uniforme consiste em
sortear o0 pal que transmitird o gene; e
combinag&o parcial — sorteia-se dois pontos de corte. O individuo I; recebe todos

os genes de I, para 0 espago entre os pontos de corte, o filho If2 recebe todos os
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genes de I7 para 0 mesmo espaco. O restante dos genes é preenchido com os

valores considerados mais apropriados para cada I}“.

l=10,k1 =3,k2 =7

N o [1]1]2]2[2]2]-[-[-]
o N B
oL T N N
2 B B E e
Al B BN B

Figura 2.33. Exemplo de cruzamento por combinagéo parcial

Depois de gerado cada novo individuo, existe uma pegquena chance de ele sofrer uma
mutacdo, alguma alteragdo fora dos padrfes em seus genes. O algoritmo genético pode ser
pré-configurado para possibilitar a mutagdo, que normalmente ndo supera 5% dos individuos
gerados. Se o individuo for selecionado para mutagéo, ela ocorrerd normalmente por um dos
seguintes mecanismos:

» flip — cada gene a ser mutado tem seu valor alterado para qualquer valor possivel

do alfabeto valido;

» troca— dois genes sdo sorteados e tem seus valores trocados entre si; e

» creep—um valor aleatdrio é somado ou subtraido do gene.

Ao fim do processo de cruzamento, os novos individuos substituem os antigos na
populacdo e 0 processo reinicia. Algumas abordagens distintas sdo utilizadas nos processos de
substituicdo da populacéo das quais se destacam as abordagens:

» classica — nessa abordagem todos os individuos de uma populagdo sdo substituidos

pelos novos individuos gerados pelo processo de selecéo;
e mais apto — neste méodo, os individuos gerados sO substituem os geradores se
estes forem mais aptos; e

o ditismo — um conjunto das n melhores solu¢cdes de uma geracdo € sempre
mantido, enquanto o restante da populacdo € substituida segundo algum outro
critério.

Para cada nova populacdo gerada, 0 processo de cruzamento se repete até que o
algoritmo atinja uma condicdo de parada. Essa condicdo pode ser uma quantidade fixa de

iteracBes, um tempo fixo de processamento ou por estagnacao (starvation), onde apds n
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iteracBes (ou periodo de tempo) sem se obter uma melhora na solugdo a execugdo do
algoritmo é encerrada.

A Figura 2.34 apresenta 0 pseudocodigo de um algoritmo genético genérico. Os
algoritmos genéticos sdo largamente utilizados pela sua simplicidade de implementacéo e sua
reconhecida capacidade e explorar diversas regioes distintas do espaco de solugbes gerando
para muitos problemas bons resultados. Para mais informagdes acerca de algoritmos genéticos
recomendamos a leitura dos trabalhos de Mitchell e Forrest (1995) e Mitchell (1998).

ALGORITMO GENETICO
Entrada: populagio, fungio-objetivo f,
Saida: individuo

Pré-processamento: gerar uma populagio valida
Inicio:

enquanto a condi¢do de parada nao for satisfeita:
melhor individuo = identifica melhor individuo (populagio);
lista de pais = sele¢do(populagio, f,);
populacio := reproducio(lista de pais);

retorna melhor individuo

N U W

Fim;

Figura 2.34. Pseudocédigo de um algoritmo genético

2.7. Trabalhos Relacionados

Encontramos na literatura diversos trabalhos que tratam do problema de planarizagdo de
grafos e invariantes de planaridade. Destacam-se os trabalhos de Jayakumar, Thulasiraman e
Swamy (1989) que desenvolveram o algoritmo PLANARIZE que utiliza a operacéo de
remocao de arestas para planarizar um grafo. Outro trabalho considerado foi desenvolvido por
Eades e Mendonga (1993), que utiliza o algoritmo PLANARIZE adaptado para utilizar a
operagdo de divisdo de vértices. Ambos possuem complexidade de tempo O (n?).

Outros trabalhos destacados sdo: Ozawa e Takahashi (1981) que, por remocdo de
arestas, desenvolveram um algoritmo de complexidade de tempo O(n"®) e Kant (1992) que
propds outro algoritmo de planarizagdo também 0(n?). Outros algoritmos que utilizam a
remocgdo de arestas para planarizar um grafo foram propostos por: Fisher e Wing (1966),
Pasedach (1976), Sadowska (1978) e Chiba, Nishioka e Shirizawa (1979).
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3

Algoritmos Propostos

Este trabalho propde dois algoritmos heuristicos para resolver o problema de planarizagdo de
grafos utilizando a operacdo de remocado de vértices. O primeiro algoritmo, denominado VD-
PLANARIZE é uma heuristica que foi primeiro descrita na tese de doutorado de Mendonca
(1994). O segundo algoritmo proposto, 0 GAVD-PLANARIZE utiliza uma metaheuristica
genética para melhorar as solugdes obtidas pelo VD-PLANARIZE.

3.1. VD-PLANARIZE

Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989) propuseram um algoritmo para planarizar grafos
gue utiliza a operagcéo de remocao de arestas denominado PLANARIZE. Eades e Mendonca
(1993) adaptaram o PLANARIZE para utilizar a operagdo de divisdo de vértices e assim
criaram o SPLIT-PLANARIZE. Ambos os algoritmos possuem complexidade de tempo 0 (n?)
considerando n o tamanho do conjunto de vértices do grafo de entrada.

O agoritmo PLANARIZE se baseia no tese de planaridade de Lempel, Even e
Cederbaum (1967) que utiliza arvores-PQ (Booth e Lueker, 1976) na sua implementac&o.
Este trabalho adapta o agoritmo PLANARIZE para a operacdo de remocdo de vértices,
denominando este novo algoritmo de VD-PLANARIZE e fazendo as devidas modificages
para que este possuisse complexidade de tempo linear.

O algoritmo de Lempel, Even e Cederbaum (algoritmo de LEC) realiza um teste num
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grafo para determinar se ele € ou ndo planar. Esse algoritmo trata somente de grafos
biconexos. N&o obstante, é possivel separar em tempo linear um grafo conexo e ndo biconexo
em componentes biconexos, como mostra Gibbons (1994). Desta forma o algoritmo VD-
PLANARIZE pode ser aplicado em qualquer grafo conexo, no entanto neste trabalho
utilizaremos apenas grafos biconexos a fim de evitar a etapa de divisdo em componentes
biconexos. O algoritmo de LEC requer um st-grafo, um grafo que possui uma st-numeragao.
Dado um st-grafo G, seja Gy, paral < k < n, um subgrafo induzido pelo conjunto de
vérticesV,, = {1, 2, ..., k}, seja B;, um grafo isomorfo ao subgrafo G, mais as arestas de G que
sdo incidentes ao conjunto de vértices V,, e ndo estdo em G, denominadas arestas virtuais,
onde cada aresta virtual € adjacente a um vértice de V,, e a um novo vértice virtual que é
rotulado com o seu equivalente em G. Denominamos o desenho de B;, por arbusto. Em um
arbusto, os vértices de menor rétulo aparecem em um nivel mais elevado e todos os vértices
virtuais aparecem no ultimo nivel. Além disso, € comum que existam véarios vértices virtuais
com o mesmo roétulo. A Figura 3.1 apresenta em (&) um grafo Ky 3 com uma st-numeragéo e

em (b) um arbusto B deste grafo.

2
@ ®

4
® .t 2@
@6 o3 kL

. 6§ 8§ 6 8 6 8 6 8 7 9 e
(a) Ko 3 (b) Bs
Figura 3.1. Um st-grafo e um arbusto Bs

Um st-grafo é planar se, e somente se, para cada arbusto By, 2 < k < n — 2 existir um
grafo B;, isomorfo a B, ta que todo os vértices virtuais rotulados k 4+ 1 aparegcam
consecutivamente (Even e Tarjan, 1976).

O algoritmo de LEC se baseia nessa propriedade para averiguar a planaridade de um
grafo. Ele inicia seu processamento com o arbusto B, e para cada arbusto B, é verificada a
possibilidade de arranjar seus vértices virtuais de maneira consecutiva. Caso seja possivel, ele
avanca para a proxima iteracdo com o arbusto By, caso ndo segja possivel ele acusa que o
grafo ndo é planar. A fim de realizar com eficiéncia essas verificagdes, o algoritmo de LEC
utiliza &rvores-PQ para representar os arbustos. As propriedades da arvore-PQ garantem a
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validade dos arbustos e a operacdo de reducéo garante a verificagdo da seqiiéncia de vértices
virtuais (Lempel, Even e Cederbaum, 1967).

O agoritmo de LEC inicia em B, pois B, € trivialmente redutivel, visto que dentre
Seus Vvertices virtuais ndo havera vértices com rétulos iguais. O algoritmo termina com a
iteracdo do arbusto B,_, pois € também trivial provar que o arbusto B,,_, é facilmente
redutivel para o conjunto de vértices virtuais de rétulos iguais a n, pois todas as suas folhas
possuem esse rétulo.

O algoritmo PLANARIZE utiliza o algoritmo de LEC para planarizar um grafo
removendo arestas. Assim como o algoritmo de LEC, ele monta os arbustos e quando a néo-
planaridade € detectada, ele escolhe uma ou mais arestas a serem removidas, mantendo a
propriedade de planaridade citada anteriormente. No entanto, o algoritmo de LEC detecta que
uma reducdo ndo é possivel durante o proprio processo de reducdo, dessa forma quando ele
acusa a ndo-planaridade a estrutura final da &rvore-PQ esté alterada de forma que elando mais
representa 0 arbusto By,. Reverter esse processo de reducéo é muito custoso, assim como criar
uma copia da &rvore a cada iteracdo, por isso o0 PLANARIZE utiliza um teste que detecta se a
arvore-PQ éredutivel sem alterar sua estrutura antes de efetuar a reducéo.

O teste que detecta se uma &rvore-PQ é passivel de reducdo sem alterar sua estrutura
foi proposto por Ozawa e Takahashi (1981). Esse teste toma uma érvore-PQ T, € um conjunto
de vértices virtuais s e classifica os nds da subarvore pertinente a fim de averiguar se uma
reducéo é ou ndo possivel. Umnd X P ou Q qualquer pode ser classificado como:

* tipo A: umnd X € do tipo A se a subarvore enraizada até X puder ser rearranjada tal
gue todas as folhas pertinentes descendentes de X aparecam consecutivamente no
meio da fronteira com pelo menos uma folha ndo pertinente de cada ponta da
fronteira;

e tipo B: um nd X € do tipo B se a fronteira da subarvore enraizada até X consistir
somente de folhas pertinentes. Em outras palavras, X é um né cheio;

e tipoH: umnd X édo tipo H se a subérvore enraizada até X puder ser rearranjada tal
gue todas as folhas pertinentes descendentes de X aparecam consecutivamente em
uma das extremidades da fronteira;

e tipo V: umnd X é do tipo V se a subarvore enraizada até X pode ser rearranjada tal
gue todas as folhas ndo pertinentes descendentes de X aparecam consecutivamente no
meio da fronteira com pelo menos uma folha pertinente aparecendo em cada
extremidade da fronteira; e
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e tipo W: um nd X é dito ser do tipo W se a fronteira da subarvore enraizada até X
consistir somente de folhas ndo pertinentes. Em outras palavras, X é um no vazio.

A Figura 3.2 apresenta um exemplo de uma érvore-PQ com seus nos classificados de
acordo com o teste de Ozawa e Takahashi. Os n6s virtuais que compdem o conjunto S” de nés
a serem reduzidos sd0 0s nés pretos, as letras ao redor de cada ndé P e Q apresentam as
classificagbes dos nds. Perceba que as classes de no6s ndo sdo mutuamente exclusivas, é
possivel que um no6 seja de mais de um tipo.

Classificados os nds, o agoritmo verifica se o tipo daraiz da subarvore pertinente € do
tipo B, H ou A, indicando que a reducéo € possivel, caso contrario a reducdo ndo é possivel.
Observe na Figura 3.2 que a raiz da subarvore pertinente, o né P,, é do tipo H portanto a

arvore éredutivel, facilmente constatado se invertermos as folhas 9 e 8 do no P,.

O O
10 10

(-

Figura 3.2. Exemplo de classificacdo de nds segundo teste de Ozawa e Takahashi

Percebe-se que nem todo nd pertence a uma dessas classificagdes. Para uma érvore-
PQ que representa uma forma arbusto B,,, a classificacdo com relacgo ao conjunto de vértices
virtuais de rétulo k + 1 cobre todos os vértices. Quando um né ndo for classificado com um
desses tipos, a &vore é alterada de acordo com o algoritmo de planarizagdo, por exemplo,
pelaremocdo de arestas.

O algoritmo VD-PLANARIZE proposto se baseia no agoritmo de planarizagdo
PLANARIZE desenvolvido por Jayakumar, Thulasiraman e Swamy, mas a nossa proposta
utiliza a operacéo de remocdo de vértices. Tendo em vista que na fase de remocéo, dado o
arbusto By, ao contr&rio do processo de remocdo de arestas onde o PLANARIZE tem que

realizar testes para descobrir quais arestas devem ser removidas, 0 VD-PLANARIZE apenas
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remove o veértice k + 1 com uma operacdo de tempo constante. Essa operacdo garante ao
algoritmo uma complexidade de tempo O(n + m) parao VD-PLANARIZE contra O(n?) para
0 PLANARIZE, onden é o nimero de vértices do grafo de entrada e m seu nimero de arestas.
De maneira geral, o agoritmo VD-PLANARIZE iterage com os vértices do grafo
seguindo uma ordem definida por uma st-numerag@o, e tenta inserir cada vértice em uma
arvore-PQ auxiliar. Antes de realizar uma insercdo, o algoritmo verifica se é possivel reduzir
a arvore para o conjunto de nés virtuais de rétulo igual ao do vértice da iteragcdo atual. Caso
néo seja possivel reduzir, o veértice atual € removido do grafo e a &vore é re-arranjada para o
proximo vértice. Caso seja possivel, essa reducgdo é feita e a nova forma arbusto do vértice
seguinte é construida. Por se tratar essencialmente do agoritmo de LEC, ao final da execucéo

o grafo resultante é planar.

VD-PLANARIZE

Entrada: grafo G’ isomorfo a G

Saida: subgrafo induzido planar de G

Pré-processamento: obter uma stnumeragio valida para G’, obter a lista small para todos os
vértices de G’

1: Inicio:

2: construir a arvore inicial T} ;

3: parak =2 até n — 2 faca: {seguindo a st — numeragéo}

4 se Tj,_, for redutivel {teste de Ozawa e Takahashi} entio:

5: aplica a redugdo {algoritmo de Booth e Lueker};

6: senao

7: UPDATE(vy);

8: obter T}, substituindo todos os nds pertinentes de 7;_; por um novo né- P
P, com todas as arestas saindo do vértice v, com rétulo maior do que k
aparecendo como filho de P ;

9: retorna G;

10: Fim;

Figura 3.3. Pseudocodigo do algoritmo estudado VD-PLANARIZE

A Figura 3.3 apresenta o pseudocddigo do algoritmo estudado VD-PLANARIZE. O
algoritmo recebe um st-grafo G’ isomorfo a G e iterage para os vérticesk = 2 aték =n — 2
(assim como no algoritmo de LEC).

Seja vy, 0 veértice daiteracdo k e Ty_, aarvore-PQ que representa o arbusto Bj,_,, para
cada iteragdo, inicialmente Tj,_, € verificada pelo teste de Ozawa e Takahashi para certificar
sua redutibilidade. Caso a reducdo sgja possivel, entdo o algoritmo de Booth e Lueker é
aplicado para derivar Tj;_, de Tj,_,, em outras palavras a reducdo € aplicada em Tj,_,. Caso 0
teste de Ozawa e Takahashi acuse que a reducdo € impossivel, 0 méodo UPDATE é chamado
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parao vertice vy,.

A Figura 3.4 apresenta 0 pseudocddigo da funcdo UPDATE. Egta fungdo recebe um
grafo G', uma &rvore Ty,_,, um vértice v, e remove este vértice de G’ garantindo que a arvore
Ty_+ contenha em sua fronteira o vértice vy, ; para que o VD-PLANARIZE possa prosseguir.
Para garantir essa propriedade sem afetar no desempenho do algoritmo, a funcdo UPDATE
utiliza uma lista denominada small(u) que armazena o total de vértices adjacentes au que
tem rétulos menores do que o rétulo de u, de acordo com a st-numeracéo de G’. Quando o
valor de small se torna zero para algum vértice v, uma nova aresta {s, v} e vértice v virtuais

sdo inseridos naarvore Ty, _ .

UPDATE

Entrada: grafo G, drvoreT), e vértice vy,

Saida: G — v, e T;_rearranjada de modo que a stnumeracio seja respeitada
Pré-processamento: lista smal/atualizada

Inicio:

remove o vértice v, de G e todas suas arestas incidentes;
remove todos os nés virtuais de réotulo igual a vy, de Tj,_4;
para cada u adjacente a v, faga:
small(u) = small(u) — 1;
se small(u) = 0 entio:
adicione um no virtual u e uma aresta virtual {s, u}em T, _;;

retornaGeTy_;;

N A LR

Fim;

Figura 3.4. Pseudocodigo da funcdo UPDATE

ApoGs a redugdo ou execucdo da funcdo UPDATE, a arvore T), € obtida de T;_,
removendo-se todas as folhas com rétulo v, e inserindo no lugar um novo né P derétulo Py, e
para cada vértice v; adjacente a vy, onde i > k, inserir um novo vértice virtual de rétulo v; e
uma aresta virtual {P, v;}.

Esse processo é repetido até que k = n — 2. Quando isso acontecer, G' = (V', E') sera
0 subgrafo planar induzido de G = (V,E) por V'.

O algoritmo de reducéo proposto por Booth e Lueker, utilizado no VD-PLANARIZE
para reduzir todas as arvores-PQ redutiveis T, tem seu tempo total executado com
complexidade de tempo de O(n + m) (Jayakumar, Thulasiraman e Swamy, 1989). Quando
uma &rvore-PQ T, ndo é redutivel, executa-se a operacdo UPDATE que fara a remocgdo dos
vértices pertinentes. Supomos o pior caso com o maximo de vértices removidos (note que isto
€ verdadeiro para o grafo K,,, pois o grafo resultante ndo serd planar até que tenhan — 4

vértices removidos). Para cada vértice v removido, o algoritmo inspeciona os rétulos de cada
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vértice u adjacente a v. Se o rétulo de u for maior que o rétulo de v, o valor de small(u) é
reduzido uma unidade. Portanto, a operagdo UPDATE inspeciona cada vértice e seus
adjacentes. Logo, no pior caso, 0 tempo total dessa operacdo € 0(n + m). A adicdo de arestas
virtuais ao vértice s (raiz) € feita, no pior caso, n vezes. Portanto a complexidade de tempo do
VD-PLANARIZE é O(m + n).

A Figura 3.5 apresenta um exemplo de execugéo do VD-PLANARIZE para o grafo st-
numerado da Figura 2.27. Esse exemplo usa uma st-numeragdo obtida pelo algoritmo de
Tarjan e exibe todo o procedimento de planarizac&o.

G' inicio k=2
: N v
v ‘3 . ») redugiio T}
o » s Q) Q)
; ®
‘ V
° Tk
Vg
.“/ A .
g ; ® L
2 4 5 7 9 2 4 5 7 9 7 4 5 7 9
/f- 3 k=4
; 3 v
redugiio Ty redugdo Ty,
Tk Tk o1
[ o @ 9
307 4 5 71 9 & 7 4 5 7 97 4 4 5 71 9 75 8 5 7 9
k=5 @ k=6
= Vs Ve
redugdio T, redugdo T,
@) @ @ D
Tk o1 T =
@ @ © @
° J @®
7T 8 5 3 7 9 7 8 7 6 v ] 91 7 8 7 6 7 9 7 8 9 7T 709 7 8 7 9 709
impossivel reduzir 7} f‘ 7
remover v-de ' d G
5
@ ® v
@) D, . .
.\'-J
o1 Update(k [ Tk o1 = 01 5
g [pdate(k) [e ‘
° .
[ Vo Vv,
7 8 7 9 79 [ 9 9 9 9 9 9 9 o

Figura 3.5. Exemplo de execugdo do VD-PLANARIZE para o st-grafo da Figura 2.27
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A Figura 3.6 apresenta um exemplo da execugdo do algoritmo VD-PLANARIZE para
um grafo C, X C, com uma st-numeragao que fagca com que o algoritmo chegue ao resultado
6timo, isto é, que remova o minimo de vértices possivel. Diferente do exemplo da Figura 3.5,
o0 exemplo da Figura 3.6 mostra que cada vértice vai sendo imerso em um novo grafo aé

obter-se o resultado final para que se possa visualizar a relacdo do arbusto com a geragéo do

1 2 3 4
1 1 1 1
X i |7 ;|7 e
% A & o) 6
1 3 booe GO0 | bo0do o o 606 o 06 bd D 4800060 b0
165 42 6542 | 16541273 165 4127 3 16544 1311127 1654 4 1311127 | 46510 613 11 12 7 165106 1311 12 7
5 7 1136
8 ¢15414 5 6e7
1612111 1 2
) 2
T v’
Gy G ) G .
[eX¥eYe) 0o 0O © o 00 000 00
168766 1013 1112 7 168766 101311 12 7 ‘( " ‘ ’ o ' O © 0 0 00
7 16 89 1310 B o1 12 6 8 91310 B D
8 9e 10
1
S —— V’ ; @’“
RN ‘ : \
Y 8 : "
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161615 99 1310 13 1112 161615 99 13 10 1311 12 51 1 1013 1 12 161615 14 13 13 D1 161615 141 B D | 161615 14 1 13141210 161 14130 140 12
12 13 15
1 2
“ m- % e
G "
d “b'
o) O o
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Figura 3.6. Exemplo de execugdo do VD-PLANARIZE para umgrafo C, X C,

3.1.1. Qualidade das Solugdes

A qualidade das solucBes do algoritmo VD-PLANARIZE é totamente dependente da st-
numeragdo, pois dada diferentes numeragdes, as arvores T, serd0 montadas de maneiras
distintas onde o resultado final pode ser completamente diferente. A Figura 3.7 apresenta um
exemplo de um grafo bipartido K,,,, onde a st-numeragéo apresentada leva o VD-PLANARIZE
aplanarizar o grafo de maneira 6tima de acordo com o valor tedrico de min{m, n} — 2.

Em contrapartida, a Figura 3.8 apresenta um exemplo, também para grafos bipartidos
K,.m, Onde a st-numeracdo apresentada leva o grafo a ser planarizado da pior forma possivel
ao eliminar n — 5 vértices. Fica evidente que a qualidade do resultado produzido pelo VD-

PLANARIZE depende de se obter uma st-numeragéo adequada.
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Figura 3.8. Exemplo de Pior Caso de Execucéo do Algoritmo para o K;,,,,

Os dois algoritmos de st-numeragéo apresentados, Even-Tarjan e Tarjan, produzem
resultados que sdo influenciados pela escolha da aresta {s, t} e ordem de visita dos vértices
adjacentes de cada vértice. Portanto gerar apenas duas st-numeragdes para cada par de
vertices — para a aresta {u, v} pode-se partir de u parav ou de v parau - ndo cobre todas as
possibilidades de numeracfes possiveis. O espaco total de combinagbes possiveis para a
entrada dos métodos de st-numeracéo € dado por duas vezes o himero de arestas do grafo

vezes 0 nimero de combinagdes possiveis da ordem de visita das adjacéncias de cada vértice.
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Dado um grafo G, os limites do nimero de combinagdes ¢ sdo definidos pela Equacéo

(3).

2mlgp! g™ '] < ¢ < 2mgp!™ (3),
onde n € 0 nimero de vértices, m é o niUmero de arestas, g, € 0 maior grau entre todos 0s
vértices do grafo, e g; € 0 menor grau entre todos os vértices do grafo.

Apesar das inUmeras possibilidades de entradas para os métodos de st-numeragdo, ndo
hé& garantias que eles cubram todo o espaco de possibilidade de numeractes do grafo.

Outro fator acerca da qualidade das solugdes do VD-PLANARIZE é que ndo ha
garantias da existéncia de uma st-numeragcdo que leve o algoritmo a encontrar a solucéo
planar 6tima de um grafo. O algoritmo tem seu desempenho dependente da st-numeracéo dos
vértices do grafo, e ndo ha garantias de gque as possibilidades de diferentes st-numeraces —
inclusive as que ndo sdo possiveis de serem geradas pelos métodos de st-numeragdes - cubram
todo o espaco de solugbes possiveis de planarizagao.

Conclui-se que mesmo sem essas garantias, pode-se observar pelos exemplos dos
grafos K,,,,, que a variedade de solugdes possiveis de serem alcangadas pelo VD-PLANARIZE
€ muito grande, o que torna o algoritmo de planarizacdo eficiente se uma boa técnica de st-
numeracdo for associada. Essa variedade de solugdes foi comprovada experimentalmente com
detalhes da implementacdo como se segue.

3.1.2. Detalhes de Implementacéo

Esta secéo apresenta alguns pontos importantes acerca da implementagcdo dos algoritmos de
st-numeragdo e do VD-PLANARIZE. Inicialmente € abordada a estrutura de dados dos grafos
e posteriormente das outras estruturas e dos algoritmos envolvidos neste trabal ho.

Os algoritmos de st-numeracdo e de planarizagcdo necessitam usar operagdes que
fornecam conhecimento sobre a vizinhanca de um vértice e percorrer vértices e arestas.
Optou-se por utilizar uma estrutura de dados que armazena as relagdes de adjacéncias dos
vértices de um grafo, uma vez que 0 uso dessa estrutura se mostra adequado para realizar
essas operacdes. Outra razdo para 0 uso de uma estrutura de adjacéncias, € que a ordem de
visita dos vértices ndo é fixa e para gerar diferentes st-numeracdes baseado em ordem de
visitas distintas ndo € necessario usar estruturas auxiliares.

A Figura 3.9 apresenta 0 exemplo de duas estruturas de adjacéncias diferentes que
representam o mesmo grafo. Considerando que os algoritmos de st-numeragdo para a fase de

construcdo da arvore de expansdo seguem a ordem de visita fornecida das adjacéncias de um



63

vértice, 0 usO dessas estruturas torna possivel que os agoritmos de st-numeracéo produzam
diferentes resultados, pois a ordem dos vértices visitados utilizada é aquela que esta na lista de

cada vértice.

Quando h& a necessidade de um grafo receber vérias st-numeracdes distintas, copias

do grafo sdo geradas e as varias configuracOes diferentes da ordem de visita dos vértices so

representadas nas listas de adjacéncias de cada vértice.

CHER-ER-EE-E
[CHIE-ER-EE-E

L

CR-CR-ER-E
EARE SE EE E

o

Figura 3.9. Exemplo de duas configuracdes distintas para 0 mesmo grafo

Para diferentes st-numeragdes foram utilizados vetores que armazenam o st-nimero
dos veértices. As funcbes bésicas de grafos, como percorrer vértices e arestas foram
implementadas levando em consideragdo esse vetor e ndo a ordem dos Vvértices na estrutura.
Dessa forma ndo ocorre nenhuma alteracdo no comportamento da fungdo de tempo dos
algoritmos.

Este trabalho implementa a estrutura de arvores-PQ proposta por Harris (2002). Ela
utiliza diferentes vetores para armazenar os diferentes tipos de nds da arvore e apresenta uma
implementacdo eficiente da operagdo de reducéo utilizando o agoritmo de Booth e Lueker.
Todos os procedimentos e fungdes que manipulam arvores-PQ neste trabalho, tais como o
teste de Ozawa e Takahashi e a fungdo UPDATE, est&0 orientados para manipular essas
estruturas.

Os algoritmos abordados neste trabalho foram implementados na linguagem Java.
Para efetuar as medicOes de tempo, tomou-se o cuidado de realizar chamadas regulares ao
Garbage Collector para desalocar objetos ndo mais referenciados na memoria, para que ndo

houvesse comprometimento de performance narealizagcéo dostestes.

3.2. GAVD-PLANARIZE

Apos o estudo acerca da qualidade das solugdes do VD-PLANARIZE apresentado na se¢éo

3.1.1, onde se concluiu que 0 espaco de possiveis st-numeracfes passiveis de serem geradas
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pelos algoritmos de st-numeracdo € muito grande, optou-se por estudar alguma técnica que
explorasse esse espaco em busca de boas planarizagbes. Considera-se entdo o uso de
metaheuristicas que comprovaram ser eficientes na busca de boas solugdes quando se tem um
espaco de possibilidades muito grande.

Uma metaheuristica procura melhorar as solucfes obtidas para um problema. No
contexto da planarizagdo de grafos por remocdo de vértices, o objetivo € encontrar um
subgrafo planar com um maior nimero de vértices possivel, desta forma removendo a menor
quantidade de vértices do grafo original.

Como o algoritmo proposto VD-PLANARIZE possui complexidade de tempo linear,
Seu uso para avaliar diversas solucdes se mostra eficiente. Os algoritmos apresentados de st-
numeragdo também apresentam complexidade de tempo linear, dessa forma a metaheuristica
gue combinar esses algoritmos terd uma complexidade de tempo eficiente. Dessa maneira
propomos o algoritmo GAVD-PLANARIZE.

O GAVD-PLANARIZE é definido pela a estrutura basica de um algoritmo genético,
apresentada na Figura 2.34. Seguindo o0s conceitos de algoritmos genéticos apresentados,
dividimos esta se¢do em quatro partes abordando os diferentes componentes de uma
metaheuristica genética GAVD-PLANARIZE. Essas segOes abordam detalhes de
implementacdo dos individuos, da populagéo, da selegdo e do cruzamento.

3.2.1. Individuos

O GAVD-PLANARIZE implementa os individuos como sendo estruturas que contém uma
copia da lista de adjacéncias do grafo a ser planarizado, uma aresta {s, t} para uso do método
de st-numeragédo, um valor de aptiddo e um vetor contendo uma st-numeracgdo. A Figura 3.10
mostra uma representacdo grafica da organizagcdo de um individuo.

O cromossomo de um individuo tratado no GAVD-PLANARIZE como sendo uma
cOpia da lista de adjacéncias do grafo a ser planarizado. Dado um grafo G € um cromossomo
¢;, €sse cromossomo € congtituido de n genes, onde n representa 0 nimero de vértices de G.
Cada gene g;, € composto pelalista de adjacéncias do vértice vy.

Sempre que um individuo é gerado, seja na populacdo inicial ou apos um cruzamento,
o algoritmo TARJANST-NUMBERING é aplicado sobre a sua estrutura de adjacéncias
utilizando a aresta {s,t} do proprio individuo para obter uma st-numeragcdo, o qua é
armazenada no vetor st. Depois de obtida uma st-numeracdo, o valor de aptiddo do individuo

€ calculado e armazenado. Somente apds, esse individuo esta pronto para ser submetido aos
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processos de selecéo e cruzamento.
— Individuo

~ cromossomo .
=l ¢

gene

CHE-ER-ER-E
N

Aresta {5,t} = {v,u} st-numeracio

Valor de aptiddo = X IXIAIiilIzIBI

Figura 3.10. Exemplo de umindividuo do GAVD-PLANARIZE

Lt

3.2.2. Populagédo

O GAVD-PLANARIZE foi projetado para utilizar uma populagdo de tamanho fixo. No caso
geral, a geracdo dos individuos da populagdo é feita aleatoriamente, copiando a lista de
adjacéncias do grafo original e embaralhando os elementos.

Para 0s casos onde o grafo a ser planarizado € um grafo C,, X C,, apopulagéo é gerada
de forma diferente. Como o grau de cada vértice € quatro, 0 nimero de combinacdes possiveis
para um gene g, € 4! = 24, portanto sdo gerados no minimo vinte e quatro individuos. Dado
uma populagdo P, para todo individuo i € P, onde |P| > 24 e para 1 <k < 24, = i,
contém um gene g qualquer, ndo existe um individuo ij2 ondel <j <24 ej # k quecontém
ogeneg.

Essa abordagem para grafos da classe C,, X C,,, garante que a populagdo inicial contera
todas as possiveis variedades de genes. Caso a populacdo seja maior que 24, 0S outros
individuos tém seus genes sorteados aleatoriamente.

A Figura 3.11 apresenta uma representacdo gréfica dos cromossomos da populacdo
inicial minima gerada para um grafo C; X ;. S8o vinte e quatro individuos onde nenhum
gene se repete, garantindo que diferentes &reas do espaco de solugdes sejam visitadas.

Durante a selec@o e renovagdo da populacdo, optou-se por utilizar um sistema de
elitismo. O elitismo consiste em manter parte da populacdo e renovar a contraparte. O GAVD-
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PLANARIZE mantém 10% da populacdo e o restante passa pelo processo de selegdo. A parte
mantida & denominada elite.
Na geracdo da populagdo, assim que um individuo é aleatoriamente gerado uma aresta

{s, t} aleatoria é atribuida a esse individuo.
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Figura 3.11. Combinagdes de cromossomos do GAVD-PLANARIZE para umgrafo C; X Cs

3.2.3. Selecao

A metaheuristica propogta utiliza scaling linear para determinar a aptiddo de um individuo.
Dessa forma temos que a fungéo objetivo fycqing (fo(x)) para um individuo x qualquer €

determinada pela equagéo:
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fscaling(fo(x)) = fo(x) Xa+ b;
onde

max—cxXmed

{a:(c—l)xmw e b:medxf,seA¢0

A
a = 1,b = 0, caso contrario.

fo(x) é 0 nimero de vértices do grafo planar do individuo x, max € o nimero de vértices do
maior grafo planar encontrado, med € a média de todas as solugdes, A € o niUmero de vértices
do maior grafo planar encontrado naquela populagdo menos o valor de f,(x) e o fator escala
foi definido ¢ = 1,5 para que individuos menos aptos tenham um pouco a mais de chances de
serem sorteados.

O GAVD-PLANARIZE utiliza um sistema de elitismo que mantém sempre 10% dos
individuos mais aptos da populagdo atua para compor a proxima geracdo. O critério de
selecdo para manter a elite é avaliar cada individuo de uma geracéo e manter os k individuos
mais aptos na geragdo seguinte, onde k representa a décima parte do nimero de individuos da
populacdo.

ApOs definir aelite, o processo de selecéo escolhe, pela aplicacdo do método daroleta,
pares de individuos para que se reproduzam até que uma nova geracdo de individuos seja
obtida. O processo de selecdo pelo método daroleta é definido em funcdo do valor de aptidéo
t,, de cada individuo, e o valor totd t; = }%-, tx, onde n € o nimero de individuos da
populacdo. Sorteia-se um valor aleatorio r onde 1 < r < ¢, e seleciona-se os individuos que
pertencem as faixas dos somatorios dos nimeros sorteados.

A Figura 3.12 apresenta um exemplo de como a selecdo pelo méodo da roleta
funciona. A populagdo do exemplo é composta por cinco individuos e os valores de aptidao
de cada um sdo exibidos no gréfico. A tabela inclusa na figura mostra o valor da margem de
r, sendo que para cada valor possivel de r, um individuo € selecionado. A tabela ainda
apresenta a probabilidade de sorteio de cada individuo.

O GAVD-PLANARIZE assume que o tamanho da populacdo é relativamente grande e
no caso de haver o sorteio de pares compostos por individuos idénticos, o algoritmo repete o
sorteio do ultimo individuo do par até que seja obtido um individuo diferente.
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Individuo e Individuo a
43 49

Individuo d
32

Individuo c
58

Individuo a b c d e
k 1 2 3 4 5
[ 49 37 58 32 43
Margemder | 1-49 | 50-86 | 87-144 | 145-176 | 177-219
Porcentagem | 22% | 16% 27% 15% 20%

Figura 3.12. Exemplo do sistema de selegéo utilizado no GAVD-PLANARIZE

3.2.4. Cruzamento

O mecanismo de reproducdo proposto para 0 GAVD-PLANARIZE € composto de duas fases.
A primeira realiza a operacéo de crossover e a segunda efetua uma busca local gulosa para
encontrar amelhor aresta {s, t} para ser utilizada pelo método de st-numeragéo.

A operacdo de crossover é efetuada pela aplicagdo do método uniforme. Para cada
cruzamento, os genes que o primeiro filho herda s&o sorteados para determinar se esses genes
devem ser herdados do primeiro ou do segundo pai. O segundo filho recebe os genes
complementares em relagéo aos herdados pelo primeiro filho.

A Figura 3.13 apresenta um exemplo de cruzamento, de dois pais selecionados da
Figura 3.11, parao grafo C; X C;, mostrando os cromossomos dos pais e filhos bem como a
méscara usada para gerar os filhos.

Depois de gerados os cromossomos e antes da definicéo do valor de aptiddo de cada
filho, todo individuo gerado é submetido a uma pequena chance a de sofrer uma mutacdo. O
processo de mutacdo é realizado utilizando a técnica flip que no caso escolhe um gene ao

acaso e embaralha toda a ordem dos vértices deste gene.
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Figura 3.13. Exemplo de reproducéo para paistirados da Figura 3.11

Ao gerar os cromossomos dos filhos, 0 GAVD-PLANARIZE executa um algoritmo néo
bio-baseado chamado GREEDYST-SEARCH que faz uma busca local gulosa na vizinhanga
das arestas {s, t} para encontrar a melhor aresta para aquela configuragéo de ordem de visita.

O algoritmo GREEDYST-SEARCH inicia sua busca pela melhor aresta dos seus pais.
A escolha dessa aresta é feita no momento do cruzamento e consiste em gerar diferentes st-
numeracgOes dadas as arestas {s,t} e {t, s} de cada pa e a estrutura de adjacéncias do filho.
ApOs gerar as st-numeragdes, para cada st-numeragdo o grafo do individuo filho é planarizado
com o algoritmo VD-PLANARIZE, e a aresta {s, t} da st-numeracéo associada ao grafo planar
de maior nimero de vértices € escolhida como ponto de partida do algoritmo GREEDYST-
SEARCH.

A Figura 3.14 apresenta 0 pseudocodigo do agoritmo GREEDYST-SEARCH. O
algoritmo inicia a busca na aresta {s, t} inicial gerando uma st-numeragéo para essa aresta e
planarizando o grafo com o algoritmo VD-PLANARIZE, e para cada vértice v adjacente as o
algoritmo GREEDYST-SEARCH gera uma st-numeracéo para a areda{s, v} e entdo planariza
o grafo com o algoritmo VD-PLANARIZE. Se o resultado for um subgrafo planar de nimero
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de vértices maior do que o subgrafo planar obtido pela aresta {s, t} inicial, entdo v substitui t.
O agoritmo GREEDYST-SEARCH redliza 0 mesmo processo para a areda {v, s} e caso 0
grafo planar obtido tenha mais vértices que o melhor obtido até entéo, a aresta {s, t} := {v, s}
e o0 agoritmo GREEDYST-SEARCH retorna uma chamada recursiva sobre a nova aresta {s, t}.
O agoritmo encerra quando ndo houver melhora nas solugdes.

GREEDYST-SEARCH

Entrada: um individuo i e uma aresta {s, t}

Saida: uma aresta {s, t}

Pré-processamento: determinar a melhor aresta {s, t} dentre as arestas dos dois pais, incluindo as
arestas reversas {t, s}

1: Inicio:
2: valot,, == |VD-PLANARIZE(TARJANST-NUMBERING(i. cromossomo), {s, t})|;
3: para v, adjacente a s faca:
4 valor, := |VD-PLANARIZE(TARJANST-NUMBERING(i. cromossomo), {s, v; D|;
5: se valor, > valor,,entio:
6: valor,, == valor,;
7: t=v
8: valor, :== |VD-PLANARIZE(TARJANST-NUMBERING (i. cromossomo), {vy, s} |;
9: se valor, > valor,,entio:
10: retorna GREEDYST-SEARCH(i, {vy,s});
11: retorna{s, t};
12: Fim;

Figura 3.14. Pseudoctdigo do método GREEDYST-SEARCH

Propomos esta abordagem devido ao modelo de cromossomo utilizado n&o alterar a
aresta {s, t} que também tem uma importancia decisiva para a qualidade das solucfes, jaque a
escolha de diferentes arestas {s, t} pode definir diferentes st-numeragdes. N&o obstante, tendo
em vista que o niumero de combinagdes de arestas {s, t} ndo ultrapassa duas vezes 0 nimero
de arestas do grafo, o que € pouco, se comparado a0 nimero de combinagdes possiveis que
um cromossomo podeter, a heuristica proposta se mostra uma boa opgéo para o tratamento do
problema por explorar o espaco de possiveis solucdes em busca da melhor solugéo.

Com isso, 0 GAVD-PLANARIZE apresenta um meio de busca no espago de solugdes

possiveis do VD-PLANARIZE e uma forma de refinar solugdes baseado nas st-numeracoes.
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4

Resultados Obtidos

Este capitulo apresenta os resultados obtidos nos experimentos realizados. Os algoritmos
foram implementados em Java 6 Update 14 e os testes de medicdo de tempo foram
executados em um PC AMD Athlon XP 2600+ com 1GB de memoria na plataforma Windows
XP.

4.1. VD-PLANARIZE

O primeiro algoritmo experimentado foi o VD-PLANARIZE, pois ele forma a base do GAVD-
PLANARIZE. Inicialmente foram realizados testes relativos ao tempo de execucéo e
posteriormente avaliado as solucdes e o impacto de diferentes métodos de st-numeracéo na
gualidade das solucoes.

4.1.1. Tempo

No Capitulo 3 foi mostrado que o VD-PLANARIZE apresenta uma complexidade de tempo
tedrica de O(m + n). E apresentado agora se a complexidade experimental corresponde com
atedrica.

Para redlizar o teste de tempo, foi gerada uma sequiencia de pares de grafos quaisguer

idénticos de tamanhos m + n crescentes. Para cada par de grafos gerados foi gerada uma st-
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numeracdo e feita a planarizagéo desses grafos utilizando o VD-PLANARIZE, e foi tomado
como tempo de planarizagdo o menor valor obtido para cada par. A deciséo de gerar pares foi
tomada a fim de minimizar possiveis anomalias como algum processamento externo realizado
pelo sistema operacional interferindo no desempenho da planarizacéo.

Tendo em vista a necessidade de se controlar o tamanho do grafo, 0 meio mais simples
encontrado para gerar os grafos consiste em um processo iterativo onde, a partir de um grafo
G completo de quatro vértices, a cada iteracdo se a soma dos vérticese arestasm +n de G €
inferior a0 tamanho desejado, se G for completo remove-se duas arestas e se insere um novo
vértice adjacente aos vértices 1 e n (aumentando o seu tamanho de entrada m + n em uma
unidade). Caso G ndo € completo e ndo tenha alcangado o valor minimo desejado dem +n
vértices e arestas, uma nova aresta € inserida (novamente aumentando o tamanho de vértices e
arestas do grafo em uma unidade). Desta forma estabeleceu-se um mecanismo capaz de gerar
grafos de tamanho m + n crescentes de forma controlada.

O teste de tempo foi realizado com um grafo de tamanho minimo de m + n de 9500 e

crescendo em intervalos regulares de 2000.
Tempo
{ms J\ A

300 )
......... Reducdo e Teste M
——— Update /\
Total I
A i
’ A

Figura 4.1. Gréfico com a curva de tempo de execucéo do algoritmo VD-PLANARIZE

A Figura 4.1 apresenta o gréfico da curva do tempo de execucdo. O eixo x do grafico
representa o tamanho do problema em valores de m + n e 0 eixo y do gréfico representa o
tempo necessério para o algoritmo planarizar o grafo. O gréfico apresenta trés informacdes. A

linha continua representa o tempo total gasto pela execucdo do agoritmo, a linha tracejada
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representa o tempo gasto pelas operagdes de UPDATE utilizadas na execugao do agoritmo e
a linha pontilhada representa o tempo gasto pelas operagdes de reducdo e no teste de
possibilidade de reducéo.

A média mbvel simples (ou somente média movel) representa o valor médio em um

intervalo de tempo. Seja V; o valor de um gréfico no instante i, e N o intervalo de tempo do

VitVig+-+Vign
" .

A Figura 4.2 mostra o gréfico das médias moveis intervalo de cinglienta testes. O eixo

célculo da média movel, a média movel no instante i € definida por VM; =

X representa os m + n vértices e arestas usados no célculo de tempo médio. O eixo y

representa o tempo meédio consumido em milissegundos.

Tempo
(ms)

250

--------- RedugBo e Teste

——— Updste

Total -7
200 ==

50

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

A47500-2475

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

Figura 4.2. Gréfico com a curva das médias moveis para 50 testes do VD-
PLANARIZE

A Figura 4.3 apresenta o Ultimo gréfico dos testes de tempo. Este gréfico mostra a
diferenca entre o tempo consumido por um teste k e o teste k-1. Valores positivos da linha
clara significam que o teste k foi executado em mais tempo que o teste k-1, valores negativos
representam o contrario. A linha tracejada representa a reta constante com valor de 1.115274
gue € amédia dentre todas as diferencas computadas.

Conforme demonstrado no Capitulo 3, o agoritmo VD-PLANARIZE possui
complexidade de tempo de O(m+n), o que pdde ser constatado nos gréficos da Figura4.1 e da
Figura 4.2. Como a Figura 4.2 nos mostra a tendéncia do gréfico, é visivel que a curva total
do tempo de execucdo do VD-PLANARIZE é linear.

O primeiro e o terceiro gréfico ainda nos mostram que existe uma oscilacéo relevante
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no tempo de processamento, fazendo com que problemas maiores sejam resolvidos mais
rapidamente que problemas menores. A oscilagdo do tempo total ndo ocorre exclusivamente
em uma fase da execuc¢do, ja que ela acompanha as oscilagfes tanto da funcdo UPDATE
guanto da fungdo de reducéo e teste de reducgéo, no entanto a maior oscilagéo ocorre durante a

funcdo UPDATE, o que tem uma explicacéo.

40

11004_
19500 7

NMm Tl e~ 006 S o
= a

Diferencaentrek e k-1

- = —MEédiageral

Tempo

Figura 4.3. Diferenca de tempo local de processamento entreo grafok — 1 e k.

O Garbage Collector do Java permite limpar referéncias perdidas na meméria. Como
ostestes de tempo geram e se desfazem de muitos objetos (os préprios grafos, por exemplo), €
comum que o Garbage Collector entre em atividade varias vezes para recuperar a memaria da
méguina. As oscilagdes observadas no gréfico da Figura 4.3 ocorrem devido a essa atividade
do Garbage Collector, pois o programador ndo tem controle do momento em que ele é
ativado. Observa-se no grafico da Figura 4.1 que a maior necessidade de tempo de
processamento é exigido pela fungdo UPDATE, fato que atorna mais suscetivel a interrupcéo
em sua execucdo para a ativagdo do Garbage Collector para limpar a meméria. No entanto,
essa interferéncia ndo compromete o comportamento da funcdo de crescimento de tempo,

como mostra o grafico da Figura4.2.

4.1.2. Qualidade das Solucgdes

Depois de constatado experimentalmente que o algoritmo € executado em tempo linear,
realizou-se testes para verificar a qualidade das solugdes obtidas pelo VD-PLANARIZE. O

primeiro teste avaliou os resultados da planarizagcdo com a aplicagdo dos dois métodos de st-
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numeracdo estudados, primeiro com a classe de grafos C,, X C,,, e posteriormente com grafos
gerados randomicamente.

Para a classe C,,, X C,, foram criados exemplares de grafos que variam de C; X C3 a0
C,5 X C,5, contemplando todas as possiveis combinagdes intermediarias. A estrutura de dados
escolhida para representar esses grafos € a lista de adjacéncias onde os elementos da lista
apresentam uma ordem arbitréria de seus elementos. Dessa forma, a escolha de diferentes
arestas gera diferentes st-numeragoes.

Para esse primeiro teste, os grafos C,, X C,, foram gerados e para cada aresta {u, v}
duas st-numeragdes foram estabel ecidas para cada algoritmo de st-numeragdo (Tarjan e Even-
Tarjan) — uma st-numeracdo com s = u et = v e outra t-numeragdo coms = v et = u. As
Figura 4.4 e Figura 4.5 apresentam os resultados obtidos no teste de performance do VD-
PLANARIZE aplicado para as diferentes st-numeragdes obtidas.

A Figura 4.4 apresenta os resultados das melhores solugbes obtidas pelo VD-
PLANARIZE em conjunto com cada método de s-numeracdo. O eixo x representa 0s casos
experimentados, e 0 eixo y representa 0 nimero de vértices removidos. O gréfico apresenta
tréslinhas. A linha pontilhada mostra a evolugéo das solugdes obtidas pelo VD-PLANARIZE e
obtidas pelo algoritmo de Even-Tarjan. A linha continua escura representa as solucfes para o
algoritmo de Tarjan e a linha continua clara representa o valor 6timo tedrico que é de

min(m,n) — 2 paragrafos C,, X C,,.

n2 de vértices
removidos

150

----- Melhor Even-Tarjan
——Melhor Tarjan

Valor Otimo Teérico - min(m,n)-2

50

Figura 4.4. Gréfico com as curvas das mel hores solugdes encontradas para grafos
C, xC,,
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Observa-se na Figura 4.4 que o agoritmo de Tarjan gera st-numeragbes que
proporcionam uma melhor planarizacdo e que, quanto maior o grafo, a planarizacdo obtida
pelo uso das st-numeragOes geradas pelo algoritmo de Even-Tarjan encontram solugdes
inferiores em comparagéo com o agoritmo de Tarjan.

Entretanto o desempenho da planarizagdo fica muito aguém do valor 6étimo tedrico
para ambas as st-numeragoes. Este fato se deve aos dois fatores discutidos no Capitulo 3 — a
gama de variagOes das st-numerages desconsideradas e a falta de garantias de que uma st-

numeracao € capaz de alcancar uma planarizagdo Gtima.

n9 de vértices
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—— Média Tarjan
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Figura 4.5. Gréfico com as curvas das solugdes médias encontradas para grafos
C, xC,,

A Figura 4.5 apresenta as curvas das solugdes médias obtidas nos testes dos algoritmos
de Tarjan e Even-Tarjan. Para gerar o grafico, tomaram-se todas as solugdes obtidas e
calculou-se a média aritmética. Como se pode observar, os resultados médios de ambos os
algoritmos foram muito similares, no entanto com o crescimento dos problemas, as solugdes
médias do algoritmo de Tarjan apresentaram uma pequena vantagem.

A Figura 4.6 apresenta um gréfico com um resumo dos testes, que exibe a soma de
todos os resultados obtidos. O eixo x representa 0 conjunto de dados enquanto o eixo y
representa a frequéncia de nimero de vértices removidos nas respectivas solugdes. As trés
colunas a esquerda representam a somatéria dos resultados da melhor solugdo para ambos os
métodos de st-numeracdo e para a solucdo 6tima. As colunas centrais comparam as solugdes
médias de ambos os métodos de st-numeracdo e as colunas & direita comparam as piores
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solugdes encontradas pela planarizagdo em conjunto com cada método de st-numeracdo.

Observa-se que apesar de ambos os algoritmos gerarem solucBes médias parecidas, 0
algoritmo de Tarjan gera solugcbes melhores e piores do que o agoritmo de Even-Tarjan.
Conclui-se que 0 método de Tarjan gera uma variedade maior de numeragdes possiveis para a
classe de grafos C,, X C,,.

O segundo conjunto de testes foi realizado com grafos randomicos. A geracdo desses
grafos foi feita como segue. Para um grafo de n vértices, foi gerado o grafo ciclo C,,. Apds a
criagcdo do grafo ciclo, para cada par de vértices u e v ndo adjacentes foi sorteado se a aresta

{u, v} deveria ser, ou ndo, adicionada ao grafo.

n2 de vértices
removidos

M Tarjan
B Even-Tarjan

Solucdo Otima
20000

13000

10000

3000

Melhor Solucdo Solucdo Média Pior Solucdo
Figura 4.6. Gréfico do acumulado das solucgdes geradas pelo VD-PLANARIZE para
grafos G, X C,,
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Para realizagdo dos testes foram gerados duzentos grafos de tamanhos aleatérios. Para
cada grafo gerado foram obtidas, usando cada um dos agoritmos, st-numeragbes que
totalizam duas vezes o nimero de arestas do grafo. E para cada st-numeracéo calculada o
grafo foi planarizado pelo VD-PLANARIZE e o resultado catalogado.

A Figura 4.7 apresenta o grafico da tabulacgo das melhores solucgdes obtidas pelo VD-
PLANARIZE utilizando ambas as st-numerages. O eixo x representa o tamanho de m +n
dos grafos de teste enquanto 0 eixo y representa 0 nimero de vértices removidos. Observa-se
gue ambos 0s métodos tem desempenho muito parecidos, mas o agoritmo de Tarjan,
representado pela linha continua consegue se sobressair e apresentar uma pequena vantagem
sobre o agoritmo de Even-Tarjan, representado pela linha pontilhada.

A Figura 4.8 apresenta o gréfico para as solugdes médias obtidas. Analogamente ao
gréfico anterior, 0 eixo x representa os valores de m + n dos grafos de teste enquanto o eixo y
representa 0 nimero de vértices removidos. Ao contr&rio dos exemplos anteriores, nesses
testes 0 algoritmo de Even-Tarjan mostrou ter uma peguena vantagem sobre o algoritmo de
Tarjan.

120

n? de vértices
rempvidos

100
————— Even-Tarjan

——Tarjan

80

60

40

20

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ

Figura 4.7. Gréfico com as curvas das mel hores solugdes encontradas para grafos
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n? de vértices
removidos

120

————— Even-Tarjan
100

——Tarjan

B8O

60

40

20

Figura 4.8. Gréfico com as curvas das solugdes médias encontradas para grafos

randdmicos

ne de vértices

16000 remuovidos

14000

12000 -

10000 +

W Even-Tarjan
BOOO

M Tarjan
6000 -

4000 -

2000 -

MelhoresSolugdes Solugdes Médias Piores Solucdes

Figura 4.9. Gréfico do acumulado das solucgdes geradas pelo VD-PLANARIZE para
grafos randdmicos
A Figura 4.9 apresenta uma compilagéo dos resultados exibindo a soma das solucdes
de cada método para cada conjunto de dados. O eixo x representa os conjuntos de dados e €

dividido entre os conjuntos das melhores solugdes, das solugdes médias e também das piores



80

solugdes. O eixo y representa 0 nimero de vértices removidos pelo VD-PLANARIZE para
cada método de st-numeracéo.

O gréafico mostra que o algoritmo de Tarjan, no geral encontra as melhores solugdes,
mas a média de solugdes por ele encontrada € pior que o agoritmo de Even-Tarjan. O
algoritmo de Tarjan também é responsavel por encontrar as piores solucdes.

O gréfico ainda mostra que a variacéo de solugbes do algoritmo de Even-Tarjan € bem
inferior a apresentada pelo algoritmo de Tarjan. Esta foi a raz&o pela qual o algoritmo
proposto GAVD-PLANARIZE utilizou o algoritmo de Tarjan pararealizar a st-numeragéo — a

variedade de solugdes € muito maior.

4.2. GAVD-PLANARIZE

Depois de concluidos os testes do algoritmo VD-PLANARIZE, foi notado que o grande espago
de solugdes geradas por diferentes st-numeragdes, aliado a um baixo tempo de execugdo do
algoritmo, propiciava 0 mesmo a aplicacdo de uma meta-heuristica a fim de procurar por
melhores solugdes. Desta forma surgiu o agoritmo GAVD-PLANARIZE.

Os testes para a meta-heuristica foram efetuados de maneira similar aos testes do VD-
PLANARIZE - inicialmente realizou-se a medicéo do tempo e posteriormente avaliou-se a

gualidade das solucoes.

4.2.1. Tempo

Para determinar com precisdo o tempo de execucdo do algoritmo GAVD-PLANARIZE, é
necessario realizar duas medigbes. A primeira diz respeito a0 aumento do tamanho do
problema, pois a0 aumentarmos o tamanho do grafo de entrada, aumentamos o tempo
consumido pelo VD-PLANARIZE e, conseqlentemente, o tempo consumido pela meta
heuristica. A segunda medicéo diz respeito ao tamanho da populacdo escolhida.

Inicialmente tomaram-se grafos de tamanho crescente em intervalos de vinte e cinco
unidades de n+n, determinou-se uma populagdo de tamanho fixo em dez e condicdo de

parada por estagnacdo em 30 e mediu-se o tempo de cada execuc&o do algoritmo.
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Figura 4.10. Curva do tempo de execucao do algoritmo GAVD-PLANARIZE
A Figura 4.10 apresenta o resultado obtido do teste. O eixo x representa o tamanho do
problema em unidades de m +n enguanto 0 exo y representa 0 tempo, em segundos,
consumido pela execucdo do algoritmo. O gr&fico mostra que a curva de execugdo de tempo
do GAVD-PLANARIZE segue uma tendéncia polinomial, sendo que da metade em diante,
apesar das oscilacOes, atendéncia é quase linear.
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Figura 4.11. Grafico com a curva de tempo da execu¢do do GAVD-PLANARIZE para
diferentes tamanhos de populacéo

A Figura 4.11 apresenta os resultados obtidos do segundo teste de tempo realizado.

Para este teste foi fixado um grafo de duzentos vértices e aumentou-se o tamanho da
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populacdo para cada execucao do algoritmo, comecando em dez e terminando em cem.
O eixo x representa o tamanho da populagéo que cresce em incrementos de cinco e o
eixo y representa o tempo em segundos. O gréfico apresenta uma curva de tempo muito

proximaa linear.

4.2.2. Qualidade das Solucgdes

A medicdo da qualidade do GAVD-PLANARIZE se deu de maneira similar a do VD-
PLANARIZE. Inicialmente testou-se o algoritmo com um conjunto de grafos C, X C,, €
posteriormente testou-se com grafos aleatorios. Em ambos 0s casos tomou-se o resultado dos
testes do VD-PLANARIZE para 0 comparativo.

A Figura 4.12 apresenta os resultados obtidos do primeiro teste. O eixo x representa 0s
grafos C,, X C,, € 0 X0 y representa o nimero de vértices removidos. O teste considerou
grafos que variam do C; X C; a0 C; X Cy5. A linha escura mostra a média obtida pelo VD-
PLANARIZE, sendo este executado duas vezes para cara aresta e tendo a média dos resultados
calculada. A linha clara representa as solugdes obtidas pelo algoritmo GAVD-PLANARIZE.
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Figura 4.12 Grafico com a curva das solucfes encontradas pelo GAVD-PLANARIZE
e das solucdes médias do VD-PLANARIZE para grafos da classe C,, X C,,
A meta-heuristica proposta apresentou um desempenho superior ao valor médio do
VD-PLANARIZE para grafos C,, X C,,,, COMO era de se esperar, no entanto o desempenho ndo

se mostrou t&o bom se tomado o melhor caso encontrado pela execucéo em “forga-bruta’ do
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VD-PLANARIZE, como mostra aFigura4.13.
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Figura 4.13. Grafico do acumulado das solugdes para grafos C,, X C,,

A Figura 4.13 apresenta os resultados obtidos do acumulado dos testes anteriores. O
eixX0 x representa 0s algoritmos enquanto o eixo y representa o nimero de vértices removidos.
O gréfico foi gerado somando-se todos os resultados das planarizagdes dos grafos C,, X C,,. O
grafico nos mostra que oi algoritmo proposto GAVD-PLANARIZE obteve um desempenho
ligeiramente inferior a utilizacdo da “forca bruta’ com o VD-PLANARIZE.

O segundo teste do GAVD-PLANARIZE foi realizado sobre grafos gerados
randomicamente, como nos testes do VD-PLANARIZE. Os grafos foram obtidos da mesma
forma. O estudo compreendeu duzentos grafos de tamanhos variando entre trinta e setenta e
cinco vértices com valores aleatérios para a que variaram de vinte a cinqlenta por cento
sorteados a0 acaso.

A Figura 4.14 apresenta os resultados obtidos. O eixo x representa o tamanho do grafo
em teste (nUmero de vértices) e 0 eixo y representa 0 nimero de vértices removidos pela
execucdo das planarizagdes. A linha escura representa a média obtida pela execugdo do VD-
PLANARIZE tomando duas st-numeracdes por aresta enquanto a linha clara representa o

resultado obtido pela meta-heuristica proposta.
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Figura 4.14. Grafico com a curva das solugdes encontradas pelo GAVD-PLANARIZE
e das solucdes médias do VD-PLANARIZE
A Figura 4.15 mostra o acumulado dos resultados obtidos, incluindo o acumulado das
melhores solugbes obtidas no VD-PLANARIZE com uso da “for¢a bruta’. As barras
representam a soma do nimero de vértices removidos em todos os grafos. Observamos que a
meta-heuristica proposta apresenta resultados ndo apenas melhores que a média, mas também
melhores que 0 uso da “forca bruta’ pelo VD-PLANARIZE.
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Figura 4.15. Grafico do acumulado das soluctes para grafos randémicos
Observamos dos testes que a meta-heuristica proposta ndo teve um excelente

desempenho para grafos da classe C,, X C,,,, no entanto conseguiu obter melhores resultados
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com grafos randdmicos. 10 se deve pela natureza do problema.

Para grafos da classe C,, X C,,,, uma peculiaridade ocorre. Sem perda de generalidade,
paran = m, ndo importa qual aresta o algoritmo de st-numeragdo tome por arestainicial, pois
devido a simetria entre todos os vértices e arestas, todas as possibilidades de st-numeracbes
podem ser alcancadas a partir de uma Unica aresta.

A Figura 4.16 exemplifica esse caso. Observa-se que a aresta {vs, v} em destaque em
(a) pode corresponder a aresta {v;, v,} do grafo de (b) se rotularmos os vértices do grafo de
(b) como mostrado em (c), dessa forma obtendo-se a mesma st-numeragado, pois todos o0s
veértices sdo adjacentes aos mesmos vértices nos dois grafos.

Analogamente, para grafos C,, X C,,, onde m # n, existem duas opg¢des de arestas, as
arestas de umciclo C,, ou as arestas de umciclo G,,.

Nos grafos da classe C,, X C,,, 0 nimero de st-numeragdes produzidas por ambos o0s
algoritmos estudados € bem reduzido, visto que ndo depende da escolha da aresta a se tomar
como base, mas apenas da ordem de visita dos vértices 0 que influencia na formagdo da
arvore de busca.

Quando as st-numeragdes sdo geradas, duas para cada aresta, a variagdo nas solugdes
geradas pelo VD-PLANARIZE ndo se d& devido as diferentes arestas, mas como a lista de
adjacéncias ndo est4 ordenada, a st-numeracdo em diferentes arestas acaba formando érvores
de buscas diferentes devido a variagcdo na ordem de visita dos vértices, portanto o algoritmo
acaba percorrendo diversas &reas do espago de solugdes de um espaco muito menor, enquanto

a meta-heuristica por se mais genérica, perde tempo procurando a melhor aresta.

® [ ] ] *——o ® *r———o ®
Vi Vo V3 Vg V7 vV Vs Vg V4

® *r— ® L ] { ] ® { ] {
Vy Vs Vg Vg Vs Vg Vg Vg &

® L J L 2 ® o L ® ® L
V7 Vg Vg V3 Vy Vs Vo V3 Vi

(a) (b) (c)
Figura 4.16. Exemplo uma mesma st-numerago partindo de arestas diferentes
Ja nos grafos aleatérios onde ndo existe simetria alguma, 0 espaco de solucbes acaba

sendo bem maior e a meta-heuristica consegue tirar proveito disso ndo apenas procurando
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pela melhor aresta para se realizar a st-numeracdo, mas também procurando a melhor

combinagdo da ordem de visita dos vértices para ageracdo da arvore.
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5

Conclusao

A area de planarizagcdo de grafos € uma &rea amplamente estudada devida as suas aplicacdes
préticas e a sua complexa teoria. A maioria dos grafos que modelam problemas da vidareal é
do tipo ndo planar, portanto estudos acerca da planaridade de grafos e formas de melhor
represent&-los sdo cada vez mais comuns.

Mas paraderivar um grafo G, ndo planar, em um grafo correspondente G’, planar, tem-
Se que contornar 0s seguintes problemas:

* 0 épossivel planarizar um grafo alterando sua estrutura; e

» para cada operagdo que dtera a estrutura de um grafo que torna possivel a

planarizagéo, existe uma invariante de ndo-planaridade associada. Planarizar um
grafo dado uma operacédo é um problema NP-completo.

Este trabalho apresenta dois algoritmos para resolver o problema de planarizagdo de
grafos utilizando a operacdo de remocao de vértices. O primeiro € uma heuristica que possui
complexidade de tempo linear e 0 segundo é um algoritmo genético que busca otimizar as
solugdes obtidas pelo primeiro algoritmo. Na literatura ndo se tem conhecimento de outros
trabalhos que utilizam a operacéo de remocado de vértices para planarizar um grafo, tampouco

trabalhos que possuam complexidade de tempo linear para esse problema.
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5.1. Contribuicdes

Utiliza-se neste trabalho a st-numerac@o para determinar a ordem de visita dos vértices do
grafo no processo de planarizacdo e sugere-se 0 uso de dois algoritmos propostos por Even e
Tarjan (1976) e por Tarjan (1986). Ambos possuem complexidade de tempo linear.
Apresenta-se resultados de planarizacOes realizadas a partir de st-numeracdes geradas pelos
dois algoritmos. Os resultados sGo comparados e conclui-se que o algoritmo de Tarjan gera
uma maior variedade de st-numeragoes.

Propde-se o algoritmo VD-PLANARIZE, uma heuristica baseada no teste de
planaridade de Lempel, Even e Cederbaum (1967) que utiliza arvores-PQ para verificar a
planaridade de um grafo. Ressalta-se que esse algoritmo possui complexidade de tempo linear
e até o momento ndo € conhecido nenhum outro algoritmo de planarizagdo que apresente
complexidade igual ou inferior. Além disso, o VD-PLANARIZE € o Unico algoritmo de
planarizago até o momento que utiliza a operacéo de remocao de vértices.

Este trabalho também propde uma metaheuristica genética, 0 GAVD-PLANARIZE,
para explorar diferentes st-numeractes a fim de otimizar as solugdes encontradas pelo VD-
PLANARIZE. Para isso ele testa diferentes ordens de visita dos vértices na geracéo da st-
numeracao.

Outra importante contribuicdo deste trabalho € a implementacdo de ambos os
algoritmos e a realizacdo de testes para diferentes classes de grafos com o intuito de constatar
a complexidade de tempo e a qualidade das solugdes.

Finalmente, este trabalho contribui com os resultados dos testes realizados. Esses
testes comprovam experimentalmente a complexidade tedrica de O(m +n) do VD-
PLANARIZE e também o impacto que diferentes st-numeragdes de um mesmo grafo podem
ter sobre a planarizacdo. Os testes ainda comprovam que o algoritmo GAVD-PLANARIZE é
capaz de explorar o espaco de solugdes do VD-PLANARIZE a ponto de apresentar resultados
muito bons e um pequeno tempo de execucao.

5.2. Trabalhos Futuros

Alguns aspectos do algoritmo genético proposto podem ainda ser investigados. Por exemplo,
as configuragdes da taxa de mutagdo e testes detalhados acerca do tamanho das populagdes.
Outras abordagens metaheuristicas ainda podem ser abordadas a fim de se comparar os
resultados, como simulated annealing e GRASP.
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