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Planarização de grafos por remoção de vértices 

 

 

RESUMO 

Neste trabalho são propostos dois algoritmos que utilizam a operação de remoção de vértices 

para se obter um subgrafo planar. O número de remoção de vértices de um grafo 
�

 é o menor 

inteiro �����  tal que exista um subgrafo planar induzido de 
�

 obtido pela remoção de �  

vértices de 
�

. Considerando que o problema de decisão associado é NP-completo, este 

trabalho propõe o algoritmo heurístico VD-PLANARIZE de complexidade ���
	�����  para a 

planarização de grafos utilizando a estrutura de dados árvores-PQ, a operação de remoção de 

vértices e st-numeração. Outra proposta apresentada é a do algoritmo genético GAVD-

PLANARIZE que busca melhorar as soluções do VD-PLANARIZE. Este trabalho apresenta 

detalhes da implementação dos dois algoritmos bem como os resultados que comprovam a 

complexidade teórica do VD-PLANARIZE e os bons resultados obtidos pelo GAVD-

PLANARIZE. 

Palavras-chave: Planarização de grafos. Algoritmos em grafos. st-numeração. Algoritmo 

genético. Árvore-PQ. 

 

  



 

 
Graph planarization by vertex deletion 

 

 

ABSTRACT 

This work proposes two algorithms that use the vertex deletion operation to obtain a planar 

subgraph. The vertex deletion number of a graph 
�

 is the lower integer �����  such that there 

is an induced planar subgraph obtained by the removal of �  vertexes from 
�

. Considering that 

the associated decision problem is NP-complete, this work proposes the ����	�����  heuristic 

algorithm VD-PLANARIZE to planarize graphs using the PQ-tree data structure, the vertex 

deletion operation and st-numbering. Another proposal is the genetic algorithm GAVD-

PLANARIZE that looks forward to improve the solutions obtained by the VD-PLANARIZE. 

This work presents details of the implementation of both algorithms as well as the results that 

aver the theoretical complexity of VD-PLANARIZE and show the good results obtained by the 

GAVD-PLANARIZE. 

Keywords: Graph planarization. Graph algorithms. st-numbering. Genetic algorithm. PQ-tree.  

 

  



 

 
 

Lista de Ilustrações 

Figura 2.1. Exemplo de grafo com vértices exibindo diferentes graus ........................ 18

Figura 2.2. Vizinhança de um vértice ........................................................................ 18

Figura 2.3. Exemplo de grafos isomorfos .................................................................. 19

Figura 2.4. Exemplo de subgrafo e subgrafo induzido ............................................... 19

Figura 2.5. Exemplo de grafo conexo onde �  representa uma articulação .................. 20

Figura 2.6. Exemplo de subdivisão da aresta �
�������  ................................................... 21

Figura 2.7. Exemplo de grafos homeomorfos ............................................................ 21

Figura 2.8. Grafo completo ....................................................................................... 21

Figura 2.9. Exemplo de um grafo ��� �"! �$#  .................................................................... 22

Figura 2.10. Exemplo de toro e grafo cartesiano % &�'�% &  ........................................... 22

Figura 2.11. Exemplo de árvore e árvore enraizada ................................................... 23

Figura 2.12. Exemplo de árvore de expansão ............................................................. 23

Figura 2.13. Exemplo de imersão planar e suas faces ................................................ 24

Figura 2.14. Grafo contendo um subgrafo homeomorfo ao �)(
!*(  ................................. 25

Figura 2.15. Número de cruzamentos de arestas ........................................................ 26

Figura 2.16. Operação de inserção de vértice falso .................................................... 27

Figura 2.17. Operação de remoção de vértice ............................................................ 28

Figura 2.18. Operação de remoção de aresta .............................................................. 28

Figura 2.19. Operação de divisão de vértice .............................................................. 30

Figura 2.20. Operação de particionamento planar ...................................................... 31

Figura 2.21. Exemplo de um st-grafo ........................................................................ 33

Figura 2.22. Pseudocódigo da primeira fase do algoritmo Even-Tarjan ..................... 34

Figura 2.23. Exemplo de uma árvore de expansão gerada pelo DFS .......................... 35



 

 
Figura 2.24. Pseudocódigo do procedimento PATHFINDER ..................................... 36

Figura 2.25. Procedimento de st-numeração por Even-Tarjan .................................... 37

Figura 2.26. Pseudocódigo do algoritmo de Tarjan para st-numeração ....................... 40

Figura 2.27. Grafo do exemplo com sua st-numeração atribuída (entre parênteses) pelo 

método de Tarjan .................................................................................................................. 41

Figura 2.28. Exemplo de árvore-PQ .......................................................................... 42

Figura 2.29. Fronteiras possíveis da árvore-PQ da Figura 2.28 .................................. 43

Figura 2.30. Exemplo de cruzamento de um ponto .................................................... 49

Figura 2.31.Exemplo de cruzamento multiponto ....................................................... 50

Figura 2.32. Exemplo de cruzamento uniforme ......................................................... 50

Figura 2.33. Exemplo de cruzamento por combinação parcial ................................... 51

Figura 2.34. Pseudocódigo de um algoritmo genético ................................................ 52

Figura 3.1. Um st-grafo e um arbusto +),  ................................................................... 54

Figura 3.2. Exemplo de classificação de nós segundo teste de Ozawa e Takahashi .... 56

Figura 3.3. Pseudocódigo do algoritmo estudado VD-PLANARIZE ........................... 57

Figura 3.4. Pseudocódigo da função UPDATE .......................................................... 58

Figura 3.5. Exemplo de execução do VD-PLANARIZE para o st-grafo da Figura 2.27

 ............................................................................................................................................. 59

Figura 3.6. Exemplo de execução do VD-PLANARIZE para um grafo % &-'.% &  ........ 60

Figura 3.7. Exemplo de Melhor Caso de Execução do Algoritmo para o ��/)! �  ........... 61

Figura 3.8. Exemplo de Pior Caso de Execução do Algoritmo para o �0/1! �  ................ 61

Figura 3.9. Exemplo de duas configurações distintas para o mesmo grafo ................. 63

Figura 3.10. Exemplo de um indivíduo do GAVD-PLANARIZE................................. 65

Figura 3.11. Combinações de cromossomos do GAVD-PLANARIZE para um grafo %2(3'�%2(  ................................................................................................................................. 66

Figura 3.12. Exemplo do sistema de seleção utilizado no GAVD-PLANARIZE .......... 68

Figura 3.13. Exemplo de reprodução para pais tirados da Figura 3.11........................ 69

Figura 3.14. Pseudocódigo do método GREEDYST-SEARCH ................................... 70

Figura 4.1. Gráfico com a curva de tempo de execução do algoritmo VD-PLANARIZE

 ............................................................................................................................................. 72

Figura 4.2. Gráfico com a curva das médias móveis para 50 testes do VD-PLANARIZE

 ............................................................................................................................................. 73

Figura 4.3. Diferença de tempo local de processamento entre o grafo �5476  e � . ....... 74



 

 
Figura 4.4. Gráfico com as curvas das melhores soluções encontradas para grafos % �8'�% /  ............................................................................................................................... 75

Figura 4.5. Gráfico com as curvas das soluções médias encontradas para grafos % �8'�% /  ............................................................................................................................... 76

Figura 4.6. Gráfico do acumulado das soluções geradas pelo VD-PLANARIZE para 

grafos % �8'�%9/  ..................................................................................................................... 77

Figura 4.7. Gráfico com as curvas das melhores soluções encontradas para grafos 

randômicos ........................................................................................................................... 78

Figura 4.8. Gráfico com as curvas das soluções médias encontradas para grafos 

randômicos ........................................................................................................................... 79

Figura 4.9. Gráfico do acumulado das soluções geradas pelo VD-PLANARIZE para 

grafos randômicos ................................................................................................................ 79

Figura 4.10. Curva do tempo de execução do algoritmo GAVD-PLANARIZE ............ 81

Figura 4.11. Gráfico com a curva de tempo da execução do GAVD-PLANARIZE para 

diferentes tamanhos de população......................................................................................... 81

Figura 4.12 Gráfico com a curva das soluções encontradas pelo GAVD-PLANARIZE e 

das soluções médias do VD-PLANARIZE para grafos da classe % �:'�% /  .............................. 82

Figura 4.13. Gráfico do acumulado das soluções para grafos %9�;'�%9/  ....................... 83

Figura 4.14. Gráfico com a curva das soluções encontradas pelo GAVD-PLANARIZE e 

das soluções médias do VD-PLANARIZE.............................................................................. 84

Figura 4.15. Gráfico do acumulado das soluções para grafos randômicos .................. 84

Figura 4.16. Exemplo uma mesma st-numeração partindo de arestas diferentes ......... 85

 

 

 

 

  



 

 

Lista de Tabelas 

Tabela 2.1. Medidas de não-planaridade para classes específicas de grafos ............... 32

Tabela 2.2. Teste de execução para o algoritmo de st-numeração Even-Tarjan usando o 

grafo e árvore da Figura 2.23 ................................................................................................ 38

Tabela 2.3. Teste de execução do método de Tarjan para st-numeração usando grafo e 

árvore da Figura 2.23 ............................................................................................................ 41

Tabela 2.4. Exemplo de cromossomos para diferentes problemas .............................. 47

 

  



 

 

Sumário 

1.  Introdução .................................................................................................... 14

1.1. Motivação .................................................................................................... 15

1.2. Objetivos ..................................................................................................... 15

1.3. Organização da Dissertação ......................................................................... 16

2. Fundamentação Teórica................................................................................ 17

2.1. Grafos .......................................................................................................... 17

2.2. Invariantes de Não-Planaridade .................................................................... 24

2.2.1. Cruzamento de Arestas .......................................................................... 26

2.2.2. Remoção de Vértices ............................................................................. 27

2.2.3. Remoção de Arestas .............................................................................. 28

2.2.4. Divisão de Vértices ............................................................................... 29

2.2.5. Particionamento Planar.......................................................................... 30

2.2.6. Resultados para Classes Particulares de Grafos ..................................... 31

2.3. st-Numeração............................................................................................... 33

2.3.1. Algoritmo de Even-Tarjan ..................................................................... 34

2.3.2. Algoritmo de Tarjan .............................................................................. 39

2.4. Árvores-PQ ................................................................................................. 41

2.4.1. Operação de Redução ............................................................................ 43

2.5. Heurísticas e Metaheurísticas ....................................................................... 44

2.6. Algoritmos Genéticos .................................................................................. 45

2.6.1. Indivíduo ............................................................................................... 46

2.6.2. População.............................................................................................. 47

2.6.3. Seleção .................................................................................................. 47

2.6.4. Cruzamento ........................................................................................... 49

2.7. Trabalhos Relacionados ............................................................................... 52

3. Algoritmos Propostos .................................................................................... 53

3.1. VD-PLANARIZE .......................................................................................... 53

3.1.1. Qualidade das Soluções ......................................................................... 60

3.1.2. Detalhes de Implementação ................................................................... 62



 

 
3.2. GAVD-PLANARIZE .................................................................................. 63

3.2.1. Indivíduos ............................................................................................. 64

3.2.2. População.............................................................................................. 65

3.2.3. Seleção .................................................................................................. 66

3.2.4. Cruzamento ........................................................................................... 68

4. Resultados Obtidos ........................................................................................ 71

4.1. VD-PLANARIZE ........................................................................................ 71

4.1.1. Tempo ................................................................................................... 71

4.1.2. Qualidade das Soluções ......................................................................... 74

4.2. GAVD-PLANARIZE .................................................................................. 80

4.2.1. Tempo ................................................................................................... 80

4.2.2. Qualidade das Soluções ......................................................................... 82

5. Conclusão....................................................................................................... 87

5.1. Contribuições............................................................................................... 88

5.2. Trabalhos Futuros ........................................................................................ 88

Referências Bibliográficas ...................................................................................... 89

 

 



14 

 
 

 

 

 

1.   Introdução 

Desde os primórdios da humanidade, desenhos e representações gráficas são utilizados para 

representar objetos, situações e ações. Desde as pinturas rupestres à complexos esquemas 

automobilísticos, uma representação gráfica não apenas facilita a compreensão, mas 

ocasionalmente constitui a forma mais confiável para transmitir uma idéia. Existem muitas 

maneiras de se representar graficamente um conjunto de dados. Uma abordagem eficiente e 

amplamente utilizada é o uso de grafos. 

Desenho de grafos é uma área de pesquisa que investiga técnicas e métodos acerca de 

formas inteligíveis de representações gráficas de grafos. Considera-se um bom desenho de um 

grafo se ele trata certos critérios estéticos, tais como simetria, uniformidade da distribuição 

dos vértices e do comprimento das arestas e número mínimo de cruzamentos. 

Dentre os critérios citados, o número mínimo de cruzamentos tem recebido bastante 

atenção e seu estudo está compreendido no campo da planarização de grafos. A área de 

planarização de grafos está inclusa no contexto de desenho de grafos e seu principal foco é 

determinar a melhor maneira de desenhar um grafo em um plano sem que haja cruzamentos 

de arestas.  

Não obstante, em grande parte dos casos, grafos não planares são os que modelam as 

soluções dos problemas da vida real. Dessa forma, os métodos de planarização são 
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necessários para se obter uma representação adequada para uma melhor interpretação 

humana.  

1.1. Motivação 

Dado um grafo não planar, o problema estudado neste trabalho consiste em encontrar um 

subgrafo planar, ou seja, um subgrafo que possa ser desenhado no plano sem cruzamento de 

arestas. Essa atividade para obter um subgrafo planar de um grafo não planar é denominada 

de planarização de grafos. Existem várias operações que podem ser empregadas para 

encontrar um subgrafo planar, sendo que este trabalho estuda a operação de remoção de 

vértice. Este trabalho investiga um novo algoritmo heurístico para encontrar um subgrafo 

planar com o número mínimo de remoção de vértices e uma metaheurística para melhorar as 

soluções obtidas. 

Planarizar um grafo utilizando o número mínimo de remoção de vértices é um 

problema NP-difícil (Lewis e Yannakakis, 1980), portanto não existe nenhum algoritmo 

determinístico que resolva o problema em tempo polinomial. Além disso, foi provado que não 

é possível a existência de um algoritmo aproximativo para o problema (Faria et al., 2006), 

tornando o uso de heurísticas uma opção viável. 

Diversos algoritmos são encontrados na literatura a fim de planarizar grafos. 

Utilizando a operação de remoção de arestas, podemos citar os trabalhos de Fisher e Wing 

(1966), Pasedach (1976), Sadowska (1978), Chiba, Nishioka e Shirakawa (1979), Ozawa e 

Takahashi (1981), Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989) e Vollen (1998) todo com 

complexidade de tempo ���
�<=� . Eades e Mendonça (1993) propuseram um algoritmo de 

planarização que utiliza a operação de divisão de vértices, também de complexidade de tempo  �����<=� . 
A operação de remoção de vértices é uma operação muito destrutiva, pois remover um 

vértice de um grafo elimina muita informação, no entanto não se encontra na literatura até o 

momento nenhum algoritmo que utiliza esta operação para planarizar um grafo, assim como 

não se encontra nenhum algoritmo com complexidade de tempo linear. Esses fatores 

constituem a motivação para a realização deste trabalho. 

1.2. Objetivos 

Este trabalho propõe dois algoritmos de planarização. O primeiro algoritmo, denominado VD-
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PLANARIZE possui complexidade de tempo ���
	>����  e consiste numa modificação do 

algoritmo de Lempel Even e Cederbaum para que faça a operação de remoção de vértices na 

planarização de um grafo. Tendo em vista que não se encontra nenhum outro algoritmo de 

complexidade linear para planarizar grafos, o VD-PLANARIZE é até o momento o algoritmo 

mais rápido para resolver o problema. 

O segundo algoritmo proposto, o GAVD-PLANARIZE é baseado em algoritmos 

genéticos e utiliza o VD-PLANARIZE para avaliar as soluções e melhorá-las. Um dos fatores 

que desencoraja o uso de metaheurísticas para a planarização de grafos é a falta de funções de 

avaliação eficientes, tornando o uso destes algoritmos lentos e, portanto inviáveis. Utilizando 

o próprio VD-PLANARIZE como função de avaliação, temos uma função linear e, portanto o 

uso da metaheurística passa a ser uma opção para melhorar resultados. 

Esta dissertação tem como objetivos apresentar os dois algoritmos de planarização 

propostos, uma análise de desempenho dos mesmos e informações suficientes para 

possibilitar a reprodução e compreensão dos algoritmos. 

1.3. Organização da Dissertação 

A dissertação está dividida em cinco capítulos.  

O capítulo 1 situa o leitor no assunto do trabalho, dando uma visão geral do contexto 

do tema; dos objetivos e da estrutura da proposta.  

O capítulo 2 apresenta uma revisão bibliográfica que abrange temas como definições 

de grafos, invariantes de não-planaridade, st-numeração, árvores-PQ, algoritmos genéticos e 

trabalhos relacionados. O capítulo 3 apresenta os algoritmos propostos bem como detalhes 

técnicos e exemplos de execução.  

O capítulo 4 contém os resultados obtidos dos testes dos algoritmos bem como uma 

comparação entre os métodos de st-numeração.  

Finalmente o capítulo 5 apresenta conclusão do trabalho. 
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2. Fundamentação Teórica 

Esta seção apresenta conceitos básicos e definições usadas ao longo deste trabalho, tais como: 

invariantes de não-planaridade, st-numeração, árvores-PQ, heurísticas e metaheurísticas, 

algoritmos genéticos e a lista de alguns trabalhos relacionados. O leitor familiarizado com 

estes conceitos básicos pode saltar para o Capítulo 3. 

2.1. Grafos 

Um grafo é uma tripla ordenada 
�@? �BAC�BD1�FE��  onde: 

• A  é um conjunto finito não vazio de vértices (também denominados pontos ou 

nós); 

• D  é um conjunto finito de arestas (também denominadas linhas ou arcos); e 

• E  é uma função de incidência DHGIA�'�A , que associa cada aresta a um par de 

vértices. Usamos a notação E �KJL� ? �������2� . 
Dada uma aresta E �KJL� ? �
�����2� , então os vértices �  e �  são adjacentes ou vizinhos e  �  e �  são os extremos da aresta J . Dizemos ainda que �  e �  são incidentes a J . 
Dado um grafo 

�
, se a função E  for composta de pares ordenados, dizemos que o 

grafo é orientado, logo E � J � ? �����M�N� . Caso contrário, o grafo é não-orientado. 

Duas arestas distintas que compartilhem os mesmos extremos são chamadas de arestas 

múltiplas ou paralelas. Se a função de incidência admite arestas com extremos iguais, isto é, 
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 E �KJL� ? �F���B��� , então e é um laço. Um grafo que admite múltiplas arestas e laços é 

denominado multigrafo. Um grafo é dito simples se não admitir laços ou arestas múltiplas. 

Este trabalho utiliza grafos simples, não-orientados, que denominaremos simplesmente 

de grafos. Denotaremos um grafo fazendo uso da seguinte definição simplificada. Um grafo é 

uma dupla ordenada  
�@? �FA0�BDO�  onde: 

• A  é um conjunto, finito, não vazio de  vértices distintos; e 

• D  é um conjunto finito de 	  pares de vértices distintos não ordenados de A . 

O número de arestas incidentes a um vértice �  é denominado grau de � , denotado por P �
��� . O grau mínimo (máximo) de um grafo 
�

 é o menor (maior) grau dentre todos os 

vértices de 
�

. Os graus mínimos e máximos de um grafo são denotados por Q  e R , 

respectivamente. Se todos os vértices de um grafo tem o mesmo grau d, o grafo é denominado 

d-regular (ou apenas regular). Um grafo 3-regular é também chamado cúbico. 

 

Figura 2.1. Exemplo de grafo com vértices exibindo diferentes graus 

Denominamos por ST����� , a vizinhança de � , que consiste no conjunto de todos os 

vértices adjacentes a � . A Figura 2.2 ilustra a vizinhança do vértice � . 

 

Figura 2.2. Vizinhança de um vértice 
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Dois grafos 

�H? �FA$UV�KDWUX�  e Y ? �BA[Z��KDNZ��  são chamados isomorfos se existe uma 

bijeção \^] � GIY  tal que para � ���_� �^` ALU , �  e �  são adjacentes em 
�

 se e somente se os 

vértices \^�
���  e \��F�N�  são adjacentes em Y . 

 

Figura 2.3. Exemplo de grafos isomorfos 

Dado um grafo 
�a? �BAb�KD1� , o grafo 

�3cW? �FA c �MD c �  é denominado subgrafo de 
�

 se A c�d A  e D c�dHe � �b�M� ��f � ` A c �K� ` A c � J�� ���_� �-` Dhg . Além disso, se A cW? A  então 
�3c

 é um 

subgrafo gerador (spanning subgraph) de 
�

. Se A cji A  ou D c�i D  (ou ambos), então 
�3c

 é 

dito ser um subgrafo próprio de 
�

, denotado por 
�CkNl��

. Um grafo 
�3cW? �FA c �MD c �  é 

denominado subgrafo induzido (pelo conjunto de vértices A k �  de 
�

 se A cWd A  e D c�?e � ���M� �mf � ` A c �M� ` A con � ���_� �-` Dhg . A Figura 2.4 apresenta em (a) um grafo 
�

, em (b) um 

subgrafo de 
�

 e em (c) um subgrafo induzido de 
�

. 

 

Figura 2.4. Exemplo de subgrafo e subgrafo induzido 

Se 
��p^? �BA p �FD p �  e 

� < ? �BA < �BD < �  são dois subgrafos (não necessariamente distintos) 

de um grafo 
�H? �BA0�BD)� , então o subgrafo 

�3c�? �FA p3q A < �KD prq D < �  do grafo 
�

 é denominado 

união de 
��p

 e 
� < . 

Dado um grafo 
�a? �FAb�MD1� , um passeio é uma seqüência de vértices e arestas �2s J p � p J <Ot Jvu � u . Um passeio é denominado um caminho em 

�
 se os �5�w6  vértices �2s t � u  

são elementos de A , se são par a par distintos, exceto possivelmente por �2s  e � u , e se ��xzy p  e �Nx  
são incidentes a aresta J x , para 6|{�}C{H� . �  é denominado comprimento do caminho. 

Dizemos também que um caminho conecta os vértices �~s  e � u . Alem disso, se �2s ? � u , então 



20 

 
o caminho é denominado um ciclo. O comprimento do menor ciclo em 

�
 é denominado 

cintura de 
�

. Se um grafo não tem ciclos, ele é dito acíclico e sua cintura é indefinida. 

Denotamos por �=�  o grafo consistindo apenas no caminho de tamanho h4H6 , onde o 

primeiro e último vértices do caminho são distintos. ���  tem   vértices e �4w6  arestas. % �  

denota o grafo consistindo em um ciclo de comprimento  , contendo   vértices e   arestas. 

Se para cada par de vértices �  e �  de um grafo 
�H? �BA0�BD)�  existe um caminho em 

�
 

conectando �  a � , então o grafo 
�

 é dito conexo, do contrário 
�

 é desconexo. Se A kNd A  é o 

conjunto de vértices tal que o subgrafo 
��k

 de 
�

 induzido por A k  é conexo, e para cada 

conjunto A c�c onde A k�i A k�kNd A , o subgrafo de 
�

 induzido por A k�k  é desconexo, então 
��k

 é um 

componente conexo de 
�

. 

 

Figura 2.5. Exemplo de grafo conexo onde �  representa uma articulação 

Dado um grafo 
�a? �BAb�KD1� , e um vértice � ` A , dizemos que o subgrafo 

��k
 de 

�
 

induzido por Ah���K�2�  é obtido por remover �  de 
�

. Se 
� c

 tem mais componentes conexos do 

que 
�

, então �  é um vértice de corte (articulação). Se pelo menos �  vértices precisam ser 

removidos de 
�

 antes do grafo resultante ser desconexo, ou antes do grafo resultante consistir 

em um único vértice, então 
�

 é dito � -conexo. 

Seja �  uma propriedade qualquer de um grafo 
�

. Dizemos que o subgrafo Y d��
 é 

maximal (minimal) relativo à propriedade �  se não existe um subgrafo Y kNd��
 que possui a 

propriedade �  onde Y l Y k
 ( Y kNl Y ). Note que Y  não é necessariamente o maior (menor) 

subgrafo com a propriedade � , no entanto quando isso for verdade dizemos que o subgrafo Y  

é máximo (mínimo) relativo à propriedade � . 

Se uma aresta J ? �������2�  de um grafo 
�@? �FA0�BDO�  é substituída pelo caminho � J k �L� J k�k �  introduzindo um novo vértice �L�;��A , então é dito que o grafo 

�3c�? � A q
� �L� � � � D�� �_J$�F� q �KJ c � J k�k � �  é obtido de 

�
 pela subdivisão da aresta J . 
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Figura 2.6. Exemplo de subdivisão da aresta �����_���  
Dois grafos 

�
 e 

���
 são homeomorfos, se 

���
 puder ser obtido de 

�
 por meio de uma 

seqüência de subdivisões de arestas. A Figura 2.7 apresenta um exemplo de dois grafos 

homeomorfos. 

 

Figura 2.7. Exemplo de grafos homeomorfos 

Além dos caminhos ���  e dos ciclos % � , os seguintes grafos especiais aparecem no 

texto: 

Para ���� , o grafo completo, denotado por ��� , consiste de   vértices juntos a todas 

as �  �N�  arestas possíveis. Então para um �0�  todo vértice é adjacente a todo outro vértice. 

Definimos o � p  como sendo um único vértice, o � <  como sendo uma única aresta e seus dois 

vértices, e o �1(  é um triangulo. 

 

Figura 2.8. Grafo completo 

O grafo completo bipartido, denotado por �0� �"! �L# (ou �0�v/�� , consiste de dois conjuntos 

de vértices disjuntos A ? �F� p � t �M�L�V�B�  e � ? ��� p � t �K���L#F�  e o conjunto de arestas D ?e ��xz�b�-�o68{�}�{� p J 6�{��T{� < �  de todas as arestas entre os vértices de A  e os vértices de � . 

Note que ���V��! �$# ? ���$#�! � � . 
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Figura 2.9. Exemplo de um grafo �0� p ! � <  
O grafo produto cartesiano % ��'�% /  de dois ciclos % �  e % /  é o grafo contendo �	  

vértices �B��x�! ���  e �o�	  arestas 
e ��x*! �F�_����x � p
¡ /�¢=£��[! � g  e 

e ��x*! �K�_��x�!*�¤�M� p
¡ /�¢�£0/ g , para �5{¥}�{a  e ��{¦�T{a	 . Considerando que cada vértice do % �;'�% /  é representado por um ponto no plano 

com coordenadas �K} ���$� , chamamos as duas famílias de arestas acima de horizontal e vertical, 

respectivamente. Um ciclo do grafo %9�8'�% /  é chamado de meridiano se usa apenas arestas 

verticais, e paralelo se usa apenas arestas horizontais. Assim, o grafo %9�8'.%9/  possui   

meridianos isomorfos ao % �  e 	  paralelos isomorfos ao % / . Esses grafos são também 

conhecidos como grafos toroidais, pois eles podem ser desenhados no toro sem que as arestas 

se cruzem e sem que haja sobreposição de vértices e arestas. Um toro é uma superfície 

topologicamente similar a uma esfera com uma alça, ou igual a forma de um “pneu”, como 

mostra a Figura 2.10. 

 

Figura 2.10. Exemplo de toro e grafo cartesiano %9&m'�% &   
Um grafo conexo 

�H? �FA0�BD1�  é uma árvore, denotada por § ? �BAC�BD�� , se 
�

 não 

contém ciclos, portanto cada vértice de grau maior que um é uma articulação. Dada uma 

árvore § , existe apenas um caminho entre dois nós quaisquer. Uma árvore §  é dita enraizada, 

denotada por �B§��F¨ � , se ela possuir um nó ¨ ` §  definido como raiz. Dada uma árvore 
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enraizada �F§��B¨ �  e dois nós �����_�2� ` A , �  será chamado de ancestral de �  e �  será chamado de 

descendente de �  se �  está no caminho de ¨  para � . Uma aresta J ? �����_��� ` §  é denominada 

a aresta da árvore e denotada por ��G©�  se �  é ancestral de �  e �hGª� , se �  é ancestral de � . 

Seja ��G«�  uma aresta de § , dizemos que �  é pai de �  e �  é filho de � . A Figura 2.11 

apresenta um exemplo de árvore e uma árvore enraizada. 

 

Figura 2.11. Exemplo de árvore e árvore enraizada 

Uma árvore enraizada �F§��M¨ �  é uma árvore de expansão de um grafo 
�

 se §  é um 

subgrafo de 
�

 e existe um vértice ¨  em §  tal que para toda aresta J ? �����_�2� , ou JT` §  ou �  é 

ancestral de �  ou �  é ancestral de �  em �B§j�B¨ � . Toda aresta �F���K�N� ` �
 que não se encontra em �F§��B¨ �  é denominada aresta de retorno, denotada por ��¬I� . Dada uma árvore �F§�� f ¨$� , um 

caminho �  de �  para �  (possivelmente vazio) onde todas as suas arestas pertençam a §  é 

denotado por �«G®� . A Figura 2.12 apresenta um exemplo de uma árvore de expansão e o seu 

grafo gerador, arestas pontilhadas na arvore representam as arestas de retorno. 

 

Figura 2.12. Exemplo de árvore de expansão 
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2.2. Invariantes de Não-Planaridade 

A seção 2.1 apresentou algumas definições sobre grafos. Esta seção introduz as definições de 

desenho de grafos e algumas invariantes de não-planaridade. Para maiores informações acerca 

deste conteúdo, recomenda-se a leitura do trabalho de Liebers (2001). 

A teoria dos grafos lida com imersão de grafos em superfícies. Uma superfície é um 

espaço topológico que é uma variedade compacta de duas dimensões. Como o plano é uma 

superfície de tamanho indefinido, no contexto da teoria dos grafos ele é comumente 

substituído pela esfera. 

Uma imersão (embedding), também denominado desenho, de um grafo 
�

 em uma 

superfície ̄  é o mapeamento dos vértices de 
�

 em pontos distintos de ̄ , e das arestas de 
�

 em 

arcos abertos disjuntos de ̄  onde: 

• a representação dos vértices e das arestas são distintas; e 

• a representação de uma aresta �����_���  une a representação dos vértices �  e � . 

Uma imersão planar de um grafo 
�

 é uma imersão de 
�

 no plano onde não há 

cruzamentos de arestas. Um grafo 
�

 que admite uma imersão planar é denominado grafo 

planar. Claramente um grafo é planar se, e somente se, cada um de seus componentes 

conexos for planar. 

 

Figura 2.13. Exemplo de imersão planar e suas faces 

Seja 
�

 um grafo planar e °  uma imersão de 
�

 em um plano ̄ . As linhas de °  dividem ¯  em regiões, as quais são denominadas de faces de ° . A face externa é a face que não é 
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delimitada por vértices e arestas. As demais faces são denominadas faces internas. A Figura 

2.13 apresenta um exemplo de grafo 
�

 planar com uma imersão não planar em (a). Em (b) é 

apresentado o mesmo grafo 
�

 de (a) com uma imersão planar e suas faces, numeradas, 

aparecem em tons de cinza, sendo que a face externa não recebe cor. 

Seja 
�

 um grafo planar com   vértices e 	  arestas, °  sua imersão planar em um plano ¯ , e ±  o número de faces de ° , Euler encontrou a seguinte formula:   4 	 � ± ? �  (Euler, 1750) (1) 

A demonstração desta propriedade pode ser encontrada no trabalho de Nishizeki e Chiba 

(1988). Note que se um grafo planar com ²��³  contendo o máximo possível de arestas, então 

cada face é incidente a exatamente três vértices. O número de arestas em tal grafo é 	 ?
³V�4a´ . Dessa forma a formula de Euler gera o seguinte corolário: 	 { ³  4 ´  (para  � ³ ) (2) 

Logo, qualquer grafo com 	  acima deste limite não é planar. 

A caracterização mais conhecida de grafos planares é provavelmente a proposta por 

Kuratowski (1903) que define que um grafo 
�

 é planar se, e somente se, ele não contém um 

subgrafo homeomorfo ao �1(µ!�(  ou ao �1, . A Figura 2.14 apresenta um exemplo de um grafo 

que contém um subgrafo homeomorfo ao �1(µ!*( . Os vértices mais claros representam os vértices 

do �1(µ!*( , sendo que quadrados representam um subgrupo dos vértices e círculos representam o 

outro. As arestas mais claras representam as arestas utilizadas para formar o �)(
!*( . 

 

Figura 2.14. Grafo contendo um subgrafo homeomorfo ao �)(µ!¶(  
Dado um grafo 

�
 que não admite uma imersão planar, é possível efetuar operações de 

planarização de maneira que o grafo resultante 
��k

 seja planar. Existem diversas operações 

que planarizam um grafo, desta forma, se aplicadas em um grafo 
�

, produzem um grafo 
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resultante 

�3c
 planar. Todas as operações de planarização alteram a estrutura do grafo de 

alguma forma, portanto é importante encontrar o menor número possível de operações a 

serem efetuadas no grafo. 

Uma invariante de não-planaridade é uma medida que quantifica o quão distante de 

ser planar é um grafo, com relação a uma operação de planarização. 

2.2.1. Cruzamento de Arestas 

Em desenhos de grafos, e também em outras áreas como em projeto de circuitos VLSI, está-se 

interessado em desenhar um grafo dado com o mínimo possível de arestas que se cruzam. A 

invariante de não-planaridade básica no contexto de teoria dos grafos é o número de 

cruzamento de arestas de 
�

, denotado por ·�¨N� � � , que é o menor número �  tal que 
�

 possa ser 

imerso no plano com no máximo �  cruzamentos de arestas. O número de cruzamentos de 

arestas de uma imersão de 
�

 é sempre maior ou igual a ·�¨N� � � , o que justifica o termo 

“ invariante” . Denominamos um desenho ótimo de 
�

 um desenho de 
�

 que apresente tantos 

cruzamentos de arestas quanto o valor de ·�¨N� � � . A Figura 2.15 mostra um desenho ótimo do �), . 

 

Figura 2.15. Número de cruzamentos de arestas 

Claramente, o número de cruzamentos de arestas de um grafo é 0 se e somente se o 

grafo for planar. Um grafo 
�

 com   vértices, 	  arestas e com ·�¨ � � ��¸ �  (e dada uma 

imersão de 
�

 com ·�¨N� � �  cruzamentos de arestas) pode ser transformado em um grafo planar 

introduzindo ·=¨N� � �  novos vértices no exato lugar em que duas arestas se cruzam. O novo 

grafo 
�Ck

 possui ��¹·=¨N� � �  vértices e 	º�a�N·=¨~� � �  arestas. Dizemos que 
�Ck

 foi obtido de 
�

 por 

meio de uma inserção de vértice falso. A Figura 2.16 ilustra a operação de inserção de vértice 

falso. Em (a) é apresentado um desenho do �1,  e em (b) insere-se um novo vértice �  onde há 

o cruzamento de arestas. 
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Figura 2.16. Operação de inserção de vértice falso 

Como destaca Liebers (2001), o problema do cruzamento de arestas pode ser definido 

como se segue. Dado um grafo 
�

 e um número inteiro positivo � , existe uma imersão de 
�

 no 

plano com �  ou menos cruzamentos de arestas? 

Garey e Johnson (1983) provaram que esse problema é NP-completo, logo o problema 

de se determinar o valor de cruzamentos de arestas para um determinado grafo não é passível 

de ser resolvido em tempo polinomial. 

2.2.2. Remoção de Vértices 

Dado um grafo 
�H? �BA0�BD)� , pode-se obter um subgrafo planar 

�3cW? �BA c �BD c � , de maneira 

trivial, removendo todos menos quatro vértices de 
�

 e suas arestas incidentes. 
��k

 é então um �0&  ou um subgrafo do ��&  e portanto é planar. Sabendo que é possível planarizar um grafo 

removendo vértices, o problema passa a ser o de planarizar um grafo removendo o mínimo de 

vértices possíveis. 

 Se um grafo 
� c ? �BA c �MD c �  é um subgrafo planar induzido de um grafo 

�H? �BAC�MD1�  
onde não exista um subgrafo planar induzido 

�3c¤cj? �BA c¤c �MD c�c �  de 
�

 com f A k»k f ¸ f A c f , então 
��k

 

é denominado um subgrafo planar induzido máximo. 

O problema de encontrar a menor quantidade possível de vértices a serem removidos 

de um grafo para que o grafo resultante seja planar significa encontrar o subgrafo planar 

induzido máximo. A esse problema é atribuída a invariante de não-planaridade número de 

vértices removidos (vertex deletion number) de um grafo 
�

, denotada por � P � � �  e representa 

o número mínimo de vértices a serem removidos de 
�

 a fim de se obter um subgrafo planar de �
. 
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Para um grafo 

�
, o problema de encontrar � P � � �  possui um problema de decisão 

associado NP-completo, como pode ser encontrado nos trabalhos de Lewis e Yannakakis 

(1980) e Garey e Johnson (1979). Além disso, Faria et al. (2006) propõem que não existem 

algoritmos aproximativos para resolver o problema. 

  

Figura 2.17. Operação de remoção de vértice 

2.2.3. Remoção de Arestas 

Se um grafo 
�a? �FA��KD1�  com uma aresta J8` D  é transformado no grafo 

� c ? � Ab�MD�� � J �F�  
então definimos que 

��k
 foi obtido de 

�
 por meio da remoção da aresta J . Trivialmente, 

�
 

pode se tornar planar por meio de repetidas operações de remoção de arestas. O objetivo é 

encontrar um subgrafo planar 
��k

 de 
�

 com o maior número de arestas possíveis, removendo o 

menor número de arestas de 
�

. 

 

Figura 2.18. Operação de remoção de aresta 
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Liebers (2001) apresenta o conceito da seguinte forma. Se um grafo 

�3cW? � A0�BD c �  é um 

subgrafo planar de um grafo 
�H? �BAb�KD1�  tal que não existe um subgrafo planar 

�3c¤cW? � A��KD c¤c �  
de 

�
 onde f D c¤c f ¸ f D c f , então 

��k
 é chamado de subgrafo planar máximo de 

�
. Ao número 

correspondente f D f 4 f D c f , denomina-se a invariante de não-planaridade número de remoção 

de arestas (skewness), denotada por ¼L��� � � . 
Dado um grafo 

�
, encontrar o valor de ¼$�0� � �  possui um problema de decisão 

associado NP-completo, como apresentado nos trabalhos de Yannakakis (1978), Liu e 

Geldmacher (1979) e Watanabe e Nakamura (1983). 

Dentre os trabalhos encontrados na literatura que tratam a planarização de grafos, a 

operação mais utilizada é a de remover arestas do grafo, pois esta operação não elimina muita 

informação do grafo original se comparada às outras operações e, de certa forma, ela é bem 

simples. Dentre os trabalhos que abordam o número de remoção de arestas, podemos destacar 

os de Lempel, Even e Cederbaum (1967), Chiba, Nishioka e Shirazawa (1979), Ozawa e 

Takahashi (1981) e Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989) que propõem algoritmos de 

planarização de grafos utilizando a remoção de arestas. 

2.2.4. Divisão de Vértices 

Se 
�3cW? �BA c �KD c �  é um grafo com dois vértices � p ` A k  e � < ` A k , e se 

�H? �BA0�BD)�  é o grafo 

obtido de 
��k

 onde 

• A ? � A c � � � p ��� < �F� q �K���  e 

• D ?�½ D c � e � ���M��x �3f � ` A c J } `�� 6$��� ��J�� �b�M��x ��` D k gK¾  

 
q«e � ����� ��f � ` A�� � � ��J¿�F� ����� p ��` D c�À � � ����� < ��` D k � g ,  

então dizemos que 
��k

 foi obtido de 
�

 por meio da divisão do vértice � . 

Uma maneira mais intuitiva de definir a operação de divisão de vértices é: dado um 

grafo 
�H? �FA��KD1� , um vértice � ` A  e um subgrafo 

�3c�? �FA c �KD c �  obtido de 
�

 pela remoção 

do vértice � , dividir �  particiona o conjunto de vértices adjacentes de �  em dois subconjuntos 

não vazios ¯ p  e ¯ <  e adiciona a 
�Ck

 dois novos vértices � p  e � <  não adjacentes, onde a 

vizinhança do vértice � p  é definida por ̄
p
 e a vizinhança do vértice � <  é definida por ̄ < . 

Seja 
�

 um grafo, a invariante de não-planaridade número de divisão de vértices de 
�

, 

denotado por ¼vÁ�� � � , é o menor número inteiro positivo � , tal que um grafo planar possa ser 

obtido de 
�

 por �  operações de divisão de vértices. 
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Figura 2.19. Operação de divisão de vértice 

Faria et al. (2001) provaram que encontrar o número de divisão de vértices de um 

grafo possui um problema de decisão associado NP-completo. 

Liebers (2001) apresenta que a operação de divisão de vértices está relacionada a 

diferentes contextos, como a decomposição de um grafo em blocos biconexos por meio de 

divisão dos vértices de corte do grafo. Outro contexto na qual a divisão de vértices é aplicada 

é que a cada triangulação de plano pode ser gerada de uma imersão planar do �0&  por meio de 

uma divisão de vértices, como apresenta Steinitz e Rademacher (1934). No entanto, como 

evidenciou Inácio (2003), a maior contribuição desta operação está na área de desenhos de 

grafos planares, pois já que a operação de divisão de vértices não destrói informação do grafo 

original, ela possui diversas aplicações práticas. 

2.2.5. Particionamento Planar 

O número de particionamentos (thickness) de um grafo 
�

, denotado por ÂO� � � , é o número 

mínimo de subgrafos planares de 
�

, tal que a união seja 
�

. 

Claramente, se o número de particionamentos de um grafo é 1 se e somente se o grafo 

é planar. Tome por exemplo o grafo da Figura 2.20, onde em (a) apresenta-se um grafo �), , e 

em (b) dois subgrafos planares cuja união é o próprio �), . 
Mansfield (1983) determinou que encontrar o numero de particionamentos de um 

grafo 
�

 é um problema NP-difícil reduzindo o correspondente problema de decisão a um 3-

SAT planar. 

Liebers (2001) destaca que o estudo dessa invariante tem sido amplamente estudado 

como parte de estudos topológicos sobre teoria dos grafos, mas poucos algoritmos foram 
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desenvolvidos para encontrar o número de particionamentos de um grafo. Os primeiros 

estudos sobre essa invariante e a introdução a esses estudos são descritos em detalhes por 

Hobbs (1969). Alguns surveys de destaque desta invariante são os apresentados por Arthur et 

al. (1978), Barnette e Edelson (1988) e Mutzel et al. (1998). 

 

Figura 2.20. Operação de particionamento planar 

2.2.6. Resultados para Classes Particulares de Grafos 

Observa-se que independente da invariante de não-planaridade escolhida, encontrar o seu 

valor para o caso geral é um problema da classe NP. No entanto, para algumas classes 

específicas de grafos este valor pode ser determinado ou aproximado, conforme apresenta 

Tabela 2.1 

Para o número de cruzamentos de arestas, a prova do limite superior para grafos ���  

pode ser encontrada nos trabalhos de Guy (1971) e White e Beineke (1978). Posteriormente 

Leighton (1984) propôs um limite inferior. Zarankiewicz (1954) conjecturou o valor exato 

para grafos ���v/  e posteriormente provou-se que havia erros e o valor de Zarankiewicz foi 

tomado como um limite superior. Kleitman (1970) provou a conjectura de Zarankiewicz para 	h}  � 	5�K � {7´  e Woodall (1993) provou para 	 {®6~� ���{�Ã . Para grafos % �8'�% / , Harary 

et al. (1973) conjecturou o atual valor que foi provado por Salazar (1998). 

Sobre o número de remoção de arestas, informações acerca do valor para grafos �0�  e �0�v/  podem ser encontradas nos trabalhos de Vollen (1998) e Liebers (2001). Para grafos % �8'�% / , Mendonça Neto et al. (2002) propuseram os valores apresentados na Tabela 2.1, O 

símbolo Q  é o delta de Kronecker, onde Q�x*! �  é 6  se } ? �  e �  se }CÄ¦� . 
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Tabela 2.1. Medidas de não-planaridade para classes específicas de grafos 

Classe do Grafo Medida de não-planaridade 

cr(G) 

G = Kn Å ÆÇ È É Ê Ë Ì É Í ÆÊ Î Ì É Í ÊÊ Î Ì É Í ÏÊ Î Ð Ñ$ÒKÓµÒ É Å ÆvÔÕ ÆÆ Ê Ô É Ö É Í Æ × Ö É Í Ê × Ö É Í Ï × Ð Ñ$ÒKÓµÒ É Õ Ø
 

G = Knm Å È Ù Ê Ë Ì Ù Í ÆÊ Î È É Ê Ë Ì É Í ÊÊ Î Ð Ñ$ÒKÓ Ò Ù�Ú*É Û Ù Ð É Ü Å Ý Þ ß Å Ù Å Æ[Ô Ð ß Å É Å à  

á Ì Ù Í ÆÊ Î È Ù Ê Ë Ð Ñ$ÒKÓµÒ É â ß ã Ù ä¤å Ñ$ÒFÓ Ð Ù Õ ßÙ Ñ$ÒKÓ Ð Ù Õ à  

G = Cn æ Cm 
Å Ö É Í Ê × Ù Ð Ñ$ÒKÓµÒ Ï Å ç Å å  

sk(G) 

G = Kn â Ö É Í Ï ×Ê Ö É Í Ç ×Ê Ð Ñ$Ò_ÓèÒ É Õ Ç
 

G = Knm â Ö Ù Í Ê × Í Ö É Í Ê × Ð ÑLÒKÓèÒ Ù Ð É Õ Ê
 

G = Cn æ Cm â Ù�Ú*É Û Ù Ð É Ü Í é ê ë ì é ê ë í Í é ê ë ì é î ë í Í é î ë ì é ê ë í  

vd(G) 

G = Kn â Ö É Í Ç × Ð Ñ$Ò_ÓèÒ É Õ Ç
 

G = Knm â Ù�ÚïÉ Û Ù Ð É Ü Í Ê Ð Ñ$Ò_ÓèÒ Ù Ð É Õ Ï  
tk(G) 

G = Kn â Ì É ð ßÝ Î Ð Ñ$ÒKÓµÒ É Õ Æ Ð É ñ á Ð É ñ ÆvÔ  

G = Knm â ò Ù3ÉÊ Ö Ù ð É Í Ê × ó Ð ôvõvÒ ç$öv÷ Ù Ð É ø
ù ÷ Ñ$ÒKÓ Þ  

É Å Ù Ð ÞFç ú ù ÷ É â û Ê ü Ö Ù Í Ê ×Ù Í Ê ü ý  

Xavier (1999) realizou um estudo acerca das invariantes de planaridade e apresentou 

valores para o número de remoção de vértices. 

Para a invariante número de particionamento planar, informações acerca do valor para 

os grafos �0�  podem ser encontradas nos trabalhos de Battle et al. (1962), Tutte (1963), White 

et al. (1978) e Wessel (1985). Para os grafos ��/)� , informações podem ser obtidas nos 
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trabalhos de Beineke et al. (1964) e Beineke (1967). 

O algoritmo VD-PLANARIZE, estudado neste trabalho, utiliza a operação de remoção 

de vértices para planarizar um grafo. Conforme apresentado na seção 2.2.2, encontrar o valor 

de � P � � �  é um problema da classe NP, portanto não pode ser resolvido otimamente em tempo 

polinomial, além disso, não é possível desenvolver um algoritmo aproximativo para resolver o 

problema, desta forma justificando o uso de soluções heurísticas. 

O algoritmo VD-PLANARIZE requer que uma ordem respeitando certos parâmetros 

seja estabelecida nos vértices do grafo a ser planarizado, esta ordem é adquirida por meio de 

um processo de aquisição denominado st-numeração. 

2.3. st-Numeração 

Seja 
�þ? �FA0�MD)�  um grafo biconexo, ¼[��ÿ ` A  e �F¼v��ÿF� ` D . Uma st-numeração de 

�
 consiste 

em rotular o vértice ¼ , denominado fonte (source), com o valor de rótulo 1, o vértice ÿ , 
denominado sumidouro (sink), com o valor de rótulo f A f , e cada vértice � ` Ah����¼v� ÿB� , a �  é 

atribuído um valor de rótulo tal que �  seja adjacente a pelo menos um vértice de valor de 

rótulo maior e a pelo menos um vértice de valor de rótulo menor. O rótulo atribuído a um 

vértice dessa maneira é denominado st-número. Chamamos de st-grafo um grafo com uma st-

numeração atribuída. A Figura 2.21 apresenta um exemplo de um st-grafo onde a st-

numeração é apresentada próxima a cada vértice. 

 

Figura 2.21. Exemplo de um st-grafo 

Lempel, Even e Cederbaum (1967) demonstraram que cada grafo biconexo tem pelo 

menos uma st-numeração. Além disso, cada grafo possui mais de uma st-numeração (Bueno, 

2005). 

A st-numeração constitui um passo fundamental para testes de planaridade, 

planarização de grafos e desenhos de grafos. Ela foi proposta por Lempel, Even e Cederbaum 
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(1967) como parte integrante de um trabalho sobre um algoritmo de planarização de grafos. 

Posteriormente outros métodos foram propostos. 

O primeiro algoritmo proposto por Lempel, Even e Cederbaum (1967) possui 

complexidade de tempo ���
	5�� . Neste trabalho são apresentados detalhes de dois algoritmos: 

Even-Tarjan e de Tarjan, pois ambos apresentam complexidade de tempo ���
	>���� . 
2.3.1. Algoritmo de Even-Tarjan 

O primeiro algoritmo de complexidade de tempo linear capaz de efetuar uma st-numeração 

em um grafo foi proposto por Even e Tarjan (1976). Esse algoritmo é dividido em duas fases: 

a fase de montar a árvore de expansão baseada em uma busca em profundidade e; a fase que 

decompõe em caminhos e realiza a st-numeração dos vértices. 

Dado um grafo biconexo G e uma aresta ��¼v� ÿB� , o algoritmo de busca em profundidade 

gera a árvore de expansão � §�� ÿ � onde a primeira aresta de �F§�� ÿF�  é a aresta fornecida ��¼v� ÿB� . A 

Figura 2.22 apresenta esse algoritmo de busca em profundidade. 

 ��������
	������ ������������� �����! #"%$�� & " '�()� ���*",+*-.� Û / Ð 0 Ü1,,23��54 6,�875�!��" 9 ":75��;<�!��",+>=?" @ A!B C DFE Ú " DHG�IJ���K L M
�*N!O�P,Q�Q�SR)PS�H	�N
4 �3 H�3�����,;T��U���� V W#���*� Û / Ð 0 Ü C DHG�I Ö V × X Ô Y V Z [ " \SA É 0 ] â Æ^H� _<��23O�`�N�4
a?� DHG�I Ö V × X \SA É 0 bcH� \�A É 0 X \�A É 0 ð Æ bd?� e<A!B Ö V × X DHG�I Ö V × bf � M#,��gO�,�� B Z 0 A�h?A / i V#ISG 0 Ú \SI / i EHhSj,EH\SI É 0 I / i EHA i V#ISG 0 Ú \�I Ö V × k ,l�mH� Q�P DHG�I Ö V × â Ô PS�H	on�NpH� 9 X 9 q Û V r B Ü bs?� DFE Ú Ö B × X V bt?� ugvxw Ö V × b^HyH� e<A!B Ö V × X å z ç Û e<A!B Ö V × Ð e<A!B Ö B × Ü b^H^H� Q PS�Hn�N{Q�P B ñ DFE Ú Ö V × PS�H	�n�N^�a?� e<A!B Ö V × X å z ç Û e<A!B Ö V × Ð DHG�I Ö B × Ü b^HcH� |,`TR)}

Figura 2.22. Pseudocódigo da primeira fase do algoritmo Even-Tarjan 

 O procedimento DFS (Depth First Search), apresentado na Figura 2.22, recebe como 

entrada um grafo biconexo 
�

 e um vértice � , produz como saída uma árvore de expansão �F§���ÿF�  e os valores dos vetores pre, low e pai. Um pré-processamento precisa ser efetuado 

antes da execução do DFS, dada uma aresta ��¼L��ÿB�  inicial, este pré-processamento precisa 
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garantir que, ao inicializar o procedimento com o vértice ¼ , o primeiro vértice consultado na 

linha 5 deve ser necessariamente o vértice ÿ  para que a primeira aresta da árvore gerada seja a 

aresta ��¼L��ÿB� . 
Além de prover a árvore �F§�� ÿF� , o algoritmo DFS ainda gera valores para três vetores 

utilizados nas próximas fases do algoritmo de st-numeração, sendo estes vetores: 

• ÁN¨ J �F�N�  – vetor que armazena a ordem em que os vértices são visitados em pré-

ordem; 

• Á�~N}
�B�2�  – vetor que armazena o valor ÁN¨ J  do pai de cada vértice. Então, Á�~N}
�B���  = ÁN¨ J �����  onde �  é o vértice pai de �  em § ; e 

• � À �T�B���  – considerando todos os caminhos que partem de �  (incluindo arestas da 

árvore e arestas de retorno) onde o vértice Á�~N}
�B���  não aparece ou aparece apenas 

na extremidade, � À �T�B���  é o valor do menor ÁN¨ J  dentre todos os vértices de todos 

esses possíveis caminhos. 

A Figura 2.23 apresenta um exemplo de um grafo 
�

, em (a), e em (b) um possível 

resultado que o algoritmo DFS pode produzir ao tomar como aresta ��¼L��ÿB�  a aresta �B��(F�_�L& � . 
Outro detalhe é que para uma fácil compreensão, a ordem de visita dos vértices no exemplo 

está do vértice �v�  de menor valor   para o de maior valor. 

 

Figura 2.23. Exemplo de uma árvore de expansão gerada pelo DFS 

Após a execução do procedimento DFS, o algoritmo de st-numeração proposto por 
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Even-Tarjan executa dois outros procedimentos, o procedimento principal ETST-

NUMBERING e o procedimento PATHFINDER. 

O procedimento PATHFINDER encontra, se existir, um caminho de arestas não 

visitadas até um vértice distinto �  na árvore �B§�� ÿB�  a partir de um vértice � ` �F§�� ÿF� . A Figura 

2.24 apresenta o pseudocódigo do procedimento PATHFINDER. 

 �����S� ���������H����
	������ ��'!(�75�S��-����S" V1,,23��54 ���S(��3 H�#�{�S�< ?=H�� #����W#"S�����!������=H���S�!(��3 H�3������"S( VJ���K L M
�*N!O�P,Q�Q�SR)PS�H	�N
4 '�(���6,�87H����" 9 " 7H�,;3����",+�=H" DHG�I C e3A�B " DFE Ú C��!�H-o��=H� +�W#"S;3� �����^H� _<��23O�`�N�4
a?� ���H�,� ���� �� B Z 0 A�h#A / i V?ISG 0 Ú \�I / i EHh�j,E
\�I É 0 I / i E
A i V#I¡G 0 Ú \SI Ö V × ¢ � £ � ]cH� ¤,¥ É I�B Ö V ¦ B × ¥ B §r B ¥
¨ � ù � ]d?� å ÒKÓèô[õ Þ V ¦ B © ÷ å ÷ A
e<h bf � DFE 0 ª X Û V Ð B Ü bmH� ¤,¥H¨ ù � ¤,¥ É ISB Ö V r B × ¥H¨ � ù � ]pH� å ÒKÓèô[õ Þ V r B © ÷ å ÷ A
e<h bs?� DFE 0 ª X Û V Ð B Ü bt?� ¥H¨�«�¬ � ¨ ��� É ISB Ö B × ¢ � £ � ]^HyH� ÑvÓ ÷ © õ Ó Þ  É I,B Ö B ¦ ® × ¥ ® â e<A!B Ö B × ¯ � ¬^H^H� ÑvÓ ÷ © õ Ó Þ  É I,B Ö B r ® × ¥ e<A!B Ö ® × â e3A�B Ö B × ¯ b^�a?� å ÒKÓµôvõ Þ B Þ B r ® © ÷ å ÷ AHe3h b^HcH� Ñ$Ò úo° X Ñ$Ò ú�° q Û B Ð ® Ü b^�d?� B X ® b^ f � ¤,¥H¨ ù � ¤,¥ É ISB Ö V ¦ B × ¥ V §r B ¥H¨ � ù � ]^HmH� å ÒKÓèô[õ Þ V ¦ B © ÷ å ÷ A
e<h b^HpH� DFE 0 ª X Û V Ð B Ü b^�s?� ¥H¨�«�¬ � ¨ ��� É ISB Ö B × ¢ � £ � ]^�t?� ÑvÓ ÷ © õ Ó Þ  É I,B Ö ® r B × ¯ ba?yH� å ÒKÓµôvõ Þ B Þ ® r B © ÷ å ÷ AHe3h ba?^H� DFE 0 ª X D�E 0 ª q Û B Ð ® Ü baHa?� B X ® ba?cH� ¤,¥H¨ ù � DFE 0 ª â ± baHd?� ¤,¥ DFE 0 ª ñ ±

¥H¨ � ù � � ¥ ���?� ¨ � DFE 0 ª ba f � � ¥ ����� ¨ � D�E 0 ª ba?mH� |,`TR)}
Figura 2.24. Pseudocódigo do procedimento PATHFINDER 

A segunda fase do algoritmo de Even-Tarjan é responsável por st-numerar os vértices. 

Seja 
�a? �BAC�MD1�  o grafo de entrada, �F¼[��ÿB� ` D  a aresta inicial e � ? ��²W�  uma pilha de 
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vértices, o procedimento ETST-NUMBERING ao iniciar empilha em �  os vértices ÿ  e ¼  
respectivamente, e então entra em um processo iterativo que se repete enquanto a pilha �  não 

for vazia e que em cada iteração: 

1. desempilha do topo de �  um vértice � ; 

2. chama o procedimento PATHFINDER para o vértice �  e atribui o resultado 

retornado à variável Á�~Nÿ�³ ; 

3. se Á�~Nÿ�³  não for vazio, então os vértices que compõem o caminho são empilhados 

em �  na ordem inversa, de maneira que o último vértice a ser empilhado seja o 

próprio � ; ou 

4. se Á�~Nÿ�³  for vazio, então a st-numeração é atribuída a �  de acordo com um 

contador inicializado em 1 e incrementado sempre que um st-número é atribuído. 

Dessa forma, o primeiro vértice a ser removido é sempre o vértice ¼ , o qual é atribuído 

o st-número 1, e o último vértice a ser removido é o vértice ÿ , que recebe o st-numero f A f , 
pois todos os outros vértices são empilhados e desempilhados antes de ÿ . A Figura 2.25 

apresenta o pseudocódigo do algoritmo de st-numeração proposto por Even e Tarjan. 

A corretude do algoritmo pode ser encontrada nos trabalhos de Even e Tarjan (1976, 

1977).  

 � � � � ´ ��µ
¶�·��
�����g¸���
	������ �������������������! #"%$�� & "��,��",+�-¹� Û / Ð 0 Ü1,,23��54 75"S-¹�!� / 0 É?ºLÙ¼»
ISG Ö V × ½ 'H"��S�� 
-.�S(¾� ¿�À Á  #'5()"S�*�!Â����{= "����!=���7H�S��-����S" V Z &J���K L M
�*N!O�P,Q�Q�SR)PS�H	�N
4 "%$�",�S'�-¹�,�>��WH������",=��3()"S H-¹� ����� WH�,��� & " Û 0 Ð / Ü C�()�,������� / C 0 " Û / Ð 0 Ü �S��()� A
e<h^H� _<��23O�`�N�4

a?� Ã X I Ù D Ú e ª E Ö 0 × bcH� Ã X I Ù D Ú e ª E Ö / × bd?� / 0 \SA ºLÉ 0 I¡G X Ô bf � ¥H¨�«�¬ � ¨ ��� Ã ñ ±
¢ � £ � ]mH� V X h?I / I Ù D Ú e ª E Ö Ã × bpH� DFE 0 ª X ÃxÄ�9�Å�v�Æ¹Ç�u�È�É Ö V × bs?� ¤,¥ DFE 0 ª ñ ±

¥H¨ � ù � ]t?� ���H�,� j X ü Í Æ ��� Ê Æ ¢ � £ � ]^HyH� Ã X I Ù D Ú e ª E Ë D�E 0 ª  V Ì ¯ Í b^H^H� ¤,¥H¨ ù � ]^�a?� / 0 \SA ºLÉ 0 I¡G X / 0 \SA ºLÉ 0 I¡G ð Æ b^HcH� / 0 É?º$Ù¼»
I¡G Ö V × X / 0 \SA º$É 0 ISG b^�d?� � ¥ ����� ¨ � / 0 ÉHºLÙ¼»

I%G b^ f � |,`TR)}
Figura 2.25. Procedimento de st-numeração por Even-Tarjan 
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Tabela 2.2. Teste de execução para o algoritmo de st-numeração Even-Tarjan usando 

o grafo e árvore da Figura 2.23 

it P Path Alterações Marcação 

Î�Ï¹Ð Ñ ê Ð Ñ î  Ò Ó!ÔÖÕØ×ÚÙ¹Û�Ü8Ý�ÛSÞ�ß�Ý�Û�Ü8Ý�ÛSÞ
 

à V ê Ð Ñ î  Ñ ê Ð Ñ5á Ð Ñ5â Ð Ñ î Ó!ÔTÕã× Ù Û Ü Ý�Û�ä ß Ý Ù Û�äåÝ�Û�æ ß Ý Ù Û�æ�Ý�Û Þ�ß Ý�Û�ä8Ý�Û�æ
 ç V ê Ð Ñ á Ð Ñ â Ð Ñ î Ð  Ñ ê Ð Ñ è Ð Ñ é Ð Ñ î Ó!ÔTÕ × Ù Û Ü Ý Û ê ß Ý Ù Û ê Ý Û ë ß Ý Ù Û ë Ý Û Þ ß Ý Û ê Ý Û ë

 

ì V ê Ð Ñ è Ð Ñ é Ð Ñ áÑ â Ð Ñ î  ±
Ó!ÔTÕ × íî�ï�ð!ñ�òôó,õ*ö ÷ Û Ü ø × ù

ú V è Ð Ñ é Ð Ñ á Ð Ñ âÑ î  ±
Ó!ÔTÕ × íî�ï�ð!ñ�òôó,õ*ö ÷ Û ê ø × ûü V é Ð Ñ á Ð Ñ â Ð Ñ î  Ñ é Ð Ñ â Ó!ÔTÕ × Ù Û ë Ý Û æ ß

 

ý V é Ð Ñ á Ð Ñ â Ð Ñ î  Ñ é Ð Ñ þ Ð Ñ ÿ Ð Ñ � Ð Ñ î Ó ÔTÕ × Ù Û ë Ý Û � ß Ý Ù Û � Ý Û � ß Ý
Ù Û � Ý Û � ß Ý Ù Û � Ý Û Þ ß Ý Û ê Ý Û ë� V é Ð Ñ þ Ð Ñ ÿ Ð Ñ � ÐÑ á Ð Ñ â Ð Ñ î  ±

Ó!ÔTÕ × íî�ï�ð!ñ�òôó,õ*ö ÷ Û ë ø × �
� V þ Ð Ñ ÿ Ð Ñ � ÐÑ á Ð Ñ â Ð Ñ î  Ñ þ Ð Ñ á Ó!ÔÖÕ × Ù Û � Ý Û ä ß

 

� V þ Ð Ñ ÿ Ð Ñ � ÐÑ á Ð Ñ â Ð Ñ î  Ñ þ Ð Ñ î Ó!ÔÖÕ × Ù Û � Ý Û Þ ß
à	� V þ Ð Ñ ÿ Ð Ñ � ÐÑ á Ð Ñ â Ð Ñ î  ±

Ó!ÔTÕ × íî�ï�ð�ñ!ò ó,õ�ö ÷ Û � ø × 

à�à V ÿ Ð Ñ � Ð Ñ á Ð Ñ âÑ î  ±

Ó!ÔTÕ × íî�ï�ð�ñ!ò ó,õ*ö ÷ Û � ø × �
 

àSç V � Ð Ñ á Ð Ñ âÑ î  Ñ � Ð Ñ â Ó!ÔTÕ × Ù Û � Ý Û æ ß
à�ì V � Ð Ñ á Ð Ñ â Ð Ñ î  ±

Ó!ÔTÕ × íî�ï�ð!ñ�òôó,õ*ö ÷ Û � ø × �

 

à�ú V á Ð Ñ â Ð Ñ î  ±
Ó!ÔTÕ × íî�ï�ð!ñ�òôó,õ*ö ÷ Û ä ø × 

à ü V â Ð Ñ î  ±
Ó!ÔTÕ × íî�ï�ð!ñ�òôó,õ*ö ÷ Û æ ø × �à�ý V î  ± Ó!ÔTÕ × í î�ï�ð!ñ�ò�ó,õ�ö ÷ Û Þ ø × �
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A Tabela 2.2 ilustra a execução do algoritmo de Even-Tarjan para o grafo da Figura 

2.23 (a) e a aresta � ¼L� ÿ � ? �F��(K�M�L& � . O exemplo considera que o procedimento DFS já foi 

executado e que o resultado é o mesmo encontrado na Figura 2.23 (b). A coluna “ it”  

representa a iteração atual do loop da linha cinco do pseudocódigo apresentado na Figura 

2.25, a coluna “P”  representa os vértices contidos na pilha onde o primeiro elemento está 

disposto no topo. Os vértices escritos em estilo itálico são aqueles que foram desempilhados e 

submetidos ao procedimento PATHFINDER e os vértices riscados são aqueles que foram 

desempilhados e tiveram sua st-numeração atribuída. A coluna “Path”  apresenta o valor 

produzido pela chamada do procedimento PATHFINDER na it-ésima iteração. A coluna 

“Alterações”  apresenta as alterações obtidas nas marcações de 
À � P  e do vetor ¼ ÿ
��W	 � J ¨  

ocorridas na it-ésima iteração, e finalmente a coluna “Marcação” apresenta uma representação 

do grafo com as arestas 
À � P  em cor clara e as  J �  em cor escura, alem disso ela exibe, 

quando disponível, o valor do st-número de cada vértice (entre parênteses). 

2.3.2. Algoritmo de Tarjan 

Ebert (1983) propôs um algoritmo para gerar uma st-numeração, e baseado neste algoritmo 

Tarjan (1986) projetou melhorias e criou um novo algoritmo. O algoritmo proposto por Tarjan 

possui complexidade de tempo linear, no entanto sua concepção é mais simples que o 

algoritmo de Even-Tarjan, por não necessitar do resultado da decomposição em caminhos 

efetuado pelo procedimento PATHFINDER. 

O algoritmo de Tarjan também é executado em dois passos, sendo que o primeiro é a 

aplicação do mesmo procedimento DFS que gera a árvore de expansão e calcula os valores de Á�¨ J , Á�~N}  e � À �  usado no algoritmo de Even-Tarjan. 

No entanto as semelhanças de ambos os algoritmos se restringem a essa primeira fase, 

pois a segunda fase do algoritmo de Tarjan é diferente por construir uma lista �  de modo que, 

ao final do processamento, �  contém os vértices na exata ordem da st-numeração.  

O procedimento rotula alternadamente cada vértice com um sinal (positivo ou 

negativo) começando com a raiz da árvore com sinal negativo. Os vértices da árvore são 

percorridos em pré-ordem, e para cada vértice v visitado se o sinal de � À �8�B���  for positivo 

então v é adicionado em �  depois de seu pai, o qual tem seu sinal marcado como negativo. 

Quando o sinal de � À �T�F�2�  for negativo, �  é adicionado em �  antes de seu pai, o qual tem seu 

sinal marcado como positivo. A Figura 2.26 apresenta o pseudocódigo da segunda fase do 

algoritmo de Tarjan, denominada TARJANST-NUMBERING. 
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Figura 2.26. Pseudocódigo do algoritmo de Tarjan para st-numeração 

A Tabela 2.3 apresenta um exemplo de execução do algoritmo de Tarjan para o 

mesmo exemplo usado para ilustrar a execução (Tabela 2.2) do algoritmo de Even-Tarjan, 

com a diferença que a aresta � ¼L��ÿ �  usada é a aresta �B�L&=���N(K� . O grafo tratado e a árvore gerada 

pelo DFS são os mesmos da Figura 2.23. A coluna “ it”  representa a iteração atual do loop da 

linha 5 do procedimento TARJANST-NUMBERING apresentado na Figura 2.26, onde o valor 

“pré”  é referente à pré-execução do loop. A coluna “v”  representa o vértice atual da it-ésima 

iteração, enquanto a coluna �  representa o conteúdo atual da lista �  e a coluna “ low(v)”  

mostra o vértice atribuído ao � À �T�F�N� , e não a seu valor em si. Finalmente a coluna “Vetor 

sinal”  apresenta o sinal de cada vértice. A Figura 2.27 apresenta o resultado final com a st-

numeração obtida entre parênteses. 

A prova da corretude do algoritmo pode ser encontrada no próprio trabalho de Tarjan 

(1986). Alguns outros métodos foram propostos posteriormente para se st-numerar um grafo, 

para maiores informações recomendamos os trabalhos de Papamanthou (2005) e 

Papamanthou e Tollis (2008). 
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Tabela 2.3. Teste de execução do método de Tarjan para st-numeração usando grafo e 

árvore da Figura 2.23 

it v L low(v) Vetor sinal Î%Ï.Ð - V î V ê Á $ % & ' $ % ( ' $ % ) * ' $ % + ' $ % , ' $ % - ' $ % . ' $ % / ' $ % 0 '
à � <  V î V á V ê � ( $ % & ' $ % ( ' $ % ) * ' $ % + 1 ' $ % , ' $ % - ' $ % . ' $ % / ' $ % 0 '
ç � 2  V î V â V á V ê � ( $ % & ' $ % ( 1 ' $ % ) * ' $ % + 1 ' $ % , ' $ % - ' $ % . ' $ % / ' $ % 0 '
ì � ,  V î V é V â V á V ê � ( $ % & ' $ % ( 1 ' $ % ) * ' $ % + 1 ' $ % , ' $ % - ' $ % . 1 ' $ % / ' $ % 0 '
ú � 3  V î V é V è V â V á V ê  � & $ % & ' $ % ( 1 ' $ % ) * ' $ % + 1 ' $ % , * ' $ % - ' $ % . 1 ' $ % / ' $ % 0 '
ü � 4  V î V þ V é V è V â V á V ê � ( $ % & ' $ % ( 1 ' $ % ) * ' $ % + 1 ' $ % , 1 ' $ % - ' $ % . 1 ' $ % / ' $ % 0 '
ý � p  V î V ÿ V þ V é V è V â V á V ê � ( $ % & ' $ % ( 1 ' $ % ) * ' $ % + 1 ' $ % , 1 ' $ % - ' $ % . 1 ' $ % / ' $ % 0 1 '
� � 5  V î V � V ÿ V þ V é V è V â V á V ê � ( Ö V ÿ ð × Ö V á ð × Ö V ê Í × Ö V î ð × Ö V é ð × Ö V è × Ö V â ð × Ö V � × Ö V þ ð ×

 

 

Figura 2.27. Grafo do exemplo com sua st-numeração atribuída (entre parênteses) 

pelo método de Tarjan 

O algoritmo estudado neste trabalho, o VD-PLANARIZE utiliza uma st-numeração 

para planarizar um grafo. Esse algoritmo é baseado no algoritmo de Lempel, Even e 

Cederbaum (1967), o qual utiliza uma estrutura de dados árvore-PQ. 

2.4. Árvores-PQ 

Uma árvore-PQ (do inglês Priority Queue Tree) é uma estrutura de dados que representa os 

possíveis conjuntos de permutações em um conjunto ¯  qualquer. Concebida por Booth e 



42 

 
Lueker (1976), elas são usadas para se resolver problemas onde o objetivo é encontrar uma 

ordenação que satisfaça varias restrições. Nesses problemas, restrições na ordenação são 

inclusas uma de cada vez modificando a estrutura da árvore-PQ de tal maneira ela represente 

somente ordenações que satisfaçam as condições. Dentre suas aplicações, destacam-se o teste 

de matrizes em busca de propriedades consecutivas, reconhecimento de grafos intervalos e 

testes de planaridade de grafos.  

Dada uma árvore-PQ §  formada pelos elementos de ̄ , seus nós podem ser: 

• folhas, representando os elementos de ̄ ; 

• nós � , são nós onde os filhos podem ser livremente permutados, convencionalmente 

representados por círculos; e 

• nós 6 , são nós onde os filhos podem ter sua ordem apenas invertida, 

convencionalmente representado por retângulos. Em testes de planaridade nós 6  

representam uma componente biconexa planar do grafo. 

A Figura 2.28 ilustra uma árvore-PQ derivada de um conjunto ¯  que contêm cinco 

elementos.  

 

Figura 2.28. Exemplo de árvore-PQ  

Seja §  uma árvore-PQ. Define-se como uma fronteira de §  o acesso seqüencial de 

suas folhas, para uma permutação qualquer dos seus nós �  e 6 . A Figura 2.29 mostra todas as 

fronteiras possíveis da árvore ilustrada na Figura 2.28, bem como as combinações existentes 

para diferentes arranjos dos nós � p  e 6 p  do exemplo.  

Uma árvore-PQ admite uma operação especial que manipula seus nós de tal maneira 

que a árvore aceite, quando possível, uma nova restrição. Esta operação é denominada 

redução. Seja §  uma árvore-PQ formada por elementos de um conjunto ¯ , a operação de 
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redução recebe como entrada um subconjunto ¯ k87 ¯  e rearranja os nós de § , possivelmente 

adicionando novos nós �  ou 6 , de tal forma que os elementos de ¯ k  apareçam 

consecutivamente em todas as fronteiras de § . Os elementos do conjunto ¯ k  são denominados 

pertinentes.  
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Figura 2.29. Fronteiras possíveis da árvore-PQ da Figura 2.28 

2.4.1. Operação de Redução 

Seja §  uma árvore-PQ formada com elementos do conjunto ¯  e ¯ kWd ¯  um subconjunto de 

elementos pertinentes. A operação de redução efetua uma série de padrões de troca de nós – 

template matchings – em todos os elementos de ¯ k  e seus pais até o nó ancestral comum de 

nível mais baixo possível. Esse ancestral é chamado de raiz da subárvore pertinente. Nós-PQ 

pertinentes são denominados cheios, quando todos os seus filhos são pertinentes ou parciais 

quando ele possui pelo menos um filho pertinente e um não pertinente. Nós-PQ não 

pertinentes são denominados vazios. 

A operação de redução é dividida em duas fases, a fase bubble e a fase reduce. Na fase 

bubble, é identificada a subárvore pertinente na qual a operação de redução será processada. 

Na fase reduce uma série de operações de padrões de trocas de nós são efetuadas sobre os nós 

P’s e Q’s de maneira que o resultado final produzido contemple todas as folhas pertinentes 

arranjadas consecutivamente em sua fronteira. 

Cada padrão de troca de nós promove um conjunto de permutações de nós na árvore 

de tal forma que os respectivos nós pertinentes sejam arranjados seqüencialmente na fronteira. 

Os padrões para as folhas são simples, no entanto os padrões para os nós �  e 6  são bem mais 

complexos e numerosos.  

Para mais informações sobre a operação de redução e os padrões de troca, recomenda-
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se leitura dos trabalhos de Vollen (1998) e Harris (2002). 

O algoritmo de Ozawa e Takahashi realiza o teste de planaridade de um grafo 

utilizando árvores-PQ. O algoritmo VD-PLANARIZE utiliza esse teste para decidir quais são 

os nós que devem ser removidos do grafo para torná-lo planar. 

2.5. Heurísticas e Metaheurísticas 

Para se resolver um problema computacional normalmente existe duas preocupações: 

• elaborar um algoritmo de resolução que tenha um tempo computacional aceitável; 

e 

• elaborar um algoritmo que forneça a melhor solução possível para o problema. 

No entanto, para problemas complexos do mundo real nem sempre é possível atingir 

essas duas metas e se faz necessário optar por uma delas. 

Propor algoritmos que forneçam a melhor solução possível para um problema é o 

objetivo de qualquer projetista de algoritmos, no entanto prover a solução ótima nem sempre 

é a melhor opção. Dentro da teoria da computação, existe a subárea teoria da complexidade 

computacional que foca em classificar problemas de acordo com as suas dificuldades 

inerentes. Além disso, a teoria da complexidade computacional trata de problemas de decisão, 

entretanto é trivial demonstrar que todo problema que não é de decisão pode ter um problema 

de decisão associado. Seja 9  um problema qualquer, e :  uma solução válida para 9 , podemos 

associar a 9  o seguinte problema de decisão ; ?
 “ :  é a melhor solução possível para o 

problema 9 ?”. 

Os problemas de decisão associados podem ser classificados de duas maneiras: 

• problemas da classe P (deterministic Polynomial) - podem ser resolvidos por uma 

máquina determinística em tempo polinomial; 

• problemas da classe NP (nondeterministic Polynomial) – podem ser resolvidos em 

tempo polinomial apenas por uma máquina de Turing não determinística. 

Máquinas determinísticas (como os computadores) não podem resolver esses 

problemas em tempo polinomial. 

Para mais informações acerca da teoria da NP-completude e problemas pertencentes à 

classe NP, recomenda-se a leitura do trabalho de Garey e Johnson (1979). 

Os algoritmos aproximativos constituem uma abordagem adequada para problemas da 

classe NP por fornecerem soluções dentro de um limite de qualidade absoluto ou assintótico, 
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assim como um limite assintótico de complexidade polinomial para o pior caso comprovado 

matematicamente, dessa forma, conforme o tempo de execução de um método aproximativo 

cresce, as soluções geradas tendem a se aproximarem de uma solução ótima. 

Quando um problema da classe NP precisa ser resolvido em tempo restrito, e esse não 

admite um algoritmo aproximativo, comumente é proposta uma heurística. Um algoritmo 

heurístico (do grego heuriskein, descobrir) é uma regra, simplificação ou aproximação que 

reduz ou limita a busca em domínios de soluções muito extensos e inviáveis de serem 

integralmente investigados. De modo simples, uma heurística é um método de busca restrita 

no espaço de soluções que procura por uma boa solução, mas não garante que a solução 

encontrada seja ótima. Dependendo de quão restrito é o espaço vasculhado, os métodos 

heurísticos são mais ou menos rápidos. 

Uma metaheurística é um modelo heurístico genérico para resolver problemas de 

otimização. Elas se destacam por apresentarem uma metodologia de busca eficiente para 

diferentes espaços de soluções. Dentre as metaheurísticas mais comuns podemos destacar os 

algoritmos genéticos, simulated annealing, GRASP, VNS, VND, busca tabu e ant system. 

Para maiores informações acerca de metaheurísticas recomendamos o trabalho de 

Glover e Kochenberger (2003). 

Este trabalho propõe o uso de dois algoritmos heurísticos para solucionar o problema 

de planarização de grafos utilizando a operação de remoção de vértices. Como visto na seção 

2.2.2, encontrar o valor do número de remoção de vértices de um grafo 
�

 possui um problema 

de decisão associado NP-completo. Portanto esse problema não pode ser resolvido em tempo 

polinomial. Além disso, foi provado (Faria et al, 2006) que o problema tratado não admite 

soluções por meio de um algoritmo aproximativo, dessa forma justificando o uso de 

heurísticas. 

2.6. Algoritmos Genéticos 

Um algoritmo genético (GA – Genetic Algorithm) é uma metaheurística utilizada para 

resolver problemas de otimização. Algoritmos genéticos são pertencentes a uma classe 

particular de algoritmos denominados algoritmos evolutivos que usam técnicas inspiradas pela 

biologia evolutiva (hereditariedade, mutação, seleção natural e recombinação). 

Os algoritmos genéticos apresentam algumas vantagens em relação a outras técnicas 

tradicionais de otimização. A primeira vantagem notável é lidar com um conjunto de soluções 

e não apenas com uma única solução, por ter a capacidade de cobrir diferentes áreas do 
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espaço de soluções simultaneamente. Outra vantagem é que usam transições probabilísticas e 

não determinísticas, desta forma para diferentes execuções pode-se obter diferentes 

resultados. Algoritmos genéticos não necessitam de conhecimento derivado do problema, mas 

apenas uma forma de avaliar os resultados. 

Um algoritmo genético é constituído basicamente de quatro elementos: 

• o indivíduo, elemento que contém o código-genético. Incluso no indivíduo está 

uma possível solução do problema de otimização. O cromossomo é a parte 

específica do indivíduo que representa computacionalmente uma solução do 

problema; 

• a função-objetivo utilizada, objeto da otimização. Essa função deve avaliar uma 

solução proposta em função das entradas e fornecer um parâmetro de comparação 

que permita decidir se a solução proposta é boa ou ruim; 

• o processo de seleção, o qual define como a população é organizada e atualizada, 

como os indivíduos são selecionados para cruzamento e se existe ou não alguma 

escolha elitista; e 

• a reprodução, que constitui a fase que define como, uma vez selecionados dois 

indivíduos, o cruzamento entre eles vai gerar novos indivíduos. Durante a 

reprodução podem ocorrer também mutações. 

2.6.1. Indivíduo 

O indivíduo é a unidade fundamental de um algoritmo genético por conter as possíveis 

soluções do problema. É por meio dos indivíduos que as soluções são otimizadas. Um 

indivíduo possui um cromossomo, estrutura que normalmente armazena uma solução do 

problema de otimização. Cada elemento desse cromossomo é denominado gene. Define-se de 

genótipo como sendo um conjunto de genes. O genótipo é a informação interpretada pela 

máquina. Define-se fenótipo como sendo o significado interpretado do conjunto de genes por 

humanos.  

A Tabela 2.4 apresenta exemplos de diferentes cromossomos para diferentes 

problemas, incluindo o genótipo e o fenótipo. 
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Tabela 2.4. Exemplo de cromossomos para diferentes problemas 

Genótipo Fenótipo Problema <=<�>?<@>?<=>?<�>A<=<�>B<=<=>=> CEDGF HGF IKJMLONPLOQSRUT�VUIXW@Y?N[ZU\]L_^�R`Bacb=dfeAgBh ^�I�N[iU^SikjAiSlORm^�L_n?RUn?io`GpSn?iqjBI�LOrsjARtr�r�ikjAiSlORUr^�L_n?RUn?iUruasptbKpvdupSe�pUgwikJxit\"N[LOWGioitNyh ^�RUL{z8iULO\"Io|}L_R�~�RtW@JMi
bA<8�fH=bGCE�f� �Uic^�I�W?nGLOT�VUI�<miqzEiU^"Y=Jxic\�iU�8\"R�HUpvrqi^�I�W?nGLOT�VUI�CXiqzEiU^"Y=Jxic\"iU�8\"R�� \"iU�8\]RUrsjARt\"RoRqjB\"itWGn?LOQqRU�8iUNnGicRU�8iUW@JMiUr

2.6.2. População 

A população de um algoritmo genético é o conjunto de indivíduos que existem durante uma 

iteração do algoritmo. O tamanho da população é normalmente fixo e os indivíduos 

normalmente substituídos a cada iteração. 

A função-objetivo ±v�����N�  é a função que recebe um indivíduo �  e retorna um valor 

correspondente à aptidão de � . Comumente a função-objetivo é uma mesura do problema a 

ser resolvido, por exemplo, em um problema de otimização numérica onde o objetivo é 

encontrar o menor valor, dado um indivíduo � , ±S�����N�  retorna o valor correspondente a � . 

2.6.3. Seleção 

A seleção de um algoritmo genético consiste um processo onde certos critérios são satisfeitos 

para selecionar os pais que gerarão a próxima população. A priori se faz necessário definir 

quantos indivíduos são gerados pelo cruzamento de dois outros quaisquer, e com base nisso 

definir quantos pares de indivíduos serão selecionados para a fase de cruzamento. 

Normalmente o cruzamento entre dois indivíduos geram outros dois indivíduos. 

O meio mais simples de se compor cada par de indivíduos para o cruzamento é por 

meio de sorteio aleatório. No entanto este método de seleção não simula a seleção natural, 

onde o individuo mais apto tende a sobreviver e o menos apto a morrer, além disso, selecionar 

ao acaso é uma abordagem que raramente é usada por não gerar bons resultados. Baseado no 

método de sorteio aleatório desenvolveu-se sistemas probabilísticos que consistem em utilizar 

a informação provida pela função-objetivo ±v�����N�  para determinar quão apto é um individuo 

no sistema, portanto quanto melhor a avaliação da função-objetivo ±v�����N� , mais apto o 

indivíduo é para ser escolhido. 

Goldberg (1989) sugere o uso de uma técnica denominada scaling para aprimorar o 
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método de avaliação da adequação de cada individuo. Sem scaling, o valor bruto da função-

objetivo é usado como parâmetro de probabilidade de seleção, no entanto nem sempre 

proporciona bons resultados. Dada uma função objetivo ±v�0�	�2� , uma função scaling ±��	�	�K�¤x¶�U���µ±S���	�����  pode ser do tipo: 

• linear  - o valor da função-objetivo ±v� � � �  recebe a seguinte alteração: ±��	�	�K��x*�U� ½ ±S� � � � ¾ ? ±v� � � � ' ~T� � �  
onde �

~ ? � ·�476 � ' 	 J P� n � ? 	 J P ' 	�~G� 4¹·^'h	 J P� �M¼ J � Ä��
~ ? 6[� � ? � �S�S�E�����U�?�A�	�����S���B�  

A variável 	�~G�  representa o maior valor de adaptação encontrado, 	 J P  a média 

de todas as soluções da população atual, ·  é uma constante real maior que 1 

denominada fator escala (scale factor) e R  é o maior valor de adaptação 

encontrado na população atual menos o valor ±v�0�	���  . 
•  truncamento de sigma – um valor múltiplo do desvio médio 

P /  é subtraído dos 

valores obtidos pela função-objetivo e os valores negativos são ajustados para 

zero. A fórmula resultante é a seguinte: ±�� ���8�»x ��� ½ ±v� � � � ¾ ? ±S� � � � 4�	 J P 4¹·^' P / �  
onde · é uma constante real maior que 1. 

• potência – o valor da função-objetivo é elevado a uma constante pré-definida � : ±�� ���8�¤x¶��� ½ ±S� � � � ¾ ? ±S� � � � u  
Em sistemas onde o scaling é adotado, a função ±S�  é substituída pela função ±�� ���8�¤x¶���  

para cálculo de aptidão dos indivíduos. 

Depois de decidido como a função-objetivo qualifica cada individuo é que se define 

como o processo de seleção deve ser feito. Existem cinco métodos comumente utilizados para 

fazer a seleção que são: 

• ranking – os indivíduos da população são ordenados de acordo com seu valor de 

adequação e então sua probabilidade de seleção é atribuída conforme a posição que 

ele ocupa no ranking; 

• roleta –cada indivíduo recebe uma probabilidade e um valor aleatório é sorteado. 

Dada uma população composta de   indivíduos ¡ p ��¡ < � t �]¡"� . Seja 

¯b�F�N� ?£¢ ±v� ½ ¡�� ¾u
�S¤ p �  
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o somatório dos valores de adequação dos indivíduos da população e ¨  um valor 

sorteado aleatoriamente entre 0 e ¯��
�� . Seja }  um indivíduo da população, }  será 

selecionado pelo processo da roleta se e somente se ̄C�K}�4w6L�^{a¨5{¹¯��K}�� ; 
• torneio – grupos de soluções são arbitrariamente escolhidos e os indivíduos mais 

adaptados entre eles são selecionados para o cruzamento; e 

• seleção estocástica do remanescente – dada a formula ¼ � � � ?¦¥�§ �O¨ ¡/��F£ , onde 	 J P  é 

a média do valor de adaptação da população, assume-se que a parte inteira da 

função determina quantas cópias do indivíduo são selecionadas diretamente. Os 

outros indivíduos são escolhidos aplicando outro método de seleção sobre a parte 

decimal do valor ¼ � � �  de cada indivíduo. 

2.6.4. Cruzamento 

Depois de selecionados os pares, o cruzamento (crossover) tem início. Nesta fase os genes 

dos indivíduos pais são combinados para gerarem o(s) filho(s). 

A fase de cruzamento é totalmente dependente da representação de solução escolhida 

para o problema. Uma má representação pode fazer com que o algoritmo percorra um espaço 

muito limitado de soluções, conseqüentemente não gerando boas melhorias. 

Dado dois indivíduos pais ¡ª© p  e ¡ª© <  os quais tem cromossomos de comprimento fixo � , 
que gerarão dois filhos ¡ ¥ p  e ¡ ¥ < , os principais tipos de cruzamento são: « ¬ �® ¯ ° ¬ ±²´³Uµ	¶"·K¸¹· º º º º º º » » » »

¼ ½ &
¼ ½ (
¼ ¾ &
¼ ¾ (

Figura 2.30. Exemplo de cruzamento de um ponto 

• um ponto – nesse cruzamento, divide-se em dois os genes dos pais e os filhos 

recebem uma parte de cada pai. O processo sorteia um número �  entre 1 e �  (ponto 

de corte) onde ¡ ¥ p  recebe os genes de 1 a �  de ¡ª© p  e �5�76  a �  de ¡¿© <  enquanto  ¡ ¥ <  
recebe os genes de 1 a �  de ¡ª© <  e ���H6  a �  de ¡ª© p . A Figura 2.30 exemplifica a 
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situação de cruzamento de um ponto para o valor sorteado � ? ´ . Para melhor 

compreensão, a figura utiliza uma máscara que contém valores 1 ou 2 que indicam 

se o indivíduo ¡ ¥ p  herdará aquele gene de ¡¿© p  ou ¡ª© <  respectivamente. A máscara do 

indivíduo ¡ ¥ <  é a máscara complementar à exibida; 

• multiponto – cruzamento baseado no cruzamento de um ponto, mas neste 

modelo um número   de pontos de cortes é pré-definido. Os locais dos cortes 

continuam sendo sorteados aleatoriamente, assim como no cruzamento de um 

ponto; 

n
¬ À ¯ « ¬ �® ¯ ° & ¬ Á ¯ ° ( ¬ Â ¯ ° ) ¬ Ã²´³Uµ	¶"·K¸¹· º º » » » º º º » »

¼ ½ &
¼ ½ (
¼ ¾ &
¼ ¾ (

Figura 2.31.Exemplo de cruzamento multiponto 

• segmentado – cruzamento semelhante ao multiponto, no entanto, cada vez que 

dois pais se cruzam é sorteado um novo valor para  ; « ¬ �® ¯
 Ä Å Æ�Ç�ÈUÉ	È ÈqÊOËUÈUÌ Í É"ÎOÈ ¬ Ï  ¯ Á ¯ Á ¯  ¯ Á ¯  ¯  ¯ Á ¯  ¯ Á Ð²´³Uµ	¶"·K¸¹· º » » º » º º » º »

¼ ½ &
¼ ½ (
¼ ¾ &
¼ ¾ (
Figura 2.32. Exemplo de cruzamento uniforme 

• uniforme – para cada gene de ¡ ¥ u , o método do cruzamento uniforme consiste em 

sortear o pai que transmitirá o gene; e 

• combinação parcial – sorteia-se dois pontos de corte. O indivíduo ¡ ¥ p  recebe todos 

os genes de ¡ª© p  para o espaço entre os pontos de corte, o filho ¡ ¥ <  recebe todos os 
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genes de ¡ª© <  para o mesmo espaço. O restante dos genes é preenchido com os 

valores considerados mais apropriados para cada ¡ ¥ u . « ¬ �® ¯ ° & ¬ À ¯ ° ( ¬ Ñ²Ò³tµ�¶]·K¸¹· º º º » » » » Ó Ó Ó
¼ ½ &
¼ ½ (
¼ ¾ &
¼ ¾ (

Figura 2.33. Exemplo de cruzamento por combinação parcial 

Depois de gerado cada novo indivíduo, existe uma pequena chance de ele sofrer uma 

mutação, alguma alteração fora dos padrões em seus genes. O algoritmo genético pode ser 

pré-configurado para possibilitar a mutação, que normalmente não supera 5% dos indivíduos 

gerados. Se o indivíduo for selecionado para mutação, ela ocorrerá normalmente por um dos 

seguintes mecanismos: 

• flip – cada gene a ser mutado tem seu valor alterado para qualquer valor possível 

do alfabeto valido; 

• troca – dois genes são sorteados e tem seus valores trocados entre si; e 

• creep – um valor aleatório é somado ou subtraído do gene. 

Ao fim do processo de cruzamento, os novos indivíduos substituem os antigos na 

população e o processo reinicia. Algumas abordagens distintas são utilizadas nos processos de 

substituição da população das quais se destacam as abordagens: 

• clássica – nessa abordagem todos os indivíduos de uma população são substituídos 

pelos novos indivíduos gerados pelo processo de seleção; 

• mais apto – neste método, os indivíduos gerados só substituem os geradores se 

estes forem mais aptos; e 

• elitismo – um conjunto das n melhores soluções de uma geração é sempre 

mantido, enquanto o restante da população é substituída segundo algum outro 

critério. 

Para cada nova população gerada, o processo de cruzamento se repete até que o 

algoritmo atinja uma condição de parada. Essa condição pode ser uma quantidade fixa de 

iterações, um tempo fixo de processamento ou por estagnação (starvation), onde após   



52 

 
iterações (ou período de tempo) sem se obter uma melhora na solução a execução do 

algoritmo é encerrada. 

A Figura 2.34 apresenta o pseudocódigo de um algoritmo genético genérico. Os 

algoritmos genéticos são largamente utilizados pela sua simplicidade de implementação e sua 

reconhecida capacidade e explorar diversas regiões distintas do espaço de soluções gerando 

para muitos problemas bons resultados. Para mais informações acerca de algoritmos genéticos 

recomendamos a leitura dos trabalhos de Mitchell e Forrest (1995) e Mitchell (1998). 

 Ô�Õ8ÖB×�ØGÙ	Ú"ÛÜ×�Ö@Ý8Þ�ß�Ú"Ùáà=×���
	������ � W#�!W#'5;<�,ÂS���,CS��'� #Â��!� Á �!�Uâ�"S-�� 75� ã ä1,,23��54 �3 #=�� 7���=H'H�J���K L M
�*N!O�P,Q�Q�SR)PS�H	�N
4 ��"S�*���>'�(���W#�!W#'�;3��Â��!��7H6,;T��=��^H� _<��23O�`�N�4
a?� ¥H¨�«�¬ � ¨ ��� � �,� ¨  ?å £ ù �   ¥ ���H�,�H �� ¨ ù � ¢ �?� ¤ ���ªå ¤ ¢ ¥ å��å� ]cH� Ù I�e ª A,G ÚïÉ h Ú V ä h º A X Ú h?I É 0 Ú ã Ú \SE Ù I5e ª A�G Ú*É h Ú V Ú h º A Ö D�A,D º e<E £ ù A × bd?� e Ú / 0 E h#I DFE Ú / X / I5e<I £ ù A Ö DFA�D º e<E £ ù A Ð ã ä × bf � DFA�D

º
e<E £ ù A X G�ISD
G�A�h

º
£ ù A Ö e Ú / 0 E h?I DFE Ú / × bmH� � ¥ ����� ¨ � Ù I5e ª A�G Ú*É h Ú V ä h º ApH� |,`TR)}

Figura 2.34. Pseudocódigo de um algoritmo genético 

2.7. Trabalhos Relacionados 

Encontramos na literatura diversos trabalhos que tratam do problema de planarização de 

grafos e invariantes de planaridade. Destacam-se os trabalhos de Jayakumar, Thulasiraman e 

Swamy (1989) que desenvolveram o algoritmo PLANARIZE que utiliza a operação de 

remoção de arestas para planarizar um grafo. Outro trabalho considerado foi desenvolvido por 

Eades e Mendonça (1993), que utiliza o algoritmo PLANARIZE adaptado para utilizar a 

operação de divisão de vértices. Ambos possuem complexidade de tempo ���
 < � . 
Outros trabalhos destacados são: Ozawa e Takahashi (1981) que, por remoção de 

arestas, desenvolveram um algoritmo de complexidade de tempo ���� p !*, �  e Kant (1992) que 

propôs outro algoritmo de planarização também ���
�<=� . Outros algoritmos que utilizam a 

remoção de arestas para planarizar um grafo foram propostos por: Fisher e Wing (1966), 

Pasedach (1976), Sadowska (1978) e Chiba, Nishioka e Shirizawa (1979). 
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3. Algoritmos Propostos 

Este trabalho propõe dois algoritmos heurísticos para resolver o problema de planarização de 

grafos utilizando a operação de remoção de vértices. O primeiro algoritmo, denominado VD-

PLANARIZE é uma heurística que foi primeiro descrita na tese de doutorado de Mendonça 

(1994). O segundo algoritmo proposto, o GAVD-PLANARIZE utiliza uma metaheurística 

genética para melhorar as soluções obtidas pelo VD-PLANARIZE. 

3.1. VD-PLANARIZE 

Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989) propuseram um algoritmo para planarizar grafos 

que utiliza a operação de remoção de arestas denominado PLANARIZE. Eades e Mendonça 

(1993) adaptaram o PLANARIZE para utilizar a operação de divisão de vértices e assim 

criaram o SPLIT-PLANARIZE. Ambos os algoritmos possuem complexidade de tempo ���
�<=�  
considerando n o tamanho do conjunto de vértices do grafo de entrada. 

O algoritmo PLANARIZE se baseia no teste de planaridade de Lempel, Even e 

Cederbaum (1967) que utiliza árvores-PQ (Booth e Lueker, 1976) na sua implementação. 

Este trabalho adapta o algoritmo PLANARIZE para a operação de remoção de vértices, 

denominando este novo algoritmo de VD-PLANARIZE e fazendo as devidas modificações 

para que este possuísse complexidade de tempo linear. 

O algoritmo de Lempel, Even e Cederbaum (algoritmo de LEC) realiza um teste num 
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grafo para determinar se ele é ou não planar. Esse algoritmo trata somente de grafos 

biconexos. Não obstante, é possível separar em tempo linear um grafo conexo e não biconexo 

em componentes biconexos, como mostra Gibbons (1994). Desta forma o algoritmo VD-

PLANARIZE pode ser aplicado em qualquer grafo conexo, no entanto neste trabalho 

utilizaremos apenas grafos biconexos a fim de evitar a etapa de divisão em componentes 

biconexos. O algoritmo de LEC requer um st-grafo, um grafo que possui uma st-numeração.  

Dado um st-grafo 
�

, seja 
� u , para 68{7��{a , um subgrafo induzido pelo conjunto de 

vértices A u ? �v6[��� � t �_��� , seja + u  um grafo isomorfo ao subgrafo 
� u  mais as arestas de 

�
 que 

são incidentes ao conjunto de vértices A u  e não estão em 
� u , denominadas arestas virtuais, 

onde cada aresta virtual é adjacente a um vértice de A u  e a um novo vértice virtual que é 

rotulado com o seu equivalente em 
�

. Denominamos o desenho de + u  por arbusto. Em um 

arbusto, os vértices de menor rótulo aparecem em um nível mais elevado e todos os vértices 

virtuais aparecem no último nível. Além disso, é comum que existam vários vértices virtuais 

com o mesmo rótulo. A Figura 3.1 apresenta em (a) um grafo �c3M! (  com uma st-numeração e 

em (b) um arbusto +),  deste grafo. 

 

Figura 3.1. Um st-grafo e um arbusto +1,  
Um st-grafo é planar se, e somente se, para cada arbusto + u , � {7��{��4¹�  existir um 

grafo + u c  isomorfo a + u  tal que todo os vértices virtuais rotulados �5�H6  apareçam 

consecutivamente (Even e Tarjan, 1976). 

O algoritmo de LEC se baseia nessa propriedade para averiguar a planaridade de um 

grafo. Ele inicia seu processamento com o arbusto + <  e para cada arbusto + u , é verificada a 

possibilidade de arranjar seus vértices virtuais de maneira consecutiva. Caso seja possível, ele 

avança para a próxima iteração com o arbusto + u � p , caso não seja possível ele acusa que o 

grafo não é planar. A fim de realizar com eficiência essas verificações, o algoritmo de LEC 

utiliza árvores-PQ para representar os arbustos. As propriedades da árvore-PQ garantem a 
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validade dos arbustos e a operação de redução garante a verificação da seqüência de vértices 

virtuais (Lempel, Even e Cederbaum, 1967). 

O algoritmo de LEC inicia em + <  pois + p  é trivialmente redutível, visto que dentre 

seus vértices virtuais não haverá vértices com rótulos iguais. O algoritmo termina com a 

iteração do arbusto +0� y <  pois é também trivial provar que o arbusto +�� y p  é facilmente 

redutível para o conjunto de vértices virtuais de rótulos iguais a  , pois todas as suas folhas 

possuem esse rótulo. 

O algoritmo PLANARIZE utiliza o algoritmo de LEC para planarizar um grafo 

removendo arestas. Assim como o algoritmo de LEC, ele monta os arbustos e quando a não-

planaridade é detectada, ele escolhe uma ou mais arestas a serem removidas, mantendo a 

propriedade de planaridade citada anteriormente. No entanto, o algoritmo de LEC detecta que 

uma redução não é possível durante o próprio processo de redução, dessa forma quando ele 

acusa a não-planaridade a estrutura final da árvore-PQ está alterada de forma que ela não mais 

representa o arbusto + u . Reverter esse processo de redução é muito custoso, assim como criar 

uma cópia da árvore a cada iteração, por isso o PLANARIZE utiliza um teste que detecta se a 

árvore-PQ é redutível sem alterar sua estrutura antes de efetuar a redução. 

O teste que detecta se uma árvore-PQ é passível de redução sem alterar sua estrutura 

foi proposto por Ozawa e Takahashi (1981). Esse teste toma uma árvore-PQ § u  e um conjunto 

de vértices virtuais ¼  e classifica os nós da subárvore pertinente a fim de averiguar se uma 

redução é ou não possível. Um nó 9  P ou Q qualquer pode ser classificado como: 

• tipo A: um nó 9  é do tipo A se a subárvore enraizada até 9  puder ser rearranjada tal 

que todas as folhas pertinentes descendentes de 9  apareçam consecutivamente no 

meio da fronteira com pelo menos uma folha não pertinente de cada ponta da 

fronteira; 

• tipo B: um nó 9  é do tipo B se a fronteira da subárvore enraizada até 9  consistir 

somente de folhas pertinentes. Em outras palavras, 9  é um nó cheio; 

• tipo H: um nó 9  é do tipo H se a subárvore enraizada até 9  puder ser rearranjada tal 

que todas as folhas pertinentes descendentes de 9  apareçam consecutivamente em 

uma das extremidades da fronteira; 

• tipo V: um nó 9  é do tipo V se a subárvore enraizada até 9  pode ser rearranjada tal 

que todas as folhas não pertinentes descendentes de 9  apareçam consecutivamente no 

meio da fronteira com pelo menos uma folha pertinente aparecendo em cada 

extremidade da fronteira; e 
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• tipo W: um nó 9  é dito ser do tipo W se a fronteira da subárvore enraizada até 9  

consistir somente de folhas não pertinentes. Em outras palavras, 9  é um nó vazio. 

A Figura 3.2 apresenta um exemplo de uma árvore-PQ com seus nós classificados de 

acordo com o teste de Ozawa e Takahashi. Os nós virtuais que compõem o conjunto ̄
k
 de nós 

a serem reduzidos são os nós pretos, as letras ao redor de cada nó P e Q apresentam as 

classificações dos nós. Perceba que as classes de nós não são mutuamente exclusivas, é 

possível que um nó seja de mais de um tipo. 

Classificados os nós, o algoritmo verifica se o tipo da raiz da subárvore pertinente é do 

tipo B, H ou A, indicando que a redução é possível, caso contrário a redução não é possível. 

Observe na Figura 3.2 que a raiz da subárvore pertinente, o nó � < , é do tipo H portanto a 

árvore é redutível, facilmente constatado se invertermos as folhas 9 e 8 do nó � < . 

 

Figura 3.2. Exemplo de classificação de nós segundo teste de Ozawa e Takahashi 

Percebe-se que nem todo nó pertence a uma dessas classificações. Para uma árvore-

PQ que representa uma forma arbusto + u , a classificação com relação ao conjunto de vértices 

virtuais de rótulo �5�76  cobre todos os vértices. Quando um nó não for classificado com um 

desses tipos, a árvore é alterada de acordo com o algoritmo de planarização, por exemplo, 

pela remoção de arestas. 

O algoritmo VD-PLANARIZE proposto se baseia no algoritmo de planarização 

PLANARIZE desenvolvido por Jayakumar, Thulasiraman e Swamy, mas a nossa proposta 

utiliza a operação de remoção de vértices. Tendo em vista que na fase de remoção, dado o 

arbusto + u , ao contrário do processo de remoção de arestas onde o PLANARIZE tem que 

realizar testes para descobrir quais arestas devem ser removidas, o VD-PLANARIZE apenas 
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remove o vértice ���H6  com uma operação de tempo constante. Essa operação garante ao 

algoritmo uma complexidade de tempo ���
���	5�  para o VD-PLANARIZE contra �����<=�  para 

o PLANARIZE, onde   é o número de vértices do grafo de entrada e 	  seu número de arestas. 

De maneira geral, o algoritmo VD-PLANARIZE iterage com os vértices do grafo 

seguindo uma ordem definida por uma st-numeração, e tenta inserir cada vértice em uma 

árvore-PQ auxiliar. Antes de realizar uma inserção, o algoritmo verifica se é possível reduzir 

a árvore para o conjunto de nós virtuais de rótulo igual ao do vértice da iteração atual. Caso 

não seja possível reduzir, o vértice atual é removido do grafo e a árvore é re-arranjada para o 

próximo vértice. Caso seja possível, essa redução é feita e a nova forma arbusto do vértice 

seguinte é construída. Por se tratar essencialmente do algoritmo de LEC, ao final da execução 

o grafo resultante é planar. 

 æ�ç è é8Õ"Ô�Þ=ÔsØ=ÙëêKÝ���
	������ � ��������� & ì � +%��()�!��� �{� &1,,23��54�+�'��������!�����3 #=H'HU%��=H��WH;3�, #���>=H"�&J���K L M
�*N!O�P,Q�Q�SR)PS�H	�N
4 ���H-¹"S� '�()� íSî Á  #'5()"S�*�!Â��!� 756�;T��=�� W#�,��� & ì ï �!�H-."S� �); ��+�-.� í	ðòñ�óôó W#���*� -¹��=H��+���+75�S��-o� �S",+�=H" & ì^H� _<��23O�`�N�4
a?� © ÷=ç ø ú Ó
õ z Ó Ò õ_Ó Ñ ÷ Ó Þ z ç z ©%z Òvö 9 ÿ bcH� ���H�,� ü X Ê ��� Ê É Í Ê ¢ � £ � ] Û ø Þ ! õ z ç$öv÷ Ò / 0 Í ç õ å Þ ÓèÒ £ ù ÷ Üd?� ¤,¥ 9 ÷ ø ÿ  ÷ Ó Ó ÞKö õ ú ä Ñ Þ ö Û ú Þ ø ú Þ övÞ ùAú Ò"û1Ò Þ ü Ò"ý Ò ° Ò ø ° z Ü ¥H¨ � ù � ]f � ÒKÑ8ö z © Ò Ò Ó ÞKö õ £ ù ÷ Û Òvö ! ÷ Ó z ú å ÷ ö[Þ þ ÷ ÷=úo° Þ # õ Þ ý Þ Ó Ü bmH� ¤,¥H¨ ù �pH� ÿ>Ã u�Ä�9�È Ö V ÷ × bs?� ÷��vú Þ Ó 9 ÷ ø õ � ø ú z ú õ z ç$öv÷ ú�÷ öv÷ ø ÷ ø ç�� ø Ñ Þ Ó ú z ç$ÞFçvú�Þ ø övÞ 9 ÷ ø ÿ§ Ñ ÷ Ó õ å ç$÷ Ñ ÷ ç�� Á �Ã ÷ © ÷ å ú�÷ ö Ò ø Ò ø ÒFÓ Þ ø ú Ò ø ø Ò z ç$ö[÷ öv÷ Ñ Ê Ó ú z�© Þ V ÷ © ÷ å Ó ��ú õUö ÷ å Ò z ÷ Ó ö[÷ ôvõ Þ üÒKÑ$Ò_Ó Þ © ÞFç$öv÷ © ÷ å ÷ � z ö °$÷ ö[Þ Ã ÷ bt?� � ¥ ����� ¨ � & b^HyH� |,`TR)}

Figura 3.3. Pseudocódigo do algoritmo estudado VD-PLANARIZE 

A Figura 3.3 apresenta o pseudocódigo do algoritmo estudado VD-PLANARIZE. O 

algoritmo recebe um st-grafo 
� c

 isomorfo a 
�

 e iterage para os vértices � ? �  até � ? �4¹�  

(assim como no algoritmo de LEC). 

Seja � u  o vértice da iteração �  e § u y p  a árvore-PQ que representa o arbusto + u y p , para 

cada iteração, inicialmente § u y p  é verificada pelo teste de Ozawa e Takahashi para certificar 

sua redutibilidade. Caso a redução seja possível, então o algoritmo de Booth e Lueker é 

aplicado para derivar § u y p  de § u y p , em outras palavras a redução é aplicada em § u y p . Caso o 

teste de Ozawa e Takahashi acuse que a redução é impossível, o método UPDATE é chamado 
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para o vértice � u . 

A Figura 3.4 apresenta o pseudocódigo da função UPDATE. Esta função recebe um 

grafo 
�3c

, uma árvore § u y p , um vértice � u  e remove este vértice de 
�3c

 garantindo que a árvore § u y p  contenha em sua fronteira o vértice � u � p  para que o VD-PLANARIZE possa prosseguir. 

Para garantir essa propriedade sem afetar no desempenho do algoritmo, a função UPDATE 

utiliza uma lista denominada ¼v	 ~��8�
�
���  que armazena o total de vértices adjacentes a �  que 

tem rótulos menores do que o rótulo de � , de acordo com a st-numeração de 
�3c

. Quando o 

valor de ¼v	 ~��8�  se torna zero para algum vértice � , uma nova aresta ��¼v���N�  e vértice �  virtuais 

são inseridos na árvore § u y p . 
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Figura 3.4. Pseudocódigo da função UPDATE 

Após a redução ou execução da função UPDATE, a árvore § u  é obtida de § u y p  

removendo-se todas as folhas com rótulo � u  e inserindo no lugar um novo nó P de rótulo � u  e 

para cada vértice ��x  adjacente a � u , onde } ¸ � , inserir um novo vértice virtual de rótulo ��x  e 

uma aresta virtual �
� u ����x�� . 
Esse processo é repetido até que � ? �4¹� . Quando isso acontecer, 

�3c�? �FA c �KD c �  será 

o subgrafo planar induzido de 
�a? �FA0�MD)�  por A c . 

O algoritmo de redução proposto por Booth e Lueker, utilizado no VD-PLANARIZE 

para reduzir todas as árvores-PQ redutíveis § u  tem seu tempo total executado com 

complexidade de tempo de �������	5�  (Jayakumar, Thulasiraman e Swamy, 1989). Quando 

uma árvore-PQ § u  não é redutível, executa-se a operação UPDATE que fará a remoção dos 

vértices pertinentes. Supomos o pior caso com o máximo de vértices removidos (note que isto 

é verdadeiro para o grafo ��� , pois o grafo resultante não será planar até que tenha �4��  

vértices removidos). Para cada vértice �  removido, o algoritmo inspeciona os rótulos de cada 
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vértice �  adjacente a � . Se o rótulo de �  for maior que o rótulo de � , o valor de ¼[	�~��å�B���W�  é 

reduzido uma unidade. Portanto, a operação UPDATE inspeciona cada vértice e seus 

adjacentes. Logo, no pior caso, o tempo total dessa operação é �������	¦� . A adição de arestas 

virtuais ao vértice ¼  (raiz) é feita, no pior caso,   vezes. Portanto a complexidade de tempo do 

VD-PLANARIZE é � � 	º�� � . 
A Figura 3.5 apresenta um exemplo de execução do VD-PLANARIZE para o grafo st-

numerado da Figura 2.27. Esse exemplo usa uma st-numeração obtida pelo algoritmo de 

Tarjan e exibe todo o procedimento de planarização. 

 

Figura 3.5. Exemplo de execução do VD-PLANARIZE para o st-grafo da Figura 2.27 
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A Figura 3.6 apresenta um exemplo da execução do algoritmo VD-PLANARIZE para 

um grafo % &^'�%9&  com uma st-numeração que faça com que o algoritmo chegue ao resultado 

ótimo, isto é, que remova o mínimo de vértices possível. Diferente do exemplo da Figura 3.5, 

o exemplo da Figura 3.6 mostra que cada vértice vai sendo imerso em um novo grafo até 

obter-se o resultado final para que se possa visualizar a relação do arbusto com a geração do 

grafo planar. 

 

 

Figura 3.6. Exemplo de execução do VD-PLANARIZE para um grafo % &-'�% &  
3.1.1. Qualidade das Soluções 

A qualidade das soluções do algoritmo VD-PLANARIZE é totalmente dependente da st-

numeração, pois dada diferentes numerações, as árvores § u  serão montadas de maneiras 

distintas onde o resultado final pode ser completamente diferente. A Figura 3.7 apresenta um 

exemplo de um grafo bipartido �0�v/ onde a st-numeração apresentada leva o VD-PLANARIZE 

a planarizar o grafo de maneira ótima de acordo com o valor teórico de � � � � 	5�K � 4¹� . 

Em contrapartida, a Figura 3.8 apresenta um exemplo, também para grafos bipartidos �0�v/ , onde a st-numeração apresentada leva o grafo a ser planarizado da pior forma possível 

ao eliminar �4��  vértices. Fica evidente que a qualidade do resultado produzido pelo VD-

PLANARIZE depende de se obter uma st-numeração adequada. 
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Figura 3.7. Exemplo de Melhor Caso de Execução do Algoritmo para o ��/)�  

 

Figura 3.8. Exemplo de Pior Caso de Execução do Algoritmo para o ��/)�  

Os dois algoritmos de st-numeração apresentados, Even-Tarjan e Tarjan, produzem 

resultados que são influenciados pela escolha da aresta ��¼[� ÿF�  e ordem de visita dos vértices 

adjacentes de cada vértice. Portanto gerar apenas duas st-numerações para cada par de 

vértices – para a aresta �����_���  pode-se partir de �  para �  ou de �  para �  - não cobre todas as 

possibilidades de numerações possíveis. O espaço total de combinações possíveis para a 

entrada dos métodos de st-numeração é dado por duas vezes o número de arestas do grafo 

vezes o número de combinações possíveis da ordem de visita das adjacências de cada vértice. 
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Dado um grafo 

�
, os limites do número de combinações ·  são definidos pela Equação 

(3). �o	������ �!� �"� �Xy p$# {¥·;{¥�X	%��� � � ��³ � , 
onde   é o número de vértices, 	  é o número de arestas, �&�  é o maior grau entre todos os 

vértices do grafo, e � �  é o menor grau entre todos os vértices do grafo. 

Apesar das inúmeras possibilidades de entradas para os métodos de st-numeração, não 

há garantias que eles cubram todo o espaço de possibilidade de numerações do grafo. 

Outro fator acerca da qualidade das soluções do VD-PLANARIZE é que não há 

garantias da existência de uma st-numeração que leve o algoritmo a encontrar a solução 

planar ótima de um grafo. O algoritmo tem seu desempenho dependente da st-numeração dos 

vértices do grafo, e não há garantias de que as possibilidades de diferentes st-numerações – 

inclusive as que não são possíveis de serem geradas pelos métodos de st-numerações - cubram 

todo o espaço de soluções possíveis de planarização. 

Conclui-se que mesmo sem essas garantias, pode-se observar pelos exemplos dos 

grafos ��/)�  que a variedade de soluções possíveis de serem alcançadas pelo VD-PLANARIZE 

é muito grande, o que torna o algoritmo de planarização eficiente se uma boa técnica de st-

numeração for associada. Essa variedade de soluções foi comprovada experimentalmente com 

detalhes da implementação como se segue. 

3.1.2. Detalhes de Implementação 

Esta seção apresenta alguns pontos importantes acerca da implementação dos algoritmos de 

st-numeração e do VD-PLANARIZE. Inicialmente é abordada a estrutura de dados dos grafos 

e posteriormente das outras estruturas e dos algoritmos envolvidos neste trabalho. 

Os algoritmos de st-numeração e de planarização necessitam usar operações que 

forneçam conhecimento sobre a vizinhança de um vértice e percorrer vértices e arestas. 

Optou-se por utilizar uma estrutura de dados que armazena as relações de adjacências dos 

vértices de um grafo, uma vez que o uso dessa estrutura se mostra adequado para realizar 

essas operações. Outra razão para o uso de uma estrutura de adjacências, é que a ordem de 

visita dos vértices não é fixa e para gerar diferentes st-numerações baseado em ordem de 

visitas distintas não é necessário usar estruturas auxiliares. 

A Figura 3.9 apresenta o exemplo de duas estruturas de adjacências diferentes que 

representam o mesmo grafo. Considerando que os algoritmos de st-numeração para a fase de 

construção da árvore de expansão seguem a ordem de visita fornecida das adjacências de um 
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vértice, o uso dessas estruturas torna possível que os algoritmos de st-numeração produzam 

diferentes resultados, pois a ordem dos vértices visitados utilizada é aquela que está na lista de 

cada vértice. 

Quando há a necessidade de um grafo receber várias st-numerações distintas, cópias 

do grafo são geradas e as várias configurações diferentes da ordem de visita dos vértices são 

representadas nas listas de adjacências de cada vértice. 

 

Figura 3.9. Exemplo de duas configurações distintas para o mesmo grafo 

Para diferentes st-numerações foram utilizados vetores que armazenam o st-número 

dos vértices. As funções básicas de grafos, como percorrer vértices e arestas foram 

implementadas levando em consideração esse vetor e não a ordem dos vértices na estrutura. 

Dessa forma não ocorre nenhuma alteração no comportamento da função de tempo dos 

algoritmos. 

Este trabalho implementa a estrutura de árvores-PQ proposta por Harris (2002). Ela 

utiliza diferentes vetores para armazenar os diferentes tipos de nós da árvore e apresenta uma 

implementação eficiente da operação de redução utilizando o algoritmo de Booth e Lueker. 

Todos os procedimentos e funções que manipulam árvores-PQ neste trabalho, tais como o 

teste de Ozawa e Takahashi e a função UPDATE, estão orientados para manipular essas 

estruturas. 

Os algoritmos abordados neste trabalho foram implementados na linguagem Java. 

Para efetuar as medições de tempo, tomou-se o cuidado de realizar chamadas regulares ao 

Garbage Collector para desalocar objetos não mais referenciados na memória, para que não 

houvesse comprometimento de performance na realização dos testes. 

3.2. GAVD-PLANARIZE 

Após o estudo acerca da qualidade das soluções do VD-PLANARIZE apresentado na seção 

3.1.1, onde se concluiu que o espaço de possíveis st-numerações passíveis de serem geradas 
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pelos algoritmos de st-numeração é muito grande, optou-se por estudar alguma técnica que 

explorasse esse espaço em busca de boas planarizações. Considera-se então o uso de 

metaheurísticas que comprovaram ser eficientes na busca de boas soluções quando se tem um 

espaço de possibilidades muito grande. 

Uma metaheurística procura melhorar as soluções obtidas para um problema. No 

contexto da planarização de grafos por remoção de vértices, o objetivo é encontrar um 

subgrafo planar com um maior número de vértices possível, desta forma removendo a menor 

quantidade de vértices do grafo original. 

Como o algoritmo proposto VD-PLANARIZE possui complexidade de tempo linear, 

seu uso para avaliar diversas soluções se mostra eficiente. Os algoritmos apresentados de st-

numeração também apresentam complexidade de tempo linear, dessa forma a metaheurística 

que combinar esses algoritmos terá uma complexidade de tempo eficiente. Dessa maneira 

propomos o algoritmo GAVD-PLANARIZE. 

O GAVD-PLANARIZE é definido pela a estrutura básica de um algoritmo genético, 

apresentada na Figura 2.34. Seguindo os conceitos de algoritmos genéticos apresentados, 

dividimos esta seção em quatro partes abordando os diferentes componentes de uma 

metaheurística genética GAVD-PLANARIZE. Essas seções abordam detalhes de 

implementação dos indivíduos, da população, da seleção e do cruzamento. 

3.2.1. Indivíduos 

O GAVD-PLANARIZE implementa os indivíduos como sendo estruturas que contêm uma 

cópia da lista de adjacências do grafo a ser planarizado, uma aresta � ¼v� ÿ �  para uso do método 

de st-numeração, um valor de aptidão e um vetor contendo uma st-numeração. A Figura 3.10 

mostra uma representação gráfica da organização de um indivíduo. 

O cromossomo de um indivíduo tratado no GAVD-PLANARIZE como sendo uma 

cópia da lista de adjacências do grafo a ser planarizado. Dado um grafo 
�

 e um cromossomo · x , esse cromossomo é constituído de   genes, onde   representa o número de vértices de 
�

. 

Cada gene � u  é composto pela lista de adjacências do vértice � u . 
Sempre que um indivíduo é gerado, seja na população inicial ou após um cruzamento, 

o algoritmo TARJANST-NUMBERING é aplicado sobre a sua estrutura de adjacências 

utilizando a aresta �F¼[��ÿB�  do próprio indivíduo para obter uma st-numeração, o qual é 

armazenada no vetor ¼ ÿ . Depois de obtida uma st-numeração, o valor de aptidão do indivíduo 

é calculado e armazenado. Somente após, esse indivíduo está pronto para ser submetido aos 
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processos de seleção e cruzamento. 

 

Figura 3.10. Exemplo de um indivíduo do GAVD-PLANARIZE 

3.2.2. População 

O GAVD-PLANARIZE foi projetado para utilizar uma população de tamanho fixo. No caso 

geral, a geração dos indivíduos da população é feita aleatoriamente, copiando a lista de 

adjacências do grafo original e embaralhando os elementos.  

Para os casos onde o grafo a ser planarizado é um grafo % �:'�% /  a população é gerada 

de forma diferente. Como o grau de cada vértice é quatro, o número de combinações possíveis 

para um gene � u  é �'� ? �(� , portanto são gerados no mínimo vinte e quatro indivíduos. Dado 

uma população � , para todo indivíduo } u p ` � , onde f � f �7�)�  e para 6�{H��{��)� , se } u p  
contém um gene �  qualquer, não existe um individuo } � <  onde 6�{¦�T{7�)�  e �TÄH�  que contém 

o gene � . 

Essa abordagem para grafos da classe %9�8'�% /  garante que a população inicial conterá 

todas as possíveis variedades de genes. Caso a população seja maior que �)� , os outros 

indivíduos têm seus genes sorteados aleatoriamente. 

A Figura 3.11 apresenta uma representação gráfica dos cromossomos da população 

inicial mínima gerada para um grafo %2(r'�%2( . São vinte e quatro indivíduos onde nenhum 

gene se repete, garantindo que diferentes áreas do espaço de soluções sejam visitadas. 

Durante a seleção e renovação da população, optou-se por utilizar um sistema de 

elitismo. O elitismo consiste em manter parte da população e renovar a contraparte. O GAVD-
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PLANARIZE mantém 6X� *  da população e o restante passa pelo processo de seleção. A parte 

mantida é denominada elite.  

Na geração da população, assim que um indivíduo é aleatoriamente gerado uma aresta � ¼[� ÿ �  aleatória é atribuída a esse individuo. 

 

Figura 3.11. Combinações de cromossomos do GAVD-PLANARIZE para um grafo %2(�'�%2(  
3.2.3. Seleção 

A metaheurística proposta utiliza scaling linear para determinar a aptidão de um indivíduo. 

Dessa forma temos que a função objetivo ±��	�	�K�¤x¶�U���µ±S� � � � �  para um indivíduo �  qualquer é 

determinada pela equação: 
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 ±��	�	�K��x*�U� ½ ±S� � � � ¾ ? ±v� � � � ' ~T� � �  
onde +

~ ? � ·�476 � ' /��F£, n � ? 	 J P ' /X� ¨ yE�.-$/��F£, �M¼ J � Ä��
~ ? 6[� � ? � �U�v���U�P�t�?�A�	�����S���A� , 

±S� � � �  é o número de vértices do grafo planar do indivíduo � , 	�~G�  é o número de vértices do 

maior grafo planar encontrado, 	 J P  é a média de todas as soluções, R  é o número de vértices 

do maior grafo planar encontrado naquela população menos o valor de ±S���	�N�  e o fator escala 

foi definido · ? 6[�/�  para que indivíduos menos aptos tenham um pouco a mais de chances de 

serem sorteados. 

O GAVD-PLANARIZE utiliza um sistema de elitismo que mantém sempre 6X�0*  dos 

indivíduos mais aptos da população atual para compor a próxima geração. O critério de 

seleção para manter a elite é avaliar cada indivíduo de uma geração e manter os �  indivíduos 

mais aptos na geração seguinte, onde �  representa a décima parte do número de indivíduos da 

população. 

Após definir a elite, o processo de seleção escolhe, pela aplicação do método da roleta, 

pares de indivíduos para que se reproduzam até que uma nova geração de indivíduos seja 

obtida. O processo de seleção pelo método da roleta é definido em função do valor de aptidão ÿ u  de cada indivíduo, e o valor total ÿx� ?21 ÿ u� u ¤ p , onde   é o número de indivíduos da 

população. Sorteia-se um valor aleatório ¨  onde 6T{�¨ {�ÿM�  e seleciona-se os indivíduos que 

pertencem às faixas dos somatórios dos números sorteados. 

A Figura 3.12 apresenta um exemplo de como a seleção pelo método da roleta 

funciona. A população do exemplo é composta por cinco indivíduos e os valores de aptidão 

de cada um são exibidos no gráfico. A tabela inclusa na figura mostra o valor da margem de ¨ , sendo que para cada valor possível de ¨ , um indivíduo é selecionado. A tabela ainda 

apresenta a probabilidade de sorteio de cada indivíduo. 

O GAVD-PLANARIZE assume que o tamanho da população é relativamente grande e 

no caso de haver o sorteio de pares compostos por indivíduos idênticos, o algoritmo repete o 

sorteio do último indivíduo do par até que seja obtido um indivíduo diferente. 
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Figura 3.12. Exemplo do sistema de seleção utilizado no GAVD-PLANARIZE 

3.2.4. Cruzamento 

O mecanismo de reprodução proposto para o GAVD-PLANARIZE é composto de duas fases. 

A primeira realiza a operação de crossover e a segunda efetua uma busca local gulosa para 

encontrar a melhor aresta �F¼[��ÿB�  para ser utilizada pelo método de st-numeração. 

A operação de crossover é efetuada pela aplicação do método uniforme. Para cada 

cruzamento, os genes que o primeiro filho herda são sorteados para determinar se esses genes 

devem ser herdados do primeiro ou do segundo pai. O segundo filho recebe os genes 

complementares em relação aos herdados pelo primeiro filho. 

A Figura 3.13 apresenta um exemplo de cruzamento, de dois pais selecionados da 

Figura 3.11, para o grafo 3�(�'43N( , mostrando os cromossomos dos pais e filhos bem como a 

máscara usada para gerar os filhos. 

Depois de gerados os cromossomos e antes da definição do valor de aptidão de cada 

filho, todo indivíduo gerado é submetido a uma pequena chance 5  de sofrer uma mutação. O 

processo de mutação é realizado utilizando a técnica flip que no caso escolhe um gene ao 

acaso e embaralha toda a ordem dos vértices deste gene. 
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Figura 3.13. Exemplo de reprodução para pais tirados da Figura 3.11 

Ao gerar os cromossomos dos filhos, o GAVD-PLANARIZE executa um algoritmo não 

bio-baseado chamado GREEDYST-SEARCH que faz uma busca local gulosa na vizinhança 

das arestas �
¼[� ÿF�  para encontrar a melhor aresta para aquela configuração de ordem de visita.  

O algoritmo GREEDYST-SEARCH inicia sua busca pela melhor aresta dos seus pais. 

A escolha dessa aresta é feita no momento do cruzamento e consiste em gerar diferentes st-

numerações dadas as arestas �F¼[��ÿF�  e �_ÿ
�K¼$�  de cada pai e a estrutura de adjacências do filho. 

Após gerar as st-numerações, para cada st-numeração o grafo do indivíduo filho é planarizado 

com o algoritmo VD-PLANARIZE, e a aresta �
¼L��ÿF�  da st-numeração associada ao grafo planar 

de maior número de vértices é escolhida como ponto de partida do algoritmo GREEDYST-

SEARCH. 

A Figura 3.14 apresenta o pseudocódigo do algoritmo GREEDYST-SEARCH. O 

algoritmo inicia a busca na aresta �F¼[��ÿF�  inicial gerando uma st-numeração para essa aresta e 

planarizando o grafo com o algoritmo VD-PLANARIZE, e para cada vértice �  adjacente a ¼  o 

algoritmo GREEDYST-SEARCH gera uma st-numeração para a aresta �
¼[�_���  e então planariza 

o grafo com o algoritmo VD-PLANARIZE. Se o resultado for um subgrafo planar de número 
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de vértices maior do que o subgrafo planar obtido pela aresta �F¼[� ÿF�  inicial, então �  substitui ÿ . 
O algoritmo GREEDYST-SEARCH realiza o mesmo processo para a aresta �B���M¼L�  e caso o 

grafo planar obtido tenha mais vértices que o melhor obtido até então, a aresta � ¼[� ÿ �76 �F���B¼$�  
e o algoritmo GREEDYST-SEARCH retorna uma chamada recursiva sobre a nova aresta ��¼v� ÿB� . 
O algoritmo encerra quando não houver melhora nas soluções. 
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Figura 3.14. Pseudocódigo do método GREEDYST-SEARCH 

Propomos esta abordagem devido ao modelo de cromossomo utilizado não alterar a 

aresta ��¼L��ÿB�  que também tem uma importância decisiva para a qualidade das soluções, já que a 

escolha de diferentes arestas �F¼v�=ÿB�  pode definir diferentes st-numerações. Não obstante, tendo 

em vista que o número de combinações de arestas � ¼L��ÿ �  não ultrapassa duas vezes o número 

de arestas do grafo, o que é pouco, se comparado ao número de combinações possíveis que 

um cromossomo pode ter, a heurística proposta se mostra uma boa opção para o tratamento do 

problema por explorar o espaço de possíveis soluções em busca da melhor solução. 

Com isso, o GAVD-PLANARIZE apresenta um meio de busca no espaço de soluções 

possíveis do VD-PLANARIZE e uma forma de refinar soluções baseado nas st-numerações. 
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4. Resultados Obtidos 

Este capítulo apresenta os resultados obtidos nos experimentos realizados. Os algoritmos 

foram implementados em Java 6 Update 14 e os testes de medição de tempo foram 

executados em um PC AMD Athlon XP 2600+  com 1GB de memória na plataforma Windows 

XP. 

4.1. VD-PLANARIZE 

O primeiro algoritmo experimentado foi o VD-PLANARIZE, pois ele forma a base do GAVD-

PLANARIZE. Inicialmente foram realizados testes relativos ao tempo de execução e 

posteriormente avaliado as soluções e o impacto de diferentes métodos de st-numeração na 

qualidade das soluções. 

4.1.1. Tempo 

No Capítulo 3 foi mostrado que o VD-PLANARIZE apresenta uma complexidade de tempo 

teórica de ���
	>���� . É apresentado agora se a complexidade experimental corresponde com 

a teórica. 

Para realizar o teste de tempo, foi gerada uma seqüencia de pares de grafos quaisquer 

idênticos de tamanhos 	>��  crescentes. Para cada par de grafos gerados foi gerada uma st-
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numeração e feita a planarização desses grafos utilizando o VD-PLANARIZE, e foi tomado 

como tempo de planarização o menor valor obtido para cada par. A decisão de gerar pares foi 

tomada a fim de minimizar possíveis anomalias como algum processamento externo realizado 

pelo sistema operacional interferindo no desempenho da planarização. 

 Tendo em vista a necessidade de se controlar o tamanho do grafo, o meio mais simples 

encontrado para gerar os grafos consiste em um processo iterativo onde, a partir de um grafo �
 completo de quatro vértices, a cada iteração se a soma dos vértices e arestas 	>��  de 

�
 é 

inferior ao tamanho desejado, se 
�

 for completo remove-se duas arestas e se insere um novo 

vértice adjacente aos vértices 6  e   (aumentando o seu tamanho de entrada 	��.  em uma 

unidade). Caso 
�

 não é completo e não tenha alcançado o valor mínimo desejado de 	���  

vértices e arestas, uma nova aresta é inserida (novamente aumentando o tamanho de vértices e 

arestas do grafo em uma unidade). Desta forma estabeleceu-se um mecanismo capaz de gerar 

grafos de tamanho 	>��  crescentes de forma controlada. 

 O teste de tempo foi realizado com um grafo de tamanho mínimo de 	���  de L��2���  e 

crescendo em intervalos regulares de �N�N�N� . 

 

Figura 4.1. Gráfico com a curva de tempo de execução do algoritmo VD-PLANARIZE 

 A Figura 4.1 apresenta o gráfico da curva do tempo de execução. O eixo �  do gráfico 

representa o tamanho do problema em valores de 	���  e o eixo M  do gráfico representa o 

tempo necessário para o algoritmo planarizar o grafo. O gráfico apresenta três informações. A 

linha contínua representa o tempo total gasto pela execução do algoritmo, a linha tracejada 
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representa o tempo gasto pelas operações de UPDATE utilizadas na execução do algoritmo e 

a linha pontilhada representa o tempo gasto pelas operações de redução e no teste de 

possibilidade de redução. 

A média móvel simples (ou somente média móvel) representa o valor médio em um 

intervalo de tempo. Seja AVx  o valor de um gráfico no instante } , e S  o intervalo de tempo do 

cálculo da média móvel, a média móvel no instante }  é definida por A�N5x ?PORQ � OSQUT � �WV�� OSQ T�XY . 

A Figura 4.2 mostra o gráfico das médias móveis intervalo de cinqüenta testes. O eixo �  representa os 	���  vértices e arestas usados no cálculo de tempo médio. O eixo M  

representa o tempo médio consumido em milissegundos. 

 

Figura 4.2. Gráfico com a curva das médias móveis para 50 testes do VD-

PLANARIZE 

A Figura 4.3 apresenta o último gráfico dos testes de tempo. Este gráfico mostra a 

diferença entre o tempo consumido por um teste k e o teste k-1. Valores positivos da linha 

clara significam que o teste k foi executado em mais tempo que o teste k-1, valores negativos 

representam o contrário. A linha tracejada representa a reta constante com valor de 1.115274 

que é a média dentre todas as diferenças computadas. 

 Conforme demonstrado no Capitulo 3, o algoritmo VD-PLANARIZE possui 

complexidade de tempo de O(m+n), o que pôde ser constatado nos gráficos da Figura 4.1 e da 

Figura 4.2. Como a Figura 4.2 nos mostra a tendência do gráfico, é visível que a curva total 

do tempo de execução do VD-PLANARIZE é linear. 

O primeiro e o terceiro gráfico ainda nos mostram que existe uma oscilação relevante 
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no tempo de processamento, fazendo com que problemas maiores sejam resolvidos mais 

rapidamente que problemas menores. A oscilação do tempo total não ocorre exclusivamente 

em uma fase da execução, já que ela acompanha as oscilações tanto da função UPDATE 

quanto da função de redução e teste de redução, no entanto a maior oscilação ocorre durante a 

função UPDATE, o que tem uma explicação. 

 

Figura 4.3. Diferença de tempo local de processamento entre o grafo �54H6  e � . 

 O Garbage Collector do Java permite limpar referências perdidas na memória. Como 

os testes de tempo geram e se desfazem de muitos objetos (os próprios grafos, por exemplo), é 

comum que o Garbage Collector entre em atividade varias vezes para recuperar a memória da 

máquina. As oscilações observadas no gráfico da Figura 4.3 ocorrem devido a essa atividade 

do Garbage Collector, pois o programador não tem controle do momento em que ele é 

ativado. Observa-se no gráfico da Figura 4.1 que a maior necessidade de tempo de 

processamento é exigido pela função UPDATE, fato que a torna mais suscetível à interrupção 

em sua execução para a ativação do Garbage Collector para limpar a memória. No entanto, 

essa interferência não compromete o comportamento da função de crescimento de tempo, 

como mostra o gráfico da Figura 4.2. 

4.1.2. Qualidade das Soluções 

Depois de constatado experimentalmente que o algoritmo é executado em tempo linear, 

realizou-se testes para verificar a qualidade das soluções obtidas pelo VD-PLANARIZE. O 

primeiro teste avaliou os resultados da planarização com a aplicação dos dois métodos de st-
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numeração estudados, primeiro com a classe de grafos % �8'�%9/  e posteriormente com grafos 

gerados randomicamente. 

Para a classe % /H'�% �  foram criados exemplares de grafos que variam de %2(r'�%2(  ao % < ,3'�% < , , contemplando todas as possíveis combinações intermediárias. A estrutura de dados 

escolhida para representar esses grafos é a lista de adjacências onde os elementos da lista 

apresentam uma ordem arbitrária de seus elementos. Dessa forma, a escolha de diferentes 

arestas gera diferentes st-numerações. 

Para esse primeiro teste, os grafos %9�;'�%9/  foram gerados e para cada aresta �����M�N�  
duas st-numerações foram estabelecidas para cada algoritmo de st-numeração (Tarjan e Even-

Tarjan) – uma st-numeração com ¼ ? �  e ÿ ? �  e outra st-numeração com ¼ ? �  e ÿ ? � . As 

Figura 4.4 e Figura 4.5 apresentam os resultados obtidos no teste de performance do VD-

PLANARIZE aplicado para as diferentes st-numerações obtidas. 

A Figura 4.4 apresenta os resultados das melhores soluções obtidas pelo VD-

PLANARIZE em conjunto com cada método de st-numeração. O eixo �  representa os casos 

experimentados, e o eixo M  representa o número de vértices removidos. O gráfico apresenta 

três linhas. A linha pontilhada mostra a evolução das soluções obtidas pelo VD-PLANARIZE e 

obtidas pelo algoritmo de Even-Tarjan. A linha contínua escura representa as soluções para o 

algoritmo de Tarjan e a linha contínua clara representa o valor ótimo teórico que é de 	h} C��	5�B��34¹�  para grafos % �8'�% / . 

 

 

Figura 4.4. Gráfico com as curvas das melhores soluções encontradas para grafos %9�8'�% /  
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Observa-se na Figura 4.4 que o algoritmo de Tarjan gera st-numerações que 

proporcionam uma melhor planarização e que, quanto maior o grafo, a planarização obtida 

pelo uso das st-numerações geradas pelo algoritmo de Even-Tarjan encontram soluções 

inferiores em comparação com o algoritmo de Tarjan. 

Entretanto o desempenho da planarização fica muito aquém do valor ótimo teórico 

para ambas as st-numerações. Este fato se deve aos dois fatores discutidos no Capitulo 3 – a 

gama de variações das st-numerações desconsideradas e a falta de garantias de que uma st-

numeração é capaz de alcançar uma planarização ótima. 

 

Figura 4.5. Gráfico com as curvas das soluções médias encontradas para grafos %9�8'�% /  

A Figura 4.5 apresenta as curvas das soluções médias obtidas nos testes dos algoritmos 

de Tarjan e Even-Tarjan. Para gerar o gráfico, tomaram-se todas as soluções obtidas e 

calculou-se a média aritmética. Como se pode observar, os resultados médios de ambos os 

algoritmos foram muito similares, no entanto com o crescimento dos problemas, as soluções 

médias do algoritmo de Tarjan apresentaram uma pequena vantagem. 

A Figura 4.6 apresenta um gráfico com um resumo dos testes, que exibe a soma de 

todos os resultados obtidos. O eixo �  representa o conjunto de dados enquanto o eixo M  

representa a freqüência de número de vértices removidos nas respectivas soluções. As três 

colunas à esquerda representam a somatória dos resultados da melhor solução para ambos os 

métodos de st-numeração e para a solução ótima. As colunas centrais comparam as soluções 

médias de ambos os métodos de st-numeração e as colunas à direita comparam as piores 
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soluções encontradas pela planarização em conjunto com cada método de st-numeração. 

Observa-se que apesar de ambos os algoritmos gerarem soluções médias parecidas, o 

algoritmo de Tarjan gera soluções melhores e piores do que o algoritmo de Even-Tarjan. 

Conclui-se que o método de Tarjan gera uma variedade maior de numerações possíveis para a 

classe de grafos % �8'�% / . 

O segundo conjunto de testes foi realizado com grafos randômicos. A geração desses 

grafos foi feita como segue. Para um grafo de   vértices, foi gerado o grafo ciclo % � . Após a 

criação do grafo ciclo, para cada par de vértices �  e �  não adjacentes foi sorteado se a aresta �������N�  deveria ser, ou não, adicionada ao grafo. 

 

 

 

Figura 4.6. Gráfico do acumulado das soluções geradas pelo VD-PLANARIZE para 

grafos %9�8'�% /  
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Para realização dos testes foram gerados duzentos grafos de tamanhos aleatórios. Para 

cada grafo gerado foram obtidas, usando cada um dos algoritmos, st-numerações que 

totalizam duas vezes o número de arestas do grafo. E para cada st-numeração calculada o 

grafo foi planarizado pelo VD-PLANARIZE e o resultado catalogado. 

A Figura 4.7 apresenta o gráfico da tabulação das melhores soluções obtidas pelo VD-

PLANARIZE utilizando ambas as st-numerações. O eixo �  representa o tamanho de 	���  

dos grafos de teste enquanto o eixo M  representa o número de vértices removidos. Observa-se 

que ambos os métodos tem desempenho muito parecidos, mas o algoritmo de Tarjan, 

representado pela linha contínua consegue se sobressair e apresentar uma pequena vantagem 

sobre o algoritmo de Even-Tarjan, representado pela linha pontilhada. 

A Figura 4.8 apresenta o gráfico para as soluções médias obtidas. Analogamente ao 

gráfico anterior, o eixo x representa os valores de 	>��  dos grafos de teste enquanto o eixo M  

representa o número de vértices removidos. Ao contrário dos exemplos anteriores, nesses 

testes o algoritmo de Even-Tarjan mostrou ter uma pequena vantagem sobre o algoritmo de 

Tarjan.  

 

 

 

Figura 4.7. Gráfico com as curvas das melhores soluções encontradas para grafos 

randômicos 
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Figura 4.8. Gráfico com as curvas das soluções médias encontradas para grafos 

randômicos 

 

Figura 4.9. Gráfico do acumulado das soluções geradas pelo VD-PLANARIZE para 

grafos randômicos 

A Figura 4.9 apresenta uma compilação dos resultados exibindo a soma das soluções 

de cada método para cada conjunto de dados. O eixo �  representa os conjuntos de dados e é 

dividido entre os conjuntos das melhores soluções, das soluções médias e também das piores 
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soluções. O eixo M  representa o número de vértices removidos pelo VD-PLANARIZE para 

cada método de st-numeração. 

O gráfico mostra que o algoritmo de Tarjan, no geral encontra as melhores soluções, 

mas a média de soluções por ele encontrada é pior que o algoritmo de Even-Tarjan. O 

algoritmo de Tarjan também é responsável por encontrar as piores soluções. 

O gráfico ainda mostra que a variação de soluções do algoritmo de Even-Tarjan é bem 

inferior à apresentada pelo algoritmo de Tarjan. Esta foi a razão pela qual o algoritmo 

proposto GAVD-PLANARIZE utilizou o algoritmo de Tarjan para realizar a st-numeração – a 

variedade de soluções é muito maior. 

4.2. GAVD-PLANARIZE 

Depois de concluídos os testes do algoritmo VD-PLANARIZE, foi notado que o grande espaço 

de soluções geradas por diferentes st-numerações, aliado a um baixo tempo de execução do 

algoritmo, propiciava o mesmo à aplicação de uma meta-heurística a fim de procurar por 

melhores soluções. Desta forma surgiu o algoritmo GAVD-PLANARIZE.  

Os testes para a meta-heurística foram efetuados de maneira similar aos testes do VD-

PLANARIZE - inicialmente realizou-se a medição do tempo e posteriormente avaliou-se a 

qualidade das soluções. 

4.2.1. Tempo 

Para determinar com precisão o tempo de execução do algoritmo GAVD-PLANARIZE, é 

necessário realizar duas medições. A primeira diz respeito ao aumento do tamanho do 

problema, pois ao aumentarmos o tamanho do grafo de entrada, aumentamos o tempo 

consumido pelo VD-PLANARIZE e, conseqüentemente, o tempo consumido pela meta-

heurística. A segunda medição diz respeito ao tamanho da população escolhida.   

Inicialmente tomaram-se grafos de tamanho crescente em intervalos de vinte e cinco 

unidades de m+n, determinou-se uma população de tamanho fixo em dez e condição de 

parada por estagnação em ³��  e mediu-se o tempo de cada execução do algoritmo. 
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Figura 4.10. Curva do tempo de execução do algoritmo GAVD-PLANARIZE 

A Figura 4.10 apresenta o resultado obtido do teste. O eixo �  representa o tamanho do 

problema em unidades de 	>��  enquanto o eixo M  representa o tempo, em segundos, 

consumido pela execução do algoritmo. O gráfico mostra que a curva de execução de tempo 

do GAVD-PLANARIZE segue uma tendência polinomial, sendo que da metade em diante, 

apesar das oscilações, a tendência é quase linear. 

 

Figura 4.11. Gráfico com a curva de tempo da execução do GAVD-PLANARIZE para 

diferentes tamanhos de população 

A Figura 4.11 apresenta os resultados obtidos do segundo teste de tempo realizado. 

Para este teste foi fixado um grafo de duzentos vértices e aumentou-se o tamanho da 
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população para cada execução do algoritmo, começando em dez e terminando em cem. 

O eixo �  representa o tamanho da população que cresce em incrementos de cinco e o 

eixo M  representa o tempo em segundos. O gráfico apresenta uma curva de tempo muito 

próxima a linear. 

4.2.2. Qualidade das Soluções 

A medição da qualidade do GAVD-PLANARIZE se deu de maneira similar à do VD-

PLANARIZE. Inicialmente testou-se o algoritmo com um conjunto de grafos %9�8'.%9/  e 

posteriormente testou-se com grafos aleatórios. Em ambos os casos tomou-se o resultado dos 

testes do VD-PLANARIZE para o comparativo. 

 A Figura 4.12 apresenta os resultados obtidos do primeiro teste. O eixo x representa os 

grafos % �8'�% /  e o eixo y representa o número de vértices removidos. O teste considerou 

grafos que variam do %~(3'�%2(  ao % p sm'�% < , . A linha escura mostra a média obtida pelo VD-

PLANARIZE, sendo este executado duas vezes para cara aresta e tendo a média dos resultados 

calculada. A linha clara representa as soluções obtidas pelo algoritmo GAVD-PLANARIZE. 

 

Figura 4.12 Gráfico com a curva das soluções encontradas pelo GAVD-PLANARIZE 

e das soluções médias do VD-PLANARIZE para grafos da classe % ��'�% /  

A meta-heurística proposta apresentou um desempenho superior ao valor médio do 

VD-PLANARIZE para grafos % �:'�% / , como era de se esperar, no entanto o desempenho não 

se mostrou tão bom se tomado o melhor caso encontrado pela execução em “ força-bruta”  do 
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VD-PLANARIZE, como mostra a Figura 4.13. 

 

Figura 4.13. Gráfico do acumulado das soluções para grafos % ��'�% /  

 A Figura 4.13 apresenta os resultados obtidos do acumulado dos testes anteriores. O 

eixo �  representa os algoritmos enquanto o eixo M  representa o número de vértices removidos. 

O gráfico foi gerado somando-se todos os resultados das planarizações dos grafos % ��'�% / . O 

gráfico nos mostra que oi algoritmo proposto GAVD-PLANARIZE obteve um desempenho 

ligeiramente inferior à utilização da “ força bruta”  com o VD-PLANARIZE. 

O segundo teste do GAVD-PLANARIZE foi realizado sobre grafos gerados 

randomicamente, como nos testes do VD-PLANARIZE. Os grafos foram obtidos da mesma 

forma. O estudo compreendeu duzentos grafos de tamanhos variando entre trinta e setenta e 

cinco vértices com valores aleatórios para Z  que variaram de vinte a cinqüenta por cento 

sorteados ao acaso. 

A Figura 4.14 apresenta os resultados obtidos. O eixo x representa o tamanho do grafo 

em teste (número de vértices) e o eixo M  representa o número de vértices removidos pela 

execução das planarizações. A linha escura representa a média obtida pela execução do VD-

PLANARIZE tomando duas st-numerações por aresta enquanto a linha clara representa o 

resultado obtido pela meta-heurística proposta. 
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Figura 4.14. Gráfico com a curva das soluções encontradas pelo GAVD-PLANARIZE 

e das soluções médias do VD-PLANARIZE 

A Figura 4.15 mostra o acumulado dos resultados obtidos, incluindo o acumulado das 

melhores soluções obtidas no VD-PLANARIZE com uso da “ força bruta” . As barras 

representam a soma do número de vértices removidos em todos os grafos. Observamos que a 

meta-heurística proposta apresenta resultados não apenas melhores que a média, mas também 

melhores que o uso da “força bruta”  pelo VD-PLANARIZE.  

 

Figura 4.15. Gráfico do acumulado das soluções para grafos randômicos 

Observamos dos testes que a meta-heurística proposta não teve um excelente 

desempenho para grafos da classe %9�8'�% / , no entanto conseguiu obter melhores resultados 



85 

 
com grafos randômicos. Isto se deve pela natureza do problema. 

 Para grafos da classe % �8'�% / , uma peculiaridade ocorre. Sem perda de generalidade, 

para  ? 	 , não importa qual aresta o algoritmo de st-numeração tome por aresta inicial, pois 

devido a simetria entre todos os vértices e arestas, todas as possibilidades de st-numerações 

podem ser alcançadas a partir de uma única aresta. 

A Figura 4.16 exemplifica esse caso. Observa-se que a aresta � ��,B���A3 �  em destaque em 

(a) pode corresponder à aresta �B��(K�M� < �  do grafo de (b) se rotularmos os vértices do grafo de 

(b) como mostrado em (c), dessa forma obtendo-se a mesma st-numeração, pois todos os 

vértices são adjacentes aos mesmos vértices nos dois grafos.  

Analogamente, para grafos %9�8'�% /  onde 	 Ä@ , existem duas opções de arestas, as 

arestas de um ciclo % �  ou as arestas de um ciclo % / . 

Nos grafos da classe % �;'�% / , o número de st-numerações produzidas por ambos os 

algoritmos estudados é bem reduzido, visto que não depende da escolha da aresta a se tomar 

como base, mas apenas da ordem de visita dos vértices o que influencia na formação da 

árvore de busca.  

Quando as st-numerações são geradas, duas para cada aresta, a variação nas soluções 

geradas pelo VD-PLANARIZE não se dá devido às diferentes arestas, mas como a lista de 

adjacências não está ordenada, a st-numeração em diferentes arestas acaba formando árvores 

de buscas diferentes devido a variação na ordem de visita dos vértices, portanto o algoritmo 

acaba percorrendo diversas áreas do espaço de soluções de um espaço muito menor, enquanto 

a meta-heurística por se mais genérica, perde tempo procurando a melhor aresta. 

 

Figura 4.16. Exemplo uma mesma st-numeração partindo de arestas diferentes 

Já nos grafos aleatórios onde não existe simetria alguma, o espaço de soluções acaba 

sendo bem maior e a meta-heurística consegue tirar proveito disso não apenas procurando 
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pela melhor aresta para se realizar a st-numeração, mas também procurando a melhor 

combinação da ordem de visita dos vértices para a geração da árvore. 
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5. Conclusão 

A área de planarização de grafos é uma área amplamente estudada devida as suas aplicações 

práticas e a sua complexa teoria. A maioria dos grafos que modelam problemas da vida real é 

do tipo não planar, portanto estudos acerca da planaridade de grafos e formas de melhor 

representá-los são cada vez mais comuns. 

Mas para derivar um grafo 
�

, não planar, em um grafo correspondente 
�Ck

, planar, tem-

se que contornar os seguintes problemas: 

• só é possível planarizar um grafo alterando sua estrutura; e 

• para cada operação que altera a estrutura de um grafo que torna possível a 

planarização, existe uma invariante de não-planaridade associada. Planarizar um 

grafo dado uma operação é um problema NP-completo. 

Este trabalho apresenta dois algoritmos para resolver o problema de planarização de 

grafos utilizando a operação de remoção de vértices. O primeiro é uma heurística que possui 

complexidade de tempo linear e o segundo é um algoritmo genético que busca otimizar as 

soluções obtidas pelo primeiro algoritmo. Na literatura não se tem conhecimento de outros 

trabalhos que utilizam a operação de remoção de vértices para planarizar um grafo, tampouco 

trabalhos que possuam complexidade de tempo linear para esse problema.  
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5.1. Contribuições 

Utiliza-se neste trabalho a st-numeração para determinar a ordem de visita dos vértices do 

grafo no processo de planarização e sugere-se o uso de dois algoritmos propostos por Even e 

Tarjan (1976) e por Tarjan (1986). Ambos possuem complexidade de tempo linear. 

Apresenta-se resultados de planarizações realizadas a partir de st-numerações geradas pelos 

dois algoritmos. Os resultados são comparados e conclui-se que o algoritmo de Tarjan gera 

uma maior variedade de st-numerações. 

Propõe-se o algoritmo VD-PLANARIZE, uma heurística baseada no teste de 

planaridade de Lempel, Even e Cederbaum (1967) que utiliza árvores-PQ para verificar a 

planaridade de um grafo. Ressalta-se que esse algoritmo possui complexidade de tempo linear 

e até o momento não é conhecido nenhum outro algoritmo de planarização que apresente 

complexidade igual ou inferior. Além disso, o VD-PLANARIZE é o único algoritmo de 

planarização até o momento que utiliza a operação de remoção de vértices. 

Este trabalho também propõe uma metaheurística genética, o GAVD-PLANARIZE, 

para explorar diferentes st-numerações a fim de otimizar as soluções encontradas pelo VD-

PLANARIZE. Para isso ele testa diferentes ordens de visita dos vértices na geração da st-

numeração. 

Outra importante contribuição deste trabalho é a implementação de ambos os 

algoritmos e a realização de testes para diferentes classes de grafos com o intuito de constatar 

a complexidade de tempo e a qualidade das soluções.  

Finalmente, este trabalho contribui com os resultados dos testes realizados. Esses 

testes comprovam experimentalmente a complexidade teórica de ���
	>��W�  do VD-

PLANARIZE e também o impacto que diferentes st-numerações de um mesmo grafo podem 

ter sobre a planarização.  Os testes ainda comprovam que o algoritmo GAVD-PLANARIZE é 

capaz de explorar o espaço de soluções do VD-PLANARIZE a ponto de apresentar resultados 

muito bons e um pequeno tempo de execução. 

5.2. Trabalhos Futuros 

Alguns aspectos do algoritmo genético proposto podem ainda ser investigados. Por exemplo, 

as configurações da taxa de mutação e testes detalhados acerca do tamanho das populações. 

Outras abordagens metaheuristicas ainda podem ser abordadas a fim de se comparar os 

resultados, como simulated annealing e GRASP. 
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