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Resumo

O presente trabalho € dedicado a investigacédo de extena@spidcao de difusao
gue contém derivadas espacias e temporais de ordem freaio@édpresenca de forcas
externas e termos nao-locais. Comecamos nosso estudopalitmo de caminhantes
aleatdrios seguido da equacéo de Langevin, no intuito dg@endermos a equacao de
difusdo usual e as consequéncias quando a mesma € gewxal&eguindo, apresen-
tamos importantes propriedades a respeito do calculoofradp que serdo usadas nos
demais capitulos. Depois, analisamos a equacéo de difos@on@ dimensédo com deri-
vadas espaciais e temporais de ordem fracionaria. Na sa@gquévestigamos os efeitos
obtidos pela presenca de termos néo-locais na equacdaudéalifTambém discutimos a
influéncia das condicdes de contorno no espalhamento éosisPara as equacoes, sejam
elas com derivadas fracionarias ou com termos nao-locaisacgéncia ou nao de forcas
externas, obtivemos solucfes analiticas dependentesrgm tetilizando o formalismo
das funcdes de Green e mostramos que elas exibem uma dispeés@ala. Finalmente,
apresentamos nossas conclusdes.

Palavras-Chave equacéo de difusao, difusdo anémala, funcdes de Green.



Abstract

The present work is dedicated to investigate extensionsfiofstbn equations by
incorporating spatial and time fractional derivativesthe presence of external forces
and nonlocal terms. We start by studying the continuous tiamelom walk approach
and the Langevin equation in order to understand the usifakiin equation and the
consequences obtained when it is extended. Following, esept important properties
concerned to the fractional calculus which will be used ie tithers chapters. After,
the one dimensional fractional diffusion equations arelyaeal. Next, we investigate
the effects obtained when nonlocal terms are incorpordtleé.influence of the boundary
conditions on the spreading of the system is also investidtor equations with fractional
derivatives or nonlocal terms in the absence of externak®or not, we obtain analytical
solutions using the time-dependent formalism of the Greswtions and the solutions
exhibit an anomalous dispersion. Finally, we present oncksions.
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Introducao

A compreensédo da difusdo, em especial da difusdo anémalde sistemas que
possuem uma relaxacao anémala, tem atraido a atencéo aepesguisadores devido ao
grande numero de situacoes ligadas a fisica, a engenhbr@pgia, a economia, etc. De
fato, a difusdo an6mala esta presente em varias situaa@spmo difusdo em meios frac-
tais [1], na relaxacéo ao equilibrio de sistemas com mertgmiporal longa (por exemplo,
cadeias de polimeros e membranas) [2,3], na descricdoptnde andmalo em sistemas
desordenados [4], para modelar processos dinamicos né@Wknos em proteinas [5],
na lei de Richardson [6], na lei de Kolmogorov [7] (estas de&saplicam-se ao estudo
de turbuléncia), no transporte axial de materiais graesalf8], no transporte de substan-
cia em um solvente de um vaso para outro atraves de uma memiBiana translocacéo
assimétrica do DNA [10], no desenvolvimento de tumores,efeotio a taxa de dissemi-
nacdo do cancer [11, 12], no transporte através de um meis@{it3], nas flutuacdes de
sistemas financeiros [14], nas batidas do coracéo [15], emtsedutores amorfos [16],
no comportamento térmico do calor especifico de sélidos nglmnos [17], em micelas
dissolvidas em agua salgada [18], entre outras. Nas ségagd que temos uma difusao
an6mala como nas mencionadas acima, podemos ter o segumaentodinito [19] ou
ndo [19, 20]. A difusdo anémala com o segundo momento fihitd, ~ ¢7, geralmente
tem como caracteristica< 1 ey > 1, correspondendo a subdifuséo e superdifuséo, res-
pectivamente. Nesse contexto, algumas equacodes re@tsesiha descricdo deste fenod-
meno séo as equacdes de difusdo que empregam derivadasdras temporais [2, 21],
a equacdo de meios porosp = D?p”, que € ndo-linear, [19] e a equagdo usual de
difusdo, com coeficientes dependentes de variaveis dedoosicde tempo [22, 23]. Por
sua vez, a difusdo anémala, quando ndo possui o segundo modimén, é caracterizada
pelas distribuicdes do tipo Lévy [20, 21]. Desse modo, temeguacao de difusdo com
derivadas fracionarias na variavel espacial, cuja solégdada em termos das distribui-

11
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cOes de Lévy, que satisfazem o teorema de Lévy-Gneden@,istna generalizacao do
teorema do limite central.

De um ponto de vista formal, a partir do exposto acima, venuesaqdifusdo ano-
mala pode ser investigada através de diferentes tipos de@egs diferenciais parciais.
Assim, o estudo desses tipos de equacdes diferenciaisgsensoes e as situacoes rela-
cionadas a elas sdo importantes, pois possibilitam a igagsio de novos cenarios. Nesse
sentido, dedicamos nossos esfor¢os ao estudo das equacdidssdo fracionarias line-
ares na presenca de uma forca externa ("drift"). Assim,lif@aos nossa atencdo em
equacoes de difuséo que estédo contidas na equacéao abaixo:

o7

Spnt) = /0 At (t —t)Vhp(r, ') — V - (F(r, t)p(r, 1))

— /dr’ /Ot dt'K(r — 't —t)p(x' ') . (1)

Na equagédo precedente, a derivada fracionaria no tempailecsada na representagéo de
Caputo [24], a derivada fracionaria espacial € consideradapresentacéo de Riesz/Weyl
[24], F(r,t) representa uma forga externa atuando sobre o sistema eno t#imo da
equacéao é um termo nao-local, que pode ser relacionado/adi@side ordem fracionarias.
Ressalta-se que dmernelsﬁ(t) e K(r,t) presentes na Eg. (1) representam outra forma,
além das derivadas de ordem fracionarias, de introduzesepga de memoria na equacgao
de difusdo ou de Fokker-Planck. Assim, estudamos a Eq. {@hé® em conta varios
cenarios no intuito de compreender suas propriedades fpaea futuras aplicacdes.

O primeiro capitulo é dedicado a compreensao dos formasisme sdo usualmente
empregados na descricdo de um processo estocastico. Bssé®formalismos temos,
por exemplo, o formalismo de caminhantes aleatérios comagesp tempo continuos
(CTRW), a equacédo de Langevin e a equacao de Fokker-Plamekem como caso par-
ticular, a equacéo de difusdo usual. Esses formalismosts&#na compreensao dos
processos usuais e tém um papel importante no estudo dagequte difuséo fraciona-
rias. Dessa forma, fazendo escolhas adequadas para buigstol dos tempos entre saltos
e para distribuicéo dos saltos no CTRW, adquirimos difeserggimes difusivos que po-
dem ser relacionados com uma equagéao similar a da difuséaRguacao de Langevin,
mudando-se o ruido obtivemos diferentes comportamerfiosivhis que foram analisados
através do calculo da variancia que nos da uma idéia de cosso sstema se dispersa.

No segundo capitulo, fazemos uma abordagem histérica dale&racionario e
em seguida descrevemos os fundamentos tedricos e matesnddidormalismo que sao
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essenciais no estudo de difusdo anémala.

No terceiro capitulo abordamos as equacdes de difusdotidtas lineares unidi-
mensionais, que empregam derivadas fraciondrias tanteradgres relacionados a va-
riavel temporal como a variavel espacial. Isso significa mgesse capitulo estudamos a
Eqg. (1) em uma dimensao coki(t) = 6(¢) e K(r, t) = 0 na presenca de forcas externas,
levando em conta condi¢Bes de contorno do fipico,t) = 0 e, obtivemos solucdes
analiticas usando o formalismo das func¢des de Green.

No quarto capitulo, consideramos a presenca do termo nabAide,t) # 0, le-
vando em conta algumas formas da funéde, ¢) presentes no termo nédo-local, isto €,
estudamos seus efeitos sobre a solucéo da equacéo de diifagdnaria no tempo e na
usual, na auséncia de forcas externas. Para esse casontamipéegamos condicdes de
contorno do tipg(+oo,t) = 0 e, obtivemos solu¢des analiticas usando o formalismo das
funcdes de Green onde as solucdes ficaram representadagupel@es de Fox.

No quinto capitulo, investigamos como as soluc¢des da equigdifusao sao in-
fluenciadas pelos seus contornos. Para tal, primeiramentgderamos a Eq. (1) unidi-
mensional na auséncia de termos nao-locais e forcas extennaC(t) = Dyt* ! /T'(a)

e condicdes de contorno dependentes do tempo em uma regificacda. Em seguida,
analisamos o caso bidimensional com simetria cilindricareigdes de contorno com
dependéncia espacial e temporal. Por Gltimo, considerantaso\ -dimensional com
simetria radial na auséncia de forga externa, com deperdésmacial e temporal no coe-
ficiente de difusé&o e com o termo de reacgéo sujeito a uma cGamdecontorno dependente
do tempo. Novamente, obtivemos solu¢des analiticas usafudmalismo das funcdes de
Green. Por fim, apresentamos nossas discussodes e concdusEsgeito dos resultados
gue obtivemos ao analisar as situa¢cfes que sdo compreepeidaEg. (1) e apontamos
algumas perspectivas futuras.



Capitulo

Movimento browniano

Nesse capitulo inicial apresentamos uma breve discussémaato movimento brow-
niano, isto €, um movimento estocastico, sob o enfoque dénbamtes aleat6rios com
espaco e tempo continuos, equacdes de Langevin e equacdissde. Tais conceitos
séo fundamentais na compreenséo do desenvolvimento dmpeaesabalho.

1.1 Caminhante aleatorio com espaco e tempo continuos

Desde as primeiras observacdes executadas por Robert Bots® 0 movimento
aleatério de particulas suspensas em um fluido, e as exjiegoropostas por Einstein
para o fendbmeno, os processos difusivos tém sido largarestidados em varios con-
textos [25]. O formalismo de caminhantes aleatérios cona@sg tempo continuos
CTRW [26, 27], de forma anéloga a equacdo de Langevin quengsr@a proxima se-
cdo, descreve o movimento de particulas individuais (olggea outra quantidade con-
servada, como distribuicéo de probabilidade). Esse fasmalé baseado em distribuicbes
de probabilidade que governam o movimento microscopicpddgulas. Uma das carac-
teristicas desse fenébmeno é o comportamento do deslocamedratico médio o qual é
linear com o tempo, isto é(z — (x))?) o t.

Considere o movimento de uma particula no espaco, por siagdie também unidi-
mensional. No formalismo CTRW, a particula executa um paloamprimento e direcdo
arbitrariax em um intervalo de tempbat + dt. Os pulos séo estatisticamente inde-
pendentes e executados em intervalos de tempo aleatigsiatss devem ser definidos
estatisticamente. Dessa forma, o CTRW é baseado na idé@mapmeprimento dos pulos,
assim como os intervalos de tempo entre dois sucessivos gaodescritos por uma fun-

14
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cdo densidade de probabilidade (PRK),t). De v (z,t) podemos obter a distribuicdo
relacionada ao comprimento do pulo:

Mz) = /0 () (1.1)

e a distribuicdo relacionada ao intervalo de tempo

w(t) = /+OO dzx(x,t). (1.2)
Na Eq. (1.1)\(z)dx representa a probabilidade de ocorrer um pulo no comprorestite

(r,z + dr) e w(t)dt, na Eq. (1.2), a probabilidade de ocorrerem pulos entre @dem
(t,t + dt). Como o comprimento do pulo e os intervalos de tempo entreulos 380
variaveis aleatorias independentes, encontra-se a foesacdplada)(z,t) = w(t)A(x)

para a PDF do pul@(z,t). Se ambos séo acoplados, um pulo de certo comprimento
envolve um custo no tempo ou vice versa; ou seja, em um dadvahd de tempo o
caminhante tem uma distancia maxima que pode atingir. Ctas dsfinicdes, o CTRW
pode ser descrito pela equacao [21]

n(z,t) = /+OO da’ /Ot dt'n(z', V(e — 't — ") + 0(x)0(t) (1.3)

a qual relaciona a PDF{z, t) da chegada na posi¢a&mo tempcr, e o evento da chegada
emz’ no tempot’ comn(2’,t'). O segundo termo na Eq. (1.3) denota a condicao inicial
do tipod(x) para o caminhante aleatorio. Consequentemente, a priolaaleip(z, ¢) de a
particula estar na posicdoem um tempa é dada por

t
plavt) = [ dtn(a.)u(e - 1), (1.4)
0
onde .
U(t)=1- / w(t)dt' (1.5)
0
€ a probabilidade cumulativa. No espaco de Fourier-Lapkag®. (1.4) se torna
1 —w(s) 1
= 1.

que é o propagador geral do CTRW. Dessa forma, fazendo escadlequadas para a dis-
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tribuicdo dos tempos entre saltos e para a distribuicdompimento dos saltos, podemos
adquirir diferentes regimes difusivos para um mesmo peacdgusivo e relacionar com

a difusdo andmala [25]. Para fazer isto, é necessario notaalifusdo usual tem uma
variancia, isto é, o segundo momento é finito e a média dasbdigbes dos intervalos
de tempo é definida. Essas caracteristicas estédo relaamagitocessos Markovianos (o
estado futuro depende apenas do estado presente e nacadios gstssados), conduzindo-
nos a escolher a funcao de distribuicdo de probabilidadeilies @ intervalos de tempo
dada pon\(k) = 1 -Dk*+ O(k*) ew(s) = 1 —7s+O(s?), que para checar nossa escolha
com a relacdo da difusdo usual, podemos relacionar diretancem a distribuicdo que
emerge da equacao de difuséo

0 (x,t) =D o (z,t) (1.7)
T— =D— . .
atp Y 61‘2p )
Para isso, executamos a transformada de Fourier-Lapla&a{d.7) com a condicéo

inicial p(z,0) = §(x) e a condigéo de contorng+oo, t) = 0, sendo possivel mostrar que

1

plk,s) = ST DR (1.8)

Comparando a Eg. (1.8) com a equacao (1.6) podemos encouiirae w(t) que, no
espaco de Fourier-Laplace séo dadosxié) = 1 — Dk? ew(s) = 1/(1 + s7).

O resultado obtido da equacao de difusédo indica que paralanaae ou outro pro-
cesso difusivo, temos que escolher ¥, s) que esteja de acordo com as caracteristicas
do processo difusivo. Uma primeira situacdo que podemasiderar € a mistura entre
um comportamento de longo e curto alcance para a distribaigé intervalos de tempo.

A escolha anterior para(s), isto é,w(s) ~ 1 — st + O(s*) representa um comporta-
mento de curto alcance. Um comportamento de longo alcameevpd) pode ser obtido
considerando, por exemplo(s) ~ 1 — 5777 4+ O(s*’), com0 < v < 1. Incorporando
esses dois comportamentos erfs), obtemosw(s) ~ 1 — (7s+77s7). Nota-se que

o comportamento difusivo diferente manifestado por estallea dew(s) é determinado
por um tempo caracteristicoe 77, isto €, dependendo da escala de tempo considerada,
podemos ter um comportamento anémalo ou usual. Um creswrtemporal linear do
deslocamento quadratico médig;?(t)) o t, ou, de forma equivalente, da variancia, é
uma caracteristica do movimento browniano e, portantoifdadb usual. Em contraste, a
difusdo andmala, em geral, tem como caracteristica o onestd ndo-linear da variancia
no decorrer do tempo, ou seja, a difusdo sera consideradaasan8e houver desvio no
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comportamento, sendo assim, o crescimento da variance gerddo tipo lei de potén-
cia, (z%(t)) o t7, ou apresentar outro padrdo. Desta forma, uma escolha figi@ a
distribuicdo dos intervalos de tempo é dado por

1
Cl4sT+ (s7y)7"

w(s) (1.9)
Essa distribuicdo dos intervalos de tempo tem dois comperitos diferentes os quais
podem ser evidenciados considerande 0 (t — oo) es — oo (t — 0). Para o primeiro
caso, o comportamento dés) é essencialmente governado por

B 1
1+ (s)?

w(s) (1.10)

gue tem como transformada inversa de Laplace

w0-%(2) Ea(-5). (1.11)

onde E s(x) € a funcdo de Mittag-Leffler generalizada (A.28). Para owmlitnite, o
comportamento de(s) & essencialmente governado por

1
= 1.12
wis) = 770 (112)
com a transformada inversa de Laplace dada por
1 —t/T
w(t)=—e"". (1.13)
T

A transformada inversa de Laplace da Eq. (1.9) também paoddtda diretamente
em termos da fungéo de Mittag-Leffler:

[e.9]

1 1 7] " t
==Y —(—Z¢) E"(-= 1.14
w(t) T HZ:O n! < T ) @p T ( )
coma = 1ef = 1—vn, onde I%’:%(:c) = d"E, s(z)/dx™ é a derivada da funcéo de
Mittag-Leffler (A.31). Similar ao caso anterior, relaciowi® a equacéo de difusdo usual e
a distribuicéo dos intervalos de tempo é possivel relacimmabém o processo difusivo a



CAPITULO 1. MOVIMENTO BROWNIANO 18/ 118

uma equacéo similar a da difusdo usual dada por

24 O?

0 0
“ v 2 _pZ
Tatp(x, t) + 7] 5 (x,1) Daxzp(a:, t). (1.15)

Para identificarmos o comportamentowlg) na equacgdo acima, basta analisar o deslo-
camento quadratico médi = ((xz — (z))?), o qual para a condicéo inicial considerada
aqui é igual ao segundo momentd,= (z*). O segundo momento para este caso é dado
por [28]

2 t T’7 1—v
<ZL‘ > = QD; El_%g —7t s (116)
(veja Fig. (1.1)).
10'
0 p
~, 10
D r‘.‘."“’L
10-2 "‘_,“.
1074 _ _
1074 1072 10° 102
t

Figura 1.1: A linha continua € a variancia versus o tempo, consideranglq E16) com
v=05"D=11=01er, = 0.1. Alinha pontilhada representa a expanséo
assintdtica para tempos pequene$,~ t, e a linha tracejada para tempos longos,
o2~ 1.

Tomando os limites anteriores— 0 (t — o) e s — oo (t — 0) € possivel mostrar que
(r?) =~ t7 e (x?) ~ t, caracterizando dois regimes diferentes de difusdo coperado.
Uma extensdo desta analise pode ser feita considerandtribuigsio dos intervalos de
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tempo

1

wls) = 1+7s+A(s)’ (1.17)
ondeA(s) é atransformada de Laplace de uma fung&o dependente do f&mpme pode
apresentar diferentes comportamentos dependendo dha&siml (s). A transformada

inversa de Laplace da Eq. (1.17) pode ser obtida e dada por

1 1 & IR /
) = —e M+ =Y (= dt'(t —t)re /T
w(t) Te T ( 7') /0 ( Jre

n=1

X

t tn
/ At A(E — ) / Qb s Aty — tor) -
0 0
t3 to
0 0

Uma equacao de difusdo similar relacionada a esta escatha pigstribuicdo dos interva-
los de tempo fica representada por

2

! / / a / a
/OdtQ(t—t)% (2,1) = Dol ) (1.19)

com®(t) = 7(t)+A(t)eN(t) = f(f dt’A(t'). A partir desta equagéo, também € possivel
obter o deslocamento quadratico médio considerando a@mdiicialp(z,0) = d(x) a
qual simplifica nosso calculo do segundo momento que podersealmente representado
por

T T T

n=1

2D 2D/ 1\" [t v
@) = T2 (——) / dt’(t—t’)/ dt, N (' — t,)
0 0
tn t3
X / dtnflA/(tn — tnfl) ce / dtQA/(tg — tg) (120)
Ot2 0
X / dtlA/(tQ — tl) .
0

As analises anteriores foram realizadas considerandomgadana distribuicdo dos inter-
valos de tempo. Agora, vamos investigar as mudancas quesatguando se modifica a
probabilidade dos pulos(k). Uma mudanga tipica, que caracteriza comportamentos de
longo alcance, é adicionar o terrfiy, |k|*. Assim, a probabilidade do pulo no espago de
Fourier é dado poi(k) ~ 1 — D,|k|". Essa escolha pave k) tém dois comportamen-



CAPITULO 1. MOVIMENTO BROWNIANO

20/ 118

tos, um deles governado por uma distribuicdo gaussiana g@pmr uma distribuicdo de
Lévy. Nesse caso, a equacdao similar de difusédo é dada por

0
Tap(l‘, t)y=D

2

0x?

oM

plx,t) + Dump(x, t).

(1.21)

Uma outra escolha que pode ser realizada pé&ka, que admite uma inversa de
Fourier é\(k) = 1 — D|k|* — D, (k). Para esse caso, a equacéo de difuséo fica dada por

2

ot ox

0 0

/+Oo
—0o0

de'D,(x — 2")p(' 1) .

(1.22)

A presenca de diferentes regimes difusivos pode ser ddtectansiderando uma escala de
tempo apropriada. A Fig. (1.2) ilustra o comportamentfide(0, ¢)]* obtido da Eq. (1.22)

versust considerand®,, (k) = D; |k| + Ds 2| k|*/*. Para evidenciar diferentes regimes di-
fusivos, os quais sdo manifestados pela escollfa, géracamos linhas retas para indicar
0 dominio da dependéncia temporal.

L

-12 .
10
1079

Figura 1.2: Comportamento dél/p(0,¢)]* versus o tempo considerandd, (k)

1078

1073
t

10°

102

10°

Dy k| + 2)3/2|k|3/2 na Eq. (1.22). Por simplicidade, escolhemos sem perda de

generalidade,D

1/2, D, = 1, e Dy, = 10. A linha pontilhada repre-

senta[1/p(0,t)]*> ~ t*3, a linha pontilhada-tracejada corresponde ao comporta-
mento de[1/p(0,¢)]* e a linha tracejada mostra o comportamento assintético de

[1/p(0,8)]2 ~ 2.
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Uma outra possibilidade para modelar situacbes com dieseregimes difusivos
usando o formalismo do CTRW é considerar mudancas simakioara a distribuicéo
dos intervalos de tempo e a probabilidade de pulos. Dessef@ possivel considerar a
distribuicdo dos intervalos de tempo da forma

1

w(s) = 1+ 75+ s771A(s)

(1.23)

e a probabilidade dos pulos dada pok) ~ 1 —D,,(k), onde a equacéo similar de difuséo
fica dada por

Y +oo

gp(x, t) + /t dtA(t — f)a—~p(3:, t) = D,(x — 2")p(2', t)da', (1.24)
ot 0 oty o

estando sujeita a diferentes regimes dependendo da eseollig), D,,(z) e. Assim, as

mudancas consideradas para a distribuicao dos intervaktesigpo conduz-nos a situacoes

com o deslocamento quadratico médio finito para 0 mesmo ggoc@nde podem ser

detectados em diferentes escalas de tempo.

1.2 Equacao de Langevin

Muitos fendbmenos que possuem um comportamento altameraab em nivel
microscOpico com uma regularidade macroscopica podemeseritbs por meio de va-
rios formalismos, em particular, pela equacéo de Langd®ama tal, vamos considerar o
movimento de uma particula de massamersa num liquido. Esta, por sua vez, esta su-
jeita a uma forga viscosa que sera considerada propor@aa velocidade e uma forca
de carater aleatorio (estocastico), devida ao bombardeittnuo das particulas em sus-
pensao pelas moléculas do fluido. Para simplificar nossdegnal) vamos considerar o
caso unidimensional na direc&o Portanto, a equacédo de movimento em sua forma mais
simples fica dada por

m@ = —av + F(t), (1.25)
dt
onde J
x
= — 1.26
V= (1.26)

€ a velocidade e a posicéo da particula. O primeiro termo do lado direito dd EG5) € a
forga viscosa, sende uma constante £(¢) a forga aleatéria. Em nosso estudo vamos su-
por que a aleatoriedade @&t) implica interagdes com intensidades diversas, de modo que
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as variaveid’(t) e F'(t') sdo independentes paré ¢'. Assim,F'(t) é nula em média, ou
seja,(F'(t))=0. Damesma forma, é necessario observaK §ue F'(t'))=(F (t))(F(t')) =
0set # t', poisF'(t) e F(t') sdo consideradas variaveis aleatorias independente$J@0]
outro lado, se& = t' temos um valor pronunciado pat&(t)F'(t')). Em resumo, a forca
aleatdria que estamos considerando aqui possui as segpinf@iedades:

(F(t)) =0 (1.27)

(F(OF()) =bd(t —t'), (1.28)

pois estamos considerando que as colisdes das particuraasonoléculas do liquido
sejam independentes. Reescrevendo a Eq. (1.25), obtemos
dv

=W +¢(1), (1.29)

ondey = a/m e ((t) = F(t)/m. A variavel((t), que possui as propriedades da for¢a
aleatédria definida acima, é uma variavel estocastica cham@duido. Particularmente,
substituindoF'(¢) por ((t) nas equagdes (1.27) e (1.28) temos

{€®) =0 (1.30)

(Ct)¢(t)y =To(t —t), (1.31)

ondel’ = b/m?, comb = 2yKgT /m.

A escolha feita acima, equacdes (1.30) e (1.31) (ou (1.27)28)), recebe o nome
deruido brancq porque a distribuicdo espectral [23] dada pela transfdentie Fourier
da Eq. (1.31) é independente da frequénciaSe a distribuicdo espectral depende da
frequéncia, chama-se deido colorida Se, por acaso, escolhermos outra forma funcional
para a equacéo, podemos ser conduzidos a outras situagabrmngem outros tipos
de movimentos estocasticos que ndo venham a ser o browmpcm que conhecemos.
Por exemplo, a escolha de um ruido dependente da concenff@jdode nos levar a
uma situacdo que € caracterizada pela equacdo de meio®perosonsequentemente,
estabelecer uma relacdo com a mecanica estatistica récsiost

A partir da Eqg. (1.25), juntamente com a propriedade (1.8ppssivel obter a dis-
persao do sistema, que caracteriza a forma como se difurste, [r sua vez, é dada
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por

((z—(2))%) = (vé - %) % + %t - %(1 —e M), (1.32)

Para um estado estacionario, iste/€;> 1, a equacéo acima se reduz a
{(z — (x))?) ~ 2Dt (1.33)

que é a conhecida relacdo Bmstein-SmoluchowskiomD = b/2v? = KT /m~ [30].
Nesse ponto, deve ser ressaltado que uma das caracterfaiceantes da maioria dos
processos difusivos é a relacdo de disperséo ser linear tempm. Sistemas que sofrem
um processo andémalo de difuséo néo verificam esta propgedad

Similar ao que foi feito na secéo anterior, podemos ter elfids comportamentos
difusivos mudando-se a forma do ruido na equacdo de Langevieralizada [31-33].
Dessa forma, vamos iniciar considerando dois ruidos aditha equagéo de Langevin
generalizada, um ruido branco e um outro como uma funcaardeagfio dada por uma lei
de poténcia. Depois, vamos incorporar variaveis estaadgstiom funcdes de correlacéo
dadas pelas fungdes de Mittag-Leffler.

Vamos iniciar nossa analise da equacédo de Langevin gezagtalsujeita a condicéo
inicial z(0) = xy e #(0) = vy. Para este caso, a Eq. (1.25) pode ser reescrita como

Z(t) + /0 t dt'¢(t —t)i(t') = (). (1.34)

Aqui, £(t) = a&(t) + pBn(t), onde(t) en(t) sdo variaveis estocasticas com média zero e
funcao de correlacdo dada por [31]

(EDEE) = At —1), (1.35)
(nn)) = B/t -t (1.36)

com
a(E()E(X) + B*(n(t)n(t)) = ksT¢(Jt — 1)) (1.37)

a fim de satisfazer o teorema de flutuagao-dissipacdo. NetEqst (1.35) e (1.36) foram
escolhidas para produzir diferentes regimes dependendscdda de tempo considerada,
similar as situacdes trabalhadas para o formalismo do CTRW.

Para fazermos a analise do processo difusivo, precisasalseea Eg. (1.34) e ana-
lisar o deslocamento quadratico médio relacionado a \@riaWNessa direcdo, aplicando
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a transformada de Laplace nas Egs.(1.34) e (1.37) € possdstiar que(s) é dada por

2(s) = [(s +(s))zo + vo]G(s) + £(5)G(s), (1.38)
com .
G(s) = 1 50(s) (1.39)

e((s) = A+ Bs'!, onded = o2 A/kgT e B = *B/kgT. A transformada inversa de
Laplace conduz-nos a

2(t) = (@(t)) + a / CAENG(E — ) + B /0 G — 1), (1.40)

0

com(x(t)) = voG(t) + o € a transformada inversa de Laplacexde) fica dada por

G(ty=>_ ﬁ(—gti””)” (- Ab), (1.41)

n=0

onded = 1ef = 2+ (2 —+)n. De posse destas equagdes é possivel encontrar o
comportamento do deslocamento quadratico médio para avehri [34] que fica dado
por

ol(t) = 2Z(t) — G*(1), (1.42)

comZ(t) = fg dt'G(t') ekgT = 1. Note que o comportamento dependente do tempo ma-
nisfestado pela Eq. (1.42), nos informa sobre a dispers&tstima que pode manifestar
diferentes regimes difusivos, os quais podem ser verifcadalisando o comportamento
assintotico da Eqg. (1.42) para tempos curtos»(0)

o 244 L 2Bt
o~ ot (3 7)7r(5 ) (1.43)
e para tempos longos & o)
t B,
02~ 25 (_th v) _ (1.44)

Estes comportamentos assintéticos, obtidos do deslodameadratico médio, podem ser
observados na Fig. (1.3). Note que para tempos curtos, oad@sénto quadratico médio
nao é dominado pelos valores ¢lgja para tempos longos, tem uma forte dependéncia
de~. Em particular, € interessante notar que o comportamernidootia Eq. (1.43) € 0
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Figura 1.3: Comportamento da variancia versus o tempo, considerandsipwplicidade,
v=0,5,A=0,1eB =1nakEg. (1.42). Alinha pontilhada representa a expansao
assintética para tempos curtos e a linha tracejada para tesrlpngos.

mesmo que o encontrado na difusao usual quando considetampgss curtos.

E possivel considerar outras formas para a Eq. (1.35) oulE36)( conduzindo-
nos a processos difusivos diferentes e consequentementeoa cegimes difusivos. Por
conta disto, estendemos estas equacdes considerandopendéecia arbitraria no tempo
de forma que a transformada de Laplace pode ser realizada, defproporcionar um
resultado que pode abranger varias situacdes. Por sidgaliej consideramos

(n()n(t)) = BY(|t —']), (1.45)

ondeY (|¢|) € uma funcdo dependente do tempo com transformada de Lajgtin@a.
Ao considerar a Eq. (1.45), ao invés da Eq. (1.36), na Eq9)l&p0os alguns calculos é

possivel mostrar que
1

s2+ s(A+ BY(s))’

a qual tem uma transformada inversa de Laplace dada por

(1.46)

G(s) =

1 - 0 _ RR\n t -
G(t) = (1 - e+ 71}( - ﬁ)n) /O dt't " (—AY)E, (1), (1.47)
n=1
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onde
t tn to
En(t):/ dtnT(t—tn)/ dtn_lT(tn—tn_l).../ dt; Y (ty — t1)Y(t1). (1.48)
0 0 0

Uma escolhatipica para Eq. (1.45Y€t|) = E,(—|t|”/7)) que, depois de substituir
na Eq. (1.47), nos conduz a

o0

1 I n — At /
G(t) = A (1—e )+ E F / dt't' e YA (t — 1) (1.49)
com i o o
a0 = Je () + e () (¢.50)

ev =1+ (1—~)n, onder age como um tempo caracteristico. Os regimes e as influéncias
do ruido nas solucdes, obtidas da equacéo de Langevin, raprdiem ser evidenciadas
pela analise do comportamento assintotico da Eq. (1.48.tBapos curtos, tem-se

G(t)~t— %flt? — (A7) — B)t® (1.51)

67'4,

e para tempos longos

; Tn)( B B (—Ab), (1.52)
comv = 2 + (1 — v)n. Note que para tempos curtos a funcéo de Mittag-Lefflermassi
Ccomo no caso anterior, ndo aparece na Eq. (1.51) indicarelelgundo € dominada pelos
valores dey, ja a Eq. (1.52) tem uma forte dependénciaydePor outro lado, note que
se fizermosy = 1 na funcao de correlacdo Eq. (1.45), essa, por sua vez, se aatlna
forma exponencial que descreve um processo padrao de @rbstienbeck [32].

1.3 Equacao de difusédo usual

A difusdo é um processo natural por meio do qual um dado siéstesm determina-
das condicdes iniciais, encaminha-se para o estado déeiguiEm um processo de difu-
sdo num conjunto de elementos que se movem, cada elemelita teaa trajetoria alea-
téria que, ao passar do tempo, vai se difundindo até atinggpudibrio. Os fenémenos de
difusédo, também chamados de fenbmenos de transporte,déraraplamente estudados
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desde quédolf Fickdescreveu tais transientes de forma puramente fenomece[35].
Do ponto de vista fenomenolégico, o procedimento para umetoatiatematico usado
para descrever a difusdo se da por meio de “leis”. Existern ldicomuns [36]. A mais
usada, conhecida como lei de Fick da difusdo, utiliza um ceetie de difuséo, sendo a
mais citada na descricdo da difusdo. A outra, que nédo tem ume farmal, envolve um
coeficiente de transferéncia de massa. A opc¢ao pela lei @enEgse trabalho se deu por
ser ela geralmente usada na fisica, fisico-quimica e balog

Sejap a densidade da substancia que se difundexelensidade de corrente (quan-
tidade da substancia que atravessa uma unidade de ared aaditecdo do fluxo, por
unidade de tempo). Podemos relacionar a corrente, ou @elesae corrente de difuséo,
com o gradiente da densidageobedecendo a seguinte lei linear, a enunciada lei de Fick:

J=—-DV), (1.53)

sendop = p(r,t) e D o coeficiente de difusdo, ou difusividade, que depende agsipf
dades do meio. O sinal negativo na frente do coeficiente deabfindica que a difusao
acontece da regido de maior densidade para a de menor dEns8lgoonha também que
a substancia difundida ndo € nem absorvida nem emitida peio, mlessa forma, surge
uma lei de conservacao que implica uma equacao de contdmiida

Ip
— -J=0. 1.54
2% TV (1.54)
Combinando a Eq. (1.53) com a equacéo da continuidade acsmposdoD constante,
obtemos 5
P 2
— =DV~p. 1.55

9 p (1.55)
Esta equacéo é a chamastpuacéo de difusao

Vamos supor agora que a substancia seja capaz de ser abgdesttuida) ou emi-
tida (criada), como no caso de um composto quimico. Nesse aaxjuacao de difusado

assume a seguinte forma

9p 2
F_D 1.
5, = DVip+o (1.56)

onde) € a densidade da fonte, sende 0 para o caso de criaca@e< 0 para absorcao de
substancia. Se o sistema estiver sob a acdo de uma forcasxatensidade de corrente
terq a forma

J = —-DVp+ uFp, (1.57)
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com . representando a mobilidade. Sendo assim, quanido constante, a equacéo de
difusédo pode ser descrita como
dp

Fri DV?p — uV - (Fp). (1.58)

Em um processo de difusdo, nada impede que tenhamos os Kdmeros ocor-
rendo simultaneamente. Caso iSso ocorra, a equacao @escfarma:
dp

5 DV?p — uV - (Fp) + 0. (1.59)

1.4 A equacao de Fokker-Planck

A equacdao de Fokker-Planck foi primeiramente usaddpkkere Planckpara des-
crever 0 movimento de particulas [23]. Considere agora oimmavo de particulas de
massan imersa em um liquido. Se tratdssemos o problema de forma, égeamos que
resolver as equacdes acopladas de movimento para todadé&sula® do fluido e para
todas as particulas. Como ndo podemos, geralmente, faneusamos a descricao esto-
castica, ou seja, descrevemos o sistema por meio de varidaeroscopicas que flutuem
de forma estocastica (aleatéria). Em uma boa aproximac¢@mdp temos uma particula
imersa essa, por sua vez, esta sujeita a uma forca viscosaiguproporcional a sua ve-
locidade e a forcag(t), de carater aleatorio, resultantes das colisbes das ntadeda
liquido com as particulas de massg23] e sujeita a uma forga extert& z). Usando a
descricéo de Paul Langevin (1872-1946) [29, 37], a equagdinayimento € escrita como

d?x dx
= F(z) — n— 1.
mTE P -+ RO, (1.60

sendon uma constante positiva, que representa o coeficiente ¢ie. dara 0s casos em

que a massa da particula é desprezivel (o termabz/dt? pode ser desconsiderado em
relacdo a)dx/dt), a Eq. (1.60) resulta em

dz
= = f@)+<() (1.61)
com f(z) = F(z)/ne((t) = R(t)/1.

Em nosso estudo, a aleatoriedade (¢ implica interagdes em todas as diregdes e
sentidos diversos. Dessa forma, sendo as varigvei® ( (') independentes para# ',
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teremos médias nulas. A Eq. (1.61), juntamente com as pagutes (1.30) e (1.31), € um
exemplo de equacéo de Langevin, de modo a ser de naturezastita.

Definida a Eq. (1.61), podemos encontrar a densidade delplidbde p(z, ¢, x()
de a particula ser encontrada entrex + dzx, no instante de tempig estando a particula
em um pontar = xy ho instante iniciat = t,. Dessa forma, utilizando o procedimento
abordado em [29], vamos discretizar o tempo em intervalasisgar e denotar por,, a
posicao da particula no instarite- n7. Assim, a Eq. (1.61) é escrita na forma aproximada

Tng1 = Lo + 7f(20) + VTTE, (1.62)

comé, = /7/I'¢,. Comissad(t —t') — O /7, SENAOE,) = 0 € (£, ) = O
Se tomarmog,, = p(x,,nT, o) como sendo a distribuicdo de probabilidades da
variavelz,, e g, (k) a fungéo caracteristica correspondente a varigyderemos

+oo
gn(k) = <eilm”> = / e“m",ondxn (1.63)

o0

e desse modo
Gus1(k) = (eomit) = (eMlentrllentrenl), (1.64)

Tendo em vista que,, e ¢, s&o independentes, podemos escrever a equacao acima
como

Gns1(k) = (M trilanly (threny, (1.65)

A partir desse resultado, obtemos a expansag,de(k) em r até termos de primeira
ordem, pois estamos supondauficientemente pequeno. Empregando a expattséo
1+xz+ (22/2!) + ..., sendar = ikT f(x,), temos

(etkenethtI(@n)y oy (ehon) L ikr(f (2, )e"on), (1.66)

e parar = ikv/7T¢,, juntamente com as propriedadés) = 0 e (¢?) = T'/7, obtemos

(ikv/7TE)? 1
2! 2

Retornando a Eq. (1.65) com os resultados obtidos nas E6) €.(1.67), chegamos a

ns1 (k) = gn(k) + 7 |ik{e™ f(z,)) — %kQan(k) . (1.68)
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Por outro lado,

+o0o +o0

s, == [ puld, (169

ik(e™™ f(x,)) = zk/ .

—00 — 00

onde foi realizada uma integragao por partes e considereatadicdo de contorno natural
pn(+00) = 0. De forma analoga, ap6s uma dupla integragdo por partes,

+o0o ) +o0 ) d2
~k?gu(k) = (ik)? / " pday, = / eiben L L0 4o (1.70)

2
—00 00 d'rn

e a Eq. (1.68) pode ser reescrita como

+oo +oo +oo d
/ e’k“”"“pnﬂdxnﬂ — / e”m",ondxn = —7'/ eken T Lf (zn) pn)da,
1 +oo . den
ou melhor,
“+o00 2
ihan | Pre1 —Pn  d I'd*p,
n - =0. 1.72
Para que a equacédo acima seja valida
Pn+1 — Pn d I d2pn
—_ = n)Pn| + = . 1.73
- L@l + 575 (L73)

Tomando o limiter — 0 na Eq. (1.73) e reescrevengp como p(z,t) e f(x,) como
f(x,t), nos conduz a

Op(x,t) T Pp(x,t) 0
ot 2 0Ox2 ox

[f (z, t)p(, )], (1.74)

gue no caso tridimensional, fica representada por

0

= =DV — ¥ - (Fp), (1.75)
ondeD = I'/2. Essa equagéo é denominada equacao de Fokker-Planck qgescaede
evolucdo temporal da distribuigdo de probabilidatie ¢). Note que quando néo ha forca

externa atuando no sistema, obtemos o caso mais simplesidgdeqde Fokker-Planck,
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a equacao de difusdo usual. Pela semelhanca apresentalasdtias equacodes, toma-
mos a liberdade de usar as denominacgdes equacgéo de Foakek-Blequacédo de difusao
indistintamente. A resolugcéo da equacao de Fokker-PlagoKisa, pois, resolver a equa-
céo de Langevin permitindo encontrar a média de variavetsgradpicas, lembrando que
essa equacado ndo apenas descreve propriedades estasjonds também a dindmica de
sistemas dependentes do tempo.

1.5 Solucdes da equacéao de Fokker-Planck

A difusdo usual com aplicacdo de um campo externo é freqguemte modelada
em termos da equacéo de Fokker-Planck [38—40]. Muitos enaés fisicos de transporte
acontecem sob a aplicacao de um campo externo, por exemmpddnducao eletrostatica
exercendo uma forca na carga carregada, um potencial periqde € encontrado em
certos problemas de estado solido ou em modelos de motolesutaves, etc. Como
ilustracdo, apresentaremos a equacao de Fokker-Planciesam de fonte e sem forca
externa (difusédo usual), com fonte proporcional a densi@acbm forca linear.

No estudo que segue consideramos somente o0 caso unidimednsaoa simplificar
os célculos e a notagdo, sendo assim, ndo havendo perdaeatalgizmle. Seja(z,t) a
densidade de uma certa substancia num meio continuo forguiltbeio. Para encontrar-
mos a solucéo da Eq. (1.55), aplicamos a transformada deesEambtendo

Oplk,t) _ —DIp(k, 1), (1.76)
ot
onde a solucdo dessa equacéo é
p(k,t) = p(k, 0)e” P, (1.77)

sendop(k, 0) a transformada de Fourier da condic&o inicial. $&ja0) = f(z). Entéo,

400 +oo ]
p(k,0) = / p(x,0)e*dy = f(x)e*dx. (1.78)

Substituindo a Eqg. (1.78) na Eq. (1.77), obtemos

+oo )
p(k,t) = flz)e* e Py, (1.79)

—00
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onde a inversa da transformada de Fourier da Eq. (1.79) énbada

+o00
plant) = [ dwGle - t)pla’0) (1.80)
1 7\2
o o —(z—a")*/4D
Gz —a't) = 7(47&)75)1/26 ‘. (1.81)

AfungéogG(x — ', t) € afuncdo de Green (A.5) da equagéo de difusdo (1.55), quetem
comportamento gaussiano para diferentes valores do @weéale difus&o.

0,06

0,05

0,04

0,03

g(x.t)

0,02

0,01

0,00 4+
-30

Figura 1.4: Comportamento d€(x,t) versusz, que ilustra a Eqg. (1.81) considerando,
por simplicidade¢ = 30.

Vamos considerar uma condic&o inicial do tipo fonte ponfifal) = pyd(z — 2/),
estando toda a substéncia concentrada emc’ no instante inicial. Entagy(z, t) assume
a forma

. Lo —(z—a")? /4Dt

Para uma condig&o inicial do tipo gaussiafia;) = /Zppe ") a densidade & re-
presentada por

p/O —(x—2'")? /AD(t+t0)
plr,t) = 0 1.83
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ondet, = 1/4D«. Com estas solu¢des podemos calcular o segundo momentpacpe
nds desempenha um papel importante, e conhecendo o segannio obter a variancia
e consequentemente saber como as distribuicoes se alafjam [

Consideramos agora a equacao de Fokker-Planck com um terfootds, um sor-
vedouro, admitindo que esse termo seja proporcional adbmtesi Dessa forma, teremos
0 = —a(t)p(z,t), conduzindo a

op(x,t) Op(a,t)  Alf(x)p(a,t)]

o P o or —a(t)p(x, ). (1.84)

Se ignorarmos os termos difusivo e de arraste, a Eq. (1.8% g&r reescrita como

9 _

% —a(t)p, (1.85)

cuja solucdo & = pyexp[— fota(t’)dt’]. Esse resultado sugere que a solucdo seja da
forma
pla,t) = e oo oz 1) (1.86)

que, substituida na Eqg. (1.84), nos leva a

Op(x,t) _Op(z,t)  O[f(z)p(z,1)]
ot =D Ox? o ' (1.87)

Assim, o tratamento da Eq. (1.84) fica reduzido a resolv@ta s termo de fonte (ou
sorvedouro). Parg@ = 0, a solucao esta exposta na Eq. (1.80). Portanto, se resalser
a Eq. (1.80) parg, com a condig&o iniciah(x,0) = ped(x) e f = 0 (veja Fig. (1.5)),
obteremos a solucéo

P — [Pa(t)dt' —z
p(xut)zme Jo (#)dt’ 2/4Dt. (188)
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0,9

| — 0 =1, a(t)= acos(t)
084y e =1, a(t)= aexp(-t})
1T\ ® =1, a(t)= ot

Figura 1.5: Comportamento de(z,t) versust, que ilustra a Eq. (1.88) considerando,
por simplicidadep, = 1, z = 0 para«a(t) = cos(t), pp = 1, = 0, « = 1 para
alt)=ae " epy=1,2=2,«a=1paran(t) = at.

Agora, como um ultimo exemplo, vamos considerar a equacdeoklker-Planck
com um termo de arraste linear, que € um exemplo conhecido pomesso de Ornstein-
Uhlenbeck [30]. Aqui, as particulas estéo sujeitas a umne@eharmonico, implicando
um termo de arraste linear, isto= —vx. A equacado de Fokker-Planck unidimensional
correspondente &

op(z,t) 0 p(z,1)
e 7%[350(% )] + DW' (1.89)
Suponha que nossa condicao inicial esta concentrada emntm pa seja,

onde usamog, = 1 ex # 0, frisando que as diversas posi¢coes ndo sao equivalentes.

A solucao da Eq. (1.89) pode ser obtida aplicando o métod@pl@racédo de va-
riaveis e, depois de alguns célculos, ser representada pelmdmios de Hermite, ou,
€ encontrada facilmente utilizando a técnica de transfdantke Fourier com respeito a
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x [23]. A EqQ. (1.89) ja transformada é dada por

815<k7t) _ aﬁ<k7t) 2~

onde temos apenas derivadas de primeira ordem. A condiicial jA transformada é
p(k,0) = e (1.92)

Para resolver a Eq. (1.91), vamos introduzir a funcao

p(k,t) = exp [Z an<t>k"] , (1.93)
n=1
que, substituida em (1.91), conduz a
= da,, 9
>k — +nan | + Dk =0. (1.94)
n=1
Paran = 1, temos a equacao
da
d—tl +ya; =0 (1.95)
com solucéao
ay(t) = a;(0)e . (1.96)

Paran = 2, a equacéo correspondente é dada por

d
% 4294y +D =0, (1.97)

e apresenta a seguinte solucéo

as(t) = —%(1 — e ) 4 ay(0)e . (1.98)

As equac0es diferenciais para> 3 tém a forma

day,
% +yna, =0 (1.99)
com solugdes

an(t) = a,(0)e ™" (1.100)
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Comparando (1.92) com (1.93), verificamos gqu@) = iz, e a,(0) = 0 para valores de

n > 2. Assim,
ok, t) = en Oh+ax )k (1.101)

e, efetuando a transformada inversa da equacao acima,temon

v (x — wge™)?

t) = VA L 1.102
pla.t) \/2@(1 —e2t) P | TTop(1 — e2t) (1.102)

Observe na solucao acima, para oo, obtemos uma solucéo estacionaria. Tal fato pode
ser verificado também ao analisarmos a variancia que emesga distribuicéo, pois ela
nos da como a distribuicéo se alarga.



Capitulo

Calculo fracionario

Nesse capitulo vamos apresentar, inicialmente, um hgstdlo calculo fracionario
e, depois, em detalhes os fundamentos teéricos e matemdtictormalismo que des-
creve o transporte anémalo, como diferenciais fracioed@imtegrais fracionarias. Estas
ferramentas podem ser aplicadas a uma ampla variedadeteifasscomplexos, sendo
indispensavel na andlise teorica de processos difusiimaaons, aos quais esse trabalho
é dedicado.

2.1 A origem do célculo fracionario

Historicamente, o conceito de integracao e diferenciaeawdem arbitraria, conhe-
cido na linguagem moderna coroalculo fracionariqg € tdo antiga quanto o céalculo usual,
com derivadas de ordem inteira. Isaac Newttii? — 1727) e Gottfried Wihelm Leib-
niz (1646 — 1716), independentemente, desenvolveram as nog¢des de céifarendial e
integral no século XVII e, desde entdo, vém sendo utilizaa®mais diversas areas das
Ciéncias. A notacdo moderna de derivada de ordem intei@iforiramente introduzida
da idéia de um método simbdlide"y = % para representaraésima derivada da fun-
céoy, onden € um inteiro positivo [42]. EN30 de setembro d&695, L'Hbpital escreveu
uma carta a Leibniz questionando a possibilidade der uma fracao, isto €, qual seria
o significado deD"y = ZZ—E{ sen fosse igual a /2. Leibniz num tom profético afirmou
que: D'/?z seria igual arv/dx : z. “Este é um aparente paradoxo no qual, um dia, tera
aplicacdes uteis”. Desde entdo, o calculo fracionario teeaido a atengcdo de matematicos
famosos como Euled {38), Laplace {820), Fourier (1822) e Lacroix (1819). Esse ultimo
foi o primeiro a mencionar em menos de duas paginas sobrévadizde ordem arbitraria

37
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em um livro de 700 paginas. Lacroix desenvolveu uma formataip-ésima derivada de
y = 2™, ondem é um inteiro positivo
dy — m!

= men >n. 2.1
dxm (m—n)!x e (2.1)

Usando a fungcdo Gama [43] para generalizar o fatorial, ékvela formula para derivada

fracionaria
dy  T(m+1)

den T'(m—n+1)

gmn (2.2)

ondem en sao numeros arbitrarios. No campo do calculo fracionad@ntanto, o opera-
dor D™ tem sido generalizado para todos os valores:q@sitivo ou negativo, racional ou
irracional, real ou complexo. Para um caso particular dagéijnacima tomanda = 1 e

n = 1/2, segue o resultado
d'?y 2y
de'’? /1

E interessante notar que o resultado obtido por Lacroixpmodlismo classico do periodo,

(2.3)

esta de acordo com o método mais aceito nos dias atuais, gnepasto por Riemann-
Liouville que possibilita varias aplicacdes que seracagishais adiante.

Joseph B. J. Fourier (1822), ja citado, foi o proximo a cbuiripara o estudo das
derivadas de ordem fracionaria. Em seu estudo, obteve ymnesentacao integral [44]

paraf(x)
+oo +oo
f(x) L fla) da/ cosp(z — «) dp (2.4)

27 —00 00

a qual derivou um operador fracionario pararbitrario dado por

n o0 +o00
dd? = % » f(a) da /OO p"cosp(x — ) + %T] dp (2.5)
onden seria qualquer quantidade, positiva ou negativa.

Todos estes grandes matematicos da época mencionaranasatesvadas de or-
dem fracionarias, mas o primeiro a fazer uso delas foi Abg23), na solucédo de uma
equacéo integral que aparece na formulacdo do problemaierana [45]. A solugéo
de Abel foi descrita na época como “elegante” pelos mateos8, talvez, possa ter sido
0 que atraiu a atencédo de Liouville que resolveu fazer umaegtudo do calculo fracio-
nario.

Liouville iniciou em 1832 com seu resultado bem conhecid@ pkerivadas de or-
dem inteiraD"e™ = a"e® ondeD = d/dx, n € IN, e estendeu de uma forma natural
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para a derivada de ordem arbitraria
D¥e* = a”e"". (2.6)

Diante da Eqg. (2.6), Liouville assumiu que a derivada dermordebitraria de uma fungao
f(x) =37, c.e™*, comRe a, > 0, poderia ser escrita na forma

D" f(x) = i cpab e, (2.7)

n=0

A Eq. (2.7) é conhecida como a primeira formula de Liouviega derivada fracionaria
de uma funcaqg'(z). Embora a equacgéo acima generalize a derivada de ordemaggbit
v ela é restrita a fungdes do tipo descrita pgla) definida acima. Devido a isso, Liou-
ville formulou uma segunda definicdo que leva em conta unegiat relacionada com as
funcbes Gama

—+o00
I= / u e ™du, a>0, z>0. (2.8)
0

Efetuando uma mudanca de variaveis= ¢, a equacao precedente fica da forma
“+00
I = x“/ t* tetdt = 27T (a) (2.9)
0

onde aplicando o operador de LiouvillZ em ambos os lados, obtemos

—1) +0o0
Dl/x—a _ ( ) / ua-{—u—le—zudu
I'(a) Jo

- (—1)”;(53 : V)iv_“_”, a>0. (2.10)

Essa segunda definigdo € atil s6 para fungbes doatipocoma > 0. Assim as duas
definicbes de Liouville sdo restritas a certas classes d@és

G. F. Bernhard Riemann também contribuiu para o calculadnéeio sugerindo
uma generalizacdo da série de Taylor e obter uma féormulagpargegracao de ordem
fracionaria,

D' f(z) = ﬁ /m(g; — 1) f(t)dt + V() (2.11)

ondeW¥(x) € uma funcdo complementar que foi introduzida para reduainbiguidade
do limite inferior da integral dando uma definicdo mais farperac. Essa existéncia de
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uma funcdo complementar gerou consideravel confusdo easatiornando ineficiente e
demasiadamente complexa. Atualmente, a assim chamadigé@efie Riemann-Liouville
para a integracdo fracionaria é exatamente a dada pela Bd) (frém sem a funcao
complementar.

2.2 A definicdo de Riemann-Liouville

Historicamente, o primeiro trabalho ligado a definicdo daveda fracionaria de
Riemann-Liouville foi o del869 publicado por Sonin [46]. O ponto de partida de seu
trabalho foi a férmula integral de Cauchy

n n! f(¢
D"f(z) = 5 / #dg (2.12)
Para generalizar a Eq. (2.12), Sonin tomou a derivada friaci def(z). Devemos ob-
servar que para tomar a derivada fracionaria da Eq. (2.12¢ séimplesmente trocarpor
v, porque o integrando da Eq. (2.12) deixa de possuir um p&éssgoa possuir um ponto
de ramificacdo em = (, assim temos que mudar o contoriopara algum contorno
modificado do tipo Bromwich [47]. Esse procedimento é bdstataborado e, portanto,
nao serao apresentados aqui. Podemos introduzir a idéexaegtegrais que é analoga a
de gerar fungfes. Quando geramos fungdes, geramos uma sequéncia de coeficientes
Pn, dependendo da ordem da expanséo em uma série de pdiéngia” e, uma integral
gerada é uma sequéncia de integrais que também dependededada expansao.
Considere uma integral dupla de uma fun¢ée). Mudando a ordem de intregragéo
e trocando os limites de integracdo, podemos reduzir a utegracao simples

/090 dxy /0“ f(r)dr = /Ox f(r)dr /j dry = /Ox(x — 1) f(T)dT. (2.13)

Da mesma forma, pode ser feito para uma integral tripla

fam [an [ s = [an | [P osor

= /0”” f(r)dr /Tm(xz —T7)dry = /Ox (z _27')2f<7_)d7_. (2.14)
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Fazendo esse mesmo procedimento pardegrais temos

jo Sy /0 " e /0 " e /0 xif(T)dT: /0 % f(r)dr (2.15)

n vezes

onde substituinddn — 1)! por I'(n), podemos definir a integral fracionaria de ordem
arbitrariav como

1
L)

DV f(z) = /m(x — 1) f(r)dr  Re(v) >0 (2.16)

isto €, a integral fracionaria de Riemann-Liouville de onde. Da definicdo acima, a
hipotese de qu¢ é continua por partes effi, co) é tomada com o intuito de que essas
funcdes tenham comportamento simildna e t¥, com—1 < v < 0 em uma vizinhanca
da origem que também tenham sua integral fracionaria defidifl]. Nesse trabalho,
vamos usar a notagédld f (=), introduzida por Gorenflo e Mainardi [49], para representar
a integral fracionéria Eq. (2.16), isto €,

D7V =T f(x), (2.17)

xT

parav arbitrario. No caso em que> 0, temos a versdo de Riemann para a integral de
ordem fracionaria, para = 0, temos a versao de Riemann-Liouville e para —oo,
temos a versao de Liouville.

e Funcdes da classe de Riemann

Uma condicao suficiente para que uma fun¢&eja da classe de Riemann é que

1
f (E) =0, €e>0. (2.18)
Exemplos de func¢des desta classe sdo, constantes e furnciies d
x?, a>—1. (2.19)

e Funcdes da classe de Liouville

Por outro lado, se = —o0, a EqQ. (2.16) pode ser escrita como

T () = ﬁ /_ S =) (Pdr Re(w) > 0. (2.20)
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Uma condicao suficiente para que uma fun¢&eja da classe de Liouville € que
f(=x) =0z, €>0, 1z — o0, (2.21)
onde funcdes da classe de Liouville sédo representadas por
x a>v>0. (2.22)

Funcdes da classe de Liouville ndo incluem constantes-el sea < 0, dependendo dos
valores dev, as duas classes podem se sobrepor. Como ficou claro, exstaenuma
definicdo de integracao fracionaria e, por conveniéncia,

I f () = ﬁ /j(x U (r)dr, x e (2.23)

é aversio de Riemann
I (@) = F(ly) /_ ;(:1: — (), (2.24)

a versdo de Liouville e,
Lf@) = s [ =) (e (2.25)

€ a versao de Riemann-Liouville. Além dessas trés vers@msy definicdo de integral
fracionaria que vem se tornando mais comum é dada por WayE s

IV f() = ﬁ / o f(dr. Re(w) > 0. (2.26)

2.3 Definicao da integral fracionaria

A formulacdo comum para a integral fracionaria pode sedalatiretamente a partir
de uma expressao tradicional da integragéo repetida dewmad [48], onde a idéia de
derivada fracionaria ou integral fracionaria pode ser w@sde diferentes formas [42].
Aqui, vamos apresentar a definicdo formal, seguindo a notagilerna introduzida por
Gorenflo e Mainardi [49].

SejaX um numero estritamente positiv, uma funcdo continua por partes em
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[0, X]. Entdo ser > 1 existe uma integral de Riemann para ted®e [0, X] na forma:

/0 (t — € F(e)de. (2.27)

Para que a integral acima convirja, existem condi¢cdes nmeisy como por exemplo,
para quef seja continua en, X| e que tenha comportamento similat’apara—1 <

A < 0 em torno da origem, sé < Re(v) < 1, aintegral acima existe como uma integral
impropria de Riemann, embora para nossos estudos a corgliegoseja continua por
partes é suficiente.

Definicdo 1. SejaRe(r) > 0 e f uma fung&o continua por partes ¢Mmoo) integravel
em qualquer subintervalo d@ oo), entdo para > 0

1 t

WD) = o (6) = i [ (¢ =€ s (2.28)
I'(v) Jo

ondeJ” = (J” denota a integral fracionaria de Riemann-Liouville, queadguns

casos podemos recorrer a notagao clasdicd f(¢) para aintegral dé¢(t) de ordem

V.

Da definicdo acima, ja haviamos observado que a Eq. (2.28)aéintegral impropria
quando0 < Re(r) < 1. A reinvidicagdo de qug seja continua por partes €, co) é
tomada com o intuito de que fun¢des que tenham comportareinilar aln ¢ e t#, com
—1 < u < 0 em torno da origem, também tenham sua integral fracionéfinida. Dessa
forma, definimo<C a classe de fun¢des que satisfazem a defiricao

Por exemplo, a integral de ordem n&o inteirde f(x) = z* comu > —1, pela
definicdo precedente, temos que

1 €T
Jah = /(:p—t)”_lt“dt
I'(v) Jo

B I o2

Note que o lado direito da equacgéo acima é essencialmente@cfBeta (A.3.2) e como
i + Re(v) pode ser negativo [44], observamos através deste exempl@adde termos
t > 0 em nossa definicdo da integral fracionaria. Introduzindoualanca de variavel
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u = t/x, podemos reescrever a EQ.20) na forma

L a— 1 1 —w)" Y au)du
e r(v)/o(l St
P 4 v—1
= F(V)/O u(1 —w)" du
ot T+l 4

Como caso particular, fazengdo= 0 na equagéo acima, temos a derivada fracionaria de
uma constante

7Y

v 0 __ v
R T

K v
— v>0 2.31
Fv+1) ' ( )
ondeK = 2°. Para evitar complicacées matematicas nédo relacionadagcado fraciona-
rio, assumimos como sendo real, por outro ladepode ser imaginario e uma discussao
a respeito pode ser encontrada em [50].

2.4 Exemplos de integrais fracionarias

Vamos agora encontrar a integral fracionaria de algumagbksielementares tais
comoe®, sin(at) e cos(at), ondea € uma constante e as fungdes fazem parte da classe
C, ou seja, a classe de fungdes que satisfazem a defihicBoleitor as vezes pode se
perguntar porque ndo damos exemplos de funcdes mais elalsara invés de funcdes
elementares, e a resposta é simples, mesmo o calculo desistégcionarias sendo de
funcdes simples costuma passar por complicacdes, por &xefupcdes transcedentais
conhecidas como fungdo Gama incompleta (A.3.3).

Sejaf(t) = e™ pertencente a clas§g coma € R, temos

Jueat —

F(y)/o(t—ﬁ)”le“5d£ v > 0. (2.32)

Introduzindo a mudanca de variavwet= t — £ podemos escrever

at

[(v)

Jueat —

t
/ e dr v > 0. (2.33)
0
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Com a mudanca de variavek az, a equacao acima se torna

eat t
JVe® = / v=le=¢q 2.34

onde a equacéao precedente ndo é uma funcao elementar, pmtémags fazer uma asso-
ciacao entre ela e a fungdo Gama incompleta, denotadd odefinida por

Y t) = /O et

k v+k 0 T tV—l—k
— 7]{‘() =ty (”)k = v>0. (235)
=0 "\ + k) k=0 (v+k+1)

Considerando (A.3.3), juntamente com as equacles a@gr@mcontramos a relacéao

Je® = t”i (at)" S 1Fi(1,v + 1; at)
~T(v+k+1) TDv+1) ’ ’

Ei(v,a) = t'e"~*(v,at). (2.36)

Como o lado direito da equacao anterior € a integral fraciart®e uma exponencial, to-
mandoa = 1 na expressao para a funcéo de Mittag-Leffler (A.28), poduer

Eyp(z) = ey (p, 2) (2.37)

com o primeiro parametro igual a unidade.
Uma aplicacéo direta da definicdas funcdes seno e cosseno nos conduz, respec-
tivamente, as funcdes (v, a) e Cy(v, a), da seguinte maneira

Si(v,a) = J'sinat = F(ly) /ti”lsin[a(t—f)]d& v >0
0

1
['(v)

Ci(v,a) = JVcosat = /t £ cosla(t — &)]dE, v>0. (2.38)
0

Se ao invés de seguir a integral fracionaria das funceseseasseno da definigéo origi-
nal, procedermos através de resultados derivados da ferpaaencial usando o fato que
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e = cos at + i sin at, podemos escrever a seguinte relacao:

Jve't = J¥[cos at] + iJ”[sin at] (2.39)

B eV (G < ) 010 S

kparF(—u—Fk—F 1) il I'(—v)+k+1
Em resumo, temos que:
Je™ = Ei(v,a), (2.41)
JVsinat = Si(v,a), (2.42)
JVcosat = C(v,a). (2.43)

Como podemos ver, a realizagédo destes calculos € um pobathivao devido ao nucleo
(t — &)=t Porém, esse nlcleo permite desenvolver técnicas pareda#hediato de
integrais fracionarias para uma ampla classe de fun¢desasHE6&cnicas serdo vistas a
seguir com a utilizacéo da definicdo

Sejaf uma fung@o complexa® f(t) a integral fracionaria de ordemda fungaof
comRe(v) > 0 é possivel mostrar que [24]

Jtf()] = tI"f(t) — vI"THf(1). (2.44)

Pela definicad, temos que

o) = s | (- A (O)lde. (2.45)

Se substituirmos o termo entre colchetes no integrandasgeamt — (t—£)] f (&) = £ (),
podemos escrever

PO = po [ -0 - - ol
t v

= 1 | - 0@ - 1t [0 e @ae

e, sabendo que
1 v
T(v) Tw+1) (2.47)




CAPITULO 2. CALCULO FRACIONARIO 47/118

resulta em
J[tf()] = tI"f(t) — vI"TLHf(2). (2.48)

Similarmente, para as Egs. (2.41), (2.42) e (2.43) temos que

J[te™] = tE(v,a) —vE/(v+1,a), v>0 (2.49)
J[tcosat] = tCi(v,a) —vC(v+1,a), v>0 (2.50)
JY[tsinat] = tSi(v,a) —vSi(v+1,a), v >0. (2.51)

A Eq. (2.44) ainda pode ser generalizada fazendlevado a uma poténcia de um
namerop qualquer, levando-nos a

s = w5 [ -0 2:52)
Fazendo uma mudanca de variavel similar a anterior, isto é,
E=[t—(t—9Fr=> (1) < Z ) (= &) (2.53)
k=0

com

—Zz B F(l—z) B nf(z+n)_ . s4n—1
< n >_n!F(1—z—n) =D nil(2) =(=1) < . ) (2.54)

e, combinando as Eq (2.52) e (2.53), temos que

P = g Z<—1>k<p>tpk [ e—ernea

V) iz k
_ F(ly) i(—nk < Z ) (v + k)P k374 f(t). (2.55)

Com algumas técnicas é possivel encontrar integrais fragas de funcdes ainda
mais complicadas, como, para> 0 e u > —1 [45], ou ainda, quando o limite de integra-
cao inferior é diferente de zero.
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2.5 Transformada de Laplace da integral fracionaria

A transformada de Laplace € uma ferramenta indispensavabssos estudos, em
especial nas equacdes diferenciais de ordem fracion&ra.dcalculo de transformadas
de Laplace das integrais fracionarias, temos que ter conbato das transformadas das
funcdes elementares e do produto de convolucéo delas [48].

Sejaf(t) uma funcdo definida no intervalb< ¢ < co. A transformada de Laplace
de f(t) é denotada paF'(s) e definida por

P(s) = Clf(0)] = [ e st (2.56)
0

na quals, chamado parametro da transformada, é talRp(e) > 0. Sef(¢) € uma fungéo

complexa continua por partes e de ordem exponencettistem duas constantes positivas

M ey tais que para todoe [0, co) vale a relagéo

F(t)] < Me. (2.57)

Quandof(t) é da class€ e de ordem exponencial entdo a integral de Laplace

/ b f(t)e *tdt (2.58)
0

existe para tode comRe(s) > a.

Em um grande numero de problemas praticos, a fug@o é uma fungéo racional
de s, que para alguns casos, a inversao de Laplace é facilitdoléape de que a transfor-
mada de Laplace representa uma transformacéo linear. Adsfimimos a transformada
inversa de Laplace como

1 [ytioco st
L T F(s)estds set >0
ft)=L7HF(s)} = e #) (2.59)
0 set <0,

onde a integracédo deve ser efetuada ao longo de uma retay no plano complexo,
coms =z +iyex,y € R, desde que seja escolhido de tal maneira que deixe todas
as singularidades d&'(s) do lado esquerdo no plang,. No entanto, nem sempre a
transformada de Laplace ou sua inversa existe, mAgsdiver uma transformada inversa
de Laplace continua, esta transformada inversa é unica [51]

As fungdes*” (> —1), e™, t*~1e(u > 0), cos at esin at sdo todas da clas€ee
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de ordem exponencial, sendo assim, alguns célculos elarasmhostram que

I(p+1)

Lpy = —L—= w> -l (2.60)
Ll — Sia (2.61)
L{p—let) = (SF_(“CB)M, >0 (2.62)
L{cosat} = ﬁsaa (2.63)
L{sinat} = ﬁ“(ﬁ (2.64)

Em geral, a transformada de Laplace do produto de duas famg@®eé o produto
das transformadas, sendo assim, introduzimos o concepoodeito de convolucéo, isto
€, a transformada do produto é o produto das transformadas.

Sejamf(t) e g(t) duas fungbes de ordem exponencia@ 5 e com transformadas de
LaplaceF'(s) e G(s), respectivamente, no interval@ oo). A convolugdo def(t) e g(t),
denotada poff * g)(t), € definida por

:/Otf(t—T dT_/f gt —)d (2.65)

A transformada de Laplace da equacdo acima pode ser esurita c

L[(f *g)®)] / “dt/ F(r)glt —71) (2.66)
Introduzindo a mudanca de variavél= ¢t — 7 podemos escrever

L(f * g)( / dr / =+ £ (1) g(7)dr. (2.67)

Definindo-sey(t) = 0 parat < 0, o limite superior em vez depode ser tomado como
oo [44], logo

LI(f*g)t)] = /Ooog(T')e_ST/dT' /000 f(r)e™*Tdr = F(s)G(s), (2.68)
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isto €, a transformada de Laplace do produto de convolucfwadato das transformadas.

A definicdol de integral fracionaria pode ser interpretada como sendanafor-
mada de Laplace do produto de convolucao de duas funcdedo &0 em mente, pode-
MOSs escrever

C )} = ﬁﬁ{t”‘l}ﬁ{f(t)} (2.69)
= s VF(s) v >0, (2.70)

que parar = 0 a equagdo acima ndo esta determinada, contudo temos que

: ¢! .1
lim L ——¢ =1lim— =1. (2.71)

v—0 F(y) v—0 v

Como exemplo de transformadas de Laplace em fun¢des da Clagsmos

L{Jvt} = %, v>0, pu>-1 (2.72)
L{JVe™} = Wl—a)’ v>0 (2.73)
L{Jtr ey = % v>0, >0 (2.74)
L{J cosat} = m, v >0 (2.75)
L{Jsinat) = ﬁ v > 0. (2.76)

Diante da transformada de Laplace de integrais fracioh&ido produto de con-
volugdo, vamos agora encontrar a transformada de Laplacgetgais fracionarias de
derivadas e de derivadas de integrais fracionarias. Sapgamtio que e sua derivad® f
pertencem a clasge de ordem exponencial. Entéo, pela Eq. (2.69),

L{VIDF@O]} = s7"L{Df(1)} (2.77)

= s "[sF(s)— f(0)], v>0. (2.78)
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Assim, encontramos a transformada de Laplace da integ@bfraria da derivada que é
obviamente também valida se= 0.

No caso da transformada de Laplace da derivada da integcabifidria, aplicamos
a derivada na Eq. (2.69)

L sOl = il + 0L {5} .79
— SsF(s) = (0] + 57 F(0) (2.80)
= s7VF(s), v > 0. (2.81)

Sabemos que se= 0,

L{Df (1)} = sF(s) = f(0). (2.82)

Note que para esse caso, se substituirmos diretamenté na Eq. (2.79), aparece uma

descontinuidade no termo o

zlg% ['(v)
de onde, comparando a equacao acima com a Eq. (2.71), ficagclaros operadores de
transformada de Laplace e limite ndo comutam.

=0, (2.83)

2.6 A derivada fracionaria

Ha varias formas de se introduzir a derivada de ordem namantemo uma ge-
neralizagdo para a derivada de ordem inteira, dentre el@snpas citar a definicdo de
Riemann-Liouville, que é a mais conhecida e a de Caputo guesaa de mais restritiva,
nos parece mais adequada para o estudo de problemas f&2§osSejaD = d/dz o
operador diferencial @ um numero natural. A derivada de ordende uma funcag
é denotada pob” f(x) e € bem conhecida. Nessa sec¢éo, apresentamos as definicdes de
Riemann-Liouville e Caputo para o operador fraciondrid,
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2.6.1 Derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville

A definicdo da derivada de ordem fracionaria, segundo Riarh#uville, esta ba-
seada essencialmente no fato de a derivada ser a operagésaida integracao, e estabe-
lece que a derivada de ordem fracionaria é a derivada de ontieina de uma determinada
integral de ordem fracionaria.

Sejaf(z) uma fungéo da clas€®. SejamRe(/5) > 0, n 0 menor inteiro maior que
Re(p) ev =n — (3, temos

oDif(x) = D"[J"f(x)]

1 dn T o
r(y)%/o (z =)™ f(B)dt, (2.84)

ondeJ” f(x) é a integral fracionaria de Riemann-LiouvilleXé f(x) é a derivada fracio-
naria de Riemann-Liouville.

Para ilustrar a definicdo apresentada, vamos calcularaadarde ordens da fun-
caof(x) = z*, p > —1. Usando a defini¢cdo

1 d [
oD = F(u)d%/o (z — )"~ thdt. (2.85)

Substituinda/x por u, a integral pode ser escrita na forma padréo da funcdo Beta:

1 !
DByt = ptv (1 — ) MYy
05a® ['(v) dzn " /0 w1 u) !
I'(p+1) d"

I'(p—B+n+1)dzm

okt (2.86)

Agora, utilizamos a formula classica [53]

drat ~ D(p+1)
=ulp—1) .. (p—n+1)zrhm=——L 2 gnm 2.87
T =il =1t e Tu—nt)” (2.87)
que resulta em
r 1
oD = %x“ﬁ, x> 0. (2.88)

Para uma outra ilustragdo, vamos supor ¢jue) = ¢** coma sendo um ndamero
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qualquer, entdo a derivada fracionaria de orgeén

ODgeam _ Dn[Jueam]
= D"E.(v,a)
= FE,(v—n,a)=E.(-p,a) (2.89)

desde que =n — 3 > 0.
De maneira analoga, calculamos a derivada fracionariawtgdés seno e cosseno
de ordems, fornecendo
oDlsinar = S,(—p,a) (2.90)
oD cosar = C.(—5,a). (2.91)

2.6.2 Derivada fracionaria segundo Caputo

A derivada fracionaria segundo Caputo foi introduzida getjdo bastante similar a
definicdo de Riemann-Liouville, porém a ordem das operagdmeertida, isto €, inverte a
ordem de integracdo fracionaria com a ordem de derivacaa. das principais vantagens
para o0 uso da representacdo de Caputo esté ligada a soluggoa®es diferenciais de
ordem fracionaria. A solucédo de uma equacéo diferenciaypasnstantes de integracao
gue devem ser determinadas a partir de condicdes iniciaismdicbes de contorno para
gue a solucao seja escrita na sua forma mais geral. Apesat@la €racionaria, equacées
diferenciais, cuja representacao de derivadas é feitatia gamabordagem de Caputo, po-
dem lancar méo de condicdes iniciais ou condicdes de cantpua utilizam derivadas de
ordem inteira. A vantagem do uso de derivadas de ordemargaia representar as condi-
cOes esta associada a interpretacéo fisica que as mesneas poskuir. Por exemplo, se
a condicao é o proprio valor da funcéo (derivada de ordemn) g0 pode corresponder a
temperatura de um fluido em mudanca de fase. Condi¢cdes denméaxinimo ou super-
ficies isoladas podem ser expressas por derivadas de m@iondem iguais a zero [55,56].

SejaRe(8) > 0, n 0 menor inteiro maior qu®e(s) erv = n — 5. A derivada
fracionaria de orden de f, segundo Caputo [49],B° f(z) = .J%[D"f(z)], isto é

1 t ™)
) Ik Coprdr, n—1< B<n
DIf(t) = (2.92)

jt_T; (t)v an-
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Ressaltamos que a derivada fracionaria de Caputo satssfaguoisitos de ser zero, quando
aplicada a uma constante, e, em geral, para qualquer fusgfoténcia de grau inteiro
nao negativo menor que De maneira analoga ao que fizemos para a derivada segundo
Riemann-Liouville, a derivada de ordesnda funcaof (z) = z*, paray > —leu # 0

fica dada por

r 1
Dk — qu—n (2.93)
F'(p—n+1)
onde utilizando a Eq. (2.30)
(g — 1
JVah™m = (p=n+1) ah T, (2.94)

F'p—n+v+1)

A partir das equagdes acima, a derivada fracionaria segDagoto pode ser escrita como

r 1
Dfl"u — Ju[an,u] —Jv (:u + ) u—n
I'(p—n+1)
= M) e (2.95)

IF'p—n+v+1)

Tendo em vista que, = n — 3, podemos reescrever a Eq. (2.95) como

DP ot = F(/‘L + 1) xh=P

T A ) (299

de modo que recuperamos o resultado encontrado na Eq..(2.88)

2.7 Transformada de Laplace da derivada fracionaria

Vamos considerar a transformada de Laplace nas duas fadeglaRiemann-Liouville
e Caputo. A transformada de Laplace para a derivada fratégodé& Riemann-Liouville
requer o conhecimento de condi¢des iniciais da integreidnérial %) e suas derivadas
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inteiras de ordemt = 1,2,...,n — 1, entdo [49]

L{D7f()} = L{D"[D"" P f(B)]}

n—1

= LD f()} = s IDHD ) f(1)]
k=0 =0
n—1
= S"sTOF(s)] = ) s IDE A f(0)
k=0
n—1
= $PF(s) = > DRI PF(0h)sn (2.97)
k=0

ondes é a variavel transformada. De maneira analoga,
n—1
£ {SBF(S) -3 DkJ"—ﬁf(oﬂs”—l—k} =DAf(1), (2.98)
k=0
ondeF(s) = L{f(t)} en — 1 < § < n. Casos especiais da Eq. (2.97) correspondem a

n=1en=2. Sao0 eles,

L{DPft)} = $PF(s)—DUAf0), 0<p<U, (2.99)

L{DPf)} = $°F(s)—sD"CAf0) =D D f0), 1< p<2(2.100)

J& a derivada fracionaria de Caputo parece ser mais adequetalo utilizamos a
técnica de transformada de Laplace para a resolucao dedegudiferenciais fracionarias,
pois requer o conhecimento de condi¢des iniciais da funcsimas derivadas de ordem
inteirak = 1,2,...n — 1, que tém interpretacdes fisicas. Dessa forma,

PDLf(0) = I3 D" f () = DU (1) = f(6) = Y FP0) (2.101)
k=0 ’
De acordo com a Eg. (2.69), temos que
L{IPft)} =sPF(s) = LYsPE(s)} =J°f(t), B>0, (2.102)

na qualF'(s) é a transformada de Laplace fig). Aplicando a transformada de Laplace
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na Eq. (2.101) e utilizando a equagé&o anterior, podemos\ascr
L{IPDIf ()} = s PL{DIf (1)} (2.103)

Aplicando a transformada de Laplace no ultimo termo da EGO@), obtemos

—_

L{IPDPf(t)} = F(s) — S F®(0)s+ 1, (2.104)
0

i

ondel{t*/k!} = s~*~1. Com os resultados apresentados acima, podemos obteres-expr
sao para a transformada de Laplace da derivada de Caputopdad

—_

LDIf(t)} =s"F(s) = fP(0)s" 1, (2.105)
0

3

i

e sua inversa fica representada como

£t {sﬁF(s) — ni: f<k>(0)sﬁ“} = DAf(1). (2.106)
k=0

A definicdo da derivada fracionaria no sentido de Riemamunlille, embora seja a
definicdo mais usada e conhecida, a derivada de uma conséanéenula e, dessa forma,
nao pode ser intrepretada como uma taxa de variacdo. Na@naaserivada fracionaria
de Caputo de uma constante € zero e a transformada de Laplpeede de condicdes
gue sdao fisicamente interpretaveis, o que justifica a suaagéo para resolver equacdes
diferenciais parciais fracionarias [48].



Capitulo 3

Equacao de difusao fracionaria linear
unidimensional

Nesse capitulo, vamos abordar algumas equacfes de difusd@ngolvem deriva-
das fracionarias na variavel temporal ou na variavel eahasualmente empregadas na
descricao de processos difusivos andémalos. Como veremapficacao de derivadas fra-
cionarias na variavel temporal nos leva a uma difusao argoweh o0 segundo momento
finito, isto é,(z?) o 7, em contraste com a derivada fraciondria aplicada na \eribe
pacial, que resulta em uma difusdo anémala cujo segundo ntomé&o ¢ finito. Nesse
contexto, usaremos o formalismo de caminhantes aleatéoimsespaco e tempo con-
tinuos, descrito no Cap. (1) para explorar as implicaco@sladbpelo uso de derivadas
fracionarias na equacéao de difuséo.

3.1 Derivada fracionaria aplicada a variavel temporal

Comecaremos nosso estudo considerando a seguinte equegéndria de Fokker-
Planck:

o o

bl t) =Dt t) — o [Pl (e, )] 31)

onde o operada”? /0t” representa o operador de derivada fracionéaria de Capuitcadm
nesse caso a variavel temporal. Como vimos no capituloiantesse operador é definido

57



CAPITULO 3. EQUACAO DE DIFUSAO FRACIONARIA LINEAR
UNIDIMENSIONAL 58/ 118

como

6’7 p(n) (x’ t/)

@iwwzfaiﬁlﬁﬁtmm:v (3.2)

comn — 1 < v < nep™(x t)sendo an-ésima derivada de(x, t) em relagdo ao tempo.
Temos ainda a presenca do termo de forga extenat) e do coeficiente de difusa,

que inicialmente consideraremos constante. Mais adig@temos situacdes nas quaéls
podera apresentar uma dependéncia, por exemplo, com mesga o tempo. Ainda
com relacdo a Eqg. (3.1), vale comentar que ela generalizai@acéq de difusdo usual,
conforme vimos acima, mediante a presenca do operadoofii@od atuando na variavel
temporal, e que para = 1 recuperamos a equacao de difusdo usual. Com o intuito de
mostrar que a distribui¢dgz, t) na Eq. (3.1) € normalizavel, vamos reescrevé-la na forma

o

%p(:c, t) — 2J(:z:, t) =0, (3.3)

Ox

ou seja, na forma que lembra uma equacao de continuidade, com
0
Ye,1) = D-p(a, 1) = Fla,)p(a,1). (3.4)

A normalizacéo é verificada quando integramos a Eq. (3.3ed0lblo 0 espaco e consi-
deramos que(d = +oo,t) = 0, pois estamos admitindo quér = +oo,t) = 0. Assim,
esta importante propriedade das densidades de probdkeiidantinua valida mesmo com
a presenca do operador de derivada fracionéria do tipo Gaput

\oltando a analise das solugdes da Eq. (3.1), vamos desenestta equacao consi-
derando diferentes situagfes para o coeficiente de difls@ara a forca externB(z, t)
e para as condi¢des de contorno. Inicialmente, consideoa@&ma situagao caracteri-
zada pela auséncia de forca externa, @@wonstante e a condi¢ao inicielz, 0) = p(x).
Como condi¢@o de contorno, vamos tomar inicialmerite = +oo,t) = 0. Devido a
estas consideracdes, a equacao a ser resolvida é

a7 2

0
Ere (z,t) = D@P(%t% (3.5)

sujeita as ja referidas condi¢bes de contorno e inicial.sitabh¢cado é melhor trabalhada
se fizermos uso de transformadas integrais. Empregandaredarmadas de Fourier e
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Laplace na Eq. (3.5), obtemos

__ pk0)

com( < v < 1, onde empregamos o resultado

& — [
L {% (x, t)} =s"p(z,s) + ; sTT [8t71ip(x’ t)} L (3.7)
que é valido para — 1 < v < n.
Agora, para obtermos a solugcéo desejada, temos que ingerteas as transforma-
das. Aplicando a inversa da transformada de Fourier e levandconta o teorema de
convolucéo, obtemos

p(x,s) = /_+OO dx' p(xz — 2)G (2, s), (3.8)

o0

onde

ote. = (5) o0 |- () ] @9

Em particular, observando a Eq. (3.8), vemos qU#, s) € a fungdo de Green associada
a condicdo inicial considerada. Por sua vez, para inveoe@artransformada de Laplace
Eqg. (3.8), relacionaremos a transformada de Laplace coanafarmada de Mellin, me-
diante a identificacdo do integrando da operacéo inverda ttagsformada com o inte-
grando das funcdes H de Fox, obtendo ent@ot). Observe que as fungdes de Fox sdo
definidas como [57](veja (A.4.1))

(alvAl)v(G'QvAQ)v"' 7(G’P7AP)
(b1,B1),(b2,B2),,(bg,Bq)

H " [x

} = %m/];ds x(s)x®

(s) = H:ll ' (b; — B;s) H?:l ['(1—a;+ As)
T L(1—b+ Bis) 2 [ (a; — Ajs)’

i=m-+1 i=14n

(3.10)

onde os parametros, n, p e ¢ satisfazem as desigualdadesc n < pel < m < q.
Assim, aplicando o procedimento discutido acima, aposalgalculos é possivel mostrar
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que as transformadas de Laplace e de Mellin estao relac@smem meio de

/ 1 oo —s'
plx,s') = m/o ds s7° p(x, s), (3.11)

ondep(x, ') representa a fungdo transformada em Mellin(e, s) representa a fungéo
transformada em Laplace. Lembramos que a transformada ltie Bdefinida como

+oo
p(x,s) = /o dt t5p(z, ) (p(x,t) = L_/Lp(x, s’)t_s/ds’) : (3.12)

211
Assim, utilizando a relagéo (3.11) na Eq. (3.9), obtemos

2N\ T 1—%5’
o) =1 (V5) r<<1—s/>>' G

A partir de (3.13), ap0s a inversao da transformada de Mellitemos

( ‘%” } . (3.14)

(3.1) (O

—_

22
4Dty

1 20
g(l‘,t) - \/m H12 |:

Esse resultado é obtido mediante a comparacéo direta entegeal de inversao de Mellin
G(z,t) = —— / Gz, s\t ds’ (3.15)
’ 21 Jp ’ ’ '

e a forma integral da fungéo H de Fox, anteriormente reptadarpela relagdo (3.10). A
representacao grafica da Eq. (3.14) € mostrada nas Figse(@1) para alguns valores
especificos. Com base nesses resultados, concluimos gaesohscdo € da forma

20 (l‘—l',)2
H”{ 4Dty

(1-37) | ] . (3.16)

p(x,t) = \/W / T
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y =05
-y =0.8
y =1.0

0.0 +—+——r——
20 -15 -1.0 -05 00 05 1.0 15 20

x/ (4ot )?

Figura 3.1: Comportamento d€47Dt")'/%2G(x,t) versusz/(4Dt"), que ilustra a
EqQ. (3.14) para valores tipicos de(subdifusivo).
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(4o t") ™ G (x)

0.1+

0.0
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Figura 3.2: Comportamento da Eq. (3.14) para grandes valores dos argtose
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Vamos agora considerar situacdes nas quais ha a presengaeleals absorventes
e refletoras no sistema. Para estes casos, a aplicacao sfertraadas integrais nao €,
ao contrario do caso anterior, apropriada. Por exemplos@hesentre transformadas de
Fourier e as séries de Fourier origina-se no fato de que, ecas) o intervalo de variacao
dex é infinito, ou seja, de-oc a+o0, € no segundo caso é finito, da L. Considerando
inicialmente o caso de barreiras absorventes, ou sejagéitina quab(0,t) = p(L,t) =
0, faremos uso de uma transformada finita no intervatlo + < L. Dada a condi¢ao de
contorno, vamos considerar que a solucao procurada passscsia em termos de uma
série em senos de Fourier. Assim, a série

Z B, (t)sen ( ) (3.17)

com

2

B,.(t) = 17 /OL dx sen (%x) px,t) (3.18)

€ apropriada para o tratamento deste caso, pois satisfamdg@es de contorno. Subs-
tituindo a Eq. (3.17) na Eqg. (3.5), multiplicando ambos ao&aporsen(nrz/L), inte-
grando desdé a L e identificandds3,,(¢), obtemos

d’y TL2 2

T Bu(t) = ——5-DBu(1). (3.19)

Para resolver a equacao acima, aplicaremos uma transfardeatlaplace, permitindo-
nos uma clara identificacdo do resultado a ser invertido cofaragdes de Mittag-Leffler
E,(z). Isto deve-se ao fato de que

£ (-17) = £ {%}

= 3.20
nZF 1+n7 ( )

Entdo, apds alguns calculos, podemos mostrar que

n-m

B, (t) = B,(0)E, <— : Zzw). (3.21)

LQ
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Agora, considerando uma condigéo inicial do tige, 0) = p(z) e utilizando o resultado
acima em (3.17), temos

pz,t) = /0 dr' Gz, o' t)p(x)

com

2) 00 2.2
G(x,2',t) = T ; sen <n%x'> sen (%x) E, (_nL;r Dﬂ) : (3.22)
Para o caso de barreiras refletoras, onde no contorno dev@gs,—o = 0.p|.—r =

0, consideramos que a solucao possa ser expressa em termmua dérie em cossenos de
Fourier. Assim, aplicando o procedimento do caso anteyiiemos

1 L L
plant) = 7 [ i)+ [ arGa s it

com

G(x, 2 t) Z cos ( ) cos (%x) E, (—nzzzl)t“f) ) (3.23)

Nesse ponto, é interessante observar que para essa sipoaEnos obter uma solucao
estacionaria. De fato, considerande—~ oo na solugdo acima, chegamos efw,t —

00) ~ %fOL da'p(x'") , pois E,(—n*m*Dt?/L*) — 0 quandot — oo. Isso se verifica
porque a fungéo Hx) no intervalo dey considerado € uma funcéo que decai de forma
monotdnica sem apresentar oscilagdes. O fato de termos alog@s estacionaria nos
permite também o célculo da funcdo de autocorrelagédo esta@ [23], que mostra de
que forma as solucdes geral e inicial estdo relacionadasa.fEscéo € definida como

_ /O " e /0 " date o ol (). (3.24)

onde p,(x) € a solug@o para o regime estacionario. Considerando, pmpiisidade,
p(xz,0) = 6(x — 2') como nossa condigéo inicial, obtempgz) = 1/L. Com esse
resultado e a solucéo (3.23) encontramos, apoés algunsasilcu

[e.9]

R O) = T+ 70 Y G

[ (2”“) Dtv} (3.25)
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Se tomarmos o limite de tempos longos na equagao acima segifios quex(t)z(0)) ~
L?/4. Esse resultado foi obtido em [23] para a equacéo de difusédal Lindicando que
a derivada fracionaria somente fard com que o sistema relexferma anémala até a
situacao de equilibrio.

Para investigar se o processo € an6malo ou usual, voltarenssa atengéo para a
forma do segundo momento advindo da Eqg. (3.5), a partir dafqrean discutidos trés
casos precedentes dependentes do indiBara a situacao aqui em consideracao, ou seja,
aquela na qual ha a presenca de derivadas nao inteiras aeelaemporal de uma equa-
cao de difusdo, o segundo momento se mostra na forma de ugeciotlet, ou seja,
(x?) oc t7. Além disso, é marcante a forma com que a presenca do opetadiaputo
altera a distribuicdo de tempo de espe(d). Assim, a presenca de operadores diferenci-
ais fracionarios na equacéao de difusdo apresenta uma&tnagqual as distribuicdes de
probabilidades para o tempo e para o espaco, que emergerardagdém de caminhantes
aleatdrios, séo alteradas, ou seja, a difusdo ocorre dafandmala. Nesse caso em par-
ticular, a alteracdo ocorreu apenas na distribuicdo dedsnjgpque a derivada fracionaria
foi aplicada na variavel temporal. Mais a frente, veremdsegiagzdo causada na distribui-
céo de saltos quando ha aplicacado de derivadas fraciomarizgiavel espacial [25].

Vejamos agora o caso em que o coeficiente de difusdo é dad¥(por) = D|z| .
Cabe mencionar aqui que esta dependéncia espacial no eoefidie difusdo tem sido
empregada na investigacao de, por exemplo, sistemaseuntbsle difusdo em fractais.
Ainda considerand@’(x,t) = 0, p(z,0) = p(x) na Eq. (3.1) e utilizando transformadas
integrais definidas anteriormente, podemos mostrar que

(1=2t5) )] . (3.26)

(2.4) 2+90 1 N I
Y= or (L)@ +0)De P21 (24 02Dty |(1-515:1) (01

240

lembrado que para = 1 e = 0 recuperamos a solucdo gaussiana obtida para o caso
usual. Para esse caso, a altera¢do ocorreu na distrib@i¢émgos e saltos, porque o coe-
ficiente de difusdo tem uma dependéncia espacial. Se, aléepeéadéncia do coeficiente

de difus&o com o espaco, tivermos a presenca de uma forgaagtetipo linear, ou seja,
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F(z) = —kz, obteremos mediante separagdo de variaveis o resultado

pz,t) = /O A G w6, 1)

(1+6)

T o240 _ (140) 240
G(n&,t) = {L} TS - {&}x
n=0

(24 0)D (24 0)D
~ 0 k|20 i (1+n)

sendo L, as distribui¢Bes do tipo Lévy con, = (2 + 0)nk.

Vale a pena ressaltar que séo poucos o0s potenciais cujagaaseequacao de difu-
séo nos conduz a uma solucdo exata expressa em termos desfesp@ciais conhecidas.
Entretanto, na maioria das situa¢des, somos obrigadogadproximacdes da situacao
original devido a dificuldade de encontrarmos uma solucatoema fechada. Nesse sen-
tido, é interessante obter a equacao integral relativa 4FEm). que torna possivel uma
solucéao recursiva na forma de uma abordagem perturbatevpaple ser relevante na ana-
lise do problema. Assim, vamos reescrever a Eq. (3.1) como

o 0
pre (x,t) = D@p(x,t) — afx,t), (3.28)
com
0= 2 1P tpla, t 3.29
alx, )—%[ (z,t)p(z,t)] . (3.29)

Empregando as transformadas de Fourier e Laplace na E),(8#emos

. pk0)  alks)
Pk s) = D T s DsRE (3.30)

A inversao das transformadas fornece

t +o0o
p(z,t) = pO(z,t) — / dt’/ de'G (x — 't — (2, 1) (3.31)
0 —o0

com

Qv(x,t) =

]_ HQO [L‘2 >
(31) O

VarDo P 4Dt

(1-3) } . (3.32)
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Substituindax(z, t) na Eg. (3.31), obtemos, via integragéo por partes,

p(ZL‘, t) = p(O) (l‘, t)

t +o00
+ / dt'/ dx'gg) (x — a2, t—t") [F(a' t)p(! 1) (3.33)
0 —

o0

com
G(z,t) = -G, (xt
Pz, t) = ——G,(x.1)
_ 1 a1 [ 2 |02 (1-%)
B \/WHQB{W (%,1) (0,1) (1,2) ) (334)

onde utilizamos a propriedade (A.27) do apéndice. A Eq.3(3&a equacao integral
associada a Eqg. (3.1) quando se tem uma forca externa apaocaglstema.

3.2 Derivada fracionaria aplicada a variavel espacial

Até o presente momento tratamos apenas de situacfes oadedanpregadas de-
rivadas fracionarias na variavel temporal, de modo que/elntds alteracdes somente na
funcéo distribuicdo de tempos de esper@). Além disso, vimos que as solugdes obtidas
forneciam segundos momentos finitos, embora néo fosseng ooncaso usual, linea-
res com o tempo. O emprego de derivadas fracionarias navebhgépacial apresenta
uma situagéo onde o segundo momento diverge. Este compeortiaud caracteristico de
distribuicdes do tipo Lévy, que tém sido aplicadas, por germo estudo de sistemas
caéticos, na descricdo de transporte em plasma turbul¢amoem em estudos de econo-
fisica lembrando que estas distribuicbes apresentam aigulade da auto-similaridade.
N&o entraremos em mais detalhes acerca do emprego deudggigb do tipo Lévy em
sistemas que apresentam comportamento caético, poisastrende os objetivos dessa
tese.

Iniciaremos com a observacgéo de que a distribuicéo de Léevy

oo dk
Lu(r) = / ﬁe—m—lk‘”’t (3.35)

—0o0
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€ solucéo da equacéo de difusao

N

ot - a|l‘|“ o 8_1‘ [F(l‘, t)p(l‘, t)] ’ (336)

quando consideramos a auséncia de forgca extepa 6) = p(x). Para demonstrarmos
esse resultado basta utilizarmos o fato de f§é/, p(z. )} = —[k["p(k, t), que pode ser
visto no apéndice (A.2), onde

+o0 T .
Fi{p(z,t)} :/_ \jﬁemp(x,t) (3.37)

é a transformada de Fourier. Essa consideragéo conglz 8 = L,(x), confirmando
nossa afirmacao inicial. Nesse contexto, a Eq. (3.36) padelseionada a distribuicéo
dos saltos no formalismo de CTRW, como ja foi mostrado no Cgppara a qual recu-
peramos o0 caso usual cgm= 2. Essa distribuicdo apresenta comportamento assintotico
de cauda longa, ou seja, saltos longos possuem uma maiahbidrdade de ocorrerem
quando comparados com o caso usual. Devido ao fato de ndvigmssegundo mo-
mento finito, as distribuicdes de Lévy ndo obedecem ao teoramtral do limite, mas
sim sua generalizacéo, conhecida como teorema de LévyeBked

Ainda na auséncia de forca externa, vamos considerar agera goeficiente de
difusdo apresenta uma dependéncia temporal doRigp = Dt>~!/T'(«). Utilizando
transformadas integrais e propriedades das funcdes dagMitffler e de Fox H, pode-se
mostrar que

pla,t) = ——H3; id

: (3.38)
plal 77| (pratiyn

@y (1) (1)

(vejaFig. (3.3)). Como esperado, podemos inferir que aZ88j tem um comportamento
assintotico de cauda longa, a medida que diminuimos o valoer d

Se, por outro lado, considerarmBgonstante é'(x) = —kz obtemos, empregando
método semelhante ao do caso anterior, a solucéo

1

1 m
pla ) = — H?2 (f—“) 2]

3.39
|zl D(t) 7 (3:39)

1) (1,3)

ondeD(t) = D[l — e~***] tem um comportamento semelhante ao anterior.
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Figura 3.3: Comportamento dgDt)V/# L ,(z, t) versuse/(Dt)/#, que ilustra a Eq. (3.38)
para valores tipicos de.

Vamos analisar agora a Eqg. (3.36) para uma condig&o inigitpd p(z, 0) = p(z).
Repetindo o procedimento empregado acima, tomando adramsfia de Laplace e Fou-
rier da Eq. (3.36), temos

_ _p(k,0)
plk,s) = ST DI (3.40)

Invertendo Fourier-Laplace a equacao anterior, fica dada po

+oo
plz,t) = / dr'G,(x — 't —t")p(a'), (3.41)

oo

ondeg,(z,t) = L,(z,t), e a equagdo integral associada a Eq. (3.36) €

t +oo
pla,t) = p(z,1) - / dt' / da'GP (x — o't —t)F(a, )p(a, 1), (3.42)
0 —00
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sendo
Gz, t) = d L,(z,t
I (z,t) = T dr p(z,t)
= %ksin(kx)e’m‘kw. (3.43)
0 Vs

Como no caso mostrado anteriormente para a derivada fea@ona parte temporal, a
Eq. (3.42) também pode ser usada para calcular perturbeivie a influéncia de uma
forca externa qualquer aplicada ao sistema.

Discutimos, nesse capitulo, as consequéncias do empreatgridedas fracionarias
na equacao de difusdo, considerando também dependénatadsitemporal para o coe-
ficiente de difusédo, além da presenca de uma forga extermas\jue, quando aplicadas
a variavel espacial, a derivada fracionaria nos conduzsashiiicbes de Lévy, que levam
a um comportamento superdifusivo.



Capitulo

Equacao de difusao com um termo
nao-local

A presenca das derivadas de ordem fracionarias pode modisisalucées da equa-
céo de difusédo. Tais modifica¢cdes nos levam a obter uma sodugadifere da tradicional
gaussiana, tendo o comportamento assintético dado porungad exponencial alongada
ou do tipo lei de poténcia (distribuicdes de Lévy). Agoranea introduzir um termo nao-
local na equacao de difusdo e investigar quais séo as carsegs produzidas por este
termo. Dessa forma, a equacao de difusdo que vamos anassa capitulo é:

y t +o0
% (r,t) = DVp(r,t) — / df/ dr' K(r — 't —t)p(r', 1), (4.1)
0 —o0

onde a ultima parte da equacao representa um termo nacakoeaddo sobre o sistema
que depende d&(r,t), que na forma unidimensional é dado @ofz,t). Este termo
pode ser relacionado a varios contextos em particular, cooepsos de reacao [58,59] e
com derivadas de ordem fracionérias [10] dependendo déhesde/(z,t) e é tal que,
parak(z,t) = 0 ey = 1, a forma usual da equagéo de difusdo na auséncia de forcas
externas é recuperada. O comportamento da solucdo é gdeguakns termos difusivo

e nao-local que, dependendo da escolha do ultimo, pode estarifdiferentes regimes
difusivos. Dessa forma, um deles € dominado pelo comportengaussiano devido ao
termo difusivo e o outro depende da escolh&de, t), conforme mencionamos anterior-
mente. Em particular, paf(z,t) o« 6(¢)/|=|*"* a solugdo é assintoticamente governada
por uma lei de poténcia para tempos longos, que esta retataarom as distribuicdes de
Lévy. Nesse sentido, devemos ressaltar que situacbetararadas pelos dois regimes

70
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tém sido relatadas em varios contextos fisicos, por exems@temas com interacdes de
longo alcance [60] e difusao intracelular [61].

4.1 EquacOes de difusao e solugoes

Investigaremos agora solucdes para a Eq. (4.1) ¢om 1, considerando algu-
mas formas da fungéki(z, t) presentes no termo néo-local. Particularmente, analisare
mos trés casos(i) K(z,t) o« 6(t)/|z|*"* com0 < p < 2 (K(k,s) = K|k|*), (ii)
K(z,t) o< §(6)K (), (i5i) K(z,t) oc 771 /|z|"F* com0 < p < 2 (K(k,s) = Ks™|k|»).
ApoOs o estudo desses casos, discutiremos 0 caso e (que) representa uma funcéo
arbitraria, que possui transformada de Fourier e Laplatiaidas. A primeira escolha
paralC(z,t) tem um comportamento de cauda longa e esté relacionada cemivadé
espacial de ordem fracionaria do tipo Riesz-Weyl [10]. Aiséb para este caso apresenta
dois regimes distintos, sendo que um deles, para temposdppgde ser relacionado com
as distribuicdes de Lévy. Esta caracteristica poder sércagla ao analisarmos a funcéo
de Green no limite de tempos longos, como sera demonstraddarde. O segundo caso
pode ser relevante na investigacédo da solucédo quando temi@smo ndo-local com uma
dependéncia arbitraria na parte espacial. A terceira legdotorpora uma dependéncia
temporal no termo nao-local (discutida no primeiro cas@ pode ser relacionada com
uma derivada temporal de ordem fracionaria [10], mediamte escolha apropriada de

Comecaremos a analise aplicando a transformada de Fakifier}( = ffoooo dxe ke .

e F-'{..} = [ dk ke ynaEg. (4.1) de maneira a obter a equagao integro-difeenci

d

ap(k,zs) :—Dka(k,t)—/O dtiC(k,t — t)p(k, 1) . (4.2)

Essa equacdao integro-diferencial pode ser simplificadizando a transformada de La-
place C{..} = [[Tdte*'..e L7{..} = 5 [ dset...). Assim, ap6s aplicarmos

2mi J—ico+c

a transformada de Laplace, obtemos a equacéao algébrica:
Sp(k:7 S) - p(k7 0) = _Dkgp(k:7 S) - K:(kv S)p(ku 8) (43)

cuja solugéo é dada pptk, s) = p(k,0)G(k, s), com

1
s+ Dk>+ K(k,s)’

G(k,s) = (4.4)
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ondep(k,0) é a transformada de Fourier da condicao iniciélk, s) é a funcéo de Green
[62] da Eq. (4.1) comy = 1 no espaco de Fourier-Laplace. Note que a Eq. (4.4) retorna
ao caso usual, isto é, a funcéo de Green para o caso livredgkidh, s) = 0.

4.1.1 Primeiro caso:K(z,t) « o(t)/|z| t+

Substituindo a primeira escolha pki(z,t), que no espago de Fourier-Laplace é
dado porC(k, s) = K|k|*, obtemos

p(k,0)

k,s)= — .
Phs) = D Rk

(4.5)

A Eg. (4.5) pode ser relacionada ao formalismo CTRW [2, 2dhsoderando-se a
distribuicéo do tempo de esperés) = 1/(1 + 7s) e a funcéo densidade de probabilidade
de saltox(k) = 1 — 7(Dk? + K|k|*), em quer é o tempo de espera caracteristico. O
resultado obtido para(s) e A(k) indica que a opgao anterior para o termo ndo-local muda
somente a funcdo densidade de probabilidade do salto. Biouytear, a escolha para
K(x,t) manifesta na solugdo um comportamento de cauda longa, @éscahsiderado o
limite de tempos grandes. Aplicando a transformada invéeslaaplace, a Eq. (4.5) fica
dada por

plk,t) = p(k,0) exp <—Dk2t - /’6|k|ﬂt) , (4.6)

onde a transformada inversa de Fourier da Eq. (4.6) fornece

+oo
plx,t) = / dz G(x —7,t)p(Z,0)

1 > 1 lfét ! 11|: |l"
Gty = =S = (=2} mp L

sendo H'" [x

2
1,1),(1,3)

(1_%),(1@] (4.7)

gg;;‘;;gg;;qﬂ a funcdo H de Fox [57] (veja Fig.(4.1) e Fig.(4.2)).
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0.5 o

0.4 o

Figura 4.1: Esta figura ilustra o comportamento @ér, t) versuse para diferentes valo-
res de tempo na Eq. (4.7) considerando, por simplicidade, 1, D =1, K =1e
a condigao inicialp(z,0) = d(x).

»=0.0, x=1.0
LT »=10, x=1.0
0.30 4 A »=1.0, x=0.0

0.25

0.20

p(x

0.15

0.10

0.05 -

Figura 4.2: Esta figura ilustra o comportamento @érx, t) versuse para diferentes valo-
res deD e K na Eq. (4.7) considerando, por simplicidades 1, © = 1 e a condi¢cao
inicial p(z,0) = 6(x).
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A presenca da funcédo H de Fox na solucéo indica que o termtonabra Eq. (4.1)
produz uma dispersdo andmala da solucdo. Nesse sentid@anatderistica importante
da solucdo encontrada acima é a presenca de dois regimes)esrédaracterizado pelo
caso usual (isto €, gaussiano) e o outro é dominado assartnte por uma lei de potén-
cia (isto é, do tipo Lévy). De fato, € possivel verificar queagampos pequenos

Gz, t) ~ , 4.8
(x,1) 7T (4.8)
enquanto que para tempos Iongos
Lo | =l [(ui)(n)
f) ~ —HL W) (tz) ) 4.9
g(l‘ ) ,U/|:C‘ 2,2 (]Ct)ﬁ (171)7<175) ( )

A Eg. (4.9) é essencialmente uma distribuicdo do tipo Léupwoente encontrada em
situacdes onde temos difusdo andmala.

4.1.2 Segundo cas(z,t) « 6(t)K(x)

Agora, conduziremos a discussdo ao segundo caso, cazradtempor/C(z,t) =
K(x)d(t), comK(x) arbitrario. Utilizando a Eq. (4.4), coii(k, s) = K(k), e aplicando
a transformada inversa de Laplace, obtemos

p(k,t) = p(k,0) exp (—Dk*t — K(k)t) . (4.10)

Fazendo uso da transformada inversa de Fourier, juntaroemte teorema de convolucao
na Eg. (4.10), obtemos como solucao

plx,t) = /oodfp(f,O)g(x—f,t)
Gzt) = Gaty+Y / K — )

: — 00

+oo
X / dl’lz(l'g — l’l)a(fﬁl, t) s (411)

oo

ondep(z,0) € a condi¢ao inicial e

Gz, 1) = (4.12)
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e a funcédo de Green usual obtida a partir da equacao de difizssdaséncia de forcas
e termos de reacdo. De forma analoga ao caso exploradoocamente, este caso tam-
bém pode ser relacionado ao formalismo CTRW escolhendalisérdouicdo do tempo de
esperav(s) = 1/(1 + 7s) e distribuicéo dos saltogk) = 1 — 7(Dk? + K(k)).

4.1.3 Terceiro casox(z,t) oc t7=1/|x|*#

Dando prosseguimento, vamos incorporar uma dependémujaotal em/C(x, t)
consideranddC(z, t) o 7= /|z|"** (K(k, s) = K s~7|k|*) o que nos leva a obter a partir
da Eq. (4.5),

p(k,0)
s+ Dk? + Ks=|k|#

plk,s) = (4.13)
Note que a Eg. (4.13) retorna ao caso anterior quando tomaea) e, ao caso usual,
quandol% = 0. Por outro lado, a dependéncia temporal no termo néao-lotalduz um
efeito memoaria, de forma semelhante ao que ocorre com ag@spide difusédo fraci-
onarias no tempo. Desse modo, a solugéo obtida para esséasasn como 0S casos
previamente estudados) tem um carater ndo-Markoviana.gP@ontrar a solucdo, come-
camos aplicando a transformada inversa de Laplace. Segaipdocedimento apresen-
tado por [63], apds alguns calculos é possivel mostrar que

00 1 R "
p(kv t) = p(k7 0) Z ﬁ (_Ktl—’—”kw) E(l,l)Jrn’y (_Dth) ) (414)

n=0

onde éffg(:c) € an-ésima derivada da funcéo de Mittag-Leffler generalizasta,&,
E%(x) = 4 E, 5(z) [24]. A transformada inversa de Fourier da Eq. (4.14) é dada p

= dam

+oo
plx,t) = / dzp(z,0)G(x — T, t) (4.15)

1 e [ Ko\ aa [zl

o) = 30 (K0 [ L
() 2|x|§)n!< (Dt)g> >3 /Dt
Nesse contexto, a solugéo geral que considera uma fornmsaaepara o termo

nao-local pode ser encontrada utilizando a transformadasa de Laplace e o teorema
de convolucéao correspondente [62]. Assim sendo, apdésatglculos de rotina, podemos
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mostrar que

+o0
plx,t) = / dzp(z,0)G(x — 7, t)

o0

Y e .
g(a:,t)JrZT dx,, i dt K(x — xp,t — ) -
n=1 : -

+o00 to
X / dl‘l / dtlt?z(l’z — I, tQ — tl)g(l'l, tl) (416)
—00 0

G(z,t)

ondep(z,0) é a condicdo inicial €(z,t) é dada pela Eq. (4.12). A Eq. (4.16) estende a
EqQ. (4.11) e pode ser usada para obter solu¢des aproxinpdasjo o termo n&o-local
permite ser considerado como uma perturbacéo na solugab usu

4.2 EquacOes de difusao fracionaria e solucdes

Vamos continuar nossa investigacao da Eq. (4.1) considerama simetria esférica,
isto é,r = (r,0,¢) e [dr = [ drr® [ do [T dfsin 6, onde a derivada fracionéria no
tempo considerada aqui € a de Caputo [24], ¢dom ~ < 1 e a solugdo esta sujeita a
condigdo de contorntm,_. p(r,t) = 0. Aqui analisamos dois casosi) K(r,t) =
K(r)é(t) (K(k,s) = K(k)), o qual pode ser relacionado a derivada fracionaria edpacia
e, (ii) K(r,t) (K(k,s)) que tem uma dependéncia espacial arbitraria. Para resolver
Eq. (4.1), aplicamos a transformada de Fourf&f-(-} = [dr e ... F71{...} =

i (Q‘jrk)g e’k1), considerando a condi¢do de contorno mencionada acimaoadicéo

inicial arbitrariap(r, 0) com [ drp(r,0) = 1, que fornece a equagéo integral

o

d o
ol 1) = ~ DIkl ) /0 dFKC(k, £ — B)p(k, B). (4.17)

Esta equacdo integral pode também ser simplificada usandomsfdrmada de Laplace
({---} = [Jdt e e L7} = 1/(2m) ffjoo:jc ds e*-..), conduzindo-nos a
seguinte equacéo algébrica:

sTp(k,s) — s7 ' p(k,0) = —D|k|*p(k, s) — K(k, s)p(k, s), (4.18)
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cuja a solugéo pode ser escrita coptR, s) = p(k, 0)G(k, s) com
syt

g(k7 3) = S’Y—FD“{‘Q—FK(I{, S)

(4.19)

ondep(k, 0) € a transformada de Fourier da condicéo inicidlk, s) é a fungéo de Green
[64] da Eq. (4.1) no espaco de Fourier-Laplace. Note que &EXR) na auséncia de forca
externa/C(k, s) = 0, recupera o resultado apresentado em [21].

4.2.1 Primeiro caso:K(r,t) = K(r)d(t)

Substituindo a primeira escolha pafEr,¢) na Eq. (4.19), o qual no espago de

Fourier-Laplace é dado péi(k, s) = K(k), obtemos
syt

9k s) = DR R

(4.20)

A Eq. (4.20) pode ser relacionada ao formalismo de camielsaaeatérios [21] consi-
derando como transformada de Laplace da distribuicdo des/atos de tempa(s) =
1/(1+ (7s)”) e como uma aproximacao da transformada de Fourier da furegéidade
de probabilidade de saltogk) ~ 1 — 77 (D|k|? + K(k)), ondeT é um intervalo de
tempo caracteristico. O resultado obtido pds) e A(k) indica que a escolha anterior
para o termo néo-local muda diretamente a funcéo densidageotlabilidade de saltos.
Em particular, dependendo da escolhakie) a solugdo pode manifestar, por exemplo,
um comportamento de cauda longa no limite assintético consegundo momento di-
vergente. Executando uma transformada inversa de La@dog, (4.20) pode ser escrita
como [65]

oo

G(k, 1) = E,(-D[k|*") +Z r 1+n E( (—DIk[*t"), (4.21)

onde E(z) = Y07 2" /T'(14+7n) é afuncéo de Mittag-Leffler, send§'Hz) = L7E, (x)
an-eésima derivada da funcéo de Mittag-Leffler [24]. Aplicardimansformada inversa de
Fourier juntamente com o teorema de convolucéo na Eq. (bBigmos

X dI‘ﬂC(I‘Q — rl)g(rl,t), (422)
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com

O e ) (4.23)
r.t) = —-—= .
drfe S VDE |
e
1 ‘ ‘ (1+n'y, %)
~ 1,1 r
Grt) = ——HI |2 | 4.24
( ) 4’7T|I'|3 1,0 Dt o ( )

onde H'" [x nggf))((gfﬁqp)) € a funcdo H de Fox [57]. A presenca dessa funcdo na

funcdo de Green acima indica que a derivada fracionariampdes o termo ndo-local
incorporados na Eq. (4.1) produzem uma difusdo andmala d3atarecer melhor a in-
fluéncia do termo nao-local na solucdo da equacao de diftaéoriaria, consideramos a
situagdo ilustrativa dada péi(r) < 1/[r[*"* (K(k) = K|k|*) com0 < ~ < 1. Substi-
tuindoK(r) na Eq. (4.22) (veja Fig. (4.3)), é possivel obter

_ 1 =1 K i\
— - § o (=5
G(r, 1) Glr, t) + w2 [r[? £ nl <\/D—,ut )

91 |r|2 (1_%&71)7(1—"(7_%)”77)
X H2:3 W (425)

(3,1), 1+01-4)n,1), (1,1)

1.50

—y=1/2 u=3/2
e y=1/3 pn=1/2
1.25 “.} .............. y=1.0 p=32
' D=1 X=1

1.00]!

075 |1

(4nDt) G (1)

050 \

0.25

0.00

0.0 l 0!5 ' 110 ' 1!5 ' 2?0 ' 2?5 I 310 ' 315 ' 4!0 ‘ 4?5 ' 5.0
r/(4ot')
Figura 4.3: Esta figura ilustra o comportamento dérDt7)*/2G(r, t) versusr?/(4Dt")
para Eq. (4.25) considerando valores tipicosde . comt = 1.
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Note que paray # 1, como mostrado em Fig. (4.3), temos uma divergéncia no
comportamento na origem que esta de acordo com o resultéfipd6a as equacdes de
difusao fracionaria. Um outro aspecto observado € a pras#mdois regimes; um deles
€ caracterizado por uma exponencial alongada e o outroré@ssamente dominado por
uma lei de poténcia. Na realidade, € possivel verificar qag empos curto§ <
(D% /)2 2=y,

3

1 Y 0 " 2 x| =
Gr,t) ~ W(i) m(x/ﬁ)

X exp [— (%)ﬁ (\);%) %] (4.26)

0 qual para o caso particular= 1 recuperamos o comportamento gaussiano, enquanto
que para tempos longgs>> (D /K0)2/(12-m))

(1, 1),(1,7)
1 2,1 | |r|* !
w237 23 | 2Kt

G(r,t) ~ (4.27)

(3, 5,1 1,1 5)

qgue é essencialmente uma distribuicdo de Lévy encontradar@ressos difusivos anod-
malos.

4.2.2 Segundo cas(r,t) arbitrario

Agora direcionamos nossa atencao para o segundo casaecaea por unkernel
arbitrario/C(r, ¢) no termo ndo-local e assumimos que d&tmeltem a transformada de
Fourier e Laplace definidas. Substituindkesnelna Eq. (4.19) e aplicando a transformada
inversa de Fourier e Laplace, obtemos

X _1\n t
G(r,t) = G(r,t)+ Z % /drn/ dt,K(r —rp,t —t,) -
n=1 ) 0
to
X /drl/ dtlliml@(rg — Iy, tz — tl)g(rl, tl), (428)
0

comgG(r,t) e G(r,t) dados pelas Egs. (4.23) e (4.24). A Eq. (4.28) estende ofa@ss
apresentados em [59, 67] e similar aos resultados antepoadem apresentar diferentes
regimes de difusdo dependendo da escolhkedioel C(r, t). Para ilustrar este caso, con-
sideramos unkernelcom dependéncia temporklr, ) o t7'5(r) (K(k,s) = Ks™1).
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Substituindo kernelna Eqg. (4.19) e usando a Eq. (4.28), apés alguns calculosséveb
mostrar que

1 1,
G(r,t) = g(r’t)+7rf’)T|r|3;H(_Kﬂ ")

(H-(v4+m)n,y)
(4.29)

X
o

(veja Fig. (4.4)).

7 =12 n=1R2
»»»»»»»»» v=455 n=1/3
.............. y=10 n=00
D=1 K=1
1.0 1
&
=
8
4
N
0.5
0.0 T T T

0.0 0.5 l 1?0 ' 115 ' 2.0 l 2.5
r?/ (4t
Figura 4.4: Esta figura ilustra o comportamento dér Dt7)%/2G(r, t) versusr?/(4Dt")
para Eq. (4.29) considerando valores tipicosdern comt = 1.
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@roth? G (r,1)

Figura 4.5: Esta figura ilustra o comportamento dér Dt7)%/2G(r, t) versusr?/(4Dt")
para Eq. (4.29) considerandp= 1 en = —1/2 para valores tipicos de

Observe que Eq. (4.29) relaciona o comportamento na origgoabnéao € diver-
gente para = 1 e —1 < n < 0 (veja Fig. (4.5)). Note também que a Eq. (4.29) estende
os resultados obtidos em [59], considerando o caso tridsraeal com unkernelcom
dependéncia temporal e espacial, recuperando o caso usuElak = 0 ey = 1.



Capitulo 5

Equacéao de difusao fracionaria em uma
regiao confinada: efeitos de superficie e
solucoes exatas

Nesse capitulo, daremos continuidade ao estudo iniciadoapo3 a respeito das
derivadas de ordem fracionarias, entretanto restringimsituacdes que os contornos do
sistema definem uma regido confinada na qual o sistema podieiséird Nestas situa-
cOes, as superficies que definem a regido podem vir a deskarpen papel importante
no processo difusivo do sistema. Para investigar taisosfeitamos considerar condi-
¢cbes de contorno que sédo dependentes do tempo em sistempesguem uma, duas
ou N -dimensd@es espaciais. Particularmente, no caso em quéemaipossui duas ou
N-dimensGes espaciais, vamos incorporar a dependénciaitainepaspectos ndo homo-
géneos na condi¢ao de contorno. Especificamente, a equag&amos analisar nas duas
primeiras secdes do capitulo é

Y

gy (r,t) = DV?p(F,t) + /Ot dtK(t — t)V?p(7, 1), (5.1)
ondeD é um coeficiente de difusdo adimensional e a derivada fragamonsiderada
esta na representacao de Caputo [24]. Observe que a equag@opade conter varios
regimes de difusdo, sendo que em um deles temos a presentekdeneldependente do
tempok_(t), o qual consideramos dado p6ft) = D,t* 1 /T'(a). A Eq. (5.1) é analisada
focando o caso em quke< v < 1com0 < a+v < 1(0 < «), isto é, caso subdifusivo.
Porém, essa equacédo pode ser analisada considerandofaixaaspara os parametros

82
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v e a, por exemplo0) < v < 1, coma > 0oul < v < 2, coma > 0. Nessa
direcéo, € interessante mencionar que os resultados eamtosifpara o caso subdifusivo
podem ser estendidosla< v < 2 incorporando a condi¢é® p|;,—o. A equagdo também
pode ser relacionada ao formalismo de caminhadas aleat@mdinuas no espago e tempo
CTRW [21] ao considerarmos a fung¢éo densidade de probabéid(x, s) = w(s)\(k),
com a distribui¢do do intervalo de tempo no espago de Laplada porw(s) = (D +
K(s))/(D+ K(s)+7s") e a distribuicdo de probabilidade dos pulos no espago degfour
dada por\(k) = 1—7k2. Por fim, na terceira se¢do do capitulo, investigaremodasies
de uma equacéo de difusdo fraciondyiadimensional com simetria radial dada por

% (r,t) = /Odtlv'(D(r,t—t’)W(ﬂt'N

- / t dt' - (F(r,t —t)p(r,t')), (5.2)
0

ondeD(r,t) representa o coeficiente de difusddy,¢) € uma forca externa agindo no
sistema, € < v < 1 (caso subdifusivo) com a derivada fracionaria no tempo; tam
bém na representacdo de Caputo. Inicialmente, vamos evasidm coeficiente de di-
fusdoD(r,t) = D(t)r~?% ondeD(t) = t"'/T(n — 1) comn > 0, na auséncia de
forca externa, isto éf'(r,t) = 0. Em seguida, incorporamos a forga exteffia,t) =
—(kr — K/r*)F'(t)7, ondeF'(t) = t" ! /T(n — 1) ee = 1 + 0, considerando primeira-
mentek = 0 e depois 0 caso pafa# 0.

5.1 Equacéo de difuséo fracionaria: caso unidimensional

Vamos iniciar a andlise considerando a Eq. (5.1) unidinoerasicom a condicao de
contorno dependente do temp@,t) = ®y(t) e p(a,t) = P,(t), e a condicdo inicial
p(x,0) = p(x). Para esse caso, a Eq. (5.1) pode ser reescrita como

a7 0? D ! 0?
—p(x,t) = D=——p(x,t | dt(t— ) ——=p(x, t 5.3
Siolet) = Dl ) + 1 [ara -0y ). 63)
com0 <~v<1le0<a+~vy < 1. Essaequacao estende a equacédo de difusdo usual pela
presenca da derivada fracionéaria e a integral de convoleigéom dos termos difusivos.
Para estudar os efeitos de superficie na relaxagéo de astarasolver a Eq. (5.3), usamos
atransformada de Laplace e o formalismo das funcdes de @dessa forma, apds alguns
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calculos, € possivel obter a solucao

ocs) = = [CarGlaat a) 4 Rule) Gl )
0 X

— ~

— @0(3)%9(33, 7' s)

} , (5.4)
0

/=

com® ,(s) = (D + Dys )P 4(s) € a fungdo de Greei(z,t; 2/, ') governada pela
equacao
D,\ d* , 5
D+— ﬁg(xx s) — G (x; 2, s) = 0(x — '), (5.5)

que esta sujeita as condigdes de conteifib z’; s) = 0 € G(a,2’; s) = 0. Usando as au-
tofuncdes do problema de Sturm-Liouville relacionadasmayador espacial da Eqg. (5.5),
€ possivel mostrar que

2 <~ sin(nra’/a)sin(nrz/a)
Gla.a'is) = =23 $7+ (D + Das—2)(nr/a)? (5-6)

n=1

Para sabermos mais sobre o comportamento do sistema canfteatbs que inverter
Laplace na Eq. (5.4), que resulta em

plx,t) = —ﬁ/{) df(t—lf)y /Oadxfg(x,x';t)ﬁ(x/)

t
T B ,
+ /th [q)a(t_a%g(x7x7i)

r'=a

_ o ,
~ Bt~ D500

| o
z'=0

com®y ,(t) = DBy, 4(t) + Do /T(e) [y di(t — )2 Dy (1) €

Gz, 2';t) = —% isin (%x) sin <%Tx> Vult, k), (5.8)

sendo),(t, k,,) dado por

—m, 1
Z_ Dat'eraki)mHi%[Dkit'y ( m, )

0, )1~ (y+a)ym —7,7)

m!

] 59)

m=0
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Note que), (¢, k,) é essencialmente uma mistura de dois regimes, um delesngolzer
pela derivada fracionaria e o outro dominado pe&melpresente no termo difusivo, onde
a funcéo)),(t, k,) comD # 0 eD, = 0 com~ # 1 fica representada pdi, (¢, k,) =
7 1E, (=Dk2t") e paraD = 0 €D, # 0 por Y, (¢, kn) = 7 E 100 (—DakZt7).

O primeiro termo da Eq. (5.7) da a evolucao temporal do ssteana uma condi¢céo
inicial arbitraria e o segundo termo representa o efeitougerdicie. A representacao
grafica dep(z,t) e G(z, 2';t) € mostrada abaixo para alguns valores especificos.

Figura 5.1: Comportamento dg(x, t) versuse, que ilustra a Eq. (5.7) considerando, por
simplicidade;y =1/2,D=1,D, =0,a=3,t =0.1ep(x,0) =d(x —1).

0.0 —
0.1 %
— 024"
_'><" d
% 034 —y=1, a=1/2
GN Ly [ D=7 =01
04 =1
1 4 / D=01,D,=0
-0.5 ‘\‘ S /'( ~~~~~~~~~~~ Y=0o= 1/2
T AR D=0, D, =0.1
-0.6 -
I ! | ! | ! | ! | ! | ! |

00 05 10 15 20 25 30 35
X

Figura 5.2: Comportamento dé(z, «’; t) versuse, que ilustra a Eq. (5.8) considerando,
por simplicidadeg = 5,2’ =1, et = 1.
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A linha preenchida na Fig. (5.1) corresponde a solucao d#5E4). sujeita as con-
dicdes de contornp(0,t) = (1 +¢t7"/T'(1 —n)) (P =1en =1/2)ep(a,t) = 0. A
linha pontilhada corresponde a solugédo também da Eq. (&t@&p(®, t) = p(a,t) =0,ea
linha tracejada corresponde a solugéo da Eq. (5.7) com a&&ande contorng(0,t) = 0
epla,t) =d(1+t"/I'(1—n))(P=1en=1/2).

Nessa direcao, as figuras (5.1) e (5.2) mostram o comportaméaa-usual (oscila-
cdo e acumulacao de alguma substancia analisada proximperficies), as quais podem
ser Uteis, por exemplo, para investigar sistemas com cdeslige contorno governadas
por uma equacao cinética relacionada a um processo de adstessorcdo [68,69]. Para
0 caso especial no quél,(t) = $,(t) = 0, a solucdo da equagéo recai na solugéo en-
contrada em [70]. Este comportamento inesperado estaamdao com a presenca da
derivada fracionaria, com a dependéncia temporddetoele com as condi¢des de con-
torno que mudam a dindmica do sistema.

5.2 Equacao de difusao fracionaria: caso bidimensional

Vamos agora analisar o caso bidimensional da Eq. (5.3) cometsa cilindrica e
sujeita as condicdes de contori@, 6,t) = ,(6,t) e p(b,0,t) = ,(6, 1), ou seja, uma
situacéo ndo homogénea onde temos uma condicao de contonrdiependéncia angular.
Dessa forma, empregando o mesmo procedimento anteridugisala Eq. (5.3) pode ser
escrita como

1 t 1 2m b
p(r,0.t) = _F(l_V)/o dt(t—f)“f/o dQ’/ dr'r'G(r,0; 7", 0", ) p(r', 0")

t 2m _
+ / dt’/ do’ [b@b(el,t - t')ig(r, 0;r', 0"t
0 0 or’

r’'=b

ag(rer 05t —1t)

— ad, (0,1 )5

} , (5.10)

comd, (1) = DB, (1) + Do /T (@) [ di(t — £)*1d,,(f) e a fungio de Green fica dada
por

G(r,0;r' 0 t) = — ZZNM\PW Uy (1) co8(m(0 — 0') Vi (K, £), (5.11)

m=0 n=1

bo| 3
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sendo¥,,,,, (1) = Jo (k)N (kmna) — T (kmna) Ny (kmnr), representado em termos
das funcbes de Bessel de primeira e segunda espégig €80 solucdes da equacao de
autovalores

o (krin D) N (k@) — T (k@) N (Kpnd) = 0

Non = k?nn/(gm{[Jm(kmn@/‘]m(kmnb)]z —1}),

come,, = 2 param = 0 ee,, = 1 param # 0 (veja Fig. (5.3)). Similar a Eq. (5.7), o
altimo termo da Eq. (5.10) representa o efeito de supeyiaigial da a evolucao temporal
do sistema para uma condicao inicial arbitraria.

0.40

035 fi
(XN F VAV

0.25 !

p(r,06,t)

0.20 ;
0.15-
0.10

0.05

00 f——mMMm—————F——— 7
2.0 2.2 24 26 258 3.0

r

Figura 5.3: Comportamento dg(r, 0, t) versusr, que ilustra a Eq. (5.10) considerando,
por simplicidadey = 1/2,D =1,D, =0, p(r,0,0) = (2/r)d(r — ) com7 = 2.3,
a=2,b=3et=1.

A linha preenchida corresponde a solucdo da Eq. (5.10taw@jeicondi¢cdes de con-
torno p(a,0,t) = p(b,0,t) = 0. A linha pontilhada corresponde a solugdo também da
Eqg. (5.10) para(a,0,t) = 0 e p(b,6,t) = 2/(3w), e a linha tracejada corresponde a
solucéo com condicdes de contopia, 6,t) = 1 /7 e p(b,0,t) = 0.

Uma aplicacdo do formalismo acima pode ser encontrada legsistemas que
envolvem amostras de cristais liquidos confinados entrs sluerficies cilindricas con-
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céntricas. Estes problemas tém sido investigados em comexa a instabilidade flexo-
elétrica [71], com a andlise de instabilidade da orientalghdiretor [72] e a transi¢céo de
Fréedericksz ocorrendo na auséncia de campo elétriconeX#3].

5.3 Equacao de difusédo fracionaria: casg@V-dimensional

Vamos considerar a Eq. (5.2) com auséncia de forca extejgigasas condicdes de
contornop(a,t) = ¢,(t) e p(b,t) = ¢,(t), com a condi¢éo inicial dada por uma fungéo
arbitrariap(r,0) = p(r), que € inicialmente normalizada, isto £° drr’N"1p(r,t) =
1. Para o casg@V-dimensional, considerando uma dependéncia espacial potahmo
coeficiente de difusaP(r,t) = D(t)r~?, a Eq. (5.2) pode ser reescrita como

ol 1 b0 (= N n1p O ,
pr= (r,t):TNl/O th(D(t—t)'rN ! eap(r,t)), (5.12)

com0 < v < 1eD(t) =t"1/T(n — 1). A presenca da derivada fracionaria no tempo e
a dependéncia temporal e espacial do coeficiente de difosdm ja visto anteriormente,
estende a equacao de difusdo usual e pode exibir diferageseas de difusdo. Além
disso, é interessante notar que, para uma dependénciaplo&el@quada no coeficiente de
difuséo, a solucéo pode exibir também diferentes reginfasidos. Para obter a solucao
da Eq. (5.12) e investigar como as condi¢ces de contornonpoaledar a relaxacdo do
sistema, nesse trabalho, usamos o formalismo das funco@seg@ juntamente com a
transformada de Laplace sendo possivel mostrar que a sa@udz@da por

b
p(r,s) = —87_1/ dr'r™N=1G (e, 1 5)p(r)

+ D(s) [bNelqﬁb(s)%g(r, )

r’'=b

AN, (5) G )

57 , (5.13)

r'=a
onde o ultimo termo representa o efeito de superficie e mé@iara existéncia de uma

solucdo estacionaria. A funcdo de Gregfr,r’; s), apresentada na equacdo acima, €
obtida resolvendo a equacéo

1 d (= d 1
— [ D(s)PN I — Ls) ) — 8 's) = — 14
N1, ( (s)r dTQ(T,T,S)) $°G(r,1's8) = = 0(r = 17), (5.14)
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sujeita as condi¢des de contorGo, r’; s)|,.—, = 0 € G(r,r'; s)|r=a = 0.

Usando as autofunc¢des do problema de Sturm-Liouville quergam da equagéo
Op(rN=100,4h, (kp, 7)) = —k2rN =1, (kn, ) comay, (kp, 7)|r—a = ¥n(kn,7)|,—p = 0, @
funcdo de Green para esse caso fica dada por

/. _ 1 - Nn /
G(r,r';s) = 5 nz: - +§<S>k%@/)n(k:n,r Y (K, 1) (5.15)

com

1 2k 1 2k 1
wn(knar) = TE(QJFG*N) |:J|a <2+n07“2(2+9)) M0¢| (2 +”€a2(2+9))

ok . %, 1
Jh (2+9a;(2+6)) N <2+0Té(2+9)>}’ (5.16)

ondeax = N /(2+6) — 1. As fungbes/, (z) e NV, (x) sdo as funcdes de Bessel de primeira
e segunda espécie. Os autovaldrgsao determinados usando a equacao

2k, 1 2k, 2
n_p5(2+0) n__1(2+6)
T (2+9 N 246"

2k, 2k, 1
—J|a( a%@”’)m( b%@”’)zo (5.17)

240
k2
T2, (Bpad) /J|2a (#gpie0) 1

Aplicando a transformada inversa de Laplace nas Egs. (B.{8)15) conD(s) =
D/s" (D(t) = Dt""'/T'(n — 1)), obtemos

(5.18)

1 t , 1 b N , B
p(T,t) = —m/o dtm/a dr'r 1g(T,T,S)p(T>

t t
+ / dzﬁ(t—f){b“l / 0t o (F — )G (r, ' ¥)
0 0 or’!

r'=b

t
N0 / a6t — )L G0, 1) } (5.19)
0 '=a

or’
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/. ! - / 247+n
G(r,r';t) = 57 ; Nt (s )00 (B, 1) By gy (= DR, (5.20)

ondeE, s(z) = >~ ,2"/T(5 + an) é a fun¢io de Mittag-Leffler generalizada (A.4.2).
Na Fig. (5.4), é mostrado o comportamento da Eq. (5.19) pguasparametros especifi-
COs.

1AV —9= 3/2
R —————p= 1

] . ey I 4

\: U

0.6 %

p(r.t)

0.4 AN

0.2 RN

e

0.0 . ; . ; ' .

Figura 5.4: Comportamento dg(r, t) versusr obtido da Eq. (5.19) para valores tipicos
ded, fazenday,(t) = 1 e ¢,(t) = 0. Consideramos, por simplicidadB,= 1, N' =
2,a=1,b=3,t=1,v+n=1/2,eacondi¢io iniciap(r,0) = 6(r —3/2)/rN 1.

Note que o valor dé modifica o processo difusivo do sistema e gara 0 a difuséo

€ mais rapida do qué > 0. Em particular, é interessante também observar que a de-

pendéncia temporal no coeficiente de difusdo produz umardi&p anémala da solucéo e
dependendo da escolha, diferentes regimes difusivos pseleobtidos como mencionado
anteriormente. Esta difusdo andmala pode ser melhor \at#iatravés da variancia, isto
é,0% = ((r—(r))?). Para o caso em que temos a condi¢do de contorno e a cond@ab in
caracterizada pa#(a,t) = p(b,t) = 0 e p(r,0) = §(r — 7#)/tV~' com# = 0, é possivel
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expressar a variancia da seguinte forma [74]

02(t) — <T2> o (2 —S(t))<7“>2 (521)
com
> N N Ja (kna) N ot
2y _ D (pE 1 de\Bn®) A4 E., ., (=DE>t"t"
(r?) ;Mg (b Tad) )wn(r,kn) b (DR )
LS 2N (s ailhe)
p— ka% J\a|(knb)
X wn(f,k:n)E7+n(—Dkit7+n), (5.22)
o No ((xTai(kea) 2
_ DNy —a* ko) By (—=DE2ETHT
) Zﬁk( i Il RO GUSL M )
> N, (N1Ja|(k3na) Nl)
_ 2_4 b2 —a?
—t Wk?n J|oc\(k:nb)
X (7, k) By (—Dk2t71) (5.23)
e

(veja Figs. (5.5) e (5.6)).
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0.8

o'(t)

Figura 5.5: Comportamento de?(t) versust, obtido da Eq. (5.21) para valores tipicos
de~ + 7, considerand® = 1, N =1,a = 1,b= 3, ep(r,0) = §(r — 2)/rN "1,

S(t)

' 05 . 1.0 ' 15 20 ’ 25 I 3.0

Figura 5.6: Comportamento d&(¢) versust obtido da Eq. (5.24) para valores de+ 7,
considerandab,(t) = 1, ®,(t) = 0, D = 1, N =1,a = 1, b = 3, e a condi¢éo
inicial p(r,0) = 6(r —2) /7N,
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Note que a quantidad(t) f drrN='p(r,t) é a probabilidade de sobrevivéncia
[75], isto €, esta relacionada com a quantidade de parsiquia estdo presentes na regido
definida pelo intervala < r < b. Dessa forma, a quantidade- S(¢) da a quantidade de
particulas absorvidas pela superficie, ou seja, remoddasstema.

Agora, vamos incorporar em nossa andlise a forga extefna) = (K/r°)F'(t)7 (e =
1+6), aqual pode ser derivada de uma lei de poténcia e tem o pakégaritmico como
caso particular e termos de reacao representada$(par. Empregando os procedimen-
tos anteriores, a solugcéo da Eq. (5.12) sujeita a forcarext@o termo de reacéo, fica
dada por

1 t 1 b )
P(T’,t) = _7/ dt/(i/ dTT’/N_lg(T,T,;t,)ﬁ(T)
0

t—t)

— /dt/ drr'™N = G(r, 't —tha(r', t)

N—6—1 9 & I
+ /OdtD(t—t){b /dtqﬁb(t—t)Wg(Tmt)

0

r=b

3
— N / dt’ o (T — t')ig”(r, ;1) } (5.25)
0 a?", B
com a funcéo de Green representada por
5 / t’y_lr% — = T AVN 2
Grr'it) = =54 ;Nn@bn(kn,r)@Z)(k:n,r)E%Lm(—DkntW), (5.26)

onde

0 5 2k 1 2k 1
Plhn,7) = r2CHONTD) [Jul (2 +n9r2(2+9)) Ny, (2 +n0a2(2+9))

2%, 2%,
e (2+ea;(2+6)) A <2+0T%(M)>}’ (627

comv = (N +K/D)/(2+6) — 1. Osk, séo obtidos da Eq. (5.17) substituindo o indice
« das fungdes de Bessel pelo indiceom o fator de normalizagéo

27.2
~ Tk

J|2V‘ (%a%(um) /J|2V (;ﬁZbQ(Q—f—G)) 1

(5.28)
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Esse resultado estende os resultados apresentados el TBRpara o cas®y -dimensional,
e recupera o resultado obtido em [77] para 0. Aplicando o limiteb — oo na Eqg. (5.25)
e também considerando a condigdo de contpfno, t) = 0, obtemos um resultado inte-

ressante dado por
1 t ~ ]. o ~~N71~ ~ ~
o) = —rpy || =gy ) AT OG )

I'(1=7) Jo
t 00

— / dt’/ dr'rN TG ('t — ) al(r )
0 a

t t
aN_e_l/ df/ dt'D(t—f)(ba(f—t')ig(r, st (5.29)
0 0 or’ "
com a funcéo de Green
T e = E _247+m
Gt =5 [ dr B 0 Ul BB R, 5 50
o 0t (i) 4 ()

Note que esta solugdo é restrita ao intervalg » < oo e pode ser estendida para
o intervalo0 < r < oco. Nesta direcdo, precisamos tomar o limiteade> 0 e a restricdo
24+0—-N —-K/D > 0naEqg. (5.30), para preservar a condi¢cdo de contg(aor,¢) = 0
eG(oco,7,t) = 0 para a fungéo de Green. Essas condi¢cdes nos conduz a funGéieate

Qt’yfl 1 K > 2k 1
e — . 4 5(24'6—/\/‘—*) 5(24‘9)
G(r,7;t) 5 +0(TT’) D /0 dkkJ),, (2 n 07“ )
2k ~1(2+0) 24y
X JM 2+0T2 Ewﬂm(—knt ) (5.31)

Para o case = 1/2 en = 0, a equagdo acima pode ser reescrita como

G(r,7t) = —% %(T,:)%(%(QM)—N_%)
X Y m 73210 _ m3(240) =)
(0,1)
- H 2 r%(2+9)+7:§(2+9)‘ o (5.32)
C | 2+ 0)VDe o I
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que em uma forma mais simplificada, fazende 1 en = 0, temos

) = ey B )y (TR
Q(r,r,t)_(2+9)pt(rr) e @t Iy @ 07Di) (5.33)

sendal, a fungéo de Bessel modificada (veja Fig. (5.7)).

1.6

R &
I.' 1
- =

1.4

1.2

1.0~

glrnr.y

0.8

0.6

0.4 4

0.2

0.0 vy T r : : .

Figura 5.7: Comportamento dé(r, 7, t) versus- o qual ilustra a Eq. (5.33) para valores
tipicos dek considerando, por simplicidad® = 1, N =2,t=1,7=1e6 = 1.

A forca externa calculada acima pode ser estendida incGmgorum termo linear,
isto é,—kr, o qual resulta ent’(r, t) = —(kr — K /r¢) F'(t)f ondeF’(t) = "1 /T\(n — 1)
come = 1 + 6. A solugéo para este caso é formalmente dada por (5.25) cantcad de
Green

240 . _ _ _
G(r,7,t) = —rBe” Com NS N, (1 A) G (7 Aa)E g (~DAZE), (5.34)

n=1
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onde

_ lmﬂ2+9 k:a2+9
La2+? . L2+
i (W CR em) ' (W; oiap) 69

comh, = \,/(2+ 0k, B=(K+ND)/((2+0)D), sendod(«, 8; ) a fungéo hiperge-
ométrica confluente. Os autovalorgssao determinados pela equacao

k,bZJrO k:a2+9
*(iiram) Y (i m)
Lq2t? . feb2+o

- (i)Y (o gias) -0 e

e a condicao de normalizacao é dada por

J— 1 o kr2+0 —2
Vo= oy ) (5.37)
rr D

Note que Eq. (5.34) pode ser estendida no intergato » < oo tomando o limite
dea — 0, b — oo com a condigdo de contoriion,_,., p(b,t) = 0. Nessa dire¢éo, apos
alguns calculos, é possivel mostrar que a solugéo podesgae®mo

1 ! 1 N1~ =
p(r,t) = _7F(1—7)/Odt(t—f)7/o diiV o(7)G(r,T; s)

t t
a0 / dt / dt’p(t—f)%(f—t')ig(r,r';t')
0 0 or’

. (5.38)

a

r'=

onde a funcdo de Green passa a ser representada pela equacgéo

240 X

G117 1) = —r 501 EID S N5y M) (7, M) (“DAE), (5.39)

n=1
com a autofuncao
R ¢ ]ﬂ?"2+9
wn(’f’, )\n) =1L, (m) (5.40)
e
= k @ton 2+0)I'(n+1)

K4ND ’
r <(2+9)D + n)
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onde = (K+AND)/[(2+0)D]—1, comL, sendo os polindminos associados de Laguerre,
e\, = (2 + 0)nk. E interessante notar que a solugdo para os casos analeszous
podem apresentar uma solucao estacionaria dependendoottzaeta funcdo dependente
do tempog,(t) e ¢y (t). Esta caracteristica indica que a derivada fracionarizmpo e a
forma da dependéncia temporal do coeficiente de difusdmpdescrever sistemas com
relaxacado anémala os quais tém como solugéo estacion&asoasual.



Discussoes e Conclusodes

Nessa tese, abordamos extensdes da equacéo de difusdopmegamaderivadas
fracionarias tanto na variavel espacial como na variavapteal. Também considera-
mos a equacao de difusdo na presenca de um termo néo-loeg@ode ser relacionado a
varios contextos, em particular, com derivadas de ordeciofnaria. Outro fato que deve-
mos ressaltar diz respeito as condi¢cdes de contorno queossaaranalise das equacdes,
consideramos condi¢cdes de contorno que se estendem pagpdeo como no caso das
situacOes trabalhadas nos Cap. (1), Cap. (3) e Cap. (4) égéesdle contorno que limi-
tam a regido do espaco onde o sistema pode se difundir, cowessnalo Cap. (5). Nesse
altimo caso, consideramos condi¢cdes de contorno que s@ndeptes do tempo e da po-
sicao, isto é, um sistema confinado por superficies ndo héneag, o que nos permitem
investigar como a superficie pode influenciar na difusdccdagponentes do sistema.

Os resultados encontrados ao resolvermos as equac¢Oesisi&odififeriram dos re-
sultados encontrados com a equacéo de difusdo usual e ndigzeom a uma situacao
em que as soluc¢des sofrem uma dispersdo andmala, fato adwifatraveés da variancia
o ~ t7 ou propriamente pela distribuicdo que muitas vezes fica datéermos das
funcdes H de Fox ou contém a funcdo de Mittag-Leffler. No casajae a variancia
nao é finita, temos um comportamento do tipo lei de poténaia aasolucdo que pode
ser identificada com as distribuicdes de Lévy. Este compaméo das equacdes de difu-
sao fracionarias podem ser explicado dentro do context@ehénbantes aleatérios com
espaco e tempo continuos, que tém como consequéncia a rautksdistribuicbes de
tempo entre saltos e mudangas no comprimento dos salto pessivel relacionar uma
equacao similar de difusdo ao formalismo do CTRW, como foialestrado no Cap. (1).
Ainda no Cap. (1) foi verificado que quando consideramos unvoraditivo na equacéo
de Langevin, esta pode apresentar diferentes regimesvdgudependendo da escolha da
funcao de correlacdo a qual é considerada a variavel est@cas

98
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No Cap. (2), apresentamos um historico do célculo fraciorgaéem seguida os fun-
damentos tedricos e matematicos do formalismo que foraemeisss para essa tese, que
descrevem o transporte anémalo através de diferenciaisri@ias e integrais fraciona-
rias.

No Cap. (3), mostramos as consequéncias do emprego deddeyifracionarias na
equacéao de difusdo, considerando também dependénciaatgpanporal para o coefi-
ciente de difusdo, além da presenca de uma forca externas\fjoe, quando a derivada
fracionaria € aplicada na variavel temporal, temos aléera@ distribuicdo de tempo de es-
peraw(t) relacionado ao formalismo de CTRW, que pbde ser analisageéstdo calculo
do segundo momento da equacéao de difusao fracionaria notépuando a derivada fra-
cionaria é aplicada a variavel espacial, a alteracdo ocardistribuicdo do comprimento
dos saltos e a derivada fracionaria no espaco nos conduztapucoes de Lévy, que
apresentam comportamento superdifusivo com o segundo ntomigergente.

No Cap. (4), especificamente na sua primeira parte, foi dekada a equacao de
difusé@o considerando algumas formas da furi¢éo, t), presentes no termo néo-local da
mesma. A diferenca crucial entre os resultados desselimbals até entdo obtidos esta na
presenca de regimes diferenciados de dispersédo da sokgt@acaracteristica é evidente,
por exemplo, para o primeiro caso investigado. Nesse @engara tempos pequenos,
tém-se a condicao usual de dispersao da solucéo, enquaattepgos longos, a disper-
sao é caracterizada por uma funcéo de Fox, cujo comportarassihtético, € uma lei de
poténcia, de forma semelhante ao observado nas distrésid® Lévy. Para o segundo
caso, dependendo da escolhakde), a solugdo pode manifestar diferentes comporta-
mentos no limite assintético, como por exemplo, para tergags 0 segundo momento
pode divergir. No ultimo caso, foi incorporada uma depen@éremporal que pode estar
relacionada a derivada fracionaria no tempo, conforme @lescley. A dependéncia do
termo ndo-local na varidvel do tempo introduz diferentgsmes de solugéo que néo estao
presentes no primeiro e no segundo casos e, consequergemeEnsituacdes analisadas
por [21,78].

A segunda parte do Cap. (4) levou em conta a presenca de um mdiwAocal em
simetria esférica. Primeiro consideramos o termo ndd-tmsa K (r, t) = K(r)d(t), onde
K(r) é umkernel arbitrario com transformada de Fourier bem definida e, ermidag
consideramos urkernelarbitrario IC(r, ¢) com transformada de Laplace e Fourier bem
definidas. Para o primeiro caso, obtivemos uma solucactiaaghara uma situacao ilus-
trativa ondeK(r) o< 1/|r[*** (K(k) = K|k[*) com0 < ~ < 1 que exibiu uma disperséo
andmala. Nessa direcdo, uma das caracteristicas mareamtasssos resultados é a pre-
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senga de diferentes regimes difusivos da solugdo o /G(gl, para tempos curtos, teve
uma dispersao do tipo exponencial alongada, enquanto @a@os longos, a dispersao
foi caracterizada por uma funcéo de Fox H, cujo comportamassintotico € uma lei de
poténcia do tipo distribuicdo de Lévy. Subsequentementardgramos uma solucéo geral
para o caso representado por kennelcom dependéncia temporal e espacial. Para ilustrar
a solucgdo geral, consideramos Uernelcom dependéncia tempor&lr, t) oc t7-14(r),

o qual introduziu diferentes regimes para a solucédo que si@io @resentes no primeiro
cenario caracterizado por ukernelcom dependéncia espacial. Um outro aspecto rele-
vante a respeito da Eqg. (4.1) € a relacdo com a equacao daalifasionaria de ordem
distribuida e a distribuicdo de Lévy truncada [79].

No Cap. (5), o caso em que as condicOes de contorno restringagstema a uma
regido confinada, foi possivel analisar como a difusdo pedafetada pelos contornos.
Particularmente, uma das consequéncias diretas que mlbsvea solucéo foi a presenca
de termos adicionais, tais termos sdo essencialmentecdeiguperficie que contorna o
sistema, que ndo estavam presentes quando consideravagdeg que cobrem todo o
espaco. A primeira situacéo analisada foi o caso unidiroaakicaracterizado por uma
condicéo de contorno dependente do tempo, que mostrou @roftuda condi¢ao de con-
torno dependente do tempo na difusdo de um sistema para mtig&o inicial arbitraria.
Esse fato € muito interessante e muda outras quantidadeforeldas a esses processos,
tal como a primeira passagem do tempo o qual pode ter um ctanpamto anémalo. Em
seguida, foi analisado o caso bidimensional com simetliladecica e com condi¢des de
contorno dependente do tempo e ndo homogénea, que simdasaanidimensional, 0s
processos difusivos e as quantidades relacionadas foraiificadas. Um outro ponto,
interessante com relacdo aos resultados obtidos, foi @éeleom outros cenarios fisi-
cos, tais como problemas de ancoramento em cristais ligjeichouma regiéo cilindrica e
fendmenos de adsorcdo. Por ultimo, foi analisado o sa&sbmensional com simetria ra-
dial, primeiramente na auséncia de forca externa, com dépera espacial e temporal no
coeficiente de difusdo e com o termo de reacéo sujeito a unadécéade contorno depen-
dente do tempo. A solucédo obtida para esse caso mostrou upodamento anémalo,
o qual pbéde ser verificado analisando a distribuicdo ou amdasiento quadratico medio.
A probabilidade de sobrevivéncia também manifestou um cotamento ndo usual, em
particular, para a condig&o de contorno dadagiart) = p(b,t) = 0, 0 comportamento
assintético deS(t) apresentou uma forte dependéncia cpmEm seguida, foi incorpo-
rado a forca externa que desempenha um papel important®oesgo difusivo afetando
a dispersao da distribuicédo e, consequentemente, do aistem
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Nossas perspectivas futuras sado de investigar genef@zala equacéo de Schro-
dinger baseadas em derivadas fracionarias, na preseneamtestndo-locais e/ou com a
massa dependente da posicéo. Investigar o efeito memaocianmportamento assintético
presente na equacao de Langevin generalizada quando e@msabs novas situacdes ca-
racterizadas por ruidos aditivos. Investigar conexdepamessos difusivos com a termo-
dindmica e a mecanica estatistica, por outro lado, a d&tatigiantica que emerge desse
formalismo também deve ser investigada e aplicada a sistBsieos de interesse, como,
sistemas vitreos, entre outros. Por fim, acredita-se qeetregsalho venha a ser util, em
geral, na discussao de sistemas que tenham processos asdmdifusdo e transporte.



Apéndice l \

FuncoOes especiais

A.1 Operador fracionario de Riemann-Liouville

A integral fracionaria de Riemann-Liouville é dada por [80]

oD, “y(x,t) = %y(m,t) = F(la) /0 (ty_(:i’)?_ads, (A1)

coma > 0, e a derivada fracionéaria de Riemann-Liouville

ol 01 [t y(x,t)
Wy(x,t) = af(&)/o (t—s)lfads' (A.2)

Quando temo8 < «a < 1, arelacdo da derivada se torna

. 81701 B afoz
JDilyte 0] = fmalent) + £ 2yt 0l | (A3)

—Q

DY =
0%t T ¥

(z,1). (A.4)

A.2 Operador fracionario de Riesz/Wey!

O operador fracionario de Weyl é uma representacdo do amefationario de
Riemann-Liouville onde o indicg = —oc ao invés d€, = 0. Dessa forma, a transfor-
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mada de Fourier fica dada por

F{oDhy(x, 1)} = —|k|"y(k, 1), (A.5)

a qual tem aplicagbes em calculo fracionario. Em uma dingersaperador de Weyl é
equivalente ao operador de Riesz, o qual preserva a prapgeezin dimensdes mais altas.
Matematicamente, a expressdo do operador de Riemannilgogéiwuma convolucao de

Laplace, enquanto que o operador de Riesz/Weyl represergacanvolucdo de Fourier
[21].

A.3 Funcles gama, beta e gama incompleta

A.3.1 Funcédo gama

A fungdo gama é uma extensado da fungéo fatorial e pode seiddeéitraves da
integral impropria

['(z) = /000 e t* Lt (A.6)

que converge uniformemente pdta(z) > 0. Da equagdo acima se verifica imediata-
mente qud’(1) = 1 e prova-se por integragdo por partes e indugéo finita que

T(n+1)=nl (A.7)

para todon € N, n > 1. Graficamente a funcdo gama para o intervalbo< z < 3 é
representada na Fig. (A.1).

|| | o _||

Figura A.1: Funcdo Gama

Introduzindo a mudanca de variavet ax coma > 0 e trocando: por z + 1, na
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Eq. (A.6), obtemos

az—f—l

o r 1
/ e “dr = w (A.8)
0
onde, substituinde porz + y na integral (A.6), temos

[x+y) = / e ttvldt, x>0, y>0. (A.9)
0

Fazendo uma nova mudanca de variavelt/(1 + p) comp > —1, depois multiplicando
ambos os lados per—!/(1 + p)®™ e integrando em relagdgpaobtemos

[(x+y) = / pr (L —p) " Vdp = / e Ssmtyt (/ epspxldp) ds. (A.10)
0 0 0
A integral entre parénteses é dada pela Eq. (A.8), onde
/ e P pttdp = s7T(x) (A.11)
0

de onde segue
Ma+y) = [ 5 (1= " =T@I ). (A12)
0

A.3.2 Funcao beta

A fungdo BetaB(z,y), também chamada de integral de Euler de primeiro tipo €
definida pela integral

B(z,y) = /01 t" N1 —t)V"'dt, Re(z) >0, Re(y)>0 (A.13)

que graficamente, pode ser representada no intebvale < 2e( < y < 2 (vejaA.2).
Introduzindo a mudanca de variavek p/(1 + p) na Eq. (A.12), obtemos

M(z+y) = /O "1 — 1)y tdt = T(2)T(y), (A.14)

onde a representacdao integral fica equivalente a funcagBstadente, e as funcdes Beta
e Gama ficam ligadas pela féormula

B(x,y) = % (A.15)
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Figura A.2: Funcéo Beta

Agora, introduzindo a mudanca de variavel da formacos? # na Eg. (A.14), temos
/2
2l (z + y) / (cos®™ 1 0)(sin® 1 0)do = T'(z)['(y). (A.16)
0

Redefinindo os pardmetros na Eq. (A.16) para- © — 1/2 ev = y — 1/2, podemos
reescrever essa equacao na forma

T w/2
r (u + %) I (V + 5) =2I'(v+p+ 1)/ (cos? 6) (sin® 6)db. (A.17)
0

A.3.3 Funcao gama incompleta

Muitas das funcfes especiais que, frequentemente, aparexestudo do célculo
fracionario estéao intimamente relacionadas com a funcamgacompleta. Aqui, vamos
nos restringir apenas as respectivas definicdes e progasdamples, visto que o objetivo
principal é fazer sua conex&o com as fung¢des de Mittag-Leffle

A fung&o gama incompleta;”(«, ), € uma fungéo inteira na variavelcontendo
um parametro e pode ser definida pela seguinte integral

v (o, x) :/ et tdt (A.18)
0

comRe > 0, ou ainda, em termos da funcédo hipergeométrica confluehig B (a, ¢, x),
dada por

«

v (e, x) = % 1Fi(a,a+ 1, —x) (A.19)
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onde a representacado em série da funcao hipergeométritasrua é

(o]
1Fi(a,c,z) = g

k=0

—~

a

ZL‘
— A.20
O b (A.20)

—

com(a); sendo o simbolo de Pochhammer [44]. A explicacdo da notaEaé a seguinte:
01 a esquerda dé' indica a presenca de um simbolo de Pochhammer no numerador e o
a direita indica a presenca de um simbolo de Pochhammer oondtegdor.

Utilizando a definicdo da funcdo gama incompleta e tomande 1 na expressao
da funcéo de Mittag-Leffler, € possivel relacionar a fungédiittag-Leffler com a gama
incompleta da seguinte forma [81]

El,u-l—l(x) = e”’d*(u,x}, (A21)

gue em termos da funcao hipergeométrica confluente fica

eﬂ?

El,,u = mlpl(:u_lhu7_x>
1
= — . Fi(1 .

A.4  Funcoes de Fox e de Mittag-Leffler

A.4.1 Funcobes de Fox

A classe das fung¢des de Fox ou Fungdo H compreende uma lasga cle fungbes
especiais conhecidas em fisica matematica, tais como ésr® Bessel, fungdes hiper-
geomeétricas, funcdes Meijer, etc. Recentemente, as fard@®&ox vém sendo ligadas a
transformada de Mellin, que tem sido reconhecida em traballe teoria de probabilida-
des e em célculos fracionarios, assim como em suas aplgfs;82—-84]. De acordo com
a notacdo padrao, a funcao de Fox é definida como

m,n o 1 m,n s
Hya'(2) = 27”/559'1£ (5)2"ds, (A.22)
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onde# " € chamado dkernele £ € um caminho adequado no plano compléxdste

kernelpode ser representado através das funfddes seguinte forma:

A
Hmn(s) = 7085(‘3 (A.23)
com " "
A(s) = H T'(b; — B;s), B(s) = H T(1—a; +a;s), (A.24)
C(s)= J[ T(1=b;+8s), D(s)= ]] T(a; —ays) (A.25)
j=m+1 Jj=n+1

sendd) < n <p,1 <m <gq,{a;,b;} € € {a;,p;} € RT. Arepresentacdo integral das
funcdes de Fox envolvendo produtos e rela¢des da fungéaonhecida como sendo do
tipo integral de Mellin-Barnes. Uma notagdo compacta pedeisada para representa-la
como
mong e || (@5 @) =1
' 2) = Fiy H (b5, B)j=1...q ] ' (420

A condicao para a existéncia da funcado H pode ser feita exadma convergéncia da
integral (A.22), a qual depende da selecdo do contdireouma exata relagéo entre os
parametros{a;, o, }(: = 1...,p) e {b;,5;}(j = 1...,q) [85]. Algumas das suas pro-
priedades [21] foram empregadas em capitulos anteriave®) @ derivada da funcéo de
Fox

4 {:EO‘HT”’” [(ax)ﬁ (ap, Ap)

dz m (by, By)

(_av 6)7 (an Ap)

(bqv Bq)> (v—a, B)
(A.27)

b eiar ooy

A.4.2 FuncOes de Mittag-Leffler

As funcdes especiais mais importantes usadas no calcuoiorigaio sdo as de Mittag-
Leffler, que fornecem uma possivel generalizacéo da fungé&mencial e da funcéo erro.
Esta funcéo depende apenas de um parametro, em geral, umepraréeal ou complexo.
Ha mais ou menos cinquenta anos, Agarwal [86] generalizongab de Mittag-Leffler a
partir da introduc&o de um outro parametro; esta genecalizeonhecida como fungéo de
Mittag-Leffler com dois parametros, tem uma vasta apliadduile no estudo de equacdes
diferenciais fracionarias.
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Vamos considerar a funcao de Mittag-Leffler com dois paréoegt > 0 e 3 > 0,
definida pelo seguinte desenvolvimento em série:

Eap(z) = 2% Nk (A.28)

o
Zk
k=

Esta por sua vez, é reduzida a classica funcédo de MittageLafth caso em que o para-
metro = 1. As funcdes de Mittag-Leffler se relaciona com a funcéo Etravas do
seguinte teorema:

Teorema: Para todo: € ¢, temos

E, \(iz) = e [1 + erf(iz)] = e~ [erfo(—iz)]. (A.29)

Em problemas envolvendo difusdo andmala, as funcdes dagMitffler sdo usadas
geralmente nas inversas de Laplace. Uma inversa conhexittanatura [24] é dada por

-1 jlue=? aj4B—1 () o

onde a derivada da funcao de Mittag-Leffler tem a forma

Gy PEasy) G+ n)ly"
Ely(y) = g ; P (A.31)

A funcao de Mittag-Leffler pode se relacionar com a funcaoaedtravés da equacao

Gy il | (0,1)
Eqsly) = Hi, [ y‘ (- (aj 1 8).0} ] : (A.32)

sendo que para = 1, a funcao de Mittag-Leffler recai no caso particular

y_ ol | (=)
eV = Hyy [ y‘ 0.1) ] . (A.33)

A.5 FuncoOes de Green

Estas fungbes podem ser usadas na resolucao de equacissthie que podem ou
nao conter termos de fonte, onde podemos facilitar a soldg&guacao usufruindo desta
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técnica. As funcdes de Green aparecem em varias areas cka E®no em Fisica de Par-
ticulas Elementares, e em todos os casos elas estdo aasaciatluéncia” que um ponto
do espaco exerce sobre outro, podendo essa influéncia semelgnética, gravitacional,
ou nucleares forte e fraca. Em particular, elas sdo extreamsmmportantes em teorias
quanticas de campo, como Eletrodinamica Quantica e Croraodca Quantica [87].

A.5.1 Problema de Sturm-Liouville
Vamos supor que queremos resolver a equacao diferencihlomdogénea

L) = 1 o) 2|~ glohute) = pt2) (A.34)

no intervaloa < z < b com uma funcdo especificada conhecida) e com condi¢des
de contornoem = a ex = b. ComoLu = 0 é a forma auto-adjunta da equacéo de um
problema de Sturm-Liouville, vamos nos referit @omo o operador de Sturm-Liouville.
Multiplicando o operador diferencial linear de segundaearduma hora por um fatar
qualquer e outra hora por um fatequalquer, temos

vLu(r) = %[p@)dl;f)}_q@)u(@:@(@

_d du(z) B
utule) = 4 (o) 2| - aule) = pto) (A35)
Subtraindo uma da outra, obtemos
b b
/ dx [vLu —ulv] = |p v% - u@ , (A.36)
“ dx dr ) |,

onde este € o conhecidmorema de Green
Para resolver (A.34) para uma fonte comuifn), introduzimos a chamada funcéo
de Greerl7(z, '), na qual a solu¢éo para uma fonte pontuahéé:

LG(z,2") = 6(x — 2'), (A.37)

sendoi(xz — 2’) a fungéo delta de Dirac. Aplicando o teorema de Green (A.38)ra
ev(r) = G(z,2’) e usando (A.34) e (A.37), juntamente com a integral da fuigia,



CAPITULO A. FUNCOES ESPECIAIS 110/ 118

trocandox por 2/, a equacao se torna

b
u(z) = /dx'G(x,x’)cp(x’)

- [p(x') (G(Lx’)du(x/)—u(x')iG(x,x’))r . (A.38)

r'=a

Agora de posse desta equacgao, podemos escolher uma coddicaatorno que anule
os termos desconhecidos. Supomos qlg e u(b) sdo dados, assim podemos escolher
como condi¢ao de contorno

G(a,z') = G(b,2") =0, (A.39)

esta condi¢do elimina da Eq. (A.38) a quantidade descadéeiz’) /dz’ em
' = a,b e reduz a equacao para

b
u(z) :/ dr'G(2', z)p(2") + |p(a")u(2")—G (2, x) : (A.40)

z'=a

Esta € a solucdo da Eqg. (A.34) em termos de quantidades ¢dasec

A.5.2 Expansao das fun¢des de Green em autofuncdes

Muitos problemas em fisica envolvem, de uma ou de outra meaneperadores
diferenciais do tipo Sturm-Liouville:

L o))

Luy, = az [P dr } = qun(z) = =Aup(@) Uy, (A.41)

ondep(z) e u,(x) sdo ndo negativas. Podemos estudar a expanséo das fun@eede

em autofungdes usando o operador de Sturm-Liouville aciBrma.cada caso, podemos
escolher as condicdes de contorno de forma que seja poskinelar valores desconhe-
cidos. Para equacao acima escolhemos condi¢cfes de cogayei®

Auy(a) + Bul,(a) = 0 (A.42)
Cu,(b) + Dul,(b) = 0. (A.43)
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Suponha agora que desejamos resolver a equacgao difereieiabmogénea

Lu + Apu = p(x), (A.44)

com as condi¢des de contorno
Au(a)+ Bu'(a) = X (A.45)
Cu(b) + Du'(b) = Y. (A.46)

Aqui ¢(z) € uma fungdo dada, assim comde Y sdo constantes dadas. Precisamos entéo
encontrar uma fun¢é@(x, 2’') que satisfaz a equacéo diferencial

LG(z,2') + A\pG(z,2") = 6(x — 2). (A.47)

Desse modo, encontrando a funcao de Green, encontramoéneadolucdo da equacao
diferencial ndo homogénea (A.47). As condi¢cdes de contedino

d
AG(a,x") + B%G(x, ') =0 (A.48)

r=a

CG(b,2") + D%G(x, z') = 0. (A.49)

r=b

Em termos da funcdo de Greéfix, '), que é simétrica, a solugdo de (A.44) com condi-
cOes de contorno dadas por (A.45) e (A.46) é

u(z) = / bdx'G(:E,x')cp(x') (A.50)
- {p(x} (G(x,x’)dl;(j/) - u(x')%@(x,x'))}:a (A.51)

onde é facil verificar que a solucao de (A.47), juntamente (b8) e (A.49) pode ser
dada pela série

G(z,2') = Z’yn(x’)u (). (A.52)

Dessa forma, com a Eq. (A.47) e a condigdo de ortogonali@éadentramog§ (=, «') dado
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por
Gz, ') = _— A.53
( ? ) ; )\ . )\n ? ( )
ondeu,,(z) séo as autofungdes de (A.41).

A equagéo geral acima pagdzr, «') € um belo resultado, mas, infelizmente, envolve
uma série infinita. Assim, para facilitar um dado problensgothemos condi¢bes de
contorno de tal forma que&x, 2') se anule nas extremidades, podendo ser desenvolvida
em uma série de funcdes ortogonais convenientes, como @apdx, uma série em seno
de Fourier.
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