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RESUMO

Alguns sistemas que envolvem fendmenos de transporte nao sdo explicados adequadamente
por uma equagao de difusio usual, sendo, por vezes, empregadas equacdes do tipo difusdo com
operadores fraciondrios. Em geral, equacdes com operadores fraciondrios possuem solucdes da-
das em termos das funcdes de Mittag-Leffler e da funcdo H de Fox, as quais estdo intimamente
ligadas com o cdlculo fracionario. Nesse contexto, este trabalho aborda o estudo de fendme-
nos de difusdo e como as ideias dentro desse campo de estudo foram se desenvolvendo. Um
dos principais objetivos do trabalho € investigar sistemas que apresentam comportamentos di-
fusivos andmalos, os quais sdo regidos por equacdes diferenciais com operadores fracionérios.
Assim, faz-se primeiramente uma introducao sobre esse tipo de célculo, enfatizando algumas
propriedades que foram pertinentes na solucdo dos problemas tratados neste trabalho. Além
das ferramentas de calculo fracionario, discute-se o modelo da caminhada aleatéria continua
no tempo. Esse topico tem como objetivo mostrar como as distribuicdes de passos e de tem-
pos entre os passos podem influenciar no comportamento do sistema, fato este que o leva a ser
regido por equagdes diferenciais distintas. O primeiro caso estudado € um sistema com vin-
culo geométrico. Nesse problema, as particulas no volume se encontram em uma regido onde
existe uma esfera de raio R, de modo que elas possam ser adsorvidas e/ou dessorvidas da su-
perficie dessa esfera. Tais fenomenos dependem da escolha do kernel da condicao de contorno
integro-diferencial associada a superficie. O outro sistema estudado consiste em um modelo
que considera uma generalizacdo de uma equacgao cinética de primeira ordem. Aqui se estuda
a dispersdo de um sistema em meio a outro, onde particulas, por meio de processos quimicos
ou fisicos, podem ser sorvidas e/ou dessorvidas. O ultimo problema analisado € o transporte de
particulas carregadas em uma célula eletrolitica em trés dimensdes. Nessa ultima parte do tra-
balho, o objetivo € calcular uma expressdo para a impedancia elétrica do sistema. Além disso,
analisam-se os casos em que os eletrddos sdo bloqueantes e quando esses estao sujeitos a efei-
tos de adsorc¢do e/ou dessorcdo. A partir da expressdo obtida, faz-se uma comparag¢io com a do

caso unidimensional para analisar se comportamentos diferentes surgem.

Palavras-chave: Difusao usual. Difusdo andomala. Célculo fraciondrio. Dessor¢do. Sorc¢ao.



ABSTRACT

Some systems involving transport phenomena are not adequately explained by a usual dif-
fusion equation, therefore, diffusion type equations with fractional operators are sometimes
employed. In general, solutions for equations with fractional operators are given in terms of
Mittag-Leffler and H Fox functions, and these are closely linked to fractional calculus. In this
context, this paper deals with the study of diffusion phenomena and how the ideas within this
field of study were developed. One of the main objectives of the study is to investigate systems
that show anomalous diffusive behaviour, which are governed by differential equations with
fractional operators. Thus, an introduction to this type of calculus was carried out, emphasizing
some properties that were relevant to solve the problems addressed in this work. In addition to
the fractional calculus tools, the continuous time random walk model is discussed. This topic
aims to show how the distribution of steps and time lapse between these steps can influence the
system’s behaviour, a fact that leads it to be governed by distinct differential equations. The first
case studied is a system with a geometric bond. Here, the particles in bulk are in a region where
there is a sphere of radius R, so that they can be adsorbed and/or desorbed from the surface
of this sphere. Such phenomena depend on the choice of the kernel of the integro-differential
boundary condition associated with this surface. The other system studied consists of a model
that considers a generalization of a first order kinetic equation. Here, the dispersion of one
system into another is studied, where particles, through chemical or physical means, may be
sorbed and/or desorbed. The last problem discussed is the transport of charged particles in an
electrolytic cell in three dimensions. In this final part of the work, the objective is to calculate
an expression for the electrical impedance of the system and to analyze the cases when the elec-
trodes are perfectly blocking or whether they are subjected to the effects of adsorption and/or
desorption. From the obtained expression, a comparison is made with the one-dimensional case

in order to analyze whether different behaviors arise.

Keywords: Usual Diffusion. Anomalous Diffusion. Fractional Calculus. Desorption. Sorption.

Vi



1.1
1.2

1.3

1.4

1.5
1.6

1.7

3.1

4.1

4.2

LISTA DE FIGURAS

Trecho retirado da obra original Théorie Analytique de la Chaleur . . . . . . .
Trecho retirado da adaptacdo do inglés da obra original Théorie Analytique de
la Chaleur . . . . . . . . . . . e
[lustragcdo do fluxo de calor em um sélido simétrico . . . . . .. ... .. ...
Ilustracao do fluxo de calor entre as isotermas de um sélido disforme . . . . . .
[lustracao da relacdo de recorréncia (1.71) . . . . . . . ... ... ... .. ..
Tabela contendo detalhes utilizados no trabalho de Richardson, como o tipo de
sistema analisado, as referéncias dos dados, os valores da difusividade K e os
davaridvel [ . . . . . . . L
Grifico de Log;, K (cm?s™!) x Log;, [ (cm), isto é, do logaritmo da difu-

sividade K em unidades de cm?s~!

em funcdo do logaritmo da distancia de
separacdo [ emunidadesdecm . . . . ... ... Lo,
A esquerda: CTRW bidimensional, podendo representar o movimento Browni-
ano. Os tempos de espera sdo representados pelos circulos, sendo o tamanho
do didmetro diretamente proporcional ao tempo de espera antes de o proximo
passo ser dado, e sendo o tamanho dos passos representados aqui como equi-
distantes. A direita: diagrama de z por ¢t de uma CTRW unidimensional em
que tanto os passos quanto os tempos de espera sdo varidveis aleatdrias obtidas
apartirdeumaPDF . . . . . ... oo o
Essa figura ilustra a possivel aplicagdo do formalismo apresentado aqui, em que
as particulas sao adsorvidas e podem ser dessorvidas em uma superficie esférica
Comportamento da funcdo de Green (4.56) para diferentes valores do coefici-
ente de difusdo. Consideram-se, por simplicidade, ' = 1, « = 1/2,t = 0,1,

R =1e~y =1emunidades arbitrdrias . . . . . . ... ... ... .......

vii

12
12
28

30

31

81

95



Lista de Figuras

4.3

5.1

5.2

53

54

55

6.1
6.2
6.3
Al

Comportamento da equacdo (4.59), isto é, da probabilidade de sobrevivén-
cia S(t) versus t para diferentes valores de «. Por simplicidade, assumem-se
o(r) = (1/r*)d(r—3/2), ' =1,K, =1, R = 1 ey = 1 em unidades arbitrérias 106
Comportamento do desvio quadratico médio A2(t) versus ¢ considerando dois
valores distintos para a condi¢ao inicial e taxas constantes. Consideram-se v =
1 na Figura 5.1a e v = 1/2 na Figura 5.1b. Por simplicidade, foi assumido que
kr=1Lk=1eK,,=1 ... . ... ... .. 116
Comportamento de 1/ (¢*/1p?(0,t)) versus ¢ considerando duas condi¢des ini-
ciais diferentes e taxas constantes. Consideram-se, por simplicidade, v = 1,
kr=1Lkn=1eK,,=1 .. ... .. ... . 117
Comportamento de S(t) considerando diferentes k() e ky(t). As linhas ver-
melha (tracejada), preta (sélida) e verde (pontilhada) correspondem aos casos
k() ~ kps™, ky(s) = ky, kp(s) = kyp, ky(s) = ky, kp(s) = ky/s™ e ky(s) =
ky, respectivamente. Por simplicidade, consideram-se k; = 1,y = 1/2, p; = 1,
I'c =0e ky, = 1emunidades arbitrdrias . . . . . ... . ... ... ...... 118
Comportamento de p(z,t) considerando diferentes condi¢Ges iniciais. Figura
5.4a ilustra o caso u = 2 e Figura 5.4b o caso ;1 = 3/2. Por simplicidade,
consideram-se ky = 1, k, = 1,y = 1 e K, , = 1 em unidades arbitrdrias . . . . 124
Comportamento de p(x, t) versus x considerando diferentes k(t) e k, (). As li-
nhas preta, vermelha e verde correspondem a k¢ (t) = ke™" com ky(t) = kye™,
kp(t) = Kk com ky(t) = kye™" e ky(t) = K com ky(t) = k; respectivamente.

Por simplicidade, consideram-se k} =5k, =1/2,y=1Lpu=11t=1/2e

K, = 2 emunidades arbitrdrias . . . . . .. ... 125
[lustragdo de uma célula eletrolitica . . . . . . . ... ... ... .. ... .. 129
[lustracao do corte transversal de uma célula eletrolitica . . . . . . . . ... .. 129
Esquema do corte transversal da célula eletrolitica . . . . . ... ... ... .. 137
Fungdo ['(z) nointervalo —5 < 2 < 5. . . . . . . ... ... ... 158

viii



LISTA DE TABELAS

2.1 Derivadas fraciondrias . . . . . . . . . . ... 54
2.2 Transformadas integrais dos operadores fraciondrios. . . . . . ... ... ... 77
3.1 Equagdes diferenciais segundo o comportamento de (z*) e (). . . . . ... .. 90

X



I Desenvolvimento historico sobre os fenomenos difusivos e o calculo

SUMARIO

fracionario

1

2

UM PASSEIO PELA HISTORIA DOS FENOMENOS DIFUSIVOS
1.1  Processos difusivos: tudo se resume a uma equagdo de Fourier . . . . . .. ..
1.2 Otrabalhode Fourier . . . . . . . . . . .. . .. .. .
1.3 Asleisde Adolph Fick . . .. ... ... ... .. ... .
1.4 Aequacdodecontinuidade . . . . ... ... ... ... ...
1.5 Movimento Browniano e os caminhos aleatdrios para a equagao de difusdo
1.5.1 OmodelodeEinstein. . . . . ... .. .. ... ... .........
1.5.2 Aequagdode Paul Langevin . . . . . ... ... ... . ........
1.5.3 Caminhada aleatériae o andardobébado . . . . . .. ... ... ...
1.6 Difusdo andmala: Richardson e os movimentos turbulentos . . . . . . . .. ..
1.7 Fendmenos subdifusivos . . . . . . . ...

1.8 Por que a difusdo usual € considerada o casonormal? . . . . . ... ... ...

UM APANHADO SOBRE O CALCULO FRACIONARIO

2.1 Aorigemdo cdlculo fraciondrio . . . . .. .. .. Lo
2.1.1 O operador de integral fracionéria de Riemann-Liouville . . . . . . ..
2.1.2 O operador de Griiwald-Letnikov . . . . . . ... ... ... ... ..
2.1.3 Ooperadorde Caputo . . . . . . . . . . ... . i
2.1.4 Ooperadorde Riesz-Weyl . . . .. ... ... ... ... .......

2.2 As funcdes de Mittag-Lefflere HdeFox . . . . . .. .. ... .. ... ...
2.2.1 A funcdode Mittag-Leffler . . . . . ... ... ... ... ... ..
222 AfuncdoHdeFox . . .. ... ... .. .. .. ...

2.3 Astransformadas integrais . . . . . ... ..o

o N N

14
17
18
23
25
29
33
34



Sumario

2.3.1 Transformadade Fourier . . . . . . ... ... ... .......... 64
2.3.2 TransformadadeLaplace . . . . . .. ... ... ... ... ...... 68
2.3.3 Transformadas integrais no cdlculo fracionario . . . . .. ... .. .. 71

3 DA CAMINHADA ALEATORIA A EQUACAO DE DIFUSAO FRACIONARIA 79

3.1 Longostemposde espera . . . . . . . . . ... e e 86
322 Voosde Lévy . . . . . . e 88
3.3 Longos temposdeesperaevoosde Lévy. . . . . .. .. ... ... .. .... 89

II Analise de sistemas fisicos regidos por equacoes de difusao e equa-

coes fracionarias do tipo difusao 91

4 EQUACAO DE DIFUSAO FRACIONARIA NO TEMPO COM SIMETRIA RA-

DIAL E CONDICOES DE CONTORNO INTEGRO-DIFERENCIAIS 92
4.1 Processos de sor¢do e dessorcao . . . . ... ... e e e 93
4.2 A equagdo de difusdo e as condi¢des de contorno . . . . ... ... ... L. 93
4.3 Métodos utilizados para a solu¢do da equacdo de difusdo fraciondria . . . . . . 95
44 Sobreosresultados . . . . ... L 106

5 PROCESSOS DE SORCAO E DESSORCAO GOVERNADOS POR EQUACOES

DE DIFUSAO FRACIONARIA 108
5.1 Introdugdoaoproblema . . . .. .. ... ... ... ... ... ... ... 109
5.2 Resolvendo a equacdo fraciondria do tipo difusd@o com termo de reagdo . . . . . 110
5.3 Sobreosresultados . . . . . ... 126
6 IMPEDANCIA ELETRICA EM CELULAS ELETROLITICAS 127
6.1 Primeiro caso: eletrodos perfeitamente bloqueantes . . . . . . . . ... .. .. 128
6.2 Solugdes daequacdode Poisson . . . . ... ... ... L. 131
6.3 O potencial da célula eletrolitica . . . . . . . ... .. ... ... ....... 136
6.4 O campo elétrico e aimpedanciatotal . . . . ... ... ... ... ..... 141
6.5 Segundo caso: eletrodos sujeitos a efeitos de adsor¢do . . . . . . ... ... .. 144
6.6 Sobreosresultados . . . . . ... 148
CONSIDERACOES FINAIS 150

xi



Sumario

Apéndice A Funcoes especiais

A.1 A equacgdo de Bessel e suas primeiras solugdes . . . . . . ... ... ... ...

A.1.1 Outros tipos de fungdesde Bessel . . . . . ... ... ... ... ...

A.2 Funcdo Gamma .

Apéndice B O método das funcoes de Green

B.1 Operadores Hermitianos . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. ......

B.2 Funcdes de Green

Referéncias

Xii

153
153
155
157

159
159
161

165



INTRODUCAO

rancis Bacon (1561-1626) € um dos pioneiros na articulacao do que é o método da

ciéncia moderna. O método Baconiano ou Indutivismo consiste na observaciao de

alguns fatos de maneira que eles sejam coletados como dados em um experimento
e, a partir disso, algum tipo de teoria possa ser desenvolvida. Essa linha de pensamento ficou
famosa devido aos trabalhos realizados por Galileu Galilei (1564-1642) e Isaac Newton (1643-
1727). Nesse periodo, diversos pensadores comeg¢am a ver a importancia da conciliagdo de
observacdes experimentais com teorias propicias e a difundir o método Baconiano. Herbert
Douglas Anthony, em uma avaliacdo moderna da realizacdo do trabalho de Galileu, escreve [1]:
“a coisa mais importante na opinido de Galileu era aceitar os dados e construir a teoria para
adequar-se a eles.”

Em meados do século XX, em Viena, uma linha de pensamento surge refor¢cando alguns
aspectos da teoria de F. Bacon. O positivismo l6gico é uma forma extrema de empirismo.
Esse movimento complementa a teoria baconiana ao impor que as teorias propostas a partir de
observacdes ndo devem ser somente justificadas, mas também verificadas mediante um apelo
aos fatos adquiridos.

Esse método cientifico descrito se aplica as mais diversas dreas da ciéncia, como a biologia
e a fisica. Diversas contribui¢des valiosas a ciéncia sdo feitas seguindo esse método. O monge
agostiniano e botanico Gregor Mandel (1822-1884), conhecido como Pai da genética e cujas
observacdes mais rigorosas sao conhecidas como Leis de Mendel, analisa matematicamente os
resultados entre os diversos cruzamentos de vdrios tipos de plantas, principalmente de ervilhei-
ras cultivadas na horta do mosteiro onde vivia. Em fisica, Johannes Kepler (1571-1630), obtém
as leis da mecanica celestial a partir de observagdes atrondmicas, conhecidas como Leis de Ke-
pler; e Galileu obtém leis de movimento a partir da observacao de seus experimentos de plano
inclinado em que desmistifica a afirmacdo’ de Aristételes (384 a.C.-322 a.C.).

Diante desse contexto, pode-se dizer que uma das vertentes de se fazer pesquisa em fisica
pode ser resumida em quatro itens: (i) observacdo de um fendmeno natural de interesse; (ii)
realizac@o de ensaios posteriores a fim de se ter uma reprodutibilidade do fendbmeno em questao
para a obtencd@o de dados de tal comportamento; (iii) andlise dos dados obtidos e a procura de

uma lei, uma equacdo ou um modelo de simulacdo que explique o sistema fisico; (iv) concor-

'A afirmaciio que se refere neste trecho é a de que corpos mais pesados caem mais rapidamente do que corpos mais
leves.



Introducgao

dancia e predi¢cdes do modelo proposto com a reprodutibilidade comportamental do sistema em
analise [2].

Historicamente, observam-se situacdes em que teorias solidificadas ndo conseguem explicar
fendmenos pertinentes a tal area. Um exemplo € caso do estudo do comportamento 6ptico
da luz. James Clark Maxwell (1831-1879) explica os fendmenos eletromagnéticos fazendo
constatacdes de que a luz € uma onda eletromagnética e, por um longo periodo de tempo, faz sua
teoria permanecer em fortes alicerces. Anos mais tarde, alguns comportamentos associados a
luz ndo sdo explicados satisfatoriamente com as teorias ali existentes. Em 1905, Albert Einstein
(1879-1936) propde que a luz € composta de corpusculos, fétons, conseguindo, entdo, uma
explicacdo adequada para fendmenos observados, como o fotoelétrico, que lhe rendeu o prémio
Nobel em 1921. A partir dessa suposicdo, diversas consequéncias e implicacdes importantes
foram observadas. Um outro exemplo € o da energia ser considerada continua até que Max
Planck (1858-1947) a discretiza, a fim de remediar fendmenos inexplicaveis que sdo observados
na curva de espectro de radia¢do de corpo negro. Isso contribui de maneira significativa para o
raciocinio de Einstein mencionado.

Em contrapartida ao método cientifico discutido até agora, muitas vezes sdo propostas teo-
rias que nao sdo advindas de observagdes experimentais, e sim do desenvolvimento de modelos
tedricos. Alguns exemplos s@o os trabalhos de Albert Einstein sobre a relatividade especial
(1905) e geral (1916), que vém sendo comprovados até hoje, e o trabalho de Paul Adrien Mau-
rice Dirac (1902-1984) sobre monopolos magnéticos e a quantizagdo da “carga magnética”, que
ainda permanece sem um desfecho apropriado. Outro exemplo é o de Peter Higgs (1929), que
propde, em 1960, a existéncia de uma particula elementar, o Béson de Higgs, que é comprovada
somente em 2012, por meio de experimentos no acelerador de particulas.

Os fendmenos de difusdo ou de transporte sdo um dos exemplos de fendmenos naturais que
foram estudados obedecendo a descricdo do método cientifico comentado. Diversos pesquisa-
dores, como Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), Thomas Graham (1805-1869), Adolph
Eugen Fick (1852-1937), observam fendmenos de transporte em sistemas diversos e formulam
teorias que cabem no contexto de pensamento das discussodes feitas até aqui: eles observam
fendmenos distintos em sistemas distintos e chegam em resultados que concordam entre si. A
riqueza e a vantagem de se ter mais de uma vertente tedrica explicando um mesmo fendmeno é
que, na maioria das vezes, tais vertentes conseguem predizer os mesmos resultados fundamen-
tais e, por vezes, chegar a determinadas particularidades. Tal diversidade abre novos caminhos
para que ideias possam ser estendidas para outros tipos de fendmenos e, em alguns casos, para
outras dreas de pesquisa.

Historicamente, a drea de estudo dos fendmenos difusivos tem sido de grande importancia
e interesse em fisica. Diversos cientistas fazem seus estudos sobre esses fendmenos de trans-
porte e consolidam uma base sdlida para tais fénomenos. Lewis Fry Richardson (1881-1953),
por exemplo, faz um trabalho que € um tratado sobre turbuléncia, em que mostra que alguns

sistemas ndo se comportam de maneira usual como em outros estudados por diferentes pesqui-
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sadores.

Neste trabalho, a equacgdo de difusdo, uma equagdo diferencial parcial em sua forma usual,
serd objeto de estudo no capitulo primeiro, em que uma parte histdrica serd comentada. Tam-
bém, serdo ilustradas algumas das possiveis maneiras de se derivar a equacdo de difusdo, in-
cluindo os métodos para resolvé-la e quais resultados eles fornecem; e serdo ilustrados casos
em que a difusdo andmala aparece.

A compreensao desse tipo de difus@o exige o uso de célculo fraciondrio, que sera tratado no
segundo capitulo, o qual versard sobre aspectos histéricos e analiticos do célculo fracionério,
bem como sobre a descri¢ao das transformadas e das func¢des especiais necessarias em questao.

Ainda no ambito do cdlculo fraciondrio e da difusdo, o terceiro capitulo abordara o problema
do caminhante aleatdrio continuo no tempo. Serd visto que diferentes distribuicdes de passos e
de intervalos de tempo entre eles podem levar a equacdes que se parecem com uma equacao de
difusdo usual, mas que caracterizam processos de transporte andmalo.

O quarto capitulo serd dedicado ao estudo de um sistema fisico com vinculo geométrico es-
férico governado por uma equagdo de difusdo fraciondria, também conhecida como equacdo de
difusdo de Schneider-Wyss. Sistemas difusivos com geometria esférica sdo de grande interesse
para o estudo de medicamentos, tanto no tratamento direto de patologias quanto no desenvol-
vimento de farmacos [3,4]. Um fato importante é a andlise feita dos pardmetros obtidos na
solugdo analitica do problema, o que permite uma descri¢do mais realista do sistema.

No quinto capitulo, serd analisado um problema parecido com o do quarto. Serdo investi-
gados processos de adsor¢do e dessor¢do, em que a substincia estudada, um fluido, difunde-se
em meio a uma outra substincia, de maneira que haja a possibilidade de uma reagdo de algum
tipo, quimica ou fisica, entre esses dois tipos de substancias.

Por fim, no sexto capitulo, uma breve introdugdo sobre células eletroliticas sera feita, expli-
cando um pouco sobre o sistema fisico e qual a importancia dele em algumas dreas, como a do
desenvolvimento tecnoldgico, industrial e bioldgico. O objetivo deste capitulo € encontrar uma
expressdo para a impedancia elétrica da célula eletrolitica, mostrando com detalhes a aborda-
gem matemadtica e de que maneira a solucao se comporta quando se toma o limite para o caso
unidimensional.

No apéndice A, serdo feitos comentdrios sobre funcdes especiais, como a fung¢ao de Bessel,
mostrando desde a equagdo diferencial da qual ela € solucdo até algumas propriedades mais
gerais. No apéndice B, o método de funcdes de Green também serd comentado, mostrando
suas principais caracteristicas, como o tipo de equacao diferencial que se deve ter para aplicar
o método, o que implica um comentdrio sobre operadores autoadjuntos. Questdes como a des-
continuidade e as condi¢des de contorno que facilitam a solucido dos problemas também sera
abordadas.

Este trabalho tem como primeiro objetivo elucidar alguns pontos histéricos sobre os feno-
menos difusivos, destacando sua importancia no desenvolvimento da ci€éncia e como novas

ferramentas matemdticas foram necessdrias para explicar com maior precisdo alguns desses
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eventos. Outra finalidade é mostrar as caracteristicas dos instrumentos matematicos utilizados
e quais deles sdo mais pertinentes para descrever diferentes sistemas difusivos. Posteriormente,
o propésito é entender quais comportamentos alguns sistemas apresentam quando sujeitos a

diferentes tipos de condi¢des.



Parte I

Desenvolvimento historico sobre os

fenomenos difusivos e o calculo fracionario



CAPITULO 1

UM PASSEIO PELA HISTORIA DOS
FENOMENOS DIFUSIVOS

s fendmenos difusivos sempre foram de interesse de varios pesquisadores, nao s

no ambito da fisica, mas também em areas como biologia, engenharia e até cién-

cias econdmicas. Alguns pesquisadores como Fourier, Fick e Richardson fizeram
grandes contribui¢des para essa drea da ciéncia, criando um alicerce e mostrando que existem

diferentes tipos de regimes difusivos.

1.1 Processos difusivos: tudo se resume a uma equacao de

Fourier

Historicamente, a drea de estudo dos fenomenos difusivos foi de interesse de varios pesqui-
sadores, matemdticos, médicos e, sobretudo, fisicos. Esse fendmeno abrange os mais diversos
sistemas, desde sociais, em que existe o conceito de difusdo cultural, até bioldgicos, em que
diversos fendmenos importantes podem ser estudados, como o processo de respiracdo animal
causado pelas diferencas de concentracao entre CO, e O, [5]. Contudo, os fendmenos de trans-
porte tiveram uma de suas primeiras constatacdes feita pelo poeta e filésofo Romano Lucretius
(99 a.C.-55 a.C.) em The Nature of Things' datada de 60 a.C. [2]. Em alguns trechos dessa obra,
a descricdo do movimento de graos de areia no ar pode ser encontrada de uma forma bastante
detalhada, como pode ser visto no fragmento a seguir, retirado de uma tradug@o do texto origi-
nal [6]: “first of all, some part of earth, when baked by ceaseless suns, trodden by the force of
many feet, gives off a mist and flying clouds of dust, which stormy winds scatter through all the

air”.?

'A Natureza das Coisas [tradugio nossal.

2“primeiramente, alguma parte da terra, quando aquecida por séis incessantes, pisoteada pela forca de muitos pés,
emite uma névoa e nuvens flutuantes de poeira, as quais tempestuosos ventos espalham pelo ar”. [ [6], traducdo
nossaj.
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Posteriormente, na histéria da difusdao no ambito da fisica, pesquisadores como Fourier,
Thomas Graham, Adolph Eugen Fick e Lewis Fry Richardson fizeram contribuicdes diversas
para o avanco dessa drea. Enquanto isso, alguns pesquisadores como Pierre-Simon de Laplace,
Thorvald Nicolai Thiele, Lord Rayleygh, Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier, dos quais
nem todos eram fisicos, estudaram sistemas que, de certa forma, ndo possuiam nenhuma carac-
teristica intrinseca relacionada a fendmenos difusivos. Ainda assim, eles chegaram a equacdes
diferenciais que descrevem um processo de transporte, ou seja, por meio de seus estudos, encon-
traram uma equacdo contendo a mesma estrutura de uma equacgdo de difusdo - primeiramente
descrita por Fourier no trabalho sobre a propagacao do calor em sélidos.

Nas secOes seguintes, serdo comentados de maneira breve alguns trabalhos importantes para
o desenvolvimento matematico dos fendmenos difusivos, destacando-se os trabalhos de Fourier,
Fick, Richardson, que t€m um aspecto mais macroscépico. Adentrando um pouco mais no as-
sunto e na matéria, alguns pontos dos trabalhos de Robert Brown serdo elucidados de maneira a
mostrar sua grande contribuicao aos estudos do fendmeno, que recebeu o nome de Movimento
Browniano. Na sequéncia, serdo comentados aspectos formais sobre o passeio aleatério e os
trabalhos de Einstein e Paul Langevin (1872-1946), suas tentativas bem sucedidas de descre-
ver matematicamente o movimento browniano e como eles ajudaram a concretizar o conceito

atomico da matéria.

1.2 O trabalho de Fourier

Fourier é um cientista famoso por suas contribui¢des a fisica matematica, como a série de
Fourier, os coeficientes de Fourier, analise de Fourier e, também, a transformada de Fourier,
que possui uma gama de aplicabilidades, incluindo sua aplicacao impar na solu¢do de equacdes
diferenciais [7]. Uma obra que faz uma abordagem histérica da vida de Fourier sob um aspecto
geral® e cientifico é o livro de John Herivel, Joseph Fourier: the man and the physicist* [8].

Apesar de Fourier ter desenvolvido intimeros trabalhos importantes, uma de suas andlises
mais profundas € sobre a difusividade/propagacdo de calor em sélidos. O trabalho intitulado
Théorie de la Propagation de la Chaleur dans les Solides>® é submetido no ano de 1807 a
Academia Francesa, periodo em que teorias importantes como a termodindmica e a de equacoes
diferenciais ainda estavam em seus estados iniciais de formulagao [9].

A principio, seu trabalho ndo € bem aceito, sendo criticado logo de inicio pelo comité ava-
liador do qual faziam parte Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Laplace. Nesse trabalho,
Fourier descreve como a taxa de temperatura de um corpo sélido sofre alteracdes em seu inte-

rior em fun¢do do tempo. A descri¢@o sobre a condutividade térmica € feita gradualmente entre

3Lugares em que morou, as revolugdes de que participou, seus exilios, cargos empregaticios que assumiu etc.

4 Joseph Fourier: 0 homem e o fisico [tradugio nossa].

>Teoria de Propagacdo de Calor em Sélidos [tradugiio nossal.

®Em alguns lugares, é possivel encontrar tal trabalho com um titulo ligeiramente diferente, como Théorie de la
Propagation de la Chaleur dans les Corps Solides.
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os anos de 1802 e 1807. Nesse periodo, o matematico faz uma transi¢do de seus objetos de
estudo, mudando de corpos descontinuos, influenciado por Biot, para corpos continuos. Fourier
formula seu trabalho matematicamente por meio de uma equagdo diferencial parcial parabdlica,
explicando como a condug¢ado de calor pode ser descrita em sélidos por meio de observacdes
empiricas. Isso idealiza como a matéria se comporta macroscopicamente e evita uma discussao
sobre a natureza do calor. Cabe, aqui, citar um trecho em que Fourier ressalta a importancia da
observacao dos fendmenos naturais e a descricdo matemadtica que lhes sdo atribuidas: “L’étude
approfondie de la nature est la source la plus féconde des découvertes mathématiques.””

A equacio escrita por Fourier em seu trabalho original é dada da seguinte forma [10, 11]:

dv K [dv dv d*v

v _ K [dv v dv 11
it~ CD |d® Ty a2 (1.D

em que v € a temperatura do objeto sélido em andlise, ¢ o tempo, K a condutividade térmica
intrinseca do material, C' o calor especifico do material, D a densidade do sélido e x, y e z sdo
as coordenadas espaciais [5]. O trecho do texto original que contém (1.1) pode ser visto nas
Figuras 1.1 e 1.2, em que € possivel encontrar o significado das varidveis dadas em (1.1) assim

como foram descritas.

343.

A : , 5§ . 343. The position of each point being referred to three rect-
La position de (:haque point etant rapportee a trqis axes

angular axes, on which we measure the co-ordinates z, y, z, the

rectangulaires, sur lesquels on mesure les coordonnées , y, z,
la température cherchée est une fonction des variables z, y, z,
et du temps ¢. Cette fonction » ou ¢ (z, ¥, z, ¢) satisfait a
I'équation générale e (2 Y EY (a@). De
dt— C.D\dx " dy* " dz’
plus, il est nécessaire qu'elle représente I'état initial qui est
arbitraire ; ainsi, en désignant par F (z, y, z) la valeur donnée
de la température d'un point quelconque, prise lorsque le
temps est nul, c'est-a-dire, au moment ou la diffusion com-
mence ; on doit avoir ¢(z, 5, z, 0)=F(z, ,2) (). 1l faut
trouver une fonction v des quatre variables z, y, z, ¢, qui
satisfasse a I'équation différentielle (a) et a I'équation déter-
minée ().

temperature sought is a function of the variables z, y, z, and of
the time ¢ This function v or ¢(z, y, 2, t) satisfies the general
equation

dv _ K ¢dv  d'  d%

dt = CD (bl.z’+ dy T a;')
Further, it must necessarily represent the initial state which is
arbitrary; thus, denoting by F(z, y, z) the given value of the
temperature at any point, taken when the time is nothing, that is
to say, at the moment when the diffusion begins, we must have

LR R L R ) R ——" ).
Hence we must find o function v of the four variables z, y, 2, ¢,

which satisfies the differential equation (@) and the definite equa-
tion (3)

Figura 1.1: Trecho retirado da obra original
Théorie Analytique de la Chaleur [10].

Figura 1.2: Trecho retirado da adaptacio do in-
glés da obra original Théorie Analytique de la
Chaleur [11].

Fisicamente, a epxressado (1.1) expressa a conservagao de calor por unidade de volume sobre
um volume infinitesimal imerso em uma regidao dentro do s6lido onde a condutividade de calor
acontece. Em andlises posteriores, em que Fourier considera objetos simétricos com superficies
regulares, como cubo, cilindro e esfera, ele resolve sua equacio de difusividade de calor por
meio de separacao de varidveis e obtém solugdes em termos de séries trigonométricas infinitas,
fato este que ndo agradou muito os avaliadores do trabalho [5,9]. Posteriormente, Fourier
também desenvolve um método para gerar as solucdes de sua equagdo em termos de integrais,
conhecidas como integrais de Fourier. Apesar da grande rejeicao ao seu trabalho, Fourier sabia

que seu trabalho possuia uma solugdo fisica realista para um problema bem definido. Dessa

70 estudo aprofundado da natureza é a fonte mais fecunda das descobertas matemdticas” [traduco nossa].
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maneira, Fourier decide expandir seu trabalho e o publica por si mesmo em 1822, com o titulo
Théorie Analytique de la Chaleur.?

Sua obra influencia no desenvolvimento de trabalhos em diferentes areas da fisica, e ndo
s6 no estudo direto de transferéncia de calor [9]. Alguns exemplos podem ser encontrados no
ambito da eletricidade, destacando-se o trabalho do fisico alemao Georg Simon Ohm (1787-
1854) intitulado Die galvanische Kette,’ considerado uma das contribui¢des mais fundamentais
e importantes para a eletricidade [9, 12]. Nas dreas de difusdo quimica e de fluxo de fluidos em
materiais porosos, destaca-se o quimico escoc€s Thomas Graham com seus trabalhos em difu-
sdo de gases e em difusdo de sais em liquidos. A grande diversidade de observacdes feitas por
Graham servem posteriormente para os estudos de Fick, que compdem as leis fenomenoldgicas

da difusao.

1.3 Asleis de Adolph Fick

Um dos trabalhos cuja contribuicdo € de suma importancia na construcdo dos alicerces da
teoria dos fendmenos difusivos € o do fisiologista alemao Adolph Eugen Fick. Inventor de vé-
rios dispositivos, como as primeiras lentes de contato, ele também € o primeiro a publicar um
trabalho na drea de fisica médica, o tratado Die medizinische Physik'® (1856), que contém uma
diversidade enorme de estudos, destacando-se a mistura de ar nos pulmdes, o funcionamento
do corac¢do, a hidrodindmica da circulacio sanguinea, entre outros [5, 13]. Apesar de todas suas
contribui¢des, como o fato de ter deixado seu legado na histéria da cardiologia e ter escrito
ensaios filosoficos [14], pode-se dizer que, para os estudiosos de fisica, seu nome € mais co-
nhecido dentro do ambito dos fendmenos difusivos, possuindo inclusive leis com seu nome.
O trabalho que difundiu seu nome na fisica foi Uber Diffusion'! (1855) [15]. Mostram-se, a
seguir, os dois primeiros pardgrafos retirados do seu artigo em inglés'? a fim de elucidar alguns

trechos importantes no desenvolvimento das ideias de Fick.

8Teoria Analitica do Calor [tradugdo nossa].

9A corrente galvanica [tradugio nossal.

104 fisica médica [traducdo nossa].

Sobre a difusdo. [ [15], tradugio nossa].

12A versdo em inglés, On liquid Diffusion (Sobre a difusdo em liquidos) [ [16], traducdo nossa], feita pelo préprio
autor € uma espécie de resumo de seu trabalho original.
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A few years ago Graham published an extensive investigation on the diffusion
of salts in water, in which he more especially compared the diffusibility of
different salts. It appears to me a matter of regret, however, that in such an
exceedingly valuable and extensive investigation, the development of a fun-
damental law, for the operation of diffusion in a single element of space, was
neglected, and I have therefore endeavoured to supply this omission.

It was quite natural to suppose, that this law for the diffusion of a salt in its
solvent must be identical with that, according to which the diffusion of heat in
a conducting body takes place; upon this law Fourier founded his celebrated
theory of heat, and it is the same which Ohm applied with such extraordinary
success, to the diffusion of electricity in a conductor. According to this law, the
transfer of salt and water occurring in a unit of time, between two elements of
space filled with differently concentrated solutions of the same salt, must be,
ceeteris paribus,'® directly proportional to the distance of the elements from
one another.

E possivel perceber nesse trecho a influéncia dos trabalhos de Graham na difusdo de sais
em dgua. No primeiro pardgrafo, Fick lamenta que um trabalho tdo detalhado e extenso como
o de Graham ndo teve resultado em nenhuma lei natural. Ja no segundo paragrafo, vé-se como
foi natural para Fick fazer analogias no sistema de difus@o de sais em dgua a partir das teorias
de Fourier sobre a condutividade de calor e da teoria de Ohm sobre a condutividade elétrica.

Fick assume que o fluxo de matéria € proporcional a seu gradiente de concentracdo com um
fator de proporcionalidade &, denominado “uma constante dependente da natureza das substan-
cias” [13,16]. E interessante apreciar os detalhes do desenvolvimento das ideias de Fick até suas
leis, entretanto, faz-se aqui apenas uma elucidacio das leis de Fick com pequenos detalhes.'*

E importante dizer que Fick realiza seus estudos sob condicdes ideais, ou seja, despreza
forcas externas que poderiam atuar no sistema, como a da gravidade. A primeira lei de Fick

descreve como o mecanismo do fluxo de uma substéancia ocorre [5]:

1% Lei de Fick - A taxa de difusdo para espécies quimicas em uma solucao
aumenta com a diferenga na concentracio entre duas regides adjacentes. Essa
diferenca atua como uma for¢ca motriz para o movimento espontaneo das par-
ticulas do soluto na dire¢do da regido de menor concentragao.

E sabido que a operagiio que caracteriza a taxa de variacio e/ou crescimento de uma fungio
¢ dada por sua derivada. Dessa forma, se se quer escrever matematicamente a primeira lei de
Fick, escreve-se o fluxo em termos de uma derivada espacial da concentracdo da substincia
que se difunde. Porém, Fick enuncia sua lei dizendo que o fluxo se dd no sentido contrario da
taxa de crescimento, ou seja, de concentragdes maiores para menores. Assim, a derivada deve
possuir um sinal negativo, a fim de garantir que o processo se dé no sentido contrario de maior

crescimento. Como é considerado que esse fluxo se dé em uma secdo transversal de area, a

3Expressio do latim que pode ser traduzida por “todo o mais é constante” ou “mantidas inalteradas todas as outras
coisas”.
14para um detalhamento maior de como Fick chega a sua primeira lei, pode-se reccorer a [5, 13,15, 16].
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quantidade de substancia que passa por ela em um certo intervalo de tempo, denominada de
densidade de corrente, deve ser igual a taxa de transferéncia da concentragdo multiplicada por
alguma constante de proporcionalidade. Portanto, a primeira lei de Fick em uma dimensao pode

ser escrita como 5
per

ox’
em que J € o fluxo de concentracdo, D € o coeficiente de difusdao e p € a concentragdo da

J= (1.2)

solu¢do em questdo, de modo que a derivada, juntamente com o sinal negativo, significa que
a taxa de variacdo ou de crescimento de p seja no sentido enunciado pela lei de Fick. Para
escrever tridimensionalmente a equacdo que compde a lei de Fick, deve-se usar o operador que
maximiza a dire¢do de crescimento de uma fun¢@o em uma certa direcdo, isto €, o gradiente, V.
Dessa maneira, o fluxo se torna um vetor e tem uma direcdo composta pela combinacao linear
das derivadas das componentes do sistema de eixos adotado. Pode-se escrever a equagao (1.2)
no espago tridimensional como

J=-DVp. (1.3)

Para elucidar como Fick faz analogias com as ideias de Fourier, mostra-se, brevemente,
como se pode chegar a uma equacgdo exatamente igual a sua primeira lei analisando a difusivi-
dade de calor em um sistema bem simples.

Considera-se aqui um material no formato de paralelepipedo, com uma secdo de area A e
de espessura d, com uma das faces aquecida até uma temperatura 75 e a outra resfriada a uma
Ty, isto é, T > T;. Dessa maneira, o calor flui pelo material da superficie com temperatura
T, para a superficie com temperatura 77, como pode ser observado na Figura 1.3. O fluxo de
calor € proporcional a drea A das superficies, pois, quanto maior a drea, mais calor ird fluir
pelo material; e, também, € proporcional a diferenca de temperatura entre essas faces, isto &,
AT = T, — T;. O fluxo € inversamente proporcional a espessura do material, ou seja, quanto
mais distantes as superficies se encontram uma da outra, a energia térmica por area levard mais
tempo para se dissipar, de maneira que o fluxo de calor seja menor. Considerando que H € a

energia térmica por unidade de tempo que passa por esse material, pode-se escrever

A
H:K“(T2_T1)Ea (1.4)

sendo a constante de proporcionalidade ~ a condutividade térmica.

11
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T Ty
S >
Fluxo de Area AA
calor
A== >
Isotermas
o >
Area A
d T +ar/ N\
Figura 1.3: Ilustragdo do fluxo de calor em um Figura 1.4: Ilustragdo do fluxo de calor entre as
s6lido simétrico. Figura retirada e adaptada da isotermas de um sélido disforme. Figura reti-
referéncia [17]. rada e adaptada da referéncia [17].

Imagina-se, agora, um sistema com uma forma geométrica mais complexa que um parale-
lepipedo. Uma andlise como a anterior ja ndo é mais possivel. Supde-se, entdo, que a atencao
se volte para uma fatia infinitesimal dentro de um pequeno pedagco do objeto. Sem perda de
generalidade, orientam-se as faces dessa fatia infinitesimal as isotermas desse pedaco pequeno
do objeto, como pode ser visto na Figura 1.4, de maneira que a equacdo (1.4) esteja correta para

essa fatia. Se a drea dessa fatia infinitesimal é A A, o fluxo de calor por unidade de tempo é

AH = HAT%, (1.5)
As

em que As € a espessura da fatia considerada. Como o fluxo de calor € a energia térmica
por unidade de area por unidade de tempo e AH € a energia térmica por unidade de tempo,
AH/AA é o fluxo de calor, determinado pela letra h. O fluxo de calor é dado no sentido de
T, + AT para T; e € perpendicular as isotermas. Outro fato que pode ser observado também é o
de que AT'/As é a taxa de varia¢do de T' com relagdo a posi¢do. E devido ao fato de a variagdo
de posigdo ser perpendicular as isotermas, o termo A7 /As é a taxa de variagdo méxima da
temperatura em relacdo a posicao, ou seja, ele € a magnitude de V1. Como a direcdo de VT’ ¢

oposta a do fluxo de calor, pode-se escrever (1.5) como uma equagao vetorial:
h=—-xkVT. (1.6)

Essa € a equacdo diferencial para a condutividade de calor em materiais com volume.
Pode-se ver a semelhanga entre (1.3) e (1.6). A primeira equacgcao representa uma densi-
dade de corrente de matéria que considera uma constante de difusdo indicando, por exemplo, a

relacdo de como a matéria interage com o meio no qual ela se difunde. Além disso, (1.3) mostra

12



1.3. As leis de Adolph Fick

que a densidade de corrente se da no sentido inverso da concentracdo. J4 na segunda equagdo,
o fluxo € devido a energia térmica, a constante depende de como o calor consegue se difundir
no sistema e existe um gradiente de temperatura em vez de um gradiente de matéria.

Vé-se, entdo, a semelhanca entre a primeira lei de Fick e a equacdo de fluxo de calor de
Fourier. A partir dessa lei fundamental para a difusdo e de montagens experimentais parecidas
com a de Graham, Fick obtém a seguinte equacdo diferencial [16]:
oy 5 <52y N 1 dQ5y> .

(1.7)

ot 6a2 " Q dx bz

Aqui, tem-se que y € a concentragdo inicial da solugdo salina entre dois planos adjacentes = e
x + dx, t é o tempo, € a altura do recipiente que continha a solu¢do salina, k£ € uma constante
de proporcionalidade e () é a secdo do recipiente utilizado nos experimentos.

Considerando um recipiente cilindrico ou prismatico, suas se¢Oes transversais sdo idénticas
para qualquer altura, de forma que () é uma constante e a equagdo (1.7) pode ser escrita do

seguinte modo:
oy 5%y
5t 62’

possuindo a mesma forma de (1.1), de uma equacdo de Fourier.

(1.8)

A fim de constatar a validade de sua equacao, Fick faz diversos experimentos com difusao
em solucdes salinas. Porém, em vez de analisar sistemas compostos por solucdes de vérios
sais diferentes, Fick utiliza somente sal de cozinha, voltando sua atencdo para a geometria dos
recipientes utilizados. Ele resolve (1.8) considerando somente estados estaciondrios [13], isto
é, dy/dt = 0, de maneira que a expressdo (1.7) é escrita como
52 1dQ o
Oy 1dQdy (1.9)
0x?  Q dx ox

Além disso, ele estuda diversos cendrios diferentes, dentre eles, considerando [5, 13]:

(7)) um tubo cilindrico, ou seja, () = const., de modo que a equagdo que rege o sistema seja

d?y

com solucdo y = ax + b;
(if) um recipiente cdnico, com () & x2, em que a equacdo que rege o sistema € escrita como

d’y | 2dy

2279 1.11
dz?  zdr ’ (1.11)

com solugdo y + ¢ = —c/x. 3
Fick sabia que, de certa forma, seus estudos serviriam de base para outros, ainda que tal

fendmeno pudesse ser mais complicado do que se parece, segundo ele afirma [16]:

15 A notacdo das equacdes (1.10) e (1.11) foram alteradas conforme segue em [16].
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1.4. A equacao de continuidade

The comparison of the experiments adduced above with the hypothesis develo-
ped on the foundation of the diffusion law, shows, though not absolutely, that
the truth of this hypothesis may be determined; and it is in fact highly pro-
bable that, with or without modification, such an htpothesis may serve as the
foundation of a subsequent theory of these very dark ph@&nomena.

Quando Fick se dirige aos fendmenos difusivos “these very dark phenomena”,!'¢ é como se

ele ja soubesse que diversas observacdes viriam a constatar tal ponto de vista.

1.4 A equacao de continuidade

Pode-se dizer que a equacdo de continuidade € de uso geral em toda a fisica, pois ela € en-
contrada diversas vezes dentro dos estudos de fendmenos difusivos e até no eletromagnetismo.
Essa equacdo, em sua forma mais simples, considera a conservac¢do de uma quantidade par-
ticular p que pode ser, por exemplo, a concentracdo das particulas em um determinado sistema.
Tal equagdo pode ser escrita como
dp

— -J = 1.12
8t+v J=0, ( )

em que t € o tempo e J € a densidade de corrente ou o fluxo da quantidade fisica p. Exemplos de
sistemas que fazem uso de (1.12) podem ser aqueles em que ocorre a difusao de particulas com
uma densidade p (nimero de particulas por volume), considerando que o nimero de particulas
total do sistema seja conservada, ou seja, que ndo exista inser¢do de novas particulas ou extragao
das que se encontram inicialmente no processo. Outro exemplo, talvez um dos mais famosos,
€ 0 uso no eletromagnetismo para enfatizar a conservac¢io de carga em um sistema, sendo p a
quantidade que representa a densidade de carga volumétrica.
Se se usar (1.3), considerar que o coeficiente de difusdo D seja constante e aplicar o diver-
gente, tem-se
V.-J=-DV?. (1.13)

Dessa forma, substituindo (1.13) em (1.12), obtém-se

dp 2
T _D 1.14
T Vop, (1.14)

que € a equacdo de difusdo obtida a partir da equag@o de continuidade e da primeira lei de
Fick. Percebe-se a semelhanca de (1.14) com (1.1). Mais uma vez, tem-se uma equagdo do tipo
Fourier.

Existem outras maneiras de se escrever (1.12). Por exemplo, se se considerar o caso em
que o nimero de particulas ndo é conservado no sistema, isto €, que particulas sdo inseridas ou

retiradas do sistema, a equacado de continuidade deve possuir um termo de fonte, um sorvedouro

16«estes fendmenos obscuros” [ [16], traducao nossaj.
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1.4. A equacao de continuidade

ou sumidouro de particulas para considerar que a quantidade inicial ndo € conservada. Dessa
forma, pode-se escrever

%—FV-J:(S, (1.15)
em que 0 € a densidade da fonte. Se 6 > 0, o nimero de particulas no sistema aumenta
(sdo criadas e/ou emitidas para o sistema) e esse termo de fonte representa um sorvedouro
de particulas. Se 0 < 0, o nimero de particulas diminui (sdo destruidas e/ou absorvidas), de
modo que esse termo de fonte represente um sumidouro de particulas. E evidente que, devido
a essa alteracdo na equacao de continuidade, uma mudanca na equagdo de difusdo aconteca.
Substituindo (1.13) em (1.15), tem-se

dp

-2 = DV? 1.1
5 Vp+o, (1.16)

que € a equacgdo de difusdo com um termo de fonte, com as caracteristicas mencionadas.

Como visto, a dedugdo da primeira lei de Fick é feita assumindo que o sistema ndo esteja
sob a influéncia de nenhuma forga externa. Se se considerar que uma for¢a externa F' atue sobre
a quantidade p, uma corrente € gerada no sistema, de maneira que, no limite em que a amplitude

da forga, |F|, é pequena, a densidade de corrente devido a ela pode ser escrita como
Jr = ppF, (1.17)

em que i € a mobilidade. Considerando, entdo, a primeira lei de Fick e a corrente de arraste,

Jr, pode-se escrever uma densidade de corrente total para o sistema
Jr=J+4+Jp=—-DVp+ upF. (1.18)

Aplicando o divergente em (1.18) e substituindo-o na equacao de continuidade, obtém-se

0
a—f = DV2% — V- (pF) . (1.19)
Os efeitos de forca externa e de aniquilagc@o ou criagdo de particulas podem coexistir, de
maneira que a equagao de difusdo para esse caso seja escrita como
dp 2
5% DV*<p — uV - (pF) + 6. (1.20)
Outra relagcdo importante que pode ser mostrada a partir dessas relagdes discutidas até aqui €
a equacdo de Einstein-Smulochowski, desenvolvida a seguir conforme a referéncia [18]. Sabe-
se que qualquer forca pode ser escrita como F' = —VU, em que U € o potencial. Usando essa

expressdo para a forga, a densidade de corrente (1.18) pode ser escrita como

Jr=J+Jp=—DVp— pupVU. (1.21)
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1.4. A equacao de continuidade

Se se aplicar o divergente em (1.21), sem considerar qualquer uma das varidveis como constante,

e substitui-lo na equacgdo de continuidade, obtém-se

9 _

2% V- (DVp+ upVU), (1.22)

de modo que, no caso unidimensional, essa equacdo seja reduzida a

dp 0 ap oU
No estado estacionario, isto é, dp/0t = 0, tem-se que p = p(z), e, de (1.23), obtém-se
0 dp oU
9 (pr . ,,0% 1.24
02( 82+'up02) 0 (1.24)

sendo o termo entre parénteses constante, isto €,

0 ou
D’ + pup—— = constante. (1.25)
0z 0z

Pode-se identificar o termo de (1.25) como a densidade de corrente total, J7, do sistema. Con-
tudo, no estado estaciondrio, a corrente total é nula, de forma que a constante em (1.25) € igual

a zero. Pode-se escrever, entio,

D— — =0 1.26
9 +pp 92 (1.26)
ou, ainda, 5 5

10p w oU

r__27 1.27

p Oz D 0z (1.27)

Para resolver (1.27), basta uma integracdo em ambos os lados, e seu resultado é dado por

U

0(z) = A exp (—“ D(Z)> , (1.28)

em que A é uma constante de integracdo a ser determinada impondo a conservagdo do nimero
de particulas. Entretanto, de acordo com a mecanica estatistica de Boltzmann, a distribuicdo

p(z) é dada por

p(z) = A exp <—%) , (1.29)

com kg sendo a constante de Boltzmann e 7" a temperatura. Comparando (1.28) e (1.29), chega-
se ao seguinte resultado:
W 1

22 1.
D~ T (1.30)

conhecido como equacdo de Einstein-Smulochowski. A partir dessa equagdo, pode-se reescre-

ver a mobilidade como ;. = D/kgT e substitui-la na densidade de corrente total, de maneira
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1.5. Movimento Browniano e os caminhos aleatorios para a equagdo de difusao

que se obtém
s
kgT

Para finalizar essa se¢@o, viu-se como o método que utiliza a equacdo de continuidade e a

Jr=—-DVp— ——pVU. (1.31)

primeira lei de Fick ajudam a deduzir (1.30), que € a equacdo de Einstein-Smoluchowski - ela

serd ttil no desenvolvimento do modelo proposto no capitulo 6.

1.5 Movimento Browniano e os caminhos aleatorios para a
equacao de difusao

O escocés Robert Brown (1773-1858) estuda o processo de fertilizacdo em plantas utili-
zando um microscopio a fim de visualizar os graos de pélen imersos em dgua. Em suas obser-
vacdes, Brown percebe que essas particulas apresentam um movimento de caracteristica muito
aleatdria e que este ndo se dd devido a correntes, nem a evaporagcdo do fluido em que elas estdo
imersas, o movimento das particulas € intrinseco, levando Brown a acreditar que elas estavam
vivas [2,5].

Brown analisa minuciosamente os graos de pdlen e encontra particulas ainda menores, apa-
rentemente esféricas e em um movimento oscilatério muito rdpido. Ele denomina essas par-
ticulas de moléculas. A partir desse momento, o botanico comega a fazer observacdes desse
experimento em uma gama enorme de plantas, incluindo algumas secas com mais de cem anos.
O fato de Brown ter obtido os mesmos resultados leva-o a abandonar a ideia de que o movimento
€ uma particularidade do grao de pdlen e também de que esse possui vida préopria. Talvez, de-
vido ao fato de alguns pesquisadores como Needham, Glechen e Adolphe Brongniart [5] terem
feito observacgodes similares as de Brown em graos de pdlen, o botanico resolve estender mais
ainda seu trabalho analisando tecidos animais e vegetais, vivos € mortos, € também materiais
nao organicos. O trecho a seguir elucida a ideia do qudo extensa € sua pesquisa sobre esses
movimentos [19]: “In a word, in every mineral which I could reduce to a powder, sufficiently
fine to be temporarily suspended in water, I found these molecules more or less copiously.”!”

Robert Brown apresenta suas ideias referentes as observagdes feitas decorrentes de seus ex-
perimentos em seu trabalho A brief Account of Microscopical Observations made in the Months
of June, July, and August, on the Particles contained in the Pollen of Plants; and on the general
Existence of active Molecules in Organic and Inorganic Bodies'® [20]. Posteriormente, Brown
publica outro trabalho, intitulado Additional Remarks on Active Molecules" [19], para explicar

e modificar algumas das suas declaracdes, bem como discutir a veracidade e originalidade de

17“Em uma palavra, em cada mineral que pude reduzir a p6 suficientemente fino para ser suspenso temporariamente
em 4gua, eu encontrei estas moléculas mais ou menos em abundancia” [ [19], traducdo nossal].

8Uma breve consideragdo das observagées microcdpicas feitas nos meses de junho, julho e agosto, sobre as par-
ticulas contidas em plantas com pdlen; e sobre a existéncia geral de moléculas ativas em corpos orgdnicos e
inorgdnicos [ [20], tradugdo nossa].

Y 0bservacies Adicionais sobre Moléculas Ativas [ [19], traducdo nossa].
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suas observacoes [5].

Apesar da extensdo de suas observacdes, Brown ndo chega a nenhuma conclusio, porém,
€ muito provével que sua devocdo a observacdo do movimento incessante das particulas tenha
feito que esse fendmeno recebesse seu nome, reconhecido até hoje como movimento Browniano
[21].

1.5.1 O modelo de Einstein

Einstein faz indmeras contribui¢des importantes a fisica, incluindo a explicacdo adequada
para o efeito fotoelétrico, que lhe rendeu o prémio Nobel em 1921, e a proposicao da primeira
explicagdo satisfatéria para o movimento Browniano. Apesar de explicar devidamente o movi-
mento Browniano, o intuito de Einstein é mostrar que, de acordo com a teoria cinética molecular
do calor, corpos de dimensdes microscopicas suspensos em um liquido realizam movimentos
com uma magnitude que pode ser observada macroscopicamente, devido aos movimentos tér-
micos moleculares [5]. Devido ao fato de seus estudos tratarem sobre um problema muito
parecido com o do movimento Browniano, Einstein alega ndo ter tido contato direto com a obra
original de Robert Brown e, talvez, por esse motivo, ele tenha atribuido o nome de Brown a esse
movimento irregular. A explicacdo de Einstein para o movimento Browniano é publicada em
seu trabalho Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wiirme geforderte Bewegung
von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teilchen®® [22], em que ele descreve sua teoria de
difusdo de pequenas esferas em suspensao, considerando particulas irregularmentes dispersas
em um liquido no estado de equlibrio dindmico, sobre as quais atua uma for¢a K, que depende
somente da posicdo. Por simplicidade, Einstein considera o caso unidimensional [5].

A seguir, faz-se um pequeno desenvolvimento de seu trabalho e os resultados obtidos, en-
fatizando suas implicagcdes e o fator de impacto que elas causaram na época. Deve-se dizer
que a parte que se segue € retirada inteiramente de [5] e, também, de uma tradugdo do trabalho
original de Einstein [23]. A notagdo apresentada é a mesma utilizada por ele em [22].

A primeira questdo a ser considerada na teoria de difusdo de pequenas particulas esféricas é
o fato de que cada uma delas estdo em equilibrio dinamico, ou seja, que a for¢a resultante sobre
cada uma é nula. Nessa condi¢do, v é uma fun¢do de x e representa o nimero de particulas
suspensas por unidade de volume, na qual a variacdo da energia livre se torna nula para um
deslocamento arbitrdrio dx da substancia. Considerando, entdo, a energia livre de Helmholtz,

F', dado um deslocamento dz, tem-se
0F =0E —T6S = 0. (1.32)

Essa equagdo implica que 6 ' = T'9.S. Isso também pode ser obtido a partir da energia interna,

E, uma vez que a for¢a resultante em cada particula € nula devido ao equilibrio dindmico. Dessa

N Sobre 0 movimento de particulas suspensas em um liquido em equilibrio, como requerido pela teoria cinética
molecular do calor [ [22], tradug@o nossa].
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forma, o trabalho resultante sobre cada particula também € zero, resultando em 0 ' = T9S.
Em seguida, admite-se que o liquido tem uma area unitdria de sec¢do transversal perpendi-

cular ao eixo z e ela é delimitada pelos planos z = 0 e x = [, de modo que

—/Ku5xdx (1.33)

l
55 = /Ri@d 5/ Sxdz. (1.34)
N
0

Da condicao de equilibrio dada por (1.32) junto com (1.33) e (1.34), tem-se

RT ov
ou 5
Kv—L_o (1.36)
ox

pois a pressdo osmética é dada por p = RTv/N [22], em que R é a constante dos gases ideais,
T € a temperatura e /N € o nimero de moléculas contidas em um grama. Estabelece-se em
(1.36) que o equilibrio com a for¢a K € provocado pela forca de pressao osmética p.

Outro fato sobre (1.35) € que essa equacdo pode ser usada para encontrar o coeficiente de
difusdo da substincia suspensa, ou seja, das pequenas particulas esféricas. E possivel olhar para
a condicao de equilibrio considerando-a como uma superposi¢ao de processos que ocorrem em

direcdes opostas:

1. Um movimento da substincia suspensa sob a influéncia da forca K que age em cada
particula suspensa;

z

2. Um processo de difusdo que € visto como o resultado do movimento irregular das

particulas produzido pelo movimento térmico molecular.

Como as particulas sdo pequenas esferas cujo raio é dado por P, e o liquido no qual elas
estdo suspensas possui uma viscosidade £, a forca K que atua sobre cada uma das particulas

faz elas terem uma velocidade %

= 6nkP’

que pode ser obtida pela formula de Stokes. Dessa forma, em uma unidade de drea por unidade

(1.37)

de tempo, passardao
vK

omkP

(1.38)

vV =

particulas.
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Além disso, se D € o coeficiente de difus@o da substincia suspensa e ;2 a massa de uma

tnica particula, como resultado da difusdo, passardo por uma unidade de drea em uma unidade

de tempo
~ D% (1.39)
gramas ou
_ D% (1.40)

particulas. Essa dltima equagdo € a densidade de corrente das particulas suspensas passando
por uma sec¢do de drea transversal ao eixo x. Como o estado de equilibrio dindmico é imposto

logo de inicio, nessas condi¢des, € possivel escrever

vK v
6D D% =0. (1.41)
Resolvendo (1.35) e (1.41), obtém-se
KN
=A — 1.42
vio) = 4 e () (142)
e
(x)=Ae K (1.43)
v(r) = XP 67T]€PI .

respectivamente, sendo A uma constante de integracio a ser determinada. Comparando agora

(1.42) e (1.43), chega-se a

RT 1
D=— . 1.44
N 6rkP (1.44)

Dessa forma, Einstein mostra que o coeficiente de difusdao depende somente do coeficiente

de viscosidade do liquido e do tamanho das particulas supensas (exceto pelas constantes uni-
versais € da temperatura absoluta).

Na secdo intitulada “Uber die ungeordnete Bewegung von in einer Fliissigkeit suspendierten
Teilchen und deren Bezierhung zur Diffusion™?' de [22], Einstein relaciona o movimento irre-
gular das particulas suspensas em um liquido com a difusdo, considerando que os movimentos
irregulares surgem do movimento térmico molecular. Nessa se¢do, Einstein faz algumas consi-
deragdes importantes no desenvolvimento do trabalho e da comparacdo proposta por ele. Tais

consideracdes sao:

e Cada particula executa um movimento que € independente de todas as outras particulas;

e Os movimentos da mesma particula em intervalos de tempo diferentes nao tdo cur-

tos (tempos de espera) sdo processos mutuamente independentes.

Seja 7 o tempo entre 0 movimento de uma particula de um ponto A até um ponto B, de

21“Sobre 0o movimento das particulas suspensas em um liquido e a relacdo deste com a difusdo” [ [22], tradugdo
nossaj.
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modo que ele é muito menor que o tempo total de observagdo, isto €, 7 << Z 7. Apesar
disso, 7 € suficientemente grande para que o deslocamento da particula nessa trajetéria seja
observado. Supde-se que, nesse intervalo de tempo 7, a particula se desloque por uma quan-
tidade A em relacdo a seu ponto inicial, de maneira que A possa exibir valores positivos ou
negativos, fazendo que a particula avance ou retroceda de sua posi¢do inicial respectivamente.
Considerando que existe um nimero total de n particulas no sistema, para cada incremento A,
existe uma probabilidade da particula retroceder uma distancia A e uma probabilidade de que
ela se desloque positivamente uma magnitude A. O nimero dn de particulas que realizam um

deslocamento entre A e A + dA em um intervalo de tempo 7 é expresso pela equagao
dn = ng¢ (A) dA, (1.45)

em que

/ ¢ (A)dA =1 (1.46)

e ¢ difere de zero somente para valores muito pequenos de A. Tem-se, ainda, a seguinte condi-

¢do imposta sobre ele:

¢ (A) =0 (-4), (1.47)

em que ¢ (A), é a probabilidade associada a particula ao se deslocar uma distancia A, de
modo que a condicdo imposta por (1.47) se traduza no fato de que a probabilidade da parti-
cula deslocar-se para frente ou para tras por uma quantidade A é a mesma.

A investigacdo de como os movimentos irregulares das particulas suspensas em um liquido
estdo relacionados com a difusdo procede no sentido de encontrar uma relacdo entre ¢ e o
coeficiente de difusdo, D, considerando o fato de v ser uma funcio somente da posi¢dao x e do
tempo ¢.

Sendo, entdo, v = f(x,t) o nimero de particulas por unidade de volume, é calculada a
distribui¢do das particulas no tempo 7 + ¢ a partir da distribuicdo em um tempo ¢. Da defini¢do
de ¢ (A), obtém-se o niimero de particulas que estéo localizadas entre os planos z e = + dz, no

tempo ¢ + 7,

A=00
flx,t+71)dx =dx / flx+At)o(A)dA. (1.48)
A=—00
Lembrando que se considera o fato de 7 ser muito pequeno, em uma primeira aproximagao,

pode-se escrever, a partir de uma série de Taylor,

of (z,t)

fle+At)~ f(x,t)+7 g

) (1.49)
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Além disso, pode-se desenvolver, também, f (x + A, t) em poténcias de A:

0f (w.t) N Of (1)

At) ~ A————= 1.
Flat A t)m f (o) + A= - S —a (1.50)
Uma vez que somente valores muito pequenos de A contribuem, obtém-se
0 t) 0
flz,t)+7 fa: —f/¢ dA—l—af Ag (A dA—l——/ A)dA + ---
B (1.51)

Devido a condicdo imposta por (1.47) sobre a distribuicdo de probabilidade ¢, os termos do
lado direito da igualdade (1.51), correspondentes ao segundo, ao quarto etc., sdo todos impares,
logo, como o intervalo de intregragdo € simétrico, esses termos sao nulos. Quanto ao primeiro,
o terceiro, o quinto etc., cada termo sucessivo € menor quando comparado com o seu antecessor.
Por exemplo, o primeiro termo é maior que o terceiro que, por sua vez, € maior que o quinto
etc. Dessa maneira, lembrando da condi¢cdo de normalizacio da distribuicdo de probabilidade

¢, considerando termos até segunda ordem de A em (1.51) e usando a seguinte defini¢cdo

A2
1 [4a° (A)dA = D, (1.52)
T 2!
obtém-se o7 T

Essa € a equagdo diferencial para a difusdo. Mais uma vez, a mesma forma da equacio de
Fourier.

Na sequéncia de seu artigo, Einstein argumenta que nao € necessario escolher o mesmo
sistema de coordenadas para todas as particulas. Sendo assim, o0 movimento de cada particula
comeca a ser referido pelo sistema de coordenadas que, no tempo ¢ = 0, coincide com o centro
de massa dessa particula. Com isso, f (z,t)dx agora fornece o nimero de particulas cuja
coordenada z sofre um incremento, por uma quantidade entre = e x + dz, no intervalo de tempo
correspondente at = 0 e ¢ = t. Nesse caso, a funcdo f deve satisfazer também a equagdo de

difusdo (1.53) e a condicao de normalizacao

/ f(z,t)dx =n. (1.54)

Einstein também aponta que a solucdo da equacdo de difusdo (1.53), com condi¢des iniciais

apropriadas, € dada pela forma Gaussiana

2
f (1) = Jm exp (—4%) , (1.55)
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enfatizando que as constantes do termo exponencial estdo relacionadas com o coeficiente de
difusdo. Além disso, Einstein também demonstra que o desvio quadratico médio dos deslo-
camentos € proporcional ao coeficiente de difusdo, comportando-se linearmente com o tempo,
isto &,

RT 1,
N 3nkP "’

em que (1.44) foi utilizada. Tal expressdo fornece um caminho para determinar o nimero de

(z*) = 2Dt = (1.56)

Avogadro. Além disso, como o primeiro e o segundo momento dessa distribuicdo de probabi-
lidades, governada pela equacgdo de difusdo, sdo finitos, faz-se a conexao direta da equacdo de
difusdo (1.53) com o teorema central do limite.

E interessante notar que uma descricdo similar de difusdo é apresentada pelo matematico
francés Louis Bachelier (1870-1946) em 1900 [24]. Bachelier obtém seus resultados por meio
de uma andlise estocdstica da bolsa de valores [2,21], chegando a resultados muito semelhantes
aos de Einstein. A partir do trabalho de Einstein e de Smoluchowski, surgem diversos artigos
e experimentos confirmando que as moléculas de d4gua se movem aleatoriamente de maneira
que pequenas particulas suspensas nesse fluido sofrem um nimero de impactos com uma forca
e dire¢do aleatéria em um curto intervalo de tempo [21]. O trabalho de Einstein confirma a
existéncia de moléculas e dtomos, sendo que, em sua época, as concepgdes da natureza atdmica
da matéria ainda eram uma ideia controversa [2].

Uma das principais aplicacdes do trabalho de Einstein € feita pelo fisico Jean Baptiste Perrin
(1870-1942), que faz medidas e produz uma melhor estimativa do niimero de Avogadro,??. Esse
trabalho, intitulado Discontinuous Structure of Matter® [27], rendeu-lhe o prémio Nobel em
1926.

Vé-se, entdo, nessa secdo, que o trabalho de Einstein [22,23] explica o0 movimento Browni-
ano, tendo vdrias repercussdes importantes. Uma das andlises feitas por Einstein, mais precisa-
mente o calculo do desvio quadritico médio da posicao (1.56), sera ttil em secOes posteriores

sobre as caracteristicas de uma difusdo usual e seus casos ndo usuais.

1.5.2 A equacao de Paul Langevin

Paul Langevin (1872-1946) publica, em 1908, seu trabalho intitulado Sur la théorie du
mouvement brownien®* [28], no qual apresenta uma descri¢io do movimento Browniano de
maneira diferente daquela demonstrada por Einstein e por Smoluchowski, utilizando as leis e
os teoremas mais basicos da mecanica cldssica e da mecanica estatistica.

Em seu trabalho original [28], Langevin fala sobre o trabalho de Einstein [22] e, em seguida,
faz comentérios de como Smoluchowski chega a resultados parecidos com os de Einstein uti-

lizando uma abordagem mais direta. Langevin foi capaz de desenvolver uma explicacdo mais

22Hjstoricamente, o nimero de Avogadro € por vezes referido como nimero de Loschimidt [21,25,26].
B Estrutura descontinua da matéria [ [27] traducdo nossa].
24Sobre a teoria do movimento browniano [ [28] traducao nossaj.
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1.5. Movimento Browniano e os caminhos aleatorios para a equagdo de difusao

simples para o movimento Browniano, utilizando uma abordagem diferente das demonstracdes
feitas por Einstein e Smoluchowski. A seguir, apresentam-se os detalhes do modelo proposto
por Langevin. Para isso, retira-se parte do texto de uma adaptagdo em inglés [29] do artigo
original de Langevin [28], preservando a notacao utilizada por ele.

Considera-se um sistema unidimensional, ou seja, que 0 movimento aconteca somente na
coordenada x. O ponto de partida do trabalho de Langevin é o teorema da equiparticdo de
energia, que diz que varios graus de liberdade de um sistema em equilibrio térmico exigem que
a particula suspensa em qualquer tipo de liquido possui uma energia cinética média, (K?) =
RT/2N, igual a de uma molécula de gas de qualquer tipo em uma dada dire¢do na mesma
temperatura.

Seja a velocidade da particula em relagdo ao liquido dada por & = dz/dt. Segundo o
teorema da equiparticdo da energia, na média, para um grande ndmero de particulas idénticas
de massa m, tem-se RT

m&? = N (1.57)
Se se considerar que a particula de formato esférico com raio a € grande o suficiente em relagao
a distancia média entre as moléculas do liquido, e que ela possui uma velocidade ¢ em relagio ao
liquido, ela estd sujeita a uma forga viscosa no sentido contrario de movimento, que, de acordo
com a férmula de Stokes, € dada por —67ua&, em que € a viscosidade do liquido. Langevin
considera também que, devido a irregularidade dos impactos da particula com as moléculas do
liquido, a acdo desse fluido oscila em torno do valor da forga viscosa. Se essa forca de colisdao
aleatdria entre a particula com as moléculas do fluido é dada por X, a equacdo de movimento é

dada por
d*z

dx

dt

A forga aleatéria X € indiferentemente positiva ou negativa e sua magnitude € tal que mantém
a agitacdo da particula, pois, sem essa forga, a particula tem seu movimento cessado devido a
forga viscosa.

Se se multiplicar (1.58) por x e usar

d ( de\ _ dr  (de 2
a\"at) " ar T\ a

dz? dx
=2z

dt dt’
a equacdo de movimento pode ser escrita como

2

—me? = —3ma‘% + Xz, (1.59)

m d?z?
2 dt?

Considerando um nimero grande de particulas idénticas e tomando a média de (1.59) escrita

para cada uma delas, o valor médio do termo Xz € nulo pela razdo das irregularidades das
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2
forcas aleatorias X. Se se definir z = d_yct e utilizar a equagdo (1.57), pode-se escrever

mdz RT
—_—— = -— 1-
5 df + 3mpaz N (1.60)
com solucdo dada por
RT 1 6
= O exp [ —ZHY ) (1.61)
N 3mua m

Essa solucdo entra em um regime constante igual ao primeiro termo do lado direito quando
atinge um tempo da ordem de m /67 ua, aproximadamente igual a 10~8 para particulas em que
o movimento Browinano é observavel, sendo C' uma constante de integracdo a ser determinada.

Portanto, para a taxa constante de agitacdo, tem-se

dxz> RT 1
— 7 = 1.62
ST N 3mpua’ (1.62)
consequentemente, para um intervalo de tempo 7,
— — RT 1
2 _ g2 7 . 1.63
T N 37T,uaT ( )
O deslocamento A, dessa particula é dado por
T =1x0+ A, (1.64)

e, uma vez que esses deslocamentos s@o indiferentemente positivos ou negativos, conclui-se que

— — RT 1

AZ=g2—g2="" .
TR N37T,uaT

(1.65)

xT

Esse resultado € idéntico ao obtido por Einstein em seu trabalho sobre o movimento Browniano.
Além disso, Langevin fornece uma maneira mais simples de explicar o fendmeno do movimento
Browniano. Ele parte simplesmente do teorema da equiparti¢do de energia e da segunda lei de
Newton do movimento, considerando um sistema mais realista quando € considerada a forga
de arraste e a forca aleatdria devido as colisdes que as particulas sofrem com as moléculas
do fluido. Segundo [29], Langevin inventou a segunda lei de Newton, “F’ = ma”, da fisica

estocdstica, a qual hoje é chamada de equacao de Langevin.

1.5.3 Caminhada aleatoria e o andar do bébado

Esta secdo trata, em parte, de uma curiosidade sobre o surgimento do termo Random Walk e
sua relacdo com o andar de um bébado, e também trata do modo como o problema da caminhada
aleatdria unidimensional pode ser resolvido e qual a sua conex@o com os fendmenos difusivos.

Em 1905, Karl Pearson escreve a revista Nature uma carta indagando sobre o problema da
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caminhada aleatéria. O texto dessa carta pode ser visto a seguir:

Can any of your readers refer me to a work wherein I should find a solution
of the following problem, or failing the knowledge of any existing solution
provide me with and original one? I should be extremely grateful for aid in the
mattter.

A man starts from a point O and walks [ yards in a straight line; he then turns
through any angle whatever and walks another [ yards in a second straight
line. He repeats this process n times. I require the probability that after these
n stretches he is at a distance between r and r + dr from his starting point, O.
The problem is one of considerable interest, but I have only succeeded in obtai-
ning an integrated solution for two stretches. I think, however, that a solution
ought to be found, it only in the form of a series in powers of r/n, when n is
large.

Lord Rayleigh responde que o problema proposto é o mesmo do sistema que lida com a
composi¢cdo de n vibragdes iso-periddicas de amplitudes e fases iguais distribuidas aleatoria-
mente. A resposta para esse problema e, consequentemente, para o da caminhada aleatoria, é
dada da seguinte forma:

—r2/n

—e rdr, (1.66)

n
para quando n é muito grande.

Na carta de agradecimento escrita por Pearson, € possivel ler o seguinte trecho: “The lesson
of Lord Rayleigh’s solution is that in open country the most probable place to find a drunken
man who is at all capable of keeping on his feet is somewhere near his starting point.”

De certa maneira, Pearson, ao fazer uma analogia do movimento com o caminhar do bébado,
introduz/cria o termo “Random Walk”, além de apresentar de maneira simples o problema em
questdo.

Trata-se, agora, do problema da caminhada aleatéria unidimensional e de como ele esta
relacionado com fendmenos difusivos. A ilustracio do modelo que se segue tem base na refe-
réncia [30].

Considera-se uma particula ou um caminhante que se desloca em linha reta no eixo x a partir
da origem. O movimento da particula ndo possui restri¢des, isto €, ela € livre para caminhar
para a direita ou para a esquerda a partir da posi¢cdo em que se encontra. O deslocamento dela
¢ feito por meio de passos de comprimento fixo [. Por exemplo, supde-se que a particula se
encontre na origem, = = 0, e d€ um passo para a direita (esquerda). Apods esse passo, ela é
encontrada na posi¢do x = [ (x = —[). Dessa forma, uma probabilidade é associada a dire¢do
em que o passo serd dado. Define-se como p a probabilidade de a particula dar um passo para
a direita e ¢ a probabilidade de ela dar um passo para a esquerda. Considerando um sistema
unidimensional, tem-se que p+¢ = 1, o que implica a probabilidade do sistema ser normalizada
e a da particula ndo poder permanecer na mesma posi¢do que se encontra, tendo que dar um

passo para a esquerda ou para a direita.
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O problema da caminhada aleatdria consiste na probabilidade de encontrar a particula em
uma posicdo r = ml depois de esta ter dado N passos, sendo essa probabilidade designada
como Py(m), em que m € Z, de modo que —N < m < N.

Para uma quantidade de passos igual a N, com N, passos para direita e N, passos para a
esquerda, de modo que N; + N, = N, a probabilidade € dada por

Ny, Ne
(p---p)(q---q) = pNighe. (1.67)
N — N——
Ny vezes N, vezes
A sequéncia mostrada em (1.67) € muito particular e, de fato, enfatiza o que foi dito por Karl
Pearson, ja que, neste caso, em particular, o caminhante termina seu movimento, apds /N passos,
exatamente no seu ponto de origem.
Existem inimeras formas de se distribuir N; e N, de modo a resultar em um total de NV

passos. De fato, o nimero exato de maneiras que se pode combinar esses passos ¢ dado por

N!
NyN

(1.68)

Dessa forma, a probabilidade considera que todas as combinagdes de passos possiveis é dada

por
W (Ng) = NjYJ!Ve!dequ’ (1.69)
que € a distribui¢do binomial, j4 normalizada, pois
ZNjWNWd) = ZNj M phaghe = (pt )V = 1. (1.70)
N N Ny!N!

Para explicitar a conexdo com os fendmenos de difusdo, pode-se formular o problema da
caminhada aleatdria por meio de uma equacao estocastica que envolve varidveis aleatérias como
a forca X de colisdo em (1.58). Supde-se que o intervalo de tempo entre um passo € outro seja
igual a 7, como feito no modelo de Einstein. Assim, Py(m) pode ser interpretado como a
probabilidade da particula ser encontrada na posi¢do x = ml no instante de tempo ¢t = NT.
Somente uma particula que esteja nas posi¢des + = (m + 1)l ou x = (m — 1)l no tempo
t = N7 pode alcangar a posi¢do x = ml no passo seguinte, ou seja, em um tempo ¢t = (N +1)7.

Considerando essas observacgdes, pode-se escrever a seguinte relacio de recorréncia:
Pnii(m) =pPy(m — 1)+ qPy(m+1) (1.71)
ou, de maneira equivalente,

P(z,t+7) =pP(x —1,t) + qP(x + [, ), (1.72)
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equacao que € melhor elucidada na Figura 1.5.

| | |
>
| | |

x—1 x x+1

Figura 1.5: Ilustracdo da relagdo de recorréncia (1.71).

Sequéncias em que a probabilidade em um dado instante depende apenas do valor das pro-
babilidades do instante anterior sdo conhecidas como cadeias de Markov e possuem grande
relevancia em problemas de interesse fisico.

Se se fizer uma expansdo em série de Taylor nos termos de (1.72), tém-se:

e No tempo,
OP(z,1t)

P(z,t +71) = P(x,t) + Y

T+0(7%); (1.73)

® na posic¢ao,

_ OP(z,t) 1 9*P(x,t) , 5
P(x —1,t) = P(x,t) — o [+ TR I+ 0 (P) (1.74)
© OP(x,t) 1 9*P(x,t)
. Z, €, 2 3
Pz +1,t) = P(z,t) + . I+5 502 F+0 (). (1.75)

Substituindo essas expansdes em (1.72) e usando o fato de que p + ¢ = 1, obtém-se

OP(xz,t) 1 OP(x,t) N lﬁﬁzP(x, t)

ot 71 (¢=p) x| 271 02?2 (1.76)

Para o caso particular em que as probabilidades de dar um passo para a direita e para a esquerda
sdo iguais, isto é, p = ¢ = 1/2, a equag@o (1.76) é simplificada e escrita como

OP(z,t) D(?QP(a:,t)

ot ox? '’

1.77)

em que D = [?/27, com dimensdo [D] = m2s™L.

Essa equacdo € a equagdo de difusdo ou
equacao de Fourier. A partir de um modelo simples de caminhada aleatdria, € possivel derivar
a equacdo de difusdo. Outro fato interessante € que algumas das caracteristicas desse modelo
remetem ao de Einstein para o movimento Browniano, como o fato de ter um intervalo de tempo
determinado entre os passos e de as probabilidades serem iguais para passos dados tanto para a

direita quanto para a esquerda.
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Existe, também, uma outra maneira de se analisar esse problema. Se se considerar algumas
alteracdes como o fato de o tempo entre passos ndo ser discreto, e sim continuo, esses interva-
los de tempo podem assumir valores diferenciados, permitindo até a existéncia de funcdes de
distribui¢des designando caracteristicas tnicas e andlises particularmente diferentes umas das
outras. Outra caracteristica que pode ser mudada € o fato de os passos ndo possuirem mais um
tamanho fixo, podendo variar continuamente e ter distribuigdes associadas. O modelo com as
caracteristicas mencionadas é o modelo de caminhada aleatéria continua no tempo, que sera

tratado no capitulo 3.

1.6 Difusao anomala: Richardson e os movimentos turbulen-

tos

Lewis Fry Richardson (1881-1953) estd associado diretamente aos fénomenos superdifu-
sivos devido ao seu extenso trabalho nessa drea. Em 1926, ele escreve um artigo intitulado

1,2 conhecido como o marco

Atmospheric Diffusion shown on a Distance Neighbour Graph [31
dos fendmenos turbulentos e como o tratado de Richardson sobre turbuléncia ou difusdo ano-
mala [21]. Os estudos de Richardson sdo fundamentados em experimentos feitos por ele
mesmo, a fim de analisar profundamente o comportamento do coeficiente de difusdo K de
diferentes materiais em sistemas desde difusdes moleculares até ciclones. A Figura 1.6 mostra

em detalhes os sistemas que se encontram dentro dos estudos de Richardson.

Seis anos antes de Richardson comegar seu tratado, ele publica o artigo Some measurements
of atmospheric turbulence®® [32], no qual sdo encontrados alguns resultados de experimentos
realizados para constatar a relacdo do coeficiente de difusdo K com a altura em relac@o ao solo e
a velocidade do vento. Inicialmente, ele mostra que a equagdo de difusdo de Fick, (1.8), escrita

na notacdo original de Richardson em [31],

ov K&)QV

ndo é adequada para descrever a difusdo nas correntes turbulentas da atmosfera. Quando se
trata da difusdo na atmosfera ou do comportamento dos turbilhdes tais fendmenos nao sdo
razoavelmente explicados por uma equagao de difusdo igual a de Fick, logo, esta precisa ser
escrita de uma nova forma para se adaptar melhor as andlises [31].

Para reescrever a lei de Fick, Richardson, em vez de considerar a concentragdo da subtancia
que estd sendo difundida como uma func¢io da posi¢do, considera o nimero de vizinhos por
comprimento, ¢, como fun¢do da distancia [ entre eles. Dessa maneira, ele obtém uma equacgdo

com um termo de difusdo ndo constante, mas dependente da distancia [.

B Difusdo Atmosférica mostrada em um grdfico de distancias entre vizinhos [ [31], traducdo nossa].
26 Algumas medidas da turbuléncia atmosférica [ [32], tradugio nossal.
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Relerence. K I

K from molecular diffusion of oxygen into nitrogen (Kaye
and Laby’s ‘ Physical and Chomical Constants’). | % 1-7 % 10°1 5 x 107
For I see preceding discussion.

J
K ab 9 metres above ground from anemometers at heights
3-2 x 10%
J

of 2, 16 and 32 metres (W. Schmidt, * Wien. Akad.
Sitzb.,’ Tla, vol. 126, p. 773 (1917)).

1-56 x 102

K irom anemometers at heights of 21 to 305 metres 1
{Akerblom, F., ‘Nova Acta Reg. Soc, Upsaliensis’ | 1-2 x 10° 1-4 x 10¢
(1908)).

—

K fromn pilot balloons at heights between 100 and 800
motres (Taylor, * Phil. Trans.,” A, vol. 215, p. 21 (1914),
also Hesselberg and Sverdrap, * Leipzig Geophys. Inst.,’
Ser. 2, Heft 10 (1915)).

6 % 10t 6 = 10t

son, * Weather Prediction by Numerical Process,” p. 221)
or not manned (Richardson & Proctor, ‘Royal
Meteorological Society Memoirs,” No. 1).

]
J?*
K {romn tracks of balloons either manned (L. F. Richard- |7
J{, 10¢ 2 % 106

Volcano ash, same reference as last .....coeeviciivin| 8 X 108 5 x 10°
Diffusion due to eyclones regarded as deviations from |7
the mean cireulation of the latitude (Defant, ¢ Geog. } 101
Ann.,’ H. 3, also (1921), * Wien. Akad. Wiss. Sitzb.,” |
1Ia, vol. 130, p. 401 (1921)).

108

Figura 1.6: Tabela contendo detalhes utilizados no trabalho de Richardson, como o tipo de sistema
analisado, as refer€ncias dos dados, os valores da difusividade K e os da varidvel [. Figura retirada do
trabalho original de Richardson [31].

Segundo suas observagdes experimentais, a taxa de difusdo aumenta proporcionalmente

com a distancia de separacdo [ entre as colunas vizinhas. Tal equagdo foi denominada por ele

7 e é escrita como

09 _ 9 (1
ot ol (F(l) az) ’ 4

sendo F'(1) uma fung@o crescente de [.

como Non-Fickian Diffusion®

Para determinar o valor de F'({), Richardson constréi o gréfico dos respectivos logaritmos
da difusividade K e da distancia de separacdo [ a partir dos dados experimentais obtidos por ele
e de alguns dados disponiveis na literatura (Figura 1.6). Neste gréfico, ele ajusta os dados com
a difusividade K = 0.2 {*/3, como pode ser visto na Figura 1.7 [31]. Além disso, segundo ele,
no intervalo da distancia entre os vizinhos, correspondendo a 1 m < [ < 10 km, tem-se que

F(l) = 0.4 [*/3 quando as unidades sio dadas em centimetros e segundos. Dessa maneira, a

T Difusdo ndo-Fickiana [ [31], traducdo nossa).
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equagcao (1.79) € reescrita, assim como em seu trabalho original [31], como

dg 0 4/3361
ot~ ‘o (l ol (1.80)
ou, entao, como )
dq 41/36q 4/38q
5t —egl Bl + €l 2 (1.81)

sendo a constante ¢ da ordem de 0.4 cm?/3s71,

LOG,, (DIFFUSIVITY K IN cM2 SEC™)-

5 0
LOG , (SEPARATION L in cM)
Figura 1.7: Grifico de Log;q K (cm?s™!) x Log;, I (cm), isto €, do logaritmo da difusividade K em

unidades de cm?s~! em funcdo do logaritmo da distincia de separacio I em unidades de cm. Figura
retirada do trabalho original de Richardson [31].

Para resolver (1.81), Richardson faz uma mudanga de varidvel do tipo [ 1/3 — «, de maneira

que é possivel escrever
0 1 0
M= = —— (1.82)

ol 3ada
pd 100 2 9
012 90a? 9ada’
Consequentemente, a equagao (1.81) pode ser reescrita em termos da nova varidvel o como

dqg € [20q 0%q
ot 9{aaa+8a2 ’ (1.54)

(1.83)

a qual tem a mesma estrutura matematica da equagao de difusao de calor em um s6lido homogé-
neo, em que as superficies isotermas sao esferas concéntricas de raio o e com difusividade igual

a €/9 [31]. Richardson escreve, entdo, que uma solugdo para essa equagdo, devido a Fourier, é
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dada por [31]
a2
q = A(4te)9) 32 e (1.85)
em que A é uma constante independente de ¢ e de . Richardson também dedica uma parte de
seu trabalho para calcular os momentos da distribuicdo. Como ela € par, os momentos de ordem

impar sdo nulos e o resultado do segundo momento obtido é

(z(t)*) = @(4&/9)3, (1.86)

16
que, nesse caso, também corresponde a dispersio ou variancia, pois <A§3> = <x2> — (m>2, sendo
(z) = 0, de modo que (A2) = (7).

Vé-se, entdo, que o segundo momento obtido por Richardson ndo cresce linearmente com
o tempo, como observado nos resultados obtidos por Einstein e Langevin. Enquanto o valor
do segundo momento para a difusdo em correntes turbulentas de ar é proporcional a 3 no
caso de Richardson, os casos de Einstein e Langevin sdo proporcionais a ¢ somente. Dessa
forma, a dispersdo no caso de Richardson ocorre de maneira muito mais rdpida e nio linear
com o tempo, sendo considerada um tipo de difusdo nd@o usual ou andmala, denominado de
superdifusdo. Assim, quando o deslocamento quadritico médio cresce como uma fun¢@o nao
linear do tempo, ¥ com p > 1, diz-se que o sistema € superdifusivo [5].

Fen6menos turbulentos ndo sdo apenas fendmenos superdifusivos e sua complexidade vai
muito além do que muitos possam imaginar. Para se ter uma no¢ao de como tais sistemas
turbulentos se comportam de maneira cadtica, até o fisico Werner Heisenberg (1901-1976),
conhecido por suas contribui¢des a mecanica quantica, em especial pelo principio de incerteza
que tem seu nome, também era instigado pelos fendmenos turbulentos, que podem ser cadticos:
“When I meet God, I am going to ask him two questions: Why relativity? And why turbulence?
I really believe he will have an answer for the first.”?

Outros exemplos de sistemas que apresentam comportamento superdifusivo sdo encontrados
tanto no movimento® de vérias espécies de animais, como o péssaro albatroz-errante [33], o
chacal [34], o alce [35] e o macaco-aranha [36], quanto na dptica quantica [37].

Se hd uma gama de fendmenos difusivos que possuem o segundo momento com uma de-
pendéncia temporal do tipo t?, com p > 1, referente a superdifusividade, deve existir também
fendmenos difusivos em que a dependéncia temporal tem p < 1. Tais fendmenos sdo conheci-

dos como subdifusivos e serdo comentados brevemente na se¢io seguinte.

28«“Quando eu me encontrar com Deus, eu vou fazer a Ele duas perguntas: Por que a relatividade? E por que a

turbuléncia? Eu realmente acredito que ele terd uma resposta para a primeira” [Tradug@o nossa].
2%Tais movimentos correspondem a processos conhecidos como caminhadas de Lévy.
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1.7 Fenomenos subdifusivos

Durante trés décadas posteriores aos estudos feitos por Richardson sobre difusdo turbulenta,
nao foram muitos os trabalhos publicados sobre tal assunto, porém, desde essa época, a difusdao
andmala € estudada na teoria de transporte [5].

Assim como no caso dos fendmenos turbulentos, os fendmenos subdifusivos sdo conheci-
dos pelo estudo de Harvey Scher e Elliot W. Montroll que tentavam criar um modelo apropriado
para explicar os fendmenos de transporte em materiais sélidos amorfos que, por sua vez, apre-
sentavam um comportamento difusivo anomalo.

Scher e Montroll trabalhavam para a corporagdo Xerox e, por isso, fizeram trabalhos experi-
mentais com materiais amorfos para observar o transporte dos elétrons, ja que o funcionamento
das médquinas fotocopiadoras consiste no transporte dessas cargas em materiais semicondutores
amorfos submetidos a um campo elétrico. Os pesquisadores, entdo, percebem que as cargas
que se movem nesses meios amorfos possuem uma tendéncia a ficarem aprisionadas devido as
imperfeicoes locais, sendo liberadas posteriormente devido as flutuacdes térmicas [5].

Na tentativa de explicar o fendmeno que ndo se adequa aos fendmenos difusivos regidos
pela equacdo de difusdo usual, Scher e Montroll utilizam o modelo da caminhada aleatéria
continua no tempo, assimétrica e ndo Markoviana, na presenca de barreiras absorventes [38].
A explicacao de tal modelo se da tanto pelo fato de o campo elétrico presente no sistema criar
uma tendéncia no movimento dos elétrons, gerando uma corrente elétrica, quanto pelo fato
de os portadores de carga ficarem aprisionados por um periodo de tempo nas imperfeicdes do
s6lido amorfo, o qual, devido a sua estrutura cristalina, possui uma estrutura periédica com
condicdes de contorno periddicas correspondendo as barreiras no modelo. O fato de os elétrons
ficarem aprisionados em tais imperfei¢cdes implica um tempo de espera maior entre dois saltos
consecutivos e ainda faz que o passo seguinte dependa do anterior, resultando em um tipo de
efeito de memoria no sistema.

Nesse tipo de passeio aleatdrio, a distribuicdo de tempo de espera entre dois passos con-
secutivos € dada por uma distribuicdo do tipo Pareto-Lévy, que possui uma caracteristica de
cauda longa, fazendo que o tempo médio, (), seja divergente. Contudo, ainda se tem o segundo
momento, (z(¢)?), finito, de modo que, a partir da distribui¢do temporal, seja possivel inferir o

deslocamento médio dos portadores de carga
(z(t)*) ~t°, (1.87)

que apresenta uma dependéncia temporal fraciondria com 0 < « < 1. Isso significa que os
portadores de carga se difundem de forma nao linear com o tempo, de maneira mais lenta do
que poderiam no caso de uma difusao usual. Como esse é um processo mais lento do que a
difusdo normal, ele € classificado como difusdo andmala, pertencendo ao regime subdifusivo.
Sistemas que apresentam um fendmeno de transporte associado a subdifusdo compreendem a

difusdo de proteinas nas membranas celulares [39,40], a hidrologia e a geologia [41,42].
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1.8 Por que a difusiao usual é considerada o caso normal?

Viu-se a apari¢do da difusd@ao normal em vérios fendmenos naturais proximos ao equilibrio,
como a equacgdo de difusdo escrita por Fick (1.8), por Einstein (1.53), ou escrita de uma forma
geral que explica desde o movimento Browniano a difusividade de calor em sélidos. A equagao
de difusdo € uma das equacOes mais fundamentais na fisica. Sua solug¢do possui uma estrutura
Gaussiana que pode ser entendida também por meio da teoria de probabilidade, sendo uma
consequéncia direta do Teorema do Limite Central (TLC) [21,43—46]. Esse teorema afirma que

uma variavel aleatéria z definida por

1 N
z:m{Z@—Na} (1.88)
j=1

possui a distribui¢do de probabilidades Gaussiana

1
e~ /2 (1.89)

no limite N — oo. Para que esse teorema seja vdlido, basta existir a média @ = (§;) e a
variancia b = <£]2> —{¢ j>2. Além disso, para IV suficientemente grande, esse resultado constitui

uma boa aproximacao, de modo que, em termos da varidvel m = &£ 4+ & + - - - + &, escreva-se

1 — Na)?

pois p(z)dz = Px(m)dm e dm = v/ Nbdz. Mostra-se que, a partir do TLC, é possivel recuperar
o caso da caminhada aleatdria. Para isso, considera-se que uma particula esteja se movendo ao
longo de uma reta e que ela parta da origem, x = 0. A cada intervalo de tempo 7, ela se
desloca uma quantidade [ com a probabilidade p ou uma quantidade —! com probabilidade ¢
e, como esses sao os Unicos movimentos possiveis, p + ¢ = 1. Além disso, considera-se,
também, a varidvel aleatéria § = 1 ou {_; = —1 com probabilidade P() = pou P({_;) = ¢
respectivamente. Nesse caso, apds N passos independentes, t€ém-se ¢t = N7 e x = ml, com

m =& + & + - - - + &y. Primeiramente, calcula-se a média da variavel aleatdria

l
a= (&)= &P(&) =EaP(E) +4PE&) =p—q. (1.91)

=1

Depois, calcula-se a variancia

b= (€)— ()= &PE) - (p—q)’=EPE)+EPE&) - P — ¢ +2pq

= p+q—p"—¢ +2pq=2pq+ (1 —p* — ¢*) = 2pq + 2pq = 4pq. (1.92)
\\1,./ ﬁ,_/
pq
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O passo seguinte € usar os resultados anteriores em (1.88) e (1.89) juntamente com a relagc@o
p(z)dz = Py(m)dm. Dessa maneira, substituindo (1.91) e (1.92) em (1.88) e (1.89), tém-se

1
z2=—=—{m—N(p—q (1.93)
o (N0}
e
1 (m—N(p—q))°
2) = exp | — 1.94
p(2) Var b ( 8Npq (159
respectivamente. A partir de (1.93), pode-se escrever
dz 1
— = — 1.95
dm  \/4Npq (193)
Substituindo, entdo, (1.94) e (1.95) na relagdo Py (m) = p(z)dz/dm, tem-se
1 (m—N(p—q))°
P = — — 1.96
w(m) 8T Npq P ( S8Npq ( )
ou, em termos de a e b,
1 (m — Na)®
Py(m) = exp| ——— | . 1.97
N (m) 5=ND p ( oNb ) ( )

Para obter a densidade de probabilidade p(x,t) da varidvel = no instante ¢, basta dividir
(1.97), substituir m = z/l e adicionar o tempo 7 nos lugares apropriados. Primeiramente,

dividindo P, (m) por [ e substituindo m = x/l, obtém-se

T 2 2
P,(m) 1 1 (£ — Na) 1 (x — Nal)
S - - _E TG ) (198

N IVG 75 v < 2Nb VN P\ 2N (199

Multiplicando e dividindo por 7 a varidvel b em (1.98), tem-se

2
P, 1 — N74]

(lm) - exp —@—Z;) . (1.99)

\/2rNTL2 2NTZl

i bi? al 3
Como N7 = tedefinindo D = — e ¢ = —, obtém-se
T T

1 (z — ct)®

x,t) = exp | ———— | . 1.100

35



1.8. Por que a difusio usual é considerada o caso normal?

Essa densidade de probabilidade € a solu¢do da seguinte equacao:

dp(x,t) _ DPp(x,t)  Jp(w,t)
ot 2 o2 or (1.10D)

e possui exatamente a mesma forma de (1.76), tendo, inclusive, a constante ¢ = al/7 definida
da mesma forma, apenas diferenciando-se na defini¢do da constante D = [2/27. Para encerrar

essa discussdo, pode-se observar que os valores do primeiro momento e da variancia,

o0

(r) = / dx p(z,t)xr = ct (1.102)

—0o0

oo
(%) — (z)? = / dx p(z,t)x* — *t* = Dt, (1.103)
—0o0
possuem uma dependéncia linear com o tempo, assim como Einstein e Langevin também con-
cluem.

O TLC prevé quantidades que sdo resultados de muitas interacdes de pequena escala de
acordo com uma Gaussiana, e, de fato, € isso que foi encontrado anteriormente para a distribui-
cdo de passos do caminhante aleatério. Dito de outra forma, o aparecimento de uma distribui¢cdo
nao Gaussiana € algo inesperado e ndo usual de acordo com o TLC. Por exemplo, os resultados
obtidos por Richardson mostram comportamentos superdifusivos que se diferenciam do normal
devido a ndo linearidade do tempo no desvio quadrético médio.

Sistemas que ndo possuem o segundo momento ou, entdo, a média temporal finita, ndo
satisfazem as condi¢des do TLC e sdao fendmenos caracterizados como andmalos. Um desses
exemplos s@o os voos de Lévy. Casos como este, em que o segundo momento diverge, ou seja,
em que ocorre um tipo de difusdo andmala, sdo regidos pelo teorema de Lévy-Gnedenko, que é
uma generalizacao do TLC [21].

De maneira geral, o segundo momento é proporcional a lei de poténcia (z%(t)) ~ t<, de
modo que, se & = 1, a difusdo € usual e, se a # 1, a difusdo é considerada andmala ou ndo
usual. Essa, por sua vez, possui os regimes de superdifusividade para quando « > 1 e os de sub-
difusividade para quando o < 1, caracterizando processos em que a difusividade ou a dispersao

da quantidade considerada ocorre de maneira mais rdpida ou mais lenta respectivamente.
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CAPITULO 2

UM APANHADO SOBRE O CALCULO
FRACIONARIO

O

m geral, sistemas que possuem o comportamento difusivo andmalo possuem algum
tipo de caracteristica especial. J4 foi comentado que, se um conjunto de particulas se
difunde em uma regido com vinculos geométricos, isso ocorre de forma mais lenta
mesmo que o sistema seja regido por uma equacao de difusdo usual. Isso se da pois existem
armadilhas que aprisionam as particulas, criando efeitos de memoéria. Outros sistemas que
possuem comportamentos usuais sdo alguns regidos por equagdes diferenciais do tipo difusdo,
contendo um termo de derivada fraciondria no tempo ou na posi¢do. Além dos operadores
fraciondrios, outras ferramentas podem ser relacionadas diretamente com o célculo fracionario,
como as fungdes especiais de Mittag-Leffler e a fun¢do H de Fox, que abrangem um grande
conjunto de funcdes particulares. Para resolver as equagOes diferenciais do tipo difusdo, €
possivel empregar o método das transformadas integrais e, muitas vezes, fazer as transformadas
inversas pode ser um um tanto complicado. Contudo, € util reescrever as funcdes obtidas no
espaco das transformadas e em termos das funcdes especiais citadas. Essas funcdes possuem
suas transformadas tabeladas, facilitando esse tipo de tarefa.

Neste capitulo, serd feita uma abordagem histdrica do célculo fracionério, comentarios rela-
cionados aos operadores fracionérios e as fungdes especiais, bem como elucidagdes de algumas

de suas propriedades.

2.1 A origem do calculo fracionario

A pergunta que da origem ao termo calculo fracionario é: “Pode o significado de uma
derivada de ordem inteira d"y/dz" ser estendido para ter algum significado quando n é uma
fracdo?”. Posteriormente, a questdo torna-se mais complexa: “Pode n ser qualquer nimero
fraciondrio, irracional ou complexo?”. A resposta afirmativa a esta questdo torna a expressao

“calculo fraciondrio” imprecisa, dando lugar aos termos integracao ou diferencia¢dao de ordem
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

arbitraria. No entanto, neste trabalho, refere-se a este objeto de estudo como célculo fracionério
[47].

Em 1695,! Leibniz recebe uma carta de I’Hopital indagando-lhe qual seria o significado
de uma derivada de ordem n = 1/2. Eis, entdo, que Leibniz responde, ao final de sua carta,
de maneira quase profética [21]: “Assim segue que d'/x serd igual a zv/dz : x, um aparente
paradoxo, do qual um dia consequéncias tteis serdo extraidas.”

Leibniz estava certo em sua “profecia”, pois, de fato, o cdlculo fraciondrio abriu novos
caminhos. Alguns sistemas com comportamento difusivo ndo eram explicados devidamente
pelos modelos usuais formulados dentro do contexto do célculo usual ou de ordem inteira.
Dessa forma, pesquisadores comecaram a usar essas novas ferramentas do cdlculo fraciondrio
para criar modelos que representassem adequadamente as derivadas fraciondrias.

O trabalho de Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), em 1772, sobre a lei dos expoentes para

operadores diferenciais de ordem inteira, escrita como

dm dn dm+n
dz™ dan”

Y, 2.1)

contribui de maneira indireta para o desenvolvimento do célculo fraciondrio, como serd visto
mais adiante. Em 1812, Pierre Simon Laplace (1749-1827) escreve a derivada fraciondria como
uma integral e, em 1819, pela primeira vez, o calculo fraciondrio é mencionado em um texto
cientifico por Sylvestre Francgois Lacroix (1765-1843), em sua obra Traité du calcul différentiel
et du calcul intégral® [48].

Neste trabalho de mais de setecentas pdginas, Lacroix dedica apenas duas pdginas para um
breve comentério sobre as derivadas de ordem ndo inteira [47]. O matemético obtém a expressao
da derivada de ordem n para um polindmio de ordem m , isto &,

ar m!

m_ ___ " gmen >n. 2.2
dzn” (m—n)!x ’ e 2.2)

Usando a func¢do I para expressar a forma fatorial generalizada, ele escreve

d" L(m+1) _
— M =~ 7 T, 273
dzn " F(m—n+1)x (2.3)

Lacroix ainda dd o exemplo de quando m = 1 en = 1/2 [47]:

d'/? re) | \/E
= 2=2,/= 2.4
do' 2" T T(3/2)" T @4

pois I'(2) = 1 e I'(3/2) = v/7/2. Um outro exemplo simples, ainda com n = 1/2, pode ser

'Neste ano, Isaac Newton (1643-1727) firmou as bases do célculo diferencial e integral juntamente com Gottfried
Leibniz (1646-1716), porém, quem criou a notagdo moderna da derivada n-ésima de uma funcéo, escrita como
d™y/dz", foi Leibniz.

2Tratado sobre o cdlculo diferencial e integral [ [48], tradugdio nossal.
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

feito considerando m = 0, de modo que 2° = 1 = constante:

a2, T 1
_ -2 1 2
a2t T T(/2)" NG 25)

1
emque ['(1) = 1eT 5) = /7. A derivada de ordem /2 de uma constante ndo é zero,

diferentemente do que se sabe sobre o cédlculo usual.
Na obra de Jean-Baptiste Joseph Fourier [10, 11], também é possivel encontrar uma defini-

cdo de derivada fraciondria dada em termos de uma integral,

di 17 r ; T
dmif(x) =g /da fla) /dpp cos (px — pa +z§> , (2.6)

sendo 7 um ndmero qualquer. Observa-se, entdo, que Leibniz, Euler, Laplace, Lacroix e Fourier
fizam mencdes de derivadas de ordem arbitraria, porém sem aplicacio especifica alguma.

O primeiro caso em que se emprega o uso de derivadas de ordem arbitrdria € na solugdo de
uma equagdo integral obtida no problema da curva tautocronica, ou simplesmente tautécrona ou
isécrona.’ Niels Abel aplicou o calculo fraciondrio na tentativa de identificar essa curva, cujo
tempo gasto por um objeto para deslizar sem fric¢do em um campo gravitacional uniforme até
seu ponto minimo independe do seu ponto de partida. Esse tempo € dado por uma constante £,

a qual pode ser escrita como [47]

T

k= /dt (x —t)" 2 f(t). (2.7)

0

Essa integral, exceto por um fator multiplicativo constante 1/T'(1/2), é um caso particular da
integral definida que descreve a integral fraciondria de ordem 1/2, como serd visto mais adiante.

Mas como Abel utiliza célculo fraciondrio para resolver esse problema? Ele simplesmente

—1/2 -1/2
escreve o lado direito de (2.7) como ﬁm f(z) e aplica o operador pr=yoE obtendo
d1/2
mk =7 f(z), (2.8)

pois esses operadores fraciondrios, com condi¢des adequadas em f(x), possuem a propriedade
DD~ f(x) = D°f(z) = f(x). Como o problema da tautécrona consiste em encontrar a
funcdo f(t), quando a derivada fraciondria de ordem !/2 da constante k* € computada, f(z)
¢ determinada. Essa ideia aparentemente simples de Abel foi concebida como uma conquista
notdvel [47]. A solucdo simples de Abel e a descricdo de uma derivada de ordem arbitréria,

equagdo (2.6) atrai a atencao de Joseph Liouville (1809-1882), encorajando-o a fazer o primeiro

3Do grego tauto-mesmo ou iso-igual e chrono-tempo.
A derivada fracionaria de uma constante nem sempre é igual a zero.
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trabalho extensivo em calculo fracionario [47].
A seguir, serd feita uma discussdo de como as ideias de Liouville se juntaram com as de
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) para que o primeiro operador de integral fra-

cionaria fosse escrito.

2.1.1 O operador de integral fracionaria de Riemann-Liouville

Intitulada Mémoire sur le changement de la variable dans le calcul des différentielles a
indices quelconques® [49], a disserta¢do expde a primeira férmula de Liouville para a derivada
fraciondria [50]. O ponto de partida é o resultado conhecido para derivadas de ordem inteira
[47]:

D™e* = ae, (2.9)

o qual Liouville estendeu para derivadas de ordem arbitraria:
D¥e* = a”e®*. (2.10)

O matematico assume que a derivada de ordem arbitrdria de uma fungdo f(x) que pode ser

expandida em série, isto €,

fla) =" cpe™, @.11)
n=0
¢ dada por
D" f(x) = coale™", (2.12)
n=0

conhecida como a primeira férmula de Liouville para a derivada fraciondria. Porém, essa for-
mula tem a desvantagem de que v se restringe a valores para os quais a série converge. Talvez,
devido a esse fato, Liouville formula um segundo conceito partindo de uma integral definida

relacionada com a fung¢do I' de Euler na forma integral

oo

I= /du u e a4 >0, u>0. (2.13)

0

Fazendo a mudancga de varidveis t = zu,

o0

[=x" / dt t* et = 27T (a), (2.14)

0

SDissertagdo sobre a alteragdo da varidvel no cdlculo de diferenciais de indices quaisquer [ [49], tradugdo nossa].
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

aplicando o operador D” em ambos os lados da equacdo anterior,

1w T
D"z~ = (F(a>) /du uotvlem e (2.15)
0

e fazendo mais uma vez a mudancga de varidvel, t = zru, tem-se

(—1)"T'(a+v)

DYx7% = Ia)

x . (2.16)

No entanto, essa segunda definicao ndo se aplica a uma grande classe de fun¢des, somente as
fungdes do tipo ™.
Outro matemadtico que contribui para o campo do célculo fraciondrio € Riemann. Ao procu-

rar por um tipo de generalizacao da série de Taylor, ele deriva a seguinte expressao:

xT

/dt (z — )" Vf) +U(x), (2.17)

c

em que a fungdo ¢(x) € adicionada. Riemann quis expressar o seguinte: dada a lei da soma
dos expoentes, .D_* D,V f(z) = D "V f(x) é védlido para quando os terminais inferiores
C' sdo idénticos; e a fun¢do complementar v (z) foi adicionada justamente para o caso em que
esses terminais ndo fossem os mesmos, isto &, .D* » DV f(z). A adi¢do dessa fun¢ao nao foi
muito satisfatoria para Riemann, pois matematicos criticaram esse “termo a mais” e o proprio
Riemann teria cometido um erro quando forneceu uma estimativa da fun¢do complementar sem
considerar o caso em que x = 0, levando a teoria a uma contradicao [47].

Nikolay Sonin (1849-1915), em On differentitation with arbitrary index® [51], talvez tenha
encerrado o dilema sobre qual seria o operador fraciondrio “melhor” ou “correto”. Como ponto
de partida para seu trabalho, ele adota a integral de Cauchy, escrevendo a derivada n-ésima

desta tal que

n! f(§)
D" f(z) = f™(z) = 7 /dg W (2.18)
c

Observa-se que o expoente n da derivada € um nimero inteiro de modo que o integrando possui
um pélo de ordem n. E intuitivo querer simplesmente trocar n € N por v € R e ndo h4 nenhum
problema em se fazer isso, pois n! pode ser escrito em termos da fun¢do Gamma, n! = I'(n — 1).
Porém, quando isso € feito, o denominador do integrando nao possui mais um pélo quando v
for um nimero fraciondrio, em vez disso, ele caracteriza uma ramificacdo quando x = £ de
maneira que, para contornar esse problema, deve-se mudar a curva de contorno C para alguma
do tipo Bromwich [50-52].

Uma outra maneira de se obter a derivada para um v arbitrario é fazendo um procedi-

Sobre a diferenciagdo com indices arbitrdrios [ [51], traduco nossa].
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mento que se assemelha a expansao de uma func@o em termos de uma série de poténcia, isto

é, f(x) = E a,x". Da mesma forma, a integral de uma fun¢do pode ser escrita em termos de

n
uma ou mais integrais. Considerando uma func¢do f(x) integrada duas vezes em um intervalo
(¢, x) [53], tem-se

V() = /xdxldef(T) — /def(T)/xdazl — de f(r)(x = 7). (2.19)

Analogamente, para uma integrac¢do tripla, pode-se escrever

€2

(@) = / dx27dx17d7 f(r) = / dx272d7 f(7) / das
= /xde/de f(r)(xe —7)

_ /dT f(T)/dx2 (22— 7)

C T
T

= /dT f(ﬂ@.

c

(2.20)

Se a funcao for integrada n vezes desse mesmo modo, obtemos

1

fEM (@) = jdxn_l 7ldxn_2 72d$n_3---/d7 flr) = de f(T)%. (2.21)

0 c

J/

n vezes

Usando a defini¢do da fungdo Gamma como um fatorial, (n — 1)! = I'(n), e reescrevendo

) x
FE () = T(n) /dT (z _fg-;)—nﬂ (2.22)
para n — v, tem-se
oy L [y T

C

Os sinais dos expoentes das equagdes (2.18) e (2.22) sdo diferentes, pois envolvem operacdes de
derivacdo e integracdo respectivamente. Isso pode ser visualizado melhor se cse onsiderar que,

a partir da fungdo f(z) = f(©)(z), o expoente & acrescido de um a cada derivagio e decrescido
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

de um a cada integracao, isto &,

i i i df (x d?f(x
o fan farse. [are, g, T2 HE @0
—~—~ X dx
NS CV ) & ~ v Dof:ﬂo) le:f(l) D2f:f(2)
D-2f=f(-2) D-lf=f(-1)

Dessa forma, pode-se escrever (2.23) utilizando a notacao inventada por Herold Davis [47]:

DV f(z) = ﬁ/dT %, Re(v) >0 (2.25)
ou
DV f(x) = ﬁ / dr (z— 7" f(r),  Re(w)>0. (2.26)

c
Essa € a integral de Riemann-Liouville. Nota-se que, quando ¢ = 0, retoma-se a defini¢do de
Riemann dada por (2.17), mas sem a fun¢do complementar. Outro caso € quando ¢ — oo e é
possivel recuperar a primeira definicdo de Liouville para a classe de funcdes 7. Observa-se
que, até agora, obtém-se a integral de ordem fraciondria, e ndo a derivada.

Percebe-se que a substituicdo de —v — v na equagdo (2.24) conduz ao operador de derivada
fraciondria. Porém, ao se fazer essa troca, a integral em (2.26) € divergente. Supde-se, entdo,
o célculo da v-ésima derivada da fungdo f(x) continua no intervalo (¢, z), com v = k — p, ou

seja, o calculo da (k — p)-ésima derivada. Tem-se, entdo,

Dif(z) = Dy f(z) = Df D;"f(x)

T

d" |1 -
- m/dﬂx—ﬂ f(r)
1 d* 1p(s
W@/Cﬁ S 2.27)

c

1 dk f k—v—1
- Frr | 4 =)

C

1 d £(7)
- T'(k—v)dak /dT (x — T)rHi-k’

C

em que k é, por conveniéncia, 0 menor inteiro maior que v,’ 0 < p < 1l e CD’; € o operador de
derivada usual d* /dz". A equacio (2.27) é a representacio da derivada fracionaria de Riemann-

Liouville. Tem-se, ainda, que, para ¢ = 0 ou ¢ — o0, pode-se usar a funcdo Beta para obter o

"Por exemplo, se v = 3,63, k = 4, logo p = 0, 37.
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resultado da integral acima. Tem-se que a funcdo Beta € escrita como [53]

1

B(z,w) = /dT (1—7) st =

0

L(2)I(w)

Tetw) (Relz)>0 Re(w)>0). (228

Desse modo, para f(z) = % com ¢ = 0, a > 0 e Re(r) > 0, recuperam-se as defini¢cdes de

Riemann: I 0
a—+
D Vgt = —— 7 otV 2.29
05 & I(a+v+ 1)I (2.29)
) I(a+1)
a—+
D¥2% = v, 2.30
e T Ta—vr1) (2.30)

E, para f(x) = 2% com ¢ — —o0, a > 0 e Re(v) > 0, resgatam-se as defini¢des de Liouville:

(—1)T'(a —v)
['(a)

-V, .—a
—eoD T =

x (2.31)

()'T+v) .,
o) |

Nessas ultimas equacdes, vé-se que as integrais e as derivadas fraciondrias, com —v e v

v, .—a
—so Dl =

(2.32)

respectivamente, fornecem resultados equivalentes a troca —v — v na defini¢do de integral
fraciondria de Riemann-Liouville (2.26). Como exemplo, seja f(z) = 1 e v = 1/2, de modo

que k& = 1 implique p = 1/2. Usando (2.27) e ¢ = 0, tem-se

oDY?1 = (D721 = (D! D71

xT

__Lod
oor G e

0
2.33
LAy 239
(1)) dz
IR BV

- T(p) VT

que € exatamente igual a derivada fraciondria de Lacroix (2.5).
Observou-se, nesta se¢do, que existem diversas maneiras para se escrever o operador D”. A
seguir, serdo mostrados alguns operadores fraciondrios mais comuns na literatura e comentarios

sobre quais vantagens cada um deles proporciona na solu¢do de problemas.
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

2.1.2 O operador de Griiwald-Letnikov

Quando se comeca a estudar os fundamentos do célculo diferencial e integral, a primeira
defini¢do de derivada que se encontra € escrita como um limite, ou seja,
d x)— f(x—nh
RIS L (D))

dx h—0

(2.34)

Porém, posteriormente, passa-se a estudar métodos mais elaborados para se calcular a derivada
de uma funcdo e o método por limite se torna obsoleto.
O operador de Griiwald-Letnikov [53] € escrito partindo da no¢do de derivada como um

limite. Escrevendo a derivada segunda da fungdo f(z), obtém-se

1! - J _
@) = dx? }lg%
7 f(x) = flx—h) f(z—h)— f(z—2h)
o J@) =20 =) + (e —2h)
h—0 h?
Esse resultado generalizado, isto €, para a n-ésima derivada, € escrito como
d*f 1 « n
(n) — 2 im — —_1)" _
) = e = e S () oo, 2.36)

em que

(7;) _ n(n — 1)(n—2r)'~-(n—r+1) (237)

€ a notacdo para os coeficientes binomiais. Utilizando uma expressdo genérica para as fragdes

das equacoes (2.34) a (2.36), tem-se

1) = g o1 () = o), 239

em que p < n € um numero inteiro arbitrario. Caso p > n, todos os coeficientes no numerador

de (2.38), depois de (p) , sdo nulos. Tem-se, entdo, que
b

lim £ (@) = (@) = 2L

h—0 o dxP ’

(2.39)

E, se p for negativo, pode-se escrever

(—p) _—p(=p—1) - (=p—r+1) _ (—1)" m, (2.40)

r rl r
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

em que
[p]:p(p+1)--~(p+7"—1)_ 241)
r r!
Escrevendo (2.38) com —p, obtém-se
(=p) _ L - 1y |P _
1) = 555 0y 7] o 42)

No limite em que 2 — 0, a expressao (2.42) tende a zero. Se se considerar que n — oo quando

. xr—c . . .
h — 0, pode-se dizer que h = , sendo ¢ uma constante real de maneira que o limite sera

dado por
lim fUP(z) = D7 f(x). (2.43)

h—0
nh=x—c

Sabe-se que .D_” representa um operador e .D_” f(x) representa o operador atuando na
funcdo f(x) com os limites de operagdo dados pelos terminais ¢ e x. Considerando o caso em

que p = 1, tem-se

@) =0y f(t—rh), (2.44)
r=0

1 , , . .
pois [ } = 1. Se a fung¢do € continua, no limite ~ — 0, obtém-se
r

}llirr(l) fé_l)(x) = D 'f(z) = /dz flz—2)= /de(T). (2.45)
nh=x—c 0 -
Para p = 2, pode-se escrever
152w =13 2] e o), (2.46)

mas

ﬂ 224+ 1)(24+2)---24r=3)2+r—2)2+r—1)

r 7!

123 (r—=1)-7r-(r+1)

B 7! (2.47)
ri(r+1)

i

=r+1,

de modo que
@) =Y (e + 1) f(z —rh). (2.48)
r=0

46



2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

Fazendo j = r + 1, tem-se

n+1

K@) =123 @ = (= 1)h)

n+1

=hY (jB)f(x+h—jh), y=z+h
j=1

n+1

=h (M- ih)

ou, como o indice de soma € mudo,

n+1

£2(@) = b (rh) f(y — rh).

r=1
No limiteem que h — 0,y = x en + 1 — n, pois n — 0o, obtém-se
xr—c x

h—0

nh=x—a 0 -

Seguindo a mesma ideia dos dois casos anteriores, tem-se, para p = 3,

n

10w =3 [ = om),

r=0

mas

{2} 33+1D)B+2)---B3+r—-3)3+r—2)3+r—1)

r 7!
1-23-4-5--r-(r4+1)(r+2)
1.2 7!
i+ 1)(r +2)

B 1-2-7!
C(r+D(r+2)
B 1-2 ’

de forma que

3y s (P D (r+2)
K@) =Y f(a — rh).

r=

lim £ (2) = D2 f(x) = / dz 2 f(z— =) — /dT(;c — ).

(2.49)

(2.50)

2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

Mais uma vez, fazendo j = r + 1, y = x + h e trocando o indice da soma novamente para r,
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

tem-se
h3 n+1
@) = T Do+ Dy —rh)
r=1
L b2 n (2.55)
=13 (rh)?f(y —rh) + 12 > (rh)f(y — rh).
r=1 r=1
No limite em que » — 0, obtém-se
- 1 xr—c €T
fim () = D) = o / dz 2z — ) = / dr(e —TPf(r),  (2.56)
nl?:jofc ) 0 c
pois
5 ntl T—cC
}ILIL% 1.9 (rh)f(y —rh) = ilzli% h/dzzf(a:—z)
nh=z—c r=1 nh=z—c
i (2.57)
= lim h/dT(:L‘—T)f(T)
'I’L}ilz—;o—c

C

= 0.

Observando esses trés casos, € possivel escrever, pelo método indutivo, a seguinte expres-
sao:
x

L ! / dr(x — )P f(7). (2.58)

D, f(x) = lim hpimf o) = o

h—0 r

nh=z—c r=0 c

Essa equacdo € vilida para qualquer p, incluindo p + 1 [53]. De fato, a expressao (2.58) repre-

senta p integrais sucessivas. Para observar melhor isso, deriva-se (2.58) com respeito a z,

T

d p - 1 d p—1
%(CDJE f(m))_m%/dT(x—T) f(7)
1 p—1 x— 1)t Td—TTim
e C/dra (=7 f(m) + ( ) )da: — | (259
1 x

em que foi usada a regra de Leibniz para a diferenciacdo de uma integral na segunda linha.
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

Integrando esse resultado no intervalo (¢, x), tem-se

T

Da mesma forma, para p — 1, escreve-se

(D, Y f(2)

e, integrando esse resultado no intervalo (¢, x), obtém-se

Substituindo (2.62) em (2.60), tem-se

D Pf(x) = / dz D7 f(z). (2.60)
d
dr (cD;erlf(x))
1 d .
—(p — 2)!% /dT (x — 7)P2f(7)
2! @ g+ -
1 .
5 [ 4 @ =)
aD;p—i_Qf(.iU),
(2.61)
DoPH (7)) = / dx oD P2 f (). (2.62)
D Pf(x) = /dx /dx D PP f (). (2.63)

Se esse processo continuar para valores de p cada vez menores, pode-se generalizar o resultado

(2.63) de modo que se possa escrever
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

D Pf(x) :/dx /da; DT f ()
:/dm /d;c /d:c D P ()
¢ ¢ ¢ (2.64)
:/dx/d:v /dxf(:c)
) p;erzes ’

Vé-se, entdo, que a derivada de ordem n em (2.34) e que as p integrais sucessivas em (2.64)

da fungdo continua f(z) sdo casos particulares da expressao geral

p — ] -p 3 1y (P _
D2 f(x) Alg%_ h 2_; 1) (r flw—=rh), (2.65)
que representa uma derivada de ordem m se p = m e uma sucessao de m integrais se p = —m.

Contudo, até agora, viu-se que p € um nimero inteiro. Assim, observando (2.65), é possivel a

generalizagdo para quando p é um nimero arbitrdrio, como serd visto a seguir.

Integrais e derivadas de ordem arbitraria

As integrais e derivadas de ordem parcial podem ser obtidas quando o limite da expressao
(2.65) € calculado. O cdlculo desse limite para os casos em que p permanece 0 mesmo € em
que p € substituido por —p resulta no operador de derivada fraciondria e no operador de integral
fraciondria respectivamente.’

Pode-se ver que, substituindo p por —p em (2.65), obtém-se

Df() = lm WY (1) [p] fa—rh), 2.66)
nh=x—c r=0

com os valores de h e n relacionados por nh = t — c. Essa expressdo por si s6 designa o
operador integral de Griiwald-Letnikov de uma maneira discretizada.

Um fato interessante € que, calculando o limite dessa expressdo, tem-se

xT

/dT (x — 7P (7). (2.67)

[

D7 (x) = ﬁ

8Para mais detalhes do ponto de vista matemdtico, veja-se a referéncia [53].
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

Essa tltima equagao nada mais € do que o operador de integral fraciondria de Riemann-Liouville,
equagdo (2.26). Se a funcdo f(z) possui m + 1 derivadas continuas, obtém-se o seguinte resul-

tado integrando por partes:

x

m _ k
D7 f(x Z (z = " + ! /dT (x — T)p+mf(m+l)(7') - (2.68)
-0

p+k+1) T(p+k+1)

c

Esse € o operador de integral fraciondria de Griiwald-Letnikov. Essa férmula fornece o caso
assintético de .D_? f(z) quando = = c.

Quando p > 0, a expressao (2.65) permanece inalterada, isto é

D2f(x) = lim b pZ(—w(f)f(x—rh).
nh=x—c r=0

Essa é a expressdo para a derivada fraciondria de Griiwald-Letnikov. Vé-se, mais uma vez,
que ela possui um caréter discreto, assim como o operador integral. Se o limite for calculado,

obtém-se

xT

f x_c o L —p+m g(m+1)
e Z SR Ty [ e T, e

c

Essa férmula é obtida sob a condicdo de que as derivadas f*) (x),comk =1,2,3,--- ,m+1,
séo continuas no intervalo fechado [a, 2] em que m é um nimero inteiro que satisfaz a condig¢ao

m > p — 1. O menor valor possivel para m pode ser determinado pela inequacao
m<p<m-+1.

Em geral, a aplicacdo dos operadores fraciondrios de Griiwald-Letnikov € mais apropriada
a problemas numéricos [50]. Pode-se ver diretamente das expressoes (2.68) e (2.69) que o pri-
meiro termo possui uma discretizagdo que considera os valores de m, enquanto que o segundo
termo € uma integral que abrange os valores continuos. Essa aplicacido de derivada dada por
(2.69) € um tanto quanto complicada de se trabalhar, porém, para o caso em que a = 0, m = 0,

de modo que 0 < p < 1, € possivel reescréve-la de forma simplificada como

f(0)z~P 1 [ oy
T(1-p) +r(1_p)0/d7 (= 7)7"f (7). (2.70)

oDLf(2) =

Como ilustragdo, considera-se a fungdo f(x) = z¥. Usando (2.70), tem-se
oDt = L / dr (x —7) Pvr! 2.71)
’ (1 —p) / ’
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

e fazendo a mudanca de varidvel 7 = £z e usando a definicdo da funcdo Beta dada em (2.28),

obtém-se
e O Tt
v I'v—p+1) F'v—p+1)

Ao se fazer ¢ = 0 e p igual a —p em (2.67) e aplicar essa equagdo na fungdo f(x) = z, tem-se

x" P, (2.72)

T

/dT (x—7) P17, (2.73)

0

Y L g—
ODmJZ =

I'(=p)
e fazendo a mesma mudanga de varidveis anterior, obtém-se

vI(v) _ I'(v+1) _
Dl = —— g ) e, 2.74
5% F(V—p—kl)x F(V—p—i—l)x (2.74)

E possivel observar que os resultados obtidos quando 7 = 0 na equagio (2.69) e quando se
troca p por —p em (2.67) s@o idénticos. Além disso, os resultados (2.72) e (2.74) sdo idénticos ao
resultado (2.30), obtido para o operador de Riemann-Liouville nos limites em que esse operador

tende ao operador de Riemann.

2.1.3 O operador de Caputo

O operador de derivada fracionaria de Caputo € bem parecido com o de Riemann-Liouville.

De fato, o primeiro pode ser obtido pelo mesmo método que levou ao segundo. Considera-se

o operador .D” atuando em uma fungdo f(z). E considera-se v = k — p, em que v € R,

0 <p < lek €N, queé dado pelo menor inteiro maior que v, assim como na se¢do 2.1.
Tem-se, entdo,

DL f(z) = DEf(x). (2.75)

Os operadores fraciondrios mostrados até agora possuem a propriedade de comutatividade,
isto &,
DFP = DF D-P = D2? DF= D P (2.76)

Dessa forma, pode-se escrever

Dy f(x) = Dy f(x)
— D () 1)
= CD;p CDI:Zf(x)

Como k é um nimero inteiro, .D¥ f () é a k-ésima derivada da funcdo f(z), entdo,

DYf(x) = D77 fP(x). (2.78)
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2.1. A origem do cdlculo fraciondrio

Usando a integral fraciondria de Riemann-Liouville dada por (2.26), obtém-se
/dT (x — T)p_lf(k) (1)
¢ (2.79)

x

I
n F(k;—u)/d (x — 7)vHi-k

c

DY () = ﬁ

Essa € a derivada fraciondria de Caputo.

Pode-se ver que ela é apenas uma formulag@o em que as operacdes de derivada e integracao
aparecem na forma invertida da derivada fraciondria de Riemann-Liouville. Porém, a derivada
de Caputo oferece uma vantagem em problemas fisicos. Isso se da devido ao fato de tal ope-
rador permitir uma melhor abordagem quanto a solucio de equacdes diferenciais fraciondrias,
fazendo que o método de solucdo seja parecido com o usual. Esse fato estd ligado diretamente
a existéncia de constantes de integracdo que surgem no meio do processo de solugdo, as quais
sdo determinadas pelas condigdes iniciais e/ou de contorno que o problema possui. A vantagem
oferecida pelo operador de derivada fraciondria de Caputo € que essas condi¢cdes impostas sobre
o problema podem ser escritas de maneiras usuais, ou seja, elas podem ser escritas como deri-
vadas de ordem inteira (incluindo a derivada de ordem zero, que € a prépria func¢do), facilitando

a interpretacdo fisica

2.1.4 O operador de Riesz-Weyl

Uma outra representacdo de operador de derivada fraciondria muito conhecida € o opera-
dor de Riesz-Weyl. Ele pode ser escrito partindo dos operadores de derivada fraciondria de
Riemann-Liouville, de Griiwald-Letnikov e de Caputo tomando simplesmente o limite ¢ —
—00. Ao chamar esses trés operadores de RIQDZ, GEDZ e %DZ respectivamente, pode-se escre-

ver, no limite em que ¢ — —oo [53],

SeD, f(@) z

N (k)
GO0 ¢ = iy [ O e = ) = M),
D f() =

(2.80)

O operador de Riesz-Weyl tem a vantagem de que, em uma transformada de Fourier, sua

forma se mantém simples devido ao fato de ¢ — —oo de maneira que nenhum valor inicial se
faca presente no resultado [21].

Os quatro tipos de operadores fraciondrios vistos até entdo podem ser observados na tabela
2.1.
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Tabela 2.1: Derivadas fracionarias.

Operadores de derivada fraciondria

Griiwald-Letnikov | ““D” f(z) = lim h—PZ(—UT(p) f(x —rh)

. . v 1 f(7)
RL _
Riemann-Liouville D, f(z) = 0k — ) ot /dT (@ — 7)1k
. I R LC1Co
T TR L
Caputo D, f(x) T(k —v) dr (x — 7)rti-k
| . R LG
Riesz-Weyl ,RﬁDxf(x) = T(k—v) / dr (z — 7_)<y+>1—k

—0o0

Cada uma dessas representagdes possui uma vantagem quando aplicadas a certos problemas.
Por exemplo, a representacdo de Griiwald-Letnikov se torna mais ttil na abordagem de proble-
mas numéricos, enquanto que os operadores de Riemann-Liouville, de Caputo e de Riesz-Weyl
sdo mais apreciados em problemas que consistem na solu¢do de equagdes diferenciais fraciona-
rias. O de Caputo permite considerar condi¢des iniciais € de contorno de derivadas com indice
inteiro, de maneira que uma melhor interpretacio fisica possa ser atribuida aos parametros. O
de Riesz-Weyl pode simplificar os problemas quando se trabalha com o método das transfor-
madas integrais. E importante perceber que os limites de integracio sdo diferentes de modo que
uma escolha apropriada deve ser feita, por exemplo: se o sistema estd confinado em uma caixa,

o operador de Riesz-Weyl é o menos indicado, pois o seu limite inferior se estende até —oo.

2.2 As funcoes de Mittag-Leffler e H de Fox

Dentro do célculo fraciondrio, em muitas ocasides, € conveniente fazer o uso de fungdes
especiais, como as de Mittag-Leffler e a H de Fox. As fun¢des possuem propriedades bem
conhecidas, incluindo suas transformadas integrais, muito uteis na solu¢do de equagdes dife-
renciais. Por exemplo, quando se utiliza o método das transformadas integrais (Fourier e La-
place) para transformar uma equacgdo diferencial em uma algébrica, consegue-se resolvé-la com
certa facilidade, porém, o processo que complica a vida de muitos fisicos-matematicos € fazer a
transformada inversa para obter a solucio desejada no espago apropriado. Como as fungdes de

Mittag-Leffler e H de Fox englobam um conjunto de func¢des particulares, muitas transforma-
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das integrais podem ser identificadas de maneira direta quando se reescreve as expressdes em

termos dessas fungdes. Dessa forma, esta secao serd dedicada a comentar as funcdes especiais.

2.2.1 A funcao de Mittag-Leffler

A funcao de Mittag-Leffler foi introduzida no comego do século XX pelo matemético sueco
Magnus Gustaf Mittag-Leffler (1846-1927) [54]. Ela desempenha um papel muito importante
no cdlculo fraciondrio, pois permite identificar transformadas inversas, uma tarefa que pode ser
muito trabalhosa na solu¢do de equacdes diferenciais. Existem algumas definicdes dessa fun-
¢do, como, por exemplo, a de um, dois e trés pardmetros, e, dependendo dos valores atribuidos
a esses parametros, a fung¢do pode ser identificada como uma outra mais conhecida.

Iniciando pelo caso mais simples, veja-se a fun¢do de Mittag-Leffler de um parametro, de-

finida como -
2.81
z:: akz + 1 ( )

em que o > 0. Para apreciar o cardter de transformacao que essa fun¢do possui, faz-se, primei-

ramente, &« = 1 e, assim, obtém-se

Ei(z) =Y ﬁ (2.82)

Essa expressdo é a fungio exponencial, pois I'(k + 1) = k!, ou seja,

Z NG Z . (2.83)
k=0 k=0
Outro caso pode ser observado quando z — 22 e a = 2, cuja fungio fica

o0 o0 Z
— cosh( 2.84
;F2k+1 Z = cosh(2). (2.34)

k:O

Como dltimo exemplo, se o = 1/2, tem-se

[e.e]

Eix(2) Z F = eZQerfc(—z), (2.85)
=0

em que erfc(z) € a fungdo erro complementar definida como

erfe(z - = / dte . (2.86)

A funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros foi introduzida por Ravi Agarwal e € escrita
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da seguinte forma [53,55]:
2.87
9= @.87)

k=0

em que o > 0e 3 > 0. Vejam-se alguns casos particulares dessa funcdo. Primeiramente, se

B =1, aexpressdo (2.81) é obtida, isto &,

;; o ak .y Eo(2). (2.88)

Outros casos em que a somatoria € bem conhecida sao:

ea=0=1:
E : 2.
)= i = 2.89)
k=0
ea=2(=1ez— 2%
9 = 2’k = 22k
Ey1(2°) = Z T2k+1) Z oh) cosh(z); (2.90)
k=0 k=0 '
ea=20=2ez— 2%
= 2%k I 22+ sinh(z)
Eoo(®) =) w5 = - D = : 2.91)
— F2k+2) =z — (2k + 1)! z
ea=2=1lez— —2%
e (_Zz)k e (_1)k:Z2k:
Eoy(—2%) = Z m = Z W = cos(z); (2.92)
k=0 k=0 '
ea=2=2ez— —2%
o k 1 0 k 2k+1 Sln(z)
Eza= Zor2k+2 Z% 2k+1 Tz (293)

A fungéo & (v, a), muito utilizada na solucgéo de equagdes diferenciais de ordem fraciondria, é

escrita em termo da funcdo de Mittag-Leffler de dois pardmetros como:

oo ¢ k
(‘:t<l/, CL) =t kz % == tVEl’Z,_;,_l (at) (294)
=0

Introduzida por Tilak Prabhakar [56], a funcdo de Mittag-Leffler de trés parametros € escrita
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da seguinte forma [55]:

k

> 2
B (2.95)
B F () % I'(ak +B)’

emque o > 0, 5 > 0 ey > 0. Uma outra forma de expressar essa funcio € por meio de uma

integral de Mellin-Barnes na forma

y+ioco
vy L Py =),
E)s(2) = 27T () /ds (7= as) (—2) com |arg (z)| <, (2.96)

em que arg (z) é o dngulo entre o nimero complexo z = x + iy € 0 eixo z, isto &,

arg (2) = arg (z + iy) = tan™" (%) . (2.97)

Observa-se que, quando v = 1, recupera-se a expressao (2.87),
k

1 S <
EL (2 Fl Z Tk ) = Ea5(2). (2.98)

k:0

Dentre outras tantas propriedades, algumas equacdes diferenciais sdo satisfeitas pela funcdo de
Mittag-Leffler, inclusive algumas que envolvem diretamente a derivada fracionéria de Riemann-

Liouville, como, por exemplo,

d

ZBa (627 = —¢*RLDITOR,, (—£92°) | (2.99)

Foi possivel observar que, dependendo da escolha dos parametros para a funcao de Mittag-
Leffler, recuperam-se funcdes conhecidas, como as trigonométricas e a exponencial. Essas
transformacdes sao tteis quando € preciso fazer a transformada integral de uma funcdo muito
complicada, como serd visto mais adiante. Outra fun¢do que possui algumas propriedades

parecidas com a de Mittag-Leffler € a H de Fox, como serd mostrado a seguir.

2.2.2 A funcao H de Fox

A funcdo H de Fox,’ foi introduzida em 1961 por Charles Fox (1897-1977) e ela é de ex-
trema importancia, uma vez que inclui quase todas as funcdes especiais de matematica aplicada

como casos particulares [21]. Essa funcio envolve integrais de Mellin-Barnes, que sdo uma

9Comumente referida como funcéo de Fox, funcdo H, fungio generalizada de Mellin-Barnes ou funcio G de Meijer
generalizada [21].
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generalizag¢do da func¢do G de Meijer, e € escrita como [57]

<a17 A1)7 (CLQ, A2)7 ) (a’p7 Ap)

qrn — g™
D,q (Z) Y2 |:Z (bl,Bl)y(b%BQ)’”. 7<bp7Bp)

} = L/ds O(s)z"%, (2.100)
L

o

emquei=+/—1,2#0,0<n<p,27° =exp(—s|n(|z|) + i arg (z)]) e o kernel da integral
¢ dado por [57]

{ﬁr(bﬁBjs)}{f[m—aj—Ajs)}
{ 1 F(l—bj—BjS)}{ 1 F(aj+Aj8)}

j=m+1 j=n+1

O(s) = (2.101)

sendom,n,p,q € Ncom1 <m < ¢, (A;, Bj) € R e (a;,b;) € C. Algumas vezes, é possivel
se deparar com produtdrios em que o limite inferior € maior que o superior €, nesse caso, tem-se
o que é chamado de um produto vazio, que, por defini¢do, € igual a unidade.

Vé-se que a integral possui polos devido ao fato de a fun¢do Gamma nao ser definida quando

seu argumento € um negativo inteiro. Assim, € o contorno L que separa esses polos dados por

j:172737"'7ma
b.
Gy = — ( ] +V) (2.102)

para a fungdo Gamma I'(b; + B;s) e os polos

)\:1a2737"' , 1,

1— ay + ]{?)
Wy = | —————— (2.103)
( B;

k=012,
para a fungdo Gamma I'(1 — ay — A,s), isto é,

j:172737'”7m7 V:O)1727"'
Ak(bjﬁ-y) %Bj(a)\—k:—l) (2104)
A=1,23,.m, k=012,

O contorno L pode ser dado por trés tipos [57]:

(i) L_~: o contorno comega e termina em —oo, fato este que encerra todos os polos de
I'(b; + Bjs) com j = 1,2,---,m, uma vez que segue na dire¢do positiva, ainda que ndo
englobe nenhum polo de I'(1 — a) — Ays) com A = 1,2,--- n. A integral converge para

qualquer zse t > 0ez#0oup=0e0 < |z| < (. Elatambém converge se u =0, 2| = S e
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R(§) < —1, em que

j=1 j=1
q p
I
7j=1 7j=1
e
q p p—gq
5 = b — R .
VRS IIRE
7=1 7=1
(if) Lo.: o contorno comega e termina em oo de maneira que encerra todos os polos de
I'(l —ay — Ays) com A = 1,2,--- 'n, uma vez que segue na dire¢do negativa, porém nio
engloba nenhum polo de I'(b; + B;s) com j = 1,2, --- ,m. A integral converge para qualquer

zsepu>0ez#0oupu=0elz| > f;
(iii) Li¢so: O contorno comega no ponto { — 700 e vai até § + i00, em que { € R, de
modo que todos os polos de I'(b; + B;s) com j = 1,2,--- ,m sejam separados dos polos de

['(1 —ay— Ays)com A =1,2,---  n. A integral converge se

1
a>0, larg(z)| < gTa e a # 0.

Dependendo da escolha do contorno feito, ele englobara alguns polos do kernel da integral em
(2.100), fazendo que a funcdo H de Fox possa ser escrita em termos de uma série [21,57-59].

Em uma tentativa de derivar certas integrais de Feynman de duas maneiras, as quais apare-
cem no cdlculo de perturbacdes das propriedades de equilibrio de um modelo magnético para o
modelo de transicdo de fases, Anis Inayat-Hussain investiga uma generalizacdo da funcao H de
Fox, dada por [21,57,59]

m,n m,n (al?A1)7(a27A2>7"' 7<a 7A> 1 s
Hy, (2) = Hy [2 PP = —/Lds x(8)z%, (2.105)

(blaBl)v(anB2)7”' a(bpaBp) B 2mi

emquez # 0,0 <n <p1l<m<ygq (A;,Bj) € Rt e(a;,b;) € C. Léum contorno
apropriado do tipo L = L;¢o, que comeca no ponto { — 400 € vai até o ponto § + 00, com

¢ € R, que separa os polos do kernel da integral, que, por sua vez, € dado por [57]

{ﬁ (b; — Bjs)} {ﬁ r(1 —a +Ajs)}
X(s) = ——— = . (2.106)

{ I r<1—bj+Bjs>}{ 1 r<aj—Ajs>}

Percebe-se que essa integral possui polos quando os termos do numerador tendem ao infinito,

como pode ser visto no Apéndice A.
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Quando os polos de H I'(b; — sB;) sdo simples'?, isto &,

J=1

h:172737"' , M,

bh - SBh = —UV (2107)
v=0,1,2,---,
obtém-se,
bh —|— 1%
= 2.108
s B, ( )

em que By(b; + \) # Bj(b, +v) paraj # h,com j,h = 1,2,--- me A\,v =0,1,2,---.

Dessa forma, a integral em (2.105) pode ser calculada usando o teorema dos residuos [60]:

J(I{dzf(z) =27 » Re[f(2)], (2.109)

c

em que C' € o caminho que engloba os polos e Z Re[f(z)] é a soma dos residuos da fungio
f(2). Assim, usando o teorema dos residuos (2.109) juntamente com os valores dos polos
(2.108) e a funcdo H de Fox (2.105), € possivel obter

[T T(b; — B;(bn+ v)/By) { [IT(1—a;+ A (b + u)/B,»}

j=1

o =

[T T(—b;+ By(bn+0)/Bi) b 4 1T Tlay — As(bn +v)/By)

J=m-+1 Jj=n+1

() =30 - x
{ i }

(—1)¥20n+2)/Bu

V!Bh ’

X

(2.110)

que existe para todo z # 0. De maneira similar, se os polos H I'(1 — b; + sB,) sdo simples,
j=1
isto €,
h = 172737”' "z

1 —ap+ sA, =—v (2.111)
v=0,1,2,---,
tem-se, portanto,
apb—1—v
= 2.112

emque Ap(1—a;+v) # Aj(1—ap+A)paraj # h,comj h=1,2,--- nel\v=0,1,2,---.

Mais uma vez, usando o teorema dos residuos (2.109) juntamente com os valores dos polos

10A fungdo Gamma I'(—v) € indeterminada para v € N (Apéndice A).
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(2.108) e a func@o H de Fox (2.105), € possivel obter

(1T = a; — Ay (1 — ap +v)/Ap) {ﬁ (b, + By(1 — ap + u)/Ah)}

n oo J;}L =1
m,n _ J
Hp,q (Z) o Z q "
h=1 v=0 { 11 F(l—bj_Bj(l_ah+V)/Ah)} { F(a]-—i—Aj(l—ah—O—l/)/Ah)}
j=m+1 j=ntl

1\ (I1—ap+v)/Ap
A |
I/!Ah

(2.113)

que existe para todo z # 0.

A func¢do de Fox tem uma aparéncia complexa por seu tamanho e todos os somatorios e
produtdrios presentes. Mas, a fim de mostrar que a manipulagdo dela € realizdvel, apresentam-
se alguns exemplos de como ela pode representar outras fungdes. Primeiramente, mostra-se
como ela se reduz a funcio generalizada de Mittag-Leffler de trés parametros (2.95).

A funcdo H de Fox escrita da seguinte forma

1,1 ol | (1—%1)
H1,2(_Z) =Hy), [ z ‘(07 1, (1- 4, oz)] (2.114)

permite identificar

mIn:l? 0’1:1_77 blzoa b2:1_57
p=Llqg=2 A =1, By=1, By=o.

Ao se usar (2.110), tem-se

ll[ ['(bj — Bj(bn +v)/Br) { [TT(1 —a;+ A;(bn + V)/Bh)}

1 Jj=1 J=1

) = ) : x
\ i }

h=1 v=0 H 1'\(1 _ bj + Bj(bh + V)/Bh) H F(CL]' - Aj<bh + I/)/Bh)

j=1+41 j=1+41
(_1)V(_Z)(bh+l/)/3h

X
V!Bh

Como mencionado, quando o indice inferior do produtério é maior que o indice superior, ele €
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igual a um por defini¢do. Desse modo, tem-se

1

A

~

1

HFb— (b1 +v)/By) {Hr(l—aj+Aj(b1+u)/Bl)}
ﬁél

j=1

{ ﬁ T(1 —b; + B;(by + y)/Bl)} [T — A;(bn +v)/Bs)

o

N

-~

1

(—1) (=)
V!Bl .

Entao,

Z [(1—ay + Ay(by +v)/By) (—1)7(—z)0+0)/B
F 1—b2+BQ(b1+I/)/Bl) I/!Bl .

Substituindo os coeficientes, obtém-se

11 e D= (1= 9) + 10+ 1) /1) (=1)(—2) 0!
hl=2) _2:: '1-(1-5)+a(0+v)/1) VI

_§ Ty e

Como (—1)* = 1, v! =T'(v + 1), a multiplicagdo e a divisdo da expressdo acima por I'(7)

resulta em

[e.e]

1,1 Ll (1 -7,1) - 1 L(v+v) i
ik =1 [ i ) = TR 2 T(+ 1) Mav + 5

Comparando com (2.95), finalmente tem-se

1,1 1,1 I—n,1
Hyo(—2) = Hyy [—Z‘EO 1)7(1)_ 3 oz)] = T(v)Ez’ﬁ(z). (2.115)

Vé-se, entdo, que a funcdo H de Fox abrange uma classe de fungdes muito maior que a
funcdo de Mittag-Leffler, ja que esta pode ser escrita como um caso particular daquela. A partir

de (2.115), é possivel obter a funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros, fazendo v = 1, logo,

28: 3 (1- 8, a)} = Eq 5(2) = Ea,p(2). (2.116)

HUY(—2) = HY [—z

Essa funcao pode ser reduzida para a funcdo de Mittag-Leffler de um tnico parametro fazendo
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B = 1, portanto,

Hyy(—2) = Hyj {—Z (0.1) } — EL,(2) = Ea(2). 2.117)

(0,1), (0, )

E possivel obter também a funcao exponencial fazendo o« = 1 nessa tltima expressao, ficando

como
(0,1)
(0,1),(0,1)

Existe, ainda, uma outra maneira de se escrever a fun¢do exponencial em termos da funcao H de

Hyy(—2) = Hyy {—Z ‘ ] = Ei(2) = €. (2.118)

Fox, cujos detalhes do cdlculo ndo serdo demonstrados, mas o cédlculo é basicamente idéntico

ao exemplo anterior:

HyY(—2) = Hy? {—z ‘ Eg (1);} = ¢ (2.119)

Em geral, os coeficientes superiores (a1, A;) = (0, 0) sdo omitidos. Pode-se, entdo, escrever

(0.1 } = Hoy [—z

0,007 .
(0,1),(0,1) } =c (2.120)

(0,1)

A funcdo H de Fox possui vérias relagdes que permitem escrever uma mesma fungio parti-

1,1

cular utilizando parametros diferentes. A seguir, listam-se algumas delas [57]:

()

g {Z ((11, Al)u ) (CLIN Ap) 1 _ Hm,nfl {Z ((12, A2)7 T (apv Ap) :|
P (bla B1)7 R (bq—b Bq—l); (alu Al) p-lg-1 (bl7 B1)7 Tty (bq—IJ qué)lz’l)
sen>1eq>m;
(i)
man (ah A1)> T, (apfly Ap71>7 (517 B1) _ pm—1ln (ah A1)> HR) (apfly Ap71>
Hpg] z —Hp_lq_1 z ,
’ (blﬂBl)a"' 7(bQ>BQ) 7 (62732):"' a(banq) (2.122)
sem>1ep>n;
(iii)
[ (avap)_ 1 (1 by: By)
m.n H™™ |- 2.12
fra _Z (btp By) | o L (1 ap, Ap) |’ ( )
(iv)
m,n (al” AP) ] m,n k (CLIN kAP)
=kH 2.124
Hpq -Z (bqv Bq) i g - { (bq> kBq) ’ ( )
(v)
E1pm,n (ap, Ap) m,n (ap + kA, Ap)
' = 2.12
o { (bas B,) } [ (by+ KBy, By) | (2129
comk € C.
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2.3 As transformadas integrais

As transformada integrais sao muito tuteis na solu¢ao de equagdes diferenciais, pois elas se
transformam em uma equacao algébrica, permitindo uma manipulacdo mais simples da expres-
sdo. Uma transformada integral muda o espago do problema que estd sendo resolvido. Por
exemplo, se a funcdo depende da coordenada espacial x, quando uma transformada integral é
aplicada a ela, o espacgo de sua representacdo muda, indo para o espaco das transformadas, de
maneira que ela ndo é mais uma funcio de x até que o processo inverso seja feito e, muitas
vezes, essa ndo € uma tarefa tdo simples. Nesta secdo, serdo abordadas as transformadas de

Laplace e de Fourier.

2.3.1 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier ndo possui uma forma universal [61]. Existem livros em que
ela ndo considera nenhuma constante multiplicativa do tipo (27)" comr = —1lour = —1/2.
Por exemplo, Mary Boas define a transformada de Fourier'!, F'(k), de uma fungédo f(z) e a sua

inversa como [60]
(o]

1 )
F(k)=— / dx f(x)e ™ (2.126)
2m
© o
f(z) = / dk F(k)e™, (2.127)
em que a constante multiplicativa aparece somente na transformada com r = —1. Ja George
Arfken define essas operagdes como [61]
Fk) = —— 701 F(#)eike (2.128)
— €T (& .
V2T
© o0
f() = — / dx F(k)e ™ (2.129)
)= — x e .
V2T
respectivamente.

Pode-se observar a diferenga entre as escolhas dos autores ja nas constantes multiplicativas.
Das defini¢des feitas por Mary, somente a transformada possui uma constante multiplicativa
igual a 1/27 enquanto que as de Arfken possuem o fator 1/ /27 tanto na transformada quanto
na inversa, dando um aspecto mais simétrico para essas operagdes. Na referéncia [61], ainda
€ possivel observar comentarios de como os autores fazem uso de diferentes definicdes usando

o kernel da integral como algo do tipo e?mkz/a0 em problemas que envolvem um certo tipo de

A escolha das varidveis foram alteradas a fim de facilitar a comparacgio que ser feita.
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periodicidade, em que a( seria uma constante associada a tal periodicidade.
Diante disso, a notag@o que serd utilizada, entdo, é a mesma descrita em [61]:

e Para a transformada de Fourier de uma fun¢io f(z), tem-se

S (@) k} = % / dx f(z)e™ = F(K), (2.130)

de maneira que o termo k entre chaves designe qual a varidvel do espaco de Fourier substitui a
varidvel = e que F'(k) seja a transformada de Fourier ou a fung@o f () no espaco de Fourier;

e A transformada inversa de Fourier da fun¢do F'(k) fica
17 }

“YEk):x :—/dkae_m: ), 2.131

T {F(k);x} o (F) /(=) (2.131)

em que § ! indica uma transformada inversa.

Quando uma fungdo f(x) é par ou impar, existem transformadas de Fourier especificas que
podem facilitar o cdlculo delas. Essas transformadas podem ser obtidas quando se escreve
e*** — cos(kx) & isin(kz), de modo que, dependendo da paridade da funcio f(x), obtém-se
as seguintes possibilidades:

e Se f(z) é uma fungdo impar, isto é, f(x) = — f(—x), obtém-se a transformada de Fourier

S€no:

8 {fs(@); b} = \/g/dx £u(z) sin(kz) = Fy(k) (2.132)

S H{F(k); 2} = \/g/dk F,(k)sin(kx) = f(z). (2.133)

As transformadas de Fourier de uma fun¢ao impar sao sempre complexas;
e Se f(x) é uma fungdo par, isto é, f(z) = f(—z), tem-se a transformada de Fourier

coSseno:

Se{felx); k} = \/g/dx fe(z) cos(kx) = F.(k) (2.134)

S HF.(k);x} = \/g/dk’ F.(k) cos(kz) = f.(z). (2.135)

As transformadas de Fourier de uma funcao par sao sempre reais. Transformadas de Fourier de
funcdes que ndo sdo pares nem impares também sdo complexas [61]. Note que a transformada
de Fourier seno e cosseno € feita no intervalo 0 < x < oo.

A transformada de Fourier possui vérias aplicagdes importantes, como em problemas de
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andlise de sinais em que a funcdo a ser transformada € uma funcdo do tempo ¢, enquanto que
sua transformada de Fourier pode ser identificada como a distribuicdo das frequéncias [61].
Alguns problemas em mecénica quantica também fazem uso pertinente da transformada de
Fourier. O exemplo mais conhecido € o da soluciao da equacdo de Schrodinger independente do
tempo para uma particula livre. Nesse problema, o resultado € atribuido a um pacote de ondas,
o qual é representado por uma transformada inversa de Fourier da funcdo de onda no espacgo
dos momentos [62].

Existem algumas propriedades importantes relacionadas a essa transformada. Uma delas é
o teorema da convolu¢do. Essa propriedade ¢ muito til na solu¢do de equagdes diferenciais
e no cdalculo de integrais complicadas que aparecem em diversos campos da fisica [61]. A
convolugdo de duas fungdes f(x) e g(z) é designada pelo simbolo f * g e a operacao é definida

como
()

1
(fx9)(x) = \/_27_ dr f(x —71)g(7). (2.136)

A importancia desse teorema € apreciado quando se aplica a transformada de Fourier:

S{(f*g)(l’);k}Z\/%/dx \/%/Ch Flo—1)g(r)| e

Fazendo a mudanga de varidvel z = x — 7, tem-se

AUk == [z | o= [ fe)gtr)| e

i | 7 | (2.137)
= E7 dz f(z)e %= \/%/ dr g(T)e 7
= F(k)G(k)

Dessa maneira, ao se deparar com uma fun¢do H (k) no espaco de Fourier e precisar de sua
transformada inversa, € interessante conseguir escrever essa fun¢cado como um produto de outras
duas, isto é, H(k) = F(k)G(k). Assim, pode-se aplicar a transformada inversa em (2.137) e

obter a funcao no espago de interesse, isto €,
FHPRGH) ) = (fro)@) = <= [ drfle=mlglr). @139

Essa identidade pode ser util em diversos problemas.

Outra propriedade importante é a da transformada de Fourier das derivadas da fungdo f(z).
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Considera-se a transformada da derivada primeira de f(x):

ﬁ df zk:v
()]

Integrando por partes e considerando que a funcdo f(z) é localizada, isto é, hm flz) =

obtém-se e
df N 7 o
S{dm k} Nz ike™ f(z) . dx f(x)ike
iy . (2.140)
= —1 \/%_/ x f(x)e
— _ikF(k).

Aplicando esse mesmo procedimento, é facil demonstrar pelo método de indugdo que, para a

derivada n-ésima de uma fung@o f(z), tem-se o seguinte resultado:

I
s{SLb = oo, @141

Como ultima propriedade, tem-se a linearidade da operagdo relacionada a transformada de
Fourier. A transformada pode ser vista como um operador integral que atua em uma fungdo.
Desse modo, pode-se facilmente verificar que, se esse operador atua em uma fungio f(z) =
ag(x) + bh(z), ele é linear, pois

S{f(z);k} =T {ag(z) + bh(x); k}

1 1kx
— L [ o fgto) oG

[e.e]

T 1
—q dx g(x)e™™ + b—— / dx h(z)e™™
V2T / g( 27r

= aG(k) + bH (k).

(2.142)

Observa-se que a transformada inversa de Fourier é muito similar a sua transformada, tendo
como diferenca apenas uma altera¢do no sinal das exponenciais da integral. Pode-se dizer que
isso € um tipo de vantagem, pois se tem uma forma simples de computar a inversa. Porém,
como serd visto, a transformada de Laplace ndo apresenta uma forma inversa tdo conveniente

quando comparada com a transformada de Fourier.
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2.3.2 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é definida como [60,61]

o0

S{f(t): s} = /dt F(t)e=" = F(s). (2.143)

0

Para que ela exista, a integral
oo

Jarrte

0
ndo precisa existir. De fato, f(t) pode divergir exponencialmente para ¢ muito grande. Nota-se
que, como se integra no intervalo [0,00), F(s) é a mesma, independente de como f(t) seja
definida para ¢t < 0 [60]. Algumas fun¢des, como a exponencial ¢’ ndo possuem transformada
de Laplace [61]. Um dos fatores que influenciam na existéncia dessa transformada integral € o
fato de a fung@o f(¢) possuir singularidades. Para ilustrar isso, analisa-se o caso f(t) = t".

A transformada de Laplace dessa funcdo é dada por

[e.9]

e{t" s} = / dt tme (2.144)

0

Vé-se que a integral diverge quando ¢ — 0 para n < —1. Outra forma de ver essa imposi¢ao
sobre os valores da poténcia da funcdo é observando o resultado da transformada de Laplace.

Integrando por partes a expressao (2.144), € possivel chegar ao seguinte resultado:

et s} = (n+1)

—— >0, n>-1 (2.145)
STL

Foi visto que a fungdo Gamma € indefinida quando seu argumento é um inteiro negativo, de

maneira que n > —1. A partir da equagdo anterior, se n — n — 1, pode-se escrever

tn_l B
S{m;s} =s " (2.146)

Outro fato observado nas transformadas de Laplace é que sua inversa ndo € escrita de ma-
neira trivial quando comparada com a inversa de Fourier (secdo 2.3.1). Em geral, as transfor-
madas sdo calculadas a partir de tabelas ou por métodos computacionais [60,61].

A expressdo que fornece a transformada inversa de Fourier € dada por uma integral de
Bromwich, sendo referida, em alguns lugares, como teorema de Fourier-Mellin ou integral de

Fourier-Mellin e escrita da seguinte forma:

E+io0
£HF(s);t} = 2% / ds e F(s) = f(t), (2.147)

—100
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em que, assim como na secio 2.2.2, a integral € feita em um contorno no plano complexo,
isto é, em uma linha vertical z = £ no plano complexo z = = + iy. Algumas propriedades
da transformada de Fourier também se aplicam com pequenas alteracdes a transformada de
Laplace. Por exemplo, a propriedade de linearidade do operador de transformada integral é

valida:

L/ (t); s} = L{ag(t) + bh(t); s}

= /dt lag(t) + bh(t)] e~*
’ o0 0 (2.148)

= a/dtg(t)63t+b/dt h(t)e ™
0

= aG(s) + bH(s).

Uma das propriedades mais importantes da transformada de Laplace é dada pelo teorema

da convolug¢do. Supondo a transformada de duas funcdes
£{g(t);s} = G(s) e L{h(t);s} = H(s). (2.149)

O produto dessas duas funcdes € dado por

e}

= / dt g(t)e *"

0

dt h(t)e™. (2.150)

0\8

Como as varidveis de integracdo sdo mudas, pode-se escrever

(e 9]

/dxg _Sx/dT h(t)e "
/d:c /drg Jes@Hm),
0 0

Se uma nova varidvel t = x + 7 for introduzida, entdo, x = ¢t — 7, dx = dt e o intervalo de

(2.151)

integracdo com respeito a ¢t é de t = 7, que corresponde a 7 = 0 até t = oo, o qual, por sua vez,

condiz com y = oo. Fazendo essas substitui¢des, tem-se

- /dT /dtg(t—T)h(T)e_St. (2.152)
7=0 t=r1

Nota-se que a ordem de integracdo pode ser invertida considerando limites diferentes de in-

tegracdo, pois, se a integracdo € feita primeiramente com respeito a varidvel 7, os limites de
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2.3. As transformadas integrais

integracdo podem ir de 7 = 0 a 7 = ¢. Se se integra este resultado com respeito a ¢ no intervalo
que essa varidvel vaide t = 0 at = oo, tem-se o mesmo resultado de (2.152). Desse modo,

pode-se reescrever a expressao (2.152) como

t

G(s)H(s) = £ /dT g(t —71)h(7);t

:/dt /d’i‘ g(t —1)h(r)| e

oS (2.153)
= / [(g*h)(t)] e *
= L£{(g*h)(t); s}
= L{g(t); s} L{h(t); s},
em que t
(gxh)(t) = /dT g(t — T)h(T). (2.154)

0

Observa-se que o resultado (2.137) obtido usando o teorema da convolugdo é o mesmo
obtido em (2.154) se, na transformada de Laplace, f(¢) = 0 parat < 0 [60]. Uma transformada
simples e que pode ser ttil em casos que é preciso fazer a transformada de uma integral € a

transformada da funcdo f(¢) = 1, dada por

L£{l;s} = /dt le

> (2.155)

Como tltimo exemplo, vé-se a transformada de Laplace para a derivada de uma fungédo f(¢).

df rodf -
2{ = } / at e (2.156)
0

Tem-se

70



2.3. As transformadas integrais

Integrando por partes, obtém-se
d
£ {d_Jz:’ 3} = —e "' f(t)

= —f(0) + S/dt ft)e*

= —f(0) + sF(s).

e}

- 76# fB)(=s)e™

0

(2.157)

Aplicando esse mesmo procedimento, € facil demonstrar pelo método de indugdo que, para a

derivada k-ésima de uma fungdo f(¢), tem-se o seguinte resultado:

k-1
= s"F(s) — Z s"
t=0 r=0

d(k‘—r—l)
Wf(t) :

t=0

(2.158)

dk k-1 d"
£ {E{;S} = s"F(s) — ;sk_r_l %f(t)

em que F'(s) é a transformada de Laplace de f(¢).
A seguir, mostra-se como as transformadas integrais de Fourier e Laplace aparecem dentro

do calculo fracionario.

2.3.3 Transformadas integrais no calculo fracionario

Nessa se¢do, mostram-se algumas das transformadas de Fourier e Laplace para a integral e
as derivadas fraciondrias que algumas vezes aparecem em certos problemas relacionados com
reacoes fraciondrias e difusao fraciondria, por exemplo [57]

Viu-se, na secdo 2.1, que a integral fraciondria de Riemann-Liouville é dada por

t

oDV f(t) = %}/)/dr (t—7)""1f(r), Re(v) >0, (2.159)

em que se fez ¢ = 0 e trocou-se a varidvel x por t. Aplicando a transformada de Laplace e
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2.3. As transformadas integrais

usando o teorema da convolugao para transformadas de Laplace (2.154), tem-se

e (oD f(tish = [[dt [ s
:/dt p(ly)/dT (t—7)" f(r)] e ™
(2.160)

:2{%;8}2@%);8}

=s "F(s),
em que se usou (2.146) e sendo s, € C, Re(s) > 0 e Re(v) > 0. A derivada de Riemann-

Liouville é dada por
t

v 1 d f(7)
DS = T(k —v) dz* / T
0

(2.161)

em que v = k — p, sendo k o primeiro maior inteiro que v, de modoque k — 1 < v < ke

0 < p < 1. Aplicando a transformada de Laplace com ¢ = 0 e x = ¢, obtém-se

v . _ 7 1 dk / f(T) —st
S{R%th<t)78} —/dt m%/dTm e .
0

0
Pode-se identificar a integral fraciondria de Riemann-Liouville dentro do colchetes de modo

(2.162)

que se possa escrever
(2.163)

b k
£ {R%Dtyf(t); S} = /dt {% ODtpf(t)} e st

0
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2.3. As transformadas integrais

Usando o resultado (2.158) juntamente com (2.160), tem-se

dkrl

& ("D (1):5) = 2 { DTS (0):5) - z DA

t=0

k— e
sMsTVF(s Z d:k - 11 oD; “ £ (1) . (2.164)
. Jr-r-1
VF ZO dtV r— 1 t:()‘
Como o indice de soma é mudo, tem-se
RL k— - p ar
C{RDY f(t);s} = "V F(s) — ;s’“ () _ (2.165)

Para a derivada de Caputo (2.79), o processo para se calcular a transformada de Laplace nao

muda muito. A derivada de Caputo € escrita como

D5/ (x) =0 D" f (1) = /dr e u+1 -, (2.166)
0

com v = k — p. Aplicando a transformada de Laplace com ¢ = 0 e x = ¢, obtém-se
LD f(t)s) =& {OD;@*’“)f(t); s}

dEf }
= LoD, P—=:5s
{0 bodtk (2.167)

O termo entre colchetes é uma convolugdo, de modo que

= (501500} = [ [

_ =t drf
_S{W*W’S} (2.168)

-s{iga{)
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2.3. As transformadas integrais

Usando os resultados (2.146) e (2.160), obtém-se

k—1
d?”
C _ oD | Kk _ k—r—1 =
£{ D’ f() s} sP|s"F(s) ;s dtrf(t) t:(]]
k—1 &
— (k=) _ k—r—1 2~ 2.169
gs dtrf( ) :0] ( )
k—1
= P - 3 )|
r=0 =0
A derivada de Griiwald-Letnikov (2.69) € escrita como
m —p+k 1 z
oy g AOICE) / dr (x—r) P D (1) (2,170
’ -2 F p+k+n T rmy ) Gl ). 2170)

k=0 -

Considerando o caso em que ¢ = 0, m = 0 de modo que 0 < p < 1, pode-se escrever uma

expressao idéntica a (2.70) com x = ¢:

t

/dT (t—7)Pf'(7). (2.171)

0

fOrr 1

P =5 T -

Aplicando a transformada de Laplace, tem-se

fo)t? —p
(=) 1_ /dT (t—7)Pf'(1);s
0 (2.172)

= S{r“f((f)_t_;),s} +2{F(11p) O/th (t—T)pf'(T);s}

e, usando a definicao de convolugdo (2.154) e o teorema da convolucdo (2.153), obtém-se

{2 x|
Q{If((l())_t;);s} +£{F(f_p ok f/(t)} (2.173)

Lembrando de (2.146) com n = 1 — p e (2.157), pode-se escrever

{GLD £(1) } ¢

C{OD, f(t); s} = F(0)sP71 + sP 1 [— £(0) + sE(s)]
= sPF(s).

(2.174)

74



2.3. As transformadas integrais

Segundo Podlubny [53], a transformada de Laplace para o operador de derivada fracionéria
de Griiwald-Letnikov de ordem ~ > 1 ndo existe no sentido cldssico, pois existem fun¢des ndo
integraveis no primeiro termo da soma em (2.170).

Quanto ao operador de derivada de Riesz-Weyl, ele ndo se aplica a transformada de Laplace,

e sim a de Fourier. Esse operador € definido no limite em que ¢ — —o0 e os operadores GI;D:,
RI;DZ e CéDZ sdo todos idénticos, isto &,
D, f(x) :
RLDY f(z) __ 1 / dr I = WD R e) () = BVD £(2). (2.175)
—co g T'(k—v) (x — 7tk — ~®7a —oo g
<D f(x) -

Nao se analisa aqui a transformada de Laplace desse operador, pois uma das principais dife-
rengas entre as transformadas de Laplace e de Fourier € o intervalo de integragdo, sendo [0, co)
e (—00, 00) respectivamente. Observando o operador de derivada de Riesz-Weyl, pode-se ver
que ele é efetuado no intervalo (—oo, z], de maneira que o uso da transformada de Fourier se
torna mais apropriado.

Antes de se ver qual € a transformada de Fourier do operador de derivada de Riesz-Weyl,
serd calculada a transformada de Fourier do operador de integral fraciondria de Riemann-

Liouville quando ¢ — —o0, isto €,

xT

/dr (x — 7)1 f(7). (2.176)

C

L
- T(v)

E possivel observar em (2.26) que k — 1 < v < k e, aqui, por motivos de convergéncia,

0 < v <1, de modo que k£ = 0. Usando a (2.146) com ¢ = x, sabe-se que

tzzfl x ‘,Ezlfl .
£ ;s = [ d =" 2.177
trerf = [t = e
0
Ao se fazer s = —ik, com k € R, a integral anterior é convergente para 0 < v < 1 [53], de

maneira que se possa escrever a transformada de Fourier da funcédo

l.l/*l

: 0
ho(z) =< T'() v (2.178)
0, <0
Ccomo
F{hi(x);k} = (—ik)™", O0<v<l. (2.179)
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2.3. As transformadas integrais

Assim, a integral fraciondria de Riemann-Liouville pode ser escrita como

0 T
_ROIgD;Vf(x) = / dr hy(x — )" f(1) + /dT hy(x — 1)L f(7). (2.180)
o 0

A primeira integral é zero devido a (2.178) e a segunda é uma convolu¢do. Assim, obtém-se
BED T f(x) = he(2) * f(a). (2.181)
Aplicando a transformada de Fourier, tem-se

§{ D, F ) p = (i) + S (0 )

= § (b (o) K} S (S ()i k) 2.182)
= (—ik)"F(k).

Essa relacdo também fornece a transformada de Fourier para o operador de integral fra-
ciondria de Griiwald-Letnikov (2.68) quando ¢ — —oo, pois, nesse caso, ela coincide com
a transformada de Fourier da integral fraciondria de Riemann-Liouville. Como o operador
de Riesz-Weyl envolve diretamente o nimero k, faz-se a transformada de Fourier para a co-
ordenada w no espaco de Fourier, para que ndo haja confusdo. Dessa forma, aplicando essa

transformada no operador de Riesz-Weyl, tem-se

F{MD Fa)ier} = 5 D20 00y}

L (2.183)
—F(k_y)/dT(x ) f(r);w

— 00

=3

Como visto, a integral s6 é convergente para0 < k —v < 1louk — 1 < v < 1. Assim, pode-se

usar (2.178) e (2.180) para escrever

RLD (k— V)f(I) —

—Oo0 T

()
) ¥ (). (2.184)

O primeiro termo da convolugdo s6 € diferente de zero para = > 0 e, usando a transformada de

Fourier para a derivada k-ésima de uma funcéo f(z) (2.141), obtém-se

k—v)—1

(

s f()
= O (2): }
(k—v)—
<

O g

ﬂ& '1&

- { et }S{f(’“)(w);W} (2.185)
= (- zw) )(—zw)kF(cu)
= (—iw)"F(w).
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A transformada de Fourier do operador de Riesz-Weyl também € escrita de uma maneira mais

simples, suprimindo a unidade imagindria [21], isto &,
F{RD f(z);w} = —|w|"F(w (2.186)

Pode-se observar as transformadas integrais vistas até agora na tabela 2.2.

Tabela 2.2: Transformadas integrais dos operadores fracionarios.

Operadores Transformadas Integrais
Griiwald-Letnikov L{9D, f(t);s} = s"F(s)
Riemann-Liouville Integral £{Di "1 (1) S} N S

vV—r

Derivada | £{"tD; f(t);s} = s" " F(s Zs’" 1 prv ~f

B

-1

d’l"
Caputo e{CD; f(t);s} =" sVl — f(t)
dtr _
r=0 t=0
Riesz-Weyl F{¥ Dxf ;wh = (—iw)"F(w) ou —|w|"F(w)

Além das transformadas dos operadores fraciondrios, existem outras transformadas impor-
tantes envolvendo as fun¢des de Mittag-Leffler e a H de Fox [53,57].

Para a fun¢do de Mittag-Leffler de dois pardmetros (2.87), considerando a sua k-ésima de-
k

rivada, representada por E(z)ﬁ(z) = @Ea,ﬁ(z), tem-se

o0

2{ oA () (hg20); } /dz IR (peze)e = RS sy
/ (s* F O
Desse modo, obtém-se
1 kls* P k4 A1 1/a
£ W;z =z E (i&z ),  Re(s) > &7 (2.188)

Se k = 0, ou seja, se ndo hd nenhuma derivada sendo aplicada sobre a fun¢do de Mittag-Leffler,

€ possivel mostrar que

£ {2V VB, 5(£62%); 5} = / dz 2P VB p(62%)e " = ——, (2.189)
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2.3. As transformadas integrais

com s,a, f € C,Re(a) >0e é‘ < 1[53]. Assim, tem-se
sOé
2—1{ s } (=D, 4(+£2%) (2.190)
iz =2 N z2%). )
s*F & 7

Se s = 1 em (2.189), pode-se escrever

e}

/dz JBVE, s(£€2%)e =
0

1
—, < 1. (2.191)
=
Tem-se, também, algumas propriedades importantes da funcdo H de Fox relacionadas as

transformadas integrais. A primeira delas € a transformada de Laplace dada por [57]

(avap)’ (p? 0—):| 78} — S_pHg’L(’]n |:§SO'

(ap, 4y)
b B ] L @19

(ba> Bo)

£ {z”_lH;nﬁ’q {fz_”

que pode ser reescrita usando as propriedades (2.121) a (2.125) das funcdes de Fox da secdo

2.2.2. E ainversa é dada por

e} e i)

Outra propriedade importante € a da transformada de Fourier cosseno (2.134) da funcdo H
de Fox, dada por [58]

£t {SpHZZn [530 (2.193)

o0

— 1
/dZ COS(l{Z) szn [Z (ap7 Ap>:| _ ZHTL-F].,m |:/€ ‘ (1 bq, Bq)7 (1,2)

koot ML), (1 - ap, 4,), (1,2

(2.194)
)|

ou

m,n (G’P7AP) . - \/ﬁ n+1,m (1_banq>7(1>%)
S{H [2 (b B |5 = T e B (11), 0= 0 4,), (14

que também pode ser reescrita usando as propriedades (2.121) a (2.125) das funcdes de Fox da

(2195
]

secdo 2.2.2.
As ferramentas matematicas descritas até agora irdo fazer parte do presente estudo de modo

mais direto, mas elucidativo.
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CAPITULO 3

DA CAMINHADA ALEATORIA A
EQUACAO DE DIFUSAO
FRACIONARIA

"= ste capitulo sera dedicado 2 andlise da caminhada aleat6ria continua no tempo e

como € possivel derivar equagdes diferenciais de difusdo com a presenca de opera-
dores fraciondrios a partir deste modelo.

A caminhada aleatdria, vista como um modelo aparentemente simples, possui inimeras apli-
cacdes em modelos fisicos matemadticos e até em sistemas bioldgicos que serdo citados a seguir.
Nos primérdios de sua existéncia, ela teve suas principais aplicacdes na drea de matematica es-
tatistica [63]. Posteriormente, teve aplicacdes diversificadas, como em sistemas relacionados a
mecanica estatistica de sistemas unidimensionais [64]; a sistemas poliméricos [65,66]; a siste-
mas com predominio de difusdo quimica e ao estudo de fluxo através de meios porosos [67,68];
ao estudo de propagacdo de chamas [69]; a sistemas relacionados a gases unidimensionais [70];
a fisiologia animal e vegetal e ao estudo da atividade neuronal [71-73]; a dindmica da difusao
em cristais e a sistemas com estrutura fractal [74,75]; e até a sistemas de irrigacdo e sistemas
relacionados a geofisica [76,77].

E possivel, entdo, observar a grande quantidade de sistemas e a diversidade de 4reas que
podem ser relacionadas com um simples modelo de caminhada aleatéria. Mostra-se agora a
vertente desse modelo que trata as varidveis temporais e espaciais como se fossem continuas,
diferentemente do caso discutido no capitulo 1, se¢do 1.5.3, em que o deslocamento da particula
possuia um comprimento fixo e um intervalo de tempo discreto e sempre igual entre dois passos
consecutivos. Por simplicidade, escolhe-se aqui um sistema unidimensional, assim como feito
no caso da caminhada aleatéria com passos e intervalos de tempos discretos.

O modelo da caminhada aleatéria continua no tempo, em inglés Continuous Time Random
Walk (CTRW), é fundamentado na ideia de que o comprimento de um passo dado pela parti-

cula, assim como o intervalo de tempo entre dois passos ndo sdo constantes e estdo vinculados
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a algum tipo de funcdo de distribuicdo de probabilidade, em inglés Probability Distribution
Function (PDF).

Denomina-se, entdo, a PDF por ¢)(z, t). A partir da PDF que contém a informagao referente
ao movimento da particula, é possivel obter a PDF do comprimento dos passos dados pela

particula ao integrar ¢)(x, t) com relagdo ao tempo total, isto é,

o0

\z) = /dt (1), G.1)

0

Partindo desse mesmo raciocinio, é possivel obter a PDF referente aos tempos de espera ao
integrar ¢)(x,t) em relacdo a posi¢do em todo intervalo permitido, isto é, —oco < z < oo, de

maneira que
oo

w(t) = / dz (. 1), (3.2)
—00
Dessa forma, A(z)dx é a probabilidade de um passo ser dado no intervalo entre x e x + dz e,
com interpretacdo semelhante, w(t)dt é a probabilidade de um tempo de espera estar entre ¢ e
T+ dt.

No fim da secdo 1.5.3, observa-se que os passos e o intervalo de tempo do caminhante
podem nao ser mais varidveis discretas. Nesses casos, € possivel que essas varidveis tenham
suas proprias distribuicdes e, para uma escolha particular destas, uma anélise especifica do
sistema pode ser feita. Dentro desse contexto, existem diversos casos, como a situacdo em
que as varidveis de posi¢cdo e de tempo sdao dependentes umas das outras, por exemplo, quando
uma certa distancia percorrida envolve um custo de tempo ou vice-versa. Existe, também, o
caso mais simples em que as varidveis nao sdo dependentes entre si, cendrio em que a PDF
que envolve a posi¢do e o tempo pode ser escrita de maneira desacoplada, isto é, ¥ (xz,t) =
A(z)w(t). Esta tltima situagdo se refere ao exemplo em que a particula se encontra em uma
posicdo particular e, somente depois de um intervalo de tempo, ndo relacionado a posi¢do em
que se encontra, ela d4 um passo de comprimento que obedece a PDF A(x) sem influéncia
temporal alguma. Um esquema desse tltimo exemplo pode ser visto na Fig. (3.1).

Outros fatores que podem influenciar no tipo de distribuicao sdo os valores associados ao
tempo médio (t) e ao segundo momento da posi¢do (x?), que podem ser finitos ou ndo. As

expressoes que designam essas quantidades sdo escritas como
(t) = / dt w(b)t (3.3)
0

o0

(z%) = /d:z: Az)2?. (3.4)

—0o0
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Figura 3.1: A esquerda: CTRW bidimensional, podendo representar o movimento Browniano. Os tem-
pos de espera sdo representados pelos circulos, sendo o tamanho do didmetro diretamente proporcional
ao tempo de espera antes de o préximo passo ser dado, e sendo o tamanho dos passos representados
aqui como equidistantes. A direita: diagrama de z por ¢ de uma CTRW unidimensional em que tanto os
passos quanto os tempos de espera sdo varidveis aleatérias obtidas a partir de uma PDF [21].

Devido ao fato de o comprimento do passo possuir valores continuos, nada impede que o
passo dado tenha magnitude nula, ou seja, depois de um certo tempo de espera, a particula con-
tinua na mesma posi¢do. Dessa maneira, existe a probabilidade ®(t) de a particula permanecer

na posicdo em que ja se encontra e, também, de ela dar um passo de comprimento x em um
t

intervalo entre ¢t e ¢t + dt, isto é, / dr w(7). Como essas sdo as dnicas duas probabilidades que

0
existem para um possivel desenvolvimento temporal, a soma delas deve ser igual a unidade, ou

seja,
t

O(t) + /dt’ w(t) =1 (3.5)
0

ou
t

O(t)=1- /dt’ w(t). (3.6)
0

E possivel, ainda, escrever uma outra PDF partindo da mesma ideia da caminhada aleatdria
convencional. Por exemplo, considera-se a ilustragdo da Fig. (1.5). Para a caminhada aleatoria
usual, secdo 1.5.3, a distribuicdo de probabilidade de a particula alcancar a posi¢ao x em um
tempo ¢ + 7 € escrita como fun¢do das distribui¢cdes de probabilidades quando a particula se
encontra em pontos vizinhos em um tempo ¢. Essas distribui¢cdes sdo multiplicadas pelas pro-
babilidades de dar um passo na dire¢do de alcancgar o ponto de interesse. Dessa forma, quando a
particula se encontra em = — [ (z + [), sua distribuicao deve ser multiplicada pela probabilidade

de ela dar um passo para a direita (esquerda), ou seja, por p (q).
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Para o caso da CTRW, com as definicodes feitas até agora, € possivel escrever uma relacao
que possua as mesmas caracteristicas da equagdo (1.72), porém, para o caso continuo. Para
isso, suponhde-se que se quer saber qual a densidade de probabilidade de transi¢do 7n(z, ) de
a particula chegar em x no intervalo de tempo entre ¢ e ¢t + dt em funcdo da densidade de
probabilidade de transicdo n(x’',t") de a particula estar em uma posi¢do =’ em um tempo ¢’ e se
deslocar para a posi¢do de interesse. Entretanto, nesse caso, a particula pode dar passos com
valores continuos, de maneira que o ponto x’ pode estar situado a qualquer distdncia do ponto
x. Outro fato é que o tempo de espera no ponto x’ pode variar de zero até infinito dependendo
do tipo de PDF. Dessa maneira, tem-se que considerar uma soma de todas as possiveis posi¢oes
a2’ que possibilitam um deslocamento até o ponto x, assim como uma soma considerando todos
os tempos de espera possiveis multiplicados pela PDF de a particula dar um passo de tamanho
x — 2’ com um tempo de espera t — t’, ou seja, Y (z — ', t — ).

Pode-se escrever, entio,

n(x,t) = /dx’ /dt' n(@', (e — o't — ')+ 6(x)o(¢), (3.7)
—00 0

em que o segundo termo do lado direito da igualdade representa a condicao inicial da caminhada
aleatéria. Dessa forma, é possivel encontrar a probabilidade p(z,t) de a particula estar na
posicdo z no tempo ¢. Para isso, basta multiplicar a densidade de probabilidade de transi¢ao

n(z,t) pela probabilidade de permanecer na mesma posi¢ao e integrar no tempo, ou seja,
p(z,t) = [dt" n(z,t —t")P("). (3.8)
Substituindo, entdo, a equacao (3.7) em (3.8), tem-se
plx,t) = 7dt” 7dx’ ]Odt’ (@', (e — 't —t" — ')+ 6(x)o(t —t") p P(t"). (3.9)
0 —co 0

Admitindo que se pode trocar indistintamente a ordem das integrais e fazendo a mudanca de

variavel 7 = t' + t”, obtém-se

p(z,t) = /dx' /dT /dt” (', T —t")O") | w(x — 't — 1)+ D(t)d(x). (3.10)
—00 0 0

Vé-se que o termo em colchetes na equacgdo (3.10) pode ser reescrito como p(x’,7) e essa
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mesma equacao pode ser reescrita como

p(z,t) = / da://dTp(a:/, p(x — 't — 1)+ D(t)d(x). (3.11)

Para que se possa continuar a manipular de alguma forma a equacao (3.11), faz-se uso das
transformadas integrais de Fourier e Laplace, estudadas na secdo 2.3.1 e 2.3.2. Aplicam-se as
tranformadas integrais a fim de tornar a equacao (3.11) uma equagao algébrica, e, desse modo,
permitir que uma solug@o possa ser encontrada mais facilmente. Primeiramente, aplica-se a
transformada de Laplace (2.143) na varidvel temporal, pois aquela se limita ao intervalo de

integragdo 0 < ¢ < oo. Assim,

L{p(z,1); s} = p(z,s) (3.12)
e
p(z,s) = /dt p(z,t)e ™ = /dt /da:' /dTp($', (x — 2t — 1)+ ®(t)d(z)| e ™.
0 0 0
(3.13)

Utilizando o teorema da convolugdo para a transformada de Laplace (2.153), obtém-se

o

p(x,s) = /dx’ p(’, s)(x —a',s) + O(s)d(x). (3.14)

—0o0

Em seguida, aplica-se a transformada de Fourier (2.130) a coordenada x, ja que essa trans-
formacdo corresponde ao intervalo de valores que x pode assumir. Dessa forma, aplicando a

transformada de Fourier em (3.14), com

S{p(x,s);k} = p(k, s), (3.15)
tem-se: . .
p(k,s) = \/% /dm /dm’ p(a’, 8)(x — o', 8) + ®(s)d(z) | e*. (3.16)
Usando o teorema da convolucgao para a transformada de Fourier (2.137), obtém-se
plk, ) = pll, )k, ) + —=(s), G.17)

V2r

em que §{d(x); k} = 1/v2x. Para se calcular ®(s), basta aplicar a transformada de Laplace
em (3.6), usando (2.155) e o teorema da convolugdo com f(7) = w(t) e g(t — 7) = 1. Assim,

tem-se
1 w(s) 1 —w(s).

S S S

(3.18)



Substituindo, entao, (3.18) em (3.17), chega-se a

1 1 1 —w(s)
08 = T ghs) s

Apesar de a equagdo parecer mais simples do que na sua forma integral, o trabalho para

(3.19)

resolvé-la ainda € arduo, pois, dependendo das consideracdes feitas para as distribui¢des, ind-
meras complicacdes podem surgir. Mostra-se agora um dos casos mais simples, em que se
recupera o mesmo resultado obtido para a caminhada aleatdria usual, que, por sua vez, como
mencionado em [21], descreve o movimento Browniano.

Considera-se o caso em que a PDF v)(x,t) se encontra em sua forma desacoplada, isto é, o
caso em que a distribui¢io para o tamanho dos passos € independente da distribuicdo do tempo
de espera entre dois passos consecutivos. Também, considera-se o fato de que o valor médio no
tempo (t), assim como o segundo momento da posi¢do (x?), é finito. Dessa maneira, pode-se

escrever a transformada no tempo e na posigdo de ¥ (x, t) como
Y(k,s) = Mk)w(s), (3.20)

e as distribuicdes de tempo e dos passos nos espacos de Laplace e Fourier, respectivamente, sao

escritas como
oo

w(s) = /dt ew(t) (3.21)

0

© o
k) = / dr e *)\(z). (3.22)

—00

Se se usar a representacdo em série da funcao exponencial, isto é,

o0 n

e
e = Z — (3.23)

n=0

pode-se reescrever as distribui¢des em (3.21) e (3.22) respectivamente como

w(s) = /dt {Z <_§—|t)n} w(t) = Z(—l)"i—? /dt w(t)t" = Z(—l)n% (t") (3.24)

A(k) = /dx {Z (_Znﬂ} Az) = Z(—z)"% /d:p ANz)a" = Z(—i)ng =y

—00

(3.25)

Considerando agora o caso limite em que x — coet — oo, ouk — 0e s — 0 respec-
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tivamente, as somas nas equagdes podem ser desenvolvidas e utilizados somente seus termos
de menor poténcia, j4 que os termos sucessivos serdo menores. Dessa maneira, considerando

somente termos reais, tém-se

w(s) ~1—s7+ O(s?) (3.26)
€ k;2
ME) ~ 1 — 502, (3.27)

em que 7 = (t) e 02 = (x?). Substituindo, entdo, (3.26) e (3.27) na equagio (3.19), obtém-se

1

kys) ~v ———
p(k,s) > TER

(3.28)

em que D = 02 /27 e tem dimensdo [D] = m?s~ .

Em vez de fazer as transformadas inversas, que serdo feitas posteriormente neste trabalho,
fazem-se as transformadas de Laplace e Fourier na equacdo de difusdo unidimensional escrita
como o

ap(x,t) = Dﬁp(x,t). (3.29)
Porém, € preciso que algumas condicdes para este teste em questao sejam assumidas. Por exem-
plo, deve existir um termo de fonte a partir do qual o processo comega, isto €, uma concentra-
cdo inicial do que se considera estar difundindo-se. Considera-se, entdao, por simplicidade, um
termo de fonte pontual, o qual pode ser descrito perfeitamente pela funcao delta de Dirac, ou
seja, p(x,0) = §(z). Existe outra condi¢do importante que deve ser assumida aqui: a substincia
difundida ndo deve ser encontrada muito distante das vizinhancas do ponto onde ela comeca a
se difundir, ndo importa quanto tempo passe desde o inicio do processo. Isso pode ser traduzido
matematicamente como p(z — +oo,t) = 0. Aplicando, entdo, a transformada de Laplace na
equacdo (3.29) e usando (2.157), tem-se

2

0
sp(x,s) — p(z,0) = D@p(x, s) (3.30)

ou, usando a condigdo inicial, isto é, p(z,0) = v/27(z), escreve-se

2
sp(x,s) = D@p(x, s) + p(z,0). (3.31)

Aplicando agora a transformada de Fourier e usando (2.141), obtém-se
sp(k,s) = —Dk*p(k,s) + 1, (3.32)
equacgdo que pode ser reescrita como

plk, s) = (3.33)

s+ Dk?’
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3.1. Longos tempos de espera

que possui estrutura idéntica a equacio (3.28). E possivel observar que a equagio de difusdo
(3.29) apo6s ser transformada apresenta uma estrutura semelhante a equagdo (3.28). Como foi
comentado no capitulo 1, o modelo de Einstein apresenta uma equagao de difusdo igual a (3.29)
e mostra que o segundo momento, igual ao desvio quadritico médio, possui uma dependéncia

linear com o tempo.

3.1 Longos tempos de espera

Apresenta-se, neste momento, o caso de uma distribui¢do de tempos que leva a uma equacao
diferente da equacdo (3.29). O caso aqui considerado s@o algumas situacOes, referidas como
caminhada aleatéria fractal [78], em que o tempo médio de espera (t) ndo é finito, porém o
segundo momento da posi¢do (x?) ainda o é.

Considera-se uma PDF cuja expressdo analitica ndo se conhece, mas se sabe que, para

tempos longos, isto é, ¢ — oo, ela possui 0 comportamento assintotico [21]

T

w(t) ~ A (%) e (3.34)

com 0 < a < 1. Ao se tomar a transformada de Laplace dessa expressdo no espago das
transformadas, atinge-se o limite assintético s — 0, de modo que

w(s) ~1—(s7)". (3.35)
Se se considera a mesma distribuig¢do de passos no espago de Fourier A(k), assintética como em
(3.27), e a distribuicao dos tempos de espera (3.35), a equacdo (3.19) pode ser escrita como

(k ) 1 1
S ey
PR, V2o s + Kyst—k?’

(3.36)

em que (k*/2)o?(s7)* é muito menor do que os outros termos ¢ K, = ¢2/27 tem dimensio

[K,] = m?s™. Reescrevendo a equagio acima, tem-se
sp(k, 5) = plk,0) = — (s p(k, 5)) Kok? (3.37)

em que p(k, 0) é a transformada de Fourier da condic@o inicial em s = 0. Aplicando a transfor-

mada inversa de Laplace, obtém-se
L {sp(k, s) — p(k,0);t} = =& {s'%p(k, s); t} Kok®. (3.38)

Lembrando a expressdo (2.160), vé-se que a transformada inversa do termo do lado direito

da igualdade em (3.38) € o operador de derivada fraciondria de Riemann-Liouville aplicado a
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3.1. Longos tempos de espera

p(k,t). Dessa forma, usando (2.158) e (2.160), tem-se

0 Ca
a0k t) = — K K*RED, " p(ke 1), (3.39)

Aplicando, agora, a transformada inversa de Fourier

0 —a _
55 otk t)iay = D, KL (K p(k, 1): ) (3.40)
e usando (2.141), obtém-se

8 11—« 82
ap(‘ma t) = R%Dt a@p(xa t)a (341)

que € uma equacao de difusdo fraciondria. Essa equacdo foi obtida partindo do principio de que
a distribuic@o de tempos entre 0s passos possui um limite assintético dado por (3.34), de modo
que (t) é divergente: enquanto que a distribui¢do dos passos é a mesma que a da secdo anterior,
com o0 segundo momento finito.
Observa-se que a equacdo (3.39) € da mesma forma que a equagdo (2.99), assim, a solugdao
¢ dada por
p(k,t) = Eo(— K k%), (3.42)

Pode-se ver que essa fungdo € par em k. Além disso, ela pode ser reescrita em termos da func¢ao
H de Fox usando (2.117). Considerando esses dois fatos, para fazer a inversdo da varidvel k,
pode-se usar uma transformada de Fourier cosseno (2.134) e usar a propriedade da transformada
de Fourier cosseno para a fun¢do H de Fox (2.195), de modo que o resultado pode ser escrito,

com a ajuda das propriedades (2.121) a (2.125), como

_ 1 20 [ 27 (1 —a/2,a)
o) = g 1 (0 v/

ou, de uma forma alternativa, fazendo algumas manipulacdes com as propriedades da fungao H

(3.43)

de Fox, pode-se escrever

B 1 10| |l (1—a/2,a)
oot = e s [0 1y .

Tendo discorrido aqui sobre o que acontece com uma distribuicdo de tempos longos (t — oo
e s — (), importa agora entender o que acontece quando o limite oposto é considerado. Para
tempos curtos, ¢t — 0 e s — 00, a distribuicdo de tempos € essencialmente governada pela

seguinte expressao [79]:

w(s) = ) (3.45)
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3.2. Voos de Lévy

a qual possui a transformada inversa de Laplace dada por

w(t) = Lo (3.46)

T

Se se considerar que a distribui¢do de passos € dada pela expressao (3.27), o sistema € regido

pela equacdo de difusdo usual (3.29).

3.2 Voos de Lévy

Considera-se que a distribui¢do entre os tempos de espera entre cada passo seja dada por
(3.26), em que (t) ¢ finito e a distribuicdo dos passos A(z) é dada por uma expressio que resulta
em um segundo momento divergente. Nesse caso, a distribui¢ao pode ser do tipo de Lévy [21],
a saber:

k) = e "M~ 1 — ot k|, (3.47)

para 1 < pu < 2. Ao se substituir (3.26) e (3.47) em (3.19), pode-se obter:

1 1
k,s) = 3.48
p( 78) /27TS+KM|]{:|H’7 ( )
em que K, = o*/7 tem dimensdo [K,] = m*s~'. Aplicando a transformada inversa de La-
place, isto €,
1 1
ok, s)t) = —L 7 ————t ) 3.49
otk o)ty = <=2 et 349

obtém-se

1 "
p(k,t) = Ee*fw' L (3.50)

Derivando essa expressdo com relacdo ao tempo, tem-se

d — K, |k* }
5P t) = %e—fw = K, |k|"p(k,t). (3.51)

Aplicando a transformada inversa de Fourier, obtém-se

0
5@—1 {p(k,t); 2} = — K, {—|k|"p(k, t); 2} (3.52)

e, da expressao (2.186), pode-se identificar que a transformada inversa de Fourier do termo ao
lado direito da igualdade é exatamente a derivada fraciondria de Riesz-Weyl aplicada em p(x, t).
Logo,

% (z,t) = K,B¥D"p(z, ). (3.53)

Pode-se observar que a expressdo (3.50) € par e, como visto na secdo 2.3.1, se a fungdo é

par, € mais conveniente aplicar a transformada de Fourier cosseno, a partir da qual se obtém a
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3.3. Longos tempos de espera e voos de Lévy

seguinte expressao:

>1|+~

/dk e Bl cos(kx). (3.54)
0

Ao se reescrever a exponencial como uma funcdo H de Fox e usar a propriedade (2.195) e as

propriedades dessa fun¢do, descritas na secao 2.3.3, pode-se escrever

(1,1/p),(1,1/2)
(1,1),(1,1/2)

1 2]

t) = —Hy) | ——— .
p(ZL“, ) ,LL|7§| 2,2 |:(Kut)1/“ (3 55)

3.3 Longos tempos de espera e voos de Lévy

Como dltimo caso, considera-se que as distribui¢des w(s) e A(k) fazem que (¢) e (x?) sejam
divergentes respectivamente. Ao se substituir as distribuicdes (3.35) e (3.47) em (3.19), obtém-

se
1 1

Vor s+ Ky olkl#st—e’

em que K, , = o*/7 tem dimensdo [K, ,| = mHs™“. E possivel reescrever a equagio acima

p(k,s) =

(3.56)

como
sp(k,s) — p(k,0) = — (s *p(k, s)) K,alkl", (3.57)

em que p(k,0) é a transformada de Fourier da condic@o inicial em s = 0. Aplicando a transfor-

mada inversa de Laplace,

L {sp(k, s) — p(k,0);t} = =& {s'%p(k,s); t} K,alk]", (3.58)
obtém-se 5
ook 1) = = ol kPRED T (ke ). (3.59)

Aplicando a transformada inversa de Fourier,

3 Yok, )y = K, "5D, “F 7 (kP p(k, t); 2} (3.60)

e identificando essa transformada do lado direito da equa¢do como o operador de Riesz-Weyl
(2.186), tem-se

8 11—«
5P 1) = Ko 6D, " EID, p(x ). (3.61)
Pode-se usar uma outra notacao para evitar confusao, a saber:
8 11—« a
— K, 6D, t 3.62
at ( ) s 0 a| |M <I7 )7 ( )
" _ rwpn
em que Dalr — e
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3.3. Longos tempos de espera e voos de Lévy

Observa-se que, quando as distribui¢des possuem comportamentos diferentes, as equagdes
diferenciais que regem esse sistema possuem diferentes estruturas. Quando o valor das quanti-
dades (x?) e (t) sdo: (i) finitos, o sistema é regido por uma equagio de difusdo usual; (ii) finito
e divergente respectivamente, o sistema é regido por uma equagao do tipo difusdo, conhecida
como equacao de difusdo fraciondria de Schneider-Wyss, tendo um operador de derivada fra-
ciondria de Riemann-Liouville no tempo; (iii) divergente e finito respectivamente, o sistema €
regido por uma equagdo do tipo difusao, tendo um operador de derivada fraciondria de Riesz-
Weyl na posicao; e (iv) divergentes, o sistema é regido por uma equacgdo diferencial do tipo
difusdo com operadores de derivadas fraciondrias na posicao e no tempo. A tabela 3.1 relaciona

as convergéncias de <x2> e (t) e a quais equagdes tais comportamentos nos conduzem.

Tabela 3.1: Equacdes diferenciais segundo o comportamento de <m2> e (t).

(x%) (t) Equagdo
Finito | Finito 9 (x,t) = D8—2 (x,t)
atp ’ - apr ’
.. . 0 RLR~1—« 82
Finito | Diverge ap(m,t) = "D, Ka@p(x,t)
Diverge | Finito 9 (x,t) = K o (x,t)
g 315'0 ) - u8|x|up )
0 —a O
Diverge | Diverge % (x,t) = KMQR%Di 8|x|“p($’t)

Neste capitulo, portanto, caracteristicas gerais do cdlculo fraciondrio e das transformadas
integrais foram apresentadas. Mostrou-se que, a partir da caminhada aleatéria continua no
tempo, dependendo do tipo de distribui¢do que se assume para os intervalos de tempo de cada
passo e para a distribuicao dos passos, € possivel que o sistema seja regido por uma equacdo de
difusdo particular.

Nos capitulos seguintes, serdo abordados alguns problemas tedricos que sdo regidos por
equacgoes diferenciais distintas, semelhantes a equacdo de difusdo usual. Para que a andlise
destes sistemas fisicos seja feita de maneira adequada, o capitulo mostrard que existem distintas
equacdes diferenciais, algumas envolvendo operadores de derivada fraciondria, que podem ser

usadas para estudar fendmenos de transporte, como seré visto nos capitulos seguintes.
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Parte 11

Analise de sistemas fisicos regidos por
equacoes de difusao e equacoes

fracionarias do tipo difusao
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CAPITULO 4

EQUACAO DE DIFUSAO
FRACIONARIA NO TEMPO COM
SIMETRIA RADIAL E CONDICOES DE
CONTORNO
INTEGRO-DIFERENCIAIS

\%g primeiro capitulo deste trabalho teve uma preocupacdo em tratar do conhecimento

, f basico dos processos difusivos. Foi salientado pontos histéricos, alguns dos mo-
& delos que contribuiram para o desenvolvimento dessa drea de pesquisa, 0 que ca-

racteriza este processo em usual e andmalo e quais as mudancas feitas na equacao diferencial
que rege o sistema para alguns casos especificos. O segundo capitulo fez uma introducao sobre
calculo fracionério e como ele estd vinculado a processos de transporte nao usuais, isto é, a di-
fusdo anomala. Neste capitulo, serdo abordados problemas que envolvem um sistema difusivo
governado por uma equacdo diferencial do tipo difusao.

O primeiro problema serd o caso do processo difusivo em um sistema com simetria radial
sendo governado por uma equacao fraciondria do tipo difusdao. Especificamente, serd conside-
rado um sistema esférico definido no intervalo semi-infinito [R, o) e sujeito a efeitos de su-
perficie descritos por meio de condi¢cdes de contorno integro-diferenciais, as quais incorporam
casos que, por sua vez, possuem diversas aplicacdes [80]. Para resolver a equagdo de difusdo
fraciondria proposta, utiliza-se o método das fungdes de Green, mostrando uma grande diversi-
dade de comportamentos distintos, os quais podem ser relacionados aos fendmenos difusivos.
Alguns fatores, como a anélise dos parametros da solu¢@o analitica, foram considerados, a fim
de tornar o cendrio tedrico o mais proximo possivel de uma situagcdo real. Nesse sistema, os

processos fisicos de adsorcao e dessor¢do serdo considerados e mencionados diversas vezes.
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4.1. Processos de sor¢do e dessor¢ao

4.1 Processos de sor¢ao e dessor¢ao

Na interface entre a parte s6lida e a fluida de um sistema composto, existe uma interacao em
nivel microscépico: particulas do fluido se ligam em pequenos sitios existentes na superficie
s6lida. Independentemente do processo de limpeza utilizado ou se a superficie desse material
s6lido foi polida, esse aspecto adquirido ndo se estende ao nivel microscopico, ou seja, mesmo
que o objeto seja completamente liso em escala macroscopica, em um nivel microscépico, ele
ainda possui imperfei¢des que permitem o alojamento das particulas do fluido. Esse fendmeno
ocorre devido as forcas interatdmicas atuando entre as particulas do fluido e as da superficie
solida.

Essa distin¢ao entre os fendmenos de adsor¢do que acontecem em sistemas fisicos e quimi-
cos se deve ao fato de existir processos de adsor¢do com naturezas diferentes. Nos processos
fisicos, acontece adsorcdo fisica, cuja interacdo entre as particulas do fluido e do sélido se da
por meio de forgas fisicas, por exemplo, for¢cas de natureza elétrica, mantendo sua estrutura ori-
ginal. Nos processos quimicos, acontece adsor¢do quimica, cuja ligagdo quimica € estabelecida
entre a particula sendo adsorvida e a particula adsorvente (da superficie sélida) [18].

Os termos adsorcdo e absorgcdo remetem a fendmenos bem diferentes. O primeiro se refere
ao fato de particulas do fluido se alojarem nas imperfei¢des da superficie do material sélido
devido a algum agente fisico ou quimico e permanecerem na superficie do material sélido.
Ja em um processo de absorcdo, particulas de um meio penetram em outro atravessando a
interface formada pelos materiais. Existe, também, o fendmeno oposto a adsor¢do, chamado
de dessor¢do, quando particulas adsorvidas ganham energia suficiente para quebrar o tipo de
ligacdo existente entre ela e as particulas da superficie s6lida, de maneira que elas voltem para

0 meio, ou seja, para o fluido. Os processos de adsorcdo e absor¢do sdo denominados de sor¢do.

4.2 A equacao de difusao e as condicoes de contorno

Considera-se aqui uma equagao de difusao fraciondria que rege o comportamento de um sis-
tema esfericamente simétrico, o qual estd sujeito a condicdes de contorno integro-diferenciais.
Essas condicdes podem estar relacionadas com efeitos na superficie da esfera, que estd em con-
tato com particulas presentes no meio em que ela estd imersa, isto €, no bulk. Os efeitos de
superficie mencionados podem ser concomitantes a processos de adsorcdo e dessor¢do. Uma
caracteristica relevante € que essas condi¢des de contorno podem recuperar a condi¢cdo de borda
de Robin,' a qual est4 relacionada a processos de reagio [81].

Situacdes similares a esse sistema em particular, o qual envolve processos de sor¢do e de
dessorcao, podem ser encontradas no dmbito farmacéutico, tendo em questao o comportamento

de liberacao de farmacos em organismos vivos. Uma melhor compreensao de como tal sistema

'A condi¢dio de contorno de Robin é uma condicfio de contorno mista que pode ser escrita como uma combinagio

d
linear da fungéo e com sua derivada em um determinado ponto, por exemplo, Af(a) + B ff = g(a).

T
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4.2. A equacao de difusio e as condigdes de contorno

se comporta devido a sua geometria, sua concentra¢iao de fairmaco e a solubilidade deste € im-
portante para o desenvolvimento de medicamentos, pois, sabendo como o sistema se comporta,
processos que se baseiam em testes de erro e acerto podem ser substituidos por andlises de mo-
delos apropriados, o que pode gerar uma economia nos gastos de producdo e uma aceleracao
do processo de producdo ou, pelo menos, da fase de testes [3,4, 82].

Sendo assim, para as particulas que se encontram no bulk, considera-se que elas sdo gover-

nadas pela equagdo fraciondria do tipo difusdo, derivada na secao 3.1
d RL1—7 o2
ap(r, t) =K, %D, " [V?p(r,1)]. 4.1)

Ela € conhecida também como equacgdo de difusdo fraciondria de Schneider-Wyss [21], em que
K., € o coeficiente de difusdo, com 0 < v < 1, sendo que, para v = 1, tem-se o caso de uma
difusdo usual, e para 0 < v < 1, o de uma subdifusiva. A derivada fracionaria de Riemann-
Liouville, definida por (2.27),

v 1 £(7)
RLCDxf(x) - F(k - I/) dxk /dT (.Z' o 7—)1/+17k’ (42)

comv =k —p, k—1<p<keksendo o primeiro inteiro maior que v, € escrita, nesse caso,

como
t

/

LD o, 1) = ﬁ% / dt’ %, 4.3)
0

comc =0,v=1—7,k =1ep = ~, implicando 0 < ~ < 1. Inicialmente, o sistema

estd em seu estado estaciondrio, logo, pode-se escrever a condi¢do inicial para a distribuicao

de particulas como p(r,0) = ¢(r), em que ¢(r) € inicialmente normalizada e possui toda a

informac@o da distribui¢c@o das particulas no bulk para o tempo inicial ¢t = 0.

Devido a simetria esférica intrinseca do sistema, efeitos de adsor¢cdo e dessorcao podem
acontecer na superficie dessa esfera, isto é, r = R, de modo que a variagdo da posicao das
particulas nesse ponto possua algum comportamento difusivo andémalo, considerando a difusi-
vidade dessas particulas no meio. E possivel escrever uma das condigdes de contorno como
sendo a derivada fraciondria temporal da variacdo da posi¢ao da distribui¢do das particulas na

superficie da esfera. Essa condi¢@o pode ser escrita matematicamente como

_d dt' k(t —t)p(R,t'). (4.4)

1- 0

K, %n, ™ (Ep(r, t)) o
r=R

0

Outra caracteristica admitida para esse sistema é a de que ele € localizado. Para regides

muito distantes da superficie da esfera, considera-se que a concentracdo de particulas s6 possui
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4.3. Métodos utilizados para a solugdo da equacao de difusdo fraciondria

dependéncia temporal, de modo que se pode escrever

p(r,t) = d(t), 4.5)
em que P(¢) é uma fungdo arbitrdria dependente do tempo. Nota-se que a condi¢do de con-
torno representada pela equacdo (4.4) pode ser relacionada a varias situacdes (ver referén-
cias [81,83-85]) dependendo da escolha do pardmetro « e da func¢éo x(t). Do ponto de vista
fenomenoldgico, a escolha do kernel na equacgao (4.4) pode estar relacionada, por exemplo, a ir-
regularidades na superficie [86], que € um fato importante em processos de adsor¢ido-dessor¢ao,
difusdo e catalise [87, 88].

®
® ©
® (]
® ® ©
L ® &
©ed o
& 9 ©
o
®

Figura 4.1: Essa figura ilustra a possivel aplicacdo do formalismo apresentado aqui, em que as particulas
sd0 adsorvidas e podem ser dessorvidas em uma superficie esférica.

4.3 Métodos utilizados para a solucao da equacao de difusao

fracionaria

Nesta secdo, resolve-se a equacdo (4.1) sujeita as condi¢des de contorno descritas pelas
equacdes (4.4) e (4.5). O primeiro passo em direcdo a solugdo da equacdo (4.1) € aplicar a
transformada de Laplace. A notacdo utilizada para designar a transformada de Laplace de uma
fungdo f(t) € feita a fim de evitar qualquer tipo de confusdo no meio da solugdo do problema.

Dessa forma, escrevem-se

L{f(t);s} = f(s) (4.6)
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4.3. Métodos utilizados para a solugdo da equagao de difusdo fraciondria

e a transformada inversa de Laplace como

LH{f(s)it} = f(t). 4.7)

Se se usar a propriedade (2.164), referente a transformada de Laplace do operador de deri-

vada fraciondria de Riemann-Liouville, dada por

N

—1 du—r—l

£ {R%D:f(t); s} = s"VF(s) — s dtl/frflf(t)

, (4.8)

t=0

ﬁ
I
=)

em que, neste caso, k = 1 e v = v, a transformada de Laplace da equacgdo (4.1) serd dada por
K. s'77V?p(r, s) = sp(r, s) — p(r,0), 4.9)
em que se usa, também, a relacdo (2.157), referente a transformada de Laplace de uma derivada

convencional. Fazendo p(r, s) = ®(s) + ¢(r, s) e p(r,0) = ¢(r), tem-se

L(r,s) = —¢(r) + sP(s), (4.10)

com £ = K,s'77V? — s. A transformada de Laplace das condi¢des de contorno pode ser feita
usando o teorema da convolucao (2.153) e novamente a transformada do operador de derivada

fracionaria de Riemann-Liouville, assim como visto. Obtém-se, entio,

= sk(s)p(R, s) (4.11)
r=R

0
K, st 'Vap(r, s)

= ®(s) (4.12)

p(r; s)

=00

e, considerando o modo como se reescreve p(r, s), tém-se

0— 0
ICWSI_WE#}(T? 3) . = ICVSI_WEE(ra S) r = SE(S>ﬁ(R7 S) (413)
(&
s (4.14)

Usando o método das fungdes de Green (ver Apéndice B), a solugdo da equacdo (4.10) € dada

por

(', s) = /dr r? Gr,r'ss) {=o(r) + s®(s)}, (4.15)
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4.3. Métodos utilizados para a solugdo da equagao de difusdo fraciondria

em que a funcio de Green G(r,r'; s) é obtida resolvendo-se
— — - 1
£G(r s 5) = Ky VG ') — Gl s) = ol =) @16)

para duas regides: r > r'er < r’.
Em se tratando de coordenadas esféricas, todas as integrais feitas em relagdo a varidvel
radial irdio possuir um termo 72, e isso faz o operador £ ser autoadjunto. A equacdo diferencial

pertinente as fun¢des de Green fornece duas equagdes para regides diferentes:

LG (1,15 8) = K,s'TIV*Go(r,7';8) — sG=(r,r';8) =0 7> 7 4.17)

LG (r,7';8) = K,s' VG (r,1;8) — sG(r,r';5) =0 r <7 (4.18)

Ambas ainda estdo sujeitas as seguintes condicdes de contorno:

K, s 7V2G(r, ' 8) — sG(r, 1 5) = #5(7‘ — 1) (4.19)
r

G(r,r',s) =0. (4.20)

=00

Além disso, ha as condicdes de continuidade de ?(r, ’; s) e da descontinuidade de sua derivada,

dadas por
Go(r,r'ss) =G (r,1;s) (4.21)
e 5 5 !
=G (r, 7, — —G(r,1; SR — 422
a’f’g>(r’ r I S) o a?"g<(r’ r I S) . ’C’YSI,,YT/Q ( )

As solugdes para essas equacdes sdo dadas respectivamente por

G (r,1';s) ;) (4.23)

1 r 1
= A-— - |4+ B—
rexp( \/37/K7> 2r\/s7/K, eXp(wsV/IQ

G (r,r';s) = C’% exp (— L) , (4.24)

r 1
T D———ex
\/37/K7> " 2r\/s7/IC, p(ws’Y/IC7

em que as constantes A, B, C'e D podem ser encontradas utilizando as condigdes (4.19), (4.20),
4.21) e (4.22).

Usando a condicao de contorno (4.20), tem-se que fazer B = 0 para que a funcdo ndo seja
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4.3. Métodos utilizados para a solugdo da equagao de difusdo fraciondria

divergente. Aplicando o restante das condi¢des de contorno, € possivel encontrar

A = —{exp (VSTK (= R)) = exp (/577K (R = 1)) | (€, + Rs"(s)
+ K, R\/STK, {exp (M(r’ - R)) + exp (m (R — m)] } (4.25)

C_

exp (Ry/57/K,)
2r's\/KC, [s7 <IC7R\/W + K, + Rs”ﬁ(s)) ’

X

ST =K R8T/, + K., + RsTR(s)
_ ( ! B ) exp (\ [s7/KC, (2R — 'r')) (4.26)
2r'KC, (Rs’%(s)\/S’Y/ICY + K,\/$7/K, + R37>

syt ,
D = _ICWT/ exp (—\/SV/IC7 r) ) 4.27)

Em posse das constantes, é possivel escrever as fun¢des de Green G- (r,r';s) e G (r,1'; )

dadas por

G-(r,r';s) =

g<(’l“, T/; S) =

1 s7 / s ,
W [exp <— Ia(r—r)) — exp <— ’C_7<T+T —2R)>]
exp (— %(r +7r' = 272))

L & (4.28)
' s\/ K, /7 + sk(s) + (K, /R) s'=7

1 ST s ,
W lexp (‘ E(T —7“)) — exp <_\//C:7(T+T — 2R)>]

T — 2R
exp | — E(T+T— )
' s K, /87 + s&(s) + (IC,/R) st

(4.29)

As duas dltimas expressdes podem ser escritas em termos de uma unica funcao de Green dada

por

— 1 s s7
/. — o _ _ / _ _ /_ 2
G(r,r';s) TS o [exp < \ /—IC7 lr —r |> exp < A /—]C7 lr+r R[)]

s
exp (— IC—’T + 7’/ — 273‘)
Y

1 _ (4.30)
s\ /I, /87 4 sE(s) + (K, /R) s'=7
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4.3. Métodos utilizados para a solugdo da equagao de difusdo fraciondria

Usando as condi¢des de contorno e a identidade das fungdes de Green (B.21), isto €,

b

d d ’
y(2') = /dx G(z,2") f(x) — [p(x) (G(x,x’) ZE:) - y(x)%G(x,x’))} i (4.31)
é possivel obter a seguinte expressido para ¥ (1, s):
P(r',s) = — /dr r* {o(r) — s®(s)} G(r,1"; s) + R*sk(s)G(r, 1'; s). (4.32)
R

Lembrando que 5(r, s) = ®(s)+1(r, 5), obtém-se a expressio para p(r, s) em termos da fungio
de Green (4.30) dada por

o

p(r',s) = ®(s) — /dr r?{o(r) —s ®(s)} G(r,1";5) — R*sk(s)®(s)G(R,r';5);  (4.33)

R

e, ainda, se r — r’ e v’ — r, tem-se

p(r,s) = ®(s) — /dr' r?{o(r') — s B(s)} G(r', r; s) — R*sK(s)®(s)G(R,r;s).  (4.34)

R

Nota-se que o efeito de superficie nas solug¢des € dado pela presenca de %(s) no dltimo termo
da expressdo (4.30), que se faz presente também em (4.34). Dependendo da escolha dessa fun-
¢do, o sistema pode ser fisicamente caracterizado como um processo de reacdo e, também, como
de adsorgdo e/ou dessor¢do. No ltimo caso, %(s) é relacionado com a taxa de processo de rea-
¢do. Por exemplo, para 7(s) = £'/(1 + s7) (k(t) = (K'/7)e™/7), esse termo estd relacionado
com a relaxacdo de Debye, conectada com a equagdo cinética de primeira ordem. Outro exem-
plo é dado para quando %(s) = '/ (1+ (s7)°) (k(t) = (&'/7)t° ' Es5 (—(t/7)°)), que estd
conectado com uma equacao cinética fraciondria em que efeitos de memoria estdo presentes,
levando a uma relagdo diferente da de Debye. Entre outras, uma escolha tipica para o processo
de reacdo é dada pela expressdo K(s) = k'/s.

Uma das caracteristicas interessantes para andlise nesse tipo de sistema € a taxa de sobrevi-

véncia, dada pela expressdo
oo

S(t) = /dr 2 p(r,t), (4.35)
R
que representa a quantidade de substancia presente no bulk que ndo foi adsorvida na superfi-

cie da esfera em um determinado tempo ¢. Aplicando a transformada de Laplace na taxa de
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4.3. Métodos utilizados para a solugdo da equagao de difusdo fraciondria

sobrevivéncia e substituindo (4.34) nesse resultado, tem-se

S(s) = /dr r? { B(s) — /dr’ r’? {qﬁ(r') —s 5(3)} G(r',r;8) — R*sk(s)®(s)G(R, 13 8)

(4.36)
Se se escolher a fungdo ®(t) = 0 na condi¢do de contorno (4.5), o que implica ®(s) = 0
e o numero de particulas fixo no sistema, e calcular a probabilidade de sobrevivéncia para a

distribuicdo p(r, t), obtém-se
S(s) = — /dr r? /dr’ " o(r'\G(r',r; 5), (4.37)
R R

que ainda pode ser reescrita como

/

S(s) = — /dr' 7' /dr 2 o(r'G(r',r;s) + /dr 2 o(r'\Gs(r',r;8) . (4.38)
R R r!

Usando as funcoes de Green (4.28) e (4.29), € possivel obter o seguinte resultado:

S(s) = é 1—R [dr' ¥'o(r'") exp (— %(r’ — R))
Y
R

. (R + \/K7/37> ) 7(17“/ r qb(?“/) exp <_ ﬁ(r’ _ ’R)) ’
R

s+ 7352, + /K] (RSP K
(4.39)

o qual, de acordo com a escolha de %(s), pode levar a diferentes comportamentos na taxa de
sobrevivéncia do sistema, assim como na funcdo de Green (4.30). Para que se possa obter
expressoes analiticas para a distribui¢do de particulas no sistema p(z,t), a funcdo de Green

G(z,2’;t) e a taxa de sobrevivéncia, considera-se
R(s) = —, (4.40)

em que, para « # 1, existe o efeito de memoria e, para o = 0, a condi¢ao de contorno usual de
Robin é recuperada em (4.4), a qual esté relacionada com processos reativos.
Para fazer a transformada inversa de Laplace da funcdo de Green (4.30), primeiramente

reescrevem-se as exponenciais em termos da fun¢do H de Fox usando (2.120), isto &,

(0’0)} e (4.41)
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4.3. Métodos utilizados para a solugdo da equagao de difusdo fraciondria

v ¥
exp (,/%|r—r’|> =gl |y [l =7
s7 / 1,0 s7 / (0,0)
exp —Ir+r"—=2R| | =Hy —|r+7’—272|‘
(\/ K, * K, (0,1)

Com essas expressoes e a escolha para %(s), é possivel escrever a fungdo de Green (4.30) da

As exponenciais podem, entdo, ser escritas como

ggg;] @)

(4.43)

seguinte forma:

(4.44)

[N]S]

1710
1Hoh

sz|r+1 —2R| ‘(0,0)
vE 10

' K, 4 KT 4 (K, /R) 81T

)

emque @ = y/2 — a.
Para fazer a transformada de Laplace dos dois primeiros termos, pode-se usar a propriedade
(2.193),

o Ap) _ o |(ap, Ay), (p,0)
et {s PRmn { o | (a4 } ;z} — I { oo [V Ee B ARTTN g 45)
i [ oy, ) ri1a |57 |0y, B,)
de modo que
. ] [(0,0) o [EE = (1-33)
gt gaappo | =L 0.0 Uy 22| (446
{ o VK7/37 (0’1) b vV K, (07 1) ( )

A transformada do segundo termo € idéntica a mostrada anteriormente em (4.46), mudando
somente o argumento da fun¢do H de Fox de |r — /| — |r + r' — 2R|. No terceiro termo,

utiliza-se o teorema da convolucdo. O resultado parcial pode ser escrito da seguinte forma:

1 lr — |
/. _ 1,0
Gt == {H[

Ir+ 1" — 2R

1
0
(1
VI (0,1)
1 t
— —//dt’A(t—t’)Sl {sllHéﬁ’

rr
0

1,0
- H1,1
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com
— 1
At) =2 {A(s);t) = 27! ity 4.48
(t) {Als)st} {J—Msa s } (4.48)
Para efetuar a transformada da expressao (4.48), ela € reescrita da seguinte forma:
— 1 1 1
(4.49)

M RV AYARTYOEEY
& VE; + s

Se se usar a seguinte expansao em série:

= i ", (4.50)

n=0
é possivel reescrever A(s) como
. 1 oe] R _1 n
As) = = +) (= (K\/R) s ?m (4.51)
K <Sa+ /IC > p— \/—+ /a)
K;/

Se a transformada inversa de Laplace for aplicada na expressao anterior,

R eyl - Lant Can s ()
= 0= e RO () 2 o

(4.52)

e se usar as transformadas de Laplace (2.188) e (2.190), que envolvem as fun¢des de Mittag-

Leffler dadas respectivamente por

klse=P
-1 . — ak+p-1 (k) e
Y {—<Sa:|:£)k+1’z} z Eaﬁ(iéz ) (4.53)
e
-1 577 (B-1) o
£ - :Fé;z =2z Ea5(££29), (4.54)

¢ possivel obter a seguinte expressao:

a—1 n
A(t) = tﬁ, Esg ( ‘/_ta> +Z< ﬂ a) " 'Eagsin <— ‘/E,”ta> . (4.55)
=1
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4.3. Métodos utilizados para a solugdo da equagao de difusdo fraciondria

E, finalmente, pode-se escrever a funcao de Green como

G(r r"t):—; o | Ir =7 [(1-3.3)
B S T G

Ir+r —2R| |(1-33)
JEE1(0,1)

t
—i/dt’ A(t—t’)HLO Ir+r —2R| (1 -2,2)
rr’ N B/ R [ (VS VI

1,0
— Hiy (4.56)

com A(t) dado por (4.55).

Em posse da funcao de Green, foram feitos alguns graficos para observar o tipo de compor-
tamento para diferentes valores do coeficiente de difusdo K. Na Fig. (4.2), € possivel ver as
curvas que descrevem o comportamento da funcdo de Green. Como essa fun¢cdao molda o com-
portamento da distribui¢do de particulas no sistema, equacdo (4.33), quanto menor o coeficiente
de difusdo, menor a velocidade de dispersdo das particulas, como se observa quando K, = 1.
Quando os coeficientes possuem valores maiores (compare K, = 2e K, = 3com K, = 1), as

particulas se difundem de maneira mais répida.

0.4
= 0.3
RS
\a\: 0.2
)

0.1

0.0
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 4.2: Comportamento da fun¢do de Green (4.56) para diferentes valores do coeficiente de difusao.
Considera-se, por simplicidade, ' = 1, « = 1/2,¢ = 0,1, R = 1 e v = 1 em unidades arbitrdrias.
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4.3. Métodos utilizados para a solugdo da equagao de difusdo fraciondria

Para obter a expressdo da taxa de sobrevivéncia em ¢, realiza-se um processo parecido com
o de transformar a funcdo de Green. Primeiramente, escrevem-se as exponenciais da fungdo
§(s), expressao (4.39) em termos das fun¢des H de Fox, que sdo idénticas as expressoes (4.42)

e (4.43). E possivel escrever, entao,

[e.9]

— 1
S(s) = o R [dr' " ¢(r') H(l):(f

R
<R+ \//Cy/ﬁ) = s L
s (1+R(s)s72/ /Ky + /K, / ( 'R,S7/2)/ o

Para fazer a transformada inversa de Laplace, usa-se, mais uma vez, a propriedade (2.193), em

—1 wl| [ST (an) D
£ {HO,l ’Cv(r R)‘(Oal) it =Hp)

A transformada inversa de Laplace do terceiro termo envolve uma convolugdo e a expressao

+

que se tem

] . (4.58)

para a taxa de sobrevivéncia pode ser escrita como

1 _ i ! / 1,0 r— R (1’%)
Sit)y=1—-R [dr'r" ¢(r")H N (071)]
® (4.59)
/o / _ 7’ -R (1>%>
drrqb O/dt\Ift t') \/m (0,1)]’
em que
1+ (\/Kv/sv/n)
B(t) = o (4.60)

t.
1+ w's=o\/s7/K, + 87 /K, /R

Para fazer essa transformada, primeiramente separam-se os termos para depois reescrevé-los

como

1

’CVQ s

-k + (K, /R) s } R {wc_+ G Ry T

{w//CA, + K/s¥ 4

ou, em termos de A(s),

t) = /K, {A(s): )} +% { “3R(s); } (4.62)

A transformada do primeiro termo ja calculada € dada pela expressao (4.48). Para fazer a trans-

formada inversa do segundo termo, usa-se a transformada de Laplace do operador de integral
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fraciondria de Riemann-Liouville, expressao (2.160),

£{R3D; g f(t);s} =g r(ly) /dr 0 / <:>>1_y;t — sV (s), (4.63)

de modo que

gt {s‘gx(s);t} = R%Dt_gA(t) =T (11) /dt’ (

A[)

_. (4.64)
t—t)'2

Em posse desses resultados, a fungdo W(¢) pode, finalmente, ser escrita como

t
= VRO + e [ar (AL{_ (4.65)
0

Pode-se obter a distribuicdo de particulas p(r’, t) fazendo a transformada inversa de Laplace

de (4.33), a partir da qual se obtém

0 o0 t
p(r’, / g(r, r’;t)—i—%/dr rz/dt’q)(t—t')g(r,r';t)

& & 0 (4.66)

/ k(t —1t') /dt@(t—f)g(Rr t)

ou, ainda,
0 [e’s) t
p(r,t) = ®(t) — /dr’ 2 o(r') G(r',rit) + % dr' " /dt' Ot —t"G(r', r;t)
R R 0
t t’ (467)
+R2% dt' k(t —t') [dt ®(t' —1)G(R, 1, 1),

com a fun¢do de Green dada por (4.56) e x(t) sendo a transformada inversa de Laplace de
(4.40), isto €,

—1—,_—1i,_“/a—1
L {R(s);t} = £ {sa’t}—F(a)t : (4.68)

A forma escolhida para o kernel %(s) foi esta justamente para que sua transformada tivesse
uma dependéncia com uma poténcia em t. Tal comportamento faz que a condi¢ao de contorno
(4.3) englobe processos de adsorcdo e dessorcdo, como se observa na Fig. (4.3). Ela ilustra
o comportamento da equagdo (4.59) em relacdo a diferentes valores de o para mostrar como

os efeitos de superficie influenciam na quantidade de particulas presente no bulk. Nota-se que,
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de acordo com o valor de «, as particulas podem ser adsorvidas e, depois de algum tempo,
dessorvidas.

-
I‘.
(K
.
1
1
e
1
1
1
1

0 2 4 6 8 10

Figura 4.3: Comportamento da equagéo (4.59), isto é, da probabilidade de sobrevivéncia S(t) versus ¢
para diferentes valores de a.. Por simplicidade, assumem-se ¢(r) = (1/r?)d(r — 3/2), ' = 1, K, =1,
R = 1e~ = 1em unidades arbitrarias.

Para o = 0, vé-se que a taxa de sobrevivéncia das particulas diminui muito para um tempo
muito curto e esse valor aumenta lentamente para tempos posteriores. Isso corresponde ao fato
de que a taxa de adsor¢do das particulas na superficie da esfera € maior que a taxa de dessor¢ao
para tempos curtos e, depois de um tempo, o sistema possui uma taxa de dessorcao ligeiramente
maior, de maneira que uma pequena quantidade € liberada para o bulk.

Para « = 1, a taxa de sobrevivéncia decai mais lentamente que no caso anterior €, no
intervalo de tempo analisado, ndo apresenta inflexdo. Pode-se interpretar esse comportamento
com o fato da taxa de adsorcao ser maior que a de dessor¢ao.

O dltimo caso, & = 1/2, mostra que a taxa de sobrevivéncia diminui em um intervalo de
tempo muito curto, mas nio tanto quanto o caso o = 0. E possivel observar, também, que existe
um ponto de inflexdo, em que a curva comecga a apresentar valores crescentes. Isso mostra que,
para tempos curtos, a taxa de adsor¢do € maior que a de dessorcdo, mas, depois de um tempo,

essa relagdo se inverte, fazendo que particulas retornem ao bulk.

4.4 Sobre os resultados

Nesse capitulo, investigou-se a equacdo de difusdo fraciondria (4.1), que remete a uma
equacdo de difusdo tridimensional com simetria radial com condi¢des de contorno integro-
diferenciais (4.4). Para resolver essas equagdes, foram utilizados o método da transformada

de Laplace e o formalismo das fungdes de Green. As solucdes obtidas, expressoes (4.66) e
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4.4. Sobre os resultados

(4.67), foram dadas em termos da funcdo de Green (4.56), que, por sua vez, é escrita em ter-
mos das funcdes H de Fox e Mittag-Leffler. Essas fun¢des estdo conectadas diretamente com
espalhamentos andmalos. Uma caracteristica interessante analisada nesse sistema foi a taxa de
sobrevivéncia. Essa quantidade relacionada ao sistema mostrou que, de acordo com a escolha
do kernel «(t), associado a condi¢@o de contorno (4.3), os efeitos referentes a superficie da es-
fera podem apresentar diferentes tipos de comportamento, por exemplo, processos de adsor¢ao
e/ou dessorcao.

Considerou-se uma distribuicdo de particulas normalizada, isto é, no inicio da dindmica do
sistema, em ¢ = (, o nimero de particulas que se encontravam no bulk e adsorvidas na superficie
da esfera. A partir de uma escolha aparentemente simples para o kernel x(t), verificou-se que,
dependendo do valor da constante « associada a essa func¢ao, diferentes comportamentos para o
sistema podem ser observados. A fim de analisar como o sistema se dispersa no espago proximo
a esfera, alguns gréficos foram feitos para analisar o comportamento da fun¢do de Green, ja que
a distribuicdo final de particulas p(r,t) é regida pelo comportamento dessa fungdo. E com o
objetivo de ilustrar como as particulas no sistema se espalham, escolheu-se o« = 1/2, devido ao
fato de que, para esse valor, foi observado uma maior quantidade de particulas no bulk, e foram
feitos graficos com diferentes coeficientes de difusao, Fig. (4.2).

Outro aspecto do sistema analisado foi a taxa de sobrevivéncia das particulas no volume.
A expressdo que fornece essa propriedade é dada por (4.59), que possui uma dependéncia do
kernel £(t), contido na fun¢do A(t) em (4.55). A escolha do kernel estd diretamente associ-
ada a condicdo de contorno (4.3), a qual descreve os efeitos pertinentes a superficie da esfera.
Como a taxa de sobrevivéncia depende desses tipos de efeitos, fez-se uma andlise grafica dessa
caracteristica do sistema para diferentes valores de «, Fig. (4.3).

O sistema, portanto, pode apresentar diversos tipos de comportamentos dependendo da es-
colha do kernel k(t) na condigdo de contorno (4.3) pertinente aos efeitos que ocorrem na su-
perficie da esfera. A escolha aqui feita mostrou que esse sistema possui uma dependéncia ndo
linear no tempo dada por (4.68). Dessa forma, os comportamentos observados ao longo dessa

analise sdo fendmenos de difusdo de natureza andmala.
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CAPITULO 5

PROCESSOS DE SORCAO E
DESSORCAO GOVERNADOS POR
EQUACOES DE DIFUSAO
FRACIONARIA

ste capitulo investigard os processos de sor¢do e dessorcdo, ou seja, serd estudada

a dindmica das particulas p quando elas se difundem em meio as particulas I'. O

sistema pode ser comparado, por exemplo, com o caso em que dois fluidos diferentes
se difundem entre si, tendo a possibilidade de ocorrer uma reagao de natureza quimica ou fisica
entre essas duas substancias [89].

Para descrever tal processo, considera-se que a dindmica das particulas da substincia p, que
se encontram no volume (dindmica no bulk), é governada por uma equacao fraciondria do tipo
difusdo com um termo de reacdo, o qual pode descrever processos irreversiveis, quando as par-
ticulas p s@o absorvidas, ou reversiveis, quando elas sofrem processos de adsor¢do e dessor¢ao.
Esse termo de reagdo apresenta uma generalizacdo da equacao cinética de primeira ordem, con-
siderando efeitos de memdria. A fim de constatar o comportamento andmalo da difusdo em tal
sistema, solugdes analiticas para o desvio quadratico médio foram obtidas. Outras quantida-
des de interesse, como a taxa de sobrevivéncia e a distribui¢do das particulas p no bulk, foram
obtidas analiticamente, tendo caracteristicas que descrevem o comportamento do sistema como
andmalo.

O problema que esté sendo tratado neste capitulo € importante devido a sua abordagem que
pode descrever processos reais, como, por exemplo, o processo de difusdo em células vivas e

microorganismos encontrados em biologia e bioquimica [90].
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5.1 Introducao ao problema

Para comecar o problema, considera-se que a densidade de particulas p € governada pela

seguinte equacgdo de difusdo fraciondria:

oM
0|

0

% (z,1) = Ky p R%JD;MY
em que K, , € o coeficiente de difusdo, 0 < v < 1le, quando v = 1 e u = 2, tem-se difusdo
usual e, quando 0 < v < 1 e pu = 2, tem-se o caso de subdifusdo. O termo de derivada
fraciondria temporal é o operador de Riemann-Liouville (2.27) e a derivada fraciondria espacial
¢ considerada na representacdo de Riesz-Weyl, mencionada no capitulo 3, com 1 < p < 2.

A densidade de particulas sendo difundidas é representada por p(z, t), jd que é a quantidade
regida pela equagdo de difusdo fraciondria em questdo. O termo I'(x,t) estd relacionado com
a densidade de particulas p que foram sorvidas (ou aprisionadas) pelas particulas do fluido
I'. O ultimo termo do lado direito da equag@o (5.1) representa o processo das particulas p
serem sorvidas pela substancia I', existindo a possibilidade de serem dessorvidas de volta para
o bulk, assim como a possibilidade de reagirem entre si em um processo quimico ou fisico.
Esse processo pode ser entendido de duas formas: (i) como um fenomeno difusivo em que
parte da substincia se torna imobilizada (as particulas p sdo absorvidas pelo fluido I' e ficam
aprisionadas), sendo que algumas particulas sdo somente adsorvidas e podem retornar para o
bulk por meio de um processo de dessorcdo; (i) como um problema de cinética quimica em
que a taxa de reacdo depende do fornecimento de um dos reagentes por meio de um processo
de difusao.

Para suprir todas as caracteristicas atribuidas teoricamente a taxa de variacio temporal da

densidade de particulas sorvidas, I'(x, t), considera-se a seguinte equagao cinética:

t t
0

(1) = / dt' ks (t — #)p(a, ) — / d y(t — )0 (a, ') | (5.2)
0 0

em que kf(t) é a taxa de reagdo que ocorre no sentido de diminuir a densidade de particulas
p(x,t), ou seja, das particulas serem adsorvidas; e k() é a taxa de reagdo que ocorre no sentido
de aumentar essa densidade de particulas, ou seja, das particulas que se encontram adsorvidas
serem dessorvidas para o bulk.

Como visto, as taxas de reagdo dependem das concentracdes: (i) o termo referente a taxa
com que as particulas sdo sorvidas depende da concentracdo p(x,t) de particulas que existem
para serem capturadas pela substancia I'; (ii) o termo referente a taxa com que as particulas sdao
dessorvidas depende da concentracdo I'(x, t) de particulas que estdo adsorvidas. Essa equag@o
ainda pode ser entendida da seguinte forma: o soluto imobilizado (I'(x,t)) é formado a uma
taxa que depende da concentracdo do soluto que se encontra livre para se difundir (p(z, 1)),

e ele desaparece a uma taxa que depende da sua prépria concentragdo. Essa caracteristica
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5.2. Resolvendo a equacdo fraciondria do tipo difusdo com termo de reacao

conduz a uma alternancia entre periodos de transporte difusivo e tempos de repouso, os quais
sao governados pelas taxas de adsorcao e dessorc¢do, dadas, respectivamente, por k¢(t) e & (%),
até que um processo de equilibrio no sistema seja atingido. Além disso, a equagdo (5.2) tem
como caso particular vérias situagdes desenvolvidas nas referéncias [91, 92] e, assim como
visto no capitulo 4, de um ponto de vista fenomenoldgico, a escolha do kernel nessa equagdo
pode estar relacionada, por exemplo, a irregularidade da superficie [86], sendo este um fator de
extrema importancia em fendmenos de adsorcao e dessor¢do (ja que o nimero de sitios para o
“alojamento” de particulas aumenta), além de processos como difusdo e de catdlise [87, 88].
Para tornar clara a ideia deste capitulo, seguem as caracteristicas descritas até agora de

forma resumida:

e p - fluido relacionado a dindmica das particulas;

e [' - fluido pelo qual a substancia p esta sendo difundida;

e p(z,t) - distribuicéo de particulas do fluido p que estdo sujeitas a processos de sor¢ao;

e ['(z,t) - distribuicdo de particulas que foram sorvidas e que podem ficar aprisionadas (pro-
cesso de absor¢do) ou retornar para o bulk (processo de adsor¢do) por meio de um processo de

dessorcado.

5.2 Resolvendo a equacio fracionaria do tipo difusao com

termo de reacao

Primeiramente, discutem-se aqui as solucdes dependentes do tempo para a equacdo (5.1).
Para resolver a equacdo de difusdo fraciondria, usa-se as transformadas de Laplace e Fourier. A

transformada de Fourier de uma fung¢io f(z) é denotada aqui como

F{f(@); k} = f(k) (5.3)
e a transformada inversa de Fourier como
5 {fia} = 1@, (5:4)

Aplicando a transformada de Fourier na equacdo (5.1) e lembrando que a transformada de Fou-
rier do operador de derivada fracionéria de Riesz-Weyl € dada pela expressao (2.186), isto &,
por

F{ED! f(x)i k) = —[k|"F(k), (5.5)
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5.2. Resolvendo a equacao fraciondria do tipo difusdo com termo de reacao

obtém-se 5 9
500k, t) = =K k] N6D; 7 (k. 1) — 5 T (k. ). (5.6)
E a transformada de Fourier da equacao cinética é dada por
t t
%f(k, t) = /dt’ ket —t)p(k,t') — /dt’ ky(t — T (e, t)dt . (5.7)

0 0

Aplicando agora a transformada de Laplace em (5.6) e usando a transformada do operador de

derivada fracionaria de Riemann-Liouville (2.164),

k-1
y i . dufrfl
L{™D, f(t);s} =s""F(s) — Zs dt”‘r—lf(t) ; (5.8)
r=0 t=
comk =1ev =, tem-se
sp(k, s) + Ky ulk s 5k, s) = pk) — sT(k, s) — T'(k), (5.9)

em que p(k) = p(k,0) e T'(k) = T'(k,0). Se se aplicar a transformada de Laplace na equagdo
(5.7) e usar o teorema da convolugdo (2.153),

t

G(s)H(s)=£ /dT g(t —T)h(T);t 3, (5.10)
0
obtém-se - -
Tk, 5) = Felo)otk, ) + T(R) (5.11)
s+ kp(s)
Substituindo (5.11) em (5.9), € possivel escrever
k) = (900 + 2 (k.0)) Gk G5.12)
s+ kp(s)
e p—
Gk, s) = ! (5.13)

s+ Ky st k| 4+ T(s)

em que E(k, s) representa a “fun¢do de Green”! no espago de Fourier-Laplace da equagdo (5.1)

com _
— sk(s
T(s) = —f_( ) :
s+ ky(s)
'Diz-se que é uma “fungio de Green” porque o resultado final para a densidade de particulas p(z, t) serd obtido em

termos dessa funcdo, mas ela ndo € uma funcdo de Green propriamente dita, pois ndo se utiliza tal formalismo para
resolver a equagdo diferencial, diferente do que foi feito no capitulo 4.

(5.14)
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5.2. Resolvendo a equacdo fraciondria do tipo difusdo com termo de reacao

As condigdes iniciais do sistema, isto é, em ¢ = 0, dependem de p(k,0) = p(k) = p; e
I'(k,0) = (k) = I';. O nimero de particulas é conservado e normalizado de modo que p; +
I'; = 1, ou seja, no inicio, é possivel que ja exista algumas particulas do fluido p que estejam
aprisionadas/adsorvidas pelo fluido I'.

Nota-se que o processo descrito pela equacdo (5.1) com “a funcdo de Green” dada pela
equacao (5.13) pode ser relacionado com uma caminhada aleatdria [21,58,93,94]. Por exemplo,
na auséncia dos termos de reacdo, isto é, k,(t) = ks(t) = 0, que implica Y (¢) = 0, é possivel

reescrever a ‘“funcdo de Green” (5.13) como

1

G(k,s) = .
g( as) S+,C%M81_'y|k’|“

(5.15)

A partir dessa expressao, € possivel fazer uma comparacdo com a fun¢do de densidade de pro-

babilidade da caminhada aleatéria continua no tempo, equacgao (3.19), dada por

1 1 —w(s)

plks ) ~ = O ORE

(5.16)

Sew(s) = 1/ (1 + 77s) (sendo 7 um tempo caracteristico de escala) e A(k) = 1 — Ky 7|k,
a expressao (5.16) € reescrita exatamente como a “func@o de Green” na auséncia dos termos de
reacdo, ou seja, como a expressao (5.15).

Esse resultado mostra que as derivadas fracionérias possuem uma influéncia direta no tempo
de espera e na distribuicao de probabilidade dos passos. Ja a presenca dos termos de reagdo,
isto &, ky(t) # 0 e k¢(t) # 0, leva a processos de criagdo e destruicdo onde existe a adigdo ou a
remocao de caminhantes no come¢o do tempo de espera que existe entre passos consecutivos.

Nesse sentido, para as condi¢des iniciais

p(x,0) = (z) (5.17)

I'(z,0) =0, (5.18)

usando a abordagem da caminhada aleatdria apresentada no capitulo 3 (ver também referéncias
[21, 58,95, 96]), € possivel conectar as equacdes (5.1) e (5.2) com o processo descrito pelas

equacgdes de equilibrio

p(2,1) = B(1)3(x) + / i’ / dt'w(t — )\ (@ — ')l )
t e 0 t (5.19)
+ / 44, (t — )T (2, 1) — / 4 (¢ — ') pl, t)
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5.2. Resolvendo a equacdo fraciondria do tipo difusdo com termo de reacao

t t’ t t
[(x,t) —/dt//dfkf(t’—f)p(a;,f) —/d /dt ky(t' — )T (x,1), (5.20)
0 0 0 0

t
em que d(t) =1 — / dt" w(t") é a probabilidade da particula permanecer na mesma posi¢io
0

¢ ¢
e Oy(t) = /dt’d)(t —kp(t') e Dp(t) = /dt’(I)(t — t')ks(t') sdo as taxas relacionadas aos

0 0
processos de dessorcdo e adsorcio respectivamente. A expressdo (5.20) foi obtida a partir da

integracdo da equacdo cinética (5.2) e do uso da condic¢do de contorno (5.18). Essas equacdes
podem ser simplificadas e escritas como uma tnica expressao.

Para tanto, faz-se, primeiramente, a transformada de Laplace de (5.19), cujo resultado é

dado por
o7} t
(2, 5) = B(s)5(x) + £ / i’ / dtw(t — )\ — 2 )p(a, ): s
S (5.21)

+ ®(s)ky(s)T (2, 5) — B(s)ks(s)p(x, 5).

Aplicando a transformada de Laplace em (5.2) e usando a condi¢do de contorno, € possivel

obter a seguinte expressio:

Pl o= Fils)
[(x,s) = s—l—%b(s)p( ,S). (5.22)

Substituindo essa ultima expressdao em (5.21), tem-se

00 t —
p(z,s) = ®(s)d(x) + £ /dx’/dt'w(t — Y\ x — 2 )p(a!,t);s p — si(s)kf—ﬁs)ﬁ(x, s).
/ s+ kp(s)
(5.23)
Fazendo a transformada inversa de Laplace, obtém-se
plx,t) = /dx/dtwt YN x—a")p(a' ) +£~ { D(s) kfﬁs) ﬁ(w,s);t}.
s+ kp(s)
(5.24)

O ultimo termo pode ser resolvido da seguinte forma:
E t
gt {—s@(s)&ﬁ(x, s); t} =g e /dt' Ot —t"YR(x,t');s p st
s+ ky(s)
t ’ (5.25)

- / dt' ®(t — t')YR(z, t'),

0
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em que
_ ky(s) _
Riz,t) = £ -0 t}
(CL', ) 2 { S—|—]{}b(8)p(:€’s>’
a t
=g L5 /dt’/\/l(t—t’)p(w,t')as it (5.26)
0
t
— 9 LMt = (e, t)
T .
0
com L (s)
, k’f S
Mt -1y =ed P 1 5.27
( ) {3+kb(5) } o

Usando (5.25) em (5.24), finalmente obtém-se

t

p(z,t) = ®(t)o(x) + /dx’/dt’ w(t — )\ x —2")p(a’, t') + /dt’ Ot — t"YR(x,t'). (5.28)

Em particular, considerando o limite assintético de t — oo (s — 0) para ky(s)/(s + ks(s)) ~
k = const., a equagdo (5.28) pode ser simplificada a uma equagdo de difusdo fraciondria e, para
ky(s)/(s + ks(s)) ~ 1/s7, ela pode ser reduzida a equagio (43) da referéncia [94], em que um
comportamento ndo negativo para p(z, t) é exibido.

Do resultado anterior, é possivel obter, no espaco de Laplace, algumas quantidades de inte-
resse, como o desvio quadrético médio, isto é, A2(t) = ((z — (z))?), e a taxa de sobrevivéncia
S(t), a qual estd conectada as particulas méveis, isto é, as particulas p, presentes no bulk. O

calculo dessas quantidades foi feito por intermédio da fungdo caracteristica

g(k) = /dx ek p(x) = <eilm> ) (5.29)

Para calcular o desvio quadratico médio, reescreve-se a fungao caracteristica usando a exponen-

cial em termos de uma série,

S A - 5.30
de modo que
- r k2 a?
ﬁ(k,s):/dx <1+ika¢— 5 —|—---)ﬁ(x,s). (5.31)
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Derivando essa expressao duas vezes com relac@o a k e fazendo £ = 0, tem-se

5(k,5) [ o <
o T - /d.:c xp(x,s) = —AL(s), (5.32)
logo,
o (k)
Ax<8) = — W kzo. (533)

Vé-se, entdo, que basta calcular a derivada segunda da expressdo (5.12) e fazer k£ = 0 para
encontrar a expressao do desvio quadrdtico médio no espaco de Laplace. Para o caso em que
i = 2, obtém-se

2

A equagdo (5.34) indica que a distribui¢@o de particulas se espalha dependendo dos pardmetros
ky(s) e ks(s), desse modo, comportamentos diferentes podem ser encontrados. Essa caracte-
ristica pode ser verificada, por exemplo, nos casos assintéticos por leis de poténcia da forma
Fp(s) ~ kys™ e ky(s) ~ kps™ com 0 < my < m, < 1. E possivel analisar, considerando as
condicdes iniciais p; = 1 e, consequentemente, ['; = 0, dois casos: (i) para tempos curtos -

t — 0es — oo, que implica

— 2K
AZ ~ _ e t'Y’ 535

(i7) para tempos longos - t — oo e s — 0, que implica

-2 ZIC k}b 2
AL(s) ~ 2 [ =) #¢ 5.36
o~ v (i) (530
comé =y —2(n —ny).

E possivel encontrar um tempo critico ¢ que delimita esses dois regimes de comportamento

do desvio quadritico médio. Para encontrar esse tempo, igualam-se as expressoes (5.35) e

(5.36),
2
2K 7 = 2K (@) t8, (5.37)
['(1+7) ['(14+&) \ ks
de modo a obter o seguinte resultado:
o
(1 ko \ | 20 —
t, = (—+7> (_b> (1 77f)’ (5.38)
L(14¢&) \ky

que €, como dito, o tempo critico ou de intersecdo entre os dois regimes manifestados para o
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desvio quadratico médio. De forma geral, tem-se

2K

I gy b <<t
A2ty ~ 4 T L) ) (5.39)
L(1+¢&) \ky ’ ¢

Nota-se que o comportamento para ¢ >> t. pode ser subdifusivo (0 < v —2(n, —77) < 1),
superdifusivo (1 < v — 2(m, — 7)) ou estaciondrio (y = 2(m, — ny)). A tltima condic¢do
para £ implica que as particulas presentes no bulk e o processo cinético dado pela equacdo
(5.2) atinjam a situacdo de equilibrio. Para os casos caracterizados por taxas constantes, tem-se
o limite assintético governado pelo termo difusivo que depende de -y, como ilustrado na Fig.
(5.1).

’ ,
’ .
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103 ] 103 3 A2~ ¢1/2 3
102 102 - T
10t 10 f pi=1T; = O
+ £ 3
N 10° 100k —' .
1 -1 9 /0 oo
10~2 1072 o 0 —11
10-3 1073 Pre T
10—4 10—4E AT EPETTTT BT BT IR Ewe | .......:
1072 10-210"' 10° 10' 10® 10® 10* 1073 107210"' 10° 10' 10® 10%® 104
t t

Figura 5.1: Comportamento do desvio quadrdtico médio A2(t) versus ¢ considerando dois valores dis-
tintos para a condi¢do inicial e taxas constantes. Consideram-se v = 1 na Figura 5.1ae v = 1/2 na
Figura 5.1b. Por simplicidade, foi assumido que ky = 1,k =1e K, , = 1.

A condig¢do inicial do sistema também pode levar a um comportamento andémalo para tem-
pos curtos. No caso da Figura 5.1a, em que v = 1, para as condicdes iniciais p; = le['; =0, 0
desvio quadratico médio possui um comportamento linear com o tempo, mas, para um pequeno
intervalo de tempo, entre 107! e 10, esse desvio apresenta um comportamento ndo linear, ca-
racterizando um processo andmalo. O mesmo fato pode ser observado quando o sistema se
encontra inicialmente imobilizado, isto é, as condi¢des de contorno mudam para I'; = 1 e
p; = 0, produzindo uma dispersdo anémala das particulas para intervalos de tempo pequenos
(t << (1 +7)ks/(ks + kp)?) conforme as particulas s3o liberadas por meio de um processo
fisico ou quimico. Em particular, neste limite, o espalhamento das particulas do sistema é go-
vernado por A, (t) ~ 2kIC, ,t'T7/T(1 + v) e, como vy = 1, o desvio quadratico médio possui
um expoente igual a 2 no tempo, mas seu comportamento s6 caracteriza um processo andmalo
no intervalo de tempo aproximadamente igual ao caso anterior.

Na Figura 5.1b, em que v = 1/2, para as condigdes iniciais p; = 1 e I'; = 0, o desvio

quadratico médio possui uma dependéncia ndo linear com o tempo, mas a caracterizagao de um
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5.2. Resolvendo a equacdo fraciondria do tipo difusdo com termo de reacao

processo andmalo é observado apenas para um pequeno intervalo de tempo, entre 1072 e 10°.
No caso em que I'; = 1 e p; = 0, 0s mesmos comportamentos anteriores para tempos curtos e
o desvio quadrético médio sdo obtidos e, como nesse caso v = 1/2, o desvio quadratico médio
possui um expoente igual a 3/2 no tempo, mas o sistema s6 apresenta um comportamento
andmalo sob tais circunstincias para um pequeno intervalo de tempo.

Para o caso p # 2, ilustra-se o comportamento de 1/p?(x,t) como uma medida do espalha-
mento do sistema na Figura 5.2. Observa-se que, para a condi¢do inicial p; = 1 com I'; = 0,
0 comportamento para tempos curtos e longos € governado por 1/p?(z,t) ~ t*. Para o caso

p; = 0 com I'; = 1, somente o comportamento assintético é governado por 1/p%(z,t) ~ t2~.

A

—~' 30

1/ [t2/Hp*(, t

Figura 5.2: Comportamento de 1/ (t2/#p?(0,t)) versus ¢ considerando duas condigdes iniciais diferentes
e taxas constantes. Consideram-se, por simplicidade, vy = 1, ky = 1, k, =1e K, , = 1.

A taxa de sobrevivéncia S(t), segundo o contexto acima, reflete a quantidade de particulas
moveis presentes no bulk, ou seja, todas as particulas livres que nao foram aprisionadas por um
processo de sor¢ao. Usando a funcdo caracteristica, é possivel obter a taxa de sobrevivéncia no
espaco de Laplace. Se se fizer k£ = 0 em (5.29), tem-se

< [ k() 4 s+ ky(s)
S(e) = (pZ * s+ Eb(s)rl> s(s + ky(s) +kyp(s) 40)

A equagdo (5.40) depende do processo de reagdo no bulk e ndo mostra dependéncia no
termo difusivo desde que o sistema ndo seja limitado, isto €, confinado. A Figura 5.3 ilustra o
comportamento da equagdo (5.40) para diferentes k() e kf(t).

Nota-se que, dependendo da escolha das taxas kf(t) e k(¢), a taxa de sobrevivéncia pode
exibir comportamentos assintéticos diferentes, isto é, pode-se ter S(t) — 0, S(t) — const. ou
S(t) = 1/t° (0 < < 1) para t — oo.
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Figura 5.3: Comportamento de S(t) considerando diferentes k() e ky(t). As linhas vermelha (tra-
cejada), preta (s6lida) e verde (pontilhada) correspondem aos casos kf(s) ~ kps™, ky(s) = ke,
kp(s) = ky, kp(s) = kp, kg(s) = ky/s"f e ky(s) = ky respectivamente. Por simplicidade, consideram-
seky=1,n;= 1/2, p; =1,T; = 0 e k;, = 1 em unidades arbitrarias.

E possivel calcular valores assintdticos para a taxa de sobrevivéncia. Para as condicdes
iniciais p; = 1 e I'; = 0, analisam-se dois casos: (i) quando ky(s) ~ kys™ e k(s) ~ ks com
0 <m < ny <1, obtém-se

k k
S(t) ~ k_btanz,lJra (——bta> ) (5.41)

S(t) ~ E, (——ta) . (5.42)

Do valor assint6tico mostrado pelas equagdes (5.41) e (5.42), é possivel observar duas situ-
agOes: as particulas sdo sorvidas e depois dessorvidas (equacdo (5.41) com S(t) — const. para
t — o0) ou as particulas sdo adsorvidas e, consequentemente, imobilizadas (equagdo (5.42),
com S(t) — 0 parat — 00).

Ao efetuar as transformadas inversa de Fourier e de Laplace na equagdo (5.13), pode-se

escrever a “funcao de Green” da seguinte forma:

= 1 1
= — . 4
s+ Ko stk
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Usando a expansao em série

1 (o]
= Z%x” (5.44)
escreve-se o o
G(k,s) = ! T R 1) . (5.45)

s+ Ky st k|H (s + leisl—7|lf|M)"Jrl

n=1
O primeiro termo da equagao (5.45) corresponde a “fun¢do de Green” da equacgado de difusdo
fraciondria (3.56) na auséncia do termo de reacdo. O segundo termo € a contribuicao do termo
de rea¢do ou de espalhamento do sistema.

Primeiramente, calcula-se a transformada de Laplace, isto &,

Glk,t) = &7 { ! } + i(—msl { ()" -z} . (5.46)

it ;
s+ Ky ust k| (s+ IC%#SI_7|/{J|“)TL+1

n=1

Para calcular o primeiro termo, reescreve-se a expressao da seguinte forma:

1 s771
et A D S — 5.47
{swcwsl—wmw } { K } G470

Em seguida, usando a propriedade (2.190), que envolve a transformada de Laplace de uma

funcdo de Mittag-Leffler,

a—@3
sl{ i ;z} — 2(B-DE,, 4(4£2%), (5.48)
Sa :Fé ’B( g )
tem-se que
1
gt it =B, (=K, .|kt . 5.49

Para fazer a transformada do segundo termo, primeiramente ele € reescrito como

_ T(s)" IR (571"
[ s =87 (T(s))” : 5.50
{ (s + IC%;LSI_”MM)?IH 7 t} {( *) (s7 + K%u|k|“)n+l M ( :

depois, aplica-se o teorema da convolu¢do, de modo que

—1 T(S)n . . / / Y /
g {( )n+1,t}_/th(t F)E (), (5.51)

s+ K, st k|H J

com

—1\n+1
Flk,t) = ¢! () it (5.52)
(57 + Icv,u|k|“)n+

A(t) = &7 {(T ()"t} (5.53)
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Para calcular F'(k,t), basta usar a propriedade (2.188), dada por

_ klso=F ot e o
£ L {W,Z} =z k+8 1E(§?ﬁ(:t§z ), (554)

de maneira que se obtém

"o
F(k,t) = mEg7gl_7)n+1 (=K 27 . (5.55)

Usando a relagao [97],

d —k, 1
T Eas (2) = Eﬁj)ﬁ (2) = Hy} [—z ( ) } , (5.56)

(0,1), (1 = (ak + B), )

a funcdo F'(k,t) pode ser reescrita como

tn

—-n, 1
S .57

(07 1)7 <_n7 PY)

A fungdo A(t) pode ser calculada usando vdrias vezes o teorema da convolugdo, isto €,

A(t) =27 {(T(s))"st}

n vezes
A\

(s) - T(s) - T(s);t

=l

=g

t (n—1) vezes
N

dt, T(t— )8 T(s) - T(s) - T(s);tn

[e=]

" tn (anLvezes (5 58)

dt, Y(t —t,) /dtn_1 T(t, —th 1)L T(s) Y (s) - -T(sf; tno1

[e=]

t tn to

- /dtnT(t —t,) /dtn_lT(tn —tpq) /dtlT(tg —t1)Y(t1).

Substituindo (5.49) e (5.57) em (5.46) e sabendo que A(t) é dada pela expressdo (5.58), pode-se
escrever a “funcao de Green” como

G(k,t) =E, (=K, .t"|k|") (5.59)
/ ( n, 1

((; 1), z—n, v)}

oo

(_1)n / / Nomyrll ’
E —  [dt’ A(t —t"t""Hy t kM
+n:1 1—\(1 +n) ( ) 1,2 ’C%M | |

0
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5.2. Resolvendo a equacdo fraciondria do tipo difusdo com termo de reacao

ou, ainda, reescrever a funcdo de Mittag-Leffler em termos da funcdo H de Fox, de forma que

se obtenha
5 — 1,1 Y I (07 1)
g(k,t) H1,2 [/C%ut ]k] (071)7 (077) (5.60)
t
. (_1)17, / / I\ ! 1,1 |: i (_n> 1) :|
—~  [dt' A(t —t"t""Hy5 | IC, 7 |k|* .
+nz::1 T(1+n) J ( ) 12 [Mvm || (0’ 1), (—n,7)

A fungdo Y (t) que aparece em (5.58) é dada pela transformada inversa de Laplace da expressido

(5.14), a qual pode ser calculada para taxas k¢(t) e kp(t) genéricas da seguinte forma:

k(s —(1 ) %bﬁ) it
e (F ()i t) + 2—1)%—1 {ms) (E’f))n;t} |

A transformada do primeiro termo é trivial e é dada pela taxa k((t). Para efetuar a transformada

(5.61)

do segundo termo, pode-se usar o teorema da convolugdo vdrias vezes da seguinte forma:

n vezes
A\

t

gt {Ef(S) (kb(s)>n;t} = /dt’ kp(t —t)g7! Ebis) fuls) ---Ebis);t' . (5.62)

S S
0

Se se definir

¢! {kb(s);t} - /dt’ k(1)) = I, (1), (5.63)
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t/
dt' kp(t —t') [dt, I, (' —t,)

0

(n— 1) vezes

8
—N—
Bl
~
=
Y
>
o
(VAR PPN
[V
S~—
N——
3
-
——
o\

-~

Eb(s) ) Eb(

S

t/

t
—/dt/kf(t—t’) dt, I, (t' — /dtn 1 Ly (t — 1)
0 0

(n—2) vezes
-

k:b(s) ) Eb(s) o Eb<8)

;tn—l

/ tn

t t
_ /dt’k (t— ) [dt, Lo —t.) /dtn_l T, (b — 1)
0

0
tn—1 to

X /dtn o Iiy (tn—1 — tno )"'/dh Iy, (to — t1) I, (11),
0

0
(5.64)

de modo que

t 00 t’
T(t):kf(t)—i-/dt’k (t—t)) (-1 /dtn Lo, (' — t,)
0 0

n=1

(5.65)

tn to

X /dtn—l ]k;,(tn—l — tn_g) s /dtl Ikb(tg — tl)Ikzb(tl) .
0 0

Para fazer a transformada inversa de Fourier, a primeira coisa que se observa é que a “funcao
de Green” (5.61) € par em k. Tendo conhecimento dessa propriedade, aplica-se a transformada

inversa de Fourier cosseno de forma que

8

G(z,t) = [dk cos(kz) Hy, [/cwmkw (5.66)

(0,1) }
(0.1),(0,)

o

t (o]

( 1)n / / IAYY; / 1,1 / n
+ E = At —tHt™ Hy T E|H
. T+ dt’ At —t')t" [ dk cos(kx) Hyy | Ky .t K] (0
n= 0

0
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Para calcular as integrais em k, usa-se a propriedade (2.194), isto &,

(apv Ap) n+1,m (]. — bq7 Bq)7 (171)
(bq,Bq)] qu+1p+2 {/{ (17 1,01 — ap,Ai,), (17%) ] ) (5.67)

o0

/dz cos(kz) H%" [z

0

Mas, para usar essa propriedade, primeiro faz-se uma mudanga de varidveis do tipo & =

IC, .t | k|* e usa-se a relagdo (2.124) dada por

(ar, A, ) kg [

m,n (ap?kAP)
H {z o } (5.68)

(bq7 kBQ)

Lembrando que a transformada de Fourier de uma fungdo par resulta em uma fungdo transfor-

mada também par, o resultado final pode ser escrito da seguinte forma:

1 vy 1
1 |ZL” 1a_ ) 1a_ ) 1a§
—HZ} a K (5.69)

G(z,t) = ——
AT (AT
7 2
1 1
oo ‘x| <]-7 _) ) (]- + n, 1) ) (17 5)
dt/A /n+lH21 % M
M:c!F 1 +n) 0/ (K 1) (1,1), (1 +n, 1) , (1, %)
1

Em posse da “fun¢do de Green”, pode-se fazer as transformadas inversas de Laplace e Fou-

rier da distribuicdo 5(k, s). Fazendo primeiramente a de Laplace, obtém-se

t

Bk t) = p(R)G(k, 1) + T(k) /dt’ ()G (e, t — ), (5.70)

0

sendo que no segundo termo é usado o teorema da convolugéo e a fungéo I1(t) é dada por

TI(t) = ¢! {%t} (5.71)

Para calcular essa transformada, reescreve-se a fung¢ao da seguinte forma:

o ) Fe(s) 1 :
I(t) = £ . (HEbis))’t (5.72)
RS (B ()

A transformada do primeiro termo foi definida na expressao (5.63), de maneira que, para calcu-
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5.2. Resolvendo a equacdo fraciondria do tipo difusdo com termo de reacao

lar o segundo termo, basta fazer sucessivas convolugdes:

n vezes

t —
ko(s)  ko(s)
11(t) = I, (t) Z /dt I, (t — )& 2y
(n—1) vezes
0o t t/ /—E —E ( )
=TI, (t) + > _(-1)" /dt’ I, (t — ') /dtn L, (' — ) 27" o(s)  Fals "
n=1 0 9 S S

t tn

t
- [kb Z /dt/ Ikb (t - t/> dtn [k’b (t/ - tn) /dtn—l Ikb (tn - tn—l)
0

0

=]

tn—1 to

X /dth Ikb(tnfl — tn,Q) s /dtl [kb(tg — tl)[kb(tl)-

0 0
(5.73)
Finalmente, fazendo a transformada de Fourier da expressao (5.70), obtém-se
[e%s) t o)
p(2,1) = / da’ p(a,0)G(x — 7', 1) + / ' / do' T(2/, ()G (x — 2t —t).  (5.74)
—00 0 —00

Como dito, a distribui¢ao é dada em termos da “funcdo de Green”, a qual é representada pela
expressao (5.70). Na Figura 5.4, é possivel observar alguns comportamentos para a dispersao

das particulas no sistema, regidas pela equacdo (5.74), quando o termo de reagdo € considerado.

10°E

10~

10-5L I I ] 10-4 [ I I
—-1.0 0.0 1.0 —1.0 0.0 1.0
xXr X

Figura 5.4: Comportamento de p(x, t) considerando diferentes condigdes iniciais. Figura 5.4a ilustra o
caso . = 2 e Figura 5.4b o caso 1 = 3/2. Por simplicidade, consideram-se ky = 1,k = 1,y =1e
K, = 1 em unidades arbitrérias.

Percebe-se uma diferenca de comportamento quando o sistema € submetido a diferentes

condicoes iniciais. Quanto maior o numero de particulas livres, dadas por p;, maior parece
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5.2. Resolvendo a equacdo fraciondria do tipo difusdo com termo de reacao

ser a dispersdo dessas particulas no sistema. Nota-se que a dispersao para as condi¢des inciais
p; = 0el; = 1tem um aspecto pontiagudo em z = 0, fazendo seu cardter ndo ser mais de uma
distribuicdo Gaussiana. Isso mostra que, mesmo para a Figura 5.4a em que p = 2, o sistema
apresenta um comportamento de difusdo andmala para essas condi¢cdes. Além disso, para o caso
em que i = 3/2, a distribui¢do ja possui um aspecto de uma distribui¢cao de cauda longa. Isso
caracteriza um comportamento andmalo para o sistema. Quando o comportamento da Figura
5.4b € comparado com o da Figura 5.4a, pode-se dizer que essa diferenca nas dispersodes, devido
aos valores diferente atribuidos a p, se dd pelo fato de as particulas possuirem distribui¢des
diferentes que regem seus passos no sistema. As particulas do sistema nas Figs. (5.4a) e (5.4b)
sdo regidas por uma distribui¢do de passos curtos e de saltos longos respectivamente.

Uma outra andlise foi feita para a distribui¢do de particulas no sistema quando diferentes

taxas sdo consideradas. A Figura 5.5 mostra o comportamento de p(z, t) para diferentes fungdes
k?f(t) € k)b(t).

OO 1 1 1
-3-2-10 1 2 3

i

Figura 5.5: Comportamento de p(z,t) versus « considerando diferentes k¢ (t) e ky(t). As linhas preta,
vermelha e verde correspondem a ky(t) = ke~ com ky(t) = kye™, kf(t) = k) com ky(t) = kye ™" e
kf(t) = ks com ky(t) = k;, respectivamente. Por simplicidade, consideram-se k& = 5, k = 1/2,y =1,
p=11,t=1/2e K, , = 2 em unidades arbitrarias.

Foram feitas anélises para diferentes taxas, tentando conciliar taxas constantes e exponenci-
ais, estas foram consideradas pelo fato de varias situacdes possuirem decaimentos ou relaxacdes
desse tipo [98].
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5.3 Sobre os resultados

Nesse capitulo, investigou-se a equacdo de difusdo fraciondria (5.1) na presenca de um
termo de reagdo ['(x, t), o qual é dado por meio de uma equagio cinética (5.2), possuindo taxas
k¢(t) e ky(t) responsdveis por processos que aumentam as concentragdes de ['(x, t) e p(x, t) res-
pectivamente. Verificou-se que os processos relacionados a essas taxas podem ser de adsorg¢do,
de dessor¢do e de absor¢do de natureza fisica ou quimica. Obteve-se a solu¢do para a equagdo
(5.1) com taxas k¢(t) e ky(t) arbitrdrias e investigou-se como essas quantidades influenciam
na difusdo do sistema. Observou-se que a taxa de sobrevivéncia tem uma grande influéncia
dependendo da escolha das taxas de sor¢do e dessorcao, pois diversos comportamentos foram
observados, Figura 5.3, como: (i) as particulas sdo adsorvidas e dessorvidas novamente para o
sistema (curva vermelha tracejada); (i) as particulas sdo absorvidas até o sistema saturar o nu-
mero de particulas que pode absorver, fazendo que o processo entre em um regime estacionario
(curva preta solida); (iii) as particulas comegam a ser absorvidas sem limite de saturacdo, atin-
gindo um limite assintético S(t) ~ 1/t'/2. Notou-se, também, como k(t) e k,(t) influenciam
na dispersdo das particulas do sistema, Figura 5.5, em que as escolhas dessas taxas foram feitas
como exponenciais, pois diversos sistemas apresentam decaimentos e relaxag¢des desse tipo.

Para investigar se o sistema apresentava algum tipo de comportamento de difusdo anémala,
estudou-se o comportamento do desvio quadratico médio para diferentes valores do coeficiente
~ da derivada fracionéria no tempo e, também, diferentes condi¢des iniciais. Constatou-se, Fi-
gura 5.1, que, para todos os casos analisados, o sistema apresenta um comportamento andmalo,
mesmo quando A2 ~ ¢. Qutra caracteristica que pode ser percebida nessa andlise é que, de-
pendendo da condi¢ao inicial para tempos curtos, o sistema pode exibir uma difusdo andmala,
mesmo para ['(x, ) regido por uma equacao cinética usual, isto &, k(t) o< d(t) e ky(t) o< (t);
e, para tempos longos, pode ser dominado por um regime imposto por um termo difusivo. Um
estado estaciondrio pode ser manifestado dependendo da escolha de k() e k;(t), como mostra
a equacdo (5.39). Esses pontos implicam uma consequéncia direta na taxa de sobrevivéncia,
refletindo a quantidade de particulas méveis presentes no bulk.

Ainda analisando como o sistema se comporta quando suas condic¢des iniciais sdo diferentes,
investigou-se a dispersao das particulas para dois valores de y, associado a derivada fraciondria
espacial. Notou-se que a dispersdo apresenta um comportamento ndo Gaussiano para a condi¢ao
inicial p; = 0 e I'; = 1, em que todas as particulas estdo aprisionadas em ¢ = 0 mesmo quando
i = 2. Outra caracteristica observada foi a comparacao entre as distribuicdes para os diferentes
valores de p. Para p = 3/2, a dispersdo possui um comportamento do tipo cauda longa, o
que mostra que os passos das particulas seguem uma distribuicio andmala, ou seja, enfatiza o

comportamento nao usual do sistema.
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CAPITULO 6

IMPEDANCIA ELETRICA EM
CELULAS ELETROLITICAS

técnica de Espectroscopia de Impedancia Elétrica (EIE) € usada para caracterizar ma-

teriais do ponto de vista elétrico. Dentre esses materiais tem-se, mais comumente, a

andlise de liquidos. Tal medida pode ajudar na caracterizacdo e andlise de materiais,
como Oleos vegetais. No caso de tais materiais, os resultados obtidos a partir dessa técnica po-
dem ser utilizados para fazer comparagdes com dados de outros métodos experimentais, a fim
de observar caracteristicas pertinentes aos 6leos, por exemplo, como diferentes processos de
extracdo podem influenciar no produto final [99]. Para que a medida de interesse seja realizada,
um porta amostras € preenchido com o material que pretende ser estudado (o que torna o sis-
tema em uma célula eletrolitica) e € conectado a uma ponte de impedancia. Esse equipamento
aplica uma tensdo alternada, submetendo a célula eletrolitica a uma diferenga de potencial, o
que faz a impedancia Z do sistema ser aferida em fun¢do da frequéncia de oscilagdo dessa ten-
sd@o. O nome espectroscopia de impedancia elétrica € atribuido a técnica, pois, como visto, o
experimento afere a impedancia elétrica do sistema em um intervalo de frequéncia, referente ao
sinal alternado emitido.

Em geral, a maioria dos sistemas reais respondem de maneira ndo linear a perturbagao apli-
cada. Porém, se a diferenca de potencial aplicada possui uma amplitude V,, menor do que a
voltagem térmica, Vi = kT'/e, proxima de 25 mV a 25°C, é possivel mostrar que as equacdes
diferenciais basicas que governam a resposta do sistema se tornam lineares com excelente apro-
ximacdo. Nesse limite, o deslocamento dos fons na célula eletrolitica gera uma corrente com
uma mesma frequéncia de oscilacdo que a da voltagem aplicada. Na maioria dos casos, essa
corrente depende da resisténcia Ohmica dos eletrdodos e do eletrélito [100].

Os dados experimentais obtidos por meio desse método podem ser apresentados em termos
de diversas vardveis, de acordo com o interesse de cada pesquisador. Por exemplo, essa técnica
detecta parAmetros como a parte real e imagindria da impedéncia elétrica, Re[Z] e Im[Z], o

valor absoluto de Z, isto é, |Z]?, o angulo de fase entre Re[Z] e Im[Z], entre outros, sendo a
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parte real e imagindria da impedancia a de maior interesse para os pesquisadores em geral.

Existem diversos modelos tedricos para se fazer a andlise dos dados experimentais desse tipo
de sistema, como: o modelo PNP (Poisson-Nernst-Planck), o PNPA (Poisson-Nernst-Planck
Andmalo) [101], o de circuitos equivalentes [100], entre outros.

Algumas vertentes analisam esses sistemas sob a dptica de difusdo de fons para explicar o
comportamento da impedancia elétrica, vertente que serd adotada também no desenvolvimento
deste capitulo.

O estudo da difusdo de ions € de extrema importancia, pois tem aplicabilidade em diversas
areas, como no ambito industrial, no estudo de células de combustivel [102], em supercapaci-
tores eletroquimicos [103], em baterias [104] etc. Tem-se, também, uma variedade de estudos
dentro da eletroquimica sobre forgas elétricas em eletrélitos [105], em nanoestruturas porosas
em Oxidos anoddicos [106], em transporte de eletrodos [107, 108], em reacdes quimicas [109],
dentre outros. Assuntos interessantes envolvendo transporte i0nico também podem ser encon-
trados na biologia, como em sistemas que estudam o movimento dirigido de proteinas [110],
na propaga¢do de um impulso nervoso [111] e na aplicagdo de fairmacos e diagndsticos médi-
cos [112].

Neste capitulo, o sistema com o qual se depara consiste de uma célula eletrolitica com
formato cilindrico, Figs. (6.1) e (6.2). A finalidade do sistema ¢é realizar medidas de impe-
dancia elétrica (IE). Interessa-se saber como analisar os dados obtidos experimentalmente de
uma forma analitica, isto €, como sugerir um modelo tedrico que considere as caracteristicas
do sistema, tal como os processos fisicos que estdo presentes ao longo de todo experimento, de
maneira que um tratamento analitico adequado possa ser feito. Inicialmente, o sistema se en-
contra em equilibrio termodindmico com uma substincia entre as placas do eletrodo, de modo
que este se encontra local e globalmente neutro com uma densidade N; de fons. A medida de
IE € feita utilizando uma ponte de impedancia que gera um sinal alternado. Durante o processo
de medida, o sistema € sujeito a uma diferenca de potencial senoidalmente alternada, fazendo
que a resposta elétrica da célula eletrolitica seja medida em um intervalo de frequéncia. Quando
o sistema sofre essa perturbacao elétrica, ele perde sua neutralidade local, isto é, a densidade de
ions negativos, n_, se torna diferente da densidade de {ons positivos, ... Nas se¢des seguin-
tes, o sistema considerado possui algumas particularidades e ele serd analisado para obter uma

expressao para a impedancia elétrica.

6.1 Primeiro caso: eletrodos perfeitamente bloqueantes

Sera tratado aqui o problema de encontrar a impedancia de uma célula eletrolitica quando
seus eletrodos sdo considerados perfeitamente bloqueantes, ou seja, quando ndo existe nenhum
efeito fisico-quimico, adsor¢@o ou dessor¢do, ocorrendo nas superficies de maneira que o fluxo
de corrente seja nulo.

A célula eletrolitica utilizada com o objetivo de medir a impedancia elétrica para a andlise
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Figura 6.1: Ilustracdo de uma célula Figura 6.2: Ilustracdo do corte transversal de
eletrolitica. uma célula eletrolitica.

que aqui se propde possui um formato cilindrico, como pode ser visto na Fig. (6.1). E impor-
tante salientar a geometria do dispositivo utilizado, uma vez que todo tratamento tedrico sera
feito com base nisso. Dessa maneira, as equagdes de partida para tratar o problema serdo escri-

tas em coordenadas cilindricas.

e Densidade de corrente total do sistema,

D
Ji(,O,Z,t) = _Dﬂ:vn:t(pvz7t) + Iq(B;

ns(p, 2, )VV(p, 2,t). (6.1)

Como se supde que o sistema seja globalmente neutro, cargas positivas e negativas sao encon-
tradas imersas no meio aquoso entre as placas. Dessa forma, tem-se que considerar um par de
equacdes para a densidade de corrente total: uma que envolve o deslocamento total dos fons po-
sitivos 4 e uma outra que abrange os fons negativos n_, além do fato de o sistema estar sujeito
a uma perturbacao externa de origem elétrica. Para isso, parte-se da equacdo de continuidade
(1.31), que contempla um termo de arraste que surge devido a uma forca externa de magnitude
pequena. O sistema estd sujeito a uma forca externa que advém do potencial elétrico aplicado,
istoé, F = —VU,com U = +gn.V, sendo +q a carga positiva atribuida a uma unica particula,
—q a carga negativa atribuida a uma tnica particula, ny a densidade de fons positivos para o
sinal (+) e a densidade de fons negativos para o sinal (-) e V' o potencial elétrico aplicado entre
as placas do eletrodo. Nessa equacio, € considerado que os fons tenham mobilidades diferentes,
isto é, os fons positivos possuem uma difusividade D e os ions negativos, D_. Considerando

esses fatos, pode-se escrever a expressao (6.1).

e A equacdo de continuidade,

ony(p, z,t)

Tendo em vista que se trata aqui de um sistema isolado, o niimero de particulas confinadas entre
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6.1. Primeiro caso: eletrodos perfeitamente bloqueantes

as placas do eletrodo permanece o mesmo para qualquer tempo, isto é, nenhuma particula que
se encontra no interior do sistema escapa e nenhuma particula externa consegue adentrar no
eletrodo. A equagdo de continuidade possui essas caracteristicas especificas e o fato de essa
conservacdo implicar 6 = 0, em (1.15). No equilibrio, isto €, antes de o sistema estar sujeito a
diferenca de potencial, ele se encontra local e globalmente neutro, de modo que n,. = n_ = Nj.

A conservacdo do numero de particulas implica que

[ onev= [ nav =y (6.3)
Volume Volume
e Equacio de Poisson,
V2V (p, 2,t) = — L [ny(p, 2,t) — n_(p, 2, 1)] . (6.4)

€
Quando a diferenca de potencial € aplicada no sistema, apenas uma quantidade muito pequena
de fons, dn., comega a se mover. Desse modo, pode-se considerar ny = dni + Ny, em que

Ny > dny. Outra consideragio feita é a de que as difusividades dos fons sdo iguais, isto €,
D, = D_ = D. Se se substituir essas condi¢des em (6.1), (6.2) e (6.4), tém-se

D
3 (p,2,t) = =DVon, (p, 2, 1) — ——VV(p, 2,1), (6.5)
2q)0§
eD
J_(p,z,t) = =DVon_(p,z,t) + -—5VV(p, z,1), (6.6)
2q7§
o) t
M:_v.JJr(p’z’t)’ (6.7)
ot
Donp2l) G5 (pat) 6.8)
ot
e
V2V (p, 2,t) = —%\I/_(p, 2, 1), (6.9)
em que Ay é o comprimento de Debye, dado por
KgT
A= B 6.10
0 2N0q27 ( )
e
U_(p,z,t) =0ny(p,z,t) —dn_(p, z,1t) (6.11)

¢ a diferenca de fons que estdo em movimento. Aplicando o divergente em (6.5) e (6.6) e
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6.2. Solugdes da equacio de Poisson

substituindo os resultados obtidos respectivamente em (6.7) e (6.8), obtém-se

aén-‘-(loazvt) - D |:a26n+(p7zat) 12 (p85n+(p,2,t>>:|

ot 02?2 pOp dp
6.12
D [BVipnt) 10 ( V(a0 (12
Y 022 pOp op
e
Oon_(p2ut) _ ) [Pon_(p.zt) 10 ( dbn_(p.z)
ot 0722 pOp ap 6.13)
D [0*V(p.zt) 10 ( 0Vipzt) '
29\ 022 pOp P dp '
Subtraindo (6.6) de (6.5) e (6.13) de (6.12), tém-se
eD
J+(p,Z,t) - J—(pvzvt) = _DV\P—(PaZat) - va(pa th) (614)
0
e
2
OV-_(p2,t) _ ) [8°0-(p2t) 10 pa‘lt(p,z,t)
ot 0722 pOp ot 6.15)
D [8VIpzt) 10 ( OV(p =t '
qN\: 022 pOp Y '

As derivadas do operador Laplaciano (V?) na coordenada angular ¢ foram desconsideradas
devido a simetria angular do problema. Assim, de (6.9), pode-se escrever
PVip,z,t) 19 [ IV(p,z,t) q
— Lt | p——= | = —2V_ t). 6.16
A ultima equacdo apresentada € a equacdo de Poisson que engloba a carga total dos fons
que entram em movimento quando a diferenca de potencial V' € aplicada no sistema. Pode-se,
ainda, escrever uma equagdo para V(p, z, t) substituindo (6.16) em (6.15), de maneira que se
obtenha

OV_(pzt) [, [8V_(pzt) 10 (paq’—(p,z,t)

- ot

D
V- : 1
ot 022 0 9p )] (p,2,t).  (6.17)

A5

A seguir, algumas suposicdes serdo feitas e as equacdes (6.16) e (6.17) serdo resolvidas.

6.2 Solucoes da equacao de Poisson

E de extrema importancia para a continuidade do procedimento teérico adotado que a equa-

cdo de Poisson (6.16) seja resolvida adequadamente. Para tanto, algumas consideragdes sobre
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6.2. Solugdes da equacio de Poisson

o sistema serdo feitas a seguir.

O sistema fisico analisado tem como principais caracteristicas neste caso uma diferenca de
potencial senoidal, V' (p, z, t), com amplitude Vj e frequéncia f = w/27 aplicada nas extremi-
dades do eletrodo (placas superior e inferior), de maneira que isso gere um campo elétrico entre
suas placas. Essa perturbacdo externa faz o sistema deixar de ser localmente neutro, mas man-
tendo sua caracteristica global intacta. Como essa diferenga de potencial € aplicada somente
nas placas, considera-se que ndo existe nenhuma linha de campo fora da regidao 0 < p < r, pois
a distancia entre as placas € pequena, de maneira que uma possivel distor¢ao no campo elétrico
¢ desconsiderada. Devido ao fato de as placas do eletrodo serem bloqueantes, nenhum tipo de
fendmeno fisico ou quimico ocorre, incluindo o fato de nao existir qualquer tipo de densidade
de corrente, J(p, z,t), em qualquer uma das placas. O sistema em si é algo que se assemelha
muito a um capacitor de placas paralelas.

Essas condi¢des de contorno serdo utilizadas no desenvolvimento matematico do problema

e elas podem ser escritas na forma de equagdes da seguinte forma:

Vo .
+ Yt oo 0<p<m,

Vip,z =+d/2,t) =4 2 (6.18)
0 se r<p<R,
aV(p,z,t) —0 (6.19)
dp =R
e
Ji(p<r,z==xd/2,t)-N =0. (6.20)

O sinal emitido pela ponte de impedancia, ou seja, a diferenca de potencial aplicada na
célula eletrolitica € de natureza alternada com uma amplitude baixa. Dessa maneira, V' (p, 2, t)
pode ser escrito como o produto de duas funcdes, uma dependente somente das coordenadas

espaciais e outra oscilatéria dependente do tempo. Assim, tem-se
Vp, z,t) = V(p, 2)e™". (6.21)

Como essa diferencga de potencial € aplicada diretamente na célula eletrolitica, as particulas
imersas no meio aquoso entre os eletrodos estdo sujeitas a mesma variagdo de sinal alternado

no tempo, de maneira que se escreve

U_(p,z,t) =1¢_(p,z)e™". (6.22)
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6.2. Solugdes da equacio de Poisson

Inserindo as equacdes (6.22) e (6.21) nas equacdes (6.15) e (6.16), t€ém-se

D {a%_w) L1909 (p%—(ﬂ%))} N

922 P 9
o pOp P (6.23)
€D [0V(p,z) 10 [ IV(p,2)\] _ iwio_(p, )
Y 022 pOp P op - WP
) PV(p.z) 10 [ 9V(p.2)
2% p, 2 q
—_— 4+ - =—=1_ : 6.24
ald pap( v ) L (p.2) (6.24)
Substituindo a equagdo (6.24) em 6.23, obtém-se
a2¢*(p7 Z) 10 a‘ﬂ(f% Z) 2
i S s Ut R I N = 6.25
022 + »0p (p ap ) aZy_(p,2) ; (6.25)
com o> = 1/X\2 +iw/D.
Escrevendo
v_(p, z) = R(p)y(2), (6.26)
tem-se que (6.25) pode ser separada nas seguintes equacoes:
1 d? 9 9
- — = 6.27
) el = (627)
© 1 d d
———— |p—R p} = —K? (6.28)
pR(p) dp { dp (v)
ou, de maneira mais simplificada,
) -1z =0 629)
g2 wyz) =Y, .
em que 12 = o? + k2 e a equacdo da parte radial se escreve como
2d—21~2( )+ iR( )+ p*k*R(p) =0 (6.30)
PdpQPPdpPP p)="V. .
A solucdo de (6.29) € dada por
v(2) = Aet* + Be #*, (6.31)

com A e B constantes. A solucdo de (6.30) ¢ dada pelas fungdes de Bessel com v = 0 (ver
Apéndice B). Assim,
R(p) = CJo(kp) + ENo(kp), (6.32)

em que Jo(kp) é a fungdo de Bessel, Ny(kp) é a de Neumann ou Bessel de segunda ordem e C'
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6.2. Solugdes da equacio de Poisson

e E sdo constantes. Logo, 1_(p, z) é escrito como
V_(p,z) = (Ae"* + Be %) (CJo(kp) + ENo(kp)) - (6.33)

Desse modo, a solucdo geral da equagdo (6.26) € dada pela combinagao linear da equacdo (6.33),

considerando todos os valores possiveis de . Portanto,

= Z -, (p, 2) = Z (Ane* + Be %) (CpJo(knp) + EnNo(knp)), (6.34)
= n=0

cujo coeficiente ¢, foi absorvido pelas outras constantes.
Como a solucdo deve ser finita para qualquer valor de p e z, a constante [, deve ser igual
a zero, pois a funcdo de Neumann diverge na origem, isto é, Ny(x,p) — —oo quando p — 0.

Portanto, a solucao € escrita como
2) = (Ane"* + Bue %) Jo(knp) Z% )Jo(Knp), (6.35)
n=0

em que a constante C,, foi absorvida nas constantes A,, e B, e v,(z) = A,e* + Bpe #"*. Se

a parte espacial do potencial V(p, z) for escrita como

o0

= vn(2)Jo(Knp), (6.36)

n=0

e for substituida em (6.24) juntamente com (6.35), obtém-se

5 & 10 o0& g
@ Vn(z)JO(/{np) + _a_p pa_p E Vn(Z>JO(’fnp) - _E E fYn(Z)JO(/{np> (637)
= n=0 n=0

[dzgzgd * %(Z)} +
i {JO Ko )d22n<2) o )ld% (deo((i/;np)) y )JO(Knp)} ; (6.38)
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6.2. Solugdes da equacio de Poisson

Usando a condi¢@o de contorno dada por (6.19), tem-se que

OV (p, z,1) 0 — ot
—_— = — Un(2)Jo(Enp)e™ =0
8,0 R ap ; ( ) 0( p) -
= Zyn ZWt&JO—W — O

9 | _p

= — Z Kntn(2)J1(KnR)e™" = 0,

(6.39)

o que implica o fato de k,, ser dado pelos zeros da fun¢do de Bessel J,(k,p) com v = 1 e

p = R. Como o primeiro zero de J;(x,R) é exatamente na origem, tem-se que sy = 0. Dessa

forma, € possivel, a partir de (6.38), escrever

[di’;zg : Z ] +Z {d%n vn(2) + q%( )| Jo(knp) = 0.

Se se usar a condi¢ao de ortogonalidade das funcdes de Bessel, obtém-se

R RQ , ) N
Fiossstsn = | 7 UHORI - GRE) 0 =i

0 0 se Ky 7 Kn,
mas, como J; (k,R) = 0, tem-se

i B (s
— | Jo(Kp, S€ Ky = Kn,
Jdo pIonp)nnp) = {2

5 0 s€ Ky 7 Kn,

e, a partir da equagdo (6.40), obtém-se um conjunto de n equacdes em que:

eparan = 0,

d*vy(2) ¢
1 —0:
iz e%(z) ’
eparan > 1,
d?v,,
cylz§Z) — K2u,(2) + %%(z) =0.
As solugdes sdo dadas, respectivamente, por

Vo(Z) = ——2’}/0(2) + C’lz + 02
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6.3. O potencial da célula eletrolitica

é%(z). (6.45)

Un(2) = C3e™* + Cre™ "% —

Uma das caracteristicas desse sistema é que o potencial aplicado no eletrodo seja impar, isto €,

vo(z) = —1p(—2), 0 que implica By = —Ag e Cy = 0. A partir disso, pode-se escrever
Y0(z) = 2Ap sinh(a_z), (6.46)

pois iy = «_, de maneira que v(z) seja escrito como

v(z) = —2Aoi2 sinh(a_z) + C 2. (6.47)
e’

A mesma condi¢@o se aplica a v,(z), isto é, v,(z) = —v,(—2), de modo que C;, = —Cj5 e

B, = —A,,. Reescrevendo 7, (z) e utilizando as rela¢des anteriores, tem-se
Yn(2) = 24, sinh(p,2) (6.48)

e v, (z) dado por
vn(z) = 2C5 sinh(k,2) — %214” sinh(p,2). (6.49)
ex

A partir desse ponto, aplicam-se as condi¢des de contorno restantes a fim de determinar as
constantes Ag, A,,, C; e C3, para que as fungdes fiquem determinadas e uma expressao final

para o potencial V' (p, z, t) seja escrita.

6.3 O potencial da célula eletrolitica

Tendo descrito o sistema e escrevendo as condi¢des as quais ele estd submetido, interessa
agora calcular as propriedades elétricas relacionadas a impedancia do sistema. Para tanto, es-
sas condi¢des sdo traduzidas para uma linguagem matemadtica. Recapitulando, o sistema estd

sujeito, entdo, as seguintes condi¢des:

Vi
+ -9t ge <p<m,
Vip,z ==%d/2,t) = 2

0 se T<p<R,

Ji(p<r,z==4d/2,t)-N=0

IV (p,z,t) _
Op =R
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6.3. O potencial da célula eletrolitica

A condi¢ao de contorno (6.18) pode ser reescrita sem sua dependéncia temporal da seguinte
forma:

%
+-0 ge 0<p<m,

V(p,z = +d/2) = 2 (6.50)
0 se r<p<R.

Usando (6.5) e (6.6) e a condi¢@o de contorno (6.20) com z = d/2, pode-se escrever
Ji(p<r,z=d/2,t)-N=0 (6.51)

J_(p<rz=d/2,t)-N=0. (6.52)

A Fig. (6.3) mostra que, em z = d/2, o vetor normal a superficie do eletrodo estd na dire¢éo do
versor —Z, e as densidades de corrente correspondendo as cargas positivas e negativas possuem

direcdo respectivamente iguais a —Z e Z.

+ + + + + + + + + +

N=-2 T
®_> A > (d/2
\L +='J+Z R /
=12
o d/2

Figura 6.3: Esquema do corte transversal da célula eletrolitica.
Subtraindo (6.52) de (6.51), tem-se
Jilp<r,z=d/2) =T _(p<r,z=d/2)]-N =0, (6.53)

e usando (6.14), (6.21) e (6.22), é possivel escrever

W-(pz)| € WVp2)

Dz _4 g\2 0z

z=

=0. (6.54)

[NJisH
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6.3. O potencial da célula eletrolitica

Se se usar 1_(p, z) e V(p, z) em (6.35) e (6.36), tém-se, respectivamente,

=0 (6.55)

11N

ZZE

ou

{d’YO(Z) +Ldu0(z)”22d +§: {d%(z) +Ldu0(z)H e

dz g\ dz | de g\ dz ||, _a
n= =3

alti X do é€, , u ju n equacoes, ira que exi n solu-
A ultima expressdo €, de fato, um conjunto de n equagdes, de maneira que existem n sol
coes. Para encontrar cada uma delas, deve-se resolvé-las separadamente. Para que isso se torne
possivel, usa-se a condi¢do de ortogonalidade das funcdes de Bessel (6.41):

R R2

—[Jo(knR)]? Se K = fin,
dp pJo(kmp)Jo(knp) =4 2

0 S€ Ky # K.

[e=]

Multiplicando, entdo, a equagdo (6.56) por pJy(k.,p) € integrando-a no intervalo 0 < p < R,
obtém-se

R

> 1 SO iy gt ) +

n=1

—d
z=5 0

R

dp pJo(Kmp) = 0.
0

dere

[SlI=H

z=

Lembrando que Jy(kop) = Jo(0) = 1, tem-se, para m = 0, isto &, K, = Ko,

dyo(2) € duyy(z)
— =0 6.57
dz - * g\ dz it ’ ©.57)
e, param = n, isto &, K,,, = Ky,
dy, dvy,
1n(2) RILIO] (6.58)
dz z::l:% q>\0 dz z::l:g

Antes de comegar a resolver esse conjunto de equacdes, € preciso usar a condi¢do de ortogo-
nalidade das fun¢des de Bessel (6.41) no potencial V(p, z) para aplicar a condi¢ao de contorno
(6.18) adequadamente. Multiplicando (6.36) por pJy(k,,p) € integrando-o em p em um inter-
valode 0 < p < R, tém-se

R R I
/ dpV(p, 2)pJo(kmp) = [dp Y vn(2)Jo(knp)pTo(mp)

0 0 n=0
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R R

a0 V(020 Trnn) =S v42) [0 Tlsap)olsinp).

0 0

Usando a condig¢do de ortogonalidade (6.41) e fazendo z = d/2, obtém-se

0 V0.2 = d2)phiap) = vl = d/2) 7 [l PP

Como o potencial possui um valor fixo nas placas na regido delimitada por 0 < p < r e é nulo

para p > r, pode-se escrever

:I:E se 0<p<r,
V(p,z==+d/2) = 2 (6.59)

0 se r<p<R,

de modo que
R? 2
dp pJo(knp) = vn(z = d/2) [Jo(knR)]
0

ou
T

/ dp pJo(knp), (6.60)
0

Vo 2 1

A S R R

sendo possivel obter os valores de v,,(z = d/2). Paran = 0, isto &, k,, = Ky, t€m-se

r

<

w(z =d/2) = 20 72 [P P

0

e
Vo 12
vo(z = d/2) = 3‘)?. (6.61)
Paran > 1, escreve-se
Va2 1 /
vz =d/2) = ———— [ dp pJo(ky,
( /2) 2RQ[Jo(f<anR)]20 p pJo(Knp)
e, usando
J1(Knpr
/dp pJo(knp) =1 1(% ),
0 n
obtém-se
Vo 2r &,
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com &, = Jy(knr)/ [Jo(knR)]’. Com essas condigdes, é possivel encontrar os coeficientes de

Vn(2). Para o caso n = 0, a partir de (6.61), a fungdo em (6.47) com z = d/2 resulta em

vo(z = d/2) = —2A0é sinh (a_d/2) + Clg - ?% (6.63)
Usando agora (6.57) juntamente com (6.46) e (6.47), tem-se
2 (1 - A%%) a_ A cosh (a_d/2) + in%Gl = 0. (6.64)
Resolvendo a equagio (6.64) para C'1, obtém-se
Cy = q_/\% ( 21 5 — 1) a_Agcosh (a_d/2) . (6.65)
e \ a2

Substituindo (6.65) em (6.63) e resolvendo esta para A, chega-se a

2sech (a_d/2 2
Ag =1 L (a-d/2) Yor’ (6.66)
q(1—MNa?)a_d—2tanh (a_d/2) 2 R?
e, substituindo (6.66) em (6.65), encontra-se
2(1 — \2a?)a_ Vo 12
Oy = 1L = AgaZa 07 (6.67)

" (1—X202)a_d—2tanh (a_d/2) 2 R*

De posse dos coeficientes Ay e (', pode-se escrever 1y(z). Substituindo (6.66) e (6.67) em
(6.47), obtém-se
(1 —Na?)a_z —sech (a_d/2) sinh(a_z) r?

vo(z) = (1 —_)\%aQ_)a,d — 2tanh (a_d/2) ﬁvo' (6.68)

Para n > 1, a partir de (6.62), a fun¢do em (6.49) com z = d/2 resulta em

: q . Vo 2r &

vn(z = d/2) = 2C5sinh (k,d/2) — EZAR sinh (u,d/2) = SRR (6.69)

Usando agora (6.58) juntamente com (6.48) e (6.49), tem-se

1
2 (1 — ﬁ) cosh (p,d/2) pn A, + %2/%03 cosh (k,d/2) = 0. (6.70)
Ao qAS
Resolvendo (6.70) para A,,, obtém-se
2 1 h 2

A = e’ cosh (k,d/2) Ky, . 6.71)

q (1—2202) cosh (pnd/2) pin

140



6.4. O campo elétrico e a impedancia total

Substituindo (6.71) em (6.69) e resolvendo-o para C5, encontra-se

O — (1 — A2a? )esch (k,d/2) Vo 1 pinén 6.72)
57 (1 = X202) — K, coth (k,d/2) tanh (uad/2)] 2 R? r, '
e, substituindo (6.72) em (6.71), encontra-se
A — ea? coth (k,d/2) sech (u,d/2) Vo r e 6.73)

¢ [n(1 = A2a2) — k, coth (k,d/2) tanh (1,d/2)] 2 R?

De posse dos coeficientes A, e C3, pode-se escrever v,(z). Substituindo (6.73) e (6.72) em
(6.49), obtém-se

vn(z) = csch (k,d/2) X
< (1 — N3a? )y sinh (k,2) — K, cosh (k,d/2) sech (p,d/2) sinh(p,2) 7 &, v (6.74)

—=Vb.

(1 — N2a2)pn — kp coth (k,d/2) tanh (u,d/2) R? k,,

Finalmente, substituindo (6.68) e (6.74) em (6.36), tem-se que o potencial é dado por

(1 —A2a?)a_z —sech (a_d/2) sinh(a_z) 72 T o= &n

= —Wo+ = > =—csch(k,d/2
Vip:2) (1 —X3a?)da_ — 2tanh (a_d/2) R’ * R? ; nnCSC (roncl/2)
y (1 — N2a? )y sinh (k,2) — K, cosh (k,d/2) sech (u,d/2) sinh (g, 2)

(1 — N2a2 ) pn — Ky coth (k,d/2) tanh (u,d/2)

JO("{np)Vb

(6.75)

€

Vipo.t) = (1 — Ma?)a_z —sech (a_d/2) sinh(a_z
b2 t) = (1 —Ma?)da_ —2tanh (a_d/2)
1 — \2a?)u, sinh (k,2) — K, cosh (k,d/2) sech (u,d/2) sinh (2 2
(=0 o 12) o (2 sch (i) Y
(1 — N5 ) o, — Ky coth (K, d/2) tanh (p,d/2) R
(6.76)

) I &
—E ==csch (k,d/2
+rn:1 KanSC (Knd/2) X

Essa é a forma analitica para o potencial elétrico da célula eletrolitica.

6.4 O campo elétrico e a impedéancia total

Como dito na secdo 6.2, as linhas de campo entre as placas se limitam no intervalo 0 <
p < r, sendo que estas ndo possuem componentes radiais devido ao fato de a distancia entre as
placas ser muito menor do que a dimensao do eletrodo. Desse modo, o campo elétrico entre as

placas terd somente a componente na dire¢do z, isto €,

E(p,z,t) = —=VV(p, z,1), (6.77)
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6.4. O campo elétrico e a impedancia total

oV(p, 2 1),
E )= 277 6.78
(p? Z? ) az 7 ( )
e, escrevendo somente a magnitude do campo elétrico E na direcdo z, tem-se
oV (p,zt)
E.(p,z,t) = ———=. 6.79
(p,2,1) P (6.79)
Utilizando a lei de Gauss do eletromagnetismo na forma integral,
j{E ~da = Qem, (6.80)
S €

¢ possivel calcular a carga encerrada, ()., pela superficie Gaussiana .S, que engloba a regidao
de interesse. Aqui, € é a permissividade elétrica do meio que se encontra entre as placas. Como
o campo elétrico entre as placas aponta na dire¢do que vai do eletrodo carregado positivamente
para o negativamente, isto é, na direcdo —Z, tem-se, em z = d/2, no eletrodo positivo, um

acumulo de cargas negativas, de modo que

/Ez(p, d/2,t)da = —w (6.81)
S
e
27 r
Q(d/2,t) = —e [ do | E.(p,d/2,t)pdp. (6.82)
[*]

Usando (6.79) e aplicando-o no potencial encontrando no final da secdo 6.3, expressdo (6.76),
€ possivel calcular o campo elétrico entre as placas e, consequentemente, a partir de (6.82),

pode-se calcular a carga elétrica entre os eletrodos, a qual é dada por

(1 — A2a?) — sech (a_d/2) cosh(a_ d/2
QUd/2,1) = Weﬁ { (1 —Ma?)da_ —2tanh (a_d/2)

y (1 — A2a?) cosh(k,z) — cosh (k,d/2) sech (p1,,d/2) cosh(u,d/2) |:J1(I<Ln7") r} Vet

_ +QZ—CSCh (Knd/2) x

(1 — N2a? )y, — £y coth (k,d/2) tanh (u,d/2) (knR)
(6.83)

Pode-se, ainda, escrever
Q(d/2,t) = Q(d/2)e™", (6.84)
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com

~+2 Z Fn s (Knd/2) x

Kn

(1 —X3a?) — sech (a_d/2) cosh(a_ d/2)
(1 —Na?)da_ —2tanh (a_d/2)

y (1 — A2a?) cosh(k,z) — cosh (k,d/2) sech (p1,d/2) cosh(p,d/2) [ J1(Knr) } 2} v
(1 = A202) ftn — Fin cOth (knd/2) tanh (p,d/2) Jo(KnR) o

n=1

(6.85)

A corrente elétrica I (t) que passa pelo circuito externo e é responsével pelo acimulo de cargas

nos eletrodos é dada por

1) = 2XURD _ (a2

= iwQ(d/2,t) = Te™", (6.86)

em que Z = iwQ(d/2). Portanto, em z = d/2, tem-se que

7= —zwweﬁa 2N ra +
B R2 791 (1 — Aa?)da_ — 2tanh (a_d/2)
~ 6.87
49 Z Hn coth (k,d/2) Ji(knr) 17 v (6:87)
— Fin (1 = Aja2 )y — kin coth (rnd/2) tanh (11,d/2) | Jo(r,R) o
A impedancia total da célula eletrolitica é dada por
V() _ Vo
— _— 6.88
Ity I (6.88)
Substituindo (6.87) em (6.88), obtém-se
, R? r?o_
Z=1 2222 2 2 +
wrer?Aia? | (1 — Aja?)da_ — 2tanh (a_d/2)
o 9y —1 (6.89)
49 Z P coth (k,d/2) J1(KnT)
— Ky (1 — N2a?)py, — Ky coth (k,d/2) tanh (p,d/2) | Jo(k,R) '

A expressdo acima, encontrada para a impedancia elétrica da célula eletrolitica, possui as fun-
¢des de Bessel com a dependéncia radial dentro da soma. E possivel mostrar que essa série nio
converge. Para valores muito grandes de k,,, as fungdes de Bessel possuem um comportamento
assintético do tipo J, (z) ~ /2/mx cos (x — (2v + 1)7/4) + O (2%/2) [60]. Como elas estdo
elevadas ao quadrado na expressdo (6.89), elas contribuem somente com valores positivos en-
tre 0 e 1 devido a funcdo cosseno. Se se lembrar que p,, = \/m no limite assintético,
ln — Kp. Dessa forma, o termo p,,/k, — 1 e as fungdes trigonométricas hiperbdlicas tendem

a 1 também. Portanto, no limite assintético, a série tem a seguinte forma:

Hn coth (/ind/Q)
zn: i (1= X202 ), — K cOth (knd/2) tanh (p,d/2) | Ji { } Z K/_n (6.90)
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6.5. Segundo caso: eletrodos sujeitos a efeitos de adsor¢ao

Como k,, sdo os zeros da funcao de Bessel no limite assintético, ele obedece ao comportamento
da fun¢do cosseno, isto é, k,, — n, € isso mostra que a série é divergente.

O fato de a série no termo radial ser divergente impossibilita qualquer tipo de analise confid-
vel. Para verificar, pelo menos, se a impedancia elétrica na expressao (6.89) possui uma forma
analitica correta, toma-se o limite unidimensional e o compara com o resultado ja conhecido na
referéncia [18].

No limite em que a borda da célula eletrolitica tende a borda do eletrodo, isto é, R — r, o
segundo termo entre chaves € zero para qualquer n, pois J;(k,R) = 0. Desse modo, obtém-se

a seguinte expressao:

1
wrre i {

Z=i 1 — Ao )da_ — 2tanh (a_d/2)} . (6.91)

Lembrando que a? = 1/A\2 + iw/D, pode-se manipular a expressdo € obter

2 1 wd
Z=—1 h(a_d/2 ) — 92
Zu)eoﬂ_S{)\%a_tan (a d/)+22D}, (6.92)

que € o mesmo resultado obtido em [18] na andlise de uma célula eletrolitica no caso unidimen-

sional.

6.5 Segundo caso: eletrodos sujeitos a efeitos de adsorc¢ao

Para entender como o processo de adsor¢@o visto na se¢do 4.1 pode acontecer no caso de
uma célula eletrolitica, imagina-se a superficie dos eletrodos em contanto com um liquido, mas
desconsiderando qualquer tipo de fendmeno que possa acontecer na interface entre o eletrodo e
o liquido. Essas superficies, mesmo quando passam por um processo de limpeza muito elabo-
rado e submetidas a um processo de polimento, ainda possuem sitios que permitem o alojamento
de particulas do liquido que se encontra em contato. Esse fendbmeno, como mencionado, acon-
tece devido a forcas interatdmicas entre as particulas do liquido e da superficie do eletrodo.
Nesta secdo, o objetivo é analisar a impedancia elétrica desse sistema quando os fendmenos de
adsor¢do e dessor¢do se fazem presentes.

As equacdes utilizadas nas secdes 6.1 e 6.2 ainda sdo vélidas. A unica alteracdo que se
deve fazer para considerar os efeitos de adsor¢c@o e dessor¢do nas superficies do eletrodo € na
condi¢do de contorno (6.20): a densidade de corrente normal ao eletrodo era igual a zero, de
maneira que nenhum tipo de corrente exista nas placas; agora, considera-se que essa condi¢do
assume um termo diferente de zero para caracterizar os processos de adsorc¢do e dessor¢do.

Dessa forma, escrevem-se

Ji(p <r,£d/2,t) - N = Qny(p, £d/2,t) (6.93)
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6.5. Segundo caso: eletrodos sujeitos a efeitos de adsor¢ao

Ji(p <rdf2,t) = I (p <r,d/2,t)] N = QU_(p,d/2,1), (6.94)

em que €2 é o termo responsavel pelos processos de adsor¢do e dessor¢do. Utilizando (6.14),

pode-se escrever a condi¢ao de contorno (6.94) como

a\I’,(p7z7t) Ie) € 8V(p727t)
_ OW_(p,d/2,t) + — ————— =0 6.95
82 Z:% + (p7 / ) ) + q/\% 82 Z:% ) ( )
em que () = 2/ D. Substituindo (6.22) e (6.21) em (6.95), tem-se
31#7(/), Z) re} € 8V(p7 Z)
— Op_ =d/2 — = 0. 6.96
0z |,_id T O-(pz=d/2) + g\2 0z ot (6.96)
Usando (6.35) e (6.36), obtém-se
dv(z) = e dvy(z)
2010 _—
[ dz +0(2) + g\ dz d
’ (6.97)

(dya(z2) = € dvp(z) B
;{ o TG | | leen) =0

[N1ISW

Assim como feito no caso dos eletrodos bloqueantes na se¢do 6.3, aplica-se aqui a condi¢do de

ortogonalidade das func¢des de Bessel e obtém-se, para m = 0, em que k,, = Ko, a seguinte

expressao:
do(2) — e dyy(z)
Qv(d/2) + — = 0; 6.98
e para m = n, isto é, k,,, = K,, encontra-se
dyn(2) — € dvy(2)
Qv (d/2) + — =0. 6.99
& |y T | (699

»

Para determinar as constantes Ay, C, A, e (5, segue-se aqui com o mesmo procedimento da
secdo 6.3, mas de forma breve desta vez.
Paran = 0, usando (6.46) e (6.47) em (6.98), tem-se

1 —
2 {(1 — ﬁ) a_ + Qtanh (ad/2)} Ap cosh (a_d/2) + %Cl = 0. (6.100)
Ajos qAs
Resolvendo (6.100) para C7, obtém-se
C) = 4 9 cosh (a_d/2) [(1 = Nja?) — QN\ja_ tanh (a_d/2)] A. (6.101)

€ _
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E substituindo esse resultado em (6.63), é possivel determinar a constante A, a qual é dada por

ea? sech (a_d/2 Vo r?
Ay = — ( _/2 )2 . (6.102)
q (I1=Xaot)a_d— (24 QN\3a?)tanh (a_d/2) 2 R

Usando a condig¢do de contorno (6.61) juntamente com (6.47) e substituindo o coeficiente A

dado por (6.102), obtém-se o coeficiente C', o qual pode ser escrito como

2[(1 =230 )a- — QA3a? tanh (a_d/2)]  V; r?
(1—Xa?)a_d — (2+QX2a%d) tanh (a_d/2) 2 R?

¢, = (6.103)
De posse dos coeficientes Ay e C, pode-se encontrar 1(z) para o caso em que os eletrodos
estdo sujeitos a processos de adsorcao e dessor¢cdo. Substituindo (6.102) e (6.103) em (6.47),
tem-se

[(1=X202)a_ — Q\3a? tanh (a_d/2)] z — sech (ad/2) sinh(a_z) 2

.
) 2 a " Vi (6.104
¥o(2) (1= No?)a_d — (2 + QNa?d) tanh (a_d/2) B2 ( )

Paran > 1, usando (6.48) e (6.49) em (6.99), obtém-se

€

Kl B L) pin + Qtanh (p1,d/2) | cosh (pnd/2) Ay + —5#,Cs cosh (knd/2) = 0.

Na? s
(6.105)
Resolvendo (6.105) para Cj3, encontra-se
1 h (p,d/2 —
o, = 4 1 cosh(pnd/2) [(1 = X202 ), — X202 tanh (11,d/2)] A,. (6.106)

€02 K, cosh (knd/2)

Para determinar a constante A,,, substitui-se a expressao (6.106) no resultado obtido quando se
usa a condicao de contorno (6.62) juntamente com a funcao (6.49). Desse modo, tem-se
ea? coth (k,d/2) sech (p,d/2) Vo r

An = — — —Cn- 6.107
q (1—Na?)u, — [k coth (k,d/2) + QN2a? | tanh (p,,d/2) 2 R2S ( )

Substituindo (6.107) em (6.106), encontra-se

(1= X302, — QN2 tanh (p,d/2)] esch (kad/2) Vo 7 &,

— —_ 6.108
(1 = A302 )y — [k coth (k,d/2) + QN2a? | tanh (p,d/2) 2 R? Ky ( )

3:

Em posse dos coeficientes A,, e C3, pode-se obter v,(z). Substituindo (6.107) e (6.108) em

146



6.5. Segundo caso: eletrodos sujeitos a efeitos de adsor¢ao

(6.49), obtém-se
) [(1 = X302, — QA2 tanh (u,d/2)] csch (k,d/2) sinh(k,2)
vp(2) = —
(1 — Na? ) pin — [Kn coth (knd/2) + QN3a? | tanh (pu,d/2)

kn coth (k,d/2) sech (pu,d/2) sinh(pu,2) &
(1 — X202 )y — [Kn coth (k,d/2) + QA2a? | tanh (u,d/2) o

(6.109)

R2 kg,

Finalmente, substituindo (6.104) e (6.109) em (6.36), tem-se que o potencial no caso com ad-
sor¢do € dado por

[(1 = Ma?) a_ — QN2 tanh (a_d/2)] z — sech (a_d/2) sinh(a_z) 7?2

V(p,z) = < " Vor
(p:2) (1 X202)a_d— |2+ Q\3a2d] tanh (a_d/2) R

N . f: ¢ [(1 — A2a?)p, — QM2a? tanh (pmd/Q)] csch (k,d/2) sinh(ry,2) (6.110)
R2 e on (1— X2 ), — [’%n coth (rnd/2) + ﬁ)\%a%] tanh (s1nd/2) |

Kn coth (k,d/2) sech (p,d/2) sinh(u,2)
_ )22 - \2 .2 JO(/inp)Vb
(1 = X302 )y — [Kn coth (k,d/2) + QNZa? | tanh (p,d/2)

V(p,2,t) = [(1 = Ma?) a — QN3a? tanh (a_d/2)] z — sech (a_d/2) sinh(o_z)
S (1—23a2)a_d— 2+ Q)\a2d] tanh (a_d/2)

T Ky, (1= X302 )ty — [k coth (k,d/2) + QNZa? | tanh (p,d/2)

lmé{m_wm%_m@amwmmpmwwmmka_mnn

Ky coth (k,d/2) sech (p1,,d/2) sinh(j,2) 2
2.2 )22 Jo(knp) _zvo6 :
(1= X302 ) pn — [Kn coth (k,d/2) + QN3a? | tanh (p,d/2) R

Se se usar agora as equagdes (6.79) e (6.82), a carga total em z = d/2 é fornecida por

e, [o_ + Qtanh (a_d/2)] r?
QUd/2,) = R Ao { (1= Aa?)da- — [2+ QN\a?d] tanh (a_d/2)
> i [,un + Qtanh (,und/Q)} coth (k,d/2) J1(Knr) r it
I ; fon (1 — N2 )i, — [Ky coth (knd/2) + QX202 ] tanh (p,d/2) [JQ(HRR) Voe™.

(6.112)
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Assim, a corrente () é

2 [ + Qtanh (a_d/2)] r*

] N = g _)\2 2 —
(t) MGWRZ 00— {(1 — X202)do_ — [2 + Q)@aQ_d} tanh (a_d/2)

> [t + Qtanh (p1,d/2)] coth (nd/2) Tikar) 12 +s it
2 ; Fn (1 — X2 )y, — [Fdn coth (k,d/2) + ﬁ)\ZOzQ_] tanh (p,,d/2) [Jo(/ﬁnR)} } Yoe

(6.113)
Usando as equacdes (6.88) e (6.113), obtém-se a impedéncia do sistema
. R? [a_ 4+ Qtanh (a_d/2)] r?
Z=1 2122 2 2 N2 2
wrer?Aga? | (1 — Ma?)da- — [24 QX202 d] tanh (a_d/2)

> [1n + Qtanh (p1,d/2)] coth (r,d/2) {L(Fanr) r -1
Ko (1= Ma?) py — [k coth (k,d/2) + QA2a? ] tanh (p,d/2) | Jo(knRR) .

(6.114)

O comportamento da série nessa expressao possui 0 mesmo comportamento assintotico visto
na expressao (6.89), independentemente do termo de adsor¢do, ja que esse ndo estd vinculado
ao indice da soma. Algumas andlises com termos de adsor¢cdo foram feitas, como a isoterma
de Langmuir [18] e a condi¢do de Chang-Jaffé [113], mas a série possui o comportamento
do tipo 1/n, o qual é divergente e, portanto, impossibilita qualquer tipo de conclusdo. Dessa
forma, assim como no caso anterior, foi feito o limite do caso unidimensional, sendo que aqui
se considerou também o limite em que os processos de adsor¢do e dessor¢do ndo sao mais
admitidos. Vé-se, portanto, que, se o termo de adsor¢do € igual a zero, {2 = 0, recupera-se a

impedancia elétrica dada por (6.89), a qual, no limite em que R — r, obtém (6.92).

6.6 Sobre os resultados

As expressoes tridimensionais obtidas para a impedancia elétrica da célula eletrolitica foram
analisadas e ajustadas para dados experimentais, a fim de testar a validade do modelo. A parte
tedrica concordou razoavelmente com os dados experimentais obtidos das medidas de dgua
Milli-Q. O motivo destes ndo serem apresentados aqui se deve ao fato de que a série no segundo
termo das equagdes (6.89) e (6.114) nao converge. Isso pode ser observado pela posicdo em
que os zeros da funcdo de Bessel se encontram dentro da somatdria, igualando-se, no limite
assintético, a uma série do tipo 1/n, portanto, divergente. Para o caso em que se considerou
o termo responsavel por fenomenos de adsor¢ao e dessor¢do, o mesmo resultado foi obtido,
impossibilitando andlises mais precisas.

Apesar dos resultados ndo terem sido extamente o esperado, t€ém-se algumas perspectivas

para este trabalho. Pretende-se fazer outras andlises, a fim de aprimorar este modelo, e tentar
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encontrar alguma solugdo para o problema da divergéncia, considerando, por exemplo, alguma
condicdo de contorno diferente. Apesar disso, vé-se que o resultado obtido € razodvel no limite
em que a borda do porta amostras tende ao raio dos eletrodos, recuperando o caso unidimensio-
nal dado pela equacdo (6.92), o qual mostra uma concordancia razodvel quando comparado aos

dados experimentais de impedancia elétrica.
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CONSIDERACOES FINAIS

o decorrer desse trabalho, viu-se como o estudo de fendmenos difusivos estdo presentes

em diversos sistemas. Além disso, observou-se que explicagdes adequadas para tais

comportamentos vém sendo buscadas por algum tempo. O fato de a equagdo de difusdo
ndo explicar alguns desses fendmenos de transporte levou pesquisadores a formular teorias
para suprir essas dificuldades. Dessa forma, verificou-se que a caminhada aleatéria continua
no tempo permite analisar sistemas que possuem comportamentos distintos quando se escolhe
diferentes distribui¢cdes de passos e de intervalos de tempo para eles. Observaram-se quatro
casos distintos: (i) (z®) e (t) finitos levam 2 equagio de difusdo usual; (ii) (x?) finito e (t)
divergente conduzem a uma equagdo fraciondria de Schneider-Wyss; (iii) (z?) divergente e (t)
finito resultam em uma equacgdo fraciondria do tipo difusdo, com o operador de Riesz-Weyl
atuando como derivada fraciondria na coordenada espacial; (iv) (z?) e (t) divergem de maneira
que uma equacao fraciondria do tipo difusao seja obtida tendo operadores fraciondrios tanto na
coordenada espacial quanto na temporal.

No quarto capitulo, analisou-se, primeiramente, um sistema com vinculo geométrico em
que particulas presentes no volume podiam interagir com uma superficie esférica de raio R, de
modo que a interface volume-superficie da esfera estivesse sujeita a fendmenos de adsor¢do e
dessor¢do. Verificou-se que os resultados dependem do kernel da condicdo de contorno, de ma-
neira que diversos comportamentos pudessem ser observados dependendo de sua escolha. Para
o caso do kernel, 5(s) = k's™®, que implica uma dependéncia nao linear no tempo, calculou-
se a fun¢do de Green e a taxa de sobrevivéncia das particulas no volume. Mostrou-se que essa
quantidade fisica do sistema exibe comportamentos diferentes para os valores analisados, tendo,
dentre os casos analisados, uma maior taxa de sobrevivéncia para o caso em que o = 1/2.

Posteriormente, no quinto capitulo, analisou-se um sistema sujeito a uma equagdo fracio-
ndria do tipo difusdo contendo operadores de derivada fraciondria de Riemann-Liouville e de
Riesz-Weyl na coordenada temporal e na espacial respectivamente, e também investigou-se um
termo que representa a generalizacdo de uma equacgdo cinética de primeira ordem. A equagdo
atribuida ao sistema tinha como objetivo estudar como uma substancia com densidade de parti-
culas p(x,t) se difunde em meio a outra substincia. A solugdo para a densidade de particulas
foi encontrada em termos das taxas genéricas de sor¢do e dessorcao, isto &, k¢(t) e ky(t), entdo,

diferentes formas foram atribuidas a essas taxas para observar como essas alteracdes influenci-
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avam na difusdo das particulas. Constatou-se que os resultados para o desvio quadratico médio
mostram a existéncia de um regime temporal em que ocorrem processos difusivos andmalos,
mesmo quando o termo que rege os processos de reacdo € dado por uma equacgdo cinética usual.

Além disso, observou-se que, dependendo da escolha desses termos de reacdo, um re-
gime estaciondrio pode se manifestar. Os comportamentos pertinentes a taxa de sobrevivéncia
revelaram-se altamente susceptiveis as taxas de sorcdo e dessorcdo. Nos limites assintoticos,
foi possivel observar que a taxa de sobrevivéncia exibe comportamentos em que: (i) permanece
quase a mesma do tempo inicial; (ii) mantém-se constante apds decair um pouco; (iii) decresce
para zero de maneira parecida com S(¢) ~ ¢t~'/2. Analisou-se, também, a dispersio do sis-
tema para diferentes valores da varidvel p e para diferentes taxas de sor¢ao e dessorcdo. Para o
caso em que i = 2, o comportamento da distribui¢do assemelhou-se a uma Gaussiana; j4 para
i = 3/2, a distribui¢@o ficou com um formato de uma distribuicéo de cauda longa. Neste caso,
1sso sugere que as particulas sdo regidas por uma distribui¢io de saltos longos, caracterizando
um comportamento andomalo. Pode-se dizer, entdo, que um sistema regido por tal equacao pode
apresentar uma variedade enorme de comportamentos, dos quais muitos sao andmalos.

No ultimo capitulo do trabalho, analisou-se o sistema fisico que consistia em uma célula
eletrolitica tridimensional. O interesse era saber qual a impedancia elétrica do sistema devido
a mobilidade dos fons no volume. Para realizar tal tarefa, primeiramente considerou-se que
os eletrodos eram bloqueantes e que nenhum tipo de corrente existia em sua superficie, de
maneira que processos na interface solida-liquida ndo acontecesse. O resultado obtido sujeito
as condigdes de contorno impostas possui uma série que, assintoticamente, evolui como 1/n,
a qual € divergente. Isso impossibilitou qualquer andlise posterior do modelo. A fim de testar
a expressao analitica obtida, o limite em que as bordas do porta amostras tende ao raio dos
eletrodos foi considerado e, de fato, recuperou-se a expressao para o0 modelo unidimensional.

Na segunda parte desse modelo, considerou-se que os eletrodos estivessem sujeitos a feno-
menos de superficie, como adsor¢do e dessorcao. Para obter a expressdo analitica da impedéncia
elétrica do sistema, o0 mesmo procedimento foi feito. Obteve-se o resultado em termos de uma
série que, no limite assintético, exibe um comportamento 1/n, sendo, mais uma vez, divergente.
Porém, analisando os casos limites, em que o termo que representa os processos de adsor¢ao-
dessorc¢do € nulo, recupera-se o caso para eletrodos bloqueantes, que, por sua vez, no limite em
que as bordas do porta amostras tende ao raio dos eletrodos, conduz ao caso unidimensional.

Como perspectivas para trabalhos futuros, pretende-se realizar uma anélise um pouco dife-
rente do problema da célula eletrolitica. Uma das ideias € fazer algumas altera¢des na condi¢do
de contorno do campo elétrico, considerando que ele possua distor¢des nas bordas do eletrodo,
e observar como essa propriedade pode interferir no resultado final e trazer algum tipo de alte-
racio que torna a expressao convergente.

Um outro problema que se pretende analisar € para o caso da liberacdo de farmacos. Anali-
sando uma equacao fraciondria associada a esse sistema, pretende-se resolvé-la pelo formalismo

da funcdo de Green, atribuindo condi¢des de contorno diferentes para dentro e fora do farmaco,
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as quais estariam relacionadas com a solubilidade dele e com sua taxa de difusdo no meio em
que se encontra. Alguns outros problemas envolvendo células eletroliticas e equagdes fraciona-

rias para fendmenos difusivos também estdo previstos.
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APENDICE A

FUNCOES ESPECIAIS

A.1 A equacao de Bessel e suas primeiras solucoes

As funcgdes de Bessel aparecem em varios problemas de interesse fisico nas mais diversas
areas, como eletricidade, calor, hidrodindmica, mecanica quantica etc. Por envolver simetria
cilindrica, elas sdo chamadas, por vezes, de fun¢des cilindricas. Em muitos aspectos, podem
ser comparadas as funcdes seno e cosseno, pois, assim como estas tltimas, as fungdes de Bessel
apresentam as seguintes caracteristicas: sao solucdes de uma equagdo diferencial; elas podem
ser representadas como uma série de poténcia; seus graficos podem ser desenhados e sdo os-
cilantes assim como as fungdes seno e cosseno, porém essas oscilagdes sdo amortecidas; e,
ainda, diversas férmulas, conhecidas como rela¢des de recursdo, podem ser escritas. A equagao
de Bessel, a qual dé origem a solucdo que s@o as fungdes de Bessel, pode ser derivada, por
exemplo, da equacao de Poisson em coordenadas cilindricas ao resolver a parte radial usando o
método de separacao de varidveis.

A equacio de Bessel € escrita da seguinte forma:

2y d

xQd—xz +x£ + (a2 =12y =0 (A1)
o 2y 1d 2

y y v

Y L2 (1 )y =0 A2

dx2+xdx+( x2>y ’ &2)

em que v € uma constante chamada de ordem da funcdo de Bessel. A equacgdo (A.1) pode ser

resolvida por meio do método de séries de poténcia, assumindo que

y = Z anx" . (A.3)
n=0
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A solucdo da equacgado de Bessel é dada da seguinte forma:

e (_1)” T\ 2n+v
T@) =2 T(n+ I(n+1+v) (5) ‘ (A4)

n=0

Uma simples andlise permite ver que as solucdes para —v sdo apenas uma combinagdo linear

das funcdes de Bessel com v > 0, isto &,
J_u(z) = (=1)"J,(x). (A.5)

No entanto, a equagdo de Bessel é uma equacdo diferencial de segunda ordem e necessita de
duas solugdes independentes. Em geral, essa segunda solucdo € dada pelas funcdes de Neu-

mann, que sdo uma combinagdo linear de J_,(x) e J,(x), dada por

cos(mv)J,(x) — J_,(x)

Nl/ - . s A.6
(@) sin(7v) (A-6)
de forma que a solucdo geral € escrita da seguinte forma:

y=AJ,(x) + BN,(x). (A.7)

Em livros sobre as funcdes de Bessel e em outros de métodos de fisica matematica, € possi-
vel encontrar vérias propriedades dessas fun¢des. Listam-se aqui algumas das mais conhecidas,
incluindo algumas que foram usadas neste trabalho:

d
T [z, (ax)] = az” J,—1(az), (A.8)
e (27T, (az)] = —az” J, 41 (az), (A9)
Jy—l(ax) + JV+1(CL£L') = i—;Jy(ax), (AIO)

e

J _J _ 24 () (A1l
s—1(ax) vi1(az) = e ax A1)
4 1 (az) = aJ Y Jax) =2 J A2
e v(ax) = aJ,_1(ax) — - J(ax) = - y(ax) —ad, 1 (ax). (A.12)

Essas propriedades sdo geralmente denominadas de relagdes de recursido. Outras propriedades
também sdo importante, como a ortogonalidade das fun¢des de Bessel, dada por

a a—2J2 (aa) = a—2J2 (aa) = a—QJ'Q(aa) se a=p
/ de xJ,(azx)J,(Br) = 2 VT g v g 7 (A13)
0 0 se a# .

Existem, ainda, outras formas de se escrever a ortogonalidade em (A.13) usando as relagdes de
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recorréncia (A.8) a (A.12).
Outra utilidade das fun¢des de Bessel € na solucdo de equagdes diferenciais que ndo sejam

a equacdo de Bessel. A equacdo diferencial

d*y 1-—2ady a? — v?c
- - + T -
dx? x dr x?

y=0 (A.14)

tem como solucdo
y = x%Z, (bx°), (A.15)

em que a, b, c e v sdo constantes e Z pode ser tanto a funcdo de Bessel J, a de Neumann N
ou, ainda, qualquer combinacdo linear dessas. Usando a equagdo (A.14),coma = 0,b = K e
c =1, tem-se , ,

%—Féj—iﬁ- (K2—%>y:0, (A.16)
que pode ser facilmente identificada com a equagdo de Bessel (A.2), com o primeiro termo entre
parénteses igual a K2. Essa equacdo possui como solucdo as fun¢des de Bessel, entretanto, com

o termo K dentro do argumento da funcdo, isto €,
y=AJ,(Kz)+ BN,(Kz). (A.17)

Além dessa, existem outras equacdes que fornecem solugdes particulares e que sdo escritas em
termos das funcodes de Bessel. Contudo, algumas delas sdo mais conhecidas e serdo comentadas

na secdo seguinte.

A.1.1 Outros tipos de funcoes de Bessel

As fungdes de Bessel J,(x) e de Neumann N, (z) também sdo chamadas de fun¢des de
Bessel de primeira e segunda espécie respectivamente. Existem outras fung¢des relacionadas
por meio de algum tipo de combingido de J,(x) e N, (), que também sdo chamadas de fungdes

de Bessel. A seguir, algumas dessas func¢des serdo apresentadas.
¢ Funcoes de Hankel ou funcoes de Bessel de terceira espécie

HWY(z) = J,(z) + iN,(z) (A.18)

HP(z) = J,(z) —iN,(z). (A.19)

A partir dessas equagdes € possivel observar como as funcdes de Bessel se assemelham com as

fungdes seno e cosseno. Assim como as exponenciais e=** podem ser escritas como combina-
¢des entre senos e cossenos envolvendo i = /—1, isto é, e¥*® = cos(z) & isin(r), as fungdes

de Hankel sdo escritas da mesma forma.
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¢ Funcoes de Bessel modificadas ou hiperbélicas

As solucdes da equacao
d
== +ar——— (P +p*)y=0 (A.20)
x
sdo, pela equagdo (A.14), dadas por Z, (ix). As duas solu¢des independentes da equagio (A.20)

comumente usadas sao
I(z) =1i"J,(ix) (A.21)

K, (z) = %‘”“Hﬁ”(i:::). (A.22)

Mais uma vez, essas solucdes podem ser comparadas com as fungdes seno e cosseno, pois
sinh(z) = —isin(ix) e cosh(z) = cos(iz). Devido a essa analogia, as fungdes I e K sdo cha-

madas de fun¢des de Bessel hiperbolicas.
¢ Funcoes esféricas de Bessel
Se v = (2n + 1)/2 = n + 4, em que n é um inteiro, entdo, as fungdes J,(z) e N,(z) sdo

chamadas de funcdes de Bessel de ordem impar meio inteira e as funcdes esféricas de Bessel

estdo intimamente relacionadas a elas, como pode ser visto a seguir:

1d\" )
jnlx) = \/gJ<2n+1>/2<x> =" (—5@) (S”;(x)) , (A.23)
1d\"
yn(z) = \/g%nmm(x) = —a" (—;@) (coz(x)) , (A.24)
hiD(x) = ju(2) + iyn(z) (A.25)
W2 (x) = ja(2) — iya(2). (A.26)

Esses tipos de func¢des aparecem em uma variedade de problemas relacionados com vibragao,

especialmente quando coordenadas esféricas sdo utilizadas.

e Funcoes de Airy

A equacdo diferencial de Airy é

— —xy = 0. (A.27)
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Comparando-a com a equagao (A.14), a solucao daquela é dada por

2
y =13 (§i$3/2> (A.28)

€ possui 0 argumento imagindrio, de maneira que as solugdes possam ser escritas em termo das

funcdes de Bessel hiperbdlicas / e K. As fungdes de Airy sdao definidas como

1 2
Ai(z) = %\/gm /3 (gm?’/Q) (A.29)
oy T 2 3/2 ) 2 3/2
Bi(z) 3 I3 335 + 13 3ZL‘ ) (A.30)

Para x < 0, as fungdes de Airy podem ser expressas em termos de J;/3 € Ny /3 ou das fungdes
de Hankel de ordem 1/3.

A.2 Funcao Gamma

A primeira defini¢do da fungdo Gamma é dada por

['(z) = lim 2.3

1
LoA0 L =2,-3 A31
n—>ooz(z—|—1)(z+2)...(z+n)”a 7é ) ) ) ) ( )

A partir dessa representacdo, pode-se ver que

1-2.3---n

['(z+1) = lim n*t!
( ) nsoo (z4+1)(z+2)(z2+3)---(z+n+1)
~ lim nz . 1-2-3---n e (A.32)
nmooz4+n+1 z(z+1)(24+2)---(2+n)
= zI'(2).
Também, observa-se que
1-2.3-..
(1) = lim Son (A.33)

nsoo1:2-3---n(n+1)

Usando (A.32) e (A.33), pode-se escrever

r(©2) =1
T(3) = 20'(2) = 2
[(4) =30(3)=2-3
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Uma segunda defini¢ao € dada por Euler pela integral definida

o0

['(z) = /dt e """ Re(z) > 0. (A.34)

0

A partir dessa expressdo, € possivel calcular a operacdo “fatorial” para nimeros ndo inteiros.

Um caso em particular é
(=) =7 (A.35)

Além dessas duas definicdes, existem outras, por exemplo, a de Weierstrass:

1 VA - —zZ/n
o = I1 (1 + %) e~/ (A.36)

n=1

em que v = 0.5772156619 - - - € a constante de Euler-Mascheroni. Como pode ser visto na
primeira defini¢do, existe a restri¢do para nimeros inteiros negativos. Para tais valores, a fung¢ao

Gamma diverge, como evidencia a figura A.1.

~10—

Figura A.1: Fun¢do I'(z) no intervalo —5 < z < 5.
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APENDICE B

O METODO DAS FUNCOES DE GREEN

B.1 Operadores Hermitianos

Operadores Hermitianos sao importantes na teoria de Sturm-Liouville, isto €, para proble-
mas de autovalores do tipo
Lu(x) = Au(z), (B.1)

em que £ é um operador linear diferencial de segunda ordem que tem forma geral

d? d

A primeira caracteristica desse um operador, que pode ser Hermitiano sob certas condicdes, €
a de que, em uma equacdo de autovalores, todos os autovalores A\ serdo reais. Um operador

Hermitiano € autoadjunto, isto &,
po(z) = pi(2). (B.3)

Essa caracteristica permite reescrever o operador £ em (B.2) como

d d

L) = o [mla) 2| +eto) B.4)

de modo que a equagdo (B.1) possa ser reescrita como
Lu(z) = (pou’) + pau. (B.5)

Escrever o operador £ dessa forma € particularmente til na solucdo de equacdes diferenciais
completas, facilitando ainda mais quando os coeficientes py, p; € p sdo constantes. Supde-se

multiplicar a expressdo (B.5) por v*(z) e integra-la no intervalo a < = < b,
b b
/dx v (x)Lu(x) = /dx [v* (pou) + v*paul] . (B.6)

159



B.1. Operadores Hermitianos

Integrando (B.6) por partes, tem-se

b

/ dz v* () Cu(z) = v*pott

a

b
b
- /da: [—(v*) pou” + v paul] . (B.7)

Outra integracdo por partes conduz a

b , b
/dx v*(z)Lu(r) = [v'pou’ — (v*)pou| + /dx [[po(v*)] w+ v*pau]

ab (B.8)

b
= [v*pou’ — (v*) pou —i—/d:z: (Lv)" u.

a

Essa equagdo mostra que, se os termos de borda (primeiro termo do lado direito da igualdade)
desaparecerem e o produto escalar ndo impor peso a integral no intervalo (a, b), entdo, o ope-
rador € autoadjunto [61]. Para os termos de borda, pode-se ver facilmente que eles sdo zero se
uw e v sdo nulos nos pontos x = a e x = b. Tais condi¢cdes de contorno sdo denominadas de
condi¢oes de contorno de Dirichlet. Vé-se que os termos de borda também sdo nulos se u' e
v" sdo nulos nos pontos x = a e x+ = b. Tais condi¢gdes de contorno sdo chamadas de condi-
coes de contorno de Neumann. Alguns casos ndo tem nenhum desses dois tipos de condi¢ao de
contorno, porém o termo de borda pode desaparecer se U*p0u|a = v"pou|, para todo u e v.

Supde-se que o operador £ ndo seja autoadjunto, isto €,

po(z) # pi(z). (B.9)

Existe um método simples para torni-lo autoadjunto. Multiplicando a equagdo (B.1) por uma
funcéo w(x), obtém-se
w(z)Lu(z) = w(z)u(x), (B.10)

de maneira que w(z) seja escolhido da seguinte forma:

w(z) = = exp (/dx pl(m)), (B.11)

Do po(w)

em que py € p; sdo quantidades dadas em (B.2). Pode-se facilmente ver que, usando (B.2) e
(B.11), tem-se

d2

d
) +I51% + w(z)p2(z), (B.12)

een([ad). nemen(futs) o
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Pode-se ver que
Po = (B.14)

de maneira que o operador w/ seja autoadjunto, podendo, entdo, escrever

b

/ do v () () Lu(z) = {v*pou' - pou] /b dz w(z) (Lv)" u. (B.15)

a

B.2 Funcoes de Green

Considera-se uma equacdo diferencial de segunda ordem ndao homogénea, em que o opera-

dor € autoadjunto,

ty= 5 [ ] +aton = s .16

que € satisfeita no intervalo a < z < b, sujeito a condi¢des de contorno homogénas' que fardo o
operador £ ser Hermtiano. A funcdo de Green para esse problema precisa satisfazer a seguinte
equacao:

LG(x,2') =6z — ), (B.17)

de maneira que a solu¢do da equagdo (B.16) seja dada por

b

y(x) = /dx’ G(z,2") f(2), (B.18)

a

que pode ser facilmente verificada com a aplica¢do do operador £ e usando (B.17). Para opera-

dores autoadjuntos, a seguinte identidade pode ser escrita:

/bda: [v(z)Lu(x) — u(z)Lo(z)] = |:p<x) (U@)dl;(;) - u(x)dv(x))}

a

(B.19)

e para o caso que u(x) = y(z) e v(x) = G(x,2’):

/bd:c 60,2 Cue) = 4G o)) = [ole) (Gla) ) = yto) 6 )|

(B.20)

'Uma condigdo de contorno é dita homogénea se, no ponto em que a fungio ou a derivada for tomada, ela é igual a
zero, de modo que nenhuma constante multiplicativa muda a condigio de contorno imposta, por exemplo, y(a) = 0
e y'(a) = 0 séo condi¢des de contorno homogéneas.
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de modo que

b

W)= [ Gla.)fw) ~ [pte) (Gloe) 2 i) 6.2

a

b

(B.21)

r=a

Se se integrar a equacgdo (B.17) com relagdo a x em um intervalo muito pequeno que inclui o

ponto x = 2/, tem-se

' +e z'+e ' +e

/ dx dix {p(w)%] + / dz q(z)G(z,2") = / dr §(z — '), (B.22)

'—e T

T

que pode ser simplificada para

’ z'+e
dG(z, ') [" " ,
p(m)% + / dz q(2)G(z,2") = 1. (B.23)

Essa equagdo ndo pode ser satisfeita no limite em que ¢ é muito pequeno se G(x, 2') e dG(x, x') /dx
sdo ambas continuas (em z) em z = x’. Por outro lado, se a fun¢do de Green for continua em
todo o espago, mas sua derivada for descontinua em x = 2/, a equagao (B.23) € satisfeita. De
fato, no limite em que € — 0, a integral que compde o segundo termo € nula, pois a fungdo de

Green € continua e os limites de integragdo se tornam iguais, de modo a obter

_ dG(z,2)

lim
e—0t

}— ! . (B.24)

r=x'+¢

Observa-se que a singularidade na derivada da funcao de Green ndo afeta o comportamento da
funcdo y(z), isto é, ndo faz existir nenhuma descontinuidade nesta tltima devido a esse motivo

em particular. E, como mencionado, a fun¢do de Green € continua em z = a2/,
/ / / /
G<(.T,ZE):G><ZU,QZ'), (B25)

em que G (2',2") e G~ (2',2") representam a funcdo de Green nos intervalos a < = < 2’ e

x' < x < brespectivamente.

Exemplo
Resolve-se aqui a seguinte equacao diferencial usando o método das fun¢des de Green:
d2

com condigdes de contorno dadas por y(0) = y(1) = 0. Usando (B.16), pode-se identificar o
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operador como

d2
L=—— B.27
. (B.27)
de modo que p(z) = —1. Dessa maneira, tem-se
d*G(z, )
- = b =), (B.28)
A partir dessa equacao, pode-se escrever
d*G !
CC7) o g<r<a (B.29)
dx?
‘ d*Gs(z, 7))
——=n 0, ' <z<l. (B.30)
dx?

As solugdes dessas equacdes sdao dadas, respectivamente, por

G.(z,2')= A+ Bx (B.31)

Gs(z,2') = C+ Dx. (B.32)
de modo que

G(z,2') = (B.33)
Usando as condi¢des de contorno nos respectivos intervalos, tém-se

y(0) > G(0,2) = A=0 (B.34)

y(1) = G-(1,2/) =C+D=0—C = —D, (B.35)

de maneira que se reescreva (B.31) e (B.32) como

G.(x,2") = Bx (B.36)

e
Gs(x,2') = D(x — 1). (B.37)
Usando a condi¢@o de descontinuidade da derivada (B.24), com p(z) = —1 e a condigdo de

continuidade (B.25), obtém-se, respectivamente,

D—-B=-1 (B.38)
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Bi' = D(2' — 1),
e, substituindo (B.38) na relacdo anterior, encontram-se
B=1-2 e D=-2.
Substituindo essas constantes nas fungdes de Green, chega-se a

. r(l—2), 0<z<a
Gz, z') =
P(1—z), 2/ <z<1

(B.39)

(B.40)

(B.41)

Esse resultado pode ser verificado aplicando todas as condi¢cdes impostas pelo problema.
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