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RESUMO

Aqui ha um estudo sobre difusdo anémala empregamdoequacao de Fokker-Planck
nao-linear. Solugdes exatas com dependéncia telmp@spacial foram encontradas a
partir de umansatzgaussiano generalizado baseado na exponendm&lfsallis. Isso foi
feito nos casos sem forca externa, com forca exteonstante e linear, e com termo de
fonte. Também, abordou-se casos ndo dependentemgo (estacionario). As solucdes
com cauda longa, obtidas v@émsatzgaussiano generalizado, tém um comportamento
assintotico tipo lei de poténcia que também saacéels exatas. Nesse ultimo contexto,
investigou-se uma familia de osciladores anarm@nsimétricos que tem como casos
particulares o oscilador harmonico e o poco quadmafihito. Considerou-se, por fim,
um ansatzque tem como casos particulares o gaussiano digadme o tipo lei de

poténcia.



ABSTRACT

A study about the anomalous diffusion employingoa-finear Fokker-Planck equation
is developed here. Exact solutions with time grace dependence were found from a
generalized gaussiaansatzbased on Tsalligiexponential. This was done in cases
without external force, with constant and lineareemal forces, and with a source term.
Also, time independent (stationary) solutions web¢ained. The solutions with long
tail, found via the generalized gauss@arsatz have power laws as asymptotic behavior.
These power laws are exact solutions too. Inl#gscontext a family of symmetrical
anarmonic oscillators, that has as particular cabesharmonic oscillator and the
infinite square well, was investigated. Aamsatzthat contains as special cases the

power law and generalized gaussian was also adenesl.
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Capitulo 1

Introducao

A descri¢do da difusdo usual (normal) € bem endlendirotineiramente usada
para prever varias propriedades macroscopicas aguntos de particulas [1-5].
Explica, por exemplo, porque algumas gotas de wgaade dietético adogcam toda uma
xicara de café ou porque o aroma de um perfumeoysaduma pessoa preenche toda
uma sala fechada. Tal processo ocorre espontanesgmenqual cada elemento de um
conjunto que se move realiza uma trajetoria aleatdsso é resultado das varias
colisbes com outras particulas que compdem o metone as quais estdo sendo
difundidas.

Podemos tratar, em geral, 0 movimento de umaauparticula como uma
sequéncia de pequenas trajetérias, que podemrssidemdas retas entre duas colisées
sucessivas. Por sua vez, se a velocidade da parttanto em moédulo quanto em
direcdo, mudar com um certo grau de aleatoriedati® €olisdes, dizemos que o
processo € estocastico [2-5]. Assim, o movimentdtieo de uma particula em um meio
composto por outras, colidindo com ela, sob o paltorista microscopico, pode ser
representado em termos probabilisticos. A proludiie de uma particula realizar um
movimento é representado na forma de uma distdbude probabilidades. Uma das
distribuicbes mais importantes na fisica é a tisico gaussiana [1-5]. Por exemplo, é
usada na descricdo dos casos citados no paragnsoioa Num contexto mais
detalhado, o processo estocastico pode ser otaskifiem markoviano ou nao-
markoviano. O segundo ocorre quando a probabilidade instante depende apenas do

passo anterior e o primeiro quando ha dependénciaas passos anteriores.



Considerando a auséncia de forgas externas, podert@wler a difusdo como o
processo pelo qual uma quantidade de particulasiéluegides de alta concentracao
para regides de baixa concentracdo ocorrendo, postao sentido de diminuir o
gradiente de concentragdo das particulas no megsimd apdés um tempo
suficientemente longo a distribuicdo tenderd aounmié. Por sua vez, isso corresponde
ao caso no qual a desordem € maxima, ou sejapentraxima.

A difusdo € um fendmeno facil de encontrar e, emalg®ecorre quando um
sistema se encaminha para o estado de equilitogn, & de fundamental importancia
em processos fisicos, quimicos e bioldgicos, enttws. Isso justifica porque a difusao
é largamente estudada nos varios ramos da ciéestie mesmo sentido, dedicamos
esta dissertacdo a um estudo sobre difuséo.

No proximo capitulo, iremos estudar a difusdo usagbregando a Lei de Fick.
Logo em seguida, mostraremos que a difusdo decpladi também pode ser vista
considerando as forcas microscopicas e a acdo mpasfeexternas. Essas forcas
microscopicas com boa aproximacdo apresentam uectaspe aleatoriedade, logo,
empregaremos equacfes estocasticas usualmentedasade equacdes de Langevin.
Usaremos estas equagdes para obter o comportaprebtbilistico na forma de uma
equacao das probabilidades, a equacdo de FokkekPlgue é uma equacao linear.
Para esta Ultima, apresentaremos solucdes exataddependem das coordenadas:
temporal e espacial, obtidas preferencialmenterir gl um ansatzgaussiano para
casos sem forca externa, com forgca externa coestafihear, e com termo de fonte.
Também, abordaremos o caso ndo dependente do {estpoionario). Nesse cenario,
as equacbes de difusdo e Fokker-Planck tém umatwestridéntica. E importante
salientar que esta afirmativa ndo se aplica no gasal, porém é valida nos casos
discutidos neste trabalho. Assim, ao longo destsediacdo usaremos indistintamente
os termos “equacédo de difusdo” e “equacao de FdRlkeerck”. Além disso, frizamos
que os resultados expostos nesse capitulo e n@dsiio obtidos analiticamente.

E importante salientar que um dos objetivos desteo é o de apresentar de
forma detalhada as passagens desenvolvidas emsnasalises. Por conseguinte,
esperamos que qualquer pessoa com formacédo ba&sicalallo diferencial possa ser
capaz de acompanhar com transparéncia os desaneabas apresentados no decorrer
deste trabalho.

Apresentaremos no capitulo 3 uma generalizag&ndacao de Fokker-Planck
na forma de uma equacao nao-linear. Naturalmeste,eguacdo descreve uma difuséo



diferente da usual, que € um exemplo de difusdonat®d Ela também € conhecida
como equacao de difusdo em meios porosos e € nsaslaa modelagem [6,7]. Tem
sido empregada também em difusdo de plasmas [B]plpedo de gases através de
meios porosos [9], filmes liquidos finos espalhasdasob gravidade [10], disperséo
espacial de populagbes biologicas [11] e algunénfemos de auto-organizacao [12],
entre outros. Como no capitulo 2, discutiremos <asm forca externa, com forca
externa (constante e linear) e com termo de fongdp as solucées dependerem do
tempo e da posicdo. Em tais situacdes (néo-linearemsatzgaussiano nao € mais
aplicavel, porém usaremos coransatzuma generalizacao dele. Esta generalizagédo se
da através da exponencial-q de Tsallis [13-16], gade ser obtida por meio da
maximizacdo da entropia de Tsallis sujeita a visewpropriados [17-19], o que nos
leva a uma conexao da equacao de Fokker-Planckne&@w-com a termoestatistica de
Tsallis. Uma solugéo estacionaria serd também abtidpresenca de uma forga externa
genérica, porém advinda de uma energia potencial.

No capitulo 4, comecamos rediscutindo as situacéeteriores, porém
enfocando uma nova classe de solucfes do tipoi die lgoténcia. Verificaremos, em
particular, que as solu¢des anteriores tém um cdarpento assintético que recaem em
algumas destas novas solucdes, ou seja, o0 comgntiame cauda, quando longo, das
solucgdes discutido no capitulo 3 é recuperado cosphucdes desse capitulo. No final
dele, investigamos uma familia de osciladores adaicns simétricos que tem como
casos particulares o oscilador harmonico e o pagdmdo infinito. No melhor de
nosso conhecimento, para essa classe de oscilad@@sencontramos solucdes
divulgadas na literatura. Tal fato nos motivou aeolsolucdes tipo lei de poténcia,
relacionadas a esses osciladores anarmonicosnbladile, estudamos uamsatzmais
geral, no qual solu¢gbes dos casos o gaussianoadjeado e o tipo lei de poténcia
foram recuperados, neste sentido observa-se quesapaolem ser considerados como

casos particulares .

Por fim, no capitulo 5 dispomos nossas conclusissm como as observacdes

finais.



Capitulo 2

Difusao usual e equacao de Fokker-Planck

No estudo da difusdo de particulas deve-se caomsittgcas microscopicas, bem
como a acédo de forcas externas. Com uma boa a@c&anessas forgcas microscopicas
apresentam um aspecto de aleatoriedade, pois masita advém de colisbes das
particulas que compdem o meio com as que estao gidnddidas. Logo, é natural numa
descricao formal de difusé@o de particulas se erapggndezas aleatorias, ou seja, usar
equacoes estocasticas, usualmente chamadas déesydaclLangevin [3-5]. Ha também
outro modo, no qual se observa o0 comportamento apigdtico das grandezas
importantes na forma de uma equacdo para as plidadbs, a equacdo de Fokker-
Planck [3-5]. Nesse cenario, para descrever aatifugamos apresentar inicialmente a
equacao de difusdo na forma fenomenoldgica, aquedausa a Lei de Fick. A seguir,
vamos obter a equacdo de Fokker-Planck a parteqi@acdo de Langevin. Também
incluiremos a obtencéo de solucbes exatas da emdacBokker-Planck para casos sem

forca externa, com forgas externas constante &rJieecom termo de fonte.

2.1 Difusao usual

Do ponto de vista fenomenoldgico, o procedimerdcapa construgdo de um
modelo mateméatico usado na descri¢cdo da difuséié ssualmente através da chamada
Lei de Fick. Um tipo de desvio relevante dessgdaso andmalo) sera discutido em

capitulos subsequentes.
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Tomemosp como a densidade de uma substancia que se diferJ=a
densidade de corrente (quantidade da substanciatgaMessa uma unidade de area
normal & direcao de fluxo, por unidade de tempa)nhl grande variedade de situagdes,
quando ndo ha forcas externas, a densidade denteoéeproporcional a diferenca de

densidade entre regides proximas, ou seja, teni-eede Fick:
J =-D0p, (2.1)

com P=pP(M1) T = (X,%,X) e D é chamado coeficiente de difusdo. Esse
coeficiente (positivo) depende das propriedadesndm, estando relacionado com a
rapidez com que a quantidagelifunde-se. Tal difusdo ocorre das regides depata
baixa concentracdo e, portanto, se da no sentidbbé&cm ao do gradiente desta (da
regido de maior densidade para a de menor dengid®al@ um meio anisotrépicb, é
representado por uma matriz, indicando que a difysfle se dar diferenciada para
cada direcao.

Se considerarmos que a difusdo de uma substé@ndi@ sem perda ou producéo
interna em um meio continuo, teremos a equacdo atservacdo (equacdo de

continuidade)

0p =

—+00=0

at 1 (2'2)
de onde se obtém, junto com a eq. (2.1) e supbromstante, a equacgéo de difusdo

0p 2

— =D0"p.

o 1Y (2.3)

Também é digno de nota que, semelhantemente admdagdifusdo de massa,
vinculada a Lei de Fick, a equacédo de difusdo dier cmseia-se na conservacao de
energia térmica e na Lei de Newton — Fourier, gfogréalmente analoga a Lei de Fick.

Por outro lado, quando houver perda ou produc&onatde massa, devido a um

sorvedouro ou uma fonte, a equacao de continuigssleme a forma

0p =
Z+00 =0
o : (2.4)

onde J € a densidade da fonte cal 0 e d < 0 associados a criacdo e absorcdo de
substancia, respectivamente. Logo, a consequense&g de difusdo ndo-homogénea &

dada por

9
a—f= DO?p+0d . (2.5)



11

Se supusermos que o sistema estd sob a acdo dergmaxterna, a densidade

de corrente contera a parte devida a lei de Fick) (2 um termo proporcional ao

produto da forca exterrF pela densidadg, isto é,
J=-DOp+ uFp. (2.6)
com u representando a mobilidade. Neste caso, quanido constante, a equacdo de

difusdo € descrita por

0 _
a—f= DO?p- uOLFp). 2.7)
Observamos também que podemos ter simultaneamamhte gou perda) interno e acao

de forca externa:

0 _
2> =D0%p- uOFP) +5., 2.8)

2.2 Equacéo de Langevin

Vamos considerar 0 movimento de particulas de nrassgersas em um meio.
Dessa forma, a solu¢cdo completa do sistema magioscéonsistiria em resolver todas
as equacdes microscopicas do sistema. Infelizmssendo € viadvel. Portanto, vamos
usar a descricdo de Paul Langevin (1872-1946):[3-5]

d?x dx
m—-=F(X) +R(t) —n—
e (x) + R(t) ”dt’ (2.9)

onde, numa boa aproximacao, o terR(© representa a forca aleatoria resultante das
colisbes microscépicas da particula de massaom as moléculas do mei&(x)
representa uma forgca externg,eima constante positiva, € o coeficiente de atiti,
por simplicidade de notacéo, estamos consideramas®unidimensional.

Para os casos em que a massa da particula € deshr@eq. (2.9) resulta em

%= F)+0 (). (2.10)

onde f(X) = F(X)/n e {(t) = R(t)/n. Quando dizemos que a massa € desprezivel, na
realidade devemos entender que o termod/df® pode ser desconsiderado em
comparacdo comp dxdt. Por exemplo, s&(t) = Ae”’, teremosmd™/df® = xm' 7 e -

ndx/dt = xnl 7, dai a condicaandPx/d}| << jzdx/dt| implicam <<#r.
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Em nosso estudo introdutério vamos supor que dcsiedade dé€(t) implica

interacfes em todas orientacdes e intensidadespde que as variaveigt) e {(t’) sé&o
independentes pata: t'. Assim, ¢ () é nula em média, ou se‘<5 () =0 com (¢ ®))
representando o valor médio ¢(t). Da mesma forma, é necessario observar que

(CMZ))=(¢MNT)) =0 set £, poisd(t) e {(t') podem ser consideradas variaveis

aleatédrias independentes quando se tém tempastasstPor outro lado, ge=t' temos

um valor pronunciado pa<5(t)5(t')>. Tais observacdes podem ser resumidas em

(Ct)=0 e ({OCE)=Tt-t) comT >0. (2.11)

2.3 Equacéo de Fokker-Planck

A eq. (2.10), que € um exemplo de equacdo de Lamgswplementada pelas
propriedades (2.11), € uma equacéo diferenciahtleera estocastica (aleatdria), assim
como a eq. (2.9).

A partir da eqg. (2.10), podemos encontrar uma @ugara a densidade de
probabilidade p(x,t,%) de modo queo(x,t,x)dx € a probabilidade de encontrar a
particula entrex e x+ dx no instante de temppquando esta particula estavaemxg
no instante inicialt = to. Para isso, vamos empregar um procedimento destiiagdo
analogo ao desenvolvido em [5]. Nesse sentidogusas

dX - AX = Xne1 - Xn e dt - At =ty -th =T, (2.12)
caracterizando em intervalos e denotanda, a posi¢ao da particula no instahtent.

Portanto, recaimos em

X X T X
at — (2.13)
que faz com que a equacéo de Langevin (2.10) pegaienada por
Xpu1 =%, T TT(X) +7{(nT7) (2.14)

-
Além disso, Ot —t) » 3., /1 ({,)=0 ¢ <ZnZn‘>:?5nn‘ com ¢ =4¢(N7)). Fazendo

$,=NTI1{,, aeq. (2.14) assume a forma

X1 = X, + T F (%) +4[TTE, (2.15)
com <En> =0 e <En£n> = Jnn‘ .
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Se tomarmog, = (X, NT, %) como a distribuicdo de probabilidades da variavel
Xn € gn(K) sendo a correspondente funcdo caracteristiceatiaformada de Fourier de

£n), podemos escrevegr(k) na forma de um valor esperado:

g, (k) = (€} = [ " p,dx, | (2.16)

A partir dessa equacéo e da (2.15) se tem
9, (K) = <eikxm> - <eik[xn+r f (xn)+ﬁzn1> | (2.17)

Devido a eq. (2.17) e a independéncia estatisios &'s (médias

independentes), vemos que
Gy (K) = (0077 10V 7T ) (2.18)

A partir desse resultado, vamos obter a expansag.gdd&) em 7, mantendo apenas

termos até primeira ordem, pois estamos supargldicientemente pequeno. Para tal,

— 2 — .
empregamos a expans€‘ =1+x+x*/2'+...  com X =Ikf (X,)7  para aproximarmos

o primeiro termo do lado direito da eq. (2.18):
el @), e

Analogamente, sX=1k\7 ', chegamos a

<eikﬁ<‘"> = <1+ kT T¢, +—(ik\/j‘z” )2> - <1+ik\/r_rfn _kr rfn2> |

2
onde usando a condic (&) =0 e (&:6w) = S, fica
k[T &, ~ _l 2
<e > 1 2k . (2.20)
Dai, as egs. (2.19) e (2.20) substituidas na etg)fvam a
ke 1
Gnt(K) = o (K) + 7 (nk<ek "f(x,)) —Ekzrgn(k)j . (2.21)
Visto que
: ikx, —i [ ° Aikx, - d ikx,
k(e £ (x,)) =ik[ € f (x,)p,dx, -Lo(ae Jf(xn)pndm
e apdés uma integracdo por partes, temos

(e 1 00)) ==& g 1 00)m,10,, (2.22)



onde foi considerado as condi¢cbes de contornoaisik, —+x) — 0. De forma anéaloga,

d2 ikX,
o termo—k*9, (k) = j Y ———Pyax apos uma dupla integracéo por partes fica

-k?g, (k) =[ & 42 2.23
n —00 dxﬁ " ( " )
Assim, a eq. (2.21) pode ser reescrita como

[ padx,, [ e pdx =~r[ & i[ f(x,)0,]dx, +

T r kX, d pn (224)
" e
2 leT g
ou, ainda, em uma primeira aproximagé(I_Zeikx””pnﬂd)m - I_Zeikx”pnﬂd)ﬂ] , ficar
pn+1 pn _ d pn
[e { + [f(xn)pn] 5 02 }dxn 0 (2.25)

gue implica

pn+1_10n _r dzpn d
=— - f(x
- 2 [f(x)po.].

(2.26)

Se tomarmos o limiter - 0 e reescrevermog, como o(x,t) e f(x,) como f(x,t),

obteremos

op(xt) _ [ d°p(xt) 0
2 ok ax[f(x,t),o(x,t)]. (2.27)

No caso tridimensional col = /7 /2, o desenvolvimento exposto conduzira a

0 _
a—f= DOp-00(fp). (2.28)

A eq. (2.27) ou sua versao para 0 caso tridimeaki@i28) é conhecida como
equacao de Fokker-Planck. Ela traz a densidadeofalplidadeso(x,t) como um elemento
observavel. Dessa forma, a resolugcdo da equacad-ollker-Planck fornece uma
distribuicdo de probabilidades a partir da qual,ipegracdes, podemos encontrar qualquer
média de variaveis macroscopicas. Observamos tpessacao tem a mesma estrutura da
equacdo de difusdo usual eq. (2.7). Portanto,zar@imos indistintamente ambas
denominacdes no decorrer do texto para as eq.4Z28). Por fim, ressaltaremos que a

equacdo de Fokker-Planck ndo apenas descreveeplages dinamicas dependentes do

tempo, mas também estacionarias (independentesngo; 90/ 0t = 0),



2.4 Solucbes da equacao de Fokker-Planck

Podemos obter a solucdo da equacdo de difusdo auspratedimentos
convencionais na resolucdo de equagOes diferengarsiais. Nesse caso, um
procedimento possivel seria considesapriori alguma classe de solucbes factiveis.
Proporiamos, assim, um tipo de solucans@ty e obteriamos a sua forma exata para
que se verifiqgue a equacédo. Vamos empregar sistammnte esse método ao longo
desse trabalho. Dessa forma, com o objetivo déipaste motivar a escolha dmsatz,
iniciaremos a busca de uma solucdo usando como Waseanétodo conhecido
(transformada de Fourier). Como ilustracdo, aptesemos a difusdo usual,
primeiramente sem termos de fonte e de forca extelepois, encontraremos a solucéo
usando ansatz Em seguida, obteremos a solu¢do com fonte prigpaica densidade.
Também, investigaremos a equacdo de Fokker-Plasehdo cansatznos casos com
arraste constante, com arraste linear, e a confmdg arraste linear e constante. Esses
exemplos, sdo objetos tematicos de discussao disstrtacdo que serdo generalizados

em capitulos posteriores quando discutirmos difasé@onala.

2.4.1 Forma usual

No estudo que segue e ao longo deste trabalhodeosys®mos somente o caso
unidimensional. Para nossos objetivos, isso naoedagpoerda de generalidade e ajuda
simplificar os calculos e a notagéo.

Para chegar a solucdo da equacdo de difusdo (8.8pso unidimensional,

9 _pop

ot ox? '’

empregaremos a transformada de Fourier:
g(kt) = jz p(x,t)edx

o o dk
x,t) = k,t) e™*—
POt = [ a(k,t) o (2.29)
Assim, multiplicando a eq. (2.3) pef* e integrando em, tem-se
ag(k,t
) 2.30)

onde usamos o resultado (2.23).
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A solucédo desta equagéo €
g(k.t) = g(k 0)e ™. (2.31)

Da condicdo inicia 2(x.0) = T (X) , obtemos

g(k0) = [ p(x0e™dx=[" T(x)e"dx. (2.32)
Por conseguinte, substituindo a eq. (2.32) nazgl], teremos

gtk,t) = [ f (e e dx, (2.33)
Substituindo a eq. (2.33) na eq. (2.29), somodeva

o(x,t) = j e-'kx j dx f(x)e* e = j dx f (x) j K o g0t

que resulta em

Pt = [ Gx=x,) f (x)dx (2.34)
onde
G(x=x,1) = [ e o) g_zkr _ (2.35)

Notando que

—Dtk2—ik(x—x'):—Dt[k+i(X_Xl)} e J'_Ze‘”yzdy:\/g (2.36)

2Dt 4Dt

(X=X

comy=k+ e 0 =Dt chegamos a

oD ik (x-x) GK dk 1 a0

G(x-x,t)=] e o (47Dt)1,2e4m . (2.37)

que é a funcdo de Green da equacdo de difusao (2.3)

Se considerarmos uma condicdo inicialo tipo fantetual, f (X) = P,d(X—X) |

que representa toda a substancia concentradiX=X no instante inicial,o(x,t)

assume a forma da fungéo de Green:

Po__ganl "

Px, )_—(47Dt)1’2

(2.38)

Igualmente interessante para nossos propésitopa@ suma condicao inicial do tipo

. . P _ A __g(xx)?
gaussiana, isto « f (X) = o', € . 1sso nos conduz a

7(X XV @ ey
X, S g X gy
pixY) = j (4nDt)1’2 \/;
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gue leva a

—(x-x"?

_ :0'0 4D(t+ty)
X, t) = 0
PO [4rD(t +t,)["*

(2.39)

com to =1/(4Da) . portanto, essP(Xt) é uma solucio gaussiana com o tempo

transladado enty. A integracdo enX' pode ser efetuada completando os quadrados,
isto é, devemos seguir passos analogos aos adssr@m (2.36) quando tinhamos o

objetivo de efetuar a integracdo X1

2.4.2 Solugcao usandmsatz

Passemos a ilustrar o procedimento para encontsatugdo viaansatz Para

a 2
tanto, proporemos para a eq. (26—',[0 =D axlzo , uma solucdo de forma gaussiana dada
por
g B X
X, t) =
P =7 (2.40)

onde(t) e Z(t) sdo funcbes a determinar. Para simplificar ag#ém e sem perda de

generalidade, consideremX = 0 (veja eq. (2.38)). Dessa forma, usandansatz
(2.40), verificamos que

dp(xt) p(x,t)(_ 1 dz(t) _ . d/)’(t)j

0 T . (2.41)
enquanto
% = 2B8(t)xp(x.1) (2.42)
e dai
9°PLY) = fiyty(- 28(t) + 4B(1)* %), (2.43)

x>
Substituindo as egs. (2.41) e (2.43) na eq. (2tBagrupando, temos

1 dZ(t dg(t 2)u2 | _
p(x,t>[(—%$+ 2Dﬁ(t)j —(%MD,B(U jx } 0. (244)

Como P(Xt) é ndo nulo e {1x3 forma uma base vetorial com dois vetores
linearmente independentes, seus coeficientes degemulos na eq. (2.44). Dai seguem

as equacoes



18

% =-4D(B(1))’ (2.45)
1 dz(t)
70 dt 2DA() . (2.46)

Para encontrarmos a solugéo da eq. (2.45), notquoesla conduz a

pOdB _ ot 1 1 _
L,, Y IO 4Ddt que fomece 5y ™ 50y Dt
Assim, ap0s resolver paft), a solugcéo da eq. (2.45) assume a forma
1 1
B(t) = =
aft+ 1 4D(t+t,) (2.47)
4D(0)

1
sendclo = 4DB, compB = B0).

Quanto a solucédo da eq. (2.46), observemos que

1 dz(t) d
———*= —InZ(t
Z0 dt o (t), (2.48)
d | 1
Logo, ao substituir as eqs. (2.48) e (2.47) nd246), vem quiy; nZ(t) _—Z(t +to)'

td tdt
Integrando ambos os lados dessa equacéo, obteJ‘O aln Z(tdt = ,[o —Z(t +t0) que

fornece INZ(t) -InZ(0) :%[In(t +t,)=In(t,)], ou seja,

Z(t) = Z(O)(t ;’tO jz. (2.49)

0

Agora, inserindo as egs (2.47) e (2.49) na eq0j2récaimos em

1 e_(m?mo)]
t+t, jm : (2.50)

0

pxt) =

A (0)(

Para analisarmos o cago= 0 de modo qué&(t) exista, aplicamos um limite na
eg. (2.49). Isso posto, consideraremos o valoit'dgdtdo e t, — 0, de modo qug <<

t. Com essa consideracao chegamos a

Z(t)=i?)t5. (2.51)

ty2
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limZ(t)

Para que ", exista,Z(0)/t,"? deve ser um nGmero finito. Definiremos coMo

o 1/2
esse valor, ou sejC —!:%Z(to Mty , dai
— L2 __
Z(t)=Ct o B(t) ADL (2.52)
Logo,
o(xt) = ﬁe{“mj . (2.53)

Ademais, usando a condicdo de normalizej_m p(x1)dx=p, e a integral gaussiana

I exp(o x*)dx=./1/c com 0 = _H’ obtemosC = (47D)?/ p, . Usando esse valor

na eg. (2.53), reobtemos a soluc&o (2.38) X/m 0. Como vimos na subsecdo (2.4.1), essa

soluc&o corresponde a tomarmos como condicéd i 2(X.0) = P,0(X) .
Nesse ponto, ja podemos apresentar uma forma miilizada para classificar
se uma difusdo é normal ou andmala. Ela é feitaétrde

j (x=(x))* p(x.)dx

((=(x)7), = (2.54)

t
j p(x,t)dx
j_oo xo(Xx,t)dx
com <X - rw .
j_ P(X,t)dx
Se esse resultado tiver uma dependéncia linearccoempo, classificamos a

difusdo como normal. No presente caso, isso €icalid empregando a eq. (2.53) na
eq. (2.54),

<(x—<x>t2>t :<x2>t =2Dt. (2.55)

Aqui, além da integral gaussiana, emprega IXEXD(‘U x*)dx=0 (integrando impar)

[ee] d (o]
€ Lo x* expo x*)dx = “do Lo expo x*)dx =1/ 2\/mo ™ . Desvios deste

comportamento linear no tempo indicam a presencdifissdo an6malacomo a que

estudaremos no proximo capitulo.
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2.4.3. Solucao da equacéo de difusao com fonte

Trataremos agora da solucdo da equacao de difesaaim termo de fonté,

um sorvedouro, assumindo que esse termo seja piopal a densidade. Nesse caso,
0 =-a(t)p(x1) coma(t) > 0 e, conseqiientemente,

3 _p@%p_a(ip)

-a(t)p.
3t P ox )z (2.56)
Se ignorassemos os termos difusivo e de arrastg,(2.56) seria escrita como
0p ~
a—f =-a(t)p, (2.57)

~ t .
cuja solugédo €P = P eXp[—jO a(t')dt] . Esse resultado sugere que a solucio da

equagao com termo de fonte seja da forma

a)dt

p(x,t)=e P(x,1), (2.58)

que, substituida na eq. (2.56), conduz a

% _ 0% (1D
ot ox? ox

Assim, o tratamento da eq. (2.56) fica reduzidesolvé-la sem o termo de fonte (ou

(2.59)

sorvedouro). Por exemplo, & 0, a solugdo desta equacao esti exposta na.84). (

Portanto, ao empregarmos a eq. (2.34) £ raom a condicgao inicigh(x,0) = gAX),
obtemos para a eq. (2.56) cém 0 a solucao

XZ

Po ~la()dt o apt

P(xt) :W

(2.60)

2.4.4.Solucéo com forca constante utilizaradsatz

Neste caso, abordaremos a equacgdo de difusdo pasastema de particulas
sujeitas a uma forca (forca vezes tempo e por méss&, comF, constante. Dai, a

equacéao de Fokker-Planck com termo de arrasteastegm uma dimensao fica

0p(xY) _ _r 9p(X%Y) . 9°p(x,1) .

ot ° ox x> (2.61)



21

Da mesma forma que procedemos para a equacdo wialiSem forca externa,
proporemos uma solucao para a eq. (2.6Bnsatzescolhido € da forma
p(xt) = M. (2.62)
Z(t)
Aqui frisamos a presenca slg€t) em contraste com o ansatz (2.40). Como verifilnage
nesta subsecao, este termo simplesmente seriacteet auséncia de forca externa.

Visando obtep3(t), Z(t) e x(t), notemos que

)
9% _ i ){ L dZO (o) '8()+2,8(t)( —x, )20 ()} (2.63)

ot Z(t) dt
"”;: Y = 2 p(x.4) B (X X, (1)) (2.64)
ka g’ig"t)_ o(x t)[4 (B (x=x, (1)) Zﬂ(t)] (2.69)

Substituindo as egs. (2.63), (2.64) e (2.65) nae#p de Fokker-Planck (2.61), teremos

_ 1 dz(@) dﬁ(t) dxc(t)
p(x,t){ 0t - (x=x, ()" +23(t) (x — %, (1) }

+2F, p(% 1) B (X%, () - Dp(xt)[w(t) (x-x, () -28(t)]=0"

que apos dividida pgm(x,t) e agrupada em termos de poténciaz nes fornece

LGy (o PO o0 .
S0 g "N S m2B0x0Z5 - a(BOF  O) + |,

|+ 2R B()x (1) + 2D,6’(t)

220 L+ 250 2 25 ) +80(60) % (t)}xl ; (2.66)

:—%—4D(ﬁ(t))2}x2 =0.

Como a expressao (2.66) é nula para qualquer glabgrdevemos ter os coeficientes de

%, x* ex’ nulos, ou seja,

dﬂ (t)

-4D(B(1))’ = (2.67)
2%, (t)w+ 26025 - 27, 50 +8D(60) (1) =0 (2.68)
1 dZ(t) d,[)’(t) dxc(t) 2 2
20 ar ~OOF =G -2 0= -4D(B0F kOF | 2.69
+2Fo/3<t)xc(t)+2Dﬂ(t)
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A eg. (2.67) é exatamente a eq. (2.45), portardosslucdo ja é conhecida, eq.
1 1

(2.47), ﬁ(t):m, onde b :m e f = [A0). Por sua vez, usando a eq.
(2.67) na eq. (2.68), verificamos que

——=F, (2.70)

cuja solucgéo é

X0 =x0)+Ft, (2.71)
Isto mostra que o centro do pacote gaussiano deska@om velocidade igual R.
Chamamos ainda a atencdo que se nédo tivéssemaseitgrnalFo = 0, recairiamos
numxg(t) constante, como anunciado no inicio desta subseca

Além disso, empregando as eqs. (2.67) e (2.7®qn42.69), constatamos que

1 dz)
70 d B®) . Portanto, deparamos com a j& conhecida eq. (2.46) solucdo

(2.49). De posse dé(t), Z(t) ex(t), concluimos que

1/2

_[x-( @+
4D(t+tg)

1
—j e , (2.72)

P = t+t
Z(O)( 0

t0
sendo que(0), to e x(0) devem ser fixados pela forma dg,0). Em particular, como
procedemos no caso de forca externa rieda=(0), verificamos que

{ [X_(Xc(o)”:ot)]z}
L (2.73)

(X t) - Ct 1/2

C =lim Z(t, Yty

com , € a solucao que correspondg a 0.

2.4.5 Solucdo com forga linear utilizanalosatz

Nesta subsecdo, encontraremos uma solucao pamaagdeqde difusdo de um

sistema de particulas que estdo sob a acdo deargaaexterna linear = - Jx (forca

harménica vezes tempo e por massa), sgrmmstante. Conseqlientemente, a equacao

de Fokker-Planck correspondente em uma dimenséao é

00(X, 92
—'0((;[( ) (xp(x t))+D g)gx 1) (2.74)
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Da mesma forma que procedemos para as equacOesud@odnos casos

anteriores, proporemos uma forma de solucdo.ar@atz escolhido € o (2.62),

-BOIX-% O ap 9°p
X,t)=———. ido. i4 road 65),
P(X,t) 70 Nesse sentido, ja conhecemos as egs. (2 )€ (2.65). FwR
(xp(x.1))

epare— 5 obtemos

W P HL-2xBE) (x- %, ()] (2.75)

Nossa tarefa inicial agora € usar as egs. (2.835) e (2.75) na equacdo de Fokker-
Planck (2.74), dai

1 dzy
p(x,t){ 0t XTXO)F T 2Am K- x0) =

— ¥ PO 2XB() (X~ x(t))] Dp(xH]4(B)) (x-x. () - 28()|=0,

que agrupada em termos de poténciasmies leva a

dﬁ (t) dx, (t)}

_ 1 dz@) d,B(t)
70 - (. ®)

2%, (1) P+ 20 % ~ 23 () B(t) +8D(B)) xc(t)}xl +

dx;(t)

- 2/3(t) % (t) —==— 4D(B(1))* (x, (1)) + 2DB(1) —y}x" +

- 904 2450 - 4D(ﬁ(t))2}x2 =0.

Como esta expressao é nula para qualquer vabyrdieremos ter os coeficientesxde
x> exC nulos. Dessa forma, obtemos as seguintes equacdes

-8+ 250 - 40 (p0) =0, (2.76)
2.0 LW+ 250 P 200 050 +8D (0 x. (0 =0, (2.77)
1 odz) zd/s(t) By tolr»(t)
20 a W) AOXO=|_ 079
& —4D(B(1)x,(t))* +2DB() -y
Equacbes do tipo da (2.76 (jf = 2B-4DB* ocorrem comumente em

modelos relacionados a crescimento de populactes geral, € denominada equacao

logistica [20]. Essa equac¢do quando incorporada cemério mais amplo, basicamente

dy
substituindo 8% por 8" (—:‘P(X)VJFQ(X)VJ é conhecida como equacdo de
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Bernoulli [20,21], cuja solucdo yl_”e(l_n)IPdx =(1- n)fQ e(l_n)Idedx+6, ondey = 3;
P(X) = -2y; Q(X) = -4D en = 2. Assim, temos que
1 2yt _ 21 ezyt 2D ~
=4D[ e*dt+C=2D—-“=+C 2.79
FON vy (.79)
que ao tomarmas= 0 nos conduz a
c=1
B, (2.80)

onde Bo = B(0) . Consequentemente, com este valoClea eq.(2.79), vemos que
1 ye

t) =
A = DTy (G -2D1y)e™  yBi+2De¥ —2D (2.81)
Agora se empregarmos a eq. (2.76) na eq. (2. 7¥émts
1 dx(t) __
x () dt (2.82)
x®dx, _
Para acharmos a sua solugéo, notemo: .[X (O)X_ - VI dt | resultando em
(1) | _
Inf =—= [=-pt
(XC(O) Yt Logo,
X (1) = %", (2.83)

comxg = X(0). Isto mostra que o centro do pacote gaussiarre exponencialmente
para a posicar = 0.
Agora se usarmos as eqgs. (2.76) e (2.82) na é®)(2erificamos que

1 dz(t)
———2=2Df(t) -
70 dt B -y, (2.84)
de onde obtemos
—dZ(t)-—;d 2D dt
Z(0) 2D/y+(B-2D/pe? (2.85)
gue integrada conduz a
Z(t) 1
In| =—= |=-pt+ dt
(Z(O)J W] oy -ipe @89
Essa integral é d tf—=l——'”(p+qe) ndey=t, q= - 2D/
ssa integral é do tig p+ge” p ap ondey=t, q=L - Y,

Z(t 4 2D _
p=2D/ye a=-2) Portanto'”(zéo))] —yt+ [W+—|n(7+( - yje 2”)} leva

a

_ a2 _
20)=2, \/2Dﬁo e (28,D-y) 2.87)

Yy
comZy =Z(0).
Assim, a solucéo procurada da eq. (2.74) € dada po
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- e [x—xoe‘y(“‘f’) ] 2
W3 +2De*! -2D

- \/ZDﬂo—e‘” @BD-) (2.88)
° y

p(xt) =

2.4.6 Solucdo com forga constante e linear utiipaansatz

Agora, podemos seguir 0 procedimento prévio pa@rgrar uma solucdo da

equacéao de Fokker-Planck quando temos aforgax + Fp comyeFyconstantes, ou seja,

0p(x,t) _ 0(xo(x1)) _ - 0p(x1) 5 pP(x1) _

ot oX ° ax x> (2.89)
-BODX% O]
Assim como anteriormente, vamos usamnesatz(2.62), A(Xt) :T, o]

qual, empregado na eq. (2.89) nos leva a

_ 1 dz) dﬂ() dxc(t>
p(x,t){ 25t (x=x, (1)) +2(t)(x = %, (1) —~ }

— ¥ P D[L=2%B() (X~ X, (t))] = Fo (X, 1)28(6) (X - %, (1))
- Dp(x (B0 (x-x,(0) -280)] =0,

que nos conduz, devido as independéncia linea®,de', x* (ou alternativamente de

(x=%®)°, (x=x.) e (x=%.(1)*), as equacdes

-% +2yB(t) - 4D(B(1))* =0 (2.90)
20 L0+ 250 P - 2 050 - 2,60 +8D(BOF .0 =0, (291)
a 1 dZ(t) t Zdﬂ(t) -28(t thC(t) —-4D(B(t)) t))?

70 - (x.®) BOX(1) (BOY (x.0O) + 0. o)

+2DA(t) -y + 2Fo/3(t)><c(t)
A solucéo da eq. (2.90) ja é conhecida, eq. (284)usarmos a eq. (2.90) na eq.

(2.91), verificamos que

d)z‘i(t) + % (t) = (2.93)

Além disso, ao empregarmos as egs. (2.90) e (Be%)q. (2.92) somos encaminhados a

eg. (2.84), cuja solucao € a eq. (2.87).



26

Para obtermos a solucdo da eq. (2.93), podemiaanilsolucao da equacéo linear de

d . o
12 orderrd—i/ =-P(X)y +Q(X) | cuja solucao ye[ P = erj "™dx+C . Em nosso casp=

x{(t), P(X) =y eQ(x) = Fo. Assim, a solucao fic X, (t)ej"}dt = J-OtFoeL}dtdt +C que conduz a

"o
x. ()" =F, (e , ) , (2.94)

onde usamos a condicao inicC=x,(0=0¢, portanto,
F _
X, (1) =7°(1-e 1), (2.95)

Dessa forma, a solucao da eq. (2.89) fica

e xFolien )|
-1 2yt _
e vy By +2De 2D y

. \/2Dﬁo - (2B,D-y)
4
Esta solucdo mostra que o pacote gaussiano teesto localizado emy = Fo/y para

px.1) = (2.96)

um tempo suficientemente longo. Isto esta diretaensziacionado com a condi¢do de

equilibrio estatico 0 £= - jx + Fo, que implicax = Fo/ )t

2.4.7 Equilibrio

De acordo com a termodindmica, em qualquer estado eduilibrio
termodindmico a entropia deve ser maxima. Esseulpdst de maximizacdo esta
intimamente ligado a uma questdo fundamental: abiistade térmica da matéria.
Formalmente, tal postulado conduz a um principigacanal que da origem a varios
desdobramentos. Em patrticular, as probabilidadativas aos diversos estados de um
sistema séo tais que maximizam sua entropia.

Nesse contexto, a entropia de Boltzmann-Gibbs,

W
S= —kBZ_l: pinp (2.97)
ocupa um papel fundamental na mecénicla estatigdical, sendod} o conjunto dessas
probabilidades associadas &destados acessiveis ao sisterkg & constante de Boltzmann.

Consideremos a maximizacao®lem relacéo ao conjuntpf conectada aos vinculos
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W W
U=>s&p e 1=>p, (2.98)
i=1 i=1
ondeg; é o valor particular da energia correspondenteésimo estado acessivelUea
energia media.
Utilizando o método dos multiplicadores de Lageaegnstruimos a funcéo auxiliar
W W W
(D:_ksz p.Inp, +/](1_z pij-l_ u _zgi pij, (2.99)
i=1 i=1 i=1
e a extremizamos em rela¢ap,asendod e B dois multiplicadores de Lagrange. Dessa

forma, segue

o
55f=—%0npj+ﬂ—ﬁ‘¢%j:0, (2.100)
J
que, por sua vez, implica na distribuicdo de Bo#tam P; De_ﬁgj/kB, gue apos
normalizada é
- B Ikg
e ]
p; = 7 (2.101)

na qualB= UT, sendoT a temperatura, £ = z\i/ilexp(‘ﬁfi /'Ks) a funcéo de particéo
do sistema.

Seja agora um conjunto d@ particulas de massan, imersas num meio,
suficientemente distantes umas das outras e edolusegundo a dinamica classica.

Nesse caso, a energia do conjunto €, com boa apaQ#b, a soma das energias das
. , . . . , _ Qr— _
partes, isto &, bamiltonianodo conjunto é dado gH =[P /(2m) +V(F)], sendo

V() a energia potencial relacionada com a forca extspbre a-ésima particula.
Assim, a distribuicdo de probabilidade para a [@msil , de uma particulagy(l), é
encontrada somando (integrand@)vezes nos momentos@ — 1 vezes nos vetores

posicao, ou seja,
1

-2 V()
p(fH)Oe

(2.102)

Sendo a difusdo inerentemente um processo foraqdiibrio, espera-se que
para tempos suficientemente longos o sistema atimja estado de equilibrio
termodindmico com o meio. Nesse estado, as pasiagle se difundem e o meio
mantém uma troca balanceada de momentum e ensigtgentando 0 movimento
irregular das particulas. Quando esta situacdm@idd, deve existir uma conexao entre
0S parametros que caracterizam o equilibrio tern@dico e a dindmica das particulas.
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Pelo exposto, vemos que a eq. (2.102) e a solugdeqdacdo de Fokker-Planck
estacionari:(@P/0t =0 eq. (2.27) con f = 4F),

d’p d
o Hax

devem coincidir. Supondo que a particula se en@onima regido limitada do espaco

0=D (Fp) :%((D%—;ij, (2.103)

dv
(o(x — + ) =0) eF =———, vemos que a eq. (2.103) é reduzida a

dx ’
d dv
Dd—i—ﬂ(—&}ozo (2.104)
e dai
-Hyv (%)

Um comparacdo entre as eqgs. (2.102) e (2.105)céso unidimensional),
- 1 _p o
supondo-as iguais, conduz a relacao de Einf +~p- O trabalho pioneiro nesse
B
tema foi primeiramente feito por Einstein em setigar denominado Sobre o
Movimento de Pequenas Particulas Suspensas em gquidd.iEstacionario Causado

pela Teoria Molecular-Cinética do Cafbem 1905.

2.5 Uma viséo qualitativa sobre difuséo

Nesta secdo, teceremos uns poucos comentarios getaie difusdo, baseados
nos resultados obtidos neste capitulo.

Comecemos com a difusdo sem a presenca de foren@xtcuja condicao

inicial é localizada, por exemplo, € 2(X.0) = 0,0(X) | Nesse caso, o processo difusivo

obedece a eq. (2.38) ccX = 0. Como podemos perceber, a solucéo (2.38)féroa
gaussiana e apresenta um alargamento proporcittfal a

Quando h& uma forca constante atuando sobre mnsistecle esta inicialmente
localizado emx = 0, temos a solucdo (2.73). A diferenca basicaakn sem forca
externa é o deslocamento do centro do pacote gaossom velocidade constante.
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Assim, esta ocorrendo difusdo (alargamento do pagaussiano) e deslocamento
devido a forca externa.

No caso de uma forga harmonidar= -y X, continuamos com uma solugéo
gaussiana, eq. (2.88). Depois de um tempo longistema apresenta upfx,t) com
uma forma gaussiana fixa e centrada na origem.

Ao estudarmos a situagdo em due Fy -y x, chegamos a solucdo (2.96). Para
um tempo suficientemente longo ha também uma acagdoddo pacote gaussiano,
porém deslocado perante a origem. Desses exenganstatamos que uma solucao
estacionaria ocorre somente quando a for¢ca exéedoetipo confinante.

Num cenério que ndo leva em conta termos de foatpaetir do discutido nesta
secdo, podemos apresentar uma tendéncia geral egiraresso difusivo. O sistema
tende a se espalhar (difundir) e a se desloca,fegga ndo for confinante. Se a forca
for confinante, depois de um certo tempo suficiegiete longo, a competicéo entre as
vertentes difusiva e confinante devem se contrabata produzindo uma situacao
estacionaria. Por fim, informamos queansatzgaussiano ndo funciona para outros

tipos de forcas além dos discutidos neste capitulo.
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Capitulo 3

Equacao de Fokker-Planck nao-linear e Difusao

andmala

Vimos no capitulo anterior que a difusdo usualepsdr descrita por uma
equacdo de Fokker-Planck, da qual obtemos solumdaiéticas quando empregamos
um ansatzgaussiano. Porém, € interessante usarmos umaspaogee generaliza essa
equacao e, consequentemente, assatz além de associar a sistemas que apresentam
difusdo anbmala e poder incorporar outras disigi®s espacgo-temporais. Nesse
contexto, é possivel considerarmos uma equacaadfuksfiao ndo-linear e umansatz
baseado na exponencial-q de Tsallis, 0 que nositeed®ascrever analiticamente uma

classe de processos difusivos anémalos. O presapitiello é dedicado a tal descri¢éo.

3.1 Equacao de difuséo nao-linear

Vamos considerar a equacgao de difusdo néo linear

ap 2 NV
— =Dl
o o’ (3.1)

onde v € um parametro real. Esta equacdo € uma genedizéa equacao (usual)
difusédo (2.3) e é conhecida como equacédo de difaséianeios porosos [7]. Ela tem
sido empregada para modelar difusdo em plasmasef@]meios porosos [9] e em
dispersdo espacial de populagcbes biologicas [1mAdisso, essa equacdo pode ser
usada em outras importantes aplicacdes fisicasde® percolacdo de gases através de

meios porosoév = 2) [9], filmes liquidos finos, espalhando-se saivgtade ¢ = 4)
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[10], alguns fendbmenos de auto-organizacao [I&feeoutras. De um ponto de vista
formal, citamos ainda a conexao com a termoestatisfio-extensiva de Tsallis [13 -
16].

Para ilustrar como se obtém a eq. (3.1), vamosiaenas um gas ideal fluindo
isentropicamente em um meio poroso homogéneo. Gaatdoexposto em [6], o fluxo
de presséao é governado:

- pela equacéao de estado

p= pop“ ) (3.2)
onde P=P(T.t) é a pressacP =pP(F.1) ¢ a densidadey O [1,) e pp O O sdo
constantes;

- pela conservacdo de massa em meios porosos

n%—fmfﬂm‘/) =0, (3.3)

ondeV =V(T.t) é o vetor velocidade g0 O* é a porosidade do meio;
- pela lei de Darcy:
ov =-klp (3.4)
ondec 00" é a viscosidade do gag & 0" é a permeabilidade do meio.
Usando a eq. (3.4) na eqg. (3.3) e eliminapdemos

2]
ot o '

gue leva a

a+l

a_p—@a—ljp =0

7 ot o a+l
. . Dpa+1 B pra ) . . .
ao empregarmos a identida gl . Assim, obtemos a equacédo de difuséo
anomala
6,0 2 AV
—— =D0O
ot p

comv=1+a=2e onla+1)
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3.2 Solucao da equacao de difusdo nao-linear usando um

ansatz

De forma anéloga a empregada no capitulo 2, utlimas umansatz.Além
disso, adotaremos uma apresentacdo semelhante @pitolo anterior. Discutiremos
inicialmente a difusdo sem termo de fonte e fosg¢area. Em seguida, resolveremos a
equacdo de Fokker-Planck ndo-linear usaadsatz para trés casos: com arraste
constante, linear e com ambos 0s casos.

No estudo que segue e ao longo deste trabalho veemohaver perda de generalidade
para 0S N0Ssos propositos, considerar soment® aic@Emensional com uma forga extefna
(forca vezes tempo e por massa). Neste caso, géequmdifusdo a ser estudada

90 _ 0% _o(tp)
ot x> ox
Referimos também a essa equacéo de difusdo naodomo equacao de Fokker-Planck ndo

(3.5)

linear.

3.2.1 Difusao anémala sem fonte e forca externa

Agora ilustraremos o procedimento de encontrafgdo viaansatz Para tanto,

estamos propondo uma solucdo gaussiana generalizada

1
—(1- 2
p(xt) = h-a-as0xle. (3.6)
Z(t)
a 02 v
para o caso unidimensional sem forca exte—’o =p2~_

ot x>
Aqui estamos usando uma generalizacdo da funcdonexgal. De fato, se
considerarmos que uma possivel definicdo para gadurexponencial é oriunda de

=i a 3 ] L 1 X
expl) =lim(1+x/8)" ¢ relaxarmos a operagam “ ", deparamos com a generalizagéo

da exponencial empregada neste trabalho. Maissaneente, trocamos o parametro real “

por 1/(1¢), comq ] O] e dai a generalizacéo da exponencial aqui posta é

1

exp, () =[1+ (1~ )], (3.7)



que denominamos de exponencial-q. Ressaltamos gs®a rgeneralizacdo usamos
exp(X) = 0 se 1 + (1 g)x < 0 para garantir que a ef®) nao assuma valores
imaginarios. Além disso, a partir da definicdo gdpamencial-q, podemos generalizar

outras funcdes. Por exemplo, para a funcdo gaussiexp(x®), ficamos com a

1
generalizagénequ (-x%) =[1- (L-g)x*]*®, caso em que se enquadrarsatz(3.6). A

exp(x¢) apresenta um aspecto curioso ao tomarmos valististos deq. Seq > 1 ela

2
exibe um comportamento de cauda tipo lei de pcaé equ(-xz) ~ x¥a. Por outro

lado seq < 1 ela torna-se nula quanl-(@-0g)x* <0,

Usando ansatz(3.6), verificamos que

op(xt) _ _[1- -0 p0x’ [ dz) _[i-a-apwx ]t capw) (g
dt

ot (Z(t))? dt Z(t)
op(x)’ _ . fi-a-a)smx]s
Foamt 2V Z0)’ Bt)x (3.9
donde

0°D0)” _ 4 (et 14 ez - A= QBOX ]
T—m/(ﬂ(t)) (v -1+0q)x 0 +

b-a-as0x]="
@)

Empregando as egs. (3.8) e (3.10) na eq. (3.5)fcofl) obtemos

(3.10)

~2VB(1)

1 dz@p-a-apoxfs L dsmfi-a-asmxe]”

Z(t) dt Z(t) dt Z(t)
. (3.11)

) - a- g a)x ] oS- a-g s
2DVA(t) ZQ) +4DV(B(t))* (v -1+ q)x Z0) .

Reagrupemos os em termos da seguinte forma:

dg(t) [1-(1-q)ﬂ(t)><z]ﬁ_1 2, [1—(1—q)/3(t)x2]ﬁ‘2 ,
ot 20 +ADV(BO) V-1 x

(3.12)

1 dzof-a-apocls o 00 B-a-asox]s
Z(t) dt Z(t) (Z(1))"
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Quando tratamos o caso cons 1, no capitulo anterior, os componentes de base
1 ex? eram nulos. Isso possibilitou obtermos as equatgide®nciais correspondentes a
Z(t) e B(t). Para isso ocorrer com a eq. (3.12) os termasg @stduas primeiras chaves
nao podem ser independentes (0 mesmo ocorrende asitoutras chaves). Nessas

condicOes devem valer as igualdades:
1 v,
- a-aswx ] =[1- a-q) )]s

b-a- @ﬁa»<ﬁ- =h-a- @ﬁap<ﬁ

1 v

Por sua vez, essas identidades se verificam someﬁ :Tq‘l que implicag =

2 - v. Com isso temos que

P - —apv(se) @)~ (3.13)
dfj“) 2DVBRZ ) (3.14)

Se multiplicarmos a eq. (3.13) paft) e a eq. (3.14) por24(t) e igualando os
resultados, constatamos que

1 dz() _ 1 1 dB()
Z(ty dt 281 dt

isto &,

dinz(t) __1dIn()
dt 2 dt
Ao integrarmos essa equacao, verificamos que

Z(t)(,é’(t))% =Z()B(0 % =ctes (3.15)

ou seja,

2() = 2,82 (B * (3.16)
ondeZ, = Z(0) e 4 = A0). Ressaltamos que esse resultado independelaiodeav.
Assim, esse tipo de procedimento pode ser considezamo alternativo para obter o
Z(t) da subsecéo (2.4.2), isto poupa muito trabalho.

Inserindo a eq. (3.16) na eq. (3.13), chegamos a

dﬁ(t) ~4pv (ﬂ(t»( oﬂoiﬂ(t)‘ZJ |

gue conduz a

oy 1
Iﬁ(r)l[,’ 2 4B = -4D V(Zo[”oﬂq_lﬁ d

BO)
que leva a
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L (ﬂ(t)qz_l_l - ﬂoz_lj =-4D V(Zoﬂo%)q_lt-

a-1_,

Ao isolarmosf(t), comv = 2 -q, concluimos que

{ B(t) = B+ 2D(a-2)(a-9z3 Bt (3.17)
2(t) = Z,[1+ 2D(q - 2(q - 92 Btoa (3.18)

Assim, a solucdo da eq. (3.5) (difusdo anémaldimm@nsional sem termo de
fonte ou fonte externa), usandamsatz(3.6), é
1

{1- 1-9)5, [1+ 2D(q-2)(q-3)28‘lﬂot]@ XZ}H
(3.19)

p(x.t) = :
Z,[1+2D(q-2)(q-3Z8 Byt [+

Se tomarmos o limitg — 1 nesteg(x,t), reobtemos a solucéo (2.50) apds as devidas

identificacbes entre as constantes. Um outro cagecel ocorre quando g 3, pois

1 ) ;
[L+2D(a-2)(a-3Z3 Bt~ €% edai

1
4DZE6t 2 | 2
o) 2B (3.20)
Zoe—zozoﬁot

Portanto, nos demais casgs#(3) o comportamento temporal ndo é exponencial.

Como dissemos anteriormente, no final da subse(@d.2), quando

<(X‘<X>t)2>t ndo é proporcional aiindica a presenca de uma difusdo andmala. Agora

verificaremos isso para a solugao (3.19). Primearas notemos que

Jm xo(X,t)dx
(x), ==5————=0
J'_w P(xt)dx

ondexo(x,t) € uma fungdo impar emy poisx é impar eo(xt) € par. Porém, devemos

(3.21)

enfatizar que as integraj_z xo(x,t)dx e I_Z,O(X,t)dxdevem existir (serem finitas).
Usando tais hipoteses, vemos que
(x=(3.0%), = (<),

.[_: x? p(x,t)dx

[~ ptc0d (3.22)
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o0 2
Também supomos qLJ._m x?p(x,t)dx exista. Visto que P(x.t) ~|x|=a para |X
2
grande €ed>1 essa integral é finita somente J' “x?xTdx existir, sendae um ndmero
£

00

2 2

) P 3+
positivo qualquer. Por outro lad L xX*xThdx O x

" mostrando que a finitude de

&

00

2

o0 3+ — 2 5
Lo x?p(x,t)dX ocorre quand X 9| for finito, ou seja, s3+1— <0 edaid<-.

&

5 2
Usandcd < 3 para garantir a existéncia <X >t e a uma nova variavel de integragcao

w= {|1—q|,30[1+ 2D(q—2)(q—3)Z§‘1[>’0t]q—3Tx, (3.23)

chegamos a
2

(x*) Ot (3.24)
para t" suficientemente longo. Como se pode percebeifusab usual é recuperada

com g - 1. Quanday # 1 deparamos com uma difusdo andmalag Sel, ocorre uma

I /2 A :
superdifuséo, p0|<X >t cresce com uma poténcia d&rhaior que um. No entanto, um

processo subdifusivo acontece quagaol.
Passemos agora para a verificacdo da eq. (3.24),tpnto vamos simplificar a

notacéo usando

2
A=[1-qB,[L+2D(q-2)(q-3ZT Byt
Logo,

" w2l1- Sqr(1- g) A e dx
[ xf-sgre- oy Ax]

X*) = 3.25
) " [t sartt- g Axt]edx (5:25)
e dai a mudanca de variavel cw=+/Ax fornece
© a2k _ 2 _i
<X2>t ~ LOW [1 Sgnl-q)w ]1 adw 1 (3.26)

T e 1 2
[h-sort-gwfadw | a-a)8,1+2D(a-2(a-3)28 A

2
Portanto, parat® longo chegamos <x2>t Ot%9, visto que as integrais em (3.26) n&o

dependem det™.
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3.2.2 Solucéo com forga constante

Passemos a abordar a equacdo de difusdo andmalmesounidimensional
guandd =Fo comF, constante:

2 AV
0p(x,t) _ F, 0p(x1) , nO°P (Zx,t) '
ot o0x o0x

Da mesma forma que procedemos para a equacaoud@alem forca externa,

(3.27)

proporemos uma forma de solucdo para a eq. (3Aj)i, motivado pelo caso sem

forca externa, ansatzescolhido é

[i- -0 B (x-x, )] (3.28)

p(xt) = Z()

comq = 2 - v. A fungao X.(t) é introduzida para levar em conta o arraste praoov

pela forca externa, po*. (t) indica a posicéo do centro do pacote.
Com o objetivo de descobrir as func@#s, Z(t) e x,(t), devemos usar ansatz
(3.28) na eq. (3.27). Para tal, notemos inicialmejte

dp(xt) _ 1 dz@®)[ . _ IUPRRES
TR O GRR O
oy 20
5 e P - a-a a0 x.0) =5 (3.29)
g O (t))ﬁ(t)%[l—(1—q)ﬁ(t)(x-xca))z]m-l,
0o’ (xt) _ 2 B o B zﬁ—l
=y PO X O - A0 X7 (3.30)
asz(X,t)__ 2 o B Zﬁ—l
i @ vBMlL- A-0) BO(X-% O)’] .
T G OR O S OCSEON S
vV _ 1 vV _ 1
Empregandag = 2 - v, verificamos qwl_q -1= 1-q e 1-q -2= 1-q ~1 daj
P (xt) _ 2 L B zﬁ
A wor VB[ A-DBO-x. ()]
(3.32)
(Z(t)) VB0 (- O] - BOX-x, )]
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Quando inserirmos as egs. (3.29), (3.30) com 1 e (3.32) na equacéo de

Fokker-Planck nao-linear (3.27) e agruparmos em mdsr de

[1— a- q)ﬁ(t)(x—xc(t))z]ﬁ e [1— @a- q)ﬁ(t)(x—xc(t))z]ﬁ_l, assim como em termos de
poténcias (X~ %) e (x=x%(1)* teremos

o—{ 1 dz(t), 2D
(Z()* dt (Z(t))”

vﬂ(t)}[l— (- ) BE)(x—x, (1) ]ra +

{Z(t) 0 OIXélt(t) i(FtO) 'B(t)}(x O . (3393
1 dBt) _ 4D - - ) B - ()]
|:_ Z(t) dt - (Z(t))v V(IB(t)) j|(X - Xc (t))

Usando a independéncia linear dos Vvéarios termos pommonais a
- - o)A@ - x. )] (x=x (O~ - DBO (x-x, )] e

1
(x—xc(t))z[l— - q)ﬁ(t)(x—xc(t))z]ﬁ_l, vemos que seus coeficientes devem ser nulos

independentemente uns dos outros, isto &,

1 dzt), 2D _ 1 odz(t) _ e
(Z(t))z at (Z(t))" vB(t)=0 = 20 dt =2D(2-q)B(t)Z(t) (3.34)
dx.(t) _2F, dx (t) _
Z(t) A1) dt  Z(t) pH=0 = dt 0, (3.35)
_ 1 ds® __ 4D 2 _ 1 dB(t) _ a-1
70 dt ) v(Bt) =0 = B0 dt —4D(2-9)B(1)Z(1)"". (3.36)

Podemos observar que a solugdo da eq. (3.35) niende do parametray” e ja é
conhecida X (1) =X 0 +F, t eq. (2.71).

Visto que as egs. (3.34) e (3.36) ndo dependefp,delas sdo respectivamente
as (3.14) e (3.13) que correspondem ao caso sem e arraste. Logo, a exemplo do

caso sem forca externa, as solu¢des sao idéntiessa(3.16 — 3.18):
1 1
Z(t) =Z,fy2 (B(1)) 2
2
A1) = A1+ 2D(q-2(a- 32 il

Z(t) = zO[1+ 2D(q-2)(q —3)23‘1ﬁ0tF1q :
comZy=Z0) ef=L£0)eq=2 - .
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Portanto, a solucdo da eq. (3.27) (difusdo andor@iimensional com termo de

arraste constante), usandartsatz(3.28), é

1

1- 0~ QA1+ 2D(q - (- Yz Btfes (x- %0 - Fy t)? |
{ a- s+ 20(a-2)(a-325 Al (x-x.(0) Ot)} (3.37)

p(xt) = ;
Z,1+2D(q- 2(a-323 B
comq =2 - .

3.2.3 Solucéo com forga linear

Presentemente, encontraremos uma solucéo paraedeqde difusdo néo-linear
de um sistema de particulas que estdo com a peeseniprc¢a linear F = yx, sendoy
constante. Nesse caso, a equacado de Fokker-Plancknear correspondente em uma

dimensao é

Jdo(x,t) 0
e y&(xp(x,t)) +D

Da mesma forma que procedemos para a equacadudéoddo caso anterior,

00" (x.t)
v (3.38)

escolhemos ansatz(3.28) para obter uma solucdo para a eq. (3.28hoJa conhecemos

d(xo(x.1))

as eqgs. (3.29) e (3.32), nos resta a determinagi o em que usaremos a eq.

(3.30) comv=1, de modo que

a(xo(x 1) _ [1- 0-a)BO(x- )]
ox Z(t)

2 2
+ x{— 20 BEO)(x- X, (t))}[l— @L-a)BOXx=x.(1) ] :

(3.39)

Assim, ao empregarmos as egs. (3.29), (3.39) @)(8@ng =2 -v na eqg. (3.38) e

agruparmos em termos '[1— A-g)Bt)(x—x. (t))z]ﬁ e [1— L-g)Bt)(x—x. (t))z]ﬁ_1 )

assim como em termos (X~ X%:(1)) e (x=%.(t))* depararemos com
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—|_ dz(t) oy 1
O_{ (Z(1))*dt Z(t) (Z(t)) VAt )}[1 @L-a)BMO(x- X(t))] +

25(t) dx.(t) , 2B
Z(t) dt Z(t)

_ dB(t) _4Dv(B(t))? /40) (X=X, (1))
Z(t)dt (Z(t))" Z(t) ¢

(3.40)

1

}(x —x, (1) +
- a- 0B (x-x @)

Usando a independéncia linear dos varios termos popcnais a
(x-x O)Vf- G- BOx-x 0", (x-x @)L~ a-)BOX-x B ="

[1— @- q)ﬁ(t)(x—xc(t))z]ﬁ, a eq. (3.40) é nula para qualquer valoixdex(t) se os

correspondentes coeficientes forem nulos. Isseete@n

1 dz(t) _ -
70 a7 2D(2-9) B()(Z(1)) (3.41)
2B(t) dx.(t) , 2 B(t) _

zZ) dt oz (3.42)
__ 1 dp@m _4D@-a)(BMW)° , 281) _,, (3.43)

Z(t) dt Z()*™ Z(t)
1 dx(t)
A eq. (3.42) é idéntica a eq. (2. 8‘x(t) dt Y, cuja solucdo é
%.(t) = %€ com X (0) =%, eq. (2.83). Logo, verifica-se neste caso *:(t) nao
depende do parametrg™
Podemos verificar que as egs. (3.41) e (3.43) @™ a uma mesma relacéo
entre Z(t) e [At) que as eqgs. (3.14) e (3.13), isto é, levam acédela(3.16),
1 dz(t)__1 1 dB@)
Z(t) = Zo:Bo (B(1)) 2 comZo Z(0) e % = [0), pois = -~ Z) dt E%T' Por

sua vez, essét) usado na eq. (3.43) fornece

3q

%:-5@){ 2y +4D - q)Z," 4, 2 (B(D) 2 (3.44)

A eq. (3.44) é uma equacao diferencial de Bernailliportanto, podemos
empregar sua solugcdo geral dada imediatamente caluslEixeq. (2.78). Entretanto,
optamos por resolvé-la diretamente, visto que gdaieee em varias oportunidades nesta

dissertacdo. Notemos agora que a eq. (3.44) canduz
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9 —dt

ﬁ[—2y+4o(2—q)zo“‘lﬁoqélﬁ35q} (3.45)

e dai

dg

- ffoa-az s
ﬂ{ ﬁ%‘” _ 2y J .

(3.46)

-1 q-1
1D@R-9Z,7 6,

O lado esquerdo da eq. (3.46) pode ser trataddragées parciais. De fato,

comecemaos por notar que

1.1 B8
B S B( Sat j (3.47)

Ao integrarmos ambos os lados dessa igualdadenokte

e
2
q

Iﬁ(t) dg _1ppwdB _1pn B 4B
Fo (3w j B BA)[3‘ J ' (3.48)
AB*?+B B2 +B

gue resulta em
2

3-q

Iﬂ(t) dg _1 In B(t) ,[z’og;zq +B
0 9 B ,30 3;2q
p?+B (B) 2 +B

2 -1
UsandcB = _?y coma=4D(2- q)Zoq’lﬁO% , Vemos que a eq. (3.46) assume a forma

(3.49)

fyadt= [
° ﬁ[(ﬁ(t))z + B] - (3:50)
Ao empregarmos o resultado (3.49) na eq. (3.50tatamos que
-aBt=In [’B(t)J e B (3.51)
*AB) 2 +B

que € equivalente a
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2

(‘ZDJ o2 *B | _gum (3.52)
*ABM) 2 +B
A seguir escrevamos a eq. (3.52) como

AD)= u{(ﬁ(t»? : B} - (3.53)

2
E R
ondeu = B,e™® /(,B’0 2 + B) ‘,oquelevaa
2

/J’(t){ _3;? ] : (3.54)

u 2 +B

isto é,
L) = l[,’{east(;](1+ B Igogrij -B* 1303_2(]} o ) (3.55)

L, %9 2D(2-q)Z,""
Por fim, usemo:B™f5, 2 =- ( C:/) o Fo
concluirmos que a solucao da eq. (3.44) é

B = ﬂo{e'@_q”{l— 2DR-A2,"f, } (Gl EAN } . (356)
4 4

e 8B=-2) na eq. (3.55) para

1

A partir dai e visto qu z(t) = zorgoé (B(1) 2, eq. (3.16), chegamos a

Z(t) = Zo{e-(:%—q)ﬂ{l_ 2D(2- ?/)Zoq_lﬁo} + 2D(2- ?/)Zoq_l’go}s_q ) (3.57)

De posse desses resultados, para a difusdo andmdimensional com termo

de arraste linear que corresponde a eq. (3.38) sotugao para a eq. (3.38) €

1
2 1-q

_ 2D<2—q)zo“‘1ﬁo}

—(3—Q)11|:1
1- - 94, L [x-xe ]’
. 2D2-9)Z,"4,

y . (3.58)

p(xt) =

1
Zo{e—(S—q)yt|:1_ 2D (2 - q) Zoq_lﬂo } + 2D (2 - q) Zoq_lﬂo }S_Q
14 14
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3.2.4 Solucéo com forga linear e constante

Nesta secdo, consideremos a equacdo de FokkekRlaodinear para difusao
andémala, incorporando, de uma forma unificada, gaocomportamentos descritos até
agora. Para tanto, adotaremos a forca exferngx + Fo comy e Foconstantes. Logo, a
equacéao de Fokker-Planck néo-linear em questéo é

0p(x,t) _ ya(Xp(X,t)) “F, 0p(x.t) . 6 px.1)” _
ot ox 0X x>

A exemplo dos casos anteriores, usaremassatz(3.28). Dai, empregamos as

egs. (3.29), (3.39), (3.30) com=1 e (3.31) cong = 2 - v na eq. (3.59). A sequir,

(3.59)

1
agruparemos em termos de [1— A-qg)BH)(x—x, (t))z]ﬁ e

[1— 1-q)B(t)(x - x, (1)) z]ﬁ'l, assim como em poténcias d(X~X%(t) e

(x=x,(t)*. Tal procedimento, encaminha-nos a

o:{— 1 dzety_ y
(Z@)* dt Z() (Z(t))

ﬁ(t)}[l @-qg)Bt)(x—x.(t) ]1—q+

[2(1) dx, () 20x. - F)BM) |,
Zo At z() }(X %)+ 50)
1 dB) o i O
70 at 2 - - 0) ) (x- % (1)?]
) (x=x, (1)
_4DV(B)* , 218()
)y |z

Usando a independéncia linear dos varios termos poptimnais a
b-a-gBO0-xm)2f, - x k- a-dsOx-x @ =" e

(X=X, (t))z[l— @a- q)ﬁ(t)(x—xc(t))z]ﬁ_l, a eq. (3.60) sera nula para qualquer valor de

se os correspondentes coeficientes forem nulasfdssece as equagdes

1 dz@) _ -

70 dt —y+2D(2-q)B(t)Z(t) (3.61)
_dxcclt(t) =k +F, . (3.62)
-9 - 250 + 4D 2- (B 20) (3.63)
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A eq. (3.62) ndo depende do parametfoe‘é idéntica a eq. (2.93), cuja solucéo
F _
é aeq. (2.95%() =7°(1—e ") sex(0) = 0.

Visto que as egs. (3.61) e (3.63) coincidem conegss (3.41) e (3.43), suas
solugdes sao respectivamente (3.57) e (3.56):

20 Zo{e‘@‘q){l— 2D(2- q)zo‘*‘lﬁo} , 20-9)2,"'5, }
4 14

A= ﬁo{e-@-m{l- 2D(2- Q>Zo“‘1/30} ,2D(2- q)zo‘*‘lﬁo}'s-q |
4 y

Logo, a solucéo para a difusdo anémala unidimeakioom termo de arraste
linear e constante, eq. (3.59), tem a forma

—-(3-g)pt |:1
1-(-0) 5, 4

,2D(2-9)z,"'5,
4

_ 2D(2—q>zo‘*‘1ﬂo} %
-

oo

. (3.64)

p(x.t) =

_1
Zo {e—(3-q)yt {1_ 2D (2 ~ q)zoq_lﬂo } + 2D (2 - q) Zoq_lﬂo } .
14 14

A partir dessa solucéo, verificamos quegse- 1 recuperamos 0S casos de

difusdo tratados no capitulo 2. Terminaremos a#tsegdo fazendo uma observagéo

1
sobre arelagaz(t) = zoﬁoé (B(t)) 2, que é largamente empregada nos capitulos 2 e 3.

Seguindo o procedimento empregado nos casos @eteripodemos verificar

1

que a substituicdo da eq. (3.61) na (3.63) leva. §316), 7(t) :Zoﬁoé (,B(t))_g, com

Zo =Z(0) e S = A0). Aqui ressaltamos que e&i), que independe dos valoresyl€&g
e g, pode ser obtido de uma maneira alternativa. Raakm talZ(t) pode ser obtido
usando a equacao de Fokker-Planck ndo-linear coafanga genérica:
9p(x.t) _ 59°p(x)" _ a(f (¥ p(x.1))
ot ox* ox '
Para verificar este fato, observemos primeirameumée

(3.65)
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d (= _ = 0p(xt) o _ el o 0%0(x 1) a(f (X)p(x.t))
aj._wp(x,t)dx—J._Mde—L{D v o }dx

00

_[ n9p(x1)" _
—(D o 0, (3.66)

- f(X),O(X,t)j

—00

logo
[ p(xtydx=cte (3.67)

9p(x.1)

onde supomos quP(%.t) e vdo a zero quando - oo,

A seguir, usando ansatz(3.28) na eq. (3.67), teremos

cto=]” b a-apO0-x ) (3.66)
e Z(t) ’ '
ou seja,
cte=J'oo [1_ (1—q),8(t)w2]ﬁ dw (3.69)
o Z(t) ’ '

onde empregamog = x — %(t). Além disso, sk =Wy B | chegamos a

h- (1—q)k2]ﬁ dk :%j_";[l— - ks dk

te=[" 1
o= L5 JBO  Z()B)?

(3.70)

® 1
Observando quj'_w[l— (1—q)k2]1-q dk é uma nova constante, vemos que o resultado

1 1

(3.70) implicaz(t)([,’(t))% =cte, ISt0 &, 7(t)(B(t))2 = Z(0) 3(0)2, que € equivalente a
eg. (3.16).

3.2.5 Solucéo com fonte

No capitulo 2 (subsecéo 2.4.3) analisamos a soldgdmuacéo de difusdo com
termo de fonte (sorvedourop. Agora, estudaremos semelhantemente no contexto da

equacdo da equacdo de Fokker-Planck néo-linearem@dmto termo proporcional a

densidaded = ~a()2(X.t) coma(t) > 0. Deste modo,

o _ 0% _a(ip)

™ o o —a(t)p. (3.71)
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Se removermos os termos difusivo e de arraste, &é3etl) fica idéntica a eq. (2.57),

9 _ 5 -
a—'f=—a(t)/0, cuja solucdo €2 = Qo exp[—joa(t)df]_ Isto nos leva a solucdo da

equagao com termo de fonte, eq. (2.58),

a(t)dt

p(x.t) = e O pxt)

Com essa mudanc 2(Xt) obedece a equacio

b _ 500 _a(ip)
ot ox? ox

. Portanto, a resolucéo da eq. (3.71) se reduzantar a solucao

(3.72)

t
com 5 = De—(l—u)joa(t)dt

sem termo de fonte, porém com um coeficiente des@if dependente do tempo. No caso
de f =0, teremos uma solucdo semelhante a eq. (3.19), rpo@mos na equacgao
azlbv 6,[) 62/"71/

3 = 2 gue é equivalente —— =
T X

t
3 o oM r(t) :IOD(t')dt'. Logo a eq. (3.19)

parap com a condicao inicic o(x,0) 0 d(X) , a solucdo da eq. (3.71) coin= fi€a
1
q-1 i 2 1-q

1- (- Q) Bo[L+ 2D(q - 2) (A -YZ3 By (1) X

a(t)dt

e O (3.73)

p(x,1) = -
Z,J1+2D(a-2(a-39Z5* Bor()]s

3.2.6 Equilibrio
Para a equacédo ndo-linear de Fokker-Planck, (3.65),

0p(x,t) _ D 0°p(x.t)” _a(f(x)p(x1))
ot x> ox ’

obter solucdes estacionari(00/0t=0) & em geral, bem mais facil que o caso n&o
estacionari((0p/0t # 0)

De fato, a eq. (3.65) é reduzida a uma equacaosimases:

d do(x)"
o=d—X{D 2L —f(x)p(x)] (3.74)
ou seja,
D%X);t)v— f (X) p(x) =cte (3.75)



Além disso, se tivermos uma situacao localize®a (- + ) =0 e o =0)
na equacgdo anterior, a constante sera nula. Bqi,(.75) nos leva a
p(x) v-2 —_ X ]
jp(o)qu dp_jof(x)dx,
isto é,
Dv v-1 _ v1|— [ '
oo - ooy )=t e020x.
Portanto,
B
V_l 1-v v-1
p(X) =p(0){1—(ﬁjp(0)) V(X)} , (3.76)

ondeV(x) é a energia potenciV (X) = —IO f(x)dx

Cabe ressaltarmos que ao escrevelffxpgomo/F e tomarmos o limiter - 1,
a eg. (3.76) assume a forma da eq. (2.105).

Por fim, fagamos uma ultima observacdo. A disi¢gho (3.76), a exemplo da
eg. (2.105), pode ser obtida a partir da maximzad@ uma entropia. Neste caso, a

entropia é a de Tsallis [17-19]:

S, =-k —2—| (3.77)

W W
. _ C) _ C) , .
conectada aos vinculoYq = Zé‘i P el= Z B, ondek é o andlogo da constante
i=1

i=1
de Boltzmann g = 2 - v. Além disso, se tomarmos o limie- 1, §; recai na entropia

usual (2.97), pois
p! = pexp[@-DInp]=p[L+(q-LInp] (3.78)

a7
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Capitulo 4

Lei de poténcia e equacao de Fokker-Planck

nao-linear

Vimos no capitulo 3 que um tipo de difusdo anérpélde ser descrita na forma
da equacao de Fokker-Planck ndo-linear. Descrevemabticamente uma classe de
solugbes dessa equacao viaamsatzbaseado na exponencial-q de Tsallis.

Neste capitulo, inicialmente apresentaremos uma/agab para usar essesatz
fazendo um paralelo com a difuséo usual. Em segum@aos apresentar uma nova classe
de solugBes a contribuicdo que julgamos inéditdedizabalho. Essa nova classe de
solucdes é do tipo lei de poténcia. Verificamos s os casos discutidos no capitulo
anterior tém solu¢des do tipo lei de poténciasmAlfisso, notamos ainda que outras
situacdes (uma classe de osciladores anarmoracolsgim apresentam tal tipo de solucgdes.
Também, frizamos que uma solucéo tipo lei de padmude ser vista como aquela que
traz o comportamento assintético de algum tipootigc&o.

Por fim, consideramos uransatzmais geral que os anteriores, pois ele tem

como casos particulares o gaussiano generalizadpe lei de poténcia.

4.1 Uma motivacao paraansatz

Vamos neste momento discutir um pouco sobre o godguusar @ansatz(3.6).
Para tanto, comecemos olhando para uma equacéa guponecial-q satisfaz. Essa

equacéao, que representa um tipo de decaimentanesn;|é



49

% =-Au(t)* qo0) (4.1)

e conduz a
J'u(t)u‘qdu = —J' ;/]dt'. (4.2)

u(0)
Fazendo as integracoes, temos

(U)o __
1-q '

(4.3)

ou seja,

(U()™ = ()" - @-a)it. (4.4)
Se considerarmos| genérico, vemos quéa(t) deve ser ndo negativo, caso

contrariou(t) 14 teria uma parte imaginaria.
Primeiramente suporemos qu(é))l » # 0. Nesse caso, a eg. (4.4) implica

u(t) =u(O)L- - g)Au (@fﬂt]ﬁ , (4.5)

que é justamente uma exponencial-g, |U(t) = u(0)exp,(~Au(0)*"t) . Em particular,

no limiteq - 1, aeq. (4.5) reduz a

u(t) = u(0)exp(-At) (4.6)
e a eg. (4.1) assume a forma de uma equacéo dendeta usual (linear):
du(t)
=—-Au(t
ot t). (4.7)

Como deve estar claro, a eq. (4.5) € uma genegabzda eq. (4.6). Por outro
lado, a equacgéo de decaimento exponencial (4.8 g@&dvista como uma precursora da
equacéao de difusao (2.3),

9P _pop

ot ox? '

2
ox?

suficiente restringir a andlise ao caso unidimara)o O mesmo podemos dizer da

se aproximarmosD por -Ap (relembramos que para 0S nossos objetivos é

equacdo de decaimento ndo exponencial (4.1) emarela equacdo ndo linear de
difuséo (3.1),

a_p_Dazpv

ot ox? '

2 AV

x>

ao aproximarmo D por -qu.
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Notemos agora que a equagao de difusdo (2.3) edmma solucdo gaussiana,

pOexpEAx*). Assim, é natural imaginar que uma solucio da (8dl) possa
incorporar de alguma forma, o aspecto gaussianoeguena da eq. (2.3) e 0 néo

exponencial (exponencial-q) oriundo da eq. (4.1)al Tpossibilidade seria

pUexp, (‘,BXZ), gue essencialmente é o noassatz(3.6).

Olhando criticamente para a solucdo (4.5) da €d.),(vemos que ela esta
apoiada no fato de qu(U(0)"™*#0, comu(0) > 0. No entanto, 0 que ocorreria se

(U(0))"™ fosse nulo? A partir da eq. (4.4), vemos que

o) =[(q- DAt (4.8)
Ademais a condicaag(t) = 0 comu(t) ndo nulo para algumimplica @ -1\ > 0. Para
sermos mais concretos, suporemos A0, que implicay > 1. Além disso, vemos que
a solucéo (4.8) ndo tem como caso limite a sol@4a&) quanday -~ 1, apesar da eq.
(4.1) ter como limite a eq. (4.7) pata> 1.

Acabamos de ver que ansatz(3.6) pode advir, em Ultima instancia, de uma
generalizacédo da exponencial. Agora, gosatzdevemos empregar para obtermos uma
solugéo da eq. (3.1) que corresponde a solucapagoténcia dada na eq. (4.8)? No
presente contexto, € natural tentarmos uma soldgatpo lei de poténcia, melhor

dizendo, como novansatzempregaremos
p(x.t)=BOX", (4.9)
sendoa um parametro a determinar, assim como a fugfo A funcdo modulo foi

introduzida em (4.9) de modo a garamix,t) real parax e a arbitrarios. Além disso,

ela assegura qu#x,t) seja par em relagcaaxa

42 Caso sem fonte e forca externa

Passemos a empregaamsatz(4.9), 2(xt) = Bt)X" . Nesse sentido, comecemos

abordando a equacao de difusdo andmala n&o-limeama dimenséo (3.1),

2 v
6_,0 = Da p2 .
ot ox
Com o0 objetivo de encontrarmos alguma solucdo ontereom oansatzem

questao, o substituiremos na eq. (3.1). ParaliaEreemos que
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0p _ dﬂ(t) |XI

o (4.10)
=av(BM)) X" Sgr(x), (4.11)
dix
onde Sgr(x) " =1 parax>0e -1 para<O0, e
0 = (poy aviav -1, (4.12)

Aqui é pertinente salientar qug hao tem derivada em= 0. Assim, nossa solucéo é
definida em toda reta real salvo etm= 0O, tanto para o caso desta se¢cdo como as
seguintes deste capitulo.

Usando as egs. (4.10) e (4.12) na (3.1), chegamos

dg(t av-
P - D8 aviav -nx™* = (4.13)
gue deve ser analisada levando em conta duas tidssies:

. . -2 .
)] Se con5|derarmo|X|ae |XIW linearmente independentesy £ av - 2), seus

coeficientes deverao ser nulos, ou seja,

da(t

L0 - gy=p0=p=ce (4.14)
=0 ou

D(BM) av(av-1) =0 = Y= 1/ (4.15)

A partir das egs. (4.14) e (4.15) constatamos geg.&3.1) pode ter

como solugoes

1 —
I ENANT e pP(Xt) =B, (4.16)
Notemos quea = 0 automaticamente satisfaz a hipoteseg av - 2.
Porém, quandar = 1/v, essa hipétese somente é satisfeita el ev # 0. ISso

1
exclui do caso i p(x,t) = B,|xv sev="-1ouv=0.

N -2 .
i) Por outro lado, S(|X|a e |X|W forem linearmente dependentes £ av-2),

somos levados a

dﬁf) D(A() av(av -1) =0 4.17)

2
a=——- i
e v-1" Dai segue que
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J-ﬁ( ),B_leg - J-; Dm/(aV _1)dtl )

£(0)
resultando em

BO™ - B =2Dv G_Ejt (4.18)
onde S8 = B0).

0Podemos observar que a eq. (4.17) com a solucé8) (@.do tipo (4.1)
com solucéo (4.4). Logo, seguindo aquela andliseadmos com dois tipos de

solucdes, analogas a (4.5) e (4.8). Uma forma cotapke escrevé-las é

/s(t){/zl' +2Dv(1 VH | (4.19)

1-v

pois no caso d(8(0)"™ =0 ficamos com a solugdo

B(t) = {ZDv(; I}H . (4.20)

Assim, também é solucédo da eq. (3.1)

2

1
o(x,t) = {,6’01 ' +2D v(; 1) } XL (4.21)
v
Nesta solucdo, para garantir guéx,t) seja real conv et arbitrarios eD >0 é
7 - V +1 -
necessario quV 1-v >0 ou sejay<-1 ou O <1.
No tocante a parte espacial @éx,tf), podemos escrevé-la como

X = (x2), (4.22)

seq = 2 - v. Quando comparamos este resultado com a solucE®),(podemos

perceber que ele corresponde ao comportamenta@ssirde (3.19). Pois

1 % _[@-DBO , 2y
za)[l - q)B1)x] 20 (x%)*

para ¢ — 1)8t) > 0 e ¥| suficientemente grande. No que se refere a parte

temporal dos dois tipos ges, percebemos que ¢g#t)’'s sao distintos. Assim, a
solucéo (4.21) tem um aspecto dual: ela pode se=iderada tanto uma possivel

solucéo da eq. (3.1), quanto o comportamento assaida solucdo (3.19).
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4.3 Caso com forca externa linear

Vamos agora considerar a equacdo de difusdo anaGmdaldinear em uma
dimenséao (3.38),

9p(x.) _
ot

onde uma forca linear do tipo harméni€as - yx, esta presente. @nsatzescolhido

d 9% p" (x,t)
= 1) +D £ %
v (x0(x,1)) PV

continua sendo o (4.92(xt) = BM[X". Poderiamos usiX=X%(t)| a0 invés de/X",

porém esta analise ndo ajudaria sensivelmente iquener o espectro de solugdes.
Nesse mesmo sentido, omitimos o estudo do fcask, = cte
Seguindo o procedimento anterior, utilizaremos ocmssatzna eq. (3.38).

Portanto, usamos a egs. (4.10),
y2 ) = a1 ) (4.23)
e aeg. (4.12), para obter
(%50 - tar+ 0 | - DA av(av D" =0 (4.20)
Passemos a analise das possiveis solucfes deatd@equ

. -2 .
) Se tomarmos|X|ae |XIW linearmente independentesa & av - 2), seus

coeficientes deverao ser nulos:

P - pa+3p0=0 (4.25)
=0 ou
D(BM) av(av-1)=0 = £= W (4.26)
A solucéo de (4.25) é
B(t) = B (4.27)

com/f = (0).
Das eqs. (4.26) e (4.27), chegamos a duas possblai@es na forma do
ansatz(4.9):

P(%t) = B,e" (4.28)

o(x.t) = ﬂoe(vﬂjqxﬁ. (4.29)
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Assim, como no caso sem forga externa, chamamutenheam para o fato

de que a ultima solucado so6 faz sentido quange 1 ev # 0.

-2 .
De outra forma, se suporm |X|ae |X|W linearmente dependentes £ av - 2),

seremos conduzidosae= 2/(v—-1) e
dg v —
E—(a +))yB-Dav(av -1)B" =0, (4.30)

Essa equacéo, que ja nos deparamos em outrasropades no decorrer deste
trabalho, que é do tipo Bernoulli, tem sua solwidda por

Dav(av -1) (e

t 1-v e—(l—v)(a+l)yt
B(1) @+Dy

e UV ) 4 I , (4.31)

com/ = [0). Assim, a eq. (4.31) com= 2/(v- 1) implica

)= {ﬁ“ et + 200 (- ‘“*”’”)}H- (432)
(v-Dy
Por outro lado, sg"" = 0, temos
2Dv - ﬁ
1-e &y | 4.33
B(t) = {( 1)y( e )} (4.33)

Finalmente, ao empregarmas= 2/(v—-1) e as egs. (4.32) e (4.33) no

ansatz(4.9) ficamos com

_ 1-v_-@+v)p ZDV —(1+v)yt V-1
p(x,t)—{ﬂo vl )} X (439)
e
— 2DV _ —(1+V)yt ﬁ Ti]_
p(x,t)—{(v_l)y(l e )} [Xv1. (4.35)

Estas duas solugbes, a exemplo da eq. (4.21), sgmwrpionais a

2 1
|X|T-1 = (x?)¥9 quandoqg = 2 - v, que € justamente o comportamento assintotico

da €Xp, (-x%) seq>1 (v<1). Assim, a exemplo da eq. (4.21) em relacéq.a
(3.19), as solucdes (4.34) e (4.35) podem ser adaarcomo fornecendo o
comportamento assintotico da solugdo encontradsstumo anterior, eq. (3.58),

quandox, = 0. Isso indica, portanto, queansatz(4.9) pode fornecer solucdes

gue correspondem ao comportamento assintoticoduéradoansatz(3.6).
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4.4 Caso com forca externa do tipo oscilador anaicnd

Aqui, investigaremos a equacéo de difusdo anomédainear quando a forca

A ; ~
externa f = —h|X| X estd presente, covh e h constantes. Nesse caso, a equagao de

Fokker-Planck ndo-linear a ser investigada é

9 A u 2
op(x.t) _, 0(X %0")  \o%p LDy (4.36)
ot 0X o0x

Quando permitimos que o paramefrassuma diversos valores, a forca externa
esta relacionada a um oscilador anarménico sinegtrgcaindo no oscilador harménico

seA = 0. Ademais, ao tomarmgs= 1, recuperamos o tipo usual de termo de arraste.
Isso posto, a eq. (4.36) é ndo-linear devido artnsadx:edifusivo,azpv/ax2 , € de arraste,

d(f (x)p")/0x  além de estar relacionada a um oscilador tamtg@niinear.

Antes de iniciarmos este trabalho e no melhor dssm conhecimento,
salientamos que nado conheciamos solucdes exatasapaq. (4.36) quanda # O.
Porém, ao empregarmos amsatz(4.9) nos deparamos com possiveis solu¢des que
passaremos a descrever.

Ao usarmos a nossa proposta de solucéamsatz(4.9), para o termo de forca
externa da eq. (4.36), vemos que

L 00X x0")
0X
Dessa forma, empregando as egs. (4.10), (4.123€)(da eq. (4.36), teremos

=h(au+A+1) Bt ¥™" . (4.37)

LUK g+ 1+ 507X -DAW aviav-Dx" 7 =0, (4.38)
A seguir faremos uma analise das possiveis solugEssa equacao.

. . a av-2 au+A . .
)] Se con5|derarmc|><l : |X| e |X| linearmente independentesr £ av - 2, a #

au+Aeav-2#au+A), seus coeficientes deverdo ser nulos, isto €,

—dﬁ Et) =0 = Bt =H=cte (4.39)
{h(a/ﬁ/l #DAO =0 {”: 0 ed=-1] ou (4.40)
D(A()" av(av-1) =0 a=lvep=-vA+Dl 440

onde estamos usanbe 0.



No entanto, quando = 1/ve u=-UA + 1) implicaemav- 2 = -1 eau +
A =-1. Tal resultado é incompativel carr - 2# au + A, pois por hipétes|X|a,

2 +A
|XIW e |X|W sao linearmente independentes. Deparamos, portantoapenas
uma possivel solucéo:
p(x.t) =B, (4.42)

com a=0eA =-1.

V-2
e |><Ia linearmente dependentesr = av - 2) e

Quando supomos

au+ 2
independentes ¢/X”" ’ (@# au+Aeav-2#au+A) obtemos@="— e

as condicoes
h(au+A+1)B(t)" =0 = u=(1-v)A+1/2 (443
P -p(p) aviav -y =0 (4.44)

comh # 0.
A eq. (4.44) é idéntica a eq. (4.17), que leva4d38),
AU - BO™ 2Dv[” 1jt.
1-v

Como ja vimos essa equacédo apresenta a soluc&), (4.1

B(t) = [/30“+2Du(; 1H ,

v

que no caso particul: 3(0)"™ =0recai em

A(t) = {20 u("—ﬂj t}w
1-v

Assim, a solucdo aqui encontrada € a mesma dditdsosecao 4.2 na auséncia

de forga externa, ou seja,

i

p(x.t) =| ‘{ B, +2Dv [; Vlj}

e consequentemente



1

;KKU=M£{2D%E;$}TW

14

se8,”" =0 Aqui é necessario que< - 1 ou 0 <v < 1 para que (x,t) seja real
guandot for suficientemente longo. Salientamos que o flonossa solucéo

corresponder a auséncia da forca externa (secf@ 4rda consequéncia direta

da condicéo (4.43) (a independéncia linea|{ ™" com relagéo [X"e [X™ ).

. av-2 autd
i) Se examinarmos quanc|><l e |X| sao linearmente dependentes/ ¢ 2 =

au+ A) e independentes c|><la (a# av-2ea# au+ A), constataremos que

% = = LBt = =cte (4.45)
D(B(1) av(av -1 +h(au+A+1)[()" =0, (4.46)

Ao utilizarmos a primeira condic:B(t) = B, = Cte na eq. (4.46), chegamos a

_h(au+A+1) __ h
Dav(av -1 Dav

v-u —
o =

(4.47)

seav-2=au+A#1. Casaav- 1 =0 nédo ha restricdo quanto ao valogy.

2+
Essa Ultima relacdo, quando empregad = v-u assume a forma
—u _ h(u-v)
V- —
0 DR+ AW (4.48)

Em geral, >0, caso contrario%’ " ndo seria real para’ e u
arbitrarios. Tal condicdo imp&e uma interdependgecitre 0os parametros em
(4.48), de modo que a solucéo, eq.(4.9), possaessedta como

1
h(u-v) Y 22
Xt) = ——— =i 4.49
p(x) (D(M)V X (4.49)
Nessa solucdo os parametros devem ainda ser &iasgocondicdes #

av- 2 ea# au+ A sejam satisfeitas.
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. . .
iv) No entanto, se con5|derarrr|X|ae |X|W linearmente dependentes£ au + A) e

independentes (|><IZW_2 (a£av-2eau+ A+ av- 2), verificamos que

P e+ +950) =0 (4.50)
=0 ou
DBav(av-1) =0 = — 1y (4.51)

Da eq. (4.50) obtemos, quanB* 20(5, =30)) ey # 1,

B = (8 + - 1h(d + 1+ aupef (4.52)
e em particular sg=1
B(t) = Be" " (4.53)
Por sua vez, a condi¢c@o= au + A conjuntamente com (4.51) conduzem
aa=A=0oua=1lv comu=1-Av.
Esses resultados devidamente combinados fornesesolucdes:

a) No casar=A1=0, segue que

p(xt) = |5 + (- y)ht]ﬁ seyzl,  (4.54)

p(x,t) = B,e™ seu=1 (4.55)
b) No casar=1/v comu=1-Avev#-1, vé-se que

1
1- 1

0(x,t) {ﬂ;‘” +(1- u)h[1+%ﬂ ”|x|? seu#1, (4.56)

1

1+= 1
v

px)= e )‘|x|v' sey/= 1. (4.57)

Na possibilidade b), a condic#éet -1 surge porque # av - 2.

i a av-2 au+A )
V) Por fim, quand(|X| , |XI e |X| forem linearmente dependentes, teremos
P —hiau+A+960)" -DAY aviav-9=0  (a58)
e
a=au+A=aqv-2. (4.59)
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2 2+ A(L-v)

Da eq. (4.59) verificamos qla=v—_ e M=

1 > . Assim, a eq. (4.58)

pode ser escrita como

dg(t) h(v +1
dt v-1

2z 5 {z/(u +1)

jﬂ(t) 2 -1 }/J’(t)”=0. (4.60)

Seu = v, verificamos qued =—2 e a eq. (4.60) fica simplificada,

conduzindo a

da(t 2D +1) .\
—ﬁi)—[mv—_ﬂ(i—_ljﬂ(t) -0, (4.61)
qgue leva a
B - BO) = {- h+ f[_)ﬁ }(V EAY (4.62)

Essa equacéo € analoga a eq. (4.18) e fornece

1

Ok {,8(0)1-” o(-ne 2220 +1)t}1‘” (469

gue é reduzida a

B(t) = K—m 2DV](V+1)t}H (4.64)

no caso de0)"” = 0, comv # 1. Conseqlientemente, a partir da eq. (4.9)

obtemos

1

o(xt) = |X|f-{,8(0)1‘” +[— h+ i[_):j(v +1)t}l_” (4.65)

1

j(v +1)t}1'" se0)’1=0. (4.66)

o(x,t) = |x|v2—1H— h+ i[_):

Outro caso que ocorre simplificacdo da eq. (4.60)qéando

2+ A(1-v)

5 =1 implicandoA = 0 seV#1 que corresponde ao caso do

oscilador harménico. O caV =1 é incompativel cord =av -2,
No caso geral, podemos escrever a eq. (4.60) como

Iﬁ(t) ds

PO (14 FAEM 20(1+V) :J-Otdt
h( jlg 2 +D{ },5’” : (4.67)

v-1 v-17°
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Geralmente, se conseguirmos calcular a integralfeméao teremos éxito em

. 2+A(1-v) _ _
obter uma forma explicita paygt). Por exemplo ST—Z eV=3 a

eg. (4.67) fornece

B
_h(vﬂ]_
D{ZV(V+1)}InIB(t)_D{Zv(v+1)}ln v-1
(v-172 (v-1)7 b v +1) B0
1, (v-1)° .
v+l v+1)| ’
h(v_ljﬂ(t) [h(v_lﬂ
B(0)

(4.68)
mostrando quglt) € obtida apenas como uma fungéo implicita derm Maso mais
geral em quer > 1 ey > 1, consegue-se apenas escrever uma relacad eyt
que envolve funcdo hipergeométrica. Nessa situggade-se mostrar qugt)

apresenta dois regimes caracteristicos que seguesneis de poténcia [22,23].

4.5 Caso estacionario

No final do capitulo 3 (subsecdo 3.2.6) estudanm®osaucdes estacionarias

quandop (x,f) - 0 comx — *oo. Nesse caso, verificamos que a equacao nao-lieear

Fokker-Planck ficava reduzida a
d v
D'od—x(x)— f(x)p(x) =0, (4.69)

que € a eg. (3.75) conteenula. A solucéo obtida para essa equacao foi

1

p(X) = p(O){l— (VD—_ljp(O)l'”V(X)}V_l (4.70)
14
com
V() == f(x)dx. (4.71)



61

Se considerarmos o caso no qual a forca de arapstece na equacdo nao-
of (X) p(x)“
linear de Fokker-Planck, por meio do ter — () ()

I , @ equacao correspondente a
eq. (4.69) sera

p 40" (%)

-f(X)p(x)* =0 (4.72)
A sua solucéo é exatamente da forma da eq. (4D&0jato, ao empregarmés= o a

eg. (4.72) assume a forma da eq. (4.69), porém gaubstituido poR e v por

v
R
pois p” = R%- Consequentemente, temos
1
L T
R =RO)|1-| #— RO V(%) (4.73)
D—

U
e, portanto,

p(x) = p(O){l—(”D‘ H jp(OV'VV(x)}"_”
v

(4.74)
Sef(X)——h|X| X, concluimos quV(x) = —— hix 5 e dai
_ Y — IJ . |XI/|+2 v-u

,O(X)—,O(O){l ( Dv j ©) /1+2} : (4.75)

Quandov< u e Dv>0 a eq. (4.75) possui um comportamento assiatdipo

lei de poténcia que é
% A+2
p(X) ~ (” j( ; +2jMv- (4.76)

Por outro lado, se empregassemos amsatzpara chegar a essa situagéo, ele
seria da forma

p(x)=AX",
ondeA e a sao constantes. Por sua vex) substituido na eq. (4.72), fornece

DA av|X™ " Sgr(x) + hA“[{"" " x =0

4.77)

gue leva a



DA”av|{™ ™ +hA!}™ =0 (4.78)

As possiveis solucdes dessa equacéao dividem-s®isrgrupos.

)] Quando|><lw_2e |X|0W sao linearmente independenter’ (- 22au + A),
vemos que

DA’qv =0 (4.79)

{hA" =0 = A =0, (4.80)

Isso mostra que este caso fornece apenas unt@agaiivial, p(x)=0,

ii) Se |><Iw_ze |><Iaw sao linearmente dependentew ( 2=au + A), verificamos
que
DA"av +hA' =0. (4.81)
g= 2+ A
Portanto V-u e
- h h(u —v)
AV H = =
aD D@2+Aw- (4.82)
Esses resultados inseridosarsatz(4.77) dao
1
h(u-v) s 2
X) = = 4.83
o3 (D(M)Vj N (4.83)

Como podemos perceber, esse resultado coincide ccaomportamento
assintotico (4.76).

Apesar de nao conhecermos a expressao exata pad quando

A . ;. . ;-
f(X) =-hX"x, conhecemos seu comportamento assintético no estacionario: eq.

(4.83). Assim, uma comparacao com os resultadasaos da secdo (4.4) mostra que a
Unica daquelas solugbes que fornece o comportanassiatotico correspondente ao
caso estacionario € a do item iii).



4.6 Um ansatz mais geral

Encerraremos este capitulo considerando um dpwadeansatz que contém o

gaussiano generalizado e o tipo lei de poténciabamaBos particulares. Esmesatzé

1 X
p(xt) = 0] P(m] . (4.84)

— X .
Nesse caso, P)e P(Y) com Y—W sdo funcdes a determinar. Se

P(y) D exp,(-y*) ou P(y) O|y|", recaimos em situacBes anteriores. Além disso, se

P(t - «) =cte, chegamos a uma solucéo estacionaria. Notemo P (t) ecorresponde

a Z(t) noansatz(3.6).

Agora vamos substituir ansatz(4.84) na equacéo de Fokker-Planck nao-linear

ap _9%p" _a(ip")

ot x> 0X (4.85)
com f(x) = -hx"x.
Para tal, usemcY = % e observemos que
op(xt) _ _ dP(y)| 1 do(t)
ot {P(yﬁy dy }(D(t)z dt
__d(yP(y)) 1 do(t)
dy o2 dt (4.86)
do(x,t)" 1 dP(y)”
x o)’ dy (4.87)
’p(x,t)’ 1  d?P(y)
%> - D)2 dy? (4.88)
of(xp(xt)*) __ 1 d on u
» T Oly(hlyl yP(y)"). (4.89)
Esses resultados substituidos na eq. (4.85) cendaz
d(YP(Y)) g g2 AP . APV’ oy S YPOD)
y (1) " +D dy’ d(t) +h q d(t) 0. (4.90)
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Como ja dissemos, se considerarr P(y) U |y|a, recuperamos ansatz(4.9) e

a partir disso podemos refazer toda a analise gaosanterior. No que segue,

enfocaremos possiveis solucdes de (4.90) via sgaade variaveis.

4.6.1 Caso sem fonte e forca externa

Passemos a investigar alguns casos particulareg).dgt.90). Quanda = 0,

verificamos que a equacao anterior correspondsé&naia de forca externa, isto €,

d(yP(Y)) (1) | [ *P(Y)" 1o _

dy at dy’ (4.91)
que pode ser escrita como
, dO(t) d*P(y)” /d(y(P(y))
d(t =-D
(t) ot dy? dy (4.92)
Devido a esta separacao de variaveis, notamos que
, do(t
d(t) # =k (k = cte) (4.93)
e
d*P(y)" d(y(P(y))
D =-k
A eq. (4.93) nos fornece
q)(t)l+v _ q)(o)l+v
=kt
11y (4.95)
e dai
1
o(t) = (®O)H +kt(L+v))iv . (4.96)
Por sua vez, a eq. (4.94) na forma
d dP(y)”
—| D +k =0
dy( dy yP(y)j (4.97)
leva a
dP(y)”
D éy) =-kyP(y) +k (4.98)

comk; sendo outra constante de integracad; S0, temos
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dP(y)” _ _k
dy D yP(y), (4.99)

e usand(R(t) = P(t)” vemos que

1 1
R(y) ¥ —=R(0) " :_kyz, (4.100)
1-1/v D
ou seja,
1
P(y) = {P(O)"-1 —["—_1)5 yZ}H. (4.101)
v D

Na solucdo (4.101) podemos sufP(©)"™ #0 ou P0)"™"=0. A primeira

possibilidade fornece a gaussiana-q (@pm?2 - V)

P(y) = P(O){l—(VT_ljg PO y} (4.102)

2

k
e no limiteV - 1, obtemos a gaussial P(y) = p(o)e_By . Essas fungbes poderdo ser

v-1\k
normalizadas somente :( y j5>0 (<0) e v<1(>1), que assumiremos. Isso

recuperou cansatz(3.6). Ademais, enfatizamos que as constaR(@¥ e k devem ser

ajustadas a partir das condi¢cdes iniciais. Por we® a segunda possibilidade

(P(0)"™ =0) implica

P(y) = P(@{—[”T'ljﬂ "y, (4.103)

que resgata ansatz(4.9). Nao deve haver dividas que o uso das ssU@d96), (4.102)
e (4.103) conduzem, apds redefinicdes de constastaslucdes (3.19) e (4.21).

4.6.2 Caso com forca externa linear

SeA=0,u=1eh=y, trata-se de um oscilador harmdnico como na388]J.
Isso faz com que a eq. (4.90) seja

d(yP(y) [(D(t)—l d(D(t) + yj + D dZP(Y)V cD(t)—(lw) = O
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gue pode ser apresentada como

o0 S50+ y|=-p TN / O o
Essa separacéo de variaveis mostra que
CD(t)“”[(D(t)‘l dq;(t) Vj k k=cte (4.106)
e
p 4P - AP @107

dy dy

A eq. (4.107) é simplesmente a eq. (4.94) e @or I®Meamos as constantes em

X
(4.93) e (4.106) com o0 mesmo simbolo. Assim, artpecia em (y = m} € a mesma

tanto no caso sem forca externa, quanto com fawear! Portanto, reobtemosansatz

v-1\k
gaussiano-q e o tipo de lei de poténcia que( y j5>0 (<0 eVv<1(>1). Em

constraste, a eq. (4.106) é diferente da eq. (¢.$)ustamente isso que distingue o caso
sem forca externa do caso com forca externa lileare ficar claro que esta afirmacéo se
aplica quando estamos investigando situacdes geatm da distribuicap(xt) ocorre em

x =0, por exemplo, como ramsatz(3.28) conk(t) = 0. Passemos agora a eq. (4.106),

do(t) _
dt

que é do tipo Bernoulli e que ja tratamos varigeseeste trabalho. Sua solugéo é

—y(t) +kd(t) ™ (4.108)
d(t) = cb(o){ycb(o) ©D + (1_;7(1’(0) <“—1>)e-<v-1>“r. (4.109)

Essa solucéo, juntamente coR{y) (egs. (4.102) e (4.103)), ansatz (4.84), e
redefinicbes convenientes das constar®é8)(®(0) ek) conduzem as solucdes (3.58)
comxy, =0 e (4.34).

4.6.3 Caso com forca externa do tipo osciladorragarco

Agora dediguemos a situacdo geral, a eq. (4.98ja Resta equacdo nédo

conseguimos fazer uma separacao de variaveis. @onog, a partir dos dois exemplos



anteriores, uma separacao de variaveis € possivarseguirmos efetivamente colocar
a eg. (4.90) na forma de dois termos e nao na folen@és como ela €. Consideremos

situacOes particulares nas quais conseguimos aggan (4.90) em dois termos.

i) Primeiro, isto é possivel no caso estacion:P(t - ©) =®, =cte paj, a eq.

(4.90) resume-se a

2 v divi? vP(v)#
Dd P(zy) CD —(2+|/)+h (|Y| y (y) )cbo/\—,uzo

o % iy (4.110)
Ao integrarmos uma vez esta equacéo, obtemos
dP(y)" s
p IPY) | 1 *Hy" yP(y)* =k, (4.111)

dy
comks = cte Seks; = 0, a eq. (4.111) fica com a mesma forma da &d2)
quando f(x) = —h|><IA X. Portanto, a partir da solugéo da eq. (4.111)s ajmda

redefinicdo de constantes, chega-se a (4.7588)(4.

i) Uma outra maneira de reagrupar a eq. (4.90) dmis termos é supor que
o) =d(t)"™ | ou seja, - (2 %) = A - u que implica
H=2+V+A (4.112)

Dessa forma, verificamos que

AP g )2 9P +!D d*P(y)” , A0 ZP(W‘)]QD(U(M “0

dy ot dy (4.113)
e dai
()" % = {D dzg;f)v (g ;’S(y)”)}/d(yg’;y» | (4.114)
Com essa separacao de variaveis, a eq. (4.114pélmada nas equacdes
d(t)” % =k (k = cte) (4.115)

5 dZP(Zy)” o diy" yP(y)*) _ _ 40P

> & » (4.116)



A eg. (4.115) é exatamente a (4.93), cuja solucaeq. (4.96), que é a
dependéncia temporal do caso sem forca externaowRar lado, a eq. (4.116)

pode ser escrita, ap6s uma integracdo, como

dP(y)" k v h H
é;/)_:—ByP(y) — oI YOk, (4.117)

comk, =cte Sek, =0 eR(Y) =P(y)", aeq. (4.117) é uma equagéo de Bernoulli:

drR(y) __k _hyp v
v 5 YRY) D|y| yR(Y)" | (4.118)

Cuja solucao pode ser obtida de

=) [ wiyyay ) wiy)

R(y)"e =a-nf’a@e " HROM (4119)

7 k h, .,
n=H w)== =1 '
comn=-"", (y) oV e Q(y) D|Y| Y, isto é,

1
K -2

R(Y):{ RO) ¥ —(1—£j£ jy|y|”ye[l'“j2°y ov} o }% (4.120)
v,)D-o

1
ALY A2 v-u
P(O)v—y_(l-ﬁjﬂjyymye( o dy}e[ 2 } . (4.121)
i v,)D-o

A integral em (4.121) pode ser calculada exatamseté for par, por

P(y) =

/_/%\

— 2 . g . ~
exemplo, empregandZ=Y"~ como nova variavel de integracdo. Num caso
geral, A ndo par, essa integral em termosza®nduzird a uma fungéo especial,
essencialmente uma funcdo gama incompleta. Ressaltaue a solucdo (4.121)

é diferente de qualquer uma daquelas que obtivamesiormente.

i) Facamos agora

% =&o(t)” (§ =cte (4.122)

e com isso a eq. (4.90) fica reduzida a

2 v ddvi? vP(v)#

d(yP(Y))E+ pd P(ZY) O(t) @ +h (" yP(y) )_q)(t)"‘” =0
dy dy dy

Consequentemente, chegamos a uma separacao deigaria

A-p 2 v d 4 P(y)*
o(t) _{d(yP(y))&Dd ;’;3/) }/{h(My(y))} (4.124)

(4.123)

M) | dy dy
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Portanto,

oM _
W =Ky (ks = cte) (4.125)
e
d(yP d*P(y)" d(yl" yP(y)”
OPWY) ¢, p O°POY _ 1, A YPI)) (4.126)
dy dy dy
SeA-#u#=(2+V) concluimos qui®() é constante, logo recai-se em
do
EZO eaeq. (4.122) leva®=0 se¢#0 gV #0,  5e<¢ =0, temos o caso

estacionario discutido no pendltimo item.

Resta-nos analisar a possibilidade relaciorzeldipotese
L, dop(t _
o))" O =¢ oy (& =cte) (4.127)
gue leva a eq (4.90) a

[d(yP(y» 7 ond0 ;/P(W)]q,(t)w 0 8POY e 2o

ou seja,
o) _ | dyPY) , . A0 YPW)*) | /L d?P(y)’
CD('[)A_” - { dy ¢+h dy D dy2 . (4.129)
Isto nos mostra que
(D t —-(2+v)
7&%;7=k6 (ks = cte), (4.130)
e
AP, IBLYPODY __  d*PO) 4131

dy dy dy
A eq. (4.130) revela que(t) é constante se - (2 ) # A - 1. Nessa
situacdo, a eq. (4.127) cc{#0e - M+ 2> 0 faz com qued(t) = 0. Por
outro lado, se§ =0, @(t) podera ser uma constante ndo nula e somos levados
novamente ao caso estacionario. Por fim, se -UyR=t1 - 1, vemos qués = 1 e
H=V+ A+ 2 além disso, as eqgs. (4.127) e (4.131) ficaduzidas as egs.
(4.115) e (4.116), respectivamente, ao 1€ =K.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho apresentamos algumas solucdes ebeatapiacdo de difusdo em
meios porosos: na auséncia de forca externa, rs@rmga de forca externa constante,
linear e combinacdo delas, com a presenca de tderfonte (sorvedouro) quando a
solucdo é dependente do tempo e da coordenadaiaspaenbém, para uma forca
genérica independente do tempo analisamos a soksjacionaria. Além de meios
porosos e outros contextos, a equacao de difusémada tem sido relacionada a
mecanica nao extensiva de Tsallis. Motivados poa é#sma aplicacdo e o paralelo
com a mecénica estatistica usual (extensiva), acdqude difusdo em questdo é
denominada, muitas vezes, por equacdo de Fokkecklado-linear e foi a mais
empregada no decorrer de nossa discussao.

Antes de passarmos para as conclusdes obtidaessn estudo, vamos ressaltar
alguns aspectos que nortearam a estrutura da af@ede deste escrito. Visando fazer
uma exposicado que facilitasse a leitura desta gémuesforcamos por realizar uma
apresentacdo auto-contida e detalhada. Isso provawe adveio da caréncia que
tivemos de encontrar textos neste estilo envolvemd@ma aqui discutido. Nesse
sentido, espera-se que a presente contribuicd@ jgesgir de uma leitura inicial para o
estudo de solugbes exatas de equacOes empregadascussdo de difusdo andmala.
Este texto comeca pela apresentacdo da difusdoaisuals correspondentes equacoes,
passando para a obtencdo de solucfes exatas mms aasnciados no inicio do
paragrafo anterior, com énfase no uso de amsatz gaussiano. A seguir, discutimos
brevemente a difusdo andmala (caracterizada adpigoenportamento néo linear no

tempo do segundo momento da posi¢ao) relacionadaatéo de Fokker-Planck ndo-
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linear. Neste caso, as solucbes via ansatz gaussiano generalizado baseado na
exponencial-q de Tsallis solu¢cbes foram conseguiliasla nesse contexto, obtivemos

solucbes exatas tipo lei de poténcia, incluindaanesalise uma situacdo cuja forca

externa é devido a uma familia de osciladores ab@ions simétricos em relacdo a

origem das coordenadas. Essa classe de osciladomesdmo casos particulares o

oscilador harménico (forca linear) e o poco quadiaénito.

A abordagem que antecedeu ao estudo de solucowgodei poténcia para a
equacado de Fokker-Planck néo-linear foi uma revidéisituacdes ja divulgadas na
literatura, em particular, as solu¢des correspaiededt gaussiana generalizada [13,14].
No nosso entendimento e devido a originalidadgamlos que esse aspecto de revisédo
nao ocorreu no tocante as solucdes exatas tipe Ipdoténcia, das quais tiramos nossas
principais conclusdes. Algumas dessas solucbes npoder vistas como o0
comportamento assintotico das que foram obtida® @asatzgaussiano generalizado.
Portanto, h4 um aspecto dual nelas: o de soluc@taex o de comportamento
assintético de uma solucédo exata. Nesse mesmal@eqtiando usamos como base
uma equacdo de decaimento nao-linear, verificamos & escolha d@nsatz se
desdobra em duas possibilidades que, de partidainsénamente interconectadas: o
ansatzgaussiano generalizado e o tipo lei de poténéis.demais solucdes tipo lei de
poténcia variam desde constante no tempo e nagmosiéo dependente do tempo, e
com dependéncia mista no tempo e na posicdo. Quadependéncia temporal, ela
surgiu na forma de constante, lei de poténcia, mxpaal, exponencial-q de Tsallis,
comportamento logistico, logistico estendido (e§oade Bernoull) e ainda uma
generalizacdo da equacdo de Bernoulli. Mais predsge, quando estudamos o caso
sem forca externa (e sem termo de fonte), a deperdémporal se manifestou de
duas maneiras: constante e tipo exponencial-qu{imckd lei de poténcia). Para o
oscilador harmoénico, a parte temporal pode seriplo éxponencial e solucdo da
equacéao de Bernoulli. No que se refere a familiasbdadores anarmoénicos, surgiram
todas as possibilidades apresentadas acima deddemén temporal, pois essa classe
tem as situagbes anteriores como casos particulAredependéncia temporal que
contém uma generalizagdo da equacao de Bernaullgegal, ndo pode ser explicitada,
pois em determinados casos envolveria a inversatumgbes hipergométricas para
explicitar a dependéncia temporal [22,23]. Quaedploramos apenas as situacoes
estaciondrias, uma solucdo exata pode ser obtiétamiente em termos da energia

potencial. Por sua vez, o uso de ummsatz tipo lei de poténcia conduziu
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consistentemente ao comportamento assintético Hacdo exata. Encerramos as
investigacdes do capitulo anterior empregando amsatz suficientemente geral de
forma a conter os outros dois discutidos nestealinab como casos particulares.
Portanto, em tal situagdo, revisitamos o0s castariares e, consequentemente, as
equagbes com as quais tratamos foram basicamentgpadernoulli. Com isso,
encontramos apenas uma situacéo que difere daa®pteviamente.

Agora, destacaremos possiveis vertentes paraaingidade a investigacao
desenvolvida neste trabalho. A primeira delas &atavbter solucées na forma de uma
série assintética, que tomaria a solucédo tipodgdaténcia como o termo dominante da
série. Isso faria com que pudéssemos, num estégimmar, recuperar solu¢gdes como
as obtidas através @msatzgaussiano generalizado e posteriormente, chegaugdes
para situacdes néo triviais como as que envolvantadsres anarmonicos. A segunda
vertente seria investigar outras equacfes difeaencelacionadas a difusdo anémala,
tentando obter solugbes tipo lei de poténcia. Esgascles [24-28] podem ser néo-
lineares e com derivadas fracionarias. Por fimp@tovo maior seria incorporar essas
possibilidades para investigar equacfes empregaalatescricdo da difusdo anémala

via séries assintoéticas.
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