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RESUMO

A secagem é um inportante processo para conservacao de graos
de cereais durante sua armazenagem Para ser realizada de
manei ra adequada, € necessario conhecer seus necani snos. No
estudo destes necanisnps, € fundanental a utilizacdo de
experi nentos de | aboratério aconpanhando uma situacdo real de
secagem e, de posse destes dados de laboratério, é que o
mecani sno pode ser simulado conputacionalnente. O estudo
conputacional, que é o objetivo deste trabalho, nobdela o
fenbmeno fisico nmatematicanmente e o processo € simulado
nuneri camente. Neste trabal ho, para nopdel agem nmatenmatica do
probl ema de secagem foi realizado um balanco de massa e
energia em um corpo esférico chegando-se as equacdes da
difusdo de calor e nmassa. Nas equacbOes obtidas, o terno
envol vendo gradi ente nmassico na equacdo da difusdo térmica e o
termbo de vaporizacdo de unidade na condic¢cdo de contorno,
tornam o problema acoplado, o que difere dos trabal hos
existentes na literatura. A escolha do perfil esférico
justifica-se por algunmas espécies de graos apresentarem form
aproxi madanente esférica e pelas facilidades matematicas. E
utilizado o método de Elenentos de Contorno para resolucdo do
nodel o, aproveitando a estrutura al gébrica e conputacional do
nodel o matemati co. Al ém do nodel o acopl ado, foi resolvido um
nodel o desacopl ado, com objetivo de conparar os resultados dos
dois nodelos. A nodelagem foi aplicada a um gréao de soja,
consi derado conob um corpo esférico, poroso e isotrdpico, com
3.5 nmde raio. As equacOes integrais resultantes da aplicacéao
do nmétodo de Elenentos de Contorno ao problena com e sem
acoplanento de umdade, foram resolvidas pelo nétodo de
Col ocacéao, utilizando-se 11 pontos de discretizacdo no
doni ni o, com el enentos quadraticos e interpolando |inearnente,
t anbém usando el enent os quadrati cos no tenpo. Os resultados de
um dade obtidos nunericanente sdo conparaveis aos obtidos
analiticanente e aos disponiveis na literatura. Os resultados
de tenperatura obtidos nunericanmente a partir do nodelo com
acopl anento de nmssa sdo conparaveis aos da literatura e se
afastam dos resultados obtidos pelo nodelo sem o terno de
acopl amento de massa. Conclui-se entdo que o nodelo com terno
de acoplanmento € adequado quando se deseja unma avaliacao
precisa do fenbneno. Esses resultados nostram tanbém que o
método de Elenentos de Contorno se constitui numa técnica
inportante para analisar esses tipos de nodelos por sua
preci sao, est abi | i dade e facilidade de pr ogr amagcao
conput aci onal



ABSTRACT

Drying is an inportant process for grains conservation during
their storage. In order to be done it in a suitable way it is
necessary to know its mechani sms. These nechani sns are studied
by | aboratories experinments and follow a real drying situation
and then sinulating this mechanisnms in conputer. The conputer
studies, which is the scope of this work, sinmulate the physics
of the phenonena by mathematical equations and the process is
nunmerically sinulated by the Boundary Elenents Method. For
this, it was done both mass and energy balance in a spherica
body and it was obtained the equations of nass and heat

di f f usi on. In the resulted equations, the expressions
involving mass gradient in the therm cal diffusion equations
and humdity vaporization expression in the boundary

condition, becone coupled the nodel in a way that is different
from others in literature. The choice of spherical shape is
because the mathematical facilities and by the fact of several
grains present spherical shape profile. Boundary El enent
Method is used in order to take nunerical and conputationa
advantages from the mathematical nodel. Furthernore, an
uncoupl ed nodel was also solved, in order to conpare results
from two nodels. The suggested nodeling was applied to one
soybean grain, considering it as a spherical, porous and
isotropic body wth 3.5 mm radius. The integral equations
obtained by applying the boundary elenent nethod to the
problem with and w thout npisture coupling was solved by the
coll ocation nethod, using quadratic discretization in domain,

and linear interpolation in tine. The noisture results,
obtained nunerically, have good agreenent to analytical and
available literature results. The tenperature’s results

obtained by the nodel wth mass coupled were simlar to
literature results and they differ from the results obtained
by the wuncoupled mass term nodel. It concludes that the
coupled nodel is suitable when one wsh a precise evaluation
from the phenonenon. CQutconmes also show that the boundary
el ement nethod is an inportant technique for analyzing cerea
grain drying behavior by diffusion equation due its precision,
stability and conputers processing facilities.



CAP| TULO |

| NTRODUCAO

Gs graos de cereais, no nonento da colheita,
apresentam teores de umi dade elevados. |Isto favorece o
apareci mento de fungos e bolores no produto contribuindo para
sua rapida deterioracdo. Portanto, nas condi¢cbes de col heita,
0s cereais nao podem ser arnmazenados por um |longo periodo de
tenpo, mas se isto for feito de forma apropriada, 0s cereais
granul ares podem ficar armazenados até por varios anos. U
forma adequada de arnazenar cereais é reduzindo sua um dade a
niveis tais que mnimzem o dano causado pela presenca de vida
m crobi ana. Entao, pode-se dizer que a secagem de gréaos de
cereais se constitui numa fornma adequada de preparar o produto
para estocagem assegur ando cono consequénci a, mel hor

qgual i dade ao produt o.

O conhecinento de propriedades externas ao produto
a ser secado, tais conb tenperatura, um dade anbiente e
vel oci dade do ar de secagem € necessario nmas nao é suficiente
para se efetuar uma secagem de forma segura e econdm ca, pois
dependendo da fornma conp é realizada ela pode danificar o

produto, fazendo aparecer trincas e enruganento, reduzindo a



capacidade de germnacdo ou tornando-o com aparéncia
i napropriada para ser conercializado. Portanto ha necessi dade
de se conhecer e controlar o processo de secagem de forma a
proj etar adequadanente o0s equi panentos a serem utilizados,
cono aquecedores de ar, silos de estocagem e transportadores
de esteira. Tudo isto requer um conhecinento preciso do

mecani sno de secagem

Di ver sos est udos foram ja feitos pr opondo
nmecani snos  teori cos, suportados ou nao por resul t ados
experinentais, conforne se pode constatar nos trabal hos de
FORTES e OKOS, (1980), HAGH GHI e SEGERLIND, (1988), LU KOV,
(1966), SOKHANSANJ e BRUCE, (1987), HUSAIN, CHEN e CLAYTON,
(1973), PLUMB, (1991), BORIES, (1991) entre outros. Todos
esses trabal hos apontam a difusdo conp 0 necani sno
predom nante nos processos de secagem de produtos biol 6gicos e

em particul ar de cereais granul ares.

O presente trabalho visa estudar o fenbéneno de
secagem de gréaos de cereais, considerado conp sendo um corpo
esférico, poroso e isotroOpico, estabelecer o equaci onanento
matematico por neio de um balanco de nmassa e energia e
resolver o nodelo pelo nmétodo de Elenmentos de Contorno. O

termbo de nassa | evado em consi deracdo no bal anco de energia e



o terno de vaporizacdo de agua na condi ¢cdo de contorno, tornam
o nodelo matematico acopl ado. Par al el anent e, resol veu- se
analitica e nunericanente um nodelo simlar ao antes citado
mas sem acopl anento. Os resultados obtidos a partir do nodelo
com acoplanmento sado conparados com o0os do nodelo sem
acoplanmento a fimde se analisar a influéncia da transferéncia
sinmul tdnea de calor e massa na secagem de cereai s granul ares.

Convém salientar que, os ternbps de acoplanento inseridos no
presente trabal ho sdo distintos dos apresentados por HAGH CGH

e SEGERLIND, (1988) por se l|levar em consideracdo a energia
devida a vaporizacdo da agua na superficie do grao. A
conparacdo dos resultados agora obtidos com os disponiveis na
l[iteratura (cf. HAGH GHI e  SEGERLI ND, 1988) nostram a
perti néncia dos ternpbs de acoplanento ao propiciarem curvas de

secagem sati sfatorianente proximas das experinentai s.

Para solucdo do nodel o mateméti co acopl ado, adot a-
se uma abordagem pelo nmétodo direto de el enentos de contorno.
Esta escolha se respalda nas vantagens conputacionais do
citado método para solucdo de equacbdes diferenciais parciais
gue envolvem basi canmente o operador | aplaciano dependente do
tenpo e que podem apresentar el evados gradi entes nas vari avei s
dependentes. Sonma-se a isso as facilidades advindas das
simetrias do problema que o0 reduzem a um problem

uni di mensi onal cuj o contorno € apenas um pont o.



No CAPITULO Il do presente trabalho, faz-se unmm
Revi sdo Bibliografica e conmenta-se os principais estudos que
enbasaram a nodel agem proposta para o problema de secagem de

um grédo de soj a.

No CAPITULO 1IIll, estdo inclusos a Mdel agem
Mat emat i ca, Materi ai s e Met odos. Tem inicio com o
Equaci onamrento Matenmatico e com uma nodel agem fisica do
problema em questdo. No item 3.2, sdo apresentadas e
conentadas as condi¢cdes inicial e de contorno. Em seguida,
item 3.3 é aplicado o nétodo de Elenentos de Contorno nas
equacdes da difusdo. No item 3.4 é feito o tratamento nunérico
da formulacdo integral e no item seguinte apresenta-se o0
procedi nento adotado para sua resolucdo. As propriedades
geométrica e fisicas do soja usadas nos experinmentos nunericos
nessa di ssertacdo sdo apresentadas no item 3.6. No item 3.7 ¢é
apresentada a equacdo proposta para o nodel o sem considerar o
ternmo de acoplanmento de um dade e no item 3.8, o procedi nento
de simulacdo nunérica. O perfis de umdade e tenperatura
dentro do grao de soja foram obtidos por neio da determ nacgao,
apos serem escol hi das conveni ent enent e, em sucessi vos
experi nentos nunéricos, o0s passos h, e h; que ndo causavam
instabilidade nunmérica e sdo adequados para obtencdo dos

resul t ados.



No CAPITULO |V sdo apresentados, em forma de
gréaficos, os resultados obtidos por nmeio da sinmulacdo nunerica
do processo com acoplanento de um dade, conparados com 0sS
resultados obtidos da literatura e os analiticos e nungericos

sem o terno de acopl anent o.

No CAPI TULO V est&@o as conclusdes e sugestdes para
trabal hos futuros e no CAPITULO VI estdo as Referéncias
Bi bliograficas citadas no presente estudo. Os balancos de
nmassa e energia estdo, a titulo de nostrar os passos segui dos
na nodel agem no APENDICE A. No APENDICE B ¢ apresentada umm
solucdo analitica da equacao da di fusdo nmassica sem consi derar
o ternp de acoplanmento. No APENDICE C é obtida a solucdo da
equacdo da difusdo térmica sem o terno de acoplanento de
um dade, utilizando o método de Elenentos de Contorno e no
APENDICE D, é obtida a solucdo fundamental em coordenadas

esféri cas.



CAP| TULO | |

REVI SAO Bl BLI OGRAFI CA

2.1 Referéncias Bibliograficas

Nest e item séo nmenci onados al guns est udos
rel aci onados com a nodel agem fisica e o método nunmérico, que

contribuiram para realizacdo desta di ssertacao.

HUSAI N, CHEN e CLAYTON, (1973), simularam a difuséo
acoplada de calor e nassa em materiais bioldgicos utilizando
as equacOes de Luikov nodificadas, e coeficiente de difuséo
vari avel . Foram conparados um nodelo de difusdo isotérmco e
outro nao isotérmco. O nodelo obtido em coordenadas
cilindricas, foi testado sinulando a secagem de arroz bruto,
sendo os resultados nunericos conparados com 0S experinmentais.
Foi observado que os resultados obtidos pela sinulacdo e os
obtidos do procedinmento experimental atingiram o equilibrio
nmuito rapidanente devido a elevada tenperatura utilizada na
secagem Além disso, o0s resultados obtidos da sinulacao

utilizando um nodelo isotérmco e um nodelo ndo isotérmco



foram praticanmente coi nci dent es. Esta observacgéo f oi

consi derada na nodel agem nat emati ca no presente estudo.

SOKHANSANJ e BRUCE, (1987), simularam a secagem de
graos, conparando os nodelos sinplificado, da condugcdo e da
di fusdo com resultados experinentais, aplicado a gréaos de
cevada e trigo. Em seus estudos, consideraram a evaporacao de
um dade apenas na superficie do grédo, sendo esta consideracao
t anbém adot ada no estabel eci nento das condi ¢des de contorno do
presente estudo. Em suas conclusbes, o nodelo da difusdo é o
mai s reconendado para uma predicdo acurada de tenperatura e

um dade durante o processo de secagem

HAGHI GHI e SEGERLI ND, (1988), nodel aram a
transferéncia sinultdnea de <calor e massa em uma esfera
isotropica utilizando um nodelo de difusdo simlar ao de
Lui kov  nodificado por Husai n. O nodelo bidinmensional,
dependente do tenpo, utiliza coordenadas cilindricas e foi
resolvido pelo nétodo de Elenentos Finitos. O nodelo foi
testado na sinmulacdo de secagem de grédos de soja, cujas
propri edades foram consi deradas constantes em seu interior. A
mal ha utilizada foi de 255 elenentos triangul ares conpostos de
152 nés sobre um quadrante de circulo, aproveitando-se da

sinetria esférica do grdo de soja. Confornme suas observacdes,



os resultados da simulacdo concordaram bem com os dados
experinmentais fornecidos por Overhults e Shahab. A tenperatura
média do grdo atingiu o equilibrio em torno de 1 hora, e
per maneceu constante a partir dai até o final da secagem O
processo de secagem do grdo foi bem representado pelo nodelo
da difusdo de Luikov, e os resultados da sinulacado foram bem
pr 6xi nos dos val ores experinmentais obtidos por Overhults e por
Shahab. Na presente dissertacdo é utilizado tanbém o nodel o de
Lui kov, porém seréa buscada wuma solucdo em coordenadas
esféricas. Devido a senel hanca na nobdel agem serdo realizadas
conparacbes entre esses resultados obtidos por Elenentos

Finitos e os obtidos pel o nétodo de El enmentos de Cont orno.

FORTES e OKOS, (1980), analisaram os fundanentos
das teorias de secagem expondo o0s conceitos basicos dos
fenbmenos de adsorcao e dessorcao, quando aplicado a secagem
de géneros alinenticios e graos. Foram descritas as principais
situacbes que ocorrem durante o processo de secagem de
ali mentos, citados por diversos pesquisadores, dividindo as
varias etapas de secagem de acordo com a fornma com que a agua
esta ligada ao produto. Tanmbém foram conparados os fundanmentos
dos di ver sos mecani snos descritos pel os pesqui sador es
incluindo a teoria abordada por Luikov, que foi tomdo cono

base nesta di ssertacao.



BORI'S, (1991), analisou os fundanentos da secagem
em cor pos porosos capil ares estudados por al guns pesqui sadores
na Gltim década. Apresentou as diversas teorias existentes,
nostrando para cada situacdo a equacdo proposta para o nodel o.
Conmparou resultados numéricos e experinentais e determ nou a
eficiéncia de <cada nodelo em representar o fenbneno de
transferéncia sinultanea de calor e nmassa em um cOr po poroso.
Para o nodel o acopl ado, consi derando a secagem sendo realizada
a pressdo atnosférica e baixa tenperatura (abaixo do ponto de
ebulicdo da agua), foram feitas algunmas consideracbes que
resultaram em sinplificacdes al gébricas, conp por exenplo: a)
a variacdo da massa de vapor, no interior dos poros ¢é
desprezivel se conpararnps com a variacdo da nmassa de |iquido;
b) o ternp convectivo do balanco de energia € desprezivel.
Essas consideracdes tanmbém foram feitas no presente estudo
Apesar das I|limtacbes de cada nodelo e respeitando as
restricdes dos métodos, concluiu, com base nos resultados
experinmentais, gue o] nodel o mat emat i co macr oscopi co,
representado pelo nodelo de difusdo de Luikov obtido pela
equacdo de balanco de nmssa e energia, é um potente recurso

para descrever e analisar a secagem de corpos poro0sos.

A partir deste ponto, serdo nencionados o0s

t rabal hos rel aci onados com a técnica de El enmentos de Contor no.
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FERNANDES e PINA, (1983), analisaram a equacao da
condugédo de cal or bidinmensional em regine transiente com duas
condi ¢bes de contorno - de Dirichlet em uma parte do contorno
e do tipo Robin emoutra, utilizando a técnica de El enmentos de
Contorno. Foi obtida uma representacdo da solucdo na forma
integral no contorno, com discretizacdo linear no tenpo e
mal ha quadratica no donminio. O nodelo foi testado em um objeto
de forma retangular, utilizando varios elenentos diferentes e
formas de discretizacdo no tenpo, e conparado com resultados
analiticos. O trabalho nostra que o nétodo de Elenentos de
Contorno (BEM pode ser wutilizado com éxito para resolver
probl emas de conducdo de calor em reginme transiente. Em outro
estudo, (PINA e FERNANDES, 1983), analisaram o problema da
condugdo de calor tridinensional em regine transiente,
utilizando a nesma técnica anterior. Foi nostrada a boa
preci sdo deste método utilizando elenentos |ineares de
di screti zacdo. Estes estudos, apresentando varias formas de
progredir no tenpo, possibilitou a decisdao de optar
inicialmente por elenmentos lineares, que foram ateis para
aplicacdo do procedinento de discretizagcdo no presente

t r abal ho.

SILVA, (1995), sinulou a secagem de gelatina,
usando acoplanmento do leito com a particula, considerada conp

um corpo cilindrico e nao poroso. O nodelo da difusédo foi
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usado para caracterizar o novinmento do liquido no interior da
gel ati na, sendo adotado o netodo de El enmentos de Contorno para
transformar as equacdes diferenciais em equacdes integrais no
cont or no. A particula foi di screti zada  por el ement os
quadr ati cos, sendo adotado o recurso de progredir |inearnente
no tenpo. Para resolugcdo do nodelo no leito, utilizou-se de
di scretizagdo da altura do leito, obtendo um sistema de
equacdes diferenciais ordinarias, que foram resolvidas pelo
metodo de GEAR. No presente estudo foi adotado o nesnp
processo de discretizagéo no doni ni o, com el ement os
quadraticos, inclusive sendo aproveitadas algumas rotinas

conput aci onai s.
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CAPI TULO | 11

MODELAGEM MATENATI CA, MATERI Al S E METODOS

O presente capitulo inicia com as restricbes que
delimtam o problena e permtem a sua nodelagem fisica e
mat emati ca. Logo apds é feito o estabel ecinento das condi¢cles
inicial e de contorno. A seguir, no item 3.3, vem unma breve
descricao do neétodo de Elenentos de Contorno e sua aplicacao
nas equacoes da di f usao, em coordenadas esf éri cas.
Posteriormente, €é dado um tratamento nunmérico a fornulacéao
integral obtida e é descrito o procedinento de sinulacao
nunérica. No item 3.6 estdo as propriedades geongetricas e

fisicas do grao de soja.

3.1 Equaci onanmento Matemético

Os estudos, sobre transferéncia de calor e nassa em
corpos porosos capilares LU KOV, (1966), supdem que os fluxos
devido a difusdo de vapor e a difusdo de liquido, se formam a

partir do gradiente de concentracdo total de um dade, e do
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tenperatura. Al ém dessas consideracdes, o0s

bal ancos de massa e energia realizados, |evam em conta as

segui ntes ( cf.

1-

BORIES, 1991 e LU KOV, 1966):

A transferéncia de calor e nassa - transporte de
vapor, ar, e dgua - sao consi der adas

si mul t aneanente no cor po;

A transferéncia de vapor e gas inerte (ar) ¢é
feita por difusdo e efusdo. Nao é considerada a
transferéncia por filtracdo. A transferéncia de
| iquido ocorre por difusdo e adsorcdo capilar.
Todos estes tipos de transferéncia sao aqui
denomni nados condi ci onal nente de difusdo, e sera
enpregada unma equacao simlar a lei de Fick

para representar este necani sno;

O coeficiente de difusdo massica D é considerado
constante dentro do corpo, ou seja, nao depende
de concentracdo ou tenperatura. Todas as demais
propriedades fisicas do grdo de soja serdao

consi der adas const ant es.

Nao sera considerado o efeito da reducdo de
volune devido a elimnacdo de agua; isto €, o
volume do corpo e sua area superficial seréo

consi der ados const ant es;
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5- O grdo de soja sera considerado um corpo
esférico, isotropico e poroso, sendo que as
vari dvei s dependentes sdo axissinetricas, isto

€, nao dependem das coordenadas circunferenciais
qej;
6- A variacdo da mmssa de vapor, no interior dos

poros ¢é desprezivel se conpararnps com a

vari acdo da massa de |iquido;

7- O ternb convectivo do balanco de energia ¢é

desprezivel face ao ternp condutivo.

A Figura 3.1 a seguir apresenta esquemati canente o

vol unme de controle de um Unico grédo de soja.
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FI GURA 3.1 REPRESENTAGAO SIMBOLI CA DO VOLUME DE CONTROLE DE UM
UNI CO GRAO DE SQJA UTI LI ZADO NO BALANGO DE MASSA E ENERG A.

Parti ndo-se, entdo, de um balanco de nmmssa e
energia neste volune de controle (cf. APENDICE A), obtémse a

segui nte equacao para a um dade,

%J: DxN2U + Dd x KT, (3.1)

e para a tenperatura,
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- & 0 .
T _ EDXN2U+9a+—Led D*xN*T (3.2)
it o e Ch o

onde:
D = Difusividade nassica da particul a;
d = Coeficiente ternogradi ente;
U = Fracao massi ca de agua em fornma de um dade;
T = Tenper at ur a;
t = Tenpo;
L = Calor latente de evaporacdo de agua;

e = Fator de tortuosidade que |leva em conta a dificul dade

de di fusdo de vapor em nei 0S poro0sos;
Cp = Capaci dade calorifica da particul a;
a = Difusividade térmca da particula. [a = ki/(rs. Cp)];

kt = Condutividade térmica da particul a;

Densi dade do so6lido seco.

q
o
1

HUSAIN, et al., (1973), conpararam a difusédo né&o
isotérm ca com di fusdo em sistenas isotérmcos, utilizando um
nodel o de Luikov nodificado, e considerando coeficiente de
di fusdo variavel. O nodelo foi wutilizado para predizer o

conportanmento de secagem de grédos de arroz bruto, dispostos em
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uma camada del gada. Neste trabalho de Husain, foi sugerido

pel o fato das duas soluc¢des ndo serem nuito diferentes, que o
terno referente a difusdo massica por gradiente térmco
poderia ser despr ezado. Todavia isto nao significava,
necessari anente, que o0s gradientes térmcos fossem tanbém
despreziveis, nmas devido a pequena magnhitude do coeficiente
ternogradiente (d), eles poderiam ser retirados das equacoes.

Ap6s essas constat acdes, as equacbes 3.1 e 3.2 ficam sendo,

TU ~2

0t = D xN°U (3.3)
T eDo . -

1111_'[ = ?T%xNZU +a xN4T. (3.4

E com base nos estudos de Husain, equacdes 3.3 e
3.4, que o presente trabalho sinulara a difusdo simnultéanea de

cal or e massa na secagemartificial de umgrao de soja.

3.2 Estabel eci nento das Condi ¢cbes Inicial e de Contorno.

Condi ¢cao inicial:
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No tenpo, t=0, o grdo de soja se encontra a tenperatura Tp e
um dade relativa U , uniformes em todo o grao, sendo estas

condi ¢cbes descritas assim

a.: r£fa t=0® T=Ty; U=1LU. (3.5

Com rel acdo as condi ¢cdes de contorno, temse,

Para tenperatura,

O fluxo de calor que entra no grdo pelo contorno por
conveccdo €& proporcional a diferengca entre a tenperatura
da superficie e a tenperatura do nei o externo, sonando-se
oterno relativo a evaporacao de unm dade no contorno; isto

pode ser expresso conb sendo,

t >0; r =a: Jyr=nhe]Ty - T(a)] - L rs DU TN,
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onde, Jt

he
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2 REPRESENTACAO DAS CONDI GOES DE CONTORNO.

fluxo de cal or

= coeficiente de conveccdo de cal or

= tenperatura do nei o externo;

T(a) = tenperatura da superficie;

LrsDfU fin = representa a energi a rel ativa a

evapor acdo de um dade;

L = Calor latente de evaporacéao.

superfici

A taxa de troca de calor por unidade de éarea

al da particula é obtida por:
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Jr = -k n

onde kr é a condutividade térmca do grao de soja, e 1(.)/1n

expressa o gradiente na direcdo nornmal externa a superficie.

Desta forma obtémse, para tenperatura

CCl: r = a (referente ao raio externo do grao); t >0
® -kr.YT/fn + he[Ty - T(a)] + L rs DYIUYIn = 0. (3.6)

CC2: r =0 (referente ao centro do gréo); t >0

Para um dade,

O fluxo de massa que passa pela superficie do grédo é
proporcional a diferenca entre a um dade da superficie e a
um dade de equilibrio na tenperatura anbiente, e pode ser

eXpresso por:

Jm = W(U‘Uc) )
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onde, Jv = fluxo de nassa;
w = coeficiente de conveccdo de um dade;

U. = um dade de equilibrio da superficie a tenperatura

anbi ent e.

A taxa de transferéncia de massa por unidade de

area superficial do grao, é obtida por:

Jw=-DIU 1In ,

onde, D é a difusividade nassica da particul a.

Desta forma, resultam as seguintes condi ¢cdes para

um dade,

CCl: r = a (relativo ao raio externo do grdo); t >0

® -DIUM + WU- W) =0 . (3.7)

CC2: r =0 (relativo ao centro do grdo); t >0
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= |=2

D‘C
I
o

3.3 Método de El ementos de Contorno (BEM.

Um vez obtidas as equacdes diferenciais que
descrevem o fendneno de secagem um problema que surge é o de

cono resolvé-las. Um forma, é escol her um nét odo nunéri co.

Al guns met odos trabal ham essenci al nente com
particbes e aproxinmagdes no domnio do problena. Cono
representantes desses netodos temse o de diferencas finitas e
o de elenmentos finitos. Esses, sao denom nados netodos de

dom ni o.

O método de diferencas finitas, usa a formulacéo
diferencial do problema que ¢€é aproxinmada por diferencas
finitas em pontos nodais de uma nal ha estabel ecida no doninio
da formul acdo. Tal aproxinmacdo é equivalente a utilizacdo de

um residuo ponderado em que as funcdes de ponderacdo sao

di stribuicdo de Dirac (d de Dirac).
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O método de elenentos finitos, tem inicio com unma
parti cdo do dominio do problema em sub-donini os denom nados
el enentos finitos. Neles sao definidas funcdes de interpol agcdo
| ocais que por um processo de sobreposicédo constituem funcdes
de interpolagdo gl obais. Estas satisfazem pel o nenos condi ¢des
de contorno do tipo Dirichlet para o operador diferencial do
problema. O nétodo segue, formando um residuo com a equacao
di ferencial, que pode ser ponderado pelas proéprias funcdes de
interpolacdo - Mtodo de Galerkim ou um outro tipo de
ponderacdo que entdo da origem a outros tipos de nétodos de

el ementos finitos.

U outra classe de nétodos engloba os que
trabal ham prinmeiro no contorno do problema, para depois
determinar as variaveis de interesse no dominio do problena.

Sao os net odos de contorno.

Nesses, a fornulacdo diferencial é transformda em
integral por neio de unma técnica de residuo ponderado ou de
reci proci dade entre dois estados possiveis no sistema. No
prinmeiro caso, a funcdo de ponderacao é a solucdo fundanenta

do operador diferencial adjunto ao operador do problenma. No

caso de reciproci dade, um dos estados é o real — que se deseja
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determinar — e 0 outro € o estado estabel ecido pela resolucao

f undanent al

Apl i cando-se o teorena da divergéncia e um processo
l[imte, conduz-se a solucdo para o contorno do dominio de
definicao do problema. Ali, as incégnitas sao aproxi madas por
i nterpol acdo em parti ¢cdes do contorno denom nadas el ementos de
contorno. O nétodo segue, em geral, fazendo-se a col ocacao,
das equacOes integrais discretizadas, nos pontos nodais da

i nterpol agdo realizada.

O presente trabalho enprega o nétodo direto de
El ementos de Contorno (cf. SILVA, 1995 e BREBBIA 1984).
Prineiramente, é obtido o operador ‘L*', adjunto do operador
da equacao diferencial parabélica, ‘L', que representa a
equacao da difusdo. A solucdo fundanental associada ao
operador adjunto ‘L*’ representada por ‘G’ € obtida a partir

da equacéo:

TG
Tt

L* (&) = kNG~ - +j =dr, z, tg t)

A solucdo G = G(r,z,tgt) €é uma designacéo
genérica de U e T* que sdo solucdes fundanmentais dos

operadores adjuntos ‘L*’ obtidos dos balancos de nassa e
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energi a. A solucdo fundanental do operador L em
coordenadas esféricas é obtida partindo-se da nmesma sol ugdo em
coordenadas cartesianas apresentada por CARSLAW e JAECER
(1959). O estado fundanmental tanbém chanmado ‘estado auxiliar’,
apresent a al gumas propri edades que ser ao defi ni das
posteri or nent e. A equacao diferencial representada pelo

operador ‘L’, pode ser escrita cono:
- G
L(G):KNZG-:T]—,[:O ,

onde G representa o estado real e assune as incognitas U(r,t)
e T(r,t) nas equacOes de transferéncia de massa e energia.
Ef etuando-se o produto entre o operador adjunto L*(G) e o
estado real G e entre o operador da equacdo da difusdo L(GQ e
0 estado auxiliar G, subtraindo-se estes resultados, obtémse
duas equacbes diferenciais, um para equacdo da um dade e
outra para equacado da energia. Aplicando as identidades de
Green nestes resultados, as equacbes diferenciais sao
transfornadas em equacdes integrais definidas no domnio (W).
A formulacdo na forma integral apresenta singularidades devido
a natureza da solucao fundanental G e sua derivada, que
dever ao ser resol vi das post eri or nent e. As f or mul acbes

definidas no doninio sdo entdo |evadas para o contorno, onde
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sdo inseridas as condic¢cbes de contorno do problena. Nesta
passagem para o0 contorno, o0 problema que era definido no
dom ni o uni di nensi onal pela variavel radial, passa agora a ter
di nrensdo zero, representado por um ponto no contorno. Para
| evar a formul acdo para o contorno, faz-se z igual a “a, raio
da esfera. Na equacdo do balanco de energia, permanece um
terno definido no doninio, o terno de acoplanento, que nédo é

| evado para o contorno, sendo ai discretizado.

As integrais obtidas no contorno apresentam
singul ari dades e s&o resolvidas nunericanente. Onde ndo ha
singul aridade, o calculo pbéde ser feito analiticanente,
utilizando o programa MAPLE e transferindo os resultados para

subrotinas em | i nguagem FORTRAN

Para discretizacdo do dominio foi escolhido uma
mal ha com 5 el enentos quadréaticos, totalizando 11 nés e para
evoluir no tenpo, é adotado o principio passo a passo, com
el ementos |ineares BREBBIA, (1984), BREBBIA, TELLES e WROBEL,

(1984), e SILVA, (1995), e quadraticos FINLAYSON, (1980).

A seguir, €é aplicado o método de Elenmentos de
Contorno nas equacbGes 3.3 e 3.4, da difusdao nassica e de

cal or.
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Rearranj ando as citadas equacbes vem

a2y, TU _
DR - =0 (3. 8)

3 T
aNzT—ﬂ—+Y(U,t):0 , (3.9)

t

onde foi feito,

LeD .
Y (U t) = %NZU.

Seja ‘L(.)’ operador diferencial definido por,

L(.) =K Nq.) - ‘ﬂ—t

Usando a definicédo de ‘L', as equacbOes 3.8 e 3.9 se tornam

L(U) = D RqU) - %: 0o (3.10)

L(T) =a NqT) - ﬂ%—tT) = -Y(U t) . (3.11)
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Seja também ‘L*(.)’ o operador adjunto de ‘L(.)’, que pode ser
obtido por tratanmento convencional de operadores diferenciais

resul tando em

() = K KA 1)
() = KR+ 2 (3.12)

A funcdo G (r, z,tgt) que satisfaz a equacao

L* (&) = K N(G@) + 11(“_?) = dr, z te t) (3.13)

€ denom nada de solug¢do fundamental do operador ‘L*(.)’,

BREBBI A e SKERCET, (1985). Nesta equacao, temse
z er I W = coordenadas radi ai s,
te = tenmpo final de aplicacao do potencial,

d é a distribuicdo de Dirac, que representa uma fonte
pontual de calor ou um dade aplicada em z no tenpo t, e

verificada emr no tenpo final tg definida cono
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O Of(zt)dr, zt . t) dW.dt = f(zt.) . (3. 14)
t W
Em coordenadas esféricas (cf. APENDI CE D), a funcéo

G(r,z,tgt) fica sendo,

G*(r, z,t,t) = 0 t >t (3. 15)
1

G*(r,z,t_,t) = ——M—
( ) 2rz(pKt)0’5

7 Fl

b, - bl t<t_, (3. 16)

conf orme CARSLAW & JAECER, (1959).

A derivada da funcdo G (r,ztgt) em relacdo a variavel r, é

igual a
(r - 2z)b, +(r +2z)b,
* b,- b )
ﬂ‘lﬁ (r,zt,t) = - 2[ - 2(15 . 2Kt 2 (3.17)
r “z( pKt) rz( pKt)

A derivada da funcdo G*(r,z tgt), emrelacdo a variavel t é,

(r - z)zb1 (r +z)2b2
1G* AKt2 4Kkt 2 b, - b,
r,z, t.,t) = - ,(3.18
it ¢ et 2rz (pkt )%° 4r z (pK)®°t 5 ( )
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nessas equacoes,
t=t.-t
& 20
r- z)°=
b1: exp '(—)é ,
4Kt 5
& 20
r+z)°°=2
b, = exp ¢ g—————l—é ,
4Kt 5

z, representa a coordenada no espaco no ponto de aplicacéo

do potenci al,

r, representa a coordenada no espaco no ponto onde se

desej a a sol ucao,

K

a, para equacdo do bal anco de energi a,

K = D, para equacao do bal anco de nmassa,

GXr,LtF,t): TYr,z,tPt), para equacdao de balanco de

energi a,

GYr,LtF,t): UYr,z,tPt), para equacao de balanco de

massa.

A solucao fundanental apresenta as seguintes

propri edades (cf. BREBBIA e SKERGET, 1985):



D N2U'(r, z, tg t) +

a N°T'(r, z, tg, t) +

lim
e®0

e®0

3.19 por

temse

Qu(r, z,t. ,,t) Ur, t)) dW = Uzt,) p/ t
W

w

U,

T U(r, z tg t)

1t

1T(r, z tg t)

1t

=0 emWp/ t <t_,

LimOT(r, z.t, ,t) Tr,t,) dW = T(zt,)

=0 emWp/ t <t_,

p/ t =

Mul tiplicando a equacdo 3.10 por U,

e a equacao 3.11 por

ED N2U - ngu* =0,
Tt o
a - ¢
D N2U’ + YW s =0,
e t o
€ . L _«
& N2T - E+Y(U,t)'XT =0,
It H

D

T ¢

N2T" + ﬂ—+xT =0

t g

T,
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(3.19)

(3. 20)

(3.21)

(3.22)

e a equacgao

e a equacao 3.20 por T,

(3. 23)

(3.24)

(3. 25)

(3.26)
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Subtraindo 3.24 de 3.23 e 3.26 de 3.25, integrando no
intervalo de tenpo to a tg € no espaco conpreendi do por uma

esfera de raio a e fazendo uso da sinetria esférica, obtémse

te
D@ (‘jU*NZU - U R dw dt =

ty, W

te
Sov MauWMeawa |

e Tt It o

(3.27)

ty, W
e anal oganent e,

te
aQ QTR - T R2T] dw dt =

ty W

te 5

N B,

0005 ﬂ TE-TY(Ut) dw dt . (3.28)
e fit 2

tg W

Aplicando a segunda identidade de G een® nos ternos

do lado esquerdo das equacbOes 3.27 e 3.28, rearranjando as

1 22 |dentidade de Green €' uﬂ—v- 2 Vﬂ—u = ubDv - O v. Du
G%N fn G%N Mn QN ' Qh '
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parcelas e aplicando a prineira identi dade de Green? no ultino

ternmo da equacao 3.28, resultam

te . .~ t,

D ‘gJ*ﬂU UﬂUl’Jdet—\\iUXU* dw dt
OOé ‘ﬂn_ '"”E _OOﬂt( ) ,
ty, G to, W
te . N te
~ AL 0T 1T T U ~ ~ 7 "
a OF - T—udGdt = ) O (T xT) dw dt -
8 n I n g 9t
ty, G ty, W
tr € qu u
KlogoT —ndG- Qurad (T) grad (V) dvv‘ddt :
t, 66 w u
onde:
LeD
1:Cp ]

e as denmmi s vari aveis ja foram antes noneadas.

| ntegrando novanente o Ultino ternp da

3.30, vem

2 qa i — _
1° Identidade de Green () QF adu.gradv %\/ ug, - QU Dv

(3. 29)

(3. 30)

equacao



N\ * N\ T* N\ ~ *
(prad (T') xgrad (U) dw = OU.II”—ndG - QY NTdw . (3.31)
W G W

Mas, a partir da equacao 3.19, temse

U RET AW = 1 U L gw (3.32)
= oV Ty . .
W W

Substituindo 3.32 em 3.31 e 3.30, obtémse

te , . s te
¢ u UL
aoogl’ —n-T q ngdG dt = Ooﬂ_t(T xT) dwW dt -
t, W

te te *
\ N\ L * ﬂ U \ \ ﬂT
KiQ QT ﬂ_ndet+K100Uﬂndet+
ty, G ty, G
te *
K]_ \ \ ﬂT
— O OV - dwadt . (3.33)
to W

Cal cul ando no tenpo as integrais que estédo no |ado

direito das equacbes 3.29 e 3.33, temse
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€ u et
DO ggJ Tn YU nadG dt = U xU)fdw (3. 34)

=

L AL T T ﬂTt‘J N t
20 0F - Tyqgded = 0T MW
t, G w

te te *
+ T U 17T
KlOOT ﬂ_ndet+K100Uﬂndet+

to to

t
Ky s
2 O

to

\

1T
—det. 3.35
oy (3.35)

Est as equacbes podem ser escritas tanbém na forns,

te
Ddu*(r, Z, te )afr, t) - Ur, t)qir, z te, )] aZdt =

to r=a

te

\ * 2
(()iu(r,z,tp,t) Ur, z)| redr , (3. 36)

to
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te
adT*(r, 2 te, )AAT, 1) - Tr, aLr, 2, te, O] _a%dt =

to

a

gr(r. z te 1) Tr, t)]IFerr i
0

0

t

K QT'(r. 2 te, agr, t), —pa%dt | +
1:0

te
Kldb(r,t)q*z(r, z,tF,t)] a’dt +
t

0 r =a

te a

K AN AN *

?1Odur,t)qg(r,z,tp,t)}rzdrdt : (3.37)
t, O

As integrais que aparecem nas equacbes 3.36 e 3.37
apresent am si ngul ari dades quando t se aproxim de tg devido a
natureza das fungées U e T e suas derivadas, conforme pode
ser visto nas equacbes 3.16 e 3.17. Para investigar a
singul aridade da integral do lado direito da equacdo 3.36 no
instante de tenpo t = tg subtrai-se uma quantidade arbitréaria
‘€ no tenpo tg e toma-se o limte quando ‘€ tende a zero.

Desta forma, a citada integral da equacao 3. 36 fornece:
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a

C{UYr, z,tF,t)l.(r,t)rzdr]tF =
0

0

a 1:F-e
m U'(r, z,tF,t)L(r,t)rzdr] +
0 to

a L
m U'(r, 2, te, U, t)r 2dr | | (3. 38)

L
De forma anal oga, da equacédo 3. 37 obténtse,

te

OT(r. z te t) +(r, )ridr] =
0

to

a te e
%1 1}(r, z,tF,t)T(r,t)rzdr] +
0 to

a te
m T(r, 2, te, OTr, tr2dr| (3. 39)

te.e

De acordo com as propri edades da solucéo
fundanment al expressas pelas equacgdes 3.21 e 3.22, as equacdes

3.38 e 3.39 ficam sendo,
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Ur

a
(‘iu*(r, z, tg, OUr, t)r 2dr
0

to

Uz tg) - OQU(r, z tg U, to)r 2dr
0

(3. 40)
a te
dT*(r, z, tg, OTr, tyr2dr| =
0 to
Nz, tg) - (\)T*(r, z, te, 1T, to)r 2dr . (3.41)

0

Substituindo as equacdes 3.40 e 3.41 em 3.36 e 3.37

e rearranjando os ternps, obtémse

te
G2)Uz tg) - DOU(a z te hafa t) - Ua t)ay(a z te, )kt =

to

a

OU(r, z tg, toUr, to)r2dr (3. 42)
0

sendo esta a fornulacdo integral para o problema da difuséo
massi ca, definida em qual quer ponto z do donminio W, onde o

prinmeiro terno corresponde a resposta alnejada, a integral do
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| ado esquerdo € definida apenas no contorno e o ultino terno é
definido no dominio, mas obtido dos resultados do instante

anterior, e,

te
G2z te) - aQ)T(a z te )aga t) - Ta t)axa z te, t)p2kt =

to

a te

OF (1, z te, toTr, te)a’dr + Ky QT (& z tg, t)gqa t)a’dt +
0 to

te

KiOUa t)asa z, tg, t)adt +
to

te

K AN AN *

gloob(r,t)%(r,z,tpt)rzdr dt | (3.43)
0 O

QD

representando a fornulacdo integral para o problema da difuséo
térm ca, definida em qual quer ponto z do donminio W. O prineiro
terno corresponde a resposta de tenperatura al nmejada, as 1% 32
e 4% integrais sdo definidas apenas no contorno, a segunda é
definida no dominio, e calculada com o auxilio dos resultados
do instante anterior e a ultima integral, representa uma forga

de cor po.
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Para | evar a formul acdo integral representada pel as

equacdes 3.42 e 3.43 ao contorno, faz-se o ponto z tender para

o contorno ( G ). Quando o ponto z pertence ao contorno, podem

*

L . . « G
exi stir singularidades tanto na funcdo G conbp em 1Iﬂ—r Nest a

passagem para o contorno, C(z), que possuia valor 1 no doninio

(W), assune o valor 1/2, quando o contorno for suave (cf.

BREBBI A, 1984), produzi ndo os seguintes resultados:

te

1 N\ * *
EL(& te) - DO[U(a a tp t)aat) - Ua t)aya a tg, t)fa’dt =
tO

a
hY

OU(r, a tg, tour, to)dr (3. 44)

0

te

%Ka te) - a(‘)[T*(a ate t)afat) - Ta t)gxla a tg, t)ja%dt =
to

a te

Or(r, ate tor, to)r?dr + K Ol (& a tg, t)aga t)adt +
0 to

tF tF a

N\ * K N\ N\ *
KiO!da t)axa a tg, t)a%dt + ;1 0 9L(r, t)q«r, a tg, t)ridr dt . (3.45)
tO tO
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A nmudanca do coeficiente que nultiplica os

primeiros ternos das equacbes 3.44 e 3.45 ¢é devido a
contribui cdo da singularidade no célculo da integral quando z

se aproxinma do contorno. De unma forma genérica, as equacles

3.42 a 3.45 podem ser rescritas, nas fornas:

te
Q2Uz tf) - DYU(a 2 tr, )afa 1) - Ua t)ai(a z te, D]p’dt =
1:O

a
hY

OV (r, z te to)Ur, to)r 2dr (3. 46)
0

te
@)Wz tr) - afT'(a 2 tr Dafa t) - Ta Daxa z te D]t =

to

a te
OF (1, 2, te, to)Tr, to)r 2dr + Ky () (& z tg, t)gya t)adt +
0 ty

te te a

N\ * k AN AN *
KiOHa t)aLa z tg, t)a’dt + ;1 0 Q(r, t)aqr, z, tg, t)radr dt . (3.47)
tO tO

A equacdo 3.46 representa a formul acdo integral do
mét odo de el enmentos de contorno, para solucdo de probl emas de

di fusdo massica unidinensional, em particula esférica,

i ndependente se o ponto z pertence ao dominio ou ao contorno. O
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donminio foi dividido em pontos discretos e as incognitas
U(z,tg) para z pertencente ao dom ni o, podem ser determ nadas a
partir de Ula,t) e qgi(a,t) obtidas a partir das condi ¢cdes de
contorno, e por neio das solucdes fundanmentais U e gq1*. O
ternmo U(r,to) é definido no dominio, porém ndo é incégnito em

vista de ter sido calculado no instante anteri or.

Da mesma forma, a equacdo 3.47 representa a
formulacdo integral do método de Elenentos de Contorno, para
solucdo de problemas de difusdo térm ca unidinensional com

terno de acoplanento, em particula esférica independente se o

ponto z pertence ao dominio ou ao contorno. O doninio tanmbém

foi dividido em pontos discretos e as incégnitas T(z,tg) para z
pertencente ao dominio, podem ser determi nadas a partir de
T(a,t) e g:(a,t) obtidas a partir das condi ¢cdes de contorno e
das solugbes fundamentais T* e (2. Na segunda integral, o
termo T(r,to), definido no donminio, é determi nado no instante
anterior. Nas 3% 4% e 5% integrais, da equacdo 3.47, é onde
aparecem os ternos de acopl anento, variaveis qi(a,t), Ula,t) e
Ur,t). G ternpbs qi(a,t) e Ua,t) sdo definidos apenas no
contorno, ndo sao incognitos, pois ja foram obti dos da equacao
3.46. O ternmp U(r,t), pertencente a ultima integral dessa
nmesma equacdo, €é definido no dominio, e é obtido tanbém da

equacao 3. 46.
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Nas equacOes 3.46 e 3.47,

Gz) = %, sez1 G, Qz)=1sezl W |,
U
aat) = 1@y

*

* I U
ql(aa Z!tF!t) = ﬂ—n(a Z!tF!t) )

_1T
aat) = g (at)
. T
qfa z, tg, t) = ‘ﬂ—n(a’ Z, tg, t)
. TT
qr, z, tg t) = q t(r,z,tF,t) :
ri w |
al G.

3.4 Tratanento Numérico da Fornul acdo I ntegra

As equacdes 3.46 e 3.47 representam as fornul agcdes

integrais para o problema acoplado de difusdo de massa e cal or



em um corpo esférico. Estas equacdes serdo resolvidas
nuneri camente pelo nétodo da col ocacdo utilizando uma nal ha de
di screti zacdo de 11 nés na direcdo radial do grao de soja.
Para evol ucdo no tenpo, sera adotado o procedi nrento de marcha
passo a passo, em virtude dessa técnica utilizar nmenor espaco
de arnmazenanento, ja que as variaveis no tenpo tg (instante
atual ), sao funcbes das vari aveis obtidas no tenpo t, (instante
anterior), e tanbém porque desta forma pode-se escol her
adequadanente um passo tal que evite instabilidade nungrica
gue provoca oscilacdes nos tenpos iniciais. Al ém disso, seréa
utilizado passo constante no tenpo, pois permte que se

cal cul e todas as integrais apenas uma Unica vez (SILVA 1995).

As variéaveis Ua,t), T(a,t), aqi(a,t) e dg(at),
pertencentes as equacbes 3.46 e 3.47, definidas apenas no
contorno (G, foram aproximadas inicialnmente por neio de

funcbes de interpol acdo |lineares no tenpo, ou seja,

Wa t) = Wa te_g)f(t) + Ua te)fft); (3.48)
Mat) = Wa te. )f(t) + Ta tp)fft); (3. 49)
aat) =afa te )f(t) +afa t)fft); (3.50)
qaf{at) = afa tp )f{t) +afa tg)fft); (3.51)
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onde f; e f, sdo as funcdes de interpolacdo |ineares:

(t|: - t)

ft) = h

f(t) = - tey) :]F' l);

te £t <tp;

Substituindo as equacbes 3.48 - 3.51 nas 3.46 e
3.47, adequando os |limtes de integracdo para cada intervalo

de tenpo, para a equacao de um dade, vem

te
G2)Uz te) - Dafafa te )] OFft) Ula z tg t) dt -

te g
te

Dafqqa te)] O 41) U(a z te t) dt +

te g
te

DafUa tr 1)] OF {t) aia z tp 1) dt +
tes
te

DafUa te)] (f 41) dx(a z te t) dt =

te g

a
hY

OU(r, z te te q) Ur, te pr2dr. (3.52)
0
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Na equacdo 3.52 a incognita € U(z,tg) e representa
a umdade do grao de soja no instante ty, em cada ponto de
di scretizacdo do raio. Ua,tg) e qi(a,tg sao um dade e fluxo
radial no contorno do grdo no instante tg obtidos da condi ¢éo
de contorno; Ula,tri1) e 0gi(a,tegi1) sdo umdade e fluxo no

contorno definidos no instante anteri or.

Simlarnmente, para equacao de energi a,



Ur

G2z tg) - aafafate )] OF {t) T(a z te t) dt -

te g
te

aalafa te)] OF 4t) T(a z tet) dt +

teg
te

aafTa te.y) Of {t)afa z te, t) dt +
L=
te

aalTa te)] (f 4t)afa z te t) dt =

teg
a

(\)T*(r, Z, tg, te.g) Tr, te pridr -
0
te

Kialafa te. )] OF {1) T(a z tg t) dt -
te
te

Kialafa te)] OF 41) T(a z te t) dt +

te
te

Kia{Ua te.))] OF {t) afa z tg t) dt +
te
te

Kia{Wa te)] O 41) aXa z tet) dt +
te g

te a

;1 O OUr.t) gfr, z tg, t) ridrdt
te., O

(3.53)

47
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Na equacdo 3.53 a incognita € T(z,tg) e representa
a tenperatura do grdo de soja no instante tg, em cada ponto de
di scretizacdo do raio. T(a,tg) e 0gza,tg) séo tenperatura e
fluxo radial no contorno do grdao no instante tg obtidos da
condi cdo de contorno; T(a,tri1) e (g2(a,tg1) sao tenperatura e
fluxo no contorno j& calculados no instante anterior. U a,tg),
gi(a,tg), Ula,tg1) e aqi(a,tr1), sao definidos apenas no
contorno e ja& foram calculados na equacao 3.52 e U(r,t)

pertence ao dominio e é tanbém obti do da equacédo 3.52.

Chanmando:
Ur
Gu = a° (f {t) U(a z tg t) dt (3.54)
tey
t
Gz = a® O 4t) U(a z tg t) dt (3. 55)
tey
Ur
Hu = a® O {t) gi(a z tg t) dt (3. 56)
tey
t
Hy, = a® (¥ 4t) axa z te t) dt (3.57)

teg

Ur
Gy =a® (f{t) T(aztgt)dt (3.58)

te g
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te

G = a” (f 4t) T(a z tg t) dt (3.59)
tey
te

Hh = a® (f {t) aa z te t) dt (3. 60)
tey

e

te

Hrp = a” (f 4t) aXa z tg t) dt (3. 61)

teg

e substituindo 3.54 a 3.61 nas equacdes 3.52 e 3.53, obtémse

para a um dade,

Gz)Uz tg) - DGuaq(a te.1) - DQuaq(a tg) +

DHyUa tg_q) + DHyUa tg) =

a

*

QU(r. z te teg) Ur, tegridr (3.62)
0

e, para a tenperatura,
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&2)Nz tg) - aGnafa te.q) - aGoafa tg) +

aHrla tp g) +aHpla ty) =

a

CTJ(r,z,tF,tF-D Tr, te )r2dr +
0

KiGriafa te.1) + KiGoafa tg) + KiHpUa tg q) +

te a

Ki ~ x
KiHrda tg) + & og(r,t)qg(r,z,tp,t)rzdr dt . (3.63)
te g

As equacdes 3.62 e 3.63, apresentam ai nda os ternos
Ur,te1) e T(r,te1) no dominio, que precisam ser discretizados
segundo o raio e o ternmbo U(r,t) que precisa ser discretizado
segundo o raio e no tenpo. Para discretizar estes ternbps na
di recao radi al , utilizou-se funcdes de i nt erpol acédo
quadraticas (cf. SILVA, 1995). O nunero de elenentos, ‘e’', foi

escol hido igual a 5, conforne representado na Figura 3. 3.
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FI GURA 3.3. REPRESENTAGAO ESQUEMATI CA DA DI SCRETI ZAGAO RADI AL

Nesta figura (Figura 3.3), o0s pontos representados
por rl1, r2, r3, ..., rll, sdo os n6és no dom nio, onde séao
cal cul ados U1, k1), Ui m, T1,r), Uz r1, .-, Ti1, k1), no

dom ni o.
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Para obter os valores de U e T em cada né do
domini o, utilizou-se de interpolacdo quadratica’, sendo adotado
o neétodo de diferencas para frente (FINLAYSON, 1980). Assim

sendo, em coordenadas | ocais, pode-se escrever

E
[¢}
Ur, tg 1) = a[X(le)Ui,F-l + Xy, +1F-1 ¥ Xy, +2F-11, (3.64)
e=1
s (e) (e) (e)
Mroteog) = AlX T por + X Tiwgr-1 + X37Taar-1] » (3.65)
e=1
E
- 3 (e) (e) (e)
Ur,tg) = alXy’U g + Xp7Uisgr + X37U s fl (3.66)
e=1
onde:
i =Ze-1) +1 ,

1Dyn = Yn+1 - Yn
I:)2yn = I:yn+1 - I:yn = Yn+2 - 2yn+1 *tYn

a(a - 1

y =y, +abDy, + %Dzyot..(truncado no 2° terno).

t, -t

a 0
a = h = Dt

h

- a(a - 1
ou sej a: Ya = Yo +a(yl - yo) + —2! Y, - 2yl +Yo
onde:

Yo = valor da funcdo emt=t,,

y1 = valor da fungdo emt=t,,

y, = valor da fungdo emt=t,,

Ya = valor da funcdo emt=t, (qualquer no intervalo tqg = t, =t,).

a = (tato)/(ts-to).



53

ri =( - 1br
U .1 = U, tegg)

Tipor =Tri tgog)

X&(ry = j(r)(e)giﬂ XMivp  (Fis1 *Ti42) - ﬁﬂ

' g D Di Dig
X&(ry = j(r)(e)gi Xlivg (N *Tiva) r 3

i gD +1 D +1 Di +1g
xX&(ry = j(r)(e)gi Xrivqp (i +7Trisg) - r 3

i b +2 Di +2 D +235 °
j(r)® = }O Se r <rp ou r >Triy o,

il se rp £r £71;,, ,
Di =(risq - 1) *(ris2-r15)
Di +1 =(r; - ris) *(ris2 - iy

Di +2 =(rjsp - risn) *(rjso - ry)

Fazendo também interpolacdo |inear no tenpo para a
funcdo U(r,t) no doni ni o, juntanente com interpol agao
quadratica no raio, a uOltinma integral que aparece na equacao

3.63 fica sendo,



te a

== O OMr. tagr, z tg t)ridr dt =
te, O

te a

L JUr. te Df {t) + Ur, te)f 4] afr, z, tg trdr dt,

tHo

K

ou sej a,

3. 63,

te
_]_ \
a O

tra

x(le)Ui,F-l + XU g+ XU e ]

|| mom

C)
0¢€

f{t)agr, z, tg te Jrodr dt +

F a E
Ki ~ 10
?1 O Oa[X(le)Ui,F + XUy + XU ]
te oe=1
f{t)axr, z, tp te. r Xdr dt . (3.67)
Substituindo, entdo, 3.64, 3.65 e 3.67 em 3.62 e
resulta,
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Gz)Uz tg) - DGuaq(a te 1) - DQuaq(a tg) +

DHyU & tF_1) + DHyU & tg) =

g a éJl F-1 l;I
a (\j X§®, X, X)) éU| +1 F- 1uU(a, Z tg tp ridr ,  (3.68)
e=1l o SJ U

i +2 F-1(

para um dade, e

G2)Tz tg) - aGugfa te.1) - aGyafa tg) +

aHna tg. 1) +aHpla ty) =

E 2 q—u F-1 u
a dx(e) X%, X9 eT|+1F 1uT(aZ te teJrldr -
e=1l ¢ 8— 1]

i+2 F-1(0

KiGnafa tg. 1) - KiGoa{a tg) +

KiHnUWa tg_ 1) + KiHfa tg) +

E P2 Eu F-1 u
gla de(e) X(e) X( )] é-%+1|: 1uff[)CI3(I‘ Z, tg tg.r 2dr dt +
e=lt ,0 &+2F-1H
g e ey
gla (‘)(\)Mf)’ X9, XP] &h vy g fADOKT, 2 te te rdr dt L (3.69)
e=1 d
o 3%2;0

para a tenperatura.
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Fazendo t anmbém

pa

E a eéUi,F-l 3

a (\jx(e), X, X v aU(r Zote e ridr = By e

e=1 o S_J l;'

i +2 F-1U

g &y

a X% X2, X di vy 20 T (T, Ztp teridr =By gq

e=l 0 gri+2,F-lg

K & '%° QF

;1 a (\)(\)[X(le), X, %P1 i ruadr, z te dr dt = Ay e,
e=l te, 0 gJi +2FH

e

K E tr a gUi,F-l 3

zla (\)(\)[X(le), X, X1 it r-10 941, 2 T U e dt = Ay e
e=1 te, 0 g-Ji +2F-1H

e substituindo esses ternbs nas equacdes 3.68 e 3.69, temse

Gz2)Uz tg) - DQafa teg) + DHyUa tg) =

D&yafa tg.q) - DHyUa te g) + By Fo1 (3.70)

para a equacdo da um dade, e,
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A2)Wz te) - aGuafa tp ) - aGafa te) +
aHpla tp g) +aHplaty) = By Fog -
KiGrid{a te.1) - KiGray(a tg) + KiHpUa te q) +

KiHroUa te) + An por + A e (3.71)

para equacdo de tenperatura.

Essas equacbGes sao as equacOes al gébricas, obtidas
das fornulacdes integrais no contorno apds a aplicacao do
método de colocacdo e fazendo as interpolacdes antes
descritas. As incognitas sdao U(ztg) e T(z,tg. G e H sao
vetores, com dinensdo igual ao nunero de nés de discretizacéao
no domnio, ou seja, 11 nés. A e B sdo mmtrizes, que com o
recurso de progredir passo a passo no tenpo, nao necessitam
gue sejam armazenadas integral mente, nmas apresentam di nensdes
11 X 2, para o caso de se utilizar elenentos |lineares no tenpo
ou entdo possuem dinensdes 11 x 3, caso sejam utilizados

el ement os quadr ati cos.
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3.5 Procedi nentos para Sol ugdo da Formul acdo Integral.

Para solucédo da fornmulacdo integral, prineiro, as
condi cbes de contorno, equacdes 3.6 e 3.7, sdo inseridas nas

equacdes 3.70 e 3.71. Em seguida, coloca-se a fornulacéo
integral no contorno. No caso, basta fazer z=al G para

obt er apds rearranjar adequadanente,

Ua tg) =[DGuafa tp.q) - DHyUa Teoq) +

| y
WQUe + By @ te.q)] / g§+D|_|U2+\AGlJ2% ) (3.72)
para um dade e,

TMa te) =[aGada te 1) - abHMla tp.g) +

a
E H.GroTyr - alGraqa tg) + kiGraqa tg. 1) +

kiGroafa tg) + kiHpUa tp_ 1) + kiHpUa tg) +
B(ate.1) + Adate) + Adate. )]/

a a o]
— + a + —H + ,
§ T @b+ HeGra (3.73)
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para a tenperatura.

Gs valores de g; e g2 sdo cal cul ados por nei o de,

qfa tg) = - V—S[L(atp) VN (3.74)

h
afa tg) = - ﬁ[Tar - Wa te)] + LrsDuya ty) (3.75)

onde: w = coeficiente de conveccdo de um dade [nls],

U =teor de unmdade de equilibrio na tenperatura

anbi ent e,
kt = condutividade térmica da particul a,
Tar = tenperatura anbi ente,

L = calor latente de evaporacdo de um dade.

Ura vez cal cul ado os valores de Ue T no contorno,
pode-se cal cular os valores U e T no doninio. As equac¢cles para
isto, s&o obtidas substituindo-se os valores das variaveis
Ua,tg), aqi(a,tg), T(a,tp) e gua,tg), definidas no contorno e
obtidas a partir das equacbes 3.72 a 3.75, nas equacbes 3.70 e

3.71, sabendo-se que nessas equacgdes C(z) = 1, resultando:
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Uz tg) = DQ(2)a(a te.1) + DQA2)q(a tg) -

DHy(z)Wa tg_q) - DHyL2)Ua tg) + By g.4(2) - (3.76)

Mz tg) = aG(z)afa tp 1) + aGL{z)qa tg) -
abH(2)Ta tp. 1) - ab2)Ta tg) + KG(2)q{a tg.q) +
kiG{z)afa tg) + kiHr(Z)Ua tg_ g) + kiH{2)Ua tg) +

Bri,r-42) + Ay H2) + Ay r.{(2) (3.77)

Nessas equacbes, as integrais para determ nacdo dos
vetores coeficientes Gu, Gg, Gr1, Gr2, Hu, Hp, Hmi, Hp, e das
matrizes coeficientes Arn r A, r1, Bu,r1 € By 1, nos pontos de
singul ari dades, ou seja, para z=a e t =ty e tanbém para
z = 0, ser ao cal cul adas nuneri canment e usando f 6rmul as
Gaussi anas de quadratura nunmérica de dez pontos de col ocacao.
J4, nos denmais pontos, onde ndo ha singularidades, essas
integrais podem ser obtidas por métodos analiticos. A
determ nacdo dos ternos de acoplanento, representados por Ar r
e Ari k1, ja que dependem de val ores de umi dade, e conb 0 passo

h, para prosseguir no tenmpo, no calculo de unmi dade, é diferente
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do passo h;, para o céalculo de tenperatura, necessitou-se de
i nt erpol acdo para adaptar os val ores de U(z,t) obtidos do passo
h, para o passo h; e entdo determnar o perfil de tenperatura
T(z,t). Esta interpolacdo inicialmente foi feita por técnicas
lineares mas depois optou-se por interpolacdo quadratica por
apresentar nel hores resultados, conmo um perfil de tenperatura

cominclinacdo mai s suave.

Para determ nacdo dos coeficientes G e H, procede-

Seé COonb Se segue:

te
Gy =a® Of{t) U(a z tg, t)dt =

tey

te . 2~
, x tp -t 1 € -(a- 2)? - (a +2)%U
a [z 2] _— - e ———((t
h  2az pkt)®® @Xp 4kt Pk Ed ’ (3.78)

teg

t
onde: f {t) = P

t =tg -t ® dt = -dt,

cono, parat =t., ® t =h e para



Dai, adequando-se os limtes de integracéao,

te

h
O f(hdt = §f(tydt
0

troa

ou sej a,
h .
GU = i ~ t xgex M ex
270 0 gk 8P g
Da nesma fornm,
t -1t t
f t) = é = - —
At) h h
Ent 8o, podenps obter Gpg;
" 1 é (a- 2)° (a+
2 N B N N
= - ex
Q2 27 pkt)*® @ - S

temse:

- (a+2)%u

4kt

7)%u

Gt -
8]

(clt
v

CTI

(3.79)

(3. 80)
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Da nesma forma, obtém se os denmi s coeficientes:

2h
a? . TU(a ztgt)
Hy = —
U1 = Ot e dt
0
" U(a z g t)
HUZ :azc\) a{_[r’ F dt_HUl!
0
2h

a S *
Gn = 1~ Ot T(aztg tdt
0

h )
_2x T T(aztgt)
G, = a ? 0 r dt Gy ,
a2 1 T(azt 0,
_a A F
L1 T(a ztet)
_ a2 UE ]
H, = a ? qr dt Hr
5 gU.r
Bir1=a (\)’ %o % >63)]é-l 1 F- 1dJ(r Z tg tegridr
e=l o 8-1+2F 1H
|°E a eT 1
Brri=a (\)[ X9 % %)]érﬂ,F 1J(r Z tg tegrdr
el o 8-+2F 1H
K & 2 é g'nT*(r Ztpte )t
Ky S OANCENCENC)L  Z1E e
&F-l—gg g)(())%f % X (& k- 10 1t F]fzdrdt

S‘I+ZF 1H

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

81)

82)

83)

84)

85)

86)

87)

88)

89)
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E ha ,F u
]_ ] N\ UﬂT(r ZstFatF]_) tO
Ar=_a 00D X >é;‘) ded g S%rdt . (3.90)
et oo &) el

Um vez cal cul ados estes coeficientes, fornmm-se um

si stema de equacdes que tem cono forma geral

Uz) = G . 0pes + G- A - HUey - HuU + By

Mz) = G.Uyer * GlUpe - HuTey H
G.qug + H. U, + H. U + B + A + A,

onde: &, Hy, Gr, Hr - sédo vetores a serem determ nados em cada
né do domi ni o,
U, U1, Qq1 - sao os valores de umdade e fluxo de
um dade, nos instantes anteriores (F-1), e atuais (F),

det er m nados no cont orno,

Te, Tr1, Q2 - sao os valores de tenperatura e fluxo de
tenperatura, nos instantes anteriores (F-1), e atuais

(F), determ nados no contorno,
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Bu, Br, Are1 - sdo nmatrizes determinadas no doninio

referentes ao instante anteri or,

Ar - é uma matriz definida no donminio e determ nada no

i nstante atual .

3.6 Propriedades Ceonétricas e Fisicas do Soja

Gs paranetros que, em geral, entram nos nodel os de
transferéncia sinultanea de <calor e nmssa presentes em
processos de secagem de nmateriais bioldgicos, dependem da
t enper at ur a, um dade e tenpo. A falta de informacdes
experinentais sobre as propriedades de mmteriais biol6gicos
obriga mnmuitas vezes a se adotar valores aproxi mados dessas

propri edades nas sinul agfes numnéri cas.

HAGH GH e SEGERLIND, (1988), nencionando esta
falta de i nf or macgdes experinmentais, usaram parametros
constantes para sinular nunericanmente o conportanento da
secagem de um grao de soja. Algunmas dessas propriedades,
di sponiveis no citado estudo sdo as seguintes: Raio nedio [a]

= 3,5x10%m Coeficiente de difusdo massica [D = 7,0x10 'nf/s,
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Condutividade térmca [ky] = 0,1WnfC, Calor especifico da
particula [Cp] = 2000J/kg°C, Densidade do solido seco [rs] =
1200kg/ n?, Coeficiente de conveccdo de calor [h] = 60W nt°C,
Coeficiente de conveccao de nmassa [h, = 0,05m's, Um dade de
equilibrio a tenperatura anmbiente [U] = 0,11kg &agual/ kg solido

seco, Tenperatura anbiente [Ty] = 35°C

RAMSTAD e GEDDES, (1942), propuseram para
armazenagem segura de soja o valor U, = 0,11 kg agual/ kg solido
seco (base seca B.S.). Uma faixa inicial de U = 0,33 a 0, 35kg
agua/ kg solido seco (B.S.), tanbém foi considerada para uma
tenperatura média de colheita do grdo de 15°C. Devido a falta
de informagcbes, foi adotado o valor 1,0 para fator de
tortuosidade (€ e calor latente de vaporizacdo da éagua (L)
igual a 585kcal/kg, para representar o calor latente de
vapori zagdo de um dade. As curvas de secagem assim obtidas,

t anbém se aproxi maram das curvas experinentais.
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3.7 Solugcado do Mbdel o sem Acopl anent o.

A partir dos nodel os propostos para o problema da
di fusdo, equacdes 3.3 e 3.4, considerando agora o fendnmeno sem
acoplanento, isto é, desprezando o efeito do ternp de
transferéncia de massa na equacdo da difusdo térmca e tanbém
desconsi derando a influéncia do ternb convectivo na equacao da
condi cdo de contorno, equacdo 3.6, foi buscada uma sol ucéo
alternativa para o problema da difusdo (cf. APENDICE B e
APENDI CE O, cujos resultados serdao conparados com O0sS

resul t ados obtidos do cél cul o acopl ado.

A equacdo de di fusao de umi dade é,

— =DxNU (3.3)

as condi ¢cdes inicial e de contorno sao,

c: yr,00=U, |,

TUa t) _

1
CC o

-w\Wa t) - U | (raio externo do grao),
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w
n

CcC2: =0 (centro do grao).

e a sol ucdo proposta encontrada (cf. APENDI CE B) é:

n : : (3.91)
hyiv [ .r
onde:
alfu, - U] eq 0
- é—senl a- acosl ad , (3.92)
2l a - sen 2| agl, Q
€,
I, sao autovalores determnados a partir da equacao
transcendent al ,
tgla 1

2 @ ha) , para n = inpar, h = w D, (3.93)

n

cal culado pelo nétodo de Newton Raphson (cf. PACITTI e

ATKI NSON, 1975) .
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Para equacdo de transferéncia de <calor sem
acopl amento e considerando condi¢cdo de contorno sem o terno
convectivo na condi ¢do de contorno (cf. APENDICE C), a equacgéo

e,

— =a xN?T | (C. 1)

as condi ¢cdes inicial e de contorno sao,

C.: rfa t=0®T=T , (C.2)
CCl: r = a (raio externo do grao), t > 0,

® -kr.MT/qn + he[Ty - T(a)] =0 . (C. 3)
CC2: r =0 (centro do grao), t >0 ,

® hiLigg 0.

in

sua formul acdo integral é,

&2)Nz tg) - aGafa tr.1) - aGqla tg) +

aHna tg_g) +akbWa te) = By g - (3.94)
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A tenperatura no contorno, no instante tg €

determ nada (cf. APENDICE C) através da equacéo:

Ta tg) =[aGuafa tg.g) - aHpla tg g) +

a
EHCGTZTar + Bla tp. 9]/

a; + + i H 9
gz aHTZ kT Cc;l'ZEu ) (C 6)

onde os val ores de g, sédo obtidos por neio de,

q(a tg) = - T, - Taty)l . (C.7)

z—|:
-4 |o

Cs valores de T(z,tg), no doninio, sao determ nados por:

Mz, tg) = aGyz)axa te 1) +aGAz)qxa te) -

a Hr(z)Wa tg. 1) - a H(2)Ta tg) + Bz tg.q) : (C. 8)

a partir das variaveis T(a,tg e dz2a,tg, definidas no
contorno e Br(z,tg1) definida no doninio, nas determ nadas no

i nstante anterior.
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3.8 Procedi mentos de Sinul acdo Numéri ca.

Uma vez obtidas as equacbOes da difusdo na forna
integral no contorno, equacbes 3.72 e 3.73, assim cono as
equacdes no domnio, 3.76 e 3.77, utilizou-se subrotinas em
| i nguagem FORTRAN para sua i npl enentacdo conputaci onal. Nessas
equacdes, a determ nacdo dos vetores e matrizes coeficientes
G, Gr, Hy, Hr, By Br, Ai e A envolve o calculo de integrais
e diferenciais sendo para isto usado os programas MAPLE e
DERIVE. A vantagem de se utilizar o MAPLE esta na
possibilidade de se transferir diretanente as expressoes
al gébricas ali obt i das, para o FORTRAN reduzindo a

possi bi | i dade de erros de digitacgao.

No programa FORTRAN estas equacdes eram resol vidas
por neio de subrotinas utilizando o método da col ocacdo. Os
resul tados obtidos no programa FORTRAN, em fornma de tabelas,
foram transferidos diretanente para o programa EXCEL em forma
de planilhas, mnimzando o trabal ho e dimnuindo tanmbém os

erros de digitacao.

Gs pontos reconstituidos manual nente dos gréaficos

da literatura, tanbém foram digitados nas planilhas do
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programa EXCEL. Na resolucdo analitica do problema, sem os
ternos de acoplanmento, foi wutilizada tanmbém uma subrotina em
[ i nguagem FORTRAN sendo os resultados transferidos para uma

pl ani | ha do progranma EXCEL.

Em EXCEL foram tracados os graficos conparativos
dos resultados da sinmulacdo com os resultados analiticos e da
l[iteratura, sendo os nesnos inseridos diretanmente no progranma

WORD, e apresentados conp resul tados finais.

No problema da difusdo massica, foram feitas
conparacbes entre o0s resul tados obtidos pel o  nmétodos
anal itico, equacBes B.10 e B.11 (APENDICE B), e resultados
nuneri cos obtidos pelas equacbes 3.70, 3.74 e 3.76, com
objetivo de se avaliar o nmétodo e as equacbes utilizadas,
obt endo resultados coincidentes para val ores de passo de tenpo
- hy, - entre 0,1 e 4,0 horas. Valores de passo nmiores que 4,0
horas ndo eram interessantes, pois o0s resultados se
aproxi mavam do equilibrio nuito rapi danmente e ndo era possivel
observar com detal hes o conportanmento da secagem no inicio do
processo. Valores de passo h, inferiores a 0,1 h apresentavam
ligeiras oscilacdes de wumdade no nmetodo numérico. Estas
oscil acdbes tanbém foram encontradas nos trabal hos de SILVA,
(1995). Um val or dentro desta faixa, entre 0,1 h e 4,0 h, que

se nostrou satisfatério para o passo de um dade, sendo entao
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adotado para a sinulacdo foi hy, = 1,0 h sendo este o0 passo
adotado para o calculo do perfil de um dade dentro do gréao de

Soj a.

Devido a diferenca entre as ordens de grandeza dos
valores de difusividade mAssica (D) e difusividade térnica
(a), do grao de soja, o passo de tenperatura utilizado para o
problema da difusdo térmica foi nuito inferior ao utilizado
para a sinmulacado de umi dade, ou seja, h; = 0,0007 h, para o
calculo de tenperatura sem acoplanento de um dade, equacao

3. 97.

Para o problema de difusdo térm ca com acopl anento
de um dade, equacdes 3.73, 3.75 e 3.77, o passo usado para
progredir no tempo foi ht = 0,007 h (com passo de um dade de
acoplanento hy, = 1,0 h). Tentou-se utilizar tanbém para o passo
de wumdade valores inferiores a h, = 1,0 h, por exenplo
h, = 0,1 h até para valores h, = hy, porém os resultados nao
foram satisfatéorios devido a oscilacbes dos resultados
nunéricos de umdade e tenperatura obtidos, devido a
oscil acdbes do proéprio método. Essas oscil acdes eram observadas
senpre que o tenpo, no calculo do perfil de tenperatura, se
aproxi mva do passo de um dade ou de valores miltiplos deste.

Devido a estas oscilacbes de unidade pelo nétodo numérico e



74

tendo j& sido testadas as equacbes analiticas, com resultados
satisfatoérios, optou-se entdo por se utilizar os resultados
analiticos de um dade para obtencdo do perfil de tenperatura.
| sto resolveu o problema de instabilidade no céalculo do perfil
de umidade nmas ndo resolveu a instabilidade no céalculo do

perfil de tenperatura.

Em vi sta desses probl enas de instabilidade nunérica
surgidos, os valores de umdade antes obtidos com passo
h, = 1,0 h, foram recal culados com h, = 0,1. Por sua vez, O0s

valores internediarios de Ula,tg) e qi(a,tg) para ser utilizado

no calculo do perfil de tenperatura, usando passo de
hy = 0,007 h, antes obtidos por neio de interpolacbes |ineares
no tenpo (Silva, 1995), foram recal cul ados wusando-se

i nterpol acdbes quadréaticas no tenpo, tendo-se obtido nel hores
resul tados. Foram tanbém experinentados outros valores de
passo de um dade (h, = 0,01, 0,1, 0,5 e 1,0), e de tenperatura
(h¢ = 0,001, 0,005, 0,006, 0,009, 0,01 e 0,05, nmas em al guns
casos (h; < 0,06 h e h, <0,01 h), os valores do perfil de
tenperatura, ndo convergiam para o0s valores esperados, e
val ores maiores do que h; = 0,01 h, ndo permtiam aconpanhar o
perfil de tenperatura da secagem atingindo o equilibrio nuito
rapi danment e. Isto constata que a escolha do passo de
integracdo no tenpo € fundanmental no processo de sinulacéo,

para obtencdo de bons resultados conb SILVA, (1995) j& tivera
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oportuni dade de analisar. O valor de passo de um dade que se
nostrou nais aceitavel para o processo de sinulagcdo com
acoplanmento foi hy = 0,01 h, chegando-se a uma tenperatura
pro6xi ma de 35°C na situacdo de equilibrio (tempo infinito), que

€ o val or esperado.
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CAP| TULO | V

RESULTADCS

Neste capitulo sado apresentados, em fornma de
graficos, os resultados obtidos da sinmulacdo do problema da
difusdo de calor e massa sinultaneos, com acoplanento na
equacdo de energia e na condicdo de contorno, aplicados a
secagem de graos de soja, utilizando a técnica de El enentos de
Cont orno. Seguem tanbém os resultados analiticos, aplicados ao
mesno fenbnmeno porém sem o ternb de acoplanento e o0s
resultados obtidos da literatura, que serdo utilizados para

conparacbes com os resultados nuneri cos.

Prineiramente, foi efetuado o calculo do perfil de
um dade utilizando passo h, = 1,0 h. Para o caso da sinulacéo
de tenperatura sem acoplanmento de um dade, o passo utilizado
foi h; = 0,007 h, mas, para este caso, o0 sistema atinge o
equilibrio muito rapidanmente, sendo entdo testado um passo
menor. O passo que se nostrou nmais adequado para esta

si mul acdo foi h; = 0,0007 h.
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Gs resultados de um dade e de tenperatura, tirados
do trabalho de HAGH GHI e SEGERLIND, (1988), foram obtidos
reconstitui ndo-se os pontos de um gréafico e transferindo-os
para o programa EXCEL. Portanto, pode ter havido algumerro de
preci sdo na obtencdo destes dados, que sdo os disponiveis na

literatura.

A figura 4.1 a seguir apresenta os resultados
nunéricos de wumidade obtidos a partir da formulacdo no
contorno e resultados analiticos. Os resultados numéricos, sem
acopl anmento, foram obtidos a partir das equacdes 3.72 -
um dade no contorno e 3.76 - umdade no dominio;, o0 passo
adotado foi h, = 1,0 h. Os resultados analiticos conparativos

foram obti dos pel a equacédo 3. 91.
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0,35 +#
~* ) N N
—~ ‘Y N\ " LEGENDA
o - AN P
& 03 . N —0O—r = 0 numérico
2 b \ N === = 0,4a numérico
- AN
2 r P\ L =t = (,7a numérico
Ne) A N .
» \ v s h === = 0,9a numérico
0025 1 N R
= \ \ AN —+=—1r =anumérico
g ' * . " - @ - =0 analitico
= R a « AN
g0 | | AN RN = == r =0,4aanalitico
g X N NN - 4 = r=0,7a analitico
5 e A 3 N LA = %= r=0,9a analitico
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S 0,15 + x\ > Ny > = += r=aanalitico
E i) .XNW .
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L . . et —t =Sy —e———— ¥
0,1 : : : : : : : : : |
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Tempo (h)

FIG 4.1 RESULTADOS DE UM DADE OBTIDOS PELO METODO DE
ELEMENTOS DE CONTORNO E PELO METODO ANAL{TICO OBTIDO PELA
EQUAGAO 3. 91.

A Figura 4.2 apresenta a nmesnma informacdo anterior,
numa escal a mai s adequada, nostrando apenas o periodo de tenpo
que €é inportante para o calculo de tenperatura, ou seja, antes
do grao atingir o equilibrio térmco, utilizando passo de

tenmpo de hy, = 0,2 h.
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LEGENDA

—8— = 0 analitico
== = 0,4a analitico
=4 = (0,7a analitico
=x=1r = (0,9a analitico
=—+=7r = a analitico

0,15 +

Umidade (kg agua/ kg solido seco)

0,1 111111 '1'

Tempo (h)

FIG 4.2 RESULTADCS DE UM DADE MOSTRANDO AS PRI MEI RAS 4 HORAS
DE SI MULACAO, UTI LI ZANDO PASSO h, = 0,2 h.

Cs resul tados de um dade apresentados na figura 4.1
i ndi cam a aproxi macdo do equilibrio apdés 25 horas de sinulacao
tanto pelo método analitico quanto pelo nunérico. Nos raios
r=a e r =0,9%a, h&d um gradiente muito acentuado nas
prineiras horas de secagem se conpararnps com o gradiente no
raio r = 0. Para a um dade, as andalises sem acoplanento e com
acopl anento apresentam nesno resultado devido ao grao atingir
O equilibrio térmco nuito rapidanente. Foi observado tanbém
nas Figuras 4.1 e 4.2, que emr = a, Ou seja, no raio externo
do grao, a umidade atinge o equilibrio quase que inedi atanente

apés o0 inicio da simulacdo. Isto tanbém foi observado nos
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resul tados de HAGH GHI e SEGERLIND, (1988), conforne pode ser

visto na Figura 4.8.

As Figuras 4.3 a 4.6 apresentam os resultados
nuneéri cos de tenperatura com acoplanmento de unmdade e sem
acoplamento de umi dade. Os resultados com acoplanento foram
obtidos a partir das equacbes 3.73 - valores no contorno e
equacbdes 3.77 - valores no donmnio, wutilizando passo de
integracdo no tempo hy, = 0,01 h e h = 0,007 h, em anbas as
equacdes. Os resultados obtidos do processo sem acopl anento de
um dade foram obtidos a partir das equacbes C.6 - valores no
contorno,b, e C 8 - valores no dominio, utilizando passo de

i ntegracdo no tenpo hy = 0, 0007 h.

Devido ao fato do grdo de soja apresentar um
coeficiente de difusdo nmassica nuito nmenor do que O
coeficiente térmco, o equilibrio térmco é atingido nuito
mai s rapi damente do que o equilibrio de nmassa. |sso obrigou
gue fossem adotados passos diferentes para evoluir no tenpo
guando da simulacdo do processo de secagem Cbservando as
abci ssas dos graficos nostrados nas figuras 4.1 a 4.7, isto

pode ser const at ado.
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A Figura 4.3 apresenta o perfil de tenperatura para
o ponto do raio r =0, correspondente a rl na figura
esquematica (cf. Figura 3.3), este ponto representa o centro

do grao de soja.

35
25 1 [T

30
27,5

LEGENDA

Temperatura (0C)
N
N DN N
o (&) (&)

sy r = 0 acoplado

r = 0 s/ acoplamento

15 ¢

12,5

10 | | | | | | | | |

Tempo (h)

FIG 4.3 RESULTADOS NUMERI COS DE TEMPERATURA COM ACOPLAMENTO E
SEM ACOPLAMENTO DE UM DADE PARA O PONTO DO RAIO T = 0.
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A Figura 4.4 apresenta o perfil de tenperatura para
o raio r = 0,4*a. Este corresponde ao ponto r5 na figura

esquematica (cf. Figura 3.3).

Tem

T peratura gSC)
N
(6]

— — — r=0,4a acoplado
r = 0,4a s/ acoplamento

N
o

17,5

15

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14 1,6 1,8 2
tempo (h)

FIG 4.4 RESULTADOS NUMERI COS DE TEMPERATURA COM ACOPLAMENTO E
SEM ACOPLAMENTO DE UM DADE PARA O RAIO T = 0, 4*a.

A Figura 4.5 apresenta o perfil de tenperatura para
o raio r = 0,7*a. Este corresponde ao ponto r8 na figura

esquematica (cf. Figura 3.3).
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r=0,7a acoplado
r = 0,7a s/ acoplamento

Temperatura (0C)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14 1,6 1,8 2
tempo (h)

FIG 4.5 RESULTADOS NUMERI COS DE TEMPERATURA COM ACOPLAMENTO E
SEM ACOPLAMENTO DE UM DADE PARA O RAIO T = 0, 7*a.

A Figura 4.6 apresenta o perfil de tenperatura para
o raio r = 0,9*a. Este corresponde ao ponto r10 na figura

esquematica (cf. Figura 3.3).



Temperatura (0C)

r =0,9a acoplado

r =0,9a s/ acoplamento

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
tempo (h)

FIG 4.6 RESULTADOS NUMERI COS DE TEMPERATURA COM ACOPLAMENTO E
SEM ACOPLAMENTO DE UM DADE PARA O RAIOTr = 0, 9*a.

A Figura 4.7, apresenta os nesnps resultados das
Figuras 4.3 - 4.6, inseridos em um nesno grafico, nostrando a

vari acado de tenperatura no sentido radial com o tenpo.
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LEGENDA

,,,,,,,,,,,,,,,, r = 0,9a acoplado
,,,,,,,,,,,,,,,, r =0,7a acoplado
,,,,,,,,,,,,,,,, r = 0,4a acoplado
,,,,,,,,,,,,,,,, r =0 acoplado

Temperatura (0C)

,,,,,,,,,,,,,,,, r = 0,9a s/ acoplamento
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,,,,,,,,,,,,,,,, r = 0,4a s/ acoplamento

,,,,,,,,,,,,,,,, r =0 s/ acoplamento

0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
tempo (h)

FIG 4.7 VAR ACAO DE TEMPERATURA DO GRAO DE SQJA COM O TEMPO
MOSTRANDO CADA PONTO RADI AL, NOS PROCESSOS COM ACOPLAMENTO E
SEM ACOPLAMENTO DE UM DADE.

Cs resultados nunéricos de tenperatura para a
secagem sem acopl anento de um dade, conforme podem ser vistos
nas Figuras 4.3 a 4.6, indicam a situacdo de equilibrio em um
tenpo proxino de 0,1 hora, nmuito antes do ponto de equilibrio
i ndi cado pel os resultados com acoplanmento. Isto era esperado,
pois na equacdo do fendéneno acoplado (Equacdo 3.4) e na
condicdo de contorno (Equacdo 3.6) existe um ternop que
corresponde a parcela de energia que é retirada do grdo junto

com a agua evaporada e que ndo aparece na equacao sem
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acoplamento e condicao de contorno correspondente (Equacdes
C1l e C3, respectivanente). Portanto a energia efetiva
entrando no grao, representada pelo aunento de tenperatura,
tende a ser nenor no processo com acoplanento do que no
processo sem acopl anento. Conb os resultados da sinmulacdo do
fendbneno acoplado se aproximam mais dos resultados da
literatura, (cf. Figura 4.9) conclui-se que esse nodelo é nais

adequado para representar o fendneno.

Confornme se observa, os resultados de tenperatura
(cf. Figuras 4.3 a 4.7), nédo nostram nitidanente um ponto de
equilibrio que represente o final de sinmulacdo, nas curvas do
processo com acoplanento de uni dade, nesnp apés decorrido um
tenpo rel ati vanente grande, considerando as di nensbées do grao.
O que se observa neste caso € que, préoxino a 2,0 horas de
simul acdo, o gradiente de tenperatura € pequeno, nmenor que
1,0°C h e portanto, pode se considerar que o grdo ja atingiu o

equilibrio térmco.

Na figura 4.8 estao apresentados os resultados de
um dade  obti dos pelo nodelo proposto neste trabal ho,
utilizando nmétodo numérico com passo hy, = 1,0 h, e 0s
resultados de simulacdo nunérica de wumidade obtidos por

HAGHI GHI e SEGERLIND, (1988), utilizando o nétodo de El enentos
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Finitos. Os dados da literatura, confornme j& foi nencionado
foram obtidos reconstituindo-se o0os pontos de um grafico
apresentado no artigo citado.
0,35 LEGENDA
: e\ S _ - @ = 1 =0 (SEGERLIND)
9 03 e - %= r=0,5a (SEGERLIND)
& R . - 4= = 0,75a (SEGERLIND)
% A NS - ® - [ = a (SEGERLIND)
20,25 + v " —_—r— —
X » r =0 (BEM)
< M —o— = 0,5a (BEM)
S 02 L . N —t— = 0,75a (BEM)
g R ®No | —o—r=a(BEM)
a’ ~
©
©
o 0,15 +
= =
D -
0,1 : : : : : : : : : : : |

5 6 7 8 9
tempo (h)

10 11 12 13 14 15 16

FIG 4.8 RESULTADOS DA SI MULACAO NUMERI CA DE UM DADE OBTI DOS
PELO METODO BEM E OS OBTI DOS POR HAGHI GHI e SEGERLIND, (1988).

Gs resultados nunéricos de umi dade obtidos pelo

mét odo de El ementos de Contorno e os obtidos nunericanmente por

El enentos Finitos, da literatura, apresentados no grafico da

Figura 4.8, estdo bastante concordantes, e inclusive tendem a
atingir o equilibrio ao mesno tenpo. O raio externo da soja é
representado por r =a e o0 raio interno é r =0 tanto nos
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dados da Iliteratura quanto nos obtidos neste trabal ho.
Concl ui -se portanto nesse estudo, que o método de El enmentos de
Contorno se constitui, tal com os netodos de Elenentos
Finitos e de Diferencas Finitas, numa técnica inportante para
avaliar o conportamento de secagem utilizando equacao de
di fusdo. Todavia, o aunento da precisdo dos resultados obtidos
pel o método de El enmentos Finitos esta vinculado ao refinanento
da malha de discretizacdo (cf. SILVA,  1995). HAGH GH e
SECGERLI ND, 1988, simulando a secagem de graos de soja,
utilizaram um nodel o axisinétrico bidinmensional conposto de
255 elenmentos triangulares com 152 nés. Para obter o0s nesnos
resultados na secagem de graos de soja, com o netodo de
El ementos de Contorno, foi utilizado um nobdelo axisinétrico
uni di mensi onal conposto de 5 elenentos quadraticos num total

de 11 nés.

Na figura 4.9 estao apresentados os resultados de
tenperatura obtidos por este trabalho, com acoplanento de
um dade e passo de tenpo h, = 0,01 h e hy = 0,007 h, conparados
com os resultados nmédi os de tenperatura obtidos por HAGH GH e
SEGERLI ND, (1988), utilizando-se Elenentos Finitos no processo
de sinulacdo. OCs dados da literatura foram reconstituidos de

um grafico publicado no artigo citado.
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FIG 4.9 RESULTADOS DA SI MLLAGAO NUMERI CA DE TEMPERATURA COM
ACOPLAMENTO DE UM DADE OBTI DOS PELO METODO BEM E OS RESULTADCS
NUMERI COS OBTI DOS POR HAGHI GHl e SEGERLIND, (1988).

A tenperatura elevada que se observa no grao |ogo
no inicio do processo, (cf. Figuras 4.7 e 4.9) é funcao do
el evado gradiente de tenperatura inicial existente entre a
particula e neio externo. Este gradiente, confornme j& relatado
por HAGH GH e SEGERLIND, (1988), ¢é o responsavel pelo
aparecinmento de tensdes no grao, podendo causar trincas no

pr odut o.
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Gs resultados do perfil de tenperatura, nos pontos
radiais do grao, sobrestinmaram os val ores nédi os obtidos por
HAGH GHI e SEGERLIND, (1988), nas prineiras 0,6 h de secagem e
0S subestimaram apds isto, confornme observado no gréafico da

Figura 4.9.

A figura 4.10 apresenta os resultados de um dade
médi a obtidos por este trabalho, utilizando o nesnb conceito
de um dade nedia, citado por HAGH GH e SEGERLIND, (1988),
conparados com os dados experinentais, obtidos por SHAHAB et
al., (1976) e OVERHULTS et al., (1973), e conparados tanmbém
com os resultados numéricos obtidos por HAGH GH e SEGERLI ND
(1988), wutilizando o nétodo de Elenmentos Finitos. Os dados de
tenperatura e umdade relativa do ar, considerados nos
experi mentos nunéricos foram 35°C e 11% e os utilizados nos
testes experinentais foram 36,6°C e 19% em SHAHAB e 37,8°C e
18% em OVERHULTS. Os dados da literatura aqui reportados foram
t anbém obtidos por reconstituicdo dos pontos de um grafico

apresentado no artigo de HAGH GH e SECERLIND, (1988), citado.
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FIG 4.10 RESULTADOS MEDI OS DE UM DADE DE SQJA COVPARANDO O
METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO COM RESULTADOS EXPERI MENTAI'S E
ELEMENTOS FI NI TGOS, OBTI DOS DA LI TERATURA

Cs resultados do netodo de Elenentos de Contorno
(BEM, para simulacdo de um dade, nas prineiras 4 horas de
si mul agcdo, subestimaram todos os demai s resultados em nenos de
3% sendo o mmior desvio observado nos resultados obtidos por
SHAHAB et al., (1976), (cf. Figura 4.10). A partir da 4% hora
de sinulagdo, os resultados obtidos por SHAHAB et al., (1976)
passou a ser inferior aos demais, se distanciando destes. A
partir da 4% hora de sinulacédo, os resultados obtidos pel o BEM
se aproxi mam mais dos obtidos nos denmais nmétodos, e a partir
da 82 hora, os valores obtidos pelo nmétodo de El enentos Finitos

e El enentos de Contorno tornam se praticanmente coincidentes.
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CAP|I TULO V

CONCLUSOES E SUGESTCES

A rapida variacdo de tenperatura no interior do
grao, no inicio do processo, induz alguns autores a considerar
qgue ndao ha gradiente térmco no grdao. Porém o que ha é um
gradiente el evado, que inclusive é responsavel pel o
aparecinmento de trincas no grédo. Por isso, tal gradiente néo
pode ser desconsi derado. Agor a, se este gradiente de
tenperatura elevado for considerado conp sendo critico, a
tenperatura da secagem deveria ser aunentada |entanente até se
atingir a tenperatura reconendada, inmpondo um gradi ente nenor
ao sistema na tentativa de mnimzar o dano causado pelo
aqueci mento brusco. Tal condicédo deveria ser pesquisada, em
experinento de |laboratério, objetivando determnar qual o
mai or gradiente inicial de tenperatura que pode ser inposto ao
sistema sem causar danos ao produto e sem aunentar nuito o
tenpo necessario para secagem do grdo. Em processo de
si mul acdo, isto poderia ser feito considerando a tenperatura
do ar de secagem vari avel com o tenpo, alterando-a em cada
passo de sinulacdo nas equacbes existentes, conparando entao
esses resul t ados com 0s resul t ados experinmentais de

| aborat 6rio. Portanto, as opcbGes de sinulacdo do processo de
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secagem nao foram esgotadas, podendo ser realizadas novas

pesqui sas envol vendo si nmul acdo nungérica e experi mentos.

As restricdes do nodel o apresentado e os resultados
al cancados sugerem que os estudos devem ter prosseguinento
tanto na area tedrica e conputacional conb no canpo
experinmental. Assim conb sugestdo para prosseguinmento do

estudo, é proposto:

avaliar os perfis de tenperatura e um dade
considerando tanbém o ternp de acoplanento
referente ao coeficiente ternogradiente, na
equacao da difusdo de um dade, no sentido de
avaliar a pertinéncia deste coeficiente. Com essa
consi deracdo, a equacdo de um dade apresentara um
termo de acoplanento em tenperatura, e a equacao
de tenperatura, um ternpo de acoplanmento em
um dade. Assim as nesnmas rotinas conputacionais

poderi am ser utilizadas com pequenas alteracdes.

Anal i se consi derando coeficientes dependentes da
tenperatura e da umdade, <com objetivo de
verificar a influéncia dessa dependéncia no
processo de secagem avaliando se o aunento de
preci sdo advinda desta consideracdo justifica o
acréscimb no nunero de equacdes, pois vale

| enbr ar gue as equacoes de  Lui kov, que
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representam o nodel o da difusao, precisariam ser

al t er adas.

Repetir a sinulacdo considerando uma tenperatura
inicial nmenor para o ar de secagem e propondo seu
aunento gradual. Esta sinulacdo deveria ser
aconpanhada por experinentos de |aboratério para

determ nacdo da tenperatura inicial adequada.

Incluir a variagdo de volunme na sinmulacéo.
Avaliar a restricdo feita no trabalho de
simul acdo, que foi o de considerar o volune

constante.

Acoplar a analise isolada do grdo no leito, ou
seja, avaliar o perfil de tenperatura e um dade
no leito de secagem ou no proprio arnmazém de
est ocagem aval iando neste caso, tanbém o
processo inverso, ou seja, a absorcdo de um dade

pel o gréao seco.

Acopl ar as analises coma analise de tensfes para
efeito de estabelecinento de wuma rede de

ternonetria no arnazém

alguns temas que necessitam ser estudados

conpl ementarnmente e que sdo inportantes para tornar a secagem

de cereais nmais segura e eficiente.
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APENDI CE A
BALANCO DE MASSA E ENERG A EM UM CORPO POROSO ESFERI CO

| SOTROPI CO.

A.1 Bal angco de Massa

A sequir ¢€é apresentado um balanco de nmassa
consi derando o corpo conb sendo uma particula esférica porosa
e isotropica. O balanco é efetuado sobre um el enento de vol une
DV, seguindo a figura ilustrativa a seguir (FIGURA 3.1), em
coordenadas polares. Prineiranente é efetuado o balanco de
| i qui do, posteriornente o balanco de vapor e finalnente séo

somados os doi s resul tados.

FI GURA 3.1 REPRESENTAGAO SIMBOLI CA DO VOLUME DE CONTROLE DE UM
UNI CO GRAO DE SQJA UTI LI ZADO NO BALANGO DE MASSA E ENERG A.



Para fase |iquida,

Li qui do que
entra no —
vol ume DV

emr

Desenvol vendo cada ter no,

Li qui do que
entra no vol ume

DV emr

>
I

I
©

=

I

Li qui do que
sai do vol ume

DV emr + Dr

Li qui do
gue sai do

vol une DV

emr + Dr

Area transversa

= n
Loy r+ Dr

x4p (r + Dr)?

Li qui do que
— |desapar ece por
evaporacdo em

DV

temse,

Fl uxo de |iquido entrando emr [kg/nf s],

[ 7] .

r+ Dr !

Acunul o
de
| i qui do

em DV

(A 1)

(A 2)

100
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onde:

n, = Fluxo de |iquido saindo emr+Dr [kg/nf s],

“ou

4p(r+Dr)? = Area transversal [nf].

Li qui do que
desapar ece

. 2
por evaporacgdo| = M4pr-br (A 3)

em DV

onde:

m = nassa evaporada por unidade de volune e tenpo
[ kg/ mis],

4pr?Dr @ Vol ume da casca esférica DV [nf].?

Aculmul o
qr
de = —Lx4pr’Dr (A 4)
qt
| i qui do
em DV
' Veasca = gp(r + Dr)3 - gprg’ = gp(SrZDr +3rDr? + Dr3)
Iimﬂp(3r2Dr +3rDr? +Dr3) = i1r(3r2Dr).
Dr®o 3 3
_ 2
Veasca = 4pr “Dr



102

onde:
r, = concentracdo massica de |iquido no volume DV [kg/nt],

4pr?Dr @vol ume da casca esférica DV [nT].

Para a fase vapor, considerado no bal anco que esta
fase é formada de &agua na fase vapor, desprezando a presenca

de gases inertes,

Vapor que Vapor que Vapor que Acunul o

entra no B sai do N aparece por _ de vapor

vol ume DV vol ume DV evapor acao do em DV
emr emr + Dr | iqui do em DV

Desenvol vendo cada terno, temse,

Vapor que

entra no
2

=n x4pr , A 5

vol ume DV e AP ( )

emr

onde:



n = Fluxo de vapor entrando emr [kg/nf s],

= Area transversal [nf].

Vapor que
sai do

(A 6)

r+ Dr !

2
vol ume DV em| = N, |,.p *4p(r + Dr)

r + Dr

onde:

n, = Fluxo de vapor saindo emr+Dr [kg/nf s],

4p(r+Dr)? = Area transversal [nf].

Vapor que
apar ece por
= hLX4pr2Dr : (A7)
evapor acao do

| i qui do em DV

onde:
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m, = massa de vapor formada por uni dade de vol une e tenpo

[ kg/ nis],

4pr?Dr = Vol une da casca esférica DV [nT].
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Acunul o
de vapor I
P = ‘I]tv x4pr °Dr (A. 8)
em DV
onde:
rv = concentracdo méassica de vapor no vol une DV [kg/ nf],

4pr?Dr @vol ume da casca esférica DV [n?].

Conb todo o vapor que se forma ¢€é devido a

evaporacado do |iquido, tentse,

(A 9)

Dai, para |iquido e para vapor, obtém se,

. r
x(r + Dr )|, upe - My xr 2D 11“( xr?Dr, (A 10)

ou

Ny, X0 - Ny

. r
x(r + Dr )|, ;o + feyxr2Dr = ﬂﬂtv xr2Dr. (A 11)
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Di vi di ndo as equagbes A. 10 e A 11 por Dr, fazendo o

limte quando Dr®0, e agrupando conveni entenente o0s ternos,

sao obti das,

n r ﬂr
b r / r+Dr . 2 Y, 2
lim o - xr® = —xr , A 12
Dr ®0 Dr Mev qt ( )
2 2
n r° - n, (r+Dr)°
| i m—e ‘r o by myxr? = —Yxr? | (A 13)
Dr ®0 Dr t
ou sej a,
2
1 ‘ﬂ(r xng) ) ‘Hrg
e S = — A 14
r2 ﬂl‘ nbV ﬂt ( )
2
1 ﬂ(l’ Xnv) . ﬂrv
- — + A. 15
r2 ﬂl‘ nbV ﬂt ( )

Substitui ndo nas equagbes A .14 e A 15, r, por rs. U,

e ry por rs. U, e sonando estas equacdes, resulta,

rs w = -~(nz + nv) . (A 16)

De acordo com LU KOV, (1966),
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onde o termo em NU representa o novimento do |iquido devido ao
gradiente de concentracdo, o termo em NT representa o
novi nento do liquido devido ao gradiente de tenperatura e o
termo em Np representa o novimento do |iquido devido ao

gradiente de pressdo. O nesnb pode ser dito para o vapor. Os

termbos referentes ao gradiente de pressdao podem ser

desprezados, ou seja, kiNp = kit e Np = 0. Dai, s&o obtidas,

n, = -rsk,NU - rek,NT , (A 17)

nv = '[‘skaU = rsvaNT y (A 18)

onde:
rs = densi dade do sélido seco [kg/n,
k, = difusividade do |iquido [nf/s],
ky = difusividade do vapor [nf/s],
ks = difusividade térmica de umidade no estado |iquido
[nf/s],

kyr = difusividade térmica de unmidade no estado vapor

[nf/s],
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N (= 9(.)/qr) = gradiente [1/n],
U=fracdo mhssica de agua em forma de um dade

[ kgégua/ kgsél i do seco] .

Em um corpo poroso capilar, a concentracdo de
umi dade é o somatério das concentracbes relativas de agua
presentes nas formas sélida, |iquida e gasosa. Para condic¢les
de tenperatura e pressao anbientes, a quantidade de agua na
fase vapor € nuito nenor do que a quantidade de agua na fase
liquida (@ 10%% vezes nenor), e ndo ha agua no estado solido
(LU KOV, 1988). Neste caso, pode-se considerar, com boa

apr oxi magcao que,
u+U=U =U , pois U > U, .

Ent 80, usando a igual dade acinma, e substituindo as

equacdes A 17 e A 18 em A 16, obténtse,

() e " " "
e r K[k RU + kKT + k, RU + k, RT| (A 19)

Fazendo, ai nda,

D = k,+ky (chamando de di fusivi dade da particul a),

d =(k,s + ky1)/ D (chamando de coefici ente ternogradi ente),



108

obt ém se

TU . i N
T x[D(NU + d xRT)] . (A 20)

OCs coeficientes D e d, sédo variaveis, porém para
pequenos (gradientes de tenperatura e um dade, podem ser

consi derados conp constantes (cf. FORTES e OKOS, 1980). Enté&o:

e D[N xNU + dN xRT| (A 21)
ou sej a,
U . N
j]—t = DN?U + Dd N?T . (A. 22)

Esta equacdo representa a expressdo da difuséo
massi ca de um corpo esférico, poroso e isotrépico. Confornme se
observa na equacdo A 22, a variacao de um dade com o tenpo é
ditada por um terno relacionado ao gradiente de concentracéo
de wumdade e outro terno relacionado ao gradiente de

tenperatura da particul a.
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A. 2 Bal angco de Energi a.

Levando em consideracdo as nesmas restricdes do

bal anco de nassa. A energia envolvida no processo, pode ser

s

representada pela que €& trocada por conducdo, por convecgcao e
a envolvida na nudanca de fase dentro da particula. Entao,

temse:

Etotal = Econdugéo + Econvecgéo

Do bal anco de energia por conducédo, efetuado sobre
o elemento de volume DV, em coordenadas pol ares numa particul a

esférica, porosa e isotro6pica, obtémse,

Energi a que Energi a Ganho de Acunul o
entra no que sai do energi a por de
volume ov | ~ | volume ov | * mudanca de = | energia

emr em r +Dr fase em DV em DV

Desenvol vendo cada terno, temse,
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Energi a que
2
entra no volune| _ q.| xapr? (A 23)
DV emr
onde:
Or = Fluxo radial de energia entrando emr [kcal/nfs],
4pr? = Area transversal [nf].

Energi a que
sai do volume | = g | _ x4p(r +Dr)’ .. (A 24)
DV em r +Dr
onde:
dr = Fluxo radial de energia saindo emr+Dr [kcal/nfs],
4p(r+Dr)? = Area transversal [nf].
Ganho de
energia por [ _ ey x4pr °Dr xL (A 25)
nmudanca de
fase em DV

onde:

ey = MASsa evaporada por vol ume e por tenpo [kg/ nis],

4pr?Dr = vol une da casca esférica DV [n?],
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L = calor |atente de evaporacao (h, - h;) [kcal/kg].
Acumul o

de q )

= —F(rstT)X4pr Dr (A 26)
energi a f
em DV
onde:
rs = densidade do s6lido seco no el emento DV [kg/n?],

por

Cp = capacidade calorifica da particula [kcal/kg °C.

Dessa formm, temse,

C1r|r ><4pr 2|r +Dr ~ C1r|r +Dr ><4p(r + Dr)2|r +Dr +

+ My x4pr °Dr xL = ﬂlt (rsCpT) x4pr 2Dr : (A 27)

Sinplificando os ternos desta equacédo, dividindo-a

Dr , e fazendo o limte quando Dr®0, a equagdo A. 27,

f or nece,
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2 2
Xr < - x(r + Dr
Dlri®ng) Qr|r er|3rr+Dr ( ) + r'ne\,xrz x| =
T
re xCp xr 2 1111_t , (A 28)

ou sej a,

2 1T

T (A 29)

i .
_ ‘ﬂ_r(rz er) + ey xr 2 xL = r Cpr

De acordo com a lei de Fourier (cf. ABRAMOWTZ and STEGUN,

1965), temse,

q, = - KNT (A. 30)
onde, Ky é funcdo de tenperatura e umdade. Porém para
pequenos gradientes de tenperatura e um dade, Ky pode ser

considerado constante conforme FORTES e OKGS, (1980),

resul tando para a equacédo A. 29,

><L=rSCpr2— : (A 31)
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Em processos transientes, my representa a nassa de
| iquido que desaparece ou a massa de vapor que se formm; e

pode ser representada por:

r.na\/ =erg — , (A32)

onde:
e = Fator de tortuosidade, que l|leva em consideracdo a
di fi cul dade de difusdo de vapor em nmei 0s porosos,
rs = densi dade do sélido seco [kg/nt].
Substituindo a equacdo A 32 na equacao A 31, obtém
se,
1 &, 1T0 2 TU > T
K -+ r L — =7 r<— . A. 33
Tqr & wro 0 "%y =P ( :

A energia que €& transferida por conveccgao
representa a energia transportada com o novinmento de |iquido e
vapor dentro da particula. Assim a partir do balanco de

massa, obtém se

E,, = nop,NT+ncp NT (A. 34)

conv
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ou sej a,

E,, = (nCp, + nCp, JNT . (A 35)

Adi ci onando as energias envolvidas no processo,

isto é, somando as equacdes A 33 e A 35, obtémse,

rsc:prZE . (A 36)

Rearranj ando a equacéao A 36, vem

8
=
> (D~
=
Q8

L 2

u
a 2xﬂT9a+r LerszﬂU+
r«Cp 2 &fr irgg r Cpre Tt

(n, Cp, + 1, CpV)NT _I1T (A 37)

Normal mente, o ternb convectivo € nuito pequeno
em relacdo ao ternp condutivo, sendo portanto desprezado,
conforme indicado em FORTES e KOS, (1980) e BORIES, (1991).

Ent &0, sinplificando a equacdo A 37, resulta:
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Kr 19 @, {760 Lefu _ 9T
= : = A
sOp rZr & Yraw op Mt ot (A 38)
onde:
% =a . (A 39)
rCp

Sabendo que, para o caso de esfera isotrodpica e da

i ndependéncia das condic¢cdes inicial e de contorno em rel agcédo
as coordenadas q e f, T tanbém ndo depende das coordenadas q e
f, ou seja, T é& funcdo apenas de ‘r’ e de ‘t’. Desta formg,

pode- se escrever,

K 1 €9 & Tou -
T X — él g 2 xﬂ—ﬂj = a N°T . (A 40)
r« G r°glr reg

Ent 80, substituindo a equacdo A 22 e A 40 em A 38, resulta,

T 2 xfPT+ S x(DxR2U+ Dd xR2T) (A 41)
fit Cp

ou ai nda,
T L N & L 0 .
ﬂ_: _erN2U+(;a+ _ed D*xN°T . (A 42)
it o e Ch o
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A equagcdo A 42 representa a expressdo da difusao
térm ca de um corpo esférico, poroso e isotrdpico. Conforne se
observa nessa equacdo, a variacao de tenperatura do corpo com
o tenpo é ditada por um ternp relacionado ao gradiente de
concentracdo de um dade e outro terno relacionado ao gradiente

de tenperatura.

As equacdes A .22 e A 41 representam as equacgdes da
di fusdo obtidas dos balancos de nmassa e energia e seréao
utilizadas no presente estudo. Elas foram deduzi das tanbém por
Lui kov, confornme relatado por FORTES e KOS, (1980). Em seu
trabal ho, LU KOV, (1966) considerando transferéncia sinultéanea
de calor e nmassa em um corpo poroso capilar e admtindo
constante as propriedades fisicas do corpo, a, D, d Cp e g

obt eve as segui ntes equacdes:

TU - .

Tl Ki; xN2U + Ky, xN2T | (A 43)
e

1T 2 2

Nestas equagoOes, os ternmos Kiz e Ky foram
denom nados de coeficientes fenonenol 6gicos; e, Ki e Ky
coeficientes de acoplanento (cf. FORTES e KOS, 1980). Estes

ternos sdo descritos a seguir:
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Ki; = D ® Difusividade massica da particul a,

Kio = Dd ® Corresponde ao ternpo de acopl anent o,

K1y = LeD)Cp ® Corresponde ao terno de acopl anent o,

Ko =a + LedD)Cp ® Corresponde ao terno de Difusividade
térm ca e nudanca de estado fisico,

d = (kv + ky1)/D ® coeficiente ternogradiente,

L =(hy - h )® Calor |atente de evaporacdo de um dade,

a = Ki/rsCp ® Difusividade térm ca da particula,

Cp ® Calor especifico do corpo,
Kr ® Condutivi dade térm ca do cor po,
rs ® Densidade do sélido seco,

e ® Fator de tortuosi dade para difusdo de gases em nei 0s

por osos capil ares (adnensional).

As equacdes A 22 e A 42 s&do portanto as nesnas

obti das por Lui kov em seus estudos, bastando que se considere

a, L, e Cp, De dconstantes para o grédo de soja.
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APENDI CE B

SOLUGCAO ANALI TI CA DA EQUACAO DA DI FUSAO SEM TERMO DE

ACOPLAMENTO

Partindo das equacbes da difusdo nassica e de
energia, e das condicdes inicial e de contorno pertinentes ao
probl ema, considerando os fendnenos independentes, ou seja,
sem os ternos de acoplanmento na equacdo de bal anco de energia
e condicdo de contorno, neste apéndice é obtida a solucao
analitica, em coordenadas esféricas, para efeito de conparacao

com os resul tados obti dos anteriornmente.

B.1 Resolucdo Analitica da Equacdo de D fusdo Massi ca.

A seguir sao apresentadas a equacao de difuséao

Massi ca,
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a condi ¢cdo inicial,

c: yr,00=U, |,

e condi ¢cbes de contorno, emr = a,

Uat) _
T

CC. -wiWat) - U, |,

e emr =0,

uot) _ o
qr

A equacgdo de difusédo na forma aberta em coordenadas

esféricas comU = U(r,t), fica sendo (cf. APENDI CE B.2),

ur.t) _ D_E_JL& 2 TUr, t)0

it 7 gr T (B. 1)

Resol vendo (B.1) com as condig¢gbes inicial e de

contornos pel o nmétodo de separacdo de vari avei s,
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Portanto, temse que,

dQ 2
—< = _ B. 2
at D “Q (B. 2)
e
- Y = ) B.
r 2 dr g dr H I °R (B.3)

Rearranj ando a equacdo B. 3, obtém se,

d 2, dRO

2,2 —
g et AtR=0 (B. 4)

ou, escrevendo de outra form,

r’Re¢c+ 2rR¢+ 1 r2R =0 . (B. 5)
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A equacao diferencial parcial (B.5) apresenta o nesnb aspecto

da equacédo esférica de Bessel (BUTKOV, 1978),

d&zng 2 2 -
et [Kr?- e+ D]R=0 . (B. 6)

Para o caso de /(¢+ 1) =0, sua solucdo é (cf. ABRAMOWTZ e

STEGUN, 1965),

Rr) = A J(kr)+ BY(kr) (B.7)

onde:
Jo ® funcado esférica de Bessel de ordem 1/ 2,
Yo ® funcao esférica de Neunann de ordem 1/ 2,

A e B® coeficientes da funcdo de Bessel.

Conpb a funcdo tem que ser finita emr = 0, faz-se, B = 0. Dai,

a solucado para a equacdo B.5 assune a form

Rr)=JIr), (B. 8)
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gue tanbém pode ser escrita conp sendo (ABRAMOWN TZ & STEGUN,

1965) ,

sen(lIr)

Rr) =

A condi ¢cao de cont orno,

plduat) _
Ir

w(Uat) - )

nao honogénea, sera nodificada para,

ua t)

- w
o Dt(at) :

f azendo,

Uat)- U = uat).

Dai, fazendo ur,t) = Rr). Qt), temse que a solucdo Jo(lr) deve

sati sfazer também a condi cdo de contorno para u.



dyr, t) _

dRr)
a - A

dr ’

gue ao ser substituida na condi ¢cdo de contorno,

) B ey a) = o0

onde fez-se wD = h. Sinplificando, vem

dRa)
dr

+hRa) = 0.

Substi t ui ndo, entao,

na condi ¢cdo de contorno, temse,

senl a cosl a senl a
>— + + h =
| a a | a

f or nece,

(B. 9)

(B. 10)

123
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D vidindo esta equacdo por cosla e rearranjando os ternos

resulta,
tgl a 1
= : B. 11
| a (1 - ha) ( )
Gs autoval ores |, sdo obtidos resol vendo a equacao,
tal,a 1 ara n i mpar (B.12)
= , = ] . .
| a (1- ha) P P

n

Aqui, os autoval ores, fornecidos pela equagao B. 12,
foram obtidos numericanente pelo método de Newton Raphson

( FI NLAYSON, 1980).

Com os autovalores, a solucédo wu(r,t) pode ser

escrita emforma de série, isto é,

¥
«r, t) = Q Ay e | (B. 13)

onde A, sera obtido a partir da condi ¢cdo inicial,
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Ur,0) = U,.

Sendo assi m

¥ ¥
o sen | r o
U - U, = aAd A, 7 - aA AJ(l.r). (B. 14)
n=1 n n=1
Da equacdo diferencial, satisfeita por Jo(lnr),

segue-se que estas funcbes sao ortogonais no intervalo (0,a),

comrelacdo ao produto interno,

f.g = Qr2f(r). or)dr
0

Dessa forma, multiplicando anmbos os |ados de (B.14) por

rZJOOnr) e integrando no intervalo de [0, a], obténtse,

a
\

Oluy - U]r2ag1,ndr = Ana(\)rz[Jo(lnr)]zdr
0 0



Utilizando as funcBes trigononétricas, vem

a a 2 a

sen® | r 1
N2 - A2 n _ > 2 -
or [Jo(lnr)]dr =Qr 12, 2 dr = 2 O sen® I rdr =
0 0 n n o

~a
1l & sen 2l ru
E

s 1
&= = —|2l.a - sen2l.al .

&

Ent do,

a
\

O[U0 - Uc]r 2Jo(lnr)dr = A, L”%[Zlna - sen 2l .a| ,
n

0
ou sej a,
a
230Uy - Uy Jr23g1,0)dr
0
A =
n 2l a - sen2l a

Fi nal nente, a solucdo € apresentada na fornms,
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(B. 15)

(B. 16)

(B. 17)

(B. 18)
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com A, cal cul ado por B. 17 ou por,

al Uy - U] éq v
= é—senl a- Rcos | al |, (B.19)
2l a - sen 2l a gl a

onde |, sdo os autovalores da expressdao B.12. Aqui, trocou-se

Jo por sua representacdo trigononétrica e foi feito,

_ 40w - U]
2l ,a - sen 2l ,a

n

B. 2 Equacdo da Di fusdo em Coordenadas Esféricas

Dd-se o none de Difusdao ao fendneno de
transferéncia de alguna forma de energia (calor, nmassa)
causado pelo novinento al eatorio das nol écul as em um corpo. Em
forma operacional, de acordo com CRANK, (1975) a difusédo pode

Ser expressa por,
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g div(k xgrad m ( B. 20)

onde:
k & denom nado coeficiente de difuséao,

m é a concentracdo da espécie difundida.

O coeficiente k, em sua forma mais geral, pode ser
funcdo de m da posicdo e do tenpo - k = k(mr,t). Em al gunmas

situacbes, k pode ser considerado conp constante e dai a

expressao B.20 assune a forns,

ﬂT_kXNm' (B. 21)

A equacdo B.21 é denom nada de 22 Lei de Fick para
di fusdo, com coeficiente constante. Escrevendo esta equacao na
forma aberta, em coordenadas esféricas (cf. BIRD, STEWART e

LI GHTFOOT, 1960), obtém se,

m _ 1511 &, fmd 1

1_ 1ae ﬂmO 1 ﬂ mt
k 1t e‘ﬂrg ﬂrz seng Tq g ‘ﬂqz sen? q ‘ﬂq

T

C

(B. 22)
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Limtando B.22 ao caso onde a difusdo ocorre apenas

na direcédo radial, temse,

19m _ 1 €7 @, md
Kt (28w é wa (B.23)
ou ai nda,
&q7 2 0
lﬂ_mzé'" m, 2 Im: (B. 24)
k qt I rarg
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APENDI CE C

RESOLUGCAO NUMERI CA DA EQUACAO DA DI FUSAO DE CALOR SEM O TERMO

DE ACOPLAMENTO DE UM DADE.

Resol ve-se a equacdo de difusdo de calor sem o
termbo de acoplanento de um dade, com o objetivo de conparar
estes resultados com os resultados obtidos com acopl anento,
aval iando portanto a pertinéncia destes ternbs de acopl anento

e sua influéncia na secagem de gr &os.

A equacao da difusdo térmca considerada neste
trabalho é a mesma obtida do balanco de energia em um corpo

esférico istropico (cf. APENDI CE A), ou seja,

ﬂ:%ﬂgxmﬂ a xNT . (3.4)
it épo

Ao ndo se considerar o acoplanmento de um dade, despreza-se o

ternmo da um dade, o que torna a equacado na form,

— =a xN°T . (C.1)
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As condi ¢bes inicial e de contorno tanmbém sdo nmudadas par a,

d.: rfat=0® T=T, , (C.2)
CCl: r =a, t >0,
® -kr. IT/9n + h[Ty - T(a)] = 0 . (C.3)

cc2: r =0, t >0,

Dai, a equacdo de tenperatura fica senelhante a equacao de
um dade, apresentando a nmesma solucdao no contorno (cf.

BREBBI A, 1980),

Q2)Wz tg) -

e

aO[T*(a z, te, )aLa t) - Ta t)gxa z tg, t)ja%dt =
1:O

a

O (1. z, te, to)Tr, to)r 2dr (C. 4)
0

onde:
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C(z)=%,zTG , Qz2) =1 z1 wW

aat) = %(at) |

*

x T
q,(a z,tg, t) = ?ﬁr(a z,te,t)

rlt w

al G.

O tratanmento nunéri co da equacdo (C.4) no contorno,
foi feito adotando-se o nesno tratanento dado a equacao com
acopl anento, 3.46 e 3.47 na secdo 3.3, isto é a equacdo C 4
tanbém foi resolvida nunericanmente utilizando-se unma nal ha de
di screti zacdo de 11 nés e usando o nétodo de col ocacdo para
resolver o problema na direcdo radial. No tenpo, foi adotado o
procedi nento de marcha passo a passo (SILVA  1995), cono
antes. As variaveis T(a,t) e qgz(a,t), que pertencem apenas ao
contorno (G , foram aproxinmadas por neio de funcdes de

i nterpol acdo lineares no tenpo, ou seja,

Ta t) =Ta tp. )f(t) + Ta tp)fyt) (3.49)

afa t) = afa tp.)f(t) +afa te)fft) (3.51)

onde:
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fl(t) =(ch- t) ’
FA1) :(t - :]F-l) |

te., £t <t

e
h=1t.-t.,
Substituindo as equacdes 3.49 e 3.51 na C. 4,
adequando os Ilimtes de integracdo para cada intervalo de
t enpo, vem

te
G2z te) - aafafate )] Of {t) T(a ztgt) dt -

te
te

aafafate)] Of 41) T(a z tgt) dt +

te g
te

aaqMateq) OF {t)afa z tg t) dt +
ey
te

aa’Nate)] OF 4aa z te t) dt =

teg
a

OF (1, z tg te q) Tr, te prdr
0

(C.5)

Na equacdo C. 5, a incognita € T(z,tg) e representa

a tenperatura do grdo de soja no instante tg, em cada ponto de



di scretizacdo do raio. T(a,tg) e (za,tg) sé&@o
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tenperatura e

fluxo radial no contorno do grdao no instante tg obtidos da

condi ¢cdo de contorno; T(a,tgr1) e Qgza, te1)

sdo tenperatura e

fluxo no contorno ja cal cul ados no instante anterior.

Chamando:

e

;o= a? Of(t) T(a z tg t) dt
O
te g
te

G = a® OfAt) T(a z tg, t) dt
te oy
te

H = a® Of(t) aAa z tg, t) dt

tey

te
HTZ = a2 (\)fz(t) q;(aa Z, tF! t) dt )

te g

e substituindo 3.58 a 3.61 na equagao C. 5,

vem

(3.58)

(3. 59)

(3. 60)

(3.61)
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A2)Nz tg) - aGafate.g) - aGoqla te) +

a Hrlla tp ;) +a Hpplla ty) =

a

OT(r, 2 te te T, te_r2dr . (C.6)
0

A equacdo C. 6, apresenta ainda o terno T(r,tg1) nO
donmi ni 0, que precisa ser discretizado. Para tanto, utilizou-se
funcdes de interpolacdo quadraticas (SILVA 1995). O nunero de
el ementos, ‘e, foi escolhido tanmbém igual a 5, conforne

representado na Figura 3.4, secao 3.3.

Desta forma, pode-se escrever,

E
[}
Trote) = @ADXOT rn + XM e + X9T 406 0] . (3.65)
e=1
onde:
| =Ze' 1)+1 ’
Dro= >
2E - 1
ri =( - 1)br

Tiopo1a =Try, teog)
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7 2\
X(J-E)(r) — j(r)(e)gi+l >-(ri+2 (ri+l +-ri+2) ro+ r-H ’
& D Di Di §
X(e)(l‘) — j(l‘)(e)gi M +2 (ri +7ri42) r r? 8
2 §D +1 Di +1 D +1g '
&, xr, o+ r2 u
Xy = jr@ gt Lt i) G
§D +2 D +2 D + 2§
(@ = }O se r <r; ou r >rj,o

il se 1, £r £, ’
Di =(risq - ry)*(rjeo - r1y)
Di +1 =(r; - ris)*(ris2 - riyy)

Di +2 =(rj4p - Iis)*(rjsz - 1)

Substituindo entdo 3.65 em C. 6 resulta,

G2z tg) - aGuafa tg.1) - aGpaAfa te) +

a Hrla tg_1) +a Hpolla te) =

E a g U

o N e’ u . 2

a (jx(le), XD, X7 & 4y F-10T(a z tg, tegrodr

e=1l o g— u (C.7)
i+2, F-1U

Fazendo,
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E a gri,F-l 3
A X2, X, X & 0 T te t 2dr = By
a d 1, X X357 §T|+],F-ll:| (r, z, tg tp_g)rodr Bri, -1
e=1 o e u
gi+2 F-1(

e substituindo na equacédo C. 7, temse,

&)z tF) - aGuafa te 1) - a Ggia tg) +

a Hrl(a tp.g) +aHpllate) = By pog . (C. 8)

Para resol ver a equacdo C. 8, definida no domnio W

e no contorno G adota-se o seguinte procedinento: prineiro, a
condi cdo de contorno, C 3, é inserida na equacdao C. 11. Em

segui da, coloca-se a fornulacédo integral no contorno, fazendo

z=al G obtendo-se,

Ta tg) =[aGqa te. ;) - aHp(a te_ ) +

a ad a 0
o MGl * Blate )]/ g +abp + —HGps . (C9)

onde, os val ores de (g, sao cal cul ados por neio de,
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ada te) = - 2 [T - Mate)] (C 10)

Com os valores de T e (g, determ nados no contorno, os val ores

no donini o podem ser obtidos por neio da equacéo,

Mz, tg) = aG(2)axa te.1) +aG(z)qla tg) -

aHr(z)TWa tg.q1) - ab(2)Ta tg) + By . 4(2) , (C. 11)

onde os coeficientes Gn, Gr, Hri, Hrz e By, r1 sao cal cul ados
pel as equacfes 3.83, 3.84, 3.85, 3.86 e 3.88, ja nmencionadas

no item 3. 5.
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APENDI CE D

OBTENCAO DA SOLUCAO FUNDAMENTAL EM COORDENADAS ESFERI CAS.

Neste apéndice é obtida a solucdo fundanental em
coordenadas esféricas partindo-se da solucdo em coordenadas

cartesi anas, deduzida por CARSLAW & JAEGER, (1959).

Sej a L o] oper ador di ferenci al defi ni do

oper aci onal nente por,

- 19()
L() = R?() - = —= D. 1
0= R0 - g (D.1)
onde:
k = a = constante, para equacdo do bal anco de energi a,
k =D = constante, para equacdo do bal anco de nassa.

Conp pode ser nostrado, o operador adjunto de L é o operador

L*, na fornmm,
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L1 (D. 2)

Ura funcdo v, solucdo da equacao expressa por,

(D. 3)

onde:
h e z sdao coordenadas do doninio W,
d(h,z) é a distribuicdo de Dirac aplicada em*‘h-2z,

¢ denomni nada de sol ugcdo fundanental do operador adjunto L.

Em coor denadas cartesianas, a equacao D.3 se torna,

v _ d(h, z). (D. 4)

A solucdo fundamental v do operador L', definido

pel a equac¢do D. 4, segundo CARSLAW & JAEGER, (1959), ¢é dada

por,
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€g 2 2 20t
. adx - x4y - yd vz - 27
V. = ——5 exp- & TR U (D.5)
8(pkt )2 g !
(pkt ) g H
onde:
P - intensi dade do potencial aplicado,
t=(t-to) - tenpo considerado,
h =(x,y ,z) - sédo as coordenadas do ponto de aplicagéo
do potenci al,
z=(x ,y ,z) - sao as coordenadas onde se deseja a
sol ucéo.
Quando t®0, ‘v’ tende para zero em todos os pontos
exceto no ponto de coordenada x', y', z', onde cresce

i nfinitanente.

Em difusdo, esta solucdo fundanental pode ser
interpretada conb a resposta no instante t > to no ponto de
coordenadas x, y, z de um potencial instanténeo de intensidade

infinita, aplicado no instante t = to, no ponto de coordenadas

Partindo da solucdo da equacdao de difusdo em

coor denadas cartesi anas ( EQUACAO D. 5),
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(D. 6)

d - distancia entre os pontos h e z,

sabendo- se que em coor denadas esféri cas,

d> = h? + 72 - 2zh.cosq,

onde: g é o angulo formado pel os

e z,

consi der ando,

P = P*z*senq dq df’

no ponto de coordenadas z, q, f°

vem

vetores posi ¢cado dos pontos h

na esfera e integrando emf",



p (h2+zz-22h cos qa)
2pPz A -
v = —— Qe 4kt senqdq¢ (D.7)
8(pkt )2 o
ou sej a,
Py _(h2+22)p\ _zh cos q¢
v e 4t Qe 2kt  senqdg¢ |, (D. 8)

" ap%(kt)™ )

onde: m = cos(',

ent ao,

dm = d(cosq') = -senqg dq .

Anal i sando os limtes de integracédo tem se,

g T (0,p), enquanto que, mil (1,-1).

Fazendo a troca de variéavel proposta, a equacdo D.8, fi

sendo,

143

ca
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(h2+zz) -1 =m0

P - \ - -m
z jis e 4kt Oe &9 (Ldm . (D. 9)
1

vV = —————
4p %5 (kt

Resol vendo a integral, temse que,

1
+1
a -a a a
N e? e e? - e
Oe?dm = = e2™ = — - = : (D. 10)
- , a a a

Fazendo as substituicBes necessarias emD. 9, resulta,

(h2+zz) ?z/ 8 ?z/ 5
- Pze 4kt e 2kt g - e 2kt g 5 11
2kt g
que apoés sinplificacdes fornece,

p é (h2+zz) hz (h2+22) hz l;'

é - P - -5 —Uu
vV = ——— % @ 4kt Xe 2kt _ e 4kt Xe 2kt a o (D 12)

2hz (pkt ) & g

ou ai nda,
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L
u
Q- (D. 13)
s

Para o caso em questdo, supbe-se que P é wunitario. Dai

fi nal nent e,

L
u
i - (D. 14)
s



