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Resumo

Neste trabalho € proposto a utilizacdo do Modelo Log-Logistico no estudo que trata de
verificar o tempo de sobrevivéncia dos pacientes apds a utilizagdo do antibiético Linezo-
lida, assim como os efeitos que sdo causados por esta droga. O modelo Log-Logistico foi
uma alternativa ao modelo Weibull, o qual é bastante utilizado em analise de sobrevivén-
cia. Neste contexto, técnicas de inferéncia bayesiana foram empregadas para estimagao
dos parametros. Os dados foram obtidos de pacientes sob tratamento entre os anos de
2008 a 2010, no Hospital Universitario de Maringa (HUM), sendo a variavel resposta o
tempo de internamento dos pacientes na UTI (unidade de terapia intensiva). Para estima-
cao dos parametros geraram-se trés cadeias usando, para isto, métodos MCMC. Além
disso, consideraram-se alguns graficos e testes para analise do ajuste e da convergéncia
destas cadeias.

Palavras-chaves: Analise de sobrevivéncia, andlise Bayesiana, densidade Log-Logistico.



Abstract

This paper proposes Log-Logistic Modelapplication in the study that checks the survival
time of patients after the use of the antibiotic linezolid, as well as the effects that are caused
by this drug. The Log-Logistic Model was an alternative to the Weibull model, which is widely
used in survival analysis. In this context, Bayesian inference techniques were employed to
estimate the parameters. The data that were obtained from patients treated over the period
of 2008 to 2010 at Hospital Universitario de Maringa (HUM), with variable reactions the
length of stay of patients in the intensive care unit (ICT). In order to estimate the parameter,
it was generated three chains using for so, MCMC methods. In addition, it was considered
some charts and tests to analyze the adjustment and convergence of these chains.

Keywords Survival analysis, Bayesian analysis, Log-Logistic density.
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I SCESSA0 1

Introducao

1.1 Introducao

Descoberta na década de 1990, liberou-se a Linezolida para uso em alguns paises
a partir de 2000, sendo que, no Brasil, esta droga comecgou a ser utilizada apenas em
2007. Por ser um antibiotico sintético de amplo aspecto e, em geral, bacteriostatico, seu
uso por curto periodo de tempo é considerado seguro. Entretanto, o uso da droga de forma
indiscriminada vem preocupando os pesquisadores da area médica, ja que ndo se conhece
todos dos possiveis efeitos a longo prazo.

Neste estudo considera-se a variavel resposta ¢ o tempo de internamento dos pa-
cientes na UTI ap6s o inicio do uso desta droga, com o intuito de estudar o tempo de
uso deste antibiotico. Além dos efeitos causados por este, foram coletados dados de 148
pacientes sob tratamento entre os anos de 2008 a 2010, no Hospital Universitario de Ma-
ringa (HUM). E para descrever o comportamento desta, foi proposto o modelo hierarquico
Log-Logistico, o qual possibilita a modelagem da incerteza nos hiperparametros e induz
uma decomposi¢ao da distribuicdo a priori em dois niveis: o primeiro nivel é o da distri-
buicdo amostral dos dados; e o segundo nivel, a distribuicdo a priori para o parametro 6.
Esta decomposicao da distribuicdo a priori €, geralmente, justificada pela dificuldade de
se quantificar exatamente a informacéo da distribuicdo e pelo interesse em incorporar a
incerteza decorrente sobre os hiperparametros.

O fato de que o Modelo Bayesiano frente a inferéncia estatistica exigir a atribuicao
de distribuicdes de probabilidades a quantidades desconhecidas, sejam elas observaveis
(como os dados) ou ndo (como os parametros de Modelos amostrais), motivou a realizagéao
do presente trabalho. No caso em questdo, um parametro desconhecido (#), ao ser ana-
lisado pelo Modelo Bayesiano, este permitira reduzir o seu desconhecimento. Além disso,
a intensidade da incerteza a respeito de # pode assumir diferentes graus. Para os Baye-



Sesséao 1. Introdugéo 14

sianos, cada problema é unico e com diferentes graus de incerteza. Sao representados
por meio de Modelos probabilisticos para o parametro desconhecido #. Em geral, graus
de conhecimento variam de problema para problema e de pesquisador para pesquisador,
conforme (MURTEIRA, 1990).

Neste sentido, é natural que diferentes pesquisadores possam ter diferentes graus
de incerteza sobre 0 e, desta forma, especificando Modelos distintos. Sendo assim, nao
existe nenhuma distingcdo entre quantidades observaveis e os parametros de um Modelo
estatistico; todos sdo considerados quantidades aleatoérias.

Na ultima década, observaram-se os enormes avancos tecnolégicos, os quais tém
permitido o armazenamento de grandes volumes de informagdes em diversas areas do
conhecimento. Em especial, a area bioldgica, que esté se beneficiando destes avangos de
forma significativa.

De acordo com (CARDOSO F. F. E ROSA, 2009), os Modelos Hierarquicos Bayesia-
nos proporcionam uma metodologia geral e flexivel para ajustar a complexidade de fatores
genéticos e ambientais que afetam o desempenho em caracteristicas biol6gicas comple-
xas, considerando-se o conhecimento a priori e a informagao contida nos dados.

Em particular, a metodologia bayesiana fornece um caminho natural para obtengao
das distribuigcbes a posteriori, as quais sdo muito mais informativas do que simples esti-
mativas pontuais. Desta forma, pode-se também obter intervalos de credibilidade para as
principais caracteristicas, tais como a média, mediana, desvio padrao, quantiles etc.

Paralelo ao crescimento dos métodos bayesianos, tém-se as pesquisas relaciona-
das com o estudo do tempo de sobrevivéncia/confiabilidade, as quais tém sido apresen-
tadas como uma vertente crescente, e seu desenvolvimento pode ser quantitativamente
medido pelo numero de textos e artigos produzidos na area nos ultimos dez anos con-
forme (COLOSIMO E. A. E GIOLO, 2006).

Andlise de sobrevivéncia busca estudar o tempo até a ocorréncia de determinado
evento de interesse. Entende-se por confiabilidade o estudo relacionado a dados de enge-
nharia, atuaria, dentre outros, e, por estudo de sobrevivéncia, o estudo do tempo relacio-
nado a experimentos clinicos. Os autores (LEE E. E WANG, 2003), (LAWLESS, 1982) e
(KLEIN J. P. E MOESCHBERGER, 1997) apresentaram, de forma geral e sintetizada, os
principais conceitos aplicados a andlise de tempos de vida e confiabilidade, sendo uma
das referéncias mais citadas na area. (TOMAZELLA V. L. D., 2013) apresenta um estudo
relacionado ao tempo de vida, com uma covariavel ¢, proposto por (FEIGL P. E ZELEN,
1965).

Em suma, para os Bayesianos a distribuicdo a posteriori incorpora, por meio do
Teorema de Bayes, toda a informacao disponivel sobre o pardmetro (informagao inicial +
informacgdo da experiéncia ou da amostra).
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Desta forma, os Bayesianos defendem que a informacao inicial ou a priori, ou seja,
anterior em relagdo a experiéncia € demasiadamente importante para ser ignorada ou
tratada ad hoc. Pode traduzir-se formalmente por uma distribuicado de probabilidade.

1.2  Objetivo

Este trabalho tem por objetivos:

e Explorar as distribuicbes Normal e half-Cauchy como distribui¢cdes a priori para as
quantidades desconhecidas do modelo Log-Logistico.

e Utilizar modelos hierarquicos bayesianos, com dois niveis de hierarquia.

e Obter o ajuste do modelo desenvolvido considerando-se dados simulados.

1.3 Organizagao da dissertacao

O desenvolvimento e a aplicacéo de técnicas para analise de dados relacionados
a Estrutura Hierarquica vém ganhando um certo destaque na ultima década. No qual tem
sido proposto e conseguido um avango significativo, o0 que se deve em boa parte ao grande
avango computacional. Nesse contexto, faz-se necessaria uma breve revisao dos principais
conceitos, apresentados abaixo.

Este trabalho esta dividido em 5 capitulos, da seguinte forma: no capitulo 1 é apre-
sentado a Introducéo; no capitulo 2 sdo apresentados, de forma sucinta, os conhecimentos
necessarios para o entendimento do presente Modelo, por meio da Revisao de Literatura.
No capitulo 3 sédo apresentados Materiais e Métodos. No capitulo 4, Resultados e Discus-
sdo do Modelo Log-Logistico; e, finalmente, no capitulo 5, Concluséo, perspectivas futuras
para continuidade do trabalho e Referéncias.
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Revisao de Literatura

2.1 Paradigma Bayesiano

A inferéncia Bayesiana modela a incerteza relativa aos parametros baseando-se
em evidéncias a priori, por meio de distribuicdes de probabilidade conhecidas como distri-
buicbes a priori. Necessita-se de duas fontes de informagdes para se fazer inferéncia sobre
uma quantidade desconhecida: a informacgao sobre ela presente nos dados, expressa pela
funcao de verossimilhanca e seu conhecimento prévio, modelado por meio da distribuicao
a priori, 7(0), (MURTEIRA B. E TURKMAN, 2003). Combinando-se essas duas informa-
cbes e utilizando o Teorema de Bayes obtém-se a distribuicao a posteriori.

Apresentam-se a seguir alguns conceitos gerais de andalise Bayesiana, que € uma
alternativa para a modelagem de dados em situagdes geralmente mais complexas.

Na inferéncia classica, um dos objetivos costuma-se determinar que generaliza-
cbes podem-se fazer (se algumas sao possiveis) sobre a populacao de interesse, a partir
da amostra colhida da mesma. Deseja-se estimar o parametro #, com § € © um escalar
ou vetor desconhecido, mas fixo. No modelo Bayesiano o parametro # é um escalar ou
vetor aleatério (ndo observavel), no qual toda incerteza deve ser quantificada em termos
de probabilidade. Entéo, a inferéncia Bayesiana se baseia em probabilidades subjetivas ou
credibilidades a posteriori associadas com diferentes valores dos parametros ¢ e condicio-
nadas pelo particular valor de ¢ observado.

A quantidade # serve como indexador da familia de possiveis distribuicoes para as
observagdes t, representando caracteristicas de interesse que se deseja conhecer para ter
uma descricdo completa do processo.

A estimacao paramétrica na inferéncia Bayesiana pode encontrar problemas com
modelos mais complexos, que podem resultar em distribuicdes a posteriori de dificil tra-
tamento analitico, como, por exemplo, a presenca de um grande numero de parametros
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a ser estimados, a dificuldade na obtencao das densidades marginais de forma analitica,
ou ainda distribui¢cbes a priori e a posteriori que ndo sao conjugadas. Nesses casos, 0S
métodos analiticos de aproximagado ndo sao indicados, sendo necessarios métodos de
aproximacao numérica para estimacado dos parametros de interesse. Os métodos anali-
ticos de aproximacao sao mais eficientes computacionalmente, porém sdo baseados em
resultados assintéticos e na suposi¢cao de normalidade. Também, sdo mais dificeis para
programar a medida que o numero de parametros aumenta.

O procedimento Bayesiano é baseado no teorema de Bayes, ou seja, dados os tem-
pos de falha t’ = (t1,ta,...,t,) obtidos de um modelo paramétrico
f(t]0), 0 = (01,05, ...,0), temos:

e
PO = T a1 7 ) o &

em que p(@|t) é a distribuicdo a posteriori de § quando T = t, combinando a fungdo de

verossimilhanga f(6|t) com a priori 7(0).

Destaca-se que nos interessa algum componente de 6, digamos 6; (i = 1,...,k);
obtemos a distribuigdo marginal integrando a distribuigao conjunta p(d|t), ou seja,

p(Hlo) = [ 107 (6)do-, 22)

—1

na qual o subscrito (—i) implica a integragao de todos os componente exceto 6;.

Observa-se que os calculos de (2.2) nem sempre sao faceis, havendo, muitas ve-
zes, necessidade de recorrer a procedimentos numéricos. Esses procedimentos baseiam-
se em amostragem que englobem métodos de integracao simples de Monte Carlo, méto-
dos de reamostragem por importancia e métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC). Estes sao mais simples para implementacao e nao apresentam restricdes quanto
ao numero de parametros a serem estimados.

Entre os métodos MCMC, os mais utilizados sdo o amostrador de Gibbs (Gibbs
Sampling) e Metropolis-Hastings. Ver por exemplo, (MURTEIRA B. E TURKMAN, 2003). E
importante observar que o uso destes algoritmos e métodos MCMC, em geral, é necessario
se a geracao nao iterativa da distribuicdo, da qual se deseja obter uma amostra, for muito

complicada ou custosa.

2.2 Distribuicao a priori

Segundo (BOX G. E. P. E TIAO, 1992), a distribuicdo a priori resume a informacao
relativa ao parametro 6, desconhecido antes da realizagdao do experimento, isto €, modela
a incerteza relativa ao paradmetro antes da observacao dos dados. Tal distribuicdo desem-
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penha um papel importante da inferéncia Bayesiana, pois 0 uso de métodos Bayesianos
tem se tornado uma alternativa poderosa na andlise de dados por permitir ao pesquisa-
dor utilizar-se de informagao/conhecimento a priori, usando-se, para isso, uma distribuicao
probabilistica do conhecimento prévio.

Assim, a estatistica via métodos Bayesianos vem ganhando espago e se consoli-
dando, tornando-se uma alternativa simples e viavel a partir do implemento de computa-
dores cada vez mais velozes, com sua fundamentacgéao teérica baseada na famosa formula
de Bayes. Ver por exemplo (BERGER, 1985) e (BOX G. E. P. E TIAO, 1973).

De acordo com (PAULINO D. E TURKMAN, 2003), a informacgao a priori que se pre-
tende incorporar na analise € a informagao fornecida por um especialista ou pesquisador,
tais como dados histéricos do problema ou de experimentos analogos.

Para os Bayesianos cada problema é unico e tem um contexto real préprio onde 6
€ uma quantidade significativa acerca da qual existem, em geral, graus de conhecimento
que variam de problema para problema e de pesquisador para pesquisador. Assim, a dis-
tribuicdo de probabilidade que capta essa variabilidade é baseada na informacao a priori
e, a distribuicao a priori € de natureza subjetiva, ou seja, especifica de um dado problema
e de um dado pesquisador.

Desta forma, usam-se neste trabalho, para estimar os parametros u e 3, as dis-
tribuicbes a priori Normal e half-Cauchy, de acordo com (MURTEIRA B. E TURKMAN,
2003), respectivamente apresentadas abaixo. Assim, tem-se que a funcdo densidade de
probabilidade (f.d.p.) € dada por:

ft) = eH( v )1. (2.3)

2mo
Apresenta-se sua fungéo de distribuicdo acumulada,

Ft) = —2 /t el=2 (5 )]t (2.4)

210 J—0

Pode-se simular a distribuigdo half-Cauchy, T ~ HC(x = 0,6 = 1) como chute
inicial, como razéo entre duas normais independentes. Sua funcédo densidade de probabi-
lidade é,

1

= — —00 < t < o0. 2.5
1+ ) > > (2:9)

f(t)

2.3 Distribuicao a posteriori

Em analise Bayesiana, inferéncias sao realizadas diretamente da distribuicdo a pos-
teriori, baseando-se apenas nos dados disponiveis e na distribuicdo a priori. A partir da
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posteriori podem-se obter estimativas pontuais, obtidas para resumir as caracteristicas de
tal distribuicdo, como também estimativas intervalares e inferéncias probabilisticas.

Entretanto, baseia-se em amostras de tamanho finito (pequeno). O teorema de
Bayes propicia solugbes precisas para o problema de amostras de tamanho finito, pois,
para cada conjunto de dados, pequeno ou grande, existe uma distribuicdo a posteriori
exata para realizacédo de inferéncias.

Para um valor fixo de t, a fungao L(6,t) = = (t|0) fornece a plausibilidade ou veros-
similhanca de cada um dos possiveis valores de 6 enquanto 7 () é chamada distribui¢éo
a priori de 6. Estas duas fontes de informacao, a priori e verossimilhanga, sdo combinadas
levando a distribui¢ao a posteriori de 6, dada por 7 (0|t). Assim, a forma usual do teorema
de Bayes é:

7(0]t)  L(6, )7 ().

A distribuicdo a posteriori conjunta de todos os parametros do Modelo é obtida pelo
produto de todas as densidades especificadas.

2.4 Distribuicbes Hierarquicas

Distribuicbes a priori hierarquicas: ao invés de especificar a distribuicdo a priori
como uma fungao simples, elas consistem em decompor a especificagdo da distribuigao
a priori em niveis, conforme (PAULINO D. E TURKMAN, 2003). A distribuicao a priori de
um parametro ¢ depende dos valores dos hiperparametros. Além disso, ao invés de fixar
valores para os hiperparametros, pode-se especificar uma distribuicdo a priori 7(6), com-
pletando, assim, o segundo nivel na hierarquia.

Segundo (GELMAN, 2006), teoricamente ndo ha limitagdo quanto ao nimero de
niveis, mas devido a complexidade resultante, as distribuicdes a priori hierarquicas séo
especificadas geralmente em dois ou trés niveis. Devido a dificuldade de interpretacdo dos
hiperparametros em niveis mais altos, na pratica € comum especificar distribuicées a priori
subjetivas para estes niveis. Ainda, de acordo com (BERNARDO J. M E SMITH, 1994),
a metodologia Hierarquica modela a incerteza nos hiperparametros por meio de novas
distribuicdes, induzindo-se assim, a uma decomposicao da distribuicao a priori em niveis.

O Modelo Bayesiano deste trabalho foi definido por meio de uma hierarquia de
dois niveis, sendo o primeiro nivel da distribuicdo amostral dos dados e o segundo, a
distribuicao a priori para o parametro 6.

O Modelo hierarquico Bayesiano, {7 (t|0),7(¢)}, onde 7 (#) pode ser decomposto
nas condicionais. Esta decomposicao da distribuicao a priori é, geralmente, justificada pela
dificuldade de se quantificar exatamente a informagédo dessa distribuicéo e pelo interesse
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em incorporar a incerteza decorrente sobre os hiperparametros, segundo (MURTEIRA B.
E TURKMAN, 2003).

De forma geral, a distribuicao a priori do primeiro nivel € uma distribuicdo conjugada
natural do modelo amostral por motivos de flexibilidade computacional.

Desta forma, verifica-se que a distribuicao a posteriori de 6 é:

k
71-(t|0) = ﬂ-(tly cee 7t1€|017 s 79k) = Hﬂ-<t’b|92)v

=1

k

(0]¢) = m(0]¢) = [ =(0:l9).

i=1

™(¢)

Assim, se # é um parametro discreto, designado por 7(6) a fungdo de probabili-
dade a priori, tem-se que 7 () exprime o grau de credibilidade, que se atribui ao particular
0 considerado. Se 6 € um parametro continuo, caso mais frequente e do presente traba-
lho, designado por 7(f) a fungdo densidade de probabilidade a priori, tem-se que 7 (6)df
exprime o grau de credibilidade que o mesmo individuo atribui ao intervalo (0,6 + df).

Dado t4,...,t; que estao disponiveis a partir de k£ observagoes diferentes, mas de
fontes relacionadas. Mas, por causa da relacionalidade das k observagdes, o parametros
01, ...,0, séo julgados por si mesmos permutaveis. O segundo ou terceiro niveis de hierar-
quia proporciona assim a priori de 6 da forma de representagéo de mistura de distribuicées
familiares.

7(0) = (0, ....0,) = / Ul 7(6;]0)m(8)dob

Manipulacbes de probabilidade envolvendo teorema de Bayes, de forma geral, for-
necem as inferéncias a posteriori necessarias,

w(0ilt) = [ 7(6]9. Oym(olt)do. 26)

onde

(0], 1) oc w(t|0;)m(6:]¢)

m(¢lt) o< m(t[d)m(¢)
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7(t}6) = [ w(t16)x(6]0)ao.

2.5 Meétodos computacionais

Segundo (BOX G. E. P. E TIAO, 1992), para inferir em relacdo a qualquer parametro
unidimensional do vetor 8, a distribuicdo conjunta a posteriori dos parametros (multidimen-
sional) deve ser integrada em relagcao a todos os outros parametros que a constituem, ou
seja, deve-se procurar obter a distribuigdo marginal de cada um dos paréametros. Geral-
mente existem dificuldades para a obtencdo de uma forma analitica para a distribuicao
marginal. Sendo que essas dificuldades devem-se a complexidade das distribuigdes con-
juntas obtidas ou devido a dimensao do parametro # em estudo.

2.5.1 Meétodo de Monte Carlo via Cadeias de Markov

O Método de Monte Carlo é baseado na simulagéao de Cadeias de Markov (MCMC),
cuja distribuicdo estacionaria é a distribuicao a posteriori de interesse, sem a qual ndo é
possivel gerar uma amostra para fazer inferéncia via Monte Carlo.

A ideia basica por meio do Método é transformar o problema estatico num problema
dindmico, construindo um processo estocastico temporal, artificial, que seja facil de simular
e que convirja para a distribuicao original. Em geral, este processo é temporal.

Uma Cadeia de Markov é um processo estocastico no qual o proximo estado da ca-
deia, depende somente do estado atual e dos dados, nao da histéria passada da cadeia,
segundo (MURTEIRA B. E TURKMAN, 2003). As primeiras itera¢des sao influenciadas
pelo estado inicial e sdo descartadas. Esse periodo € conhecido como aquecimento da
cadeia (burn-in). Além disso, considera-se uma dependéncia entre as observacdes subse-
quentes da cadeia e, para diminuir a alta correlagéo existente entre os valores amostrais,
deve-se considerar um espagamento entre as iteragdes armazenadas, digamos k itera-
¢Oes. Esse valor é denominado como /ag.

A ideia dos métodos MCMC é obter uma amostra da distribuicdo conjunta dos pa-
rametros de interesse, por meio de um processo iterativo, onde, ao final de cada ciclo de
atualizaces, os valores gerados sdo considerados amostras aleatérias da distribuigcdo de
probabilidade conjunta. Baseiam-se na constru¢cao de uma Cadeia de Markov homogénea,
que tem como distribuicao limite a distribuicdo que se pretende simular. Neste trabalho a
distribuicao Log-Logistico.

Tém-se dois métodos que geram variaveis independentes identicamente distribui-
dos (iid): o algoritmo Metropolis-Hastings e o algoritmo Gibbs, que se apresentam a seguir.
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2.5.2 Método Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings gera uma amostra da distribuicdo conjunta a
posteriori w(0|t), a partir das distribuigdes condicionais completas com formas analiticas
ndo conhecidas na literatura. Tal algoritmo usa a ideia de que um valor é gerado de uma
distribuicdo proposta ou candidata (c), 6¢, e este valor é aceito com uma dada probabili-
dade, conforme (HASTINGS, 1970) e (METROPOLIS N. E ROSEMBLUT, 1953).

O algoritmo de Metropolis-Hastings esta estruturado nos seguintes passos:

(1) Inicialize o contador de iteragbes t = (0 e especifigue os valores iniciais
00 = (01,657, ... ,0\0)) para os parametros.

(2) Gere um valor ¢° da distribuigdo proposta ¢(.|f;), usualmente denominada de fungdo
de importancia.

(3) Calcule a probabilidade de aceitagao a(fy, §°), onde,

o(tr,07) = min{1, T 102 0T |

7T<91‘(92, cee 7910(]<90‘61))
(4) Gere um valor u, a partir de uma distribuigdo U (0, 1).

(5) Se u < «, entdo aceite o valor candidato e faca 6&“”

t+1) — et.

= #°. Caso contrario, rejeite e
faca 95

(6) Incremente o contador de ¢ para t + 1 e volte ao passo (2) até atingir a convergéncia.

Neste trabalho, faz-se uso do algoritmo Metropolis-Hastings, o qual gera variaveis
correlacionadas a partir de uma Cadeia de Markov.

2.5.3 Meétodo de Gibbs

O algoritmo Gibbs é um caso especial do Método Metropolis-Hastings. Observam-
se dois tipos de amostrador do algoritmo Gibbs:

(1) Gibbs bi-etapa:
e O método Gibbs cria uma Cadeia de Markov a partir de uma distribuicao con-
junta.
e Se duas variaveis X e Y tém densidade conjunta, entdo f(z,vy).
e Com densidades condicionais f,, € fyy-

e Gerando-se Cadeias de Markov (X;, Y}).
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2.6 Intervalos de credibilidade HPD

Para se obter os intervalos de credibilidade de mais alta densidade (hight probability
density - HPD), defini-se uma funcédo de densidade, a qual se baseia no fato de que os
limites do intervalo terdo o mesmo valor de densidade e faz-se entdo a procura destes
limites para o nivel desejado.

A definicao para um intervalo de credibilidade é:

R(t) = {0 :7(0]t) = ¢y},

em que c, é a maior constante tal que:

P(0 € R()|t) = /R(t) x(0[t)dt > .

Destaca-se que, para o Modelo Log-Logistico, o intervalo HPD corresponde aquele
em que a posteriori apresenta 0 mesmo valor nos limites, ou seja,

m(Ra(t)[t) = w(Ra(t)]2).
Em geral, ndo se obtem analiticamente e, assim, deve-se empregar métodos nu-
meéricos para construi-los.

No presente trabalho, tem-se:

0|t ~ Gama(\, ¢)

Observa-se que a posteriori é assimétrica e unimodal. Desta forma, obtem-se um
intervalo de credibilidade, HPD(, v), onde se utiliza os quantis da distribuicdo Gama, da
seguinte forma, para v = 0, 95,

1 1
PON< RiJt) = 77 e PO\>Rt) = 77

2.7 Analise Residual

Analise Residual de dados completos (sem censura) trata, geralmente, sobre o en-
foque de regressao.

Pode-se definir os residuos de varias maneiras, mas a ideia fundamental € que
se um Modelo para a distribuicdo de T" dado t, especificado em termos do parametro 6,
aplicando-se a dados independentes (¢;, z;), i = 1, ...n.
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Na maioria das configuracées buscam-se residuos ey, ..., e, 0S quais SA0 aproxi-
madamente independentes e identicamente distribuidos (iid) quando o Modelo esta correto.

Outras consideragdes:

e Obtem-se a construgado da verossimilhanga da mesma forma que outras distribui-
coes.

e Equagbes ndo podem-se resolvidas analiticamente.

e Necessita-se de métodos iterativos de solucao, por exemplo, método de Newton-
Raphson.

Para revelar o impacto destes pontos detectados, as seguintes medidas RCy, po-
dem ser calculadas como sendo:

0; — i

RCy, = ; x 100%, j=1,....p+1,
J

com éj(f) denotando as estimativas de verossimilhanga de ¢; apos o conjunto I de obser-
vagodes ter sido removido. Desta forma, temos as seguintes medidas:

TRC = > |RCy,|[, MRC =max|RCy| and LD(6) = 2{I(0 — (6,)},

i=1 J
no qual TRC representa a mudanca relativa total, MRC o maximo desta mudanga e LD a
diferenga de verossimilhangas com n, = 2 (numero de parametros e hiperparametros) e
6° denota as estimativas a posteriori de 8 apds o conjunto I de observagdes ser removido.

2.8 Dados de Sobrevivéncia

Paralelo ao crescimento dos métodos Bayesianos, tém-se as pesquisas relaciona-
das com o estudo do tempo de sobrevivéncia/confiabilidade, a qual apresenta-se como
uma vertente crescente, e seu desenvolvimento pode-se mensurar pelo nimero de textos
e artigos produzidos na area nos ultimos dez anos conforme (COLOSIMO E. A. E GIOLO,
2006).

Destaca-se que, na andlise de dados de sobrevivéncia e confiabilidade, o Mo-
delo mais utilizado é a distribuicdo Weibull, a qual possui varias propriedades. Dentre
elas, destaca-se que a funcdo de taxa de falha pode modelar diferentes formas (cons-
tante, crescente, decrescente, unimodal e forma de U), mas limitou-se na funcéo de risco,



Sessdo 2. Revisdo de Literatura 25

observando-se como monétona, constante para 3 = 1, crescente para > 1, e decres-
cente para J < 1, sendo que [3 é o parametro que caracteriza a forma da distribuicao dos
tempos de sobrevivéncia.

Pode-se definir analise de sobrevivéncia como a analise do tempo até a ocorréncia
de uma dado evento, onde este tempo é denominado tempo de falha, o qual pode ser o
tempo até a morte do paciente, bem como até a cura ou recidiva de uma doenca.

Observa-se que alguns eventos de interesse ndo sao terminais e podem ocorrer,
para o mesmo individuo, mais de uma vez, sendo denominado eventos recorrentes. Este
tipo de dados surge naturalmente em estudos longitudinais nas areas de estudos clinicos,
demografia, criminologia, confiabilidade industrial e producao.

Entende-se por confiabilidade o estudo relacionado a dados de engenharia atu-
arias, dentre outros citados a cima e, por estudo de sobrevivéncia, o estudo do tempo
relacionado a experimentos clinicos.

Os autores (LEE E. E WANG, 2003), (LAWLESS, 1982), (KLEIN J. P. E MOES-
CHBERGER, 1997), apresentaram, de forma geral e sintetizada, os principais conceitos
aplicados a analise de tempos de vida e confiabilidade, sendo uma das referéncia mais ci-
tadas na area. Conforme (TOMAZELLA V. L. D., 2013) apresentou um estudo relacionado
ao tempo de vida, com uma covariavel t, proposto por (FEIGL P. E ZELEN, 1965).

Apresentam-se a seguir, alguns conceitos que sao importantes em analise de so-
brevivéncia.

Destaca-se que os modelos de sobrevivéncia apresentam-se como classe de mo-
delos estocasticos usados para analisar caracteristicas e fatores associados ao tempo até
ocorréncia do evento de interesse (falha ou desfecho).

Observa-se que os principais elementos da analise de sobrevivéncia sao:
e estruturas de causalidade fundamentadas em raciocinio epidemiolégico e evidéncias
empiricas;
e associagao de efeitos principais e de interagdo a cada variavel;

e possibilidade de afirmagbes probabilisticas para descri¢do e representacdo do co-
nhecimento;

e variabilidade associada a predi¢gbes produzidas pelo modelo, ou seja, pelos intervalos
de credibilidade (HPD) para as estimativas.

Considere-se uma quantidade de interesse desconhecida 6 (tipicamente nao obser-
vavel), conforme (MURTEIRA B. E TURKMAN, 2003). A informacao que se dispde sobre 0,
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resumida probabilisticamente através da distribuicdo a priori de 6, 7(6), pode ser aumen-
tada observando-se uma quantidade aleatéria t relacionada com 6. A distribuicado amostral
7(t|0) define esta relagdo. A ideia é que, ap6s observar T' = t, a quantidade de informagéo
sobre 6 aumenta e este acrescimo é bastante intuitivo e o0 Teorema de Bayes é a regra de
atualizacao utilizada para quantificar este aumento de informacéo:

w(0)t) = (2.7)

m(t|0)m(9)
m(t)

m(t|0)m(9)

[7(0,6)do

Trata-se de uma proposicao extremamente simples, conforme (BOX G. E. P. E TIAO,
1973). Nota-se que ﬁ qgue nao depende de 6, funciona como uma constante normaliza-
dora de 7 (0|t).

Para um valor fixo de ¢, a fungdo L(6,t) = =(t|f) fornece a verossimilhanga de
cada um dos possiveis valores de 6, enquanto m(f) é chamada de distribuicdo a priori de
6. Estas duas fontes de informacgdes, a priori e verossimilhanga, sdo combinadas levando
a distribuicdo a posteriori de 0, 7(0|t).

Assim, a forma usual do Teorema de Bayes € dado pela expressao:

m(0]t) o< 1(0;t)m(0). (2.8)
em que « indica proporcionalidade.

Em palavras obtem-se:
distribuicdo a posteriori < verossimilhanca x distribui¢cdo a priori.

Observa-se que, ao omitir o termo 7(¢), a igualdade em (1.1) transforma-se em
uma proporcionalidade. Sendo que esta forma simplificada do Teorema de Bayes ser4 util
em problemas que envolvam estimacéo de parametros, visto que o denominador é apenas
uma constante normalizadora. Em outras situagcdes, como sele¢do de Modelos, este termo
tem um papel fundamental.

Desta forma, verifica-se que a fungéo de verossimilhanca tem importante papel na
formula de Bayes, pois representa o meio através do qual os dados, ¢, transformam o co-
nhecimento a priori sobre ¢, ou seja, a verossimilhanca pode interpretar-se como expressao
da informacao sobre ¢ fornecida pelos dados t.
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Em analise de sobrevivéncia as unidades de estudo sao usualmente individuos, as
quais essencialmente formam-se pelos tempos de vida das mesmas até a ocorréncia do
evento de interesse.

Os dados de sobrevivéncia incorporam tanto os tempos de sobrevivéncia como o
conjunto de outras variaveis observaveis, que podem estar relacionadas com esses tem-
pos. Destaca-se que estas variaveis sdo denominadas covariaveis ou variaveis explicati-
vas. Observa-se que, quando os tempos de sobrevivéncia estdo relacionados com essa
covariaveis, diz-se que a populagao é heterogénea; caso contrario, ela € homogénea, con-
forme (COLOSIMO E. A. E GIOLO, 2006).

Observa-se que as covariaveis normalmente sdo medidas uma Unica vez ao longo
do tempo de estudo e, por conta disso, sdo fixas. Em alguns casos, onde as covariaveis
nao sao fixas, estas variam em funcdo do tempo, modificando-se durante o periodo de
observagéo.

Tem-se uma variavel aleatéria continua e ndo negativa denotando o tempo de so-
brevivéncia (T > 0); tém-se entéo as fungdes de densidade de probabilidade f(¢), a de
sobrevivéncia S(t) e a de risco h(t), que sdo apresentadas posteriormente mais detalha-
damente. Utilizam-se, na pratica, estas funcdes, com o objetivo de descrever os aspectos
apresentados pelo conjunto de dados.

A funcao densidade de probabilidade (fdp) é expressa como o limite da probabi-
lidade de um individuo vir a experimentar o evento de interesse no intervalo de tempo
[t,t + dt) por unidade de tempos, ou seja, expressa por:

Pt <T <t+At)

Am A . (2.9)

Segundo (LAWLESS, 1982), a fungéo dos tempos de sobrevivéncia, S(t), € a fun-
cao que descreve a forma distribucional dos tempos de sobrevivéncia através da probabi-
lidade de um individuo nao falhar (ou do evento de interesse ndo ocorrer), pelo menos até
um instante de tempo ¢.

A funcao de risco também é conhecida como taxa de mortalidade condicional. Além
disso, através da funcao de risco podem-se caracterizar classes especiais de distribuicdes
de tempos de sobrevivéncia, de acordo com o seu comportamento em relagdo ao tempo.
A fungé@o de risco pode ser constante, crescente, decrescente ou mesmo ndo mondétona.

As fungbes de sobrevivéncia, de densidade e de risco sdo matematicamente equi-
valentes, (COLOSIMO E. A. E GIOLO, 2006). Uma vez definida qualquer uma delas, res-
peitando suas propriedades, obtém-se as demais por consequéncia.

A funcéo de sobrevivéncia é uma das principais funcées usadas para descrever a
variavel aleatéria “tempo” e € definida como sendo a probabilidade de um individuo nao
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falhar (ou de o evento de interesse ndo ocorrer) até um determinado tempo ¢, ou seja, a
probabilidade de uma observagao sobreviver ao tempo ¢, ver (LEE E. E WANG, 2003). Em
termos probabilisticos, isto é escrito como:

S(t) = P(T>1) (2.10)
= 1-P(T<t)
— - [ fwdu,

em que f () é a fungdo densidade de probabilidade.

Alternativamente, (2.10) pode ser escrita na forma:

Sty =1-F(t), (2.11)

em que F' (t) é a probabilidade de um individuo ndo sobreviver ao tempo ¢. Assim, a partir
de (2.11), temos S (t) + F (t) = 1.

Pelas propriedades da fungéo de sobrevivéncia e da funcao densidade acumulada,
temos que:

imS(t) = 1 e limS(t)=0,

t—0 t—o00
lImF(t) = 0 e limF(t) =1
t—0 t—00

Tendo em vista estas propriedades, como F' (t) € uma fungdo o monétona crescente
e S (t) uma fungdo monétona decrescente, ou ndo crescente, conforme (LEE E. E WANG,
2003).

A funcgao de sobrevivéncia pode ser obtida também a partir das relagdes:
d ’
f) = @F (t) ou f(t)=-=S51(t). (2.12)
Observa-se que o 100 (1 — p) % percentil da variavel aleatéria T' é definido como o
valor de ¢, tal que P (T' < t,) = p.

Destaca-se que a funcao de risco fornece a taxa instantdnea de falha dado que o
individuo sobreviveu até um determinado tempo t. Esta fungéo fornece a probabilidade de
o individuo falhar no intervalo de tempo t + At com At — 0. Ou seja,

. (2.13)

< >
h(t):AhtmOP(t_TaAjAtyT_t)
m
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Devido a sua interpretagéo, a funcéo de risco (2.13) tem sido preferida por muitos
autores para descrever o comportamento do tempo de sobrevivéncia. A fungao de risco
descreve como a probabilidade instantanea de falha (taxa de falha) se modifica com o
passar do tempo. Ela é também conhecida como taxa de falha instantanea, forca de mor-
talidade e taxa de mortalidade condicional (LAWLESS, 1982).

Além disso, através da fungcdo de risco podemos caracterizar classes especiais
de distribuicbes de tempo de sobrevivéncia, de acordo com 0 seu comportamento como
funcao do tempo. A fungéo de risco pode ser constante, crescente, decrescente ou mesmo
nao monétona.

A probabilidade de uma falha ocorrer em um intervalo de tempo [t1, ;) pode ser
expressa em termos da fungé@o de sobrevivéncia como sendo:

S(t) =S (ta). (2.14)

A taxa de falha ou risco, no intervalo [¢1,t2) é definida como a probabilidade de que
a falha ocorra neste intervalo, dado que né&o ocorreu antes de ¢4, dividida pelo comprimento
do intervalo. Algebricamente:

S (t1) — S (t2)
(ta —t1) S (t1)

De forma geral, redefinindo o intervalo como sendo [¢,t + At), temos a partir da
fungdo (2.15):

(2.15)

S(t)— S (t+ At)
AtS (1)

ht) = (2.16)

A partir da fungéo de risco, dada em (2.13), temos que:

) = Iim Pt<T<t+At|T>t)
At—0 At

p PEST <t+ A

At—0 AtP(TZt)

Ft+At)—F ()| 1

= (2.17)

em que f (t) é a fungdo densidade da variavel aleatéria T'.
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Usando a relagédo apresentada em (2.12) temos que (2.17) pode ainda ser escrita

como sendo: s (1) y
h(t) =———~>-=——1 t). 2.18
(1) = g =~ g oIS (1) 2.18)

A partir da integracéo de (2.18) temos que:
t
S (t) =exp {— / h (u) du} . (2.19)
J0O

onde [} h (u) du é a funcéo de risco acumulada e é finita para algum tempo ¢ > 0.

Destaca-se que a principal caracteristica de dados de sobrevivéncia € a observagéao
parcial da resposta, denominada censura. Podem-se citar quatro tipos:

e Censura do tipo I: ocorre quando o estudo termina em um tempo preestabelecido
e alguns dos tempos de sobrevivéncia dos pacientes ndo puderam ser observados,
tendo seus tempos censurados a direita.

e (C'ensura do tipo Il: ao invés do tempo final do estudo ser preestabelecido, o estudo
termina apés um determinado numero de pacientes experimentar o evento de inte-
resse. Neste caso, se ndo ha perda acidental, as observacdes censuradas sdo de
comprimento igual a das observagdes nao censuradas.

e Clensura aleatdria: diferentemente das outras censuras, ela é mais dificil do experi-
mentador ter controle. Geralmente ocorre quando o paciente abandona o estudo sem
ter experimentado o evento de interesse.

e C'ensura intervalar: ocorre quando ndo se conhece o tempo exato em que ocorreu
0 evento de interesse, mas, sim, que ele ocorreu dentro de um intervalo de tempo
especificado.

2.8.1 Andlise de Influéncia

Uma das formas para se verificar o bom ajuste de um modelo é através de analise
de residuos e influéncia, segundo (COOK, 1986), conforme exposto a seguir.

A primeira ferramenta para acessar a sensibilidade das medidas é a partir de uma
analise de influéncia global. Para isso, fizemos um estudo de caso delecao no qual o efeito
de cada observacao nas estimativas foi medido. A primeira medida usada foi a distancia
generalizada de Cook, a qual é definida por 6; = («, 8;, \;) € 0 = (&, ﬁ, ;\) e é dada por:

cp0)=[6,-6] [-L©®)][6:-6]. (2.20)
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em que E(G) pode ser aproximada através da estimativa da matriz de varidncia e cova-
riancia. Outra forma de medir a influéncia global de um ponto é a partir da distancia de
verossimilhangas dada por:

LDy(8) =2{1(6) — 1(6:)}. (2.21)

2.8.2 Analise de residuos

Analise de residuos tem a finalidade de avaliar a adequacgao da distribuicao pro-
posta para a variavel resposta. Segundo (COLOSIMO E. A. E GIOLO, 2006), os graficos
de residuos martingale, ou deviance, versus os tempos fornecem uma forma de verificar a
adequacao do modelo ajustado, bem como auxiliam na detecg¢édo de observacgdes atipicas.

Neste trabalho, os residuos utilizados foram: martingale e deviance. Os residuos
martingale foram inicialmente introduzidos para processos de contagem e depois utilizados
para modelos de regressao paramétricos, sobrevivéncia, etc. Este residuo é definidos por:

m; = 0; — é;, (2.22)
em que J; é a variavel indicadora de falha e ¢é; sdo os residuos de Cox-Snell.

J& os residuos deviance sdo uma tentativa de tornar os residuos martingale mais
simétricos em torno de zero, o que, em geral, facilita a detecgdo de pontos atipicos. Séo
definidos por:

N

d; = sinal(h;) [—2(r;) + 0; log(8; — ;)] (2.23)

Destacamos que se o modelo for apropriado, esse residuos devem apresentar-se
com um comportamento aleatério em torno de zero.
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Embora a distribuicdo Weibull, proposta por W. Weibull (1953), seja amplamente
utilizada na analise de dados de sobrevivéncia e/ou confiabilidade, este modelo apresenta
grande limitacdo na forma da func¢do de risco. Enquanto o modelo Weibull se adequa a
situacdes com taxa de falha monétona (crescente, decrescente ou constante), conforme
(FABRI F. V., 2012), ndo é incomum que o comportamento aleatério das observagdes ex-
perimentais dos fenébmenos da vida real apresentem taxa de falha unimodal, conforme
(COLOSIMO E. A. E GIOLO, 2006). Em diversas situagdes reais a funcéao de risco muda
de direcao apés algum valor maximo, como o caso dos tempos de vida de pacientes trans-
plantados ou o tempo até a falha de componentes de placas eletrdnicas, por exemplo.

Desta forma, nesta secao, apresentamos o modelo Log-Logistico. Esta distribuicao
acaba sendo uma boa alternativa ao modelo Weibull por ser simples, mais flexivel quanto
a forma da taxa de falha e ainda com parametros-chave totalmente interpretaveis.

3.1 Modelo Log-Logistico

Neste trabalho foi proposto um estudo do antibiético linezolida, com dados reais
coletados no Hospital Universitario de Maringa (HU) com 148 pacientes internados na Uni-
dade de Terapia Intensiva (UTI) com doencas graves, onde a variavel de interesse t € o
tempo de internagdo do paciente na UTI ap6s o inicio do uso desta droga, por meio do
modelo Log-Logistico apresentado a seguir.

Suponha X uma variavel aleatéria nao negativa com distribui¢ao logistica, sua fun-
¢ao densidade de probabilidade é definida por:

0__16("‘“;“)
fl@)= ———=, (3.1)
{1 + e<m;”>}
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compu=1logz,c =", —co<pu<ooeo>0.
Considere a seguinte transformagdo: 1" = log X. Desta forma a varidvel aleatéria
T, que, neste caso, representa o tempo de vida de um individuo, é log-logisticamente

distribuida com funcao densidade de probabilidade dada por:

_ et B!
f(t TR (3.2)

emque —oco < u<ooeoa > 0.
Apesar de existirem diferentes parametriza¢des para o modelo Log-Logistico, utiliza-

se esta parametrizacao, pois esta nos permite a interpretacdo dos parametros de forma
mais simplificada. Assim, a fungéo de distribuicdo é dada por:

ertB
Fit) = —. 3.3
(*) 1+ enth (3-3)

E importante ressaltar que os parametros e (3 sdo, respectivamente, parametros
de escala e forma. O parametro p também representa, nesta parametrizagdo, a mediana
da distribuigao.

A figura 1 apresenta as curvas de densidade para diferentes combinagdes de va-
lores dos parametros de escala e forma, respectivamente, LL(u, ), onde pode-se obser-

var um comportamento para valores diferentes atribuidos a i e 3, onde posteriormente

escolheram-se os chutes iniciais.

_ LL(0.0,0.5)

1.0

LL(0:2,3.0)

LL(0.3,2.5)

0.8

LL{(0:2,2.0)

06

LL(0.1,1.5)

LL{0.1,1.0)

Densidade Log-Logistica
04
I

02

I —
R

00

Diferentes combinagdes dos parametros

Figura 1 — Exemplo de curvas de densidade Log-Logistico para diferentes combinagdes

dos parametros 1 e 3.

A distribuicdo Log-Logistico € uma distribuicdo de probabilidade continua para uma
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varidvel aleatéria positiva, neste caso, é o tempo (t) até a morte do paciente ou algum outro
evento de interesse. Ela é usada no estudo de eventos de vida cuja intensidade, primeiro
aumenta e depois diminui, ou seja, em que a fungédo de risco tem forma céncava, onde
inicialmente cresce para 0 maximo no tempo e entdo decresce para zero quando o tempo
se aproxima do infinito.

3.1.1 Funcdes de Risco e Sobrevivéncia

A vantagem do Modelo Log-Logistico é apresentar uma expressao simples para a
funcao de risco e para funcao de sobrevivéncia, respectivamente, indicadas nas expres-
sOes abaixo:

et Bt
M) = T g (34)

emquet>0,—co<pu<ocepf>N0.

Particularmente, para a distribuicdo Log-Logistico a fungao de risco e sobrevivéncia
séo definidas, respectivamente, por:

et B!
S S — 3.5
1+ enth (3:5)
e
RO p—— (3.6)
1 enth’ '

com —oo < < oo e > 0, ver figuras 2. Nas figuras 3, apresentamos as curvas de risco
e sobrevivéncia da variavel aleatéria T, ou seja, de uma variavel aleatéria com distribuigao
logistica.

10
1.0

S()
0.4 0.6
L L
h(t)
06 08
L

04

02
I
0.2

Figura 2 — Exemplo de curvas de sobrevivéncia e risco Log-Logistico para diferentes com-
binagbes dos parametros.
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Figura 3 — Exemplo de curvas de sobrevivéncia e risco Log-Logistico para diferentes com-
binacdes dos parametros.

3.1.2 Funcao Geradora de Momentos da Log-Logistico

Os momentos de T' = logT s@o encontrados por meio da Funcdo Geradora de

Momentos (FGM).

Sabe-se que a primeira derivada da funcgao distribuigdo Log-Logistico, dada anteri-

ormente, € o momento de ordem 1, dado por:

Mz (t)

BB — )P 2(1 + et?)2 — et BtP12(1 + ettF)er ftP !

(1 + entf)4
(14 ertP)et BI(B — DEP72(1 + ertP) — tF~12e1tP 71 3]
(14 erth)3
e"B[(B — 1)tP72(1 + ettP) — 2erBt2F-1)]
(14 entf)3
e'B(B — P21 +ert?)  2(er)? B2
(1 + enth)3 (14 erth)?
BB =P 2(er)? AP
(14 erth)? (14 erth)3
e“ﬂ( )t/:?—lt—l Q(eu)252t2(5—1)t—1
(I+ertf)2 (1 + enth)3
e"B(B — 1)t6 1 2((3#)25%(6—1) B
t(1+ertf)2 (1 + erth)3

A segunda derivada é:
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BB — P2 (14 ert?)  2(er)? 52200 Y

My(t) = (1 + enth)3 - (1 + enth)3

BB — Pt 2(er)2pHE D!

- L+ erth)2 (14 enth)
e"B(B — 1t 2(er)2 2P Deh

T (It ertf)2 (14 erth)?

BB -1)(B 1) et -1)(B 1)  4(et)?BHB - 1)(6 - 1)t

B 21 +emth)?2 21+ erth)? (£2(1 + ertP)3
6(et)3p3t(B — 1) ()2 2(em)2p3t(p — 1)t8  2(et)?B%(p — 1)t?

(14 ertB)it2 (14 emth)32 (1 4 ertB)3t2

Logo, a média da distribuicdo Log-Logistico é:

B e"B(B — 1)755—1 Q(GH)Qﬁzt(B—l)tﬁ
B(T) = t(1+ertf)2 (1 + erth)3

Observa-se que a variancia € o momento central de ordem 2, a qual obtem-se por
meio da diferenga entre 0 momento de ordem 2 e o quadrado do momento de ordem 1,
dada por:

V(T) = E(T?) - [E(T)?
= M"(0) - [M(0)
BB —1)(B—1)? BB -1)(B—1) 4(e"28%5 —1)(8 — 1)t

£2(1 + enth)2 £2(1 + entP)2 (2(1 + enth)3
6(e)?B2t8 — 1)(t*)*  2(e*)?BPt B —1)tP  2(et)?5 5 — 1)t
(1 + ertP)i2 (L entf)32 (1+emtf)3e2
BB =1t 2(e!)?BH P
t(1+ertf)2 (1 + erth)3
3.1.3 Quantil

O quantil é dado pelo inverso da funcao de distribuicao:

(1+ e"t?)

i = enBth-1

3.1.4 \Verossimilhanca

O Método de Maxima Verossimilhanca € um método muito usado na estimacao de
parametros em andlise de sobrevivéncia, do qual tem-se interesse no presente estudo.



Sessdo 3. Materiais e Métodos 37

Suponha que (ti,...,t,) € uma amostra aleatéria de tempos de sobrevivéncia pro-
venientes de uma distribuicdo Log-Logistico com paréametros 1 € 8 e que € associado a
cada t; . Desta forma, a fungéo de verossimilhanga é escrita na forma:

L e“ﬁtﬁ !

L(p, BIt) H

(14 entd)2 (3.7)

Aplicando logaritmo em 3.7, o logaritmo da fung¢do de verossimilhanca é escrito
como:

(11, BIt) = 1+ log(8) + (8 — 1)log(t) — 2log(1 + e"t?) (3.8)

A Funcao Escore de T', sendo a derivada de primeira ordem da funcao de log-
verossimilhanga, que é denotada por U(T', #) é dada por:

dlogL(T)|0)
deo

A partir da Funcao Score € possivel determinar o valor (ou expressao) que torna a

U(T|6) = (3.9)

verossimilhanga maxima. Para encontrarmos o Método de Maxima Verossimilhanga basta
igualarmos a zero a Funcéo Score.

d —1+ ert?

@l(u,ﬁlt) = T o (3.10)
0 1= e't? — Blog(t) + et log(t) 3
5510m 01) = S P . (3.11)

A funcao Score foi a causa da mudanca do objetivo inicial do trabalho, pois nao foi
possivel obter solugao analitica.

3.2 Distribuicao a posteriori do Modelo Hierarquico Log-
Logistico

Supor uma distribuicdo a a priori para os parametros do Modelo é sempre uma
tarefa dificil e muitas vezes sem nenhum suporte teérico para tal. Neste trabalho em espe-
cial, faz-se uso de uma a priori Normal para o parametro de escala, e half-Cauchy para o
parametro de forma da distribuicdo Log-Logistico, pardmetro este ligado a discrepancia do
Modelo, como apresentado por (GELMAN, 2006).

Desta forma, a modelagem Hierarquica fornece uma abordagem poderosa e flexivel
para a representacdo de crengas sobre estruturas estendidas de dados observaveis, e
utiliza-se cada vez mais esta metodologia em modelagem e analise estatistica.
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Construiu-se um modelo hierarquico em dois niveis, sendo que o primeiro nivel de
hierarquia dos dados refere-se aos parametros p e 3 a serem estimados pelas distribuigoes
a priori Normal e half-Cauchy:

p~ N(r,0%), peR

B~ HCO), B>0.

ou seja,

m(p) = \/;WQGXP {—(MQ_J;)Z}

com 7 € R, 62 > 0, conhecidos; e ainda:

20
m(Bl0) = 2107

no qual 7 (/3|6) depende de /3 (hiperparametro), 6 > 0.

Assim, no primeiro nivel temos a primeira a posteriori:

(1, BI1) o Ly, B) % m(1) + (B10)
(6D _ (t;?Z
(e"B) 6”5( i=1 W) V2e ( )9
vroln(t? + 62)

0.8

No segundo nivel tem-se o interesse de estimar 6 a partir da posteriori, onde 6 ~
Gama(p, \), ¢ e X conhecidos, ou seja, tem-se a segunda posteriori m(t|u, 3, 7,02, 0, \, ¢),
onde y e 3 sdo os parametros e T, 02, § sdo os hiperparametros, os quais ndo sio fixados
mas, estima-se a partir de uma distribuigdo, dada por 6 ~ Gama(X\, ¢).

Assim, obtem-se o parametro # considerando-se como parametro de forma 5 > 1,
onde:

_ Mo 442 —2tryr? )

(oD - (e“ﬁ)”e“ﬂ( n tﬁ2> V20

=1 (14ent?)
L(p)Vro?m(t? + 62)

W(t\u,ﬁ,r,az,ﬁ, A,(ﬁ) o

no qual ndo se fixam os valores dos hiperparametros 7, 02 e 6, mas estimam-se a partir da
distribuicdo Gama,
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0 ~ Gama(\, ¢), A e ¢  conhecidos.

Logo, a distribuicdo a posteriori do Modelo Hierarquico Log-Logistico é dada por:

t8+9—2
[ — emtP2[2 + 62’

m(p, Bt) o
ondet, 3,60 >0,e u e R.

Assim, obtem-se a priori 7(6), completando, assim, o segundo nivel na hierarquia:

Pl
- T(9)

Destaca-se que 7 () é conhecido e ndo depende de nenhum outro hiperparametro.

m(0)



40

I SCESSA0 4 I

Resultados e Discussao

Na simulagéo € utilizado métodos numéricos, os resultados n&o s&o tao precisos
quanto os resultados tedricos (obtidos por métodos analiticos), mas representam uma boa
aproximacao. Utilizou-se de simulagao bootstrap para checar a qualidade dos ajustes para
os parametros do modelo estudado. A importancia da técnica bootstrap nao esta somente
em avaliar as estimativas dos parametros, mas também em obter boas estimativas dos
erros padrao da distribuicdo gerada pelas estimativas dos parametros nas iteragcoes de
reamostragem.

4.1 Simulacido Bootstrap

A técnica bootstrap de reamostragem surgiu em meados de 1035. Divulgou-se em
1979 por Bradley Efron, apés os avangos computacionais, como uma abordagem alter-
nativa ao célculo de intervalos de credibilidade, em circunstancias em que outras técnicas
ndo sao aplicaveis. Essa técnica é especialmente Util para lidar com problemas estatisticos
que envolvem amostras de tamanho pequeno e/ou estimadores cuja distribuicao (exata ou
assintética) ainda nao foi obtida.

Realizou-se um estudo de simulagao bootstrap com o objetivo de analisar as propri-
edades frequentistas dos procedimentos de estimag¢do do modelo hierarquico Log-Logistico.
Para examinar as propriedades frequentistas construiram-se os intervalos de credibilidade
(HPD) para todos os parametros e calculamos sua probabilidades de cobertura (PC). Os
valores dos parametros foram escolhidos baseados em um experimento clinico, em que é
analisada a eficacia de um tratamento. Ver secao 6.1. Para tal consideramos o conjunto de
dados, com 148 observagoes, dos tempos de vida de pacientes tratados com a droga line-
zolida. Desta forma, por meio do software SAS, consideramos amostras de seis tamanhos
diferentes que variam de 30 a 500, as quais reamostramos B = 1000 vezes.
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Para todas as amostras e reamostras, 0 modelo Log-Logistico hierarquico foi esti-
mado. Para tal, foram geradas cadeias MCMC de dimensao 11.000 com burn-in de 1.000 e
salto 10, ou seja, uma cadeia final de tamanho 1.000. As estimativas dos parametros . e (8
estdo dispostos a tabela 1 a seguir.

Obtém-se os valores do erro quadratico médio e a probabilidade de cobertura (PC)
dos intervalos de credibilidade. Para todas as amostras calculamos os intervalos de cre-
dibilidade de 95% e verifica-se se continham os respectivos verdadeiros valores dos para-
metros. Os resultados da PC para diferentes tamanhos amostrais apresentam-se na tabela
1.

Tabela 1 — Resultado da simulagao bootstrap para o modelo hierarquico Log-Logistico.

Amostra Paradmetro Estimativas EQM PC

n = 30 [ —5,9908  2,5525 0,665
3 1,9058  0,4770 0,698
n = 60 [ —5,8574  1,1747 0,799
3 1,8144  0,1455 0,745
n = 100 [ —5,8766  0,9230 0,937
3 1,7593  0,2132 0,921
n = 150 [ —5,8752  0,6347 0,945
3 1,7063  0,1607 0,951
n = 300 [ —5,8320 0,378 0,950
3 1,6361  0,0981 0,962
n = 500 [ —5,8048  0,2661 0,943
3 1,6168  0,0722 0,957

Como esperado, 0s erros quadraticos médios diminuem conforme o aumento do
tamanho amostral. Em contrapartida, as probabilidades de cobertura dos intervalos con-
vergem, com o aumento do tamanho amostral, para o valor nominal de 95%.

4.2 Aplicacao dados reais

Nesta secdo demostra-se a utilidade do modelo hierarquico Log-Logistico através
de um estudo realizado no Hospital Universitario de Maringé nos anos de 2008 a 2012.
Para tal, 148 pacientes com enfermidades graves (em geral pacientes submetidos a trata-
mentos paleativos), foram observados durante tratamento com a droga Linezolida.

Desta forma, tem-se o interesse em observar o tempo até a cura e/ou morte dos
pacientes submetidos ao tratamento, ou seja, a variavel de interesse é o tempo t. Portanto,
pacientes internados na UTI do HU que n&o tiveram uma resposta positiva ao tratamento
com antibiéticos tradicionamente usados, e, assim, foram submetidos ao tratamento com
a nova droga e seus tempos de resposta, a este novo método, foram anotados.
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Inicialmente, fez-se uma analise descritiva das covariaveis estudadas: sexo e idade.
Observa-se que 59,4% dos pacientes sdo do sexo masculino contra 40,6% do sexo fe-
minino (ver figura 4) e, o tempo médio observado de tratamento para pessoas do sexo
feminino foi de 26, 4 dias contra 29, 8 dias para os homens. Observa-se a idade dos paci-
entes com médias de 51 e 53 anos, respectivamente, para pacientes dos sexos feminino e
masculino.

Destacam-se os outlines observados entre os pacientes do sexo feminino e os pa-
cientes do sexo masculino, ou seja, 3,4%, para ambos os sexos, sobreviveram mais de
36, 3 dias.

150
I

100

Tempo (dias)

T
Feminino Masculino

Figura 4 — Distribuicdo dos tempos observados por sexo.

O tempo médio de internagédo dos pacientes tratados com Linezolida na UTI foi de
28, 4 dias, com mediana igual a 22, 5 dias (o primeiro e o terceiro quartis iguaisa 13,0 e 36, 3
dias, respectivamente). Ainda com relacdo ao tempo sob tratamento, o minimo observado
foi 1 dia e o tempo maximo 153 dias, com um coeficiente de variagao de 88, 4%. Ver figura
5.
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Figura 5 — Distribuicao dos tempos observados (em dias).

Com relacdo a censura, 48,4% foram a 6bito e, se considerarmos o género dos
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pacientes, 57, 3% eram do sexo masculino e 42, 7% do sexo feminino. A idade média dos
pacientes que foram a ébito foi de 58 anos com um coeficiente de variacdo de 27,0%
contra 46, 4 anos para 0s pacientes que experimentaram a cura (coeficiente de variagao de
37,2%).
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Figura 6 — TTT-Plot da funcao de risco dos tempos observados.

Na figura 6, apresentamos o TTT-Plot através do qual podemos observar um pos-
sivel comportamento unimodal da taxa de falha, indicando o modelo Log-Logistico como
uma boa alternativa ao ajuste dos tempos. Para estimagédo dos parametros do modelo hi-
erarquico Log-Logistico consideramos o0 método MCMC onde trés cadeias foram geradas
de tamanho 11.000, com burn-in de 1.000 e salto de 10, resultando em cadeias de tamanho
1.000. A tabela 2 apresenta as estimativas dos parametros e hiperparametros do modelo
proposto e seus respectivos intervalos de credibilidade 95% estao dispostos na tabela 3.

Tabela 2 — Médias a posteriori dos parametros do modelo hierarquico Log-Logistico.

Parametros Média Desvio Percentis
Padrao 25% 50% 5%
1 -5.5879 0.419 -5.8768 -5.5812 -5,3012
15} 1.8418 0.1269 1,7573 11,8411 1,9237

0 101.3 98.95 31.2996 67.6162 142.6
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Tabela 3 — Intervalos de credibilidade de 95%.

Parametros Intervalos Intervalos HPD
1 -6,426 -4,7726 | -6,4659 -4,8235
15} 1,5929 2,0944 | 1,5954 2,096
0 3,4091 362,5 | 0,0905 296,6

A convergéncia das cadeias podem ser visualizadas por meio das figuras 7 que

segue.

400 600 800 1000

600 800 1000

0 200 400

Figura 7 — Convergéncia dos parametros u, (5 e 6.

Além disso, as figuras 8 apresentam a distribuicdo marginal a posteriori dos para-

metros e hiperparametros u, 3 e 6, respectivamente.
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Figura 8 — Distribui¢cdo a posteriori marginal dos parametros p, 3 e 6.

O ajuste do modelo Log-Logistico, com dados completos, pode ser visualizado nas
figuras 9 e 10 a seguir. Na figura 11 observa-se o comportamento da taxa de falha estimada
pelo modelo, bem como o tempo mais provavel de cura do paciente tratado com a droga.
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Figura 9 — A funcao de sobrevivéncia (empirica versus a estimada pelo modelo).
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Figura 10 — Histograma dos tempos juntamente com a densidade estimada pelo chute ini-
cial da distribuicdo Normal.
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Figura 11 — Curva de risco juntamente com o tempo maximo estimado.

Verifica-se se 0 modelo Log-Logistico tem um bom ajuste por meio de analise de
residuos e influéncia. Assim, a primeira ferramenta para acessar a sensibilidade das me-
didas € a partir de uma analise de influéncia global. Para isso, faz-se um estudo de caso
delecao, no qual mede-se o efeito de cada observacédo nas estimativas. Utilizou-se como
primeira medida a distancia generalizada de Cook.

As figuras 12 e 13 apresentam, respectivamente, as distancias de Cook e verossi-
milhancgas.
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Figura 12 — Distancia de Cook global.
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Figura 13 — Distancia de verossimilhanca global.

Apoés esta andlise global, alguns pontos foram identificados como possiveis pontos
influentes. Realizou-se uma andlise de influéncia local com o intuito de verificar a possivel
influéncia dos pontos identificados. Para tal, considerou-se uma perturbacao na variavel
resposta ¢, tempo, e obtiveram-se novamente as distancia de Cook e verossimilhangas,

representadas nas figuras 14 e 15, respectivamente.
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Figura 14 — Distancia de Cook local.
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Figura 15 — Distancia de verossimilhanca local.

Assim, utilizando-se de analise de diagnéstico (influéncia global e local) e analise
de residuos (deviance e martingale consideram-se os pontos discriminados como possi-
veis pontos influentes. E, com o objetivo de analisar o impacto dessas observagdes nas
estimativas dos parametros, realizamos uma reanalise dos dados reajustando o modelo
sob algumas situagdes. Primeiramente, reajustamos o modelo eliminando individualmente
cada observacao. Depois, reajustamos o modelo eliminando duas observag¢des combina-
das e, finalmente, eliminamos todos esses pontos conjuntamente.

Destaca-se que a observacao n = 144 foi indicada como ponto influente na distan-
cia de verossimilhancga tanto na distancia de Cook.

Apos a analise das estimativas dos parametros e hiperparametros de todos os pos-
siveis pontos influentes, detectaram-se como pontos influentes #46, #50 e #144.

Na tabela 4 realizamos uma andlise do impacto do ponto influente identificado e
retirado do modelo em estudo, com o intuito de verificar a possivel influéncia deste nas es-
timativas. Para isso, apresentamos os valores de RC, MRC, TRC e LD para cada conjunto
| de parametros removido.
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Tabela 4 — Impacto dos pontos influentes identificados e retirados do modelo Log-Logistico.

Ponto removido  Parametro RC TRC MRC LD

{46} 7 0.1080 0.1743 0.1080 8.9709
3 0.0663

{50} 7 0.1121 0.1842 0.1121 8.5865
3 0.0721

{144} 7 0.2010 0.2736 0.2010 17.1848
3 0.0726

{46}, {50} 7 02230 0.3770 0.2230 17.1848
3 0.1540

{46}, {144} 7 0.2510 0.3740 0.2510 26.2024
3 0.1230

{50}, {144} 7 0.1990 0.3340 0.1990 25.8400
3 0.1350

{46}, {50}, {144} 7 0.3120 0.5300 0.3120 34.5536
3 0.2180

Analisando o conjunto de dados, observa-se que a observacao #50 foi a que obteve
o menor tempo de sobrevivéncia sobre o eixo longitudinal, #2 dias. A observagcdo #46 se
refere ao individuo que sobreviveu 28 dias. E, a observagdo #144 se refere ao individuo
que teve o maior tempo de sobrevivéncia observado que foi de #153 dias. Sendo o nivel
de influéncia destes valores conjuntamente, mudanca relativa total (TRC) € de 0.5300.

4.2.1 Andlise de residuos

Analise de residuos tem a finalidade de avaliar a adequacgao da distribuicao pro-
posta para a variavel resposta. Segundo (COLOSIMO E. A. E GIOLO, 2006), os graficos
de residuos martingale, ou deviance, versus os tempos fornecem uma forma de verificar a
adequacao do modelo ajustado, bem como auxiliam na detecg¢do de observagdes atipicas.

Neste trabalho, os residuos utilizados foram: martingale e deviance. Os residuos
martingale foram inicialmente introduzidos para processos de contagem e depois utilizados
para modelos de regressao paramétricos, sobrevivéncia, etc. Este residuo € definidos por:

em que J; é a variavel indicadora de falha e é; sdo os residuos de Cox-Snell.

J& os residuos deviance sdo uma tentativa de tornar os residuos martingale mais
simétricos em torno de zero, o que em geral, facilita a detecgdo de pontos atipicos. Sao
definidos por:

A

d; = sinal(1;) [—2(m;) + 0; log(6; — m;)]

SIS
=
n
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Destacamos que, se o modelo for apropriado, esses residuos devem apresentar-se
com um comportamento aleatério em torno de zero, como o caso do modelo proposto. Ver
figuras 16 e 17 a seguir.

Tempo (dias)

Figura 16 — Residuos deviance modelo ajustado Log-Logistico.

Tempo (dias)

Figura 17 — Residuos martingale modelo ajustado Log-Logistico.

4.3 Reanalise dos Dados

Apés a andlise de influéncia e residuos, os possiveis pontos influentes identificados
foram #46, #50, #144 e retirados individualmente, e combinados entre si, como apresen-
tado na tabela 4. Desta forma, o modelo hierarquico Log-Logistico foi reestimado e as
medias a posteriori foram obtidas usando método MCMC. Assim sendo, 3 cadeias de ta-
manho 11.000 com burn-in de 1.000 e salto de 10 foram consideradas, gerando cadeias
finais de tamanho 1.000. Os resultados estdo dispostos nas tabelas 5 e 6 a seguir.

Tabela 5 — Médias a a posteriori dos parametros do modelo hierarquico Log-Logistico apés

reanalise.
R L Erro Intervalo de Confianca 95%
Parametros Estimativas - : .
Padrédo Inferior Superior
1 -5.9754 0.4266 -6.7918 -5.1375
I6] 1.7199 0.1378 1.4740 2.0141

0 207.1 207.8000 5.4798 743.4000
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Tabela 6 — Intervalos de credibilidade de 95%.

Parametros Intervalo HPD
Inferior  Superior
1 -6.8462 -5.2062
15} 1.4658  2.0027
0 0.1406 589.5000

Tempo (dias)

Figura 18 — Funcao de sobrevivéncia do modelo Log-Logistico conjuntamente com a curva
de Kaplan-Meier.

Apoés a exclusao dos pontos considerados influentes #46, #50 e #144, observamos
que a maior mudanca relativa total foi apds a exclusdo do ponto #144, com T'RC' = 0.1028
e a menor mudanca relativa total foi do ponto 46, com T'RC' = 0.0664. Consideramos que
foi valido retirar os pontos considerados influentes, pois obtivemos estimativas menores
para o erro padrao.

Observamos que o comportamento da taxa de falha estimada pelo modelo Log-
Logistico apresentou-se adequada, como podemos observar na figura 18.

Os resultados apresentados nas tabelas 5 e 6 sdo as estimativas de maxima ve-
rossimilhanca, na qual observamos que houve diminuicdo do erro padrdo. Verificou-se a
qualidade do ajuste por meio da figura 18 no qual plotou-se a funcao de sobrevivéncia de
kaplan-Meier e a fungao estimada pelo modelo Log-Logistico, a qual mostra que o modelo
estd bem ajustado.



52

I SESSA0 5

Conclusao

Os resultados obtidos neste trabalho, com dados reais do tempo de sobrevivén-
cia apds o internamento de pacientes na UTI, no Hospital Universitario de Maringa, sob
tratamento com a substancia ativa Linezolida nos levaram a conclusdo de que o modelo
Log-Logistico proposto apresenta vantagens em relacdo aos modelos frequentemente uti-
lizados, como, por exemplo, o0 modelo Weibull. Sua utilizacao é, estatisticamente, de mais
facil aplicacao e interpretacdo e, também, uma atraente alternativa ja que os dados apre-
sentam taxa de falha unimodal.

Para analise, fez-se o0 uso de metodologia bayesiana por meio de prioris hierarqui-
cas. Para estimacdo dos parametros do modelo geraram-se trés cadeias utilizando-se do
método MCMC e, verificou-se a convergéncia destas através de analise grafica e do teste
de Gelman e Rubin. A qual trouxe resultados positivos indicando que seu uso traria be-
neficios aos pacientes, pois o tempo médio de uso do medicamento foi de 28, 4 dias, com
mediana de 22, 5 dias e o0 tempo de internamento mais observado foi de 73, 0 dias. Pode-se
observar por meio da curva de risco que o tempo estimado do paciente vir a ébito € de 32,5
dias. Apdés este periodo, a medida que o tempo aumenta o risco decresce gradativamente.

Os resultados obtidos na reanalise dos dados nos mostraram que o modelo Log-
Logistico proposto € bastante coerente com a teoria desenvolvida neste trabalho e, assim,
foi relevante a analise de influéncia de alguns pontos detectados, demonstrando a sensibi-
lidade do modelo a possiveis observagoes influentes.

E, finalmente, para verificacdo da qualidade de ajuste do modelo proposto, plo-
tamos a funcao de sobrevivéncia de Kaplan-Meier e a fungédo estimada pela distribuicao
Log-Logistico, a qual nos mostrou que o modelo esta bem ajustado para modelar dados
de tempos de vida, pois diminuiu significativamente o valor do erro quadratico médio.
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5.1 Perspectivas Futuras

Dentre o leque de perspectivas futuras, destaca-se que nosso intuito é o de tra-
balhar com outros modelos. Também, trabalhar com conjunto de dados maior e fazer um
estudo longitudinal, pois este € um método de pesquisa que visa analisar as variagdes nas
carateristicas dos mesmos elementos amostrais (maquinas, peg¢as ou individuos) ao longo
de um consideravel periodo de tempo, frequentemente varios anos. Pois situacdes deste
tipo s&o muito usadas na producado industrial e, em especial, na Medicina, no estudo de
grande relevancia, como é o caso da epidemiologia de doengas.
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