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RESUMO

No final de 2006, o Governo do Estado do Paran incluiu nas Diretrizes Curriculares do
Estado (DCEs) um novo contetdo de matematica: Tépicos de Geometrias N&o
Euclidianas. Projetos desenvolvidos pela Universidade Estadual de Maringad (UEM),
juntamente com os Ndcleos Regionais de Ensino (NRE), tiveram como objetivo
capacitar professores da Rede Publica de Ensino, por meio de Cursos de Formacgéo
Continuada, a compreender e trabalhar tais conteidos em sala de aula. Tendo em vista a
inquietacdo de alguns professores universitarios que ministraram esses cursos, diante
das dificuldades apresentadas pelos cursistas e da impressdo de que algumas das
dificuldades demonstradas pareciam ser reincidentes, apresentando-se nas diferentes
turmas, surgiu a intencdo, por parte da autora em pesquisar: "Que dificuldades os
professores apresentam quando se dispdem a estudar as Geometrias ndo Euclidianas"?
Considerou-se a principio que as dificuldades permeavam conhecimentos especificos de
geometrias ndo euclidianas; no entanto, com o desenvolver das analises — que tiveram
como base norteadora a teoria ‘analise de conteddo’ segundo Bardin (1977) — outras
dificuldades foram detectadas, as quais se relacionavam ao conhecimento de Geometria
Euclidiana. Diante do exposto, este trabalho apresenta as dificuldades relacionadas a
Geometria Euclidiana e as N&o Euclidianas manifestadas durante um curso de
capacitacao.

| PALAVRAS-CHAVE: Geometrias no euclidianas. Professores. Dificuldades-



ABSTRACT

In the end of 2006, the Government of Parana State included on the State’s Curricular
Guidelines (DCEs) a new mathematics content: Topics of Non-Euclidean Geometry.
Projects developed by the State University of Maringa (UEM) and the Regional
Education Centers (NRE) aimed to train teachers of Public Schools to understand and
work with these contents in the classroom through Continuing Education Courses.
Thinking about the uneasiness of University professors who taught these courses and
toward the difficulties presented by the course participants and because some of these
difficulties seemed to be recurrent in different classes, the author had the intention to
search: “What are the difficulties presented by those teachers when they study the Non-
Euclidean Geometries?” At first, it was considered that these difficulties permeate
specific knowledge of non- euclidean geometries, however, during the analyzes — which
were based on the “Content analysis” theory proposed by Bardin (1977) — other
difficulties related to Euclidean Geometry knowledge were detected. According to the
information above, this paper presents the difficulties related to Euclidean and Non-
Euclidean Geometry shown during a training course.

KEYWORDS: Non-Euclidean Geometries. Teachers. Difficulties.
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APRESENTACAO

O Estado do Parana tem como parametro, no que se refere a educacdo, um documento
intitulado Diretrizes Curriculares para a Educacdo Publica do Estado do Parana (DCE),
no qual se tracam estratégias que visam a nortear o trabalho do professor, além de
relacionar contetdos basicos que devem ser tomados como ponto de partida para a

organizacdo da proposta pedagdgica curricular das escolas.

O trabalho de construcdo de tal documento se iniciou em 2003 e teve sua conclusdo em
2008, e foi elaborado, de acordo com a Secretaria de Educagdo do Estado do Parana

(SEED), de maneira coletiva.

Segundo Caldatto (2011).

Este processo de elaboragdo coletiva, ocorrido entre 2003 e 2008,
[...], culminou em uma mobilizacdo de todo o sistema de ensino
publico do estado do Parana. Os agentes deste processo foram a
SEED, os Nucleos Regionais de Educacdo (NRE), professores da
Rede Estadual de ensino, professores especialistas nas areas
discutidas (equipe técnico pedagogica da disciplina), leitores criticos
da disciplina e leitores criticos da area pedagdgica educacional, sendo
estes dois Ultimos grupos mencionados como compostos por
membros de vérias instituicbes de ensino superior do Brasil
(CALDATTO, 2011, p. 44).

Talvez uma das mais importantes mudancas na disciplina de matematica trazida pela
DCE se refira a introducdo de um tépico novo na grande area de geometria (tratado nas
DCE como contetido estruturante), denominado nogées de Geometrias ndo Euclidianas®,
a qual prevé que no Ensino Fundamental o aluno deva compreender nogOes de
Geometria Projetiva (pontos de fuga e linhas do horizonte), Topologia (conceitos de

interior, exterior, fronteira, vizinhanca, conexidade, curvas e conjuntos abertos e

! Ha uma discusséo sobre a escrita do nome dado as geometrias que ndo sdo Euclidianas. Entende-se em
geral que Né&o-Euclidiana (escrita com hifen) se reporta ao nome dado por Gauss para a geometria
Hiperbdlica e Eliptica. Para as outras geometrias, tem-se usado comumente a nomenclatura néo
Euclidiana (sem hifen). Este trabalho seguira tais padrdes, sendo assim, no primeiro capitulo, que tratara
do resgate da historia das geometrias, especificamente das geometrias Hiperbolica e Esférica, sera
utilizado o nome (com hifen); no entanto, nas demais partes do trabalho em que se consideram diversas
outras geometrias utilizar-se-a o termo Geometria ndo Euclidiana.
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fechados) e nogdo de Geometria dos Fractais, e no Ensino Médio se aprofundem os
estudos das nogBes de Geometrias dos Fractais, Geometria Hiperbélica e Eliptica®.

Cursos de capacitacdo continuada passaram a ser oferecidos por algumas Universidades
do Estado aos professores da rede publica, concernentes ao contetido de Geometrias nao
Euclidianas.

A Universidade Estadual de Maringd (UEM) ofereceu, em parceria com o0s Ndcleos
Regionais de Educacdo, alguns desses cursos com o objetivo de apresentar aos
professores esse “novo” contetido e assim auxilia-los na preparacdo das aulas e de

atividades para aplicacdo em sala de aula.

A presente pesquisa tem como publico pesquisado os participantes de um dos cursos
oferecidos pela UEM, que aconteceu no periodo de 31/08/2010 a 27/09/2010, na cidade
de Cianorte, PR, e contou com a presenca de 43 (quarenta e trés) professores da rede

publica de ensino.

O curso, intitulado "Introducdo das Geometrias N&o Euclidianas”, no qual ocorreu a
pesquisa de campo, foi ministrado em trés dias, com carga horaria diaria de 8 horas,
totalizando 24 horas presenciais. Outros cursos como esse ja haviam sido ofertados por
professores da UEM, e parecia haver, de acordo com a opinido dos professores que
ministravam os cursos, algumas dificuldades que se mostravam reincidentes sempre que

algum topico ou atividade era apresentado.

Diante dos relatos dos professores que ministravam os cursos, e de alguns trabalhos nos
quais um dos pontos pesquisados foi a aprendizagem das Geometrias ndo Euclidianas,
realizados com esse mesmo publico (SANTOS, 2009 e LOVIS, 2009), percebeu-se que
realmente tais dificuldades existiam, por esse motivo desejou-se compreender
especificamente quais eram essas dificuldades. Conjecturou-se a principio que essas

dificuldades eram concernentes aos conhecimentos proprios das Geometrias néo

2 Um bom texto para aprofundamento sobre questfes burocraticas, histéricas e politicas quanto &
elaboracdo das DCEs, especificamente a introdugdo do topico Geometrias Ndo Euclidianas, na disciplina
de matematica, consiste em um trabalho de dissertacéo intitulado "O processo coletivo de elaboragdo das
diretrizes curriculares para a educagdo basica do Parana e a inser¢do das Geometrias ndo Euclidianas"
(CALDATTO, 2011).
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Euclidianas, o que de fato se confirmou em nossas pesquisas. Entretanto, as dificuldades
ndo estavam relacionadas apenas a conceitos proprios dessas geometrias, mas residiam
também, e em grande parte, a conhecimentos de Geometria Euclidiana — considerados
como conteddo basico para o ensino de matematica — o que de certa forma impedia a

elaboracdo de novos conhecimentos.

Objetivos

Analisar as dificuldades enfrentadas por um grupo de professores de matemaética do
Estado do Parana quanto a aprendizagem das Geometrias ndo Euclidianas.

Obijetivos Especificos

e Detectar que dificuldades os professores apresentam quando se propdem a

estudar as Geometrias ndo Euclidianas;

e Classificar as dificuldades quanto aos critérios que as distingam, a fim de, se

possivel, categoriza-las;

e Analisar as categorias com o fito de compreender quais motivos que possam

contribuir para que essas dificuldades se apresentem.

A Organizacgéo do Texto

A primeira secdo apresenta um resgate historico das Geometrias ndo Euclidianas, uma
explicacdo de como € exposta a Geometria no livro "Os Elementos” e a explanacdo de
como ocorreu a negacdo do quinto postulado. Nela sdo apresentadas algumas tentativas
de demonstracdes desse postulado, o que resultou na construcdo das Geometrias néo

Euclidianas.

A segunda secdo consiste das escolhas metodoldgicas utilizadas como base norteadora
para a pesquisa e analises das dificuldades enfrentadas pelos professores no Curso de

Capacitacdo; a secdo traz, ainda, o relato de como ocorreu toda a pesquisa de campo, as
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caracteristicas do publico pesquisado, a descricdo do minicurso oferecido e como

ocorreu a classificagéo destas dificuldades.

A terceira secdo traz as analises dos questionarios aplicados durante o curso, e para cada

questdo também traz inferéncias parciais referentes a analise realizada.

A secdo de numero quatro trata das relacdes entre as varias dificuldades que foram

detectadas na secdo anterior e apresenta as categorias determinadas pelas analises.

A quinta e Ultima sec¢do traz as consideragdes finais e as conclusdes.
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SECAO 1

RESGATE HISTORICO DAS GEOMETRIAS NAO - EUCLIDIANAS

Hogben (1956) postula que a geometria grega surge com o principal intuito de construir
piramides, barcos, torres, entre outros monumentos considerados permanentes.
Originaria da pratica de desenhar na areia — técnica que permitia orienta-los por meio de
medi¢des das sombras — a geometria nasce assim, de maneira puramente intuitiva, por

meio de observacGes, desenvolvida para atender a questdes praticas.

A geometria nasceu de problemas colocados pelas relacGes espaciais
(no sentido fisico do termo), seu primeiro objetivo foi o estudo da
medida das grandezas espaciais (comprimento, areas, volumes,
angulos), ou seja, a determinacdo de relacfes entre 0s objetos no
espaco, expressas sob a forma de relagdes numeéricas (relacbes de
nameros inteiros). O estatuto da geometria era 0 de uma ciéncia
natural, o que ndo significa que seus métodos fossem empiricos, mas
gue sua racionalidade se apoiava sobre dados empiricos (BKOUCHE
apud BRITO, 1995, p. 31).

A geometria passou a ser um conhecimento dedutivo por volta de 600 a 500 a.C. H&
divergéncias entre os autores sobre esse fato. Hogben (1956, p. 122) afirma que Thales
(640-549 a.C.) introduziu o método cientifico, atribuindo a ele a autoria da predicédo do
eclipse ocorrido a 28 de maio de 585 a.C. Aaboe (1984) contesta os feitos atribuidos a
Thales; para ele, “muitos dos feitos atribuidos a Thales sdo exagerados”; e segundo
Aaboe, predizer um eclipse solar era “um feito entdo impossivel” (AABOE, 1984, p.
47).

Brito (1995, p. 24) assinala que Szab¢ contesta a afirmacdo de que Thales teria sido o
responséavel pela introducdo do método dedutivo e atribui a Pitagoras® a transformacéo

da matematica para uma ciéncia dedutiva.

Foi este (Pitagoras) que comegcou a estudar os teoremas da
matematica por meio da abstracdo, independentemente de aspectos
concretos (empiricos), e a investigar os principios (axiomas e
definicdes) da matematica. Alias, o conjunto de teoremas mais antigo

% N#o se sabe ao certo as datas de nascimento e morte de Pitagoras, supde-se que sejam por volta dos anos
586-500 a.C.
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de que temos noticia foi escrito pelos pitagéricos e refere-se aos
nameros pares e impares (BRITO, 1995, p. 25).

Mas € incontestavel que é por meio de Euclides que a geometria tomou um rumo

histérico.

Euclides foi um professor e gedmetra que viveu no século 111 a.C.; pouco se sabe sobre
sua vida. O que se tem a respeito dele, em livros de histéria da matematica, séo alguns
poucos detalhes, como a suposta afirmacdo de que foi o criador da famosa escola de
matematica de Alexandria®. Com certeza, algo realmente palpavel deixado por Euclides
é¢ um conjunto de livros de Geometria, escritos e organizados com base em uma
estrutura légica que produz a impressao de que cada resultado provém de outro, como

se formassem uma corrente estruturada e consistente.

Os Elementos de Euclides é a obra cientifica mais editada do mundo. Eves (2008)
pontua que foram feitas mais de 1000 edi¢Ges. Nao se sabe com precisdo o numero de
suas edicOes impressas, nem mesmo a quantia exata de traducdes a qual essa colecdo ja
foi submetida; sabe-se, no entanto, que se trata da obra mais difundida depois da Biblia.

A colegdo é composta por 13 livros ou capitulos. Os livros | e Il sdo supostamente
atribuidos & autoria de Pitagoras; o livro 111 € de Hipdcrates; os livros IV, VI, X1 e XII
foram elaborados por diversos autores atenienses; no livro V, Euclides se remete a obra
de Eudoxio (408-355 a.C.). De Eudoxio e também de Pitadgoras sdo os demais capitulos
da colecdo (SOUZA, 1948). O fato de muitos estudiosos atribuirem a Euclides apenas o
trabalho de compilacdo ndo desmerece em nada a grandiosidade da sua obra, talvez por
nenhum vestigio ter restado de elementos anteriores® ao de Euclides este é consagrado

com tdo grande notabilidade.

* Afirmacdo encontrada em Eves, 2008, p. 167.

> Boyer afirma que foram escritos pelo menos trés Elementos anteriores ao escrito por Euclides, dentre
eles um Elemento escrito por Hipdcrates de Quios, mas segundo Boyer ndo haveria vestigios de tais
livros, sendo o de Euclides o mais antigo escrito do qual se tem registros (BOYER, 1999, p. 76). Struik
(1989) ressalta, no entanto, que ha um fragmento completo da obra de Hipocrates de Quios (p. 75) o qual
trata em como determinar areas delimitadas por arcos circulares, também intitulados por "Elementos”, o
livro de Hipdcrates segue um raciocinio axiomatico e precede a obra de Euclides em mais de um século.
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Por que essa obra se tornou tdo fascinante, a ponto de ser estudada por grandes
matematicos e se tornar em muitos paises material pedagdgico para o ensino da

geometria?

Além de questBes historicas que permitiram a difusdo dos Elementos de Euclides, o que
resultou em tornar esse material tdo utilizado e conhecido, a beleza desse trabalho
encontra-se também no fato de que Euclides conseguiu uma feliz selecdo de
proposicdes, encadeando-as em uma sequéncia logica, na qual cada proposicdo é
demonstrada a partir de resultados anteriores. E todos os resultados sdo obtidos de
algumas poucas suposicdes iniciais, 0os chamados postulados.

Alguns termos aparecem na obra de Euclides com o objetivo de “classificar” cada

resultado; sdo eles: axiomas, postulados, proposicoes e teoremas.

Roberto Bonola traz em seu livro uma breve explicagdo feita por Proclo® (410-485), em

que tenta distinguir os termos axioma e postulado:

Em PROCLO estdo indicadas trés maneiras diferentes de entender a
diferenca existente entre axiomas e postulados.

A primeira maneira esté relacionada com a diferenca existente entre
problema e teorema. O postulado difere do axioma, como o problema
difere do teorema diz PROCLO. Com, isto se deve entender que o
postulado afirma a possibilidade de uma construcéo.

A segunda maneira consiste em dizer que o postulado é uma
proposicdo de conteldo geométrico, enquanto que o0 axioma é uma
proposi¢do comum tanto para a geometria como para a aritmética.
Finalmente, a terceira forma de compreender a diferenca entre as
duas palavras referidas por PROCLO, esta apoiado na autoridade de
Aristdteles (384-322). As palavras axioma e postulado para
Aristoteles ndo parecem serem usadas em sentido exclusivamente
matematico. Axioma € o que é verdadeiro por si s6, em virtude do
significado das palavras que ele contém; postulado é o que, embora
n&do seja um axioma, se admite sem demonstracdo (BONOLA, 1951,
p. 34, traducéo nossa).

Atualmente, ndo se faz mais essa disting@o entre axioma e postulado, denomina-se por

axioma as proposi¢cdes admitidas sem demonstracéo.

¢ Proclo foi fil6sofo e mateméatico e um dos comentadores do livro | de Euclides, uma das principais
fontes sobre a histéria dos primeiros tempos da geometria elementar. De acordo com Eves (2008), ‘muitas
das fontes as quais Proclo teve acesso ji ndo existem mais’, fazendo com que seus comentarios sejam tdo
importantes para a historia da matematica.
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A obra de Euclides ndo se resume apenas a geometria, ela também envolve a teoria dos
nameros e a algebra elementar. Trata-se de “uma obra monumental ¢ muito bem

estruturada sobre quase toda a Matemética conhecida até aquela época” (AVILA, 2010,

p.56)

A coleténea foi, durante séculos, considerada uma obra classica, perfeita e indispensével

ao estudo da matematica.

Conforme Julio Cesar de Mello e Souza, Wieleitner define os Elementos como “uma
obra puramente tedrica, equavel, sem aplicacdes praticas, sem calculos ou exemplos
numéricos” (SOUZA, 1948, p. 10). Todavia, a sequéncia l6gica é tdo claramente
desenvolvida que fez da geometria um estudo obrigatorio dentre as geracGes de classes

intelectuais do século passado.

Ele tinha 40 anos antes de descobrir a geometria; 0 que aconteceu
acidentalmente. Estando na Biblioteca de um Cavalheiro, o0s
Elementos de Euclides estavam abertos, exatamente o Teorema 47/,
Libri 1. Ele leu o teorema. Por Deus, disse (de vez em quando ele
praguejava um pouco, para enfatizar suas afirmacbes) isso é
impossivel! Assim, ele leu a demonstragdo do teorema, que 0 remeteu
a uma outra proposicdo; e ele leu esta Proposicdo. Esta Ultima o
remeteu a uma outra, que ele também leu. Et sic deinceps (e assim
sucessivamente) de maneira que, no fim, ele estava demonstradamente
convicto daquela verdade. Isso o fez apaixonar-se pela Geometria®
(DAVIS e HERSH, 1985, p. 179).

Essa maneira légica de organizar o pensamento se tornou tdo admirdvel no meio
cientifico que mesmo outros livros de contetdos ndo matematicos foram escritos
seguindo um roteiro em que se admitem alguns resultados, chamados axiomas, e a partir
dai obtém-se varios outros resultados que se originam desses. Alguns exemplos de tais
escritos, segundo Avila (2010), sdo: Ethica Ordine Geométrico Demonstrata (Etica
Demonstrada de Maneira Geométrica), no qual Baruch Spinoza estabelece alguns
axiomas e desenvolve uma série de proposicdes, em um encadeamento l6gico dedutivo,
e o famoso livro de Isaac Newton Philosophiae Naturalis Principia Mathematica

(Principios Matematicos de Filosofia Natural), escrito no estilo dos Elementos de

" Teorema 47: Em todo o tridngulo retangulo, o quadrado feito sobre o lado oposto ao angulo reto & igual
o0s quadrados formados sobre os outros lados, que fazem o mesmo &ngulo reto.

8 A citagdo acima refere-se & impressdo atribuida a Thomas Hobbes, registrada por John Aubrey e
publicado em seu livro Vidas Curtas.



22

Euclides. Seu livro ndo traz nenhum método nem técnica do calculo e, consiste em obter
resultados baseando-se inicialmente em trés postulados que sdo suas leis do movimento

(tratadas no Ensino Médio), acrescidas posteriormente a Lei da Gravitagéo.

1.1 A Considerada Beleza da Geometria

Além da beleza logica, a Geometria possuiu durante séculos uma estreita relacdo com a
perfeicdo. Mesmo ndo matematicos viam a geometria e davam a ela um estatuto que

estava acima das demais ciéncias.

A perfeicdo existente em cada resultado da geometria, aliada a influéncia da Igreja na
época, fez desse conhecimento um sinénimo de que ela retratava bem, algo que fosse

divino.

Segundo Platéo:

1- Conhecemos as verdades da geometria que ainda ndo
aprendemos pela educacdo ou experiéncia.

2-  Este conhecimento é um exemplo das verdades universais,
imutaveis que, com efeito, podemos perceber e reconhecer.

3-  Assim, deve existir um reino de verdade absoluta, a fonte e a
base de nosso conhecimento do Bem (DAVIS e HERSH, 1985, p.
367).

A heranca de tal pensamento platdnico fez com que a comunidade cientifica

reconhecesse por séculos a hegemonia e a “supremacia” da Geometria.

Todos os resultados obtidos ndo podiam ser contestados, a mera negagdo de uma
proposicdo ou teorema era facilmente refutada. Havia embutido em cada prova um

alicerce resistente incapaz de ser destruido.

Assim, nada poderia dar “errado”. Exceto se houvesse alguma parte da Geometria que
ndo resultasse de proposicdes logicas. E havia! De acordo com a sequéncia organizada

por Euclides, havia axiomas e postulados que foram aceitos sem demonstragéo.

Trata-se de cinco axiomas e cinco postulados considerados “Obvios” e intuitivamente

aceitos. Sao eles:
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Axiomas®
e Coisas iguais a mesma coisa sao iguais entre si.
e Adicionando iguais a iguais, as somas sao iguais.
e Subtraindo-se iguais de iguais, as diferencas séo iguais.
¢ Coisas que coincidem uma a outra s&o iguais entre si.

e O todo é maior que a parte.

Postulados

e E possivel tracar uma linha reta de um ponto qualquer a outro ponto qualquer.

e E possivel prolongar uma reta finita indefinidamente em linha reta.

e E possivel descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.

e Todos os angulos retos sdo iguais entre si.

e Se uma reta intercepta duas retas, formando angulos interiores de um mesmo
lado menores do que dois retos, prolongando-se essas duas retas indefinidamente
elas se encontrardo no lado em que os dois angulos sdo menores do que dois

angulos retos.

Euclides deduziu todas as suas 465 proposicdes dessas dez afirmagdes.™

Os quatro primeiros postulados sdo intuitivamente aceitaveis; o quinto postulado,
todavia, traz um texto dificil, mais longo que os demais, 0 que de certa forma pode ter

causado uma resisténcia na sua aceitacdo como postulado.

No livro “Elementos de geometria plana e sélida segundo a ordem de
Euclides, Principe dos gedmetras”, o jesuita Manoel de Campos,
referindo-se ao V postulado, escreveu: “A verdade deste axioma nao
é tdo clara que ndo necessite demonstracdo; por isso Gemino e Proclo

% Além destes, Euclides no decorrer de seu texto admite outros axiomas, para uma leitura mais completa a
respeito destes axiomas e como foram posteriormente classificados ver o capitulo 1 do livro Geometria
Plana e Espacial: Um estudo axiomatico de Valdeni Soliani Franco e Jodo Roberto Gerénimo, editado
pela Eduem, 2010.

10 importante ressaltar que essas ndo s&o as Unicas afirmacdes sem demonstracdes usadas por Euclides,
no entanto, seu trabalho sd traz estas dez afirmagdes como classificadas em axiomas ou postulados, as
demais sdo usadas implicitamente, e foram apresentadas como axiomas por Hilbert, no final do século
XIX.



24

a excluiram do nimero dos principios evidentes” (SOUZA, 1948, p.
20).

A simples exclusdo de tal postulado romperia a linearidade formada pelos resultados
dos Elementos. Néo era possivel exclui-lo, mas sua verdade ndo evidente tirava-lhe, de
certa forma, a condicdo de um resultado aceito sem demonstragcdo. Nao se questionava a
veracidade de tal postulado, mas entendeu-se que por ser ele ndo trivialmente elaborado,

como os demais, seria entdo uma proposicao ‘disfarcada’.

N&o se sabe com certeza 0 que Euclides pensava sobre o quinto postulado; alguns
autores, no entanto, afirmam que Euclides teria resistido a inclui-lo em suas
demonstracdes a ponto de que esse postulado sé tenha sido utilizado pela primeira vez

na vigésima nona proposicao.

“Muitas das primeiras vinte e oitos proposi¢des podem ser
demonstradas de forma mais simples se utilizarmos o quinto
postulado... Euclides foi o mais longe possivel sem emprega-lo, pois
também nado estava satisfeito com a natureza de “postulado” de tal
proposi¢cdo” (MORENO, e BROMBERG, apud BRITO, 1995, p. 56)

O autor dos “Elementos”, ao elaborar sua obra, teve o cuidado de
separar o V postulado dos outros, sugestionado, provavelmente, pela
impressdo de que o aludido principio ndo fosse, realmente, original e
indemonstravel (SOUZA, 1948, p. 22).

E interessante observar que Euclides retarda ao méaximo a utilizacéo
do quinto postulado [...]. Esta é mais uma razao para se suspeitar que
o0 proprio Euclides talvez pensasse que esse postulado pudesse um dia
ser demonstrado como teorema (AVILA, 2010, p.62).

E claro que o proprio Euclides deve ter considerado o Postulado 5
como pouco evidente. Isto é confirmado pelo fato de que ele retardou
0 quanto possivel o uso deste postulado (CARMO, 1987, p. 26-7).

H4&, contudo, outra possibilidade para que Euclides tenha retardado o uso do quinto
postulado, essa possibilidade raramente é sugerida na bibliografia encontrada® e
consiste no fato de que Euclides teria apresentado sua obra, com o uso de um critério de
estética formal, no qual cada postulado € utilizado quando ndo h& mais a possibilidade

de continuar o trabalho sem ele.

11 Os autores Aaboe (1984) e Berlinghoff e Gouvéa, (2010), admitem a possibilidade sugerida, apesar de
ndo se aterem muito a ela.
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Uma das mais fortes razdes para que essa possibilidade possa ser considerada se
apresenta quando ¢é feita a analise detalhada da estrutura elaborada por Euclides. Como
ja dito, Os Elementos sdo compostos por 465 proposicoes, e 0 quinto postulado é usado
pela primeira vez na vigésima nona proposicao, 0 que sugere uma resisténcia em utiliza-
lo; no entanto, ao se examinar as vinte e oito primeiras proposicdes, percebe-se que ha
uma regularidade na utilizacdo da ordem dos axiomas propostos. Euclides usou os trés
primeiros postulados ja nas primeiras proposicdes apresentadas por ele, e até a décima
terceira proposicdo os trés primeiros postulados serdo utilizados em todas as
proposi¢cOes — salvo a quarta proposigéo que ndo se utiliza de nenhum dos axiomas para
ser demonstrada — o quarto postulado foi usado pela primeira vez na décima quarta
proposicdo®®. Seria possivel também admitir um retardo na utilizagdo do quarto

postulado; essa demora, todavia, ndo é questionada pelos autores citados.

Uma possibilidade para que o autor dos Elementos também tenha retardado o uso do
quarto postulado ndo seja devido ao fato de que ele apresentava algumas “sutilezas” ou
porque Euclides teria duvidas quanto ao seu enunciado: ele sé veio a ser utilizado
quando n&o houve mais a possibilidade de demonstracdo sem sua utilizacdo. Todas as
outras demonstracOes a partir da décima quarta se utilizam do quarto postulado, direta

ou indiretamente.

Da mesma forma, o argumento de que o quinto postulado foi usado por Euclides quando
ndo houve mais a possibilidade de demonstragdo sem ele é perfeitamente valido. Essa
estrutura estética usada por Euclides é propria da I6gica. O autor de Os Elementos viveu
em um tempo no qual a exigéncia com a forma era incontestavel e essa regularidade
pode ter sido responsavel por parte do sentimento, vivido entre os gregos, de perfei¢do
da Geometria, pois os resultados passaram a ndo ser encadeados de uma maneira apenas

I6gica, mas também estética.

Independentemente do motivo que fez com que Euclides tenha destinado a posi¢éo de
nimero cinco ao postulado das paralelas — seja por duvidar de sua condicdo de

postulado, seja por uma questdo de estética baseada em uma escolha de ordem — o

12 Em Bongiovanni e Jahn (2010), encontra-se uma tabela que especifica todos os postulados utilizados
nas demonstra¢@es das 28 primeiras proposi¢des do livro de Euclides, na qual o leitor podera verificar as
afirmacdes que se referem a utilizacdo dos postulados feitas neste texto.
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enunciado ndo trivial continuava a sugerir que o tal postulado ndo fosse apenas um

axioma.

Surgiu, como era natural, uma duvida perturbadora que por mais de
dois mil anos atormentou os gebmetras: - “O postulado das paralelas
ndo seria um postulado supérfluo, demonstravel com auxilio dos
postulados precedentes?” (SOUZA, 1984, p. 22).

Essa preocupacdo sobre a ndo simplicidade do quinto postulado fez com que muitos
matematicos tentassem encontrar um equivalente a ele com o objetivo de
posteriormente demonstrar o quinto postulado de Euclides, o que permitiria classifica-lo

COMO uma proposicao.

S&o varios™ os enunciados que foram escritos com correspondéncia equivalente ao

quinto postulado de Euclides. Dentre eles, destacam-se:

e “A soma dos angulos de um tridngulo ¢ igual a dois retos”, elaborado por

Thales;

e “Dada uma reta M, uma perpendicular P € uma obliqua Q a obliqua encontra a

perpendicular”, elaborada por Joseph Bertrand.

Atualmente, a forma mais conhecida e difundida nos livros didaticos sobre o enunciado
do quinto postulado é atribuida a John Playfair'*, nomeada de Postulado das Paralelas.
Seu enunciado prescreve que “Por um ponto P fora de uma reta r ndo se pode tracar

mais do que uma reta paralela a reta r”.

O quinto postulado por vezes sugeriu uma demonstracdo. A primeira tentativa de
demonstracdo aconteceu no século | a.C. e foi realizada pelo filésofo Posidénio. Essas

tentativas continuaram sendo realizadas até o inicio do século XIX.

3 No livro “O Escandalo da Geometria”, Julio Cesar de Melo e Souza traz uma lista com o0s principais
postulados, considerados por gedmetras equivalentes ao quinto postulado de Euclides, cuja lista apresenta
um total de 12 postulados.

14 Esse enunciado j& era conhecido por Proclo (410-485), no entanto é atribuido a John Playfair por ele ter
publicado em um de seus livros em 1795. Esse postulado também pode ser encontrado na literatura como
“Postulado de Hilbert”.
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Todavia a maior parte das tentativas de demonstracdo do quinto
postulado admitiam fatos que, ou eram equivalentes a ele, ou nédo
podiam ser demonstrados usando unicamente 0s outros quatro
postulados. Grandes nomes da matematica tentaram sem sucesso a
demonstracdo do quinto postulado (FRANCO e GERONIMO, 2010,
p. 12).

Mesmo diante de novos enunciados, ndo foi possivel demonstrar o quinto postulado

com base nos quatro primeiros postulados e nas proposi¢ées que resultavam deles.

1.2 Algumas das Ultimas Tentativas

Foram inumeros os esforcos e as tentativas para se demonstrar o quinto postulado. A
ideia de que seu resultado poderia ser obtido com base nos outros quatro postulados e
das proposi¢des que estes ultimos eram capazes de “provar”, fez desse problema um

verdadeiro desafio para os matematicos de varias épocas.

As Ultimas tentativas para demonstrar o postulado das paralelas — que serdo
consideradas — devem-se a Girolamo Saccheri (1667-1733), Johann Hewinrich Lambert
(1728-1777) e Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

As tentativas de demonstracdes do quinto postulado até Girolamo Saccheri eram
realizadas pelo método direto. Girolamo Saccheri foi 0 primeiro matematico ocidental™
a ousar demonstrar o postulado das paralelas por meio da reductio ad absurdum
(reducdo por absurdo); antes de morrer, deixou publicado o livro Euclides ab omni
naevo vindicatus (Euclides Livre de Todo Ataque), no qual acredita ter demonstrado™® o
quinto postulado.

Negando a hipdtese de Euclides, Saccheri pretendia encontrar uma contradigdo, donde

concluiria a veracidade do tdo questionado postulado.

> De acordo com Brito, tentativas feitas por matematicos arabes ja4 haviam sido publicadas; as
demonstragdes de Omar Al Khayyam (1038-1048) e Nasir- Eddin (1201-1274) também foram realizadas
com base na reducdo ao absurdo. Para ver a demonstracdo de Nasir-Eddin, consultar o livro de Roberto
Bonola, Geometrias No Euclidianas, p. 26-28.

16 para uma leitura mais completa da demonstracéo de Girolamo Saccheri, ver Bonola, 1951 p. 37- 55.
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Raciocinava-se como segue: se o postulado das paralelas for uma
consequéncia dos quatro outros postulados, entdo estes quatro
primeiros e a negacdo do postulado das paralelas conduzirdo a uma
contradi¢do, ou seja, serdo inconsistentes (AABOE, 1984, p. 63).

Sua ideia consistia em trabalhar com um quadrilatero*” ABCD que tem angulos retos
em A e B e os lados AD e BC congruentes. Ao considerar as diagonais AC e BD e usar
resultados de congruéncia (que se encontravam dentre os 28 postulados iniciais de
Euclides) demonstrou que, nesse quadrilatero, os angulos D e C sdo congruentes. Na
Geometria Euclidiana, os angulos D = C = 90°. Como sua intencdo era usar a redugdo

ao absurdo, supds trés possibilidades para os angulos C e D:

A B
u 0
D C

Figural- Quadrilatero de Saccheri
Fonte: Autora

1- Os angulos em C e D sdo ambos retos.
2- Ambos sdo angulos obtusos.

3- Ambos sdo angulos agudos.

O que Saccheri pretendia era supor validas as afirmacdes (2) e (3) — 0 que deveria leva-
lo a uma contradicéo — e entdo por reducdo ao absurdo concluir que a Unica afirmacao

valida seria a de que os angulos D e C deveriam medir 90 graus.

Na verdade, o que Saccheri conseguiu, ao supor como verdadeiras as afirmacoes (2) e
(3), foi demonstrar varios resultados que ndo apresentavam contradi¢cdo, mas que
fugiam a “intui¢@o” adquirida com a Geometria Euclidiana. Isso foi o bastante para que
ele concluisse que a negacdo do quinto postulado resultava em absurdos e afirmar entéo

ser verdadeiro o postulado das paralelas. “Saccheri acabou por proclamar que a hipdtese

17 Esse quadrilétero ficou conhecido como Quadrilatero de Saccheri.
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que fizemos no inicio (uma das negativas do quinto postulado) é absolutamente falsa

por ser repugnante a natureza da linha reta” (AVILA, 2010, p. 63, grifos nossos).

Girolamo Saccheri estava téo convicto que a geometria de Euclides era suficientemente
consistente que n&o se ateve ao que ele descobriu. Em seu livro Euclides ab omni naevo,
declara: “Certamente ninguém duvida do teor da verdade dessa afirmacdo, contudo as
criticas a Euclides derivam do fato de ele ter qualificado essa afirmacdo como se o teor
dela fosse facilmente subssumido” (apud BRITO e MORAES, 1998, p.107, grifos

N0ssos).

Todo o seu trabalho, porém, ficou esquecido por mais de um século, sendo descoberto
por Eugénio Beltrami (1835-1900) em 1889; quando isso aconteceu, as geometrias ndo

euclidianas ja haviam sido construidas.

Beltrami constatou que ndo havia falhas no trabalho de Saccheri e que, na verdade, o
qgue ele tinha descoberto era a possibilidade de existéncia de novas geometrias.
“Saccheri estava tdo concentrado na ideia de provar a veracidade do quinto postulado,
que ndo percebeu que tinha feito outra coisa ndo menos importante que seu intento
inicial”. (AVILA, 2010, p.63).

Talvez o primeiro matematico que tenha se convencido de que o quinto postulado era
indemonstravel tenha sido G. S. Klugel. De acordo com Bonola (1951), Klugel escreveu
uma critica sobre as principais®® tentativas de demonstragdo do quinto postulado,
concluindo inclusive que ndo se deve aceitar o juizo dos sentidos como prova.
Encontrou ainda erros em todas as demonstracGes e inferiu que o tdo duvidoso
postulado na verdade era indemonstravel, "é claro que foi s6 a opinido de Klugel; ele
ndo pbéde provar que o quinto postulado ndo tem demonstracdo” (TRUDEAU, apud
BRITO, 1995, p. 103).

Trinta e trés anos depois de Saccheri ter escrito seu trabalho, outro matematico
apresenta uma nova investigacdo sobre o postulado das paralelas. Lambert toma como

ponto de partida, assim como Saccheri, um quadrilatero; considera dessa vez trés

18 Segundo Brito (1995), foram analisadas 28 demonstracdes, incluida a de Saccheri.
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angulos retos. Seu trabalho intitulado Die Theorie der Parallellinien® sé foi publicado
depois de sua morte?.

Lambert foi mais além que Saccheri; suas hipdteses recaiam sobre o quarto angulo.
Este, segundo Lambert, poderia ser reto, agudo ou obtuso. A primeira hip6tese conduzia
facilmente ao sistema euclidiano. A segunda hipotese (&ngulo agudo) foi analisada e
considerada por possivel por Lambert que — diferentemente de Saccheri — deduziu que a
geometria formada, ao considerar o quarto angulo como agudo, poderia ser verificada,
talvez, em uma esfera de raio imaginario. A hipotese do &ngulo obtuso foi eliminada por

afirmacdes néo consistentes como as de Saccheri.

Legendre tentou resolver o problema do postulado das paralelas por outra via, atacando
a questdo pela soma dos angulos internos de um triangulo. Adrien-Marie Legendre
escreveu varias edicbes de um livro de Geometria, Eléments de Géometrie, que
substituiu, nas salas de aula, os Elementos de Euclides, ja que era considerado por
muitos mais “didatico”. Em cada uma das edigdes, Legendre apresenta uma
demonstracdo para o quinto postulado; em cada nova edicdo do livro ele corrigia erros
da edicdo anterior. Apesar das varias tentativas, Legendre ndo conseguiu concluir a
demonstracdo, restando-lhe apenas a certeza da afirmagdo: “Ha pelo menos um

triangulo em que a soma dos angulos ¢é igual a dois retos” (SOUZA, 1948, p. 38).

As varias tentativas de demonstracdo ndo puderam comprovar a validade do quinto
postulado, mas foi por meio dessas tentativas que se originaram outras geometrias tao
consistentes quanto a euclidiana, as chamadas Geometrias Nao-Euclidianas®.

1.3 As Geometrias Nao-Euclidiana

No fim do século XVIII, ja havia fortes davidas de que o postulado das paralelas
pudesse ser provado, e assim como Saccheri, o russo Nicokolai Ivanovich Lobatchevski

19 Nesse trabalho Lambert, faz mencéo aos resultados concluidos por K ligel.
20 para um estudo mais aprofundado sobre as conclusdes de Lambert, ver Bonola, 1951, p.56-62.

2! E importante ressaltar que foram as geometrias Hiperbolica e Eliptica que resultaram das tentativas de
demonstra¢do do quinto postulado, o que explica o termo usado com hifem.
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(1793-1856) e o hangaro Janos Bolyai (1802-1860) estruturaram varios resultados sem
contradicGes, simplesmente negando a afirmacdo de Euclides no quinto postulado.

Uma possibilidade para a negacdo do postulado em questdo — e foi isso que fizeram —
consiste em afirmar que existe uma reta r e um ponto P fora de r, pelo qual se pode
tracar mais de uma paralela a r. Contrariamente a reacdo de Saccheri, que foi a de
“forgar” uma contradi¢do, Lobatchevski e Bolyai afirmaram ter descoberto uma nova
geometria, diferente da estruturada por Euclides. E importante ressaltar que os dois
trabalhos foram publicados independentemente®: o trabalho de Lobatchevski é de 1829
e foi publicado em Kazan?; ja o de Bolyai foi publicado como um apéndice do livro,
escrito pelo pai Wolfang Bolyai, em 1831, em Budapeste?*. Vale lembrar que o trabalho

de Saccheri ainda ndo havia sido encontrado.

Apesar das descobertas, a comunidade cientifica relutou em aceitar tais resultados,
afinal o que Lobatchevski e Bolyai puderam concluir consistia em alguns resultados que
fogem a percepcdo adquirida pela Geometria Euclidiana, mas ndo na efetiva construcao
de uma nova geometria; afinal, quem poderia garantir que no préximo teorema a

demonstrar essa nova geometria ndo entraria em uma contradicao interna?

Para uma sociedade que se habituara a “ver” os resultados da Geometria Euclidiana
usados por aproximadamente 2000 anos sem aparentes contradi¢des, aceitar uma nova
geometria na qual a soma dos angulos internos de um triangulo ndo € cento e oitenta
graus e as retas ndo sdo representadas pelo ente geométrico imaginado até entdo, e que

foi durante milénios apresentada as geragdes anteriores, soava quase como uma heresia.

Apesar das publicacdes de Lobatchevski e Bolyai serem as primeiras sobre esta tdo
inusitada e diferente geometria, € possivel que Gauss (1777-1855) tenha sido o primeiro
a se convencer de que haveria como construir novas geometrias. Em carta datada de

1811 a seu amigo Wolfang Bolyai, pai de Janos, Gauss teria confessado: “sou levado

22 H4& controvérsias quanto a independéncia dos dois trabalhos citados acima, no entanto ndo se atera a
esses detalhes.

28| ocalizada na atual RUssia.

% Localizada na atual Hungria.
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muitas vezes a duvidar da verdade da Geometria...” em outra carta anterior a esta (1799)

a0 mesmo amigo, Gauss escreve®:

“Encontra-se em Brunswick um emigrado chamado Chauvelot, que
ndo é mau gedbmetra e que pretende ter estabelecido a teoria completa
das paralelas; seu trabalho aparecerd em breve, mas ndo espero
encontrar nele nada de aproveitavel” (SOUZA, 1948, p. 41).

Gauss estava convicto de que se poderia formular novas geometrias com a negagéo do
quinto postulado, e essa possibilidade trazia uma confusdo relacionada a prépria
existéncia da geometria. “Quanto a mim, meus trabalhos ja estdo muito adiantados, no
entanto o caminho que tenho encontrado ndo conduz ao fim a que persigo... esse
caminho me pde em duvida a existéncia da geometria” — Citacdo de Gauss —

(BONOLA, 1951, p.76, tradugéo nossa).

Apesar das evidéncias, Gauss ndo publicou nada a respeito de suas conclus@es, pois
temia a confuséo que essa teoria poderia causar no meio cientifico. Pesquisas historicas
realizadas com base em alguns documentos® escritos por Gauss garantem que suas
conclusdes séo anteriores as de Lobatchevski e Bolyai. “Confrontando varias passagens
das cartas de Gauss € possivel fixar como ponto de partida de suas meditagdes o ano de
1792” (BONOLA, 1951, p. 76, traducdo nossa).

A resisténcia por parte de Gauss para publicar seus novos resultados se dava, em grande
parte, devido a filosofia de Kant, dominante a época, que considerava a Geometria
Euclidiana como a geometria perfeita para descrever o universo. A Teoria Kantiana
afirmava que o espaco € uma intuicdo a qual, necessariamente, segue a Geometria
Euclidiana. As pessoas aceitavam a Geometria Euclidiana como “evidente”, ja que os
resultados eram passiveis de observacdo. Essa necessidade de compreender e
instintivamente perceber os resultados influenciava consideravelmente a aceitagdo das
Geometrias N&o-Euclidianas — nome dado por Gauss para se referir a essas novas

geometrias que ndo estavam de acordo com os postulados formulados por Euclides®’ .

?® Essa citacdo aparece na nota de rodapé do livro referido.

%6 Os documentos analisados que possibilitam tais afirmagées sdo correspondéncias de Gauss com W.
Bolyai, das quais sao citados alguns trechos acima, além das de Olbers, Schumacher, Gerling, Taurinus e
Bessel.
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Parece que os matematicos do final do século XVIII e inicio do
século XIX, concebiam a “evidéncia” no primeiro sentido. Essa
concepcao foi, sem davida, um dos motivos da dificuldade de
aceitacdo das novas geometrias pela comunidade matemaética, e
também o motivo o qual levou Gauss a ndo publicar suas descobertas
acerca dessas geometrias, pois ele tinha consciéncia de que a filosofia
dominante entre 0os matematicos era a Kantiana. Como Gauss havia
previsto, quando 0s matematicos souberam da invengdo das
geometrias ndo-euclidianas, opuseram-se a elas (BRITO, 1995,
p.117).

Nesse momento histdrico, a matematica passou a sofrer de um mal, uma indefinicdo da
prépria identidade. Com efeito, a Geometria Euclidiana foi por muito tempo
considerada o ramo da matematica mais perfeitamente estruturado; tanto foi, que muitos
outros tentaram estruturar toda a matematica utilizando a mesma estrutura légica. De
repente, apresenta-se uma nova geometria formulada com a mesma estrutura l6gica que
a euclidiana; ora, se a estrutura légica é correta, tdo correta € entdo a geometria
formulada com base nela, mas a nova geometria ndo representava a intuicdo, seus
resultados na verdade pareciam fugir de tudo o que aparentemente se demonstrava
correto. Qual era o erro? Se essa nova geometria pudesse ser considerada consistente
devido a sua estrutura légica, seus resultados deveriam ser aceitos; mas como aceitar o
fato de que um triangulo pudesse ter a soma das medidas dos seus angulos internos
diferente de 180 graus? Por outro lado, ndo aceitar a consisténcia dessa geometria

significava de certo modo negar a consisténcia da Geometria Euclidiana.

Os adversérios das Geometrias Ndo-Euclidianas passaram a buscar falhas nesses novos
sistemas geométricos, algo que os tornassem inconsistentes. Essa inconsisténcia se daria
a partir do momento em que dois resultados da mesma geometria se contradissessem

mutuamente.

Os opositores, embora tivessem tentado fazé-lo jamais puderam
mostrar que as geometrias ndo euclidianas violavam requisitos de
consisténcia légica formal. Por outro lado, os sistemas ndo
euclidianos também ndo se mostravam, positivamente, consistentes.
A importante questdo de sua consisténcia permaneceu no ar durante
algum tempo (BARKER, 1969, p. 55).

27O primeiro nome dado por Gauss foi 0 de Geometria Anti Euclidiana, depois de Astral e finalmente de
Né&o-Euclidiana.
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Essas discussdes sobre a consisténcia das Geometrias N&o-Euclidianas obrigaram os
matematicos da época a procurarem procedimentos logicos mais “rigorosos”. ESses
questionamentos abalaram até mesmo a Geometria Euclidiana, pois todas as duvidas
impostas as Geometrias Nao-Euclidianas poderiam igualmente ser elaboradas para a
geometria de Euclides. Quem poderia agora garantir que a Geometria Euclidiana ndo
estava sujeita a contradi¢des, que haveria dois resultados (ainda ndo observados) que se

contradissessem? Afinal, Euclides ndo teria demonstrado todos os resultados possiveis.

Buscaram-se, entdo, tentativas de demonstragcdes nas quais fosse possivel afirmar se tais

teorias eram consistentes ou nao.

Enquanto alguns matematicos tentavam mostrar que as Geometrias Nao-Euclidianas
eram inconsistentes, outros matematicos se propuseram a mostrar a consisténcia dessas

geometrias.

Existem algumas maneiras de provar que um sistema logico é consistente; uma delas
seria encontrar uma interpretacdo sob o qual todos os axiomas, e consequentemente

todos os resultados advindos destes, fossem, definitivamente, verdadeiros.

Outra maneira de provar a consisténcia de um sistema € o que estabelece a consisténcia
relativa: mostra-se que um sistema € consistente, contanto que outro menos suspeito
também o seja. Nesse caso, contudo, cria-se uma dependéncia entre os dois sistemas
analisados, ou seja, 0 sistema duvidoso sera consistente desde que o sistema mais aceito
seja consistente; assim, a negacao da hipotese s6 podera ser considerada se for negada a

tese. llustrar-se-4 tal pressuposto.

Suponha-se que exista um sistema em que ndo ha duvidas quanto a sua validade,
chame-se esse sistema de A. Por outro lado, que seja denominado pela letra B o sistema
duvidoso, aquele que se quer determinar se é ou ndo verdadeiro, no caso em questdo, B
representa as geometrias ndo-euclidianas. O método para a verificacdo de consisténcia
determina que se for possivel uma interpretacdo capaz de tornar verdadeiro o sistema A,
havera também uma interpretacdo capaz de tornar verdadeiro o sistema em discussao,

ou seja, sera possivel concluir que:
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Se A é consistente entdo B sera consistente.

Negar essa proposicdo, ou seja, insistir que B nao é consistente significa inferir da
seguinte forma:

~-B—> ~-A%®

Em outras palavras, afirmar que B ndo é consistente significa logicamente equivalente a

dizer que A também ndo o é.

E foi esse Gltimo método apresentado, utilizado por matematicos do fim do século X1X
para demonstrar que as Geometrias Nao-Euclidianas eram consistentes. Eles tomaram
nada menos do que a Geometria Euclidiana para ser a proposicdo A e conseguiram
mostrar a relagdo que as Geometrias N&o-Euclidianas devem ser consistentes, caso seja
consistente a geometria de Euclides. Essa demonstracdo repercutiu no ambito

matematico, desestabilizando todo o fundamento da matematica.

Agora o problema residia em mostrar a consisténcia da Geometria Euclidiana; ora, até o
momento, tal geometria ndo estava sob investigacdo, até porque seus resultados, como
ja fora dito, eram instintivamente aceitos. O que aconteceu é que, com 0 nascimento das
novas geometrias, ndo se podia mais apenas aceitar instintivamente os resultados,
fossem eles de qualquer geometria; todas elas, por estarem com seus fundamentos na

I6gica, deveriam agora ser inspecionadas.

Os matematicos reconheceram que a percepcdo ndo bastava para que o0s resultados
fossem aceitos e se impds a necessidade de “revisdao” dos Elementos. Nessa anélise
minuciosa, foram descobertas falhas na estrutura elaborada por Euclides, dentre as quais

as de que algumas demonstracdes apoiavam-se na visualizacdo geométrica.

Os matematicos também perceberam que, na verdade, Euclides utilizava muitos
postulados que eram implicitos, que nao haviam sido apresentados. Alguns textos foram
escritos com o objetivo de reelaborar os Elementos e tentar livra-lo dessas falhas; e

alguns matematicos se destacaram nessa tentativa, dentre eles: Moritz Pasch (1843-

%8 0 simbolo ~ é usado com sentido de negacdo légica e o simbolo — & usado com sentido de conclus&o.
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1930), Giuseppe Peano (1858-1932) e David Hilbert (1862-1943). Este ultimo escreveu
um livro, Fundamentos da Geometria, que se tornou um marco para 0 objetivo
proposto. Nesse livro, Hilbert — se apoiando em 20 postulados — descreve toda a

Geometria Euclidiana sem apelo a visualizacao.

Além das questBes geométricas, Hilbert tratou em seu livro de outras questdes de
extrema importancia para a época, como a da consisténcia da geometria. Ele propds
uma relacdo entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Analitica, estabeleceu uma
correspondéncia entre os entes geométricos — plano, reta e circulo — com os entes
numeéricos da Geometria Analitica. Assim, o problema da consisténcia da geometria se

transformou em um problema da consisténcia da Teoria de NUmeros.

Construimos, assim na teoria dos numeros, um “modelo” da
geometria de Euclides, e isso quer dizer que a geometria euclidiana
deve ser consistente se for consistente a teoria matematica dos
nameros. (BARKER, 1969, p. 66)

Uma busca para demonstrar esse ultimo fato se iniciou no meio cientifico matematico.
A principal tentativa foi a de estabelecer um numero minimo de consideracbes e
construir toda a teoria de nimeros dessas consideragdes iniciais; esse ponto de partida
seria 0 conjunto dos nimeros naturais e 0 processo Seria axiomatico. As tentativas

foram feitas e os fracassos foram expostos, até que em 1931, Kurt Godel (1906 -1978):

[...] surpreendeu 0 mundo matemético com a publicagdo de um
trabalno em que demonstrava que o método axiomatico tem
inevitaveis limitagcGes, que impedem mesmo a possibilidade de
construir um sistema axiomatico abrangendo a Aritmética (AVILA,
2010, p. 91).

Para exemplificar melhor, para ser considerado consistente, um sistema deve satisfazer

trés pontos basicos:

e Os postulados ndo podem se contradizer;
e Devem ser suficientes para provar verdadeira ou falsa todas as proposicoes
formuladas;

e Cada postulado deve ser independente dos demais.
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Gadel prova, que a consisténcia de qualquer sistema matematico que
englobe a Aritmética ndo pode ser estabelecido pelos principios
I6gicos usuais... se uma teoria formal abrangendo a Aritmética for
consistente, ela necessariamente sera incompleta, o que significa
dizer que havera alguma proposicao sobre os inteiros que a teoria sera
incapaz de decidir ser verdadeira ou falsa (AVILA, 2001, p. 9).

A demonstracdo de Kurt Godel ndo remete a matematica a uma teoria incompleta e
infundada, apenas demonstra que o método axiomatico formal é incapaz de propor um
limite & matematica e fazé-la se ajustar aos moldes impostos. “Deus existe porque
certamente a matematica é consistente, e 0 demonio existe porque somos incapazes de
demonstrar essa consisténcia”. A frase dita por Hermann Weyl?® (1885-1955) expressa

a angustia em ndo se conseguir uma estrutura capaz de tornar a matematica consistente.

E importante salientar que ha um erro ao acreditar que as Geometrias N&o-Euclidianas
“desbancaram” a Euclidiana e determinar que essa ou aquela seja a certa. Nao existem
geometrias certas ou erradas, cada uma, apoiada sob estruturas diferentes, se adequa a

um sistema diferente.

Em verdade, a geometria euclidiana e a ndo-euclidiana parecem ser
conflitantes somente se acreditarmos em um espago fisico objetivo
gue obedece a um unico conjunto de leis e que ambas as teorias
tentam descrever. Se abandonarmos esta crenca, entdo a geometria
euclidiana e a ndo-euclidiana ndo sdo mais candidatas rivais para a
solugcdo do mesmo problema, mas somente duas teorias matematicas
diferentes (DAVIS e HERSH, 1985, p. 382).

No espago, conhecemos triangulos retilineos dos quais a soma dos
angulos é igual a dois retos; mas conhecemos igualmente triangulos
curvilineos dos quais a soma dos angulos é menor que dois angulos
retos. A existéncia de uns ndo é mais duvidosa que a dos outros. Dar
aos lados dos primeiros 0 nome de retas é adotar a geometria
euclidiana; dar aos lados dos ultimos o nome de retas é adotar a
geometria ndo euclidiana. Assim, perguntar que geometria convém
adotar é perguntar a que linha convém dar o nome de reta... Admito
que tenho a ideia intuitiva do lado do tridngulo euclidiano, mas tenho
igualmente a ideia intuitiva do lado do tridngulo néo euclidiano. Por
que teria eu o direito de aplicar o nome de reta a primeira dessas
ideias, e ndo a segunda? (POINCARE, 1995, p.42).

Essa “intui¢d0” comumente aceita — de que a Geometria N&o-Euclidiana tornou a

Geometria Euclidiana invalida — é vaga e carece ser reavaliada. Compreender esta ou

2 A frase dita por Weyl foi retirada do livro “Vérias Faces da Matematica” de Geraldo Avila, 2010, p. 9.
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aquela geometria dependera do estudo em que esta ou aquela esta inserida. Nesse

ambito, ndo se pode compara-las, apenas admiti-las como possiveis.
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SECAO 2

ESCOLHAS METODOLOGICAS

Nesta secdo, far-se-a uma apresentacdo detalhada da escolha metodologica para a

pesquisa e para a analise dos dados coletados.

A presente pesquisa tem cunho qualitativo e se apoia em investigacOes realizadas com
professores da Rede Publica de Ensino. Os instrumentos de coletas de dados e a

estruturacao séo baseados em Alves-Mazzotti e Gewandsznajder (2004).

O cunho qualitativo se da devido ao fato de se trabalhar com pessoas, ndo possuindo, a
priori, hipOteses que deverdo ser validadas ou refutadas, e ainda o fato de que a
constitui¢do das compreensdes da-se ndo como resultado, mas em uma trajetéria em que
essas mesmas compreensfes e também o0s meios de obté-las podem ser (re)
configurados (GARNICA, 2004).

A pesquisa de campo foi realizada em um Curso de Capacitacdo Continuada intitulado
“Introducdo as Geometrias N&o-Euclidianas” oferecido no periodo de 31 de agosto de
2010 a 27 de setembro do mesmo ano; tinha como principal objetivo capacitar
professores da rede puablica de ensino a trabalhar com conteudos de geometrias nédo
euclidianas. Foi oferecido pela Universidade Estadual de Maringa (UEM) e Ndcleo
Regional de Ensino de Cianorte, PR. Tal curso contou com a participagdo de 43

(quarenta e trés) professores.

O curso foi dividido em trés dias, com carga horaria diaria de 8 horas, totalizando 24
horas presenciais, e tratou desde a construgdo axiomatica da Geometria Euclidiana até
topicos de Geometrias ndo Euclidianas, em que se trabalharam as geometrias propostas

pelas DCE®. Ao final da exposicao de cada Geometria ndo Euclidiana era apresentada

% De acordo com o documento proposto pelo governo, DCE (Diretrizes Curriculares Estaduais para a
Educacdo Baésica), a proposta quanto aos contelidos de geometrias ndo euclidianas que deverdo ser
considerados para o0 ensino no Estado contemplam para o Ensino Fundamental: geometria projetiva
(pontos de fuga e linhas do horizonte), geometria topoldgica (conceitos de interior, exterior, fronteira,
vizinhancga, conexidade, curvas e conjuntos abertos e fechados) e no¢do de geometria dos fractais. Os
contetdos indicados para serem trabalhados no ensino médio em relacdo ao elemento nogdes de
geometrias ndo euclidianas sdo: geometria dos fractais, geometria projetiva, geometria hiperbodlica e
eliptica.



40

uma serie de sugestdes de atividades que poderiam ser trabalhadas em sala de aula, com
a utilizacdo dos mais diversos materiais (massa de modelar, bexigas, bolas de isopor,

cornetas, camaras de ar, softwares geométricos, entre outros).

2.1 A Coleta de Dados

A coleta de dados se deu pelos seguintes instrumentos de pesquisa: questionarios

estruturados, gravacdes em audio e video, além das anotacdes feitas pela pesquisadora.

Os questionarios consistiram unicamente de questfes abertas — se encontram anexos —
nas folhas desses questionarios os cursistas puderam registrar, mediante a escrita, seus

discursos sobre a questdo proposta.

Durante o curso, os professores respondiam a questionarios, em um total de dois
questionarios por dia (um no periodo da manha e outro no periodo da tarde), sempre
antes do inicio da exposicdo pelo professor ministrante. Algumas questdes tinham como
objetivo a avaliacdo do conhecimento prévio que o professor trazia de determinado
conteudo, por isso decidiu-se aplicar o questiondrio antes das atividades que

trabalhariam as questdes propostas.

E importante salientar que o curso ndo foi elaborado com a intencdo de satisfazer as
questdes propostas nesta pesquisa, trata-se de um curso que ja vinha sendo ofertado pela
Universidade Estadual de Maringa para professores da Rede Publica de Ensino do
Estado do Parand. A presente pesquisa utilizou-se de tal curso por ver nele alguns
pontos importantes e bastante interessantes, dentre eles, o publico-alvo, o contetdo
exposto e a possibilidade de averiguacdo de algumas questdes que permeiam 0s
principais objetivos deste trabalho. Desta forma, algumas atividades realizadas durante

0 curso ndo foram consideradas para analise.

2.2 Descricdo do Curso Oferecido®

31 Nem todas as atividades apresentadas a seguir resultaram em pontos de discussdes e consequentemente
de analises para este trabalho. No entanto, optou-se por descrever tais atividades por entender que o tema
Geometria N&o Euclidiana ainda se trata de um contetdo desconhecido por muitos, compreendendo assim
gue as descri¢bes poderdo orientar melhor o leitor no que se refere as Geometrias Nao Euclidianas.
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1° dia — manha

Iniciou-se com a entrega do questionario 1.

Questionario 1 — dia 31/08/10 - manha

Nome ou identificacao:

Local:

Data de nascimento: / /

Nivel de ensino em que trabalha:

( ) Fundamental - Tempo de atuacéo:
() Médio - Tempo de atuacéo:

() Superior - Tempo de atuacao:
() EJA - Tempo de atuacao:

Sobre a sua formacao:

Faculdade em gue se formou:

Ano em que se formou:

1 — Descreva o gque vocé entende por Geometria Euclidiana.

2 - Antes de serem incluidas as Geometrias Nao Euclidianas nas DCE vocé sabia da
sua existéncia? Se a respostar for sim, descreva quais Geometrias vocé conhecia ou

tinha ouvido falar.

3 — Vocé conhece alguma diferenca entre conceitos ou resultados validos na Geometria
Euclidiana que ndo sdo validos nas Geometrias Ndo Euclidianas? Mesmo ndo tendo

certeza dessas diferencas, escreva alguns desses conceitos ou resultados.

Apbs o recolhimento do questionario 1, o professor ministrante fez a apresentagédo
historica do surgimento da Geometria Euclidiana, discursou sobre 0s cinco axiomas e 0s
cinco postulados elaborados por Euclides, destacou a importancia e discussdes acerca
do quinto postulado e a busca, expressa pela histéria da matematica, em tentar

demonstra-lo.
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O principal objetivo desse encontro foi mostrar que em algumas geometrias pode se ter
a validade ou néo dos postulados de Euclides e que a ndo consideragdo de pelo menos
um dos axiomas descritos por Euclides pode resultar em outra geometria ndo menos

consistente que a Euclidiana.

A fim de alcangar esse objetivo, foram trabalhadas atividades que compreendem

conceitos de Geometrias Discretas, como a descrita a seguir.

Sejam P = {a,b,c}, r1 ={ab}, r. ={a,c} er;={b,c}. Chame P de plano, ri, r, ersde
retas, e a, b e ¢ de pontos. Mostre que nessa “geometria” vale o 1° postulado dos

Elementos de Euclides.

O professor concluiu o encontro com algumas demonstragdes para verificar a

equivaléncia entre o quinto postulado e outros postulados ditos equivalentes.

O encontro proporcionou algumas discussdes interessantes acerca de paralelismo entre

retas e quantidade de pontos em uma reta.

1° dia — tarde

O periodo da tarde iniciou-se com a entrega do questionario 2.

Questionario 2 — dia 31/08/10 — tarde

Nome ou identificacéo:

1 — Descreva o que vocé entende por Topologia.

2 — Para vocé, quais sdo 0s primeiros conceitos geométricos que as criangas aprendem?

3 — Voceé sabe o que significa dimensdo de um espaco? Dé exemplos de espagos com

diferentes tipos de dimensé&o.
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Apos a aplicacdo do questionario, houve a exposicdo de propriedades trabalhadas na
Topologia; nog¢Bes de perto/longe, dentro/fora, conexo/desconexo, vizinhanca, fronteira,
entre outras, foram destacadas como propriedades trabalhadas na Educacéo Basica e que

fazem parte da Topologia.

Nesse encontro, fez-se uso de varios materiais como bexiga, massa de modelar,
borracha, com o objetivo de mostrar que as propriedades topologicas sdo preservadas

guando os objetos sdo submetidos a transformacdes continuas.

Também foram realizadas atividades que trabalharam com a orientacéo de superficies.
Para isso, foi sugerida a confec¢do com papel de parte de um cilindro e da Faixa de
Mabius.

A atividade proposta aos professores consistia em tomar uma folha de papel e colar os

lados opostos, assim como esta expresso na figura a seguir. Como consequéncia, a

atividade resultaria em uma representagédo de parte de um cilindro.

7 X

N~

Figura 2: Construcéo de parte de um cilindro
Fonte: A autora.

Confecgéo da Faixa de Mdobius

Um modelo para a faixa de Mobius pode ser construido ao se fazer uma rotacdo de 180°
graus em um retangulo de papel e identificam-se os lados opostos, como sugere a figura

a sequir.
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Figura 3: Construcdo da Faixa de Mdbius
Fonte: http://multiplosdearte.wordpress.com/2012/03/08/homenagem-a-lygia-clark/

Pediu-se aos professores que, com o auxilio de uma caneta, marcassem um ponto em
ambas as superficies (cilindro e faixa de Mdbius) e o contornassem até chegarem ao
ponto inicial. A intencdo da atividade foi fazer com que os participantes percebessem
que na faixa de Md&bius a caneta percorre toda a superficie, ndo ha distingdo entre
interior e exterior, 0 que ndo ocorre no cilindro. Nessa atividade, também foram
trabalhadas questdes acerca de orientacdo de superficies e possibilidades de confeccbes

de novas superficies mediante recortes feitos no cilindro e na faixa de Mobius.

Outras atividades topologicas foram propostas nesse encontro:

i) Como o problema das pontes de Kénigsberg (Teoria de Grafos):

O Problema das Pontes de Konigsberg

No século XVIII, havia na cidade de Koénigsberg um conjunto de sete pontes que
cruzavam o rio Pregel. Os moradores de Koenigsberg (hoje Kaliningrad, cidade da
Russia) se perguntavam se era possivel fazer um passeio pela cidade passando
exatamente uma vez em cada uma das sete pontes. Vocé consegue tragar um caminho

para tal problema?



http://multiplosdearte.wordpress.com/2012/03/08/homenagem-a-lygia-clark/
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KOHIGSBERG

\ |

/ I Rio PREGEL

Figura 4: Modelo do Problema da Pontes de Kdnigsberg
Fonte: http://users.prof2000.pt/agnelo/grafos/pontesh.htm

KOHIGSBERG

ii) E o problema das quatro cores*?:

De acordo com as regras do Jogo das Quatro Cores, em uma de suas
primeiras modalidades, o jogador deve pintar uma figura que Ihe sera
apresentada, subdividida em regides, utilizando somente quatro cores,
sem que regides vizinhas sejam pintadas da mesma cor. Essa
modalidade é conhecida como Colorindo Figuras Individualmente
(SILVA E ORTEGA apud SANTOS, 2009, p. 43).

“Todo mapa pode ser colorido com quatro ou menos cores, respeitando-se a condi¢ao
de que paises vizinhos, com alguma linha de fronteira em comum, tenham cores

diferentes?".

Outra atividade proposta nesse encontro tratou de questdes de dimens&o e consistiu em
imaginar o mundo de seres planos que viviam em um espago no qual a forma deveria

ser identificada por meio da analise do movimento dos habitantes desse planeta.

Tais atividades foram adaptadas do livro “Uma introdugdo a topologia geométrica:

passeios de Euler, superficies, e o teorema das quatro cores” de Sampaio (2008), e

%20 Jogo das Quatro Cores foi criado em 1852, por Francis Guthrie, que percebeu que a maioria dos
mapas dos atlas era pintada com quatro cores, respeitando-se o critério de ndo pintar dois paises vizinhos
com a mesma cor. Mais tarde, grandes matematicos como Augustus De Morgan e Arthur Cayley, além de
outros inimeros matematicos, tentariam demonstrar essa afirmagdo; no entanto, apesar dos esforcos, o
que se conseguiu foram resultados parciais de tal demonstracdo. Em 1976, a demonstracao é realizada por
via computacional. "O método da demonstracao envolve o exame de 1936 configuragGes redutiveis, cada
uma envolvendo, por sua vez, o estudo de até meio milhdo de opcBes ldgicas para verificar a
redutibilidade” (EVES, 2008, p.689). Ainda de acordo com Eves, foram necessarias mais de mil horas de
calculos computacionais para que se concluisse a demonstracao.



http://users.prof2000.pt/agnelo/grafos/pontesh.htm
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tinham por objetivo identificar nos professores a capacidade de interpretagdo de como
podem ser representados alguns espacos tridimensionais, observando-os segundo um

ponto de vista bidimensional.

A primeira parte da atividade tinha por enunciado.

Alguns cientistas de um planeta chamado Planoléandia, portanto bidimensionais, tais
como 0 Hum Quadrado, o Hum Tridngulo e o Hum Circulo, resolveram conhecer

melhor 0 mundo em que viviam. Para isso, organizaram uma expedicéo cientifica.

Durante a expedicdo, os habitantes de Planolandia deixavam por onde passavam uma
marca com tinta vermelha. Ao fim da expedicdo, qual ndo foi a surpresa dos
planolandenses quando, ao olharem para o chdo, viram marcado nele o ponto inicial

por onde haviam comecgado a expedigéo.

Quais sdo as possiveis formas desse planeta?

Os cursistas sugeriram a esfera, entre outras superficies, que correspondia corretamente

ao que pedia a atividade.

Planolandia’

————

Plandpolis

Plandpolis

Figura 5: A primeira expedi¢do em Planolandia
Fonte: Curso Geometrias Nao Euclidianas.
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A segunda parte da atividade, que ndo foi facilmente compreendida, teve o seguinte
enunciado:

Em uma nova expedigdo cientifica, os mesmos cientistas resolveram fazer uma nova
rota. Ao invés de percorrer o sentido oeste-leste, caminharam no sentido sul-norte.

Deixaram agora uma marca verde.

. Plandpolis

<|l

Figura 6: A segunda expedic¢do em Planolandia
Fonte: Curso Geometrias Nao Euclidianas.

Planépolis

Apds esse retorno, eles observaram que ndo haviam cruzado a linha vermelha nenhuma
vez, ou seja, o Unico lugar de cruzamento das linhas vermelha e verde foi no inicio do

percurso. E agora? Quais sdo as possiveis formas desse planeta?

Para essa segunda parte da atividade, o exemplo da esfera ndo mais satisfaria® as
condicGes do problema, uma vez que ao viajarem no sentido leste-oeste os habitantes de

Planolandia cruzariam em dois pontos distintos o primeiro caminho percorrido.

%% Uma possivel superficie que satisfaz tal problema é o Toro (superficie que se parece com uma
rosquinha), nela é possivel percorrer dois caminhos e ter os planolandenses se encontrando apenas no
ponto de saida.




48

——

4

Planépolis

Figura 7: O caso da esfera
Fonte: Curso Geometrias Ndo Euclidianas.

As discussbes que surgiram dessas atividades permitiram analisar algumas das
dificuldades apresentadas pelos professores quanto a conceitos de dimensdo de um
espaco.

2° dia — manha

Iniciou-se com a entrega do questionario a seguir.

Questionario 3 — dia 20/09/10 - manha

Nome ou identificagéo:

1 — Apos o primeiro encontro do curso, vocé modificou o seu conceito sobre Geometria
Euclidiana? Descreva o que vocé entende por Geometria Euclidiana.

2 — Foram citados no primeiro encontro alguns postulados de Euclides. Cite os que
vocé se lembra.

3 — A Geometria Espacial e a Geometria Analitica trabalhadas na Educacgédo Basica sao
geometrias ndo Euclidianas? Por qué?

4 — Quando estamos em uma estrada reta, temos a impressdo de que as laterais da
estrada se encontram em um ponto mais distante dos nossos olhos. Um aluno curioso,
atento a sua aula na qual vocé introduzia o conceito de retas paralelas, perguntou se as
duas retas paralelas (representadas pelas laterais da estrada) se encontram no infinito. O
que vocé diria a esse aluno e como explicaria isso a ele?




49

O primeiro periodo do segundo dia foi destinado ao trabalho com a Geometria
Projetiva. O professor apresentou a relagdo entre a matematica e arte e discursou sobre a

utilizacdo de técnicas projetivas usadas por varios artistas.

Nessa parte do curso, levantou-se a discussdo sobre a possibilidade de existirem retas
paralelas na Geometria Projetiva. Percebeu-se, em especial, que 0s cursistas ao
elaborarem tal ideia da ndo existéncia de retas paralelas® confundiam frequentemente
essa relacdo com a de que as retas paralelas se encontravam em tal geometria. Essa
concepgdo foi varias vezes afirmada pelos professores participantes, mesmo tendo o
professor ministrante enfatizado que na Geometria Projetiva ndo existiriam retas

paralelas.

Foram apresentados, nesse encontro, alguns conceitos como ponto de fuga, linha do
horizonte, proporcdo e perspectiva — tais conceitos sdo sugeridos pelas DCE para

trabalho em sala de aula, no que concerne ao topico No¢6es de Geometria Projetiva.

O professor apresentou algumas figuras que deveriam ser desenhadas pelos cursistas,
nas quais deveriam ser levados em consideracdo as propor¢des. Primeiramente, foram
apresentados desenhos de figuras simples bidimensionais e depois figuras mais

complexas tridimensionais.
2° dia —tarde
Depois de concluido o trabalho com Geometria Projetiva, desejou-se saber o que

realmente os professores teriam compreendido sobre retas paralelas, e com esse intuito

foi aplicado o Questionario 4.

Questionario 4 — dia 20/09/10 — Tarde

Nome ou identificacéo:

Afinal, as retas paralelas se encontram no infinito? Explique.

% E importante salientar que na Geometria Projetiva acrescenta-se um ponto para cada direcio de reta,
denominado Ponto Impréprio, ou Ponto no Infinito ou ainda, na arte, Ponto de Fuga. Sendo assim, cada
feixe de retas paralelas associa-se esse ponto. Dessa forma, nessa geometria, ndo existem, idealmente,
retas paralelas.
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Apos a aplicacdo do questionario 4, foram trabalhados alguns conceitos matematicos da
Geometria Projetiva. Com a utilizacdo do software Geogebra, foram apresentados o
conceito de dualidade e alguns teoremas da Geometria Projetiva. Nesse momento, ndo

houve a preocupacdo com a apresentacdo de demonstragoes

Em seguida, foram apresentadas situacGes-problemas, cujas resolucdes utilizaram o0s

resultados apresentados anteriormente.

Um dos problemas propostos foi o seguinte:

Como encontrar o ponto | de intersecdo de duas retas p e ¢, sendo que no caminho da

reta p existe uma colina?.

Figura 8: Como encontrar o ponto I?
Fonte: Curso Geometrias Ndo Euclidianas.

As solucgdes foram realizadas no software GeoGebra.

3°dia- manha

Iniciou-se com a entrega do questionario 5.

Questionario 5 — dia 27/09/10 — manha

Nome ou identificacdo:

1 — Para que serve 0s postulados na Geometria Euclidiana?
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2 — Cite pelo menos um resultado que diferencie a Geometria Euclidiana da Geometria
Projetiva.

3 — O motorista do carro, atras da seta da figura a seguir recebeu a seguinte instrugao:
Para que vocé chegue ao destino (bolinha na figura), basta que vocé siga reto. Nesse
caso, 0 que significa seguir reto para vocé? Comente e faca um esboco de sua resposta.

4 — Em um dos modelos da Geometria Hiperbodlica, a reta € representada como o arco
que passa pelos pontos A e B da figura a seguir. E possivel introduzir uma maneira de
calcular a distancia entre dois pontos de tal forma que a reta seja infinita. Essa
afirmacéo ¢ aceitavel? Por qué?
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5 — Em Geometria Espacial, vocé provavelmente estudou a Geometria da Superficie
Esférica. Vivemos em um planeta que é aproximadamente esférico.

a) Desenhe no verso desta folha uma esfera;

b) Desenhe uma reta na sua superficie.

6 — Hoje em dia, muito se fala dos Fractais; escreva o que vocé ja ouviu falar sobre

eles.

Apos o recolhimento do questionario, o professor fez uma série de demonstracfes que
tinham como uma das premissas a negagéo do quinto postulado de Euclides. Admitiu-se
como verdade em lugar desse postulado a afirmacdo "Dada uma reta e um ponto fora
dela existem mais de uma reta paralela a reta dada, que passa por este ponto”. Foram
demonstrados varios resultados que se originavam dessa nova sequéncia de axiomas e
que permitiam construir outra geometria diferente da Euclidiana, que também se

sustenta logicamente.

Apresentou-se, entdo, a Geometria Hiperbdlica e alguns modelos mateméticos para
planos, como o modelo de Félix Klein e o modelo do Disco de Poincaré. Fez-se uso,
nesse momento, dos softwares de Geometrias Dinamicas Geogebra e Cabri para a
realizacdo de construcbes nessa geometria, como, por exemplo, construcdes de
triangulos, nos quais foi possivel a verificacdo de questdes como a da soma interna dos

angulos em um triangulo hiperbdélico.

Em seguida, foram distribuidas cornetas e fitas adesivas coloridas e sugeriu-se a

seguinte atividade.

Construir com as fitas adesivas triangulos na superficie da corneta e entdo com o

35
|

auxilio de um transferidor mével™ calcular as medidas dos angulos internos desse

triangulo.

%5 O transferidor mével foi construido fazendo uma cépia xérox do transferidor de acrilico no sulfite.
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Figura 9: Sugestéo de atividade, minicurso Geometrias N&o Euclidianas
Fonte: http://www.seara.ufc.br/donafifi/hiperbolica/hiperbolicab.htm

Trabalhou-se ainda como calcular distancia entre dois pontos no plano de Poincaré.

3°dia - tarde

Iniciou-se com a entrega do questionario 6.

Questionario 6 — dia 27/09/10 — final

Nome ou identificacéo:

1 — Terminou o curso. O que ficou?

O dltimo questionario tem um objetivo mais didatico; pois se pretendeu fazer uma
avaliacdo do curso oferecido, por esse motivo, tal questiondrio ndo sera considerado

para andlise neste trabalho.

Esse ultimo encontro teve como objetivo apresentar e realizar atividades nas geometrias

Esférica e Fractal.



http://www.seara.ufc.br/donafifi/hiperbolica/hiperbolica5.htm
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O professor docente explicou que na superficie da esfera, as retas séo as circunferéncias
maximas, ou seja, aquelas cujo centro coincide com o centro da esfera. Nesse momento

foi solicitado aos cursistas que pegassem uma bola de isopor, alfinetes e linha®.

A primeira atividade consistia em inserir dois alfinetes na bola e com a linha amarrada
em cada alfinete, demarcar o menor trajeto entre os dois pontos determinados pelos
alfinetes. O objetivo dessa atividade foi fazer com que os cursistas compreendessem a

ideia de reta na superficie Esférica.

Também foram instigados a desenhar triangulos nessa superficie, onde os lados do
triangulo fossem representados por retas dessa superficie, e realizar o célculo da soma
das medidas dos seus angulos internos. Puderam, com essa atividade, perceber que

nessa superficie a soma dos angulos internos de um triangulo é superior a 180°.

O professor docente alertou os cursistas de que o planeta Terra possui uma forma muito
parecida com a superficie esférica, e que por esse motivo a Geometria Euclidiana é
valida localmente, jA para grandes distancias é preciso que se faca uso de outra

geometria.

Outra atividade aplicada no curso foi o problema do urso.

Problema do urso
Um urso saiu de sua casa e caminhou 30 km ao sul. Depois, virou a oeste e caminhou
por mais 30 km. Entdo, virou novamente e caminhou por mais 30 km ao norte. Qual

n&o foi sua surpresa quando descobriu que voltara novamente a sua casa.

Questdo 1: Esboce o percurso do urso. A que conclusao vocés chegaram?

Questso 2: E possivel o urso chegar ao mesmo lugar da partida, conforme o enunciado

do problema?

% Nos encontros, era entregue uma lista com materiais que seriam necessarios para 0 proximo encontro.
Houve também apoio do Nucleo Regional de Ensino, que "lembrava”, via e-mail, os professores do
material que deveria ser levado ao préximo encontro.
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Os professores, depois de um tempo, compreenderam que esse percurso nao seria
possivel no plano euclidiano, e que se a localizacdo inicial do urso for um dos polos em

uma superficie esférica, o problema tem solucéo.

Foram destacadas ainda algumas propriedades dessa geometria, dentre elas:

Duas retas distintas, perpendiculares a uma terceira, se interceptam, o que acarreta

afirmar que nessa superficie ndo ha retas paralelas.

Em seguida, iniciou-se o trabalho com Geometria Fractal. Com o auxilio de softwares, o
professor exemplificou o que seria um fractal e construiu: a Curva de Peano, a Curva de
Koch, e o Triangulo de Sierpinsk. A seguir, descreve-se a construcdo do fractal,

conhecido como Curva de Koch.
Curva de Koch
1. Inicia-se com um segmento de reta;

2. Divida esse segmento em trés outros segmentos, de forma que todos eles tenham a

mesma medida.

3. O segmento central devera ser substituido por outros dois segmentos congruentes de

modo a formar um triangulo eqilatero. Apague a base desse triangulo.

4. Proceda da mesma forma para cada um dos quatro segmentos que resultaram do

passo 3.

A curva de Koch consiste do limite para o qual tende essa construcdo ao se repetir

indefinidamente os passos citados para cada segmento.
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Figura 10: Curva de Koch
Fonte: http://fractais-mat-unisc.blogspot.com.br/2010/01/curva-de-koch.html

O processo acima pode ser feito em um triangulo equilatero e resultara entdo em uma

figura denominada Floco de Neve de Koch. Veja a figura abaixo

/\ ¥X
Pk

Figura 11: Floco de Neve de Koch
Fonte: http://www.matematica.seed.pr.qgov.br/modules/noticias/article.php?storyid=444



http://fractais-mat-unisc.blogspot.com.br/2010/01/curva-de-koch.html
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/noticias/article.php?storyid=444

57

Discutiu-se ainda a medida do perimetro de alguns dos fractais construidos e a
vantagem que se tem em estudar a parte de um fractal, ja que a parte se assemelha ao

todo.

No encerramento do curso, foi proposta a construcao de um fractal por meio de recortes

e dobraduras em papel sulfite, atividade conhecida como Cartéo Fractal.

2.3 Os questionarios

Os questionarios recebiam uma identificacdo do cursista, que ndo precisava ser
necessariamente 0 nome, ja que isto poderia inibir o entrevistado, o que ndo era o

objetivo.

Para a organizacdo do material, buscou-se organizar os questionarios de maneira que
todos os questionarios de um mesmo cursista fossem reunidos em um unico grupo,

denominado 'bloco’.

Foi feita uma selecdo para definir os blocos que seriam analisados. A escolha se deu
mediante o critério de sua completude, ou seja, foram analisados os blocos que tinham

“todos” os questionarios de um determinado professor participante da pesquisa.

O fato de os questionarios serem aplicados sempre antes do inicio das atividades
resultou em se ter alguns blocos incompletos, pois o atraso do professor acarretava a

ndo-entrega do questionario correspondente ao periodo.

Outro problema que foi enfrentado quanto a organizacdo e montagem dos blocos se deu
devido ao fato de que alguns cursistas ndo inseriram nenhuma identificagdo nos

questionarios, o que tornou impossivel a sua classificacao.

Os blocos que ndo estavam completos foram retirados da analise, restando um total de
27 (vinte e sete) blocos para os quais serdo descritos, nas proximas secdes, as
conclusdes obtidas.
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Além dos questionarios, foram realizadas filmagens®’ durante a apresentacéo do curso,

que servirdo também como base para analise da pesquisa.

O video ndo sera considerado como a fonte mais expressiva desta pesquisa, mas contém
declaracGes de duvidas quanto ao conhecimento geométrico, portanto tera suas partes

consideradas fundamentais transcritas e analisadas.

Seguindo as orientacGes de Bauer e Aarts (2008), ndo serdo misturadas as anélises dos
textos escritos (questionarios) e as analises das transcri¢cdes das filmagens. Sempre que
houver alguma intersecdo entre os resultados das analises, a autora inferird, deixando
evidente tal intersecao.

2.4 Caracterizagdo dos Sujeitos da Pesquisa

Os professores apresentaram uma grande divergéncia quanto a idade e ano de formagé&o.
Uma semelhanca detectada entre os sujeitos da pesquisa se refere ao campo de atuacéo:
dos professores pesquisados, a maioria trabalhou ou trabalha com o Ensino

Fundamental.

O grafico abaixo expressa a formacao dos sujeitos da pesquisa.
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Gréfico 1: Formacado Académica
Fonte: Dados da Pesquisa.

37 As filmagens foram autorizadas pelos participantes da pesquisa, e para sua utilizacdo a autora seguira
normas de ética quanto sua exposi¢ao.
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A andlise do grafico que caracteriza a formacdo dos professores mostra um numero
expressivo de professores formados na Unipar (Universidade Paranaense), e Fafiman
(Faculdade de Filosofia e Letras de Mandaguari). Ainda dentre os entrevistados,
encontram-se professores formados na Fafipa (Faculdade Estadual de Educacéo
Ciéncias e Letras de Paranavai), Fecilcam® (Faculdade Estadual de Ciéncias e Letras de
Campo Mourdo), Fafit (Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Tupd), Unoeste
(Universidade do Oeste Paulista) e PUC-SP (Pontificia Universidade Catolica de Sao

Paulo).

Com relagdo ao ano de formac&o, obteve-se um indice maior de professores formados

no periodo de 2000 a 2004, como mostra o gréafico 2.
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Gréfico 2 : Ano de Formacgéo
Fonte: Dados da Pesquisa.

Quanto a atuacdo dos professores, foram considerados quatro niveis de ensino, a saber:
Ensino Fundamental, Médio, Superior e EJA (Educagdo de Jovens e Adultos). Os
professores responderam de acordo com suas experiéncias ao longo dos anos, podendo

haver intersecfes nas respostas.

A seguir, apresenta-se o grafico com base nos dados coletados.

%8 As faculdades Fecilcam e Fafipa passaram a fazer parte, a partir de 2011, de uma unificagdo das
chamadas “faculdades isoladas”, recebendo nova denominag¢do UEPR (Universidade Estadual do Parana).
Todavia, as antigas nomenclaturas foram mantidas, uma vez que os professores participantes da pesquisa
assim as denominaram.
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0
Ensino Fudamental Ensino Médio Ensino Superior EJIA

Gréfico 3 : Atuacao Profissional
Fonte: Dados da Pesquisa.

A maioria dos professores ja atuou ou ainda atua no Ensino Fundamental; em contraste,

nenhum dos professores participantes da pesquisa atuou ou atua no Ensino Superior.

2.5 Analise dos Dados Coletados

Uma analise textual qualitativa, voltada a producdo de compreensdes
aprofundadas e criativas, requer um envolvimento intenso com as
informacdes do corpus® da analise. Exige uma impregnacio
aprofundada com os elementos do processo analitico. Somente essa
impregnagdo intensa possibilita uma leitura valida e pertinente dos
documentos analisados (MORAES, 2003, p. 196).

Quanto ao método de tratamento dos dados, a pesquisa usa como metodologia a analise

de conteudo, tendo como referéncia Bardin (1977).

Segundo Moraes:

Essa metodologia de pesquisa faz parte de uma busca tedrica e pratica
[...] constitui-se em bem mais do que uma simples técnica de andlise
de dados, representando uma abordagem metodologica com
caracteristicas e possibilidades proprias (MORAES, 1999, p. 9).

Bardin define a anélise de contelido como:

Um conjunto de técnicas de andlise das comunicagdes visando a
obter, por procedimentos, sistematicos e objetivos de descri¢do do
conteudo das mensagens, indicadores (quantitativos ou ndo) que
permitam a inferéncia de conhecimentos relativos as condicdes de
produgdo/recepcdo  (variaveis indefinidas) destas mensagens
(BARDIN, 1977, p. 33).

% Entende-se por corpus o conjunto de documentos que sera analisado na pesquisa.
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Trata-se de uma metodologia na qual as mensagens obscuras, mensagem com duplo
sentido e a omissdo sdo analisadas e podem ser interpretadas. Por tras do discurso
aparente, geralmente simbodlico e polissémico, esconde-se um sentido que convém
desvendar (BARDIN, 1977).

Essa metodologia se organiza em trés passos, a saber:

e Pré-analise: consiste basicamente na organizacdo do material.

e Exploracdo do material: sdo consideradas nesse passo trés etapas; a escolha das
unidades de contagem, a selecdo das regras de contagem e a escolha de
categorias.

e Tratamento dos resultados: inferéncia e interpretacao.
2.5.1 A Pré-Analise

Em posse dos dados da coleta da pesquisa, iniciou-se entdo 0 primeiro passo

determinado por Bardin.

Para a organizacéo do material, efetuaram-se as transcricdes das filmagens* e buscou-
se organizar os questionarios de forma que todos os questiondrios de um mesmo
professor fossem reunidos em um unico grupo, denominado bloco. Assim, de cada

professor resultou um total de 6 (seis) questionarios.

Os blocos foram nominados aleatoriamente, recebendo o nome de Professor 1,
Professor 2 e sucessivamente. Nas transcricGes dos questionarios P1, sempre se referira

ao questionario do Professor 1.

Para as transcrigdes das filmagens, determinaram-se alguns padrdes que indicaréo na
transcricdo de quem é a fala; assim, MS representara o professor Ministrante do Curso,
ja as siglas P1, P2, e assim sucessivamente, indicardo os professores que participam das
discuss@es e que contribuem para detectar a dificuldade em questdo. Sempre se tomara o

cuidado de, em cada didlogo, representar o mesmo professor pela mesma sigla adotada,

“0 Foram transcritas as partes consideradas relevantes para a pesquisa.
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ressaltando, contudo, que a nomenclatura P1 n&o necessariamente representa o
Professor 1 (nomenclatura adotada na analise dos questionarios), e nem mesmo que 0
P1 de um determinado didlogo represente o P1 de outro. Adotar-se-a também a
nomenclatura VS para indicar que varios professores responderam a mesma questdo ao

mesmo tempo.

Vaérias vezes durante as transcricdes, apesar de se ter o registro de audio de algumas
falas, ndo se tem o registro em video pelo fato de que a sala onde foi ministrado o curso
ter o espaco fisico grande, o que fez com que a filmadora nem sempre pudesse captar
todas as imagens. Nesses casos, € possivel transcrever as falas sem, no entanto, poder

identificar o dono da mesma; nesse caso denotar-se-a apenas pela letra P.

As reticéncias (...) significardo falas que ndo contribuem para a anélise da dificuldade
em questdo, podendo denotar falas que ndo foram possiveis de serem transcritas ou

conversas entre 0s cursistas.

Em algumas ocasifes, houve a intervencdo da pesquisadora, e tais intervencfes serdo

denotadas por PS.

Para caracterizar as questdes de cada questionario, serd dada uma notacao especial, na
qual serd usado um par ordenado; o primeiro termo fard referéncia ao nimero do
questionario e o segundo termo ao numero da questdo: assim (2,4) se refere ao

questionario dois e a pergunta quatro desse questionario.
Com o material organizado, passou-se ao segundo passo, a “exploragdo”.
2.5.2 A Exploracéo do Material
a) A escolha das unidades de contagem
Com um total de 162 questionarios e algumas horas de filmagem, obteve-se um Corpus
consideravel para analise das questdes da pesquisa. Foram obtidas varias unidades de

contagem que serdo consideradas para conclusdo das analises; tais unidades serdo

apresentadas no decorrer do trabalho.
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b) Selecéo das regras de contagem

Para cada questdo dos questionarios sera feita uma leitura flutuante e a apresentacdo das

unidades de significacdo, dai entdo apresentar-se-do as categorias.

Terdo relevancia para o estudo em questao:

A auséncia de respostas, que serdo analisadas e podem significar bloqueios ou falta de

conhecimento no assunto.

A frequéncia de unidades de registros, entendendo por unidade de registro a unidade de

significacdo a codificar, de acordo com Bardin (1977).

A co-ocorréncia, que é a presenca simultanea de duas ou mais unidades de registros, e

poderd significar relacdo entre essas unidades.

c) A escolha de categorias

Com o decorrer do curso, leituras dos questionarios e transcrigdes percebeu-se que as
dificuldades sempre estavam relacionadas a dois fatores distintos. Essas dificuldades

foram classificadas como segue:

e Falta de conhecimento de conceitos da Geometria Euclidiana, o que impediu

uma evolugdo mais efetiva dos conteudos que deveriam ser explorados no curso.

e Dificuldades em aceitar resultados das Geometrias ndo Euclidianas,
principalmente aqueles que contradizem a geometria de Euclides.

A respeito dessas duas categorias, foi possivel distingui-las a partir de um estudo das
dificuldades mais recorrentes apresentadas pelos professores. Esse estudo se deu da
seguinte forma: analise dos questionarios e das filmagens, em que se destacaram as

duvidas mais frequentes que surgiram no decorrer do curso, classificacdo das



64

dificuldades em grupos de semelhancas, distin¢do das categorias que se originaram dos

grupos de semelhancas.

2.5.3 Tratamento dos Resultados: Inferéncia e Interpretacéo

Cada questdo e suas respectivas unidades de analises serdo seguidas por uma subsecdo
intitulada inferéncias parciais. Essas inferéncias terdo embasamento na analise das
unidades da questdo discutida. Ao fim de todas as questdes ha uma secdo denominada
"Categorizacdo das Dificuldades” na qual se estabelecem as relacbes entre as varias
inferéncias parciais das questdes analisadas e a classificacdo gerada por essas analises.
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SECAO 3

ANALISES DOS QUESTIONARIOS

3.1 Questionario 1

(1,1) Descreva o que vocé entende por Geometria Euclidiana

A geometria ensinada na escola.

P2 Acho que entendo o basico e necessario para ensinar meus alunos

P8 Geometria Euclidiana é toda geometria que trabalhamos no ensino
fundamental e médio.

P9 A Geometria Euclidiana é a geometria que se trabalha no dia a dia da
escola

P11 Usada em sala de aula

P16 E a geometria que trabalhamos desde os anos iniciais

P17 E a geometria ...ensinada até entdo no ensino fundamental

P25 E um conteGdo importante, principalmente para séries iniciais do

ensino fundamental.

Inseguranca ao descreverem sobre Geometria Euclidiana

P2 Acho que entendo o basico e necessario para ensinar meus alunos

P3 Desconheco o assunto para descrever sobre o mesmo

P6 N&o sei vim buscar

P8 Geometria Euclidiana é toda geometria que trabalhamos no ensino
fundamental e médio. “Pelo menos é o que eu acho”.

P12 N&o tenho certeza

P13 Eu acho que a Geometria Euclidiana...

P14 Nao tenho certeza entdo prefiro ndo estar falando sobre a mesma.
P23 Apesar de gostar do conteido de Geometria, ainda faco confuséo

ao diferencia-las.
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P1 A geometria que calcula

P8 Geometria Euclidiana é toda geometria que trabalhamos no ensino
fundamental e médio. Onde ensinamos: &rea, perimetro, formas
geométricas...

P9 formulas, planos, retas, area volume. etc.

P16 as relacdes métricas

P25 A Geometria Euclidiana estuda as formas geométricas, medidas de

areas e volume

Area do conhecimento que trata de entes geométricos como ponto, reta, plano, e de

relagdes entre esses entes

P4 retas, planos e espaco

P11 ponto, reta, plano

P15 E a geometria que faz estudo de retas, pontos, planos.

P16 trabalha os entes geométricos ponto, reta, plano, etc...

P24 E o estudo das formas geométricas planas e espaciais desde os
entes mais elementares: ponto, reta, plano e as relagdes existentes entre
elas.

P27 Na Geometria Euclidiana estuda-se basicamente as retas, pontos
em um determinado plano, ressaltando postulados defendido por

Euclides na Antiga Grécia

Geometria usada no dia a dia

P7 ... é a geometria que busca relacionar as formas com os meios que
nos cerca

P11 A geometria usada no dia a dia...

P25 E um contetido importante, principalmente para séries iniciais do

ensino fundamental, pois esta presente no nosso dia-a-dia.

Geometria trabalhada na terceira dimensao
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P1: A geometria que calcula (desenha) os solidos em terceira dimenséo.
P11: Geometria Espacial: Infinito.

P13: ...se refere a Geometria Analitica e Espacial.

P21: Geometria em terceira dimensdo. Exemplo (x,y,z).

P22: S&o as geometrias que trabalho no grafico (ordenada, abscissa e
eixo z) onde trabalho a terceira dimenséao.

P26: E o estudo de figuras geométricas, solidos geométricos.

Inferéncias Parciais, questdo (1,1)

Antes de iniciar as analises, é preciso especificar o que se considera como geometria
Euclidiana, entendendo-a como a geometria construida por Euclides em sua obra
Elementos, a qual se utilizou de catorze afirmacdes iniciais denominadas axiomas e
postulados, diferenciando os termos de acordo com o teor de cada afirmacdo. Ressalto
ainda que nessa obra alguns elementos ndo sdo construidos de uma maneira formal,
como a linha filosofica Formalista exigia. Desta forma, Hilbert (???) re-escreve 0s
Elementos de uma maneira formal, por meio de axiomas e conceitos primitivos,
axiomatizando muitos dos conceitos que haviam anteriormente sido apenas definidos

por Euclides como o conceito de ponto, reta e plano.

Qualquer geometria que ndo utiliza um ou mais desses postulados de Euclides é

denominada de Geometria ndo Euclidiana.

Ao analisar as respostas, percebe-se um grande ndmero de relatos que indicam

inseguranca quanto a definir o que seria Geometria Euclidiana.

Merecem destaque as respostas classificadas nas categorias “A Geometria ensinada na
escola” e “Inseguranga”. Pode-se inferir que os fragmentos colocados nessas duas
categorias (15 no total) mostram a ligacdo entre os vestigios do ensino da Geometria
escolar e a inseguranga trazida por essas poucas lembrangas. Outro fator que pode
colaborar com a ligagdo entre essas duas unidades de contagem se trata da geometria
ensinada na graduacao e o sentimento de despreparo do professor frente ao ensino desse

conteudo.
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O fato de haver apenas trés fragmentos de discurso classificados na categoria
“Geometria usada no dia-a-dia" salienta a inferéncia de que os professores parecem néo
fazer relacdo do cotidiano com os conteudos de geometria; talvez os conteddos (ou a
falta deles) apresentados em sala de aula durante o trabalho conduzido pelos professores
de matematica possam ser citados como contribuintes para tal distanciamento da

geometria do dia-a-dia dos entrevistados.

Com base nas respostas, infere-se que a maneira com que a geometria foi ensinada para

esse grupo de entrevistados ndo foi suficientemente significativa para eles.

Segundo Barbosa (1997), a geometria pode ser entendida como um jogo, de onde se
parte com “um certo conjunto de elementos (pontos, retas, planos) e € necessario aceitar
algumas regras basicas que dizem respeito as relagdes que satisfazem estes elementos,
as quais sdo chamadas de axiomas” (BARBOSA, 1997, p. 11). Ndo foge a essa
“defini¢cao” a Geometria Euclidiana, com o Unico cuidado de compreender as regras

basicas como sendo os postulados de Euclides.

Os fragmentos classificados na categoria “Area do conhecimento” permitem inferir que
para esses seis entrevistados a geometria que eles estudaram talvez possa ser vista
apenas como o tal “jogo” descrito por Barbosa (1997). Provavelmente, os entrevistados
cujos fragmentos de discurso estdo classificados como “Area de conhecimento” se
lembrem de que os topicos de geometria ministrados pelos seus professores de
matematica continham relagfes entre objetos do mundo geométrico que néo

apresentavam significagédo para suas vivéncias do dia-a-dia.

De acordo com Barros, Franco e Gerdnimo (2010), a Geometria Euclidiana é um

conjunto de conclusdes légicas obtidas de certo conjunto de axiomas iniciais.

Dentre as respostas obtidas para a questdo (1,1), encontrou-se uma Unica resposta que
faz uma associacdo entre Geometria Euclidiana e sistema axiomatico. A resposta foi

dada pelo professor 27:
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P27- “Na Geometria Euclidiana estuda-se basicamente as retas, pontos em um

determinado plano, ressaltando postulados defendido por Euclides na Antiga Grécia”.

Apesar de o professor cometer um pequeno equivoco ao apresentar ponto vinculado
estritamente ao conceito de plano, uma caracteristica especial na resposta dada esta no
fato que a palavra postulado é citada, diferentemente do que acontece com as outras 26
(vinte e seis) respostas, o que permite inferir que o professor em questdo, mesmo sem
elaborar consistentemente a resposta, compreende haver uma relagdo estabelecida entre

0s postulados de Euclides e a geometria estruturada por ele.

Nas demais respostas, ndo foi verificado, 0 uso de termos que permitem inferir ser a
Geometria de Euclides, advinda de conclusdes ldgicas, como sugerem os autores
citados. Todavia, ha um grupo de respostas que admitem a possibilidade de ser a
Geometria Euclidiana obtida a partir de “construgdes” ou relagdes de entes geométricos

’

denominados pelo professor 24 como “entes mais elementares”.

Outra interessante analise que pode ser feita com base nos dados coletados da questdo
(1,1) se refere as respostas dadas pelo grupo, ao qual caracterizou Geometria trabalhada
na terceira dimensdo. Sao dois 0s pontos a serem considerados na analise desse grupo:
a insisténcia em admitir que a Geometria Euclidiana é desenvolvida na terceira
dimensédo, sem mencao aos outros espacos onde ela (a geometria) pode ser trabalhada, e
0 uso de termos analiticos (abscissa, eix0s, X,y,z) para expressar O espacgo

tridimensional.

As respostas dadas fazem forte mengdo ao uso do espago tridimensional para o
desenvolvimento da Geometria Euclidiana, seja por meio explicito do termo
“tridimensional”, ou por meio do uso do termo “Geometria Espacial”. Em ambos os
casos, a inferéncia que pode ser feita é a de que os professores compreendem a
Geometria Euclidiana como sendo em muitos casos unicamente a desenvolvida na
terceira dimensdo; além dessa inferéncia, ha ainda outra que pode ser considerada, a de
que os professores compreendem o espaco em que vivem como Euclidiano e por esse
motivo consideram o espaco tridimensional como Euclidiano, sem mencdo de outros

espacos.
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De acordo com Veloso (2008),

Eu diria que toda a gente esta de acordo que a ida para a escola
deveria constituir para as crian¢as uma abertura a amplos horizontes e
novos mundos, inacessiveis nos ambientes familiares habituais. No
entanto, no caso da geometria, uma tradicdo persistente limita as
experiéncias dos jovens, durante muitos anos — porventura todo o
ensino bésico, e portanto, toda a vida para quase todos — a meia
dizia de figuras planas e a meia duzia dos chamados “solidos
geométricos” (VELOSO, 2008, p. 18).

Pode-se perceber que ndo ha uma compreensdo de que a geometria por ser estabelecida
a partir de axiomas, que pode ser usada em espacos de diferentes dimensdes, desde que
nesse espaco seja possivel a validacao dos postulados em quest&o.

Outra caracteristica que ficou evidente ao ser analisado tal grupo se refere ao uso de
termos algébricos na explicacdo do que seria espaco tridimensional, o que fortalece a
hipotese de que a Geometria Analitica, por vezes, € utilizada para explicacdo ou
compreensdo do que sdo o0s entes geométricos. Pelo fato do uso de termos algébricos
terem sido identificados também em outras situagdes, serd feita uma andlise especifica

sobre tal uso em outra subsec&o®".

Uma forte representacdo feita pelos professores a geometria de Euclides se refere a

associacao da Geometria Euclidiana com calculos de area, volume e perimetro.

Pavanello e Andrade (2002) afirmam que o trabalho com as figuras geométricas e com
suas medidas, principalmente as areas e perimetros, sdo algumas das poucas nocoes

trabalhadas na escola basica.

Nesse sentido, é possivel concluir que como os conteddos que envolvem métrica sao
alguns dos poucos ministrados na area de geometria, os professores atribuem a tais

contetdos todo o teor geométrico.

1 A subsecdo 4.3.3 tratara do uso de termos algébricos para representacio de entes geométricos.
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(1,2) Antes de serem incluidas as Geometrias Nao Euclidianas nas DCE vocé sabia
da sua existéncia? Se a resposta for sim, descreva quais geometrias vocé conhecia

ou ja tinha ouvido falar.

Afirmam saber da existéncia:

P1 Sim, na faculdade no6s vimos varios tipos de geometria.

P3 Sim. N&o conhecia mas ja tinha ouvido sobre o assunto.

P4 Sim...

P5 Sim...

P6 Sim...

P12 Sim. Durante a faculdade tive contato com as Geometrias ndo
Euclidianas.

P13 Sim...

P16 Ouvi falar pela primeira vez sobre outras Geometrias no PDE* —
UEM em 2007 e também no NRE ltinerante* no ano passado.

P17 N&o tinha conhecimento pelo nome, mas conhecia algumas coisas
P18 J& conhecia da faculdade, mas ndo lembro.

P21 Ja sabia que existia porque a professora na faculdade comentou
sobre as Geometrias ndo Euclidianas, mas nunca aprofundamos nos
conteudos

P22 Ja conhecia mas ndo conseguia separa-las

P25- Sim...

Afirmam nao saber da existéncia:

P2 - P7-P8—-P9-P11- P14 — P15 - P23- P26- P27 Nao

*2.0 PDE é uma politica publica de Estado regulamentado pela Lei Complementar n° 130 , de 14 de julho
de 2010, que estabelece o didlogo entre os professores do Ensino Superior e os da educagdo bésica através
de atividades teorico-praticas orientadas, tendo como resultado a produgdo de conhecimento e mudancas
qualitativas na pratica escolar da escola publica paranaense.

* O NRE ltinerante é um curso de capacitagdo continuada oferecido pelo Estado e organizado pelos
Nucleos Regionais de Ensino aos professores da rede publica do estado; tal curso é oferecido todos o0s
anos com carga horéria de 16 h.
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P24 Né&o, para mim as Geometrias ndo Euclidianas sdo bastante

desconhecida...

Os Unicos exemplos de Geometria ndo Euclidiana apresentados foram:

P 16 Geometria Hiperbolica, Esférica, Topologia, Projetiva, etc.
P 24 ...tive um breve contato com a Geometria Projetiva.

P 25 ... Geometria Projetiva

Inferéncias Parciais, questdo (1,2)

Onze professores alegam ndo conhecer as Geometrias ndo Euclidianas, o que vem ao
encontro de outras pesquisas (SANTOS, 2009; KALEFF, 2007; LOVIS, 2009) que
também apontam a falta de conhecimento do professor no que concerne as Geometrias

nao Euclidianas.

Note que dos 13 (treze) professores (P1, P3, P4, P5, P6, P12, P13, P16, P17, P18, P21,
P22 e P25) que afirmam saber da existéncia das Geometrias ndo Euclidianas apenas 2
(dois) (P16 e P25) dao exemplos de tais geometrias. Os demais fragmentos sdao bem

concisos, o que permite inferir que tal conhecimento é muito superficial.

Kaleff, em sua pesquisa realizada com professores, detectou que “aproximadamente
34% declaram ‘ndo saber o que sejam Geometrias N&o-Euclidianas’ ou que

“desconhecem outra geometria além da Euclidiana” (KALEFF, 2007, p. 91).

Os dados desta pesquisa mostram que a situacdo do grupo de entrevistados ndo é muito
diferente do trabalhado por Kaleff (2007).

(1,3) Vocé conhece alguma diferenca entre os conceitos ou resultados validos na
Geometria Euclidiana que ndo sdo validos nas Geometrias N&ao-Euclidianas?
Mesmo se nao tiver certeza dessas diferencas, escreva alguns desses conceitos ou

resultados.
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Afirmam nédo saber nenhuma diferenca:

P1 Né&o

P2 N&o conhec¢o

P3 N&o conhego

P7 Nao

P8 N&o conheco

P9 Néo tenho ideia

P14 Na&o, prefiro ndo opinar

P15 N&o conhego. Tenho muitas duvidas
P22 Nao

P23 Como nédo conheco o assunto, tenho muitas davidas. Por isso estou
aqui, com muita ansiedade

P24 Néao

P26 Nao

P27 Nao

N&o responderam:

P5, P6, P10, P11, P19, P25, ndo responderam a questdo entregando o questionario sem

essa resposta.

Outras respostas:
P4 Planos geométricos tridimensional, retas, planos e espaco.
P12 N&o tenho certeza, mas toda geometria euclidiana é estudada a
partir da segunda dimensao.
P13 Eu acho que a geometria euclidiana se refere a Geometria Analitica
e espacial.
P16 E a geometria que trabalhamos desde os anos iniciais-que estuda as
propriedades das figuras planas (poligonos e ndo- poligonos) das
espaciais (poliedros e corpos redondos), as relagdes métricas, trabalha
0S entes geométricos ponto, reta, plano, etc...
P17 E a Geometria que vai até a terceira dimensdo ensinada até entéo

no ensino fundamental.
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P18 Geometria que trata dos objetos e formas.

Inferéncias Parciais, questdo (1,3):

De acordo com a teoria sobre Anélise de Conteldo, a auséncia, o siléncio e a demora
em responder podem de certa forma caracterizar falta de conhecimento ou bloqueios.
Infere-se que os seis professores P5, P6, P10, P11, P19 e P25 que optaram por deixar a
questdo em branco apresentam dificuldades em responder a pergunta, essa inferéncia se
confirma ao perceber que 13 professores declaram explicitamente ndo conhecer
diferencas que distingam as geometrias. As respostas de P4, P12, P13, P16, P17, P18 e
P21, que apresentaram algum exemplo de diferenca entre as geometrias, ndo puderam
ser classificadas em grupos, uma vez que ndo convergiam para nenhum tipo de unidade

de contagem.
A tarde do primeiro dia foi destinada ao trabalho com Topologia, e por esse motivo
julgou-se interessante investigar o que os professores conheciam do assunto: com base

nisto, elaborou-se o questionario 2.

3.2 Questionario 2

(2,1) Descreva o que vocé entende por Topologia.

Duvidas quanto ao que € Topologia:

P3- N&o lembro o suficiente para descrever. Desconheco o assunto para
descrever sobre 0 mesmo

P8 - Nada

P10 - N&o sei...

P14 - N&o lembro...

P20 - Nao conheco suficiente.

P24 - Ja ouvi esse termo, mas ndo tenho conhecimento.

P26 - N&o sei.
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Relacdo com topografia:

P1 - Ciéncia que estuda os niveis

P4 - E a ciéncia que entende a geometria- geo- terra, metria- medida da
terra...

P5 - Ciéncias que estuda a Topologia. A terra e suas formas.

P12 - Ciéncia que estuda e analisa niveis de solo,

P13 - Que estuda a forma geométrica da terra

P14 - ... tem a ver com algum estudo da terra.

P22 - ...O profissional vai fazer as medicdes para cortar um terreno

Algum tipo de grandeza ou medida:

P6 - Estudo das dimensdes.

P9 - Estuda as medidas...

P10 - ... acredito que é medir.

P12 - ...célculos de distancias, entre outros

P15 - Consiste na forma de estudar as formas de medir um determinado
espaco.

P17 - E o estudo das medidas

P22 - Ciéncia de estudo dos topicos da matematica... medicdes .

P23 - E uma forma de fazer medicdes num determinado espaco.

P25 - Estudo de medidas

P27 — Topologia, diferentes formas de fazer medicdes...

Respostas que trazem alguma propriedade ou definicdo do que significa Topologia:

P2 - Entendo que seja um estudo de uma Geometria ndo Euclidiana
onde alguns conceitos estudados na Geometria Euclidiana sdo deixados
de lado.

P7 - Topologia estuda as figuras geométricas em suas deformacdes,
sendo chamada também de geometria elastica. Considerando que uma

forma geométrica pode ser transformada em outra. Ex: Uma esfera feita
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com massa de modelar pode ser transformada em sua deformagéo em
um cubo.

P16 - Geometria que estuda as propriedades das figuras (superficies)
que ndo se alteram apds transformacbes. EX: Pontos interiores e

exteriores. Geometria elastica

Inferéncias Parciais, questdo (2,1):

E possivel perceber, a partir das analises das unidades de contagem, que a grande
maioria dos professores desconhece a Topologia. Dos professores que arriscaram dar
alguma ideia do que seja Topologia, muitos se remetem aos conceitos usados em
topografia, como é possivel perceber nas respostas de P1, P4, P5, P12, P13, P14 e P22,

identificados no grupo ‘Relagdo com topografia’.

O segundo grupo, denominado ‘Algum tipo de grandeza ou medida’, no qual se
enquadraram 10 fragmentos de respostas, ndo faz uma relagdo coerente com o estudo

topoldgico, uma vez que medidas nao se referem as preocupacdes da Topologia.

E possivel inferir que os professores em geral desconhecem o assunto ou tém
concepgdes erradas sobre o que se refere a Topologia. Apenas trés professores (P2, P7,

P16) apresentam coeréncia em suas respostas.

(2,2) Para vocé, quais sdo 0s primeiros conceitos geométricos que as criangas

aprendem?

Conhecimento e distingdo de figuras geométricas planas (quadrado, circulo...), e

espaciais (esfera e cubo):

P2 - Aprendem a identificar os sélidos na Geometria Espacial e a partir
dai as figuras geométricas planas
P3 - As criancas aprendem os conceitos de formas geométricas mais

comuns, como quadrado, circulo, triangulo, retangulo e outras.
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P4 - A reta o circulo, o quadrado, retangulo, e triangulo, ou esfera, cubo
etc

P5 - ... diferentes formatos das figuras.

P6 - Formas geométricas

P7 - A crianga, desde sua primeira vivéncia, antes da escola, tem um
contato, com objetos solidos de diferentes formatos, a partir dai comeca
a estabelecer relacGes entre os formatos geométricos dos sélidos, e as
figuras planas geométricas.

P8 - As formas geométricas: Circulo, retangulo, quadrado. A reta, o
ponto

P9 - ...ideia intuitiva das formas... .

P10 - ..Acredito que os brinquedos em si jA apresentam formas
geométricas

P12 - ...formas basicas.

P13 - Bola- A esfera, o circulo.

P14 - Nos brinquedos as formas geométricas...

P15 - Os conceitos de formas geométricas (quadrado, retangulo, circulo
e triangulo)...

P16 - Acredito que seja o conceito de formas geométricas planas,
circulo, retangulo, triangulo, quadrado, etc.

P17 - ...figuras bésicas.

P18 - Acredito que elas iniciam pela geometria espacial (solido
geométricos), ou seja, o todo, e em seguida estudam as formas
geométricas planas, vendo os elementos fundamentais da geometria.

P19 - Elas aprendem as figuras geométricas plana, nao plana, espaciais

P20 - ...diferenciar formas geométricas.

P21 - Formas geométricas...

P23 - As formas geométricas

P24 - Os primeiros conceitos geomeétricos que as criangas aprendem séo
as formas geométricas planas: quadrado, circulo, triangulo, retangulo,
porém, sem propriedades.

P26 - As criangas aprendem primeiramente os conceitos de figuras

planas.
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P27 - Nogoes de ‘coisas’ que nos ddo ideia de ponto plano e reta, e,

objetos que lembram figuras geométricas planas.

Nocdes de perto longe, grande pequeno, nocdes de lateralidade:

P1 - Noc0es sobre espaco, lateralidade, espessura, retas

P9 - Deve-se trabalhar de forma que primeiramente se construa a idéia
de espaco, ..., lateralidade, medida (grande, pequeno), espessura, plano,
néo plano.

P10 - ... nocéo de tamanho (maior/menor), espaco (cabe/néo cabe).

P11 - Os primeiros sdo de espaco, forma, locomocéo, objeto.

P14 - ...bola pequena, grande...

P17 - Comparagdo entre medida, semelhanga, tais como: grande e
pequeno, longe e perto...

P20 - ... nocdo de distancia, tamanho, etc.

Inferéncias Parciais, questdo (2,2):

Para essa questdo, foi possivel dividir as respostas dos participantes da pesquisa em
apenas duas unidades de contagem, a saber, ‘conhecimento e diferencia¢do de figuras
planas e espaciais’, e ‘nogdes de espaco’ que incluem conhecimento do tipo perto e

longe, direito e esquerdo, grande e pequeno, etc.

E interessante observar que nenhum dos trés professores, P2, P7 e P16, que deram
respostas coerentes a questdo (2,1) citou que esses conceitos sdo 0S primeiros
apreendidos pelas criancas. E possivel inferir que os professores P2, P7 e P16 associam
a Topologia somente a conteudos ministrados em ambientes escolares, ndo fazendo

relacdo dos conhecimentos topoldgicos com a vivéncia experimentada pelos alunos.

(2,3) Vocé sabe o que significa dimensdo de um espago? Dé exemplos de espacos

com diferentes tipos de dimensoes.
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Para essa questdo, dividiram-se as analises em duas partes; a primeira, que trata da parte
(a) da questdo e consiste em analisar quais conceitos foram apresentados para o termo

dimensao, e outra parte (b), que trata de exemplos de espacos com diferentes dimensdes.

(2,3a) Vocé sabe o que significa dimensdo de um espaco?

Espaco ocupado por algo ou por alguém:
P10 - Algo que ocupa lugar no espaco é a dimensao.
P13 - E o tamanho o espago que o0 objeto ocupa.

P14 - Espaco em que estamos ocupando

Medida:
P2 - E qualquer objeto que apresenta uma medida
P3 - Penso que dimenséo sao as medidas
P5 - Dimens&o de espaco depende de delimitacdo que se faz
P6 - Sim. (medidas)
P8 - Seria o tamanho...
P9 — Medida...
P12 - £ as “medidas” que o caracterizam
P13 - E o tamanho
P15 - Significa o tamanho, a medida do espaco
P16 - Dimenséo é aquilo que podemos medir.
P22 - Dimensé&o: tamanho...
P24 - Quando falamos em dimens&o, pensamos em algo que se pode
medir...
P25 - Sim, os diversos tipos de medidas.

P26 - E a medida de um espagco delimitado

Inferéncias Parciais (2,3a):

Quanto ao primeiro grupo de respostas da pergunta (2,3a) e que possuem COmMO
caracteristica principal o conceito de dimensdo como o espaco ocupado por algo ou
alguém, infere-se que tais professores ndo possuem o conceito claro do que seja

dimensdo de um espago, isso porque 0 espago ocupado pelo objeto ndo pode ser
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considerado para a identificacdo da dimensdo do mesmo. Note-se, por exemplo, que a
reta, o plano e o ponto ndo ocupam lugar algum e cada um dos exemplos citados possui

dimensoes diferentes.

E preciso ressaltar que o termo dimens&o ndo pode ser definido facilmente, além de que,
por se tratar de um termo usado também por ndo matematicos, sua compreensao pode

sofrer influéncia do senso comum.

No dicionario Michaelis, o termo dimensdo pode significar: 1° Extensdo em qualquer
sentido; tamanho, medida, volume. 2° Alg. Grau de poténcia ou de uma equacio em
algebra. 3° Geom. Cada uma das trés extensdes (comprimento, largura e altura) que se
consideram na geometria de Euclides. Atualmente, tém-se formulado outras geometrias,

de quatro e mais dimensdes.

Matematicamente, a definicdo de dimensdo pode ser considerada com énfases
diferentes, dependendo do contexto em que ela esté inserida. Assim, na Algebra Linear
tal definigdo serd dada por meio do conceito de dependéncia e independéncia linear de
um conjunto de vetores (HOFFMAN e KUNZE, 1979); ja na Analise ela sera
considerada como o produto cartesiano de pontos onde as coordenadas serdo definidas a

partir de uma referéncia pré-determinada (LIMA, 2000).

Apesar da definicdo formal necessitar de conceitos especificos de subareas, a nocao
intuitiva e ndo formal da dimensdo de um espaco pode ser descrita como o0 nimero de

coordenadas necessérias para se localizar um objeto nesse espaco.

Essa forma de compreender o termo dimensdo** permite classificar vérias superficies

guanto a sua dimensao.

* 0 tema “dimensio” ja foi inclusive palco de uma historia narrativa, tendo por objetivo caracterizar os
habitantes de uma cidade chamada Planolandia, como “inferiores” a outros habitantes do mesmo espago
por possuir uma quantidade menor de lados; o livro retrata uma satira contra o papel da mulher, que é
apresentada como uma figura sem lados, e a natureza da fé (ABOTT, 2002). Escrito por Edwin Abott em
1884 — cuja edicdo teve varias reimpressdes — e intitulado sugestivamente por Planolandia, o narrador, um
quadrado que discorre sobre seu mundo e sobre os habitantes dele, é apresentado a terceira dimenséo.
Mesmo sem poder ver os habitantes daquele planeta, mas podendo entendé-los pelas “sombras” que
provocavam em Planolandia, o quadrado passa a admitir a possibilidade de dimensdes maiores, quarta,
quinta e sexta.
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A grande parte dos pesquisados (P2, P3, P5, P6, P8, P9, P12, P13, P15, P16, P22, P24,
P25 e P26) associa dimensdo com medidas. De certa forma, esses conceitos sdo
associados. Para Caraca (1951), a ideia de medir esta intrinsecamente ligada ao conceito
de comparar, assim, seria impossivel comparar dimensdes de espacos sem haver uma
maneira de medi-los. O erro conceitual, porém, estd ligado a prépria ideia de medida,
pois esta ndo precisa significativamente estar associada a dados numéricos. Assim,

quando o professor afirma®...

P24: Quando falamos em dimensdo, pensamos em algo que se pode
medir[...]

N&o ha um erro conceitual em sua resposta; mas, quando a associacao dessa medida esta

relacionada com dados numéricos, comete-se ai 0 erro que levanta essa discussao.

P24: Quando falamos em dimensdo, pensamos em algo que se pode
medir. Assim, num retangulo, temos as dimensdes da largura,
comprimento, area, diagonal, etc. Num cubo temos as dimensdes:

arestas, area da superficie lateral, volume, etc.

Os termos largura e comprimento, ditos pelo professor 24, sdo usados no sentido da
medida numeérica, seja esta em qualquer unidade, e ndo no sentido dos possiveis lados
do objeto geométrico; essa inferéncia é possivel ao continuar a analise da resposta. Esse
professor admite como outras medidas a éarea, a diagonal, e para elementos
tridimensionais o cubo: sdo admitidos ainda o volume, as medidas das arestas, entre

outras medidas.

O que se pretende esclarecer € que a medida, no sentido mais amplo da palavra, ndo
remete ao erro conceitual; esse erro acontece quando a intencdo de medir esta associada
a obter um numero, e inferir dai que numeros diferentes resultam em espacos com

dimensodes diferentes.

** A afirmacéo do professor 24 é dada como resposta a questdo (2,3).
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A segunda parte da questdo, que consiste em dar exemplos de espacos com diferentes
tipos de dimensdes, possibilitou inferir sobre algumas das concepg¢bes que 0s

professores tém de dimenséo.

(2,3b) Dé exemplos de espagos com diferentes tipos de dimensdes.

Diferentes dimensdes associadas a diferentes unidades de medidas:

P4 - area, hectare, alqueire.
P6 - braca, polegada, multiplos do metro, hectare, alqueire, litros,

massa.

Objetos com areas ou volumes diferentes foram usados como exemplos de objetos com

diferentes dimensoes:

P2 - caixa de sapato, caixa de fésforo.

P4 - ...Sala de aula, quarto e sala do lar.

P5 - ... uma folha de papel, o patio de uma escola,

P9 - ...folha de papel e prancha de madeira.

P21 - (o professor desenhou diferentes poligonos com medidas
diferentes)

P22 - ...campo de futebol, a sala da minha casa.

P23 - Dimensédo: tamanho, area.

P25 - medida de um terreno, distancia entre duas cidades, espessura de
uma folha sulfite...

P26 - Medida de uma lousa, de uma caixa, de uma bola

P27 - folha do caderno em relacéo a sala de aula, folha do caderno em
relacdo ao patio da escola e ou cidade onde mora.

Exemplos de espacos limitados e ilimitados foram dados na intencdo de representar

espacos com diferentes dimensoes:

P5 - uma folha de papel... e o universo.
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P8 - O sistema solar. A dimensé&o do sistema solar € infinito.

P11: E possivel medir o espago? E possivel limitar o espaco para
medir?

P15: Significa o tamanho, a medida do espaco. Ex: lua, mar, floresta.

P 20: Sala de aula e Universo, dimensdes bem diferentes.

P23: Exemplo: O sistema solar.

P25: [...] disténcia entre duas cidades, espessura de uma folha sulfite.

Inferéncias Parciais (2,3b);

Para os professores P4 e P6, a dimensdo esta relacionada a unidade de medida
estabelecida; ou seja, para eles, admitir unidades de medidas diferentes significa obter

dimensdes diferentes.

H& um grupo consideravel de professores (P2, P4, P5, P9, P21, P22, P23, P25, P26 e
P27) que sugerem exemplos de espacos com diferentes dimensdes simplesmente por
terem medidas (tamanhos) distintas. Os professores citados confundiram a dimensé&o de
um espaco com as medidas do objeto em um espaco. Para eles, um objeto com medidas

grandes tem dimensdes grandes, analogamente para 0s objetos com medidas pequena.

H& ainda uma terceira unidade de analise considerada no primeiro grupo, o qual se
refere ao termo infinito ou ao sentido atribuido a essa palavra, usado em algumas
respostas. Exemplos as vezes considerados no sentido de “muito grande”, outras vezes
no sentido de “muito pequeno” trata as diferentes dimensdes de espacos dependendo da
grandeza ou pequenez a que se refere. As respostas dadas pelos professores (P5, P8,
P11, P15, P20, P23 e P25) destacam essa unidade de analise. Novamente, aqui ha o

engano ao confundir a medida do objeto com a dimensdo de um espaco.

Observe, por exemplo, a resposta dada por P8:

P8: [...] A dimensao do sistema solar € infinito.
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Nas respostas, as palavras como sistema solar e universo remetem sempre a ideia de
infinito. Em outros casos, é subtendida & ideia de “muito grande” ou “muito pequeno™®,
como é o caso dos exemplos mar*’, floresta, espessura de uma folha sulfite — note que o

professor estd sempre pensando em objetos e ndo no espaco em questao.

O que se deve esclarecer é que em um espaco de dimensdo 1 pode-se ter um objeto de
medida pequena ou grande. Por exemplo, em uma reta, pode-se ter um segmento de
comprimento tdo pequeno quanto se queira, e também segmentos tdo grandes quanto se
queira. Se se pesar em semirretas, por exemplo, tem-se um objeto de comprimento
infinito em um espaco unidimensional (a reta). E claro que todos esses objetos
considerados da reta sd@o unidimensionais, pois estabelecido um sistema de coordenadas
na reta, basta uma coordenada para cada ponto desses objetos para se obter tais

subconjuntos.

3.3 Questionario 3

(3,4) Quando estamos em uma estrada reta, temos a impressdo que as laterais da
estrada se encontram em um ponto mais distante dos nossos olhos. Um aluno
curioso, atento a sua aula na qual vocé introduzia o conceito de retas paralelas,
perguntou se as duas retas paralelas (representadas pelas laterais da estrada) se

encontram no infinito. O que vocé diria a esse aluno e como explicaria isso a ele?

Retas paralelas ndo se encontram:

P1 - N&o se encontrardo, pois sdo paralelas
P4 - Se sd@o paralelas, ndo se encontram, conserva sempre a mesma
distancia

P6 - N&o. Elas mantém distancia entre si

% Apesar dos termos muito grande e muito pequeno dependerem do referencial de comparacdo, os
exemplos sugerem que tal inferéncia possa ser feita.

*" Nao fica claro, na resposta de P15, qual é especificamente o exemplo que ele adotou ao usar as palavras
mar e floresta, podendo ficar subtendido que é uma arvore, uma pedra, um arbusto, ou outro elemento da
floresta ou do mar; no entanto ao iniciar sua resposta, o professor faz referéncia a palavra tamanho,
permitindo acreditar que o que fica subtendido é que ele deseja se referir ao tamanho do mar e ao
tamanho da floresta, e que adotando como referencial pode significar “muito grande”, como foi inferido
na analise.
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P9 - Eu diria que se as retas sdo paralelas elas ndo se encontram no
infinito, pois elas mantém entre si sempre a mesma distancia.

P12 - Diria que na verdade elas ndo se encontram

P13 - Porque séo paralelas elas nunca se encontram no infinito

P14 - Que n&o encontra no infinito pois sao paralelas.

P15 - ... na Geometria Euclidiana as retas ndo vao se encontrar...

P16 - ... se continudssemos o caminho perceberiamos a mesma distancia
entre elas, ou seja, ndo se encontram.

P21 - N&o as retas para serem paralelas tem que manter a mesma
distancia

P 25 - Diria que retas paralelas nunca se encontram,

P27 - Diria se ele continuar nesse caminho vai perceber que elas

continuaram sendo paralelas

Atribuem o fato a questdes de Optica:

P11 - Diria que é apenas uma ilusdo de Optica.
P12 - ...é s0 uma visdo projetiva de algo que ndao ‘“vemos realmente”
devido a forma da terra.

P16 - Diria que é uma iluséo de Otica

Retas paralelas podem se encontrar:

P5 - Que duas retas paralelas podem se encontrar em algum ponto no
infinito,

P14 - ...na Geometria ndo Euclidiana, elas se encontram.

P15 - Vai depender da geometria que se esta trabalhando, ...na Nao-
Euclidiana v&o se encontrar.

P17 - Diria que € possivel ocorrer esse fato e demonstraria através de
perspectiva.

P23 - Na Geometria ndo Euclidiana as retas se encontram no infinito.

Né&o responderam ou afirmaram ndo saber responder:
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P2, P18, P19, P26 - Nao respondeu a questao deixando-a em branco
P20 - Nao sei responder e pediria ao meu aluno um tempo para

pesquisar e responder depois.

Inferéncias Parciais, questdo (3,4):

Doze professores sdo enfaticos ao afirmarem que retas paralelas ndo se encontram.
Analisando as respostas desse grupo, percebe-se que 5 (cinco) justificam que as retas
paralelas ndo se encontram, j& que mantém a mesma distancia entre si, enquanto 7 (sete)

ndo trazem em suas respostas nenhum tipo de justificativa.

Outro grupo de respostas atribui o fato a questdes de Optica, mesmo esse grupo ndo
sendo categorico ao afirmar que elas ndo se encontram, é possivel inferir que para tais
professores parece claro esse fato, uma vez que tentam encontrar uma explicacdo que

justifique a davida do aluno.

Para os professores desses dois grupos (P1, P4, P6, P9, P11, P12, P13, P14, P15, P16,
P21, P25, P27), o que se percebe é que hd uma compreensdo de que as retas desenhadas

no asfalto nunca se encontraram.

O terceiro grupo de respostas, identificados por afirmarem que em alguns casos as retas
paralelas podem se encontrar, justifica tais afirmacdes, declarando que na Geometria
ndo Euclidiana esse fato seria possivel. E possivel perceber que esses professores
entendem que na Geometria Euclidiana as retas ndo se encontram, mas acreditam ser
possivel esse fato quando se trata da Geometria ndo Euclidiana. Ha duas hipdteses que
podem ser sugeridas: a primeira consiste no fato de que os professores acreditam que
podem existir definicbes diferentes do mesmo objeto, uma para a Geometria nao
Euclidiana e outra para a Geometria Euclidiana, assim, seria possivel concluir que na
Geometria ndo Euclidiana a definicdo de retas paralelas seria distinta daquela da
Geometria Euclidiana. Outra hipoOtese € que os professores, ao declararem que retas
paralelas se encontram, ndo estabelecem uma relagdo logica por ndo compreenderem a
definicdo de paralelismo entre retas ou por ndo fazerem a inferéncia de que se retas
paralelas ndo se encontram entdo as retas que se encontram, ndo deveriam ser

denominadas paralelas.
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Ressalta-se ainda que por haver quatro questionarios que apresentaram a questdo em

branco, pode-se inferir que tal questdo tenha causado algum tipo de desconforto.

3.4 Questionario 4

Com base nas respostas dadas na questdo 4 do questionario anterior, julgou-se
necessario a elaboracdo do questionario 4. O fato de alguns professores afirmarem que
retas paralelas se encontram em geometrias diferentes da euclidiana fez com que se

elaborasse uma questdo especifica para tratar do assunto.

(4,1) Afinal, as retas paralelas se encontram no infinito? Explique.

Retas paralelas ndo se encontram:

P1 - Dentro da geometria Euclidiano néo...

P2 - As retas paralelas nunca se encontram no infinito...

P3 - Na perspectiva local (Geometria Euclidiana) as retas paralelas ndo
se encontram

P4 - Néo...

P5 - Pela Geometria Euclidiana ndo

P6 - As retas paralelas ndo se encontram.

P7 - Nao, retas paralelas nunca se encontram (segundo a Geometria
Euclidiana)...

P11 - Na Geometria Euclidiana as retas paralelas ndo se encontram no
infinito...

P12 - ... Se estivermos analisando na Geometria Euclidiana elas néo se
encontram...

P16 - ... no espaco local (localmente) elas ndo se encontram —
Geometria Euclidiana...

P17 - N&o...

P18 - As retas paralelas ndo se encontram no infinito...

P20 - Na Geometria Euclidiana elas ndo se encontram...
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P21 - ... retas paralelas ndo se encontram no infinito...

P24 - ... no espaco local elas ndo se encontram...

P25 - ... Na Geometria Euclidiana ndo se encontram...

P26 - Em Geometria Euclidiana as retas paralelas ndo se encontram.

P27 - ...para a Geometria Euclidiana elas continuam sendo paralelas

Retas paralelas podem se encontrar em geometrias diferentes da Euclidiana:

P1- ...Dentro da Geometria Projetiva sim.

P2- ... Em Geometria Projetiva no campo visual as retas paralelas se
encontram.

P3- ... na Geometria Projetiva todas se encontram.

P4 - ... na Geometria Projetiva sim...

P5- Depende do ponto de vista da geometria...

P6- ... Porém na ilusdo o6tica, quando trata se do ponto de fuga, sim..

P7 - ... na Geometria Projetiva (visual), as retas paralelas se encontram
no mesmo ponto (0 ponto cego).

P11- ... na Geometria ndo Euclidiana (projetiva) se encontram no
infinito.

P12- ... Depende da geometria em questao.

P13- Depende da geometria que esta sendo usada.

P14- Depende do tipo de geometria.

P15- Sim, se estivermos trabalhando com Geometrias ndo Euclidianas e
Geometria Projetiva.

P16- Visualmente, dependendo do ponto de vista, elas podem se
encontrar- Geometria Projetiva...

P19- Depende da geometria..

P20- ...depende de qual geometria estamos falando.

P21- ... Se elas forem retas paralelas de locomocéo, sim.

P23- Sim, na Geometria Euclidiana e na Projetiva.

P24- Depende...

P25- na Geometria ndo Euclidiana se encontram...

Inferem que na Geometria Projetiva ndo existem retas paralelas:
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P8- ...na Geometria Projetiva ndo existe retas paralelas

P17- Nao, apesar de na projetiva isso parecer possivel aos nossos olhos.
P18- No campo visual aparenta que se encontra, mas ai ndo foram
desenhadas retas paralelas.

P19- ...na Geometria Projetiva ndo existe reta paralela...

P22- Na Geometria Projetiva ndo existe retas paralelas. (geometria da
Visao)

P25- ...na Geometria Projetiva ndo existe retas paralelas pois todas as

retas se encontram

Inferéncias Parciais, questdo (4,1):

Dezoito professores afirmam que retas paralelas ndo se encontram; desse grupo, 12
(doze) deixam explicito que na Geometria Euclidiana elas ndo se encontram. Ao que
parece, tais professores realmente apresentam dividas quanto a conservagdo dessa
propriedade em outras geometrias, 0 que de fato se confirma quando se analisam as
unidades de contagem que afirmam enfaticamente que em outras geometrias isso pode
acontecer. No total, 19 (dezenove) professores — um numero consideravel, ja que se
trabalha com um universo de 27 (vinte sete) professores — declaram explicitamente que
em outras geometrias isso € possivel, dos 19 (dezenove) professores, 11 (onze) afirmam

que na Geometria Projetiva as retas paralelas se encontram.

O fato de a Geometria Projetiva estar presente em varias respostas, pode ter sido
ocasionado devido ao cronograma do curso, pois tal geometria foi trabalhada no
encontro anterior; contudo, ndo parece claro aos professores que em tal geometria ndo

existam retas paralelas.

H& um grupo de professores — P8, P17, P18, P19, P22, P25 — que declaram ndo existir
retas paralelas na Geometria Projetiva. Ao comparar 0s trés grupos, percebe-se que 0s
professores P19 e P25 ndo descartam a possibilidade de que em outras geometrias

diferentes da projetiva as paralelas se encontram.
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Com base na analise desse questionario, pode-se inferir que o problema com a definicéo
de paralela € muito forte. No questionario anterior, foi inferido que os professores
entendem o paralelismo caracterizado principalmente por manter sempre a mesma
distancia entre as retas. Com base nessa definicdo, ndo seria possivel conceber a ideia de
que retas paralelas se encontram a ndo ser que se tenha implicito que em outras
geometrias a definicdo de paralelismo entre retas ndo seja a mesma adotada na
Geometria Euclidiana. Entretanto, nenhuma resposta propde outra definicdo para retas
paralelas em Geometrias ndo Euclidianas. Infere-se, assim, que o problema principal
que constitui essa questdo trata-se possivelmente de uma ma formacéo logica envolvida

na elaboracdo do raciocinio.

3.5 Questionario 5

(5.2) Cite pelo menos um resultado que diferencie a Geometria Euclidiana da

Geometria Projetiva.

Na Geometria Euclidiana, ha retas paralelas, enquanto que na Geometria Projetiva ndo
ha.

P1- ..na Geometria Euclidiana existe retas paralelas, na Geometria
Projetiva ndo existe retas paralelas.

P3- Na Geometria Euclidiana existem retas paralelas, ja na Geometria
Projetiva ndo existem retas paralelas.

P5- Na Geometria Projetiva ndo existem retas paralelas todas as retas
se encontram.

P12- Na euclidiana existe uma reta paralela a r dado um ponto p fora de
r. Na Geometria Projetiva ndo existe retas paralelas.

P16- Na Geometria Projetiva ndo ha retas paralelas...

P17- Na Euclidiana existe paralelas na Projetiva ndo, pois elas sempre
se encontram

P19- Na Geometria Projetiva ndo existe reta paralela elas se encontram.
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P20- Na Geometria Euclidiana existe duas retas paralelas. Na
Geometria Projetiva ndo existe retas paralelas pois todas as retas se
encontram no ponto de fuga.

P23- Na Geometria Euclidiana retas paralelas ndo se encontram.na
Geometria Projetiva ndo existe retas paralelas todas se encontram no
infinito (ponto de fuga)..

P24 - Na Geometria Euclidiana, conserva-se a idéia de retas paralelas,
enguanto que na Geometria Projetiva, ndo ha essa conservacgao, pois na
representacéo de linhas paralelas, visualmente, elas néo séo.

P25- A Geometria Euclidiana tem retas paralelas a Projetiva néo.

Na Geometria Euclidiana, as retas paralelas ndo se encontram, enquanto que na

Geometria Projetiva as paralelas se encontram em algum ponto.

P5 - Na Geometria Euclidiana duas retas paralelas nunca se
encontraram e na Geometria Projetiva elas se encontraram visualmente
em algum ponto no infinito.

P6 - As retas paralelas se encontram no infinito

P10 - Retas paralelas ndo se encontram. Retas paralelas se encontram
num ponto no infinito

P14 - Na Geometria Euclidiana as retas sdo paralelas na Geometria
Projetiva as reta paralelas se encontram no “fim do tunel”.

P18 - Na geometria a Euclidiana as retas sao paralelas e ndo se cruzam,
na Projetiva as paralelas se cruzam

P21 - Retas paralelas que se encontram no infinito

P27 - Em Geometria Euclidiana temos que as retas paralelas nunca se
cruzam, enquanto na Geometria Projetiva percebe-se que tais retas se

encontram em um determinado ponto.

A Geometria Euclidiana se preocupa com a métrica, enquanto que a Geometria

Projetiva se preocupa com a estética, o visual.

P2- A Geometria Euclidiana é a geometria das medidas enquanto a

Projetiva é das propriedades visuais.
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P15- Na Geometria Projetiva a preocupacdo que existe sdo as
propriedades visuais e na Geometria Euclidiana ha preocupacdes com
as propriedades tateis.

P16- Geometria Projetiva... € uma geometria que apresenta
propriedades visuais

P22- Uma geometria se preocupa com medidas e a Geometria Projetiva
ndo se preocupa com as medidas

P27- Na Geometria Euclidiana podemos observar e provar através das
unidades de medidas, enquanto na Geometria Projetiva apenas é feito

conjunturas visuais

Inferéncias Parciais, questdo (5,2):

Novamente nessa questdo o paralelismo se apresentou como uma diferenga entre a
Geometria Euclidiana e as Geometrias ndo Euclidianas. Desta vez, porém, houve um
namero maior de respostas que admitem ndo existir retas paralelas na Geometria
Projetiva. Essa mudanca de concepgdo pode ter sido ocasionada devido ao maior
aprofundamento no assunto permitido pelo minicurso. Ao se analisar o segundo grupo
das unidades de contagem, percebe-se que ainda ha 7 (sete) respostas que afirmam que
nessa geometria as retas paralelas se encontram. Dentre as sete respostas, cinco admitem

que o ponto de encontro se localiza no infinito.

Um terceiro grupo admite que a Geometria Projetiva se preocupa com questfes visuais,
enquanto que a Geometria Euclidiana com a métrica. Novamente, fica passivel de
observagdo que a Geometria Euclidiana é vista apenas como uma parte da matematica

que trabalha com medidas e célculos.

(5,3) O motorista do carro atrds da seta da figura a seguir recebeu a seguinte
instrucdo: para que vocé chegue ao destino, basta que vocé siga reto. Nesse caso, 0

que significa seguir reto para vocé? Comente e faca um esboco de sua resposta.
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Figura 14: Figura apresentada na questéo (5,3)

Fonte: Acervo da Autora.

Seguir reto como acompanhar o trajeto:

P2- Significa ndo mudar o percurso da trajetoria.

P11- Significa acompanhar o trajeto da avenida ou rua que esta a seta
até o ponto de chegada.

P14- Sequir a estrada toda a vida.

P18- Seguir a trajetéria desenhada como asfalto.

P23- Seguir em frente sem mudar o percurso descrito na figura.

P25- Significa seguir em frente pela estrada.

P26- Seguir reto, significa permanecer na mesma rua, estrada.

Resisténcia em usar a palavra ‘reto’ por ndo se referir a uma definicdo euclidiana de

reta:

P1- Seguir reto para mim é tomar uma linha que tenha sensacdo de
infinito, que eu seja capaz de sempre vé-la na minha frente em linha
reta. A expressao do guia foi errada, deveria dizer: siga em frente sem
sair desta avenida.

P3- Neste caso, seguir reto é ndo entrar em nenhuma outra rua, que nao
seja a que ja esta trafegando.

P5- Seguir reto significa ir em frente por uma linha reta.
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P12- Nesse caso seguir reto € continuar na mesma estrada, considero
ISSO Uma expressao.

P15- Reto seria seguir o caminho, independente da curva.

P16- Significa seguir em frente. O carro ndo pode andar entre as casas,
entéo ele precisa ir pela estrada.

P17- No caso reto é a estrada, embora ndo seja uma reta, mas se fosse o
menor caminho era so6 fazer uma diagonal como é na cidade ndo da.
P20- Neste caso significa seguir na rua que o carro ja esta até chegar ao
ponto.

P22- Vou acompanhar o trajeto da avenida, mas nao irei seguir reto, até
chegar ao ponto final.

P24- Como ja existe um trajeto tracado, seguir reto significa
acompanhar o trajeto, que no caso € uma curva.

P27- Seguir reto nesse caso seria uma instrucdo para que 0 motorista
ndo fizesse nenhuma manobra para outra direcdo seguisse sempre em

frente.

Inferéncias Parciais, questdo (5,3):

A pergunta proposta ndo trata de nenhuma Geometria ndo Euclidiana especifica, foi
usado um termo coloquial na elaboracdo da questdo e percebeu-se que, quando houve
uma reflexdo sobre o assunto — no caso, 0 uso da palavra reto —, houve também uma

resisténcia.

O primeiro grupo de respostas destaca que seguir reto significa seguir o trajeto da
estrada, ndo parece haver para esses professores problemas com o termo usado e a

figura que ele representa.

O segundo grupo, denominado ‘Resisténcia em usar a palavra reto...’, traz em suas
respostas indicios de que o termo usado na orientacdo foi inadequado observa-se que
alguns professores (P3, P12, P20) usam as palavras ‘nesSe caso’; talvez, haja a intencéo
de querer dizer que para essa situacdo em especial as palavras seguir reto queira

significar uma curva.
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Em outras respostas, a insatisfacdo é declarada explicitamente.

Destacam-se em negrito algumas respostas que trazem explicita a resisténcia em usar o

termo reto:

P1- Seguir reto para mim é tomar uma linha que tenha sensacdo de
infinito, que eu seja capaz de sempre vé-la na minha frente em linha reta.
A expressdo do guia foi errada, deveria dizer: siga em frente sem sair
desta avenida

P12- Nesse caso seguir reto € continuar na mesma estrada, considero
ISSO uma expressao.

P17- No caso reto € a estrada, embora ndo seja uma reta, mas se fosse o
menor caminho era s6 fazer uma diagonal como é na cidade néo da.
P22- Vou acompanhar o trajeto da avenida mas néo irei seguir reto, até
chegar no ponto final.

P24- Como ja existe um trajeto tracado, seguir reto significa

acompanhar o trajeto, que no caso € uma curva.

Os professores desse grupo se preocuparam em ‘corrigir’ ou justificar o termo usado.

Fica claro que eles nédo estdo a vontade com o uso do termo, isso decorre do fato de que

tém em mente o conceito euclidiano de reta: logo, como o trajeto da figura € distinto da

representacdo de reta a que estdo acostumados, eles sentem a necessidade de justificar

ou corrigir. Mesmo se constituindo em termos usados no cotidiano das pessoas, e que

talvez ndo haja a preocupacéo de correcdo no dia a dia, o fato de refletirem no assunto

parece fazer com que repensem a formulacao da orientacdo dada.

(5,6)*® Hoje em dia muito se fala dos Fractais. Escreva o que vocé ja ouviu falar

sobre eles.

Apresentam alguma caracteristica dos Fractais:

8 As analises das questdes (5,4) e (5,5) serdo abordadas na pagina 97 por tratarem especificamente de
alguma geometria néo euclidiana.
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P1 - Adoro fractais, devido a beleza que fica os trabalhos, entendo como
figuras que se repete como talvez a couve-flor, a formagao dos blocos de
neve.

P11 - E uma figura geométrica que vai sendo dividida em pequenos
pedacos muitas vezes.

P12 - E uma repeticéo de figuras...

P16 - Figuras que apresentam perimetro infinito.?!?

P17 - ...sd0 construcdes sucessivas

P20 - So figuras geométricas repetidas.

P24 - o perimetro dos fractais € infinito.

P25 - Fractais sdo figuras que tem perimetro infinito

N&o responderam:
P2, P14, P18, P19, P22, P26, P27.

Fractais e livro didatico:
P6 - Sim. Eles aparecem nos livros didaticos.

P21 - Sim, aparecem muitos nos livros Didaticos.

Inferéncias Parciais, questdo (5,6):

Apesar de essa questdo apresentar um grande indice de respostas em branco, também foi
a que apresentou 0 maior nimero de respostas que traziam defini¢des ou propriedades
condizentes com a Geometria ndo Euclidiana a ser trabalhada. E importante lembrar que
as perguntas que tratam de alguma Geometria ndo Euclidiana especifica sempre foi
abordada antes da apresentacdo do conteldo, com o objetivo de que se detectasse o que
os professores sabiam. Também é preciso salientar que foi a Unica Geometria ndo

Euclidiana que os professores destacaram aparecer nos livros didaticos.

Foram entregues um total de 7 questionarios com a resposta em branco. Embora se
considere a auséncia de respostas como um dos motivos para a inferéncia de que os
entrevistados ndo se sentiram a vontade em responder a questdo, ha a necessidade, para
essa questdo em especifico, de considerar outra hipotese que consiste na extensdo do

questionario aplicado. Antes de cada periodo do curso foi distribuido um questionario;



97

os professores tinham um tempo antes do inicio das atividades destinado as respostas
dos mesmos: o questionario 5 foi 0 mais longo e a questdo sobre Fractais a Gltima do
questionario, por esse motivo, pode ter havido falta de tempo para que os professores

respondessem a essa questéo.
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SECAO 4

CATEGORIZACAO DAS DIFICULDADES

4.1 As Geometrias nao Euclidianas

Como se percebe nas respostas dadas as questbes (1,2) e (1,3), apesar de saberem da
insercdo do conteudo que trata das Geometrias ndo Euclidianas nas DCEs, a maioria dos
professores demonstra ndo compreender quais sdo essas Geometrias e 0 que as

diferenciam da geometria de Euclides.

Ao perguntar especificamente sobre algumas das Geometrias ndo Euclidianas, o que se

obteve foi:

Quanto a Topologia: um grande nimero de professores associou 0 nome dessa
geometria a estudos com base em medicBes, 0 que ndo se caracteriza como uma das
preocupacOes da Topologia, muito pelo contrario. Em outras respostas, o0 que houve foi
uma associacdo com a topografia. Apenas trés professores responderam que se

relacionavam com a Tologogia.

Para a Geometria Projetiva: por meio das respostas dadas a questdo (4,1), observou-se
que os professores se enganam ao tratar da questdo das paralelas, uma vez que, mesmo
depois de ser discutido e observado durante o curso, inimeras vezes, 8 (0ito)
professores ainda afirmaram que na Geometria Projetiva as retas paralelas se encontram,

ao invés de considerarem que nessa geometria ndo existem retas paralelas.

Com relacdo aos Fractais: essa foi a geometria que mais apresentou respostas
condizentes, 7 (sete) professores em algum momento declararam em suas respostas
conceitos ou propriedades relacionados a Geometria dos Fractais. Além disso, em duas
respostas ha a inferéncia de que tal contetdo é apresentado em livros didaticos. Para

nenhuma outra geometria ndo euclidiana os professores fizeram essa observacéo.
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A Geometria Hiperbdlica: a questdo (5,4) tratava de um modelo da Geometria
Hiperbolica, mas sua anélise foi prejudicada por haver nas respostas uma diversidade
tdo grande que foi impossivel determinar segmentos significativos de convergéncia. Por
esse motivo, pode-se deduzir que ndo ha por parte dos professores uma compreensao de
como nem mesmo de que seja possivel construir um modelo com as propriedades

descritas na quest&o.

Quanto & Geometria Esférica: a questao (5,5)*° propunha uma construcdo geométrica,
e por meio dela foi possivel averiguar os pré-conhecimentos dos professores e a
aceitacdo de retas em tal modelo geométrico. Percebeu-se que essa questdo apresentou
um namero consideravel de respostas que admitiram os circulos maximos como retas na
superficie Esférica. Ressalta-se, porém, que o uso de um modelo pode ter contribuido

para a visualizacdo da representagéo da reta.

Durante a apresentacdo do curso, e devido a falta de conhecimento dos professores
sobre o0 tema que seria abordado, varias dificuldades e davidas foram se revelando, as

quais foram analisadas e categorizadas.
4.2 As Dificuldades
Ao analisar as respostas dos questionarios, alem do fato ja destacado de que muitos

professores desconhecem as Geometrias ndo Euclidianas, algumas dificuldades

especificas foram observadas. Foi possivel classifica-las em duas categorias:

e Falta de conhecimento de conceitos da Geometria Euclidiana, o que impediu

uma evolugdo mais efetiva dos contetdos que deveriam ser explorados no curso.

e Dificuldades em aceitar resultados das Geometrias ndo Euclidianas,

principalmente aqueles que contradizem a geometria de Euclides.

49 Questdo (5,5): Em Geometria Espacial, vocé provavelmente estudou a Geometria da Superficie
Esférica. Vivemos em um planeta que é aproximadamente esférico.

a) Desenhe no verso desta folha uma esfera;

b) Desenhe uma reta na sua superficie.
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4.3 Primeira Categoria: dificuldades relacionadas a Geometria Euclidiana

A primeira categoria de dificuldades se refere a questdes de Geometria Euclidiana.

Durante as andlises dos dados coletados, percebeu-se que os professores demonstravam
dificuldades relacionadas ao conhecimento de Geometria Euclidiana, que apresentaram
especificidades préprias que permitiram categoriza-las. Dentre essas dificuldades,
destacaram-se os problemas com defini¢des, varias inferéncias tentando atribuir termos
algébricos aos entes geométricos, além de dificuldades em entender como podem ser

representados alguns entes geométricos.

As dificuldades referentes a Geometria Euclidiana receberam a subdivisdo como segue:

e Erros conceituais.
e A ndo compreensdo da representacdo dos entes geométricos.

e Ainsisténcia em atribuir aos objetos geométricos caracteristicas algébricas.

4.4 Erros Conceituais

4.4.1 O Conceito de Geometria Euclidiana.

E possivel, ao analisar as respostas dadas pelos professores a questdo (1,1), inferir que

estes enfrentam dificuldades em explicar o que se considera Geometria Euclidiana.

A seguir, apresenta-se uma tabela que associa as respostas dadas pelos professores que

fizeram o minicurso, e as unidades de contagem estabelecidas na secédo anterior.
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Relacao entre as respostas dos cursistas na questao (1,1)

Professor

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7 | P8

P9

P10

P11

P12

P13

P14

P15

P16

P17

P18

P19

P20

P21

P22

P23

P24

P25

P26

p27

Geometria
ensinada na
escola

X

X

X

X

X

Inseguranca
ao tentar
definir
Geometria
Euclidiana

Caélculos

Estudos dos
entes
geométricos
ponto reta e
plano

Usada no
dia a dia

Geometria
trabalhada
na terceira
dimensao

Quadro 1: O que os professores entendem por Geometria Euclidiana

Os professore P5, P10, P18, P19 e P20 n&o tiverem suas respostas enquadradas em nenhuma das unidades de contagem por elas ndo convergirem

para nenhuma das unidades detectadas na analise.
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Com base na tabela 1, tem-se que 8 (oito) professores apresentam alguma inseguranca
ao tentar descrever sobre Geometria Euclidiana, a maioria desses professores nao se
sente a vontade para acrescentar nada a sua resposta. Dos oito cursistas, cinco se

limitam a falar dessa inseguranca.

Outra analise possivel, quando se comparam as respostas dadas nas unidades de
contagem € a de que, dos 5 (cinco) professores que associam a Geometria Euclidiana a
calculos, 4 (quatro) também a associam a contetdos que sdo ministrados na escola. Fica
implicita aqui uma relacdo de que o fator indicativo do trabalho com geometria no

ensino esta muitas vezes restrito ao pensamento métrico, inclusive algébrico.

4.4.2 O Conceito de Dimenséo de um espaco

Outra dificuldade conceitual percebida refere-se ao conceito de dimenséo de um espago.

Diante das respostas dadas a pergunta (2,3), percebeu-se que a grande maioria dos
professores apresenta dificuldades ao diferenciar a dimenséo da representacdo do objeto

em referencia a dimensdo do proprio objeto.

Os termos ponto, reta, e plano, entes basicos da Geometria Euclidiana sdo
frequentemente associados a objetos bidimensionais ou até mesmo tridimensionais.
Apesar de as vezes ser necessaria uma representacdo para facilitar a compreenséo, é

preciso sempre estar atento a como esses entes de fato devem ser representados.

A marca de um toque de grafite num papel da a ideia da no¢do nédo
definida de ponto. 1sso pode ser a representacdo de ponto, pois ponto
ndo tem dimens&o e a marca no papel tem.

[...] Ao apoiarmos uma ponta de grafite numa régua e tragarmos uma
linha, poderemos representar uma reta. Isso é apenas uma
representacdo de reta, pois uma reta € um objeto de apenas uma
“dimensdo” e a linha tragada no papel, por mais delgada que seja, tem
sempre uma largura.

[...] Podemos imaginar um plano como uma folha de papel
extremamente fina e completamente rigida. Aqui novamente a
atencdo ao fato de que esta nocdo intuitiva pode ser vista apenas
como uma representacdo de plano, ja& que um plano possui apenas
duas dimensdes e uma folha de papel por mais fina que seja sempre
tem uma espessura. (BARROS, FRANCO e GERONIMO, 2010,
p.24, grifos nossos).
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N&o ha erro em usar elementos tridimensionais para exemplificar outros de dimensdes
menores, no entanto, deve sempre ser esclarecido que os primeiros s6 podem ser

considerados como representacdes dos segundos.

4.5 A Nao Compreensdo da Representacdo dos Entes Geométricos

A subsecdo “A ndo compreensio da representacdo dos entes geométricos” foi

identificada por meio das filmagens obtidas durante a apresentacao do curso.

4.5.1 O Cilindro

A atividade proposta no primeiro dia a tarde, e que consistia em tomar uma folha de
papel e colar os lados opostos formando o que seria uma representacdo de um cilindro,
possibilitou perceber que nem sempre alguns cuidados sdo tomados quanto as
definicbes do objeto geométrico. Foi possivel perceber também erros referentes a

conceituacdo do que seria de fato um Cilindro Euclidiano.

O professor ministrante levanta com uma das méos a representacdo construida, de parte

de um cilindro, e pergunta aos cursistas:

MS: -Representa um circulo, uma circunferéncia...?
P1 - Um arco.

MS - Um arco?

P2 - Um cilindro.

MS - Alguém esta falando, isso aqui representa o qué?
VS - Um cilindro

MS - Cilindro tem massa?

VS - Tem.

A unidade de significacdo destacada na afirmacdo de varios professores de que "o
cilindro tem massa" salienta a inferéncia de que esta sendo feita uma associa¢do, em
que, o objeto construido perde a condigcdo de representacdo e passa a ser considerado

como sendo o proprio ente geométrico.
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A construcdo do ente geométrico cilindro deve ser considerada como uma
representacdo, devido ao fato de que sua existéncia s6 faz sentido “no mundo das
ideias”. Ha ainda uma caracteristica fundamental que distingue o cilindro construido do
cilindro euclidiano, a qual consiste no fato de que no mundo das ideias a superficie
cilindrica é bidimensional, possuindo apenas largura e comprimento, enquanto que ao se
usar o papel para confeccionar a representacdo da superficie cilindrica, essa

representacdo possui trés dimensdes: largura, comprimento e espessura da folha.

A caracteristica descrita serve para distinguir o que se deve entender por cilindro e o
que realmente se tem quando ele € confeccionado. A ideia de cilindro deve ser
compreendida, e também deve ser compreendido que o que se tem por meio da

construcdo ndo passa de uma representacédo de um ente geomeétrico.

Os professores ndo apresentaram em suas falas indicativos de distincdo entre a

representa(;éo e 0 ente representado.

Mesmo o professor ministrante sempre se referir ao objeto construido como uma

representacdo do cilindro, os professores parecem néo se ater as diferencas implicitas.
4.5.2 O Circulo e a Circunferéncia

Em alguns momentos do curso, identificaram-se as dificuldades referentes a conceitos
de alguns entes geométricos. A seguir, apresenta-se um dos discursos que salienta tais

dificuldades.

MS: - O que é circunferéncia? Alguém sabe o que é circunferéncia?

Conversa entre 0s cursistas

O professor ministrante entdo pergunta a uma das cursistas:

MS - O que é circulo entéo, vocé sabe?

Sem obter resposta, MS continua a questionar os professores.
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MS - Gente quando vocés estdo la com as criancgas, e vocés tém que falar para
eles sobre a circunferéncia o que vocés falam?

P1 - Mostro, assim, a alianca para eles;

O professor 1 comeca a rir da prépria resposta que iniciara a dar, e continua.

P1 - E a circunferéncia. A moeda, a moeda é o circulo.

MS - O que é circunferéncia? — perguntando a outro cursista — Ela falou —
referindo-se a P1 — que ela pega a alianga e mostra para as criancgas...

P1 interfere no comentério do professor ministrante;

P1 - e a moeda é o circulo.

MS - a moeda é o circulo?

P2 —¢.

Conversas

MS - O que é o circulo?

P3 - Uma moeda.

MS - E um circulo?

P4 - Dentro &, por que por fora é a circunferéncia.

P5 - Seria a linha que circula? Uma linha fechada?

MS - Uma linha fechada? Aquela figura cor de rosa — aponta para uma figura

feita no quadro e que representava uma linha fechada com varias “curvas”.
Antes de concluir a fala, MS foi interrompido por outro professor.

P6 - E uma linha fechada e n&o é uma circunferéncia.

P5 - Ai, me pegou.

P7 - E uma linha...

P7 foi interrompido sem concluir sua fala pelo professor P4.

P4 - Uma linha sem curvas — conclui P4.

MS - O que vocés diriam para as criangas?
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P8 - E uma regido fechada com uma reta...O professor para a frase sem
conseguir conclui-la.

P9 - E um conjunto de pontos que circulam — gesticula com a méo no ar,
desenhando uma circunferéncia.

MS - A circunferéncia é um conjunto de pontos que equidistam de um ponto
fixo chamado centro, circunferéncia na verdade € o conjunto de todos os

pontos que equidistam de um ponto dado.

A transcricdo mostra que sdo varias as interpretacGes dos professores aos entes

geomeétricos circulo e circunferéncia.

Definicdo de Circunferéncia dada pelos professores:

P1 Alianca,

P5 Linha que circula, linha fechada.

P4 Linha sem curvas, ... parte de fora da moeda.
P8 E uma regido fechada com uma reta.

P9 conjunto de pontos que circulam,

Os professores apresentaram duas caréncias especificas relacionadas ao conceito de
circulo e circunferéncia. A primeira, quanto a distin¢do desses dois entes, é feita com

base na demora e auséncia de respostas, e a segunda, quanto a representacao.

Algumas defini¢des serdo consideradas para compreensédo dos entes a serem analisados

nesta subsecao.

De acordo com Os Elementos de Euclides, tem-se que:

Circulo é uma figura plana contida por uma linha [que é chamada
circunferéncia], em relacdo a qual todas as retas que a encontram [até
a circunferéncia do circulo], a partir de um ponto dos pontos no
interior da figura, sdo iguais entre si (EUCLIDES, 2009, p. 97).

Franco e Geronimo (2010) asseveram que as defini¢cbes de circulo e circunferéncia

podem ser compreendidas com bases nos conceitos de distancia.
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Seja O um ponto do plano e r um ndmero real positivo, a
circunferéncia de centro O e raio r é 0 conjunto constituido por todos

0s pontos C do plano, tais que oc=r.0 conjunto dos pontos C que
satisfazem a desigualdade OC < r é dito ser o circulo de centro O e

raio r (FRANCO e GERONIMO, 2010, p. 44).
Pelo tratamento anteriormente feito, pode-se verificar que sdo varias as interpretacoes
dadas pelos professores aos entes geométricos circulo e circunferéncia. As tentativas de
defini¢des foram dadas com o intuito de responder aos questionamentos do professor
que ministrava o curso. No entanto, todas as respostas dadas possuem “caréncias” na
definicdo, mesmo que intuitivamente as respostas ndo correspondem ao ente geometrico

em questao.

A definigdo linha sem curva, lida fora do contexto, remeterd ao leitor & ideia de reta
euclidiana, e a definicdo parte de fora da moeda, foge totalmente a compreensao, pois

seria necessario definir em uma moeda o que se entende por dentro e fora.

O exemplo da alianca, ainda que proximo da ideia intuitiva, do que seria circunferéncia,
remete-se muito mais a uma representacdo de uma superficie cilindrica do que de

circunferéncia.

Ao ser dada a resposta linha fechada, o professor ministrante levou os cursistas a refletir
sobre a definicdo dada, mostrando-lhes um exemplo de linha fechada que néo
correspondia ao conceito de circunferéncia euclidiana. Diante do contra-exemplo,
rapidamente percebe-se a inferéncia feita por um dos professores participantes, na
tentativa de “melhorar” a definicdo de linha fechada, acrescenta ser a circunferéncia

uma linha sem curvas.

Em consonancia com Kaleff (2004),

[...] o professor necessita estar alerta para o fato de que nem sempre
as imagens visuais, daquilo que se vé, e as palavras expressadas na
lingua natural, relacionadas a situagdes do cotidiano, ajudam quando
se tem em vista levar o sujeito & abstracdo de situagdes ligadas a
concretude material (KALEFF, 2004, p.32, grifos nossos).

Ao tentarem definir um conceito para o que seria circulo e circunferéncia, observa-se

que os professores possuem, mesmo que a grosso modo, uma ideia intuitiva de tais



108

entes geométrico. No entanto, a dificuldade em explicitd-lo matematicamente faz com
que ao fazerem cometam erros que podem construir nos alunos uma ideia equivocada

do que sejam tais entes geometricos.

4.5.3 A Reta e o Plano Euclidiano.

Problemas em considerar uma representacdo também surgiram para 0s entes

geométricos, reta e plano euclidiano.

A questéo da representacao se apresentou quase como um paradoxo nesta pesquisa, pois
apesar de se constituir em uma ferramenta muitas vezes utilizadas nas aulas para
facilitar a compreensdo dos alunos, foi também uma das maiores responsaveis pelas

dificuldades percebidas nos professores.

O problema principal da utilizacdo das representacdes se encontra no fato de que muitas
vezes ela ndo pode exprimir verdadeiramente 0s conceitos que integram o ente
geométrico representado. Dessa forma, quando se atem as representacdes como se

fossem o proprio ente, corre-se o risco de admitir propriedades que ndo séo validas.

Kasner e Newman (1968), tratar da geometria plana, declaram:

Ela ndo descreve o0 espago acessivel aos nossos sentidos, que
explicam em termos de vista e tato. Fala de pontos que ndo tem
dimensdes, linhas que ndo tem largura, planos que ndo tem espessura
— tudo abstragdes e idealizacBes que ndo se assemelham a nada do
gue experimentamos ou encontramos (KASNER e NEWMAN, 1968,
p. 117).

Destarte, quando se trata do ensino, compreende-se necessaria tal representacdo para

gue os conceitos, principalmente os geométricos, sejam transmitidos.

Na perspectiva de Kaleff:

Estes conceitos abstratos, para que sejam comunicados da nossa
mente para a de outros individuos, necessitam ser representados por
signos, simbolos, desenhos, icones, etc. Todos estes entes,
perceptiveis por meio da nossa visdo, isto &, esses representantes
visuais das idéias matematicas abstratas podem ndo ter nenhuma
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caracteristica de analogia, visualmente perceptivel, com aquilo que
representam (BRESSON apud KALLEF, 2004, p. 32).

Os professores pesquisados apresentaram dificuldades em exprimir propriedades dos
entes geometricos reta e plano por considerarem muitas vezes as representacfes como o

préprio ente, ndo fazendo distingdo entre um e outro.

Reta

No primeiro dia a tarde, ao tratar dos entes geométricos e de suas representagdes, 0
professor faz a seguinte “brincadeira”, a qual provocou uma reagao nos cursistas, que

permitiu detectar um problema com o conceito de reta.

MS - Deixa eu escolher aqui alguém.

O professor ministrante sai no meio da sala procurando alguém para fazer uma

pequena interpretacdo com ele, para em frente a um dos cursistas e fala:

MS - Segura a pontinha aqui, (entrega na mao do cursista algo imaginario),
segura firme para ndo escapar (a professora segura com o indicador e o polegar
algo imaginario) todo mundo t& vendo, ela segurando.

Risos

VS - Sim.

MS - Nao solta (se referindo ao objeto dado), ela ta segurando a pontinha da
minha reta geométrica, ndo solta, ndo solta.

O professor também, segurando algo imaginario, volta a frente da sala.

MS - Vai pra marte, eu vou ficar aqui na terra, tchau, tchau.

A professora se levanta da cadeira e vai para o fim da sala, colaborando com a

encenacao.

MS - Agora ela ta la em marte, e eu to aqui na terra.
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MS - Eu t6 aqui com uma carretilha segurando essa reta geometrica, eu vou dar
um grito pra ela e vou comegar a enrolar nessa carretilha a reta geométrica.
MS - Pode soltar (o professor altera o tom da voz para representar um grito).

MS - shushushun (imitando o som da carretilha enrolando).

MS - Daqui até marte haja carretilha, € muito longe. Muito obrigado (agradece
a professora que colaborou, e que retornava ao seu assento).

MS - Encheu a carretilha com a reta, ndo é isso?

VS - é.

MS - é isso0?

VS - é.

A cada pergunta que MS fazia aumentava o numero de professores que

respondiam afirmativamente.

MS - é isso?

VS -é.

MS - A carretilha esta vazia, porque a reta ndo tem espessura, ela s tem

comprimento, ela s6 tem uma dimensao.

MS - Veja como a gente ndo constrdi esse conceito de reta bem, porque se

tivéssemos construido, ndo haveria confusao.

Os professores nem sempre compreendem as propriedades dos entes geométricos; note
que ao afirmarem que seria possivel encher a carretilha, jA que se tratava de um
segmento grande de reta, aceitam a condicdo de que essa reta imaginaria tem espessura,
mesmo tendo o professor ministrante instigado varias vezes o publico com a pergunta —
E isso?. A cada pergunta, os cursistas afirmavam mais convictos de que se deveria
considerar que a carretilhna se encheria. Essas afirmacdes feitas pelos professores
permitem a inferéncia de que o conceito de dimensdo ndo é bem elaborado, essa
dificuldade, ja descrita na subsecdo ‘O Conceito de Dimensdo’’, atrapalha a

compreensdo do que realmente se constituem alguns dos entes geométricos.

Plano
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Uma das atividades®® do curso consistia em tentar imaginar o mundo de seres
bidimensionais que viviam em um espaco onde a forma deveria ser identificada por

meio da analise do movimento dos habitantes desse planeta.

ATIVIDADE 1: Alguns cientistas de um planeta chamado Planolandia, portanto
bidimensionais, tais como o0 Hum Quadrado, 0 Hum Triangulo e o Hum Circulo,
resolveram conhecer melhor o mundo em que viviam. Para isso, organizaram uma

expedicdo cientifica.

Durante a expedicdo, os habitantes de Planolandia deixavam por onde passavam uma
marca com tinta vermelha; ao fim da expedicdo, qual ndo foi a surpresa dos
planolandenses quando, ao olharem para o chdo, viram marcado nele o ponto inicial

por onde haviam comecgado a expedigéo.

Quais sdo as possiveis formas deste planeta?

ATIVIDADE 2: Em uma nova expedi¢éo cientifica, 0s mesmos cientistas resolveram
fazer uma nova rota. Ao invés de percorrer no sentido oeste-leste, caminharam no

sentido sul-norte. Deixaram agora uma marca verde.

Apds esse retorno, observaram que nao haviam cruzado a linha vermelha nenhuma vez,
ou seja, 0 Unico lugar de cruzamento das linhas vermelha e verde foi no inicio do

percurso. E agora? Quais sédo as possiveis formas desse planeta?

Ao perceberem a impossibilidade de usarem a esfera na segunda atividade, iniciou-se

um dialogo no qual se constataram problemas com a definicao de plano.

Apos ler o enunciado da segunda atividade, o professor ministrante comecou a

questionar os professores.

%0 Essa atividade esta melhor descrita na secdo 2, trata-se de uma das atividades dadas no primeiro dia a
tarde.
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MS - D4 pra ser a esfera?
VS - Néo.
MS - Quais sdo as possiveis formas desse planeta?

Siléncio

P1 - Professor, e se for um plano?

MS - Plano? Mas como eles viriam Planépolis, se fosse um plano?

MS - Se fosse um plano, o que iria acontecer?

A professora tomou um caderno e tentou explicar como, a seu ver, era 0 mundo

dos habitantes de Plandpolis.

P1 - Ele sai daqui (apontando para o centro do caderno), ele caminha por baixo
do plano (faz o percurso com o dedo seguindo do centro até a espiral da capa e
descendo pela capa de traz do caderno), vou colocar aqui horizontal (se
referindo ao sentido do caminho percorrido), ele vai chegar no mesmo lugar
(continua demarcando o caminho até chegar no ponto inicial de onde havia
partido), ta, mas se ele sai daqui (novamente apontando para o centro do
caderno) e vai pra norte (0 percurso demarcado pelo dedo segue agora um
sentido contrario ao escolhido no inicio da exposicao), ele vai cruzar (mostrando
0 ponto de cruzamento na parte de baixo e de cima do caderno), mas no mesmo

ponto de onde ele saiu.

MS - E onde que esta a beiradinha do seu plano?

MS - Onde ele termina?
P1 - N&o pensei, eu s6 pensei em fazer a volta.

A professora traz em sua argumentacao alguns detalhes relevantes para o estudo em

questao.
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E possivel inferir que a professora, mesmo usando o caderno, um objeto tridimensional,
com espessura, largura e comprimento, interpreta o objeto descartando a sua espessura.
Ao afirmar que os habitantes se encontram (tanto na capa superior do caderno, como na
capa inferior do caderno) no mesmo ponto, a professora idealiza o caderno com apenas
duas dimensBes (comprimento e largura); nesse sentido, a ideia de plano é correta, 0

erro é cometido ao imaginar um plano finito, donde se torna capaz dar a volta.

Erros como esse acontecem sempre que se utilizam “representacdes”, pois por nao
corresponderem efetivamente ao ente geométrico estudado, podem contribuir para a

formulacdo de construcdes erradas.

4.6 Insisténcia em Atribuir aos Termos Geométricos Nomenclaturas Algébricas

Percebeu-se, em algumas das respostas da questdo (1,1), o uso de termos algébricos,
recurso usado outras vezes com a intengdo de “explicar”, justificar ou compreender

como se relacionam alguns termos geométricos.

Apesar de haver discordancias®’, é comumente aceita a ideia de que a Geometria
Analitica foi desenvolvida por Pierre de Fermat e René Descartes, ndo deve ser, no
entanto, considerada como uma nova geometria nem mesmo como parte da Geometria

Euclidiana; na verdade, trata-se de um método, uma forma de estudar as geometrias.

A Geometria Analitica ofertada no Ensino Médio tem como principal caracteristica
associar uma correspondéncia entre os pontos do plano a pares ordenados de nimeros
reais, devido a essa correspondéncia & possivel estabelecer relagfes que associam

equac0es a curvas o que transforma problemas de geometria em problemas algébricos.

4.6.1 Distancia de ponto a reta

No terceiro dia do curso, no periodo da manhd, o professor ministrante instigou 0s

cursistas a definirem distancia de ponto a reta na Geometria Euclidiana. A introducéo do

>! Boyer (1999) pontua que Nicole Oresme (século XIV) foi o primeiro a representar graficamente certas
leis, confrontando a variavel dependente com a independente. Para ele, foi Oresme quem deu a primeira
manifestagdo explicita da equacdo da reta. No entanto, como a geometria analitica s6 pode ser
desenvolvida plenamente por meio do simbolismo algébrico, considera-se que s6 a partir do século XVII
ela veio a ser desenvolvida como se conhece hoje, o que se deve a Pierre de Fermat e René Descartes.
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estudo da Geometria Hiperbolica e distancia de ponto a reta nessa geometria seria um
dos pontos que seriam discutidos posteriormente, cujo objetivo era permitir que eles

percebessem as relacdes e diferencas entre o conceito nas diferentes geometrias.

MS - Como fago para calcular a distancia de um ponto até uma reta na
Geometria Euclidiana?

P1 - E araiz quadrada, né?

P2 - x, menos x, mais y, menos vy, .

MS - Tem uma férmula isso?

P. - Modulo.

MS - Eu quero calcular a distancia de um ponto até uma reta? Tem formula
iss0?

P3 - Modulo de ax mais by mais c ...

Os cursistas insistem em descrever a formula analitica que determina a distancia
de ponto a reta estudada na Geometria Analitica Plana. MS percebe e tenta

chamar a atengéo para o que ele deseja que seja definido.

MS - ... Entdo se estamos na geometria analitica estamos em casa, € S0 jogar na
formula que temos a disténcia, mas eu estou falando da Geometria Euclidiana
isso ai € Geometria Analitica que pega a Geometria Euclidiana transforma a
geometria em algebra, pra gente poder fazer essas continhas...

MS - Eu tenho uma reta no friso deste piso,- mostrando com a mao o friso ao
qual se refere — e eu estou aqui — 0 professor chama a atencdo para a posicéo
demarcada por ele — Eu ndo consigo calcular a distancia daqui até aquele friso
que eu marquei?

MS - Esta aqui € minha reta, — novamente mostra com a méo a posi¢cdo desejada
— e eu t6 aqui, e eu quero calcular a distancia daqui até aquela reta. Nao da pra

gente calcular sem usar a Geometria Analitica?
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VS - Da.
MS - D&? Como ¢é que a gente faria?

P4 - Eu iria pegar uma trena.
MS - Muito bem!

Risos

MS - Isso mesmo, e como é que vocé vai medir?

P4 - Eu iria por minha trena la — apontando em direcdo da reta de onde se
pretende calcular a distancia

MS - L&? Mas, 14 onde exatamente?

P4 - Eu iria pegar um ponto para marcar ela — se referindo a reta.

MS - Qual ponto vocé iria pegar?

P4 - Qualquer um.

MS - E? Ent&o eu vou pegar esse aqui — O professor sugere pegar um ponto na
extremidade da semirreta determinada pelo friso.

P5 - Mas ai minha distancia ia ser diferente da distancia dela, e dai?- P5
sugere por meio de gestos pegar outro ponto na reta determinada pelo friso que
ndo o tomado pelo professor.

P4 - Mas ai eu ia falar que era um valor aproximado.

MS - Mas quéo aproximado?

P5 - Se eu pegasse um ponto mais longe ia ficar o dobro do seu (se referindo a
distancia) ia ser muito diferente.

MS - Entdo, como a gente faz? Eu quero calcular a distancia daqui até aquela
parede como vocés fariam?

P. - Medir.

MS - Medir o qué?

MS - Vamos pegar a parede entdo, eu quero calcular a distancia daqui até

aquela parede. Como vocés fariam?

MS - E um problema pratico!

P6 - Pega um instrumento de medida e mede.
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MS - Daqui até essa parede? Até aqui? — O professor ministrante caminha em
direcdo ao lugar onde sugere medir, no entanto percorre um caminho retilineo,
mas ndo perpendicular — assim?

VS - Néo.

MS - Ent&o como é que eu faco?

P. - Perpendicular.

MS - Ah, ta surgindo a palavra. E qualquer coisa? Posso fazer assim? —
apontando com a mdo para diferentes direcdes — assim? Qualquer uma € a
distéancia? O que, que eu tenho que fazer?

P. - Perpendicular.

MS - Perpendicular é a palavra. Eu estou aqui e se eu quero calcular a

distancia até aquela reta. Eu faco o qué? Pego a perpendicular.

Respostas que fazem uso da geometria analitica.

P1 - E araiz quadrada, né?

P2 - x, menos x, mais y, menos vy, .
P. - Mddulo.

P3 - Mddulo de ax mais by mais c ...

Respostas que sugerem outras formas de medir:

P4 - Eu iria pegar uma trena.

P6 - Pega um instrumento de medida e mede.

Inferéncias Parciais:

Nota-se que nas transcricdes acima, a primeira tentativa feita pelos professores consistia
em encontrar uma resposta algébrica que responderia a pergunta do professor
ministrante. Quando impossibilitados de usar tais conceitos algébricos (j& que néo se
tinha pontos determinados por eixos cartesianos), o problema, apesar de pratico, causou
varias discussdes, os professores ndo conseguiram apresentar facilmente uma resposta

adequada a questdo formulada.
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A definicdo geométrica, que seria a de tomar a menor distancia entre o ponto e a reta,
causou Varios transtornos, e apesar de tentarem dar uma resposta satisfatoria, o critério
de que a distancia seria determinada pela perpendicular s6 apareceu depois de algum

tempo.

O conceito de distancia é fundamental para que se compreenda como determinar
distancias em outras geometrias. Se tal conceito ndo esta bem estabelecido, o professor

tera dificuldades em trata-los em outras geometrias.

Em qualquer geometria, a distancia entre entes dessa geometria deve ser entendido a
menor distancia entre tais entes, tendo que levar em consideracdo apenas como é
definido ponto e reta na geometria que se esté trabalhando. Tentar encontrar respostas
algébricas torna a compreensdo mais dificil, uma vez que a formula determinada para

uma geometria pode ndo ter relacdo alguma com a que sera determinada na outra.

Nessse sentido, infere-se que a busca por respostas algébricas pode contribuir para que

se apresentem dificuldades em compreender outras geometrias.

4.6.2 O Plano Cartesiano

No primeiro dia de curso, foi proposta uma atividade® que consistia em considerar uma
geometria diferente da euclidiana e determinar se em tal geometria se verificava o

primeiro postulado de Euclides.

A atividade foi proposta por meio do enunciado:

Sejam P ={a,b,c}, r1 ={a,b}, ro, ={a,c} e r3 = {b,c}. Chame P de plano, r;, r; ersde
retas, e a, b e ¢ de pontos. Mostre que nessa ‘“‘geometria” vale o 1° Postulado dos

Elementos de Euclides.

52 Na secdo 2, as atividades trabalhadas no curso estdo melhor explicitadas.
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A transcricdo abaixo retrata a tentativa de um professor em compreender a nova

geometria remetendo-a a geometria analitica.

P1 - Vamos primeiro fazer o plano cartesiano...

PS - Tem que fazer o plano?

P1 - Tem que fazer né?- O certo seria papel quadriculado, mas.
PS - Por qué?

P1 - Pra ficar mais facil.

P1 - P é o plano, deixa eu dividir primeiro.- dividindo os eixos do plano
cartesiano em pequenas unidades com a régua.

Pl - ry vai ser 0 a € 0 b — demarcando na abscissa um ponto aleatério e
denotando-o de a, o0 cursista também denota um ponto arbitrario na ordenada e
denota-o de b.

PS-Oaeob.Eocé..?

P1 - E o plano né, seria o plano, o r; é a reta a e b, 0 pontinho a e o b.

PS - Mas porque vocé usou o sistema cartesiano?

P1 - Para representar.

PS - Mas vocé tem valores para x e para y?

P1 - Eu t6 considerando que existe, estou considerando uma unidade para cada
um.

PS - Mas entdo o a estaria no eixo x?

P1-Sim,eo0bnoeixoy.

Siléncio

P1 - o P vai ser o plano, o plano que eu falo é o plano — apontando para a folha
do caderno onde havia desenhado 0s eixos cartesianos.

PS - o0 c estaria onde na sua representacéo?

P1 - E verdade, o c estaria na terceira dimensao...

P1 questiona a professora ao lado que passara o tempo todo assistindo as

argumentacoes.

P1 - Sera que ndo da pra usar o plano cartesiano? Nao da?
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P1 - Veja bem, o P é o plano, eu considerei o plano.
P2 - Mas dai ndo precisa considerar o cartesiano.

P1 - Eu considerei pra ficar mais, assim, pra gente pensar melhor.

Percebe-se que o professor P1 insiste em usar a geometria analitica para solucionar o

problema proposto:

Vamos primeiro fazer o plano cartesiano...

O certo seria papel quadriculado

Mesmo diante do questionamento da pesquisadora, ele procura forcar um sistema em

que seja possivel utilizar seus conhecimentos da geometria analitica:

PS - Mas por que vocé usou o sistema cartesiano?

P1 - Para representar.

PS - Mas vocé tem valores para x e para y?

P1 - Eu t0 considerando que existe, estou considerando uma unidade para cada

um.

O professor denotado por P1 acredita ser possivel representar os elementos a, b e ¢ no
plano cartesiano, associando-os a coordenadas cartesianas, mesmo ndo tendo a
geometria apresentada qualquer relacdo com a Geometria Euclidiana. Ele ndo se atém
ao fato de que o exercicio proposto trata de uma geometria diferente da que ele é
habituado.

Outros professores representavam no caderno pontos, que foram desenhados com a
ponta do lapis, denotando-os por a, b e c e construiam representacbes de retas

euclidianas, ligando os pontos desenhados para representar ry, r, e rs.

E comum buscar representagbes, ou ainda uma relacdo algébrica para tratar de
problemas geomeétricos, porém essas associacdes podem proporcionar dificuldades

guanto a efetiva compreensao do contetdo a ser aprendido.
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Infere-se que o enraizamento da Geometria Euclidiana e Analitica promove obstaculos
na aprendizagem das Geometrias ndo Euclidianas. O desprendimento desses
conhecimentos é necessario ao tentar introduzir novos conceitos nos quais as
representacdes ndo condizem com as costumeiramente usadas.

4.7 Segunda Categoria: A Geometria Ndo Euclidiana

A segunda categoria sobre dificuldades em compreender Geometrias nao Euclidianas se
refere a grande rejeicdo de conceitos proprios de tais geometrias; houve, por parte dos
professores participantes, resisténcia em aceitar alguns resultados advindos da nao
utilizacdo de alguns dos postulados de Euclides.

Para esta categoria foram detectados os seguintes grupos de dificuldades:

e Dificuldades em aceitar entes geométricos cujas representacfes contrastassem

com as representacdes usuais da Geometria Euclidiana.

e Busca de semelhanca com a Geometria Euclidiana, o que frequentemente
contribuia para construcdo de erros, j& que em muitos casos era forcada uma

resposta que se adequasse ao sistema euclidiano.

e A necessidade de um modelo

4.8 Dificuldades em aceitar entes geométricos cujas representacdes contrastam

com o modelo Euclidiano

Ao ser analisada a questdo (5,3) percebe-se que alguns professores se sentiram
incomodados em usar o termo reto, j& que o0 percurso descrevia um caminho que fugia a

definicéo euclidiana de reta.

Os professores (P1, P3, P5, P12, P15, P16, P17, P20, P22, P24, P27), apresentam
dificuldades em usar a palavra “reto” para a situacdo descrita, em algumas respostas
essa dificuldade é claramente explicitada por termos que justificam o uso da palavra ou

ainda expressoes que declaram a resisténcia em usar o termo reto.
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A expressao do guia foi errada...
... considero isso uma expressao.
...embora ndo seja uma reta
...mas nao irei seguir reto.

...que no caso é uma curva.

O que se infere € que ha muitas vezes um enraizamento das representacdes euclidianas,
0 que pode contribuir para que haja dificuldades na aprendizagem das geometrias que
tém como representacdes de seus entes, imagens que contrastam com os apresentados

na Geometria Euclidiana.

Historicamente também é possivel encontrar relatos que mostram tal resisténcia. Ao
propor uma demonstracdo para o quinto postulado, Sacchieri conclui ser um absurdo
admiti-lo como falso ja que se assim fosse, resultaria em obter retas que tinham tracados
curvos, conforme afirma Barker (1969, p.50), "Sacchieri procurou mostrar que essa
hipotese era incompativel com os seus pressupostos e acreditou justificada a ideia de

abandona-la em virtude de algumas estranhas consequéncias que acarretava".

Dentre as dificuldades constatadas nesta pesquisa relacionadas aos entes geométricos
destas novas geometrias, se destacam: a compreensdo de entes como as representacoes
de retas, e algumas propriedades resultantes dessas novas geometrias, como a questdo

do paralelismo entre retas e a soma interna dos angulos de um triangulo.

4.9 Busca por semelhanca com a Geometria Euclidiana

A atividade descrita a seguir foi dada no primeiro dia do curso, e tem algumas das

discussoes feitas durante sua realizago, transcritas a seguir.

Sejam P = {a,b,c}, r1 ={ab}, r, = {a,c} e r3 = {b,c}. Chame P de plano, ry, r, e r3 de
retas, e a, b e ¢ de pontos. Mostre que nessa “geometria” vale o 1° Postulado dos

Elementos de Euclides.”

Depois de algum tempo em que 0s cursistas passaram tentando resolver o problema o

professor promoveu uma discussao referente a atividade proposta.
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MS - Vocés fizeram algum desenho para representar, entender ou compreender?
P1 - Sim, as retas.

VS - Sim

MS - Quais desenhos voceés fizeram?

P1 - Retas.

P2 - Triangulo.

P3 - Eu fiz o plano

P4 - Se os pontos estiverem alinhados néo vai dar pra desenhar um triangulo —
0 professor P4 argumenta contra o ideia do professor P2 que alegou ter

desenhado um triangulo.

MS - O que séo 0s pontos nessa geometria?

VS-a,bec

MS - A letra a, a letra b e a letra c, esses sdo 0s pontos nessa geometria ndo €?
Eu posso representar esses pontos, do mesmo jeito que eu represento 0s pontos
na Geometria Euclidiana, represento — o professor neste momento da énfase a
palavra represento — porque eu ndo sei 0 que é ponto, a ideia de ponto esta
dentro da minha cabeca eu ndo tenho uma maneira de como desenhar, entdo o
que eu posso fazer aqui — se referindo a geometria que esta sendo trabalhada — é
pegar um primeiro ponto, segundo ponto e terceiro ponto, — desenha trés pontos
e nomina-os de a b e c- entdo esses trés elementos sdo 0s pontos desta
geometria, mas representando porque nesta geometria a letra a, a letra b e a
letra ¢ é que sdo 0s pontos, ndo isso dai — apontando para o desenho feito — é a
letra a, a letrab e a letra c.

MS - E o que é o plano?

P5 - a folha — P5 mostra a folha do caderno onde estdo desenhados os pontos,

induzindo a ideia de que a folha representaria o plano.

Alguns professores gesticulam mostrando a folha do caderno outros apontam

para 0 quadro onde o professor representou os pontosab e c.

MS - O que o problema diz ser o plano.
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P. - E o conjunto de trés pontos.
Entdo ai, esta desenhado o plano
MS - Pois entdo, esse ponto, esse ponto e esse ponto — mostrando no ar como se

estivessem trés letras escritas — é o plano, mais nada.

P. - ah!

Neste momento, percebe-se que alguns cursistas demonstram ter compreendido

como se da esta geometria.

MS - Pois ndo é o que esta escrito? O conjunto com esses trés elementos € o
plano, 0 que esta acontecendo com vocés? Vocés estdo tentando usar a
Geometria Euclidiana e por isso tentam desenhar o plano euclidiano, mas néo é
iSSO que esta escrito, 0 que esta escrito é que o plano € o conjunto formado

pelas letras a, b e c.

MS - e 0 que séo as retas?

P5 - Os pontos a e b.

MS - Entéo vocé pega 0 a e 0 b e esta é a minha reta, esses dois elementos, 0
conjunto formado pelas letras a e a letra b é a minha reta, ndo precisa tracar
nada. N&o é isso que esta escrito la — se referindo ao enunciado do problema — é

0 conjunto formado pela letra a e a letra b, nada mais.

Neste momento houve uma pequena dispersao. O professor refez a pergunta para

chamar a atencdo dos alunos ao que se estava trabalhando.

MS - Entdo vamos la quem sdo as retas? Os conjuntos - o professor interrompe

a fala e os cusrsistas completam.

VS. -abacebc
MS - Pega dois pontos quaisquer dessa minha geometria
P.-aeb

MS - Por a e b passa uma unica reta?
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P.-sim...rl.

MS - Entdo, passa essa reta rl.

MS - Fale outros dois pontos?

P.-aec

MS - Por a e c passa uma Unica reta nessa geometria?

P.- sim, aretar2

MS - Outros pontos agora,

P.-bec

MS - Por b e ¢? Quantas retas ha nessa geometria?

P.-uma, aretar3

MS - Tem outras possibilidades de escolher dois pontos?

VS. - Nao.

MS - SO tem essas possibilidades ab ac ou bc, e para estes casos s passa uma
reta... ou seja o primeiro postulado de Euclides é valido nessa geometria, essa

geometria se chama geometria discreta

P6 - E se esses pontos forem colineares?
MS - O que significa ser colinear?

P6 - Estar na mesma reta.

MS - Quantos pontos tem em cada reta?
P7 - Infinitos.

MS - Nessa geometria?

MS - N&o faz sentido nessa geometria ser colinear, pois nessa geometria cada
reta s tem dois pontos ndo da pra pegar o terceiro ponto naquela reta, eu sé
tenho trés retas o conjunto ab o conjunto ac e o conjunto bc.

P. - Professor é muito dificil compreender isso.

Inferéncias

Associaces graficas com elementos da Geometria Euclidiana.
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P1- retas.
P2- Triangulo.
P3- Eu fiz o plano

Argumentos relacionados a Geometria Euclidiana.

P4- Se os pontos estiverem alinhados ndo vai dar pra desenhar um
triangulo.

P5- a folha — P5 mostra a folha do caderno onde estdo desenhados os
pontos, induzindo a ideia de que a folha representaria o plano.

P6- E se esses pontos forem colineares?- se referindo a possibilidade de
a, b e c descreverem uma Unica reta.

P7- Infinitos.- se referindo a quantidade de pontos de uma reta

Por meio das falas dos professores percebe-se que ha uma tentativa em associar a
atividade proposta com a Geometria Euclidiana, esta tentativa se d& desde associagdes
graficas até argumentacBes que se relacionam intrinsecamente com conceitos
Euclidianos. Em muitos casos pode se perceber que os professores ndo atentam as
definicdes prescritas no enunciado. Note ainda que a ideia de que os pontos poderiam
ser colineares € persistente durante toda a discussao, essa ideia aparece no principio da
discussdo pelo professor P4 quando este tenta descartar a possibilidade de que trés
pontos formariam um triangulo e essa ideia volta a ser considerada pelo professor P6,

quando se propde uma analise das retas desta geometria.

Considerar a Geometria Euclidiana como ‘referencia’ para o estudo de outras
geometrias nem sempre se constitui como uma boa ferramenta, o professor ao trabalhar
com as geometrias ndo euclidianas pode, no entanto, aproveitar essas relacdes
estabelecidas pelos alunos para mostrar que 0s resultados a que chegam nédo séo
compativeis com a nova geometria a ser apreendida. Diferenciando e estabelecendo a

partir dai novos conceitos e a estrutura geométrica da nova geometria.

4.10 A necessidade de um modelo
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O terceiro encontro foi destinado ao trabalho das geometrias: Hiperbdlica e Esférica, o
professor iniciou o trabalho com demonstracdes da Geometria Euclidiana e a explicacao

da necessidade de supor em alguns casos que por dois pontos passam uma unica reta.

Segue as transcri¢Oes de parte destes momentos.

MS - E importante que vocés saiam daqui compreendendo que a Geometria
Euclidiana é dessa forma porque se estabeleceu convencgdes, estabeleceu
verdades sem demonstracgdes, ndo se demonstrou que por dois pontos passa uma
Unica reta, se acredita nisto, e eu vou mostrar hoje que existe uma geometria
que por dois pontos passa mais do que uma reta...

P1 - Professor - P1 interrompe a fala do professor que estava ministrando o
curso

MS - Oi

P1 - Vamos polemizar um pouco — risos — veja bem, eu posso fazer uma reta em
cima de outra reta, uma reta sobre outra reta, eu posso fazer infinitas retas

sobre outra reta...
P1 ao falar gesticula com a mdo no ar o tracado imaginario da representacdo da
reta euclidiana, tentando enfatizar que mesmo na Euclidiana é possivel que haja

mais do que uma reta passando por dois pontos.

MS - N&o, ndo, ndo, retas distintas, se eu fizer uma reta sobre outra vou ter

retas iguais.

O ministrante, tenta chamar a atencdo do cursista para o fato que ha geometrias

onde por dois pontos podem ser estabelecidos mais do que uma reta distinta.

P2 - Mudou todos 0s nossos conceitos.

Nesse momento comecam haver discussdes sobre a representacdo destas retas,

alguns gestos feitos no ar induzem uma representagéo de reta em formato curvo,
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passando por dois pontos também imaginarios estabelecidos. O professor
ministrante percebe e pergunta aos professores.

MS - Em qual superficie? Se o plano for o plano Euclidiano a reta € essa
mesmo- representando no ar a reta euclidiana- nao adianta vocé fazer assim —

gesticulando com a médo uma representacédo curva.

P3 - E se for uma esfera?
MS - Pois ¢, depende da superficie que eu estou.

P1 - Mas professor, na esfera eu ndo terei uma reta eu terei uma circunferéncia.

Na descricdo acima € possivel perceber que o professor P1 fica tdo preso as
representacOes euclidianas que ndo pode admitir existir uma geometria onde seja valida
a condicao de que por dois pontos passam mais do que uma reta, mesmo com a sugestdo
de um possivel modelo, sua representacdo euclidiana o impede de conceber conceitos
gue ndo condizem com os elaborados na Geometria Euclidiana. No entanto, com o
decorrer das atividades, principalmente praticas, onde se estabelecia a resolucdo de
problemas por meio de materiais concretos foi possivel perceber que essa resisténcia se

dissipa.

Depois das discussdes sobre a possibilidade ou ndo de existirem geometrias onde se tem
mais de uma reta passando por dois pontos, o professor ministrante solicitou aos
cursistas que pegassem a bola de isopor, alfinetes e linha, definiu o que seria reta
naquela superficie — definida como sendo: o tracado demarcado com a menor
quantidade de linha possivel, presa a dois alfinetes espetados na superficie- a partir da
definicdo foi possivel ver professores determinando pontos nessa superficie pelos quais

seriam possivel estabelecer infinitas retas distintas (tais pontos se localizam nos polos).

Outra situacdo que o modelo colaborou para que se efetuasse a aprendizagem consistiu
da possibilidade de existirem triangulos cuja soma dos angulos internos seriam maiores
ou menores do que 180°. A principio ficou claro a discordancia por parte dos cursistas
quanto a essa afirmacdo, o ministrante realizou vérias demonstra¢es que corroboravam
para a validade da afirmacdo, ainda assim foi possivel perceber professores procurando

erros nas demonstracdes — maifestando dessa forma a insatisfacdo quanto ao que se
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havia concluido -, quando se introduziu o trabalho com cornetas e esferas e incitou 0s
professores a construirem tridngulos nessas superficies e posteriormente a medirem 0s
angulos desse triangulo, percebe-se ndo mais insatisfacdo, mas surpresa e compreensao

da possibilidade de existirem tais triangulos.

Também fica passivel de observacdo que quando apresentados os modelos e com o
desenvolver das atividades nestes ndo ha mais duvidas que tratam de retas nesses
modelos e de como estas podem ter representacdes distintas da estabelecida no modelo

Euclidiano.

Também parecem ter ficado claro, questdes como paralelismo sempre depois de
atividades praticas com a utilizacdo de modelos de superficies 0s professores passavam

a admitir a possibilidade de tais propriedades.
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CONSIDERACOES FINAIS

A insercdo do contetdo Geometrias ndo Euclidianas nas Diretrizes Curriculares da Rede
Publica do Estado do Parana em 2006, a qual prevé que no Ensino Fundamental o aluno
deva compreender nocbGes de Geometria Projetiva (pontos de fuga e linhas do
horizonte), Topologia (conceitos de interior, exterior, fronteira, vizinhanga, conexidade,
curvas e conjuntos abertos e fechados) e nocdo da Geometria dos Fractais e no Ensino
Médio se aprofundem o estudo das nocdes de Geometria dos Fractais, Geometria
Hiperbolica e Eliptica, fez despertar o interesse de varios pesquisadores que passaram a
averiguar quais foram as consequéncias desta insercdo. Uma série de pesquisas que
analisaram o impacto, a disseminacgdo e a recepcao dos professores estaduais frente a
esta insercdo foram feitas (SANTOS, 2009, LOVIS, 2009, CALDATTO, 2011).

Esta pesquisa por sua vez teve seu foco voltado a estudar, analisar e categorizar as
dificuldades enfrentadas pelos professores frente a apreensdo deste novo contetdo, isto
porque, com a finalidade de capacitar os professores e auxilia-los com a preparacéo de
material didatico para aplicacdo em sala de aula, diversos cursos foram e ainda sdo
oferecidos por Universidades Estaduais do Parana, cujo foco € o estudo das Geometrias
ndo Euclidianas. Tendo em vista a inquietacdo de alguns professores universitarios que
ministraram estes cursos, diante das dificuldades apresentadas pelos cursistas, e a
impressdo de que algumas das dificuldades demonstradas pareciam ser reincidentes
apresentando-se nas diferentes turmas, surgiu a intencdo por parte da autora em
pesquisar: Que dificuldades os professores apresentam quando se dispdem a

estudar as Geometrias ndo Euclidianas.

Algumas pesquisas (SANTOS, 2009 e LOVIS, 2009) cujo publico pesquisado e as
condicdes de pesquisa se assemelham com a apresentada neste texto mostram que ha
por parte dos pesquisados dificuldades em aceitar geometrias diferentes da Euclidiana,
assim como se concluiu neste trabalho. N&o foi possivel, no entanto, nesta pesquisa,
perceber se ha a reincidéncia em todas as dificuldades detectadas, apesar de que
algumas indicacdes corroboram para que haja realmente dificuldades que sdo
persistentes nestes grupos pesquisados, serdo necessarias ainda outras pesquisas que
foqguem a questdo da reincidéncia para responder as indagacOes dos professores

ministrantes dos cursos de capacitacdo, no entanto entendemos que o texto dessa
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dissertagé@o colabora com a bibliografia no sentido de que por meio dele podera se fazer

futuras comparacdes a fim de se detectar ou néo tais reincidéncias.

Além dessa possibilidade de pesquisa outras que ndo puderam ser concluidas neste
trabalho, por falta de material ainda a ser pesquisado, ou por se caracterizar como uma
pesquisa que fugia ao ambito deste texto de dissertacdo, ainda poderdo ser verificadas
em pesquisas futuras, tais possibilidades serdo apresentadas ao longo destas

consideracoes.

A busca pelas dificuldades apresentadas pelos professores se deu por meio de analises
realizadas em questionarios e em filmagens gravadas durante a realizacdo do curso, a
metodologia escolhida para tal analise se sustenta na teoria de Analise de Contetdos
segundo Bardin (1977), isso porque se verificou nesta teoria a possibilidade de analisar
materiais de diversos formatos como foi 0 caso dos materiais coletados na pesquisa:
material escrito e em video. Além disso, tal teoria considera também as entrelinhas, o
subentendido, o que contribuiu para analises das diferentes situagdes que surgiram
como o siléncio e a resisténcia por parte dos pesquisados em responder algumas

questoes.

A leitura dos questionarios foi sempre acompanhada de consultas a bibliografia auxiliar
que tratavam de contetidos matematicos, assim cada resposta foi confrontada com o que
se tém na literatura matematica quanto a definigdo e concepcéo de algumas teorias. Isso
permitiu realizar uma articulacdo e inferir quais seriam 0s erros cometidos pelos

participantes da pesquisa no que concerne aos conteudos trabalhados no curso.

Ficou claro nesta pesquisa que muitos dos professores pesquisados desconhecem as
Geometrias ndo Euclidianas, dentre os que afirmam conhecer, suas descri¢fes concisas
sobre 0 assunto permitiu inferir que tal conhecimento é superficial. Mesmo quando se
trata da Geometria Euclidiana, o conhecimento de muitos se restringe a simples
associacdo deste contelido as questdes métricas deste conhecimento, como célculo de
areas e volumes. Percebeu-se ainda, que a maioria dos professores associa 0
conhecimento geométrico unicamente ao ensinado nas salas de aula, 0 que permitiu
concluir que os contetdos de geometria ensinado nas escolas tem se restringido a

conteudos que envolvem métricas e calculos. Mesmo quando questionados sobre quais
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conhecimentos geomeétricos sdo inicialmente apreendidos pelas criangas, as respostas se
alternavam entre conceitos ensinados na escola como conhecimento e diferenciagéo de
figuras geométricas planas e espaciais — 0 que constitui a maioria das respostas — e
conhecimentos que tratam de questdes topoldgicas como perto longe, dentro fora, entre
outros, no entanto ndo foi inferido pelos participantes da pesquisas que 0s conceitos
deste segundo grupo pertenciam a Geometrias ndo Euclidianas. Ainda pode-se perceber
gue mesmos esses conhecimentos, quando considerados pelos professores, estavam de
alguma forma associados a conceitos trabalhados dentro de uma instituicdo escolar, sem
énfase de conhecimentos apreendidos por meio da vivéncia do aluno. De modo geral as
geometrias, mesmo a Euclidiana, se apresentaram por vezes como conteldos

matematicos desvinculados da vida.

Ao serem realizadas as andlises das dificuldades apresentadas pelos professores,
percebeu-se que a maioria das dificuldades possuia entre si uma forte relacdo, o que
possibilitou classifica-las em duas categorias, a saber: "Dificuldades relacionadas ao
conhecimento da geometria de Euclides”, e "Dificuldades que permeavam

conhecimentos especificos das Geometrias ndo Euclidianas".

As dificuldades enquadradas na categoria relacionadas a Geometria Euclidiana puderam
ainda ser classificadas em trés subdivisdes: "Erros conceituais”, "A nao compreensdo da
representacdo dos entes geométricos” e "A insisténcia em atribuir aos objetos

geométricos caracteristicas algébricas".

Quanto aos erros conceituais, se destacaram dificuldades em definir a Geometria
Euclidiana, um nimero consideravel de professores emitiu suas respostas limitadas aos

comentarios sobre a inseguranca que os professores sentiam ao tratar do assunto.

Outro problema percebido nesta pesquisa diz respeito ao conceito de dimensdo. Os
professores quando questionados acerca de dimensdo de espacos confundiram-se e
consideraram medidas de grandezas de objetos (geométricas ou matematicas), nédo
apresentaram definicdes convergentes com a definicdo de dimensdo de um espaco

geométrico.
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Quanto a representacdo dos entes geomeétricos, se conclui que na maioria das vezes a
representacdo é entendida como o préprio ente, ndo houve a compreensdao de que a
representacdo, muitas vezes usada no ensino de geometrias, se distingue do ente
representado. A reta, o plano euclidiano e outras figuras geométricas foram
identificados como a propria representacdo, tal identificacdo foi um dos principais
complicadores para a aprendizagem das Geometrias ndo Euclidianas, uma vez que,
quando foram apresentados o0s entes das outras geometrias, suas representacdes diferiam
das representacdes Euclidianas, o que causou nos cursistas, resisténcias em aceitar esses
novos entes geométricos. Concluiu-se que o desenho utilizado como facilitador da
aprendizagem, quando ndo compreendido apenas como uma representacdo, pode se

constituir em um complicador para a aprendizagem de novos conceitos.

Além das figuras, a &lgebra também foi muito considerada pelos professores como
auxiliadora para a compreensdo de conceitos geométricos. Em alguns casos, detectou-se
que quando impossibilitados de utilizar conceitos algébricos na resolucéo de problemas,
os professores sentiram dificuldades em apresentar solugbes para problemas
geométricos. Mesmo quando a situacéo tratava de questBes praticas como a medi¢édo da
distancia de um ponto a outro em uma sala, percebeu-se que havia sempre a intencao de
tratar os problemas apresentados no curso, em problemas cujas resolucBes partiam de
férmulas ou teorias matemaéticas, sem mencéo das possibilidades préaticas para a solucao

dos mesmos.

Ao considerar esta primeira categoria de dificuldades que sdo as relacionadas a
Geometria Euclidiana, concluiu-se que o enraizamento da Geometria Euclidiana e
Analitica promove uma barreira a aprendizagem das Geometrias ndo Euclidianas. O
desprendimento destes conhecimentos é necessario ao tentar introduzir novos conceitos

nos quais as representacdes ndo condizem com as costumeiramente usadas.

A segunda categoria, que tratou de dificuldades proprias dos conhecimentos das
Geometrias ndo Euclidianas, foi subdividida e apresentada em trés secOes:
"Dificuldades em aceitar entes geométricos cujas representacdes contrastassem com as
representagdes usuais da Geometria Euclidiana”, "Busca de semelhanga com a

Geometria Euclidiana" — o que frequentemente contribuia para construcdo de erros, ja
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que em muitos casos era fornecida uma resposta que se adequasse ao sistema euclidiano

— e "A necessidade de um modelo".

Os professores apresentaram dificuldades em aceitar entes geométricos cujas
representacdes diferiam das representacdes de objetos da Geometria Euclidiana. Dentre
0s entes e resultados das Geometrias ndo Euclidianas que mais sofreram resisténcia
destacam-se a representacdo da reta, o paralelismo entre retas e a soma dos angulos
internos de um triangulo. Foi visivel a rea¢do dos cursistas em rejeitar, de imediato, tais
possibilidades que contrariavam a intuicdo, algumas insatisfagdes na utilizagéo do termo
reta diante de uma situacdo onde a representacao nao condiz com a Euclidiana pdde ser
percebida nas respostas dadas a questdo (5,3). Essa resisténcia também descrita na
historia das descobertas das Geometrias ndo Euclidianas € resultado de um
enraizamento das representacdes Euclidianas, a geometria de Euclides por ter entes
instintivamente aceitos e perceptivelmente passiveis de observacdo provoca no
individuo a reacdo de negacdo frente a conceitos que contrastam com os da Geometria
Euclidiana, o que se caracterizou em dificuldades para a aprendizagem das Geometrias

ndo Euclidianas.

Em alguns momentos do curso, frente a uma atividade que tinha como foco Geometrias
ndo Euclidianas, foi possivel perceber a tentativa de utilizacdo de resultados da
Geometria Euclidiana para resolucdo do problema proposto, talvez por ainda nao
estarem adaptados aos novos modelos geométricos, os professores forcavam uma
situacdo na qual se pudesse usar a geometria conhecida por eles, Essa busca por
semelhanca entre as geometrias deu origem a uma das subsec¢des de dificuldades & qual
denominou-se de "Busca de Semelhanca com a Geometria Euclidiana”, as dificuldades
desta secdo ndo se caracterizaram necessariamente pela busca, mas devido a ela
surgiram conceitos que ndao eram definidos nas geometrias que foram trabalhadas, por
exemplo, foi admitido que na geometria discreta, definida como sendo o conjunto de
trés pontos, existiriam triangulos uma vez que de acordo com o0s professores estes
pontos poderiam ndo ser colineares o que sugeria que cada um dos pontos representaria

0 Vvértice do triangulo.

A Ultima subsecdo denominou-se: "A necessidade de um modelo”, essa subse¢do, no

entanto, ndo foi criada devido as dificuldades que os professores apresentaram, mas sim
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devido aos resultados didaticos conseguidos quando houve a apresentacdo de modelos
de superficies nas quais puderam ser verificados 0s conceitos das novas geometrias.
Percebeu-se que no momento que o curso passou a trabalhar com materiais como a bola
de isopor ou a corneta, e foram propostas atividades que deveriam ser realizadas nestas
superficies, os professores ndo s6 passaram a compreender e aceitar mas admitiram, sem
necessidade de inferéncia do professor que ministrava o curso, que o que faziam era
conceber possibilidades de Geometrias ndo Euclidianas. Por esse motivo a falta de um
modelo pode ser considerada como uma das dificuldades para aceitacdo e compreensao

das Geometrias ndo Euclidianas.

Conjecturou-se, no inicio, que dificuldades em trabalhar com sistemas axiomaticos
poderiam se caracterizar como um dos problemas para o ensino das Geometrias nao
Euclidianas. N&o foi possivel, no entanto, com base no material coletado inferir que os
professores apresentassem problemas relacionados a logica e aos sistemas axiomaticos,
mas pareceu-nos claro que a axiomatizacdo da teoria geométrica pode ter sido um dos
responsaveis pelas dificuldades apresentadas. Para tal conclusdo, no entanto, seriam
necessaria questdes especificas que tratassem do processo axiomatico e atividades que
despertassem nos cursistas a necessidade do uso da axiomatizacdo e das inferéncias
l6gicas, o que ndo foi contemplado nesta pesquisa. Essa questdo pode, no entanto,

direcionar a continuidade desta pesquisa.

Esperamos ter contribuido com a bibliografia existente até 0 momento para que se
verifiquem quais das dificuldades descritas e constatadas no grupo pesquisado possam
ser amenizadas, afim de que o ensino das Geometrias ndo Euclidianas possa ser

contemplado em sua totalidade.
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Apéndice A

Universidade Estadual de Maringa

Y& Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo para a Ciéncia e
O /A 0 Ensino de Matematica
J\

Questionario 1 — dia 31/08/10 - manha

Nome ou identificacdo:

Local:

Data de nascimento: / /

Nivel de ensino em que trabalha:

() Fundamental - Tempo de atuacéo:
() Médio - Tempo de atuacao:

() Superior - Tempo de atuacao:
() EJA - Tempo de atuacao:

Sobre a sua formacao:

Faculdade em que se formou:

Ano em que se formou:

1 — Descreve o0 que vocé entende por Geometria Euclidiana.
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2 - Antes de serem incluidas as Geometrias Ndo Euclidianas nas DCE, vocé sabia da
sua existéncia? Se a respostar for sim, descreva quais Geometrias vocé conhecia ou

tinha ouvido falar.

3 — Vocé conhece alguma diferenca entre conceitos ou resultados validos na Geometria
Euclidiana que ndo sdo validos nas Geometrias Nao Euclidianas? Mesmo ndo tendo

certeza dessas diferencas escreva alguns desses conceitos ou resultados.
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Apéndice B

< UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA

y X

< f‘A Pds-Graduacdo em Educacdo para a Ciéncia e a Matematica
J \ Introducéo as Geometrias ndo Euclidianas — Turma Cianorte

Questionario 2 — dia 31/08/10 - tarde

Nome ou identificacéo:

1 — Descreva o que vocé entende por Topologia.

2 — Para vocé, quais sdo 0s primeiros conceitos geométricos que as criangas aprendem?

3 — Vocé sabe o que significa dimensdo de um espaco? Dé exemplos de espagcos com

diferentes tipos de dimenséo.
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Apéndice C

< UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
,'/ \J
\ v /‘A Pds-Graduacdo em Educacéo para a Ciéncia e a Matematica

Introducdo as Geometrias ndo Euclidianas — Turma Cianorte

Questionario 3 — dia 20/09/10 - manha

Nome ou identificacéo:

1 — Apds o primeiro encontro do curso vocé modificou o seu conceito sobre Geometria
Euclidiana? Descreva o que vocé entende por Geometria Euclidiana.

2 — Foram citados no primeiro encontro alguns postulados de Euclides. Cite os que vocé
se lembra?

3 — A Geometria Espacial e Geometria Analitica trabalhadas na Educacdo Bésica sdo
geometrias ndo Euclidianas? Por qué?

4 — Quando estamos em uma estrada reta temos a impressao que as laterais da estrada se
encontram em um ponto mais distante aos nossos olhos. Um aluno curioso, atento a sua
aula na qual vocé introduzia o conceito de retas paralelas perguntou se as duas retas
paralelas (representadas pelas laterais da estrada) se encontram no infinito. O que vocé
diria a esse aluno e como explicaria isso a ele?
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Apéndice D

< UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA

(3

' v /‘A Pds-Graduacdo em Educacéo para a Ciéncia e a Matematica
J \ Introducéo as Geometrias ndo Euclidianas — Turma Cianorte

Questionario 4 — dia 20/09/10 — Tarde

Nome ou identificagéo:

Afinal, as retas paralelas se encontram no infinito? Explique.
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Apéndice E

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA

L |
- A /A Pds-Graduacdo em Educacdo para a Ciéncia e a Matematica
J \ Introducéo as Geometrias ndo Euclidianas — Turma Cianorte

Questionario 5 — dia 27/09/10 - manha

Nome ou identificacdo:

1 — Para que serve os postulados na Geometria Euclidiana?

2 — Cite pelo menos um resultado que diferencie a Geometria Euclidiana da Geometria
Projetiva.

3 — O motorista do carro atras da seta da figura a seguir, recebeu a seguinte instrucéo:
Para que vocé chegue ao destino (bolinha na figura) basta que vocé siga reto. Neste
caso 0 que significa seguir reto para vocé? Comente e faga um esbogo de sua resposta.
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4 — Em um dos modelos da Geometria Hiperbolica a reta é representada como o arco
que passa pelos pontos A e B da figura a seguir. E possivel introduzir uma maneira de
calcular a distancia entre dois pontos de tal forma que a reta seja infinita. Essa
afirmacéo é aceitavel? Por qué?

5 — Em Geometria Espacial, vocé provavelmente estudou a Geometria da Superficie
Esférica. Vivemos em um planeta que é aproximadamente esférico.

c) Desenhe no verso desta folha uma esfera;

d) Desenhe uma reta na sua superficie.

6 — Hoje em dia muito se fala dos Fractais, escreva o que vocé ja ouviu falar sobre eles.
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Apéndice F

< UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA

(3

' v /‘A Pds-Graduacdo em Educacéo para a Ciéncia e a Matematica
J \ Introducéo as Geometrias ndo Euclidianas — Turma Cianorte

Questionario 6 — dia 27/09/10 - final

Nome ou identificacdo:

1 — Terminou o curso. O que ficou?
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