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RESUMO

Esta pesquisa aborda o ensino de Geometrias Nao-Euclidianas, em especial da Geometria
Hiperbdlica, e o uso do software de Geometria Dinamica GeoGebra. Os objetivos da pesquisa
consistem em averiguar os conhecimentos de um grupo de professores sobre Geometria
Euclidiana e Geometria Hiperbdlica; identificar alguns obstaculos epistemologicos durante a
realizagdo das atividades que utilizam o modelo do disco de Poincaré; verificar se o estudo
desse modelo permite que os professores abandonem a visao de que a Geometria Euclidiana ¢
a unica Geometria possivel e, por fim, verificar as possiveis contribuicdes do software
GeoGebra para a aprendizagem dos conteudos das Geometrias. Para atingirmos nossos
objetivos recorremos a pesquisa qualitativa e propomos um minicurso sobre Geometria
Euclidiana e Geometria Hiperbolica com o auxilio do software GeoGebra, para um grupo de
quarenta e um professores de Matematica de escolas publicas de cidades do Norte do Parana.
Também realizamos uma discussdo historica, matematica e filosofica sobre a Geometria
Euclidiana e a Geometria Hiperbolica; do ensino dessas Geometrias e do uso de novas
tecnologias na educagao. Por meio das interacdes e dos relatos dos professores, confirmou-se
algumas dificuldades nos contetidos de Geometrias, bem como a existéncia de obstaculos
epistemoldgicos — geral e verbal — além do ndo conhecimento das possibilidades educacionais

dos recursos tecnologicos disponiveis nas escolas e das dificuldades em utiliza-los.

Palavras-chave: Geometria Hiperbodlica. Geometria Euclidiana. Obstaculos Epistemolégicos.

Ensino de Geometrias. Geometria Dinidmica.



ABSTRACT

This research approaches the teaching of Non-Euclidian Geometries, especially Hyperbolic
Geometry and the software use of GeoGebra Dynamic Geometries. The research main goals
consist of checking the knowledge from a group of teacher over Euclidian Geometry and
Hyperbolic Geometry; identifying some epistemological obstacles during the activities
performance that use the Poincaré disc model; verify that the study of this model allows that
the teachers abandon the focused view that Euclidian Geometry is the only Geometry possible
and, finally, check the possible contributions of GeoGebra software for the learning of
Geometry contents. In order to achieve our goals we chose qualitative research type and we
proposed a short-term course on Euclidian Geometry and Hyperbolic Geometry with the
support from the GeoGebra software for a group of forty Mathematics teachers from public
schools in towns from the North of Parana state. We also had a historical, mathematic and
philosophical discussion on Euclidian and Hyperbolic Geometry, concerning the teaching of
these kinds of Geometry and the use of new Technologies in the educational field. Starting
from interactions and reports from the teachers, some difficulties in the Geometry contents
were confirmed, as well as the existence of epistemological obstacles — general and verbal —
besides the lack of knowledge on educational possibilities of technological resources available

in the schools and the difficulties in using them.

Key words: Hyperbolic Geometry. Euclidian Geometry. Epistemological Obstacles. The
Teaching of Geometry. Dynamic Geometry.
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Introducao: dos caminhos percorridos até a presente pesquisa

O interesse pelo estudo de softwares de Matematica iniciou durante a graduagdo, em
disciplinas do curso de Matematica e no periodo que participei do Laboratério de Ensino de
Matematica ¢ Novas Tecnologias — LEMAT'. Antes de ingressar na Universidade ndo
conhecia e nunca tinha ouvido falar de softwares que pudessem auxiliar na construgdo do
conhecimento, principalmente do conhecimento matematico. Quando tive o primeiro contato
com o software de Geometria Dindmica GeoGebra” percebi que ele é um excelente ambiente

para ensinar e aprender Geometrias.

Apds o contato com o sofiware GeoGebra, o interesse em estudar o uso de novas
tecnologias na educacao e as possibilidades didaticas dos softwares de Geometria Dinamica
aumentou. Durante o periodo que participei do LEMAT desenvolvi alguns projetos que

envolviam softwares de Matematica.

Para ingressar no Mestrado propus um projeto que envolvia o ensino de Geometria
Euclidiana, para alunos do Ensino Fundamental, com o auxilio do GeoGebra. Depois de
algumas conversas com o professor orientador e algumas discussdes referentes a inclusao das
Geometrias Nao-Euclidianas no curriculo da Educac¢do Basica no Estado do Parand e ao
ensino dessas Geometrias, optamos por trabalhar com a Geometria Euclidiana e a Geometria
Hiperbodlica, com um grupo de professores de matematica, utilizando o sofiware de Geometria

Dinamica GeoGebra.

Apesar da importancia e das potencialidades do ensino de Geometrias o que se
percebe ¢ que a Geometria Euclidiana tém sofrido um abandono nas ultimas décadas
(PAVANELLO, 1989; BONETE, 2000; NACARATO, 2000; ALMOULOUD et al., 2004).
Virios sdo os motivos alegados: a inseguranga e o despreparo dos professores, que alegam
ndo ter conhecimento suficiente do assunto devido a sua ma formacdo académica, a falta de

tempo para ensinar Geometrias, pois na maioria das vezes o ensino de Geometria ¢ deixado

" O laboratério descrito ¢ da Universidade Federal de Santa Catarina.
> O software GeoGebra ¢ um software de Geometria Dinimica gratuito. Informagdes sobre o GeoGebra:
<http://www.geogebra.org> Acesso em 27 out. 2009.
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para o final do ano letivo, as dificuldades dos alunos com relacdo a este conteido, entre

outros.

Quando o assunto ¢ ensino de Geometrias Nao-Euclidianas o contexto ¢ pior, uma
vez que essas Geometrias, muitas vezes, ndo sdo abordadas nos cursos de formacgdo de
professores de Matematica e a falta de conhecimento por parte dos professores ¢ ainda maior

do que da Geometria Euclidiana (CABARITI, 2004).

Ao falarmos de Geometrias Nao-Euclidianas os aspectos matematicos e filoséficos
da sua construcdo se destacam. Por quase dois mil anos os matematicos tentaram demonstrar
o quinto postulado de Euclides, mas ndo obtiveram sucesso. Somente no final do século XIX
que eles compreenderam a situacdo logica do quinto postulado e afirmaram que este ¢
independente dos demais postulados de Euclides. Com isso, foi possivel construir Geometrias

que nao estao de acordo com pelo menos um dos cinco postulados de Euclides.

Quando se tenta mostrar a existéncia dessas Geometrias, em geral, os professores
ficam desconfiados, pois 0 maximo que aprenderam foi a Geometria Euclidiana e para muitos
professores essa € a unica Geometria existente (SANTOS, 2007). Este fato pode gerar certas
dificuldades, resisténcias e até mesmo obstaculos epistemologicos que impedem e dificultam

o aprendizado dessas Geometrias.

Para melhor compreensdao do conteudo deste trabalho, descrevemos a seguir, a

divisdo que foi estabelecida.

Na se¢do 1 — Contexto da pesquisa — apresentamos a pesquisa, na qual constam os
problemas de pesquisa € os objetivos. Na se¢do 2 — Metodologia — abordamos as opgoes
metodoldgicas, os sujeitos da pesquisa e os procedimentos da pesquisa. A Analise de

Conteudo também ¢ descrita nesta segao.

A se¢do 3 — Aspectos Matematicos e Filosoficos: algumas consideragoes teoricas —
traz algumas consideracdes teoricas sobre a origem da Geometria Euclidiana e uma discussao

referente ao quinto postulado de Euclides. Descrevemos a origem da Geometria Hiperbolica e
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a sua consisténcia, e ainda nesta se¢do, apresentamos algumas contribuigdes da epistemologia
de Gaston Bachelard e, de maneira especial, as nogdes de obstaculo epistemologico, e sua

relacdo com as Geometrias Nao-Euclidianas.

O ensino de Geometrias esta abordado na Se¢do 4 — O ensino de Geometrias —, na
qual constam algumas consideragdes sobre a situacdo e o abandono das Geometrias e as
indicacdes das Diretrizes Curriculares de Matematica do Parana para estes contetidos. Como o
assunto desta se¢do € o ensino, apresentamos uma descri¢do de alguns conceitos e resultados
da Geometria Hiperbolica que podem ser explorados por meio do modelo do disco de

Poincaré.

Na se¢do 5 — Novas Tecnologias na Educa¢do — tecemos algumas consideragdes
tedricas sobre o uso de novas tecnologias na educacdo e o uso dos sofiwares de Geometria

Dinamica, bem como do software GeoGebra.

A secdo 6 — Analise dos Dados — expomos a descri¢do dos dados e a andlise das
transcrigdes das falas dos professores e do questionario por meio das categorias estabelecidas:
Geometria Euclidiana, Geometria Hiperbdlica, Novas Tecnologias na Educacao e o Software
GeoGebra e Resisténcias e Dificuldades dos Professores em Aceitar as Geometrias Nao-

Euclidianas.

Por fim, na secao 7 — Consideracgoes Finais — descrevemos nossas conclusdes a cerca

da pesquisa, assim como algumas reflexdes sobre as questdes propostas na pesquisa.
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1 Contexto da Pesquisa

Nesta se¢do apresentamos o contexto da pesquisa, os problemas da pesquisa e os

seus objetivos.

1.1 Apresentacido da Pesquisa

Esta pesquisa estd dividida em duas partes: a primeira ¢ constituida por um estudo

teodrico e a segunda ¢ de cunho qualitativo.

No estudo tedrico descrevemos a origem da Geometria Euclidiana e da Geometria
Hiperbodlica, destacando alguns aspectos matematicos e filosdficos. Discutimos o ensino de
Geometria Euclidiana e de Geometrias Nao-Euclidianas, apontando o que as Diretrizes
Curriculares de Matematica do Estado do Parana sugerem para esses contetidos. Descrevemos
o modelo do disco de Poincaré para a Geometria Hipebolica e o uso de novas tecnologias na

educacao e dos softwares de Geometria Dindmica.

Na etapa qualitativa da pesquisa investigamos os conhecimentos sobre Geometria
Euclidiana e Geometria Hiperbolica dos professores pesquisados. Também identificamos
alguns obstaculos epistemologicos e, por fim, tecemos algumas consideragdes sobre a

aprendizagem dos conteudos de Geometrias por meio do sofiware GeoGebra.

1.2 Problema de Pesquisa

Em virtude da construgdo historica da Geometria Hiperbodlica, dos aspectos
matematicos e filoséficos que envolvem a sua constru¢do, acreditamos que muitos professores
ndo conhecem esta Geometria e encontram dificuldades em aceitar e compreender os
conceitos e teoremas da Geometria Hiperbolica. Valendo-se dessas consideragdes, indagamos

que essas dificuldades podem constituir-se em alguns obstaculos epistemoldgicos.
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Outra questdo que nos parece pertinente e que tem gerado discussdes na escola ¢é
como recursos tecnologicos podem ser usados no cotidiano escolar (PONTE, 2000; BORBA,
1999). Dentro dessa tematica nos deparamos com os questionamentos referentes ao uso dos
softwares de Geometria Dinamica no ensino de Geometrias, em especial a Geometria

Euclidiana e a Geometria Hiperbolica.

Dessa forma, ao considerar a construcao da Geometria Hiperbdlica, a formacao dos
professores de matematica, o ensino de Geometrias e o uso de novas tecnologias na educagao,

estabelecemos os seguintes problemas de pesquisa:

> Quais os conhecimentos de Geometria Euclidiana e de Geometria Hiperbolica que o

grupo de professores observados nesta pesquisa possui?

> O estudo da Geometria Hiperbdlica permite identificar obstaculos epistemoldgicos na
compreensdo dessa Geometria? Contribui para que eles aceitem a existéncia das Geometrias

N3ao-Euclidianas?

> O software GeoGebra contribui para a aprendizagem dos conteudos de Geometria

Euclidiana e Geometria Hiperbdlica?

1.3 Objetivos

De acordo com Pavanello (1989), Nacarato, (2000) e Almouloud et al., (2004) o
ensino de Geometrias perdeu seu espago no contexto escola. No entanto, pensamos que a
resisténcia ao ensino de Geometrias esta relacionada, entre outros fatores, com a formacgao dos

professores, seja a académica ou a continuada.

Compreender as Geometrias Nao-Euclidianas como um conhecimento geométrico ¢
uma dificuldade que muitos professores apresentam (SANTOS, 2009). Em virtude disso,
conjecturamos que os professores encontram obstidculos na compreensdo e na aceitacdo da

Geometria Hiperbolica.
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Ao considerar o ensino de Geometrias por meio do software de Geometria Dinamica
GeoGebra acreditamos que ele constitui-se em uma ferramenta importante para auxiliar os

professores e alunos no entendimento das Geometrias.

Valendo-se dessas consideragdes, estabelecemos os seguintes objetivos:

> Averiguar os conhecimentos dos professores sobre Geometria Euclidiana e Geometria
Hiperbolica, por meio de atividades, com auxilio do software de Geometria Dindmica

GeoGebra.

> Identificar obstaculos epistemologicos durante a realizagdo das atividades que utilizam
o modelo do disco de Poincarg, e verificar se o estudo da Geometria Hiperbolica permite que
os professores abandonem a visdo de que a Geometria Euclidiana ¢ a unica geometria

possivel.

> Verificar possiveis contribui¢des do uso do sofiware GeoGebra para a aprendizagem

dos conteudos de Geometria Euclidiana e Geometria Hiperbdlica.
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2 Metodologia

Nesta se¢do descrevemos as opgdes metodologicas adotadas; os procedimentos da
pesquisa; apresentamos os sujeitos da pesquisa e abordamos a Andlise de Conteudo, que foi

utilizada na identificagdo e analise do material coletado durante a pesquisa.

2.1 Opc¢oes Metodologicas

A pesquisa apdia-se em uma abordagem de natureza qualitativa, uma vez que
queremos investigar particularidades que envolvem a observacao de um grupo de professores
participantes de um minicurso sobre Geometria Hiperbolica em um ambiente computacional.
Alves-Mazotti ¢ Gewandsznajer (2004) destacam que esse tipo de pesquisa tem se tornado
frequente na elaboracgdo de trabalhos no campo das ciéncias sociais, mas o planejamento da
pesquisa qualitativa ndo ¢ facil por que “ao contrario do que ocorre com as pesquisas
quantitativas, as investigacdes qualitativas, por sua diversidade e flexibilidade, ndo admitem
regras precisas, aplicdveis a uma ampla gama de casos” (ALVES-MAZOTTI e
GEWANDSZNAIJER, 2004, p. 147).

As pesquisas qualitativas partem do principio “de que as pessoas agem em fun¢ao de
suas crengas, percepcdes, sentimentos e valores e que seu comportamento tem sempre um
sentido, um significado que ndo se d4 a conhecer de modo imediato, precisando ser
desvelado” (ALVES-MAZOTTI e GEWANDSZNAIJER, 2004, p. 131). Neste sentido o
pesquisador € o principal instrumento de investigagdo e, por isso, deve ter contato direto e
prolongado no campo, para interpretar adequadamente os fendmenos manifestados. Por isso,

esta pesquisadora esteve presente em todos os momentos da realizagdo do minicurso.

A coleta dos dados se deu por meio de dois instrumentos: a) gravacao em audio e
video e b) questionario. A gravagdo em audio aconteceu durante todo o periodo do minicurso.
Devido ao nuimero de professores optou-se por gravacdes em video apenas em alguns

momentos, nos quais a pesquisadora acreditou ser interessante e prudente. Foram aproveitadas
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ainda, para a pesquisa, as observagdes e anotacdes da pesquisadora e dos monitores que

participaram do minicurso e as respostas do questionario.

2.2 Caracterizacio dos Sujeitos da Pesquisa

Os sujeitos da pesquisa sdo professores do Ensino Fundamental e Médio da Rede
Estadual de Ensino do Estado do Parand, do Nucleo Regional de Maringda — NRE. Esses
professores foram convidados a participarem do minicurso “O Modelo de Poincaré e o
GeoGebra” oferecido pela Universidade Estadual de Maringd — UEM juntamente com NRE —
Maringa. A coordenagdo pedagdgica de matematica do NRE se encarregou de convidar todos
os professores do referido Nucleo e ficou a critério de cada professor o interesse em participar

ou ndo do minicurso.

Dos quarenta e um professores participantes da pesquisa oito sdo do sexo masculino
e trinta e trés sdo do sexo feminino. A maioria dos professores tem entre trinta e sessenta
anos. H4 também um niimero consideravel de professores com mais de cinquenta anos € um
numero muito pequeno de professores com menos de trinta anos, como mostra o grafico a

seguir:
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Grafico 1 — Faixa etaria dos professores
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Sobre a formagdo académica desses professores constatamos que a maioria se
formou na Faculdade de Ciéncias e Letras de Mandaguari e o restante em outras

universidades da regido Norte, como mostra o grafico a seguir:
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Faculdade UEM Faculdade Faculdade Unipar PUC UEL Nac
de Ciéncias de Ciéncias ce informou
eletras de eletras de Educagdo

Mandagueri Arapongas de lvaipord

Grafico 2 — Formacéo académica dos professores

O ano de formagdo desses professores variou muito. Temos um longo periodo de

formagao entre 1975 até 2004, como observamos no grafico a seguir:

1975
1979
1981
1982
1985
1986
1987
1988
1990
1991
1992
1993
1995
1996
1997
1998
1998
2000
2001
2002
2003
2004

Nado informaram

Grafico 3 — Ano de formacao dos professores
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2.3 Procedimentos de Pesquisa

Durante o periodo de marco a setembro de 2008 o NRE — Maringa ¢ a UEM
ofereceram um curso “Introdugdo as Geometrias Néo-Euclidianas™ sobre nocdes de
Geometrias Nao-Euclidianas a professores da Rede Estadual de Ensino de cidades do norte do
Parana. Os encontros tiveram o objetivo de relembrar alguns conceitos da Geometria
Euclidiana para poder introduzir conceitos das Geometrias Nao-Euclidianas. Este curso teve

duragdo de vinte e quatro horas, distribuidas em seis encontros de quatro horas cada.

Apo6s o término deste curso foi oferecido o minicurso “O Modelo de Poincaré e o
GeoGebra” que durou dezesseis horas, e teve como objetivo estudar a Geometria Euclidiana e
a Geometria Hiperbolica por meio do sofiware GeoGebra. Ele foi realizado nos laboratorios
de informatica das escolas Rui Barbosa, em Jandaia do Sul — PR, no Instituto Estadual de
Educagdo e na Escola Estadual Gastdo Vidigal, em Maringa — PR. Os computadores dos

laboratorios de informatica estavam com o software GeoGebra instalado.

O minicurso em Jandaia do Sul teve a participacdo de 13 professores. Por ser o
primeiro minicurso ministrado serviu de “piloto” para a nossa pesquisa. Inicialmente
pensamos em trabalhar algumas construcdes geométricas euclidianas no primeiro dia, no
turno da manha, e no restante do dia e no proximo dia do minicurso com construgdes
geométricas hiperbdlicas. Mas devido as dificuldades dos professores em Geometria
Euclidiana e na propria utilizagdo do computador, decidimos continuar as construgdes
geométricas euclidianas no turno da tarde, e deixamos o segundo dia do minicurso para
abordar as constru¢des da Geometria Hiperbdlica. Durante o minicurso os professores
aprenderam a utilizar as ferramentas do GeoGebra conforme elas apareciam nas construgdes
propostas. No segundo encontro introduzimos alguns conceitos e definicdes da Geometria

Hiperbdlica e iniciamos as constru¢des do modelo do disco de Poincaré.

Este “piloto” foi essencial para que pudéssemos definir os procedimentos da pesquisa
— minicurso e aplicacdo do questiondrio — e iniciamos, em outubro de 2008, a pesquisa apos o

parecer favoravel do Comité de Etica em Pesquisa Envolvendo Seres Humanos — COPEP.

3 Resultados da pesquisa realizada neste curso podem ser encontrados em Santos (2009).
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Com base nas observagdes durante o “piloto” decidimos seguir 0 mesmo cronograma
para os professores que participariam do minicurso em Maringa: constru¢des geométricas
euclidianas® no primeiro dia e, no segundo dia, o estudo de alguns conceitos e defini¢des da
Geometria Hiperbolica® e as construgdes do modelo do disco de Poincaré. No minicurso em
Maringé participaram quarenta € um professores distribuidos em duas turmas: uma com
dezessete professores € a outra com vinte € quatro professores. No final de cada minicurso os

professores responderam ao questionario®.

2.4 Analise de Conteudo

Para analisar e interpretar os questiondrios utilizamos como referencial teorico, a
analise de contetdo proposta por Bardin (1979). A autora destaca que a analise de contetudo ¢
um conjunto de técnicas de andlises das comunicagdes usado para descrever e interpretar o

conteudo de textos e documentos.

Segundo Moraes “essa metodologia de pesquisa faz parte de uma busca teodrica e
pratica [...] constitui-se em bem mais do que uma simples técnica de analise de dados,
representando uma abordagem metodologica com caracteristicas e possibilidades proprias”
(MOARES, 1999, p. 9). A analise de contetido pode servir de base tanto para pesquisas
qualitativas como para pesquisas quantitativas. No que se refere a forma qualitativa, parte de
uma série de pressupostos que servem para captar seu sentido simbolico que, muitas vezes,
ndo ¢ manifestado e seu significado ndo ¢ Unico; ela ¢ uma interpretacdo por parte do
pesquisador com relagdao aos dados obtidos, podendo ser carregada de multiplos significados e

multiplas possibilidades de analise (MORAES, 1999).

Esta metodologia permite investigar qualquer material, verbal ou ndo verbal, como
cartas, jornais, revistas, gravacgdes, entrevistas, videos, entre outros. Bardin destaca que ¢

possivel investigar,

4 ~ o . g ~ n .
Construgdes geométricas euclidianas estdo no apéndice 1.
5 ~ r, . e ~ A .
Construgdes geométricas hiperbdlicas estdo no apéndice 2.
6 . 7. A .
O questionario encontra-se no apéndice 3.
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[...] desde mensagens linguisticas em forma de icones, até comunicagdes em
trés dimensodes, quando mais o codigo se torna complexo, ou mal explorado,
maior terd de ser o esforco do analista, no sentido de uma inovagdo com
vista a elaboragdo de técnicas novas (BARDIN, 1979, p. 32).

A andlise de conteudo, segundo Bardin (1979), organiza-se em torno trés fases: a
pré-anélise, a exploragdo do material e o tratamento dos resultados, a inferéncia e a
interpretacdo. A pré-analise ¢ a fase de organizagdo do material, que deve ser feito de modo
que conduza a um esquema preciso de desenvolvimento das operagdes seguintes. Na primeira
fase ¢ feita “a escolha dos documentos a serem submetidos a analise, a formulagdo das
hipoteses e dos objetivos e a elaboragdo de indicadores que fundamentem a interpretagao
final” (BARDIN, 1979, p. 95). Na segunda fase, se as operagdes da pré-analise foram
concluidas, consiste em administrar as decisdes tomadas, em manipular as codificagdes. Na

terceira e ultima fase, os resultados ganham significados.
As categorias utilizadas na pesquisa foram:
Geometria Euclidiana.

Geometria Hiperbolica.

O Uso de Novas Tecnologias na Educagao e o Software GeoGebra.

YV V V VY

Resisténcias e Dificuldades em Aceitar as Geometrias Nao-Euclidianas.

Nas categorias — Geometria Euclidiana e Geometria Hiperbdlica — apresentamos as
dificuldades e os conhecimentos dos professores obtidos durante as gravacdes feitas nos
minicursos, além dos obstaculos epistemolodgicos identificados durante as transcrigdes das
falas. Também sdo apresentadas as respostas dos professores, referentes a esses conteudos,
presentes no questiondrio. Na categoria — O Uso de Novas Tecnologias na Educagdo e o
Software GeoGebra — destacamos a formagado dos professores, com relagdo ao uso de novas
tecnologias na educagao, as dificuldades e as facilidades dos professores ao utilizar o sofiware
GeoGeobra e as potencialidades para aprender este conteudo. A Ttltima categoria —
Resisténcias e Dificuldades em Aceitar as Geometrias Nao-Euclidianas — destacamos os
obstaculos, as crengas, as dificuldades que eles apresentam quanto a aceitagao e entendimento

do conteudo Geometria Hiperbdlica.
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Para facilitar o entendimento dos dados obtidos estabelecemos alguns cddigos. As
respostas dos questiondrios foram identificadas, pela letra Q, e cada professor recebeu um
numero, por exemplo, Q.1 vai ser o professor 1 e assim por diante. Ao trabalhar com as falas
do professores gravadas e posteriormente transcritas, utilizamos a identificacdo P, por
exemplo, P.1 vai caracterizar a fala do professor 1, que ndo ¢ o mesmo professor do
questionario, o Q.1. Os monitores que apresentaram o curso sdo caracterizados por M, por
exemplo, M.l ¢ o monitor 1. Cinco monitores auxiliaram na pesquisa: o orientador, a

pesquisadora, dois alunos de graduagdo e um professor formado de Matematica.
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3 Aspectos Matematicos, Historicos e Filosoficos das Geometrias: algumas

consideracoes tedricas

Nesta secdo destacamos algumas consideragdes teodricas sobre os aspectos
matematicos, histdricos e filosoficos das Geometrias. Descrevemos a origem da Geometria
Euclidiana, algumas indagac¢des sobre o quinto postulado de Euclides, a origem da Geometria
Hiperbodlica e a consisténcia desta Geometria. Por fim, expomos algumas contribui¢des da
epistemologia de Gaston Bachelard e, de maneira especial, as nog¢des de obstaculo

epistemologico, e sua relagdo com as Geometrias Nao-Euclidianas.

3.1 A origem da Geometria Euclidiana

Afirmagoes sobre a origem da Geometria sdo um tanto arriscadas, porque segundo
Boyer (1999, p. 4) os primordios do assunto sdo mais antigos que a arte de escrever. Na
primeira fase do desenvolvimento da Geometria ela era uma ciéncia empirica, ou seja, uma
ciéncia em que todos os resultados eram deduzidos diretamente da pratica como respostas as

necessidades das comunidades (SMOGORZHEVSKI, 1978).

A civilizacdo egipcia foi uma das primeiras a medir as terras para fixar os limites das
propriedades. A cada ano as enchentes do rio Nilo derrubavam os marcos das terras fixados
nos anos anteriores e, com isso, 0s proprietarios eram obrigados a remarcar os limites
territoriais. As reconstrugdes, muitas vezes, eram feitas com base nos dados dos anos
anteriores € no que restava das marcacdes depois das enchentes. Essas experiéncias
proporcionaram aos egipcios conhecer e elaborar inumeros principios relativos as

caracteristicas de linhas, angulos e figuras (BARKER, 1969, p. 27).

A civilizacao grega percebendo o que os egipcios eram capazes de fazer assimilaram
seus principios empiricos € deram o nome de Geometria — medida de terra. Barker (1969, p.
28) destaca que “os gregos, porém, ao contrario dos egipcios, apreciavam a Geometria nao

apenas em virtude de suas aplicacdes praticas, mas em virtude de seu interesse tedrico”. Os
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gregos ndo se contentaram com o0s aspectos empiricos, eles procuraram encontrar

demonstragdes dedutivas que pudessem respondem as aplicagdes praticas da Geometria.

Foi em aproximadamente 300 anos a.C. que Euclides escreveu a obra Elementos.
Nesta obra Euclides reuniu e apresentou um sistema axiomatico com cinco postulados do qual
sdao deduzidas as demais proposicdes geométricas. A obra Elementos esta dividida em treze
livros ou capitulos; os seis primeiros sobre geometria plana elementar, os quatro seguintes
tratam teoria dos numeros e os trés ultimos abordam a geometria espacial. Barker (1969)
destaca que esta obra ¢ um dos classicos que exerceu maior influéncia no pensamento
ocidental, e que ndo foi apenas um livro de geometria, mas “o modelo daquilo que o

pensamento cientifico deveria ser” (BARKER, 1969, p. 28).

Piaget e Garcia expdem que, Euclides, na elaboracdo da sua obra Elementos,
apresentou uma das primeiras axiomatizacdes da historia da matematica: “a axiomatizagao de
uma teoria representa um ponto de chegada, o final do seu desenvolvimento; ela constitui uma
formulagdo sistematica de elementos previamente elaborados, através da qual se tenta
esclarecer as suas relagdes logicas” (PIAGET e GARCIA, 1987, p. 92). Euclides
desempenhou um papel importante na formulagdo do livro, pois ele apresentou alguns
conhecimentos dos seus antecessores, também de forma axiomatica, além das suas proprias

contribuigdes.

Ao enunciar suas leis, Euclides as fez de forma universal. Ele “ndo examina se
propriedades de uma determinada linha ou figura realmente existem; examina, ao contrario, as
propriedades de todas as linhas ou figuras de tal ou qual espécie devem ter” (BARKER, 1969,
p. 28-9). Ele formula suas leis de modo a torné-las rigorosas e absolutas, demonstrando-as de

forma dedutiva com o rigor da logica, portanto de forma totalmente abstrata.

Euclides, no seu Livro I, da obra Elementos, definiu alguns objetos geométricos, tais
como: ponto, reta, plano, linha e superficie (por exemplo, Euclides definia ponto como
“aquilo que ndo tem partes”); hoje consideramos esses objetos como nog¢des primitivas, ou
seja, objetos da Geometria que nao sdo possiveis de serem definidos. Os gregos faziam

distingdo entre axioma ou nog¢des comuns e postulado. Para eles, axioma era uma suposi¢ao
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comum a todas as ciéncias € a0 mesmo tempo, obvio e aceitavel por todos. Os postulados
eram suposi¢cdes particulares de uma determinada area de estudo que nao sdo necessariamente

aceitaveis nem obvias para todas as pessoas. Os postulados de Euclides’ so:

1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.

2. Também prolongar uma reta ilimitada, continuamente, sobre uma reta.

3. E, como todo centro e distancia, descreve um circulo.

4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,

encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos.

Barker aponta que as ideias adotadas por Euclides nesses postulados diferem muito
das concepgdes indutivas e empiricas adotadas pelos egipcios. Nos trés primeiros postulados,
Euclides nao estd, de maneira direta, discutindo problemas de medi¢cdao de terras, ndo estad
preocupado com os possiveis obstaculos (montanhas, rios, ou outros) que possam impedir seu
tracado. As condic¢des praticas ndo interessavam a Euclides; ele admitia existir “um espaco
em que inexistiam obstaculos absolutos e em volta do qual inexistiam fronteiras exteriores
absolutas” (BARKER, 1969, p. 31). O quarto postulado parece um tanto evidente, mas
Euclides o descreve como uma verdade légica, uma vez que ele serd necessario para

demonstragdes futuras, por isso ele enunciou na forma de postulado.

Quanto ao quinto postulado, € possivel observar que ele ndo ¢ tdo evidente quanto os
quatro primeiros. Na figura 1, observamos que se a soma dos angulos internos o + § < 180° as
retas s e r irdo se encontrar e caso a soma dos angulos internos o + 3 = 180° as retas s e r serao

paralelas.

7 A versdo descrita esté disponivel em Euclides (2009), tradugdo de Irineu Bicudo.
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Figura 1 — Esbo¢o do quinto postulado

Os postulados, os axiomas e as definicdes sao o ponto de partida das demonstragdes
de Euclides tanto da geometria plana quanto da espacial. Barker (1969, p. 38) destaca que
“Euclides, nos Elementos, visava aperfeicoar o nosso conhecimento acerca de pontos, linhas e
figuras, tornando mais rigorosas as demonstracdes de leis ja conhecidas, e visava aumentar
esse conhecimento, demonstrando leis novas, até entdo desconhecidas”. Ele precisava dar a
Geometria uma forma dedutiva sistematica para que as demonstragdes fossem mais rigorosas

e possibilitassem a elaboracdo de novas leis. Piaget e Garcia (1987) destacam que:

[...] a geometria ¢, nas matematicas gregas, o ramo que deu prova de uma tal
perfeicdo que se transformou, durante varios séculos, no proprio paradigma
da ciéncia. Dois mil anos apds Euclides, ela sera para Newton o modelo para
toda a construgdo de uma teoria cientifica e os seus Principia inspirar-se-ao
neste modelo (PIAGET e GARCIA, 1987, p. 91).

3.2 O Quinto Postulado de Euclides

Durante muito tempo os matematicos preocuparam-se em questionar a veracidade do
quinto postulado. Acreditavam que nao se tratava de um postulado, mas sim de um teorema.
Muitos esfor¢os foram feitos para demonstrar o quinto postulado de Euclides (o postulado das
paralelas) com um fracasso constante. Alguns matematicos tentaram ao longo dos séculos
eliminar o quinto postulado, uma vez que eles estavam insatisfeitos com ele, tentaram

diversas maneiras de retird-lo do sistema. Outros tentaram mostrar que o quinto postulado era
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um teorema dedutivel dos quatros primeiros postulados, além das defini¢des e dos axiomas.
Houve aqueles que tentaram mostrar que o quinto postulado poderia ser substituido por algum
principio mais simples e mais evidente e que poderia ser deduzido como um teorema

perdendo, assim, o status de postulado (BARKER, 1969 p. 47-8).

Em meio a essas tentativas de demonstragdes percebeu-se que existiam outras formas
de enunciar o quinto postulado, das quais a mais conhecida ¢ a do matematico escocés John
Playfair (1748-1819). Este foi um gedmetra que fez uma tradugdo dos Elementos para o Inglés
e, observou que o quinto postulado poderia ser substituido por um resultado equivalente, que
afirma: “Por um ponto fora de uma reta passa uma Unica reta que nao a intercepta” (CARMO,
1987, p. 27). O fato de existir por um ponto P fora de uma reta, uma reta paralela, era
conhecido por Euclides e pelos matematicos que o sucederam, mas o ponto essencial do
resultado ¢ o fato dessa paralela ser Unica. Euclides costumava usar em seus argumentos fatos

que eram considerados dbvios e ele ndo se preocupou em explicar.

Bachelard (1985) destaca que o fato deste teorema corresponder a uma verdade, a um

fato matematico, ninguém duvida:

[...] para todos os gedmetras até o final do século XVIII, as paralelas
existem; a experiéncia usual legitima esta nogdo diretamente como por suas
consequéncias indiretas. O que parece faltar, o que constitui escandalo, ¢ que
ndo se tenha podido ainda coordenar este teorema simples no conjunto dos
teoremas demonstrados. Nunca se pde em duvida a existéncia das paralelas
(BACHELARD, 1985, p. 26).

O que os intrigava era o fato do quinto postulado ndo poder ser demonstrado. Diante
deste suposto teorema a demonstrar, Giovanni Saccheri (1667-1733) e Johann Lambert (1728-
1777) no final do século XVIII, se perguntaram o que aconteceria se abandonassemos ou

modificassemos a nogao de paralelismo euclidiano.

Foi a negagdao do quinto postulado que desencadeou a construgdo de novas
Geometrias, as Geometrias Nao-Euclidianas, assim chamadas porque nao estdo de acordo
com pelo um dos cinco postulados de Euclides. Uma das maneiras de negar o quinto

postulado ¢ afirmar que por um ponto fora de uma reta ¢ possivel tracar pelo menos duas retas
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paralelas. Esse fato acontece na Geometria Hiperbolica. Outra maneira de negar o quinto

postulado ¢ afirmar a ndo existéncia de retas paralelas, que acontece na Geometria Eliptica.

3.3 A origem da Geometria Hiperbolica

O fracasso nas tentativas de demonstrar o quinto postulado e as indagagdes referentes
ao mesmo possibilitou aos matematicos construir Geometrias nas quais o quinto postulado de

Euclides nio ¢ valido.

No final do século XIX os matematicos compreenderam a situacao logica do quinto
postulado e afirmaram que este ¢ independente dos outros postulados de Euclides. Ou seja,
que ¢ possivel existir sistemas geométricos consistentes nos quais o quinto postulado pode ser

substituido por uma afirmagao contraria (BARKER, 1969, p. 51).

Boyer (1999) destaca que, durante o primeiro ter¢o do século XIX, encontramos um
exemplo de simultaneidade de descobertas relacionadas as Geometrias Nao-Euclidianas, a trés
homens, o alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), o hingaro Janos Bolyai (1802-
1860) e o russo Nicolai Lobachevsky (1793-1856). Esses trés matematicos, sem qualquer
contato mutuo e sem prévio conhecimento dos trabalhos de Saccheri, desenvolveram,

independentemente, um novo tipo de Geometria.

Gauss, durante a segunda década do século XIX, tinha chegado a conclusao que as
tentativas de demonstrar o quinto postulado, feitas por alguns matematicos, foram em vao e

que eram possiveis Geometrias diferentes da de Euclides.

Lobachevsky foi um dos matematicos que mais contribuiu na construgdo das
Geometrias Nao-Euclidianas. Durante sua vida académica elaborou vdrios trabalhos
relacionados a Geometria. Em um desses trabalhos “On the Principles of Geometry”,
publicado em 1829, Lobachevsky marcou oficialmente o nascimento da Geometria Nao-
Euclidiana. De acordo com Boyer (1999), esta Geometria ficou sendo chamada de “geometria

imaginaria”, porque ela parecia contraria ao senso comum. No periodo de 1835 a 1855,
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Lobachevsky escreveu trés trabalhos referentes a nova geometria. Um desses trabalhos:
Investigagcoes Geométricas sobre a Teoria das Paralelas, de 1840, chegou as maos de Gauss,
que louvou a obra de Lobachevsky, mas nunca lhe deu apoio impresso porque tinha medo dos

comentarios dos amigos matematicos (BOYER, 1999, p. 360).

Farkas Bolyai, amigo de Gauss, também tentou demonstrar o postulado das paralelas
e acabou por descobrir que seu filho, Janos Bolyai, estava envolvido com o problema das
paralelas. Ao saber do fato, Farkas escreve ao filho pedindo que ele desistisse do problema.
Janos continuou seus esforcos e em 1829 chegou a conclusdo a que Lobachevsky chegara e,
apos suas descobertas Janos escreve ao pai contando-as e Farkas publica no apéndice de um

dos seus trabalhos o artigo de Janos (BOYER, 1999).

Gauss ao saber das descobertas de Janos Bolyai teve a mesma reagao que tivera no
caso de Lobachevsky, aprovag¢dao, mas sem apoio impresso. Gauss ao ser questionado, por
Farkas, com relagdo ao artigo do filho, escreve: “nao poderia elogiar a obra de Janos, pois isso
seria auto-elogio, ja que havia tido essas ideias ja havia anos” (BOYER, 1999, p. 361). Janos
ao saber da resposta de Gauss temeu ser privado da autoridade das descobertas. A publicacao
da obra de Lobachevsky, em alemao no ano de 1840, deixou Janos tao abalado que ele nada
mais publicou. O desenvolvimento da Geometria Nao-Euclidiana se deve a Lobachevsky,

sendo Bolyai pouco lembrado (BOYER, 1999).

De acordo com Bachelard (1985), “durante vinte e cinco anos, Lobachevsky ocupou-
se mais em estender a sua geometria do que em funda-la. Igualmente, ndo se podia funda-la a
ndo ser estendendo-a” (BACHELARD, 1985, p. 29). Os principios dessa nova geometria
eram diferentes dos principios euclidianos. Nessa nova geometria ¢ possivel obter mais de
uma reta paralela a uma reta dada, por um ponto fora dessa reta e a soma dos angulos internos

de um triangulo ¢ menor que dois retos (BARKER, 1969, p. 51).
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3.4 A Consisténcia da Geometria de Lobachevsky

O desenvolvimento dessa nova Geometria surgiu como algo revolucionario. Varios
filésofos, matematicos e pensadores de épocas passadas haviam afirmado que s existia uma

Geometria verdadeira, a Geometria de Euclides. Poincaré destaca que:

[...] depois dos gritos escandalizados, habituamo-nos ao que eclas tem de
paradoxal; varias pessoas chegaram até a duvidar do postulado, a se
perguntar se o espago real é plano, como supunha Euclides, ou se apresenta
uma ligeira curvatura. Chegaram mesmo a achar que a experiéncia poderia
dar-lhes uma resposta a essa pergunta. E desnecessario acrescentar que isso
equivaleria a desconhecer completamente a natureza da geometria, que nao
¢ uma ciéncia experimental (POINCARE, 2008, p. 110).

O fato de ter sido construida uma Geometria que contradiz o quinto postulado de
Euclides ndo quer dizer que a Geometria Euclidiana ndo ¢ verdadeira ou que ¢ mais
verdadeira que a nova Geometria. Ambas s3o verdadeiras e possuem um sistema logico
consistente. Smogorzhevski (1969, p. 22) destaca que ambas sdo verdadeiras, mas cada uma
tem um campo de aplicacao: nao podemos usar as formulas da Geometria Hiperbolica para as
figuras planas, assim como ndo podemos usar as formulas da Geometria Plana Euclidiana

para as figuras da Geometria Hiperbdlica.

Lopes (1996) destaca que no processo de negacao, muitas vezes, nao € necessario o

abandono das teorias anteriormente construidas, mas

[...] trata-se, sim, de reordenar, de ir além de seus pressupostos, por
introduzir uma nova racionalidade. Até as novas conquistas neste século,
compreendia-se a ciéncia essencialmente como cumulativa. Uma vez que
uma verdade cientifica era estabelecida com a clareza e a amplitude de uma
Teoria Newtoniana ou de uma Geometria Euclidiana, interpretavam-se esses
pressupostos como definitivos e universais (LOPES, 1996, p. 266).

Essas descobertas que perturbaram o pensamento matematico a partir do século
XVII desencadearam uma discussdo referente aos limites do pensamento geométrico. Para
Bachelard (1985, p. 27) “estas simples observacdes, estas formas iniciais do nao-euclidismo ja

nos permitem destacar a ideia filosofica geral da nova liberdade matematica”. E importante
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destacar que novas concepgdes estavam tomando lugar na historia e na filosofia da

matematica.

Os pensadores mais conservadores ficaram perturbados diante dos resultados
apresentados. Compreendiam as Geometrias Nao-Euclidianas como um sistema geométrico
logicamente inconsistente. Consisténcia, no sentido que interessa a matematica, esta associada
a estrutura logica abstrata do sistema. Para Barker (1969, p. 63) “dizer que um sistema ¢
inconsistente ¢ dizer que dos axiomas desse sistema podemos deduzir dois teoremas que se
contradizem mutuamente”. Os opositores nunca conseguiram mostrar que as Geometrias Nao-
Euclidianas contradissessem requisitos de consisténcia ldgica. Mas a questdo da consisténcia
das Geometrias Nao-Euclidianas permaneceu no ar durante algum tempo e isso fez com que
os matematicos procurassem procedimentos 16gicos mais rigorosos do que os utilizados por

Euclides (BARKER, 1969, p. 54).

Apo6s um periodo perturbado, no qual se alimentou a esperanga de tudo demonstrar,
Lobachevsky fez importantes observagdes que contribuiram para a constru¢do das Geometrias

Nao-Euclidianas. Mas, o conhecimento dessa nova Geometria ndo foi prontamente difundido.

Matematicos do fim do século XIX chegaram a resultados importantes sobre a
consisténcia da Geometria de Lobachevsky. Eles descobriram que as Geometrias Nao-
Euclidianas devem ser consistentes caso seja consistente a Geometria Euclidiana.
Lobachevsky rejeitou somente o quinto postulado de Euclides, mas conservou os demais
postulados e os axiomas da Geometria Euclidiana. O que faltava era construir um modelo
matematico para a Geometria de Lobachevsky. Esta Geometria ficou sendo chamada de
Geometria Hiperbolica, cuja axiomatizagdo inicia-se de maneira semelhante a axiomatiza¢ao
da Geometria Euclidiana. A diferenca estd no 5° postulado que passa a ser enunciado como:
existe uma reta » e existe um ponto P fora desta reta por onde passam duas retas que nao

interceptam .

O matematico Felix Klein (1849-1925) criou um modelo para a Geometria
Hiperbolica, que esta de acordo com os postulados dessa Geometria. O matematico Henri

Poincaré (1864-1912) criou outros dois modelos para a Geometria Hiperbolica axiomatica,
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que foram desenvolvidos entre 1882 e 1887 e diferem do modelo de Klein, um desses
modelos, denominado modelo do disco de Poincaré, serd um dos objetos de estudo

apresentado neste trabalho.

Apo6s a construcdo da Geometria Hiperbdlica, Riemann construiu outra Geometria,
na qual a negagao do quinto postulado se da na nao existéncia de retas paralelas a uma reta

dada. Esta geometria ¢ denominada Geometria Eliptica ou Riemanniana.

Pela sua historia, quando se fala de Geometrias Nao-Euclidianas, em geral, os
matematicos se referem a Geometria Hiperbolica ou a Geometria Eliptica. Mas, apos a
observacao de que existem outras Geometrias que ndo satisfazem um ou mais dos postulados
dos Elementos, adota-se o critério que qualquer uma dessas Geometrias ¢ Nao-Euclidiana. As
Geometrias Nao-Euclidianas desenvolveram-se e se mostram tdo logicamente consistentes
quanto a Geometria Euclidiana. A existéncia de tais Geometrias derrubou a crenga tradicional

de que as leis da Geometria Euclidiana seriam as unicas possiveis e verdadeiras.

3.5 Resisténcias e Obstaculos na Aceita¢ao das Geometrias Nao-Euclidianas

Com o advento da Geometria Hiperbolica muitos matematicos, com mentalidade
conversadora, ficaram perturbados e chocados diante das descobertas. A aceitagdo pela
comunidade cientifica da Geometria Hiperbolica, bem como das Geometrias Nao-Euclidianas
ndo foi imediata; passaram-se décadas até que as pessoas conhecessem e aceitassem essas
Geometrias (BARKER, 1969 p. 54). Contudo, percebemos que ainda hoje muitas pessoas nao
tém conhecimento das Geometrias Nao-Euclidianas. Eves (2007) afirma que quando se tenta
mostrar a existéncia dessas Geometrias, em geral, as pessoas ficam desconfiadas, pois o
maximo que aprenderam foi a Geometria Euclidiana, e essa ¢ a Geometria existente para elas.
Este fato pode gerar certas dificuldades, resisténcias e até mesmo obstaculos que impedem e

dificultam o aprendizado dessas Geometrias.

Gaston Bachelard (1996), em sua obra “A formacao do espirito cientifico”, destaca a

evolucdo da ciéncia, nos periodos que ele chamou de estado pré-cientifico e estado cientifico.
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Mostra que a ciéncia evoluiu de forma ndo linear, que sucessivas retificagdes ocorreram por
meio de erros, descontinuidade, rupturas e contradi¢des. Ao iniciar o plano da sua obra
Bachelard (1996, p. 17) escreve: “quando se procuram as condi¢des psicoldgicas do progresso
da ciéncia, logo se chega a convic¢do de que é em termos de obstaculos que o problema do

conhecimento cientifico deve ser colocado”. E ainda:

[...] ¢ no amago do proprio ato de conhecer que aparecem, por uma espécie
de imperativo funcional, lentiddes e conflitos. E ai que mostraremos causas
de estagnacao e até de regressdo, detectaremos causas de inércia as quais
daremos o nome de obstaculos epistemologicos (BACHELARD, 1996, p.
17).

Andrade (2004, p. 47) aponta que a expressao obstaculo epistemologico foi criada
“para caracterizar tudo aquilo que obstrui, impede, dificulta, enfim, limita o progresso da
ciéncia, e podem ser citados como exemplos, o pré-conceito, a ideologia, a idolatria, o senso

comum e a opiniao”.

Na busca pelo conhecimento cientifico muitas vezes os cientistas se deparam com
obstaculos que podem dificultar o progresso da ciéncia e o entendimento de teorias. O
aparecimento dos obstaculos epistemologicos ¢ algo dificil de ser evitado, uma vez que o
conhecimento cientifico ndo ¢ alcangado sem que indagagdes, refutagdes e criticas sejam
feitas; e para que o pensamento cientifico possa se desenvolver ¢ necessario que esses

obstaculos sejam superados.

Para Bachelard (1996, p. 18) o primeiro obstaculo que devemos superar ¢ a opinido:
“a opinido pensa mal; ndo pensa: traduz necessidades em conhecimento. [...] Nao se pode
basear nada na opinido: antes de tudo, ¢ preciso destrui-la. Ela ¢ o primeiro obstaculo a ser
superado”. O espirito cientifico ndo admite que tenhamos uma opinido sobre questdes que nao
conhecemos, nao compreendemos. Segundo o autor, os cientistas ndo devem basear suas
pesquisas na experiéncia comum, na opinido, devem sim, estabelecer um vinculo entre a

observacdo e a experimentacdo, questionando e discutindo as ideias que sdo apresentadas.

A nocgdo de obstaculo epistemologico também pode ser usada na educagdo.

Bachelard lecionou as disciplinas de quimica e fisica e teve seu pensamento voltado as
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questdes epistemologicas ligadas ao ensino desses conhecimentos. Observou os vinculos
existentes entre o desenvolvimento historico do pensamento cientifico e a pratica da
educagdo. As experi€éncias como professor o inspiraram para alguns importantes

apontamentos pedagogicos encontradas ao longo de seus livros.

Bachelard também questiona as atitudes e o comportamento dos professores de
ciéncias com relagdo aos erros dos alunos: “acho surpreendente que os professores de
ciéncias, mais do que os outros se possivel for, ndo compreendam que alguém nao
compreenda. Poucos sdo os que se detiveram na psicologia do erro, da ignorancia e da
irreflexao” (BACHELARD, 1996, p. 23). A maneira como os professores t€ém ensinado essa
disciplina e a relagdo professor/aluno e conhecimento também sdo questionados por

Bachelard:

Os professores de ciéncias imaginam que o espirito comega como uma aula,
que ¢ sempre possivel reconstruir uma cultura falha pela repeticdo da licao,
que se pode fazer entender uma demonstragdo repetindo-a ponto por ponto.
Nédo levam em conta que o adolescente entra na aula de fisica com
conhecimentos empiricos ja construidos: ndo se trata, portanto, de adquirir
uma cultura experimental, mas sim de mudar de cultura experimental, de
derrubar os obstaculos ja sedimentados pela vida cotidiana (BACHELARD,
1996, p. 23).

O que se percebe ¢ que, muitas vezes, na construcdo do conhecimento nao sao
considerados os conhecimentos e as crencas que os alunos trazem consigo. Esses
conhecimentos podem se constituir em obstaculos, em dificuldades no aprendizado do
conhecimento cientifico. De acordo Bachelard (1996) o professor deve ensinar sempre
questionando o seu aluno, procurando romper com o0s erros, as crengas, as experiéncias
trazidas por eles. E necessario que as aulas ndo fiquem somente nos fatos, no senso comum, é
preciso mudar o conhecimento superficial adotado pelos alunos para que eles possam

construir conhecimento cientifico.

Os erros ocorridos na constru¢ao e evolucdo da ciéncia podem ajudar a detectar
varios obstaculos epistemoldgicos que surgiram ao longo da histéria da ciéncia, possibilitando
conhecer melhor os caminhos percorridos pela ciéncia. O conhecimento cientifico progride

com rupturas. Estas rupturas sdo sinais de dificuldades no desenvolvimento cientifico anterior.
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Ao analisar a obra de Bachelard (1996) destacamos alguns obstaculos
epistemologicos descritos por esse autor ao longo do livro. O primeiro obstaculo Bachelard
denomina de a experiéncia primeira, que ¢ “a experiéncia colocada antes e acima da critica —
critica esta que ¢, necessariamente, elemento integrante do espirito cientifico”
(BACHELARD, 1996, p. 29). A experiéncia primeira fascina, porque da preferéncia mais as
imagens do que as ideias, buscam-se experiéncias curiosas e divertidas que nada acrescentam
ao espirito cientifico; isto porque ela ¢ livre de qualquer espécie de critica de refutagdo e nao
constitui uma forma segura, nitida e clara que possa contribuir para a formacgdo e o

fortalecimento do espirito cientifico.

Bachelard (1996, p. 14) destaca ainda que “a experiéncia comum nio ¢ de fato
construida; no maximo ¢ feita de observagdes justapostas [...] Como a experi€ncia comum
nao ¢ construida, ndo poderd ser, achamos nos, efetivamente verificada. Ela permanece um
fato”.

E comum encontrarmos professores que se baseiam em experiéncias e em
observagdes para descrever um conhecimento geométrico. De acordo com Santos (2009),
muitos professores “restringiam a Geometria Euclidiana ao plano, afirmaram inclusive que
partes do mundo onde vivemos ¢ plano” (SANTOS, 2009, p. 96). Perceba como conclusdes
indevidas de uma experiéncia ou de uma simples observacdo podem interferir no
entendimento dos conhecimentos cientificos e, constituir-se assim, em um obstaculo
epistemologico. Podemos representar um plano euclidiano por um tampo de uma mesa, por
exemplo, mas devemos deixar claro que este objeto somente representa um plano euclidiano.

As experiéncias ndo devem ser baseadas no senso comum ou na opiniao.

O conhecimento geral também foi considerado por Bachelard como um obstaculo ao
conhecimento cientifico. Para Bachelard “nada prejudicou tanto o progresso do conhecimento
cientifico quanto a falsa doutrina do geral, que dominou de Aristételes a Bacon, inclusive, e
que continua sendo, para muitos, uma doutrina fundamental do saber” (BACHELARD, 1996,
p. 69). As generalizagdes podem, muitas vezes, falsear a realidade comprometendo a

veracidade das informagdes. Frases prontas que expressam uma generalizagdo falseada sao
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mais simples de difundir, mas essas atitudes acabam retrocedendo o conhecimento cientifico e
muitas vezes, essas afirmagoes, sao tidas como verdades absolutas. Bachelard expde algumas

generalizagdes do pensamento cientifico:

Como fundamento da mecanica: todos os corpos caem. Como fundamento
da optica: todos os raios luminosos se propagam em linha reta. Como
fundamento da biologia: todos os seres vivos sdo mortais. Seriam assim
colocadas, no limiar de cada ciéncia, grandes verdades primeiras, defini¢Ges
intocaveis que esclarecem toda doutrina (BACHELARD, 1996, p. 70).

No contexto dessa pesquisa, algumas afirmagdes podem ser consideradas
generalizagdes abusivas e constituir-se em obstaculos gerais, tais como: a soma dos angulos
internos de um triangulo ¢ sempre 180°; dada uma reta » e um ponto P fora dessa reta existe
somente uma reta que passa por P e ¢ paralela a r; a soma dos angulos internos de um
quadrilatero ¢ sempre 360° entre outros. Essas afirmacdes sdo verdadeiras, desde que
estejamos trabalhando com a Geometria Euclidiana. E preciso ficar claro para o
professor/aluno de qual Geometria falamos, para que estes nao apresentem essas afirmagoes
como “resultados intocaveis”, ‘“grandes verdades primeiras” que representam todas as
verdades do conhecimento geométrico. Bachelard (1996, p. 71) esclarece que “¢ possivel
constatar que essas leis gerais blogueiam atualmente as idéias. Respondem de modo global,
ou melhor, respondem sem que haja pergunta”. Com o desenvolvimento das Geometrias Nao-
Euclidianas foi possivel romper com essa ideia de um conhecimento geométrico unico e

acabado.

Outro obstaculo que Bachelard descreve € o obstaculo verbal: “um caso em que uma
unica imagem, ou até uma unica palavra, constitui toda a explicagao” (BACHELARD, 1996,
p. 91). Muitas vezes, uma uUnica palavra, carregada de adjetivos, pode expressar uma
explicacdo suficiente para os mais variados fenomenos. E preciso libertar-se do uso indevido

de metaforas, imagens ingénuas e analogias.

Quando falamos de ensino de Geometrias fica dificil ensinar esses contetidos sem
utilizar as figuras geométricas. Mas o que deve ficar claro para o professor/aluno é que a
figura geométrica representa apenas uma instancia fisica da representacdo do objeto. Uma

unica imagem pode constituir-se em um obstaculo verbal, como destacou Bachelard: “uma
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ciéncia que aceita as imagens ¢, mais que qualquer outra, vitima das metaforas. Por isso, o
espirito cientifico deve lutar sempre contra as imagens, contra analogias, contra metaforas”

(BACHELARD, p. 48).

Ao representar uma reta paralela, no modelo do plano euclidiano — Figura 2 —, a
ilustragdo mostra a existéncia de uma unica reta paralela passando pelo ponto P. E, ao
representar retas paralelas, no modelo do plano hiperbdlico de Poincaré — Figura 3 — a

ilustracdo mostra trés, das infinitas retas paralelas, que passam por Q.

Figura 2 — Reta paralela no modelo euclidiano

4

Figura 3 — Retas paralelas no modelo hiperbdélico
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As generalizagdes e uso de imagens mal explicadas, mal interpretadas podem
conduzir a erros e enganos na compreensao de teorias. Perceba como sdo distintas as

representacdes das retas paralelas nesses dois modelos.

Analisando a histdria e trajetéria das Geometrias Nao-Euclidianas, percebemos que
ao longo dos quase dois mil anos, na tentativa de demonstrar o quinto postulado e na
construgdo das Geometrias Nao-Euclidianas, os matematicos e as pessoas envolvidas com
esses estudos encontraram obstaculos e resisténcias que dificultaram o entendimento da
Geometria Euclidiana e das Geometrias Nao-Euclidianas. Essas dificuldades, esses obstaculos

também se manifestam nos professores/alunos quando estudam esses conteudos.
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4 O ensino de Geometrias

Nesta secdo destacamos algumas consideragdes sobre a situacdo de abandono do
ensino das Geometrias na Educacdo Basica e no Ensino Superior e as indicagdes das
Diretrizes Curriculares de Matematica da Educagdo Basica do Estado do Parand, para estes
contetidos. Como o assunto desta se¢do € o ensino, apresentamos uma descri¢ao de alguns
conceitos e resultados da Geometria Hiperbolica que podem ser explorados por meio do

modelo do disco de Poincaré.

4.1 O Ensino de Geometria Euclidiana

As décadas de 1950 e 1960 foram marcadas pelo Movimento da Matematica
Moderna — MMM, inspirado em um projeto internacional que provocou mudangas
educacionais em varios paises: Franca, Estados Unidos, Alemanha, entre outros. No Brasil, a
influéncia predominante na introducdo ao MMM foi francesa, devido aos cursos ministrados

por matematicos franceses, na Universidade de Sdo Paulo, nas décadas de 1940 e 1950.

O Movimento defendia que a matematica deveria ser ensinada por meio da
linguagem simbolica da teoria dos conjuntos e das estruturas algébricas. Durante a década
1960 o Movimento ganhou for¢a devido o langamento dos primeiros livros didaticos que
contemplavam essa nova concep¢do € com a criagdo de alguns grupos de estudos para o
ensino de matematica® (PAVANELLO, 1989). No entanto, o ensino de Geometria Euclidiana,
com énfase nas estruturas algébricas e linguagem simbolica da teoria dos conjuntos, nao
ocorreu na pratica. Segundo Bertonha (1989), a Geometria lecionada nos cursos de
licenciatura ndo adequava seus curriculos as necessidades da disciplina para que os

professores formados pudessem ministra-la no ensino de primeiro e segundo grau.

A falta de preparo, dos professores da época, fez com que muitos docentes deixassem

de ensinar Geometria sobre qualquer enfoque. Com a reorganizacdo do ensino pela Lei

® GEEM (Grupo de Estudos do Ensino da Matematica), criado em 1961, em Sao Paulo, e 0 GEEMPA (Grupo de
Estudos sobre o Ensino da Matematica), de Porto Alegre, criado em 1964.
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56.792/71 que dava autonomia para que o professor elaborasse seu programa de acordo com
as necessidades dos alunos, muitos professores passaram a valorizar o ensino de Aritmética e
Algebra, e deixavam a Geometria para o final do ano e, desta forma, acabava ndo sendo

ensinada, principalmente sob a alegacdo da falta de tempo.

Nacarato (2000) aponta que, ainda, na década de 70 iniciou-se um movimento em
favor do resgate do ensino de Geometria, que se fez presente nas propostas curriculares
oficiais e em algumas pesquisas produzidas na década de 80. Apesar das iniciativas, em
resgatar o ensino de geometria, elas ainda ndo atingiram a maioria das escolas brasileiras,
principalmente as publicas e as séries iniciais do Ensino Fundamental. Algumas pesquisas
(ALMOULOUD, et al., 2004; NACARATO, 2000; PAVANELLO, 1989) apontam que o
ensino de Geometria ainda ¢ um problema nas escolas brasileiras e nos cursos de formacdo de

professores.

Um dos problemas destacado por Almouloud (et al., 2004, p. 99) ¢ que muitos
professores consideram sua formagdo em relacdo a esse contetido bastante precéria, pois os
cursos de formagdo de professores ndo contribuem para que seja feita uma reflexdo mais
profunda a respeito do ensino e aprendizagem de Geometria. Os professores afirmam nao se
sentirem preparados para ensinar Geometria por ndo dominarem tal contetido, muitos
desconhecem a importancia da Geometria na formacdo e desenvolvimento cognitivo dos

alunos e da sua importancia na formacao intelectual.

Nacarato (2000) destaca que os professores que tiveram suas formagdes nos anos 80
e 90, em escolas publicas e privadas ndo vivenciaram o ensino de Geometria, ¢ “quando o
vivenciaram, foi um ensino reducionista e simplista, limitado ao reconhecimento e
identificacdo de formas, sem levar em consideragdo a complexidade do pensamento
geométrico” (NACARATO, 2000, p. 159). E possivel perceber o abando que o ensino de
Geometria tem sofrido nas ultimas décadas, e que esse abandono ainda acontece nas salas de

aula.

Alguns livros didaticos também contribuem para a origem de alguns problemas,

porque na maioria das vezes eles apresentam os contetidos de Geometria nos se¢des finais e
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sem ligacdo com os assuntos abordados anteriormente. Além disso, € comum encontramos
nos livros didaticos propostas que reduzem o ensino de geometria a céalculos algébricos,
repetidos a exaustdo e a apresentacdo das propriedades aparecem sem as devidas

demonstragoes:

[...] os problemas geométricos propostos por esses livros privilegiam
resolugdes algébricas, e poucos exigem raciocinio dedutivo ou
demonstragdo. E ainda, quase ndo existe a passagem da geometria empirica
para a geometria dedutiva, além de poucos trabalhos focarem a leitura ¢ a
interpretacdo de textos matematicos (ALMOULOUD, et al., 2004, p. 99).

A preocupagdo com o ensino de Geometria Euclidiana estd presente nas propostas
curriculares de matematica. Mas, segundo Nacarato (2000) o professor precisa valorizar os
conteudos por meio de atividades interessantes para que estes se tornem importantes para o
aluno, pois “o €xito de um projeto de inovagao curricular depende de como os professores a
colocam em pratica” (NACARTO, 2000, p. 256). Além da valorizacdo dos conteudos ¢

preciso que o professor conheca e compreenda os saberes que elas propdem.

No estado do Parana as Diretrizes Curriculares da Educacao Basica de Matematica —
DCE — passaram por reformulac¢des que foram discutidas no periodo de 2003 a 2008. As DCE
propdem que o ensino de geometria seja abordado em todas as séries de ensino. No Ensino

Fundamental o aluno deve compreender:

»  os conceitos da geometria plana: ponto, reta e plano; paralelismo e
perpendicularismo; estrutura e dimensdes das figuras geométricas planas e seus
elementos fundamentais; calculos geométricos: perimetro e area, diferentes unidades

de medidas e suas conversoes; representacao cartesiana e confecg¢ao de graficos;

»  geometria espacial: nomenclatura, estrutura e dimensdes dos soélidos
geométricos e calculos de medida de arestas, area das faces, area total e volume de
prismas retangulares (paralelepipedo e cubo) e prismas triangulares (base tridngulo
retangulo), incluindo conversdes (PARANA, 2008, p. 56).

No Ensino Médio as diretrizes apontam que o aluno deve aprofundar os conceitos de

geometria plana e espacial, e:
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[...] é necessario conhecer as demonstragdes das formulas, teoremas,
conhecer e aplicar as regras e convengdes matematicas, tanto no estudo da
geometria de posi¢do como no célculo de area de figuras geométricas planas
¢ espaciais ¢ de volume de solidos geométricos, em especial de prismas,
piramides (tetraedro), cilindro, cone e esfera (PARANA, 2008. p. 56).

Apesar das consideracdes feitas pelas DCE sobre o ensino de Geometria ¢ importante
destacar que ¢ por meio de uma formacdo adequada e de formagdo continuada que os

professores conseguirdo compreender e ensinar Geometria com qualidade para os seus alunos.

4.2 O Ensino de Geometrias Nao-Euclidianas

O ensino de Geometria Euclidiana ndo tem recebido a devida aten¢do que merece
nos meios escolares. Quando o assunto ¢ Geometrias Nao-Euclidianas o contexto ¢ ainda pior,
uma vez que estes conteudos sdo pouco abordados nos cursos de formagao de professores de
matematica e, sao poucas as instituicdes de ensino superior que incluem nas suas estruturas

curriculares a disciplina ou topicos relacionados a ela (CABARITI, 2004).

Para compreender as Geometrias Nao-Euclidianas ¢ necessario conhecer a Geometria
Euclidiana axiomatica, pois foi por meio das questdes levantadas sobre o modelo axiomatico
de Euclides que foi possivel construir outras Geometrias. De acordo com Santos (2009),
muitos professores desconhecem a Geometria Euclidiana axiomatica e nunca ouviram falar a
palavra axioma, e que, a Geometria Hiperbdlica e a Geometria Esférica sao as Geometrias que
os professores tém maior dificuldade em compreender devido aos conceitos e teoremas que
aparecem nessas Geometrias serem diferentes da Geometria Euclidiana. A autora também
destaca que, ¢ comum encontrarmos professores que restringem a Geometria Euclidiana ao

plano e afirmam que partes do mundo onde vivemos € plana.

As DCE do Parana trazem o contetdo nogdes de Geometrias Nao-Euclidianas que
devem ser ensinadas no Ensino Fundamental e Médio. No Ensino Fundamental o aluno deve

ser capaz de compreender: geometria projetiva (pontos de fuga e linhas do horizonte);
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geometria topologica (conceitos de interior, exterior, fronteira, vizinhanga, conexidade, curvas

e conjuntos abertos e fechados); e nogio de geometria dos fractais (PARANA, 2008).

No Ensino Médio deve-se garantir ao aluno o aprofundamento dos conceitos da
geometria plana e espacial em um nivel de abstracdo mais complexo. Também no Ensino
Médio deve-se aprofundar o estudo das Nog¢des de Geometrias Nao-Euclidianas ao abordar a
Geometria dos Fractais; a Geometria Hiperbolica; e a Geometria Eliptica. Com relagdo a essas

geometrias as Diretrizes recomendam:

Na geometria dos Fractais pode-se explorar: o floco de neve ¢ a curva de
Koch; triangulo e tapete de Sierpinski. Para abordar os conceitos elementares
da Geometria Hiperbdlica uma possibilidade ¢ através do postulado de
Lobachevsky (partindo do conceito de pseudo-esfera, pontos ideais,
tridngulo hiperbdlico ¢ a soma de seus dngulos internos). Ja na apresentagio
da Geometria Eliptica, fundamenta-la através do seu desenvolvimento
historico ¢ abordar: postulado de Riemann; curva na superficie esférica e
discutir o conceito de geodésia; circulos maximos e circulos menores;
distancia na superficie esférica; angulo esférico; tridngulo esférico e a soma
das medidas de seus angulos internos; classificagdo dos tridngulos esféricos
quanto a medida dos lados e dos angulos; os conceitos referentes a superficie
da Terra: polos, equador, meridianos, paralelos e as diregdes de movimento
(PARANA, 2008. p. 27-8).

A propria Diretriz salienta que o professor ndo deve se deter somente na abordagem
das Geometrias Fractal, Hiperbdlica e Eliptica descritas acima. Ele tem a liberdade de
investigar e realizar outras abordagens que envolvam os conceitos basicos destas Geometrias,
e destaca que esses contetdos sdo fundamentais para que o aluno do Ensino Médio amplie seu

conhecimento e pensamento geométrico (PARANA, 2008).

Para trabalhar com os conteudos propostos, o professor de matematica deve conhecer
e compreender esses conteudos. Sabemos que a grande maioria dos professores utiliza o livro
didatico para auxilia-lo nas suas aulas, mas segundo Kaleff e Franca (2007) a grande maioria
dos livros didaticos de matematica ndo apresenta conteudos relacionados ao assunto. Os livros
didaticos do Ensino Médio apresentam o conceito de retas paralelas e as suas propriedades da
Geometria Euclidiana e quando abordam outras formas de paralelismo e conceitos nao-
euclidianos, ndo apresentam “formas graficas de paralelismo e de conceitos ndo-euclidianos,

bem como nenhuma relacdo ou inferéncia logica favorece o estabelecimento dos novos
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conceitos” (FRANCA e KALEFF, 2007, p. 5). Na maioria das vezes os livros didaticos nao
falam sobre a existéncia de outras Geometrias, ou quando o fazem ¢ como ilustracdo ou um

fato da historia.

Os professores apresentam uma resisténcia ao ensino de Geometrias Nao-
Euclidianas. Além de muitos ndo as conhecerem como um conhecimento geométrico também
desconhece a importancia de ensinar esses conteudos. De acordo com Santald (2006), a
quantidade de matemadtica que se conhece ¢ imensa e cresce constantemente e, com isso, fica
dificil decidir qual matematica deve ser ensinada e de que maneira deve ser apresentada para

maior compreensao dos alunos. Expde ainda que:

Aos professores de matematica compete selecionar entre toda a matematica
existente, a classica ¢ a moderna, aquela que possa ser util aos alunos em
cada um dos diferentes niveis de educacio. Para a selecdo temos de levar em
conta que a matematica tem um valor formativo, que ajuda estruturar todo o
pensamento ¢ a agilizar o raciocinio dedutivo, porém que também é uma
ferramenta que serve para atuacdo diaria e para muitas tarefas especificas de
quase todas as atividades laborais (SANTALO, 2006, p. 15).

Proporcionar aos alunos da Educacdo Basica o estudo das Geometrias Nao-
Euclidianas possibilitara que estes ampliem o conhecimento € o pensamento geométrico,
resgatem a historia das Geometrias, compreendam problemas do cotidiano, aprofundem temas
da Geometria Euclidiana, além de mostrar que a Geometria Euclidiana ndo ¢ a tunica

Geometria que existe.

4.3 Geometria Hiperbolica: Modelo de Poincaré

O francés Henri Poincaré (1864-1912) criou um modelo para a Geometria
Hiperbolica axiomatica, desenvolvido entre 1882 e 1887. Passaremos a descrever algumas
caracteristicas deste modelog, denominado modelo do disco de Poincaré, que, no decorrer

deste texto, chamaremos simplesmente de modelo de Poincaré.

? As caracteristicas deste modelo serdo apresentadas segundo Greenberg (1980).
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Poincaré criou o seu modelo baseado na Geometria Euclidiana. Os pontos desse
modelo sdo pontos no sentido habitual que estdo em um plano. O plano €, por definicdo, o
interior de um circulo euclidiano, ou seja, se O ¢ o centro de uma circunferéncia euclidiana

qualquer ¢ OR um de seus raios, o plano no modelo hiperbdlico ¢ constituido por todos os

pontos P tais que OP <OR. A circunferéncia (que por defini¢do ndo faz parte do plano) ¢

chamada de horizonte.

As retas neste modelo sdo cordas abertas que passam pelo centro O (ou seja, os
diametros abertos), e arcos de circunferéncias abertos ortogonais'® ao horizonte. No decorrer

do texto chamaremos estas retas de retas hiperbolicas, ou simplesmente de h-retas.

G

Figura 4 — H-retas e horizonte

Na figura 4 o arco KCH e o diametro GF sdo retas hiperbdlicas no modelo de
Poincaré. Os pontos de intersec¢do das retas hiperbolicas com o horizonte (neste caso os
ponto F, G, H e K) ndo pertencem ao plano hiperbdlico e sao chamados de pontos ideais da h-
reta.

Neste modelo, se duas h-retas se interceptam em um ponto J, elas vao determinar um
angulo. A medida do angulo formado por elas ¢, por defini¢do, a medida do menor angulo

formado pelas semirretas euclidianas que sdo tangentes aos arcos (retas hiperbolicas) no ponto

10 . N ~ . . ~ . ~ .
Duas circunferéncias secantes séo ortogonais se em cada ponto de intersec¢éo os raios sdo perpendiculares.
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em que estes se interceptam. Portanto, para calcular a medida de angulo nesse modelo ¢
preciso encontrar as retas euclidianas tangentes aos arcos para depois calcular a medida do

angulo formado por essas duas retas, como mostra a figura a seguir:

vi)

Figura 5 — Angulo entre h-retas

A distancia entre dois pontos neste modelo ¢ dada pela seguinte definicdo:

| AU* BV
AV* BU

d(A,B)= , na qual U e V sdo pontos ideais da h-reta AB. A operacdo definida

por * ¢ a multiplicacdo usual de nimeros reais, e as medidas dos segmentos AU, BV, AV ¢

BU sio euclidianas. O esbogo encontra-se na figura 6.
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Figura 6 — Distancia entre dois pontos

Poincaré usou esta métrica para construir um espago ilimitado (plano hiperbdlico),
em um espaco limitado com a métrica euclidiana (circunferéncia euclidiana). A métrica

desenvolvida por Poincaré¢ permite que quando os pontos A e B se aproximam dos pontos

ideais o valor das medidas AV e BU diminuem, consequentemente o logaritmando aumenta

e, assim, depois da aplicagdo da fun¢ao logaritmica a fungao distancia tende ao infinito. Ao

aproximar os pontos A e B o valor das medidas AU e BV diminuem, o que ocasiona, depois

da aplicacao da funcao logaritmica uma distancia que tende a zero.

Na figura 7 os pontos A e B estdo proximos dos pontos ideais e por isso a distancia
hiperbolica ¢ maior, ou seja, a distancia hiperbodlica ¢ g = 43.32 unidades de comprimento e a
distancia euclidiana ¢ h = 5.68 unidades de comprimento. Na figura 8 os pontos A e B estao
proximos e a distancia hiperbolica € menor, ou seja, a distancia hiperbdlica ¢ g = 1 unidade de

comprimento e a distancia euclidiana ¢ h = 2.88 unidades de comprimento.
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W

Figura 7 — Distincia quando A e B se aproximam dos pontos ideais

W

Figura 8 — Distancia quando A e B estio proximos entre si

Ao utilizamos a métrica desenvolvida por Poincaré, obtemos que a distancia entre
dois pontos quaisquer, quando estes estiveram proximos do horizonte, tendera ao infinito. Isso

acontece porque as h-retas, assim como a reta euclidiana, devem ser ilimitadas.

Retas paralelas neste modelo sdo retas que, por defini¢do, assim como na Geometria

Euclidiana, ndo possuem nenhum ponto em comum. Neste modelo, dado um ponto P, ndo
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pertencente a uma h-reta AB € possivel tragar, por P, infinitas h-retas paralelas a h-reta AB.

Na figura 9 encontramos o esbogo de algumas h-retas paralelas.

a

Figura 9 — H-retas paralelas

Dada duas h-retas CP ¢ AB, a h-reta CP, ¢ chamada de h-reta paralela limite da h-

reta AB, se ela tiver um ponto ideal em comum com a h-reta AB.

D

Figura 10 — H-retas paralelas limites
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Dada uma h-reta AB e um ponto P fora dela, existem duas h-retas paralelas limites
que separam as demais retas hiperbodlicas que passam por P. As h-retas que interceptam AB
sdo as retas secantes e as h-retas que nao interceptam AB sdo as ndo secantes, ou seja,

paralelas a h-reta AB. Na figura 11 o angulo a ¢ o angulo de paralelismo das h-retas PJ e P1.

Figura 11 — Angulo de paralelismo

Na figura 12 as h-retas PI e PJ sdo paralelas limites a h-reta AB; as h-retas PC e PD
sdo h-retas secantes a h-reta AB; as h-retas PF e PH sdo as retas que ndo interceptam a h-reta

AB, ou seja, sdo paralelas a h-reta AB (ndo secantes a h-reta AB).

Figura 12 — H-retas paralelas limites passando por um ponto
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5 Novas Tecnologias na Educacio

A insercao da informatica na educagdo encontra-se em um territorio no qual se
destaca a relacdo entre as novas tecnologias — computadores, calculadores, sofiwares
matematicos, entre outros — e as novas condi¢cdes de aprendizagem. A utilizagdo e a
implementagao de recursos tecnologicos na educacdo, tanto na escola publica quanto na
privada, tem levantado diversas questdes, das quais Borba (1999, p. 285) destaca “as
preocupacdes relativas as mudangas curriculares, as novas dindmicas da sala de aula, ao

“novo” papel do professor e o papel do computador nesta sala de aula”.

Incluir as novas tecnologias na educacao ¢ algo inevitdvel nos dias atuais, uma vez
que o computador estd cada dia mais presente nas nossas funcdes diarias e, a escola deve
apropriar-se dessas tecnologias para contribuir no processo de ensino e aprendizagem. No
entanto, as mudancas que ocorrem na educacdo sdo lentas e quase sempre imperceptiveis.
Valente (1998) expoe que a educagao ¢ quase sempre apresentada no nivel do desejo e ndo do
que realmente acontece, e que, proporcionar mudangas na escola, adequando-a as exigéncias

da sociedade atual, ¢ um dos grandes desafios educacionais.

E inegavel o fato de que a cada nova geragao o uso e a familiarizagcdo com as novas

tecnologias serdo cada fez mais faceis e mais rapidos. Turkle (1983) destaca que:

As criangas numa cultura de computador sdo afectadas pela tecnologia de
maneiras que as separam das geracdes anteriores. Os adultos sdo mais
estaveis. Na pior das hipoteses, estdo encerrados no desempenho de papéis,
receosos de mudancas e protegendo o que lhes é familiar (TURKLE, 1983,
p. 143).

A presenga do computador confere nova legitimidade a um conjunto de valores com
que muitas pessoas ndo se sentem a vontade. Esta cultura se caracteriza por formas de
pensamento nao-lineares que envolvem negociagdes, abrem caminhos para diferentes estilos
cognitivos € emocionais em que os adultos ndo estdo acostumados e terdo que criar novos
caminhos para ressignificar sua forma de ser e estar no mundo da cultura da computagao

(TURKLE, 1983).



55

No inicio das discussdes sobre o uso de tecnologias informaticas na educagdo, muitos
professores temiam ser substituidos pelas maquinas, porém, a ameaga anterior cede lugar ao
desconforto gerado pela presenga da tecnologia informatica (BORBA e PENTEADO, 2001,
p. 53-4).

As tecnologias parecem estar tdo distantes da educacao que Papert (1994, p. 9), em
seu livro “A M4aquinas das Criangas”, nos faz refletir sobre a profissao docente e como a
escola ¢ antiga nos seus moldes de ensino. Papert compara o trabalho de um médico e o de um
professor de um século anterior. Descreve que se um grupo de médicos e um de professores
ficasse um século viajando pelo tempo, cada um ficaria ansioso para ver o quanto as coisas
mudaram em suas profissdes. Apos esse periodo longe, o médico ficaria espantado com as
modernas salas de cirurgias e provavelmente pudesse entender o que estaria acontecendo, qual
orgdo estava sendo manipulado, mas seria incapaz de imaginar o que o cirurgido estava
tentando fazer ou qual a finalidade dos muitos aparelhos que estavam sendo utilizados. O
professor responderia de uma forma muito diferente a uma sala de aula moderna, pois ele iria
encontra-la praticamente igual com apenas alguns poucos objetos estranhos, mas perceberia a
finalidade da maior parte deles e com facilidade poderia assumir a classe. Com essa narrativa,
Papert quer nos mostrar que embora tenham ocorrido mudangas e progressos na ciéncia € na

tecnologia, a escola € uma area que quase nao mudou.

De acordo com Ponte (2000), encontramos entre os professores atitudes diversas em
relagdo as novas tecnologias. Alguns, desconfiados e inseguros, adiam o maximo possivel o
uso das novas tecnologias. Outros usam na sua vida diaria, mas ndo sabem muito bem como
utilizé-las no contexto escolar. Uma minoria entusiasmada utiliza explorando novos caminhos

e ideias.

Borba e Penteado (2001), destacam que o professor prefere permanecer em uma zona
de conforto, ou seja, o professor procura conduzir a sua pratica por um caminho ja conhecido.

Os professores:

Né&o se movimentam em direcdo a um territorio desconhecido. Muitos
reconhecem que a forma como estdo atuando ndo favorece a aprendizagem
dos alunos a possuem um discurso que indica que gostariam que fosse
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diferente. Porém, no nivel da sua pratica, ndo conseguem se movimentar
para mudar aquilo que ndo os agrada (BORBA e PENTEADO, 2001, p. 53-
4).

Para o professor a zona de conforto ¢ sempre previsivel e ele tem dificuldade em
avangar “para o que chamamos de zona de risco na qual € preciso avaliar constantemente as
consequéncias das agdes propostas (BORBA e PENTEADO, 2001, p. 54-5). Muitos
professores desistem quando percebem a dimensdo da zona de risco e evitam qualquer

tentativa nesse sentido.

Contudo, a simples presenga dos recursos tecnologicos na escola ndo ¢ garantia de
maior qualidade de ensino e os recursos ndo mudam diretamente o ensino ou a aprendizagem.
Eles devem servir para enriquecer o ambiente educacional e propiciar a construcao do
conhecimento de forma critica e criativa. A verdadeira fungcdo do computador ndo deve ser a
de ensinar, mas sim a de criar condig¢des de aprendizagem e para isso acontecer precisamos ter

professores capacitados e interessados em trabalhar com os recursos disponiveis.

Uma das necessidades ¢ investir na formagdo e na preparacdo do professor para que
ocorra uma utilizacdo coerente das novas tecnologias. O professor precisa conhecer as
possibilidades de uso dos recursos disponiveis para utilizd-los como instrumento para a
aprendizagem, e ainda, € preciso que o professor saiba utilizar as ferramentas do computador
(abrir/salvar arquivos, fazer buscar, etc). A formagao académica e continuada do professor ¢

um alicerce fundamental para que isso possa ocorrer.

O uso do computador na educagdo depende também da existéncia de software
educacional de qualidade e que atenda as necessidades do professor na hora de elaborar
atividades sobre um assunto especifico. No ambito da Educacdo Matematica, o
desenvolvimento de softwares educacionais envolvendo contetidos de Matematica levou
muitos pesquisadores a estudar as implicagdes dos recursos desses softwares na aprendizagem
de conceitos matematicos. Muitas pesquisas foram e estdo sendo realizadas com softwares de
matematica e o uso desses tem sido recomendado e discutido em diversos trabalhos (BORBA,

1999; PENTEADO, 1999; ZULATTO, 2002; CANDEIAS, 2005).
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E preciso destacar que embora sejam muitas as potencialidades que os softwares de
matematica oferecem a educacao, € necessario ficar atento que a qualidade da utilizagdo dos
mesmos depende da forma como eles sao utilizados pelos professores. Nao podemos deixar
de destacar o papel do professor durante as aulas com o auxilio computacional, que deve ser o
de “vigiar” as hipdteses e conjecturas dos alunos para que estes ndo se precipitem em fazer

generalizagdes incorretas dos conteudos estudados.

5.1 O Software de Geometria DinAmica GeoGebra

Os softwares de Geometria Dindmica sdo ferramentas que auxiliam o professor/aluno
no aprendizado de Geometrias. Uma das funcdes disponibilizada por esses softwares ¢ a
possibilidade de “arrastar” figuras ou partes de figuras na tela do computador, sem perder os
vinculos estabelecidos inicialmente. Esta fun¢do ¢ uma ferramenta que enfatiza a diferenca
entre desenhar e construir figuras, contribuindo para a aprendizagem dos conceitos
geométricos. Diferentes de outros softwares de Geometria, os softwares de Geometria
Dindmica possuem um recurso que Gravina (1996) chamou de “régua e compasso
eletronicos” que possibilitam a constru¢do em tempo real, mantendo as propriedades

geométricas que caracterizam a situacdo. As construgdes sao realizadas de modo que:

[...] desenhos de objetos e configuragdes geométricas sdo feitos a partir das
propriedades que os definem. Através de deslocamentos aplicados aos
elementos que compode o desenho, este se transforma, mantendo as relagdes
geométricas que caracterizam a situagdo. Assim, para um dado objeto ou
propriedade, temos associada uma colecdo de “desenhos em movimento”, e
os invariantes que ai aparecem correspondem as propriedades geométricas
intrinsecas ao problema (GRAVINA, 1996, p. 4).

O software de geometria dinamica que utilizamos nesta pesquisa foi o GeoGebra.
Este software foi desenvolvido pelo austriaco Markus Hohenwarter, no ano de 2002, e ¢ de
distribui¢do gratuita. O GeoGebra propicia ao professor/aluno trabalhar com contetdos de
Geometria, Algebra e Calculo. Com ele é possivel fazer construgdes de: pontos, retas,
circunferéncias ou circulos, segmentos, vetores, graficos de fungdes, entre muitos outros
recursos, € muda-los posteriormente. Ele também possui a janela de algebra e a janela

geométrica, equagdes e coordenadas também podem ser inseridas diretamente no campo de
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entrada. As construgdes feitas no GeoGebra sdo dinamicas e interativas, o que faz do software

um excelente laboratorio de aprendizagem de Geometria.

Quando falarmos de Geometria muitos sdo os fatores envolvidos: as construgoes, as
figuras, os conceitos geométricos, entre outros. Gravina (1996) expde que na formagao mental
da imagem, o desenho associado ao objeto geométrico desempenha papel fundamental, o que,
muitas vezes, ndo fica muito claro para o aluno ¢ que o desenho representa apenas uma
instancia fisica de representacdo do objeto. O aluno ou até mesmo os professores, tém
dificuldades de abstrair o conjunto de condi¢des geométricas que definem esse objeto. Ao
construir um tridngulo equilatero, por exemplo, o professor tem a possibilidade de explorar
com o seu aluno a sua construgao passo-a-passo, mostrar as propriedades que envolvem o
triangulo, tais como: congruéncia (lados e angulos), a soma dos angulos internos, entre outras.
Com esse tipo de constru¢do o aluno poderd aumentar e diminuir o lado desse tridngulo e este
continuara sendo um tridngulo equilatero, ou seja, as propriedades vao se manter.

Contudo, a construgdo dos objetos geométricos raramente ¢ abordada em sala de
aula. Dificilmente encontramos em livros exercicios que solicitem ao aluno construir objetos
geométricos, mais raro ainda € encontrar questoes do tipo “o que concluimos nesta situagao?”,
“e se rotacionarmos ou transladarmos o desenho, o que aconteceria?” ou “é possivel fazer
generalizagdes?”, com esse tipo de atividade, estratégias de investigagdes seriam
estabelecidas e desenvolvidas. Com relagdo aos aspectos estaticos do desenho ¢ importante

destacar que:

[...] tanto no caso de formacdo de conceitos, quanto de dedugdo de
propriedades, podemos concluir que grande parte das dificuldades se
originam no aspecto estatico do desenho. Se passamos para um tratamento
de “desenhos em movimento”, as particularidades da contingéncia de
representagdo fisica mudam, e o que emerge sdo os invariantes, ou seja, as
reais propriedades geométricas da configuracdo (GRAVINA, 1996, p. 6).

Ensinar Geometria em uma sala de aula convencional ¢ praticamente impossivel se
ndo utilizarmos o aspecto estatico dos desenhos geométricos. Nesse contexto os recursos
disponiveis nos sofiware GeoGebra desempenham papel fundamental para a realizagdo das

atividades envolvendo “desenhos em movimento”.
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Ao desenvolver atividades com o auxilio do GeoGebra, o aluno tem a possibilidade
de construir figuras e analisar se suas propriedades de fato sdao verificadas, formular
argumentos validos para descrever essas propriedades, fazer conjecturas e justificar os seus
raciocinios. As figuras podem ser arrastadas na tela do computador sem perder os vinculos
estabelecidos na construgao. Além disso, ¢ possivel realizar construgdes que com lapis, papel,

régua e compasso seriam dificeis, ou no minimo gerariam imprecisoes.
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6 Analise dos Dados

Nesta se¢do apresentamos a analise dos dados obtidos na pesquisa, por meio das
categorias estabelecidas: Geometria Euclidiana, Geometria Hiperbolica, Novas Tecnologias
na Educacdo e o Sofiware GeoGebra e Resisténcias e Dificuldades em Aceitar as Geometrias

N3ao-Euclidianas.

6.1 Geometria Euclidiana

O objetivo do minicurso “O Modelo de Poincaré¢ e o GeoGebra” foi propor aos
professores um estudo sobre a Geometria Euclidiana e a Geometria Hiperbolica, enfatizando

tanto a parte tedrica quanto as construgdes geométricas.

Para averiguar as dificuldades e os conhecimentos dos professores em Geometria
Euclidiana vamos analisar as falas, enquanto os professores eram questionados pelos

monitores, € as respostas obtidas por meio do questionario.

Queremos ressaltar que em alguns momentos nao serd possivel saber com clareza
quantos professores responderam as perguntas feitas, devido a sobreposicao das falas. Durante
a transcri¢ao utilizamos alguns cédigos: (...) pausa curta; (0.40) pausa de quarenta segundos;
(2.0) pausa de dois minutos; o codigo MDP significa que mais de um professor falou ao

mesmo tempo.

A nossa preocupagdo foi que os professores conseguissem realizar as construgdes
sugeridas, mas também compreendessem os seus conceitos e propriedades das Geometrias. A
primeira constru¢do realizada foi um tridngulo equildtero. Antes de iniciar a atividade

perguntamos aos professores qual era a defini¢ao de tridngulo equilatero.

M1: o que ¢ um triangulo equilatero?
(...)
M1: quais sdo as propriedades do triangulo equilatero?

P1: trés lados congruentes e...
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()

P2: trés lados congruentes ¢ trés angulos congruentes.

M1.: isso, trés lados congruentes e trés angulos congruentes. Pergunto pra vocés: o
que ¢ o lado de um tridangulo equilatero?

P2: um segmento de reta.

M1 pergunta aos professores qual a definicdo de um tridngulo equilatero e a maioria
dos professores teve dificuldades em responder a pergunta. O professor P1 ndo conseguiu
concluir a sua frase; o professor P2 ndo teve dificuldade em dizer as propriedades do triangulo
equilatero. Nessa atividade, e nas demais atividades que foram propostas, observamos que os
professores, muitas vezes, encontraram dificuldades em expressar as definicdes e
propriedades que justificam as construgdes realizadas. Na continuacdo da atividade, M1
pergunta aos professores como eles construiriam um tridngulo equildtero com régua e

compasso.

M1: com régua e compasso, como que eu construo um triangulo equilatero?

(0.40)

P3: eu pegaria um lado sobre aquela reta e construiria o ponto médio.

M1: ponto médio?

P3: ¢, e levantava uma perpendicular por ali.

(0.40)

P4: com centro do compasso em A e abertura do tamanho do lado eu vou achar um
ponto B e com a mesma abertura do lado, eu trago outra circunferéncia ¢ o
encontro das duas circunferéncias me da o ponto C.

(o esbogo da construcdo encontra-se na figura 13)
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Figura 13 — Esbogo construcéo triangulo equilatero.

Na fala do professor P3, tudo indica que ele estava pensando na constru¢do de um
triangulo isésceles pelo fato de ter sugerido que encontrassemos o ponto médio e depois
construissemos uma reta perpendicular passando por esse ponto. A professora P4 ndo teve
dificuldades em relatar a maneira como ela faria a constru¢do do tridngulo equilatero. O
restante dos professores nao respondeu a pergunta. Nos didlogos com os professores,
percebemos que a maioria ndo conhecia os procedimentos utilizados para realizar as

construcdes geométricas.

No decorrer da atividade M1 auxilia uma professora que ndo conseguiu construir um

segmento de reta:

M1: vocé tem que construir um segmento.

P5: ¢é esse aqui? (nesse momento a professora clica sobre a opgao “reta definida por
dois pontos™)
M1: ndo, vocé selecionou reta. O que vocé ta selecionando?

P5: ah, ta.

Durante o minicurso muitos professores mostraram dificuldades em saber a diferenca
entre reta, semirreta, segmento de reta. Somente depois que M1 questiona a professora P5 ela
se da conta do que tinha construido. A professora P6 ao construir os segmentos de reta do

triangulo equilatero teve a mesma dificuldade da professora P5:
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P6: agora falta ligar?

M1: isso, com segmentos de reta.

P6: esse? (a professora mostra a opgao “reta definida por dois pontos”™)

M1: segmento de reta!

P6: ah ta. (nesse momento a professora seleciona a opg¢ao reta definida por dois
pontos)

M1: foi segmento definido por dois pontos que vocé selecionou?

Pé6: foi!

M1: foi? (nesse momento a professora ja tinha clicado em um dos pontos e aparece
uma reta na tela)

P6: ah, nio foi.

As professoras P5 e P6 tiveram que ser questionadas por M1 para perceberem a
diferenca entre reta e segmento de reta. A atividade seguinte foi & construcao de um tridangulo

dado trés lados quaisquer.

M1: agora como que eu vou fazer entdo pra construir um triangulo que vai ter esses
trés segmentos como lado do tridangulo?
P7: circunferéncia dado centro e raio?

M1: isso! Vou usar o compasso do GeoGebra.

Nesta atividade, os professores que ja conheciam o software GeoGebra, que tinham
mais facilidades em Geometria Euclidiana e que sabiam utilizar as ferramentas do
computador, conseguiram acompanhar melhor as construgdes. Para iniciar a construcao
construimos trés segmentos quaisquer, uma reta qualquer, um ponto sobre essa reta e depois
uma circunferéncia com centro no ponto e raio igual ao tamanho de um dos segmentos
construidos anteriormente. Depois de M1 ter feito essa construcdo, ele pergunta para os

professores:

M1: vocés concordam comigo que esse ponto de intersecgdo vai ser o meu segundo
ponto, sim ou nao?

P9: sim.

P10: como que vocé perguntou?

M1: esse ponto aqui, de intersec¢do?
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P10: vai ser o segundo vértice.

M1: e agora como que eu vou fazer pra construir o terceiro vértice? (...) Como que
eu faria com régua e compasso?

P11: faz uma circunferéncia saindo de B com raio “b” e outra saindo de A com raio

€\

¢”, a intersec¢do dos dois da o vértice C.

Figura 14 — Esbogo da construcio de tridngulo dado trés lados quaisquer

A professora P11 ao explicar como faria para construir o terceiro vértice do tridngulo
utiliza a expressdo: “circunferéncia saindo de B”, fato este que nos parece um tanto estranha,
uma vez que a circunferéncia ndo sai de um ponto. Para construir uma circunferéncia ¢é
necessario uma distancia — o raio da circunferéncia — e um ponto — o centro da circunferéncia.
Perceba que a professora P11 utiliza uma linguagem que nao expressa corretamente a maneira

como se constroi uma circunferéncia.
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No decorrer da atividade, alguns professores estavam atrasados € ndo conseguiam
acompanhar as instru¢cdes do monitor. Depois de terminada a constru¢do M2 pergunta aos

professores:

M2: se a gente fizesse outra construcdo com 0s mesmos segmentos ia ser 0 mesmo
triangulo de mesma area, com os mesmos lados, com os angulos congruentes, com
os lados congruentes. Por qué?

(0.30)

M1: eu construi aquele tridngulo meu 14, e se eu construisse um outro?

P2: com os mesmos segmentos?

M1: isso, com os mesmos segmentos, mas poderia ser em outro lugar”.

M2: ia sair outro tridngulo.

P2: com as mesmas medidas.

M2: por qué?

P12: ndo ¢ pelo teorema dos angulos externos?

M2: angulos externos nao.

P19: porque seria lado, lado, lado.

P1: ¢é angulo, lado, lado.

M2: ¢ lado, lado, lado. E ai isso € o que?

P19: semelhanca.

M2: semelhancga?

P18: congruéncia.

M2: congruéncia de tridngulos.

O objetivo dessa pergunta foi verificar se os professores sabiam qual era a
propriedade que justificava a construcao realizada. O professor P1 tenta justificar a construcao
por um caso de congruéncia que nao existe: angulo, lado, lado. A professora P19 justifica
corretamente o caso de congruéncia, mas ela diz que ¢ um caso de semelhanca de triangulos.
Isso mostra que os professores tém dificuldades em conceitos de congruéncia e semelhanga de

triangulos.

A proxima atividade foi a constru¢do de um quadrado. M2 pede para os professores
construirem um segmento qualquer, que serd um dos lados do quadrado, e uma reta suporte

para iniciar a construcao.
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[TPE1)

M2: como que a gente poderia construir o quadrado com lado de medida “a”, que ¢
a medida desse segmento que a gente tem aqui?

(3.0

M1: e ai deu certo?

P1: eu tentei fazer aqui 0, o quadrado com essa medida de segmento aqui “a”.

M1: essa medida ai, daquele ponto 14 até a intersec¢do da perpendicular é um lado
né?

P1: é um lado, mas esse lado aqui ¢ o “a”? Como que eu vou saber que € o0 “a” esse
aqui?

(It

M1: por qué? Porque vocé construiu uma circunferéncia com raio “a”, ndo foi?

()

P1: ¢ eu fiz... (o professor P1 construiu um segmento qualquer)

P9: eu fiz a minha circunferéncia com raio “a”.

M1: entdo agora vocé vai marcar o ponto de intersec¢do da circunferéncia com a
reta. Vem aqui na opgdo (..) ai interseccdo de dois objetos, ai clica na
circunferéncia e na reta (...) agora esse aqui ¢ um lado.

P1: o tamanho do segmento.

M1: esse lado aqui € “a”, mas eu preciso “a” aqui, aqui ¢ aqui. Como que eu fago?
P1: reta perpendicular.

P9: faz reta perpendicular aqui.

M1: isso, agora eu venho aqui e seleciono reta perpendicular (...) clica no ponto
preto e na reta (...) marco? (...) entdo agora o que acontece: voc€ tem uma reta
perpendicular e vocé€ tem que marcar “a” aqui. Como que vocé vai fazer isso?

P9: eu ia pega o compasso aqui com essa medida e ponta seca aqui (...) aonde ta o
compasso?

M1: o compasso ta aqui (...) clica nesse ponto e o raio vai ser “a”. Entdo essa
intersec¢do dessa perpendicular com essa circunferéncia vai ser o vértice. Agora
vocé marca ele.

P9: agora tem passar uma paralela aqui?

M1: pode ser, ou uma outra perpendicular aqui.

(o esbogo da construcdo encontra-se na figura 15)
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Figura 15 — Esboco da construcio de um quadrado

O professor P1 inicia a constru¢do com um segmento que ndo foi o que ele tinha
definido inicialmente, por isso ele pergunta como que ele vai ter certeza que o segmento que
ele construiu, na reta suporte, era igual o segmento construido no inicio. A professora P9
inicia a construgdo corretamente, mas na hora de construir a perpendicular fica com duvida e
M1 a auxilia. Percebe-se que além da dificuldade em utilizar as ferramentas do software, a
professora ndo tinha certeza de como ela usaria as retas perpendiculares ou paralelas para

construir um quadrado. M2 pergunta aos professores qual a definicdo de um quadrado:

M2: gente o que ¢ um quadrado?

(0.30)

P1: poligono que possui quatro lados congruentes.

P9: quatro lados congruentes e...

M2: quatro lados congruentes e?

()

P2: quatro lados congruentes e quatro angulos congruentes.
P1: quatro angulos retos, sendo vai ficar um losango.

M2: isso.
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A dificuldade em responder a pergunta demonstra que os professores, muitas vezes,
trabalham com uma das propriedades do quadrado — lados congruentes — e esquecem de citar
a outra propriedade, a saber, que os quatro angulos sdo congruentes. Observamos, em alguns
momentos, que os professores apropriam-se das conclusdes provisérias uns dos outros, ou
seja, quando um professor responde a uma pergunta os demais ajustam a sua fala com base na

fala desse professor, mesmo sem saber se a resposta esta correta ou nao.

A atividade seguinte foi: dada uma reta qualquer, construir as retas paralelas a reta

dada tal que a distancia entre essas retas seja igual a medida de um segmento qualquer dado.

M2: alguém tem alguma ideia de como que faz?

P1: faz uma reta suporte.

M2: uma reta suporte?

P10: uma reta perpendicular.

M2: uma reta perpendicular.

(1.0)

P7: eu fiz uma reta perpendicular e fiz a circunferéncia com raio igual o segmento
e fiz a paralela na intersecgao.

M2: deu uma s6?

P7: uma s6 o que?

M2: uma reta paralela (...) da uma olhada se s6 tem uma?

P7: eu so6 fiz essa de baixo.

M2: mas tem quantas paralelas com essa medida aqui?

P7: eu fiz uma sé.

M2: d4a uma olhada, tem quantas que ¢ paralela a essa ¢ tem essa medida?
(-

P7: ata, eu tenho uma superior e uma inferior.

(o esbogo da construc¢do encontra-se na figura 16)
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Figura 16 — Esboco da construcio de uma reta paralela

Os professores P1 e P10 dao uma sugestdo para comecar a atividade, mas nao
conseguem resolvé-la; a professora P7, a principio, ndo teve dificuldades na construgdo. Apds
o término da atividade M2 pergunta a professora P7 quantas retas paralelas ¢ possivel
encontrar e a professora se detém somente a reta que ela construiu. Aqui a professora trabalha
com a hipotese de sO existir uma reta paralela a uma reta dada, cuja distancia entre elas seja a
medida de um segmento dado. Ela s6 percebe que sdo duas retas paralelas depois que foi

questionada por M2. Perguntamos aos professores:

M2: ¢ sempre possivel medir distdncia entre duas retas?

()

P2: s6 se forem paralelas.

M2: por que sera? Duas retas concorrentes eu consigo medir distancia entre elas?
P2: ndo porque elas tém um ponto em comum, nao vai conseguir.

M2: ndo porque elas t€ém um ponto em comum. E como que eu calculo a distancia
de um ponto a reta?

(0.30)

M2: como?

P19: d ¢ igual a distancia de... (professor se refere a formula da distidncia entre
ponto e reta).

M2: sem usar a geometria analitica.

(..)
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P2: a gente pega uma perpendicular, acha a intersecgdo e ai eu calculo a distancia

desse ponto até o ponto de interseccao.

O professor P19 tenta responder a pergunta mencionando a formula da distancia,
utilizada na Geometria Analitica, mas ndo a conclui. Sua resposta evidencia a preocupacao
que os professores tém com a resolu¢do algébrica dos problemas geométricos € com 0s
processos mecanicos que exigem pouco raciocinio dedutivo ou demonstragdes como

descrevem Almouloud et al. (2004).

Passamos para a proxima atividade. Esta foi a de recuperar o centro desconhecido de
uma circunferéncia dada. Durante a atividade os professores fizeram algumas tentativas para

resolver o problema.

P2: ndo daria pra definir o centro por baricentro ou ortocentro?

M2: opa.

P8: o ortocentro € o encontro de alturas, ndo é?

M1: isso.

P8: baricentro é encontro de mediatriz e ortocentro € encontro de bissetriz, ndo é?
M2: ndo, o baricentro é o encontro de medianas.

P8: mediana ou bissetriz?

M2: mediana.

(...)

M2: e como que chama o encontro de mediatriz?

(...)

P17: ¢ circuncentro.

M1: circuncentro.

P8: e 0 encontro de bissetriz como ¢ que chama?

M2: bissetriz é incentro.

(...)

M2: e o que ¢ o circuncentro?

P2: circunscreve o triangulo.

M2: a circunferéncia circunscreve o triangulo, significa que se eu achar a mediatriz
(...) se eu achar o, se eu achar o circuncentro aqui, eu acho o centro da

circunferéncia.
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P10: entdo eu tenho que fazer um triangulo equilatero aqui.

M2: ndo precisa ser um tridngulo equilatero pode ser um tridngulo qualquer. Olha
que interessante eu pego trés pontos sobre essa circunferéncia aqui. Aqui eu ndo
tenho um triangulo?

()

MDP: sim.

M2: entdo € sé eu encontrar as mediatrizes desses segmentos aqui.

P10: a mediatriz forma 90° com a reta?

P8: ¢ 90° com a reta.

M1: isso, a mediatriz passa pelo ponto médio do segmento e ¢ perpendicular.

L}
L}
1
”»
1
1
1

Figura 17 — Esbogo da construgio para recuperar o centro de uma circunferéncia

Os professores apresentaram dificuldades em argumentar qual o processo que deve
ser feito para recuperar o centro desconhecido de uma circunferéncia. O professor P2
pergunta se daria para encontrar por baricentro ou ortocentro, mas, como vimos nem o
baricentro nem o ortocentro justificam a solugdo do problema, o que mostra que os
professores ndo tinham muito claro as definicdes de ortocentro, baricentro, incentro e
circuncentro. Para recuperar o centro de uma circunferéncia qualquer basta marcar trés pontos
quaisquer no circulo e encontrar a mediatriz dos segmentos que unem esses pontos. Quando
unimos esses trés pontos obtemos um triangulo qualquer. Nao ¢ necessario construirmos um

triangulo equilatero como a professora P10 sugeriu.
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A proxima atividade foi a construcdo de uma reta tangente a circunferéncia.

M1: qual ¢ a defini¢do de reta tangente a uma circunferéncia, o que vai ter que
acontecer?

()

P17: passa por um Unico ponto.

M1: isso.

()

M1: eu tenho uma circunferéncia, tenho um ponto A sobre a circunferéncia, € o
centro O e eu quero construir uma reta tangente a essa circunferéncia passando por
esse ponto A. Como que eu fago?

()

P1: perpendicular, traga uma perpendicular.

P10: faz uma reta ligando esses dois pontos e depois perpendicular.

M1: isso.

Figura 18 — Esboco da constru¢io de uma reta perpendicular por um ponto sobre a circunferéncia

Nessa atividade os professores ndo encontraram dificuldades. Eles ja estavam mais
familiarizados com as ferramentas do GeoGebra e isso também facilitou a construg¢do. Depois,
pedimos para construirem um ponto fora da circunferéncia e encontrarem as retas tangentes a

circunferéncia que passam por esse ponto.

M1: agora ndés vamos encontrar a tangente s6 que o ponto vai estar fora. Alguma

idéia?
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()

M1: primeiro: quantas tém?

P1: duas.

P10: quantas retas que passa por aquele ponto de fora e é tangente?
M1: isso.

P10: duas.

M1: e como que eu fago pra encontrar?

Inicialmente perguntamos aos professores quantas retas tangentes haveriam. Estes
ndo tiveram dificuldades para responder, mas quando perguntamos como sdo construidas, ndo

souberam explicar. O professor P3 faz uma tentativa:

P3: vocé pode tragar uma reta pelo AO.

M1: ta.

P3: levantar uma perpendicular em O.

M1: ponto em O.

P3: ¢ pelo O. E essa perpendicular vai me dar dois pontos de intersec¢do com a
circunferéncia (...) e quando vocé uni os pontos com o ponto A vocé vai achar.

M1: sera? Faz ai.

O professor P3 fez uma perpendicular passando pelo centro da circunferéncia. Disse
que os pontos de interseccdo da perpendicular com a circunferéncia seriam os pontos de

tangéncia, o que ndo acontece. O professor P2 fez da seguinte maneira:

P2: ndo tem como fazer um segmento do ponto externo até o centro?

M1: como?

P2: segmento do ponto externo até o centro.

M1: do ponto P até o O.

P2: ai define o ponto médio (...) ai voc€ define uma circunferéncia com centro no
ponto médio e ai vocé vai ter o angulo de 90° que é a aonde vai tangencia com
aquele de baixo.

M1: esse ponto?

P2: esse ponto ai e o debaixo vai ser 90°.

P10: eu acho que ndo vai ser tangente nao.
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M1: € ou ndo €7 (...) esse angulo aqui.

P3: ¢ 90° aquele angulo ali.
M1: ¢ 90°.

Figura 19 — Esboco da construcio de uma reta tangente passando por um ponto

A sua construcao estava correta, mas o professor P10 fica com duvida se o angulo

encontrado € 90°. M1 questiona os professores:

M1: esse angulo aqui deu 90°. Por qué?

()

P4: por qué?

M1: ¢, por qué?

(-

P4: ¢ um triangulo.

M1: é um tridngulo (...) o que tem esse tridangulo, qual ¢é a propriedade?

P4: ¢ porque (...) ¢ a hipotenusa desse tridngulo, por que ele ¢ um triangulo

retangulo.

Durante o minicurso, percebemos que os professores tém dificuldades em
argumentar e em justificar as constru¢des realizadas; algumas respostas ndo apresentam

fundamento matematico e a linguagem utilizada ndo € coerente com a linguagem matematica.
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Na tentativa de justificar as perguntas dos monitores, os professores mencionavam férmulas

utilizadas na Geometria Analitica.

As principais dificuldades observadas com relagdo a teoria foram: sobre os casos de
congruéncia e semelhanga de tridngulos, nas no¢des de retas, semirretas, segmentos de retas,

nas propriedades das retas tangentes e paralelas e nas construgdes geométricas.

A andlise descrita acima foi com base nas transcri¢des das falas dos professores. A

andlise que segue ¢ com base nas respostas dos questionarios.

Sabemos que a atual situacdo do ensino de Geometrias em nossas escolas nao ¢ das
melhores. Com o intuito de averiguar quais as dificuldades que os professores apresentam
sobre a Geometria Euclidiana perguntamos: Que dificuldades vocé encontra com os

conteudos de Geometria Euclidiana? Comente.

Para alguns professores a dificuldade estd na carga hordria da disciplina de
matematica. Os professores alegam que o nimero de aulas ndo ¢ suficiente para ensinar todos
os conteudos programados e a Geometria acaba sem ser ensinada ou entdo ¢ feita de forma

superficial.

»  Professor P.22: “com 4 aulas semanais de matemadtica na rede publica ndo
conseguimos ensinar todos contetidos e a geometria € um que € pouco trabalhado em
sala”. Observe que este professor nos relata algo que acontece ha muito tempo na
escola: muitos contetidos a serem ensinados e devido a falta de tempo a Geometria

muitas vezes ndo ¢ ensinada pelos professores.

»  Professora P.2: “a dificuldade em desenvolver os contetidos de Geometria
Euclidiana (como deveriamos) ¢ a questdo do nosso nimero de aulas que foi
reduzido de 5 ou 6 aulas para 4 aulas por semana e da proposta da escola que segue o
livro didatico com os contetudos referentes ao proposto pelo Nucleo que para as 6 e
7* séries ¢ extenso. Penso que da forma como era dividido anteriormente com maior

carga horéaria possibilitava um trabalho bem mais amplo com tais conceitos”.
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»  Professora P.32: “os conteudos propostos para trabalhar durante o ano sdo
muitos e a geometria acaba sendo pouco contemplada em detrimento da algebra”.
Esta fala ajuda a esclarecer as falas anteriores. Mais uma vez percebemos que o

conteudo Geometria deixa de ser ensinado para que outros conteudos sejam.

»  Professora P.35: “os alunos gostam muito das aulas de geometria. O maior
problema encontrado € no quesito tempo e material, pois, € muito comum nossos
alunos ndo terem nem régua”. Essa professora além de destacar a falta de tempo ela
aponta as dificuldades em trabalhar constru¢des geométricas, pois os alunos ndo

possuem os materiais apropriados.

»  As professoras P.1, P.7, P.23, P.25 e P.31 e o professor P.33 também destacam
que suas dificuldades estdo na carga horaria. Para o professor P.33: “o tempo de aula
para trabalhar os contetidos na integra e com a parte tedrica ¢ pouco”; para
professora P.1: “dificuldades relacionadas com o numero de aulas para demonstrar
na pratica os conceitos trabalhados”. A resposta desses professores evidencia um fato
que acontece com o ensino de Geometria desde o Movimento da Matematica
Moderna. O ensino deste conteudo ¢ deixado de lado pelo professor, que alega ndo
ter tempo para ensind-lo ou até mesmo ndo ter conhecimento tedrico do contetido
(PAVANELLO, 1989). Os livros didaticos apresentam esses contetidos nos capitulos
finais e ndo abordam o ensino de Geometria satisfatoriamente (ALMOULOUD et al.,

2004).

Outra dificuldade que os professores encontram ¢ com relagdo a teoria, com as

definigdes, construgdes e até mesmo na visualizagdo das figuras geométricas.

»  Professora P.15: “as construgdes, quando precisa-se mostrar alguma definigao,
teorema, etc.” Percebemos que essa professora ndo sente-se segura em ensinar
Geometria Euclidiana usando as constru¢des geométricas e relata ter dificuldades nas

definicoes e teoremas.
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»  Professora P.11: “a visualizacdo e a imaginacdo ¢ muito complicada, pois no
papel ndo conseguimos colocar nossa imaginacao”. A professora P.11 tem
dificuldades em visualizar os objetos geométricos. A professora P.17 destaca que a
sua dificuldade estd no “uso das propriedades e suas consequéncias”. Percebemos
que a professora P.17 ndo se sente segura com relacdo as teorias da Geometria

Euclidiana.

»  As professoras P.10, P.12, P.24 e P.34 relatam que suas dificuldades estdo na
parte tedrica da Geometria. Para a professora P.34: “contetidos ndo-claros. E mais
atraente para os alunos trabalhar com o concreto”. A professora P.34 aparenta ter
dificuldades em compreender a complexidade dos objetos geométricos. Ao
mencionar que ¢ mais atraente trabalhar com o concreto, fica a pergunta: serd que a
professora concebe a Geometria Euclidiana como algo empirico? Sera que ele
percebe que o objeto geométrico ¢ apenas uma representacao de algo abstrato? De
acordo com Ruiz e Bellini (2001, p. 57), “a matematica ndo ¢ uma copia da
realidade; €, isto sim, um instrumento — de natureza intelectual — para a compreensao

da realidade”.

Uma dificuldade apontada por alguns professores foi com relagdo ao uso das novas

tecnologias no ensino de Geometria.

»  Professor P.18: “dificuldades de utilizagdo da linguagem da maquina no estudo
da geometria”; para a professora P.19 a dificuldade estd em: “aplicar o contetdo
usando a nova tecnologia” e para a professora P.36: “gosto muito de trabalhar a
geometria euclidiana. Nas construgdes manuais com lapis, régua e compasso, tudo
bem, porém, na dindmica, com uso dos softwares, ainda tenho muitas dificuldades”.
Percebemos que esses trés professores nao se sentem preparados para trabalhar com
os softwares de Geometria nas suas aulas. O professor P.18 relatou ter dificuldade na
utilizacdo do computador, as professora P.19 e P.36 ndo sabem muito bem como
integrar as novas tecnologias na sua pratica profissional. Ponte (2000) destaca que a
maioria dos professores encontra-se nessa fase: nao t€ém conhecimento de como os

recursos tecnoldgicos podem ser utilizados na sala de aula.
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Algumas professoras alegaram dificuldades devido a falta de contato constante com a

Geometria.

»  Professora P.6: “geralmente ndo encontro dificuldades com os conteudos,
talvez o que atrapalha ¢ ndo estar em contato constante com tudo e acaba havendo
um esquecimento de alguns conceitos”. Para a professora P.27 a Geometria ¢ “pouco
trabalhada em sala de aula, gera esquecimento”. Para a professora P.25, o que gera
dificuldades, além da carga horéria, ¢ a “falta de oportunidades de aperfeicoamento”.
Para ela é importante que existam cursos de aperfeicoamento para que os professores

possam permanecer atualizados.

As respostas dos demais professores foram:

»  Professora P.7: “ndo tenho muitas dificuldades com a geometria euclidiana,
mas confesso que ao término de cada ano letivo sinto uma frustragdo por nao ter
trabalhado com meus alunos como gostaria”. Professor P.16: “ndo tenho dificuldades
com o conteudo de 5* a 8. J4 tive no ensino médio”. Observamos que o professor
P.16, apesar de se sentir preparado para ensinar Geometria no ensino fundamental,
sente dificuldades com os conteudos do ensino médio. O professor P.41 sente a
mesma dificuldade do professor P.16: “dentro dos contetdos ministrados, junto ao
ensino fundamental eu ndo tenho dificuldade”. Essa dificuldade em trabalhar com os
conteudos do Ensino Médio pode estar relacionada ao conteudo Geometria Espacial,
tema que ¢ visto com mais detalhes no Ensino Médio. Segundo Santos (2009) um
dos contetidos que os professores encontram mais dificuldades ¢ a Geometria

Euclidiana Espacial.

As professoras P.5, P.26, P.30, P.39 e P.40 e os professores P.9, P.13 e P.28 relatam
que ndo tém nenhuma dificuldade com os conteudos de Geometria Euclidiana. As professoras
P.4 e P.38 descreveram que ainda encontram dificuldades, mas nao relataram quais. As

professoras P.3, P.8, P.14, P.20, P.21, P.29 e P.37 ndo responderam a pergunta.



79

Valendo-se das respostas dos professores, observamos as seguintes dificuldades:
devido a quantidade de aulas disponiveis a Geometria acaba sem ser ensinada ou entdo ¢ feita
de forma superficial; dificuldades teoricas, nas defini¢des, nas construgdes e at€é mesmo na
visualizagdo das figuras geométricas; ensinar Geometria utilizando os recursos tecnoldgicos
disponiveis e a falta de contato com os conteidos de Geometria. Alguns professores

responderam que nado tém dificuldades com os contetidos de Geometria Euclidiana.

6.2 Geometria Hiperbolica

Para conhecer um pouco da formagdo académica dos professores com relagdo as
Geometrias Nao-Euclidianas perguntamos: Durante a sua formagdo vocé teve disciplinas

relacionadas ao assunto?

Dos quarenta e um professores, somente cinco responderam que tiveram disciplinas
relacionadas ao assunto. Vinte e nove professores responderam que nio tiveram contetidos
relacionados a Geometrias Nao-Euclidianas e sete professores responderam que ndo lembram

se tiveram ou ndo disciplinas relacionadas ao conteudo.

Com o intuito de saber se eles conheciam ou ndo a Geometria Hiperbdlica,

perguntamos: Vocé conhecia a Geometria Hiperbolica?

Dezenove professores responderam que conheciam a Geometria Hiperbdlica e vinte
e dois responderam que ndo a conheciam. Esta questdo nos causou surpresa, porque todos os
professores que participaram da pesquisa fizeram o curso “Introducdo as Geometrias Nao-
Euclidianas”, no qual ja haviam estudado alguns conceitos da Geometria Hiperbolica. Mesmo

assim, vinte e dois professores responderam que ndo conheciam esta Geometria.

No segundo dia do minicurso relembramos alguns conceitos e propriedades da
Geometria Hiperbolica e iniciamos as construgdes geométricas nesta Geometria. Cabe
ressaltar que durante o estudo da Geometria Hiperbdlica percebemos algumas dificuldades em

Geometria Euclidiana, mas estas, s6 serdo enfatizadas quando forem importantes para a
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pesquisa, ja& que o nosso objetivo agora ¢ averiguar os conhecimentos de Geometria
Hiperbodlica e os possiveis obstaculos epistemologicos e dificuldades dos professores nesta

Geometria.

No inicio do minicurso M1 expde para os professores o que sdo retas no modelo de

Poincaré e pergunta aos professores:

M1: o que sdo os arcos ortogonais a essa circunferéncia aqui?

(..)

P18: sdo da circunferéncia, um angulo de 90, nao é?
M1: Oi?
M1: eu perguntei por que esse arco aqui € ortogonal a circunferéncia? O que € ser

ortogonal?

P18: seria um angulo, forma angulo de 90° da corda com o circulo, com o circulo
ndo, com a tangente ao circulo.
M1: isso, entdo se eu fagco uma tangente por esse ponto a esse circulo e eu fago

uma tangente por esse ponto a esse arco € eu mego o angulo tem que dar 90°.

Para realizarmos as constru¢des da Geometria Hiperbdlica utilizamos elementos da
Geometria Euclidiana, ou seja, para que os professores compreendessem o modelo da
Geometria Hiperbolica, que estava sendo construido naquele momento, eles deveriam
compreender alguns dos conceitos e resultados da Geometria Euclidiana. Dessa forma,
acreditamos que em varios momentos do curso, o que dificultou o entendimento da Geometria
Hiperbolica foi o desconhecimento, por parte dos professores, de conceitos e resultados da

Geometria Euclidiana.

M1 pergunta aos professores como fazemos para encontrar a distdncia entre dois

pontos na Geometria Euclidiana e na Geometria Hiperbdlica:

M1: como que a gente encontra a distancia entre dois pontos na geometria

euclidiana?
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(...)
P24: ¢ a raiz quadrada de...

M1: sem usar a formula.

O professor P24 tenta justificar a pergunta feita por M1 utilizando a Geometria
Analitica. Veja como a questdo da transformagdo de objetos geométricos em objetos
algébricos criada por Descartes acabou constituindo um obstaculo epistemoldgico para a
propria Geometria Euclidiana. Percebemos que muitos professores deixam de compreender a
Geometria Euclidiana e tentar buscar nas formulas os conhecimentos geométricos. A aula

continua...

P19: ¢ a menor medida, um segmento de reta no caso.

M1: isso, ¢ um segmento de reta.
(-
M1: na Geometria Hiperbdlica ela ¢ dada pela formula: d(A,B) = lnA_U*—g .
AV = BU
Eu tenho os pontos U e V que s@o pontos ideais que estdo aqui sobre o meu plano,
e 0 meu objetivo ¢ encontrar a distdncia entre esses dois pontos aqui: A e B. Nao
vai ser um segmento euclidiano. Como que eu fago pra encontrar? Eu tenho que
pegar a medida dos segmentos euclidianos de AU, depois de BV, de AV e de BU.
Depois eu vou la no campo de entrada do GeoGebra e digito a formula. Alguma
davida?
P18: ndo seria mais facil encontrar essa reta ai, de B até U, é no caso € uma reta?
M1: sim.
P18: ela ndo vai ser a parte de uma circunferéncia, ¢ ndo ¢? Nédo daria para nos
encontrarmos o centro dessa circunferéncia através de dois pontos e ai trabalha
com o glorioso Pi? Nao ficaria mais simples?
M4: ai que ta a questdo, isso aqui ¢ uma reta e reta ¢ infinita, ta certo? Entdo
aparentemente nos estamos vendo a reta, mas a distancia que a gente calcula entre
dois pontos ndo ¢ a distancia euclidiana. Entdo quanto mais proximo vocé estiver
dos pontos ideais, a mesma distancia euclidiana quando eu aproximo esses pontos
dos pontos ideais ela vai ser muito maior. Caminhando mais perto agora aqui do
ponto ideal naquilo 14 ela vai aumentando, entdo ela tende pro infinito, quando eu

uso aquela formula.
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Quando questionados sobre a distancia entre dois pontos na Geometria Hiperbolica o
professor P18 pergunta se ndo poderiamos encontrar a medida usando a ideia do comprimento
de um arco. M4 explica que ndo poderiamos fazer isso, pois os pontos A e B sdao pontos da h-
reta e quando os pontos se aproximam do horizonte a distancia deve tender ao infinito, uma
vez que nesta Geometria deve valer o segundo postulado de Euclides que garante que uma
reta € infinita. Nesse momento, fica evidente a dificuldade dos professores em compreender
que o arco de circunferéncia representado ¢ uma h-reta. Para o professor P18 esse arco era um
arco euclidiano e nds poderiamos perfeitamente calcular o comprimento do arco para saber a
distancia entre os pontos A e B. Perceba que existe uma “contaminagdo” da representacdo e
dos conceitos da Geometria Euclidiana que, neste caso, constitui-se em um obstaculo

epistemologico — conhecimento geral — no entendimento da Geometria Hiperbolica.

Enquanto, na representacdo da Geometria Euclidiana ¢ impossivel “ver” pontos no
infinito, na representacdo do disco de Poincaré existem elementos visiveis que representam o
inatingivel, o infinito. Os pontos ideais, assim como o horizonte — a circunferéncia — nao
pertencem ao plano hiperbolico, mas podemos “vé-los”. Ao desenhar uma h-reta, ¢ possivel
encontrar os pontos de interseccdo da reta com o plano hiperbolico — os pontos ideais — e
esses pontos sdo necessarios para que possamos medir a distancia entre dois pontos, por

exemplo.

Para construir uma h-reta por um ponto precisamos construir arcos ortogonais a uma
circunferéncia. Ao iniciar a construgdo os professores constroem uma circunferéncia qualquer
e um ponto qualquer no seu interior; o centro da circunferéncia chamamos de O e o ponto no

interior de A. Depois M4 apresentou aos professores o conceito de ponto inverso e pediu para

. — — OA'
eles escreverem as seguintes equagoes: OA -OA'=r? <:>T=é, em uma folha. O

objetivo foi encontrar o ponto A'. Este ponto estd na semirreta OA e foi encontrado
geometricamente. Para isso M4 pede para que os professores marquem um ponto B, fora do
plano hiperbolico, e construam duas semirretas quaisquer com origem no ponto B, como

mostra a figura a seguir:
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Figura 20 — Esboco da construcio do ponto inverso (1)

M4: agora nds vamos abrir o compasso com a medida de OA. Primeiro nés vamos
construir o segmento OA.

(0.50)

M4: centro do compasso no ponto B € como eu quero o raio OA, que o meu ¢ “b”,
ai eu aplico. Agora eu vou marcar esse ponto de intersec¢do da semirreta de cima
com a circunferéncia, vou chamar de P (..) agora eu vou ocultar essa
circunferéncia.

()

M4: pergunto: qual a distancia de B até P?

()

P12: “b”.

M4: e o que que € “D”?

P12: é o segmento OA.

M4: ¢ o tamanho, a distancia de O até A, é o tamanho do segmento OA.

()

M4: déem uma olhadinha na férmula de vocés, na segunda formula, que ¢ a fracao.
Em cima ta o segmento OA, em baixo, do lado esquerdo da igualdade, o que que
tem?

MDP: raio.

M4: raio. Entdo nos vamos colocar na semirreta de baixo o raio (...) quem que € o
raio? Nos temos que construir um segmento daqui até aqui (...) no meu caso € “e”

(...) eu vou fazer exatamente a mesma coisa: ponto seca em B e raio “e” (...) € vou

marcar esse ponto aqui.
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(1.0)

M4: qual que ¢ a distancia de B até R?

MDP: o raio.

M4: o raio da circunferéncia (...) agora, o que ta em cima da igualdade, na segunda
férmula?

MDP: .

M4: r. Agora nos vamos colocar r na semirreta de cima, mas a partir do ponto P
(...) n6és vamos pegar o compasso com centro em P e raio r, que no meu caso ¢
segmento “e”.

(0.30)

M4: agora construa uma reta que passa por P e por R.

(0.30)

M4: agora reta paralela (...) pegue uma reta paralela passando por esse ponto S e

essa reta.

Figura 21 — Esboco da construcio do ponto inverso (2)
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Na continuacdo da atividade, M4 questiona os professores se o segmento RQ ¢ igual

ao segmento AO’.

M4: eu pergunto pra vocés: olhando pra essa formula ai, o que ¢ a distancia de R
até Q?

()

P11: ndo vai falar que € 0 A’?

M4: vocé acha que é?

()

P17: acho que é.

M4: mas porque que &7

P17: porque ele é proporcional a...

M4: mas por qué? Quem garante?

P17: por causa do feixe de retas (...) de Tales.
M4: Tales! ndo ¢é o teorema de Tales?

MDP: é.

Antes de encontrar a h-reta foi preciso fazer algumas constru¢des usando a nog¢ao de
ponto inverso e o teorema de Tales. Depois de terem encontrado o segmento RQ, M4 pediu
para que os professores o marcassem na semirreta OA. A intersec¢do da semirreta com a

circunferéncia é o ponto A' procurado.

Figura 22 — Esboco da construcio do ponto inverso (3)
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Também ¢ possivel encontrar o ponto A’ usando o conceito de reta polar, que esta
disponivel nas ferramentas do software GeoGebra. Para ensinar aos professores o uso dessa
ferramenta, M4 pede para eles construirem uma circunferéncia qualquer e um ponto no

interior da circunferéncia — o centro da circunferéncia ele chamou de O e o ponto de A — e

uma semirreta com origem em O e passando por A.

M4: seleciona a reta polar (...) clica no ponto A e na circunferéncia. Ele vai

desenhar a reta polar (...) agora acha o ponto de intersec¢do da reta polar com a
semirreta e chama de A’.

(2.0)

M4: agora vocés vao construir a mediatriz do segmento AA’. Seleciona a opgao

mediatriz e clica no ponto A e depois no ponto A’ (...) agora eu construo um ponto
qualquer na mediatriz e chamo de P.
(3.0)

M4: construam uma circunferéncia com centro em P e passando por A.

L -
—pm—-
’
’
'
"

T
-
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1

Figura 23 — Esbogo da construcdo do ponto A' por meio da reta polar

Depois que os professores construiram a circunferéncia com centro no ponto P, M4
pediu para que eles encontrassem os pontos de intersec¢ao das duas circunferéncias e quatro

segmentos: um segmento do ponto O até uma intersec¢do, outro de O até o outro ponto de



87

intersec¢do, de P até uma das intersec¢des e novamente de P até a outra intersec¢do. Para
mostrar que as circunferéncias sao ortogonais M4 pede para que os professores calculem os

angulos que tem sua origem nos pontos de intersecgao.

M4: deu 90?

MDP: sim.

M4: agora arrastem esse ponto P sobre a mediatriz ¢ v€ se continua dando 90.
(0.30)

M4: se vocé arrastar esse ponto P sobre a mediatriz vai dar sempre 90 (...) quando
que duas circunferéncias sao ortogonais?

(-

M4: quando eu pego do centro de uma até o ponto de intersec¢do, do centro da
outra até o ponto de intersec¢do e der 90°. Nao importa aonde vai estar o centro

nesta mediatriz sempre vai dar 90°.

!
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’
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= — -
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Figura 24 — Esboco da construcio de uma h-reta

Nesse momento M4 pergunta para os professores quando que duas circunferéncias
sdo ortogonais, mas os professores nao respondem. Entdo M4 explica a propriedade. Na
construcao das circunferéncias ortogonais as professoras P25, P21 e P14 acham estranho o

fato de ter dado 90°.
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P25: ficou quase um quadradinho. Mas ¢ estranho né, olha aqui, ndo ¢ estranho

ficar 90° ali?
M1: é estranho?

P25: ¢ ndo ¢? Mas ¢ tangente né.

P21: esse angulo vai ser 90°?
M1: isso. Esse arco ai, na verdade, é aquela circunferéncia toda que a gente fez.

P21: nossa, mas nao parece.

(..)

M1: essa € uma h-reta.

P21: nossa ¢ tao diferente do que a gente imagina, ¢ acostumado.

P14: ndo parece, mas ¢ 90°.
M1: ndo parece?
P14: ndo parece, se a gente olhar s6 o segmento vocé fala: nunca que vai dar 90°!

(..)

P10: sabe o que confunde: esse angulo ta estranho. Ele alongou, da a impressao
que nao ¢ 90.
P14: aqui no meu eu diria que dava uns 92 (...) da a impressdao que nio da 90 de

jeito nenhum.

Perceba a dificuldade das professoras P25, P21 e P14 em aceitar o fato das duas
circunferéncias serem ortogonais. Elas observam a figura construida e a representacdo de
ortogonalidade ndo ¢ a que elas estdo habitualmente acostumadas, ou seja, duas retas
euclidianas. Neste caso percebemos como uma “nova representacdo”, diferente da usual
constitui-se em um obstaculo epistemoldgico que Bachelard chamou de obstaculo verbal: “um

caso em que uma unica imagem, ou até uma unica palavra, constitui toda a explicagao”

(BACHELARD, 1996, p. 91).

Apo6s a realizacao dessa construcdo e de ter marcado os pontos de interseccao das
duas circunferéncias, M4 explica como utilizar a ferramenta arco por trés pontos e constroi
um arco por um dos pontos de intersec¢do, pelo ponto A e pelo outro ponto de interseccao,

como mostra a figura a seguir:



89

Figura 25 — H-reta por um ponto

As professoras P14 e P19 questionam M1 se a h-reta construida era uma reta.

M1: o que ¢ isso que vocés acabaram de construir?
P14: uma circunferéncia.

M1: se eu pegar sO o arco o que €7

P14: uma parte da circunferéncia.

()

M1: e na geometria hiperbolica?

P14: ¢ a reta?

M1: “isso. E a reta hiperbélica”.

P19: isso ¢ reta?

M1: oi?

P19: isso ¢ reta?

M1: essa ¢ a h-reta no modelo de Poincaré.

P19: ¢ uma reta que nao € “reta”.

(-r)

P19: a gente que chama ela de reta, mas na verdade ndo existe isso no espago dele.
M1: de quem?

P19: do...

M1: do Poincaré?

P19: ¢.

M1: ndo, reta por defini¢do € isso. Sdo arcos ortogonais ao circulo euclidiano.

(..)
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P19: ¢ muito legal isso.

A professora P14 quando questionada por M1 responda as perguntas como se
estivesse trabalhando com a Geometria Euclidiana. Perceba como um conhecimento geral
constitui-se em um obstaculo epistemologico no entendimento da Geometria Hiperbdlica: “¢
possivel constatar que essas leis gerais bloqueiam atualmente as idéias. Respondem de modo

global, ou melhor, respondem sem que haja pergunta” (BACHELARD, 1996, p. 71).

Para a professora P19 as figuras que representam elementos da Geometria Euclidiana
devem “realmente” pertencer a Geometria Euclidiana, ou seja, ela acredita e entende que
elementos da Geometria Euclidiana sao reais, o que demonstra uma concepc¢ao empirica da
Geometria, fato este que nao ¢ verdade. A Geometria Euclidiana discorre rigorosamente sobre
qualquer tracado; ndo se refere a um desenho particular, mas de qualquer desenho que possua
as propriedades consideradas no enunciado. Gélvez destaca que a versdo empirica da

Geometria Euclidiana:

[...] esta baseada uma série de atividades humanas que requerem o controle
das relagdes espaciais ¢ de cuja vigéncia atual ninguém duvida, entre as
quais se pode mencionar o desenhar ¢ a construgdo de todo o tipo de objetos
fisicos (desde produtos e maquinas industriais até prédios, cidades e
estradas), a elaboragdo de mapas, o calculo de distincias astrondmicas, etc
(GALVEZ, 2006, p. 237).

Esta geometria empirica, ou fisica, constitui uma teoria da estrutura do espago fisico,

[1P4

mas nunca podera dar-se valida como certeza matematica. Ao falar que “¢ uma reta que nao ¢
“reta”, a professora P19 usa a no¢do de reta do senso comum, ou seja, para ela a palavra reta
expressa todo o significado de um objeto geométrico. Neste caso, identificamos mais um
obstaculo epistemologico — obstaculo verbal — no qual um unica palavra estabelece toda uma

explicacdo. Sobre as retas, Poincaré (1995) expde que:

No espago, conhecemos triangulos retilineos dos quais a soma dos angulos ¢
igual a dois éangulos retos; mas conhecemos igualmente triangulos
curvilineos dos quais a soma dos angulos ¢ menor que dois angulos retos. A
existéncia de uns ndo ¢ mais duvidosa que a dos outros. Dar aos lados dos
primeiros o nome de retas ¢ adotar a geometria euclidiana; dar aos lados dos
ultimos o nome de retas é adotar a geometria ndo euclidiana. Assim,
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perguntar que geometria convém adotar ¢ perguntar a que linha convém dar
o nome de reta. (POINCARE, 1995, p. 41)

Poincaré (1995) destaca ainda que a experiéncia ndo pode resolver tal questdo e que
quando dizemos que a reta euclidiana “é uma reta verdadeira”, e que a reta ndo-euclidiana
“ndo ¢ uma reta verdadeira”, queremos dizer simplesmente que a primeira ideia intuitiva de
reta corresponde a um objeto mais notavel do que a segunda. E uma simples observagdo que

procura responder as indagacgdes dos objetos geométricos.

Retomando o dialogo da professora P19 com M1, percebemos que a professora teve
dificuldades em aceitar que a representacao da reta hiperbodlica, por defini¢do, uma reta.
Novamente, uma ‘“nova representacdo” constitui-se em um obsticulo epistemoldgico

denominado por Bachelard (1996) de obstaculo verbal.

Ao darmos continuidade ao minicurso, o professor P10 questiona o que aconteceria
se marcassemos um ponto qualquer sobre uma h-reta e o trouxéssemos para fora do plano

hiperbolico:

P10: se eu seguir essa reta aqui, ele vai voltar a encontrar ali?

M1: a reta € s6 0 que estd dentro do plano hiperbdlico, € s6 esse arco aqui.

Veja como o professor P10 tem dificuldades de perceber que o arco construido ¢ uma
h-reta. O professor utiliza da hipotese que o arco construido ¢ uma parte da circunferéncia, e
ao mover um ponto, que estd sobre a circunferéncia, para fora do plano hiperboélico ele vai
“retornar” para esse plano. Este fato acontece na Geometria Euclidiana, mas nao na
Geometria Hiperbolica, uma vez que o plano ¢ somente o interior da circunferéncia. O

proximo passo foi construir um h-reta por dois pontos.

M4: agora nés vamos construir uma h-reta que passe ndo por um ponto, mas por
dois pontos. Na Geometria Hiperbdlica ¢ a mesma coisa que na geometria
euclidiana, se eu tenho um ponto quantas retas passam por esse ponto?

P12: infinitas retas.
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M4: infinitas (...) aqui também, por esse ponto A estdo passando infinitas retas
hiperbdlicas. Agora eu vou pegar outro ponto B e vou fazer a mesma construgdo

que eu fiz pro ponto A.
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Figura 26 — Esboco da construcio de uma h-reta por dois pontos (1)

M4 faz a construgdo analoga para o ponto B. Depois de feita a construgao, o objetivo

era encontrar a Unica h-reta que passa pelos pontos A e B.

M4: por A passam infinitas retas hiperbdlicas, por B passam infinitas retas
hiperbdlicas, na geometria euclidiana, o primeiro axioma de Euclides fala que por
dois pontos determina uma tunica reta. Na Geometria Hiperbolica esse axioma
também ¢ verdadeiro. (...) Eu quero que vocés observem o seguinte: quando a
gente vai caminhando com esse ponto sobre a mediatriz, chega um determinado
momento que essa h-reta ela passa pelo ponto A e pelo ponto B. (...) Como sera
que eu acho exatamente essa reta?

(0.30)

M4: o que acontecia com os pontos na mediatriz de AA’ com relagdo a
circunferéncia pra dar o arco hiperbdlico?

P11: ele é o centro da circunferéncia.

M4: muito bem! E a mediatriz de BB’, qual a importancia dela?

P11: a mesma coisa.

M4: ¢ analogo (...) agora eu quero uma h-reta que passa pelo ponto A e pelo ponto

B, onde que estaria o centro dessa circunferéncia?
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P1: mediatriz de A’B’?

M4: ndo! Atencdo, vou mudar um pouco a pergunta: onde estdo todas as
circunferéncias, alias, todos os centros das circunferéncias que sdao perpendiculares
a circunferéncia dada que passam pelo ponto A?

P8: no ponto P.

M4: e onde P esta?

P8: na mediatriz.

M4: na mediatriz. Entdo os centros da circunferéncia que sdo perpendiculares a
circunferéncia dada e passa pelo ponto A moram aonde? Na mediatriz de AA’. Se
eu quiser todas as circunferéncias, os centros de circunferéncias que sao
perpendiculares a circunferéncia dada e passem pelo ponto B. Onde é que estdo?”
MDP: na mediatriz.

M4: na mediatriz de quem?

MDP: de BB’ (...) agora eu quero o centro da circunferéncia que é perpendicular a
circunferéncia dada e que passa simultaneamente por A e por B, onde que estiao?”
MDP: na intersec¢ao das duas mediatrizes.

M4: na interseccdo das duas mediatrizes, entdo aqui (...) € esse ponto aqui € o

ponto Q.

Figura 27 — Esboco da construcio de uma h-reta por dois pontos (2)
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No didlogo acima percebemos que os monitores falam mais do que os professores.
Isso demonstra as dificuldades que eles tiveram em dialogar com os monitores. Depois da
constru¢do de uma h-reta passando por dois pontos, construimos uma ferramenta para h-reta.
Na sequéncia os professores construiram algumas h-retas e analisaram quais eram paralelas,

como mostra a figura 28.

M1: fez as paralelas?

P20: maravilha, 0.

M1: quem que ¢ paralela a quem ai?

P20: quem que ¢ paralela?

M1: é.

P20: ¢ sempre o... essa aqui ¢ paralela a essa, esse ¢ paralela a essa. (a professora
mostra com quais retas s@o paralelas).

M1: isso (...) essa aqui € uma paralela, essa, essa (...) ja tem trés.
P20: tem bastante né.

M1: infinitas?.

P20: infinitas retas paralelas.

M1: o que na euclidiana nao acontece.

P20: ¢, 14 ele diz que s6 tem uma reta paralela. Gosteli.

V

Figura 28 — Esboco h-retas paralelas
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A professora P20 constroi algumas retas hiperbolicas e ¢ questionada por M1 para
expor quais h-retas eram paralelas; ela nao teve dificuldade em destacar as retas paralelas e
surpreende-se com a quantidade de retas. M1 pergunta a professora P17 se o plano

hiperbolico ¢ limitado ou ilimitado.

M1: ¢ esse plano ¢ limitado ou ilimitado?

P17: qual?

M1: o plano hiperbdlico.

P17: finito.

M1: finito?

P17: sim.

M1: um plano ¢ limitado ou ilimitado? (...) Na geometria euclidiana?
P17: infinito.

M1: e na Geometria Hiperbolica ele também vai ser infinito.

Nota-se a que a professora P17 tem dificuldade em assimilar a conceito de que o
plano hiperbdlico ¢ ilimitado. Esse obstaculo foi percebido em alguns professores, pois
achavam que pelo fato do plano ser o plano o interior de um circulo euclidiano ele era
limitado e também por na Geometria Hiperbolica podermos “ver” os pontos no infinito. Mais
uma vez percebemos que um conhecimento geral, um conhecimento anterior e a
representacdo de um novo objeto geométrico constituem-se em um obstaculo verbal para o

entendimento de um novo conceito como descreve Bachelard (1996).

Os professores também construiram uma ferramenta para segmento hiperbolico. As
ferramentas “h-reta” e “segmento hiperbdlico” foram utilizadas nas constru¢des seguintes. A

proxima atividade foi encontrar o angulo entre duas h-retas.

M1: agora a gente vai calcular o angulo entre essas duas retas aqui. Como que a
gente faz, alguém tem alguma idéia de como vai calcular o angulo?

P8: angulo.

M1: eu quero calcular o angulo formado por essas duas retas hiperboélicas.

MDP: seleciona angulo.

P8: E, C, D.



96

M1: E, C,D?
P8: ¢ E, C, D (...) ¢ sentido horario.
(-

M1: ¢ isso sera? E esse angulo que eu acabei de calcular?

(-

P10: esse tem que ser hiperbdlico mesmo.
M1: e aqui ¢ o que?

P10: euclidiano.

M1: ele ¢é euclidiano, eu ndo posso calcular esse angulo assim.

Observe que os professores mesmo depois de terem visto a defini¢do de angulo no
modelo de Poincaré eles ainda ndo conseguiam assimilar esse conhecimento. No momento
que M1 pede para eles encontrarem o angulo entre duas h-retas eles respondem como se fosse
a Geometria Euclidiana. Novamente percebemos a dificuldade dos professores em
desprenderem-se dos conceitos e definicdes da Geometria Euclidiana como um conhecimento
geral, um conhecimento tido como tnico e acabado o que constitui-se em um obstaculo no

entendimento de novos conceitos.

M1 continua questionando os professores sobre o que tem que ser feito para

encontrar angulo no modelo de Poincaré.

M1: lembram no comego que eu falei como que faz pra calcular?

()

P7: coloca a reta tangente no ponto C, do lado e do outro e calcula o angulo, da reta
tangente ai no ponto C.

M4: isso. Nao sei se vocés lembram, hoje de amanha a hora que eu falei que pra
calcular angulo entre duas retas hiperbolicas, por defini¢do, vocés tém que
encontrar a tangente por esse ponto a esse arco, tangente por esse ponto € esse arco.
Af sim eu consigo calcular esse angulo.

(O esbogo da construgdo encontra-se na figura 29)
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Figura 29 — Angulo entre duas h-retas

Apos terem encontrado o angulo entre duas h-retas, pedimos para que os professores

construissem um triangulo hiperbolico.

M1: a nossa atividade vai ser construir um tridngulo hiperbolico e os vértices vao
ser esses pontos. Como que eu faco isso?

P13: constroi trés retas (...) como que chama essas retas? (...) hiperbodlicas.

M1: qual a definigao de tridngulo?

(0.30)

M1: pra eu construir um tridingulo o que eu preciso?

P13: trés pontos.

M1: retas, semirreta, segmentos?

MDP: segmento.

M1: segmentos de reta. Na Geometria Hiperbodlica a gente também vai precisar de
segmentos de reta, s que vao ser segmentos hiperbolicos. Entdo a gente vai usar a
ferramenta segmento hiperbdlico pra construir um tridangulo que tem os vértices A,
CeD.

(0.30)

M1: é segmento hiperbdlico, ndo é euclidiano.

P14: a ata. (ela estava fazendo segmento euclidiano)

(O esbogo da construgdo encontra-se na figura 30)
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Figura 30 — Esboco construcio de um tridngulo hiperbdélico

Na constru¢do do tridngulo hiperbodlico, alguns professores utilizaram as opgdes do

modelo euclidiano, mantendo assim as hipdteses da Geometria Euclidiana.

M1: aqueles que ja construiram o tridngulo podem achar os dngulos.
P11: mas através da tangente?

M1: isso, faz 0 mesmo processo que a gente fez anteriormente.

Quando solicitados a encontrar a medida dos angulos, muitos professores utilizavam
a opc¢ao angulo da Geometria Euclidiana, disponivel nas ferramentas do GeoGebra, bem como
na construcdo do triangulo hiperbdlico, utilizavam segmentos euclidianos. A professora P21

fez a constru¢do Hiperbdlica como se fosse construir um triangulo na Geometria Euclidiana.

P21: ¢ s6 fazer isso?

M3: isso dai é na geometria euclidiana. Se fosse na geometria cuclidiana vocé
poderia.

P14: vocé tem que fazer as tangentes.

M3: isso mesmo. Tem que encontrar a tangentes.

Ainda na construcao do triangulo hiperbdlico, M4 pergunta para os professores qual

¢ a soma dos angulos internos do tridngulo.



99

M1: uma pergunta pra vocés: a soma dos angulos que vocés calcularam ai ¢ maior,
menor ou igual a 180°?

MDP: menor.

P12: acho que ¢ menor.

M1: vamos calcular pra ver quanto que deu.

Depois de encontrarem a medida dos angulos, os professores somaram esses angulos
e puderam observar que ao aproximar os vértices do tridngulo o valor dos angulos aumenta e
a soma se aproxima a 180° (Figura 31). Quando aproximamos os pontos do horizonte os
valores dos angulos diminuem e a soma se aproxima de zero (Figura 32). A professora P14

move o0s vértices para analisar o que acontece.

M4: o que acontece com 0s nossos angulos quando eu aproximo os vértices da
circunferéncia?

()

P11: diminui.

M1: ele diminui ¢ a soma vai diminuir (...) € se eu aproximar do centro esses
pontos o que acontece?

P11: aumenta.

P8: os angulos aumentam e a soma aumenta.

P14: agora ficou legal mexer.

M3: se vocé for mexendo ele vai aumentando.

P14: mas nunca vai dar 180. Vamos ver.

(0.30)

M3: achou o 1807

P14: 179.1.

M3: sera que chega até 1807

P14: ndo, eu sei que nao chega.
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a+p+y=15224°

Figura 31 — Esboco da soma dos angulos internos de um tridngulo (1)

a+p+y=1486°

Figura 32 — Esboco da soma dos angulos internos de um tridngulo (2)

A atividade seguinte foi calcular a distancia entre dois quaisquer. Para iniciar a
construgdo os professores construiram uma h-reta qualquer. A professora P14 nao construiu

uma h-reta.

M2: ndo tem alguma coisa errada ai?
P14: nao.

M2: essa reta € hiperbolica?
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()

M2: olha o desenho dela (...) voc€ pode apagar essa reta.
P14: eu vou apagar essa daqui?

M2: a gente ta trabalhando no modelo hiperbolico.

P14: ¢ segmento definido por dois pontos?

M2: ndo, ¢ uma reta hiperbdlica!

A professora P14 inicialmente constr6i uma reta euclidiana e so identifica isso depois
que M2 questiona a sua constru¢do. Porém, mesmo depois de M2 relembrar que estamos
trabalhando no modelo hiperbdlico, a professora P14 pergunta se o que ela tem que fazer ¢ um

segmento definido por dois pontos.

A tltima constru¢do foi uma h-reta perpendicular a outra h-reta passando por um

ponto qualquer.

M4: eu to querendo construir uma h-reta que seja perpendicular aquela h-reta (...) e

que passa pelo ponto P. Se ela € uma h-reta o que ela tem de especial?

(..)

M4: quando que uma reta ¢ hiperbodlica? Tem que acontecer o que com ela?

(..)

M4: por que isso aqui é uma h-reta? E um arco qualquer esse aqui?”

P13: ndo, ele ¢ perpendicular.

M4: isso. Ela tem que ser perpendicular a essa circunferéncia ali. As retas
hiperbolicas que passam por P tem que ser o que?

P12: ortogonais.

M4 pergunta para os professores o que € preciso acontecer com um arco ou um
didmetro para que eles sejam uma h-reta; estes tiveram dificuldade de responder a pergunta.
Foi preciso relembrar com os professores como se constroéi uma h-reta passando por um ponto
para dar continuidade a atividade: primeiro constroi-se uma circunferéncia com centro em O e
raio qualquer, depois uma h-reta passando por dois pontos, no nosso caso C e D, marca-se um

ponto P no interior da circunferéncia, que tem centro em O, e por fim, a semirreta OP.
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Para construir uma h-reta passando por P, M1 utiliza a ferramenta reta polar:
encontra o ponto P’, que ¢ ponto inverso de P em relacao ao plano hiperbdlico, e a mediatriz
de PP’. Marca um ponto qualquer sobre a mediatriz ¢ faz uma circunferéncia com centro
nesse ponto e que passa pelo ponto P. Depois encontra os pontos de intersec¢do e faz uma h-

reta passando por P, como mostra a figura a seguir:

Figura 33 — Esboco da construcio de uma h-reta perpendicular (1)

De todas as possiveis h-retas assim construidas, era preciso encontrar a que fosse
perpendicular a h-reta CD. Para isso, foi preciso encontrar o ponto P’’, que € o inverso de P
em relacdao a h-reta CD, e depois a mediatriz de PP’’. A h-reta procura (reta perpendicular)

deve passar por P e ser perpendicular, simultaneamente, ao plano hiperboélico e a h-reta CD:

M4: o que que da a mediatriz de PP’? Todas as circunferéncias que sdo ortogonais
a circunferéncia, ao plano hiperbdlico. O que que da a mediatriz de PP’’?
M4: o centro de todas as circunferéncias que sdo ortogonais ao arco.

(1.0)



M4: qual € o centro que nos estamos procurando?
()
P16: a interseccdo das duas mediatrizes.

M4: 1sso mesmo.

Figura 34 — Esboco da construcio de uma h-reta perpendicular (2)
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A figura 34 mostra o esbogo da construcao. O ponto H ¢ o ponto de intersec¢ao das

mediatrizes de PP’ e PP’’. Esse ponto ¢ centro da circunferéncia que define a h-reta

perpendicular procurada.

Nesta atividade os professores tiveram mais dificuldades do que nas anteriores, uma

vez que foi necessario lembrar as etapas da construcdo de uma h-reta e, ainda, construir uma

h-reta que passava pelo ponto P e fosse perpendicular a h-reta e ao plano hiperbolico.
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Para muitos professores o software GeoGebra foi novidade, uma vez que eles nunca
tinham trabalhado com ele. Por isso, acreditamos que, em alguns momentos, os professores
ficaram mais preocupados em aprender a utilizar as ferramentas do software, do que com a

parte tedrica das Geometrias.

Talvez o tempo de curso ndo tenha sido suficiente para abordarmos a técnica para o
uso do software e os conceitos da Geometria. Houve problemas que ndo esperavamos
encontrar, como, por exemplo, as dificuldades em manusear o mouse, ou em conhecer as

ferramentas do computador, que muitos professores apresentaram.

Das consideracdes sobre a Geometria Hiperbolica, destacamos a forte influéncia e a
“contamina¢do” da representacdo da Geometria Euclidiana no entendimento da Geometria
Hiperbolica. Os professores tiveram dificuldades em assimilar o que ¢ uma h-reta, um

segmento hiperbolico, um plano e as demais propriedades da Geometria Hiperbolica

Identificamos alguns obstaculos epistemoldgicos segundo as descricdes de

Bachelard: obstaculo geral e obstaculo verbal, que inclui imagens e palavras.

Observamos que alguns professores demonstraram uma concepcdo empirica da
Geometria, uma vez que eles demonstram acreditar e entender que elementos da Geometria

sao reais.

6.3 O Uso de Novas Tecnologias

Com o objetivo de conhecer a pratica dos professores participantes da pesquisa, com
relacdo ao uso de novas tecnologias, perguntamos: Na sua escola tem laboratorio de

informatica?( )Sim ( )Ndo. As respostas dos professores encontra-se no grafico a seguir:
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Grafico 4 — Laboratorios de informatica

Dos quarenta e um professores, somente dois professores responderam que nas suas

escolas ndo tem laboratorio de informatica, os demais professores responderam que sim.

Perguntamos também se: E possivel utilizd-lo para ministrar aulas? ( )S6 com

agendamento  ( )Basta estar livre () Nao é permitido ( )Outra opgado.

30
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Sécom Basta estar Ndoe Qutra opcao
agendamento livre permitido

Gréfico 5 — Disponibilidade dos laboratoérios de informéatica para minstrar aulas
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Nenhum professor respondeu que ndo ¢ permitido utilizar o laboratério de
informatica para ministrar aulas. Vinte e cinco professores responderam que para utilizar o
laboratodrio € necessario reserva-lo; dez professores responderam que basta o laboratorio estar
livre e quatro professores responderam outra op¢do. Os professores que responderam outra

opgao foram:

»  Professora Q.6: “por enquanto ndo conseguimos utilizar todos os computadores
por algum problema técnico”.

»  Professor Q.16: “neste ano ndo é permitido, temos promessas que no ano que
vem vamos poder usar”.

»  Professor Q.22: “ainda esta sendo preparado para trabalhar com os alunos”.

»  Professora Q.38: “s6 com alunos das 7° e 8* séries”.

O professor Q.22 relatou que os computadores ainda nao estdo disponiveis para
trabalhar com os alunos, e a professora Q.38 respondeu que s6 ¢ possivel utilizar com alunos
de 7% e 8 séries, fato este um tanto curioso ja que em todas as séries € possivel trabalhar com

0s recursos tecnoldgicos.

Para os professores que responderam que ¢ permitido o uso do laboratorio de
informadtica, perguntamos: Com que frequéncia vocé utiliza o laboratorio em suas aulas de

matematica? ( )Nunca ( )Raramente ( )Frequentemente.
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Grafico 6 — Frequéncia da utlizagdo do laboratorio de informatica
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Percebemos que mais da metade dos professores — vinte e quatro — utilizam
raramente o laboratorio de informadtica para ministrar aulas. Um numero significativo de
professores — quatorze — nunca utilizou o laboratorio. Apenas um professor respondeu que

utiliza frequentemente.

Embora esfor¢os tenham sido feitos para equipar as escolas com computadores e
outras tecnologias, sao poucos os professores que os utilizam, seja para ministrar aulas ou até

mesmo para preparar aulas, provas, etc. Penteado (1999) expde que:

Acreditamos que, em geral, o professor enfrenta os desafios impostos pela
profissdo e busca criar alternativas, porém a introducdo do computador na
escola altera os padrdes nos quais ele usualmente desenvolve sua pratica.
Sdo alteracdes no ambito das emocgdes, das relacdes e condi¢des de trabalho,
da dindmica da aula, da reorganizacdo do curriculo, entre outras
(PENTEADO, 1999, p. 298)

Acreditamos que o fato do professor ndo utilizar os recursos disponiveis esta
relacionado, entre outros fatores, com a falta de formacdo adequada, uma vez que, muitos
professores ainda ndo se sentem preparados para enfrentar todas essas mudancas no ambiente
escolar e por isso adiam cada vez mais a introducdo dos recursos tecnologicos na pratica em

sala de aula.

Também perguntamos aos professores sobre os softwares que eles costumam usar:
Quais softwares vocé costuma utilizar e com qual finalidade? Segue as respostas dos

professores:

»  Professora Q.2: “os programas de criacdo de graficos (Word e Excel), os
programas de elaboragdo de filmes — Movie Maker, os programas de criagao de
figuras”.

»  Professora Q.7: “Cabri geometric ¢ Geogebra, na preparagdo de aulas e
provas”.

»  Professora Q.9: “capturo imagens do Google e importo para minha pasta”.

»  Professor Q.13: “Explorer, Paint, Word, Excel, Power Point, Internet para

ministrar aulas de informatica”.
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»  Professor Q.18: “Linux, com a finalidade da utilizagdo da calculadora cientifica
e o Geogebra direcionado para o estudo das fungdes”.

»  Professora Q.25: “Word, Google”.

»  Professora Q.26: “uso para digitar as avaliagdes e atividades”.

»  Professora Q.31: “usei o Geogebra aplicando conhecimento adquirido em curso
recente”.

»  Professora Q.32: “o Geogebra para iniciar conceitos de pontos, retas,
semirretas e segmento de reta”.

»  Professor Q.33: “Tv pendrive, Linux”.

»  Professora Q.35: “utilizei o software GeoGebra”.

»  Professora Q.36: “Cabri Geometri, Igeom e Geogebra (instalado no meu
computador).

»  Professora Q.37: “Linux”.

Os demais professores nao responderam a pergunta. Dos programas descritos pelos
professores nem todos estdo relacionados ao ensino da matematica. Os descritos pelas
professoras Q.9, Q.25 e Q.26 ndo sdo programas voltados para o ensino de matematica. A
professora Q.7 respondeu que utiliza o software Cabri Géométre e o software GeoGebra para
elaborar provas, mas em nenhum momento cita que ela ministrou aulas com estes softwares.
O professor Q.18 utiliza 0 GeoGebra para ministrar aulas sobre fungdes, outra possibilidade
que o software apresenta. A professora Q.31 e a professora Q.35 responderam que utilizam o
GeoGebra, mas ndo citaram para qual finalidade. A professora Q.32 utilizou o GeoGebra para
expor aos alunos os conceitos de ponto, reta, semirretas e segmentos de retas. O professor
Q.33 citou a Tv Pendrive. Este equipamento ¢ um televisor de 29 polegadas com entradas
para VHS, DVD, cartdo de memoria e pen drive e saidas para caixas de som e projetor
multimidia. Por meio dos dispositivos, citados acima, ¢ possivel transferir dados e
informacdes que podem ser visualizados na tela da TV e de microcomputadores. A professora
Q.36 cita que o Cabri, o Geogebra e o Igeom estdo instalados no seu computador, mas nao

relata se utiliza em sala de aula.

Com base nos relatos dos professores percebemos que uma minoria utiliza softwares

de matematica para ministrar as suas aulas. Para que o professor possa utilizar os recursos
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tecnologicos presente nas escolas € preciso que ele conhega as possibilidades educacionais
destes recursos, uma vez que so a sua disponibilizagdo ndo garante que o professor ira utiliza-

lo e se essa utilizacdo estara trazendo beneficios para a educagao.

Com o objetivo de saber se os professores tinham tido algum preparo para utilizar os
recursos tecnologicos disponiveis perguntamos: Vocé recebeu algum preparo para utilizar

recursos computacionais em sala de aula?( ) Sim ( ) Nao Se sim, qual.
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15 +

10 -

Sim Ndo Ndoresponderam

Grafico 7 — Recebeu preparo para utilizar os recursos computacionais

Constatamos que vinte e dois professores nunca tiveram nenhum curso ou
treinamento que os ensinasse a utilizar os recursos tecnoldgicos disponiveis nas escolas.
Dezesseis professores responderam que receberam algum curso e trés professores nao
responderam a pergunta. Os cursos que os professores tiveram foram: capacitagdes e
treinamentos oferecidos pelo Nucleo Regional de Educacao, principalmente para aprender a
utilizar a Tv Pendrive. Somente o professor Q.13 fez uma especializagdo em ambientes

computacionais. De acordo com Valente (1999):

A formagdo do professor deve prover condi¢cdes para que ele construa
conhecimento sobre as técnicas computacionais, entenda por que € como
integrar o computador na sua pratica pedagogica e seja capaz de superar
barreiras de ordem administrativa e pedagogica (VALENTE, 1999, p. 27)
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Acreditamos que muita coisa tem de ser feita. Os professores, em parceria com 0s
Nucleos Regionais de Educacdao e com as Instituicdes de Ensino Superior devem estudar e

procurar introduzir novas metodologias que os auxiliem na pratica em sala de aula.

6.3.1 O Software GeoGebra

Com relagdo ao software GeoGebra queriamos saber se ele contribuiu ou ndo para o
aprendizado das Geometrias, quais foram as dificuldades dos professores e o que eles pensam

sobre o software.

Baseado nisso perguntamos aos professores: Vocé ja conhecia o GeoGebra? () Sim

( ) Nao.
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Grafico 8 — Conhecia o0 GeoGebra

Constatamos que mais da metade dos professores — vinte e cinco — ndo conheciam o

software GeoGebra. Dezesseis professores responderam que o conheciam.
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Além de saber se os professores conheciam o GeoGebra, perguntamos se: E facil de

ser utilizado? ( ) Sim () Nao Comente sua resposta.
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Grifico 9 — E facil de ser utilizado

Dos quarenta e um professores, vinte e seis responderam que o software GeoGebra €
facil de ser utilizado e os demais professores — quinze — responderam que ele ndo ¢ facil de

ser utilizado.

Essa pergunta complementa a pergunta anterior, pois acreditamos que os dezesseis
professores que responderam que nao conheciam o GeoGebra também foram aqueles que
tiveram mais dificuldades na sua utilizagdo. Foi possivel observamos que muitos professores

tém dificuldades em utilizar as ferramentas do computador.

Com a finalidade de saber quais foram as dificuldades dos professores pedimos para
que comentassem a resposta. Uma das respostas dos professores foi a inseguranca, a

familiarizagdo com o software e a falta de pratica.

» A professora Q.7 sente um pouco de inseguranca: “ainda ndo domino os

iniimeros recursos do mesmo, este fato € também o responsavel pela inseguranga que
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sinto em levar com mais frequéncia os alunos no laboratorio”. Para a professora Q.21

“¢ preciso muito treinamento e ter confianga no que vou fazer”.

»  Professora Q.3: “precisamos nos familiarizar melhor para depois utilizar com
mais seguranga”. Professora Q.11: “para que se torne facil ¢ preciso familiarizar com
os icones de comandos”. As professoras Q.32 ¢ Q.37 também t€ém a mesma opinido

das professoras Q.3 ¢ Q.11.

»  Professora Q.5: “em minha opinido basta praticd-lo para tornar fécil sua
utilizacao”. As professoras Q.4, Q.6, Q.8, Q.19, Q.23, Q.24, Q.25, Q.27 ¢ Q.30 ¢ os
professores Q.16, Q.18, Q.28 e Q.41 descreveram que precisam praticar mais e

conhecer melhor o software.

Os professores também destacaram o pouco tempo de curso e a falta de outros cursos

que os auxiliem no aprendizado dos recursos tecnoldgicos.

»  Professor Q.33: “tivemos pouco tempo de curso, precisamos de mais aulas para
que possamos trabalhar com nossos alunos”. Para a professora Q.1: “precisamos de
um preparo bem adequado para o professor antes de se iniciar em sala”. A professora
Q.17: “desde que tenhamos um preparo maior, pois a pratica constante de uso deve
ser orientada, por falta de conhecimento tedrico”. As professoras Q.39 e Q.40
relataram que o tempo de curso foi pouco e que elas terdo que estudar mais o

software.

Alguns professores relataram que acharam dificil utilizar o software devido a falta de

conhecimento em informatica.

»  Professora Q.38: “ndo pelo curso, por mim que tenho dificuldade de manusear
mouse, sinto muita dificuldade”. As professoras Q.10, Q.26 e Q.31 descrevem que
tem dificuldades com as ferramentas do computador e que € necessario ter uma base

de informatica.
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Os professores também destacaram que o software € facil de ser utilizado e que pode

ajudar os alunos no entendimento dos contetidos de Geometrias.

»  Professora Q.2: “é facil, pratico e auxilia o aluno até mesmo no problema que
citei dos alunos a respeito da visualizacao de conceitos”. Para a professora Q.35: “¢
um software de facil utilizagdo pois contém ferramentas explicativas que podemos
descobrir como se usa sozinhos”. Os professores Q.9, Q.13 e Q.22 e as professoras

Q.15, Q.29 e Q.36 descaram que o software ¢ facil de ser utilizado.
As professoras Q.12, Q.14, Q.20 e Q.34 nao responderam a pergunta.
Com a inten¢do de averiguar se o software GeoGebra contribuiu/auxiliou no

aprendizado da Geometria Hiperbdlica perguntamos: O sofiware utilizado contribuiu para o

aprendizado do conteudo? () Sim () Muito pouco ( ) Nao.
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Grafico 10 — O software contribuiu para o aprendizado do conteudo

Apesar das dificuldades descritas pelos professores, trinta e nove responderam que o
software contribuiu para o aprendizado das Geometrias. Apenas dois professores responderam

que o software nao contribuiu para o aprendizado.
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Embora trinta e nove professores tenham respondido que o software contribuiu para
o aprendizado da Geometria, nas paginas anteriores observamos que varios professores nao
conseguiram elaborar as construgdes propostas e mostraram dificuldades nos contetidos de

Geometria Euclidiana e Geometria Hiperbolica.

Perguntamos também se: Vocé teve dificuldades de aprender o contetido por meio do

software? () Sim () Ndo.

20

Sim Ndo

Grafico 11 — Dificuldades de aprender por meio do software

Constamos que dezenove professores responderam que tiveram dificuldades em
aprender os conteudos por meio do software. O restante dos professores — vinte e dois —

responderam que ndo tiveram dificuldades em aprender por meio do software.

Ainda que a resposta da maioria dos professores tenha sido afirmativa, nas duas
questdes anteriores, constatamos nas categorias Geometria Euclidiana e Geometria
Hiperbodlica que muitos ndo conseguiram se desvencilhar dos obstdculos advindos da
“contaminagdo” dos conceitos e das representagdes geométricas da Geometria Euclidiana.
Como foi mostrado nessas categorias, os professores tem dificuldades em compreender os

conteidos de Geometria Hiperbolica como um conhecimento geométrico. Em vérios
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momentos os professores utilizavam-se das representacdes e dos conceitos da Geometria

Euclidiana para tentar justificar a Geometria Hiperbolica.

Com o intuito de saber quais foram as dificuldades dos professores perguntamos:

Quais as dificuldades que vocé teve em relagdo a aprendizagem da Geometria Hiperbolica?

Uma das dificuldades que os professores relataram em relagdo ao aprendizado da

Geometria Hiperbolica foi a falta de conhecimento da propria Geometria Hiperbolica.

»  Professora Q.24: “falta de aprofundamento do contetido, pois s6 vi na
faculdade e hoje ndo tenho ensino médio. Preciso estudar”. A professora Q.29
destacou que: “por ter pouco conhecimento foi um pouco dificil de inicio, mas ¢
possivel tranquilamente ser aplicado”. Para a professora Q.35: “€ um assunto novo, o

meu conhecimento sobre essa geometria era muito pequeno”.

» O professor Q.9 relatou que a sua dificuldade estd em: “descobrir diferengas
entre as geometrias”. Professora Q.6: “o entendimento das circunferéncias
ortogonais, algo feito no inicio; quanto aos angulos ortogonais ficou facil, pela

visualizacdo, por meio das tangentes e angulos”.

» O professor Q.16 relatou que: “tudo que é novo ¢ um pouco dificil”. As
professoras Q.5, Q.7 e Q.21 e o professor Q.13 e Q.22 destacaram que as suas
dificuldades foram a falta de conhecimentos da Geometria Hiperbdlica e a

visualizacao dos conceitos nessa Geometria.

O fato dos professores s6 pensarem na Geometria Euclidiana ou até¢ mesmo so

conhecerem essa Geometria foi uma dificuldade no entendimento da Geometria Hiperbdlica.

»  Professora Q.1: “visualizar alguns conceitos que s6 tinha com a geometria
euclidiana”. Professora Q.17: “relembrar as teorias e propriedades da geometria
euclidiana”. Ambas as professoras relataram que as suas dificuldades foram devido

aos conceitos que tinham, ou a falta deles, da Geometria Euclidiana.
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Alguns professores tiveram dificuldades de aprender a Geometria Hiperbolica e o

GeoGebra ao mesmo tempo.

»  Professora Q.26: “¢ que estdvamos associando as duas coisas: conteudo e
informatica”. Professora Q.34: “nao tenho facilidades em utilizar a informatica”. A
professora Q.36 relatou que: “ndo tive quando fui orientada pelos alunos do curso,
pois 0 novo sempre nos assusta, estamos como que nos “alfabetizando”, ndo ¢
mesmo!”. A dificuldade das professoras Q.32, Q.39 e Q.40 e do professor Q.41 foi a
falta de conhecimento do GeoGebra e por nao conseguirem manipular as ferramentas

do software.

Os professores também destacaram que o tempo do minicurso foi pouco para a

quantidade de informacdes.

»  Professora Q.8: “muitos conceitos, pouco tempo”. Para a professora Q.25:
“pouco tempo para obter todo conhecimento sobre a mesma”. A professora Q.30
descreveu que: “ainda apresento dificuldades por ter tido apenas esse primeiro
contato”. As professoras Q.2, Q.12, Q.19, Q.20 e Q.38 o professor Q.33 relataram

que o curso foi muito rapido e isso dificultou o entendimento da Geometria.

Alguns professores destacaram que nao tiveram dificuldades.

»  Professora Q.27: “nenhuma ja haviamos tido um pequeno contato no curso
geometria ndo-euclidiana e para o uso deste curso foi necessario”. Para a professora
Q.37: “com o GeoGebra fica mais claro e acredito que para o aluno também ficara”.

A professora Q.15 e o professor Q.18 ndo encontraram dificuldades.

As professoras Q.3, Q.4, Q.10, Q.11, Q.14, Q.23, Q.31 e o professor Q.28 nao

responderam a pergunta.
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Valendo-se das respostas dos professores, constatamos que vinte e seis professores
acharam que o software GeoGebra ¢ facil de ser utilizado e quinze responderam que ele nao ¢
facil de ser utilizado. As dificuldades que os professores relataram com relagcdo ao uso do
software foram: inseguranga, falta de familiarizacdo com o software; o tempo do minicurso
foi curto e a falta de conhecimento em informatica. Para alguns professores o sofiware ¢ facil
nao houve dificuldades e o software pode auxiliar os alunos no entendimento dos contetidos

de Geometrias.

O software GeoGebra, segundo os professores, contribuiu para o aprendizado dos
conteudos de Geometria Euclidiana e Geometria Hiperbolica. Apesar da resposta afirmativa
da maioria dos professores, o que percebemos foi que eles ndo conseguiram elaborar as

construgdes propostas e mostraram dificuldades tedricas nesses conteudos.

Para os professores, as dificuldades com a Geometria Hiperbolica estdao relacionadas
a falta de conhecimento da propria Geometria; s6 pensarem na Geometria Euclidiana ou até
mesmo sé conhecerem essa Geometria; aprender a Geometria Hiperbdlica e o GeoGebra ao
mesmo tempo e o tempo do minicurso ndo foi suficiente para a quantidade de informagoes.

Vale ressaltar que alguns professores destacaram que nao tiveram dificuldades.

6.3.2 A Utilizacao do Software GeoGebra

Durante o minicurso observamos algumas dificuldades e facilidades dos professores
em utilizar o computador e o software GeoGebra. No inicio a maioria dos professores so
conseguia realizar as construgdes com a ajuda dos monitores e, depois, com um pouco de
pratica, que eles adquiriram durante o minicurso, comegaram a ter mais seguranga para

trabalharem sozinhos.

As principais dificuldades apresentadas no inicio das construgdes foram
principalmente nas opc¢des: renomear, exibir/esconder objeto, selecionar um objeto, salvar um

arquivo, entre outras. Observe alguns casos:
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P21: o problema ¢ que eu me confundo com o lado do botdo, quando que eu clico
com o botdo esquerdo?

M3: pra renomear, exibir/esconder ¢ sempre com o direito.

P21: o problema ¢ o lado, sempre a primeira vez ¢ o direito?

Ma3: se vocé quiser renomear, se vocé quiser fazer qualquer troca ¢ com o direito.

A professora construiu um segmento ¢ M3 pede para ela exibir a medida do

segmento.

M3: agora vocé vai colocar a medida aqui (mostra o segmento).

P22: e agora eu venho aqui? (mostra a op¢do mover)

M3: agora vocé clica com o botao direito sobre o segmento.

P22: cadé que eu ndo to achando?

M3: o que? (...) é no segmento, clica com o botdo direito sobre o segmento,
propriedades.

P22: com o direito também?

M3: ndo, com o esquerdo.

P22: isso que eu ndo sei, por que ¢ um botdo pra 14 e um pra ca.

Alguns professores apresentaram dificuldades nas ferramentas do computador: salvar

os arquivos, utilizar a plataforma Linux, o BrOffice, entre outros.

M1: entdo pra salvar isso no GeoGebra, eu venho aqui em arquivo, gravar como,
clico, vai aparecer de novo uma janela ¢ como vocés ja fizeram aquela pasta
anterior, vocés procurem ai a pasta com o nome de vocés.

(0.30)

P9: aonde que vocé foi? (...) Eu to aqui, e vocé fez o que? (...) arquivo, ndo ¢
gravar? (...) eu ndo consigo (...) € gravar como? (...) eu ndo gravei, ndo fiz aqui (...)
que que se fez?

M2: ¢ pra salvar no arquivo do GeoGebra.

P9: ¢ isso que eu quero saber.

M2: entdo vocé vem aqui: gravar como.

P9: agora digita aqui?

M2: isso, digita o nome (...) ja tava naquela pasta, vocé ja tinha salvo.
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Os didlogos transcritos acima mostram as dificuldades dos professores tém em
utilizar as ferramentas do computador. A professora P8 expds que nao utiliza e ndo gostam de

utilizar as novas tecnologias.

P8: sabe o que ¢? Eu nao gosto de computador, eu ndo gosto de celular, agora
imagina que vocé é obrigada a aprender.
MS: verdade. Mas a gente usa no dia-a-dia.

P8: a sua geragdo isso € uma coisa normal. A nossa geragao nao €.

Na fala da professora P8, percebemos a resisténcia da professora em utilizar o
computador, o celular, por exemplo, e ela diz sentir-se obrigada a utilizar esses “objetos

informaticos” que ndo sao nada familiares.

Com base nos relatos dos professores, nas idades e no ano de formacgao,
consideramos que estes ndo tiveram contato com microcomputadores durante a sua formagao
inicial e at¢ mesmo na suas atividades didrias, uma vez que a popularizagdo da interface
Windows, por exemplo, no Brasil, aconteceu a partir da década de 1990 com a versao
Windows-3. Os computadores pessoais tornaram-se mais populares e acessiveis ha poucos
anos, o que nos faz pensar que a maioria dos professores ndo tiveram contato com essa
maquina e isso faz com que eles sintam-se intimidados pelo computador e mantém-se

distantes.

Durante um dialogo entre a professora P15 e do professor P10 eles comentam que o
software ¢ uma ferramenta importante, mas que ainda ndo estdo preparados para utiliza-lo

com os alunos.

P10: é uma ferramenta a mais, mas nao estamos prontos pra usar, ndés nao estamos
prontos pra usar.
P15: ndo, ndo estamos.

P10: mas ta melhorando, estamos se aperfeicoando.

A preocupacgdo e o interesse em utilizar as novas tecnologias estdo presentes no

cotidiano escolar do professor. A dificuldade dessa abertura para novas praticas ¢ o nao
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conhecimento de como usar essas ferramentas e a dificuldade de sair da zona de conforto

como descrevem Borba e Penteado (2001).

Para a professora P25 o software ¢ uma ferramenta importante e pode substituir o

lapis e o papel.

M1: e se isso fosse feito com lapis e papel, vocé acha que seria mais interessante
ou...

P25: ndo, de maneira alguma. Eu acho que o aluno jamais vai aprender igual ta
aprendendo. Aqui mexe! Lapis e papel vai ficar muito mecanico, s6 pra fazer

mesSmo.

Na opinido da professora seria mais dificil o aluno aprender a Geometria Hiperbdlica
se as construgdes fossem feitas com lapis e papel. Ela destaca a importancia do aluno poder
realizar as construgdes e depois movimenta-las sem perder os vinculos estabelecidos

inicialmente.

A possibilidade de “arrastar” as figuras ou partes de figuras na tela do computador
foi um fator importante na verificacao das propriedades geométricas e se as construcdes foram
realizadas corretamente. No decorrer das atividades, os professores puderam mover os pontos,
as retas, as semi-retas, utilizar a ferramenta do GeoGebra que descreve a relagdo entre os
objetos, para averiguar se as propriedades iniciais se mantinham, mesmo depois de mover um

dos objetos presentes na construcao.

Durante a construcdo do tridngulo equilatero, apos ter encontrado os trés vértices do

triangulo, a professora P9 pergunta se pode construir o poligono.

P9: agora eu vou em poligono?

M1: isso, € clica sobre os vértices.

(0.30)

P9: quando eu cliquei aqui nao ficou bem certinho.
M1: tem que desfazer e fazer de novo.

P9: como que eu faco? Vou no mover?
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M1: ndo, tem que fazer de novo.

(1.0)

P9: qual dos dois eu tenho que apagar agora...

(1.0)

P9: cu ndo consegui, eu ndao quero apagar os dois pontinhos, s6 um. Como que eu
faco, eu tenho medo de mexer e apagar tudo.

M1: o ponto, esse mais clarinho ¢ o A, vocé clica com o direito sobre ele (...) e

apagar.

Percebemos aqui uma dificuldade da professora P9, quando ela construiu o triangulo
ela ndo clicou sobre os vértices, clicou muito préximo, mas ndo foi sobre o ponto, € por causa
disso a construgao do seu poligono nao deu certo. Na construcao da reta tangente o professor

P2 ndo a construiu corretamente.

M1: certo, todo mundo conseguiu construir as tangentes?

P2: 56 na hora de pedi pro GeoGebra ndo ta dando.

P23: ¢ aqui 6, no ultimo, aqui 6. (a professora P23 mostra para o professor P2 qual
ferramenta ele deve usar)

P2: ele ta falando que ndo ¢é tangente.

M1: ndo ¢é?

P23: cle fala que ¢ intersec¢do com o circulo.

M1: ah, entdo vocé fez alguma coisa errada.

Ao construir a reta tangente o professor P2 ndo clicou exatamente no ponto de
tangéncia e teve que refazer a construcdo. A professora P14, na construgdo dos arcos

ortogonais nao encontrou 90°.

M4: vamos testar se esse angulo ¢ 90°.

()

M1: nao deu?

P14: deu 89.

M1: talvez pode ter sido na hora de fazer a interse¢do (...) vamos ver (...) foi
alguma coisa na construcao.

P14: tem que dar obrigatoriamente 90°?
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M1: tem que dar 90°, ¢ ortogonal.
(0.40)

M1: ah, vocé ndo pegou o ponto na intersec¢do das mediatrizes.

A professora P24 teve dificuldades em marcar o angulo. A maior dificuldade dos
professores na hora de encontrar o angulo foi que eles ndo clicavam no sentido horario ou nao

clicavam nos pontos necessarios para que o angulo aparecesse.

P24: o que aconteceu aqui?
M3: vocé calculou o angulo de fora (...) vai no desfazer, na seta amarela.
P24: ah, aqui desfaz?

M3: isso. Agora vocé clica no angulo (...) agora vocé clicano A, no B eno C.

O software GeoGebra mostrou-se uma ferramenta importante de construgdo,
exploragdo e verificacdo das construcdes, por meio das suas ferramentas. Os professores
puderam “arrastar” as construgdes realizadas e perceber, por exemplo, quando a erravam. Para
solucionar os problemas propostos, foi necessario tanto o dominio tedrico quanto o

geométrico.

Depois das atividades propostas e do contato dos professore com o software,
perguntamos. Vocé utilizaria as atividades feitas neste curso com seus alunos em sala de

aula? ( ) Sim ( ) Ndo Comente sua resposta.

30

25

20

10

Sim Nao

Grafico 12 — Utilizaria as atividades em sala de aula
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A maioria dos professores — vinte e sete — respoderam que utilizariam as atividades
em sala de aula, os demais professores — quatorze — respoderam que nao utilizariam as

atividades.

Apesar de mais da metade dos professores responderem que utilizariam as
atividades, um nimero consideravel de professores respondeu que ndo utilizaria. Isso nos
remete ao que Borba e Penteado (2001) chamam de zona de conforto, ou seja, o professor
procura conduzir a sua pratica por um caminho que ¢ conhecido, previsivel e controlavel e

quase nunca avan¢am para o que chamamos de zona de risco.

Uma justificativa dos professores que responderam que nao utilizariam as atividades

realizadas foi a falta de seguranca em utilizar o software.

»  Professora Q.17: “somente depois de ter seguranga de seu uso por mim”.
Professora Q.10: “ndo, pois ainda estou muito insegura”. Professora Q.34: “para
utilizar com os alunos ¢ preciso estar muito segura”. Professora Q.14: “porque ndo
tenho habilidades com computador”. As professoras Q.4, Q.7, Q.10, Q.17, Q.26 ¢
Q.34 e os professores Q.18 e Q.41 responderam que ainda nao estdo seguros quanto a

utilizacao do software.

Mesmo os professores que respoderam que utilizariam as atividades realizadas com
os seus alunos, eles s6 as fariam depois de praticar e aprender mais sobre o sofiware e a

Geometria Hiperbolica.

»  Professora Q.1: “somente se estiver bem preparada para resolver possiveis
davidas dos alunos no momento das construcdes e estiver convicta do que transmitir
para os alunos”. Para a professora Q.5: “com certeza faria com os alunos mas para
isso nds professores precisamos praticar as atividades e as escolas precisam de
melhores computadores”. A professora Q.22 respondeu que utilizaria as atividades:
“porém tenho que estudar mais e esclarecer as minhas dividas sobre este recurso”.
Professora Q.37: “com muito treinamento durante as férias pois os alunos sabem

melhor, que eu, lidar em computador”. As professoras Q.8, Q.19, Q.25, Q.27, Q.28 e
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Q.30 responderam que precisam conhecer melhor o sofiware para aplica-lo com os
alunos. Percebe como os professores estdo inseguras em abordar os contetdos de

Geometrias utilizando o software GeoGebra.

Outra justificativa, dos professores que utilizariam as atividades, foi que elas

auxiliariam os alunos no entendimento dos conteudos de Geometrias.

»  Professora Q.2: “acho que auxiliara no desenvolvimento dos contetidos”. A
professora Q.6 destacou que: “¢ possivel de se utilizar e ajuda no raciocinio do aluno,
também na revisao de conteudos de geometria euclidiana ou até na aprendizagem da
mesma”. Para a professora Q.15: “as construcdes de retas hiperbolicas, triangulos,
quadrilateros sdo conceitos faceis de trabalhar com os alunos”. A professora Q.29
destacou que: “com certeza seria muito bem vindo e os alunos iriam adorar, pois os
mesmos encaram essas atividades (no computador) muito tranquilamente”. A
professora Q.32 respondeu que: “¢ uma forma de significar conceitos tao abstratos”.
A professora Q.35: “utilizaria porque essas novas geometrias existem e nos
professores devemos passar essas informagdes a nossos alunos”. Os professores
descritos destacaram que o software GeoGebra pode auxiliar os alunos no

entendimento da Geometria Hiperbolica e na Geometria Euclidiana.

Alguns professores responderam que utilizariam somente algumas atividades e que

ndo as fariam em todas as turmas.

»  Professora Q.3: “somente com o ensino médio, pois eles no meu ponto de vista
eles ja possuem um conhecimento “maior” sobre geometria euclidiana, facilitando,
portanto a aprendizagem da ndo-euclidiana”. O professor Q.9: “somente as
atividades menos complexas”. A professora Q.20 utilizaria: ‘“construcdo da
euclidiana” e a professora Q.21: “com a 5* e 6* séries — constru¢do de angulos e
poligonos”. A professora Q.39 respondeu que “algumas atividades serdo possivel de

ser trabalhado com os alunos”.

As justificativas dos demais professores foram:
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»  Professora Q.11: “desde que selecione alguns alunos mais interessados”.
Professora Q.12: “penso em que eles ndo acompanhariam o processo das
construgdes, ou entdo, nao identificariam os elementos envolvidos”. O professor
Q.13 respondeu que: “no momento ndo estou trabalhando Geometria, mas acredito
que vou conseguir”. Para a professora Q.23: “basta reorganizar o tempo de estudo
com os alunos”. A professora Q.31: “desde que eu tivesse trabalhado o contetido em
sala”. O professor Q.33 respondeu que: “ndo trabalhamos com outra geometria em
sala de aula, a ndo ser a euclidiana”. A professora Q.40: “assim que o colégio
oferecer sala de informética, espero ter seguranga para utilizar algumas atividades”.
A professora Q.36 e o professor Q.28 responderam que da para ser utilizado. O
professor Q.16 e a professora Q.24 responderam que ainda ndo tiveram oportunidade

de utilizar as atividades.

Mais uma vez, percebemos como o professor ainda sente inseguranca em utilizar os
recursos tecnologicos disponiveis nas escolas. Os professores precisam estudar e conhecer
mais sobre o GeoGebra e os demais recursos. O ensino da Geometria Hiperbdlica também
causa inseguranga nos professores, uma vez que eles relataram nd3o ter conhecimento

suficiente do conteudo e de como ensinar seus alunos.

Alguns professores mostram-se interessados em utilizar as atividades propostas por
meio do software GeoGebra e que elas auxiliariam os alunos a compreender os conteudos de

Geometrias.

6.4 Resisténcias e Dificuldades em Aceitar as Geometrias Nao-Euclidianas

Por mais de dois mil anos os matematicos, e as pessoas em geral, acreditavam que a
Geometria Euclidiana era o Unico conhecimento geométrico possivel e que responderia a
todos os problemas do mundo fisico e matematico. O desenvolvimento das Geometrias Nao-
Euclidianas derrubou essa crenga, mas mesmo assim muitos professores de matematica

desconhecem a existéncias dessas Geometrias € muitos tém dificuldade em aceita-las e
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compreendé-las. Os conceitos e definicdes da Geometria Euclidiana exercem forte influéncia

no ensino de Geometrias Ndo-Euclidianas.

Com o intuito de saber se os professores aceitam o fato de existirem outras
Geometrias perguntamos: Para vocé ja ficou tranquilo que existem outras geometrias além da

geometria euclidiana? Comente.

Os professores destacaram que esse curso, € os demais que eles haviam feito,

ajudaram a esclarecer a existéncia de outras Geometrias.

»  Professora Q.2: “aprendi coisas que ndo sabia e foi muito bom!”. Professora
Q.5: “ja tinha estudado alguma coisa sobre, mas com certeza ficou bem mais claro”.
Professora Q.6: “agora ja posso compreender melhor, o contato e as reflexdes, além
da utilizacao da geometria euclidiana ajudam muito”. Para a professora Q.10: “apds
os dois cursos que participei ficou claro a existéncia de outra geometria que nao a
euclidiana”. Professora Q.29: “em vdrios encontros ja observamos a existéncia de
outras geometrias, através de experimentos (tipo tridngulo com a bexiga cheia)”. O
professor Q.41 diz nao ter dificuldades: “visto que ja fiz outro curso das geometrias

ndo-euclidianas”.

Valendo-se das respostas dos professores percebemos como a formagao inicial e
continuada ¢ importante para que eles possam rever e aprender novos conceitos. Ponte (1998)

destaca que:

Para responder aos desafios constantemente renovados que se colocam a
escola pela evolugdo tecnoldgica, pelo progresso cientifico e pela mudanca
social, o professor tem de estar sempre a aprender. O desenvolvimento
profissional ao longo de toda a carreira ¢, hoje em dia, um aspecto marcante
da profissao docente. O desenvolvimento profissional permanente ¢ uma
necessidade incontornavel mas ndo deve ser visto como uma mera
fatalidade. Pelo contrario, deve ser encarado de modo positivo: a finalidade
do desenvolvimento profissional ¢ tornar os professores mais aptos a
conduzir um ensino da Matematica adaptado as necessidades e interesses de
cada aluno e a contribuir para a melhoria das instituigdes educativas,
realizando-se pessoal e profissionalmente (PONTE, 1998, p. 3-4)
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Muitos professores, durante o minicurso e nas respostas dos questionarios,
mostraram-se ‘“‘afastados” do conhecimento matemadtico e, a formacdo continuada pode
contribuir para que os professores aprendam novos contetidos, novas metodologias e reflitam

sobre a pratica docente.

Para alguns professores a dificuldade em aceitar outras Geometrias ja foi superada,

mas eles ainda tém dificuldades em compreendé-las como um conhecimento geométrico.

»  Professora Q.12: “ainda me faltam conhecimento mais detalhado sobre cada
uma delas. Gostaria de me aperfeigoar mais sobre elas”. Para o professor Q.13 esta
tranquila a existéncias de outras Geometrias, mas: “com muitas duvidas, mas que
existe existe”. Professora Q.25: “sim em saber que existem outras além, mas
precisamos nos interar de todas com maior espaco de tempo”. A professora Q.31:

“j4, mas ainda preciso de muito estudo para entendé-las”.

O fato de muitos professores ndo conhecerem a Geometria Hiperbolica como um
conhecimento geométrico, que possui um conjunto de axiomas e postulados consistente,

dificulta ainda mais o entendimento dessa Geometria.

As professoras Q.1 e Q.34 mostraram-se preocupadas com a educacdo que as novas

geragdes terdo que vivenciar:

»  Professora Q.1: “o mundo estd numa dinamica acelerada os alunos estdo com
pensamentos acelerados devido as multimidias e descobrir novas geometrias torna-se
um desafio para a mente”. Professora Q.34: “tenho apresentado aos alunos outros

conhecimentos além da euclidiana. Fractais, por exemplo™.

Sem duvida, preparar as novas geragdes para o0 mundo que terdo que vivenciar ¢ uma
tarefa dificil que os educadores enfrentam. Santalé (2006) expde que “isto quer dizer
proporcionar-lhes o ensino necessario para que adquiram as destrezas e habilidades que vao
necessitar para seu desempenho, com comodidade e eficiéncia, no seio da sociedade que

enfrentardo ao concluir sua escolaridade (SANTALO, 2006, p. 11). O mundo é rapidamente
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mutavel, e a escola deve estar preparada para adaptar seu ensino as mudancas — de contetidos,

metodologias, culturais, etc.

Entre os professores, encontramos alguns que ndo tém dificuldades em aceitar as

Geometrias Nao-Euclidianas.

»  Professora Q.7: “ndo encontro mais davidas com relagdo a aceitar o fato”.
Professor Q.9: “mesmo fazendo pouco tempo que conheci as geometrias ndo tive
dificuldades”. As professoras Q.23, Q.27 e Q.36 destacaram que ndo tém

dificuldades em aceitar.

Para alguns professores a aceitacdo e a compreensdo das Geometrias Nao-

Euclidianas ainda nao aconteceram.

»  Professora Q.8: “ndo ¢ facil aceitar, mas necessario”. Para a professora Q.11:
“tranquilo ndo, mas ¢ bom saber da existéncia de outras geometrias”. A professora
Q.15: “mais ou menos, pois frequentei os dois cursos sobre geometria ndo-
euclidiana, porém ainda preciso estudar muito”. O professor Q.18 destaca que: “¢
muito dificil a aceitagdo, mas ja me sinto mais tranquilo em aceitar”. Para a
professora Q.19: “ainda ndo, necessito de aprofundar mais meus conhecimentos”. A
professora Q.32: “na verdade ¢ preciso uma fundamentagdo maior para depois haver
maior compreensao dos termos utilizados, pois a base sobre o assunto esta muito

distante das colocagoes feitas”.

Apesar dos cursos que os professores participaram, a compreensao e a aceitagdo das
Geometrias Nao-Euclidianas ndo ¢ garantida. Os conteudos de Geometrias, assim como
outros conhecimentos matematicos, sofrem uma transposicdo passando do conhecimento
cientifico para o conhecimento escolar. Mazzotti (2008) destaca o professor durante a sua
vivéncia académica, também tem contato com diferentes representacdes, opinides e condutas
que o influenciardo na constru¢ao do conhecimento e, posteriormente, na maneira como ele

ensinara esses contetidos para os seus alunos.
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As justificativas dos demais professores foram:

»  Professora Q.17: “é possivel com esse software que ela se torne dinamica, ndo
fica s6 na teoria”. O professor Q.33: “preocupado de como trabalhar isso em sala de

aula”. Professora Q.4: “acha que ela deve ser melhor trabalhada nas graduagdes”.

As professoras Q.3, Q.20, Q.21, Q.24, Q.26, Q.30, Q.35, Q.37, Q.38, Q.39 ¢ Q.40 e
os professores Q.16, Q.22 e Q.28 respondem que ficou tranquilo a existéncia de outras
Geometrias, mas ndo comentaram suas respostas. A professora Q.14 ndo respondeu a

pergunta.

Em virtude das respostas dos professores, destacamos e importancia da formagao
continuada e de minicursos que apresentem novas metodologias e conteudos, e que relembre
conteudos ja vistos pelos professores, para que possam sanar suas duvidas e compreender

melhor os conteados matematicos.

Também perguntamos aos professores: Quais dificuldades que vocé tem que ndo

permitem que vocé aceite outras Geometrias? Comente.

Uma das dificuldades que os professores apontaram foi conhecer somente a

Geometria Euclidiana.

»  Professora Q.1: “no fato dos conceitos terem sido fixados desde a pré-escola
com énfases do tipo: “isso ndo existe”, “so isso € certo”. Para a professora Q.8: “na
minha formacdo académica ndo lembro de ter visto outra geometria, dai a
dificuldade”. A professora Q.11: “foram tantos anos acreditando na geometria
euclidiana que agora ¢ muito dificil compreender a ndo-euclidiana”. Para o professor
Q.18: “a principal dificuldade ¢ ter sempre trabalhado com a geometria euclidiana”.
Professor Q.33: “fui preparado somente com a geometria euclidiana, mas eu aceito

outras sim”. Para as professoras Q.21 e Q.26 a dificuldade esta em pensar somente na

Geometria Euclidiana.
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Esses professores ao relatarem que conhecer somente a Geometria Euclidiana
dificultou o entendimento da Geometria Hiperbolica, nos remete ao obstaculo epistemoldgico
— conhecimento geral — descrito por Bachelard. De acordo com Bachelard nada prejudicou
tanto a evolucdo do conhecimento cientifico “quanto a falsa doutrina do geral [...] e que
continua sendo, para muitos, uma doutrina fundamental do saber” (BACHELARD, 1996, p.
69). As professoras Q.1 e Q.11 relatam que durante muito tempo elas acreditaram que a

Geometria Euclidiana ¢ a unica Geometria possivel.

Alguns professores apontaram que a dificuldade esta na falta de conhecimentos e de

cursos que apresentem outras Geometrias, além da Geometria Euclidiana.

»  Professora Q.6: “provavelmente eu preciso de muitos mais conhecimentos para
perceber se tenho ainda alguma dificuldade”. Para a professora Q.12: “ainda me
faltam conhecimentos mais detalhados sobre cada uma delas”. Professora Q.19: “a
falta de conhecimentos que gera inseguranca”. A professora Q.17 destaca que: “falta
na verdade estudarmos essas geometrias na nossa graduacdo e as utilizarmos em
curriculo”. Para a professora Q.31: “ndo € o caso de aceitar, o problema ¢ a falta de
conhecimento”. A professora Q.32 destaca que: “nao ter abstraido essas informagdes
em meu curso de formacao académica”. Professora Q.37: “a principio a gente se
esquece das outras geometrias por nao fazer parte do aprendizado, nas escolas
durante os meus estudos”. Para as professoras Q.20 e Q.24 a dificuldade esté na falta

de cursos.

Durante a atividade docente, o professor sente necessidade de cursos que abordem os
conteudos de matematica e de metodologias que os ajude a melhorar a pratica em sala de aula.
A formagdo matematica de muitos professores, ao longo da sua formagdo inicial, foi
deficiente e segundo Ponte (1998, p. 5), muitos professores “ndo tiveram oportunidade
durante esta formacao de percorrer um leque variado de experiéncias matematicas, incluindo a
resolugdo de problemas, a realizacdo de trabalho investigativo, a constru¢do de modelos de

situacdes reais, etc.”
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No final do questionario, pedimos para que os professores fizessem observagdes que
ndo estivessem nas questdes do questionario. As observacdes dos treze professores que
responderam a pergunta foram para que mais cursos fossem oferecidos no ano de 2009 e nos
anos seguintes. Os cursos deveriam abordar, além dos contetidos de Geometrias, outros

conteudos de matematica. As observagoes de alguns professores foram:

»  Professora Q.19: “gostaria de continuar com outros cursos para ampliar e

aprofundar meus conhecimentos”.

»  Professora Q. 29: “que no ano de 2009 haja continuidade dos cursos para

aperfeigoamento dos professores”.

»  Professora Q.37: “proporcionar mais cursos de geometria ndo-euclidiana em
parceria com o NRE Maringa e até mesmo s6 UEM com convite aos professores das
escolas publicas e nos dias de sua hora/atividade, 2009 terca-feira. Curso semi-

presencial”.

»  Professora Q.39: “seria bom para o préximo ano ter novamente o curso voltado

para a geometria do ensino fundamental”.

»  Professora Q.40: “seria interessante os alunos do mestrado, etc, da UEM,
planejassem cursos basicos direcionados aos professores de cada municipio e se
possivel fossem ministrar tais cursos no proprio municipio. Motivo: atingir todos os

professores do municipio”.

A formagdo matematica dos professores (tanto ao concluir a sua formagdo inicial
como ja em servigo) € certamente boa se estes mostram interesse pela sua disciplina, ao
conhecer os seus desenvolvimentos e aplicagdes e, principalmente, resolvendo problemas,
pesquisando situagdes para propor aos seus alunos, e estudando obras e materiais onde se
apresentam novas ideias relativas a Matematica, ao seu percurso histérico e ao seu papel na

sociedade atual (PONTE, 1998).
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As professoras Q.5 e Q.34 estdo preocupadas em como irdo ensinar as Geometrias
Nao-Euclidianas se o a carga horaria ndo ¢ suficiente e pelo discurso da professora Q.5 a

escola exerce certa resisténcia com relacao ao fato.

»  Professora Q.5: “o complicado ¢ a escola entender que temos que passar este
conteudo aos alunos”. Professora Q.34: “ndo tenho dificuldades em aceitar, apenas

nao ¢ tao simples desenvolvé-las em detrimento ao tempo™.

O professor Q.9 respondeu que: “s6 acho ainda meio novidade”. As professoras
Q.25, Q.29 e Q.35 responderam que nao tem nenhuma dificuldade e que estdo abertas a novas
informacdes. A professora Q.38 também nao tem nenhuma dificuldade em aceitar as
Geometrias Nao-Euclidianas, mas “gostaria muito de fazer mais cursos para melhorar a
aprendizagem”. As professoras Q.2, Q.10, Q.15, Q.27, Q.36, Q.39 e Q.40 e os professores

Q.13, Q.22 e Q.41 responderam que nao possuem nenhuma dificuldade.

As professoras Q.3, Q.4, Q.7, Q.14, Q.23 e Q.30 e os professores Q.16 ¢ Q.28 ndo

responderam a pergunta.

Conhecer somente a Geometria Euclidiana, segundo as respostas dos professores,
impede a aceitacdo das Geometrias Nao-Euclidianas. Os professores também tiveram

dificuldades em compreender os conceitos e propriedades da Geometria Hiperbolica.
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7 Consideracoes Finais

Ao iniciarmos este trabalho, nos deparamos com duas questdes que tém gerado
algumas discussdes no meio académico e escolar: o ensino de Geometrias Nao-Euclidianas e

o uso de novas tecnologias na educagdo, no nosso caso do software GeoGebra.

O ensino de Geometrias Nao-Euclidianas, além de recomendado pelas Diretrizes
Curriculares da Educacdo Basica de Matematica do Estado do Parana, ¢ discutido ¢ indicado
por diversos pesquisadores na area (CABARITI, 2004; SANTOS, 2009; SANTALO, 2006;
BONETE, 2004). Sabemos das dificuldades do professor em ensinar esses conteudos devido a
falta de conhecimento do assunto e de formacdo necessaria. Contudo, destacamos que o
professor deve refletir sobre a importancia do estudo desses conteudos e de qual matematica

deve ser ensinada aos alunos.

O GeoGebra ¢ uma ferramenta que pode auxiliar o professor no processo de ensino e
aprendizagem dos conteudos de Geometrias. Acreditamos que a tendéncia em utilizar os
recursos tecnoldgicos na educagdo serd cada vez maior e o professor precisa inserir esses
recursos nas suas aulas e ajudar a preparar os alunos para o mundo que terdo que enfrentar
quando sairem da escola. Santal6 (2006) defende que a introdugdo de recursos tecnologicos
deve acontecer o mais cedo possivel, uma vez que “é preciso educar também no pensar
informatico, ja que nao ¢ o mesmo atuar em um mundo sem computadores se no mundo atual,
cheio de botdes e teclados para apertar e telas para ver, ¢ mais do que livros, catdlogos ou

formularios para ler” (SANTALO, 2006, p. 18).

Valendo-se dessas consideragdes, nos propomos a investigar as particularidades que
envolvem a observagdo de um grupo de professores participantes de um minicurso sobre

Geometria Hiperbolica em um ambiente computacional.

Definido o tema central da pesquisa, formulamos os objetivos e os problemas de
pesquisa. Para buscar respostas as nossas indagagdes propusemos um estudo sobre Geometria

Euclidiana e Geometria Hiperbdlica por meio do software de Geometria Dinamica GeoGebra.
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A descrigdo e a andlise dos resultados desse estudo foram feitas segundo a Analise de

Conteudo e de categorias pré-definidas.

Retomando os problemas da pesquisa, achamos pertinente sintetiza-los neste
momento. Sobre a Geometria Euclidiana e Geometria Hiperbolica, os professores
apresentaram dificuldades em expressar as definicdes e propriedades que justificam as

construgoes realizadas.

Nos conteudos de Geometria Euclidiana, alguns dos professores pesquisados tiveram
dificuldades para estabelecer a diferenca entre uma reta, uma semirreta € um segmento de
reta, além de utilizarem linguagem incorreta na elaboracao de suas respostas, tal como, uma
circunferéncia “saindo” de um ponto; confundiram conceitos de congruéncia e semelhanga de
tridngulos e a grande maioria desconhecia as construgdes geométricas com régua € compasso,

ou seja, o desenho geométrico.

O que dificultou o entendimento da Geometria Hiperbdlica foi o desconhecimento de
conceitos e resultados da Geometria Euclidiana, bem como os conceitos e propriedades da
Geometria Hiperbolica. Alguns conceitos da Geometria Euclidiana sao utilizados na
Geometria Hiperbodlica, mas o que muitas vezes nao ficou claro para o professor € que esses
conceitos tém um significado diferente na Geometria Hiperbdlica. Durante o minicurso,
alguns professores utilizaram uma linguagem que ndo ¢ coerente com a linguagem
matematica; respondiam por responder as perguntas, sem se preocupar com a maneira como

estavam fazendo.

Algo que ficou evidente em alguns momentos foi que os conhecimentos geométricos
de alguns professores sdo do senso comum, ou seja, afirmam que alguns objetos geométricos
sdo reais. Observamos que muitos professores desconhecem as Geometrias como um
conhecimento geométrico abstrato e que a matematica ndo ¢ “uma copia da realidade; &, isto
sim, um instrumental — de natureza intelectual — para a compreensdo da realidade. Ela permite
a coordenacdo intelectual que estabelece vinculos entre acdes reais ou possiveis, sem,

contudo, que a coordenacao seja extraida da experiéncia” (RUIZ e BELLINI, 2001, p. 57). O
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que demonstra que esses professores estdo “afastados” do conhecimento matematico e do

conhecimento cientifico.

Para que esta situacdo de abandono tedrico das Geometrias possa reverter-se,
salientamos que serdo necessarios mais estudos e discussdes referentes ao assunto. O
professor precisa refletir sobre a importancia de abordar os conhecimentos geométricos na

sala de aula e as diferentes metodologias que podem ser utilizadas.

O estudo da Geometria Hiperbolica permitiu identificar alguns obstaculos
epistemologicos, que segundo Bachelard (1996): “aparecem, por uma espécie de imperativo
funcional, lentiddes e conflitos. E ai que mostraremos causas de estagnacéo e até de regressao
(...) as quais daremos o nome de obstaculos epistemologicos (BACHELARD, 1996, p. 17).
Ou seja, o obstaculo epistemoldgico aparece todas as vezes que uma organizacdo do

pensamento preexistente encontra-se ameagada.

As representacdes dos objetos geométricos — retas, tridngulos, retas paralelas,
angulos etc. — na Geometria Hiperbolica sdo diferentes da Geometria Euclidiana. Os
professores estdo acostumados com as representacdes euclidianas e uma “nova
representacao”, constituiu-se em um obstaculo epistemologico que Bachelard chamou de
obstaculo verbal: “a falsa explicacdo obtida com a ajuda de uma palavra explicativa”
(BACHELARD, 1996, p. 27). E ainda “um caso em que uma unica imagem, ou até uma Unica

palavra, constitui toda a explicagao” (BACHELARD, 1996, p. 91).

Os usos de palavras, que acreditamos expressarem toda explicacdo do objeto
geométrico, também permitiram identificar obstaculo epistemoldgico. Os professores usaram
a no¢ao da palavra “reta”, por exemplo, do senso comum. Para eles uma reta deve ser sempre
um “objeto geométrico reto”. O fato dos professores conheceram somente a Geometria
Euclidiana e acreditarem que esta Geometria ¢ a unica possivel também se constitui em um
obstaculo epistemologico. Os professores tiveram dificuldades de abandonar os conceitos e
defini¢des da Geometria Euclidiana, como um conhecimento geral, tido como unico e
acabado. Bachelard expde que “ha de fato um perigoso prazer intelectual na generalizagao

apressada e facil (BACHELARD, 1996, p. 69)
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Acreditamos que estas dificuldades acontecem pelo fato dos professores ndo terem
conhecimento a respeito das defini¢des e propriedades da Geometria Euclidiana e
consequentemente das Geometrias Nao-Euclidianas. Contudo, para compreender as
Geometrias, serd necessario que o professor rompa com a concepg¢ao de conhecimento geral e
advindo da experiéncia, uma vez que, “o progresso do espirito cientifico se faz por rupturas
com O senso comum, com as opinides primeiras ou as pré-nogdes de nossa filosofia

espontanea” (JAPIASSU, 1986, p. 70).

Apesar das dificuldades apresentadas pelos professores, acreditamos que o software
GeoGebra foi fundamental para o desenvolvimento das atividades, pois permitiu a realizagao
das constru¢des de forma dinamica e interativa e favoreceu a compreensdo dos conceitos e
relacdes entre os objetos geométricos. As possibilidades do modo “arrastar” foram importante
no momento de verificagdo se as propriedades iniciais foram mantidas. Salientamos que a
falta de conhecimento das ferramentas do computador e as dificuldades no seu manuseio
podem ter dificultado o aprendizado das ferramentas do software GeoGebra e

consequentemente a aprendizagem das Geometrias.

Para que mudancas possam ocorrer com relagdo ao uso de tecnologias, ¢ preciso que
o professor esteja envolvido nesse processo e sinta a necessidade de mudar, seja por

motivagdo pessoal ou profissional.

Diante das consideragdes feitas, ficam algumas indagacdes: os professores
conseguirdo ensinar Geometrias Nao-Euclidianas? Conseguirdo superar a inseguranga na

utilizagdo dos recursos tecnoldgicos em suas salas de aula?

Sem duvida, essas questdes geram muitas discussdes e acreditamos que essas
mudangas poderdo ocorrer, mas ndo serdo de forma imediata. E preciso iniciar algumas
alteracdes nos cursos de formacdo de professores para que os académicos recém formados
sintam-se familiarizados com os recursos tecnoldgicos e saibam como utiliza-los em sala de
aula; também ¢ necessario resgatar o ensino de Geometria Euclidiana e introduzir o ensino de

Geometrias Nao-Euclidianas, resgatando o contexto historico, matematico e filoséfico. Para
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os professores que ja estdo atuando, a formacdo continuada e a reflexdo constante da sua

pratica € o principal caminho para que as mudangas possam ocorrer.

Para finalizar, acreditamos ter colaborado para a formagdo matematica desses
professores, uma vez que tiveram acesso a conceitos da Geometria Hiperbolica, por meio do
modelo do disco de Poincaré, além de terem revisto conceitos da Geometria Euclidiana e a

oportunidade de conhecer ou em alguns casos aprimorar seus conhecimentos do software

GeoGebra.

Esperamos ter contribuido para que os professores abandonem a ideia de que a
Geometria Euclidiana ¢ a unica Geometria possivel, bem como desestabilizar os
conhecimentos geométricos, € que eles possam refletir sobre o uso de novas tecnologias na

educacao.
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APENDICE 1

Construcdes Geométricas — Geometria Euclidiana

1. Construa um tridngulo equilatero ABC. Calcule os angulos do tridngulo.

2. Construa um tridangulo com lados medidas quaisquer.

3. Transportar um angulo (dado), para uma semirreta (dada).

4. Construa um quadrado.

5. Tragar uma paralela a uma reta r a distancia d (dada) de r.

6. Construir Angulos multiplos de 15°.

7. Recuperar o centro de uma circunferéncia ja tragada.

8. Tragar a reta tangente a uma circunferéncia por um ponto P dado na circunferéncia; e por

um ponto Q fora da circunferéncia.
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APENDICE 2

Construgdes Geométricas — Geometria Hiperbolica: modelo de Poincaré

1) Construa uma reta hiperbolica passando por dois pontos quaisquer do plano. Crie uma nova

ferramenta para esta reta.

2) Construa um segmento hiperbolico. Crie uma nova ferramenta para este segmento.

3) Construa retas paralelas.

4) Dado um ponto P e duas retas distintas passando por P calcule o angulo entre as retas.

5) Construa um tridngulo hiperbodlico e encontre a medida dos angulos internos deste

tridangulo.

6) Construa um quadrilatero hiperbolico e encontre a medida dos angulos internos deste

tridangulo.

7) Calcule a distancia entre dois pontos quaisquer de uma reta hiperbolica. Crie uma nova

ferramenta para esta reta.

8) Dado um ponto P e uma h-reta, encontra uma h-reta passando por P e que seja

perpendicular a reta dada.
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APENDICE 3

Universidade Estadual de Maringa

(=
\} / A Programa de P6s-Graduacao em Educagdo para a Ciéncia e

: o Ensino de Matematica

Questionario

Nome:

Local:

Data de nascimento: / /

Escola em que trabalha:

Séries em que trabalha:

Sobre a sua formagao:

Faculdade em que se formou:

Ano em que se formou:

QUANTO AO ENSINO DE GEOMETRIA EUCLIDIANA:

Que dificuldades vocé encontra com os conteudos de Geometria Euclidiana? Comente:

Quais as dificuldades dos seus alunos? Comente:
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QUANTO A GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS:
Durante a sua formacgao vocé teve disciplinas relacionadas ao assunto?

( ) Sim ( ) Nao () Nao lembro

Vocé conhecia a Geometria Hiperbolica? () Sim ( ) Nao

EM RELACAO AO USO DE NOVAS TECNOLOGIAS:

Na sua escola tem laboratorio de informéatica? () Sim ( ) Nao

Se sim,
E possivel utiliza-lo para ministrar aulas?
() S6 com agendamento () Basta estar livre () Nao ¢ permitido

( )Outra opgao:

Se permitido,
Com que frequéncia vocé utiliza o laboratério em suas aulas de matematica?

() Nunca () Raramente () Frequentemente

Quais softwares vocé€ costuma utilizar e com qual finalidade?

Vocé recebeu algum preparo para utilizar recursos computacionais em sala de aula?
( )Sim ( ) Nao

Se sim, qual:
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SOBRE O SOFTWARE GEOGEBRA:
Vocé ja conhecia 0 GeoGebra? () Sim () Nao

E facil de ser utilizado? () Sim () Naio

Comente sua resposta:

SOBRE A GEOMETRIA HIPERBOLICA:
O software utilizado contribuiu para o aprendizado do conteudo?

( )Sim () Muito pouco (  )Nao

Vocé teve dificuldades de aprender o contetido por meio do software:

( )Sim  ( )Nao

Quais as dificuldades que vocé teve em relagdo a aprendizagem da Geometria Hiperbodlica?

Vocé utilizaria as atividades feitas neste curso com seus alunos em sala de aula?
( )Sim (  )Nao

Comente sua resposta:




148

Para vocé ja ficou tranquilo que existem outras geometrias além da Geometria Euclidiana?
Comente:

Quais dificuldades que vocé tem que ndo permitem que vocé aceite outras Geometrias?
Comente:

SE VOCE DESEJA FAZER OBSERVACOES NAO CONSTANTES NAS QUESTOES
ANTERIORES, APROVEITE O ESPACO A SEGUIR




