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RESUMO

REZENDE, V. Os conhecimentos sobre nameros irracionais mobilizados por alunos
brasileiros e franceses no processo escolar: um estudo com alunos concluintes dos trés
niveis de ensino. 2013. 209p. Tese (doutorado) — Programa de Poés-graduacdo em
Educacdo para a Ciéncia e a Matematica, Universidade Estadual de Maringa, Maringa,
2013.

Esta pesquisa, fundamentada na Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud, foi
desenvolvida com vistas a analisar os conhecimentos mobilizados por alunos brasileiros,
concluintes do Ensino Fundamental, Médio e Licenciatura em Matematica, e alunos
franceses, concluintes de niveis de ensino correspondentes (Collége, Lycée e Licenciatura
em Matematica), relacionados aos nuUmeros irracionais. Como procedimentos
metodoldgicos, realizaram-se entrevistas individuais apoiadas na resolugdo de atividades
matematicas. Participaram das entrevistas 42 alunos, sendo 21 alunos brasileiros e 21
alunos franceses. As atividades foram elaboradas com atencdo a diversidade de situagdes,
significantes e conceitos presentes no Campo Conceitual dos nimeros irracionais. Para as
andlises, levou-se em consideracdo a conduta de cada um dos alunos no decorrer das
entrevistas, seus sucessos, hesitacfes, fracassos e teoremas em acdo, verdadeiros e falsos.
Os resultados desta investigacdo apontam que, independente do sistema de ensino em que
estdo inseridos, 0s conhecimentos dos alunos sobre os nimeros irracionais avangam
conforme avancam os niveis de escolarizacdo. Além disso, foi constatado que, no estagio
de desenvolvimento cognitivo em que se encontram os alunos concluintes do Ensino
Fundamental e Collége, o desempenho e os conhecimentos mobilizados por estes alunos,
relacionados aos ndmeros irracionais, sdo correspondentes, ndo sendo possivel apontar
diferencas significativas entre alunos de paises distintos. Esse fato também foi constatado
no desempenho dos alunos que finalizam o Ensino Médio e Terminale Economique et
Sociale - TES. No entanto, os alunos franceses de Terminale Scientifique - TS, que
recebem maior énfase Matematica em sua formacdo, apresentaram avangos em Seus
desempenhos, no decorrer das entrevistas, em relacdo aos demais sujeitos de nivel de
ensino correspondente. Por consequéncia, 0s alunos franceses do Curso de Matematica,
que em geral cursaram TS, apresentaram, nesta pesquisa, avanco em seus desempenhos,
nas atividades propostas, em relacdo aos alunos brasileiros desse mesmo nivel de ensino.
Desse modo, a presente pesquisa mostra que o fato de os numeros irracionais estarem
explicitos ou ndo nos curriculos e livros didaticos ndo interfere no desempenho dos alunos
em relagdo a atividades relacionadas a esses numeros. Ao contrério, os resultados da
presente investigagdo apontam que é a experiéncia escolar e a diversidade de situacoes
matematicas vivenciadas pelos alunos no decorrer do processo escolar que vao favorecer a
aquisicdo do conceito de nimeros irracionais.

Palavras - chave: Educacdo Matematica. NUmeros irracionais. Teoria dos Campos

Conceituais.



ABSTRACT

REZENDE, V. The knowledge on irrational numbers mobilized by Brazilian and
French students in the education process: a study with students concluding the three
education levels. 2013. 209p. Thesis (PhD) — Programa de Po6s-graduacdo em Educacgéo
para a Ciéncia e a Matematica, Universidade Estadual de Maringa, Maringa, 2013.

This research, founded on the Theory of Conceptual Fields, by Gérard Vergnaud, was
developed in order to analyze the knowledge mobilized by Brazilian students, concluding
the Elementary School, the High School, and the Mathematics Licentiate Degree Course,
and French students, concluding the corresponding education levels (Collége, Lycée and
Mathematics Licentiate Degree Course), related to irrational numbers. As methodological
procedures, individual clinical interviews based on the resolution of mathematics activities
were made and filmed. 42 students took part in the interviews. 21 of them were Brazilian
students, and 21 were French. The activities were elaborated with attention to the diversity
of situations, signifiers and concepts that are present in the Conceptual Field of irrational
numbers. For the analyzes, the behavior of each student along the interviews was
considered, with their successes, hesitations, failures and theorems-in-action, true or false.
The results of the investigation show that, independent of the education system they belong
to, the students’ knowledge on irrational numbers advance as the education levels advance.
Furthermore, in the phase of cognitive development corresponding to the students
concluding the Elementary School and Collége, the performance and knowledge related to
irrational numbers mobilized by these students is correspondent, and it is not possible to
point out significant differences between the students from the two different countries.
This fact was also observed in the performance of students concluding the High School and
Terminale Economique et Social - TES. However, French Terminale Scientifique - TS
students, who have more mathematical emphasis in their formation, present advances in
their performance, along the interviews, in relation to the same subjects from a
corresponding education level. Consequently, French students of the Mathematics
Licentiate Degree Course, TS students in general, presented, in this research, an advance in
their performance, regarding the proposed activities, in relation to Brazilian students from
the corresponding education level. Therefore, this research shows that the fact of irrational
numbers are explicit or not in curriculums and didactic books does not interfere in the
students’ performance regarding activities related to such numbers. On the contrary, the
results of this investigation show that it is the school experience and the diversity of
mathematical situations experienced by the students along the education process that are
going to support the acquisition of the irrational numbers concept.

Keywords: Mathematics Education. Irrational numbers. Conceptual Fields Theory.



RESUME

REZENDE, V. Connaissances sur les nombres irrationnels mobilisées par des éléves
brésiliens et frangais: une étude avec des éléves finissant des trois niveaux
d’enseignement. 2013. 209p. Thése (doctorat) — Programme de post-graduation en
Education pour la Science et la Mathématique, Université de I’Etat & Maringa, Maringa,
2013.

Cette recherche, basée sur la Théorie des Champs Conceptuels de Gérard Vergnaud, a été
dévéloppée avec le but d’analyser les connaissances mobilisées par des éléves breésiliens,
finissant I’Enseignement Fondamental, Moyen et la Licence en Mathématique et des éléves
francais, finissant les niveaux d’enseignements correspontants (Collége, Lycée et Licence
en Mathématique), en rélation avec les nombres irrationnels. Comme procedures
méthodologiques, des entrevues individuelles ont été realisées supportées sur la resolution
d’activités mathématiques. 42 eleves ont participé des entrevues, étant 21 éléves breésiliens
et 21 éleves francais. Les activités ont été elaborées en considérant la diversité de
situations, signifiantes et concepts présents dans le Champs Conceptuel des nombres
irrationnels. Pour les analyses, il a été consideré la conduite de chacun des éléves pendant
les entrevues, leurs succes, hésitations, chutes et théorémes en action, vrais ou faux. Les
résultats de cette investigation montrent que, indépendamment du systheme
d’enseignement ou ils sont insérés, les connaissances des éleves sur les nombres
irrationnels avancent a la mésure ou les niveaux de scolarisation augmentent. Outre cela, il
a eté verifie que, dans le stage de développement cognitif ou se trouvent les éléves finissant
I’Enseignement Fondamental et College, le développement et les connaissances mobilisé€s
par ces éléves en relation aux nombres irrationnels sont correspondants, n’étant pas
possible de montrer des différences importantes entre les éléves de pays distincts. Ce fait a
aussi été considéré dans le développement des éléves qui ont fini I’Enseignement Moyen et
Terminale Economique et Sociale — TES. Néanmoins, les éléves francais de Terminale
Scientifique — TS, qui ont été d’avantage exposés a la Mathématique dans leur formation,
ont présenté des évolutions dans leur performance pendant les entrevues, par rapport aux
autres sujets de niveau d’enseignement correspondant. Par conséquent, les éléves frangais
du Cours de Mathématiques, qu’en général, ont suivi le TS, ont présenté, dans cette
recherche, un avancement dans leur performance, dans les activités proposées, par rapport
aux €leves brésiliens de ce méme niveau d’enseignement. Ainsi, la présente recherche
montre que la présence explicite ou non des nombres irrationnels dans les curricula et les
manuels didactiques n’interfére pas dans le développement des éléves par rapport aux
activités liées a ces nombres. Le contraire, les resultats de cette investigation montrent que
c’est I’expérience scolaire et la diversité des situations mathématiques vécues par les
¢léves durant les processus scolaire qui va favoriser I’acquisition du concept de nombres
irrationnels.

Mots-clés : Education Mathématique. Nombres irrationnels. Theorie des Champs
Conceptuels.
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1 INTRODUCAO

Esta pesquisa trata de um estudo relacionado ao Campo Conceitual dos nimeros
irracionais no processo de escolarizagdo, considerando Campo Conceitual, no sentido de
Vergnaud (1990), como um conjunto de situagdes, conceitos, representacdes simbolicas e
teoremas que permitem analisar essas situacGes como tarefas matematicas.

O tema desta pesquisa — 0S nameros irracionais no processo de escolarizacao -
surgiu da experiéncia da pesquisadora como professora da disciplina de Andlise Real, no 4°
ano do Curso de Licenciatura em Matematica de uma instituicdo publica do interior do
Paran4, entre os anos letivos de 2006 e 2009. Durante esse periodo, percebeu - se* que 0s
alunos iniciavam o 4° ano do Curso com sérios equivocos referentes as caracterizacdes de
ndmeros racionais, irracionais e reais, bem como do diagrama que representa a inclusao
dos conjuntos numeéricos, presentes nas obras de Matematica da Educacdo Basica

brasileira. Para exemplificar, dentre os 22 alunos da turma de 2008, apenas dois definiram

, . . , a
corretamente numeros racionals como numeros que podem ser representados na forma B,

com a,beZ e b=0. Onze alunos escreveram que 0s irracionais s&0 nimeros que nio

sdo racionais ou sd@o numeros que ndo possuem dizimas periddicas. Essas caracterizacdes
de nimeros irracionais poderiam ser consideradas corretas, porém, como esses alunos ndo
argumentaram de modo adequado sobre os racionais, ndo € possivel dizer que eles
compreenderam a definicdo de numeros irracionais, e, portanto, dos nimeros reais.

Em relacdo a representacdo dos diagramas de inclusdo dos conjuntos numeéricos,
apenas quatro alunos a fizeram de modo adequado, sendo que nove alunos representaram
incorretamente 0 conjunto dos numeros racionais incluso no conjunto dos numeros

irracionais, considerando a seguinte sequéncia de inclusdo: NcZ cQcl <R.

Nesse periodo, emergiram algumas davidas por parte da pesquisadora: se 0S
alunos iniciavam o 4° ano do Curso de Licenciatura em Matematica sem conhecer as
definicbes de numeros racionais, irracionais e reais, presentes no curriculo da Educacao

Basica brasileira desde o 8° ou 9° ano do Ensino Fundamental, o que saberiam sobre esses

! Estas observagdes ocorreram entre os anos de 2007 a 2009. Atualmente, o Projeto Politico Pedagdgico -
PPP do Curso de Matematica da UNESPAR — Campo Mourdo foi reestruturado e o quadro docente foi
ampliado e qualificado, fato que pode influenciar o desempenho dos alunos.
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conceitos os alunos da Educacdo Bésica? Existiriam diferencas significativas entre os
conhecimentos desses numeros mobilizados por alunos da Educacdo Bésica e por alunos
do Curso de Matemaética?

Ao iniciar o Curso de Doutorado, pesquisadora e orientadora perceberam que uma
investigacdo relacionada aos nameros seria um tema de interesse de ambas, de modo
particular em relagdo aos numeros irracionais, pois, naquele momento, a orientadora
acabara de dirigir a dissertacdo de mestrado intitulada Uma revolucéo cientifica na
matematica: do paradigma pitagérico ao paradigma euclidiano (LORIN, 2009), que
apresenta um estudo sobre a constituicdo dos numeros irracionais, a luz da teoria elaborada
por Thomas Khun.

Igualmente, o interesse pelos irracionais emergiu por se tratar de ndmeros
essenciais para a compreensao de diversos outros conceitos matematicos que contemplam
os curriculos da Educacdo Basica, no dominio geométrico, trigonométrico, algébrico e
numerico.

O estudo de pesquisas relacionadas aos nimeros reais no Ensino da Matematica,
tais como Cobianchi (2001), Igliori e Silva (2001), Soares, Moreira e Ferreira (1999), Melo
(1999), Bronner (1997), Miguel (1993), trouxe evidéncias de que os questionamentos da
pesquisadora, relacionados as incompreensdes dos numeros reais e, portanto, dos
irracionais, por seus alunos ndo estavam localizados, mas tratava-se de um problema
amplo, que envolve fatores histdricos e ocorre em diversas regides do Brasil, e no exterior.
No entanto, dentre as pesquisas analisadas, ndo foi notificada nenhuma investigacdo sobre
0s numeros irracionais com vistas a analisar e compreender os conhecimentos mobilizados
por alunos de diferentes niveis de escolarizacdo - Ensino Fundamental, Médio e
Licenciatura em Matematica, num mesmo trabalho.

A pertinéncia de um estudo como este justifica-se, sobretudo, por oferecer aos
professores da Educacdo Basica e de Cursos de Licenciatura em Matematica um panorama
dos conhecimentos sobre os numeros irracionais mobilizados pelos alunos no decorrer do
processo escolar, e como se da o avanco desse conceito de acordo com 0s niveis escolares.
Uma pesquisa como esta também permite conhecer o desempenho dos alunos em
diferentes situacOes relacionadas aos numeros irracionais, os tipos de atividades mais bem
compreendidas por eles, assim como aquelas em que eles tém mais dificuldades.

Desse modo, a presente pesquisa foi delineada com o objetivo geral de analisar os
conhecimentos mobilizados por alunos brasileiros que finalizam o Ensino Fundamental,

Médio e Licenciatura em Matematica, e por alunos franceses de niveis de ensino
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correspondentes, Collége, Lycée e Licenciatura em Matematica, em atividades
matematicas envolvendo numeros irracionais.

A justificativa para envolver alunos que finalizam o Ensino Fundamental decorre
do fato de que, de acordo com o curriculo brasileiro desse nivel de ensino (BRASIL,
1998), a institucionalizacdo dos numeros irracionais ocorre no 8° ou 9° ano. Os alunos
finalistas do Ensino Médio foram escolhidos com vistas a analisar como ocorre 0
aprimoramento desse conceito ao término da Educacdo Bésica. Os formandos do Curso de
Licenciatura em Matematica foram envolvidos nesta pesquisa com o duplo objetivo de
analisar os conhecimentos sobre o0s numeros irracionais mobilizados pelos futuros
professores de Matematica e de apresentar as semelhancas e diferencas entre 0s
conhecimentos mobilizados pelos alunos no decorrer do processo escolar, em se tratando
dos trés niveis do sistema de ensino brasileiro.

Contudo, no desenrolar desta investigacdo, foi possivel a realizacdo de um estagio
de doutorado na Franga. Desse modo, 0s objetivos da pesquisa foram ampliados no sentido
de se realizar um estudo comparativo, concernente ao ensino dos nimeros irracionais, entre
0s sistemas de ensino brasileiro e francés, bem como dos conhecimentos sobre 0s nimeros
irracionais mobilizados pelos alunos desses dois paises. Desse modo, foram incluidos
como sujeitos desta pesquisa alunos franceses que finalizavam niveis de ensino
correspondentes aos do sistema de ensino brasileiro - Collége, Lycée e Licenciatura em
Matematica. Sendo assim, para o Ultimo momento de coleta de dados, conforme
especificado na secdo 5, participaram desta pesquisa 42 alunos, sendo 21 alunos brasileiros
e 21 alunos franceses.

Nesse contexto, a Teoria dos Campos Conceituais ofereceu fundamentagdes para
a construcdo desta pesquisa, sobretudo porque se trata de uma teoria cognitivista que
permite compreender o desenvolvimento dos conceitos no decorrer da aprendizagem
escolar (VERGNAUD, 1990). Além disso, para Vergnaud, um sujeito aprende e se
desenvolve em qualquer idade, inclusive na fase adulta.

Ao analisar alunos de niveis escolares distintos, é esperado que, ao tratar de
resolucdo de atividades relacionadas ao Campo Conceitual dos nameros irracionais, 0s
alunos de niveis escolares mais elevados apresentem desempenho mais avancado do que 0s
demais alunos. Afinal, o desenvolvimento cognitivo, a experiéncia escolar, as situagoes
matematicas vivenciadas, ndo podem ser contornados ao analisar o desempenho dos
sujeitos, pois, conforme Vergnaud (2009a), a experiéncia tem um papel fundamental, e

“[...] é ao longo da experiéncia que um individuo, adulto ou crianga, encontra a maior parte
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das situacbes as quais ele deve se adaptar, seja uma experiéncia cotidiana ou uma
experiéncia profissional” (p. 13).

Entretanto, considerando esses fatores, desejou-se saber em que medida as
diferencas conceituais existem em funcdo do grau de escolaridade, e, por isso, com
respaldo no objetivo geral da pesquisa, duas questdes centrais foram elaboradas: Quais 0s
conhecimentos mobilizados por alunos brasileiros que finalizam o Ensino Fundamental,
Ensino Médio e Ensino Superior de Matematica, e por alunos franceses que finalizam
College, Lycée e Licence en Mathématiques, mediante situacdes relacionadas ao Campo
Conceitual dos nameros irracionais? Quais as semelhancas e diferencas percebidas no
desempenho de alunos brasileiros e franceses, em relagdo aos niveis de escolarizagdo
semelhantes?

Para buscar responder estas questdes, optou-se pela realizacdo de entrevistas
individuais semiestruturadas sustentadas na resolucdo de atividades previamente
elaboradas, procurando acompanhar o raciocinio de cada sujeito, possibilitando esclarecer
ambiguidades percebidas sobre a compreensdo dos alunos das situagdes apresentadas.

As atividades que contemplaram o instrumento de investigacdo foram elaboradas
considerando-se a diversidade de situacdes relacionadas a esse Campo Conceitual,
considerando-se os diferentes significantes empregados, e 0s possiveis teoremas em acéo,
que poderiam emergir nas respostas dos alunos. Para as andlises, buscou-se identificar e
comparar 0s conhecimentos mobilizados pelos alunos que finalizavam cada nivel de
ensino, com atencdo especial aos teoremas em acdo — termo designado por Vergnaud
(1990) para representar categorias de conhecimentos implicitos nas respostas dos sujeitos.

O grau de dificuldade das atividades é correspondente ao Ensino Fundamental.
Uma atividade foi acrescentada aos alunos do Ensino Médio e Superior, e oito questdes
sobre teorias da construcdo dos nameros irracionais foram acrescentadas nas entrevistas
dos alunos do Ensino Superior.

No que se refere a estrutura deste texto, ele estd dividido em sete secOes. A
primeira se¢é@o ostenta a presente introducao do trabalho. A secéo 2, intitulada Construindo
0 cenario da pesquisa, consiste em uma breve descricdo histdrica sobre a evolugdo dos
nameros irracionais, na qual é relatada a trajetoria desses nimeros desde seus primeiros
indicativos com 0s povos egipcios, em aproximadamente 2000 a.C., até a formalizacdo do
conceito com matematicos do século XI1X. Ainda nessa secao, sdo apresentadas pesquisas
relacionadas aos numeros irracionais e reais no Ensino da Matematica, cujos resultados se

fizeram pertinentes para os resultados finais desta pesquisa.
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A terceira secdo, intitulada A Teoria dos Campos Conceituais e respectivas
contribui¢des para o estudo dos numeros irracionais, apresenta uma introdugdo sobre a
Teoria dos Campos Conceituais, focalizada, principalmente, nos conceitos que
fundamentam a presente investigacao.

A secdo 4, Conhecendo o campo da pesquisa: 0S ndmeros irracionais e 0s
sistemas de ensino brasileiro e francés, é destinada a descricdo dos sistemas de ensino
brasileiro e francés, seus respectivos niveis de ensino e nomenclaturas, e a abordagem
explicita ou implicita dos nimeros irracionais nos curriculos desses paises.

Os Procedimentos metodoldgicos sdo explicitados na quinta se¢do, que descreve 0s
critérios para a selecdo dos sujeitos da pesquisa, 0s momentos de coleta de dados,
estabelece as ideias base de nimeros irracionais, os critérios para elaboracdo das atividades
e 0s descritores das analises.

A sexta secdo, intitulada Apresentacdo das atividades e andlise dos resultados,
consiste nas atividades contempladas no instrumento de pesquisa, seguidas de seus
objetivos e respectivas analises das respostas dos alunos brasileiros e franceses.

O texto é finalizado com as Conclusdes, apresentando as respostas para as questdes
centrais que conduziram o desenvolvimento desta tese, bem como sugestdes para

investigacOes futuras, seguidos das referéncias e anexos.
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2 CONSTRUINDO O CENARIO DA PESQUISA

2.1 PARTE A: BREVE PERCURSO HISTORICO SOBRE A EVOLUCAO DOS
NUMEROS IRRACIONAIS

Nesta parte do texto, apresenta-se um fragmento do percurso histérico da
constru¢do dos numeros irracionais, cujos primeiro indicios datam de 2000 a. C. com a
populacdo egipcia. Apresenta-se a evolucdo dos indicativos de nimeros irracionais com a
matematica dos babilénicos e, sobretudo, com a matematica dos gregos, até a formalizacao

desses nlimeros que aconteceu somente no século XIX.

2.1.1 A Matematica no Egito e os primeiros indicios de nUmeros irracionais

Os egipcios foram os primeiros povos a “inventar” as ciéncias matematicas
(CAJORI, 2007). Os registros que temos sobre suas matematicas de aproximadamente
2000 a. C. apresentam indicativos de nameros irracionais. Os primeiros escritos e sistema
de numeracdo dos egipcios foram de natureza hieroglifica®, que datam, aproximadamente,
de 5000 anos. Registros hieroglificos foram encontrados em pedras, tumbas € monumentos
no Egito, porém, as principais fontes de informacbes sobre a matematica egipcia que
resistiram ao tempo sdo os papiros e, dentre esses documentos, 0s que se destacam pela
quantidade de informacgdes e problemas matematicos sdo os papiros de Rhind (ou de
Ahmes) e o de Moscou (ou de Golonishev) (BOYER, 1996).

De acordo com Boyer (1996), o papiro de Rhind apresenta diversos problemas
envolvendo operagdes aritméticas, fragdes unitarias, algebra, razGes trigonométricas e
geometria. Os problemas geométricos 48 e 50 deste papiro chamam atencdo por

apresentarem indicios de nameros irracionais.

2 O sistema de numeracéo hieroglifico egipcio baseava-se numa escala de 10, utilizando-se de diversos
simbolos. Um trago vertical representa uma unidade, um osso de calcanhar invertido indicativa 10, um lago
como uma letra C maiuscula valia 100, uma flor de I6tus 1.000, um dedo dobrado 10.000, um peixe era usado
para indicar 100.000 e uma figura ajoelhada 1.000.000 (BOYER, 1996, p. 7).



23

O problema 48 consiste em obter um octdgono a partir de um quadrado de lado
nove de unidades. Este quadrado ¢ dividido em nove quadrados iguais, eliminando-se 0s
quatro triangulos dos cantos, conforme a Figura 1.

)
<ol
T

1 1 1
-D Z -D
3 3D 3

Figura 1 - Octégono a partir de um quadrado

Resolvendo o problema 48 com notacdes atuais, obtém-se que a area de cada triangulo

. . 2 : . ) .
retirado dos cantos do quadrado € g U Assim, a éarea do octdégono é

9x9—(4xgj= 81-18=63u. Possivelmente, os egipcios consideraram que este valor se

aproxima da medida da area de um quadrado de lado 8u, e deram origem ao problema 50,
que se refere a igualar a area de um campo circular de didmetro 9 unidades com a area de
um quadrado de lado de 8 unidades. Ao resolver este problema com as notacdes

matematica atuais:
2
ﬂ(gj =8x8 & 7[%: 64 < 7 = 31604 ’

obtém-se um valor aproximado para o niumero = .
Os egipcios manipulavam uma regra para encontrar a medida (perimetro) da
circunferéncia. Para eles, a razdo entre a area do circulo e o seu comprimento era igual a

area do quadrado circunscrito para o seu perimetro. Com notagdes atuais, a razao entre a

2

- ’ 7 7Z'r r ~
area de um circulo de raio r e seu perimetro é o o €@ razdo entre o quadrado
2 r
circunscrito num circulo de raio r e seu perimetro é 8r 2 Deste modo, constata-se que

h& aproximadamente 4000 anos, 0s egipcios descobriram uma relacdo geométrica, que

envolve namero irracional, que perdura até hoje.
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Outro fato que desperta atencdo em relacdo as descobertas desses povos € que a

piramide de Quéops é uma piramide &urea, ou seja, ela satisfaz @:\/;:1,27201964___,

a

sendo ¢=1,618033989... 0 numero de ouro, e h a altura da piramide de base quadrada de

lado a (SARAIVA, 2002).

\/

Figura 2 - Pirdmide de base quadrada

Considerando as medidas reais da piramide de Quéops: altura h=14659m, lado da base
(quadrada) a=23033m, e utilizando a relacdo de pirdmide aurea, segue que

2h _ 2x14659
a 23033

Considera-se a0 menos curioso que um monumento que data de 2500 a. C. apresente uma

=1,272..., ou seja, a piramide de Quéops é uma piramide A&urea.

relacdo matematica que envolva um ndmero irracional tdo particular, que € o nimero de

ouro.

2.1.2 A Matematica Babildnica e indicativos de nUmeros irracionais

Os registros existentes sobre a escrita cuneiforme® e o sistema sexagesimal dos
babilonios estdo disponibilizados em mais de meio milhdo de tabletes de argila
desenterrados na Mesopotamia, dos quais quase quatrocentos foram identificados como
estritamente matematicos. Nestes tabletes, que, segundo Roque (2012), encontram-se em
museus e universidades de todo 0 mundo, ha textos matematicos que datam de 2100 a. C.
(EVES, 2004), e em alguns destes textos aparecem aproximagdes dos nimeros irracionais

\/Een.

¥ A denominag&o cuneiforme para a escrita dos babilénios decorre das formas dos sinais. Marcas em formas
de cunha eram feitas com um estilete sobre tabletes de barro moles que depois eram cozidos em fornos ou ao
calor do sol (BOYER, 1996).
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Aaboe (2002) disponibiliza a foto de um pequeno tablete de argila da Babil6nia
antiga, conforme Figura 3, que contém um quadrado, cujo niumero a=30 esta escrito
junto ao lado e os numeros b=1;245110 e ¢c=42;2535 abaixo e acima, respectivamente,

de uma das diagonais.

Figura 3 - Tablete da Babildnia antiga
Fonte: Aaboe (2002, p. 28)

No sistema sexagesimal dos babilénios, os digitos a esquerda do ponto e virgula
significam a parte inteira do numero, e os digitos a direita do nimero representam a parte
decimal do numero, e estes, por sua vez, sdo separados por virgulas. Por exemplo, no

sistema sexagesimal a parte inteira do numero b =1;24,5110 € 1, assim, com notacdes
atuais, podemos representar b =1;24,51,10:

1245110=1+ 24 + 5—]; +1—O3 ~1,4142129.
60 60° 60

Desse modo, 1;24,51,10 ~1,4142129 , ou, /2 ~1,4142135.
Nota-se, ainda, que o numero ¢ =42;25,35 pode ser escrito como:

42,25,35=42 +§ +3—52 ~42,4263888.
60 60

Assim, como 30x(1,4142129) = 42,426387, ou seja, 30x(1;24,51,10) =42;25,35,
obtém-se c=ab. Por outro lado, como a é o lado do quadrado e ¢ a diagonal, pela
relacdo conhecida como teorema de Pitagoras, tem-se ¢® =2a®, ou seja, C = J2a. Desse
modo, os babilénios deveriam considerar b =1;24,51,10 uma aproximacao de \/E, pois 0
valor atribuido a b se aproxima do valor de 2 com um erro de um milionésimo.

Além desta aproximacao para J2 , encontra-se nos registros babildnios que a
diagonal do quadrado poderia ser encontrada multiplicando o lado por v2 (AABOE,
2002; BOYER, 1996). Decorrente desses fatos, para Cousquer (1998), pode-se concluir
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que a relacdo entre as medidas dos lados de um triangulo retangulo, denominado por
teorema de Pit&goras, ja era conhecido ha mais de mil anos antes dos pitagoricos. Esse fato
¢ ainda mais evidenciado pelos registros que garantem um alto grau de sofisticacdo da
matematica babilonia relacionada ao teorema de Pitdgoras. O tablete Plimpton 322

apresenta quinze linhas com ternos pitagéricos, ou seja, valores de x,y e z que satisfazem

Num dos tabletes da colecdo de Yale (n° 7289)° de aproximadamente 1600 a.C.,
encontra-se uma aproximacdo significativa para ~/2 até quatro casas sexagesimais,
1;24 5110, ou em notacgdes atuais,

24 51 10

1+@+W+ 507
valor que estd compreendido entre 1,4142129 e 1,4142130. Uma precisdo como esta ndo
pode ter surgido da medicédo fisica realizada numa figura; provavelmente, os babil6nios
procuravam um nimero cujo quadrado resultasse em 2 .

Os babildnios descobriram um método para o célculo de raizes quadradas /A .

Segundo Cousquer (1998), eles perceberam que tomando um valor aproximado a maior

A . .
que /A, o valor = é menor que +/A, e considerando um valor aproximado a menor do
a

A L. A . .
que /A, o valor = sera maior que > Assim, considerando:
a

s
a=3 a)

eles esperavam obter uma melhor aproximacédo do que o valor aproximado a.
Com este algoritmo, pode-se construir uma sequéncia de valores que converge
para o valor da raiz quadrada procurada e consiste em calcular os termos da sequéncia que

satisfaz a relagéo:

* “O nome indica que se trata de um tablete da colecio G.A. Plimpton da Universidade da Colimbia,
catalogada sob o nimero 322. O tablete foi escrito no periodo Babil6nico Antigo (aproximadamente entre
1900 e 1600 a.C) e os primeiros a descrever seu conteudo foram Neugebauer e Sachs em 1945”.

5 Este tablete indicado por YBC 7289, diz respeito ao tablete catalogado sob o niimero 7289, pertencente a
colecdo da Universidade Yale (Yale Babilonian Collection) (ROQUE, 2012).
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Sem demonstracdes, os babilénios conheciam tais convergéncias e as utilizavam para o

célculo de raizes. Por exemplo, o calculo de valores aproximados para ~/2 foi encontrada
até a 42 aproximagao num dos tabletes dos babilonios (COUSQUER, 1998). Seja a, =1:

—1i1=3-15
2T

a,= §+E— 17 1,416667
4 3 12

a= 17 E =317 1,4142157
24 17 408

o =577, 408 _ 665857
“ 816 577 470832

Nota-se que este processo pode continuar indefinidamente, e os valores numéricos da

1,4142136.

sequéncia se aproximam cada vez mais de 2.

Estes povos também utilizaram aproximac@es para +/2 e para % por meio dos

nameros % e ﬂ' respectivamente (EVES, 2004). Observa-se que apesar de serem menos

precisas que as aproximacgfes encontradas no tablete de Yale, elas também devem ser

levadas em consideragéo, pois basta compararmos 15 = 1,41666 ... com /2=1,41421...

e 17 = 0.798333... com —~=0,70710....

J2

Além das aproximagBes para ~ 2, existem registros que comprovam que 0S
babildnios também apresentavam boa aproximacdo para z. De acordo com Boyer (1996),
eles tomavam a razdo entre o perimetro do hexagono regular e o perimetro da

circunferéncia circunscrita neste hexagono como 0;57,36, que em notacBes atuais

6r 3
significa: — o7 :: =0,96. Assim, 5 —=—_= 0,96 < 7 =3125 Esta aproximacao para

¢ tdo boa quanto a encontrada pelos egipcios.

Outro fato que merece destaque na matematica babilénia é a generalidade para as
resolucbes das equacbes quadraticas com trés termos. Por meio de descricdo verbal, eles
resolviam as equagdes do segundo grau, com notagdes atuais ax” +bx +c¢ =0, pelo método

que conhecemos hoje no Brasil por formula de Bhaskara®. Porém, o niimero existente na

® Esse método para resolucéo de equacdes do segundo grau aparece oficialmente pela primeira vez no tratado
do indiano Aryabhata, por volta do século V d. C. Porém, comentarios sobre este tratado foram escritos por
Bhaskara I, em 629, e por Brahmagupta, em 628. Os comentarios sobre os procedimentos de resolucdo de
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formula cuja raiz quadrada deveria ser calculada era sempre um quadrado perfeito
(CAJORI, 2007; BOYER, 1996). Este fato leva a crer que os babil6nios perceberam a
existéncia de nimeros que ndo sdo quadrados perfeitos, ou seja, perceberam a existéncia de

ndmeros irracionais.

2.1.3 A Matemética Grega e 0s nUmeros irracionais

Embora sejam percebidos aspectos da histéria grega desde 2000 a. C., foi
aproximadamente em 800 a. C. que essa civilizacdo acelerou seu desenvolvimento.
Segundo Freitas (1987), enquanto os babilénios e egipcios se preocupavam com uma
matematica empirica e elementar, os gregos desenvolvem uma matematica dedutiva, tal
como conhecemos hoje. Sem se preocupar com aplicacdes, 0s gregos davam atencao as
discussbes filosoficas que possibilitaram estruturar a Matematica como uma ciéncia
dedutiva.

Estudiosos gregos, dentre eles Tales de Mileto e Pitdgoras de Samos, viajaram
pelo Egito e pela Babil6nia, de onde absorveram informacdes matematicas, astronémicas e
religiosas destes povos (BOYER, 1996), fato que, provavelmente, contribuiu para acelerar
o0 desenvolvimento intelectual dos gregos.

Ao retornar a Grécia, Pitdgoras fundou a escola pitagérica, uma sociedade secreta,
mistica e religiosa, que concentrava seus estudos principalmente em Matematica e
Filosofia. Tinham como lema a verdade absoluta de que tudo era nimero’. Os pitagdricos
conheciam o que denominamos por teorema de Pitagoras (provavelmente pelos contatos
com os babil6nios), e demonstraram a veracidade deste resultado. Possivelmente, decorre
desse fato que esta relacdo matematica recebe o titulo de teorema de Pitagoras.

Os gregos acreditavam que na linha reta numerada estavam dispostos apenas
nUmeros racionais, € ela era continua, pois entre quaisquer dois nimeros da reta sempre
encontravam um terceiro nimero (MIGUEL, 1993). Porém, segundo Eves (2004), os
préprios pitagoricos perceberam que isto ndo era verdadeiro ao detectar que nao existe
namero racional que corresponda ao ponto P da reta no caso em que OP tem a mesma

medida que a diagonal do quadrado de lado unitario (Figura 4).

equacdes do segundo grau realizados por Brahmagupta foram citados mais tarde por Bhaskara Il, autor de
livros populares de aritmética e algebra do século XII (ROQUE, 2012).
" Referiam-se apenas aos nimeros inteiros.
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Figura 4 - Segmento OP

Este fato perturbou os pitagdricos, pois o segmento OP existia, € nenhum numero poderia
corresponder & sua medida. Os membros da escola pitagérica procuraram conviver com
estas contradigdes simplesmente aceitando o fato que para certos segmentos nédo existia
nimero que representasse sua medida, e por isto, concluiram que a geometria era muito
mais ampla e rica do que a aritmética (MIGUEL, 1993).

Com a constatacdo dos numeros irracionais, a crenca da escola de que tudo era
representado por numeros inteiros ndo era mais verdadeira, e a veracidade do préprio
teorema de Pitagoras poderia ser questionada. Este escandalo foi tdo grande que os
pitagoricos tentaram manter esta questdo em sigilo. Conta a lenda que Hipasus, um dos
membros da escola, foi langado ao mar por revelar o segredo a estranhos.

De acordo com Freitas (1987), Zendo (~495 - ~435 a. C.) foi um dos criticos da
escola pitagérica que, por meio de seus paradoxos sobre divisdes infinitas®, ajuda a destruir
a fachada da escola pitagorica, que ja estava abalada com a descoberta dos irracionais.

A escola de Platdo, criada pouco depois da demonstracdo de existéncia dos
nameros irracionais, também contribuiu muito para o desenvolvimento da matematica
grega, inclusive para estes numeros. Os membros desta escola ndo podiam denominar estes
nameros, mas também sabiam que ndo podiam refuta-los, uma vez que ndo se pode negar a
existéncia da diagonal do quadrado de lado unitario. Foi por meio do teorema de Pitagoras
e com a utilizacdo dos Unicos instrumentos permitidos pela escola platonica, a régua ndo

graduada e o compasso, que os platénicos determinaram o procedimento geométrico para

encontrar segmentos de medida Jn.ne Z, (GODEFROY, 1997).

8 Com exemplo, citam-se dois paradoxos de Zenao:

i. A Dicotomia: Se um segmento de reta pode ser subdividido infinitamente, entdo o movimento é
impossivel, pois, para percorré-lo, é preciso antes alcancar seu ponto médio, antes ainda alcangar o
ponto que estabelece a marca de um quarto do segmento, e assim por diante, ad infinitum. Segue-se,
entdo, que 0 movimento jamais comecara.

ii. A Flecha: Se o tempo ¢é formado de instantes atdmicos indivisiveis, entdo uma flecha em movimento
esta sempre parada, posto que em cada instante ela estd numa posicao fixa. Sendo isso verdadeiro em
cada instante, segue-se que a flecha jamais se move (EVES, 2004, p. 418).
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Figura 5 — Segmentos de medida vn

Atualmente, a Figura 5 € disponibilizada em livros didaticos como espiral
pitagorica ou caracol pitagorico. Ela fez parte das atividades propostas aos sujeitos
colaboradores da presente pesquisa, com a inten¢do de apresentar, aqueles que por ventura

ndo conheciam, um método de construcdo de segmentos com medidas irracionais da forma
\/ﬁ, nez,.

O periodo que vai de 300 a 200 a.C. é considerado como a idade de ouro da
Matematica grega. Nele viveram trés pessoas que se destacaram nos estudos matematicos:
Euclides (~365 - ~275 a. C.), Arquimedes (~287 - ~212 a. C.) e Apol6nio (~260 - ~200 a.
C.). Faz-se atencdo nesta pesquisa as contribuicdes de Arquimedes para a aproximacdo do
nimero z. Ele revelou, em uma de suas obras — O Método —, ter muita paciéncia
efetuando célculos e medidas, trabalhando com perimetros de poligonos de 96 lados para

mostrar que a razao da circunferéncia por seu diametro, hoje denominado por =, era um

namero compreendido entre 3% e 3% (FREITAS, 1987).

No entanto, na escola platonica, a questdo da incomensurabilidade® também
causou escandalos e conflitos, pois parecia arruinar os teoremas envolvendo proporgoes.
Os platdnicos perceberam que a razdo entre a diagonal e o lado do quadrado néo era igual a
razdo de um ndmero inteiro para outro numero inteiro, constituindo um sério problema
para comparar grandezas incomensuraveis (BOYER, 1996).

Inspirados numa passagem do Menodn de Platdo do século IV a. C., Daumas e
Guillemot (1993) contam que Socrates solicitou a um escravo tragar um quadrado de lado
de 2 pés, e pediu para gque ele encontrasse o lado de um quadrado de area que fosse o dobro

da area do quadrado inicial. A primeira resposta do escravo foi: é preciso dobrar o lado do

® Duas grandezas sao incomensuraveis quando n&o existe uma unidade de medida comum entre elas.
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quadrado (Ibid, p. 33). Em seguida, ele percebeu que, dobrando a medida do lado do
quadrado inicial, ou seja, construindo um quadrado de lado de 4 pés, ele iria encontrar um
quadrado de area quatro vezes a area do quadrado, e ndo o dobro, conforme Ihe havia
solicitado Sécrates. Como o quadrado de lado de 4 pés era muito grande para a situacéo, e
teria que ser um quadrado de lado maior que 2 pés, ele pensou, sem sucesso, num quadrado
de lado 3 pés.

Ao perceber que o escravo ficava nervoso com suas tentativas frustradas, Socrates
Ihe sugeriu abandonar a perspectiva numérica, e mostrar a partir de qual linha pode-se
obter o referido quadrado. Para colaborar com o escravo, Socrates representou ao lado do
quadrado inicial trés quadrados para formar um quadrado de area 4 vezes maior que a area
do quadrado inicial. Desse modo, o problema, agora geométrico, seria encontrar um

quadrado de area igual a metade da area desse novo quadrado.

Figura 6 — Quadrado de medida de area 2 cm?

Como a diagonal do quadrado divide o quadrado em duas partes iguais, era
necessario, entdo, dividir cada um dos quatro quadrados por uma diagonal
estrategicamente escolhida. Assim, o escravo viu uma solu¢do para o problema proposto.

Segundo Daumas e Guillemot (1993), o conteldo Matematico dessa passagem

pode ser assim resumido: o quadrado construido sobre a diagonal d de um quadrado de
lado a € o dobro do quadrado construido sobre a (d2 = 2a2). Porém, como a relagéo entre

a diagonal e o lado néo resulta num namero racional, surge as dificuldades do escravo ao
tentar resolver aritmeticamente o problema proposto, relacionado a impossibilidade de se
medir a diagonal de um quadrado por meio do lado desse quadrado. Nesse caso, existe uma
relacdo entre as grandezas geométricas e nimeros por intermedio da medida. Quando as
grandezas sdo comensuraveis, o resultado de medida € um numero inteiro. No entanto, isto
nem sempre ocorre quando se trata de grandezas incomensuraveis.

De acordo com Daumas e Guillemot (1993, p. 36), Aristoteles cita a demonstracao

gue a diagonal do quadrado e o lado do quadrado sdo segmentos incomensuraveis:
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Provamos, por exemplo, a incomensurabilidade da diagonal em razdo que os nimeros
impares seria igual a numeros pares, se supormos que a diagonal é comensuravel;
concluimos, entdo, que os nimeros impares devem ser iguais aos nimeros pares, e
provamos hipoteticamente a incomensurabilidade da diagonal porque uma concluséo
falsa decorre de uma proposicao contraditoria (ARISTOTELES, 1966).

Essa é a demonstragdo classica da irracionalidade de \/5, que, segundo Aaboe

a
(2002), atualmente consiste em supor que existe uma fracdo irredutivel b+ com

a
a,beZ,b+0 de modo que a igualdade b =2 seja verdadeira, ou seja, consiste em

supor /2 um numero racional. Da igualdade anterior:

a2

F=2<:>a2=2b2_

Assim, @®é um numero par, pois € multiplo de 2, e, portanto & também é par. Logo,
existe P<Z tal que @=2P, Sendo assim,

a’=2b"> < 4p*=2b°> = 2p*=b*
Conclui-se que b* também ¢é par, e, portanto, b ¢ par. Mas isto é uma contradigio, pois

a ¢ b nio podem ter divisores em comum, uma vez gque supomos inicialmente que a

a . , . L. . , . .
fracédo b € irredutivel. Deste modo, a hipétese inicial que v2 ¢é um ndmero racional é

falsa.

Em relacdo a referida demonstracdo dos gregos para a irracionalidade de V2 :

Aaboe (2002) ressalta que, enquanto os babilénios encontraram boas aproximacdes para
~/ 2 e aparentemente se contentaram com isto, 0s gregos levaram este assunto até o fim,

demonstrando de modo consistente que /2 ndo é um numero racional. Tal demonstragéo
pode ser encontrada atualmente em alguns livros didaticos de Ensino Médio, Lycée e
Superior de Matematica, bem como em algumas obras de Ensino Fundamental. Por esse
motivo, e por se tratar de um resultado importante sobre irracionais algébricos, uma
questdo relacionada a esta demonstracéo foi inserida no instrumento de pesquisa para 0s
alunos do Ensino Médio, Lycée, e Ensino Superior brasileiro e francés.

A prova sobre a incomensurabilidade da diagonal e o lado de um quadrado esta
disponibilizada em Avila (2006):
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Figura 7 - Incomensurabilidade entre a diagonal e lado do quadrado

Considere um quadrado com diagonal §=AB e lado A =AC. Suponha, por absurdo,
que o e A sejam comensurdveis. Desse modo, existe um terceiro segmento o,
submultiplo comum de 5§ e 4. Com centro em A e raio AC trace o arco de
circunferéncia CD, o qual corta a diagonal AB em D. Seja ED a tangente a esse arco em
D. Como AD =AC, os tridngulos retangulos ACE e ADE sdo congruentes, e, por
conseguinte, os catetos CE e ED séo congruentes. Como o tridngulo retangulo BDE é
retdngulo isésceles, conclui-se que também sdo congruentes os segmentos BD e DE.

Portanto,
6=AB=AD+BD=4+BD,
A=BC=BE+EC=BE+BD,
ou seja,
5=A+BD, 1
A=BE+BD. 2

Como o segmento & € submultiplo comum de § e A, conclui-se de (1) que & também
€ maltiplo de BD. Disso e de (2), segue que o também é submultiplo comum de BD.
Assim, fica provado que se houver um segmento o que é submdaltiplo comum de
Sd=AB e lado 1 =AC, entdo o mesmo segmento vai ser submaltiplo comum de BE e
BD, segmentos esses que sdo, respectivamente, a diagonal e o lado do quadrado BDEF.
Ora, a mesma constru¢cdo geométrica que permite passar do quadrado original ao
quadrado BDEF pode ser repetida com este Gltimo para chegar a um quadrado menor
ainda; e assim por diante, indefinidamente; esses quadrados vdo se tornando
arbitrariamente pequenos, pois, a dimensdo deles diminui em mais da metade quando
passa de um deles a seu sucessor. Dessa maneira, prova-se que 0 segmento o devera
ser submultiplo comum do lado e da diagonal de um quadrado tdo pequeno quanto se
deseja, que é um absurdo. Assim, deve-se rejeitar a suposicdo inicial de
comensurabilidade de AC e AB. E, desse modo, conclui-se que o lado e a diagonal de
qualquer quadrado sdo grandezas incomensuraveis (Avila, 2006, p. 48-49).

Em conformidade com Daumas e Guillemot (1993), existe uma demonstracao
sobre segmentos incomensuraveis ainda mais espetacular, referente a diagonal e o lado de
um pentagrama. Assim como na Figura 7, considere um pentagono ABCDE e trace suas
diagonais, em seguida trace as diagonais de A’,B’, C’, D’, E’... criando uma representacédo
de um percurso infinitamente pequeno, no qual a figura do pentdgono aparece

periodicamente.
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Figura 8 - Incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do pentagrama

O simbolo da escola pitagérica era o pentagono regular, que significava o simbolo
da vida humana, da boa salde, da alianca entre 0os homens, de protetor fisico e espiritual
(BOYER 1996; MIGUEL 1993). Devido a importancia que os pitagéricos atribuiam ao
pentagono regular, é possivel que eles tenham dado atencdo especial ao estudo desta
figura. Godefroy (1997) comenta sobre a possibilidade dos pitagoricos terem constatado
que a razdo entre o lado e a diagonal do pentadgono € igual ao nimero de ouro ¢, e que a
razdo entre o lado do pentagono e o lado do pentadgono obtido pela intersecdo das diagonais
é ¢°. Desse modo, o nimero de ouro ¢ pode ter sido o primeiro ndmero irracional
percebido pelos gregos.

Assim, nesse momento da Histéria da Matematica grega, numa ruptura com 0s
nimeros, as grandezas estavam bem adaptadas e permitiam estabelecer a
comensurabilidade ou incomensurabilidade entre duas grandezas. Entretanto, ainda restava
0 problema da proporcionalidade entre grandezas (DAUMAS; GUILLOMET, 1993) que
precisava ser solucionado.

Foi Eudoxo, um dos mais notaveis membros da escola de Platdo, que por volta de
370 a. C. resolveu o problema da incomensurabilidade e proporcionalidade entre grandezas
com sua teoria das propor¢des e 0 método da exaustdo. Ele apresentou uma nova definigdo
de proporcao: considerando quatro grandezas A,B,C e D de mesma espécie™, diz-se que
A esta para B assim como C esta para D se, quaisquer que sejam 0s inteiros positivos m
e n, se tenha:

NA>mMB<nNC>mDO nA=mB< nC =mD;

nA<mB<< nC <mbD.

10 As grandezas devem ser da mesma espécie no sentido que se devem relacionar: segmentos com segmentos,
superficies com superficies, s6lidos com solidos.
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Esse momento da Historia da Matematica marca um avanco para 0S numeros
irracionais, pois, além dos gregos provarem sobre a existéncia de segmentos
incomensuraveis, eles podiam representa-los e, sobretudo, comparé-los por meio da teoria
das proporc¢des de Eudoxo, passando a aceita-los como um objeto geomeétrico.

No entanto, a matematica grega nao estava fundamentada na teoria dos numeros.
Era uma matemética voltada para a geometria, limitada a constru¢fes com réguas e
compasso. Assim, foi somente no século XIX, com o avanco da Anélise Real, que teorias
matematicas consistentes sobre o conjunto dos ndmeros irracionais, garantindo a
continuidade dos numeros reais, surgiram independentes entre si. Dentre as teorias
existentes, destacam-se na presente pesquisa as teorias de Dedekind e Cantor, por serem as
mais citadas nos livros de Historia da Matemaética e Andlise Real.

2.1.4 A construcao dos nimeros irracionais por Richard Dedekind (1831 - 1916)

Fundamentado na descoberta da incomensurabilidade pelos gregos, Dedekind
(2008) menciona sobre a continuidade da reta numeérica, afirmando, desse modo, sobre a
existéncia de infinitos pontos da reta real que ndo correspondem a nenhum ponto racional.
O referido pesquisador esclarece sua afirmagdo, tomando como exemplo 0s segmentos
incomensuraveis descobertos pelos gregos, a diagonal e o lado do quadrado:

Ao transportar tal medida sobre a reta, a partir do ponto O, obtemos uma
extremidade que ndo corresponde a nenhum nUmero racional. Igualmente,
podemos demonstrar que existe uma infinidade de segmentos incomensuraveis
com a unidade, permitindo afirmar: a reta L é infinitamente mais rica em

elementos pontuais que o dominio R dos nUmeros racionais em elementos
numéricos (DEDEKIND, 2008, p. 69, traducdo da pesquisadora).

Desse modo, ao comparar o dominio dos numeros racionais R com uma reta,
alertando sobre as lacunas e descontinuidade dos numeros racionais, Dedekind (2008)
ressalta a necessidade da criacdo de novos numeros, de modo a completar 0s nimeros

racionais e atingir a completude da reta numérica.

Os Cortes de Dedekind

Como solucdo para completar o dominio dos numeros racionais R para os reais,

Dedekind (2008) introduz o conceito de Cortes. Cada Corte esta relacionado a duas classes
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A e A, de nimeros racionais, denominado por (A, A,). O pesquisador alerta que todo
numero racional a divide o sistema R em duas classes A e A,, de modo que todo nimero
a, da primeira classe A, € menor do que todo nimero a, da segunda classe A,. Existem,

necessariamente, dois tipos de Cortes:

i.  Dado nimero a, ou a é o maior nimero da classe A ou a é o menor nimero
da classe A,, e, neste caso, a € um numero racional. E, inversamente, se um
corte (A,A,) possui esta propriedade, na qual a classe A, possui maior
elemento ou a classe A, possui menor elemento, entdo o corte (A, A,) define

um ndmero racional.

ii.  Cortes em que nem a classe A possui maior elemento nem a classe A,

possui menor elemento.

Pode-se citar como exemplo para o segundo caso o Corte definido pelo numero

VD, sendo D um niimero inteiro positivo que ndo é quadrado perfeito. Assim,

Os Cortes que ndo sdo operados por nimeros racionais possuem a propriedade referente
a incompletude ou descontinuidade do dominio R dos nimeros racionais. Cada vez que
estamos na presenca de um Corte (A,A,) ndo operado por um nimero racional, nos

criamos um novo nimero ¢ correspondente a este Corte; dizemos que o nimero o
corresponde a este Corte ou que ele opera este Corte. De agora em diante, todo Corte
determinado corresponde a um e somente um ndmero, racional ou irracional, e
consideramos dois numeros como diferentes ou desiguais se e somente se eles
correspondem a dois Cortes essencialmente distintos (DEDEKIND, 2008, p. 77,
traducdo da pesquisadora).

Para integrar e dar consisténcia a sua teoria sobre os Cortes e a construcdo dos
nameros irracionais, Dedekind (1998) define, por meio de Cortes, uma relacdo de ordem
no conjunto dos nimeros reais, continuidade do conjunto dos nimeros reais, calculos sobre
0S numeros reais e andlise infinitesimal. Atribuindo, portanto, o estatuto de nimero aos

irracionais, permitindo operar com estes nimeros.

2.1.5 A construcéo dos numeros irracionais por Georg Cantor (1845 — 1918)

Assim como Dedekind e na mesma época, porém com uma abordagem

completamente diferente, Geog Cantor ofereceu valiosas contribui¢fes para a construcéo
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dos nimeros irracionais, por meio de sequéncias de Cauchy™, garantindo a existéncia do
conjunto dos nimeros reais como um corpo ordenado completo?, permitindo, tal como na
teoria de Dedekind, operar com 0s nimeros reais.

Avila (2006) chama atenc&o para o fato que existem tantas sequéncias de Cauchy
guanto sdo 0s nUmeros racionais, pois, para qualquer numero racional r basta tomar a

sequéncia constante r, =(r,r,r,...)que € de Cauchy. Este mesmo autor ressalta que dentre

as sequéncias de Cauchy, algumas sdo convergentes no conjunto dos nimeros racionais, e
outras sequéncias, tais como a sequéncia das aproximacgbes por falta de /2,

r = (L141,411,4142;..) , ndo convergem para um numero racional.

Notando a necessidade de construir novos numeros — 0s irracionais —, sendo 0s
limites das sequéncias de Cauchy que ndo convergem para numeros racionais, Cantor
elabora sua teoria para mostrar como esses novos ndmeros unidos com 0S racionais
formam um corpo ordenado completo — o conjunto dos ndmeros reais.

Segundo Cousquer (1998), Cantor publica em 1872 o artigo intitulado Extenséo
de um teorema da teoria das séries trigonométricas, no qual explica a necessidade de
diferenciar a classe A dos numeros racionais com a classe B das sequéncias de nimeros
racionais e, em seguida, a classe C obtida pelos limites das sequéncias de elementos das
classes B e C, e, ainda, todas as classes C obtidas a partir das classes precedentes. Este fato

esta explicitado numa passagem do mencionado artigo:

A classe A proporciona o nascimento da classe B; pelo mesmo processo, essas duas
classes reunidas proporcionam o nascimento de uma nova classe C. Seja, com efeito,
uma série infinita: b;,b,,...,b,,... de nimeros escolhidos nas classes A e B, de modo

i
que ndo pertencem todos os nlmeros a classe A, e esta série sendo constituida tal que
b, —b, se torne infinitamente pequeno a medida que n cresce, para qualquer que seja

m... Eu diria que esta série tem um limite determinado c. As grandezas numéricas ¢
constituem a classe C. As definicGes de equivaléncia, de desigualdade e aquelas das
operacOes elementares, sejam as grandezas ¢, sejam entre estas grandezas elas mesmas e
aquelas das classes A e B, sdo analogas as defini¢cdes dadas acima. Enquanto que as

1 Uma sequéncia (Xn) de numeros reais ¢ denominada sequéncia de Cauchy quando cumpre a seguinte

condigdo: Dado & > 0 pode-se obter N, € N tal quese m>n, e N> n, implica |Xm - Xn| <é.

2 Um corpo é um conjunto K, munido das operacdes de adicio e multiplicacéo, que satisfazem os seguintes
axiomas: a) Adicdo: associatividade, comutatividade, elemento neutro, elemento simétrico; b) Multiplicag&o:
associatividade, comutatividade, elemento neutro, inverso multiplicativo; c¢) axioma da distributividade. Um

corpo ordenado é um corpo K, no qual um subconjunto P — K, satisfazz X,ye P =Xx+yeP e

X-y e P.Eainda, dado X € P, uma das trés alternativas ocorrem: X=0, ou X€P ou —-xeP.

Um corpo ordenado é completo quando todo subconjunto ndo vazio limitado superiormente possui um
supremo.
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classes B e A sdo tais que se pode igualar cada a a um b, mas ndo cada b a um a, pode-se
igualar ndo somente cada b a um ¢, mas também cada ¢ a um b. Ainda que as classes B e
C possam em certa medida ser identificadas, é essencial, na teoria que eu apresento,
manter a distingdo abstrata entre as classes B e C; também a equivaléncia de duas

grandezas numéricas b, b da classe B ndo significa a identidade, mas exprime somente

uma relacdo determinada entre as séries as quais eles se relacionam. A classe C e
aquelas que a precedem produzem de maneira andloga uma classe D; estas produzem
uma classe E, e assim por diante; por A operac@es (considerando aquela que passa de A
para B como a primeira), chegamos a uma classe L de grandezas numéricas...
(CANTOR, 1872 apud COUSQUER, 1998, p. 205 — 206, traducdo da pesquisadora).

Essa construgdo dos nimeros reais por meio de sequéncias de Cauchy identifica

cada nimero racional r com a classe que contém a sequéncia constante r, =r. As classes

que ndo correspondem a esta identificacdo estdo relacionadas aos novos ndmeros - 0S

irracionais. E o caso da classe que contém a sequéncia r,=(11,4,1,41,1,4142;..) que define

V2 (AVILA, 2006).
Em 1873, Cantor mostra que o conjunto dos nimeros racionais é enumeravel, isto

é, existe uma bijecdo f:N — Q entre o conjunto dos nimeros naturais com 0 conjunto

dos ndmeros racionais e, neste caso, diz-se que estes dois conjuntos tém a mesma
cardinalidade. Igualmente, Cantor prova que o conjunto dos numeros algébricos, que é o
conjunto das raizes dos polindmios com coeficientes inteiros, também & enumeravel,

concluindo, portanto, que o conjunto dos irracionais algébricos, ou seja, +/2,+3,45..., é

enumeravel e possuem a mesma cardinalidade do conjunto dos numeros naturais. No
entanto, em relacdo ao conjunto dos nimeros reais, Cantor prova gque nao é possivel exibir
uma bijecdo com o conjunto dos numeros naturais. Para isto, 0 pesquisador realiza uma
demonstracdo por absurdo provando que o conjunto dos nimeros reais € ndo enumeravel.
Desse modo, considerando que a unido de conjuntos enumeraveis € enumeravel, e que o
conjunto 0s numeros reais € a unido dos numeros algébricos com 0s numeros
transcendentes (tal como os niUmeros = e e), deduz-se que 0s nimeros transcendentes ndo
sd0 enumeraveis, ou seja, sua cardinalidade é maior que a do conjunto dos numeros

naturais.
2.1.6 Consideragdes sobre o percurso histérico dos nimeros irracionais
A breve descricdo do percurso historico da constru¢cdo dos numeros irracionais

apresentado neste texto mostra que os primeiros indicativos de ndmeros irracionais

surgiram entre os egipcios, ha mais de quatro mil anos, revelados por meio da resolucao de
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alguns problemas que envolvem figuras e solidos geométricos, incluindo a construcéo da

piramide de Quéops, em que manipulam aproximagdes dos numeros V2, 7 e nimero de
ouro.
Também por volta de 2000 anos a. C., 0s egipcios apresentaram manipulacées um

pouco mais precisas relacionadas a estes nimeros. Eles exibiram uma relacdo de ternos

pitagoricos e métodos de aproximacao com ate seis casas decimais para os valores de JA,
além de aproximacges para 0 nimero = .

Por volta de 600 a. C, os matematicos gregos perceberam a existéncia de
segmentos de medidas irracionais, detectando a existéncia de segmentos incomensuraveis.
Esse fato causou muitos conflitos entre os gregos, sobretudo aos pitagoricos, pois eles nao
conheciam numeros que pudessem expressar a medida desses segmentos. Em
aproximadamente 370 a. C, uma teoria elaborada pelo matematico grego Eudoxo permitiu
a comparacdo entre medidas de segmentos incomensuraveis, marcando, portanto, um
avanco para o conceito de nimeros irracionais.

No entanto, o estatuto de numero irracional foi revelado somente no século XIX,
principalmente com as teorias de Cantor e Dedekind, que asseguram que o conjunto dos
nameros reais € um corpo ordenado completo, garantindo a continuidade da reta numérica
e a possibilidade de se operar com os nimeros irracionais, finalizando mais um capitulo de
historia da Matematica.

Considerando a importancia dos aspectos histéricos, bem como da construcdo dos
nameros irracionais na formacao de professores de Matematica, algumas questdes foram
inseridas no instrumento de pesquisa para os alunos do Ensino Superior, colaboradores
desta pesquisa, com o objetivo de conhecer sobre a formacgdo desses alunos em relacéo ao
desenvolvimento dos nimeros irracionais.

Assim, questdes sobre a demonstracdo da irracionalidade de 2 descoberta pelos
gregos, construgdo de segmentos de medidas irracionais por meio da espiral pitagorica
descoberta pelos platonicos, teoria das propor¢des de Eudoxo, constru¢do de Dedekind e
Cantor para 0s numeros irracionais, enumerabilidade e ndo enumerabilidade do conjunto
dos nimeros racionais e irracionais, foram inseridas no instrumento de pesquisa dos alunos

do Ensino Superior, conforme apresentadas na secéo 6.

2.2 PARTE B: OS NUMEROS IRRACIONAIS E AS PESQUISAS DE EDUCACAO
MATEMATICA
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Assim como de praxe, ao iniciar esta investigacao, foi realizado um levantamento
sobre as pesquisas relacionadas ao tema nameros irracionais e reais condizentes com o
ensino de Matemética na literatura brasileira e, em seguida, na literatura estrangeira®®. As
pesquisas adquiridas contribuiram para delinear o caminho a ser seguido para a presente
tese de doutorado, sendo que alguns desses resultados contribuiram diretamente com as
andlises das entrevistas realizadas com os alunos colaboradores da presente pesquisa,
descritas na secdo 4. Sendo assim, apresenta-se a seguir uma sintese especificamente das
pesquisas que colaboram para fortalecer as analises desta pesquisa, sendo que uma delas
refere-se a analise de livros didaticos de Ensino Fundamental, Médio e Superior, e as

demais estdo relacionadas a concepcdes de alunos sobre o conceito de nimero irracional.

2.2.1 Pesquisas sobre numeros irracionais: ensino, aprendizagem e formacdo de

professores

Na tese de doutorado intitulada Estudos de continuidade e NUmeros Reais:
Matematica, descobertas e justificativas de professores, Cobianchi (2001) apresenta,
dentre outros estudos, os resultados de anélises de diversas obras didaticas de Matematica
no que concerne aos numeros reais e continuidade. Foram analisados 19 livros didaticos do
Ensino Fundamental publicados no periodo de 1969 a 1997; dezesseis livros didaticos do
Ensino Médio publicados entre 1946 e 1994; e 20 livros de Célculo Diferencial e Integral |
e Anélise Real, cujo periodo de publicagdo € entre 1961 e 2001. Com as anélises das obras
dos trés niveis de ensino, o0 autor constatou que geralmente inicia-se o estudo do conjunto
dos numeros reais com a revisdo do conjunto dos numeros naturais, seguida do conjunto
dos numeros inteiros, conjunto dos numeros racionais € 0 conjunto dos numeros
irracionais, introduzido como sendo um conjunto diferente dos numeros racionais.
Conforme a estrutura apresentada, a unido do conjunto dos racionais com 0s irracionais
forma o conjunto dos nimeros reais.

Segundo Cobianchi (2001), com poucas excecdes, a abordagem dos numeros reais
nestas obras leva o leitor a crer que ndo houve nenhum percal¢co em toda a trajetoria dos

nameros reais: 0s autores afirmam que cada ponto da reta representa um numero real; ndo

¥ No que se refere a pesquisas estrangeiras, encontrou-se pesquisas realizadas com alunos israelenses,
espanhdis e franceses.
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abordam grandezas comensuraveis e incomensuraveis, e apenas alguns livros apresentam

discussdes sobre a irracionalidade de +/2. Uma Unica abordagem diferenciada dos
numeros irracionais foi percebida na obra de Lacaz Netto (1952), que aborda a construcéo
dos numeros reais por meio de cortes de Dedekind, mas o proprio autor do livro didatico
considera ser um contetdo dificil de ser ensinado no Ensino Médio, tendo sido ensinado
em poucos colégios de Sdo Paulo, na década de 1940 e inicio dos anos 1950.

Segundo Cobianchi (2001), no final da década de 1960 e inicio dos anos 1970, 0s

nmeros irracionais, sobretudo o nimero /2, comecaram a ser introduzidos por meio do
teorema de Pitdgoras, e 0s segmentos com estas medidas eram representados na reta

numérica. Neste mesmo periodo, iniciou-se a abordagem das aproximacdes por falta e por
excesso de /2, a utilizagdo da calculadora para se encontrar aproximacdes deste niimero,

a prova de que /2 ndo é um niimero racional, pois ndo pode ser escrito na forma P , com

q

p,geZ e q=0, € 0 nimero z é introduzido como a razdo entre 0 comprimento e 0

didmetro da circunferéncia. Esses fatos continuam presentes nas obras de Matematica da
Educacao Basica dos dias atuais.

No que se refere as obras dos cursos de Licenciatura em Matematica, segundo
Cobianchi (2001), o contetdo numeros reais é abordado na disciplina Analise Real.
Entretanto, os autores das quatro obras analisadas pelo pesquisador, Elon Lages Lima,
Walter Rudin, Robert Bartle e A. J. White, ndo abordam constru¢des dos nimeros reais
viaveis para a preparacdo dos futuros professores de Ensinos Fundamental e Médio. Esses
resultados relacionados a inviabilidade das obras de andlise real utilizadas atualmente no
Brasil para a formacdo de professores de Matematica também sdo percebidos na presente
pesquisa. Esse fato decorre dos resultados das analises das entrevistas com os alunos do
Ensino Superior, que mobilizam conhecimentos insuficientes e equivocados sobre o
conjunto dos numeros reais, de modo particular do conjunto dos nimeros irracionais. Além
de ndo reconhecerem ou demonstrarem duvidas sobre a existéncia de segmentos cuja
medida é irracional, bem como a existéncia de um quadrado cuja medida de area é 13cm?,
esses alunos ndo conhecem as teorias de construcdo e formalizacdo do conjunto dos
nameros reais, tais como as teorias de Cantor e Dedekind.

As demais pesquisas relatadas neste texto referem-se as concepc¢des de alunos

sobre o conceito de numeros irracionais, e oferecem suporte principalmente para as
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analises da questdo 1 da presente pesquisa, que diz respeito a algumas das ideias base* de
namero irracional.

Igliori e Silva (2001) realizaram uma investigacdo sobre o conceito de nimero
real com 36 alunos iniciantes do curso de Ciéncias da Computacdo e 14 alunos do ultimo
periodo do curso de Licenciatura em Matematica. Baseados nas pesquisas de Robinet
(1986), realizada com alunos franceses, e nas pesquisas de Fishbein, Jehiam e Cohen
(1995), e de Tiroh (1995), realizadas com alunos israelenses, Igliori e Silva (2001)
elaboraram um questionario que foi aplicado aos alunos mencionados, com a intencéo de
compreender as concepcBes dos estudantes brasileiros e, em seguida, comparar 0S
resultados obtidos entre suas andlises e as anélises de Robinet (1986), Fishbein, Jehiam e
Cohen (1995), e Tiroh (1995). A seguir, estdo disponibilizadas as questdes aplicadas aos

alunos brasileiros:

Quadro 1 - Instrumento de pesquisa de Igliori e Silva (2001)

1) Indique se 0 nimero abaixo € racional (Q) ou irracional (1):
a) 0 h)+3c) % d) %e) 0,333...3 (30 vezes)

f) 0,21222324.. g) 4212121.. h) = i) 31416 j) ‘%
k) % l)e m) 27182 n) 1,999... 0) 2

2) Explicite o critério que vocé utilizou para tomar a decisdo no exercicio anterior.

3) Efetue utilizando a calculadora:

11 1.1 1

22 3 3 3

1o 1 R S
2 2 3 3 3

Os resultados obtidos eram os esperados? Comente a sua resposta.

4) Um estudante estava em ddvida se ~ era um ndmero racional ou irracional. Procurou seu valor na
calculadora, obteve 314159265¢ e concluiu entdo que era racional. Vocé concorda com a
concluséo? Por qué?

5) Existe um nimero real compreendido entre:
3 4
a)

—e— b) 213e 214 ) 1 e 0,333...7
11 11 3

 Entende-se por ideia base dos numeros irracionais, explanada na secdo 3, os elementos matematicos
essenciais para a compreensdo de ndmeros irracionais: nimero racional, representagdo decimal infinita,
periodicidade e ndo periodicidade, diferenciar um nimero racional de um irracional, teorema de Pitagoras,
existéncia de segmentos de medida/n,vn e N, aceitar que a equacdo x* = p tem solugéo real para peR,
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6) Ordene os nimeros, do menor para 0 maior: ‘/5; 0; 0,02, " _;0,2;01999; 01.
10 1000

7) Considere o intervalo 1 = [0;0,2] e responda as perguntas:
a) Quantos nimeros existem em 1?
b) Quantos desses nimeros sdo racionais? Indique alguns exemplos.
c) Quantos desses nimeros sdo irracionais? Indique alguns exemplos.

8) Considere o conjunto J = {x € Q | 0 < x < +/2} e responda as perguntas:

a) Jtem um Gltimo elemento? (isto &, o elemento que vem exatamente antes de /2 ?)
b) Sesim, qual € esse elemento? Se ndo, por qué?

9) Compare os conjuntos A e B, em cada caso, quanto a “quantidade de elementos”. Coloque um X
na coluna escolhida.

|A| indica a quantidade de elementos de A.
|B| indica a quantidade de elementos de B.

a) A= {impares} B = {pares}

b) A ={pontos da reta} B = {numeros reais}

¢) A ={naturais} B = {nimeros pares}

d) A ={racionais} B = {irracionais}

e) A={naturais} B = {racionais}

f) A ={pontos de um segmento} B = {pontos da reta}

g) A ={racionais} B = {nlimeros reais}

h) A = {racionais} B = {pontos de um segmento}
i) A={inteiros} B = {naturais}

Fonte: Igliori e Silva (2001)

Quanto as analises realizadas pelos autores, sdo destacadas neste texto
essencialmente aquelas que servem para fortalecer as andlises da presente pesquisa. No que
se refere a questdo 1, segundo Igliori e Silva (2001), as respostas dos alunos indicam que
as representacdes decimais ilimitadas, sem alusdo ao periodo, sdo associadas aos nimeros
irracionais. Esta afirmacdo é baseada, por exemplo, no fato que o nimero 4,212121... foi
considerado como irracional por 22 dentre os 36 alunos iniciantes, e por 4 dentre os 14
finalistas. Quanto ao nimero 7 , considerado, segundo 0s autores, como um proto6tipo de

namero irracional, 13 alunos iniciantes classificaram tanto 7 quanto 31416 como
irracional. Para Igliori e Silva (2001), a aproximagdo do nimero 7z por 31416 nas aulas

de fisica ou mesmo de matematica pode ter levado 7 alunos finalistas a identificar esses
numeros. Do mesmo modo, 0s autores acreditam que este fato possa ter levado esses

alunos a classificarem o nUmero 3,1416 como irracional.
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Na questdo 2, referente aos critérios de classificacdo dos numeros da questdo

anterior, 0s autores perceberam que:

e 25% dos estudantes e 36% dos finalistas definem ndmero irracional como
sendo um numero infinito ou como sendo um ndmero com infinitos digitos
apos a virgula, sem mencionar o periodo.

e 19% dos iniciantes definem numero racional como sendo um ndmero exato,
consequentemente consideram um irracional como sendo um ndmero ndo
exato.

e Para 14% dos iniciantes, 0s numeros irracionais sdo raizes.

e 14% dos iniciantes e 50% dos finalistas classificam nimero racional como um

a
nimero que pode ser posto na forma B sem classificar a e b, sendo os
demais numeros irracionais.

e 5% dos iniciantes consideram numero racional como sendo um numero inteiro.

e 5% dos iniciantes consideram numero irracional como nimero negativo.

Na quarta questdo, 14 alunos iniciantes concluiram que, como na calculadora

apareceu 3141592654 para o valor de r, entdo = € um namero racional, contradizendo a

resposta a questdo 1, na qual esses mesmos estudantes classificaram o nimero~ como
irracional.

Quanto a ultima questdo, especificamente sobre o item d, relacionado a
cardinalidade dos conjuntos dos nimeros racionais e irracionais, 0s alunos apresentavam
respostas dizendo que, como os dois conjuntos possuem infinitos elementos, entdo eles
devem ter a mesma quantidade de elementos. No que diz respeito a comparar as respostas
dos alunos iniciantes e as dos finalistas na Gltima questdo, os autores concluem que 0s
alunos possuem concepgdes similares, porém os alunos finalistas eram mais coerentes em
suas respostas, mantendo o mesmo critério para todos os itens, embora nem sempre
corretos.

Os autores concluiram que os alunos brasileiros apresentam algumas concepcdes
sobre 0s nimeros reais que podem ser comparadas com os alunos franceses e israelenses,
indicadas nas pesquisas de Robinet, Tirosh e Fischbein et al, tais como:

e associagcdo numero — representacgéo;

e associacdo irracionalidade — representacdo decimal ilimitada; associagédo

irracionalidade — “nao-exatidao” (para os alunos, ndo exatidao poderia ser:
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nimero ndo inteiro, nimero negativo, ndmero cuja representacdo decimal
possui pontos de suspensdo em numero infinito ou n&o);

e associacdo numero — aproximacdo (associacdo efetuada por mais alunos

finalistas do que iniciantes).

Outra concluséo de Igliori e Silva (2001) pertinente para as analises da presente
pesquisa diz respeito ao fato de que, apesar de na maioria das vezes os alunos finalistas
apresentarem evolucfes em relacdo aos indices de acertos dos alunos iniciantes, muitas
concepcOes errbneas resistem a um curso introdutorio de analise real, tratado, segundo os
autores, de forma tradicional. Estes resultados da investigacdo de Igliori e Silva (2001)
serdo retomados na secdo 4, para auxiliar a compreensdo das respostas dos alunos,
fortalecendo as analises da presente pesquisa.

Uma outra pesquisa foi realizada com o objetivo de conhecer os pré-conceitos e
imagens conceituais sobre 0os numeros reais de alunos de Curso de Licenciatura em
Matematica, na qual Soares, Ferreira e Moreira (1999) investigaram respostas de 84 alunos
dos cursos de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de Minas Gerais e da
Universidade Federal de Santa Catarina, sendo 34 alunos do 2° periodo, 38 do 4° periodo e
12 do 7° periodo. A coleta de dados foi realizada por meio de questionarios que
consistiram em 11 questBes subdivididas em varios itens, as quais 0s autores
caracterizaram como:

e Existéncia de elemento maximo (ou minimo) em subconjuntos de R.

e Caracterizacdes de nimero irracional e outras questBes sobre irracionalidade.

e A distribuicdo de nUmeros irracionais e racionais na reta real.

e Formas decimais infinitas.

e Possibilidade de divisdo infinita de um segmento.

e Incomensurabilidade e irracionalidade.

e Poténcia com expoente irracional.

e Infinito e representacdo decimal.

e O conceito de nimeros reais e algumas propriedades estruturais.

Dentre as questdes propostas pelos autores, destaca-se neste texto aquelas
especificas sobre 0s nimeros irracionais e que contribuem diretamente com as analises da
presente pesquisa.

Soares, Moreira e Ferreira (1999) ressaltam que as caracterizacbes de numeros

irracionais mais frequentes nos livros didaticos sdo: a) um numero irracional ndo pode ser
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escrito como a razdo entre dois numeros inteiros; b) um ndmero irracional possui
representacdo decimal infinita e ndo periddica. Levando em conta tais caracterizagdes, na
questdo 2, por exemplo: Pra vocé, o que é um numero irracional? Os autores relatam que
apenas 29 alunos responderam de modo coerente, sendo que 22 responderam de acordo
com a caracterizacdo a, e somente 7 alunos responderam de acordo com a caracterizagéo b,
indicando que a definicdo de numeros irracionais mais presente para esses alunos €é: aquele
ndmero que ndo pode ser escrito como uma fragdo. Contudo, segundo os autores, grande
parte dos alunos que associam corretamente 0s numeros irracionais com uma das duas
caracterizacdes, a ou b, mostra dificuldades em questfes que exigem compreensao dessas
defini¢des, tais como as questdes 3 e 5, discutidas a seguir. Ressalta-se, ainda, que quase
50% dos alunos associaram, incorretamente, os irracionais com tudo aquilo que nédo é
familiar ou bem compreendido. Dentre estes alunos, alguns associam ndmeros irracionais
com representacdo decimal infinita.

Na questdo 3: O que te leva a crer sobre a existéncia de nimeros irracionais?

Apenas 18% dos alunos responderam de modo adequado, justificando o fato de existirem

segmentos de medidas V2, ou, se n3o existissem esses niimeros a reta teria furos (Ibid, p.
102). Desse modo, os autores concluem que 54% dos alunos que responderam
corretamente a questdo 2, relacionada a uma entre as duas caracteriza¢cbes de ndmeros
irracionais ja citadas, ndo sabem ao menos uma justificativa para a existéncia desses
ndmeros.

A questdo 5, relacionada ao nimero ~ e o comprimento da circunferéncia, dizia o
seguinte: Sabe-se que = € a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e seu

diametro. Chamando de C o comprimento da circunferéncia (em cm) e D a medida do
A C A
diametro (em cm) obtemos 7 = o O que vocé diria a um aluno que Ihe apresentasse tal

conclusdo? Apenas 11 alunos responderam que a conclusdo do hipotético aluno esta
errada, apresentando justificativas coerentes. No entanto, 40 alunos responderam que a

conclusdo esta errada sem saber apontar onde esta o erro, como pode ser percebido na fala
c . . _— . . . :
de um dos alunos: D ndo é uma divisdo exata, portanto ndo € um namero racional (lbid,

p. 104).

A questdo 6 diz respeito a distribuicdo dos racionais e irracionais dentro do

. , . . . . . 2 3
conjunto dos ndimeros reais: Encontre um nimero racional e um irracional entre = e 7
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A L A 2 3 .
Encontre trés numeros racionais e trés irracionais entre 3 e Z; Quantos numeros
S 2 3 L .
racionais existem entre 3 e Z? E irracionais? Apenas 42% dos alunos afirmaram que

. o T 2 3 .
existem infinitos racionais e irracionais entre g € Z, mesmo considerando as respostas

sem justificativas ou justificativas incorretas. Somente 10% dos alunos apresentaram

justificativas corretas para o item b, e apenas 25% exibiram 3 irracionais entre 3 e g,

4
enquanto que 44% apresentaram 3 racionais.

Uma das questdes refere-se a segmentos de medidas incomensuraveis: eram dados
quatro pares de medidas de segmentos representando medidas dos lados de retangulos. Os
autores questionavam quais dos retangulos poderiam ser subdivididos em um ndmero
inteiro de quadrados iguais, tracando retas horizontais e verticais aos lados dos retangulos
dados. Para esta questdo, apenas 7 dos 84 entrevistados responderam corretamente.
Segundo o0s autores, os alunos parecem ndo considerar a possibilidade de
incomensurabilidade entre segmentos.

Na guestdo 11: Os numeros naturais sdo utilizados, por exemplo, para contar e 0s
racionais para medir. E 0s nimeros irracionais para que servem? E os reais? Nao foram
encontradas andlises dos autores especificamente para a questdo sobre 0s ndmeros
irracionais, no entanto, sobre 0os nimeros irracionais, apenas 6 alunos dentre os 44 que a
responderam apresentaram argumentos coerentes relacionados a grandezas continuas ou
possibilidade de expressar qualquer quantidade.

Com a analise dos questionarios, os autores constataram respostas sofisticadas,
envolvendo nogdes de limites, continuidade, infinito e, igualmente, respostas simplistas, ou
ingénuas, que acreditam ser resultantes da vivéncia escolar destes sujeitos. Porém, em
ambos 0s casos, 0s pesquisadores afirmam tratar de conceituacgdes insuficientes para um
futuro professor de Matematica.

Desse modo, juntamente com os resultados das demais investigacOes relatadas
nesta parte do texto, a pesquisa de Soares, Ferreira e Moreira (1999) colabora com as
analises da questdo 1 da presente pesquisa no sentido de inferir sobre possibilidade de
mobilizacdo de teoremas em acdo relacionados ao conceito de nUmeros irracionais,

conforme apontado nas analises da secao 4.
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Melo (1999) também traz contribuices para as pesquisas e 0 ensino dos numeros
irracionais em sua dissertacdo de mestrado, intitulada A compreensdo do conceito de
namero irracional: uma radiografia do problema e uso da Histéria como uma alternativa
de superacdo. Um dos objetivos da pesquisa foi identificar as dificuldades dos alunos na
compreensdo dos nameros irracionais do ponto de vista conceitual e historico. Para isto, 0
pesquisador escolheu como sujeitos da pesquisa 178 alunos que cursavam 1°, 2° e 3°
periodo dos cursos de Engenharia, Ciéncias da Computacdo, Informatica e Matematica
(bacharelado e licenciatura). As informacgdes foram obtidas por meio de um questionéario
que consistiu de 9 questdes, sendo 3 questdes abertas relativas a aspectos histéricos dos
nameros (a origem dos nimeros, do zero, dos irracionais, onde e que problemas podem ter
provocado a criagdo desses numeros); e 6 questdes (3 abertas e 3 fechadas) relacionadas ao
conceito de numero irracional (diferenca entre racionais e irracionais, possibilidade de
correspondéncia entre 0s numeros reais e 0s pontos da reta, densidade, comparacao entre o
conjunto dos racionais e dos irracionais no sentido de identificar qual infinito é maior).

Quanto aos resultados obtidos pelo autor, apresentam-se somente aqueles
diretamente relacionados ao conceito de namero irracional. Por exemplo, no item (b) da
terceira questdo: que problema pode ter provocado o aparecimento dos numeros
irracionais?, os alunos entrevistados mostraram ndo conhecer as origens histdricas dos
ndmeros irracionais, pois 61% ndo responderam a questdo; 3,9% apresentaram argumentos
relacionado a circunferéncia e o nimero 7 ; 5% responderam em relacdo ao teorema de
Pitdgoras, diagonal do quadrado ou hipotenusa de triangulo reténgulo; e 30,1%
apresentaram outras justificativas que, segundo o autor, sdo respostas corretas, porém
muito vagas, como por exemplo: Para resolver problemas que ndo eram possiveis com 0s
racionais; por motivo de organizacdo; como ajuda em calculos astronémicos, etc (lbid,
71).

Na questdo aberta 4, que referia-se a diferenca entre namero racional e irracional,
Mello (1999) chama atencédo para o fato que apenas 1 dentre os 178 alunos apresentou a

definicdo correta de numero racional como sendo um nimero que pode ser representado

x . p L a . .
como a razao entre dois numeros inteiros E, com b=0, e, consequentemente, irracional

como sendo aquele nimero que nao € racional. Ressalta-se o fato que o erro mais frequente
percebido nesta questdo foi caracterizar um numero irracional como aquele que possui
infinitas casas decimais, sem mencionar a ndo periodicidade do nimero. A questdo de

caracterizar um irracional como naimero que ndo existe, fato identificado nas analises da
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presente pesquisa, também foi detectado nas argumentacfes de um dos alunos: Racional
existe, irracional néo existe (Ibid, p. 72).
A quinta questdo solicitava aos alunos classificar alguns nimeros em racionais e

irracionais. O autor chama atencdo para o fato que 23,6% dos alunos entrevistados
classificaram o nimero —+/2 como racional. Dentre os alunos de Licenciatura em

Matemética, 14% ndo reconheceram a irracionalidade de —+/2 e 4,7% deixaram a resposta
em branco. Destaca-se, ainda, que mais de 30% dos alunos desconhece a irracionalidade do
ndmero 0171771777....

Estes resultados relatados por Mello (1999) auxiliam nas analises da questdo 1
proposta aos sujeitos entrevistados na presente pesquisa, no sentido de melhor
compreender 0s conhecimentos errdneos apontados pelos alunos sobre os numeros
irracionais e indicar possiveis teoremas em acdo falsos implicitos nas respostas dos alunos.

A tese de doutorado de Bronner (1997), Etude didactique des nombres réels:
idécimalité et racine carrée®, consiste em um estudo sobre as probleméticas e obstaculos
na construcdo dos nameros reais no decorrer da histéria da matematica; a evolucao destes
nGmeros nos livros didaticos e nos Programmes'® desde 1854 até 1996; investigaces com
alunos e professores de Troisiéme e Seconde'’ por meio de problemas para os alunos e
questionarios e entrevistas para os professores; e, ainda, uma engenharia didatica
desenvolvida com alunos de Troisieme. O pesquisador mostrou que alguns conceitos
relacionados ao estudo dos numeros — denominado pelo autor como campo numérico —,
como ndmeros reais, raiz quadrada, irracionalidade e idecimalidade®® mudam, as vezes,
radicalmente, podendo até desaparecer, no decorrer do tempo, dos curriculos e livros
didaticos.

Segundo Bronner (1997), a partir de 1986 ocorreram mudangas nos Programmes
com alteracbes no campo numérico, e a natureza dos nameros ndo foi mais um objeto de
ensino. Da Sixiéme & Quatriéme®, o sistema numérico é formado pelos racionais, porém
constituidos apenas dos numeros decimais e fracionarios. O contexto é fortemente

algébrico e relacionado com a utilizacdo da calculadora, restringindo os alunos ao espaco

1> Estudo didatico dos niimeros reais: idecimalidade e raiz quadrada.

1% 540 0s documentos oficiais do sistema de ensino francés que contém a Base Comum de Conhecimentos e
Competéncias propostos pelo ministério de Educacao francés.

Y Troisiéme e Seconde sdo niveis do sistema de ensino francés que correspondem, respectivamente, ao 9° ano
do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio do sistema de ensino brasileiro.

18 |decimalidade é um conceito definido por Bronner (1997) para indicar que um niimero ndo é decimal. Este
conceito refere-se aos nimeros irracionais e aos nimeros racionais com infinitas dizimas decimais.

19 Sixiéme, Cinquiéme e Quatriéme sdo séries do sistema de ensino francés que correspondem aos 6°, 7° e 8°
anos do Ensino Fundamental brasileiro.
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numérico decimal. As expressdes numero racional e namero real foram banidas dos
Programmes deste nivel de ensino. O conceito de nimeros reais € explicitado na
Troisieme, mas ndo se diz o que € um numero real. Contudo, segundo o pesquisador,

paradoxalmente, os conjuntos numéricos?®® Z,D,Q,R aparecem na Seconde, mas n&o passa

de um simples vocabulario. Para o autor, o periodo de 1986 a 1996 consiste em uma
auséncia oficial deste conteudo nos Programmes do Collége e Lycée.

Nota-se que esta auséncia dos conjuntos numéricos apontado por Bronner (1997)
estd ainda mais fortalecida atualmente, pois no novo Programme da Seconde (FRANCE,
2009), os conjuntos numéricos foram excluidos. Consequentemente, os livros didaticos
editados depois de 2009 ndo apresentam nem ao menos a introducdo sobre as
nomenclaturas e propriedades dos conjuntos numéricos, e o primeiro capitulo dos manuais
atuais, tais como o manual da Seconde da colecdo Berlin®, inicia-se diretamente com o
conteddo funcdes.

Bronner (1997) relata uma investigagdo com alunos do Mali, de nivel de ensino
semelhante ao 1° ano do Ensino Médio brasileiro, sobre o ensino e aprendizagem da no¢do
de raiz quadrada, no conjunto dos numeros reais. Tal investigacdo permitiu ao autor
caracterizar o significado do conceito de raiz quadrada formulado pelos alunos, bem como
as dificuldades e obstaculos inerentes a este conceito. A essa caracterizacdo Bronner
(1992) denominou de modelos, descritos a seguir, e serviu de pardmetro para analisar as
respostas dos alunos e professores franceses colaboradores de sua tese de doutoramento.

O modelo Quadrado Perfeito (CP): Nesse modelo, sdo aceitos somente 0s
nameros inteiros, os decimais e eventualmente os racionais. O sistema de nimeros SN
associado a esse modelo é uma parte de Q e, frequentemente, para os alunos, SN é uma
parte estrita de D. Um aspecto operatdrio € associado ao objeto raiz quadrada, conforme a
definicdo matematica: A raiz quadrada de a € o niumero que multiplicado por ele mesmo

resulta em a. O conjunto de validade é o conjunto C dos quadrados perfeitos decimais ou
racionais;. C=D? ou C=Q E a raiz quadrada aparece como uma aplicaco
\/_:C — SN do conjunto dos quadrados perfeitos aos valores no sistema de numeros.

Corroborando as ideias dessa tese, Bronner (1997) apresenta um teorema em acao

mobilizado pelos alunos investigados por ele, no mesmo sentido indicado por Vergnaud

% Nos livros didaticos franceses Z representa o conjunto dos niimeros inteiros relativos, D representa o
conjunto dos nimeros decimais, Q representa 0 conjunto dos ndmeros racionais € R representa 0 conjunto
dos nimeros reais. Notamos que no Brasil ndo é comum os livros didaticos apresentarem o conjunto D dos
nimeros decimais.

2! Disponivel em http://eduscol.education.fr/maths/actualites/manuels-numeriques-seconde-maths-2010.



http://eduscol.education.fr/maths/actualites/manuels-numeriques-seconde-maths-2010

51

(1990), também indicado implicitamente nas respostas dos alunos da presente pesquisa:

Para ae SN, Ja existe se e somente se a é quadrado perfeito.

Os alunos cujas respostas se relacionam com este modelo tém dificuldades em dar

sentido ao nimero +a quando a ndo é um quadrado perfeito e, 0 consideram como um
novo numero. Desse modo, Bronner (1997) interpreta este fato como um obstaculo dos
nameros decimais ou dos racionais para a passagem aos irracionais. A existéncia dos
irracionais e idecimais ndo € considerada. Segundo o pesquisador, nesta situacdo €
percebida uma versao atual de uma relacdo pitagérica com o numero, na qual 0s nimeros
sdo essencialmente inteiros, decimais ou racionais.

O modelo Formal (CF): Neste modelo, o sistema de nimeros SN é sempre N, D

ou Q, e somente 0s numeros desses conjuntos tém estatuto de numero. As raizes

guadradas Ja, quando a ndo é um quadrado perfeito, sdo consideradas como expressoes
formais ou artificios de célculos utilizados nas transformacdes algébricas. A raiz quadrada
tem aqui um estatuto de operador algébrico, e permite transformar expressdes numeéricas
ou algébricas, por exemplo, para resolver uma equacdo. Porém, as raizes de a s&o
rejeitadas como numeros quando a ndo é um quadrado perfeito, e guardam somente o
estatuto formal. Esse saber permite ao aluno de ter sucesso em calculos algébricos
(desenvolvimento, fatoracéo, etc) e na resolucdo de equacdes.

O modelo Quadrado Perfeito e Negativos (CP-N): Este modelo esta ligado ao

modelo Formal, e funciona de modo andlogo ao modelo Quadrado Perfeito para os
nameros positivos, com a diferenca que os alunos aceitam as +/—a quando a é um

quadrado perfeito. E a aplicacéo raiz quadrada é definida no conjunto Cu—-C :

\/_:Cu—C—>Q.

Os modelos Aproximagdo CA e CA~: Na Quatrieme, o teorema de Pitagoras e
a raiz quadrada séo apresentados sob um aspecto de operador-algoritmo: \/_ Do > C,

onde c é o valor aproximado oferecido pela calculadora, e nenhuma explicacdo sobre a
natureza desses nimeros é apresentada aos alunos.

O modelo CA=: O espago numérico manifestado nesse modelo € D ou Q. A

diferenca entre valores exatos e aproximados é percebida pelos alunos e este fato €

manifestado pela utilizacdo do simbolo =~ para indicar valores aproximados.
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O modelo CA: Geralmente, as relacbes com este modelo aparecem na

aprendizagem antes do modelo CA ~, e 0s sistemas de nimeros sdo ainda D ou Q. A raiz

quadrada é vista como um algoritmo-operador:

J SN, - D,
, onde ¢ € um valor aproximado relacionado a calculadora.
a—>c
Quando os alunos associam Ja com os valores aproximados decimais obtidos
por diversos processos (maquinas, algoritmos de extracdo, tabelas), no periodo atual,
essencialmente pelas calculadoras, Bronner (1997) classifica as repostas dos alunos no
modelo CA.

Modelo Concepcdo de Numero (CN): As Ja com aeQ, comegam a ter um

estatuto de numero. Eles servem para medir determinadas grandezas, sdo solucbes de
equacOes do segundo grau e as propriedades das operacOes se estendem para estes
nameros.

Modelo Concepcdo de Numero Real (CNR): Esta concepcdo diz respeito a
reestruturacdo dos numeros reais por meio de constru¢fes axiomaticas ou formais, tais
como Cortes de Dedekind, sequéncias de Cauchy. No entanto, esta concepcdo podera
ocorrer apenas no decorrer ou apds os estudos universitarios.

Tais modelos identificados nas respostas dos alunos Malienses e franceses
investigados por Bronner (1997; 1992) também foram percebidos nas respostas dos alunos
brasileiros e franceses colaboradores da presente pesquisa. Sendo assim, no decorrer das
analises da secdo 4, sobretudo nas atividades relacionadas ao uso da calculadora e medidas
de segmentos irracionais, alguns destes modelos serdo mencionados no sentido de melhor
compreender as respostas dos alunos.

No artigo intitulado The concept of irrational numbers in high-school students
and prospective teachers®, os autores Fischbein, Jehian e Cohen (1995) realizaram uma
investigacdo sobre o conceito de nimeros irracionais com alunos israelenses, sendo 62
alunos de nivel equivalente ao 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio
brasileiro e 29 estudantes do curso correspondente ao curso de Licenciatura em
Matematica. Os autores partiram do fato de que o conceito de nimeros irracionais possui
dois obstaculos intuitivos: a dificuldade em aceitar que duas grandezas podem ser

incomensuraveis; e a dificuldade de aceitar que o conjunto dos nimeros racionais, embora

22 0 conceito de niimero irracional em estudantes e professores em formagéo, tradugéo da pesquisadora.
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denso em R, ndo cobre toda a reta. Desse modo, os pesquisadores elaboraram um
questionario que consiste de 9 questbes relacionadas a hierarquia do sistema de nimeros e
a posicdo dos numeros nessa hierarquia, densidade, continuidade da reta numérica, as
naturezas do infinito e a operacdo de medir. Dentre as questdes investigadas pelos autores,
serdo mencionadas neste texto apenas aquelas consideradas pertinentes para as analises da
presente pesquisa.

Fischbein, Jehian e Cohen (1995) solicitaram que os alunos indicassem se =,

22 0121221..., 38, 0,0555..., 16, 34,2727..., € OUtros 0ito NUMeros que nAo aparecem
=

no artigo, sdo classificados como:

e um nUmero;

e racional;

e irracional;

e real.

Embora o nimero 7 seja um prot6tipo de ndmero irracional, apenas 17% dos
alunos de Grade 9%, 19% de Grade 10%* e 79% de futuros professores de Matematica
classificaram - no como irracional. Outro fato que se destaca é em relagdo ao nimero 16 ,
que apenas 30% dos alunos de Grade 9, 44% dos alunos de Grade 10 e 69 % dos futuros
professores classificaram como racional. Estes equivocos de classificagdo de nimeros em
racional e irracional também foram detectados nas respostas dos alunos da presente
pesquisa, e serdo retomados na secdo 4.

Na questdo 2, os pesquisadores solicitavam que os alunos definissem nimeros
racionais, irracionais e reais. Em relacdo a definicdo de ndmero irracional, o erro mais
frequente percebido foi: um ndmero irracional € um nimero com representacdo decimal
infinita, ou seja, a questdo da ndo periodicidade muitas vezes ndo é mencionada pelos
alunos. Outro fato percebido é que, em alguns casos, 0s humeros negativos sdo associados
a irracionalidade. Decorre destes fatos a afirmacdo dos autores:

Esses estudantes certamente ndo possuem o verdadeiro significado do termo ndmero
irracional, o algoritmo no qual um nimero na representacdo decimal periddica infinita
pode ser transformado em um quociente entre dois nimeros inteiros e, sobretudo, eles

ndo tém um claro entendimento do porqué, em vérias circunstancias, eles obtém um
simbolo, um nimero que contradiz a ideia bésica intuitiva de cole¢des comparaveis e de

% Nivel do sistema de ensino americano correspondente ao 9° ano do Ensino Fundamental brasileiro.
2 Nivel do sistema de ensino americano correspondente ao 1° ano do Ensino Médio brasileiro
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medida na qual o conceito de nimero inicialmente nasceu (lbid, p. 35, tradugdo da
pesquisadora)®.

Na questdo: Todo ndmero irracional corresponde a um ponto do eixo
enumerado? Responderam corretamente 63% dos alunos de Grade 9; 56% do Grade 10 e
80% dos alunos do curso de Licenciatura em Matemética. Ou seja, para alguns dos alunos
entrevistados, existem numeros irracionais que nao correspondem a pontos da reta real.

Na questdo relacionada a comparar 0s conjuntos dos numeros racionais e
irracionais quanto aos numeros de elementos, dizendo quais das afirmagdes s&o
verdadeiras:

a) Existem mais elementos em Q.

b) Existem mais elementos em 1.

c) Existe 0 mesmo numero de elementos em ambos 0s conjuntos.

Segundo os autores, poucos estudantes escolheram a opcdo a, porém muitos
optaram pela alternativa c, sendo 60% de Grade 9; 44% de Grade 10 e 41% dos alunos
universitarios.

Duas questdes dizem respeito a incomensurabilidade de segmentos de reta: E
sempre possivel encontrar para dois segmentos AB e CD de medidas diferentes, uma
unidade em comum? E possivel encontrar uma unidade comum para o lado de um
quadrado e sua diagonal? 17% dos estudantes de graduacédo responderam positivamente as
duas questdes, justificando que para encontrar tal unidade basta diminui-la
suficientemente. Isso mostra que esses futuros professores desconhecem a possibilidade de
segmentos incomensuraveis, sobretudo quando se trata da diagonal e lado de um quadrado,
ja mencionado pelos gregos.

Assim, a pesquisa de Fishbein, Jehian e Cohen (1995) colabora com a presente
investigagdo no sentido de auxiliar a fundamentar as analises da secdo 4, uma vez que
concepgoes errdneas semelhantes sobre os nimeros irracionais identificadas nos alunos de
Israel foram percebidas nos alunos brasileiros entrevistados nesta pesquisa.

Os resultados das pesquisas relatados acima sdo essenciais para as analises da
secdo 4. Ressalta-se que o0s conhecimentos erréneos mobilizados pelos alunos

entrevistados nas pesquisas de Igliori e Silva (2001), Soares, Ferreira e Moreira (1999),

% These students certainly do not possess the true meaning of the term “irrational number”, the algorithm by
which a periodical infinite decimal may be transformed into a quotient of two integers and, still more
important, they do not have a clear understanding of why, in various circumstances, one gets a symbol, a
number which contradicts the basic intuitive idea of comparable collections and that of measure from which
the concept of number, initially, was born.
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Melo (1999), e Fishbein, Jehian e Cohen (1995), contribuem, particularmente, com as
andlises da atividade 1 da presente pesquisa, no sentido de auxiliar a compreender os
conhecimentos dos alunos e fortalecer as indicacOes de teoremas em acgdo possivelmente
mobilizados implicitamente nas respostas dos alunos. Conforme ja mencionado, 0s
modelos de concepcdo elaborados por Bronner (1997) auxiliam a compreensdo das
respostas dos alunos quando se trata de irracionais algebricos mediante situacGes de uso da
calculadora e medidas de segmentos. Ademais, a pesquisa de Bronner (1997), colaborou
para a elaboracdo das atividades em quadros numeérico, algébrico, grafico e geométrico.
Por fim, os resultados da pesquisa de Cobianchi (2001) contribuem para tirar conclusfes
sobre os conhecimentos presentes nos livros didaticos brasileiros e, sobretudo, nas obras do

ensino superior.

2.2.2 Consideracdes sobre as pesquisas relacionadas aos niUmeros irracionais

Os resultados das pesquisas relatadas acima mostram as dificuldades que os
alunos da Educacdo Basica e de Cursos de Ciéncias Exatas apresentam em relacdo ao
conceito de ndmeros irracionais, mostrando, portanto, que as dificuldades notadas nos
alunos do 4° ano de Matematica da pesquisadora, sdo problemas que ocorrem em outras
regides do Brasil e no exterior.

Conforme ja mencionado, estas pesquisas colaboraram para o delineamento desta
tese, no sentido de auxiliar a perceber algumas dificuldades e conhecimentos falsos
apresentados pelos alunos em relacdo aos nimeros irracionais, e que serviram de alicerce
para elaborar o instrumento de pesquisa, com vistas a desestabilizar possiveis
conhecimentos falsos mobilizados pelos alunos no decorrer das entrevistas.

Ainda, para as analises, os resultados dessas pesquisas foram essenciais para
auxiliar na compreensdo de algumas respostas dos alunos e modela-las na forma de
teoremas em acéo, possiveis de serem mobilizados pelos alunos durante as entrevistas. Foi
neste sentido que as pesquisas de Igliori e Silva (2001), Soares, Ferreira e Moreira (1999),
Melo (1999) e Fischbein, Jehian e Cohen (1995), contribuiram para a atividade 1. Para as
demais atividades, que tratam de irracionais algébricos, a pesquisa de Bronner (1997)
contribuiu para a compreensao de certas respostas mobilizadas pelos alunos, que puderam
ser identificadas com os modelos propostos por Bronner (1997), explicitados
anteriormente. Igualmente, a pesquisa de Bronner (1997) foi essencial para a estruturagcéo
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das atividades em quadros numeérico, algébrico, de funcdes (especificamente no seu
aspecto grafico) e geométrico.

Cabe salientar que, embora estas e outras pesquisas analisadas sobre 0s nimeros
irracionais oferecam contribui¢cGes importantes para a area de Educacdo Matematica, nota-
se que, sobretudo aquelas que se referem as concepcdes de alunos, de modo geral, tratam
de questionérios com questbes abertas ou fechadas para os alunos responderem. Desse
modo, surgem algumas questfes: A realizacéo de entrevistas individuais com 0s sujeitos
da pesquisa poderia oferecer informacdes mais precisas sobre os conhecimentos desses
alunos em relacdo aos numeros irracionais? Seria possivel indicar categorias de
conhecimentos implicitos, na forma de teoremas em acéo, nas respostas desses alunos?
Quais seriam as situagdes vivenciadas pelos alunos no decorrer do processo escolar que
favorecem a aprendizagem dos numeros irracionais? Quais conhecimentos sobre o0s
nameros irracionais os alunos mobilizam ao finalizarem o Ensino Fundamental, Ensino
Médio e Ensino Superior de Matematica e alunos de niveis equivalentes a um sistema de
ensino diferenciado, como, por exemplo, o sistema de ensino francés? Conhecimentos
errbneos dos alunos sobre 0s nimeros irracionais, ja apontados em outras pesquisas, Sao
passiveis de serem desestabilizados mediante situac6es que favorecem este fato? Em caso
positivo, em qual nivel de ensino € possivel esta desestabilizacao?

Assim, diante dessas questdes, a presente pesquisa foi desenvolvida mediante
entrevistas individuais com atividades previamente elaboradas para os alunos resolverem,
buscando analisar quais 0s conhecimentos implicitos e explicitos mobilizados por alunos
brasileiros e franceses, finalistas de cada nivel de ensino investigado. Os tipos de situaces
relacionadas aos numeros irracionais que fazem ou que deveriam fazer parte da vida
escolar desses alunos também foram levadas em consideragéo para esta pesquisa.

Ademais, em relagdo as contribuicGes da presente pesquisa para a literatura,
destacamos o fato de investigar e modelizar na forma de teoremas em agao conhecimentos
sobre numeros irracionais de alunos de diferentes niveis de ensino, e de dois paises
distintos, nos quais o conceito de numero irracional é abordado de modo distinto nos
documentos curriculares desses dois paises, conforme descrito na secéao 4.

Para fundamentar a pesquisa, notou-se que a Teoria dos Campos Conceituais
ofereceria 0s aportes necessarios. Uma sintese dessa teoria, acompanhada de exemplos

relacionados aos numeros irracionais, é disponibilizada na proxima secéo.
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3 A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS E
RESPECTIVAS CONTRIBUICOES PARA O ESTUDO DOS
NUMEROS IRRACIONAIS

Nesta secdo apresenta-se uma introducao sobre a Teoria dos Campos Conceituais
focalizada, principalmente, nos conceitos que ofereceram suporte para a elaboracdo das
atividades e andlises das entrevistas, realizadas com o0s sujeitos colaboradores desta
pesquisa. No decorrer deste texto, concomitante com a introducdo da teoria, buscou-se
exemplificar e relacionar os pressupostos tedricos apresentados com situacGes relacionadas

aos ndmeros irracionais, tema deste trabalho.

3.1 A Teoria dos Campos Conceituais e suas contribuicfes para a presente pesquisa

Gérard Vergnaud, psicologo francés, tem dedicado muitas de suas pesquisas a
Didatica da Matematica. Vergnaud (2003) defende que a Psicologia, sozinha, ndo é
suficiente para dar conta da teorizacdo em Educacdo, e que a Didatica ndo pode dispensar
as contribuicdes da Psicologia. Assim, nesta perspectiva de contribuicdo que a Psicologia
pode oferecer a Didatica, de modo especial a Didatica da Matematica, ¢ que o referido
pesquisador desenvolve a Teoria dos Campos Conceituais, teoria cognitivista que busca
compreender o desenvolvimento dos conceitos, suas filiagdes e rupturas®®, no decorrer da
aprendizagem escolar. Vergnaud (1990) esclarece que sua teoria ndo se trata de uma teoria
didatica, mas que ela interessa a Didatica por oferecer subsidios para a compreensao do
desenvolvimento cognitivo dos alunos, mediante situagdes de aprendizagem.

A Teoria dos Campos Conceituais nasceu na decada de 1980, com a finalidade de
explicar o processo da conceitualizacdo das estruturas aditivas, multiplicativas, das
relacbes espaco — numero, da algebra, e, portanto, no campo da Educacdo Matematica.
Contudo, devido a eficacia desta teoria, no que se refere a compreender 0S pProcessos
cognitivos no decorrer do desenvolvimento de um sujeito, ela tem contribuido com

pesquisas dos mais variados campos cientificos, tais como Fisica, Biologia, Psicologia,

26 « C N . . . .
Entende-se por “[...] filiagdo o apoio dos novos conhecimentos em conhecimentos anteriores e por rupturas

quando ¢ necessario romper com o conhecimento anterior para a aquisi¢do do novo conceito” (GRINGS et
all, 2008, p. 8).
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entre outros. De modo particular, para a presente pesquisa, esta teoria ofereceu valiosas
contribuicbes para compreender o desempenho dos sujeitos mediante entrevistas clinicas
com resolucdo de atividades, relacionadas aos nimeros irracionais.

Ainda sobre as origens da Teoria dos Campos Conceituais, € preciso ressaltar que
Gérard Vergnaud foi orientando de doutorado de Jean Piaget, justificando um dos motivos
que a origem da Teoria dos Campos Conceituais é piagetiana, e, sobretudo, o fato que dois
conceitos piagetianos — 0s conceitos de esquema e de invariante operatorio — foram
enriquecidos por Vergnaud, com foco na conceitualizacéo, tornando-se conceitos chave de
sua teoria.

Segundo Vergnaud (2009a), Piaget abordava o conhecimento como um processo
muito geral, bioldgico e social, e seu ponto de vista cientifico sobre a formagéo de certos
conceitos, como, por exemplo, espaco, tempo, ordem, numero, classe logica etc, surgiu
com o estudo do processo de desenvolvimento com bebés, criancas e adolescentes, nao se
dedicando ao desenvolvimento cognitivo dos adultos. Assim como na teoria piagetiana,
Vergnaud considera a acdo do sujeito um dos pontos cruciais para o desenvolvimento de
um conceito, entretanto, para Vergnaud (2009a), um sujeito aprende e se desenvolve em
qualquer idade, inclusive na fase adulta.

Além de a teoria de Vergnaud complementar certos pressupostos teoricos
piagetianos, existem diferencas notaveis entre essas teorias, como, por exemplo, a
importancia atribuida ao papel da linguagem, dos simbolos e da representacdo para a
formacdo de um conceito, fortemente presente na Teoria dos Campos Conceituais.
Vergnaud (1990) defende que para o estudo de um conceito sdo necessarios diversos
outros conceitos, situacdes, simbolos, representacdes, propriedades, teoremas, interligados,
formando o que o pesquisador denomina por Campo Conceitual. Como, por exemplo, no
estudo das estruturas aditivas, estdo relacionados o conjunto das situacGes que implicam
uma ou varias adi¢des ou subtracdes, os conceitos de cardinal, de medida, nimero natural,
numero relativo, transformacdo temporal (perder ou ganhar), composicdo binaria de
medidas (quantos sdo ao todo?), entre outros.

Neste aspecto de se estudar um conceito por meio de campos conceituais, e
considerando que, segundo Vergnaud (1990), para a compreensdo de um conceito é
necessario compreender Vvarios outros conceitos e vivenciar diferentes situacdes ao longo
do tempo, é que foram realizados estudos: historico, epistemologico, documentos
curriculares brasileiros, livros didaticos brasileiros e pesquisas, com o objetivo de conhecer

diferentes situacdes relacionadas aos nimeros irracionais que possivelmente fazem parte
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da vida escolar dos alunos de Ensino Fundamental, Médio e Superior de Matematica.
Sendo assim, constatou-se, com este estudo, que a construgdo do conceito dos ndmeros
irracionais esté relacionada ao conjunto das situacdes que envolvem equacdes algébricas
de grau maior ou igual a 2, calculadora e a decimalizagdo dos nimeros, nUmeros racionais,
conceitos de infinito, poténcias, raizes (quadradas, cubicas, etc.), teorema de Pitagoras,
medidas de segmentos, figuras geométricas (quadrado, circulo, etc.), entre outras.

Para o referido pesquisador, apesar de um conceito estar em constante
aprimoramento, acompanhado de filiacbes e rupturas, os efeitos das aprendizagens néo
ocorrem do mesmo modo nas criancas e nos adultos. E preciso considerar certas distincdes
que ocorrem nas aprendizagens dos adultos, pois nestes sujeitos, as filiagcbes e rupturas
“[...] ocorrem sob condi¢des mais ligadas aos habitos e formas de pensamento adquiridas,
do que ao desenvolvimento da estrutura fisica” (VERGNAUD, 1993, p. 1).

Vergnaud (1990) defende que um conceito ndo pode ser reduzido a sua definicao.
Esta afirmacdo néo significa que o pesquisador minimize a importancia de se definir os
conceitos no decorrer de sua aprendizagem, mas, sim, que apenas a definicdo de um
conceito ndo é suficiente para compreendé-lo na esséncia. Por exemplo, apenas definir
nimero irracional ndo é suficiente para que o aluno construa o conceito em questdo. E
preciso ir além da forma verbal, é preciso considerar a forma simbolica e, sobretudo, as
diversas situagdes relacionadas aos nimeros irracionais. Este fato pode ser confirmado nas
respostas de alguns alunos do ensino superior de Matematica, sujeitos desta pesquisa, que
sabiam repetir a definicdo formal de niimeros irracionais®’ apresentada nos livros didaticos,
porém apresentaram dlvidas em certas atividades, como, por exemplo, ao serem

questionados, na atividade 5(a), sobre a existéncia ou ndo de um quadrado cuja medida da

area € 13cm’ jsto 6, um quadrado cuja medida dos lados é o niimero irracional Vi3 cm.
Provavelmente, estes alunos ndo haviam vivenciado situagdes como esta, relacionada aos
nUmeros irracionais, e € devido a fatos como este que Vergnaud (1990) atribui importancia
a diversidade de situacdes que devem fazer parte da formagdo dos sujeitos para que haja
compreensdo de um conceito.

No inicio da década de 1970, o termo situacOes era utilizado no sentido do
contexto que cercava o aluno. Utilizavam-se situacdes didaticas para referir-se “aquelas

que servem para ensinar sem que seja levado em conta o papel do professor”

27 Considera-se como definigdo formal de nGimeros irracionais as duas mais presentes nos livros didéticos de
matematica: i) Um ndmero irracional ndo pode ser escrito como a razdo entre dois nimeros inteiros; ii) Um
ntmero irracional possui infinitas casas decimais ndo periddicas.
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(BROUSSEAU, 2008, p. 21). Posteriormente, Brousseau definiu como situacbes
matematicas “todas aquelas que levam o aluno a uma atividade matematica sem a
intervencao do professor” (2008, p. 21), e o termo situacGes didaticas foi designado pelo
autor para referir-se “[...] aos modelos que descrevem as atividades do professor ¢ do
aluno; [...] é todo o contexto que cerca o aluno, nele incluidos o professor e o sistema
educacional” (Ibid, p. 21).

Entretanto, na Teoria dos Campos Conceituais, as situagdes ndo ttm o mesmo
sentido amplo empregado na Teoria das Situacdes Didaticas de Brousseau (2008).
Vergnaud (1990) considera situac6es no sentido de tarefa e com o mesmo sentido atribuido
pelos psicélogos, no qual os “[...] processos cognitivos e as respostas dos sujeitos sao
funcdo das situagdes que eles enfrentam” (p. 150).

Duas ideias principais concernentes as situacGes sdo assinaladas por Vergnaud
(1990): a ideia de variedade, na qual considera a grande variedade de situacdes presentes

num dado campo conceitual, e a ideia de historia, pregando que:

[...] Os conhecimentos dos alunos sdo formados pelas situagdes com que eles se
depararam e que progressivamente dominaram, nomeadamente pelas primeiras
situacBes suscetiveis de dar sentido aos conceitos e aos procedimentos que se pretende
ensinar-lhes (p. 150).

Nesta perspectiva de considerar que o0s conhecimentos dos sujeitos se
desenvolvem por meio das situacdes vivenciadas por eles, e da variedade de situacdes que
devem ser levadas em conta no estudo de um dado campo conceitual, € que as situacdes
sobre nUmeros irracionais, propostas aos sujeitos colaboradores da presente pesquisa,
foram elaboradas. Deste modo, buscou-se diversificar as situagdes apresentadas aos alunos
com o objetivo de perceber se eles ja haviam vivenciado situacdes semelhantes e se eles
sabiam resolver as situagcOes propostas, e, sobretudo, se desejou analisar quais
conhecimentos os alunos entrevistados, de cada nivel de ensino, mobilizavam sobre os
nameros irracionais.

Apesar de a principal finalidade da sequéncia de atividades propostas aos alunos
ter sido um instrumento de analise dos conhecimentos mobilizados por eles, ndo se pode
negar que ela teve sentido didatico, pois, ao serem confrontados com as situagdes, 0s
alunos puderam refletir e reestruturar seus conhecimentos, vivenciando momentos de
aprendizagens. E, sobretudo, no decorrer das entrevistas, foi possivel perceber, em alguns

alunos, evolugdes nos conceitos mobilizados, como, por exemplo, a aluna G6 do Ensino
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Superior, que nas primeiras atividades negava a existéncia de segmentos com medidas
irracionais, e, no decorrer da entrevista, apresentou indicativos de desestabilizagcdo destes
conhecimentos erroneos.

Com base em Vergnaud (1990), para a elaboracdo das situacdes, também se
considerou a importancia de os alunos se apropriarem das situacdes propostas. Como
exemplo, pode-se citar a primeira atividade da entrevista, que, apesar de ter por objetivo
perceber se os alunos reconheciam a existéncia e a utilidade dos numeros irracionais,
iniciava com questdes sobre a existéncia ou ndo dos ndmeros naturais 1 e 2, nimeros
familiares aos alunos, solicitando que eles argumentassem para qué estes nUmeros serviam.
Esta iniciativa foi tomada em outros momentos da entrevista, que iniciavam com questfes
que, possivelmente, os alunos ndo teriam dificuldades para resolver, e pudessem se
apropriar da situacdo proposta.

No entanto, devido a complexidade do campo conceitual dos nimeros irracionais,
delimitar todas as situagdes relacionadas a estes nimeros e aplica-las aos sujeitos desta
pesquisa seria uma tarefa impossivel. Sendo assim, algumas situacfes foram escolhidas,
levando em consideracdo o estudo preliminar, ja comentado anteriormente, juntamente
com 0s objetivos desta pesquisa.

Ao considerar que algumas situacfes possuem certo grau de complexidade,
Vergnaud (1985) afirma que tais situacGes podem ser consideradas como uma combinacéo
de subtarefas, cuja natureza e dificuldades devem ser conhecidas pelos alunos. Sendo
assim, é claro que o fracasso de uma subtarefa acarreta no fracasso global da situacao
proposta. Este fato pode ser exemplificado com a atividade 5(a) proposta aos alunos, que,
conforme comentado anteriormente, questionava sobre a existéncia ou ndo de um quadrado
com medida de érea igual a 13 cm?, que pode ser considerada como uma combinacdo de
subtarefas, tais como conhecer a formula da area de um quadrado dada por A=1%, no qual
| é o lado do quadrado, resolver equacGes do segundo grau e, ainda, conceber nimeros

irracionais da forma +/n, neN como solucdo da equacdo mobilizada. O fracasso numa

dessas subtarefas implica na resposta incorreta ao argumentar sobre a existéncia ou nao de
um quadrado com medida de area 13 cm?.

Vergnaud (2009a) defende que um sujeito se adapta as situacdes, e afirma que
“[...] é por meio de uma evolucdo da organizacdo de sua atividade que ele se adapta” (p.
13). Para este pesquisador, a experiéncia tem um papel fundamental, pois “[...] € ao longo

da experiéncia que um individuo, adulto ou crianga, encontra a maior parte das situacoes as
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quais ele deve se adaptar seja uma experiéncia cotidiana ou uma experiéncia profissional”

(p. 13).

Sendo a primeira funcdo do conhecimento de fazer e ter éxito, a analise da atividade em
situacdo é um meio essencial para compreender os processos de aprendizagem, por mais
delicada e dificil que ela seja. Ela passa notadamente pela analise dos erros, das
hesitagdes e dos desfuncionamentos, assim como pela identificacdo das diferentes
etapas pelas quais se constrdi uma forma nova de organizacdo da atividade (lbid, p. 14).

Outro principio da Teoria dos Campos Conceituais consiste em propor situacdes
possiveis de desestabilizar os conhecimentos falsos dos alunos, e propor situacdes que
possibilitem o desenvolvimento de esquemas (VERGNAUD, 2003).

A Teoria dos Campos Conceituais considera o processo cognitivo ndo apenas a
conduta, a percepcdo, a representacdo e competéncias, “[...] mas também o
desenvolvimento das formas inteligentes da organizagdo da atividade de certa pessoa
durante sua experiéncia” (VERGNAUD, 2009b, p. 22).

Pode-se observar organizacao e habilidade de um aluno ao resolver determinada

tarefa matematica, como, por exemplo, ao resolver a seguinte equacdo do segundo grau
x> =16, se 0 aluno ja conhece a situagdo de resolver equagdes da forma x*=a, aeR,,

um dos modos dele soluciona-la é isolar x de um lado da igualdade, e extrair raiz quadrada
em ambos os membros da igualdade. Provavelmente ele ira apresentar como solugédo
X = 4 e Xx=-4. Esta forma organizada de resolver determinadas situacdes € denominada,
na Teoria dos Campos Conceituais, por esquema.

O conceito de esquema restrito a percepcao e a linguagem foi desenvolvido pelo
pesquisador francés Revault d’Allonnes. Entretanto, Piaget foi quem enriqueceu este
conceito, analisando os gestos de bebés em relacdo a seu desenvolvimento cognitivo. Mais
precisamente, Piaget observava os gestos de seus proprios filhos, de levar a méo a boca, a
coordenacdo da méo esquerda com a direita, usar um instrumento para bater em outro
objeto, procurar um objeto desaparecido debaixo de um movel, e, desse modo, prop6s o
esquema como uma forma de organizacao da atividade (VERGNAUD, 2003).

Para Vergnaud (2009a), a atividade gestual contém muitas operagdes de
pensamento, em termos de representacdo dos objetos materiais, de suas propriedades,
relacdes e transformacdes. E evidente que existem muitas diferencas entre os gestos do
bebé que aprende a pegar pequenos objetos e os gestos de um atleta adulto, ou de um
pedreiro, por exemplo. Entretanto, a organizacdo dos gestos, seja de um bebé, de uma

crianca ou de um adulto, contém os mesmos componentes: um objetivo, 0 sequenciamento
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e coordenacdo dos movimentos das diferentes partes do corpo, a identificacdo dos objetos
materiais e de suas propriedades (volume, peso, caracteristicas geométricas, distancia,
temperatura etc), calculo das acBes a serem efetuadas, das informacdes a serem obtidas,
dos controles a serem realizados (VERGNAUD, 2009a). Segundo Vergnaud (2009a), séo
estes fatores que conduzem a defini¢do de esquema.

Para Vergnaud (1993), “[...] cada esquema se relaciona com uma classe de
situagBes com caracteristicas bem definidas” (p. 5). O pesquisador chama atencdo para a
existéncia de duas classes de situagcfes, nas quais 0 conceito de esquema néo funciona do

mesmo modo:

1) Classe de situacdes que o sujeito dispde em seu repertério, em dado momento de seu
desenvolvimento e sob certas circunstancias, das competéncias necesséarias ao
tratamento relativamente imediato da situag&o.

2) Classe de situagfes em que o sujeito ndo dispde de todas as competéncias
necessarias, 0 que o obriga a um tempo de reflexdo e exploracdo, a hesitacles, a
tentativas  frustradas, levando-o eventualmente ao sucesso ou ao fracasso
(VERGNAUD, 1990, p. 136).

No primeiro caso, observa-se que o sujeito apresenta condutas automatizadas e
organizadas por um Unico esquema. J& no segundo caso, é possivel que o aluno apresente
tentativas de varios esquemas que entram em competicdo, que necessitam serem
organizados, descombinados e recombinados. Este Gltimo caso € um processo
acompanhado necessariamente por descobertas (VERGNAUD, 1990).

O exemplo citado anteriormente, relacionado a organizacdo da conduta de um
aluno para resolver equacBes do segundo grau, pertence a primeira classe de situacao, na
qual o aluno dispde das competéncias?® necessarias para resolver a tarefa proposta. E claro
que este caso envolve operacdes que se automatizam progressivamente, tais como extrair
raiz quadrada de ambos os lados da igualdade, isolar x de um lado da igualdade etc. No
entanto, a automatizacdo ndo impede que o sujeito tenha o controle de sua acdo no sentido
de perceber quais operag¢des sdo ou ndo apropriadas. Para Vergnaud (1993), “[...] todos os
nossos comportamentos abrangem uma parte de automatismo e outra de decisdo
consciente” (p. 3).

Podem ocorrer insucessos nos esquemas dos alunos, mas algumas vezes ndo séo

esses insucessos que sao a causa do erro principal. Talvez estes se devam a algum

%8 Como competéncia Vergnaud (2009a) entende como o saber fazer e ter éxito. A competéncia esta
relacionada a todos os tipos de atividades, seja do aluno, do recepcionista ou do operario e concerne aos
gestos, tomadas de decisdes informativas e perceptivas, a linguagem e o dialogo, o raciocinio cientifico e
técnico.
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conhecimento implicito, que acarreta no insucesso da resolucdo da atividade, ou do

esquema mobilizado pelo aluno. Retornando ao exemplo citado sobre equagdes do segundo
grau da forma x> = a, a € R_, considerando que, se ao invés do nlimero inteiro positivo
16 da situacdo anterior, fosse considerado o numero =z, ou seja, se o aluno tivesse que
resolver a equagdo do segundo grau x° =7, poderia ocorrer, por exemplo, de o aluno

afirmar que n&o existe solucdo para a equagdo x* =, por considerar que nio existe raiz
quadrada de . Este insucesso na resposta ndo significa que o aluno ndo apresente uma
organizacdo de suas competéncias para resolver equaces do segundo grau, mas, talvez,
que ele tenha implicito o conhecimento errdneo de que toda solucdo apresentada deva
corresponder a um ndmero inteiro ou decimal, ou seja, um conhecimento valido no
dominio restrito, nos casos em que 0 nimero a corresponde a ndmeros quadrados
perfeitos.

De acordo com Vergnaud (2003), o conhecimento se adapta e se desenvolve com
o tempo e em funcdo das situacBes que o sujeito enfrenta, sendo reelaborado a cada nova
situacdo enfrentada. Ao se deparar com situagdes novas, 0s sujeitos mobilizam seus
conhecimentos prévios, os reformulam e tentam adapta-los a nova situacdo. Conhecer

novas situacdes conduz a ampliar os conhecimentos presentes no dado campo conceitual.

Um esquema também pode, todavia, ser aplicado por um sujeito individual a uma classe
mais ampla. Ele se torna, entdo, imperfeito, e o sujeito deve restringir-lhe o alcance,
decompondo-o em elementos distintos suscetiveis de ser recompostos de forma diversa
para as diferentes subclasses de situagfes, eventualmente acrescentando elementos
cognitivos suplementares. Notam-se ai procedimentos de restricdo e de acomodagdo
(VERGNAUD, 1993, p. 5).

No que diz respeito ao sentido que os alunos atribuem aos conceitos matematicos,
Vergnaud (1993) afirma que ele se deve as situacdes, porém, segundo o pesquisador, 0
sentido ndo esta nas situacbes em si mesmas: pode-se dizer que um simbolo ou uma
representacdo simbdlica tem um sentido, varios sentidos ou ndo tem sentido para
determinado sujeito. Também se pode dizer que uma situacdo ndo tem sentido para certo
individuo. Assim, ndo sdo apenas as situacdes nem apenas 0s simbolos e linguagem que
dao sentido a determinado objeto, conceito ou situacdo, mas sim a relagdo do sujeito com
as situagdes e com os significantes.

Segundo Vergnaud (1993), sdo os esquemas evocados por um sujeito individual
que constituem sentido para determinada situagéo para este ou aquele sujeito. Por exemplo,

0 sentido da adigcdo para um sujeito € o conjunto dos esquemas mobilizados por ele diante
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da diversidade de situacfes que envolvem o conceito de adicdo. Evidentemente, junto com
0s esquemas estdo os simbolos, manipulagdes algébricas, gréaficas, numéricas e
linguisticas, necessarios para a resolucdo de cada situagdo especifica. No entanto, é claro
que uma situacao particular ndo favorece ao sujeito a mobilizacdo de todos os esquemas
disponiveis. Por isso, mais uma vez, destaca-se a necessidade de varias situacdes com o
intuito de os alunos mobilizarem diversos esquemas e significantes para que haja a
compreensdo de determinado conceito.

Esta explanacdo sobre o conceito de esquema definido conforme a Teoria dos
Campos Conceituais permite apresentar trés definicdes distintas de esquema:

1. Esquema é uma totalidade dinamica funcional.

2. Esquema € a organizagdo invariante da conduta para uma classe de situagdes

dadas.

3. Um esquema € composto de quatro categorias de elementos:

i)  Objetivos, intencdes e antecipagdes.

i) Regras de agéo.

iii) Invariantes operatorios.

iv) Possibilidades de inferéncia em situacdo, cuja efetuacdo é funcdo das
caracteristicas particulares da situacdo encontrada; a partir das
informagdes e do objetivo, um célculo é operado em situacdo que
determina as regras de acdo utilizadas. Este calculo é frequentemente
pouco consciente ou inconsciente (LABORDE e VERGNAUD, 1994, p.
66).

A importancia do conceito de esquema esta no fato de perceber a conduta e a
organizacdo do sujeito em situacao.

Vergnaud (2003) atribui muita importancia a reflexdo nas aprendizagens
matematicas, e tenta compreender, nas competéncias dos sujeitos, as que estdo
relacionadas aos conceitos implicitos. Segundo o pesquisador, ndo é apenas a resolugédo de
um problema pelos sujeitos que interessa, mas sim o modo como eles resolvem e,
principalmente, os conhecimentos implicitos, teoremas em agdo e conceitos em agdo, que
0s alunos mobilizam ao resolver um problema.

De acordo com Vergnaud (2009a), e dificil para uma crianga explicitar suas
competéncias em palavras, e, apesar de certa experiéncia em determinadas situagdes,
muitos adultos também ndo conseguem explicitar verbalmente boa parte dos

conhecimentos que utilizam na ac&o. Partindo destas diferencas entre a forma operatoria do
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conhecimento e sua forma predicativa € que o pesquisador introduz, no sentido
psicoldgico, o conceito de invariante operatorio.

Os invariantes operatérios sdo conhecimentos que um sujeito dispde, na a¢do, para
resolver determinada situacdo. Eles podem ser universais ou apenas localmente
verdadeiros. Estes conhecimentos, chamados de conhecimentos em acdo, podem ser
explicitaveis ou ndo, conscientes ou nao.

Notamos que os conhecimentos na forma explicita dos alunos podem ser dados na
linguagem oral, escrita, diagramas etc, e por isso, geralmente, ndo é dificil percebé-los. No
entanto, os conhecimentos implicitos nem sempre séo possiveis de serem identificados, e
demandam atencéo e investigacdo por parte dos professores e pesquisadores, pois muitas
vezes 0 aluno é questionado sobre o que o levou a escolher a operagdo correta e ele nao
sabe explicitar o motivo. Por exemplo, muitos alunos resolvem uma conta de divisdo e
manipulam o algoritmo e as regras corretamente, porém ndo sabem explicitar os conceitos
e regras mobilizados.

De acordo com Vergnaud (2009a), os invariantes operatérios sdo modelos
preciosos para se descrever a conduta do sujeito, e sdo diferenciados em duas categorias:
conceitos em agédo e teoremas em ac¢do: “Um conceito em agdo ¢ um conceito considerado
pertinente na acdo. Um teorema em acao é uma proposicdo tida como verdadeira na agdo”
(VERGNAUD, 2009a, p. 23). Os conceitos em acdo e 0s teoremas em acao sdo de
naturezas distintas. Os primeiros ndo sdo passiveis de serem verdadeiros ou falsos, eles
apenas sdo pertinentes ou ndo para a situacdo. J& os teoremas em acdo podem ser
verdadeiros ou falsos. Estes conhecimentos em acdo podem ser notados no campo
conceitual dos numeros irracionais, e, no decorrer das entrevistas realizadas com o0s
sujeitos colaboradores da presente pesquisa, buscou-se perceber, na acdo dos sujeitos, 0s
teoremas em agdo mobilizados pelos alunos.

Os invariantes operatorios podem ser divididos em trés tipos ldgicos: invariantes
do tipo proposicdo, fungdes proposicionais e invariantes do tipo argumento.

e Os invariantes do tipo proposi¢do podem ser verdadeiros ou falsos. Os teoremas em
acao sdo invariantes deste tipo. Por exemplo, na situacdo mencionada anteriormente
sobre a existéncia de um quadrado com medida de area 13cm® os alunos que
conhecem as propriedades dos numeros reais e de figuras geométricas planas
poderdo afirmar, corretamente, que existe o quadrado de medida de area 13cm?, e que

a medida do lado é .13 cm. Este conhecimento pode ser expresso pelo teorema em
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acdo verdadeiro: Se beR,, entdo existe um quadrado com medida da area

A=b cm?, cuja medida dos lados é b cm.

¢ Invariantes do tipo fungdo proposicional ndo sdo suscetiveis de serem verdadeiros ou
falsos, mas sdo indispensaveis para as proposi¢es. Os conceitos em acdo sdo
invariantes desta categoria. Por exemplo, os conceitos de medida, figura geométrica,
poténcia, raiz quadrada, niUmeros racionais, entre outros, sdo indispensaveis para a
conceitualizacdo dos numeros irracionais. Segundo Vergnaud (1993), existe uma
relacdo dialética entre fungdo proposicional e proposi¢do: “[...] ndo existe fungdo
proposicional sem proposicdo e nao existe proposi¢do sem fungdo proposicional. Do
mesmo modo, conceitos em acdo e teoremas em acgdo se constroem em estreita
interagdo” (p. 7).

e Invariantes do tipo argumento: segundo Vergnaud (1993), quem fala em funcdo
proposicional fala em argumento. O pesquisador considera a existéncia dos seguintes
tipos de funcBes proposicionais:

v Fun¢bes com um argumento, as propriedades.

v Funcbes com dois argumentos, as relacOes binarias, que relacionam dois
elementos entre si. Por exemplo: “A diagonal de um quadrado cuja medida dos
lados é unitaria é igual a v2 unidades de medida”.

v FungBes com trés argumentos, as relacGes ternarias que relacionam trés
elementos entre si. Por exemplo: “+/2 elevado ao quadrado é igual a 2.

v/ Funcbes com quatro argumentos, tal como na proporcionalidade que
relacionam quatro elementos entre si. Por exemplo, ao considerar certas

. a ¢ . , .
grandezas a, b, ¢ e d tais que o =—, diz-se que: a esta para b assim como ¢

d
esta para d.

v FungBes com mais de quatro argumentos, que relacionam mais de quatro
elementos entre si. Por exemplo: “Em um ndmero irracional, na
representacdo decimal, a esquerda da virgula representa um namero inteiro
e, a direita da virgula possui infinitas casas decimais que ndo sao
periodicas”.

Vergnaud (1990) ressalta que os teoremas em ac¢do ndo sao verdadeiros teoremas

matematicos, e nem conceitos em acdo sdo conceitos reconhecidos cientificamente. Eles



68

sdo categorias de pensamento construidas pelos sujeitos na acdo e nem sempre sdo
explicitaveis por eles.

Segundo Vergnaud (2009a), “[...] os conceitos em acdo permitem identificar os
objetos, as propriedades ¢ as relagdes” (p. 22). Por objeto 0 pesquisador entende “[...] ao
mesmo tempo objetos materialmente perceptiveis e objetos construidos pela cultura, pela
ciéncia, pela técnica, ou pelo proprio sujeito individual” (lbid, p. 22). Quanto as
propriedades e relacdes, o pesquisador afirma que “[...] € preciso compreender a0 mesmo
tempo predicados observaveis e predicados que podem ser inferidos a partir dos
observaveis, mas que sdo eles préprios, construg¢des culturais ou individuais” (1bid, p. 22).

Desse modo, os invariantes operatorios tém papel essencial para a compreensao

do real, entendendo-se como real:

[...] o conjunto de objetos de diferentes niveis que sdo formados na situagdo: as
propriedades destes objetos, as relagfes entre eles e as proposi¢Bes verdadeiras que se
pode anunciar a seu respeito. [...] é preciso distinguir de uma parte, a consciéncia
explicita do real que um sujeito pode ter, de um dominio de conhecimento ou de um
ambiente profissional (técnico ou social), que pode exprimir verbalmente ou
simbolicamente; e de outra parte, 0 conhecimento do real que subentende sua agéo
eficaz (ou ndo eficaz) nas diferentes situacGes revelando este dominio de conhecimento
ou deste ambiente, e que é implicito (VERGNAUD, 1985, p. 55).

Vergnaud (1985) afirma, ainda, que “[...] O homomorfismo entre o real e a
representacdo ndo deve ser estudado, a principio, no nivel dos simbolismos, mas no nivel
dos invariantes operatdrios contidos nos esquemas” (p. 25). A figura a seguir, elaborada
pelo pesquisador, representa um homomorfismo entre aspectos do real e representagdo

mental.
Figura 10 - Relacdes entre a representacdo e o real
REAL aspectos transformacdes efeitos
l l acdes do sujeito \ l l
o ( SIGNIFICADO Invariantes inferéncias regras de acdo
2t operatorios de = . )
g diferentes Previsoes, tentativas
Z nivels
25
v
5 | |
E SIGNIFICANTE Linguagem S1 S2
o natural Outros
............................... SS S4 Sistemas de
L significantes

Fonte: Vergnaud (1985, p. 249)
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Nota-se pela Figura 10 que para Vergnaud, a relacdo entre o real e a representacao
estd relacionada tanto aos significados quanto aos significantes. No que se refere aos
significados, esta explicita na Figura 10 a necessidade de invariantes operatorios de
diferentes niveis, as inferéncias, previsoes, regras de acdes, tentativas por parte dos alunos.
Quanto aos significantes, o pesquisador destaca a lingua natural e deixa clara a necessidade
de outros sistemas de significantes, tais como os simbolos e notacbes matemaéticas, por
exemplo.

Para Vergnaud (2003), as situacdes escolhidas tem papel fundamental para a
compreensdo de um conceito. Nesse sentido, o pesquisador langa algumas questdes que
podem auxiliar acOes e praticas pedagogicas de professores:

O que é importante escolher nas situagdes para favorecer o equilibrio? Como
desequilibrar o aluno e, a0 mesmo tempo, conduzi-lo nessa nova situacdo de maneira
que ele focalize a atencéo sobre os aspectos necessarios? Qual o interesse das situagdes
escolhidas, com vista a favorecer a surpresa do aluno nessas situagbes de
aprendizagem? (VERGNAUD, 2003, p. 54).

Estas questbes também cooperaram com as reflexdes para a elaboracdo das
atividades propostas aos sujeitos colaboradores desta pesquisa, no sentido de buscar
atividades que favorecessem a desestabilizagdo de conhecimentos erréneos percebidos nos
alunos no decorrer das entrevistas. Uma das atividades com este objetivo foi a atividade
5(b), destinada aos alunos que negavam a existéncia de um quadrado de area 13 cm”
proposto na atividade 5(a). Na atividade 5(b) era apresentada a Figura 9, que consiste de
um quadrado e um tridangulo retdngulo, de modo que a medida do lado do quadrado é a
mesma medida da hipotenusa do triangulo retangulo de catetos com medidas 2cm e 3cm.
Mediante a apresentacdo da figura, os alunos eram questionados se a afirmagdo “A area do

quadrado ABCD é 13 cm*» ¢ verdadeira ou ndo. Esta atividade favorecia os alunos, a

utilizarem o teorema de Pitagoras para encontrar a medida V13 cm da hipotenusa AB,

conduzindo-os a afirmar a sentenca dada no enunciado. Para aqueles alunos que teclavam

V13 na calculadora, apresentando um numero decimal como medida do lado AB, a

pesquisadora, dialogando com os alunos, questionava sobre a possibilidade de nédo extrair a

raiz quadrada de Vi3 , € de se considerar V13 cm como medida do lado do quadrado.

Estas foram algumas das tentativas de desestabilizar conhecimentos erréneos dos alunos no
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decorrer da entrevista, com a intencdo de contribuir para evoluirem seus conhecimentos

sobre 0s nUmeros irracionais.

2cm

3 cm B

Figura 9 - Quadrado de medida de area 13 cm?

A énfase que Vergnaud (1993) atribui as situacGes para a compreensdao de um
dado conceito é tdo significativa em sua teoria, que ele afirma que a primeira entrada de
um campo conceitual € um conjunto de situagfes. Entretanto, juntamente com as situacdes
estdo os conceitos, pois “[...] a teoria dos campos conceituais surge, sobretudo, como uma
psicologia dos conceitos” (Ibid, p. 9). Desse modo, o pesquisador esclarece, do ponto de
vista psicologico, que um conceito é necessariamente definido por trés conjuntos,
representado por C = (S, |, s):

O conjunto S é o conjunto das situacfes que dao sentido ao conceito. Conforme
mencionado anteriormente, para dar sentido aos conceitos € preciso considerar uma
variedade de situacOes e de classe de problemas, bem como analisar suas caracteristicas de
maneira precisa e exaustiva. Contudo, a reciproca também é verdadeira, pois uma situacdo

esta relacionada a diversos conceitos. Por exemplo, a situacdo de representar o nimero

irracional ~/2 na reta numérica esta relacionada com os conceitos de nimero real, reta
numérica, teorema de Pitagoras, nimeros inteiros, raiz quadrada, poténcia, entre outros.

I € 0 conjunto dos invariantes operatorios em que se baseia a operacionalidade
dos esquemas. Cada conjunto de situacdo evoca operacdes de pensamentos precisas que se
referem aos invariantes operatorios, ndo necessariamente explicitos, que tentam modelizar
uma situacgéo e tratam de extrair propriedades, relages ou aplicar um teorema. O conjunto
dos invariantes operatorios é denominado de significado. Tratam-se dos significados que
um sujeito atribui na acdo a determinado conceito (VERGNAUD, 1985). Exemplos de
invariantes operatorios, bem como seus tipos l6gicos, serdo retomados no decorrer deste

texto.
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S € 0 conjunto das formas de linguagem que permitem representar
simbolicamente o conceito, suas propriedades, as situacdes, 0s processos de tratamento.
Segundo Vergnaud (1985), ndo é possivel falar de conceito sem considerar os termos
emprestados da linguagem natural ou de sistemas simbdlicos, pois, caso contrario, ndo
seria possivel sua defini¢do. Este conjunto € denominado de significantes.

Vergnaud (1990) considera que, para o0 estudo do desenvolvimento e o
funcionamento de um conceito, é necessario considerar os trés conjuntos mencionados
acima. No entanto, o pesquisador alerta que, em geral, ndo existem bijecdes entre os
significados e os significantes, nem entre invariantes e situacoes.

No que diz respeito aos significantes, Laborde e Vergnaud (1994) afirmam que
“[...] o simbolismo ¢ um meio de dar uma forma geral ao conhecimento” (p. 74). De modo
geral, o tratamento de uma situacdo nova é acompanhado da forma simbolica e linguistica,
e 0 ato de escrever murmurando pode significar uma situacdo nova para o aluno, momento
em que o tratamento da situacdo ainda ndo € automatizado (VERGNAUD, 1993). Este ato
de murmurar fez-se presente em diversos momentos das entrevistas realizadas, indicando,
segundo Vergnaud (1993), que se tratava de situacGes novas para 0s sujeitos da pesquisa.

Para Vergnaud (1993) as func@es cognitivas que devem ser atribuidas a linguagem
matematica e as representacdes simbolicas na atividade matematica sao trés:

e Ajuda na designacdo e, portanto, a identificagdo dos invariantes: objetos,
propriedades, relagdes e teoremas.

e Ajuda ao raciocinio e a inferéncia.

e Ajuda & antecipagdo dos efeitos e metas, & planificagdo e ao controle da acéo
(p. 18).

Porém, Vergnaud (2009b, p. 19) alerta que “O simbolo ¢ apenas a parte
diretamente visivel do iceberg conceitual”, uma vez que o conhecimento ndo ¢ formado
somente de simbolos, mas também de conceitos e nog¢Ges que refletem, ao mesmo tempo, o
mundo material e a atividade nesse mundo material, ou seja, o conhecimento é formado ao
mesmo tempo de significados e de significantes. Na verdade, segundo o pesquisador, 0s
significantes (simbolos ou signos) representam os significados, que sdo, eles proprios, de
ordem cognitiva e psicoldgica.

Assim, para a elaboragdo das atividades que contemplaram o instrumento de
pesquisa, que além de identificar conhecimentos sobre nimeros irracionais mobilizados
pelos alunos entrevistados, também tinha como propdsito favorecer aos sujeitos a
compreensdo deste conceito, foram consideradas diferentes situacOes, representacdes e

simbolos, assim como explicitadas na se¢do 5. As analises das entrevistas permitiram
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modelar onze teoremas em acdo falsos, possiveis de serem mobilizados pelos alunos

durante o ensino dos nimeros irracionais.

3.2 Sintese sobre as consideracOes apresentadas relacionadas a Teoria dos Campos

Conceituais

Nesta secdo foram apresentados os principais pressupostos da Teoria dos Campos
Conceituais, com foco nos conceitos e principios que servem de alicerce para a presente
pesquisa. Almejou-se, sempre que possivel, relacionar os conceitos tedricos com o campo
conceitual dos numeros irracionais, objeto de estudo da presente pesquisa, e, sobretudo,
indicar como os principios desta teoria fundamentam a presente pesquisa.

Certamente, a Teoria dos Campos Conceituais contribuiu para o desenvolvimento
desta pesquisa. Pois, auxiliou tanto na elaboracdo das atividades propostas, ao indicar que
para a compreensdo de um conceito sdo necessarias diversas situacdes, simbolos e outros
conceitos, quanto as analises das respostas dos sujeitos entrevistados, favorecendo
compreender o desempenho e os conhecimentos mobilizados pelos alunos dos diferentes
niveis de escolarizacdo, com atencdo especial aos conhecimentos implicitos, na forma de

teoremas em a¢do mobilizados pelos alunos no decorrer das entrevistas.
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4 CONHECENDO O CAMPO DA PESQUISA:
OS NUMEROS IRRACIONAIS E OS SISTEMAS
DE ENSINO BRASILEIRO E FRANCES

Esta secdo tem como objetivo exibir o vocabulario das nomenclaturas utilizadas
no decorrer do texto desta tese relacionadas aos sistemas de ensino do Brasil e da Franca,
bem como situar o leitor sobre as semelhancas entre as idades esperadas dos alunos e a
subdivisao dos respectivos niveis de ensino de cada pais. No que se refere aos documentos
oficiais que norteiam o Ensino de Matemética do Brasil e da Franca, descreve-se
especificamente o que estes documentos apresentam sobre os ndmeros irracionais, tema

desta pesquisa.

41 O SISTEMA DE ENSINO BRASILEIRO: NIVEIS ESCOLARES E
NOMENCLATURAS?

No Brasil a escolaridade é obrigatéria dos cinco anos de idade até o ensino
secundario — Ensino Médio, ou até o aluno completar 18 anos de idade (lei n® 85/2009). O
sistema de ensino brasileiro € dividido em: Educacdo Infantil, Ensino Fundamental (anos
iniciais e anos finais), Ensino Médio, Ensino Superior. Sdo apresentados a seguir 0s niveis
de escolaridade com as respectivas idades esperadas para 0s alunos cursarem cada um dos
niveis:

v' A Educacdo infantil, oferecida por creches e escolas de Educacdo Infantil,
publicas ou privadas, acolhe criancas de 0 a 5 anos de idade, antes da escola
obrigatdria.

v' O Ensino Fundamental consiste de nove anos de escolaridade — do 1° ao 9°
ano, e é dividido em dois ciclos: anos iniciais e anos finais do Ensino
Fundamental:

» Anos iniciais acolhe alunos de 6 a 10 anos de idade.

> Anos finais acolhe alunos de 11 a 14 anos de idade.

# As informagdes relacionadas ao sistema de ensino brasileiro (Educacéo infantil, Ensino Fundamental e
Ensino Médio), abordadas nesta pesquisa, foram retiradas do Portal do Ministério da Educacéo,
www.mec.gov.br, em 27 de janeiro de 2012.


http://www.mec.gov.br/

74

v" O Ensino Médio consiste de trés anos de escolaridade, do 1° ao 3° ano do
Ensino Meédio, e acolhe os adolescentes que finalizaram o Ensino
Fundamental. De modo geral, este nivel de ensino vai dos 15 aos 17 anos de
idade.

v' O Ensino Superior brasileiro tem duracdo minima trés anos, ocorrendo
variagOes entre os diferentes cursos de universidades. Os alunos do Ensino
Superior, entrevistados nesta pesquisa, cursavam, no momento das

entrevistas, Licenciatura em Matematica com duracédo de 4 anos.

42 O SISTEMA DE ENSINO FRANCES: NIVEIS ESCOLARES E
NOMENCLATURA¥

No sistema de ensino francés, a escolaridade é obrigatoria a partir dos 6 anos de
idade e ¢é dividido em: Ensino Primario, Ensino Secundario e Ensino Superior. A
apresentacdo de cada um destes niveis de ensino e as respectivas idades dos alunos é
exibida a seguir.
v" O Ensino Primario consiste da Escola Maternal e da Escola Elementar:
» A Escola Maternal acolhe criancas até os 6 anos, ou seja, este nivel de
ensino nao € obrigatorio.
» A Escola Elementar é obrigatéria e acolhe criancas entre 6 e 10 anos.
Este nivel de escolaridade compreende cinco niveis de aprendizagem:
i. Curso Preparat6rio ou CP (6 anos).
ii. Curso Elementar 1° ano ou CE1 (7 anos).
iii.  Curso Elementar 2° ano ou CE2 (8 anos).
iv. Curso Médio 1° ano ou CM1 (9 anos).
v. Curso Médio 2° ano ou CM2 (10 anos).
v" O Ensino Secundario é dividido em Collége e Lycée.
» O Collége acolhe os alunos que terminam a escola elementar, em geral
com 10 ou 11 anos de idade. Este nivel de ensino corresponde a quatro

anos de estudos e sdo denominados de Sixiéme, Cinquiéme, Quatriéme e

%0 As informacdes relacionadas ao sistema de ensino francés (Ensino Primério e Secundario), apresentadas
nesta pesquisa, foram retiradas do Portal Nacional de Profissionais da Educagdo, Eduscol,
http://eduscol.education.fr/, em 27 de janeiro de 2012.



http://eduscol.education.fr/

75

Troisieme. No final da Troisiéme, é obrigatorio que todos os alunos
realizem um exame para obter o diploma nacional do brevet® para atestar
seus conhecimentos adquiridos ao fim do Collége.

» O Lycée acolhe alunos que terminam o College, geralmente com 14 ou
15 anos de idade. Este nivel de ensino corresponde a 3 anos de estudos:
Seconde, Premiére e Terminale. Existem 3 tipos de Lycée: o geral e 0
tecnoldgico, que preparam os alunos principalmente para entrar na
universidade, e o terceiro tipo é o Lycée Profissional, que prepara 0s
alunos para a vida profissional. A Seconde é comum para todos os alunos;
é neste momento que os alunos testam seus gostos e suas aptiddes, e
escolhem o tipo de Lycée em que védo continuar seus estudos, seja pela
via geral ou tecnoldgica. Contudo, mesmo se o aluno optou pelo Lycée
geral, que o prepara para a entrada na universidade apds cursar a
Seconde, ele deve escolher uma das trés opcdes para este tipo de
modalidade de ensino:

i. Economique et Social (E.S.), especialidades de escolhas: Ciéncias
Econdmicas e Sociais, Matematica, Linguas.

ii. Littéraire (L), especialidades de escolhas: Letras Classicas, Letras e
Linguas, Letras e Artes, Letras e Matematica.

iii. Scientifique (S), especialidade de escolhas: Matematica, Fisica-

quimica, Ciéncias da vida e da terra, Ciéncias do engenheiro.

4.3 OS SISTEMAS DE ENSINO BRASILEIRO E FRANCES: NOMENCLATURAS E
RELACOES COM 0S NUMEROS IRRACIONAIS

Com a exposicdo precedente relacionada aos sistemas de ensino brasileiro e
francés, notam-se semelhancas na distribuicdo dos niveis de ensino e respectivas idades

dos alunos nestes dois paises. Para sintetizar estas semelhangas, foram elaborados os

%1 Um diploma nacional do brevet consiste de: Um exame escrito que compreende provas de francés,
matematica, historia-geografia, educacdo civica; Uma prova oral de historia de artes; As notas obtidas em
controle ao longo do ano na classe da Troisieme: todas as disciplinas sdo consideradas, salvo historia-
geografia-educacdo civica; A validagdo de competéncias do socle comum; A nota da vida escolar; Para o
ensino opcional facultativo, os pontos superiores a média de 10 a 20 obtidos em latim, grego, lingua
estrangeira ou regional, descoberta profissional de trés horas. Eles se acrescentam ao total de pontos das
outras disciplinas. E calculada a média entre o conjunto de notas e a validagio da base comum.
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Quadros 2 e 3. O Quadro 2 diz respeito aos niveis de escolaridade, idade e duracdo de cada

nivel de ensino nos dois paises.

Quadro 2- Semelhancas entre os sistemas de ensino brasileiro e francés

SISTEMA DE ENSINO BRASILEIRO SISTEMA DE ENSINO FRANCES
NIVEL DE DURACAO IDADE NIVEL DE DURACAO IDADE
ESCOLARIDADE ESCOLARIDADE
Educacdo infantil 5 anos DeOa5 Escola maternal 5 anos DeOab5
(ensino ndo anos (ensino ndo anos
obrigatorio) obrigatdrio)
Ensino 5 anos De6al0 Escola elementar 5 anos De6al0
Fundamental: Anos anos anos
iniciais
Ensino 4 anos Dellal4d College 4 anos Dellal4
Fundamental: Anos anos anos
finais
Ensino Médio 3 anos De15a17 Lycée 3 anos De15a17
anos anos
Ensino Superior Minimo 3 A partir dos Licence Minimo 3 A partir dos
(ensino nao anos 18 anos (ensino néo anos 18 anos
obrigatorio) obrigatorio)

Fonte: a autora desta pesquisa

O Quadro 3 refere-se aos respectivos niveis de ensino e nomenclaturas adotadas

no Brasil e na Franca.

Quadro 3 - Nomenclaturas dos sistemas de ensino brasileiro e francés

SISTEMA DE ENSINO BRASILEIRO SISTEMA DE ENSINO FRANCES
Ensino Fundamental: Anos iniciais Escola elementar
1° ano Curso Preparatdrio ou CP
2° ano Curso Elementar 1° ano ou CE1
3°ano Curso Elementar 2° ano ou CE2
4° ano Curso Médio 1° ano ou CM1
5° ano Curso Médio 2° ano ou CM2
Ensino Fundamental: Anos finais Collége
6° ano Sixieme
7° ano Cinquiéme
8° ano Quatriéme
9° ano Troisiéme
Ensino Médio Lycée
1° ano do Ensino Médio Seconde
2° ano do Ensino Médio Premiére
3° ano do Ensino Médio Terminale
Ensino Superior (Graduagéo) Enseignement Supérieur (Licence)

Fonte: a autora desta pesquisa

Os Quadros 2 e 3 permitem melhor visualizar as semelhancas existentes entre as
organizagOes, no que diz respeito aos anos de escolarizacdo, niveis de ensino e idade dos
alunos. Desse modo, embora os alunos entrevistados nesta pesquisa estejam inseridos em

sistemas de ensinos distintos, com carga horaria escolar diferenciada e, sobretudo, culturas
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diferentes, percebem-se semelhancgas concernentes aos niveis de ensino e idades esperadas

dos alunos para cada nivel, que colaboraram para o desenvolvimento da presente pesquisa.

4.3.1 Os nimeros irracionais nos documentos do sistema de ensino brasileiro

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN de Matematica sdo documentos
oficiais do sistema de ensino brasileiro que tém por objetivo orientar professores,
instituicbes de Ensino Fundamental e Médio e autores de livros didaticos. Tais orientagdes
referem-se aos contetidos a serem ensinados, planejamento das aulas e metodologias a
serem desenvolvidas pelos professores, curriculos escolares, especificidades a serem
consideradas aos alunos no decorrer de sua aprendizagem e os momentos (nivel de ensino)
em que os conteudos devem ser abordados em sala de aula.

No entanto, o estado do Parana, onde foi realizada esta pesquisa, possui suas
proprias diretrizes para a Educacdo Baésica, que também oferecem orientagcBes para as
metodologias dos professores, contetidos a serem ensinados e organizagdes dos curriculos
escolares, respeitando, evidentemente, os niveis e rol de conteudos dos Parametros
Curriculares Nacionais. Neste sentido, considerou-se pertinente para esta pesquisa
apresentar a abordagem dos numeros irracionais tanto nos Parametros Curriculares
Nacionais, uma vez que os livros didaticos sdo elaborados com respaldo nestes
documentos, quanto nas Diretrizes Curriculares do Estado do Parana - DCE, que norteiam
as aces dos professores e instituices de Ensino Fundamental e Médio do estado do
Parana.

Além dos PCN e das DCE, cada instituicdo de Ensino Fundamental e Médio
possui suas proprias Propostas Pedagogicas Disciplinares - PPD, documentos elaborados
em conjunto entre os professores das disciplinas de cada instituicdo, que devem ser
seguidos pelos professores em suas respectivas disciplinas.

No que concerne aos Cursos de Licenciatura em Matematica, 0os documentos que
0s norteiam sdo seus Projetos Politicos Pedagdgicos, que contém as ementas de cada
disciplina ofertada no curso. Estes documentos sdo elaborados segundo os pressupostos das
Diretrizes Curriculares para Cursos de Matematica, documento oficial brasileiro que
orienta a elaboragdo dos curriculos dos cursos de Licenciatura e Bacharelado em
Matematica.

Buscou-se, nestes documentos que respaldam o Ensino Fundamental, Médio e

Superior brasileiro, saber em que momento e quais abordagens dos nimeros irracionais
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devem oficialmente fazer parte da aprendizagem dos alunos, conforme mostra o estudo a

sequir.

4.3.1.1 Os nimeros irracionais nos documentos do Ensino Fundamental brasileiro

Os nUmeros irracionais nos PCN do Ensino Fundamental

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (1998), o conteudo

nimeros irracionais deve ser ensinado no quarto ciclo do Ensino Fundamental, que

corresponde aos 8° e 9° anos deste nivel de ensino. Neste ciclo, os contetdos sdo

apresentados em quatro blocos:

e NUmeros e operagoes.
e Espaco e formas.
e Grandezas e medidas.

e Tratamento da informacéo.

No que concerne ao humérico, 0s objetivos para o quarto ciclo do Ensino Fundamental,
segundo os PCN (1998), séo:

o Ampliar e consolidar os significados dos nimeros racionais a partir dos
diferentes usos em contextos sociais e matematicos e reconhecer que existem
nameros que ndo sao racionais.

o Resolver situagbes-problema envolvendo numeros naturais, inteiros,
racionais e irracionais, ampliando e consolidando os significados da adigéo,
subtracdo, multiplicagdo, divisdo, potenciacéo e radiciagéo.

e Selecionar e utilizar diferentes procedimentos de calculo com nimeros
naturais, inteiros, racionais e irracionais (p. 81, grifos da autora desta pesquisa).

No que diz respeito aos conteldos propostos para o quarto ciclo do Ensino

Fundamental, os PCN (BRASIL, 1998) solicitam a ampliacdo dos significados dos

numeros por meio do reconhecimento da existéncia dos nimeros irracionais. Segundo estes

documentos, é importante que o aluno vivencie situacdes em que 0s nimeros racionais ndo

sdo suficientes para resolvé-las, tornando-se necessaria a consideracdo de outros nimeros:

0S numeros irracionais. Recomenda-se que no ensino dos numeros irracionais ndo seja

enfatizado os célculos com radicais, e que o aluno:

[...] identifique o nimero irracional como um ndmero de infinitas casas decimais
ndo periddicas, identifique esse nimero com um ponto na reta, situado entre dois
racionais apropriados, reconheca que esse nimero ndo pode ser expresso por
uma razdo de inteiros; conhega nimeros irracionais obtidos por raizes quadradas
e localize alguns na reta numérica, fazendo uso, inclusive, de construcGes
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geométricas com régua e compasso. Esse trabalho inicial com os irracionais tem
por finalidade, sobretudo, proporcionar contra-exemplos para ampliar a
compreensdo dos nimeros (BRASIL, 1998, p. 83).

No que diz respeito aos calculos com infinitas casas decimais, os PCN (1998)

alertam para a abordagem da aproximacdo de casas decimais bem como suas

consequéncias nos resultados dos célculos. No caso das representacdes simbdlicas de

alguns ndmeros irracionais tais como /2, o aluno pode ser conduzido &s regras

operatdrias andlogas as dos nimeros racionais.

Algumas orientagdes didaticas sdo propostas pelos PCN (BRASIL, 1998) com o

intuito de auxiliar as acGes pedagdgicas dos professores. No que diz respeito aos nimeros

irracionais, estes documentos alertam que seu ensino por meio exclusivamente dos radicais

ndo tem contribuido para o desenvolvimento deste conceito, e que um ensino formal deste

contetdo nesta fase de escolaridade também néo é adequado. Neste sentido, apresentam as

indicacdes que julgam adequadas para a abordagem desse conceito (p. 106-107):

O estudo dos nameros irracionais pode ser introduzido por meio de situacdes-
problema que evidenciem a necessidade de outros nimeros além dos racionais. O
problema classico de encontrar o comprimento da diagonal de um quadrado,

tomando o lado como unidade, que conduz ao niimero /2 . Nesse caso, pode-se

informar (ou indicar a prova) da irracionalidade de /2 , por ndo ser uma razéo
de inteiros. O problema das raizes quadradas de inteiros positivos que ndo séo

quadrados perfeitos, V3, 5 etc, poderia seguir-se ao caso particular de /2 .

Outro irracional que pode ser explorado no quarto ciclo é o numero . O nimero
7 nessa fase do aprendizado aparece como a razdo entre o comprimento de uma
circunferéncia e o seu didmetro.

Deve-se estar atento para o fato de que o trabalho com as medi¢fes pode se
tornar um obstaculo para o aluno aceitar a irracionalidade do quociente entre o
comprimento da circunferéncia e seu didmetro, uma vez que ele j sabe que as
medic¢Bes envolvem apenas nimeros racionais.

E possivel, no entanto, propor situacdes que permitam aos alunos Varias
aproximacdes sucessivas de m. Ao trabalhar com essas aproximagoes, ¢
interessante usar diferentes calculadoras e informar os alunos a respeito dos
calculos que sdo feitos em computadores de grande porte, que produzem o valor
de m com milhdes de digitos sem que haja o aparecimento de um periodo na
expansdo decimal.

Com relacdo aos célculos aritmético e algébrico com ndmeros irracionais,
configuram- se duas possibilidades: Numa delas o aluno deve ser orientado a
efetuar os célculos seguindo regras operatdrias analogas as que sdo vélidas para
0s racionais. Esse fato pode conduzir, inclusive, a obtencdo de infinitos
irracionais por meio das operacBes fundamentais. Por exemplo, explorar
nameros na forma (a+b)J§, com a e b racionais, pode contribuir para a
superagdo da ideia equivocada de que ha poucos irracionais. Uma segunda
possibilidade é a de efetuar calculos com os irracionais por meio de

aproximacdes racionais. Nesses casos apresenta-se uma situagdo apropriada para
tratar o conceito de arredondamento e utilizar as calculadoras.
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Em relacdo ao numero =, assim como sugere os PCN, é importante o professor
ficar atento ao fato que atividades relacionadas a medigOes entre o comprimento de
circunferéncia e didmetro, com o intuito de se explorar o niumero n, pode se tornar um
obstaculo para o aluno compreender a irracionalidade desse nimero. Ademais, ndo € raro
encontrar atividade como esta em livros didaticos brasileiros. Como exemplo, cita-se a
obra do 8° ano da colegdo A Conquista da Matematica®, na qual, na secdo intitulada Um

irracional importante: o nimero z propde uma atividade que os alunos devem medir o

diametro e a circunferéncia de alguns objetos circulares tais como moeda, lata de
refrigerante e pneu e determinar a razdo entre estas duas medidas que resultam

aproximadamente 3,14....

Figura 11 — Atividade nimero n
Fonte: Giovani Junior e Castrucci (2009)

Segundo os autores dessa obra, este fato se repete para qualquer circunferéncia, e
este valor é representado pela letra grega =. Para finalizar a secdo, os autores
disponibilizam uma figura induzindo a memorizacdo do nimero z até a quinta casa
decimal. De acordo com os PCN (BRASIL, 1998), este fato pode induzir os alunos a
compreenderem o0 nimero = como um ndmero racional, pois os resultados das medidas
obtidos com os objetos circulares séo todas racionais. Observa-se que atividades como esta
ndo foram encontradas nas obras analisadas francesas do Collége (nivel correspondente ao

Ensino Fundamental).

Os nUmeros irracionais nas Diretrizes Curriculares do Estado do Parana

*> GIOVANI JUNIOR, J. R., CASTRUCCI, B. A conquista da Matematica. Ensino Fundamental, 8° ano,
12 edicdo, editora FTD, S&o Paulo, 2009
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Para a disciplina de Matematica, as DCE propdem como conteudos estruturantes
cinco campos: Numeros e Algebra, Grandezas e Medidas, Geometrias, Funges e
Tratamento da Informacdo. Para o Ensino Fundamental, solicita-se que o contetdo

estruturante Ndmeros e Algebra seja desdobrado em:

e Conjuntos numéricos e operagdes.
e EquacOes e inequacoes.
e Polindbmios.

e Proporcionalidade.

Em relacdo ao ensino e aprendizagem do contetido Numeros e Algebra, espera-se
que os alunos compreendam:

o Sistema de numeragdo decimal e o conceito de notacéo cientifica.

e Os conceitos de adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciagdo e
radiciacdo de nUumeros pertencentes ao conjunto dos numeros naturais,
inteiros, racionais, irracionais e reais e suas propriedades.

*O conceito de razdo e proporcao, regra de trés, porcentagem, fraces e dos
nimeros decimais e suas propriedades (PARANA, 2008, p. 51, grifos
NOoSs0S).

Ainda para o Ensino Fundamental, € necessario que haja articulagdo entre
Numeros e Algebra, de modo que o aluno:

Compreenda o conceito de incognita.

Realize a escrita de uma situa¢do-problema na linguagem matematica.

Reconheca e resolva equagBes numéricas e algébricas, inequacdes,
sistemas de equag0es.

Diferencie e realize operagdes com mondmios, bindmios, trinbmios e
polindmios; equacdes quadradas, biquadradas e irracionais (PARANA,
2008, p. 51, grifos nossos).

Os Numeros irracionais nas Propostas Pedagogicas Disciplinares dos colégios envolvidos

nesta pesquisa

O Quadro 4, disponibilizado a seguir, contém as propostas pedagogicas no que diz
respeito aos numeros irracionais, dos respectivos colégios do Nucleo Regional de

Educacéo de Campo Mouréo, cujos alunos participaram da presente pesquisa.



Quadro 4 - Propostas pedagdgicas para o0 ensino dos nimeros irracionais dos colégios de Ensino
Fundamental envolvidos

Instituicdo | Ano | Conteudo Contelido Bésico Expectativa de aprendizagem
Estrutu-
rante
o ldentifique os elementos dos conjuntos dos
nlmeros naturais, inteiros, racionais e
o NUmeros irracionais.
Numeros e irracionais. e Compreenda, identifique e reconheca o
8° Algebra e Poténcias e niimero 7 (pi) como um numero irracional
radiciacdo. especial.
¢ Reconheca a notacdo de poténcia e suas
Colégio propriedades, como um registro pratico e
Est. 29 de facilitador de calculos.
Novembro Grandezas | ¢ Medida de e Calcule o comprimento da circunferéncia.
EFM e Medidas comprimento. e Calcule o comprimento e area de poligonos
Cidade: ¢ Medida de area. e circulo.
Araruna - e NUmeros Reais. e Calcule poténcias com expoentes inteiros e
PR o Propriedades dos fracionérios.
9° NUmeros e Radicais. o Identifique a poténcia de expoente
Algebra e Equacéo do fracionario como um radical e aplique as
segundo grau. propriedades para a sua simplificacéo.
e Teorema de o Utilize o teorema de Pit&goras na resolucéo
Pitagoras. de situacGes problemas.
o Equacdes o Identifique e resolva equacdes Irracionais.
Irracionais.
¢ Reconhega 0s nimeros irracionais em
Numeros e diferentes contextos.
Algebra o NUmeros ¢ Realize operagdes com 0s ndmeros
irracionais. irracionais.
e Compreenda, identifique e reconhec¢a o
(E:Otlégio 8° Ndmero = como um irracional especial.
st.
Unidade e Medida de e Calcule o comprimento da circunferéncia.
Pélo Grandezas comprimento. e Calcule o comprimento e &rea de poligonos
EFMP e Medidas | « Medida de area. e circulos.
gldade. o NUmeros reais.
MaomuFr); 0 - * Propriedades  dos - o
PR ) Radicais. . Iden_tlflgL_Je a poténcia de_expoente_
Numeros € | e Equacdo do fracionario como um radical e aplique as
9° Algebra segundo grau. propriedades para a sua simplificacéo.
e Teorema de o Identifique e resolva equagdes irracionais.
Pitagoras.
o Equacdes
irracionais.
Colégio 8° Numeros e o NUmeros racionais e sua representacdo
Est. Olavo Algebra e NUmeros Reais decimal; Os nimeros irracionais; Raiz
Bilac EFM quadrada de um ndmero racional.
9° e Potenciacéo; Radiciacdo.
Cidade: NUmeros e | e NUmeros Reais
Peabiru - Algebra
PR
o NUmeros o Extraia a raiz quadrada exata e aproximada
Irracionais. de nimeros racionais;
o Poténcias. ¢ Reconhega nimeros irracionais em
Numeros e diferentes contextos.
8° Algebra o Realize operagdes com nlmeros irracionais;
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e Compreenda, identifique e reconheca o
numero « (pi) como um numero irracional
Colégio especial.
Est. 14 de Grandezas Medidas de e Calcule o comprimento da circunferéncia;
Dezembro e Medidas comprimento. e Calcule o comprimento e area de poligonos
EFM Medidas de area. e circulo.
. _ NUmeros Reais. e Opere com expoentes fracionarios.
CldaQIe. Propriedades dos e Identifique a poténcia de expoente
Peabiru - radicais. fracionario como um radical e aplique as
PR Equacéo do 2° propriedades para a sua simplificacdo.
9° Numeros e |  grau. e Determine as raizes de uma equagéo do 2°
Algebra Teorema de grau utilizando diferentes processos.
Pitagoras. e Interprete problemas em linguagem grafica
EquacGes e algébrica.
irracionais. o Identifique e resolva equagbes irracionais.
Grandezas Relagdes métricas | o Utilize o teorema de Pitagoras na
e Medidas num triangulo determinag&o das medidas dos lados de um
retangulo. triangulo retangulo.

Fonte: a autora desta pesquisa

4.3.1.2 Os numeros irracionais nos documentos do Ensino Médio brasileiro

Os numeros irracionais nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
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De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio —
PCNEM, os contetudos a serem ensinados neste nivel de ensino sdo apresentados em trés
eixos: Algebra: nimeros e fungbes; Geometria e medidas; Analise de dados. No que
concerne aos numeros, o objeto de estudo é o campo dos numeros reais, e eventualmente o
conjunto dos niimeros complexos. “Os procedimentos basicos desse tema se referem a
calcular, resolver, identificar varidveis, tracar e interpretar graficos e resolver equacdes de
acordo com as propriedades das operaces no conjunto dos nimeros reais e as operagdes
validas para o calculo algébrico” (BRASIL, 2000, p. 120-121). No que concerne
especificamente aos nimeros irracionais, 0s PCNEM apontam que estes nimeros devem
estar relacionados com geometria e medidas, e que nesta etapa é necessario que o aluno
seja capaz de diferenciar valores exatos e aproximados de acordo com os instrumentos

disponiveis.

Os nUmeros irracionais nas Diretrizes Curriculares do Estado do Parana — Ensino Médio

No que concerne aos contetdos estudados no decorrer do Ensino Médio, o conteudo

estruturante Ndmeros e Algebra, segundo as DCE, deve ser desdobrado em seis campos:



NUmeros reais.

Sistemas lineares.

NUmeros complexos.

Matrizes e determinantes.

e Polindbmios.

Equacdes e inequacbes exponenciais, logaritmicas e modulares.
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Neste documento, o estudo do conjunto dos numeros irracionais esta implicito no estudo

do conjunto dos nimeros reais. Entende-se que fica a cargo dos autores de livros didaticos,

Propostas Pedagdgicas Disciplinares de cada instituicdo e professores atribuir menor ou

maior énfase aos nimeros irracionais, no decorrer do ensino dos nimeros reais. Este foi

um dos fatores que influenciaram o estudo das Propostas Pedagogicas Curriculares dos

colégios envolvidos nesta pesquisa, com o intuito de se obter outras informagfes sobre a

abordagem dos ndmeros irracionais nas institui¢des investigadas.

O Quadro 5 a seguir consiste na sintese das propostas de ensino relacionadas aos

nameros irracionais dos colégios cujos alunos participaram desta pesquisa.

Quadro 5 - Propostas pedagdgicas para o ensino dos nimeros irracionais dos colégios de Ensino Médio

envolvidos
Conteddo Contetdo
Instituicdo Ano Estruturante Basico Expectativa de aprendizagem

UTFPR — Curso de e Conjunto dos numeros naturais.
Educacdo de Nivel e Conjuntos dos nimeros inteiros.
Técnica Medio 1° e Conjunto dos ndmeros racionais.
Integrado — Técnico Ano Conjuntos e Conjunto dos nimeros
em informética Numéricos irracionais.
Cidade: Campo e Conjunto dos nimeros reais.
Mouréo - PR
Colégio Est. Unidade e Amplie os conhecimentos sobre
Pélo EFMP 1° NUmeros e | NUmeros conjuntos numéricos e aplique em
Cidade: Campo Ano Algebra Reais diferentes contextos.
Mouréo - PR
Colégio Est. Princesa e Amplie os conhecimentos sobre
Isabel EM 1° Nameros e | NUmeros conjuntos numéricos e aplique em
Cidade: Araruna - PR | Ano Algebra Reais diferentes contextos.
Colégio Est. Olavo
Bilac — EFM 1° Numeros e | Conjuntos
Cidade: Peabiru-PR | Ano Algebra Numeéricos
Colégio Est. 14 de e Amplie os conhecimentos sobre
Dezembro EFM 1° NUmeros e | Nameros conjuntos numéricos e aplique em
Cidade: Peabiru - PR Ano Algebra Reais diferentes contextos.

Fonte: a autora desta pesquisa
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4.3.1.3 Projeto Politico Pedagogico dos cursos de Licenciatura em Matematica envolvidos

na pesquisa

Considerando que os sujeitos desta pesquisa do ensino superior brasileiro eram
alunos do Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual do
Paran&/UNESPAR — Campo Mourdo e do Curso de Licenciatura em Matematica da
Universidade Estadual de Maringd/UEM, foram analisadas as ementas das matrizes
curriculares presentes nos Projetos Politicos Pedagogicos destes cursos com o intuito de
perceber quais disciplinas tratam direta ou indiretamente o conceito de numeros

irracionais. Um quadro com tais disciplinas é disponibilizado na sequéncia deste texto.

Quadro 6 - Disciplinas relacionadas aos nimeros irracionais nos Cursos de Licenciatura em
Matematica da UEM e UNESPAR - Campo Mourdo

Universidade Disciplinas Periodo Ementa
Calculo 1°ano Os nUmeros reais e suas propriedades (propriedades,
Diferencial e interpretacdo  geométrica, intervalos, modulo e
Universidade Integral | inequaces)
Estadual do | Fundamentos da | 1°ano Conjuntos numericos e suas propriedades (naturais,
Paran&/UNES | Matematica inteiros, racionais, irracionais e reais).
PAR — Campo | Anélise Real 4° ano Conjuntos finitos, enumerdveis e ndo enumeraveis.
Mour&o Numeros Reais: Corpos, corpos ordenados, NUmeros
Reais. Sequéncias de NuUmeros Reais. Séries
Numéricas.
Calculo 1°ano Conjuntos Numéricos (inteiros, racionais, reais e
Diferencial e complexos, desigualdades, médulo de um nimero real,
Universidade Integral | intervalos, supremo infinito, maximo e minimo de um
Estadual de conjunto).
Maringa - | Elementos de | 4°ano NUmeros Reais: conjuntos enumeraveis e ndo
UEM Analise Real Enumeraveis; Corpos; Sequéncias e Séries de NUmeros
Reais.

Fonte: a autora desta pesquisa

Em conversa informal com professores das disciplinas de Estagio Supervisionado
I e Il ministradas nos terceiro e quarto ano do curso de Matematica da UNESPAR/Campo
Mourao, eles informaram que os nimeros reais podem ser tratados por meio de micro aulas
gue os alunos apresentam sobre conteddos dos Ensinos Fundamental e Médio, no decorrer
destas disciplinas. Entretanto, os temas das micro aulas ndo séo especificados no PPP do
curso, e séo escolhidos pelos professores que as ministram. Ressalta-se que a professora de
Estagio Supervisionado | dos anos letivos de 2010 e 2011 elegeu como tema de uma das
micro aulas os Conjuntos Numeéricos, na qual os nimeros irracionais foram abordados.

Ja na disciplina de Calculo Diferencial e Integral I, 0s conjuntos numéricos e

propriedades, quando sdo abordados, o sdo superficialmente. Na disciplina de Anélise
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Real, entre os anos de 2008 e 2011, os professores do curso de Licenciatura em
Matemaética da Universidade Estadual do Parand/Campo Mourdo utilizaram como livro
texto a obra Analise Matematica para Licenciatura, de Geraldo Avila, que, além de fazer
uma revisdo sobre 0 modo como 0s nameros irracionais sdo apresentados na Educacao
Basica, aborda a construgdo dos nUmeros irracionais e reais por meio de Cortes de
Dedekind, bem como fatos historicos destes nimeros. No entanto, nem os Cortes de
Dedekind, nem a constru¢do do conjunto dos NUmeros Reais fazem parte da ementa da
disciplina de Andlise, ficando a critério do professor que a ministra escolher o livro texto e

a abordagem para conduzir este conteudo.

4.3.2 Os numeros irracionais nos documentos do sistema de ensino francés

O sistema de ensino francés é norteado pelos Programmes, documento oficial que
contém a Base Comum de Conhecimentos e Competéncias®® propostos pelo ministério de
Educacédo da Franca. Esses documentos contém os conhecimentos essenciais e os métodos
aos quais os alunos devem ser submetidos no decorrer de sua aprendizagem, e devem ser
seguidos por todas as instituicbes de ensino, sejam elas publicas ou privadas, da escola
maternal ao Lycée, assim como pelos autores de livros didaticos. No inicio de cada livro
didatico esta disponivel o Programa da disciplina contemplada referente ao ano escolar a
que corresponde o livro.

Os documentos que norteiam 0s cursos universitarios também sdo chamados de
Programmes. No entanto, assim como no Brasil, cada curso universitario tem autonomia
para elaborar sua propria estrutura curricular.

Desse modo, no que se refere aos documentos curriculares franceses, foram
analisados os Programmes do College, do Lycée e da Licence em Matematica dos cursos
investigados, com o objetivo de perceber quais 0os momentos do ensino francés que
favorecem a aprendizagem dos nimeros irracionais. Cabe salientar que esses numeros néo
sdo explicitados no curriculo do College nem do Lycée, entretanto, implicitamente, 0s
nameros irracionais estdo relacionados ao estudo de outros conceitos no decorrer da

escolarizacdo, conforme apresentado a seguir.

% A lei que determina a existéncia e exclusividade da Base Comum de Conhecimentos e Competéncias
entrou em vigor em 2006 com o objetivo de contemplar valores, saberes, linguas e praticas a todos os alunos
gue participam da escolaridade obrigatoria, proporcionando-lhes construir seu futuro profissional e pessoal, e
obter com sucesso sua vida na sociedade.
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4.4.1 Os Programmes do College e possibilidades de estudo dos nimeros irracionais

Segundo os Programmes do Collége (FRANCE, 2011), o ensino de Matematica é
ofertado em quatro campos:

Organizacdo de dados, funcdes.

Numeros e célculo.

Geometria.

Grandezas e medidas.

De acordo com esses documentos, é possivel perceber que, embora sem
formalizar e sem mencionar os nimeros irracionais, os alunos franceses tém os primeiros
contatos com esses numeros na Quatrieme, ao estudarem o teorema de Pitagoras. Pois,

dependendo dos valores considerados para as medidas dos lados dos triangulos retangulos,

acarreta em calculos com nameros irracionais algebricos - numeros da forma Jn, sendon
um numero inteiro positivo que ndo é quadrado perfeito. Esse fato pode ser percebido nos
livros didaticos franceses da Quatrieme. Por exemplo, no livro deste nivel escolar da
Colecdo Repére®*, no bloco de geometria, uma das secBes refere-se ao teorema de
Pitagoras e sua reciproca, na qual séo realizados calculos de raizes quadradas que resultam
em valores irracionais, porém os calculos sao efetuados aproximadamente com o auxilio da
calculadora e nenhuma explicacao sobre tal aproximacao € abordada nesta secao.

Nos Programmes da Troisieme (FRANCE, 2011) também sdo percebidos
indicativos do conceito de nimeros irracionais no campo Numeros e Calculos e no campo

Geometria. No campo Numeros e Célculos é solicitado que os alunos conhegam:

e NUmeros Inteiros e racionais (Divisor comum entre dois inteiros; fracGes
irredutiveis; operacdes sobre os nimeros relativos em escrita fracionéria).

e Calculos elementares sobre os radicais (Raiz quadrada de um nimero positivo;
Produto e Quociente de dois radicais).

As competéncias neste campo devem ser:

% BRAULT, Roger; DARO, Isabelle; FERRERO, Christine; PERBONS-RAIMBOURG; PLOY, Laurent;
TELMON, Christophe. Repére. Mathématiques 4e. Editora Hachette Education, Paris, 2007.
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e Saber que, se a designa um numero positivo, Ja é o nlimero positivo cujo

quadrado é a e utilizar as igualdades: (\/5)2 = a,\/g =a.

e Determinar, por meio de exemplos numéricos, os nimeros X tal que x*=a,
sendo a um numero positivo.

E de acordo com o campo Geometria, 0s alunos devem estudar sobre:

e Propriedades geométricas elementares de figuras planas e de sélidos: quadrado,
retdngulo, losango, paralelogramo, triangulo, circulo, cubo, paralelepipedo

retangulo, cilindro, esfera.

Desse modo, nota-se que, embora 0s ndmeros irracionais nao estejam
explicitamente inseridos nos Programmes do Collége, fazem parte da formacdo dos alunos
do Collége conhecimentos, apesar de implicitos, sobre os nimeros irracionais algébricos e
do numero transcendente 7.

Quanto aos irracionais algébricos, a afirmagdo acima decorre do estudo do

teorema de Pitdgoras, de raizes quadradas e suas operacdes, solucbes de equacdes do

segundo grau x*=a, sendo a um ndmero positivo, calculos de areas de figuras planas
como o quadrado, relagdes trigonomeétricas no triangulo retangulo. Esses saéo momentos do
ensino em que ndo se pode negar a presenca dos nimeros irracionais algébricos.

Em relagdo ao numero transcendente z, nota-se que ele esta diretamente
relacionado aos calculos de area e perimetro do circulo, area e volume de so6lidos redondos
como o cilindro e a esfera.

Provavelmente decorre destas situacdes relacionadas aos nimeros irracionais que
autores de livros didaticos de Troisiéme® definam nimeros irracionais no capitulo
especifico sobre Raizes Quadradas de suas respectivas obras e, algumas vezes, insiram
fatos historicos e atividades sobre 0 nimero de ouro.

Sendo assim, ndo se pode negar que Sao varias as situagcdes presentes no processo
escolar dos alunos franceses que favorecem conhecimentos sobre os nimeros irracionais,

em particular sobre os irracionais algébricos e o transcendente .

% BRAULT, R. et al. Collection Phare. Mathématiques 3e. Editora Hachette Education, Paris, 2008.
CUAZ, L. et al. Collections Prisme.Math 3e. Ed. Berlin, Paris, 2008.
MALAVAL, J. et al. Colecdo Transmath.Troisieme. Editions Nathan, Paris, 2008.
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4.4.2 O Programa do Lycée e a auséncia de nimeros irracionais

Até o ano letivo de 2009, em que ingressaram 0s alunos entrevistados nesta
pesquisa, nos Programmes do Lycée, o conteldo numeros era abordado na Seconde, ou
seja, na série comum a todos os alunos que cursam o Lycée. Consequentemente, os livros
didaticos da Seconde editados até 2008 apresentavam, antes do estudo de funcdes, os
conjuntos numéricos: os inteiros naturais (N ), os inteiros relativos (Z ), os decimais (D),

os racionais (Q) e os reais (R) como sendo a unido do conjunto dos racionais com outros

nimeros como +/2,x,.... Propriedades, exemplos e exercicios sobre 0s conjuntos

numéricos eram propostos, incluindo os nimeros irracionais, tais como a demonstracédo da
irracionalidade de /2, métodos para calcular aproximages por falta e por excesso de
V2, construgdo da espiral pitagérica, atividades relacionadas & calculadora e nimeros

irracionais como /2 e 7.

Contudo, a partir de setembro de 2010, comegou a vigorar um novo Programme
da Seconde (FRANCE, 2009), no qual os conjuntos numéricos foram excluidos. Por
consequéncia, os livros didaticos editados depois deste periodo ndo apresentam mais a
introducdo sobre as nomenclaturas e propriedades dos conjuntos numéricos e 0 primeiro
capitulo dos livros didaticos lancados ap6s a reforma de 2009 iniciam-se diretamente com

o contetido fungdes, sem mencionar os conjuntos numéricos>".
4.4.3 Os Programas da Licenciatura em Matematica e os nUmeros irracionais
Assim como no sistema universitario brasileiro, os cursos de graduacao da Franca

tém autonomia para elaborar seus préprios curriculos. Pelo fato de seis estudantes do Curso

de Matematica - Percurso ensino®® da Universidade Lille 1 — Ciéncias e Tecnologias serem

% Esses comentarios sdo baseados no livro didatico da colecdo Hypérbole: MALAVAL, J. et al. Colecdo
Hyperbole Mathématiques Seconde. Editora Natham, 2004.

%" Tais informagdes podem ser conferidas no livro didatico de Matematica da Seconde da Colecdo Berlin
disponivel em http://eduscol.education.fr/maths/actualites/manuels-numerigues-seconde-maths-2010.

% Trés modalidades de curso de Matemética sdo oferecidos pela Universidade Lille 1: Licence
Mathématiques parcours mathématiques; Licence Mathématiques parcours enseignement e Licence
Mathématiques Appliquées et Science Sociales. A modalidade Licence Mathématiques parcours
enseignement corresponde a Licenciatura em Matematica do sistema de ensino brasileiro, por isto os sujeitos
convidados para colaborarem com esta pesquisa sdo alunos desta modalidade. A Licence en Mathématiques
na Franga tem duracao de trés anos. Porém, antes dos professores prestarem concurso para ministrar aulas em



http://eduscol.education.fr/maths/actualites/manuels-numeriques-seconde-maths-2010
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sujeitos desta pesquisa, estudou-se as ementas*’ deste curso buscando identificar por meio
destes documentos quais disciplinas tratam direta ou indiretamente do conceito de nimeros

irracionais. Este estudo esta resumido no Quadro 7.

Quadro 7 - Disciplinas relacionadas aos nimeros irracionais do Curso de Matematica de Lille 1

Disciplinas | Perio- Ementa
do
1° Introducéo aos objetos fundamentais de Andlise:
Fundamento | Semes | NUmeros Reais (Propriedades de R (a construcéo de R ndo pertence ao programa
s de Andlise | -tre desta unidade): Operagdes sobre R. Relacdo de ordem. R é Arquimediano. Q é
denso em R. Valor absoluto. Intervalos, vizinhanga. Supremo, infimo.
Sequéncias Reais. Funcbes Reais.
Atelié de 1° Os nimeros pitagéricos e o problema de Fermat; Criptografia, os decimais de ;
Matematica | Semes | como calculavamos os logaritmos antes do computador.
-tre
Aritméticae | 2° Corpos dos numeros racionais e reais. Desenvolvimento decimal de um nimero
Introducdo a | Semes | real, caso periodico. Algoritmo de fragdes continuas, caso periodico.
Teoria dos -tre Aproximagdo dos nimeros reais por nimeros racionais, a irracionalidade de e,
NUmeros critério de irracionalidade. Numeros Algébricos, Teorema de Liouville,
construcdo de nimeros transcendentes.
Matematica | 2° Conjuntos e sua cardinalidade. Operaces e aplicagBes entre 0s conjuntos.
Discreta Semes | Conjuntos infinitos, enumerabilidade, [0,1] ndo é enumeravel, Teorema de
-tre Cantor Bernstein.
Historia de 20 A Teoria dos NUmeros de Pitagoras a Fermat.
uma Semes
disciplina tre
1° Uma historia do infinito: A concepcéo de infinito dos Gregos. Os paradoxos do
Historia da Semes | infinito: Aquiles e a Tartaruga (Zendo); uma parte ndo pode ser igual ao todo
Matemética | -tre (Galileu). O conceito de limite e a ideia de infinito: 0 método de Eudoxo; o
calculo infinitesimal de Leibniz e Newton; os paradoxos de Bolzano; a anélise de
Cauchy. A emergéncia axiomética dos NUmeros Reais como consequéncia do
conceito de limite: Cantor e Dedekind. O infinito atual, o transfinito de Cantor.

Fonte: A autora da pesquisa

4.3.3 Consideracdes sobre 0s numeros irracionais nos documentos dos sistemas de

ensinos brasileiro e francés

Levando em conta este estudo relacionado aos nimeros irracionais nos sistemas de
ensino brasileiro e francés, as analises dos documentos curriculares e livros didaticos
desses dois sistemas de ensino, foi elaborado o Quadro 8, que representa uma sintese desse

estudo:

instituicdes da Educacdo Basica, é preciso que eles cursem dois anos de mestrado. E se desejam prestar
concurso no Ensino Superior, é preciso que eles tenham concluido seus doutorados.
% InformagBes retiradas do site http://mathematiques.univ-lillel.fr/Formation/Licences-de-I-UFR-de-

Mathematiques/.



http://mathematiques.univ-lille1.fr/Formation/Licences-de-l-UFR-de-Mathematiques/
http://mathematiques.univ-lille1.fr/Formation/Licences-de-l-UFR-de-Mathematiques/
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Quando 8 - Sintese da presenca ou ndo dos nimeros irracionais nos curriculos brasileiro e francés

Pals Brasil Franca
Nivel
Presenca do conceito de | Auséncia do conceito de nlmeros irracionais no
nameros irracionais no curriculo | curriculo oficial de Matematica. Por consequéncia:
oficial de Matematica. Por | e Na 4°, durante do estudo do teorema de Pitagoras e
consequéncia: aplicagBes, nota-se a presenca dos ndmeros
e NUmeros irracionais  sdo irracionais algébricos sem explicita-los e sem

Ensino explicitados ~ nos  livros nomeé-los.

Fundamental didaticos de 8° e 9° ano. e Na 3° existe a presenga dos nlmeros irracionais
algébricos no estudo das raizes quadradas e do
nimero 7z no estudo de figuras planas e sélidos
geométricos. Porém, a explicitagdo ou ndo desse
conceito fica a cargo dos autores de livros didaticos
e professores de Matematica.

Presenga do conceito de | Auséncia do conceito de nUmeros irracionais no
nameros irracionais no curriculo | curriculo oficial de Matemética. Por consequéncia:

oficial de Matematica. Por | e Até o ano letivo de 2009, os nimeros irracionais
consequéncia: eram mencionados nos livros didaticos na secao

Ensino e NUmeros  irracionais  sdo destinada ao estudo dos conjuntos numéricos. A

Meédio explicitados nos livros partir de 2010, a explicitacdo desses ndmeros esta

didaticos do 1° ano no ausente dos livros didaticos.

decorrer do estudo dos

conjuntos numericos.
Presengca  facultativa do | Presenca do conceito de nudmeros irracionais no
conceito de nimeros irracionais | Programme. Por consequéncia:
nos PPP. Por consequéncia: e Presenca implicita ou explicita nas disciplinas de
¢ O estudo de teorias que d&o Historia da Matemética, Fundamentos de Anélise,

Curso de sustentacdo  aos  ndmeros Matematica Discreta, Aritmética e Teoria dos

Matematica irracionais é implicita nas NUmeros.

disciplinas de Analise Real e
Historia da Matematica.

Fonte: a autora desta pesquisa

Assim, em relacdo ao sistema de ensino brasileiro, pode-se afirmar que o estudo
dos nimeros irracionais é oficialmente explicitado nos PCN de Matematica para o Ensino
Fundamental (BRASIL, 1998), inclusive com propostas e sugestdes para o professor
explorar este conteudo em sala de aula, no quarto ciclo deste nivel escolar. As DCE
(PARANA, 2008) e as Propostas Pedagdgicas Curriculares das escolas analisadas também
evidenciam o estudo deste conteudo nos 8° e 9° anos.

No que se refere ao Ensino Médio brasileiro, apesar de 0s nUmeros irracionais ndo
serem enfatizados pelos PCN, os livros didaticos e as Propostas Pedagogicas Curriculares
dos colégios mencionam este conceito ao revisar 0s conjuntos numéricos e suas operagoes.

Percebe-se, nas ementas dos cursos de Licenciatura em Matematica cujos alunos
sdo colaboradores desta pesquisa, que uma exploracdo consistente do conceito de nimeros
irracionais, considerando teorias como Cortes de Dedekind, Teoria de Eudoxo, Construcéo

de Cantor para os Numeros Reais, Conjuntos enumeraveis, ndo enumeraveis, etc., fica a
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critéerio do professor da disciplina de Analise Real. Deste modo, & possivel que o0s
professores de Matemaética formados por esses cursos mencionados ndo conhegam sobre as
teorias que sustentam formalmente a existéncia de nimeros irracionais.

No que diz respeito ao sistema de ensino francés, o conceito nimeros irracionais
ndo € explicitado nos Programmes do College e do Lycée, ficando a cargo do professor de
Matematica e dos autores de livros didaticos explicitarem ou ndo este contetudo. No
entanto, na Quatrieme, por meio do teorema de Pitagoras, € na Troisieme, por meio do
capitulo sobre Raizes Quadradas ou no bloco de Geometria relacionados as figuras
geométricas planas e solidos geométricos, ndo ha como negar a presenca de numeros
irracionais algébricos e do niumero . No decorrer do estudo das raizes quadradas, alguns
autores de livros didaticos, assim como Malaval et all (2003)*°, chegam a mencionar e a
definir os nimeros irracionais como sendo aqueles que ndo séo racionais.

No que se refere as ementas do Curso de Licenciatura em Matematica da
Universidade Lille I, percebe-se que o conceito de numero irracional, bem como teorias
que sustentam este conceito (Cantor, Dedekind, o método de Eudoxo) e exemplos (a
irracionalidade do nimero e, os decimais de =, construcdo de numeros transfinitos), sao
tratados em diversos momentos do curso, seja nas disciplinas de Analise, Teoria dos
Ndmeros ou Histéria da Matematica. Sendo assim, considerando as ementas analisadas, é
possivel inferir que a questdo da irracionalidade de um nimero estd mais presente no curso
de Licence em Matematica (percurso ensino) de Lille I do que nos cursos de Licenciatura
em Matematica das universidades brasileiras envolvidas nesta pesquisa.

Desse modo, embora seja constatada a presenca ou auséncia dos numeros
irracionais nos curriculos desses dois paises, dependendo do nivel de escolarizacdo, nota-se
que os alunos vivenciam situacfes relacionadas ao conceito de ndmeros irracionais no
decorrer do processo escolar. Sendo assim, a presente pesquisa se propds investigar 0s
conhecimentos mobilizados por alunos brasileiros que cursavam o ultimo semestre do 9°
ano do Ensino Fundamental, 3° ano do Ensino Médio e 4° ano do curso de Licenciatura em
Matematica e, igualmente, alunos franceses do Gltimo semestre do Collége, Lycée e Curso
de Licenciatura em Matematica mediante situacdes relacionadas aos nimeros irracionais,
com a intencao de perceber semelhancas e diferengas nas respostas desses alunos, apesar

de estarem inseridos em sistemas de ensino e, sobretudo, culturas diferentes.

** MALAVAL, J. et al. Colegdo Transmath.Troisiéme. Editions Nathan, Paris, 2008.



93

5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Na presente secdo, descrevem-se os procedimentos metodologicos utilizados no
desenvolvimento da parte experimental desta pesquisa: apresentam-se 0S Sujeitos
colaboradores, os critérios de selecdo desses sujeitos, especificam-se o0s paises, cidades e
respectivas instituicdes de ensino envolvidas. Igualmente, compdem esta secdo 0s trés
momentos de coleta de dados necessarios para definir o instrumento de investigacdo, 0s
critérios utilizados para a elaboracdo das atividades propostas e os descritores de analise
das respostas dos sujeitos.

51. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS E O DESENVOLVIMENTO DA
PESQUISA

5.1.1 Problema de pesquisa

Mediante as justificativas para a realizacdo desta pesquisa, bem como a
fundamentacéo tedrica apresentada nos capitulos anteriores, a presente investigacdo busca
respostas para as seguintes perguntas:

Quais os conhecimentos mobilizados por alunos brasileiros que finalizam o
Ensino Fundamental, Ensino Médio e Ensino Superior de Matematica, e por alunos
franceses que finalizam College, Lycée e Licence en Mathématiques, mediante situagdes
relacionadas ao Campo Conceitual dos nimeros irracionais?

Quais as semelhangas e diferencas percebidas no desempenho de alunos

brasileiros e franceses, em relagdo aos niveis de escolarizagdo semelhantes?

5.1.2 Objetivos

Obijetivo geral
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Com o intuito de responder o problema de pesquisa, estabeleceu-se como objetivo
geral analisar os conhecimentos mobilizados por alunos brasileiros e franceses, finalistas

de cada nivel de ensino investigado, relacionados ao conceito de numero irracional.

Objetivos especificos

Para alcancar o objetivo geral, trés objetivos especificos foram estabelecidos:

v' ldentificar teoremas em acdo possivelmente mobilizados pelos alunos
entrevistados.

v" Investigar o desempenho conceitual, de alunos brasileiros e franceses, ao
finalizarem diferentes niveis de escolarizacao.

v' Comparar semelhancas e diferencas conceituais mobilizadas por alunos

brasileiros e franceses de niveis de ensino semelhantes.

5.1.3 Os sujeitos colaboradores da pesquisa

Devido ao objetivo geral desta pesquisa, 0s sujeitos colaboradores, incluindo
aqueles que participaram do estudo piloto, foram 51 alunos de escolas publicas brasileiras
e francesas, que finalizavam seu respectivo nivel de ensino: Ensino Fundamental, Médio
ou Superior de Matematica para os alunos brasileiros, e Collége, Lycée e Licence em

Mathématiques para os alunos franceses.

5.1.3.1 Selecéo dos sujeitos

Ensino Fundamental, Ensino Médio, College e Lycée

Os sujeitos brasileiros de Ensino Fundamental e Médio, e os sujeitos franceses de
College e Lycée, foram selecionados por membros das equipes pedagdgicas ou professores
de Matematica das instituicdes. Todavia, foi solicitado que os alunos fossem voluntarios e
de nivel mediano em Matematica, ndo sendo os alunos que mais se destacavam nem

aqueles com desempenho menos favorecido perante os colegas da turma.
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Ensino Superior

No que concerne aos alunos brasileiros e franceses do Ensino Superior, a
pesquisadora entrou na sala de aula do ultimo semestre do curso de Matemaética das trés
instituicdes envolvidas na pesquisa, sendo duas instituicbes brasileiras e uma francesa,
apresentou os objetivos da pesquisa e solicitou a participacdo voluntaria dos alunos. Foram
entrevistados todos os alunos que se disponibilizaram a participar e que compareceram no

momento da entrevista.

Os sujeitos brasileiros colaboradores desta pesquisa

No que se refere aos sujeitos brasileiros, colaboraram com a pesquisa 30 alunos de
instituicOes publicas, entrevistados nos meses de setembro e outubro de 2011. Dentre esses
sujeitos, 8 cursavam o 9° ano do Ensino Fundamental, 8 cursavam o 3° ano do Ensino
Médio, 7 eram alunos do 4° ano do Curso de Licenciatura em Matemética e 9 alunos
participaram dos estudos pilotos, descritos a seguir.

Com o objetivo de realizar uma pesquisa que nédo representasse especificamente
uma realidade pontual, como em um Unico estabelecimento de ensino, fez-se a op¢do por
diversificar os colégios de Ensino Fundamental e Médio do Nucleo Regional de Campo
Mourdo - PR.

universidades publicas que oferecem Curso de Licenciatura em Matematica no municipio

Igualmente, as entrevistas foram realizadas com alunos de duas

de Campo Mour&o ou nas proximidades deste municipio.
A relacdo das instituicdes e quantidade de sujeitos que participaram da pesquisa

esta descrita no quadro a seguir.

Quadro 9 - Instituicdes e quantidade de sujeitos brasileiros colaboradores da pesquisa

InstituicBes Cidade Quant. de Quant. de Quant. de
sujeitos do sujeitos do sujeitos do
Ens. Fund. Ens. Médio Ens.
Superior
Colégio Estadual Unidade Pélo Campo Mourao 3 3
Ensino Fundamental, Médio e — Parana
Profissional
UTFPR — Curso de Educacéo de Campo Mourdo 2
Nivel Técnico Médio Integrado — Parana
Colégio Estadual Olavo Bilac — Peabiru — 2 1
Ensino Fundamental e Parand
Meédio
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Colégio Estadual 14 de Peabiru — 1 2

Dezembro — Ensino Fundamental Parana

e Médio

Colégio Estadual 29 de Araruna — 2

Novembro Ensino Fundamental e Parana

Médio

Colégio Estadual Princesa Isabel Araruna — 2

Ensino Médio Parana

Universidade Estadual do Parana | Campo Mourao 9
— Campo Mourédo — Parana

Universidade Estadual de Maringa — 3
Maringé Parana

Total 8 10 12

Fonte: a autora desta pesquisa

Os sujeitos franceses colaboradores desta pesquisa

Na Franca, as entrevistas foram realizadas com 21 alunos de instituicdes publicas
da regido Nord Pas de Calais, nos meses de marco e abril de 2012. Ndo houve estudo
piloto, no entanto, uma simulagdo da entrevista com uma mestranda em Didatica das
Ciéncias foi realizada com o intuito de confirmar a compreensdo da expressdo da lingua
francesa pela pesquisadora. Devido as dificuldades de encontrar instituicdes francesas que
se dispusessem a realizacdo da pesquisa, ndo foi possivel diversifica-las de modo
semelhante ao Brasil. Sendo assim, 0s sujeitos da pesquisa foram 7 alunos de Troisiéme de
dois Colleges, 9 alunos de Terminale de um Lycée e 5 alunos do Curso de Licence em
Mathématiques.

Como especificado no capitulo 3, na Franca existem diversas modalidades de
Lycée, porém sdo os Lycee Littéraire, Lycée Economique et Social e Lycée Scientifique que
preparam os alunos para a entrada na universidade. Considerando que o curriculo do Lycée
Economique et Social € o mais proximo do curriculo do Ensino Médio brasileiro, no
sentido dos conteldos matematicos contemplados, bem como a carga horéria da disciplina
de Matematica, percebeu-se a necessidade de entrevistar alunos desta modalidade.
Contudo, como esta pesquisa compreende alunos franceses do curso de Matematica, e que,

de modo geral, sdo os alunos que realizam o Baccalauréat Scientifique** que entram nos

*' Na Franca, o Baccalauréat é um diploma obtido ao fim dos estudos secundérios geral, tecnolégico ou
profissional. O Baccalauréat Scientifique é focalizado na cultura cientifica e Matematica.
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cursos universitarios de Matematica, por questdo de coeréncia com o sistema de ensino

francés, também foram realizadas entrevistas com alunos da Terminale Scientifique.

A relacdo das instituigdes e quantidade de alunos franceses de cada instituicdo que

colaboraram com esta pesquisa esta descrita a seguir.

Quadro 10 - Institui¢bes e quantidade de sujeitos franceses colaboradores da pesquisa

Quant. de Quant. de Quant. de Quant.
Instituicdes Cidade sujeitos de sujeitos de sujeitos de de
Troisiéme Terminale | Terminale S | sujeitos
ES do Ens.
Superior
Collége Saint-Exupéry Valenciennes 4
d'Onnaing
Collége de Hem Hem 3
Lycée Yves kernanec Marcgen Baroeul 4 5
Université Lille | - Villeneuve- 5
Sciences et d’Ascq
Technologies42
Total 7 4 5 5

Fonte: a autora desta pesquisa

Um esquema contendo o numero de sujeitos colaboradores da pesquisa,
brasileiros e franceses, incluindo os alunos participantes do estudo piloto, esta
disponibilizado na Figura 12. O 3° momento da pesquisa, conforme aparece na figura,
refere-se ao instrumento final de coleta de informaces e esta descrito mais adiante, ainda

nesta secao.

51 alunos colaboradores da pesquisa

30 alunos brasileiros 21 alunos franceses

[ l | \—\

9 alunos pilotos 21 alunos 3° momento 21 alunos 3° momento

1EF 3EM SES 7EF 7EM 7ES 7 Collége 9 Lycée 5 Mat.

!—‘—\

5TS 4 TES

Figura 12 - NUmero de sujeitos colaboradores da pesquisa
Fonte: A autora desta pesquisa

*2 Unica universidade ptblica que oferece curso de Matematica na regido Nord Pas de Calais.
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5.1.4 A coleta de informagdes

Em conformidade com o Comité Permanente de Etica em Pesquisa com Seres
Humanos — COPEP* da Universidade Estadual de Maring4, duas cépias do termo de
autorizacdo, com explicagdes éticas sobre a pesquisa, incluindo a filmagem, foram
enviadas aos pais ou responsaveis dos menores solicitando suas assinaturas. As entrevistas
foram realizadas mediante a entrega de uma das cdpias assinadas. Em relacdo aos alunos
do Ensino Superior, antes de cada entrevista, eles assinavam duas copias do termo de
consentimento. Estes termos solicitados aos alunos brasileiros e franceses estdo disponiveis

NOsS anexaos.

5.1.4.1 Entrevistas filmadas

Segundo Loizos (2010), o video tem a funcgdo de registrar informacdes sempre que
um conjunto de a¢fes humanas € dificil de ser descrito compreensivamente por um Gnico
observador. O autor acrescenta que “[...] ndo existem limites Obvios para as agdes e
narragcdes humanas que possam ser registradas, empregando conjuntamente imagem e som
em um filme de video” (p. 149). Sendo assim, com o intuito de facilitar as analises da
pesquisa, captar as reacdes dos alunos e realiza-las do modo mais fiel possivel, optou-se
por filmar as entrevistas. Para analisar as 33h30min, aproximadamente e sem contar as
entrevistas do estudo piloto, de entrevistas filmadas, a pesquisadora assistiu diversas vezes
aos videos. Eles ndo foram transcritos na integra. A transcri¢do ocorreu apenas em algumas
passagens, sobretudo naquelas em que foram percebidas possibilidades de mobilizacédo de

teoremas em acao, e que se considerou necessario explicitar no decorrer do texto.

5.1.4.2 Os trés momentos de coleta de informac6es

A principio, ndo se almejava realizar entrevistas com 0s sujeitos colaboradores da

pesquisa, mas sim a resolucao de problemas com o objetivo de analisar os registros escritos

* A Universidade Estadual de Maringa tem seu proprio comité de ética, que tem a responsabilidade de
apreciar os protocolos de pesquisas envolvendo seres humanos a serem desenvolvidos na Instituicdo visando
salvaguardar a dignidade, os direitos, a seguranca e o bem-estar do sujeito da pesquisa. www.ppg.uem.br. A
presente pesquisa teve parecer favoravel pelo COPEP em 01/04/2011, sob CAAE N° 0038.0.093.000-11.


http://www.ppg.uem.br/
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dos alunos. Pretendia-se que as atividades fossem aplicadas para um grupo de dez alunos
de cada nivel de ensino, de um mesmo colégio, no contra turno de seu horario de aula,
sendo que os alunos deveriam resolver as atividades individualmente. Todavia, depois das
atividades elaboradas, pensou-se que, diante de um grupo de alunos, poderia ocorrer, com
maior frequéncia, de os sujeitos ndo responderem algumas questdes, talvez por ndo se
empenharem para resolvé-las ou pela dificuldade de registré-las, comprometendo as
andlises da pesquisa. Sendo assim, optou-se por aplicar as atividades individuais aos
sujeitos, com a hipoOtese de que, mesmo se eles ndo as resolvessem na integra, a
pesquisadora pudesse questiona-los, tentando compreender suas duvidas ou intencdes de
resolucédo, adquirindo mais informagdes de suas respostas.

Neste momento, foi acrescentado o desejo de ndo centralizar a pesquisa huma unica
instituicdo de cada nivel de ensino, mas sim de diversificar as instituicbes com o intuito de
obter resultados mais gerais, optando por envolver varios colégios da regido de Campo
Mourdo. Nestas condicdes, realizaram-se dois estudos pilotos, em momentos distintos, de
modo a refinar os instrumentos de coleta de informacdes e melhor atingir os objetivos da
pesquisa. Os trés momentos de coleta de dados da pesquisa sdo descritos na sequéncia. Os
dois primeiros momentos estavam relacionados aos estudos pilotos, que contribuiram para
a estruturacdo do terceiro momento, utilizado para coletar as informac6es para as analises

da pesquisa.

Primeiro momento

Os primeiros estudos pilotos foram realizados com o objetivo de avaliar se os
enunciados das atividades precisavam ser reelaborados, se algum deles poderia causar
ambiguidades nas interpretacfes dos alunos, além de perceber o tempo de resolucdo das
atividades e se as atividades e respostas permitiam responder o problema central da
pesquisa. As atividades foram aplicadas a um aluno de cada nivel de Ensino (Fundamental,
Médio e Superior), e foram filmadas, procedendo-se do seguinte modo: a pesquisadora
entregava uma atividade de cada vez ao aluno, questionava se ele tinha davidas sobre o
enunciado, solicitava seu registro de resolucdo da atividade e o deixava livre para
questionar sobre o enunciado ou discutir sobre a resolucéo da atividade. Apds o termino da
atividade, a pesquisadora perguntava ao aluno se ele conhecia outro modo de resolvé-la.
Em caso positivo, o aluno era questionado sobre o porqué de preferir o procedimento
registrado.
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Os resultados deste estudo ndo atenderam as expectativas da pesquisa por dois
motivos: primeiro, em relagcdo ao tempo que os alunos levavam para responder as questoes,
de aproximadamente uma hora e quarenta minutos. Eles justificavam suas opinides
detalhadamente em cada atividade. Sendo assim, considerou-se que poderia ser cansativo
para os alunos. O segundo motivo foi o siléncio dos alunos. Mesmo que a pesquisadora 0s
deixasse a vontade para interagir, a preocupacdo dos alunos estava centrada na producéo
escrita, e 0s momentos de interacdo ficavam reservados as questdes que a pesquisadora

propunha no final de cada atividade.

Segundo momento

Este segundo momento de entrevistas teve a intencdo de reduzir o tempo de
resolucdo das atividades pelos alunos, e, principalmente, de fazé-los interagir com a
situacdo, ouvir suas opinides, davidas, hesitaces. Optou-se por aplicar as atividades em
duplas. Para esta nova tentativa de metodologia, trés duplas participaram dos estudos
pilotos, sendo duas duplas do Curso de Matematica e uma dupla de alunas do 3° ano do
Ensino Médio. As duas primeiras constituiram-se de alunos do Curso de Matematica,
sendo uma dupla de alunos do 2° ano do curso e uma dupla de alunos do 4° ano. Estas
duplas foram entrevistadas devido a sua disponibilidade em colaborar com a pesquisa.
Com estes alunos, as expectativas esperadas foram atendidas, houve momentos em que 0s
alunos apresentavam opinides distintas e juntos chegavam a uma conclusdo final. Contudo,
0 mesmo sucesso ndo ocorreu ao aplicar as atividades com a dupla de alunas do 3° ano do
Ensino Médio. As alunas eram timidas e ndo interagiam entre si. Quando a pesquisadora
fazia perguntas, elas se olhavam, esperando que a colega respondesse, e, por fim, ndo
respondiam a questdo. Juntas, as alunas demoraram aproximadamente duas horas e
quarenta minutos para responder as atividades. Mais uma vez, percebeu-se necessidade de

readequar o instrumento de coleta de informacdes, descrito a seguir.

Terceiro momento

A andlise cautelosa dos estudos pilotos propiciou uma reorganizacdo do

instrumento de coleta de informagdes. As atividades foram readequadas de modo a

privilegiar a comunicacao entre pesquisadora e sujeitos da pesquisa, optando por entrevista
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semiestruturada ao inves dos registros escritos. As entrevistas foram individuais, nas quais
a pesquisadora procurou, assim como sugere Carraher (1989, p. 32), “[...] acompanhar o
raciocinio de cada sujeito, estando atenta ao que o sujeito diz ou faz, sem corrigir
automaticamente as respostas dadas pelo sujeito de acordo com seu raciocinio e sem
completar o que o sujeito diz”, oportunizando que o sujeito formasse suas conclusdes. Para
as respostas de cada atividade, foram solicitadas justificativas, permitindo que os sujeitos
demonstrassem melhor seu nivel de compreensdo. Procuraram-se meios de esclarecer as
ambiguidades surgidas nas respostas. Esta reestruturacdo do modo de conduzir as
entrevistas, juntamente com a Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD, 1990), que
permite analisar e compreender as filiagces e rupturas de conceitos, e reconhecer categorias
implicitas nas respostas dos sujeitos por meio dos invariantes operatorios, possibilitou

responder o problema central da presente pesquisa.

4.1.5 Critérios de elaboracdo das atividades

Para a elaboracdo das atividades, foram levados em consideracdo os pressupostos
de Vergnaud (1990), conforme os quais, para a compreensdo de um conceito, 0 sujeito
deve vivenciar uma diversidade de situacdes relacionadas a este conceito. E ainda, de
acordo com Vergnaud (2009), considerou-se que as situacdes devem fazer aparecer, ao
menos parcialmente, os teoremas em acao pertinentes e facilitar as inferéncias em situacdo.
A pesquisa de Bronner (1992) também serviu de inspiracdo para organizar as atividades
em quadros inicialmente Numeérico, Algébrico, Grafico e Geométrico, assim como
propostos na Teoria de Jogos de Quadros de Douady (1986), explicitada mais adiante.

Sendo assim, apds o estudo histérico, epistemoldgico, de livros didaticos e
documentos oficiais do sistema de ensino brasileiro relacionados aos nimeros irracionais,
foram apontadas situacdes, conceitos, teoremas e propriedades interligados a estes numeros
e, desse modo, foram identificadas algumas ideias base que se considera necessarias para a
construcdo do conceito de nameros irracionais. No entanto, salienta-se que tais ideias base
ndo esgotam todas as possibilidades de situa¢fes necessarias para a construgdo do conceito
de irracionalidade. Porém, conhecendo essas ideias, acredita-se que os alunos tenham boa
no¢do dos numeros irracionais. S&o elas:

l. Compreender sobre as infinitas casas decimais de alguns nimeros.
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. Compreender que alguns nimeros podem ser representados como a razdo
entre dois nimeros inteiros e outros numeros n&o podem.

M. Diferenciar um namero irracional de um nimero racional: saber que um
namero irracional ndo pode ser escrito como a razdo entre dois nimeros
inteiros, e que um ndmero irracional possui infinitas casas decimais ndo
periddicas.

V. Considerar a existéncia de nimeros irracionais e perceber pra qué esses
ndmeros servem.

V. Saber aplicar o teorema de Pitagoras.
VI.  Aceitar a existéncia de segmentos de medidas v/n,¥ne N .

VII.  Aceitar que a equagdo x* = p tem soluco real, paratodo p R, .

Para os alunos do Ensino Superior foram acrescentadas:
VIII. Saber demonstrar que os nimeros algébricos da forma Jn, com n nio

quadrado perfeito, ndo séo racionais.

IX. Conhecer definicdes, propriedades e exemplos de conjuntos enumeraveis e
ndo enumeraveis.

X. Conhecer as teorias de Eudoxo, Dedekind e Cantor para a constru¢do dos

nameros reais.

Considerando estas ideias base relacionadas, as hipéteses de Vergnaud (1990)* e a
pesquisa de Bronner (1992)*, foram elaboradas questdes e atividades matematicas com o
objetivo de analisar os conhecimentos relacionados aos nimeros irracionais mobilizados

pelos alunos entrevistados nesta pesquisa.
Estrutura do instrumento de pesquisa

I.  As questdes e atividades foram elaboradas no nivel do Ensino Fundamental,
envolvendo conceitos presentes nos documentos oficiais e livros didaticos de
Matematica brasileiros desse nivel de ensino, e foram propostas aos alunos

dos trés niveis de ensino dos dois paises envolvidos.

* Para a compreensdo de um conceito, sdo necessarias diversas situacdes relacionadas a este conceito.
* Inspirou a organizagdo das atividades em quadros inicialmente Numérico, Algébrico, Gréfico e
Geométrico.
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ii. Como nos documentos do sistema de ensino brasileiro o estudo dos niUmeros
irracionais ndao € oficialmente aprimorado no Ensino Meédio, sendo

apresentada apenas uma revisdo dos conjuntos numéricos, somente uma

atividade relacionada a demonstracdo da irracionalidade de J2  foi
acrescentada a este grupo de alunos. Esta demonstracdo pode ser encontrada

em alguns livros didaticos desse nivel de ensino.

Ii. Para os alunos do Ensino Superior, foram acrescentadas questfes
relacionadas as teorias e conceitos que fundamentam a existéncia e
consisténcia dos nimeros irracionais, tais como Teorias de Cantor, Dedekind,

Eudoxo, conjuntos enumeraveis, ndo enumeraveis, etc.

Estas escolhas, que serviram para estruturar o instrumento de pesquisa, estdo

resumidas na Figura 13:

Ensino Fundamental Ensino Médio Ensino Superior
Questdes e problemas Questdes e problemas Questdes e problemas
Demonstracéo Demonstracdo
Irracionalidade /2 Irracionalidade ~/2

Questbes sobre as
Teorias Dedekind,
Cantor, Eudoxao,
Enum, etc.

Figura 13 - Resumo do instrumento de pesquisa
Fonte: a autora desta pesquisa

Esta estruturacdo das atividades, além de permitir analisar os conceitos mobilizados
pelos alunos e de identificar, possivelmente, os teoremas em a¢do mobilizados no decorrer
das entrevistas, permitiu perceber o desempenho dos alunos entrevistados no decorrer da
escolarizacdo, ou seja, as diferencas conceituais apresentadas pelos alunos finalistas do
Ensino Fundamental, Ensino Médio e Superior de Matematica, corroborando um dos

objetivos especificos desta pesquisa.
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As questdes e atividades propostas aos alunos sdo apresentadas na secdo 6,
seguidas de seus respectivos objetivos e analises. Apesar de estar especificado nas
atividades, cabe adiantar que ao elaboré-las, teve-se como hipGtese que alguns
conhecimentos errdneos poderiam ser mobilizados pelos alunos. Esse fato foi confirmado

com os estudos pilotos, permitindo indicar 3 teoremas em a¢édo nas respostas dos alunos:

v Se p € R, ndo é quadrado perfeito entdo ndo existe x e R tal que x* = p

v Se beR, ndo é quadrado perfeito, entdo ndo existe um quadrado de &rea
A=b cm?®.

v’ Se ne N ndo é quadrado perfeito, entdo n&o é possivel representar +/n na reta

numérica.

Desse modo, a sequéncia de atividades teve como objetivo identificar os
conhecimentos mobilizados pelos alunos e, a0 mesmo tempo, contribuir para desestabilizar
alguns conhecimentos erréneos, relacionados aos numeros irracionais, possiveis de serem

indicados nas respostas dos alunos no decorrer das entrevistas.

4.1.6 Os pressupostos estabelecidos para as analises

As respostas individuais dos alunos de cada nivel de ensino brasileiro e francés foram
analisadas com base nas observacfes da conduta dos alunos no decorrer das entrevistas
clinicas ao resolver as atividades propostas, levando em consideracdo 0S Sucessos,
hesitacdes, fracassos, com atencdo especial aos possiveis teoremas em acéo, verdadeiros e
falsos, mobilizados pelos alunos durante as entrevistas.

Contudo, para comparar o desempenho dos alunos que finalizam Ensino
Fundamental, Médio e Superior de Matematica e respectivos niveis do sistema de ensino

francés, foram levadas em consideracao:

v" A predominancia de teoremas em acao falsos ou verdadeiros indicados nas
respostas dos alunos.
v' A possibilidade e agilidade em desestabilizar teoremas em acéo falsos no

decorrer das entrevistas.
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v O uso consciente da decimalizacdo proporcionada pela calculadora na

resolucdo das atividades com nimeros irracionais.

4.1.7 Sintese da metodologia

A Figura 14 representa uma sintese da metodologia desta pesquisa, considerando o0s
estudos preliminares para o delineamento da investigacdo, tal como o estudo historico,
epistemoldgico, de pesquisas relacionadas ao ensino dos ndmeros irracionais, de
documentos oficiais do sistema de ensino e da Teoria dos Campos Conceituais; 0s trés
momentos de coletas de informacg6es e analises da pesquisa que permitiram responder as

questdes centrais da pesquisa.
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Estudo historico, epistemologico, de
pesquisas, manuais didaticos e
documentos oficiais brasileiros sobre

nlmeros irracionais e Teoria dos
Campos Conceituais

Elaboracédo do instrumento de
pesquisa
Coleta de dados com alunos
brasileiros (set;gwltir)o e outubro de Coleta de dados na Franca (de
novembro de 2011 a abril de
J 2012)
i Estudo Piloto com alunos brasileiros i _____________________________ .
| de EF, EM e ES (setembro de 2011) ! Andlise de manuais didaticose |
Lol 1 _________________ ! | documentos oficiais franceses
Reestruturagéo do instrumento de

1
1

pesquisa i 1= o - Sommmemoomoooo oo
: Entrevistas com alunos franceses

_______________ 1_"""""""" i de Troisiéme, Terminale TES e
———————————————————————————————— ! TS e Curso de Matemética

i Entrevistas com alunos brasileiros do i
| EF, EM e ES (outubro de 2011) !

L As respostas dos alunos permitiram

Analisar os conhecimentos Perceber o desempenho dos alunos
mobilizados pelos alunos no decorrer entrevistados ao finalizarem Ensino
das entrevistas Fundamental, Médio e Superior

v

Todas estas a¢Oes, permitiram
responder as questdes de
pesquisa

Figura 14 - Sintese da metodologia da pesquisa
Fonte: a autora desta pesquisa
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6 APRESENTACAOQ DAS ATIVIDADES E ANALISES
DOS RESULTADOS

A presente secdo consiste na apresentacdo das atividades e analises das entrevistas
realizadas com os alunos brasileiros e franceses, colaboradores desta pesquisa. Conforme a
Figura 13 do capitulo precedente, o instrumento de pesquisa contou com 9 atividades
elaboradas no nivel do 9° ano do Ensino Fundamental, que foram aplicadas a todos os

sujeitos da pesquisa. No entanto, foi acrescentada uma questdo sobre a demonstracdo da

ndo racionalidade de 2 aos alunos brasileiros do Ensino Médio e Superior de
Matematica, e aos alunos franceses do Lycée e Ensino Superior. Ademais, questdes sobre
as teorias que sustentam a construcdo dos ndmeros irracionais e reais também foram
propostas aos alunos do Ensino Superior. Cada uma das atividades que compuseram o
instrumento de pesquisa é apresentada nesta se¢do, seguida de seus respectivos objetivos e
andlises.

Para cada atividade, as analises foram realizadas, primeiramente, considerando as
respostas dos alunos brasileiros, com o objetivo de apresentar os desempenhos conceituais
desses alunos conforme avancam e finalizam os niveis de escolarizacdo: Ensino
Fundamental, Ensino Médio, Curso de Matematica. Destacando, quando possivel,
categorias e indicativos de teoremas em a¢do implicitos em suas respostas. Em seguida, e
do mesmo modo, foram realizadas as analises referentes as respostas dos alunos franceses,
que indicaram categorias e teoremas em acdo semelhantes aos percebidos nas respostas dos
alunos brasileiros. Desse modo, ao finalizar as andlises parciais de cada atividade,
apresentam-se as principais semelhancas e diferencas entre o desempenho dos alunos
brasileiros e franceses conforme avancam e finalizam os niveis de escolariza¢do, e 0
desempenho desses alunos em cada nivel escolar semelhante.

No decorrer das andlises, fragmentos das entrevistas dos alunos séo destacados
para justificar as afirmacdes realizadas. Destarte, para cada atividade foram elaborados 2
quadros, disponiveis nos anexos: um quadro contendo o resumo das analises e fragmentos
das entrevistas com alunos brasileiros, e um quadro contendo o resumo das analises e

fragmentos das entrevistas com alunos franceses.
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6.1 APRESENTACAO E ANALISE DAS ATIVIDADES

6.1.1 Atividade 1%

A primeira atividade teve como objetivo conhecer as percepgdes dos alunos sobre o
conceito de nameros irracionais no que concerne as ideias base I, 11, 11l e IV de numeros
irracionais*’, ja especificadas na secéo 5. Ainda, para os alunos do Ensino Superior, foram
acrescentadas questdes relacionadas & ideia base IX*. Para isto, foram escolhidos dez
nimeros — decimais, racionais, irracionais e complexos, que foram representados em
cartdes e exibidos aos sujeitos da pesquisa.

As entrevistas se iniciavam com a pesquisadora questionando se os alunos
pensavam que numeros como 0 numero 1 e o ndmero 2 existiam, e se eles poderiam
apresentar justificativas de para qué servem tais nimeros. Estes nimeros foram escolhidos
para iniciar a atividade porque s@o nameros com o0s quais os alunos estdo familiarizados e,

segundo Vergnaud (1990), é importante que os alunos se apropriem da situacdo para que

possam melhor desenvolvé-la. Em seguida, cartbes com 0s numeros\/g, \/5, T, 3,14,
2 . .
0,333..., 0,10100100010000..., 3’ -4, -4, 0 eram disponibilizados aos alunos, e a

mesma questdo sobre a existéncia ou ndo desses numeros, e qual sua utilidade, era proposta
aos alunos®. Alguns critérios foram levados em considerago para a escolha dos niimeros

contemplados na atividade 1:

e O namero /3 foi escolhido por se tratar de um namero irracional algébrico, ou

seja, por se tratar da raiz quadrada de um numero positivo que ndo é quadrado

perfeito. Preferiu-se o numero irracional V3 ao invés do namero 2 pelo

* No inicio de cada entrevista, foram disponibilizados aos alunos calculadora cientifica, régua, compasso,
lapis, caneta, borracha e folhas para rascunho.

*" |deias base: 1) Compreender sobre as infinitas casas decimais de alguns nimeros. 1) Compreender que
alguns nimeros podem ser representados como a razdo entre dois nimeros inteiros e outros nimeros néo
podem. I11) Diferenciar um nimero irracional de um nimero racional: saber que um ndmero irracional ndo
pode ser escrito como a razdo entre dois nimeros inteiros, e que um ndmero irracional possui infinitas casas
decimais ndo periddicas. 1V) Considerar a existéncia de nlmeros irracionais e perceber pra qué esses
ndmeros servem.

“® |deia base 1X) conhecer definicdes, propriedades e exemplos de conjuntos enumeréveis e ndo enumeraveis.
* Na presente atividade ndo foi questionado diretamente aos alunos se eles consideram estes simbolos como
ntmeros. Apenas foi questionado se eles consideram ou ndo a existéncia dos simbolos representados nos
cartGes, bem como qual a utilidade desses nimeros.
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fato de +/2 ser um nimero utilizado com certa frequéncia (pelo menos com

mais frequéncia que \/5) para exemplificar numeros irracionais nos livros
didaticos e em aulas de matematica. E, desse modo, os alunos poderiam
classificar ~/2 como nlmero irracional por uma questdo de habito, mesmo
sem conhecer as caracteristicas de um namero irracional.

e O numero 3 representado na forma+/9 foi escolhido pelo fato de 9 ser um

numero inteiro positivo quadrado perfeito. Optou-se por essa representacao

por meio do simbolo \/_ com o0 objetivo de perceber se a apreensdo

perceptiva dos alunos os levaria a classificar J9 como irracional devido a
presenca da raiz quadrada. Duval (1994) fala de apreensdo perceptiva> para
aquilo que se vé espontaneamente. Porém, apos as analises, percebeu-se que 0
namero 9 pode ndo ter sido uma boa escolha, por ser um numero utilizado

com certa frequéncia, e € espontdneo por parte dos alunos considerarem
J9 =3. Talvez uma escolha como /49 ou /121 tivesse sido mais eficiente
para os resultados da pesquisa.

e O numero r foi eleito para compor o rol dos nimeros investigados por ser um
exemplo protétipo>! de nimero irracional nas aulas de matematica.

e Escolheu-se o nimero decimal 3,14 por ser um numero tipicamente utilizado
como aproximacdo do nimero z. E, devido a esse fato, desejou-se investigar

se 0s alunos o identificariam com o numero =, classificando-o como
irracional.

e O numero racional 0,333... foi inserido no conjunto de nimeros propostos aos
alunos por ser um numero racional com infinitas casas decimais. Interessou-
se investigar se a apreensdo perceptiva dos alunos relacionada a um racional
com infinitas casas decimais leva-os a classificar este nimero como

irracional.

%0 Segundo Duval (1994), existem varias maneiras de compreender uma figura geométrica, e, segundo o
pesquisador, a mais imediata é a apreensdo perceptiva (I’appréhension perceptive), que consiste em
identificar ou reconhecer, imediatamente, uma forma ou um objeto. Assim, como Larguier (2012), na
presente pesquisa, fala-se de apreensdo perceptiva no sentido de Duval (1994), porém para a escrita
numérica.

°! Larguier (2012) refere-se aos nimeros 2 e 7 como institucionalizados como exemplos protétipos de
ndmeros irracionais nas aulas de Matemética.
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e Optou-se pelo nimero 0,10100100010000... porque se refere a um numero
irracional representado na forma decimal composta apenas de 2 algarismos —
zero e um. Almejou-se analisar se 0s alunos percebiam que se tratava de um
namero ndo periddico e, por isso, o classificavam como irracional, ou se eles

0 deixavam na mesma classe que o nimero 0,333....
. 2 . . . . :
e O nimero 3 foi escolhido por ser um numero racional representado na forma

de fragdo. O objetivo de inserir um nimero com representacéo fracionaria foi
investigar se, para os sujeitos da entrevista, uma fracdo pode ser identificada
com um namero irracional.

e O nimero —4 foi escolhido por ser um numero inteiro negativo. Ele foi
inserido com vistas a investigar se, para 0s sujeitos investigados, a palavra

namero irracional tem alguma relagdo com niimeros negativos.

e Elegeu-se o nimero J-4 por ser a raiz quadrada de um numero negativo e,
também, pelo fato do ndmero 4 ser um quadrado perfeito. Ao escolhé-lo,
teve-se como hipdtese que alguns alunos, sobretudo os alunos do Ensino
Fundamental, poderia ndo conhecer a natureza deste numero e ndo saberiam
afirmar sobre a existéncia dele. Assim, nesse caso, teve-se como objetivo
analisar se os alunos classificariam como irracional os nimeros que ndo

conhecem sua natureza ou ndo sabem se existem; ou, ainda, se o fato de o

nimero ~/—4 estar relacionado com um ndmero negativo poderia leva-los a
classifica-lo como irracional.

e A escolha pelo nimero 0 deu-se pelo fato de este nimero ser historicamente
dificil de ser aceito como numero. Neste sentido, buscou-se investigar se o
fato de os alunos ndo considerarem a existéncia de um nimero poderia leva-

los a classificar o nimero como irracional.

Para a atividade 1, foi elaborado um roteiro contendo quatorze questdes divididas
em dois blocos: Bloco | e Bloco I, especificadas a seguir. O Bloco | foi constituido de dez
questbes dirigidas a todos os sujeitos colaboradores da pesquisa, que dizem respeito a
investigar sobre os conhecimentos dos alunos relacionados as ideias base I, I, Il e IV

explicitadas na secdo precedente. Ja o Bloco Il foi composto por 4 questdes destinadas
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apenas aos alunos do Ensino Superior, por tratar de temas ndo abordados nos demais niveis

de ensino, que referem-se as ideias base 1X.

Atividade 1

Questdes do bloco |

1) Vocé acha que o nimero 1 e o nimero 2 existem? Vocé poderia justificar para qué servem estes
nlmeros?

2) E quanto aos nimeros representados nos cartdes, vocé acha que eles existem?

3) Vocé falou que os nimeros 1 e 2 servem para.... E esses nimeros representados nestes cartdes, pra que
voce diria que eles servem?

4) Vocé se lembra dos conjuntos numéricos? Vocé poderia classificar os nimeros representados nos
cartdes em racional, irracional ou nem racional nem irracional?

5) Imagine a quantidade de gréos de arroz que vocé jd comeu na sua vida. Vocé acha que se trata de uma
quantidade finita ou infinita? Por que vocé acha isto?

6) E sobre a quantidade de grdos de arroz que vocé ainda vai comer na sua vida. Vocé acha que sera uma
guantidade finita ou infinita? Por qué?

7) Vocé poderia me dizer o que significa os trés pontinhos “...” que aparecem em determinados niimeros,

tais como nos numeros 0,333... e 0,101001000....

8) Vocé acha que existem mais casas decimais (mais quantidades de nimeros 3) no namero 0,333...

ou mais graos de arroz que vocé ainda vai comer na sua vida? Por qué?

Questdes do bloco 11
9) Vocé saberia dizer se existem mais nlimeros racionais ou mais nimeros irracionais. Por qué?
10) Vocé ja estudou sobre conjuntos enumeraveis e ndo - enumeraveis?
11) Vocé sabe me dizer se 0 conjunto dos nimeros racionais é enumeravel ou ndo enumeravel? Por qué?

12) E o conjunto dos ndmeros irracionais, vocé acha que ele é enumeravel ou ndo enumeravel? Por qué?

As analises da atividade 1 sdo apresentadas de acordo com as ideias base do
conceito de numero irracional, especificadas na se¢do 5. Para preservar a identidade dos
sujeitos da pesquisa, os alunos foram identificados por uma sigla correspondente a uma
letra inicial de seu respectivo nivel de ensino e um nimero que varia de 1 a 7, conforme a

legenda a seguir:
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Quadro 11 - Siglas dos sujeitos colaboradores da pesquisa

Niveis do Sistema de Ensino Brasileiro Sigla
Ensino Fundamental F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7
Ensino Médio M1, M2, M3, M4, M5, M6, M7
Graduacgdo em Matematica G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7

Niveis do Sistema de Ensino Francés Sigla

Collége C1, C2,C3, C4,C5,Ce, C7
Terminale Economique et Social - TES ES1, ES2, ES3, ES4
Terminale Scientifique - TS S1, S2, S3, S4, S5
Licence en Mathématiques L1, L2, L3, L4, L5

Fonte: a autora desta pesquisa

Ideia base 1V: Considerar a existéncia de nimeros irracionais e perceber para qué

esses NUmeros servem

De acordo com as analises, com excecao do aluno francés L1, que alegou que o

ndmero 0,101001000... é irracional e que, por este motivo, este nimero ndo existe

verdadeiramente — diz L1, os demais alunos do Ensino Superior foram unénimes em
considerar a existéncia de todos os numeros representados nos cartdes.

Dentre os alunos brasileiros do Ensino Médio, o Unico numero que foi
considerado nao existente por 5 alunos foi o nimero+/— 4 . Ja dentre os alunos do Lycée,
além de \/—_4, também apareceram na lista dos ndo existentes os nimeros 0; —4;
0,101001000... e 0,333.... Estes dois Gltimos nimeros foram considerados ndo existentes

por 2 alunos do Lycée, porque, segundo os alunos, se tratam de ndmeros com infinitas

casas decimais.

1°2 ¢ alunos

No que se refere aos alunos brasileiros do Ensino Fundamenta
franceses do Collége, além de ndo considerarem a existéncia de V-4 . destacam-se as
duvidas sobre a existéncia de 0,101001000... Como exemplo, cita-se o aluno F3, que disse
nunca ter visto o numero 0,101001000... e, por isto, ndo sabia dizer se este nimero existe

ou ndo. O ndmero ~/3 também causou ddvida entre os alunos, talvez pelo fato de néo

*2 Devido a variagdo nas respostas dos alunos do Ensino Fundamental e Collége em relagdo a existéncia e a
ndo existéncia dos numeros, foi elaborado o quadro 13, disponibilizado nos anexos, que consiste na
classificagdo dos alunos em nlmeros que existem e ndmeros que nao existem.
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existir um namero inteiro que seja igual a V3, como pode ser indicado na fala de F7: N&o

existe né... porque ndo existe raiz de trés. Acredita-se que a davida de alguns alunos

também estava relacionada a conversio /3 para 1,732050..., concluindo pela néo
existéncia de numeros em sua representacdo decimal infinita.

Em relacdo ao nimero =, apenas o aluno F7 disse ndo conhecer o simbolo que
representa esse nimero, e alegou nunca ter ouvido falar do nimero 7. Considera-se este
fato preocupante, vindo de um aluno que finaliza o0 9° ano do Ensino Fundamental, uma
vez que, segundo os PCN (BRASIL, 1998), nesta etapa do ensino, os alunos devem ter
estudado sobre os conjuntos numeéricos, e devem ter conhecimentos sobre formulas de area
e comprimento de circunferéncia, por exemplo, que estdo diretamente relacionados com o
ndmero 7.

Ao serem questionados sobre para qué servem o0s ndmeros representados nos
cartdes, a maioria dos alunos ofereceu argumentos apenas para 0s nUmeros racionais:

314, % 0,333..., que foram justificados para fazer contas, para repartir, alguma coisa

repartida (no caso de 0,333...), para medir, resultado de calculos matematicos. O numero
J9 foi associado pelos alunos com o nimero 3, com excecdo de S4, que o classificou

como irracional devido ao simbolo \/_ O nimero — 4 foi associado com situagdes do

cotidiano, tais como saldo negativo, temperatura negativa e para fazer contas. O nimero
zero foi identificado, inclusive pelos alunos do Ensino Superior, para representar o nada,
ou, como justificou o aluno F2, [..] para representar a quitacdo de uma divida.
Mostrando, portanto, a influéncia do modo como esses numeros sdo abordados nas aulas
de Matematica.

O ndmero = : quanto a dizer para qué serve o numero 7z, dentre os alunos do
Ensino Fundamental e do Collége, apenas o aluno brasileiro F4 disse que o numero 7 esta
relacionado com férmulas de circunferéncia. Os demais alunos ndo souberam justificar a
existéncia desse numero. Cabe lembrar que, de acordo com os PCN (BRASIL, 1998) e
com os Programmes (FRANCE, 2008), os alunos que finalizam este nivel de ensino
devem conhecer sobre férmulas de medidas de area e comprimento de circunferéncia,
calculos de medidas de area e volumes de cilindros, diretamente relacionadas com o
nimero . Ja todos os alunos do Ensino Médio e 5 alunos do Lycée dentre os 9
entrevistados, sendo 1 aluno de TES e 4 alunos de TS, relacionaram o numero 7 com

medidas de areas de circunferéncias e esferas. Quanto aos alunos do Ensino Superior, eles
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também relacionaram, por unanimidade, aplicagdes do nUmero 7z com calculos de medida
de area e perimetro de circunferéncia, e areas e volumes de esfera.

O numero \/5: nenhum aluno do Ensino Fundamental, do Ensino Médio, do

College e de TES soube dizer para qué serve o numero irracional algébricox/g. Dentre os

alunos da Educacdo Basica entrevistados, apenas 2 alunos franceses de TS exemplificaram
que V3 pode representar a medida da hipotenusa de um triangulo retangulo.

Nota-se que, apesar de alguns argumentos corretos ao relacionaram V3 com

medidas de segmentos, até mesmo os alunos brasileiros do Ensino Superior apresentaram

dificuldades para justificar para qué servem nimeros irracionais algébricos tais como V3.
Embora esses alunos reconhecam que estes numeros representam medidas de certos
segmentos, nota-se incompreensdes dos numeros irracionais, conforme explicitado pelo
aluno G5: Esses numeros, eu acho que foram criados para dar resposta a uma medida que
ndo é exata... eu sei que os irracionais existem la na reta numérica porque nem tudo é
inteiro e tal, mas eu ndo consigo ver utilidade deles... eu sei que eles completam a reta,
mas nao consigo ver pra que servem os irracionais!

Quanto aos alunos franceses do Ensino Superior, dentre os cinco entrevistados, 4

disseram que V3 pode representar a medida da hipotenusa de um tridngulo retangulo, a

diagonal de um quadrado, ou, no caso de L3, valores de seno, cosseno, resultados do

teorema de Pitagoras, medida na reta real. O aluno L5 disse, corretamente, que V3 serve
para fazer calculos, sem especificar quais tipos de calculos. Porém, provavelmente esse
aluno também esteja se referindo a calculos relacionados a teorema de Pitagoras ou valores
trigonométricos.

O ndmero 0,101001000...: nenhum aluno do Ensino Fundamental, Ensino
Médio, Collége, Lycée, e Ensino Superior brasileiro, justificou a existéncia de nimeros
como 0,1010010001000.... Provavelmente, por existéncia de um ndmero, os alunos
imaginavam algo visivel ou possivel de apresentar uma aplicacdo. Apenas dois alunos
franceses do Ensino Superior, L4 e L2, disseram que, como se trata de um namero real,
entdo existe uma medida que representa este nimero.

A diferenca entre as respostas dos alunos dos diferentes niveis é que todos 0s
alunos do Ensino Superior brasileiro e francés consideraram a existéncia do numero

0,101001000.... Porém, nem mesmo os alunos deste nivel de ensino souberam apresentar
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uma justificativa para a existéncia de numeros irracionais transcendentes, tais como

0,101001000.... O aluno G3 chegou a afirmar que nédo tinha nada em mente para este

namero, e alguns alunos, como G6, disseram, incorretamente, que é possivel que exista
uma fracéo que represente este nimero, ou seja, 0 consideraram racional. De acordo com o

aluno G5, 0,101001000... é um numero muito pequeno, geralmente utilizado em

construcdes [...] eu ndo me lembro se é periddica ou ndo, porque ela vai mudando né?
Periddica mas aumenta um zero... ela é periddica sim! Provavelmente o fato de o nimero

irracional 0,101001000... conter apenas zeros e uns, escolhidos propositalmente, levou os

alunos a acreditarem na existéncia de uma fracdo que represente este numero, deixando
claro a sua ndo compreenséo.

Essa dificuldade dos licenciandos em Matematica em exprimir para qué servem
nameros irracionais também foi percebida na pesquisa de Soares, Ferreira e Moreira
(1999). Dos 84 alunos investigados por estes pesquisadores, apenas 15 alunos (18%)
responderam de modo coerente a pergunta O que te leva a acreditar na existéncia dos
nameros irracionais, justificando que os irracionais servem para expressar medidas de
diagonais de triangulos retangulos, e que sem os irracionais a reta seria cheia de buracos.
Segundo os mencionados pesquisadores, estas dificuldades dos licenciandos apontam para
a necessidade dos cursos de Licenciatura em Matematica se adequarem a uma abordagem
dos nimeros irracionais voltada para o ponto de vista didatico e pedagdgico, favorecendo

praticas pedagogicas relacionadas a este conceito dos futuros professores.

Ideia base I: Compreender sobre a questdo das infinitas casas decimais de certos

ndmeros

Levando em consideracdo que a ideia de infinito é essencial para a compreensdo
do conceito de nimero irracional, foram elaboradas as questdes 5, 6, 7 € 8 com a inten¢ao
de investigar quais as percepcdes dos alunos em relagdo as infinitas casas decimais dos
nameros irracionais. Para isto, optou-se por iniciar este momento da investigacdo com as
questbes 5 e 6, para perceber, primeiramente, se 0s alunos distinguem uma quantidade
finita que a principio ndo pode ser determinada, tal como a quantidade de gréos de arroz
gue uma pessoa podera comer em sua vida, de uma quantidade infinita. Esta situacéo foi

inserida porque se entende que, se 0 aluno ndo reconhece ao menos esta diferenca entre
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quantidades finitas e infinitas, ele ndo poderd compreender a ideia de infinitas casas
decimais de um namero irracional.

Assim, as analises das questbes 5 e 6, que dizem respeito as quantidades de gréos
de arroz que os alunos ja comeram e que ainda poderdo comer em suas vidas, mostram
que, provavelmente devido a concepcdo que os alunos tém da ideia de infinito, a questéo
das infinitas casas decimais ndo parece ser bem compreendida por alguns sujeitos da
pesquisa, e € motivo de ddvidas e equivocos até mesmo para alunos do Ensino Superior.
Respostas erroneas relacionadas a dizer que a quantidade de gréos de arroz que eles ja
comeram ¢é infinita foram identificadas em 1 aluno do Ensino Fundamental e 8 alunos
franceses, sendo 3 alunos do College, 1 aluno de TS, 3 alunos de TES e 1 aluna da Licence.
Suas justificativas dizem respeito a se tratar de um ndmero indefinido de gréos de arroz,
dificil ou impossivel de se contar: Infinito, porque os gréos de arroz sdo muito pequenos...
nos comemos muito, ndo podemos calcular a quantidade (ES2).

Relativamente a quantidade de grdos de arroz que eles ainda irdo comer em suas
vidas, as concepgdes equivocadas dizendo que se trata de uma quantidade infinita, séo
percebidas com maior frequéncia: 4 alunos brasileiros do Ensino Fundamental e 10 alunos
franceses: 3 do College, 3 de TES, 2 de TS e 2 da Licence. Suas justificativas também se
referem a um ndmero muito grande ou a uma quantidade que ndo é possivel determinar,
conforme apontado pela aluna S4 de TS: Porque nés ndo podemos dizer um namero
preciso de graos de arroz.

E preciso destacar, ainda, as dificuldades relacionadas a ideia de infinito presente
nos alunos do Ensino Superior, como no caso da aluna francesa L3 da Licence en
Mathématiques, que faz associacdo da quantidade de grdos de arroz com o conjunto dos
nameros naturais, justificando que se trata de uma quantidade enumeravel infinita: Até o
presente... € enumeravel, nds podemos contar... pode ser como 0s graos de areia... isto me
parece infinito. Eu penso que infinito, mas enumeravel, como no conjunto dos naturais N
[...] E os gréos de arroz que eu poderei comer, € a mesma logica, infinito, de fato (L3). E
mesmo alguns alunos do Ensino Superior que concluiram corretamente sobre a questao dos
finitos grdos de arroz demonstraram dividas em suas respostas, como, por exemplo, a
aluna brasileira G6 do Ensino Superior, que, apesar de ter concluido que se trata de uma
quantidade finita, demonstrou duvidas no decorrer de suas argumentacgdes: Que dificil isto!
(Siléncio) Eu posso contar? Depende, ndo sei, ndo sei dizer... Se eu posso contar entédo é

finita. Eu preciso dar certeza? [...] Que duvida! Acho que finita.
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Ao serem questionados sobre a existéncia de mais grdos de arroz que os alunos
ainda irdo comer em suas vidas ou mais digitos 3 no namero 0,333..., alguns alunos que
haviam dito que a quantidade de arroz que eles ainda vdo comer se trata de uma quantidade
infinita, reconheceram que existem mais digitos 3 no nimero 0,333... do que gréos de arroz
que eles irdo comer em suas vidas. No entanto, 3 alunos do Ensino Fundamental, 2 alunos
do College, 2 de TS e 1 de Licence en Mathématiques disseram que acreditam existir mais

grdos de arroz do que digitos 3 no niumero 0,333..., ou que a quantidade de gréos de arroz
que eles irdo comer e a quantidade de digitos 3 no numero 0,333...é¢ a mesma: Existem

infinitos digitos 3... se eu considero que a quantidade de gréos de arroz é infinita, eu ndo
posso comparar as duas quantidades. Entdo, ndo existe mais um do que o outro, os dois
sdo infinitos (L5).

Nota-se que, provavelmente devido a concepcdo que os alunos tém da ideia de
infinito, eles ndo distinguiram entre um namero finito muito grande, que a principio ndo se
pode determinar, e uma quantidade infinita. Esse fato pode leva-los a conceber um nimero
com uma grande quantidade de casas decimais como sendo um numero com infinitas casas
decimais.

As dificuldades dos alunos em relacdo a ideia de infinito podem ser justificadas
pelo fato de o infinito matematico se constituir como um obstaculo epistemolégico, no
sentido de Brousseau (1998, p. 120):

Os obstaculos epistemolégicos sdo facilmente identificaveis pelas dificuldades
encontradas pelos matematicos para se superar na histéria. A compreensdo
desses obstaculos precisa de investigacdo em epistemologia e histéria da
matematica. Em verdade, as grandes questdes de matemética que foram fonte de
progressos consideraveis, sdo todas obstaculos epistemolégicos pelos alunos.

Nesse sentido, segundo D’Amore (2005), a ideia de infinito consiste de um
obstaculo epistemoldgico, pois basta analisarmos as lutas, as discussdes, as rupturas
determinadas por sua aceitacdo desde os paradoxos de Zendo (Sec. IV — V a. C.) até sua

aceitacdo decorrente das obras de Cantor (Sec. X1X e XX).

Ideia base 111: Diferenciar um namero irracional de um ndmero racional
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Considerando que haveria possibilidade de alguns alunos ndo saberem
classificar® os nimeros em racionais e irracionais, sobretudo os alunos franceses do
Collége, pelo fato desses nimeros ndo fazerem parte explicitamente dos Programmes do
referido nivel de ensino, a pesquisadora, primeiramente, questionava-os se eles ja ouviram
falar desses numeros.

Todos os alunos brasileiros, entrevistados nesta pesquisa, responderam que ja
estudaram ou pelo menos j& ouviram falar sobre estes nimeros. Todavia, alguns eram
espontaneos em dizer que ndo sabiam explicar a diferenca, e, até mesmo para esses alunos,
a pesquisadora perguntava quais eram suas intuicdes sobre os nimeros representados no
que se refere a classifica-los em racionais, irracionais, ou nem um nem outro. Nos anexos,
estd disponibilizado o quadro 14 com as respectivas classificacbes dos nimeros em
racionais e irracionais pelos alunos brasileiros.

De acordo com as analises, nenhum aluno brasileiro do Ensino Fundamental e do
Ensino Médio classificou corretamente em racionais e irracionais 0s numeros solicitados.
Os erros mais frequentes para os alunos do Ensino Fundamental foram: 5 alunos

classificaram 3,14 como irracional, possivelmente por ser uma aproximagao do nimero 7z

que eles igualmente classificaram como irracional, sendo que alguns alunos chegavam a

falar que 3,14 é igual aos numero 7 ; 5 alunos classificaram 3 como irracional; e 5 alunos

classificaram +/—4 também como irracional. J& os erros mais frequentes dentre os alunos

do Ensino Médio foram: 4 alunos classificaram 0,333... como irracional; 4 alunos

classificaram ~ como racional, assim como classificaram 314 ; e 3 alunos classificaram

/3 como racional.

Quanto aos 7 alunos brasileiros do Ensino Superior, apenas 3 classificaram
corretamente 0os ndmeros solicitados. O erro mais frequente em suas respostas foi em
relacdo ao niumero 0,101001000..., pois 2 alunos o classificaram como racional, e 2 alunos
ficaram na ddvida e ndo o classificaram. Ainda cabe ressaltar que 1 aluno ficou na davida
se 0 numero 0,333... seria racional ou irracional, e por isto ndo o classificou em nenhum
dos conjuntos numeéricos.

No que diz respeito aos alunos franceses, o0s alunos do Collége disseram nédo saber

sobre 0s ndmeros irracionais. Porém, mesmo diante desse fato, jA esperado pela

53 Este foi o primeiro momento da entrevista em que foram explicitadas as expressdes niimeros racionais e
irracionais.
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pesquisadora - pois, conforme mencionado, 0s numeros irracionais nao fazem parte
oficialmente dos Programmes do Collége -, os alunos eram questionados se, observando os
nameros representados nos cartdes, eles teriam alguma intuicdo sobre quais numeros
poderiam ser irracionais, racionais, ou se alguns dos numeros poderiam ser classificados
nem como irracionais nem como racionais. Diante desse questionamento, 3 alunos do
Collége classificaram os numeros de acordo com suas percep¢des. Os demais ndo os
classificaram, e justificaram dizendo que nunca ouviram falar desses numeros. Nota-se
que, se os alunos ndo sabem classificar os niUmeros em racionais e irracionais, nao significa
apenas que eles ndo estudaram sobre os numeros irracionais, mas, sobretudo, que eles ndo
conhecem sobre 0s nimeros racionais, pois, caso contrario, eles teriam observado quais
seriam numeros racionais, e 0s demais numeros eles poderiam ter classificado, por
exclusdo, como irracionais. O quadro 15, em anexo, consiste na classificacdo dos numeros
representados nos cartdes em nimeros racionais e irracionais pelos alunos franceses.
Dentre os 3 alunos do Collége que classificaram 0s nUmeros, 0s erros mais

frequentes foram: classificar = e 3,14 como racional, pois consideram n =314 ; classificar
L . 2 L
0,333... como irracional; e classificar 3 como irracional.

Quanto aos alunos dos Lycées, apesar de ndo terem classificado corretamente 0s
nimeros em racionais e irracionais, eles tentavam classifica-los, seja porque tinham ao
menos ouvido falar sobre esses nUmeros ou apenas por intui¢do. Porém, vale lembrar que
nenhum desses alunos disse nunca ter ouvido falar desses nimeros, assim como disseram
os alunos do Collége. Destacam-se os erros mais frequentes dos alunos dos Lyceées:
classificar 0,333... como irracional (4 alunos); classificar 0,001001000... como racional
(4 alunos); classificar 7, assim como 3,14, como racional (3 alunos).

Referente aos alunos do Ensino Superior francés, apenas o aluno L4 classificou os
nameros corretamente. Os erros mais frequentes foram: 2 alunos classificaram J=4 como
irracional e 1 aluno classificou 0,333... como irracional.

Assim, de acordo com os erros cometidos pelos alunos ao classificar os himeros
solicitados em racionais e irracionais, nota-se que os alunos entrevistados brasileiros e
franceses ndo atribuem significacdo correta aos significantes representados nos cartdes.

Este fato indica que provavelmente esses alunos ndo reconhecem as caracterizacbes de

nameros racionais e irracionais relacionados a possibilidade ou ndo de se representar um
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nimero como a razdo entre dois inteiros, assim como a questdo da periodicidade ou ndo de

um numero.
Algumas semelhancas identificadas nas respostas dos alunos

A andlise das respostas possibilitou perceber algumas semelhangas entre a
significacdo que os alunos atribuem aos signos representados nos cartfes e indicativos de
teoremas em acdo, associados as expressdes numeros racionais e numeros irracionais,
permitindo classificar®* suas respostas em:

Categoria 1.1: Irracionalidade associada a ndo existéncia de numeros.

Categoria 1.11: Irracionalidade associada aos nimeros que nao sao inteiros.

Categoria 1.111: Irracionalidade associada a representacdo decimal infinita.

Categoria 1.1V: NUmeros irracionais associados a nUmeros negativos.

Categoria 1.V: Numeros irracionais ndo podem ser escritos como a razao entre

dois numeros inteiros.

Categoria 1.VI: Falta de percepcéo sobre a ndo periodicidade de certos numeros.

A seqguir, apresentam-se as andlises dessas classificacfes associadas a teoremas

em acdo implicitos nas respostas dos alunos.

Irracionalidade associada a ndo existéncia dos nimeros

Esta classe de respostas foi percebida, sobretudo, em relacdo ao nimero J-4,
pois 5 alunos do Ensino Fundamental, 3 alunos do Ensino Médio e 1 aluno de TS disseram
ndo existir ou apresentaram duvidas sobre a existéncia de J= 4, e esses alunos foram
unanimes em classificad-lo como irracional. Outro exemplo referente a esta classe de

respostas é a classificacdo do aluno F7, que, no inicio da entrevista, disse que 0s nUmeros

314, \/5, v— 4, 0101001000..., 0,333..., 0 ndo existiam, e estes mesmos numeros

foram classificados por ele como numeros irracionais. Com a intengdo de confirmar se o
aluno estava realmente associando nUumeros que ndo existem a irracionalidade, a

pesquisadora escreveu o0 nimero 0,12547896351198321..., explicou que se tratava de um

namero com infinitas casas decimais ndo periddicas e questionou sobre a existéncia deste

> Cabe ressaltar que estas classificacdes ndo sdo excludentes, ou seja, as respostas dos alunos podem fazer-se
presentes em mais de uma dessas classes especificadas acima.
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numero: F7 respondeu que o referido nimero ndo existe, e que o classificaria como
irracional, justificando: Eu acho que... é porque ele ndo tem fim, entdo... eu acho que ele é
irracional. Identificar a ndo existéncia dos numeros com irracionalidade, também foi
constatada nas respostas de sujeitos do Ensino Superior que participaram da pesquisa da

Melo (1999), na qual um aluno respondeu: Racional existe, irracional ndo existe.
Irracionalidade associada aos nUmeros que ndo sao inteiros

Foi percebido que 3 alunos do Ensino Fundamental, 1 aluno do College e 1 aluno
de TS associaram nUmeros que ndo sdo inteiros, seja 0 numero na representacdo
fracionaria, decimal ou na forma de radical, aos nimeros irracionais. Este fato é notado na

resposta do aluno F2, ao ser questionado sobre quais os critérios utilizados para a

classificacdo dos nimeros \/5, — 4, 0 em racionais, e % 314, \/§, 0,333..., v— 4,

0,101001000... em irracionais: Porque 0s numeros V9, - 4, 0 ndo sdo quebrados, e 0s
ndmeros % 314, J§, 0,333..., v— 4, 0,101001000... sdo quebrados.

Fichbein, Jehian e Cohen (1995) também identificaram esta categoria de resposta,
que diz respeito a identificar um namero irracional com um nimero que ndo é inteiro, em
28% dos alunos investigados que cursavam 9th Grade>>. Desse modo, 0s resultados da
presente pesquisa, juntamente com os resultados de Fichbein, Jehian e Cohen (1995),
sugerem a possibilidade de um falso teorema em acao nas respostas desses alunos TAF1

*6: Se x n&0 é um nlimero inteiro, ent&o x é irracional.
Irracionalidade associada a nimeros negativos

Dentre os alunos entrevistados, 2 do Ensino Fundamental, 3 do Ensino Médio, 1
aluno de TES e 1 aluno de TS, ou classificaram o nimero — 4 como ndmero irracional ou
ficaram na davida e preferiram ndo classifica-lo nem como racional nem irracional. Este

fato também foi percebido nas pesquisas de Fichbein, Jehian e Cohen (1995) e de Igliori e

% Nivel escolar do sistema de ensino americano cuja idade média dos alunos é de 14 anos, semelhante ao 9°
ano do Ensino Fundamental brasileiro.

% Indicam-se, nesta pesquisa, 0s teoremas em agdo falsos por TAF. Os nlimeros que aparecem seguidos da
sigla, por exemplo, TAF1, TAF2, TAF3, e assim por diante, sdo para diferenciar os diferentes teoremas em
acao falsos mobilizados nas respostas dos alunos.
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Silva (1999). Nesta ultima pesquisa, por exemplo, um dos argumentos dos alunos para
classificar nimeros em racionais e irracionais foi: Racionais: numeros positivos,
irracionais: nameros negativos (p. 54), indicando, desse modo, a possibilidade de um
teorema em acdo falso implicito nas respostas dos alunos TAF2: Se x € um namero

negativo, entdo x é irracional.

Irracionalidade associada a representacdo decimal infinita

Nove alunos entrevistados, sendo 1 do Ensino Fundamental, 4 do Ensino Médio, 2
do College, 1 de TES e 1 de TS, relacionaram a questdo da irracionalidade de um nimero

as suas infinitas casas decimais, sem alusdo ao periodo. Por exemplo, o aluno S1, de TS

classificou como irracionais 0s nUmeros r, % J§, 0,101001000..., 0,333..., justificando

esta classificagdo devido a virgula presente nestes nimeros, e uma quantidade astronémica
de digitos apds a virgula.
Cabe destacar que 13 alunos da Educacdo Basica, sendo 6 alunos do Ensino

Fundamental; 2 alunos do Ensino Médio; 2 alunos do College dentre os 3 que responderam

x - 2 , o
a esta questdo; 1 aluno de TES; e 2 alunos de TS, classificaram 3 como numero irracional.

e 2 . .
Para alguns alunos, tal classificacdo decorre do fato de 3 ndo se tratar de um numero
inteiro, porém, para outros alunos, assim como mencionado na resposta de S1, tal
e n 4 o . , 2
classificacdo diz respeito as infinitas casas decimais do numero 3

Essa questdo de associar numeros irracionais com representacdo decimal infinita
sem alusdo a periodicidade também foi detectada nas pesquisas de Soares, Ferreira e
Moreira (1999), Melo (1999), Igliori e Silva (2001), e Fichbein, Jehian e Cohen (1995),
sendo que, nesta Gltima, 40% dos alunos do 9th Grade, 38% do 10th Grade® e 3 % dos
licenciandos em Matematica definiram de modo erréneo um namero irracional como sendo
um namero com infinitos digitos. Esse fato também foi identificado na pesquisa de Robinet
(1986, p. 15), percebido na fala de um dos sujeitos: Um ndmero real € um ndmero que
pode ter infinitos nimeros depois da virgula (positivo ou negativo). Desse modo, pode-se
indicar um possivel teorema em agéo falso implicito nas respostas desses alunos de TAF3:

Se um namero x tem representagdo decimal infinita, entdo x é irracional.

57 Nivel escolar do sistema de ensino americano semelhante ao 1° ano do Ensino Médio brasileiro.
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NUmeros irracionais ndo podem ser escritos como a razdo entre dois nimeros inteiros

As caracterizacdes de nameros irracionais mais frequentes nos livros didaticos
sd0: a) um numero irracional ndo pode ser escrito como a razdo entre dois ndameros
inteiros; b) um namero irracional possui representacdo decimal infinita e ndo periddica. No
entanto, as justificativas dos alunos brasileiros e franceses do Ensino Superior, e de 2
alunos franceses de TS, para classificar os numeros como irracionais, diz respeito a
caracterizagdo a.

Neste momento da entrevista, nenhum dos alunos destes niveis de ensino
mencionou o fato de que um ndmero irracional possui infinitas casas decimais nédo
periddicas. Possivelmente, decorrem desse fato ddvidas explicitadas pelos alunos
brasileiros G1, G2, G6 e G7, e pelo aluno francés L5, sobre a natureza do nimero

0,101001000.... Eles se questionavam sobre a existéncia de uma fracdo que pudesse

representar o referido nimero: Eu acho que é irracional, mas eu ndo sei, porque as vezes
pode existir uma fracdo que resulte nesse nimero (aluna G6). Se esses alunos fizessem
referéncia a caracterizacdo b de nudmeros irracionais, € provavel que eles tivessem

percebido que o0 nimero 0,101001000... trata-se de um irracional.

Resultado semelhante foi apontado por Ferreira, Soares e Moreira (1999). Dentre
0s 84 alunos de curso de Licenciatura em Matematica que responderam a questdo: Pra
VOCé, 0 que € um namero irracional? Apenas 29 responderam de modo coerente, sendo que
22 alunos responderam de acordo com a caracterizacao a, e apenas 7 alunos responderam
de acordo com a caracterizacao b, indicando que a definicdo de nimeros irracionais mais
presente para os alunos é: aquele nimero que ndo pode ser escrito como uma fracao.

Desse modo, no que tange as categorias de conhecimentos implicitos elaboradas
por Vergnaud (1990), nota-se que, embora o teorema em acdo verdadeiro TAV1: Se um
nimero x possui infinitas casas decimais ndo periodicas, entdo x € irracional também

caracteriza um namero irracional, sdo os teoremas em acdo verdadeiros TAV2: Se um

niimero x pode ser escrito na forma P, com p,qeZ e q=0, entdo x é racional; e TAV3:
q

Se um numero p ndo é racional, entdo p é irracional, que aparecem com mais frequéncia
na presente pesquisa, implicitos nas respostas dos alunos do Ensino Superior e de TS. Esse
fato pode levar a algumas duvidas e equivocos, conforme mencionado acima nas respostas
dos alunos G1, G2, G6, G7 e L5.
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Falta de percepcéo sobre a ndo periodicidade de certos nimeros

Pode-se afirmar que, dentre os alunos que classificaram os nimeros em racionais
e irracionais, com excecdo de 1 aluno brasileiro do Ensino Médio (M4) e 1 aluno francés
de TS (S3), os alunos do Ensino Fundamental e Médio, e respectivos niveis do sistema de
ensino francés, ndo perceberam as diferencas concernentes a periodicidade ou ndo dos

numeros 0,101001000...e 0,333..., pois ou os alunos classificavam ambos 0s numeros

como racionais, ou classificavam ambos 0s nimeros como irracionais. Este fato também
foi detectado na classificacdo do aluno francés L5 do Ensino Superior, assim como na
pesquisa de Melo (1999), na qual mais de 30% dos alunos do Ensino Superior,

desconhecem a irracionalidade do nimero 0,171771777....

Conforme comentado no inicio desta secdo, duas questdes relacionadas a primeira
atividade foram direcionadas apenas para os alunos do Ensino Superior, e dizem respeito a

teorias de sustentacdo do conjunto dos nimeros irracionais.

Existem mais nUmeros racionais ou mais ndmeros irracionais?

Em relacdo a esta questdo, as respostas dos alunos ficaram divididas em dizer que
existem mais irracionais (4 alunos brasileiros e 4 alunos franceses); ou que existe a mesma
quantidade de numeros irracionais e racionais (3 alunos brasileiros e 1 aluno francés), uma
vez que se trata de quantidades infinitas e, segundo os alunos, ndo pode existir um infinito
maior do que o outro. Alguns alunos, assim como G1, dizem ja ter estudado ou ja ouviram
sobre o fato que existem mais irracionais do que racionais, porém esta questdo de existir
infinitos de ordens distintas nem sempre & compreendida pelos alunos, conforme
explicitado pelo aluno G1: Existem mais irracionais, eu acho que eu tenho esta concepcao
devido ao curso de matematica, se eu ndo tivesse cursado matematica, talvez eu néo teria
esta concepcdo... Eu entendo que tem mais irracionais do que racional, porém, o que me
intriga muito é que existe um infinito maior do que o outro, isto eu ndo consigo entender.

A dificuldade em aceitar que existem mais irracionais do que racionais tambem foi
percebido por Fichbein, Jehian e Cohen (1995), sendo que 69% dos licenciandos
entrevistados afirmaram corretamente que existem mais irracionais do que racionais,
porém apenas 34% apresentaram justificativas coerentes. Essas inquietacfes demonstradas

pelos alunos relacionadas a conjuntos infinitos de ordens distintas fizeram parte de um



125

capitulo conflituoso da historia da Matematica. Conforme mencionado no primeiro
capitulo da presente pesquisa, os conflitos sobre a compreensdo do conceito de infinito
surgiram h& mais de 2000 anos, com Zendo e seus paradoxos no século 1V a. C, e s6 foram
solucionados no século XIX, com as teorias de Cantor sobre as diferentes ordens de
infinito. Tais teorias sobreviveram a diversos conflitos com outros matematicos desta era,
sobretudo com Kronecker, que refutava os trabalhos de Cantor e tentava impedir a
publicacdo de seus artigos (ACZEL, 2003). Esses fatos mostram que a ideia de infinito
precisa ser tratada com mais atencao nos cursos de Licenciatura em Matematica, de modo
que o futuro professor possa conhecer sobre fatos historicos e teorias relacionadas a esse
conceito e, sobretudo, aceitar este conceito matematico, e conhecer sobre as ordens

distintas de infinito.

O conjunto dos nimeros irracionais é enumeravel ou ndo enumeravel?

Apesar de todos os alunos, brasileiros e franceses, alegarem ter estudado sobre
conjuntos enumeraveis e ndo enumeraveis, nenhum aluno brasileiro respondeu
corretamente que 0S nUmeros racionais sdo enumeraveis e que 0s irracionais sdo nao
enumeraveis. Trés alunos, G3, G5 e G7, enunciaram corretamente a defini¢cdo de conjuntos
enumeraveis e afirmaram que o conjunto dos nimeros racionais sao enumeraveis, porém
esses trés alunos disseram acreditar que os irracionais também sdo enumeraveis, pois
acreditam que deve existir uma bijecdo entre o conjunto dos irracionais e o conjunto dos
nameros naturais.

Quanto aos alunos franceses, todos responderam corretamente que 0s irracionais
sd30 ndo enumeraveis e que 0s racionais sdo enumeraveis. Porém, este fato ndo colaborou
com L3 e L5 para afirmarem que existem mais irracionais do que racionais devido a ndo
enumerabildiade dos irracionais.

Essa falta de compreensdo dos conceitos de enumerabilidade e ndo-
enumerabilidade, elaborados por Cantor no século XIX (ACZEL, 2003), acarreta davidas
sobre as diferentes ordens de infinito e a ndo compreenséo de que a ordem do infinito dos

irracionais é superior a dos racionais.

Considerac6es sobre as analises da atividade 1
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As analises mostram que a vivéncia escolar influencia no desempenho dos alunos,
independente do sistema de ensino em que estdo inseridos. Pois, em relacdo a ideia base
IV, os alunos do Ensino Fundamental e do Collége argumentaram que varios dentre os
numeros considerados ndo existiam, e ndo souberam dizer para qué servem os referidos
numeros irracionais. Ja os alunos do Ensino Médio e Lycée, apesar de ndo considerarem a
existéncia de alguns numeros, conforme especificado acima, apresentaram menos
equivocos do que os alunos do Ensino Fundamental e Collége, além de exibirem
aplicagdes para o numero . Enquanto que os alunos do Ensino Superior, com excegéo de
L1, consideraram a existéncia de todos 0s numeros representados nos cartdes;

argumentaram sobre aplicagdes para 0 nimero = ; apesar de algumas duvidas por parte dos

alunos brasileiros, eles associaram, principalmente, o namero V3 com medidas de
segmentos; 2 alunos franceses disseram que o numero 0,101001000... representa uma

medida por se tratar de um numero real.

Relativamente a nogdo de infinito, ideia base I, pode-se dizer que alguns alunos
entrevistados, de modo particular os da Educacdo Bésica, ndo compreendem nem ao menos
no¢Oes basicas, como, por exemplo, distinguir uma quantidade que a principio ndo pode
ser determinada de uma quantidade infinita, tal como os infinitos digitos de certos
nameros.

No que diz respeito a ideia base Ill, relacionada a diferenciar um nimero racional
de um irracional, pode-se dizer que os alunos da Educacdo Basica, sejam brasileiros ou
franceses, ndo a compreendem, pois nenhum destes alunos classificou corretamente 0s
nameros em racional e irracional. Em rela¢&o aos alunos do Ensino Superior, foi possivel
perceber um avanco perante os alunos da Educacdo Basica, porém, é preciso destacar que
até mesmo alguns destes futuros professores de Matematica ndo conhecem bem as
caracterizagbes de numeros racionais e irracionais. Quanto a questdo da ndo
enumerabilidade dos numeros irracionais, nota-se, sobretudo nas respostas dos alunos
brasileiros do Ensino Superior entrevistados, que eles ndo compreendem este conceito.

Observa-se que nesta atividade 1 ndo houve diferencas significativas entre as
respostas dos alunos brasileiros e franceses de niveis semelhantes, sobretudo da Educacéao
Basica. Desse modo, contata-se que, independente do sistema de ensino em que estdo
inseridos - seja no Brasil, onde os numeros irracionais fazem parte oficialmente dos
documentos curriculares e dos livros didaticos, seja na Franga, onde 0s nimeros irracionais

ndo sdo oficialmente inseridos no sistema de ensino -, notamos nas respostas dos alunos
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indicios de que seus conhecimentos, relacionados as ideias base I, Il e IV de numeros
irracionais, sdo semelhantes, quando se refere a alunos da Educacdo Bésica destes dois

paises.

6.1.2 Atividade 2

O objetivo desta atividade, relacionada a ideia base 11, foi investigar se os alunos
mobilizam corretamente o fato de que os numeros disponiveis no visor da calculadora sdo

naimeros decimais, e por este motivo, ao teclar um namero irracional na calculadora, como
por exemplo V2, o resultado néo passa de uma aproximacao desse numero.

Sendo assim, os alunos eram solicitados a teclarem J2 na calculadora e

questionados se seria possivel afirmar que o nimero que aparece no visor da calculadora
1,414213562 € igual ao nuamero J2. Se os alunos afirmassem que a igualdade
J2=1,414213562 € verdadeira, a pesquisadora pedia que eles calculassem os valores de

ambos 0s membros da referida igualdade ao quadrado, e justificasse o resultado obtido (o

resultado obtido com os célculos é 2=1,999999999). Para aqueles alunos que respondiam
imediatamente que a igualdade +2=1414213562 ndo é verdadeira, a pesquisadora
solicitava justificativas para este fato, e lancava questdes relacionadas a irracionalidade do

ntmero /2, com o objetivo de investigar os conhecimentos dos alunos sobre este nimero
irracional, considerado, segundo Larguier (2012), como um prot6tipo de irracional no

ensino da Matematica.

Atividade 2

a) Tecle o nimero dois na calculadora seguido da tecla J - Qualo ndmero que aparece no visor da
calculadora?

b) Podemos afirmar que V2 ¢ igual ao nimero que apareceu no visor da calculadora, ou seja, que a
igualdade /2 =1,414213562 é verdadeira?

Bloco I de questdes

(Somente para os alunos que afirmaram que a igualdade /2 =1,414213562 é verdadeira)
c) Quanto é /2 elevado ao quadrado?
d) Quanto é 1,414213562 elevado ao quadrado?

e) Compare os valores encontrados no item (c) e no item (d). Por que vocé acha que os resultados foram
diferentes?

Bloco 11 de questdes
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(Somente para os alunos que afirmaram que a igualdade /2 =1,414213562 € falsa)

f) Por que vocé acha que a igualdade ndo é verdadeira?

g) Vocé acha que existem mais alguns ou existem muitos nimeros além destes que aparecem no visor da
calculadora?

h) Como sdo estes nimeros? Vocé acha que eles apresentam um periodo ou ndo apresentam um periodo?

O fato de a calculadora ter sito disponibilizada aos alunos, é um fator que
influencia suas respostas. Pois, possivelmente, sem a calculadora as respostas dos alunos,
e, portanto, os resultados encontrados, poderiam ser outros. Contudo, optou-se por
disponibilizar este instrumento didatico aos alunos, com o propdsito de perceber em que
medida a decimalizacdo proporcionada pela calculadora é utilizada com consciéncia pelos
alunos de diferentes niveis de ensino, de ambos os paises envolvidos.

A analise das entrevistas permitiu classificar as respostas dos alunos em cinco
categorias. Para melhor organizar as respostas dos alunos, para cada atividade de cada
nivel de ensino investigado, o termo categoria foi utilizado no sentido de agrupar as
respostas que tenham caracteristicas matematicas em comum.

Cabe destacar que as categorias ndo foram elaboradas com base em teorias de
analise de contetudo. No entanto, diante de atividades matematicas, as respostas dos alunos
foram agrupadas de acordo com as estruturas e especificidades matematicas presentes nas
respostas dos alunos, conforme descritas a seguir.

Categoria 2.1: A decimalizacdo do nimero V2.

Categoria 2.11: Suspeita-se que J2 possui mais casas decimais além daquelas
que aparecem no visor da calculadora.

Categoria 2.111: A igualdade +/2 = 1,414213562 ndo é verdadeira porque
1,414213562 elevado ao quadrado néo resulta em 2.

Categoria 2. 1V: A igualdade /2 = 1,414213562 ndo é verdadeira porque V2
possui infinitas casas decimais - sem alusdo a periodicidade.

Categoria 2.V: A igualdade ~/2 = 1414213562 ndo é verdadeira porque J2 6

irracional.

Desempenho dos alunos brasileiros e franceses
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Embora o nimero +/2 seja um prototipo (LARGUIER, 2012) de numero
irracional, utilizado com certa frequéncia nas aulas de matematica e livros didaticos de
Ensino Fundamental, Médio e Superior, seja por meio do teorema de Pitagoras, resultados
de equacdes algébricas, relacBes trigonométricas, céalculos numéricos, métodos para
calcular algumas de suas casas decimais, construcbes de segmentos com medidas
irracionais, etc., a maioria dos alunos investigados, brasileiros e franceses, da Educacgéo
Basica, ndo oferecem indicios em suas respostas de compreenderem a natureza deste
namero. Esta afirmacgdo é baseada no fato que apenas 3 dentre os 31 alunos, brasileiros e
franceses, investigados da Educacdo Bésica, apresentaram respostas coerentes,
classificadas na categoria 2.V.

Entende-se que tdo inquietante quanto os alunos ndo conhecerem a natureza do

nimero +2, é a ma manipulagdo das operagOes de potenciagdo e radiciacdo, como

operacdes inversas, uma vez que apenas 2 alunos brasileiros da Educacdo Basica tiveram a

iniciativa de calcular ambos os membros da igualdade /2 = 1,414213562 ao quadrado,

para concluir que 0s nUmeros V2 e 1,414213562 sio distintos.

No que diz respeito aos alunos do Ensino Fundamental e do Collége, pode-se
dizer que, embora esses alunos estejam inseridos em sistemas de ensino distintos, eles
apresentam argumentos e conhecimentos equivocados semelhantes, quando se trata da
decimalizacdo proporcionada pela calculadora. Neste nivel de ensino, houve respostas na
categoria 2.1, porém, predominou a categoria 2.11, conforme exemplifica a fala do aluno
francés C4: Sim, eles sdo iguais porque a gente tecla na calculadora e este é o resultado.
[...] Elevando ao quadrado os resultados sdo diferentes, mas € bem proximo de dois...
acho que tem mais alguns digitos. Neste caso, parece que o aluno percebe as limitacGes da
calculadora.

Concernente aos alunos do Ensino Médio e do Lycée, 10 desses alunos tambem
mobilizaram indicativos do teorema em agédo falso TAF4. No entanto, nota-se um avango
no desempenho desses alunos em relacdo aos alunos do Ensino Fundamental e Collége,
pois, alem dos alunos do Ensino Médio e Lycée apresentarem menor indicativo de
teoremas em acdo falsos, eles reconheceram, imediatamente, que a calculadora proporciona
a decimalizacdo dos nimeros, conforme a fala do aluno brasileiro M4: Eu acho que néo,

porque na calculadora nédo aparece todos os numeros. Vai ter mais nimeros.

No que se refere a irracionalidade de V2, parece haver um avanco por parte dos

alunos de TS, pois dentre os alunos do Ensino Médio e Lycée, apenas as respostas de 2
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alunos de TS foram classificadas na categoria 2.V, indicando a mobilizacdo do teorema em
acdo verdadeiro TAV1: Se x é irracional entdo x possui infinitas casas decimais nao
periddicas.

Observa-se que as respostas de 18 alunos da Educacdo Basica: seis alunos
brasileiros, sendo 3 do Ensino Fundamental e 3 do Ensino Médio; e 12 alunos franceses,
sendo 6 do College, 3 de TES e 3 de TS, foram classificadas na categoria 2.1l de
respostas, indicando a mobilizagcdo do teorema em acdo falso TAF4. Nenhum desses 18
alunos, brasileiros e franceses, soube dizer se existem muitas ou poucas casas decimais
além dos numeros que aparecem no visor da calculadora: [...] A calculadora arredonda os
resultados e ndo d& pra saber se tem mais digitos ou ndo (ES2). Segundo Jacquier (1996),
o fato de os alunos nédo reconhecerem as infinitas casas decimais de um ndmero irracional

algébrico pode ser justificado por escutarem frequentemente de seus professores “Quando

nos utilizamos a tecla \/_ na calculadora, nés obtemos um valor aproximado do numero

na calculadora” (p. 35), ou especificamente em se tratando de V2 “Isto que vocés leem

na calculadora de vocés ndo é +/2 (p. 44). De acordo com essa pesquisadora, este tipo de

frase pode causar certo mecanismo aos alunos, conduzindo - os a afirmarem que a

igualdade /2 = 1,414213562 no é verdadeira, porém, a natureza do nimero J2 nido é

reconhecida pelos alunos. Esse fato pode estar relacionado com a constitui¢cdo do conceito
de namero irracional pelos alunos.

Em se tratando dos alunos do Ensino Superior brasileiro e francés, as respostas
dos alunos foram relacionadas as categorias 2.1V e 2.V, predominado a categoria 2.V e

indicando mobilizacdo do teorema em acao verdadeiro TAV1. Cabe destacar que 3 alunos

brasileiros ndo souberam argumentar sobre a ndo periodicidade de V2, fato também
constatado em 1 aluna francesa do Ensino Superior. Este fato também foi identificado na

pesquisa de Melo (1999), na qual 14% dos alunos de Licenciatura em Matematica nao
reconheceram a irracionalidade de —~/2 , e 4,7% deixaram a resposta em branco.

Assim, pode-se afirmar que as infinitas casas decimais de /2 sdo reconhecidas
por esses alunos do Ensino Superior. Entretanto, a questdo da ndo periodicidade desse
namero algumas vezes ndo é reconhecida por estes futuros professores de Matematica.
Desse modo, nota-se que quando se trata de definir um numero irracional como um
numero com infinitas casas decimais ndo periddicas, 0 que permanece presente para 0S

alunos, sobretudo para os alunos do Ensino Superior, é a questdo das infinitas casas
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decimais. A nédo periodicidade nem sempre é lembrada pelos alunos. No entanto, mesmo
assim, nota-se um avanco no desempenho dos alunos do Ensino Superior perante 0s

demais niveis de ensino, pois os alunos da Educacao Bésica, com excecdo de 2 de TS, ndo

reconhecem as infinitas casas de /2 .

6.1.3 Atividade 3

A presente atividade teve como objetivo favorecer aos alunos mobilizarem
conhecimentos relacionados as ideias base Il e I11, especificamente em relacdo ao fato que:

um namero irracional ndo pode ser escrito como a razado entre dois numeros inteiros. Para

isto, considerando o numero irracional /2, os alunos eram questionados sobre a

possibilidade ou ndo de escrever este numero como a razdo entre dois numeros inteiros, p
e g, q=0. Optou-se por inserir aos alunos do Ensino Fundamental e Médio®® o item a,

descrito a seguir, com vistas a contemplar a ideia base I, relacionada a compreender que
alguns nimeros podem ser representados como a razdo entre dois numeros inteiros e
outros numeros ndo podem. Além disso, este item foi inserido, sobretudo, por contemplar
nameros inteiros faceis de serem explicitados pelos alunos, com a intencdo que os alunos
se apropriassem da situacdo (VERGNAUD, 1990) e compreendessem 0 que estava sendo
solicitado no item b.

A atividade 3 consiste, ainda, dos itens c e d, relacionados as ideias base VIl e X,

respectivamente. No entanto, o item c, por se tratar de questdes relacionadas a

demonstracdo da irracionalidade de J2, ndo foi questionado aos alunos do Ensino
Fundamental; e o item d, relacionado a segmentos comensuraveis e incomensuraveis,
teorias de Eudoxo, Dedekind e Cantor, foi destinada somente aos alunos do Ensino

Superior.

Atividade 3

a) Existem dois nimeros inteiros P e , q# 0 com os quais podemos escrever 3 igual a B? Se for

possivel diga quais s&o os niumeros P e (. Caso contrério, justifique sua resposta.

%8 O item a desta atividade ndo foi apresentado aos alunos do Ensino Superior, por considerar que estes
alunos compreenderiam a situacdo proposta no item b, e que este fato ndo influenciaria nas respostas dos
alunos.
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b) Existem dois nimeros inteiros p e q, g # 0 com os quais podemos escrever /2 igual a P5 sefor
q

possivel diga quais sdo os nimeros P e (. Caso contrério, justifique sua resposta.

¢) Vocé conhece alguma demonstracdo mateméatica que comprove que /2 néo pode ser representado como a

razéo entre dois nimeros inteiros?

d) Vocé ja estudou e saberia dizer do que se trata: i) segmentos comensuraveis e incomensuraveis; ii) teoria
de Eudoxo; iii) Cortes de Dedekind; iii) teoria de Cantor sobre a construcdo dos nimeros reais?

As anélises da atividade 3 permitiram a classificacdo das respostas dos alunos em
quatro categorias:

Categoria 3.1: Existem dois nimeros inteiros p e q, q = 0 tal que J2-"P,
q

associando ~/2 com um ntimero decimal (racional).

Categoria 3.11: Um ndmero nao inteiro ndo pode ser escrito como a razdo entre
dois numeros inteiros.

Categoria 3.111: A razdo entre dois numeros inteiros pode resultar num nimero
com infinitas casas decimais ndo periddicas.

Categoria 3.1V: Ndao é possivel escrever V2 como a razdo entre dois inteiros
porque J2 éirracional.

Desempenho dos alunos brasileiros e franceses

Relativamente ao desempenho dos alunos do Ensino Fundamental e Collége,
predominam em suas respostas a categoria 3.1l, percebida em 3 alunos brasileiros e 4

alunos franceses, conforme exemplificado na fala do aluno F2: Eu acho que ndo (que ndo é

possivel representar +/2 como a razio entre dois niimeros inteiros)... Porque a gente fez
raiz de dois na calculadora e deu um namero com virgula. Este conhecimento equivocado
mobilizado pelos alunos, referente a impossibilidade de se escrever um numero que néo é
inteiro como a razdo entre dois numeros inteiros, também foi identificado na pesquisa de
Jacquier (1996). A referida pesquisadora questionou 22 alunos da Troisiéme se Todos 0s
nameros decimais podem ser escritos na forma de fracdo. Dentre os alunos investigados,
12 alegaram ser impossivel ou disseram ter dividas em afirmar se é possivel representar
um numero decimal como uma fragéo.

Ainda em relagdo aos alunos do Ensino Fundamental e Collége, é preciso destacar
que 5 alunos responderam de acordo com a categoria 3.1, como pode ser percebido na fala

de F3: O que deu mais aproximado foi 15 dividido por 13... que deu 1,1538. Falas como
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esta, indicam, possivelmente, a mobilizacdo do teorema em acédo falso TAF4: Se p ndo é

quadrado perfeito, ,/p pode ter finitas casas decimais.

Em relacdo ao desempenho dos alunos do Ensino Médio e os alunos do Lycée —
TES e TS, a possibilidade de avango desse nivel de ensino, perante os alunos do Ensino
Fundamental e Collége, € indicada apenas nas respostas dos alunos de TS, pois 2 desses
alunos argumentaram, corretamente, apesar de demonstrarem duvidas, de acordo com a
categoria 3.1V, conforme exemplifica a fala de S2: Pra mim n&o... pra mim as raizes ndo
podem ser escritas como a divisdo entre 2 inteiros, as raizes ndo sdo inteiras. J& nenhum
dos alunos do Ensino Médio e TES responderam corretamente, de acordo com a categoria
3.IV. Ao contrério, as respostas desses alunos foram classificadas na categoria 3.1 - 5
alunos do Ensino Médio e 1 aluno de TES -, e na categoria 3.1l — 2 alunos do Ensino
Meédio e 3 alunos de TES, ilustrada na fala do aluno francés ES3: N&o, eu penso que nao...
sao nameros com virgula, ndo sdo nimeros como 1,2,3,4.

Nota-se que 15 alunos entrevistados da Educacdo Basica: 7 alunos brasileiros - 2
do Ensino Fundamental e 5 do Ensino Médio; e 8 alunos franceses - 3 do Collége, 3 de
TES e 2 de TS, foram classificadas na categoria 3.11. Assim, considerando os resultados da
presente pesquisa e os resultados da pesquisa de Jacquier (1996), descritos acima, pode-se
indicar a mobilizacdo de um teorema em acdo falso nas respostas dos alunos da Educacéo
Basica: TAF6: Seja x um nimero nao inteiro, entdo nédo existem p,qeZ, com q=0 tal
que x = B.

q

No que diz respeito aos alunos do Ensino Superior brasileiro e francés, as

respostas de todos os alunos entrevistados foram classificadas, corretamente, na categoria

3.1V, conforme ilustra a fala de L3: /2 é irracional, entdo ndo podemos escrever na

forma racional por definicdo, indicando, portanto, a mobilizacdo dos teoremas em agéo

verdadeiros: TAV2: Se um nimero x pode ser escrito na forma P, com p,qgez e q=0,
q

entdo x € racional e TAV3: Se um namero p ndo € racional, entdo p é irracional. Desse
modo, pode-se dizer que a ideia base Ill, particularmente, em relagdo a impossibilidade de
representar um numero irracional como a razdo entre dois numeros inteiros, é concebida
apenas pelos alunos do Ensino Superior, entrevistados nesta pesquisa. Além disso, destaca-
se que os resultados desta analise corroboram aos resultados de Igliori e Silva (2001) e de
Soares, Ferreira e Moreira (1999), referindo-se que dentre os licenciandos em Matematica

¢ a caracterizacdo i —um namero irracional ndo pode ser representado como a razao entre
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dois nimeros inteiros - a mais frequente de namero irracional. Desse modo, pode-se aludir
que os TAV2 e TAV3 sdo mais frequentes, implicitamente, nas respostas desses alunos, do
que o TAV1, como pode ser conferido com as analises da atividade 2, pois 3 alunos

brasileiros do Ensino Superior ndo argumentaram sobre a ndo periodicidade de /2.

Quanto ao item c, relacionado & demonstracdo matemética de que /2 no pode
ser representado como dois niimeros inteiros, nenhum aluno do Ensino Médio e Lycée>®
disse conhecé-la. Em relagdo aos alunos do Ensino Superior, todos os 5 alunos franceses e
apenas 3 alunos brasileiros, realizaram a referida demonstragdo. O fato que 4 futuros
professores de Matematica brasileiros entrevistados ndo souberam realizar esta prova € ao
menos inquietante, pois esta demonstracao é disponibilizada em obras de Calculo e Anélise
(AVILA, 2006) do Ensino Superior, livros didaticos de Ensino Médio, e até mesmo em
algumas obras do Ensino Fundamental (DANTE, 2006)%, conforme indicado pelos PCN
(BRASIL, 1998). Esse fato permite concluir um avango no desempenho dos alunos
franceses do Ensino Superior, concernentes a demonstracéo da irracionalidade de /2 .

Em relacdo aos segmentos incomensuraveis, teoria das ProporcGes de Eudoxo,
Cortes de Dedekind e teoria de Cantor sobre a construcdo dos numeros reais, a fala dos
alunos permite afirmar que eles j& estudaram algo sobre esses conceitos e teorias, seja nas
disciplinas de Andlise Real, Historia da Matematica ou Historia das Ciéncias. Porém, a
menos de exemplificar segmentos incomensuraveis, os alunos entrevistados nao sabem
comentar sobre estas teorias. Em relacdo a construcdo dos numeros reais o aluno G3

argumenta:

Entdo, na verdade nds ndo vimos a constru¢do dos NUmeros Reais. Sabe, nosso
professor de Andlise admitiu a existéncia e comegou... Eu sei que d& pra construir
usando sequéncia de Cauchy, Cortes de Dedekind, mas eu ndo cheguei a estudar esta
construcdo. Tipo, eu sei que t& la no livro, eu sei onde esta, € sé pegar e estudar, mas
eu nao cheguei fazer isto ainda.

Constata-se, desse modo, que as teorias que dao sustentacdo a construcdo dos
nUmeros reais, e, portanto, dos irracionais, ndo foram tratadas com atencdo no decorrer da
formacdo inicial dos futuros professores de Matematica entrevistados nesta pesquisa.
Ressalta-se a importancia do estudo destas teorias nos cursos de Licenciatura em

Matematica, ndo no sentido de estudarem uma matematica avancada, com pura

> Embora 0s niimeros irracionais e a demonstracdo da néo irracionalidade de V2 nio seja contemplada nos

curriculos da Educacdo Bésica do sistema de ensino francés, a prova que V2 ndo é racional é apresentada
em alguns livros didaticos de Troisiéme, como por exemplo nas Colec¢6es Phare (2008) e Transmath (2008).
% DANTE, L. R. Tudo é matematica. Ensino fundamental, 82 série, Sao Paulo. Editora Atica, 2006.
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formalidade, ou a teoria pela teoria, mas no sentido que esses futuros professores venham
compreender a origem, a construgéo e formalizacdo desse conceito de modo que Ihe sirvam

de alicerce para suas futuras a¢des e argumentacdes em sala de aula da Educagéo Baésica.

6.1.4 Atividade 4

Com a presente atividade, relacionada a ideia base VII, pretendeu-se investigar se

os alunos consideram, ou ndo, a existéncia de solucéo para as equacdes da forma x° =a,
com aeR, sobretudo quando a ndo é um ndmero quadrado perfeito, isto é, quando a
solucdo da referida equacdo trata-se de um nuamero irracional algébrico. Além do mais,
também se desejou cotejar as justificativas dos alunos no caso do nimero a ser um
ndmero quadrado perfeito, um ndmero negativo, um ndmero primo e um ndmero

irracional, por este motivo, 4 equac6es foram inseridas no instrumento de investigacao.

Atividade 4

As seguintes equacdes do segundo grau possuem solugdo no conjunto dos nimeros reais?

a) X2=16 b) x2=17
c) Xx2=-9 d x2=x

Desempenho dos alunos brasileiros e franceses

No que diz respeito aos alunos do Ensino Fundamental e College, algumas
semelhancas foram percebidas em suas respostas, sobretudo relacionadas a conhecimentos
erroneos e possiveis teoremas em acgéo falsos mobilizados por esses alunos. No decorrer da
entrevista, nenhum aluno do Ensino Fundamental e College mencionou solugGes negativas
das trés equagdes do segundo grau, propostas nos itens a, b e d. Entretanto, ressalta - se que
em relagdo a equacdo do item c: x® =-9, as solugbes de trés alunos do Ensino

Fundamental e trés alunos do College estiveram relacionadas a dois valores — um positivo
e um deles envolvendo o sinal negativo -, como por exemplo: 3 e -3; JoeJ-9:3e

—+/3 . Faz - se hipdtese de que o valor negativo -9 presente na equacdo x° =—9 colabore

com os alunos a se recordarem da existéncia de ambas as solucdes - positiva e negativa -,
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ja estudadas em sala de aula por estes alunos, uma vez que 0s conceitos de raiz quadrada,
poténcia e equacdes do segundo grau fazem parte do curriculo brasileiro e francés para este
nivel de escolarizagéo.

Assim como indicado na pesquisa de Bronner (1997) realizada com alunos
malienses e franceses, quando se trata de solucgdes relacionadas a raizes quadradas de
ndmeros positivos, 0 dominio numérico dos alunos entrevistados do Ensino Fundamental e
Collége esteve relacionado aos numeros decimais, ou no maximo racionais, que Sao
quadrados perfeitos. Esse fato é atestado pelas respostas de 4 alunos do Ensino
Fundamental e 5 alunos do Collége que alegaram que as equagdes x° =17 e x° =7 nio
possuem solugdes, conforme justifica o aluno francés C2: N&o tem solugdo... porque nao
tem 17 na tabua de multiplicacdo. Referente a apresentar solucdo decimal com o auxilio da

calculadora para as equacOes propostas, apenas 1 aluno brasileiro deste nivel de ensino o
fez, dizendo que a solucdo de x* =17 é x = 4123105626.

Assim como observado nos alunos do Ensino Fundamental, a solucdo negativa de
equacdes do segundo grau da forma x°=a,aeR,, também ndo foi mencionada pelos

alunos do Ensino Médio e de TES. Assim, e considerando que 25 dentre os 30 alunos
entrevistados da Educacdo Bésica ndo explicitaram a solugdo negativa para nenhuma das 3
equacbes do segundo grau propostas nos itens a, b e d da presente atividade, pode-se
indicar a mobilizagdo do teorema em acdo falso TAF9 nas respostas dos alunos: Se
p e R, entdo x* = p tem solugéo real, dada por x=4p.

No entanto, algumas diferencas foram percebidas no desempenho dos alunos do
Ensino Médio e TES, quando comparados com os alunos do Ensino Fundamental e
College. A primeira delas, € que os alunos de Ensino Médio e TES reconhecem, por
unanimidade, a n&o existéncia de solucio real para a equacdo x> =-9. Em segundo lugar,
nota-se que a influéncia e decimalizacdo proporcionada pela calculadora esta mais presente
nas respostas dos alunos do Ensino Médio e TES, do que dos alunos de Ensino
Fundamental, pois 4 alunos do Ensino Médio e 2 de TES responderam, equivocadamente,
que as solugbes das equacBes x° =17 e x* = sdo valores iguais ou aproximados ao
namero disponibilizado pelo visor da calculadora, apontado indicativo do TAF5: Se

p € R, ndo é quadrado perfeito, entdo ,/p € o nimero decimal exibido pelo visor da

calculadora. No que diz respeito a considerar corretamente as solugdes irracionais

algébricas, apenas 1 aluno brasileiro e 2 alunos de TES indicaram considera-las, pois
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exibiram como solucdo das equagBes x*=17 e x°=x 0s nimeros /17 e Voo,

respectivamente. No entanto, é preciso destacar que as solugcfes negativas — W17 e =z
n&o foram mencionadas por estes alunos.

J& nas respostas dos alunos de TS, se fazem menos presentes 0s conhecimentos
errdneos indicados nas respostas dos alunos dos niveis de ensino ja mencionados. Esta
afirmacdo € baseada no fato que, com excec¢do do aluno S1, os demais alunos fazem
mencdo as solugbes positivas e negativas das 3 equacBes do segundo grau — a, b e d -
consideradas na presente atividade. Assim como os alunos de Ensino Médio e TES, os
alunos de TS mobilizam corretamente o fato que néo existe solucdo real para equagdes da

forma x*=-9. Igualmente, existe avanco no desempenho desses alunos quanto ao

dominio numérico para os valores de raizes quadradas, pois, eles consideram como solugéo

os nimeros 17 e /7 , bem como as respectivas solucOes negativas —~/17 e —r, que
ndo foram citadas pelos alunos ja mencionados. Porém, algumas ddvidas também surgem

nos alunos de TS guando se trata do numero transcendente 7, conforme as palavras de S4

ao referir-se a solucéo da equagdo x* =7 : Eu ndo sei... pode ser que exista.

No que diz respeito aos alunos do Ensino Superior brasileiro e francés, existe um
avanco no desempenho desses alunos, quando comparados com as respostas dos alunos da
Educacao Basica brasileira e com os alunos franceses do Collége e TES. Assim como 0s
alunos de TS, pode-se dizer que esta atividade apresenta indicios que mostram que 0s
alunos do Ensino Superior possuem dominio numérico mais amplo que os alunos da
Educacdo Basica brasileira e alunos franceses do Collége e TES, pois, eles consideram
como solucdo de equacgdes do segundo grau as raizes quadradas de nUmeros positivos que
ndo sdo quadrados perfeitos — consideram numeros irracionais algébricos como solucao,
incluindo as raizes quadradas de numeros irracionais transcendentes, tal como o0 numero

7 . Desse modo, pode se indicar a mobilizacdo do teorema em agéo verdadeiro: TAV5: Se
y € R, entdo a equagéo x* = y tem solucéo em R, dada por x= iﬁ, nas respostas dos

alunos de TS e Ensino Superior.

Contudo, alguns equivocos e duvidas também foram percebidos nos alunos do
Ensino Superior: 2 alunos franceses, L2 e L3, ndo mencionaram as solugdes negativas em
nenhuma das 3 equacdes — a, b e d; e davidas surgiram em relacdo a raiz quadrada do

numero transcendente 7z, como pode ser ilustrado pela fala do aluno G2:



138

G2: Como eu nunca tinha pensado na raiz de um namero irracional, eu vou pensar
como a raiz de 17, eu acho que existe. Mas sdo diferentes, porque raiz de 17 é a raiz de
um ndmero inteiro e raiz de 77 é a raiz de um namero irracional. Mas eu acho que
existe... estou com medo de afirmar que ela esta no conjunto dos nimeros reais... nunca
pensei, ndo sei se eu colocar na calculadora o que vai aparecer. Se fosse uma
avaliacdo, eu colocaria que estd no conjunto dos ndmeros irracionais, mas porque...
esta eu ndo saberia dizer.

Pesquisadora: Mas se ndo estiver no conjunto dos nimeros reais, a qual conjunto
deveria pertencer a raiz do nimero 7 ?

G2: Nos complexos.

Pesquisadora: Vocé acha que a raiz de 7 € um nimero complexo?

G2: Né&o, acho que néo.

Pesquisadora: Entdo a qual conjunto ele deve pertencer?

G2: No conjunto dos nimeros reais. Agora sim, faltou pensar um pouco mais... raiz de
7T pertence ao conjunto dos reais.

Esta fala mostra que, embora os alunos do Ensino Superior apresentem avanco no
desempenho em relagdo aos alunos da Educacdo Basica, € possivel notar ddvidas presentes
nas respostas desses futuros professores de Matemaética condizentes a conceitos estudados
desde o Ensino Fundamental, presentes a todo o momento nas aulas e livros de

matematica, como 0s conceitos de raiz quadrada e numero real.

6.1.5 Atividade 5 (a)

Esta atividade, relacionada & ideia base VI1°!, foi elaborada com vistas a perceber
se 0s alunos concebem a existéncia de um quadrado, cuja medida de lado € um ndmero
irracional algébrico e, igualmente, analisar quais sdo suas justificativas relacionadas a este

fato. Sendo assim, duas questdes foram propostas aos alunos: a primeira, item i,
relacionada a existéncia de um quadrado de medida de lado inteira - 25cm? , e a segunda,
item ii, questiona sobre a existéncia de um quadrado cuja medida de &rea é 13cm?, ou seja,
com medida de lado irracional - +/13 cm. A opcdo por inserir o item i, deve-se ao fato de

se desejar comparar 0s conhecimentos e justificativas mobilizadas pelos alunos em ambas
as situacgdes - existéncia de um quadrado cuja medida do lado € inteira, e existéncia de um

quadrado cuja medida do lado é irracional.

Atividade 5 (a)

i) Existe um quadrado cuja medida de drea ¢ A= 25cm? ?

i) Existe um quadrado cuja medida de area ¢ A=13cm? ?

*! |deia base VI: aceitar a existéncia de segmentos de medidas v/n,¥neN .
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Referente a considerar a existéncia de um quadrado de medida de area 25 cm?,
alguns alunos de Ensino Fundamental, Médio, College e TES, confundiram os conceitos de
area e perimetro. Cabe destacar que diversas pesquisas, assim como Baldini (2004) e
Bellemain e Bittar (2000), apontam as dificuldades dos alunos em relacdo aos conceitos de
area a perimetro, bem como apresentam atividades para minimizar tais dificuldades. No
entanto, nesta pesquisa, a pesquisadora buscou conduzir os alunos a perceberem suas
inversdes entre esses conceitos, com questionamentos da forma: vocé se lembra da

diferenca entre area e perimetro de um quadrado?, com a intencdo que 0s alunos
reconhecessem que a medida do lado do referido quadrado € 5 cm, concluindo sobre a

existéncia do quadrado de medida de area é 25 cm?, para dar continuidade as atividades
seguintes.
No entanto, no que concerne ao quadrado de medida de area 13 cm?, as repostas

dos alunos foram diversificadas, permitindo classifica-las em seis categorias:

Categoria 5.1: Ndo existe um quadrado de area 13 cm® porque nao existe um
namero que multiplicado por ele mesmo resulte em 13.

Categoria 5.11: Existe um quadrado de medida de &rea aproximadamente igual a
13 cm?.

Categoria 5.111: Pode ser que exista um quadrado de area 13 cm?, porém os lados
ndo sdo nimeros inteiros.

Categoria 5.1V: Existe o quadrado de area 13 cm? porque (3,605551275)% € 13
(resultado equivocado oferecido pelo visor da calculadora).

Categoria 5.V: Existe o quadrado de &rea 13 cm? e a medida do lado é /13 cm.

Desempenho dos sujeitos colaboradores desta pesquisa

No que concerne as respostas dos 14 alunos do Ensino Fundamental e College, 11
alunos - 6 do Ensino Fundamental e 5 do College responderam de acordo com a Categoria
5.1, alegando que ndo existe o quadrado de medida de area 13 cm? porque n&o existe um
nimero cujo quadrado resulta em 13, conforme ilustra a fala do aluno francés C4: Nao...
porque ndo existe 13 na tabua de multiplicacdo... n6s ndo podemos encontrar um namero

que vezes ele mesmo resulte em 13. Assim, pode-se indicar a mobilizacdo de um teorema
em acdo falso, j& explicitado na pesquisa de Bronner (1997): TAF11l: Seja aeR,, Ja

existe se e somente se a é quadrado perfeito. A possivel mobilizacdo deste conhecimento
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falso, juntamente com os resultados das analises das atividades 5(b) e 6, relaciona-se a
mobilizacdo de outro teorema em agdo falso nas respostas desses alunos, também indicado

nas analises da atividade 4: TAF8: Se peR, ndo é quadrado perfeito entdo néo existe
xeR tal que x*=p.

Observa-se que dentre os alunos do Ensino Fundamental e Collége, apenas o

aluno brasileiro F4 respondeu, corretamente, em conformidade com a categoria 5.V,
dizendo que existe o referido quadrado, de medida de lado /13 cm. No entanto, as anélises

da atividade 7, mostram que nao € possivel afirmar que os conhecimentos verdadeiros sobre
a existéncia de segmentos com medidas irracionais, estejam estabilizados nas respostas do
aluno F4.

Em relacdo aos 16 alunos do Ensino Médio e Lycée entrevistados, apenas 2 alunos

de TS responderam corretamente, de acordo com a categoria 5.V, que o quadrado de
medida de 4rea igual a 13 cm? existe, cuja medida de seu lado é /13 cm. Entretanto,

embora tenham respondido corretamente nesta atividade, as analises das atividades 6 e 7
mostram que, esses alunos ndo apresentam conhecimentos estabilizados em relacdo a
existéncia de segmentos de medidas irracionais.

Os demais alunos deste nivel de ensino ndo responderam corretamente a esta
atividade, e suas respostas foram classificadas nas categorias 5.1 (3 alunos), 5.11 (5 alunos),
5.111 (4 alunos), e 5.1V (2 alunos). Destaca-se que 9 alunos responderam ou de acordo com
a categoria Il, relacionada com a existéncia de um quadrado de medida de é&rea
aproximadamente igual a 13 cm?, ou de acordo com a categoria Ill, que diz respeito a
possiblidade de existir o quadrado em questdo. Porém, neste Gltimo caso, os alunos dizem
ndo saber exprimir a medida do lado do quadrado, eles apenas alegam que deve ser um
numero na representacdo decimal, conforme ilustra a fala do aluno S1 de TS: Na verdade é
provavel que exista um quadrado de lado com medida 13 cm. [...] Eu vou dizer uma
besteira, é preciso que o lado seja um numero astronémico, ndo infinito, mas proximo do
infinito.

Alguns alunos, assim como M2, ndo concebem 13 como um numero que
representa a medida de segmentos, e por isso, eles teclam /13 na calculadora na busca de

um ndmero que possa exprimir a medida do lado do quadrado, como mostra o fragmento

da entrevista de M2:
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M2: Vai existir o quadrado. O lado mede 3,605551275.... E a area vai ser
12,9999. Vai faltar 1cm.

Pesquisadora: Entdo vocé acha que existe o quadrado com area 13cm??
M2: (Siléncio) Nao existe! Eu acho que ndo... Porque eu nao sei se tem fim
(aponta para 0 nimero 3,605551275...) ou ndo tem fim.

Figura 15 - Célculos - quadrado de medida de &rea 13 cm? - aluno M2

Nota-se que ao argumentar que falta 1 cm para a area de medida 13 cm?, o0 aluno
também revela sua dificuldade em manipular nameros decimais. Em relacdo ao uso da
calculadora para exprimir o valor da raiz quadrada, Bronner (1997) classifica esta
concepcao como modelo de Concepcdo Aproximada - CA~. Neste caso, segundo o

pesquisador, a raiz quadrada é manifestada sob um aspecto de operador-algoritmo:
\/_: — ¢, onde c € o valor aproximado oferecido pela calculadora. Outros dois alunos -

M6 e ES3 - também manifestam o modelo CA=. Porém, esses alunos concluiram sobre a
existéncia do quadrado de medida de area 13 cm?, alegando, de modo equivocado, que o
lado do quadrado € 3,605551275, uma vez que eles teclaram 3,605551275x 3,605551275, € O
resultado foi 13. E, mesmo apds eles teclarem o nimero 3605551275, digito por digito, a
pedido da pesquisadora, para confirmar se a calculadora ndo havia armazenado os digitos
do nimero 13, o resultado n&o foi alterado.

Desse modo, além da decimalizacdo dos numeros, também apontada por Jacquier
(1992) como uma desvantagem, nota-se outro conhecimento errdneo que, para certos
numeros, a calculadora pode proporcionar - ao teclar o nimero disponibilizado pela
calculadora  disponibilizada  vezes ele  mesmo, como, por exemplo,
3,605551275x 3,605551275, a calculadora arredondou o valor, oferecendo 13 no lugar de
12,999999996. Para algumas situacdes, arredondamentos como estes ndo fazem diferencas
significativas, no entanto, em outras situacdes, como no estudo dos nimeros irracionais,
dos radicais, das poténcias, das equacdes do segundo grau, essa ferramenta didatica pode
proporcionar dificuldades na compreensdo destes conceitos. Toma-se como exemplo a

identificacdo realizada por M6 e ES3 - 13 = 3,605551275- devido ao fato que o resultado

de 3,605551275x 3,605551275, na calculadora, foi 0 mesmo que 13 x +/13.
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Em momentos de ensino como este, seria interessante o professor levar para a sala
de aula outras calculadoras com quantidades de digitos diferentes, para que os alunos
pudessem perceber que o numero de casas decimais pode variar de acordo com o modelo
da calculadora. Igualmente, o computador pode ser favoravel nestes momentos de ensino,
pois 0 uso de um software como o Excel, por exemplo, pode mostrar aos alunos um maior
namero de digitos além dos disponibilizados pela calculadora, sem contar que o Excel ndo
faz arredondamentos com os nimeros, assim como a calculadora.

Além dos 2 alunos de TS que alegaram a existéncia do quadrado de area 13 cm?,
ndo é possivel dizer que houve avango no desempenho dos alunos do Ensino Medio e
Lycée em relacdo aos alunos do Ensino Fundamental e Collége. Todavia, sdo constatadas
diferencas entre as respostas dos alunos destes dois niveis de ensino. Pois, os alunos do
Ensino Fundamental e College ndo manipularam a calculadora, e mobilizaram indicativos
de 2 teoremas em agdo falsos — TAF8 e TAF11. Ja a maioria dos alunos do Ensino Médio e
Lycée, utilizaram-se da calculadora, demonstrando o quanto a decimalizacdo desta
ferramenta didatica pode prejudicar a compreensdo de certos conceitos matematicos.

No que se refere aos alunos do Ensino Superior, nota-se um avanco nho
desempenho dos alunos franceses, pois 0s 5 alunos franceses entrevistados responderam de
acordo com a categoria 5.V, indicando, assim como nas analises das atividade 6, a

mobilizagdo dos teoremas em acdo verdadeiros TAV8: Se aeR,, entdo existe Ja, e

TAVS6: Seja be R, entdo existe um quadrado de area A=b cm?, cuja medida dos lados &

Jbcm.

Quanto as respostas dos alunos brasileiros do Ensino Superior, trés categorias
foram identificadas - categorias 5.1 (1 aluno), 5.11 (2 alunos) e 5.V (4 alunos). Contudo, é
preciso salientar que, até mesmo os alunos do Ensino Superior, cujas respostas foram
classificadas de acordo com a categoria 5.V, apresentaram ddvidas, hesitaram e refletiram
para depois concluirem sobre a existéncia do quadrado de medida de area 13 cm?®. Esse
fato pode ser confirmado no dialogo com o aluno G1, ao ser questionado sobre a existéncia

de um quadrado cuja medida de area é 13 cm?:

G1: De cara eu responderia que ndo, mas... eu t6 desconfiado de todas as questdes
(risos). Mas eu desconfio que néo.

Pesquisadora: Entdo vocé acha que n&o existe o quadrado de area 13 cm??

G1: Eu acho que néo.
Pesquisadora: Por que vocé acha que néo existe?
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G1: Mas pera la, eu posso usar a calculadora? (o aluno digita raiz de treze na
calculadora e diz) Se eu fizesse a representacdo deste nimero aqui numa reta, eu
poderia fazer um quadrado, a partir desta representacdo com esta medida. Da sim.
Pesquisadora: Com estes nimeros que aparece no visor da calculadora?

G1: N&o, ndo com estes numeros, mas com uma representacao igual a gente faz com

raiz de dois (aqui o aluno refere-se a representar a medida V2 com o auxilio da
construcdo de um tridngulo retangulo de catetos unitarios).

Nota-se que apés as reflexdes, o aluno se recordou da possibilidade de se
representar segmentos de medidas irracional algébrica, da forma /n, ne N. Segundo

Vergnaud (1990), existem classes de situacdes nas quais 0s sujeitos ndo dispdem de todas
as competéncias necessarias para resolvé-las, o que os obriga a um tempo de reflexdo,
exploracdo, hesitacOes, tentativas frustradas, levando-os eventualmente ao sucesso ou ao
fracasso. Assim, pode-se dizer que, até mesmo para os alunos do Ensino Superior, afirmar
sobre a existéncia do quadrado de medida de area 13 cm?, se tratou de uma situacdo nova,
no qual eles ndo dispunham das competéncias necessarias para soluciona-las.

Em relagdo ao avanco no desempenho dos alunos do Ensino Superior perante aos
alunos da Educacdo Basica, pode-se afirmar que, na presente atividade, ele é evidente em
se tratando dos alunos universitarios franceses. Porém, também pode se dizer que existe
desempenho de 4, dentre os 7, alunos brasileiros do Curso de Matematica, em relacdo aos
alunos brasileiros da Educagdo Bésica, College e TES. Nesta atividade, ndo foi possivel
afirmar avanco dos alunos do Ensino Superior brasileiro em relacdo aos alunos franceses
de TS, ou seja, o desempenho dos alunos brasileiros do ensino Superior e dos alunos

franceses de TS foram correspondentes na atividade 5 (a).

5.1.6 ATIVIDADE 5 (b)

Ao inserir a atividade precedente - 5(a) - no instrumento de pesquisa, teve-se
como hipétese, confirmadas na analise anterior, que os alunos poderiam apresentar

indicativos de conhecimentos equivocados, sobretudo, dos teoremas em acdo falsos:
TAF11: Seja aeR,, Ja existe se e somente se a é quadrado perfeito, e TAF10: Se beR,

n&o é quadrado perfeito, entdo ndo existe um quadrado cuja medida de area é A=b cm?.
Assim, com vistas a colaborar com a possivel desestabilizacdo desses conhecimentos

falsos, elaborou-se a presente atividade, proposta apenas aos alunos que indicaram
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mobilizar os TAF10 e TAF11, alegando que ndo existe, ou que existe aproximadamente,

um quadrado de medida de area 13 cm?.

63
I

A presente situacéo, relacionada as ideias base V® e VI%, consistiu em apresentar

aos alunos uma figura geométrica composta de um triangulo retdngulo, com catetos de
medida 2 cm e 3 cm, de modo que sua hipotenusa coincidia com o lado do quadrado
ABCD. Nessas condi¢Oes, e apresentando a ficha com a representacdo da referida figura
geomeétrica, a pesquisadora indagava aos alunos: nesta atividade nds temos a afirmacao de
que a area do quadrado ABCD é 13 cm®. Vocé pode conferir se esta afirmacédo é
verdadeira ou falsa? Para responder a esta pergunta, eu sugiro que vocé encontre a
medida do lado do quadrado. Esta sugestdo foi dada aos alunos, pois se teve como

pressuposto que, devido a atividade 5(a), os alunos poderiam afirmar, sem ao menos

refletir sobre a situacéo, que ndo existe o quadrado de medida de area 13 cm?.

Atividade 5 (b)

A area do quadrado ABCD é 13 cmM? . Vocé concorda com esta afirmagéo?

Para a atividade 5 (b), as categorias indicadas nas respostas referentes a presente

atividade, foram semelhantes as 5 categorias percebidas na atividade 5 (a).

Desempenho dos sujeitos colaboradores desta pesquisa

Dentre os 12 alunos do Ensino Fundamental e do College, questionados sobre a
atividade 5(b), apenas 2 alunos do Collége indicaram possibilidade de desestabilizar os
TAF10 e TAF11, mobilizados na atividade 5(a), concluindo, portanto, sobre a existéncia

do quadrado de medida de area 13 cm?, argumentando que o lado do quadrado ABCD ¢é

V13 em.

%2 |deia base V: Saber aplicar o teorema de Pitagoras.

% |deia base VI: Aceitar a existéncia de segmentos de medidas \/ﬁ, vneN
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No que diz respeito aos 6 alunos do Ensino
Fundamental e os demais 4 alunos do Collége, ndo foi possivel desestabilizar os
conhecimentos falsos, indicados por esses alunos na atividade 5(a). Contudo, ao contrario
da atividade anterior, na qual as respostas desses alunos foram classificadas na categoria
5.1, dizendo que ndo existe 0 quadrado de area 13 cm?, nesta atividade, ao utilizarem o

teorema de Pitagoras para encontrar a medida /13 da hipotenusa do triangulo retangulo,

estes alunos teclavam +/13 na calculadora, concluindo, portanto, pela existéncia de um

quadrado de &rea aproximadamente igual a 13 cm?, conforme atesta o registro do aluno C7:

Figura 16 - Calculos por meio do Teorema em Pitagoras - aluno C7
Fonte: a autora desta pesquisa

Este registro indica a dificuldade dos alunos em considerar 0 nimero raiz de treze
em sua representacdo na forma de radical - +/13, pois apesar de encontrarem, por meio do

teorema em Pitagoras, o nimero /13 como solucéo, os alunos faziam a conversdo para

sua representacdo decimal, tomando a raiz quadrada sob um aspecto de operador-
algoritmo: \/_: —C, onde c é o valor aproximado oferecido pela calculadora com o

auxilio da calculadora (BRONNER, 1997), conduzindo-os a concluirem sobre a existéncia
de um quadrado de area aproximadamente 13 cm?. Isto mostra, conforme Assude (1989), a
crenca de que a calculadora jamais oferece um valor incorreto. Esta crenca € tao resistente
para os alunos da presente pesquisa, que 0s levam a negar a existéncia de uma figura
geométrica plana, estudada desde os anos iniciais de escolarizagdo, como o quadrado.
Dentre os 6 alunos do Ensino Médio, 3 de TES e 1 de TS, submetidos aos

questionamentos da presente atividade, 3 alunos do Ensino Médio e 2 de TES, concluiram

que a afirmacéo A area do quadrado ABCD é 13 cm? é verdadeira, considerando V13 cm
como medida do lado do quadrado. Estes alunos indicam, portanto, possivel

desestabilizacdo dos conhecimentos falsos mobilizados por eles na atividade 5(a).
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Contudo, assim como identificado nos alunos do Ensino Fundamental e College, nota-se,
em 3 alunos do Ensino Médio e 1 aluno de TS, que a influéncia da decimalizacdo

proporcionada pela calculadora, assim como a dificuldade em aceitar raiz de treze na
representacdo em forma de radical - V13, persistem nesta atividade. Destaca-se, ainda, que

o aluno de TS conclui, erroneamente, que existe o quadrado de medida de area 13 cm?,

cujos lados medem 3,605551275, devido ao arredondamento dos valores da calculadora.

Nota-se avanco no desempenho dos alunos do Ensino Médio e TES, em relacao
aos alunos de Ensino Fundamental e College, no sentido que a indicacdo de
desestabilizacdo do TAF10 foi percebida com maior frequéncia (5 alunos) nos alunos do
Ensino Médio e TES.

Dentre os alunos do Ensino Superior, apenas 3 alunos brasileiros foram
submetidos a esta atividade, dentre estes, 2 apresentaram indicativos de desestabilizacédo
dos conhecimentos falsos manifestados na atividade 5(a), embora o aluno G3 tenha
apresentado dividas ao responder se a afirmacdo proposta € verdadeira ou nao:

G6: Ai que chato! N&o sei! (Siléncio).

Pesquisadora: No que vocé esta pensando?

G6: Que eu acabei de falar que ndo existe um quadrado com este lado.
Pesquisadora: Mas e agora, sua opinido mudou?

G6: Nao, entdo, eu td pensando se... (Siléncio) Se eu pegar dois centimetros
aqui e trés aqui e ligar, entdo quer dizer que este aqui é raiz de treze. E se eu
pegar esta medida e passar pra ca (aponta para os lados do quadrado ABCD)
entdo vai existir. Mas ndo vai ser exatamente igual a raiz de treze... ndo sei....
Como este numero é... tem infinitos digitos, eu acho estranho ele ser uma
medida. (Siléncio. A aluna respira fundo, e fala bem baixinho) Se o lado do
quadrado é raiz de treze a area vai ser treze.

G6: N&o tem como eu discordar, porgue a conta ta falando que € verdade.

Pesquisadora: O lado é V132

G6: Sim. E /13 x /13, a 4rea é 13.

Pesquisadora: Mas vocé concorda ou ndo com esta afirmagéo?

O aluno respira fundo, e diz:

G6: Pelas contas eu concordo, mas eu ndo sei.

Pesquisadora: Vocé esta achando esta situacdo complicada?

G6: Sim, esté confuso... no exercicio anterior... Concordo.
Pesquisadora: Concorda?

G6: humhum (fazendo sinal de positivo com a cabeca)... Fazer o qué?

Assim, nota-se que o aluno vivencia um conflito entre o resultado de seu célculo

por meio do teorema em Pitagoras - /13, que ele entende que ndo pode ser negado, e a
possibilidade de se considerar um namero irracional — com infinitas casas decimais - como
medida de um segmento. Desse modo, conclui-se que os conhecimentos desse aluno —

futuro professor de Matematica - ndo estavam acomodados para afirmar sobre a existéncia
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de um quadrado de area 13cm?, e que esta atividade favoreceu momentos de desequilibrios
em relacdo aos conhecimentos falsos de G6. A indicacdo de desestabilizacdo do TAF10,
pelo aluno G6, fica mais bem elucidada com as anélises das proximas atividades.

Vale lembrar que os argumentos do aluno G6, referente ao conflito enfrentado pelo
aluno entre o resultado cientifico e o resultado apresentado pela calculadora, possivelmente
ocorreu devido a disponibilizacéo da calculadora para a resolucdo das atividades. Todavia,
por se tratar de um aluno em situacdo de finalizar o Curso de Licenciatura em Matematica,
estes resultados mostram a necessidade de melhor se explorar o instrumento didatico
calculadora, sobretudo interligado com situac6es relacionadas aos nimeros irracionais, no

decorrer da escolarizacéo.

6.1.7 Atividade 6

Assim como na atividade 5, a presente atividade também questionava sobre a
existéncia de um quadrado, cuja medida de area ndo é um numero quadrado perfeito. No
entanto, diferentemente da atividade 5, relacionada aos quadros®* algébrico e geométrico, a
presente atividade foi elaborada no quadro de fungdes, mais precisamente no seu aspecto
grafico (DOUADY, 1986). Assim, a atividade 6, proposta a todos os alunos entrevistados,
visou dois objetivos: i) Pretendeu-se analisar se, num quadro diferenciado da atividade
precedente, os indicativos de desestabilizagdo dos teoremas em acgdo falsos TAF10 e
TAF11, percebidos em alguns alunos no decorrer da atividade anterior, poderiam,
igualmente, serem indicados nesta situacdo; ii) Desejou-se investigar se esta atividade
poderia favorecer aos alunos, que até o momento vinham apresentando conhecimentos
equivocados, sobre a existéncia de raizes quadradas e areas de medidas que ndo sdo
quadrados perfeitos, a superarem tais conhecimentos falsos.

Esta atividade, inspirada no artigo Jogo de quadros e dialética ferramenta-objeto

de Douady (1986), diz respeito aos infinitos retangulos de area 24 cm® que podem ser

representados no plano cartesiano. Observa-se que, tais retangulos tém caracteristicas

% A nocdo de quadros foi introduzida por Douady (1986) para auxiliar o professor e o pesquisador a
observarem as mudanc¢as de quadros, que podem ser de natureza algébrica, numérica, geométrica, etc.,
espontaneas pelos alunos, ou a provocarem tais mudancas no decorrer do ensino e aprendizagem. Segundo
Douady (1986) “Um quadro é constituido de objetos de um ramo da Matematica, de relagbes entre os
objetos, de suas formulacdes eventualmente diversas e de imagens mentais associadas a esses objetos e
relagdes. [...] A mudanga de quadro é um meio de obter formulages diferentes de um problema que, sem ser
necessariamente equivalente, permite um novo acesso as dificuldades encontradas e a colocar em cena
ferramentas e técnicas que ndo se fizeram presente na primeira formulagdo” (p. 11, tradugdo da
pesquisadora).
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especificas - eles estdo representados no primeiro quadrante do plano cartesiano, um de
seus vértices pertence ao eixo y, um dos vértices é a origem, um dos vértices pertence ao
eixo X, e 0 quarto vértice esta sob a curva continua, dada por:
f:RL >R
24 .
X —
X
Nessas condicdes, e considerando que um quadrado € um caso particular de um
retangulo, dentre os infinitos retangulos de area 24 cm?, existe um quadrado de medida de
drea 24 cm’. Este fato decorre da continuidade da funcdo f, que garante, portanto, a
existéncia do ponto P de coordenadas x=Y, ou seja, P = (v 24,v24), pertencente a curva

f , que representa o quarto vértice do quadrado de area 24 cm?.

Atividade 6

. ~ A . . . . 2 o
a) No plano cartesiano estdo representados alguns retangulos cuja medida de area ¢ 24CM~ . Vocé acha

. ~ . . ‘ 2
que existem outros retdngulos como esses, que também possuem medida de area 24cm” ? Em caso
positivo, quais seriam outras possiveis medidas para os lados dos quadrados?

. o A . 2 x
b) Pinte os pontos de coordenadas (X,Y) que sdo vértices dos retdngulos de area 24cm® e que ndo

pertengam aos eixos do plano cartesiano (aqui a intengdo é que os alunos percebam o comportamento da
curva formada por estes pontos).

c) Vocé acha que é possivel representar um quadrado neste mesmo plano cartesiano com as mesmas
propriedades destes retangulos: um vértice na origem e outros dois sobre 0s eixos coordenados, que tenha

. L 2 .
medida de 4rea igual a 24 CM~ 2 Justifique sua resposta.

Ycm

24
22 |

20|
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No decorrer das analises desta atividade, as categorias percebidas nas respostas
dos alunos foram:

Categoria 6.1: Ndo existe um quadrado de medida de area 24 cm?.

Categoria 6.11: Existe um quadrado de area aproximadamente 24 cm?.

Categoria 6.111: Existe 0 quadrado de &rea 13 cm® porque (3,605551275)% € 13
(resultado erroneo oferecido pelo visor da calculadora).

Categoria 6.1V: Existe o quadrado com medida de éarea igual a 24 cm?, e a
medida do lado é v/24cm.

Desempenho dos sujeitos colaboradores desta pesquisa

Quanto aos alunos do Ensino Fundamental e Collége, pode-se dizer que esta
atividade nédo favoreceu para a desestabilizacdo dos teoremas em acdo falsos TAF10 e
TAF11, mobilizados por estes alunos nas atividades precedentes. Pois, 6 desses alunos
responderam de acordo com a categoria 6.1, conforme atesta a fala de C3: N&o, eu acho
que ndo... se ndo seria uma raiz [..] seria /24, eu acho que ndo existe; e 7 alunos
responderam de acordo com a categoria 6.11, exemplificada na fala de F7: S6 se for um um
nimero que ndo € inteiro. [...] SO se for quatro e alguma coisa vezes quatro e alguma
coisa, porque se for 5 da 25. [...] Ele estaria por aqui, perto de 4,8, perto de 5.
Possivelmente, as respostas desses alunos estdo associadas a seus conhecimentos anteriores
sobre célculos de medida de area, que pode ter influéncia do contrato didatico vivenciado
por eles, que pode ter favorecido o uso de medidas de lados de quadrado pertencentes ao
conjunto dos nimeros naturais ou no maximo decimais. E provéavel que esses alunos néo

tenham vivenciado situacdes matematicas relacionadas as quatro opera¢fes com ndmeros

irracionais da forma \/E,aeR+: \/5.\/5:\/@; %:\/%,b;w; (\/E)Z=a;
Ja

1
ﬁ = - a=0_
Cabe destacar que na atividade 5(b), dois alunos do Collége - C1 e C3 - haviam
apresentado indicativos de evolucdo em relagcdo ao conhecimento falso TF10, alegando que
existe 0 quadrado de medida de area 13 cm?, com medida dos lados de /13 cm. Todavia,

a presente atividade favoreceu, no sentido de permitir afirmar, que o referido conhecimento

falso ndo foi desestabilizado por esses alunos, pois C3 respondeu de acordo com a
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categoria 6.1, conforme explicitado um fragmento de sua fala no paragrafo precedente, e o
outro respondeu de acordo com a categoria 6.11.

Ainda em relacdo aos alunos do Ensino Fundamental e Collége, observa-se que
apenas o aluno F4 do Ensino Fundamental, respondeu corretamente de acordo com a

categoria 6.V, indicando, assim como na atividade 5(a), mobilizar os teoremas em acao

verdadeiros TAV6: Seja b e R, entdo existe um quadrado de area A=b cm?, cuja medida

dos lados é Vb cm, e TAVS: Se ac R, , entdo existe Ja.

Dentre os alunos do Ensino Médio e Lycée, 2 alunos brasileiros e 2 alunos de
TES, haviam indicado, na atividade 5(b), uma evolugédo dos conhecimentos falsos TAF10 e
TAF11, mobilizado por eles na atividade 5(a). Ademais, 1 aluno de TES e 3 alunos de TS,
ja na atividade 5(a), ndo apresentaram indicativos desses conhecimentos falsos. N&o
obstante, com a presente atividade, é possivel indicar a ndo desestabilizacdo desses
conhecimentos falsos por esses alunos. Pois, com exce¢do de 1 aluno de TS, os demais
alunos responderam a presente atividade de acordo com as categoria 6.1 (3 alunos),
categoria 6.11 (9 alunos) e categoria 6.111 (2 alunos). Nota-se que a maioria dos alunos
respondeu de acordo com a categoria 6.11, relacionada a um quadrado de medida de area

aproximadamente igual a 24 cm?, conforme diz o aluno S3: E preciso representar... nos

podemos aproximar... +/24 , que é 24/6 ... n6s podemos representar aproximadamente.

Assim, em relacdo a existéncia de quadrados com medidas de area que ndo é um
quadrado perfeito, ndo € possivel afirmar que existe avanco no desempenho dos alunos do
Ensino Médio e Lycée perante os alunos do Ensino Fundamental e Collége. Esta afirmacao
é baseada no fato que, com excecdo de 1 aluno de TS, as respostas dos alunos do Ensino
Fundamental, Collége, Ensino Médio e Lycée, foram classificadas como incorretas, de
acordo com as categorias 6.1, 6.11 e 6.111, fato que corrobora a possibilidade de mobilizagéo
dos teoremas em acdo falsos TAF10 e TAF11, nas respostas desses alunos da Educacao
Bésica.

No que se referem aos alunos do Ensino Superior, os alunos franceses ndo haviam
manifestado conhecimentos falsos em relacéo a existéncia dos quadrados em questdo. Este
fato continuou presente nas respostas dos alunos nesta atividade, apenas com excegéo do
aluno L5, que apesar de ter concluido corretamente sobre a existéncia do quadrado de area

24 cm?, ele apresentou dividas no inicio de seus argumentos, conforme ilustra o

fragmento de dialogo:
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Pesquisadora: Considerando as mesmas condi¢cdes e propriedades dos retangulos,
vocé acha que é possivel representar um quadrado de medida de &rea igual a24cm??
L5: (Silencio) N&o, porque seria uma aproximacdo... Ndo seria verdadeiramente um

guadrado.
Pesquisadora: Mas, para um quadrado de area 13cm? vocé me disse que é possivel
representar? Certo?

L5: Ah, sim, nds podemos construir! Como /13!

Quanto aos alunos brasileiros, trés — G1, G5 e G6 — haviam indicado
desestabilizar, na atividade 5(b), os TAF10 e TAF11l, notados em suas respostas na
atividade 5(a). Porém, nesta atividade, os argumentos do aluno G6 mostraram que esses
conhecimentos equivocados ndo foram desestabilizados por ele, conforme ilustra sua fala:
Existe. Vai estar entre 4 e 5. Igualmente, 0 aluno G2 continuou a argumentar que existe um

quadrado de medida de area aproximadamente igual 24cm?®  Desse modo, percebe-se a

dificuldade que até mesmo formandos do Curso de Matemética, com longa vivéncia
escolar, ttm em desestabilizar conhecimentos erréneos, sobretudo em relacdo ao TAF10,
que diz respeito a existéncia de um quadrado com medida dos lados irracional.

Nesse sentido, pode-se dizer que, no que se refere a existéncia de quadrados com
medida dos lados irracional, os alunos franceses do Ensino Superior apresentam
desempenho mais avancado, em referéncia aos alunos brasileiros deste mesmo nivel de
ensino. Pois, desde a atividade 5(a), com excecdo de L5 que apresentou algumas davidas,

conforme j& mencionado, mas que em seguida reorganizou suas ideias, os alunos indicam
mobilizar o teorema em acdo verdadeiro TAV6: Seja b€ R, entdo existe um quadrado de
area A=b sz, cuja medida dos lados é Vb cm. Enquanto que este fato ocorreu apenas
com 3 alunos brasileiros®® — G1, G3 e G5, embora, assim como o aluno francés L5, tenham

demonstrado reorganizarem seus conhecimentos no decorrer da atividade 5(a), conforme

indica a fala de G3: Ah, eu ndo acredito ndo! Porque dai, o lado dele vai ter que medir

J13... Apesar de que 13 é um nUmero construtivel! Entdo, a rigor existe. [...] Entdo, t4,

existe também um quadrado com area 13 cm?.

6.1.8 Atividade 7

% Observa-se que a atividade 6 ndo foi proposta ao aluno brasileiro S4, por nao ter sido impressa, juntamente
com as demais atividades, para a realizacdo da entrevista com o aluno. Ressalta-se que na atividade 5(a) o
aluno indicou mobilizar o TAVS6, e que seria possivel que na presente atividade o aluno também indicasse tal
mobilizacao.
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A atividade 7 foi inserida no instrumento de pesquisa, com vistas a analisar se 0s
alunos reconhecem a possibilidade de se representar um nimero irracional algébrico, tais
como /2 ou /5, na reta numérica. E, desse modo, se desejou colaborar com a possivel
desestabilizacdo de conhecimentos erroneos, relacionados a segmentos de medidas

irracionais, assim como a medida do lado dos quadrados considerados nas atividades 5 e 6.

Sendo assim, foi solicitado aos alunos representarem o numero V2 na reta
numerica, escolhido estrategicamente por ser o numero que representa a medida da
hipotenusa de um tridngulo retdngulo de catetos unitarios, fato utilizado nas aulas de
matematica, desde o 8° ano do Ensino Fundamental, e, respectivamente, na Quatriéme,

apos o estudo do teorema de Pitagoras. A intencdo era que os alunos representassem o
segmento de medida® +2 uc na reta, com o auxilio da construcdo de um triangulo
retangulo de catetos unitarios, transportando a medida da hipotenusa - +/2 u.c - para a reta

numérica. Se este procedimento ocorresse, e com 0 objetivo de confirmar se os alunos

mobilizavam corretamente os conhecimentos relacionados a construgdo de segmentos de

medida vn,ne Z., a pesquisadora os questionava se seria possivel representar o nimero

V5 na reta. Para os alunos do Ensino Superior, solicitava-se diretamente que eles

representassem o nimero V5 na reta numérica.

Como pode ser observado a seguir, a ficha da atividade 7 foi elaborada com a
intencdo de facilitar a construcdo de tridngulos retangulos pelos alunos, cujas hipotenusas,

de medidas v2 uc. e /5 u.c, deveriam ser transportadas para a reta numérica.

Atividade 7

a) Vocé acha que é possivel representar o nimero /2 na reta numérica?

b) Vocé acha que é possivel representar o nimero \/g na reta numérica?

% Nesta tese, utiliza-se u.c. para designar unidade de comprimento.
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No que se referem a representar o nimero /2, e igualmente o ndmero /5, na

reta numeérica, trés categorias foram identificadas nas respostas dos alunos:

Categoria 7.1: N&o é possivel representar +/2 na reta numérica.

Categoria 7.11: Representa um ndmero decimal na reta numérica.

Categoria 7.111: Transporta o segmento de medida +/2 u.c. na reta numérica.

Desempenho dos sujeitos colaboradores desta pesquisa

Alusivo aos alunos brasileiros e franceses da Educacdo Bésica, entrevistados nesta

pesquisa, pode-se dizer que eles ndo compreendem sobre a possibilidade de se representar

um numero irracional algébrico, tal como \/E na reta numérica. Pois, 16 alunos - 3
Ensino Fundamental, 4 Collége, 1 Ensino Médio, 4 TES, 4 TS — responderam de acordo
com a categoria 7.1, exemplificado na fala de F7: N&o. [...] Porque é um numero grande
demais. E, os demais 14 alunos da Educacdo Béasica — 4 Ensino Fundamental, 3 Collége, 6
Ensino Médio, 1 TS — responderam conforme a categoria 7.11, ilustrado na fala de M5,
apds representar um ponto entre 1 e 2 na reta e escrever o nimero 1,414213562: E, da pra
representar aproximadamente, né? Exato eu acho que néo.

Observa-se que, referente as atividades 5(a) e 6, dentre os alunos da Educacao
Basica, o aluno brasileiro do Ensino Fundamental F4, e o aluno francés S2 de TS, foram

ageis e precisos em suas respostas, dizendo que os lados dos quadrados considerados,
mediam, respectivamente, V13 cm e +/24 cm. Desse modo, supunha-se que estes alunos
poderiam indicar a mobilizacdo do teorema em acéo verdadeiro TAV6: Seja be R, entdo

existe um quadrado de area A=bcm?, cuja medida dos lados é b cm, conhecimento
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que esta relacionado com a existéncia de segmentos de medida irracional algébrica.

Entretanto, na presente atividade, estes alunos disseram que € possivel representar apenas

um valor aproximado de V2 na reta, segundo mostra a fala de S2: N&o, é possivel
representar apenas um valor aproximado 1,4. As falas desses alunos estéo relacionadas,
principalmente, a mobilizacdo do Teorema de Pitagoras e a falta de conhecimento da
situacdo de se representar uma medida irracional algébrica na reta, geralmente apresentada
nos livros didaticos de Matematica de Ensino Fundamental e Medio.

Por conseguinte, a presente atividade serviu para indicar um fato que esses alunos
ainda ndo haviam manifestado até o presente momento da entrevista, em relacdo as
diferentes representaces e significantes dos niumeros irracionais algébricos.

Com referéncia aos alunos do Ensino Superior, pode-se dizer que os alunos
franceses entrevistados compreendem bem sobre a representacdo de numeros irracionais

algébricos na reta numérica. Com excecdo do aluno L2 - que apesar de ndo ter

representado V5 na reta numérica, por dizer ndo se lembrar de um método para isto, ele

afirmou que é possivel representa-la justificando que se trata de um numero real -, 0s
demais alunos representaram corretamente o0 namero NG , por meio da construcdo de um

triangulo retadngulo de catetos com medida 1 u.c. e 2 u.c, transportando a medida da
hipotenusa desse triangulo para a reta numérica. Com esta atividade, pode-se indicar a
estabilizacdo dos teoremas em acdo verdadeiros TAV6 e TAVS, que ja havia sido
manifestada por estes alunos nas atividades 5(a) e 6, bem como a mobilizacdo do TAV7:
Seja nez., entdo existe o segmento de medida /n, sendo possivel representa-lo na reta
numérica.

No que diz respeito aos alunos brasileiros do Ensino Superior, apenas 4 desses

alunos representaram, corretamente, 0 numero NG , transportando a medida da hipotenusa
do triangulo retangulo, construidos por eles, para a reta numérica. Desse modo, indica-se
que o teorema em acdo TAV7, bem como os teoremas em agdo TAV6 e TAVS, estejam
estabilizados por esses alunos, pois eles também indicaram a mobilizacdo desses
conhecimentos — TAV6 e TAVS - nas atividades 5(a) e 6.

Os demais alunos — G2, G6 e G7, representaram na reta uma aproximacéo decimal

do numero /5, tal como 2,23 ou 2,5. No entanto, em referéncia ao aluno G2, apos

alegar sobre a representacdo de J5: Sim, entre dois e trés, mais proximo de 3... mais

proximo de 2,5, a pesquisadora questionou como ele representaria 0 numero na reta
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numérica. Para este nimero, o aluno foi agil em pegar o compasso e transportar a medida
da diagonal do quadrado de lados unitarios para a reta numérica, demonstrando conhecer
esta situacdo. A pesquisadora perguntou, entdo, por que ele havia representado os nimeros

V2 e /5 de modos distintos, uma vez que para V5 ele havia representado o nimero
decimal 2,23, e para V2 ele havia transportado a medida da hipotenusa. ApGs pensar
alguns instantes, o aluno adaptou seus conhecimentos sobre a representacdo de V2 ,

realizou célculos, e representou um triangulo retdngulo de hipotenusa J5 u.c,

transportando, corretamente, o segmento de medida J5 uc para a reta numérica.

Nota-se que, nas atividades precedentes, o aluno G2 havia concebido apenas uma
aproximacdo decimal para os numeros irracionais algébricos em questdo, demonstrando
ndo considerar a existéncia de segmentos de medidas irracionais da forma \/ﬁ,nezi.
Todavia, pode-se dizer que, para G2, esta atividade favoreceu momentos de aprendizagens
e possibilidades de desestabilizacdo de conhecimentos erréneos, tal como aquele de
conceber apenas a existéncia de quadrados e segmentos de medidas aproximadas, quando
se trata de medidas irracionais.

Embora 2 alunos do Ensino Superior brasileiro tenham representado apenas uma

aproximacdo do nimero V5 na reta, nota-se um avango no desempenho dos alunos do
Ensino Superior em relagdo aos alunos da Educacdo Bésica, quando se trata de representar
nameros irracionais algébricos na reta numérica. Pois, enquanto nenhum aluno da
Educacdo Basica o fez corretamente, 10 alunos do Ensino Superior, dentre os 12
entrevistados, representaram de modo adequado, construindo o segmento de medida

irracional, com o auxilio de régua e compasso.

6.1.9 Atividade 8

Ao elaborar a atividade 7, teve - se como hipdtese, confirmada com a analise

anterior, que alguns alunos, sobretudo os da Educagdo Baésica, poderiam alegar, de modo
incorreto, que ndo seria possivel representar o niUmero V2 (ou JE) na reta numerica, ou,

ainda, que eles poderiam representar uma aproximacao do numero \/5 por meio de um

numero decimal. Assim, a presente atividade foi proposta apenas para estes alunos,
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visando para colaborar para desestabilizar, ou pelos menos perturbar localmente, esses
conhecimentos erroneos.
Desse modo, a atividade 8 consistiu em apresentar a constru¢cdo do caracol

pitagorico, mostrando aos alunos uma possibilidade de se construir segmentos de medidas
irracionais da forma +/n,n €Z., quando n é um nimero quadrado perfeito. Apds

apresentar aos alunos esse método de construcdo de segmentos, a pesquisadora oS

questionava se, diante do referido método de construgdo de segmentos, eles representariam

0 nimero /2 (ou JE) de um modo diferente do que eles haviam representado na

atividade 7.

Atividade 8

a) Considere o triangulo retangulo ABC de catetos unitarios. Qual é a medida da hipotenusa desse triangulo?

b) Considere o tridngulo retdngulo ACD, no qual um dos catetos tem a mesma medida da hipotenusa do
tridngulo precedente e 0 outro cateto € unitario. Qual é a medida da hipotenusa desse triangulo?

¢) Considere o tridngulo retdngulo ADE, no qual um dos catetos tem a mesma medida da hipotenusa do
tridangulo ACD e o outro cateto é unitario. Qual é a medida da hipotenusa desse triangulo?

*

d) Agora que vocé conheceu um método de construgdo de segmentos de medidas \/ﬁ ,neZ, , vocé

41

representaria na reta o nimero /2 (ou +/5) de um modo diferente que vocé representou na atividade
anterior?

Para a atividade 8, as categorias percebidas nas respostas dos alunos foram:

Categoria 8.1: N&o é possivel representar o nimero /2 na reta, ou representa
uma aproximacéo decimal.

Categoria 8.11: E possivel representar /2 na reta numérica, porém, nio sabe
como pode fazé-lo.

Categoria 8.111: Representa +/2 (ou +/5) utilizando-se da construgdo de tridngulo
retangulo, e transporta a medida da hipotenusa para a reta.

Desempenho dos sujeitos colaboradores desta pesquisa
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Em relacdo as respostas dos alunos do Ensino Fundamental e Collége, apenas um

aluno francés — C1 — utilizou-se de passos da construcdo do caracol pitagérico, para
transportar o segmento de medida V2 u.c. na reta numérica, demonstrando, portanto, um

avanco em seu desempenho, perante os demais alunos desse nivel de ensino.

Quanto aos alunos brasileiros do Ensino Fundamental, ap6s conhecerem sobre a
construcdo de segmentos de medida irracional, pode-se dizer que o desempenho de 4
desses alunos avancou, no sentido de que embora ndo soubessem representar, eles
passaram a perceber sobre a possibilidade de representar tal medida na reta numérica,
conforme o fragmento da entrevista de F1: Agora eu acho que sim! Deixando na raiz. [...]
S6 que é dificil eu fazer esta dedugdo porque eu ndo aprendi isto ainda.

J4&, no que se refere aos demais alunos franceses do College, eles afirmaram que
ndo conseguiriam representar a referida medida, ou eles realizaram tentativas erradas,
conforme exemplifica as acdes do aluno C5. Embora ele dissesse ser possivel representar
V2 na reta, para isto, ele construiu, de modo incorreto, um retdngulo de lados com
medidas 1 e 1,41 e diz que /2 é o ponto representado por 1,41.

No que se refere aos alunos do Ensino Médio e Lycée, enquanto apenas 2 alunos

do Ensino Médio demonstraram compreender sobre a construcdo e representacdo do
segmento de medida V2 uc., 7 alunos do Lycée o representaram corretamente,

apresentando avancos, em relagio as suas respostas nas atividades precedentes. E preciso
destacar que apenas 1 aluno de TES e 1 aluno de TS ndo souberam representar o numero
V2 na reta, porém, disseram que tal representacdo é possivel, como ilustra a fala de S4:
Sim... Mas eu néo sei como representar (o aluno chega construir um triangulo retangulo de
catetos unitarios, mas ndo transporta a medida da hipotenusa para a reta).

Os demais alunos do Ensino Médio continuaram a mobilizar os conhecimentos
equivocados, percebidos em suas falas no decorrer da atividade 7. Eles alegaram ou que
representariam o numero decimal conforme o fizeram na atividade precedente, ou que nao
seria possivel representar /2, por se tratar de um nimero com muitas casas decimais,
conforme justifica M7: Eu ndo sei como marcar na reta porque eu ndo conheco todas as
casas dele. Isto mostra 0 qudo resistente é esse conhecimento errbneo de que um numero
irracional, por ter infinitas casas decimais, ndo pode ser representado na reta numérica,
deixando implicito a presenca do teorema em acgéo falso TAF7: Se neN ndo é quadrado
perfeito, entdo ndo € possivel representar/n na reta numérica. A manifestacdo do TAF7

impossibilita esses alunos de compreenderem a existéncia de um quadrado de medida de
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lado irracional, acarretando na mobilizacéo do teorema em acdo falso TAF6, conforme foi
notado no decorrer das entrevistas.

Quanto aos 3 alunos brasileiros do Ensino Superior submetidos a esta atividade, é
legitimo afirmar que a presente situacdo favoreceu para estes alunos compreenderem sobre
a representacdo de segmentos de medidas irracionais, segundo atesta a fala de G7: Sim,
preciso construir um tridngulo de hipotenusa /5 e transportar com o compasso,
indicando, portanto, a desestabilizacdo do TAF7, manifestado por esses alunos, na
atividade precedente. Destarte, é possivel, ainda, afirmar que esta atividade favoreceu com

a desestabilizacdo do TAF6, conforme ilustra a fala do aluno G2, apés representar o

segmento de medida V5 u.c na reta numérica: Entdo, a partir disto eu posso construir o

quadrilatero com esta medida de lado?



159

CONCLUSOES

Para finalizar este texto, serdo apresentadas as respostas relacionadas as duas
questBes que contribuiram para o desenvolvimento da investigagdo - Quais 0s
conhecimentos mobilizados por alunos que finalizam o Ensino Fundamental, Médio e
Licenciatura em Matematica (e os correspondentes niveis franceses), em atividades
matematicas envolvendo numeros irracionais? Quais as semelhancas e diferengas do
desempenho de alunos brasileiros e franceses, de niveis de escolarizacédo
correspondentes? — e, igualmente, serdo contempladas as contribui¢fes da fundamentacgéo
tedrica e da metodologia adotadas, a influéncia dos fatores historicos e dos sistemas de
ensino para os resultados obtidos, bem como perspectivas para estudos posteriores.

Quanto aos procedimentos metodoldgicos — entrevistas individuais sustentadas na
resolucdo de atividades previamente elaboradas - eles foram considerados pertinentes, pois
permitiram a comunicacdo entre pesquisadora e cada um dos sujeitos investigados, e
possibilitaram acompanhar o raciocinio de cada um deles no desenrolar das entrevistas,
suas falas, expressbes, hesitaches e gestos. Além disso, a metodologia oportunizou
esclarecer ambiguidades percebidas, e acrescentar questdes para sanar duvidas, por parte
da pesquisadora, sobre a compreensdo dos alunos pelas situacGes propostas, conforme
indicado nas andlises desta pesquisa.

A Teoria dos Campos Conceituais foi, certamente, valiosa para esta investigacéo,
favorecendo a estruturacdo do instrumento de pesquisa, das analises e, sobretudo,
fundamentou a hipdtese de pesquisa - O desenvolvimento do conceito de numeros
irracionais necessita de um longo periodo de escolarizacédo para ser compreendido pelos
alunos, sendo este conceito aprimorado progressivamente, conforme avanga 0s niveis
escolares -, comprovada com os resultados desta tese.

Referente as andlises, a Teoria dos Campos Conceituais ofereceu subsidios para
compreender o desempenho dos alunos no decorrer das entrevistas, oportunizando,
especialmente, revelar indicacdes de conhecimentos implicitos em suas respostas, por meio
da categoria que Vergnaud (1990) denomina por teorema em acdo. Desse modo, foi

possivel apontar conhecimentos relacionados aos nimeros irracionais, mobilizados pelos
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alunos de cada nivel de ensino, bem como as diferencas entre os conhecimentos de alunos
de niveis de ensino distintos, permitindo, portanto, responder as questdes de pesquisa.

Uma sintese desses conhecimentos implicitos nas respostas dos sujeitos,
modelados na forma de teoremas em acdo, e associados as ideias base de numero
irracional, é apresentada no quadro 12 a seguir. As ideias base® V, VII, IX e X, dentre as
quais, as ideias base VII, IX e X foram questionadas apenas aos alunos do Ensino Superior,
ndo foram contempladas no quadro 12 porque elas ndo foram associadas no decorrer das

entrevistas a teoremas em acao, possiveis de serem mobilizados nas falas dos sujeitos.

Quadro 12 - Resumo de indicativos de teoremas em agdo mobilizados pelos sujeitos no decorrer das
entrevistas associados as ideias base de numero irracional

Ideias Base Indicativos de TAF Indicativos de TAV
TAF3: Se um ndmero x tem
representacdo decimal infinita, entdo x é
I. Compreender irracional.

sobre as infinitas
casas decimais de
alguns nlmeros.

TAF4: Se p ndo é quadrado perfeito,
J/p pode ter finitas casas decimais.

TAF5: Se p € R, ndo € quadrado
perfeito, entdo _/p € o nimero decimal
exibido pelo visor da calculadora.

TAV1: Se um nlmero X possui
infinitas casas decimais ndo periodicas,
entdo x é irracional.

I1. Compreender
que alguns nimeros
podem ser
representados como
a razao entre dois
ndmeros inteiros e
outros nimeros ndo
podem.

TAF6: Seja x um ndmero ndo inteiro,
entdo nédo existem p,qeZ,com q=0
tal que y — P

q

TAV2: Se um nimero x pode ser
escrito na forma P, com p,gez e

q#0, entdo x ¢ racional.

TAV3: Se um nimero p ndo é racional,
entdo p é irracional.

I11. Diferenciar um
ndmero irracional
de um ndmero
racional: saber que
um ndmero
irracional ndo pode
ser escrito como a
razao entre dois
ndmeros inteiros, e
que um namero
irracional possui
infinitas casas
decimais nao
periddicas.

TAF1: Se x ndo é um namero inteiro,
entdo x é irracional.

TAF2: Se x é um nimero negativo,
entdo x é irracional.

TAF3: Se um nimero x tem
representacdo decimal infinita, entdo x é
irracional.

TAF6: Seja x um ndmero ndo inteiro,
entdo ndo existem p,qeZ,com q=0

tal que y — P
q

TAV1: Se um nimero X possui
infinitas casas decimais ndo periddicas,
entdo x € irracional.

TAV2: Se um nimero x pode ser

escrito naforma P, com p,qeZ e
q

q# 0, entdo x é racional.

TAV3: Se um ndmero p ndo é racional,

entdo p é irracional.

%7 As ideias base V, VIII, IX e X, dentre as quais, as ideias base VIII, 1X e X foram questionadas apenas aos
alunos do ensino superior, ndo estdo disponibilizadas no quadro 12 porque elas ndo foram associadas no
decorrer das entrevistas a teoremas em acdo, possiveis de serem mobilizados nas falas dos sujeitos. Ideias
base: V) Saber aplicar o teorema de Pitagoras. VIII) Saber demonstrar que os nimeros algébricos da forma

\/ﬁ, com n ndo quadrado perfeito, ndo séo racionais. 1X) Conhecer definigdes, propriedades e exemplos de

conjuntos enumeraveis e ndo enumeraveis. X) Conhecer as teorias de Eudoxo, Dedekind e Cantor para a
construcdo dos nimeros reais.



161

IV. Considerar a
existéncia de
ndmeros irracionais
e perceber pra qué
esses niimeros

TAF6: Seja x um ndmero ndo inteiro,
entdo ndo existem p,qeZ,com q=0

tal que y — P

q
TAF7: Se ne N ndo é quadrado

TAV1: Se um nlmero X possui
infinitas casas decimais nao periddicas,
entdo x € irracional.

TAV3: Se um ndmero p ndo é racional,
entdo p é irracional.

TAVS: Se y R, entdo a equagéo

x? =y tem solugéo em R, dada por

servem. perfeito, entdo ndo é possivel X= i\/y '
representar /n na reta numérica. TAV6: Seja b e R, entdo existe um
TAF10: Se beR, ndo é quadrado | quadrado de area A=Db cm?, cuja
perfeito, entdo ndo existe um quadrado | medida dos lados é /b cm .
cuja medida de dreaé A=Db cm?. TAV7: Seja n ez, entdo existe o
TAFLL: Seja acR,. Ja existe se e segmento de medida /n , sendo
somente se & € quadrado perfeito. possivel representa-lo na reta numérica.
TAVS: Se acR,, entdo existe v/a .
TAFT7: Se ne N ndo € quadrado TAVS: Seja b e R, entdo existe um
perfeito, entdo nado é possivel , 2 .
V1. Aceitar a quadrado de area A=b cm~, cuja

existéncia de
segmentos de

representar v/n na reta numérica.
TAF10: Se b € R, ndo € quadrado
perfeito, entdo ndo existe um quadrado

medida dos lados é vb cm .
TAVT: Seja ne Z,, entdo existe 0

medidas ) ; .
JnvneN cuja medida de area é A=h cm®. segmento de medida +/n , sendo
' ' TAF11: Seja acR., Va existe se e possivel representé-lo na reta numérica.
somente se a € quadrado perfeito. TAVS: Se a€ R, , entdo existe \/E
VIl Aceitarque | TAF8: Se p € R, ndo é quadrado TAV4: Sejam p e geR,,

aequagdo x* = p
tem solugéo real,
paratodo peR,.

perfeito entdo ndo existe X € R tal que
X’ =p.

TAF9:Se p e R, entdo x*=p tem
solucéo real, dada por x = \/B .

Jp=qep=0q’.
TAVS: Se y e R, entdo a equagéo

x* = Y tem solugdo em R, dada por

x=%]y.

Fonte: a autora desta pesquisa

Dentre os conhecimentos manifestados pelos alunos no decorrer das entrevistas,

atribui-se atencdo especial aos onze teoremas em acéo falsos relacionados aos nimeros

irracionais, possiveis de serem mobilizados por alunos de Ensino Fundamental, Médio e

Superior de Matematica. Afinal, em conformidade com a Teoria dos Campos Conceituais,

é a desestabilizacdo de conhecimentos falsos como estes que véo favorecer a compreensao

do conceito de nimeros irracionais pelos sujeitos no decorrer de suas escolarizacdes.

Quanto aos conhecimentos e desempenhos, relacionados ao Campo Conceitual

dos numeros irracionais, a presente pesquisa permite afirmar que os alunos do Ensino

Fundamental e Collége os mobilizam de modo correspondente, ndo sendo possivel apontar

diferencas significativas entre suas respostas, nem perceber avancos em seus desempenhos,
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apesar de terem sido analisados sujeitos de sistemas de ensino culturalmente distintos, e
dos curriculos explicitarem ou ndo estes numeros. De acordo com os resultados obtidos,
esses alunos ndo compreendem seis dentre as sete ideias base especificadas na secéo 5,
relacionadas aos numeros irracionais, mobilizando, portanto, teoremas em acdo falsos
associados as ideias base conforme o quadro 12. Apenas a ideia base referente ao teorema
de Pit&goras foi mobilizada corretamente pelos alunos.

Muitas das semelhangas nas respostas dos alunos do Ensino Fundamental e
College dizem respeito aos conhecimentos falsos mobilizados por esses alunos no ato das
entrevistas. Destaca-se que os referidos alunos ndo distinguem numeros racionais de

irracionais, e ndo reconhecem como irracional nem ao menos certos irracionais protétipos,
tais como 2 e z. Além disso, eles ndo souberam dizer para qué servem 0s numeros
7,+/3, 010100..., embora o estudo de &reas e perimetros de circunferéncias, e volumes de
esferas, que estdo diretamente relacionadas ao numero =, faca parte dos curriculos

brasileiros e franceses para esse nivel de ensino, assim como o estudo do teorema de

Pitagoras e trigonometria no tridngulo retdngulo, os quais se relacionam ao significante

V3.

Em relagdo aos conhecimentos mobilizados sobre solugdes de equagfes do
segundo grau da forma x* =b, be R, foi possivel notar que, embora de acordo com os
curriculos brasileiros e franceses, este conteudo seja estudado nesse nivel de ensino,
nenhum desses alunos apresentou a solucdo negativa das equagfes contempladas no rol de
atividades. Porém, quando se refere ao valor de b negativo, assim como a equagdo
considerada na pesquisa x* =-9, surgem, de modo equivocado, nas respostas de seis
alunos, sendo trés alunos do Ensino Fundamental e trés alunos do College, duas solugdes —
uma positiva e uma negativa -, conforme apontam as analises.

No que se refere a situagGes que envolvem a raiz quadrada de um numero, foi
possivel constatar que o dominio numérico dos alunos do Ensino Fundamental e Collége
diz respeito aos nimeros inteiros quadrado perfeito, pois nove desses alunos disseram que
as equagdes x* =17 e x*> = ndo possuem solucdo porque ndo existe um nimero que se
elevado ao quadrado resulte em 17ou x. Ademais, esses alunos afirmaram sobre a
existéncia de um quadrado de medida de 4rea A=25 cm?, justificando que a medida do

seu lado é 5 cm, devido ao fato de que a area de um quadrado é dada por IxI, ou 1.

Porém, para os quadrados de medidas de &rea 13 cm® e 24 cm?, os alunos concluiam
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pela ndo existéncia, e alegavam que ndo existe um numero que represente a medida do lado
do quadrado que se elevado ao quadrado resulte em 13 ou 24.

Destaca-se que, ao negar a existéncia de um quadrado, esses alunos estdo negando
a existéncia da medida do lado do quadrado, que se trata de um numero irracional. Este

conhecimento falso € tao resistente para esses alunos, que mesmo diante de um método de
construcdo de segmentos de medida irracionais da forma Jn, neZ, , apresentado na

ultima atividade da entrevista, com o objetivo de contribuir para a desestabilizacdo desse

conhecimento equivocado, apenas um aluno do Collége demonstrou ter compreendido a
situacdo e representou 0 segmento de medida J2 uc. nareta.

Desse modo, esta pesquisa mostra que embora curriculo e livros didaticos
brasileiros explicitem os nameros irracionais, sendo contemplado nos livros didaticos de 8°
ou 9° ano um capitulo para o estudo dos conjuntos numéricos; e, embora no curriculo
francés, o conceito de raiz quadrada seja contemplado pelos livros didaticos da Troisieme
(corresponde ao 9° ano) com um capitulo especifico para seu estudo, os alunos brasileiros
do Ensino Fundamental, e os alunos franceses do Collége, entrevistados nesta pesquisa ndo
apresentaram diferencas significativas em suas respostas, e mobilizaram conhecimentos
falsos correspondentes.

Em relacdo aos alunos do Ensino Médio e Lycée — TES e TS foram identificadas
semelhancas e diferencas em seus desempenhos, sendo percebido, dentre os alunos de TS,
respostas mais precisas, com menor frequéncia de teoremas em acdo falsos e maior
indicativo de desestabilizacdo, ou pelo menos de perturbacdo local, de conhecimentos
equivocados. Desse modo, comparando o desempenho dos alunos entrevistados de Ensino
Médio, TES e TS, é possivel afirmar que existe avanco no desempenho dos alunos de TS,
diante de situagbes do Campo Conceitual dos ndmeros irracionais. Este fato néo
surpreende, uma vez que os alunos de TS sdo preparados para ingressar em Cursos
universitarios de Ciéncias Exatas, recebendo, portanto, maior énfase nas disciplinas de
Matematica, bem como carga horaria mais ampla do que os alunos dos demais Lycée e do
Ensino Médio brasileiro, conforme mostrado na se¢éo 4.

Assim como era esperado, devido a experiéncia escolar, também foram
constatados avancos e diferengas nos desempenhos dos alunos do Ensino Médio e TES em
relacdo aos alunos do Ensino Fundamental e Collége. Todavia, esta pesquisa mostra que 0s
alunos do Ensino Médio e Lycée também ndo compreendem as ideias base de nimeros

irracionais em sua totalidade, o que significa, portanto, que eles ndo vivenciaram ou nédo
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compreenderam, no decorrer de suas escolarizacdes, situacOes relacionadas aos numeros
irracionais, tais como aquelas propostas nesta pesquisa. Este fato expressa, sobretudo em
relacdo ao sistema de ensino brasileiro, que os alunos ingressam no Ensino Superior de
Matematica, ou de outras areas de Ciéncias Exatas, sem ao menos compreender as ideias
base de numeros irracionais.

Uma diferenga percebida, que ndo foi considerada como um avango, entre as
respostas dos alunos do Ensino Médio e Lycee, e dos alunos do Ensino Fundamental e
College, diz respeito ao uso da calculadora. A manipulacdo com a calculadora esta mais
presente nos alunos do Ensino Médio e Lycée, embora nem sempre mobilizada
corretamente, quando se trata de nimeros irracionais. E revelado, desse modo, o0 modelo de

Concepcdo Aproximada - CA~ (BRONNER, 1997), no qual a raiz quadrada é manifestada
sob um aspecto de operador-algoritmo: \/_: — ¢, onde c ¢é o valor aproximado oferecido

pela calculadora.

Para favorecer a desestabilizacdo desses conhecimentos falsos relacionados aos
nameros irracionais e uso da calculadora, sugere-se que nos momentos de ensino dos
nameros irracionais, o professor disponibilize a seus alunos calculadoras com capacidades
de digitos distintas em seus visores, de modo a favorecer resultados distintos relativos as
quantidades de digitos disponiveis. Nesse momento, também se considera importante a
apresentacdo de um software, como, por exemplo, o Excel, que favorega calculos com
varias casas decimais sem o0 armazenamento de digitos que acarreta em arredondamentos
de certos nimeros, assim como ocorre com algumas calculadoras, como as duas utilizadas
durante as entrevistas desta pesquisa, conforme ja mencionado na atividade 5(b).

Concernente aos avangos dos alunos de Ensino Médio e TES em relacdo aos
alunos do Ensino Fundamental e Collége, destaca-se que esses alunos de nivel mais
avancado consideram a existéncia de todos os numeros representados nos cartbes na
atividade 1, e apresentaram aplicacdes para o numero 7, relacionando-o com formulas de

area e perimetro de circunferéncia; eles reconhecem, por unanimidade, a ndo existéncia de

solugéo real para a equacdo x° =-9, e apresentam indicativos de dominio numérico mais
amplo do que os alunos do Ensino Fundamental e Collége.

No que diz respeito a existéncia de segmentos com medidas irracionais, os alunos
do Ensino Meédio e Lycée também mobilizam conhecimentos falsos. No entanto, a

possibilidade de desestabiliza-los, ou pelo menos perturba-los localmente, é mais
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concebivel do que em relacdo aos alunos do Ensino Fundamental e Collége, conforme os
resultados da atividade 5(b) e atividade 8.

Segundo o que se presumia, devido o longo periodo escolar, experiéncias com
estudos e situacdes matematicas, o0 maior desempenho, no decorrer das entrevistas, ocorreu
com os alunos do Ensino Superior. Estes sujeitos apresentaram respostas mais precisas,
menor quantidade de conhecimentos falsos, mobilizacdo consciente da decimalizagdo
proporcionada pela calculadora, e possibilidade de desestabilizar, ou pelo menos perturbar
localmente, teoremas em acéo falsos.

Entretanto, as analises mostram que conhecimentos falsos ligados as situacfes
relacionadas aos numeros irracionais também se fazem presentes nas respostas desses
futuros professores de Matematica. Destaca-se o fato de alguns alunos ndo considerarem a

ndo periodicidade dos numeros irracionais, classificando 0,101001000... como racional,

ou 0,333... como irracional, e ndo saberem sobre a ndo periodicidade de V2 ; dificuldades

com a ideia de infinito; ndo justificam a existéncia de ndmeros irracionais transcendentes

tal como 0,101001000...; ndo consideram a existéncia e ndo sabem representar segmentos
de medidas irracionais algébricas, e chegam a negar a existéncia de quadrados cuja medida

de dreaé 13 cm® ou 24 cm®.

Todas as incompreensfes percebidas nas respostas de alguns alunos do Ensino
Superior brasileiro e francés estdo relacionadas as ideias base de numeros irracionais,
presentes explicitamente no curriculo brasileiro da Educacdo Basica e implicitamente no
curriculo francés da Educacdo Baésica. Cabe salientar que, em relacdo as teorias de
construcdo do conjunto dos numeros irracionais, elucidadas na sec¢do 2, os alunos
entrevistados disseram ter estudado ou ter ouvido falar sobre elas, porém nenhum deles
soube explicita-las, dizer para qué serve ou dizer do que se tratam. Esses fatos comprovam
a hipdtese desta pesquisa, em relagdo a necessidade de um longo periodo escolar para que
os alunos se apropriem do conceito de numeros irracionais, por meio de diversas situagdes
vivenciadas durante a escolarizacao.

Considerando respostas precisas, mobilizacdo de teoremas em acdo verdadeiros e
falsos, tempo de reflexdo e hesitacdo para apresentar solucdo, adaptacdo das situagdes
propostas a situagfes possivelmente ja vivenciadas pelos alunos, possibilidade de
desestabilizar ou perturbar localmente conhecimentos equivocados, foi percebido um

avanco no desempenho dos alunos franceses do Ensino Superior em relacdo aos alunos
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brasileiros de mesmo nivel, sobretudo em relacdo as atividades 3, 4, 5, 6 e 7, conforme
apontam as anélises.

Entretanto, com relagdo as situagdes presentes no Campo Conceitual dos nimeros
irracionais, e considerando os sistemas de ensino brasileiro e francés, constatou-se que,
independente do sistema de ensino em que 0s alunos estejam inseridos, seu desempenho
avanca conforme avanca o0 nivel de escolarizacdo. Ademais, no estagio de
desenvolvimento cognitivo em que os alunos se encontram ao finalizar o nivel semelhante
ao Ensino Fundamental, o desempenho e os conhecimentos mobilizados por esses alunos
sobre 0s numeros irracionais sdo semelhantes. Igualmente, este fato foi observado no
desempenho dos alunos que finalizam o Ensino Médio e TES, ou seja, apenas em um
ensino que recebe maior énfase matematica, assim como recebem os alunos de TS, foi
possivel constatar avanco significativo em seus desempenhos em relacdo aos demais
sujeitos entrevistados de nivel de ensino correspondente.

No sistema de ensino francés, de modo geral, sdo os alunos que cursam TS que
ingressam nos cursos universitarios de Matematica. Por consequéncia, com base
matematica mais consistente, os alunos franceses do Curso de Matematica apresentaram,
nesta pesquisa, avango em seus desempenhos nas atividades propostas, em relacdo aos
alunos brasileiros. No entanto, ressalta-se que esta analise é geral, com olhar voltado para
as respostas de todos os alunos franceses e de todos os alunos brasileiros entrevistados,
pois é preciso considerar que houve respostas de alunos brasileiros que, no decorrer de
toda a entrevista, tiveram desempenho semelhante ou mais avancado do que certos alunos
franceses.

Na Franca, atualmente, ndo ha explicitamente um estudo sobre os numeros
irracionais no curriculo da Educacao Basica. No entanto, os alunos do Lycée entrevistados
nesta pesquisa fizeram parte da Gltima turma em que o estudo dos conjuntos numéricos
ainda fazia parte dos curriculos da Seconde. Porém, mesmo que esses nimeros ndo sejam
explicitados no curriculo, ndo se pode negar que as situacdes, 0S conceitos e 0s
significantes relacionados ao Campo Conceitual dos nimeros irracionais estdo presentes a
todo 0 momento nas aulas de Matematica, ao longo da vida escolar dos alunos.

Desse modo, a presente pesquisa mostra que, independente de este conceito estar
explicito ou ndo nos curriculos e livros didaticos, de apresentar ou ndo a definicdo dos
numeros irracionais aos alunos, de se inserir ou ndo um capitulo nos livros didaticos para
se estudar a natureza dos numeros — racionais, irracionais, reais -, estes fatores néo

interferem na aprendizagem dos alunos em relagdo a natureza dos nimeros. Ao contrério,



167

os resultados da presente investigacdo apontam que € a experiéncia escolar, a diversidade
de situacdes matematicas vivenciadas pelos alunos, e a disponibilidade do professor em
conhecer e apresentar a seus alunos atividades que favorecam a desestabilizacdo de
conhecimentos falsos, que véo favorecer a apropriacdo do conceito de nimeros irracionais.

Assim, com a presente pesquisa constata-se que a institucionalizacdo dos nimeros
irracionais, bem como dos numeros reais, no 8° ou 9° ano do Ensino Fundamental,
conforme vem sendo explorado nas aulas de matematica, e conforme consta no curriculo
brasileiro da Educacdo Basica, ndo contribui para a compreensdo desse conceito pelos
alunos desse estagio de desenvolvimento cognitivo. Afinal, esta investigacdo que envolveu
sujeitos de sistemas de ensino culturalmente distintos, de modo especial em relacdo aos
nameros irracionais, mostra que 0s conhecimentos mobilizados por esses alunos nas
atividades contempladas no instrumento de pesquisa nao apresentaram diferencas
significativas, especialmente em relacdo aos alunos que finalizam o Ensino Fundamental e
nivel correspondente francés.

Assim, infere-se que as dificuldades de aprendizagens desse conceito estdo
relacionadas a sua natureza epistemologica, necessitando, portanto, atencdo especial por
parte de professores da Educacdo Basica, e, sobretudo de professores de Cursos de
Licenciatura em Matematica, responsaveis pela formacéo de professores.

Os resultados desta pesquisa indicam ainda que para favorecer a compreensédo do
conceito de numero irracional pelos alunos, € importante que o professor conheca 0s
conhecimentos implicitos possiveis de serem mobilizados por seus alunos, conforme
indicados no quadro 12, para que ele possa melhor compreender as respostas de seus
alunos e, entdo, explorar diferentes situacBes presentes no Campo Conceitual dos nimeros
irracionais. Sugere-se que as atividades contempladas em sala de aula sejam escolhidas,
conforme as contempladas nesta pesquisa, com vistas a desestabilizar teoremas em acgéo
falsos, possiveis de serem manifestados nas agdes dos alunos.

Ressalta-se, ainda, a importancia de se explorar em sala de aula situagdes
relacionadas a Teorema de Pitdgoras, trigonometria, resolugdo de equacgdes polinomiais,
areas de figuras planas, volumes de solidos geométricos, constru¢des geométricas com
medidas irracionais, entre outras, para que com o decorrer do periodo escolar o conceito de
numero irracional possa ser apropriado pelos alunos.

Observa-se que as dificuldades dos alunos em compreender o conceito de
nameros irracionais, assim como a necessidade de longo periodo escolar para sua

apropriacdo, podem ser reflexos do percurso histérico desses nimeros. Pois, conforme os
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resultados da secdo 2, a Historia da Matematica nos revela os periodos conflituosos, cheios
de davidas, além do longo tempo que levou para a construcdo de teorias consistentes,
especialmente por Cantor e Dedekind, para a formalizagcdo dos numeros irracionais.

Nesse sentido, surge a importancia dos Cursos de Licenciatura em Matematica
favorecerem aos futuros professores o acesso a fatos historicos dos numeros irracionais, as
origens desses numeros, as dificuldades e conflitos enfrentados pelos matematicos até a
formalizacdo desse conceito. Pois, assim como aponta Cobianchi (2001), com poucas
excecdes, a abordagem dos numeros reais nas obras da Educacéo Basica leva o leitor a crer
que ndo houve qualquer percalco em toda a trajetoria dos numeros reais.

Ainda em relacdo aos futuros professores de Matematica, € importante que eles
tenham oportunidades em suas formacoes de conhecer sobre os processos de construcéo
dos irracionais, ndo somente com o propdsito de estudarem uma matematica avancgada,
com pura formalidade, ou a teoria pela teoria, mas, sim, com vistas a favorecer alicerces
para futuras praticas pedagdgicas e argumentacdes em sala de aula da Educacdo Basica,
para compreender as dificuldades de seus alunos e melhor contribuir para suas superagoes.

Quanto aos resultados desta pesquisa, espera-se que eles contribuam com os
professores da Educacdo Basica, no sentido de perceberem que certos conhecimentos
relacionados aos numeros irracionais, possiveis de serem manifestados por seus alunos,
ndo podem ser tratados como um simples erro. Afinal, esta pesquisa mostra que estes
conhecimentos podem permanecer arraigados até a fase adulta, caso os alunos ndo tenham
acesso a situacdes matematicas que favorecam a desestabilizacdo desses conhecimentos. E,
sobretudo, que apresentar a definicdo de namero irracional e apresentar exemplos ndo é
suficiente para os alunos construirem este conceito. E preciso que eles vivenciem diversas
situacbes, compreendam e relacionem diversas representacdes e significantes, passem por
momentos de desequilibrios, desestabilizem conhecimentos falsos, para que, com o passar
dos anos escolares, possam efetivamente conhecer e compreender 0s nimeros irracionais.

Espera-se que estes resultados também favorecam aos professores dos Cursos de
Matematica, para perceberem que nem ao menos a natureza dos numeros, presente no
curriculo da Educagdo Basica, € compreendida pelos alunos que ingressam no Ensino
Superior. Corre-se o risco de os futuros professores de Matematica entrarem numa sala de
aula como professor desta disciplina sem compreender e ter vivenciado, em sua
escolarizacdo, situacbes que favorecam a compreensdo das ideias base de numeros
irracionais, conforme mostra esta pesquisa. Pois, conforme mencionado na se¢do 2,

Cobianchi (2001) alerta que, em se tratando de obras utilizadas nos cursos de Matematica,
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elas ndo abordam constru¢Bes dos nameros reais viaveis para a preparacao dos futuros
professores de Ensinos Fundamental e Médio.

As atividades que contemplaram o instrumento de pesquisa foram elaboradas
levando em consideracdo diversas situacdes, significantes, representacdes e possibilidades
de teoremas em acédo falsos mobilizados pelos alunos, relacionados ao Campo Conceitual
dos numeros irracionais. Algumas atividades, ainda, como as atividades 5(b), 6 e 8, foram
inseridas com o objetivo de favorecer a desestabilizacdo, ou pelo menos perturbacéo local,
desses falsos conhecimentos que supostamente poderiam ser mobilizados pelos alunos.
Estes fatores considerados favorecem, segundo Vergnaud, aprendizagens aos alunos, fato
que pode ser confirmado no decorrer das entrevistas.

Desse modo, sugere-se que esta sequéncia de atividades, ou outra sequéncia de
atividades que atendam esses requisitos, seja contemplada nas aulas de Matemaética tanto
da Educacdo Baésica, quanto do Ensino Superior, como, por exemplo, nas disciplinas de
Estagio Supervisionado, Pratica de Ensino, Didatica da Matemética ou Complementos de
Matematica, para favorecer a compreensdo do conceito de nimero irracional pelos alunos.

Sobretudo, aos futuros professores de Matematica, nas disciplinas j& mencionadas,
além desta sequéncia de atividades favorecer aprendizagens a esses futuros professores,
apos resolver as atividades, sugere-se que 0s resultados da presente pesquisa possam ser
discutidos com estes futuros professores para que eles venham a conhecer 0s possiveis
erros de seus futuros alunos, e estarem mais bem preparados para lidar com estes erros e
contribuir com a construcao do conceito de nimero irracional de seus futuros alunos.

Como sugestdes para pesquisas futuras, sugere-se que se utilizem as atividades
contempladas numa investigacdo com professores de Matematica da Educacdo Basica e
Superior, no sentido de questiona-los, individualmente, sobre o que eles pensam que seus
alunos responderiam em cada uma das atividades. Desse modo, seria possivel confrontar os
conhecimentos dos alunos, de acordo com os resultados da presente tese, com as
suposicdes dos professores sobre os conhecimentos dos alunos, relacionados ao Campo
Conceitual dos numeros irracionais. Além disso, seria possivel buscar na fala desses
professores indicativos que favorecam a elaboracéo de outras desestabilizagcdes do conceito
de numero irracional, que por ventura ndo tenham sido contempladas nesta tese.

Outra possibilidade de investigacdo futura seria observar em sala de aula, no
decorrer do ano letivo do 8° e 9° ano do Ensino Fundamental, no Ensino Médio e na

disciplina de Calculo I, quais situacbes e conceitos do Campo Conceitual dos nimeros
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irracionais sdo efetivamente trabalhados, e como sdo realizadas as abordagens destas

situacoes.
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ANEXO A

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO PARA OS PAIS

Prezados pais, gostariamos da vossa permissao para que seu filho(a) participe de nossa
pesquisa de doutorado que faz parte do Programa de P6s-graduacdo em Educacao para a
Ciéncia e a Matematica (PCM) e é orientada pela professora Dr? Clélia Maria Ignatius
Nogueira da Universidade Estadual do Parand (UEM). O objetivo da pesquisa é investigar
se existem semelhancas nas resolucdes de atividades relacionadas a determinados NUmeros
em alunos de 9° ano do Ensino Fundamental, 3° ano do Ensino Médio e 4° ano do Curso de
Licenciatura em Matematica. Para isto a participacdo de seu filho(a) € muito importante, e
ela se daria da seguinte forma: conceder-nos uma entrevista videogravada com resolugdes
de atividades de Matematica relacionadas a estes Numeros. Informamos que mesmo que
seu filho(a) ndo tenha respostas para algumas questbes da entrevista, isto ndo tera
problemas, nem para ele e nem para nossa pesquisa, pois com nossa pesquisa pretendemos
adquirir um panorama geral sobre o0 ensino destes NUmeros e os resultados ndo dependerdo
somente de respostas especificas da parte dele. Gostariamos de esclarecer que a
participacdo do seu filho(a) é totalmente voluntaria, podendo vocé ou seu filho(a): recusar-
se a participar, ou mesmo desistir a qualquer momento sem que isto acarrete qualquer énus
Ou prejuizo a sua pessoa. Informamos ainda que as informacGes serdo utilizadas somente
para os fins desta pesquisa, e serdo tratadas com o mais absoluto sigilo e confidencialidade,
de modo a preservar a identidade de seu filho. Os registros gravados serdo arquivados apés
a pesquisa, na secretaria do Programa de Pdés Graduacdo em Educacdo para a Ciéncia e a
Matematica sob total sigilo, sendo que se necessaria nova utilizagdo desse material para
outras pesquisas. Os beneficios esperados é obter um panorama dos trés niveis de ensino
(Fundamental, Médio e Superior) sobre determinados NUmeros, e apontar contribuicoes
para o0 ensino deste conteudo. Uma coOpia da pesquisa sera entregue a direcdo deste
estabelecimento, ..........ccocvvvvieiinnnn , que gentilmente possibilitou a realizagédo de parte de
nossa pesquisa, e também a biblioteca Central da Universidade Estadual de Maringd. Caso
vocé tenha mais dividas ou necessite de maiores esclarecimentos, pode nos contatar

nos enderecos abaixo ou procurar o Comité de Etica em Pesquisa da UEM, cujo enderego
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consta deste documento. Este termo deverad ser preenchido em duas vias de igual teor,

sendo uma delas, devidamente preenchida e assinada entregue ao Sr(a).

BU, e, declaro que fui devidamente esclarecido e
concordo que meu filho ... participe VOLUNTARIAMENTE da

pesquisa coordenada pelo Profa Veridiana Rezende.

Assinatura

Eu, Veridiana Rezende, declaro que forneci todas as informacdes referentes ao projeto de pesquisa

supra-nominado.

Assinatura do pesquisador

Qualquer davida com relagdo & pesquisa podera ser esclarecida com o pesquisador, conforme o
enderego abaixo:

Nome: Veridiana Rezende

Endereco: Av. Curitiba, 1231

e-mail: rezendeveridiana@gmail.com

Telefone: (44) 3531-2439

Qualquer duvida com relacéo aos aspectos éticos da pesquisa podera ser esclarecida com o Comité
Permanente de Etica em Pesquisa (COPEP) envolvendo Seres Humanos da UEM, no endereco
abaixo:

COPEP/UEM

Universidade Estadual de Maringa.

Av. Colombo, 5790. Campus Sede da UEM.

Bloco da Biblioteca Central (BCE) da UEM.

CEP 87020-900. Maringa-Pr. Tel: (44) 3261-4444

E-mail: copep@uem.br
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ANEXOB

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO PARA ALUNOS
UNIVERSITARIOS

Gostariamos de convida-lo a participar de nossa pesquisa de doutorado que faz parte do
Programa de Pds-graduacdo em Educacdo para a Ciéncia e a Matematica (PCM) e é
orientada pela professora Dr? Clélia Maria Ignatius Nogueira da Universidade Estadual do
Parana (UEM). O objetivo da pesquisa € investigar se existem semelhancas nas resolugdes
de atividades relacionadas aos NUmeros Irracionais em alunos de 9° ano do Ensino
Fundamental, 3° ano do Ensino Médio e 4° ano do Curso de Licenciatura em Matematica, e
ainda obter um conhecimento geral sobre o ensino dos NUmeros Irracionais. Para isto a sua
participagdo € muito importante, e ela se daria da seguinte forma: conceder-nos uma
entrevista envolvendo resolucdo de atividades sobre os Numeros Irracionais. Informamos
gue mesmo que vocé ndo tenha respostas para algumas questfes/atividades, isto ndo tera
problemas, nem para vocé e nem para nossa pesquisa, PoiS com nossa pesquisa
pretendemos adquirir um panorama geral sobre o ensino dos Numeros Irracionais e 0S
resultados ndo dependerdo especificamente de suas respostas. Gostariamos de esclarecer
que sua participacdo é totalmente voluntaria, podendo vocé: recusar-se a participar, ou
mesmo desistir a qualquer momento sem que isto acarrete qualquer 6nus ou prejuizo a sua
pessoa. Informamos ainda que as informacg6es serdo utilizadas somente para os fins desta
pesquisa, e serdo tratadas com o mais absoluto sigilo e confidencialidade, de modo a
preservar a sua identidade. Os registros gravados serdo arquivados ap0s a pesquisa, na
secretaria do Programa de P6s Graduagdo em Educacao para a Ciéncia e a Matemaética sob
total sigilo, sendo que se necesséria nova utilizagdo desse material para outras pesquisas,
sera antes enviado para analise a COPEP. Os beneficios esperados € obter um panorama
dos trés niveis de ensino (Fundamental, Médio e Superior) sobre os Numeros Irracionais, e
apontar contribuigdes para o ensino deste conteudo. Uma cdpia da pesquisa serd entregue
ao diretor (chefe) deste estabelecimento, que gentilmente possibilitou a realizagdo de parte
de nossa pesquisa, e tambem a biblioteca Central da Universidade Estadual de Maringa.
Caso vocé tenha mais davidas ou necessite maiores esclarecimentos, pode nos contatar

nos enderecos abaixo ou procurar o Comité de Etica em Pesquisa da UEM, cujo enderego
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consta deste documento. Este termo deverad ser preenchido em duas vias de igual teor,

sendo uma delas, devidamente preenchida e assinada entregue a VOCé.

B, declaro que fui devidamente
esclarecido e concordo em participar VOLUNTARIAMENTE da pesquisa coordenada
pelo Profa Veridiana Rezende.

Assinatura ou impressdo datiloscopica

Eu, Veridiana Rezende, declaro que forneci todas as informacdes referentes ao projeto de pesquisa

supra-nominado.

Assinatura do pesquisador

Qualquer davida com relagdo & pesquisa podera ser esclarecida com o pesquisador, conforme o
enderego abaixo:

Nome: Veridiana Rezende

Endereco: Av. Curitiba, 1231

e-mail: rezendeveridiana@gmail.com

Telefone: 44 99694445

Qualquer duvida com relacéo aos aspectos éticos da pesquisa podera ser esclarecida com o Comité
Permanente de Etica em Pesquisa (COPEP) envolvendo Seres Humanos da UEM, no endereco
abaixo:

COPEP/UEM

Universidade Estadual de Maringa.

Av. Colombo, 5790. Campus Sede da UEM.

Bloco da Biblioteca Central (BCE) da UEM.

CEP 87020-900. Maringa-Pr. Tel: (44) 3261-4444

E-mail: copep@uem.br
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ANEXO C

UNIVERSITE CHARLES-DE-GAULLE LILLE 3
Sciences humaines et sociales
Laboratoire Théodile — CIREL EA 4354

AUTORISATION PARENTALE

Lille, le ... mars 2012.

Madame, Monsieur,

Je suis professeur de

Mathématiques et doctorante en Sciences de I’Education — discipline de
Mathématiques au Brésil. Dans le cadre de ma recherche de Doctorat, dirigée par
Mesdames Clélia Maria Ignatius Nogueira de 1’Université brésilienne et Dominique
Lahanier-Reuter de I’Université Lille 3, je sollicite votre autorisation pour la participation
de votre enfant a ma recherche. Cette participation consiste en un entretien avec quelques

activités mathématiques a résoudre.

Voici quelques informations complémentaires :

Cette recherche est développée dans le cadre des échanges universitaires entre le
Brésil et la France. L’objectif de cette recherche est de comparer les conceptions des
éleves brésiliens et frangais relatives a un sujet particulier de I'enseignement de
mathématiques: les Nombres. Cette étude concerne des éléves de 3° du Collége, de
Terminale - Baccalauréat et de la Licence. La participation de votre enfant est tres
importante pour ma recherche scientifique. Ces entretiens, qui auront lieu au college et qui
dureront prés de 50 minutes, seront enregistrés par vidéo afin de faciliter mes analyses, et
ensuite, seront détruits. Cet enregistrement servira exclusivement a I'analyse et ne sera pas
diffusé. L’anonymat de votre enfant sera entierement garanti et préservé au long de

cette recherche.
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AUTORISATION :

JE  SOUSSIGNA(R)...eviveeeieiiite ettt parent ou tuteur
(tUrice)  18QAI(E) B oo anes
autorise 1’éléve de la classe de .......ccovevivieciieiiieiieieceeeeeeee e a participer a la
recherche de Doctorat en Mathématiques dirigée par Mesdames Clélia Maria Ignatius
Nogueira et Dominique Lahanier-Reuter.

Avec tous mes remerciements pour votre collaboration, je vous prie de recevoir,
Madame, Monsieur, mes salutations les plus distinguées.

Veridiana Rezende

Pour toute information complémentaire, n’hésitez pas a me contacter.

Veridiana Rezende

rezendeveridiana@gmail.com
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ANEXO D

UNIVERSITE CHARLES-DE-GAULLE LILLE 3
Sciences humaines et sociales
Laboratoire Théodile — CIREL EA 4354

LETTRE DE CONSENTEMENT

Lille, le .... mars 2012

Madame, Monsieur,

Je suis professeur de Mathématiques et doctorante en Sciences de I’Education —
discipline de Mathématiques au Brésil. Dans le cadre de ma recherche de Doctorat, dirigée
par Mesdames Clélia Maria Ignatius Nogueira de I’Université brésilienne et Dominique
Lahanier-Reuter de 1’Université Lille 3, j’aimerais solliciter votre collaboration et
participation a ma recherche. Cette participation consiste en un entretien avec quelques

activités mathématiques a résoudre.

Voici quelques informations complémentaires :

Cette recherche est développée dans le cadre des échanges universitaires entre le
Brésil et la France. L’objectif de cette recherche est de comparer les conceptions des
éleves bresiliens et francais relatives a un sujet particulier de I'enseignement des
mathématiques. Cette étude concerne des éléves de 3° du Collége, de Terminale -
Baccalauréat et de la Licence en Mathématiques. Votre participation est trés importante
pour ma recherche scientifique. Ces entretiens, qui auront lieu dans une salle de
I’Université et qui dureront prés de S0 minutes, seront enregistrés par vidéo afin de faciliter
mes analyses, et ensuite, seront détruits. Cet enregistrement servira exclusivement a
I'analyse et ne sera pas diffusé. Votre anonymat sera entierement garanti et préservé

tout au long de cette recherche.
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AUTORISATION :

Je S oTU R o[0T (=) PSSR consens
librement a participer a la recherche de Doctorat en Mathématiques dirigée par Mesdames

Clélia Maria Ignatius Nogueira et Dominique Lahanier-Reuter.

Date :

Signature du participant

Avec tous mes remerciements pour votre collaboration, je vous prie de

recevoir, Madame, Monsieur, mes salutations les plus distinguées.

Veridiana Rezende

Pour toute information complémentaire, n’hésitez pas a me contacter.

Veridiana Rezende

rezendeveridiana@gmail.com
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ANEXO E

UNIVERSITE CHARLES-DE-GAULLE LILLE 3
Sciences humaines et sociales
Laboratoire Théodile —- CIREL EA 4354

Mme REZENDE, Veridiana

Doctorante en Sciences de 1I’Education
Discipline de Mathématiques

a I’Université d’Etat de Maringa - Brésil
rezendeveridiana@gmail.com

Lille, le .... mars 2012

A M. Le Principal
(Proviseur)

Objet : Demande d’autorisation de procéder a des entretiens aupres de 4 éléves de la classe
de Troisiéme (Terminale) pour une recherche scientifique en Mathématiques

Monsieur Le Principal (Proviseur),

Je suis professeur de Mathématiques et Doctorante en Sciences de I’Education —
discipline Mathématiques au Brésil. Je developpe ma recherche dans le cadre
des échanges universitaires entre le Brésil et la France, ou je suis accueillie par le
Laboratoire Théodile - CIREL de I’Université Lille 3. L objectif de cette recherche est de
comparer les conceptions des éleves brésiliens et frangais relatives & un concept
Mathématiques. Cette étude concerne des éléves de Troisiéme, de Terminale et de la
Licence 3 en Mathématiques.

Comme M. ........... , enseignante en Mathématiques de votre établissement, a accepté de
participer a ma recherche, je me permets de solliciter votre autorisation pour procéder a des
entretiens auprés de 4 éléves de Troisieme (Terminale). Je désirerais faire ces entretiens
individuels, qui dureront pres de 50 minutes, dans un local de votre établissement. Afin de
faciliter mes analyses ces entretiens seront enregistrés par vidéo qui seront détruites des la

fin de ma recherche. Cet enregistrement servira exclusivement a I'analyse scientifique.
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En vous remerciant vivement pour votre compréhension et votre collaboration a ma
recherche veuillez agréer M. Le Principal (Proviseur) mes salutations les plus

respectueuses.

Veridiana Rezende
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ANEXO F

GUIA DE QUESTOES PARA AS ATIVIDADES

Este guia de questdes norteava a pesquisadora no decorrer das entrevistas. Todavia,
se necessario, para melhor compreender as respostas dos alunos, algumas questdes
poderiam ser acrescentadas. E importante ressaltar que os alunos néo tiveram acesso a este

roteiro de questdes.

Atividade 1

1) Vocé acha que ndmeros inteiros tais como o nimero 1 e o numero 2 existem? Vocé
poderia apresentar uma justificativa de para que servem estes nimeros?

2) Eu tenho alguns cartBes que representam numeros (0s ndmeros representados nos
cartdes foram /3, V9, «, 3,14, 0,333..., 0,10100100010000..., % -4,v-4,0).Eu

vou apresenta-los, e eu gostaria de saber se vocé acha que cada um destes nimeros existe.
3) Vocé me falou que os nimeros 1 e 2 servem para.... € estes nimeros representados
nestes cartdes, para que vocé acha que eles servem?

4) Vocé se lembra dos conjuntos numéricos? Vocé saberia classificar estes nimeros
representados nos cartdes como racional, irracional ou nem racional nem irracional?

5) Vocé acha que a quantidade de grdos arroz que vocé ja comeu na sua vida é uma
guantidade finita ou infinita? Por que vocé acha isto?

6) E a quantidade de grdos de arroz que vocé ainda comer na sua vida sera uma
quantidade finita ou infinita? Por qué?

7) Vocé acha que a quantidade de numeros (casas decimais) que existem no nimero
0,10100100010000... (explicar que aqui poderia ser a combinacdo de quaisquer nimeros
ou mesmo numeros aleatérios como 0,138493850297...) é maior ou menor do que a
guantidade de arroz que vocé ainda vai comer na sua vida? Por qué?

8) Vocé acha que existem mais nimeros como este (mostra o cartdo com o numero
0,10100100010000...) ou como este (0,333...)? Por qué?
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Alunos da graduacéo:
9) Vocé sabe me dizer se existem mais nUmeros racionais ou mais nimeros irracionais.

Por qué?

10) Vocé ja estudou sobre conjuntos enumeraveis e ndo - enumeraveis? Vocé poderia me
falar das caracteristicas destes conjuntos.

11) Vocé sabe me dizer se o conjunto dos numeros racionais € enumeravel ou nao -
enumeravel? VVocé pode me dar uma explicacdo para este fato?

12) E o conjunto dos numeros irracionais, vocé acha que ele é numeréavel ou enumeravel.

Por qué?

Atividade 2
1) Se vocé teclar o niamero dois na calculadora e depois a tecla \/_ qual o valor que
aparece no visor?
2) Com este resultado que vocé encontrou vocé acha que a igualdade
V2 = 1414213562 & verdadeira? Por qué?

i) Se o aluno responder que a igualdade néo é verdadeira porque raiz de dois
tem infinitas casas decimais, questionar (com o objetivo que o aluno argumente
sobre a ndo periodicidade deste nimero) se ele sabe como sdo estas casas
decimais, se elas apresentam alguma caracteristica especifica. Perguntar se ele
sabe como sdo chamados 0s nimeros com estas caracteristicas, com o objetivo
de perceber se ele o caracteriza como um numero irracional.

ii) Se 0 aluno responder positivamente a questdo n° 1, questiona-lo:

(a) Vocé acha que é possivel encontrar v 2 ao quadrado?
(b) Quanto é 1,414213562 ao quadrado?

(c) Compare os valores encontrados no item (a) e no item (b). Por que vocé

acha que os resultados foram diferentes?

Atividade 3

a) Vocé acha que existem ou ndo dois nimeros inteiros P e 4, q # 0 com os quais

podemos escrever 3 igual a P o vocs poderia me dizer dois possiveis nimeros P e

que satisfacam esta condigédo?
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b) E se considerarmos a mesma coisa para 0 numero V2 . Vocé acha que existem ou nao
dois nameros inteiros P e ,  # U com os quais podemos escrever 2 igual a a .

Vocé poderia justificar sua resposta?
Se o aluno responder que V2 nio pode ser escrito como uma fracdo de dois

inteiros P e 4, g = 0, porque V2 & um nimero irracional, questionar:
c) Vocé conhece uma prova matematica que garante este fato?
Resposta positiva:

d) Vocé poderia escrever esta prova matematica que garante que nao podemos escrever

\/E como a razdo de dois inteiros?

Alunos da graduagéo:
e) Vocé ja estudou segmentos comensuraveis e incomensuraveis? VVocé poderia apresentar
um exemplo de dois segmentos incomensuraveis?
f) Vocé conhece a Teoria das Proporc¢des de Eudoxo? Vocé saberia dizer do que se trata?
g) Vocé estudou Cortes de Dedekind? Vocé sabe pra que servem os Cortes de Dedekind?

f) Vocé estudou a teria de Cantor para a construcao dos numeros reais?

Atividade 4
Vocé acha que estas equacdes do segundo grau tém solucdo no conjunto dos nimeros
reais?

a) x> =16 b)x* =17 c) x> = -9 d x> =7x

Atividade 5

a) Vocé acha que existe um quadrado de area A = 25 cm?? Qual deve ser a medida do

lado deste quadrado?

b) Vocé acredita que existe um quadrado de 4rea A = 13 cm*? Qual deve ser a medida

do lado deste quadrado?

Atividade 5(b)
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a) Considere o quadrado ABCD representado na ficha de atividade. Temos uma afirmagao:
A area do quadrado ABCD é 13 cm?. Vocé concorda com esta afirmacdo ou ndo?

C

2ot

3cm

Atividade 5(c)

Para os alunos que responderem que a afirmacdo da atividade 5(b) é verdadeira,
questionar: Vocé acha que é possivel construir um quadrado de area 5cm?*?

Solicitar ao aluno a construcdo deste quadrado. Questionar se é possivel construir

este quadrado sem o auxilio do teorema de Pitagoras.

Observacéo:
i. Para os alunos que ndo concordarem com a afirmacdo do item (a) que o quadrado
ABCD tem area 13 cm?, ndo questionar o item (b) desta atividade.

ii. Para os alunos que responderem no item (c) da questdo algébrica 2, que o

quadrado de area 13 cm?® existe, e que o lado deste quadrado mede V13 cm, ndo
questionar o item (a) desta atividade algébrica 3 e questionar diretamente o item
(b) desta atividade.

Atividade 6
a) No plano cartesiano estdo representados alguns retangulos com medida de area 24cm?.
Vocé pode confirmar este fato?
b) Vocé acha que existem outros retangulos como estes que também possuam area
24cm??
c) Vocé pode explicitar outras medidas para os lados destes retangulos?
d) Vocé acha que é possivel representar um quadrado, neste mesmo plano cartesiano,
com as mesmas condicGes destes retdngulos (um vértice na origem e outros dois sobre 0s

eixos coordenados) que tenha area igual a 24cm?? Por qué?
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Atividade 7

Na sua opinido, é possivel representar o nUmero /5 na reta numérica?

Observacéo:

i. Se o aluno representar o namero V5 na reta numérica utilizando o teorema de
Pitdgoras e o compasso para transportar o segmento, a proxima atividade ndo sera

apresentada.

ii. Se o aluno ndo souber representar 0 nUMero V5 na reta numerica, ou representa-lo
por aproximacOes de numeros decimais, ele serd conduzido a proxima atividade

com a intencdo que ele perceba que é possivel construirmos qualquer segmento de

medida +/n, com n um inteiro positivo.

Atividade 8

a) Apontar para o primeiro tridngulo da sequéncia e questionar sobre a medida da
diagonal deste triangulo.

b) Apontar para o segundo triangulo e questionar: E se vocé considerar este outro triangulo
de catetos medindo raiz de dois e um, qual é a medida da diagonal deste triangulo?

c¢) Continuar o processo até obter hipotenusa raiz de seis e questionar como fazer pra

encontrar o segmento de medida raiz de sete.

d) Agora que vocé conheceu um modo de construir segmentos de medidas Jn, com n
um inteiro positivo, vocé representaria de um modo diferente do que vocé

apresentou anteriormente o ndmero /5 na reta numérica?
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ANEXOH

GUIDE D’ENTRETIEN

Activité 1

1) Selon toi, est-ce que le nombre 1 et le nombre 2 existent ? Selon toi, a quoi servent-ils ?

2) Voici quelques cartes qui representent des nombres. Choisis une carte a la fois et dis si
le nombre representé sur la carte existe ou non. Selon toi, a quoi sert ce nombre ?

3) Voici des nombres representés sur des cartes. Regroupe-le en nombres rationnels, en
nombre irrationnels, ou ni rationnels ni irrationnels ? Comment tu as fait pour le
regrouper ?

4) Reflechis au nombres de grains de riz que tu as dejad mangé jusqu’a présent. Penses-tu
qu’il s’agit d’une quantité finie ou infinie ? Pourquoi?

5) Imagine la quantité des grains de riz que tu pourras manger durant ta vie. Penses-tu
qu’il s’agit d’une quantité finie ou infinie ? Pourquoi ?

6) Qu’est-ce que c’est pour toi les points de suspentions « ... « qui exist dans quelques
nombres, comme par exemple, 0,333... ou 0,101001000... ?

7) A ton avis, est-ce qu’il y a plus de chiffres 3 dans le nombre 0,333... ou plus de grains
de riz que tu pourras manger dans ta vie ? Pourquoi ?

8) A ton avis, est-ce qu’il y a plus de nombres comme 0,333... (nombre périodique) ou
plus de nombres comme 0,1827340938573205970... (nombre non périodique) ?

Pourquoi ?

Pour les éléves du Lyceée et les étudiants de la Licence en mathématiques
9) Est-ce que tu penses qu’il exist plus de nombres rationnels ou plus de nombres
irrationnels ? Justifie ta réponse.
10) Est-ce que tu as étudié les ensembles dénombrables et non dénombrables ?
11) Est-ce que tu sais si les ensembles des nombres rationnels et des nombres irrationnels
sont dénombrables ou non dénombrables ? Peux-tu justifier ta réponse?

Activité 2
1) Tape racine carré de deux sur ta calculatrice, s’il te plait.

2) A ton avis, est-ce qu’on peut affirmer que V2 =1,414213562? Pourquoi ?
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Réponse positive :
a) Est-ce que tu peux élever V2 au carré?

b) Est-ce que tu peux élever 1,414213562 au carré?
c) Compare les résultats de (a) et (b). Comment tu peux expliquer ?

Réponse négative :
a) Comment sont les chiffres de V22 (questionner s’ils sont finis, infinis, périodiques).

b) Penses-tu que la racine carré de deux est un nombre rationnel ou irrationnel ?

Pourquoi ?

Activité 3
1) Selon toi, existe-t-il deux nombres entiers naturelspetq, g =0, tels que 3= Py

2) Selon toi, existe-t-il deux nombres entiers naturels p et g, 0, tels que +/2 = P,
q

Pour les éléves du Lyceée et les étudiants de la Licence en mathématiques

3) Connais-tu une démonstration mathématique sur ce sujet ? Peux-tu 1’écrire ?

Pour les étudiants de la Licence en mathématiques

4) Est-ce que tu as étudié les segments commensurables et non commensurables ?

5) Est-ce que tu as étudié la théorie des Proportions d’Eudoxe ? Est-ce que tu peux m’en
parler?

6) Est-ce que tu as appris sur les Coupures de Dedekind ? A quoi servent-elles?

Activité 4

Voici quatre équations. Est-ce que les équations ont des nombres réels comme solution?

Activité 5

1) A ton avis, existe-t-il un carré d’aire A=25cm*? (Quelle est la mesure du coté de ce
carré ?)

2) A ton avis, existe-t-il un carré d’aire A=13cm??(Quelle est la mesure du coté de ce

carré ?)

Activité 5 (b)
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(uniquement pour les €léves que ne réusssissent pas 1’activité précédente)

Voici une affirmation : ABCD est un carré de 13cm? d’aire.

A ton avis, est-ce que cette affirmation est vraie ou fausse ? Pourquoi ?

Activité 6

a) Voici plusieurs rectangles qui ont pour aire 24cm®. (expliquer aux éléves les
caractéristiques des rectangles : ils ont un sommet sur le point (0,0), un sommet sur
I’axe x, un sommet sur I’axe y)

b) Est-ce qu’il semble y avoir d’autres rectangles avec les mémes caractéristiques ? Est-
ce que tu peux les représenter ?

c) Est-ce qu’il semble y avoir un carré, avec ces caractéristiques (un sommet sur le point
(0,0), un sommet sur 1’axe x, un sommet sur 1’axe y) et ce carré a-t-il une aire 24cm?*?

Est-ce que tu peux le représenter?

Activité 7
Selon toi, est-ce qu’il est possible de représenter le nombre V2 sur la droite des
nombres reels ?

Pour les réponses positives : Peux-tu le représenter?

Pour les réponses negatives : Pourquoi ?

Activité 8
(uniquement pour les éléves que ne réusssissent pas I’activité précédente)

a) Si on considere le triangle rectangle ABC, tel que les segments AB et BC ont 1u de

longueur, quelle est la longueur de AC ? (réponse /2)

b) A partir du triangle ABC, on peut construire un nouveau triangle rectangle ACD, tel que

la longueur de CD est 1u. Quelle est la longueur de AD ? (réponse \/§)

c) A partir du triangle ACD, on peut construire un nouveau triangle rectangle ADE, tel que

la longueur de DE est 1u. Quelle est la longueur de DE ? (réponse /4 ) ...

On peut poursuivre de maniére analogue la construction et construire les segments de
longueur +/n , n entier naturel. Maintenant que tu as vu une méthode de construction de

segments de longueur Jn, penses-tu qu’il est possible de répresenter V2 d’une facon

différente de I’activité précédente?
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ANEXO |

Quadro 13 - Existéncia dos nimeros segundo alunos do Ensino Fundamental e College

VA

Alunos NUmeros que existem NUmeros que ndo N&o sabe opinar
existem
2
FI | 314,5,0,-4,0333... 43, N
V9, 7, 010100...
2
F2 | 314,7,0,-4,0333... 43, N
= V9, 7, 010100...
5
S| ks [314.2.0,-4,0333.. 43
E A g BT 8 0999, WS, J-a 0,10100...
S N
£ 5
c —_— —
G| | 314,300, 4,0,333..., 3, Yo
©
3 V9, 010100..., 7
2| s 3,14,%,0,—4,0,333...,\/5,
o]
g V9, 010100..., 7, J— 4
>
< J=4.010100....
F6 314,0,— 4,3, 49, « )
0333..., <
3
- J9 _4 2 J=4,0710100..., 0, i
3 314, 0333.., V3
@ 2
c’) p— —
g o1 | 314,20 4,0333..., V3, N
@]
S V9, z,010100...
g 3,14,%,0,—4,0,333...,\/5,
[
2 V9, 010100..., 7, V- 4
5 2
| c3 3,14,5,—4,0,333...,\/5, 0 I
V9, 7, 010100...
ca | 314, % 0, - 4,0333..., V3, 010100...
N
cs | 314,-4,0333..,3, 49, 0 =4 2
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0,10100...
ce | 314.-4,0333... V3,49, 0,\/__4%,
T
0,10100...
— 2
c7 314.0, - 4,49, 7 —4g 3
0,10100..., 0,333...

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 14 - Classificagdo dos nimeros em racionais e irracionais por alunos brasileiros

314, % 0,-4,0333... /9,

Alunos Numeros Racionais Numeros Irracionais Duvidas
F1 J9,-4,0,314 2.3 "2
33 V-4,
5 0,101001000..., 0,333...
c
) F7 T
£ N 314, /3, J- 4,
g 3 0,101001000..., 0,333...,0
L F2 V4
2 Vo, -4,0 3,14,%,\/5,\/—4,
i 0,101001000..., 0,333..
° F3
g V9. 4.0 3,14,7r,§,\/§,\/—4,
=)
< 0,101001000..., 0,333...
F4 V9, -4,0,0333.., 314 7 2 3 V-4
0,101001000... 3
P | V9, 0,333..,0101001000..., 314 7. 2 — 40
V3,4-4 3
F6 J9.0,314,0333..., 2 _4 a2
0101001000.... V3. = 3
3,14,3,0,—4,0,333..., V-4
M1 3
o 0,1010010001000..., 7z, /3,
©
g J9
g | m2 7,49,0,+/3,314 —4,0333...
[
P 01010010001000... >
8 . 3
2 M3 _
5 0,-4,9 2 0333...
< 3
/3 01010010001000..., 7,
314
M4 0,1010010001000...
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NCRRNE]

7,3, V-4
M5 T
314. 49 43 % 0o J-4,-4,0333..,
3 0,1010010001000...
M6 N 0,— 4
@,3’14,ﬂ,3,\/§ 4.,0,333...
3 0,1010010001000...
S 314 2 0 _4 0333, J9 | 01010010001000.., 7, /3
y 1 3 1 1 ) L ey
2 1 314 2 0 _4 0333 Jg | 01010010001000.., 7, V3
) 1 3 Ll Ll 1 H ey
S 314 2 0 —4 0333 Jo | 01010010001000.., 7, V3
y 1 3 Ll Ll 1 H ey
G4
3,14,%,0,—4,0,333...,\/5, 7.3
0,1010010001000...
G5
3,14,%,0,—4,0,333...,\/5, 7,3
0,1010010001000...
G6 2 \/§ 0,10100...
314, <,0,-4,0333..., /9 o
3 Ny
G7 2 7 \/§ \/__4 0,10100...
314,5,0.-4.48 10,333...
Fonte: a autora desta pesquisa
Quadro 15 - Classificagdo dos nimeros em racionais e irracionais por alunos franceses
Alunos Ndmeros Racionais Ndmeros Irracionais Davidas
C1
V9. -4,0,V-4 3,14,7:,%\/5,
0,10100..., 0,333...
cs 9 —a2 0314 2 V3, 010100..., 0,333...
’§ il L 3 il L y il )
3 J=4
=} C7 0
2 V9,314, - 4.7 0,333..., 0,10100..., % V3,
c
>
< J-4
C5 Diz nao saber classificar Diz nao saber classificar
C6 Diz nao saber classificar Diz nao saber classificar
Cc2 Diz nao saber classificar Diz nao saber classificar
C4 Diz nao saber classificar Diz nao saber classificar
| =S J9 —40 314 2 0,333..., 7,010100..., V3 | -4
L L L ¥ L 3
ES2
V9,-4,0314, 7 0,333..., 0,10100..., % J3 | V-4
ES3 0,333..., 0,10100..., 314,
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nao tem raiz exata.

n,N—4, -4
ES4 2 [
314.7,2.0.-4,0333... 4
00100..., V9, /3
S1 _ 2 =
314, — 4,49 3 J3.0333..., 010100.., | 0V~ 4
V4
52 314, 0, — 4,49,0,333..., B2 0e—4
T, T
0,10100... 3
S3 2
314,2.0,-4,0333.., V9 010100..., 7, V3
S4 2 0,9 -4,
314, ~, —, 0,333..., 0,10100... ’ —
wn g 3 - 41
e V3
2 [ S5 2 NG
2 314,3,0,-4,0333.., 71 V3
<
010100..., +/9
L1 2 [
3’14, 5] 0, _ 4' 0,333, \/5 0,10100, T, \/§, 4
L2 2 A=
314, 7.0, -4,0333... 49 010100..., 7, V3, V- 4
[5]
e L3 2 —
5 314 2 _4 0333.. 9 010100..., 7, +/3 0,v-4
3 3
S| L4 2
2 314,7,0,-4,0333.., 9 | 010100 7. V3
c
>
< L5 2
314,70, -4,49 0,333..., 010100..., 7, /3
Fonte: a autora desta pesquisa
Quadro 16 - Resumo da analise da atividade 2 - alunos brasileiros
Categorias Fragmentos das entrevistas dos alunos Indicativo
de TA
— F5: Eu acho que sim, que a igualdade é verdadeira. [...] talvez porque
*E 1,999999999 estd mais proximo de dois. Dai, como ndao tem um
g| Categoria | numero exato, coloca o dois. TAF4e
3 2.1 F2: Sim, é verdadeira. [...] Acho que mais um pouquinho (de casas TAF5
5 decimais), porque a diferenca é 0,1, entdo acho que tem mais um
L pouquinho.
i
F7: Eu acho que ndo (que a igualdade ndo é verdadeira), porque eu TAF4
acho que vai continuar os nimeros. Mas eu ndo tenho certeza.
F3: Eu acho que sim (que existem mais nimeros do que os digitos da
Categoria | calculadora). [...] N&o, eu ndo sei (se sdo poucos ou muitos nimeros).
2.1 F6: Eu acho que aproximadamente sim. [...] Porque eu acho que dois
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Categoria
2111

F1: Nao. [...] Porque, por exemplo, raiz de quatro é dois, porque dois
vezes dois da quatro. Entdo pra eu ver se /2 = 1414213562, €U peguei
1,414213562 x 1,414213562 pra ver se isto daria 2. Dai eu percebi

gue este nimero nao é raiz de dois. [...] Eu acho que (as casas
decimais) vdo continuar aleatdrias. Eu acho que ja vi isto num livro.

TAV4

Categoria
2.V

F4: Na verdade isso aqui seria uma aproximacao dela. Na verdade, ela
continuaria. [...] Se tivesse periodo seria racional. [...] E irracional.

TAV1

Ensino Médio

Categoria
2.1

M2: E finito. Vai chegar uma hora que vai ter fim.

TAF4

Categoria
2.11

M4: Eu acho que ndo, porque na calculadora ndo aparece todos 0S
nGmeros. Vai ter mais ndmeros.

M1: Eu afirmo que a igualdade é verdadeira. Eu acho que sim. [..] E
isto que eu estava pensando, tem mais casas depois da virgula... Mas da
pra arredondar, né.

TAF4

Categoria
2.1

M6: Ndo sei... SO se eu fizer 1414213562 x 1,414213562 € O resultado

der dois. [...] Ndo é exato! Na calculadora ndo cabe todos os nimeros.
M3: Ndo. Porque se eu fizer 1414213562 x 1,414213562 ndo vai dar

dois.

TAV4

Categoria
2.1V

MB5: Nao, porque ~/2 tem infinitas casas decimais que n&o aparece no
visor da calculadora.

Ensino Superior

Categoria
2.1v

G5: N&o porque tem mais digitos que ndo aparecem na calculadora.
[...] eu acho que tem um periodo sim.

G6: Nao, eles sdo diferentes. [...] Infinitas. [...] Como € um ndmero que
n&do tem um padrdo aqui no comego, eu acho que ndo vai ter um padréo
pra frente.

G7: Nao, porque \/5 tem infinitas casas. [...] Eu ndo sei se tem
periodo ou ndo tem periodo.

Categoria
2.V

G3: A igualdade ndo é verdadeira porque \/E é irracional.

G1: Né&o, porque \/E é um numero irracional, tem infinitas casas que
ndo aparece na calculadora.
G4: Néo, tem mais nimeros que ndo aparece no visor da calculadora

[...] infinitos, ~/2 & irracional.
G2: N&o... porque 0s nimeros da calculadora s&o uma aproximacao de

\/E [..] \/E é irracional.

TAV1

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 17 - Resumo da analise da atividade 2 - alunos franceses

Categorias

Fragmentos das entrevistas dos alunos

Indicativo
de TA

Categoria
2.1

C6: Sim, eu penso que /2 = 1,414213562. [...] é estranho, eu pensei

que os dois numeros elevados ao quadrado resultaria em 2... Eu ndo
sei.

TAF4 e
TAFS5

Categoria
211

C1: Nao, porque eu calculei ao quadrado e o resultado ndo é o
mesmo [...] sdo valores aproximados [...] eu ndo sei tem muitos ou
poucos digitos depois da virgula.

C3: [...] Pode ser que exista alguns nimeros depois da virgula.

C5: Néo... pode ser que tenha mais alguns digitos.

C7: Eu ndo sei... eu ndo posso afirmar porque eu ndo sei se tem mais
nUmeros.

C4: Sim, eles sdo iguais porque agente tecla na calculadora e este € 0

TAF4
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resultado. [...] Elevando ao quadrado os resultados sdo diferentes,
mas € bem proximo de dois... acho que tem mais alguns digitos.

C2: E um valor aproximado, deve continuar eu penso [...] acho que
finitos.

TES

ES2: Sim [...] Aproximadamente sim. [...] A calculadora arredonda
os resultados e ndo da pra saber se tem mais digitos ou ndo.
Categoria ES4: E aproximadamente igual. Eu acho que tem muitos digitos, mas
2.11 infinitos eu ndo sei.

ES3: E aproximadamente igual. Eu ndo sei se tem muitos ou poucos
digitos.

TAF4

Categoria ES1: Eles ndo sdo iguais, existem varios digitos que néo aparecem no
2.1V visor da calculadora. [...] Eu penso que infinitos digitos.

TS

S1: Néo, é falso. O visor da calculadora é muito pequeno para
mostrar todos os digitos. [...] Uma quantidade finita, eu penso.

S4: Nao, porque a calculadora mostra uma certa quantidade de
Categoria digitos e ela ndo pode mostra mais, estes digitos vdo continuar. [...]
2.11 Eu acredito que uma quantidade finita.

S5: Néo, porque a capacidade da calculadora é limitada, ndo aparece
todos os decimais. [...] Eu penso que eles sdo muitos, mas sdo finitos.

TAF4

Categoria S2: N&o, é um valor aproximado, existem mais nimeros. [...] Eu
2V penso que se trata de uma quantidade infinita, e que ndo tem periodo.
S3: Néo, é um valor infinito. [...] Eu penso que ndo tem periodo.

TAV1

Licence

Categoria S3: S&o aproximados. [...] Tem infinitos digitos, é um irracional. [...]
2.1V Eu ndo sei se sdo periddicos ou ndo.

L4: E uma aproximagio [...] \/Etem infinitas casas decimais, é um
irracional.

L2: Néo, porque raiz de dois ndo para jamais, € um irracional.

L5: Néo, € uma aproximagcdo, raiz de dois é irracional, portanto tem
infinitos digitos.

L1: Eu diria que ndo, porque é uma aproximagdo. [..] Uma
infinidade de digitos... eu diria que ndo tem periodo.

Categoria
2.V

TAV1

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 18 - Resumo da analise da atividade 3 — alunos brasileiros

Categorias Fragmentos das entrevistas dos alunos

Indicativo
de TA

Ensino Fundamental

F3: O que deu mais aproximado foi 15 dividido por 13... que deu
1,1538.

Categoria 3.1 F5: Pode dar um nimero que seja igual aquele la infinito que seja
igual a raiz de dois. Mas raiz de dois exata, eu acho que ndo.

F6: Eu ndo sei... porque a raiz de dois ndo é exata, né? [...] Eu
acho que existem.

TAF4

F2: Eu acho que ndo... Porque agente fez raiz de dois na
Categoria 3.11 calculadora e deu um nimero com virgula.

F7: [...] sdo dois nimeros inteiros né, e raiz quadrada de dois ndo
€ um ndmero inteiro.

TAF4 e
TAF6

F1: Eu acho que sim, s6 que eu ndo teria como comprovar isto.
Categoria 3.111 | [...] Eu sei que, bom eu acho que entre dois nimeros poderia dar
isto dai, a divisdo deles.

Categoria 3.1V | F4: Bom, na verdade teria, mas seriam nimeros irracionais. [...]
Nao, inteiros no.

TAV2e
TAV3
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Ensino Mpedio

M2: Sem a raiz, considerando 1,4142 e outras casas decimais, dai
pode ser né.

M1: SO existem nUmeros inteiros que satisfazem isto, porque eu
Categoria 3.1 considero /2 = 14142

M4: Pode ser que tenha, mas eu ndo sei de dar exemplo.
M7: Acredito eu que possa, mas eu ndo sei te dizer qual.
M5: Eu acho que pode existir...

M6: Néo, eu ndo consigo. Porque teria que ser um ndmero
quebrado, inteiro eu ndo consigo.

Categoria 3.11 M3: Nao, eu acho que ndo. [...] Porque um ndmero racional ou
irracional? Raiz de dois? N&o da pra dividir com um inteiro.

TAF6

Ensino Superior

G7: Nao porque raiz de dois é irracional e eu ndo consigo
escrevé-lo como uma fragéo.

G 1: Néo, porque raiz de dois € um ndmero irracional.

G5: Eu acredito que ndo. Porque esta seria uma condigdo para ele
ser um namero racional, né?

G4: Dois numeros inteiros? N&o! Um numero escrito como a
Categoria 3.1V | razo de dois nimeros inteiros € um nimero racional.

G2: N&o existe, porque raiz de dois é um numero irracional e ndo
satisfaz esta condi¢do de ser escrito como a fragdo de dois
inteiros.

G3: Nao, ndo existe, porque se existisse raiz de dois seria
racional.

G6: Néo, porque V2 éirracional. E p sobre q é racional.

TAV2e
TAV3

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 19 - Resumo da analise da atividade 3 — alunos franceses

Categorias Fragmentos das entrevistas dos alunos

Indicativo
de TA

Alunos do College

C5: E possivel, mas eu ndo consigo encontrar... raiz quadrada de
deois é igual 1,41, nés podemos arredondar por 1,41...

Categoria 3.1 C3: Eundo sei... mas eu acho que é possivel.

C7: Eu penso que pode existirr mas ndo seria muitas
combinag6es, talvez uma ou duas combinagdes.

Categoria3.11 | 1: Nao existe, porque /2 é um niimero com virgula.

C6: Como vimos, \/E ndo tem valor exato, entdo eu acho que
ndo existem dois inteiros, porque quando telcamos na calculadora

ndo é o mesmo resultado de \/E .

C4: Eu acho que ndo existe... [...] Eu jamais calcular algo assim,
eu ndo consigo encontrar... eu acho que néo...

C2: Eu acho que ndo, porque ... € um nimero infinito.

TAF4

Alunos de TES

Categoria 3.1 ES4: Podem existir... existem infinitos ndmeros. Eu ndo sei
encontrar, mas podem existir.

Categoria 3.11 ES1: Eu ndo sei... eu penso que ndo, mas ndo tenho certeza.

ES2: Nao, porque nao seria igual a raiz de dois.

ES3: Néo, eu penso que ndo... sd&o nimeros com virgula, ndo séo
ntmeros como 1,2,3,4.

TAF4

TS

S4: Sim [..] ndo, eu ndo posso te dizer quais seriam estes
Categoria 3.1 nUmeros... mas eu acho que existem.

S5: Eu penso que pode existir, mas eu sou incapaz de dizer os
nimeros.

Categoria 3.11 S1: Com nUmeros com virgula sim, mas escrever com nimeros
inteiros eu acho que ndo.

TAF4
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Categoria 3.1V | S2: Pra mim ndo... pra mim as raizes ndo podemos escrever como

a divisdo entre 2 inteiros, as raizes ndo sdo inteiras.
S3: Eu acho que ndo... que ndo existe uma fracdo para representar

V2.

Licence

Categoria 3.1V | G3: V2 ¢ irracional, entdo ndo podemos escrever na forma

G1: N&o, ndo podemos escrever \/E igual a p sobre q.
G2: Néo, porque \/5 é irracional.

racional por definicdo.
G4: Néo, porque ndo é um racional.

G5: Néo, porque V2 6 um namero irracional.

TAV5

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 20 - Resumo da analise da atividade 4 (b) X? = 17 - alunos brasileiros

Categorias

Fragmentos das entrevistas dos alunos brasileiros

Indicativo
de TA

Ensino Fundamental

Categoria
4.1

F5: Este ndo tem um nGmero exato que ele vezes ele mesmo da 17. [...]
Eu acho que ndo existe solucéo.

F6: Néo, porque ndo tem nenhum nimero que vezes ele mesmo dé 17.
F3: 17 € um nimero primo, entdo ndo vai ter um namero que elevado
ao quadrado vai dé ele.

F2: Ndo, porque 17 ndo tem raiz, né.

TAF8

Categoria
4.1

F7: Temsolugdo, x = 4,123105626.

TAFS5

Categoria
4.111

F1: Eu acho que existe solugdo, s6 que este nimero completo é
infinito.
F4: Tem solugdo real, mas € um irracional.

TAF9

Ensino Médio

Categoria
4.1

M3: Nao, porque € um ndmero primo, né? Eu acho que ndo tem
nenhum namero que multiplica ao quadrado e da 17... S se for aqueles
quebradinhos.

M4: N&o porque é um numero impar, né?

TAF8

Categoria
4.1

M2: Tem solugdo, x = 4,123105626.

M6: Tem solucdo, x = 4123105626 .

M5: Tem solugdo aproximada, X =4,1234.

M1: x = 412312. Mas eu ndo sei se este € um nimero irracional, se é
infinito ou ndo, ou se é um ndmero real.

TAF5

Categoria
4.1V

M5: Tem solugdo sO que ndo seria solugdo real, pertenceria ao
conjunto dos irracionais.

TAF9

Ensino Superior

Categoria
4.1V

G7: Tem solugdo, eu ndo sei o valor, mas € raiz de 17.

TAF9

Categoria
4.V

G4: i\/ﬁ.
G3: £/17 .
G6: i\/ﬁ.
G2: i\/ﬁ.
G1: i\/ﬁ.
G5: i\/ﬁ.

TAV6

Fonte: a autora desta pesquisa



Quadro 21 - Resumo da analise da atividade 4 (b) X? = 17 - alunos franceses
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Categorias Fragmentos das entrevistas Indicativo
de TA
C2: Néo tem solucéo... porque ndo tem 17 na tabua de multiplicacéo.
C5: Néo tem solucéo.
Categoria C1: Néo, porque ndo existe o dobro de um nimero que vai ser 17. TAF8
4.1 C7: Ndo, porque seria aproximada.
8 Categoria C2: Pode existir, mas vai ser um nimero com virgula. TAF5
4.11 C6: Eu penso que vai ter solucdo, mas néo exata.
Categoria | C3: /17, mas é um nlmero que nao termina, com virgula. TAF9
4.111
Categoria ES1: Aproximadamente 4,12.
an ES3: x — 4123105626. TAFS
[%2]
i —
|_ .
Categoria Es4: v17. TAF9
4.1v ES2: V17 .
Categoria S4: Ndo, porque na verdade teria que ser par... ndo tem um nimero que TAF8
4.1 elevado ao quadrado resulte em 17.
Categoria S1: /17 . TAF9
4.1V
[%2]
|_
calegoria | sp: 417
S5: +17 . TAV6
s3: +4/17 .
Categoria . TAF9
% | 41V L2: /17 .
§ L3: V17 .
3 Sategorla 4. LSa: + /17 . TAV6
L5: + \/ﬁ .
L1: £17.
Fonte: a autora desta pesquisa
. . 2 -
Quadro 22 - Resumo da analise da atividade 4 (d) X~ = 7 - alunos brasileiros
Categorias Fragmentos das entrevistas dos alunos Indicativo
de TA
F1: O Pi eu acho que ndo tem solucéo.
Categoria | F3: Esta também eu acho que néo da. TAF8
4.1 F2: Ndo tem solucéo.
F7: Eu acho que ndo tem solugéo.
i F5: Eu acho que existe. O valor de Pi é 3,2 né? Nao sei qual seria. [...]
Categoria | Eu acho que existe.
4.11 F6: Eu ndo sei, porque eu ndo sei o valor de Pi. Eu acho que deve ter,
mas eu ndo sei.
Categoria | F4: Tem solugdo real, mas é um irracional.
4.1
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Categoria | M4: O nimero Pi? Acho que ndo tem solucéo... TAF8
4.1 M3: Essa ndo tem solugdo.
M2: x = 1,772084516. Mas eu ndo tenho certeza se tem solugéo.
M5: Eu acho que existe, mas vai ser uma solucdo aproximada:
Categoria | x=177. TAF5
4.1V M6: Uma solucdo aproximada, x = 1,772004515.
M1: x = 1,7724. Mas eu ndo sei se este &€ um numero irracional, se é
infinito ou ndo, ou se é um ndmero real.
Categoria | M5: Essa também, eu acho que pertenceria ao conjunto dos irracionais.
4.1 TAF9
G7: Essa também tem solucéo, porque Pi é um ndmero real, positivo,
entdo existe raiz de Pi.
G5: Raiz de Pi? Pi € um numero irracional. Raiz de um nimero
irracional? E, vai d4 um valor, vai ser um real. TAF9
Categoria | G1: Raiz de um numero irracional? Eu ndo vou conseguir dar um valor
O \Y exato, porque eu ndo vou conseguir saber todas as casas de Pi, entdo eu
2 s6 consigo dar um valor aproximado. Mas, ela existe, mas... eu nédo
L consigo representar.
a G2: E assim, eu nunca tinha pensado. Acho que existe.
o
c -+
‘s | Categoria G4 * \/; TAV6
L 4.VI G3: £ \/; .
G6: + 7.
Fonte: a autora desta pesquisa
- . 2
Quadro 23 - Resumo da analise da atividade 4 (d) X~ = 7 - alunos franceses
Categorias Fragmentos das entrevistas dos alunos franceses Indicativo
de TA
C1: Néo, porque 7z € um valor aproximado.
Categoria | C2: N4o, porque 0 7z € aproximado, 3,14... TAF8
4.1 C6: Néo, porque 0 7z é um nimero que ndo termina.
o C4: Ndo, porque o 7 ¢ infinito.
< C7: Nao, porque 7z é um valor aproximado, entdo o resultado vai ser
38 sempre aproximado.
Categoria | C5: Eu acho que existe, mas é preciso encontrar.
4.1
Catf%?“a C3: \/; , mas, vai ser um nimero com virgula. TAF9
o Categoria | ES1: Aproximadamente 1,77. TAF5
= 4.1v ES3: 1,772453851.
Categoria ES4: \/; TAF9
av  |Esz Jr.
Categoria | S4: Eu ndo sei... pode ser que exista...
4.11
Categoria S1: \/; . TAF9
4V
N ERS
(If Categoria
avi | ss: A7, TAV6
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Licence

Categoria L3: vz TAF9
4V LS2: N7 .
+
Categoria L= \/;
4V 4+ r. TAV6

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 24 - Resumo das andlises da atividade 5 - existéncia ou ndo de um quadrado de medida de area

A =13 cm? - alunos brasileiros

Categorias

Fragmentos das entrevistas dos alunos

Indicativo
de TA

Ensino Fundamental

Categoria
5.1

F5: Néo [...] Porque ndo tem, eu acho que ndo tem um nlmero que
multiplica por ele mesmo e da treze.

F3: Nao, porque treze é um nimero primo, e um quadrado tem que ter
todos os lados iguais. Entdo se eu multiplicar um ndmero por outro ndo
da treze.

F7: Eu acho que ndo... porque ndo vai da um nimero inteiro. Eu acho
que ndo existe ndo.

F1: Eu acredito que ndo (o aluno tecla na calculadora o resultado de
J13 vezes ele mesmo).

F2: N&o, porque eu ndo consigo encontrar um ndmero que vezes ele
mesmo d& 13, né. Porque 13 ndo tem raiz exata, né... Sé se for um
naimero quebrado. Essa eu ndo sei...

F6: N&o existe um nlimero que vezes ele mesmo resulte em 13.

TAF8 e
TAF10

Categoria
5V

F4: Existe. O lado vai ser /13.

TAVSe
TAVE

Ensino Médio

Categoria
5.1

M3: N&o, porque nenhum nimero ao quadrado da treze.
M4: Néo, porque ndo tem um nimero que elevado ao quadrado vai ser
13.

TAF8 e
TAF10

Categoria
5.1

M5: Eu acho que existe o quadrado mas ndo vai ser exato... eu acho
que ndo vai dar certinho, sabe? [...] N&o, eu acho que ndo existe. Eu
acho que vai ser infinito.

M2: Nao existe. Porque eu ndo sei se tem fim (aponta para o nimero
3,605551275 ... que indica ser o lado do quadrado) ou ndo tem.

M1: Ah, é possivel, mas... € complicado... (siléncio). O lado ¢ infinito.
(siléncio) Ah, eu diria que existe.. eu acho que é exato na
aproximagao, né?

M5: Eu acho que pode existir o quadrado, mas pra eu saber o valor eu
teria que ir por tentativa e erro. O lado dele seria uma dizima.

TAF10

Categoria
v

M6: SO vai existir o quadrado se 3,605551275 x 3,605551275 der 13
[a aluna realizou tal multiplica¢do na calculadora e o resultado foi 13].

TAF5

Categoria
5.1

G6: Nao! Raiz quadrada de treze ¢ irracional. [...] Nao, ndo existe.

TAF10

Categoria
5.11

G7: Existe. Mas o lado? ... Teria que ser raiz de treze, &, teria que ser
raiz de treze. Mais ai que t4, o lado... € um ndmero aproximado né,
porque raiz de treze ndo é um namero inteiro, € um ndmero decimal,
mas existe.

G2: Deve existir, eu ndo sei... eu ndo consigo pensar em dois nimeros
que multiplicados dé exatamente 13... teria que ser um ndmero
racional... estaria entre 3 e 4. Se tiver um quadrado de area 13 o lado
deste quadrado vai estar entre 3 e 4.

Ensjno Superior
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Categoria
5V

Gb5: Existe, o lado teria que ser raiz de treze, né? Seria um nimero
irracional. Mas a &rea existe.

G4: Entdo L ao quadrado é treze, entdo o lado € raiz de treze. E um
irracional. Os lados tém medida irracional e a area é um ndmero
inteiro, 13.

G3: Ah, eu ndo acredito ndo! Porque dai, o lado dele vai ter que medir

V13 ... Apesar de que /13 é um nlmero construtivel! Entdo, a rigor

existe. [...] Entdo, t4, existe também um quadrado com area 13 cm?.
G1: D4 sim. [...] representacdo igual agente faz com raiz de dois.

TAVSe
TAV6

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 25 - Resumo das analises da atividade 5 - existéncia ou ndo de um quadrado de medida de area

A =13 cm? - alunos franceses

Categorias Fragmentos das entrevistas dos alunos Indicativo
de TA
C1: Néo, porque seria um nimero com virgula e muitos digitos... seria
preciso uma régua com muitos milimetros.
C3: Eu acho que ndo... porque ndo existe um nimero que ao quadrado
seja igual a 13.
C7: Eu acho que ndo existe... porque eu ndo sei dois nameros iguais | TAF8e
Categoria | que multiplicados d& 13. Poderia ser um nimro com virgula, mas eu TAF10
® 5.1 ndo sei qual seria.
& C4: Néo... porque ndo existe 13 na tabua de multiplicacdo... nés néo
S podemos encontrar um nimero que vezes ele mesmo é 13.
C2: Eu acho que... 6,5 [...] Nao, seria um nimero infinito.
Categoria | C5: O lado vai ser aproximadamente 3,6. [...] Aproximadamente sim, TAF5
5.1 mas exatamente eu ndo sei.
Categoria | C6: Sim, mas seria um ndmero longo ap6s a virgula. Eu acho que
5.111 existe um nlmero exato, grande, mas eu acho que existe.
ES4: Sim, existe. E um pouco dificil de tragar porque n&o é um valor
‘d| Categoria | exato. [...] Existe aproximadamente. TAF8 e
= 5.11 ES1: Sim, mas seria um ndmero com virgula.. é um valor TAF10
aproximado : 3,6.
ES2: Existe, mas é aproximado, ndo é preciso.
Categoria | ES3: Sim, o lado vai ser 30605551275. TAF5
5.1V
Categoria | S4: 6,5 pode ser... Ah, ndo, eu ndo sei se existe. Ndo existe um nimero | TAF8e
5.1 que ao quadrado seja 13. Eu acho que néo existe. TAF10
Categoria | S1: N&o eu acho que ndo... na verdade é provavel que exista um
%) 5.1 quadrado de lado com medida 13 cm. [...] Eu vou dizer uma besteira, é
= preciso que o lado seja um ndmero astrondémico, nao infinito, mas
préximo do infinito.
S3: Seria raiz de 13.. Mas... pode existir na teoria, nds ndo
conseguimos um valor exato, podemos aproximar.
Categoria | S2: \/13. TAV5 e
5.V S5: J13. TAV6
L4: Sim, de lados medindo +/13.
L1: Existe, 0 lado val,ser V13. TAVS e
3 L3: 4/13... E construtivel. TAV6
§| Categoria | L4: V13,
- 5.V L5: 4/13. E um pouco dificil de construir, mas existe.

Fonte: a autora desta pesquisa



Quadro 26 - Resumo das analises da atividade 5(b) - alunos brasileiros
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Indicativo
Categorias Fragmentos das entrevistas de TA
F7: Eu acho que ndo... porque a area seria 13,18022856.
F1: Eu acredito que ndo. Porque raiz de treze ndo € um ndimero exato.
F5: Né&o... Vai ser... vai ser um nimero que vai estar dentro da raiz de
= treze. [...] E, a area pode ser 13.
‘q:')' F3: Eu acho que néo. Se fosse fazer por aproximacéo, eu acho que ndo | TAF8e
% Categoria | ia dar, porque 3,7 passa de treze. E 3,6 falta um pouco. Entdo eu acho TAF10
< 5.11 que néo da.
T F6: Eu acho que ela é verdadeira, talvez. Porque se a area medir 12,96
= ela pode ser arredondada por 13.
2 F2: N&o, porque ndo tem raiz quadrada de 13 (na atividade anterior o
w aluno afirmou que /13 néo tem valor exato).
M2: Como eu comentei na atividade anterior, vai faltar 1cm para a area
o | ser13 cm®.
Q| Categoria | \M5: Eu estou com dividas... [...] Eu acho que sim, mas ndo sei por | TAF8e
= 5.1 que. [...] Se pode deixar tudo na raiz, se pode deixar tudo aproximado... | TAF10
2 se s&o ndmeros infinitos.
2 M4: Eu acho que ndo existe... porque se vocé achar a raiz de treze, vai
w ser um ndmero menor do que 13.
M3: A érea vai ser 169 que é 13.
M7: Existe. O lado é J13.
. M1: Eu to confuso, porque, por exemplo, o lado € raiz de treze. Se eu
Categoria | cajculo a area da 13. Mas se for pra pensar, e voltar pra ver quanto vale | TAV6
.V o lado dele, seria /13, se eu tirar a raiz dele, vai virar um ndmero
infinito. Como é que eu vou calcular a a&rea com um negdcio infinito?
[...] T4 cada vez me intrigando mais... esse negécio infinito. Ah... nesse
aqui eu concordo.
Categoria | MB6: Existe, porque 3605551275 x 3,605551275 € 13. TAF5
5V
Categoria | G2: N&o sei... é existe. O lado vai estar entre 3 e 4.
5.111
j .
2 Categoria | G1: E, o lado € raiz de treze, eu concordo que este quadrado tem area | TAV6
8 5.V 13.
@ G6: Pelas contas eu concordo, mas eu ndo sei... Concordo. [...] Fazer o
qué?
Fonte: a autora desta pesquisa
Quadro 27 - Resumo das andlises da atividade 5(b) - alunos franceses
Indicativo
Categorias Fragmentos das entrevistas de TA
Categoria | C7: Eu diria que é falso... porque raiz de 13 é um valor aproximado, TAF8 e
5.11 entdo ndo vai ser 13, mas quase 13. TAF10
C4: Pode ser que sim... N&o sei...
g Categoria | C6: E possivel que a afirmagéo seja verdadeira, porque os digitos n&o
% 5.1 terminam... [...] Eu ndo sei se tem 2, 3 ou varios digitos, mas eu acho
O que pode existir o quadrado de area 13.
Categoria | C2: A afirmacdo é verdadeira... o lado do quadrado é 3,605551275. TAF5
5.1V
Categoria | C1: Ah, sim, lado vezes lado é 13. TAV5e
5V C3: Sim, porque lado vezes lado é 13. TAV6
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Categoria | ES2: Sim [a aluna tecla raiz de 13 na calculadora e conclui que a TAF5
5V afirmacdo é verdadeira).
ES1: Sim, a afirmagdo é verdadeira porque se fazemos lado vezes lado
Categoria | aarea é 13. TAV5e
5V ES4: Raiz quadrada de 13 ao quadrado é 13. Lado vezes lado... 13. TAV6
Bem, sim, eu penso que é verdade.
Categoria S4: E verdadeira... eu ndo sei quanto é raiz quadrada de 13... E falso...
0 5.111 Eu ndo sei...

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 28 - Resumo das analises da atividade 6 - existéncia de um quadrado de &rea 24 cm? - alunos

brasileiros
Categorias Fragmentos das entrevistas Indicativo
de TA
F3: Eu acho que ndo. [...] Eu estou tentando achar dois nimeros que
multiplicados ele por ele d& 24. [...] N&o da. TAF8 e
Categoria | F1: Eu acho que ndo. [...] Porque na calculadora ndo da nem um nimero TAF10
6.1 exato.
F6: Eu acho que ndo, porque ndo tem um ndmero que vezes ele mesmo
s dé 24.
S F2: (depois de alguns calculos com a calculadora) Acho que ndo tem.
% [...] N&o consegui achar nenhum ndimero... N&o consegui.
©
L% Categoria | F5: Eu acho que pode existir... mas eu ndo sei aonde. [...] Eu acho que
o 6.11 vai estar por aqui (proximo ao nimero cinco). TAF10
£ F7: S6 se for um nimero que ndo € inteiro. [...] SO se for quatro e
i alguma coisa vezes quatro e alguma coisa, porque se for 5 da 25. [...] Ele
estaria por aqui, perto de 4,8, perto de 5.
Categoria | F4: Seria /24 . TAVSe
6.1V TAV6
Categoria | M3: Néo da... Porque teria que ter um nimero que multiplicado por ele
o 6.1 daria 24. E aqui ndo tem. TAF8e
§ M4: N&o... porque num quadrado os lados tem que ser iguais, né? Entdo, TAF10
= aqui eu acho que eu consigo, mas os lados sdo diferentes.
2 Categoria | M2: Vai existir. Vai esta por aqui (o aluno representa um quadrado com
2 6.11 medidas dos alunos aproximadamente igual a 4,9cm).
w M5: Existe, mas a area vai ser aproximadamente 24 e uns quebradinhos.
M1: Sim (o lado representa um quadrado cuja medida do lado é 4,89). TAF10
M7: Vai estar entre 4 e 5 cm, vai ser raiz de 24.
Categoria | M6: (depois de vérias simula¢des de calculos com a calculadora, a aluna
6.111 conclui) D4 sim! O lado vai ser este nimero 4,898979486 [...] porque ele TAF5
vezes ele da 24,
Categoria | G6: Existe. Vai estar entre 4 e 5. TAF10
6.11 G2: E, vai estar entre 4 e 5... mais proximo de 5... [...] Sim, raiz de 24.
5| Categoria | G7: acredito que sim, imagino que pode ser feito uma fungéo... Sim,
'é 6.1V porque existe um ponto nesta curva b=%4' quando a = b, que é 0
t§ vértice do quadrado de area 24 cm?. TAV5e
g G1: Se eu consigo representar um quadrado de 13 cm? eu também TAV6
5 consigo representar um quadrado de 24 cm?, o lado dele vai ser /24 .

G3: Ele s vai ter uma representagdo... seria raiz de vinte e quatro, que é
dois raiz de seis.

G5: Sim... o lado vai ser 24 .

Fonte: a autora desta pesquisa
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Quadro 29 - Resumo da analise da existéncia de um quadrado de area 24 cm? por alunos franceses

Categorias Fragmentos das entrevistas Indicativo
de TA
C3: Néo, eu acho que ndo... se ndo seria uma raiz [...] seria 24, eu
Categoria | acho que néo existe. TAF8 e
6.1 C5: Nio existe [0 aluno faz simulagbes na calculadora por | TAF10
aproximadamente 4 minutos].
o C1: Eu penso que 12 vezes 12 [...] Eu acho que existe, mas eu ndo sei a
2 medida do lado.
g C7: Sim, mas seria um valor aproximado... e o valor seria a raiz
Categoria | quadrada... € como no exercicio anterior que a raiz de 13 que é o valor | TAF8e
6.11 exato. [A pesquisadora questionada de qual valor seria a raiz quadrada] TAF10
Bem, eu diria... bem, eu ndo sei se seria raiz quadrada... eu ndo sei.
C6: Eu acho que vai ser como 13, vai ser um nimero com virgula, mas
vai ter solugéo.
C2: Aproximadamente, o lado seria préximo de 4,9.
C4: Aproximadamente 24.
Categoria | ES2: N&o é possivel... TAF8e
6.1 TAF10
Categoria | ES4: Daria para representar com um valor aproximado, com um valor
%) 6.11 exato eu ndo sei... TAF8 e
E ES1: Lado 4,9 aproximadamente. TAF10
Categoria | ES3: Sim, o lado vai ser 4,898979486. TAF5
6.111
S3: E preciso representar... nés podemos aproximar... 24 que é
2./6 ... podemos representar aproximadamente.
. S5: Sim, a condicdo que nés conhecimentos quanto é /24 ... Mas eu TAFGe
Catg?frla ndo sei quanto é... mas, deve ser possivel... Sim, um pouco menos que TAF8
' 25.
e S1: E possivel, mas é preciso encontrar um ponto que representa /24
Categoria | S2: 24. TAV5e
6.1V TAV6
L1: Sim, /24.
L2: A medida do lado é /24 .
g ] L3: Sim, do mesmo modo que o quadrado de area 13, nés podemos
= Categoria | construir /24 . TAV5e
-3 6.1V L5: Nao porque seria uma aproximagao... ndo seria verdadeiramente TAVE
um quadrado [...] Ah, sim, nds podemos construir!
L4: Sim, v/24.

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 30 - Resumo das analises da atividade 7 - representacdo na reta do nimero V2 ou \/E - alunos

brasileiros

Categorias

Fragmentos das entrevistas

Indicativo
de TA
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EF

Categoria
7.1

F1: Eu vou por dedugdo mesmo, eu acho que ndo. [...] Porque tem
infinitas casas decimais. [...] eu acho que ndo da pra representar.
F7: Néo. [...] Porque € um nimero grande demais.

F6: Eu nao sei se é possivel. [...] Porque eu néo sei se existe V2.

TAF7

Categoria
7.11

F2: Posso usar a calculadora? (o aluno representa aproximadamente
1,41 na reta).
F3: E bem dificil, mas eu acho que consegue... ndo tdo precisamente.

[...] /2 eu vou arredondar para 1,14.
F5: Eu acho que sim. [...] o resultado que deu fica entre 1 e 2.

F4: Eu acho que sim. Na verdade, J2 6126 alguma coisa.

TAF5

EM

Categoria
7.1

M7: Nao é possivel porque eu ndo conheco ele inteiro... eu ndo posso
representar na reta porque eu nao vou ter certeza se ele é realmente
igual ou é aproximadamente.

TAF7

Categoria
7.11

M3: Raiz de dois? E possivel... vai estar por aqui (representa o nimero

1,41 na reta numérica, referindo-se \/5).

M4: Eu acho que sim... [a aluna representa 1,4].

M2: Esta entre 2 e 3. Vai ser 1,414213562.

M6: Raiz de dois ndo da exata né? Vai da pra representar mais ou
menos [representa o ndmero 1,414213562].

M5: O aluno representa: um ponto e escreve: 1,414213562. E, da pra
representar aproximadamente, né? Exato eu acho que néo.

M1: Eu teria que considerar todos 0s nimeros né? Eu marcaria mais ou

menos assim 3,2360 (para representar \/E ).

TAFS5

Ensino Superior

Categoria
7.11

G6: Eu acho possivel... [representa 2,23 na reta numérica].

G2: Sim, entre dois e trés, mais préximo de 3... mais préximo de 2,5.
G7: De forma intuitiva sim. Raiz de cinco é alguma coisa entre dois e
trés, mais préximo de dois.

Categoria
7.1

G3: Sim, eu faria do mesmo modo que eu fiz na atividade anterior, eu
construiria 0 segmento de medida raiz de cinco e transportaria o
segmento.

G5: E possivel. Agora, como? [A aluna representou corretamente tal
segmento, considerando o tridngulo retangulo de lados 1 e 2].

G1: Deixa eu pensar... [faz algumas simulacfes de lados de tridngulos
com valores] Sim, tem que considerar um tridngulo de catetos dois e
um.

G4: Ele estaria neste intervalo entre 2 e 3... pensa murmura... tem que
achar o valor exato? ... Ah entdo tem que usar régua e compasso... [0
aluno transporta a hipotenusa do tridngulo retdngulo de catetos 1 e 2].

TAV7

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 31 - Resumo das analises da atividade 7 - representacdo na reta do nimero V2 ou \/g - alunos

C1: Sim, 1,4 [...] porque .... E 1,4142...
C5: Sim, 1,41.

franceses
Categorias Fragmentos das entrevistas Indicativo
de TA
C6: Seria aproximado, eu ndo poderia fazer exato.
Categoria | c2: N&o porque +/2 ndo é um nimero exato. TAF7
A C3: Aproximadamente eu acredito...
C7: Seria proximo de 1,4... mas na verdade ndo termina.
o C3: Eu ndo consigo, porque eu ndo sei calcular raiz quadrada de
£ Categoria | cabeca... [a aluna utiliza a calculadora e representa 1,4 na reta TAF5
3 7.11 numérica).
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ES4: Podemos representar aproximadamente, mas ndo com o valor

“ Categoria | exato. TAF7
- 7.1 ES1: Vai ser um valor aproximado.
ES2: Nao porque ndo vai ser muito preciso.
ES3: E 1,4, mas ndo é preciso, é aproximado.
S2: Néo, é possivel representar apenas um valor aproximado 1,4.
Categoria | S3: E possivel representar um valor aproximado.
7.1 S5: Néo é possivel representar exatamente, porque eu ndo sei quantos TAF7
digitos existe apds a virgula [...] podemos representar 1,4 ou 1,41, mas
. ndo exatamente.
= S1: Néo, eu acho que ndo, eu sei que V2 estaentre 1e 2.
Categoria | S4: Sim, vai estar entre 1 e 2 [0 aluno representa 1,4 na reta]. TAF7
7.1
Categoria | L2: Sim, é possivel porque € um real... eu sei que estad entre 1 e 2... é
7.111 preciso encontrar um meio prético.
§ Categoria | L1: Sim, é preciso construir um tridngulo retangulo de catetos 1 e 2 [a
3 v aluna constroi o retangulo e transporta o segmento de medida \/E ]
2 TAV7

L3: Sim [a aluna constroi, primeiramente, 0 segmento de medida V2

e, em seguida, a pedido da pesquisadora, 0 segmento de medida \/E

por meio do triangulo retangulo de catetos com medida 1 e 2].
L4: Sim, é preciso construir triagulo de lado 1.
L5: Sim [a aluna representa o triangulo retangulo de catetos unitérios,

transportando o segmento de medida V2 para a reta, e explica como
representaria o segmento de medida \/E ]

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 32 - Resumo das analises da atividade 8 - representacdo na reta do nimero V2 (ou \/g) na reta

numeérica - alunos brasileiros

Categorias Fragmentos das entrevistas Indicativo
de TA
Categoria | F4: Eu ndo sei né, porque na verdade é possivel representar de varias
g 8.l formas, porque V2 é um nimero.... mas desta forma, eu no sei te
g responder.
g F6: Eu acho que agora é possivel representar... mas eu ndo sei como.
S | Categoria | F1: Agora eu acho que sim! Deixando na raiz. [...] SO que é dificil eu
'-'C; 8.1l fazer esta deducdo porque eu ndo aprendi isto ainda.
£ F3: Esse tamanho é +/2 ... eu acho que sim, é possivel sim.
i F7: Eu acho que sim... bem eu néo sei representar.
M5: Eu acho que néo.
M7: Eu ndo sei como marcar na reta porque eu ndo conheco todas as
Categoria | casas dele. TAF7
8.1 M1: Acho que néo.
M4: Ah, eu marcaria da mesma forma 1,41.
% M3: Outra forma do que aquela? Ah, eu colocaria raiz de dois
%’ (representa o simbolo V2 na reta).
=) Categoria | M2: Sim, a hipotenusa de catetos com medida 1. [...] estou sem ideias TAV7
‘2 8.11 de como representar.
L Categoria | M6: [representa um tridngulo retdngulo de catetos unitarios e TAV7
8.111 transporta a medida da hipotenusa e diz:] Vai estar por aqui.
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Superior

Categoria
8.111

G6: Sim, eu posso transportar 0 segmento de medida V5.

G7: Sim, preciso construir um tridangulo de hipotenusa J5 e
transportar com o compasso.

G2: Entdo, a partir disto eu posso construir o quadrilatero com esta
medida de lado?

TAV7

Fonte: a autora desta pesquisa

Quadro 33 - Resumo das andlises da atividade 8 - representacéo na reta do nimero V2 (ou \/E) na reta

numeérica - alunos franceses

Categorias Fragmentos das entrevistas Indicativo
de TA
C1: 2 vezes 2 [aponta para um quadrado]... Ndo, eu ndo sei como
representar.
S C3: Eu acho que néo é possivel porque o tamanho [refere-se a unidade
'% de media escolhida] é muito grande.
O Categoria | C7: Eunéo sei... TAF7
8.1 C5: Sim... [0 aluno constroi incorretamente um retangulo de lados com
medidas 1 e 1,41 e diz que J2 éo ponto representado por 1,41].
C4: Nao.
C6: Néo, eu ndo consigo.
Categoria | C2: Sim... [0 aluno constroi o tridngulo retangulo de catetos unitarios e TAV7
8.111 transporta a medida da hipotenusa].
Categoria | ES3: Sim, é possivel.... mais eu ndo sei como representar.
8.11
Categoria | ES4: N6s podemos representar a medida sobre a medida sobre a reta
0 8.111 real [a aluna mede com 0 compasso 0 segmento de medida /2 no
|"'—J caracol pitagérico e transporta para a reta numérica]. TAVY
ES1: Sim, é possivel, representamos um triangulo.
ES2: Sim.
N Categoria | S4: Sim... Mas eu ndo sei como representar [a aluna chega construir
~ 8.1l um tridngulo retangulo de catetos unitarios].
Categoria | S1: Sim [0 aluno constréi o triangulo retdngulo de catetos unitarios e
8.111 transporta com o auxilio do compasso].
S2: Sim, com a hipotenusa do tridngulo nds podemaos transportar J2. TAVT

S3: Sim [o aluno constroi o triangulo retdngulo de catetos unitarios e
transporta com o auxilio do compasso].

S5: Sim, n6s podemos transportar a medida V2.

Fonte: a autora desta pesquisa




