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BARROS, Michele C. Equacdes diferenciais ordinarias no contexto dos registros de
representacdo semidtica e da Modelagem Matematica. 2017, 258f. Tese (Doutorado em
Educacao para a Ciéncias e a Matematica) — Universidade Estadual de Maringa, Maringa, 2017.

RESUMO

As equacdes diferenciais ordinarias (EDOs) possuem ampla aplicacdo na resolucdo de
problemas sobre movimento, crescimento, eletricidade, vibracGes e de diversos tipos de
fendmenos fisicos que envolvem taxas de variacdo de quantidades, nas mais diversas areas de
conhecimento. Nesse contexto, seu estudo permite o estabelecimento de varias relagdes entre
as Ciéncias e a Matemaética. Porém, o que se observa nas disciplinas em que tal assunto é
abordado, é que ela é tratada com um enfoque estritamente algébrico, fazendo com que os
alunos se preocupem apenas em aprender 0 método que a resolva, deixando de lado o objetivo
principal que seria entender o processo que gerou tal equacdo diferencial ordinaria (EDO), e
qual a relacdo entre a solucdo e o fendbmeno que ela descreve. A Modelagem Matematica, uma
das tendéncias da Educacdo Matematica, possibilita estabelecer diversas relacdes entre o
modelo matematico, no caso uma EDO, e o fendmeno analisado, favorecendo também a
atribuicdo de significados as variaveis que descrevem tal fenbmeno. Partindo desses
pressupostos, desenvolvemos um estudo de cunho qualitativo, objetivando investigar o
potencial de uma sequéncia de situacoes, envolvendo problemas no contexto da Modelagem
Matematica, na perspectiva dos registros de representacdo semiotica e das mudancas de
dominio, na conduc¢do do processo de aprendizagem das EDOs para estudantes dos cursos de
engenharias. Como procedimentos metodoldgicos, propusemos o desenvolvimento de uma
sequéncia de situacdes baseada nos pressupostos da engenharia didatica. Os resultados obtidos
apontaram que a sequéncia de situacdes possibilitou aos alunos compreensdes das EDOs que
contemplam os conhecimentos apontados nos exercicios propostos nos livros didaticos. O
estudo em diferentes dominios e o uso de diferentes registros de representacdo semiotica
auxiliou no estabelecimento de relacdes entre a familia de solucGes e a derivada, entre a EDO
e 0 seu campo de vetores e entre o sinal da derivada e 0 campo de vetores. Particularmente, no
desenvolvimento dos problemas de Modelagem Matematica, esses conhecimentos permitiram
aos alunos interpretar as relacdes entre a equacdo e o fenbmeno modelado, pois esse tipo de
atividade solicita que o aluno interprete a situacao estudada e ndo somente resolvaa EDO. Neste
processo de analise e de interpretacdo do fendmeno se faz necessaria a utilizacdo de ferramentas
de diferentes dominios matematicos e requer o uso de diferentes registros de representacdo, o
que possibilita o tratamento, a conversao e a coordenacao entre os registros.

Palavras-Chave: Educacdo Matematica. Equacbes Diferenciais Ordinarias. Registros de

representacdo semidtica. Modelagem Matematica. Mudangas de dominio.



BARROS, Michele C. Ordinary differential equations in the context of records of semiotic
representation and mathematical modeling. 2017. 258 sts. Thesis ( Doctorate in Education
for Sciencie and Mathematics). Universidade Estadual de Maringa, Maringé, 2017.

ABSTRACT

The ordinary differential equations (ODESs) have wide application in the resolution of complex
problems of movement, growth, electricity, vibrations and of various types of physical
phenomena which involve rates of variation of quantities in the most diverse areas of
knowledge. In this context, studying these equations allows the establishment of several
relations between Sciences and Mathematics. However, what is observed in the disciplines in
which this subject is approached is that it is treated with a strictly algebraic approach, causing
the students to worry only about learning the method that can solve it, leaving aside the main
objective which would be understanding the process that generated such an ordinary differential
equation (ODE), and what the relationship between the solution and the phenomenon it
describes. Mathematical Modeling, one of the trends in Mathematics Education, makes it
possible to establish several relationships between the mathematical model, in this case an
ODE, and the analyzed phenomenon, also favoring the attribution of meanings to the variables
that describe such phenomenon. Based on these assumptions, we have developed a qualitative
study, aiming to investigate the potential of a sequence of situations, involving problems in the
context of Mathematical Modeling, from the perspective of semiotic representation registers
and interplay between settings, in the conduction of the learning process of the ODEs for
Engineering students. As methodological procedures, we have proposed the development of a
sequence of situations based on the presuppositions of didactic engineering. The results showed
that the sequence of situations enabled the students to understand the ODEs that contemplate
the knowledge pointed out in the exercises proposed in the textbooks. The study in different
domains and the use of different registers of semiotic representation aided in the establishment
of relations between the family of solutions and the derivative between ODE and its field of
vectors and between the signal of the derivative and the field of vectors. In particular, in the
development of Mathematical Modeling problems, this knowledge has allowed the students to
interpret the relations between the equation and the modeled phenomenon, since this type of
activity demands students to interpret the studied situation and not only solve the ODE. In this
process of analysis and interpretation of the phenomenon it becomes necessary to use different
tools of mathematical domains and requires the use of different representation registers, which
enables the treatment, conversion and coordination between registers.

Keywords: Mathematical Education. Ordinary Differential Equations. Registers of semiotic
representation. Mathematical Modeling. Interplays between settings.
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Introducéo

As ideias iniciais deste trabalho comecaram antes mesmo do ingresso no programa de
poés-graduacdo em Educagdo para a Ciéncia e a Matematica na Universidade Estadual de
Maringa, elas surgiram durante a atuacdo da pesquisadora como professora da disciplina de
Célculo Diferencial e Integral 1 (CDI-1) na Universidade Tecnoldgica Federal do Parana, para
0s cursos de Engenharia de Alimentos, Ambiental, Civil e Eletrénica.

A disciplina de CDI - | apresenta um alto indice de evasdo e de reprovacao, o que gera
problemas tanto para alunos, que tém seu desenvolvimento no curso prejudicado, quanto para
a universidade, que precisa abrir novas turmas para suprir a demanda, tendo que disponibilizar
professores e espaco fisico que ndo estavam planejados.

Desta preocupagdo veio a motivacao de estudar teorias e estratégias de aprendizagens
gue pudessem auxiliar os futuros engenheiros a entender melhor os conceitos matematicos
necessarios no decorrer dos seus respectivos cursos. Dentre 0s diversos conceitos matematicos
que sdo base dos cursos de Engenharia, escolhemos as equagdes diferenciais ordinarias (EDOs),
que representam uma parte fundamental no estudo do Calculo Diferencial e Integral e sdo
utilizadas para compreender e investigar problemas sobre movimento, crescimento,
eletricidade, termodinamica, hidrodinamica, propagacao de doencas e todo tipo de fenbmeno
fisico que envolva taxas de variagdo de quantidades.

Por esta gama de aplicacdes, as EDOs estabelecem relacfes entre as outras areas das
Ciéncias e das Engenharias com a Matematica, promovendo um estudo interdisciplinar, que
permite ao aluno entender o processo que gerou tal equacdo diferencial ordinaria (EDO) e qual
a relacdo entre a solucdo e o fenémeno que ela descreve.

Essas caracteristicas das EDOs aparecem enfatizadas nos objetivos das ementas das
disciplinas de diversos cursos de graduacdo. Em particular, nos cursos de Engenharias, 0s
alunos, ao cursarem tal disciplina, devem ser capazes de apresentar ferramentas e suportes
matematicos para a modelagem de problemas praticos e tedricos das diversas areas das Ciéncias
e Engenharias. Também, devem desenvolver a habilidade e a capacidade de criar métodos e
ferramentas para solucionar problemas que envolvam taxa de variagdo e EDO.

No entanto, 0 que se observa, nos diversos cursos em que esta presente, é o desestimulo
dos alunos em relagdo ao seu estudo, muitas vezes ocasionados pela dificuldade de perceber
possibilidades de aplicacao direta em problemas relacionados a sua préatica profissional ou pela
falta de compreenséo dos significados dos conceitos das EDOs (DULLIUS; VEIT; ARAUJO,
2011).
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Pensando nisso, comegamos a buscar por estratégias e teorias que poderiam auxiliar na
melhoria da aprendizagem das EDOs para estudantes dos cursos de Engenharias.
Primeiramente, pensamos na Modelagem Matematica (MM) como uma estratégia de ensino e
de aprendizagem que poderia possibilitar o estabelecimento de diversas relagdes entre a EDO
(o modelo matematico) e o fenémeno analisado, favorecendo a atribuicdo de significados as
variaveis que descrevem tal fenémeno. A Modelagem Matemaética pode ser entendida como um
processo para a obtencéo e a validacdo de modelos matematicos com a finalidade de analisar e
de prever o comportamento do fenémeno estudado.

Encontramos, na Modelagem Matematica, possibilidades para o estudo das EDOs no
contexto de problemas aplicados a outras &reas do conhecimento, em particular, nas
Engenharias. Contudo, percebemos que analisar um modelo representado por uma EDO apenas
com aplicacdes de técnicas algébricas de resolucBes, nem sempre € suficiente para a
compreensdo do fendmeno, sendo necessario subsidiar nossos alunos com ferramentas
matematicas que possibilitem compreens6es para além da solucgéo algébrica, proposta nos livros
didaticos.

Pensando nisso, comegcamos a estudar algumas teorias que poderiam ser utilizadas em
conjunto com a Modelagem Matematica de forma a possibilitar a compreensao do nosso objeto
de estudo. Dentre essas teorias, uma nos chamou a atencéo, as mudancas de dominio de Douady
(1984, 1992), que sdo meios de obter diferentes formulagcbes de uma situagdo sem que
necessariamente elas sejam equivalentes, propiciando o estudo do conteudo em diferentes
ramos da Matematica, como o da Algebra, da Geometria Analitica, das Funcdes, entre outros,
0 que, segundo a autora, é necessario para a compreensao de um conceito matematico.

Apos um estudo inicial, devido a algumas intersecfes entre as mudancas de dominios e
as transformac0es realizadas nos registros de representacdo semiotica de Duval (1993, 2010,
2012), identificamos a necessidade de utilizar também este referencial em nossa pesquisa. Para
0 autor, o uso de diferentes registros de representacdo semiética no estudo de um objeto
matematico e a coordenacdo entre estes registros possibilitam o entendimento deste conceito.

Como referencial metodoldgico, utilizamos a engenharia didatica de Artigue (1996),
que é composta por quatro fases: as analises preliminares, a construcdo das situacoes e analise
a priori, a experimentacédo e a analise a posteriori e a validagéo.

Assim, apoiados nos referenciais tedricos e metodologicos citados, elaboramos e
aplicamos uma sequéncia de situacGes (compostas por atividades matematicas (fase 1) e

problemas no contexto da Modelagem Matematica (fase 2), com dezesseis alunos dos cursos
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de Engenharias da Universidade Federal Tecnoldgica do Parand, buscando propiciar uma
compreensdo do conceito das EDOs para esses alunos.

Objetivo
Esta pesquisa teve como objetivo investigar o potencial de uma sequéncia de situagdes,
envolvendo problemas no contexto da Modelagem Matematica, na perspectiva dos registros de
representacdo semiotica e das mudancas de dominio, na conducéo do processo de aprendizagem
das equac0es diferenciais ordinarias para estudantes dos cursos de engenharias.
Este objetivo desdobra-se em algumas metas mais especificas, a saber:
i) Identificar as mudancas de dominios e de registros de representacGes realizadas pelos
estudantes durante o desenvolvimento da fase 1.
ii) Identificar as mudancas de dominios e de registros de representacdes realizadas pelos
estudantes durante o desenvolvimento dos problemas de Modelagem Matematica (fase
2) e verificar se os alunos conseguem aplicar os conhecimentos trabalhados na fase

anterior.

Estrutura da tese

A estrutura do texto compreende quatro capitulos, além das consideracGes iniciais e
finais e das referéncias bibliograficas. Os aportes tedricos e metodoldgicos estdo descritos no
Capitulo 1 do presente estudo.

No Capitulo 2, apresentamos nosso objeto de estudo, as Equacbes Diferenciais
Ordinarias, uma andlise dos exercicios resolvidos de dois livros didaticos utilizados por
universidades brasileiras para o ensino e a aprendizagem das EDOs e um estudo sobre os
possiveis dominios e registros de representacdo para as EDOs.

No Capitulo 3, apresentamos a sequéncia de situacGes e suas analises a priori. No
Capitulo 4, descrevemos a aplicacdo da sequéncia de situagdes e as analises a posteriori. E, por

fim, apresentamos algumas consideracdes finais e as referéncias bibliogréficas utilizadas.
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1 Referencial tedrico e metodologico

Neste capitulo apresentamos os referenciais tedricos e a metodologia que utilizamos

neste trabalho.

1.1  Referencial tedrico

Nesta secdo descrevemos 0s seguintes referenciais tedricos utilizados nesta pesquisa: as
mudancas de dominio de Douady (1983, 1984, 1986, 1992) e os registros de representacdo
semiotica de Duval (1993, 2001, 2003, 2012).

1.1.1 Mudancas de dominio

As nogdes sobre mudancas de dominios® foram introduzidas por Régine Douady, em
sua tese de doutorado, intitulada Jeux de cadres et dialectique outil-objet dans I"enseignement
des mathématiques: une réslisation dans tout le cursus primaire?, defendida na Universidade
Paris VI, em 1984.

Para Douady (1986),

um dominio € constituido pelos objetos de um ramo da Matematica, das
relacOes entre esses objetos, de suas diversas formulagdes e das imagens
mentais associadas a estes objetos e a estas formulagdes. Estas imagens
desempenham um papel essencial no funcionamento como ferramenta
dos objetos dentro de um dominio. Dois dominios podem conter 0s
mesmos objetos e diferirem por suas imagens mentais e problematica
desenvolvida (DOUADY, 1986, p. 11, traducio nossa®).

Para Rogalski (2001), trabalhamos em certo dominio quando estudamos um problema
cujos dados, o enunciado e as primeiras ferramentas de estudo fazem parte de uma teoria
principal bem definida, mais ou menos ampla, muitas vezes com ligagdo com um campo
conceitual®.

O dominio, em geral, € um campo vasto como o da Analise, da Algebra, da Geometria,

ou mais restrito, como da Geometria Analitica, da teoria das Equacdes Diferenciais, da Algebra

L Em francés, jeux de cadres.

2 Em portugués, Mudanca de dominio e dialética ferramenta-objeto no ensino da Matematica: uma realizagéo em
todo o curriculo primario.

3 Um cadre est constitué des objets d’une branche des mathématiques, des relations entre les objets, de leurs
formulations éventuellent diverses et des images mentales associées a ces objets et ces relations. Ces images jouent
un role essentiel dans le fonctionnement comme outil, des objets et différer par les images mentales et la
problématique développée.

4 No sentido de Vergnaud.
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Linear, entre outros. Muitas vezes, podemos identificar os dominios nos livros, nos capitulos
de livros, nos programas das disciplinas ou por meio da Histéria da Matematica (ROGALSKI,
2001).

A mudanca de dominio® “é¢ um meio de obter diferentes formulagdes de um problema
sem que necessariamente elas sejam equivalentes” (DOUADY, 1992, p. 135), ou seja, ¢ uma
passagem de um dominio para o outro. Esta mudanca favorece um novo olhar para a situacéo
dada promovendo o uso de ferramentas e de técnicas que ndo eram acessiveis inicialmente
(DOUADY, 1992).

Para Douady (1983), uma mudanca de dominio reflete a intencéo de explorar o fato de
que a maioria dos conceitos podem estar envolvidos em varios dominios, como o algébrico, o
geométrico, o numérico, entre outros. Em cada dominio, um conceito apresenta objetos,
propriedades e relacdes que lhe estabelecem significado.

Por exemplo®, considere o sistema de equagdes a seguir:

-3x+2y=5 (I)
{ x—=y==2 (Il)
Segundo Douady (1992), o problema acima esta formulado no dominio algébrico e pode

ser resolvido no interior desse dominio utilizando o método da substituicdo. Neste caso,

isolando y em (1), temos:
y=%(5+3x) (1
Substituindo (111) em (1), obtemos:
X—y=-2
1
X—E(5+3X)=—2
2X—-5-3x=-4
x=-1 (IV)

Para determinar o valor de y substituimos (V) em (1)

—-3X+2y=5

-3(-)+2y=5
2y=5-2

y=1

Logo, a solugdo do sistema de equagdes é dada por x=-1 e y=1.

5 Changement de cadre em francés.
¢ Exemplo adaptado de Douady (1992).
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Observe que, neste caso, a resolu¢do do problema se deu no dominio algébrico.
Contudo, Douady (1992) considera que caso essa situagdo seja proposta para uma classe de
alunos que ndo tenha tais conhecimentos algébricos disponiveis, porém, possuam familiaridade
em calcular o valor numérico de algumas funcées (lineares, afins etc.) e saibam observar suas
representacdes graficas em coordenadas cartesianas (obtidas com uma construcdo com l4pis e
papel ou com o auxilio de um software), entdo o problema pode ser transferido para o0 dominio
das Funces, possibilitando a utilizacdo de uma ferramenta grafica que permita outras
interpretacdes para o problema.

A autora ressalta que, neste caso, nao é evidente que o aluno reconheca que as equagdes
representam a lei de formacéo de funcbes afim, porém, com uma andlise de que cada x tem

correspondéncia a um y é possivel considerar as equacdes (I) e (1) como sendo as funcGes
Y, (X) =%(3x+5) e Y, (x) =x+2. Analisando os graficos das funcdes y, e y, (Figura 1) pode-

se verificar se as fungdes possuem um (ou varios) ponto(s) em comum ou nenhum e,
consequentemente, determinar a solucdo do problema.

Figura 1: Ponto de intersecdo das fungdes y, e vy,

Fonte: Elaborado pela autora

Graficamente, a partir do momento que os alunos percebem que as representacoes

graficas de y, e y, sdo retas, outras perguntas podem surgir: as retas sdo paralelas? S&o

distintas ou coincidentes? Qual o papel dos coeficientes?

Dessa forma, se 0 aluno reconhece que as duas equacdes do sistema sdo equacgdes de
retas, ele transfere o problema para o dominio da Geometria Analitica, realizando um
procedimento analogo ao anterior. Esta escolha pelo dominio da Geometria Analitica ou das
Funcdes depende do ponto de vista do sujeito em relacdo a situa¢do, uma vez que temos uma
intersecdo entre os dois dominios, pois a representacdo grafica de uma funcao afim é uma reta.
O direcionamento para um ou outro dominio depende dos conhecimentos dos alunos e/ou da

intencdo do professor.
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Um outro exemplo’ pode ser observado na seguinte situacdo: dados trés pontos A, B e
C distintos no plano, pergunta-se: A, B e C sédo colineares? Para resolver este problema o
aluno pode recorrer a diferentes dominios matematicos:

v Dominio da Algebra Vetorial: A, B e C sdo colineares se os vetores AB e

AC sdo colineares.

v" Dominio da Geometria Analitica: A, B e C sdo colineares se as coordenadas

do ponto C verificam a equacdo da reta que passa pelos pontos A e B.

v" Dominio da Geometria Euclidiana: A, B e C sdo colineares se C esta sobre a

reta que passa pelos pontos A e B ou se o segmento AC € coincidente ao
segmento AB.

Observe que, em cada dominio, mudamos a forma de ver o problema. Por exemplo, no
primeiro caso, analisamos o problema utilizando o objeto matematico vetor; no segundo,
precisamos determinar a equacdo da reta que passa pelos pontos A e B para verificar se o
ponto C pertence a ela. Em ambos os casos, chegaremos a mesma concluséo (se 0s pontos
estdo alinhados ou nédo), contudo, em cada caso, utilizamos ferramentas matematicas diferentes.

A mudanca de dominio pode ser realizada de forma espontéanea pelo aluno ou provocada
por intermédio de um outro aluno ou do professor. Essa mudanca de dominio (espontanea ou
provocada) permite que o aluno avance na resolucdo do problema, além de promover um
avanco dentro do dominio (DOUADY,1984).

Neste processo, Douady (1986) distingue trés fases. A primeira € a transferéncia e a
interpretacdo, na qual o aluno transfere um problema de um dominio ao outro e interpreta
algumas questdes relativas ao problema. A outra é a correspondéncia imperfeita, as
correspondéncias entre os dominios sdo imperfeitas, por razdes matematicas ou por falta de
conhecimento dos alunos. E, por dltimo, a melhoria das correspondéncias e progresso dos
conhecimentos, uma evolucdo das correspondéncias entre os dominios e um avanco do aluno
em relacdo a cada dominio.

Segundo Douady (1983), para os alunos em processo de aprendizagem, 0s conceitos
operam de maneira parcial e de formas distintas em diferentes dominios, o que resulta em
conexdes incompletas entre os dominios. Desta forma, é necessario o desenvolvimento de

atividades que envolvam mais de um dominio, para que, assim, os alunos adquiram a

7 Exemplo adaptado de MUNOS (2001, 2002)
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capacidade de reconhecer e de compreender o conceito nas suas variadas representacdes e
dominios.

No ensino e na aprendizagem das EDOs, podemos reconhecer varios dominios, como
da Algebra, das FuncBes, da Geometria Analitica, das Equacdes Diferenciais de primeira
ordem, entre outros (GORDILLO, 2006). Consideramos também os dominios ndo matematicos
ou das grandezas (Quimica, Fisica, Biologia etc.).

Diante do exposto, acreditamos que atividades que envolvam os diversos dominios da
Matematica favorecam uma compreensdo do conceito da EDO. Na secdo 2.3 exploraremos

melhor os possiveis dominios no contexto das EDOs.

1.1.2 Registros de Representacdo Semidtica

Em uma atividade matemaética, independente do dominio, precisamos utilizar uma
escrita, um simbolo ou uma notacdo que represente 0 conceito matematico que queremos
compreender e/ou utilizar, pois “ndo existe conhecimento matematico que possa ser mobilizado
por uma pessoa, sem o auxilio de uma representagdo” (DAMM, 2012, pg. 169).

Segundo Duval (1993, p.38, traducio nossa®), “os objetos matematicos ndo estdo
diretamente acessiveis a percepcdo ou a experiéncia intuitiva imediata, como sdo 0s objetos
comumente ditos ‘reais’ ou “fisicos’! E necessario representa-los”.

Assim, por exemplo, para realizarmos alguma operacdo com a funcdo f(x)=e* +1,

podemos utilizar sua expressao algébrica ou seu grafico (Figura 2). Em ambos 0s casos, estamos

operando no dominio das Fun¢des, mas utilizando maneiras diferentes para representar a funcao
f.

Figura 2: Gréafico da fungéo f(x)=e* +1

flx) =€e"+1

-1 0 1 2 3

Fonte: Elaborado pela a autora

8 En effet, les objets mathématiques ne son pas directement accessibles dans la perception, ou dans une expérience
intuitive immédiate, comme le sont les objets communément dit ‘réels’ ou ‘physiques’! Il faur donc pouvoir en
donner des représentants.
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Dessa maneira, para analisar a compreensdo de conhecimentos, em especial, dos
conhecimentos matematicos, é necessario recorrer a nocao de representacdo. S&0 essas
diferentes formas de representagdes de um conceito que permitem a comunicacao entre 0s
individuos e as atividades cognitivas do pensamento (DUVAL, 1993).

O papel das representacdes para a apreensdo dos conceitos matematicos é pesquisado
por Raymond Duval desde a década de 1970. Duval é filosofo, psicologo e professor emerito
na Universidade du Litoral Cote d"Opale na Franca. Seu livro Sémiosis et pensée humaine de
1995 é um marco na teoria dos registros de representacdes semioticas e seus estudos tém
direcionado diversas pesquisas em Educacdo Matemaética no Brasil (DUVAL, 2011a).

Duval (2009) considera trés tipos de representagoes:

1. As representacdes como representacao subjetiva e mental: recobrem o conjunto
das concepcgOes que 0 sujeito possui sobre um objeto, um fendmeno fisico e
natural.

2. As representacOes internas ou computacionais: sdo representagdes internas e
inconscientes do individuo. Ou seja, aquelas executadas de forma automatica,
sem pensar em todos 0S passos necessarios para executar 0 processo.

3. As representacdes semidticas: sdo representagdes externas e conscientes do
sujeito. “S80 producgdes constituidas pelo uso de sinais pertencentes a um
sistema de representacdo que tem suas proprias restricbes de significado e
funcionamento” (DUVAL, 1993, p. 39, tradugio nossa®).

Esses trés tipos de representacGes ndo sdo espécies diferentes de representacdo, mas
realizam funcdes diferentes. As representacfes mentais possuem uma fungédo de objetivacao,
que permite o sujeito tomar consciéncia daquilo que, até entdo, ainda ndo o tinha feito. As
representacdes computacionais tém uma funcdo de tratamento automatico, por exemplo, o
calculo do algoritmo da adicdo, o qual o aluno pode aplicar em diversas situacfes sem
compreender o seu significado operatério (DUVAL, 2009).

Jé as representacdes semidticas efetuam, de modo indissociavel, a funcéo de objetivacdo
e de expressdo. Elas também tém a funcédo de tratamento, contudo, € um tratamento intencional,
essencial para a aprendizagem (DUVAL, 2009).

Segundo Duval (2009, p. 15), “as representagdes semidticas ndo s3o somente
indispensaveis para fins de comunicagao, elas sdo necessarias ao desenvolvimento da atividade

matematica”. Um grafico, uma expressdo algebrica, um enunciado em lingua natural sdo

® Les représentations sémiotiques son des productions constituées par I"emploi de signes appartenant a un systeme
de représentation qui a ses contraintes propres de signifiance et de fonctionnement.
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representacfes semiéticas que denotam sistemas semidticos diferentes. Esse tipo de
representacdo, além de ser uma forma de exteriorizar as representagdes mentais, também so
igualmente importantes a atividade cognitiva do pensamento (DUVAL, 1993).

Dessa forma, a existéncia de diferentes registros de representacdo semiotica se mostra
inseparavel do funcionamento cognitivo. Ou seja, “sem as representagdes semioticas, torna-Se
impossivel a construgdo do conhecimento pelo sujeito que aprende. E através das
representacdes semioticas, que se torna possivel efetuar certas fun¢@es cognitivas esséncias do
pensamento humano” (DAMM, 2012, p. 177)

Para Duval (1993), “chamamos semi0sis a apreensao ou producao de uma representacdo
semiotica e noésis a apreensdo conceitual de um objeto, € preciso afirmar que a noésis é
inseparavel da semiosis” (p. 39-40, grifo do autor, traducdo nossa'?). Para o autor, ndo ha noésis
sem semidsis, ou seja, ndo ha conceitualizacdo de um objeto matematico sem a utilizacdo das
representacdes deste objeto.

Segundo Damm (2012), para que aconteca a aprendizagem de um conceito matematico,
@ preciso que a noésis (conceitualizacdo) ocorra a partir de significativas semiosis
(representacdes). Isso significa que a compreensdo conceitual de um objeto matematico so6
ocorre quando o individuo consegue articular diversos registros de representacao associado a
esse objeto. Ou seja, “quanto maior for a mobilidade com registros de representacéo diferentes
do mesmo objeto matematico, maior sera a possibilidade de apreenséo desse objeto” (p.177).

O termo registro de representacdo semioética é utilizado, em Matematica, para designar
os diferentes tipos de representagcdes semidticas. A lingua natural, as figuras geométricas, as
representacdes graficas, as escritas simbdlicas algébricas e numéricas sdo exemplos de registros
de representacdo semiotica. Duval (1993) afirma que, para um sistema semiotico ser um
registro de representacao, é preciso que ele permita trés atividades cognitivas fundamentais
ligadas a semiosis: a formacdo de uma representacdo identificavel, o tratamento e a conversao.

A formacdo de uma representacdo identificavel, seja para exprimir uma
representacdo mental, seja para evocar um objeto real, implica a selecdo de relacdes e de dados
do contelido a representar, que pode ser estabelecida no enunciado de uma frase compreensivel
em uma linguagem natural dada, na elaboragdo de um esquema ou em uma expressao
matematica.

Essa formacéo deve obedecer as regras do contexto em que ela se encontra, por exemplo,

as regras gramaticais para as linguas naturais, ou as regras para o desenho de uma figura etc.

10 On appelle sémiosis 1’appréhension ou la production, d une représetation sémiotique, et noésis |"appréhension
conceptuelle d"un objet, il faut affirme que la noésis est inséparable de la sémiosis.
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Dessa forma, os signos utilizados para a formacdo de uma representacdo identificavel
pertencem a um sistema semiotico ja estabelecido socialmente. Essas regras sdo consideradas,
por Duval (2009), como regras de conformidades que definem um sistema de representacéo.
Consequentemente, os tipos de unidades constitutivas de todas as representacdes admissiveis
em um registro versam sobre:

- a determinacdo (estritamente limitada, ou ao contréario aberta) de unidades
elementares (funcionalmente homogéneas ou heterogéneas ...): simbolos,
vocabularios.

- as combinagBes admissiveis de unidades elementares para formar unidades
de nivel superior: regras de formagédo para um sistema formal, gramatica para
as linguas naturais.

- as condicBes para que uma representacdo de ordem superior seja uma
producdo pertinente e completa: regras candnicas proprias a um género
literario ou a um tipo de producdo num registro (DUVAL, 2009, p. 55).

Por exemplo, para representar uma fungéo polinomial de primeiro grau sdo necessarias

as unidades simbodlicas, f(x), a, b, x, = e +, para formar a unidade de nivel superior
f (x) =ax+b no registro de representacdo simbdlico-algébrico. Essas regras tém por objetivo
assegurar as condicbes de identificacdo e de reconhecimento da representacdo e as
possibilidades do seu uso para tratamentos e conversoes.

O tratamento de uma representacéo é uma transformacéo dessa representacéo dentro
de um mesmo registro, ou seja, uma transformacao interna a um registro. Por exemplo, para
calcular a derivada da fungdo f (x) = (x* + x)e®*, realizamos o seguinte procedimento:

f7(x) = (x* + x)(€**) +e** (X* + x)’
f(x) = (x* +x)2e* +e** (2x +1)
f7(X) =¥ (2x° + 22X +2x +1)
f7(x) =€ (2x* +4x+1)

O procedimento realizado ocorre sobre um mesmo registro de representacdo, ou seja,
para determinar a derivada da funcdo f foi preciso utilizar as técnicas de derivacdo sem a
necessidade de mudar o registro de representacao.

Cada registro possui regras proprias de tratamentos variando sua natureza e nimero de
um registro a outro, consequentemente, as dificuldades de realizar tratamentos dependem do
registro utilizado. A compreensdo de um conceito matematico pode ser parcial quando
utilizamos um Unico registro de representacdo, pois este registro pode ndo contemplar todas as

caracteristicas do conceito. Dessa forma, é necesséria a utilizacdo de diferentes registros de

representacdo, ou seja, a capacidade de mudar de um registro para outro (DUVAL 2003).
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A conversao de uma representacdo é uma transformacao que consiste em modificar a
representacdo de um objeto, conservando a totalidade ou uma parte do conteudo da
representacdo inicial, ou seja, € uma transformacdo externa ao registro de partida (registro
inicial da representacdo a converter). A Figura 3 ilustra uma converséo do registro simbolico-
algébrico para o registro grafico.

Figura 3: Exemplo de converséo entre registros de representacéo

y=2x+1 A

S

conversao

Fonte: Elaborado pela a autora

Para analisar a atividade cognitiva requerida na conversao entre registros, Duval (2003)
classifica os registros de representacdo, segundo a sua natureza, em multifuncionais e
monofuncionais, discursivos e ndo discursivos. Os registros multifuncionais sdo aqueles em
gue os tratamentos ndo sdo algoritmizaveis e os monofuncionais sdo aqueles nos quais as
transformacoes de expressdes sdo algoritmizaveis. Os registros discursivos utilizam-se de uma
linguagem natural e formal ou de escritas simbdlicas (linguagem matematica). Os registros ndo
discursivos baseiam-se em figuras geométricas, graficos cartesianos ou de esquemas advindos
de um mesmo tipo de representacdo visual.

Quadro 1: Classificacdo dos diferentes tipos de registro de representacdo semidética

Discursivos N&o discursivos
Utilizam-se da linguagem natural Utilizam-se de figuras, gréficos,
ou matematica. esquemas.
Registros * Lingua natural *Figuras geomeétricas planas ou em
multifuncionais perspectiva (de configuraces de

AssociacOes verbais (concepcdes) formas em 0, 1, 2, 3 D)

Os tratamentos n&o séo
algoritmizaveis. Apreensdo operatdria e ndo somente

Formas de raciocinio: .
perceptiva

- argumentos a partir de
observagdes, de crencas.

- deducbes vélidas a partir de
teoremas (substitui¢ao)

Construcdes utilizando instrumentos,
uma mudanca de instrumento pode
causar mudancas de restricdes
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Registros *Sistema de escrita *Gréficos cartesianos
monofuncionais
- numérico (binéario, decimal) Mudancas de sistemas de
Os tratamentos sdo - literal, algébrico, simbélico coordenadas
principalmente (linguagem formal) Interpolagéo, extrapolagéo
algoritmicos. caleulo

Os (*) ilustram um exemplo de registro e as escritas em italico um tratamento especifico neste registro.
Fonte: Duval (2001, p. 92)

O grau de dificuldade para a aprendizagem matematica difere em relacdo a natureza dos
registros utilizados. Em relagdo aos tratamentos, as maiores dificuldades referem-se aos
registros multifuncionais. J& as conversdes podem ser menos complexas se envolvem registros
de mesma natureza (ambos multifuncionais ou ambos monofuncionais), ou mais complexas
guando envolvem passagens entre registros monofuncionais e registros multifuncionais
(DUVAL, 2003).

Na teoria dos registros de representacdo semiotica, as fungdes formacao, tratamento e
conversdo sdo essenciais para o funcionamento cognitivo. Segundo Flores e Morreti (s/d),
Duval considera também a funcéo de identificacdo, que € o trabalho cognitivo que possibilita a
recuperacdo da memoria (humana ou de um sistema informatico), ou seja, esta funcao concerne
a organizacdo das informagdes da memdria. Ela é solicitada, por exemplo, para ler e analisar
um quadro de dados, pois, dentre todas as informacdes contidas no quadro, é preciso identificar
e selecionar aquelas que sao necessarias para a analise do problema.

Os processos de tratamentos e conversdes ndao podem ser confundidos, pois o primeiro
ocorre no interior de um registro, a medida que o segundo se da entre os registros, exigindo que
0 sujeito diferencie o significado (conceito matematico) do significante (representacdo)
(DAMM, 2012).

Quadro 2: Tipos diferentes de transformacédo de representacdes semidticas

Transformag&o de uma representacdo semiotica em uma outra representagdo semidtica

—

Mudando de sistema, mas conservando a
referéncia aos mesmos objetos:

Permanecendo no mesmo sistema:

Tratamento x

Converséo
Quase sempre, é somente este tipo de Este tipo de transformacdo enfrenta os
transformacao que chama a atencdo porque ele fendmenos de ndo congruéncia. Isso se traduz

corresponde a procedimentos de justificacéo. pelo fato de os alunos ndo reconhecerem o
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De um ponto de vista “pedagdgico”, tenta-se, mesmo objeto por meio de duas representagdes
algumas vezes, procurar o melhor registro de diferentes.

representacao a ser utilizado para que os alunos A capacidade de converter implica a
possam compreender. coordenacdo de registros mobilizados. Os

fatores de ndo congruéncia mudam conforme 0s
tipos de registro entre 0s quais a converséo €, ou
deve ser, efetuada.

Fonte: Duval (2003, p. 15)
Duval (2003) afirma que a conversdo e o tratamento s&o transformacgdes de

representacfes semioticas totalmente diferentes (Quadro 2). Contudo, muitas vezes, na
descricdo da resolugcdo de um problema ou na anéalise da producédo dos alunos, ndo se tem o
cuidado de diferencia-los.

Duval (2012) alerta que ndo podemos confundir a atividade de conversdo com outras
duas atividades que estdo proximas a ela, a codificacdo e a interpretacdo. A “interpretacdo
requer uma mudanca de quadro tedrico ou uma mudanca de contexto. Esta mudanca ndo implica
mudanca de registro. A codificacdo € a transcricdo de uma representacdo em um outro sistema
semiotico diferente daquele em que é dado inicialmente” (p. 273).

Desta forma, o aluno pode interpretar a expressdo algébrica C =2x+5como sendo a
expressao para determinar o custo de producéo de certo produto, ou seja, 0 aluno mudou de um
contexto matematico para outro contexto, sem mudar o registro de representacgao.

Jé& a acdo de codificar ocorre quando o aluno consegue retirar informacGes contidas no
enunciado de um problema e organiza-las em um outro registro diferente do registro de partida
(VERTUAN, 2007).

Segundo Karrer (2006), se, a0 compararmos a representacao do registro de partida com
a representacdo final no registro de chegada, percebermos que a transformacédo esta perto de
uma situacdo de codificacdo, feita de maneira espontanea, dizemos que a conversao é
congruente, caso contrario, ndo congruente.

Para explicar essa nocdo de congruéncia, Duval (2009) exp0e trés condicdes para que
uma conversao seja congruente:

i) Correspondéncia semantica dos elementos significantes: a cada unidade
significante simples de uma das representagdes, pode-se associar uma unidade
significante elementar. Considera-se como unidade significante elementar toda
a unidade que se destaca do “lIéxico” de um registro (p.68).

i) Univocidade semantica terminal: a cada unidade significante elementar da
representacdo de partida corresponde uma s6 unidade elementar no registro de

representacdo de chegada.
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iii) Mesma ordem possivel de apreensdo das unidades significantes nas duas
representagoes.

Esses critérios possibilitam determinar a congruéncia entre duas representacdes
semioticamente diferentes que representam, ao menos parcialmente, 0 mesmo conteldo.
Quando uma ou mais dessas condi¢cbes ndo sdo satisfeitas, temos uma conversdo nao
congruente. Karrer (2006) ressalta que existem conversdes que sdo congruentes em um sentido,
mas ndo sdo congruentes no sentido oposto. O Quadro 3 ilustra exemplos de congruéncia e de
ndo congruéncia em uma atividade de converséo.

Quadro 3: Exemplo de congruéncia e de ndo congruéncia de uma converséo

Registro de Registro de Correspondéncia | Unicidade | Conservacdo | Conclusao
partida chegada semantica das semantica da ordem
(Registro da (Registro unidades de terminal das
lingua natural) simbolico- significado unidades
algébrico)
a) Conjunto dos y>X Sim Sim Sim Congruente
pontos cuja
ordenada é
superior a
abscissa
b) O conjunto x>0 Néo Sim Sim Néo
dos pontos que “Maior que zero” é congruente
tem a abscissa uma perifrase (um
positiva s0 significado para
varias palavras)
c) O conjunto X-y>0 Néo Néo Néo Néo
dOS _pOﬂ'[OS CUJ.a “O prOdutO da Globalizagéo Congl’uente
abgmssg € cWal apscissae da descritiva
ordenada telm O ordenada é (dois casos)
mesmo sina maior que
zero”

Fonte: Adaptado de Duval (2003, p. 19)

A conversdo a) do Quadro 3 é um exemplo de conversdo congruente, pois o registro de
chegada é praticamente uma codificacdo do registro de partida. A conversdo b) ndo possui
correspondéncia semantica das unidades de significado, pois ndo ha uma unidade significante
correspondente a palavra positivo, sendo necessaria a utilizagdo da perifrase “maior que zero”
(> 0). A conversado c) ndo satisfaz nenhum dos trés critérios de congruéncia, pois “maior que
zero” expressa tanto ter o “mesmo sinal” quanto ser “positivo”, ou seja, ndo ha correspondéncia
semantica. Nao possui unicidade terminal, pois a unidade significativa elementar “conjunto dos
pontos cuja abscissa ¢ cuja ordenada” no registro de saida apresenta mais de uma unidade

significativa no registro de chegada (x-y). E ndo tem a mesma ordem de apreenséo dessas
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unidades nas duas representacdes, pois, ao realizar a conversao inversa (registro simbdlico-
algébrico para o registro da lingua natural) ndo é possivel obter a expressao inicial.

Os alunos tendem a apresentar mais facilidade em realizar uma conversao quando ela é
congruente. J& quando a conversdo € nao congruente, apresentam dificuldades em realiza-la, o
que leva a baixas taxas de éxito na realizacdo dessa atividade. Assim, s6 podemos inferir que
um aluno compreende um objeto matematico, se ele for capaz de resolver diferentes situacoes
que envolvam o conceito, empregando, no minimo, dois registros de representacdes
simultaneamente (CARDOSO, 2014).

Segundo Duval (2011b), quando a conversdo envolve o registro gréfico, os alunos
apresentam dificuldades de interpretacéo e leitura do gréafico, pois muitos deles ndo conseguem
estabelecer relacdes entre o registro grafico (representacdo cartesiana) e o registro simbolico-
algébrico (equacdo), mesmo para 0s casos mais simples, como, por exemplo, quando a
representacdo grafica é uma reta. Para o autor, essas dificuldades ndo estdo relacionadas ao
conceito de funcdo afim, mas, sim, com a falta de conhecimento das unidades semanticas entre
os dois registros (grafico e simbolico-algébrico). Muitas vezes, a mudanca da equacdo para o
grafico ocorre por uma construcdo ponto a ponto, que ndo explora de forma significativa a
relacdo entre os dois registros, além do fato de esquecer que a conversao no sentido oposto
(gréfico para simbolico-algébrico) apresenta mais problema.

Para Duval (2011b), trés tipos de abordagens sdo possiveis para o registro grafico: a
abordagem ponto a ponto, de extensdo do tracado efetuado e de interpretacdo global de
propriedades figurais. A primeira, utilizada para introduzir a abordagem grafica, consiste em
marcar alguns pontos (pares ordenados), obtidos a partir da expressdo algébrica dada, no plano
cartesiano. Essa associagao restringe-se a alguns pontos particulares, favorecendo o tracado de
um grafico de uma funcédo polinomial de 1° ou 2° grau e/ou a identificacdo das coordenadas de
algum ponto de interesse, como a intersecao com 0s eixos.

A abordagem de extensdo do tracado utiliza-se das atividades de extrapolacdo e de
interpolacdo, por ndo necessitar de tragos complementares e explicativos € uma abordagem
praticamente mental. Diferente da abordagem anterior que se prende em um conjunto finito de
pontos, ela abarca um conjunto infinito de pontos, seja entre os pontos marcados ou além deles.
Contudo, em ambas as abordagens, o tratamento foca-se na procura de valores particulares sem
levar em conta a forma da expresséo algébrica (DUVAL, 2011b).

A terceira abordagem leva em consideragéo o conjunto de tracado/eixos e a expressao
algébrica de um objeto. Toda a variacdo no grafico/imagem corresponde a uma variagdo na

expressao algebrica. Nesta abordagem, o importante é perceber as modificacdes conjuntas na
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Imagem e na representacdo algébrica, o que conduz “a uma analise de congruéncia entre dois
registros de representagdo de um objeto ou de uma informagdao” (DUVAL, 2011b, p. 99).
Quando queremos determinar a expressao algebrica de uma funcéo a partir do seu gréafico, a
abordagem de representacao global é requerida, pois, neste caso, as duas primeiras abordagens
se tornam ineficazes.

Segundo o autor, para uma analise de congruéncia é preciso a distin¢do das unidades
significativas de cada registro de representacdo e também das transformacgdes implicitas
necessarias para mudar de registro. No registro algébrico, estas unidades séo, de certa forma,
claras, como os simbolos relacionais (<, >, =, ...), de operagdes ou de sinais (+, -), de variaveis,
de expoente, coeficiente e constante. Normalmente, cada simbolo corresponde a uma unidade
significativa.

Porém, a andlise das unidades significativas no registro grafico ndo é tao clara. Assim,
Duval (2011b) diferencia as variaveis gerais das varidveis relativas para o caso do gréfico de
uma reta ou pardbola, mas que também podem ser utilizadas para outros casos. As variaveis
gerais sdo concernentes a implantacao da tarefa, ou seja, 0 que se deve ressaltar como figura
sobre o fundo: uma linha ou zona. Ou em relacdo a forma da tarefa, procurando verificar, ou
ndo, se uma linha é uma reta ou uma curva (aberta ou fechada). As variaveis relativas estdo
relacionadas com uma simples modificacdo de configuracéo da linha tragcada/eixos orientados,
conforme ilustrado no Quadro 4.

Quadro 4: Valores e variaveis visuais para a reta no plano cartesiano

Variaveis visuais Valores das variaveis visuais

- 0 sentido da inclinacéo do tracado: - a linha sobe da esquerda para a direita;
- a linha desce da esquerda para a direita;

OBSERVACAO: a referéncia esquerda/direita é o sentido
normal do percurso visual de uma pagina em caracteres
latinos

- 0s angulos do tragcado com os eixos: | H& uma reparticdo simétrica do quadrante percorrido.

- 0 angulo formado com o eixo horizontal € menor que o
angulo formado com o eixo vertical;

- 0 angulo formado com o eixo horizontal é maior que o
angulo formado com o eixo vertical.

OBSERVACAO: no caso em que o tragado ndo passa pela
origem, basta deslocar o eixo vertical, por exemplo, até o
ponto de interseccdo da reta com o eixo horizontal.

- a posicdo do tragado em relagdo a | - o tragcado passa abaixo da origem;
origem do eixo vertical: - 0 tracado passa acima da origem;
- 0 tracado passa pela origem.
Fonte: Duval (2011b, p. 101)
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As variaveis visuais do Quadro 4 sdo relativas a um grafico de uma reta com expressao

algébrica dada por y=ax+Db, cujas unidades significativas sdo as constantes a e b. O Quadro

5 mostra a correspondéncia algébrica com os valores obtidos no Quadro 4.

Quadro 5: Valores e variaveis visuais para y = ax+b no plano cartesiano

Variaveis visuais Valores Unidades simbolicas correspondentes
Sentido da inclinagdo Ascendente Coeficiente >0 Auséncia de sinal
Descendente Coeficiente <0 Presenca do sinal -

Angulos com os eixos

Particdo simétrica
Angulo menor

Coefic. variavel = 1
Coefic. variavel < 1

Nao ha coefic. escrito
Ha coefic. escrito

Corta na origem

Sem correcdo aditiva

Angulo maior Coefic. variavel > 1 Ha coefic. escrito
Posicdo sobre os eixos | Corta acima Acresc. Constante Sinal +
Corta abaixo Subtrai-se constante Sinal —

Auséncia de sinal

Fonte: Duval (2011b, p. 101)

Analisando o Quadro 5 podemos ver que o conceito de inclinacdo esté relacionado com
o coeficiente da varidvel independente. J& este coeficiente estd associado com as varidveis
visuais: sentido da inclinacdo do tracado (ascendente ou descendente) e os angulos formados
pelo tracado com o0s eixos coordenados. Desta forma, para Duval (2011b), ndo existe
congruéncia entre a direcdo da reta no plano e o coeficiente angular na expressdo algébrica.

Segundo Moretti e Luiz (2014), é preciso levar em consideracdo uma outra abordagem
possivel das representagdes graficas, a qual os autores chamam de “informatico de interpretacao
global”. Nesta abordagem, a forma grafica de uma fung¢&o (ou equacao) é obtida com o auxilio
de um software computacional.

A conversdo para o registro grafico, neste caso, é geralmente realizada por um
procedimento ponto a ponto, a diferenca esta na quantidade de pontos obtidos pelo software
gue é muito maior que os obtidos manualmente. O software obtém os pontos, localiza-0s no
plano e os une para tragar a curva, 0 que 0 usuario vé desse processo é o resultado final, ou seja,
0 desenho da curva no plano. As vantagens neste tipo de conversdo advém da rapidez para
tracar o grafico da curva ou para fazer mudancas nas escalas e nos parametros (MORETTI,
LUIZ, 2014).

A proxima figura ilustra a converséo realizada no procedimento informético de

interpretacdo global.
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Figura 4: Esquema do procedimento informatico de interpretacéo global
1

Fun¢do
(representacao simbolica)

Tratamentos do

/ calculo

Unidades basicas
graficas

Unidades basicas
simbdlicas

Modo
informatico

Funcao
(representacdo grafica)

Fonte: Moretti; Luiz (2014, p. 69)

Segundo Moretti e Luiz (2014), Duval considera necessarias as conversdes diretas, nos
sentidos 1—4 e 4—1 (Figura 4), entre os registros simbolico-algébrico e grafico de funcdes
sejam realizadas de forma direta, sem o auxilio de um software, para que o procedimento de
interpretacdo global seja atingido. Contudo, 0s autores consideram que, no ensino universitario,
a conversdo realizada no sentido 1—4 (modo informéatico) é bastante adequada, dada a
complexidade da expressdo simbdlica de algumas funcfes. A volta se faz considerando as
unidades bésicas graficas e as respectivas unidades basicas simbdlicas (4 -3 <> 2 <«-1).

Neste caso, para que a interpretacdo global seja atingida no procedimento informatico,
0s autores propGem que as conversdes diretasl—4 e 4—1 indicadas por Duval, sejam
realizadas da seguinte forma l—>4 e 4 >3<«> 2« 1:

1— 4: converséo direta da representacdo simbdlica (1) para a gréfica (4) da
fungdo por meio informatico;

4 —3: tratamentos na curva (visuais inicialmente) em sua representacio
grafica (4) para reconhecer e destacar as unidades basicas gréaficas (3);

2 < 1: tratamentos de calculo na fungdo em sua forma simbdlica (1) para
determinar as unidades basicas simbdlicas (2) relacionadas as unidades
béasicas graficas (3);

3 2: conversdo que confirma as correspondéncias entre as unidades bésicas
gréficas (3) e as unidades basicas simbdlicas (2) (MORETTI; LUIZ, 2014 p.
79).

Por exemplo, na Figura 5, podemos observar a representacao grafica de uma funcéo, na

qual é possivel suspeitar que tal fungdo possui um valor minimo na vizinhanga de x,, esta

analise equivale ao percurso 4 — 3(reconhecer as unidades basicas graficas). A suspeita pode
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ser confirmada por meio de tratamentos do Calculo na representacdo simbdlica da fungéo, ou
seja, verificar, por exemplo, que y'(x,)=0 e y’(x,) >0, completando o percurso 1—>4 e

4 — 3> 2«1 para esta unidade basica grafica (MORETTI; LUIZ, 2014).

Figura 5: Unidade basica grafica de um minimo

T
Fonte: Moretti; Luiz (2014, p. 71)

Assim, para uma interpretacdo global do grafico de uma funcéo é preciso analisar a
relacdo entre as unidades graficas basicas e as unidades basicas simbolicas. Ou seja, mesmo
que a conversdo seja realizada com o auxilio de um software, para compreender a situacdo
(problema) proposta é preciso a identificacdo dessas unidades em ambos 0s registros.

Segundo Duval (2009), a transformacéo de conversdo nao € algo natural para a maioria
dos alunos, pois ela requer a coordenacao de diferentes sistemas semioticos. O autor associa
trés fendbmenos relativos a semidsis e a operacdo de conversdo que favorecem o
desenvolvimento do conhecimento:

1) Diversificacdo dos registros de representacdo semidtica: 0s registros de
representacdo sao diferentes entre si e evidenciam questbes de aprendizagem
especificas. Desta forma, a lingua natural e as linguagens simbdlicas, por exemplo,
ndo podem ser vistas como formadoras de um sé e mesmo registro.

2) Diferenciacdo entre o representante e o representado ou entre forma e contetido de
representacdo: compreender que uma representacdo ndo é o objeto, apenas o
representa, podendo, assim, associar outras representagdes a um mesmo objeto.

3) Coordenacdo entre os diferentes registros de representacdo semiética: capacidade
de reconhecer, nos diferentes registros de representacdo, 0 mesmo objeto
matematico.

Segundo Duval (2003), o que diferencia a atividade matematica € a possibilidade de
mobilizar dois registros de representacdo a0 mesmo tempo ou a possibilidade de mudar de
registro de representagdo a todo o momento. Para o autor, “a compreensao em matematica supde
a coordenagdo de ao menos dois registros de representacdes semidticas” (p. 15).

A Figura 6 ilustra uma estrutura por meio da qual podemos compreender o

funcionamento da representacdo semidtica. Nesta estrutura, as flechas pontilhadas
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correspondem a distingdo entre o representante e o representado. A flecha C supbe a
coordenacdo de dois registros (compreensdo integral). As flechas 1 e 2 indicam as
transformacdes internas a um registro e as flechas 3 e 4 as conversoes.

Figura 6: Estrutura da representacdo em funcgdo de conceitualizacdo

(Conceito, objeto cognitivo)

- Representado .
o C 4 L
Representante no — Representante em
registro A outro registro
3
1 2
Tratamento em Tratamento em

Fonte: Duval (2012, p. 282)
Duval (2009) explica que essa estrutura leva em conta um caso simples de coordenagéo
de dois registros. Em alguns dominios matematicos, como o da Algebra, por exemplo, a
coordenacao entre trés registros pode ser solicitada. Desta forma,
A coordenagdo de varios registros de representacdo semidtica parece
fundamental para uma apreensao conceitual de objetos: é preciso que o0 objeto
nao seja confundido com suas representagdes e que seja reconhecido em cada
uma de suas representagdes possiveis. E nestas duas condi¢bes que uma
representacdo funciona verdadeiramente como representacdo, quer dizer, ela
da acesso ao objeto representado (DUVAL, 1993, p. 40, traducéo nossa*l).
Segundo Burak e Brandt (2010), no estudo das representacdes semioticas, precisamos
considerar, ainda, as estruturas diadicas e triadicas que aparecem nas relacdes estabelecidas
entre o objeto e suas representacdes. Elas possuem base na dimenséo linguistica que considera
as representaces em relacdo as fungdes de expressdo, tratamento e objetivacdo. Os autores
ressaltam que, “entre os diversos significantes de um determinado significado, existe uma
significacdo por parte do sujeito em relacdo a um conceito, tendo por referéncia um objeto
matematico, e neste caso, a relagao ¢ triadica (p. 74)”. Os signos da representacao diadica, “tais
como algumas no¢fes matematicas (notacdes de funcgdes, vetores, operadores, ...), ndo tém
significagdo e sdo constituidos por uma relagdo instituida no objeto (DUVAL, 2012, p. 281)”.
A Figura 7 ilustra a estrutura diadica e triadica, em negrito estdo os diferentes elementos

constitutivos da significacdo dos signos e, em italico, as relagcdes entre eles.

11 La coordinattion de plusieurs registres de repésentation sémiotique apparait fondamentale pour une apprehension
conceptuelle des objets : il faul que 1’objet ne soit pas confondu aves ses représentations et qu’il soit reconnu dans
chacune de ses représentations possibles. C’est a ces deux conditions qu'une représentation fonctionne
véritablement comme représentation ¢’est-a-dire qu’elle donne accés a 1’objet représenté.
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Figura 7: Estrutura triddica e diadica da significancia dos signos

Objeto

4
Significado Represefntacdo

Referéncia Obict i

................... >
Significagdo Jeto
Significante Significante
Estrutura triadica da Estrutura diadica da
significancia dos signos significancia dos signos

Fonte: Duval (2012, p. 281)

Nas estruturas apresentadas na Figura 7, as relagOes entre os elementos significante,
significado e objeto podem ser de representacdo ou de referéncia. Na relacéo diadica, elas séo
de representacdo e na relacdo triddica, elas sdo referéncia, instituidas entre significante,
significado e objeto (BURAK; BRANDT, 2010).

No processo de conceitualizacdo é preciso levar em conta a relacdo entre o significante
(expressdo algébrica, grafico, palavra, entre outros) e o significado (conceito evocado pela
representacdo mental), atribuido pelo sujeito. Esse processo de atribuir significado ao
significante, realizado pelo sujeito, recebe o nome de significacdo. Um significante pode
possuir significados diferentes de individuo para outro, pois o significado estd sujeito a
significacdo atribuida pelo individuo (CARGNIN, 2013).

Burak e Brandt (2010) exemplificam a significacdo utilizando a palavra “razao”. Esta
palavra quanto dita a um matematico, provavelmente suscitard o conceito de quociente, porém,
se dita a outro sujeito (ndo matematico) € possivel que ele a associe a “estar certo” ou a
“racionalidade”. Ou seja, conforme a significancia atribuida por parte do sujeito, o significante
(razdo) vai estar relacionado com um significado (quociente ou estar certo), tendo por referéncia
um determinado objeto.

Segundo Cargnin (2013), essa situacdo também pode ser verificada no estudo do

Célculo Diferencial e Integral, por exemplo, com as notac6es diferentes para a funcédo derivada

(f°(x) notagdo atribuida por Newton e g—f(x) notacdo utilizada por Leibniz). Esses registros
X

diferentes vinculam-se a diferentes significados atribuidos pelos alunos. Isso pode comprometer

a compreensdo de que a expressdo df (x,)= f'(X,)dx ndo é resultado do produto e
cancelamento por “dx” na igualdade g_f(x) = f"(x) esim uma relacéo entre elementos de base
X

duais num espaco de funcdes (transformacdes lineares).
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Dessa forma, a utilizacdo de diferentes registros de representacdao semiética contribuiu
no processo de conceitualizagdo. Na secdo 2.3, apresentamos 0s possiveis registros de
representacdo semidtica e os dominios matematicos que podem ser utilizados no ensino e na

aprendizagem das EDOs.

1.1.3 Mudancas de dominio e de registros de representacdo semiotica

Perrin-Glorian (2001) considera que as mudancas de dominio sdo meios que utilizamos
para resolver problemas, pois elas favorecem interpretacOes diferentes para a situacdo e
auxiliam na producéo de novos conhecimentos. O que possibilita essa mudanca de dominio é o
fato de que um objeto matematico pode aparecer em diversos dominios e que, na maioria das
vezes, nem todas as propriedades desse objeto estdo disponiveis em um Gnico dominio.

Segundo a autora, os tratamentos realizados sobre o0s objetos ocorrem no interior de um
dominio. Sdo as propriedades, as definicbes e os teoremas em um dominio que validam e
permitem a producdo de regras de tratamento dos registros de representacdo (PERRIN-
GLORIAN, 2001).

Neste contexto, ambas as teorias se completam, de modo que ndo podemos operar em
um dominio sem utilizar registros de representacdes semidticas, da mesma forma que nédo
podemos realizar conversdes e tratamentos sem pensarmos (mesmo que inconscientemente) nos
dominios matematicos.

O Quadro 6 expde algumas questdes norteadoras em relacdo a mudancas de dominios e
de registros de representacao.

Quadro 6: A problemética da mudanca de dominio e de registro

Questdes diretrizes

Dominio

Registro

Como podemos distinguir um
dominio de um registro?

Um conjunto de conceitos que
podem ser organizados em uma
progressao tedrica.

Um sistema semi6tico produtor
de um tipo de representacdo,
cuja produgdo pode responder

mudanca (de dominio ou de
registro)?

formulacdo do problema a
resolver.

Um ramo da Matematica. as  fungbes  cognitivas
diferentes.
Como descrever a operagdo de | Uma reinterpretacdo sobre a | Uma conversdo sobre as

unidades de representacdo, mas
conservando a referéncia da
representacdo de partida.

Qual é o papel de uma mudanga
de dominio ou de registro?

A criagdo de novos objetos
matematicos ou a utilizacdo de
ferramentas e técnicas que antes
ndo eram possiveis.

Tornar  explicitas  outras

propriedades dos objetos.
Permitir tratamentos que eram
impossiveis ou muito
trabalhosos no registro de
partida.
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Quial a clareza da
correspondéncia entre os dados
iniciais e posteriores?

Correspondéncias imperfeitas.

Congruéncia e ndo congruéncia
entre as respectivas unidades de
representacdo de partida e de

chegada.

Discriminagéo entre as
variacdes de representacdo num
registro que indica uma
variacdo de representacdo em
outro registro e aqueles que ndo
variam.

Fonte: Adaptado de Duval (2001, p. 86)
A mudanca de dominio ou de registro, normalmente, é direcionada pelos

A utilidade do uso de um
dominio auxiliar de
representacéo.

Quais sdo as condicdes para
compreender o processo de
mudanca?

conhecimentos que o0s alunos possuem sobre um determinado conceito. Assim, a falta dos
conhecimentos inerentes ao conceito deve provocar um desequilibrio, para o qual, as vezes, a
intervencdo do professor e/ou de um colega ou 0 uso de um material de apoio € necessario a
fim de conduzir a uma mudanca de dominio ou uma conversao.

Consideremos a seguinte situacdo: Barbara tem 60 metros de tela e deseja cercar um
terreno em seu sitio para fazer uma horta. Para evitar perdas de terreno, ela optou por um terreno
retangular. Neste caso, quais serdo as medidas dos lados do retangulo para que a area cercada
seja a maxima possivel?

A situacdo € proposta no dominio geométrico, pois, apesar de existir um contexto, este
ndo influencia diretamente na situacdo proposta, porque os dados necessarios para resolver o
problema pertencem ao dominio da Geometria. Também, utiliza-se do registro da lingua natural
de uso especializado®?, pois apesar de utilizar a lingua portuguesa, ela utiliza de termos proprios
da Matematica.

Uma estratégia que pode ser mobilizada para resolver este problema é fazer uma
mudanca do registro da lingua natural de uso especializado para o registro figural (Figura 8)
dentro do dominio geométrico.

Figura 8: Representagdo da rea a ser cercada

€T

€T

Fonte: Elaborado pela autora

12 Terminologia adaptada de Karrer (2006, p. 64).
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Denominando por x e y os lados de retangulo e por A sua &rea, usando 0s
conhecimentos sobre area e perimetro, podemos estabelecer as seguintes relacGes entre as

o : 2x+2y =60 : L . , <
variaveis envolvidas: { y no registro simbolico-algebrico, realizando uma converséo

do registro figural para o registro simbolico-algébrico e uma mudanca do dominio geométrico
para o algébrico (formulas para o célculo da &rea e perimetro de um retangulo).

Dessa forma, o problema passa a ser: determinar x e y que satisfaca a primeira equagéo
2X+2y =60 e, a0 mesmo tempo, forneca a area maxima para a segunda equagdo A= xy.
Dentro do dominio algébrico podemos efetuar um tratamento no registro simbdlico-algébrico,
isolando y na primeira equag&o:

2y+2y =60
2y =60-2x
y=30-X

E substituir na segunda equacéo:

A=x(30-x)
A =30x — x*

A partir do momento que reconhecemos a equacdo A=30x—x* como a equacio de
uma parabola na forma explicita (A=ax*+bx+c), transferimos o problema do dominio
algébrico para o dominio da Geometria Analitica. Como o coeficiente a é negativo (a=-1), a
pardbola possui concavidade voltada para baixo, logo, o valor méximo que ela atinge
corresponde as coordenadas do seu vértice. Realizando um tratamento no registro simbélico-

algébrico, podemos determinar o valor da abscissa ( x, ) do vértice, obtendo:

__b
"=
30
X =———
2=
X, =15

Uma vez determinado o valor de x que fornece a area maxima, precisamos retornar a
equacdo y=30—x para determinar o valor de y. Dessa forma, voltamos ao dominio algébrico
e calculamos o valor de y realizando um tratamento no registro simbdlico-algébrico:

y=30-x
y=30-15
y=15
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Para responder ao problema inicial: quais serdo as medidas dos lados do retangulo para

que a area cercada seja a maxima possivel? Precisamos interpretar os valores x=15 e y=15

como os lados do retangulo procurado, retornando ao dominio original do problema (dominio
da Geometria) e realizar uma conversdo do registro simboélico-algébrico para o registro da
lingua natural de uso especializado, fornecendo, por exemplo, a seguinte resposta: as dimensdes

do retangulo devem ser x =15 e y =15, ou seja, um quadrado com lado medindo 15 metros.

A Figura 9 ilustra as mudancas de dominio e as conversdes realizadas no problema
analisado. Nela, as setas retas (====) indicam que foi realizada uma conversdo, as setas curvas
(~— ) indicam uma mudanca de dominio, e as seguintes abreviacGes foram utilizadas:
dominio da Geometria Analitica (GA), registro da lingua natural de uso especializado (RLNE),
registro figural (RF), registro simbdlico-algébrico (RSA).

Figura 9: Possiveis mudancas de dominio e conversdes realizadas na resolucéo de um problema

AR

Enunciado do problema Esquema representativo Formulas: area e perimetro
Dominio da Geometria Dominio da Geometria Dominio algébrico
RLNE —) RF — RSA (Tratamento)
Interpretagdo dos resultados Cilculo do valor de y Célculo do vértice da
parabola
Dominio da Geometria Dominio algébrico Dominio da GA
RLNE 4 RSA (Tratamento) RSA (Tratamento)

) A U 4

Fonte: Elaborado pela autora

Observando a Figura 9, percebemos que, na resolucdo de um problema, podemos ter
mudanca de dominio e conversdo, mudanca de dominio sem mudar o registro e conversdo
dentro do mesmo dominio.

Contudo, ressaltamos que, dependendo do conhecimento que o aluno possui, ele pode
utilizar dominios e registros diferentes dos que aparecem na Figura 9. Por exemplo, se 0 aluno
tem familiaridade com o registro grafico, ele pode utiliz4-lo para determinar o valor da abscissa
do vértice da pardbola (Figura 10) fazendo uma conversdo do registro simbolico-algébrico para
o registro grafico, ao invés de um tratamento no registro simbdlico-algébrico, como mostrado

anteriormente. Em ambos os casos, ele opera no dominio da Geometria Analitica.
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Figura 10: Representacdo grafica da pardbola A=-x* +30x

213 Sy
200
175
150
125

100

Fonte: a autora
Outra opcdo é o aluno considerar a area ( A) como uma funcdo de uma variavel,
A(x) = —x*+30x, ou seja, uma funcéo polinomial de grau 2. Nesta situagdo, ele transporta o

problema para o dominio das funcGes, sem mudar o registro utilizado, podendo realizar uma
analise similar ao da parabola ou ainda utilizar a derivada da funcéo para determinar o valor da
abcissa (x) que possui a maior imagem ( A). Ao calcular a derivada da funcéo, o aluno realiza
uma nova mudanca de dominio (dominio da Analise) e continua utilizando o registro simbélico-
algébrico. Para analisar a funcdo derivada, o aluno pode dispor de outros registros de
representacdo, como, por exemplo, o registro grafico.

Diante do exposto, buscamos desenvolver, nesta pesquisa, atividades, no contexto das
EDOs, que favorecam tanto as mudancas de dominio como de registros de representacao
semiotica, para isso, realizamos uma pesquisa de cunho qualitativo, com base nos pressupostos

da engenharia didatica.

1.2 Referencial metodoldgico

1.2.1 A pesquisa qualitativa

Neste estudo desenvolvemos uma pesquisa de abordagem qualitativa, buscando
compreender e interpretar, o processo de aprendizagem das EDOs durante o desenvolvimento
de atividades de Matematica e de problemas no contexto da Modelagem Matematica, que
propiciam a utilizacdo de diferentes dominios e de registros de representacdes semioticas. Dessa
forma, ndo nos preocupamos em quantificar os resultados obtidos, mas em analisar o processo
percorrido tanto pela pesquisadora como pelos estudantes colaboradores da pesquisa.

Considerando que o termo “Pesquisa Qualitativa” assume relativa polissemia no campo

das Ciéncias Sociais, trabalhando com diferentes sistemas complexos de significado a partir de
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maltiplas técnicas de interpretacdo (MAANEN, 1979), adotamos neste estudo a pesquisa
qualitativa conforme definicdo de Bogdan e Biklen (1994). Segundo os autores, a investigacdo
qualitativa possui cinco caracteristicas, contudo, ressaltam que nem todas as pesquisas desta
natureza precisam apresentar, necessariamente, todas elas. Nesta pesquisa, assumiremos trés
das cinco caracteristicas enunciadas por Bogdan e Biklen (1994). Dessa forma, consideraremos
que:

1. Alinvestigacao qualitativa é descritiva;

Os dados recolhidos ndo sdo apenas numeéricos, incluem transcri¢fes de entrevistas,
videos, notas de campos, fotografias, documentos pessoais, memorandos e outros registros
oficiais. O pesquisador procura analisar esses dados em toda a sua riqueza, tentando respeitar a
forma em que eles foram registrados e transcritos. Para ele, nada deve ser trivial, tudo tem
potencial para construir uma pista que permite estabelecer uma compreensdo mais
esclarecedora do seu objeto de estudo.

Neste estudo, o conjunto de dados foi obtido durante a realizacdo de um curso de
extensdo ministrado pela pesquisadora. Este conjunto foi constituido pelos registros escritos
dos alunos em todas as atividades desenvolvidas e do questionario inicial, pelas observacdes e
pelas anotagdes feitas pela pesquisadora, das transcri¢@es realizadas nas gravacdes em audio e
video e das andlises a priori e a posteriori®3,

2. Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que simplesmente
pelos resultados ou produtos;

Na pesquisa qualitativa ha um interesse muito maior com o processo do que com 0
resultado. O pesquisador se preocupa em estudar um problema em todas as fases utilizadas para
sua resolucdo, e ndo somente com o resultado final.

Neste estudo, preocupamo-nos em compreender o processo de aprendizagem das EDOs
percorrido pelos alunos dos cursos de Engenharias, no decorrer do curso de extensdo'*. Dessa
forma, as estratégias escolhidas, o desenvolvimento realizado, a participacdo e o
comprometimento dos alunos sdo considerados objetos de analise, pois possuem influéncia
direta na compreensdo das EDOs por parte do aluno. Além disso, é durante o processo de
resolucdo da atividade que podemos identificar os tratamentos, as conversdes e 0s dominios
matematicos utilizados, sendo o resultado final uma consequéncia das escolhas realizadas

durante este processo.

13 As andlises a priori e a posteriori serdo abordadas na se¢éo 1.2.3.
14 O curso de extensdo ministrado pela pesquisadora sera apresentado na secdo 1.2.3.
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3. Osignificado é de importancia vital na abordagem qualitativa.

Uma das principais preocupacfes neste tipo de pesquisa é com o significado que os
sujeitos atribuem as coisas e a0 mundo que os cercam. Ou seja, 0 pesquisador precisa
compreender como as pessoas entendem a situacao que esta sendo proposta.

Portanto, nossas preocupacdes se detiveram sobre as percepcdes dos significados que
os sujeitos atribuem as EDOs. Desta forma, elaboramos, aplicamos e analisamos uma sequéncia
de situacbes, sendo algumas dentro do contexto da Modelagem Matematica, voltadas para a
aprendizagem do conceito das EDOs, focando principalmente na compreenséo do significado
das EDOs dentro de cada situacao.

Consideramos, aqui, uma sequéncia de situacdes, como sendo uma série de questdes (no
nosso caso, atividades matematicas e problemas no contexto da Modelagem Matematica) que
devem ser propostas e apresentadas em certa ordem visando a estruturacdo e ampliacdo do
conhecimento dos estudantes em cada atividade. Para organizar e aplicar essa sequéncia de
situacdes, utilizamos a metodologia da engenharia didatica de Artigue (1996), que sera descrita
na secao 1.2.3.

A sequéncia de situacdes constava de um questionario inicial, de nove atividades que
trabalhavam o conceito de EDO em diversos dominios matematicos (Algebra/Analise, Funcdes,
Geometria Analitica, entre outros) e de registros de representacdo semiética (gréfico,
simbdlico-algébrico, lingua natural de uso especializado etc.). Ademais, de trés problemas no
contexto da Modelagem Matematica, em que os estudantes deveriam analisar situacGes reais
cujas analises demandariam uma compreensédo das EDOs.

De maneira geral, a Modelagem Matematica® possui um carater investigativo que a
torna uma atividade aberta e, nesse sentido, normalmente ndo é possivel fazer uma analise a
priori sobre esta atividade. Contudo, Borges e Nehring (2008) afirmam que a Modelagem
Matematica pode ser utilizada em uma Engenharia Didatica de duas maneiras'® distintas. Na
primeira, a Modelagem Matematica € utilizada para gerar uma sequéncia de situacdes didaticas
a partir de um problema real, na qual o ensino do conceito pretendido pode ser realizado
utilizando um ou mais problemas no contexto da Modelagem Matematica, em conjunto com
situagdes didaticas pensadas especificamente para ensinar contetdos que o aluno ndo conhece

e precisa conhecer para analisar o problema proposto.

15 A concepcéo de Modelagem Matemética adotada sera apresentada na segéo 1.2.2.
16 Os autores apresentam essas duas formas de uso da Modelagem Matematica em uma Engenharia Didatica para
o0 conceito de funcéo linear e afirmam que ela pode ser utilizada para o ensino de outros conceitos matematicos.
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Na segunda forma, que é a aplicada neste estudo, a Modelagem Matemaética é utilizada
como parte de uma sequéncia de situagdes, com a fungdo de contextualizar os conceitos
introduzidos com as outras atividades da sequéncia proposta (BORGES; NEHRING, 2008).

Figura 11: Modelagem Matematica como parte de uma sequéncia didatica

Fonte: Borges; Nehring (2008, p. 141)
A Figura 11 ilustra a sequéncia proposta por Borges e Nehring (2008). Nela, S6 é um

problema de Modelagem Matematica, com caracteristicas diretivas, definidas segundo a forma
como o problema foi introduzido na sequéncia de situacfes. Este problema pode gerar outras
sequéncias de situacdes (S61 e S62), 0 que faz com que a Engenharia Didatica de sequéncias
deixe de ser unidirecional e passe a ser uma rede, em que outros conceitos e habilidades podem
ser desenvolvidos ou retomados, mantendo o direcionamento principal.

Nesta pesquisa, utilizamos a Modelagem Matematica (MM) como uma estratégia de
ensino e de aprendizagem, conforme definida por Bassanezi (2011), que a concebe como “um
processo que alia a teoria e pratica” (p. 17) e convida quem a utiliza a tentar entender 0 meio
gue o cerca. No nosso caso, tivemos o objetivo ndo sé de contextualizar o contetido das EDOs,
mas também de trabalhar o conceito de taxa de variacdo e de propiciar o estabelecimento de
relacBes entre o fendmeno analisado e a EDO. Além disso, pelo seu carater investigativo, o
desenvolvimento de problemas de MM permite desenvolver atitudes autbnomas dos alunos, o
que vem ao encontro dos objetivos da engenharia didatica.

Na préxima secdo, abordaremos as caracteristicas da Modelagem Matematica e, na

secdo 1.2.3, apresentaremos 0s pressupostos da engenharia didatica.

1.2.2 A Modelagem Matemética como estratégia de ensino e de aprendizagem
Bassanezi (2015) inicia seu livro, Modelagem Matematica: teoria e préatica, com a

seguinte indagacdo: “Quem surgiu primeiro: a ciéncia Matematica ou a aplicagdo da

Matematica?” (p. 10). Segundo o autor, o uso da Matematica ¢ tdo antigo quanto a prdpria

Matematica, pois varios conceitos matematicos surgiram a partir da necessidade de solucionar
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problemas de outras areas do conhecimento, bem como alguns conceitos j& existentes passaram
a ser aplicados em situag0es reais.

Se fizermos um levantamento historico, verificaremos que, desde os tempos mais
primordios, 0 homem ja utilizava e necessitava da Matematica (EVES, 1995). Dessa utilizacéo
da Matemaética pelo homem em contextos externos a ela, surgiu um ramo da Matematica
denominado de Matematica Aplicada, que se ocupa do estudo da aplicacdo dos conhecimentos
matematicos nas diversas areas do conhecimento, como a Fisica, a Quimica, a Biologia, as
Engenharias, entre outras.

Resumidamente, a Matematica Aplicada possui a funcdo de utilizar conceitos
matematicos para analisar e interpretar problemas ndo matematicos. Por exemplo, dado um
problema da Biologia, precisamos traduzi-lo em uma linguagem matematica (nimeros, graficos
ou expressGes matematicas), analisar a situacdo nesta nova linguagem e procurar uma solucao
que possa ser reinterpretada em termos do problema original.

Este processo de traducdo do problema ndo matematico para uma linguagem matematica
é denominada, dentro da Matematica Aplicada, de Modelagem Matemaética e o conjunto de
simbolos, gréaficos e relagdes que representa o fenébmeno, ou parte dele, é chamado de modelo
matematico.

Segundo Bueno (2011), se pesquisarmos sobre a origem dos modelos matematicos
recaimos a milénios atrds. No dominio da Matematica, Pitdgoras e 0s pitagdricos obtiveram o
modelo a* =b” +c? (conhecido como teorema de Pitagoras que relaciona os comprimentos dos
catetos (b e c) e da hipotenusa (a) em um triangulo retangulo) entre a primeira metade do século
VI a.C. e o inicio do século V a.C.. No dominio da Fisica, temos o estudo sobre a queda de

corpos realizado por Galileu Galilei no século XVI1, obtendo o modelo s(t) = at , que relaciona

a distancia da queda (s) em termos do tempo percorrido (t).

Na década de 1980, a Modelagem Matematica passou a chamar a atengdo de
pesquisadores ndo sé pela sua relacdo com outras areas do conhecimento, mas pela
possibilidade da sua utilizacdo em sala de aula. Segundo Burak (2004), nesta década, o
professor Dr. Rodney Carlos Bassanezi obteve uma experiéncia satisfatéria ao trabalhar a
Modelagem Matematica com um grupo de professores da Universidade Estadual de Campinas
e com alunos de uma turma regular de Engenharia de Alimentos. A partir daguele momento, a
Modelagem Matematica da Matematica Aplicada comecou a ser utilizada para o ensino e a

aprendizagem de conceitos matematicos em sala de aula.



50

Dessa forma, a Modelagem Matematica na Educacdo Matematical’ tem suas raizes
oriundas no método cientifico utilizados por pesquisadores da Matematica Aplicada. Segundo
Borges e Nehring (2008), a modelagem como metodologia de pesquisa objetiva encontrar
solugdes para problemas reais. Em geral, quem utiliza esta modelagem séo os pesquisadores
pos-graduados de diversas areas do conhecimento (Matemaética, Quimica, Engenharias etc.),
que possuem conhecimento matematico para modelar em suas areas e/ou estdo dispostos a
estudar tépicos de Matematica relativos ao modelo estudado. A importacdo dessa modelagem
para 0 ensino conserva o objetivo de investigacao e adiciona a funcéo de ensinar Matematica.

Nesta transposi¢do da Matematica Aplicada para o ensino, a MM torna-se ainda mais
multifacetada adotando diferentes concepcoes e perspectivas, em decorréncia da diversidade de
interesses e de intencdes ao utilizar a Modelagem no ambito educacional.

Em relacdo as concepcoes, elas permitem que a MM seja empregada como um método
de ensino, uma alternativa aprendizagem ou uma estratégia de ensino e de aprendizagem, que
é a utilizada neste estudo. Cada uma dessas concep¢des traz consigo diferentes implicagdes em
relacdo as praticas pedagogicas de Matematica.

Kaiser e Sriraman (2006), a partir da analise de trabalhos, principalmente os gerados
por atividades do International Commission on Mathematical Instruction (ICMI) e do The
International Community of Teachers of Mathematical Modelling and Applications (ICTMA),
destacam seis perspectivas que atualmente séo referenciadas internacionalmente:

i) Realistica ou Modelagem Aplicada: possui como objetivo central resolver
problemas reais, originarios das Ciéncias ou da industria, de forma a promover
uma compreensdo da realidade e o desenvolvimento de competéncias de
Modelagem, ou seja, a habilidade de resolver e de analisar problemas aplicados
a outras areas do conhecimento.

i) Modelagem Contextual: esta relacionada com a interpretacdo de enunciados de
situacOes problemas, com a intencdo de motivar os alunos e de promover a
aprendizagem. Neste caso, a obten¢do do modelo é uma tarefa de resolucéo de
problemas com o objetivo de que o aluno possa tomar o modelo e/ou o conceito
do problema original e aplica-lo em outras situacées.

iii) Epistemologica ou Modelagem Teorica: tem como objetivo principal o

desenvolvimento de teorias e/ou de conceitos matematicos.

17 A partir desta parte do texto sempre que nos referirmos a Modelagem Matemética na Educacdo Matematica
utilizaremos somente o termo Modelagem Matematica.
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iv) Modelagem Educacional: esta perspectiva possui elementos da perspectiva
realista, pois resolve e analisa situagdes reais a0 mesmo tempo que se preocupa
com o desenvolvimento de conceitos matematicos (perspectiva epistemologica),
no ambito da sala de aula. Ela possui dois tipos de objetivos: o didatico, relativo
a estruturacdo e ao desenvolvimento dos processos de aprendizagem; e
conceitual, relacionado a introducdo e ao desenvolvimento de conceitos
matematicos.

v) Modelagem sociocritica: perspectiva que evidencia a necessidade de um
pensamento critico sobre o papel da Matematica na sociedade. Seu objetivo
principal é desenvolver o pensamento critico dos alunos. Dessa forma, as
discussbes e as reflexdes entre os alunos sdo consideradas como partes
fundamentais no processo de modelagem.

vi) Cognitivista: pode ser descrita como uma meta perspectiva e preocupa-se com
0S processos cognitivos que ocorrem durante o desenvolvimento de uma
atividade de Modelagem Matematica e com 0s processos psicoldgicos
envolvidos, como a abstracdo ou a generalizacdo, por exemplo.

Considerando que nosso objetivo constitui-se em investigar o potencial de uma
sequéncia de situagdes, envolvendo problemas no contexto da Modelagem Matematica, na
perspectiva dos registros de representacdo semidtica e das mudancas de dominio, na conducgéo
do processo de aprendizagem das equac@es diferenciais ordinarias para estudantes dos cursos
de engenharias, adotamos, nesta pesquisa, a concep¢do de Bassanezi (2015) e a utilizamos
segundo a perspectiva educacional, com a intencdo de auxiliar a aprendizagem do conceito das
EDO:s.

Nesta concepgao, a MM ¢é compreendida como “o processo de criagdo de modelos onde
estdo definidas as estratégias de acdo do individuo sobre a realidade, mais especificamente,
sobre a sua realidade, carregada de interpretagdes e subjetividades proprias de cada modelador”
(BASSANEZI, 2015, p.15).

Em outras palavras, a MM consiste na arte de transformar situacfes da realidade em
problemas matematicos. E um processo criativo de abstracdo e de generalizagdo com o intuito
de fazer previsdes e de interpreta-las na linguagem usual (BASSANEZI, 2011, p. 24).

Neste contexto, 0 modelo matematico é entendido como um conjunto de simbolos e de
relacbes matematicas que representam, de alguma forma, o objeto estudado. Sua importancia

consiste em ter uma linguagem precisa, que represente as situacdes modeladas de maneira clara
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e objetiva, de modo que os resultados do estudo possam ser colocados na linguagem original
do problema, independente da sua area.

Bassanezi (2011) classifica os modelos matematicos conforme o tipo de matematica
utilizada:

i. Linear ou ndo linear, conforme suas equacOes béasicas tenham estas
caracteristicas;

ii.  Estaticos, quando representa a forma do objeto — por exemplo, a forma
geométrica de um alvéolo, ou Dinamico quando simula variagGes de estagios
do fenbmeno — por exemplo, crescimento populacional de uma colmeia.

iii.  Educacional, quando é baseado em um ndmero pequeno ou simples de
suposicgdes, tendo, quase sempre, solucdes analiticas. O modelo presa-
predador de Lotka-Volterra € um exemplo tipico de tais modelos. O método
empregado por tais modelos envolve a investigacdo de uma ou duas variaveis,
isoladas da complexidade das outras relagdes fenomenolégicas. Geralmente
estes modelos ndo representam a realidade com o grau de fidelidade adequada
para se fazer as previsdes. Entretanto, a virtude de tais modelos serd na
aquisicdo de experiéncia e no fornecimento de ideias para a formulagédo de
modelos mais adequados a realidade estudada; ou Aplicativo é aquele baseado
em hipoteses realisticas e, geralmente, envolve inter-relagdes de um grande
nimero de variaveis, fornecendo em geral sistemas de equacGes com
numerosos paradmetros. Neste caso, um tratamento analitico pode ser
impossivel e os métodos utilizados para obtencdo das solugbes devem ser
computacionais. E quanto mais complexo for o modelo, mais dificil sera
mostrar sua validade, isto &, que ele descreve a realidade! (p. 20 e p. 21).

Em nosso estudo, o modelo matematico utilizado é do tipo educacional, pois nédo
buscamos um modelo que leva em conta todas as variaveis do fendbmeno estudado e/ou necessita
de uma matematica que esta muito além dos conhecimentos dos alunos, mas sim de um modelo
que auxilie os estudantes a compreender tanto o fendmeno analisado quanto o conceito
estudado.

Outra caracteristica do nosso modelo é que ele deve ser formulado por meio de uma
EDO. Nesta condicdo, precisamos determinar um modelo algébrico, ou seja, precisamos obter
a expressdo algébrica da EDO, para, a partir dela, definir a forma de resolucao que seré utilizada
e, assim, analisar o fenémeno estudado.

Os fenbmenos a que nos referimos sdo problemas de outras areas do conhecimento que
envolvem a noc¢do de taxa de variagdo. Segundo Almeida, Tortola e Merli (2012), ha muitos
séculos procura-se um entendimento do que seria um problema. Os autores apresentam algumas
definigOes para este termo, como, por exemplo, a de Ferreira (1986, p. 1394), que compreende
um problema como sendo “uma questdo ndo solvida e que ¢ o objeto de discussdo”, para
chegarem a seguinte interpretagdo: “problema ¢ uma situacdo na qual o individuo ndo possui
esquemas a priori para sua resolucdo e ndo ha procedimentos especificos previamente
conhecidos ou solugdes ja indicadas” (ALMEIDA; TORTOLA; MERLLI, 2012, p. 218).
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Nesta pesquisa, consideramos problema como sendo uma situacdo proposta na qual o

individuo precisa compreendé-la, mesmo que parcialmente, discuti-la, elencar questionamentos

e buscar solugdes tanto para as questdes que surgiram dos questionamentos levantados quanto

para a prépria situacéo.

Além disso, compreendemos que um problema no contexto da Modelagem Matemaética

compreende todas as fases que, de alguma forma, os alunos tenham se envolvido com a situagéo

proposta, desde a escolha de um tema de interesse, das discussdes sobre este tema até as etapas

da Modelagem Matematica definidas por Bassanezi (2011). Para o autor, a Modelagem

Matematica é caracterizada por seis etapas que se complementam:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Experimentagdo: etapa que envolve a obtencdo dos dados, experimentais ou
empiricos, que sdo fundamentais para a compreensao do problema e auxiliam na
estruturacdo, na formulacédo e em eventuais modificac6es dos modelos. Além disso,
0s dados experimentais decidem a validacdo dos modelos.

Abstragdo: procedimento que leva a formulacdo dos modelos matematicos. Esta
fase envolve a selecdo de variaveis, a problematizacéo, o levantamento de hipoteses
e a simplificacdo do problema.

Formulacdo do modelo: 0 modelo matematico € montado quando se substitui a
linguagem usual por uma linguagem matematica. A constru¢do do modelo segue
de perto o uso de um dicionario que traduz as palavras chaves em alguma estrutura
matematica.

Resolucdo: a resolucdo de um modelo depende da sua complexidade, podendo ser
uma resolucao analitica ou numérica.

Validagdo: etapa que envolve a aceitacdo, ou ndo, do modelo. Esta etapa envolve a
comparacdo entre os dados obtidos pelo modelo encontrado e os valores obtidos no
sistema real.

Modificacdo: se na validagdo do modelo o grau de aproximacdo desejado nao é
atingido, devemos inserir novas varidveis no modelo ou modificar sua lei de
formacdo e, assim, o modelo original deve ser modificado, iniciando-se hovamente

0 Processo.

Pelo fato de utilizar problemas da realidade'®, a Modelagem Matematica insere o aluno

na situacdo, fazendo com que sua solugdo ndo seja apenas mecanica ou uma obrigacdo, mas

18 Nao discutiremos o termo realidade nesta tese, assumimos como realidade tudo que existe.
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sim um desafio, uma forma de entender alguns conceitos matematicos. Também, é uma
oportunidade de verificar onde seus conhecimentos académicos podem ser aplicados.

Segundo Bassanezi (2011), um modelo matematico pode ser construido dentro de uma
teoria matematica ja conhecida e, mesmo assim, pode ocorrer que as técnicas e 0s métodos
dessa teoria ndo sejam suficientes para a obtencdo dos resultados desejados. Este tipo de
situacdo constitui-se em grandes motivacGes para o desenvolvimento de teorias matemaéticas ja
estudadas. Este fato pode ser exemplificado com as EDOs, desde a sua origem, em problemas
da Fisica, e, até hoje, como ferramenta indispensavel para as areas de: Biologia, Quimica,

Economia e Engenharia, o que corrobora as justificativas dessa pesquisa.

1.2.2.1 A Modelagem Matematica e os registros de representacdo semidtica

Bassanezi (2011, p. 25) afirma que “a obten¢ao do modelo matematico pressupde, por
assim dizer, a existéncia de um dicionério que interpreta, sem ambiguidades, os simbolos e as
operacOes de uma teoria matemética em termos da linguagem utilizada na descricdo do
problema estudado, e vice-versa”.

Em outras palavras, no desenvolvimento de um problema de Modelagem Matematica,
é necesséario realizar uma mudanca da linguagem natural, na qual o problema é descrito para
uma linguagem matematica coerente. Uma vez analisada esta situacdo, com o uso de
ferramentas matematicas, tem-se a necessidade de interpretar o resultado e fornecer uma
resposta na linguagem natural do problema (Figura 12).

Figura 12: Mudanga da linguagem natural para a linguagem matematica em problema de MM

Interpretagdo da solugio
do problema
Linguagem natural

N, N

Mudanga de linguagem Mudanga de linguagem

Problema inicial Modelo
Linguagem natural Linguagem matematica

Fonte: Elaborado pela autora
Esta transcricdo de um problema em linguagem matematica constitui-se em uma
mudanca de registro na teoria dos registros de representacdo semiética de Duval (1993), ou
seja, uma atividade de conversdo. A linguagem matematica, ilustrada na figura acima, diz
respeito as expressdes matematicas, aos graficos, aos numeros utilizados para expressar 0
conteddo matematico, ou seja, as diferentes representacfes para o fendbmeno estudado. Para
Duval (2003, p.21), “a compreensdo em matematica implica a capacidade de mudar de

registro”.



55

Podemos observar, na Figura 12, que no processo de desenvolvimento de um problema
de MM é requerido pelo menos duas mudancas de registro: a primeira, do registro da lingua
natural de uso especializado para um outro registro, o registro simbolico-algébrico, por
exemplo; e, na sequéncia, uma conversao deste registro para o registro da lingua natural de uso
especializado.

Além disso, para entender a situacdo analisada, durante o processo de resolucédo, é
necessaria a utilizacao de outros registros. Bassanezi (2011) sugere que a validacdo do modelo
seja realizada com a utilizacdo de graficos das solucbes, que permitem uma melhor
interpretacdo do comportamento do fendmeno, auxiliando na avaliagdo das previsdes que
podem ser realizadas ou até mesmo em um aperfeicoamento da solugdo obtida. Ou seja, 0 autor
indica a importancia da utilizacdo de diferentes registros para compreender o modelo
matematico analisado. Esse posicionamento esta de acordo com o0s pressupostos de Duval
(2003), o qual postula que a compreensdo conceitual de um objeto matematico esta associada a
capacidade de o individuo articular diversos registros de representacao associados ao objeto.

Segundo Duval (1993), a resolucédo de problemas que estdo inseridos em situacGes ndo
matematicas (cotidianas ou profissionais) dependem da compreensdo do enunciado e das
conversdes das informacdes, contidas neste enunciado, para uma expressdo matematica.
Somente ap06s esta conversdo € que os tratamentos podem ser efetuados. Para o autor, essa
mudanga de registro ndo esta sujeita aos conhecimentos de regras de tratamentos ou de férmulas
matematicas, pois 0 que mais importa no enunciado de tais situacdes sdo 0s sintagmas hominais
e verbais que conferem sentidos relacionais.

Além disso, nesta transcricdo do problema ndo matematico, precisamos considerar o
raciocinio propiciado pela argumentacdo que esta ligada diretamente ao registro da lingua
natural. E o raciocinio da deducdo, uma vez que as definicdes e os teoremas matematicos séo
enunciados em lingua natural (DUVAL, 1993). Tanto a argumentacdo como a deducdo se fazem
presentes em um problema de Modelagem Matematica, desde a formulacdo de hipoteses até a
resposta dada para a situacdo inicial.

Segundo Rosa (2009, p.44), “nas atividades de Modelagem Matemadtica, um registro
complementa o outro, pois geralmente ndo se consegue estudar todas as caracteristicas de um
objeto matematico com uma Unica representacao”. Para a autora, desenvolver atividades de
Modelagem Matematica propicia ao aluno a utilizacéo de diferentes registros de representacéo
associados a um objeto matematico, logo, possibilita conversdes congruentes ou néo.

Para Vertuan (2007), a coordenagdo entre registro ndo resulta somente em uma

conversdo e sim em compreender que os diferentes registros representam o mesmo objeto
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matematico e se complementam, uma vez que as caracteristicas e propriedades que ndo estdo
expressas com clareza em um registro podem ser visualizadas em outro registro.

O referido autor, em sua dissertacdo de mestrado, verificou que a utilizacéo de diferentes
registros de representacao se faz presentes no desenvolvimento de um problema de Modelagem
Matematica e possibilitam condi¢des importantes para a aprendizagem, como o tratamento, a
conversao e a coordenacgéo entre os registros. Segundo Vertuan (2017 p. 135), “a interagdo entre
Modelagem Matematica e Registros de Representacdo Semidtica contribui para a aprendizagem
de conceitos matematicos e, consequentemente, para a discussao de situagdes da realidade”.

Burak e Brandt (2010, p. 100) afirmam que “o contexto da Modelagem serve para a
atribuicdo de sentido e significacdo aos conceitos, pois 0 tema e sua problematizacdo serdo
responsaveis pelas atribui¢cbes de significacdes ao par significante/significado, tendo por
referéncia um determinado objeto matematico”.

Diante do exposto, podemos observar que, na resolucdo de um problema de MM, é
imprescindivel a utilizacdo de diversos registros de representacdo e a coordenacdo desses
diferentes registros é o que possibilita a compreensdo do fendmeno estudado. E durante os
processos de compreensao, de formulacéo e de interpretacdo do modelo que podemos observar
as significagdes que os alunos conferem ao relacionar o significante e o significado.

Ao obter um modelo matematico para uma situacdo ndo matematica, além de uma
conversao entre registros, estamos realizando uma mudanca de um dominio ndo matematico
para um dominio matematico. As estratégias aplicadas na resolucdo do modelo podem se
utilizar de diferentes registros matematicos, consequentemente, é possivel que se tenha a
necessidade de mudar o dominio matematico. Dessa forma, inferimos que a resolucdo de
problemas no contexto da Modelagem Matematica viabiliza tanto o uso e a coordenagdo de
diferentes registros quanto a utilizacdo de diversos dominios.

Na proxima secdo, apresentamos 0s pressupostos de engenharia didatica.

1.2.3 A engenharia didatica

As nocles desta metodologia surgiram na didatica da matematica (escola francesa) no
inicio dos anos oitenta. Segundo Artigue (1996), a engenharia didatica ¢ uma forma de trabalho
didatico comparavel ao trabalho de um engenheiro que, para realizar um projeto especifico,
apoia-se em conhecimentos cientificos do seu dominio, concordando em submeter-se a um
controle do tipo cientifico, mas, ao mesmo tempo, é forcado a trabalhar com objetos mais

complexos que os objetos depurados da Ciéncia.
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Para Artigue (1996), “a engenharia didatica, vista como metodologia de pesquisa,
caracterizada - se, em primeiro lugar, como um esquema experimental baseado em ‘realizagdes
didaticas’ em sala de aula, isto é, na concepg¢ao, realizagdo, observagao e analise de sequéncias
de ensino” (p. 247, traducio nossa®).

Apesar de ser caracterizada como uma modalidade de pesquisa experimental — em
funcdo do contexto em que se desenvolve e pelos recursos de validagéo aos quais recorre — a
engenharia didatica contém peculiaridades em relacéo a esta modalidade de pesquisa. Nela, por
exemplo, dispensa-se a necessidade de aplicacdo de elementos como o pré-teste ou o pos-teste
que, em seu contexto, sdo substituidos pela comparagéo entre analises a priori (desenvolvidas
antes da aplicagdo das se¢cdes com os alunos) e analises a posteriori (que envolvem os alunos,
mas aplica-se, mais diretamente, aos dados obtidos na experimentacao).

Segundo Douady (1993), a engenharia didatica também pode ser compreendida como

[...] um conjunto de sequéncias de aulas concebidas, organizadas e articuladas
no tempo, de forma coerente, por um professor-engenheiro para realizar um
projeto de aprendizagem para certa populacdo de alunos. Durante as trocas
entre o professor e 0s alunos, o projeto evolui sob as reagdes dos alunos e em
funcéo das escolhas e decisdes do professor (pg. 2, tradugdo nossa®).

Dessa forma, a engenharia didatica pode ser entendida tanto como um produto resultante
de uma analise a priori, caso da metodologia da pesquisa, quanto como um processo resultante
de uma adaptacao do produto para a implementacdo em sala de aula (DOUADY, 1993).

Em sintese, o processo da engenharia didatica se compde de quatro fases, as analises
preliminares, a construcdo das situacdes e analise a priori; a experimentagdo e a analise a
posteriori e validagao.

As analises preliminares sdo feitas levando em consideracdo um estudo sobre o quadro
teodrico didatico geral e os conhecimentos didaticos previamente adquiridos sobre o assunto.
Essas analises tém por objetivo embasar a concepg¢do da engenharia, contudo, elas podem ser
retomadas e aprofundadas durante todo o processo.

Nesta pesquisa, as analises preliminares realizadas foram:

i) Um levantamento das pesquisas ja realizadas sobre o ensino e a aprendizagem
das EDOs.

19 L'ingénierie didactique, vue comme méthodologie de recherche, se caractérise en premier lieu par un schéma
expérimental basé sur des "réalisations didactiques" en classe, c'est-a-dire sur la conception, la réalisation,
I'observation et I'analyse de séquences d'enseignement.

201...] um ensemble de séquences de classe congues, organisées e articulées dans le temps de fagon cohérente par
un maitre-ingénieur pour realiser un projet d’apprentissage pour une certaine population d’éléves. Au cours des
échanges entre le maitre et les éléves, le projet évolue sous les réactions des éléves et en fonction des choix et
décisions du matre.
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i) Um estudo sobre os possiveis dominios e registros de representacdes semidticas
utilizados no estudo das EDOs.

iii) Andlise de dois livros didaticos de EDO, evidenciando as mudancas de dominios
e de registros de representacGes semidticas e o0s tipos de abordagens
privilegiadas.

Na segunda fase da engenharia didatica (a construcdo das situacdes e analise a priori),
0 pesquisador define as atividades que vdo compor a sequéncia de situacdes que sera aplicada
aos alunos. Orientado pelas analises preliminares, deve delimitar as variaveis didaticas que
serdo levadas em consideracdo na formulagdo das situagOes-problema. Segundo Almoloud
(2007), as variaveis didaticas sdo aquelas para as quais a mudanca de valores provoca
modificacdes nas estratégias de resolucdo dos problemas, podendo levar a transformacdes
qualitativas nas formas de resolucdo das situacfes propostas.

Essas variaveis também sdo denominadas de variaveis de comando. Segundo Artigue
(1988), podemos distinguir dois tipos de varidveis de comando:

- As variaveis da macrodidéticas ou globais relativas a organizacdo global da
engenharia;

- e as variaveis da microdidaticas ou locais relativas a organizagéao local da
engenharia, isto €, a organizacao de uma sessdo ou fase, umas ou outras podem
ser elas mesmas as variaveis de ordem geral ou de variaveis dependentes do
contetido didatico, cujo o ensino é visado (pg. 291, traducdo nossa?').

As variaveis macrodidaticas consideradas neste estudo foram a organizacdo temporal
do curso de extensdo, ou seja, o tempo total destinado para a realizagdo do curso e a diviséo
deste tempo por dia de curso. Acreditamos que tais variaveis influenciam diretamente na
aprendizagem, pois, caso a quantidade de horas/dias de curso for muito longa, pode
sobrecarregar os alunos, fazendo com que o rendimento desses seja comprometido. O contrario,
por sua vez, também pode prejudicar o desenvolvimento das atividades, sobretudo os problemas
de Modelagem Matematica, nos quais é importante que os alunos disponham de tempo para
refletir sobre a situacdo. Além disso, a quantidade total de horas do curso influencia diretamente
na elaboracdo da sequéncia didatica, pois delimita o nimero de atividades a serem trabalhadas.

A utilizacdo de um software computacional pode intervir diretamente no
desenvolvimento de algumas atividades, seja positivamente, favorecendo a sua compreensao,

ou gerando um meio de dificuldade pela ndo familiarizagdo do estudante com o software.

21 - les variables macro-didactiques ou globales qui concernente 1’organisation globale de I’ingénierie,

- et les variables micro-didactiques ou locales qui concernent 1’organisation locale de 1’ingénierie, c¢’est-a-dire
I’organisation d’une séance ou d’une phase, les unes et les autres pouvant étre elles-mémes des variables d’ordre
général ou des variables dépendantes du contenu didactique dont 1’enseignement est visé.
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Em relagdo ao objeto de estudo, as variaveis macrodidaticas consideradas foram o
comportamento das solugdes das EDOs, a interpretacdo do campo de vetores, a taxa variacao e
0s problemas modelados por EDO.

Quanto as variaveis microdidaticas, foram consideradas aquelas diretamente
relacionadas com a sequéncia de situacBes, como 0s pré-requisitos necessarios para o
desenvolvimento das atividades, a familiarizacdo com os varios registros de representacéo
semidtica, entre outras, que serdo especificadas em cada atividade.

A anélise a priori comporta uma parte de descricdo e outra de previsdo sobre as
atividades da sequéncia de situacdes. Assim, para cada situacdo, o pesquisador deve determinar,
antecipadamente, qual é o objetivo de tal atividade e quais resultados pretende atingir. Além
disso, precisa fazer uma previsdo das dificuldades que os alunos poderdo apresentar para
resolver a situacdo, dos possiveis caminhos a serem seguidos e dos provaveis erros cometidos
(MACHADO, 2012).

Na terceira fase, a experimentacéo ocorre quando se aplica a sequéncia de situagcdes com
certa populacédo de alunos. Esta fase, segundo Machado (2012), supde:

i) A explicitacdo dos objetivos e das condi¢des para a realizacdo da pesquisa com
a populacdo de alunos;

i) A aplicagéo dos instrumentos de pesquisa;

iii) O registro das observagdes feitas durante a experimentagdo (observagao
cuidadosa descrita em relatorio, transcricdo dos registros audiovisuais etc.).

Neste estudo, a sequéncia de situacdes foi aplicada no decorrer de um curso de extensao
ministrado pela pesquisadora. O curso foi realizado na Universidade Tecnoldgica Federal do
Parana, campus Campo Mourdo, no periodo de 20 de agosto de 2015 a 24 de setembro 2015,
todas as tercas e quintas-feiras, das 18:30h s 21:00h, totalizando vinte e sete horas??. O publico
alvo eram os alunos dos cursos de Engenharias (Ambiental, Alimentos, Civil e Eletrénica) que
estavam matriculados na disciplina de Equacgdes Diferenciais ou Matematica I, ambas séo
obrigatorias e, nas suas ementas consta o contetdo de equac@es diferenciais ordinarias.

A escolha por esses alunos se deu pelo fato de a maioria estar cursando o segundo
semestre de seu respectivo curso e, portanto, ja terem cursado a disciplina de Calculo
Diferencial e Integral I, na qual estudaram os conteudos de funcéo (polinomiais, exponenciais,
trigonométricas etc.), derivada (definicao, técnicas de derivagéo, teorema do valor médio, teste

da derivada primeira etc.) e integral (definicdo, integral definida e indefinida, técnicas de

22 O primeiro dia de curso foi de 2 horas.
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integracdo, teorema fundamental do célculo), as quais sdo pré-requisitos para o estudo das
EDO:s.

Por meio de um e-mail enviado a todos os alunos matriculados nas disciplinas
supracitadas, a pesquisadora convidou os estudantes a participarem do curso de extensdo. Além
disso, o curso também foi divulgado por intermédio de outros professores que fizeram o convite
em suas aulas.

As inscricdes foram realizadas por e-mail, durante o periodo de quinze de agosto de
2015 até dezoito de agosto de 2015. No inicio, foram disponibilizadas vinte vagas, cinco para
cada engenharia, sendo o critério de sele¢do a ordem de inscrigdo. No dia dezoito de agosto de
2015, s6 havia quinze inscritos e um novo e-mail foi enviado reforgando o convite. Assim, mais
doze alunos se inscreveram. Como ja previamos algumas desisténcias, foi decidido que todos
0s inscritos participariam do curso. Desta forma, o total de alunos passou de vinte para vinte e

sete, dos quais vinte e cinco participaram de, pelo menos, um dia de curso e estdo caracterizados

no Quadro 7.
Quadro 7: Participantes da pesquisa
Nomes Engenharia | Periodo Ingressona | Dependéncias Participagdo em
Ficticios Universidade relacdo ao curso
Semestre/Ano
Ana Ambiental 20 1/2015 CDI-I Concluiu.
Bia Eletronica 20 1/2014 F-lelll,Q Concluiu.
Bianca Alimentos 20 1/2015 Né&o Dois primeiros dias.
Bruno Civil 3° 2/2014 CDI-I Concluiu.
Carlos Civil 3° 2/2014 GA Respondeu ao
questionario inicial.
Cris Alimentos 20 1/2015 CDI-l1eQ Respondeu ao
questionario inicial.
Daiane Civil 3° 2/2014 F-11 Concluiu.
Diogo Eletrdnica 3° 2/2011 CDI-III, EDO, | Respondeu ao
ETM, F-III, guestionario inicial.
PCE
Fabio Ambiental 50 2/2013 Néo. Dois primeiros dias.
Fernando Eletrdnica 3° 1/2012 EDO, CDI-III, | Concluiu.
ETM, PE
Gustavo Eletrbnica 3° 2/2013 CDI-I e Il, F- | Concluiu.
Il
Guto Civil 3° 2/2014 N&o. Respondeu ao
questionario inicial.
Laura Alimentos 6° 2/2009 EDO, OP-1l e | Dois primeiros dias.
FT-11
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Léo Eletrbnica 3° 1/2012 CDI-IIl, EDO, | Concluiu.
F-111, PCE
Luciano Eletrbnica 20 1/2015 Nao Concluiu.
Marcos Eletronica 3° 2/2014 Nao Concluiu.
Michel Alimentos 2° 2/2012 EDO, GA, Concluiu.
MEC-I, TCA
Miguel Eletronica 20 1/2014 GA Concluiu.
Paula Alimentos 20 1/2015 Na&o Dois primeiros dias
de curso.
Pedro Eletrbnica 20 2/2012 ETM, F-I11, Concluiu.
FP
Renata Alimentos 20 1/2015 Nao Concluiu.
Sofia Ambiental 40 1/2013 MEC-II, CN, Concluiu.
EDO
Théo Eletronica 3° 1/2013 ETM e F-IV Concluiu.
Vinicius Civil 3° 2/2014 Né&o Respondeu ao
questionario inicial.
Vivian Alimentos 7° 2/2009 EDO, F-III, Concluiu.
RM
CDI-1, 11 e I1I: Célculo Diferencial e Integral I, 1l e Il1l. CN: Célculo Numérico. EDO: EquacGes
Diferenciais Ordinarias. ETM: Eletromagnetismo. FT-I1: Fenomeno dos transportes II. F-1, 11, 111 e
IV: Fisica |, II, Il e IV. FP: Fundamentos da Programacéo. GA: Geometria Analitica e Algebra Linear.

MEC I, II: Mecénica I, Il OP-11: Operagdes Unitarias 1l. PCE: Principios de Circuitos Elétricos. PE:
Probabilidade e Estatistica. Q: Quimica. RM: Resisténcia dos Materiais. TCA: Tecnologia em Cana de
Acucar.

Fonte: Respostas dos alunos nas fichas de inscricdo

As dependéncias listadas no Quadro 7 dizem respeito aquelas do semestre na qual o
curso foi aplicado, sendo que reprovacgdes anteriores, que ja tinham sido superadas, ndo constam
no quadro. A respeito do periodo em que o aluno se encontra, é importante ressaltar que, na
UTFPR, o aluno é retido no periodo caso apresente reprovagdes, por este motivo, um aluno que
ingressou na universidade no primeiro semestre de 2014, que deveria estar no 4° periodo, pode
estar no 2° periodo pelo sistema da universidade.

O curso foi composto por duas fases: a primeira fase composta por nove atividades que
foram desenvolvidas durante cinco dias de curso; a segunda foi composta por trés problemas
de Modelagem Matematica: o primeiro intitulado Decaimento Radioativo, foi desenvolvido
pelos alunos em conjunto com a pesquisadora; o segundo foi uma situacdo que envolvia a Lei
de Resfriamento de Newton, na qual foi desenvolvido um experimento com os alunos; e, por
ultimo, cada grupo desenvolveu um problema de Modelagem Matematica, no qual o tema e
todo o desenvolvimento foi de responsabilidade do grupo e a Unica condi¢cdo imposta pela

pesquisadora foi a utilizagdo do conceito de EDO para a explicar a problema escolhido.
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E, por fim, a ultima fase da engenharia didatica, analise a posteriori e validagao baseia-
se no conjunto de dados recolhidos durante a experimentacdo, que conterd as observacbes
realizadas durante as sessoes, as producdes realizadas pelos estudantes dentro e fora de sala de
aula, os questionarios e entrevistas individuais ou em pequenos grupos, realizadas ao inicio,
durante e ao final da experimentacéo.

A validacdo ocorre quando se compara os resultados das analises a priori e a posteriori.
Esta validacdo pode confirmar ou refutar as hipoteses consideradas no inicio da engenharia
didatica.

No proximo capitulo, apresentamos as EDOs e suas formas de abordagens, além da
andlise dos exercicios resolvidos dos capitulos de dois livros didaticos sobre EDO, em relacéo

as mudancas de dominios e registros de representacdo semidtica.
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2 Andlises preliminares

Neste capitulo discorremos sobre o conceito de equacdo diferencial ordinaria: sua
origem, definicdo, as possiveis formas de abordagens de suas solugdes e o que nos subsidiou
para que houvesse a elaboracéo deste estudo. Na sequéncia, considerando o papel dos livros
didaticos no processo de ensino e de aprendizagem das EDOs, no ensino superior, apresentamos
uma andlise de dois livros didaticos que abordam este conceito, neste nivel de ensino, além da

apresentacdo de algumas pesquisas que versam sobre o ensino e a aprendizagem das EDOs.

2.1  Um breve historico das Equagdes Diferenciais

A noc¢do de EDO, assim como a maioria dos conceitos matematicos, foi construida
gradualmente, como ferramenta para resolucdo de problemas. Sua histéria remonta ao século
XVII com o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral por Isaac Newton (1642-1727)
e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

Sasser (1992) afirma que, embora a resolucdo de problemas fisicos tenha levado
gradativamente a modelos matematicos que envolviam o conceito de EDO, suas origens
tedricas estdo relacionadas com a resolucdo de alguns problemas advindos da Matematica,
como o problema da is6crona, da quadratura da hipérbole, da braquistécrona, entre outros.

Segundo o autor, alguns historiadores garantem que o estudo das EDOs teve inicio

quando Leibniz, em 1675, escreveu a equacdo I xdx = (1/ 2)x?. A ele foi atribuida a descoberta

implicita do método de separacdo de variaveis decorrente do estudo do problema de tangente
inversa (1691). Em 1694, ele resolveu o problema de quadratura da hipérbole.

Leibniz também estudou a reducdo de equagdes homogéneas a equacgdes separaveis e 0
método para determinar as solugdes de EDOs lineares de primeira ordem, além de resolver
diversos problemas a partir de trocas de correspondéncias com outros pesquisadores, como, por
exemplo, os irméos Bernoulli (BOYCE; DIPRIMA, 2013).

Embora Newton tenha atuado pouco nesta area, suas contribuicdes para o Calculo
Diferencial e Integral e a Mecénica forneceram a base para diversas aplica¢des das EDOs no

século XVIII. Ele também classificou as EDOs de primeira ordem de acordo com as formas

% = f(x), % = f(y), % = f(x,y) - Newton foi o primeiro a concluir que a solugéo geral de
X X X

uma EDO de primeira ordem depende de uma constante arbitraria e desenvolveu um método

para resolver as equacgdes do tipo dy/dx = f(x,y) usando séries infinitas (Idem).
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No final do século XVII e durante o seculo XVIII, varios mateméticos contribuiram
para o desenvolvimento de métodos de resolucgdo para as EDOs. Jackob Bernoulli (1654-1705),
em 1690, publicou a solucdo para o problema da isécrona. Foi ele quem utilizou pela primeira
vez a palavra integral, em 1696, o que fez com que a segunda das duas principais divisdes do

Célculo mudasse o nome de calculus summatorius para calculus integralis, como conhecemos

atualmente. Jackob Bernoulli propds, em 1695, a solucdo para a equacao % +P(X)y=f(X)y",
X

conhecida atualmente como equacdo de Bernoulli. Em 1701, ele apresentou a solucgdo para o
problema do isoperimétrico, que resultava em uma EDO de terceira ordem (SASSER, 1992,
ZILL; CULLEN, 2012).

Seu irmdo, Johann Bernoulli (1667-1748), em 1696, resolveu o problema da
braquistocrona e apresentou um método explicito para a separagdo de variaveis em 1694. Foi
ele quem resolveu o problema das trajetorias ortogonais em 1698 e também discutiu 0s

resultados da EDO d—zg = 2—2’ no ano de 1716.
dx®  x
Jacob Francesco Ricatti (1676-1754) realizou as primeiras discussdes sobre a equacao
y=P(x)+Q(X)y+R(x)y?, hoje conhecida como equacdo de Ricatti. Porém, foi Daniel
Bernoulli (1700-1782), filho de Johann Bernoulli, quem conseguiu resolvé-la com sucesso
(SASSER, 1992).

Alex Claude Clairaut (1713-1765) publicou, em 1734, sua pesquisa sobre a EDO

y:xﬂ+ f % (equagdo de Clairaut), sendo um dos primeiros matematicos a resolver o
X

dx
problema das solugdes singulares para as EDOs (SASSER, 1992).

Leonhard Euler (1707-1783) realizou trabalhos importantes neste campo de
conhecimento, como compreender as propriedades e o papel das funcdes exponenciais,
logaritmicas, trigonométricas e outras fun¢des elementares nos estudos das EDOs. Desenvolveu
0 método de variacao de parametros, identificou as condicGes para que uma equacdo de primeira
ordem fosse exata, desenvolveu a teoria dos fatores integrantes, entre outros. Seus estudos
também incluiram a elaboracdo de métodos numericos que forneciam aproximagdes para varios
tipos de equagdes. Além de estudos aplicados a Mecénica, que conduziram a varios fenémenos
modelados por uma EDO (BOYCE; DIPRIMA (2013), SAGLAM-ARSLAM (2004)).

Depois de Euler, outros matematicos como Lagrange (1736-1813) e Laplace (1749-
1827), por exemplo, desenvolveram métodos mais sistematicos para a resolu¢do das EDOs,

evidenciando que nem sempre elas poderiam ser resolvidas pelos métodos elementares. Desse
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modo, no século XIX, a preocupa¢do centrou-se na necessidade de encontrar condi¢fes para a
existéncia e a unicidade da solugdo e com o desenvolvimento de métodos mais elaborados de
resolucdo, como o de expansdo em séries de poténcias. Em alguns casos, mesmo garantindo a
existéncia e a unicidade da solugédo, ndo era possivel obté-la usando somente os métodos de
andlises algébricos ou o método numérico desenvolvido por Euler, surgindo, assim, a
necessidade de desenvolver novos métodos numéricos para determinar tal solucdo (BOYCE;
DIPRIMA, 2013).

Com o avanco da computacéo, foi possivel a elaboracao de integradores numeéricos cada
vez mais refinados, como, por exemplo, os desenvolvidos por C. Runge (1856-1927) para
resolver as EDOs que apareceram em seus estudos sobre espectros atdmicos. Esse método faz
parte do grupo de métodos numéricos mais utilizados atualmente, conhecido como métodos de
Runge-Kutta (SAGLAM-ARSLAM, 2004).

Contudo, o desenvolvimento de métodos numéricos ndo foi suficiente para resolver
alguns tipos de equagdes, como as EDOs néo-lineares, por exemplo. Isso foi superado com o
desenvolvimento de uma nova forma de andlise das EDOs: a abordagem qualitativa, que foi
introduzida por Henri Poincaré (1854-1912), no final do século XIX, e abriu uma nova
possibilidade para resolucdes das EDOs (Idem).

Embora inicialmente as EDOs tenham sido utilizadas para resolver problemas
matematicos, ja no século XVII, Euler comegou a utiliza-las no estudo da dindmica. E, apesar
de a Fisica dominar os objetivos e as principais motivacdes para o estudo das EDOs, com o
passar do tempo elas se expandiram para outros ramos da Matematica e comecaram a ser
utilizadas no estudo de fendmenos de outras areas do conhecimento, como a Quimica, a
Biologia, as Engenharias, entre outras.

Desse modo, os problemas deixaram de ser puramente matematicos e precisaram ser
traduzidos de um contexto ndo matematico para um matematico. Como ja visto nas secdes
anteriores, este processo de interpretar matematicamente uma situacdo com a finalidade de fazer
inferéncias em relacdo a um fendmeno de outra &rea do conhecimento foi chamado de
Modelagem Matematica. E o conjunto de elementos, de esquemas e de simbolos matematicos
utilizados para realizar tais inferéncias foi denominado de modelo matematico.

Assim, ao logo do tempo, diversos modelos matematicos foram criados para tentar
interpretar fendmenos naturais. Por exemplo, em 1798, Thomas Malthus publicou o livro An
Essay on the Principle of Population, no qual fez um alerta sobre o crescimento da populacéo
mundial. Malthus verificou um acentuado crescimento demografico entre os anos de 1785 e

1790, em decorréncia dos beneficios trazidos pela revolucéo industrial, como o0 aumento da
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producdo, as melhores condicGes de satde advindas com melhorias no saneamento basico e o
aperfeicoamento da medicina, o que fez diminuir a taxa de mortalidade e aumentar a de
natalidade.

Para Malthus?, a capacidade de reproducdo humana era maior do que a capacidade da
terra de produzir meios para a sua subsisténcia. Assim, a populagdo, quando ndo sofresse
guerras, epidemias ou desastres naturais, tenderia a crescer em progressdo geomeétrica (PG),
enquanto a producéo de alimentos aumentaria segundo uma progressdo aritmética.

Nessas circunstancias, temos que o crescimento de uma populacdo, sem um fator de
inibicdo, é proporcional a préopria populagdo em cada instante de tempo (PG) (BASSANEZI,
2011). Dessa forma, a populagéo cresceria sem limites, o que levou Malthus a concluir que a
fome no mundo seria inevitavel, caso ndo houvesse um controle da natalidade.

Apesar de Malthus ndo ter formulado sua teoria em termos de uma EDO, atualmente
seu modelo (o modelo de Malthus) é conhecido como uma das possibilidades de aplicacdo das
EDOs em problemas de dindmica populacional e é representado pela seguinte equacdo
diferencial:

%—T =aP ,
com P sendo a populacdo, t 0 tempo e « uma constante de proporcionalidade. Embora as
previsdes de Malthus ndo tenham se confirmado, devido a varios fatores, seu modelo é utilizado
até hoje para fazer previsoes para populacdes em pequenos intervalos de tempo e esta presente
na maioria dos livros didaticos que versam sobre o conceito de EDO.

Ainda que seja um assunto antigo, do qual muito se conhece, as EDOs continuam sendo
estudadas no século XXI, pois, para compreender fenbmenos como a varia¢do da corrente
elétrica em um circuito elétrico em série (simples), a variacdo de temperatura em um corpo, a
capitalizacdo continua, a propagacdo de doencas, o decaimento radioativo, entre outros,
fazemos uso de uma EDO.

Segundo Bassanezi (2011), devido a sua pluralidade de aplicac6es nas diversas areas de
conhecimentos (Fisica, Quimica, Biologia, Economia, Engenharia, entre outras), as EDOs
constituem um objeto vastissimo da Matematica, que pode ser abordado de diferentes formas,
dependendo do objetivo proposto.

Na proxima se¢do, apresentamos alguns conceitos matematicos que estéo relacionados

com a nocdo de EDO.

28 Mathus: Economia, Textos de Malthus organizado por T. Szmrecsanyi, Ed. Atica, 56-57 apud Bassanezi (2011)
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2.2  Equacdes Diferenciais Ordinarias: conceitos basicos

O conceito de EDO esta atrelado ao conceito de derivada de uma funcéo, e pode ser
aplicado em diferentes areas do conhecimento, desde que a situacdo envolva grandezas que
possam ser representadas por fungdes. Geometricamente, a derivada fornece o coeficiente
angular da reta tangente em um ponto do gréfico de uma funcdo, desde que a curva admita reta
tangente neste ponto. Assim, seja f uma funcdo definida em um intervalo | cR. Dados
P(X,, f(%,)) e Q(X, f(x)) dois pontos distintos do gréfico de f (Figura 13), o coeficiente (ms)
da reta secante (s) ao gréafico de f nos pontos P e Q é dado por:

m = 0= 1) (1)
X=X
Figura 13: Reta secante
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Fonte: Adaptado de Leithold (1994, p. 139)
Suponhamos que, mantendo o ponto P fixo, o ponto Q se mova sobre o grafico de f em

direcdo ao ponto P, ou seja, fazemos x tender a x,, consequentemente, fazemos a diferenca
X — X, tender a zero. A medida que o ponto Q se aproxima do ponto P, o coeficiente angular da

reta secante se aproxima do coeficiente angular da reta tangente (t) (Figura 14).
Figura 14: Reta tangente
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Fonte: Adaptado de Leithold (1994, p. 139)

Fazendo x=x,+Ax em (1) temos a seguinte defini¢éo:
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Definigdo 1:(LEITHOLD, 1994, p. 140) Seja f uma fungdo continua em x,. A reta tangente
ao grafico de f no ponto P(x,, f(x,)) é:
i) aretaque passapor P etem inclinagdo m, dada por

- (X +AX)— T (X,) (2)
m, = lim ,
AX—0 AX

i) areta x=x, se

lim f(XO+AX)_f(XO) e lim f(XO+AA)2_f(XO)

Ay—0" AX AX—0~

=+00 OU —o0,

Se nenhuma das situacdes acimas forem verdadeiras, entdo ndo existe reta tangente ao
grafico de f no ponto P(X,,Y,)-

O limite do item i) é definido matematicamente como a derivada da fungéo f.
Definicdo 2: (SWOKOWSKI, 1994, p. 125) A derivada de uma funcéo f € a funcédo f~

definida por:

£(x) = lim f(X+Ax) — f(x)’
Ax—0 AX

desde que o limite exista.
Se x, for um nimero conhecido do dominio de f, ent&o o valor da derivada f" em X,
é definido por:

) — lim S G +AX) — T(%) (3)
f(%)=lim o ,

se o limite existir.
Observe que o limite da expressao (2 ) € o mesmo limite da expressao ( 3 ), ou seja, 0

coeficiente angular m, da reta tangente ao grafico da fungdo f no ponto (x,, f(x,)) € igual ao
valor da derivada de f calculadaem X, .

A derivada de uma funcédo pode ser representada por diferentes expressdes. Assim, dada
afuncdo y = f (x), temos as seguintes notagdes para a sua derivada:

. . d d
f (x)=Dxf(x)=ny=y=d—§=&f(x).

Nas expressoes D, e di aletra x representa a variavel independente. Os simbolos D,
X

e d/dx séo chamados de operadores diferenciais e isoladamente néo tém significado prético,
porém, quando acompanhados de uma expressdo a direita, denotam uma derivada. Chamamos

D,y e dy/dx aderivadade y emrelagéo a x.
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Outra aplicacéo da derivada de uma funcdo que utilizamos neste estudo foi a derivada

como taxa de variagdo. Seja y= f(x), com f uma funcdo em R. Se a varidvel x possui
inicialmente um valor x, e sofre uma variagdo Ax, assumindo em seguida um valor X, + Ax
entdo, a variagdo da variavel y, denotada por Ay éigual a f(x,+Ax)— f(x,). Definimos a
taxa média de variagdo de y (y,,) por unidades de variagéo de x, quando x variade x, para
X, +AX, como:

(% +A%) — f (%) _ Ay
AX AX

Fazendo Ax — 0 no quociente acima, obtemos a taxa de variagéo instantanea ou pontual

de y por unidade de variagdo de x em x,, conforme defini¢éo a seguir.

Definigdo 3: (SWOKOWSKI, 1994, p. 121) Seja y = f(x), com f uma funcdo definida em
um intervalo aberto contendo x,. A taxa de variagao instantanea de y por unidade de variacdo
de x em x, é:

f O +A%) — F (%)
~ :

Yy = T'(%) = Iim
se o limite existir.
A seguir, apresentamos o conceito de incremento das variaveis x e y que sdo nogdes

necessarias para a definicao de diferencial.
Definigcdo 4: (SWOKOWSKI, 1994, p. 161) Seja f uma funcéo definida por y = f(x). Se a

varidvel x tem um valor inicial x, e assume, em seguida, um valor x, diferente de x, a
diferenca x—x,, denotada por Ax é chamada de incremento em X, 10go Ax =X—X,.

O incremento correspondente de y= f(x), denotado por Ay € dado por
Ay = f(x)— f(x,), cOmo x =X, +Ax, podemos escrever Ay = f (X, +Ax)— f (X,).

Figura 15: Representacdo geométrica de AX e Ay

/ / Ty x = x9+ Az

Fonte: Adaptado de Swokowski (1994, p.161)
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Se f ¢ diferenciavel, entdo, Ay/Ax € o coeficiente angular m, da reta secante que
passa pelos pontos P e Q (Figura 15). Quando Ax tende a zero, x se aproxima de X,.
Consequentemente, o coeficiente angular da reta secante (m,=Ax/Ay) se aproxima do

coeficiente angular f(x) da reta tangente t, ou seja,
A §(x) se Ax=~0.
AX

O que nos fornece a seguinte aproximagao para Ay :
Ay = f7(X)AX.
A expressdo f’(x)Ax recebe o nome de diferencial da varidvel dependente de v,
conforme a proxima definigéo.
Definicdo 5: (SWOKOWSKI, 1994, p. 162) Seja y=f(x), na qual f é uma fungdo
diferenciavel, e seja AX um incremento de x.
i.  Adiferencial dx da variavel independente x é definida por:
dx = AX
ii.  Adiferencial dy da variavel dependente Yy é definida por:
dy = f'(x)Ax = f"(x)dx (4)
A Figura 16 ilustra a distingdo gréfica entre dy e Ay.

Figura 16: Diferenca grafica entre dy e Ay

f(z)

f(zo)

4 / xq T =x+ Az

/

Fonte: Adaptado de Swokowski (1994, p. 161)

A reta 1, ilustrada na Figura 16, é a reta tangente ao grafico de y= f(x) no ponto
P(x,, f (x,)) adiferencial dy significa quanto a reta tangente t “sobe” ou “desce” quando a
variavel independente X varia de x, para x, +ax, que difere da variacdo de Ay no grafico de
y = f(X).

Na Figura 16, podemos observar que o coeficiente angular da reta tangente m, = f"(x)

também pode ser obtido pelo quociente dy / dx, isto &,
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. dy
f'(x)=—"2
(%) Ix

Observe que o segundo membro da igualdade acima coincide com a notacédo de derivada

ja utilizada. A relagdo f’(x)=dy/dx nos permite “enxergar” a notagdo dy/dx COmMO um
quociente de duas diferenciais em lugar de apenas uma notagdo para a derivada de Yy em

relacdo a X.

Com base nesses conceitos, podemos definir as equagdes diferenciais ordinarias.
Definicdo 6: (ZILL; CULLEN, 2012, p. 2) Uma equacéo que contém derivadas ou diferenciais
de uma ou mais variaveis dependentes, em relacdo a uma ou mais variaveis independentes, é
chamada de equacdo diferencial.

As equacdes diferenciais séo classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a linearidade.
Em relacdo ao tipo, elas podem ser classificadas em ordinarias e parciais:

a) Equac0es diferenciais ordinarias (EDOs): sdo equacdes que envolvem somente
derivadas de uma ou mais variaveis dependentes em relacdo a uma Unica

variavel independente. Por exemplo,

3 2
4y 39y _ L%

¢ dx
b) Equac0es diferenciais parciais (EDPs): sdo equacdes que envolvem derivadas

(2—-t)dt +udu =0, y+2y=-2x,

parciais de uma ou mais variaveis dependentes de duas ou mais variaveis
independentes. Por exemplo,

ou ov o'u _ 82u

ot ax o oxt oot

A ordem de uma equacdo diferencial é definida como sendo igual a ordem da derivada

+3u.

de maior ordem. Por exemplo, —y+2x> —x =5 € uma EDO de primeira ordem ou ordem um.

2 4
A equacéo %—3(3—{) =t é uma EDO de segunda ordem ou ordem dois.

Dizemos que uma EDO é linear quando pode ser escrita na forma:

n-1

y
an—l

d"y (5)

+a X
an n—l( )

A equacdo que ndo pode ser escrita como em ( 5 ) é chamada ndo linear. As equacdes

a, (x) bt 3,00 L, (9y = 90

diferenciais lineares sdo caracterizadas pelas seguintes propriedades:

i.  Avariavel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau.

ii.  Cada coeficiente depende apenas da variavel independente .
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As equagdes 2xdy—-3ydx=0 e y '+2y+3=x sdo EDO lineares de primeira e de

segunda ordem, respectivamente. J& as equacBes yy—x=0 e 3—;+332 =X sdo EDO néo
lineares de primeira e quarta ordem, respectivamente, pois ndo podem ser escritas na forma da
equacédo (5).
Definicdo 7: (ZILL; CULLEN, 2012, p. 4) A solucdo de uma EDO ¢é qualquer funcdo f
definida em algum intervalo | < R, que, quando substituida na EDO, reduz a equagdo a uma
identidade.
Exemplo 1: A fungdo y =e®* —3 é solugdo da equacdo y'=2y+6, pois
y=2y+6
(e* -3)'=2(e*-3)+6
26 +0=2e"-6+6
e” =e*V xeR.

A funcdo y=e” -3 ndo é a Unica funcdo que satisfaz a equagdo y'=2y+6, pois
qualquer funcéo do tipo y =Ce* -3, CeR conduz a uma identidade, por isso dizemos que as
EDOs possuem infinitas soluc6es que diferem por uma constante real.

Definicdo 8: (BOYCE; DIPRIMA, 2013) A solucdo geral de uma EDO é toda a solucdo que
envolve uma ou mais constantes arbitrarias. A solugdo particular de uma EDO ¢é toda a solucao
obtida atribuindo valores as constantes arbitrarias da solucdo geral.

Exemplo 2: A funcdo y =Ce™ —3 é uma solucéo geral para a equagdo y'=2y+6 e a fungio
y =e* -3 ¢é uma solucdo particular para a mesma equagao.

Neste estudo abordaremos somente as EDOs de primeira ordem. A forma normal deste
tipo de equacéo pode ser escrita da seguinte maneira:

Y _txy), (6)
dx

com f uma funcdo definida em um intervalo aberto | — R* com valoresem R .

.....

qual x, pertence aum intervalo | cR e y, € R, temos um problema de valor inicial (PVI):

dy
&zf(x,y) (7)

y(xo) =Y
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Graficamente, para resolver o PVI ( 7 ) buscamos uma solugéo para a equacéo ( 6 ),

definida em algum intervalo | c R tal que o gréfico dessa solucéo passe pelo ponto (X,, Y,)-

Quando a EDO ndo depende explicitamente da variavel independente X, ou seja,
% = f(y) elarecebe o nome de EDO autonoma.
X

A equacdo ( 6 ) relaciona as coordenadas de um ponto do plano e o coeficiente angular
da reta tangente ao grafico da solugdo em cada ponto, ou seja, este tipo de equacdo define um

campo de direcdes (vetores) ou de inclinagdes.
Definicdo 9: Dada a equacéo %: f(x,y), sendo f uma funcéo de duas variaveis x e y.Um
X

campo de vetores para esse tipo de equacao pode ser construido calculando-se o valor de f em

cada ponto de uma malha retangular. Em cada ponto da malha desenha-se um pequeno
segmento de reta cujo o coeficiente angular € o valor da funcao f naquele ponto. Dessa forma,

cada segmento de reta é tangente ao grafico de uma solucéo contendo aquele ponto.

Exemplo 3: A Figura 17 ilustra um campo de vetores para a equacao % =y?-0.
X

. ~_d
Figura 17: Campo de vetores para equagao d—y =y*-9
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Fonte: Elaborado pela autora
Definicdo 10: (BOYCE; DIPRIMA, 2013) Chamamos de solucéo de equilibrio de uma equacgéo

diferencial do tipo % = f(y), afuncdo y para a qual a primeira derivada de y em relagéo a
X
X se anula, ou seja, y ndo varia em relagdo a x.

Na Figura 17, podemos verificar que sobre as retas y =—-3 e y =3 0s vetores possuem

inclinacdo nula, ou seja, os valores de y ndo variam em relagéo a x. Neste caso, dizemos que as
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solugdes y =—3 e y =3 sdo solucBes de equilibrio para a equacéo % =y?—9, pois sobre essas
X
retas temos que a taxa de variagéo ? é nula.
X
Na proxima secdo, apresentamos os diferentes tipos de abordagens para as solucdes de

uma EDO e os possiveis dominios e registros de representagdes utilizados em cada abordagem.

2.3  Asdiferentes formas de abordagens das solu¢fes das EDOs

Na secdo anterior vimos algumas defini¢des da EDO, particularmente sobre as suas
solugdes. Agora, discutiremos as formas para se obter essa solugédo buscando compreensoes
para o processo de aprendizagem deste conceito.

As solucBes das EDOs possuem trés formas de abordagens: a algébrica, que privilegia
a aplicacdo de técnicas matematicas de resolucdo; a qualitativa que, embora ndo obtenha a
expressdo analitica das solucdes, permite uma analise global dessas, e a numérica, que utiliza
métodos de aproximacdo numeérica para as solugdes. Cada uma dessas abordagens apresenta
suas vantagens e desvantagens em relacdo ao ensino e a aprendizagem das EDOs.

Artigue (1989, apud Gordillo, 2006) realizou um estudo sobre o ensino universitéario das
EDOs, na Franca, e verificou que, apesar de existirem as trés formas de abordagens citadas
acima, o ensino das EDOs centra-se na abordagem algébrica, o que também foi verificado no
ensino das EDOs no Brasil, por Oliveira e Igliori (2013). Gordillo (2006), citando Artigue
(1989), levanta alguns fatores que podem ter favorecido a abordagem algébrica:

e Restricdes epistemologicas: a extensa dominacdo da abordagem algébrica na
evolugdo histdria das EDOs e o desenvolvimento tardio das demais abordagens,
conforme exposto na se¢do 2.1.

e Restri¢des cognitivas: a necessidade de mobilidade entre o registro simbdlico-
algébrico (equacdo) e o registro grafico (campo de vetores), 0 que exige um certo
nivel de conhecimento para justificar a analise realizada.

e Restricbes didaticas: a tendéncia sistematica de utilizacdo de recursos
algoritmos (técnicas de resolucdo), o mito de que a obtencdo da expressao
analitica da EDO, propiciada pela abordagem algébrica, fornece uma solucao
completa para EDO e a dificuldade de aceitacdo de um grafico como solucao.

Para Artigue (1989, apud Gordillo 2006), as EDOs se desenvolveram, historicamente,
em trés dominios matematicos: o algébrico, o numérico e o grafico. Concordamos com a autora

em relacdo aos dominios citados, contudo, entendemos que € necessario aprofundar esse estudo,
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considerando que cada abordagem opera em uma interagdo entre diferentes dominios, por
exemplo, a abordagem algébrica ndo é executada puramente no dominio algébrico, utilizado de
ferramentas de outros dominios matematicos.

Assim, apresentamos, nesta secéo, os tipos de abordagens das EDOs, as vantagens e as
desvantagens da sua utilizacdo e os possiveis dominios e registros de representacdo semiotica

envolvidos em cada uma delas.

2.3.1 A abordagem algébrica

Esta abordagem consiste em resolver algebricamente a EDO, obtendo, de forma
explicita ou implicita, sua solucdo analitica, utilizando-se de férmulas de quadratura de funcdes
elementares usuais (polinbmios, exponenciais, trigopnométricas), desenvolvimento em série ou
funcOes especiais conhecidas, como a funcéo Bessel.

Para as EDOs, procuramos uma funcdo a uma constante arbitraria que satisfaca a
equacdo dada. Para cada tipo de EDO, variavel, separavel, exata, homogénea, entre outras,
existe uma técnica algébrica de resolucdo adequada®*. Assim, para obtermos algebricamente a
solugdo de uma EDO, identificamos o tipo de equagdo de primeira ordem que estamos
estudando e depois aplicamos a técnica de resolucdo apropriada, conforme ilustrado no

Exemplo 4.

Exemplo 4: Resolva a equagéo % =y-—2.

Solucéo: A equacdo é do tipo separavel, logo, podemos aplicar a seguinte técnica de resolucao

dy
Z_y-2
dt y

R Y

y—2 dt

1 dy

———=dt=|dt
J‘y—2 dt -[ (8)
Como %dt =ydt=dy (diferencial em y) podemos escrever a integral em ( 8 ) da

seguinte forma:

24 Para um estudo detalhado das técnicas algébricas de resolugdo para as EDOs, consultar Boyce, Diprima, 2013
e Zill, Cullen, 2012.
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1
——dy=|dt
|
In|ly-2|=t+c,
eIn|y—2| et+q
ly—2|=e'e™
ly—2|=Ce', C=¢" (9)
y=+Ce' +2

y=Ce'+2, CeR
A constante C que aparece em ( 9 ) provém do resultado de e*, portanto, & sempre

positiva, logo =C pode assumir qualquer valor real diferente de zero. Contudo, se analisarmos

a equacéo %: y—2, podemos verificar que esta equagdo também admite como solugdo a
t

funcdo y=2. Esta solucédo so é obtida em (9 ) se a constante C assumir o valor zero. Desta

forma, para expressarmos a solucao geral para a familia de solugdes da EDO dada, devemos
considerar que C € R.

A vantagem desse tipo de abordagem esta no fato de obtermos a expressdo analitica da
solucdo, que permite a sua andlise global, como a determinacdo de raizes, 0 comportamento
assintotico e, principalmente, a determinacdo do valor exato da variavel dependente para
qualquer valor da variavel independente.

A desvantagem estd no fato de que nem todas as EDOs possuem solucdo analitica e
mesmo gquando possuem, nem sempre é facil obté-la, pois as técnicas de resolucdo envolvem
mudancas de variaveis, integracdo por partes, integracdo por fracdes parciais etc. Além disso,
segundo Arslan (2005), mesmo quando obtemos a solucdo, sua interpretacdo nem sempre é
facil, por diversos motivos, tais como:

i) A solucdo ndo pode ser explicitada em relacdo a variavel independente, por
exemplo, a equacdo (e*’ —ycos(xy))dx+(2xe?’ —xcos(xy)+2y)dy =0 que
tem solucéo dada por xe*’ —sen(xy)+y®>+c=0 (ZILL; CULLEN, 2012, p.64).

ii) A andlise da solugdo ndo € trivial, por exemplo, a equacdo

dq 1

el =10+ 5sen(2t) com solucéo igual a
t

q(t)zzo_f_gcos(zt)+%3en(2t)+ce"Z_Esta solugdo ndo e trivial porque

envolve a soma de fungdes trigonomeétricas com a funcdo exponencial, o que

dificulta obter informacdes sobre seu comportamento assintético, seus intervalos
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de crescimento/decrescimento e a sua representagdo gréafica, sem o auxilio de
um software (BOYCE; DIPRIMA, 2013, p. 44).

iii) A solucdo geral ndo pode ser expressa por funcbes elementares usuais, por
exemplo, y= e“2’4fe‘2’4dt+c que é solucdo da equacao 2y +ty =2 (BOYCE;

DIPRIMA, 2013, p. 28).

Em relacdo aos dominios, apesar do nome abordagem algébrica, este tipo de resolugédo
envolve ferramentas de outros dominios da Matematica. Analisando o Exemplo 4, observamos
que a EDO ndo é uma simples equacdo algébrica, ela envolve uma derivada (objeto da Andlise).
Para resolvé-la, precisamos utilizar ferramentas dos dois dominios: Algebra e Anélise. Assim,

por exemplo, dada a equacéo % = y—2, a Algebra permite multiplicarmos ambos as lados por

ﬁ ,(y # 2). Por termos uma igualdade, podemaos aplicar o operador Idt (Anélise) em ambos
os lados da equagéo (Algebra). Contudo, para a resolugéo das integrais resultantes, precisamos
recorrer as técnicas de integracdo (Analise). Resolvendo as integrais, obtemos como solugédo
uma funcdo implicita, para explicitar a solu¢do em relacdo a t, precisamos aplicar a funcao
inversa da funcéo In.

Desta forma, observamos que a resolucédo algébrica ndo ocorre puramente no dominio
da Algebra ao mesmo tempo em que ndo temos uma mudanca do dominio da Algebra para o
da Anélise, assim inferimos que esta abordagem ocorre em um dominio formado pela intersecao
entre os dominios da Algebra e da Analise, o qual vamos chamar de dominio da
Algebra/Anélise. Também consideramos que a EDO, quando fornecida em sua expressdo
analitica, estd no dominio da Algebra/Analise. A figura abaixo ilustra esta ideia, na qual nosso
objeto de estudo estaria na intersecdo dos dominios da Algebra e da Anélise.

Figura 18: Dominios para a abordagem algébrica da EDO

A Igebra

A'lgebm/
Andlise

Fonte: Elaborado pela autora
Nas situa¢des em que é solicitado ao aluno apenas determinar a solu¢do de uma EDO
dada, ndo temos mudangas de dominio, pois a funcdo solugdo obtida é fruto de manipulacdes
no dominio Algebra/Anéalise. Contudo, em um problema no contexto da MM, o aluno precisa
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interpretar a solucdo do problema, para obter informac6es sobre a situagéo, para fazer uma
estimativa ou para analisar o comportamento assintético etc. Nesse caso, o aluno precisa operar
no dominio das Funcdes.

Outra mudanca de dominio propiciada por um problema de Modelagem Matematica é
a de um dominio ndo matematico (das grandezas fisicas, quimicas etc.) para um dominio
matematico (da Algebra, da Andlise, das funcdes, das EDOs), pois, em um problema no
contexto da MM, pressupde-se a interpretacdo de um problema ndo matematico em linguagem
matematica, isso ocorre em todos os tipos de abordagem das soluc¢des de uma EDO.

Sobre os registros de representacdes semioticas, a abordagem algébrica centra-se no
registro simbdlico-algébrico. Os registros da lingua natural de uso especializado e do gréafico
também sdo utilizados, mas com menor frequéncia. O primeiro € requerido para contextualizar
uma situacdo, explicar o desenvolvimento da solucdo ou a propria solucdo encontrada. E o
segundo, para representar a solu¢do obtida, conforme Figura 19.

Figura 19: Gréfico de y=Ce' +2 para alguns valores de C

Y
c=1

C=0,1

Cc=0

Fonte: Elaborado pela autora
Na abordagem algébrica, normalmente, o registro grafico é requerido somente como
forma de ilustrar as solugbes obtidas, sem fornecer informagfes complementares sobre as
solucdes.
2.3.2 A abordagem qualitativa (grafica)®
Ao contrério da resolucdo anterior, essa abordagem nao fornece expressao analitica da
familia de solu¢des, contudo, permite um estudo do comportamento das solugdes das EDOs do

tipoy'= f(x,y). As informacBes sobre as solu¢fes, normalmente, sdo mais acessiveis

graficamente, por este motivo, a abordagem qualitativa recebe também o nome de abordagem

gréfica ou geométrica.

2 Terminologia utilizada por Arslan (2005).



79

Uma abordagem gréfica bastante utilizada é o campo de vetores (campo de dire¢des),
que pode ser “desenhado” manualmente, o que demanda muito tempo e trabalho, ou obtido com

a ajuda de um software como Maple, Maxima, Winplot ou GeoGebra.

A Figura 20 ilustra um campo de vetores para a equagdo L y—2 do Exemplo 4.

dt
Apesar de ndo resolvermos a equacao, podemos extrair diversas informacdes a partir do grafico,

tais como: as solugdes sdo crescentes quando y>2 para todo teR; as soluces divergem

quando t — +oo; a equagdo possui uma solucdo de equilibrio em y =2, entre outras.

Figura 20: Campo de vetores para a equacdo 2—3{ =y-2
A A O O A A F A A O A A S A
A A AU A 0 V0 A A A0 0 A A A
f‘fff’ff‘f‘f‘f‘;ff‘?’f’ffﬁffﬁ
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LR L A
PRPPRPPPPP P2 PP P27
AR PERFN AR AAAPAS
T T e T T T T T T e[t e e T e e e e T T
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R EE R RN
AR EEREEERIVEEEEE RN
R E R R E R )
N I R E R R
PRI T T L S T T T
N I EE R R
N IR R R
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Fonte: Elaborado pela autora
Essas informacOes sobre o comportamento das solugdes obtidas no campo de vetores
provém da interpretacdo do seguinte teorema:

Teorema 1: Seja f uma fungdo continua em [a,b] e diferenciavel em (a,b).

i) Se f’(x)>0 paratodo x em (a,b), entdo f é estritamente crescente em [a, b].

i) Se f(x) <0 paratodo x em (a,b), entdo f € estritamente decrescente em [a, b].
Demonstragdo: i) Suponhamos que f°(x) >0 para todo x em (a,b). Precisamos mostrar
que, para quaisquer x, e X, em (a,b), temos que x, <x, = f(x) < f(X,).

Sejam x, e X, em (a,b),com x, < X,. Porhipdtese temos que f écontinuaem [x,, x,]

e diferenciavel em (x,, x,), entdo, pelo Teorema do Valor Médio? existe um c e (x,, x,) tal que

f (%)= F(x) = F(c)(x, —x).

% Teorema do Valor Médio: Se f for uma funcéo continua em [a,b] e derivavel em (a,b), entdo existira pelo

menos um ¢ em (a,b) tal que w =f’(c) ou f(a)-f(b)=f'(c)(b-a).
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Temos que f’(c) >0 pois ce(a,b) e X, —x, >0, logo
F(x)— F(x)>0 ou f(x)< f(x,).
Portanto, para todo x, e x, em (a,b), X <X, = f(x)< f(x,). A demonstracdo da
parte ii) é andloga.

Desta forma, como os vetores da Figura 20 sdo os vetores diretores das retas tangentes

g N d « T x :
aos graficos das solucdes de d—i’ =y-2, entdo as inclinagdes desses vetores sdo determinadas

pelos valores da derivada, logo, se esta inclinagdo € positiva (negativa), a derivada também é
positiva (negativa). Pelo teorema anterior, se a derivada é positiva (negativa),
consequentemente a funcdo é estritamente crescente (decrescente).

A vantagem deste tipo de resolucéo € que ela pode ser aplicada em qualquer equacao do
tipo y'= f(x,y) e também para EDOs de segunda ordem, fazendo as mudancas de variaveis
necessarias para a construcdo do campo de direcdes.

A desvantagem da abordagem geométrica é que ela fornece uma ideia sobre o
comportamento da curva solugcdo, mas ndo sua solucdo analitica, contudo, dependendo da
natureza do problema a ser resolvido, as aproximacdes fornecidas por tal abordagem séo
suficientes para uma boa analise do fendmeno estudado.

Outra forma de obter informag6es sobre o comportamento das solucgdes é analisando o
sinal da derivada. Por exemplo, considerando a EDO % =y—2 (Exemplo 4) temos as
t

seguintes situacodes:

) 3—¥>0:>y—2>0:>y>2.

i) %203 y—-2=0=>y=2.

iii) %<0: y—-2<0=>y<2.
Utilizando o Teorema 1, obtemos as seguintes conclusdes sobre 0 comportamento das
5 50 dY :
solucdes da equagéo P y—2:

Paratodo te R,

1) Se y<2 temos que y<0, portanto, as solugOes séo estritamente decrescentes.
i) Se y=2 temos que y'=0, portanto, a solucdo é constante.

iii) Se y>2 temos que y>0, portanto, as solugdes sdo estritamente crescentes.
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Estas informac6es podem ser fornecidas pelo grafico de y em relagdo Y , conforme

ilustrado na Figura 21.

Figura 21: Gréfico de 2—¥ =y-2
N
2
1
0
-1 0 1 2 3 4y
-1

Fonte: Elaborado pela autora
Ressaltamos que, ao contrario do campo de vetores, esta analise pode demandar muito

trabalho ou ser inviavel para algumas equac@es do tipo y'= f (x,y), uma vez que determinar
os valores para 0s quais f(x,y) é positiva, negativa ou nula pode ser tdo complicado quanto

resolver algebricamente a equacdo, assim como analisar o gréfico de uma superficie para a
funcdo de duas variaveis.

Contudo, para algumas EDOs que dependem somente da variavel independente ou da
variavel dependente, este tipo de analise € vidvel, como é o caso da EDO auténoma do Exemplo
4,

A respeito dos dominios, vamos analisar as duas situacdes, quando utilizamos o campo
de vetores e quando analisamos o sinal da derivada. A primeira situacao propicia uma mudanca
do dominio Algebra/Analise (equacio) para o dominio da Geometria Analitica (campo de
vetores), conforme ilustrado na Figura 22.

Figura 22: Mudanca de dominio na abordagem qualitativa

Dominio da Algebra/Analise Dominio da Geometria Analitica
(equagdo) (Campo de Vetores)
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Fonte: Elaborado pela autora
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Ao mesmo tempo possibilita uma conversdo do registro simbolico-algébrico para o
grafico. Durante a conversdo entre o registro simbdlico-algébrico e o grafico da forma

y'= f (x,y), diferentes objetos matematicos estdo envolvidos: pontos, coordenadas, inclinagéo,
reta tangente etc. Além disso, para estudar a direcdo de uma solugdo em um ponto P(X,,Y,)

sdo necessarias informacfes sobre y(P) que devem ser obtidas a partir de y'= f(x,y),
portanto, este tipo de tarefa permite estabelecer relacGes entre o registro simbolico-algébrico e
o gréfico (GORDILLO, 2006).

Quando determinamos os valores (positivo/negativo) da derivada algebricamente,
precisamos “enxergar” a equagdo y'= f(x,y) como uma funcdo de duas variéveis, desta forma,
estamos analisando a EDO na intersecdo dos dominios das Funcbes e da Algebra/Analise e
podemos fazer esta analise utilizando dois registros de representacdo semioética diferentes, o
simbdlico-algébrico e o grafico.

No registro simbdlico-algébrico, determinamos os valores de x e y, para 0s quais
f(x,y) € positiva, negativa ou nula, resolvendo as inequagdes/equagbes, f(x,y)>0,

f(x,y)<0 e f(x,y)=0 e, depois, aplicamos o Teorema 1, ou Seja, precisamos recorrer as
ferramentas da Algebra (inequacdes/equagdes) e da Analise, por isso, consideramos que, neste
caso, a analise ocorre em uma interse¢do dos dominios das Fungdes e da Algebra/Analise. No
registro gréafico, analisamos o gréafico de y'= f (x, y) para obter os dados anteriores.

A Figura 23 ilustra os possiveis dominios para a analise do comportamento das solucdes

de uma EDO na abordagem qualitativa.

Figura 23: Dominios para a abordagem qualitativa

Abordagem qualitativa

EDO no
dominio da
Algebra/Analise

Registro simbolico-
algébrico

%lisc do comportamento das solu(;é&]

Dominio das fungdes e
da Algebra/Analise

Dominio da
Geometria Analitica

Registro simbolico-
algébrico e grafico

Registro Grafico

Fonte: Elaborado pela autora
Lembrando que, dependendo da estrutura do exercicio, o registro da lingua natural de

uso especializado pode ser utilizado em qualquer uma das abordagens.
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2.3.3 A abordagem numérica
Esta abordagem consiste na aplicacdo de métodos numéricos para aproximar a solucéo

y=f(x,y)

. Um método numerico é um algoritmo
y(Xo) =Y

do problema de valor inicial (PV1) do tipo {

composto por um numero finito de operacGes envolvendo apenas numeros (operacdes
aritméticas elementares, calculo de valores numéricos de func@es, consulta a uma tabela de
valores etc.).

Na abordagem numérica ndo determinamos a expressao analitica da solucdo do PVI,
mas aproximacdes para alguns de seus pontos. Com estes valores aproximados podemos plotar
a curva, o que permite estudar a evolucdo das variaveis dependentes em relacdo a variavel
independente.

Existem diferentes métodos numéricos para o estudo das EDOs, como o método de
Euler, Euler melhorado, Runge-Kutta de primeira ordem, Runge-Kutta de quarta ordem, entre
outros. Com o desenvolvimento tecnoldgico, atualmente, temos a disposi¢ao diversos softwares
que possibilitam a programacéo de tais métodos, ou ainda, softwares numéricos que ja possuem
0s métodos pré-programados.

Como exemplo, vamos calcular uma aproximagdo para y(0,5), solu¢do do PVI:

d
y(0)=1

O método de Runge-Kutta?’ consiste em comparar um polindmio de Taylor apropriado

, utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, com passoh =0,1.

para eliminar o calculo de derivadas do método de Euler. O método de Runge-Kutta de quarta

y=f(x,y)

, € dado pela seguinte formula:
y(Xo) =Y

ordem para o PVI: {

Yo = Y +%(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)h

Com,

k= f(x.,)

k, = f(x,+3h,y,+3hk)
k, = f(x,+3h,y, +3hk,)
k,=f(x,+h,y, +hk;)
h:Xn+1_Xn

27 Para mais informagBes e demonstragdo do método consultar ARENALES, S.; DAREZZO, A. Calculo
Numérico: aprendizagem com apoio de software. Sdo Paulo: Thomson Learning, 2008.



Assim, para 0 nosso exemplo, temos:

Para n=0,

k,=f(t,,y,)="1(01)=-1,

k, = f(t,+%h,y, +3hk)= f(0,05,0,95)=0,95-2=-1,05
k, = f(t, +1h,y, +1hk,) = f(0,05,0,9475) = 0,9475 - 2 = —1,0525

k, = f(t, +h,y, +hk,) = f(0,1,0,89475) = 0,89475 — 2 = —1,10525

Logo,

Y, =Y, +%(k1 + 2k, + 2k, + Kk, )h

=0,894829.
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Assim, obtemos o ponto (x,,Y;) =(0,1;0,894829). Os célculos para os demais pontos

estdo resumidos na Tabela 1. Podemos observar que, neste caso, a aproximacao numérica, com

6 casas decimais por truncamento, obtém resultados iguais aos da solucdo exata

(yt) =—€'+2).

Tabela 1: Método Runge-Kutta?® de quarta ordem para

E:

dy y+2, y(0)=1

t Y, Valor Exato Erro absoluto  Erro relativo
0,0 1,000000 1,000000 0,000000 0,00
0,1 0,894829 0,894829 0,000000 0,00
0,2 0,778597 0,778597 0,000000 0,00
0,3 0,650141 0,650141 0,000000 0,00
0,4 0,508175 0,508175 0,000000 0,00
0,5 0,351279 0,351278 0,000001 0,00

Fonte: Elaborado pela autora

A vantagem da abordagem numérica € que ela pode ser utilizada para aproximar

qualquer equacéo do tipo y'= f(x,y). A desvantagem é que ela fornece valores aproximados

da solucgdo, que sdo acompanhados de erros a cada iteracdo. Assim, mesmo para 0s métodos

mais elaborados, o acimulo de erros a cada passo pode levar a uma solucdo divergente da

solucdo exata (ARSLAN, 2005).

Em relacdo aos dominios, podemos observar que as ferramentas do dominio numérico

(operagdes de adicdo, de multiplicacdo, de poténcia etc.), permeiam praticamente todos 0S

demais dominios, no caso das EDOs. Se analisarmos o método de Runge-Kutta aplicado no

exemplo anterior, vemos que as opera¢fes numéricas utilizadas centram-se no célculo do valor

numérico da funcdo f(x,y), ou seja, para aplicar o método do Runge-Kutta utilizamos calculos

28 Dados obtidos com o auxilio do software Visual Calculo Numérico.
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numéricos (dominio numérico), contudo, para obtermos uma aproximagdo para .,
calculamos k;,k,,k, e k, que sdo valores numericos da funcdo f(x,y), assim, estamos

calculando o valor numérico de fungées (dominio das Fungdes), ou seja, quando utilizamos este
método estamos operando em uma intersecdo dos dominios numeérico e das funcgdes.

Na maioria das vezes, para efetuar os calculos utilizamos o registro de representagédo
semiotica simbolico-algébrico. Quando organizamos os dados em uma tabela, como, por
exemplo, na Tabela 1, utilizamos o registro simbdlico-numérico (tabela). Na abordagem
numérica, também utilizamos o registro grafico, para plotar os pontos calculados no plano
cartesiano e analisar o comportamento da solucéo.

Essas inferéncias sdo relativas ao método de Runge-Kutta, exemplificado anteriormente,
sendo que, para cada método numérico, devemos fazer uma analise propria, pois cada método
possui as suas especificacoes.

O Quadro 8 apresenta alguns objetos matematicos necessarios para a compreensdo das
EDOs e 0s seus possiveis dominios e registros de representacdes semioticas.

Quadro 8: Objetos matematicos em relacdo aos dominios e registros de representacdo semidtica

Objeto Dominio Registro de representacao semiotica
Matematico Simbdlico Gréfico Lingua
Algébrico Numérico Natural
EDO Algebra/ Expressao Tabela de Representante | Expresséo na
Analise simbolica. valores grafico lingua natural
dy de uso
— =X .
i Yy especializado
Solugdes Funcbes Expressao Tabela de Curvaemum | Expresséo na
simbdlica. valores sistema de lingua natural
y = f(x) coordenadas de uso
especializado
Solucéo de Funces f(x,y)=0 Curva da Expressdo na
equilibrio equacao lingua natural
f(x,y)=0 de uso
especializado
Reta tangente Geometria Expressao Tabela de Representante | Expressdo na
emum ponto de | Analitica simbolica. valores grafico lingua natural
uma curva de uso
solucdo especializado

Fonte: Adaptado de Gordillo (2006)
Diante do exposto nesta se¢do, vimos que as EDOs e 0s conceitos matematicos a ela
relacionados (funcdes, campo de vetores, reta tangente etc.) operam em diferentes dominios e
utilizam diversos registros de representacdo semidtica. Desta forma, assumimos que o estudo

das EDOs deve explorar as diferentes abordagens de resolugéo, de forma a tentar proporcionar
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uma compreensdo mais significativa delas e ndo somente uma aprendizagem de formulas e de
técnicas de integracdo. Nesse sentido, buscamos olhar, agora, para os livros didaticos de EDOs

usados no ensino superior.

2.4  Andlise de dois livros didaticos que versam sobre as EDOs

Nesta secdo, apresentamos uma analise de dois livros didaticos utilizados para o ensino
e a aprendizagem das EDOs nos cursos de Engenharia. Esta analise foi dividida em duas partes.
Na primeira, identificamos as mudangas de dominios, os tratamentos e as conversdes realizadas
nas resolugdes dos exercicios. Na segunda, fizemos uma analise em relagdo as atividades de
“Modelagem Matemética” apresentadas nos livros.

Concordamos com Lajolo (1996) quando afirma que, apesar de o livro didatico ndo ser
0 Unico recurso utilizado por professores e alunos, ele pode influenciar diretamente na qualidade
do ensino e da aprendizagem em sala de aula, pois indica os contetdos, recomenda as
estratégias de ensino, determinando, de forma direta ou indireta, o que deve ser ensinado e como
se deve ensinar.

Nos cursos de Engenharias, as disciplinas da area da Matematica se fazem presente
desde o inicio do curso e a adocdo do livro didatico é uma préatica normal, seja como livro texto
usado pelo professor ou como material de apoio pelos estudantes. Segundo Biembengut (1997),
normalmente, os professores de posse da ementa de Matematica para os cursos de Engenharias,
buscam um livro texto que mais se adaptam, em muitos casos, € 0 mesmo que usaram em sua
formacéo, e o reproduz em suas aulas.

Em relacdo ao contetdo de EDO, Flemming, Luz e Wagner (2000) afirmam que todos
0s cursos de Engenharias possuem pelo menos uma disciplina que versa sobre este conceito e
a estratégia didatica empregada pelo professor, na maioria das vezes, segue um delineamento
préximo ao livro didatico utilizado.

Desta forma, reconhecendo a influéncia dos livros didaticos no ensino e na
aprendizagem de qualquer conteddo matematico, em particular do conceito de EDOs, expomos
nesta se¢cdo uma analise de dois livros didaticos de EDOs, com o intuito de identificar quais
registros de representacdo e dominios sdo utilizados pelos autores e como 0s modelos
matematicos sao apresentados e trabalhados.

Os livros analisados séo aqueles indicados como referéncia basica nos planos de ensino
dos alunos participantes da pesquisa. Assim, diante do exposto, acreditamos que o tipo de
abordagem, os registros de representacdo, os dominios priorizados pelos livros e a forma de

trabalhar os modelos matematicos séo similares aos métodos de ensino aplicados na disciplina
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regular. Desta forma, esta anélise nos auxiliou na elaboracdo de uma sequéncia de situagoes,
utilizando de dominios e registros de representacdo que sdo pouco utilizados nos livros

didaticos analisados.

2.4.1 Os livros selecionados

Os livros foram selecionados a partir de uma pesquisa nos programas das disciplinas
que contemplam o conteddo de EDO, dos cursos de Engenharia de algumas universidades
publicas do estado do Parand, tais como, Universidade Estadual de Maringd (UEM),
Universidade Estadual de Londrina (UEL), Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG),
Universidade Estadual do Centro-Oeste (UNICENTRO), Universidade Federal do Parana
(UFPR) e Universidade Tecnologica Federal do Parand (UTFPR). Constatamos uma frequéncia
significativa de duas obras, além disso, verificamos que esses livros também sdo recomendados
em outras universidades que oferecem cursos de Engenharia.

Os livros selecionados foram:

Livro 1: EquacGes diferenciais elementares e problemas de valores de contorno
(BOYCE; DIPRIMA, 2013);

Livro 2: Equag0es diferenciais (ZILL; CULLEN, 2012).

O Livro 1 (BOYCE; DIPRIMA, 2013) aborda o conceito das EDOs nos dois primeiros
capitulos. No capitulo 1, os autores apresentam alguns conceitos basicos das EDOs, como
definicéo, solucéo e classificacdo. Para isso, utilizam-se de dois problemas, um sobre objeto em
queda e o outro sobre dinamica populacional, convidando o leitor a fazer uma analise do
fendmeno de forma mais intuitiva, utilizando-se do campo de vetores sem a necessidade de
formulas. Esses exemplos sdo retomados a medida que o conceito vai sendo aprofundado ao
longo do capitulo.

Neste capitulo, também, é apresentado uma nota sobre a construcdo de modelos
matematicos, com seis passos que devem ser seguidos para obter um modelo para um fenémeno
estudado. No final do capitulo sdo levantadas algumas questdes, de forma informal, sobre a
existéncia e a unicidade de uma solucdo. Os autores comentam sobre a possibilidade do uso do
computador para determinar uma solugdo numérica para uma EDO e sobre 0 uso deles para o
seu estudo, mas sem apresentar nenhum método. Por fim, hd uma nota historica sobre as EDOs.

No capitulo seguinte, o campo de vetores deixa de ser utilizado para analisar o
comportamento das solugdes, e passa a ser praticamente ilustrativo, sendo apresentado junto
com as curvas solugdes, com pouca ou nenhuma explicacdo. Apesar de o capitulo 2 ter como

foco principal as técnicas algebricas de resolugédo para as EDOs, 0s autores comentam sobre a
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abordagem gréfica (qualitativa) e apresenta o Método de Euler como uma forma de resolucéo
numérica das EDOs.

O Livro 2 (ZILL; CULLEN, 2012) aborda o conceito das EDOs em trés capitulos. O
primeiro versa sobre as terminologias e conceitos basicos, como definicdo, solucdes,
classificacéo etc. Os autores falam brevemente sobre os modelos matematicos e, em seguida,
apresenta alguns fendmenos que sdo modelados por uma EDO, contudo, somente exple o
fendmeno e a EDO, sem resolvé-la.

O capitulo 2 aborda as técnicas algébricas de resolucbes para as EDOs e o método
iterativo de Picard. Os autores ndo utilizam o campo de vetores nos capitulos analisados. As
aplicacdes das EDOs sao realizadas no capitulo 3, com a resolucdo de varios problemas que

ilustram os modelos apresentados no capitulo 1.

2.4.2 Analise dos exercicios resolvidos dos capitulos dos livros selecionados que abordam
0 conceito de EDO em relacdo as mudancas de dominios e de registros de
representacao semiotica

Conforme descrito na sec¢do anterior, o Livro 1 aborda o conceito de EDO em 2
capitulos e o Livro 2 em 3. Nesses capitulos, além da parte teérica das EDOs, os livros
apresentam exemplos que podem auxiliar uma melhor compreenséo por parte do leitor.

Dentre os exemplos apresentados, vinte e nove do Livro 1 e setenta e seis do Livro 2,
consideramos apenas 0s exemplos que eram acompanhados de algum tipo de resolucéo, os quais
chamamos de exercicios revolvidos (ER). Os exemplos que apresentam somente uma
explicacdo, afirmacdo ou ndo apresentam a resolucdo, como as letras a) e b) da Figura 24, ndo
foram considerados na anélise.

Figura 24: Exemplos ndo considerados nas analises dos livros

a) EXEMPLO 3

(a) As equacdes diferenciais de primeira ordem

] 2 -
(fl)+|=0coa‘)2+y2+4:0
dx

ndo possuem solugdes, Por qué?

(b) A equagdo de segunda ordem ") + 10y = 0 possui somente uma solugao real. Qual?

b) EXEMPLO 8§

Suponha que 7(r) denote a temperatura de um corpo no instante 7 e que a temperatura do meio
ambiente seja constante, igual a T,,,. Se dT/dt representa a taxa de variagfio da temperatura do
corpo, entdo a lei de esfriamento de Newton poderd ser expressa matematicamente da seguinte
forma:

dT ar

ar =T = Tmou e =KkT - Tp), 1)
em que k é uma constante de proporcionalidade. Como, por hipétese, o corpo estd esfriando,
devemos ter T > T,,; logo, k < 0.

Fonte: Zill; Cullen (2012, p. 6 e p. 22, respectivamente)
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Desta forma, os vinte e nove exemplos apresentados no Livro 1 foram considerados ER
e dos setenta e seis exemplos do Livro 2, cinquenta e sete foram considerados ER. Para os ER
que apresentavam mais de um item, foi realizado uma analise para cada item, apesar de
pertencerem ao Mesmo exercicio.

Como nosso objetivo era identificar as mudangas de dominios e de registro de
representacdo semidtica apresentadas nas resolucdes dos ER, dividimos nossa anélise em duas
partes:

)} Identificamos as mudancas de dominios propiciadas pela resolucao dos ER.

i) Identificamos os tratamentos e as conversdes realizados nos ER.

Em relacdo ao item i) as mudancas de dominios, procuramos identificar nos ER quais
mudancas de dominios matematicos foram realizadas pelos autores ao resolvé-los. Durante a
analise, identificamos que alguns ER ndo realizam mudancas de dominios, isso aconteceu
qguando os autores terminavam a resolucdo de um ER apresentando somente a expressao
analitica da solucdo, sem realizar qualquer operacdo com ela, consideramos que ndo houve
mudanca de dominio, fato que esta representado na primeira linha da Tabela 2.

Para o estudo das EDOs é necessaria a compreensao de outros conceitos que estdo
diretamente ligados a elas, como, por exemplo, a defini¢do de fungdo homogénea. Nos ER sobre
funcdo homogénea ndo aparece a EDO, por este motivo consideramos que a resolugéo do ER
pertence ao dominio das funcdes (Figura 25).

Figura 25: Exercicios que ndo apresentam mudanca de dominio
EXEMPLO 1

@ flr.y) =2 -3+ 5
fiex, 1) = () = 30@y) + S(y)
= %% - 3%y + 5%yt

= 1%t - 3xy + 5y2] = z‘zf(x, ¥)

A fungiio € homogénea de grau dois.

® fiwy)= F+ )7
o 1) = VBT = BT = 2P y)
A fungio ¢ homogénea de gran 23,
Fonte: Zill; Cullen (2012, p. 53)
A proxima tabela mostra a quantidade de ER que ndo apresentam mudanca de dominio.

Tabela 2: ER que ndo apresentam mudancas de dominios

Dominio Livro 1l Livro 2
Algebra/Analise 7 33
Funcdes 1 9
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Total/Total ER 8/29 42/57
Fonte: Exercicios revolvidos dos Livros 1 e 2

Entendemos que ocorre uma mudanca do dominio da Algebra/Anélise para o dominio
das funcdes, quando os autores resolvem algebricamente a EDO dada e depois utiliza-se da
solucdo (funcédo) para esbocar o grafico das solugdes, construir uma tabela ou para fazer alguma
estimativa. Ressaltamos que, neste caso, a resolucdo da EDO é realizada no dominio da
Algebra/Anélise, contudo, para utilizar a solugdo encontrada é preciso fazer uso das ferramentas
do dominio das funcGes e consideramos importante diferenciar este caso do anterior, que
termina com a obtengdo da solucéo analitica.

A respeito da mudanca do dominio nio-matematico para o da Algebra/Analise, ela
ocorre quando na apresentacdo do ER esta presente elementos de outras areas do conhecimento,
como da Fisica ou da Quimica.

Deste modo, em nossas andlises, identificamos alguns ER que realizavam duas
mudangas de dominio, por exemplo, uma do dominio ndo matemético para o da

Algebra/Anélise e depois uma para o dominio das funcdes. Neste caso, o ER foi contabilizado

duas vezes.
Tabela 3: Mudancas de dominios apresentadas nos ER
Mudangas de dominio Livro 1l Livro 2
Algebra/Analise — Fungdes 14 14
Algebra/Analise - Geometria Analitica 5 0
Algebra/Anélise — Numérico 3 0
N&o matematico — Algebra/Analise 5 10
Total/Total ER 27129 24/57

Fonte: Exercicios revolvidos dos Livros 1 e 2

Observando os dados da Tabela 2 e da Tabela 3, podemos verificar que ambos os livros
priorizam a resolucédo algébrica das EDOs, em detrimento das demais abordagens, que quase
ndo sdo exploradas pelos autores. Acreditamos que isso influencia diretamente no ensino das
EDOs nas universidades, o que vem ao encontro do estudo realizado por Oliveira e Igliori
(2013), que verificaram que tal ensino concentra-se em resolucdes analiticas a partir de
manipulagdes algébricas.

Os autores do Livro 1 utilizam o campo de vetores para introduzir o conceito de EDOs,
mas deixam de lado esta abordagem ao longo do livro. O Livro 2 ndo apresenta este tipo de
resolucdo nos capitulos analisados. Para Artigue (1990), o uso de uma abordagem qualitativa,

sem deixar de lado as demais, proporciona de maneira inevitavel uma interacdo entre o dominio
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da Algebra/Anélise e 0 da geometria analitica®®, pois esta abordagem consiste em uma ida e
volta entre a equacdo e o gréfico.

Para abordar a resolu¢do numérica das EDOs, os autores do Livro 1 utilizam-se do
Método de Euler e apresentam trés exemplos, dos quais somente o primeiro mostra os calculos
para determinar a reta tangente, os demais apresentam diretamente uma tabela com os célculos
ja efetuados computacionalmente (Figura 26), sem uma explicagdo de como obter estes dados
utilizando um software.

Figura 26: Exemplo de resolucdo numérica apresentada no Livro 1

Considere o problema de valor inicial

d

d—);=4—r+2y, $(0) = 1. (15)
A solugio geral desta equacio diferencial foi encontrada no Exemplo 2 da Secdo 2.1, e a solugfio do problema

de valor inicial (15) é

y=—g+3t+ g (16)
Use o método de Euler com diversos tamanhos de passos para encontrar valores aproximados da solugdo no
intervalo 0 < ¢ < 5. Compare os resultados com 0s valores correspondentes da solugdo (16).

Usando os mesmos tamanhos de passos que no Exemplo 2, obtemos os resultados apresentados na Tabela
2.73.

TABELA 2.7.3 Comparacio entre a Solugio Exata e os Resultados do Métedo de Euler
para Diversos Tamanhos de Passos ipara y' =4 — 2y, y(0) =l

3 Exata h=0/1 h =005 h=0,025 h=0,01
0,0 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000
1,0 19,06990 15,77728 1725062 18,10997 18,67278
2,0 149,3949 1046784 123,7130 135,5440 143,5835
3,0 1109,179 652,5349 837,0745 959,2580 1045,395
4,0 8197,884 T 4042,122 5633,351 6755,175 7575577
50  60573,53 2502695 37897,43 4755535 54881,32

Os dados na Tabela 2.7.3 confirmam, novamente, nossa expectativa de que para um valor dado de £ a pre-
cisdo aumenta quando o tamanho do passo € reduzido. Por exemplo, para ¢ = 1 o erro percentual diminui de
17,3% quando k& = 0,1 para 2,1% quando / = 0,01. Entretanto, 0 erro aumenta razoavelmente rdpido quando ¢
aumenta para um k fixo. Mesmo para 2 =0,01,0erroem ¢ = 5 € de 9,4% ¢ ¢ muito maior para tamanhos de pas-
sos maiores. E claro que a precisdo necessdria depende dos objetivos, mas os erros na Tabela 2.7.3 sdo grandes
demais para a maioria das aplicagdes em ciéncias ou engenharia. Para melhorar a situagéo, poder-se-ia tentar
Passos menores oU restringir os cdlculos a um intervalo bem curto contende o ponto inicial. Apesar disso, €
claro que o método de Euler é muito menos eficaz neste exemplo do que no Exemplo 2.

Fonte: Boyce; Diprima, (2013, p. 82)

Ambos os livros dedicam um capitulo a parte para a abordagem numérica das EDOs,
contudo, na introducdo das EDOs, esta abordagem é pouco utilizada. O Livro 2 apresenta o
método iterativo de Picard, que é considerado um método numérico. Porém, observando a
resolucdo do ER, na Figura 27, podemos verificar que o0 método utiliza integrais para calcular
as aproximacoes requeridas, por este motivo, ndo consideramos que houve uma mudanga do
dominio da Algebra/Analise para o dominio numérico. A mesma anélise foi realizada no Livro
1.

29 Artigue considera os dominios da Algebra/Anélise e da Geometria Analitica como os dominios algébrico e
grafico, respectivamente.
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Figura 27: Resolugdo utilizando o método de Picard

EXEMPLO
Considere o problema

Y=y-—1 ¥0) =2
Use o método de Picard para cacontrar as aproximagdes yi, v2, ¥3, Y-

Solugéc Se identificarmos xp = 0, yp{x) = 262, ¥, - 1(8)) = ¥y - 1{#) — 1, a equagio (3)
torma-se

X
ynl(®) =2 + J.D On— 1) - Ddt, n=1,23,..

Integrando esta Gltima expresséo, temos

X
y,(x):ziju 1 xXdt=2+x

X
2
yz(x)=2+ju (1+r)dz=2+x+‘—‘2—

x
(x)=2+j RPN SIS
>4 Q 2 2x3

mraxe
Fonte: Zill; Cullen (2012, p. 89)
A respeito dos registros de representacBes semidticas, utilizaremos o0s registros
apresentados no Quadro 9.

Quadro 9: Sistemas de registros de representacdo semiotica para as EDOs

Tipo de Registro Representacdo
Registro simbdlico Representacdo simbdlica-algébrica.
9X=&8_X
dt 5

(BOYCE; DIPRIMA, 2013, p.2)
Representacdo simbdlica numérica tabular
t Eulercom h=0,2
0,0 1,00000
0,2 1,50000
(Adaptado de BOYCE, DIPRIMA, 2013, p. 80)
Registro grafico Representagéo grafica.

(ZILL; CULLEN, 2012, p. 82)

Registro da lingua natural de | Representacdo da lingua natural de uso especializado.

uso especializado Seumafungdo f satisfaz f (tx,ty)=t"f(x,y) paraalgum nimero
real n, entdo dizemos que f € uma fungdo homogénea de grau n
(ZILL, CULLEN, 2012, p.53).

Fonte: Adaptado de Karrer (2006, p. 64)
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Os registros que sdo mais presentes em ambos os livros sdo o simbolico-algébrico, da
lingua natural especializada, e o grafico, tendo prioridade o primeiro. Para identificar a
quantidade de tratamentos presentes nos livros, consideramos os RE que utilizam somente o
tratamento, conforme Figura 28.
Figura 28: Exercicio resolvido que utiliza apenas tratamento
EXEMPLO 1
Resolva  (a) % =1+eX ¢ (b) ‘% = senx.
Solugdo Como ilustrado acima, ambas as equagdes podem ser resolvidas por integragdo.
(a) y=I(1 +eh)dx:x+%ez"+c
() y= J senxdx = -cosx + ¢
Fonte: Zill; Cullen (2012, p. 44)
Dessa forma, os ER que realizam um tratamento antes ou depois de uma conversdo nao
foram considerados neste item. A Tabela 4 apresenta a quantidade de tratamentos identificados.

Tabela 4: Tratamentos presentes nos Livros

Tratamentos Livro 1 Livro 2
Registro simbélico-algébrico 09 42
Total / Total ER 09/29 42/57

Fonte: Exercicios resolvidos dos Livros 1 e 2

Observando a Tabela 4, podemos verificar que ambos os livros utilizam apenas o
tratamento no registro simbélico-algébrico, acreditamos que isso ocorre porque, segundo 0S
préprios autores, 0 objetivo é apresentar as técnicas algébricas para a resolucdo das EDOs. Por
ter este objetivo, a maior parte dos ER sdo do tipo: resolva a EDO, o que impossibilita o
tratamento em outros registros de representacdao, como, por exemplo, o registro grafico.

Em relacdo as conversdes, identificamos que um ER pode apresentar mais de uma
conversdo, por exemplo, um ER apresentado na lingua natural de uso especializado, pode
realizar uma conversdo para o registro simbolico-algébrico e, depois, uma nova conversao para
o registro grafico. Nesses casos, contamos duas conversdes para um mesmo exercicio. A Tabela
5 ilustra as conversdes utilizadas nos ER.

Tabela 5: Conversfes presentes nos Livros

Conversao Livro 1 Livro 2
Lingua natural de uso especializado — simbélico-algébrico 7 10
Simbolico-algébrico — lingua natural de uso especializado 2 2
Simbolico-algébrico — gréafico 21 20
Grafico — lingua natural de uso especializado 1 0

Simbolico-numérico (tabela)— grafico 1 0
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Simbolico-numérico (tabela) — lingua natural de uso especializado 3 0

Total de conversdo/Total ER 35/29 32/57
Fonte: Exercicios resolvidos dos Livros 1 e 2

Podemos observar que os dois livros apresentam varias conversdes nas resoluces dos
ER, principalmente do registro simbolico-algébrico para o grafico. No entanto, sdo poucas as
situacGes em que o registro grafico é requerido para obter informacdes, como, por exemplo,

utilizar o campo de vetores da equacdo dp/dt =0,5p—450 (Figura 29), para determinar para
quais valores p ataxade variacdo dp/dt é positiva (negativa) o que implica as solu¢des serem

crescentes (decrescentes).

Figura 29: Registro grafico utilizado para obter informacdes

R T R A N R A N
e R
NP A N S A N S SN N A
R N A N P RN S D N N N S N N
Bl I e T

Pz 20

Fonte: Adaptado de Boyce; Diprima (2013, p. 4)

A maior parte dos ER, em ambos os livros, utilizam o registro grafico somente como
uma forma de ilustrar a solucdo obtida, no fim da resolucéo do exercicio. Como, por exemplo,
o registro grafico da Figura 30 que ilustra a solucdo do problema de valor inicial
dp/dt=-x/y, y(4)=3.

Figura 30: Registro gréafico utilizado para ilustrar solucGes

Ya

Fonte: Zill; Cullen (2012, p. 46)
O uso do registro grafico com ideograma, que figura nos livros analisados, também

aparece presente no ensino das EDOs. Gordillo (2006) verificou que tanto no ensino
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secundario® como no universitario, o registro gréafico é frequentemente utilizado como um
ideograma e ndo possui praticamente nenhum papel na atividade matematica, o que também foi
observado por Artigue (1990), que constatou que, no processo de ensino das EDOs, o gréfico é
requerido para a representacao e nao para fornecer elementos de analise.

Diante do exposto, podemos observar, de modo geral, que ambos os livros priorizam
uma abordagem algébrica das EDOs, fornecendo varios elementos para o estudo de técnicas de
resolucdo, enquanto as abordagens qualitativa e numérica sao menosprezadas ou até mesmo
ndo apresentadas. Varios autores (ARTIGUE (1990), ARSLAN; LABORDE (2003),
GORDILLO, (2006), JAVARONI, (2007), entre outros) consideram importante a utilizacéo
das diferentes formas de resolugdo das EDOs para melhorar seu ensino e aprendizagem, uma
vez que cada uma delas trabalha com diferentes registros de representacao semiética e dominios

matematicos.

2.4.3 Os modelos matematicos nos livros didaticos de EDO

Uma das justificativas para a aprendizagem das EDOs nos livros didaticos sdo suas
aplicacdes nas diferentes areas de conhecimento. Boyce e Diprima (2013), conforme exposto
anteriormente, iniciam sua obra (Livro 1) com uma se¢do intitulada: Alguns modelos
matematicos basicos e campos de direcdo, na qual abordam alguns modelos matematicos com
0 intuito de ressaltar a importancia das EDOs para o estudo de situacGes reais. Além disso, uma
outra secdo chamada Modelagem com equacdes de primeira ordem dedica-se ao estudo de
modelos matematicos.

Do mesmo modo, Zill e Cullen (2012) fazem, na primeira pagina do seu livro (Livro 2),
a seguinte pergunta: “Por que vocé, um futuro cientista ou engenheiro, precisa estudar este
assunto?” (p.1). A resposta, segundo os autores, estd no fato de que as EDOs sdo a base
matematica para o estudo de fendbmenos em diversas areas da ciéncia e engenharia. Os autores
tratam os modelos matematicos em duas se¢fes: na primeira, apresentam alguns fenémenos e
a EDO que modela a situacdo, sem revolver a equacdo; na segunda, utilizam esses modelos pré-
estabelecidos para analisar diversas situagdes propostas.

Ambos os livros apresentam os modelos matematicos como forma de motivar o leitor
ao estudo das EDOs ressaltando sua importancia em diferentes areas do conhecimento. Boyce
e Diprima (2013, p. 5), por exemplo, expdem alguns passos para que o aluno construa um

modelo matematico, tais como:

30 Na Franga, o ensino das EDOs inicia-se no Terminal S, que equivale ao 3° ano do Ensino Médio no Brasil.



96

1. Identificar as varidveis independente e dependente, e atribuir letras para representa-

las.

2. Escolher as unidades de medida de cada variavel.

3. Usar um principio basico ou lei que rege o problema em investigacéo.

4. Expressar o principio ou lei do passo 3 em fungdo das variveis escolhidas no passo

1.

5. Certificar-se de que cada parcela em sua equacao esta nas mesmas medidas fisicas.

As diretrizes sugeridas por Zill e Cullen (2012) sdo semelhantes aos passos apresentados
no Livro 1. Se observarmos esses passos, podemos reconhecer algumas semelhangas com as
etapas propostas por Bassanezi (2011), como a selecdo de varidveis, a aplicagdo de leis que
regem o fenébmeno, entre outros.

Contudo, nos questionamos sobre como os livros apresentam esses modelos aos alunos.
Assim, nesta subsecdo, nossas reflexdes sdo em relagdo a formulacdo do modelo, a resolucao
apresentada pelos autores e as inferéncias em relacdo ao problema inicial. Nossas inquietacdes
estdo voltadas em verificar se essas acfes (formulacéo e resolucdes) direcionam os alunos a um
problema de Modelagem Matematica, conforme considerado nesta tese, criando situacdes que
favorecessem as formulacGes de hipdteses e as diferentes formas resolugdes.

O Livro 1 introduz as EDOs utilizando de um modelo matematico, para um objeto em
queda, deduzido a partir de leis fisicas e interpretado com o auxilio do campo de vetores, 0 que
se aproxima de um problema de Modelagem Matematica, pois, embora a situacdo ndo seja real,
ela é possivel de acontecer e 0 modelo € obtido com a interpretacdo e a analise do fenémeno
em estudo. Porém, essa forma de deducdo do modelo desaparece na secdo: Modelagem com
equacOes de primeira ordem, em que interpretamos que esse assunto seria melhor explorado.
Na resolucdo dos exemplos desta se¢do, a maioria dos problemas de Modelagem apresenta de
forma direta a EDO que modela o fendmeno, sem muita explicacdo para sua obtencdo. Todas
as EDOs obtidas sdo resolvidas por métodos algébricos, sem a utilizacdo de outras abordagens
de resolucéo.

O Livro 2, de forma similar, apresenta em uma se¢do varios fenémenos e a EDO que
modela tal situacdo, conforme ilustra o exemplo abaixo:

Exemplo 5 (ZILL; CULLEN, 2012, p.28): Parece plausivel esperar que a taxa de crescimento
de uma populacdo P seja proporcional a populacdo presente naquele instante. Grosso modo,
quanto maior for a populacdo presente, maior ela sera no futuro. Logo, 0 modelo para o

crescimento populacional é dado pela equacdo diferencial
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ke,
em que k é uma constante de proporcionalidade. Como esperamos que a populacao cresca,
devemos ter dP/dt >0, €, assim, k >0.

O exemplo acima, assim como 0s demais desta sec¢do, sdo situacdes genéricas e ndo sdo
resolvidos. Apds apresentar as técnicas algébricas de resolucdo para as EDOs, esses modelos
matematicos sdo retomados em outra secdo, para resolver as situacdes propostas.

Para tanto, analisamos um exemplo do Livro 2, para ilustrar como € resolvido 0s
problemas intitulados pelos livros de “Modelagem Matematica”, os demais exemplos seguem
0 mesmo delineamento, que também pode ser estendido aos modelos resolvidos pelo Livro 1
(exceto o exemplo para a introducdo das EDO).

Antes de apresentar o exemplo, o livro retoma o modelo matematico para a Lei do
Resfriamento de Newton que foi apresentada na mesma secdo dos modelos matemaéticos que
retiramos o Exemplo 5.

A Lei do Resfriamento de Newton diz que a taxa de variacdo de temperatura T (t) de

um corpo em resfriamento é proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e a

temperatura constante T, do meio ambiente, isto é,

ar T - 10
= KT-To), (10)

em que k é uma constante de proporcionalidade (ZILL; CULLEN, 2012, p.107)

E, em seguida, apresenta o préximo exemplo.
Exemplo 6 (ZILL; CULLEN, 2012, pg. 107): Quando um bolo é retirado do forno, sua
temperatura € de 300°F. Trés minutos depois, sua temperatura passa para 200°F. Quanto tempo
levara para sua temperatura chegar a 70 graus, se a temperatura do meio ambiente em que ele
foi colocado for exatamente 70°F?

Solucéo proposta pelos autores: Em ( 10 ), fazemos a identificagéo de T,, = 70. Devemos, entéo,

resolver o problema de valor inicial

Z_I:k(T_m), T (0) =300, (11)

e determinar o valor de k para que T (3) = 200. .

A equacdo ( 11) é linear e separavel. Separando as varidveis, temos:
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LI
T-70
In[T —70| =kt +c,
T-70=c,e"
T =70+c,e".

Quando t=0, T =300; assim 300=70+c, e ¢, =230. Logo, T =70+ 230e".
De T(3) =200, encontramos

e = 13 ouk = 1 In 13 _ —0,19018.
23 3 23
Entao,
T (t) = 70+ 230e 01908, (12)

Analisando a resolucdo da situacdo proposta no Exemplo 6, podemos observar que 0s
autores simplesmente substituem os dados do problema na férmula obtida em ( 10 ) e, na
sequéncia, aplicam uma técnica de resolucdo algébrica. Embora eles ressaltem a importancia
da identificacdo das variaveis e da formulacdo de hipdtese na resolucdo deste tipo de situacgéo,
essas diretrizes ndo sdo seguidas na resolugéo proposta.

Segundo Bean (2012), a adogéo de premissas e a formulacao de pressupostos, que fazem
parte da fase de abstragédo definida por Bassanezi (2011), s&o o que distinguem a Modelagem
Matematica de outras atividades humanas. As premissas sdo as ideias ou as concep¢des globais
gue conduzem a construcdo do modelo e a formulacédo de pressupostos séo as formas como 0s
aspectos que séo considerados na Modelagem serdo conceituados.

Para o autor, ao se fazer modelagem é importante propiciar ao aluno um ambiente ou
cenario no qual ele possa elaborar conceituacdes criativas e, desta forma, criar seus proprios
modelos frente aos problemas que abrem portas para a ado¢do de premissas e as formulacdes
de pressupostos.

A resolucgéo do exemplo analisado néo fornece elementos para a adogéo de premissas e
as formulacdes de pressupostos, visto que nenhuma andlise € feita de forma a verificar a
possibilidade de aplicar a equacédo ( 10 ) a situacdo analisada, as variaveis ndo sdo identificadas
e nenhuma hipdétese é apresentada, por exemplo, a temperatura do bolo continua a decrescer
com o passar do tempo? Existe um valor limite para o decrescimento da temperatura do bolo?
Em caso afirmativo, qual seria esse valor?

Outro fator que ndo propicia a formulacdo de hipoOtese € a quantidade de dados
fornecidos pelo enunciado do Exemplo 6 (somente dois valores da temperatura em relacéo ao

tempo), desta forma, o aluno pode pensar que a variagcdo da temperatura em relacdo ao tempo
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é a mesma para qualquer intervalo de tempo, pois ele ndo possui dados suficientes para uma
melhor interpretacdo do fendmeno. Com a analise dos dados fornecidos néo é possivel verificar
se 0 comportamento da temperatura em relacdo ao tempo é exponencial, isso sé € verificado
quando a formula ( 10 ) é aplicada. Se os autores fornecessem mais valores para a temperatura
do bolo, o comportamento exponencial poderia ser verificado, por exemplo, utilizando a
representacdo grafica dos pontos.

Além disso, para responder a pergunta: Quanto tempo levard para sua temperatura
chegar a 70 graus? Os autores dao a seguinte explicacao:

Notamos que ( 12 ) néo fornece nenhuma solucdo finita para T (t) = 70, pois
limT (t) = 70. Intuitivamente, esperamos que o bolo atinja a temperatura de

t—ow

seu meio ap6s um longo periodo de tempo. O que é um longo periodo de
tempo? Claro que ndo devemos ficar perturbados com o fato de o modelo (11
) ndo ser fiel a nossa intuicéo fisica. As partes (a) e (b) da Figura 31 mostram
claramente que o bolo esté se aproximadamente em sua temperatura ambiente
de 70°F em cerca de meia hora (ZILL; CULLEN, 2012, p. 108).

Figura 31: Variacdo da temperatura do bolo

4 T(t) t(minutos)
300 75° 20.1
74° 21.3
150 + . T=70 73° 22.8
. S e il 72 24.9
- > 71° 28.6
15 30 ¢ 70.5° L 313

@) ()

Fonte: Zill; Cullen (2012, p. 108)

Uma questdo importante que € desconsiderada na interpretacao do modelo € que “quanto
maior for o valor de [T —T, | mais répida ser4 a variacdo de T (t)” (BASSANEZI, 1988, p. 43).

Dessa forma, ao calcular o valor da constante k utilizando somente o valor da temperatura no

tempo de trés minutos, temos que o valor obtido leva em conta a variagdo nos primeiros minutos
em que o bolo foi retirado do forno, na qual temos os maiores valores para |T —Tm|, 0 que
fornece uma variacdo da temperatura maior em todos os intervalos de tempo calculados

utilizando tal constante, diferentemente do que teriamos na situacao real. Além disso, o célculo

da constante de proporcionalidade k, que é uma constante determinada experimentalmente, &

realizado levando em consideracdo outros favores, como, por exemplo, a area de contato do

recipiente do bolo com o seu meio e isso ndo € mencionado pelos autores.

31 A numeracéo das equacdes e as figuras foram adaptadas as numeragdes da tese.
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Na resolucdo do Exemplo 6, nenhuma mencéo € feita sobre a validagdo do modelo, a
solucdo determinada em ( 12 ) é considerada satisfatoria sem nenhuma justificativa. Segundo
Bassanezi (2011), a validacdo do modelo matematico é uma fase importante na Modelagem
Matematica, pois é nela que se verifica se 0 modelo obtido representa a situacao analisada.

Outro fato que podemos observar é a utilizacdo do registro grafico na letra a) da Figura
31, assim como verificado na subsecgdo 2.4.2, este registro é utilizado somente como uma forma

de ilustrar a afirmagdo obtida analiticamente (!imT(t)=70), sem fornecer nenhuma

informacdo adicional sobre o fendmeno. Além disso, a representacdo grafica de
T(t) =70+230e " jlustrada na figura, ndo condiz com a conclusdo dos autores, ao
afirmarem que a temperatura do bolo atinge a temperatura do meio em aproximadamente trinta
minutos, pois o grafico de T(t) ndo esta proximo de 70°F quando t estd proximo de trinta
minutos.

Segundo Bassanezi (2011) e Javaroni (2007), o uso do registro grafico auxilia na
compreensdo do fendbmeno analisado, tanto para a validacdo do modelo quanto para a
interpretacdo dos resultados obtidos. A Figura 32 fornece uma representacdo grafica mais
adequada para a fungdo T, utilizando-se da mesma expressdo obtida em ( 12 ), nela é possivel
verificar, graficamente, que T (t) ~ 70 quando t = 30.

Figura 32: Grafico da funcdo T (t)

T

300

T(E) = 7O — 2306019

150

Fonte: Elaborado pela autora
E claro que, intuitivamente, sabemos que o bolo demora um certo tempo para atingir a
temperatura de seu meio. Contudo, matematicamente, este tempo jamais é alcancado, uma vez

que T(t)=70 conduz a uma sentenca ndo verdadeira, pois ndo existe t € R que satisfaca a

equacédo ( 13):
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T(t)=70

T(t)=70

70+230e 1 =70
019018t _ () (13)

Graficamente, essa situacéo pode ser verificada pela assintota horizontalem T =70, e
que, em ambos 0s casos, a temperatura do bolo jamais atinge a temperatura do seu meio, porém,
na Fisica, essa situacdo é resolvida considerando o tempo necessario para que a temperatura
atinja 99% da temperatura ambiente. Com essa informacdo, € possivel estimar que a
temperatura do bolo demora aproximadamente trinta minutos e vinte e sete segundos para
chegar a 70°F.

Diante do exposto e considerando que, nesta pesquisa, uma situacdo é um problema, na
medida que, o aluno ndo possui esquemas a priori para estuda-la, inferimos que os problemas
de MM apresentados nos livros didaticos analisados se aproximam de uma resolucdo de
exercicios com referéncia na realidade, na qual basta que o aluno retire os dados fornecidos no
problema e substitua-os em uma férmula pronta, no caso, a EDO que modela o fenémeno. Os
problemas ndo sdo resolvidos pelos autores utilizando as diretrizes que eles mesmos
estabelecem como necessarias para a Modelagem.

Segundo Robert (1997, apud SANTOS; CURI, 2011), quando a solucdo de um
problema esta associada ao uso direto de uma ferramenta, como a aplicacdo de formulas, por
exemplo, a no¢do em jogo esta explicita, o que leva a uma aprendizagem técnica, na qual a
atividade cognitiva requerida por parte do aluno é bem menor, pois ndo exige adaptacdes ou
mobilizagdes de contetdo.

Dessa forma, os problemas apresentados nos livros didaticos ndo oferecem aos
estudantes a possibilidade de elaborarem hipoteses e de interpretarem a situacdo para, na
sequéncia, analisarem qual seria a EDO que poderia representar o fendmeno. Ou seja, 0s
problemas apresentados ndo possuem as caracteristicas de investigacdo de um problema no
contexto da Modelagem Matematica, pois a EDO ¢é fornecida pelos autores e ndo obtida pela
analise do fendbmeno.

Ressaltamos que os modelos matematicos apresentados nos livros, por exemplo, 0s
modelos de: variagdo de temperatura, variagdo da corrente elétrica em um circuito elétrico,
crescimento populacional, entre outros, sdo considerados, na literatura, como modelos
matematicos classicos que utilizam EDO. Dessa forma, seu ensino é relevante e, embora o

desenvolvimento fornecido pelos livros conduza a uma resolucdo de exercicios, todos 0s
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modelos séo possiveis de serem adaptados, pelos professores, de forma a apresentarem as
caracteristicas proprias de um problema no contexto da Modelagem Matematica.
Diante dessa preocupacao, buscamos na literatura alguns estudos ja realizados sobre as

EDO no ambito da Educacdo Matematica, que serdo apresentados na proxima secéo.

2.5 Oensino e a aprendizagem da EDO

O ensino e a aprendizagem das EDOs tém sido tema de diversas pesquisas no ambito da
Educacdo Matematica (BORSOI; ALMEIDA (2004), ARSLAN (2005), GORDILLO (2006),
JAVARONI (2007), FEICCHIO (2011), OLIVEIRA; IGLIORI (2013)). Essas pesquisas, de
modo geral, apresentam possibilidades para uso de estratégias e de teorias que possam auxiliar,
de forma positiva, 0 processo de ensino e de aprendizagem das EDO.

Oliveira e Igliori (2013) fizeram um levantamento bibliografico, no campo da Educacao
Matematica, das producdes que versavam sobre 0 ensino e a aprendizagem das EDO entre 0s
anos de 2000 a 2011. O estudo levou em consideracéo as possibilidades e as alternativas para
esse ensino de forma a amenizar as dificuldades apresentadas pelos alunos na aprendizagem
desse conceito.

A partir dos trabalhos analisados, as autoras concluiram que o ensino das EDOs se
concentra na resolucdo algébrica, focando-se na aplicacdo de técnicas de resolugdo, o que pode
dificultar a compreensdo do conceito, ndo permitindo sua aplicacdo e interpretacdo em
problemas contextualizados. Além disso, no processo de resolucdo algébrica das EDOs, 0s
alunos apresentam dificuldades de aprendizagem, normalmente relacionadas a Matematica
Bésica e aos conceitos de derivada e integral.

Segundo Oliveira e Igliori (2013), a maioria das pesquisas aponta um estudo qualitativo
das EDOs, com exercicios contextualizados, e oportunizando um equilibrio entre as abordagens
algébrica, numérica e gréafica, como forma de minimizar as dificuldades apresentadas pelos
alunos na compreensdo desse conceito. As autoras ressaltam que a Modelagem Matematica
aliada a utilizacdo de recursos computacionais foi a estratégia de ensino desenvolvida na
maioria das investigacdes, apresentando resultados positivos nas pesquisas realizadas.

Dullius, Veit e Araujo (2013) investigaram as dificuldades dos estudantes na
aprendizagem das EDOs. A pesquisa foi realizada em trés etapas: a primeira, constou de uma
revisao bibliografica; a segunda, de uma entrevista com professores experientes no ensino das
EDOs; e a Ultima, do acompanhamento de uma turma de alunos que cursavam a disciplina de
EDOs. Em uma sintese da primeira etapa, as autoras destacam que todas as pesquisas analisadas

relatam que os estudos sobre o0 ensino e a aprendizagem das EDOs carecem de investigacoes e
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que as mudancas na forma de abordagem desse contelldo sdo necessarias, uma vez que seu
ensino se concentra em técnicas algébricas de resolucdo. As pesquisas destacam as ferramentas
tecnoldgicas como uma opcao que pode auxiliar a introducéo de outras formas de abordagens
das EDOs.

A abordagem algébrica das EDOs pode levar a uma aprendizagem mecanica, 0 que,
consequentemente, gera um desestimulo, por parte dos alunos, ao seu estudo. Além disso, 0
fato de as aulas serem baseadas em técnicas para encontrar soluc@es analiticas, faz com que os
alunos priorizem este processo e apresentem resisténcia em aceitar um grafico como solucgéo
de uma EDO (DULLIUS; VEIT; ARAUJO, 2013).

Em relagdo a segunda parte, foi realizada uma entrevista semiestruturada com quatro
professores (dois de Matematica e dois de Fisica) de uma universidade do estado do Rio Grande
do Sul. Todos os professores entrevistados afirmaram que os alunos nao possuem
conhecimentos basicos para o estudo das EDOs, como nog¢des de derivada, de integral, de
trigonometria, entre outros. De forma geral, os professores apontam que os alunos, desde o
ensino basico, aprendem de forma mecanica, ndo compreendendo o significado do que estdo
fazendo e, desta forma, logo esquecem o que foi ensinado. Portanto, os alunos ingressam na
universidade sem o conhecimento bésico para acompanharem a disciplina de Célculo
Diferencial e Integral e, consequentemente, a disciplina de EDO (DULLIUS; VEIT; ARAUJO,
2013).

A outra parte da pesquisa consta do acompanhamento de uma turma da disciplina de
EDO de um curso de Licenciatura de Ciéncias Exatas. As aulas, nesta disciplina, tinham um
delineamento tradicional, ou seja, exposi¢do do conteudo, apresentacdo das técnicas algébricas
de resolucdes, seguidas de alguns exemplos e aplicacBes de exercicios, sem a utilizacdo do
computador. Os dados foram obtidos a partir de um diario de campo organizado por uma das
autoras, além de um questionario aplicado com os alunos. As analises apontaram que 0s alunos
possuem dificuldade em Matemaética Basica, em aceitar uma funcdo como solucdo de uma
EDO, em aceitar a abordagem qualitativa e, ainda, possuem dificuldades em interpretacdo de
graficos. Além disso, os alunos acreditam que a expressdo analitica de uma funcdo é mais
importante e Gtil que seu grafico (DULLIUS; VEIT; ARAUJO, 2013).

Dullius, Veit e Araujo (2013) destacam que algumas dificuldades em relacdo a
aprendizagem das EDOs observadas nos alunos também foram relatadas pelos professores
entrevistados e nas pesquisas analisadas, como, por exemplo, dificuldades em relacdo a
Matematica Basica. Assim, as autoras indicam a necessidade de atualizagdo da metodologia

utilizada no ensino das EDOs, para tanto, como sugestéo, indicam a criacdo de médulos que
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possam auxiliar os alunos a aprenderem 0s pré-requisitos necessarios para a compreensdo do
conceito de EDO e o uso de uma metodologia que utilize outros tipos de abordagem das EDOs.

Arslan (2005) elaborou e aplicou uma sequéncia didatica baseada nos pressupostos da
engenharia didatica de Artigue, com alunos do Terminale S do colégio (lycée) Pablo Néruda,
em Saint Martin d’Neres, na Franga. O objetivo principal era verificar a viabilidade de
introduzir o conceito de EDO a partir da abordagem qualitativa com esses estudantes, antes do
ensino da abordagem algébrica. Além disso, o autor investigou outra hipétese, a de que a
abordagem algébrica poderia ser um entrave para o ensino da abordagem qualitativa.

Como referencial tedrico, Arslan (2005) utilizou a nogdo de registros de representacdo
semiotica de Duval e 0 modelo cK¢ de Balacheff. O autor realizou uma analise dos programas
e dos manuais utilizados no ensino secundario da Franca, em rela¢do ao conteudo de estudo.
Em relacdo aos programas, foi verificado que, antes da reformulacdo dos curriculos francés,
existia forte influéncia da resolucgdo algébrica. Apds a reformulacdo, os programas comegcam a
introduzir a abordagem qualitativa e numérica, sem deixar de lado a abordagem algébrica. A
mesma tendéncia foi encontrada nos manuais, antes e apds a reformulacéo.

A experimentacdo foi realizada em trés secdes, nas quais 0s alunos trabalharam
individualmente nas duas primeiras e em duplas na Gltima. Como a turma era composta por
alunos repetentes e ndo repetentes, o autor péde validar suas hipdteses, pois os alunos
repetentes, que possuiam alguma técnica algébrica mesmo sem uma base solida, recorriam a
resolucdo algébrica, obtendo, na maioria das vezes, respostas equivocadas, apresentando
dificuldades em fazer uma analise qualitativa das EDOs.

Porém, os alunos iniciantes favoreciam o emprego da abordagem qualitativa,
apresentando resultados melhores que os dos alunos dependentes. Nas ultimas atividades, a
estratégia algébrica quase desapareceu, o que levou o autor a concluir que é viavel a introducéo
das EDO por meio da abordagem qualitativa para alunos do Terminale S.

Gordillo (2006), em sua tese, estudou as dificuldades dos alunos e o papel de um
software de geometria dindmica, Cabri Géometre, no estudo de EDOs, em particular, durante a
articulacdo dos registros grafico e simboélico. O publico alvo eram estudantes do CAPES
(Certificat d’ Aptitude au Professorat de I’Enseignement Secondaire) que certifica professores,
na Franca, para a pratica em faculdades e em escolas secundarias.

O autor organizou uma engenharia didatica composta por um conjunto de situacdes a

serem realizadas pelos alunos em dois ambientes diferentes: papel/lapis e de geometria

32 Equivalente ao 3° ano do ensino médio no Brasil.



105

dindmica. As mudangas de dominio de Douady e 0s registros de representacdo semiotica de
Duval foram os referenciais tedricos utilizados para a composicao e a analise da sequéncia.

Dos resultados obtidos, o autor concluiu que os alunos do CAPES, antes da
experimentacdo, possuiam conhecimentos gerais sobre as EDOs, mas ndo conseguiam
estabelecer espontaneamente ligagdes entre os conceitos que envolvem as EDOs, sendo a
maioria incapaz de estabelecer ligacdes entre os registros simbolico-algébrico e grafico, o que
é decorréncia do ensino algebrizado das EDOs.

Analisando as duas experimentacdes, o autor pdde levantar algumas dificuldades dos
alunos, tais como: dificuldade no tratamento grafico de dados gréaficos, como, por exemplo,
tracar uma solugéo no campo de vetores; dificuldades em estabelecer ligacdes entre a reta
tangente e a EDO e familia de solucdes e a EDO. Além disso, também concluiu que o uso do
software permitiu uma melhor visualizacdo do comportamento das solu¢des, auxiliando alguns
alunos a perceberem o erro no traco a mao (lapis/papel), a visualizar as mudangas de
comportamento das solucdes e a relacionar um vetor tangente e a equacéo diferencial.

O autor ainda ressalta que a influéncia algébrica é muito forte, pois, uma vez que 0s
alunos tém uma expressao simbolica, eles tentam se adaptar ao problema, mesmo quando nédo
possuem o controle dos conhecimentos dos dominios em questdo. Contudo, apesar das
dificuldades, alguns estudantes conseguiram estabelecer ligacdes diretas das propriedades
graficas das familias de curvas e a expressdo simbolica da EDO, sem precisar do registro
simbolico-algébrico das solugoes.

Arslan e Laborde (2003) também investigaram o potencial da utilizacdo do software de
geometria dinamica Cabri no estudo das EDO. A investigacdo foi realizada utilizando uma
engenharia didatica, com 40 estudantes do PLC1 do Institut Universitaire de Formation des
Maitres (IUFM), na Franca. Durante a experimentacdo, os alunos precisavam associar quatro
vetores tangentes (vetor diretor da reta tangente ao um ponto de uma solucdo da EDO dada) a
sua EDO, em uma lista contendo sete EDOs. Os vetores foram pré-desenhados no software
pelos autores, e o aluno, a0 mover o vetor sobre o plano, precisava analisar as modificagdes
obtidas e comparar com a expressao algébrica das EDOs na lista.

Os autores concluiram que o ambiente computacional favoreceu, espontaneamente, a
criagdo de argumento, por parte dos alunos, para que pudessem relacionar o comportamento
gréfico do vetor tangente com a expressdo algébrica da EDO. A interagédo entre 0os dominios da
Geometria Analitica (campo de vetores) e o dominio algébrico (EDO) propiciada pelo software

é, segundo os pesquisadores, indispensavel para uma abordagem qualitativa das EDOs.
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Nesta linha de trabalhos que utilizam software computacionais para auxiliar no ensino
e na aprendizagem das EDOs, encontramos o trabalho de Javaroni (2007), que buscou
responder a questdo: “quais as possibilidades de ensino e aprendizagem de introducéo as
equacOes diferenciais ordinarias através da analise qualitativa dos modelos matematicos, com
0 auxilio de tecnologia de informagdo e comunicacdo?” (p.22). Para isso, a autora prop6s uma
abordagem geométrica das equacdes e solucdes de alguns modelos matematicos classicos que
envolvem o conceito das EDOs.

A coleta de dados ocorreu durante um curso de extenséo de trinta e seis horas, com 0s
alunos do curso de Matematica de uma universidade publica do estado de S&o Paulo. Os nove
participantes, divididos em trés duplas e um trio, estudaram os modelos matematicos,
envolvendo os temas: objeto em queda, crescimento populacional de Malthus e de Verhulst e
Lei do Resfriamento de Newton. Para a analise do comportamento de cada modelo e suas
solugdes, os alunos esbogaram o campo de vetores utilizando os softwares Excel, Winplot,
Maple, um applet, além de lapis e papel.

Javaroni (2007) verificou que a abordagem geométrica foi a abordagem privilegiada
pelos alunos, porém, a abordagem algébrica se fez bastante presente, sendo que, em varias
situacOes, os alunos utilizaram ambas estratégias de forma combinada. A pesquisadora concluiu
que os softwares possuem um papel importante no desenvolvimento das atividades propostas
aos alunos, pois, em algumas situacdes, eles desempenharam a fungéo de facilitador de contas,
em outras, auxiliaram na ampliacdo da memoria e na reorganizacdo do pensamento dos alunos.

Borssoi e Almeida (2004) realizaram um estudo fundamentado nos pressupostos
tedricos da Modelagem Matematica, como estratégia de ensino e de aprendizagem, e na
perspectiva da aprendizagem significativa de Ausubel e Novak com o intuito de “investigar os
ambientes de modelagem matematica e a suas potencialidades no que diz respeito a
aprendizagem significativa dos estudantes” (p. 92).

Participaram da pesquisa trinta e nove alunos que estavam matriculados na disciplina
de Calculo 2, do curso de Bacharelado em Quimica, da Universidade Estadual de Londrina.
Durante as aulas, as autoras orientaram os alunos no desenvolvimento de algumas atividades
de Modelagem Matematica relacionadas com a area da Quimica. Essas atividades tinham por
objetivo introduzir os novos conceitos e reforcar os conceitos ja apresentados. Os alunos
divididos em grupos desenvolveram outras atividades de Modelagem Matematica, nas quais
cada grupo era responsavel pela escolha e pela resolu¢do de um problema, o objetivo dessas
atividades eram propiciar a oportunidade de um desenvolvimento completo do processo de
Modelagem Matematica pelos alunos (BORSSOI; ALMEIRA, 2004).
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Neste estudo, Borssoi e Almeida (2004) analisaram a atividade cujo tema era: a variagéo
da concentracdo de Cloro no tratamento da &gua na Sanepar. A situacdo foi conduzida pelas
pesquisadoras com contribuicdes dos alunos durante todo o processo. Durante o
desenvolvimento da atividade foi possivel que os alunos aplicassem e transferissem 0s
contetdos trabalhados em atividades anteriores na nova situacdo, além de permitir a introducao
de novos conhecimentos.

Segundo as autoras, 0 ambiente de Modelagem Matematica estimula o aluno a uma
participacdo mais ativa, na qual ele se sente responsavel pela propria aprendizagem. Além disso,
este ambiente permitiu trabalhar varios conceitos matematicos e extramatematicos que
proporcionam interagdes positivas para a aprendizagem. Por fim, as autoras afirmaram que a
aproximac¢do da aprendizagem significativa e da modelagem matematica favoreceu “o
estabelecimento de uma educacdo menos impessoal, valorizando o processo de ensino e de
aprendizagem no sentido da Educacdo Matematica, onde a educacao do sujeito como um todo
tem as contribui¢des da Matematica” (p. 119).

Fecchio (2011), em sua tese de doutorado, buscou investigar se as atividades
interdisciplinares que utilizam a Modelagem Matematica propiciam a aprendizagem das
equacOes diferenciais. Para responder a essa indagacdo, o autor utilizou a Modelagem
Matematica, os conceitos de interdisciplinaridade, de competéncia e de habilidade e a teoria das
SituacGes Didaticas.

A pesquisa, do tipo pesquisa-acao, foi realizada com doze alunos que cursavam a
disciplinada de Calculo 2 de um curso de Engenharia, na regido do grande ABC. Inicialmente,
0 autor selecionou trés atividades de Modelagem Matemaética que foram desenvolvidas
focalizando as etapas de Modelagem, definidas por Bassanezi, de modo a permitir o
estabelecimento de relagbes com a teoria das equacgdes diferenciais e permitindo momentos de
reflexdes e de devolucBes que produzissem possiveis resultados positivos no processo de ensino
e de aprendizagem desse conceito, além de promover a aquisicdo de competéncias e de
habilidades que favorecessem a aplicacdo dos conhecimentos em outras situagdes. As
atividades foram realizadas em quinze etapas, divididas em quatro ciclos, nomeados segundo
as etapas da Modelagem: experimentacdo, abstracéo, resolugéo e validacdo e adaptados pelo
autor em uma espiral autorreflexiva de Kurt Lewin.

Na tese, Fecchio (2011) optou por apresentar a atividade Misturas de Solugdes que tinha
como objetivo instigar os participantes a obterem um modelo matematico, em uma situacdo

adidatica. A atividade gerada por um problema da realidade foi desenvolvida em um meio
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constituido por laboratérios de Quimica, de informética, por uma sala de aula, ambientes que
suscitaram indagacdes e devolugdes, todas fundamentadas na teoria das situacoes didaticas.

Os dados foram obtidos por meio de relatorio das atividades, de apresentacdes orais e
escritas das duplas e de prova individual. As analises desses dados permitiram ao autor afirmar
que atividades de Modelagem Matemaética, orientada pelas etapas propostas na tese, indicam
uma nova possibilidade de motivacdo e de exploragdo do conceito de equacdes diferenciais
contribuindo para um melhor entendimento desse conceito, por parte dos alunos, e permitindo
que eles apliqguem esse conhecimento em novas situacdes.

Dos trabalhados encontrados, todos auxiliaram de alguma forma na composicéo deste
estudo. Contudo, os trabalhos de Arslan (2005), Gordillo (2006) e Javorani (2007) tiveram
grande influéncia no direcionamento e principalmente na composicdo das atividades que
aplicamos aos alunos.

As pesquisas apresentadas apontam que a aprendizagem das EDOs ocorre de forma
mecanica, focalizada no emprego de técnicas algébricas de resolugdo e sugerem um emprego
conjunto das abordagens algébricas, numéricas e qualitativas e 0 uso de recursos
computacionais para auxiliar no emprego das duas ultimas abordagens citadas.

Alguns trabalhos demonstram que a utilizacdo de diferentes registros de representacao
contribui para uma aprendizagem mais satisfatoria das EDOs. Em relacdo a Modelagem
Matematica, os estudos apontam que ela pode ser utilizada como uma estratégia de ensino, pois
auxilia na compreensdao dos significados das EDO, contempla a interdisciplinaridade e a
contextualizacdo por meio da formulacéo e da resolucdo de problemas reais.

Pensando nisso, elaboramos e aplicamos uma sequéncia de situa¢es fundamentadas na
mudanca de dominios e de registros de representacdo semidtica, envolvendo problemas no
contexto da Modelagem Matematica, com o intuito de investigar o potencial, de tal sequéncia,
na conducdo do processo de aprendizagem das EDOs, para estudantes dos cursos de
Engenharias.

No proximo capitulo, apresentamos as atividades e os problemas de Modelagem

Matematica que compuseram a sequéncia de situacdes e suas analises a priori.
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3 Concepcao da sequéncia de situacdes e analise a priori

Neste capitulo apresentamos o questiondrio inicial, as atividades da fase 1 e os
problemas de Modelagem Matematica da fase 2 que compuseram a sequéncia de situacdes e

suas respectivas analises a priori.

3.1 A sequéncia de situacoes

Nesta secdo expomos uma Vvisdo geral da sequéncia de situacdes que foi aplicada aos
alunos durante o curso de extenséo.

Organizacao geral: a sequéncia de situacdes foi composta por um questionario inicial,
nove atividades matematicas (fase 1) e trés problemas no contexto da Modelagem Matematica
(fase 2). Esses elementos da sequéncia serdo apresentados com seus respectivos objetivos no
decorrer deste capitulo.

A sequéncia de situagdes: as situacdes propostas tinham como objetivo fazer com que
os alunos trabalhassem o conceito de EDO em diferentes dominios matematicos e utilizassem
diferentes registros de representacdo semiotica. A andlise dos livros didaticos e a leitura de
trabalhos anteriores apontam que, no ensino e na aprendizagem das EDOs, é mais comum o
emprego da abordagem algébrica. Pensando nisso, propusemos aos alunos questbes que
explorassem mais as informacdes qualitativas da EDO do que a solucdo algébrica pura, como
a utilizacdo do campo de vetores que possibilita a visualizacdo grafica do comportamento das
solucdes.

N&o previmos um tempo limite para o desenvolvimento das atividades, haja vista que
este foi mediado pela pesquisadora durante o curso. Porém, caso 0s alunos ndo conseguissem
terminar uma atividade, ela poderia ser retomada no outro dia do curso.

Os momentos de discussdo: os alunos trabalharam em grupos de trés a cinco alunos.
Escolhemos esta forma de trabalho para que eles pudessem, durante a resolugéo das atividades,
discutir os seus resultados de forma a validar ou a refutar suas hipoteses. Além disso, um
momento de discussdo geral das respostas era propiciado pela pesquisadora no inicio de cada
dia de curso.

Durante o curso, cada aluno recebia a(s) folha(s) contendo a(s) atividade(s), analisava
em grupo e respondia individualmente. Ao final, a pesquisadora recolhia estas folhas e
selecionava as diferentes respostas. No outro dia de curso, estas respostas eram expostas pela

pesquisadora (sem dizer a quem pertencia) para os grupos. Os alunos analisavam as respostas
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e argumentavam sobre a validade de cada uma, se estavam corretas, incompletas e, a partir
dessas consideracgdes, chegavam a um consenso sobre a resposta mais adequada para a questéo,
que poderia ser uma das respostas dos préprios alunos ou uma nova resposta formulada por
todos eles.

Essas respostas também eram discutidas pela pesquisadora, que fazia as observacoes e
as correcBes necessarias de modo a auxiliar os alunos na compreensdo dos conceitos
envolvidos.

Optamos por este tipo de discussao, no lugar de solicitarmos que cada grupo comentasse
sua resposta, pelo fato de que, devido a experiéncias anteriores em sala de aula, percebemos
que, em geral, um dos alunos comentava em nome dos demais €, em alguns casos, sua resposta
ndo representava as acoes e 0s pensamentos de todos 0s membros ou mesmo a a¢ao negociada
conjuntamente. Em algumas situacGes, os alunos apenas respondiam que resolveram de forma
semelhante ao que um outro grupo expos.

O papel do software: para auxiliar no desenvolvimento das atividades da sequéncia de
situacOes, utilizamos os softwares Maple e GeoGebra. As funcbes de cada recurso
computacional eram bem especificas, o software Maple foi utilizado para a construcdo do
campo de vetores e o0 software GeoGebra, para tracar o grafico de fungdes e/ou representar no
plano cartesiano alguns pontos fornecidos pelas atividades. Desta forma, ndo foi realizada uma
introducdo detalhada sobre esses recursos, somente explicamos os comandos para realizar a
funcdo requerida.

Para utilizar o software Maple, cada aluno recebeu uma folha com os comandos
necessarios para plotarem o campo de vetores (Apéndice B). Ele deveria, entdo, copiar o
comando, colar na tela do software e depois adaptar os dados a situa¢do que precisava analisar.
Caso tivesse alguma dificuldade para realizar essa adaptacdo, a pesquisadora o ajudava a
solucionar o problema.

A pesquisadora explicou como plotar pontos e graficos de funcGes no software
GeoGebra, e, como alguns alunos ja conheciam o software, das aulas de CDI I, sua utilizacdo
ocorreu sem problemas, pois um auxiliava o outro.

O papel da pesquisadora: durante a aplicacdo da sequéncia de situacOes, a
pesquisadora tentou interferir o minimo possivel e somente quando fosse solicitada. Contudo,
em alguns momentos, devido ao fato de que os alunos ndo conseguiam avancar no
desenvolvimento de uma atividade, por algum tipo de dificuldade, a pesquisadora interviu com

a intencéo de fazer os alunos superarem tal dificuldade e continuarem o seu desenvolvimento.
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A pesquisadora também auxiliou os estudantes com a manipulagdo dos softwares
durante todo o curso. Além disso, ao final da discussdo de cada atividade pelos grupos, a
pesquisadora fazia um fechamento, fazendo as observacdes necessarias e retomando o0s

conhecimentos que os alunos precisavam para o andamento das atividades.

3.2 Elaboracéo da sequéncia de situagoes

A sequéncia de situagdes iniciou com a aplicacdo de um questionario inicial que tinha
por objetivo obter informagdes sobre os conhecimentos dos alunos sobre as EDOs, pois
poderiamos ter alunos, inscritos no curso de extensdo, que estavam iniciando os estudos sobre
as EDOs e outros que ja haviam cursado a disciplina (alunos repetentes). Além disso, este
questionario serviu de base para as discussdes do primeiro dia de curso.

As atividades da fase 1 tinham por objetivo propiciar aos alunos um estudo das EDOs,
utilizando diferentes dominios e registros de representacdo semiotica, de forma a privilegiar
aspectos qualitativos desse conceito. A resolucdo algébrica ndo foi descartada das anélises a
priori, podendo ser utilizada pelos alunos, contudo, procuramos apresentar as atividades de
forma que essa estratégia ndo fosse obrigatoria para a resolucdo das atividades.

O quadro a seguir mostra um resumo das atividades propostas com 0s possiveis
dominios e registros de representacdo utilizados em cada uma delas. As legendas utilizadas no
Quadro 10 estdo especificadas nos quadros seguintes.

Quadro 10: Dominios e registros de representagdo para as atividades da fase 1

Atividade Objetivo MD DA RP RI RC
1 Introduzir a nogdo de campo de | AA=GA RLNE RG
vetores RSA
2 Estudar o comportamento das AA =DF AL RLNE | RSA RLNE
solugdes AN RSA RG
F
GA
3 Estudar o comportamento das GA =F GA RG RLNE | RLNE
solucbes e comportamento AN RSA
assintotico F
4 Estudar o comportamento das AA DF AL RLNE | RSA RLNE
solugbes AN RSA RG
F
GA
5 Estudar o comportamento das AA DF AL RSA RG RLNE
solugdes e comportamento AN RSA RSA
assintotico GA
F
6 Associar o campo de vetores AA F RSA RLNE
comaEDO GA RG RSA
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7 Estudar o comportamento das F AA RG RSA RLNE

solugdes F RLNE
AA

8 Analisar a unicidade das F GA RSA RG RLNE

solucbes AA RG RSA
F

9 Compreender o conceito de taxa NM AA RLNE RG RSA

de variacdo e PVI GA RLNE

Fonte: Elaborado pela autora

Quadro 11: Legenda para as abreviages®

Abreviacio Significado
MD Mudanca de dominio
DA Dominio auxiliar®*
RP Registro de partida

RI Registro intermediario

RC Registro de chegada
Fonte: Elaborado pela autora

Quadro 12: Abreviagdes para os dominios matematicos

Dominios Notacao
Algebra/Analise AA
Algebra AL
Anélise NA
Funcdes F
Geometria Analitica GA
N&o matematico NM

Fonte: Elaborado pela autora

Quadro 13: AbreviagOes para 0s registros de representagao

Registro Notacéo
Registro da lingua natural de uso especializado RLNE
Registro simbdlico-algébrico RSA
Registro Gréfico RG

Fonte: Adaptado de Karrer (2006)
A Figura 33 ilustra a relacdo entre os diferentes conceitos envolvidos no estudo das

EDOs, seus dominios e registros de representacdo para as atividades da fase 1.

33 As abreviacdes utilizadas no texto estdo na Lista de abreviagdes no inicio da tese.
34 Dominio que pode ser utilizado para auxiliar na mudanga de dominio indicada.
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Figura 33: Relacéo entre os diferentes conceitos no estudo das EDOs

EDO
Dominio da AA
RSA

Abordagem qualitativa / / \ Abordagem algébrica

Analise do sinal da
derivada (EDO)
Dominio das F e da AA
RSA e RG

Resolug¢io algébrica
Dominio AA
RSA

Campo de vetores
Dominio da GA
RG

Pl

Analise do sinal
da derivada

Solugoes
Dominio das Fungdes
RLNE e RG

Fonte: Elaborado pela autora

As setas nos dois sentidos, na Figura 33, exprimem o entendimento do conceito em suas
diferentes formas de representacdo e dominios matematicos, assim, embora ndo tenhamos
realizado, de modo direto, algumas conversdes, por exemplo, a conversao no sentido campo de
vetores para EDO, acreditamos que a identificacdo das unidades significativas de cada registro,
demandada pelas atividades, possa auxiliar na compreensé@o do conceito em ambos 0s registros.

A fase 2 da sequéncia constava dos problemas de Modelagem Matematica que tinham
como objetivo a aplicacdo dos conceitos estudados na fase 1, além de retomar a aplicacdo da
derivada como taxa de variacdo. Nessas atividades, pretendiamos analisar como os alunos iriam
resolver a EDO que modela o fendmeno estudado, bem como quais dominios e registros de
representacdo utilizariam.

Diferentemente da fase anterior, caso a abordagem algébrica ndo fosse utilizada pelos
alunos durante a resolucdo da EDO, a pesquisadora poderia levantar questdes para que os alunos
resolvessem algebricamente a EDO e comparassem com os resultados obtidos pela analise
qualitativa, de modo a promover uma interacdo ente os dois tipos de abordagem das solucoes
das EDOs.

Os alunos desenvolveram, entéo, trés problemas desta natureza, o primeiro problema
versava sobre o decaimento radioativo, na qual os estudantes realizaram um estudo sobre o

acidente que ocorreu na cidade de Goiania envolvendo o elemento radioativo Césio-37.
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Para o segundo problema, foi realizado um experimento sobre a variacdo da temperatura
de um refrigerante deixado a temperatura ambiente e os dados recolhidos durante o experimento
foram utilizados para o desenvolvimento do problema.

E, para finalizar, cada grupo de alunos deveria escolher um tema e realizar um estudo
matematico da situacao utilizando uma EDO e apresentar este estudo para os demais alunos do

Curso.

3.3 Analise a priori do questionario inicial

Como os participantes do curso eram estudantes que estavam cursando a disciplina de
Equacdes Diferenciais, aplicamos um questionario inicial com o objetivo de obter uma visdo
geral dos conhecimentos dos alunos sobre as EDOs. As perguntas foram propostas de modo
informal, buscando que os alunos escrevessem livremente suas ideias sobre as EDOs, sem a
necessidade de uma formalizacdo matematica. Acreditdvamos que esse modo informal das
perguntas poderia incentivar os alunos a expressarem suas ideias sobre esse conceito.

Nas perguntas, utilizamos o termo “equacdo diferencial” no lugar de “equacéo
diferencial ordinaria”, pelo fato de que queriamos informag6es mais gerais, como, por exemplo,

0 que o aluno entende por solucdo de uma ED e a utilizacdo do termo EDO poderia limitar as

respostas.
Quadro 14: Descrigdo do questionario inicial
Questao Objetivo
1) Vocé saberia dizer o que € uma equacdo diferencial? | Verificar o conhecimento sobre a definicéo
de ED.
2) Na sua opinido, para gque serve uma equagao | Constatar se 0s estudantes conhecem
diferencial? alguma aplicagdo para as EDs.
3) Vocé poderia citar alguns exemplos de equacdes | Verificar se os estudantes conseguem
diferenciais? expressar, de alguma forma, uma ED, seja

algebricamente ou na lingua natural
especializada.

4) Vocé saberia dizer o que é SO|UQ510 de uma equagéo Averiguar 0s conhecimentos sobre as
diferencial? Como podemos representa-la? soluges de uma EDO.

5) Considere aequacdo y'= f (x,y). Afuncdo f(x,y) | Constatar se os estudantes possuem alguma
define, em cada ponto (x,y) do plano xy, a | familiaridade com o campo de dire¢Ges e/ou

inclinago ou o declive que devera ter uma fungdo | Utilizando  das  informacGes  dadas
y(x) que seja solugdo da EDO. O campo de direcdes | conseguem estabelecer alguma relacgéo entre

(campo de vetores) é um desenho (grafico) no plano g/gin;%o S: %lore d%?gfei;;?m'"a de solugbes
Xy, onde em cada ponto (x, y) aparece um vetor com quag '
declive igual a f(x,y). As solucbes da equacdo

diferencial serdo as curvas tangentes a esses vetores
em todos os pontos. A figura abaixo ilustra um
campo de vetores para uma EDO, analisando este
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campo de vetores que informacgdes vocé poderia
obter?

N A AP A A A A i)

Fonte: Elaborado pela autora

Além dos objetivos descritos no Quadro 14, o questionéario inicial serviu de base para
fazer uma introducédo do curso. As respostas dos alunos foram classificadas por similaridades
de conhecimentos e de duvidas, além de serem apresentadas e discutidas com a eles.

Em relagdo a primeira questdo, esperdvamos que a maioria dos alunos relacionasse a
ED com uma equacdo que possui derivada ou diferencial, contudo, ndo esperavamos uma
definicdo formal de ED ou da sua solucdo (quarta questdo). Essas definicdes seriam
estabelecidas durante a discussdo em grupo. Para a representacdo da solucéo, esperavamos
respostas nos registros RSA, RLNE e RG, com uma presenga mais significativa do primeiro.

Para a segunda questdo, esperavamos que eles pudessem supor que as EDs sdo utilizadas
para modelar fendbmenos das diversas areas de conhecimentos, sobretudo na Fisica, devido a
forma como as EDOs sdo apresentados nos livros didaticos. Nesta e na terceira questdo,
esperavamos um maior indice da expressdao algébrica das EDOs, devido a influéncia da
abordagem algébrica tanto no ensino de ED como no CDI I.

As discussdes das quatro primeiras questdes tinham por objetivo retomar as definicdes
de ED, solucdes e aplicacdes. Em relacdo a ultima questdo, ela seria utilizada para introduzir a
no¢do de campo de vetores que, segundo nossos estudos preliminares (analise dos livros e
trabalhos anteriores) e conversa informal com a professora da disciplina regular, ndo era um
conceito normalmente abordado nas aulas regulares de ED.

Por esse motivo, optamos por um campo de vetores com uma estrutura simples, no qual
o gréfico representa o comportamento de funcdes polinomiais de primeiro grau. Suponhamos
que, dos conhecimentos prévios que os alunos possuiam das disciplinas ja cursadas no primeiro
ano dos respectivos cursos de graduacdo (Célculo Diferencial e Integral-1 e Geometria
Analitica), eles poderiam ter algumas informacBes, como posicdo dos vetores no plano,

comportamento geral do campo de vetores, por exemplo.
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3.4 Analise a priori das atividades da fase 1

As atividades dessa fase foram elaboradas com base nas teses de Arslan (2005), de
Gordillo (2006) e de Javorani (2007) e nos livros de Bassanezi (2011), de Boyce e DiPrima
(2013) e de Zill e Cullen (2012). Esses trabalhos também auxiliaram na composigdo das analises
a priori. Além deles, nos pautamos nos resultados preliminares obtidos num teste piloto
realizado com estudantes das Engenharias da UTFPR e em algumas atividades realizadas com
os alunos do PIBID-Matematica-UEM que nédo serdo apresentados nesta tese.

Para cada atividade da fase 1 apresentaremos seus objetivos, as varidveis didaticas
escolhidas, as possiveis estratégias, as dificuldades que podem surgir durante a resolucéo e 0s
possiveis dominios e registros de representacdo que a atividade foi proposta ou que podem ser
utilizados pelos alunos.

As possiveis estratégias foram intituladas de AIEi, em que Al representa a Atividade
ndmero | e E; a estratégia numero i. Assim, AlE; significa Atividade 1 estratégia 1, A2Es
significa Atividade 2 estratégia 3, assim sucessivamente. As atividades que apresentavam mais
de um item foram nomeadas de AlEis, onde s representa o item da atividade, por exemplo,
A3E1. significa Atividade 3 estratégia 1 para o item a).

As Atividades 1, 2 e 3, além dos objetivos descritos no Quadro 10, tinham a funcéo de
propiciar aos alunos as nogdes de campo de vetores, de EDO auténoma e o estudo do sinal da
derivada. Dessa forma, acreditavamos que, apds as discussfes dessas atividades, os alunos

teriam condi¢Bes minimas para aplicar tal conhecimento nas atividades seguintes.

3.4.1 Analise a priori da Atividade 1

Dos estudos apresentados nas secdes 2.4 e 2.5, do Capitulo 2, pudemos inferir que os
alunos, mesmo aqueles que cursaram a disciplina de ED, ndo possuiam familiaridade com o
conceito de campo de vetores. Nesse sentido, esta atividade tinha por objetivo auxiliar os
estudantes na compreensdo de como se constroi um campo de vetores e trabalhar o conceito de

EDO autdbnoma.

Atividade 13°

Dados um ponto A e uma funcéo f, o valor da derivada de f neste ponto pode ser interpretado
como o coeficiente angular da reta tangente a f no ponto A. A propriedade: uma funcéo é
estritamente crescente (decrescente) em um intervalo, se e somente se, o sinal derivada é

positivo (negativo) neste intervalo, pode ser traduzido como: a funcdo f € estritamente

3 Atividade adaptada de Arslan (2005, p. 110).
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crescente (decrescente) em um intervalo se os coeficientes angulares das retas tangentes em
cada ponto do seu grafico, neste intervalo, sdo positivos (negativos).

a) Calcule os coeficientes angulares das retas tangentes as solucgdes da equagdo y'=y
nos pontos (2, -2), (2,0), (2,3), (-2, -2), (-2, 0), (-2,3). Marque estes pontos sobre 0
plano abaixo e desenhe os vetores diretores das retas tangentes em cada ponto.

b) O mesmo para os pontos (-3, 1), (-1, 1), (3,1), (-3, -1), (-1, -1), (2, -1).

¢) Analisando os resultados dos itens a) e b), que conclusbes podemos obter?

O campo de vetores seria utilizado em outras atividades da sequéncia, por isso, entender
a relacdo entre os vetores representados no grafico, a EDO e suas solucGes era uma condi¢do
necessaria para a compreensdo das demais atividades. Embora a construcdo do campo de
vetores pudesse ser realizada com o auxilio de um recurso computacional, julgdvamos
importante que os alunos soubessem qual o procedimento realizado pelo software, ou seja, que
a inclinacdo e o sentido dos vetores sdo determinados pela EDO. E que cada vetor do plano
representa a reta tangente a um ponto do grafico de uma solucéo da EDO.

A atividade foi proposta no dominio da AA e utiliza-se do RLNE (texto explicativo) e
do RSA (EDO). Para resolvé-la, era preciso realizar uma mudanca do dominio da AA para 0
dominio da GA (vetores no plano cartesiano). E uma conversdo do RSA para o RG, na qual
duas representacdes estavam envolvidas: a EDO e o vetor diretor da reta tangente. Segundo
Arslan (2005), para que esta mudanca de registro seja realizada de forma satisfatoria, o aluno
precisa fazer a interpretacdo indicada no Quadro 15.

Quadro 15: Unidade significativa de uma EDO e as varia¢fes simultaneas para o vetor diretor da reta

tangente
EDO Vetores
Unidades Valores | VariagOes simultaneas para Observagéo
significativas no RSA o coeficiente angular do
vetor diretor da reta
tangente
>0 Coeficiente angular positivo
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Sinal da derivada y’ =0 Coeficiente angular nulo As retas tangentes as

curvas solucdes podem
ser representadas pelos
seus vetores diretores.

<0 Coeficiente angular negativo

Fonte: Arslan (2005, p. 112)

As variacOes para o vetor diretor apresentadas no Quadro 15 decorrem da interpretacao
do texto explicativo no enunciado da atividade. Contudo, para tracar o vetor no plano, o
coeficiente angular ndo é suficiente, sendo necessario obter a inclinagdo do vetor diretor no
plano, ou seja, é preciso determinar o &ngulo formado entre o vetor diretor e o eixo das
abscissas. Como o0s vetores possuem a mesma inclinacao da reta tangente, tomando por base as
ideias de Duval (2011) apresentadas no Quadro 5 da se¢do 1.1.2 (p. 36), podemos fazer uma
analise analoga para a conversao realizada nesta atividade.

Quadro 16: Unidades significativas no RSA e as variaveis visuais no RG

RSA RG
EDO Vetores no plano
Unidades Valores | Variaveis visuais Valores
significativas
y>0 Ascendente
Sinal de y’ y'=0 _ Sentido da Sem inclinagéo
inclinag&o dos
y'<0 vetores Descendente
y>1 Angulo maior
Valor de y"em y=1 Angulo fo_rmagiGo Particdo simétrica
relagdo ao inteiro 1 com 0s €1X0s ~
y'<1 Angulo menor

Fonte: Elaborado pela autora

O conceito de inclinacdo pode ser traduzido algebricamente como o coeficiente angular
da reta (DUVAL, 2011), no nosso caso, como o Vvalor da derivada da fungdo no ponto. O valor
de vy (coeficiente angular da reta tangente) recobre duas unidades significativas no registro
simbdlico-algébrico: o sinal da derivada e seu valor em relag&o ao inteiro 1. Essas duas unidades
significativas correspondem a duas variaveis diferentes no registro grafico, ao sentido da
inclinacdo e ao angulo formado com os eixos. Dessa forma, a conversdo do RSA (EDO) para o
RG (campo de vetores) é uma conversdo ndo congruente, pois, uma vez determinado o valor de
y', por exemplo, y'=2, é preciso destacar as duas propriedades distintas, uma em relagdo ao
0, y'=2>0 (derivada positiva) e a outra em relacdo ao inteiro 1, y'=2>1 (dngulo maior), ou

seja, ndo existe correspondéncia semantica entre as unidades significativas.

3 Variavel visual e seus respectivos valores estdo de descritos no Quadro 4 da secéo 1.1.2.
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Para obter o valor da derivada no ponto € preciso calcula-lo utilizando a equacéo y'=y.

Esse processo é algo comum nas aulas de CDI-I, contudo, normalmente nos exercicios que
abordam a nocdo de reta tangente, € fornecida a funcéo ou sua derivada em relacdo a variavel
independente (na maioria das vezes utilizando a variavel x). Neste caso, a derivada é definida
em termos da varidvel dependente, desta forma, o aluno precisa interpretar que o coeficiente

angular da reta tangente ao ponto (x,,Y,) tem o valor determinado por y, e ndox,. Ou seja, 0

aluno precisa ampliar os conhecimentos que j& possui para a nova situacao.
A Figura 34 ilustra a resposta esperada para os itens a) e b). Acreditdvamos que, ao
tracarem os vetores no plano (Figura 34), os alunos (mesmo que intuitivamente) iriam perceber

que os coeficientes angulares m das retas tangentes as curvas solu¢des da EDO y'=y variam

conforme modificamos os valores da ordenada e se mantém iguais quando ndo modificamos
este valor (resposta esperada para o item c¢). Assim, na discussdo da Atividade, a pesquisadora
poderia retomar o conceito de campo de vetores, que seria apresentado aos alunos durante a
discussdo das repostas do questionario inicial, e trabalhar o conceito de EDO autdnoma,
utilizando, para isso, os coeficientes angulares que foram calculados pelos alunos, fazendo
perguntas do tipo: Existe alguma semelhanca/diferenca entre os valores obtidos? Qual a
caracteristica dos pontos que forneceram o mesmo coeficiente angular?

Figura 34: Resposta esperada para a Atividade 1

Em azul: pontos e vetores para o item a). Em vermelho: pontos e vetores para o item b)
Fonte: Elaborado pela autora

Variaveis didaticas: identificamos as seguintes variaveis didaticas para esta atividade:

A primeira foi relativa a opgdo por uma EDO linear autbnoma y'=y, que néo é explicita
em termos da variavel independente e sim em relagéo a propria funcéo, o que era uma situacédo
ndo habitual para a maioria dos estudantes.

A segunda foi a escolha de pontos que mantém fixa a ordenada ou a abscissa, 0 que

possibilita a visualizacdo dos vetores de mesma (diferente) inclinacdo, tanto na expressao
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algébrica como na representacdo gréfica. Isso poderia auxiliar os alunos a perceberem que a
inclinacdo da reta tangente depende da varidvel dependente .

A terceira variavel concerne ao plano cartesiano no papel quadriculado. Embora o0s
participantes sejam alunos do Ensino Superior, inferimos que esta escolha poderia interferir
positivamente no desenvolvimento da atividade, pois, ao tracarem o plano com régua e lapis,
os alunos poderiam cometer algum erro de construgdo. Além disso, o papel quadriculado os
auxiliaria a marcar os pontos selecionados.

Provaveis estratégias corretas de resolucdo: Para a resolucdo dos itens a) e b) desta
atividade elencamos trés estratégias possiveis:

AE1:: Calcular o coeficiente angular para um ponto, obter a reta tangente a este ponto
e, a partir do gréafico desta reta, desenhar o vetor diretor da reta tangente ao ponto.

Para aplicar esta estratégia no ponto (-3,1), por exemplo, é preciso realizar um
tratamento no RSA dentro do dominio da AA.

m=y.,=y=L

Assim, calculamos a equacéo da reta tangente:

Yy Yo = m(x— Xo)
Yian —1=1(x+3)
Y sy =X+4

Para obter a equagdo Y, ,,, = X+4 realizamos uma mudanga do dominio da AA para o

dominio da GA e um tratamento no RSA. Utilizando essa equacdo, podemos obter o grafico da
reta tangente e utiliza-lo para tracar o vetor diretor da reta.

Figura 35: Vetor diretor a partir do grafico da reta tangente

W
3

Tlu=a+d

Fonte: Elaborado pela autora
Assim, realizamos uma conversdo do RSA para 0 RG, dentro do dominio da GA.
Acreditdvamos que, para esses alunos, a conversdo poderia ser realizada sem grandes

dificuldades, utilizando a abordagem ponto a ponto (se¢éo 1.1.2). Contudo, para a compreensao
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dessa conversdo, as unidades significativas elencadas no Quadro 16 precisavam ser
identificadas.

Para aplicar essa estratégia, os alunos precisavam relembrar a relacdo entre derivada e
coeficiente angular da reta tangente, a equacéo reduzida da reta e o conceito de vetor diretor da
reta, conceitos advindos dos dominios da AA e GA.

AlE2: Obter o coeficiente angular como na estratégia anterior e calcular o angulo
determinado por coeficiente e, com o auxilio de um transferidor, tragar o vetor diretor que passa
pelo ponto. Por exemplo, para o ponto (-3, 1), temos que m=y'=1, logo:

m=tg(a)
1=tg(a) > a =45°
Com o auxilio de um transferidor®’, desenhamos o vetor conforme ilustra a Figura 36.

Figura 36: Vetor diretor com o uso do transferidor

T ¥

Fonte: Elaborado pela autora

Aqui era necessario lembrar que a inclinacdo da reta é o angulo « formado pela reta e
pelo eixo das abscissas e seu coeficiente angular é determinado pela tangente desse angulo
(m=tga). Dessa forma, era possivel determinar a inclinacdo da reta tangente, utilizando o
valor da derivada no ponto (m=Yy’), e, com o auxilio de um transferidor, marcar o angulo
obtido e tracar o vetor diretor.

Neste caso, 0 aluno transferiu o problema do dominio da AA para o dominio da GA,
realizando um tratamento no RSA e depois uma conversdo para 0 RG (vetores no plano). Além
disso, era preciso utilizar ferramentas do dominio da trigonometria, para o calculo do angulo
o.

A1Es: Desenhar o vetor diretor u com inclinacdo m, como o resultado da soma dos

vetores ortogonais de comprimento 1 e m, conforme ilustraa Figura 37, para o ponto (-3,1).

37 O transferidor seria fornecido aos alunos, caso eles solicitassem para a pesquisadora.
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Figura 37: Vetor diretor como soma de vetores

2
A "
1

1

Yy

Fonte: Elaborado pela autora

Nessa estratégia, o aluno utiliza os mesmos dominios e registros das estratégias
anteriores, contudo, € preciso recorrer ao conhecimento sobre soma de vetores e realizar um
tratamento no RG.

Dentre as possiveis estratégias, esperdvamos que as duas primeiras fossem as mais
utilizadas, pois os alunos ja cursaram a disciplina de CDI-l e deveriam possuir 0s
conhecimentos basicos de derivada e de reta tangente.

Para responder ao item c), os alunos precisavam comparar os resultados obtidos
anteriormente de forma a concluir que pontos com ordenadas iguais possuem a mesma
inclinacdo.

Algumas dificuldades que poderiam surgir no decorrer desta atividade:

1) Os alunos, embora tenham cursado a disciplina de CDI-I, poderiam apresentar
dificuldade em relacionar a derivada com o coeficiente angular da reta tangente. Esta
dificuldade esta relacionada aos diferentes significados envolvidos com o conceito de
derivada.

2) Dificuldade pelo fato de n&o ser uma atividade habitual, na qual a fungédo derivada néo
é uma funcdo explicita na variavel independente.

3) Ao utilizarem a estratégia A1E2, os alunos poderiam ndo lembrar a relacdo entre o valor
da derivada, coeficiente angular da reta e o angulo formado pela reta tangente e pelo
eixo das abscissas.

Caso a pesquisadora percebesse que os alunos ndo conseguiam avancar em suas
estratégias por falta de alguns conhecimentos prévios, ela poderia fazer algumas intervencoes
de forma a relembrar alguns conceitos, como, por exemplo, as relacfes entre derivada,
coeficiente angular da reta tangente e a tangente do angulo.

Diferente das demais atividades, a discusséo da Atividade 1 seria realizada no mesmo
dia, assim que os alunos concluissem suas respostas, de forma que ela pudesse auxilia-los no

desenvolvimento das Atividades 2 e 3.
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3.4.2 Analise a priori da Atividade 2

A atividade consistia em fazer um estudo sobre o comportamento da funcgéo f , sem
conhecer a expressdo algébrica da funcéo ou da sua derivada.
Atividade 238

Seja f uma funcdo derivavel e definida em R . Sabemos que, para todo xelR,

f’(x) =3f (x). Faca um estudo sobre o comportamento da fungédo f.

Esta atividade pretendia estabelecer relacGes entre a funcéo e a sua derivada. Ela foi
proposta no dominio da AA utilizando, como registro de partida, 0 RSA, pois, apesar de ser

acompanhado de um texto, a informagdo principal (f'(x)=3f(x)) era dada no RSA.
Esperdvamos que os alunos comentassem o comportamento da funcdo f,de preferéncia sem

resolver a EDO, dando informacdes sobre as condi¢des para que ela seja crescente (decrescente)
ou constante, chegando a seguinte conclusao:
i) Se f(x)>0 temos que f’(x)>0, portanto, f é estritamente crescente para
todo xeR.
ii) Se f(x)=0 temos que f°(x)=0, portanto, f é constante paratodo xeR.
iii) Se f(x) <0 temos que f’(x) <0, portanto, f € estritamente decrescente para

todo xeR.

A funcdo f,em estudo, representa as solu¢es da EDO dada. Apesar das discussdes das

respostas do questionario inicial e do desenvolvimento da Atividade 1, a no¢do funcdo solugédo
ainda poderia ser algo incomum para 0s alunos, uma vez que eles estavam acostumados a
procurarem um (ou mais) numero real que satisfizesse a equacdo. Segundo Arslan (2005) e
Gordillo (2006), a passagem de solucdo numero para solucdo funcéo ndo é algo trivial para 0s
alunos e isso pode causar algum tipo de dificuldade no desenvolvimento da atividade. Os
autores consideram esta passagem de solugdo numero para solucdo funcdo como um salto
conceitual.

Outro salto conceitual, elencando por Arslan (2015), é a nogdo de infinitas solugdes.
Embora o enunciado néo indicasse a existéncia de infinitas solucdes, esta nocéo ja teria sido
abordada no questionario inicial e na Atividade 1, o que poderia levar alguns alunos a refletirem
sobre esse fato. Contudo, acreditdvamos que a maioria dos alunos ndo iria se atentar para este

fato, dando resposta com a fungdo f no singular, como expomos anteriormente. Neste caso, a

BAtividade adaptada de Arslan (2005, p. 105).
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pesquisadora, durante as discussoes desta atividade, chamaria a atencdo tanto para a nogéo de
funcgéo solugdo como para a de infinitas soluges.

Variaveis didaticas: A escolha de uma EDO linear autbnoma y'= f(y). Para essa

variavel, distinguimos dois valores:
i) Uma EDO linear autbnoma do tipo y'=a, a<R , na qual a derivada é uma
constante, o que implica que a familia de solugbes possui 0 mesmo
comportamento (crescente/decrescente) para todo xeR.

i) Uma EDO linear autbnoma do tipo y=ay+b, a, be R ea= 0. Neste caso, 0
valor da derivada varia e obtemos tanto solugbes crescentes como solucgdes
decrescentes e ainda uma solugédo constante.

Nesta atividade, optamos por uma equacéo do tipo y =ay +b, com b =0 e pela notacdo

f (x) no lugar de y, com a intencdo de chamar a atengdo do aluno para o fato de eles estarem
estudando o comportamento de uma funcdo. A escolha da equacdo f’(x)=3f(x), no lugar da
equacdo f’(x)= f(x), se deu em funcdo do fato de que a resolucéo algébrica da segunda € mais

acessivel para os estudantes do que a resolucdo da primeira (ARSLAN, 2005). Além disso,
poderia ser facil relacionar a funcdo exponencial a funcdo que possui a derivada igual a ela
mesma.

Contudo, essa notacdo f’(x) =3f(x) ndo € uma notacdo habitual para os alunos, pois,

na aula de CDI —I, normalmente, é dada a lei de formacdo da funcdo em relacdo a variavel
independente x (na maioria das vezes) e pede-se para determinar os intervalos em que a fun¢édo

é crescente (decrescente) em seu dominio, conforme ilustra o préximo exemplo.

Exemplo 7 (SWOKOWSKI, 1994, p.234): Se f(x) = x>+ x*, determinar os intervalos em que
f & crescente e os intervalos em que f € decrescente.

Solucdo: A fungdo f € uma fungdo polinomial, portanto, é continua e diferencidvel para todo
x € R, desta forma, podemos aplicar o Teorema 1. Primeiro, calculamos a derivada da funcéo
f:

f7(x) =3x* +2x = X(3x + 2).

Depois, analisamos os intervalos para 0s quais a derivada € positiva e negativa.
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Tabela 6: Intervalos de crescimento e decrescimento da fungdo f(x) = x>+ x*

Intervalo (=00,—-213) (—2/3,0) (0,+x)

Sinal de f'(x) + - +

Conclusao f é crescente em f é decrescente em f é crescente em
(—0,—2/3] [0,-2/3] [0, +o0)

Fonte: Adaptado de Swokowski (1994, p. 235)
Com base neste exemplo, podemos observar que 0 processo para determinar 0s
intervalos nos quais a funcdo f € crescente ou decrescente é o seguinte:
1) Calcular a derivada da fungdo f .
2) Determinar os valores para os quais a derivada é positiva, negativa ou nula (analise
do sinal da derivada).

3) Conclusdes sobre o comportamento da funcédo f .

A Figura 38 ilustra este processo que € realizado em exercicios analogos ao Exemplo 7.

Figura 38: Processo de anélise dos intervalos de crescimento de uma funcéo na disciplina de CDI-I

Fungiio fexplicita em Fungéo derivada Analise do sinal da
e - :D explicita em relagfio a ::: derivada em relagfo a
relagdo a varidvel variavel independente varidvel independente

mdependente (x) ) ®

Il

Conclusdes sobre o
comportamerito
{crescente/decrescente)
da fungdo f(Gnica)

Fonte: Elaborado pela autora
O processo realizado para resolver a Atividade 2 difere do processo ilustrado na Figura
38, pois, nesse caso, o aluno desconhecia a funcao que precisava estudar, suas analises sdo feitas
a partir da derivada, que ndo esta descrita em termos que uma variavel independente usual (x).

Desta forma, era preciso reconhecer que a derivada é uma funcéo de f (x) e, consequentemente,
o sinal da derivada dependia do valor de f (x) . Diferente do Exemplo 7, as conclusdes obtidas

eram em relacdo ao comportamento de uma familia de solucGes e ndo em uma unica funcéo
(Figura 39).

Figura 39: Processo de analise para a Atividade 2

Funcido derivada em Anidlise do sinal da Conclusdes sobre o
relagdo a variavel derivada em relagdo a comportamento
dependente (f{x)) da I:> variavel dependente l:‘> (crescente/decrescente) de
fungdo f () uma familia de fung&es

Fonte: Elaborado pela autora
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Com base na Figura 39, temos que, para resolver a Atividade 2, os alunos precisavam
adaptar os conhecimentos que j& possuiam sobre como determinar os intervalos de crescimento
(decrescimento) de uma funcéo a essa nova situacao, o que considerdvamos um salto conceitual.

Além disso, o aluno precisava mudar do dominio da AA para o dominio das F (pois a
solucdo de uma EDO é uma familia de fungdes) e realizar uma mudanca do RSA para o RLNE,
que envolvem a EDO e suas solugdes. Para que esta mudanca fosse realizada de forma
satisfatoria, era necessario analisar os valores que a EDO (sinal da derivada) poderia assumir e,
a partir deles, fazer influéncias sobre o comportamento das solucdes desta equacdo (Quadro
17).

Quadro 17: Unidades significativas da EDO e as varia¢fes simultanea nas solucdes

RSA RLNE
EDO Solucdes
Unidades significativas Valores VariacOes simultaneas para as solucdes
>0 As solugdes sdo estritamente crescentes
Sinal de f* =0 A solugdo é constante
<0 As solucdes sdo estritamente decrescentes

Fonte: Adaptado de Arslan (2005, p. 106)
Observando o Quadro 17 podemos verificar que ndo existe congruéncia semantica entre

o sinal da derivada no registro simbolico-algébrico, f"(x) >0 (derivada positiva ou maior que

zero), e a expressdo na lingua natural de uso especializado (as solugdes sdo estritamente
crescentes). Para realizar esta conversao, € preciso identificar as unidades significativas no
RSA e utilizar os conhecimentos sobre derivada e func6es (Teorema 1) para depois inferir sobre
0 comportamento das soluc@es, ou seja, esta conversdo demanda um conhecimento matematico
maior do aluno.

Além disso, os registros envolvidos sdo de natureza distintas, 0 RSA é um registro
monofuncional e o RLNE é um registro multifuncional, o que, conforme Duval (2003), torna a
conversdo entre eles mais complexa. Esta analise pode ser estendida para as demais atividades
da sequéncia, portanto, para as proximas atividades apresentaremos somente um quadro similar
ao anterior.

Estas mudancas de dominio e registros de representacao, em alguns casos, sao realizadas
com o auxilio de dominios e registros auxiliares/intermediarios, que serdo descritos nas
possiveis estratégias de resolucao, porém, a analise final requer a interpretacdo do Quadro 17.

Provaveis estratégias corretas de resolucédo: elencamos cinco estratégias que 0s

alunos podem utilizar para resolver esta atividade:
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AZ2E:: Utilizar o sinal da derivada para analisar o comportamento da funcdo f,
determinado para quais valores de f(x) a derivada € positiva, negativa ou nula. Assim, é
preciso realizar um tratamento no RSA, para resolver as seguintes inequacgdes/equacao:

i) f (X)>0=3f(x)>0= f(x)>0.
i) f(x)=0=3f(x)=0= f(x)=0.
i) f'(x)<0=3f(x)<0= f(x)<O.

Logo, aplicando o Teorema 1, obtemos que para todo x e R:

1) Se f(x)>0 temos que f°(x)>0, portanto, as solugdes sdo estritamente
crescentes.

ii) Se f(x)=0 temos que f°(x)=0, portanto, a solugéo é constante.

Iii) Se f(x)<0 temos que f’(x) <0, portanto, as solucdes sdo estritamente

decrescentes.

A resolucdo das inequacBes/equacdes anteriores s6 é possivel com os conhecimentos
basicos sobre inequacdes/equacdes algebricas e a aplicacdo do Teorema 1 decorre de
conhecimentos do dominio da Analise. Além disso, € preciso “enxergar” a EDO como a fung¢ao
derivada que depende de f (x), conforme exposto na subsecdo 2.3.2 do Capitulo 2.

Esperavamos que esta estratégia fosse mais utilizada que as demais, pois os alunos ja
estavam familiarizados a aplicar Teorema 1 nas aulas de CDI I. Outra forma de apresentar estas
informagdes sobre a fungdo f era utilizando uma tabela (Tabela 7). Esta representacdo é
utilizada para a analise analoga a do Exemplo 7, por isso, alguns alunos poderiam aplica-la para
a Atividade 2.

Tabela 7: Tabela de variacdo para a equacdo f’(x)=3f(x)

Valor de f(x) <0 =0 >0
Sinal de f' - n
Comportamento das Decrescentes Constante Crescentes
solucbes

Fonte: Elaborado pela autora
A2E:: Esta estratégia, da mesma forma que a anterior, utiliza o sinal da derivada para

analisar o comportamento da funcdo f, porém, esta analise é realizada a partir dos dados

fornecidos pela representacdo grafica da funcdo f” no plano cartesiano (Figura 40).



Figura 40: Graficode f'(x)=3f(x)
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Fonte: Elaborado pela autora
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Para construir o grafico de f~, o aluno poderia utilizar estratégia ponto a ponto (se¢ao

1.1.2) ou o auxilio de um software (procedimento informatico). Ao construir o gréafico de ",

o0 estudante realizou uma conversdo do RSA para 0 RG e operou em uma intersecdo dos

dominios AA e das F.

Acreditavamos que a conversdo do RSA de uma fungdo polinomial de primeiro grau

(funcdo linear) para seu gréfico (uma reta) fosse algo comum para estudantes do segundo

semestre de cursos de Engenharias. Contudo, no caso da presente atividade, esta representagdo

grafica com valor da derivada f“(x), no eixo das ordenadas, e a variavel f(x), no eixo das

abscissas, ndo era algo habitual, uma vez que, tradicionalmente, as func¢des estudadas possuem

gréaficos nos quais a variavel dependente f(x) (ou y) é representada no eixo das ordenadas e

a variavel independente x no eixo das abscissas. Desta forma, o aluno precisava identificar as

variaveis visuais do gréafico de f” e relaciona-las com as variagfes nas solugdes da EDO.

Quadro 18: Variaveis visuais e as variagdes simultaneas nas solucdes para a Atividade 2

para f(x) <0

RG RLNE
EDO Solugdes
Variaveis visuais Variaveis visuais Sinal da VariagOes simultaneas
derivada para as solucbes
O tracado esta acima do eixo >0 As solugdes sao
Posicdo do tracado para f(x)>0 estritamente crescentes
em relagdo A0EIX0 | g tracado esta sobre do eixo =0 As solugdes sdo constantes
das abscissas
para f(x)=0
O tragado esta abaixo do eixo <0 As solugdes sao

estritamente decrescentes

Fonte: Elaborado pela autora

Além de visualizar a posi¢éo do tracado, o aluno precisava identificar em qual valor de

f(x) o tragcado corta o eixo horizontal. Obtendo o valor f(x)=0, analogamente a estratégia
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anterior, era preciso aplicar o Teorema 1 para obter as conclusdes sobre as variacdes para as
solugdes da EDO.

Apesar de ser uma resolucdo possivel, acreditavamos que ela ndo seria utilizada pela
maioria dos alunos, pelo fato de as variaveis independente e dependente ndo serem as variaveis
normalmente utilizadas, como ja explicado anteriormente. As observagdes realizadas para esta
estratégia sdo analogas para as Atividades 4 e 5, portanto, nestas atividades, apenas
apresentaremos o grafico da funcao derivada.

Esta utilizacdo do grafico da derivada para obter informacdes serd abordada na
Atividade 7.

A2Es: Resolver algebricamente a equagdo diferencial f°(x)=3f(x) e utilizar a
expressao algébrica da familia de solugbes para analisar o comportamento da funcdo f. Para
isso, 0 aluno precisava possuir alguns conhecimentos sobre as técnicas de resolucdes de EDO,
realizando o seguinte tratamento no RSA no dominio da AA:

f(x)=3f(x)
1 t)=3 (F(020)
()

f
j%f'(x)dx:sj‘dx

J'%df (x) =3[ dx

In| f (x)]=3x+C,, C, constante
| f(x)| ="
| f (x)|=e*e™
f(x)=Ce*, CeR
Assim, sendo f (x) =Ce® temos que f’(x) =3Ce*, como e* ¢é positivo para qualquer
valor de x, o sinal da derivada depende do valor da constante C, logo:
i) C>O0implica f°(x)>0, portanto, as solucdes sdo estritamente
crescentes para todo xeR.
ii) C=0 implica f"(x)=0, portanto, a solucdo € constante para todo
x eR.
iii) C<0 implica f°(x)<0, portanto, as solucbes sdo estritamente

decrescentes para todo xeR.
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Observe que, mesmo que os alunos utilizassem uma abordagem algébrica, a obtengéo
da expressdo analitica da familia de solu¢bes ndo era suficiente para responder a atividade,
sendo necessario, assim como nas estratégias anteriores, recorrer ao sinal da derivada.

Esperavamos esta estratégia dos alunos que ja possuiam alguma nocdo da resolucéo
algébrica de uma EDO.

A2E4: Obter, por tentativa e erro, uma fungdo que satisfaca a equacdo, chegando a

funcdo f(x)=Ce*, CeR e realizar uma andlise analoga a da estratégia anterior.

Dos conhecimentos sobre derivadas e integrais que os alunos possuiam da disciplina de
CDI-I era possivel que eles relacionassem a funcdo que possui derivada igual a ela mesma a
funcdo exponencial e utilizasse este conhecimento para adequar a situacdo proposta. Embora
ndo fosse uma estratégia que apresentasse um certo rigor matematico na resolucdo, era uma
forma correta de raciocinio.

A2Es: Com a utilizagdo do software Maple, os alunos poderiam construir um campo de
vetores para a equacdo dada e analisar o problema utilizando os dados fornecidos por este
grafico.

Figura 41: Campo de vetores para a equacdo f’(x) =3f(x)
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Fonte: Elaborado pela autora

Para utilizar esta estratégia, o aluno precisava mudar do dominio da AA para o dominio
da GA e uma realizar conversdo do RSA para o RG. Para responder a questdo, o aluno precisava
interpretar o gréfico e obter informac6es sobre as solugdes, mudando do dominio da GA para o
dominio das F e uma conversdo do RG para o RLNE.

N&o esperdvamos que esta estratégia fosse utilizada, pois acreditdvamos que, apesar das
discussbes do questionario inicial e da Atividade 1, o campo de vetores poderia ndo ser uma
ferramenta a disposi¢do dos estudantes. Além da falta de familiaridade dos estudantes em
construir o campo de vetores usando este software. Desta forma, uma melhor analise da

conversdo realizada neste tipo de estratégia foi realizada nas proximas atividades.
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Algumas dificuldades que poderiam aparecer no desenvolvimento desta atividade,
seriam decorrentes da utilizacdo equivocada de alguma estratégia:

1) Tentar obter a funcdo f integrando ambos os lados da equacdo, poréem, fazer um

procedimento errbneo obtendo, por exemplo, as solugdes f(x)=F(x)+C,

f(x) = f3(x)+C ou alguma resposta diferente.

2) Confusdo entre a equacdo dada e a equagdo f’(x)=3x e fornecer as seguintes
variagoes.

i) Se x>0, f(x)>0 oqueimplica f crescente.
i) Se x=0, f'(x)=0 oqueimplica f constante.
iii) Se x<0, f(x)<0 oqueimplica f decrescente.

3) Obter, por tentativa e erro, uma funcdo que satisfaca a equacao, chegando a fungéo
f(x)=e* e concluir que a funcdo f ¢é sempre crescente, pela auséncia da
constante de integragéo.

4) Usar a solucdo f(x)=Ce*, C eRR, obter informacdes sobre o comportamento da
funcdo f e concluir que se f ¢é positiva (negativa), entdo, f € crescente
(decrescente), o que indicaria que o estudante pensou que o fato de a funcéo ser
positiva (negativa) é o que determina seu crescimento (decrescimento).

Dependendo das dificuldades apresentadas pelos alunos, a pesquisadora poderia fazer

algumas intervengdes, como, por exemplo, retomar o Teorema 1. Na discussao desta atividade,
seria solicitado que os alunos construissem o campo de vetores para a EDO dada, com o auxilio
do software Maple e interpretassem as informac6es fornecidas por este grafico, de forma que

este conhecimento fosse cada vez mais presente para 0s estudantes e pudesse ser aplicado nas
demais atividades.

3.4.3 Analise a priori da Atividade 3
Esta atividade consistia em analisar o comportamento das solugbes da equacgdo

y'= f(y) utilizando seu campo de vetores.

Atividade 3
O grafico abaixo ilustra o campo de vetores para a equacdo diferencial y'= f(y):
a) Comente o comportamento das solucGes dessa equacao.

b) Trace algumas curvas solugfes sobre o campo de vetores da EDO
dada.
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C) Comente o comportamento das solu¢es quando x — +oo € quando

X — —o0,
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O item a), assim como a Atividade 2, solicitava que o aluno descrevesse 0
comportamento das soluces de uma EDO, porém, esta atividade foi proposta no dominio da
GA e o registro de partida era 0 RG, logo, para responder a questao, era preciso uma mudanca
para o dominio das F e para o RLNE.

Assim, o aluno precisava identificar as variaveis visuais do grafico e relaciona-las com

0 comportamento das solucdes da EDO, conforme mostra o Quadro 19.

Quadro 19: Variaveis visuais do registro grafico e as varia¢des simultaneas paras as solu¢fes da EDO

RG RLNE
Campo de vetores Solucdes
Variaveis visuais Valores Sinal da | VariacGes simultaneas para
derivada as solucdes
Ascendentes >0 As solugdes sdo estritamente
Sentido da inclinacéo cr?sc,entes
dos vetores no plano Sem inclinacéo =0 A solugdo é constante
Descendentes <0 As solucdes sdo estritamente
decrescentes

Fonte: Elaborado pela autora

Analisando o Quadro 19, podemos observar que a conversao realizada é ndo congruente,
pois, para realizar a conversdo do RG, monofuncional e ndo discursivo para RLNE,
multifuncional e discursivo, além de identificar tais variaveis, é necessario entender a relacéo
vetores/solucdes, ou seja, € preciso compreender que os vetores do grafico representam o0s
vetores diretores das retas tangente a um ponto do grafico de uma solucéo de y'= f(y). Desta
forma, os valores para os quais a inclinagdo do vetor é ascendente, significa que o coeficiente
angular da reta tangente a um ponto do grafico de f e positivo, consequentemente, a derivada

também é positiva e isso implica que as solucdes sdo estritamente crescentes, ou seja, € preciso
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recorrer a uma representacéo auxiliar (sinal da derivada) e a um teorema matematico que néo
estdo explicitos no registro de partida.

Segundo Duval (2011a), o estudo do funcionamento particular de cada registro se faz
em correspondéncia a um outro registro, ou seja, “é preciso que as variagoes do conteudo entre
as representacdes de um registro possam ser colocadas em correspondéncia, de forma regular,
com as variagdes do conteudo do segundo registro” (p.124). Para o autor, este estudo ndo é
simples quando o registro a analisar € o da lingua natural, pois este registro € utilizado tanto
para formular definicdes, teoremas e corolarios, como para realizar raciocinios e justificar
solucdes. Desta forma, “existe entre a lingua natural e os outros registros uma distancia
cognitiva consideravel, mesmo 0s outros registros discursivos proprios da matematica ou da
logica” (p.125), e isso torna mais dificil a conversdo entre 0 RLNE e os outros registros de
representacao.

Na situacdo proposta, também era preciso verificar para quais valores de y a inclinagdo
dos vetores era ascendente, nesse sentido, era preciso perceber que as modificagcdes nas

inclinacdes ocorrem na vertical, ou seja, para mudancas nos valores da variavel dependente Y.
Ao fim destas analises, os alunos deveriam obter a seguinte resposta:

Paratodo x € R temos que
i) Se y>1entdo y'<0, logo, as solugdes sdo estritamente decrescentes.
i) Se y=1 entdo y'=0, logo, a solugdo é constante.
iii) Se y <1 entdo y> 0, logo, as solugdes sdo estritamente crescentes.
No item b) os alunos deveriam tragar algumas curvas solugdes sobre o campo de vetores.
Este item tinha como objetivo familiarizar os alunos com os representantes graficos envolvidos,
0 campo de vetores e as curvas solucdes. Além de verificar se 0s alunos conseguiriam respeitar

o tracado das curvas solucbes, como, por exemplo, ndo cortar areta y =1.

Para estudar o comportamento assintético da EDO no item c), o aluno precisava realizar
uma extrapolacdo do tragcado do grafico, ou seja, um tratamento no registro grafico. Era preciso
verificar o comportamento do campo de vetores quando os valores da variavel independente
aumentavam ou diminuiam infinitamente. Para responder a questdo proposta, era necessario
uma conversdo do RG para 0 RLNE e uma mudanc¢a do dominio da GA para o dominio das F
(Quadro 20).
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Quadro 20: Variaveis visuais e as varia¢oes simultaneas nas soluc@es para a Atividade 3

RG RLNE
Campo de Vetores Solucdes
Variaveis visuais Valores VariacGes simultaneas nas solucoes
Comportamento Tendem para um valor As solugdes tendem para um valor
assintético do campo de limite limite
vetores Divergem para +o As solugdes divergem para +oo

Fonte: Elaborado pela autora
Desta forma, analisando o campo de vetores dado, os alunos devem obter as seguintes

conclusdes:
1) Quando x — +oo, temos que:
Se y >1, as solugdes tendem a reta y =1.
Se y =1, asolucdo tende areta y =1.
Se y <1, as solugdes tendem a reta y =1.

i) Quando x — —o, temos que:
Se y >1, as solucdes divergem para +o.
Se y =1, as solugdes tendem a reta y =1.
Se y <1, as solugdes divergem para —o.

Variaveis didaticas: A utilizagdo do registro simbolico-algébricoy'= f (y) que ndo
permite que o aluno aplique as técnicas de resolugdo algébrica da EDO.

A escolha de uma equagéo do tipo y'= f(y), que produz um campo de vetores
relativamente simples, o que permite ao aluno identificar algumas propriedades da familia de
solucdes, como o sentido e a direcao dos vetores, o crescimento (decrescimento) das solucdes,
a solucdo de equilibrio, 0 comportamento assint6tico das solucdes etc.

Possiveis estratégias de resolucao: como a atividade demandava uma interpretacéo do
campo de vetores, ou seja, analisar as direcdes e 0s sentidos dos vetores do grafico, ndo foi
possivel definirmos as estratégias de resolucdo. Contudo, esperavamos que 0s alunos
utilizassem os conhecimentos trabalhados na Atividade 1 para lembrar que cada vetor do plano
é tangente a um ponto do grafico de uma solugdo de y'= f (y).

Em relacdo as dificuldades no item a) destacamos que os alunos poderiam nédo perceber
que o comportamento das solucBes ndo dependia da variavel x, fornecendo respostas
equivocadas. Ou que eles ndo analisassem o comportamento das solucGes para todos os
intervalos possiveis (y>1, y<ley=1).

Além disso, o aluno poderia fornecer a seguinte resposta:
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1) Se y>1, as solugdes sdo decrescentes.
i) Se y =1, asolucdo é constante.
iii) Se y <1, as solugdes sdo crescentes.

Este tipo de resposta, apesar de correta, poderia indicar que o aluno nao considerava que
era o sinal da derivada que determinava o comportamento das solucdes e, desta forma,

acreditavam que este comportamento depende somente do valor da variavel .

Caso a nocao de campo de vetores ndo estivesse clara para os alunos, eles poderiam
analisar a direcdo e o sentido dos vetores do grafico, obtendo, de forma equivocada,
informagdes sobre o comportamento da derivada.

i) Se y>1,aderivada é decrescente.
i) Se y =1, aderivada é constante.
iii) Se y <1 aderivada é crescente.

Outra dificuldade poderia ocorrer caso o aluno tentasse resolver algebricamente a
equacdo. Como o registro fornecido nao possui informacGes para aplicar alguma técnica de
resolucdo algébrica, o aluno seria levado a cometer algum erro ao persistir em resolver a EDO.

Acreditdvamos que os alunos ndo teriam dificuldades em tracar as curvas solucdes,
contudo, era possivel que seus tracos ndo respeitassem a solugdo de equilibrio ou que alguns
tragos se cruzassem.

Durante o desenvolvimento dessa atividade, a pesquisadora poderia retomar o conceito
de campo de vetores, caso considerasse necessario. Se 0s alunos esquecessem de analisar algum
intervalo de crescimento, a pesquisadora poderia questiona-los de forma a leva-los a perceber
todas as variaces do grafico. Contudo, a proposta era que qualquer dificuldade e/ou erro que

aparecesse seria explorado na discussédo da atividade.

3.4.4 Analise a priori da Atividade 4

Esta atividade foi incluida na sequéncia devido a dificuldade que os alunos apresentaram
na resolucdo da Atividade 2. Assim, apds as discussdes das Atividades 2 e 3, aplicamos esta
atividade com o intuito de verificar a compreensdo dos alunos em relacdo as discussdes
anteriores. Desta forma, ela possuia as mesmas carateristicas da Atividade 2 e, portanto, todas

as observac0es realizadas na Atividade 2 podem ser estendidas a esta atividade.
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Atividade 4
Seja y uma funcéo derivavel e definidaem R . Sabemos que, paratodo x e R, y'=-3y—7.

Faca um estudo sobre o comportamento das solucdes desta equacéo.

Assim como a Atividade 2, esta atividade foi proposta no dominio da AA e requeria
uma mudanca para o dominio das F e uma mudanca do RSA para o RLNE (Quadro 21).
Dependendo da estratégia utilizada, o aluno poderia utilizar dominios e registros de
representacédo auxiliares.

Quadro 21: Variaveis visuais e as variagoes simultaneas nas solucdes para a Atividade 4

RSA RLNE
EDO Solucdes
Unidades Valores VariacOes simultaneas nas solucbes
significativas
y'>0paray<-7/3 As soluces sdo estritamente crescentes
) y'=0paray=-7/3 A solugdo é constante
Sinal de y~ -
y'<Oparay>-7/3 As solucgdes sdo estritamente decrescentes

Fonte: Elaborado pela autora
Variaveis didaticas: A escolha pelaequacdo y'=—-3y—7, que assim como na Atividade
2, ndo era uma equacdo explicita em relacdo a variavel independente ( x ), poderia favorecer a
utilizacdo de uma analise qualitativa da equacao.
Subtraimos a constante 7, com a intencdo de que, caso os alunos utilizassem o campo

de vetores, eles precisassem recorrer ao registro SA para determinar, com precisao, a solucao

N 7 o . « «
de equilibrio y=?. Além disso, a inclusdo dessa constante resulta em uma translacdo da

solucdo de equilibrio em relagdo a solucdo de equilibrio da Atividade 2.

Provéaveis estratégias de resolucdo: As estratégias eram analogas as da Atividade 2,
contudo, esperavamos uma maior utilizacdo das estratégias A4E; e A4Es, pois como o0s alunos
ja resolveram e discutiram a Atividade 2, acreditavamos que eles se baseassem nos processos
de resolucdes vistos e os utilizassem nesta atividade.

A4E1: Utilizar o sinal da derivada para analisar o comportamento da funcéo y. Para isso,

os alunos deveriam analisar para quais valores de y a derivada é positiva, negativa ou nula.

Obtendo o seguinte resultado:

Paratodo xR temos:

i) Sey> —g temos que y'<0, portanto, as solucGes sdo estritamente decrescentes.
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i) Se y= _g temos que y =0, portanto, a solucdo é constante.

iii) Se y< —g temos que y> 0, portanto, as solucdes sdo estritamente crescentes.

A4E2: Utilizar o gréfico da derivada para obter as mesmas informacgdes anteriores
(Figura 42).
Figura 42: Graficode y'=-3y -7

3y

Fonte: Elaborado pela autora
Embora fosse uma estratégia possivel, ndo esperdvamos que os alunos a utilizassem pelo
uso incomum da derivada como uma funcéo dependente da variavel vy.
A4Es: Com o auxilio do software Maple, construir o campo de vetores para a equacao

dada e analisar o problema utilizando o gréfico.

Figura 43: Campo de vetores para y'=-3y—7
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Fonte: Elaborado pela autora

Diferente da Atividade 2, na qual ndo esperdvamos que 0s alunos utilizassem o campo
de vetores, acreditavamos que, para esta atividade, esse recurso pudesse ser requerido. A
mudanga do RSA para o RG realizada ao construir o campo de vetores, neste caso, seria feita
com o auxilio do software Maple.

De modo analogo a Atividade 3, o aluno precisava identificar as variaveis visuais do
gréfico e relaciona-las com o comportamento das solu¢des (segunda e terceira colunas do
Quadro 22).
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Além disso, o aluno precisava coordenar 0s RG e RSA, de modo a verificar se a EDO
estudada possui 0 campo de vetores igual ao apresentado pelo software (procedimento
informatico de interpretacao global). Assim, era necessario identificar as unidades significantes
no registro simbolico-algébrico e varidveis visuais do registro grafico e relacionar com as
variagdes que ocorrem nas solucdes.

Quadro 22: Unidades significativas para EDO, campo de vetores e as variagdes simultaneas nas

solugdes
RSA RG RLNE
EDO Campo de Vetores Solucgbes
Unidades Valores Unidades Valores Variacgdes simultédneas nas
significativas visuais solucBes
y’>0 para Ascendentes | As solucdes sdo estritamente
y<—71/3 Sentido da crescentes
y'=0 para inclinago Sem A solugdo é constante
Sinal de y’ dos vetores iclinac
y=-71/3 no plano Inclina¢ao
y'<0 para Descendentes | As solugdes sdo estritamente
y>-7/3 decrescentes

Fonte: Elaborado pela autora

A4E4: Resolver a equacgdo diferencial e utilizar a expressao algébrica da familia de

solucdes para analisar o comportamento da funcédo vy .

y=-3y-7
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-3x

Assim, sendo f(x)=Ce3X+%, temos que f’(x)=-3Ce™* como —3e>* é sempre

negativo, entdo, o sinal da derivada depende do valor da constante C, logo,

i) SeC>0,y>0o0queimplica y estritamente crescente VxeR.
ii) Se C=0, y=0 oque implica y constante Vx € R.
iii) Se C<0, y<0 oqueimplica y estritamente decrescente Vx € R.

Esperavamos que os alunos ndo apresentassem dificuldades em resolver esta atividade,
pois ja teriam a experiéncia das Atividade 2 e 3.

Durante o desenvolvimento da atividade, a pesquisadora poderia auxiliar os alunos com
a utilizagdo do software, caso eles solicitassem. Ou com outras davidas em relacdo ao Teorema
1, ao campo de vetores, entre outras coisas. Porém, sempre tentando interferir o minimo

possivel no desenvolvimento das atividades.

3.4.5 Analise a priori da Atividade 5

Esta atividade mantinha as mesmas caracteristicas das Atividades 2 e 4, com 0 objetivo
de reforcar os conceitos trabalhados, como as mudangas no comportamento das solugdes a partir
de mudangas nos valores da derivada. E também pedia um estudo do comportamento assintético
das solucgdes a partir da expressdo algébrica da EDO.
Atividade 5

2 —
a) Analise 0 comportamento das solugdes da equacao % _Y 9.

b) Qual o comportamento das solucBes da equacdo do item anterior quando t — -+ e

t—>—0?

A atividade foi proposta no dominio da AA e requeria uma mudanca para o dominio das

F e uma conversdo do RSA para o RLNE.

2 f—
Variaveis didaticas: A escolha da equagédo % =yT9 que, embora seja uma EDO

autdbnoma, é ndo linear. E diferente das equacdes das Atividades 2 e 4, requer uma resolucéo
algébrica mais elaborada, pois envolve a resolucao de integrais por decomposicdo em fracGes
parciais. Este fato poderia levar o aluno a recorrer a uma mudanga para o dominio da GA,
utilizando o campo de vetores para obter as informacgdes necessarias, principalmente para

analisar o item b).



140

Provaveis estratégias de resolucdo para o item a): As possiveis estratégias para
resolver as questdes propostas sdo analogas as da Atividade 2, a diferencga esta na expressdo
analitica da EDO que é uma equacao néo linear.

AS5E1a: Utilizar o sinal da derivada para analisar o comportamento da funcéo v,

determinando para quais valores de y a derivada € positiva, negativa ou nula.

2 2 2
y4—9>0’ y _9<0 e a equacao y4_9:0,

Assim, € preciso resolver as inequacdes

obtendo o seguinte resultado:
Paratodo x e R, temos que
i) Se y<-3 ouy>3 aderivada é positiva, portanto, as solugdes sao estritamente
crescentes.
i) Se —3<y <3 aderivada é negativa, portanto, as solucbes sdo decrescentes.
iii) Se y=-3 ou y=3 aderivada é nula, portanto, as soluc@es sdo constantes.
AbE2a: Analisar o gréfico da Figura 44 obtendo as mesmas respostas dadas
anteriormente.
y> -9

Figura 44: Grafico de y'=

Fonte: Elaborado pela autora

Ab5Esa: Analisar o campo de vetores da equacao fornecida.

)
Figura 45: campo de vetores paray:y
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Para isso, 0 aluno precisava realizar uma mudan¢a do dominio da AA para o dominio
da GA e uma mudanc¢a do RSA para o RG, esta mudanca seria realizada com o auxilio do
software, porém, era necessario que o aluno conseguisse identificar se o grafico apresentado
pelo software era 0 campo de vetores para a equacdo estudada. Em seguida, para responder a
situacdo proposta, era preciso uma mudanca do dominio da GA para o dominio das F e

conversédo do RG para o RLNE.

2
Quadro 23: Unidades significativas, variaveis visuais e as variagdes nas solugdes para y'= y~ =9
RSA RG RLNE
EDO Campo de Vetores Solucdes
Unidades Valores Variaveis Valores VariagOes simultaneas nas
significativas visuais solugdes
y'>0 para Ascendentes As solugdes sdo
y<-30uy>3 (inclinacio estritamente crescentes
Sentido da positiva)
Sinal de y” y'=0 para inclinagdo Sem As solugdes sio constantes
y—+3 dos vetores | jnclinagso
no plano
y'<0 para Descendentes _As solugdes sdo
_3<y<3 (inclinago estritamente decrescentes
negativa)

Fonte: Elaborado pela autora
O quadro anterior ilustra as unidades significativas, as variaveis visuais e as variacoes
simultdneas para as solucfes da EDO, o que difere da Atividade 2 e 4 é que existem trés
diferentes intervalos de crescimento (decrescimento) em relacdo a variavel y e duas solucdes
de equilibrio.

Ab5E.a: Resolver algebricamente a equagéo diferencial:

. y'-9
d 4
1,1
y2—9y 4
1 1
jyz_gydx:jzdx

jyzl gdy:%x+cl, C eR.

A técnica de resolucéo é similar a das Atividades 2 e 4, a dificuldade que pode aparecer
vem do tipo de integral resultando no processo de resolucdo. Para resolver a integral do lado
esquerdo da igualdade acima é preciso fazer a decomposi¢éo do integrando em fracdes parciais.

Desta forma:
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1 1
y: =9 (y-3)(y+3)

Logo, podemos escrever:

1 __A B
(y=-3)(y+3) y-3 y+3
1 _ A(y+3)+B(y-3)

(y-3(y+3)  (y-3)(y+3)
Igualando os numeradores das fragOes acima, obtemos:
1=(A+B)y+3A+3B.

Que resulta no seguinte sistema linear:
A+B=0
{BA—BB =1
Resolvendo o sistema por substituicdo da primeira equacdo, temos que A=-B,

substituindo na segunda:

3A-3B=1
-3B-3B=1
B-—1

6

Substituindo o valor de B na primeira equacdo, temos que A:% . Assim, a fragéo

————— pode ser escrita da seguinte forma:
(y=3)(y+3)

1 1 1
(y-3)(y+3) 6(y-3) 6(y+3)
Com essas novas fragdes podemos resolver a integral:
1 101 1, 1
dy = d
jy2—9y 6 y—3y 69 y+3

= ghnly-3-gly+3+C; ¢,k

y-3
y+3

:lln

5 +C,

1

Substituindo este valor em .[ >
y -9

dy = %x +C,, temos que
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%In y—_z +C,==x+C,
y+
nY=2-3x.c,
y+
y—3_ gx+C3
y+3
3
Y73 _ce
y+3

3
y—3=(y+3)Ce?
3
3+3Ce?
y=—"5-

—X
1-Ce?
A constante C representa as operacdes com as constantes C,, C, e e=. Observe que,
com esta solucdo, ndo conseguimos obter a solucdo de equilibrio y = -3, esta solucdo sé é

determinada analisando a EDO ou seu campo de vetores.

3 3
, 3+3Ce? 2
Calculando a derivada de y=——75—, obtemosy’:Laz, como o

3
denominador é sempre positivo e e2” também, temos que a constante C determina o sinal da

derivada:
i) Se C >0 temos que a derivada é positiva, portanto as funcBes sao crescentes.
ii) Se C =0 temos que a derivada é nula e a solugdo é constante.
iii) Se C <0 temos que a derivada é negativa e as solucbes decrescentes.

Provaveis estratégias para o item b): para este item, previmos somente uma estratégia,
que era a analise do campo de vetores, obtendo as seguintes conclusdes:

Para t —-+oo temos que:
i) Se y>3,assolugdes vdo para o infinito positivo.
i) Se -3<y<3,assolucbes tendemareta y=-3.
iii) Se y < -3, as solugbes tendem a reta y = -3
iv) Se y =3, asolugéo tende areta y =3.
v) Se y=-3,asolucdo tende areta y=-3.

Para t —» —oo temos que:
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1) Se y>3,assolugdes tendem areta y =3.
1) Se -3<y<3,assolugbes tendemareta y=3.
iii) Se y <—3, as solugBes vao para o infinito negativo.
iv) Se y =3, asolucéo tende areta y=3.
v) Se y=-3,asolugéo tende areta y=-3.
Algumas dificuldades relacionadas com este item poderiam vir de problemas

relacionados com uso do software. Além disso, como a analise precisava ser dividida em varias

partes (dependendo do valor da variavel y), os alunos poderiam esquecer de analisar o
comportamento das solugcdes para alguns valores da variavel y. Contudo, esperavamos um

aumento significativo de acerto nas respostas desta atividade em relagéo ao item c) da Atividade
3.

3.4.6 Analise a priori da Atividade 6
Esta atividade fazia a associacdo entre a EDO e seu campo de vetores.

Atividade 6
Associe, a cada campo de vetores abaixo, uma das equagdes diferenciais ordinérias:

y'=y—x,y'=—2y—4e y=-y’+4y. Justifique sua resposta.

a) b)

O O O O O A O A A bttt r s
I A O O O o A BRI R R
R A A S A A A EEE R R HEE RPN
xxxxmxxxxtxx;;sxx;;; SRR R R RN
O O O O A rrrrrrn¢rrfffff»\\xx
IR L SN Prr bt PP s e
\\\\\\\L\.Lx}a\x\a\a\a\\\\\a\m IRt R ]
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Esta atividade tinha como objetivo fazer com que o aluno relacionasse a EDO com seu
respectivo campo de vetores. Para isso, era preciso comparar as informagdes apresentadas no
grafico com as informacdes fornecidas pela EDO. Mesmo que utilizassem o computador para
obter o campo de vetores, era necessario justificar a relacdo entre as duas representacoes.

A Atividade foi proposta no dominio da AA (EDO) e no dominio da GA (campo de
vetores) e utilizava dois registros de representacdo: 0 RSA e 0 RG. Assim, o aluno precisava
coordenar as informacGes em ambos 0s registros (Figura 46) de modo a obter informacéao para
justificar as relagdes entre EDO e campo de vetores.

Figura 46: Coordenacéo entre os registros requerida para a Atividade 6

Dominio da Algebra/Analise

Registro simbodlico-algébrico

Coordenagio
entre registros

Dominio da Geometria
Analitica

Registro grafico

Fonte: Elaborado pela autora

Variaveis didaticas: A escolha das expressbes algébricas das equagdes, sendo a
primeira do tipo y' = f (x, y) e as duas seguintes do tipo y'= f(y).

A escolha pelas equagdes y'=-2y—4 ey=-y?>+4y se deu pelo fato de os alunos ja
estarem habituados (pelo desenvolvimento das atividades anteriores) com a analise desse tipo
de equacdo, o que poderia ajuda-los a tracar estratégias de resolucdo para a equacdo do tipo
y'= f(x,y). A escolha da equacdo y'=y—x tinha como objetivo proporcionar aos alunos um
contato com as equacdes ndo autbnomas, evitando que eles pensassem que a variacao do sinal
da derivada depende sempre do valor da variavel dependente.

Possiveis estratégias de resolucdo: Para resolver a atividade era preciso a coordenacao
entre 0 RSA e 0 RG. Assim, os alunos deveriam procurar as informagdes em um registro e
comparar com as informacgdes obtidas em outro, obtendo as seguintes conclusdes:

O campo de vetores da letra a) corresponde a EDO y'=-y® +4y, 0 quadro a seguir
ilustra as relacGes que os alunos podem fazer para chegar a esta afirmacéo. A utilizacdo da
terceira coluna dos proximos trés quadros, poderia ser requerida como forma de auxiliar as

relacfes entre a EDO e o campo de vetores, porém, ndo sdo necessarias, uma vez que as
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informagdes contidas nas duas primeiras colunas ja eram suficientes para responder a situacdo

proposta.
Quadro 24: Sinal da derivada e sentido dos vetores para a equagdo y'=—y® +4y
RSA RG RLNE
EDO Campo de Vetores Solucdes
Unidade Valores | Variavel Valores VariacOes simultaneas nas
significativa visual solucBes
y> 0 para Ascendentes As solucdes sdo estritamente
O<y<4 para O<y<4 decrescentes
. y'=0 para Sentido Sem inclinagdo As solucdes séo constantes
Sinal de y' da A v_0 e
y=00U | inclinacao | P2 Y=
y=4 dos y=4
y'< 0 para vetores Descendentes As solucdes sdo estritamente
y<O0 e para y <O e decrescentes
y>4 y >4

Fonte: Elaborado pela autora
O campo de vetores da letra b) corresponde a EDO y'=y—x, 0 Quadro 25 ilustra as

relaces que os alunos poderiam fazer para chegar a esta afirmacao.

Quadro 25: Sinal da derivada e sentido dos vetores para a equagéo y'=y—x

RSA RG RLNE
EDO Campo de Vetores Solugdes
Unidade Valores Variavel Valores VariacOes simultaneas nas
significativa visual solugdes
y> 0 para Ascendente | As solugBes sdo estritamente
y > X para y >x | crescentes
. . y'=0 para ?r?(?l?r?; gg Sem As solugBes sdo possuem um
Sinal de 'y y=X ¢ inclinagdo | ponto méaximo
dos vetores
para y =X
y’'< 0 para Descendente | As solugbes sdo estritamente
y <X Para y<x | decrescentes

Fonte: Elaborado pela autora
O campo de vetores da letra b) corresponde a EDO y'=-2y—4, o Quadro 26 ilustra as

relaces que os alunos poderiam fazer para chegar a esta afirmacéo.

Quadro 26: Sinal da derivada e sentido dos vetores para a equagdo y'=-2y —4

RSA RG RLNE
EDO Campo de Vetores Solugdes
Unidade Valores | Variavel Valores Variagdes simultaneas nas
significativa visual solucdes
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y> 0 para Ascendentes para | As solugdes sdo estritamente
y<-—2 Sentido y<-—2 decrescentes
da T ~ -
Sinal de v y'=0 para inclinacao Sem inclinagdo A solucdo é constante
Inal de y y=-2 dos para y = —2
y'< 0 para vetores Descendentes As solucbes sdo estritamente
y>-2 para y > —2 decrescentes

Fonte: Elaborado pela autora

Os alunos poderiam relacionar as EDOs com seus campos de vetores apenas analisando
algumas propriedades em ambos os registros (RSA e RG), por exemplo, identificando as
solucdes de equilibrio. Neste caso, a pesquisadora pediria aos alunos para que eles escrevessem
todas as relagdes que eram possiveis identificar entre a EDO e seu campo de vetores.

N&o esperavamos que os alunos apresentassem dificuldades na resolucdo dessa
atividade. Contudo, embora conseguissem relacionar a y'=y—x com seu campo de vetores, 0s
alunos poderiam ndo conseguir compreender o fato de a equacdo depender tanto dos valores da
variavel y como dos valores da variavel x, isso seria explorado pela pesquisadora durante a

discussdo desta atividade.

3.4.7 Analise a priori da Atividade 7
Esta atividade pedia que o aluno analisasse 0 comportamento das solu¢des de uma
equacdo do tipo y' = f (y) utilizando o gréfico da derivada.

Atividade 73°

Para a equacdo diferencial y'= f(y), o grafico de f é dado abaixo. Usando este

grafico, comente o comportamento das solugcfes desta equacdo. O que podemos dizer sobre
as curvas solugdes que passam pelo ponto (2, 2), (-1,3), (0,-1)?

5y

39Adaptado de Arslan (2005, p. 134).
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O objetivo desta atividade era que o aluno obtivesse as informacdes sobre o
comportamento das solugdes da EDO, utilizando-se exclusivamente da representacdo gréafica
da derivada.

Esta atividade ndo € uma atividade habitual para o estudo das EDOs, pois, na analise
que realizamos dos dois livros de EDO, verificamos que nenhum dos autores utilizam este tipo
de abordagem (gréfico da derivada) para a anélise do comportamento das solugdes.

Assim, para obter as informacdes necessarias, o aluno precisava reconhecer a derivada

como uma funcdo dependente da variavel . Dessa forma, a situacdo era proposta no dominio
F e utilizava o RG, pois, apesar de apresentar a EDO no RSA, y'= f(y), este registro ndo
fornecia informagdes para resolver a situagao proposta.

Desta forma, era preciso identificar as variaveis visuais do grafico de f e verificar as
variacdes concomitantes no comportamento das solugdes. O quadro abaixo é uma adaptacao do
Quadro 18 (p. 128), apresentado na Atividade 2, contendo os valores de y para os quais a

derivada muda de sinal.

Quadro 27: Variaveis visuais e as variagdes simultaneas nas solucdes para a EDO da Atividade 7

RG RLNE
EDO Solugdes
Variaveis Variaveis visuais Sinal da Variagdes simultaneas para as
visuais derivada solucles
O tragado est4 acima y’> 0 para As solugdes sdo estritamente
Posicdo do do eixo para y >0 y>0 crescentes
tracado em o
relzu;éo a0 O tracado esta sobre y'=0para A solugéo é constante
eixo das doeixoy =0 y=0
abscissas O tracado esté abaixo y'< 0 para As solucdes sdo estritamente
doeixoy <0 y<0 decrescentes

Fonte: Elaborado pela autora

Observe que a conclusdo final ocorre a partir da analise do sinal da derivada, o que recai
na mesma interpretacdo da Atividade 2, contudo, a variacdo de sinal da derivada é obtida
utilizando o RG.

Variaveis didaticas: A EDO foi fornecida no RSA, sem apresentar a sua expressao
algébrica, assim, a tnica forma de obter informacdes sobre as solugdes da EDO era pela analise
do seu gréafico da derivada.

A escolha pela representacdo grafica da derivada sendo uma reta, ou seja, um tipo de

representacdo grafica que os alunos ja conheciam.
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Possiveis estratégias de resolucdo: Pelo fato de a EDO, no RSA, ndo fornecer
informagdes suficientes para analisar o sinal da derivada algebricamente ou para aplicar alguma
técnica de resolucdo algébrica, a Unica estratégia de resolucéo possivel era a analise do grafico.
Dessa forma, os alunos precisavam identificar as variaveis visuais do grafico, obtendo o
seguinte resultado:

Paratodo xeRR ,temos que:

i) Se y >0, entdo a derivada é positiva e, portanto, as solugdes sdo estritamente
crescentes.

ii) Se y =0, entdo a derivada é nula e, portanto, a solucéo é constante.

iii) Se y <0, entdo a derivada é negativa e, portanto, as solu¢des sdo estritamente
decrescentes.

E utilizando esses dados para analisar o valor de y de cada ponto (x, y) dado, obtendo:

i) Para (2, 2), o valor dey >0, a derivada é positiva e, portanto, a solugdo é
estritamente crescente.

ii) Para (-1, 3), o valor dey >0, a derivada é positiva e, portanto, a solugéo é
estritamente crescente.

iii) Para (0, -1), o valor dey <0, a derivada € negativa e, portanto, a solucéo é
estritamente decrescente.

Considerando o fato de que, normalmente, no ensino e na aprendizagem das EDOs o
grafico é utilizado como um ideograma e 0 eixo das abscissa representado pela variavel
independente e o das ordenadas pela varidvel dependente y, os alunos, embora ja tivessem
tido contato com uma EDO do tipo y'= f(y), poderiam apresentar dificuldades em analisar
um grafico no qual o eixo das abscissa representa a variavel independente y e o eixo das
ordenadas representa a variavel dependente y'.

Neste caso, a pesquisadora poderia auxilia-los com outros exemplos, como analisar o

grafico de uma fungdoy = f(x) e depois analisar o gréfico de fun¢des nas quais a variavel

independente néo é a variavel X (z = f (w), x= f(3), ...).

3.4.8 Analise a priori da Atividade 8
Esta atividade solicitava que o aluno, conhecendo a representacdo grafica de uma das

solucbes da equagdo y'=5y, determinasse se a outra curva, representada no grafico, também

era solucéo da EDO dada.
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Atividade 8%

A figura abaixo ilustra o esbogo da curva C, que é uma solugdo da equacéo diferencial

y'=5y. A curva C, pode ser uma outra solu¢éo? Justifique.

u

Cy

C,

7

O aluno deveria analisar a possibilidade de que duas curvas, solu¢es da EDO y'=5y,
se interceptem em algum ponto do plano. A unicidade das solu¢fes da equacédo dada € garantida
pelo Teorema da Existéncia e Unicidade*, contudo, nesta atividade, ndo pretendiamos utilizar
este teorema formalmente, o objetivo era que, baseado nas atividades anteriores, o aluno
compreendesse que, no ponto (x,,Y,), passa uma e somente uma curva solugdo da equagéao
diferencial y'=5y.

A atividade foi proposta em dois dominios: o dominio da AA (EDO) e o dominio das F
(solugdes); e utiliza os registros RSA e RG. Para analisar a situagao proposta, o aluno precisava
coordenar os dois registros. Dependendo da estratégia utilizada, ele poderia recorrer a registros
e a dominios diferentes.

Variaveis didaticas: A opc¢ao foi pela representacéo grafica das curvas solugdes C; e
Co, pois, se fosse dada a lei de formacéo das funcdes, a resolucéo se tornaria imediata, com um
tratamento no RSA, por exemplo, dada a funcdo y(x)=2e>* bastaria substitui-la na equagio

para verificar se ela € solucdo ou néo:
y'=5y
(2e™)'=5-2e>
5.2 =5.2e™ VxeR
Este tipo de verificacdo, normalmente, € a Unica forma utilizada nos livros que versam

sobre EDO. Sem a lei de formac&o da funcéo, o aluno é levado a recorrer a outras ferramentas

40Adaptada de Arslan (2005, p. 124).

41 Seja R uma regido retangular no plano xy definida por a<x<b, c <y <d, que contém o ponto (X,,Y,) em
seu interior. Se f (x,y) e of /oy séo continuas em R, entdo, existe um intervalo | centrado em x, € uma unica
funcdo y(x) definida em I que satisfaz o problema de valor inicial y'= f(Xx,y), y(X,) = ¥,-
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matematicas, como o conceito de reta tangente, questionando-se, em um mesmo ponto, se €

possivel ter retas tangentes com inclinagdes diferentes.

Possiveis estratégias de resolucéo:

AB8E:: Utilizar o conceito de reta tangente para mostrar que, em qualquer ponto (x,, Y,)
da reta tangente ao gréfico, a solugdo da equacdo y'=5y tem coeficiente angular m dado por
5y,. Desta forma, analisando o grafico das fungdes C, e C, podemos observar que, no ponto
de intersecdo das curvas, as retas tangentes a elas, possuem coeficientes angulares diferentes,
portanto, C, n&o € solugdo de y'=>5y.

AB8E2: Com o auxilio do software, esbogar o campo de vetores para a equacao dada.
Analisando este campo, observar que os vetores do campo ndo se interceptam, levando a
concluséo de que C, ndo é solugdo da equacdo dada.

Figura 47: Campo de vetores para y'=5y
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B e P I
e e e o Yy e e

e oy Y e e e e e e
e e e e o g Yy e e e
e s a2 Yy e e e e e e e
e e st s il Pl B
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B Pl I R e
B a4 L e O
e e el R

Fonte: Elaborado pela autora
A8E1: Resolver algebricamente a EDO:

y'=5y

i%.)/;: 5
y

J%y’dx = '|'5dx
| %dy ~ 5[ dx

In|y|=5x+b

y=e
y=ae™ aecR

5x+b
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Obtendo a solugdo geral y=ae™, aelR, averiguar que, para quaisquer duas solugdes
y,=ae™ e y,=ae”, temosque y, =y,, e esomente se, a, = a, e esta igualdade se verifica

paratodo x € R e ndo somente em um ponto conforme ilustra o gréfico da Atividade 8. Assim,

ou y, e y ndo se interceptam ou sdo a mesma curva. Desta forma, a curva C, néo pode ser

solucéo da equacéo dada.

Uma dificuldade que poderia surgir era que, utilizando-se das conclusdes das atividades
anteriores, 0s alunos observassem que as equacgfes do tipo y'=ay, aeR, possuem como
solugdes fungdes do tipo exponencial e, analisando o grafico, verificassem que ambas as curvas
possuem o comportamento proximo de uma funcéo exponencial, concluindo que C, também é
uma solucéo para y'=5y.

Caso os alunos ndo conseguissem resolver esta atividade, a pesquisadora poderia sugerir
que os alunos, utilizando o software Maple, tragassem algumas curvas solucdes sobre o campo

de vetores e observassem o comportamento destas curvas comparando com o grafico da
Atividade 8.

3.4.9 Analise a priori da Atividade 9
Esta atividade simulava uma situacdo envolvendo um problema de dindmica
populacional, com o intuito de retomar o conceito de derivada como taxa de variacao.
Atividade 9 %2
Considere uma populacdo de ratos que habita certa area rural. Na auséncia de

predadores, a populagdo cresce a uma taxa proporcional a populacéo atual. Suponhamos que
o tempo seja medido em meses e que a taxa de crescimento tem o valor de 0,5 por més.

a) Escreva uma equacdo diferencial cuja solucédo é a populacgéo de ratos por més.

b) Suponha que exista predadores que moram na mesma vizinhanga e que eles
matam 15 ratos por dia. Qual seria a equacdo diferencial que representa esta nova situagéo?
O que acontece com esta populagdo de ratos com o passar do tempo?

c) Transforme a equacdo diferencial obtida em a), em um problema de valor

inicial. Estude a soluc&o do problema para o valor inicial que vocé determinou.

Apesar de ndo ser uma atividade de Modelagem Matematica, pois a situacao é ficticia e

o problema foi apresentado de forma fechada, a atividade tinha por objetivo introduzir a ideia

42Adaptada de Boyce; Diprima (2013, p. 4).
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de formular um modelo matemético por meio de uma expressao matematica, de um problema
extramatematico e retomar o conceito de derivada como taxa de variagdo, para que este fosse
aplicado nos problemas da fase 2.

O problema foi proposto em um dominio ndo matematico, desta forma, para uma anélise
matematica, era preciso levar o problema para um dominio matematico (dominio da
Algebra/Analise). Para isso, 0 aluno precisava escrever a situacio em linguagem matematica,
fazendo uma conversdo do RLNE (registro de partida) para o RSA (registro de chegada).

A frase “a populacdo cresce a uma taxa proporcional a populacao atual” pode ser
traduzida para a linguagem matematica utilizando a seguinte expressao no registro simbolico-

algébrico:Z—T =P, com P sendo a populagdo de ratos, t o tempo e ¢ uma constante de

proporcionalidade.

Quadro 28: Unidades significativas para os registros envolvidos na Atividade 9

RLNE RSA
Enunciado EDO
Unidades linguisticas Unidades significativas
A populacéo cresce a uma taxa dP
dt
Proporcional a a
Populacdo atual P

Fonte: Elaborado pela autora

A conversdo do RLNE para 0 RSA € congruente, pois satisfaz as trés condi¢des de Duval
(2003), ou seja, existe correspondéncia semantica das unidades de significado, unicidade
semantica terminal e conservacao da ordem das unidades, conforme ilustra 0 Quadro 28. Nesse
sentido, acreditdvamos que os alunos ndo teriam dificuldades em realizar esta conversdo.

Variaveis didaticas: A escolha pelo RLNE propiciando a mudanca para o RSA. O uso
do RLNE faz com que o aluno precise pensar na EDO como taxa de variacdo e recorde o
conceito de proporcionalidade.

No item c¢) optamos que o préprio aluno elaborasse seu PVI, com o intuito de que eles
percebessem que poderiam escolher o valor inicial para a populacdo, desde que respeitassem as
condigdes da situacdo, por exemplo, ndo pode ter uma populacéo inicial negativa.

Provaveis estratégias de resolucéo:

Para o item a) esperavamos que o0s alunos realizassem a conversdo do Quadro 28,

chegando a expressdo matematica %_T:o,sp, sendo que 0,5 representa a constante de
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proporcionalidade «. Este valor foi fornecido no enunciado da atividade, sendo assim, o aluno
precisava identifica-lo e substitui-lo na equacéo.

Para o item b) o aluno precisava adequar a EDO obtida no item anterior para a nova
situacdo, na qual quinze ratos eram mortos por dia. Neste caso, 0 aluno precisava perceber que,
embora a populacdo ainda crescesse a uma taxa proporcional a ela mesma, este crescimento era
afetado por uma perda fixa e diéria de ratos. Dessa maneira, a taxa de crescimento mensal da

populacdo seria dada pela expressdo obtida no item a), ?j_lj =0,5P, menos a quantidade de ratos

mortos ao més, ou seja, a quantidade de ratos mortos por dia multiplicado por trinta dias. Assim,
a nova EDO seria expressa por:

9P _o,5p—450
dt

Para analisar o que acontece com a popula¢do com o passar do tempo, esperdvamos que
os alunos utilizassem as estratégias de analise das atividades anteriores:

A9E1b: Analisar o sinal da derivada e fazer inferéncias em relacdo ao comportamento
da populacéo, obtendo as seguintes conclusoes:

Com o passar do tempo:

1) Se P>900= (Z—T >0, a populacdo de ratos cresce sem limite.

i) SeP=900= ?j_f =0, a populacdo de ratos se mantém constante.

iii) Se P <900 = (:1—? <0, a populacgdo de ratos sera exterminada.

A9E2n: Analisar o campo de vetores para ‘Z_': =0,5P — 450, obtendo respostas analogas

a da estratégia anterior.

Figura 48: Campo de vetores para a EDO da Atividade 9
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Para o item c) esperdvamos que os alunos formulassem seu proprio PV1 e analisassem
a situacdo a partir dos dados escolhidos por eles. Esta analise poderia ser realizada utilizando
as mesmas estratégias previstas para o item b).

Uma dificuldade que poderia surgir era que os alunos ndo recordassem que a derivada
pode ser interpretada como taxa de variagdo de uma quantidade em relacéo a outra quantidade.
Neste caso, a pesquisadora poderia retomar essa no¢gdo com os alunos.

3.5  Analise a priori das atividades da fase 2

Nesta secdo apresentamos as analises a priori dos problemas no contexto da Modelagem
Matemaética. Ressaltamos que, diferentemente das atividades anteriores, as analises a priori
para esses problemas se tratam de possibilidades, pelo fato de que ndo sabemos a priori como
a atividade serd realizada, por exemplo, ndo podemos garantir o uso da EDO. Além disso, as
questBes levantadas durante o desenvolvimento da atividade conduzem a diferentes estratégias
de resolucdo. Contudo, apresentamos seus objetivos e alguns delineamentos possiveis para a
resolucdo, tomando como base o interesse dos alunos e as suas participaces durante o curso.

Nesta fase, o papel da pesquisadora como orientadora dos alunos no desenvolvimento
dos problemas, foi o de conduzir os estudantes ao processo investigativo, caracteristico da
Modelagem Matematica, auxiliando-os a pensar matematicamente sobre as questdes envolvidas
no problema sem, no entanto, impor uma resolugdo, ou um encaminhamento.

O tema dos dois primeiros problemas de Modelagem Matematica, descritos nesta secdo,
surgiram no decorrer do curso durante conversas entre a pesquisadora e os alunos. O tema do
terceiro problema foi definido por cada grupo sem interferéncia da pesquisadora. Como as
escolhas dos temas dos problemas ocorreram em aulas anteriores ao seu desenvolvimento, foi

possivel que realizassemos suas analises a priori.

3.5.1 Analise a priori do primeiro problema de Modelagem Matematica

A primeira atividade deste tipo que desenvolvemos com os alunos foi uma situacéo
envolvendo o tema decaimento radioativo.

Tema proposto: Acidente radioativo com o Césio-137 na cidade de Goiania, em 1987.

Este tema surgiu no decorrer de uma conversa entre a pesquisadora e os alunos no dia
03/09/15. A pesquisadora questionou os alunos se eles conheciam alguma aplicagédo de EDO, a
intencdo da pesquisadora, neste dia, era que os alunos falassem sobre dinamica populacional

para que ela pudesse introduzir a Atividade 9, simulando um contexto ficticio de crescimento
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da populacdo de ratos, contudo, aproveitando o que eles falaram sobre decaimento radioativo,
ela prop0s estudar uma situacdo que envolvesse este assunto.

Pesquisadora: [...] E vocés poderiam dar um exemplo de EDO?

Alunos: Temperatura.

[...]

Gustavo: A velocidade.

Pesquisadora: Velocidade variando em relacdo ao tempo. O que mais?

Miguel: Corrente.

Pesquisadora: Variacdo da corrente elétrica.

[...]

Théo: A vida util da radioatividade.

Pesquisadora: O qué?

Théo: Taxa de radioatividade

Pesquisadora: A taxa de radioatividade

Fernando: A meia vida.

Pesquisadora: Meia vida interfere na radioatividade de um elemento. O que é a meia vida?
[...]

Pesquisadora: VVocés ja resolveram alguma atividade sobre este assunto?

Théo: Nao, a professora sé falou que déa para usar.

Pesquisadora: Entdo, vamos estudar alguma situacdo que envolva radioatividade na préxima
aula?

Alunos: Sim.

Pesquisadora: Tentem procurar alguma situagéo real que envolva decaimento radioativo para
a gente conversar na proxima aula.

Caracteristicas da atividade: Conforme ilustra o didlogo acima, a motivacao para este
problema surgiu das discussdes a respeito das aplicacbes de EDO que eles conheciam. Os
alunos citaram exemplos como decaimento radioativo, variacdo da corrente elétrica em um
circuito elétrico, entre outros, pois eles estavam inseridos em um curso regular de ED no qual
adota-se os livros analisados, cujos modelos matematicos de EDO apresentados Sao esses.

Desta forma, optamos por desenvolver um desses modelos classicos envolvendo EDO,
pois foram os que despertaram interesse nos alunos, visto que eles ouviram falar dessas
aplicacdes na aula de ED, porém, ndo haviam resolvido nenhum problema dessa natureza.

Assim, foi apresentado a eles uma situacao envolvendo o tema decaimento radioativo,
por meio de uma reportagem extraida do site da Globo*® que abordava o acidente radioativo
que aconteceu na cidade de Goiania, em 1987, com a intencdo de promover uma discussao

sobre o problema.

3 http://gl.globo.com/goias/noticia/2013/09/maior-acidente-radiologico-do-mundo-cesio-137-
completa-26-anos.html
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Apos a leitura e a discusséo da reportagem, os alunos seriam convidados a analisar o
problema matematicamente. Neste momento, eles poderiam formular questdes sobre o que
queriam estudar, buscando os dados necessarios para responder as suas perguntas.

O objetivo desta atividade era proporcionar aos alunos uma aplicacdo das EDOs e
trabalhar a nocdo da derivada como taxa de variagéo, pois este significado da EDO foi pouco
explorado na fase 1. Além disso, este seria 0 primeiro contato dos alunos com um problema de
Modelagem Matematica no contexto da Educacdo Matematica.

Para tanto, eles deveriam aprender a coletar as informacdes necessarias para a resolucéo
do problema, selecionar as variaveis envolvidas, levantar hipéteses, resolver e validar o modelo
obtido, conforme as etapas da MM indicadas por Bassanezi (2011).

Pretendiamos, com isso, verificar como os alunos iriam analisar o problema, se
utilizariam uma EDO ou outro tipo de conceito matematico para modelar a situacdo, mesmo
sabendo que o decaimento radioativo era uma aplicacdo da EDO. Caso eles resolvessem o
problema de outra forma, a pesquisadora, durante as discussées em grupo, convidaria os alunos
a analisar o problema por meio de uma EDO.

Assim, esperavamos que os alunos percebessem que a variacdo da quantidade de Césio-
137 é proporcional a prépria quantidade Césio-137 em cada instante de tempo. Alem disso,
pretendiamos verificar quais registros de representacdo e de dominios matematicos seriam
utilizados pelos alunos. Se eles aplicariam os conhecimentos trabalhados na fase 1 da sequéncia,
como o campo de vetores, por exemplo, ou iriam utilizar a resolucéo algébrica que aprenderam
nas aulas regulares de EDs.

Provaveis estratégias e dificuldades: Como os alunos nao possuiam familiaridade com
a Modelagem Matematica, esperavamos alguma dificuldade no sentido de ter que definir o que
seria estudado ou na busca dos dados para complementar as informacdes sobre a situacéo.
Portanto, nesta primeira atividade, a pesquisadora trabalharia em conjunto com os alunos,
porém, sempre deixando um tempo para que eles refletissem sobre a situacdo e dando-lhes a
oportunidade de resolver o problema sem a sua intervencao.

Quanto as estratégias realizadas, essas iriam depender da pergunta formulada, mas
elencamos algumas possibilidades:

M1E:: analisar os dados utilizando uma EDO. O uso desta estratégia nos permitiria
analisar quais registros e dominios os alunos iriam utilizar para resolver a EDO.

M1E2: obter uma funcgéo (linear, exponencial) que modele a situacéo.

M1Es: caso optem por fazer alguma previséo, eles poderiam aplicar uma regra de trés

para aproximarem o valor procurado.
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MZ1E4: obter uma constante de proporcionalidade e utiliza-la para fazer previsoes.

Se, ao utilizarem a primeira estratégia, os alunos recorressem ao campo de vetores, a
pesquisadora iria formular uma nova pergunta de modo que os alunos precisassem resolver a
EDO e, depois, pedir que eles comparassem os resultados obtidos. O mesmo seria feito se eles
resolvessem algebricamente e ndo fizessem o campo de vetores.

3.5.2 Analise a priori do segundo problema de Modelagem Matemética

Para o segundo problema no contexto Modelagem Matematica realizamos, com 0s
alunos, um experimento sobre a variacdo da temperatura de um liquido.

Tema proposto: Variagdo da temperatura de um refrigerante gelado deixado a
temperatura ambiente.

A ideia desse experimento surgiu durante uma aula, enquanto os alunos tomavam
refrigerante e falaram que ele estava esquentando.

Vivian: Meu refrigerante esquentou.

Théo: Melhor tomar logo sendo fica ruim.

Pesquisadora: Porque o refrigerante esquenta?

Alunos: ((murmdrios))

Pesquisadora: Pessoal 0 que acontece com o refrigerante quando a gente deixa ele fora da
geladeira?

Vivian: Esquenta.

Ana: Perde o gas.

Pesquisadora: Se ele estiver gelado ele esquenta. E se fosse algo bem quente?

Miguel: Ele esfria.

Vivian: Vai para temperatura ambiente.

Théo: Ele esfria.

Pesquisadora: Ele esfria. E esfria até qual temperatura?

Vivian: Temperatura ambiente.

Pesquisadora: Se deixamos o refrigerante aqui na mesa, ele esquenta, mas até um limite, qual
é este limite?

Alunos: A temperatura ambiente.

Pesquisadora: Podemos estudar esta situacdo matematicamente?

Théo: Sim, da para fazer uma EDO.

Pesquisadora: Por qué?

Théo: Porque esté variando.

Pesquisadora: E o que que eu teria variando, quais seriam as variaveis?

Gustavo: Temperatura e tempo.

Pesquisadora: Temperatura e tempo. Entdo, a minha temperatura varia conforme o tempo.
Podemos estudar esta situagdo, e 0 que precisamos para fazer isso?

Gustavo: Medicéao, ndo é?

Vivian: Medir a temperatura.

Pesquisadora: Medir a temperatura conforme o tempo for passando. O que vocés acham de
fazermos este experimento na proxima aula?

Miguel: Préxima aula? VVamos.

Vivian: Vocé vai medir a temperatura?

Pesquisadora: N6os vamos, a gente tem que trazer um liquido. VVocés preferem fazer com um
liquido gelado ou quente?

Miguel: Gelado porgque podemos beber.

Alunos: ((risos))
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Pesquisadora: O que nds usarmos para 0 experimento, ndo podemos beber.

Vivian: E que tem que ter a mesma quantidade de refrigerante em todo o processo, ent&o, por
isso ndo da para beber.

Pesquisadora: O que mais precisamos?

O dialogo continuou de forma a definir o que era necessario para o experimento, como
um liquido gelado, um term6metro, uma sala com temperatura controlada. Assim, ao final ficou
decidido que fariamos o experimento na aula seguinte e que utilizariamos uma lata de
refrigerante gelada.

Caracteristicas do problema: A pesquisadora propds aos alunos a realizagdo de um
experimento sobre a variacdo da temperatura de uma lata de refrigerante deixada a temperatura
ambiente.

Os objetivos desse problema eram anédlogos ao do problema anterior, aplicagdo de EDO
e derivada como taxa de variacdo. Uma das diferencas estava na forma que os dados foram
coletados, a qual envolveu a participacdo direta dos alunos, que atuaram em todas as etapas do
desenvolvimento do problema.

O experimento foi realizado durante uma aula do curso, na qual os alunos anotaram a
temperatura do refrigerante durante duas horas e trinta minutos, com intervalos de tempo de
dez minutos.

Para estudar a situacdo, esperdvamos que 0s alunos tentassem obter um modelo
matematico que utilizasse uma EDO para representar o fenémeno, desta forma, poderiamos
verificar quais registros e dominios de representacdo seriam requisitados por eles para resolver
a equacdo obtida. Elencamos algumas possibilidades de resolugdes:

M2E:: Utilizar uma EDO para obter um modelo para a situagdo, podendo chegar em
uma destas equagoes:

a) %—I =a(T —T,),sendo T a temperatura do refrigerante, T, a temperatura ambiente,

t o tempo e « a constante de proporcionalidade.

b) %—I:aT,sendo T a temperatura do refrigerante, t o tempo e « a constante de

proporcionalidade. Caso utilizassem essa equacao, esperdvamos que 0s alunos, ao
validarem o modelo, percebessem que a EDO obtida ndo representava o fenémeno
analisado e reformulassem o modelo para obterem a equacdo do item a).

M2E:: Utilizar uma outra ferramenta matematica para resolver o problema, como, por

exemplo, uma funcéo.
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Como os alunos ja resolveram o primeiro problema, ndo esperdvamos que eles
utilizassem uma outra ferramenta matemaética para resolver a situacdo. Contudo, para obter o
modelo do item a) da estratégia M2E1, os alunos precisavam conhecer as propriedades fisicas
do fenbmeno estudado, caso esses conhecimentos nédo estivessem disponiveis para os alunos
e/ou eles ndo conseguissem as informacgdes necessarias, a pesquisadora poderia fornecer tais

informagdes.

3.5.3 Analise a priori do projeto final

O terceiro problema no contexto da Modelagem Matemaética foi intitulado de projeto
final. Neste projeto, cada grupo deveria escolher um tema de interesse e fazer um estudo
matematico. A Unica restri¢do colocada pela pesquisadora era que 0s grupos deveriam escolher
um tema que pudesse ser modelado por uma EDO e utilizassem este modelo para analisar a
situacdo, ou seja, os alunos ndo poderiam usar outra ferramenta matematica para analisar o
problema formulado por eles.

Durante o desenvolvimento do trabalho, os estudantes poderiam tirar dividas em
relacdo ao tema escolhido, porém, a pesquisadora ndo interferiria na escolha desse tema e nem
em sua forma de resolucdo, auxiliando somente em alguma questdo que julgasse necessaria,
como, por exemplo, a aplicacdo de algum método ou conteudo que nao foi estudado no curso.

No dltimo dia de curso, cada grupo apresentaria seu projeto aos demais, explicando
todas as partes desde a escolha do tema, como chegaram ao modelo, a validacdo e os resultados
obtidos.

Dos 4 grupos* que participaram do curso, 3 apresentaram seus projetos finais. O
primeiro grupo, que denominamos G1, apresentou um trabalho sobre a variacdo da corrente
elétrica em um circuito elétrico simples. O segundo grupo (G2), escolheu o tema queda livre de
um corpo e 0 quarto grupo (G4) apresentou um estudo sobre o desmatamento na floresta
Amazonica. O grupo 3 (G3) optou por ndo apresentar seu projeto final.

Para a andlise dos projetos, definimos, a priori, alguns pontos que consideramos
importantes:

1) A escolha de uma situacdo pertinente para a utilizacdo de uma EDO.

2) A obtencgdo de um modelo utilizando uma EDO.

3) A mobilizacdo de diferentes dominios e registros de representacdo na analise da

situacao.

4 Apresentamos melhor os grupos do curso e seus projetos finais no proximo Capitulo.
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Consideramos os trés pontos anteriores importantes para nos auxiliar sobre a viabilidade
da sequéncia, pois os dois primeiros mostram se os alunos séo capazes de reconhecer e de
trabalhar com uma situacdo que pode ser modelada por uma EDO. Com o item 3) poderemos
observar se os alunos realizam, de forma espontanea, alguma mudanca de dominio ou de
registro de representacéo.

O proximo capitulo apresenta uma descricdo do desenvolvimento da sequéncia de

situacOes e suas analises a posteriori.
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4 Aplicacdo da sequéncia de situacoes e analise a posteriori

4.1 Aplicacéo da sequéncia de situagdes

Assim, como previsto, o curso oferecido para a realizacdo da pesquisa iniciou-se no dia
vinte de agosto de 2015, com a participagédo de vinte alunos. Os alunos foram recepcionados
pela pesquisadora, a qual explicou que eles estavam participando de uma pesquisa de
doutorado, aprovada pelo Comité de Etica da Universidade Estatual de Maringa (UEM)*® e, por
isso, era preciso ler e preencher alguns documentos. A pesquisadora iniciou a leitura do Termo
de Consentimento Livre e Esclarecido junto com os alunos, esclarecendo como seria o curso, a
participacdo deles, a necessidade da gravacdo em &udio e video etc.

Em seguida, eles responderam, individualmente, ao perfil do estudante (Apéndice A) e
ao questionario inicial. O perfil do estudante tinha por objetivo fornecer informacdes sobre
nosso publico alvo, como data de entrada da universidade, periodo em que estava matriculado,
curso, disciplinas que tiveram dificuldades, expectativas com relagéo ao curso, entre outras.

O questionario inicial serviu como base para o inicio do curso. Assim, as respostas dos
alunos foram retomadas no segundo dia, esclarecendo as ddvidas e os equivocos. Os demais
encontros (2° a 6°) foram realizados seguindo a mesma dindmica: os alunos discutiam as
atividades em grupos, respondiam em folhas individuais, as folhas eram recolhidas e analisadas
pela pesquisadora, que selecionava os diferentes tipos de respostas para serem discutidas no
préximo encontro.

A partir do sexto encontro desenvolvemos trés problemas de Modelagem Matematica,
um sobre decaimento radioativo, outro sobre varia¢do da temperatura de um corpo e o projeto
final dos alunos. As discussdes dos problemas eram realizadas assim que os alunos terminavam
suas analises, com a exposicdo dos resultados de cada grupo.

Os participantes trabalharam em grupos, variando de trés a cinco alunos, que foram
constituidos de forma aleatoria, pelos préprios alunos conforme iam chegando nos primeiros
dias de curso. A ideia inicial era manter os grupos durante todos os dias dos cursos, porém, nos
primeiros dias, alguns alunos desistiram e, por isso, alguns grupos sofreram modificacdes no

decorrer das aulas.

“5pesquisa aprovada pela Comité Permanente de Etica em Pesquisa Envolvendo Seres Humanos da Universidade
Estadual de Maringa (UEM), pelo parecer nimero 1.164.719; e com Certificado de Apresentagdo para Apreciagdo
Etica (CAAE) numero 43667815.6.0000.0104.
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Ao todo obtivemos quatro grupos: grupo 1 (G1), grupo 2 (G2), grupo 3 (G3) e grupo 4
(G4). Os grupos G1 e G2 eram bastantes participativos, com poucas faltas, sempre
demonstrando interesse, chegavam no horéario e levavam os materiais necessarios.

O G3 foi 0 grupo que apresentou maior indice de faltas, sendo que, em alguns dias,
nenhum participante do grupo compareceu ao curso. Os participantes normalmente chegavam
atrasados e ndo participavam das discussoes das atividades. Em nenhum dia de curso os alunos
levaram o notebook, quando era possivel utilizavam o da pesquisadora ou resolviam a atividade
sem o auxilio de um software. Devido a isso, 0 aluno Bruno do G3 decidiu trocar de grupo e
passou para 0 G4. Os alunos do G4 faltaram em algumas aulas e, as vezes chegavam atrasados,
contudo, eram participativos e interessados.

O Quadro 29 mostra as atividades ministradas e o0s alunos participantes, nos respectivos

dias de cursos.

Quadro 29: Organizacdo do curso

Dia do curso Carga Atividade desenvolvida Alunos participantes
(Ano 2015) horaria
(em horas)
Apresentagdo do curso. Ana, Bia, Bianca, Bruno, Carlos, Cris,
20/08 2 Leitura e assinatura do Daiane, Fabio, Fernando, Gustavo, Léo,
1° encontro termo de consentimento. Luciano, Marcos, Michel, Miguel,
Aplicacéo do questionario | Paula, Pedro, Renata, Sofia, Théo,
inicial e perfil do estudante.
Discussdes das respostas do | G1: Gustavo, Laura, Pedro, Vivian.
25/08 25 guestionario inicial. G2: Ana, Bia, Marcos, Miguel. G3:
2° encontro Aplicacdo das atividades 1, | Bruno, Fabio, Michel, Renata. G4:
2 e 3. Discussao da Bianca, Fernando, Léo, Paula.
Atividade 1.
27/08 DiscussOes das atividades 2 | G1: Gustavo, Pedro, Sofia, Théo,
3° encontro 2,5 e 3. Aplicacéo das Vivian. G2: Ana, Bia, Marcos, Miguel.
atividades 4 e 5. G4: Daiane, Fernando, Léo, Luciano.
01/09 Discussfes das atividades 4 | G1: Gustavo, Sofia, Théo, Vivian. G2:
4° encontro 2,5 e 5. Aplicacéo das Ana, Bia, Marcos, Miguel. G3: Bruno,
atividades 6, 7 € 8. Michel, Renata. G4: Daiane, Luciano.
DiscussOes das atividades | G1: Gustavo, Pedro, Sofia, Théo,
03/09 25 6, 7 e 8.Aplicacéo da Vivian. G2: Ana, Bia, Marcos, Miguel.
5° encontro atividade 9. Realizacdo do | G4: Bruno, Daiane, Fernando, Léo.
experimento sobre a
variagdo de temperatura.
Discussdo da atividade 9. | G1: Gustavo, Pedro, Théo, Vivian. G2:
08/09 2,5 Acidente radioativo em Marcos, Miguel. G3: Luciano, Michel,
6° encontro Goiania. Renata. G4: Bruno, Daiane, Fernando,
Léo.
Acidente radioativo em G1: Pedro, Théo, Vivian. G2: Ana, Bia,
10/09 2,5 Goiania. Temperaturado | Marcos. G3: Luciano, Renata. G4:
7° encontro refrigerante. Daiane, Fernando, Léo.
Temperatura do G1: Gustavo, Pedro, Sofia, Théo. G2:
15/09 2,5 refrigerante. Ana, Bia, Marcos, Miguel. G3:
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8° encontro Luciano, Renata.G4: Bruno, Fernando,
Léo.

Temperatura do G1: Pedro, Sofia, Théo, Vivian. G2:

18/09 2,5 refrigerante. Tempo livre | Bia, Marcos, Miguel. G3: Luciano,

9° encontro para discutir o tema do Michel, Renata. G4: Bruno, Daiane,

projeto final. Fernando, Léo.

Desenvolvimento dos G1: Gustavo, Pedro, Sofia, Théo,

22/09 2,5 projetos dos grupos. Vivian. G2: Ana, Bia, Marcos, Miguel.

10° encontro G3: Michel, Luciano, Renata. G4:
Bruno, Daiany, Fernando, Leonardo.

2,5 Apresentacdo dos projetos e | G1: Gustavo, Pedro, Sofia, Théo,

24/09 fechamento do curso. Vivian. G2: Ana, Bia, Marcos, Miguel.

11° encontro G3: Michel, Luciano, Renata. G4:
Daiane, Fernando, Bruno, Leonardo.

Fonte: Dados do curso de extenséo

Cabe ressaltar que, durante a realizagdo do curso de extensdo, os alunos estavam
cursando a disciplina regular de Equacbes Diferenciais, de seus cursos de graduacéo,
simultaneamente. No entanto, considerando nossa proposta do curso e a ementa da disciplina,
entendemos que isso ndo prejudicaria 0s objetivos da nossa pesquisa.

No plano de ensino da disciplina regular constava que as aulas seriam realizadas com a
exposi¢do do conteddo tedrico utilizando como recursos o quadro negro e o projetor multimidia
e com a resolucdo de exemplos tedricos para a fixacdo dos conhecimentos e técnicas
apresentados. A disciplina possui carga horaria de sessenta e oito horas/aulas, distribuidas em
quatro horas/aulas por semana.

O Quadro 30 mostra os contetidos que os alunos estudaram na disciplina regular no
decorrer do curso de extensao. Ressaltamos que o cronograma apresentado nos planos de ensino
estava sujeito a alteracdes de acordo com andamento das atividades em cada turma.

Quadro 30: Conteudo apresentado na disciplina regular

Curso de extenséo Conteudo apresentado na disciplina regular

Apresentacdo do plano de ensino e de alguns modelos matematicos.

1° encontro — -
Definigdo: classificacdo, ordem e grau;

EquacOes de variaveis separaveis;

2° e 3° encontros —
Aplicacgoes.

Equagdes homogéneas;

4° e 5° encontros — —
Equacdes diferenciais exatas;

Fator integrante;

6° e 7° encontros — —
Equacdes diferenciais lineares;

Equacéo de Bernoulli;

8° e 9° encontros - ——
Equacdo de Ricatti;

10° e 11° encontros | Equacéo de Clairaut.
Fonte: Plano de ensino da disciplina regular de Equagdes Diferenciais
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Nas proximas se¢des, apresentamos o desenvolvimento e as anlises a posteriori da

sequéncia de situagoes.

4.2 Analise a posteriori do questionario inicial

Os alunos responderam ao questionario inicial no dia vinte de agosto de 2015 e as aulas
(disciplina regular) do segundo semestre da UTFPR iniciaram no dia dezessete de agosto de
2015. Assim, todos os alunos tinham assistido pelo menos uma aula da disciplina regular de
ED, na qual, conforme indicado no plano de ensino, a professora comentou sobre as aplicagdes
das EDs.

O Quadro 31 ilustra as categorias de respostas fornecidas pelos alunos a questdo 1).

Quadro 31: Respostas para a questdo 1) — Questionario inicial

1) Vocé saberia dizer o que é uma equacao diferencial?

Categorias de Comentarios Quantidade
respostas de alunos
N&o sei. “QOue é uma drea da matematica mais complexa que 7

calculo 2. Contudo, ndo sei dizer muito”.

Relacdo com derivadas. | “Uma equagdo que envolve derivadas”. 10
“Igualdades que possuem derivadas, compostas de uma
ou mais varaveis dependente em relacdo a uma ou mais
variaveis independentes”.

Relacdo com funcoes. “Seria uma fun¢do com incognitas”.

Taxa de variagéo. “Equagoes com variagoes”.

Relagéo entre as | “Uma ou mais varidvel em relacdo a uma unica varidvel

variaveis dependente e | independente”.

independente.

Relacdo com vetores. “Acredito que tem relagdo com vetores” 1
Total 20%

Fonte: Respostas dos alunos
Podemos observar que a nocao de ED ainda ndo estava clara para os alunos, apesar de
alguns relacionarem com a derivada, a maioria ndo soube explicar o que € ou apresentou certa
confuséo entre a definicdo de ED e de EDO. Inferimos que a resposta que relaciona a ED com
vetores pode ter sido influenciada pela questdo 5) que introduzia uma ideia sobre o campo de
vetores, 0 que pode ter levado o aluno a tal conclusao.

O préximo quadro mostra algumas das repostas que obtivemos para a questao 2).

4 Dos 25 alunos que responderam ao questionario inicial, 5 responderam em outro momento, inclusive depois das
discussdes sobre o questionario e por isso suas respostas nao foram incluidas na analise do questionario.
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Quadro 32: Respostas para a questdo 2) — Questionario inicial

2) Na sua opinido, para que serve uma equacdo diferencial?

Categorias de Comentarios Quantidade
respostas de alunos
N&o sei ou em branco. 11
Taxa de variacdo. “Para padronizar comportamentos de taxas de variagdo, 3

como, por exemplo: a taxa de crescimento populacional
de alguma espécie”.

Para resolver problemas. | “Para resolver problemas matemdticos” 4
“Para aumentar a visdo logica do aluno, fazendo com
que ele veja alternativas para resolver o problema”.

“... para auxiliar em questoes da Fisica e Quimica”

Diversas “...ter a ver com triangulagdo de vetores”. 2
“Representar um grafico”.

Total 20
Fonte: Respostas dos alunos

Conforme apresentado no Quadro 32, onze participantes ndo souberam responder para

que serve uma ED, como somente trés alunos ja haviam cursado a disciplina de ED, ja
esperavamos que a maioria nao responderia a esta questdo. O Quadro 33 ilustra as respostas

para a questao 3).
Quadro 33: Respostas para a questdo 3) — Questionario inicial
3) Vocé poderia citar alguns exemplos de equacdes diferenciais?

Categorias de respostas Comentarios Quantidade
de alunos
N&o sei ou em branco. 9
Expressdo algébrica da ED. dx 4
«2—+3y=¢"~ “azﬁ ”
dy dt
Relacdo com os métodos de | “Homogénea, ndo homogénea, método de 1
resolucéo. Bernoulli”.
Dindmica populacional. “Crescimento populacional”. 2

“A  populagio de wuma bactéria, na

termodindmica etc.”.

Relagdo com derivadas e | “Derivadas e integrais”. 3

integrais. “Integral com varias operagoes”.

Defini¢éo de EDO “EDO é composta de uma ou mais variaveis 1
dependentes em rela¢do a uma independente”

Total 20

Fonte: Respostas dos alunos
Assim como nas repostas da questdo 1), podemos perceber que esses estudantes ainda
ndo tinham esse conceito bem definido, pois nove alunos ndo responderam a questao e, nas

respostas dos demais, verificamos uma certa confusao entre a ED e suas aplica¢fes (dinamica
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populacional), entre os tipos de ED (homogénea, EDO) e com o0s conceitos de derivada e
integral, que apesar de estarem diretamente relacionados com as EDs, ndo podemos considerar
como um exemplo de EDO.

Ap0s a aplicacdo do questionario, percebemos que esta questdo pode néo ter ficado clara
para os alunos, pois, quando solicitamos um exemplo de ED, isso pode levar o aluno a pensar
em uma aplicagéo, nos tipos de ED etc., 0 que ndo deixa de ser um exemplo. Contudo, a forma
vaga de resposta, como, por exemplo, equacdo homogénea sem uma explicacdo sobre esta
equacao, pode decorrer de uma simples memorizagéo.

O Quadro 34 ilustra as categorias de respostas a questdo 4) do questionério inicial.

Quadro 34: Respostas para a questdo 4) — Questionario inicial

4) Vocé saberia dizer o que € solugdo de uma equacao diferencial? Como podemos representa-
la?
Categorias de respostas Comentérios Quantidade
de alunos
N&o sei ou em branco. 18
Um nlmero. “A solu¢do seria um numero, um resultado normal”.
Diversa. “Talvez uma representagdo grdfica do resultado”.
Total 20

Fonte: Respostas dos alunos

Embora na questdo 1) os alunos ndo tivessem dado a definicdo formal de ED, varios
conseguiram apresentar, mesmo que de forma desconexa, alguma informacéo sobre a ED, seja
com a derivada, definicdo de EDO ou com taxa de varia¢do. Porém, quando questionados sobre
a solucdo da equacao, nenhum aluno incluiu o termo funcéo, nem mesmo os alunos repetentes.
Ainda que a maioria (dezessete alunos) ndo tinha cursado a disciplina de ED, esta dificuldade
de relacionar a solugdo de uma ED com uma funcdo (ou familia de funcGes) foi verificada
mesmo em alunos que ja foram aprovados na disciplina de ED.

Em uma pesquisa realizada na Franga com estudantes do CAPES*', Gordillo (2006) fez
um questionamento andlogo para cinquenta e seis professores de Matematica, dos quais
dezessete ndo souberam responder e dois responderam de forma equivocada. O autor afirma
que eles podem ter sucesso em resolver algebricamente uma ED, contudo, ndo sdo capazes de
explicar o que ¢é a sua solucéo, e que isso é consequéncia do ensino das EDs que prioriza as

técnicas algébricas de resolugéo.

#Certificat d’ AptitudeauProfessorat de I’EnseignementSecondaire: certificado dado aos professores, na Franga,
para a pratica em faculdades e escolas secundarias.
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O proximo quadro mostra as respostas obtidas para a questdo 5), na qual era dada uma
explicacdo sobre o campo de vetores para uma EDO e depois apresentava a pergunta descrita
no Quadro 35.

Quadro 35: Respostas para a questdo 5) — Questionario inicial

A Figura abaixo ilustra um campo de vetores para uma EDO, analisando este campo de
vetores que informacdes vocé poderia obter?

Ty Y

Categorias de Comentarios Quantidade
respostas de alunos

Nao sei ou em 15
branco.
Relacdo com a | “Que em todo seu dominio, temos uma inclinagdo positiva, ou 3
reta tangente ou | seja, as derivadas sdo sempre positivas”.
Smffll da | “Que a inclinacio da reta tangente ou derivada é a mesma em
derivada. todos os pontos”.

“Que nesse plano (x, y) a equagdo da reta tangente tende ao
infinito positivo (co+ ) ”.

Relagdo  com | “Posso concluir que as solugdes para as equacgdes diferenciais 2
uma equacdo do | sdo curvas de uma equacao de 2° grau.”
2°grau. “Que ao resolver a EDO, teriamos como resposta fung¢oes do 2°

grau com apenas uma variavel. Portanto, acredito que a EDO
é para diminuir variaveis de uma equagdo”.

Total 20
Fonte: Respostas dos alunos

Pelas informagdes do Quadro 35, observamos que a maioria dos alunos néo conhecia o
conceito de campo de vetores e que as informacdes que constavam na questdo ndo foram
suficientes para que eles conseguissem responder ao que foi solicitado.

Acreditavamos que a leitura explicativa sobre o campo de vetores pudesse auxiliar 0s
alunos a responderem este item. Contudo, baseados nos estudos de Oliveira e Igliori (2013),
que verificaram que o ensino e a aprendizagem das EDO centram-se na abordagem algébrica e
da analise dos exercicios resolvidos dos livros didaticos da subsecdo 2.4.2, na qual verificamos
que a abordagem qualitativa quase ndo é utilizada, ja esperavamos que a maioria dos alunos

ndo tivesse éxito em suas respostas, mesmo o0s alunos repetentes.
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Como mostrado na subsecdo 2.3.2, a abordagem qualitativa propicia mudancas de
dominios e de registros de representacdo semiotica, por este motivo, a utilizacdo do campo de

vetores se tornou necessaria na nossa pesquisa.

Apresentacdo dos resultados do questionario inicial

No segundo encontro, realizamos uma discussdo com os alunos em relacéo as respostas
fornecidas no questionario inicial. As respostas de cada questdo foram selecionadas pela
pesquisadora e apresentadas aos estudantes com o auxilio do software PowerPoint. Os alunos
leram as respostas e deram suas opiniGes sobre elas. Estas discussbes eram mediadas pela
pesquisadora até que os alunos pudessem formular uma resposta que considerassem correta e
esta fosse validada pela pesquisadora. O didlogo abaixo ilustra como se desenvolveu parte desta
discussdo.

Pesquisadora: O que que vocés acham dessas opgoes?

Pedro: Que esta no caminho

Gustavo: Parece que esta tudo certo.

Pesquisadora: Parece que estdo todas certas, todas erradas, todas mais ou menos, o0 que vOcés
acham?

((Siléncio)).

Pesquisadora: Vamos pessoal, ndo precisam ter medo de falar, se estiver errado corrigimos
juntos. ...\VVamos gente, € para vocés falarem suas opinides, o que vocés acham?

Pedro: Igualdade ndo poderia ser. Se tratar como igualdade.

Pesquisadora: Se eu pergunto para vocés o que é uma equacdo diferencial? O que vocés me
responderiam, hoje?

Vivian: E uma quest&o de uma coisa, porque é uma derivada, né? Ai ela é a variagio de uma
determinada coisa em relagdo a variavel dependente, uma coisa assim.

Pesquisadora: Isso, a ideia € mais ou menos por ai. Mas quando eu falo em equacao diferencial,
0 que que vocés acham que deveria aparecer? Imagina uma pessoa que nunca Vviu equagao
diferencial. Como vocés definiriam uma equacdo diferencial? O que que vocés acham que ela
tem que ter?

Alguns alunos: Derivada.

Pesquisadora: Para ser uma equagéo tem que ter o que?

Alunos: Igualdade.

Pesquisadora: Igualdade. Entdo, matematicamente, tem que ter o simbolo de igualdade. Entdo
isso a gente ja sabe. Além de uma igualdade, tem que ter uma coisa especial, porque ndo é uma
equacdo qualquer. Por exemplo, como eu sei que a equacao de segundo grau?

[...]

Théo: Se tem derivada.

Pesquisadora: Se tem derivada. S6 derivada? O que que o nome diz, 0 nome diz?

[...]

Bia: Diferenciais.

Para o item 5), ap0s apresentar as respostas e ler texto explicativo, que constava na
atividade, a pesquisadora construiu um campo de vetores com o auxilio do software GeoGebra,
fazendo o processo inverso, ou seja, conhecendo fungéo f, a pesquisadora tragou a reta tangente

em um ponto qualquer do grafico da curva e depois substituiu esta reta pelo seu vetor diretor
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no ponto a que ela era tangente a curva. O processo foi repetido para diversos pontos e depois
a curva f foi ocultada de modo que os alunos pudessem ver que o conjunto de vetores obtidos
possuia 0 mesmo comportamento da curva f, como a solucdo de uma EDO néo é Unica o
processo foi repetido para outros pontos do plano (Figura 49).

Figura 49: Campo de vetores no software GeoGebra

Eass s

Fonte: Elaborado pela autora
O Quadro 36 apresenta algumas conclusdes que foram obtidas durante estas discussoes.

Quadro 36: Conclusdes das discussdes do questionario inicial

Questdo Conclusdes

1) Equacdes diferencial € uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou
mais varidveis dependentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes.

2) Foi aceito como exemplo de equacdo diferencial a EDO, equacdo de Bernoulli,
2% +3y =€, entre outros.

dy

3) Para resolver e/ou formular problemas matematicos e de diversas areas do conhecimento.
Por exemplo, problemas de dinAmica populacional.

4) A solugdo de um ED é uma familia de fungdes que diferem por uma constante.

5) Como a maioria dos alunos ndo souberam responder a este item, apesar das explicacdes

dados pela pesquisadora, ndo podemos afirmar que os alunos compreenderam o campo de
vetores. Este conceito precisou ser trabalhado vérias vezes durante a sequéncia.

Fonte: Elaborado pela autora

Conforme esperado, podemos observar que a maioria dos alunos ndo tinha o conceito
de EDO estabelecido. Além disso, embora a pesquisadora tenha trabalhado com eles a nocao
de campo de vetores, este contetido ndo ficou bem claro para os estudantes e foi preciso retoma-

lo diversas vezes durante o curso.
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Na préxima secédo, apresentamos o desenvolvimento de cada atividade e sua anélise a

posteriori.

4.3  Analise a posteriori das atividades da fase 1

Nesta secdo, apresentamos a analise a posteriori de cada atividade, destacando as
estratégias de resolucdo utilizadas pelos alunos, as suas respostas e as dificuldades,
comparando-as com o que foi previsto nas analises a priori.

Embora os alunos trabalhassem em grupos, nem todos, individualmente, forneciam a
mesma resposta e/ou utilizavam a mesma estratégia. Por isso, apresentamos, para cada
atividade, um quadro ilustrando as estratégias e as respostas obtidas pelos alunos de cada grupo.
Essas respostas diferentes dos alunos de um mesmo grupo foram diminuindo ao longo do curso.
Inferimos que, no inicio, a falta de entrosamento entre os participantes fez com que alguns
alunos trabalhassem em dupla ou individualmente.

No segundo dia de curso, os alunos resolveram as Atividades 1, 2 e 3. Participaram da
resolucdo dessas atividades dezessete alunos*, que estavam divididos em 4 grupos, G1:
Gustavo, Laura, Pedro, Vivian, Théo, G2: Ana, Bia, Marcos, Miguel, G3: Bruno, Fabio, Michel,

Renata e G4: Bianca, Fernando, Léo, Paula.

4.3.1 Analise a posteriori da Atividade 1
Esta atividade tinha por objetivo auxiliar os estudantes na compreensdo de como se

constroi um campo de vetores e trabalhar o conceito de EDO autdnoma. Dada a equacdo y'=y

pedia-se que os alunos desenhassem os vetores diretores das retas tangentes ao grafico das
solucdes da EDO, para alguns pontos. Os pontos do item a) mantinham fixas as coordenadas
das abscissas e os pontos do item b) fixavam a ordenada e variava a abscissa. O item c¢)
solicitava uma comparacgéo entre os resultados obtidos nos itens a) e b). O Quadro 37 resume
as ideias principais das possiveis estratégias para esta atividade que foram previstas na andlise
a priori do Capitulo 3.

Quadro 37: Possiveis estratégias para a Atividade 1

ALE;: Desenhar o vetor diretor a partir da equacdo da reta tangente.
A1E;: Desenhar o vetor diretor com o auxilio do transferidor.
AlEs: Desenhar o vetor diretor como o resultado da soma de dois vetores.

Fonte: Elaborado pela autora

480 aluno Théo precisou sair antes e néo respondeu as atividades.
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A pesquisadora realizou a leitura da atividade com os alunos e solicitou que eles
tentassem resolvé-la. No inicio, todos os alunos tiveram dificuldades para resolver a atividade.
Ao contrario do esperado na analise a priori, nenhum aluno relacionou o coeficiente angular da
reta tangente com a derivada, embora esta informacao estivesse no enunciado da atividade.
Alguns alunos disseram que tinham estudado sobre o vetor diretor de uma reta nas aulas de
Geometria Analitica, mas ndo conseguiam lembrar o seu significado.

Os alunos se mantiveram em siléncio por alguns minutos e a pesquisadora, percebendo
a dificuldade deles em resolver a atividade, fez uma intervencao no sentido de retomar alguns
conceitos, questionando os alunos sobre o que eles sabiam em relagdo a derivada. A maioria
dos alunos respondeu que a derivada fornecia o coeficiente angular da reta tangente.

A pesquisadora fez o esbo¢o do grafico de uma funcdo no quadro, escolheu um ponto
qualquer sobre este grafico e tragou a reta tangente a este ponto. Depois, retomou o conceito de
vetor diretor e desenhou um representante deste vetor passando pelo ponto escolhido. Os
conceitos de reta tangente, vetor diretor e derivada haviam sido retomados nas discussdes do
questionario inicial, mas as dificuldades dos alunos apontam que somente a discussao da
Questdo 5 do questionario inicial ndo foi suficiente para que os alunos utilizassem esses
conteddos nesta atividade.

Contudo, mesmo apds esta intervencao, a atividade nao fluia, pois alguns alunos néo
conseguiam identificar as coordenadas da abscissa e da ordenada do ponto. Acreditamos que
esta dificuldade pode ser consequéncia da estrutura da atividade na qual a equacdo nédo era
expressa em termos da variavel independente x. Mesmo apds a identificacdo das coordenadas
dos pontos, os alunos apresentaram dificuldades em marcar os pontos no plano cartesiano.

Segundo Rosa (2009), a conversdo do registro numérico por n-uplas, RNU, (par
ordenado) para 0 RG é uma conversdo congruente, pois 0 processo de marcar 0s pontos no
plano cartesiano estd muito proximo de uma codificacdo. Considerando a afirmacdo de Rosa
(2009) e o fato de os participantes serem alunos do Ensino Superior €, consequentemente, ja
terem efetuado esta conversdo em outras situacdes, ndo levamos em consideracdo esta
dificuldade nas analises a priori.

Contudo, Almouloud (2007) alerta que, para localizar pontos no plano, é preciso 0 uso
de propriedades da Geometria Analitica, ou seja, é preciso que o aluno compreenda as
propriedades desse objeto no dominio da GA, podemos afirmar que tais conhecimentos nao
estavam bem compreendidos para alguns alunos. Apesar disso, este fato foi resolvido pelos

préprios alunos dos grupos que ndo apresentavam tais dificuldades.
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Embora demonstrassem uma estranheza em calcular o valor da derivada no ponto
utilizando o valor da variavel dependente y, apos algum tempo, os alunos conseguiram efetuar
tal processo, porém, ndo sabiam como utilizar este dado, pois ndo viam ligacdo entre ele e a
inclinacdo do vetor. Desta forma, mesmo obtendo o coeficiente angular, eles ndo conseguiam
estabelecer relagdes entre ele e a inclinag&o.

Essas dificuldades podem estar relacionadas com o fato de que n&o existe congruéncia
semantica entre a EDO e o vetores no plano cartesiano (analise a priori Capitulo 3), segundo
Duval (2011), a conversdo ndo € algo natural para os alunos e o fendbmeno de ndo congruéncia
é um fator que a torna ainda mais complexa.

Além disso, esta conversdo é acompanhada de mudanga do dominio da AA para o
dominio da GA. E, diante dos resultados, podemos inferir que as ferramentas desse dominio
ndo estavam disponiveis para os alunos, como a no¢des de marcar um ponto no plano, vetor
diretor, reta tangente, coeficiente angular etc.

Os alunos ndo apresentavam progresso e solicitavam a ajuda da pesquisadora a todo
momento. Como ndo conseguiam tracar o vetor no plano, pediram que a pesquisadora
resolvesse a atividade para, pelo menos, um ponto.

Assim, a pesquisadora decidiu apresentar as duas primeiras estratégias previstas na
andlise a priori para o primeiro ponto do item a). Acreditamos que o fato da estratégia AL1E>
ter sido a primeira utilizada pela pesquisadora e dos alunos terem o transferidor fez com que
todos os alunos optassem por esta estratégia.

Esta interferéncia da pesquisadora comprometeu o desenvolvimento da atividade, pois
direcionou a estratégia utilizada pelos estudantes. Além disso, apesar de a pesquisadora
acreditar que a AlE> seria a mais facil para a compreensdo dos alunos, ela trouxe outras
dificuldades que ndo foram previstas nas analises a priori.

Desta forma, ao contrario do que esperavamos, mesmo depois de tracar o primeiro vetor,
os alunos ainda apresentaram dificuldades com o uso do transferidor e uma grande parte do
desenvolvimento da atividade focou-se no uso deste instrumento.

Vivian: Eu ndo sei usar transferidor.

Laura: Eu também néo.

Pedro: Nem eu.

Vivian: Professora, nunca usei um transferidor, como é que mede?

[...]

Pedro: Professora, vocé pode vir aqui rapidinho. Eu quero achar este ponto, que é com 0 63, né
((refere-se ao angulo))? Ai onde eu coloco ((o transferidor))?

A pesquisadora precisou fazer outras intervencfes em relacdo ao uso do transferidor e

sobre como determinar o sentido do vetor, contudo, duas alunas do G1 e um aluno do G3,
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utilizaram o transferidor de forma incorreta, no lugar de colocar o transferidor com o angulo

180° a esquerda do ponto, colocavam ao contrério, assim no lugar de marcar o angulo de 45°,

marcaram o de 135° (Figura 50 a)) e mesmo apds a discussdo em grupo, os alunos ndo mudaram

suas respostas, o que indica que eles ndo compreendiam a no¢do de angulo.

Figura 50: Respostas dos alunos para a Atividade 1

v

Fonte: Respostas dos alunos

v

b)

Para termos uma ideia geral da Atividade 1, fizemos um levantamento das respostas que

obtivemos para os itens a) e b). Consideramos a resposta como satisfatéria quando o aluno

calculou o coeficiente angular e tragcou o vetor respeitando a inclinagéo encontrada (Figura 50

b)), e ndo satisfatoria quando o aluno, apesar de calcular o coeficiente angular, ndo conseguiu

tracar o vetor direto com a respectiva inclinacdo (Figura 50 a)).

Quadro 38: Repostas dos itens a) e b) da Atividade 1.

Tipo de resposta

Quantidade de alunos

Gl | G2 | G3 | G4
Satisfatoria 4 4
N&o satisfatoria
Total de alunos 16

Fonte: Respostas dos alunos

Em relacdo ao item c), durante o calculo do coeficiente angular, podemos observar, no

dialogo a sequir (extrato retirado dos dialogos do G1), que os alunos perceberam que o valor

do coeficiente angular dependia do valor da variavel y, colocando esta observagdo na sua

resposta.

Pedro: O bom do outro é que é s6 1 e -1... O outro é 45 e -45.

Gustavo: Sim.

Vivian: Vai ser o mesmo angulo é 1 também.

Pedro: Qual foi a conclusdo que vocé chegou nesta daqui.
Gustavo: Que guando tem 0 mesmo y, tem a mesma inclinacao.

Pedro: Oy define.
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Depois dessa conversa, os alunos responderam que a derivada dependia da variavel y
(Figura 51).
Figura 51: Resposta da Atividade 1 — item c)

Gpt naa do Vard wel Y -

Fonte: Respostas dos alunos
Todos alunos deram respostas similares a da figura anterior, exceto a aluna Vivian, do
G1, que ndo conseguiu verificar um padrdo para os vetores (Figura 52), inferimos que isso pode
ter ocorrido pelo fato de a aluna apresentar dificuldades com o uso do transferidor. Assim,
mesmo calculando corretamente o angulo nédo tracou o vetor de forma correta no plano.
Figura 52: Resposta da Atividade 1 — Aluna Vivian

oo mes, on Machar, B B U~ podase dlinide.
Fonte: Resposta da aluna Vivian

Na discussdo conjunta desta atividade, cada grupo apresentou seus resultados e a
pesquisadora desenhou os vetores no quadro. Apesar de os alunos acompanharem a resolucéo
da atividade, alguns ndo fizeram modificacGes em suas respostas.

O objetivo dessa atividade era que os alunos compreendessem como se constrdi o campo
de vetor e o conceito de EDO auténoma. Dos resultados apresentados, podemos inferir que tais
objetivos ndo foram totalmente alcancados, visto que o foco da atividade se deteve mais em
como marcar o angulo, do que a relagéo entre a derivada e o vetor (reta tangente).

Contudo, houve a retomada de alguns conceitos importantes para o desenvolvimento
das demais atividades, como a derivada como coeficiente angular da reta tangente, vetor diretor,
coordenadas de um ponto, Teorema 1 e EDO autbnoma. E, embora com dificuldades, os alunos
realizaram a conversdo do RSA para RG e uma mudanca do dominio da AA para o dominio
GA, conforme previsto na analise a priori.

Ao fim da discussédo da atividade, os alunos construiram o campo de vetores no Maple

para a equacgéo dada, sendo este o primeiro contato deles com o software.

Considerac0es sobre a Atividade 1: Apesar das dificuldades apresentadas pelos estudantes no
desenvolvimento da atividade, julgamos que ela foi importante para o objetivo geral da
sequéncia, pois, apesar de reconhecermos as potencialidades da utilizacdo de um software,
acreditamos ser necessario que o aluno compreenda como o campo de vetores € construido e

gue desenhar manualmente alguns vetores pode ajuda-lo nesta compreensao.
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1) Propor uma atividade inicial com uma EDO do tipo y'= f (x), 0 que pode auxiliar

os alunos no célculo do valor da derivada, uma vez que a derivada depende da

variavel x.

i) Preparar textos explicativos sobre os conhecimentos prévios necessarios, vetor

diretor e coeficiente angular da reta tangente, de forma a diminuir a intervencao

da pesquisadora.

iii) Fornecer mais pontos com a mesma inclinacdo, de forma a facilitar a

visualizacdo.

4.3.2 Analise

a posteriori da Atividade 2

Esta atividade solicitava um estudo do comportamento da funcdo f, a partir da anélise

daequagdo f’(x)=3f (x).Esperavamos que os alunos utilizassem uma abordagem qualitativa,

com o objetivo de que eles compreendessem a relagdo entre a funcéo e a sua derivada.

Na anélise a priori, apresentamos cinco estratégias de resolucdo, que estdo resumidas

no Quadro 39.

Quadro 39: Possiveis estratégias para a Atividade 2

A2E;

- Utilizar o sinal da derivada para analisar o comportamento da fungéo f .

A2E;

: Esbogar o grafico de f“(x) em funcdo de f (x).

A2E;

: Resolver a equacgéo diferencial.

A2E,

: Obter por tentativa uma funcéo que satisfaca a equacéo.

A2Es

: Analisar o campo de vetores para f '(x) =3f (x).

Fonte: Elaborado pela autora

Inicialmente, a pesquisadora fez a leitura das Atividades 2 e 3 que foram entregues em

uma mesma folha, apos, solicitou que os grupos as resolvessem. O Quadro 40 ilustra os tipos

de respostas fornecidas e a estratégia realizada por eles.

Quadro 40: Tipos de respostas obtidas na Atividade 2

Estratégia Comentarios Quantidade de
utilizada alunos
Gl| G2 |G3|G4
Em branco 4
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A2E;. Utilizar o | SeY é negativo a derivada é negativa, portanto, a 2

sinal da derivada fungao decresce.

para analisar 0| g y ¢ nositivo a derivada & positiva, portanto, a

comportamento da funca

funcio f . ungac3 cresce. _ ’ o
Se Y é zero, a derivada € zero, portanto, a funcéo ¢

constante.

Quando f'(x)=0, afuncéo é nula. 3
Quando f"(x) >0 , a funcdo é crescente.
Quando f"(x) <0, a funcéo decrescente.

A2Es. Resolver a | Os valores de x ndo importam, pois a funcdo é 2
equacdo diferencial. | constante.

Isf(x)zf(x):>3J'f(x)=f(x):>f(x)=O

A2ENP*;: Realizar | A derivada é 3 vezes o valor da funcéo emX. 3
uma conversao de

registro.

A2ENP,:  Escrever | Funcdo do primeiro grau f (x)=ax+b,f'(x)=a, o | 1

uma lei de formacao | coeficiente angular dependera se, na fungdo, for
qualquer para  a | positiva.
funcéo f.

Total 1550
Fonte: Respostas dos alunos

Ao contrério do que esperadvamos na andlise a priori, somente dois alunos do G2
utilizaram a estratégia A2E; de forma satisfatoria, conseguindo identificar as varidveis

significativas do registro simbolico (sinal da derivada f'(x)) e relaciond-las com o

comportamento das solucdes, realizando uma mudanc¢a do dominio da AA para o dominio das
F e uma conversdo do RSA para o0 RLNE. Conforme exposto na analise a priori, esta conversao
é ndo congruente, o que, segundo Cardoso (2014), pode levar a baixa taxa de sucesso dos alunos
ao realizd-la. Desta forma, inferimos que o fendmeno de ndo congruéncia da conversao
associado a outros fatores descritos a seguir podem ser a causa da maioria dos alunos néo ter
respondido corretamente a esta atividade.

Outros alunos do G2 somente enunciaram o Teorema 1 sem procurar estabelecer alguma
condicgéo para que o teorema fosse verificado, acreditamos que esta resposta tenha sido dada
em funcdo de a pesquisadora ter retomado este teorema quando explicou para 0s alunos 0 campo
de vetores na atividade anterior.

Observando as respostas do Quadro 40, percebemos que os alunos ainda ndo associam

a EDO com uma familia de solucgéo e sim uma solucdo Unica. Segundo Gordillo (2006), esta é

4% ENP= estratégia ndo prevista.
%0 O aluno Bruno do Grupo 3 saiu mais cedo e ndo resolveu as Atividades 2 e 3.
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uma dificuldade muito persistente entre os estudantes, pois, para ele, a mudanca de solucdo de
equacdo sendo um numero para a solucdo sendo uma familia de solugdes néo é algo trivial, e
sim um salto conceitual.

Embora os alunos estivessem cursando a disciplina de ED, somente Ana e Marcos do
G2 tentaram resolver algebricamente a EDO, porém sem sucesso. Nenhum dos alunos
repetentes (Michel, Léo, Laura e Vivian) optaram por esta estratégia, ao contrario do que foi
constatado por Arslan (2005) que, em sua tese, verificou que os alunos repetentes tendem a
utilizar a estratégia algébrica quando se deparam com uma EDO, mesmo que de forma
equivocada. Esta ndo utilizacdo da estratégia algébrica também foi contréria aos resultados que
obtivemos no teste piloto realizado com outros estudantes das Engenharias da UTFPR e com
os alunos do PIBID-Matematica-UEM e por Gordillo (2006).

Os alunos que ndo responderam a questdo pertenciam todos ao G4, durante uma

conversa com a pesquisadora o grupo afirmou que era necessario atribuir valores para f (x),

ou seja, buscavam a expressao analitica da funcdo. Esta necessidade de conhecer a expressao
algébrica pode ser decorréncia do ensino de CDI, pois, segundo Cargnin (2013), as aulas de
Caélculo focam-se na representacdo algébrica dos conceitos. A autora também verificou que os
livros-texto seguem o mesmo perfil, com exposicdo de elementos teéricos e exercicios que
promovem a reproducdo de técnicas, desta forma, para calcular a derivada ou determinar os
intervalos nos quais ela é positiva/negativa, os alunos precisavam da expressdo da funcdo, como
mostramos na analise a priori.

O mesmo aconteceu com o aluno Gustavo do G1 que, ndo concordando com a resposta

dos demais membros do seu grupo, escreveu uma expressao para a funcdo f para calcular sua

derivada (Figura 53). Embora a funcao escolhida ndo fosse uma solugédo para a equacao dada,
o0 aluno a utilizou para calcular a derivada e fazer inferéncia sobre esta funcéo.

Figura 53: Resposta a Atividade 2 dada pelo aluno Gustavo

Seja f uma fungdo derivavel e definida em R. Sabemos que para todo xe R, f'(x)=3f(x). Faga um

estudo sobre o comportamento da fungéo 1. ‘é' = 3!2 /’
M = Quau. > %(.‘K:ji o <b
§09 7 2

9 esdwiete %depm
At 'r\o,?‘;, oo P""' p_g.jhu-n,

Fonte: Resposta do aluno Gustavo
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Por fim, tivemos repostas diferentes das previstas na andlise a priori, como, por
exemplo, responder que a derivada é o triplo da funcdo, ou seja, os alunos simplesmente
escreveram as informaces apresentadas do RSA utilizando o RLNE.

Figura 54: Resposta da Atividade 2 dada por um aluno

Seja fuma fungio derivavel e definida em R. Sabemos que para todo xeR, f'(x)=3f(x). Faga um
estudo sobre o comportamento da fungiio f . U%\Q CasO & é@X :Ué(\,-é Sa QUUC E0
Possui UM, poyorclo ovte ele Sesve
SEY oL & \5:»0 ™ & bonsdos MU\S‘“l\J\CCEn\\F 3
Fonte: Respostas dos alunos

No inicio do terceiro encontro foi realizada uma discusséo das respostas apresentadas
pelos alunos nas Atividades 2 e 3. A discussdo seguiu 0 mesmo procedimento das discussdes
do questionario inicial.

Para esta atividade foram apresentadas as respostas obtidas da forma similar as
apresentadas nos comentérios do Quadro 40. Apds analisarem as respostas, a pesquisadora
explicou que as informacdes também poderiam ser obtidas pelo campo de vetores, fazendo
grafico no Maple com os alunos e comparando as informacgdes do software com as obtidas,
analisando o sinal da derivada.

A pesquisadora questionou os alunos sobre qual fungéo poderia ter a derivada igual a 3
vezes ela mesma. Alguns alunos responderam que era a e* e logo chegaram na resposta e**
porém, a EDO ndo foi resolvida algebricamente para ndo incentivar o uso desta forma de
resolucéo.

Com a funcdo e*, a pesquisadora aproveitou para explicar a importancia do uso da
constante e porque a EDO possui infinitas solu¢bes. Também foi trabalhado o fato de que,
embora na derivada aparecesse somente a variavel dependente y, a varidvel independente x
estava implicita. Assim, os alunos chegaram a seguinte concluséo:

Se y é negativo a derivada é negativa, portanto, as solu¢cdes decrescem para todo x € R.

Se y é positivo a derivada é positiva, portanto, as solu¢des decrescem para todoxe R .

Sey é zero, a derivada é nula, portanto, a solucéo é constante paratodoxeR.

O Quadro 41 resume algumas nogdes matematicas trabalhadas nas discusses dessa

atividade.

Quadro 41: Nocdes trabalhadas nas discussdes da Atividade 2

Nocéo trabalhada Desenvolvimento
Teorema 1 Aplicacdo do teorema.
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A nogdo de infinitas solucdes.

A partir da funcdoe®*, foi analisado que outras fungdes
satisfaziam a equagdo até chegarmos a solugdo geral y=Ce™

A noc¢do de campo de vetores.

Estudo realizado com ajuda do software Maple.

Fonte: Elaborado pela autora

Considerac6es sobre a Atividade 2: Embora a atividade nao tenha sido resolvida de forma

satisfatoria pela maioria dos alunos, a consideramos importante, pois € uma atividade que

permite uma abordagem qualitativa, tanto pela utilizagdo do campo de vetores como pelo uso

do sinal da derivada.

Contudo, algumas modificacdes podem ser incluidas de forma a facilitar a compreensao

do que foi solicitado na Atividade e a auxiliar os alunos em sua resolucao:

1) Trocar: Faga um estudo sobre o comportamento da funcdo f , por: Faca um

estudo sobre o comportamento da funcdo f em relacdo aos intervalos nos quais a funcao é

crescente, decrescente ou constante.

i) Colocar uma nota explicativa contendo o Teorema 1, de forma a auxiliar 0s

alunos na sua aplicacéo.

4.3.3 Analise a posteriori da Atividade 3

Esta atividade consistia em analisar o comportamento das solugbes da equagéo

y'= f(y)utilizando seu campo de vetores. O objetivo principal era que os alunos

interpretassem o campo de vetores, conseguindo extrair as informacdes do grafico, ou seja,

trabalhar em um outro dominio matematico, o da Geometria Analitica, e com o registro gréafico.

Ela era composta por trés itens:
a) Comente o comportamento das solucdes desta equacéo.

b) Trace algumas curvas solugdes sobre este campo.

c) Comente o comportamento das solu¢des quando X —+oo e quando X —» —oo.

Figura 55: Campo de vetores para a EDO da Atividade 3
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Fonte: Elaborado pela autora
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Como a atividade demandava a interpretacdo do campo de vetores, ndo elencamos
possiveis estratégias de resolugdes na andlise a priori.

Diferente da Atividade 2, esta atividade foi bastante discutida pelos grupos, assim, foi
possivel observar que os alunos conseguiram perceber que as varia¢fes do grafico dependiam
do valor de y, contudo, ainda apresentavam duvidas em relagdo as influéncias das variacoes
do valor de y na derivada e nas funcdes solugdes.

O Quadro 42 ilustra os tipos de respostas apresentadas pelos alunos para o item a) da

atividade. Assumimos que respostas do tipo, se y >1, entdo a solucdo € decrescente, apesar de
serem corretas, podem levar o aluno a pensar que € o valor de y que determina o crescimento
ou decrescimento da funcéo, quando, na verdade, o valor de y determina o sinal da derivada e

esta, por sua vez, determina os intervalos de crescimento ou decrescimento das funcdes

solucdes.
Quadro 42: Respostas obtidas para a Atividade 3 a)
Comentarios Quantidade de alunos
Gl | G2 | G3 | G4
y =1= y’=0, portanto, solucdo constante. 1 2

y >1= y<0, portanto, solucdo decrescente.
y <1= y"> 0, portanto, solucao crescente.

y=1=y=0 2
y>1=y<0
y<l=y>0

Se y =1, solucéo constante. 2 4
Se y >1, solugdo decrescente.
Se y <1, solucdo crescente.

Paray <1, a derivada é crescente e para y>1aderivada | 3 1
é decrescente e em y =1a derivada é nula.

Total 15
Fonte: Respostas dos alunos

Apesar de os alunos trabalharem em grupos, as respostas individuais divergiam, por

exemplo, dois alunos do G2 conseguiram relacionar os valores da varidvel y nos quais o

sentido da inclinagdo do vetor era ascendente, com o sinal positivo da derivada e,
consequentemente, com a solucdo crescente. Contudo, os outros dois alunos somente
relacionaram a inclinagdo do vetor com o sinal da derivada.

Os alunos dos G3 e G4 deram respostas similares as duas ultimas linhas do Quadro 42.

Os alunos do G1 foram os que apresentaram maiores dificuldades na analise do gréfico,
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inicialmente, compararam a situagio com o limite de x* por x* e tentaram observar se o grafico
correspondia a esta funcdo, o que indica uma tentativa de recorrer a uma expressao algébrica
para situacdo, mesmo expressando-se oralmente, o que pode ser consequéncia do fato que,
segundo Rasmussen (2001, apud DULLIUS; VEIT; ARAUJO, 2013), os alunos, quando
pensam em funcdo, enxergam uma equacao ou uma regra e nao um grafico. E, assim como na
Atividade 2, esta dependéncia algébrica também esta relacionada com o ensino do Célculo, que
esta centrado em técnicas algébricas de resolugdo, ndo favorecendo o uso de outros registros de
representacdo semidtica, o que pode causar dificuldades em analisar o gréfico sem estar
acompanhado da expressdo algébrica (CARGNIN, 2013).

Desta forma, foi solicitado que os alunos do curso de extensdo observassem o grafico
sem tentar obter uma funcgéo. Eles explicaram para a pesquisadora os intervalos nos quais a
solucdo era crescente/decrescente relacionando-os com o sinal da derivada, porém, quando a
pesquisadora se ausentou e eles tentaram escrever estas afirmacgdes, comecaram a se questionar
sobre a relacdo da derivada com a funcdo e ndo chegaram num consenso. Desta forma, somente
um aluno deu a resposta esperada na analise a priori, os demais relacionaram o sentido e a
inclinagéo do vetor com a derivada crescente/decrescente.

No item b) todos os alunos apresentaram respostas similares a da Figura 56, ou seja,
apesar de respeitarem o comportamento das solu¢es em relacao aos intervalos de crescimento
e de decrescimento e a solucao de equilibrio, eles ndo apresentavam coordenacdo do tracado
em relacdo a inclinacdo dos vetores, simplesmente tracaram curvas crescentes nas regides em
gue os vetores tinham inclinacdo positiva, sem respeitar a tangente, o que indica que a nogédo
de campo de vetores ainda ndo estava bem definida para os alunos.

Figura 56: Respostas de um aluno do G2 e de um do G3, respectivamente a Atividade 3, item b)

\ 4

P ¢/ { ¢ {
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A

Fonte: Respostas dos alunos
Em relagdo ao item c), ao contrério do que prevemos na analise a priori, nenhum aluno

analisou o comportamento das solu¢des quando x —+o e X — —oo Separando-as nos casos
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y=1, y>1e y<1,sendo que oito alunos ndo conseguiram responder de forma satisfatoria

este item, a maioria deles disse que o comportamento das solugdes ndo se altera quando

X —>+00 € X —> —oo, POisS a equacdo dependia somente da variavel y. O Quadro 43 ilustra

algumas respostas que obtivemos para este item.

Quadro 43: Respostas dos alunos a Atividade 3 c)

Tipo de repostas Comentarios Quantidade de
alunos

Gl | G2 | G3 | G4

Em branco.

O valor de x ndo interfere na | Quando x—>+w € X—>-oo ele ndo | 4
resposta. interfere no comportamento pois a
equacao depende de .

As solucbes tém o mesmo | Tende a 1. 3
comportamento quando
X —> 400 € X —> —00,
As solucbes possuem | lim f(x)=1. 4
comportamento diferente | *>*
quando X — +oo € X — —oo, lim f(x)=—oo.
X—>—00
Total 15

Fonte: Respostas dos alunos.

Segundo Duval (2011), o registro grafico é pouco utilizado nas aulas de Matematica e,
muitas vezes, seu emprego esta vinculado a uma abordagem ponto a ponto (se¢do 1.1.2), na
qual o aluno realiza uma conversdo do RSA para RG, ja a conversdo do RG para outros registros
de representacdo quase nao é trabalhada, o que pode ter gerado dificuldade no desenvolvimento
dessa atividade, pois, para responder a questdo solicitada, o aluno precisa realizar uma
conversdo do RG para o0 RLNE. Conforme exposto na analise a priori, esta conversdo é ndo
congruente e envolve registros de naturezas diferentes, o que a torna ainda mais dificil de ser
realizada.

Figura 57: Respostas de dois alunos a Atividade 3, item )
< C\uwé:o W o & X - oo

EANE 2O voles &(’:‘YG—: O o o> -\MGJ&LQ
TS & (eeBe @S\ - Qe pedeldo de S

C.) Lé?'b(dii‘?cﬂ’m A R R e N . . S S
" VA

ca pole o oo fﬁumg{é G el S i
AL erto S Valkone o S vreo N o e
neo Co P-&?L'%'Oﬁxzni’@ Ae e lon. ‘

Fonte: Respostas dos alunos
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Na resposta apresentada na Figura 57, podemos ver que um dos alunos reconhece que
as solugdes tendem a algum valor e, a0 mesmo tempo, afirma que os valores de x ndo interferem
no comportamento das solugdes. Acreditamos que isso pode ser consequéncia do que foi
solicitado no item a) que também perguntava sobre o comportamento das solucGes, porém, no
sentido de crescente ou de decrescente. Neste item, o comportamento das solu¢des dependia
apenas da variavel y, sendo que, uma vez determinado o valor de y que modificava o
comportamento das soluces, elas se mantinham igual para todo x.

Durante a discussdo dos resultados do item a) da Atividade 2, os alunos ndo tiveram
problemas para chegarem a uma conclusdo, pois alguns ja tinham fornecido varios elementos
para a resposta necessitando apenas estrutura-los. A pesquisadora retomou alguns pontos, como
o fato de a funcdo ser positiva ndo implicar ela ser crescente, a relacdo entre o sinal da derivada
e 0 comportamento das solucdes, funcdo constante e para quais valores de x as respostas eram
validas. Ao fim, os alunos chegaram a seguinte concluséo:

Se y > 1 a derivada é negativa e as solugoes sdo decrescentes para todoX € R.

Se y < I a derivada é positiva e as solugoes sdo crescentes para todox e R.

Se y = 1 a derivada é nula e a solugdo é constante para todox e R .

Depois a pesquisadora, utilizando o software Maple, plotou algumas solugdes da EDO
sobre o campo de vetores, para que os alunos comparassem com as que tinham feito e fizessem
as modificacOes necessarias no item b).

Em seguida, os alunos analisaram as respostas para o item c), para isso, foi discutido o
que deveria se olhar no gréafico, ou seja, como ver que 0 x — +oo e como olhar a solu¢do quando
isso acontece, conforme ilustra o didlogo abaixo.

Pesquisadora: O que acontece com as solucdes, quando x tende a mais ou menos infinito?
Alunos: ((murmdrios)).

Pesquisadora: Quando x tende a infinito, mais infinito, a gente tem que olhar o eixo-x, do zero
para 0s positivos, infinito positivo. Quando tende a menos infinito, eu vou olhando do para os
negativos indo para o menos infinito, e preciso ver o que esta acontecendo com as minhas
fungdes. Certo? ... Entdo, olha aqui, quando x vai para mais infinito, as minhas fungdes vao
para onde? Acompanhe as fungdes, independente da onde eu pego, elas estdo se aproximando
de quem?

Bia: De 1.

Pesquisadora: De 1. E se eu pego em outro ponto aqui em cima? ((aponta para uma parte do
grafico acima de y=1.))

Bia: Também.

Pesquisadora: Também. Entéo, o que que eu tenho, se 0 y é menor que 1, as minhas fungdes
sdo crescentes e sdo limitadas, qual que é o limite delas?

Alunos: 1.

Pesquisadora: Isso elas se aproximam de y=1. Depois acima, as minhas funcBes sdo
decrescentes e também sdo limitadas em y=1. Entdo, a primeira parte, tende a 1 para x tendendo
a mais infinito. E para menos infinito, o que que acontece?

Alunos: ((murmarios))
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Pesquisadora: O que acontece com as solugdes quando x tende a menos infinito? Elas se
aproximam de 1 também?

Alunos: Nao.

Pesquisadora: N&o. E elas tem comportamento semelhantes?

Alunos: Diferentes.

Pesquisadora: Diferentes. E qual que é o comportamento?

Alunos: Paray maior que 1 vai para mais infinito, quando € menor que 1 vai para menos infinito.
Pesquisadora: Isso. E a gente estd esquecendo de analisar alguma coisa?

Alunos: Quando é 1.

Assim, os alunos chegaram a seguinte concluséo:

Quando x — +oo as solugdes tende a y=1 para qualquer valor dey.

Quando x ——oo , se y>1 as solucBes tendem para mais infinito, se y<1 as solugdes
tendem para menos infinito e se y=1 as solugdes tendem para y=1.

O préximo quadro ilustra algumas nogdes trabalhadas nas discussfes desta atividade.

Quadro 44: Nogoes trabalhadas nas discussdes da Atividade 3

Nocéo trabalhada Desenvolvimento
Teorema 1. Diferenciagdo entre o sinal da derivada e o sinal da funcéo no
estudo do comportamento (crescente/decrescente) das
solucdes.
Campo de vetores. Construcdo do campo no GeoGebra, relagdo entre 0 campo de
vetores e 0 comportamento da solucao.
Comportamento das solugdes. | Comportamento assintético das solugdes.

Fonte: Elaborado pela autora

Consideracg0es sobre a Atividade: 3: Esta atividade foi bastante discutida pelos alunos
de todos os grupos. Apesar de as respostas nao serem completas ou até mesmo incorretas e 0s
alunos apresentarem dificuldades em interpretar o campo de vetores, acreditamos que a
atividade cumpriu com seu objetivo, uma vez que os alunos conseguiram obter informacdes do
registro grafico e trabalhar com a EDO em outro dominio matematico, o da Geometria
Analitica.

Em relacdo ao item c), embora durante o teste da atividade com outros alunos néo
detectarmos problemas em relacdo a compreensdo do que cada item solicitava, na
experimentacdo, conforme ja mencionamos, a estrutura do item a) pode ter influenciado 0s
alunos a concluir que o comportamento das solugfes dependia apenas da variavel y.

Assim, sugerimos algumas modificagdes nos itens desta atividade. Como esta foi a
primeira atividade na qual era dada o campo de vetores, acreditamos que perguntas mais

direcionadas poderiam auxiliar os alunos a compreender melhor a atividade:
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a) Comente o comportamento das solugdes desta equacdo em relacdo aos intervalos de
crescimento/decrescimento.

b) Trace algumas curvas solucGes sobre este campo. Observacdo: Dado um campo de
vetores para uma equacao diferencial ordinéria, se uma solucdo passa por um ponto
desse campo, entdo, a curva é tangente ao vetor neste ponto.

c) Comente o comportamento assintético das solugdes de y'= f(y), ou seja, 0 que

acontece com as solugdes quando x — -+ e quando X — —oo.

Apols a discussdo desta atividade, os alunos responderam as Atividades 4 e 5.
Participaram do 3° encontro treze alunos, divididos em trés grupos, G1: Gustavo, Pedro, Sofia,
Theéo, Vivian, G2: Ana, Bia, Marcos, Miguel e G4: Daiane, Fernando, Léo, Luciano. Neste dia,
nenhum integrante do G3 participou do curso.

4.3.4 Analise a posteriori da Atividade 4

Esta atividade, assim como a Atividade 2, solicitava um estudo do comportamento das
solucBes da equacdo y'=-3y—7. Como esta atividade foi proposta depois das discussfes das
Atividades 2 e 3, esperavamos que 0s alunos comecgassem a utilizar o campo de vetores para

analisar o comportamento das solucées da EDO.

Quadro 45: Possiveis estratégias para a Atividade 4

A4E;: Utilizar o sinal da derivada para analisar o comportamento da funcéo y.

A4E;: Utilizar o gréfico da derivada para determinar o sinal da derivada.

AE4;: Analisar o campo de vetores.
AE4,: Resolver algebricamente a EDO.

AE4s: Obter a solucdo da EDO por tentativa e erro.

Fonte: Elaborado pela autora
O Quadro 46 apresenta algumas respostas dos alunos e as estratégias utilizadas.

Quadro 46: Respostas dos alunos a Atividade 4

Estratégia Comentarios Quantidade de
utilizada alunos

Gl|G2|G3|G4

A4E;: Utilizar o | Se y>-7/3, y'<0, portanto, as solucdes sao 3

sinal da derivada | decrescentes.

para analisar o | Se y=-7/3, y'=0, portanto, as solucBes sdo
comportamento constantes.

da funcao y. Se y<-7/3, y>0, portanto, as solucbes s&o
crescentes.
Se y>-7/3, portanto, as solu¢des sdo decrescentes. 1

Se y=-7/3, portanto, as solugdes sdo constantes.
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Se y<-7/3, portanto, as solugdes sdo crescentes.

Uso conjunto das
estratégias A4Eie
A4Es;.

Se y>-7/3, y’<0, portanto, as solugdes sdo
decrescentes.
Se y=-7/3, y'=0, portanto, as solucdes sdo
constantes.
Se y<-7/3, y'>0, portanto, as solugdes sdo
crescentes.

Se y>-7/3, portanto, as solucdes sdo decrescentes.
Se y=-7/3, portanto, as solugdes sdo constantes.
Se y<-7/3, portanto, as solugdes sdo crescentes.

Se y>-2, positivo ay” é crescente.
Se y<-2, negativo a y” é decrescente.
Quando estd em -2 ay” é constante.

Total de alunos

13

Fonte: Respostas dos alunos

Diferente da Atividade 2, na qual os alunos praticamente néo refletiram sobre a situacéo,

nesta atividade eles ja conseguiram formular melhor suas respostas. Os alunos do G1 foram os

que utilizaram as estratégias A4E: e A4Esz simultaneamente, sem a interferéncia da

pesquisadora. Gustavo fez o campo de vetores no Maple (A4Es) e ele e Vivian comecam a

analisar o grafico, enquanto Théo utiliza A4E1, questionados por Pedro os alunos comegam a

relacionar suas estratégias:

Pedro: Vocés observaram o comportamento da equagdo?
Vivian: Ali, como que é, € menor que 3, ela é constante?
Gustavo: Menos sete tercos ela é constante.

Théo: Eu fiz igual a que a gente fez antes, se a derivada é menor que zero, ela cresce. Ai eu

isoleioy.

Vivian: Ela cresce ou ela decresce?
Théo: Quando a derivada é maior que zero ela cresce. Aqui quando y € menor que menos sete
tercos ela cresce. E quando é maior ela decresce.
Vivian: Ah, t4, ela decresce. Dai quando ela é menor que trés, ela é constante?
Théo: Quando y € igual a menos sete tercos ela é constante.

Gustavo: E que esse valor é menos sete tercos, ndo trés ((valor para qual os vetores eram
paralelos ao eixo das abscissas no campo de vetores)).

Vivian: Ah, ta.

Pedro: E menos sete tercos. Se vocé isolar aqui também da ((fala para Vivian isolar o y na
expressao algébrica da equacdo)), foi o que vocé fez ai? ((pergunta para o Théo se isolando y na
equacao -3y-7=0, obtém o y=-7/3)).

[...]

Théo: Entdo, aquela hora um dos problemas era que a gente deixava so, que € a fungdo né?
Que tinha que colocar mais, no plural, né? E mais que uma.

Gustavo: A funcéo.

Théo: Todas as fungdes sdo crescentes, seria isso ... mais de uma funcéo.

Assim, alunos do G1 chegaram ao resultado apresentado na Figura 58, exceto Vivian

que, em sua resposta, ndo faz mengéo a derivada, como, por exemplo, escreveu que “ quando
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y>-7/3 as solucOes sdo decrescentes” e¢ Sofia que ndo conseguiu resolver a inequagéo
corretamente e no grafico identificou o valor -2 no lugar de -7/3.
Figura 58: Resposta de um dos alunos do G1 a Atividade 4
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Fonte: Respostas dos alunos
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Os alunos G2 utilizaram a estratégia A4E1, porém, quando resolveram as inequagoes
inverteram a desigualdade. Percebendo este equivoco, a pesquisadora perguntou a eles se havia
outra forma de analisar a situacdo, os alunos responderam que poderiam utilizar o Maple e que
iam fazer o campo de vetores para comparar suas respostas. Ao analisarem o grafico, eles
perceberam o erro cometido e adequaram as suas respostas.

Os alunos do G4 utilizaram somente o sinal da derivada para obter as informagdes sobre
0 comportamento das soluc¢des, quando a pesquisadora 0s questionou se havia uma forma de
verificar se as respostas estavam corretas, eles afirmaram que poderia usar o campo de vetores,
mas que ndo era necessario pois tinham certeza do que fizeram. E, para explicar, um dos alunos
fez um gréfico que ilustrava o comportamento das solucdes, conforme mostra a Figura 59.

Figura 59: Grafico esbocado por um aluno do G4 para a Atividade 4
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Fonte: Respostas dos alunos
Observamos uma melhora significativa nas respostas dos alunos para esta atividade em
relacdo a Atividade 2, a maior parte deles conseguiu relacionar as unidades significativas (sinal
da derivada) do RSA com as variagdes concomitantes nas solucoes. A aluna Sofia, do G1, foi

a Unica participante que relacionou o valor da variavel y com o comportamento
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(crescente/decrescente) da derivada. Atribuimos esta confusdo ao fato de que a aluna nédo
participou dos dois dias anteriores do curso. Além disso, conforme descrito na analise a priori,
a conversdao do RSA ou RG para o0 RLNE é ndo congruente e, neste caso, exige um
conhecimento matematico maior do aluno (Teorema 1) que ndo esta explicito na converséo,
além de conversdo ser realizada entre um registro monofuncional (RSA/RG) para um registro
multifuncional (RLNE), o que, segundo Duval (2003), dificulta a conversao.

Por outro lado, alguns alunos comecaram a utilizar simultaneamente os registros RSA e
RG para responder a situacdo. Ou seja, os alunos, com o auxilio do software, realizaram uma
converséo para 0 RG (campo de vetores), contudo, ndo utilizaram somente este registro para
obter suas respostas, eles articularam os dois registros RSA e RG, para depois realizar uma
conversdo para o0 RLNE (Figura 60).

Figura 60: Mobilizacdo em paralelo de dois registros de representagao
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I

Segundo Duval (2003), a compreensdo de um objeto matematico esta relacionada com

Mobiliza¢do em paralelo

Fonte: Elaborado pela autora

a mobilizacdo simultanea de, ao menos, dois registros de representacdo, ou com a possibilidade
de mudar de registro a todo 0 momento. Além disso, é importante identificar cuidadosamente
se uma conversao consiste em ‘“uma simples mudanga de registros ou em uma mobilizagdo em
paralelo de dois registros diferentes” (p. 24).

Ao mobilizar em paralelo os registros RSA e RG, os alunos realizaram um procedimento
informético de interpretacdo global, conforme ilustrado na Figura 61, ou seja, os alunos
conseguiram perceber as mudancgas no sinal da derivada (RSA) e as mudangas que ocorrem no
campo de vetores (RG). Segundo Duval (1993, 2003), para a aprendizagem em matematica, a
conversdo entre 0s registros precisa ocorrer em uma mao dupla, isto €, a conversao precisa ser
realizada em ambos os sentidos.
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Figura 61: Procedimento informético de interpretagdo global para as EDOs
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Fonte: Adaptado de Moretti; Luiz ( 2014, p. 69)

Para Moretti e Luiz (2014), a conversdo em duplo sentido é garantida no procedimento
informético de interpretacdo global quando o aluno consegue relacionar as unidades
significativas do RSA com as variaveis visuais do RG, o que foi realizado por alguns alunos do
curso, de forma espontanea (G1) ou por intermedio da pesquisadora (G2).

Alguns erros cometidos nesta atividade foram oriundos de problemas relativos a
resolugdo das inequacbes —3y—-7>0 e -3y—-7<0, ou seja, dificuldades em relacdo a
Matematica Basica. Essas dificuldades ndo sao restritas aos estudantes do curso, pois, segundo
Gomes, Lopes e Nieto (2005), muitos alunos que ingressam nos cursos de Engenharias
desconhecem as propriedades algébricas elementares, por exemplo, a propriedade distributiva,
além de ndo terem bem estabelecidas as propriedades da potencializacdo e da radiciacdo, o
conceito de logaritmo e suas propriedades, entre outros.

No quarto encontro, foi realizada uma discussdo dos resultados obtidos para a Atividade
4, que seguiu 0 mesmo padrdo das anteriores, apresentacdo de algumas respostas e discussoes
dos alunos, seguida por explicacGes da pesquisadora e concluséo final dos alunos.

Apds os alunos analisarem as respostas para a Atividade 4, a pesquisadora resolveu as
inequacBes com eles, explicando todos 0s passos e retomou 0s conceitos de EDO auténoma,
solugdes de equilibrio, campo de vetores, infinitas solucGes, solucao particular (PV1), sinal da
derivada e crescimento/decrescimento da funcdo, comportamento das solucbes em relagédo a
variavel independente. Esses conceitos ja haviam sido trabalhados nas atividades anteriores,
porém, sempre eram retomados durante o curso com a intencdo de melhorar a sua compreensdo

e formalizagéo.
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Assim, os alunos chegaram a seguinte conclusdo em relagéo a Atividade 4: para todo
xeR.

Se y <—7/3 aderivada é positiva e as solugoes sdo crescentes.
Se y > —7/3a derivada é negativa e as solugoes sdo decrescentes.
Se y=-—7/3 aderivada é nula e a solugdo é constante.

Aproveitando dessa atividade, a pesquisadora chamou a atencao dos alunos para o fato
de que uma funcéo pode ser crescente e negativa ou positiva e decrescente, ou seja, nao é porque

a funcéo é positiva (negativa) que ela é crescente (decrescente).

Considerac0es sobre a Atividade 4: Julgamos que esta atividade cumpriu com seu objetivo
na sequéncia de situacdes que era uma analise do comportamento das solugdes de uma EDO.
Diferente da Atividade 2, os alunos conseguiram analisar a situacdo proposta. Também
pudemos observar que eles comecaram a mobilizar outros registros de representacao semidtica
ndo comuns no tratamento das EDOs, como visto na analise dos livros, como, por exemplo, 0

campo de vetores o que pode auxilia-los a compreender melhor o conceito de EDO.

4.3.5 Analise a posteriori da Atividade 5

Esta atividade tinha por objetivo reforgar as ideias trabalhadas nas atividades anteriores,
ou seja, a relacdo entre o comportamento das solugdes e o valor da derivada e 0 comportamento
assintotico das solugdes de uma EDO. Ela era composta por dois itens que estao ilustrados no
quadro a seguir, junto com as possiveis estratégias de resolucao.

Quadro 47: Possiveis estratégias para a Atividade 5

Item Estratégia

a) Analise o comportamento das | ASEia: Utilizar o sinal da derivada para analisar o
2 _ comportamento da funcéo f .
soluces da equacédo % _y' -9 P ¢

4 2
ASE: Analisar o grafico de f (y) =~ 4_

9

AS5Eza: Analisar o campo de vetores da equacéao
fornecida.

AbE..: Resolver algebricamente a equacdo
diferencial.

b) Qual o comportamento das solugdes | ASE1,: Analisar o campo de vetores para responder
da equacdo do item anterior quando | a questdo proposta.
t>4+0et——0?

Fonte: Elaborado pela autora

O Quadro 48 ilustra as respostas obtidas para o item a) desta atividade.
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Quadro 48: Respostas dos alunos a Atividade 5 — a)

Estratégia utilizada Tipo de respostas Quantidade de
alunos
Gi| G| Gs| Gy
Utilizar o sinal da derivada | Se y<-3 ou y>3, y" >0 e as solucfes crescem. 4 2
para analisar 0 | Se -3<y<3, y'<0 e as solugdes decrescem.

comportamento da fungdo | ge y=_3 ¢ y=3, y'=0 e as solugdes sdo constantes.
(A5E1.)

Se y<-3 ou y>3 as solugdes crescem. 2
Se -3<y<a3, as solugdes decrescem.
Se y=-3 e y=3, as solug¢des sdo constantes.

Uso conjunto das | Se y<-3 ou y>3, y">0 e as solugdes crescem. 3
estratégias ASE1. (sinal da | Se -3<y<3, y'<0 e as soluges decrescem.

derivada) e ASEs (campo | gey=_3 ¢ y=3, y'=0 e as solugdes sdo constantes.
de vetores)

Se y<-3 ou y>3 as solugdes crescem. 1
Se -3<y<3, as solugdes decrescem.
Se y=-3 e y=3, as solug¢des sdo constantes.

Se y<-3 ou y>3 a derivada cresce. 1
Se -3<y<3, a derivada decresce.
Se y=-3 e y=3, a derivada é constante.

Total de alunos 13
Fonte: Respostas dos alunos

Do quadro anterior podemos observar que nove alunos responderam corretamente a este
item, trés ndo relacionaram a derivada e uma aluna do G1 relacionou os valores da variavel y
com o crescimento/decrescimento da derivada, 0 mesmo equivoco que ela cometeu na atividade
anterior, lembrando que a discussdo desta atividade e da Atividade 4 foram realizadas em
conjunto em outro dia de curso.

O que nos chamou a atencdo durante a resolucao desse item foi o fato de que nenhum

aluno conseguiu resolver algebricamente as inequacgdes de segundo grau resultantes da anélise

2
do sinal da derivada. Por exemplo, para a inequagao y 2 9 >0, eles obtiveram y > +3, e como

ndo conseguiam interpretar o resultado recorreram a outra forma de analise. Os alunos do G1
estavam utilizando, simultaneamente, a analise do sinal da derivada e o campo de vetores, e
assim, analisando o grafico, adequaram as informagdes obtidas sobre 0 comportamento das

solucdes, a forma algébrica (Figura 62).
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Figura 62: Resposta de um aluno do G1 a Atividade 5 - a)
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Fonte: Respostas dos alunos

Ja os alunos dos grupos G2 e G4, ao se depararem com a desigualdade y > +3, optaram
por reescrever a inequacgdo de segundo grau, como o produto de duas inequacfes do primeiro
grau, conforme ilustra a figura abaixo. Os alunos destes grupos deram respostas anélogas a da

Figura 62.
Figura 63: Resolucédo da inequacédo da Atividade 5
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Fonte: Respostas dos alunos

Desta forma, a dificuldade dos alunos neste item foi em relacdo ao tratamento realizado
no RSA e ndo as conversdes realizadas, mesmo ocorrendo o fenbmeno de ndo congruéncia,
conforme exposto na andlise a priori. Podemos verificar que, assim como nas atividades
anteriores, os conhecimentos matematicos do dominio da Algebra n4o estdo disponiveis para
estes alunos. A Figura 64 ilustra as conversdes e as mudancas de dominio realizadas pelos
alunos no desenvolvimento deste item.

Figura 64: Mudangas de dominio e registro de representacdo para a Atividade 5 a)
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Em seguida, os alunos passaram a responder o item b), analisando o campo de vetores
para obter as informagdes necessarias, conforme esperavamos da anélise a priori. Contudo, 0s
alunos nao conseguiam visualizar o comportamento das solucbes para todos os intervalos
possiveis e se perguntavam se o grafico representava o comportamento da derivada ou das
solucBes. Embora alguns alunos j& tivessem interpretado de forma correta o campo de vetores,
esta confusdo entre derivada e funcdo sempre retornava, sendo assim, a pesquisadora retomou
0 conceito de campo de vetores, utilizando uma atividade no software GeoGebra (Figura 49) e
0 Maple.

Em seguida, a pesquisadora sugeriu que eles utilizassem algumas condicdes iniciais,
com y=+3, y>3, y<-3 € —-3<y<3, para que visualizassem 0 que acontecia com as
solugdes quando t — +oo e t — —oo. Ela auxiliou os alunos a colocar estas opcGes no software,
pois esperava que o tracado das solugdes poderia ajuda-los a compreender o comportamento

assintotico delas (Figura 65).
Figura 65: Campo de vetores para Atividade 5
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Fonte: Elaborado pela autora
Mesmo apds observarem a figura anterior, nenhum aluno apresentou o registro escrito
para todos os casos. A Figura 66 ilustra uma das respostas dos alunos, podemos observar que

para t—+oo 0 aluno ndo considerou o intervalo -3<y<3e t—-—o0, ele considerou a

condigdo para y > -3, desconsiderando a mudanga no comportamento assintético das funcées

para y > 3.
Figura 66: Resposta de um aluno a Atividade 5 — b)
o . forou 7L“?' -
‘Y>3 a0 oz pmarw : +3)
‘343 “W"“ﬂm '3§ '?inpwwv&'

Fonte: Respostas dos alunos
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Mesmo participando das discussdes de seus grupos, sete alunos (trés do G1, dois do G2
e dois do G4) responderam a questdo analisando o comportamento assintético das solucbes
somente para y >3 ey <-3.

A Figura 67 ilustra as mudancas de dominio e conversdes realizadas pelos alunos na

resolucgéo deste item.

Figura 67: Mudangas de dominio e registro de representagdo para a Atividade 5 item b)

conversao conversao

Dominio da AA
RSA

Dominio das F
RLNE

Dominio da GA

RG

Procedimento

informatico
Fonte: Elaborado pela autora

Embora tivéssemos discutido em conjunto as respostas das Atividades 2 e 3, os alunos
ainda se confundiam em relagdo ao comportamento da solucdo e ao sinal da derivada. Durante
a discussdo da Atividade 3 item c), os alunos conseguiram falar sobre o comportamento
assintotico das solucdes, porém, ndo conseguiram o mesmo desempenho na Atividade 5, isso
s6 foi possivel com o auxilio da Figura 65.

Gordillo (2006) observou que professores de Matematica apresentam dificuldades sobre
o funcionamento dos conceitos que envolvem as EDO, mesmo em tarefas aparentemente
simples. Para o autor, os alunos/professores focam-se no registro grafico, mas o fato é que os
graficos somente sdo descritos em um registro discursivo e 0s alunos ndo possuem
conhecimento suficiente para validar as conjecturas formuladas. Além disso, o registro grafico
normalmente é usado somente para representacdo e no caso das EDOs, a interpretacdo
matematica das informacdes requer conhecimentos de diferentes dominios, como o das funcdes,
da Geometria Analitica etc. Porém, os participantes da sua pesquisa ndo possuiam estes
conhecimentos.

Podemos fazer inferéncias semelhantes as de Gordillo (2006) para os nossos alunos,
pois a falta de conhecimento dos dominios da Algebra, das funcdes e da Analise (CDI-1) gerou
dificuldades para eles.

Nas discussdes em conjunto desta atividade, no quarto encontro, foi retomada com os
alunos a resolucdo de inequagtes modulares. Depois que os alunos visualizaram suas respostas
e opinaram sobre elas, a pesquisadora projetou o campo de vetores para a equagdo dada com
algumas curvas solucdes (Figura 65) e foi conversando com os alunos sobre cada intervalo que
precisavam analisar.

Pesquisadora: [...] Entdo, o que acontece, sempre que eu tiver intervalos diferentes, intervalos
onde ela é crescente, onde ela é decrescente, eu tenho que analisar o comportamento assintético
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para cada situacdo, para cada intervalo. Ent&o, a gente tem que analisar o que acontece com as
solugdes acima de trés, o que acontece com as solugdes abaixo de menos trés, e o que acontece
com as solucdes entre menos trés e trés, para t tendendo a infinito e menos infinito.

[..]

Pesquisadora: Entdo o que acontece la ((y>3)), se eu seguir aquela solucdo em preto, que é
uma das solucdes representadas ali. Conforme o t cresce, o que acontece com minha solucao?
Para onde ela esta indo?

Alunos: infinito

Pesquisadora: Infinito. Mas, se a gente analisar essa mesma solucéo, quando t vai para menos
infinito, para onde as solucdes vao, elas vao para menos infinito também?

Alunos: Ndo, para 3.

[...]

Pesquisadora: Entre os dois valores. O que acontece quando eu tenho uma solucéo entre menos
trés e trés, para y. Quando y esté entre menos trés e trés. Quando ele assumir qualquer valor
entre menos trés e trés. O gue acontece com essa solucdo, seria a azul. Quando t cresce, ela
cresce também?

Alunos: Néo.

[..]

Pesquisadora: Menos trés. Agora o contrario. Quando t vai para menos infinito. O que acontece
com a minha solucéo?
Alunos: Vai para trés.

Dessa forma, os alunos analisaram cada caso e chegaram as seguintes conclusdes para
a Atividade 5:
Quando t —+o0:

Se y >3 as solugdes vao para o infinito positivo.
Se —-3<y <3, assolugdes tendemareta y =-3.
Se y < -3, as solugdes tendem a reta y = -3

Se y =3, as solucgdes tendem a reta y =3.

Se y =-3, as solugdes tendem a reta y =-3.

Quando t ——o0:

Se y >3, assolugbes tendem areta y = 3.

Se —-3<y<3,assolugdes tendemareta y =3.

Se y < —3, as solugdes vao para o infinito negativo.
Se y =3, as solugdes tendem a reta y =3.

Se y =-3, as solugdes tendem a reta y =-3.

ConsideracOes sobre a Atividade 5: Julgamos que a atividade cumpriu com seu
objetivo. Porém, de forma a auxiliar a compreensdo do enunciado da atividade, por parte dos

alunos, sugerimos algumas modificacdes nas perguntas:
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9

2
a) Analise 0 comportamento das solucdes da equagéo%=yT_ em relacdo aos

intervalos de crescimento/decrescimento.
b) Qual o comportamento assintético das solugdes da equacdo do item anterior quando
t—>+0et—>—00?
Apos a discussdo desta atividade, os alunos responderam as Atividades 6, 7 e 8.
Participaram desde dia de curso 13 alunos, divididos em 4 grupos, G1: Gustavo, Sofia, Théo,

Vivian, G2: Ana, Bia, Marcos, Miguel, G3: Bruno, Michel, Renata e G4: Daiane, Luciano.

4.3.6 Analise a posteriori da Atividade 6
Esta atividade tinha por objetivo fazer com que os alunos relacionassem a EDO ao seu
campo de vetores, ou seja, que eles relacionassem as informacdes fornecidas pela expressdo

algébrica com o grafico do campo de vetores.
As equacdes diferenciais:y'=y—x,y'=—2y—4 e y=-y*+4y, foram fornecidas
aos alunos juntamente com os campos de vetores mostrados na Figura 68.

Figura 68: Campos de vetores para a Atividade 6
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Fonte: Elaborado pela autora
A pesquisadora leu a atividade com os alunos e explicou que era preciso justificar cada

associacao que eles fizessem. Eles enumeraram as equagbes 1) y'=y—x, 2) y'=-2y—4e 3)

y'=—y? +4y, e 0s campos de vetores a), b) e ¢), da esquerda para a direita, da forma que estdo

dispostos na Figura 68.

Na analise a priori, verificamos que, para responder a atividade, era preciso que 0s
alunos identificassem as unidades significativas do RSA da EDO e as variaveis visuais do RG
fornecidos pelo campo de vetores e as relacionassem. Desta forma, a estratégia de resolugao
seria a identificacdo destas unidades significativas, podendo se limitar & identificacdo das

solucBes de equilibrio em ambos os registros.
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Os quatro grupos compararam o sinal da derivada da EDO, obtido pelo tratamento no
RSA (EDO) com as variagOes apresentadas em cada um dos campos de vetores resolvendo

corretamente a questdo. A unica dificuldade foi para a equagdo y'=y—x, pois os alunos
chegaram a conclusédo de que y'=0 implica y =x e mesmo identificando o provavel campo de

vetores ndo conseguiam visualizar no grafico as informacdes obtidas, pois diferente dos campos
de vetores anteriores, as varia¢cdes ndo dependiam somente da variavel dependente vy .
Os alunos do G2 foram os Unicos que apresentaram em suas respostas todos os valores

da derivada para quais as funcdes eram crescentes, decrescentes ou constantes (Figura 69).

Figura 69: Resposta de um aluno do G2 a Atividade 6
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Fonte: Respostas dos alunos
Nas discussfes em grupo, foi solicitado que os alunos falassem sobre suas justificativas
para as associagOes feitas, uma vez que eles haviam respondido de forma satisfatoria a esta
atividade.
A pesquisadora explicou a diferenca nas solugdes da equacdo y'=y—x que eles diziam

ser constantes em y =x. E que, diferente das equacGes que eles tinham visto até agora, esta

equacdo em y'=0 possuia um ponto de maximo local e retomou o teste da derivada primeira

para extremos locais.

ConsideracOes sobre a Atividade 6: Julgamos que a atividade cumpriu com seu
objetivo que era o de estabelecer relagdes entre a EDO e seu campo de vetores. Contudo,
inferimos que poderia ser incluido mais um campo de vetores de uma equacdo do tipo

y'= f(x,y) de forma a explorar melhor este tipo de equacéo.
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4.3.7 Analise a posteriori da Atividade 7
Esta atividade tinha como objetivo analisar o comportamento das solu¢fes de uma EDO
do tipo y'= f(y), utilizando o grafico da fungdo derivada para obter os valores para os quais a
derivada era positiva, negativa e nula.
Figura 70: Grafico de y'= f (y)

5

-1

Fonte: Elaborado pela autora
Prevemos, na analise a priori, que a estratégia possivel para resolver esta atividade era
analisar o grafico para retirar as informacdes sobre o sinal da derivada. Porém, os alunos néo
conseguiam obter tais informacdes. Alguns alunos procuraram um meio de fazer o campo de
vetores, porém, perceberam que ndo possuiam dados suficientes para isso.

Gustavo: Poderia perguntar para ela ((a pesquisadora)), se tem como fazer o outro gréfico. O
outro ilustra melhor ((refere-se ao campo de vetores)).

Théo: Mas, e como que faz?

Gustavo: Ou um grafico de x, y, normal.

Vivian: Quer tentar fazer no programa?

Gustavo: Pode ser.

Vivian: Mas, qual que € a fungdo que vocé vai ter que colocar?

Théo: E entfo, ndo tem a funcéo aqui.

Gustavo: Esse é o problema.

Na fala de Gustavo, percebemos que, para ele, um grafico “normal” ¢ aquele que
apresenta as variaveis x e y, nos eixos coordenados. Isso nos indica que, além de trabalharmos
um conceito nos diferentes dominios e registros de representacdo, conforme indicam Douady
(1986, 1992) e Duval (1993, 2012), também € necessario apresentar aos alunos diferentes

simbdlos, de forma que eles ndo associem que uma funcao € sempre f, eixo-X, entre outros.

Os alunos chamaram a pesquisadora para saber se era possivel fazer um outro gréafico.

Gustavo: Eu queria, o outro grafico, aquele gréfico que fez no programa, desse daqui.
Pesquisadora: Esse grafico é da sua derivada. O campo de vetores ndo é da derivada, o que
vocé vé no campo de vetores?

Gustavo: Solugdes.

Pesquisadora: Comportamento das solugcfes. Entdo vocé usa a derivada, 14, se ela é positiva ou
negativa, para te dar aquela inclinagdo no vetor, mas ele ndo representa a derivada.

Gustavo: Certo. Ele representa as solugdes.

[..]
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Théo: Eu ndo entendi como analisar isso daqui.

Pesquisadora: A ideia € a mesma, a mesma que vocés tinham [...]. Pensando 14, o que que a

gente esta sempre buscando?

Théo: Onde a derivada era nula maior e menor que zero.

Pesquisadora: Aqui eu vou buscar a mesma coisa, a diferenca é que quem vai me dar essa

informacédo € o gréfico. Entdo eu tenho o gréfico, eu estou encarando a derivada como uma

funcdo. E a derivada é uma funcéo. Certo? Funcdo derivada.

Conversando com os alunos, a pesquisadora percebeu que o problema estava nas
variaveis utilizadas nos eixos e principalmente no fato de a derivada estar representada no eixo
das ordenadas. Assim, ela propds outras situagdes para os alunos analisarem os intervalos nos
quais a funcao, representada graficamente, possuia valores positivos (negativos), por exemplo,
o gréfico da funcdo da Figura 71, objetivando que, assim, eles conseguissem analisar o grafico
da Atividade 7.

Figura 71: Gréfico da funcdo f

1)

Fonte: Elaborado pela autora
Neste caso, 0s alunos ndo tinham nenhuma dificuldade em dizer para quais valores de x
a funcdo f era positiva, negativa ou nula. A pesquisadora fez outros exemplos e, depois, foi
mudando as variaveis da ambos os eixos e 0s alunos continuaram respondendo corretamente,
contudo, quando a derivada foi representada no eixo das ordenadas, os alunos ndo conseguiam
repetir o raciocinio anterior.

Pesquisadora: Isso. Agora caso a minha fungdo aqui, ndo é o Z. Quem esta aqui € a minha
derivada, y". Entéo, neste caso, quando que a minha derivada é positiva? ... Quando? ... Mesma
coisa que voceés falaram antes, s6 que no lugar do Z esta escrito y’.

Sofia: Quando y for positivo.

Pesquisadora: Quando y é. O que vocés falaram antes, quando era Z? E a mesma coisa, ndo é
porgue usou y” que mudou. Quanto é y?

Gustavo: Maior que 1.

Pesquisadora: Maior que 1, y “que é a sua fungdo que podia ser a f, podia ser a g, s6 que agora
éy’. Quando y maior que 1,y "é?

Alunos: Positivo.

Inferimos que os alunos possuiam o conhecimento sobre como analisar para quais
valores uma funcéo é positiva (negativa) olhando o grafico. Contudo, este conhecimento era

restrito a funcgdes do tipo y = f (x), pois, conforme mostrado na analise a priori, a utilizagdo do
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gréafico da derivada ndo é uma atividade normalmente requerida nas aulas das disciplinas CDI

e ED, o que causou dificuldade em aplicar este conhecimento para a fungdo y'= f (y).

A pesquisadora fez uma interferéncia analoga em todos os grupos e, da mesma forma,
os alunos ndo apresentavam dificuldades em analisar os intervalos em que a funcdo era

positiva/negativa, desde que a variavel no eixo das ordenadas nao fosse Y.

Apos esta intervencéo, a atividade decorreu sem dificuldades. Em uma primeira anélise,
0s grupos também se questionaram sobre o fato de os pontos ndo pertencerem ao grafico da
derivada, mas, depois, conseguiram perceber, sem 0 auxilio da pesquisadora, que 0s pontos
pertenciam as solugdes e ndo ao gréfico da derivada.

Observando o Quadro 49, podemos verificar, ao final, que todos os alunos conseguiram
analisar o grafico para obter as informacGes a respeito de derivada e, consequentemente, das
solugdes da EDO, fornecendo as respostas previstas na analise a priori.

Quadro 49: Respostas dos alunos a Atividade 7

Estratégia Comentarios Quantidade de
utilizada alunos
Gl| G2 |G3| G4
Analisar 0| Se y>0= y>0, portanto, as solu¢des sdo crescentes. 3|14 |32
grafico para | go \ _ g y'— 0, portanto, a solugio & constante.
obter o sinal

da derivada. | S€ Y <0= y'<0,portanto, as solugdes séo decrescentes.
Para (2, 2) o valor dey >0, logo y>0, portanto, a
solucéo é estritamente crescente.

Para (-1, 3) o valor dey >0, logo y> 0, portanto, a
solucéo é estritamente crescente.

Para (0, -1) o valor dey <0, logo y'<O portanto, a
solucdo é estritamente decrescente.

Total 1251

Fonte: Respostas dos alunos

Consideractes sobre a atividade 7: Acreditamos que a atividade cumpriu com seu
objetivo, pois os alunos conseguiram obter as informacdes sobre os valores da derivada por
meio da analise do seu gréfico, e utilizando estes dados, fizeram inferéncias sobre as solugdes
da EDO. Além disso, a atividade auxiliou os estudantes a perceber que é possivel representar

outras variaveis, que ndo somente, X e y, nos eixos coordenados.

51 A aluna Vivian precisou se ausentar e ndo respondeu a esta atividade.
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4.3.8 Anélise a posteriori da Atividade 8
Esta atividade tinha por objetivo que os alunos compreendessem que por um ponto
(%, Y,) Ppassa uma, e somente uma, curva solu¢éo da equagédo diferencial y'=5y, o que
consideramos como um Teorema da Existéncia e Unicidade local, ou seja, somente para as
equacdes do tipo y'=ay, aeR. As possiveis estratégias definidas nas analises a priori estdo

descritas no quadro a seguir.

Quadro 50: Possiveis estratégias para a Atividade 8

AB8E;: Utilizar o conceito de tangente (vetor diretor) para mostrar que em um ponto (x,,y,)a
equacdo y'=5y a reta tangente tem inclinacéo m dada porm =5y, .

ABE:: Analisar o campo de vetores para a equacao dada.

AB8E:: Resolver algebricamente a equacdo obtendo a sua solucédo geral.
Fonte: Elaborado pela autora

Os alunos do G1, G2 e G4 primeiramente analisaram a atividade utilizando somente 0s
dados fornecidos pela prépria questdo e, em seguida, utilizaram o campo de vetores para
confirmar ou refutar suas hipoteses. Podemos observar pelo didlogo abaixo dos alunos do grupo
G1 que eles também utilizaram dos conhecimentos adquiridos nas atividades anteriores e este
fato pode ser estendido aos alunos dos grupos G2 e G4.

Gustavo: Este € 0y, e elevado a x. Este gréfico é o e*.

Théo: E.

Gustavo: E a exponencial.

Théo: Ai é 5x . Porque a derivada da 5 vezes ele mesmo. Vocé tem y =e>*. A derivada dele é

e®* vezes a derivada em relagdo a x.

Théo: E.

Gustavo: Porém, em qualquer lugar ndo vai se cruzar.

Théo: Néo.

Gustavo: Esse dai/ porque, aqui ndo tem como/ sendo ela seria/ viria no mesmo ponto. Nao
abria aqui embaixo. Eu coloquei, mas ndo sei se esta certo.

Théo: Mas aqui, provavelmente, teria alguma constante somando. Tipo, se ele ... se ele é solucédo
... 6 ndo.

Gustavo: Se tivesse seria a mesma curvatura. Igual aqui, teria a mesma curvatura.

Théo: Vou colocar aqui. Tipo mais trés.

Gustavo: Ndo vai adiantar nada. Eu acho sabe o que ... a curvatura é a mesma, olha aqui. S6
gue agui nem a mesma curvatura é. Eu acho que estéa certo.

Théo: O que vocé colocou como justificativa.

Gustavo: A curva C, ndo pode ser a outra solucdo, porque ndo pode haver interseccdo. Ha
somente uma solugdo para cada ponto especifico, quando a solu¢do ndo é constante. Mas, ndo
sei se esta certo.

Théo: Cada ponto ... ha somente uma solugdo .... assim C .... ndo poderia fazer intersec¢do ...
com C; ((fala baixo enquanto escreve))

Gustavo: Eu acho, ndo sei se vocé concorda também.

Théo: Além disso, o C, tem um outro comportamento também, uma outra funcéo.

Gustavo: E, se ela fosse, ela seria a mesma curvatura.

Os alunos do G1 apresentam uma resposta similar a da Figura 72.



Figura 72: Resposta de um aluno do G1 a Atividade 8
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O G3 néo utilizou o campo de vetores pois ndo trouxeram o notebook. Os alunos desse

grupo trabalharam de forma separada e apresentaram respostas diferentes um dos outros. O

Quadro 51 ilustra as estratégias utilizadas e alguns tipos de respostas que obtemos para esta

atividade.
Quadro 51: Respostas dos alunos a Atividade 8
Estratégia Comentarios Quantidade de
utilizada alunos
Gl | G2 | G3 | G4
Em branco. 1 1
AB8E:: Analisar | N&o, pois ndo existe ponto em comum entre duas 3 2
0 campo de solugdes.
vetoresparaa | apaloga a Figura 72 3
equacao dada.
AB8E;: Resolver 5y? . 3 1
a equacio | Y =5Y= f(y):T+ C . O gréafico ndo pode
obtendo a sua P
solugdo geral. cruzar pois, se a diferenca das constantes der 2 o
grafico desloca 2 unidades para cima, assim
sucessivamente.
Estratégia y=2x=y=x*+C, x*+~/3, x*+5, x* +e®.  Eles 1
equivocada tendem a 0 e ndo se cruzam, mesmo todos tem x* com n°
comum néo é suficiente para saber se C; é solucéo da
equacao.
Total 1252

Fonte: Respostas dos alunos

Uma aluna do G2 e um aluno do G3 nédo responderam a questdo, embora ela tenha

ouvido os demais colegas discutindo sobre a atividade. Podemos observar que a aluna do G3

que optou por A8Es, possuia conhecimentos sobre translacdo de fungbes, contudo, utilizou tal

52 A aluna Vivian do G1 saiu antes e ndo respondeu a esta atividade.
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conhecimento numa resolucéo incorreta da integral, por este motivo consideramos que a aluna
ndo respondeu corretamente a questdo, embora ela tenha chegado na resposta correta (ndo se
cruzam) utilizando o conceito de translacéo.

Dos doze alunos que responderam a esta atividade, sete chegaram a uma concluséo
satisfatoria em relacdo aos objetivos propostos e os demais ou ndo responderam ou responderam
de forma equivocada. Dos alunos que responderam equivocadamente, inferimos que as
dificuldades podem estar relacionadas com a falta de conhecimento de contetdos anteriores,
como ndo saber resolver corretamente as integrais e com a necessidade de recorrer a expressao
algébrica da funcdo, utilizando as funcdes do tipo f(x)=x*+C, C<R embora a equacio
fosse y'=5y.

Para a discussdo em grupo desta atividade, a pesquisadora néo selecionou as diferentes
respostas, solicitando que os alunos falassem as suas respostas. Apds a exposicao dos alunos, a

pesquisadora fez o seguinte questionamento:

Pesquisadora: Entdo eu tenho as curvas vermelha e a azul. Certo? A minha equacao é dada por
y'=5y. O que acontece quando eu venho nesse ponto ((ponto de interseccédo de C, e C,)), e
eu vou calcular a inclinagdo da reta tangente eu vou usar qual derivada?... Quem € a derivada?
Alunos: y'=5y

Pesquisadora: y’= 5y . Ela vai me dar a inclinagéo neste ponto para C, . Se eu venho no mesmo
ponto, e vou calcular a inclinagédo usando a mesma derivada s6 que para C,, qual € a resposta

que eu vou ter?

Alunos: A mesma.

Pesquisadora: A mesma. Mas, o que acontece ali, se eu calcular a reta tangente ali, a inclinagéo
é diferente?

Alunos: Sim.

Pesquisadora: Entdo eu posso ter para 0 mesmo ponto, para a mesma solucéo, para mesma
equacao, duas inclinag¢bes das tangentes?

Alunos: Néo.

Assim, os alunos concluiram que, por um ponto (x,,Y,), passa uma e somente uma
curva solucdo da equacdo diferencial y'=5y, a pesquisadora falou com os alunos sobre o
Teorema da Existéncia e Unicidade, porém, ndo o formalizou nem o demonstrou.

Segundo os alunos, eles ja haviam visto na disciplina regular este teorema, contudo, ndo
conseguiram lembrar como poderiam utiliza-lo nesta atividade. Além disso, nenhum aluno

conseguiu enunciar o teorema.

Consideracdes sobre a Atividade 8: A Atividade cumpriu com seu objetivo e

acreditamos que néo seja preciso realizar modificacfes em sua estrutura.
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No quinto encontro foi desenvolvida a Atividade 9, com a participacéo de treze alunos
divididos em trés grupos, G1: Gustavo, Pedro, Sofia, Théo e Vivian, G2: Ana, Bia, Marcos e

Michel, G4: Bruno, Daiane, Fernando e Léo.

4.3.9 Analise a posteriori da Atividade 9
Esta atividade tinha por objetivo familiarizar os estudantes com o estudo de problemas
ndo matematicos que pudessem ser modelados por meio de uma EDO e retomar o conceito da
derivada como taxa de variacdo. Ela apresentava informac@es sobre uma populacéo de ratos
que crescia a uma taxa 0,5 a0 més e trazia 0s seguintes itens:
a) Escreva uma equacdo diferencial cuja solugdo é a populacdo de ratos por més.
b) Suponha que existam predadores que moram na mesma vizinhanca e que eles
matam 15 ratos por dia. Qual seria a equacao diferencial que representa esta nova
situacdo? O que acontece com esta populagéo de ratos com o passar do tempo?
c) Transforme a equacdo diferencial obtida em a), em um problema de valor inicial.
Estude a solucéo do problema para o valor inicial que vocé determinou.
As estratégias previstas para responder a segunda pergunta do item b) estdo
representadas no Quadro 52.

Quadro 52: Possiveis estratégias para a Atividade 9 — item b)
A9E;: Analisar o sinal da derivada.

A9E;: Analisar o campo de vetores.
A9Es;: Resolver algebricamente a EDO.

Fonte: Elaborado pela autora
Para dar inicio a atividade, a pesquisadora conversou com os alunos sobre a ideia da
dindmica populacional, perguntando sobre o que influenciava o crescimento de uma populacéo,
conforme ilustra o didlogo abaixo:

Pesquisadora: O que € dindmica populacional?

Gustavo: O que é?

Fernando: Crescimento de uma populagéo?

Pesquisadora: Crescimento de uma populacédo. E a populacdo também pode?

Alunos: Decrescer ((falam antes da pesquisadora)).

Pesquisadora: Decrescer. O que que vocés acham que influencia no crescimento da populagao?
Théo: Taxa de natalidade e mortalidade.

Miguel: A taxa de natalidade tem que ser maior que a mortalidade.

[...]

Pesquisadora: Entdo, imaginem se a Ana resolvesse criar ratos. Ela comecou com dois ratinhos,
mas ela descuidou, e esses ratinhos fugiram, e comecaram a procriar. O que que vocés acham
gue vai acontecer com essa populagéo de ratos?

Alunos: Vai crescer.

Pesquisadora: Ela vai crescer. E vocés acham que ela vai ter um fim, ou vai crescer, crescer,
cada vez mais?
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Sofia: Crescer cada vez mais.

Bia: Cresce exponencialmente.

Pesquisadora: Vai crescer um monte. Como daria para limitar essa populacao?
Miguel: Matar.

Sofia: Matando todo mundo.

Pesquisadora: Matando?

Fernando: Com um predador.

Eégquisadora: Vai limitar. Ser& que sempre vai limitar?

Gustavo: Pode extinguir.

Fernando: Tem que limitar os predadores.

Ap0s esta conversa, a pesquisadora entregou a Atividade 9 aos estudantes para que eles
analisassem a situacdo proposta. Apesar de o item a) solicitar explicitamente a EDO que
representasse o problema, os alunos tentaram determinar uma funcdo que descrevia o
fendmeno, e segundo eles, obtendo esta fun¢do poderiam deriva-la para obter a EDO.

Percebendo que todos os grupos procuram pela funcdo que modelava a situacédo, a
pesquisadora fez uma intervencgdo, perguntando quais eram as variaveis envolvidas e como era
possivel representar, matematicamente, a taxa de variacdo da populacdo. Varios alunos
responderam que a taxa de variacdo da populacdo poderia ser representada matematicamente
pela derivada da populacdo em relacéo ao tempo.

Assim, a pesquisadora explicou que eles ja tinham encontrado a primeira parte da EDO
procurada no item a) e que precisavam escrever em notacdo matematica a outra parte da

afirmacdo: “é proporcional a propria populacao”.
Assim, 0S grupos escreveram a equagéo(jj_on,sp, realizando uma conversao do
t

RLNE para 0 RSA e uma mudanc¢a do dominio ndo matematico para o dominio da AA.

Nesse momento, alguns alunos pediram para pesquisadora explicar a EDO obtida, pois
ndo entenderam como chegaram a esta expressdo. A pesquisadora percebeu gque estes alunos
ndo entendiam o modelo apresentado pelo fato que ndo compreendiam o conceito de
proporcionalidade envolvido, desta forma, ndo entendiam o porqué da notacdao 0,5P. A
pesquisadora retomou o conceito de proporcionalidade, fazendo alguns exercicios nos quais 0s
alunos precisavam escrever, em notacdo matematica, algumas afirmagcfes como: o numero

quatro € proporcional ao nimero dois.
A equacdo %—T:O,SP possui as mesmas caracteristicas das EDOs trabalhadas na

sequéncia, contudo, nas atividades anteriores, eles ndo precisavam compreender cada termo da
equacdo, sendo que eles, até 0 momento, ndo tinham se questionado sobre as constantes que

apareciam nas EDOs.
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Na analise a priori esperavamos que uma dificuldade que pudesse surgir era os alunos
ndo recordarem que a derivada pode ser entendida com a taxa de variacdo, contudo, a
dificuldade que apareceu nao foi em relacdo a derivada e sim a falta de entendimento do
conceito de proporcionalidade, que nao foi prevista, o que fez com que alguns alunos nédo
conseguissem compreender a conversdao do RLNE (informacdo) para o RSA (EDO), embora
ela fosse congruente (analise a priori).

Cargnin (2013) alerta para a importancia dos alunos compreenderam 0s termos e 0S
conceitos envolvidos no enunciado de um exercicio, pois a falta de conhecimento de uma
palavra, conceito ou expressdo pode comprometer a compreensdo da situacdo proposta e,
consequentemente, sua resolucdo. O que também foi percebido com essa turma.

Em seguida, os alunos comecaram a analisar o item b). Eles discutiram sobre o fato de
gue a taxa de crescimento, dada no problema, era mensal e a quantidade de ratos mortos era por
dia, e concluiram que precisavam multiplicar a quantidade de ratos mortos por 30 (quantidade
de dias no més) para obter a quantidade de ratos mortos no més.

Ap0s esta discussdo, eles escreveram a equacgao i_T:o,SP—450. Os alunos néo

apresentaram dificuldades em analisar a EDO determinada e forneceram as respostas
apresentadas no Quadro 25 para esse item.

Quadro 53: Respostas dos alunos a Atividade 9 —item b)

Estratégia Comentarios Quantidade de
utilizada alunos
Gl | G2 | G4
Analisar o sinal da dpP 5 4 4

derivada (A9Ey) e Se P>900= ’m >0, a populagdo cresce.

0 campo de 4P
vetores (A9E>). SeP =900= e 0, a populacéo se mantém constante.

Se P<900= (jj—f <0, a populagéo decresce.

Total 13
Fonte: Elaborado pela autora

Os alunos de todos os grupos utilizaram, simultaneamente, o sinal da derivada e o campo
de vetores da EDO obtida para o item b), nesta analise, realizando um procedimento informatico
de interpretacdo global. Ao utilizar este procedimento, os alunos puderam validar o modelo
encontrado, além disso, o campo de vetores auxiliou-0s na compreensdo da situacdo, uma vez

que eles puderam visualizar o comportamento da populacgdo de ratos para qualquer valor de P.
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Os alunos do G1 também utilizaram o gréafico da derivada, P'=0,5P, (Figura 73) de

forma similar ao processo realizado na Atividade 7, ou seja, 0s alunos conseguiram aplicar os

conhecimentos trabalhados em outras atividades, utilizando diferentes registros de

representacdo e, consequentemente, ferramentas de diferentes dominios matematicos para

explicar, analisar e validar os resultados obtidos, o que, segundo Duval (1993, 2003) e Douady

(1986), séo condicOes para a compreensao de conceito, no caso, as EDOs.
Figura 73: Resposta de um aluno do G1 para a Atividade 9 item b)
¥
P20 _ v Y50
0,5P =19 ﬁ = g2F 7
P=900 d7
p >0 , PLy
ﬁj f2 150 P
p> 450 <iw
Mﬂﬂs?ﬁ@ “‘”I“S‘MW%“Q,I‘L

GrdheL g_JanPo-ms. ¢+ = i | s o t |
Ruands P 50, 20 M”M ’ " bl o s

Fonte: Respostas dos alunos

Além disso, os alunos conseguiram relacionar o resultado matemético ao problema

estudado, conforme ilustra a resposta na Figura 73 e o didlogo abaixo:

Pedro: Aqui ela vai decrescendo

Gustavo: Mas ela estéa decrescendo

Pedro: ((fala ndo identificada))

Gustavo: Vai ir a zero. Zero vai ser o de limitante.

Pedro: Mas la vai para infinito

Gustavo: Vai para infinito. Eu estou com uma ((fala ndo identificada)) de zero a meio. Se eu
tirar 1 milhdo de ratos, ele vai crescer 1 milhdo e meio, e somar o0 quatrocentos e cinquenta.
Entdo, vai crescer para o infinito.

Vivian: Como é que voceés falaram. Para maior que novecentos ela vai para o infinito, e menor
gue novecentos ela vai para zero.

Gustavo: Para novecentos ela é constante.

Pedro: Vocé chegou a conclusdo?

Gustavo: A partir desse grafico assim. Ela fala para pdr um valor inicial.

Pedro: Vocé colocou?

Gustavo: Novecentos.

Pedro: E por que vocé colocou novecentos?

Gustavo: Por que vai dar constante. Vocé pode colocar qualquer um. A solucdo vai depender
do valor inicial que vocé determinou ... Com novecentos ela vai permanecer constante, tipo,
nasce quatrocentos e cinquenta, mata quatrocentos e cinquenta.

Sofia: Nao entendi por que que vocés fizeram o grafico desse jeito. ((A aluna refere-se ao
grafico que Gustavo fez (Figura 74) que representa somente as soluces no primeiro quadrante)).
Gustavo: A b) né? Esta escrito, a derivada é igual a meio de P menos quatrocentos e cinquenta,
certo? Esse ai é o fator. O P é o fator determinante para ver se a populagdo vai crescer ou
decrescer. Entdo, tipo dP/dt é a derivada. Quando a derivada é nula, em alguma coisa, a
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populacdo é constante. Entdo, vocé achou o valor do P, esses novecentos, ela vai ser constante.
Entdo, se a populacdo inicial for novecentos, ela vai manter constante. O que vai crescer, vai
morrer. Se for maior que novecentos, entdo a populacdo vai aumentar. Se for menos que
novecentos, a populagdo vai diminuindo, até chegar em zero. Entendeu? Entéo ela vai tender a
zero. Cresce, pode falar.

Sofia: Ndo é que ... eu entendi o problema, sé ndo entendi o grafico ser desse jeito.

Gustavo: Aqui ele esté crescendo para o infinito. Quanto maior a populagdo inicial, mais vai
crescer, se for 901, vai sobrar 1. Entdo, 1 por més até, um monte, tende ao infinito

Sofia: Mas, dai ndo teria que ter um outro lado da conta?

Gustavo: Ndo. Ah, ndo, tem um outro aqui, menor. Ele vai tender a zero, ndo existe populacéo
negativa. Entdo ele vai tendendo até a zero.

Sofia: Ah, ta. Entdo, essa parte aqui, seria 0 maior que 900, e essa 0 menor que 900.

Gustavo: Isso, entendeu?

A proxima figura ilustra o grafico esbogado por Gustavo para compreender a situagdo
proposta.

Figura 74: Gréfico do aluno Gustavo para a Atividade 9

Yoo

i 4

Fonte: Resposta do aluno

Em relacdo ao item c) os alunos ndo apresentaram dificuldade em formular e analisar
seu PVI, somente perguntaram a pesquisadora se eram eles mesmos que poderiam escolher o
valor inicial. Alguns alunos fizeram o PVI utilizando a EDO obtida no item a) e outros, a do
item b) e, em conjunto, decidiram utilizar o item b), pois no item a) a populacdo iria crescer
independente da populacdo inicial.

A Figura 75 ilustra os dominios matematicos e os registros de representacdo utilizados
durante o desenvolvimento da Atividade. As setas === indicam as conversdes realizadas, a seta
== 0 tratamento efetuado para a andlise do sinal da derivada e as setas <= ilustram a
coordenacao entre os registros. Ressaltamos que o grafico da derivada foi utilizado somente

pelos alunos do G1.
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Figura 75: Dominios e registros utilizados na resolugdo e interpretacdo da Atividade 9)

Situagdo proposta
Dominio NM
RLNE

Modelo: EDO
Dominio da AA
RSA

Campo de vetores
Dominio da GA
RG

|

Sinal de P’ Interpretagdo dos
Dominio da AA/F | ) resultados
RSA Dominio NM

H RLNE

Grafico de P’
Dominio F
RG

Fonte: Elaborado pela autora

Observando a Figura 75, podemos verificar que, ao efetuarem as conversdes indicadas,
os alunos também realizaram uma mudanca de dominio, recorrendo a ferramentas de diferentes
ramos da Matemaética. Além disso, diferente das atividades anteriores, os alunos realizaram,
pela primeira vez, uma conversdo do RLNE para RSA e uma mudanca do dominio NM para o
dominio da AA.

Nas discussdes dessa atividade, a pesquisadora novamente recordou o conceito de
proporcionalidade e explicou as constantes das EDOs dos itens a) e b). Também foi comentado
sobre a possibilidade de uma populacédo crescer infinitamente, o que, segundo o0s alunos, ndo
era possivel, visto que existe a necessidade de alimentos, predadores, entre outros fatores que

limitam a populacéo.

Consideracoes sobre a Atividade 9: A atividade propiciou a aplicacdo da derivada
como taxa de variacao, que era um dos seus objetivos. Além de propiciar aos alunos um contato
com a formulacdo de modelo matematico, o que acreditavamos que poderia auxilia-los no

desenvolvimento dos problemas de Modelagem Matematica da fase 2.

4.4  Analise a posteriori da fase 2

Nesta secdo, apresentamos a andlise a posteriori dos problemas no contexto da
Modelagem Matematica. Foram desenvolvidos com os alunos trés problemas deste tipo: o
primeiro abordou o tema decaimento radioativo; o segundo, a variacdo de temperatura de um
refrigerante, ambos os temas podem ser facilmente encontrados em livros didaticos que tratam

do conceito de EDO. Porém, propomos um estudo diferente do proposto pelos livros didaticos,
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ou seja, os alunos precisaram analisar o fendmeno, levantar hipoteses, para, na sequéncia,
determinar o modelo matematico e ndo somente substituir os dados do problema em uma
formula, conforme exposto na subsecéo 2.4.3.

Para o terceiro problema, os alunos fizeram um trabalho em grupo, denominado projeto
final, no qual cada grupo deveria escolher um tema e desenvolver uma analise matematica da
situacdo por meio de uma EDO.

Para além de encontrar e de resolver a EDO que representasse cada um dos problemas
considerados nesta fase, os alunos deveriam buscar compreensdes sobre o fendmeno estudado
a partir da equacdo, utilizando, para tanto, os conhecimentos e as experiéncias construidos no

desenvolvimento da sequéncia.

4.4.1 Analise a posteriori do primeiro problema de Modelagem Matematica

Este problema tinha por objetivo proporcionar aos alunos um primeiro contato com uma
aplicacdo das EDOs, em uma situacéo real, cujos dados seriam investigados por eles mesmos,
e trabalhar a derivada como taxa de variacdo, pois esta nocdo tinha sido explorada somente na
Atividade 9. Apesar de ser um problema de Modelagem Matematica, o qual ndo poderiamos
prever todos os delineamentos, levantamos na andlise a priori alguns possiveis
encaminhamento para a interpretacdo deste problema, os quais foram descritos no Quadro 54.

Quadro 54: Possiveis estratégias para o primeiro problema de Modelagem Matematica
M1E;: analisar os dados utilizando uma EDO.

M1E;: obter uma funcéo (linear, exponencial) que modele a situacao.

M1E;: caso optem por fazerem alguma previsdo, eles podem aplicar uma regra de trés para
aproximarem o valor procurado.

M1E.: obter uma constante de proporcionalidade e utiliza-la para fazer previsoes.
Fonte: Elaborado pela autora

O problema foi desenvolvido durante um encontro e meio (6° e 7° encontros). No sexto
encontro, participaram treze alunos (G1: Gustavo, Pedro, Théo, Vivian. G2: Marcos, Miguel.
G3: Luciano, Michel, Renata. G4: Bruno, Daiane, Fernando, Léo).

No sétimo encontro, participaram onze alunos, sendo que duas alunas ndo haviam
participado da atividade no dia anterior (G1: Pedro, Théo, Vivian. G2: Ana, Bia, Marcos. G3:
Luciano, Renata. G4: Daiane, Fernando, Léo).

No sexto encontro, a pesquisadora retomou a ideia do tema decaimento radioativo com
o0s alunos. Durante as discussoes, eles falaram sobre os acidentes ocorridos em Chernobyl, no

Japdo, e em Goiania, no Brasil.
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Depois de os alunos falarem o que sabiam sobre o acidente em Goiania, foi entregue a
eles uma reportagem sobre o0 assunto. Apds a leitura, os alunos comentaram as informacdes da
reportagem e a pesquisadora fez alguns questionamentos de forma a auxilia-los na compreensao
e no desenvolvimento do problema.

Pesquisadora: Com o passar do tempo, 0 que que vai acontecendo com a quantidade de Césio?
Fernando: Cai pela metade.

[...]

Pesquisadora: Isso, precisamos saber a meia vida do Césio, e mais alguma coisa?
Alunos: Quantidade inicial.

Théo: Ano gue aconteceu.

[...]
Os alunos, acessando sites na internet, obtiveram os seguintes dados:

i) Meia vida do césio-137 igual a 30,2 anos, ou seja, a cada 30,2
anos, a quantidade de césio-137 reduz pela metade.

i) Quantidade inicial de césio-137 igual a 19,26 gramas.

iii)  Ano que ocorreu o acidente: 1987.

E levantaram a hipotese de que a quantidade de césio-137 diminuia com a passar do
tempo, entdo, para validar esta hipotese, decidiram determinar a EDO que modelava essa
situacdo. Acreditamos que, por estarem envolvidos com o curso de EDO, encontrar a EDO que
modelava o fendmeno era uma motivagdo para os alunos, por isso, a pesquisadora deixou que
os alunos respondessem, num primeiro momento, a seguinte pergunta: Qual a EDO que modela
este fendbmeno?

Os alunos consideraram as variaveis tempo t (em anos) e quantidade de Césio Q (em
gramas) e escreveram a primeira parte da equacdo dQ/dtsendo a taxa de variagdo da
guantidade de césio em relacdo ao tempo. Eles discutiram um tempo sobre esta situacdo e 0s
alunos do G1 e G2, utilizando da informacdo que a cada 30,2 anos a quantidade de Césio
diminui pela metade, organizaram os dados conforme a tabela a seguir:

Tabela 8: Quantidade de Césio-137 ao longo do tempo

Ano Q

1987 19,26
2017,2 9,63
2047,4 4,81
2077,6 2,40
2107,8 1,20

2138 0,6

Fonte: Respostas dos alunos
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A pesquisadora reproduziu a tabela acima no quadro para que todos os alunos pudessem
visualiza-la. Utilizando os dados da tabela, a pesquisadora indagou-os sobre o que influenciava
na taxa de variacdo da quantidade de césio. Como os alunos acreditavam que era somente a
meia vida do elemento radioativo que interferia na taxa de variacdo, ela supds outras situacdes
nas quais as quantidades de césio eram diferentes, até que os alunos puderam perceber que a
quantidade de césio interferia na sua taxa de variacdo, ou seja, a taxa de variagdo da quantidade
de césio-137 era proporcional a quantidade de césio-137 em cada instante de tempo. Com essa

afirmacédo e, possivelmente, considerando a experiéncia com a Atividade 9, os alunos nao

dQ

tiveram dificuldade em escrever a equacgéo i aQ para representar o problema.
t

Os alunos assumiram « = 0,5, pois, como a quantidade de Césio diminuia pela metade

a cada 30,2 anos, eles acreditavam que a constante de proporcionalidade era igual a 0,5. Porém,
ao construirem o campo de vetores perceberam que a quantidade de Césio estava aumentando,
0 que ia contra sua hipotese de que a quantidade de Césio deveria diminuir com o passar do
tempo e solicitaram a ajuda da pesquisadora. Ela explicou que variagdo da quantidade de Césio-
137 era continua durante os 30,2 anos, ou seja, ia diminuindo todos os dias durante os 30,2

anos.
1
Em seguida, a pesquisadora, junto com os alunos, deduziu a formula®® o = (Q, / Q)" —

sendo t o tempo, Q, a quantidade de Césio no tempo te Q, a quantidade inicial de Césio, que

poderia ser utilizada para calcular « (Figura 76).

Figura 76: Deducdo da formula para a constante «
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Fonte: Respostas dos alunos

%3 Procedimento descrito em Bassanezi (2011, p. 331).
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Com esta formula os alunos calcularam a constante «, obtendo a EDO

dQ
—<=-0,023
dt Q

O Quadro 55 ilustra a estratégia utilizada para modelar o problema dado.

Quadro 55: Estratégias utilizadas para resolugdo do primeiro problema de Modelagem Matemaética

Estratégia utilizada Comentarios | Quantidade de alunos
Gl | G2 | G3 | G4
M1E;: analisar os dados utilizando uma EDO. dQ ~0,50 4 4 3 4
dt
dQ
il —-0,023Q
Total 155

Fonte: Elaborado pela autora

Os alunos estudaram a equacao Z_?:—0,0sz com procedimentos analogos aos

utilizados nas atividades da fase 1, ou seja, a analise simultdnea do campo de vetores e do sinal
da derivada. A Figura 77 ilustra as mudancas de dominio e os registros de representacao
realizados pelos alunos no desenvolvimento do problema de Modelagem Matemaética (MM).

Figura 77: Mudangas de dominio e registros de representacéo e as fases da MM
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Fonte: Elaborado pela autora®
Observando a Figura 77, podemos verificar que os alunos realizaram diversas mudancas
de dominio e de registros de representacdo no decorrer das fases da MM, conforme apresentado
na subsecao 1.2.2:

% Total de 15 alunos que participaram de, pelo menos, um dia de desenvolvimento do problema.
%5 As abreviacdes das figuras estdo na Lista de Abreviagdes no inicio da tese.
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Fase | - Experimentacdo: os alunos selecionaram os dados necessarios para a analise do
problema, utilizando da reportagem e de buscas na internet. Ainda, organizaram essas
informacdes utilizando o RLNE.

Fase Il - Abstracdo: Os alunos discriminaram as variaveis em estudo (t e Q), levantaram
a hipétese de que a quantidade Q de Césio diminuia com o passar do tempo e deduziram um
modelo matematico. Para isso, foi necessaria uma mudanca do dominio ndo matematico
(dominio da Quimica que trazia informacdes a respeito do elemento radioativo Césio-137,
definicdo de meia vida) para o dominio das funcdes (Tabela 8 que representa a funcdo Q(t) que
expressa a quantidade de Césio em relacdo ao tempo) o que acarretou uma conversdo do RLNE
para 0 RSN (registro simbolico-numérico) (seta 1). Analisando as informacbes nesses dois
dominios e registros, os alunos obtiveram a EDO no RSA, ou seja, realizaram uma conversao
acompanhada de uma mudanca para o dominio da AA (seta 2).

Fase 11l - Resolucdo: Para resolver a EDO, construida nas fases anteriores, os alunos
plotaram o campo de vetores, com o auxilio do software, realizando uma mudanga para o
dominio da GA acompanhada de uma conversao para 0 RG. O uso do RG auxiliou os alunos a
visualizar o comportamento das solucdes da EDO, o que possibilitou a ndo validacdo do modelo
(proxima fase), de forma mais rapida, sem a necessidade de recorrer para a resolucao algébrica
da EDO que requer de um tratamento no RSA e que, normalmente, é indicada nos livros
didaticos para a andlise de problemas de “Modelagem Matematica”.

Fase IV — Validacdo: Analisando o campo de vetores construido na fase anterior, 0s
alunos perceberam que a EDO obtida ndo representava o fendmeno analisado, pois a quantidade
de Césio estava aumentando ao invés de diminuir, o que fez com que eles percebessem que
tinham cometido algum erro na formulagcdo do modelo, sem precisar procurar ou perguntar
“qual a resposta correta”, ao mesmo tempo que se mobilizaram para reformular o modelo.

Fase V — Modificacdo: A ndo validacdo do modelo fez com que os alunos reformulassem
sua equacdo, retornando a fase Il — Abstracdo.

Nesta nova etapa de abstracdo, os alunos, com o auxilio da pesquisadora, obtiveram a
formula para a constante « e, realizando um tratamento no RSA, determinaram o valor desta
constante e reescreveram a EDO (seta 4).

Para analisar a nova equacdo, os alunos utilizaram o sinal da derivada, realizando um
tratamento no RSA e operando em uma interse¢do dos dominios da AA e das Funcdes (seta 5),
simultaneamente, com o campo de vetores (Seta 6). A seta 7 indica o uso simultaneo das duas
estratégias de resolugéo, ou seja, o procedimento informatico de interpretacdo global. Os alunos

também realizaram uma conversdo para 0 RLNE e a mudanca para o dominio das Funcdes
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escrevendo as informagOes obtidas sobre o comportamento da fungdo Q(t) em fungdo do
problema analisado (Figura 78).

Figura 78: Resolucdo do primeiro problema de Modelagem Matematica
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Fonte: Respostas dos alunos

Desta forma, podemos observar que no desenvolvimento deste problema de MM, os
alunos utilizaram diferentes registros de representagdo, coordenando-os de modo a obter o
modelo e analisar e compreender tanto 0 modelo obtido quanto o fendmeno estudado. Segundo
Duval (2003), a coordenacdo entre registros ¢ uma condicdo fundamental para o acesso a
compreensdo dos conceitos matematicos.

Segundo Vertuan (2007), em um problema de MM, as conversdes (congruentes ou nao
congruentes) sdo efetivadas ndo por uma questdo de escolha e sim pela necessidade de
interpretar a situacdo. Podemos observar que nossos alunos naturalmente utilizam-se de
diversos registros, em funcdo da prépria carateristica da Modelagem Matematica de ser um
problema aberto sem ter um “modelo” pronto a seguir, como apresentados nos livros didaticos.

Observe que a taxa de variacao de Césio é proporcional a propria quantidade de Césio,
0 gue é andlogo a situacdo da populacdo de ratos, contudo, na Atividade 9, a informacdo a
respeito da taxa de variacdo foi fornecida no enunciado da atividade e ndo observada pelos

alunos, isso pode ter influenciado eles a ndo sentirem necessidade de validar o modelo

C;_'::o,sp ao contrario da equacéo %—?:0,5Q, a qual os alunos, por iniciativa prépria,

verificaram se a EDO estava de acordo com a hipotese formulada.

O encontro terminou sem que os alunos discutissem sobre os resultados obtidos. Desta
forma, no sétimo encontro, o problema foi retomado e os alunos explicaram a situagédo analisada
e a EDO obtida para os demais que ndo haviam participado do primeiro dia de resolucdo do

problema. Considerando a concepcdo de Modelagem Matematica proposta por Bassanezi
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(2011), que a compreende como um processo para a obtencdo e a validacdo de modelos
matematicos com a finalidade de analisar e prever o comportamento do fenémeno estudado, a
pesquisadora propds aos alunos uma nova pergunta: Qual a quantidade atual de césio-137 na
cidade de Goiania?

Para responder a esta questdo, os alunos resolveram algebricamente a EDO. Como eles
jatinham estudado na disciplina regular a técnica de resolucdo para o tipo de equagdo analisada
(equacdo do tipo separavel), ndo apresentaram dificuldades em resolvé-la. As dividas que
apareceram foram em relacdo a Matematica Basica, pois alguns alunos ndo lembravam que
precisavam aplicar a inversa da funcéo logaritmica para obter o resultado procurado. Depois

que obtiveram a funcdo Q(t) =19,26e > > eles fizeram a estimativa para t=28 que, no

modelo obtido, significava 28 anos apds 1987, o equivalente ao ano de 2015.
Figura 79: Resposta de um aluno para a quantidade de césio-137 para o ano de 2015
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Fonte: Respostas dos alunos
Durante as discussdes da solucao dessa nova pergunta, a pesquisadora questionou como
os alunos poderiam validar o modelo obtido algebricamente e eles disseram que substituiram
alguns valores e compararam com os dados da Tabela 8. A pesquisadora explicou que eles
também poderiam ter feito uma validacdo do modelo pelo grafico da funcéo e, assim, pediu que

eles fizessem o gréfico da funcdo com o auxilio do software GeoGebra.
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Figura 80: Campo de vetores e grafico da solugéo para a equacdo Q(t) =19, 26e %%
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Fonte: Elaborado pela autora

A pesquisadora utilizou os graficos da Figura 80 para fazer comparagdes entre o
comportamento das solucdes visualizados no campo de vetores e o grafico da solucdo. Segundo
Javaroni (2007), a coordenacdo de diferentes midias € importante, uma vez que a comparagao
dos resultados obtidos pode ajudar os alunos a validarem, ou ndo, suas hipdteses, além de
auxilia-los na compreensédo do objeto de estudo.

Na Figura 81 mostramos as mudancas de dominios e registros de representacédo
utilizados pelos alunos para responder a nova pergunta.

Figura 81: Mudangas de dominio e registros de representacdo e as fases da MM - 2
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Fonte: Elaborado pela autora
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Para responder a pergunta proposta pela pesquisadora, os alunos retornaram a fase Il -
resolucdo da MM e realizaram um tratamento no RSA e uma mudanca para o dominio das F
(seta 8), para obter a solucdo analitica da EDO. Com a expressao algébrica da funcao Q(t), os
alunos validaram o modelo (fase IV da MM) calculando alguns valores da fungédo e comparando
com os dados da Tabela 8 (seta 9) e também realizaram uma previsao da quantidade de Césio-
137 para o ano de 2015.

Por sugestdo da pesquisadora, os alunos validaram graficamente a solu¢do do modelo,
realizando uma conversdo do RSA para o RG, dentro do dominio das F (seta 10). Depois, 0s
alunos realizaram uma converséo do RSNT (Tabela) para RG (seta 11). E, por fim, compararam
o gréafico da funcdo Q com o gréfico obtido no campo de vetores (seta 12).

Além disso, para explicar o modelo utilizado e os resultados obtidos, os alunos
precisaram utilizar o RLNE e retornar ao dominio original do problema, o dominio da Quimica.

Desta forma, podemos observar que, na compreenséo e na resolucao desse problema no
contexto da MM, os alunos utilizaram diferentes dominios matematicos e registros de
representacdo semidtica, o que vem ao encontro do estudo de Vertuan (2007), ou seja, que 0
desenvolvimento de problemas de MM viabiliza a utilizagdo de varios registros de
representacdo semiotica, além de tratamentos, de conversdes e de coordenacédo entre registros.

Além disso, os alunos utilizaram representacfes que ndo foram solicitadas na fase 1 da
sequéncia, como, por exemplo, o uso do RSNT. Segundo Flores e Moretti (2005, p. 2), a leitura
de uma tabela nao é uma tarefa simples, pois ela “exige por parte do leitor certa intimidade, e
também dominio, do modo de representacao utilizado. Ler, interpretar, analisar e julgar, ou
organizar dados em graficos e tabelas significa, antes de tudo, dominar o préprio funcionamento
representacional”. NO nosso problema, o uso desse registro possibilitou aos alunos
compreenderem como se dava a taxa de variacao da quantidade de Césio, uma vez que somente
as informacdes no RLNE néo foram suficientes.

Embora a pesquisadora tenha auxiliado os alunos no desenvolvimento do problema,
algumas conversdes ou mudancas de dominio foram realizadas de forma espontanea por eles,
por exemplo, a utilizacdo do campo de vetores, o que é um indicio de que os alunos
compreenderam esta no¢do e conseguiram aplicar este conhecimento em uma nova situagao
(problema real). Segundo Duval (2003), a mobilizagéo simultanea de, ao menos, dois registros
de representacdo e a possibilidade de mudar de registro a qualquer momento, sinalizam a
compreensdo do objeto matematico por parte do aluno, no nosso caso, as EDOs.

Ao final, a pesquisadora explicou aos alunos que o modelo encontrado ndo era unico,

que era possivel analisar o fendmeno usando outros conceitos matematicos, também foi
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explorado o significado matematico e fisico da assintota horizontal em zero. Depois de
encerrados 0s comentarios sobre esta atividade, foi dado inicio ao segundo problema de

Modelagem Matematica, que esta descrito na proxima subsecao.

4.4.2 Analise a posteriori do segundo problema de Modelagem Matematica

De forma anéloga ao problema anterior, este problema tinha por objetivo trabalhar a
derivada como taxa de variacdo e utilizar a EDO como uma ferramenta na resolucdo de
problemas. Diferentemente do primeiro problema, em que os alunos obtiveram as informacdes
sobre a situagdo na reportagem levada pela pesquisadora e em buscas em sites na internet, neste
problema os alunos foram responséaveis pela coleta de dados, que aconteceu durante a realizacdo
de um experimento em sala de aula, com a intencdo de analisar a taxa de variacdo da
temperatura de um liquido deixado a temperatura ambiente.

O desenvolvimento desse problema ocorreu em, aproximadamente, quatro horas
divididas em trés encontros (7°, 8° e 9°). No sétimo encontro, os alunos analisaram o problema
por cerca de 30 minutos e teve a participacdo de onze alunos (G1: Pedro, Théo, Vivian. G2:
Ana, Bia, Marcos. G3: Luciano, Renata. G4: Daiane, Fernando, Léo).

No oitavo encontro, contamos com a participacdo de 13 alunos, sendo que 3 destes
alunos ndo haviam participado do desenvolvimento do problema no dia anterior (G1: Gustavo,
Pedro, Sofia, Théo. G2: Ana, Bia, Marcos, Miguel. G3: Luciano, Renata. G4: Bruno, Fernando,
Léo).

No nono encontro, os alunos trabalharam no problema por cerca de cinquenta minutos,
e contou com a participacao de quatorze alunos, sendo que somente o aluno Michel, do G3, néo
havia participado de nenhum dos dias anteriores (G1: Pedro, Sofia, Théo, Vivian. G2: Bia,
Marcos, Miguel. G3: Luciano, Michel, Renata. G4: Bruno, Daiane, Fernando, Léo).

Além desses dias supracitados, os alunos também tiveram contato com o problema na
escolha do tema e na coleta de dados que ocorreu no dia trés de setembro 2015, durante o curso.
Realizamos o experimento em uma sala com ar condicionado com a intengdo de manter a
temperatura ambiente estavel (dentro do possivel), a qual, no momento, era de 23,3°C
(verificada com o termbmetro digital). Também foram utilizados uma lata de refrigerante de
350 ml como temperatura inicial de 3,6°C, um termoémetro digital com precisdo de uma casa
decimal e o crondmetro dos celulares dos alunos.

Os alunos anotaram a temperatura do liquido com intervalos de tempo de dez minutos,
gue foram controlados pelos proprios alunos, durante duas horas e trinta minutos. Estas

anotacOes foram organizadas pela pesquisadora em uma tabela.
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Tabela 9: Dados do experimento da temperatura do refrigerante

Tempo Temperatura (°C)
18h 45min 3,6
18h 55min 6,0
19h 05min 7,6
19h 15min 9,8
19h 25min 11,7
19h 35min 13,2
19h 45min 14,2
19h 55min 14,9
20h 05min 15,3
20h 15min 15,9
20h 25min 16,4
20h 35min 17
20h 45min 17,6
20h 55min 18,0
21h 05min 18,4
21h 15min 18,9

Fonte: Experimento realizado com os alunos
Conforme descrito nas analises a priori ndo poderiamos tracar todas as estratégias dos
alunos para este problema, porém, devido ao fato de os alunos ja terem trabalho com o problema
anterior, ndo esperavamos que eles utilizassem uma ferramenta matematica que ndo fosse uma
EDO. Desta forma, esperdvamos que os alunos utilizassem a primeira estratégia do Quadro 56.

Quadro 56: Possiveis estratégias para o segundo problema de Modelagem Matematica

M2E;: Utilizar uma EDO para obter um modelo para a situagéo, podendo chegar em uma destas
equacdes:

dT . .
a) —=a(T -T,) , T,=temperatura ambiente e « = constante de proporcionalidade.
dt
dT x ; .
b) i oT , para esta equacao esperamos que os alunos apés validarem o modelo, refagam suas

hipoteses e cheguem a equacao do item a).

M2E;: Utilizar uma outra ferramenta matematica para resolver o problema, como, por exemplo, uma
fungéo.

Fonte: Elaborado pela autora
No sétimo enocntro, os alunos receberam uma folha contendo a Tabela 9 e as demais
informagdes sobre o experimento (Apéndice C). Com esses dados, eles definiram as variaveis

do problema, temperatura (T), temperatura ambiente (T, ) e o tempo (t) e formularam a hipotese

de que a temperatura do refrigerante aumentaria com o passar do tempo até atingir a temperatura

do meio ambiente. Como a ideia desse problema surgiu com o intuito determinar uma EDO que
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modelasse a taxa de variagdo da temperatura do refrigerante ao longo do tempo, os alunos,
primeiramente, optaram por determinar esta equacdo, sem a intencdo de fazer alguma
estimativa. Desta forma, os grupos comecaram a analisar os dados coletados.

Conforme esperavamos na analise a priori, e devido a pergunta formulada pelos alunos
ser: qual a EDO que modela a situagdo? Nenhum aluno utilizou uma ferramenta matematica
que ndo fosse uma EDO.

Quadro 57: Estratégias utilizadas para resolugdo do segundo problema de Modelagem Matematica

Estratégia utilizada Comentarios Quantidade de
alunos
Gl | G2 | G3| G4
5
M2E;: a) utilizar a EDO %—I =a(T-T,) (:j—-lt- =-9,94.10°(T - 23,3)
para modelar o fendmeno.
4 2 4
M2Ej: b) utilizar a EDO (jj—-tr =ol para (:j—-lt- =0,0111T

modelar o fendmeno.
Total 1556
Fonte: Respostas dos alunos

Os alunos dos grupos G2, G3 e G4 utilizaram o modelo do problema anterior nesta
situacdo, pois acreditavam que a variacdo da temperatura era proporcional a prépria
temperatura, porém, ao analisarem o campo de vetores perceberam que a equacgdo ndo
correspondia ao fendmeno, pois, com o passar do tempo, a temperatura aumentava sem limite,
ndo se aproximando da temperatura ambiente. Eles perceberam que ndo levaram em conta a
temperatura do ambiente, desta forma, voltaram a analisar os dados para reformular seus

modelos.

% Total 15 alunos que participaram de, pelo menos, um dos dois primeiros dias do desenvolvimento do problema,
no qual a EDO foi determinada.
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Figura 82: Mudanca de dominio e registros e as fases da MM para o segundo problema de MM
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Fonte: Elaborado pela autora

A Figura 82 mostra as fases que os alunos percorreram no desenvolvimento deste
problema e os dominios e os registros de representacao utilizados:

Fase | - Experimentacdo: Os alunos realizaram o experimento de deixar um refrigerante
no ambiente e verificar a variacdo da sua temperatura e coletaram os dados necessarios.

Fase Il - Abstracdo: Os alunos discriminaram as variaveis em estudo (temperatura,
temperatura ambiente e tempo), levantaram hipdteses (a temperatura do refrigerante aumenta
com o passar do tempo até atingir a temperatura ambiente) e deduziram um modelo para a
situacdo. Para isso, foi necessaria uma mudanca do dominio ndo matematico da Fisica para o
dominio da AA (EDO), o que acarretou uma conversao do RLNE para 0 RSA (seta 1). Para
obter a constante de proporcionalidade, os alunos utilizaram os dados da Tabela 9 e a formula
deduzida no problema anterior.

Fase Ill - Resolucdo: Para resolver a EDO, os alunos construiram, com o auxilio do

software, 0 campo de vetores, realizando uma mudanga para 0 dominio da GA acompanhada

de uma converséo para o RG.
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Fase IV — Validacdo: Analisando o campo de vetores, os alunos perceberam que a EDO
obtida n&o representava o fendmeno analisado, pois a temperatura do refrigerante aumentava
sem limite e, assim, precisavam reformular seu modelo (Fase V — Modificacdo), retornando a
fase 1l — Abstracao.

Os alunos do G1, desde do inicio, tentaram incluir a temperatura ambiente na
formulacdo do modelo, conforme dialogo abaixo:

Théo: Entdo, sé que a taxa de variacdo também vai depender da temperatura ambiente. Porque
se eu tivesse uma temperatura ambiente muito maior, provavelmente aqui a variacao seria maior.
Pedro: Ela dependeria ... do tempo que leva para alcancar a temperatura ambiente.

Théo: Nao ... seria a diferenca. Entdo, ela depende da diferenca de temperatura na verdade.
Pedro: Da diferenca da temperatura.

Théo: Delta T.

Pedro: Quanto maior a temperatura, mais rapido ela iria esquentar, né?

Théo: E.

Pedro: Entdo, mais rapido ela ia alcancar a temperatura.

[...]

Pedro: Isso, que depende tanto da temperatura que ela esta, quanto na temperatura ambiente.
Entdo seria a variagdo de temperatura, né?

Théo: A variagdo de temperatura fica entre, em relacdo a temperatura ambiente e a temperatura
inicial dela.

[...]

Pedro: Alfa vezes delta T? Tipo acho que seria alguma coisa.

Vivian: E, acho que sim. E o T seria de temperatura, né? E dai o alfa seria?
Théo: Seria a variagdo? O alfa a gente teria que calcular, é a constante, né?
Pedro: Seria isso, alfa vezes 23,3 menos T zero.

Os alunos escreveram a equacéo Cé_Iza(zas_To), porém, quando substituiram o
valor T, =3,6 nesta equacdo, obtiveram como resultado %:aag,? e perceberam que a

equagdo ndo variava com relacdo a T e trocaram T, por T obtendo a equagéo (jj—-lt- =a(23,3-T).

Pedro, aluno do curso de Eletronica, sugeriu que eles procurassem na internet alguma equacao
da termodinamica que poderia ajuda-los a resolver o problema. Realizando uma pesquisa na
internet, os alunos encontram um modelo para a taxa de variacdo de temperatura e utilizaram-

no para escrever a equagao C:TI =a(T —23,3).

Ao procurar essas informacdes, eles se depararam com variaveis que ndo haviam levado
em consideracgdo na realizacdo do experimento, como area de contato do liquido com o meio,
tipo de material utilizado, entre outros. Assim, eles passaram um periodo discutindo se havia a
possibilidade de conseguir todos os dados que precisavam.

Como os demais grupos ndo conseguiam escrever a equagao, a pesquisadora solicitou

que os alunos do G1 falassem a relagdo fisica que tinham encontrado e a equacdo que eles
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haviam estabelecido. Em seguida, a pesquisadora escreveu a lei fisica utilizada pelos alunos do
G1 no quadro:
A taxa de variacdo no tempot, da temperatura do corpo (T ), pode ser interpretada

como a derivada da temperatura do corpo ( T ) em relacéo ao tempo t, ?j_-[ Que, por sua vez,

é proporcional a diferenca de temperatura entre o corpo e meio ambiente (T, ).

Com isso, os alunos dos demais grupos obtiveram a mesma equagao que o G1, eles
discutiram sobre a constante de proporcionalidade e decidiram, em conjunto, utilizar a mesma
formula do problema anterior para determinar «, pois ndo tinham dados suficientes para
calcular esta constante da forma que viram em um artigo na internet.

Porém, eles ndo conseguiam calcular a constante, pois, neste caso, a variacdo nao
dependia apenas da temperatura e sim da diferenca entre a temperatura ambiente e a
temperatura. Assim, a pesquisadora retomou este conteudo com os alunos e fez alguns
exemplos com eles, de forma a auxilia-los no calculo da constante « . Depois disso, os alunos
calcularam a constante e escreveram a equacgao dT / dt = —9.94-107°(T — 23, 3).

Como de costume, os grupos analisaram o sinal da derivada e o campo de vetores para

validar suas hipdteses e, em seguida, decidiram resolver algebricamente a EDO (Figura 83).

Figura 83: Resolucdo do segundo problema de Modelagem Matematica de um aluno
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Fonte: Respostas dos alunos
No oitavo encontro, o problema foi retomado e os alunos explicaram suas resolugdes.

A pesquisadora levantou questdes sobre o que acontecia quando a temperatura era maior ou
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igual a temperatura ambiente e os alunos ndo tiveram dificuldades em responder. Depois, 0s

questionou sobre o tempo que levaria para o refrigerante atingir a temperatura ambiente, desta

forma, os alunos passaram a responder a pergunta: Quanto tempo seria necessario para que a

temperatura do refrigerante atingisse a temperatura ambiente?

Como ja haviam resolvido algebricamente a EDO, os alunos igualaram o resultado a

23,3, chegando a

uma indeterminacdo, conforme ilustra a Figura 84, a0 mesmo tempo que

analisavam o campo de vetores:

Pedro: Néo vai dar.
Théo: Aqui ((olhando o campo de vetores)) esta mostrando todas as solugbes que estdo

crescendo.

Vivian: Sim.

Sofia: Ndo tem como saber, vai dar infinitamente.

Vivian: E, até por conta do gréfico.

Théo: N&o vai dar, vai ter que pegar um valor muito préximo.
Sofia: Teria que ser o valor de 150?

Théo: Néo,

a gente tem que achar o tempo que a temperatura vai chegar a 23, s6 que vai dar In

de zero, ndo existe.

Figura 84: Calculo do tempo necessario para a temperatura atingir a temperatura ambiente

991707
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Assim, foi

Fonte: Respostas dos alunos

realizada uma discussdo sobre o resultado obtido e, como alguns alunos

haviam plotado o grafico da funcdo solucdo no GeoGebra, a pesquisadora solicitou que

acrescentassem a reta y = 23,3 (Figura 85).

Figura 85: Gréfico de T (t) =23,3-17¢ %1
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Fonte: Elaborado pela autora
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Analisando o gréafico da figura anterior e 0 campo de vetores, os alunos afirmaram que
a funcdo jamais atingiria o valor de 23,3°C e, segundo Théo, do G1, teria que utilizar um valor
proximo desta temperatura para estimar o tempo necessario que a temperatura do refrigerante
atingisse a temperatura do ambiente.

A pesquisadora explicou que, matematicamente, a temperatura do refrigerante pode
chegar tdo perto quanto se queira da temperatura ambiente, porém, ndo atingiria este valor.
Contudo, sabemos que, na realidade, apdés um periodo de tempo, as duas temperaturas se
igualam, neste caso, para se estimar este tempo, consideramos o tempo que o liquido precisa
para atingir 99% da temperatura (Figura 86).

Figura 86: Calculo do tempo que a temperatura leva para atingir 99% da temperatura ambiente
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Fonte: Respostas dos alunos
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Ao final da atividade os alunos e a pesquisadora comentaram sobre as variaveis que
interferiram na coleta dos dados e na obtencdo do modelo, tais como, a variagdo da temperatura
ambiente que ndo foi levada em consideracdo na coleta dos dados e no modelo obtido, a precisdo
do termbmetro digital e do crondémetro (celulares dos alunos) utilizados e o calculo aproximado
da constante de proporcionalidade.

A proxima figura ilustra as fases da MM percorridas durante a resolucédo deste problema,
os dominios e os registros de representacdo semiotica utilizados pelos alunos. Ressaltamos que
este processo foi realizado pelos grupos G2, G3 e G4, ap6s perceberem a necessidade de

modificagdo do modelo.
Figura 87: Mudanca de dominio e registros e as fases da MM para o segundo problema de MM-2
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Fonte: Elaborado pela autora

Podemos observar na Figura 87 que, assim como no problema anterior, os alunos
utilizaram diferentes dominios matematicos e registros de representacao semidtica, ou seja, 0s
alunos realizaram conversoes (setas 3, 5, 8 e 9), tratamentos (setas 4 e 7), e, consequentemente,
coordenacdes entre 0s registros, como, por exemplo, a indicada na seta 6, o que indica que eles
compreendem os diferentes aspectos e propriedades do objeto EDO.

Este problema ¢ uma adaptacdo do problema de variagdo da temperatura do bolo
apresentado no Livro 2 que descrevemos na subsecdo 2.4.3, porém, neste caso, O
desenvolvimento ndo se deu apenas com a substituicdo dos dados em uma EDO ja definida, os

alunos selecionaram as variaveis, levantaram hipotese, refutaram esta hipétese, validaram o
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modelo. E, mesmo que a EDO tenha sido obtida em uma busca na internet, esta pesquisa ocorreu
por iniciativa dos proprios alunos para validarem as ideias que haviam formulado.

Em outras palavras, a adaptacdo do problema proposto no livro para um problema no
contexto da MM propiciou uma participacdo mais efetiva dos alunos, na qual eles foram
responsaveis pela busca das informacGes e do contetdo (extramatematicos) para a resolucéo
dos problemas o que corrobora com a pesquisa de Borssoi e Almeida (2004), pois, segundo as
autoras, 0 ambiente de MM instiga o aluno a uma participacdo mais ativa, na qual ele se vé

responsavel pela prépria aprendizagem.

4.4.3 Analise a posteriori dos projetos finais
No final do nono encontro, os alunos tiveram um tempo livre para discutir sobre 0s seus
projetos finais. Ficou acordado que eles enviariam os temas para a pesquisadora no fim de
semana e teriam o décimo encontro para desenvolverem seus projetos. No Gltimo dia de curso
(décimo primeiro encontro), os grupos deveriam apresentar seus projetos aos demais alunos.
Primeiro, apresentamos 0s projetos de cada grupo e, depois, faremos uma analise geral
em relacao ao esperado na analise a priori. A descri¢do do projeto final esta pautada no trabalho

escrito entregue pelos grupos e na apresentacao deste trabalho aos demais alunos.

4.4.3.1 Projeto final do G1

Os alunos do G1 ja vinham levantando ideias sobre o possivel tema que iriam trabalhar
desde o inicio do curso. Os temas sugeridos pelo grupo foram: consumo de agua, crescimento
de uma col6nia de bactérias, poluicdo de um rio, variagdo da temperatura do cooler de um
computador, entre outros. No final, o grupo decidiu estudar a variacao de corrente elétrica em
um circuito elétrico simples, proposto por Theo.

Titulo do trabalho: Modelagem Matematica para um circuito com indutor e resistor
em série usando EDO.

Alguns alunos do grupo cursavam a disciplina Principios de Circuitos Elétricos, na qual
estudavam este assunto, porém, nao utilizavam o conceito de EDO. Assim, eles resolveram
analisar este fendmeno usando uma EDO e comparar os resultados obtidos com os fornecidos
pelo software PSIM®’ que eles utilizavam na disciplina supracitada.

Desta forma, os alunos apresentaram um projeto sobre a varia¢do da corrente elétrica

em um circuito resistor-indutor (circuito RL), como ilustrado na Figura 88, com a intencéo de

57 Um programa de simulagéo de circuitos elétricos que, segundo os alunos, era o programa que utilizavam nas
aulas de Principios de Circuitos Elétricos.
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analisar primeiro se 0 modelo formulado por uma EDO estava de acordo com as informagoes
apresentadas no software e verificar quanto tempo a corrente elétrica em um circuito RL levava
para se estabilizar.

Figura 88: Esquema de um circuito RL
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Fonte: Trabalho escrito dos alunos do G1

Os alunos explicaram a funcdo de cada variavel no circuito elétrico (R: resistor, L:
indutor, Vs: tensdo de fonte, Vr: tensdo no resistor, V: tensdo no indutor, i: corrente elétrica)
e suas unidades de medidas e o funcionamento do circuito elétrico.

Os dados foram obtidos pelo programa PSIM, a Figura 89 ilustra o circuito construido
pelos alunos no software e o grafico da variacdo da corrente elétrica pelo tempo, fornecido pelo
programa computacional. Durante a apresentacédo, 0 grupo apresentou o software aos demais
colegas, explicando como poderiam fazer as simulagdes.

Figura 89: Circuito elétrico construido no software PSIM
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Fonte: Trabalho escrito dos alunos
Para obter a equacdo diferencial que modelava o fendbmeno, os alunos utilizaram as
seguintes relacdes da Fisica:
i) Vs=V.+Vr (segunda Lei de Kirchhoff),
i) V, =L(di/dt)
i) VR=1IR
Substituindo as equac0es ii) e iii) em i) os alunos chegaram a EDO, %:V;LiR com

V =V, e substituindo os valores que utilizaram no programa PSIM, V =50V (volts), R =500

(ohms) e L=0,05H (Henrys) obtiveram a equagéo % = 5%_02()'
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Os alunos plotaram o campo de vetores no Maple (Figura 90) com algumas curvas
solugdes e explicaram que a curva em verde representava a situacdo estudada, comparando-a
com a curva fornecida pelo software PSIM (Figura 89).

Figura 90: Campo de vetores para a equacdo di/ dt = (50-50i) /0,05
b b E R L &
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e
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Fonte: Trabalho escrito dos alunos
Eles explicaram que as informacdes visualizadas no campo de vetores também poderiam

ser obtidas analisando a equacéo di = 50-501 :
dt 0,05

i) Quando o i<1, i’ é positiva e as solugdes (corrente elétrica) sdo crescentes
(aumenta) para todo t.
i) Quando o i>1, i’ é negativa e as solugdes (corrente elétrica) sdo decrescentes
(diminui) para todo t.
iii) Quando o i=1, i’ é nula e a corrente elétrica se mantém constante para todo t.
Eles explicaram e compararam os resultados obtidos na anélise da EDO com o campo
de vetores.

Os alunos explicaram que a EDO era do tipo separavel, obtendo a solucdo geral
i(t) = —ke " +1, k constante. Como no programa PSIM, eles utilizaram uma corrente inicial
de OA (ampére) e chegaram a solucdo particular i(t) =1—e™%" .

Com a funcdo i(t), os alunos construiram a tabela da Figura 91 e plotaram os dados desta

tabela e a fungdo no GeoGebra (Figura 91) para verificarem e ilustrarem o comportamento da
solucgéo obtida.
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Figura 91: Grafico da solucédo e os pontos da tabela no GeoGebra
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Fonte: Trabalho escrito dos alunos

Os alunos compararam o grafico obtido no GeoGebra com o grafico gerado pelo
programa, explicando as semelhancas entre eles e concluindo que o modelo obtido por eles
estava de acordo com as informagdes apresentadas no software e passaram a responder a
pergunta: Quanto tempo a corrente elétrica do circuito simulado por eles no software levava
para se estabilizar?

Eles explicaram que, assim como verificado no problema da temperatura (segundo
problema de MM), a corrente elétrica jamais se estabiliza e que, desta forma, era preciso

calcular o tempo que a corrente levava para atingir 99% da corrente elétrica total. Assim,

—1000t

resolvendo a equagéo 1—e =0,99, eles obtiveram, aproximadamente, t = 0,005 segundos,

valor que também pode ser verificado na tabela da Figura 91.

Os alunos comentaram que na Engenharia Eletrénica, como eles ndo utilizavam o
conceito de EDO, este tempo era calculado utilizando a constante de tempo t (unidade de
medida em segundos), que é definida por = LR. Substituindo os valores de L = 0,05H e R =
50Q, obtém-se T = 1ms®8.

Segundo os alunos, como a corrente nunca assume o valor de 1A, considera-se, na
Engenharia Eletronica, que a corrente se estabiliza em t = 5z, ou em t=5ms=0,005s, 0 mesmo
valor obtido anteriormente, utilizando a EDO.

Assim, eles concluiram que o modelo obtido utilizando uma EDO estava de acordo com
a teoria que eles ja conheciam e com o circuito simulado no PSIM. Contudo, ressaltaram que,
em um laboratorio, existem outras variaveis que nao foram consideradas por eles, como a

temperatura, a umidade, a presséo, a calibragem dos equipamentos e dos componentes etc.

%8 Milissegundos (1ms=0,001s)
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4.4.3.2 Projeto final do G2

Os alunos do G2 ndo haviam escolhido um tema para o seu projeto, até o dia marcado
para que eles trabalhassem em seus projetos. Neste dia, Marcos trouxe os dados de um
experimento sobre queda livre que estava descrito em um artigo® que encontrou na internet.
Assim, os alunos do grupo decidiram estudar o fendmeno de queda livre utilizando uma EDO,
jaque o artigo utilizava regressao polinomial.

Os alunos relataram brevemente o surgimento do conceito de queda livre. Depois
explicaram como o experimento foi realizado e mostraram fotos dos equipamentos utilizados
pelo autor do artigo para coleta dos dados. Em seguida, passaram a analisar os dados com a
intencdo de responder a seguinte pergunta: Quanto tempo o corpo levara para atingir o solo?

Figura 92: Posic¢do do corpo em queda livre

Tabela 1: Posigdo (m) do corpo em queda livre e intervalo de tempo correspondente (s)
Fonte: Rev. Bras. Ensino Fisica vol. 31, 2009

Foto t(s) y(m)
1 0,033 0,053
2 0,067 0,083
3 0,100 0,123
4 0,133 0,165
5 0,167 0,224
6 0,200 0,283
7 0,233 0,365
8 0,267 0,459
9 0,300 0,559
10 0,333 0,677
11 0,367 0,785
12 0,400 0,924
13 0,433 1,083
14 0,467 1,235
15 0,500 1,400
16 0,533 1,577

Fonte: Trabalho escrito dos alunos
Utilizando a segunda lei de Newton: F =ma, com F sendo a forca que age sobre o
corpo em Newtons (N), m a massa do corpo em quilogramas (Kg) e a aceleracdo em metros por

segundos ao quadrado (m/s?). E as relagdes fisicas F=mg (forca igual a massa vezes a

gravidade) e a=dv/dt (aceleracdo igual a derivada da velocidade em relacdo ao tempo):

F =ma
mg:mﬂ
dt

_dv
STy

% MORAES CORVELONI, E. P., et al. Utilizacdo de maquina fotografica digital (multi-burst) para aulas
experimentais de cinematica - queda livre. Rev. Bras. Ensino Fis. vol.31 n°.3. Sdo Paulo jul/set. 2009.
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at =9 que tem solugio dada por: v(t) = gt.

Como a velocidade € a derivada do espaco percorrido, obtiveram a equacao:

E consideraram o PVI:

y(0,033) = 0,053

2

gt

com solucédo dada por y(t) = B3 +0,0477,

9,8

considerando a gravidade 9,8 m/s?, os alunos obtiveram a funcéo y(t) = th +0,0477.

Figura 93: Campo de vetores para o problema de queda livre
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Fonte: Trabalho escrito dos alunos

Embora tivessem resolvido as EDOs algebricamente, os alunos analisaram o campo de

vetores ilustrado na Figura 93, pois queriam explicar o comportamento das solucdes de cada

equacéo obtida. Eles explicaram que o primeiro campo de vetores (da esquerda para a direita)

representava a equacao % =g =9,8, cujas solucdes representavam a velocidade do corpo em
t

x . dv . x .
relacdo ao tempo . Assim, como pm era sempre positiva, entdo a velocidade do corpo estava

aumentando para todo o t, contudo, na situacdo estudada, era preciso restringir a situacao para

t > 0, pois a varidvel tempo ndo assume valores negativos. Os alunos explicaram que a reta em

verde ilustrada na Figura 93, representava a funcdo v(t) = gt =9,8t que era a solucéo do PVI:

dv _
a 9.
v(0)=0
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O segundo campo de vetores representava a equagéo%:gtzg,& cuja solucéo

representava a posicdo do objeto, assim, para t > 0, a derivada (;—i/ era positiva e 0 espacgo

percorrido pelo corpo aumentava com o passar do tempo, a curva vermelha representava a

dy _
funcéo y(t) = %tz +0,0477 que eraa solugio do PVI: {dt ot .
2 y(0,033) = 0,053

Utilizando a expressao y(t) = 9’—28t2 +0,0477, os alunos calcularam a posicéo do objeto

para os valores considerados no artigo, conforme ilustra a tabela da Figura 94.

Figura 94: Posi¢éo do corpo em relagdo ao tempo

Tabela 2: Obtido através dos dados da nossa equag3o.

Queda Livre (equagdo)

Grafico 2: Obtido através dos dados da nossa equacdo, que
representa o mavimento de queda livre.

Fonte: Trabalho escrito dos alunos

Embora o modelo construido apresentasse algumas divergéncias com os dados trazidos

no artigo, os alunos o consideraram um bom modelo, pois segundo eles, difere do artigo que
usou regressdo polinomial para obter a fungéo posicdo (y(x)=0,0451+0,2219x + 4,9758x?),
sendo y a posicdo do objeto e x o tempo), eles haviam utilizados leis da Fisica, que os ajudou

a compreender melhor o fendmeno analisado.
Os alunos tambem utilizaram o grafico da Figura 94 para validar o modelo obtido por

eles, porém, os pontos marcados no plano eram 0s mesmos que eles obtiveram utilizando a

funcdo y(t) =9;28t2 +0,0477, 0 que levou eles a se perguntarem sobre esta diferenga entre a

representacdo grafica e os valores obtidos na expressdo algébrica. A pesquisadora percebeu
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qual era o problema e explicou para os alunos que eles precisavam utilizar os valores reais do
problema para fazer a validag&o.

Mesmo com este equivoco, os alunos, considerando o modelo deles satisfatorio,
calcularam uma aproximacao para 0 tempo gasto para o objeto atingir o solo, obtendo o tempo
de 0,606 segundos.

Eles também explicaram que ndo consideraram a resisténcia do ar e que isso poderia ser
umas das causas das divergéncias dos dados. Além disso, o artigo utilizado tinha como objetivo
verificar o uso didatico da maquina fotografica digital, para os alunos aprenderem
experimentalmente o movimento de queda livre. Contudo, ao utilizarem as fotos tiradas pela
maquina para obterem a posicdo do corpo, foram necessarias algumas aproximacdes, 0 que

também pode ter influenciado na divergéncia dos dados do modelo obtido por eles (alunos).

4.4.3.3 Projeto final do G4

Os alunos do G4, até a penultima semana de curso, ndo haviam decido o seu projeto. Os
alunos Fernando e Leonardo queriam estudar ressonancia em um oscilador harmonico
amortecido, porém, no dia em que iam trabalhar neste projeto, mudaram de ideia quando a aluna
Daiane propds que eles estudassem o desmatamento da floresta Amazonica.

Titulo do projeto: Desmatamento da floresta Amazonica.

Os alunos iniciaram a apresentagdo dando um panorama geral sobre a floresta
Amazonica e 0 seu desmatamento. Segundo os alunos, o interesse pelo assunto surgiu quando
leram um artigo sobre a floresta®®, no qual era apresentada a area da floresta que tinha sido
desmatada entre os anos de 1970 até de 2014.

Observando essas informacdes, os alunos levantaram a hip6tese de que o desmatamento
da floresta aumentava com o passar do tempo e decidiram investigar, com base nesses dados,
qual seria a area total desmatada no ano de 2016. Para isso, optaram por utilizar os dados dos
anos de 2000 a 2014, conforme indica as trés primeiras colunas da tabela ilustrada na Figura
95.

80 Artigo disponivel em http://rainforests.mongabay.com/amazon/deforestation_calculations.html
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Figura 95: Area desmatada nos anos de 2000 a 2014

Ano Teg;p"' Area ?:;':;'“t"‘d" AA(Y) (Vi . Yirt) Limitante (km?)
2000 | 0 575,903 2293 | (575903 594,068) | 80520555
2001 | 1 594,068 2111 | (594,068 , 615,462)

2002 | 2 615,462 -189.7 | (615,462, 640,709)

2003 | 3 640,709 1645 | (640,709 ; 666,132)

2004 | 4 668,132 1371 | (668,132 ; 686,978)

2005 | & 686,978 1182 | (686,978 ; 701,087)

2006 | 6 701,087 -104.1 | (701,087, 712,619)

2007 | 7 712619 92,59 | (712,619, 724,587)

2008 | 8 724 567 80,62 | (724,587 , 732,061)

2009 | 9 732,061 73.15 | (732,051 ; 739,061)

2010 | 10 739,061 66,15 | (739,051 ; 745,289)

2011 | 1 745 289 69,92 | (745289 74986)

012 | 12 749,86 6535 | (749,86 ,755,703)

2013 | 13 755703 495 | (755,703, 760.551)

2014 | 1a 760,561 4465

Fonte: Trabalho escrito dos alunos
Os alunos acreditavam que a area desmatada aumentava exponencialmente, porém, apos
plotarem os pontos da tabela da Figura 95 no software GeoGebra, perceberam que os dados,
embora tivessem um comportamento exponencial, pareciam convergir para um valor limite.

Figura 96: Dados sobre o desmatamento da floresta

Fonte: Trabalho escrito dos alunos
Desta forma, eles poderiam representar a taxa de variacdo do desmatamento em relacdo
ao tempo pela seguinte EDO:

m:a-AA(t)

AA(t) = (A(t) - A%)
Sendo A(t) a rea desmatada em funcdo do tempo t, o constante de proporcionalidade e

A* o limitante (quantidade méaxima de area desmatada).
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Para determinar o limitante (A*), os alunos utilizaram o método de Ford-Walford®?,
obtendo o valor de 805,20555 km? (Figura 95) e para calcular a constante de proporcionalidade,
o alunos utilizaram a mesma férmula aplicada nos problemas anteriores, obtendo

o =-0,110229 e assim o seguinte PVI:

9AM) _ _5,11029(A(t) 805, 20555)

A(0) = 575,903
cuja solucéo é dada por A(t) = —229,30255e 1 1 805, 20555. Os alunos validaram o modelo

graficamente (Figura 97). E concluiram que, continuando nesse processo, para 0 ano de 2016,
a area total desmatada seria de 765,93785km?,

Figura 97: Gréfico da funcdo A(t)

Fonte: Trabalho escrito dos alunos
Analisando o grafico da Figura 97, os alunos explicaram que acreditavam que o
desmatamento estava diminuindo devido as novas leis de protecdo ambiental e a propria
conscientizacdo do ser humano. E que o comportamento dos dados indicava que o
desmatamento encontraria um “momento estatico”. Porém, eles ndo poderiam concluir que este
limitante era “absoluto”, pois, segundo eles, “o ser humano pode vir a destruir o meio ambiente
em uma quantidade maior do que a ja esperada, saindo assim de nosso espectro de estudo e

entdo vir a mudar o valor do limitante”.

4.4.3.4 Analise dos projetos finais
Na andlise a priori definimos alguns critérios para a analise dos projetos finais:
1) A escolha de uma situacdo pertinente para a utilizacdo de uma EDO.
2) A obtencgdo de um modelo utilizando uma EDO.
3) A mobilizacdo de diferentes dominios e registros de representacdo na analise da

situacao.

61 A pesquisadora auxiliou os alunos na aplicagdo deste método, pois embora percebessem que os dados estavam
convergindo para um valor limite, ndo sabiam como calcular este valor.
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Em relacédo ao item 1), podemos observar que todos os grupos escolheram um tema que
poderia ser modelado por uma EDO e também utilizaram este conceito para obter o0 modelo
matematico, atingindo também o item 2).

Consideramos importante o fato de os alunos terem cumprido estes dois itens, pois iSso
indica que eles conseguiram relacionar a EDO com taxa de variacdo, seja da corrente elétrica
ou do desmatamento. Embora os grupos G1 e G2 tenham escolhido estudar problemas classicos
(circuito elétrico e queda livre), os alunos conseguiram explicar o fenémeno estudado utilizando
uma EDO, aplicando os conhecimentos que possuiam.

Para Bassanezi (2011), o estudo de modelos classicos € um procedimento comum em
Modelagem Matematica, pois serve de motivacdo tanto para questionamentos sobre sua
formulacdo quanto para analisar suas possiveis restricdes. No caso dos modelos classicos que
envolvem as EDOs, o autor atribui sua importancia ao fato de que, quando o aluno compreende
bem esses modelos, ele tem mais facilidade em modelar novas situagdes, pois uma mesma EDO

pode ser usada como modelo para diferentes situacfes, porém, analogas em termos evolutivos,

como, por exemplo, a equacao do tipo % =y que pode ser utilizada tanto para analisar o
X

crescimento da populacéo de ratos (Atividade 9) como para estudar o problema do decaimento
radioativo do Césio-137 (primeiro problema de MM).

Além disso, os temas foram escolhidos pelos grupos sem a interferéncia da
pesquisadora, segundo Bassanezi (2011) é importante que os alunos escolham o tema que
pretendem estudar, pois assim eles se sentem corresponsaveis pelo processo de aprendizagem,
0 que faz com que sua participacdo, neste processo, seja mais ativa.

Para estudar a situacdo proposta por eles, os alunos utilizaram diferentes dominios
matematicos e registros de representacdo. Por exemplo, o G1 utilizou de conceitos e leis da
Fisica (dominio ndo matematico) para obter a EDO (dominio da AA) que modelava o
fendmeno. Para analisar a equacdo obtida, os alunos utilizaram o campo de vetores, sinal da
derivada, resolucdo algébrica da EDO, grafico da funcdo i(t). Essas diferentes formas de
resolucdo e de analise da EDO conduziu a utilizacdo de diferentes dominios e registros de
representacdo semiotica e, consequentemente, a conversdes e 0s tratamentos nestes registros,
conforme ja verificado durante o desenvolvimento das fases 1 e 2 da sequéncia.

Podemos observar que os alunos utilizaram as nogdes e os conceitos explorados na
sequéncia, em particular, o campo de vetores e o sinal da derivada obtido ap0s tratamentos na
expressao algebrica das EDOs, que, conforme verificado na anélise dos livros e em trabalhos

anteriores, sao conceitos pouco explorados no ensino e na aprendizagem das EDOs.
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Além disso, os problemas de “Modelagem Matematica” propostos nos livros propiciam
a aplicacdo de formulas prontas, o que, muitas vezes, ndo auxilia o aluno na compreenséao do
fendmeno estudado ou do conteldo visado para a aprendizagem. Nesse sentido, esta conducao
dos alunos na resolucdo do problema, proporcionou-lhes uma visdo mais qualitativa do
fendbmeno estudado, o que serd mais pertinente no desenvolvimento de suas atividades
profissionais.

Inferimos que 0 G4 ndo utilizou o campo de vetores pelo fato de que os alunos buscavam
a area total da floresta desmatada no ano de 2016, o que pode ter beneficiado a resolucéo
algébrica. Ou o fato de a pesquisadora ter emprestado o livro de Bassanezi (2015) para eles
estudarem o modelo de Ford-Walford, pois o delineamento seguido pelos alunos estava
préximo do apresentado pelo autor, ou também pela influéncia da disciplina regular, na qual os
alunos priorizam este tipo de resolucéo.

Contudo, embora os alunos tenham optado pela resolucéo algébrica, podemos perceber
que eles realizaram uma atividade diferente da proposta nos livros didaticos, pois formularam
hipbteses, modificaram suas hipdteses, validaram o modelo obtido e utilizaram o gréafico para
explicar o fendbmeno analisado e ndo somente para ilustrar a solugéo.

Diante disso, podemos afirmar que todos 0s grupos que desenvolveram seus projetos
cumpriram com os critérios definidos na andlise a priori, demonstrando a compreensdo do
conceito de EDO, utilizando de diferentes dominios e registros de representagdo, como 0s

trabalhados na fase 1 e nos dois problemas de MM.
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Resultados e consideracdes finais

Para iniciar nossas consideracdes finais, somos levados a retomar o objetivo da nossa
pesquisa, qual seja, investigar o potencial de uma sequéncia de situagcdes, envolvendo
problemas no contexto da Modelagem Matemaética, na perspectiva dos registros de
representacdo semiotica e das mudancas de dominio, na conducéo do processo de aprendizagem
das equacdes diferenciais ordinarias para estudantes dos cursos de engenharias.

No nosso contexto, assumimos que a sequéncia de situacdes possui potencial para
favorecer o processo de aprendizagem de um conceito matematico, no nosso caso, as EDOs,
quando ela possibilita ao aluno compreensfes que extrapolam a formulacdo matematica do
conceito, instigando-o a explorar outros dominios e técnicas que o subsidiem a analisar as
solugcBes da EDO, mesmo que ndo conhega sua expressao analitica a luz do problema
considerado.

A partir das reflexdes realizadas, ao longo dos capitulos que compdem essa tese e tendo
em vista nossa questdo norteadora, retomamos, em linhas gerais, os resultados e as
compreensdes obtidos no desenvolvimento desta pesquisa.

Nas analises preliminares, evidenciamos que o ensino e a aprendizagem das EDOs
centram-se em uma abordagem algébrica, que privilegia o emprego de técnicas de resolucao, a
qual, normalmente, ndo favorece a utilizacdo de diferentes registros de representacdo ou o uso
de ferramentas de outros dominios matematicos. Verificamos que os livros didaticos também
beneficiam a abordagem algébrica desse conceito e mesmo as atividades ditas de “Modelagem
Matematica” conduzem a uma aplicacdo de formulas ja estabelecidas.

Segundo Duval (2003), tanto a criatividade quanto o conhecimento do aluno se
aprimoram mais quando ele utiliza diferentes registros de representacdo e ndo apenas a
formacdo de um Unico registro e no tratamento deste. Para Douady (1992), uma mudanca de
dominio produz novos conhecimentos, uma vez que ela pode criar um desequilibrio entre o que
0 aluno espera e o que se produz efetivamente, fazendo com que ele busque explicacdes para a
nova situacdo produzida. Em particular, para as EDOs, a autora afirma que adotar uma
abordagem qualitativa, por exemplo, implica uma mudanca de ponto de vista do problema
analisado, o que leva a formulacdo de novas questdes e ao uso de outras ferramentas que antes
ndo estavam disponiveis ou evidentes.

Cada dominio possui regras e leis que o governa, assim, 0s tratamentos em um registro

sO podem ser realizados de forma efetiva, se o aluno conhecer as regras e as leis que regem o



242

dominio. A falta de conhecimento dessas regras em um dominio gera dificuldades para o aluno
operar neste, para qualquer que seja o registro de representacao escolhido.

Foi nesse contexto que propusemos uma sequéncia de situacdes que instigava um estudo
das EDOs, por meio do estabelecimento de relagdes entre diferentes dominios nas quais uma
EDO pode estar contida e 0 uso de diferentes registros de representacdo com a intengédo de
propiciar uma melhor compreensédo desse conceito para 0s estudantes dos cursos de
Engenharias.

Como a metodologia utilizada foi a engenharia didatica proposta por Artigue (1996),
realizamos uma andlise a priori para cada situacdo, explicitando seus objetivos, possiveis
caminhos para sua resolucéo e as provaveis dificuldades que os alunos poderiam apresentar no
desenvolvimento de cada atividade.

A analise a priori da fase 1 da sequéncia, mostrou diferentes estratégias que os alunos
poderiam utilizar, realizando conversfes (congruentes e ndo congruentes) e utilizando
diferentes dominios matematicos para analisar e responder a atividade proposta.

Embora nas atividades iniciais os alunos apresentassem dificuldades na compreenséo
(Atividade 1) e andlise (Atividade 3) do campo de vetores e na interpretacdo da EDO (Atividade
2), 0 que demandou diversas intervengdes da pesquisadora, a partir das Atividades 4 e 5, varios
alunos comecaram a demostrar familiaridade e dominio para utilizar simultaneamente o campo
de vetores e o sinal da derivada (EDO) para fazer inferéncias sobre as solu¢des da EDO.

Todos os alunos que resolveram a Atividade 6 conseguiram identificar e relacionar as
unidades significativas do RSA (EDO) com as unidades visuais do RG (campo de vetores). Na
Atividade 7, ap6s os alunos entenderem que a derivada poderia ser representada no eixo das
ordenadas, eles conseguiram fazer inferéncias sobre o comportamento das solugdes EDO
utilizando as informac6es sobre o sinal da derivada obtidas analisando o RG.

Na Atividade 8, os alunos conseguiram observar que em um ponto do plano cartesiano

passa uma Unica solucdo da equacdo y'=5y. E esta constatacdo foi possivel a partir da

compreensdo das EDOs advinda das atividades anteriores e da utilizacdo do campo de vetores.

No desenvolvimento da Atividade 9, era preciso determinar a EDO que representava o
fendmeno analisado. Ainda que os alunos tivessem as informacdes necessarias no RLNE para
obter o modelo procurado, surgiu a necessidade de compreender o conceito de
proporcionalidade envolvido, o que nédo foi requisitado nas demais atividades da fase 1. 1sso

indica a importancia de propor aos alunos problemas contextualizados, pois, embora a constante
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de proporcionalidade estivesse presente nas demais equacdes estudadas, por exemplo, na
equacdo f'(x) = 3f (x), ndo era preciso compreendé-la a luz do problema analisado.

A Figura 98 ilustra os registros de representacdo e dominios que mais foram utilizados
pelos alunos no desenvolvimento da fase 1 da sequéncia.

Figura 98: Registros e dominios utilizados pelos alunos na fase 1

EDO
Dominio da AA
RSA

Abordagem qualitativa

Analise do sinal da
derivada (EDO)
Dominio da AA/F

RSA

Campo de vetores
Dominio da GA
RG

Solugoes

Dominio das F
RLNE

Fonte: Elaborado pela autora

Chamamos a atencdo para o uso do registro grafico, o qual foi utilizado para obter
informacBes (intervalos de crescimento/decrescimento e comportamento assintético) e nédo
somente como forma de representar as soluc@es, conforme verificamos nos livros didaticos de
EDO analisados.

A utilizacdo e a coordenacdo entre diferentes registros de representacdo indicam que 0s
alunos eram capazes de reconhecer o conceito da EDO em suas diferentes formas de
representacdo, o que, para Duval (2003), conduz a conceitualizacdo (noésis) do objeto
matematico.

Na fase 2 da sequéncia, os alunos precisavam aplicar os conhecimentos trabalhados na
fase 1 em uma situacdo extramatematica. Assim, queriamos verificar se 0s alunos saberiam
identificar problemas que pudessem ser representados por um modelo envolvendo uma EDO e,
nesse caso, se e como eles utilizariam as diferentes formas de interpretacdo da solucédo
praticadas na fase 1, na interpretacdo desse problema. Mais ainda, se eles conseguiriam olhar o

problema a partir dessa EDO construida.
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Nesta fase, os alunos se depararam com a necessidade de interpretar o conceito de
derivada como taxa de variacdo, pois, para a compreensao da situacdo, era preciso entender
como o fendmeno estava evoluindo ao longo do tempo.

Diferente das atividades da fase 1, os alunos ndo tinham todas as informacdes
necessarias para resolver o problema proposto, o que fez com que eles buscassem os dados e as
informacdes que precisavam tanto para interpretar quanto para resolver a situacdo proposta, o
que tornou sua participacdo mais ativa no desenvolvimento do problema.

Além disso, eles precisaram levantar hipoteses sobre o comportamento do fenémeno
analisado. O fato deles mesmos terem levantado estas hipoteses fez com que, por iniciativa
propria, validassem o modelo obtido, percebessem que haviam cometido algum erro em sua
formulacéo e retomassem a analise da situacao.

Na analise a posteriori dos problemas de MM percebemos que, ao percorrerem as
etapas de MM sugeridas por Bassanezi (2011), os alunos foram levados a utilizar diferentes
dominios e registros de representacdo, em decorréncia da experiéncia da fase 1 da sequéncia.
Além disso, verificou-se que os alunos recorreram a registros diferentes do RSA, enfatizado
nos livros didaticos, tanto para resolver a EDO que modelou o fendmeno quanto para explica-
lo.

Nos problemas de MM estudados no curso, tivemos a utilizacdo da tabela, a qual ndo
havia sido solicitada na fase 1 da sequéncia. Segundo Flores e Moretti (2005), as tabelas ndo
sdo representacbes autbnomas, elas se articulam com representagdes em um outro registro,
como, por exemplo, a interacdo entre a tabela e o enunciado do problema (RLNE) ou a escrita
algébrica (RSA). Em nossos problemas, as tabelas representavam, parcialmente, o
comportamento do fenémeno e sua leitura ndo serviu apenas para a obtencdo de dados, mas
para o entendimento da situacdo analisada e, consequentemente, para a obtencdo do modelo.

A representacdo dos dados da tabela no plano cartesiano foi necessaria para a validagédo
dos modelos, contudo, a validacdo s6 foi possivel quando os alunos compararam este gréfico
com a representacgdo grafica das curvas solugfes. Ou seja, 0s alunos conseguiram identificar as
informacdes a respeito da solucdo da EDO em diferentes registros e relaciona-las ao fendbmeno
estudado.

Na fase 2 da sequéncia, além de resolver a EDO, os alunos também precisaram
estabelecer ligagcOes entre elas e a situacdo extramatematica analisada, buscando explicacdes
em dominios ndo matematicos, como o da Fisica, ou seja, puderam ver a utilizagdo do conceito

de EDO em outras disciplinas, o que, segundo Bassanezi (2011), é uma caracteristica da MM.
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Diante disso, concordamos com Vertuan (2007), Rosa (2009) e Gomes e Silva (2013)
que, ao utilizarmos a Modelagem Matematica como estratégia de ensino e de aprendizagem (ou
alternativa pedagodgica), propiciamos aos alunos a possibilidade de discutir problemas
extramatematicos, uma participacédo ativa no processo de resolucéo, na qual o uso de diferentes
registros de representacao se faz necessario.

Particularmente, ao olharmos para 0s nossos sujeitos da pesquisa, alunos dos cursos de
Engenharias, e para o conteudo matematico tratado, as EDOs, essas assertivas dos autores
revelam a necessidade de estudos que apontem os diferentes papéis da formacdo matematica na
qualificagdo profissional desses universitarios.

Nos cursos de Engenharia, as ferramentas matematicas sdo bases para resolver os
problemas proprios da area, por isso saber aplicar tais ferramentas é uma condi¢éo necessaria
tanto para o desenvolvimento académico do aluno quanto para sua atuacao profissional.

De acordo com Klymchuk et al. (2008), a inclusdo de problemas de Modelagem
Matematica, nos cursos de Engenharia, é uma forma de preparar os alunos para fazer uso dos
conhecimentos matematicos adquiridos ao longo de sua formacao em situacdes reais, visto que,
graduados nessa area, vao lidar com a Modelagem Matematica de diferentes fendmenos em sua
atuacdo profissional.

Como muitos desses problemas sdo modelados por EDOs, é importante que 0s
engenheiros saibam lidar com as EDOs nas suas diferentes representagfes, conseguindo
analisar e interpretar suas solu¢fes, mesmo quando ndo possuem ou hdo € possivel obter a
expressao analitica das solucdes.

Nesse sentido e, considerando nossos resultados que evidenciam que, em ambas as fases
da sequéncia, os alunos utilizaram ferramentas de diversos dominio da Matematica e
exploraram diferentes registros de representacdo semidtica, bem como realizaram as atividades
de conversdo, de tratamento e de coordenacdo entre 0S registros, € que assumimos que a
sequéncia de situacdes construida, € potencialmente favorecedora para a compreensdo do
contetdo de EDOs.

Contudo, ressaltamos alguns pontos que devem ser levados em considera¢do, como as
dificuldades apresentadas pelos alunos, o papel do software no desenvolvimento das atividades
e o papel da pesquisadora.

As dificuldades apresentadas pelos alunos: no desenvolvimento da sequéncia
observamos que, embora os alunos tenham apresentado algumas dificuldades com nogoes

proprias do conceito das EDOs, como a de infinitas solugdes e a de campo de vetores, grande
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parte dessas dificuldades foram em relacdo a Matematica Bésica, em particular, conceitos do
dominio da Algebra.

Como exposto na analise a posteriori, nenhum aluno conseguiu resolver as inequacoes
modulares que surgiram no desenvolvimento da Atividade 5. Além disso, alguns alunos nao

tiveram sucesso ao resolver inequagdes do tipo ay —b >0, coma, beR e a#0.

Essas dificuldades comprometeram o desenvolvimento e a compreensdo de algumas
atividades por parte dos alunos. Por exemplo, na Atividade 4, a aluna Sofia (G1) ao resolver a

inequagdo —3y—7 > 0 chegou a concluséo que y <10, ao analisar o campo de vetores a aluna
verificou que a solucéo de equilibrio da EDO y'=-3y—7 estava proxima de -2 e tentou resolver

novamente a inequacdo, solicitando a ajuda de Vivian, que também ndo sabia como resolver a
inequacdo. Sofia ndo conversou com os demais membros do grupo e forneceu como resposta

y > —2 que foi o que ela conseguiu visualizar no gréfico, ndo obtendo o valor de -7/3, ou seja,

a falta de conhecimento do dominio da Algebra fez com que a aluna ndo conseguisse relacionar
as unidades significativas do RSA com a unidades visuais do RG.

As dificuldades em Matematica Basica tém fortes influéncias no desenvolvimento
académico dos alunos, levando a erros no procedimento de resolugdes ou impedindo a
compreensdo dos novos conceitos. Essas dificuldades refletem no desempenho dos alunos, em
particular nos estudantes de Engenharia, tanto que este assunto tem sido tema de alguns
trabalhos do Cobenge®? (FLEMING; LUZ; COELLHO, (1999), CURY (2003), GOMES;
LOPES; NIETO (2005), SOBRINHO; DECHECHI; DETONI, (2005)). Cury (2003) observou
em sua pesquisa com alunos da disciplina de CDI, que os erros cometidos por eles indicavam
que as dificuldades mais graves estavam relacionadas com os contetdos dos Ensino Basico, em
especial aos contetidos de Algebra do oitavo e novo anos, ou seja, as mesmas dificuldades
observadas em nossos alunos.

O uso dos softwares computacionais: Nesta pesquisa ndo tinhamos a intencdo de
verificar os beneficios, ou ndo, do emprego das tecnologias na aprendizagem das EDOs.
Contudo, a utilizacdo desses recursos foi importante e necessaria para o desenvolvimento das
atividades pelos alunos.

A construcdo do campo de vetores sem o auxilio do software, demandaria muito tempo
tornando-se inviavel a sua utilizacdo. Além de gerar outros problemas, como o da utilizagdo do

transferidor, verificados na resolugéo da Atividade 1.

62 Congresso Brasileiro de Educacdo em Engenharia.
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Acreditamos que o fato de o aluno copiar e colar o comando para constru¢do do campo
de vetores no software Maple minimizou os problemas que poderiamos ter durante a utilizagdo
dessa tecnologia. Ressaltamos que nosso objetivo ndo era que o aluno compreendesse 0s
comandos e as propriedades do software e sim que eles conseguissem plotar o campo de vetores
e fazer as modificagOes necessarias, como uma mudanga nos valores dos eixos coordenados, 0
que foi realizado sem maiores transtornos.

Dessa forma, julgamos que os softwares utilizados favoreceram positivamente o
desenvolvimento da sequéncia. Assim, concordando com Artigue (2008), podemos afirmar que
as possibilidades oferecidas pelos softwares permitem a interacdo entre diferentes dominios
matematicos e registros de representacdo semidtica para o estudo das EDOs.

O papel da pesquisadora: Na analise a priori esperavamos que a pesquisadora
interferisse 0 minimo possivel nas resolucdes dos alunos. Contudo, isso nem sempre foi
possivel, ou devido a alguma dificuldade dos alunos ou até mesmo pela forma de conducédo da
atividade pela pesquisadora.

Em algumas situacdes, a intervencdo da pesquisadora direcionou a estratégia de
resolucdo dos alunos, o que causou outras dificuldades, como o uso do transferidor na Atividade
1.

Como a preocupacéo inicial estava centrada nas conversdes e nas mudancas de dominios
e, consequentemente, nas estratégias de resolucBes utilizadas pelos alunos, a pesquisadora
focou-se em verificar tais estratégias e retomar 0s conceitos necessarios para sua utilizacao (por
exemplo, a no¢do de campo de vetores) deixando passar alguns conceitos importantes, tais
como: a diferenga entre uma fungéo crescente e estritamente crescente em um dado intervalo
(os alunos utilizaram o termo crescente) e o fato de a solucdo de equilibrio ser Unica quando

y'= 0 (0s alunos utilizaram solug@es constantes, no plural).

Diante do exposto, as analises indicam que os resultados da sequéncia em relagdo a
aprendizagem das EDOs podem ser melhorados com as sugestdes expostas na analise a
posteriori e com a elaboracdo de uma pré-sequéncia que retome 0s conhecimentos necessarios
para o estudo das EDOs, sobretudo os conceitos da Algebra e do CDI-I de forma a minimizar
as dificuldades em relacdo & Matematica Basica.

Assim, chegando ao final desta pesquisa, ndo poderiamos deixar de sugerir alguns
estudos futuros. Com relagcdo ao uso conjunto dos registros de representacdo semiotica,
mudanca de dominios e Modelagem Matematica, novos estudos podem ser realizados no

sentido de investigar sua utilizacdo para o estudo das EDOs do tipo y = f (X, y) e paraas EDOs
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de segunda ordem. Além de um estudo propondo o uso conjunto dos diferentes tipos de
abordagens das solu¢des de uma EDO: algébrica, qualitativa e numérica.

As reflexdes aqui realizadas fundamentam novos entendimentos das contribui¢es que
0s registros de representacdo semidtica e as mudancas de dominios possuem para a
aprendizagem das EDOs. E também para o papel dos modelos matematicos neste processo de
aprendizagem, que requerem de um encaminhamento diferente dos propostos nos livros
didaticos, resgatando, assim, a relacdo entre o comportamento das solugcdes das EDOs e a

evolucéo do fenémeno analisado.
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Apéndice A
Perfil do estudante

Nome:

RG: CPF: RA:
E-mail:

Idade:

Curso: Ingresso:
Cidade:

Possui dependéncia? ( )ndo () sim. Em qual (is) disciplina (s)?

Vocé ja cursou ou esté cursando alguma disciplina que tenha na ementa equacdes diferenciais

ordinérias?

Das disciplinas que vocé cursou, qual foi a que vocé sentiu mais dificuldade? Justifique.

Quais sdo suas expectativas em relacao a este curso de extensao?

Quais suas pretensées com o curso de graduacdo que vocé faz?
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Apéndice B

Instrucdes Maple

9P(t)

dP

dt
Comandos necessario para iniciar as analises:

Dada a equagéo:

restart:

with(DEtools):
with(plots):

Para fazer o campo de vetores usar o0 comando:
dfieldplot(diff(P(t), t) = 9*P(t), P(t), t

medium, colour = P(t)) ;
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Para fazer o campo de dire¢cdes com condicao inicial, utilizar:

DEplot(diff(P(t), t) = 9*P(t), P(t), t=-5..5 P =-3 .. 3, [[0, 1]], linecolor = [green],

arrows = medium, colour = P(t));
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Apéndice C

Aluno (a):
Curso:
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Periodo: Data:

No dia 03 de setembro de 2015, fizemos o seguinte experimento: deixamos em

temperatura ambiente, uma lata de refrigerante gelada, com 350 ml, e registramos sua

temperatura durante 2 hrs e 30 min. A temperatura ambiente era de 23,3°C. Os valores obtidos

estdo na Tabela abaixo:

Tempo | Temperatura (°C)
18h 45min 3,6
18h 55min 6,0
19h 05min 7,6
19h 15min 9,8
19h 25min 11,7
19h 35min 13,2
19h 45min 14,2
19h 55min 14,9
20h 05min 15,3
20h 15min 15,9
20h 25min 16,4
20h 35min 17
20h 45min 17,6
20h 55min 18,0
21h 05min 18,4
21h 15min 18,9




