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RESUMO

Nesta tese, de natureza teorica, realizada no Programa de Pds-Graduacdo em Educacao para a
Ciéncia e a Matematica da Universidade Estadual de Maringd — UEM, houve a proposta de
reunir subsidios para colocar, em suas bases epistemologicas, o problema da elaboragéo de uma
“epistemologia da imaginag¢ao e da intuigdo” no campo da matematica, visando a educacao (em)
matematica. Este trabalho apoiou-se na epistemologia e na filosofia da ciéncia de Henri
Poincaré e de Gaston Bachelard, pois ambos trouxeram muitas contribuicGes relevantes nesse
campo e para a nossa pesquisa; suas concepcdes sobre a construcao da ciéncia, a relacdo com a
matematica e o papel da imaginacdo e da intuicdo entram em didlogo em suas obras. A
imaginacdo e a intuicdo, em complemento a légica, sdo motores do pensamento matematico,
que, por meio de sua dinamicidade, favorece a criatividade na propria matematica e nas outras
ciéncias. Na tese, muito mais que encontrar respostas, buscamos, a partir de uma discussao
coerente, colocar em suas bases a questdo da elaboracao de uma “epistemologia da imaginagao
e da intuigdo” no campo da matematica. Essa discussdo, segundo nosso entendimento, deve ser
feita por meio de exemplos do campo da matematica. Eles ndo sdo meras ilustragdes da teoria,
mas permitem colocar em movimento as no¢des que a imaginacdo e a intuicdo fazem emergir
no pensamento matematico, constituindo-se, assim, como uma metodologia de pesquisa. Ao
escolhermos esse percurso metodoldgico, procuramos dar visibilidade e sustentabilidade ao
problema da elaboracdo dessa epistemologia. Estamos considerando a imaginagéo e a intuicéo
em sua dimensdo epistemoldgica, isto &, como processos de acesso ao conhecimento
matematico, processos de descoberta e criacdo dentro da dindmica interna do conhecimento
matematico. No contexto apresentado, é importante esclarecermos que, para o inicio da
pesquisa, elaboramos algumas ideias como ponto de partida da discussdo e as chamamos de
“hipdteses de trabalho”. Assim, associamos, incialmente, a intuicdo (matematica) com a
descoberta e a imaginacdo (matemética) com a criacdo, tornando-se esta um processo
construtivo. Imaginar € criar e € um ato livre, mas ndo é arbitrario. Essa tese, além de trazer
contribuicdes para o campo da propria filosofia e epistemologia da ciéncia e da matematica,
tem implicacOes para a educacdo matematica pelo potencial formativo que a imaginacéo e a
intuicdo imprimem no ensino da matematica, que possibilita trazer também esclarecimentos,
reflexdes, argumentacdes e ideias para os professores de matematica, em formacao inicial e
continuada, permitindo-lhes a elaboragcdo de metodologias inovadoras para o ensino da
matematica, no qual a imaginacdo, a intuicdo, a criatividade estejam presentes, além do
puramente l6gico e algoritmico.

Palavras-chave: Educacdo Matemética; Conhecimento Matematico; Epistemologia da
Imaginacdo e da Intuigdo.



GUSMAO, L. D. The Elaboration of an ""Epistemology of Imagination and Intuition" in
the Field of Mathematics and Implications for Mathematics Education: dialogues with
Henri Poincaré and Gaston Bachelard. 2018. 159f. Doctorate. Postgraduate Program in
Education for Science and Mathematics, State University of Maringa, Maringé, 2018.

ABSTRACT

In this thesis, of a theoretical nature that was carried out in the Postgraduate Program in
Education for Science and Mathematics of the State University of Maringa - UEM, there was
the proposal gathering subsidies to place, in its epistemological basis, the problem of the
elaboration of a "Epistemology of imagination and intuition™ in the field of mathematics, aiming
at (mathematical) education. This work was based on the epistemology and philosophy of
science of Henri Poincaré and Gaston Bachelard, because both brought many relevant
contributions in this field and for our research; his conceptions of the construction of science,
his relation to mathematics, and the role of imagination and intuition establish dialogue in his
works. Imagination and intuition, in addition to logic, are the engines of mathematical thinking,
which, through its dynamicity, promote creativity in mathematics itself and in other sciences.
In the thesis, much more than finding answers, we seek, from a coherent discussion, to put in
its basis the question of the elaboration of an "epistemology of imagination and intuition" in the
field of mathematics. This discussion, according to our understanding, must be made through
examples from the field of mathematics. They are not mere illustrations of theory, but they
allow to put in motion the notions that imagination and intuition do emerge in mathematical
thought, constituting itself as a research methodology. When choosing this methodological
path, we seek to give visibility and sustainability to the problem of the elaboration of this
epistemology. We are considering imagination and intuition in its epistemological dimension,
that is, as processes of access to mathematical knowledge, discovery and creation processes
within the internal dynamics of mathematical knowledge. In the presented context, it is
important to clarify that, for the beginning of the research, we elaborate some ideas as starting
point of the discussion and we call them "working hypotheses". Thus, we associate, initially,
the intuition (mathematics) with the discovery and the imagination (mathematics) with the
creation, becoming this a constructive process. To imagine is to create and it is a free act, but it
IS not arbitrary. This thesis, besides bringing contributions to the field of philosophy and
epistemology of science and mathematics itself, has implications for mathematical education
by the formative potential that imagination and intuition give to the teaching of mathematics,
which makes it possible to bring clarifications, reflections, arguments and ideas for teachers of
mathematics in initial and continuing formation. This will allow them to develop innovative
methodologies for teaching mathematics in which imagination, intuition and creativity are
presented, in addition to the purely logical and algorithmic.

Keywords: Mathematics Education; Mathematical Knowledge; Epistemology of Imagination
and Intuition.
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INTRODUCAO

Ha uma ldgica colorida,
0 pintor sé a ela deve obedecer e
nunca a logica do cérebro.

Cézanne

Parafraseando Cézanne, podemos dizer que “ha uma 16gica no devaneio e a imaginacgao
deve sempre obedecer a ela e nunca a logica da razao”. Essa parafrase faz referéncia as duas
formas que Gaston Bachelard (1884-1962) contrapbe na procura e fundamentacdo do
conhecimento: a da razdo no campo da epistemologia e a do devaneio, no campo da poética.

Ao comecar este trabalho, citando e parafraseando Cézanne, queremos mostrar 0 tom
em que a tese foi desenvolvida no campo da matematica, ou seja, ha uma alegria na rigidez e
uma harmonia na l6gica, assim como ha uma ordem no devaneio produzido pela imaginacéo e
a intuicdo e, € nesse espirito, que fomos envolvidos. O poder colorido na variedade da paisagem
matematica deve sua existéncia principalmente ao poder criador das mais variadas construgdes
e demonstragdes, nas quais a imaginacéo e a intui¢do sao as forgas propulsoras.

A motivacao para esta tese partiu da dissertacdo de Gusmao (2013), na qual foi realizada
a defesa de uma educacdo matematica que valorize o sensivel, uma educacdo da sensibilidade,
uma forma de pensar capaz de desenvolver e refinar as percepcdes acerca do mundo e das coisas
do mundo, inclusive do mundo racional, percepcBes que também podem envolver a prépria
matematica, quando enfocada do ponto de vista estético.

Essa dissertacdo teve a finalidade de trazer subsidios tedricos para fortalecer a relacdo
interdisciplinar entre matematica e arte, ou melhor, entre matematica e estética (entendida esta
como a ciéncia do conhecimento sensivel). Nela enfatizou-se a importancia de se ascender ao
conhecimento matematico por meio dos processos que envolvem, alem da razéo, também a
sensibilidade no campo da matematica e que estdo relacionados com a imaginacéo, a intuigéo,
a espontaneidade, a liberdade e a criatividade.

A apreensdo estética na relacdo da matematica com a arte e outras ciéncias, apreensao
intimamente ligada com a “experi€éncia matematica”, reside na “percepcao” dos padroes, da
disposi¢do, da ordem, da elegincia e da harmonia dos “objetos” em estudo em suas relagdes
matuas. Essa harmonia ajuda a interpretar matematicamente a natureza e a realidade estudada

por essas ciéncias e, para interpreta-las, € fundamental compreender a matematica de uma forma



13

mais abrangente, uma matematica em que sejam relevantes, além da logica, a imaginacéo e a
intuicdo para a constituicdo do conhecimento.

A dissertacdo mencionada aponta para a compreensdo da propria arte como uma forma
de conhecimento, portanto, susceptivel de uma abordagem epistemoldgica. A partir disso,
destacamos que a propria matemética tem uma face estética, ao revelar suas relacdes com a
imaginacdo, a intuicdo e a criatividade, capacidades proprias do campo da arte. Segundo nosso
entendimento, a matematica, nessa forma alargada de compreensao, também permitiria uma
abordagem epistemologica vinda dessa epistemologia da arte, dessa poética transformada em
epistemologia.

Nessa perspectiva, entra Bachelard com suas duas vertentes, a “diurna” ¢ a “noturna”,
para nos fornecer subsidios para comecar a pensar na problematica da pesquisa, pois um dos
desafios da tese, 0 primeiro que nos propusemos, consiste na elaboragdo de uma “epistemologia
da imagina¢do” no campo da matematica, traduzindo a for¢a da epistemologia “diurna” de
Bachelard para a andlise da sua poética “noturna”. S3o as ideias do Bachelard noturno que nos
interessam nesta pesquisa, tratando de identificar tracos de sua epistemologia cientifica (o
Bachelard diurno) nessa face poética para traduzi-los ao campo da matematica.

Na dissertacdo ainda, um dos autores mencionados foi Herbert Read (1893-1968) que
propde o “método estético”, uma espécie de razdo poética, a qual valoriza a espontaneidade, a
liberdade, a sensibilidade no processo de construcdo de conhecimentos em contraponto a razdo
cientifica. Esse método, entdo, incorpora certos mecanismos da imaginacdo e da criacgdo,
proprios da arte, principalmente 0o mecanismo ou recurso de “sintese”, para atingir um
conhecimento mais integrado, como também Bachelard procura.

Nesse caminhar, tornam-se imprescindiveis os trabalhos do matematico e fildsofo Henri
Poincaré (1854-1912) para subsidiar esta pesquisa. Do campo da matematica, ele traz para
discussdo a intuicdo como forma de acesso ao conhecimento matematico, contribuindo para o
entendimento dessa concepc¢édo alargada de matematica. A visdo de Poincareé esta centrada na
investigacdo cientifica, isto é, na atividade criativa do pensamento em vista dos problemas das
matematicas e das ciéncias. Ele, segundo comentadores, como, por exemplo, Michel Paty
(2010), inaugura uma nova maneira de pensar nas matematicas e na fisica matematica, ao lancar
as bases da abordagem dita qualitativa na teoria das equacdes diferenciais, que se interessa, por
exemplo, pelos tipos de comportamento das solugdes dos sistemas de equacOes diferenciais,
mais do que em explicitar as proprias solugdes. Essa nova via de abordagem qualitativa e
estrutural revelava mais sobre os sistemas dindmicos em estudo que as proprias solucdes

particulares sujeitas aos efeitos de variacdo das condicdes iniciais e, assim, finalmente
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imprevisiveis. Essa maneira de pensar, esse estilo cientifico proprio, aponta para uma
racionalidade nova como resultado da criacdo desses novos métodos e objetos matematicos.

Além disso, as ideias de Poincaré entram em didlogo com as de Bachelard ao
encontrarmos ponto de contato ou de convergéncia, principalmente no que diz respeito a suas
concepcOes de ciéncia e sua relacdo com a matematica. Com Poincaré ampliamos, entdo, o
desafio que é a elaboragdo, agora, de uma “epistemologia da imaginagdo e da intui¢do” no
campo da matematica. Logo, sdo as ideias de Poincaré e Bachelard relativas a producdo de
conhecimentos, suas criticas em relacdo ao conhecimento cientifico, a filosofia e historia da
ciéncia e da matematica, bem como suas abordagens pedagdgicas que nos deram subsidio
tedrico para a pesquisa.

Desponta-se entdo o titulo da tese: 4 elaboragao de uma “epistemologia da imaginag¢do
e da intui¢do” no campo da matematica e implicacdes para a educacdo matematica: dialogos
com Henri Poincaré e Gaston Bachelard.

Tratar de “epistemologia da imaginacdo e da intuicdo” em matematica sé é possivel
adotando uma concepc¢do de “matemaética viva”, dindmica, movimentando-se na trama do
pensamento, ndo apenas como um corpo estatico e rigido de conhecimentos, mas sim como
uma forma dinamica de pensar, como uma atividade, como um processo. Desse ponto de vista,
buscamos afastar a crenca de que a matematica é puramente logica e racional, com a rigidez de
um pensamento formal. Quando falamos de matemética viva, estamos associando,
metaforicamente, seu desenvolvimento aos processos bioldgicos. A biologia se preocupa com
organismos e sobre como os organismos se transformam, geram-se, sofrem mutacdes; esse
comportamento sé funciona com “objetos” vivos. Entdo, 0s objetos e conceitos matematicos,
segundo nossa concepcao, tém essa natureza de organicidade e dinamicidade, nesse sentido,
consideramos viva a matematica.

Essa matematica viva, porém complexa, exige, além da légica, também a imaginacéo e
a intuicdo para sua compreensdo e para seu desenvolvimento. A intensa polissemia dos termos
‘imaginacdo’ e ‘intuicdo’, suas multiplas acepcdes, bem como seus papéis na construcdo do
conhecimento matematico, em complemento & Idgica, nos desafiam e nos colocam em agéo
diante do problema da elaboracédo de uma epistemologia da imaginacéo e da intuicdo no campo
da matematica. Essa epistemologia enseja contribuir para discussdes conceituais sobre o papel
da imaginacao, da intuicdo, da exclusividade da légica classica na construcdo do conhecimento
matematico e das relagGes entre a matematica, a arte e outras ciéncias.

A epistemologia de que trata esse trabalho ndo é a teoria do conhecimento em geral,

mas, modernamente, a teoria do conhecimento cientifico; é a epistemologia do século XX.
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Porém, situamos o conhecimento cientifico com sua racionalidade l6gica, especialmente no
caso da matematica, entre outras formas possiveis de conhecimento, que evolvem processos
ligados a imaginacao e a intuicdo. A “epistemologia ¢ uma reflexao sobre a ciéncia, do mesmo
modo que a estética se tornou essencialmente reflexdo sobre a arte e a filosofia moral, uma
reflexdo sobre a ética” (BLANCHE, 1975, p. 147). E uma reflexdo critica sobre e
principalmente uma atitude diante do mundo e diante da possibilidade de conhecé-lo
(CIFUENTES, 2017). A epistemologia deve ajudar-nos a compreender 0s processos do
conhecer através da ciéncia e desenvolvé-los, capacitando-nos a julgar criticamente a
fidedignidade dos conhecimentos cientificos. Nesse processo de conhecer, tanto na matematica
como nas ciéncias intervém outras formas de atingir o saber que ndo o puramente I6gico. A
matematica nesse processo tem a funcdo epistemoldgica de ser um instrumento para a
compreensdo do mundo, ndo apenas um instrumento para aplicacdo de algoritmos.

A palavra ‘cientifico’ remete a ciéncia, a método. As ciéncias da natureza, por exemplo,
a fisica e a biologia, ttm como principal ferramenta a experimentagdo, ja a matematica, nesse
contexto, ndo pode ser considerada como uma ciéncia de tipo experimental, porém, ela admite
um meétodo formal, no qual uma das principais ferramentas € a ldgica, e a imaginacdo e a
intuicdo, formas também possiveis de acesso ao conhecimento, sdo maneiras de experimentacdo
em matematica ou sdo manifestagdes do que poderiamos chamar de “experiéncia matematica”.
Quando provocamos a intervencdo da imaginacdo e da intuicdo na matematica, estamos
aproximando-a das outras ciéncias, pois essa imaginacao e intuicao sdo formas de experiéncia
em matematica, claro que com suas caracteristicas proprias. Quando falamos de imaginacéo e
intuicdo como formas de acesso ao conhecimento matematico, precisamos ampliar o conceito
de racional, além dos limites que a l6gica impde.

Segundo Cifuentes (2017),

com Pitagoras (séc. VI-V a. C.) e 0s seus seguidores, os pitagoricos, nasceu a
matematica como uma ciéncia e como uma filosofia, e nasceu a prépria filosofia. A
Escola Pitag6rica via 0 mundo como um cosmos, isto €, como um todo ordenado, uma
totalidade harménica, ndo apenas fisica sendo também espiritual, um universo
inteligivel e racional, em contraposi¢ao a um mundo desordenado, cadtico, irracional,
totalidade cujas regularidades s&o a base da possibilidade de predicdo do mundo e, em
geral, de sua inteligibilidade. A ideia de cosmos como estrutura intrinseca de ordem e
harmonia do universo é a base do pitagorismo e é também o inicio do que pode ser
considerado de “carater matematico”, isto €, da “matematicalidade”. Assim como a
musicalidade é o substrato da sensibilidade musical, a matematicalidade é o substrato
da “sensibilidade matematica” [...]. A matematica nasce concebida como a esséncia
do mundo inteligivel, com sua funcéo de expressar essa ordem do cosmos, tornando-
se na linguagem descritiva e explicativa do universo [...]. Com Pitagoras e seus
contemporaneos, nasce uma nova forma de contemplar o mundo: através da razéo.
Nasce o “espirito racional”. Do ponto de vista da razdo, mais importante que pensar
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que o universo foi criado por “Deus” é pensar que foi criado seguindo certos principios
que estimulam a nossa razéo. Esses principios configuraram a légica da racionalidade.
A razdo humana precisa de principios para funcionar!

Porém, entendemos que a racionalidade ndo estd somente ligada a logica. E, para
compreender esse fato, recorremos a dois fildsofos/matematicos pré-socraticos que possuiam
uma viséo diferente, porém complementar, para compreender o mundo: Parménides e Heréclito
(séc. VI-V a. C)).

Segundo Cifuentes (2017):

a) O mundo apolineo de Parménides caracteriza-se pela permanéncia, o absoluto, a
perfeicdo, a verdade, a l6gica do verdadeiro e o falso, o racional, o quantitativo, a unidade. O
conhecimento desse mundo € objetivo e preciso. Os eventos sdo deterministicos. A
modernidade, a partir do século XVII, expressa essa concep¢do de mundo pela simplicidade
cartesiana.

b) O mundo dionisiaco de Heraclito caracteriza-se pela transformacdo, a geracao e a
mutacdo, o relativo, a incerteza, a imperfeicdo, a dialética e a retérica do melhor e o pior, 0
irracional, o qualitativo, a diversidade. O conhecimento desse mundo € subjetivo e impreciso.
Os eventos sdo ndo deterministicos. Na pds-modernidade, ja no século XX, a complexidade
esta na base da inteligibilidade desse mundo.

A partir disso, podemos associar 0 mundo de Parménides ao imutavel, ao racional, ao
I6gico. Enquanto que o mundo de Heréclito associa-se ao fluido, ao irracional, a imaginacéo e
a intuicdo. O mundo de Heréaclito ndo é oposto ao de Parménides. H4 uma racionalidade no seu
mundo, uma racionalidade na irracionalidade. Ele captura a unidade na multiplicidade, no
movimento, na transformacdo. Uma unidade de tensdes opostas. Existe uma harmonia oculta
das forgas opostas que permite capturar uma certa racionalidade no seu mundo, que permite
sintetizar, apreender e formular. Nesse aspecto, podemos considerar que ha diferentes graus
e/ou tipos de racionalidade. A matematica moderna, para a sua compreensdo, exige uma
multiplicidade de razdo, uma nova nogéo de racionalidade.

Compreender a matematica, principalmente a dos finais do século XIX e a partir do
século XX, exige uma “nova matematicalidade”, pois lida com incertezas, com complexidades,
tal como o mundo preconizado por Heraclito, e “novos mecanismos” de compreensdo que sO
“a légica [sozinha] ndo basta” (POINCARE, 1995, p. 20). Portanto, exige uma multiplicidade
de razdo. Essa nova matemaética, na medida em que amplia seu leque de racionalidade, permitira
uma nova logica subjacente e uma nova epistemologia. E 0 que nos da subsidios para a

elaboragdo de uma “epistemologia da imaginagdo e da intui¢do” no campo da matematica e
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para defender outras formas de acesso ao conhecimento nesse campo, possibilitando, também,
novas metodologias de ensino da matematica nos diferentes niveis. Além dos padrdes racionais
da logica, para compreender essa nova matematica, temos que considerar outros tipos de
racionalidade. H& uma racionalidade na imaginacdo e na intuicdo, que poderiamos chamar,
talvez, de ‘racionalidade estética’.

Quando dizemos, seguindo Poincaré, que “a logica nao basta”, estamos nos referindo a
chamada logica classica, iniciada por Aristoteles (séc. IV a. C.) que lida com os conceitos
absolutos de verdade e de falsidade e suas leis, com fronteiras bem determinadas, com 0s
principios do terceiro excluido e da ndo contradigdo. E a logica ocidental do sim e do néo, a
l6gica do mundo de Parménides. Buscar a verdade na ciéncia atual, na matemaética atual, nesse
mundo de incertezas, € “estabelecer uma verdade proporcional a medida humana”, tal como
expresso por Empédocles (séc. V a. C.). “Isto significa que a evidéncia procurada ndo é do
intelecto puro: é a exigéncia da clareza racional, porém aplicadas aos dados fornecidos pelos
sentidos” (OS PENSADORES, 2000, p. 27). Nisso intervém a acdo humana. O conceito de
verdade ja ndo lida mais somente com a légica, dita classica, mas com “coisas”, “sentidos” que
sdo de carater humano. Nesse aspecto, a imaginacdo e a intuicdo, faculdades essencialmente do
ser humano, assumem um papel importante para apreenséo da realidade e para compreensao do
mundo.

A l6gica por si s6 ndo € suficiente para a compreensdo dessa “nova matematica”, para a
apreensdo dessa ‘“nova matematicalidade”, aceitar isso permite-nos incorporar a imaginagao e
a intuicdo na discussao desse campo. Entdo, falar de imaginacdo e intuicdo em matematica nos
remete falar de conhecimento e formas de acesso. Formas de acesso, em que “conhecimento
matematico” remete a uma abordagem epistemoldgica e “formas de acesso” remetem ao fato
de considerar essas capacidades como atos, como agoes. Por isso, Poincaré (1995, p. 22-23) diz
que “a ldgica, a Unica que pode dar a certeza, € o instrumento de demonstracdo: a intuicdo é o
instrumento da invenc¢ao”. Ambas sdo necessarias e indispensaveis.

A imaginacéo e a intui¢do sdo processos complexos que ndo podem ser delimitados por
meio de uma defini¢cdo e menos expressos em (poucas) palavras. Elas sdo no¢des organicas que
estdo em movimento na teia do pensamento matematico. Sdo como uma bola de basquete ou de
futebol, elas ndo fazem sentido paradas, mas em movimento nos dizem muito sobre o jogo.
Nesse sentido, essas no¢des nao estdo sujeitas a defini¢des e seu tratamento tedrico é possivel
numa concepcdo organica de matematica. Dai que a concepgdo de matematica deve ser
adequada a incorporacdo da imaginacao e da intui¢cdo no seu campo de abrangéncia, ou seja, a

de matematica como organismo. A imaginacao e a intuicao sdo partes de um organismo Vvivo,
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sdo “seres” que respiram, transformam-se e, portanto, ndo admitem defini¢des fechadas, pois
“definir” é encontrar o limite de algo.

Assim, estamos considerando a intuicdo e a imaginacdo em sua dimensao
epistemoldgica, isto &, como processos de acesso ao conhecimento matematico, processos de
descoberta e criacdo dentro da dindmica interna do conhecimento matematico. Nao estamos
dizendo que a imaginacgao e a intui¢do sdo partes do conhecimento matematico, mas sao formas
de acesso. Desse ponto de vista, elas ndo sdo conhecimento, mas sao acoes.

Defendemos que imaginacdo e intuicdo, dentro dessa concepcao de matematica, tém
uma certa racionalidade que extrapola a logica. Ter uma racionalidade ¢é usar a razdo “para
atingir um certo nivel de razoabilidade ou irrazoabilidade” (LEHRER, 2008, p. 325).

No contexto apresentado, é importante esclarecermos o que entendemos por intuicéo e
imaginacdo no campo da matematica, para tal iniciamos a constru¢do desses conceitos
colocando algumas ideias como ponto de partida da discussao e as chamamaos de “hipéteses de
trabalho”:

1) Propomos associar, primeiro, a intui¢do as descobertas. Descobre-se algo que ja existe, mas
gue ndo se tem, necessariamente, acesso de imediato. Por exemplo, sabendo que poligonos
regulares de niumero pequeno de lados tém algumas propriedades comuns, assim, podemos
intuir que poligonos regulares com um numero elevado de lados tém também a mesma
propriedade (“descobrimos” através da intui¢do essa propriedade que ja existe, mas que ndo
“vemos” em forma imediata).

2) Ja a imaginacdo, propomos associa-la a invencao e a criagdo. No processo inventivo fazem-
se construcdes, ou seja, cria-se algo novo que ndo existe ainda. E uma forma de construgao.
Imaginar € criar e é um ato livre, mas ndo é arbitrario. Talvez a principal finalidade da
imaginacao ¢ “definir” um objeto novo através de sua criagdo/construcdo. Por exemplo, pode-
se imaginar (criar) objetos do “mundo” de quatro dimensdes ou cinco, extrapolando objetos
com duas ou trés dimensdes, supostamente ja constituidos.

E certo que ndo ha uma definicdo exata (uma verdade absoluta) a respeito do que foi
dito acima e que, na atuacdo da imaginagéo e da intuicdo, em alguns momentos, pode haver
uma mistura tanto de descoberta como de invengao/criagéo.

Imaginacdo e intuicdo séo conceitos complexos que tém forte carater filosofico, entéo,
defini-los de uma forma simples é um contrassenso, pois tais conceitos estdo ligados, dentre
tantas questdes, com problemas fundamentais relacionados com a epistemologia e também com
a cognicdo humana, portanto, problemas em constante movimento. Podemos, entdo, refletir

sobre o0 papel da imaginacao e da intuicdo, particularmente, no campo da matematica. Podemaos,
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ainda, imaginar a imaginacdo e intuir a intuicdo nesse campo, mas ndo defini-las
definitivamente.

Logo, na procura da compreensdo dos conceitos de imaginacgéo e de intuicdo, buscamos
argumentos e exemplos matematicos diversos que, de alguma forma, justifiguem suas
qualidades tedricas e sua dinamicidade no processo de pensamento matematico. E é na
movimentacdo da imaginacao e da intuicdo que elas nos revelardo seus segredos e os diversos
exemplos apresentados vao permitir essa movimentacao.

A imaginacdo e a intuicdo como tratadas nessa tese apresentam elementos constituidos
de uma certa racionalidade, exigem um certo grau de formalizacdo que S&o expressos por meio
de relacdo, combinacdo, ordenamento e sintese de ideias, conceitos, teorias etc.

Na matematica, a imaginacao e o conhecimento a partir da imaginacao, apesar de ndo
estar do lado da objetividade cientifica, ndo é um ato trivial, desprovido de toda racionalidade.
A imaginacdo ndo € apenas o processo de construir ou criar imagens, envolve a realizacdo de
sinteses nessa criacao.

Com Poincaré e Bachelard, buscamos elaborar uma epistemologia da imaginacédo e da
intuicdo, no campo da matematica. Ambos trouxeram, como veremos mais adiante, muitas
contribuicdes no campo da epistemologia e filosofia da ciéncia, em especial suas concepcoes
sobre a construcdo da ciéncia, a sua relacdo com a matematica, relacdo em que a imaginacéo e
a intuicdo entram em didlogo com ela; didlogo que é um dos principais motivadores desta
pesquisa.

Discutir as contribuicdes da epistemologia de Poincaré e de Bachelard nos coloca a
assumir uma postura filosofica diante do conhecimento a ser (re)elaborado para o campo da
matematica e da educacao matematica, em interconexdo com as outras ciéncias. Nesse contexto,
a matematica é considerada como um fazer, uma forma de pensar, e ndo s6 um saber. Sobre
essa questdo, Cifuentes (2010, p. 20) afirma que ela “¢ um movimento, fazer matematica ¢
como fazer filosofia, o filosofar, e por que ndo, no caso da matematica, 0 matematizar, tendo
ambas as atividades uma raiz comum”.

Nas ideias de Poincaré sobre imaginagdo, intuicdo, invencdo, descoberta, em
complemento & logica, expressa-se, em seus textos, a questdo da imaginacdo, que toma forma
na sua filosofia da ciéncia sob a alcunha de exercicio da intuicdo e é fundamental para a

concepcao de ciéncia que esse pensador propde. Segundo Poincaré (1995, p. 147),

ndo pode haver nem ciéncia sem fato cientifico, nem fato cientifico sem fato bruto. E
entdo, temos o direito de dizer que o cientista cria o fato cientifico? Antes de tudo, ele
ndo o cria ex nihilo, ja que o faz com o fato bruto. Por conseguinte, ndo o faz
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livremente, e como quer. Por mais habil que seja o trabalhador, sua liberdade é sempre
limitada pelas propriedades da matéria-prima sobre a qual opera.

E o cientista que intervém ativamente, escolhendo, por meio de uma liberdade limitada,
impulsionado, em muitos casos, pela intuicdo, os fatos que merecem ser observados, que,
posteriormente, devem ser submetidos a verificacdo. Nesse sentido, vemos que intui¢éo
complementa a l6gica. A ciéncia prevé, assim como o cientista deve prever, isto nos permite
generalizar (POINCARE, 2008). Os fatos nus e crus, ja existentes em estado bruto, “ndo podem
ser-nos suficientes: é por isso que precisamos de uma ciéncia ordenada, ou melhor, organizada”
(POINCARE, 2008, p. 225), e essa organizaGao ndo é apenas descoberta, é também construida.
Desse ponto de vista, a intuicdo, associada a descoberta e a imaginacao, associada a construgao,
sdo formas de organizacao do conhecimento cientifico e matematico.

Da vertente noturna de Bachelard, temos um pensador do devaneio, que pautava seu
conhecimento na poética, na imaginacdo e na criatividade. Logo, resgatamos tracos de sua
epistemologia cientifica quando ele propde o termo ‘surracionalismo’, termo tomado da
surrealidade da arte, entendido como propulsor da “imaginacdo criadora”, para alargar a
compreensdo da propria matematica e multiplicar as formas de pensar o0 conhecimento
cientifico e matematico.

A “imaginacdo criadora”, pautada nas leis materiais dos quatro elementos: fogo, agua,
ar e terra, passam a ter um destaque na epistemologia de Bachelard. Para ele “a imaginagdo nao
é, como sugere a etimologia, a faculdade de formar imagens da realidade; ela é a faculdade de
formar imagens que ultrapassam a realidade, que cantam a realidade. E uma faculdade de sobre-
humanidade” (2013, p. 16).

Segundo Paiva (2005), a imaginacéo criadora revela-se como um poder de maximizar a
inventividade. A ela compete libertar-se das imagens inertes, romper com estados de alma e
desrealizar o mundo corporificando o irreal. A imaginacdo em Bachelard é uma forca cuja
envergadura supera a condicdo humana. Suas imagens buscam suplantar o que se oferece a
visdo, engendrando formas outras, realidades inexistentes.

Essa imaginacdo criadora nos leva a uma poética. Ciéncia e poética provém de “lugares
diversos do espirito, mas compete a ambas dar existéncia ao que ndo é, desrealizando o real, de
modo que as oposicOes entre elas ndo obscurecem as similaridades: a abertura para o novo, a
recusa da imobilidade, a dinamicidade, a inegével presenca do sujeito criador” (PAIVA, 2005,

p. 164), ou seja, subsidios para uma epistemologia da imaginagéo.
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Na concepcdo alargada de matemaética, juntos com Bachelard e com Poincaré,
entendemos que a logica pode ser considerada como componente da face “diurna” da
matematica e a imaginacao e a intuicdo, como componentes da face “noturna” da matematica.

Falar de “epistemologia da imaginagao e da intuicdo” no contexto da matematica, no
qual tradicionalmente a légica é soberana, é quase um paradoxo, no entanto, a racionalidade da
imaginacdo, da intuicdo, envolvendo também os processos de cria¢do, que se pretende aqui
colocar em evidéncia, pode possibilitar a elaboracéo dessa epistemologia e permitir uma melhor
compreensdo da propria matematica como produtora de saber e de seu papel na educacao
matematica. Assim, acreditamos que a problematica apresentada, bem como os objetivos
propostos sdo de interesse da ciéncia, da matematica e da educacdo matematica.

Entre as implicacdes para o campo do ensino de matematica, colocamos as ligadas a
visualizacdo em matematica a partir de um dialogo entre a epistemologia e a poética. Nesse
caminhar, acreditamos que, como acender a luz num “quarto escuro”, a pesquisa podera
elucidar aspectos epistemoldgicos importantes da visualiza¢do, 0 que permitira a compreensao
da prépria matematica e da forma de producdo de conhecimento nesse campo, além de
fortalecer e impulsionar as relagdes interdisciplinares entre diversos campos de conhecimento.

Colocar a epistemologia, que esta do lado da razdo cientifica, ligada com a imaginacéao,
considerada do lado da razéo poética (ha uma racionalidade na criacéo), é ja um desafio. Ha,
entdo, um pressuposto: a imaginacdo tem uma racionalidade (o que ndo deve ser confundido
com ter uma ldgica) que pode ser subsidio para o conhecimento em matematica. Razédo e
imaginacdo ndo sdo acdes dicotdmicas, ambas possuem caracteristicas semelhantes, de criar
significados e produzir conhecimentos para instaurar o que ainda ndo existe. Razdo e
imaginacdo caracterizam-se como criadoras, ativas, abertas e realizantes, como proposto por
Bachelard. A imaginacdo e a intuicdo sdo agdes que nos permitem descobrir ou construir
caminhos e na apreensdo da ordenagdo desses caminhos esta a sua racionalidade.

Essa pesquisa teve, como ja mencionado, sua motivacao nas ideias trazidas por Poincaré
e Bachelard sobre intui¢do e imaginacgéo no desenvolvimento da ciéncia e da matematica, ideias
apontadas pelos professores Valdeni Soliani Franco e José Carlos Cifuentes e que constituiram
0 projeto da tese. Posteriormente, essas ideias foram discutidas no estagio de doutorado
sanduiche desenvolvido no Laboratoire d'Histoire des Sciences et de Philosophie — Archives
Henri Poincaré, ligado a Universidade de Lorraine, em Nancy, na Franca, no ano de 2017,

sob a orientacdo do professor doutor Gerhard Heinzmann.
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Na Franca, tangenciamos, como apoio as nossas discussdes, as ideias de Kant sobre
imaginacdo e, principalmente, sobre intuicdo, nas quais Poincaré, entre outros, “bebeu”. Mas
como intervém Kant em toda essa discussdo?

Apesar de ndo ser nosso foco tratar das ideias desenvolvidas por Kant, ndo podemos
deixar de revisita-lo, pois “se pode estar em desacordo com ele, porém o que nao se pode fazer
¢ deixar de dar respostas as perguntas que ele elabora” (TORRES ALCARAZ, 2005).

Kant sempre foi a referéncia (positiva ou negativa), pautada fortemente na geometria
euclidiana de pensadores da matematica nos finais do século XIX e principios do século XX,
como por exemplo, Bolzano, Brouwer, Helmholtz, Poincaré, Riemann, Russell, entre outros.
Mas sera que podemos ainda usar a matriz Kantiana para compreender 0s processos de
imaginacdo e de intuicdo na matematica atual, ou seja, agora com a inclusdo das geometrias
ndo-euclidianas, por exemplo? Podemos, em outras palavras, adaptar as concepcfes de Kant no
contexto atual? Qual a contribuicdo mais importante de Kant para a matematica a partir do
século XIX?

Torres Alcaraz (2005) nos da um indicativo, afirmando que Kant vé nas proposi¢oes
matematicas verdades necessarias. No entanto, ao contrario de Leibniz, Kant ndo vé nelas
proposicOes analiticas, isto é, puramente I6gicas. Em sua opinido, as proposi¢cdes matematicas
ndo sdo seguidas necessariamente de andlises dos conceitos ai contidos; elas sdo, portanto,
sintéticas, porém, a priori.

Segundo Torres Alcaraz (2005), Kant avanca na dire¢cdo de pensar que existem
proposicdes que ndo sdo puramente ldgicas. E o que ele chama de proposicdes ‘sintéticas a
priori’, ndo sdo analiticas puramente como Leibniz pensava, tampouco sintéticas a posteriori,
nem derivam delas, pois ndo provém da experiéncia, entendida no sentido empirico. Entdo, a
necessidade de se pensar as proposi¢cdes matematicas como sendo sintéticas a priori é porque
nessa condicdo elas permitem misturar a légica com a intui¢do. Nesse tipo de proposicdo, Kant
da abertura a intuicdo matematica como sendo importante para a matematica.

O que devemos resgatar da discusséo anterior € que as proposicdes sintéticas a priori
ndo sdo consequéncia da analise, mas de uma construcdo. E o que afirma Kant, segundo Torres
Alcaraz (2005), a matematica é sintética porque seus resultados se obtém realizando
construcdes. A matematica é a priori porque suas constru¢fes nao sdo empiricas (por isso 0s
gedmetras podem afirmar a validez do resultado com relacdo a todas as intuicdes

correspondentes ao conceito).
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Assim, movidos pelo senso da beleza e da sensibilidade estética, apontamos, a seguir, a

problemaética e 0s objetivos da pesquisa.

Problematica da pesquisa:

Colocar em bases epistemologicas o problema da elabora¢do de uma “epistemologia da

imaginagdo ¢ da intui¢ao” no campo da matematica, visando a educagdo (em) matematica.

Os objetivos da pesquisa:

e Colocar a imaginacdo e a intuicdo matematicas na dimensao epistemoldgica, isto €, como
formas de acesso ao conhecimento matematico por meio de exemplos que ponham em
evidéncia sua dinamicidade no processo do conhecimento matematico.

e Buscar subsidios para elaborar uma “epistemologia da imaginagdo e da intuigdo” no campo
da matematica, envolvendo as ideias desenvolvidas por Poincaré e Bachelard (“diurno” e
“noturno”);

e Levantar, do ponto de vista conceitual, usando a “epistemologia da imaginagdo e¢ da
intui¢ao”, aspectos da interdisciplinaridade entre a matematica, a arte e outras ciéncias.

e Ressaltar os aspectos formativos da imaginacao e da intuicdo na formacdo de professores
de matemética.

Assim, a realizacdo desses objetivos podem trazer para os professores de matematica
em formacdo (inicial e continuada) esclarecimentos, reflexdes, argumentacfes e ideias que
possam contribuir na elaboragdo de metodologias inovadoras para o ensino da matematica em
que a imaginacdo e a intuicdo estejam presentes, pois, além da formacdo matematica
promovida, € necessario desenvolver uma cultura matematica que reflita o verdadeiro
pensamento matematico e cientifico contemporaneos. Também estimular e fortalecer os estudos
sobre a interdisciplinaridade entre a matematica, a arte e as outras ciéncias, além de contribuir
para uma melhor compreensdo do conhecimento matematico no campo da educacdo
matematica. Podem ainda ser criados subsidios para se repensar a incorporacao da matematica
do século XX no ensino basico, como por exemplo, as geometrias ndo-euclidianas (hiperbdlica
e eliptica), a topologia etc., que requer essa nova epistemologia.

Finalmente, intenciona-se esclarecer em que medida os estudos filosoficos, no campo

da Educacdo Matematica, sdo ‘““formativos”, para dar uma contribuicio a um melhor
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entendimento e sustentacdo da expressdo “formagdo de professores”, pois a eles vao
direcionados os resultados desta pesquisa.

Somos cientes da dificuldade da problematica e, portanto, antes de pretender solucionar
em forma definitiva os problemas esbocados (ou levantados), buscaremos coloca-los em suas

bases, isto €, fundamenté-los adequadamente para um posterior tratamento.

Percursos metodoldgicos

A pesquisa, de natureza teorica bésica e exploratéria, na medida em que procura
caminhos inovadores, constitui-se um processo de formacao do préprio pesquisador. Mais do
gue uma metodologia estanque, com regras rigidamente estabelecidas, ela foi configurada ao
longo da investigacdo. Ao criar o percurso da pesquisa, criou-se seu modo de fazé-la. Criar um
percurso metodologico requer ir além de regras pré-estabelecidas, requer também criatividade,
imaginacdo e intuicdo; requer ser reinventado. O pesquisador, as voltas com o processo de
organizacdo da pesquisa, acaba por processar-se a si mesmo, realiza-se um processo de
descoberta e de invencéo.

Na tese, muito mais que encontrar respostas, buscamos, a partir de uma discusséo
coerente, colocar em suas bases a questdo da elaboracéo de uma “epistemologia da imaginagéo
e da intuicdo” no campo da matematica. Essa discussdo, segundo nosso entendimento e como
jamencionada, deve ser feita por meio de exemplos do campo da matematica. Os exemplos, no
nosso caso, Ndo sdo meras ilustracdes da teoria, mas permitem colocar em movimento as nogoes
de imaginacéo e intuicdo no pensamento matematico, constituindo-se como uma metodologia
de pesquisa, justificando as diferentes ideias e conclusdes apresentadas na tese. Ao escolhermos
esse percurso metodoldgico, procuramos dar visibilidade e sustentabilidade ao problema da
elaboracdo dessa epistemologia.

Bachelard e Poincaré, em muitos momentos de suas obras, utilizam exemplos para
ilustrar, esclarecer e explicar suas ideias. No entanto, ndo séo exemplos quaisquer, mas aqueles
que sdo portadores de certas caracteristicas que podem levar ao conhecimento. “Acreditamos
qgue os exemplos precisos emprestados do conhecimento cientifico [e matematico] podem
sensibilizar as discussdes filosoficas gerais” (BACHELARD, 1966, p. 18). Os “exemplos se
apresentam por si sos ao espirito” (POINCARE, 1995, p. 50). Ainda, “os exemplos abundam,
e me limitarei aos mais impressionantes” (POINCARE, 1995, p. 92). E continua, “¢ preciso que

0 matematico tenha trabalhado como artista. O que lhe pedimos é que nos ajude a ver, a discernir
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nosso caminho no labirinto que se nos oferece. Ora, quem vé melhor é aquele que mais
ascendeu” (POINCARE, 1995, p. 92).

Nesse aspecto, 0os exemplos, desde que devidamente selecionados e interpretados, séo
os portadores das qualidades dindmicas da intuicdo e da imaginacdo no campo da matematica
e, além disso, propdem-se discutir a sua dimensdo epistemoldgica em uma compreensao
alargada da matemética. Os exemplos, portanto, sdo as nossas principais ferramentas
metodoldgicas, pois permitem movimentar as ideias e mostrar suas diferentes facetas dentro da
concepcao dinamica da matematica.

Desse ponto de vista, entendemos que a metodologia de pesquisa baseada em exemplos
pode configurar-se como um método, com caracteristicas proprias nao rigidas, que reflete o
pensamento matematico em movimento, COmo em um organismo Vvivo, pensamento que, COmMo
apontado por Poincaré (1988), representa nao coisas, mas relacées entre coisas, uma ontologia
adequada, como veremos, para a imaginacao e a intuicdo matematicas.

Deste modo, os exemplos utilizados na pesquisa descrevem, discutem e interpretam os
processos de elaboracdo e formas de conhecimento no campo da matematica. Constituem-se
como um meio de representacdo do conhecimento; organizam, mostram ideias, hipdteses e
proporcionam informacdes estéticas sobre esses processos. Os exemplos, aqui escolhidos, em
decorréncia do processo exploratdrio da pesquisa, procuram desvelar a “realidade” representada
que sem eles continuaria oculta ou seria mais dificil de desvendar em outras perspectivas de
investigacdo. Eles constroem argumentos, apresentam, discutem hipdteses e sustentam
visualmente o desenvolvimento conceitual de uma investigacdo, formulando perguntas,
descrevendo situacdes. A credibilidade dos exemplos e sua validagcdo como método nédo esta na
representacdo de uma teoria ou de ideias matematicas, mas na amplitude e clareza que os
conceitos expressam. Nesse aspecto, o pesquisador é colocado em estado de invencdo, atento
ao processo de criacdo, captando a unidade na multiplicidade, em uma espécie de sintese. A
dimensdo epistemologica e estética da metodologia com exemplos possibilita novas
interpretagdes e novos olhares para essa “nova matematica”, uma matematica que incorpore a
imaginacdo e a intuicdo nos seus processos dindmicos de constru¢cdo do conhecimento
matematico.

No percurso metodologico adotado, tomamos o principio da descontinuidade proposto

por Lescure para a decodificacdo de Bachelard, que pressupde ser necessario

saber destruir e construir sua ordem vivida, ler para tras e para a frente, ao acaso e em
todos os sentidos, provocar suas surpresas, coloca-la em perspectivas inesperadas,
talvez em si mesma, 1é-la e relé-la, e voltar a relé-la, indefinidamente, como um poema
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que nunca se esgota em seus significados (LESCURE apud BACHELARD, 1999, p.
120, traducéo nossa)

Essa “desconstru¢do” e “reconstrugdo”, como espirito geral da pesquisa, foram feitas
naquilo que foi necessario ou possivel de realizar.

E Lescure pergunta: “havera um método do inconsciente? Ou antes bem, se se quer
passar a um inconsciente inteiramente psicologico, havera um método do imaginario?, [...] A
polémica me desperta, me disse [Bachelard] um dia” (LESCURE apud BACHELARD, 1999,
p. 112, traducéo nossa).

Na sequéncia ele diz, segundo Bachelard “toda agdo se constitui em método. Toda
decisdo ¢ uma maneira de ser” (LESCURE apud BACHELARD, 1999, p. 113).

Ainda sobre o método, Lescure afirma que:

0 método ndo é nenhum livro de receitas. E a vida mesma. Tu, filésofo, aprenderas a
escutar o poeta, “fenomendlogo nato”; tu, poeta, deveras discernir as razdes e 0s
caminhos dificeis pelos que é possivel afastar a poesia das escorias e das
reminiscéncias que a matam, e atuar de sorte que, “apesar da vida”, um homem seja
poeta. Pois 0 poeta ndo nasce, mas se faz (LESCURE apud BACHELARD, 1999, p.
114, traducdo nossa).

Ja finalizando o capitulo, ele diz,

para o espirito enamorado de saber e viver, antes que nada todo conhecimento é falivel
e toda vida esté ausente. [...] H& um caminho da ciéncia e um da poesia. Sem nunca
ter-se obstinado em reconciliar seus poderes diurnos com suas poténcias noturnas,
Bachelard sinalizou que homem sébio ou poeta, ndo é um ser dado. O homem se faz.
Como em poesia, “todo progresso real do pensamento cientifico necessita uma
conversdo” (LESCURE apud BACHELARD, 1999, p. 134, tradugao nossa).

Assim, com bases nesses argumentos, ha um caminho da ciéncia e um da poesia, porém,
para a formac&o desse homem, j& que ele ndo € um ser dado, pronto e acabado, mas em constante
formacao e transformac&o, toda acéo constitui um método. Dessa forma, entendemos que uma
metodologia baseada em exemplos captura esse movimento e essa dinamicidade do ser.

Desse modo, buscando respaldo também na arte, temos que: Claude Monet, um dos
iniciadores do Impressionismo na arte (na segunda metade do século XIX), nos mostra, com
sua série A Catedral de Rouen, que a apreensdo da realidade por mecanismos da arte ndo é
objetiva. Ele, capturando diversos instantes com luminosidades diferentes, nos aproxima da
“realidade” da Catedral através de suas diversas facetas e nos ensina que essa realidade devera
ser uma sintese de todos esses casos particulares. Assim, 0 nosso conhecimento sobre a

imaginacdo e a intuigdo devera ser uma sintese dos subsidios que os exemplos nos fornegam.
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Os mecanismos da intuicdo e da imaginagdo, assim como os da arte, sejam pela
descoberta ou pela invencdo, s6 podem nos dar essa aparéncia de realidade em sua
multiplicidade, porém unificadas por um processo de sintese. Uma unidade na multiplicidade.

Os exemplos podem ser considerados como diversas “tomadas” que, com sua vontade
de sistematizacdo, beiram uma metodologia de pesquisa sobre as caracteristicas da intuicéo e
da imaginagdo no campo da matematica.

Para aproximar o conhecimento cientifico do poético na epistemologia é necessario
encontrar um ponto médio: podemos caracterizar o conhecimento que vem da imagina¢do como
“pré-cientifico”, definindo também adequadamente esse termo. A procura de uma
epistemologia da imaginacéo e da intuicdo no campo da matematica, a partir da dinamicidade
da propria matematica, como propde Bachelard para a ciéncia, torna-se uma metodologia de

pesquisa no préprio caminhar desse trabalho.

A partir dessas primeiras reflexdes, propde-se a seguinte estrutura para esta tese:

No capitulo 1, A imaginacdo e a intuicdo no campo da matematica por meio de
exemplos: tracos de uma epistemologia, iniciaremos a nossa discussao com as duas “hipéteses
de trabalho” ja mencionadas e apresentaremos diversos exemplos do campo da matematica que
justificam e colocam em evidéncia o papel da imaginacdo e da intuicdo no processo de
descoberta e criacdo na organicidade do conhecimento matematico. A imaginacao e a intuicéo,
além da ldgica, sdo tomadas na tese em sua dimensao epistemoldgica, isto €, como capacidades
que permitem ascender ao conhecimento matematico.

No capitulo 2, A imaginacdo e a intuicdo no desenvolvimento do conhecimento
matematico: algumas concepces, apresentaremos vises de diversos autores a respeito da
imaginacdo e da intuicdo, o que nos permitird desvelar algumas caracteristicas dessas
capacidades, possibilitando uma compreensdo ampliada da prépria matematica. Tais visfes e
caracteristicas apontadas nos dardo argumentos para pensar em uma abordagem dindmica do
pensamento matematico, em que a imaginacdo e a intuicdo sdo constituintes desse processo.
Além disso, traremos as proprias concepgGes de Bachelard e de Poincaré a respeito da
imaginacao e da intuicdo na construcdo do conhecimento cientifico e matematico.

No capitulo 3, Imaginacéo e intuicdo: uma revisitacdo no percurso da poética para a
epistemologia, apresentaremos a motivacdo para a elaboracdo de uma “epistemologia da
imaginacdo e da intuicdo” no campo da matematica e retomaremos 0s primeiros passos para
essa elaboracdo, situando, principalmente, o papel da sintese e da analogia, interpolados pela

imaginacéo e a intuicdo, como formas epistémicas de acesso ao conhecimento matematico.
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No capitulo 4, Poincaré e Bachelard: didlogos para um marco na elaboracdo de uma
epistemologia da imaginacdo e da intuicdo, apontaremos algumas caracteristicas da
epistemologia desses dois filosofos, suas relacbes com a ciéncia, especialmente a fisica e a
matematica, com vistas a “epistemologia da imaginacdo e da intuicdo” no campo da
matematica. A partir disso, buscaremos realizar um dialogo, quando possivel, entre suas ideias
e concepcOes de ciéncia e de matematica, do papel que a imaginagdo e a intuicdo assumem
nessas ideias e como essas capacidades intervém, para eles, no processo de constru¢do do
conhecimento cientifico e matematico.

No capitulo 5, Configurando uma epistemologia da imaginacéo e da intuicdo no campo
da matemética, organizaremos as diversas carateristicas epistemoldgicas da imaginacédo e da
intuigdo que os exemplos analisados no capitulo 1 nos “revelam”, assim como a racionalidade
por tras desse processo.

No capitulo 6, O ensino da matematica pela imaginacdo e a intuicdo: aspectos
formativos, apresentaremos certos posicionamentos epistemoldgicos, estéticos e pedagdgicos
de Poincaré e Bachelard no processo formador e estruturador do espirito, em que, além da
I6gica, intervém a imaginacdo, a intuicdo e a criatividade. A visualizacdo em matematica €
tratada, nesse capitulo, como recurso epistemoldgico, salientando a necessidade de “ver” além
da percepcdo imediata. A criatividade, tratada nesse capitulo como um recurso pedagdgico,
permite, associada a imaginacdo e a intuicdo, em complemento a logica, compreender a prépria
matematica e seu ensino.

Nas consideragdes finais, que ndo necessariamente é “o final”, realizaremos um relato
sobre o0 percurso da pesquisa no “quarto escuro” e apontaremos alguns direcionamentos para
futuras pesquisas, pois ha sempre “cantos” a serem iluminados nesse “quarto”.

Sabemos que ainda had muito para fazer, mas nos colocamos a caminho, pois,
parafraseando o poeta espanhol Antonio Machado, “o caminho faz-se caminhando”.

Esse é o desafio! Um belo desafio!
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CAPITULO 1

A IMAGINACAO E A INTUICAO NO CAMPO DA MATEMATICA POR MEIO DE
EXEMPLOS: TRACOS DE UMA EPISTEMOLOGIA

A ideia de que a matematica é pautada somente no raciocinio l6gico-dedutivo, em que
o0s encadeamentos I6gicos das demonstracdes sao a esséncia do pensamento matematico é uma
ideia parcial, segundo nossa concep¢do, dos processos constitutivos da matematica, pois ha
nesses processos a intervencdo da imaginacdo, da intuicdo, da criatividade, de recursos da
visualizagdo, entre outros aspectos ligados ndo diretamente e somente a l6gica, mas também a
sensibilidade matematica. O raciocinio l6gico-dedutivo, nesse processo, legitima as ideias e
formaliza o conhecimento adquirido inicialmente por meio desses outros recursos.

Como dito na introdugdo, assumiremos como “hipdteses de trabalho” as seguintes:

1) Associaremos a intuicdo (matematica) com a descoberta e,
2) Associaremos a imaginacdo (matematica) com a criacao.

A associacdo da intuicdo com a descoberta implica que aquilo que se descobre existe
em algum sentido, e a associa¢do da imaginacdo com a criacdo supde que o que esta sendo
imaginado ndo existe, porém sera construido, construgcdo que ndo é arbitraria, como no caso de
uma ficcdo literaria.

Por exemplo, tratando de intuir quantas diagonais tem um poligono regular de n lados,
primeiro observamos que, nos casos mais simples, temos o seguinte: um triangulo tem 0
diagonais, um quadrado tem 2 diagonais, um pentagono tem 5 diagonais, um hexagono tem 9
diagonais. Ha indicios de uma regularidade presente que poderia ser expressa por uma férmula
que determina qual o nimero de diagonais em cada caso e desejamos “descobrir” essa formula
para o caso geral de n lados.

Para tanto, ajudamos nossa intuicdo, revelando-lhne o processo de encontrar
sistematicamente 0 nimero de diagonais em um caso genérico. Esse processo consiste no
sequinte: primeiro, fixando um vértice, “vemos” que dai saem n — 3 diagonais
(desconsiderando o proprio vértice e os dois consecutivos); segundo, como isso pode ser feito
com cada vértice, teremos entdo n(n — 3) diagonais; terceiro, porém, advertirmos que, no

estagio anterior, cada diagonal é repetida duas vezes (considerando o vértice de partida e de

(

chegada), o que nos dé, finalmente, %‘3) diagonais.
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A formula obtida para o numero de diagonais nos fornece apenas uma conjectura sobre
a resposta procurada, que devera depois ser demonstrada por algum método l6gico.

Com esse processo temos intuida a formula que determina o nimero de diagonais para
qualquer poligono regular dado, formula que pode ser corroborada nos casos mais simples.

Aproveitamos esse exemplo, ainda, para salientar algumas das caracteristicas desse
processo de descoberta por intuicao.

Primeiro, a intuicdo é diferente da percepcdo, alias, a intuicdo ndo é uma percepcéo do
imediato, mas ¢ uma “visualiza¢do” (uma espécie de percepcdo de ordem superior) do geral,
apesar de que, no processo argumentativo, lida-se com um caso chamado “genérico”. Essa
visualizacdo do geral ja nos revela que o que esta sendo intuido ndo sdo as proprias coisas,
sendo as relacfes que as determinam, como pensado por Poincare.

Assim, a partir de determinadas regras, leis, propriedades etc., ha uma “realidade de
relagbes” subjacente que permite novas descobertas. Hadamard (2009, p. 13) afirma que
“descoberta refere-se a um fendmeno, uma lei, um ser vivo que j& existia, mas que ndo havia
sido percebido: Cristovdo Colombo descobriu a América, mas ela ja existia antes dele”.
“Descobrir ¢ a unica maneira ativa de conhecer. Mas essa descoberta ndo pode permanecer
contingente, deve ser sempre repensada para se afirmar em conexdes racionais. Qualquer
dialética, mesmo aquela trazida por uma nova descoberta, impde uma assimilagdo racional”
(BACHELARD, 1966, p. 54, traducdo nossa). Poincaré (1995, p. 7), referindo-se aos trabalhos
dos matematicos, coloca que “os proprios matematicos ndo se parecem entre si; uns s
conhecem a implacavel ldgica, outros recorrem a intuicdo e veem nesta a fonte Unica da
descoberta”.

Agora, no caso da imaginacdo, ela estara associada, como ja dito, a criagdo/construcdo
de um objeto novo.

Por exemplo, se nos colocamos o problema de construir um “mundo” geométrico
tetradimensional, seus objetos poderiam ser definidos de diversas maneiras, no entanto, a
escolha da definigdo mais “adequada” ndo serd arbitraria e devera ser pautada nas caracteristicas
dos objetos correspondentes em dimensfes menores. Vejamos, por exemplo, qual sera a
definicdo do que chamaremos de hiperplano? Para tanto, nos guiaremos pelos correspondentes
em dimensdes dois e trés.

Aventamos a ideia de que os correspondentes ao hiperplano tetradimensional sdo o
plano tridimensional e a reta bidimensional.

No caso do bidimensional, a equagao cartesiana de uma reta é da forma: ax + by = c,

onde a, b e ¢, s&o numeros reais constantes. No caso tridimensional, a equagdo cartesiana de
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um plano é da forma, ax + by + cz = d, onde a, b, ¢ e d sdo constantes. A analogia nos sugere
que, no caso tetradimensional, a equacédo cartesiana (com 4 coordenadas X, Y, z € w) devera ser
da seguinte forma ax + by + cz + dw = e, sendo a, b, ¢, d e e constantes.

Essa suposta formula cartesiana para um hiperplano ndo € descoberta, ela se cria baseada
nas analogias que permitem configuré-la e também néo é uma criacao arbitraria, pois a analogia
fornece as regras. Aqui também sdo as relagdes que determinam o objeto/conceitos
criado/construido. Esse exemplo também nos mostra que imaginar, no sentido que estamos
adotando, ndo é trazer uma imagem a mente, é criar um objeto abstrato através de suas
determinagfes conceituais.

Esse exemplo também vai nos mostrar que, uma vez construido o objeto, a intuicdo vai
nos permitir descobrir outras propriedades desse objeto que ndo faziam parte de suas relacdes
iniciais constitutivas.

Por exemplo, uma propriedade importante que o plano tridimensional e a reta
bidimensional tém é a seguinte: eles dividem o espaco em duas partes desconexas, de modo
que, unindo com um segmento de reta um ponto de uma das partes com outro ponto da outra
parte, esse segmento deve atravessar o plano tridimensional ou a reta bidimensional dados.
Deixamos ao leitor verificar que isso mesmo acontece com o hiperplano. Da mesma forma,
podemos intuir que o vetor (coordenadas a, b, ¢, d), formado pelos coeficientes das variaveis x,
Yy, Z e W na equacao do hiperplano, sinaliza a Unica dire¢do perpendicular ao hiperplano, o que
também pode ser verificado facilmente.

Na medida em que a intuicdo foi colocada ao lado da descoberta e a imaginagéo ao lado
da criacdo, isso implica uma outra hipotese de trabalho: nos consideramos que a intuicdo
assume tracos do realismo e a imaginacao do antirrealismo, isto é, a realidade a ser intuida é a
priori enquanto a realidade a ser imaginada é a posteriori.

E certo que n&o ha uma definicdo exata (uma verdade absoluta) a respeito das nossas
hipoteses de trabalho e que, na atuacdo da imaginagdo e da intuicdo, pode haver uma mistura
tanto de descoberta como de invengéo/criagdo, como os exemplos acima mostram.

Assim, consideramos que ndo existe uma via racional e Unica para construir
conhecimento no campo da matematica. Assim como a imaginacéo e a intuicdo séo, também,
faculdades que permitem descobrir aquilo que ¢ desconhecido e criar “coisas” novas com as
limitacGes que a liberdade da matemética na modernidade nos permite.

Poincaré situa-se nesta perspectiva, propondo, nos seus trabalhos, de maneira direta ou
indireta, uma reflex@o filosofica sobre o pensamento matematico, concebendo-o tanto na

dimensdo de racionalidade quanto naquela de um pensamento que, pretendendo a
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inteligibilidade, é conduzido a ultrapassar o que € dado, quer dizer, a inventar, a criar. Seu
interesse na filosofia dirige-se aos aspectos criadores do pensamento cientifico, um pensamento
cientifico criativo concebido em uma perspectiva racional (PATY, 2010).

Um conhecimento novo ndo esta inscrito com anterioridade em um céu de ideias e sob
uma Unica forma possivel, mas é fruto de um processo de descoberta/criacdo pelo pensamento,
constituindo uma ontologia em poténcia. E, na verdade, existe muito de racionalidade nesse
processo, passa pelas exigéncias de inteligibilidades particulares, mas o resultado obtido
transcende, necessariamente, essas ultimas, e propde-se imediatamente como objetivo e
universal (PATY, 2010), porém, objetivo e universal nessa ontologia.

Subjacente a ideia de descoberta, particularmente em relagdo aos conhecimentos do
campo da matematica e das ciéncias naturais, esta a naturalidade da coisa descoberta, ja presente
em potencial que nos é dada ao termo de um processo de pensamento, mas que ainda ndo esta
identificada e que, sobretudo, ndo esta realmente inventada (PATY, 2001). Da mesma forma, a
ideia de criacdo de algo novo reporta-se as atividades que provém diretamente da imaginacao,
apoiada, por exemplo, no recurso de analogias como vimos.

Gurgel e Pietrocola (2011b) disseram que, na inducao e nos processos imaginativos, a
palavra ‘descoberta’, como normalmente a utilizamos, privilegia o objeto, que estd pronto em
suas regularidades a espera que alguém construa um caminho de acesso até ele. Ja a palavra
‘criagdo’ demonstra uma maior subjetividade, pois envolve uma “nova forma”, uma parcela do
mundo atribuindo caracteristicas a mesma, que se apresenta ao olhar do individuo. Isso faz com
que o individuo tenha uma participacao ativa no processo. Em um processo imaginativo, o
sujeito tem um papel maior na criacdo cientifica, pois mesmo a percepg¢do de uma regularidade
ou a proposicao de uma simetria pode ser criada por ele e ndo demonstrada pela natureza.

Segundo Paty (2010), para Poincaré o processo de invencdo comporta fases sucessivas
do pensamento, alternando o trabalho consciente, voluntario e racional com as fases de
pensamento semiconsciente, que ndo sdo resollveis analiticamente, mas é sempre 0 pensamento
consciente e sua colocacdo de problemas (com suas formulagdes de natureza racional) que
continua a guiar o movimento do pensamento, mesmo ao longo das fases inconscientes, em seu
jogo com os simbolos que representam 0s conceitos. Sem poder recorrer as reminiscéncias dos
momentos da inveng&o, no sentido estrito, de Poincaré, momentos do surgimento de uma ideia
que jamais foi pensada antes e que nunca nos serdo dados com os segredos de sua subjetividade,
restam-nos as obras escritas, pelas quais poderemos tentar retracar os caminhos da

inteligibilidade seguindo a sua prépria marca que é aquela de seu estilo de pensamento. E isso
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tanto mais que, em Poincaré, a redacdo parece frequentemente reproduzir, em sua
espontaneidade, 0 movimento do pensamento inventivo.

Bachelard (1996, p. 303), referindo-se as caracteristicas pedagdgicas do
descobrir/inventar, afirma que, “para ensinar o aluno a inventar, ¢ bom mostrar-lhe que ele pode
descobrir”.

O debate, ja apontado por Bachelard, sobre os processos de imaginagdo e de intuicéo,
na construcdo do conhecimento matematico, e implicito nas nossas hipéteses de trabalho, deve
ser feito, segundo nosso entendimento, através de exemplos representativos que mostram ambas
as faces.

Na histéria da matemética encontramos muitos exemplos que ilustram o papel da
imaginacdo e da intuicdo no processo de elaboracdo de conhecimentos. A escolha dos
exemplos, assim como as argumentacOes pertinentes, tornam-se um método de pesquisa
importante, como j& dissemos, para justificar as diferentes conclusdes, contribuindo, na
sequéncia, para uma discussdo pedagdgica que podera fortalecer o papel da matematica no
ensino e suas diferentes relagdes interdisciplinares.

Estamos considerando a intuicdo e a imaginacdo em sua dimensdo epistemoldgica, isto
€, como processos de acesso ao conhecimento matematico, processos de descoberta e criacao
dentro da dindmica interna do conhecimento matematico, envolvendo a génese e evolucao das
ideias. A imaginacgdo e a intuicdo nos ddo acesso ndo apenas as formas, sendo também ao
movimento das formas.

A imaginacao ligada a invenc¢do, como ja dito, permite criar algo novo, sendo, portanto,
um ato livre. Nessa medida, as suas escolhas requerem o concurso da intuicdo. Uma das
finalidades da intuicdo ¢ a elaboragdo de “conjecturas” (que requerem uma demonstracdo
posterior). Quando dizemos que a imaginagdo é um ato livre, estamos atribuindo a ela uma
caracteristica que a arte também tem. Imaginar/inventar/criar/construir € um processo
artistico, ndo é um raciocinio logico.

Mas como a intuicéo, a partir do senso estéetico, pode ser um guia para a descoberta?

O primeiro passo € o estabelecimento de conjecturas. As conjecturas sdo proposi¢des
que os matematicos acham verdadeiras, isto é, a expressdo de um “fato”, porém, ainda nio
conseguiram prova-las. Elas sdo uma espécie de “pré-teoremas” que resultam da intuicdo, mas
que requerem uma demonstragéo para se consolidar como verdades matematicas.

Recorremos, entdo, a alguns exemplos de carater numérico e geométrico que nos
mostram que a intuicdo pode nos conduzir & verdade matematica por meio do estabelecimento

prévio de “conjecturas’:
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a) O Ultimo Teorema de Fermat, elaborado como conjectura pelo matematico francés Pierre de
Fermat (1601-1665), em 1637, afirma que n&o existe nenhum conjunto de inteiros positivos,
ndo-nulos parax, Yy, z, ncomnmaior que 2, que satisfaca a equagdo x™ + y™ = z". Essa
conjectura, elaborada por Fermat a partir da analise de varios exemplos particulares, sé foi
demonstrada em 1995, pelo matemaético inglés Andrew Wiles, consolidando-se entdo como um
teorema da matematica.

b) A Conjectura de Goldbach foi elaborada pelo matematico prussiano Christian Goldbach
(1690-1764). Ela diz que todo numero par maior ou igual a 4 é a soma de dois nimeros primos
(diferentesde 1):4=2+2;6=3+3;8=3+5;10=7+3=5+05; .... Apesar de simples, essa
conjectura ainda ndo foi demonstrada, porém uma versdo fraca dela foi demonstrada em 2013,
pelo matematico peruano Harald Helfgott.

c) A Conjectura dos Numeros Primos Gémeos. Essa conjectura parte da pergunta: existem
infinitos pares de primos da forma (p, p + 2) com p > 3? Em outras palavras, existem infinitos
pares de primos gémeos impares (dois nimeros impares consecutivos), como 3e5;5e 7; 11 e
13; ...? Assim como a Conjetura de Goldbach, a conjectura de que existem sim infinitos primos
gémeos encontra-se sem demonstracao.

Esses trés exemplos mostram-nos como funciona a intuicdo numérica, ela faz-nos
“perceber” a possivel verdade de uma conjetura através de exemplos particulares. Porém, para
consolida-la, é preciso buscar sua demonstracdo por meio de argumentos logicos. Uma
demonstracdo deve exprimir as intuicdes subjacentes.

A seguir exporemos um exemplo de carater geométrico e qualitativo, na qual a intuicéo
também atua:

O chamado Teorema das Quatro Cores foi formulado no século XI1X como conjectura,
pelo matematico britanico Francis Guthrie (1831-1899), mas demonstrada apenas em 1976 e
com uso de tecnologias computacionais. Trata-se da determinagdo do nimero minimo de cores
necessarias para colorir um mapa plano, de paises reais ou imaginarios, de forma que paises
com fronteira comum n&o poderiam ser pintados com a mesma cor. Francis Guthrie conjecturou
gue quatro cores era esse nimero minimo. Embora simples, levou mais de cem anos para provar
gue realmente a conjectura estava certa. Porém, apesar de ter sido incorporada como teorema
na matematica, ainda se questiona o rigor logico da demonstracdo pelo recurso do uso de

computadores.

1.1 A intuicdo generalizante: um exemplo
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Frequentemente se associa a intuigdo com um conhecimento que é, de alguma forma,
imediato, porém, vamos questionar essa associa¢do, apresentando exemplos em que a intuicéo,
como a concebemos, ndo necessariamente € imediata, apesar de ndo ser discursiva.

Analisemos 0s numeros quadrados de Pitagoras, por exemplo, a sequéncia 1, 4, 9, 16,...
é constituida pelos chamados nimeros quadrados ou quadrados perfeitos (denominagdo que
ainda preservamos) dos primeiros inteiros positivos.

E através da representacdo geométrica desses nimeros que é possivel encontrar, intuir,
algumas leis que governam a sequéncia. Por exemplo, no caso dos numeros quadrados,
podemos perceber que cada um deles é a soma dos niUmeros impares consecutivos comegando
eml,istoé,loul+3o0ul+3+50ul+3+5+7etc, 0 que pode ser verificado, nos

primeiros termos da série, pela sua configuracdo geomeétrica.
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Isso nos induz a conjecturar que paratodon,n2=1+3+5+ ...+ (2n-1).
Também, dessa representacao geométrica podemos perceber que 0s nimeros quadrados
iniciais sdo soma de dois numeros triangulares consecutivos: 1, 1 + 3, 3 + 6, 6 + 10 etc., 0 que

pode ser intuido de todos os termos da série.
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Também ¢ possivel “prever” o proximo termo da sequéncia, ou seja, o termo 25,
processo que envolve outra caracteristica estética da matematica, como € 0 recurso a
simplicidade, que apela a nossa capacidade de escolha. O “proximo termo da sequéncia”, dentre
as multiplas possibilidades, € aquele cuja escolha é a mais simples dentro de certo conjunto de

dados contidos nos termos anteriores da sequéncia (CIFUENTES, 2011). Assim, percebe-se
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que a intuicdo tem como uma de suas caracteristicas a seletividade, que, segundo Ostrower
(2010, p. 66), representa um processo de economia. Tendemos a buscar aquilo que seria
suficiente para resolver uma determinada situacdo em que estamos envolvidos. Mais uma vez,
a intuicdo nos pde em contato com as caracteristicas relacionais dos objetos.

A intuicdo nos permite ver ao longe, ou seja, prever. Poincaré (2008, p. 224-225),
referindo-se a atividade do cientista e de seus experimentos mentais, questiona: “entdo, que é
um bom experimento? E aquele que nos faz conhecer algo diferente de um fato isolado; é aquele
gue nos permite prever, isto €, nos permite generalizar. [...] Para prever, é preciso ao menos
invocar a analogia, o que ja é generalizar”. E, na sequéncia, complementa “toda generalizago
pressupde a crenca na unidade e na simplicidade da natureza. [...] E claro que um dado fato
pode ser generalizado de uma infinidade de maneiras. A questdo é escolher. A escolha sé pode
ser norteada por consideragdes de simplicidade” (POINCARE, 2008, p. 227).

Esses trechos nos sinalizam que, para Poincaré, a descoberta acontece por meio da
analogia e da generalizacao.

No exemplo anterior, nos questionamos: como adquirimos a intui¢do de que “todos” (a
universalidade a partir de casos particulares) esses numeros sdo, por exemplo, soma de dois
ndmeros triangulares? Observando as formas como estes numeros configuram na sua
sequencialidade, percebemos que esse processo ndo é o dedutivo e sim é indutivo e analdgico.
E na observacdo dos primeiros nimeros quadrados que percebemos que as propriedades se
repetem nas demais configuracGes. Porém, ndo € uma observacao na individualidade de cada
termo da sequéncia e sim na passagem de um para o outro (analogia), na relacdo de um para
outro, o que permite concluir, melhor conjecturar, por intuicdo, que todos os nimeros quadrados
tém essa propriedade.

Assim, ha dois tipos de intuicdo nesse caso, a intuicdo imediata e a intuicdo ao longe.
Na intuicdo imediata é possivel encontrar 0 seguinte nimero da sequéncia, ou seja, temos a
“intui¢do do seguinte”; € a intui¢do “ao longe” nos permite “ver o todo” da sequéncia em cada
um dos seus termos, ou seja, temos a intuicdo de uma totalidade, o que caracteriza 0 processo
de generalizagdo. Passar de um termo para outro € imediato, mas a intui¢do ao longe torna-se
intuicdo generalizante e, para esse processo, a analogia configura-se como um dos principais
ingredientes.

Nesse caso, temos um tipo de intuicdo que chamaremos de ‘generalizante’, pois nos
permite “ver” ao longe, permite generaliza¢cbes. Uma das caracteristicas da descoberta, por
meio da intuicdo generalizante, é a estruturacdo de uma generalidade, traco importante da

ontologia resultante. E “o caréter de generalidade no particular”, isto €, no é um particular
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concreto que se apreende pela intuicdo, é um particular genérico, um particular que tem caréater
de generalidade.
Resumindo, a intui¢do generalizante ndo € um processo ldgico e nela intervém outros

recursos, como a analogia e a inducao.

1.2 Uma descoberta por intui¢do: o teorema generalizado de Pitdgoras

O exemplo a seguir ilustrara como a curiosidade, movida pela intui¢do, pode nos
conduzir as descobertas em matematica, a partir de uma “situagdo base”.

Considerando um triangulo retangulo de lados de medidas a, b e ¢, em que a é a medida
da hipotenusa pode-se formular o teorema de Pitadgoras estabelecendo a relacdo entre 0s seus

lados algebricamente e geometricamente:

Algebricamente:

a? = b% + c?

Geometricamente:

Usando o teorema de Pitagoras e desenhando quadrados nos lados do triangulo
retangulo, temos que a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos é igual a area
do quadrado desenhado sobre a hipotenusa.

Essa interpretagdo geometrica, pelo seu grande apelo perceptivo, permite formular a
seguinte questdo: sera que essa relacdo vale se, ao inves de desenhar quadrados sobre os lados
do tridngulo reténgulo, forem desenhados tridangulos equilateros?

Se o triangulo retangulo de lados a, b e ¢ seguir a relacdo expressa anteriormente, tem-

S€e:
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Algebricamente:

a? = b% + c?

Geometricamente:

A reposta a pergunta anterior € sim! Usando o teorema de Pitagoras e desenhando, nos
lados do triangulo retangulo, tridngulos equilateros, verifica-se que a soma das areas dos
tridangulos equilateros construidos sobre os catetos é igual a area do tridngulo equilatero
desenhado sobre a hipotenusa.

Mas agora, se sobre 0s lados do triangulo retangulo for desenhado um semicirculo, sera
que vale a mesma relacao? Observe:

Algebricamente:

2=112+ 1112

Geometricamente:

A reposta também é sim! Usando o teorema de Pitagoras e se, nos lados do triangulo ,
forem desenhados semicirculos, a soma das areas dos semicirculos construidos sobre os catetos

resulta ser igual a area do semicirculo desenhado sobre a hipotenusa.
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Se essa relacdo serve para quadrados, tridngulos equilateros e semicirculos desenhados
sobre os lados do tridngulo retangulo, é possivel imaginar outras situa¢fes? Sera, entdo, que é
possivel generaliza-la? Sera que existe um padrao?

Nesse ponto comeca a descoberta por generalizacdo. E uma intuicdo ao longe.

Uma resposta positiva foi dada por George Polya (1897-1985), ele usou o teorema de
Pitagoras para comprovar que essa relacdo entre areas vale para quaisquer “figuras

semelhantes” desenhadas sobre a hipotenusa e os catetos de um triangulo retangulo. Observe:

Sejam A, B e C as éareas de figuras semelhantes
construidas sobre a hipotenusa a e sobre os catetos b
e ¢ de um tridngulo retangulo. Sabe-se que a razéo
entre as areas de figuras semelhantes € igual ao

quadrado da razdo de semelhanca. Entdo, tem-se:

A_(ay: A _B
=) @ a=7
g A_(ay2 4 _cC

c (r) 2T e

A Portanto,

A_B_C

aZ b2 2

Pela propriedade das proporcdes, como a2 = b2 + ¢
(relagdo de Pitagoras), conclui-se que A=B + C.

As figuras semelhantes realizam-se com movimentos como rotagéo, translacéo, reflexéo
(os rigidos) e homotetia, porém, apesar de ndo manterem o tamanho, mantém a forma.

Intui-se que, se figuras semelhantes sdo construidas sobre os lados de um triangulo
retangulo, a area da figura construida sobre a hipotenusa é igual a soma das areas das figuras
construidas sobre os catetos. Esta é, portanto, uma generaliza¢cdo do teorema de Pitagoras
formulada primeiro como conjectura, cuja veracidade foi posteriormente demonstrada

logicamente.

Sistematizando, podemos dizer que a intuigdo, como processo de descoberta e, em sua

funcdo heuristica, tem como algumas de suas carateristicas as seguintes: a universalidade no
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particular, o recurso & indugdo e a analogia, a generalizacdo, a seletividade, o recurso a
simplicidade e o “ver” ao longe. Para Poincar¢, a intuigdo que nos permite “ver” ao longe € que
acontece, por exemplo, no jogo de xadrez: para encontrar uma sequéncia de jogadas que nos
conduza ao sucesso ndo basta conhecer apenas as regras do jogo (a l6gica do jogo), € necessario

ter a intuigdo da jogada “certa” ao longe. Tudo isso num marco ontoldgico relacional.

1.3 O hipercubo e a hiperesfera como produtos da imaginacgao

Da mesma forma que a intui¢do conduz a descoberta, como a imaginacdo pode ser um
guia para a criagao?

No processo inventivo, como ja dissemos, fazem-se construcdes, ou seja, cria-se algo
gue ndo existe ainda. Pode-se imaginar (criar) objetos de um “mundo” de mais de trés
dimens0es, extrapolando propriedades de duas ou trés dimensdes, como vimos no caso do
hiperplano tetradimensional. Os exemplos a seguir mostrardo esse processo de extrapolacao,
colocando em evidéncia suas carateristicas epistemoldgicas.

O processo construtivo, como veremos, consiste em selecionar algumas poucas
propriedades dos objetos de duas ou trés dimensdes (a base da construcéo) para usa-las como
ponto de partida para uma definicdo que generalize esses objetos. Parte-se do conhecido para
se chegar ao desconhecido.

Por exemplo, o que acontece no bidimensional nos d4 argumentos para “visualizar” o
tridimensional. Assim, pode-se visualizar, por analogia, 0 que acontece no tetradimensional a
partir do que acontece no tridimensional. Visualizar objetos tetradimensionais depende muito
da compreensédo dos objetos de dimensdo inferior. Portanto, o hipercubo e a hiperesfera serdo
construgdes de ideias cuja visualizacdo sera possivel através da sintese das relacdes envolvidas,
ja que ndo é possivel representa-los no nosso mundo tridimensional.

Um espaco de dimensdo quatro (4D) para muitos € algo associado ao desconhecido.
Porém, é um espaco tdo abstrato como os de dimensdo um, dois ou trés. A diferenca é que nos
espacos de dimensdo até trés podemos fazer representagbes geométricas, isto é, podemos
enxergar as representacdes dos objetos geométricos. Assim, certos artificios sdo criados para
que possamos “ver” objetos de espacos de dimenséo alta em espacos de dimensdo mais baixa.
A perspectiva € um desses artificios. Por analogia, podemos fazer o mesmo com objetos que
“vivem” no espago de dimensdo quatro (no qual ndo podemos “enxergar”) e representa-los no
espaco de dimensdo trés ou mesmo num plano, por exemplo, no plano de nossa retina.

Analisemos dois casos: a hiperesfera e o hipercubo.
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1.3.1 A hiperesfera

O seguinte exemplo mostrara como a “hiperesfera” no espago tetradimensional sera
resultado da extrapolacao da esfera (tridimensional) e da circunferéncia (bidimensional).

a) Para a equacéo da circunferéncia no plano temos:

Geometricamente Algebricamente

(x—a)’+ (y—b)?* =r?

b) Para a equacdo da superficie esférica no espaco tridimensional temos:

Geometricamente Algebricamente

(x —%0)> + (Y —y0)* + (z—20)* =17

c) Para a equacdo algébrica da hiperesfera no espaco tetradimensional teremos, por
extrapolacéo:

(x—x0)° + (Y —y0)* + (z = 20)* + (W —wp)? =12
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Nao ¢ possivel “ver” ou representar a hiperesfera, apenas formular sua equagéo e por
analogia com os casos anteriores. Mas, como podemos formar uma imagem mental de sua
estrutura? Para passar do plano para o espaco tridimensional, acrescenta-se uma coordenada.
Essa passagem nos permite formular a equacédo da hiperesfera para poder imagina-la.

Uma vez definida (construida) a hiperesfera, a intuicdo nos permite sair do
confinamento e “ver” algumas de suas propriedades. Por exemplo:

Sabendo que planos (2D) cortam uma esfera (3D) formando sess@es circulares (2D) na

esfera, como ilustrado nas figuras, temos que:

Se a hiperesfera (4D) for cortada por hiperplanos (3D), a intui¢ao nos “revela” que serdo
formadas esferas (3D), entdo, a hiperesfera sera constituida por sessdes tridimensionais que sdo
esferas.

Observe que a imaginacdo e subsequente intui¢cdo permitem-nos atingir o conhecimento

do mundo tetradimensional.

Fonte: <http://wwwv.taringa.net/post/ciencia- Fonte: <http://matemolivares.blogia.com/2014/080601-
educacion/8883483/Explicacion-sencilla-de-la- el-beso-preciso-de-frederick-soddy..php>
teoria-de-la-relatividad-2.html>.


http://www.taringa.net/post/ciencia-educacion/8883483/Explicacion-sencilla-de-la-teoria-de-la-relatividad-2.html
http://www.taringa.net/post/ciencia-educacion/8883483/Explicacion-sencilla-de-la-teoria-de-la-relatividad-2.html
http://www.taringa.net/post/ciencia-educacion/8883483/Explicacion-sencilla-de-la-teoria-de-la-relatividad-2.html
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Repare-se que as imagens apresentadas logo acima sdo construcBes poéticas, séo
metéforas.

O fato de cortes na hiperesfera (4D) produzirem esferas (3D) pode ser corroborado
tornando constante a nova variavel w, por exemplo, w = ¢, obtendo a equacdo de uma esfera
(3D). Observe:

Seja a equacdo: (X - Xo)? + (Y — Yo)? + (z — z0)? + (C — Wo)? = r?, podemos escrevé-la dessa
forma: (X — x0)2 + (Y — Y0)? + (z — 20)2 = r2—(c — wo)?, com a condicdo adicional de que r2—(c —

Wo)2 > 0.
1.3.2 O hipercubo

Observe a figura:

| - 1) Deslocando um ponto A, segundo uma dire¢do, numa distancia a,
. ','-;,‘ 4 _,.---‘T‘h obtém-se um segmento AB de comprimento a. Passou-se assim da
B BT dimensdo 0 para a dimenséo 1.

2) Deslocando um segmento AB de comprimento a, paralelamente a si
mesmo, segundo uma direcdo que lhe seja perpendicular, numa
distancia igual a a, obtém-se um quadrado ABCD de lado a. Passou-se
assim da dimensdo 1 para a dimenséo 2.

3) Deslocando um quadrado ABCD de lado a, paralelamente a si
mesmo, segundo uma dire¢cdo que lhe seja perpendicular, numa
distancia igual a a, obtém-se um cubo ABCDEFGH de aresta a. Passou-
se assim da dimensdo 2 para a dimenséo 3.
4) Se imaginarmos um cubo ABCDEFGH de aresta a deslocando-se,
paralelamente a si mesmo, segundo uma dire¢do perpendicular as trés
i il arestas do cubo (0 que s6 é possivel de acontecer em quatro
dimensdes), numa distancia igual a a, obteriamos um hipercubo
ABCDEFGHA’B’C’D’E’F’G’H’ de aresta a. Teriamos assim passado
da terceira para a quarta dimensdo! Embora seja impossivel (ou apenas
muito dificil) visualizar esta situagdo, imagina-la ndo apresenta talvez
grande dificuldade. Na figura, A4’ representa o deslocamento
perpendicular as trés arestas do cubo.

il i

Fonte: http://www.apm.pt/apm/foco98/activ13.html. Acesso em: 03 dez. 2017.

Assim, s6 € possivel “conceber” ou “imaginar” o hipercubo (tetradimensional) por
analogia com o cubo (tridimensional). O hipercubo ¢ uma generalizagéo do cubo tridimensional
e todos os seus lados devem ser de mesmo comprimento.

O hipercubo exige sem ddvida o exercicio da imaginacgéo e da intui¢do para modelar o
planejamento e a operacionalidade de uma universalidade que tera que, inevitavelmente
(seguindo a légica dessa analogia), enfrentar os desafios dessa nova existéncia em espacos que
certamente so sdo viaveis na virtualidade.

Analisando o processo construtivo, serd que podemos encontrar alguns padrdes?


http://www.apm.pt/apm/foco98/activ13.html

44

Apesar de ndo ser possivel visualizar o hipercubo, é possivel contar o nimero de seus
veértices, arestas e outros elementos a partir da extrapolacéo das dimensdes 2 e 3. Por exemplo,

na dimensdo 0, 1, 2 e 3 temos:

Vértice Total de
(extremidade) elementos

Observando a tabela, é possivel verificar certas regularidades. Por exemplo, o niUmero
de vértices aumenta em poténcia de dois: 2°, 2, 22, 23, ..., enquanto que o numero total de
elementos aumenta em poténcia de trés: 3° 3%, 32, 33, .... Seguindo essa sequéncia, podemos

comecar a construir um hipercubo (4D) extrapolando as dimensdes 2 e 3:

Vértice .

2 1 0 0 0

4 4 1 0 0

8 12 6 1 0
8

T
- (n)zn (1)21: 1 ( )27: 2 G)Zn 3 (4)2n—4 3n

Fonte: Disponivel em: <http://www.mathematische-basteleien.de/hypercube.htm>. Acesso em: 02 nov. 2017.
Adaptado.

O quadro acima é construido por um processo de sintese que nos permite juntar algumas
informagdes para produzir um objeto na imaginacdo, o hipercubo, ou na “ontologia” da
imaginacdo. E essa sintese que nos permite dizer que, nesse processo construtivo de

imaginacdo/criacdo, ha uma certa racionalidade.
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Durante muitos anos, os cientistas tentavam “enxergar’” objetos tetradimensionais e foi
um matematico inglés chamado Charles Howard Hinton o primeiro a desenvolver algumas
técnicas para “visualizar” esses objetos. Para isso, Hinton se deu conta de que, por mais que
tentassemos “ver” aqueles objetos, s6 conseguiriamos “ver” as suas em dimensfes menores.

Representacdes geométricas do hipercubo:

Hipercubo “dobrado” Hipercubo “desdobrado”
(sombra de um hipercubo no espaco tridimensional) (planificagéo do hipercubo no espago
tridimensional)

Ao desdobrar o hipercubo no espaco 3D, ao invés de “visualizarmos” quadrados como
na planificacdo de um cubo, visualizariamos cubos.

A representacdo de um hipercubo se pareceria com os seguintes objetos:

O Monumento a Constituicdo de 1978 de Madrid Crucificagdo de Salvador Dali

Fonte: https://i.pinimg.com/736x/85/eb/cb/85ebchc84 Fonte: http://www.arte.seed.pr.gov.br/modules/
1765e61c44d0eacf225ch75--constitution-day-madrid.jpg galeria/uploads/1/normal_dali32_7.png
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Sistematizando, podemos dizer que a imaginacdo tem, como algumas de suas
carateristicas, as seguintes: € um processo criativo, tem, entdo, uma dimens&o construtiva, além
de promover o “espirito critico” e pdr em relevo a relacdo, a associacdo, a configuracdo, o
ordenamento, a harmonia, a sintese, a economia etc. Salientamos também, do ponto de vista
epistemoldgico, é necessario colocar em evidéncia os mecanismos de visualiza¢do dos objetos
construidos. Alids, visualizam-se, como no caso da intuicdo, as relagdes e ndo os proprios
objetos.

Como anteriormente sugerido, a imaginacdo admite uma certa liberdade, que permite
decompor, transpor, recompor ideias e, assim, construir “coisas” novas. Ao mesmo tempo em
que tem essa liberdade, a imaginacdo admite, também, um certo grau de racionalidade. Aquilo
gue nunca foi visto ou ouvido pode ser criado por associacdo, particularmente no campo da
matematica, e a imaginacdo, nesse campo, configura-se como a faculdade que ultrapassa a
experiéncia, assumindo uma dimenséo epistemolégica, alargando os conceitos matematicos.

Quando falamos em “associa¢do” nos remetemos a “ontologia da imaginagdo e da
intuicdo” que nds chamamos de ‘ontologia relacional’, na qual as relagdes entre os objetos
devidamente associadas em uma espécie de trama lhes ddo existéncia. Como ja sugerido na
introducéo, para Poincaré, a ciéncia nos faz conhecer as verdadeiras relagdes entre as coisas,
permitindo-nos conhecer algo da realidade, mas o que ela pode atingir “ndo sdo as proprias
coisas, [...] sdo unicamente as relagdes entre as coisas; fora dessas relagcbes ndo ha realidade
que possa ser conhecida” (POINCARE, 1988, p. 13).

A imaginacao cria um mundo ndo de coisas, mas de relacdo entre coisas. Nesse sentido,
h& uma aproximacao com Poincaré. Intuir o universal é justamente capturar as relagcdes que
regem os diversos casos particulares.

Com os exemplos apresentados, podemos perceber que a imaginagao e a intuicdo nao

agem isoladamente, mas estdo entrelagadas no processo de elaboragdo de conhecimento.

1.4 Relacéo entre imaginacao e intuicdo: outros exemplos

A seguir apresentaremos outros exemplos e comecgaremos analisando as diversas
geometrias.

Nesse contexto de imaginagdo/criacdo, intuicdo/descoberta (nossas hipoteses de
trabalho) pode-se dizer que, a respeito do estudo do “espaco”, as geometrias ndo-euclidianas
estdo do lado da imaginagdo, enquanto que a geometria euclidiana, na propria versdo de

Euclides, esta do lado da intuicgéo.
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Para compreender essa distin¢gdo, devemos considerar primeiro que chamamos de
‘geometria’ uma teoria (geralmente apresentada em forma axiomatica) que estuda o espacgo
geométrico e fala de certos objetos como ponto, reta, plano, angulo etc. Esses objetos sé
adquirem um significado “concreto” no espago geométrico estudado que podemos chamar de
“espago de concretizagdo” (em que esses objetos podem ser visualizados de alguma maneira).
Assim, faz-se uma associagdo entre a forma (teoria) e a matéria (espago).

No caso da geometria euclidiana, tal como feita por Euclides, o espaco correspondente
¢ o “espago natural” e ele preexiste a geometria, isto é, a geometria euclidiana é o estudo do
espaco natural. Nesse sentido, as propriedades geométricas desse espaco sao apreendidas por
intuicdo. Nesse espacgo natural, a visualiza¢do dos objetos geométricos correspondentes podem
ser dadas através de sua construcdo com régua e compasso, construcdo que muita vezes precisa
de um certo grau de imaginacé&o.

Quanto as geometrias ndo-euclidianas, desenvolvidas no século XIX, elas nascem
primeiro como um jogo l6gico axiomético (axiomas, teoremas, demonstracdes) e ndo existe um
espaco ndo-euclidiano pré-determinado. Tais espagos sdo criacdes artificiais para dar um
suporte semantico (interpretativo) a essas novas geometrias. Esses espacos sdo criados
posteriormente para munir essas geometrias de um espaco ou diversos espagos de concretizacao
chamados de “modelos” dessas geometrias. Desse ponto de vista, num primeiro momento, sao
produtos da imagina¢do. Num segundo momento, uma vez construidos os modelos nao-
euclidianos, eles ja podem servir para alimentar a intuicdo sobre outras propriedades dessas
geometrias. Esses modelos uma vez inventados tornam-se “naturais” para essas geometrias e
agem como o espaco natural semelhante da geometria euclidiana. Frequentemente, os modelos
das geometrias ndo-euclidianas sdo uma criacdo légica a partir dos modelos cartesianos das
geometrias euclidianas.

Contrariamente a geometria euclidiana, nas geometrias ndo-euclidianas, os seus
axiomas ndo sdo verdades que a intuicdo escolhe, pois ndo ha a priori nenhum espago de
concretizacao dessas verdades. Os axiomas séo escolhidos quase que arbitrariamente, e eles séo
aceitos por suas “boas” consequéncias logicas e ndo por serem verdadeiros.

No caso da geometria de Lobachevsky, por exemplo, foram criados diversos modelos
como de Felix Klein (1849 — 1925) e de Poincaré. Klein denominou as geometrias de
Lobachevsky de ‘geometria hiperbodlica’. Nesse caso 0s modelos sdo construidos, isto €, séo
produtos da imaginacdo (mas uma imaginacdo racional, ndo arbitraria). Aqui, podemos ver
ainda que esses modelos, uma vez criados e verificada sua coeréncia, podem servir para

alimentar a intuicdo sobre essas novas geometrias.
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Em que momento gera-se a intuicdo das geometrias ndo-euclidianas? A resposta mais
satisfatoria € no seu inicio formal. A intui¢do aparece quando se constréi um modelo para essas
novas geometrias. Cria-se um mundo “artificial”. Para desenvolver uma intuigdo das geometrias
ndo-euclidianas, vocé precisa de um mundo artificial em que os fendmenos dessas geometrias
se concretizam.

A geometria euclidiana parte de certas noc¢des fundamentais, como plano, ponto, reta,
que nos permitem associar ideias claras e de certas proposicdes simples, ou seja, alguns axiomas
(EINSTEIN, 1999, p. 11) para compreender um mundo “real” (modelo), pois tal geometria se
realiza nesse mundo real. Aos “conceitos geométricos correspondem, de maneira mais ou
menos exata, objetos na natureza” (EINSTEIN, 1999, p. 12). No processo de criagdo da teoria
axiomatica euclidiana, um certo grau de imaginacéo esteve envolvido na escolha dos axiomas,
mas uma vez criada e “com base em um método logico cuja justificagdo nos sentimos
compelidos a reconhecer, todas as proposi¢Ges sdo referidas aqueles axiomas, isto é, sdo
demonstradas” (EINSTEIN, 1999, p. 11).

O mesmo acontece com as geometrias nao-euclidianas. Apés criada e por meio de varias
manipulacdes, mentais, intelectuais e formais, a intuicdo passa a agir sobre esse mundo, sendo
constantemente alimentada e, a partir dai, descobrem-se novos mundos, por exemplo, 0s
diversos modelos das geometrias ndo-euclidianas. Assim, na geometria euclidiana podemos
“ver” planos, retas e pontos, mas na geometria ndo-euclidiana podemos entdo, intuir
analogamente tais entes e construir novos mundos, intervindo nesse processo a imaginacéo, a

partir de suas representacdes algébricas.

1.4.1 O modelo de Klein

O modelo proposto por Klein ficou conhecido como Plano de Lobachevsky. Esse
modelo para a geometria hiperbolica consiste em um circulo euclidiano considerando apenas
sua regido interior, que seria o “plano”. As retas sdo identificadas com as cordas deste circulo.
Fica claro que dois pontos distintos de um circulo determinam uma Unica corda, desta forma
temos que dois pontos neste plano determinam uma Unica reta hiperbolica. Sabemos que duas
cordas distintas se interceptam, no maximo, em um ponto interior do circulo, portanto, temos
que duas retas hiperbolicas se interceptam no maximo em um ponto. Neste modelo, chamando
de ‘retas paralelas’duas retas que néo se cortam, vemos infinitas retas paralelas a uma dada reta

passando por um dado ponto.
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Modelo de Klein

Os segmentos f, g e hsdo retas
hiperbdlicas no Modelo de Klein,
onde h, g concorrem no ponto P e séo

paralelas a retaf, ja que a

circunferéncia ndo faz parte do

,J plano.

1.4.2 O modelo de disco de Poincaré

No modelo do disco de Poincaré, o plano hiperbolico coincide com o Plano de
Lobachevsky, ou seja, o plano neste modelo € um circulo aberto. Os pontos euclidianos deste
disco aberto sdo denominados pontos do plano hiperbdlico, os pontos que pertencem a
circunferéncia sdo chamados ideais e a circunferéncia € o horizonte. Os arcos de circunferéncia
ortogonais ao Disco e os diametros sdo considerados as retas neste modelo, e sdo chamadas

retas hiperbdlicas.

Disco de Poincaré

Na Figura ao lado, a regido no interior da
circunferéncia « € o plano hiperbdlico, os pontos
P e O sdo pontos hiperbdlicos e os pontosR e S
sdo pontos ideais, o diametro fe os arcos g, h e
i sdo retas hiperbolicas. As retas hiperbdlicas
g e h passam no ponto P e sdo paralelas a reta
hiperbdlica f, j& que os pontos ideais R e S nédo

pertencem ao plano do Disco de Poincaré.

Utilizando-se de analogias ¢ possivel imaginar um “mundo” em que o espaco é diferente

do euclidiano. As nocGes de reta, plano e distancia num espaco ndo-euclidiano eram
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completamente diferentes e ndo podiam ser observadas diretamente como na geometria
euclidiana, mas visualizadas através de uma construgdo tedrica. A visualizagdo € “ver” com a
visao da imaginagao, ou “ver” com a visdo construida pela imaginacao.

Resumindo: as geometrias ndo-euclidianas nascem como teorias logicas sem apelo
intuitivo, depois constroem-se modelos interpretativos (semantica) para alimentar a intuicdo
dessas geometrias. Nesses modelos, objetos geométricos ndo-euclidianos adquirem significado
e com isso alimentam a nossa intuicdo sobre eles. A propria geometria euclidiana admite outros
modelos diferentes do espaco natural, por exemplo, 0s espacos cartesianos da geometria
analitica, eles foram construidos (imaginados) muito depois da época de Euclides.

O “mundo” de Poincaré (1988) transcende o mundo de duas ou trés dimensdes. Poincaré

introduz um modelo fisico do mundo ndo-euclidiano:

Nesse caso, primeiro constréi-se 0 modelo usando a imaginacao e suas caracteristicas
de sintese etc., e depois, uma vez construido, ele pode ser usado para alimentar a intuigéo,
“descobrindo” novas propriedades que ndo eram evidentes no inicio. A intui¢do, nesse caso,
aparece quando se constroi um modelo para essas novas geometrias.

O mundo ndo-euclidiano de Poincaré precisa ser visto como uma experiéncia
matematica a partir de dois referenciais: dentro e fora do mundo ndo-euclidiano. Visto de fora:
a experiéncia ¢ euclidiana, pois um “ser” que mora nesse mundo, & medida que avanga para a
borda, o “ser” diminui de tamanho. Visto de dentro: colocando-nos dentro desse mundo, a
experiéncia é ndo-euclidiana. O “ser” ndo diminui de tamanho na medida em que avanga para
a borda, considerada esta como um horizonte. As propriedades ndo-euclidianas dependem do

referencial.
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Neste modelo, o plano é mapeado num disco limitado, mas as retas ndo-euclidianas séo
interpretadas como arcos de circunferéncias ortogonais ao horizonte.
Baseado no disco de Poincaré, Escher construiu suas gravuras cujas tesselacdes estdo

inspiradas nesse mundo ndo-euclidiano.

Limite Circular 1V

Fonte: <http://www.news.ucsb.edu/2016/017129/cool-classes>

A obra Limite Circular 1V, conhecida também como Anjos e Deménios apresenta uma
imagem de um plano hiperbélico no sentido de Poincaré. Na obra, os anjos e 0os demonios
parecem, visto de fora, diminuir continuamente de tamanho & medida que se movem em direcéo
a borda do circulo. No entanto, visto de dentro, eles tém exatamente a mesma forma e 0 mesmo
tamanho, isto é, o tamanho deles ndo diminui quando se aproxima do “horizonte” (a borda),
pois, nesse mundo ndo-euclidiano a régua que mediria o0 tamanho diminui na mesma proporcao
ao se movimentarem. Essa interpretacdo fisica realizada na gravura de Escher foi feita pelo
préprio Poincaré.

Continuando: uma reta que passa por um ponto que é interior a regido limitada por uma
circunferéncia vai interceptar ou ndo essa circunferéncia? Podemos nos guiar pela analogia

sugerida por Poincaré e Escher.
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Segundo Pais (1996, p. 72), “uma maioria expressiva de alunos que tem uma pequena
iniciacdo em geometria ndo tem dificuldade em concluir que a reta realmente ir4 ndo somente
interceptar as circunferéncias como o fara em dois pontos”.

Essa afirmacéo seria uma intuicdo verdadeira do plano euclidiano, mas se estivéssemos
falando de um plano ndo-euclidiano no modelo do Disco de Poincaré, ou no modelo de Klein,
essa afirmacdo contraria o Axioma Il de Euclides (qualquer segmento de reta pode ser
prolongado quanto se quiser) que trata da infinitude da reta.

Nesses dois modelos, temos que, por mais que prolonguemos intuitivamente o0s
extremos dos segmentos da reta, ela nunca atingira a circunferéncia. Intuitivamente, para um
ser que mora no circulo, essa circunferéncia seria como um horizonte que nunca é atingido por
mais que nos aproximamos dele. A intuicdo nesse caso apresenta-se a n6s com a ideia de

horizonte e concretiza a ideia de reta ndo-euclidiana.

1.5 As descobertas de Arquimedes: extrapolacédo do finito para o infinito

Como ja mencionado, a historia da matematica fornece muitos exemplos que ilustram o
papel da imaginacdo e da intuicdo na construgdo do conhecimento matematico. Alguns desses
exemplos sdo até celebres como as descobertas realizadas por Arquimedes (Séc 11l a. C.). Um
desses exemplos é considerado como uma das maiores “descobertas matematicas”, a saber, a
férmula para calcular o volume de uma esfera.

Segundo Eves (2004, p. 422), Arquimedes, para determinar o volume de uma esfera, fez
cortes nela em um ndmero muito grande de tiras planas ou de fatias paralelas e (mentalmente)
pendurou esses pedacos em uma das extremidades de uma alavanca, de tal maneira a estabelecer
0 equilibrio com uma figura de volume e centroide conhecidos.

Seja r o raio da esfera. Faga com que o diametro polar da esfera esteja sobre o eixo x

(horizontal), com polo norte N na origem.
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Fonte: Eves (2004)

Construa o cilindro e o cone de revolucéo obtidos pela rotacdo do retdngulo NABS e do
triangulo NCS em torno do eixo x. Tome agora nos trés solidos as fatias verticais delgadas (que
sdo vistas como cilindros achatados) correspondentes as secdes de abcissas x e x + Ax. Os
volumes dessas fatias séo “aproximadamente”:

Esfera: nx(2r — X)Ax

Cilindro: wrAx

Cone: mX*AX

Penduremos no ponto T, dado por TN = 2r, as fatias da esfera e do cone. Seu momento

combinado em relacdo a N é:
[7X(2r — X)AX + TX2AX]2r = 4Tr2XAX.

Observemos que o resultado anterior é o quadruplo do momento da fatia cilindrica
qguando ela é mantida em sua posicdo original. Efetuando-se a soma de um “ndmero grande”

dessas fatias temos, “aproximadamente”:
p

4mrd

Volume da esfera =

Observa-se que essa férmula pode ser obtida estabelecendo uma comparacéo entre 0s
volumes da esfera e do cilindro que a contém, alias, Arquimedes obteve primeiro a seguinte

relagao:

2 -
Volume da esfera = Evolume do cilindro
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Esse procedimento descrito em O Método, um tratado de Arquimedes enviado em forma
de carta a Eratostenes, foi a maneira como ele descobriu a formula do volume da esfera. Porém,
sua consciéncia matematica ndo se satisfazia com tal procedimento, pois era ciente de que
estava realizando uma extrapolacdo e porque ele podia recorrer ao método de exaustdo para
fornecer uma demonstragdo mais rigorosa. Tal método havia sido utilizado por Eudoxo,
argumentado por “dupla redugéo ao absurdo”. No entanto, pelo método de equilibrio, utilizado
por Arquimedes, de carater mais intuitivo-experimental pode-se ver a fertilidade da ideia que
consiste em considerar toda a grandeza como sendo formada de um nimero “muito grande” de
porcOes atbmicas, um jogo dialético entre o muito grande e 0 muito pequeno, embora essa ideia
nédo tenha uma fundamentacéo precisa, segundo Eves (2004).

Nesse exemplo, particularmente, observa-se que, para chegar as descobertas,
Arquimedes se entregava constantemente a um método indutivo e intuitivo (por via mecéanica),
ou seja, construindo figuras e depois passando a comprovacgdo, demonstrando rigorosamente
aquilo que havia alcancado por aquele caminho. Percebe-se, no método mecanico, criado por
Arquimedes, um apelo a imaginacao, a intuicdo e analogia com objetos fisicos, por exemplos,
alavancas, equilibrio estatico, entre outras, que, como observado por Poincaré (1995), constitui-
se de um valioso instrumento de descoberta no campo da matematica.

A intuicdo, nesse exemplo, nessa descoberta de Arquimedes, estd em supor que um
fenbmeno de carater finito é valido também para o correspondente fendmeno infinito. A
intuicdo consiste em extrapolar o fenémeno finito para o caso infinito, preservando sua validade
e o caso finito é estudado por analogias fisicas (alavancas, balancas etc.).

Quanto a demonstracdo pela dupla reducdo ao absurdo, utilizada por Arquimedes, e
devido a Eudoxo, podemos perceber a intuicdo atuando em complemento a I6gica. De um lado,
temos um método mecénico que possibilita a utilizagdo da intuicdo geométrica considerada
como um instrumento de descoberta, fruto de uma intuicdo alargada; por outro lado, a
demonstracéo pela reducdo ao absurdo ndo permite novas descobertas, pois sua utilizagéo exige

0 conhecimento prévio do resultado que se busca demonstrar.

1.6 A Intuicdo dos nimeros naturais

Com relacdo a aritmética, ou seja, a teoria dos nimeros, nos perguntamos, até que ponto
0s nGmeros naturais s&o intuitivos? E possivel intuir os nimeros pequenos, como 1, 2, 3, 4, ...,
utilizando os dedos das mdos (os dedos servem como instrumentos para contar numeros

pequenos) ou por meio da visualizacdo de poligonos regulares com esse nimero de lados, mas
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poderiamos intuir o nimero 1 000 000? Ou, da mesma forma, € possivel visualizar um poligono
regular com esse mesmo nimero de lados? Para ser mais claro, como distinguir o nimero 1
000 000 de 1 000 001? Prosseguindo no nosso raciocinio, poderiamos distinguir um poligono
de 1 000 000 de lados de outro de 1 000 001 lados?

Como extrapolar essa situacao para conjuntos infinitos? Até que ponto temos a intuicdo
dos conjuntos infinitos?

Temos, por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais {1, 2, 3, 4, ...} e o0 conjuntos dos
nameros pares {2, 4, 6, 8, ...}, comparando esses conjuntos podemos estabelecer uma bijecéo
(feita originalmente por Galileu). Nesse sentido, percebemos que os dois conjuntos possuem
mesmo “tamanho”. Ocorre entdo uma “nova intui¢ao sobre os numeros infinitos”, pois apesar
do segundo conjunto, o dos nimeros pares, estar propriamente contido no primeiro (o conjunto
dos nimeros naturais), eles ttém a mesma cardinalidade, isto €, “mesmo nimero de elementos”.
Alids, o conceito ‘nimero de elementos’ ¢ construido como uma sintese de propriedades
conjuntistas guiadas pela no¢do de “correspondéncia bijetiva” a qual € uma extrapolacdo da
intuicdo do finito.

Essa extrapolacdo do finito € expressa através do seguinte principio por recorréncia:

Seja P(n) um enunciado que descreve uma propriedade sobre um ndmero natural n maior
ou igual a um numero natural no fixado, se tivermos que valem as duas condicdes:

a) P(no) é verdadeira;
b) (V k € N, k>no)[P(k) = P(k + 1)];
entdo pode-se afirmar que a propriedade P(n) é verdadeira para todo n > no.

No uso préatico, para provar um teorema pelo principio da recorréncia deve-se mostrar
que as duas condigdes estdo satisfeitas. Isso garante a validade da propriedade para a infinidade
de casos aos quais o teorema faca referéncia. No caso da segunda condigdo, como uma
implicacdo so é falsa se sua premissa for verdadeira e a concluséo falsa, basta excluir essa
possibilidade para termos a validade da implicacédo desejada. Assim, o que normalmente se faz
é tomar um k genérico qualquer maior ou igual a no e, admitindo que P(k) seja verdadeiro,
mostrar que necessariamente P(k + 1) tambem deve ser verdadeiro. Feita também a prova de
que vale a propriedade para o primeiro natural no, 0 principio da recorréncia nos garante a
validade da propriedade em todos os casos afirmados.

Temos o que se pode chamar de efeito domino.

Se uma colegdo infinita de ‘domin6s’, numerados a partir de 1, é colocada em “pé” um
ao lado de outro e se puder assegurar que:

a) 0 primeiro doming cai;
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b) sempre que um domind cair, seu proximo vizinho também cairg;

entdo pode-se concluir que todos os infinitos dominds cairao.

—“—"—

Fonte: Gerénimo e Franco (2010)

Primeiramente, dizer que P(1) é verdadeiro, onde P ¢ a propriedade de “cair”, € como
se empurrar a primeira peca do domind. Em seguida, o fato de P(k) verdadeiro implicar P(k +
1) verdadeiro, significa que os dominds estéo dispostos de tal forma que, se for derrubada uma
peca, entdo a proxima peca também seria derrubada. Portanto, todas as pecas do domino serdo
derrubadas.

Para Poincaré (1988), esse principio € um instrumento de transformacéo que se presta,
mais do que a uma sequéncia de simples silogismos, a muitas combinagdes diversas que
permitem passar do particular ao geral, do finito ao infinito. A intuicdo, nesse exemplo, é
extrapolar o finito para o infinito.

Esse é, segundo Poincaré, o juizo sintético a priori mais importante, pois permite aceitar
ou “ver” que todos caem e s podemos aceitar esse fato porque € a priori, preexiste no espirito,
sendo, portanto, acessivel a nossa intuicdo. A intuicdo assume um duplo sentido: instinto
sintético e fonte de nogBes matematicas puras. A evidéncia irresistivel que esse principio nos
impde ndo é outra sendo a afirmagdo do poder do espirito que é capaz de conceber a repeticdo
indefinida de um mesmo ato, desde que esse ato tenha sido possivel uma vez. O espirito tem a
intuicdo direta dessa sua capacidade e, para ele, a experiéncia ndo pode ser sendo uma ocasido
para se utilizar dela, desse modo, de conscientizar-se da sua existéncia, afirma Poincaré (1988).

Esse principio, utilizado como método, pode se tornar um argumento dedutivo e como
tal tem o poder de generalizar. A intuicdo nesse processo tem a funcéo de criar e a logica de
sistematizar o que a intui¢do cria. Um principio logico € analitico, ndo sintético, mas o principio
de recorréncia é sintético. O infinito € construido por meio de uma sintese e esse principio gera

novas intuicdes sobre os nUmeros.
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1.7 Aintuicao do continuo

A relacdo entre o discreto e continuo é uma das dicotomias dialégicas mais importantes
na historia da matematica e sua conexdo com o infinito é notoria.

A intuicdo do discreto esta intimamente relacionada com a intuicdo dos numeros
naturais, porém, a intui¢do do continuo deve ser construida e sua relagdo com 0s nimeros reais,
que usualmente se lhe associa, ndo ¢ trivial. Temos uma “intui¢ado fisica” do continuo, mas sua
intuicdo matematica ainda ndo estd totalmente consolidada e passa pela compreensdo do
processo chamado de ‘aritmetiza¢do’ que permite associa-lo aos nimeros reais (CIFUENTES,
2015).

A intuicdo ingénua do continuo pode ser enganadora, por isso é necessario ter cuidados,
pois essa intui¢do diz, por exemplo, que “toda curva continua tem tangente em ‘quase’ todos os
seus pontos”. No entanto, no século XIX, Weierstrass construiu formalmente uma curva
continua que ndo tem tangente em nenhum ponto. Por isso, a intuicdo primaria nem sempre é
confidvel! De fato, a partir da construcdo de Weierstrass, geraram-se os fractais, que sao formas
geométricas construidas efetivamente no século XX e que tém as propriedades estudadas por
Weierstrass. Eles deixaram de ser objetos geométricos “patologicos” (isto €, sem apelo

intuitivo) e novas intuicdes sobre eles foram consolidadas a partir de sua construcéo.

Entdo, os fractais também resultam de um processo construtivo. Quando vemos um
desenho de um fractal, por exemplo, o Triangulo de Sierpinski, o que vemos € apenas uma parte
do seu processo construtivo. Ele se concretiza no limite de todo o processo e o limite € uma

dessas curvas que ndo tem tangente.



58

1.8 Cosmos: um novo olhar sobre a imaginacéo e a intuigcdo

Diante disso, nos questionamos como fazemos inteligivel o mundo?

Quem deu inicialmente uma resposta a essa questdo foi Pitagoras. Ele concebeu o
universo como um “cosmos”, isto é, um todo ordenado e harménico. O mundo para Pitagoras
tinha uma ordem intrinseca e o ser humano s6 poderia “descobrir” essa ordem por meio da
razdo, isto é, podemos intuir a ordem do universo.

Na modernidade, com Galileu, a ideia de cosmos da um giro de 180° em que 0 universo
ndo é necessariamente ordenado em forma intrinseca, mas é ordenavel, é o ser humano que
imp6e uma ordem ao universo para fazé-lo inteligivel. Isso significa que usamos a imaginacao
para construir uma ordem plausivel do universo.

Temos entdo como resposta duas formas de compreensdo do mundo: 1) trazendo para
nos sua ordem intrinseca que € o cosmos de Pitdgoras (descobre-se o0 cosmos), ou, 2)
construindo para n6s um ordenamento do mundo (inventa-se um cosmos ao estilo de Galileu).

Como exemplo, para entender essa diferenca, recorremos a descricdo das orbitas dos
planetas introduzida por Kepler. Kepler, por meio de constantes observacoes, “percebeu” que
as Orbitas efetuadas pelos planetas séo elipses e 0 sol ocupa um dos focos. Analisando esse fato
temos que, para Kepler, a elipse ¢ parte real do mundo do planeta concretizada em sua oOrbita.
Por outro lado, o cientista pode “colocar” a elipse na 6rbita do planeta para melhor compreender
seu movimento. Assim, ha duas formas de compreender esse processo: se a forma eliptica é
prépria da orbita do planeta, entdo ela pode ser descoberta por meio da intui¢do ou, se impomos
a Orbita uma forma eliptica para melhor compreendé-la, nesse caso, atua a imaginagéo, pois é

um ato construtivo.
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A partir dessa discuss@o, cabem-nos questionar quais sao as limitagcdes desses processos
imaginativos e intuitivos na construgdo de conhecimentos, particularmente no campo da
matematica? Em que se diferencia um processo de carater l16gico de outro? No de carater l6gico
espera-se uma reposta unica (pois a argumentacéo I6gica tem carater de necessidade), mas em
outro tipo de processo, podem se esperar respostas multiplas (como no caso da possibilidade de
construir diversos modelos das geometrias ndo-euclidianas).

Quais sdo os limites desses processos, pois sdo livres, mas ndo arbitrarios? Seus limites
ndo sdo logicos, pois ndo é a logica que os rege, mas eles ttm uma racionalidade, uma
cientificidade. Os limites sdo assuntos dessa cientificidade do processo.

“Uma prova de que a razdo ¢ a ldgica nunca se identificam é que a razao pode se
manifestar através de sistemas logicos distintos” (MIRO QUESADA, 1980, p. 73). Isso
manifesta-se, notoriamente, em partes da matematica que admitem uma abordagem cléssica,
assim como uma abordagem intuicionista. O intuicionismo tradicional ndo tem uma ldgica
subjacente, mas sim uma racionalidade que em certa forma manifesta o dinamismo da razéo
nesses campos.

Al cabe a seguinte frase de Novalis: “se tivéssemos uma ‘fantastica’ como temos uma
l6gica, seria descoberta a arte de inventar”. A denominagdo de “fantastica” se refere a uma
possivel arte da fantasia que antigamente (ou no contexto da literatura) é identificada com

imaginacao.
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CAPITULO 2

A IMAGINACAO E A INTUICAO NO DESENVOLVIMENTO DO
CONHECIMENTO MATEMATICO: ALGUMAS CONCEPCOES

Sobre a imaginacdo e a intuicdo, no campo da matematica, muitos autores trazem
diversas perspectivas em favor do aprimoramento dessas capacidades para a compreensdo da
prépria matematica e também para seu ensino. Dentre eles cita-se: Bachelard (1994, 2013,
2001, 2003, 2013a), Brunschvicg (1945), Nagel e Newman (1973), Pais (1996), Brutter (1998),
Cifuentes (2003, 2005, 2010, 2013), Del Vecchio Junior (2005, 2010), Duarte Junior (1988,
1991, 2010), Fischbein (1987), Hadamard (2009), Heinzmann (2000, 2013), Negrelli (2008),
Paiva (2005), Paty (2001), Poincaré (1946, 1988, 1995), Gurgel e Pietrocola (2004, 2011a),

entre tantos outros.

2.1 Sobre a imaginacéo

2.1.1 Caracteristicas da imaginacédo

Imaginacéo € criacdo!

A imaginacgdo tem sua origem etimoldgica no verbo latino imaginatio, que significa “a
possibilidade de evocar ou produzir imagens, independente da presenca do objeto a que se
referem” (ABBAGNANO, 2000, p. 537). No contexto da filosofia € “a criacdo de objetos em
um sistema simbolico” (GRANGER, 1998, p. 7 apud GURGEL e PIETROCOLA, 2011a).
Ainda, em Houaiss (2009, p. 1048) Ié-se: é a “faculdade de criar a partir de combinagdo de
ideias”. A men¢do da “combinagdo de ideias” no processo de criagdo remete a uma das
carateristicas, j& mencionadas da imaginacdo: a sintese. Nesta abordagem, concebe-se 0
pensamento humano como capaz de gerar representacoes mentais dos elementos, habilitando o
homem a se relacionar com o mundo ndo apenas por meio dos sentidos, mas também das
construcdes simbdlicas que elabora (BRONOWSKI, 1998, apud GURGEL e PIETROCOLA,
2011a).

Os processos de producdo do conhecimento, particularmente o cientifico, exige
considerar a imaginacao nesse processo. As discussdes no meio cientifico sobre essa questdo
sempre se mostraram controversas, no entanto, a partir de meados do século X1X e no século

XX, com os desenvolvimentos no campo da matematica, por exemplo, o das geometrias nao-
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euclidianas, e no campo da ciéncia, por exemplo, o da teoria eletromagnética, da teoria da
relatividade e da mecénica quéntica, deixaram evidente o papel da imaginagéo e de outros
aspectos subjetivos no processo de elaboracdo do fazer matematica e ciéncia.

A atividade matematica e cientifica € permeada pela imaginacdo, mas ndo uma
imaginacdo desvinculada de conhecimentos prévios. A imaginacéo a qual nos referimos nao se
resume em algo fantasioso ou uma inspiracdo imediata, mas estd condicionada a uma
construcdo racional, uma estrutura de pensamento vinculada tanto a conteidos como a teorias,
portanto, ndo é arbitraria. Insistimos, ela € criacdo!

As “produgdes submetem-se as regras que regulam essa operacdo, baseadas na
racionalidade. Isso faz com que a imaginacdo tenha um papel importante na ciéncia: ela é, por
definicdo, a maneira com a qual o pensamento conceitual busca criativamente estabelecer regras
organizadoras para a realidade” (GURGEL e PIETROCOLA, 2011a, p. 95). Sabemos que a
realidade é complexa, cadtica, entdo a imaginacdo intervém para ordena-la. Novamente, e a
ideia de cosmos na modernidade.

A imaginagdo assume, portanto, uma dimensdo construtiva. A “criacdo produzida
inicialmente pela imaginacao é submetida a racionalidade na busca de uma apreensdo sintética
da realidade tal qual se apresenta a nossa mente” (GURGEL e PIETROCOLA, 2011a, p. 104).
Apos a intervencgdo da imaginagdo no processo de criacdo, ha a necessidade de aferigdo, nesse
aspecto, intervém também a Idgica. O raciocinio logico legitima o conhecimento ja adquirido
pela imaginacdo e também pela intuicao.

Para Ostrower (2010, p. 5), criar

corresponde a um formar, um dar forma. Sejam quais forem os modos e 0s meios, ao
se criar algo, sempre se 0 ordena e se o configura. [...] Criar é basicamente, formar.
Em qualquer que seja o campo de atividade, trata-se, nesse “novo”, de novas
coeréncias que se estabelecem para a mente humana, fendmenos relacionados de
modo novo e compreendidos em termos novos. O ato criador abrange, portanto, a
capacidade de compreender; e esta, por sua vez, a de relacionar, ordenar, configurar,
significar.

Para criar algo novo € necessario estabelecer associagcdes, correspondéncias,
conjecturas. As associagdes compdoem “a esséncia de nosso mundo imaginativo”
(OSTROWER, 2010, p. 20), é, entdo, uma importante caracteristica da imaginacdo. A
capacidade de associar é, de fato, uma das formas da capacidade de sintetizar. Elas, as

associagoes, “geram um mundo experimental, de um pensar e agir em hipdteses — do que seria

possivel, se nem sempre provavel. O que da amplitude a imaginacao é essa nossa capacidade
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de perfazer uma serie de atuagdes, associar objetos e eventos, poder manipula-los, tudo
mentalmente, sem precisar de sua presenga fisica” (OSTROWER, 2010, p. 20).

Canguilhem, na apresentacdo da obra Estudos (2008, p. 8-9), uma coletanea de artigo
de Bachelard, afirma que esse autor, ao elaborar a frase “sob certos aspectos, falar das fronteiras
da Quimica ¢ tdo inutil quanto falar das fronteiras da Poesia”, ja vislumbrava o poder ilimitado
da imaginacdo na ciéncia.

A “imagina¢ao ¢ uma faculdade especifica. A ela pertence essa fun¢do do irreal, que
psiquicamente ¢ tdo util como a fung¢ao do real” (LESCURE apud BACHELARD, 1999, p.
128). “N3o é o conhecimento do real que nos faz amar apaixonadamente o real. E o sentimento
que constitui o valor fundamental e primeiro. A natureza, comecamos por améa-la sem conhecé-
la, sem vé-la bem, realizando nas coisas um amor que se fundamenta alhures” (BACHELARD,
20133, p. 119).

A imaginacéo € dindmica, porém, é um movimento corajoso. “Essa imagem dindmica
fundamental é, pois uma espécie de luta em si. Mais que ninguém, o nadador [por exemplo]
pode dizer: 0 mundo é a minha vontade, 0 mundo é a minha provocacdo. Sou eu que agito o
mar” (BACHELARD, 2013a, p. 174).

No processo criativo, em que atua a imaginag&o, hé a incorporagdo também do principio
dialético, pois quando se configura, quando se significa, ordena algo e se o define, surgem novas
ideias, conceitos, fendmenos etc., em diadlogo com a razéo.

As ideias provindas da imaginagdo surgem quando damos liberdade “sem pudor”, sem
restricdo, ou seja, quando sonhamos em acdo, quando sonhamos acordados (o Bachelard
“norturno” em agdo). O pensamento inventivo exige concentragdo. O trabalho concentrado
exige do pensamento “arrumar” os fatos, as ideias, os conceitos, combina-los coerentemente e,
assim, formar um modelo visual que nos permita “ver” as infinitas possibilidades de pensar e

construir novas ideias, novas teorias.

2.1.2 Baudelaire e a imaginacéo na dinamica do pensamento

Quando dizemos que a imaginacéo € construtiva, estamos dizendo que ndo é ao acaso
que as novas ideias florescem, mas € partir de um substrato ja elaborado. Todo “universo visivel
¢ apenas um deposito de imagens e de sinais em que a imaginacao dara um lugar e um valor
relativo; € uma espécie de alimento que a imaginacdo deve digerir e transformar”
(BAUDELAIRE, 1993, p. 99).



63

A imaginacdo é uma misteriosa faculdade, sendo considerada por Baudelaire (1993, 94)
como a “rainha das faculdades”. Ela atinge todas as outras; ela as excita, ela as envia ao
combate. Ela “cria um mundo novo, produz a sensagao do novo. Como ela criou o mundo, ¢
justo que o governe” (BAUDELAIRE, 1993, p. 94). Na medida em que a imaginacdo é
construtiva, ela possui uma racionalidade. “Ela ¢ a analise, ela ¢é a sintese” (BAUDELAIRE,
1993, p. 94). E analise, mas ndo € sd isso; é sensibilidade, mas também n&o é so isso. E, ento,
a sintese, ou seja, reunem diversas “coisas” em um todo organizado e harmonioso.

Baudelaire (1993, p. 94) questiona:

O que seria de um cientista sem a imaginacdo? Que aprendeu tudo o que, tendo sido
ensinado, podia ser aprendido, mas que ele ndo encontrara as leis ainda nédo
adivinhadas. A imaginac&o é a rainha do verdadeiro, e o possivel € uma das provincias
do verdadeiro, que trata com as diversas modalidades do verdadeiro, como o

necessariamente verdadeiro e o possivel verdadeiro. Ela é aparentada com o infinito.

Nesse trecho percebemos que a imaginacdo extrapola a Idgica classica. Ela ndo trata

apenas com o verdadeiro, mas com o que € possivel. Ela representa um papel poderoso no
processo criador. Além disso, possui o espirito critico.

Baudelaire (1993, p. 94), citando um trecho de a Face noturna da natureza da Sra.

Crowe e se antecipando a Bachelard, exprime:

por imaginacdo, ndo quero apenas expressar a ideia comum implicada nessa palavra
da qual se abusa tanto, a qual é simplesmente fantasia, mas sim a imaginacéo criadora,
que € uma funcdo muito mais elevada, e que, como o0 homem é feito a imagem de
Deus, guarda uma relacdo afastada com essa poténcia sublime pela qual o criador
concebe, cria e mantém o universo.

Assim, a imaginacdo, como estamos defendendo, é um processo também racional,
apesar de nao ser necessariamente l6gico, em que o “produto construido” (uma teoria
matematica, por exemplo) é resultado de varias outras criacfes cujos precedentes sdo sempre
completados pelo seguinte. Esse produto conduzido logicamente, harmoniosamente, consiste
em uma série de criacBes precedentes que se integram em forma de sintese. Mesmo admitindo
0 papel que a imaginacao desempenha na construcao das ideias, é necessario ter uma estrutura
ja previamente formada. A sintese exerce um papel essencial ndo légico na racionalidade da

imaginacao.

2.1.3 A imaginacdo e a criagdo cientifica
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René Descartes e Albert Einstein, quando falavam sobre suas investigacfes, mostraram
que a base de seus trabalhos no campo da ciéncia era impregnada de imaginacao e intuigéo.
Descartes, por exemplo, nas Regulae ad Directionem Ingenii [Regras para a direcdo do

espirito], citado por Hadamard (2009, p. 104), afirma que:

[...] aimaginac8o, sozinha, é incapaz de criar a ciéncia. [...] No entanto, [...] devemos,
em certos casos, recorrer a ela. Primeiro, ao fixa-la sobre o objeto que queremos
considerar, vamos impedir que ela se disperse e nos atrapalhe; depois e sobretudo, ela
pode despertar em nds certas ideias.

No mesmo trabalho, continua Descartes,

a imaginagao sera muito 0til, sobretudo, quando se tiver de resolver um problema nédo
por simples deducdo, mas por varias deducdes sem ligagcdes entre si, das quais, a
seguir, serd preciso fazer a enumeracdo completa e coordenar os resultados
(HADAMARD, p. 104).

A imaginacao assume varias formas, mas especialmente, ela permite-nos “ver” o que
ndo estd 14. Nesse sentido, Felicio (1994, p. 56) acrescenta, “ndo ¢ necessario que uma imagem
se refira a uma experiéncia real que se imagina, pois a imagem ‘se imagina’. [...] Essa imagem
pode nascer espontaneamente na consciéncia, dinamizando-a e induzindo-a no pensamento”.

Os seres humanos, por meio de imagens e da imaginacdo, criam um universo
significativo em seu encontro com o mundo. Imaginar “¢ um pensar especifico sobre um fazer
concreto” (OSTROWER, 2010, p. 32). O imaginario, uma espécie de mundo em que a
imaginacdo atua, os conceitos/objetos que estdo sendo imaginados existem, ndo é um campo de
objetos, mas um campo de relacdes entre objetos.

A imaginacdo, em nosso contexto atual, é preterida em favor do conhecimento

intelectivo proveniente da raz&o, no entanto,

a propria ciéncia, que pretende ser um conhecimento rigoroso das “coisas como sao”,
é filha direta da imaginac&o. A criacdo de normas de objetividade, para que a razdo se
discipline e ndo sofra interferéncias dos valores e emoc¢des, é um produto da
imaginacdo. Alids, a ciéncia surge, nos primérdios do século XVII, quando a
imaginacdo de Galileu leva-o a afirmar: “vamos supor que um corpo caia sem sofrer
interferéncias do atrito com o ar”. Isto é, imaginemos uma coisa inexistente em nosso
mundo: a queda livre, sem interferéncias da atmosfera, 0 movimento continuo. A
imaginacéo €, portanto, o dado fundamental do universo humano e o motor de todo
ato de criacdo. Precisamos notar também que em qualquer ato criativo ndo ha apenas
uma mobilizagdo da razéo, da esfera I6gica (que se da através dos simbolos). Como
ja se observou, nossa razdo, nossos simbolos (linguisticos, matematicos etc.), estdo
sempre apoiados nas nossas vivéncias, nos nossos sentimentos (DUARTE JR, 1991,
p. 52, grifo do autor).
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A imaginac¢ao ¢ a “atividade que inclui o uso produtivo do material sensorial que leva a
criacdo cientifica, bem como o uso similar desse material que leva a obra de arte, ndo havendo
uma diferenca essencial entre os dois processos” (READ, 2001, p. 71-72). Pela imaginacédo o
homem ordena o mundo numa estrutura significativa e permite criar mundos possiveis e
melhores possibilidades de ser e sentir-se parte integrante dele; por meio dela, somos impelidos
a visualizar aquilo que ndo temos a oportunidade de experienciar na vida cotidiana, rompendo
0 estreito espaco que o cotidiano nos reserva. Ainda, por meio da imaginacdo, o homem ¢é
estimulado a produzir conhecimento, particularmente em matematica.

Em 2013, Cifuentes, em uma entrevista concedida ao Programa Caldo de Cultura da
TV da Universidade Federal do Parana — UFPR, a respeito da exposigdo, “A magia de Escher”

ocorrida no Museu Oscar Niemeyer, afirma que:

A matemética do século XX incorpora aspectos qualitativos e exige, além da visdo do
olhar, uma viséo da imaginacdo. No entanto, deve superar a visualidade bidimensional
e tridimensional das representacbes do mundo que nos cercam e atingir uma
visualizacdo de ordem superior. Essa matematica vai além dos nimeros e das
férmulas, incorporando novas geometrias, por exemplo, as geometrias nao-
euclidianas. Essa nova matematica lida com transformacgoes, distorcdes, objetos que
podem ser modificados sem perder certas qualidades, préprias da matematica. Essa
nova matematica precisa ser capturada, por meio também da sensibilidade. N&o pode
ser vista com o olhar da viséo, mas sim deve ser pensada, capturada pela imaginacéo.
Essa nova matematica ultrapassa a tridimensionalidade e alcanca a
tetradimensionalidade. Para conhecé-la é necesséria uma visdo, um pensamento e uma
imaginacdo mais refinados (CIFUENTES, 2013).

O processo de construcdo de conhecimento € interpolado pelo sujeito e, como tal, esta
submetido a hipoteses, erros e retificacdes, razdo e emogdo. O sujeito, na sua esséncia, é ao
mesmo tempo um homem da ciéncia e da poética. A imaginacdo, capacidade ligada mais a
experiéncia estética (Baudelaire), esta intrinseca no sujeito e se manifesta no seu poder de agir,
de interpretar e de transformar, assim, o sujeito tem a capacidade de desconstruir para poder
reconstruir, ou seja, (re)inventar.

Essas capacidades do sujeito de imaginar, intuir, criar se revelam mais espontaneamente
na arte, seu campo natural, porém estdo presentes também na matemaética e nas interpretacdes
de todos os fenémenos fisicos. Sobre essa questdo, em Gusmao (2013) ha uma defesa de uma
educacdo matematica que valoriza o sensivel, uma educacdo da sensibilidade, uma forma de
pensar, capaz de desenvolver e refinar as percepc6es acerca do mundo e das coisas do mundo,
inclusive do mundo racional, percep¢des que também podem envolver a matematica, quando

enfocada do ponto de vista estético.
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A imaginagdo é o motor da criacdo! E a curiosidade é o motor da imaginacéo! “A razao
pode responder perguntas, mas a imaginagdo tem que pergunta-las”, ja dizia Ralph Gerard

(1900-1974), neurocientista americano.

2.2 Sobre a intuigdo

Intuicdo é descoberta!

A intuicdo, segundo Abbagnano (2000, p. 581) é entendida como uma “relacdo direta
(sem intermediarios) com um objeto qualquer; por isso, implica a presenca efetiva do objeto”.
Em Houaiss (2009, p. 1103) lemos que intuicao “¢ a faculdade ou ato de perceber, discernir, ou
pressentir coisas, independente do raciocinio ou da analise”. Ainda, “forma de conhecimento
direta, clara e imediata, capaz de investigar objetos pertencentes ao ambito intelectual, a uma
dimensdo metafisica ou a uma realidade concreta”.

Observa-se que essas “definicdes”, ingénuas para efeito de elaborar uma
espistemologia, apontam caracteristicas imediatistas como as de “relacdo direta”, “percepgao”
e “conhecimento imediato” que os nossos exemplos da matematica, analisados no capitulo 1,
desprezam para o que chamamos de ‘intuicdo matematica’.

“Com a palavra intuicdo se designa o trabalho profundo da inteligéncia. [...] E a

inteligéncia mesma” (BRUNSCHVICG, 1945, p. 488). E Brutter (1998, p. 74) acrescenta:

Designamos por intuicdo um conjunto de atividades mentais que engloba a observagéo
e a reminiscéncia de fatos analogos e de indicios. [...] E uma manifestacio muito
apurada e muito elaborada da racionalidade profunda do ser. As qualidades
intrinsecas, a formacéo, e, em particular, o exercicio estdo na origem da manifestagao
desta intuicéo.

A intuicdo matematica é entdo, uma capacidade humana que se aprende, se aprimora ao
longo da vida, podemos dizer, segundo Nagel e Newman, que ela é “clastica” (1973). O ser
humano educa a sua intuicdo matematica a partir de uma familiaridade com conceitos
matematicos, melhor dizendo, adquire uma maturidade matematica. A medida que estudamos
matematica, entramos em conexdo com ela, assim passamos a alimentar nossa intui¢do
matematica. “Seria muito comodo se, depois de conhecer os dados de um problema, f6ssemos
deitar e encontrassemos a solu¢ao completa ao acordar no dia seguinte” (HADAMARD, 2009,
p. 61). Entdo, para que a matematica possa constituir-se como ciéncia, é necessario que passe
da “intuicdo ingénua a uma intui¢do refinada” (BRUNSCHVICG, 1945, p. 488, tradugdo

nossa).
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De acordo com Brunschvicg, “em cada etapa decisiva do pensamento matematico
vamos encontrar ja a nog¢ao de intuigdo” (1945, p. 466, tradugdo nossa). E continua, “ndo se
recorre mais a dados da intuicdo s6 para facilitar o raciocinio; €, na espera da demonstracao,
um instrumento de descoberta” (BRUNSCHVICG, 1945, p. 475, traducdo nossa).

Nesse aspecto, resolver um problema guiado pela intuicdo ndo é uma questdo de sorte,
ndo é fruto do acaso, mas um pensar constante, um trabalho de alta racionalidade sem ser
puramente 16gico, um esforco voluntario e intenso da consciéncia, muitas vezes de dias e até
anos. E por meio de uma maturidade matematica que uma educago da sensibilidade habilita a
intuicdo para fazer matematica (sublinhando a palavra ‘fazer’).

Como o raciocinio argumentativo, a intuicdo € um modo de acesso ao conhecimento,
mas nem um e nem outro sdo autdbnomos. Ambos agem de modo colaborativo. Ha entdo, “ao
pé da letra, um ‘mundo inteligivel’, um mundo de entidades racionais, como ha um ‘mundo
sensivel’, um mundo de dados sensiveis. Os dois mundos tém uma estrutura analoga”
(BRUNSCHVICG, 1945, p. 427, traducdo nossa). O pensamento matematico, para ir da
necessidade abstrata a aplicacdo, envolve todas as funcdes do espirito em uma espécie de
intuicdo integral em que encontra seu equilibrio e sua plenitude (BRUNSCHVICG, 1945).

Dialetizar os pensamentos racionais e imaginativos € aumentar a possibilidade de
descobrir, criar e recriar novos mundos, novos cotidianos, permitindo, dessa forma, evoluir e
ampliar os conhecimentos, particularmente na ciéncia e na matematica. Assim, imaginacéo e
intuicdo, além da logica, segundo nossa defesa, sdo motores para desenvolvimento do
conhecimento matematico. Desse modo, permite uma abordagem epistemologica.

Para Fischbein (1987), com um certo teor cognitivo, a intuicdo pode ter um status de
teoria. Uma intuicdo é tedrica-intelectual, nunca uma mera habilidade ou percepcao de um fato
dado. Expressa uma percepgdo geral através de uma experiéncia particular. A intuicdo vista
como percepcao (que pode ser de ordem superior) permite-nos “ver” o universal inserido no
particular (como os nossos exemplos mostram), sendo, portanto, uma importante caracteristica
para uma nova epistemologia (epistemologia da intuicdo). Em uma intuicdo geralmente se
compreende a universalidade de um principio, de uma relacéo, de uma lei, por meio da realidade
particular, porém, realidade constituida de relac6es e ndo objetos, como apontados por Poincaré.

Também, a intuicdo apresenta um carater extrapolativo excedendo a informacao
disponivel. E através da intuicdo que extrapolamos indiretamente, a partir de uma quantidade
limitada de informacdes, dados que estdo além de nossa compreenséo direta. O rol fundamental
de conhecimento intuitivo é o de conferir certeza as ideias obtidas depois de haver extrapolado
(FISCHBEIN, 1987).
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Além disso, apresenta um carater implicito: embora aparentemente auto evidente, as
intuicbes sdo de fato baseadas em mecanismos complexos de selecdo, globalizacdo e
inferéncias. Mas esta atividade € geralmente inconsciente e o individuo esta ciente apenas do
produto final, as cognicdes sdo aparentemente auto evidentes, intrinsecamente consistentes.
Mas, em tais casos, também os processos intimos pelo quais a compreensdo intuitiva surge séo
em sua maior parte desconhecidos do individuo (FISCHBEIN, 1987).

Para Heinzmann (2013), o campo semantico da palavra ‘intuicdo’ é bastante vasto e tem
registros desde a Antiguidade. Na concepcéo de Platdo, ¢ entendida como “ver” as ideias. Para
Aristoteles, estava ligada ao intelecto. Kant a concebia de duas formas, como intuicao sensivel
e como intuicdo intelectual. H& entdo uma intuicdo imediata provinda do sensivel e uma mediata
provinda do intelecto. Essa pode ser uma das primeiras classificacdes dos diversos tipos de
intuicdo. Porém, diante da polissemia da palavra intuicdo, a sua intervencdo na elaboracdo do
conhecimento pode, de fato, constituir-se como um “elemento metodicamente justificavel”
(HEINZMANN, 2013, p. 12).

Ainda, segundo Heinzmann (2013), para alguns, a intui¢do é no seu uso a forma mais
perfeita de conhecimento. Para outros, em dualidade com a abstracdo, é uma faculdade do
intelecto que conduz ao conhecimento de proposi¢fes evidentes, e nos acrescentariamos,
conduz também a tornar evidentes as proposi¢des. Utilizada de uma maneira cuidadosa, é uma
“revelacdo” de verdades elementares (Descartes).

Heinzmann (2013, p. 19-20) propde trés formas de abordar o processo da intui¢do, sendo
que pelo menos as duas primeiras tém um carater cognitivo e a terceira um carater

epistemoldgico. Para os propositos dessa tese é importante considerar a terceira:

Enfim, a intuicdo pode ser entendida como instrumento de descoberta. Nesse caso, ela
pode ter uma funcéo heuristica e conduzir as hip6teses iniciais [conjecturas] ou a um
raciocinio analdgico. Assim, a evidéncia intuitiva das representagdes empiricas de
figuras geométricas [...] pode ser a fonte uma andlise cientifica. A intuicdo pode
também ter uma funcdo normativa-critica, como foi o caso da antiguidade, quando as
Unicas competéncias/propriedades consideradas em “algebra” foram os nimeros
quadrados e cubicos porque ndo intuir as competéncias/propriedades mais elevadas.

Repare-se que, na concepcdo de Heinzmann, a intuicdo, mesmo entendida como
instrumento de descoberta, estd associada com certos apelos geométricos, como é o0 caso
(historico) das poténcias quadradas e cubicas, as quais remetem a areas e a volumes
respectivamente. Do ponto de vista desse apelo geométrico nao fazem sentido, para a intuicao,
as poténcias maiores, porém elas podem ser matéria da imaginacdo, como foi mostrado no

capitulo 1 para o caso da quarta dimensao.
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Para Kant, ela € necessaria a todo conhecimento. Seu carater imediato e singular, proprio
de um objeto, é oposto ao carater geral do conceito. Enquanto o conceito pertence ao
entendimento, a intuicdo pertence a sensibilidade (HEINZMANN, 2013, p. 17-18). O trecho
anterior ja aponta para uma problematica importante de ser resolvida: o objeto da intuicdo é o
geral ou é o particular? Os exemplos discutidos no capitulo 1 sugerem que o objeto da intuicdo
(ndo imediata) é o geral (a intuicdo generalizante). Nesse caso, a intuicdo é uma sensibilidade

de ordem superior que permite ver ao longe, isto &, “pré-ver”.

No que concerne as matematicas, os filosofos e os matematicos ndo estdo de acordo
sobre os critérios de identidade dos objetos matematicos, nem mesmo sobre a
necessidade de considerar uma ontologia dos objetos matematicos abstratos
susceptivel de ser apreendidos por uma “intui¢do de” (Heinzmann, 2013, p. 24).

Como pode ser observado, a discussdo sobre qual é a ontologia da intuicdo (e da
imaginacdo), é relevante e necessaria. Nesta tese, temos apontado, por diversas vezes, que
consideramos uma ontologia relacional como resposta a essa questao.

Se a intuicdo ndo é fonte Ultima de conhecimento, ela pode ser, ndo obstante, um
elemento que contribui para a credibilidade do conhecimento. A intuicdo é frequentemente o
estado Gltimo da racionalidade tedrica, nessa perspectiva, atribui-se uma racionalidade a certas
formas de intuicdo (Heinzmann, 2013). E, na procura dessa racionalidade, apelaremos a
Poincaré e Bachelard.

No vertente noturna de Bachelard, ele trata da imaginacdo como fonte de conhecimento
e Poincaré traz para discussdo o papel da intuicdo como sendo fundamental, em complemento

a logica, no “fazer matematico”.

2.3 Sobre uma filosofia da imaginacéo em Bachelard

Bachelard, homem da ciéncia (0 homem diurno) e da poesia (0 homem noturno),
apresenta em suas obras um estilo proprio, com formulagGes tedricas intercaladas com seu
préprio jogo e, por que ndo dizer, com sua propria vida. Utiliza, muitas vezes, terminologias
técnicas da literatura, fenomenologia, metafisica, poética, estética etc., de uma maneira
inusitada, reinterpretando seus significados segundo uma perspectiva peculiar, baseados em
termos atuais de sua época. Em sua epistemologia (teoria do conhecimento cientifico), a
reflexdo assume um papel importante, “o de compreender”. Assim, a “propria esséncia da

reflexdo ¢ compreender o que ndo se tinha compreendido” (BACHELARD, 2006, p. 125),
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ainda, as “regioes do saber sdo determinadas pela reflexdo” (BACHELARD, 2006, p. 33). Ao
tomar o pensamento cientifico como seu objeto de reflexdo, a ciéncia em Bachelard adquire
uma postura de construcdo processual e inacabada, reconstruindo-se ao se repensar. Nesse
sentido, o pensamento cientifico assume uma atitude de aventura, necessitando, assim, de uma
razao irrequieta, ligada a imaginacdo, comprometida na producéo criativa de conhecimentos e
na busca constante pelo novo.

Bachelard, em varios momentos de sua obra e vida, se declara fiel a objetividade do
pensamento cientifico. Realidade, objetividade e racionalidade parecem ser preponderantes em
suas obras. No entanto, em um dado momento de seus trabalhos, ele declara ser um homem de
vinte quatro horas, ou seja, dia e noite, um homem na sua totalidade. “Vocés ficardo surpresos,
me atrevo a falar de mim, que um filésofo racionalista se ocupe um pouco dos problemas da
imaginacéo e faca a psicanalise do fogo, busca os devaneios da agua ou do ar. Eu também tenho

meus momentos noturnos” (BACHELARD, 1973, p. 62, traducdo nossa).

Se tivesse que fazer um plano geral das reflexfes de um filésofo no Outono da sua
vida, diria que tenho agora nostalgia de uma certa antropologia. Sendo mais claro,
gostaria de discutir um tema que ndo é o de hoje, tema que chamaria “o homem das
vinte quatro horas”. Parece-me, portanto, que se quisesse dar ao conjunto da
antropologia suas bases filoséficas e metafisicas seria imprescindivel e também
suficiente, descrever um homem durante as vinte quatro horas de sua vida
(BACHELARD, 1973, p. 54, traducéo nossa).

No entanto, apesar de achar que o debate sobre 0 homem da noite seja importante, ele
deixa de lado essas discussodes, pelo menos em EI Compromiso Racionalista (1973), para

concentrar-se no homem do dia.

Quero limitar-me ao homem em vigilia, a0 homem super desperto, ao homem que eu
denominaria precisamente, se vocés quiserem, o homem racionalista. Pois durante a
noite ndo se és racionalista, ndo se dorme com equagdes na cabega. Se bem que se fala
do trabalho da imaginacdo nos matematicos que, ao acordar, encontram o0 que ndo
haviam encontrado no final do dia anterior; e sobre isso ha algumas anedotas para
mostrar essa capacidade racionalista da noite! Em todo caso, eu ndo as conhego
(BACHELARD, 1973, p. 54, traducéo nossa).

E racionalista para Bachelard é recomegar, é reorganizar, é renovar, ou seja, “trata-se da
filosofia do “re”, “re”, “re”” (1973, p. 57, traducdo nossa). Ainda, “creio que, se devéssemos
definir o racionalismo, seria necessario defini-lo como um pensamento claramente recomecado

e recomecado cada dia. Se se és verdadeiramente racionalista ndo se pode fundar o hoje sobre

o ontem” (BACHELARD, 1973, p. 56, tradugao nossa). No entanto, esse racionalismo ¢ aberto,
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é dialético, nesse aspecto, permite, por um processo de sintese, criar coisas novas, pois o hoje
é sempre um novo dia. Assim, da-se vazao para a imaginagao.

A expressao “Bachelard diurno e noturno” ¢ muito utilizada por comentadores de
Bachelard, porém, ele mesmo se intitula “o homem de vinte horas” mais especificamente na
obra El Compromisso Racionalista (originalmente em 1972). Essa divisdo/complementaridade
entre 0 homem diurno e noturno serve de metéfora epistemoldgica para compreendermos a
totalidade do pensamento de Bachelard, em que a imaginacdo poética e a racionalidade da
ciéncia se relacionam.

O nosso interesse nesta tese sao pelas ideias do “Bachelard noturno”, pois a partir dessas
que situaremos e analisaremos a questdo da imaginacdo em Bachelard e a interpretaremos no
campo da matematica. Essa imaginacao de que trataremos é concebida como forma de criacao
e de acesso ao conhecimento matematico. N&o descartaremos, no entanto, as ideias do
“Bachelard diurno”, pois ha também vestigios, ndo explicitados, de criacdo e imaginacdo no
pensamento do “Bachelard diurno”. Assim, diante da multiplicidade de perspectivas e com um
estilo reforcado por um excéntrico vocabulario, isso fez com que o pensamento de Bachelard
sobre a imaginacdo recebesse interpretacdes diversas. No entanto, subjacente a este aspecto
variado da sua escrita, ele apresenta um quadro conceitual consistente sobre uma filosofia da
imaginacao.

Para Bachelard, a ciéncia e a poesia ndo sao redutiveis uma a outra, estdo, a principio,
em lados opostos e cabe a filosofia realizar a tarefa de estabelecer a complementaridade. “Os
eixos da poesia e da ciéncia sdo principios inversos. Tudo o que a filosofia pode esperar é tornar
a poesia e a ciéncia complementares, uni-las como contrarios bem-feitos. E preciso, portanto,
opor ao espirito poético expansivo o espirito cientifico taciturno” (BACHELARD, 1994, p. 2).
O espirito cientifico é construtivo e criativo, mas sua liberdade nesse processo ndo é absoluta,
0 espirito cientifico ndo age sozinho. Segundo Bachelard (1972, p. 58), “em resumo, ndo temos
direito a construgdo solitaria; uma construcdo solitaria ndo é uma construcéo cientifica. E,
portanto, ndo temos uma liberdade absoluta na criagdo de axiomas e teorias. A liberdade
racional € uma liberdade dificil de precisar”. O espirito cientifico ¢ construtivo, inventivo e cria
coisas novas. Nesse processo, percebemos intrinsecamente a acdo da imaginagéo, no entanto, é
necessario o respaldo do proprio espirito cientifico. Para Bachelard (1966, p. 165, traducéo
nossa), ha duas formas de inventar: “dialetizar o pensamento e precisar a experiéncia”,
colocando na mesma relagéo a razdo e a imaginagdo como tem 0 pensamento e a experiéncia,

isto, ¢ “dialetizar a razdo e precisar a imaginagao”.
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Apesar do pensamento bachelardiano apoiar-se muito na racionalidade da ciéncia,
percebe-se nas obras dedicadas aos quatro elementos (fogo, ar, &gua e terra) e mais
especificamente nas suas Ultimas producdes, por exemplo, em La Poétique de ['Espace (1957),
La Poétique de [’a Réverie (1961) e La Flamme d’une Chandelle (1961) que a poesia e a
imaginagdo, com seu potencial criador, assumem um papel também importante.

Os Ultimos livros fornecem a chave para todos os demais, incluindo os
epistemoldgicos, e introduzem, para além de toda propedéutica, a uma
verdadeira pedagogia do espirito. Desaparece toda psicanalise e 0 homem se revela
como criador, como fonte e origem, como criador de mundos tanto do mundo da
ciéncia como do mundo da arte. E ele o ser que responde as todas provocagdes,
particularmente a do instante, mediante a criagdo; o ser que recupera a vocagao da
filosofia que, desde os pré-socraticos, foi sempre uma vocagdo de desvelamento; o ser

cuja missao é lutar sem cessar contra 0 sonho do mundo e seu préprio adormecimento
(LACROIX, 1973, p. 17).

Psicanalista dos elementos (fogo, agua, ar e terra), Bachelard estuda os aspectos
criativos da imaginacdo, ndo s6 fenomenologicamente, mas como que constituindo uma
ontologia. O estudo de imaginagdo de Bachelard em sua pureza criativa tem um profundo
compromisso moral, restabelecer a imaginacdo em seu papel vivo como guia da vida humana,
como a maior forca da natureza humana (BACHELARD, 2001).

A objetividade cientifica de Bachelard, onde imperava sua vertente diurna, buscava, por
meio de uma psicandlise, afastar a imaginacdo do processo de construcdo do conhecimento.
Psicanalisar para Bachelard constitui-se um ato essencial para o espirito, ao conhecimento
cientifico e ao progresso da ciéncia. No entanto, nesse processo de psicanalisar, a imaginacéo
é desvendada, tornando-se “atraente” ao Bachelard noturno, passando a ser motivo também de
psicandlise, ndo mais como entrave ou obstdculo ao conhecimento, mas permitindo

compreender o0 objeto e as relacOes estabelecidas entre eles. Para Bachelard, é

necessario restaurar a razdo humana sua fungdo de turbuléncia e agressividade.
Contribuiremos, assim, para fundar um surracionalismo que ird multiplicar as
oportunidades de pensar. Quando este surracionalismo encontrar sua doutrina podera
ser colocado em relacdo com o surrealismo, pois a sensibilidade e a razdo terdo
encontrado, em conjunto, a sua fluidez (BACHELARD, 1972, p. 10, tradugdo nossa).

E Bachelard completa: “somente as crises da razao instruem a razdo” (BACHELARD,
1972, p. 35, tradugéo nossa).

A vertente “noturna” das obras de Bachelard ¢ dedicada a imaginacdo e a poesia e
apresenta uma concepcao dinamica do espirito. Essa dinamicidade esta ligada ao movimento

dos conceitos cientificos e ao dinamismo da imaginac&o, a qual produz imagens poéticas e, por
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que ndo dizer, conhecimento. O espirito, em movimento, torna-se sujeito de um campo de forgas
que sdo propulsoras de criagfes. Assim, 0 espirito desenvolve-se em duas dindmicas: a
atividade da razdo e a atividade da imaginacdo. Aparentemente e incialmente opostas, essas
atividades se complementam ao longo do processo de producédo de conhecimentos.

Tanto a atividade da razdo como da imaginagdo colocam o espirito em movimento, em
acdo. Assim, por exemplo, os conceitos desenvolvidos na fisica contemporanea rompem com
o realismo ingénuo e sdo substituidos por outros retificados, auxiliados pelas estruturas das
equacbes matematicas, em correspondéncia com experimentos. Tais relacdes atualizam e
potencializam o processo de construcao de novos conceitos, em que a profundidade e a precisao
da imaginagdo (uma imaginacao racional), com seu movimento e dinamicidade, rompem com
as evidéncias de “verdades” e conduzem a nova “verdade”.

Bachelard, entdo, aplica os mesmos conceitos para duas dinamicas opostas. O mesmo
conceito que designa a operacdo que coloca o espirito em movimento, se dedicando a ciéncia,
¢ 0 mesmo que é aplicado na leitura de um poema. A dinamicidade da imaginacdo é
precisamente a ciéncia do movimento, que ele chama de “indugdo”. O efeito produzido pela
leitura de um verso ou a contemplacdo de uma tela em nossa imaginacao é descrito da mesma

forma que a aprendizagem de teorias fisicas:

S6 uma simpatia para com a matéria pode determinar uma participacdo realmente
ativa verdadeiramente ativa que de bom grado chamariamos de “inducdo”, se a
palavra ndo fosse ja empregada pela psicologia do raciocinio. Seria, entretanto, na
vida das imagens que poderiamos experimentar uma vontade de conduzir. Somente
essa inducdo material e dindmica, essa “duc¢do” pela intimidade do real, pode elevar
nosso ser intimo (BACHELARD, 2001, p. 9).

A imaginag&o induz/cria uma outra visdo do mundo. Assim, a oposi¢éo entre a atividade
da razdo (diurna) e da imaginacdo (noturna) é rompida pela intervencdo de um mesmo
“operador dindmico” que é a inducdo. As criagBes, poéticas e/ou cientificas, provindas do
movimento dindmico da imaginacdo e facilitadas pela inducdo, ndo sdo arbitrarias, mas
carregam um certo grau de generalizacdo. As generalizagbes sdo produzidas, a partir da
extrapolacdo de alguns conceitos base e permitem corrigir algumas “falhas” que porventura o
espirito pode produzir.

A inducdo em Bachelard pode ser pensada por analogia com a inducdo eletromagnética,
por exemplo, o deslocamento de um iman através de uma bobina induz uma corrente elétrica;

a corrente que flui em uma bobina induz um campo magnético em torno dela. Os “operadores
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dindmicos” sdo aqueles conceitos que, como a inducdo, permitem, em analogia com 0s
conceitos das ciéncias naturais, pensar a dindmica da imaginagéo.

‘Diurna’ e ‘noturna’ sdo expressdes metaforicas que indicam a alternancia de fases
complementares como, por exemplo, da rotacdo da Terra e, assim, analogamente, as obras
epistemoldgicas e poéticas de Bachelard tém o mesmo carater de alternincia. Avido por
conhecer as construgcdes conceituais e também instigado pelas belezas da imaginacdo poética
colocam as obras de Bachelard em complementaridade. A leitura das obras de Bachelard, nos
dois aspectos, permite compreender como a interpretacdo poética e o significado objetivo se
entrelacam. O espirito cientifico encontra em certas abstracBes (matematicas) uma
oportunidade de imaginar de outra forma a realidade fisica, seguindo as metaforas de um poeta,
0 espirito imaginativo descobre uma solidariedade cristalina inteligivel entre as imagens. Para
Bachelard, o conhecimento cientifico ndo se opBe a cultura literaria; ele os combina sem
confundi-los. Ensina-nos a combinar a dindmica do espirito.

Para Bachelard, o conceito de imaginacéo ¢ estabelecido como uma faculdade criadora
da mente, mais do que uma simples reproducédo da percepcao. Mais do que formar imagem, a
imaginacdo “¢ a faculdade de deformar imagens proporcionadas pela percepgao”
(BACHELARD, 2001, p. 2). A deformacdo da imagem resulta de uma acdo intrinseca a
imaginacdo. A imaginacdo é a forca mesma da producdo psiquica, € um impulso vital. A acdo
decisiva da imaginagdo: de um monstro, ela faz um recém-nascido (BACHELARD, 1994).

A imaginacdo se manifesta como uma aspiracdo para novas imagens; € uma forca de
tornar-se “real” para a mente humana. Ela pode ser descrita como extrapolagdo de modos de
producdo, de imagens para ideias e até para teorias cientificas e matematicas. A autonomia e a
liberdade da imaginacéo sédo pré-condigdes para criagdes. “A imaginagdo € uma forga primeira.
Deve nascer na solidao do ser imaginante” (BACHELARD, 1994, p. 180).

A imaginacao permite criar, desde que nédo estejamos blogueados por conhecimentos ja
constituidos. Contrapsicanalisar 0 onirismo constituido ¢ uma forma de “restituir ao devaneio
sua continuidade”. [...] O psiquismo deve encontrar o equilibrio entre o imaginado e o
conhecido [...]. Cada noite nova seria para n6s um devaneio novo, uma cosmogonia nova. O
consciente malfeito, o consciente acabado é tdo nocivo para a alma sonhadora quanto o
inconsciente amorfo ou deformado” (BACHELARD, 1994, p. 180).

Um dos entraves para a imaginagdo que necessita ser rompido ¢ o habito. O “habito era
a inércia do devir psiquico. [...] O habito é a exata antitese da imaginacdo criadora. A imagem
habitual detém as forcas imaginantes. A imagem aprendida nos livros, vigiada e criticada pelos

professores, bloqueia a imagina¢cao” (BACHELARD, 2001, p. 12). Portanto, € preciso provocar



75

uma “verdadeira educagdo da imaginacao” (2001, p. 116). A imagina¢do deve, entdo, se tornar

uma linha da vida e guia para criagdo. Querer imaginar decorre da vontade de criar.

Acreditamos, da nossa parte, que as linhas imaginarias sdo as verdadeiras linhas da
vida, aquelas que mais dificilmente se rompem. Imaginacdo e Vontade sdo dois
aspectos de uma mesma forca profunda. Sabe querer quem sabe imaginar. A
imaginacdo que ilumina a vontade se une uma vontade de imaginar, de viver o que se
imagina (BACHELARD, 2001, p. 112).

Entdo, interpretando Bachelard podemos dizer que a imaginacdo pode criar
conhecimentos na ciéncia e na matematica. Segundo Bachelard (1994, p. 34), “a ciéncia [e a
matematica] forma-se mais sobre um devaneio do que sobre uma experiéncia, e sdo muitas
experiéncias para se apagarem as brumas do sonho”. O “que é puramente facticio para o
conhecimento objetivo permanece, pois, profundamente real e ativo para os devaneios
inconscientes. O sonho ¢ mais forte que a experiéncia” (BACHELARD, 1994, p. 31).

A liberdade dos sonhos é uma consequéncia da autonomia da imaginacdo e, diante de
conhecimentos objetivos declarados, considerados “verdades”, a imagina¢ao encontra seu lugar
e seu papel. “Por uma porta estreita, a imaginagdo nos transcende e nos pde face ao mundo”
(BACHELARD, 1994, p. 133-134).

A imaginacdo, no entanto, é mais do que uma simples percepcdo dirigida por
necessidades subconscientes e complexas, € um sintetizador de todos os modos de consciéncia
e producdo. Decorre dai duas principais caracteristicas da imaginacdo: ela € sintetizante e
criativa. “Temos na memoria microfilmes que ndo podem ser lidos sendo quando recebem a luz
viva da imagina¢ao” (BACHELARD, 1978c, p. 311).

A sintese pode ser considerada como carateristica poética da imaginacdo. Com a sintese,
a imagem associa-se a outras imagens, o0 conceito associa-se a outros conceitos, gerando assim
novas imagens, Novos conceitos, Novos conhecimentos, € nesse processo que a imaginacao pode
ser realizante. “O esforco de sintese esta em todos os lugares, nos detalhes e nos sistemas. [...]
As belezas do pensamento cientifico ndo séo belezas oferecidas a contemplacédo. Elas aparecem
contemporaneamente ao esfor¢o de constru¢ao” (BACHELARD, 1966, p. 248).

Bachelard organiza especificamente grande parte de sua pesquisa em torno dos quatro
elementos: fogo, ar, 4gua e terra. Esses elementos passam a constituir a energia primordial da
imaginagdo, movimentando os pensamentos do individuo e a sua relagdo com o mundo. Esses
elementos imaginativos possuem leis idealistas tdo certas quanto as leis experimentais.
Bachelard caracteriza os “quatro elementos como os hormdnios da imaginacdo. Por eles se

efetuam as grandes sinteses que ddo caracteristicas um pouco regulares ao imaginario.
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Particularmente, o ar imaginario € o horménio que nos faz crescer psiquicamente”
(BACHELARD, 2001, p. 12). A “matéria [terrestre] nos revela sua forga; [...] € nosso espelho
enérgico; € um espelho que focaliza as nossas poténcias iluminando-se com as alegrias
imaginarias” (BACHELARD, 2013, p. 19-20). Declaradamente, “a agua ¢ realmente o
elemento transitorio. E a metamorfose ontolégica essencial entre o fogo e a terra”
(BACHELARD, 2013, p. 7). Ja o fogo é o elemento de transformacéo, do devir, da purificacéo,
regeneracdo, do renascimento, é ultravivo, situa-se em posi¢Ges opostas, a0 mesmo tempo em
que destrdi, também reconstroi, recria (BACHELARD, 1994).

Assim, impulsionada pela forga dos quatros elementos que, por meio de um processo de
sintese, a imaginacdo imagina, isto €, cria novas imagens, novas teorias, novas “coisas”.
Nenhum dos quatro elementos age em sua inércia, cada elemento € imaginado no seu
dinamismo, no seu movimento, na sua liberdade (BACHELARD, 2001).

“Quando vamos tdo longe, tdo alto, reconhecemo-nos em estado de imaginacéo aberta”
(2001, p. 6). Os quatros elementos sdo a matéria-prima da imaginacao. Apreender o real pela
imaginacdo consiste em um processo de transformacéo e/ou deformacao construtiva da matéria
pela imaginacdo. A imaginacdo ndo se fixa na matéria, pois permite a mobilidade. E a
imaginacgdo que capta o real na sua materialidade elementar: ela imagina o real como matéria
porque suas imagens elementares sao imagens materiais construidas com aqueles 4 elementos.
A rigor, a imaginagdo néo representa o real, ela o estende, constitui-se como sua continuidade

independente, como super-realidade.

2.3.1 A imaginagéo produtora e a imaginagéao reprodutora em Bachelard

Em Bachelard, temos dois tipos de imaginacdo: a reprodutora e a produtora.

a) A imaginacdo reprodutora, caraterizada como a faculdade mental de evocar, sob a forma de
imagens, objetos conhecidos por uma sensacao ou experiéncia anteriores; e

b) a imaginacéo produtora, que é a faculdade em que a mente cria e recria, ainda que a partir de
formas sensiveis e concretas, imagens novas. Essa € essencialmente criadora, construtiva,
inventora, a partir, sempre, de um processo de sintese.

Na imaginacdo reprodutora da matéria, combinamos fragmentos do real percebido,
lembrancas do real vivido, mas ndo poderiamos atingir o dominio de uma imaginacdo
fundamentalmente criadora (produtora), que tem funcdes totalmente diferentes da reprodutora
(BACHELARD, 2013). Quase que Bachelard antecipa a nossa concepcao de intuicao.
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De fato, segundo Jolivet (1946), a imaginacgdo é a faculdade de formar imagens e se
distingue em duas formas: imaginacao reprodutora — funcdo pela qual a consciéncia percebe
uma imagem de alguma coisa que j& conhecemos, porém instantaneamente ausente, e
imaginacdo produtora — funcédo pela qual o espirito forma sinteses novas e originais, cria algo
novo.

Nesse aspecto, podemos associar as ideias de Bachelard de imaginagéo reprodutora e
produtora a nossa “hipoOtese de trabalho” defendida nessa tese, a saber: a imaginacédo
reprodutora esta mais proxima de intuicdo, isto é, descobre-se algo novo a partir de algo ja
conhecido, porém que ndo se tem acesso imediatamente. “Nao se trata de encontrar, mas de
reencontrar. Nao se trata de conhecer, mas de reconhecer” (BACHELARD, 2010). Ja a
imaginacdo produtora, segundo nossa interpretacdo, estd mais do lado da imaginacgdo, pois
permite, por meio de um processo de sintese, criar algo novo. Assim, guiado pela imaginacédo
e pelo “espirito cientifico, sustentado pela abstra¢do racional, o homem que pensa esta pronto
para fabricar tudo, até o espago” (BACHELARD, 2010, p. 88).

Tanto a imaginacdo reprodutora (intui¢do) quanto a imaginacao produtora pertencem ao
campo da poética, das ciéncias e da matematica, ambas sdo importantes na constituicdo do novo
espirito cientifico como preconiza Bachelard.

As retificagdes constantes, nas quais 0 novo espirito cientifico dialetiza a razéo cientifica
com a razdo poética, provocam um novo racionalismo, que é denominado por Bachelard de
‘surracionalismo’. Termo criado por ele a partir do surrealismo nas artes, nas quais se
multiplicam as formas de pensar o conhecimento cientifico.

O termo surracionalismo, segundo Japiassu (1976, p. 96), nada mais é que

a transposicéo para o dominio cientifico daquilo que, no campo poético, representa e
significa o termo surrealismo. A poesia das profundezas do ser, a poesia liberada dos
fatores de inspiracdo externa e de visOGes celestes e instaurando uma linguagem
criadora de imagens novas, pois cada imagem deve ser portadora de um diferencial de
novidade. Toda cria¢do liquida um passado e encara a novidade.

A imaginacéo é entdo o exercicio de uma liberdade, estreita as relagdes entre os mundos
da criacdo cientifica e da criacdo artistica, entre ciéncia e poesia.

O surracionalismo e o surrealismo sdo considerados como verdadeiros motores
espirituais, motores para a criagdo. “O surrealismo ¢ a imaginagdo em ato. Porque ¢ pela
imagina¢do que chegamos ao ato criador, que nao admite a imitagdo” (JAPIASSU, 1976, p.
101). No surracionalismo, 0 conhecimento poético do mundo precede o seu conhecimento

racional.
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O pensamento surracional do Bachelard “noturno” ¢ dinamico e fecundo. Bachelard
busca nas artes e na poesia motivos para imaginar, criar e construir. Descoberta e criacéo
interconectam-se na elaboragé@o de conhecimentos cientificos e poéticos. O homem da ciéncia
g, por esséncia, um criador, assim como 0 homem da poesia. A funcdo da poesia nos dois
homens é a de despertar, de libertar, capacidades capazes de encorajar e impulsionar a
criatividade humana. SO h& poesia onde houver criagdo. A poética € um caminho para a
descoberta das forgas vivas da natureza e da profundidade dos dramas humanaos.

Para Bachelard, “o método [cientifico], que tem a seu favor a prudéncia cientifica,
pareceu-nos insuficiente para fundar uma metafisica da imagina¢ao” (BACHELARD, 1978c,
p. 184). Com isso, Bachelard aponta para uma insuficiéncia do método cientifico na produgéo
de conhecimento e, a0 mesmo tempo, confere as criacdes da imaginacao, no campo da ciéncia,
um estatuto epistemoldgico. Na sequéncia, discutiremos também em que medida se aplicam

essas discussdes ao campo da matematica.

2.4 A intuicdo e a légica em Poincaré

Poincaré se “indisp0s contra todas as novas teorias que costumamos identificar com o
novo espirito da matematica nos fins do século XI1X e primeiros anos do século XX: a nova
I6gica, a teoria dos conjuntos, o formalismo hilbertiano” (SILVA, 1992, p. 43) e colocou-se em
defesa da intuicdo. A intuigdo, segundo Poincaré, “se impde ao se relacionar o mundo
matematico com o mundo real, pois sé ele pode transpor o abismo que separa o simbolo da
realidade” (PATY, 2010, p. 175-176). E a intui¢io que faz a unidade de um raciocinio, é ela
que ilumina o caminho, conduz os mateméticos e lhes permitem inventar. E a intuico que nos
coloca em contato com a realidade, inclusive com a “realidade matematica”, mas ela necessita
da logica para formalizar e complementar as ideias de um pensamento intuitivo.

Qual o papel da intuicdo e da légica na construcdo do pensamento cientifico e
matematico?

Segundo Poincaré (1995, p. 20), “a ldgica [sozinha] ndo basta”. A “ldgica inteiramente
pura sé nos levaria sempre a tautologias; ndo poderia criar coisas novas; nao é dela sozinha que
pode originar qualquer ciéncia” (POINCARE, 1995, p. 18). No campo da matematica ndo é
diferente, “para fazer aritmética, assim como para fazer geometria, ou qualquer ciéncia, ¢
preciso algo mais que a logica pura. Para designar essa outra coisa, ndo temos outra palavra
sendo intui¢do” (POINCARE, 1995, p. 16). No entanto, a “intuicdo ndo pode nos dar o rigor,

nem mesmo certeza” (POINCARE, 1995, p. 16). Assim, tanto a logica como a intuigo
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sozinhas ndo bastam, precisam estar diretamente conectadas para construir conhecimentos. 1sso
nos mostra que “a légica ndo basta; que a ciéncia da demonstracéo ndo é a ciéncia inteira, e que
a intuicdo deve conservar seu papel como complemento, quase se poderia dizer como
contrapeso ou como antidoto da 1égica” (POINCARE, 1995, p. 20).

Assim, “a logica e a intuigdo tém cada uma seu papel necessario. Ambas séo
indispensaveis. A ldgica, a Unica que pode dar a certeza, é o instrumento da demonstracdo: a
intuicdo é o instrumento da invengido” (POINCARE, 1995, p. 22), inveng¢do de caminhos para
a descoberta.

Para compreender como a intuigdo atua, Poincaré (1995, p. 21-22) faz uma analogia
com o jogo de xadrez, diz ele:

Se 0s senhores assistem a uma partida de xadrez, para compreender a partida néo lhes
bastara saber as regras da marcha das pedras. 1sso lhes permitiria apenas reconhecer
que cada lance foi jogado em conformidade com aquelas regras, e essa vantagem
realmente teria bem pouco valor. Entretanto, isso € o que faria o leitor de um livro de
matematica, se ele fosse apenas l6gico. Compreender a partida é algo inteiramente
diferente; é saber porque o jogador avanca determinada peca ao invés de outra, que
poderia ter movido sem violar as regras do jogo. E perceber a razdo intima que faz de
uma série de lances sucessivos uma espécie de todo organizado. A fortifori, essa
faculdade é necessaria ao proprio jogador, isto é, ao inventor [0 inventor de caminhos].

Segundo Poincaré (1995), os matematicos sempre caminharam passo a passo, sem ter a
visdo do fim que desejam atingir. Foi mesmo necessario que adivinhassem o caminho que 0s

conduziam, e para isso recorrem a um artificio, que nada mais é que a intuic&o.

A andlise pura pde a nossa disposi¢do uma quantidade de procedimentos cuja
infalibilidade ela nos garante; abre-nos mil caminhos diferentes, onde podemos nos
embrenhar com toda confianga; garantem-nos que ndo encontraremos obstaculos
neles; mas de todos esses caminhos, qual serd aquele que nos levard mais prontamente
ao fim? Quem nos dira qual deles é preciso escolher? Necessitamos uma faculdade
que nos faca ver o fim de longe, e essa é a intuicdo. Ela é necessaria ao explorador
para que possa escolher sua rota, e ndo é menos aquele que o segue e deseja saber por
que escolheu tal rota (POINCARE, 1995, p. 21).

A geometria de Euclides, considerada como um paradigma da ciéncia dedutiva, teve por
Poincaré uma interpretacdo, na qual atribui a intuicdo, além da légica, um papel importante

nessa COﬂStI’U(}é.OI

Euclides, por exemplo, edificou uma estrutura cientifica na qual seus contemporaneos
ndo podiam encontrar defeito. Nessa vasta construcdo, da qual cada peca, contudo,
deve-se a intuicdo, podemos ainda hoje, sem demasiado esforco, reconhecer a obra de
um légico (POINCARE, 1995, p. 15-16).
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A geometria de Euclides, apesar de ter sido elaborada essencialmente em forma légica,
tem uma fase construtiva onde as verdades geométricas sdo estabelecidas através de uma
construcdo com régua e compasso. Nesse sentido, 0 uso da régua e o compasso apela a uma
intuicdo por tras, a intuicdo materializada da reta e do circulo euclidianos.

Compreender a geometria de Euclides, evidenciando suas caracteristicas intuitivas, é
importante para observar os varios tipos de intuicdo que Poincaré defende:

primeiro, o apelo aos sentidos e & imaginacdo; em seguida, a generalizacdo por
inducdo, por assim dizer calcada nos procedimentos das ciéncias experimentais;
temos, enfim, a intui¢do do numero puro, [...] que pode engendrar o verdadeiro
raciocinio matematico (POINCARE, 1995, p. 19).

Da mesma forma que ha varios tipos de intuicdo, hd também, segundo Poincaré (1995),
tipos diferentes de espiritos matematicos: uns sao légicos e analistas, 0s que estdo preocupados
com a ldgica; outros sdo intuitivos e gebmetras, esses sdo guiados pela intuicdo. No entanto,

“0s analistas também foram inventores” (POINCARE, 1995, p. 23). Mas, como isso é possivel?

Claude Bernard dizia: a intuicdo ou sentimento gera a ideia ou a hipdtese
experimental, ou seja, a interpretacdo da natureza. [...] A raz&o ou o raciocinio servem
apenas para deduzir as consequéncias dessas ideias. Poincaré repetia, com referéncia
a matematica, o que Bernard dissera a proposito das ciéncias experimentais. [...] Na
matematica a exigéncia ldgica leva & formulagdo analitica; a exigéncia intuitiva, a
formulagdo geométrica. [...] ambas sdo indispensaveis (ABBAGNANO, 2000, p.
583).

E o proprio Poincaré explica:

Antes de mais nada, pode-se pensar que esses l6gicos sempre procederam do geral
para o particular, como as regras da légica formal pareciam obriga-los? Nao seria
assim que poderiam ter ampliado as fronteiras da ciéncia; s6 se pode fazer conquista
cientifica através da generalizagio (POINCARE, 1995, p. 23).

E é a generalizacdo que permite, de fato, descobrir “coisas” novas na matematica
induzidas pela intui¢do. Trata de “o0 carater de generalidade no particular”, isto €, ndo é um
particular concreto que se apreende pela intuicdo, € um particular genérico, um particular que
tem carater de generalidade. Um dos ingredientes principais da intuicdo generalizante é a
analogia. Por meio desta e, guiados pela intui¢cdo, podemos “ver” ao longe, ou seja, “pré-ver”.

Uma demonstracdo matematica ndo é uma simples justaposicdo de silogismos. Consiste
em silogismos colocados huma certa ordem e a ordem pela qual estes elementos séo colocados
€ muito mais importante que os proprios elementos. Se tenho a sensacgéo, a intui¢do, por assim
dizer, desta ordem, de forma a que possa perceber rapidamente o conjunto do raciocinio, ja ndo

tenho que recear ou esquecer nenhum dos seus elementos. Cada um deles ir& colocar-se por si
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proprio no quadro preparado sem ter que se fazer nenhum esforgo de memdria. Percebe-se que
esta sensacdo, esta intuicdo da ordem matematica nos leva a adivinhar harmonias e relaces
aparentemente escondidas (POINCARE, 1946, p. 42-43).

Se bem € verdade que ir do geral ao particular € uma passagem légica, ir do particular
ao geral ndo tem esse carater, a menos que esse particular esconda uma generalidade. A natureza
do raciocinio matematico, sem deixar de ser absolutamente rigoroso, pode nos elevar do
particular ao geral por um procedimento chamado de ‘indugdo matematica’ (POINCARE,
1995). Poincaré destaca que o principio de recorréncia que fundamenta esse procedimento é
uma tipica proposicédo sintética a priori, sendo que a palavra ‘sintética’ guarda sua condi¢do
ndo légica.

E certo que ndo existe uma definicdo Gnica de intuicdo, como algo oposto & légica. Para
Hadamard e do ponto de vista psicoldgico, todo trabalho mental, e em particular o trabalho de
descoberta, implica a colaboragéo do inconsciente, seja o superficial, seja (muitas vezes) o mais
ou menos profundo; nesse inconsciente, depois de um trabalho preliminar consciente podem
surgir as novas ideias, tal como relata Poincaré, ou seja, 0 espirito usa representacdes concretas
para fixar combinacdes e delas fazer sintese. Segue entdo uma primeira consequéncia: nao
existe descoberta perfeitamente I6gica. Uma intervencdo vinda do inconsciente é necessaria,
pelo menos para dar inicio ao trabalho légico. Ao contrario, uma segunda consequéncia, ha
espiritos para quem as ideias elaboradas no &mango do inconsciente sdo levadas integralmente
a luz do consciente. Hadamard imaginaria isso para Poincaré, cujas ideias, embora inspiradas
por intuicdes de longo alcance, pareciam em geral seguir uma via bem natural. Percebe-se que
pode haver l6gicos aparentes, ou seja, individuos que séo l6gicos na enunciacdo de suas ideias,
mas depois de terem sidos intuitivos nas decobertas (HADAMARD, 2009).

2.5 Invencdo em Poincaré

“Que ¢ de fato a inven¢do matematica?”, questiona Poincaré (1946, p. 43) e, na
sequéncia, responde: inventar ndo consiste em fazer novas combinag¢@es com entes matematicos
ja conhecidos. Qualquer um poderia fazer isso, mas as combinacdes que se conseguiriam obter
assim seriam em numero limitado e, na sua maioria, totalmente desprovidas de interesse.
Inventar consiste, precisamente, ndo em construir as combinag6es inUteis, mas as que sao Uteis
e que estdo em infima minoria. Inventar é discernir, é escolher. O mecanismo de invencao
matematica para Poincaré (1946), “ndo diferencia do mecanisno de invengdo geral”. A invengao

é um dicernimento, uma escolha (HADAMARD, 2009, p. 46).
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Hadamard (2009, p. 47) questiona: “como pode ser feita essa escolha?” Ele mesmo
responde referindo a Poincaré: “as regras que a devem guiar [...] s3o extremamente finas e
delicadas. E quase impossivel enuncia-las numa linguagem exata; elas sio mais sentidas do que
formuladas”. E o “proprio inconsciente que deve perceber exclusivamente as combinagoes
interessantes” (p. 48) e descartar as inuteis. Assim, Hadamard (2009, p. 48) chega a uma dupla
conclusédo, baseado no que Poincaré coloca sobre a intervengdo do sentido da beleza nesse
processo, ou seja “ a invencao € uma escolha; essa escolha ¢ governada de modo imperaivo
pelo sentido da beleza cientifica”.

As ideias escolhidas pelo inconsciente, as que chegam ao consciente, sdo precisamente
as que estdo de acordo com o senso estético. Logo, a beleza é a forga motora para a descoberta,
afirma Hadamard (2009), concordando com as ideias de Poincaré.

Para esclarecer melhor como funciona esse processo na mente de um matematico,
Poincaré relata um fato que acontenceu com ele e que o permitiu dar base, descobrir a teoria
dos grupos fuchsianos e das fungdes fuchsianas. Tal relato, apesar de extenso, é muito
importante para a compreensao.

Relata Poincaré (1946, p. 45-46):

Havia j& quinze dias que me esfor¢ava por demonstrar que nao podia existir nenhuma
fungdo analoga ao que depois vim a chamar de fungdes fuchsianas; naquela época eu
era muito ignorante; sentava-me todos os dias a minha mesa de trabalho e ali
permanecia uma ou duas horas ensaiando um grande nimero de combinagdes e ndo
chegava a nenhum resultado. Numa noite, contrariando 0 meu costume, tomei café e
ndo consegui dormir; entdo, as ideias surgiam em massa, eu sentia como elas se
chocavam, até que duas delas se encaixaram formando uma combinacéao estavel. Na
manhd seguinte, tinha j& estabelecido a existéncia de uma classe de fungdes
fuchsianas, as que derivam da série hipergeométrica; ndo tive mais que redigir os
resultados o que apenas me levou algumas horas.

Quis, na sequéncia, representar essas funcdes pelo quociente de duas séries, esta ideia
foi perfeitamente consciente e refletida: era guiado pela analogia com as funcdes
elipticas. Perguntava-me quais seriam as propriedades destas séries, se € que existiam,
e cheguei sem dificuldades a formar as séries que chamei thetafuchsianas.

Nesse entdo, eu deixava Caen, onde morava, para participar de um concurso
organizado pela Escola de Minas. As peripécias da viagem fizeram-me esquecer meus
trabalhos matematicos; ao chegar a Coutances, subindo num 6nibus para fazer um
passeio e no momento que colocava o pé no degrau, veio-me a ideia sem que nada do
que eu estava pensando me preparasse para aquilo, que as transformac@es que tinha
utilizado para definir as fungbes fuchsianas eram idénticas as da Geometria néo-
euclidiana. N4o fiz as verificacBes, ndo tive tempo, pois assim que me sentei no 6nibus
retomei a conversa que havia comegado, mas tive de imediato uma absoluta certeza.
Ao voltar a Caen, verifiquei o resultado mais repousadamente, para a tranquilidade de
meu espirito.

Coloquei-me, entdo, a estudar as questdes aritméticas sem grande resultado aparente
e sem suspeitar que isso tivesse qualquer relagdo com as minhas descobertas
anteriores. Aborrecido com o meu fracasso, fui passar uns dias a beira-mar e procurei
pensar em outras coisas diferentes. Um dia, enquanto passeava por uma falésia, veio-
me a ideia, sempre com as mesmas caracteristicas de brevidade, instantaneidade e
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certeza imediata, de que as transformacdes aritméticas de formas quadraticas ternarias
indeterminadas eram idénticas as da geometria ndo-euclidiana.

Para Hadamard (2009), esses dois resultados relatados por Poincaré mostraram que
existiam outras funcdes fuchsianas além das que ele descobrira durante a insénia. Essas eram
mais gerais. Ao fazer um esfor¢o consciente e persistente, compreendeu que havia graves
dificuldades e no inicio ndo conseguiu supera-las. Mais uma vez, a solugdo surgiu depois, de
maneira inesperada e sem preparagdo como nos dois outros casos.

Esse relato de Poincaré demonstra a importancia da atividade inconsciente, mas essa sO
sera fecunda se for precedida de um trabalho consciente, ou seja, depois de alguns intervalos
de um intenso trabalho voluntario. Apos um periodo de trabalho voluntario e repouso, a ideia
surge a mente do matematico, como se 0 repouso restituisse ao espirito sua forca. Poincaré
(1946) coloca que o eu inconsciente desempenha papel fundamental para as descobertas em
matematica e ndao pode, portanto, agir de modo puramente mecanico, pois se assim o fosse,
qualquer méaquina poderia fazer esse trabalho. A multiplicidade do inconsciente possibilita
realizar um trabalho de sintese. Essa “sintese fornece o fio condutor sem o qual ficariamos
como o cego que pode andar, mas ndo sabe qual direcao seguir” (HADAMARD, 2009, p. 126).

E como escolher as melhores combinagfes que poderiam gerar novas descobertas em
matematica? Sao 0s entes matematicos a que atribuimos caracteristicas de beleza, de elegancia
e que sdo susceptiveis de desencadear em nds um sentimento de emocao estética. Sao aqueles
cujos elementos estdo dispostos harmoniosamente, de forma que a mente possa sem esforco
abracar todo o conjunto, penetrando em todos os seus detalhes. Esta harmonia €
simultaneamente uma satisfacao para as nossas necessidades estéticas e um auxilio para a mente
que a sustenta e guia. E, a0 mesmo tempo, ao colocar perante 0s nossos olhos um conjunto bem
ordenado, faz-nos descobrir, por exemplo, uma lei matemética (POINCARE, 1946).

Segundo Hadamard (2009, p. 45), € evidente que a

invengdo ou a descoberta, na matematica como em outras &reas, ocorre por
combinacdo de ideias. Ora, hd& um nUmero extraordinariamente grande de tais
combinagdes, quase todas desprovidas de interesse. Bem poucas podem ser fecundas.
Quais sdo as que 0 Nosso espirito — quero dizer 0 nosso espirito consciente — percebe?
Apenas as que sdo fecundas ou, excepcionalmente, as que poderiam tornar-se
fecundas.

Para encontrar as combinac¢des fecundas, “foi necessario construir numerosas
combinagdes possiveis, entre as quais ¢ preciso selecionar as combinagdes uteis”

(HADAMARD, 2009, p. 45).
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Ainda, segundo Hadamard (2009), citando Poincaré, a invencdo passa por diferentes
etapas e, apOs passar pelas etapas do processo de inconsciente, consciente, e assim
sucessivamente, tem a etapa de “verificagdo” e “acabamento”. Nessa fase, intervém a razéo,
tarefa que pertence exclusivamente ao consciente, pois necessita de exatidao. Cada etapa deve
articular-se a seguinte por resultados precisos, chamados de “resultados intermediérios”. Por
exemplo, “ao cortar um tridngulo com uma paralela a um de seus lados obtém-se um tridngulo
semelhante ao primeiro; esse fato, evidente em si, precisava ser enunciado com precisdo para
fornecer a longa série de propriedades que dele decorrem” (p. 81-82).

Todo o trabalho cientifico visa saber e compreender. Por isso a importancia das
descobertas e das invencgdes, da intuicdo e da imaginacdo em complemento a logica. H& um
gosto cientifico como ha um gosto estético nesse processo. Mas ha a necessidade de escolha
para que haja as descobertas e as invencfes, mas como orientar essa escolha? Voltemos a
Poincaré, “o guia que devemos seguir ¢ o senso de beleza, a sensibilidade estética”
(HADAMARD, 2009, p. 148).

A arte de inventar ndo € uma arte abstrata e I6gica, daqueles que reduzem o homem ao
pensamento e o0 pensamento ao simples encadeamento de formulas, ou fruto da imaginacgéo e
da intuicdo. E uma arte profunda, concreta, organizada, em que sdo empregadas todas as
faculdades e todas as funcdes do ser, interacdo da razdo e a sensibilidade. E o desenvolvimento
mesmo da vida. Para essa nova ideia, essa nova invencao, devem-se levar em consideracéo as
hipdteses testadas, as combinacGes Uteis, os esforcos de reflexdo e de repouso, o trabalho
inconsciente e consciente. Essas novas ideias ndo sdo encontradas ao acaso, de forma
voluntéria, ndo germinam do nada, mas s&o desenvolvidas, cultivadas, alimentadas.

Assim, invencdo em Poincaré, segundo nossa interpretacdo, nada mais é que uma
intuicdo alargada, ou seja, uma intuicdo de ordem superior. A faculdade de invencéo exige,
acima de tudo, uma intuicdo “evoluida”. A intui¢cdo, como dizia Poincaré, ndo é apenas uma
faculdade de combinar ideias, mas de combinar “boas” ideias. E é a intuicdo que permite

escolher. E para inventar é preciso escolher.

2.6 Algumas contribuicdes de Kant

Kant sempre foi a referéncia (positiva ou negativa) de pensadores da matematica nos
finais do século XIX e principios do século XX, e uma de suas principais contribuicdes é a
discussdo da natureza das proposicdes matematicas, tendo introduzido o conceito de

‘proposicdo sintética a priori’ e atribuido essa condi¢ao especialmente aos axiomas da
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geometria euclidiana. A natureza sintética dessas proposicdes j& revela o seu carater nao
puramente lo6gico (analitico), e o seu apriorismo indica que elas ndo sdo dadas pela experiéncia
empirica, mas ndo discute se outro tipo de experiéncia, por exemplo, a experiéncia matematica
Ou a experiéncia estética, as fundamenta. Algumas questdes sao levantadas nesse contexto: sera
que podemos ainda usar a matriz Kantiana para compreender os processos de imaginacao e de
intuicdo na matematica atual, ou seja, agora com a inclusdo das geometrias ndo-euclidianas, por
exemplo, como ja mencionamos?

Para Kant, o conhecimento humano tem duas fontes: a sensibilidade e o entendimento.
Pela primeira, através da intuicdo os objetos nos sdo dados, de forma passiva e, pela segunda,
de modo ativo, os conceitos sdo concebidos, isto é, criados.

Kant (2004) afirma que “[a] identidade total da apercepg¢do de uma diversidade dada na
intuicdo contém uma sintese das representacdes e sO ¢ possivel pela consciéncia dessa sintese”
(p. 124). Em relagdo ao entendimento, ele afirma que “o principio supremo dessa mesma
possibilidade é que toda a diversidade da intuicdo esteja submetida as condi¢des da unidade
sintética originaria da apercepcao” (p. 127). E acrescenta: “a sintese das representacdes assenta-
se sobre a imaginacdo. No entanto, a unidade sintética dessas representacdes requerida para o
juizo descansa-se sobre a unidade da apercepgdo” (p. 178-179).

O entendimento das nog¢des das geometrias ndo-euclidianas esta ligado ao conceitual na
sua formulacdo puramente légica e no inicio da construcao/criacdo de modelos, pois, depois de
criados, a intuicdo em cima desses modelos torna os conceitos envolvidos em objetos, segundo
Kant. Na verdade, Kant diz, no inicio da terceira se¢do da Critica da Raz&o Pura, que “o
entendimento ¢ a faculdade dos conceitos”, portanto, se entendemos imaginagdo como criagao,
ou melhor, como criagdo de conceitos, entdo, a imaginagdo estd no campo do conceitual e,
portanto, do entendimento.

A intuicdo deve ser colocada no campo do particular, mas do particular genérico. Em
matematica € necessario esclarecer que o que a intui¢ao tem acesso nao € o particular concreto,
mas sim o particular relacional que se deve mostrar no seu carater sintético a priori,
consequéncia do fato que, segundo Kant, as matematicas procedem por construc@es a priori de
conceitos. Nesse caso, 0 particular ter4 certamente um grau de generalidade. Qual é entdo a
diferenga entre intuigdo e imaginacdo para Kant?

Uma das diferencas € que a intuicdo, na medida em que é ligada a descoberta, € um tipo
de “percepcdo” de ordem superior (sensibilidade). A nocdo de “sensibilidade” de Kant

possivelmente estd muito proxima da percepcdo, mas trata-se de uma sensibilidade ampliada,
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por exemplo, captar o abstrato matematico. Esta sensibilidade que chamamos de intui¢éo
admite elementos relacionais.

A intuicdo, seguindo esse raciocinio, é passiva, porém a imaginacéo € ativa. Podemos
dizer que a imaginagao ¢ ativa na medida em que constroi “coisas” elaborando objetos por uma
sintese sob um conceito.

Sobre a intuicdo ser passiva e a imaginacdo ativa, podemos entender melhor essa
diferenca através de uma metéfora, por exemplo, a do tempo: o passado pode ser intuido
(passivamente), pois ele ja esta ai, porém o futuro s6 pode ser imaginado (ativamente), pois ele
precisa ser criado, possivelmente fazendo uma sintese de fatos passados para construi-lo. A
mesma metafora mostra-nos que é possivel criar varias versdes de futuro, assim como € possivel
criar varios modelos diferentes das geometrias ndo-euclidianas, sendo uma das caracteristicas
dos processos de criagcdo, sua multiplicidade.

No caso das geometrias ndo-euclidianas é a escolha dos axiomas o que importa para
discussdo. Os axiomas, pela sua prdpria natureza, podem ser escolhidos ou como “verdades
evidentes” de uma realidade geométrica pré-existente, como no caso dos axiomas de Euclides,
ou podem ser escolhidos como hipéteses de partida, como no caso das geometrias nao-

euclidianas, que sé se tornardo verdades em algum modelo posteriormente construido.
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CAPITULO 3

IMAGINACAO E INTUICAO: UMA REVISITACAO NO PERCURSO DA POETICA
PARA A EPISTEMOLOGIA

Segundo Bachelard (1978b, p. 92), “a ciéncia cria, com efeito, uma filosofia”. Ainda, a
“ciéncia costuma postular uma realidade. [...] Essa realidade, cujo conhecimento ndo pode ser
esgotado, suscita uma pesquisa sem fim. [...] Vamos, pois, adotar como postulado da
epistemologia o carater sempre inacabado do conhecimento” (BACHELARD, 2004, p. 16-17).
“A epistemologia deve ser tdo mével quanto a ciéncia” (BACHELARD, 1966, p. 22, tradugdo
nossa).

Nesse sentindo, parafraseando Bachelard (1978b), a matematica cria uma
epistemologia. E a ciéncia na sua dinamicidade que engendra a nova filosofia da ciéncia.
Aplicado ao campo da matematica, sera a propria matematica em sua dinamicidade que
envolve, além da ldgica, a imaginacdo e a intuicdo, que permitird o desenvolvimento de uma
filosofia da matematica, em particular, de uma epistemologia da imaginacéo e da intuicdo em
matematica. E nos indagamos, e por que nio? “E preciso forgar a natureza e ir tio longe quanto
0 nosso espirito” (BACHELARD, 1978a, p. 21). A filosofia como a matematica ndo ¢ um
campo fechado, mas aberto e dindmico e essa epistemologia da imaginacéo e da intuicdo deve
elaborar-se a partir das transformagGes que norteiam o universo da “realidade” matematica.

O universo da realidade matematica nos apresenta um mundo aberto, dindmico, vivo e
em constante transformacgdo. Assim, “quando a imaginacédo tiver precipitado os elementos
materialistas ndo razoaveis, terd mais liberdade para a construcdo das experiéncias cientificas
[e matematicas] novas” (BACHELARD, 1994, p. 155).

Esse mundo dindmico e em movimento permite-nos “ver” além da visdo, permite-nos
ver com o0s olhos da imaginacéo, permite olhar para o interior das coisas, da propria matematica,
resgatar sua génese, sua historicidade e dinamicidade, esse € um desafio na elaboracdo de uma
epistemologia da imaginacéao e da intuicdo no campo da matematica.

Essa “necessidade de penetrar, de ir a0 interior das coisas, ao interior dos seres, é uma
seducdo da intuicdo do calor intimo. L& onde o olhar ndo chega, onde a méo néo entra, o calor
se insinua” (BACHELARD, 1994, p. 61). La ¢ onde opera a imaginagdo € a intui¢cdo. Vemos,
entdo, os conhecimentos cientificos e os matematicos em atividade, em movimento como um
organismo. “A maneira como se imagina costuma ser mais instrutiva do que aquilo que se

imagina” (BACHELARD, 1994, p. 44).
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Na sequéncia, Bachelard, referindo-se a imaginacéo, afirma que “é preciso descer mais
fundo, até tocar os valores inconscientes. S&o esses valores que fazem a permanéncia de certos
principios de explicacdo. Mediante uma suave tortura, a psicanalise deve fazer o sabio confessar
seus motivos inconfessaveis” (BACHELARD, 1994, p. 90-91). Traduz aqui como a producéo
de conhecimento se concretiza; ir mais fundo é mergulhar na imaginagao para depois ser raz&o.
O uso logico da razdo, no universo da imaginagdo, “consiste em encadear entre si as relagdes
de ideias, mediante uma substitui¢do de termos que é puramente analitica” (BRUNSCHVICG,
1945, p. 285-286, tradugdo nossa). E ¢ “assim por uma porta estreita, a imaginagdo ‘nos
transcende e nos pde face ao mundo’, como diz Armand Petitjean” (BACHELARD, 1994, p.
133-134). Entdo se compreendera que Petitjean tenha podido escrever que a imaginacao:

escapa as determinagdes da psicologia — a psicandlise incluida — e constitui um reino
autdctone, autdgeno. [...] A imaginacdo € a forca mesma da produgdo psiquica.
Psiquicamente, somos criados por nosso devaneio. Criados e limitados por nosso
devaneio, pois é o devaneio que desenha os ultimos confins de nosso espirito. A
imaginacdo opera no seu extremo, como uma chama, e é na regido da metafora, na
regido dadaista em que o sonho, como viu Tristan Tzara, é o ensaio de uma
experiéncia, quando o devaneio transforma formas previamente transformadas, que se
deve buscar o segredo das energias mutantes (BACHELARD, 1994, p. 161).

Olhar para dentro é reforcado por Bachelard (2003, p. 7-8) em outra obra, quando diz:

A vontade de olhar para o interior das coisas torna a visao agugada, a visdo penetrante.
Transforma a visdo numa violéncia. Ela detecta a falha, a fenda, a fissura pela qual se
pode violar o segredo das coisas ocultas. A partir dessa vontade de olhar para o interior
das coisas, de olhar o que ndo se vé, o que ndo se deve ver, formam-se estranhos
devaneios tensos, devaneios que formam um vinco entre as sobrancelhas. J& ndo se
trata entdo de uma curiosidade passiva que aguarda os espetaculos surpreendentes,
mas sim de uma curiosidade agressiva, etimologicamente inspetora. E esta
curiosidade da crianca que destréi seu brinquedo para ver o que ha dentro.

Ir para dentro, nos sugere um movimento intenso de pensamento, de imaginacéo e
intuicdo, que ultrapassa o imediato das sensagBes superficiais. E uma acdo onde os atos
humanos sdo imaginados em intimidade. A imaginagdo deseja “esquadrinhar a matéria. Todas
as grandes forgas humanas, mesmo quando se manifestam exteriormente, sdo imaginadas em
sua intimidade. [...] a imaginagdo nada mais é sendo o sujeito transportado as coisas”
(BACHELARD, 2003, p. 2).

Fazendo uma analogia para 0 campo da matematica, podemos dizer que toda teoria, toda
“matéria”, “substancia”, “produto” em matematica nao se isola em sua significacao abstrata,

mas possui sua materialidade que traz a marca do sujeito em sua completude, ou seja, em uma

dialética entre imaginacdo e razao. A imaginagdo permite sonhar “além do mundo e aquém das
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realidades humanas bem definidas” (BACHELARD, 2003, p. 3). Nesse aspecto, 0 homem é
sujeito que estabelece uma dialética entre imaginacéo e razdo, que assim produz conhecimento,
nao ¢ um “simples ajustador, mas ¢ também modelador, fundidor, ferreiro. [...] Ele vive, pela
imaginacdo, esse sustentaculo” (Ibidem, 2003, p. 1).

Logo, as forcas psiquicas em agdo, onde a imaginacdo e também a intuigdo tém suas
fontes, precisam “deixar os aspectos exteriores para ver outra coisa, ver além, ver por dentro,
em suma, escapar a passividade da visdo” (BACHELARD, 2003, p. 8).

O pensamento e a inteligéncia se apoiam na imaginacdo, mas ela “ndo se aplica
estreitamente como se a imaginacao devesse desenhar toda a estrutura e dirigir de anteméo todo
o desenvolvimento” (BRUNSCHVICG, 1945, p. 42, traducdo nossa). Querer captar o
mecanismo da inteligéncia, levando em consideracdo somente 0s objetos que sao representaveis
mediante a intuicdo, sem haver a relacdo de atividade interna, ou seja, do pensamento, € seguir
um caminho falso (BRUNSCHVICG, 1945).

O pensamento humano, o sonho humano como a visdo humana sempre recebe as
imagens superficiais das coisas, apenas as formas superficiais, é necessario ir além da visao,
para “ver” o que os olhos ndo conseguem ver, e isso € permitido pela imaginagdo, porém uma
imaginacdo amadurecida. A natureza tem sentido de profundeza e para compreendé-la é
necessario mergulhar nessa profundeza, tirar as mascaras que encobrem o seu interior.

Tdo embrutecidos pela razdo, posto ou imposto pela comunidade cientifica, nédo
conseguimos, muito vezes, ver ou aceitar outro método e formas para a producdo de
conhecimentos. Porém, percebe-se bem que uma “teoria do conhecimento do real que se
desinteressa dos valores oniricos se priva de alguns dos interesses que impelem ao
conhecimento” (BACHELARD, 2003, p. 10). Mas, adentrando ao interior das coisas,
percebemos quéo espacoso € esse espago interno, quantas coisas a descobrir. Um postulado da
imaginacdo pode nos dar a poténcia das analogias imaginarias e levar-nos a “ver” o mundo, a
realidade na sua crueza, revelando-nos um universo de interioridade, onde a soberana “razido”
se sente ameacada. “Parece que a imaginagao € entdo uma louca esperanga de ver sem limites”
(BACHELARD, 2003, p. 14). O sentir é reintegrado ao pensar.

Assim, as “dialéticas da razdo que justapde as contradi¢des para abranger todo o campo
do possivel e as dialéticas da imaginacdo que querem apreender todo o real encontram mais
realidade que se oculta do que naquilo que se mostra” (BACHELARD, 2003, p. 21). Sao
submetidos a lei da imaginacdo uma multiplicidade de fatos, de ideias, de hipdteses e nessa
multiplicidade ha agitacdo, porém organizada como em um formigueiro, uma agitacdo em

atividade.



90

N&o h& na ciéncia e também na matematica, um unico caos imovel, as ideias estdo em
movimento, em agitacdo, sendo necessario, portanto, a intervencdo da imaginacao para auxiliar
a fazer escolhas e decidir qual hipdtese convém para estruturar uma teoria. Nessa
multiplicidade, promovida pela imaginacéo, veremos melhor a origem e, portanto, teremos uma
sintese, uma unidade, um todo organizado que leva ao conhecimento.

Pela logica é que provamos, mas é pela intuicdo e imaginacdo que encontramos 0 que
buscamos, nos ensina Poincaré (1995); a intuicao € a ferramenta que permite 0 acesso as ideias,
as descobertas e guia as escolhas. E na escrita de uma teoria matematica, de uma demonstraco,
em que é preciso cumprir regras l6gicas e formais, que a intuicdo se reorganiza, porém, ela, na
maioria das vezes, ndo é mencionada nas produc@es escritas. E a intuicdo que faz com que
passemos de uma ideia a outra, € esta imensidao de associacdes de ideias que surgem quando
fazemos as boas perguntas, que nos permitem iniciar, continuar e chegar ao fim de uma
demonstragéo.

A imaginacdo e a intuicdo estdo presentes na matematica, mais do que em outras
ciéncias. A historia da matematica revela criacdes intelectuais inesperadas quanto efémeras,
ligadas a um trabalho permanente de investigacdo e maturacdo intelectual. Newton, por
exemplo, teve a intuicdo da forca da gravitacdo universal para pensar a dindmica dos solidos e
corpos em queda. Srinivasa Ramanujan (1887-1920), matematico autodidata indiano, era
conhecido e respeitado por sua intuicdo numérica prodigiosa. Ele acreditava que suas
descobertas matematicas eram reveladas a ele em sonhos.

Logo, a op¢éo por Poincaré e Bachelard como base tedrica para esse trabalho se deu por
encontrarmos nas suas ideias e pensamentos um apelo a criagdo no dominio da arte, da poesia,
da ciéncia e da matematica. Seus pensamentos eram extremamente fecundos e “agitados” como
que abertos e prontos para um novo devir. O ato criador ndo se reduz ao ato de imaginar, mas
comeca por uma atitude de profunda admiracdo das coisas. Somos todos seres profundos com
capacidades imensas para imaginar e criar, intuir e descobrir, poetizar e produzir. A poética é
um caminho para a descoberta das forcas vivas da natureza. A poética € um caminho para

descobertas no campo cientifico e matematico.

3.1 Retomando os primeiros passos na elaboracdo de uma epistemologia da imaginacao e

da intuicdo no campo da matematica

O conhecimento matemaético socialmente produzido pela humanidade, coletiva e

historicamente, exige formas diferenciadas para apreendé-lo. Comumente se aceita que essa
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apreensao esta ligada as formas que privilegiam a racionalidade, a l6gica, as regras, o rigor. No
entanto, a apreensdo do “mundo”, em que o conhecimento matematico tem papel fundamental,
se vale de aspectos ligados a sensibilidade, a intuicdo e a imaginacgéo, cuja racionalidade escapa
de qualquer ldgica.

Nesse sentido, ¢ que entendemos que ha uma “matematica diurna” e uma “matematica
noturna” que, em complemento, permitem compreender a propria matematica. A diurna ¢
regida pela logica, pela analise, pelos algoritmos, pelas demonstracGes, enquanto que a noturna
é guiada pela imaginacdo, pela intuicdo e pela sintese.

A sintese (em oposicdo a analise) pode ser considerada como um dos métodos para
ascender ao conhecimento que vai do simples ao composto, dos elementos as suas combinacdes,
nos objetos cuja natureza se pretende explicar. A oposicao dos dois métodos foi expressa pela
primeira vez por Descartes. Leibniz assim a expressava: chega-se muitas vezes a belas verdades
por meio da sintese, indo do simples ao composto, mas quando é preciso encontrar 0 meio de
fazer aquilo que se propde, a sintese normalmente ndo basta, cabe & andlise dar-nos o fio
condutor, quando isso € possivel, porque ha casos em que a natureza do problema exige que se
proceda tateando, e nem é possivel cortar o caminho (ABBAGNANO, 2000).

No decorrer deste texto, aparecera em varios momentos a expressao “compreender a
matematica”, assim, ¢ importante salientar o sentido de compreensdo com um forte viés
estético. Para motivar a resposta a pergunta “o que significa compreender a matematica?”, faz-
se outro questionamento: o que significa compreender a poesia? Compreender a poesia ndo €
apenas entender o que ela diz literalmente, sua ordenacdo de palavras, sua racionalidade, sua
I6gica, mas € também captar o sentimento que ela traz, a sensibilidade que desperta no leitor.
Voltando a questdo sobre o que significa compreender a matematica, analogamente a poesia,
compreender a matematica ndo seria apenas entender sua racionalidade, seus encadeamentos
I6gicos, seus processos algoritmicos, a matematica pensada tradicionalmente, caracterizada
pela exatiddo e a certeza, mas, também apreender a sensibilidade que esta por tras dos conceitos
matematicos em estudo, ou melhor dizendo, ter a “experiéncia estética” desses conceitos. Nesse
entendimento de “compreensao” em matematica esta colocada a relag@o entre matematica e arte
(GUSMAO, 2013) que seréd relevante em toda discussdo. E, por que ndo dizer, entre a
matematica e outras ciéncias.

Poincaré (1995) compara o compreender a matematica a um jogo de xadrez. Para
compreender a partida, ndo basta saber as regras do movimento das pe¢as. Como ja vimos, isso
sO permite reconhecer que cada lance foi jogado em conformidade com aquelas regras, e essa

vantagem realmente teria pouco valor. Compreender, entdo, a partida € algo inteiramente
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diferente, é saber por que o jogador escolhe uma determinada sequéncia de passos ao invés de
outra. E perceber a razdo intima que faz dessa série de lances sucessivos uma espécie de um
todo organizado que permite sucesso (a vitoria) na partida. E para tal, necessitamos de certas
faculdades que nos facam ver o fim de longe, e essas faculdades s&o a intui¢éo e a imaginacéo.
Cada movimentacdo das pegas € resultado de uma sintese.

Outra expresséo recorrente que aparece no texto ¢ “interpretar a realidade”, mas o que
¢ a “realidade” da qual falamos? Quando falamos em realidade, podemos pensar numa espécie
de “realidade exterior” que pode ser organizada na forma de realidade social, fisica, bioldgica,
abstrata etc. Um primeiro passo na compreensdo dessa realidade é através da identificacdo de
certos fatos. Os fatos ndo sdo a mesma coisa que fragmentos da realidade, mas devem ser
entendidos como fatos cientificos que, para Poincaré (1946), sdo recortes da realidade
devidamente modificados, transformados ou simplificados e tém o carater de hipotese. A
realidade existe e para compreendé-la extrai-se uma parte pequena dela e realiza-se a
interpretacdo. Nesse sentido, entra em cena a imaginagéo e a intuicdo para o estabelecimento
dos fatos, que permitam compreender essa realidade.

Nesse sentido, interpretar a realidade pressupde fazer escolhas e a escolha é dada pela
intuicdo. Por exemplo, o processo de escolher o caminho mais adequado para resolver um
problema matematico escapa de qualquer l6gica, residindo ai um aspecto belo e estético da
matematica. O raciocinio matematico também é uma sequéncia de passos, a escolha de cada
passo € dada pela intuicdo. Uma demonstracdo que garante rigor e verdade a matematica nao é
puramente l6gica, é também movida pela intuicéo.

Diante das potencialidades que a imaginacdo e a intuicdo proporcionam para a
elaboracdo do conhecimento cientifico e matematico é que nos da condigdes para sustentar
nesta tese a necessidade de uma epistemologia da imaginagéo e da intuicdo, por meio de uma
sintese e dialética entre a razdo e os processos de imaginagdo e intuicdo, entre 0 pensar e 0
sentir. A imaginacao a sua maneira ¢ objetiva, possui uma certa racionalidade. “Para ir mais
longe, basta as vezes comecar ¢ sonhar” (BACHELARD, 2003, p. 29). “A imaginacao vai
longe; ela faz filosofia” (BACHELARD, 2003, p. 57), € 0 sentir é reintegrado ao pensar.

Entre a l6gica, a imaginacdo e a intuicdo ndo hd uma melhor escolha. Essas sdo formas
indispensaveis para 0 pensamento matematico e ideal para se fazer matematica. Em vez de
escolher uma ou outra, o ideal é cultiva-las em perfeita harmonia, mesmo sabendo quando uma
¢ a dominante, pois ¢ “pela logica que provamos e ¢ pela intui¢do que descobrimos”

(POINCARE, 1908), como ja foi dito.
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3.2 A sintese, principal instrumento da imaginacdo e da intuicdo na constituicdo do

conhecimento

Segundo Abbagnano (2000, p. 905), o termo sintese “além do significado comum de
unificacdo, organizacdo ou composi¢do, tem os seguintes significados especificos: 1) método
cognitivo oposto a andlise; 2) atividade intelectual”.

No primeiro significado, ou seja, a oposicdo a analise, “a sintese pode ser considerada
como o método que vai do simples ao composto, dos elementos as suas combinacdes, nos
objetos cuja natureza se pretende explicar” (ABBAGNANO, 2000, p. 905). No entanto, para
elaboracédo de conhecimento cientifico e matematico ““a analise e a sintese tém ambas um papel
legitimo” (POINCARE, 1995. p. 15).

Do ponto de vista de uma teoria do conhecimento cientifico, o processo de
desenvolvimento de conhecimento costuma ser imaginado como um continuo processo de
elaboracdo, ordenacéo e organizagdo de pensamento, permeado, em principio, pela imaginacéo
e intuicdo, mas uma imaginacgdo e intuicdo que esta guiada por uma certa racionalidade. As
teorias cientificas e matematicas emergem entdo como sintese de uma grande quantidade de
processos mentais que, baseados em suposicdes fundamentais (fatos) que se relacionam entre
si, sdo, entdo, demonstradas por meio da logica.

Assim, ao tratar de elaborar uma epistemologia da imaginacéo e da intuicdo no campo
da matematica, estamos, num certo sentido, atribuindo a essas capacidades uma certa
cientificidade, que nos permite compreender a realidade matematica. No entanto, a ciéncia ndo
é a realidade, ela esta constituida, mesmo no caso da matemaética, de conceitos, teorias que
possivelmente ndo capturam fielmente a realidade, mas a intuicdo € um nexo entre 0 mundo
dos conceitos € 0 mundo da percepgao sensivel. A “vinculagao do significado racional de um
conceito com significados atribuidos ao mundo real é feita através da intuicdo. Devemos
interpretar a estrutura racional e vincular nossa interpretagao a nossa forma de “ver” o mundo”
(GURGEL e PIETROCOLA, 2004).

Recursos da imaginacao sdo as simulagdes mentais. Simulagdes séo formas de exercitar
nossa capacidade de criar situacdes e verificar resultados. Sdo formas de criar hipoteses e séo
dindmicas, assim como € o conhecimento. Em se tratando de novas tecnologias, elas estdo
permitindo que construcédo de significados abstratos seja possivel.

Cifuentes (2010, p. 14) afirma que:
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a compreensdo da realidade na sua unidade exige, entdo, a movimentacdo das duas
capacidades essenciais do ser humano, ambas necessarias, como veremos, para
constituicdo do conhecimento e até da propria realidade, considerando esta em seus
aspectos tanto materiais quanto espirituais: a razdo e a emocdo, traduzidas no
pensamento e a racionalidade a primeira, e na intuicdo e a sensibilidade a segunda.
Ambas tém seu apice na matematica e na arte respectivamente.

As exigéncias contemporaneas pedem multiplos olhares para uma mesma realidade, um
mesmo fato, um mesmo objeto, um mesmo fendbmeno, para um mesmo problema, obrigando a
razdo a ser dialética. Assim, a razdo cientifica e a razdo poética devem tornar-se
complementares, em uma forma de sintese entre a epistemologia e a poética. Essa dialética nos
da argumentos para a elaboracdo da procurada epistemologia da imaginacdo e da intuicdo no
campo da matematica.

Para chegar a unidade, podemos “servir-nos da dialética, como de um estrondo que
desperte as ressonancias adormecidas” (BACHELARD, 1994, p. 160). E “impossivel escapar
a essa dialética: ter consciéncia de arder ¢ esfriar; sentir uma intensidade é diminui-la. E preciso
ser intensidade sem sabé-lo. Essa ¢ a triste lei do homem ativo” (BACHELARD, 1994, p. 163).
Tal ambiguidade, aparente, dolorosa e inaceitavel por muitos €, a0 mesmo tempo, poetizante e
fonte de conhecimento. Favorecer e estimular a dialética da ao espirito sua verdadeira liberdade

e sua verdadeira funcéo, no processo criador.

3.3 A analogia na imaginacédo e na intui¢cdo como forma de raciocinio

Segundo Abbagnano (2000, p. 55), o termo analogia “tem dois significados
fundamentais: 1°) o sentido proprio e restrito, extraido do uso matematico (equivalente a
proporcao) de igualdade de relagdes; 2°) o sentido de extensdo provavel do conhecimento
mediante o uso de semelhancas genéricas que se podem aduzir entre situagdes diversas”.

O uso de analogias é fundamental para o ato criativo e para as descobertas. Elas
possibilitam ilustrar, visualizar, explorar relagbes e, assim, permitir a construcdo de
conhecimentos. A analogia estabelece uma comparacdo entre um elemento considerado
familiar com outro, a principio, desconhecido. Na matematica, sao comparagdes entre “coisas”,
sejam entes matematicos, ideias, defini¢des, proposicdes, conceitos ou teorias. A analogia tem
intencdo de esclarecer, interagir, estruturar, ampliar e avaliar o desconhecido a partir de algo
que se conhece. Essa comparacdo permite descobrir, por exemplo, coisas novas em matematica.
Permite ainda o desenvolvimento do pensamento matematico abstrato e a generaliza¢do. E uma

forma de descoberta por intuicdo e uma forma de construcéo através da imaginagéo.
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A analogia, como um instrumento de demonstragdo, é considerada superficial, porém
seu papel é imenso como instrumento de descoberta, pois orienta 0 pesquisador para a questao
de saber precisamente quais séo, na analogia observada, os elementos que sdo semelhantes e as
partes que ndo sdo. Estabelecer comparacgdes é préoprio da engenharia da descoberta, e 0 objeto
descoberto € um resultado de uma forma de intuicdo de primeira importancia, a intuicdo
analdgica. A exploracdo por analogia conduz para certa harmonia, sendo, portanto, um
elemento essencial para a beleza da matematica (LE LIONNAIS, 1948).

Segundo Paty (2001, p. 175),

Poincaré denomina ‘“analogias matematicas” as que exprimem as relagdes
“verdadeiras”, as relagdes de estrutura, na profundidade dos fatos mateméticos ou
fisicos; elas justificam e permitem a passagem, por uma extensdo criadora, do
particular ao geral. No que diz respeito a fisica, a extensdo dos principios permite
atingir plenamente a fisica tedrica e matematica. Todo o oficio do matematico ou do
fisico consiste em saber descobrir “as analogias verdadeiras, profundas, que os olhos
ndo veem e que a razdo adivinha”, gragas ao “espirito matematico, que desdenha da
matéria para se ater apenas a forma pura”. A analogia neste sentido é inseparavel do
movimento do pensamento que escapa a simples comparacéo e a indugéo empirista,
para “inventar livremente”.

As relacdes de similaridade estabelecidas pela analogia precisam ser portadoras de
significados, pois ater-se a relacoes de semelhanca superficial entre os fatos ndo produziria nada
sendo banalidade e repeticdo, sem que se encontrasse 0 acesso as relacdes significativas. As
similitudes, portadoras de significados, como sdo, por exemplo, as “analogias matematicas”,
defendidas por Poincaré, transcendem as diferencas materiais. Quanto mais distantes forem os
fatos cuja relacdo se verifica fecunda, mais essencial serd a propriedade que eles revelam — o
que também corresponde a um carater estético. A fecundidade da relacdo entre os fatos,
matematicos ou fisicos, € marcada pelo fato de eles fazerem aparecer uma ordem entre 0s
elementos que antes pareciam ndo relacionados, ou abandonados ao acaso, e por conduzirem
ao conhecimento de uma lei. A formacéo de tais combinacdes fecundas advém do processo de
“invengdo matematica”; ¢ atingir aquilo que Poincaré com frequéncia remete a “harmonia”,
referindo-se a “beleza intelectual” e a “eclegancia matematica” (PATY, 2001).

Para Poincaré, segundo Paty (2001), a harmonia corresponde a instantaneidade da
evidéncia para o espirito, que é atingida, no final das contas, por meio da inteligibilidade.
Poincaré citado por Paty (2001) coloca que quanto mais vermos esse conjunto claramente e de
um s6 golpe, melhor perceberemos suas analogias com outros objetos vizinhos, e em
consequéncia, teremos mais chances de descobrir as generalizagdes possiveis. E um raciocinio

“meio intuitivo” permite ver simultaneamente, em razao de sua brevidade, suas diversas partes,



96

“de modo que se percebe imediatamente aquilo que deve ser modificado para que se adapte a
todos os problemas de natureza semelhante que possam vir a se apresentar”.

No processo constitutivo do conhecimento, “Poincaré insiste sobre o fato que no ensino
e na aprendizagem da matematica é necessario recorrer a intuigao e ao raciocinio por analogia”
(HEINZMANN, 2013, p. 116). As reflexdes filosoficas de Poincaré sobre a l6gica dizem
respeito a relacdo entre psicologia, intuicdo e estética. E essas capacidades sdo, também,
indispensaveis para criar fatos novos em matematica, afirma Heinzmann (2013).

Um raciocinio por analogia procura descobrir, no fenébmeno novo ou desconhecido, uma
interpretacdo evidente no sentido de uma reducdo a propriedades sensiveis ou abstratas ja
conhecidas. A analogia pode fundar-se sobre uma grande complexidade conceitual, e ela ndo
exige a simplicidade que se atribui a evidéncia intuitiva (HEINZMANN, 2013).

O processo de descoberta envolve dominios vizinhos, ou seja, faz-se, geralmente, por
analogias para chegar as descobertas. O processo de pesquisa e descoberta por analogia ndo
consiste apenas em traduzir de um campo a outro para obter o semelhante, mas em adaptar
propriedades diferentes que, muitas vezes, é preciso separar, fragmentar, dissecar, “estripar”,
acrescentar, articular, aniquilar e, para essa adaptacdo, é preciso, em muitos casos, de
manipulagdes “violentas”, pois é fundamental adaptar o que é intraduzivel. Todo esse processo
torna a matemética muito fecunda.

Nos processos de descoberta em que a intuig@o atua “procura-se alcangar um novo modo
de ser essencial dos fenbmenos, através de estruturas [ja existentes] que se configuram dentro
da materialidade especifica desse fendmeno” (OSTROWER, 2010, p. 69).

Segundo Poincaré (2008, p. 225),

diz-se com frequéncia que é preciso experimentar sem ideias preconcebidas, isso ndo
é possivel; ndo apenas equivaleria a tornar estéril qualquer experimento, como
veriamos que se trata de uma impossibilidade. Cada um traz em si concepg¢do do
mundo, da qual nfo pode desfazer-se com tanta facilidade. E preciso, por exemplo,
servir-nos da linguagem; nossa linguagem é repleta de ideias pré-concebidas.

Nesse trecho, percebe-se uma atitude pré-bachelardiana de Poincaré, pois ha uma
interpretacdo do mundo a partir de um rol de teorias pré-concebidas. 1sso nos da mais um
argumento para colocar em dialogo as ideias de Poincaré e Bachelard em relagcdo & nossa

elaboragdo de uma epistemologia da imaginagao e da intuicéo.

3.4 A racionalidade da imaginacéo e da intuigcdo
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Admitindo a existéncia do momento de invencéo, de criacdo e de descoberta no processo
de producédo de conhecimentos cientificos e matematicos, tais processos eram e sao até hoje
considerados como algo que escapa ao racional, pertencendo ao irracional e, portanto, pouco
valorizado nesses processos. Nao estamos aqui, também, supervalorizando o poder da
imaginagdo e da intuicdo, em detrimento da logica, mas estamos defendendo que essas
faculdades desempenham papel importante no acesso ao conhecimento, pois também possuem
uma certa racionalidade, sendo um de seus recursos a sintese que nao faz parte da logica.

A imaginacéo e a intuicdo sdo capacidades da mente que permitem associar, sugerir e
movimentar ideias, fazer escolhas, realizar inferéncias, construir argumentos, sendo, portanto,
uma forma de raciocinio, uma forma de razdo. Os raciocinios provindos da imaginacgdo e da
intuicdo ndo sdo absolutos, ndo sdo puramente analiticos, mas apresentam variados graus de
racionalidade e, portanto, podem complementar os raciocinios 16gicos. A imaginacdo e a
intuicdo séo atos da nossa mente, ou seja, sdo formas de pensar e, portanto, carregam uma certa
racionalidade. A imaginacéo e a intuicdo ndo tém pretensdes de analisar, verificar ou explicar,
mas apresentam, em sua esséncia, um dinamismo organizador que permite apreender o real e
ordena-lo de forma a fazé-lo inteligivel ao pensamento.

Tanto a imaginacdo que, segundo nossas hipdteses de trabalho, é a que permite criar
coisas novas ainda ndo existentes, como a intuicdo que permite descobrir coisas ja existentes
ndo nos sao dadas aleatoriamente, arbitrariamente, mas por um processo de trabalho mental, de
pensamento racional, de estabelecimento anterior de relacdes de similaridade. Newton,
questionado sobre a descoberta da atragdo universal, responde: “pensando nisso
constantemente” (HADAMARD, 2009, p. 62). Ha, entdo, uma racionalidade anterior a
racionalidade da razdo.

Nesse sentindo, temos em Bachelard (1928, p. 163), que “a teoria matematica parece-
nos inventiva em sua esséncia. [...] A invengdo é um método. [...] Assim, ao lado da invengéo
real, ha uma espécie de invengao logica que tem uma forca de convicgao particular”.

Mas essa invengdo ndo e arbitréria, tem uma certa objetividade e racionalidade,

conforme salienta Bachelard:

E necesséario indicar ao leitor como ele pode reviver a intuigdo criativa, como, ao se
apoiar na harmonia das ideias, ele descobrira a harmonia das coisas. E nesta condig&o
que o0s processos de invencdo entrardo no caminho da objetividade. O
desenvolvimento cientifico ndo é um desenvolvimento meramente histérico, uma
forga Unica a percorrer, e pode-se dizer que a ordem dos pensamentos fecundos € uma
ordem natural (BACHELARD, 1928, p. 163, traducdo nossa).
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O problema da racionalidade da imaginacdo e da intuicdo € muito complexo e aqui

trabalharemos com a estruturacdo que fizemos.
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CAPITULO 4

POINCARE E BACHELARD: DIALOGOS PARA UM MARCO NA ELABORACAO
DE UMA EPISTEMOLOGIA DA IMAGINACAO E DA INTUICAO

Para problematizar o papel da imaginacdo e da intuicdo na ciéncia e na matematica,
podemos nos pautar nas epistemologias de Poincaré e de Bachelard colocadas em dialogo, tendo
como um horizonte as ideias de Herbert Read, mencionadas na introducao, sobre o que ele
chama de “método estético” (READ, 1986), no contexto da educagéo pela arte, em que valoriza
a espontaneidade, a liberdade, a imaginacdo, a intuicdo, a criatividade, a sensibilidade no
processo de construcdo de conhecimentos. Subsidiando-nos com isso, buscamos colocar nas
suas bases a questdo da elaboracdo de uma “epistemologia da imaginacéo e da intuigdo” que

favoreca a compreensédo da propria matematica com implicacdes na educacdo matematica.

4.1 O pensamento de Henri Poincaré sobre o “fazer matematico” e a “filosofia

matematica” em interlocucio com as ciéncias

Poincaré, matematico, gedmetra e fisico francés foi considerado um grande mestre e um
grande professor. Seu trabalho tedrico (pois ele ndo foi um cientista experimental), contribuiu
com a filosofia da ciéncia, sendo um grande divulgador cientifico de assuntos avancados,
contribuiu também com o desenvolvimento do pensamento qualitativo da matematica, elaborou
numerosas reflexdes sobre temas fundamentais como 0 espaco, 0 tempo, a ciéncia e a natureza
do conhecimento fisico e matematico. Foi considerado ndo somente um matematico universal,
mas um fil6sofo profundo que intervinha nos debates filos6ficos com discussdes a respeito dos
recentes desenvolvimentos da ciéncia de sua época. Um ponto forte no seu trabalho foi discutir
0 papel da hipdtese e da intuicdo nas ciéncias (BOTTAZZINI, 2012).

Brunschvicg (1945, p. 600, traducdo nossa), de certa forma se une ao pensamento de

Poincaré, afirmando que a verdade da ciéncia, entdo,

ndo implica mais a suposi¢cdo de uma realidade transcendental; esta ligada aos
procedimentos de verificagio que sdo imanentes ao desenvolvimento da matematica.
E esta verificagio que acreditamos poder descobrir a raiz das nogdes constitutivas do
saber. E a encontramos nos momentos decisivos em que o espirito humano se abre a
um novo horizonte [...] A filosofia matematica terminou sua tarefa, em condicdes de
seguir a ordem natural da historia, tomando consciéncia de duas carateristicas, cuja
ligacdo é a marca especifica da inteligéncia: capacidade indefinida de progresso,
inquietude perpétua de verificacao.
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Discutir a “filosofia matematica” de Poincaré (ndo a filosofia da matematica) consiste
em observéa-la sob dois angulos, que de forma alguma estdo equidistantes, mas estabelecem
dialogos entre si. Por um lado, temos o fazer matematico no campo da aritmética e da geometria
que proporcionam, cada um, o modelo de descobrimento fecundo e de demonstragcdo que 0
matematico deve seguir para estabelecer e elaborar uma teoria e, por outro lado, a seguranca
que caracteriza o raciocinio matematico devido a universalidade dos principios aos quais esses
raciocinios estdo ligados. A filosofia matematica de Poincaré ndo é um olhar da filosofia sobre
a matematica, mas é uma filosofia permeada de pensamento matematico. “A matematica ¢ a
arte de dar o mesmo nome a coisas diferentes” (POINCARE, 1946, p. 29).

Quem nos ensinou a conhecer as verdadeiras e profundas analogias, aquelas que 0s
olhos ndo veem, e que a razdo adivinha? O espirito, que desdenha a matéria, para so
se ater a forma pura. Foi ele quem nos ensinou a chamar pelo mesmo nome seres que
s6 diferem pela matéria (POINCARE, 1995, p. 92).

Poincaré iniciou-se na investigacao cientifica com o estudo das equacdes diferenciais e
estabeleceu uma rede de interacGes entre saberes com ramificacGes da propria matematica e
dominios cientificos diversos, sendo entdo considerado um universalista. Como resultado de
suas investigacOes pode transpor as barreiras nos campos das equacdes diferenciais, a teoria de
grupos, as geometrias ndo-euclidianas e a topologia. Essa rede de ligaces nao se restringiu a
matematica, chegando ao campo da fisica e com o apoio da filosofia.

O principio de recorréncia e a no¢do de grupo traduzem a poténcia do espirito na
aritmética e na geometria respectivamente, no sentido de uma virtude criadora, e eles sdo, para
Poincaré, com tracos de inspiracdo kantiana, da ordem do sintético a priori.

Poincaré “propds em seus estudos sobre a filosofia da ciéncia, uma teoria da matematica
sensivel a Kant” (AMOROSO COSTA, 1971, p. 92). Isso quer dizer que muitas ideias de
Poincaré tém raizes nas proposigdes kantianas. A influéncia de Kant na matematica,
particularmente na geometria, foi muito forte. Ele acreditava e defendia severamente a
geometria euclidiana como a geometria “natural” e esse fato gerou um certo rechaco a
emergéncia das geometrias ndo-euclidianas no século XIX. A posi¢céo de Kant foi tdo forte que
se constituiu, a nosso modo de ver, como um obstaculo epistemoldgico as novas geometrias.

Poincaré “aceita a existéncia de juizos sintéticos a priori e para mostrar que eles
constituem o fundamento do método axiomatico, procura 0 dominio em que a ciéncia conserva

a sua pureza maxima, isto €, a aritmética dos niameros inteiros” (AMOROSO COSTA, 1971, p.
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94). No campo da matemaética, a aritmética é a ciéncia mais pura. Na axiomatica de Peano, da
aritmética ha pelo menos um juizo sintético a priori que é o principio que chamamos de
recorréncia ou inducdo finita ou completa, principio esse fundamental no processo do “fazer
matematico”. Poincaré considera o principio de indugdo matematica como um ingrediente
essencial para que a matematica se torne fecunda, sem, no entanto, perder o seu rigor, isto &,
incorpora esse principio, apesar de ser sintético, como parte da légica da aritmética.

O valor epistemoldgico na producdo cientifica de Poincaré permitiu que elaborasse
novas ideias, teorias e relacbes, dentre as quais destacam as relacbes das geometrias nao-
euclidianas com outras areas da matematica.

A geometria elaborada por Jonas Bolyai (1802-1860) e Nicolai Lobachevski (1792-
1856) desencadeara o surgimento de outros estudos nesse campo. Bernhard Riemann (1826-
1866) e Hermann von Helmholtz (1821-1894) foram os primeiros a utilizar essa geometria e
foram as contribuicbes de Félix Klein (1849-1925) e de Sophus Lie (1842-1899) que
permitiram avangar e colocar em evidéncia a importancia da nogéo de grupo, estabelecendo os
fundamentos dessa teoria. Foi essa nocao, a de grupo, que permitiu a Poincareé fazer associacdes
entre as funcgdes fuchsianas, um ramo classico da anélise, e a geometria ndo-euclidiana, um
campo relativamente novo no mundo da ciéncia.

Adotando o ponto de vista de Klein, Poincaré defendia que a geometria ndo é mais que
0 estudo dos grupos, alias, dos grupos de transformacBes geométricas. O impacto da nocao de
grupo e as suas implicacdes tanto na matematica como nas ciéncias da natureza, levou a origem
da algebra abstrata. A partir do encontro com as novas geometrias, Poincaré foi tecendo
naturalmente uma epistemologia matematica, sendo chamado de ‘convencionalista’. Em seus
trabalhos buscava caracterizar a natureza comum da matemaética e da fisica que considerava
intimamente relacionadas.

Com relagdo ao espaco, Poincareé, a partir de seus trabalhos, afirmava que ndo existe
espaco na natureza, ndo ¢ um objeto natural, ndo podendo, portanto, ser ‘“visto” ou
“descoberto”, sendo necessario, entdo, deduzi-lo, a partir de uma estrutura, a qual é criada pela
nog¢ao de grupo. Se o espaco ndo pode ser “visto” ou “descoberto” na natureza, compreende-Se,
entdo, que € uma criagdo do espirito humano, sendo, portanto, imposta ao mundo pela ciéncia.

Poincaré realizou trabalhos sobre a topologia e as geometrias ndo-euclidianas, levando-
o0 a elaborar e discutir muitos problemas de ordem epistemoldgica relativos a natureza do espaco
e as relagdes entre a geometria e a fisica. Uma de suas concepgdes acerca do espaco refere-se
anegar o suposto espaco absoluto da mecénica newtoniana e postular a existéncia de um espago

relativo. O espaco relativo significa que somente podemos falar sobre posicdes e movimentos
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em relagdo a outros objetos. A nogdo de grupo, especialmente dos grupos de transformacées
geométricas, é, entdo, para Poincaré fundamental na compreensdo do espaco, das geometrias e
da natureza.

O “fazer matematico”, na visdo de Poincaré, pressupde métodos, estratégias, hipoteses,
observacdes, representacdes, teorias, praticas, demonstragdes etc. Poincaré, entdo, fez uma
andlise epistemoldgica do modo de fazer matematica para discutir alguns processos que para
ele séo essenciais nesse fazer.

Na virada do século XIX, Poincaré (1988) defende o papel central desempenhado pela
intuicdo na matematica: 0 mestre universalista combate os “logicistas” e o programa de
axiomatizacdo dessa ciéncia dos “formalistas”. A busca do rigor, apesar dos avancos dos
estudos matematicos, se encontra cada vez mais distante, esse fato é percebido pelos proprios
matematicos. A intuicdo do namero puro, através do principio de recorréncia, descortina um
novo realismo na matematica.

O apelo a intuicdo e o papel decisivo atribuido ao principio da inducdo completa
(raciocinio por recorréncia) caracterizavam o “intuicionismo” de Poincaré, opondo-0 nao
somente a Hilbert, mas igualmente aos partidarios da nova logica, os logicistas. Poincaré, em
suas conferéncias e em producdes de natureza filosofica, desenvolveu as ideias de um
matematico fortemente envolvido com a pesquisa heuristica. Para ele, para obter um resultado
importante, ndo basta colocar em movimento uma quantidade enorme de célculos ou possuir
uma maquina de colocar as coisas em ordem, ndo € somente a ordem, mas a ordem inesperada,
iluminada pela intuicdo, que vale alguma coisa. A maquina pode mordiscar o fato bruto, a alma
do fato Ihe escapara sempre (POINCARE, 1988).

A matematica encontra-se proxima da filosofia e da fisica. Nds sempre vimos, afirma
Poincaré (1988), e ainda tornaremos a ver os matematicos marcharem em duas dire¢des opostas,
é certamente Util que a ciéncia matematica volte-se sobre si mesma, porque € interessante
refletir acerca do espirito humano que a criou. As especulacdes sobre os fundamentos, o estudo
dos postulados e das geometrias insélitas sdo, certamente, Uteis. Para Poincaré (1988), no
entanto, ndo ha nenhuma duvida de que é para o lado oposto, para o lado da natureza, que se
deve dirigir a maior parte de nosso esforco. Essa direcdo é diferente daquela defendida pelos
logicistas representados por Russell e formalistas por Hilbert.

Para a compreensdo da natureza, através da elaboracdo de teorias e da propria
matematica por meio da composic¢ao dos sistemas axiomaticos, é necessario, segundo Poincaré,
a introducdo de hipdteses, pois as verdades ndo sdo tao evidentes como parecem ser, nem para

0 matematico e nem para o cientista. Em geral, faz-se uma imagem da matematica que, na
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realidade, ndo se concretiza na pratica. Em cada construcao, conjectura, teoria ou demonstracao,
ndo h& verdades evidentes, mas vém acompanhadas de suposic¢des e hipoteses. A hipotese ndo
¢ sO necessaria, “mas que, quase sempre ¢é legitima” (POINCARE, 1988, p. 15) nesse processo.
Tais hipdteses levam a admissdo de defini¢cbes ou convengdes que, segundo Poincare, sdo, em
muitos casos, “hipoteses disfar¢adas” (POINCARE, 1988, p. 16).

Essas convencdes sdo obra da livre atividade de nosso espirito, que, nesse dominio,
nao reconhece obstaculos. Ai, nosso espirito pode afirmar por que decreta; [...] esses
decretos se impdem & nossa ciéncia, que, sem eles, seria impossivel; néo se impdem
a natureza. Porém, esses decretos sdo arbitrarios? N&o, se assim fossem, seriam
estéreis (POINCARE, 1988, p. 16).

Para ilustrar a necessidade de criar hipdteses no préprio campo da matematica com a
finalidade de estabelecer uma certa area do conhecimento matematico, podemos mencionar o
caso do “mundo do infinito matematico”. O conceito de ‘infinito’ sempre foi uma preocupagao
para a matematica e a filosofia, em particular, Aristoteles ja distinguia teoricamente o infinito
chamado ‘em poténcia’ do infinito chamado ‘em ato’, sendo que esse Gltimo nao foi aceito pela
matematica até o século XIX. A passagem do finito para o infinito ndo é, de forma alguma,
natural e requer certas rupturas conceituais para poder introduzir hipdteses (convencoes,
decretos) adequadas que Ihe deem sustentacdo. Notoriamente, os matematicos do século XIX,
especialmente Cantor e Dedekind, assumiram como hipétese a seguinte concepg¢ao de ‘conjunto
infinito’: um conjunto ¢ infinito se ¢ equipotente a um subconjunto préprio, fato considerado
paradoxal desde a época de Galileu, quem primeiro observou uma correspondéncia biunivoca
entre 0S ndmeros naturais e 0s nimeros pares. Essa hiptese € o ponto de partida para
desenvolver a teoria de conjuntos infinitos por Cantor, e deve ser considerada uma verdadeira
hipotese criada pela imaginacéo.

A hipoOtese sobre a natureza dos conjuntos infinitos, na matematica, é analoga, no caso
das ciéncias naturais, a hipotese atdmica. Ela ndo é considerada verdadeira porque reflete um
segmento da realidade, mas pelas suas “boas” consequéncias no desenvolvimento da ciéncia.

O objeto do conhecimento cientifico “ndo ¢ o mundo natural, mas um mundo de relagdes
matematicas, de hipoteses verificadas, de teorias ‘retificadas’; a consciéncia racional — liberta
da fascinacdo das imagens primeiras — cujo eixo € a invengdo, criacdo de um cosmos sobre 0
imaginario e sobre o sensivel” (MARCONDES CESAR, 2015, p. 45).

Colocado dessa forma, o raciocinio matematico ndo tem um carater exclusivamente

dedutivo e logico. As hipoteses e as ideias das quais fazem uso os cientistas e 0s matematicos
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apresentam-se livremente ao pensamento e € essa liberdade que lhes permite criar coisas novas.
Alids, para Cantor, “a esséncia da matematica reside na sua liberdade”.

O papel das hipdteses para Poincaré (1988, p. 15) tem uma funcdo fundamental na
ciéncia, especialmente daquelas encontradas na matematica e nas ciéncias que estdo a ela

relacionadas. Ele afirma que

para um observador superficial, a verdade cientifica esta fora do alcance da ddvida; a
I6gica da ciéncia é infalivel, e se os sabios se enganam algumas vezes é somente por
ndo haver aplicado corretamente as regras. [As verdades cientificas e matemaéticas]
[...] tolhem, por assim dizer, o Criador e s6 lhe permite escolher algumas solugdes
relativamente pouco numerosas. Entdo, algumas experiéncias serdo suficientes para
nos fazer saber que escolha foi feita. De cada experiéncia, uma quantidade de
consequéncias poderao ser retiradas por uma série de deducdes matematicas, e é assim
que cada uma delas nos fara conhecer um pedacinho do universo.

A escolha das hipdteses ou dos axiomas nos sistemas, ditos “axiomaticos”, requer o
concurso da intuicdo e/ou da imaginacdo. No caso da axiomatica de Euclides, 0s axiomas sdo
escolhidos apelando a intuicdo geométrica do espaco natural. Porém, no caso das geometrias
ndo-euclidianas, os axiomas séo criados apelando a imaginacdo, uma imaginacdo que sintetiza
e generaliza situacdes andlogas de geometrias conhecidas.

Finalizando, Poincaré demonstra nos seus trabalhos uma total centralidade na
investigacao cientifica, isto é, na atividade criativa do pensamento proprio das ciéncias e, nessa

interlocucdo, a matematica, a fisica e a filosofia estabelecem relacées intrinsecas.

4.2 O pensamento de Gaston Bachelard sobre a ciéncia e a matematica

Filésofo da ciéncia e epistemologo francés Bachelard licenciou-se em matematica em
1912 e filosofia em 1920 e doutorou-se em letras em 1927. Foi professor de fisica, quimica e
filosofia. A produgéo intelectual de Bachelard teve duas vertentes, como ja dito. De um lado, o
da epistemologia do universo cientifico, tratava-se mais precisamente de uma filosofia das
ciéncias ou uma filosofia da descoberta cientifica que buscava o conhecimento na objetividade
do pensamento 16gico, na razao, nesse contexto foi chamado de “homem diurno”. Do outro,
esta o “homem noturno”, o Bachelard do devaneio poético, que pautava seu conhecimento na
poética, na imaginacao e nos processos criativos (JAPIASSU, 1976).

Considerado um dos mais notaveis filésofos das ciéncias, sua epistemologia é marcada
pela descontinuidade e rupturas com um saber tradicional e definitivo, instaurando uma nova

maneira de conceber a historia das ciéncias. Essa epistemologia assume a historicidade
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constitutiva do conhecimento racional e se afirma como histéria da ciéncia sempre em constante
desenvolvimento (JAPIASSU, 1976).

Ao longo da evolucdo da ciéncia, percebe-se “que existe mais ruptura do que
continuidade”, dizia Bachelard (1996, p. 148) e, no decorrer de suas obras, fornece exemplos
sobre esse fato. A historia das ciéncias teve um grande desenvolvimento principalmente a partir
da primeira metade do século XX, quando incorporou as ideias filosoficas de Bachelard.

A filosofia de Bachelard afirma-se radicalmente contra a continuidade e contra o
imobilismo. Opondo-se radicalmente a todo pensamento fechado e dogmatico, Bachelard
tentou instaurar um novo tipo de racionalismo. Sua filosofia condena de forma veemente o
empirismo e as sinteses féceis, trata de uma filosofia cujo objetivo principal consiste em
instaurar uma nova vida, uma vida capaz de ultrapassar os valores vitais da racionalidade e do
imaginario. Seu horizonte espiritual foi formado pelo contato direto com os elementos naturais
mais simples, por exemplo: fogo, agua, rios, flores, terra (JAPIASSU, 1976).

Sua vida foi uma permanente fome insaciavel de conhecer e de sonhar, uma busca

constante do novo, uma permanente abertura as forcas da criacao.

Conhecer € descrever para re-conhecer. [...] Mas ha ciéncias em que as nocles se
entrelacam com tal forca que a descricdo pode ser restrita e bastam definigdes
sumarias, certo que se estd de encontrar no devido lugar, em ordem légica, no &mbito
do espirito, as diversas e sucessivas qualidades dos seres definidos (BACHELARD,
2004, p. 13).

Bachelard, na sua postura epistemoldgica, afirma que sé compreendemos o real na
medida em que o organizamos racionalmente, a razdo vai ao real e ndo parte dele, ou seja, vai
da teoria ao real, ¢ a teoria que cria esse real. “Em oposi¢ao as classicas formulagdes dos
empiristas e racionalistas, Bachelard prop6e uma nova interpretacdo do conhecimento
cientifico, na qual a criatividade do espirito esta associada a experiéncia, numa dialética movida
por uma constante retificacdo dos conceitos” (JAPIASSU, 1976, p. 30).

Para Bachelard (2004, p. 16-17),

a ciéncia costuma postular uma realidade. A nosso ver, essa realidade, cujo
conhecimento ndo pode ser esgotado, suscita uma pesquisa sem fim. A esséncia da
realidade reside na resisténcia ao conhecimento. Vamos, pois, adotar como postulado
da epistemologia o carater sempre inacabado do conhecimento.

Nesse sentindo, a ciéncia ndo descobre uma realidade, ela a postula, sendo, portanto, um
conhecimento dindmico. Esse movimento em que a teoria cria o real pode ser entendido como

um ato legitimo de criatividade.
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Nessa postura de Bachelard, pode-se perceber um breve reflexo da atitude de Poincaré
ao introduzir as hipoteses na estruturacao da ciéncia. Essas hipdteses ndo revelam uma realidade
factual, mas criam os “fatos cientificos” em que a ciéncia se baseia.

O Bachelard (1996, p. 9) diurno afirma que a razao cientifica “multiplica suas objeg¢des,
dissocia e religa as nogOes fundamentais, prop0e as abstragdes mais audaciosas”. Ainda,
“quando se trata de experiéncias sugeridas ou construidas pela razao, a ordem ¢ uma verdade,
¢ a desordem, um erro” (BACHELARD, 1996, p. 8). Complementando Bachelard, diriamos
que a experiéncia promovida pela intuicdo deve nos conduzir a um “cosmos” (ordem)
descoberto, enquanto que a experiéncia promovida pela imaginagdo deve nos conduzir a um
“cosmos” criado.

Com as revolucdes vividas pela ciéncia contemporanea nos seus fundamentos,
Bachelard contesta a ideia de que a ciéncia progride de forma continua a partir de uma razéo
autdbnoma e imutével. A ciéncia se insere em um processo constante de historicidade, uma
ciénciaem acdo. O “conhecimento s6 pode ser um ato” (BACHELARD, 2004, p. 42). A ciéncia
em acdo pressupde um processo de construcdo, criacdo, producdo e retificacdo, na qual o
espirito chega a verdade. A “retificagdo ¢ uma realidade, ou melhor, ¢ a verdadeira realidade
epistemoldgica em sua dindmica profunda. N&o se explica 0 pensamento por meio de uma
listagem de suas aquisigoes: uma forga o percorre, ¢ é ela que devemos conhecer”
(BACHELARD, 2004, p. 300).

A racionalidade cientifica é instituida por uma analise eminentemente epistemoldgica.
Trata-se, mais precisamente, de uma filosofia da descoberta cientifica. A epistemologia de
Bachelard se interessa pela légica da criacdo cientifica, da verdade como polémica contra o
erro, como esforco para submeter as verdades aproximadas e 0s métodos que ela emprega a
uma retificacdo permanente. Aplica-se ndo mais a natureza e ao valor do conhecimento, a
ciéncia feita, realizada e verdadeira, mas as ciéncias em vias de se fazerem e em suas condic¢Ges
reais de crescimento. Ela ¢ “perturbada a todo o momento pelas objecbes da razéo, pondo
sempre em davida o direito particular a abstragdo, mas absolutamente segura de que a abstragéo
¢ um dever, o dever cientifico, a posse enfim purificada do pensamento do mundo!”
(BACHELARD, 1996, p. 13). De fato, 0s objetos abstratos de que trata a ciéncia e a matematica
sdo aqueles que constituem a nossa ontologia relacional, ontologia que a experiéncia
matematica nos da acesso através da intuicdo e da imaginacao.

Na sequéncia, Bachelard (1966) afirma que “¢ bem mais dificil do que parece separar a
razdo arquitetdnica e a razdo polémica, porque a critica racional da experiéncia forma um todo

com a organizacdo teorica da experiéncia: todas as objecOes da razdo sdo pretextos para
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experiéncias” (p. 14). E deve ser avaliada pela “perspectiva da razdo, e até¢ da perspectiva da
razdo evoluida, porque é s6 com as luzes atuais que podemos julgar com plenitude os erros do
passado espiritual” (p. 22).

Segundo Bachelard (apud Marcondes Cesar, 2015, p. 33), a cultura cientifica

cria um mundo, que constitui, para 0 homem, a realidade passivel de conhecimento:
“a ciéncia de hoje ¢ deliberadamente facticia, ela rompe com a natureza para constituir
uma técnica. Constroi uma realidade, tira a matéria, da uma finalidade a forgas
dispersas. Construcdo, purificacdo, concentracdo dindmica, eis o trabalho humano, eis
o trabalho cientifico. Do lado do espirito, mesmo trabalho de reconstrucéo, de longa
organizagao.

Brunschvicg, também citado por Marcondes Cesar (2015, p. 47), afirma que o
conhecimento “constitui um mundo que ¢, para nos, o mundo. Além disso, nao ha nada; uma
coisa que estivesse além do conhecimento seria, por defini¢do, o inacessivel, o indeterminavel,
isto ¢é, equivaleria, para nos, ao nada”. Assim, para a atividade cientifica é necessaria além da
assimilacdo das coisas em perfeita relacdo, também, a assimilacdo dos espiritos entre si.

Logo, toda cultura cientifica deve comecar por “uma catarse intelectual e afetiva. Resta,
entdo, a tarefa mais dificil: colocar a cultura cientifica em estado de mobilizagdo permanente,
substituir o saber fechado e estatico por um conhecimento aberto e dindmico, dialetizar todas
as varidveis experimentais, oferecer enfim a razao razdes para evoluir” (BACHELARD, 1996,
p. 24).

Na epistemologia de Bachelard é necessario que

se apreenda a dialética do pensamento cientifico, mostrando como se da a alternancia
do a priori e do a posteriori e afirmando a ligacao entre racionalismo e empirismo,
que constitui a propria esséncia da atividade cientifica (BULCAO, 2009, p. 29).

Ainda, segundo Bulcdo (2009, p. 29-30), uma das tarefas da nova filosofia das ciéncias

seré de considerar a reacdo dos conhecimentos cientificos sobre a estrutura espiritual,
procurando demonstrar que os conhecimentos novos contradizem os anteriores e que
0 espirito cientifico surge de erros retificados. Por outro lado, essa nova epistemologia
vai mostrar que ndo ha verdades primeiras ou principios gerais, mas sim verdades que
nascem de erros corrigidos e que vem provar a mobilidade constante do pensamento
cientifico.

O “erro ¢ uma fase da dialética que precisa ser transposta, ele suscita uma investigacao
mais precisa, ¢ o motor do conhecimento” (BACHELARD, 2004, p. 251). Bachelard nao
descarta o erro, mas o coloca em dialogo com a verdade.

No projeto filoséfico de Bachelard, uma de suas preocupacfes basicas € adequar a

filosofia as ciéncias contemporaneas e fazer com que a ciéncia tome consciéncia da filosofia
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que implicitamente encerra (JAPIASSU, 1976). Assim, para Bachelard, a ciéncia encerra sua
propria epistemologia.

Bachelard ressalta em suas obras o carater especifico das ciéncias contemporaneas,
afirmando que estamos vivendo a época do novo espirito cientifico, permeado de epistemologia.
As recentes descobertas da ciéncia nos mostram esse novo espirito, por exemplo, as geometrias
ndo-euclidianas, a mecénica ondulatéria, a teoria quéntica, a teoria da relatividade. O novo
espirito cientifico, postulado por Bachelard, trouxe também a natureza do imaginario poético.
“E entfio que entra em cena a filosofia dialética do “por que ndo0?”, que é a caracteristica do
novo espirito cientifico” (BACHELARD, 1978a, p. 21).

Bachelard (1978b) postula que a ciéncia contemporénea é uma ciéncia viva, constrdi-se
por meio de retificagdes constantes, por exemplo, a “Relatividade de Einstein deforma
conceitos primordiais que eram tidos como fixados para sempre. A partir dessa data, a razdo
multiplica suas objec0es, dissocia e religa as no¢des fundamentais, propde as abstracbes mais
audaciosas” (BACHELARD, 1996, p. 9). A ciéncia postula “métodos novos e que transforma
arelacdo sujeito-objeto, pois, em lugar de ser uma simples reproducao do real, € uma construcéo
objetiva da razdo” (BULCAO, 2009, p. 55). Para Bachelard, portanto, todo saber cientifico deve
ser frequentemente reconstruido, o que nos leva a concluir que a retificagdo tem o poder de
reformar o pensamento, sendo o principal motor da revolugdo cientifica. O “espirito cientifico
deve formar-se enquanto se reforma” (BACHELARD, 1996, p. 29).

O que é importante no conhecimento é justamente a relacdo sujeito-objeto, pois é no
encontro desses dois elementos que se da o ato de conhecer. E para que esse conhecimento seja
objetivo e cientifico, devemos afastar os obstaculos que nele interferem (BULCAO, 2009). De
“maneira mais precisa, detectar os obstaculos epistemoldgicos ¢ um passo para fundamentar os
rudimentos da psicanalise da razdo” (BACHELARD, 1996, p. 24).

Bachelard aplica a psicanalise dos quatro elementos (terra, fogo, ar, agua), a fim de
mostrar a impossibilidade de um conhecimento objetivo, ja que representam valores
inconscientes. No “estado de pureza alcangado por uma psicanalise do conhecimento objetivo,
a ciéncia € a estética da inteligéncia” (BACHELARD, 1996, p. 13).

René Magritte (1898 — 1967) é um intérprete de Bachelard. Na sua pintura (a seguir)
intitulada O grande encontro (1947) mostra-nos sua leitura da Caverna de Platdo, em que o
“mundo real” esta fora, e o mundo da nossa representacao, acessivel s6 pela imaginagdo, pode
ser conhecido, no interior da Caverna, atraves de diversos simbolos. Justamente, Magritte
escolhe quatro simbolos que representam 0s quatro elementos com que 0s gregos constituiam

sua concepcao de mundo, e com que Bachelard, ja no século XX, desenvolveu sua interpretacdo
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do mundo surreal, ou surracional, da imaginacdo poética. Os quatro elementos de Bachelard
séo representados por Magritte da seguinte maneira: a ave representa o ar; 0 Copo representa a

agua; a chave representa a terra; e o cachimbo representa o fogo.

O grande encontro (1947)
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Fonte: http://www.sothebys.com/content/dam/stb/lots/L07/L07007/L07007-41-Ir-1.jpg

Na obra (a seguir) intitulada O libertador (1947), Magritte representa a Caverna de
Platdo segundo a concepcéo de Bachelard, concepcao que considera o proprio ser humano como
uma Caverna de Platdo, que s6 pode “ver” a realidade através de uma preconcepcao dela
construida com os quatro elementos bachelardianos. Os quatro elementos gregos constituem a
base da metafisica de Bachelard, pois estruturam e proveem a génese das configuracdes da
imaginacdo poética, conceito fundamental da vertente noturna de sua filosofia. Eles permitem,
para Bachelard, a materializagdo “substancial” do imaginario poético, permitem trazer,
substancializado, para 0 mundo de Parménides, o que é volatil. Em suas préprias palavras, 0s
quatro elementos sdo os “hormdnios” que possibilitam as sinteses que concretizam o imaginario

para poder ser capturado pela razédo epistémica.

O libertador (1947)
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Fonte: https://uploads5.wikiart.org/images/rene-magritte/the-liberator-1947(1).jpg
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As vertentes “diurna” (epistémica) e “noturna” (poética) do pensamento bachelardiano,
estdo sintetizadas na seguinte frase de Magritte: “A inteligéncia da exactiddo ndo impede o
prazer da inexactidao” (MEURIS, 1993, p. 123).

Marcondes Cesar (2015, p. 20), citando Bachelard, afirma que “a ciéncia ¢
essencialmente um pdr em relacgdo, e estas relacbes sdo multiplas e sutis, cada vez mais sutis.
A verdadeira realidade ¢ a relagdo, o mundo ¢ uma hierarquia de relagdes”. A “relagdo reage
sobre a esséncia” (BACHELARD, 2004, p. 30), ponto de contato maravilhoso com a ontologia
relacional de Poincaré.

O objeto cientifico é hoje um artefato que resulta da construcdo, na qual se dialetizam
razdo e técnica. Fazer “ciéncia ndo ¢, apenas, contemplar o universo, mas sim construir, através
de pensamento criador e com auxilio da técnica, um mundo surreal, sempre novo” (BULCAO,
2009). Nessa surrealidade intervém a face poética de Bachelard, ja discutida anteriormente, na
qual a imaginagdo tem um papel preponderante.

O papel da matemaética na filosofia bachelardiana decorre, como ja dito, da sua formacao
em matematica, o que lhe deu competéncia para discutir e acompanhar o progresso das ciéncias
naturais, mais especificamente da fisica e da quimica, envolvendo estudos sobre a relatividade
e a mecanica quantica, por exemplo, em que a atuacdo da matematica tem um papel
fundamental. Além disso, seu desempenho como professor de ciéncias fisicas na faculdade de
Bar-sur-Aube permitiu-lhe fortalecer seu contato com a matemaética. A relacdo de Bachelard
com a matematica estd muito ligada a compreensdo do mundo fisico.

Com a matemadtica, a ciéncia passa a ser inventiva na exploracdo do real: “¢ pela
matematica que podemos verdadeiramente explorar o real, até o fundo de suas substancias e em
toda extensdo de sua diversidade. Na ciéncia contemporanea se desenha o panorama
matematico da matéria” (BACHELARD, 1932b, p. 231). Este esfor¢o criador que agora tem
um papel de uma realidade, diz certamente que a criacdo matematica é algo anterior a qualquer
constatacio no mundo (BACHELARD, 1946, p. 34). E um por evidéncia algo criado, retificado
e que ¢ apresentado como real. “Compreendera entdo que o mais real ¢ mais retificado e que
ndo existe conhecimento primitivo que seja conhecimento realista. A realidade maxima esta no
término do conhecimento e ndo na origem do conhecimento” (BACHELARD, 2010, p. 19).

E “o esfor¢o matematico que forma o eixo da descoberta, é a expressdo matematica que,
sozinha, permite pensar o fendmeno. [...] E um instrumento matematico que cria a ciéncia fisica
contemporanea como 0 microscopio cria a microbiologia. Ndo ha conhecimentos novos sem o
dominio deste instrumento matematico novo!” (BACHELARD, 1978b, p. 117).
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Bachelard é convicto que o real cientifico € um real criado a partir das proprias teorias
cientificas [e matematicas], ndo devendo nada ao real natural. Para ele, “nada ¢ evidente. Nada
¢ gratuito. Tudo é construido” (BACHELARD, 1996, p. 18). Em outras palavras, tudo, na

ciéncia e na matematica, pode ser introduzido através de hipoteses, como diria Poincaré.

4.3 A matemética e a fisica numa concepc¢io de matematica para a “epistemologia da

imaginacéo e da intuicdo”

Nesta secdo, insistiremos, ainda, em delinear uma concep¢ao de matematica idonea para
a epistemologia da imaginacdo e da intuicdo procurada. Nesse contexto, devemos ressaltar,
mais uma vez, que a imaginagdo ¢ a intui¢do sdo “mecanismos” que a experiéncia matematica
nos da para o acesso ao conhecimento dos objetos matematicos, portanto, hd um certo
“empirismo” nesse processo que deve ser incorporado a essa concep¢do de matematica.
Resumidamente, o empirismo que adotaremos para a matematica consiste em considerar a
possibilidade de fazermos observacbes e experimentacfes com 0s objetos matematicos
mediadas pela imaginacéo e a intui¢do enquanto forma de experiéncia matematica.

Objetivo final da ciéncia ¢ “a formagdo de um quadro ordenado e explicativo dos
fendmenos naturais — fenomenos do mundo fisico € do mundo humano, individual e social”
(CARACA, 2005, p, 101), o que permite a compreensdo do universo na medida em que hd o
“estabelecimento de relagdes entre nimeros, isto ¢, de leis matematicas [...]. Elas traduzem a
harmonia universal” (CARACA, 2005, p. 67). E a harmonia do universo S0 é possivel traduzida
por leis da matematica.

No processo de conhecer o universo e a realidade, “nao basta conhecer os fendomenos;

importa compreender os fendmenos, determinar as razGes da sua producdo, descortinar as
ligagdes de uns com outros” (CARACA, 2005, p. 62).

O aspecto fundamental que a realidade nos apresenta e aquele, portanto, ao qual se
deve prender a razdo ao procurar uma explicacdo racional do mundo, é o estarem
constantemente as coisas transformando-se umas nas outras [...]. Daqui resulta que é
impossivel, num dado instante, atingir a permanéncia, a estabilidade seja do que for;
tudo flui, tudo devém, a todo 0 momento, uma coisa nova. [...] Porque h4 um principio
universal de luta, de tenséo de contrarios, que a todo 0 momento rompe o equilibrio
para criar um equilibrio novo (CARACA, 2005, p. 65).

A compreensdo do universo consiste no estabelecimento de relagdes entre fatos e

fendmenos fisicos com as leis matematicas. O “estudo do fenomeno depende de uma atividade



112

puramente numenal; é a matematica que abre 0s novos caminhos para a experiéncia”
(BACHELARD, 1978b, p. 119).

Seria “necessario ter esquecido completamente a historia da ciéncia para nao nos
recordarmos que o desejo de conhecer a natureza teve, sobre o desenvolvimento da matematica,
a influéncia mais constante e mais feliz” (BRUTTER, 1998, p. 50). Ainda para Brutter (1998,
p. 19),

aqueles que ignoram a matematica dao por vezes provas de uma grande ingenuidade
a seu respeito. Consideram-na toda poderosa, capaz de criar de imediato um modelo
de fendmeno que ndo compreendem, de sugerir a experiéncia crucial que dara corpo
a uma intuicdo ainda mais obscura.

A matematica tem a virtude de exemplificar algumas situacGes, comportamentos, e
mostrar a sua universalidade. A sua utilizagdo permite compreender, ou mesmo justificar, a
presenca de numerosas estruturas morfologicas, de muitos fendmenos dos mundos fisico,
bioldgico, social etc.

Ela contribui para

revelar a importancia de conceitos facilmente acessiveis, tais como a estabilidade, a
singularidade, aliados do exemplo atento de situagbes fisicas. Sdo conceitos de
natureza dindmica, em relagdo direta com a maneira como se estruturam todos os
meios em evolugdo, quer sejam fisicos ou ndo (BRUTTER, 1998, p. 23).

A matemdtica ja ndo é, entdo, considerada como uma ferramenta de representacéo
explicita e de previsibilidade perfeita, mas, sobretudo uma ferramenta conceitual e contribui
para interpretar. Ela “passa a ser o instrumento universal de inteligibilidade. Esta é uma das
suas principais fun¢des” (BRUTTER, 1998, p. 23). Ela é considerada um instrumento que
favorece o estudo da natureza e, dessa forma, mantém lagos estritos com a fisica.

Por outro lado, a matematica também provém da fisica ou tem motivacfes fortes na
fisica, esse fato impBe um carater interdisciplinar entre esses dois campos. Porém, o fato de
dizer que provém da fisica, ndo quer dizer que a matematica provém da natureza, porque a
fisica, tal como se conhece, ja é uma teoria abstrata da natureza. E, a partir dessa abstracao, que
assentam-se 0s conceitos da fisica, que dizemos que a matematica provém da fisica. Por
exemplo, o conceito geométrico de reta provém da ideia fisica de raio luminoso, mas o raio
luminoso j& é uma conceitualizacdo da natureza, capturado de um fendmeno natural. Os
geOmetras, por exemplo, “servem-se de figuras visiveis, e fazem objeto de seus raciocinios,
mas o0 objeto verdadeiro, ndo sdo essas figuras, sdo outras realidades, as quais essas figuras se
parecem” (BRUNSCHVICG, 1945, p. 74-75, traducdo nossa).
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No estudo da natureza, “a matematica intervém em dois planos distintos: o primeiro é
puramente instrumental e técnico, o segundo mais sutil, situa-se ao nivel da génese da
compreensdo e dos pensamentos atraves da formacdo adquirida pela aprendizagem da
matematica” (BRUTTER, 1998, p. 46). A geometrizacdo dos “objetos e dos processos ¢ a
grande técnica que nos permitiu progredir no conhecimento da natureza. E através de uma
espécie de visdo espacial, de natureza fisica, embora apoiada num fundo racional, que
compreendemos os fendmenos, que ‘vemos’ propriedades” (BRUTTER, 1998, p. 20). Esta ¢
uma viséo bachelardiana da natureza.

Bachelard (1978a, p. 79), citando Korzybsky, coloca que

a matematica € uma linguagem de estrutura semelhante a estrutura dos organismos,
por outras palavras, € uma linguagem correta ndo s6 do ponto de vista neurolégico
mas também do ponto de vista bioldgico. Esta caracteristica das matematicas,
descoberta de uma forma absolutamente inesperada, torna possivel a fusdo da
geometria e da fisica.

Para Bachelard, a fisica encontrou na matematica

uma linguagem que se desliga com facilidade de sua base experimental e, por assim
dizer, pensa sozinha. Mas de fato somos obrigados, para compreender efetivamente
uma experiéncia fisica, a traduzir sob a forma de experiéncia pessoal as conclusdes
que a matematica sugere (BACHELARD, 2004, p. 14).

Assim, o papel da matematica na fisica contemporanea, segundo Bachelard (1996, p. 7-
8), “supera, pois, de modo singular, a simples descricdo geométrica. O matematismo ja nao ¢
descritivo e sim formador. A ciéncia da realidade ja ndo se contenta com o como
fenomenoldgico; ela procura o porqué matematico”.

A matematica, enquanto realizadora de experiéncias de pensamento, enquanto reflexdo
sobre 0 mundo fisico, “constitui o prolongamento natural e obrigatorio da fisica, na qual se
encontram os seus verdadeiros fundamentos; os seus desenvolvimentos permitem aprofundar o
conhecimento do mundo fisico, ver, ou mesmo prever, comportamentos e propriedades que
ainda tinham escapado a sagacidade dos investigadores” (BRUTTER, 1998, p. 18).

O problema da maneira como a natureza preenche o espa¢co pela matematica é
evidentemente dos mais apaixonantes, residindo ai o aspecto estético da relacdo entre a
matematica e a fisica. Se considerarmos um preenchimento regular do espaco, somos levados
a estudar a teoria dos poliedros, a dos grupos cristalogréaficos, e, de uma forma mais geral, a das
coberturas. Os cincos poliedros de Platdo, os trezes poliedros euclidianos semirregulares séo

conhecidos desde Arquimedes, porém, sO hoje, ou seja, vinte e um séculos depois da descoberta
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de Arquimedes, os quimicos utilizaram os seus trabalhos para estudar os furelenos, corpos
novos no nosso ambiente proximo (BRUTTER, 1998).

A matematica é hoje um instrumento indispensavel a fisica. Sem uma compreensao
basica dos problemas matematicos, ndo se pode mais acompanhar 0s eventos que estdo
realizando na pesquisa fisica moderna. Por exemplo, para estudar a ideia bésica da teoria da
relatividade, é preciso conhecer o alfabeto matemético. A fisica do nosso século esta
grandemente matematizada. O papel da fisica na matematica é guiar a generalizacdo de modo
a aumentar o rendimento da ciéncia. Toda generalizacdo supde, numa certa medida, a crenca
na unidade e na simplicidade da natureza (POINCARE, 1988).

Assim como a matematica é relevante para o desenvolvimento da fisica, também a fisica
é relevante para o desenvolvimento da matematica. Por exemplo, 0 conceito gaussiano de
distancia, base da geometria, € motivado pela interpretacdo de Helmholtz da definicéo fisica de
uma medida. Esse, dentre outros, € um ponto em que a geometria e a fisica se confundem. As
vezes também compartilnam os proprios objetos empiricos. A esse respeito, observou Poincaré
(apud FUCHS, 1970), entre os objetos que nos rodeiam existem alguns que sofrem
deslocamentos, de modo que podemos compensar seus movimentos por movimentos
correspondentes do nosso préprio corpo. Sdo os corpos sélidos. Se ndo houvesse solidos na
natureza, também n&o existiria a geometria.

Desse modo, “a fisica torna-se uma ciéncia geométrica, e a geometria, uma ciéncia
fisica” (BACHELARD, 1978b, p. 113). Nao s6 a geometria fisica, como também “qualquer
geometria [segundo Poincaré] esta relacionada a matéria e ndo pode ser imaginada sem sélidos”
(FUCHS, 1970, p. 241).

Assim, a matematica, na sua dinamicidade, incorpora qualidades fisicas que
encontramos no espago e no tempo, possui um carater de fisica abstrata. Ela encontra os
fundamentos das suas construgdes, a origem dos seus enunciados, dos seus teoremas mais
profundos ndo na matematica em si, mas no seio do mundo fisico. Ela deve entdo ser
considerada como a descri¢cdo de um universo fisico ideal, base do empirismo mencionado
anteriormente.

O caminho mais curto da geometria euclidiana, como teoria matematica, a geometria

fisica correspondente, foi indicado por Albert Einstein:

se a geometria euclidiana adicionarmos mais um teorema, ou seja, que a qualquer par
de pontos de um corpo praticamente rigido corresponde sempre a mesma distancia,
independentemente de quaisquer deslocamentos aplicados ao corpo, entdo o0s
teoremas da geometria euclidiana se tornam teoremas sobre as possiveis posices
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relativas de corpo praticamente rigidos. A geometria assim suplementada deve ser
tratada como um ramo da fisica (FUCHS, 1970, p. 242).

A geometrizacdo dos objetos e dos processos € o grande artificio que nos permitiu
progredir e avancar no conhecimento da natureza. Os objetos geométricos pertencem ao mundo
das ideias e, a0 mesmo tempo, tém sua origem no mundo fisico, representam abstracGes de
objetos materiais, € € por meio de uma espécie de visdo espacial, fruto de um processo
imaginativo e intuitivo de natureza fisica, embora apoiada num fundo racional, que
compreendemos os fendmenos, que “vemos” propriedades e objetos.

Sobre a geometria, Poincaré (1988, p. 17) questiona:

De onde vém os primeiros principios da Geometria? Eles nos sdo impostos pela
I6gica? Lobatchevsky nos mostrou que ndo, criando as geometrias ndo-euclidianas. O
espago nos € revelado por nossos sentidos? Também ndo, pois 0 que 0S NOSSOS
sentidos poderiam nos revelar difere, inteiramente, do espaco do gebmetra. A
geometria deriva da experiéncia? Uma discussao aprofundada nos mostrara que néo.
Entdo concluiremos que esses principios ndo passam de convengdes; mas essas
convengOes ndo sdo arbitrérias, e, transpostas para um outro mundo (que chamo o
mundo ndo-euclidiano e que procuro imaginar), seriamos levados a adotar outras
convengoes.

A “experiéncia” a que se refere Poincaré ¢ a experiéncia fisica dos fendmenos da
natureza. Porém, a apreensao do espaco do gedmetra é dada pela experiéncia matematica,
guiada pela intuicdo e/ou imaginacdo, e, portanto, tem também um carater empirico que ndo é
conduzido pelos sentidos. Logo, o acesso aos fendmenos geométricos ndo é dado totalmente
por convengoes.

Relacionando a fisica, Poincaré (1988, p. 17) afirma que:

em mecanica, seriamos levados a conclusdes analogas e veriamos que o0s principios
dessa ciéncia, ainda que mais diretamente apoiados sobre a experiéncia [experiéncia
empirica, fisica], participam, ainda, do carater convencional dos postulados
geométricos.

As relagdes entre a matematica e a fisica sdo muito fortes. Segundo Poincaré (1995, p.
90),

0 matematico ndo deve ser para o fisico um simples fornecedor de férmulas; é preciso
que haja entre eles uma colaboragdo mais intima. A fisica matematica e a analise pura
ndo sdo apenas poténcias limitrofes, que mantém relacdes de boa vizinhanca;
penetram-se mutuamente, e seu espirito é 0 mesmo.

Segundo Bachelard, a indugdo na ciéncia contemporanea, muito defendida também por

Poincaré, decorre do papel da matematica no seu desenvolvimento. “O poder de invencao da
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fisica decorre de sua matematizacdo. Enquanto a fisica experimental fornece o material e 0s
problemas, a fisica matematica cria possibilidades de novas realizagdes. E a fisica pensada
matematicamente que inventa o real” (BULCAO, 2009, p. 102). Para Bachelard (apud Bulco,
2009, p. 102), “o valor indutivo da teoria cientifica decorre de seu status matematico. O valor
indutivo da matematica reside na sua propria natureza, pois ela é ciéncia que permite a
generalizagdo e a complexificagdo das relagdes”.

Para Bachelard, a matematica forma a base de explicacdo fisica, e as condi¢des do
pensamento abstrato ndo podem ser separadas das condi¢Bes experimentais. As relacdes entre
o0 abstrato (formal) e o concreto (material) se expressam nas relacdes entre a matematica e a
fisica. A férmula matematica, embora pareca abstrata, possui uma forca de organizagdo que nos
impede de desprezar seu aspecto de concretude. “A matematica nao ¢ uma simples linguagem,
um simples meio de expressdo que apenas traduz a realidade fenomenal. A matemaética abre
caminhos a investigacOes racionalistas diversas e, atraves da criacdo de um corpo de conceitos,
organiza a experiéncia, [cria um “cosmos” para ser observado pela imaginagdo e/ou intui¢ao]”
(BULCAO, 2009, p. 104).

O caréter dialético, somado ao carater sintético, € outra caracteristica que Bachelard
atribui a matematica. O “desdobramento do pensamento geométrico, ocorrido com 0
surgimento das geometrias ndo euclidianas, traduz a dialética existente na matematica e destrai
a tese do convencionalismo matematico” (BULCAO, 2009, p. 105-106). Aqui ha uma
discordancia entre as concepcdes de matematica de Poincaré e Bachelard que deve ser
aprofundada, podendo ser colocada no contexto da concepc¢do empirica da matematica sugerida
anteriormente.

Essas caracteristicas possibilitam descobertas em matematica, permitem pensar e refletir
sobre as diversas multiplicidades que qualificam o fenbmeno. O instrumento matematico €,
portanto, imprescindivel para fazer progredir a ciéncia contemporanea. Portanto, nesse
movimento, a matematica torna-se realizante, e realizante na propria matematica.
Naturalmente, “é¢ no dominio matematico que esta funcdo realizante atua com o maximo de
delicadeza; é neste dominio que é mais dificil distingui-la, mas é também ai que seria mais
instrutivo apreendé-la” (BACHELARD, 1976b, p. 105-106).

Na verdade, “a matematica é realizante, ndo s6 porque é capaz de ampliar a ciéncia,
criando teorias novas, como também é realizante no sentido de construir fendbmenos e
possibilidades fenomenais que ndo poderiam ser constatados simplesmente na realidade”

(BULCAO, 2009, p. 113).
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Sao muitas as relagcBes que a matematica estabelece com a fisica, como ja citamos, e
essas relacOes sdo fundamentais para compreender e interpretar a realidade, seja ela social,
fisica, bioldgica, abstrata e compreender a propria matematica. Busca-se entdo um saber cada
vez mais integrado, distanciando-se de um saber fragmentado.

Contra esse saber fragmentado, defendemos a interdisciplinaridade entre a matematica
e a fisica e, devido a sua proximidade, a imaginacdo e a intuicdo atuam de forma similar em

ambos 0s campos.

4.4 Poincaré e Bachelard em dialogo sobre a relagdo ciéncia e realidade

Esta secdo busca trazer didlogos, aproximacgdes e/ou divergéncias entre as ideias de
Poincaré e de Bachelard no campo da histéria e filosofia da ciéncia e da matematica. Ambos se
interessam pelas grandes questfes da epistemologia da ciéncia e demonstram em seus trabalhos
tais preocupacfes. Temos, entdo, o Poincaré dualista que discute a logica e a intuicdo e, da
mesma forma, o Bachelard que se apresenta em suas duas vertentes, “diurna” e “noturna”.

Para Poincaré e também para Bachelard, existe uma intima relacdo entre progresso
humano, entendido como o progresso de ordem intelectual e moral, e progresso cientifico.
Sendo que progresso do conhecimento é uma caminhada do homem em direcdo ao espirito,
tanto o esprit de geometrie como o esprit de finesse. O esprit de finesse € um termo concebido
por Pascal, porém, adotado por eles como sinénimo de fecundidade, invencdo, descoberta e
criacéo.

Em ambos, o objetivo do conhecimento cientifico é seguir, por meio da historia, a
constituicdo do universo pelo homem, porque o objeto ndo se d& em nés como de imediato, ou
seja, a marcha em direcdo ao objeto ndo é inicialmente objetiva, parte de uma intui¢do e uma
imaginacdo apurada. O conhecimento no seu processo de finesse, clareza, simplicidade,
refinamento, postula uma epistemologia do inacabado, esta, entdo, em movimento, sendo,
portanto, um espirito vivo, nesse aspecto, em criacdo continua. Esse movimento solicita ao
espirito se colocar sempre diante de um real inesgotavel que constitui o elemento do
conhecimento.

Tanto Poincaré como Bachelard falam de “fatos” e devemos distinguir “fato real”, ou
seja, 0 que acontece na imediatez do dia a dia, de “fato cientifico”, ou seja, o que deve ser
traduzido no campo da ciéncia. O fato cientifico para Poincaré é a imagem do fato real, é parte
da realidade, é extraido da realidade para ser modelado, utilizando-se, na maioria dos casos, de
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conceitos matematicos. Por sua vez, para Bachelard, o fato cientifico ndo é a imagem de nada
real, mas é criado a partir de uma teoria.

Para obter um fato, é necessario partir de uma proposi¢do experimental, assim para obter
uma lei é necessario partir de varias proposi¢des experimentais. Nesse processo, € necessaria a
generalizacdo, pois um “fato qualquer pode ser generalizado de uma infinidade de maneiras e
que se trata de escolher; a escolha s6 pode ser guiada por considera¢des de simplicidade”
(POINCARE, 1988, p. 118). Para Bachelard (1996, p. 22), “mesmo nas ciéncias experimentais
¢ sempre a interpretacdo racional que pde os fatos em seu devido lugar”. Ainda, “as leis
descobertas na experiéncia sdo pensamentos sob forma de regras aptas para descobrir fatos
novos” (BACHELARD, 1978b, p. 158). Percebe-se assim, segundo Bachelard (1996, p. 22) a
“diferenca entre o oficio de epistemodlogo e o de historiador da ciéncia. O historiador da ciéncia
deve tomar as ideias como se fossem fatos. O epistemdlogo deve tomar os fatos como se fossem
ideias, inserindo-as num sistema de pensamento”.

Nesse sentido, para interpretar e compreender um fato cientifico, por exemplo, é
necessario estabelecer uma relagdo com a matematica, de modo que sem ela, a “maior parte das
analogias intimas das coisas permaneceriam para sempre fora do nosso conhecimento; teriamos
sempre ignorado a harmonia interna do mundo, que €, [...] a Unica verdadeira realidade
objetiva” (POINCARE, 1995, p. 8). Repare-se na associacdo que Poincaré faz da matematica
com a possibilidade de “revelar” as analogias entre os fatos, uma das caracteristicas ndo Idgicas
da matematica que tem muito a ver com a imaginacdo e a intuico.

Como, entdo, se caracteriza a matematica, dentro de um quadro cientifico?

A ciéncia deve ser considerada, acima de tudo, como um instrumento forjado pelos
homens, instrumento ativo de penetragdo no desconhecido. [...] A ciéncia ndo tem,
nem pode ter, como objetivo descrever a realidade tal como ela é. Aquilo a que ela
aspira é construir quadros racionais [matematicos] de interpretacdo e previsdo. [...]
Em nenhum momento, 0 homem de ciéncia pode dizer que atingiu a esséncia Gltima
da realidade; o0 mais que pode desejar é dar uma descri¢do, uma imagem (CARACA,
2005, p. 102).

A ciéncia é o resultado de uma interacdo entre os fatos e o0 sujeito que 0s observa,
trabalha e os organiza. Nessa relacdo dialética, excluir um desses elementos (fato ou sujeito)
equivale a desaparicdo da ciéncia. A ciéncia vista desta forma apresenta-se sempre em
movimento, como um devir. “Querer encerrar a natureza na ciéncia seria querer colocar o todo
na parte” (POINCARE, 1946, p. 16). Nessa relagdo fato-sujeito é necessario haver uma sintonia,

uma harmonia na escolha e na organizacao.
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Essa harmonia que a inteligéncia humana cré descobrir na natureza existira fora dessa
inteligéncia? Néo, sem ddvida é uma impossibilidade uma realidade completamente
independente do espirito que a concebe, vé ou sente. Um mundo assim tdo exterior,
se acaso existisse, ser-nos-ia para sempre inacessivel. Mas o que chamamos de
realidade objetiva é, em Gltima analise, 0 que é comum a muitos seres pensantes, e
poderia ser comum a todos; essa parte comum, como veremaos, s pode ser a harmonia
expressa por leis mateméaticas. E, portanto, essa harmonia a Unica realidade objetiva,
a Unica verdade que podemos atingir, [...] a harmonia universal do mundo é a fonte de
toda beleza (POINCARE, 1995, p. 9).

Poincaré e Bachelard em seus estudos enfatizam a fisica como forma de pensar o
conhecimento cientifico e 0 matematico.

Poincaré (1988) apresenta concepgdes fisicas sobre as geometrias ndo-euclidianas,
contribuindo, dessa forma, para mudanca na forma de pensar e compreender o espaco,
diferentemente de Kant. Utilizando-se de analogias prope ao leitor imaginar e intuir um mundo
em que o espaco ¢ diferente do euclidiano, dando argumentos para compreender as propriedades
das novas geometrias. Além disso, Poincaré discute a existéncia do tempo como a quarta
dimensdo, sendo entdo, um dos precursores da relatividade de Einstein. Ja Bachelard, em
muitos momentos de sua obra faz mencéo a fisica e, na obra A experiéncia do espaco na fisica
contemporanea (BACHELARD, 2010) trata mais especificamente de conceitos fisicos. Da
mesma forma, relaciona o conhecimento fisico a poética. Dizia ele, “em suma, a arte poética da
Fisica faz-se com numeros” (BACHELARD, 1978a, p. 23). Ainda, “se a fisica contemporanea
utiliza a estatistica, podemos estar certos de que ela lhe vai pluralizar os métodos”
(BACHELARD, 19784, p. 54).

Com relacdo a matematica, como ja dito, Poincaré, matematico francés, produziu
inimeros trabalhos nesse campo, como ja foi mencionado. Ja Bachelard, apesar da sua
formacdo matematica, ndo produziu trabalhos especificamente nesse campo, mas atribuia
importante papel do conhecimento matematico ao desenvolvimento das ciéncias, especialmente
da fisica e da quimica.

Consenso entre Poincaré e Bachelard é que o conhecimento cientifico € uma obra
coletiva e evolui com a evolugdo da humanidade. E obra coletiva e o papel do sujeito na
construcdo de teorias que conduzem a compreensdo do real é fundamental. Tais argumentos
estdo na génese das suas ideias epistemoldgicas e sdo observadas em suas obras. O
conhecimento cientifico se “ndo estd dado nas coisas, surge delas, gracas a agdo
especificamente humana que é exercida sobre as coisas, acdo cujas condi¢des mais simples nos
deram condi¢des de reconhecer a pratica leal e equitativa dessas trocas” (BRUNSCHVICG,
1945, p. 508, traducdo nossa).
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Poincaré (1995, p. 8) afirma que “a ciéncia evoluiu; ainda evolui, evolui mesmo
rapidamente. E j& é necessario modificar em alguns pontos o quadro que eu tragava em 1900”
(POINCARE, 1995, p. 8). Mas, ele acredita que a evolucdo precisa recorrer as teorias do

passado, pois essas ndo sdo necessariamente estéreis.

N&o devemos comparar a marcha da ciéncia com as transformac6es de uma cidade,
onde os edificios envelhecidos sdo impiedosamente demolidos para dar lugar as novas
construgdes, e sim com a evolugédo continua dos tipos zoologicos que se desenvolvem
sem cessar e acabam por se tornar irreconheciveis aos olhares comuns, mas onde um
olho experimentado reencontra sempre o0s vestigios do trabalho anterior dos séculos
passados. Ndo se deve crer, pois, que as teorias antiquadas sdo estéreis e vas
(POINCARE, 1995, p. 8).

Na ciéncia de Bachelard, uma de suas caracteristicas é a de ser historica, recorrente e

em movimento. Segundo Bachelard (2004, p. 19), o conhecimento entéo,

é um modo de criagdo continua; o antigo explica o novo e o assimila; e, vice-versa, 0
novo reforca o antigo e o reorganiza. [...] Nao é apenas re-conhecer esse algo, mas
considera-lo como a sequéncia de alguma coisa que ja se conhece.

Ainda Japiassu, ao analisar as obras de Bachelard, coloca que

a esséncia da epistemologia bachelardiana € ser historica. Seu objeto remete a outro
objeto: é um discurso que se articula com outro discurso, isto €, um discurso cujo
estatuto depende da estrutura do discurso primeiro das ciéncias tomadas em sua
historicidade (JAPIASSU, 1976, p. 50).

A cooperacgao e acordo entre 0s espiritos promovem o conhecimento cientifico que
intenciona a compreensdo € a interpretacdo do real, que se d& ndo so pela racionalidade das
coisas, pois a racionalizacdo é sempre incompleta. A racionalidade estd em um continuo vir-a-
ser, 0 que permite reconstruir, a cada momento, um novo saber, desmistificando que o saber €
finito e baseado apenas na razdo. “Nao vemos nisso, como Meyerson, uma prova da
permanéncia e fixidez da razdo humana, mas antes uma prova da sonoléncia do saber, prova da
avareza do homem erudito que vive ruminando o mesmo conhecimento adquirido”
(BACHELARD, 1996, p. 10). O vir-a-ser da racionalidade tem por objetivo adequar-se a
realidade que ela busca compreender. Cada saber, cada modelo elaborado para compreender
pode ser criticado pelo préprio sujeito que 0 construiu, ou por outros sujeitos.

Em virtude dessa possibilidade de critica e de reconstituicdo, o conhecimento pode ser
verificado, isto &, pode-se testar a melhor adequacéo entre a interpretacao teorica e a realidade

que se procura explicar. Ao colocar o sujeito como construtor de modelos para a compreensao
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do real embute-se nesse processo, além da razao, a imaginagao e a intui¢do. “O saber cientifico
deve ser reconstruido a cada momento, nossas demonstracdes epistemologicas s6 tém a ganhar
se forem desenvolvidas no ambito dos problemas particulares” (BACHELARD, 1996, p. 10).

O carater dindmico do conhecimento cientifico interpola a forma racional e poética do
pensamento. Bachelard (1978b) defende que o novo espirito cientifico tem um carater dindmico
em virtude da intima relagdo entre teoria e verificacdo de teoria, que provocam uma aceleragdo
de seu progresso. Poincaré, ao atribuir as intuicdes um papel fundamental a elaboracdo do
conhecimento cientifico e matematico, também confere, segunda nossa interpretagdo, um
cardter dindmico ao conhecimento, no qual intuicdo e ldgica estabelecem didlogos e
complementam-se no processo. O processo criador nas ciéncias e na matematica é uma
ordenacdo do pensamento, em perfeita harmonia, em que se manifesta a espontaneidade
criadora do espirito. Para ambos, a ciéncia e a matematica sdo essencialmente um por em
relagdo. Os elementos constituintes que as integram dispdem-se em uma composi¢ao
harmoniosa.

A retificacdo do saber constitui também o carater dinamico e ativo do conhecimento
cientifico, “traduz a necessidade de novidade, de criacdo, que ¢ sem diivida uma necessidade
espiritual ndo menos essencial que a assimilacao” (BACHELARD, 2004, p. 28). Para apreendé-
lo na sua dinamicidade é necessario colocé-lo na oscilacdo, no ponto onde o esprit de finesse e
0 esprit de géométrie convergem.

O real transformado precisou ser preparado, buscado na dialética entre sujeito e objeto,
porém, dentro de certos limites. O real, assim, conserva nesses limites um tipo de liberdade e
vivacidade que nos permite falar de transformacéo, que é muito aparente quando se recoloca 0
fato em seu verdadeiro dominio, isto €, no mundo da percepcao, em que atua uma imaginagao
e intuicdo inteligiveis. O conhecimento sobre o real nasce da multiplicidade, da combinagéo
das sensacOes e da trama de relacGes. E na medida em que ha a interpolacdo do sujeito nesse
processo, entende-se que o conhecimento cientifico sobre esse real é carregado por capacidades
I6gicas e sensiveis do ser. Nesse aspecto, a imaginacdo e a intuicdo sdo consideradas em
complemento a ldgica.

Em consonancia a Bachelard, Poincaré (1946, 1995, 1988), enfatiza o papel das
hipdteses e defini¢des nas ciéncias, bem como a importancia da imaginacdo e da intuicdo na
educacdo e na pratica da matematica. Poincaré rejeitou as teses logicistas que pretendiam
reduzir toda a matematica a logica e colocou em evidéncia a importancia de nocéo de inducéo
completa (processo criador no processo do fazer matematico) para a aritmética. E o Bachelard

“noturno”, apods certo periodo da sua vida, reconhece o papel fundamental da poesia, do
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devaneio e do pensamento criador no processo de estabelecimento de relagdes e elaboracdo de
conhecimento.

A “ciéncia forma-se muito mais sobre um devaneio do que sobre uma experiéncia, e sdo
necessarias muitas experiéncias para apagarem as brumas do sonho” (BACHELARD, 1994, p.
34). “Cumpre-nos mostrar, na experiéncia cientifica, os vestigios da experiéncia infantil”
(BACHELARD, 1994, p. 15).

Bachelard, ao dizer que a experiéncia cientifica traz latente vestigios da experiéncia
infantil, recupera a espontaneidade, a naturalidade, a imaginacéo e a simplicidade para o fazer
cientifico. “Desse modo estaremos autorizados a falar de um inconsciente do espirito cientifico,
do carater heterégeno de certas evidéncias, e veremos convergir, sobre o estudo de um
fendmeno particular, convicg¢des formadas nos mais variados dominios” (BACHELARD, 1994,
p. 15).

Brunschvicg, citado por Marcondes Cesar (2015, p. 48), afirma que a “natureza se revela
na ciéncia por um esforco solidario entre uma raz&o e uma experiéncia, ambas inseparaveis e
ambas inesgotaveis”.

Um grande ponto de aproximacao entre as ideias de Poincaré e de Bachelard esta, cada
qual no seu campo de acdo, na compreensao dos fendmenos e, consequentemente, da realidade.

Segundo Bachelard, na realidade,

ndo ha fendmenos simples; o fendmeno é uma trama de relagdes. Nao ha natureza
simples, sustancia simples; a substancia é uma contextura de atributos. Nao ha ideias
simples, porque uma ideia simples [...] deve ser inserida num sistema complexo de
pensamento e experiéncia para ser compreendida. A aplicagdo é complicacdo. As
ideias simples sdo hipoteses de trabalho, conceito de trabalho que devero ser revistos
para receberem o devido valor epistemoldgico (BACHELARD, 1978b, p. 164).

E compreender pressupde colocar-se em acdo. O sujeito com todas suas capacidades
I6gicas e intuitivas € um ser produtor de conhecimento, o qual visa a compreensdo e
interpretacdo da “realidade”. Bachelard afirma que a “vida ndo se pode compreender em uma
contemplacdo passiva; compreendé-la é mais que vivé-la, € verdadeiramente propulsa-la”
(BACHELARD, 1999, p. 20).

Nesse contexto, afinado com Poincaré, podemos dizer que, a partir de uma realidade
exterior, encontra-se um modelo matematico para interpreta-la, utilizando para isso de
hipdteses, que sdo aproximacdes idealizadas da propria realidade. A percepcéo da realidade

vem acompanhada de certos parametros de selecdo como homogeneidade, simplicidade,
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regularidade, dentre outros, que, no fundo, tém um carater de estrutura matemaética
(NEGRELLI, 2008, p. 35).

A relacdo entre a realidade e a matematica que pretende representa-la é estudada no
processo de modelagem matematica, do ponto de vista epistemoldgico em (NEGRELLI, 2008).
Para Negrelli (2008, p. 40), sdo as hipoteses que permitirdo realizar um recorte da realidade
inicial, surgindo uma realidade intermediaria, que é a que serd& modelada. A realidade

intermediaria é:

uma representacdo recortada da realidade inicial que sera modelada matematicamente.
E formulada através de hipoteses e aproximacdes simplificadoras dadas por situacoes
limites, que sdo obtidas geralmente por intui¢do sobre a realidade inicial, pois supdem
uma escolha. E uma abstracio da realidade inicial que supde a identificacio de uma
situagdo bem estruturada desta. Salientamos que o que tem ‘estrutura’, pensada até
como um conceito matematico, é a realidade intermediaria e ndo a realidade inicial.

Por sua vez, o Bachelard epistemoldgico, dito “diurno”, a partir de um modelo
matematico ja elaborado, ou seja, a partir de uma teoria, observa-se e interpreta-se o “recorte
da realidade”, criando, nesse processo, os fendmenos a serem estudados. Os “modelos
matematicos, ao mesmo tempo em que criam os fenémenos, estimulam a razdo a recriar,
possibilitando o germinar de realidades inauditas, em cujas construcdes, 0 pensamento e a
experiéncia ndo se dissociam” (PAIVA, 2005, p. 111). “Sem teoria nunca saberiamos se aquilo
que vemos e aquilo que sentimos correspondem ao mesmo fenomeno” (BACHELARD, 1978a,
p. 7). A teoria “¢ a verdade matematica que ainda ndo encontrou a sua realizagdo completa. [...]
A teoria insiste, ndo hesita, a preco de algumas modificacdes de base, em procurar as realizacdes
de um conceito inteiramente novo, sem raiz na realidade comum” (BACHELARD, 19783, p.
21). Entra em cena entdo a imaginacao, que permite elaborar, interpretar e construir uma
intuicdo sobre esse real.

Nesse aspecto, as ideias do Bachelard poético, dito “noturno”, que é movido pela
imaginacdo, e as ideias de Poincaré quando esse defende a intuicdo, convergem, porém,
partindo de lados opostos, como temos esbocado. Ciéncia e poesia, que para Bachelard séo dois
contrarios bem feitos e, logica e intuicdo que para Poincaré devem caminhar juntos, se
complementam no carater dindmico do pensamento que, mobilizados pela imaginacao, definem
a condicdo humana e contribuem para a (re)construcéo de conhecimentos.

A solidariedade de tensao provocada pelas ideias do Bachelard “noturno” e “diurno” e
das ideias de Poincaré que confronta a Iégica com a intuigcdo coloca em evidéncia que 0 homem

é, a0 mesmo tempo, razdo e imaginagdo, que cientista, homem comum, também produz
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conhecimento a partir de sua imaginacdo, assim como a producdo do poeta que é também
carregada de método e de rigor. Assim, ambos produzem por um processo que envolve, além
da racionalidade — ligada & objetividade, a sensibilidade — ligada & subjetividade. E, entdo, a
imaginacéo e a intuicao, capturadas e interpretadas a partir das ideias desses dois filésofos, que
nos levaram a colocar em suas bases a questdo da claboracdo de uma “epistemologia da

Imaginacao e da intuicdo” no campo da matematica.
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CAPITULO 5

CONFIGURANDO UMA EPISTEMOLOGIA DA IMAGINACAO E DA INTUICAO
NO CAMPO DA MATEMATICA

Neste capitulo, faremos uma sintese dos diversos tragos que os exemplos discutidos no
capitulo 1 nos revelam sobre os aspectos epistemoldgicos da intuicdo e da imaginagao no campo
da matematica. Ao longo do trabalho, buscamos argumentos e exemplos matematicos que, de
alguma forma, justifiquem nossa proposta de pesquisa ancorada em nossas hipoteses iniciais de
trabalho: associar intuicdo com descoberta, ou seja, descobre-se algo que ja existe, mas ao qual
ndo se tem, necessariamente, acesso de imediato, e imaginacdo com criacao/construcdo, isto &,
cria-se algo novo que ndo existe ainda. Imaginar € uma forma de construir, e € um ato livre,
mas ndo é arbitrario. Ainda, procuramos analisar como a relagdo entre imaginacéo e intuicdo
permite compreender o processo de construcdo de conhecimento na matematica colocando em
evidéncia suas carateristicas epistemologicas.

Cabe agora nos questionar: em que medida as nossas “hipdteses de trabalho” se
consolidam como “verdadeiras” ou nao? Concluimos, entéo, que, como “hipéteses de trabalho”,
elas sdo idbneas e podem ser tomadas como pontos de partidas para a discussao, porém, ha a
necessidade de serem melhor lapidadas, pois no caminhar da pesquisa vimos que em muitos
momentos elas se conectam de tal forma que resulta dificil distinguir quando agia a imaginacéao
e quando agia a intuicao.

Imaginacéo e intuigdo sdo conceitos complexos que pertencem ao campo da filosofia,
entdo, defini-los de uma forma simples é um contrassenso, pois tais conceitos estdo ligados,
dentre tantas questfes, com problemas fundamentais relacionados a cognicdo, portanto,
problemas em constante movimento. Podemos, entdo, refletir sobre o papel da imaginacéo e da
intuicdo, particularmente, no campo da matematica, podendo inclusive imaginar a imaginacdo
e intuir a intuigdo nesse campo, mas néo defini-las definitivamente.

Na concepcdo alargada de matematica que estamos defendendo, junto com Bachelard e
Poincaré, entendemos que a ldgica pode ser pensada como parte da face “diurna” da
matematica, enquanto que a intuicdo e a imaginagdo como parte da face “noturna” da
matematica.

Na sequéncia, faremos um apanhado das carateristicas epistemoldgicas que os exemplos
apresentados no capitulo 1 nos revelaram sobre o conhecimento matemético produzido pela

imaginacéo e a intuigéo.
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Comecamos destacando que a intuicdo ndo é percepgdo no sentido imediato, mas é
visualizagdo do geral embutido no chamado “exemplo genérico”, ou seja, a intui¢do é diferente
da percepcdo, sendo, portanto, uma espécie de percep¢do de ordem superior do geral. Essa
visualizacdo do geral ja nos revela que o que estd sendo intuido ndo sdo objetos, sendo as
relacfes que o0s determinam, como pensado por Poincaré.

A intui¢do “v€” a generalidade no particular, o que nos permite configurar uma
ontologia de relacGes e ndo de objetos, como mencionado. Para Poincaré, a intuicdo que nos
permite “ver” ao longe, e que chamamos de ‘intuicdo generalizante’, ¢ a que acontece, por
exemplo, no jogo de xadrez: para encontrar uma sequéncia de jogadas que nos conduza ao
sucesso ndo basta conhecer apenas as regras do jogo (a l6gica do jogo), é necessario ter a
intui¢do da jogada “certa” ao longe. Uma das caracteristicas da descoberta, por meio da intui¢ao
generalizante € a estruturacdo de uma generalidade, traco importante da ontologia relacional
resultante. Nessa ontologia, ndo é um particular concreto que se apreende pela intui¢do, é um
particular genérico, um particular que tem carater de universalidade.

Sobre a intuicdo generalizante, ver ao longe precisa do recurso da escolha (seletividade)
do mais simples na sequéncia de casos particulares. Ja Poincaré dizia que “para generalizar
devemos escolher”. Esse processo também requer o raciocinio por analogia, sendo um dos
ingredientes principais da intuicdo generalizante. A intuicdo generalizante ndo é um processo
I6gico e nele intervém outros recursos como a analogia e a indugao.

Como vimos, a intuicdo nos permite elaborar conjecturas, 0 que requer uma posterior
demonstracdo pela I6gica. Alguns exemplos, de carater numérico e geométrico, apresentados
no capitulo 1, mostram como a intui¢cdo pode nos conduzir a verdade matematica por meio do
estabelecimento prévio de pré-teoremas. A intuicdo nos faz “perceber” a possivel verdade das
conjeturas estabelecidas. Porém, para consolida-las como teoremas é preciso buscar sua
demonstracdo por meio de argumentos l6gicos. Uma demonstracdo deve exprimir as intuicdes
subjacentes.

A imaginag&o é um processo criativo que tem entdo uma dimensédo construtiva, a qual
coloca em movimento capacidades mentais de associagdo, configuracdo, ordenamento,
harmonia, sintese, economia etc., e isso requer da liberdade ndo arbitraria mencionada,
condicgéo que pode ser entendida como tendo consequéncias plausiveis.

A respeito do carater construtivo da imaginacao, constatamos que sO se constréi uma
situacdo genérica usando relacdes entre objetos e ndo os préprios objetos. Aquilo que nunca foi
visto ou ouvido pode ser criado por associacao, particularmente no campo da matematica, e a

imaginacdo, nesse campo, configura-se como a faculdade que ultrapassa a experiéncia,
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assumindo uma dimenséo epistemologica e alargando 0 mundo dos objetos matematicos. Sao
essas relagGes entre objetos, devidamente associadas, as que constituem uma espécie de trama
para lhes dar existéncia. No caso da hiperesfera e do hipercubo, como vimos, seu processo
construtivo consiste em selecionar algumas poucas propriedades dos objetos de duas ou trés
dimensdes (a base da construcéo) para usé-las como ponto de partida para uma defini¢do que
generalize esses objetos. Parte-se do conhecido para se chegar ao desconhecido.

A sintese é um dos principais instrumentos da imaginacdo e da intui¢do na constituicao
do conhecimento. Os recursos da intuicdo e da imaginacdo, assim como os da arte, sejam pela
descoberta ou pela invencdo, s6 podem nos dar uma aparéncia de realidade em sua
multiplicidade, porém unificada por um processo de sintese. Uma unidade na multiplicidade. A
sintese exerce um papel essencial ndo logico na racionalidade da imaginacao e da intuigéo.

Podemos dizer que a intuicdo e a imaginacao t€ém um “instinto sintético”, o que ¢ muito
bem evidenciado pelo principio de recorréncia analisado por Poincaré. A evidéncia irresistivel
que esse principio nos impde, ndo é outra sendo a afirmacdo do poder do espirito que € capaz
de conceber a repeticdo indefinida de um mesmo ato, desde que esse ato tenha sido possivel
uma vez.

O recurso da analogia é utilizado para a criacdo/construcdo do conhecimento pela
imaginacdo, mas o processo de cria¢do por analogia nao é arbitrario, pois ela utiliza-se de regras
de “traducdo” que mantém uma certa coeréncia. As analogias possibilitam ilustrar, visualizar,
explorar relacdes e, assim, permitir a construcdo de conhecimentos. A analogia estabelece uma
comparacdo entre um elemento considerado familiar com outro, a principio, desconhecido. A
comparacdo, por analogia, permite construir, por exemplo, coisas novas em matematica.
Permite, ainda, o desenvolvimento do pensamento matematico abstrato e a generalizagdo. E
uma forma de descoberta por intuicdo e uma forma de construcdo através da imaginacdo. A
exploracgdo por analogia conduz para certa harmonia (coeréncia), sendo, portanto, um elemento
essencial para a beleza da matematica.

Como vimos, na criagdo ha uma liberdade controlada. Criar & um ato livre, porém nao
é arbitrario. A liberdade tem uma certa racionalidade que extrapola a légica. No entanto, a
construcdao do “objeto” dada pela imaginagdo ¢ “boa” na medida em que tem consequéncias
“plausiveis”. E uma espécie de logica inversa, e a procura dessas consequéncias pode estar
guiada pela intuicdo. Tais construcdes ndo podem permanecer no terreno das conjecturas,
devem ser sempre analisadas em conexdes racionais para tornar-se “verdades”. Uma vez
construido o objeto, a intui¢do vai nos permitir descobrir outras propriedades desse objeto que

ndo faziam parte de suas relac@es iniciais constitutivas.
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A imaginacéo e a intuicdo séo processos dinamicos que, pela sua natureza, nos déo
acesso ndo apenas as formas, sendo ao movimento das formas. E os diversos exemplos
apresentados permitiram essa movimentacéao.

A intuicdo, na medida em que é uma descoberta, pode sugerir uma visdo realista da
matematica, na qual os objetos intuidos sdo a priori, enquanto a imaginacdo, uma Visao
antirrealista, em que os objetos, por serem construidos, sdo a posteriori.

Por outro lado, o papel do sujeito epistémico pode ser considerado ativo no processo de
criagdo, mas passivo na descoberta, como apontado por Kant.

No jogo da imaginacdo € também importante discutirmos a possibilidade de
visualizagdo, visualizacdo de objetos que estdo sendo construidos e ndo descobertos. Isso exige
reforcar a ideia da ontologia relacional, pois ela dara condicGes de existéncia desses objetos.

Finalmente, na constituicdo da nossa epistemologia da imaginacdo e da intuicdo nédo
podemos deixar de destacar o papel das hip6teses como desencadeadoras de construgdes e
descobertas na matematica. Esse papel é analogo ao que acontece, por exemplo, na fisica. De
fato, para Poincaré, as hipoteses tem uma fun¢do fundamental na ciéncia para a compreensdo
da natureza através da elaboracédo de teorias, e para a compreensdo da propria matematica por
meio da composicdo dos sistemas axiomaticos. Nesses sistemas, justamente 0s axiomas sdo as
hipo6teses correspondentes, e sua condi¢do de hipoteses € necessaria pela possibilidade de ndo
serem verdades evidentes como no caso das geometrias ndo-euclidianas. As teorias cientificas
e matematicas em sua elaboracdo racional emergem também como sintese de uma grande
quantidade de fatos que se relacionam entre si, sintese que é expressa através das hipoteses.

Com a discussdo feita nesse capitulo sobre as carateristicas epistemoldgicas da
imaginacdo e da intuicdo, podemos concluir que foram tecidos os fundamentos para a
elaboracdo de uma epistemoldgica da imaginacéo e da intuicdo no campo da matemaética, que

foi a nossa problematica da pesquisa.
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CAPITULO 6

O ENSINO DA MATEMATICA PELA IMAGINACAO E A INTUICAO: ASPECTOS
FORMATIVOS

No tom da pesquisa sobre imaginacdo e intuicdo no campo da matemaética foi dada
énfase a seus aspectos epistemoldgicos, porém, ndo podemos deixar de discutir agora, nesse
capitulo, alguns aspectos pedagogicos que podem contribuir na formacéo de professores.

Assim, discutiremos neste capitulo certos posicionamentos epistemoldgicos, estéticos e
pedagogicos de Poincaré e de Bachelard, e qual o papel da matemaética no processo formador e
estruturador do espirito, em que intervém, além da ldgica, a imaginacdo, a intuicdo e a
criatividade, incorporando também sua capacidade para a interdisciplinaridade. O que se
defende no trabalho de pesquisa é a racionalidade por tras da imaginagdo e da intuicdo na
construcdo do conhecimento matematico, o que pode ser fundamentado por meio da elaboragéo
de uma “epistemologia da imaginacao e da intuigdo” no campo da matematica.

A imaginacdo e a intuicdo podem ser mediadoras entre 0 pensamento e a sensibilidade,
entre a representacdo e a abstracdo. Imaginar € a capacidade de ver além do olhar, além da
imediatez do que é dado, de criar possibilidades, ideias novas, fundamentais para a criacdo em
matematica. Embora o foco aqui ndo sejam os aspectos cognitivos da imaginacéo, e sim 0s
epistemoldgicos, ela, assim como a intuicdo, € uma capacidade que pertence ao sujeito,
portanto, ao ser estimulada pode contribuir na construcédo de conhecimentos e no entendimento
de sua dinamicidade, particularmente, no ensino da matematica.

Nesse contexto, a matematica € considerada, como ja vimos, como um fazer, uma forma
dindmica de pensar, e ndo sé um saber estatico. Sobre essa questdo, Cifuentes (2010, p. 20)
afirma que ela “¢ um movimento, fazer matematica ¢ como fazer filosofia, o filosofar, e por
que ndo, no caso da matematica, 0 matematizar, tendo ambas as atividades uma raiz comum”.

Consequentemente, apontamos de uma maneira racional, o papel da imaginacédo e da
intuicdo na elaboracdo, interpretacdo e compreensdo dos conhecimentos matematicos e de sua
dindmica. Isso ndo significa dizer que esse uso da imaginacdo e da intuicdo seja sempre
necessario para essa compreensdo, mas que em certos casos € fundamental. Portanto, a
imaginacéo e a intuicdo ndo devem ser eliminadas desse processo, elas complementam a ldgica,
mas é necessario educé-las por meio de um trabalho intenso, consciente e intelectual de

formacéo.
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Estimular essa avidez de interesse, essa avidez de realidade que numa crianga se
manifesta quando ela tem a necessidade de ver a profundeza do objeto, assim como ela
manipula e destroi seu brinquedo para ver por dentro, deveria ser estimulado na escola. Mas o

que a

educacdo nédo sabe fazer, a imaginacéo realiza seja como for. Para além do panorama
oferecido a visdo tranquila, a vontade de olhar alia-se a uma imaginacao inventiva que
prevé uma perspectiva do oculto, uma perspectiva das trevas interiores da matéria. E
essa vontade de ver no interior de todas as coisas que confere tantos valores as
imagens materiais da substancia (BACHELARD, 2003, p. 8).

Quando se fala em imaginacao e intuicdo, ndo estamos nos referindo ao comportamento
cognitivo de articulacdo e percepcdo do mundo, de forma imediata baseada no senso comum,
mas sim a capacidade suprassensivel de identificar o que é inteligivel, isto €, racionalmente
acessivel e que permita acessar (ou ascender) ao conhecimento, especialmente o matematico.
O desafio, entdo, € saber sob quais condi¢des 0 acesso intuitivo e imaginativo ao conhecimento
pode ser considerado como racional, isto é, tem uma racionalidade.

No campo da Educacdo Matematica, este estudo podera trazer subsidios, a partir da
elaboracdo da “epistemologia da imaginagao e intuicdo”, para um novo olhar e um repensar a
incorporacdo da matematica moderna no ensino, por exemplo, a geometria hiperbdlica, a
geometria eliptica, a topologia etc., e esse repensar requer essa nova epistemologia e uma
“nova” matematica.

Ainda, pode nos esclarecer em que medida os estudos filoséficos no campo da educagédo
matematica sdo “formativos”, para dar uma contribuicdo, um melhor entendimento e
sustentagao para a expressdo “formagdo de professores”, pois, a eles sdo direcionados 0s
resultados desta pesquisa.

Como aspectos formativos da pesquisa procuramos trazer para os professores de
matematica, e aqueles em formacao, esclarecimentos, reflexdes, argumentacgdes e ideias que
possam contribuir na elaboracdo de metodologias inovadoras para seu ensino da matemaética
em que a imaginacédo, a intuicdo e a criatividade estejam presentes, pois, além da formacao
matematica promovida, € necessario desenvolver uma cultura matematica, que reflita o

verdadeiro pensamento matematico e cientifico contemporaneos.

6.1 Caracteristicas “formativas” da matematica
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Um dos papéis fundamentais da educacao é contribuir para a formacao e estruturacéo
do espirito. A matematica, nesse bojo, ndo deve ser direcionada para uma formacéo que vise a
vida cotidiana, imediatamente, para saber fazer contas, ndo é para o treino de técnicas
matematicas, a matematica visa também a formacdo do espirito e para tanto contribuem a
imaginacao e a intuicdo. E como se consegue a estruturacdo do espirito? Por meio do raciocinio,
da atencdo, da perseveranca, nas capacidades de representacdo, de analise, de sintese, de
imaginacdo e de intuicdo. Assim, a imaginacdo e a intuicdo aparecem como um meio para a
estruturacdo do espirito, que € uma das principais finalidades do ensino da matematica.

Brutter (1998, p. 25) diz que as criangas merecem receber um verdadeiro ensino de

matematica, pois ela carrega as virtudes formadoras deste ensino, ou seja,

a estruturacdo do espirito, treino nas diversas formas de raciocinios que ajudam a
reconstruir o encadeamento das causalidades do mundo fisico, treino da memoria, das
faculdades da atencéo e da perseveranca, desenvolvimento da intuigdo espacial e das
capacidades de representacdo, de andlises, de sintese, de imaginacao.

Essa formacao pressupde o desenvolvimento, a educacdo, a ampliacdo da sensibilidade,
o0 despertar da vontade de compreender, sem que haja a paralizacdo da inteligéncia intelectiva.
Na ciéncia contemporanea, observa-se que no ensino, em particular no ensino de matematica,
ha uma imposicdo para um procedimento de urgéncia e essa imediatez visa simplesmente
resultados, produtos prontos e acabados e ndo se valoriza o processo de sua elaboracdo, nem
sua demonstracdo. A demonstracdo dos resultados permite compreender o proprio resultado,
sdo as demonstracdes que permitem a liberagdo da imaginacdo. A “consequéncia deste habito
pedagogico rigido e limitado [de olhar s6 o resultado e ndo o processo] € um travdao a
Imaginagdo, a intui¢do; ¢ necessario cortar com esse habito mutilador” (BRUTTER, 1998, p.
27).
Liberar a imaginacéo é quase um aspecto lidico, como um jogo que nos permite brincar
com o mundo. Nesse aspecto, percebemos uma aproximacao entre a matematica e a arte.
As construcdes ou modelos matematicos surgem entdo por vezes como brinquedos,
inofensivos, iniciaticos e curativos, com os quais 0s homens podem fazer trabalhar

sua imaginacao, dar-se importancia e uma razdo de ser, construir mundos por vezes
barrocos, desvendar os fantasmas que povoam o seu espirito e de que eles se libertam

pelo jogo (BRUTTER, 1998, p. 28).

O ensino da matematica ndo deve ser um ensino de coisas isoladas, mas de coisas
interconectadas, de tal maneira que eu possa “ver” de uma forma global, como uma espécie de

sintese. Sintese é juntar coisas em um corpo conexo e coerente a partir de varias coisas
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aparentemente desconexas. Do ponto de vista pedagOgico, a capacidade de sintese é
importantissima na mentalidade do ser humano e a matemaética promove essa capacidade, essa
harmonia. Para saber viver é necessario juntar diversos aspectos, tornar coerente, estabelecer
relacGes e a matematica permite isso dentro da ideia da formacéo e estruturacao de espirito, ou
seja, ndo deve ser soO para fazer coisas, contas, calculos, mas também para saber viver, resolver
problemas.

A matematica pode contribuir para a formacdo do pensamento e do espirito. Brutter
(1998, p. 26) afirma que “a vantagem da matematica permanece inigualavel [na formag¢do do
espirito], pois nenhuma outra disciplina permite atingir tantos objetivos com tanta
combatividade, densidade e rapidez”. A matematica, sendo tratada e utilizada por muitos como
forma de selecdo e como ferramenta para resolucdo de problemas diarios, imediatos, reduz o

seu potencial na formacdo de pensamento. Segundo Poincare,

uma ciéncia unicamente feita tendo em vista aplicacdes é impossivel se concretizar,
pois as verdades s6 sdo fecundas se forem ligadas umas as outras. Se nos prendermos
somente aqueles das quais se espera um resultado imediato, faltardo os elos
intermediarios, e ndo havera mais cadeia (POINCARE, 1995, p. 89).

Para que essa ciéncia [matematica] possa prestar esses servicos, ou seja, contribuir para
formacdo do pensamento e do espirito, é preciso que ela seja cultivada do modo mais amplo,
sem preocupacdo imediata de utilidade. Acredita-se que todos precisam ser formados para
utilizar as ferramentas matematicas, ampliando as capacidades destas ferramentas na
representacdo das situacdes, na inteligibilidade dos fatos. Por isso, a matematica merece ser
cultivada e apreciada por si mesma pelo potencial formador que ela desempenha.

A palavra ‘intelegibilidade’, nesse contexto, tem que ser compreendida da seguinte
maneira: a matematica permite “ver” com olhos da visdo, mas, essencialmente, permite “ver”
com os olhos da imaginacéo. Fazer inteligivel é poder ter acesso ao conhecimento por meio da
inteligéncia, por meio do pensamento, da imaginagdo e da intuigdo. Essa &, entdo, uma das
principais funcbes da matematica, ou seja, fazer inteligivel os objetos matematicos é poder vé-
los através da imaginacéo e da intuigdo e para isso ndo precisamos necessariamente célculo.

A matematica tem ocupado importante papel nos sistemas de ensino. No entanto, 0s
sistemas de ensino, em geral, ndo tém a preocupacdo de formar o espirito, desenvolver o
pensamento matematico. Os programas educacionais foram e sdo até hoje concebidos mais para
atender uma perspectiva utilitarista e imediata. Em se tratando do ensino de matematica, uma

concepcao baseada nesses principios torna-se sectaria, ingénua e prejudicial.
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Segundo Brutter (1998), para formar o espirito, o ensino de matematica deve, dentre
muitos aspectos, se preocupar com o desenvolvimento da visao espacial, num sentido amplo, e
a intuicdo geomeétrica, a0 mesmo tempo em que se fazem aparecer os primeiros elementos
descritivos, formais que constituem poderosas ferramentas técnicas de demonstracdo. Os
exercicios mentais que incidem sobre a representacdo espacial podem contribuir para o
desenvolvimento da inteligéncia intuitiva e racional da natureza, formando no espirito a
capacidade de sintese que podera ser o fundamento para o desenvolvimento do pensar.

Algumas formas que contribuem no desenvolvimento, particularmente da imaginacéo e
da intuicdo e do espirito matematico, é trabalhar com constru¢des, modeliza¢fes, com
manipulagdes manuais ou por meio de um software matematico, com 0s jogos etc. Por meio
desses processos, 0 aluno pode trabalhar, desvendar e libertar os fantasmas que provocam o seu
espirito diante de um objeto matematico. O objeto matematico €, em geral, “uma obra de arte
conceitual, que os meios técnicos de hoje permitem tornar visivel, manipulével, quase palpavel
por cada um de n6s” (BRUTTER, 1998, p. 28).

Assim, aprende-se matematica fazendo matematica, ou seja, matematizando. Isto é uma
forma de atividade artistica, pois a arte, como a matematica, ndo pode ser aprendida por
preceitos, por uma instrucdo verbal qualquer. Ambas sdo, falando com propriedade, um
contagio, e se transmite como o fogo de espirito para espirito. “A sensibilidade a beleza na
matematica e contagiosa. Ela é contraida, e ndo ensinada” (HUNTLEY, 1985, p. 18).

Para fazer matematica, ndo se deve encontrar, necessariamente, uma aplicacdo imediata
para as teorias e técnicas matematicas, pois a propria historia mostra que muitas delas tiveram
aplicacBes muito tempo depois e nem por isso desestimularam grandes matematicos em suas
descobertas. Para exemplificar esse fato, recorremos & Teoria dos NUumeros, que a partir do
século XVII, com Fermat e outros matematicos contemporaneos, grandes descobertas foram
realizadas nesse campo sem se pretender aplicagdes imediatas.

A Teoria dos Nameros é um campo da matematica pura, cujo objetivo é estudar de modo
especial, as propriedades dos nUmeros inteiros, como 0s nimeros primos, por exemplo. Porém,
€ um campo muito fértil, pois, também, favorece o desenvolvimento da intuicdo matematica,
sendo essa um guia para descobertas, como vimos no capitulo 1.

Tais descobertas foram inspiradas pelo desejo de saber e compreender mais que aplicar.
Nesse aspecto, esta a beleza da matematica. Compreender hoje a historicidade dos contetidos
matematicos possibilita ao aluno, também, se sensibilizar diante da beleza da matematica. Esse
senso estético pode auxiliar, esclarecer e oferecer inspiracéo para que o aluno possa ser atraido

pela matematica. A compreensao de cada problema matematico como uma criacao harmoniosa,
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quando solucionado, é fonte de descoberta e de novos problemas, sendo entdo motivador para
continuar no processo investigativo.

A matematica entdo, segundo nosso ponto de vista, além de ser uma ciéncia das
quantidades, das operacdes numeéricas e das medidas, mostra uma interconexao profunda entre
0 espirito humano e a realidade e, para compreender essa realidade, é necessaria uma
matematica que incorpore aspectos qualitativos, impregnada de sensibilidade, imaginacéo,
intuicdo e criatividade. A palavra ‘qualitativa’, nesse contexto, esta sendo usada contrapondo-
a a ‘quantitativa’, ou seja, ndo é sé numérica, ndo é s6 métrica.

Ao longo do tempo, percebe-se que a matematica sempre incorporou aspectos
qualitativos, que alimenta a nossa intuicdo. Por exemplo, a geometria de Euclides é uma
maneira de formalizar a intuicdo geométrica, tem muitas regras, mas possibilita a formulacéo
de imagens e, nessa medida, da vazdo a intuicdo. O que acontece é que, a partir dos séculos
XIX e XX, os aspectos qualitativos da matematica sdo melhor isolados, permitindo também
compreendé-la a partir de suas qualidades e ndo somente com numeros, que é 0 caso da
topologia, por exemplo.

Além disso, a partir do século XIX, muitas descobertas ocorreram no campo da
matematica que permitem colocar em evidéncia uma mudanga de mentalidade no pensamento
matematico. Esse periodo, para Cifuentes (2003), é caracterizado pelo que ele chama de
“modernismo na matematica” que se deu a partir de marcantes rupturas. O “modernismo (nao
confundir com modernidade) é um fenémeno cultural. Tem como principais caracteristicas:
ruptura com a tradicdo; mudancas de linguagem; fragmentacdo do conhecimento; autocritica e
autorreflexdo” (CIFUENTES, 2003, p. 71).

A matematica que resulta desse processo de mudanga, ¢ a que chamamos de “moderna”,
ela necessita essencialmente da imaginacgdo e da intuigdo para sua compreensao e até para sua
visualizagdo, e sua implementacdo no ensino constitui-se em um desafio das recentes

abordagens pedagogicas da matematica.

6.2 Visualizacdo em matematica como um recurso epistemologico

Uma das mais atuais tendéncias no ensino de matematica € a visualizacéo,
especialmente a geométrica, tornando entdo, a geometria mais um ponto de vista do que um
assunto sistematizado e a problematica sobre sua concretizacdo so6 faz sentido na concepgéo de
matematica que incorpora a imaginacao e a intuicdo como parte dos recursos para a construcdo

heuristica do conhecimento matematico, concep¢do que considera a matematica como uma
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atividade, na qual a dindmica do pensamento se manifesta. Nessa construcdo heuristica do
conhecimento, fala-se em “observagdo” de objetos matemaéticos e, nesse contexto, sao tratados
como fatos cientificos, tratamento que € um recurso da ciéncia empirica dentro da matematica.

A matematica, a partir do século XIX, apesar da abstracdo, da formulacdo do
pensamento desse século, ha um impeto de visualizagdo, um impeto de querer ver, mas agora
querer ver coisas abstratas, nesse caso, entra em agdo a imaginagéo e a intuicdo. Querer “ver”
e representar sdo acdes fundamentais na matematica.

A visualizacdo em matematica nao se faz s6 com o sentido da visdo, se faz também com
a imaginacdo que é uma forma de observacao e de experimentacdo. Imaginar algo é observar e
experimentar dentro de um mundo abstrato. S&o observaces intelectuais. E a observagéo se faz
sempre estabelecendo padrbes por meio de analogias. E € necessario educar o “olhar”.

Nessa perspectiva, Flores (2007, p. 17), salienta a

importéncia de se incentivar nos meios educacionais o desenvolvimento da habilidade
de visualizag&o. Isto porque h& o reconhecimento da importancia de se compreender
a percepcao das informaces visuais, tanto para a formagdo matematica do educando
quanto para a sua educacdo de maneira geral, num mundo cada vez mais semiotizado.

Aprender a “ver” em matematica é fundamental para compreender a prépria matematica
e, para aprender a ver, “€ preciso primeiro saber que para um mesmo objeto matematico existem
muitas formas de representd-lo; depois, é necessaria uma aprendizagem especifica dos
tratamentos inerentes a cada tipo de representagdo” (FLORES, 2007, p. 26).

Na matematica moderna, “ver” significa ver as relacdes entre os objetos mais que os
proprios objetos (POINCARE, 1988). Por isso, também, uma discussdo sobre visualizagio é
necessaria, pois ha uma nova ontologia nessa nova matematica (SANTOS, 2014). Ainda,
Cifuentes, parafraseando o artista Paul Klee (2010, p. 23), coloca que “visualizar nao é apenas
ver o visivel, € principalmente tornar visivel”.

Mas como visualizar “coisas” que nao se veem? Para vé-las, exige-se, segundo
Cifuentes (2013), além da visdo do olhar, o olhar da imagina¢dao. Quando falamos em “coisas”,
ndo estamos nos referindo a sua concretude fisica, ou seja, que pode ser vista espaco-
temporalmente, mas a abstrata, concretude que esta formada por meio de relagdes.

Nesse sentido, uma das formas de visualizacdo que a imaginacdo promove é por meio
de analogias. Como vimos no capitulo 1, o que acontece em dimensGes menores nos da

argumentos para visualizar o préprio em dimens6es maiores. Nesse sentido, é fonte de
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conhecimento na matemaética e, portanto, diante dessa possibilidade, procuramos indagar sobre
suas possibilidades pedagogicas.

A visdo relacional emergente nos séculos XIX e XX se consolida nas chamadas
estruturas matematicas. As estruturas capturam as relagdes entre os objetos em estudo e ndo os
proprios objetos (CIFUENTES, 2010). Logo, a ontologia da visualizacdo, igual ao caso da
Imaginacao e da intuicdo, sdo as relagdes entre coisas e ndo propriamente as coisas. “E ver nos
remete a intuicdo, que deve ser objeto de formacao, exercicios, para atingir um nivel superior
as intuicdes diretamente sensiveis. O grau elevado de desenvolvimento dessa intuicdo permite
a capacidade de inventar e de ser criador” (PATY, 2010, p. 175).

Ha diferentes formas de representar e ver um objeto matematico em sua dinamicidade.
Por exemplo, analisemos os numeros complexos, esse € um sistema que, na sua origem
algébrica, é considerado mondétono, porque trabalha com regras e algoritmos. O fato de ter
regras ndo significa que o sistema é devidamente compreendido, pois a compreensao ndo deriva
necessariamente de regras. Porém, no século XIX, se conseguiu diversas representacdes desses
numeros que melhor permitiram sua compreensao e visualizacdo: 1) fez-se uma representacao
geométrica dos nimeros complexos. Nesse esquema, eles ndo sdo mais considerados apenas
como um numero, mas como objetos no plano, sdo vistos agora como vetores no plano. Sendo
vetores, podemos vé-los geometricamente no plano; e 2) uma outra forma foi pensar os nimeros
complexos como outra representacdo algébrica, sendo essa quase geométrica. Eles sdo
representados como matrizes, mas longe de seu aspecto puramente algébrico, essa
representacdo é geométrica, pois significa transformacdes no plano. Multiplicar, por exemplo,
um ndmero complexo por i (0 imaginario) significa girad-lo em 90°. Isso d& vida ao nimero
complexo, porque o “vemos” agindo de alguma forma. Essas formas de representacdo tém a
funcéo de estimular a intuicdo sobre 0s novos objetos.

Do ponto de vista pedagdgico, movidos pela curiosidade, pela imaginacdo e pela
intuicdo, podemos fazer descobertas em matematica. O processo de descoberta envolve um
conhecimento ndo menos seguro e ndo menos atual de dominios vizinhos, favorecendo a
possibilidade de transferéncia de propriedades e de métodos de exploracdo. A exploracdo pode
também realizar-se com base em imagens do objeto, com base em representacfes mais ou
menos fiéis deste objeto ou de alguma das suas partes (BRUTTER, 1998).

O processo das descobertas envolve dominios vizinhos, ou seja, faz-se por analogias
para chegar a elas. Como ja vimos, o processo de pesquisa por analogia ndo consiste apenas em
traduzir de um campo a outro para obter o semelhante, mas em adaptar propriedades diferentes.

Segundo Huntley (1985, p. 140),
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a experiéncia de perceber a beleza da matematica é tdo dificil de interpretar, para a
pessoa, quanto de transmiti-la para o aluno. Ela é assimilada, e ndo ensinada. O aluno
pode apenas ser encorajado a ver o espléndido da visdo por si mesmo. O prazer,
mediado através do intelecto origina-se em estratos inferiores da mente a arena das
emogdes.

No processo de formacdo, trabalhar com exemplos é como realizar um ato de
observagdo. Um modo de observar como se comporta uma teoria, como, para um determinado
numero em particular, vale tal propriedade, como, para um angulo, tal propriedade geométrica
estd em destaque, se efetiva, muitas vezes, valendo-se de exemplos. Logo, eles sdo objetos de
observacdo, cumprem com o papel final de dar-nos familiaridade com os conceitos matematicos
envolvidos e alimentar a nossa intui¢do das coisas ou das relagdes entre coisas.

A observacdo, como um mecanismo da visualizacdo, também esta na base do processo
de modelagem matematica, processo esse tao importante no ato do “fazer matematico”, pois
envolve muita imaginacdo, intuicéo e criatividade, além, é claro, de muita matematica. Modelar
é observar um “pedaco” do mundo, mas ndo do mundo tal como ele €, pois essa observacdo ja
vem carregada de teoria, de preconcepc¢éo, de conhecimentos prévios, portanto, a observacao é
“ver” o mundo, interpretando-o.

As novas tecnologias permitem também observar e “ver” a dinamicidade e as
transformacfes das figuras geométricas, favorecendo as manipulacGes intelectuais dessas
figuras. As construcdes matematicas, por meio de softwares matematicos, permitem agucar a
curiosidade e estimulam a imaginacao e a intuicdo. Nesse aspecto, devem-se fazer presente no
processo de formacéo.

E fato que o estudo da matematica pode favorecer a formacdo de diversos modos de
pensar e raciocinar. Este estudo pressupde que ndo nos contentamos em ensinar receitas aos
alunos, essa “cozinha escolar” ¢ insipida e ndo permite a formagao do espirito. E indispensavel
que esses alunos entrem em contato com as ideias e as teorias matematicas, que consigam
domina-las, primeiro para se exercitarem no raciocinio, mas também para desenvolver a
imaginacdo e a intuicdo e com ela a sua capacidade de visualizagdo. Dentre os ramos da
matematica, o exercicio da geometria € 0 mais apto para desenvolver essa capacidade. Nela
encontramos mais facilmente construcdes e, por meio dessas construcdes, € possivel conduzir
0 espirito a elaboracdo de pequenos puzzles, fazer relacbes mentais atraentes e despertar a
emocao estética na matematica (BRUTTER, 1998).

Nesse aspecto, no campo da educa¢do matematica, reforcamos que, para ter acesso ao

conhecimento matematico, ndo é suficiente ir somente pelo caminho da racionalidade, da
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inteligibilidade, da l6gica, do conhecimento cientifico, mas agregar a esse caminho o0s aspectos
ligados a subjetividade, ou seja, percorrer também o caminho da sensibilidade, da poesia,
proporcionada pela imaginacdo e pela intuicdo matematicas, capacidades essas capturadas, por
exemplo, pelos mecanismos da visualizacéo.

Para Flores et al. (2012, p. 35), a visualizac&o esta intimamente relacionada a intuicéo e
permite aos alunos ndo sé aprender matematica, mas, também construir sua propria matematica

e deve ser adicionada ao contexto da educacdo matematica.

Adicionar visualizacdo no contexto da educacdo matematica, além de promover a
intuicdo e o entendimento, possibilita uma maior abrangéncia da cobertura em
assuntos matematicos, permitindo que os estudantes ndo somente aprendam
matematica, mas também se tornem capazes de construir sua propria matematica
(FLORES et al, 2012, p. 35).

Para Cifuentes (2005, p.71), a visualizacao

sera o principal mecanismo para “ver” a verdade de um resultado matematico sem
recurso a demonstracao I6gica. As demonstragdes visuais fardo uso possivelmente de
uma linguagem visual apropriada, envolvendo também meios computacionais, 0s
quais podem p6r em evidéncia a expressividade artistica da matematica; Todo
conceito de visualizagdo remete a uma certa “realidade”, pois “a realidade é a
experiéncia visual basica”.

Assim, é importante proporcionar aos alunos diversos meios para aprender e fazer
matematica, estabelecendo, sempre que possivel, relacbes com outras disciplinas. Nesse
aspecto, estamos visando a uma interdisciplinaridade dindmica e efetiva entre a matematica, as

ciéncias e a arte.

6.3 A criatividade em matematica, um recurso pedagdgico

O significado da palavra ‘criatividade’, segundo Houaiss (2009, p. 571) “¢ a qualidade
ou caracteristica de quem ou do que é criativo”. Ainda, pode significar “inventividade,
inteligéncia e talento natos ou adquiridos, para criar, inventar, inovar, quer no campo artistico,
quer no cientifico, esportivo etc.”. Assim, acreditamos que promover um ensino de matematica
por meio de atividades que estimulem a criatividade e eduque a sensibilidade dos alunos, pode
tornar esse ensino mais prazeroso e mais significativo.

Em Gusméo (2013), defendemos que o conhecimento cientifico e matematico, bem
como seu ensino, deve também ser buscado na sensibilidade da pessoa humana e ndo somente

na sua capacidade logica. Alexander Gottlieb Baumgarten (1714 — 1762), a partir do século
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XVIII, especialmente com o aparecimento da “estética” como area da filosofia, contestou o
pensamento filosofico de sua época, no qual prevalecia uma hierarquia do conhecimento e uma
crenga de que este so era atingido por meio da razao. Baumgarten, ao dizer que “estética” ¢ a
“ciéncia do conhecimento sensivel”, enfatiza a importancia da sensibilidade no acesso ao
conhecimento (CIFUENTES, 2003).

A criatividade a que nos referimos nessa tese esta relacionada a criacdo e a descoberta
e, portanto, a imaginacéo e a intuicdo, respectivamente. Alencar e Fleith (2003, p. 13) colocam
que “pode-se notar que uma das principais dimensdes presentes nas diversas definicdes de
criatividade implica a emergéncia de um produto novo, seja uma ideia ou uma invencao
original, seja a reelaboragdo e o aperfeicoamento de produtos ou ideias ja existentes”.

Assim, D’Ambrosio (2007, p. 7) refere-se a matematica relacionada a sensibilidade e

como construgdo humana.

Vejo a matemética como uma estratégia desenvolvida pela espécie humana ao longo
de sua histéria para explicar, para entender, para manejar e conviver com a realidade
sensivel, perceptivel, e com o seu imaginario, naturalmente dentro de um contexto
natural e cultural.

A criatividade, uma faculdade do lado qualitativo do pensamento matematico, esta
ligada ao que Bachelard chama de ‘surracionalismo’, relacionando diretamente ao termo
surrealismo, como ja dissemos, na qual multiplicam-se as formas de pensar a atividade
cientifica e matematica. Ao mesmo tempo, aproxima-se das ideias de Poincaré quando defende
o papel central desempenhado pela intuicdo na matematica. Para Poincaré, a matematica nao
pode desprezar a intui¢do, pois ela atua como ponto de partida para construir um sistema, e a
ciéncia funciona como um sistema de relagdes. Nesse sentido, a intuicdo complementa a Idgica
(POINCARE, 1995), como foi dito. Sdo caracteristicas do processo criativo, em que a
imaginacao e a intuicdo intervém em consonancia com agfes de combinar, ligar, colocar em
relacao.

Gontijo (2007, p. 37) coloca que a criatividade em matemaética é:

a capacidade de apresentar inimeras possibilidades de solugdes apropriadas para uma
situacdo-problema, de modo que estas focalizem aspectos distintos do problema e/ou
formas diferenciadas de soluciona-lo, especialmente formas incomuns (originalidade)
tanto em situacfes que requeiram a resolucéo e elaboracéo de problemas como em
situacBes que solicitem a classificacdo ou organizacdo de objetos e/ou elementos
matematicos em funcdo de suas propriedades e atributos, seja textualmente,
numericamente, graficamente ou na forma de sequéncia de a¢des.
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Para Polya (2006), a resolugdo de problemas é uma arte pratica que todos podem
aprender, é a arte de fazer matematica: significa ter a capacidade para resolver problemas ndo
apenas rotineiros, mas problemas que requerem algum grau de originalidade e criatividade.

Colocamos na introducdo que os exemplos trazidos, configurados como uma
metodologia de pesquisa, ndo sdo meros exemplos ilustrativos de uma teoria, mas s&o
carregados de imaginacdo e intuicdo que permitem “ver” o movimento dos conceitos
matematicos neles envolvidos.

O ato criador esta intimamente ligado a imaginacdo, compreendida nesse processo como
a “articulacao dos sentimentos, a sua transformag¢ao em imagens e ao encontro de simbolos que
expressem esses processos e resultados” (DUARTE JR, 1988, p. 98). Atitude criadora, segundo
Duarte Jr (1991, p. 54) constitui um ato de rebeldia, um ato de coragem na medida em que o

criador

nega o estabelecido, o existente, para propor um outro caminho, uma outra forma,
enfim, para propor o novo. O novo surge a partir de um descontentamento com relacéo
ao estabelecido. Nesses termos, qualquer ato criativo é sempre subversivo, pois visa
a alteracdo, a modificacdo do existente.

A esse respeito, Bachelard diria que o ato de imaginar ¢ uma “ruptura epistemologica”
com conhecimentos prévios pré-estabelecidos, conhecimentos que serdo modificados com os
diversos recursos de sintese, de analogias que a imaginagdo promove.

D’Ambrosio (2011), na conferéncia de abertura proferida na XIIlI Conferéncia
Interamericana de Educacdo Matematica — CIAEM, realizada em Recife/PE, afirma que uma
das melhores conceituagdes que ele conhece sobre 0 que é matematica e sobre a criatividade
esta na entrevista que Ennio De Giorgi, um grande matematico do século XX, concedeu poucos
meses antes de sua morte, em 1996, a Michelle Emmer. D’Ambrosio conta que, nessa
entrevista, De Giorgi diz: “Matematica é a Unica ciéncia com a capacidade de passar da
observacao de coisas visiveis a imaginacao de coisas ndo visiveis. Este &, talvez, o segredo da
forca da matemaética”. Ainda, “Eu penso que a origem da criatividade em todos os campos é
aquilo que eu chamo a capacidade ou disposi¢do de sonhar: imaginar mundos diferentes, coisas
diferentes, e procurar combina-los de varias maneiras”, o que nos remete a Bachelard.

A atividade cientifica, assim como a atividade matematica é criadora e requer uma razao
irrequieta e pronta para criar o novo, exigindo, para tanto, recorrer a imaginagdo e a intuicao.

A razdo aberta configura-se como a Unica alternativa para uma ciéncia que se empenha na busca
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do novo. Ao “dar existéncia ao irreal, essa razdo torna-se analoga a arte” (PAIVA, 2005, p.
110).

Um método puramente racional e “mecanico, que ndo pede ao espirito nenhum esfor¢o
de invenc¢ao, nao pode ser realmente fecundo” (BACHELARD, 1978b, p. 173).

Na sequéncia, acrescenta Bachelard (1878b, p. 117-118),

é do lado estético que encontraremos valores sintéticos comparaveis aos simbolos
matematicos. [...] Os belos simbolos matematicos em que se aliam o possivel e o real.
[...] O esforgo matematico que forma o eixo da descoberta [...]. Quando uma lei
matematica é encontrada, é bastante facil multiplicar-lhe a tradugdo; o espirito ganha
entdo agilidades que pode fazer crer numa espécie de voo além das realidades numa
atmosfera leve de pensamento formal. [...] E a matemética que abre caminhos para a
experiéncia.

A criatividade podera ainda promover uma nova atitude em sala de aula de matematica

em que a imaginacdo e a intui¢do sejam estimuladas para a compreensdo da prépria matematica.

6.4 Sobre a pedagogia de Poincaré e de Bachelard

As ideias de Poincaré e de Bachelard extrapolam os campos da Filosofia e da
Epistemologia, alcancando outras areas do saber como o ensino. Suas ideias pedagogicas ndo
estdo reunidas em um Unico documento, mas estdo dispersas em suas obras. Em uma leitura
atenta de suas obras é possivel capturar tais ideias.

Em Bachelard, a discussao sobre o ensino esta presente por meio da ideia de “formagao”,
especialmente na “formacao do espirito (cientifico)”. Essa ideia, segundo Bachelard, ‘¢ muito
mais completa e abrangente do que a de educacdo, pois ndo traz no seu bojo as conotacdes que
esta Ultima apresenta e que sdo oriundas da tradicdo que nos leva a compreender o
conhecimento como ato de repetir ¢ de memorizar ideias” (BARBOSA e BULCAO, 2004, p.
50-51).

Para Bachelard, a formacdo implica essencialmente na desconstrucdo e reconstrucao
pelo qual o sujeito precisa romper com os obstaculos epistemologicos e pedagdgicos, com 0s
retardos e concepgOes pré-estabelecidas que o impedem de atingir o conhecimento. Nesse
processo, o “espirito se revela como um ser a instruir, ou seja, como um ser a criar. O
conhecimento se dinamiza por sua historicidade. Por ter uma historia, ele tem um destino. Essa
historia é pedagogica” (BACHELARD, 2008, p. 80).



142

Assim, “as instancias pedagogicas revelam-se eficazes e indispensaveis. Elas nos
mostram que a ciéncia é escola, uma escola permanente” (BACHELARD,1966, p. 43, tradugéo
nossa).

Bachelard (1966, p. 24, traducdo nossa), em conversa com Brunschvicg, afirma, ainda,
que sem duvida ele “é mais professor que filésofo e que a melhor maneira de medir a solidez
de ideias cientificas ¢ por meio do ensino. [...] Ensinar ¢ a melhor maneira de aprender”, o que

consideramos base da formacao continuada de um professor.

O homem dedicado a cultura cientifica é um eterno estudante. A escola é o maior
modelo de vida social. Continuar estudante deve ser o anseio de todo professor. Por
causa da prodigiosa diferenciagdo do pensamento cientifico e da necesséria
especializacdo, a cultura cientifica coloca 0 mestre numa situacdo de estudante
(BACHELARD, 1966, p. 36, traducéo nossa).

Para Bachelard, as noc@es cientificas tém grande relacdo com os aspectos pedagdgicos

e essa relacdo se estabelece socialmente.

Para que a ciéncia objetiva seja plenamente educadora, é preciso que seu ensino seja
socialmente ativo. E um alto desprezo pela instrucdo o ato de instaurar, sem reciproca,
a inflexivel relagdo professor-aluno. A nosso ver, o principio pedagégico fundamental
da atitude objetiva é: Quem é ensinado deve ensinar. Quem recebe instru¢do e ndo a
transmite terd um espirito formado sem dinamismo nem autocritica. Nas disciplinas
cientificas principalmente, esse tipo de instru¢do cristaliza no dogmatismo o
conhecimento que deveria ser um impulso para a descoberta (BACHELARD, 1996,
p. 300).

Segundo Barbosa e Bulcdo (2004, p. 51), a “problematica da formagdo em Bachelard,
se desenvolve a partir de dois eixos distintos [...]: o eixo da razdo e o da imaginacao”. Esses
dois eixos, que se mostram, em principio, opostos entre si, contribuem para o desenvolvimento
do espirito humano. Nesse sentido, podem-se caracterizar as ideias pedagdgicas de Bachelard
como pedagogia da razdo e pedagogia da imaginacdo. Ambas, em consonancia, contribuem
para a formacéo integral do sujeito.

Para Poincaré, dentre as suas inimeras obras publicadas, é possivel encontrar ideias
pedagdgicas, em A Ciéncia e a Hipotese (1988), O Valor da Ciéncia (1995), Ce que disent les
choses (1911), essa Ultima obra é dirigida as criangas e aos jovens e tem por objetivo tratar de
ideias sobre a historia da ciéncia como uma pedagogia. Além dessas obras, muitos de seus
artigos também tratam sobre pedagogia, por exemplo, Les définitions generales em
mathématiques (1904), Les fondements de la géometrie: A propos d'un livre récent (suite et fin)
(1902), La logique et l’intuition dans la science mathémtique et l’enseignment (1899a) e La
notation différentielle et I'enseignement (1899b).
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Para Poincaré, o projeto pedagdgico deve seguir um projeto filosofico.

No que diz respeito a matematica, Poincaré faz uma critica as praticas pedagogicas ditas
tradicionais (na sua época, o que ndo tem mudado muito na atualidade). Afirma que, ao tornar-
se rigorosa, “a matematica assume um carater artificial [...], ela esquece suas origens historicas;
vemos como as questdes podem ser resolvidas, mas ja ndo vemos como e porque elas aparecem”
(BRUTTER, 1998, p. 53). Nesse aspecto, é fundamental trabalhar no ensino a historicidade das
ideias matematicas, as quais foram impulsionadas pela imaginacao e a intui¢ao para sua criacao
e conceptualizacgdo.

Poincaré, em seus trabalhos, ressalta a importancia da intuicdo no processo de ensino e
aprendizagem, particularmente na matematica, destacando a preocupagdo com as faculdades

intuitivas dos alunos exigidas na aprendizagem com 0s objetos matematicos.

Ja tive oportunidade de insistir sobre o lugar que a intuicdo deve guardar no ensino
das ciéncias matematicas. Sem ela, os jovens espiritos ndo poderiam iniciar-se na
inteligéncia da matematica; ndo aprenderiam a ama-la, e sé veriam nela uma va
logomaquia; sem a intuicdo, sobretudo, jamais se tornariam capazes de aplica-la
(POINCARE, 1995, p. 26).

Poincaré (1904) argumenta que a falta de compreensdo da matematica deve-se em
grande medida pela néo justificacdo das teorias apresentadas, pelo excesso de rigor e falta de
intuicdo. O excesso de rigor, muitas vezes, mascara as razées que levaram a formulacdo das
ideias, mascara suas origens histdricas.

Em torno de defini¢bes gira a matematica e seu ensino, mas o que é uma boa definicao?,
pergunta Poincaré. Ele mesmo da-nos um direcionamento: “para o filésofo é aquela que satisfaz
as regras da logica, para o ensino é aquela que é compreendida pelos alunos” (POINCARE,
1904, p. 18).

Mas, o que é compreender, na concepcao de Poincaré? Compreender a demonstracéo de
um teorema ndo € examinar sucessivamente cada um dos silogismos de que € composto e
constatar que eles estdo corretos, conforme as regras do jogo. E necessario mais que constatar,
saber como eles encadearam em uma determinada ordem, mais que em outra. E a ordem na
qual os elementos sdo dispostos é mais importante do que os elementos mesmos (POINCARE,
1904). E a intuicdo dessa ordem que permite perceber o conjunto do raciocinio imbricado em
uma demonstragéo.

No ensino, entdo, segundo Poincaré, devemos recorrer a intuicdo para que os alunos
compreendam melhor as ideias matematicas. Ele ainda sugere que os alunos refacam, sem

passar etapas, o caminho percorrido pelos matematicos para que percebam a matematica em
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harmonia com as leis profundas do desenvolvimento biol6gico do ser. Caso contrério, corre-se
o risco de o aluno considerar a mateméatica como um amontoado de defini¢des inuteis. Quando
0 espirito do aluno estiver familiarizado com o raciocinio matematico amadurecido, davidas e
questionamentos surgirdo sucessivamente (POINCARE, 1904).

A “satisfacdo do professor ndo é o Unico propoésito do ensino, e deve se preocupar antes
com o espirito do aluno e o que nés queremos que ele se torne” (POINCARE, 1899, p. 159,
traducdo nossa). Da mesma forma, a arte de raciocinar € uma qualidade preciosa que o professor
de matemética deve cultivar no aluno desde o inicio (POINCARE, 1904).

As discussdes filosoficas em torno da intuicdo ndo minimizaram a defesa que Poincaré
fez em relacéo ao seu potencial na formacéo do espirito do aluno, mas ele também néo deixou
de salientar as suas limitacdes e o0 seu potencial para levar a erros. A “intui¢ao ndo pode nos dar
rigor, nem mesmo certeza” (POINCARE, 1904, p. 262, traducio nossa).

Poincaré trata também, além das questBes pedagogicas, importantes para o campo da
educacdo matematica, das questbes de conteldos mateméticos propriamente ditos, por
exemplo, de aritmética, de geometria, de andlise, da mecénica e outros, propondo solucdes
pedagdgicas para o0 ensino desses contetdos. Por exemplo, em geometria, para definir linha reta
e circulo, ele sugere conceitualiza-los a partir da intuicdo que a régua e 0 compasso promovem.

Complementando, a “educagdo deveria ter como proposito fundamental a
potencializagdo da capacidade cognitiva nos individuos pelo uso da imaginagao” (EFLAND,

2010, p. 343) e pelo exercicio da intuicéo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nas coisas indefinidas o espirito
desperta para as novas invengoes

Leonardo da Vinci

A filosofia do “quarto escuro”

A afirmacdo feita por Leonardo na nossa epigrafe aparece em sua obra Tratado da
Pintura, e ela refere, segundo Alessandro Vezzosi (2011, p. 28), ao que Leonardo pensa quando
observa manchas numa parede: elas “estimulam sua imagina¢do”. Essa forma de pensar de
Leonardo vem ao encontro da nossa concepcao de imaginacdo, pois ela se alimenta de coisas
difusas, imprecisas, indefinidas para depois dar-lhe algum tipo de concretude.

Ao dar um término, mesmo que provisoriamente, a pesquisa realizada nesta tese, faz-se
necessario voltar ao inicio, ou seja, ao “quarto escuro”, e relatar qual foi o nosso percurso dentro
dele. A metafora do “quarto escuro”, uma experiéncia fantdstica de amadurecimento,
transformacéo e conhecimento.

Um velho ditado diz que fazer uma pesquisa é como entrar num quarto escuro. Em que
consiste esse “quarto escuro”? Inicialmente a escuridao nele ¢ apavorante, pois nada ¢ visivel.
E vocé com vocé mesmo, em um mundo totalmente estranho, ensurdecedoramente escuro. Ha,
portanto, duas alternativas: sair ou ficar, mas a angustia produtiva em ficar é maior que sair,
entdo, a imaginagdo é agucada, flui a uma velocidade estonteante e a aventura torna-se
desafiante. Assim, depois de um certo tempo, o0 medo vai, aos poucos, se afastando, vocé vai
apalpando os objetos e os obstaculos na escuriddo, sem rumo, sem destino, um vai e volta,
varias vezes, pois voltar, em muitos momentos é necessario. Nesse caminho, tateando os
obstaculos, vocé descobre que ndo ha necessidade de tanto pavor e isso o faz continuar, entéo,
a experiéncia torna-se atraente. A cada descoberta, um novo clardo local surge e a experiéncia
vai tornando mais instigante e vocé continua, porque ndo consegue mais parar, COmo uma
fagulha de fogo, insistente, latente, te impulsiona a continuar e a descobrir mais coisas novas,
até que o “quarto” adquire cor e forma, som e gosto diante de seus olhos, uma experiéncia
fantéstica. Essa emog&o da descoberta nos enche de prazer estético e nos deixa em um estado
de euforia e felicidade.
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Foi essa emogdo que me conduziu durante todo o percurso da pesquisa. E claro, ndo
estive sozinha, algumas pessoas, mas, especialmente meus orientadores, me conduziram nesse
caminho. Sabemos que ainda ha pontos escuros nesse quarto que precisam ser desvendados,
aonde a luz ainda ndo chegou completamente, manchas no sentido de Leonardo, mas é
necessario, nesse momento, encerrar.

Essa metafora com o “quarto escuro” foi para expressar como funciona a experiéncia da
pesquisa na matematica e na educacdo matematica, experiéncia que permeia este trabalho. Em
um primeiro momento € como estar em um “mundo estranho”, o “quarto escuro”, mas aos
poucos, vamos descobrindo, com um certo esforgo, estudo e dedicacdo, as suas sutilezas e
sentimos prazer em poder conhecé-lo, compreendé-lo e contorna-lo em certas situacdes.

As nuances proporcionadas pela aventura da viagem pelo “quarto escuro” da pesquisa
nos levaram ao seu titulo: 4 elaboragdo de uma “epistemologia da imaginagdo e da intui¢do”
no campo da matematica e implicacbes para a educacdo matematica: didlogos com Henri
Poincaré e Gaston Bachelard.

O impulso que nos levou a fazer o percurso nos meandros desse “quarto escuro” e chegar
ao “final do tinel”, rumo a elaboragdo de uma “epistemologia da imaginagado e da intui¢do” no
campo da matematica, partiu de afirmacdes do préprio Bachelard, quem diz: “a ciéncia cria,
com efeito, uma filosofia” (BACHELARD, 1978b, p. 92). Ainda, a “ciéncia costuma postular
uma realidade. [...] Essa realidade, cujo conhecimento ndo pode ser esgotado, suscita uma
pesquisa sem fim. [...] Vamos, pois, adotar como postulado da epistemologia o carater sempre
inacabado do conhecimento” (BACHELARD, 2004, p. 16-17). Nesse sentindo, parafraseando
as palavras de Bachelard, tomamos como pressuposto que é a matematica que cria uma
epistemologia. E assim como € a ciéncia na sua dinamicidade que engendra a nova filosofia da
ciéncia, assim sera a propria matematica, em sua dinamicidade, que envolve, além da l4gica, a
imaginacao e a intuicdo, que permitird o desenvolvimento de uma filosofia da matemaética, em
particular, de uma “epistemologia da imaginacao e da intui¢ao” nesse campo. Sair ou iluminar

0 “quarto escuro” com essa pequena chama inicial foi, entdo, n0sso maior desafio!
A concepcdo dindmica do conhecimento matematico e a metodologia de exemplos
No campo da matematica procuramos exemplos, que posteriormente constituiram-se

numa metodologia de trabalho, com que pautamos nossa discussdo para elaborar uma

“epistemologia da imaginacao e da intui¢ao”.
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Tratar de “epistemologia da imaginacdo e da intui¢do” em matematica s6 ¢ possivel,
como j& apontamos na introdugdo, adotando uma concepg¢ao de matematica como uma “ciéncia
viva”, dindmica, se mexendo, ndo apenas como um corpo estatico e rigido de conhecimentos,
mas sim como atividade, como um processo, como forma de pensar. Nesse aspecto, buscamos
afastar a crenga de que a matemética é puramente logica e racional. Quando falamos de
matematica viva, estamos associando, metaforicamente, Sseus processos aos pProcessos
bioldgicos. A biologia se preocupa com organismos e 0S organismos nascem, se transformam,
geram mutacOes; esse comportamento sé funciona por ser vivo o objeto de estudo. Entdo os
conceitos matematicos, segundo nossa concepc¢do, tém essa natureza de organicidade e
dinamicidade, nesse sentido a matematica “vive”, incorporando no seu €scopo 0S processos
dindmicos de intui¢do e imaginacao.

Essa matematica viva, porém complexa, exige, entdo, além da légica, também a
imaginacdo e a intui¢do para sua compreensao. A intensa polissemia dos termos ‘imaginagao’
e ‘intui¢do’, suas multiplas acepg¢des, bem como seus papéis na constru¢do do conhecimento
matematico, em complemento a légica, nos desafia e nos coloca em acgdo diante do problema
da elaborag@o de uma “epistemologia da imaginacdo e da intuigdo” no campo da matematica.
Essa epistemologia enseja contribuir para discussdes conceituais sobre o papel da imaginacéo,
da intuicdo, da exclusividade da légica na construcdo do conhecimento matematico e das
relacOes entre a matematica, a arte e outras ciéncias.

A imaginacao e a intuicdo sdo processos complexos que ndo podem ser delimitados por
meio de uma definicdo, e menos expressos em (poucas) palavras. Elas sdo nocdes organicas
que estdo em movimento na teia do pensamento matematico. Sao como uma bola de basquete
ou de futebol, ela ndo faz sentido parada, mas em movimento nos diz muito sobre 0 jogo. Nesse
sentido, essas no¢des ndo estdo sujeitas a definigdes e seu tratamento teodrico é possivel numa
concepgdo organica de matematica. A imaginacao e a intuicdo sdo partes de um organismo
vivo, sdo “seres” que respiram, se transformam e, portanto, ndo admitem defini¢des fechadas,
pois definir é encontrar o limite de algo.

Assim, estamos considerando a intuicdo e a imaginacdo em sua dimensdo
epistemoldgica, isto €, como processos de acesso ao conhecimento matematico, processos de
descoberta e criacdo dentro da dindmica interna do conhecimento matematico. N&o estamos
dizendo que a imaginacéo e a intui¢do sdo partes do conhecimento matematico, mas séo formas
de acesso. Desse ponto de vista, elas ndo sdo conhecimento, mas séo agdes. O que leva a

conhecer, ja carrega em si uma epistemologia.
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A questdo da elaboragdo de uma “epistemologia da imaginag¢do e da intui¢do”, segundo
nosso entendimento, deve ser feito por meio de exemplos do campo da matemaética. Eles ndo
sdo meras ilustracdes da teoria, mas permitem colocar em movimento as noc¢bes que a
imaginacéo e a intuicdo fazem emergir no pensamento matematico, constituindo-se como uma
metodologia de pesquisa, justificando as diferentes ideias e conclusdes apresentadas na tese.
Ao escolhermos esse percurso metodoldgico, procuramos dar visibilidade e sustentabilidade ao
problema da elaboracéo dessa epistemologia.

Entendemos que os exemplos, desde que interpretados adequadamente, sdo 0s
portadores das qualidades dindmicas da intui¢do e da imagina¢cdo no campo da matematica e,
além disso, propGem-se discutir a sua dimensao epistemoldgica, permitindo uma compreensao
alargada da matematica. Desse ponto de vista, entendemos que a metodologia de pesquisa
baseada em exemplos, pode configurar-se como um método, com caracteristicas préprias, que
reflete 0 pensamento matematico em movimento, como em um organismo Vivo, mas cujas
representacdes estdo constituidas ndo por coisas, mas por relagcdes entre as coisas, a nossa
ontologia relacional.

Deste modo, os exemplos utilizados na pesquisa procuraram descrever, discutir e
interpretar os processos de elaboracéo e formas de conhecimento no campo da matemaética. Os
exemplos escolhidos procuram desvelar a “realidade” representada, que sem eles continuaria
oculta ou seria mais dificil de desvendar em outras perspectivas de investigacdo. Salientamos
que a credibilidade dos exemplos ndo estd na representacdo de uma teoria ou de ideias
matematicas, mas na amplitude e clareza que os conceitos expressam por meio da dinamicidade
oculta nos proprios exemplos. A dimensdo epistemoldgica e estética da metodologia com

exemplos possibilita novas interpretacdes e novos olhares para a “nova matematica”.

Dialogos com Poincaré e Bachelard

A tese apresentou uma problematica desencadeadora de um processo de pesquisa que
foi: colocar em suas bases epistemoldgicas o problema da elaboragdo de uma “epistemologia
da imaginagdo e da intui¢do” no campo da matemadtica, visando a educagdo (em) matemdatica.

A fim de fundamentar a pesquisa, optamos, para montar uma base tedrica, realizar um
didlogo com as ideias de Henri Poincaré e de Gaston Bachelard. Ambos trouxeram muitas
contribuicdes do campo da epistemologia e filosofia da ciéncia, em especial suas concepgdes
sobre a construcdo da ciéncia, a sua relacdo com a matematica, relacdo em que a imaginagéo e

a intuicdo entram em didlogo com ela, diadlogo esse que foi também um dos propulsores deste
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trabalho. As contribui¢Oes de Bachelard e Poincaré tomadas para essa discussdo, mesmo sendo
relevantes e fundamentais, ndo foram exploradas exaustivamente e merecem um estudo
posterior.

A necessidade de “ligar” a epistemologia, que esta do lado da razao cientifica, a
imaginacdo e a intuicdo, que estdo do lado da razdo poética, procurando sua racionalidade, o
que ndo deve ser confundido com ter uma logica, foi um desafio. Razéo e imaginag&o, assim
como razdo e intuicdo, ndo sdo ac¢des dicotbmicas, ambas possuem caracteristicas semelhantes,
de criar e/ou descobrir conhecimentos para instaurar 0 que ainda nao existe ou o que existe e
nao se “veé”.

A possibilidade de “ver” os objetos descobertos pela intuigdo ou criados pela
imaginacdo requer, como ja apontado, identificar um espago ontoldgico de “concretiza¢ao”
desses objetos. Desse ponto de vista, a matematica pode ser considerada uma ciéncia empirica
como a fisica, em que 0 acesso a esse espaco ontologico pode ser feito mediante observacdes
ou experimentacdes mentais com 0s objetos ai existentes. Esse espaco ontoldgico serd o espaco

da experiéncia matematica.

Aspectos formativos da intuicéo e da imaginagdo no ensino de matematica

Gusmao (2013) destacou que o conhecimento cientifico e também o matematico, assim
como seu ensino, devem ser procurados na sensibilidade do sujeito epistémico e ndo apenas na
sua capacidade légica. Para tanto, os estudos filosoficos no campo da educacdo matematica
serao essenciais nessa procura.

Bachelard discute, em particular, o ensino através da ideia de “formacdo”,
especialmente na formacdo do “espirito cientifico”. De fato, um dos papéis da educagdo ¢
contribuir para a formacao do espirito.

A esse respeito, no capitulo 5, foi apontado o seguinte:

a matematica entdo, segundo nosso ponto de vista, além de ser uma ciéncia das
quantidades, das operagcGes numéricas e das medidas, mostra uma interconexdo
profunda entre o espirito humano e a realidade e, para compreender essa realidade é
necessaria uma matematica que incorpore aspectos qualitativos impregnada de
sensibilidade, imaginacdo, intuicdo e criatividade.

A esse respeito é necessario um novo olhar para pensar a incorporacao da matematica

moderna (a partir do seculo XIX) no ensino, uma matematica que inclui, por exemplo, as
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geometrias ndo-euclidianas e a topologia. Para esse novo olhar, a nossa epistemologia da
imaginacéo e da intuicdo pode contribuir.

Essa epistemologia destaca, como um dos seus aspectos formativos, a capacidade de
sintese do ser humano, capacidade necessaria para todo o empreendimento criativo.

Outro dos aspectos formativos do advento dos estudos epistemoldgicos na matematica
€ 0 que diz respeito a compreender mais que aplicar, condicdo necessaria para a “percepgdo”
da beleza da matematica.

Essa percepcao, que é de natureza estética, também tem um viés epistemoldgico, aquele
que nos permite ver “concretizados” os objetos abstratos da matematica. Isso é exatamente ver
as relacOes entre os objetos mais que os proprios objetos que, como vimos, constituem a
ontologia da imaginacdo e da intuicéo.

Essa capacidade de “ver” pode ser aprimorada através do recurso pedagogico da
visualiza¢do, uma das mais modernas tendéncias no ensino da matematica.

Finalmente, acreditamos que a incorporacdo dos diversos aspectos formativos
apontados podem contribuir, para o professor de matematica, em uma autonomia diante do
conhecimento que lhe permita elaborar metodologias inovadoras para seu ensino da matematica

em que a imaginacéo, a intuicédo e a criatividade estejam presentes.

Ciéncia e arte guiadas pela imaginacéo e a intuicéo

A relacdo ciéncia e arte em Bachelard foi apenas citada na tese em determinados trechos
e aqui nas consideracBes retomamos alguns aspectos, porém sem a intencdo de aprofundar a
questéo.

Bachelard, em sua vertente noturna, 0 nosso maior interesse na tese, € um pensador do
devaneio poético, que pautava seu conhecimento na poética, na imaginagéo e na criatividade.
A imaginacdo criadora, baseada nas leis materiais dos quatro elementos: fogo, agua, ar e terra
teve um destaque na poética de Bachelard. Aqui, buscamos trazer para a discussao o debate
entre a razao arquitetonica de sua face “diurna” e a razdo polémica de sua face “noturna”, na
qual a imaginagdo faz-se presente.

As duas vertentes bachelardianas, a nosso ver, ndo sdo antagonicas, mas refletem-se
mutuamente, a tal ponto em que podemos “defender” que s6 ha um Bachelard, um Bachelard
“inteiro”, que durante toda sua vida carregou sempre consigo a epistemologia e a poética
conjugadas, ou seja, mesmo quando fazia uma analise eminentemente epistemoldgica, trazia

uma filosofia da descoberta cientifica em sua materialidade.
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Bachelard, o homem “diurno” da ciéncia, num determinado momento de sua vida muda
de rumo, do campo da filosofia da ciéncia adentra no mundo da imaginagdo poética como ja
vimos anteriormente. Para o Bachelard “noturno”, o homem ¢ instaurador de novas realidades,
cuja fonte € a imaginacédo criadora, a esséncia do espirito humano, que de modo dinamico o
torna capaz de produzir tanto ciéncia quanto arte, ou seja, 0 pensamento e o sonho. A dualidade
razdo e emocao que, para Bachelard, ndo sdo excludentes, aponta para a complementaridade
entre a ciéncia e a arte, entre 0 homem que aplica a razdo como instrumento da ciéncia, € 0
homem que, pela fantasia e imaginacdo, se ancora no mundo, apreendendo-o por meio do
devaneio poético (PAIVA, 2005).

Fazendo uma analogia da producdo desses conhecimentos para a visdo surrealista do

poeta, temos que:

cada poeta seria, entdo, suscetivel de um diagrama que indicaria o sentido e a simetria
de suas coordenacBes metafdricas, exatamente como o diagrama de uma flor
estabelece o sentido e as simetrias de sua acdo floral. Ndo ha flor real sem essa
conformidade geométrica. Do mesmo modo, ndo ha floragdo poética sem uma certa
sintese de imagens poéticas. Convém, no entanto, ndo ver nessa tese uma vontade de
limitar a liberdade poética, de impor uma l6gica ou uma realidade, o0 que é a mesma
coisa, a criacdo do poeta. E depois de tudo feito, objetivamente, depois do
desabrochar, que acreditamos descobrir o realismo e a légica intima de uma obra
poética (BACHELARD, 1994, p. 159-160).

Com a criagdo do termo ‘surracionalismo’ por Bachelard, “a filosofia postula a
imprescindibilidade de uma razéo que incorpora ao pensamento o exercicio da liberdade, a qual
assemelha-se a liberdade da criagao artistica operada pelo surrealismo nas artes” (PAIVA, 2005,
p. 114).

O surracionalismo de Bachelard estd em consonancia com a intui¢do, também defendida
por Poincaré (1946, 1988,1995), que permite desenvolver a capacidade de inventar e de criar.
A razdo surracional, juntamente com o surrealismo que ddo bases ao surracionalismo de

Bachelard,

é aberta, inquieta e criadora, almeja 0 novo, liberta-se da condigéo e das formas de
pensar ja estabelecidas, rompendo com o saber instituido, retificando-o,
redimensionando-o e transformando-o. [...] A raz8o surracional se evade da condicao
de tradicdo e das formas de pensar cristalizadas. [...] Bebe das fontes da imaginacéo
(PAIVA, 2005, p. 116-117).

A razdo surracional tem, para Bachelard, suas fontes na imaginacao. Por outro lado, a
ciéncia do século XX revela-se analoga a arte. Ela tem também a sua poética; imaginar, intuir,

criar, dar lugar ao inexistente tornam-se atributos seus. Nesse sentido, razdo e sensibilidade,



152

ciéncia e poesia, logica e intuicdo se complementam nas ideias do Bachelard “diurno” e
“noturno” e nas ideias de Poincaré. O Bachelard “diurno”, sem minimizar o rigor na Ciéncia,
alude a uma razdo que compartilha com o ato de imaginar, sobressaindo, entdo, o Bachelard
“noturno” (PAIVA, 2005). Também Poincaré, sem desmerecer a 1dgica, salienta o papel da
intuicdo como instrumento da invengéo, da imaginacao, da criacao.

Do ponto de vista pedagogico, liberar a imaginacdo criadora tem um forte componente

de ludicidade, uma notoria aproximacao entre a matematica e a arte.

Perspectivas futuras

A tese colocou em discussdo a questdo da elaboragdo de uma “epistemologia da
imaginagao e da intuigdo” no campo da matematica. Porém, as discussdes ndo se encerram aqui,
pois hd muito ainda o que fazer e esclarecer a partir das questdes levantadas.

Identificar as capacidades da imaginacdo e da intuicdo em exemplos do campo da
matematica permite movimentar as ideias matematicas dentro de sua dindmica, logo, buscar
novos exemplos com essas caracteristicas € uma tarefa a ser feita, ampliar a nossa metodologia
de exemplos e colocé-la em relagdo com a “experiéncia matematica”.

Como uma das perspectivas futuras temos que, na medida em que é possivel desligar a
imaginacdo e a intuicdo da logica, seria possivel associar essas capacidades a outras logicas,
por exemplo, as l6gicas das etnomatematicas, o que poderia trazer consequéncias também para
uma melhor compreensdo da modelagem matematica. Qual é a intuicdo matematica em outras
culturas?

A pesquisa ndo teve intencdo de chegar aos alunos da educacdo basica, inicialmente,
mas visou discutir e apresentar alguns aspectos formativos para a formacao de professores de
matematica, sendo, portanto, uma perspectiva futura, pesquisar metodologias de ensino para
esse publico em que a imaginacéo e a intuicdo sejam relevantes para a aquisicao e fixacdo do
conhecimento matematico.

A proposta de imaginacdo e de intuicdo posta no cendrio do ensino da matematica ganha
uma série de coadjuvancias, tais como o material concreto, a historia, a filosofia, entre outras.
Uma, em especial, pode ser posta como perspectiva futura: a matematica na dinamica de
softwares.

Finalmente, ainda é necessario um aprofundamento filoséfico e metodoldgico dessa
epistemologia da imaginacdo e da intuicdo aqui esbocada, matizada, também, com o diélogo

com outros autores.
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