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Aspectos Admisśıveis em Grupos Topológicos

GABRIEL PEREIRA BOTH

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-
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Aos meus amigos Júlio César e Láıs, e aos colegas do Departamento de Matemática da
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Resumo

Neste trabalho abordaremos duas construções clássicas de estruturas uniformes sobre um

conjunto. Veremos que estas estruturas nos possibilitam definirmos conceitos como conti-

nuidade uniforme sem fazer uso de uma métrica. Mostraremos como os espaços uniformes

se relacionam com os espaços topológicos admisśıveis, faremos uso da estrutura admisśıvel

para introduzirmos o conceito de função lipschitziana e construiremos um sistema sobre o

espaço que visa se aproximar de uma métrica. Além disso, faremos um estudo sobre grupos

topológicos onde destacaremos suas relações com os espaços topológicos admisśıveis.

Palavras-chave: espaços uniformes, espaços admisśıveis, grupos topológicos.



Abstract

In this work we will approach two classical constructions of uniform structures on a set.

We will see that these structures allow us to define concepts like uniform continuity without

use a metric. We will show how uniform spaces are related with admissible topological spaces,

we will make use of the admissible structure to introduce the concept of lipschitz functions

and we will construct a system over the set which try to approach of a metric. Moreover,

we will make a study over topological groups where we will highlight their relation with the

admissible topological spaces.

Key-words: uniform spaces, admissible spaces, topological groups.
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Introdução

Em diversas áreas de alto ńıvel como análise funcional e sistemas dinâmicos, muitos dos

objetos mais importantes representam uma mistura de estruturas algébricas e topológicas.

Talvez o conceito mais natural que faça ligação entre essas duas áreas seja o de grupos

topológicos. As ideias por trás do conceito de grupos topológicos tem suas ráızes em 1888-

1893 nos trabalhos de S. Lie, que considerou grupos definidos por relações anaĺıticas. A noção

geral de grupos topológicos foi introduzida nos anos de 1925 e 1927 nos trabalhos Abstrakte

kontinuerliche Gruppen de O. Schreier e Sur la notion du groupe abstrait topologique de F.

Leja. Em 1937 no trabalho Sur les espaces à structure uniforme et sur la topologie générale

A. Weil introduz a teoria de espaços uniformes onde além de dar noções que não fazem uso de

métricas dos conceitos de continuidade uniforme, completude e convergência uniforme trata

da teoria de grupos topológicos da perspectiva da teoria de espaços uniformes.

No primeiro caṕıtulo desta dissertação serão apresentadas duas abordagens clássicas da

estrutura uniforme, uma via a famı́lia de vizinhanças diagonais e a outra via uma famı́lia de

coberturas uniformes. Veremos que a estrutura uniforme pode ser usada para definir uma

topologia sobre o conjunto e também para definirmos o conceito de continuidade uniforme.

Diremos que um espaço topológico é admisśıvel se ele puder ser munido de uma famı́lia

admisśıvel de coberturas abertas. A noção de tal famı́lia foi introduzida em [6] no intuito de

desenvolver a teoria de transitividade de cadeias para semifluxos. Um importante resultado

provado em [10] diz que espaços uniformizáveis são espaços admisśıveis, a rećıproca de tal

resultado, um problema em aberto até 2014, foi provada em [1]. Assim como nos espaços

uniformes, podemos fazer uso da famı́lia admisśıvel para definirmos continuidade uniforme e

outros conceitos definidos para espaços métricos.

No segundo caṕıtulo faremos um estudo sobre a famı́lia admisśıvel de coberturas abertas.
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Introdução xii

Mostraremos como se relaciona com a topologia do espaço e introduziremos o conceito de

funções lipschitzianas. Na última seção do caṕıtulo construiremos sobre o espaço admisśıvel

um sistema que tenta se assemelhar ao papel de uma métrica em espaços métricos.

No último caṕıtulo abordaremos os grupos topológicos. Estudaremos algumas relações

entre suas propriedades topológicas e algébricas, e veremos como relacioná-los com os espaços

admisśıveis e, consequentemente, com os espaços uniformes.
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Caṕıtulo 1

Espaços Uniformes

Diferentemente de estruturas topológicas mais gerais, espaços topológicos uniformizáveis e

estrutura uniforme, nos permite definir conceitos de continuidade uniforme e de proximidade

entre pontos. Neste caṕıtulo, abordaremos a construção de duas estruturas uniformes em um

conjunto X.

1.1 Estrutura uniforme via famı́lia de vizinhanças dia-

gonais

Antes de definirmos um Espaço Uniforme precisamos de alguns conceitos iniciais.

Definição 1.1.1. Seja X um conjunto não vazio. Para U, V ⊆ X ×X e x ∈ X definimos

1. V −1 = {(x, y) ∈ X ×X; (y, x) ∈ V };

2. U ◦ V = {(x, y) ∈ X ×X;∃z ∈ X tal que (x, z) ∈ U e (z, y) ∈ V };

3. V [x] = {y ∈ X; (x, y) ∈ V }, que é chamada V -vizinhança de x;

4. ∆ = {(x, x);x ∈ X}, que é chamada de diagonal de X.

Agora definiremos Espaço Uniforme.

Definição 1.1.2. Um espaço uniforme é um par (X,D) formado por um conjunto X e

uma famı́lia D de subconjuntos de X×X chamada uniformidade diagonal (ou estrutura

uniforme, ou uniformidade), cujos elementos são chamados vizinhanças diagonais, e

que satisfaz:
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1.2 Base para uma uniformidade diagonal 2

1. D ∈ D ⇒ ∆ ⊂ D;

2. D1, D2 ∈ D ⇒ D1 ∩D2 ∈ D;

3. D ∈ D ⇒ E ◦ E ⊂ D para algum E ∈ D;

4. D ∈ D ⇒ E−1 ⊂ D para algum E ∈ D;

5. D ⊂ E, D ∈ D ⇒ E ∈ D.

Fazendo uso da estrutura de D podemos ter uma noção de distância entre x, y ∈ X ao

dizermos que x está D próximo de y se existe D ∈ D tal que (x, y) ∈ D.

Observe que pelos itens (4) e (5) temos que se D ∈ D, então D−1 ∈ D. E também que

(3) e (4) são equivalentes a: se D ∈ D, então E ◦ E−1 ⊂ D para algum E ∈ D. De fato, se

(3) e (4) valem, tome D ∈ D e E1, E2 ∈ D tais que E1 ◦ E1 ⊂ D e E−1
2 ⊂ E1. Dessa forma,

fazendo E = E1 ∩ E2, tem-se que E ◦ E−1 ⊂ D. Por outro lado, seja D ∈ D e E ∈ D tal

que E ◦ E−1 ∈ D. Logo, E−1 ⊂ D e fazendo F = E ∩ E−1 temos que F ∈ D e F ◦ F ∈ D.

Portanto, valem (3) e (4).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.1.3. Dado qualquer conjunto X, a coleção D que consiste apenas do conjunto

X ×X é uma uniformidade diagonal em X chamada uniformidade trivial

Exemplo 1.1.4. Dado qualquer conjunto X, a coleção D de todos os subconjuntos de X×X

que contém ∆ é uma uniformidade diagonal em X chamada uniformidade discreta.

1.2 Base para uma uniformidade diagonal

Definição 1.2.1. Uma base para uma uniformidade diagonal D é qualquer sub-coleção

E de D tal que cada D ∈ D contém algum E ∈ E.

Proposição 1.2.2. Uma coleção E de subconjuntos de X×X é base para uma uniformidade

diagonal se, e somente se,

1. E ∈ E ⇒ ∆ ⊂ E;
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1.2 Base para uma uniformidade diagonal 3

2. E1, E2 ∈ E ⇒ E3 ⊂ E1 ∩ E2 para algum E3 ∈ E;

3. E ∈ E ⇒ F ◦ F ⊂ E para algum F ∈ E;

4. E ∈ E ⇒ F−1 ⊂ E para algum F ∈ E.

Demonstração: Suponha que E ⊂ D é base para uma uniformidade diagonal D. Pela

propriedade 1 da Definição 1.1.2 temos que 1 é válida.

Agora, sejam E1, E2 ∈ E . Pela propriedade 2 da Definição 1.1.2, E1 ∩ E2 ∈ D e como E

é base existe E3 ∈ E tal que E3 ⊂ E1 ∩ E2.

Se E ∈ E , pela propriedade 3 da Definição 1.1.2 existe D ∈ D tal que D ◦D ⊂ E. Já que

E é base, existe F ∈ E tal que F ⊂ D. Assim, F ◦ F ⊂ D ⊂ D ◦D ⊂ E.

Da mesma forma, se E ∈ E , existe pela propriedade 4 da Definição 1.1.2 D ∈ D tal que

D−1 ⊂ E e, como E é base, existe F ∈ E tal que F ⊂ D. Assim, F−1 ⊂ D−1 ⊂ E.

Suponha agora que E é uma coleção de subconjuntos de X × X satisfazendo as pro-

priedades de 1 a 4. Defina D = {D ⊂ X × X;E ⊂ D para algum E ∈ E}. Então D é

uma uniformidade diagonal que tem E como base. De fato, verifiquemos que D satisfaz as

propriedades da Definição 1.1.2.

Se D ∈ D, existe E ∈ E tal que E ⊂ D e por hipótese ∆ ⊂ E. Logo, ∆ ⊂ D.

Sejam D1, D2 ∈ D, então existem E1, E2 ∈ E tais que E1 ⊂ D1 e E2 ⊂ D2. Dessa

forma, E1 ∩ E2 ⊂ D1 ∩D2. Mas por hipótese, existe E3 ∈ E tal que E3 ⊂ E1 ∩ E2. Assim,

E3 ⊂ D1 ∩D2, donde D1 ∩D2 ∈ D.

Para D ∈ D, existe F ∈ E tal que F ⊂ D, mas por hipótese existe E ∈ E ⊂ D tal que

E ◦ E ⊂ F . Logo, E ◦ E ⊂ D.

Da mesma forma, se D ∈ D existe F ∈ E tal que F ⊂ D. Por hipótese, existe E ∈ E ⊂ D

tal que E−1 ⊂ F . Logo, E−1 ⊂ D.

Agora, seja D ∈ D tal que D ⊂ E para alguma E ⊂ X ×X. Então existe F ∈ E tal que

F ⊂ D, logo F ⊂ E e, assim, E ∈ D.

Portanto, D é uma uniformidade diagonal para X. ut
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1.2 Base para uma uniformidade diagonal 4

Definição 1.2.3. Uma sub-base para uma uniformidade diagonal D é uma sub-coleção

E ⊂ D onde o conjunto formado por todas interseções finitas de seus elementos forma uma

base para D.

Vejamos alguns exemplos de bases para uma uniformidade diagonal.

Exemplo 1.2.4. Para qualquer espaço uniforme (X,D), a coleção formada pelos elementos

simétricos de D, Sym(D) = {D ∈ D ;D = D−1}, é uma base para D.

De fato, se D ∈ D, temos que D−1 ∈ D, mas repare que E = D ∩D−1 ∈ Sym(D) e é tal

que E ⊂ D.

Exemplo 1.2.5. Para cada a ∈ R defina Da = ∆ ∪ {(x, y) ∈ R× R; x > a e y > a}. Então

E = {Da; a ∈ R} é base para uma uniformidade em R. De fato,

1. Claramente ∆ ⊂ Da, para todo a ∈ R.

2. Sejam Da, Db ∈ E . Se b ≤ a, então Da ∩ Db = Da. Se a ≤ b, então Da ∩ Db = Db.

Assim, tomando c = máx {a, b}, tem-se Dc ⊂ Da ∩Db.

3. Basta observar que Da ◦ Da ⊂ Da, pois se (x, y) ∈ Da ◦ Da, existe z ∈ R tal que

(x, z) ∈ Da e (z, y) ∈ Da. Assim, x, z > a, y, z > a e, portanto, (x, y) ∈ Da.

4. Note que D−1
a = Da. Logo, se Da ∈ E , então D−1

a ⊂ Da.

Portanto, pela proposição anterior E é base para uma uniformidade diagonal em R.

Exemplo 1.2.6. Seja d uma métrica em um conjunto M . A coleção E = {Dd
ε ; ε > 0}, onde

Dd
ε = {(x, y) ∈M ×M ; d(x, y) < ε}, é uma base para uma uniformidade diagonal.

Com efeito,

1. Para todo ε > 0, ∆ ⊂ Dd
ε .

2. Se Dd
ε , D

d
δ ∈ E , temos que, para λ = min{ε, δ}, Dd

λ ∈ E e Dd
λ ⊂ Dd

ε ∩Dd
δ .

3. Considere Dd
ε ∈ E . Para δ = ε

2
> 0 tem-se que Dd

δ ∈ E e Dd
δ ◦Dd

δ ⊂ Dd
ε .
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1.3 Topologia gerada pela uniformidade diagonal 5

4. Para Dd
ε ∈ E , Dd

ε
−1 ⊂ Dd

ε , pois Dd
ε = Dd

ε
−1.

Logo, pela proposição anterior, E é base para uma uniformidade diagonal chamada unifor-

midade métrica.

As uniformidades diagonais que podem ser geradas dessa forma por métricas são chamadas

uniformidades metrizáveis.

1.3 Topologia gerada pela uniformidade diagonal

Nesta seção veremos que a uniformidade diagonal gera uma topologia.

Definição 1.3.1. Seja (X,D) um espaço uniforme. Para cada x ∈ X e D ∈ D definimos

D[x] = {y ∈ X; (x, y) ∈ D}

Essa definição é extendida a subconjuntos A de X da forma:

D[A] =
⋃
x∈A

D[x] = {y ∈ X; (x, y) ∈ D para algum x ∈ A}

Teorema 1.3.2. Seja (X,D) um espaço uniforme e, para cada x ∈ X, considere a coleção

Bx = {D[x];D ∈ D}. Então Bx satisfaz:

1. D[x] ∈ Bx ⇒ x ∈ D[x];

2. D1[x], D2[x] ∈ Bx ⇒ ∃D3[x] ∈ Bx tal que D3[x] ⊂ D1[x] ∩D2[x];

3. D[x] ∈ Bx ⇒ ∃E[x] ∈ Bx tal que se y ∈ E[x], existe W ∈ By com W ⊂ D[x].

Demonstração:

1. Como (x, x) ∈ ∆ ⊂ D, ∀D ∈ D, temos que x ∈ D[x], ∀D ∈ D.

2. Primeiramente note que D1 ∩ D2 ∈ D e que D1[x] ∩ D2[x] = (D1 ∩ D2)[x]. Assim,

fazendo D3 = D1 ∩D2 temos D3[x] ∈ Bx e D3[x] ⊂ D1[x] ∩D2[x].

3. Seja D[x] ∈ Bx. Tome E ∈ D tal que E ◦ E ⊂ D. Então E[x] ∈ Bx e se y ∈ E[x],

W = E[y] ∈ By é tal que W ⊂ D[x].
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1.3 Topologia gerada pela uniformidade diagonal 6

ut

Em vista do teorema acima podemos definir uma topologia em X da seguinte forma:

τD = {A ⊂ X;∀x ∈ A,A contém um elemento de Bx}

Em outras palavras, a topologia resultante em X é tal que cada Bx é uma base de

vizinhanças em x.

Observe que a mesma topologia é produzida se usarmos qualquer base E no lugar de D.

De fato, como Ux = {D̄[x]; D̄ ∈ E} ⊂ Bx = {D[x];D ∈ D} temos que τE ⊂ τD.

Reciprocamente, se A ∈ τD, temos que para x ∈ A, ∃D ∈ D tal que x ∈ D[x] ⊂ A. Visto

que E é base de D, existe D̄ ∈ E tal que D̄ ⊂ D. Assim, x ∈ D̄[x] ⊂ D[x] ⊂ A. Logo, A ∈ τE
e, portanto, τD ⊂ τE .

Definição 1.3.3. A topologia τD associada com uma uniformidade diagonal D de um espaço

uniforme (X,D) é chamada topologia uniforme gerada por D. Quando uma topologia

de um espaço topológico X pode ser obtida dessa forma de uma uniformidade diagonal, X é

chamado espaço topológico uniformizável.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.3.4. A uniformidade trivial em um conjunto X gera a topologia trivial.

Exemplo 1.3.5. A uniformidade discreta em um conjunto X gera a topologia discreta.

Exemplo 1.3.6. A uniformidade métrica em um espaço métrico (M,d) tem como topologia

uniforme a topologia da métrica, pois

Dd
ε [x] = {y ∈M ; (x, y) ∈ Dd

ε} = {y ∈M ; d(x, y) < ε} = Bd(x, ε)

Exemplo 1.3.7. A uniformidade diagonal em R dada pela base do Exemplo 1.2.5 nos dá

como topologia uniforme a topologia discreta em R, pois para cada x ∈ R, Da[x] = {x}

sempre que a ≥ x.

Este exemplo, juntamente com o Exemplo 1.3.5, nos mostra que diferentes uniformidades

diagonais podem produzir a mesma topologia. Assim, uma uniformidade diagonal em X

representa mais estrutura em X do que uma topologia.
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1.3 Topologia gerada pela uniformidade diagonal 7

Teorema 1.3.8. Seja (X,D) um espaço uniforme. Considere em X a topologia uniforme

gerada por D e em X ×X a topologia produto. Então, E = {U ∈ D;U é aberto em X ×X}

forma uma base para D.

Demonstração: Claramente E ⊂ D. Agora, seja D ∈ D. Como int(D) ⊂ D, resta

mostrarmos que int(D) ∈ E . De fato, seja E ∈ Sym(D) tal que E ◦E ◦E ⊂ D. Tal E existe

pois, como Sym(D) é base de D, existe F ∈ Sym(D) tal que F ⊂ D. Usando a parte (3) da

Proposição 1.2.2, temos que existe W ∈ Sym(D) tal que W ◦W ⊂ F . Novamente pela parte

(3) existe E ∈ Sym(D) tal que E ◦ E ⊂ W , dáı

(a, b) ∈ E ◦ E ◦ E ⇒ ∃c ∈ X tal que (a, c) ∈ E ◦ E ⊂ W e (c, b) ∈ E ⊂ E ◦ E ⊂ W

Então (a, b) ∈ W ◦W ⊂ D. Utilizando a parte (5) da Definição 1.1.2 é suficiente mos-

trar que E ⊂ int(D). Seja (x, y) ∈ E. Note que E[x] × E[y] é um aberto em X × X

que contém (x, y). Agora, se (w, z) ∈ E[x]× E[y], temos que (x,w) ∈ E, o que implica que

(w, x) ∈ E−1 = E, e (y, z) ∈ E, o que implica que (x, z) ∈ E◦E. Logo, (w, z) ∈ E◦E◦E ⊂ D.

Portanto, E ⊂ int(D). ut

Agora vamos fazer uso das uniformidades diagonais para definirmos o conceito de função

uniformemente cont́ınua.

Definição 1.3.9. Sejam (X,D) e (Y, E) espaços uniformes. Uma função f : X → Y é

chamada uniformemente cont́ınua se para cada E ∈ E, existe D ∈ D tal que

(x, y) ∈ D ⇒ (f(x), f(y)) ∈ E.

Se f é uniformemente cont́ınua e possui inversa também uniformemente cont́ınua ela é

chamada isomorfismo uniforme.

Teorema 1.3.10. Toda função uniformemente cont́ınua é cont́ınua.

Demonstração: Sejam (X,D) e (Y, E) espaços uniformes munidos com suas respectivas

topologias uniformes e seja f : X → Y uniformemente cont́ınua. Para x ∈ X, uma vizinhança

básica de f(x) é da forma E[f(x)] para algum E ∈ E . Como f é uniformemente cont́ınua,

existe D ∈ D tal que se (x, y) ∈ D, então (f(x), f(y)) ∈ E. Logo,

y ∈ D[x]⇒ (x, y) ∈ D ⇒ (f(x), f(y)) ∈ E ⇒ f(y) ∈ E[f(x)]
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1.4 Espaços uniformes via famı́lia de coberturas uniformes 8

Ou seja, f(D[x]) ⊂ E[f(x)]. Portanto, f é cont́ınua. ut

1.4 Espaços uniformes via famı́lia de coberturas uni-

formes

Nesta seção, descreveremos a uniformidade de X sem passar por X×X, utilizando a famı́lia

de coberturas uniformes. Mas antes disso, precisaremos de algumas definições.

Definição 1.4.1. Seja U uma cobertura de X e A ⊂ X. A estrela de A com respeito a

U é o conjunto St[A,U ] = ∪{U ∈ U ;U ∩ A 6= ∅}.

Definição 1.4.2. Se U e V são coberturas de X dizemos que U refina V, e denotamos por

U ≺ V, se cada U ∈ U está contido em algum V ∈ V.

Definição 1.4.3. Se U e V são coberturas de X dizemos que U é um refinamento estrela

de V, e denotamos por U∗ ≺ V, se para cada U ∈ U existe V ∈ V tal que St[U,U ] ⊂ V .

Definição 1.4.4. Se U e V são coberturas de X dizemos que U é um refinamento ba-

ricêntrico de V, e denotamos por U 4 V, se a cobertura {St[x,U ];x ∈ X} refina V.

Definição 1.4.5. Seja (X,D) um espaço uniforme. Uma cobertura U de X se diz cobertura

uniforme se existe algum D ∈ D tal que a cobertura UD = {D[x];x ∈ X} refina U .

O teorema a seguir nos dará a caracterização desejada da uniformidade de X através de

uma famı́lia de coberturas.

Teorema 1.4.6. Se O é uma famı́lia de coberturas de X que satisfaz:

(a) U1,U2 ∈ O ⇒ ∃U3 ∈ O tal que U3∗ ≺ U1 e U3∗ ≺ U2;

(b) U ∈ O e U ≺ V ⇒ V ∈ O.

Então, E = {DU ;U ∈ O}, onde DU = ∪{U × U ;U ∈ U}, é base para uma uniformidade

diagonal em X cujas coberturas uniformes são precisamente os elementos de O.
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1.4 Espaços uniformes via famı́lia de coberturas uniformes 9

Demonstração: Primeiramente mostremos que E é base para uma uniformidade diagonal

em X. Para isso vamos utilizar a Proposição 1.2.2.

1. Seja DU ∈ E e tome (x, x) ∈ ∆. Como U é uma cobertura de X, x ∈ Ū para algum

Ū ∈ U . Dáı, (x, x) ∈ Ū × Ū ⊂ ∪{U × U ;U ∈ U} = DU . Logo, ∆ ⊂ DU .

2. Sejam DU1 , DU2 ∈ E . Como O satisfaz (a), existe U3 ∈ O tal que U3∗ ≺ U1,U2.

Então DU3 ∈ E é tal que DU3 ⊂ DU1 ∩ DU2 . Com efeito, seja (x, y) ∈ DU3 . Então

(x, y) ∈ U3 ×U3 para algum U3 ∈ U3. Como U3∗ ≺ U1, existe U1 ∈ U1 tal que U3 ⊂ U1.

Assim, (x, y) ∈ U1 × U1. Logo, (x, y) ∈ DU1 . Portanto DU3 ⊂ DU1 e, de forma análoga,

DU3 ⊂ DU2 .

3. Seja DU ∈ E . Por (a) existe Ū ∈ O tal que Ū∗ ≺ U . Então DŪ ∈ E é tal que DŪ ◦DŪ ⊂

DU . De fato, seja (x, y) ∈ DŪ ◦ DŪ . Então existe z ∈ X tal que (x, z), (z, y) ∈ DŪ .

Logo, (x, z) ∈ Ū1×Ū1 e (z, y) ∈ Ū2×Ū2, onde Ū1, Ū2 ∈ Ū . Dessa forma, x, y ∈ St[Ū1, Ū ],

pois y ∈ Ū2 ∈ Ū e z ∈ Ū2 ∩ Ū1 6= ∅. E como Ū∗ ≺ U temos que x, y ∈ St[Ū1, Ū ] ⊂ U

para algum U ∈ U . Assim, (x, y) ∈ U × U ⊂ ∪{U × U ;U ∈ U} = DU .

4. Basta notar que D−1
U = DU .

Portanto, E é base para uma uniformidade diagonal em X.

Resta mostrar que as coberturas uniformes são precisamente os elementos de O.

Seja U ∈ O. Repare que U é refinado pela cobertura VDU = {DU [x];x ∈ X}. De fato, se

y ∈ DU [x], então (x, y) ∈ DU . Logo, (x, y) ∈ U × U para algum U ∈ U , ou seja y ∈ U para

algum U ∈ U . Dessa forma, DU [x] ⊂ U . Assim, U ∈ O é uma cobertura uniforme.

Agora, seja U uma cobertura uniforme de X. Então existe DW ∈ E tal que VDW =

{DW [x];x ∈ X} ≺ U . Note que se W ≺ U teremos por (b) que U ∈ O. Seja W ∈ W .

w ∈ W ⇒ (w,w) ∈ W ×W ⇒ (w,w) ∈ DW ⇒ w ∈ DW [w]

Como VDW ≺ U , existe U ∈ U tal que DW [w] ⊂ U . Logo, w ∈ U , concluindo que W ≺ U

e portanto U ∈ O. ut
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A rećıproca do teorema anterior também é válida. A enunciaremos como uma proposição

e precisaremos do seguinte lema para prová-la:

Lema 1.4.7. Sejam U , V e W coberturas de X tais que U 4 V e V 4W. Então, U∗ ≺ W.

Demonstração: Fixe U0 ∈ U e seja x0 ∈ U0 arbitrário. Seja U ∈ U tal que U ∩ U0 6= ∅

e tome x ∈ U ∩ U0. Como U 4 V , existe Vx ∈ V tal que U ∪ U0 ⊂ St[x,U ] ⊂ Vx. Assim,

x0 ∈ Vx e U ⊂ Vx, donde temos que U ⊂ Vx ⊂ St[x0,V ]. Logo, St[U0,U ] ⊂ St[x0,V ].

Agora, como V 4W , existe W ∈ W tal que St[x0,V ] ⊂ W . Dessa forma, St[U0,U ] ⊂ W

e portanto U∗ ≺ W . ut

Proposição 1.4.8. Seja (X,D) um espaço uniforme e O coleção de todas as coberturas

uniformes de X. Então O satisfaz as condições (a) e (b) do teorema anterior.

Demonstração: Sejam U1,U2 ∈ O. Então existem D1, D2 ∈ D tais que UD1 ≺ U1 e

UD2 ≺ U2. Considere D ∈ Sym(D) tal que D ◦D ⊂ D1 ∩D2.

Então U3 = UD∗ ≺ U1,U2. De fato, para x ∈ X, temos:

a ∈ St[x,UD]⇒ x, a ∈ D[y] para algum y ∈ X ⇒ (y, x), (y, a) ∈ D

Como D é uma vizinhança diagonal simétrica temos que (x, y), (y, a) ∈ D. Logo, (x, a) ∈

D ◦ D ⊂ D1 ∩ D2, donde, a ∈ (D1 ∩ D2)[x] = D1[x] ∩ D2[x], concluindo que St[x,UD] ⊂

D1[x] ∩ D2[x]. Assim, UD 4 UD1 ,UD2 . Como UDi
≺ Ui, i = 1, 2, segue que UD 4 Ui 4 Ui,

i = 1, 2. Portanto, pelo lema anterior, U3 = UD∗ ≺ U1,U2 e dessa forma (a) é satisfeita.

A propriedade (b) é clara da definição de cobertura uniforme. ut

Assim, as coberturas uniformes descrevem uma uniformidade tanto quanto as vizinhanças

diagonais. Na maioria da literatura referente a espaços uniformes a estrutura considerada é

a coleção de coberturas satisfazendo (a) e (b). Definamos formalmente um espaço uniforme

através de coberturas uniformes.

Definição 1.4.9. Um espaço uniforme é um par (X,O) formado por um conjunto X e

uma famı́lia O de coberturas de X chamada uniformidade de coberturas (ou estrutura
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uniforme, ou uniformidade), cujos elementos são chamados coberturas uniformes, e

que satisfaz:

(a) U1,U2 ∈ O ⇒ ∃U3 ∈ O tal que U3∗ ≺ U1 e U3∗ ≺ U2;

(b) U ∈ O e U ≺ V ⇒ V ∈ O.

Da mesma forma como fizemos nas seções anteriores, podemos definir os conceitos de base

e sub-base para uma uniformidade de coberturas.

Definição 1.4.10. Uma base para uma uniformidade de coberturas O é qualquer

sub-coleção O′ de O tal que O = {U ;U é cobertura de X e U ′ ≺ U para algum U ′ ∈ O′}.

Uma sub-base para uma uniformidade de coberturas O é uma sub-coleção W ⊂ O

tal que o conjunto formado por todas interseções finitas de seus elementos forma uma base

para O, onde a intersea̧ão de duas coberturas U e V é definida como sendo a cobertura

U ∧ V = {U ∩ V ;U ∈ U , V ∈ V}.

Evidentemente, O′ é base para uma uniformidade de coberturas se, e só se, satisfaz a

propriedade (a) da Definição 1.4.9.

Os três teoremas seguintes seriam as definições das propriedades em questão caso tivéssemos

começado o caṕıtulo pela construção via famı́lia de coberturas e não serão demonstrados.

Suas demonstrações se encontram em [12] páginas 246 e 247.

Teorema 1.4.11. Uma uniformidade é metrizável, isto é, gerada por uma métrica d, se, e

somente se, as coberturas Udε = {Bd
ε (x);x ∈ X} de X por ε-bolas, para ε > 0, formam uma

base.

Teorema 1.4.12. Se Ō é base para uma uniformidade de coberturas O em X, então

Bx = {St[x,U ];U ∈ Ō} é uma base de vizinhanças em x na topologia uniforme.

Teorema 1.4.13. Sejam (X,OX) e (Y,OY ) espaços uniformes. Uma função f : X → Y

é uniformemente cont́ınua se, e somente se, para cada UY ∈ OY , existe UX ∈ OX tal que

f(UX) ≺ UY , onde f(UX) = {f(U);U ∈ UX}.

O teorema a seguir seria o equivalente ao Teorema 1.3.8 caso tivéssemos começado pelas

famı́lias de coberturas e sua demonstração também se encontra em [12] página 246.
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Teorema 1.4.14. Seja O uma uniformidade de coberturas em X. Então as coberturas

uniformes abertas de X formam uma base para O.
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Caṕıtulo 2

Espaços Topológicos Admisśıveis

Neste caṕıtulo, veremos como a famı́lia admisśıvel de coberturas abertas caracteriza a

topologia de um espaço topológico admisśıvel e faremos uso da estrutura admisśıvel para

definirmos conceitos clássicos de espaços métricos, bem como para extender resultados co-

nhecidos em espaços métricos para espaços admisśıveis.

2.1 Definições e exemplos

Aqui, além das definições de estrela e de refinamento apresentadas no começo da Seção 1.4,

será necessário definir mais um tipo de refinamento antes de definirmos um espaço topológico

admisśıvel.

Definição 2.1.1. Se U e V são coberturas de X dizemos que U é um refinamento duplo

de V, e denotamos por U ≺ 1
2
V, se para quaisquer U1, U2 ∈ U tais que U1 ∩ U2 6= ∅, existe

V ∈ V tal que U1 ∪ U2 ⊂ V .

Agora estamos aptos a definir um espaço topológico admisśıvel.

Definição 2.1.2. Um espaço topológico X é dito admisśıvel se ele admitir uma famı́lia de

coberturas abertas O que satisfaz:

1. Para todo U ∈ O, existe V ∈ O tal que V ≺ 1
2
U .

2. Se A ⊂ X é um aberto e K um compacto em X tal que K ⊂ A, então existe U ∈ O

tal que St[K,U ] ⊂ A.

3. Para quaisquer U ,V ∈ O, existe W ∈ O tal que W ≺ U e W ≺ V.
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2.1 Definições e exemplos 14

Uma famı́lia de coberturas abertas que satisfaz 1, 2 e 3 é chamada famı́lia admisśıvel

de coberturas abertas.

Podemos simplificar nossa definição ao percebermos que 1 e 3 equivalem à: Para quaisquer

U ,V ∈ O, existe W ∈ O tal que W ≺ 1
2
U e W ≺ 1

2
V .

Antes de darmos alguns exemplos, vejamos um lema que nos possibilitará demonstrar

uma forma alternativa de definir um espaço topológico admisśıvel.

Lema 2.1.3. Sejam X um espaço topológico, O uma famı́lia de coberturas abertas de X que

satisfaz as propriedades 1 e 3 da Definição 2.1.2, K ⊂ X um compacto e Y um subconjunto

qualquer de X. Se para cada x ∈ K existe Vx ∈ O tal que St[x,Vx] ⊂ Y , então existe W ∈ O

tal que St[K,W ] ⊂ Y .

Demonstração: Suponha que para cada x ∈ K existe Vx ∈ O tal que St[x,Vx] ⊂ Y . Como

O satisfaz 1, para cada x ∈ K existe Ux ∈ O tal que Ux ≺ 1
2
Vx. Sendo K compacto, a

cobertura aberta K ⊂
⋃
x∈K

St[x,Ux] admite subcobertura finita, digamos, K ⊂
n⋃
i=1

St[xi,Uxi ]

para algum n ∈ N.

Por 3 temos que existe W ∈ O tal que W ≺ Uxi , i = 1, 2, . . . , n. Então, St[K,W ] ⊂ Y .

De fato, seja x ∈ K ⊂
n⋃
i=1

St[xi,Uxi ]. Assim, x ∈ St[xj,Uxj ] para algum j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Donde, x, xj ∈ Uxj para algum Uxj ∈ Uxj .

Se y ∈ St[x,W ], então x, y ∈ W para algum W ∈ W e já que W ≺ Uxj , W ⊂ U
′
xj

para

algum U
′
xj
∈ Uxj . Assim, Uxj ∩ U

′
xj
6= ∅, pois x ∈ Uxj ∩ U

′
xj

. Desse modo, como Uxj ≺ 1
2
Vxj ,

tem-se que y, xj ∈ Uxj ∪U
′
xj
⊂ Vxj , para algum Vxj ∈ Vxj. Logo, y ∈ St[xj,Vxj ] ⊂ Y . Donde,

St[x,W ] ⊂ Y , qualquer que seja x ∈ K.

Portanto, St[K,W ] =
⋃
x∈K

St[x,W ] ⊂ Y . ut

Proposição 2.1.4. Um espaço topológico X é admisśıvel se, e somente se, existe uma famı́lia

O de coberturas abertas de X que satisfaz:

(a) Para cada U ∈ O, existe V ∈ O tal que V ≺ 1
2
U ;

(b) Para quaisquer U ,V ∈ O, existe W ∈ O tal que W ≺ U e W ≺ V;
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(c) Para todo x ∈ X, Bx = {St[x,U ];U ∈ O} é uma base de vizinhanças em x.

Demonstração: Suponha que X é admisśıvel e seja O sua famı́lia admisśıvel de coberturas

abertas. Verifiquemos que O satisfaz (a), (b) e (c). Observe que (a) e (b) são imediatas da

Definição 2.1.2. Provemos (c).

Sejam x ∈ X e U ∈ O. Pela definição de estrela temos que St[x,U ] = ∪{U ∈ U ;x ∈ U}.

Como U é uma cobertura aberta de X, seus elementos são abertos de X, então

∪{U ∈ U ;x ∈ U} é um aberto de X tal que x ∈ ∪{U ∈ U ;x ∈ U} ⊂ St[x,U ]. Logo, St[x,U ]

é uma vizinhança de x.

Agora, seja V uma vizinhança de x ∈ X. Então existe A ⊂ X aberto tal que x ∈ A ⊂ V .

Logo, o compacto {x} está contido no aberto A, dáı, pela propriedade 2 da Definição 2.1.2,

existe U ∈ O tal que St[x,U ] ⊂ A ⊂ V . Dessa forma, Bx = {St[x,U ];U ∈ O} é uma base de

vizinhanças em x.

Reciprocamente, suponha que (a), (b) e (c) são válidas para uma famı́lia O de coberturas

abertas de X. Então 1 e 3 da Definição 2.1.2 são imediatamente satisfeitas. Resta mostrar

2.

Seja A ⊂ X aberto e K um compacto de X tal que K ⊂ A. Como A é aberto, ele contém

uma vizinhança básica de cada um de seus pontos, assim, por (c), para todo x ∈ K ⊂ A,

existe Vx ∈ O tal que St[x,Vx] ⊂ A. Portanto, pelo lema anterior, existe W ∈ O tal que

St[K,W ] ⊂ A. ut

Esta nova caracterização torna, através da propriedade (c), bem evidente a importância

das estrelas nos espaços topológicos admisśıveis, pois podemos caracterizar seus abertos com-

pletamente através delas.

Exemplo 2.1.5. Um espaço métrico (M,d) é um espaço topológico admisśıvel se conside-

rarmos a famı́lia de coberturas abertas Od(M) = {Uε; ε > 0}, onde Uε = {B(x, ε);x ∈M}.

De fato, vamos utilizar a proposição anterior.

(a) Seja Uε ∈ Od(M) e considere U ε
2
∈ Od(M). Verifiquemos que U ε

2
≺ 1

2
Uε. Seja

z ∈ B(x1,
ε
2
) ∩B(x2,

ε
2
) e tome a ∈ B(x1,

ε
2
) ∪B(x2,

ε
2
). Então,
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a ∈ B(x1,
ε
2
)⇒ d(a, z) ≤ d(a, x1) + d(x1, z) <

ε
2

+ ε
2

= ε⇒ a ∈ B(z, ε).

a ∈ B(x2,
ε
2
)⇒ d(a, z) ≤ d(a, x2) + d(x2, z) <

ε
2

+ ε
2

= ε⇒ a ∈ B(z, ε).

Logo, a ∈ B(z, ε) e, portanto, B(x1,
ε
2
) ∪B(x2,

ε
2
) ⊂ B(z, ε) ∈ Uε.

(b) Sejam Uε1 ,Uε2 ∈ Od(M). Então Uε ∈ Od(M), onde ε = min{ε1, ε2}, é tal que

Uε ≺ Uε1 ,Uε2 .

(c) Seja U ⊂ M uma vizinhança de x ∈ M . Então existe ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ U .

Agora, para U ε
2
∈ Od(M) temos, pela definição de estrela e das coberturas de Od(M),

que St[x,U ε
2
] é vizinhança de x e se

a ∈ St[x,U ε
2
]⇒ a, x ∈ B(z,

ε

2
) para algum z ∈M ⇒ d(a, x) <

ε

2
< ε⇒ a ∈ B(x, ε)

Logo, St[x,U ε
2
] ⊂ B(x, ε) ⊂ U . Donde tem-se que Bx = {St[x,V ];V ∈ Od(M)} é uma

base de vizinhanças em x.

O próximo teorema nos fornecerá um pouco mais de exemplos de espaços admisśıveis,

mas para prová-lo faremos uso do seguinte resultado:

Proposição 2.1.6. Todo refinamento estrela é um refinamento duplo.

Demonstração: Suponha que V∗ ≺ U . Sejam V1, V2 ∈ V tais que V1 ∩ V2 6= ∅. Então,

St[V1,V ] ⊂ U para algum U ∈ U . Desse modo, V2 ⊂ St[V1,V ] ⊂ U , pois V1 ∩ V2 6= ∅. Assim,

V1 ∪ V2 ⊂ St[V1,V ] ⊂ U . Portanto, V ≺ 1
2
U . ut

Observe que nem todo refinamento duplo é um refinamento estrela. Por exemplo, em

R com a topologia usual, U = {(−n, n);n ∈ N} é uma cobertura aberta tal que U ≺ 1
2
U ,

porém para (−1, 1) ∈ U não existe m ∈ N tal que St[(−1, 1),U ] ⊂ (−m,m), pois como

(−1, 1) ⊂ (−n, n) para todo n ∈ N, temos que St[(−1, 1),U ] = R.

Teorema 2.1.7. Se X é um espaço topológico uniformizável, então ele é um espaço topológico

admisśıvel.

Demonstração: Seja OX uma uniformidade de coberturas para X e tome O como sendo a

famı́lia de coberturas uniformes abertas de X. Temos pelo Teorema 1.4.14 que O é base para
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OX . Afirmamos que O é uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de X. Utilizaremos

novamente a Proposição 2.1.4.

(a) Seja U ∈ O. Então, pelo item (a) da Definição 1.4.9, existe V ∈ O tal que V∗ ≺ U .

Pela proposição anterior segue que V ≺ 1
2
U .

(b) Sejam U ,V ∈ O. Novamente pelo item (a) da Definição 1.4.9, existe W ∈ O tal que

W∗ ≺ U e W∗ ≺ V . Logo, W ≺ U e W ≺ V .

(c) Pelo Teorema 1.4.12, para todo x ∈ X, Bx = {St[x,U ];U ∈ O} é uma base de vizi-

nhanças em x. ut

Assim, todos exemplos de espaços uniformes servem como exemplos de espaços ad-

misśıveis.

A rećıproca do teorema anterior era um problema em aberto até 2014 e foi provada em

[1] página 40. Vejamos sua demonstração.

Teorema 2.1.8. Se X é um espaço topológico admisśıvel, então ele é um espaço topológico

uniformizável.

Demonstração: Seja O uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de X. Para cada

U ∈ O defina a cobertura aberta BU = {St[x,U ];x ∈ X}. Mostremos que a famı́lia BO =

{BU ;U ∈ O} é base para uma uniformidade de coberturas em X.

Sejam BU1 , BU2 ∈ BO. Como O é uma famı́lia admisśıvel, existe U3 ∈ O tal que U3 ≺ 1
2
U1

e U3 ≺ 1
2
U2. Também pela admissibilidade de O, existe W ∈ O tal que W ≺ 1

2
U3. Dessa

forma, BW ∈ BO é tal que BW∗ ≺ BU1 e BW∗ ≺ BU2 . De fato, verfiquemos que BW∗ ≺ BU1 ,

o outro caso segue de forma análoga. Tome St[x,W ] ∈ BW e z ∈ St[St[x,W ], BW ]. Então

z ∈ St[y,W ] para algum St[y,W ] ∈ BW tal que St[y,W ] ∩ St[x,W ] 6= ∅. Considere agora

a ∈ St[y,W ] ∩ St[x,W ]. Dáı, a, y ∈ W1 ∈ W e a, x ∈ W2 ∈ W . Dessa forma, W1 ∩W2 6= ∅ e

como W ≺ 1
2
U3 temos que W1 ∪W2 ⊂ U3 para algum U3 ∈ U3 e, assim, x, y ∈ U3.

Por outro lado, como z ∈ St[y,W ], z, y ∈ W para algum W ∈ W e já que W ≺ 1
2
U3

temos que W ⊂ U
′
3 para algum U

′
3 ∈ U3. Assim, z, y ∈ U ′3 e, dessa forma, U3 ∩ U

′
3 6= ∅ pois

y ∈ U3 ∩ U
′
3. Agora, como W ≺ 1

2
U1, existe U ∈ U1 tal que U3 ∪ U

′
3 ⊂ U . Logo, z, x ∈ U e

assim z ∈ St[x,U1] ∈ BU1 . Logo, St[St[x,W ], BW ] ⊂ St[x,U1]. Dessa forma, BW∗ ≺ BU1 .
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2.2 Lema da cobertura de Lebesgue 18

Assim, BO é base para uma uniformidade de coberturas em X. Mostremos agora que a

topologia de X pode ser obtida pela uniformidade de coberturas, isto é, vamos mostrar que

para cada x ∈ X, {St[x,BU ];BU ∈ BO} é uma base de vizinhanças de x.

Seja A ⊂ X uma vizinhança de x. Como X é um espaço topológico admisśıvel existe

U ∈ O tal que St[x,U ] ⊂ A. Temos também que existe V ∈ O tal que V ≺ 1
2
U . Dessa forma,

St[x,BV ] ⊂ A. De fato, se y ∈ St[x,BV ], existe z ∈ X tal que y, x ∈ St[z,V ]. Desse modo,

existem V, V
′ ∈ V tais que y, z ∈ V e x, z ∈ V ′ . Assim, V ∩ V ′ 6= ∅ pois z ∈ V ∩ V ′ . Logo,

y, x ∈ V ∪ V ′ ⊂ U para algum U ∈ U . Donde, y ∈ St[x,U ] ⊂ A. Logo, x ∈ St[x,BV ] ⊂ A.

Donde temos o desejado. ut

2.2 Lema da cobertura de Lebesgue

O Lema do número de Lebesgue é um dos resultados fundamentais sobre conjuntos compactos

em espaços métricos. Uma de suas muitas aplicações é provar que toda aplicação cont́ınua

que sai de um espaço métrico compacto é uniformemente cont́ınua. Esta adaptação para

espaços admisśıveis foi introduzida em [10] e nesta seção vamos reproduzi-la com o intuito

de provarmos alguns resultados clássicos de espaços métricos em espaços admisśıveis.

Teorema 2.2.1. (Lema da cobertura de Lebesgue) Seja X um espaço topológico ad-

misśıvel e O sua famı́lia admisśıvel de coberturas abertas. Considere K ⊂ X um compacto e

seja K ⊂
⋃
α∈Λ

Vα uma cobertura aberta de K. Então existe U ∈ O tal que para cada x ∈ K,

St[x,U ] ⊂ Vα para algum ı́ndice α.

Demonstração: Se x ∈ K, então x ∈ Vα para algum α ∈ Λ. Pela propriedade 2 da Definição

2.1.2, existe Ux ∈ O tal que St[x,Ux] ⊂ Vα. Agora, pela propriedade 1 existe Vx ∈ O tal que

Vx ≺ 1
2
Ux.

Fazendo o mesmo para cada x ∈ X podemos construir uma cobertura aberta

K ⊂
⋃
x∈K

St[x,Vx]. Pela compacidade de K existe n ∈ N tal que K ⊂
n⋃
i=1

St[xi,Vxi ]. Usando

a propriedade 3 da Definição 2.1.2 temos que existe U ∈ O tal que U ≺ Vxi para todo

i = 1, 2, . . . , n.
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Agora, fixe x ∈ K. Então x ∈ St[xi,Vxi ] para algum i ∈ N. Assim, existe V ∈ Vxi tal

que x, xi ∈ V .

Se y ∈ St[x,U ], existe U ∈ U tal que x, y ∈ U . E já que U ≺ Vxi e Vxi ≺ 1
2
Uxi , existe

Ui ∈ Uxi tal que U ∪ V ⊂ Ui. Como, St[xi,Uxi ] ⊂ Vα para algum α, segue que y ∈ Vα.

Portanto, St[x,U ] ⊂ Vα. ut

A cobertura U é chamada cobertura de Lebesgue.

2.3 Continuidade uniforme e conjuntos limitados

Assim como fizemos uso da estrutura uniforme de um conjunto X para definirmos funções

uniformente cont́ınuas entre espaços uniformes, nesta seção utilizaremos a famı́lia admisśıvel

para definirmos o mesmo conceito e também para definirmos conjuntos limitados.

Incialmente vejamos como caracterizar uma função cont́ınua através de uma famı́lia ad-

misśıvel de coberturas abertas.

Proposição 2.3.1. Sejam X e Y espaços topológicos admisśıveis e OX , OY suas respectivas

famı́lias admisśıveis de coberturas abertas. Uma função f : X → Y é cont́ınua se, e somente

se, para quaisquer x ∈ X e V ∈ OY existe U ∈ OX tal que se y ∈ St[x,U ], então

f(y) ∈ St[f(x),V ].

Demonstração: Suponha que f : X → Y é uma função cont́ınua. Sejam x ∈ X e V ∈ OY .

Como V é uma cobertura de Y , existe V ∈ V tal que f(x) ∈ V . Assim, f−1(V ) é uma

vizinhança aberta de x e, pela propriedade (c) da Proposição 2.1.4, existe U ∈ OX tal que

St[x,U ] ⊂ f−1(V ). Logo, se y ∈ St[x,U ] tem-se que y ∈ f−1(V ). Dessa forma, f(x), f(y) ∈

V ∈ V . Portanto, f(y) ∈ St[f(x),V ].

Reciprocamente, suponha que para quaisquer x ∈ X e V ∈ OY existe U ∈ OX tal que

se y ∈ St[x,U ] temos que f(y) ∈ St[f(x),V ]. Seja V ⊂ Y um aberto qualquer e tome x ∈

f−1(V ). Então, f(x) ∈ V e como V é aberto em Y , existe V ∈ OY tal que St[f(x),V ] ⊂ V .

Pela hipótese, existe U ∈ OX tal que se y ∈ St[x,U ], então f(y) ∈ St[f(x),V ]. Dessa forma,

St[x,U ] ⊂ f−1(St[f(x),V ]) ⊂ f−1(V ).
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Assim, f−1(V ) é aberto em X e, portanto, f é cont́ınua. ut

Definição 2.3.2. Sejam X e Y dois espaços admisśıveis com famı́lias admisśıveis de cober-

turas abertas OX e OY respectivamente. Uma função é dita uniformemente cont́ınua com

respeito a OX e OY se para cada V ∈ OY , existe U ∈ OX tal que f(St[x,U ]) ⊂ St[f(x),V ],

qualquer que seja x ∈ X.

Essa definição, juntamente com a proposição anterior, nos garante facilmente que toda

função uniformente cont́ınua entre espaços admisśıveis é cont́ınua.

A seguir provaremos, no contexto de espaços admisśıveis, um dos resultados clássicos de

espaços métricos que faz uso do Lema do número de Lebesgue.

Teorema 2.3.3. Sejam X e Y espaços admisśıveis e OX , OY suas respectivas famı́lias

admisśıveis de coberturas abertas. Suponha que X é compacto e f : X → Y é cont́ınua,

então f é uniformemente cont́ınua.

Demonstração: Seja V ∈ OY . Como f é cont́ınua, X ⊂
⋃
V ∈V

f−1(V ) é uma cobertura aberta

de X. Sendo X compacto, pelo lema da cobertura de Lebesgue, existe U ∈ OX tal que para

qualquer x ∈ X, St[x,U ] ⊂ f−1(V ) para algum V ∈ V .

Logo, para qualquer x ∈ X, se y, x ∈ St[x,U ], tem-se f(y), f(x) ∈ V para algum V ∈ V .

Donde, f(St[x,U ]) ⊂ St[f(x),V ]. ut

Vejamos como fica a definição de equicontinuidade e equicontinuidade uniforme em espaços

admisśıveis.

Definição 2.3.4. Sejam X e Y espaços admisśıveis e OX , OY suas respectivas famı́lias

admisśıveis. Seja ainda x ∈ X. Uma famı́lia F ⊂ C(X, Y ), onde C(X, Y ) denota o conjunto

de todas as funções cont́ınuas de X em Y , é chamada equicont́ınua em x com respeito

a OX e OY , se para qualquer V ∈ OY existir U ∈ OX tal que f(St[x,U ]) ⊂ St[f(x),V ] para

toda função f ∈ F . Se F é equicont́ınua em todos os pontos de X ela é dita equicont́ınua.

Definição 2.3.5. Uma famı́lia F ⊂ C(X, Y ) é chamada uniformemente equicont́ınua se
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2.3 Continuidade uniforme e conjuntos limitados 21

para todo V ∈ OY , existir U ∈ OX tal que f(St[x,U ]) ⊂ St[f(x),V ] para toda função f ∈ F

e todo x ∈ X.

A seguir definamos conjuntos limitados em espaços admisśıveis.

Definição 2.3.6. Seja U uma cobertura de um espaço topológico X. Um subconjunto Y de

X é chamado U-limitado se existe x ∈ X tal que Y ⊂ St[x,U ]. Um subconjunto Y de

espaço admisśıvel X com famı́lia admisśıvel de coberturas abertas O é dito O-limitado se é

U-limitado para algum U ∈ O.

O exemplo a seguir nos mostrará que os conceitos de conjuntos limitados coincidem no

caso de espaços métricos.

Exemplo 2.3.7. Seja (X, d) um espaço métrico e Od(M) a famı́lia admisśıvel de coberturas

abertas dada no Exemplo 2.1.5. Se Y ⊂ X é um conjunto limitado segundo a definição

clássica em espaços métricos, existem ε > 0 e x ∈ M tais que Y ⊂ B(x, ε). Mas repare que

B(x, ε) ⊂ St[x,Uε]. Logo, Y é Od(M)-limitado.

Por outro lado, se Y é Od(M)-limitado, existem ε > 0 e x ∈ M tais que Y ⊂ St[x,Uε].

Com um argumento semelhante ao da parte (c) do Exemplo 2.1.5, podemos mostrar que

St[x,Uε] ⊂ B(x, 2ε). Assim, Y é limitado.

O próximo resultado é uma versão do Lema da cobertura de Lebesgue por meio de con-

juntos limitados.

Proposição 2.3.8. Seja X espaço admisśıvel compacto e O sua famı́lia admisśıvel de cober-

turas abertas. Se {Vα}α∈Λ é uma cobertura aberta de X, existe U ∈ O tal que se Y ⊂ X é

um conjunto U-limitado, então Y ⊂ Vα para algum α.

Demonstração: Pelo lema da cobertura de Lebesgue existe U ∈ O tal que para cada x ∈ X,

St[x,U ] ⊂ Vα para algum α.

Se Y é U -limitado existe x ∈ X tal que Y ⊂ St[x,U ]. Logo, Y ⊂ St[x,U ] ⊂ Vα para

algum α. ut
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Corolário 2.3.9. Sejam X e Y espaços admisśıveis e OX e OY suas respectivas famı́lias

admisśıveis de coberturas abertas. Suponha que X é compacto e que uma função f : X → Y

é cont́ınua. Então, para todo V ∈ OY existe U ∈ OX tal que se A ⊂ X é U-limitado, f(A) é

V-limitado.

Demonstração: Seja V ∈ OY . Sendo f cont́ınua, {f−1(V )}V ∈V é uma cobertura aberta

de X. Assim, pela proposição anterior, existe U ∈ OX tal que se A ⊂ X é U -limitado,

A ⊂ f−1(V ) para algum V ∈ V . Logo, f(A) ⊂ V .

Fixe a ∈ A. Dáı, se y, f(a) ∈ f(A), temos que y, f(a) ∈ V ∈ V . Logo, f(A) ⊂ St[f(a),V ].

Portanto, f(A) é V-limitado. ut

2.4 Funções Lipschitzianas

O conceito de função lipschitzina faz forte uso da métrica do espaço. Nesta seção introduzi-

remos uma noção de função lipschitziana em espaços admisśıveis fazendo uso de sua famı́lia

admisśıvel de coberturas abertas.

Definição 2.4.1. Sejam X e Y espaços admisśıveis com famı́lias admisśıveis de coberturas

abertas OX e OY , respectivamente. Uma função f : X → Y é dita lipschitziana com

respeito a OX e OY se existe uma correspondência L : OX → OY que satisfaz

1. Para todo V ∈ OY existe U ∈ OX tal que L(U) ≺ V.

2. f(St[x,U ]) ⊂ St[f(x),L(U)] para todo x ∈ X e todo U ∈ OX .

A correspondência L é chamada correspondência de Lipschitz.

Vejamos que funções lipschitzianas entre espaços métricos mantém essa propriedade quando

consideramos a famı́lia admisśıvel de coberturas abertas do Exemplo 2.1.5.

Proposição 2.4.2. Sejam (M,d) e (M
′
, d
′
) espaços métricos e f : X → Y uma função

lipschitziana. Então f é lipschtziana com respeito a Od(M) e Od′ (M
′
).
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Demonstração: Suponha que f : X → Y é lipschitziana. Sejam Uε ∈ Od(M) e x ∈ M .

Considere a correspondência L : Od(M) → Od′ (M
′
) dada por L(Uε) = U ′2cε onde c > 0 é a

constante de Lipschitz.

Então se y ∈ St[x,Uε] temos que y, x ∈ Bd(z, ε) para algum z ∈ M . Dessa forma

d(y, x) < 2ε. Agora, como f é lipschitziana, d
′
(f(y), f(x)) ≤ cd(y, x) < c2ε.

Logo, f(y) ∈ Bd′ (f(x), 2cε) ∈ U ′2cε = L(Uε). Portanto, f(St[x,Uε]) ⊂ St[f(x),L(Uε)].

Agora, para U ′ε ∈ Od′ (M
′
) temos que U ε

4c
∈ Od(M) é tal que L(U ε

4c
) = U ′ε

2
≺ U ′ε. ut

Proposição 2.4.3. Sejam X e Y espaços admisśıveis com famı́lias admisśıveis OX e OY ,

respectivamente. Se uma função f : X → Y é lipschitziana com respeito a OX e OY , então

f é uniformemente cont́ınua.

Demonstração: Seja L : OX → OY a correspondência de Lipschitz e V ∈ OY . Então existe

U ∈ OX tal que L(U) ≺ V . Dáı,

f(St[x,U ]) ⊂ St[f(x),L(U)] ⊂ St[f(x),V ] qualquer que seja x ∈ X

Portanto, f é uniformemente cont́ınua. ut

Proposição 2.4.4. Sejam X e Y espaços admisśıveis e OX , OY suas famı́lias admisśıveis

de coberturas abertas, respectivamente. Suponha que F ⊂ C(X, Y ) é uma famı́lia de funções

lipschitzianas com respeito à OX e OY com mesma correspondência de Lipschitz. Então F

é uma famı́lia uniformemente equicont́ınua.

Demonstração: Chame de L a correspondência de Lipschitz de cada f ∈ F . Seja V ∈ OY
e considere U ∈ OX tal que L(U) ≺ V . Então, para cada f ∈ F e x ∈ X, temos que

f(St[x,U ]) ⊂ St[f(x),L(U)] ⊂ St[f(x),V ].

Portanto, F é uma famı́lia uniformemente equicont́ınua. ut
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2.5 Sistemas O-compat́ıveis

Nesta seção introduziremos sobre um espaço admisśıvel um sistema com intuito de obtermos

uma estrutura semelhante a uma métrica.

Definição 2.5.1. Seja X um espaço admisśıvel e O uma famı́lia admisśıvel de coberturas

abertas de X. Uma função σ : X ×X → Ω de X ×X em um conjunto pré-ordenado Ω pela

relação ≤ é dita compat́ıvel com a estrutura admisśıvel de X (ou O-compat́ıvel) se

existe um subconjunto Ω ⊂ Ω e uma função ς : Ω→ O satisfazendo:

1. Para todo U ∈ O, existe ω ∈ Ω tal que ς(ω) ≺ U .

2. St[x, ς(ω)] = Bσ(x, ω) para todo x ∈ X e todo ω ∈ Ω, onde Bσ(x, ω) é definido por

Bσ(x, ω) = {y ∈ X;σ(x, y) < ω}

Se ς é sobrejetora a propriedade 1 é automaticamente satisfeita e, nesse caso, σ é chamada

O-compat́ıvel forte.

A quádrupla (σ, ς,Ω,Ω) é chamada sistema O-compat́ıvel de X.

Vejamos alguns resultados envolvendo sistemas O-compat́ıveis.

Proposição 2.5.2. Seja X um espaço admisśıvel munido de uma famı́lia admisśıvel O de

coberturas abertas. Se para cada par de pontos x, y ∈ X existe U ∈ O tal que y ∈ St[x,U ],

então X admite um sistema O-compat́ıvel forte.

Demonstração: Considere o conjunto Ω = C(X) de todas as coberturas de X munido com

a relação de pré-ordem dada por: W1 ≤ W2 ⇔ W1 ≺ W2. Defina σ : X × X → C(X) por

σ(x, y) = ∧{V ∈ O;x, y ∈ V para algum V ∈ V}, onde ∧ denota a interseção de coberturas

apresentada na Definição 1.4.10.

Note que σ está bem definida pois para qualquer par de pontos x, y ∈ X existe U ∈ O ⊂

C(X) tal que y ∈ St[x,U ], donde segue que x, y ∈ U para algum U ∈ U .

Considere agora Ω = O ⊂ C(X) = Ω e defina ς : Ω → O por ς(U) = U . Mostremos que

St[x, ς(U)] = Bσ(x,U).
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Seja y ∈ St[x, ς(U)] = St[x,U ]. Então existe U ∈ U tal que x, y ∈ U . Logo,

U ∈ {V ∈ O;x, y ∈ V para algum V ∈ V}.

Tome W um elemento da cobertura σ(x, y). Assim, W =
⋂
α∈L

Vα, onde cada Vα é um

elemento de uma cobertura do conjunto {V ∈ O;x, y ∈ V para algum V ∈ V}. Dessa forma,

para algum α
′ ∈ L, Vα′ é um elemento de U . Então W =

⋂
α∈L

Vα ⊂ Vα′ ∈ U .

Logo, σ(x, y) ≺ U . Assim, y ∈ Bσ(x,U) e, portanto, St[x, ς(U)] ⊂ Bσ(x,U).

Agora, tome y ∈ Bσ(x,U). Então, σ(x, y) ≺ U . Chame

{V ∈ O;x, y ∈ V para algum V ∈ V} = L

e denote por VW o elemento de W ∈ L que contém x e y.

Assim,
⋂
W∈L

VW é um elemento da cobertura σ(x, y). Então, existe U ∈ U tal que

x, y ∈
⋂
W∈L

VW ⊂ U . Logo, y ∈ St[x,U ]. Desse modo, Bσ(x,U) ⊂ St[x,U ] = St[x, ς(U)].

Portanto, St[x, ς(U)] = Bσ(x,U).

Claramente ς é sobrejetora. Portanto, o sistema é O-compat́ıvel forte. ut

O resultado a seguir nos permite caracterizar funções cont́ınuas através dos sistemas

compat́ıveis.

Proposição 2.5.3. Sejam X e Y espaços admisśıveis munidos respectivamente das famı́lias

admisśıveis OX e OY e suponha que (σX , ςX ,ΩX ,ΩX) e (σY , ςY ,ΩY ,ΩY ) são sistemas OX-

compat́ıvel e OY -compat́ıvel, respectivamente. Então, uma função f : X → Y é cont́ınua em

um ponto x ∈ X se, e somente se, para cada ε ∈ ΩY existe δ ∈ ΩX tal que σX(x, y) < δ

implica σY (f(x), f(y)) < ε.

Demonstração: Suponha que f : X → Y é cont́ınua em x ∈ X e seja ε ∈ ΩY . Então,

pela Proposiçõ 2.3.1, para ςY (ε) ∈ OY existe U ∈ OX tal que se y ∈ St[x,U ], tem-se que

f(y) ∈ St[f(x), ςY (ε)]. Temos também que existe δ ∈ ΩX tal que ςX(δ) ≺ U . Dessa forma,

St[x, ςX(δ)] ⊂ St[x,U ].

Agora, se σX(x, y) < δ, temos que y ∈ BσX (x, δ). E como o sistema (σX , ςX ,ΩX ,ΩX) é

OX-compat́ıvel, BσX (x, δ) = St[x, ςX(δ)]. Dáı, y ∈ St[x,U ].
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Desse modo, f(y) ∈ St[f(x), ςY (ε)] e visto que o sistema (σY , ςY ,ΩY ,ΩY ) éOY -compat́ıvel,

St[f(x), ςY (ε)] = BσY (f(x), ε). Logo, f(y) ∈ BσY (f(x), ε) e, portanto, σY (f(x), f(y)) < ε.

Reciprocamente, suponha que para cada ε ∈ ΩY existe δ ∈ ΩX tal que σX(x, y) < δ

implica σY (f(x), f(y)) < ε. Sejam x ∈ X e V ∈ OY . Então existe ε ∈ ΩY tal que ςY (ε) ≺ V .

Tome δ ∈ ΩX tal que σX(x, y) < δ implica σY (f(x), f(y)) < ε e considere U = ςX(δ) em

OX . Assim, se y ∈ St[x,U ] = St[x, ςX(δ)], temos que y ∈ BσX (x, δ), pois (σX , ςX ,ΩX ,ΩX) é

OX-compat́ıvel.

Logo, σX(x, y) < δ, o que implica que σY (f(x), f(y)) < ε. Donde, f(y) ∈ BσY (f(x), ε).

Sendo (σY , ςY ,ΩY ,ΩY ) OY -compat́ıvel, temos que BσY (f(x), ε) = St[f(x), ςY (ε)]. E como

ςY (ε) ≺ V tem-se que St[f(x), ςY (ε)] ⊂ St[f(x),V ].

Assim, f(y) ∈ St[f(x),V ] e, pela Proposição 2.3.1, f é cont́ınua. ut

Com argumentos semelhantes ao da proposição anterior também podemos caracterizar

continuidade uniforme da seguinte forma

Proposição 2.5.4. Sejam X e Y espaços admisśıveis munidos respectivamente das famı́lias

admisśıveis OX e OY e suponha que (σX , ςX ,ΩX ,ΩX) e (σY , ςY ,ΩY ,ΩY ) são sistemas OX-

compat́ıvel e OY -compat́ıvel, respectivamente. Uma função f : X → Y é uniformemente

cont́ınua com respeito à OX e OY se, e somente se, para cada ε ∈ ΩY existe δ ∈ ΩX tal que

σX(x, y) < δ implica σY (f(x), f(y)) < ε, para quaisquer par de pontos x, y ∈ X.

A próxima proposição nos dará um exemplo de sistema O-compat́ıvel.

Proposição 2.5.5. Seja (M,d) um espaço métrico e Od(M) a famı́lia admisśıvel de cober-

turas abertas como no Exemplo 2.1.5. Definindo σ : M ×M → R+ por

σ(x, y) = inf{ε > 0;B(x, ε) ∩B(y, ε) 6= ∅} e ς : R+
∗ → Od(M) por ς(ε) = Uε temos que

1. O sistema (σ, ς,R+
∗ ,R+) é Od(M)-compat́ıvel forte;

2. 1
2
d(x, y) ≤ σ(x, y) ≤ d(x, y).

Demonstração:

1. Sejam x ∈ M e ε ∈ R+
∗ . Tome y ∈ St[x, ς(ε)] = St[x,Uε]. Então, x, y ∈ B(z, ε) para

algum z ∈M . Assim, z ∈ B(x, ε) ∩B(y, ε). Logo, σ(x, y) ≤ ε. Donde, y ∈ Bσ(x, ε).
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Se y ∈ Bσ(x, ε), σ(x, y) ≤ ε. Logo, B(x, ε) ∩B(y, ε) 6= ∅. Dessa forma,

para z ∈ B(x, ε) ∩B(y, ε) temos que x, y ∈ B(z, ε), donde, y ∈ St[x,Uε] = St[x, ς(ε)].

Assim, St[x, ς(ε)] = Bσ(x, ε) para todo x ∈M e todo ε ∈ R+
∗ .

Observe que ς é claramente sobrejetora.

2. Seja ε > 0. Se existe z ∈ B(x, ε) ∩ B(y, ε), então x, y ∈ B(z, ε). Logo, d(x, y) < 2ε.

Assim, 1
2
d(x, y) < ε, donde 1

2
d(x, y) é uma cota inferior para o conjunto

{ε > 0;B(x, ε) ∩B(y, ε) 6= ∅}

Dessa forma, 1
2
d(x, y) ≤ σ(x, y). Agora, suponha por absurdo que σ(x, y) > d(x, y). Então

existe c > 0 tal que σ(x, y) > c > d(x, y). Dáı, y ∈ B(x, c) ∩ B(y, c). Logo, σ(x, y) ≤ c, o

que é um absurdo. Portanto, σ(x, y) ≤ d(x, y). ut
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Caṕıtulo 3

Grupos Topológicos

Neste caṕıtulo estudaremos com base no caṕıtulo 2 de [9] as propriedades topológicas de um

grupo munido de uma topologia compat́ıvel com sua operação. Damos destaque à Seção 3.5

onde relacionaremos a teoria de grupos topológicos com a de espaços topológicos admisśıveis.

O elemento neutro do grupo será denotado por 1 e sua operação será chamada de produto.

3.1 Definições e exemplos

Definição 3.1.1. Um grupo topológico é um grupo G cujo conjunto subjacente está mu-

nido de uma topologia compat́ıvel com a operação do grupo, no sentido que

1. o produto p : G×G→ G, p(g, h) = gh, é uma aplicação cont́ınua quando se considera

G×G com a topologia produto e

2. a aplicação ι : G→ G, ι(g) = g−1, é cont́ınua.

Observação 3.1.2. Uma forma alternativa de definirmos grupos topológicos é pedirmos a

continuidade da aplicação q : G×G→ G, definida por q(g, h) = gh−1.

De fato, se p e ι são cont́ınuas a composição (g, h) 7→ (g, h−1) 7→ gh−1 é uma composição

de aplicações cont́ınuas e portanto é cont́ınua. Mas tal composição é justamente q. Agora,

se q é cont́ınua, a composição g 7→ (1, g) 7→ g−1 é uma composição de aplicações cont́ınuas e

portanto ι é cont́ınua. Assim, a composição (g, h) 7→ (g, ι(h)) = (g, h−1) 7→ g(h−1)−1 = gh é

uma composição de aplicações cont́ınuas e portanto p é cont́ınua.

Definição 3.1.3. Seja G um grupo. Cada g ∈ G define as seguintes aplicações:
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1. Eg : G→ G, Eg(h) = gh, chamada de translação à esquerda.

2. Dg : G→ G, Dg(h) = hg, chamada de translação à direita.

3. Cg : G→ G, Cg(h) = ghg−1, chamada de conjugação.

No caso em que G é um grupo topológico, as aplicações da definição acima são home-

omorfismos. Com efeito, seja g ∈ G. Veja que Eg ◦ Eg−1 = Eg−1 ◦ Eg = Id, Dg ◦ Dg−1 =

Dg−1 ◦ Dg = Id e Cg ◦ Cg−1 = Cg−1 ◦ Cg = Id. Logo, as translações e a conjugação são

bijetoras. E Eg = p ◦ s, onde s(h) = (g, h) é cont́ınua e Dg = p ◦ s′ , onde s
′
(h) = (h, g) que é

cont́ınua. Donde, Eg e Dg são cont́ınuas e, assim, Cg = Eg ◦Dg−1 também é cont́ınua. Visto

que (Eg)
−1 = Eg−1 , (Dg)

−1 = Dg−1 e (Cg)
−1 = Cg−1 temos que as inversas das translações e

a inversa da conjugação são cont́ınuas.

Em geral aplicações definidas em espaços produtos podem ser cont́ınuas em cada variável

sem que a aplicação seja cont́ınua, o que motiva a seguinte definição.

Definição 3.1.4. Seja G um grupo cujo conjunto subjacente está munido de uma topologia.

Se p : G × G → G, p(g, h) = gh, é cont́ınuo em cada variável, isto é, todas as translações

são cont́ınuas, G é chamado grupo semi-topológico.

Vejamos alguns exemplos de grupos topológicos.

Exemplo 3.1.5. (Rn,+) e (R∗, ·) com a topologia usual são grupos topológicos.

Exemplo 3.1.6. Qualquer grupo em que o conjunto subjacente é munido com a topologia

discreta é um grupo topológico.

Exemplo 3.1.7. Seja G um grupo topológico e X um espaço topológico. Denote por

C(X,G) o conjunto de todas as aplicações cont́ınuas de X em G. Note que as composições

x 7→ (f(x), g(x)) 7→ f(x)g(x) e x 7→ f(x) 7→ f(x)−1 são cont́ınuas. Dessa forma, C(X,G) tem

uma estrutura de grupo com o produto (fg)(x) = f(x)g(x), cuja inversa é f−1(x) = f(x)−1.

Munindo C(X,G) com a topologia do compacto-aberto, que tem como base de abertos os

conjuntos AK,U = {f ∈ C(X,G); f(K) ⊂ U}, onde K ⊂ X é compacto e U ⊂ G é

aberto, C(X,G) é um grupo topológico. De fato, primeiramente mostremos que a função
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λ : C(X,G)×C(X,G)→ C(X,G×G), definida por λ(f, g) = hf,g com hf,g(x) = (f(x), g(x))

é cont́ınua quando se considera em C(X,G×G) a topologia do compacto-aberto.

Seja AK,V×W aberto básico de C(X,G × G), onde V e W são abertos de G. Se (f, g) ∈

λ−1(AK,V×W ), então hf,g(K) ⊂ V × W . Logo f(K) ⊂ V e g(K) ⊂ W , donde (f, g) ∈

AK,V × AK,W . E como AK,V × AK,W ⊂ λ−1(AK,V×W ) temos que λ é cont́ınua.

Chame de qC e q as aplicações da Observação 3.1.2 referentes a C(X,G) e G, respec-

tivamente. Como G é grupo topológico, q é cot́ınua, assim q−1(U) é aberto em G × G,

qualquer que seja U ⊂ G aberto. Tome U ⊂ G aberto e K ⊂ X compacto. Mostremos que

q−1
C (AK,U) = λ−1(AK,q−1(U)). Com efeito,

(f, g) ∈ q−1
C (AK,U)⇔ ∀x ∈ K, f(x)g(x)−1 ∈ U ⇔ ∀x ∈ K, q(f(x), g(x)) ∈ U ⇔

⇔ ∀x ∈ K, (f(x), g(x)) ∈ q−1(U)⇔ λ(f, g) ∈ AK,q−1(U) ⇔ (f, g) ∈ λ−1(AK,q−1(U)).

E como λ é cont́ınua, seque que q−1
C (AK,U) é aberto e, portanto, C(X,G) é um grupo

topológico.

Exemplo 3.1.8. Seja {Gα}α∈L uma famı́lia de grupos topológicos. O conjunto G =
∏
α∈L

Gα

munido com a operação coordenada a coordenada e com 1G = (1α)α∈L, onde cada 1α denota o

elemento neutro de Gα, tem estrutura de grupo. Se considerarmos em G a topologia produto

G é um grupo topológico. De fato, para cada α ∈ L, seja pα : Gα × Gα → Gα a operação

produto no grupo Gα e chame de p a operação produto no grupo G. Como o produto em G

é feito coordenada a coordenada, p = (pα)α∈L, e como cada Gα é grupo topológico, todas as

coordenadas de p são cont́ınuas, logo p é cont́ınua. Da mesma forma a operação inversão em

G pode ser demonstrada que é cont́ınua.

3.2 Vizinhanças do elemento neutro

Observe que se U é um aberto não vazio de um grupo topológico G, para todo g ∈ U , Ug−1 e

g−1U são vizinhanças abertas da identidade de G e reciprocamente, se V é uma vizinhança de

1, então, para todo g ∈ G, gV e V g são vizinhanças de g. Dessa forma, estudar a topologia
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de um grupo topológico se resume a estudar as vizinhanças da identidade.

Definição 3.2.1. Sejam A e B subconjuntos de um grupo G e g ∈ G.

1. Eg(A) = {gx;x ∈ A} é denotado simplesmente por gA e de forma semelhante definimos

Ag = {xg;x ∈ A}.

2. AB = {xy;x ∈ A e y ∈ B}.

3. A2 = AA, A3 = A2A = AA2, etc.

4. A−1 = {x−1;x ∈ A}.

5. Se A−1 = A, A é chamado conjunto simétrico.

Definição 3.2.2. Seja G um grupo. Um sistema de vizinhanças da identidade é qual-

quer famı́lia V de subconjuntos de G que satisfaz:

(T1) U ∈ V ⇒ 1 ∈ U ;

(T2) U1, U2 ∈ V ⇒ U1 ∩ U2 ∈ V;

(GT1) U ∈ V ⇒ V 2 ⊂ U , para algum V ∈ V;

(GT2) U ∈ V ⇒ U−1 ∈ V;

(GT3) Para todo g ∈ G e U ∈ V, gUg−1 ∈ V.

Vejamos dois exemplos importantes de sistema de vizinhanças da identidade em grupos

topológicos.

Exemplo 3.2.3. Num grupo topológico G a famı́lia V(1) de todas as vizinhanças abertas

da identidade é um sistema de vizinhanças da identidade. De fato, as propriedades T1 e T2

valem para as vizinhanças de um ponto num espaço topológico qualquer. Já GT1 segue da

continuidade do produto e GT2 segue do fato que a aplicação inversão é um homeomorfismo.

Por fim, GT3 segue de que a aplicação conjugação é um homeomorfismo e g1g−1 = 1.
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Exemplo 3.2.4. O conjunto Vs das vizinhanças abertas e simétricas da identidade de um

grupo topológico G é um sistema de vizinhanças da identidade. Com efeito, T1 e GT2 são

óbvias. Verifiquemos T2. Tome U, V ∈ Vs, é claro que U ∩ V é vizinhança aberta de 1, se

z ∈ (U ∩ V )−1 , então z = a−1, onde a ∈ U ∩ V . Logo, z ∈ U−1 ∩ V −1 = U ∩ V , donde

(U ∩ V )−1 ⊂ U ∩ V . Agora, se z ∈ U ∩ V , temos que z−1 ∈ U−1 ∩ V −1 = U ∩ V . Assim,

como z = (z−1)−1, temos que z ∈ (U ∩ V )−1. Dessa forma, U ∩ V ⊂ (U ∩ V )−1 e, portanto,

T2 é satisfeita.

Repare que Vs ⊂ V(1), então para U ∈ Vs, existe W ∈ V(1) tal que W 2 ⊂ U . Mas repare

que V = W ∩W−1 ∈ Vs. Dessa forma, V 2 ⊂ W 2 ⊂ U . Logo, GT1 é satisfeita.

Agora, sejam g ∈ G e U ∈ Vs. Se z ∈ (gUg−1)−1, então z = (gug−1)−1 = (g−1)−1u−1g−1 =

gu−1g−1, para algum u ∈ U . Como U = U−1, u−1 ∈ U . Logo, z = gu−1g−1 ∈ gUg−1, donde

(gUg−1)−1 ⊂ gUg−1. Por outro lado, se z ∈ gUg−1, z = gug−1, para algum u ∈ U ⊂ U−1.

Assim, z = gū−1g−1 para algum ū ∈ U . Dessa forma z = gū−1g−1 = (gūg−1)−1 ∈ (gUg−1)−1.

Donde gUg−1 ⊂ (gUg−1)−1 e portanto GT3 é satisfeita.

Demonstraremos mais adiante que um sistema de vizinhanças da identidade define de

forma única a topologia de um grupo topológico. Para isso precisaremos do conceito de

topologia invariante à esquerda e invariante à direita.

Definição 3.2.5. Uma topologia τ num grupo G é dita invariante à esquerda se gA é

aberto para todo g ∈ G e todo A ∈ τ . Se Ag é aberto para todo g ∈ G e todo A ∈ τ , a

topologia é dita invariante à direita.

Observe que uma topologia é invariante à esquerda (ou direita) se, e somente se, as

translações à esquerda (ou direita) são cont́ınuas (e, portanto, homeomorfismos). E mais,

se τ é uma topologia de um grupo G que é invariante à esquerda a topologia produto em

G×G é invariante à esquerda pois (g, h)(A×B) = gA× hB, quaisquer que sejam g, h ∈ G

e A,B ⊂ G. O mesmo vale quando τ é invariante à direita.

Lema 3.2.6. Seja τ uma topologia num grupo G que é invariante à esquerda e à direita.

Então, G é um grupo topológico se, e somente se,

1. p : G×G→ G, p(g, h) = gh, é cont́ınua em (1, 1);
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2. ι : G→ G, ι(g) = g−1, é cont́ınua em 1.

Demonstração: A ida segue da definição de grupo topológico. Sejam E(g,h) e D(g,h)

translações à esquerda e à direita em G×G, respectivamente.

Então, p ◦ E(g,1) = Eg ◦ p e p ◦ D(1,g) = Dg ◦ p. Dessa forma, para (g, h) ∈ G × G,

p ◦ E(g,1) ◦ D(1,h) = Eg ◦ Dh ◦ p. O segundo membro dessa igualdade é cont́ınua em (1, 1)

pois Eg ◦ Dh é um homeomorfismo. Portanto, p ◦ E(g,1) ◦ D(1,h) é cont́ınua em (1, 1). Mas

E(g,1)◦D(1,h) é um homeomorfismo, donde p = (p◦E(g,1)◦D(1,h))◦(E(g,1)◦D(1,h))
−1 é cont́ınua

em E(g,1) ◦D(1,h)(1, 1) = (g, h).

Por outro lado, Dg−1 ◦ ι é cont́ınua em 1, logo, ι◦Eg = Dg−1 ◦ ι é cont́ınua em 1. Portanto,

ι = (ι ◦ Eg) ◦ (Eg)
−1 é cont́ınua em Eg(1) = g. ut

Agora estamos aptos a mostrar que um sistema de vizinhanças da identidade define a

topologia de um grupo topológico.

Teorema 3.2.7. Seja G um grupo e suponha que V é um sistema de vizinhanças da identi-

dade. Então existe uma única topologia τ que torna G um grupo topológico de tal forma que

V é uma base de vizinhanças da identidade.

Demonstração: Defina τ = {A ⊂ G;∀g ∈ A, ∃U ∈ V tal que gU ⊂ A} ∪ {∅}. Mostremos

que de fato τ é uma topologia em G.

Claramente G e ∅ pertencem à τ . Seja {Aλ}λ∈L ⊂ τ e tome g ∈
⋃
λ∈L

Aλ. Então g ∈ Aλ′ ,

para algum λ
′ ∈ L. Dessa forma existe U ∈ V tal que gU ⊂ Aλ′ ⊂

⋃
λ∈L

Aλ e, portanto,⋃
λ∈L

Aλ ∈ τ .

Agora, para A,B ∈ τ e tome x ∈ A ∩ B, então existem U, V ∈ V tais que xU ⊂ A e

xV ⊂ B. Por T2, U ∩ V ∈ V . Mas, x(U ∩ V ) = xU ∩ xV . Assim, x(U ∩ V ) ⊂ A ∩ B e,

portanto A ∩B ∈ τ .

Logo, τ é uma topologia em G.

Mostremos que os elementos de V são vizinhanças de 1. Com efeito, seja U ∈ V e defina

W = {g ∈ U ; gV ⊂ U, para algum V ∈ V}. Claramente 1 ∈ W ⊂ U . Assim, se W ∈ τ
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temos o desejado. Tome g ∈ W , então existe V ∈ V tal que gV ⊂ U . Por GT1, existe

V
′ ∈ V tal que V

′2 ⊂ V . Observe que V
′ ⊂ V

′2, dessa forma, para qualquer v
′ ∈ V

′
,

gv
′ ∈ gV ′ ⊂ gV ⊂ U . Além disso, gv

′
V
′ ⊂ gV

′2 ⊂ gV ⊂ U . Logo, gv
′ ∈ W e, portanto,

gV
′ ⊂ W . O que prova que W ∈ τ .

Por outro lado, se A é uma vizinhança de 1, então existe V ∈ V tal que 1V = V ⊂ A.

Logo, V é uma base de vizinhanças em 1.

Vejamos agora que τ é invariante à esquerda e à direita. De fato, seja A ∈ τ e g ∈ G. Se

x ∈ gA, então g−1x ∈ A. Logo, existe V ∈ V tal que g−1xV ⊂ A, donde xV ⊂ gA e, assim,

gA ∈ τ . Com argumentos semelhantes mostramos que τ é invariante à direita.

Dessa forma, para provar que G é um grupo topológico basta usarmos o lema anterior.

Mas as continuidades de p e ι são equivalentes as propriedades GT1 e GT2, respectivamente.

Assim, G é um grupo topológico.

Por fim, suponha que τ
′

é outra topologia que tenha V como base de vizinhanças em

1. Realizando translações à esquerda podemos constatar que {gV ;V ∈ V} é uma base de

vizinhanças em g ∈ G. Portanto, para todo A ∈ τ ′ e g ∈ A, existe V ∈ V tal que gV ⊂ A.

Logo, A ∈ τ . Assim, τ
′ ⊂ τ . A outra inclusão é análoga, bastando alternar os papéis de τ e

τ
′
. Portanto, τ

′
= τ . ut

A proposição a seguir nos dará um critério para que a topologia de um grupo topológico

seja de Hausdorff.

Proposição 3.2.8. Seja G um grupo topológico e V(1) a famı́lia de todas as vizinhanças

abertas da identidade. Então são equivalentes:

1. A topologia de G é Hausdorff.

2. {1} é um conjunto fechado.

3.
⋂

U∈V(1)

U = {1}

Demonstração: Numa topologia Hausdorff todo conjunto unitário é fechado, então 1 im-

plica 2. Seja x ∈ G tal que x 6= 1. Como {1} é fechado, existe V ∈ V(1) tal que 1 /∈ x−1V ,
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ou seja, x /∈ V . Logo, 2 implica 3.

Por fim, suponha que
⋂

U∈V(1)

U = {1}. Se x 6= 1, existe U ∈ V(1) tal que x /∈ U . Dáı,

tomando V ∈ V(1) tal que V 2 ⊂ U temos que V ∩ xV −1 = ∅. De fato, se z ∈ V ∩ xV −1,

z = u = xv−1, para u, v ∈ V . Assim, x = uv ∈ V 2 ⊂ U , o que contradiz a escolha de U .

Tome agora y, z ∈ G tais que y 6= z. Então, existem abertos U1, U2 tais que y−1z ∈ U1 e

1 ∈ U2, com U1∩U2 = ∅. Assim, os abertos yU1 e yU2 separam z de y. Portanto 3 implica 1. ut

3.3 Homomorfismos

Os homomorfismos de grupos constituem uma parte importante no estudo da teoria de gru-

pos. Nesta seção veremos um pouco da forma com que eles se relacionam com a topologia

de um grupo topológico.

Proposição 3.3.1. Sejam G e H grupos topológicos e φ : G→ H um homomorfismo. Então

φ é cont́ınua, se e somente se, φ é cont́ınua na identidade de G.

Demonstração: Se φ é cont́ınua então é cont́ınua em todos os elementos de G, em par-

ticular em 1G. Suponha que φ é cont́ınua em 1G. Como φ é homomorfismo, vale que

φ ◦ Eg = Eφ(g) ◦ φ para todo g ∈ G. Já que o segundo membro é cont́ınuo em 1G, pois

é composição de cont́ınuas em 1G, segue que φ ◦Eg é cont́ınua em 1G e visto que Eg é home-

omorfismo, segue que φ = (φ ◦ Eg) ◦ (Eg)
−1 é cont́ınuo em Eg(1G) = g. ut

Enunciaremos dois lemas que serão úteis para caracterização dos gráficos de homomorfis-

mos no contexto topológico. O primeiro lema é um resultado conhecido da teoria de grupos

e o segundo da teoria de espaços topológicos.

Lema 3.3.2. Seja φ : G→ H uma aplicação entre grupos.

(a) φ é homomorfismo se, e somente se, grafφ = {(x, φ(x));x ∈ G} é um subgrupo de

G×H
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(b) Se φ é homomorfismo, G e grafφ são isomorfos pela aplicação x 7→ (x, φ(x)).

(c) Um subgrupo Γ ⊂ G×H é gráfico de um homomorfismo se, e somente se, π1 |Γ é um

isomorfismo, onde π1 é a projeção na primeira coordenada.

Lema 3.3.3. Seja X um espaço topológico e Y um espaço de Hausdorff. Se f : X → Y é

cont́ınua, então o gráfico de f é fechado em X × Y .

Proposição 3.3.4. Sejam G e H grupos topológicos tal que H é de Hausdorff. Uma aplicação

φ : G→ H é um homomorfismo cont́ınuo se, e somente se, seu gráfico é um subgrupo fechado

de G×H homeomorfo a G.

Demonstração: Suponha que φ : G → H é um homomorfismo cont́ınuo. Pelo Lema 3.3.2

o gráfico de φ é subgrupo de G×H e pelo Lema 3.3.3 ele é fechado em G×H. Agora, como

φ é cont́ınua, a aplicação l : G→ grafφ dada por l(x) = (x, φ(x)) é cont́ınua com sua inversa

l−1 = π1 : grafφ→ G, l−1(x, φ(x)) = x também cont́ınua. Logo, G e grafφ são homeomorfos.

Reciprocamente, se grafφ ⊂ G×H é fechado e homeomorfo a G, então, para todo fechado

F ⊂ H, (G×F )∩ grafφ é um fechado de grafφ. Assim, π1((G×F )∩ grafφ) é fechado em G,

mas π1((G× F ) ∩ grafφ) = φ−1(F ) e, portanto, φ é cont́ınua. ut

Definição 3.3.5. Um isomorfismo topológico é um isomorfismo entre grupos topológicos

que é um homeomorfismo.

3.4 Subgrupos de grupos topológicos

Uma pergunta natural é se subgrupos de grupos topológicos continuam grupos topológicos

ao considerarmos sobre eles a topologia do subespaço. O resultado a seguir responde a essa

pergunta.

Proposição 3.4.1. Seja G um grupo topológico e H um subgrupo de G. Munindo H com a

topologia do subespaço ele se torna um grupo topológico.
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Demonstração: Chame de p a aplicação produto em G e denote pH a restrição de p à H.

Repare que para qualquer A ⊂ G vale que p−1
H (A ∩ H) = p−1(A) ∩ (H × H). De fato, se

(x, y) ∈ p−1(A)∩ (H ×H), então x, y ∈ H e p(x, y) ∈ A. Como x, y ∈ H, p(x, y) = pH(x, y),

logo, (x, y) ∈ p−1
H (A ∩H).

Agora, se (x, y) ∈ p−1
H (A ∩ H) ⊂ H × H, pH(x, y) = p(x, y) ∈ A ∩ H ⊂ A, assim

(x, y) ∈ p−1(A) ∩ (H ×H).

Seja B = A∩H um aberto de H. Então, p−1
H (B) = p−1

H (A∩H) = p−1(A)∩(H×H). Como

G é grupo topológico e A é aberto em G, p−1(A) é aberto em G×G. Assim, p−1(A)∩(H×H)

é um aberto da topologia do subespaço em H ×H. Mas a topologia do subespaço coincide

com a topologia produto em H×H pois, (U ×V )∩ (H×H) = (U ∩H)× (V ∩H), quaisquer

que sejam U, V ⊂ G. Portanto, pH é cont́ınua.

Da mesma forma, usando ι−1
H (A ∩ H) = ι−1(A) ∩ H, para todo A ⊂ G, mostra-se que

ιH : H → H, ιH(h) = ι(h), é cont́ınua. ut

A proposição anterior sugere a seguinte definição.

Definição 3.4.2. Um subgrupo H de um grupo topológico G munido da topologia do su-

bespaço é chamado subgrupo topológico.

A seguir serão veremos alguns resultados envolvendo propriedades topológicas dos sub-

grupos de um grupo G. Mas antes vejamos um lema que nos será útil nas demonstrações

desses resultados.

Lema 3.4.3. Seja X um espaço topológico e φ : X → X um homeomorfismo. Suponha que

A ⊂ X é um subconjunto invariante por φ, isto é, φ(A) ⊂ A. Então,

1. A é invariante por φ.

2. Se φ(B) ⊂ B, então φ(B) ⊂ B.

3. int(A) é invariante por φ.

Demonstração:
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1. Como φ é cont́ınua, para todo C ⊂ X vale que φ(C) ⊂ φ(C). Dáı, φ(A) ⊂ φ(A). E

como A é invariante por φ, φ(A) ⊂ A.

2. Novamente pela continuidade de φ temos que φ(C) ⊂ φ(C) para todo C ⊂ X. E já

que φ(B) ⊂ B, tem-se φ(B) ⊂ B = B.

3. Seja y ∈ φ(int(A)). Então y = φ(x) para algum x ∈ int(A), logo, existe aberto U ⊂ X

tal que x ∈ U ⊂ A. Assim, pelo homeomorfismo de φ, φ(U) é um aberto de X tal que

x ∈ φ(U) ⊂ φ(A). E como A é invariante por φ, segue que y ∈ φ(U) ⊂ φ(A) ⊂ A. Donde,

y ∈ int(A). Portanto, φ(int(A)) ⊂ int(A). ut

Proposição 3.4.4. Seja G um grupo topológico.

1. Se H ⊂ G um subgrupo, então H também é subgrupo.

2. Se H ⊂ G é um subgrupo normal, então H é um subgrupo normal.

Demonstração:

1. Como H é subgrupo, 1 ∈ H, mas H ⊂ H. Logo, 1 ∈ H. Mostremos que H é fechado

em relação ao produto do grupo.

Como H é subgrupo, se x ∈ H, Ex(H) ⊂ H. Visto que G é grupo topológico, Ex é

homeomorfismo, dáı, pelo lema anterior, Ex(H) ⊂ H. Logo, se x ∈ H, xy ∈ H, para todo

y ∈ H. O que significa, Dy(H) ⊂ H para todo y ∈ H. E já que Dy é homeomorfismo, pelo

lema anterior, Dy(H) ⊂ H para todo y ∈ H. Logo, H é fechado em relação ao produto do

grupo.

Agora, como H é subgrupo de G, ι(H) ⊂ H e como G é grupo topológico, ι é homeomor-

fismo. Então pelo lema anterior, ι(H) ⊂ H. Portanto, H é subgrupo de G.

2. Como H é subgrupo normal de G, gHg−1 ⊂ H, para todo g ∈ G, ou seja, Cg(H) ⊂ H,

para todo g ∈ G. E como G é grupo topológico, Cg é um homeomorfismo para todo g ∈ G.

Logo, pelo lema anterior, Cg(H) ⊂ H, para todo g ∈ G. Portanto, H é um subgrupo normal

de G. ut
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Proposição 3.4.5. Seja G um grupo topológico e H ⊂ G um subgrupo de G. Se int(H) 6= ∅,

então H é aberto.

Demonstração: Seja x ∈ int(H). Note que para y ∈ H, Eyx−1(int(H)) é um aberto tal

que y ∈ Eyx−1(int(H)) ⊂ H. De fato, como G é grupo topológico, as translações à esquerda

são homeomorfismos e visto que int(H) é aberto, segue que Eyx−1(int(H)) é aberto. Tem-

se também que y = Eyx−1(x), donde y ∈ Eyx−1(int(H)). Agora, para h ∈ int(H) ⊂ H,

Eyx−1(h) = yx−1h e já que y, x−1 e h pertencem à H e H é subgrupo, segue que yx−1h ∈ H.

Assim, Eyx−1(int(H)) ⊂ H. Portanto, H é aberto. ut

Proposição 3.4.6. Seja G um grupo topológico e H ⊂ G um subgrupo de G. Se H é aberto,

então H é fechado.

Demonstração: Se H é aberto, para todo g ∈ G, as classes laterais gH = {gh;h ∈ H} são

abertas pois como G é grupo topológico as translações à esquerda são homeomorfismos. E já

que as classes laterais particionam G e hH = H, para todo h ∈ H, pois H é subgrupo, temos

que G = (
⋃

g∈G\H

gH) ∪H. Donde, G \H =
⋃

g∈G\H

gH é uma união de abertos. Portanto H é

fechado. ut

Observação 3.4.7. A última proposição nos garante que subgrupos abertos de um grupo

topológico são uniões de componentes conexas do grupo. Em particular se um grupo topológico

é conexo ele é o único de seus subgrupos abertos.

Com efeito, seja A é um subconjunto aberto e fechado de um espaço topológico X e seja

C ⊂ X uma componente conexa tal que C ∩ A 6= ∅. Se C não está contido em A, então

A ⊂ C ou A ∩ C, mas A 6= C. Dáı, C = (A ∩ C) ∪ ((X − A) ∩ C) é uma separação para C,

o que é um absurdo, pois componentes conexas são conjuntos conexos. Logo, C ⊂ A.

A próxima proposição nos descreve qualquer componente conexa de um grupo topológico

G através da componente conexa que contém a identidade do grupo. Essa componente será

chamada componente da identidade e será denotada por G0.
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Proposição 3.4.8. Seja G um grupo topológico. Então,

1. G0 é um subgrupo fechado e normal de G.

2. C é componente conexa de G se, e somente se, C é uma translação de G0.

Demonstração:

1. Primeiramente verifiquemos que G0 é subgrupo de G. Seja g ∈ G0. Como G0 é conexo

e Eg é homeomorfismo, Eg(G0) é conexo. Agora, repare que g ∈ Eg(G0), pois g = Eg(1).

Logo, G0∩Eg(G0) 6= ∅. E já que todo conexo está contido em uma única componente conexa,

segue que Eg(G0) ⊂ E0. Assim, para quaisquer g, h ∈ G0, gh = Eg(h) ∈ G0.

Da mesma forma temos que ι(G0) é um conexo tal que ι(G0)∩G0 6= ∅, pois 1 ∈ ι(G0)∩G0.

Assim, ι(G0) ⊂ G0. Dessa forma, para todo g ∈ G0, g−1 = ι(g) ∈ G0. Portanto, G0 é

subgrupo de G.

Note que para um espaço topológico qualquer as componentes conexas são fechadas. De

fato, se C é uma componente conexa de um espaço topológico X, então C é conexo, e assim,

C é conexo. Agora, como C ∩ C 6= ∅ pois C ⊂ C, temos que C ⊂ C, donde C é fechado.

Para verificar que G0 é normal, basta lembrar que para todo g ∈ G as conjugações Cg

são homeomorfismos quando G é um grupo topológico. Assim, qualquer que seja g ∈ G, o

conexo Cg(G0) intercepta G0, pois 1 = g1g−1 ∈ Cg(G0)∩G0. Logo, Cg(G0) ⊂ G0, para todo

g ∈ G. Donde, gG0g
−1 ⊂ G0, para todo g ∈ G0 e portanto G0 é subgrupo normal de G.

2. Seja C ⊂ G uma componente conexa de G e tome g ∈ C. Então Eg(G0) = gG0

é conexo. Logo, gG0 está contido em uma única componente conexa. Mas repare que

gG0 ∩ C 6= ∅, pois g = g1 ∈ gG0 e g ∈ C. Logo, gG0 ⊂ C.

Agora, suponha por absurdo que C não está contido em gG0. Então existe c ∈ C tal que

c /∈ gG0. Assim, g−1c pertence ao conexo g−1C e não pertence à G0, o que é um absurdo

pois, já que 1 = g−1g ∈ g−1C ∩G0, o conexo g−1C deveria estar contido em G0.

Reciprocamente, se g ∈ G, C = gG0 é um conexo. Então C está contido em uma única

componente conexa de G. Chame esta componente de C
′
. Da mesma forma como fizemos

na ida obtemos um absurdo se C
′

não estiver contido em C = gG0. Assim, C = C
′

é uma

componente conexa. ut
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Em geral a componente da identidade não é um subgrupo aberto. No caso do subgrupo

(Q,+) de (R,+), onde R está com a topologia usual e Q com a topologia do subespaço, a

componente da identidade é o conjunto {0}, pois os únicos conexos de Q são os conjuntos

unitários. Mas {0} não é aberto em Q.

Já no caso em que o grupo topológico é localmente conexo, a componente da identidade

é um subgrupo aberto.

Proposição 3.4.9. Se um grupo topológico G é localmente conexo, então G0 é um subgrupo

aberto de G.

Demonstração: Se G é localmente conexo, existe um conexo aberto U contendo 1. Assim,

U ∩ G0 6= ∅, pois 1 ∈ U ∩ G0. Logo, 1 ∈ U ⊂ G0, donde, int(G0) 6= ∅. Portanto pela

Proposição 3.4.5, G0 é um subgrupo aberto de G. ut

O resultado a seguir mostra uma forma de gerar grupos conexos.

Proposição 3.4.10. Seja G um grupo topológico conexo e seja U uma vizinhança aberta da

identidade. Então G =
⋃
n≥1

Un.

Demonstração: Seja V = U∩U−1 uma vizinhança simétrica contida em U . Então
⋃
n≥1

V n ⊂⋃
n≥1

Un. Dessa forma, basta mostrar que G =
⋃
n≥1

V n, pois
⋃
n≥1

Un ⊂ G.

Mostremos que
⋃
n≥1

V n é subgrupo de G.

Como V é vizinhança simétrica da identidade, 1 ∈ V ⊂
⋃
n≥1

V n. Se a, b ∈
⋃
n≥1

V n, então

a ∈ V n1 e b ∈ V n2 , onde n1, n2 ≥ 1. Dáı, ab ∈ V n1+n2 ⊂
⋃
n≥1

V n.

Note que para todo n ≥ 1, (V n)−1 = V n, logo, se x ∈
⋃
n≥1

V n, então x ∈ V n0 para algum

n0 ≥ 1. Assim, x−1 ∈ (V n0)−1 = V n0 ⊂
⋃
n≥1

V n.

Portanto,
⋃
n≥1

V n é subgrupo de G.
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Repare agora que int(
⋃
n≥1

V n) 6= ∅, pois V é um aberto tal que 1 ∈ V ⊂
⋃
n≥1

V n. Logo,

pela Proposição 3.4.5,
⋃
n≥1

V n é aberto e, pela Proposição 3.4.6, também é fechado. Sendo G

conexo, seus únicos subconjunto abertos e fechados são ∅ e G, como 1 ∈
⋃
n≥1

V n, tem-se que⋃
n≥1

V n = G.

Assim, G =
⋃
n≥1

V n ⊂
⋃
n≥1

Un e, portanto, G =
⋃
n≥1

Un. ut

3.5 Aspectos admisśıveis em grupos topológicos

Nesta seção faremos uso da famı́lia de vizinhanças simétricas abertas da identidade e de

suas propriedades apresentadas na Definição 3.2.2 para construir uma famı́lia admisśıvel de

coberturas abertas em um grupo topológico G e provaremos alguns resultados sobre esse novo

espaço admisśıvel.

Proposição 3.5.1. Seja G um grupo topológico e V a famı́lia das vizinhanças simétricas

abertas da identidade de G. Para cada V ∈ V, defina a cobertura aberta RV de G por

RV = {V g; g ∈ G} e a cobertura aberta LV por LV = {gV ; g ∈ G}.

Então, para todo g ∈ G e V ∈ V, valem

1. St[1,RV ] = St[1,LV ] = V 2.

2. St[g,RV ] = St[1,RV ]g = V 2g.

3. St[g,LV ] = gSt[1,LV ] = gV 2.

Demonstração:

1. Seja x ∈ St[1,RV ]. Então, existe g ∈ G tal que x, 1 ∈ V g. Dessa forma, existem

v, v0 ∈ V tais que 1 = v0g e x = vg. Donde, x = vg = vg1 = vg1−1 = vg(g−1v−1
0 ) = vv−1

0 .

Agora, como V é simétrica, v−1
0 , v−1 ∈ V −1 = V , dáı, x ∈ vV ⊂ V 2 e 1 = vv−1 ∈ vV . Logo,

x ∈ St[1,LV ] e x ∈ V 2. Donde, St[1,RV ] ⊂ St[1,LV ] e St[1,RV ] ⊂ V 2.
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Por outro lado, se x ∈ St[1,LV ], existe g ∈ G tal que x, 1 ∈ gV . Assim, 1 = gv0 e

x = gv, onde v, v0 ∈ V . Então, x = gv = 1gv = 1−1gv = (v−1
0 g−1)gv = v−1

0 v. E já que V

é simétrica, v−1
0 , v−1 ∈ V −1 = V . Logo, x ∈ V v e 1 = v−1v ∈ V v, donde x ∈ St[1,RV ] e,

assim, St[1,LV ] ⊂ St[1,RV ]. Logo, St[1,RV ] = St[1,LV ].

Agora, se x ∈ V 2, existem v1, v2 ∈ V tais que x = v1v2. Assim, x ∈ V v2 e, como

V é simétrica, v−1
2 ∈ V −1 = V , logo, 1 = v−1

2 v2 ∈ V v2. Donde x ∈ St[1,RV ] e, assim,

V 2 ⊂ St[1,RV ]. Portanto, St[1,RV ] = St[1,LV ] = V 2.

2. Se x ∈ St[g0,RV ], existe g ∈ G tal que x, g0 ∈ V g. Dáı, x = vg e g0 = v0g, onde

v, v0 ∈ V . Logo, x = vg = v(v−1
0 g0) = (vv−1

0 )g0. Perceba que vv−1
0 ∈ V 2 pois v−1

0 ∈ V −1 = V .

Assim, pelo item anterior vv−1
0 ∈ St[1,RV ] e, portanto, x = (vv−1

0 )g0 ∈ St[1,RV ]g0. Desse

modo, St[g0,RV ] ⊂ St[1,RV ]g0.

Agora, se x ∈ St[1,RV ]g0, pelo item anterior, existem v1, v2 ∈ V tais que x = v1v2g0.

Assim, x ∈ V (v2g0) e como V é simétrica, v−1
2 ∈ V −1 = V , dáı g0 = v−1

2 (v2g0) ∈ V (v2g0).

Dessa forma, x ∈ St[g0,RV ]. Portanto, St[g0,RV ] = St[1,RV ]g0 = V 2g0.

3. Segue de maneira análoga ao item anterior. ut

Teorema 3.5.2. Seja G um grupo topológico e V a famı́lia de vizinhanças simétricas abertas

da identidade de G. Para cada V ∈ V defina RV e LV como na proposição anterior. Então

OR = {RV ;V ∈ V} e OL = {LV ;V ∈ V} são famı́lias admisśıveis de coberturas abertas de

G.

Demonstração:

Faremos a demonstração para a famı́lia de coberturas OR, o caso de OL é análogo.

Seja RU ∈ OR. Por GT1, temos que existe V ∈ V tal que V 2 ⊂ U . Então, RV ≺ 1
2
RU .

Com efeito, sejam V g1, V g2 ∈ RV tais que V g1 ∩ V g2 6= ∅. Então existe g ∈ V g1 ∩ V g2. Se

x ∈ V g1, existem v, v1 ∈ V tais que x = vg1 e g = v1g1. Logo, x = vg1 = v(v−1
1 g) = (vv−1

1 )g.

Como V é simétrica v−1
1 ∈ V −1 = V , dáı, vv−1

1 ∈ V 2 ⊂ U . Assim, x = (vv−1
1 )g ∈ V 2g ⊂

Ug. Logo, V g1 ⊂ Ug ∈ RU . De forma análoga se mostra que V g2 ⊂ Ug ∈ RU . Então,

V g1 ∪ V g2 ⊂ Ug ∈ RU e, portanto, RV ≺ 1
2
RU .

Agora, sejam RU1 ,RU2 ∈ OR. Por T2, U1 ∩ U2 ∈ V , então por GT1 existe V ∈ V tal que
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V 2 ⊂ U1∩U2, mas como cada elemento de V contém 1, temos que V ⊂ V 2, logo, V ⊂ U1∩U2.

Desse modo, RV ≺ RU1 e RV ≺ RU2 .

De fato, seja V g ∈ RV . Como V ⊂ U1 ∩ U2 ⊂ U1, temos que V g ⊂ U1g ∈ RU1 , donde

RV ≺ RU1 . Da mesma maneira se mostra que RV ≺ RU2 .

Assim, OR satisfaz as condições 1 e 3 da Definição 2.1.2. Para provar a condição 2

utilizaremos o Lema 2.1.3. Seja K ⊂ G um compacto e A ⊂ G um aberto tal que K ⊂ A.

Note que para cada x ∈ K, o aberto Yx = Ax−1 contém 1. Logo, Ux = Yx ∩Y −1
x ∈ V . Então,

por GT1 existe Vx ∈ V tal que V 2
x ⊂ Ux. Então, RVx ∈ OR, é tal que St[x,RVx ] ⊂ A. De

fato,

St[x,RVx ] = V 2
x x ⊂ Uxx = (Yx ∩ Y −1

x )x ⊂ Yxx = (Ax−1)x = A

Logo, todas as hipóteses do lema 2.1.3 estão satisfeitas. Assim, existe RW ∈ OR tal que

St[K,RW ] ⊂ A.

Portanto, OR é uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de G. ut

Definição 3.5.3. Seja G um grupo topológico. As famı́lias de coberturas OR e OL definidas

no teorema acima são chamadas famı́lia admisśıvel à direita e famı́lia admisśıvel à

esquerda, respectivamente.

A seguir, vejamos alguns resultados envolvendo grupos topológicos e sua estrutura ad-

misśıvel. Faremos forte uso das propriedades sobre as estrelas da Proposição 3.5.1. Os resul-

tados que abordarem apenas a famı́lia admisśıvel à direita também podem ser verificados de

forma análoga para a famı́lia admisśıvel à esquerda.

Proposição 3.5.4. Seja G um grupo topológico munido da famı́lia admisśıvel à direita e

g ∈ G. As translações Eg e Dg são uniformemente cont́ınuas.

Demonstração: Primeiramente verifiquemos para a translação à esquerda. Seja RV ∈ OR
e tome RU ∈ OR, onde U2 ⊂ g−1V g. Dessa forma, para x ∈ G,

Eg(St[x,RU ]) = Eg(U
2x) = g(U2x) ⊂ g(g−1V gx) ⊂ V 2(gx) = V 2Eg(x) = St[Eg(x),RV ]

Donde segue que Eg é uniformemente cont́ınua.
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No caso da translação à direita, para RV ∈ OR temos que para todo x ∈ G,

Dg(St[x,RV ]) = Dg(V
2x) = (V 2x)g = V 2(xg) = V 2Dg(x) = St[Dg(x),RV ]

Logo, Dg também é uniformemente cont́ınua. ut

Proposição 3.5.5. Sejam G e H grupos topológicos e OR(G), OR(H) suas respectivas

famı́lias admisśıveis à direita. Se φ : G → H é um isomorfismo topológico, então φ é lips-

chitziana com respeito à OR(G) e OR(H) e, consequentemente, é uniformemente cont́ınua.

Demonstração: Primeiramente observe que se U é uma vizinhança aberta e simétrica da

identidade de G, então φ(U) é uma vizinhança aberta e simétrica da identidade de H. De

fato, como φ é isomorfismo e 1G ∈ U temos que 1H = φ(1G) ∈ φ(U) e mais, visto que φ

é homeomorfismo temos que φ(U) é um aberto de H. Agora, se y ∈ φ(U)−1, tem-se que

y = φ(u)−1 para algum u ∈ U . Sendo φ isomorfismo temos que y = φ(u)−1 = φ(u−1). Logo,

y ∈ φ(U−1), mas sendo U simétrico temos que y ∈ φ(U−1) = φ(U). Logo, φ(U)−1 ⊂ φ(U).

Por outro lado, se y ∈ φ(U), y = φ(u) para algum u ∈ U . Mas como U é simétrico,

u = u
′−1 para algum u

′ ∈ U . Dáı, y = φ(u
′−1), e como φ é isomorfismo φ(u

′−1) = φ(u
′
)−1.

Dessa forma, y = φ(u
′
)−1 ∈ φ(U)−1, donde segue que φ(U) ⊂ φ(U)−1 e, assim, φ(U) é uma

vizinhança aberta e simétrica da identidade de H.

Desse modo L : OR(G)→ OR(H) dada por L(RU) = Rφ(U) fica bem definida. Mostremos

que L é a correspondência de Lipschitz.

Seja RV ∈ OR(H). Como a inversa de um isomorfismo é um isomorfismo temos que

φ−1(V ) é uma vizinhança aberta e simétrica da identidade de G. Assim, Rφ−1(V ) ∈ OR(G) e

é tal que L(Rφ−1(V )) = RV ≺ RV .

Agora, sejam x ∈ G e RU ∈ OR(G). Então φ(St[x,RU ]) = φ(U2x) = φ(U2)φ(x). Sendo

φ isomorfismo temos que φ(U2) ⊂ φ(U)2. Logo,

φ(St[x,RU ]) ⊂ φ(U)2(x) = St[φ(x),Rφ(U)] = St[x,L(RU)]

Portanto, φ é lipschitziana com respeito à OR(G) e OR(H). ut
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O próximo resultado pode ser facilmente demonstrado fazendo uso da composição de

aplicações cont́ınuas, como feito no Exemplo 3.1.7. Apresentaremos uma outra demonstração

que ilustra o uso das propriedades de um grupo topológico admisśıvel.

Proposição 3.5.6. Seja X um espaço topológico admisśıvel com famı́lia admisśıvel de co-

berturas abertas O e G um grupo topológico com a famı́lia admisśıvel OR. Se f : X → G e

g : X → G são funções cont́ınuas, então

1. fg : X → G, definida por fg(x) = f(x)g(x), é cont́ınua.

2. f−1 : X → G, definida por f−1(x) = f(x)−1, é cont́ınua.

Demonstração:

1. Sejam x ∈ X e RV ∈ OR. Por GT3 temos que f(x)−1V f(x) ∈ V . Logo, por GT1

existem U1, U2 ∈ V tais que U2
1 ⊂ V e U2

2 ⊂ f(x)−1V f(x).

Como f e g são cont́ınuas, existem U1,U2 ∈ O tais que se y ∈ St[x,U1], f(y) ∈

St[f(x),RU1 ] e se y ∈ St[x,U2], g(y) ∈ St[g(x),RU2 ].

Como X é admisśıvel, existe U ∈ O tal que U ≺ U1 e U ≺ U2. Dessa forma, se y ∈ St[x,U ],

então fg(y) ∈ St[fg(x),RV ].

De fato, seja y ∈ St[x,U ]. Então y ∈ St[x,U1] e y ∈ St[x,U2], pois U ≺ U1,U2. Logo,

f(y) ∈ St[f(x),RU1 ] e g(y) ∈ St[g(x),RU2 ]. Assim,

fg(y) = f(y)g(y) ∈ St[f(x),RU1 ]St[g(x),RU2 ] = U2
1 f(x)U2

2 g(x) ⊂ V f(x)f(x)−1V f(x)g(x)

Donde temos que fg(y) ∈ V V f(x)g(x) = V 2f(x)g(x) = V 2fg(x) = St[fg(x),RV ].

Portanto, fg é cont́ınua.

2. Sejam x ∈ X e RV ∈ OR. Tome U ∈ V tal que U2 ⊂ f(x)V f(x)−1. Como f

é cont́ınua, existe U ∈ O tal que se y ∈ St[x,U ], f(y) ∈ St[f(x),RU ]. Desse modo, se

y ∈ St[x,U ], temos que f−1(y) = f(y)−1 ∈ (St[f(x),RU ])−1 = (U2f(x))−1 ⊂ f(x)−1(U2)−1.

Como U é simétrico, (U2)−1 = U2. Dáı,

f−1(y) = f(y)−1 ∈ f(x)−1(U2)−1 = f(x)−1U2 ⊂ f(x)−1f(x)V f(x)−1
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Logo, f−1(y) ∈ V f(x)−1 = V f−1(x) ⊂ V 2f−1(x) = St[f−1(x),RV ]. Portanto, f−1 é

cont́ınua. ut

No caso em que o grupo topológico é compacto as funções fg e f−1 definidas acima

são uniformemente cont́ınuas quando f e g são uniformemente cont́ınuas. Para provar este

resultado precisaremos do seguinte lema que se encontra em [2] página 34:

Lema 3.5.7. Seja G um grupo topológico compacto e V a famı́lia de vizinhanças abertas

simétricas da identidade de G. Então, para cada V ∈ V, existe U ∈ V tal que gUg−1 ⊂ V ,

para todo g ∈ G.

Demonstração: Seja V ∈ V . Tome W ∈ V tal que W 3 ⊂ V . Tal W existe pois, por

GT1 existe W
′ ∈ V tal que W

′2 ⊂ V . Assim, novamente por GT1, existe W ∈ V tal que

W 2 ⊂ W
′
. Dessa forma, W 3 = W 2W ⊂ W

′
W ⊂ W

′
W 2 ⊂ W

′
W
′
= W

′2 ⊂ V .

SendoG compacto, a cobertura {Wg}g∈G admite subcobertura finita, digamos, {Wgi}i=1,...,n.

Note que, por T2 e GT3, U =
n⋂
i=1

g−1
i Wgi ∈ V .

Agora, tome g ∈ G. Então g = wgj, onde j ∈ {1, . . . , n}. Dáı,

gUg−1 = wgjUg
−1
j w−1 ⊂ wgj(g

−1
j Wgj)g

−1
j w−1 = wWw−1 ⊂ W 3 ⊂ V

ut

Proposição 3.5.8. Seja X um espaço topológico admisśıvel com famı́lia admisśıvel de co-

berturas abertas O e G um grupo topológico compacto com a famı́lia admisśıvel OR. Se

f : X → G e g : X → G são funções uniformemente cont́ınuas, então

1. fg : X → G, fg(x) = f(x)g(x), é uniformemente cont́ınua.

2. f−1 : X → G, f−1(x) = f(x)−1, é uniformemente cont́ınua.

Demonstração:

1. Seja RV ∈ OR. Pelo lema anterior, existe U ∈ V tal que U ⊂ g−1V g, para todo g ∈ G.

Dessa forma, existem U1, U2 ∈ V tais que U2
1 ⊂ V e U2

2 ⊂ U .
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Sendo f e g uniformemente cont́ınuas, existem U1,U2 ∈ O tais que f(St[x,U1]) ⊂

St[f(x),RU1 ] e g(St[x,U2]) ⊂ St[g(x),RU2 ], para todo x ∈ X.

Como X é admisśıvel, existe U ∈ O tal que U ≺ U1 e U ≺ U2. Agora, seja x ∈ G e tome

y ∈ St[x,U ]. Então,

fg(y) = f(y)g(y) ∈ St[f(x),RU1 ]St[g(x),RU2 ] = U2
1 f(x)U2

2 g(x) ⊂ V f(x)Ug(x)

Assim,

fg(y) ∈ V f(x)Ug(x) ⊂ V f(x)f(x)−1V f(x)g(x) = V V f(x)g(x) = V 2fg(x) = St[fg(x),RV ]

Portanto, fg é uniformemente cont́ınua.

2. Seja RV ∈ OR e tome U ∈ V tal que U ⊂ gV g−1, para todo g ∈ G, e U
′ ∈ V

tal que U
′2 ⊂ U . Como f é uniformemente cont́ınua, existe U ∈ O tal que f(St[x,U ]) ⊂

St[f(x),RU ′ ], para todo x ∈ X. Então, para x ∈ X, se y ∈ St[x,U ] temos que

f−1(y) = f(y)−1 ∈ (St[f(x),RU ′ ])
−1 = (U

′2f(x))−1 = f(x)−1(U
′2)−1 = f(x)−1U

′2 ⊂ f(x)−1U

Dáı,

f−1(y) ∈ f(x)−1U ⊂ f(x)−1f(x)V f(x)−1 = V f(x)−1 = V f−1(x) ⊂ V 2f−1(x) = St[f−1(x),RV ]

Portanto, f−1 é uniformemente cont́ınua. ut

Observe que se o grupo topológico G é abeliano a proposição acima se mantém verdadeira.

Proposição 3.5.9. Seja X um espaço topológico admisśıvel com famı́lia admisśıvel de cober-

turas abertas O e G um grupo topológico abeliano com a famı́lia admisśıvel OR. Se f : X → G

e g : X → G são funções uniformemente cont́ınuas, então

1. fg : X → G, fg(x) = f(x)g(x), é uniformemente cont́ınua.

2. f−1 : X → G, f−1(x) = f(x)−1, é uniformemente cont́ınua.

Demonstração:
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1. Seja RV ∈ OR. Tome U1, U2 ∈ V tais que U2
1 ⊂ V e U2

2 ⊂ V .

Sendo f e g uniformemente cont́ınuas, existem U1,U2 ∈ O tais que f(St[x,U1]) ⊂

St[f(x),RU1 ] e g(St[x,U2]) ⊂ St[g(x),RU2 ], para todo x ∈ X.

Como X é admisśıvel, existe U ∈ O tal que U ≺ U1 e U ≺ U2. Agora, seja x ∈ G e tome

y ∈ St[x,U ]. Então,

fg(y) = f(y)g(y) ∈ St[f(x),RU1 ]St[f(x),RU2 ] = U2
1 f(x)U2

2 g(x) ⊂ V f(x)V g(x)

Já que G é abeliano, V f(x)V g(x) = V V f(x)g(x). Logo, fg(y) ∈ V V f(x)g(x) =

V 2f(x)g(x) = St[fg(x),RV ]. Portanto, fg é uniformemente cont́ınua.

2. Seja RV ∈ OR e tome U ∈ V tal que U2 ⊂ V . Como f é uniformemente cont́ınua,

existe U ∈ O tal que f(St[x,U ]) ⊂ St[f(x),RU ], para todo x ∈ X. Então, para x ∈ X, se

y ∈ St[x,U ] temos que

f−1(y) = f(y)−1 ∈ (St[f(x),RU ])−1 = (U2f(x))−1 = f(x)−1(U2)−1 = f(x)−1U2

E como G é abeliano, f(x)−1U2 = U2f(x)−1. Logo, f−1(y) ∈ U2f(x)−1 ⊂ V f−1(x) ⊂

V 2f−1(x) = St[f−1(x),RV ]. Portanto, f−1 é uniformemente cont́ınua. ut

Proposição 3.5.10. Um grupo topológico G admite um sistema OR-compat́ıvel forte.

Demonstração: Considere em F = {F ⊂ G; 1 ∈ F} a relação de pré-ordem:

F1 ≤ F2 ⇔ existe g ∈ G tal que F1 ⊂ F2g

Defina σ : G×G→ F por σ(g, h) = ∩{V x;V ∈ V , x ∈ V, gh−1 ∈ V x} e ς : V → OR por

ς(V ) = RV . Então o sistema (σ, ς,V ,F) é OR-compat́ıvel forte.

De fato, σ está bem definida pois como cada V ∈ V é simétrico, 1 = x−1x ∈ V x quando

x ∈ V . Agora, sejam V ∈ V e g ∈ G. Se h ∈ St[g, ς(V )] = St[g,RV ], então g ∈ St[h,RV ] =

V 2h. Dáı, gh−1 ∈ V 2. Logo, gh−1 ∈ V x, para algum x ∈ V e, pela definição de σ,

tem-se que σ(g, h) ⊂ V x, o que implica que σ(g, h) < V , donde h ∈ Bσ(g, V ). Assim,

St[g, ς(V )] ⊂ Bσ(g, V ).
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Por outro lado, se h ∈ Bσ(g, V ), σ(g, h) < V , ou seja, σ(g, h) ⊂ V y, para algum y ∈ G.

Dessa forma, 1 ∈ V y. Donde, y = v−11, para algum v ∈ V . Sendo V simétrica temos que

y = v−1 ∈ V −1 = V . Assim, gh−1 ∈ σ(g, h) ⊂ V y ⊂ V 2. Dáı, hg−1 = (gh−1)−1 ∈ (V 2)−1 =

V 2. Logo, h ∈ V 2g = St[g,RV ] = St[g, ς(V )]. Assim, Bσ(g, V ) ⊂ St[g, ς(RV )].

Logo, St[g, ς(RV )] = Bσ(g, V ).

Agora, para RV ∈ OR, tome V ∈ V . Então ς(V ) = RV = RV .

Portanto, o sistema (σ, ς,V ,F) é OR-compat́ıvel forte. ut

Um outro sistema compat́ıvel sobre um grupo topológico G é obtido se definirmos σ da

proposição anterior por σ(g, h) = {1, hg−1}.

3.6 Ações de grupos

Nesta seção estudaremos as ações de grupos no contexto topológico quando o grupo envolvido

for um grupo topológico.

3.6.1 Descrição algébrica

Definição 3.6.1. Uma ação à esquerda de um grupo G num conjunto X é uma função a

que associa a cada g ∈ G uma aplicação a(g) : X → X que satisfaz:

1. a(1) = IdX , isto é, a(1)(x) = (x), para todo x ∈ X.

2. a(gh) = a(g) ◦ a(h), para todo g, h ∈ G.

Uma ação à direita é definida de forma análoga substituindo a propriedade 2 por a(gh) =

a(h)◦a(g). Quando tal função existe, diremos que G age à esquerda (ou à direita) sobre

X.

Essas propriedades garantem que cada a(g) é uma bijeção, pois a(g) ◦ a(g−1) = IdX =

a(g−1) ◦ a(g). Isto nos possibilita definir ação à esquerda como sendo um homomorfismo
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a : G → B(X), onde B(X) é o grupo das bijeções de X com a operação da composição de

funções.

De forma alternativa, uma ação à esquerda é definida como sendo uma aplicação φ :

G×X → X satisfazendo

1. φ(1, x) = x, para todo x ∈ X.

2. φ(gh, x) = φ(g, φ(h, x)), para todo g, h ∈ G e todo x ∈ X.

Repare que a(g) é a aplicação φ quando a primeira coordenada é fixada, ou seja, a(g) = φg,

onde φg : X → X é dada por φg(x) = φ(g, x). Outra aplicação associada à φ é obtida fixando

x ∈ X, isto é, φx : G→ X, φx(g) = φ(g, x) = a(g)(x).

Normalmente na teoria de ação de grupos os śımbolos a ou φ são omitidos. Assim, uma

ação à esquerda escreve-se apenas g(x), g · x ou gx ao invés de a(g)(x). Com essas notações

uma ação à esquerda satisfaz:

1. 1x = x, para todo x ∈ X.

2. (gh)x = g(hx), para todo g, h ∈ G e todo x ∈ X.

No que se segue serão tratadas apenas ações à esquerda, visto que se a é uma ação à

esquerda de G em X, então a aplicação a
′
(g) = a(g−1) é uma ação à direita.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.6.2. Para o grupo G = (Z,+) e o conjunto X = R, φ(n, x) = n+ x é uma ação

de Z em R

Exemplo 3.6.3. O grupo Gl(n,R) das matrizes inverśıveis com entradas reais age sobre Rn

pela ação canônica φ(A, x) = Ax, onde o x do segundo membro é a matriz coluna cujas

entradas são as coordenadas de x.

Exemplo 3.6.4. Seja G um grupo e H ⊂ G um subgrupo de G. Denote por G/H o conjunto

das classes de equivalência da relação de equivalência em G em que x ∼ y ⇔ y−1x ∈ H.

Note que a classe de equivalência de x ∈ G é o conjunto xH. Desse modo, φ(g, xH) = (gx)H

é uma ação de G em G/H.
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A seguir veremos algumas definições e resultados clássicos da teoria de ação de grupos

que nos serão úteis ao longo do caṕıtulo.

Definição 3.6.5. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Dado x ∈ X, definimos

sua órbita por G como sendo o conjunto Gx = {gx ∈ X; g ∈ G}.

De forma mais geral, se A ⊂ G, então Ax = {gx; g ∈ A}, isto é, Ax = φx(A).

Observação 3.6.6. Cada órbita é uma classe de equivalência segundo uma relação de equi-

valência em X dada por: x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G; y = gx. Assim, duas órbitas ou são disjuntas ou

coincidem.

Definição 3.6.7. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Um subconjunto B ⊂ X é

dito ser G-invariante se gB = {gb; b ∈ B} ⊂ B para todo g ∈ G.

Observação 3.6.8. Um conjunto G-invariante B é uma união de órbitas. De fato, se B é

G-invariante, Gb ⊂ B, para todo b ∈ B. Logo,
⋃
b∈B

Gb ⊂ B. Por outro lado, B ⊂
⋃
b∈B

Gb.

Definição 3.6.9. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Dado, x ∈ X, o conjunto

Gx dos elementos de G que fixam x, isto é,

Gx = {g ∈ G; gx = x}

é chamado estabilizador de x.

Observação 3.6.10. O estabilizador de x ∈ X é um subgrupo de G, pois para quaisquer

g, h ∈ Gx, (gh)x = g(hx) = gx = x e 1x = x. Assim, gh ∈ Gx. E como a(g−1) = a(g)−1,

tem-se que g−1x = x quando gx = x.

Dessa forma, o estabilizador de x também é chamado de subgrupo de isotropia de x.

Proposição 3.6.11. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Se para x, y ∈ X existe

g ∈ G tal que y = gx, então Gy = gGxg
−1.

Demonstração: Por definição h ∈ Gy, se, e só se, h(gx) = gx, pois y = gx. Aplicando g−1

a esta igualdade temos que g−1(h(gx)) = g−1(gx). Donde, (g−1hg)x = (g−1g)x = 1x = x.

Logo, (g−1hg) ∈ Gx e, assim, h ∈ gGxg
−1 se, e somente se, h ∈ gGxg

−1. ut
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Definição 3.6.12. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X.

1. A ação é dita efetiva se
⋂
x∈X

Gx = {1}.

2. A ação é dita livre se Gx = {1}, para todo x ∈ X.

3. A ação é dita transitiva se para todo par de elementos x, y ∈ X existe g ∈ G tal que

y = gx.

Proposição 3.6.13. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um conjunto X e tome

x ∈ X. Então a aplicação ξx : G/Gx → X, ξx(gGx) = gx, é uma bijeção.

Demonstração: Note que ξx está bem definida, pois se g1 e g2 estão na mesma classe temos

que

g1Gx = g2Gx ⇔ g−1
2 g1 ∈ Gx ⇔ (g−1

2 g1)x = x⇔ g1x = g2x

Pela volta das equivalências, ξx também é injetora.

Agora, seja y ∈ X, como a ação é transitiva existe g ∈ G tal que y = gx. Logo gGx ∈

G/Gx é tal que ξx(gGx) = y. Donde, ξx é sobrejetora.

Portanto, ξx é uma bijeção. ut

Observação 3.6.14. A identificação acima se aplica de imediato às órbitas de uma ação

φ : G×X → X qualquer, pois para x ∈ X, φ : G×Gx→ Gx, φ(g, y) = φ(g, y), é uma ação

transitiva sobre Gx. Dessa forma, através da proposição anterior, podemos identificar G/Gx

com Gx.

3.6.2 Ações cont́ınuas

Agora começaremos o estudo das ações num contexto topológico.

Definição 3.6.15. Seja G um grupo topológico e X um espaço topológico. Uma ação de G

em X é cont́ınua se a aplicação φ : G×X → X, φ(g, x) = gx, é cont́ınua.

53 -



3.6 Ações de grupos 54

Se H ⊂ G é um subgrupo, a restrição da ação a H é uma ação de H. Tomando a topologia

do subespaço, a restrição de uma ação cont́ınua também é cont́ınua.

No caso de uma ação cont́ınua as aplicações parciais, φx : G → X, φx(g) = gx, e

φg : X → X, φg(x) = gx, são cont́ınuas. Além do mais, como a(g) = φg e a(g)−1 = a(g−1),

temos que para cada g ∈ G, a(g) = φg : X → X é um homeomorfismo de X.

Proposição 3.6.16. Seja G um grupo topológico e X um espaço topológico de Hausdorff.

Se uma ação φ de G em X é cont́ınua, então o subgrupo Gx é um fechado de G para todo

x ∈ X.

Demonstração: Repare que para qualquer x ∈ X,

Gx = {g ∈ G; gx = x} = {g ∈ G;φ(g, x) = x} = φ−1
x ({x})

Como X é Hausdorff e φ é cont́ınua temos que {x} é fechado e φx é cont́ınua. Logo,

Gx = φ−1
x ({x}) é um fechado de G. ut

3.6.3 Espaços quocientes

Nesta seção veremos algumas propriedades no contexto topológico do conjunto G/H apre-

sentado no Exemplo 3.6.4.

Em geral no quociente de um espaço topológico por uma relação de equivalência se define

a seguinte topologia:

Definição 3.6.17. Sejam Y um espaço topológico e ∼ uma relação de equivalência em Y .

Denote por Y/ ∼ o conjunto das classes de equivalência de ∼ e por π : Y → Y/ ∼ a aplicação

sobrejetora canônica que a cada y ∈ Y associa sua classe de equivalência. A topologia

quociente em Y/ ∼ é aquela em que um subconjunto A ⊂ Y/ ∼ é aberto se, e só se, π−1(A)

é aberto em Y . De forma equivalente F ⊂ Y/ ∼ é fechado se, e só se, π−1(F ) é fechado em

Y .

A continuidade, em relação à topologia quociente, de funções definidas em Y/ ∼ pode ser

verificada através da seguinte proposição:
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Proposição 3.6.18. Sejam Y e Z espaços topológicos em que Y está munido da relação de

equivalência ∼. Então, uma aplicação f : Y/ ∼→ Z é cont́ınua, se e somente se, f ◦ π :

Y → Z é cont́ınua.

Y

π
��

f◦π

""
Y/ ∼

f
// Z

Demonstração: Suponha que f é cont́ınua. Pela definição de π e da topologia quociente,

temos que π cont́ınua. Assim, a composição f ◦ π é cont́ınua. Reciprocamente, suponha que

f ◦ π é cont́ınua e tome A ⊂ Z um aberto. Então (f ◦ π)−1(A) = π−1(f−1(A)) é aberto em

Y . Logo, pela definição da topologia quociente, temos que f−1(A) é aberto em Y/ ∼. ut

Observe que a sobrejetividade de π nos garante que a rećıproca do resultado anterior é

válida no caso de aplicações abertas.

Proposição 3.6.19. Sejam G um grupo topológico, H ⊂ G um subgrupo de G e π : G →

G/H a projeção canônica. Então π é uma aplicação aberta em relação a topologia quociente.

Demonstração: Tome A ⊂ G aberto em G. Então, π−1(π(A)) = AH =
⋃
h∈H

Ah. Sendo

G grupo topológico, as translações são homeomorfismos, dessa forma Ah é aberto para todo

h ∈ H. Assim, π−1(π(A)) é aberto em G e, portanto, π(A) é aberto em G/H. ut

Fazendo uso da proposição anterior, é mostrado em [11] que G/H admite uma famı́lia

admisśıvel de coberturas abertas quando G é localmente compacto e H um subgrupo fechado

de G. A seguir, utilizaremos a Proposição 2.1.4 para verificar que a admissibilidade de G/H

se mantém sem a necessidade da compacidade local de G e sem a necessidade de que H seja

fechado.

Proposição 3.6.20. Seja G um grupo topológico e H ⊂ G é um subgrupo de G. Então G/H

com a topologia quociente é um espaço topológico admisśıvel.
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Demonstração: Sejam V o sistema de vizinhanças abertas e simétricas da identidade de

G, OR a famı́lia admisśıvel de G à direita e π a projeção canônica de G em G/H. Como

π é sobrejetora e aberta PV = {π(V g); g ∈ G} é uma cobertura aberta de G/H para todo

V ∈ V . Defina Oπ = {PV ;V ∈ V} e mostremos que Oπ é uma famı́lia admisśıvel de

coberturas abertas de G/H.

Seja PV ∈ Oπ e tome U ∈ V tal que RU ≺ 1
2
RV . Então PU ≺ 1

2
PV . De fato, se y ∈

π(Ug1)∩ π(Ug2), então y = π(u1g1) = π(u2g2), onde u1, u2 ∈ U . Assim, (u2g2)−1(u1g1) ∈ H,

logo, u1g1 = (u2g2)h para algum h ∈ H. Dessa forma, u1g1 ∈ Ug1∩Ug2h e como RU ≺ 1
2
RV

temos que Ug1∪U(g2h) ⊂ V g para algum g ∈ G. Assim, π(Ug1)∪π(Ug2h) ⊂ π(Ug1∪Ug2h) ⊂

π(V g). Agora note que como h ∈ H e H é subgrupo de G, π(Ug2h) = π(Ug2). Logo,

PU ≺ 1
2
PV .

Para PV ,PU ∈ Oπ temos que V ∩ U ∈ V e assim PV ∩U ≺ PV e PV ∩U ≺ PU .

Finalmente, mostremos que {St[x,U ];U ∈ Oπ} é uma base de vizinhanças em cada x

pertencente a G/H.

Pela definição de estrela é claro que St[x,U ] é uma vizinhança de x qualquer que seja

U ∈ Oπ. Seja W ⊂ G/H uma vizinhança de x ∈ G/H. Então existe A ⊂ G/H aberto

tal que x ∈ A ⊂ W . Como π é sobrejetora existe x ∈ G tal que π(x) = x e da definição

de aberto da topologia quociente temos que π−1(A) é um aberto de G tal que x ∈ π−1(A).

Desse modo, existe RV ∈ OR tal que x ∈ St[x,RV ] ⊂ π−1(A). Então PV ∈ Oπ é tal que

x ∈ St[x,PV ] ⊂ W . Com efeito, seja g ∈ G tal que x ∈ π(V g). Então x = π(vg) para

algum v ∈ V , mas como x = π(x) temos que (vg)−1x ∈ H, donde x = (vg)h para algum

h ∈ H. Assim, x ∈ V gh e como St[x,RV ] ⊂ π−1(A) temos que x ∈ V gh ⊂ π−1(A). Logo,

x = π(x) ∈ π(V gh) = π(V g) ⊂ π(π−1(A)) ⊂ A ⊂ W . Assim, x ∈ St[x,PV ] ⊂ A ⊂ W .

Logo, {St[x,U ];U ∈ Oπ} é uma base de vizinhanças em x e, portanto, G/H é um espaço

topológico admisśıvel. ut

Em geral a projeção canônica não é uma aplicação fechada. Por exemplo, se G = (R2,+),

H = {0} × R e F = {(x, tg(x)) ∈ R2;x ∈ (−π
2
, π

2
)} então π(F ) não é fechado.

Mas se H for compacto, então π é uma aplicação fechada. Para provarmos esse resultado
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faremos uso da seguinte proposição:

Proposição 3.6.21. Seja G um grupo topológico. Se K ⊂ G é compacto e F ⊂ G é fechado,

então FK é fechado.

Demonstração: Seja V(1) a coleção de todas a vizinhanças abertas da identidade de G.

Primeiramente mostremos que se F∩K = ∅, então existe V ∈ V(1) tal que F∩V K = ∅. Com

efeito, se x ∈ K, então x pertence ao aberto G \ F , logo (G \ F )x−1 ∈ V(1). Por GT1 existe

Wx ∈ V(1) tal que W 2
x ⊂ (G \ F )x−1. Sendo K compacto a cobertura aberta K ⊂

⋃
x∈K

Wxx

admite subcobertura finita, digamos, K ⊂
n⋃
i=1

Wxixi. Por T2 temos que V =
n⋂
i=1

Wxi ∈ V(1).

Vejamos que tal V é a vizinhança procurada.

Seja x ∈ K, então x ∈ Wxjxj para algum j ∈ {1, 2, . . . , n}. Assim,

V x ⊂ Wxjx ⊂ WxjWxjxj = W 2
xj
xj ⊂ (G \ F )x−1

j xj = G \ F

Logo, F ∩ V K = ∅.

Provemos agora que FK é fechado. Seja y ∈ G \ FK, então F ∩ yK−1 = ∅. Mas sendo

K compacto, yK−1 é compacto, dessa forma existe V ∈ V(1) tal que F ∩ V yK−1 = ∅, assim

FK ∩ V y = ∅. Logo, V y é um aberto contendo y tal que V y ⊂ G \ FK, donde segue que

FK é fechado. ut

Proposição 3.6.22. Sejam G um grupo topológico, H ⊂ G um subgrupo compacto de G e

π : G→ G/H a projeção canônica. Então π é uma aplicação fechada em relação a topologia

quociente.

Demonstração: Seja F ⊂ G fechado. Então π−1(π(F )) = FH é fechado pela proposição

anterior. ut

A topologia quociente tem um bom comportamento em relação ao produto cartesiano de

grupos. Sejam G1 e G2 grupos topológicos e H1 ⊂ G1, H2 ⊂ G2 subgrupos. O cartesiano

H1 × H2 é um subgrupo de G1 × G2 e o quociente (G1 × G2)/(H1 × H2) se identifica a
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(G1/H1)× (G2/H2) através da bijeção

ϕ : (g1, g2)(H1 ×H2) 7→ (g1H1, g2H2)

Essa bijeção é um homeomorfismo em relação as topologias quociente. Isso pode ser visto

pela definição de topologia quociente e pelo seguinte diagrama comutativo:

G1 ×G2
Id //

π
��

G1 ×G2

π1×π2
��

(G1 ×G2)/(H1 ×H2) ϕ
// (G1/H1)× (G2/H2)

onde (π1 × π2)(g1, g2) = (π1(g1), π2(g2)) e πi é a projeção canônica de Gi em Gi/Hi,

i = 1, 2.

Proposição 3.6.23. Seja G um grupo topológico e H ⊂ G. A topologia quociente em G/H

é Hausdorff se, e somente se, H é fechado.

Demonstração: Suponha que G/H é Hausdorff. Então {1H} = {H} é um fechado de G/H

na topologia quociente. Logo, π−1({H}) é fechado em G. Mas π−1({H}) = H. Logo, H é

um fechado de G.

Reciprocamente, suponha que H é fechado. Para mostrar que G/H é Hausdorff vamos

mostrar que a diagonal ∆ = {(x, x) ∈ G/H×G/H;x ∈ G/H} é fechada na topologia produto

em G/H ×G/H. Faremos isso mostrando que ϕ−1(∆) é fechado em (G×G)/(H ×H), onde

ϕ é o homeomorfismo entre (G×G)/(H ×H) e G/H ×G/H. Assim,

(g, h) ∈ π−1((ϕ−1)(∆))⇔ (g, h)(H ×H) ∈ ϕ−1(∆)⇔ gH = hH ⇔ (g, h) ∈ q−1(H)

Onde q : G×G→ G é a aplicação cont́ınua definida por q(x, y) = y−1x. Logo, π−1((ϕ−1)(∆)) =

q−1(H) e, como H é fechado, π−1((ϕ−1)(∆)) é fechado em G×G.

Portanto, G/H é Hausdorff. ut

Proposição 3.6.24. Seja G um grupo topológico e H ⊂ G um subgrupo de G. A ação

φ(g, xH) = (gx)H é transitiva e cont́ınua com respeito a topologia quociente.
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Demonstração: Sejam p e π o produto de G e a projeção canônica de G em G/H, respec-

tivamente. Considere ϕ1 o homeomorfismo entre (G × G)/({1} ×H) e G/{1} × G/H dado

por ϕ1((g, h)({1} ×H)) = (g{1}, hH).

Repare agora que π
′

: G/{1} → G, π
′
(g{1}) = g, é também um homeomorfismo. Dessa

forma ϕ2 : G/{1} × G/H → G × G/H, definida por ϕ2(g{1}, hH) = (g, hH) é um homeo-

morfismo, pois suas funções coordenadas são justamente π
′

e IdG/H .

Chame de π a projeção canônica de G×G em (G×G)/({1} ×H) e considere o homeo-

morfismo ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1. Desse modo, temos o seguinte diagrama:

G×G
π
��

π◦p

((
(G×G)/({1} ×H)

φ◦ϕ
// G/H

Note que (φ ◦ ϕ) ◦ π = π ◦ p, e como π e p são cont́ınuas, temos pela Proposição 3.6.18

que φ ◦ ϕ é cont́ınua.

Portanto, φ = (φ ◦ ϕ) ◦ ϕ−1 é cont́ınua.

Verifiquemos a transitividade de φ. Para xH, yH ∈ G/H, temos que yx−1 ∈ G é tal que

yH = φ(yx−1, xH). Logo, a ação é transitiva. ut

Quando o subgupo H é normal em G o quociente tem uma estrutura de grupo quando

munido da operação (gH)(hH) = (gh)H e a projeção canônica é um homomorfismo.

Com a topologia quociente G/H passa a ser um grupo topológico. Para ver que o produto

em G/H é cont́ınuo basta aplicar os mesmos argumentos da demonstração acima para o

diagrama:

G×G
π
��

π◦p

((
(G×G)/(H ×H)

p◦ϕ
// G/H
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Onde p é a aplicação produto de G/H e ϕ o homeomorfismo entre (G × G)/(H × H) e

G/H ×G/H.

No caso da continuidade da aplicação inversão ι em G/H basta usar a Proposição 3.6.18

no diagrama:

G

π
��

ι◦π

$$
G/H

ι
// G/H

Pois ι ◦ π = π ◦ ι que é uma composição de aplicações cont́ınuas.

3.6.4 Grupos compactos e conexos

Nesta seção serão demonstrados dois resultados úteis para verificar que certos grupos to-

pológicos são compactos ou conexos.

O primeiro diz respeito a compacidade. Na sua demonstração será utilizado a propriedade

da interseção finita: um espaço topológico K é compacto se, e só se, para uma famı́lia F de

fechados que satisfaz a propriedade da interseção finita, vale que
⋂
F∈F

F 6= ∅. Sem perda de

generalidade podemos assumir que F é completa, isto é, fechada por interseção finita de seus

elementos, pois a famı́lia de todas as interseções finitas de elementos de F também satisfaz

a propriedade da interseção finita.

Proposição 3.6.25. Seja G um grupo topológico e H ⊂ G um subgrupo. Se H e G/H são

compactos, então G é compacto.

Demonstração: Suponha que H e G/H são compactos e seja F = {Fα}α∈L uma famı́lia

completa de fechados de G satisfazendo a propriedade da interseção finita. Pela Proposição

3.6.22 a projeção canônica π de G em G/H é uma aplicação fechada. Então, π(Fα) é um

fechado de G/H para todo α ∈ L.

Note que a famı́lia {π(F )}F∈F também satisfaz a propriedade da interseção finita, pois

π(F1 ∩ F2 ∩ . . . ∩ Fk) ⊂ π(F1) ∩ π(F2) ∩ . . . ∩ π(Fk).
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Assim, como G/H é compacto,
⋂
F∈F

π(F ) 6= ∅. Então existe g ∈ G tal que gH ∈
⋂
F∈F

π(F ).

Dessa forma, F ∩ gH 6= ∅, para todo F ∈ F . De fato, como gH ∈ π(F ) para todo F ∈ F

existe a ∈ F ⊂ G tal que π(a) = gH, donde, aH = gH. Logo, a ∈ gH e, assim, a ∈ F ∩ gH.

Note que {F ∩ gH}F∈F é uma famı́lia da fechados de gH satisfazendo a propriedade da

interseção finita, pois (F1∩gH)∩ . . .∩(Fk∩gH) = (F1∩ . . .∩Fk)∩gH e já que F é completa,

(F1 ∩ . . . ∩ Fk) ∈ F . Logo, (F1 ∩ . . . ∩ Fk) ∩ gH 6= ∅.

Da compacidade de H temos que gH = Eg(H) é compacto. Então, (
⋂
F∈F

F ) ∩ gH =⋂
F∈F

(F ∩ gH) 6= ∅.

Logo,
⋂
F∈F

F 6= ∅ e, portanto G é compacto. ut

A rećıproca da proposição acima vale se H é fechado pois todo fechado num compacto é

compacto e se G é compacto é claro que G/H é compacto já que π : G→ G/H é cont́ınua e

sobrejetora.

Proposição 3.6.26. Seja G um grupo topológico e H um subgrupo de G. Se H e G/H são

conexos, então G é conexo.

Demonstração: Suponha por absurdo que existam A,B ⊂ G abertos disjuntos não vazios

tais que G = A∪B. Pela Proposição 3.6.19 a projeção canônica π : G→ G/H é um aplicação

aberta. Logo, G/H = π(A)∪π(B) e sendo ele conexo, devemos ter π(A)∩π(B) 6= ∅. Assim,

existe gH ∈ G/H tal que gH ∈ π(A) ∩ π(B). Dessa forma, gH ∩ A e gH ∩ B são abertos

disjuntos e não vazios de gH.

Agora, repare que gH = G∩gH = (A∪B)∩gH = (A∩gH)∪ (B∩gH) é uma separação

de gH, o que é um absurdo pois, sendo H conexo, gH = Eg(H) é conexo.

Portanto, G é conexo. ut

Veremos algumas aplicações destes resultados ao final da seção seguinte.
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3.6.5 Homeomorfismo G/Gx → X

Vimos na Proposição 3.6.13 que uma ação transitiva de um grupo G sobre um conjunto X

estabelece uma bijeção entre X e G/Gx. No contexto topológico uma situação ideal seria

poder indentificar o espaço topológico X com G/Gx através de ξx. Em geral isso não é

posśıvel, veremos no Exemplo 3.6.28 que ξx pode não ser homeomorfismo.

Nesta seção estudaremos condições para que tal identificação através de ξx seja posśıvel.

Proposição 3.6.27. Sejam G um grupo topológico, X um espaço topológico e φ : G×X → X

uma ação cont́ınua e transitiva de G em X. Fixe x ∈ X e considere a bijeção ξx : G/Gx → X,

ξx(gGx) = gx. Então, ξx é cont́ınua em relação a topologia quociente.

Demonstração: Note que para todo g ∈ G, (ξx ◦ π)(g) = ξx(gH) = gx = φ(g, x) = φx(g).

E como a ação φ é cont́ınua, φx é cont́ınua. Logo, pela Proposição 3.6.18, temos que ξx é

cont́ınua. ut

Exemplo 3.6.28. Considere o grupo topológico G = (R,+), onde R está com a topologia

discreta τd, agindo sobre o espaço topológico X = R com a topologia usual de R segundo a

ação φ : G×X → X, φ(g, x) = g+x. Temos que φ é transitiva, pois para x, y ∈ R, y−x ∈ G

é tal que y = (y − x) + x. Repare agora que G0 = {0}. Logo, ξ0 é a aplicação identidade,

que não é aberta segundo as topologias tomadas.

O homeomorfismo G/Gx → X será provado para um grupo topológico separável e X um

espaço de Baire, isto é, a união enumerável de subconjuntos de X com interior vazio ainda

tem interior vazio. Antes disso precisaremos de dois lemas.

Lema 3.6.29. Seja G um grupo topológico agindo sobre um espaço topológico X através

de uma ação transitiva e cont́ınua e V(1) o conjunto das vizinhanças abertas da identidade.

Suponha que exista x0 ∈ X tal que para todo U ∈ V(1), o conjunto U · x0 = (ξx0 ◦ π)(U)

contém x0 em seu interior. Então, ξx é uma aplicação aberta para todo x ∈ X e, portanto,

um homeomorfismo.

Demonstração: Primeiramente mostremos que ξx0 é uma aplicação aberta. Seja V ⊂ G
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aberto e x ∈ V · x0. Então existe g ∈ V tal que x = gx0. Note que U = g−1V ∈ V(1), assim,

por hipótese, x0 ∈ int(U · x0).

Como a ação é cont́ınua, φg(x) = gx é homeomorfismo, logo φg(x0) ∈ int(φg(U · x0)).

Agora, note que φg(U · x0) = g(U · x0) = (gU) · x0 = V · x0.

Dessa forma, x ∈ int(V · x0) ⊂ V · x0. Logo, ξx0 ◦ π é aberta e, portanto, ξx0 é aberta.

Verifiquemos agora que ξx é uma aplicação aberta para todo x ∈ X. Como a ação de

G em X é transitiva, para x ∈ X, existe h ∈ G tal que x = hx0. Dáı, ξx(gGx) = gx =

g(hx0) = (gh)x0 = ξx0((gh)Gx0) = (ξx0 ◦ Dh)(gGx), onde Dh : G/Gx → G/Gx0 é dada por

Dh(gGx) = (gh)G0.

Como vimos, ξx0 é aberta, então é suficiente provarmos que Dh é aberta. Chame de πx a

projeção canônica de G sobre G/Gx. Então, (Dh ◦ πx)(g) = Dh(gGx) = (gh)Gx0 = π(gh) =

(π ◦Dh)(g).

E já que π e Dh são aplicações abertas, tem-se que Dh ◦πx é uma aplicação aberta, donde

Dh é uma aplicação aberta e, portanto, ξx é uma aplicação aberta para todo x ∈ X. ut

Lema 3.6.30. Seja G um grupo topológico e V(1) a famı́lia de vizinhanças abertas da iden-

tidade. Se D ⊂ G é um subconjunto denso e U ∈ V(1), então G =
⋃
g∈D

gU .

Demonstração: Seja x ∈ G e tome a vizinhança simétrica W = U ∩ U−1 ⊂ U . Como as

translações são homeomorfismo, xW é um aberto de G e como D é denso, xW ∩ D 6= ∅.

Logo, existe g ∈ D ∩ xW . Assim, x−1g ∈ W ⊂ U . Sendo W simétrico, g−1x ∈ W−1 = W .

Logo, x = g(g−1x) ∈ gW ⊂ gU . Dessa maneira, G =
⋃
g∈D

gU . ut

Proposição 3.6.31. Seja G um grupo topológico separável e X um espaço topológico de

Baire. Se uma ação φ de G sobre X é cont́ınua e transitiva, então as aplicações ξx : G/Gx →

X são homeomorfismos.

Demonstração: Tome x0 ∈ X e U ∈ V(1). Por GT1 existe V ∈ V(1) tal que V 2 ⊂ U .

Assim, W = V ∩V −1 ∈ V(1) é uma vizinhança aberta simétrica tal que W 2 ⊂ U . Pelo Lema

3.6.28 é suficiente mostrar que U · x0 contém x0 em seu interior.
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Seja {gn}n∈N o subconjunto denso e enumerável de G. Pelo lema anterior G =
⋃
n∈N

gnW .

Já que a ação é transitiva X = Gx para todo x ∈ X. Assim, X = Gx0 =
⋃
n∈N

(gnW · x0).

Como X é espaço de Baire e int(X) 6= ∅ devemos ter int(gn0W · x0) 6= ∅ para algum

n0 ∈ N. Então, existe g ∈ W tal que (gn0g)x0 ∈ int(gn0W · x0).

Já que φgn0g
(x) = gn0gx é homeomorfismo, temos que

x0 = φ−1
gn0g

(gn0gx0) ∈ int(φ−1
gn0g

(gn0W · x0)) = int(g−1g−1
n0

(gn0W · x0)) = int(g−1W · x0)

Logo, x0 ∈ int(g−1W · x0). Mas como g ∈ W e W é simétrica, g−1 ∈ W . Assim,

g−1W ⊂ W 2 ⊂ U . Donde, g−1W · x0 ⊂ U · x0. Portanto, x0 ∈ int(g−1W · x0) ⊂ U · x0. ut

A seguir vejamos alguns exemplos que fazem uso desse homeomorfismo bem como das

duas proposições da seção anterior.

Exemplo 3.6.32. O grupo G = Gl(n,R) tem duas componentes conexas. A ação φ apresen-

tada no Exemplo 3.6.3 é cont́ınua pois é a restrição da aplicação cont́ınua Mn(R)×Rn → Rn.

Temos que existem apenas duas órbitas: {(0, 0, . . . , 0)} e Rn \ {(0, 0, . . . , 0)}.

De fato, G(0, 0, . . . , 0) = {g(0, 0, . . . , 0) ∈ Rn; g ∈ Gl(n,R)} = {(0, 0, . . . , 0)}. Agora, seja

x ∈ Rn tal que x 6= (0, 0, . . . , 0). Complete x à uma base {x, v1, . . . , vn−1} de Rn e defina uma

matriz quadrada g de ordem n que tem nas suas colunas as coordenadas de x, v1, ..., vn−1,

respectivamente. Dessa forma, g ∈ Gl(n,R) e ge1 = x, donde e1 = g−1x. Assim, e1 ∈ Gx,

logo, Gx ⊂ Rn\{(0, 0, . . . , 0)}. Agora, se z ∈ Rn\{(0, 0, . . . , 0)} temos pelo mesmo argumento

acima que existe h ∈ Gl(n,R) tal que z = he1. Assim, z = he1 = h(g−1x) = (hg−1)x. Logo,

z ∈ Gx , donde Rn \ {(0, 0, . . . , 0)} ⊂ Gx e, assim, Gx = Rn \ {(0, 0, . . . , 0)}, para todo

x ∈ Rn.

Temos ainda que G0 = Gl(n,R) e que Ge1 = {g ∈ Gl(n,R); ge1 = e1} é formado pelas

matrizes do tipo
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
1 b

0
... C

0


Onde b é uma matriz linha 1×(n−1) e C ∈ Gl(n−1,R). Dessa, forma Ge1 é homeomorfo

à Gl(n− 1,R)× Rn−1.

Portanto, pela Proposição 3.6.31, Gl(n,R)/Ge1 é homeomorfo à Rn\{(0, 0, . . . , 0)} = Ge1.

As mesmas considerações valem para os subgrupos Gl+(n,R) = {g ∈ Gl(n,R); det g > 0}

e Gl−(n,R) = {g ∈ Gl(n,R); det g < 0} com a diferença que se n = 1 devemos tomar R+ no

lugar de R e a matriz C tem determinante positivo no caso de Gl+(n,R) e negativo no caso

de Gl−(n,R).

Dessa forma, se n = 2, Gl+(2,R)/Ge1 é homeomorfo à R2 \ {(0, 0)} e, portanto, conexo.

Mas Ge1 é homeomorfo à Gl+(1,R) × R = R+ × R que é cartesiano de conexos, logo, Ge1 é

conexo. Assim, pela Proposição 3.6.26, Gl+(2,R) é conexo.

Agora suponha que Gl+(n,R) é conexo e provemos que Gl+(n + 1,R) é conexo. Como

Rn+1 \ {0} é conexo, Gl+(n + 1,R)/Ge1 é conexo e como Gl+(n,R) × Rn é conexo, Ge1 é

conexo. Donde, pela Proposição 3.6.26, temos que Gl+(n+ 1,R) é conexo.

Logo, Gl+(n,R) é conexo para todo n ≥ 1. E os mesmos argumentos valem para

Gl−(n,R). Portanto Gl+(n,R) e Gl−(n,R) são as únicas componentes conexas de Gl(n,R).

Exemplo 3.6.33. De maneira semelhante ao exemplo anterior o grupo

Sl(n,R) = {g ∈ Gl(n,R); det g = 1} agindo pela ação canônica em Rn tem seus subgrupos

de isotropia homeomorfos a Sl(n− 1,R)× Rn−1. E uma aplicação da Proposição 3.6.26 por

indução permite provar que Sl(n,R) é conexo.

Exemplo 3.6.34. O subgrupo G = O(n) = {A ∈Mn(R);AAt = I} ⊂ Gl(n,R) é compacto.

Lembre que O(n) pode ser definido de duas outras formas alternativas:

O(n) = {A ∈Mn(R); 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉}
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onde 〈·, ·〉 é o produto interno canônico de Rn e

O(n) = {A ∈Mn(R);A leva bases ortonormais em bases ortonormais }

Vejamos quem são as órbitas da ação cont́ınua φ : O(n)× Rn → Rn, φ(A, x) = Ax.

Seja | · | a norma em Rn proveniente do produto interno canônico e x ∈ Rn. Claramente

Gx ⊂ Sr = {y ∈ Rn; |y| = r}, onde r = |x|, pois para A ∈ O(n), 〈Ax,Ax〉 = 〈x, x〉 o que

implica que |Ax| = |x| = r.

Agora, seja y ∈ Sr. Extendendo u1 = x
|x| e v1 = y

|y| a bases ortonormais {u1, . . . , un} e

{v1, . . . , vn} temos que Aui = vi, i = 1, . . . , n, para algum A ∈ O(n). Assim, Ax = A(ru1) =

rAu1 = rv1 = y. Logo, y ∈ Gx. Donde, Gx = S|x| para todo x ∈ Rn e, assim, Ge1 = Sn−1.

Determinemos o conjunto Ge1 = {A ∈ O(n);Ae1 = e1}. Se A = (aij) ∈ Ge1 , então

a11 = 1 e a21 = a31 = . . . = an1 = 0. E como AAt = I, temos que 1 + a2
12 + . . . + a2

1n = 1,

donde a12 = . . . = a1n = 0. Assim A deve ser da forma


1 0 · · · 0

0
... C

0


onde C ∈ O(n−1). Dessa forma, Ge1 é homeomorfo à O(n−1). E pela Proposição 3.6.31

O(n)/Ge1 é homeomorfo à Sn−1.

Para n = 1, O(1) = {−1, 1}, que é compacto. Agora suponha que O(n) é compacto e

provemos que O(n+ 1) é compacto.

Como O(n+ 1)/Ge1 é homeomorfo à Sn+1−1 = Sn, O(n+ 1)/Ge1 é compacto e como Ge1

é homeomorfo à O(n + 1 − 1) = O(n) temos que Ge1 é compacto. Assim, pela Proposição

3.6.25 temos que O(n+ 1) é compacto.

Portanto, O(n) é compacto para n ≥ 1.

Exemplo 3.6.35. Os mesmos argumentos do exemplo anterior permitem mostrar que as

órbitas de SO(n) = {A ∈ O(n); detA = 1} também são esferas. Nesse caso o estabilizador

de e1 é homeomorfo a SO(n− 1). Dessa forma pode-se usar a Proposição 3.6.26 para provar
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por indução que SO(n) é conexo.

Exemplo 3.6.36. Assim como nos exemplos anteriores pode-se provar que os grupos Gl(n,C)

e Sl(n,C) agindo sobre Cn são conexos. A diferença aqui é que Gl(1,C) = C \ {0} é conexo,

permitindo iniciar a indução. Da mesma forma os grupos U(n) = {A;A∗A = AA∗ = I} e

SU(n) = {M ∈ U(n); detM = 1} são compactos e conexos, respectivamente.
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Conclusão

Vimos através do Teorema 3.5.2 que os grupos topológicos constituem uma nova classe de

espaços topológicos admisśıveis e, consequentemente pelo Teorema 2.1.8, uma nova classe de

espaços topológicos uniformizáveis. Fazendo uso da estrutura admisśıvel do espaço permea-

mos o desenvolvimento das relações entre esses três conceitos com definições de continuidade

uniforme e funções lipschitzianas, e nas Proposições 3.5.4 e 3.5.5 relacionamos estas definições

com aplicações clássicas da teoria de grupos.
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