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Resumo

Neste trabalho abordaremos duas construgoes classicas de estruturas uniformes sobre um
conjunto. Veremos que estas estruturas nos possibilitam definirmos conceitos como conti-
nuidade uniforme sem fazer uso de uma métrica. Mostraremos como os espacos uniformes
se relacionam com o0s espacos topologicos admissiveis, faremos uso da estrutura admissivel
para introduzirmos o conceito de funcao lipschitziana e construiremos um sistema sobre o
espago que visa se aproximar de uma métrica. Além disso, faremos um estudo sobre grupos

topologicos onde destacaremos suas relagoes com os espacos topoldgicos admissiveis.

Palavras-chave: espacgos uniformes, espacos admissiveis, grupos topoldgicos.



Abstract

In this work we will approach two classical constructions of uniform structures on a set.
We will see that these structures allow us to define concepts like uniform continuity without
use a metric. We will show how uniform spaces are related with admissible topological spaces,
we will make use of the admissible structure to introduce the concept of lipschitz functions
and we will construct a system over the set which try to approach of a metric. Moreover,
we will make a study over topological groups where we will highlight their relation with the

admissible topological spaces.

Key-words: uniform spaces, admissible spaces, topological groups.
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INTRODUCAO

Em diversas areas de alto nivel como analise funcional e sistemas dinamicos, muitos dos
objetos mais importantes representam uma mistura de estruturas algébricas e topolégicas.
Talvez o conceito mais natural que faga ligacao entre essas duas areas seja o de grupos
topologicos. As ideias por tras do conceito de grupos topoldgicos tem suas raizes em 1888-
1893 nos trabalhos de S. Lie, que considerou grupos definidos por relacoes analiticas. A nogao
geral de grupos topolégicos foi introduzida nos anos de 1925 e 1927 nos trabalhos Abstrakte
kontinuerliche Gruppen de O. Schreier e Sur la notion du groupe abstrait topologique de F.
Leja. Em 1937 no trabalho Sur les espaces a structure uniforme et sur la topologie générale
A. Weil introduz a teoria de espacos uniformes onde além de dar nogoes que nao fazem uso de
métricas dos conceitos de continuidade uniforme, completude e convergéncia uniforme trata

da teoria de grupos topoldgicos da perspectiva da teoria de espacos uniformes.

No primeiro capitulo desta dissertacao serao apresentadas duas abordagens classicas da
estrutura uniforme, uma via a familia de vizinhancas diagonais e a outra via uma familia de
coberturas uniformes. Veremos que a estrutura uniforme pode ser usada para definir uma

topologia sobre o conjunto e também para definirmos o conceito de continuidade uniforme.

Diremos que um espaco topologico é admissivel se ele puder ser munido de uma familia
admissivel de coberturas abertas. A nogao de tal familia foi introduzida em [6] no intuito de
desenvolver a teoria de transitividade de cadeias para semifluxos. Um importante resultado
provado em [I0] diz que espagos uniformizaveis sdo espagos admissiveis, a reciproca de tal
resultado, um problema em aberto até 2014, foi provada em [I]. Assim como nos espagos
uniformes, podemos fazer uso da familia admissivel para definirmos continuidade uniforme e

outros conceitos definidos para espagos métricos.

No segundo capitulo faremos um estudo sobre a familia admissivel de coberturas abertas.




Introducao xii

Mostraremos como se relaciona com a topologia do espago e introduziremos o conceito de
funcoes lipschitzianas. Na ultima secao do capitulo construiremos sobre o espaco admissivel
um sistema que tenta se assemelhar ao papel de uma métrica em espacos métricos.

No dltimo capitulo abordaremos os grupos topoldgicos. Estudaremos algumas relagoes

entre suas propriedades topoldgicas e algébricas, e veremos como relaciona-los com os espacos

admissiveis e, consequentemente, com os espagos uniformes.

xil -



CapiTULO 1

Espacos Uniformes

Diferentemente de estruturas topoldgicas mais gerais, espacos topolégicos uniformizaveis e
estrutura uniforme, nos permite definir conceitos de continuidade uniforme e de proximidade
entre pontos. Neste capitulo, abordaremos a construgao de duas estruturas uniformes em um

conjunto X.

1.1 Estrutura uniforme via familia de vizinhancas dia-

gonais

Antes de definirmos um Espaco Uniforme precisamos de alguns conceitos iniciais.
Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto nao vazio. Para U,V C X x X ex € X definimos

1. Vi ={(x,y) € X x X;(y,z) € V};

2. UoV ={(x,y) € X x X;3z € X tal que (x,z) € U e (z,y) € V};

3. Viz] ={y € X;(z,y) € V}, que é chamada V-vizinhanca de x;

4. A={(x,z);x € X}, que € chamada de diagonal de X.

Agora definiremos Espaco Uniforme.

Defini¢ao 1.1.2. Um espago uniforme ¢ um par (X, D) formado por um conjunto X e
uma familia D de subconjuntos de X x X chamada uniformidade diagonal (ou estrutura
uniforme, ou uniformidade), cujos elementos sao chamados vizinhangas diagonais, e

que satisfaz:
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1. DeD= AcCD;

2. D1,Dy, € D = DyNDsy €Dy

3. DeD = EoFECD para algum E € D;
4. DeD= E-'C D para algum E € D;

5. DCE,DeD = EcD.

Fazendo uso da estrutura de D podemos ter uma nocao de distancia entre x,y € X ao

dizermos que z estd D préximo de y se existe D € D tal que (z,y) € D.

Observe que pelos itens (4) e (5) temos que se D € D, entdao D~! € D. E também que
(3) e (4) sao equivalentes a: se D € D, entao F o E~' C D para algum E € D. De fato, se
(3) e (4) valem, tome D € D e E;, B, € D tais que £y 0 E; C D e E;' C E;. Dessa forma,
fazendo £ = E; N Es, tem-se que £ o E~!' € D. Por outro lado, seja D € D e E € D tal
que Eo E~' € D. Logo, E=* C D e fazendo F = ENE~! temos que F € De FoF € D.
Portanto, valem (3) e (4).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.1.3. Dado qualquer conjunto X, a colecao D que consiste apenas do conjunto

X x X é uma uniformidade diagonal em X chamada uniformidade trivial

Exemplo 1.1.4. Dado qualquer conjunto X, a cole¢ao D de todos os subconjuntos de X x X

que contém A é uma uniformidade diagonal em X chamada uniformidade discreta.

1.2 Base para uma uniformidade diagonal

Definicao 1.2.1. Uma base para uma uniformidade diagonal D ¢ qualquer sub-cole¢ao

E de D tal que cada D € D contém algum E € £.

Proposigao 1.2.2. Uma colegio € de subconjuntos de X x X € base para uma uniformidade

diagonal se, e somente se,

1. Fe&=ACE;
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2. F\,Ey € £ = FE3 C EyN Ey para algum E3 € &;
3. Fe& = FoF CFE para algum F € &;

4. E€& = F'CFE para algum F € £.

Demonstragao: Suponha que £ C D é base para uma uniformidade diagonal D. Pela

propriedade 1 da Definigao 1.1.2 temos que 1 é vélida.

Agora, sejam F,, Fy € £. Pela propriedade 2 da Definicao 1.1.2, E; N Ey € D e como &£
é base existe F3 € £ tal que F3 C 1 N Es.

Se E € &, pela propriedade 3 da Definicao 1.1.2 existe D € D tal que Do D C E. Ja que
& é base, existe FF € £ tal que F C D. Assim, FoFC D CDoD CE.

Da mesma forma, se F/ € £, existe pela propriedade 4 da Definicao 1.1.2 D € D tal que
D' C E e, como £ é base, existe F € € tal que F C D. Assim, F~' c D™' C E.

Suponha agora que £ é uma colecao de subconjuntos de X x X satisfazendo as pro-
priedades de 1 a 4. Defina D = {D C X x X;FE C D para algum F € £}. Entao D é
uma uniformidade diagonal que tem £ como base. De fato, verifiquemos que D satisfaz as

propriedades da Defini¢ao 1.1.2.

Se D € D, existe F € £ tal que E C D e por hipétese A C E. Logo, A C D.

Sejam D, Dy € D, entao existem Fp, Ey € £ tais que By C Dy e Ey C Dy. Dessa
forma, 4 N Ey C Dy N Dy. Mas por hipétese, existe E3 € £ tal que E3 C E; N Ey. Assim,
Es € DiN Dy, donde Dy N Dy € D.

Para D € D, existe F' € £ tal que F' C D, mas por hipdtese existe £ € £ C D tal que
EoFE CF. Logo, FoE C D.

Da mesma forma, se D € D existe F' € £ tal que F' C D. Por hipotese, existe £ € £ C D
tal que E~' C F. Logo, E~' C D.

Agora, seja D € D tal que D C E para alguma F C X x X. Entao existe I’ € £ tal que
F C D,logo FF C E e, assim, £ € D.

Portanto, D é uma uniformidade diagonal para X. O
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Definicao 1.2.3. Uma sub-base para uma uniformidade diagonal D ¢ uma sub-colecao
E C D onde o conjunto formado por todas intersecoes finitas de seus elementos forma uma

base para D.

Vejamos alguns exemplos de bases para uma uniformidade diagonal.

Exemplo 1.2.4. Para qualquer espago uniforme (X, D), a colegdo formada pelos elementos
simétricos de D, Sym(D) = {D € D ; D = D'}, é uma base para D.

De fato, se D € D, temos que D~ € D, mas repare que £ = DN D~ € Sym(D) e ¢ tal
que £ C D.

Exemplo 1.2.5. Para cada a € R defina D, = AU{(z,y) e RxR; z >a ey > a}. Entdo

E ={D,;a € R} é base para uma uniformidade em R. De fato,

1. Claramente A C D,, para todo a € R.

2. Sejam D,, D, € £. Se b < a, entao D, N D, = D,. Se a < b, entao D, N Dy = D,,.

Assim, tomando ¢ = méx {a,b}, tem-se D, C D, N Dy.

3. Basta observar que D, o D, C D,, pois se (z,y) € D, o D,, existe z € R tal que

(x,2z) € D, e (z,y) € D,. Assim, x,z > a, y,z > a e, portanto, (z,y) € D,.

4. Note que D;' = D,. Logo, se D, € £, entao D;! C D,.

Portanto, pela proposicao anterior £ é base para uma uniformidade diagonal em R.

Exemplo 1.2.6. Seja d uma métrica em um conjunto M. A colecio & = {D% ¢ > 0}, onde

D¢ = {(z,y) € M x M;d(z,y) < €}, é uma base para uma uniformidade diagonal.
Com efeito,
1. Para todo € > 0, A C D<.
2. Se D¢ D¢ € £, temos que, para A = min{e, 8}, DY € € e DY C DI N DY.

3. Considere D¢ € €. Para 6 = § > 0 tem-se que Dj € £ e D§ o D¢ C DZ.
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4. Para D? € €, D¢~' ¢ D¢, pois D¢ = D¢ 1.

Logo, pela proposicao anterior, £ é base para uma uniformidade diagonal chamada unifor-
midade métrica.
As uniformidades diagonais que podem ser geradas dessa forma por métricas sao chamadas

uniformidades metrizaveis.

1.3 Topologia gerada pela uniformidade diagonal

Nesta secao veremos que a uniformidade diagonal gera uma topologia.
Definigao 1.3.1. Seja (X, D) um espago uniforme. Para cada x € X e D € D definimos
Dlz] = {y € X; (2,y) € D}
Essa definicao é extendida a subconjuntos A de X da forma:

D[A] = U Diz] ={y € X;(x,y) € D para algum z € A}

z€A

Teorema 1.3.2. Seja (X, D) um espago uniforme e, para cada v € X, considere a cole¢do

B, = {Dl[z]; D € D}. Entao B, satisfaz:

1. D[z] € B, = = € Dlz|;

2. Di[z], Dylx] € B, = 3Dsx] € B, tal que Ds[z] C Dy[x] N Dylx];

3. D[z| € B, = 3dE[z] € B, tal que se y € Elx], existe W € B, com W C D|z].
Demonstragao:

1. Como (z,z) € A C D,VD € D, temos que x € D[z|, VD € D.

2. Primeiramente note que Dy N Dy € D e que Dy[z] N Dyjz] = (Dy N Dy)[x]. Assim,
fazendo D3 = Dy N Dy temos Ds[z] € B, e Ds[z] C Dy[x] N D).

3. Seja D[z] € B,. Tome E € D tal que Eo E C D. Entao Elx] € B, e se y € Elx],
W = Ely] € B, é tal que W C D|z].
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Em vista do teorema acima podemos definir uma topologia em X da seguinte forma:

™ ={AC X;Vz e A, A contém um elemento de B,}

Em outras palavras, a topologia resultante em X é tal que cada B, é uma base de

vizinhancas em x.
Observe que a mesma topologia é produzida se usarmos qualquer base £ no lugar de D.
De fato, como U, = {Dlx]; D € £} C B, = {D[z]; D € D} temos que T¢ C Tp.
Reciprocamente, se A € 7p, temos que para z € A, 3D € D tal que = € D[z] C A. Visto
que € é base de D, existe D € & tal que D C D. Assim, # € D[z] C D[z] C A. Logo, A € 7¢

e, portanto, 7p C 7¢.

Definicao 1.3.3. A topologia 7p associada com uma uniformidade diagonal D de um espaco
uniforme (X, D) é chamada topologia uniforme gerada por D. Quando uma topologia
de um espaco topologico X pode ser obtida dessa forma de uma uniformidade diagonal, X ¢é

chamado espago topoldgico uniformizavel.

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1.3.4. A uniformidade trivial em um conjunto X gera a topologia trivial.
Exemplo 1.3.5. A uniformidade discreta em um conjunto X gera a topologia discreta.

Exemplo 1.3.6. A uniformidade métrica em um espago métrico (M, d) tem como topologia

uniforme a topologia da métrica, pois
Dfa] = {y € M;(z,y) € D} = {y € M;d(z,y) < €} = Ba(x¢)

Exemplo 1.3.7. A uniformidade diagonal em R dada pela base do Exemplo 1.2.5 nos da
como topologia uniforme a topologia discreta em R, pois para cada z € R, D,[z] = {z}

sempre que a > .

Este exemplo, juntamente com o Exemplo 1.3.5, nos mostra que diferentes uniformidades
diagonais podem produzir a mesma topologia. Assim, uma uniformidade diagonal em X

representa mais estrutura em X do que uma topologia.
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Teorema 1.3.8. Seja (X, D) um espago uniforme. Considere em X a topologia uniforme
gerada por D e em X x X a topologia produto. Entio, € ={U € D;U ¢ aberto em X x X}

forma uma base para D.

Demonstragao: Claramente &€ C D. Agora, seja D € D. Como int(D) C D, resta
mostrarmos que int(D) € £. De fato, seja E € Sym(D) tal que Eo Eo E C D. Tal E existe
pois, como Sym(D) é base de D, existe ' € Sym(D) tal que F C D. Usando a parte (3) da
Proposigao 1.2.2, temos que existe W € Sym(D) tal que W oW C F. Novamente pela parte
(3) existe E € Sym(D) tal que E o E C W, dal

(a,b) e EoEoE = dce X tal que (a,c) e EocECWe(c,b) e ECEoECW

Entao (a,b) € W oW C D. Utilizando a parte (5) da Definicao 1.1.2 é suficiente mos-
trar que E C int(D). Seja (z,y) € E. Note que Elz] x E[y] é um aberto em X x X
que contém (x,y). Agora, se (w,z2) € E[x] x Elyl, temos que (z,w) € E, o que implica que
(w,z) € E7' = E, e (y,2) € E, o que implica que (z, 2) € FoE. Logo, (w,z) € EoEoE C D.
Portanto, E C int(D). O

Agora vamos fazer uso das uniformidades diagonais para definirmos o conceito de fungao

uniformemente continua.
Definigao 1.3.9. Sejam (X, D) e (Y,&) espacos uniformes. Uma fun¢io f : X — Y €
chamada uniformemente continua se para cada E € £, existe D € D tal que
(z.y) € D = (f(z),f(y)) € E.
Se f € uniformemente continua e possui inversa também uniformemente continua ela é

chamada isomorfismo uniforme.

Teorema 1.3.10. Toda funcao uniformemente continua € continua.

Demonstracao: Sejam (X,D) e (Y,E) espagos uniformes munidos com suas respectivas
topologias uniformes e seja f : X — Y uniformemente continua. Para x € X, uma vizinhanca
bésica de f(z) é da forma E[f(z)] para algum E € £. Como f ¢é uniformemente continua,

existe D € D tal que se (z,y) € D, entao (f(z), f(y)) € E. Logo,

y € Dla] = (z,y) € D= (f(z),f(y)) € E= f(y) € E[f(x)]

7 -
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Ou seja, f(D[z]) C E[f(x)]. Portanto, f é continua. 0

1.4 Espacos uniformes via familia de coberturas uni-

formes

Nesta secao, descreveremos a uniformidade de X sem passar por X x X, utilizando a familia

de coberturas uniformes. Mas antes disso, precisaremos de algumas definicoes.

Definigao 1.4.1. Seja U uma cobertura de X e A C X. A estrela de A com respeito a
U € o conjunto St[A,U] = U{U e U;U N A # (}.

Definicao 1.4.2. SeUd e V sdo coberturas de X dizemos que U refina V, e denotamos por

U =<V, se cada U € U esta contido em algum V € V.

Definigao 1.4.3. SelU eV sao coberturas de X dizemos que U é um refinamento estrela

de V, e denotamos por Ux <V, se para cada U € U existe V €V tal que St{U,U] C V.

Definigao 1.4.4. Se U eV sao coberturas de X dizemos que U € um refinamento ba-

ricéntrico de V, e denotamos por U AV, se a cobertura {St[z,U];z € X} refina V.

Definigao 1.4.5. Seja (X, D) um espago uniforme. Uma coberturald de X se diz cobertura

uniforme se eziste algum D € D tal que a cobertura Up = {D[z];x € X} refina U.

O teorema a seguir nos dara a caracterizacao desejada da uniformidade de X através de

uma familia de coberturas.

Teorema 1.4.6. Se O é uma familia de coberturas de X que satisfaz:
() Uy, Uy € O = TUs € O tal que Usx < Uy e Usx < Us;

b)UecO U<V =VeO.

Entao, € = {Dy;U € O}, onde Dy = U{U x U;U € U}, € base para uma uniformidade

diagonal em X cujas coberturas uniformes sao precisamente os elementos de O.
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Demonstragao: Primeiramente mostremos que £ é base para uma uniformidade diagonal

em X. Para isso vamos utilizar a Proposicao 1.2.2.

1. Seja Dy € € e tome (z,2) € A. Como U é uma cobertura de X, x € U para algum
UcU. Dai, (z,7) € U x U C UW{U x U;U €U} = Dy. Logo, A C Dy.

2. Sejam Dy, Dy, € €. Como O satisfaz (a), existe Us € O tal que Usx < Uy, Us.
Entao Dy, € € é tal que Dy, C Dy, N Dy,. Com efeito, seja (x,y) € Dy,. Entao
(x,y) € Uz x Uz para algum Us € Us. Como Us* < U, existe Uy € U tal que Uz C U;.
Assim, (z,y) € Uy x U;. Logo, (z,y) € Dy,. Portanto Dy, C Dy, e, de forma andloga,
Dy, C Dy,.

3. Seja Dy, € £. Por (a) existe U € O tal que Ux < U. Entao Dy € £ é tal que Dyyo Dy C
Dy. De fato, seja (z,y) € Dy o Dy. Entao existe z € X tal que (z,2),(z,y) € Dy.
Logo, (z,2) € U xU, e (z,y) € UyxUs, onde Uy, Uy € U. Dessa forma, x,y € St[U;,U],
poisy €Uy €U ez € UyNU, # 0. E como Ux < U temos que z,y € St{U,,U] C U
para algum U € U. Assim, (z,y) e U x U C U{U x U;U € U} = Dy.

4. Basta notar que D&l = Dy.

Portanto, £ é base para uma uniformidade diagonal em X.
Resta mostrar que as coberturas uniformes sao precisamente os elementos de O.

Seja U € O. Repare que U ¢ refinado pela cobertura Vp,, = {Dyz]; x € X}. De fato, se
y € Dylx], entdo (z,y) € Dy. Logo, (z,y) € U x U para algum U € U, ou seja y € U para
algum U € U. Dessa forma, Dy[z] C U. Assim, U € O é uma cobertura uniforme.

Agora, seja U uma cobertura uniforme de X. Entao existe Dy, € & tal que Vp,, =

{Dwlz];z € X} <U. Note que se W < U teremos por (b) que U € O. Seja W € W.
weW = (w,w) e WxW = (w,w) € Dy = w € Dylw]

Como Vp,,, < U, existe U € U tal que Dyy[w] C U. Logo, w € U, concluindo que W < U
e portanto U € O. O
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A reciproca do teorema anterior também é valida. A enunciaremos como uma proposicao

e precisaremos do seguinte lema para prova-la:

Lema 1.4.7. Sejam U, V e W coberturas de X tais qued ANV eV AW. Entao, Ux < W.

Demonstragao: Fixe Uy € U e seja x¢ € Uy arbitrdrio. Seja U € U tal que U NUy #
e tome x € UNUy. ComoU AV, existe V, € V tal que U U Uy C Stjx,U] C V,. Assim,
zo € V, e U C V,, donde temos que U C V,, C St[zo, V]. Logo, St[Uy, U] C St[zo, V).

Agora, como V AW, existe W € W tal que St[xg, V] C W. Dessa forma, St[Uy,U] C W
e portanto Ux < W. O

Proposicao 1.4.8. Seja (X, D) um espago uniforme e O colegao de todas as coberturas

uniformes de X. Entao O satisfaz as condi¢oes (a) e (b) do teorema anterior.

Demonstracao: Sejam U;,U; € O. Entao existem D, D, € D tais que Up, < U e
Up, < Uy. Considere D € Sym(D) tal que Do D C Dy N Ds.

Entao Us = Upx < Uy, Usy. De fato, para z € X, temos:

a € Stlx,Up| = x,a € D[y| para algum y € X = (y,z), (y,a) € D

Como D é uma vizinhanga diagonal simétrica temos que (z,y), (y,a) € D. Logo, (z,a) €
Do D C DyN Dy, donde, a € (Dy N Dy)[z] = D;[x] N Dsfz], concluindo que St[z,Up] C
Dy [x] N Dyx]. Assim, Up A Up,,Up,. Como Up, < U;, i = 1,2, segue que Up A U; AU,
i = 1,2. Portanto, pelo lema anterior, Us = Up* < U;,Us e dessa forma (a) é satisfeita.

A propriedade (b) é clara da defini¢ao de cobertura uniforme. O

Assim, as coberturas uniformes descrevem uma uniformidade tanto quanto as vizinhancas
diagonais. Na maioria da literatura referente a espacos uniformes a estrutura considerada é
a colecao de coberturas satisfazendo (a) e (b). Definamos formalmente um espago uniforme

através de coberturas uniformes.

Defini¢ao 1.4.9. Um espago uniforme ¢é um par (X, Q) formado por um conjunto X e

uma familia O de coberturas de X chamada uniformidade de coberturas (ou estrutura
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uniforme, ou uniformidade), cujos elementos sao chamados coberturas uniformes, e

que satisfaz:
() Uy, Uy € O = TUs € O tal que Usx < Uy e Usx < Us;
b)UcOelU<V=VeO.

Da mesma forma como fizemos nas se¢oes anteriores, podemos definir os conceitos de base

e sub-base para uma uniformidade de coberturas.

Definicao 1.4.10. Uma base para uma uniformidade de coberturas O ¢ qualquer
sub-colecio O de O tal que O = {U;U ¢ cobertura de X eU < U para algum U € O'}.
Uma sub-base para uma uniformidade de coberturas O ¢ uma sub-cole¢ao VW C O
tal que o conjunto formado por todas intersegoes finitas de seus elementos forma uma base
para O, onde a intersegao de duas coberturas U e V € definida como sendo a cobertura

UNY={UNV;Uel,V eV}.

. ! , . . 7 .
videntemente é base para uma uniformidade de coberturas se, e so se, satisfaz a
Evident te, O éDb f dade d bert , , satisf;
propriedade (a) da Definigao 1.4.9.
Os trés teoremas seguintes seriam as defini¢oes das propriedades em questao caso tivéssemos

comecado o capitulo pela construcao via familia de coberturas e nao serao demonstrados.

Suas demonstragoes se encontram em [12] pdginas 246 e 247.

Teorema 1.4.11. Uma uniformidade ¢ metrizdvel, isto €, gerada por uma métrica d, se, e
somente se, as coberturas U = {B%(x);x € X} de X por e-bolas, para ¢ > 0, formam uma

base.

Teorema 1.4.12. Se O € base para uma uniformidade de coberturas O em X, entdo

B, = {St[z,U);U € O} é uma base de vizinhangas em x na topologia uniforme.

Teorema 1.4.13. Sejam (X,Ox) e (Y,Oy) espacos uniformes. Uma funcao f: X — Y
¢ uniformemente continua se, e somente se, para cada Uy € Oy, existe Ux € Ox tal que

f(Z/lX) < Uy, onde f(Z/{X) = {f(U), U e UX}

O teorema a seguir seria o equivalente ao Teorema 1.3.8 caso tivéssemos comecado pelas

familias de coberturas e sua demonstragao também se encontra em [12] pagina 246.
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Teorema 1.4.14. Seja O uma uniformidade de coberturas em X. FEntdo as coberturas

uniformes abertas de X formam uma base para O.
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CapriTULO 2

Espacos Topolégicos Admissiveis

Neste capitulo, veremos como a familia admissivel de coberturas abertas caracteriza a
topologia de um espaco topoldgico admissivel e faremos uso da estrutura admissivel para
definirmos conceitos cldssicos de espacos métricos, bem como para extender resultados co-

nhecidos em espacos métricos para espacos admissiveis.

2.1 Definicoes e exemplos

Aqui, além das defini¢coes de estrela e de refinamento apresentadas no comecgo da Secao 1.4,
serd necessario definir mais um tipo de refinamento antes de definirmos um espaco topoldgico

admissivel.

Definicao 2.1.1. Seld eV sao coberturas de X dizemos que U é um refinamento duplo
de V, e denotamos por U < %V, se para quaisquer Uy, Uy € U tais que Uy NUy # B, existe
VeVta queUy UU; C V.

Agora estamos aptos a definir um espacgo topoldgico admissivel.

Definicao 2.1.2. Um espaco topologico X € dito admissivel se ele admitir uma familia de

coberturas abertas O que satisfaz:
1. Para todo U € O, existe V € O tal que V < %Z/{.

2. Se A C X éum aberto e K um compacto em X tal que K C A, entao existe U € O
tal que St[K,U] C A.

3. Para quaisquer U,V € O, existe W € O tal que W <U e W < V.
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Uma familia de coberturas abertas que satisfaz 1, 2 e 3 é chamada familia admissivel

de coberturas abertas.

Podemos simplificar nossa defini¢ao ao percebermos que 1 e 3 equivalem a: Para quaisquer

u,y e o, existeWEOtalqueW%%UeW%%V.

Antes de darmos alguns exemplos, vejamos um lema que nos possibilitara demonstrar

uma forma alternativa de definir um espago topoldgico admissivel.

Lema 2.1.3. Sejam X um espago topologico, O uma familia de coberturas abertas de X que
satisfaz as propriedades 1 e 3 da Definicao 2.1.2, K C X um compacto e Y um subconjunto
qualquer de X. Se para cada x € K existe V, € O tal que St[z,V,] CY, entio existe W € O
tal que St{K, W] C Y.

Demonstragao: Suponha que para cada = € K existe V, € O tal que St[z,V,] C Y. Como

O satisfaz 1, para cada x € K existe U, € O tal que U, < %Vx. Sendo K compacto, a

cobertura aberta K C U St[xz,U,| admite subcobertura finita, digamos, K C U St[x;, Uy,]
zeK i=1
para algum n € N.

Por 3 temos que existe W € O tal que W < U,,, i = 1,2,...,n. Entao, St{K, W] C Y.
De fato, seja x € K C OSt[mi,Z/lxi]. Assim, x € St[z;,U,,] para algum j € {1,2,...,n}.
Donde, z,x; € U, para ia:ltgum Ug; € Uy,

Se y € St[z,W)], entao z,y € W para algum W € W e jd que W < U,,, W C U;j para
algum U;j € Uy,. Assim, U,, N U;j # 0, pois x € Uy, N U;j. Desse modo, como U,, < %ij,
tem-se que y, r; € Uy, U U;j C Vi, para algum V., € V,;. Logo, y € St[z;,V,,] C Y. Donde,
St[z, W] C Y, qualquer que seja x € K.

Portanto, St{K,W] = | ] Stlz,W] C Y. O

zeK

Proposigao 2.1.4. Um espaco topologico X € admissivel se, e somente se, existe uma familia

O de coberturas abertas de X que satisfaz:
(a) Para cada U € O, eziste V € O tal que V < SU;

(b) Para quaisquer U,V € O, existe W € O tal que W <U e W < V;
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(¢) Para todo x € X, B, = {St[z,U];U € O} é uma base de vizinhangas em x.

Demonstracgao: Suponha que X é admissivel e seja O sua familia admissivel de coberturas
abertas. Verifiquemos que O satisfaz (a), (b) e (c). Observe que (a) e (b) s@o imediatas da

Definigao 2.1.2. Provemos (c).

Sejam x € X e U € O. Pela definicao de estrela temos que St[z, U] = U{U € U;z € U}.
Como U é uma cobertura aberta de X, seus elementos sao abertos de X, entao
U{U € U;x € U} é um aberto de X tal que x € U{U € U;x € U} C St[z,U]. Logo, St[z,U]
¢ uma vizinhanga de x.

Agora, seja V uma vizinhanga de x € X. Entao existe A C X aberto tal quex € A C V.
Logo, o compacto {z} esta contido no aberto A, dai, pela propriedade 2 da Definigao 2.1.2,
existe U € O tal que St[z,U] C A C V. Dessa forma, B, = {St[x,U];U € O} é uma base de

vizinhangas em .

Reciprocamente, suponha que (a), (b) e (c¢) sdo validas para uma familia O de coberturas
abertas de X. Entao 1 e 3 da Definicao 2.1.2 sao imediatamente satisfeitas. Resta mostrar
2.

Seja A C X aberto e K um compacto de X tal que K C A. Como A é aberto, ele contém
uma vizinhanga bésica de cada um de seus pontos, assim, por (c), para todo z € K C A,

existe V, € O tal que St[z,V,] C A. Portanto, pelo lema anterior, existe W € O tal que
StK, W] C A. 0

Esta nova caracterizacdo torna, através da propriedade (c), bem evidente a importancia
das estrelas nos espacos topologicos admissiveis, pois podemos caracterizar seus abertos com-

pletamente através delas.

Exemplo 2.1.5. Um espago métrico (M, d) é um espago topoldgico admissivel se conside-

rarmos a familia de coberturas abertas Oq(M) = {U.;e > 0}, onde U. = {B(z,¢);x € M}.
De fato, vamos utilizar a proposicao anterior.

(a) Seja U € O4(M) e considere Us € Oq(M). Verifiquemos que Us < 3U.. Seja
z € B(x1,5) N B(xy, 5) e tome a € B(xy, 5) U B(xy, 5). Entao,
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a € B(xy,5) = d(a,z) <d(a,r1) +d(x1,2) < 5+ 5 =¢=ac B(ze).
a € B(xs,5) = d(a,z) < d(a,x2) +d(z2,2) < 5+ 5 =¢=ac B(z,¢).

Logo, a € B(z,¢) e, portanto, B(zy, 5) U B(x, 5) C B(z,¢) € U..

(b) Sejam U.,,U., € Oy(M). Entao U. € Oy4(M), onde £ = min{ey, ey}, é tal que
U < U, U,

(c) Seja U C M uma vizinhanca de z € M. Entao existe ¢ > 0 tal que B(z,e) C U.
Agora, para Us € Oq(M) temos, pela defini¢ao de estrela e das coberturas de Oq(M),

que St[z,Us] é vizinhanga de z e se

a € Stlr,Us] = a,v € B(z,g) para algum z € M = d(a,z) < g <e=ac€ B(z,¢)

Logo, St[z,Us] C B(x,e) C U. Donde tem-se que B, = {St[z, V][;V € O4(M)} é uma

base de vizinhangas em z.

O préximo teorema nos fornecera um pouco mais de exemplos de espacos admissiveis,

mas para prova-lo faremos uso do seguinte resultado:

Proposicao 2.1.6. Todo refinamento estrela ¢ um refinamento duplo.

Demonstragao: Suponha que Vx < U. Sejam Vi, V, € V tais que V; NV, # (). Entao,
St[V1,V] C U para algum U € U. Desse modo, Vo C St[V4,V] C U, pois Vi NV # (). Assim,
Vi UVy C St[Vi, V] C U. Portanto, V < %Z/l. O

Observe que nem todo refinamento duplo é um refinamento estrela. Por exemplo, em
R com a topologia usual, Y = {(—n,n);n € N} é uma cobertura aberta tal que U < %L{,
porém para (—1,1) € U nao existe m € N tal que St[(—1,1),U] C (—m,m), pois como
(—=1,1) C (—n,n) para todo n € N, temos que St[(—1,1),U] = R.

Teorema 2.1.7. Se X ¢ um espaco topologico uniformizdvel, entdao ele € um espaco topologico

admassivel.

Demonstragao: Seja Ox uma uniformidade de coberturas para X e tome O como sendo a

familia de coberturas uniformes abertas de X. Temos pelo Teorema 1.4.14 que O é base para
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Ox. Afirmamos que O é uma familia admissivel de coberturas abertas de X. Utilizaremos

novamente a Proposicao 2.1.4.

(a) Seja U € O. Entao, pelo item (a) da Definicao 1.4.9, existe V € O tal que V*x < U.
Pela proposicao anterior segue que V < %U .

(b) Sejam U,V € O. Novamente pelo item (a) da Definigao 1.4.9, existe W € O tal que
Wx <U e Wx < V. Logo W<UeWW<V.

(c) Pelo Teorema 1.4.12, para todo x € X, B, = {St[z,U];U € O} é uma base de vizi-

nhancas em . a

Assim, todos exemplos de espacgos uniformes servem como exemplos de espacos ad-
missiveis.
A reciproca do teorema anterior era um problema em aberto até 2014 e foi provada em

[1] pagina 40. Vejamos sua demonstragao.

Teorema 2.1.8. Se X € um espaco topologico admissivel, entdao ele € um espago topoldogico

uniformizavel.

Demonstracgao: Seja O uma familia admissivel de coberturas abertas de X. Para cada
U € O defina a cobertura aberta By = {St[z,U];x € X}. Mostremos que a familia Bp =

{By;U € O} é base para uma uniformidade de coberturas em X.

Sejam By, , By, € Bo. Como O é uma familia admissivel, existe Us € O tal que Us < %Zxﬁ
e Us < %L[g. Também pela admissibilidade de O, existe W € O tal que W < %Ug. Dessa
forma, Byy € Bp ¢ tal que Byyx < By, e Byy*x < By,. De fato, verfiquemos que Byy* < By,
o outro caso segue de forma andloga. Tome St[x, W] € By e z € St[St[z, W], Byy]. Entao
z € Stly, W] para algum St[y, W] € By tal que St[y, W] N St[z, W] # 0. Considere agora
a € Stly, W] N Stjx,W]. Dai, a,y € Wy € W e a,x € Wy € W. Dessa forma, Wi N Wy # (e
como W < %Z/{g temos que Wy U Wy C Us para algum Us € Us e, assim, x,y € Us.

Por outro lado, como z € St[y, W], z,y € W para algum W € W e jé que W < iU
temos que W C Uy para algum Uy € Us. Assim, z,y € Us e, dessa forma, Us N Uy # () pois
y € Us N Uy. Agora, como W < %L{l, existe U € Uy tal que Us UU, C U. Logo, z,7 € U e
assim z € St[z,U;] € By,. Logo, St[St[x, W], Bw] C St[x,U;]. Dessa forma, Byyx < By,.
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Assim, By é base para uma uniformidade de coberturas em X. Mostremos agora que a
topologia de X pode ser obtida pela uniformidade de coberturas, isto é, vamos mostrar que

para cada z € X, {St[z, By|; By € Bo} é uma base de vizinhangas de z.

Seja A C X uma vizinhanca de x. Como X é um espaco topoldgico admissivel existe
U € O tal que St[z,U] C A. Temos também que existe V € O tal que V < %U. Dessa forma,
St[xz, By] C A. De fato, se y € St[z, By, existe z € X tal que y,z € St[z,V]. Desse modo,
existem V,V' € Vtaisquey,z € Vex, ze€ V. Assim, VNV # @ pois z € VNV'. Logo,
y,x € VUV C U para algum U € Y. Donde, y € St[z,U] C A. Logo, x € St[z, By] C A.

Donde temos o desejado. O

2.2 Lema da cobertura de Lebesgue

O Lema do ntimero de Lebesgue é um dos resultados fundamentais sobre conjuntos compactos
em espacgos métricos. Uma de suas muitas aplicagoes é provar que toda aplicagao continua
que sai de um espago métrico compacto é uniformemente continua. Esta adaptacao para
espagos admissiveis foi introduzida em [10] e nesta se¢do vamos reproduzi-la com o intuito

de provarmos alguns resultados classicos de espacos métricos em espacos admissiveis.

Teorema 2.2.1. (Lema da cobertura de Lebesgue) Seja X um espago topolégico ad-
missivel e O sua familia admissivel de coberturas abertas. Considere K C X um compacto e

seja K C U Vo, uma cobertura aberta de K. Entao existe U € O tal que para cada x € K,

aEA
St[x,U] C V,, para algum indice c.

Demonstragao: Se x € K, entao x € V, para algum o € A. Pela propriedade 2 da Definicao
2.1.2, existe U, € O tal que St[x,U,| C V,. Agora, pela propriedade 1 existe V, € O tal que
1
Ve < 52/{1
Fazendo o mesmo para cada x € X podemos construir uma cobertura aberta

K C U St[z,V,]. Pela compacidade de K existe n € N tal que K C U St[z;, Vy,]. Usando
zeK =1
a propriedade 3 da Definicao 2.1.2 temos que existe U € O tal que U < V,, para todo

1=1,2,...,n.
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Agora, fixe € K. Entao x € St[z;,V,,] para algum i € N. Assim, existe V € V,, tal
que z,z; € V.

Se y € St[z,U], existe U € U tal que z,y € U. Eja qued < V,, e V,, < %Uxi, existe
U; € Uy, tal que UUV C U;. Como, St[z;,U,,] C V, para algum «, segue que y € V.

Portanto, St[z, U] C V. 0

A cobertura U é chamada cobertura de Lebesgue.

2.3 Continuidade uniforme e conjuntos limitados

Assim como fizemos uso da estrutura uniforme de um conjunto X para definirmos fungoes
uniformente continuas entre espacos uniformes, nesta secao utilizaremos a familia admissivel

para definirmos o mesmo conceito e também para definirmos conjuntos limitados.

Incialmente vejamos como caracterizar uma funcao continua através de uma familia ad-

missivel de coberturas abertas.

Proposicao 2.3.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos admissiveis e Ox, Oy suas respectivas
familias admissiveis de coberturas abertas. Uma funcao f : X — 'Y € continua se, e somente

se, para quaisquer x € X eV € Oy existe U € Ox tal que se y € St[xz, U], entao
fy) € 5t[f(x),V].

Demonstracao: Suponha que f: X — Y é uma funcao continua. Sejam x € X e V € Oy.
Como V ¢é uma cobertura de Y, existe V € V tal que f(z) € V. Assim, f~1(V) é uma
vizinhanga aberta de z e, pela propriedade (¢) da Proposicao 2.1.4, existe U € Ox tal que
Stlz,U] C f~1(V). Logo, se y € St[z,U] tem-se que y € f~1 (V). Dessa forma, f(z), f(y) €
V € V. Portanto, f(y) € St[f(x), V).

Reciprocamente, suponha que para quaisquer x € X e V € Oy existe U € Oy tal que
se y € St[z,U] temos que f(y) € St[f(x),V]. Seja V C Y um aberto qualquer e tome = €
f~YV). Entao, f(z) € V e como V é aberto em Y, existe V € Oy tal que St[f(z),V] C V.
Pela hipétese, existe U € Ox tal que se y € St[x,U], entao f(y) € St[f(x),V]. Dessa forma,
Stlz, U] C f7H(St[f(z),V]) C fH(V).
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Assim, f~1(V) é aberto em X e, portanto, f é continua. O

Definicao 2.3.2. Sejam X e Y dois espagos admissiveis com familias admissiveis de cober-
turas abertas Ox e Oy respectivamente. Uma func¢ao € dita uniformemente continua com
respeito a Ox e Oy se para cadaV € Oy, existe U € Ox tal que f(Stlx,U]) C St[f(z),V],

qualquer que seja x € X.

Essa definicao, juntamente com a proposicao anterior, nos garante facilmente que toda

funcao uniformente continua entre espacos admissiveis é continua.

A seguir provaremos, no contexto de espacgos admissiveis, um dos resultados cldssicos de

espagos métricos que faz uso do Lema do ntimero de Lebesgue.

Teorema 2.3.3. Sejam X e Y espagos admissiveis e Ox, Oy suas respectivas familias
admissiveis de coberturas abertas. Suponha que X € compacto e f : X — Y € continua,

entdo f € uniformemente continua.

Demonstracao: SejaV € Oy. Como f é continua, X C U f71(V) é uma cobertura aberta

vey
de X. Sendo X compacto, pelo lema da cobertura de Lebesgue, existe U € Ox tal que para

qualquer x € X, St[z,U] C f~Y(V) para algum V € V.
Logo, para qualquer x € X, se y,xz € St[z,U], tem-se f(y), f(x) € V para algum V € V.
Donde, f(St[z,U]) C St[f(x),V]. 0

Vejamos como fica a definicao de equicontinuidade e equicontinuidade uniforme em espacos

admissiveis.

Definicao 2.3.4. Sejam X e Y espacos admissiveis e Ox, Oy suas respectivas familias
admissiveis. Seja ainda x € X. Uma familia F C C(X,Y), onde C(X,Y") denota o conjunto
de todas as funcoes continuas de X em Y, é chamada equicontinua em = com respeito
a Ox e Oy, se para qualquer V € Oy existir U € Ox tal que f(Stlz,U]) C St[f(x),V] para

toda funcao f € F. Se F € equicontinua em todos os pontos de X ela ¢ dita equicontinua.

Definigao 2.3.5. Uma familia F C C(X,Y) € chamada uniformemente equicontinua se
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para todo V € Oy, existir U € Ox tal que f(Stlx,U]) C St[f(z),V] para toda funcao f € F
e todo v € X.

A seguir definamos conjuntos limitados em espacos admissiveis.

Definicao 2.3.6. Seja U uma cobertura de um espago topologico X. Um subconjunto Y de
X € chamado U-limitado se existe x € X tal que Y C Stlz,U]. Um subconjunto Y de
espaco admissivel X com familia admissivel de coberturas abertas O € dito O-limitado se ¢

U-limitado para algum U € O.

O exemplo a seguir nos mostrara que os conceitos de conjuntos limitados coincidem no

caso de espacos métricos.

Exemplo 2.3.7. Seja (X, d) um espaco métrico e Oy(M) a familia admissivel de coberturas
abertas dada no Exemplo 2.1.5. Se Y C X é um conjunto limitado segundo a definicao
cldssica em espagos métricos, existem € > 0 e x € M tais que Y C B(z,¢). Mas repare que
B(z,¢e) C St[z,U.]. Logo, Y é O4(M)-limitado.

Por outro lado, se Y é O4(M)-limitado, existem € > 0 e x € M tais que Y C St[z,U.].
Com um argumento semelhante ao da parte (¢) do Exemplo 2.1.5, podemos mostrar que

Stx,U.] C B(x,2¢). Assim, Y é limitado.

O préximo resultado é uma versao do Lema da cobertura de Lebesgue por meio de con-

juntos limitados.

Proposicao 2.3.8. Seja X espaco admissivel compacto e O sua familia admissivel de cober-

turas abertas. Se {Vi}aen € uma cobertura aberta de X, existe U € O tal que se Y C X €

um conjunto U-limitado, entao Y C V, para algum c.

Demonstragao: Pelo lema da cobertura de Lebesgue existe Y € O tal que para cada xz € X,
St[x,U] C V, para algum a.
Se Y é U-limitado existe x € X tal que Y C Stlz,U]. Logo, Y C Stlz,U] C V, para

algum a. ad




2.4 Fungoes Lipschitzianas 22

Corolario 2.3.9. Sejam X e Y espacos admissiveis e Ox e Oy suas respectivas familias
admissiveis de coberturas abertas. Suponha que X € compacto e que uma funcio f : X =Y
¢ continua. Entao, para todo V € Oy existe U € Ox tal que se A C X éU-limitado, f(A) é
V-limitado.

Demonstragao: Seja V € Oy. Sendo f continua, {f~'(V)}yep é uma cobertura aberta
de X. Assim, pela proposicao anterior, existe U € Ox tal que se A C X é U-limitado,
A C f~Y(V) para algum V € V. Logo, f(A) C V.

Fixe a € A. Dai, sey, f(a) € f(A), temos que y, f(a) € V € V. Logo, f(A) C St[f(a),V)].

Portanto, f(A) é V-limitado. O

2.4 Funcoes Lipschitzianas

O conceito de funcao lipschitzina faz forte uso da métrica do espaco. Nesta secao introduzi-
remos uma noc¢ao de funcao lipschitziana em espacos admissiveis fazendo uso de sua familia

admissivel de coberturas abertas.

Definicao 2.4.1. Sejam X e Y espacos admissiveis com familias admissiveis de coberturas
abertas Ox e Oy, respectivamente. Uma funcao f : X — Y € dita lipschitziana com

respeito a Ox e Oy se existe uma correspondéncia L : Ox — Oy que satisfaz

1. Para todo V € Oy existe U € Ox tal que LIU) < V.

2. f(Stlx,U]) C St[f(x), LU)] para todo x € X e todo U € Ox.
A correspondéncia L ¢ chamada correspondéncia de Lipschitz.

Vejamos que fungoes lipschitzianas entre espacos métricos mantém essa propriedade quando

consideramos a familia admissivel de coberturas abertas do Exemplo 2.1.5.

Proposicao 2.4.2. Sejam (M,d) e (M',d") espagos métricos e f : X — Y uma funcdo
lipschitziana. Entao f € lipschtziana com respeito a Oq(M) e Oy (M /).
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Demonstragao: Suponha que f : X — Y é lipschitziana. Sejam U. € Oy(M) e x € M.
Considere a correspondéncia £ : Oy(M) — Oy (M') dada por L(U.) = Uy, onde ¢ > 0 é a
constante de Lipschitz.

Entao se y € St[z,U.] temos que y,x € By(z,e) para algum z € M. Dessa forma
d(y,r) < 2e. Agora, como f é lipschitziana, d (f(y), f(z)) < cd(y, z) < c2e.

Logo, f(y) € By (f(x),2ce) € Uy,. = L(U.). Portanto, f(St[z,U.]) C St[f(z), LIU.)].

Agora, para U. € Oy (M) temos que Us € Og(M) é tal que LU=) = L{/% <U. 0

£
4c

Proposicao 2.4.3. Sejam X e Y espacos admissiveis com familias admissiveis Ox e Qy,
respectivamente. Se uma funcao f : X —'Y € lipschitziana com respeito a Ox e Oy, entdo

f € uniformemente continua.

Demonstracao: Seja L : Ox — Oy a correspondéncia de Lipschitz e V € Oy. Entao existe

U € Ox tal que L(U) < V. Dal,

f(St[z,U]) C St[f(x), LU)] C St[f(x),V] qualquer que seja x € X

Portanto, f é uniformemente continua. ad

Proposicao 2.4.4. Sejam X e Y espacos admissiveis e Ox, Oy suas familias admissiveis
de coberturas abertas, respectivamente. Suponha que F C C(X,Y) € uma familia de fun¢des
lipschitzianas com respeito a Ox e Oy com mesma correspondéncia de Lipschitz. Entao F

¢ uma familia uniformemente equicontinua.

Demonstragao: Chame de £ a correspondéncia de Lipschitz de cada f € F. Seja V € Oy
e considere U € Ox tal que L(U) < V. Entado, para cada f € F e z € X, temos que
F(Stla,U)) € Stif(x), LU © StF(), V.

Portanto, F é uma familia uniformemente equicontinua. O
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2.5 Sistemas (O-compativeis

Nesta se¢ao introduziremos sobre um espaco admissivel um sistema com intuito de obtermos

uma estrutura semelhante a uma meétrica.

Definigao 2.5.1. Seja X um espago admissivel e O uma familia admissivel de coberturas
abertas de X. Uma funcio o : X x X — Q de X x X em um conjunto pré-ordenado Q0 pela
relagio < € dita compativel com a estrutura admissivel de X (ou O-compativel) se

existe um subconjunto Q@ C Q e uma funcgdo ¢ : Q — O satisfazendo:

1. Para todo U € O, eziste w € Q tal que ¢(w) < U.

2. St[z,s(w)] = B,(x,w) para todo x € X e todo w € Q, onde B,(x,w) € definido por
By(r,w) = {y € X;0(z,y) < w)

Se ¢ € sobrejetora a propriedade 1 € automaticamente satisfeita e, nesse caso, o € chamada

O-compativel forte.

A quddrupla (0,5,9,9Q) é chamada sistema O-compativel de X.

Vejamos alguns resultados envolvendo sistemas O-compativeis.

Proposicao 2.5.2. Seja X um espaco admissivel munido de uma familia admissivel O de
coberturas abertas. Se para cada par de pontos x,y € X existe U € O tal que y € St[z, U],

entdo X admite um sistema O-compativel forte.

Demonstragao: Considere o conjunto 2 = C(X) de todas as coberturas de X munido com
a relagao de pré-ordem dada por: Wy < W, & W, < W, Defina o : X x X — C(X) por
o(x,y) = N{V € O;z,y € V para algum V € V}, onde A denota a intersegdo de coberturas

apresentada na Definicao 1.4.10.
Note que o esta bem definida pois para qualquer par de pontos z,y € X existe Y € O C
C(X) tal que y € St[z,U], donde segue que z,y € U para algum U € U.

Considere agora 2 = O C C(X) = Q e defina s : Q — O por ¢(U) = U. Mostremos que
St[x,s(U)] = By(z,U).
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Seja y € St[z,s(U)] = St[x,U]. Entao existe U € U tal que x,y € U. Logo,
Ue{VeO;z,ycV para algum V € V}.

Tome W um elemento da cobertura o(x,y). Assim, W = ﬂ V., onde cada V, é um

acl
elemento de uma cobertura do conjunto {V € O;z,y € V para algum V € V}. Dessa forma,

para algum o € L, V,, é um elemento de U. Entdao W = m Vo CV,y elU.
o€l
Logo, o(z,y) <U. Assim, y € B,(x,U) e, portanto, St[z,s(U)] C B,(z,U).

Agora, tome y € B,(z,U). Entao, o(z,y) < U. Chame
{VeO;z,y eV paraalgum V € V} = L

e denote por Vyy o elemento de W € L que contém z e y.

Assim, ﬂ Viy é um elemento da cobertura o(x,y). Entao, existe U € U tal que
WeL
x,y € ﬂ Vw C U. Logo, y € St[x,U]. Desse modo, B,(x,U) C Stlz,U] = St[z,s(U)].
WeL
Portanto, St[x,<(U)] = By (x,U).

Claramente ¢ é sobrejetora. Portanto, o sistema é O-compativel forte. O

O resultado a seguir nos permite caracterizar funcoes continuas através dos sistemas

compativeis.

Proposicao 2.5.3. Sejam X eY espacos admissiveis munidos respectivamente das familias
admissiveis Ox e Oy e suponha que (0x,sx,2x, Qx) e (oy, sy, Uy, Qy) sdo sistemas Ox-
compativel e Oy -compativel, respectivamente. Entao, uma fungao f: X — Y € continua em

um ponto © € X se, e somente se, para cada € € Qy existe § € Qx tal que ox(x,y) < 0

implica oy (f(z), f(y)) < e.

Demonstracao: Suponha que f : X — Y é continua em x € X e seja ¢ € ()y. Entao,
pela Proposi¢o 2.3.1, para ¢y (e) € Oy existe U € Ox tal que se y € St[z,U], tem-se que
f(y) € St[f(x),sy(e)]. Temos também que existe § € Qy tal que ¢x(d) < U. Dessa forma,
St[x,sx(d)] C Stlx,U].

Agora, se ox(x,y) < §, temos que y € B, (z,0). E como o sistema (ox,sx, Qx, Qx) é

Ox-compativel, B, (z,d) = St[z,sx(0)]. Dai, y € St[z,U].
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Desse modo, f(y) € St[f(z),sy(¢)] e visto que o sistema (oy, sy, Qy, Qy) é Oy-compativel,
St[f(x), sy (€)] = Boy (f(x),€). Logo, f(y) € By, (f(2),€) e, portanto, oy (f(x), f(y)) <e.

Reciprocamente, suponha que para cada ¢ € Qy existe § € Qx tal que ox(z,y) < 0
implica oy (f(z), f(y)) <e. Sejam z € X e V € Oy. Entao existe € € Qy tal que ¢y (¢) < V.

Tome § € Qx tal que ox(x,y) < § implica oy (f(z), f(y)) < € e considere U = ¢x () em
Ox. Assim, se y € St[x,U] = St[z,sx(5)], temos que y € By, (7, 6), pois (ox,sx, x, Vx) é
O x-compativel.

Logo, ox(z,y) < 0, o que implica que oy (f(z), f(y)) < e. Donde, f(y) € By, (f(x),¢).
Sendo (oy, sy, Qy, Qy) Oy-compativel, temos que B, (f(z),€) = St[f(x),sy(¢)]. E como
sy(e) <V tem-se que St[f(z),sy(e)] C St[f(z),V].

Assim, f(y) € St[f(x),V)] e, pela Proposigao 2.3.1, f é continua. O

Com argumentos semelhantes ao da proposicao anterior também podemos caracterizar

continuidade uniforme da seguinte forma

Proposicao 2.5.4. Sejam X e Y espacos admissiveis munidos respectivamente das familias
admissiveis Ox e Oy e suponha que (UX,gx,QX,ﬁX) e (O’y,§y,Qy,§y) sao sistemas Ox-
compativel e Oy -compativel, respectivamente. Uma funcao f : X — Y € uniformemente
continua com respeito a Ox e Oy se, e somente se, para cada € € y existe § € Qx tal que

ox(z,y) < § implica oy (f(x), f(y)) < &, para quaisquer par de pontos x,y € X.

A préxima proposi¢ao nos dard um exemplo de sistema O-compativel.

Proposicao 2.5.5. Seja (M, d) um espago métrico e Oq(M) a familia admissivel de cober-
turas abertas como no Exemplo 2.1.5. Definindo o : M x M — R* por
o(z,y) = inf{e > 0; B(x,e) N B(y,e) # 0} ec:Rf — Ou(M) por ¢(e) = U. temos que

1. O sistema (0,5, Rf,R") é Oq(M)-compativel forte;
2. 3d(z,y) < o(z,y) < d(z,y).

Demonstragao:
1. Sejam x € M e e € Rf. Tome y € St[z,s(e)] = Stlx,U.]. Entao, x,y € B(z,¢) para
algum z € M. Assim, z € B(z,e) N B(y,¢). Logo, o(z,y) < e. Donde, y € B,(z,¢).
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Se y € By(z,¢), o(x,y) < e. Logo, B(z,e) N B(y,e) # (). Dessa forma,

para z € B(z,e) N B(y,¢) temos que x,y € B(z,¢), donde, y € St[z,U.] = St[z,s(e)].
Assim, St[z,s(g)] = B,(z,¢) para todo x € M e todo € € R}.
Observe que ¢ é claramente sobrejetora.

2. Seja e > 0. Se existe z € B(z,¢) N B(y,¢), entao z,y € B(z,¢). Logo, d(z,y) < 2e.

Assim, %d(x, y) < €, donde %d(x, y) é uma cota inferior para o conjunto
{e > 0; B(x,e) N B(y,¢) # 0}

Dessa forma, %d(m,y) < o(z,y). Agora, suponha por absurdo que o(z,y) > d(x,y). Entao
existe ¢ > 0 tal que o(z,y) > ¢ > d(z,y). Dai, y € B(x,c) N B(y,c). Logo, o(z,y) < ¢, o

que é um absurdo. Portanto, o(x,y) < d(z,y). O
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CapriTULO 3

Grupos Topoldgicos

Neste capitulo estudaremos com base no capitulo 2 de [9] as propriedades topoldgicas de um
grupo munido de uma topologia compativel com sua operagao. Damos destaque a Secao 3.5

onde relacionaremos a teoria de grupos topolégicos com a de espagos topoldgicos admissiveis.

O elemento neutro do grupo sera denotado por 1 e sua operagao sera chamada de produto.

3.1 Definicoes e exemplos

Definicao 3.1.1. Um grupo topolégico é um grupo G cujo conjunto subjacente esta mu-

nido de uma topologia compativel com a operacao do grupo, no sentido que

1. o produto p: G x G — G, p(g,h) = gh, é uma aplica¢ao continua quando se considera

G x G com a topologia produto e
2. a aplicagio 1 : G — G, 1(g) = g™, € continua.

Observagao 3.1.2. Uma forma alternativa de definirmos grupos topologicos é pedirmos a

continuidade da aplicacio q : G x G — G, definida por q(g,h) = gh™*.

De fato, se p e ¢ sao continuas a composigao (g, h) — (g,h™') — gh™! é uma composicao
de aplicagoes continuas e portanto é continua. Mas tal composi¢ao é justamente q. Agora,

1 ¢ uma composicao de aplicacoes continuas e

se g ¢ continua, a composi¢ao g — (1,9) — g~
portanto ¢ é continua. Assim, a composicao (g, h) +— (g,t(h)) = (g, h™') = g(h™ 1)t = gh é

uma composicao de aplicacoes continuas e portanto p é continua.

Definicao 3.1.3. Seja G um grupo. Cada g € G define as sequintes aplicagoes:
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1. E,: G — G, Ey(h) = gh, chamada de translacao a esquerda.
2. Dy : G — G, Dy(h) = hg, chamada de translagao a direita.
3. Cy: G = G, Cy(h) = ghg™, chamada de conjugagao.

No caso em que G é um grupo topoldgico, as aplicagoes da definicao acima sao home-
omorfismos. Com efeito, seja g € G. Veja que Eyo Eyj-v = Ejv o By = Id, Dyjo Dy =
Dy10oDy =1Ide CjoCyr = Cy10C, = Id. Logo, as translagoes e a conjugacao sao
bijetoras. E E, = po s, onde s(h) = (g, h) é continua e D, = pos’, onde s (h) = (h, g) que é
continua. Donde, E, e Dy sao continuas e, assim, Cy = I, 0 D1 também ¢é continua. Visto
que (E,) ™' = Ej1, (Dy)™' = Dy1 e (Cy)t = Cy-1 temos que as inversas das translagoes e
a inversa da conjugacao sao continuas.

Em geral aplicacoes definidas em espacos produtos podem ser continuas em cada variavel

sem que a aplicacao seja continua, o que motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.4. Seja G um grupo cujo conjunto subjacente esta munido de uma topologia.
Sep:GxG — G, plg,h) = gh, é continuo em cada varidvel, isto €, todas as translagoes

sao continuas, G é chamado grupo semi-topolégico.

Vejamos alguns exemplos de grupos topolégicos.
Exemplo 3.1.5. (R",+) e (R,,-) com a topologia usual sdo grupos topologicos.

Exemplo 3.1.6. Qualquer grupo em que o conjunto subjacente é munido com a topologia

discreta é um grupo topolégico.

Exemplo 3.1.7. Seja G um grupo topoldgico e X um espaco topoldgico. Denote por
C(X,G) o conjunto de todas as aplicagoes continuas de X em G. Note que as composigoes
z = (f(z),9(x)) = f(z)g(z) e x — f(x) — f(x)~! sdo continuas. Dessa forma, C(X, G) tem
uma estrutura de grupo com o produto (fg)(z) = f(z)g(x), cuja inversa é f~1(z) = f(z)~'.
Munindo C(X,G) com a topologia do compacto-aberto, que tem como base de abertos os
conjuntos Axy = {f € C(X,G); f(K) C U}, onde K C X é compacto e U C G é

aberto, C(X,G) é um grupo topoldgico. De fato, primeiramente mostremos que a fungao
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A:C(X,G) xC(X,G) = C(X,G x G), definida por A(f,g) = hy, com hy g (x) = (f(x), g(x))
é continua quando se considera em C(X,G x G) a topologia do compacto-aberto.

Seja Ax vxw aberto basico de C(X,G x G), onde V e W sao abertos de G. Se (f,g) €
AN Agvsw), entdao hyy (K) € V x W. Logo f(K) C V e g(K) C W, donde (f,g) €
Agv X Agw. E como Ay X Axw C A Ak ysw) temos que A é continua.

Chame de g¢ e ¢ as aplicagoes da Observacao 3.1.2 referentes a C(X,G) e G, respec-
tivamente. Como G ¢é grupo topoldgico, ¢ é cotinua, assim ¢~ '(U) ¢é aberto em G x G,
qualquer que seja U C G aberto. Tome U C G aberto e K C X compacto. Mostremos que
4 (Axu) = AN YAk 4-11r). Com efeito,

(f.9) € 4c ' (Axw) & Vo € K, f(z)g(z) "' € U & Vo € K,q(f(2),9(2)) €U &
& Vo e K? (f(‘I)?g(x)) € q_l(U) And A(fa g) € AK,q—l(U) g <f> g) € /\_I(AKg—l(U))-

E como ) é continua, seque que q;'(Agp) é aberto e, portanto, C(X,G) é um grupo
topoldgico.

Exemplo 3.1.8. Seja {G,}acr, uma familia de grupos topoldgicos. O conjunto G = H G,

a€el
munido com a operagao coordenada a coordenada e com 1g = (1,)aer, onde cada 1, denota o

elemento neutro de GG, tem estrutura de grupo. Se considerarmos em G a topologia produto
G é um grupo topoldgico. De fato, para cada a € L, seja p, : G, X G, — G, a operacao
produto no grupo GG, e chame de p a operagao produto no grupo G. Como o produto em G
é feito coordenada a coordenada, p = (pa)acr, € como cada G, é grupo topologico, todas as
coordenadas de p sao continuas, logo p é continua. Da mesma forma a operacao inversao em

G pode ser demonstrada que é continua.

3.2 Vizinhancas do elemento neutro

Observe que se U ¢ um aberto nao vazio de um grupo topoldgico G, para todo g € U, Ug~ ' e
g~ 'U sao vizinhancas abertas da identidade de G e reciprocamente, se V' é uma vizinhanca de

1, entao, para todo g € GG, gV e Vg sao vizinhancas de g. Dessa forma, estudar a topologia
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de um grupo topoldgico se resume a estudar as vizinhancas da identidade.

Definigao 3.2.1. Sejam A e B subconjuntos de um grupo G e g € G.

1. E,(A) = {gx;x € A} € denotado simplesmente por gA e de forma semelhante definimos
Ag ={zxg;x € A}.

2. AB={zy;x € Aeyec B}.

3. A2 = AA, A3 = A2A = AA?, ete.

4. At ={a7l 2 € A}

5. Se A7t = A, A é chamado conjunto simétrico.

Definicao 3.2.2. Seja G um grupo. Um sistema de vizinhancas da identidade ¢ qual-

quer familia V de subconjuntos de G que satisfaz:

(T1)) UeV=1eU;

(T2) Up,Us €V = U, NUs € V;
(GT1) U eV =V?CU, para algumV € V;
(GT2) UeV=U"'eV;

(GTS3) Para todo ge G eU €V, gUg € V.

Vejamos dois exemplos importantes de sistema de vizinhancas da identidade em grupos

topolégicos.

Exemplo 3.2.3. Num grupo topolégico G a familia V(1) de todas as vizinhangas abertas
da identidade é um sistema de vizinhangas da identidade. De fato, as propriedades T1 e T2
valem para as vizinhangas de um ponto num espaco topolégico qualquer. Ja GT1 segue da
continuidade do produto e GT2 segue do fato que a aplicacao inversao ¢ um homeomorfismo.

Por fim, GT3 segue de que a aplicacao conjugacao ¢ um homeomorfismo e glg=! = 1.
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Exemplo 3.2.4. O conjunto V, das vizinhancas abertas e simétricas da identidade de um
grupo topolégico G é um sistema de vizinhangas da identidade. Com efeito, T1 e GT2 sao
6bvias. Verifiquemos T2. Tome U,V € V,, é claro que U NV é vizinhanca aberta de 1, se
ze (UNV)! entao z =a ', ondea € UNV. Logo, z € U'NV =UNV, donde
(UNV)tcUNV. Agora,se 2 € UNV, temos que 21 e U ' NV =UNV. Assim,
como z = (27171 temos que z € (UN V)7L Dessa forma, UNV C (UNV)~! e, portanto,
T2 é satisfeita.

Repare que V, C V(1), entao para U € V,, existe W € V(1) tal que W? C U. Mas repare
que V=W NW- €V,. Dessaforma, V2 C W? C U. Logo, GT1 é satisfeita.

Agora, sejam g € GelU € V,. Sez € (gUg '), entao z = (qug™H )t = (¢ tulg™! =
gu~tg™! para algum v € U. Como U = U, u=! € U. Logo, z = gutg~t € gUg™!, donde

! para algum u € U c U~!.

(gUg ")~ € gUg™'. Por outro lado, se z € gUg™ !, 2 = gug™
Assim, z = g~ 'g~! para algum @ € U. Dessa forma z = gii " lg~! = (gag—l)—l c (gUg_l)_l_

Donde gUg™! C (gUg™1)™! e portanto GT3 ¢ satisfeita.

Demonstraremos mais adiante que um sistema de vizinhancas da identidade define de
forma tnica a topologia de um grupo topoldgico. Para isso precisaremos do conceito de

topologia invariante a esquerda e invariante a direita.

Definigao 3.2.5. Uma topologia T num grupo G € dita invariante a esquerda se gA ¢
aberto para todo g € G e todo A € 7. Se Ag € aberto para todo g € G e todo A € T, a

topologia € dita invariante a direita.

Observe que uma topologia é invariante a esquerda (ou direita) se, e somente se, as
translagoes a esquerda (ou direita) sdo continuas (e, portanto, homeomorfismos). E mais,
se 7 é uma topologia de um grupo G que é invariante a esquerda a topologia produto em
G x G é invariante a esquerda pois (g, h)(A x B) = gA x hB, quaisquer que sejam g,h € G

e A, B C G. O mesmo vale quando 7 é invariante a direita.

Lema 3.2.6. Seja 7 uma topologia num grupo G que € invariante a esquerda e a direita.

Entao, G é um grupo topologico se, e somente se,

1. p: G xG— G, p(g,h) = gh, € continua em (1,1);
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2.1:G— G, (g) =g, € continua em 1.

Demonstragao: A ida segue da definicao de grupo topolégico. Sejam Epy e Dgp)
translagoes a esquerda e a direita em G x @, respectivamente.

Entdo, po Ey1y = Eqop e po Dug = Dyop. Dessa forma, para (g,h) € G x G,
po Eg1yoDap = EgoDyop. O segundo membro dessa igualdade é continua em (1,1)
pois ;o Dy, é um homeomorfismo. Portanto, p o Eg 1y 0 D15y é continua em (1,1). Mas
E(41y0 D1,y ¢ um homeomorfismo, donde p = (po Ey1y0 D)) o (Eg1yoDapy) ™t é continua
em Eg 1y 0 Dapy(1,1) = (g, h).

Por outro lado, Dy-1 04 é continua em 1, logo, to By, = D101 é continua em 1. Portanto,

L= (1o E,)o(E,)"" é continua em E,(1) = g. .

Agora estamos aptos a mostrar que um sistema de vizinhancas da identidade define a

topologia de um grupo topolégico.

Teorema 3.2.7. Seja G um grupo e suponha que V é um sistema de vizinhancas da identi-
dade. Entdao existe uma unica topologia T que torna G um grupo topolégico de tal forma que

V é uma base de vizinhancas da identidade.

Demonstragao: Defina 7 = {A C G;Vg € A, U € V tal que gU C A} U {(}. Mostremos

que de fato 7 é uma topologia em G.

Claramente G e () pertencem & 7. Seja {Ay}rer C 7 € tome g € U Ay. Entao g€ A/,
AeL
para algum N € L. Dessa forma existe U € V tal que gU C Ay C U A, e, portanto,

AeL
UA)\GT.

Agora, para A, B € 7 e tome x € AN B, entao existem U,V € V tais que zU C A e
zV C B. Por T2, UNV € V. Mas, z(UNV) =zUNzV. Assim, z(UNV) C AN B e,
portanto AN B € 7.

Logo, 7 é uma topologia em G.

Mostremos que os elementos de V sao vizinhancas de 1. Com efeito, seja U € V e defina

W ={g € U;gV C U, para algum V € V}. Claramente 1 € W C U. Assim, se W € 7
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temos o desejado. Tome g € W, entao existe V € V tal que gV C U. Por GT1, existe
V' eV tal que V'2 C V. Observe que V' C V'2, dessa forma, para qualquer v € V',
gv' € gV C gV c U. Além disso, gv'V' C gV'? C gV C U. Logo, gv' € W e, portanto,
gV’ € W. O que prova que W € .

Por outro lado, se A é uma vizinhanca de 1, entao existe V € V tal que 1V =V C A.

Logo, V é uma base de vizinhancas em 1.

Vejamos agora que 7 ¢é invariante a esquerda e a direita. De fato, seja A € T e g € G. Se
T € gA, entao g~'z € A. Logo, existe V € V tal que g 'zV C A, donde zV C gA e, assim,

gA € 7. Com argumentos semelhantes mostramos que 7 é invariante a direita.

Dessa forma, para provar que GG é um grupo topoldégico basta usarmos o lema anterior.
Mas as continuidades de p e ¢ sao equivalentes as propriedades GT1 e GT2, respectivamente.
Assim, G é um grupo topoldgico.

Por fim, suponha que 7 ¢é outra topologia que tenha V como base de vizinhancas em
1. Realizando translagoes a esquerda podemos constatar que {gV;V € V} é uma base de
vizinhancas em ¢ € G. Portanto, para todo A € 7" e g € A, existe V € V tal que gV C A.
Logo, A € 7. Assim, 7 C 7. A outra inclusdo é andloga, bastando alternar os papéis de 7 e

7. Portanto, 7 = T. O

A proposicao a seguir nos dara um critério para que a topologia de um grupo topologico

seja de Hausdorff.

Proposicao 3.2.8. Seja G um grupo topoldgico e V(1) a familia de todas as vizinhangas

abertas da identidade. Entdo sdo equivalentes:

1. A topologia de G é Hausdorff.

2. {1} é um conjunto fechado.

3. () U={1}

Uev(l)

Demonstragao: Numa topologia Hausdorff todo conjunto unitario é fechado, entao 1 im-

plica 2. Seja x € G tal que z # 1. Como {1} é fechado, existe V € V(1) tal que 1 ¢ x7'V,
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ou seja, r ¢ V. Logo, 2 implica 3.

Por fim, suponha que ﬂ U = {1}. Se x # 1, existe U € V(1) tal que x ¢ U. Dali,
Uev(1)
tomando V' € V(1) tal que V? C U temos que V NzV ™! = (). De fato, se z € VNzV~1

z=wu=1av !, parau,v € V. Assim, z = uv € V? C U, o que contradiz a escolha de U.
Tome agora y,z € G tais que y # z. Entdo, existem abertos U;, U, tais que y~'z € U; e

1 € Uy, com UyNU, = (. Assim, os abertos yU; e yU, separam z de y. Portanto 3 implica 1. O

3.3 Homomorfismos

Os homomorfismos de grupos constituem uma parte importante no estudo da teoria de gru-
pos. Nesta secao veremos um pouco da forma com que eles se relacionam com a topologia

de um grupo topoldgico.

Proposicao 3.3.1. Sejam G e H grupos topologicos e ¢ : G — H um homomorfismo. Entao

¢ € continua, se e somente se, ¢ € continua na identidade de G.

Demonstragao: Se ¢ é continua entao é continua em todos os elementos de G, em par-
ticular em 1g. Suponha que ¢ é continua em 1g. Como ¢ é homomorfismo, vale que
¢ o Ey = Eyy) o ¢ para todo g € G. Ja que o segundo membro ¢ continuo em 1g, pois
¢ composicao de continuas em 1¢, segue que ¢ o E, é continua em 14 e visto que E,; ¢ home-

omorfismo, segue que ¢ = (¢ o E,) o (E,)~" é continuo em F, (1) = g. O

Enunciaremos dois lemas que serao tuteis para caracterizagao dos graficos de homomorfis-
mos no contexto topoldgico. O primeiro lema é um resultado conhecido da teoria de grupos

e o segundo da teoria de espacos topoldgicos.

Lema 3.3.2. Seja ¢ : G — H uma aplicacao entre grupos.

(a) ¢ € homomorfismo se, e somente se, grafp = {(x,p(x));x € G} € um subgrupo de

Gx H
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(b) Se ¢ é homomorfismo, G e grafp sao isomorfos pela aplicagio x — (x, ¢(x)).

(¢c) Um subgrupo I' C G x H € grdfico de um homomorfismo se, e somente se, w1 | € um

1somorfismo, onde ™ € a projecdo na primeira coordenada.

Lema 3.3.3. Seja X um espaco topologico e Y um espago de Hausdorff. Se f: X —Y ¢€

continua, entao o grdfico de f é fechado em X xY.

Proposicao 3.3.4. Sejam G e H grupos topoldgicos tal que H € de Hausdorff. Uma aplicagao
¢ : G — H € um homomorfismo continuo se, e somente se, seu grdfico ¢ um subgrupo fechado

de G x H homeomorfo a G.

Demonstracao: Suponha que ¢ : G — H é um homomorfismo continuo. Pelo Lema 3.3.2
o grafico de ¢ é subgrupo de G' x H e pelo Lema 3.3.3 ele é fechado em G x H. Agora, como
¢ é continua, a aplicacdo [ : G — graf¢ dada por [(x) = (z, ¢(x)) é continua com sua inversa
[7' =7y : grafp — G, I71(z, #(x)) = x também continua. Logo, G e graf¢ sao homeomorfos.

Reciprocamente, se grafp C G x H é fechado e homeomorfo a G, entao, para todo fechado
F C H, (G x F)Ngraf¢ é¢ um fechado de grafe. Assim, m((G x F) Ngraf¢) é fechado em G,
mas 7 ((G x F) Ngrafg) = ¢~(F) e, portanto, ¢ é continua. O

Definicao 3.3.5. Um isomorfismo topoldgico ¢ um isomorfismo entre grupos topologicos

que € um homeomorfismo.

3.4 Subgrupos de grupos topoldgicos

Uma pergunta natural é se subgrupos de grupos topoldgicos continuam grupos topolégicos
ao considerarmos sobre eles a topologia do subespaco. O resultado a seguir responde a essa

pergunta.

Proposicao 3.4.1. Seja G um grupo topologico e H um subgrupo de G. Munindo H com a

topologia do subespaco ele se torna um grupo topoldgico.
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Demonstracao: Chame de p a aplicagao produto em G e denote py a restricao de p a H.
Repare que para qualquer A C G vale que py' (AN H) = p~'(A) N (H x H). De fato, se
(r,y) € p Y (A)N(H x H), entdo z,y € H e p(x,y) € A. Como x,y € H, p(x,y) = py(z,y),
logo, (7,y) € py (AN H).

Agora, se (z,y) € pg (ANH) C H x H, pg(z,y) = p(r,y) € ANH C A, assim
(2,9) € p™(A) N (H x H),

Seja B = ANH um aberto de H. Entdo, p;'(B) = p;' (ANH) = p~(A)N(H x H). Como
G é grupo topolégico e A é aberto em G, p~1(A) é aberto em G x G. Assim, p~1(A)N(H x H)
¢ um aberto da topologia do subespaco em H x H. Mas a topologia do subespaco coincide
com a topologia produto em H x H pois, (UxV)N(H x H) = (UNH) x (VN H), quaisquer
que sejam U,V C G. Portanto, py é continua.

Da mesma forma, usando ¢;'(A N H) = 17}(A) N H, para todo A C G, mostra-se que
tg: H— H, tg(h) =(h), é continua. O

A proposicao anterior sugere a seguinte definicao.

Definicao 3.4.2. Um subgrupo H de um grupo topolégico G munido da topologia do su-

bespago é chamado subgrupo topoldégico.

A seguir serao veremos alguns resultados envolvendo propriedades topolégicas dos sub-
grupos de um grupo G. Mas antes vejamos um lema que nos sera util nas demonstragoes

desses resultados.

Lema 3.4.3. Seja X um espaco topologico e ¢ : X — X um homeomorfismo. Suponha que

A C X € um subconjunto invariante por ¢, isto €, ¢(A) C A. Entao,
1. A € invariante por ¢.
2. Se ¢(B) C B, entio ¢(B) C B.
3. int(A) € invariante por ¢.

Demonstragao:
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1. Como ¢ é continua, para todo C' C X vale que ¢(C) C ¢(C). Dai, ¢(A) C ¢(A). E

como A é invariante por ¢, ¢(A) C A.

2. Novamente pela continuidade de ¢ temos que ¢(C) C ¢(C) para todo C C X. E ja
que ¢(B) C B, tem-se ¢(B) C B =B.

3. Seja y € ¢(int(A)). Entao y = ¢(z) para algum z € int(A), logo, existe aberto U C X
tal que x € U C A. Assim, pelo homeomorfismo de ¢, ¢(U) é um aberto de X tal que
r € ¢(U) C ¢(A). E como A ¢ invariante por ¢, segue que y € ¢p(U) C ¢p(A) C A. Donde,
y € int(A). Portanto, ¢(int(A)) C int(A). 0

Proposicao 3.4.4. Seja G um grupo topolégico.

1. Se H C G um subgrupo, entdo H também é subgrupo.

2. Se HC G ¢ um subgrupo normal, entdo H é um subgrupo normal.

Demonstragao:

1. Como H é subgrupo, 1 € H, mas H C H. Logo, 1 € H. Mostremos que H é fechado
em relacao ao produto do grupo.

Como H é subgrupo, se € H, E,(H) C H. Visto que G é grupo topolégico, E, é
homeomorfismo, dai, pelo lema anterior, E,(H) C H. Logo, se x € H, zy € H, para todo
y € H. O que significa, D,(H) C H para todo y € H. E ja que D, é homeomorfismo, pelo
lema anterior, Dy(ﬁ) C H para todo y € H. Logo, H é fechado em relacio ao produto do
grupo.

Agora, como H é subgrupo de G, «(H) C H e como G é grupo topoldgico, ¢ é homeomor-

fismo. Entdo pelo lema anterior, «(H) C H. Portanto, H é subgrupo de G.

2. Como H é subgrupo normal de G, gHg™! C H, para todo g € G, ou seja, C,(H) C H,
para todo g € G. E como G ¢é grupo topoldgico, Cy ¢ um homeomorfismo para todo g € G.
Logo, pelo lema anterior, C,(H) C H, para todo g € G. Portanto, H é um subgrupo normal
de G. O
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Proposigao 3.4.5. Seja G um grupo topoldgico e H C G um subgrupo de G. Se int(H) # 0,

entao H ¢ aberto.

Demonstracao: Seja x € int(H). Note que para y € H, E,,-1(int(H)) é um aberto tal
que y € E,,—1(int(H)) C H. De fato, como G é grupo topoldgico, as translacoes a esquerda
sao homeomorfismos e visto que int(H) é aberto, segue que E,,—1(int(H)) é aberto. Tem-
se também que y = E,,-1(z), donde y € E,,—1(int(H)). Agora, para h € int(H) C H,
E,.-1(h) =yz 'hejid que y, z~' e h pertencem & H e H é subgrupo, segue que yz~*h € H.
Assim, E,,-1(int(H)) C H. Portanto, H é aberto. O

Proposigao 3.4.6. Seja G um grupo topologico e H C G um subgrupo de G. Se H ¢ aberto,
entao H € fechado.

Demonstragao: Se H é aberto, para todo g € G, as classes laterais gH = {gh; h € H} sao
abertas pois como G ¢é grupo topolégico as translacoes a esquerda sao homeomorfismos. E ja
que as classes laterais particionam G e hH = H, para todo h € H, pois H é subgrupo, temos

que G = ( U gH)UH. Donde, G\ H = U gH é uma uniao de abertos. Portanto H é
geG\H geG\H
fechado. 0

Observacao 3.4.7. A qdltima proposicao nos garante que subgrupos abertos de um grupo
topolégico sao unioes de componentes conexas do grupo. Em particular se um grupo topoldogico

€ conexo ele € o unico de seus subgrupos abertos.

Com efeito, seja A é um subconjunto aberto e fechado de um espago topoldgico X e seja
C' C X uma componente conexa tal que C N A # (). Se C nao estd contido em A, entao
ACCouANC,mas A# C. Dal, C = (ANC)U((X — A)NC) é uma separagao para C,
o que é um absurdo, pois componentes conexas sao conjuntos conexos. Logo, C' C A.

A préxima proposicao nos descreve qualquer componente conexa de um grupo topoldgico
G através da componente conexa que contém a identidade do grupo. Essa componente sera

chamada componente da identidade e serda denotada por Gj.
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Proposicao 3.4.8. Seja G um grupo topoldgico. Entao,

1. Gy € um subgrupo fechado e normal de G.

2. C' € componente conexa de G se, e somente se, C' é uma translacao de G.

Demonstragao:

1. Primeiramente verifiquemos que G é subgrupo de G. Seja g € Gy. Como G é conexo
e E, é homeomorfismo, E,(Gy) é conexo. Agora, repare que g € E,(Gy), pois g = E,(1).
Logo, GoNEy(Gy) # (. E ja que todo conexo estd contido em uma tinica componente conexa,
segue que Ey(Go) C Ey. Assim, para quaisquer g, h € Gy, gh = E,(h) € G.

Da mesma forma temos que ¢(Gp) é um conexo tal que t(Go) NG # 0, pois 1 € 1(Gy)NGp.
Assim, «(Gy) C Gy. Dessa forma, para todo g € Go, g7 = 1(g) € Gy. Portanto, Gy é
subgrupo de G.

Note que para um espaco topoldgico qualquer as componentes conexas sao fechadas. De
fato, se C' é uma componente conexa de um espaco topologico X, entao C' é conexo, e assim,

C' é conexo. Agora, como C'NC # () pois C C C, temos que C C C, donde C é fechado.

Para verificar que Gy ¢ normal, basta lembrar que para todo g € G as conjugacoes C,
sao homeomorfismos quando G é um grupo topolégico. Assim, qualquer que seja g € G, o
conexo Cy(Gy) intercepta G, pois 1 = glg~* € Cy(Gy) N Gy. Logo, Cy(Gy) C G, para todo
g € G. Donde, gGog~' C Gy, para todo g € Gy e portanto Gy é subgrupo normal de G.

2. Seja €' C G uma componente conexa de G e tome g € C. Entao E,(Gy) = 9Go
é conexo. Logo, gGy estd contido em uma tnica componente conexa. Mas repare que
gGoNC # D, pois g =gl € gGy e g € C. Logo, gGy C C.

Agora, suponha por absurdo que C' nao esta contido em gGy. Entao existe ¢ € C' tal que
c ¢ gGo. Assim, g~'c pertence ao conexo g7'C' e ndo pertence a Gy, o que ¢ um absurdo

pois, ja que 1 = g7tg € g71C' N Gy, o conexo g~ *C deveria estar contido em Gj.

Reciprocamente, se g € GG, C' = gGy é um conexo. Entao C' estd contido em uma tnica
!
componente conexa de G. Chame esta componente de C". Da mesma forma como fizemos
. / ~ . . . r,
na ida obtemos um absurdo se C' nao estiver contido em C' = gGy. Assim, C' = C" é uma

componente conexa. O
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Em geral a componente da identidade nao é um subgrupo aberto. No caso do subgrupo
(Q,+) de (R,+), onde R estd com a topologia usual e Q com a topologia do subespago, a
componente da identidade é o conjunto {0}, pois os tinicos conexos de QQ sao os conjuntos

unitarios. Mas {0} nao é aberto em Q.

Ja no caso em que o grupo topoldgico é localmente conexo, a componente da identidade

¢ um subgrupo aberto.

Proposigao 3.4.9. Se um grupo topologico G € localmente conexo, entao Gy é um subgrupo

aberto de G.

Demonstracgao: Se GG é localmente conexo, existe um conexo aberto U contendo 1. Assim,
UNGy # 0, pois 1 € UNGy. Logo, 1 € U C Gy, donde, int(Gy) # (. Portanto pela
Proposicao 3.4.5, Gy é um subgrupo aberto de G. O

O resultado a seguir mostra uma forma de gerar grupos conexos.

Proposicao 3.4.10. Seja G um grupo topolégico conexo e seja U uma vizinhanc¢a aberta da

identidade. Entao G = U ur.

n>1

Demonstracao: Seja V = UNU~! uma vizinhanca simétrica contida em U. Entao U V" C
n>1
U U"™. Dessa forma, basta mostrar que G = U V™ pois U U" cG.

n>1 n>1 n>1

Mostremos que U V™ é subgrupo de G.

n>1
Como V é vizinhanca simétrica da identidade, 1 € V C U V™. Sea,b e U V™ entao
n>1 n>1
acV™ebe V™ onde ny,ny > 1. Dai, ab € V"2 C U V.

n>1
Note que para todo n > 1, (V*)~! = V" logo, se x € U V"™ entao x € V™ para algum
n>1
no > 1. Assim, 27t € (V") !l = V" C U V.
n>1
Portanto, U V™ é subgrupo de G.
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Repare agora que int(U V™) # (0, pois V é um aberto tal que 1 € V' C U V™. Logo,

n>1 n>1

pela Proposicao 3.4.5, U V™ é aberto e, pela Proposicao 3.4.6, também é fechado. Sendo G

n>1

conexo, seus unicos subconjunto abertos e fechados sao () e G, como 1 € U V™ tem-se que

n>1
UJvr=a

n>1

Assim, G = U V" C U U™ e, portanto, G = U un. O

n>1 n>1 n>1

3.5 Aspectos admissiveis em grupos topoldgicos

Nesta secao faremos uso da familia de vizinhangas simétricas abertas da identidade e de
suas propriedades apresentadas na Definicao 3.2.2 para construir uma familia admissivel de
coberturas abertas em um grupo topolégico GG e provaremos alguns resultados sobre esse novo

espaco admissivel.

Proposicao 3.5.1. Seja G um grupo topologico e V a familia das vizinhangas simétricas
abertas da identidade de G. Para cada V € V, defina a cobertura aberta Ry de G por
Rv ={Vyg;9 € G} e a cobertura aberta Ly por Ly = {gV;g € G}.

Entao, para todo g € G eV €V, valem
1. St[1,Ry] = St[1, Ly] = V2
2. St[g,Rv] = St[l, Rv]g = Vgg.

3. Stlg, Lv] = gSt[1, Ly] = gV,

Demonstragao:

1. Seja z € St[1,Ry]. Entao, existe g € G tal que z,1 € Vg. Dessa forma, existem
v,v9 € V tais que 1 = vgg e © = vg. Donde, v = vg = vgl = vgl~! = vg(g vy ') = vy .
Agora, como V é simétrica, 1)0_1,2)*1 eVi1l=V da,zeovV CcV?el=vv!evV. Logo,

WS St[l,ﬁv] ex € V2 Donde, St[l,Rv] C St[l,ﬁv] e St[l,Rv} c Vi
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Por outro lado, se © € St[l,Ly], existe g € G tal que z,1 € gV. Assim, 1 = guy e

v. Eja que V

x = gv, onde v,vy € V. Entdo, v = gv = 1gv = 17 gv = (v5 g7 )gv = vy
é simétrica, vy, v € V71 = V. Logo, v € Vv e 1l = v~ 'v € Vo, donde x € St[1,Ry] e,
assim, St[1, Ly| C St[1,Ry]. Logo, St[1,Ry| = St[1, Ly].

Agora, se x € V2, existem vj,v, € V tais que £ = vivy. Assim, x € Vv, e, como
V é simétrica, v,t € V7! =V, logo, 1 = vy'vy € V. Donde x € St[1,Ry] e, assim,
V2 C St[1,Ry]. Portanto, St[1,Ry| = St[1, Ly]| = V2.

2. Se x € St[gy, Ry], existe g € G tal que z,g0 € Vg. Dai, x = vg e gy = vpg, onde
v,v9 € V. Logo, x = vg = v(vy ' g0) = (vvy ') go. Perceba que voy' € V2 poisv, ' € V1=V,
Assim, pelo item anterior vvy ' € St[1, Ry] e, portanto, z = (vvy')go € St[1, Ry]go. Desse
modo, St[gy, Rv] C St[1, Rv]go.

Agora, se x € St[1,Ry]go, pelo item anterior, existem wvy,vo € V tais que = v1v20o.
Assim, x € V(vag0) e como V é simétrica, v,' € V™! =V, daf go = v; ' (vago) € V(v290).
Dessa forma, x € St[gg, Ry|. Portanto, St[go, Rv] = St[1, Rv]|g0 = V?go.

3. Segue de maneira analoga ao item anterior. O

Teorema 3.5.2. Seja G um grupo topologico e V a familia de vizinhangas simétricas abertas
da identidade de G. Para cada V €V defina Ry e Ly como na proposi¢ao anterior. Entao
Or ={Rv;V €V} e O = {Ly;V € V} sao familias admissiveis de coberturas abertas de
G.

Demonstragao:

Faremos a demonstracao para a familia de coberturas Og, o caso de Oy, é analogo.

Seja Ry € Or. Por GT1, temos que existe V € V tal que V2 C U. Entao, Ry < %RU.
Com efeito, sejam Vg, Vo € Ry tais que Vg NV gy # (. Entao existe g € Vg N V. Se
x € Vg, existem v,v; € V tais que 7 = vg; e g = v1g1. Logo, * = vg; = v(v] 'g) = (vo;')g.
Como V é simétrica v;' € V™! =V, dai, vo;* € V2 C U. Assim, x = (vv;')g € V3¢ C
Ug. Logo, Vg1 C Ug € Ry. De forma andloga se mostra que Vg, C Ug € Ry. Entao,
Vg UVgy, CUg € Ry e, portanto, Ry < %RU.

Agora, sejam Ry, , Ry, € Or. Por T2, Uy NU; € V, entao por GT1 existe V € V tal que
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V2% C U;NU,, mas como cada elemento de V contém 1, temos que V' C V2, logo, V C U;NUs.
Desse modo, Ry < Ry, e Ry < Ry,.
De fato, seja Vg € Ry. Como V C Uy NU, C Uy, temos que Vg C Uyg € Ry,, donde

Ry < Ry,. Da mesma maneira se mostra que Ry < Ry,.

Assim, Op satisfaz as condicoes 1 e 3 da Definicao 2.1.2. Para provar a condi¢ao 2
utilizaremos o Lema 2.1.3. Seja K C G um compacto e A C G um aberto tal que K C A.
Note que para cada x € K, o aberto Y, = Az~! contém 1. Logo, U, = Y,NY, ! € V. Entao,
por GT1 existe V, € V tal que V2 C U,. Entao, Ry, € Og, ¢ tal que St[z,Ry,] C A. De
fato,

Stlr,Ry,] =V2e C U =Y, NY, Nx C Vo= (Az o= A
Logo, todas as hipdteses do lema 2.1.3 estao satisfeitas. Assim, existe Ry € Og tal que
St[K, Rw] C A.

Portanto, Or é uma familia admissivel de coberturas abertas de G. O

Definicao 3.5.3. Seja G um grupo topologico. As familias de coberturas Or e Op definidas
no teorema acima sao chamadas familia admissivel a direita e familia admissivel a

esquerda, respectivamente.

A seguir, vejamos alguns resultados envolvendo grupos topoldgicos e sua estrutura ad-
missivel. Faremos forte uso das propriedades sobre as estrelas da Proposicao 3.5.1. Os resul-
tados que abordarem apenas a familia admissivel a direita também podem ser verificados de

forma andloga para a familia admissivel a esquerda.

Proposicao 3.5.4. Seja G um grupo topologico munido da familia admissivel a direita e

g € G. As translagoes E, e D, sao uniformemente continuas.

Demonstracao: Primeiramente verifiquemos para a translacao a esquerda. Seja Ry € Og

e tome Ry € O, onde U? C g~V g. Dessa forma, para x € G,
E,(St[z, Ry)) = E,(U%z) = g(U?z) C g(g~'Vgx) C V*(gz) = VZE,(x) = St[Ey(x), Rv]

Donde segue que £, ¢ uniformemente continua.
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No caso da translacao a direita, para Ry € Og temos que para todo = € G,
Dy(Stlz,Rv]) = Dy(VZx) = (VZz)g = V*(xg) = V2Dy(x) = St[Dy(x), Rv]

Logo, D, também ¢ uniformemente continua. a

Proposicao 3.5.5. Sejam G e H grupos topoldgicos ¢ Or(G), Or(H) suas respectivas
familias admissiveis a direita. Se ¢ : G — H € um isomorfismo topoldgico, entdo ¢ € lips-

chitziana com respeito a Or(G) e Or(H) e, consequentemente, é uniformemente continua.

Demonstragao: Primeiramente observe que se U ¢ uma vizinhanca aberta e simétrica da
identidade de G, entdo ¢(U) é uma vizinhanca aberta e simétrica da identidade de H. De
fato, como ¢ é isomorfismo e 1g € U temos que 1y = ¢(1g) € ¢(U) e mais, visto que ¢
é homeomorfismo temos que ¢(U) é um aberto de H. Agora, se y € ¢(U)™!, tem-se que
y = ¢(u)~! para algum u € U. Sendo ¢ isomorfismo temos que y = ¢(u) ™' = ¢(u~'). Logo,
y € ¢(U™'), mas sendo U simétrico temos que y € ¢(U') = ¢(U). Logo, ¢(U)™ C ¢(U).
Por outro lado, se y € ¢(U), y = ¢(u) para algum v € U. Mas como U é simétrico,
u = ' ~" para algum v’ € U. Daf, y = ¢(u' "), e como ¢ é isomorfismo ¢(u' 1) = ¢(u')~".
Dessa forma, y = ¢(u')~' € ¢(U)~!, donde segue que ¢(U) C ¢(U)~" e, assim, ¢(U) é uma
vizinhanga aberta e simétrica da identidade de H.

Desse modo £ : Or(G) — Or(H) dada por L(Ry) = Ry w) fica bem definida. Mostremos

que L é a correspondéncia de Lipschitz.

Seja Ry € Og(H). Como a inversa de um isomorfismo é um isomorfismo temos que
¢~1(V) é uma vizinhanca aberta e simétrica da identidade de G. Assim, R4-1(vy € Or(G) e
¢ tal que L(Ry-1(v)) = Ry < Ry.

Agora, sejam = € G e Ry € Or(G). Entao ¢(St[xr, Ry]) = ¢(U?z) = ¢(U?)é(x). Sendo
¢ isomorfismo temos que ¢(U?) C ¢(U)?. Logo,

¢(Stlr, Ru]) C (U)*(w) = St[¢(x), Row)] = St[z, L(Rv)]

Portanto, ¢ ¢ lipschitziana com respeito & Or(G) e Or(H). 0
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O préximo resultado pode ser facilmente demonstrado fazendo uso da composicao de
aplicacoes continuas, como feito no Exemplo 3.1.7. Apresentaremos uma outra demonstracao

que ilustra o uso das propriedades de um grupo topoldgico admissivel.

Proposicao 3.5.6. Seja X um espaco topoldgico admissivel com familia admissivel de co-
berturas abertas O e G um grupo topoldogico com a familia admissivel Og. Se f: X — G e

g : X — G sao funcoes continuas, entao
1. fg: X — G, definida por fg(x) = f(x)g(x), é continua.

2. f71: X — G, definida por f~(z) = f(z)7", € continua.

Demonstragao:

1. Sejam x € X e Ry € Og. Por GT3 temos que f(z) 'V f(xz) € V. Logo, por GT1
existem Uy, Uy € V tais que UF C V e U2 C f(z) 'V f(z).

Como f e g s@o continuas, existem U;,U; € O tais que se y € Stlx,Uy], f(y) €
Stlf(x), Ru,] e se y € Stfx, Us], g(y) € Stlg(x), Rus].

Como X é admissivel, existed € O tal queld < Uy eUd < Us. Dessa forma, se y € St[z, U],
entao fg(y) € St[fg(z), Rv].

De fato, seja y € St[z,U]|. Entao y € St[z,U] e y € St[x,Us], pois U < Uy,Us. Logo,
f(y) € St[f(x), R, ] e g(y) € Stlg(x), Ru,]. Assim,

fa) = f()g(y) € St[f(z), Ru,|Stg(x), Ru,] = U f(x)Usg(x) C V f(x)f(x) 'V f(z)g(x)

Donde temos que fg(y) € VV f(z)g(zx) = V2f(z)g(x) = VZfg(x) = St[fg(z), Rv].
Portanto, fg é contiua.

2. Sejam z € X e Ry € Or. Tome U € V tal que U? C f(x)Vf(z)"'. Como f
¢ continua, existe U € O tal que se y € Stlz,U], f(y) € St[f(x),Ry]. Desse modo, se
y € St U], temos que f-(y) = ()" € (Stf(x), Ru))~" = (U2F(2)~* C fla) (U

Como U é simétrico, (U?)~! = U?. Dal,

F W) =) € flo) ' (U)" = f2)7'U* C f2) " f@)V ()™
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Logo, f~Hy) € Vf(x)™' = Vfz) c Vif Y x) = St[f'(z),Rv]. Portanto, f~! é

continua. 0

No caso em que o grupo topolégico é compacto as funcoes fg e f~! definidas acima
sao uniformemente continuas quando f e g sao uniformemente continuas. Para provar este

resultado precisaremos do seguinte lema que se encontra em [2] pagina 34:

Lema 3.5.7. Seja G um grupo topologico compacto e V a familia de vizinhancgas abertas
simétricas da identidade de G. Entdo, para cada V €V, existe U € V tal que gUg™' C V,
para todo g € G.

Demonstragao: Seja V € V. Tome W € V tal que W3 C V. Tal W existe pois, por
GT1 existe W' € V tal que W'2 C V. Assim, novamente por GT1, existe W € V tal que
W2 c W'. Dessa forma, W =W*W CcWW CWW2cWW =W?2cV.

Sendo G compacto, a cobertura {Wg},ee admite subcobertura finita, digamos, {Wg; }i=1,_n.

Note que, por T2 e GT3, U = ﬂgi_leZ- ev.
i=1
Agora, tome g € G. Entao g = wg;, onde j € {1,...,n}. Dai,

gUg™ ! = ngUgj_luf1 C ng(gj_lVng)gj_luf1 =wWwtcWicVv

Proposicao 3.5.8. Seja X um espaco topoldgico admissivel com familia admissivel de co-
berturas abertas O e G um grupo topoldogico compacto com a familia admissivel Ogr. Se

f: X —=>Geg: X — G sao fungoes uniformemente continuas, entdao
1. fg: X = G, fg(x) = f(x)g(x), € uniformemente continua.
2. f71: X = G, f(z) = f(x)7!, € uniformemente continua.

Demonstragao:

1. Seja Ry € Og. Pelo lema anterior, existe U € V tal que U C g~V ¢, para todo g € G.

Dessa forma, existem Uy, U € V tais que UZ C V e Ui C U.
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Sendo f e g uniformemente continuas, existem Ui, U, € O tais que f(St[x,U;]) C
St[f(x)vRUJ e g(St[:E?uﬂ) - St[g<x>7,R'U2]7 para todo z € X.

Como X é admissivel, existe U € O tal que U <U; e U < Uy. Agora, seja x € G e tome
y € St[x,U]. Entao,

fay) = f()gy) € St[f(x), Ru,1Stg(x), Ru,] = UL f(2)Usg(x) C V f(z)Ug(x)
Assim,
fo(y) € V(@) Ug(x) CVf(x)f(x) 'V f(x)g(z) =VV[(x)g(z) =V?fg(z) = St[fg(x), Ry]

Portanto, fg é uniformemente continua.

2. Seja Ry € Op etome U € V tal que U C ¢gVg !, paratodo g € G, e U €V
tal que U'? C U. Como f é uniformemente continua, existe 4 € O tal que f(St[z,U]) C
St[f(z), Ry], para todo x € X. Entao, para z € X, se y € St[z,U| temos que

F7Hy) = Fy) € (Stf (), Ry )™ = (U f ()™ = f(2) ' (U?) ™ = fa) U C f2)"'U
Dai,
) € f@) U C fla) @)V f(2) " =V f(2) =V Hz) Vi H(a) = St[f ' (2), Ry]

Portanto, f~! é uniformemente continua. 0

Observe que se o grupo topologico G é abeliano a proposi¢ao acima se mantém verdadeira.

Proposicao 3.5.9. Seja X um espaco topologico admissivel com familia admissivel de cober-
turas abertas O e G um grupo topoldgico abeliano com a familia admissivel Ogr. Se f : X — G

e g: X — G sao fungoes uniformemente continuas, entao

1. fg: X =G, fg(z) = f(x)g(z), € uniformemente continua.
2. f71 X = G, f(z) = f(x)7t, € uniformemente continua.

Demonstragao:

48 -



3.5 Aspectos admissiveis em grupos topoldgicos 49

1. Seja Ry € Og. Tome Uy, Uy € V tais que U CV e Ui C V.

Sendo f e g uniformemente continuas, existem U;,Us € O tais que f(Stlx,U;]) C

St[f(x), Ry,] e g(Stlx,Us]) C St[g(x), Ry,], para todo z € X.

Como X ¢é admissivel, existe U € O tal que U < Uy e U < Us. Agora, seja € G e tome
y € St[x,U]. Entao,

fa(y) = f(y)g(y) € Stlf(x), Ru,]Stf(2), Run] = Ui f(2)U3g(x) C V f(2)Vg(x)

Ja que G é abeliano, V f(z)Vg(z) = VV f(z)g(x). Logo, fgly) € VV f(x)g(x) =
V2f(z)g(x) = St[fg(x), Ry]. Portanto, fg é uniformemente continua.

2. Seja Ry € O e tome U € V tal que U? C V. Como f é uniformemente continua,
existe U € O tal que f(St[x,U]) C St[f(z), Ry], para todo x € X. Entdo, para z € X, se
y € St[z,U] temos que

) = fly)~ € (Stlf(2), Ru]) ™" = (U*f(2)™" = f2) " (U*) " = f(2)"'U*

E como G ¢ abeliano, f(z)™'U? = U%f(z)~'. Logo, f~'(y) € U*f(z)' c Vf(x) C

V2=l (x) = St[f~(z), Ry|. Portanto, f~! é uniformemente continua. 0

Proposicao 3.5.10. Um grupo topologico G admite um sistema Ogr-compativel forte.
Demonstracao: Considere em F = {F C G;1 € F} a relagao de pré-ordem:

I < F, & existe g € G tal que F} C Fyg

Defina o : G x G — F por o(g,h) =N{Vx;VeV,z € V,gh™t € Vz} ec:V — O por
s(V) = Ry. Entao o sistema (o,¢,V, F) é Og-compativel forte.

De fato, o estd bem definida pois como cada V' € V é simétrico, 1 = 2712 € V quando
x € V. Agora, sejam V € Ve g e G. Se h € St[g,s(V)] = St[g, Ry], entdo g € Stlh, Ry| =
V2h. Dai, gh' € V2. Logo, gh~! € Vu, para algum x € V e, pela definicio de o,
tem-se que o(g,h) C Vzx, o que implica que o(g,h) < V, donde h € B,(g,V). Assim,
Stlg,<(V)] C Bs(g,V).
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Por outro lado, se h € B,(g,V), o(g,h) <V, ou seja, o(g,h) C Vy, para algum y € G.
Dessa forma, 1 € Vy. Donde, y = v~!1, para algum v € V. Sendo V simétrica temos que
y=v'teV =V, Assim, gh™' € o(g,h) C Vy C V2 Dai, hg~! = (gh')™t € (V)1 =
V2. Logo, h € Vg = St[g, Rv] = St[g,<(V)]. Assim, B,(g,V) C St[g,s(Rv)].

Logo, St[g,s(Rv)] = By(g,V).

Agora, para Ry € Og, tome V € V. Entao ¢(V) = Ry = Ry.

Portanto, o sistema (o,¢,V, F) é Or-compativel forte. O

Um outro sistema compativel sobre um grupo topolégico G é obtido se definirmos o da

proposi¢ao anterior por o(g,h) = {1,hg™'}.

3.6 Acoes de grupos

Nesta secao estudaremos as agoes de grupos no contexto topolégico quando o grupo envolvido

for um grupo topologico.

3.6.1 Descricao algébrica

Definicao 3.6.1. Uma acao a esquerda de um grupo G num conjunto X € uma func¢ao a

que associa a cada g € G uma aplicagao a(g) : X — X que satisfaz:

1. a(l) = Idx, isto ¢, a(1)(x) = (x), para todo z € X.
2. a(gh) = a(g) o a(h), para todo g,h € G.

Uma agao a direita € definida de forma andloga substituindo a propriedade 2 por a(gh) =
a(h)oa(g). Quando tal fungao existe, diremos que G age a esquerda (ou a direita) sobre

X.

Essas propriedades garantem que cada a(g) é uma bijegao, pois a(g) o a(g™!) = Idx =

a(g™') o a(g). Isto nos possibilita definir acao & esquerda como sendo um homomorfismo
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a: G — B(X), onde B(X) é o grupo das bijegdes de X com a operacao da composigao de
funcoes.
De forma alternativa, uma acao a esquerda é definida como sendo uma aplicacao ¢ :

G x X — X satisfazendo

1. ¢(1,z) = x, para todo = € X.

2. ¢(gh,x) = ¢(g,d(h,x)), para todo g,h € G e todo = € X.

Repare que a(g) é a aplicacao ¢ quando a primeira coordenada é fixada, ou seja, a(g) = ¢,
onde ¢, : X — X é dada por ¢,(z) = ¢(g, ). Outra aplicagao associada a ¢ é obtida fixando
r € X, isto é, ¢, : G — X, ¢.(9) = &(g9,2) = alg)(x).

Normalmente na teoria de agao de grupos os simbolos a ou ¢ sao omitidos. Assim, uma
acao & esquerda escreve-se apenas g(z), ¢ - ¢ ou gz ao invés de a(g)(z). Com essas notagoes

uma ac¢ao a esquerda satisfaz:

1. 1x = x, para todo = € X.

2. (gh)z = g(hz), para todo g,h € G e todo = € X.

No que se segue serao tratadas apenas acoes a esquerda, visto que se a ¢ uma agao a
~ . ~ / _ s ~ N . .
esquerda de G em X, entao a aplicagdo a (g) = a(g~!) é uma agao a direita.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.6.2. Para o grupo G = (Z,+) e o conjunto X = R, ¢(n,z) = n+ x é uma acao
de Z em R

Exemplo 3.6.3. O grupo Gl(n,R) das matrizes inversiveis com entradas reais age sobre R"
pela agao candnica ¢(A,x) = Az, onde o x do segundo membro é a matriz coluna cujas

entradas sao as coordenadas de x.

Exemplo 3.6.4. Seja G um grupo e H C G um subgrupo de GG. Denote por G/ H o conjunto
das classes de equivaléncia da relacao de equivaléncia em G em que z ~ y & y ‘o € H.
Note que a classe de equivaléncia de x € G é o conjunto 2 H. Desse modo, ¢(g, xH) = (gz)H

¢ uma acao de G em G/H.
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A seguir veremos algumas defini¢coes e resultados classicos da teoria de acao de grupos

que nos serao uteis ao longo do capitulo.

Definicao 3.6.5. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Dado x € X, definimos

sua 6rbita por G como sendo o conjunto Gz = {gx € X; g € G}.

De forma mais geral, se A C G, entao Ax = {gx;g € A}, isto é, Ax = ¢,(A).

Observacao 3.6.6. Cada orbita € uma classe de equivaléncia sequndo uma relagao de equi-
valéncia em X dada por: x ~y < dg € Gy = gx. Assim, duas orbitas ou sao disjuntas ou

coincidem.

Definigao 3.6.7. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Um subconjunto B C X €
dito ser G-invariante se gB = {gb;b € B} C B para todo g € G.

Observacao 3.6.8. Um conjunto G-invariante B é uma unidgo de orbitas. De fato, se B é

G-invariante, Gb C B, para todo b € B. Logo, U Gb C B. Por outro lado, B C U Gb.
beB beB

Definigao 3.6.9. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Dado, v € X, o conjunto

G, dos elementos de G que fixam x, isto €,
G, ={g € G;gz =z}
¢ chamado estabilizador de =.

Observacao 3.6.10. O estabilizador de x € X € um subgrupo de G, pois para quaisquer
g,h € Gy, (gh)x = glhz) = gv = x e lx = x. Assim, gh € G,. E como a(g™') = a(g)™!,
tem-se que g~ 'x = x quando gr = x.

Dessa forma, o estabilizador de x também é chamado de subgrupo de isotropia de x.

Proposicao 3.6.11. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Se para x,y € X existe

g € G tal que y = gz, entio G, = gG,g™" .

Demonstragao: Por definicao h € G, se, e s6 se, h(gx) = gz, pois y = gz. Aplicando ¢g~*
a esta igualdade temos que ¢! (h(gx)) = g '(gz). Donde, (¢ hg)x = (¢7'g)r = 1z = =.
Logo, (g7 thg) € G, e, assim, h € gG,g~ ' se, e somente se, h € gG,g~ . O
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Definicao 3.6.12. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X.

1. A agdo € dita efetiva se ﬂ G, ={1}.

rzeX

2. A agao € dita livre se G, = {1}, para todo © € X.

3. A acdo € dita transitiva se para todo par de elementos x,y € X existe g € G tal que

y = gz.

Proposicao 3.6.13. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um conjunto X e tome

x € X. Entao a aplicagio &, : G/G, — X, &.(9Gy) = gz, € uma bijecao.

Demonstracao: Note que £, esta bem definida, pois se g1 e ¢go estao na mesma classe temos
que
901G = 02Ge < 951 € Go & (95 ' g1)1 = 2 & 17 = gout
Pela volta das equivaléncias, &, também ¢é injetora.
Agora, seja y € X, como a acao é transitiva existe g € G tal que y = gx. Logo ¢G, €
G /G, é tal que &,(9G,) = y. Donde, £, é sobrejetora.

Portanto, &, é uma bijecao. O

Observacao 3.6.14. A identificacao acima se aplica de imediato as orbitas de uma acao
¢: G x X = X qualquer, pois para x € X, ¢ : G x Gz — Gz, ¢(g9,y) = ¢(g,y), € uma agdo
transitiva sobre Gz. Dessa forma, através da proposi¢ao anterior, podemos identificar G /G,

com Gzx.

3.6.2 Acoes continuas
Agora comegaremos o estudo das agdes num contexto topoldgico.

Definicao 3.6.15. Seja G um grupo topologico e X um espaco topologico. Uma acdao de G

em X é continua se a aplicacio ¢ : G x X — X, ¢(g,x) = gz, € continua.
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Se H C G é um subgrupo, a restricao da acao a H é uma acao de H. Tomando a topologia

do subespaco, a restricao de uma acao continua também é continua.

No caso de uma agao continua as aplicagdes parciais, ¢, : G — X, ¢.(9) = gz, e
by 1 X = X, ¢y(x) = gz, sao continuas. Além do mais, como a(g) = ¢, e a(g)~' = a(g™?),

temos que para cada g € G, a(g) = ¢, : X — X é um homeomorfismo de X.

Proposicao 3.6.16. Seja G um grupo topologico e X um espago topolégico de Hausdorff.
Se uma acao ¢ de G em X € continua, entdo o subgrupo G, € um fechado de G para todo

reX.
Demonstracao: Repare que para qualquer x € X,

Go={9€Ggr=1}={g9€G¢(g,2) =2} = ¢, ({z})

Como X ¢é Hausdorff e ¢ é continua temos que {z} é fechado e ¢, é continua. Logo,

G, = ¢, ({x}) é um fechado de G. 0

3.6.3 Espacos quocientes

Nesta segao veremos algumas propriedades no contexto topoldgico do conjunto G/H apre-

sentado no Exemplo 3.6.4.

Em geral no quociente de um espaco topolégico por uma relacao de equivaléncia se define

a seguinte topologia:

Definicao 3.6.17. Sejam Y um espaco topologico e ~ uma relacdo de equivaléncia em Y .
Denote por Y/ ~ o conjunto das classes de equivaléncia de ~ e por Y — Y/ ~ a aplicagao
sobrejetora canonica que a cada y € Y associa sua classe de equivaléncia. A topologia
quociente em Y/ ~ € aquela em que um subconjunto A CY/ ~ é aberto se, e s6 se, 7' (A)

¢ aberto em Y. De forma equivalente F C Y/ ~ € fechado se, e s6 se, 7~ (F) € fechado em

Y.

A continuidade, em relacao & topologia quociente, de fungoes definidas em Y/ ~ pode ser

verificada através da seguinte proposicao:
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Proposicao 3.6.18. Sejam Y e Z espacos topolégicos em que Y estd munido da relagao de
equivaléncia ~. Entao, uma aplica¢io f : Y/ ~— Z € continua, se e somente se, form :

Y — Z € continua.

I

Demonstragao: Suponha que f é continua. Pela definicao de 7 e da topologia quociente,
temos que 7 continua. Assim, a composicao f om é continua. Reciprocamente, suponha que
fom é continua e tome A C Z um aberto. Entao (f om) ' (A) = 7n7'(f~1(A)) é aberto em

Y. Logo, pela definigao da topologia quociente, temos que f~!(A) é aberto em Y/ ~. O

Observe que a sobrejetividade de 7 nos garante que a reciproca do resultado anterior é

valida no caso de aplicagoes abertas.

Proposigao 3.6.19. Sejam G um grupo topolégico, H C G um subgrupo de G e 7w : G —

G/H a proje¢ao canénica. Entao m € uma aplicagao aberta em relagao a topologia quociente.

Demonstragao: Tome A C G aberto em G. Entdao, n71(7(A)) = AH = U Ah. Sendo

heH
G grupo topoldgico, as translagoes sao homeomorfismos, dessa forma Ah é aberto para todo

h € H. Assim, 77!(m(A)) é aberto em G e, portanto, m(A) é aberto em G/H. O

Fazendo uso da proposicao anterior, é mostrado em [11] que G/H admite uma familia
admissivel de coberturas abertas quando G é localmente compacto e H um subgrupo fechado
de G. A seguir, utilizaremos a Proposigao 2.1.4 para verificar que a admissibilidade de G/H

se mantém sem a necessidade da compacidade local de G e sem a necessidade de que H seja

fechado.

Proposicao 3.6.20. Seja G um grupo topoldgico e H C G € um subgrupo de G. Entao G/H

com a topologia quociente é um espago topologico admissivel.
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Demonstracgao: Sejam V o sistema de vizinhancas abertas e simétricas da identidade de
G, Og a familia admissivel de G a direita e 7 a proje¢do canonica de G em G/H. Como
7 & sobrejetora e aberta Py = {n(Vg);g € G} é uma cobertura aberta de G/H para todo
V € V. Defina O, = {Py;V € V} e mostremos que O, é uma familia admissivel de
coberturas abertas de G/H.

Seja Py € O, e tome U € V tal que Ry < %RV. Entao Py < %PV. De fato, se y €
m(Ug) Nm(Ugs), entao §J = m(uirg1) = 7(uzg2), onde uy,us € U. Assim, (uag2) H(uig1) € H,
logo, u191 = (u2g2)h para algum h € H. Dessa forma, uyg; € Ugy NUgsh e como Ry < %RV
temos que Ug UU (goh) C Vg para algum g € G. Assim, 7(Ugy )Ur(Ugah) C 71(Ug1UU goh) C
m(Vg). Agora note que como h € H e H é subgrupo de G, n(Ugah) = w(Ugs). Logo,
Py < 3Py.

Para Py, Py € O, temos que VNU €V e assim Pyry < Py e Pyru < Pu.

Finalmente, mostremos que {St[z,U];U € O,} é uma base de vizinhangas em cada T

pertencente a G/H.

Pela definicao de estrela é claro que St[Z,U]| é uma vizinhanca de T qualquer que seja
U € O,. Seja W C G/H uma vizinhanca de T € G/H. Entao existe A C G/H aberto
tal que T € A C W. Como 7 é sobrejetora existe x € G tal que m(x) = T e da definigao
de aberto da topologia quociente temos que 7 1(A) é um aberto de G tal que x € 7~ 1(A).
Desse modo, existe Ry € O tal que z € St[z,Ry] C 7 '(A). Entao Py € O, é tal que
T € St[z,Pv] € W. Com efeito, seja g € G tal que T € 7(Vyg). Entdo T = m(vg) para
algum v € V, mas como T = 7(z) temos que (vg) 'z € H, donde z = (vg)h para algum
h € H. Assim, z € Vgh e como St[z, Ry] C 7~ (A) temos que z € Vgh C 7~ '(A). Logo,
T =m(x) € m(Vgh) = n7(Vg) C m(r7*(A)) C A C W. Assim, T € St[z,Py] C A C W.
Logo, {St[z,U];U € O,} é uma base de vizinhancas em T e, portanto, G/H é um espagco

topoldgico admissivel. O

Em geral a projegao canonica nao é uma aplicacao fechada. Por exemplo, se G = (R?, +),
H={0} xReF ={(z,tg(x)) € R*x € (—5,5)} entdo n(F) nao é fechado.

Mas se H for compacto, entao m é uma aplicacao fechada. Para provarmos esse resultado
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faremos uso da seguinte proposicao:

Proposicao 3.6.21. Seja G um grupo topolégico. Se K C G é compacto e F' C G € fechado,
entio FK € fechado.

Demonstragao: Seja V(1) a colecao de todas a vizinhangas abertas da identidade de G.
Primeiramente mostremos que se FNK = (), entao existe V € V(1) tal que FNVK = (). Com
efeito, se z € K, entdao x pertence ao aberto G\ F, logo (G'\ F)z~! € V(1). Por GT1 existe

W, € V(1) tal que W2 C (G \ F)z™*. Sendo K compacto a cobertura aberta K C U W,z
zeK

admite subcobertura finita, digamos, K C U Wy, z;. Por T2 temos que V' = ﬂ W,, € V(1).

=1 =1
Vejamos que tal V' é a vizinhanca procurada.

Seja x € K, entdao x € Wy, x; para algum j € {1,2,...,n}. Assim,
Vo CWew CWo, Wo,;5 = W:ijj - (G\F)xj_lxj =G\ F

Logo, FNVK = ).
Provemos agora que FK é fechado. Sejay € G\ FK, entao F NyK~' = (). Mas sendo
K compacto, yK ! é compacto, dessa forma existe V € V(1) tal que FNVyK ! = (), assim

FKNVy = 0. Logo, Vy é um aberto contendo y tal que Vy C G\ FK, donde segue que
F K ¢é fechado. O

Proposicao 3.6.22. Sejam G um grupo topologico, H C G um subgrupo compacto de G e
7 : G — G/H a projecdo candnica. Entdo m € uma aplicagao fechada em relag¢ao a topologia

quociente.

Demonstragao: Seja F' C G fechado. Entao n~'(n(F)) = FH é fechado pela proposigao

anterior. O

A topologia quociente tem um bom comportamento em relagdo ao produto cartesiano de
grupos. Sejam (1 e G5 grupos topolégicos e Hy C G, Hy C Gy subgrupos. O cartesiano
Hy; x Hy é um subgrupo de G7 x Gy e o quociente (G7 x G)/(H; x Hs) se identifica a
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(G1/H,) x (Gy/Hy) através da bijecao
¢ (91, 92)(H1 X Hz) > (g1Hy, goHo)

Essa bijecao é um homeomorfismo em relacao as topologias quociente. Isso pode ser visto

pela definicao de topologia quociente e pelo seguinte diagrama comutativo:

G1 X Gg Id Gl X Gg

Trl lﬂ1><7r2

(G1 x Ga)/(H1 x Hy) —— (G1/H:) x (G2 H>)

onde (m X m)(g1,92) = (m1(91),m2(92)) e m ¢é a projecao canonica de G; em G;/H;,

i=1,2.

Proposicao 3.6.23. Seja G um grupo topolégico e H C G. A topologia quociente em G/H

¢ Hausdorff se, e somente se, H ¢ fechado.

Demonstracao: Suponha que G/H é Hausdorff. Entao {1H} = {H} é um fechado de G/H
na topologia quociente. Logo, 7~ *({H}) é fechado em G. Mas 7~ '({H}) = H. Logo, H é
um fechado de G.

Reciprocamente, suponha que H é fechado. Para mostrar que G/H é Hausdorff vamos
mostrar que a diagonal A = {(z,z) € G/HxG/H;x € G/H} é fechada na topologia produto
em G/H x G/H. Faremos isso mostrando que ¢~ '(A) é fechado em (G x G)/(H x H), onde
¢ é 0 homeomorfismo entre (G x G)/(H x H) e G/H x G/H. Assim,

(9.h) € 7 ((¢™)(A) & (9, h)(H x H) € 9~ (A) & gH = hil < (9,h) €7 ' (H)

Ondeq : GXxG — G é aaplicagao continua definida por g(x,y) = y~'z. Logo, 7' ((¢71)(A)) =
G '(H) e, como H é fechado, 7~'((¢7')(A)) é fechado em G x G.

Portanto, G/H é Hausdorff. O

Proposicao 3.6.24. Seja G um grupo topologico e H C G um subgrupo de G. A acao

o(g,xH) = (gx)H € transitiva e continua com respeito a topologia quociente.
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Demonstragao: Sejam p e 7 o produto de G e a projegao canoénica de G em G/H, respec-
tivamente. Considere ¢; o homeomorfismo entre (G x G)/({1} x H) e G/{1} x G/H dado
por ¢1((g, h)({1} x H)) = (g{1}, hH).

Repare agora que 7 : G/{1} = G, 7 (¢{1}) = g, é também um homeomorfismo. Dessa
forma ¢, : G/{1} x G/H — G x G/H, definida por ¢2(g{1},hH) = (g,hH) é um homeo-

. ~ ~ . /
morfismo, pois suas funcgoes coordenadas sao justamente m e Idg/g.

Chame de T a projegao candnica de G x G em (G x G)/({1} x H) e considere o homeo-

morfismo ¢ = ¢y 0 ;. Desse modo, temos o seguinte diagrama:

(G % G)/({1} x H)—=C/H

Note que (¢ o p)oT = mop, e como w e p sdao continuas, temos pela Proposigao 3.6.18
que ¢ o  é continua.

Portanto, ¢ = (¢ o ¢) o ! é continua.

Verifiquemos a transitividade de ¢. Para xH,yH € G/H, temos que yz~! € G é tal que
yH = ¢(yz~ ', xH). Logo, a acao ¢ transitiva. O

Quando o subgupo H é normal em G o quociente tem uma estrutura de grupo quando

munido da operagao (gH)(hH) = (gh)H e a projegao canoénica é um homomorfismo.

Com a topologia quociente GG/ H passa a ser um grupo topolédgico. Para ver que o produto
em GG/H é continuo basta aplicar os mesmos argumentos da demonstra¢ao acima para o

diagrama:
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Onde p ¢é a aplicagao produto de G/H e % o homeomorfismo entre (G x G)/(H x H) e
G/H x G/H.
No caso da continuidade da aplicac¢@o inversao 7 em G/ H basta usar a Proposi¢ao 3.6.18

no diagrama:

T

Pois Tom = 7o+ que é uma composicao de aplicagoes continuas.

3.6.4 Grupos compactos e conexos

Nesta secao serao demonstrados dois resultados tteis para verificar que certos grupos to-

poldgicos sao compactos ou conexos.

O primeiro diz respeito a compacidade. Na sua demonstragao sera utilizado a propriedade
da interse¢ao finita: um espaco topolégico K é compacto se, e s6 se, para uma familia F de

fechados que satisfaz a propriedade da intersecao finita, vale que ﬂ F # (). Sem perda de

FeF
generalidade podemos assumir que F é completa, isto é, fechada por intersecao finita de seus

elementos, pois a familia de todas as intersegoes finitas de elementos de F também satisfaz

a propriedade da intersecao finita.

Proposicao 3.6.25. Seja G um grupo topoldgico e H C G um subgrupo. Se H e G/H sao

compactos, entao G é compacto.

Demonstragao: Suponha que H e G/H sao compactos e seja F = {F,}acr uma familia
completa de fechados de G satisfazendo a propriedade da intersecao finita. Pela Proposicao
3.6.22 a projecao canoénica m de G em G/H é uma aplicagao fechada. Entao, m(F,) é um

fechado de G/H para todo « € L.

Note que a familia {7(F)}rcr também satisfaz a propriedade da intersecao finita, pois

T(FiNEN...NEy) Cr(Fy)Nna(Fy)n...0w(Fy).
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Assim, como G/H é compacto, ﬂ 7(F) # (). Entao existe g € G tal que gH € ﬂ m(F).
FeF FeF
Dessa forma, F' N gH # (), para todo F' € F. De fato, como gH € m(F) para todo F € F

existe a € F' C G tal que w(a) = gH, donde, aH = gH. Logo, a € gH e, assim, a € FFNgH.

Note que {F N gH} per é uma familia da fechados de gH satisfazendo a propriedade da
intersecao finita, pois (F1NgH)N...N(FyNgH) = (F1N...NEF,)NgH e ja que F é completa,
(FiN...NFy) eF. Logo, (FiN...NF,)NgH # 0.

Da compacidade de H temos que gH = E,(H) é compacto. Entao, (ﬂ F)ngH =
FeF

() (FngH)#9.

FeF
Logo, ﬂ F # () e, portanto G é compacto. O

FeF
A reciproca da proposicao acima vale se H é fechado pois todo fechado num compacto é
compacto e se G é compacto é claro que G/H é compacto ja que 7 : G — G/H é continua e

sobrejetora.

Proposicao 3.6.26. Seja G um grupo topoldgico e H um subgrupo de G. Se H e G/H sao

conexos, entio G € conexo.

Demonstracgao: Suponha por absurdo que existam A, B C G abertos disjuntos nao vazios
tais que G = AUB. Pela Proposigao 3.6.19 a projegao canonica 7 : G — G/H é um aplicagao
aberta. Logo, G/H = n(A)Un(B) e sendo ele conexo, devemos ter m(A)Nw(B) # (. Assim,
existe gH € G/H tal que gH € m(A) N w(B). Dessa forma, gH N A e gH N B sado abertos
disjuntos e nao vazios de gH.

Agora, repare que gH = GNgH = (AUB)NgH = (ANgH)U(BNgH) é uma separacao
de gH, o que é um absurdo pois, sendo H conexo, gH = E,(H) é conexo.

Portanto, G' é conexo. O

Veremos algumas aplicagoes destes resultados ao final da se¢ao seguinte.
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3.6.5 Homeomorfismo G/G, - X

Vimos na Proposicao 3.6.13 que uma agao transitiva de um grupo G sobre um conjunto X
estabelece uma bijegdo entre X e G/G,. No contexto topoldgico uma situagao ideal seria
poder indentificar o espaco topolégico X com G/G, através de &. Em geral isso nao é

possivel, veremos no Exemplo 3.6.28 que &, pode nao ser homeomorfismo.

Nesta secao estudaremos condigoes para que tal identificacao através de &, seja possivel.

Proposigao 3.6.27. Sejam G um grupo topologico, X um espago topologico e p : Gx X — X
uma agdo continua e transitiva de G em X. Fizex € X e considere a bijecio &, : G/G, — X,

&:(9GL) = gx. Entao, &, é continua em relagdo a topologia quociente.

Demonstragao: Note que para todo g € G, (§, o7)(g9) = &(gH) = gx = ¢(g,x) = ¢.(9g).
E como a acao ¢ é continua, ¢, ¢ continua. Logo, pela Proposicao 3.6.18, temos que &, ¢é

continua. O

Exemplo 3.6.28. Considere o grupo topolégico G = (R, +), onde R estd com a topologia
discreta 74, agindo sobre o espago topologico X = R com a topologia usual de R segundo a
agao ¢ : Gx X — X, ¢(g,z) = g+x. Temos que ¢ é transitiva, pois parax,y E R, y—x € G
é tal que y = (y — =) + x. Repare agora que Gy = {0}. Logo, & é a aplicacao identidade,

que nao ¢é aberta segundo as topologias tomadas.

O homeomorfismo G/G, — X serd provado para um grupo topoldgico separdvel e X um
espaco de Baire, isto é, a uniao enumeravel de subconjuntos de X com interior vazio ainda

tem interior vazio. Antes disso precisaremos de dois lemas.

Lema 3.6.29. Seja G um grupo topoldgico agindo sobre um espago topoldgico X através
de uma agao transitiva e continua e V(1) o congunto das vizinhangas abertas da identidade.
Suponha que exista xy € X tal que para todo U € V(1), o conjunto U - xy = (&, o m)(U)
contém xy em seu interior. Entao, &, € uma aplicacao aberta para todo x € X e, portanto,

um homeomorfismo.

Demonstracao: Primeiramente mostremos que £,, € uma aplicacao aberta. Seja V C G
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aberto e x € V - zy. Entao existe g € V tal que z = gx. Note que U = g1V € V(1), assim,
por hipétese, xg € int(U - x).

Como a acao é continua, ¢4(x) = gz é homeomorfismo, logo ¢,(zo) € int(¢y(U - xo)).
Agora, note que ¢4(U - x9) = g(U - x9) = (gU) - xp =V - wo.

Dessa forma, x € int(V - z¢) C V - xy. Logo, &, o ™ é aberta e, portanto, &,, é aberta.

Verifiquemos agora que &, é uma aplicacao aberta para todo z € X. Como a acao de
G em X é transitiva, para x € X, existe h € G tal que x = hzg. Dal, £,.(9G,) = gx =
g(hxzo) = (gh)zo = &4y ((gh)Gay) = (€x © D1)(gG.), onde Dy, : G/G, — G/G,, é dada por
Di(9Ga) = (gh)Go.

Como vimos, &,, é aberta, entdo é suficiente provarmos que D, é aberta. Chame de 7, a
projecdo canénica de G sobre G/G,. Entdo, (D), o 7,)(9) = Din(gG.) = (gh)G., = 7(gh) =
(70 Di)(9).

E j4 que 7 e D), sdo aplicacoes abertas, tem-se que Dy, o7, é uma aplicacio aberta, donde

D;, é uma aplicacao aberta e, portanto, &, é uma aplicacio aberta para todo = € X. O

Lema 3.6.30. Seja G um grupo topoldgico e V(1) a familia de vizinhangas abertas da iden-

tidade. Se D C G é um subconjunto denso e U € V(1), entdo G = U gU.
geD

Demonstragao: Seja x € G e tome a vizinhanca simétrica W = U NU~! c U. Como as
translacoes sao homeomorfismo, £W é um aberto de G e como D é denso, zW N D # ().
Logo, existe g € D NaW. Assim, x71g € W C U. Sendo W simétrico, g~lz € W1 = W.

Logo, * = g(g~'z) € gW C gU. Dessa maneira, G = U qgU. O
geD

Proposicao 3.6.31. Seja G um grupo topolégico separdvel e X um espaco topolégico de
Baire. Se uma ag¢do ¢ de G sobre X ¢é continua e transitiva, entdo as aplicagoes &, : G/G, —

X sao homeomorfismos.

Demonstragao: Tome 7o € X e U € V(1). Por GT1 existe V € V(1) tal que V? C U.
Assim, W =V NV~ € V(1) é uma vizinhanga aberta simétrica tal que W? C U. Pelo Lema

3.6.28 é suficiente mostrar que U - zy contém xy em seu interior.
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Seja {gn }nen 0 subconjunto denso e enumeravel de G. Pelo lema anterior G = U g W.
neN
J& que a acao é transitiva X = Gz para todo x € X. Assim, X = Gxy = U (guW - x0).
neN
Como X é espago de Baire e int(X) # 0 devemos ter int(g,,W - o) # 0 para algum

no € N. Entao, existe g € W tal que (gn,9)0 € int(gn,W - o).

J& que ¢, ¢(7) = gnygx é homeomorfismo, temos que
0 = Ggr o(Gneg0) € (B! (gneW - 20)) = int(g™" g (9o W - 0)) = int(g™ W - o)

Logo, g € int(¢g7'W - z5). Mas como g € W e W é simétrica, g~ € W. Assim,
g W c W2 cU. Donde, g 'W - zy C U - 7y. Portanto, zy € int(¢g~'W - zo) C U - x. O

A seguir vejamos alguns exemplos que fazem uso desse homeomorfismo bem como das

duas proposigoes da se¢ao anterior.

Exemplo 3.6.32. O grupo G = Gl(n,R) tem duas componentes conexas. A agao ¢ apresen-
tada no Exemplo 3.6.3 é continua pois é a restrigao da aplica¢ao continua M, (R) x R" — R™.
Temos que existem apenas duas 6rbitas: {(0,0,...,0)} e R™\ {(0,0,...,0)}.

De fato, G(0,0,...,0) = {g(0,0,...,0) e R";g € Gl(n,R)} = {(0,0,...,0)}. Agora, seja
r € R™ tal que x # (0,0, ...,0). Complete z & uma base {x,vy,...,v, 1} de R" e defina uma
matriz quadrada g de ordem n que tem nas suas colunas as coordenadas de x, vy, ..., U,_1,
respectivamente. Dessa forma, g € Gl(n,R) e ge; = x, donde e; = g~ 'z. Assim, ¢; € Gu,
logo, Gz € R"\{(0,0,...,0)}. Agora, se z € R"\{(0,0,...,0)} temos pelo mesmo argumento
acima que existe h € Gl(n,R) tal que z = he;. Assim, z = he; = h(g~'x) = (hg~1)z. Logo,
z € Gz , donde R™ \ {(0,0,...,0)} C Gz e, assim, Gz = R" \ {(0,0,...,0)}, para todo
x € R"™

Temos ainda que Gy = Gl(n,R) e que G, = {g € Gl(n,R);ge; = e1} é formado pelas

matrizes do tipo
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1 b
0

C
0

Onde b é uma matriz linha 1 x (n—1) e C' € Gl(n—1,R). Dessa, forma G., ¢ homeomorfo
aGln—1,R) x R* 1,
Portanto, pela Proposigao 3.6.31, Gl(n,R)/Ge, é homeomorfo a R™\{(0,0,...,0)} = Ge;.

As mesmas consideragdes valem para os subgrupos G1*(n,R) = {g € Gl(n,R);det g > 0}
e GI"(n,R) = {g € Gl(n,R);det g < 0} com a diferenca que se n = 1 devemos tomar R, no
lugar de R e a matriz C' tem determinante positivo no caso de G1™(n, R) e negativo no caso
de Gl (n, R).

Dessa forma, se n = 2, G1"(2,R)/G., é homeomorfo a R?\ {(0,0)} e, portanto, conexo.
Mas G, é homeomorfo & GI"(1,R) x R = R, x R que é cartesiano de conexos, logo, G, é

conexo. Assim, pela Proposicao 3.6.26, G1*(2,R) é conexo.

Agora suponha que G1™(n,R) é conexo e provemos que Gl (n + 1,R) é conexo. Como
R\ {0} é conexo, GI"(n + 1,R)/G., é conexo e como GI"(n,R) x R™ é conexo, G, é
conexo. Donde, pela Proposicao 3.6.26, temos que GI*(n + 1,R) é conexo.

Logo, GI*(n,R) é conexo para todo n > 1. E os mesmos argumentos valem para

G1™(n,R). Portanto G1*(n,R) e GI™(n,R) sdo as tnicas componentes conexas de Gl(n, R).

Exemplo 3.6.33. De maneira semelhante ao exemplo anterior o grupo
Sl(n,R) = {g € Gl(n,R);det g = 1} agindo pela agdo canonica em R"™ tem seus subgrupos
de isotropia homeomorfos a Sl(n — 1,R) x R*~!. E uma aplicagao da Proposigao 3.6.26 por

inducao permite provar que Sl(n,R) é conexo.

Exemplo 3.6.34. O subgrupo G = O(n) = {4 € M,(R); AA* = I} C Gl(n,R) é compacto.

Lembre que O(n) pode ser definido de duas outras formas alternativas:

O(n) = {A € My(R); (Az, Ay) = (z,9)}
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onde (-, ) é o produto interno canoénico de R™ e

O(n) = {A € M, (R); A leva bases ortonormais em bases ortonormais }

Vejamos quem sao as 6rbitas da acao continua ¢ : O(n) x R" — R", ¢(A,z) = Ax.

Seja | - | a norma em R™ proveniente do produto interno canonico e x € R™. Claramente
Gz C S, ={y € R" |y| = r}, onde r = |z|, pois para A € O(n), (Azx, Azx) = (x,z) o que
implica que |Az| = |z| = r.

Agora, seja y € S,. Extendendo u; = ﬁ e v = ﬁ a bases ortonormais {u,...,u,} e
{v1,...,v,} temos que Au; = v;, i =1,...,n, para algum A € O(n). Assim, Az = A(ruy) =
rAu; = rv; = y. Logo, y € Gx. Donde, Gz = S|, para todo z € R" e, assim, Ge; = Sn-t

Determinemos o conjunto G, = {A € O(n); Ae; = e1}. Se A = (a;;) € G, entdo

ajp =leay =az =...=a, =0. Ecomo AA® = I, temos que 1 + a2, + ...+ a3, =1,
donde aj3 = ... = ay, = 0. Assim A deve ser da forma
10 - 0
0
C
0

onde C' € O(n—1). Dessa forma, G., ¢ homeomorfo a O(n—1). E pela Proposigao 3.6.31
O(n)/G., é homeomorfo a S™~1.

Paran = 1, O(1) = {—1,1}, que é compacto. Agora suponha que O(n) é compacto e
provemos que O(n + 1) é compacto.

Como O(n +1)/G., é homeomorfo a S"*~1 = 8" O(n+1)/G,, é compacto e como G,
¢ homeomorfo & O(n +1 — 1) = O(n) temos que G,, é compacto. Assim, pela Proposi¢ao
3.6.25 temos que O(n + 1) é compacto.

Portanto, O(n) é compacto para n > 1.

Exemplo 3.6.35. Os mesmos argumentos do exemplo anterior permitem mostrar que as
érbitas de SO(n) = {A € O(n);det A = 1} também sao esferas. Nesse caso o estabilizador

de e; é homeomorfo a SO(n — 1). Dessa forma pode-se usar a Proposi¢ao 3.6.26 para provar
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por inducao que SO(n) é conexo.

Exemplo 3.6.36. Assim como nos exemplos anteriores pode-se provar que os grupos Gl(n, C)
e Sl(n,C) agindo sobre C™ sdo conexos. A diferenca aqui é que GI(1,C) = C\ {0} é conexo,
permitindo iniciar a indugdo. Da mesma forma os grupos U(n) = {A; A*A = AA* = [} e

SU(n) ={M € U(n);det M = 1} sdo compactos e conexos, respectivamente.
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CONCLUSAO

Vimos através do Teorema 3.5.2 que os grupos topologicos constituem uma nova classe de
espagcos topoldgicos admissiveis e, consequentemente pelo Teorema 2.1.8, uma nova classe de
espacos topologicos uniformizaveis. Fazendo uso da estrutura admissivel do espago permea-
mos o desenvolvimento das relacoes entre esses trés conceitos com defini¢oes de continuidade
uniforme e fungoes lipschitzianas, e nas Proposi¢oes 3.5.4 e 3.5.5 relacionamos estas defini¢oes

com aplicagoes classicas da teoria de grupos.
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