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Resumo

O principal objetivo desse trabalho é apresentar diferentes condições necessárias

e suficientes para que um automorfismo multiplicativo de uma álgebra de incidência

seja interno. Primeiramente é verificado que um automorfismo multiplicativo é in-

terno se e somente se o elemento multiplicativo da álgebra associado ao automorfismo

em questão for fracionário. Em seguida é apresentada uma condição necessária e su-

ficiente que considera o diagrama de Hasse do poset como um grafo direcionado com

pesos oriundos do automorfismo multiplicativo considerado. Por fim, é mostrado que

o quociente do grupo de automorfismos multiplicativos de uma álgebra pela inter-

seção desse grupo com o grupo de automorfismos internos da álgebra é isomorfo ao

primeiro grupo de cohomologia do poset da álgebra e alguns exemplos são fornecidos.

Palavras-chave: Álgebra de incidência, automorfismos multiplicativos, automorfis-

mos internos.



Abstract

The main goal of this work is to present different necessary and sufficient conditi-

ons for a multiplicative automorphism of an incidence algebra to be inner. Firstly it is

verified that a multiplicative automorphism is inner if and only if the element of the

incidence algebra associated to that automorphism is fractionary. In the sequence, it is

presented a necessary and sufficient condition which considers the Hasse diagram of

the poset as a directed graph having weights given by the considered multiplicative

automorphism. Finally, it is shown that the quotient group of the multiplicative auto-

morphisms of an incidence algebra over the intersection of that group with the inner

automorphisms of the algebra is isomorphic to the first cohomology group of the poset

of that algebra and some examples are provided.

Keywords: Incidence algebra, multiplicative automorphisms, inner automorphisms.



SUMÁRIO

Introdução 11

1 Preliminares 14

1.1 O Radical de Jacobson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Conjuntos Parcialmente Ordenados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 O Diagrama de Hasse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4 Funções que preservam ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Álgebra de Incidência 27

2.1 O Problema do Isomorfismo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2 Automorfismos e Teorema da Decomposição . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3 Automorfismos multiplicativos e internos 53

4 Homologia e Cohomologia de Conjuntos Parcialmente Ordenados 73

4.1 O primeiro grupo de cohomologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.2 Cálculo do primeiro grupo de cohomologia . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Bibliografia 93



INTRODUÇÃO

As álgebras de incidência foram primeiramente consideradas formalmente como

objeto de estudo por Rota em [18], mas o próprio Rota, nesse artigo, diz que a ideia

não é nova, remontando a trabalhos de Bell [3], Dedekind [8] e Ward [25] da década de

1930.

A motivação de Rota ao considerar álgebras de incidência foi obter uma sistema-

tização para determinar que tipos de problemas combinatórios de enumeração e con-

tagem poderiam ser resolvidos através de generalizações do princípio de inclusão-

exclusão. Após o trabalho de Rota, as álgebras de incidência passaram a ser objeto de

interesse de outros pesquisadores.

Uma álgebra de incidência de um conjunto parcialmente ordenado finito é sem-

pre isomorfa a uma subálgebra de uma álgebra de matrizes triangulares superiores.

Quando o conjunto é infinito, mas localmente finito, a álgebra de incidência conside-

rada sobre ele torna-se uma generalização bem comportada da álgebra de matrizes

triangulares superiores. Além disso, álgebras de incidência são isomorfas ao quoci-

ente de uma álgebra de caminhos cuja aljava (quiver) provém do diagrama de Hasse

do conjunto parcialmente ordenado.

Um dos problemas famosos sobre as álgebras de incidência é o problema do iso-

morfismo, cujo objetivo é determinar se o fato de duas álgebras de incidência serem

isomorfas implica que os posets (conjuntos parcialmente ordenados) de cada uma de-

las também o são. Esse problema foi amplamente estudado em diferentes contextos
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e sob diferentes hipóteses e, em todos os casos, a resposta foi positiva. Os resultados

relativos a esse problema podem ser encontrados em [2], [10], [11], [13], [16], [17], [22]

e [23].

Os automorfismos e involuções de uma álgebra de incidência também foram e têm

sido alvos de estudo. Os automorfismos foram abordados em [1], [7], [9], [14], [19],

[20], [22], dentre outros. As involuções foram estudadas em [5], [6], [21], dentre outros.

Tanto involuções como automorfismos podem ser decompostos como uma composi-

ção de três automorfismos: um interno, um multiplicativo e um induzido de um au-

tomorfismo (ou involução, dependendo do caso) do poset sobre o qual a álgebra está

sendo considerada. Embora tal decomposição, em geral, não seja única pois a inter-

seção entre o subgrupo dos automorfismos multiplicativos e o subgrupo dos internos

não seja trivial, o automorfismo (ou involução) induzido(a) de um automorfismo do

poset é único. Em [4], a fim de obter a classificação das involuções de uma álgebra de

incidência, é obtido o número de classes de equivalência no conjunto das involuções

de uma álgebra de incidência quando a equivalência é obtida via um automorfismo in-

terno. Se todo automorfismo multiplicativo é interno e o poset em questão admite uma

única involução, isso fornece todas as classes de equivalência das involuções da álge-

bra. Embora critérios para que um automorfismo multiplicativo seja interno fossem

conhecidos antes de [5], os mesmos não fornecem uma maneira prática de descobrir

se isso ocorre ou não, a não ser em alguns casos particulares. Em [5] é descrito como

obter essa informação a partir do diagrama de Hasse do poset sobre o qual a álge-

bra de incidência está sendo considerada. Em algumas referências, como [12] e [22],

aparece, implicitamente, a afirmação de que o quociente do grupo dos automorfismos

multiplicativos por sua interseção com os internos de uma álgebra de incidência fixa é

isomorfo ao primeiro grupo de cohomologia do poset, no entanto uma demonstração

explícita desse fato não é apresentada.

Esse trabalho teve, como principal objetivo, apresentar os resultados de [5], bem

como apresentar a demonstração da afirmação feita por Stanley e Khripchenko refe-

rente aos grupos de cohomologia do poset, além de apresentar o cálculo do primeiro

grupo de cohomologia para alguns posets notáveis.

A dissertação está organizada da seguinte maneira. No capítulo 1 são definidos

os objetos elementares e apresentados os resultados essenciais para a construção das
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álgebras de incidência. No capítulo 2 são apresentadas as álgebras de incidência e

também são apontados alguns dos principais resultados relativos a suas propriedades,

principalmente no tocante a seus automorfismos. No capítulo 3 são apresentados os

resultados de [5]. Por fim, no capítulo 4 é mostrado que o quociente entre o grupo

dos automorfismos multiplicativos e sua interseção com o grupo dos automorfismos

internos é isomorfo ao primeiro grupo de cohomologia do poset e são exibidos alguns

exemplos de cálculos explícitos desses grupos de cohomologia.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Este capítulo será dedicado aos conceitos essenciais e resultados importantes para

o estudo de álgebras de incidência, como o radical de Jacobson de um anel, conjuntos

parcialmente ordenados e seus diagramas de Hasse e isomorfismos entre conjuntos

parcialmente ordenados.

1.1 O Radical de Jacobson

Faremos uma breve revisão dos principais resultados sobre o radical de Jacobson

de um anel com unidade, pois muitos resultados sobre o radical de Jacobson de uma

álgebra de incidência serão utilizados posteriormente.

Definição 1.1. Seja R um anel com unidade. O radical de Jacobson de R, denotado por

J(R), é a interseção de todos os ideais à esquerda maximais de R.

Observação 1.2. O radical de Jacobson de um anel com unidade R é um ideal à esquerda de

R, uma vez que é a interseção de ideais à esquerda de R.

Proposição 1.3. Seja R um anel com unidade. Então, r ∈ J(R) se, e somente se, 1 − tr é

invertível à esquerda, para todo t ∈ R.
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Demonstração. Seja r um elemento de J(R) e seja M um ideal à esquerda maximal

qualquer de R. Então r ∈ M e, assim, tr ∈ M , para todo t ∈ R. Dessa forma, como

M 6= R, então 1 − tr /∈ M , para todo ideal à esquerda maximal M de R e para todo

t ∈ R. Considere o ideal à esquerda I gerado por 1− tr. Note que, se I 6= R, existe um

ideal à esquerda maximal M0 de R tal que I ⊂ M0. Mas dessa maneira 1 − tr ∈ M0,

com M0 ideal à esquerda maximal, o que é um absurdo. Logo I = R e, portanto, 1− tr

é invertível à esquerda, para todo t ∈ R.

Reciprocamente, seja r ∈ R tal que 1 − tr é invertível à esquerda, para todo t ∈ R,

e seja M um ideal à esquerda maximal de R. Então 1 − tr /∈ M , para todo t ∈ R.

Assim, 1 /∈ M + Rr e, portanto, M + Rr 6= R. Dessa forma, M ⊂ M + Rr 6= R e,

pela maximalidade de M , Rr ⊂ M . Portanto r ∈ M e, como M é um ideal à esquerda

maximal qualquer de R, segue que r ∈ J(R).

Proposição 1.4. Seja R um anel com unidade. Então J(R) é um ideal bilateral de R.

Demonstração. Basta mostrar que J(R) é um ideal à direita, pois sabemos que o mesmo

é um ideal à esquerda. Sejam s ∈ J(R) e r ∈ R. Para mostrar que sr ∈ J(R), pela

proposição anterior, basta mostrar que 1−usr é invertível à esquerda para cada u ∈ R.

Seja u ∈ R qualquer. Como J(R) é um ideal à esquerda, temos que rus ∈ J(R).

Pela proposição anterior, existe v ∈ R tal que v(1− rus) = 1, logo v = 1 + vrus. Assim,

temos que

(1 + usvr)(1− usr) = 1− usr + usvr − us(vrus)r = 1 + usvr − us(1 + vrus)r

= 1 + usvr − usvr = 1.

Portanto, 1− usr é invertível à esquerda, para todo u ∈ R e, assim, concluímos que

J(R) é um ideal à direita, como queríamos.

Exemplo 1.5. Se R é um corpo, então J(R) = (0), pois o único ideal maximal de R é

(0).
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Lema 1.6. Sejam R um anel com unidade e y ∈ R. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. y ∈ J(R);

2. 1− xyz é invertível em R, para quaisquer x, z ∈ R.

Demonstração. Note que, em (2), tomando z = 1, temos que 1 − xy é invertível em R,

para todo x ∈ R, então pela Proposição 1.3 temos a condição (1).

Reciprocamente, sejam y ∈ J(R) e x, z ∈ R quaisquer. Como, pela proposição

anterior, J(R) é um ideal bilateral de R, temos que yz ∈ J(R) e, assim, pela Proposição

1.3, existe u ∈ R tal que u(1 − xyz) = 1. Então u = 1 + u(xyz) = 1 − u(−xyz) e

como −xyz ∈ J(R) pela proposição anterior, segue da Proposição 1.3 que u também é

invertível à esquerda. Logo, u é invertível e, portanto, 1−xyz é um elemento invertível

de R, como queríamos.

Segue do item (2) do lema anterior que o radical de Jacobson de um anel R coincide

com a interseção de todos os ideais à direita maximais de R.

1.2 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Nesta seção, revisaremos o que é um conjunto parcialmente ordenado e conceitos

relacionados, tais como cadeia e conexidade.

Definição 1.7. Um conjunto parcialmente ordenado, ou simplesmente poset, como utiliza-

remos daqui em diante, é um conjunto munido de uma relação de ordem parcial.

Recordemos que uma relação R em um conjunto X é uma relação de ordem parcial se

a mesma é reflexiva, antissimétrica e transitiva, isto é:

1. x R x, para todo x ∈ X ;

2. Se x R y e y R x, então x = y;

3. Se x R y e y R z, então x R z.
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Daqui em diante, denotaremos a relação de ordem parcial de um poset X por ≤,

bem como (X,≤). Os elementos de um poset X serão chamados de pontos de X . Di-

zemos que p, q ∈ X são comparáveis se p ≤ q ou q ≤ p. Também, dizemos que "p é

estritamente menor que q", e escrevemos p < q, se p ≤ q e p 6= q. Um poset X será

chamado de finito (infinito) se o conjunto X for finito (infinito).

Exemplo 1.8. O conjunto dos números naturais N, os inteiros Z, os racionais Q e os

números reais R com suas ordens usuais são posets.

Exemplo 1.9. O conjunto das partes de um conjunto X , considerado com a inclusão de

conjuntos ⊆, é um poset.

Exemplo 1.10. Os números naturais podem também ser ordenados da seguinte forma:

dados p, q ∈ N, dizemos que p | q se p divide q. Entende-se que p divide q se existe um

número natural c de modo que q = cp. Sob essa definição, 1 divide todos os números

naturais e todos os naturais (incluindo o 0) dividem 0. Logo, 1 | a e a | 0, para todo

a ∈ N. Assim, (N,≈) também é um poset.

Exemplo 1.11. Dado um poset (X,≤), o poset dual de X , denotado por X̃ , é formado

pelos mesmos elementos de X com a ordem � dada por: x � y ⇔ y ≤ x.

Exemplo 1.12. Fixado um natural n, consideremos a ordem em Nn dada por:

(x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn) ⇔ (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn) ou existe um k ∈ {1, . . . , n}

tal que xi = yi para todo i < k e xk < yk. Então, Nn munido dessa ordem é um poset.

Tal ordem é chamada de ordem lexicográfica.

Definição 1.13. Um elemento x de um posetX é dito maximal se sempre que x ≤ y, com

y ∈ X , então x = y. Se X possui um elemento x tal que y ≤ x para todo y ∈ X , então

x é chamado o elemento máximo de X . Analogamente definem-se elemento minimal e

elemento mínimo de um poset.

Observação 1.14. Repare que todo elemento mínimo (máximo) é minimal (maximal), mas o

contrário nem sempre ocorre. Considere, por exemplo, o conjunto dos números naturais com a

ordem definida no Exemplo 1.10. Neste caso, 1 é o mínimo e 0 é o máximo. Se considerarmos

o subconjunto Y = N\{0, 1} com a mesma ordem dada anteriormente, temos agora que cada

número primo é um elemento minimal de Y , que não possui elementos maximais.
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No que segue, veremos que subconjuntos de um poset possuem as mesmas propri-

edades do poset inicial, isto é, subconjuntos de um poset também são posets.

Proposição 1.15. Sejam (P,≤P ) um poset e Q ⊆ P um subconjunto. Então, restringindo à

Q a ordem de P , temos que Q é também um poset.

Demonstração. A reflexibilidade, a antissimetria e a transitividade da ordem restrita aos

elementos de Q seguem imediatamente do fato de que elementos de Q são elementos

do poset P .

A ordem de Q da proposição anterior é chamada de ordem induzida de P .

Definição 1.16. Seja (P,≤P ) um poset e seja Q ⊆ P com a ordem induzida de P , a qual

denotaremos por ≤Q. Então, (Q,≤Q) é dito um subposet de P .

Salvo menção contrária, assumiremos que subposets carregam a ordem induzida

do poset que o contém.

Definição 1.17. Um subconjunto C de um poset é uma cadeia se, para quaisquer

x, y ∈ C, temos x ≤ y ou y ≤ x. Um subconjunto B de um poset é uma anticadeia

se, para qualquer par de elementos distintos x, y ∈ B, tem-se x � y e y � x.

Dizemos que uma cadeia C tem comprimento n se C tem n elementos. Nesse caso,

tal cadeia pode ser chamada de n-cadeia.

Exemplo 1.18. Se X é o poset dado pelo conjunto das partes de {1, 2, 3, 4} munido da

inclusão de conjuntos, temos que C = {{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}} é uma cadeia de

X de comprimento 4.

Exemplo 1.19. Considerando N munido da ordem do Exemplo 1.10, o subconjunto

formado pelos números primos é uma anticadeia.

Definição 1.20. Dados x e z elementos de um poset X , o intervalo ou segmento de x a z

é o conjunto

[x, z] = {y ∈ X : x ≤ y ≤ z}.

Um poset X é localmente finito se todo intervalo de X é finito. Um intervalo [x, y]

de um poset X é dito ter comprimento n se há uma cadeia de comprimento n em [x, y] e

qualquer outra cadeia nesse intervalo tem comprimento menor ou igual a n.
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Exemplo 1.21. Em N com a ordem do Exemplo 1.10, o intervalo [2, 40] é o conjunto dos

números naturais que são divisíveis por 2 e que dividem 40, ou seja,

[2, 40] = {2, 4, 8, 10, 20, 40}. Este intervalo tem comprimento 4, pois suas maiores ca-

deias são {2, 4, 8, 40} e {2, 10, 20, 40}.

Exemplo 1.22. Em N com a ordem do Exemplo 1.10, o intervalo [3, 36] é o conjunto dos

números naturais que são divisíveis por 3 e que dividem 36, ou seja,

[3, 36] = {3, 6, 9, 12, 18, 36}. Este intervalo tem comprimento 4, pois suas maiores ca-

deias são {3, 6, 12, 36} e {3, 9, 18, 36}.

Definição 1.23. Os elementos x e y de um poset X são ditos conexos se, para algum

inteiro positivo n, existem x = x0, x1, x2, . . . , xn = y elementos de X tais que xi ≤ xi+1

ou xi+1 ≤ xi, para todo i = 0, 1, . . . , n− 1.

É evidente que a conexidade de elementos de X é uma relação de equivalência e

a classe de equivalência de um elemento é dita uma componente conexa. Dessa forma,

todo poset X pode ser escrito como união disjunta de suas componentes conexas.

Definição 1.24. Um poset X é dito conexo quando X possui apenas uma componente

conexa, isto é, dados quaisquer x, y ∈ X , existe uma sequência x = x0, x1, . . . , xn = y

de elementos de X tal que xi ≤ xi+1 ou xi+1 ≤ xi, para todo i = 0, 1, . . . , n− 1.

Exemplo 1.25. Considere 2N o conjunto dos números naturais pares munido da ordem

do Exemplo 1.10. Então 2N é conexo pois, dados quaisquer x, y ∈ 2N, basta tomar a

sequência x, 2, y, já que 2 | x e 2 | y.

Exemplo 1.26. Considerando X qualquer subconjunto de N que contém 0 ou 1, com a

ordem do Exemplo 1.10, temos que X é conexo. De fato, dados x, y ∈ X , basta tomar a

sequência x, 0, y (já que x | 0 e y | 0) ou x, 1, y (já que 1 | x e 1 | y).

Exemplo 1.27. Considerando Y = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 2, 3}} munido da inclusão

de conjuntos, note que os elementos {1, 2} e {1, 3} são conexos, pois {1, 2} ⊂ {1, 2, 3} e

{1, 3} ⊂ {1, 2, 3}, mas {1, 2} e {1, 4} não são conexos. Logo, Y não é conexo.
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1.3 O Diagrama de Hasse

A fim de analisar mais a fundo a estrutura de um poset, isto é, de um conjunto equi-

pado com uma relação de ordem parcial, uma visualização geométrica do poset seria

de grande ajuda. Para tanto, faremos uso da teoria de grafos para definir o Diagrama

de Hasse de um poset. Inicialmente, veremos o que é um grafo.

Definição 1.28. Um grafoG é um par (V,E) de um conjunto V de vértices e um conjunto

E ⊆ {{a, b} : a, b ∈ V } de arestas.

Esta definição e a forma visual estão conectadas de forma simples. Para cada v ∈ V ,

coloque um ponto no plano (ou no 3-espaço) para representar o vértice. Por sua vez,

para quaisquer dois vértices v, w ∈ V tais que {v, w} ∈ E, unimos esses pontos com

um segmento (aresta) que não toque qualquer outro ponto. A Figura 1.1 ilustra o que

foi dito.

•

• •

• •

��
��

��
��
�

A
A
A
A
A
A �

�
�
�
�
�
PP

PP
PP

PP
P

aaaaaaaaaaaaaaa


















!!
!!

!!
!!

!!
!!

!!!

J
J
J
J
J
J
J
J
J

Figura 1.1: Grafo com 5 vértices

Desta maneira, temos uma boa ferramenta visual do grafo, bem como uma ma-

neira de traduzir problemas do cotidiano em matemática (como, por exemplo, as redes

ferroviárias podem ser modeladas por meio de grafos).

Poderíamos então repetir essa idéia e aplicar esse conceito aos posets, utilizando

vértices para representar os elementos de X e arestas para ligar elementos quando os

mesmos são comparáveis entre si, mas devido à propriedade de ordem parcial, haveria

redundâncias que podemos eliminar. Vamos então melhorar este conceito a fim de

eliminarmos essas deficiências e, assim, podermos aplicá-lo a posets.
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Definição 1.29. Seja P um poset. Dizemos que q ∈ P cobre p ∈ P se, e somente se, p < q

e {z ∈ P | p < z < q} = ∅. Dizemos também que p é uma cobertura inferior de q e que q

é uma cobertura superior de p.

Exemplo 1.30. No conjunto das partes P({1, . . . , 6}), o conjunto {1, 3, 5} cobre {1, 3},

mas {1, 2, 3, 4} não cobre {1, 3}.

Exemplo 1.31. Em Z com a ordem usual, cada número k tem exatamente uma cober-

tura superior k + 1 e uma cobertura inferior k − 1.

Exemplo 1.32. A noção de cobertura depende do universo envolvido. Observe que,

em Z com a ordem usual, 2 não cobre 0, mas 2 é uma cobertura superior de 0 no

conjunto dos números inteiros pares. Similarmente, {1, 2, 3, 4} cobre {1, 3} no conjunto

dos subconjuntos de {1, . . . , 6} que têm uma quantidade par de elementos.

Exemplo 1.33. Em posets infinitos, elementos podem ter ou não coberturas, como é o

caso de R e Q com suas ordens usuais, que não possuem elementos que cobrem um ao

outro.

Incorporando esse novo conceito à idéia visual de grafo descrita anteriormente,

obtemos uma importante ferramenta de visualização de posets. Um poset finito (e

alguns casos particulares de enumeráveis) pode ser visualizado como um grafo da

seguinte forma: cada elemento do poset é representado por um ponto e, sempre que

um elemento x cobrir um elemento y, ambos são ligados por um segmento de reta,

sendo que a posição do ponto que representa o elemento coberto, no caso y, deve ser

inferior à posição do ponto que representa o elemento que o cobre, no caso x, isto é,

trata-se de um grafo ordenado, no qual as arestas são pares ordenados no lugar de

conjuntos. Tal grafo é denominado Diagrama de Hasse do poset.

Exemplo 1.34. Considere o subconjunto Y = {2, 3, 12, 18} ⊆ N com a ordem herdada

do Exemplo 1.10. A Figura 1.2 exibe um diagrama de Hasse que representa esse poset.
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Figura 1.2: Diagrama de Hasse de Y

Apesar de o Diagrama de Hasse ser uma importante ferramenta visual, a unicidade

da representação de um poset nem sempre ocorre. Seguem, na Figura 1.3, os diagramas

que representam o poset X = {A,B,C,D,E, F} com a ordem:

D ≤ A, D ≤ B, E ≤ A, E ≤ C, F ≤ B e F ≤ C.

Para cada representação, os pontos do poset são renomeados da seguinte forma: na

primeira representação, temos A = A1, B = B1, C = C1, etc. Na segunda representa-

ção, A = A2, B = B2 e assim sucessivamente para esta e a próxima representação.
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Figura 1.3: Três diagramas para o mesmo poset

1.4 Funções que preservam ordem

Revisaremos, nesta seção, o conceito de isomorfismo de posets e suas propriedades.



1.4 Funções que preservam ordem 23

Definição 1.35. Sejam (P,≤P ), (Q,≤Q) posets e f : P → Q uma função. Então, f é

chamada uma função que preserva ordem se, e somente se, para todos p1, p2 ∈ P

p1 ≤P p2 ⇒ f(p1) ≤Q f(p2).

Exemplo 1.36. A função f : N→ N definida por f(x) = 5x é uma função que preserva

ordem se ambos, domínio e imagem, têm a mesma ordem dada no Exemplo 1.10.

Exemplo 1.37. A função f : N → N dada por f(x) = x + 1 preserva ordem se ambos,

domínio e imagem, têm a ordem usual de N (≤). No entanto, f não preserva ordem se

considerarmos domínio e imagem de f munidos com a ordem dada no Exemplo 1.10,

uma vez que 2 ≈ 4, mas f(2) 6≈ f(4), já que 3 não divide 5.

Esse exemplo mostra que o fato de uma função preservar ordem depende das or-

dens com que estão munidos o domínio e a imagem da função, isto é, a mesma função

pode ou não preservar ordem dependendo das ordens do domínio e da imagem.

Proposição 1.38. Sejam P,Q,R posets e sejam f : P → Q e g : Q → R funções que

preservam ordem. Então a função g ◦ f : P → R também preserva ordem.

Demonstração. Sejam p1, p2 ∈ P tais que p1 ≤ p2. Como f preserva ordem, temos

f(p1) ≤ f(p2) e, por sua vez, como g preserva ordem, segue que g(f(p1)) ≤ g(f(p2)),

como queríamos provar.

Observe que, dados dois posets, a existência de uma função entre eles que preserva

ordem, mesmo sendo bijetora, não garante que os posets são "essencialmente os mes-

mos". Abaixo segue um exemplo que ilustra essa afirmação.

Exemplo 1.39. Considere os posets X = {2, 3, 12, 18} ⊆ N com a ordem herdada do

Exemplo 1.10, Y = {2, 3, 12, 18} ⊆ N com a ordem usual de N e f : X → Y dada

por f(x) = x, para todo x ∈ X . Claramente, f é bijetora e preserva ordem, mas os

conjuntos não são "os mesmos", como mostra a Figura 1.4.
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Figura 1.4: Posets X e Y

Definição 1.40. Sejam P e Q posets e seja φ : P → Q uma função. Então, φ é dita um

isomorfismo (de posets) se:

1. φ preserva ordem;

2. φ tem uma inversa φ−1;

3. φ−1 preserva ordem.

Em caso afirmativo, dizemos que os posets P e Q são isomorfos e denotamos P ∼= Q.

A próxima caracterização de isomorfismo reforça a noção de que posets isomorfos

podem ser considerados "os mesmos".

Proposição 1.41. Sejam P e Q posets. Então, f : P → Q é um isomorfismo (de posets) se, e

somente se,

1. f é bijetora;

2. p1 ≤ p2 se, e somente se, f(p1) ≤ f(p2), para todos p1, p2 ∈ P .

Demonstração. Provemos inicialmente que se (1) e (2) valem, então f é um isomor-

fismo. Para tanto, basta provar que f−1 : Q → P preserva ordem, uma vez que as

demais condições já são satisfeitas.

Sejam q1, q2 ∈ Q tais que q1 ≤ q2. Como, por hipótese, f é bijetora, existem p1, p2 ∈ P

tais que f(pi) = qi, para i = 1, 2. Como f(p1) = q1 ≤ q2 = f(p2), de (2) segue que

p1 ≤ p2. Assim, f−1(q1) ≤ f−1(q2) e, portanto, f−1 preserva ordem.
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Reciprocamente, se f : P → Q é um isomorfismo, então existe f−1 : Q → P e a

condição (1) é satisfeita. Um lado da condição (2) segue do fato de que f preserva

ordem e o outro lado de (2) obtém-se do fato de que f−1 preserva ordem.

Observe que no Exemplo 1.39 não vale a volta do item (2) da proposição anterior,

pois f(2) ≤ f(3), mas 2 6≈ 3.

Proposição 1.42. Sejam P,Q e R posets e sejam φ : P → Q e ϕ : Q → R isomorfismos (de

posets). Então, ϕ ◦ φ é um isomorfismo (de posets).

Demonstração. Como φ e ϕ são isomorfismos de posets, então φ e ϕ preservam ordem e

possuem inversas φ−1 e ϕ−1 que preservam ordem. Assim, pela Proposição 1.38, segue

que ϕ ◦ φ e φ−1 ◦ϕ−1 preservam ordem. Como φ−1 ◦ϕ−1 = (ϕ ◦ φ)−1, segue o resultado.

Definição 1.43. Se P é um poset e f : P → P é um isomorfismo de posets, então

dizemos que f é um automorfismo de P .

Exemplo 1.44. n-cadeias só admitem o automorfismo trivial.

De fato, sejam C uma n-cadeia, com x1 < x2 < · · · < xn os elementos de C, e f um

automorfismo de C. Suponha que existam i 6= j tais que f(xi) = xj . Então temos que

xi < xj ou xj < xi.

Se xi < xj , pela Proposição 1.41, segue que xj = f(xi) < f(xj) = xk, para algum k.

Como xj < xk, pela Proposição 1.41, temos que xk = f(xj) < f(xk) = xl, para algum

l. Como C tem n elementos, após repetir esse procedimento uma quantidade finita de

vezes, obtemos que existe m tal que xm < f(xm) = xn. Logo, xm < xn implica, pela

Proposição 1.41, que xn = f(xm) < f(xn), o que é um absurdo, já que xn é o elemento

máximo de C.

Analogamente chega-se a um absurdo se xj < xi. Logo, f(xi) = xi, para todo

i = 1, . . . , n e, portanto, f = idC .

Exemplo 1.45. Toda bijeção em uma anticadeia é um automorfismo.

Com efeito, sejam B uma anticadeia e g : B → B uma bijeção. Então g satisfaz

a condição (2) da Proposição 1.41 pois, caso contrário, existiriam p1, p2 ∈ B tais que
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p1 ≤ p2 com f(p1) � f(p2) ou tais que f(p1) ≤ f(p2) com p1 � p2, onde f(p1), f(p2) ∈ B.

Como B é uma anticadeia, então não existem x1, x2 ∈ B tais que x1 ≤ x2, ou seja, não

existem tais p1, p2 ∈ B. Assim, pela Proposição 1.41, g é um automorfismo de B.



CAPÍTULO 2

ÁLGEBRA DE INCIDÊNCIA

Estudaremos agora álgebras de incidência, suas propriedades e resultados impor-

tantes para demonstrar os dois principais teoremas deste capítulo, o "Problema do

Isomorfismo" e o Teorema da Decomposição, que podem ser encontrados em [15].

Definição 2.1. Dados X um poset localmente finito e R um anel comutativo com uni-

dade, a álgebra de incidência I(X,R) de X sobre R é o conjunto

I(X,R) = {f : X ×X → R : f(x, y) = 0, se x � y}

com as operações dadas por:

• (f + g)(x, y) = f(x, y) + g(x, y)

• (f.g)(x, y) =
∑
x≤z≤y

f(x, z)g(z, y), se x ≤ y e (f.g)(x, y) = 0, se x � y

• (r.f)(x, y) = rf(x, y),

para todos f, g ∈ I(X,R), r ∈ R e x, y, z ∈ X .

Observe que fazemos uso de um somatório ao efetuarmos o produto de elementos

de I(X,R). Como, por hipótese, o poset X é localmente finito, então o intervalo [x, y]

e, consequentemente, o somatório em questão são finitos, de onde conclui-se que o
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produto de elementos de I(X,R) está bem definido. Além disso, facilmente pode-

se verificar que I(X,R) com as operações descritas acima realmente definem uma R-

álgebra.

Agora, definiremos algumas funções em I(X,R) que serão utilizadas frequente-

mente. Considere δ ∈ I(X,R) definida por:

δ(x, y) =

 1, se x = y

0, caso contrário

Dada f ∈ I(X,R), note que

(fδ)(x, y) =
∑
x≤z≤y

f(x, z)δ(z, y) = f(x, y) e

(δf)(x, y) =
∑
x≤z≤y

δ(x, z)f(z, y) = f(x, y),

para todos x, y ∈ X com x ≤ y. Assim, conclui-se que δ é a unidade da álgebra de

incidência I(X,R).

Considere também, para cada par x, y ∈ X com x ≤ y, a função δxy ∈ I(X,R) dada

por:

δxy(u, v) =

 1, se u = x e v = y

0, caso contrário

onde δxx será denotada por ex.

Queremos agora caracterizar os elementos invertíveis da álgebra I(X,R). Para

tanto, recordemos que dado R um anel com unidade, se um elemento s ∈ R tem in-

verso à direita e à esquerda, então s é invertível.

Teorema 2.2. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.

Dada f ∈ I(X,R), as seguintes afirmações são equivalentes:

1. f tem um inverso à direita;

2. f tem um inverso à esquerda;

3. f é invertível;

4. f(x, x) é invertível em R, para todo x ∈ X .
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Demonstração. (1) ⇒ (4) Suponhamos que f tem um inverso à direita, digamos g. En-

tão, f.g = δ, ou seja, para cada x ∈ X , temos f(x, x)g(x, x) = (fg)(x, x) = δ(x, x) = 1.

Como R é comutativo, segue que f(x, x) é invertível em R, para todo x ∈ X . Analoga-

mente prova-se (2)⇒ (4).

(4) ⇒ (1) Suponhamos agora que f(x, x) é invertível em R, para todo x ∈ X .

Definimos o inverso à direita de f , digamos g, por indução sobre o comprimento dos

intervalos de X , como segue. Se |[x, y]| = 0, então x � y e assim definimos g(x, y) = 0.

Observe que isso garante que g ∈ I(X,R). Se |[x, y]| = 1, então x = y e, dessa forma,

considere g(x, x) = f(x, x)−1, já que, por hipótese, f(x, x) é invertível.

Seja n > 1, suponhamos que a função g foi definida em cada intervalo de compri-

mento menor que n e seja [x, y] um intervalo de comprimento n. Queremos que f.g = δ,

ou seja, para x 6= y, queremos que

0 = (fg)(x, y) =
∑
x≤z≤y

f(x, z)g(z, y) = f(x, x)g(x, y) +
∑
x<z≤y

f(x, z)g(z, y).

Como, por hipótese, f(x, x) é invertível, podemos resolver a equação acima definindo

g(x, y) como

g(x, y) =

(
−
∑
x<z≤y

f(x, z)g(z, y)

)
.(f(x, x))−1.

Como o intervalo [z, y] tem comprimento menor que n, pela hipótese de indução, a

função g está definida nesse intervalo e, portanto, g está definida para todos x, y ∈ X .

Analogamente prova-se (4)⇒ (2).

Como (4) implica (1) e (2), segue que (4) implica (3). Finalmente, como (3) clara-

mente implica (1) e (2), o teorema está provado.

Observação 2.3. A demonstração do teorema anterior mostra como a indução pode ser usada

para posets localmente finitos.

Lema 2.4. Sejam X e Y posets localmente finitos e R um anel comutativo com unidade. Se X

e Y são isomorfos, então I(X,R) e I(Y,R) são isomorfas como álgebras.

Demonstração. Seja ϕ : X → Y um isomorfismo de posets.

Defina ϕ̂ : I(X,R) → I(Y,R) por ϕ̂(f)(u, v) = f(ϕ−1(u), ϕ−1(v)), para todo par

u, v ∈ Y . Note que se u � v, então ϕ−1(u) � ϕ−1(v), pela Proposição 1.41. Dessa forma,



30

temos que f(ϕ−1(u), ϕ−1(v)) = 0, uma vez que f ∈ I(X,R). Portanto, ϕ̂(f) ∈ I(Y,R) e

a função ϕ̂ está bem definida. Verifiquemos que ϕ̂ é um isomorfismo de álgebras.

Sejam f, g ∈ I(X,R), λ ∈ R e u, v elementos quaisquer de Y . Temos que:

ϕ̂(f + g)(u, v) = (f + g)(ϕ−1(u), ϕ−1(v))

= f(ϕ−1(u), ϕ−1(v)) + g(ϕ−1(u), ϕ−1(v))

= ϕ̂(f)(u, v) + ϕ̂(g)(u, v)

= [ϕ̂(f) + ϕ̂(g)](u, v).

Também,

ϕ̂(fg)(u, v) = (fg)(ϕ−1(u), ϕ−1(v)) =
∑

ϕ−1(u)≤t≤ϕ−1(v)

f(ϕ−1(u), t)g(t, ϕ−1(v)).

Como ϕ é um isomorfismo de posets temos que, dado t ∈ X com

ϕ−1(u) ≤ t ≤ ϕ−1(v), existe z ∈ Y tal que t = ϕ−1(z) e, como ϕ preserva ordem,

então u ≤ z ≤ v. Assim:

ϕ̂(fg)(u, v) =
∑

ϕ−1(u)≤ϕ−1(z)≤ϕ−1(v)

f(ϕ−1(u), ϕ−1(z))g(ϕ−1(z), ϕ−1(v))

=
∑
u≤z≤v

ϕ̂(f)(u, z)ϕ̂(g)(z, v)

= [ϕ̂(f)ϕ̂(g)](u, v).

Ainda,

ϕ̂(λf)(u, v) = (λf)(ϕ−1(u), ϕ−1(v)) = λf(ϕ−1(u), ϕ−1(v)) = [λϕ̂(f)](u, v).
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Note ainda que, para todos u, v ∈ Y ,

ϕ̂(δX)(u, v) = δX(ϕ−1(u), ϕ−1(v))

=

 1, se ϕ−1(u) = ϕ−1(v)

0, caso contrário

=

 1, se u = v

0, caso contrário

= δY (u, v),

onde δX é a função δ ∈ I(X,R) e δY é a função δ ∈ I(Y,R). Assim, ϕ̂ leva a unidade de

I(X,R) na unidade de I(Y,R) e, portanto, ϕ̂ é um homomorfismo de álgebras.

Verifiquemos agora que ϕ̂ é bijetora. Seja f ∈ ker ϕ̂. Então, ϕ̂(f)(u, v) = 0, para

todos u, v ∈ Y , isto é, f(ϕ−1(u), ϕ−1(v)) = 0, para todos u, v ∈ Y , o que implica que

f(x,w) = 0, para todos x,w ∈ X e, portanto, f = 0. Assim, ker ϕ̂ = 0, logo ϕ̂ é injetora.

Além disso, se g ∈ I(Y,R), observe que g = ϕ̂(h), onde h(u, v) = g(ϕ(u), ϕ(v)), para

todo par u, v ∈ X , pois

ϕ̂(h)(u, v) = h(ϕ−1(u), ϕ−1(v)) = g(ϕ(ϕ−1(u)), ϕ(ϕ−1(v))) = g(u, v),

com h ∈ I(X,R). Logo, temos a sobrejetividade de ϕ̂ e, portanto, conclui-se a demons-

tração do resultado.

Corolário 2.5. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade. Se

ϕ : X → X é um automorfismo de X , então ϕ̂ : I(X,R) → I(X,R) como definido no lema

anterior é um automorfismo de I(X,R).

Veremos mais à frente que a recíproca do lema anterior é verdadeira para o caso em

que R é um corpo. Tal resultado é chamado de "Problema do Isomorfismo". Vamos,

então, apresentar alguns resultados que auxiliam na demonstração deste.

Definição 2.6. Dizemos que o conjunto {e1, e2, . . . , et} de elementos não nulos de R é

um conjunto maximal de idempotentes primitivos ortogonais dois a dois se:

1. ei é um elemento idempotente, isto é, e2i = ei, para todo 1 ≤ i ≤ t;



32

2. Se i 6= j, então eiej = 0 (ortogonalidade);

3. Para cada 1 ≤ i ≤ t, não existem elementos u e v idempotentes ortogonais não

nulos de R tais que ei = u+ v (primitividade);

4. Se {e1, e2, . . . , et} ⊂ I , onde I é um conjunto de elementos não nulos de R que

satisfazem os três itens acima, então {e1, e2, . . . , et} = I (maximalidade).

Lema 2.7. Sejam R um anel e I um ideal de R tal que
∞⋂
n=1

In = {0}. Suponha que e, e′, f, f ′

são elementos idempotentes de R tais que e′− e e f ′− f pertencem a I . Então, e.R.f = {0} se,

e somente se, e′.R.f ′ = {0}.

Demonstração. Mostremos que e.R.f = {0} implica que e′.R.f ′ = {0}. A implicação

contrária segue por argumento análogo. Observe que é suficiente mostrar que, para

cada r ∈ R, o elemento e′.r.f ′ ∈ In, para todo n. Para mostrar isso, usaremos indução

sobre n. Denote p = e′ − e e q = f ′ − f . Então

e′.r.f ′ = (e+ p).r.(f + q) = 0 + (e.r.q) + (p.r.f) + (p.r.q)

e, dessa forma, e′.r.f ′ ∈ I , uma vez que p, q ∈ I .

Suponha que e′.r.f ′ = i que é um elemento de In, pela hipótese de indução. Como

e′ e f ′ são idempotentes, temos

e′.r.f ′ = (e′)2.r.(f ′)2 = e′.i.f ′ = (e+ p).i.(f + q) = 0 + (e.i.q) + (p.i.f) + (p.i.q),

que é um elemento de In+1, já que i ∈ In e p, q ∈ I . Assim, segue o resultado.

Vamos agora caracterizar o radical de Jacobson da álgebra de incidência e provar

alguns resultados relacionados.

Teorema 2.8. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.

O Radical de Jacobson de I(X,R) é o conjunto de todas as funções f ∈ I(X,R) tais que

f(x, x) ∈ J(R), para todo x ∈ X .

Demonstração. Dada f ∈ I(X,R), aplicando a Proposição 1.3, f pertence ao radical de

Jacobson de I(X,R) se, e somente se, δ − gf é invertível à esquerda, para toda g ∈



33

I(X,R). Mas, pelo Teorema 2.2, isso vale se, e somente se, 1−g(x, x)f(x, x) é invertível

à esquerda em R, para todo x ∈ X e toda g ∈ I(X,R). Porém, esta última afirmação

é equivalente a dizer que, para todo x ∈ X , 1 − rf(x, x) é invertível à esquerda, para

cada r ∈ R, pois sempre existe g ∈ I(X,R) tal que g(x, x) = r. Novamente, pela

Proposição 1.3, segue que f pertence ao radical de Jacobson de I(X,R) se, e somente

se, f(x, x) ∈ J(R), para todo x ∈ X , o que conclui o resultado.

Observação 2.9. Se considerarmos X um poset localmente finito e F um corpo, teremos

J(I(X,F )) = {f ∈ I(X,F ) : f(x, x) = 0, para todo x ∈ X},

já que J(F ) = (0), pelo Exemplo 1.5.

Corolário 2.10. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.

Então,
I(X,R)

J(I(X,R))
é isomorfo a

∏
x∈X

Rx

J(Rx)
, onde Rx = R para cada x ∈ X .

Demonstração. Defina ϕ : I(X,R)→
∏
x∈X

Rx

J(Rx)
por ϕ(f) = (f(x, x))x∈X . É fácil ver que

ϕ é um homomorfismo sobrejetor de anéis. Segue do Teorema 2.8 que

kerϕ = J(I(X,R)) e, dessa forma, o resultado segue do Teorema do Isomorfismo.

Lema 2.11. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade. Se e é

um idempotente não nulo de I(X,R), então e /∈ J(I(X,R)).

Demonstração. Observe que e(δ − e) = 0, o que implica que δ − e = δ − δe é um divisor

de zero e, portanto, não é invertível em I(X,R). Segue então, pela Proposição 1.3, que

e /∈ J(I(X,R)).

Lema 2.12. Sejam X um poset localmente finito e F um corpo. Então

∞⋂
n=1

(J(I(X,F )))n = {0}.

Demonstração. Primeiramente mostraremos, por indução sobre n, que se f = f1f2 . . . fn,

com fi ∈ J(I(X,F )) para todo i, então f(x, y) = 0 sempre que |[x, y]| ≤ n, com x, y ∈ X .
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Se n = 1, temos dois casos a analisar. Se |[x, y]| = 0, então x 6≤ y, assim f(x, y) = 0,

já que f ∈ I(X,F ). Se |[x, y]| = 1, então x = y e, como f = f1 ∈ J(I(X,F )), temos, pela

Observação 2.9, que f(x, y) = 0.

Suponha agora que n > 1 e que o resultado é válido para n−1. Sejam f = f1f2 . . . fn

e x, y ∈ X tais que |[x, y]| ≤ n. Então:

f(x, y) =
∑
x≤z≤y

f1f2 . . . fn−1(x, z)fn(z, y)

=
∑
x≤z<y

f1f2 . . . fn−1(x, z)fn(z, y) + f1f2 . . . fn−1(x, y)fn(y, y).

Como fn ∈ J(I(X,F )), então fn(y, y) = 0 e assim:

f(x, y) =
∑
x≤z<y

f1f2 . . . fn−1(x, z)fn(z, y).

Agora, note que |[x, z]| ≤ n− 1. Assim, por hipótese de indução, f1f2 . . . fn−1(x, z) = 0,

para todo x ≤ z < y. Logo, f(x, y) = 0.

Então, seja f ∈
∞⋂
n=1

(J(I(X,F )))n e mostremos que f(x, y) = 0, para todos x, y ∈ X .

Dados x, y ∈ X , temos que |[x, y]| = k < ∞, uma vez que X é um poset localmente

finito. Como f ∈ (J(I(X,F )))k, f é uma soma de produtos da forma f1 . . . fk, com

fi ∈ J(I(X,F )). Então, da afirmação provada anteriormente segue que f(x, y) = 0.

2.1 O Problema do Isomorfismo

A fim de obtermos uma demonstração mais detalhada do próximo teorema, são

necessários alguns resultados preliminares.

Lema 2.13. Seja F um corpo e considere, para cada x ∈ X ,

ex(u, v) =

 1, se u = v = x em X

0, caso contrário.

Então, o conjunto A = {ex : x ∈ X} é um conjunto maximal de idempotentes primitivos
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ortogonais dois a dois de I(X,F ). Além disso, o conjunto A = {ex + J(I(X,F )) : x ∈ X} é

um conjunto maximal de idempotentes primitivos ortogonais dois a dois de
I(X,F )

J(I(X,F ))
.

Demonstração. Inicialmente note que, para todo x ∈ X , ex 6= 0, pois ex(x, x) = 1. Além

disso:

e2x(u, v) =
∑
u≤t≤v

ex(u, t)ex(t, v) =

 1, se u = v = x

0, caso contrário
= ex(u, v).

Logo, e2x = ex, implicando que ex é um idempotente de I(X,F ). Dados ex, ey ∈ A,

com x 6= y, temos:

(exey)(u, v) =
∑
u≤t≤v

ex(u, t)ey(t, v) = 0,

para todos u, v ∈ X , isto é, exey = 0 para todo x 6= y.

Mostremos agora a primitividade de ex, x ∈ X . Dado um idempotente não nulo

f ∈ I(X,F ), pelo Lema 2.11, f /∈ J(I(X,F )). Pelo Teorema 2.8 e pelo fato que J(F ) = 0,

temos que existe u ∈ X tal que f(u, u) 6= 0. Como F é um corpo e f(u, u) é um

idempotente de F , devemos ter que f(u, u) = 1.

Sejam f e g idempotentes ortogonais de I(X,F ) tais que ex = f + g. Então,

1 = ex(x, x) = f(x, x) + g(x, x), e assim f(x, x) e g(x, x) não são ambos nulos. Po-

demos então supor, sem perda de generalidade, que f(x, x) 6= 0. Suponha por absurdo

que g 6= 0. Então, existe u ∈ X tal que g(u, u) = 1. Repare que u 6= x, pois se u = x,

teríamos 1 = ex(x, x) = f(x, x) + g(x, x) = f(x, x) + 1, onde f(x, x) 6= 0. Temos também

que 0 = (fg)(u, u) = f(u, u)g(u, u) = f(u, u). Assim,

0 = ex(u, u) = f(u, u) + g(u, u) = 0 + 1 = 1,

o que é um absurdo. Logo, g = 0 e, assim, f = ex, o que prova que ex é primitivo.

Portanto, o conjunto A é formado por idempotentes primitivos ortogonais dois a dois.

Resta mostrar a maximalidade deA. Suponha que exista um conjuntoK de elemen-

tos idempotentes primitivos ortogonais dois a dois de I(X,F ) tal que

A ( K. Então, existe 0 6= f ∈ K tal que f /∈ A. Como os elementos de K são or-

togonais dois a dois, temos em particular que, para todo x ∈ X , fex = exf = 0, ou seja,

f é ortogonal aos elementos de A.
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Sejam x ≤ y. Então:

0 = (exf)(x, y) =
∑
x≤z≤y

ex(x, z)f(z, y) = f(x, y),

isto é, f(x, y) = 0 para todos x ≤ y. Como sempre vale que f(x, y) = 0 para todos

x � y, segue que f é identicamente nula, o que é um absurdo.

Agora mostremos que A é um conjunto maximal de idempotentes primitivos or-

togonais dois a dois de
I(X,F )

J(I(X,F ))
. Pelo Lema 2.11, para todo x ∈ X temos que

ex /∈ J(I(X,F )), logo ex + J(I(X,F )) 6= 0 + J(I(X,F )). Dessa forma, o fato de A

ser um conjunto de idempotentes ortogonais dois a dois segue facilmente do fato de

que A tem a mesma propriedade.

Mostremos agora que os elementos de A são primitivos. Pela demonstração do

Corolário 2.10, a aplicação

ϕ :
I(X,F )

J(I(X,F ))
→
∏
x∈X

F

f + J(I(X,F )) 7→ (f(x, x))x∈X

é um isomorfismo de anéis.

Seja y ∈ X e suponha que ey + J(I(X,F )) = f + J(I(X,F )) + g + J(I(X,F )), com

f + J(I(X,F )) e g + J(I(X,F )) idempotentes ortogonais de
I(X,F )

J(I(X,F ))
. Assim,

ϕ(ey + J(I(X,F ))) = ϕ(f + J(I(X,F ))) + ϕ(g + J(I(X,F ))),

onde ϕ(f + J(I(X,F ))) e ϕ(g + J(I(X,F ))) são idempotentes ortogonais de
∏
x∈X

F , já

que ϕ é um homomorfismo de anéis. Mas ϕ(ey + J(I(X,F ))) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), com

um único 1 na posição y, que claramente é um idempotente primitivo de
∏
x∈X

F . Assim,

segue que ϕ(f +J(I(X,F ))) = 0 ou ϕ(g+J(I(X,F ))) = 0. Como ϕ é injetor, segue que

f + J(I(X,F )) = 0 ou g+ J(I(X,F )) = 0, o que prova que ey + J(I(X,F )) é primitivo.

Resta mostrar a maximalidade de A. Suponha que exista um conjunto K de ele-

mentos idempotentes primitivos ortogonais dois a dois de
I(X,F )

J(I(X,F ))
tal que A ( K.

Então, existe 0 + J(I(X,F )) 6= f + J(I(X,F )) ∈ K tal que f + J(I(X,F )) /∈ A. Como
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os elementos de K são ortogonais dois a dois, temos, para todo x ∈ X

0 + J(I(X,F )) = [f + J(I(X,F ))].[ex + J(I(X,F ))] = (f.ex) + J(I(X,F )).

Logo, f.ex ∈ J(I(X,F )) donde, pelo Teorema 2.8, (f.ex)(x, x) = 0 para todo x ∈ X ,

ou seja, f(x, x) = 0 para todo x ∈ X . Novamente pelo Teorema 2.8, segue que

f ∈ J(I(X,F )), o que é um absurdo, uma vez que supomos

f + J(I(X,F )) 6= 0 + J(I(X,F )).

Lema 2.14. Sejam X um poset localmente finito, R um anel comutativo com unidade e

x1, x2 ∈ X . Então, x1 ≤ x2 se, e somente se, ex1I(X,R)ex2 6= {0}.

Demonstração. Se x1 ≤ x2, então defina f ∈ I(X,R) como

f(x, y) =

 1, se (x, y) = (x1, x2)

0, caso contrário

e assim, temos

(ex1fex2)(x1, x2) =
∑

x1≤z≤x2

ex1(x1, z)(fex2)(z, x2)

= (fex2)(x1, x2)

=
∑

x1≤w≤x2

f(x1, w)ex2(w, x2)

= f(x1, x2)

= 1 6= 0.

Assim, ex1fex2 6= 0 e, portanto, ex1I(X,R)ex2 6= {0}.

Reciprocamente, suponhamos que ex1I(X,R)ex2 6= {0}. Então, existe f ∗ ∈ I(X,R)

tal que (ex1f
∗ex2)(x, y) 6= 0 para algum par x, y ∈ X . Mas, note que para toda

f ∈ I(X,R), temos

(ex1fex2)(x, y) =

 f(x1, x2), se (x, y) = (x1, x2)

0, caso contrário.

Assim, necessariamente devemos ter que f ∗(x1, x2) 6= 0, o que implica que x1 ≤ x2, já
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que f ∗ ∈ I(X,R).

Finalmente estamos aptos a demonstrar o resultado a seguir, que é conhecido por

"Problema do Isomorfismo".

Teorema 2.15. Sejam F um corpo e X e Y posets localmente finitos tais que as álgebras de

incidência I(X,F ) e I(Y, F ) são isomorfas como F -álgebras. Então, X e Y são isomorfos como

posets.

Demonstração. Seja ψ um F -isomorfismo de I(X,F ) em I(Y, F ). Pelo Lema 2.13,

A = {ex : x ∈ X} é um conjunto maximal de idempotentes primitivos ortogonais dois

a dois de I(X,F ). Como ψ é um isomorfismo de álgebras, temos facilmente que ψ(ex) é

um idempotente primitivo de I(Y, F ). Mais ainda, por raciocínio análogo à demonstra-

ção do Lema 2.13, obtemos queB = {ψ(ex) : x ∈ X} eB = {ψ(ex)+J(I(Y, F )) : x ∈ X}

são conjuntos maximais de idempotentes primitivos ortogonais dois a dois de I(Y, F )

e
I(Y, F )

J(I(Y, F ))
, respectivamente.

Pelo Corolário 2.10, temos que
I(Y, F )

J(I(Y, F ))
é isomorfo a

∏
z∈Y

F , e este isomorfismo

associa cada idempotente primitivo ψ(ex) + J(I(Y, F )) a (ψ(ex)(z, z))z∈Y , que deve ser

idempotente primitivo em
∏
z∈Y

F . Como os idempotentes primitivos de
∏
z∈Y

F são da

forma fy = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), com um único 1 na posição y, segue que para cada x ∈ X ,

existe um único y = y(x) ∈ Y tal que (ψ(ex))(y, y) 6= 0 (na verdade, (ψ(ex))(y, y) = 1).

Assim, dado z ∈ Y , se z 6= y então (ψ(ex)−ey)(z, z) = (ψ(ex))(z, z)−ey(z, z) = 0 e se

z = y, (ψ(ex)−ey)(y, y) = (ψ(ex))(y, y)−ey(y, y) = 1−1 = 0, ou seja, (ψ(ex)−ey)(z, z) = 0

para todo z ∈ Y . Pelo Teorema 2.8, segue que ψ(ex)− ey ∈ J(I(Y, F )), isto é, para cada

x ∈ X existe um único y ∈ Y tal que ψ(ex)− ey ∈ J(I(Y, F )). Dessa forma, definimos a

função

θ : X → Y

x 7→ y(x)

e mostraremos que θ é um isomorfismo de posets.

Suponha que exista z ∈ Y tal que z 6= y(x), para todo x ∈ X . Então, não existe
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x ∈ X tal que ψ(ex)− ez ∈ J(I(Y, F )), isto é,

ez + J(I(Y, F )) /∈ {ψ(ex) + J(I(Y, F )) : x ∈ X} = B.

Também temos que ψ(ex)(z, z) = 0, para todo x ∈ X , ou ainda, ψ(ex).ez ∈ J(I(Y, F )),

para todo x ∈ X . Assim, para qualquer x ∈ X ,

[ψ(ex) + J(I(Y, F ))].[ez + J(I(Y, F ))] = ψ(ex).ez + J(I(Y, F )) = 0 + J(I(Y, F )),

e assim segue que ez + J(I(Y, F )) é um idempotente primitivo ortogonal a todos os

elementos de B, o que contradiz a maximalidade de B. Portanto, θ é sobrejetora.

Sejam agora x1, x2 ∈ X . Pelo Lema 2.14, temos que

x1 ≤ x2 se, e somente se, ex1I(X,F )ex2 6= {0}.

Uma vez que ψ é um isomorfismo, temos ainda que

ex1I(X,F )ex2 6= {0} se, e somente se, ψ(ex1)I(Y, F )ψ(ex2) 6= {0}.

Por sua vez, como ψ(ex1) − eθ(x1) e ψ(ex2) − eθ(x2) pertencem a J(I(Y, F )) e, pelo Lema

2.12,
∞⋂
n=1

(J(I(Y, F )))n = {0}, podemos aplicar o Lema 2.7 e concluir que

ψ(ex1)I(Y, F )ψ(ex2) 6= {0} se, e somente se, eθ(x1)I(Y, F )eθ(x2) 6= {0}.

Novamente pelo Lema 2.14, temos que

eθ(x1)I(Y, F )eθ(x2) 6= {0} se, e somente se, θ(x1) ≤ θ(x2).

Logo, segue que x1 ≤ x2 se, e somente se, θ(x1) ≤ θ(x2), donde segue também a

injetividade de θ. Portanto, pela Proposição 1.41, θ é um isomorfismo de posets.

Segue do Lema 2.4 e do Teorema 2.15 que, se X e Y são posets localmente finitos

e F é um corpo, então X e Y são isomorfos como posets se, e somente se, I(X,F ) e

I(Y, F ) são isomorfas como F -álgebras.
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2.2 Automorfismos e Teorema da Decomposição

Considerando X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade,

denotaremos por Aut(I(X,R)) o grupo dos automorfismos da R-álgebra I(X,R), mu-

nido da operação de composição.

Nosso objetivo nesta seção é provar o Teorema da Decomposição, que mostra que

todo automorfismo da álgebra de incidência de um poset localmente finitoX sobre um

corpo F pode ser decomposto como composição de três automorfismos: um interno,

um multiplicativo e um induzido. Para isso, vamos definir e estudar alguns subgrupos

importantes do grupo Aut(I(X,R)). Começaremos pelos bem conhecidos automorfis-

mos internos, então os automorfismos induzidos por um automorfismo de X e, por

fim, os automorfismos multiplicativos.

Se f ∈ I(X,R) é invertível, então sabemos que f determina um automorfismo ψf

de I(X,R) definido por ψf (g) = fgf−1, para toda g ∈ I(X,R), o qual é chamado de

automorfismo interno associado a f . Note que ψf−1 = (ψf )
−1 e, se f1, f2 são elementos

invertíveis de I(X,R), então ψf1 ◦ ψf2 = ψf1f2 . Com isso, o conjunto

Inn(I(X,R)) = {ψf : f é invertível em I(X,R)}

é um subgrupo de Aut(I(X,R)).

Considere agora α um automorfismo de X . Conforme o Corolário 2.5, α induz um

automorfismo α̂ de I(X,R) dado por

(α̂(f))(x, y) = f(α−1(x), α−1(y)),

para toda f ∈ I(X,R) e para cada par x, y ∈ X . α̂ é chamado automorfismo induzido por

α. O próximo resultado mostra que o conjunto de todos os automorfismos induzidos

por automorfismos de X é um subgrupo de Aut(I(X,R)).

Proposição 2.16. Considere o conjunto Ind(I(X,R)) = {α̂ : α é um automorfismo de X}.

Então Ind(I(X,R)) é um subgrupo de Aut(I(X,R)).

Demonstração. Primeiramente, note que idI(X,R) = îdX . De fato, para todos f ∈ I(X,R)
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e x, y ∈ X , temos

(îdX(f))(x, y) = f(idX
−1(x), idX

−1(y)) = f(x, y) = (idI(X,R)(f))(x, y).

Assim, idI(X,R) ∈ Ind(I(X,R)).

Observe que, para todos α̂, β̂ ∈ Ind(I(X,R)), temos que (α̂)−1 = α̂−1 ∈ Ind(I(X,R))

e, para toda f ∈ I(X,R) e todos x, y ∈ X , temos

[(α̂ ◦ β̂)(f)](x, y) = α̂(β̂(f)(x, y)) = (β̂(f))(α−1(x), α−1(y))

= f((β−1 ◦ α−1)(x), (β−1 ◦ α−1)(y)) = [(α̂ ◦ β)(f)](x, y).

Logo, temos que α̂ ◦ β̂ ∈ Ind(I(X,R)), concluindo a demonstração.

Definição 2.17. Uma função σ ∈ I(X,R) é multiplicativa se, para todos x ≤ z ≤ y

elementos de X , tivermos que σ(x, y) é invertível em R e σ(x, y) = σ(x, z)σ(z, y).

Observe que uma consequência da definição anterior é que, se σ é multiplicativa,

então para cada x ∈ X , σ(x, x) é invertível em R. E mais: σ(x, x) = σ(x, x)σ(x, x), ou

seja, σ(x, x) = 1. Desta forma, pelo Teorema 2.2, σ é invertível em I(X,R).

Definição 2.18. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com uni-

dade. Dados elementos f, g ∈ I(X,R), o produto de Hadamard (ou produto de Schur) de

f por g, denotado por f ∗ g, é definido por (f ∗ g)(x, y) = f(x, y)g(x, y), para todos

x, y ∈ X .

Claramente, f ∗ g ∈ I(X,R) e esse produto é comutativo. Mais ainda, se σ e τ são

funções multiplicativas, então σ ∗ τ é multiplicativa, pois se x ≤ z ≤ y são elementos

de X , então (σ ∗ τ)(x, y) = σ(x, y)τ(x, y), e assim podemos concluir que (σ ∗ τ)(x, y) é

invertível em R, uma vez que σ(x, y) e τ(x, y) são invertíveis em R. Pelo fato de σ e τ

serem multiplicativas, temos que

(σ ∗ τ)(x, y) = σ(x, z)σ(z, y)τ(x, z)τ(z, y) = σ(x, z)τ(x, z)σ(z, y)τ(z, y)

= (σ ∗ τ)(x, z)(σ ∗ τ)(z, y).
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Lema 2.19. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade. Se

σ ∈ I(X,R) é multiplicativa, então a função Mσ : I(X,R) → I(X,R) definida por

Mσ(f) = σ ∗ f , para toda f ∈ I(X,R), é um automorfismo de I(X,R).

Demonstração. Dados f, g ∈ I(X,R), λ ∈ R e x, y ∈ X quaisquer, temos:

(Mσ(f + g))(x, y) = [σ ∗ (f + g)](x, y)

= σ(x, y)(f + g)(x, y)

= σ(x, y)[f(x, y) + g(x, y)]

= σ(x, y)f(x, y) + σ(x, y)g(x, y)

= (σ ∗ f)(x, y) + (σ ∗ g)(x, y)

= [(σ ∗ f) + (σ ∗ g)](x, y)

= (Mσ(f) +Mσ(g))(x, y).

Temos também que:

(Mσ(fg))(x, y) = [σ ∗ (fg)](x, y)

= σ(x, y)(fg)(x, y)

= σ(x, y)

( ∑
x≤z≤y

f(x, z)g(z, y)

)
.

Como σ(x, y) = σ(x, z)σ(z, y) sempre que x ≤ z ≤ y, temos que

(Mσ(fg))(x, y) =
∑
x≤z≤y

σ(x, z)f(x, z)σ(z, y)g(z, y).

Por outro lado,

[Mσ(f)Mσ(g)](x, y) =
∑
x≤z≤y

(σ ∗ f)(x, z)(σ ∗ g)(z, y)

=
∑
x≤z≤y

σ(x, z)f(x, z)σ(z, y)g(z, y).

Logo, Mσ(fg) = Mσ(f)Mσ(g), como queríamos.
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Ainda:

(Mσ(δ))(x, y) = (σ ∗ δ)(x, y)

= σ(x, y)δ(x, y)

=

 σ(x, y), se x = y

0, caso contrário

=

 1, se x = y

0, caso contrário

= δ(x, y).

Logo, Mσ(δ) = δ.

Por fim,

(Mσ(λf))(x, y) = (σ ∗ λf)(x, y)

= σ(x, y)(λf)(x, y)

= σ(x, y)λf(x, y)

= λσ(x, y)f(x, y)

= λ(σ ∗ f)(x, y)

= (λMσ(f))(x, y).

Com isto, segue que Mσ é um homomorfismo de R-álgebras.

Resta mostrar que Mσ é bijetora. Seja f ∈ kerMσ. Então (Mσ(f))(x, y) = 0 para

todos x ≤ y ∈ X , isto é, σ(x, y)f(x, y) = (σ ∗ f)(x, y) = 0 para todos x ≤ y. Como

σ(x, y) é invertível em R para todos x ≤ y, segue que f(x, y) = 0 para todos x ≤ y e,

assim, f = 0. Dessa forma, kerMσ = 0 e, portanto, Mσ é injetora.

Por fim, dada h ∈ I(X,R), defina σ ∈ I(X,R) por

σ(x, y) =

 (σ(x, y))−1, se x ≤ y

0, caso contrário
.

Tomando o elemento σ ∗ h ∈ I(X,R), temos que

(Mσ(σ ∗ h))(x, y) = [σ ∗ (σ ∗ h)](x, y) = σ(x, y)σ(x, y)h(x, y) = h(x, y),
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para todos x, y ∈ X , e com isso concluímos a sobrejetividade de Mσ. Portanto, Mσ é

um automorfismo de I(X,R).

Definição 2.20. Se σ ∈ I(X,R) é uma função multiplicativa, então o automorfismo Mσ

de I(X,R) é chamado de automorfismo multiplicativo associado a σ.

O próximo resultado mostra que o conjunto de todos os automorfismos multiplica-

tivos de I(X,R) é um subgrupo do grupo Aut(I(X,R)).

Proposição 2.21. Considere o conjunto Mult(I(X,R)) = {Mσ : σ é multiplicativa}. Então

Mult(I(X,R)) é um subgrupo de Aut(I(X,R)).

Demonstração. Considerando σ ∈ I(X,R) dada por σ(x, y) = 1 se x ≤ y e σ(x, y) = 0 se

x � y, temos que σ é multiplicativa e, para todos f ∈ I(X,R) e x ≤ y em X ,

(Mσ(f))(x, y) = (σ ∗ f)(x, y) = σ(x, y)f(x, y) = f(x, y) = (idI(X,R)(f))(x, y).

Logo, idI(X,R) = Mσ ∈Mult(I(X,R)).

Já vimos que se σ e τ são multiplicativas, então σ ∗ τ é multiplicativa. Assim, para

todo par x, y ∈ X

(Mσ∗τ (f))(x, y) = [(σ ∗ τ) ∗ f ](x, y)

= (σ(x, y)τ(x, y))f(x, y)

= σ(x, y)(τ(x, y)f(x, y))

= σ(x, y)(τ ∗ f)(x, y)

= σ(x, y)(Mτ (f))(x, y)

= (σ ∗Mτ (f))(x, y)

= [Mσ(Mτ (f))](x, y)

= [(Mσ ◦Mτ )(f)](x, y),

o que mostra que Mσ∗τ = Mσ ◦Mτ , ou seja, Mσ ◦Mτ ∈Mult(I(X,R)).

Se σ ∈ I(X,R) é multiplicativa, mostremos que (Mσ)−1 é também multiplicativo.

Considere σ ∈ I(X,R) como dada na demonstração do último lema. Note que, para
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todos x ≤ y em X , σ(x, y) é invertível em R, uma vez que (σ(x, y))−1 o é. Mais ainda,

se x ≤ z ≤ y são elementos de X , temos

σ(x, y) = (σ(x, y))−1

= (σ(x, z)σ(z, y))−1

= (σ(z, y))−1(σ(x, z))−1

= (σ(x, z))−1(σ(z, y))−1

= σ(x, z)σ(z, y).

Logo, concluímos que σ é multiplicativa. Agora, observe queMσ = (Mσ)−1, pois dados

x ≤ y em X

[(Mσ ◦Mσ)(f)](x, y) = [Mσ(Mσ(f))](x, y)

= (Mσ(σ ∗ f))(x, y)

= (σ ∗ σ ∗ f)(x, y)

= σ(x, y)σ(x, y)f(x, y)

= σ(x, y)(σ(x, y))−1f(x, y)

= f(x, y).

Portanto, Mσ ◦ Mσ = idI(X,R) e, de forma análoga, vemos também que

Mσ ◦Mσ = idI(X,R). Portanto, Mult(I(X,R)) é um subgrupo de Aut(I(X,R)).

Vamos agora caracterizar todos os elementos de Mult(I(X,R)).

Teorema 2.22. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.

Seja ψ ∈ Aut(I(X,R)). Então, ψ está em Mult(I(X,R)) se, e somente se, ψ(ex) = ex, para

todo x ∈ X .

Demonstração. Se ψ = Mσ, para alguma σ ∈ I(X,R) multiplicativa, então para cada

x ∈ X e u ≤ v em X , temos

(ψ(ex))(u, v) = (Mσ(ex))(u, v) = (σ ∗ ex)(u, v) = σ(u, v)ex(u, v).
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Esse produto só é não nulo quando u = v = x e, nesse caso, temos

(Mσ(ex))(x, x) = σ(x, x)ex(x, x) = 1.1 = 1 = ex(x, x).

Portanto, ψ(ex) = ex, para todo x ∈ X , como queríamos.

Reciprocamente, suponha que ψ é um automorfismo de I(X,R) tal que ψ(ex) = ex,

para todo x ∈ X . Sejam f ∈ I(X,R) e x ≤ y em X . Então:

(exfey)(x, y) =
∑

x≤w≤z≤y

ex(x,w)f(w, z)ey(z, y) = f(x, y)

e (exfey)(u, v) = 0 se (u, v) 6= (x, y). Logo, exfey = f(x, y)δxy, para toda f ∈ I(X,R).

Dados x ≤ y em X , como δxy = exδxyey, temos

ψ(δxy) = ψ(exδxyey) = exψ(δxy)ey = r(x, y)δxy,

onde r(x, y) = (ψ(δxy))(x, y) ∈ R. Assim, dada f ∈ I(X,R), temos:

(ψ(f))(x, y) = (exψ(f)ey)(x, y)

= (ψ(exfey))(x, y)

= (ψ(f(x, y)δxy))(x, y)

= r(x, y)f(x, y).

Como ψ é sobrejetor, dados x ≤ y, existe g ∈ I(X,R) tal que ψ(g) = δxy. Assim,

1 = δxy(x, y) = (ψ(g))(x, y) = r(x, y)g(x, y)

e, portanto, r(x, y) ∈ R é invertível. Além disso, quando x ≤ z ≤ y, temos que

δxy = δxzδzy. Logo,

r(x, y)δxy = ψ(δxy) = ψ(δxzδzy) = ψ(δxz)ψ(δzy) = r(x, z)r(z, y)δxzδzy = r(x, z)r(z, y)δxy

e, portanto, r(x, y) = r(x, z)r(z, y).
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Dessa forma, σ ∈ I(X,R) dada por

σ(x, y) =

 r(x, y), se x ≤ y

0, caso contrário

é uma função multiplicativa e ψ = Mσ, provando o desejado.

Alguns automorfismos multiplicativos podem ser descritos mais especificamente.

Denote por R∗ o grupo formado pelos elementos invertíveis de R e seja h uma função

de X em R∗. Então a função τh : X ×X → R dada por

τh(x, y) =


h(x)
h(y)

, se x ≤ y

0, caso contrário

é um elemento multiplicativo de I(X,R). De fato, se x ≤ z ≤ y são elementos de X ,

então τh(x, y) = h(x)(h(y))−1, o qual é invertível em R. Além disso,

τh(x, y) = h(x)(h(y))−1h(z)(h(z))−1 = h(x)(h(z))−1h(z)(h(y))−1 = τh(x, z)τh(z, y).

Tais funções τh acima mencionadas são chamadas de funções fracionárias. Se h1 e h2

são funções deX emR∗, considerando h1h2 : X → R∗ dada por (h1h2)(x) = h1(x)h2(x),

então temos:

τh1h2(x, y) =


(h1h2)(x)
(h1h2)(y)

, se x ≤ y

0, caso contrário

=


h1(x)h2(x)
h1(y)h2(y)

, se x ≤ y

0, caso contrário

= τh1(x, y)τh2(x, y)

= (τh1 ∗ τh2)(x, y),

e assim concluímos que τh1h2 = τh1 ∗ τh2 . Como visto anteriormente,

Mτh1
◦Mτh2

= Mτh1∗τh2 e, assim, Mτh1
◦Mτh2

= Mτh1h2
.
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Na verdade, temos que

Frac(I(X,R)) = {Mτh : τh é uma função fracionária}

é um subgrupo de Mult(I(X,R)). Tais automorfismos multiplicativos são chamados

de automorfismos fracionários.

Proposição 2.23. Se X é um poset localmente finito e R é um anel comutativo com unidade,

então

Frac(I(X,R)) = Mult(I(X,R)) ∩ Inn(I(X,R)).

Demonstração. Primeiramente, mostremos que

Frac(I(X,R)) ⊆Mult(I(X,R)) ∩ Inn(I(X,R)).

Como Frac(I(X,R)) é um subgrupo de Mult(I(X,R)), basta mostrar que

Frac(I(X,R)) ⊆ Inn(I(X,R)).

Seja Mτh um automorfismo fracionário de I(X,R), com τh uma função fracionária.

Defina f ∈ I(X,R) por:

f(x, y) =

 h(x), se x = y

0, caso contrário.

Como f(x, x) = h(x) ∈ R∗, para todo x ∈ X , segue, pelo Teorema 2.2, que f é

invertível e temos

f−1(x, y) =

 (h(x))−1, se x = y

0, caso contrário.

Podemos então considerar o automorfismo interno ψf . Mostremos que Mτh = ψf .
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Sejam g ∈ I(X,R) e x, y ∈ X , então

(ψf (g))(x, y) = (fgf−1)(x, y)

=
∑
x≤z≤y

f(x, z)(gf−1)(z, y)

= h(x)(gf−1)(x, y)

= h(x)

( ∑
x≤z≤y

g(x, z)f−1(z, y)

)
= h(x)g(x, y)(h(y))−1

= [h(x)(h(y))−1]g(x, y)

= (τh ∗ g)(x, y)

= (Mτh(g))(x, y).

Portanto, Mτh = ψf e, assim, Frac(I(X,R)) ⊆ Inn(I(X,R)), como queríamos.

Por outro lado, seja ρ ∈ Mult(I(X,R)) ∩ Inn(I(X,R)). Então, existem

f, σ ∈ I(X,R), com f invertível e σ multiplicativa, tais que ψf = ρ = Mσ, isto é,

(fgf−1)(x, y) = (ρ(g))(x, y) = σ(x, y)g(x, y),

para todos g ∈ I(X,R) e x, y ∈ X . Em particular, se x ≤ y e g = δxy, temos

f(x, x)(f(y, y))−1 = (fδxyf
−1)(x, y) = σ(x, y)δxy(x, y) = σ(x, y).

Seja h : X → R∗ dada por h(x) = f(x, x). Como f é invertível, então h(x) = f(x, x)

é de fato invertível em R. Assim,

σ(x, y) = f(x, x)(f(y, y))−1 = h(x)(h(y))−1 = τh(x, y),

para todos x ≤ y ∈ X , isto é, σ = τh. Dessa forma, ρ = Mσ = Mτh e, portanto,

Mult(I(X,R)) ∩ Inn(I(X,R)) ⊆ Frac(I(X,R)), o que prova o resultado.

Se X possui um elemento que é comparável com todos os elementos de X , ou seja,

se existe x0 ∈ X tal que, para cada x ∈ X , x ≤ x0 ou x0 ≤ x, então podemos "melhorar"

a propriedade anterior.
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Proposição 2.24. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.

Se existe x0 ∈ X tal que todo elemento de X é comparável com x0, então

Frac(I(X,R)) = Mult(I(X,R)).

Nesse caso, em particular, todo automorfismo multiplicativo é um automorfismo interno.

Demonstração. Pela proposição anterior, é suficiente mostrar que todo automorfismo

multiplicativo é um automorfismo fracionário. Então, dado Mσ ∈ Mult(I(X,R)), de-

vemos exibir uma função h : X → R∗ tal que σ = τh. Defina h como

h(y) =


1, se y = x0

σ(y, x0), se y < x0

(σ(x0, y))−1, se x0 < y.

e mostremos que σ = τh. Sejam x, y ∈ X e comecemos com o caso em que x < y.

Usando que x0 ∈ X é comparável com todos os elementos de X , temos alguns casos a

considerar:

• x = x0; então h(x) = 1 e h(y) = (σ(x, y))−1. Assim

τh(x, y) = h(x)(h(y))−1 = 1.((σ(x, y))−1)−1 = σ(x, y).

• y = x0; análogo ao caso anterior.

• x < x0 < y; então h(x) = σ(x, x0) e h(y) = (σ(x0, y))−1. Usando o fato que σ é

multiplicativa, temos também que σ(x, y) = σ(x, x0)σ(x0, y), assim

τh(x, y) = h(x)(h(y))−1 = σ(x, x0)σ(x0, y) = σ(x, y).

• x < y < x0; então h(x) = σ(x, x0) e h(y) = σ(y, x0). Usando o fato que σ é

multiplicativa, temos que σ(x, x0) = σ(x, y)σ(y, x0), ou melhor, (σ(y, x0))
−1 =

(σ(x, x0))
−1σ(x, y), e assim:

τh(x, y) = h(x)(h(y))−1 = σ(x, x0)(σ(y, x0))
−1 = σ(x, x0)(σ(x, x0))

−1σ(x, y),
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que é igual a σ(x, y).

• x0 < x < y; análogo ao caso anterior.

Agora, se x = y, então h(x) = h(y) e τh(x, y) = 1 = σ(x, y), já que σ é multiplicativa.

Portanto, temos que σ(x, y) = τh(x, y), para todos x, y ∈ X , e assim concluímos que

σ = τh. Portanto, Mσ = Mτh ∈ Frac(I(X,R)), como queríamos.

Teorema 2.25 (Teorema da Decomposição). Sejam X um poset localmente finito e F um

corpo. Se ρ é um automorfismo de I(X,F ), então ρ = ψf ◦Mσ ◦ α̂, para algum automorfismo

interno ψf , algum automorfismo multiplicativo Mσ e algum automorfismo α de X .

Demonstração. Pela demonstração do Teorema 2.15, existe um isomorfismo α : X → X

tal que ρ(ex) ∈ eα(x) + J(I(X,F )). Considere α−1 : X → X e α̂−1 ∈ Aut(I(X,F )).

Como {ex : x ∈ X} é um conjunto de idempotentes ortogonais dois a dois de I(X,F ) e

ρ ◦ α̂−1 é um automorfismo de I(X,F ), então {(ρ ◦ α̂−1)(ey) : y ∈ X} é um conjunto de

idempotentes ortogonais dois a dois de I(X,F ).

Defina

f =
∑
y∈X

(ρ ◦ α̂−1)(ey).ey.

Observe que, para cada par u, v ∈ X , o somatório que define f(u, v) se reduz a uma

única parcela, pois, para y ∈ X ,

[(ρ ◦ α̂−1)(ey).ey](u, v) =
∑
u≤t≤v

((ρ ◦ α̂−1)(ey))(u, t).ey(t, v)

=

 ((ρ ◦ α̂−1)(ev))(u, v), se v = y

0, se v 6= y.

Assim, f(u, v) = ((ρ ◦ α̂−1)(ev))(u, v), de onde conclui-se que f está bem definida e que

f ∈ I(X,F ).

Repare que (ρ ◦ α̂−1)(ey) = ρ(eα−1(y)) ∈ ey + J(I(X,F )). Logo,

f(u, u) = ((ρ ◦ α̂−1)(eu))(u, u) = 1, para todo u ∈ X . Portanto, pelo Teorema 2.2,

segue que f é invertível.
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Agora, dado z ∈ X , temos

(ρ ◦ α̂−1)(ez).f = (ρ ◦ α̂−1)(ez).

(∑
y∈X

(ρ ◦ α̂−1)(ey).ey

)
=

∑
y∈X

[(ρ ◦ α̂−1)(ez).(ρ ◦ α̂−1)(ey)].ey

= (ρ ◦ α̂−1)(ez).ez,

já que {(ρ ◦ α̂−1)(ey) : y ∈ X} é um conjunto de idempotentes ortogonais dois a dois.

Também,

f.ez =

(∑
y∈X

(ρ ◦ α̂−1)(ey).ey

)
.ez = (ρ ◦ α̂−1)(ez).ez,

pois {ex : x ∈ X} é um conjunto de idempotentes ortogonais dois a dois.

Logo, para todo z ∈ X , temos que (ρ ◦ α̂−1)(ez).f = f.ez, o que implica que

fezf
−1 = (ρ ◦ α̂−1)(ez), ou melhor, ψf (ez) = (ρ ◦ α̂−1)(ez).

Assim, para todo z ∈ X , temos que ez = (ψf
−1 ◦ ρ ◦ α̂−1)(ez). Pelo Teorema 2.22,

segue que ψf−1 ◦ ρ ◦ α̂−1 = Mσ, para alguma σ ∈ I(X,F ) multiplicativa. Portanto,

ρ = ψf ◦Mσ ◦ α̂, como queríamos demonstrar.

Como consequência do resultado anterior e da Proposição 2.24, temos o seguinte

corolário.

Corolário 2.26. Sejam X um poset localmente finito e F um corpo. Se existe x0 ∈ X tal que

todo elemento de X é comparável com x0, então todo automorfismo de I(X,F ) é a composição

de um automorfismo interno de I(X,F ) com um automorfismo induzido por um automorfismo

de X .

Demonstração. Segue da Proposição 2.24 que todo automorfismo multiplicativo é in-

terno. Como composição de automorfismos internos é um automorfismo interno, se-

gue o resultado.



CAPÍTULO 3

AUTOMORFISMOS MULTIPLICATIVOS E INTERNOS

O Teorema da Decomposição, apresentado no capítulo anterior, mostra que todo

automorfismo de I(X,F ) pode ser decomposto como composição de um automor-

fismo interno, um automorfismo multiplicativo e um automorfismo induzido por um

automorfismo de X . Se tivermos que o automorfismo multiplicativo é interno, então

esta decomposição torna-se mais simples, já que composição de automorfismos inter-

nos é um automorfismo interno. Obter a classificação das involuções de uma álgebra

de incidência, tal como estudado em [4], torna-se também mais simples quando todo

automorfismo multiplicativo é interno.

Embora tenhamos obtido uma condição necessária e suficiente na Proposição 2.23

para que todo automorfismo multiplicativo de uma álgebra de incidência seja interno

(e esta condição é que todo automorfismo multiplicativo seja fracionário), repare que

a aplicação do mesmo é difícil, a menos que o poset possua uma particularidade evi-

dente como possuir um elemento que seja comparável com todos os demais do poset,

por exemplo, como mostra a Proposição 2.24.

Desta forma, o objetivo deste capítulo é apresentar condições necessárias e sufici-

entes que permitam, a partir de uma análise do diagrama de Hasse do poset, perceber

se um automorfismo multiplicativo de uma álgebra de incidência é interno. Para isso,

usaremos a estrutura do poset como um grafo direcionado. A partir de agora, assumi-
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remos que F é um corpo.

O próximo resultado apresenta condições necessárias e suficientes para que um

automorfismo interno de uma álgebra de incidência seja multiplicativo.

Proposição 3.1. Seja f ∈ I(X,F ) invertível e considere o automorfismo interno ψf . Então,

ψf é multiplicativo se, e somente se, f(x, y) = 0, para todo x 6= y ∈ X .

Demonstração. Suponha que ψf é um automorfismo multiplicativo. Então, existe uma

função multiplicativa τ ∈ I(X,F ) tal que (ψf (g))(x, y) = (Mτ (g))(x, y), para toda g ∈

I(X,F ) e todos x, y ∈ X . Assim, (fgf−1)(x, y) = τ(x, y)g(x, y), para toda g ∈ I(X,F ) e

todos x, y ∈ X . Em particular, para x ≤ y e g = δxy, temos que f(x, x)f−1(y, y) = τ(x, y),

para todos x ≤ y ∈ X . Logo, temos

(fgf−1)(x, y) = f(x, x)g(x, y)f−1(y, y), (3.0-1)

e assim ∑
x≤t≤z≤y

f(x, t)g(t, z)f−1(z, y) = f(x, x)g(x, y)f−1(y, y), (3.0-2)

para toda g ∈ I(X,F ) e todos x ≤ y ∈ X .

Sejam x, y ∈ X com x 6= y e façamos a demonstração por indução sobre |[x, y]|. Se

|[x, y]| = 0, então x � y e assim f(x, y) = 0, já que f ∈ I(X,F ). Não pode ocorrer

|[x, y]| = 1, pois isso implicaria que x = y. Se |[x, y]| = 2, então y cobre x. Assim, da

igualdade (3.0− 2), temos

f(x, x)g(x, x)f−1(x, y) + f(x, x)g(x, y)f−1(y, y) + f(x, y)g(y, y)f−1(y, y)

= f(x, x)g(x, y)f−1(y, y),

o que implica que

f(x, x)g(x, x)f−1(x, y) + f(x, y)g(y, y)f−1(y, y) = 0,

para toda g ∈ I(X,F ).

Em particular, para g = ey, temos f(x, y)f−1(y, y) = 0, o que implica que f(x, y) = 0,

já que f−1(y, y) = (f(y, y))−1 6= 0, pelo Teorema 2.2.
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Agora, suponha que o resultado seja válido para |[x, y]| ≤ n − 1, com n − 1 ≥ 2

e mostremos que vale para n. Sejam x, y ∈ X com x 6= y e |[x, y]| = n. Para toda

g ∈ I(X,F ), temos, por (3.0− 1)

f(x, x)g(x, y)f−1(y, y) =
∑
x≤z≤y

f(x, z)(gf−1)(z, y)

= f(x, x)(gf−1)(x, y) + f(x, y)(gf−1)(y, y) +
∑
x<z<y

f(x, z)(gf−1)(z, y).

Como |[x, z]| ≤ n − 1, pela hipótese de indução temos que f(x, z) = 0, para todo z tal

que x < z < y. Logo, ∑
x<z<y

f(x, z)(gf−1)(z, y) = 0

e temos

f(x, x)g(x, y)f−1(y, y) = f(x, x)(gf−1)(x, y) + f(x, y)g(y, y)f−1(y, y),

para toda g ∈ I(X,F ).

Em particular, para g = ey, temos f(x, y)f−1(y, y) = 0, o que implica que f(x, y) = 0,

já que f−1(y, y) 6= 0. Portanto, f(x, y) = 0, para todo x 6= y ∈ X .

Reciprocamente, defina σ ∈ I(X,F ) por

σ(x, y) =

 f(x, x)(f(y, y))−1, se x ≤ y

0, caso contrário
.

Repare que f(u, u) é invertível para todo u ∈ X , já que f é invertível, assim σ está

bem definida e σ(x, y) é invertível, para todos x ≤ y. Se x ≤ z ≤ y, temos

σ(x, y) = f(x, x)(f(y, y))−1 = f(x, x)(f(z, z))−1f(z, z)(f(y, y))−1 = σ(x, z)σ(z, y).

Logo, σ é uma função multiplicativa.
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Além disso, para toda g ∈ I(X,F ) e todos x ≤ y, temos

(ψf (g))(x, y) = (fgf−1)(x, y)

=
∑

x≤t≤w≤y

f(x, t)g(t, w)f−1(w, y)

= f(x, x)g(x, y)(f(y, y))−1

= f(x, x)(f(y, y))−1g(x, y)

= σ(x, y)g(x, y)

= (Mσ(g))(x, y).

Portanto, ψf = Mσ e ψf é um automorfismo multiplicativo.

A Proposição 2.24 do capítulo anterior mostra que o poset X ter um elemento com-

parável com todos os seus elementos é uma condição suficiente para que todo auto-

morfismo multiplicativo de I(X,F ) seja um automorfismo interno. Porém, essa não é

uma condição necessária. Por exemplo, considere o poset X1 associado ao diagrama

de Hasse da Figura 3.1.

• •

• •

�
�
�
�
�
�

x w

y z

Figura 3.1: Poset X1

Claramente, não existe elemento em X1 comparável com todos os elementos desse

poset, no entanto, mostraremos adiante que todo automorfismo multiplicativo da ál-

gebra I(X1, F ) é interno.

Contudo, também existem situações em que a álgebra de incidência admite um

automorfismo multiplicativo que não é interno. É o caso da álgebra de incidência do

poset X2 da Figura 3.2, como veremos no Exemplo 3.9.
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• •

• •
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Z
Z
Z

a d

b c

Figura 3.2: Poset X2

Conforme mencionado anteriormente, um poset X pode ser identificado com seu

diagrama de Hasse, o qual é um grafo direcionado G = (X,E), onde X é o conjunto de

vértices (elementos do poset X), E é o conjunto de arestas e, dados x, y ∈ X , (x, y) ∈ E

se y cobre x, isto é, se x < y e {t ∈ X : x < t < y} = ∅. De agora em diante, veremos

que a estrutura de X como um grafo direcionado pode ajudar a determinar condições

para um automorfismo multiplicativo de I(X,F ) ser um automorfismo interno.

Como já definido no Capítulo 1, um poset X é dito conexo se, para quaisquer

x, y ∈ X , existem x0, x1, . . . , xn elementos de X tais que x = x0, y = xn e xi ≤ xi+1

ou xi+1 ≤ xi, para todo i ∈ {0, . . . , n − 1}. Isso é equivalente a dizer que o diagrama

de Hasse associado a X é conexo. A partir de agora, assumiremos que X é um poset

finito e conexo.

Definição 3.2. Seja G = (V,E) um grafo direcionado. Dados v, w ∈ V , seja P uma

sequência de vértices distintos dois a dois v0v1 . . . vk tal que v0 = v e vk = w. De-

notaremos tal sequência por P : v = v0v1 . . . vk = w. A sequência P é dita ser um

caminho (contracaminho) ligando v a w em G se (vi, vi+1)((vi+1, vi)) está em E, para todo

0 ≤ i ≤ k − 1. A sequência P é um semicaminho ligando v a w em G se, para todo

0 ≤ i ≤ k − 1, (vi, vi+1) ou (vi+1, vi) está em E. Se, para qualquer par v, w ∈ V , existe

um único semicaminho ligando v a w em G, então G é dito uma árvore.

Exemplo 3.3. O poset X1 da Figura 3.1 é uma árvore.

Exemplo 3.4. Considere o poset X3 dado na Figura 3.3.
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•

• •
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w1

v w

v1

y

Figura 3.3: Poset X3

Temos que P1 : w1vv1y é um caminho ligando w1 a y, P2 : yv1w é um contracami-

nho ligando y a w e P3 : vv1w é um semicaminho ligando v a w. Note que X3 não é

uma árvore, pois P4 : vw1w é outro semicaminho que liga v a w.

Seja G = (V,E) um grafo direcionado e seja C um conjunto. Um peso ω em G com

valores em C é uma aplicação ω : E → C. Quando existe um peso ω : E → C, dizemos

que G é um grafo direcionado com peso.

Se G = (V,E) é um grafo direcionado com peso ω : E → H , onde (H, ∗) é um grupo

abeliano qualquer, denote por

E∗ := {(u, v) : (v, u) ∈ E}.

Pela forma como foi definido o conjunto E das arestas de G, isto é, (u, v) ∈ E se e

somente se v cobre u, ou seja, u < v e {t ∈ V : u < t < v} = ∅, segue que E ∩ E∗ = ∅.

Assim, o peso direcionado γω induzido pelo peso ω é a aplicação γω : E ∪ E∗ → H dada

por

γω(u, v) =

 ω(u, v), se (u, v) ∈ E

(ω(v, u))−1, se (u, v) ∈ E∗
,

onde (ω(v, u))−1 denota o inverso de ω(v, u) com relação à operação ∗.

Em particular, se F é um corpo, então F ∗ = F\{0} é um grupo abeliano munido

da multiplicação. Assim, dado ω : E → F ∗ um peso, temos o peso direcionado

γω : E ∪ E∗ → F ∗ induzido por ω:
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γω(u, v) =

 ω(u, v), se (u, v) ∈ E

(ω(v, u))−1, se (u, v) ∈ E∗
.

Agora, dada σ ∈ I(X,F ) multiplicativa, pode-se construir um peso ωσ e, assim,

tornar G = (X,E) num grafo direcionado com peso, cujos pesos pertencem a F ∗, da

seguinte maneira: se (x, y) é uma aresta de X (isto é, y cobre x, ou ainda, (x, y) ∈ E), o

peso de (x, y) é σ(x, y). Note que, como σ é multiplicativa, se x = v0v1 . . . vk = y é um

caminho em X , então σ(x, y) =
k−1∏
i=0

σ(vi, vi+1) =
k−1∏
i=0

γωσ(vi, vi+1).

Dados dois semicaminhos distintos ligando x a y em X , o produto dos pesos di-

recionados das arestas em cada semicaminho não é necessariamente o mesmo. Por

exemplo, considere os semicaminhos abd e acd ligando a a d no poset X2, dado na

Figura 3.4, onde σ(b, a) = 1, σ(b, d) = −1, σ(c, a) = 1 e σ(c, d) = 1.

• •

• •

�
�
�
�
�
�

Z
Z
Z

Z
Z
Z

a d

b c

1 1

−1 1

Figura 3.4: Poset X2

Se a característica de F é diferente de 2, temos:

γσ(a, b)γσ(b, d) = (σ(b, a))−1σ(b, d)

= 1.(−1)

= −1

6= 1.1

= (σ(c, a))−1σ(c, d)

= γσ(a, c)γσ(c, d).

No entanto, essa é uma condição necessária e suficiente para o automorfismo mul-

tiplicativo Mσ ser um automorfismo interno, como veremos no próximo teorema.

Se P : x = v0v1 . . . vk = y é um semicaminho ligando x a y em X e σ é um elemento

multiplicativo de I(X,F ), denotaremos o produto dos pesos direcionados das arestas
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de P por IσP(x, y), isto é,

IσP(x, y) =
k−1∏
i=0

γσ(vi, vi+1).

Lema 3.5. Seja P : x = v0v1 . . . vk = y um semicaminho ligando x a y em X e seja σ um

elemento multiplicativo de I(X,F ).

1. Se P é um caminho, então IσP(x, y) = σ(x, y) e, se P é um contracaminho, então

IσP(x, y) = (σ(y, x))−1.

2. Se P1 : x = v0v1 . . . vl = z e P2 : z = vl . . . vk = y, onde 0 < l < k (nesse caso,

denotaremos P = P1P2), então

IσP(x, y) = IσP1
(x, z)IσP2

(z, y).

3. Se P−1 : y = vk . . . v1v0 = x, então P−1 é um semicaminho ligando y a x em X e

IσP−1(y, x) = [IσP(x, y)]−1 .

Demonstração. (1) Se P é um caminho, então (vi, vi+1) ∈ E, para todo 0 ≤ i ≤ k − 1.

Assim, como σ é multiplicativa,

IσP(x, y) =
k−1∏
i=0

γσ(vi, vi+1) =
k−1∏
i=0

σ(vi, vi+1) = σ(v0, vk) = σ(x, y).

Se P é um contracaminho, então (vi+1, vi) ∈ E, para todo 0 ≤ i ≤ k−1. Novamente

usando que σ é multiplicativa, temos

IσP(x, y) =
k−1∏
i=0

γσ(vi, vi+1) =
k−1∏
i=0

(σ(vi+1, vi))
−1 = (σ(vk, v0))

−1 = (σ(y, x))−1.

(2) Temos que

IσP1
(x, z)IσP2

(z, y) =
l−1∏
i=0

γσ(vi, vi+1).
k−1∏
j=l

γσ(vj, vj+1) =
k−1∏
i=0

γσ(vi, vi+1) = IσP(x, y).

(3) Considere P−1 : y = vk . . . v1v0 = x. Então P−1 é uma sequência de vértices

distintos dois a dois, pois P o é. Ainda, como P é um semicaminho ligando x a y em
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X , então (vi, vi+1) ou (vi+1, vi) está emE, para todo 0 ≤ i ≤ k−1, o que mostra que P−1

é um semicaminho ligando y a x em X . Além disso note que, para cada 0 ≤ i ≤ k − 1,

temos

(γσ(vi, vi+1))
−1 =

 (σ(vi, vi+1))
−1, se (vi, vi+1) ∈ E

σ(vi+1, vi), se (vi, vi+1) ∈ E∗
= γσ(vi+1, vi).

Assim,

[IσP(x, y)]−1 =

(
k−1∏
i=0

γσ(vi, vi+1)

)−1
= [γσ(v0, v1)γσ(v1, v2) . . . γσ(vk−2, vk−1)γσ(vk−1, vk)]

−1

= (γσ(vk−1, vk))
−1(γσ(vk−2, vk−1))

−1 . . . (γσ(v1, v2))
−1(γσ(v0, v1))

−1

= γσ(vk, vk−1)γσ(vk−1, vk−2) . . . γσ(v2, v1)γσ(v1, v0)

=
k−1∏
j=0

γσ(vk−j, vk−j−1)

= IσP−1(y, x).

Teorema 3.6. Seja σ um elemento multiplicativo de I(X,F ). O automorfismo multiplicativo

Mσ é interno se, e somente se, para quaisquer x, y ∈ X distintos e quaisquer semicaminhos P1

e P2 ligando x a y, tivermos que IσP1
(x, y) = IσP2

(x, y).

Demonstração. Suponha que Mσ é um automorfismo interno. Então, pela Proposição

2.23, Mσ é fracionário. Assim, existe uma aplicação h : X → F ∗ tal que σ = τh, isto é,

σ(x, y) = τh(x, y) = h(x)(h(y))−1, para todos x ≤ y ∈ X .

Sejam x, y ∈ X com x 6= y e seja P : v0v1 . . . vk um semicaminho qualquer ligando

x a y. Provaremos, por indução sobre k, que IσP(x, y) = h(x)(h(y))−1.

Para k = 1, se x < y então IσP(x, y) = γσ(x, y) = σ(x, y) = h(x)(h(y))−1. Se y < x

então IσP(x, y) = γσ(x, y) = (σ(y, x))−1 = [h(y)(h(x))−1]−1 = h(x)(h(y))−1.

Suponha que k > 1 e que o resultado é válido para k − 1. Se escrevermos
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P = P1P2, onde P1 : v0v1 . . . vk−1 e P2 : vk−1vk, então pelo item (2) do Lema 3.5,

IσP(x, y) = IσP1
(v0, vk−1)I

σ
P2

(vk−1, vk)

= h(v0)(h(vk−1))
−1h(vk−1)(h(vk))

−1

= h(v0)(h(vk))
−1

= h(x)(h(y))−1.

Logo, IσP(x, y) = h(x)(h(y))−1, para qualquer semicaminho P ligando x a y e, portanto,

segue o resultado.

Reciprocamente suponha que, para quaisquer x, y ∈ X distintos e quaisquer se-

micaminhos P1 e P2 ligando x a y, tenhamos que IσP1
(x, y) = IσP2

(x, y). Defina

h : X → F ∗ da seguinte forma: fixado z ∈ X , tome h(z) = 1 e, para qualquer ou-

tro x ∈ X , tome h(x) = IσPx
(x, z), onde Px é algum semicaminho ligando x a z. Por

hipótese, h está bem definida.

Sejam x < y em X . Então existe um contracaminho Q1 ligando y a x. Seja Q2

um semicaminho ligando x a z e seja p o último vértice de Q2 que pertence a Q1.

Considerando P1 o contracaminho ligando y a p e P o semicaminho ligando p a z,

então P1P é um semicaminho que liga y a z. Considerando P2 o caminho ligando x

a p, então P2P é um semicaminho que liga x a z, como mostra a Figura 3.5.

•

•

•

•

•

Q
Q

Q
QQ
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��
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c
c

c
c
c

cc

x

y

p

z

P2

P1

Q1

Q2

P

Figura 3.5: Caso em que Q1 e Q2 se interceptam em outros vértices além de x
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Assim:

h(x)(h(y))−1 = IσP2P(x, z)[IσP1P(y, z)]−1

= IσP2P(x, z)Iσ(P1P)−1(z, y)

= IσP2
(x, p)IσP(p, z)IσP−1(z, p)IσP−1

1
(p, y)

= Iσ
P2P−1

1
(x, y)

= σ(x, y),

já que σ é multiplicativa e P2P
−1
1 é um caminho ligando x a y.

Se Q1 e Q2 não se interceptam além da extremidade x, então p = x, P1 = Q1,

P = Q2, como mostra a Figura 3.6, e o argumento acima funciona sem o caminho P2.

•

••

J
J
J
J
J
J
J

x

yz

Q1Q2

Figura 3.6: Caso em que Q1 e Q2 não se interceptam em outros vértices além de x

Se x = y, claramente h(x)(h(y))−1 = σ(x, y). Logo, σ = τh e, portanto,

Mσ = Mτh ∈ Frac(I(X,F )). Pela Proposição 2.23, segue que Mσ é um automorfismo

interno.

Corolário 3.7. Se X é uma árvore, então todo automorfismo multiplicativo de I(X,F ) é

interno.

Demonstração. Seja σ um elemento de multiplicativo de I(X,F ). Como X é uma ár-

vore, então dados x, y ∈ X distintos, existe um único semicaminho ligando x a y.

Logo, as hipóteses do teorema anterior são satisfeitas. Assim, Mσ é interno e, portanto,

segue o resultado.

Exemplo 3.8. Como o poset X1 considerado anteriormente na Figura 3.1 é uma ár-

vore, segue do corolário anterior que todo automorfismo multiplicativo de I(X1, F ) é
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interno.

Exemplo 3.9. Considere o poset X2 dado anteriormente na Figura 3.2. Defina

σ ∈ I(X2, F ) por: σ(b, a) = 1, σ(b, d) = −1, σ(c, a) = 1, σ(c, d) = 1 e σ(x, x) = 1, para

todo x ∈ X2. Claramente, σ é um elemento multiplicativo de I(X2, F ). Agora, consi-

dere os semicaminhos P : abd e Q : acd ligando a a d. Temos que

IσP(a, d) = (σ(b, a))−1σ(b, d) = −1 e IσQ(a, d) = (σ(c, a))−1σ(c, d) = 1. Logo, se a carac-

terística de F é diferente de 2, pelo Teorema 3.6 pode-se concluir que o automorfismo

multiplicativo Mσ não é interno.

Vamos agora introduzir o conceito de semicaminho reduzido.

Note que todo semicaminho num grafo direcionado pode ser dividido em cami-

nhos e contracaminhos alternados. Quando o grafo direcionado é um poset X , os

caminhos correspondem a cadeias ascendentes e os contracaminhos correspondem

a cadeias descendentes. Seja v0v1 . . . vk um semicaminho em um poset X e sejam

0 = i0 < i1 < i2 < · · · < ir = k os índices tais que vit−1vit−1+1 . . . vit é um cami-

nho (contracaminho) e vitvit+1 . . . vit+1 é um contracaminho (caminho). Chamamos a

sequência vi0vi1 . . . vir de semicaminho reduzido associado ao semicaminho v0v1 . . . vk.

Exemplo 3.10. Considere o poset X4 dado na Figura 3.7 e considere o semicaminho

P : x1x3x6x4x7x5x2 ligando x1 a x2.

• •

• • •

• •

A
A
A
A
A

�
�
�
�
�

x6 x7

x1 x2

x3 x5x4

Figura 3.7: Poset X4

Então, o semicaminho reduzido associado a P é x1x6x4x7x2.

O próximo resultado generaliza o Corolário 3.7.

Corolário 3.11. Seja X um poset tal que, para quaisquer x, y ∈ X distintos, quaisquer dois

semicaminhos ligando x a y têm o mesmo semicaminho reduzido. Então todo automorfismo

multiplicativo de I(X,F ) é interno.
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Demonstração. Segue diretamente dos itens (1) e (2) do Lema 3.5 e do Teorema 3.6.

O Teorema 3.6 fornece uma boa condição para verificar se um automorfismo mul-

tiplicativo de uma álgebra de incidência é interno, mas tal condição pode ser difícil de

ser checada, pois, dependendo do poset X , podem existir vários semicaminhos dis-

tintos ligando dois pontos. Na realidade, uma aplicação mais fácil do Teorema 3.6 é

mostrar que um automorfismo multiplicativo não é interno, como foi feito no Exem-

plo 3.9. Assim, em vista do Teorema 3.6, buscaremos condições sobre X mais simples

de serem checadas que garantam que IσP1
(x, y) = IσP2

(x, y), para quaisquer x, y ∈ X

distintos e quaisquer semicaminhos P1 e P2 ligando x a y.

Lema 3.12. Seja σ um elemento multiplicativo de I(X,F ) e seja P : v0v1 . . . vk um semica-

minho tal que todo vértice de P é comparável com v0. Então:

1. v0 < vk (vk < v0) implica que v0 < vi (vi < v0), para todo 1 ≤ i ≤ k − 1.

2. IσP(v0, vk) =

 σ(v0, vk), se v0 < vk

(σ(vk, v0))
−1, se vk < v0

.

Demonstração. (1) Suponha que v0 < vk e mostremos que v0 < vk−1. De fato, se vk

cobre vk−1, então devemos ter que v0 < vk−1 < vk, pois v0 e vk−1 são comparáveis e não

existe x ∈ X tal que vk−1 < x < vk. Se vk−1 cobre vk, então temos v0 < vk < vk−1.

Agora, como vk−1 cobre vk−2 ou vk−2 cobre vk−1, analogamente tem-se que v0 < vk−2.

Repetindo esse raciocínio, após k − 1 passos, conclui-se que v0 < vi, para todo 1 ≤ i ≤

k − 1. O caso vk < v0 é análogo.

(2) Suponha que v0 < vk e a prova será feita por indução sobre k. Por (1), temos

que v0 < vi, para todo 1 ≤ i ≤ k. Para k = 1, temos IσP(v0, vk) = γσ(v0, v1) = σ(v0, v1).

Suponha que k > 1 e que o resultado é válido para k − 1. Seja P = P1P2, onde

P1 : v0v1 . . . vk−1 e P2 : vk−1vk. Então, usando o item (2) do Lema 3.5, temos

IσP(v0, vk) = IσP1
(v0, vk−1)I

σ
P2

(vk−1, vk) = σ(v0, vk−1)γσ(vk−1, vk).

Se vk cobre vk−1, então γσ(vk−1, vk) = σ(vk−1, vk) e assim

IσP(v0, vk) = σ(v0, vk−1)σ(vk−1, vk) = σ(v0, vk).



66

Se vk−1 cobre vk, então γσ(vk−1, vk) = (σ(vk, vk−1))
−1 e assim

IσP(v0, vk) = σ(v0, vk−1)(σ(vk, vk−1))
−1 = σ(v0, vk).

O caso vk < v0 é análogo.

Introduziremos agora o conceito de v-cauda.

Sejam P1 e P2 semicaminhos em X com os mesmos extremos. Seja

v ∈ P1 ∪P2 e seja y ∈ X\P1 ∪P2 um elemento comparável com v. Então y < v

ou v < y. Em qualquer caso, existe um caminho ou um contracaminho ligando y a

v, digamos u0u1 . . . ut, com u0 = y e ut = v. Pode acontecer de esse (contra) caminho

interceptar P1∪P2 em algum vértice antes de v, isto é, pode existir j, 0 < j < t, tal que

uj ∈ P1 ∪P2. Seja b := min{i ∈ {1, . . . , t} : ui ∈ P1 ∪P2}. Então u0u1 . . . ub−1ub é

um (contra) caminho ligando y a um ponto de P1 ∪P2 e é formado por elementos

que são todos maiores ou todos menores do que v. Tal (contra) caminho obtido dessa

forma será chamado de v-cauda ligando y a v. (Note que, em geral, a v-cauda não liga

realmente y a v, mas sim y a um ponto de P1 ∪P2). Sempre assumiremos que a cauda

começa em y e termina em ub.

Um exemplo simples desse conceito é dado ao considerarmos os semicaminhos

P1 : vv1w e P2 : vw1w no poset X3 dado na Figura 3.8. Temos que v ∈ P1 ∪P2,

y /∈P1 ∪P2 e yv1v é um contracaminho ligando y a v. Assim, yv1 é a v-cauda ligando

y a v.

•

• •

•

•
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Figura 3.8: Exemplo de v-cauda
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Lema 3.13. Seja σ um elemento multiplicativo de I(X,F ). Dados x1, x2 ∈ X distintos e P1

e P2 semicaminhos ligando x1 a x2 que não têm pontos em comum a não ser as extremidades

x1 e x2, suponha que todos os elementos de P1 ∪P2 são comparáveis com um mesmo y ∈ X .

Então IσP1
(x1, x2) = IσP2

(x1, x2).

Demonstração. Sejam x1, x2 ∈ X distintos e considere P1 : v0v1 . . . vk e P2 : w0w1 . . . wl

semicaminhos satisfazendo as hipóteses. Então, v0 = x1 = w0 e vk = x2 = wl. Mostre-

mos que IσP1
(v0, vk) = IσP2

(w0, wl).

Suponha que y /∈ P1 ∪P2 e seja qualquer v ∈ P1 ∪P2. Como v é comparável

com y, existe T : u0u1 . . . ub uma v-cauda ligando y a v. Então, ub ∈ P1 ∪P2. Supo-

nha, sem perda de generalidade, que ub = vi ∈ P1, para algum i. Considere os se-

micaminhos P1
′ : vivi+1 . . . vk e P1

′′ : vivi−1 . . . v0. Então, T P1
′ : u0u1 . . . vivi+1 . . . vk e

T P1
′′P2 : u0u1 . . . vivi−1 . . . v0w1 . . . vk são semicaminhos distintos ligando y a vk, como

mostra a Figura 3.9, e em ambos os semicaminhos, todo vértice é comparável com y.

•

• •

•

• •

•

Q
Q
Q
Q
QQ

�
�
�
�
��

Q
Q
Q

Q
QQ

�
�
�

�
��

x1 x2

y

vi

T

P2

P1

P′1

P′′1

Figura 3.9:

Pelo lema anterior, temos

IσT P1
′(y, vk) =

 σ(y, vk), se y < vk

(σ(vk, y))−1, se vk < y
= IσT P1

′′P2
(y, vk).

Assim, pelo item (2) do Lema 3.5:

IσT (u0, ub)I
σ
P1
′(vi, vk) = IσT (u0, ub)I

σ
P1
′′(vi, v0)I

σ
P2

(w0, wl).
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Cancelando IσT (u0, ub) e tomando o inverso de IσP1
′′(vi, v0), obtemos

(IσP1
′′(vi, v0))

−1IσP1
′(vi, vk) = IσP2

(w0, wl).

Como, pelo item (3) do Lema 3.5, (IσP1
′′(vi, v0))

−1 = Iσ
(P1

′′)−1(v0, vi) e (P1
′′)
−1

P1
′ = P1,

concluímos, pelo item (2) do mesmo lema, que

IσP1
(v0, vk) = IσP2

(w0, wl).

Agora, se y ∈ P1 ∪P2, então podemos assumir que y = vi e o argumento acima

funciona para os semicaminhos P1
′ e P1

′′P2, sem a cauda T .

Considere Y = {x ∈ X : x é maximal} o subconjunto de todos os elementos maxi-

mais de X . Como X é um poset finito, para todo x ∈ X , existe yx ∈ Y tal que x ≤ yx, o

que implica que x é comparável com yx.

Proposição 3.14. Seja σ um elemento multiplicativo de I(X,F ) e seja

Y = {x ∈ X : x é maximal} ⊂ X . Suponha que, para quaisquer y1, y2 ∈ Y distintos e

quaisquer semicaminhos Q1 e Q2 ligando y1 a y2, tem-se que IσQ1
(y1, y2) = IσQ2

(y1, y2). Então,

para quaisquer x1, x2 ∈ X distintos e quaisquer semicaminhos P1 e P2 ligando x1 a x2, tem-se

IσP1
(x1, x2) = IσP2

(x1, x2).

Demonstração. Sejam x1, x2 ∈ X distintos e considere P1 : v0v1 . . . vk e P2 : w0w1 . . . wl

semicaminhos ligando x1 a x2. Comecemos com o caso em que os semicaminhos P1 e

P2 não têm pontos em comum além das extremidades x1 e x2.

Se todos os elementos de P1 ∪P2 são comparáveis com um mesmo y ∈ Y , o resul-

tado segue do lema anterior. Assim, suponha que não existe y ∈ Y comparável com

todos os elementos de P1 ∪P2. Então, existem vi, vi+1 ∈ P1 ∪P2 vértices consecu-

tivos e y1, y2 ∈ Y tais que vi é comparável com y1 e vi+1 é comparável com y2 e não é

comparável com y1. Suponha que y1, y2 /∈P1 ∪P2 e tome T1 uma vi-cauda ligando y1

a vi e T2 uma vi+1-cauda ligando y2 a vi+1.

Note que T1 ∩T2 = ∅. De fato, temos que vi < y1 e vi+1 < y2. Se existe u ∈ T1 ∩T2,

então vi ≤ u ≤ y1 e vi+1 ≤ u ≤ y2. Dessa forma, vi+1 ≤ u ≤ y1 e, portanto, vi+1 é

comparável com y1, o que não ocorre.
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Suponha, sem perda de generalidade, que a cauda T1 termina em vj ∈P1 ∪P2 e a

cauda T2 termina em vm ∈P1 ∪P2. Então j 6= m.

Se 0 < j < m < k, considere P1
′′ : vkvk−1 . . . vm, P1

′ : vjvj−1 . . . v0 e

P1
′′′ : vjvj+1 . . . vm. Então, T1P1

′P2P1
′′T2

−1 e T1P1
′′′T2

−1 são semicaminhos ligando

y1 a y2, como mostra a Figura 3.10.
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Figura 3.10:

Por hipótese,

IσT1P1
′P2P1

′′T2
−1(y1, y2) = IσT1P1

′′′T2
−1(y1, y2).

Usando o item (2) do Lema 3.5 e fazendo cancelamentos, obtemos

IσP1
′(vj, v0)I

σ
P2

(v0, vk)I
σ
P1
′′(vk, vm) = IσP1

′′′(vj, vm).

Assim, pelos itens (2) e (3) do mesmo lema e usando que (P1
′)
−1

P1
′′′(P1

′′)
−1

= P1,

temos

IσP2
(w0, wl) = Iσ

(P1
′)−1P1

′′′(P1
′′)−1(v0, vk) = IσP1

(v0, vk).

Se 0 = j < m < k, obtemos o resultado repetindo esse argumento sem usar o

semicaminho P1
′ e, se 0 < j < m = k, obtemos o resultado repetindo o argumento

sem o semicaminho P1
′′. Se 0 = j < m = k, então P1

′′′ = P1 e o argumento funciona

sem os semicaminhos P1
′ e P1

′′.

Se y1 ∈P1 ∪P2 ou y2 ∈P1 ∪P2, o argumento acima funciona para os semicami-

nhos sem a cauda T1 ou T2, respectivamente.

Agora, resta analisar o caso em que existem outros vértices em P1 ∩P2 além das

extremidades. Sejam vi0 , vi1 , . . . , vin vértices de P1 tais que vi0 = v0 e vin = vk mas não
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necessariamente i1 < i2 < · · · < in−1.

Por abuso de notação, se P1
′ : vij = vrvr+1 . . . vs = vij+1

é um subsemicaminho

de P1, denotaremos o produto IσP1
′(vij , vij+1

) apenas por IσP1
(vij , vij+1

). Mesmo se

ij+1 < ij , isto é, quando P1
′ : vij+1

= vrvr+1 . . . vs = vij , denotaremos IσP1
′(vij+1

, vij)

por IσP1
(vij , vij+1

), e nesse caso trabalharemos com os inversos.

Afirmação:
n−1∏
j=0

IσP1
(vij , vij+1

) = IσP1
(vi0 , vin).

Provaremos por indução sobre n. Para n = 1, não há o que provar. Para n = 2, se

i1 < i2, então

IσP1
(vi0 , vi1)I

σ
P1

(vi1 , vi2) = IσP1
(vi0 , vi2).

Se i2 < i1, então, pelo caso anterior,

IσP1
(vi0 , vi2)I

σ
P1

(vi2 , vi1) = IσP1
(vi0 , vi1)

e assim, temos

IσP1
(vi0 , vi1)I

σ
P1

(vi1 , vi2) = IσP1
(vi0 , vi2)I

σ
P1

(vi2 , vi1)I
σ
P1

(vi1 , vi2)

= IσP1
(vi0 , vi2)I

σ
P1

(vi2 , vi1)(I
σ
P1

(vi2 , vi1))
−1 = IσP1

(vi0 , vi2),

pois IσP1
(vi1 , vi2) = (IσP1

(vi2 , vi1))
−1.

Suponha que a afirmação vale para n− 1 e mostremos que vale para n. De fato,

n−1∏
j=0

IσP1
(vij , vij+1

) =
n−2∏
j=0

IσP1
(vij , vij+1

).IσP1
(vin−1 , vin)

= IσP1
(vi0 , vin−1)I

σ
P1

(vin−1 , vin) = IσP1
(vi0 , vin),

pela hipótese de indução e pelo caso n = 2.

Seja P1 ∩P2 = {vi0 = wj0 , vi1 = wj1 , . . . , vit = wjt}, com vi0 = v0 = w0 = wj0 e

vit = vk = wl = wjt . Então

IσP1
(v0, vk) =

t−1∏
r=0

IσP1
(vir , vir+1) =

t−1∏
r=0

IσP2
(wjr , wjr+1) = IσP2

(w0, wl),

onde a primeira e a última igualdades seguem da Afirmação e a segunda igualdade se-
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gue do fato de que os subsemicaminhos de P1 e P2 que ligam vir = wjr a

vir+1 = wjr+1 não têm pontos em comum além das extremidades, então, pelo que foi

provado anteriormente, temos IσP1
(vir , vir+1) = IσP2

(wjr , wjr+1), para cada 0 ≤ r ≤ t− 1.

A proposição anterior fornece a condição mais simples de ser checada que foi co-

mentada anteriormente. Agora, basta verificar a condição do Teorema 3.6 apenas para

os elementos maximais de X , o que é muito mais simples, já que X é um poset finito.

Assim, juntando a proposição anterior e o Teorema 3.6, obtemos um critério para um

automorfismo multiplicativo ser interno, apresentado no próximo resultado.

Teorema 3.15. Seja σ um elemento multiplicativo de I(X,F ) e seja Y ⊂ X formado pelos ele-

mentos maximais deX . Se, para quaisquer y1, y2 ∈ Y distintos e quaisquer semicaminhos Q1 e

Q2 ligando y1 a y2 tivermos que IσQ1
(y1, y2) = IσQ2

(y1, y2), então o automorfismo multiplicativo

Mσ é interno.

Exemplo 3.16. Considere o poset X5 da Figura 3.11. Usando o resultado anterior, va-

mos construir um automorfismo multiplicativo de I(X5,R) que seja interno. Considere

σ com os valores dados na Figura 3.11.
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Figura 3.11: Poset X5

Note que Y = {y1, y2} é o subconjunto dos elementos maximais deX5. Existem sete

semicaminhos ligando y1 a y2, são eles: P1 : y1x5y2, P2 : y1x5x3x6y2, P3 : y1x4x1x5y2,

P4 : y1x4x2x6y2, P5 : y1x4x1x5x3x6y2, P6 : y1x5x1x4x2x6y2 e P7 : y1x4x2x6x3x5y2.
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Temos que:

IσP6
(y1, y2) = (σ(x5, y1))

−1(σ(x1, x5))
−1σ(x1, x4)(σ(x2, x4))

−1σ(x2, x6)σ(x6, y2)

=
1

12
.1.3.

1

3
.2.6

= 1,

IσP7
(y1, y2) = (σ(x4, y1))

−1(σ(x2, x4))
−1σ(x2, x6)(σ(x3, x6))

−1σ(x3, x5)σ(x5, y2)

=
1

4
.
1

3
.2.

1

2
.1.12

= 1

e IσP1
(y1, y2) = IσP2

(y1, y2) = IσP3
(y1, y2) = IσP4

(y1, y2) = IσP5
(y1, y2) = 1, isto é, os produ-

tos dos pesos direcionados das arestas de todos os semicaminhos ligando y1 a y2 são

iguais. Logo, o automorfismo multiplicativo Mσ é interno.



CAPÍTULO 4

HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE CONJUNTOS

PARCIALMENTE ORDENADOS

Em [18], os grupos de cohomologia de um poset qualquer são discutidos, mas em

casos um tanto particulares, por exemplo, quando o poset possui máximo e mínimo.

Em [22], fica implícito do Teorema 2 que o quociente do grupo de automorfismos mul-

tiplicativos pelo subgrupo dos fracionários é isomorfo ao primeiro grupo de cohomo-

logia do poset X . A mesma afirmação aparece em [12] também sem apresentar uma

demonstração explícita. Existem referências que tratam do assunto, como [24], mas

que não consideram qualquer conexão entre os grupos de cohomologia de um poset

e a álgebra de incidência dele. Por isso, optamos por apresentar aqui a definição de

grupo de cohomologia de um poset e mostrar que as afirmações anteriores são verda-

deiras. Além disso, são calculados os primeiros grupo de cohomologia de alguns tipos

notáveis de posets.

4.1 O primeiro grupo de cohomologia

O capítulo anterior nos permitiu conhecer o conjuntoMult(I(X,F ))∩Inn(I(X,F )).
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Agora, então, estamos aptos a relacionar o grupo

Mult(I(X,F ))

Mult(I(X,F )) ∩ Inn(I(X,F ))

ao primeiro grupo de cohomologia do poset X . Para isso, vamos revisar os conceitos

de homologia e cohomologia para posets, em termos das cadeias do poset.

Dados X um poset e j um inteiro não negativo, definimos o espaço cadeia Cj(X,Z)

como oZ-módulo livremente gerado pelas cadeias deX de comprimento j+1. Quando

for claro qual é o poset X , denotaremos Cj(X,Z) apenas por Cj .

Exemplo 4.1. Dado X um poset,

C0(X,Z) =

{∑
u∈X

αu[u] : αu ∈ Z

}
, isto é,

C0(X,Z) é o Z-módulo livremente gerado pelas cadeias de X de comprimento 1.

C1(X,Z) =

 ∑
uk0<uk1∈X

αk0k1 [uk0 , uk1 ] : αk0k1 ∈ Z

 , isto é,

C1(X,Z) é o Z-módulo livremente gerado pelas cadeias de X de comprimento 2.

C2(X,Z) =

 ∑
uk0<uk1<uk2∈X

αk0k1k2 [uk0 , uk1 , uk2 ] : αk0k1k2 ∈ Z

 , isto é,

C2(X,Z) é o Z-módulo livremente gerado pelas cadeias de X de comprimento 3.

Considere a aplicação bordo como sendo o único homomorfismo de grupos

∂i : Ci(X,Z)→ Ci−1(X,Z) que satisfaz

[u0, u1, . . . , ui] 7→
i∑

j=0

(−1)j[u0, . . . , ûj, . . . , ui],

onde .̂ denota exclusão.

Exemplo 4.2. Dados X um poset e [x, y] ∈ C1(X,Z), temos

∂1([x, y]) = [y]− [x].
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Dada [x, y, z] ∈ C2(X,Z), temos

∂2([x, y, z]) = [y, z]− [x, z] + [x, y].

Como ∂i é um homomorfismo de grupos, então ker ∂i é um subgrupo de Ci(X,Z)

e, portanto, ker ∂i é um grupo abeliano. Como ∂i ◦ ∂i+1 = 0, então Im ∂i+1 ⊂ ker ∂i,

ou ainda, Im ∂i+1 é um subgrupo normal de ker ∂i. Desta forma, a homologia de ordem i

do poset X (ou o i-ésimo grupo de homologia de X) é definida como

Hi(X,Z) =
ker ∂i

Im ∂i+1

.

Agora, considere F um corpo e o conjunto C∗j = Hom(Cj, F
∗) onde, dado

ϕ ∈ Hom(Cj, F
∗),

ϕ(t+ s) = ϕ(t)ϕ(s), para todos t, s ∈ Cj. (4.1-1)

Então C∗j é um grupo abeliano com o produto de Hadamard, isto é,

(ϕ1ϕ2)(t) = ϕ1(t)ϕ2(t), para todo t ∈ Cj e todos ϕ1, ϕ2 ∈ Hom(Cj, F
∗).

Exemplo 4.3. Temos que

C∗0 = Hom(C0, F
∗), C∗1 = Hom(C1, F

∗) e C∗2 = Hom(C2, F
∗).

O operador co-bordo é o homomorfismo definido por

δi : C∗i−1 → C∗i

ϕ 7→ ϕ ◦ ∂i.

Então ker δi+1 é um subgrupo de C∗i , logo ker δi+1 é um grupo abeliano. Como

δi+1 ◦ δi = 0, então Im δi ⊂ ker δi+1, ou ainda, Im δi é um subgrupo normal de ker δi+1.

Assim, o i-ésimo grupo de cohomologia de X é definido por

H i(X,F ) =
ker δi+1

Im δi
.
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Proposição 4.4. Sejam X um poset localmente finito e F um corpo. Então,

H1(X,F ) ∼=
Mult(I(X,F ))

Mult(I(X,F )) ∩ Inn(I(X,F ))
.

Demonstração. Considere ψ : Mult(I(X,F )) → C1
∗ dada por ψ(Mσ) = ϕσ ∈ C1

∗, com

ϕσ([x, y]) = σ(x, y) e estendendo como em (4.1− 1), isto é,

ϕσ

(∑
i

αi[xi, yi]

)
=
∏
i

(σ(xi, yi))
αi .

Mostremos que ψ é um homomorfismo de grupos. Dados Mσ,Mτ ∈Mult(I(X,F ))

e [x, y] ∈ C1, temos que

ϕσ∗τ ([x, y]) = (σ ∗ τ)(x, y) = σ(x, y)τ(x, y) = ϕσ([x, y])ϕτ ([x, y]) = (ϕσϕτ )([x, y]).

Logo,

ψ(Mσ ◦Mτ ) = ψ(Mσ∗τ ) = ϕσ∗τ = ϕσϕτ = ψ(Mσ)ψ(Mτ ).

Seja γi : Ci → F ∗ a unidade de Ci
∗, isto é, γi([xj0 , . . . , xji ]) = 1, para todos

xj0 < · · · < xji ∈ X e estendendo como em (4.1− 1). Então, dado Mσ ∈ Mult(I(X,F ))

tal que ψ(Mσ) = γ1, temos que

σ(x, y) = ϕσ([x, y]) = ψ(Mσ)([x, y]) = γ1([x, y]) = 1,

para todos x < y em X . Assim Mσ é a aplicação identidade e, portanto, ψ é injetor.

Assim, pelo Teorema do Isomorfismo para grupos, segue que Mult(I(X,F )) ∼= Im ψ.

Mostremos agora que Im ψ = ker δ2. Dada ϕ ∈ C∗1 , repare que

ϕ ∈ ker δ2 ⇔ (δ2(ϕ))([x, y, z]) = 1, para todos x < y < z

⇔ (ϕ ◦ ∂2)([x, y, z]) = 1, para todos x < y < z

⇔ ϕ([y, z]− [x, z] + [x, y]) = 1, para todos x < y < z

⇔ ϕ([y, z])(ϕ([x, z]))−1ϕ([x, y]) = 1, para todos x < y < z

⇔ ϕ([x, z]) = ϕ([x, y])ϕ([y, z]), para todos x < y < z (4.1-2)

Seja ϕ = ψ(Mσ) ∈ Im ψ, com Mσ ∈ Mult(I(X,F )). Dados x < y < z em X , como σ
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é uma função multiplicativa, temos

ϕ([x, z]) = (ψ(Mσ))([x, z])

= σ(x, z)

= σ(x, y)σ(y, z)

= (ψ(Mσ))([x, y])(ψ(Mσ))([y, z])

= ϕ([x, y])ϕ([y, z]),

e assim, pela igualdade (4.1− 2), segue que ϕ ∈ ker δ2. Portanto, Im ψ ⊆ ker δ2.

Por outro lado, seja ϕ ∈ ker δ2 e considere a função σ : X ×X → F dada por

σ(x, y) =


ϕ([x, y]), se x < y

1, se x = y

0, caso contrário

.

Por (4.1−2), segue que σ ∈ I(X,F ) é uma função multiplicativa. Além disso, dados

x < y em X , temos (ψ(Mσ))([x, y]) = σ(x, y) = ϕ([x, y]) e, assim, ϕ = ψ(Mσ) ∈ Im ψ.

Logo, ker δ2 ⊆ Im ψ e, portanto, ker δ2 = Im ψ ∼= Mult(I(X,F )).

Mostremos agora que ψ(Frac(I(X,F ))) = Im δ1. Dada ϕ ∈ C1
∗, temos que

ϕ ∈ Im δ1 ⇔ existe φ ∈ C∗0 tal que δ1(φ) = ϕ

⇔ existe φ ∈ C∗0 tal que φ ◦ ∂1 = ϕ

⇔ existe φ ∈ C∗0 tal que ϕ([x, y]) = φ([y]− [x]), ∀x < y

⇔ existe φ ∈ C∗0 tal que ϕ([x, y]) = (φ([x]))−1φ([y]), ∀x < y (4.1-3)

Seja ϕ = ψ(Mτh) ∈ ψ(Frac(I(X,F ))), com τh uma função fracionária. Considere

φ ∈ C∗0 dada por φ([x]) = (h(x))−1 e estendendo como em (4.1− 1). Então, dados x < y

em X , temos

ϕ([x, y]) = (ψ(Mτh))([x, y]) = τh(x, y) = h(x)(h(y))−1 = (φ([x]))−1φ([y]),

e assim, por (4.1− 3), segue que ϕ ∈ Im δ1. Logo, ψ(Frac(I(X,F ))) ⊆ Im δ1.

Por outro lado, seja ϕ ∈ Im δ1 e considere a função h : X → F ∗ dada por
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h(x) = (φ([x]))−1, onde φ ∈ C∗0 é a função dada em (4.1 − 3). Então, de (4.1 − 3)

temos que

(ψ(Mτh))([x, y]) = τh(x, y) = h(x)(h(y))−1 = (φ([x]))−1φ([y]) = ϕ([x, y]),

para todos x < y em X . Logo, ϕ = ψ(Mτh) ∈ ψ(Frac(I(X,F ))) e, assim,

Im δ1 ⊆ ψ(Frac(I(X,F ))).

Agora, considere o isomorfismo ψ : Mult(I(X,F )) → ker δ2 e o homomorfismo

canônico π : ker δ2 → ker δ2

Im δ1
. Como ψ e π são sobrejetores, então

ψ = π ◦ ψ : Mult(I(X,F ))→ ker δ2

Im δ1

é sobrejetor e então, pelo Teorema do Isomorfismo,

ker δ2

Im δ1
∼=
Mult(I(X,F ))

kerψ
.

Note que

kerψ = ψ−1(Im δ1)

= ψ−1(ψ(Frac(I(X,F ))))

= Frac(I(X,F ))

= Mult(I(X,F )) ∩ Inn(I(X,F )).

Portanto,
ker δ2

Im δ1
∼=

Mult(I(X,F ))

Mult(I(X,F )) ∩ Inn(I(X,F ))
,

concluindo a demonstração.

4.2 Cálculo do primeiro grupo de cohomologia

Agora, exibiremos os cálculos do primeiro grupo de cohomologia de alguns posets.
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Exemplo 4.5. Vamos calcular o primeiro grupo de cohomologia do poset X dado na

Figura 4.1.

• •

• •

�
�
�
�
�
�

Z
Z
Z

Z
Z
Z

x3 x4

x1 x2

Figura 4.1: Poset X

Note que X não possui cadeias de comprimento 3. Logo, C2 = {0} e, portanto,

C∗2 = {0}. Assim, ker δ2 = C∗1 , já que δ2 : C∗1 → C∗2 . Note também que existem

quatro cadeias de comprimento 2, isto é, existem quatro cadeias emC1, são elas: [x1, x3],

[x1, x4], [x2, x4] e [x2, x3].

Observe que cada homomorfismo ϕ ∈ C∗1 é unicamente determinado pelos valores

de ϕ aplicado em cada uma das cadeias deC1. Assim, podemos associar cada elemento

ϕ de C∗1 a uma quádrupla de F ∗, onde cada entrada é igual a ϕ aplicado em cada uma

das cadeias de C1. Desta forma, a aplicação π : C∗1 → (F ∗)4 dada por

π(ϕ) = (ϕ([x1, x3]), ϕ([x1, x4]), ϕ([x2, x4]), ϕ([x2, x3]))

é um isomorfismo. Logo, ker δ2 = C∗1
∼= (F ∗)4.

Na demonstração da última proposição, vimos que

Im δ1 = {ϕ ∈ C∗1 : existe ψ ∈ C∗0 tal que ϕ([x, y]) = (ψ([x]))−1ψ([y]), ∀[x, y] ∈ C1}.

Então, dada ϕ ∈ C∗1 , temos que ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se, existe ψ ∈ C∗0 , com

ψ([xj]) = αj , 1 ≤ j ≤ 4, tal que



ϕ([x1, x3]) = α−11 α3,

ϕ([x1, x4]) = α−11 α4,

ϕ([x2, x4]) = α−12 α4,

ϕ([x2, x3]) = α−12 α3

.
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Então, temos que ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se,

π(ϕ) = (α−11 α3, α
−1
1 α4, α

−1
2 α4, α

−1
2 α3) = (a1, a2, a3, a4).

Note que

a4 = a1a
−1
2 a3, (4.2-4)

isto é, a4 é dado em função de a1, a2 e a3.

Afirmação: a1, a2 e a3 são livres.

De fato, estes são dados por:

a1 = α−11 α3, a2 = α−11 α4 e a3 = α−12 α4,

onde αj = ψ([xj]), 1 ≤ j ≤ 4.

Assim, escolhido o valor de α1, por exemplo, ψ([x1]) = α1 = 1, então tomamos

ψ([x3]) = α3 = a1, de modo que α−11 α3 = a1. Como escolhemos α1 = 1, tomamos

ψ([x4]) = α4 = a2, de modo que α−11 α4 = a2. Como α4 = a2, tomamos

ψ([x2]) = α2 = a−13 a2, de forma que α−12 α4 = a3.

Assim, tomando ψ ∈ C∗0 tal que ψ([xj]) = αj como dado acima, temos que

ϕ([x, y]) = (ψ([x]))−1ψ([y]), para todos [x, y] ∈ C1, de onde ϕ ∈ Im δ1 e as 3 primei-

ras coordenadas de π(ϕ) são exatamente a1, a2 e a3, provando a Afirmação.

Agora, analisando o quociente
ker δ2

Im δ1
, note que cada classe lateral de

ker δ2

Im δ1
contém

um elemento da forma (1, 1, 1, γ), para algum γ ∈ F ∗. Com efeito, considerando a

classe lateral de um elemento (b1, b2, b3, b4) ∈ ker δ2, temos

(1, 1, 1, γ) = (b1, b2, b3, b4).(b
−1
1 , b−12 , b−13 , b−11 b2b

−1
3 ),

onde, pela Afirmação e por (4.2−4), temos que (b−11 , b−12 , b−13 , b−11 b2b
−1
3 ) pertence a Im δ1

e é o único elemento de Im δ1 cujo produto por (b1, b2, b3, b4) tem as 3 primeiras coorde-

nadas iguais a 1.

Repare que, nesse caso,

γ = b−11 b2b
−1
3 b4,

isto é, γ é unicamente determinado por b1, b2, b3 e b4. Assim, existe um único elemento
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da forma (1, 1, 1, γ) em cada classe lateral de
ker δ2

Im δ1
. Como classes laterais distintas são

disjuntas e ker δ2 é igual à união das classes laterais de
ker δ2

Im δ1
, segue que a aplicação

Φ :
ker δ2

Im δ1
→ F ∗

(b1, b2, b3, b4) 7→ γ,

onde (1, 1, 1, γ) ∈ (b1, b2, b3, b4),

é um isomorfismo. Portanto,

H1(X,F ) =
ker δ2

Im δ1
∼= F ∗.

Na última proposição, foi mostrado que Im δ1 = ψ(Frac(I(X,F ))). Então, dado

ϕ ∈ C∗1 ,

ϕ ∈ Im δ1 ⇔ ϕ = ψ(Mσ) = ϕσ, onde ϕσ([x, y]) = σ(x, y), para todos x < y em X,

com Mσ ∈ Frac(I(X,F )) = Mult(I(X,F )) ∩ Inn(I(X,F )). Mas, pelo Teorema 3.6,

Mσ ∈ Mult(I(X,F )) ∩ Inn(I(X,F )) se, e somente se, para todos x, y ∈ X distintos e

P1 e P2 semicaminhos ligando x a y, tivermos que IσP1
(x, y) = IσP2

(x, y).

No exemplo anterior, para caracterizarmos os elementos de Im δ1 e obtermos a re-

lação de a4 em função de a1, a2 e a3, aplicamos exatamente esse resultado. Consi-

derando os semicaminhos P1 : x3x1x4 e P2 : x3x2x4 ligando x3 a x4 e usando que

IσP1
(x3, x4) = IσP2

(x3, x4), obtemos que a−11 a2 = a−14 a3, de onde segue a relação (4.2− 4).

Exemplo 4.6. Considere X1 o poset dado por n cópias do poset X da Figura 4.1 ar-

ranjadas segundo o diagrama de Hasse da Figura 4.2, com n ≥ 1. Vamos calcular

H1(X1, F ).

Note que X1 não possui cadeias de comprimento 3. Logo, C2 = {0} e, portanto,

C∗2 = {0}. Assim, ker δ2 = C∗1 . Note também que existem 3n + 1 cadeias de compri-

mento 2, isto é, existem 3n+ 1 cadeias em C1.
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Figura 4.2: Poset X1

Observe que cada homomorfismo ϕ ∈ C∗1 é unicamente determinado pelos valores

de ϕ aplicado em cada uma das cadeias deC1. Assim, podemos associar cada elemento

ϕ de C∗1 a um elemento de (F ∗)3n+1, onde cada entrada é igual a ϕ aplicado em cada

uma das cadeias de C1. Desta forma, a aplicação π : C∗1 → (F ∗)3n+1 dada por

π(ϕ) = (ϕ([x1, xn+2]), ϕ([x1, xn+3]), . . . , ϕ([xk, xn+k+1]), ϕ([xk, xn+k+2]), . . . , ϕ([xn+1, x2n+2]),

ϕ([x2, xn+2]), . . . , ϕ([xk, xn+k]), . . . , ϕ([xn+1, x2n+1])),

com k = 2, . . . , n, é um isomorfismo. Assim, ker δ2 = C∗1
∼= (F ∗)3n+1.

Na demonstração da última proposição, vimos que

Im δ1 = {ϕ ∈ C∗1 : existe ψ ∈ C∗0 tal que ϕ([x, y]) = (ψ([x]))−1ψ([y]), ∀[x, y] ∈ C1}.

Então, dada ϕ ∈ C∗1 , temos que ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se, existe ψ ∈ C∗0 , com

ψ([xj]) = αj , j = 1, . . . , 2n+ 2, tal que


ϕ([xi, xn+1+i]) = α−1i αn+1+i, para i = 1, . . . , n+ 1

ϕ([xi, xn+2+i]) = α−1i αn+2+i, para i = 1, . . . , n

ϕ([xi, xn+i]) = α−1i αn+i, para i = 2, . . . , n+ 1

.

Então, temos que ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se,

π(ϕ) = (α−11 αn+2, α
−1
1 αn+3, . . . , α

−1
k αn+k+1, α

−1
k αn+k+2, . . . , α

−1
n+1α2n+2,

α−12 αn+2, . . . , α
−1
k αn+k, . . . , α

−1
n+1α2n+1) = (a1, . . . , a3n+1),
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com k = 2, . . . , n, onde
a2i−1 = α−1i αn+1+i, para 1 ≤ i ≤ n+ 1

a2i = α−1i αn+2+i, para 1 ≤ i ≤ n

a2n+1+i = α−1i+1αn+1+i, para 1 ≤ i ≤ n

.

Foi comentado anteriormente que as relações entre os ai’s são obtidas através da

aplicação do Teorema 3.6, e este resultado envolve dois pontos distintos e dois semica-

minhos que os ligam. Assim, a cada dois pontos e dois semicaminhos distintos que os

ligam podemos obter uma relação entre ai’s. Note que, para cada i = 1, . . . , n, temos

os semicaminhos xn+1+ixixn+2+i e xn+1+ixi+1xn+2+i que ligam xn+1+i a xn+2+i. Assim,

para cada i = 1, . . . , n, temos

a2n+1+i = a2i−1.a
−1
2i .a2(i+1)−1. (4.2-5)

Logo, segue que os últimos n aj’s são escritos em função dos 2n+ 1 ai’s anteriores.

Afirmação: Os primeiros 2n+ 1 ai’s são livres.

De fato, estes são dados por:

a1 = α−11 αn+2, a3 = α−12 αn+3 e, de modo geral, a2i−1 = α−1i αn+1+i, 1 ≤ i ≤ n+ 1

a2 = α−11 αn+3, a4 = α−12 αn+4 e, de modo geral, a2i = α−1i αn+2+i, 1 ≤ i ≤ n,

onde αj = ψ([xj]), j = 1, . . . , 2n+ 2.

Assim, escolhido o valor de α1, por exemplo, ψ([x1]) = α1 = 1, então tomamos

ψ([xn+2]) = αn+2 = a1, de modo que α−11 αn+2 = a1. Como escolhemos α1 = 1, to-

mamos ψ([xn+3]) = αn+3 = a2, de modo que α−11 αn+3 = a2. Como αn+3 = a2, toma-

mos ψ([x2]) = α2 = a−13 a2, de forma que α−12 αn+3 = a3. Como α2 = a−13 a2, tomamos

ψ([xn+4]) = αn+4 = a4a
−1
3 a2, de forma que α−12 αn+4 = a4. E, de modo geral, tomamos

αk = a−12k−1.a2k−2.a
−1
2k−3 . . . a

−1
3 .a2, para 2 ≤ k ≤ n+ 1 e

αn+k = a2k−4.a
−1
2k−5 . . . a

−1
3 .a2, para 4 ≤ k ≤ n+ 2.

Assim, tomando ψ ∈ C∗0 tal que ψ([xj]) = αj como dado acima, temos que
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ϕ([x, y]) = (ψ([x]))−1ψ([y]), para todos [x, y] ∈ C1, de onde ϕ ∈ Im δ1 e as primeiras

2n+ 1 coordenadas de π(ϕ) são exatamente a1, . . . , a2n+1, provando a Afirmação.

Agora, analisando o quociente
ker δ2

Im δ1
, note que cada classe lateral de

ker δ2

Im δ1
contém

um elemento da forma (1, . . . , 1, γ1, . . . , γn), para alguns γi ∈ F ∗. Com efeito, conside-

rando a classe lateral de um elemento (b1, . . . , b3n+1) ∈ ker δ2, temos

(1, . . . , 1, γ1, . . . , γn) = (b1, . . . , b2n+1, b2n+2, . . . , b3n+1).(b
−1
1 , . . . , b−12n+1, a2n+2, . . . , a3n+1),

com a2n+1+i = b−12i−1.b2i.b
−1
2i+1 para todo i = 1, . . . , n, de modo que, pela Afirmação e por

(4.2 − 5), tenhamos que (b−11 , . . . , b−12n+1, a2n+2, . . . , a3n+1) pertence a Im δ1 e é o único

elemento de Im δ1 cujo produto por (b1, . . . , b3n+1) tem as 2n+ 1 primeiras coordenadas

iguais a 1.

Repare que, nesse caso,

γi = b2n+1+i.a2n+1+i = b2n+1+i.b
−1
2i−1.b2i.b

−1
2i+1,

para todo i = 1, . . . , n. Assim, existe um único elemento da forma (1, . . . , 1, γ1, . . . , γn)

em cada classe lateral de
ker δ2

Im δ1
. Como classes laterais distintas são disjuntas e ker δ2 é

igual à união das classes laterais de
ker δ2

Im δ1
, segue que a aplicação

Φ :
ker δ2

Im δ1
→ (F ∗)n

(b1, . . . , b3n+1) 7→ (γ1, . . . , γn),

onde (1, . . . , 1, γ1, . . . , γn) ∈ (b1, . . . , b3n+1),

é um isomorfismo. Portanto,

H1(X1, F ) =
ker δ2

Im δ1
∼= (F ∗)n.

Observe que o número de relações obtidas entre os ai’s é igual à potência de F ∗

no cálculo do primeiro grupo de cohomologia do poset, ou seja, dado um poset Y ,

H1(Y, F ) ∼= (F ∗)p onde p é o número de relações entre os ai’s em Y . Pode-se ver esse

fato, por exemplo, no exemplo anterior. Temos que ker δ2 ∼= (F ∗)3n+1 e
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Im δ1 ∼= (F ∗)2n+1, já que as últimas n coordenadas são dadas em função das 2n + 1

coordenadas anteriores. Assim, ao calcular H1(X1, F ) é como se estivéssemos conside-

rando
ker δ2

Im δ1
∼=

(F ∗)3n+1

(F ∗)2n+1
∼= (F ∗)n,

quocientando e cancelando os expoentes.

Exemplo 4.7. Vamos mostrar que H1(X2, F ) ∼= F ∗, onde X2 é uma coroa com n pontos

inferiormente, n ≥ 2, conforme o diagrama de Hasse da Figura 4.3.

• • • • •

• • •• •

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

   
   

   
   

   
    

. . . . . .

x1 x2 x3 xn−1 xn

xn+1 xn+2 xn+3 x2n−1 x2n

@@

@@

Figura 4.3: Poset X2

Como C∗2 = {0}, então ker δ2 = C∗1 . Como existem 2n cadeias em C1, então a aplica-

ção π : C∗1 → (F ∗)2n dada por

π(ϕ) = (ϕ([x1, xn+1]), . . . , ϕ([xk, xn+k−1]), ϕ([xk, xn+k]), . . . , ϕ([xn, x2n−1]),

ϕ([xn, x2n]), ϕ([x1, x2n])),

com k = 2, . . . , n, é um isomorfismo. Dessa forma, ker δ2 = C∗1
∼= (F ∗)2n.

Como

Im δ1 = {ϕ ∈ C∗1 : existe ψ ∈ C∗0 tal que ϕ([x, y]) = (ψ([x]))−1ψ([y]), ∀[x, y] ∈ C1}

então, dada ϕ ∈ C∗1 , temos que ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se, existe ψ ∈ C∗0 , com

ψ([xj]) = αj , j = 1, . . . , 2n, tal que


ϕ([xi, xn+i]) = α−1i αn+i, para i = 1, . . . , n

ϕ([xi, xn+i−1]) = α−1i αn+i−1, para i = 2, . . . , n

ϕ([x1, x2n]) = α−11 α2n

.
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Então, ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se,

π(ϕ) = (α−11 αn+1, . . . , α
−1
k αn+k−1, α

−1
k αn+k, . . . , α

−1
n α2n−1, α

−1
n α2n, α

−1
1 α2n) = (a1, . . . , a2n),

com k = 2, . . . , n, onde
a2i−1 = α−1i αn+i, para 1 ≤ i ≤ n

a2i = α−1i+1αn+i, para 1 ≤ i ≤ n− 1

a2n = α−11 α2n.

.

Note que os únicos pontos deX2 que possuem semicaminhos distintos que os ligam

são x1 e x2n e os semicaminhos são P1 : x1xn+1x2xn+2 . . . xkxn+k . . . xn−1x2n−1xnx2n,

k = 1, . . . , n, e P2 : x1x2n. Assim, obtemos uma única relação entre os ai’s em X2, que

é dada por:

a1a
−1
2 a3a

−1
4 . . . a2n−1 = a2n. (4.2-6)

Afirmação: Os primeiros 2n− 1 ai’s são livres.

De fato, estes são dados por:

a1 = α−11 αn+1, a3 = α−12 αn+2 e, de modo geral, a2i−1 = α−1i αn+i, 1 ≤ i ≤ n

a2 = α−12 αn+1, a4 = α−13 αn+2 e, de modo geral, a2i = α−1i+1αn+i, 1 ≤ i ≤ n− 1,

onde αj = ψ([xj]), j = 1, . . . , 2n.

Assim, escolhido o valor de α1, por exemplo, ψ([x1]) = α1 = 1, então tomamos

ψ([xn+1]) = αn+1 = a1, de modo que α−11 αn+1 = a1. Como αn+1 = a1, tomamos

ψ([x2]) = α2 = a−12 a1, de modo que α−12 αn+1 = a2. Como α2 = a−12 a1, tomamos

ψ([xn+2]) = αn+2 = a3a
−1
2 a1, de forma que α−12 αn+2 = a3. Como αn+2 = a3a

−1
2 a1, to-

mamos ψ([x3]) = α3 = a−14 a3a
−1
2 a1, de forma que α−13 αn+2 = a4. E, de modo geral,

tomamos

αk = a−12k−2.a2k−3 . . . a
−1
2 .a1, para 2 ≤ k ≤ n e

αn+k = a2k−1.a
−1
2k−2 . . . a

−1
2 .a1, para 2 ≤ k ≤ n.

Assim, tomando ψ ∈ C∗0 tal que ψ([xj]) = αj como dado acima, temos que

ϕ([x, y]) = (ψ([x]))−1ψ([y]), para todos [x, y] ∈ C1, de onde ϕ ∈ Im δ1 e as primeiras
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2n− 1 coordenadas de π(ϕ) são exatamente a1, . . . , a2n−1, provando a Afirmação.

Agora, analisando o quociente
ker δ2

Im δ1
, note que cada classe lateral de

ker δ2

Im δ1
contém

um elemento da forma (1, . . . , 1, γ), para algum γ ∈ F ∗. Com efeito, considerando a

classe lateral de um elemento (b1, . . . , b2n) ∈ ker δ2, temos

(1, . . . , 1, γ) = (b1, . . . , b2n−1, b2n).(b−11 , . . . , b−12n−1, a2n),

com a2n = b−11 b2b
−1
3 b4 . . . b

−1
2n−1, de modo que, pela Afirmação e por (4.2 − 6), tenhamos

que (b−11 , . . . , b−12n−1, a2n) pertence a Im δ1 e é o único elemento de Im δ1 cujo produto por

(b1, . . . , b2n) tem as 2n− 1 primeiras coordenadas iguais a 1.

Observe que, nesse caso,

γ = b2n.a2n = b−11 b2b
−1
3 b4 . . . b

−1
2n−1b2n.

Assim, existe um único elemento da forma (1, . . . , 1, γ) em cada classe lateral de
ker δ2

Im δ1
. Deste modo, a aplicação

Φ :
ker δ2

Im δ1
→ F ∗

(b1, . . . , b2n) 7→ γ,

onde (1, . . . , 1, γ) ∈ (b1, . . . , b2n),

é um isomorfismo. Portanto,

H1(X2, F ) =
ker δ2

Im δ1
∼= F ∗.

Exemplo 4.8. Vamos calcular H1(X3, F ), onde X3 é um grafo bipartido completo for-

mado por n pontos inferiormente e m pontos superiormente, conforme o diagrama de

Hasse da Figura 4.4, com m,n ≥ 2.
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Figura 4.4: Poset X3

Como C∗2 = {0}, então ker δ2 = C∗1 . Como existem mn cadeias em C1, então a

aplicação π : C∗1 → (F ∗)mn dada por

π(ϕ) = (ϕ([x1, xn+1]), . . . , ϕ([x1, xn+k]), . . . , ϕ([x1, xn+m]), ϕ([x2, xn+1]), . . . , ϕ([xl, xn+1]),

. . . , ϕ([xn, xn+1]), ϕ([x2, xn+2]), . . . , ϕ([x2, xn+k]), . . . , ϕ([x2, xn+m]), . . . , ϕ([xl, xn+2]),

. . . , ϕ([xl, xn+k]), . . . , ϕ([xl, xn+m]), . . . , ϕ([xn, xn+2]), . . . , ϕ([xn, xn+k]), . . . , ϕ([xn, xn+m])),

com k = 2, . . . ,m, l = 2, . . . , n, é um isomorfismo. Dessa forma, ker δ2 = C∗1
∼= (F ∗)mn.

Temos que

Im δ1 = {ϕ ∈ C∗1 : existe ψ ∈ C∗0 tal que ϕ([x, y]) = (ψ([x]))−1ψ([y]), ∀[x, y] ∈ C1}.

Então, dada ϕ ∈ C∗1 , temos que ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se, existe ψ ∈ C∗0 , com

ψ([xj]) = αj , j = 1, . . . , n+m, tal que

ϕ([xi, xn+j]) = α−1i αn+j, para todo i = 1, . . . , n e todo j = 1, . . . ,m.

Então, temos que ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se,

π(ϕ) = (α−11 αn+1, . . . , α
−1
1 αn+k, . . . , α

−1
1 αn+m, α

−1
2 αn+1, . . . , α

−1
l αn+1, . . . , α

−1
n αn+1,

α−12 αn+2, . . . , α
−1
2 αn+k, . . . , α

−1
2 αn+m, . . . , α

−1
l αn+2, . . . , α

−1
l αn+k, . . . , α

−1
l αn+m,

. . . , α−1n αn+2, . . . , α
−1
n αn+k, . . . , α

−1
n αn+m)



4.2 Cálculo do primeiro grupo de cohomologia 89

= (a11, . . . , ak1, . . . , am1, a12, . . . , a1l, . . . , a1n, a22, . . . , ak2, . . . , am2,

. . . , a2l, . . . , akl, . . . , aml, . . . , a2n, . . . , akn, . . . , amn),

com k = 2, . . . ,m, l = 2, . . . , n, onde

aji = α−1i αn+j, para todo i = 1, . . . , n e todo j = 1, . . . ,m.

Observe que, para cada j = 1, . . . ,m−1, considerando os pontos xn+j e xn+j+1, exis-

tem n semicaminhos distintos que os ligam, são eles: Pk : xn+jxkxn+j+1, k = 1, . . . , n.

Assim, podemos obter n − 1 relações entre ai’s considerando xn+j e xn+j+1, para cada

j = 1, . . . ,m − 1. Logo, podemos obter (m − 1)(n − 1) relações entre ai’s em X3. Mos-

tremos então que H1(X3, F ) ∼= (F ∗)(m−1)(n−1).

Note que, para cada j = 1, . . . ,m− 1, temos

aj1a
−1
j+1,1 = aj2a

−1
j+1,2 = aj3a

−1
j+1,3 = · · · = ajna

−1
j+1,n. (4.2-7)

Considere o conjunto C = {aj1 : j = 1, . . . ,m} ∪ {a1i : i = 2, . . . , n}. Usando

j = 1 em (4.2 − 7), podemos isolar a2k, para k = 2, . . . , n, e escrevê-los em função de

elementos de C. Dados a2k, k = 2, . . . , n, em função de elementos de C, usando j = 2

em (4.2−7) podemos escrever a3k, k = 2, . . . , n, em função de elementos deC. De modo

geral, escritos ajk, k = 2, . . . , n, em função de elementos de C, podemos, por (4.2 − 7),

escrever aj+1,k, k = 2, . . . , n, em função de elementos de C, para todo j = 1, . . . ,m− 1.

Assim, todos os aji são escritos em função de elementos de C, isto é, os últimos

mn−m−n+1 aji’s são dados em função dos primeirosm+n−1 aji’s, e estes são livres.

Analogamente aos exemplos anteriores, cada classe lateral de
ker δ2

Im δ1
contém um único

elemento da forma (1, . . . , 1, γ1, . . . , γp), para alguns γi ∈ F ∗, com

p = mn−m− n+ 1 = (m− 1)(n− 1) e, deste modo, o isomorfismo

Φ :
ker δ2

Im δ1
→ (F ∗)p

(b1, . . . , bmn) 7→ (γ1, . . . , γp),

onde (1, . . . , 1, γ1, . . . , γp) ∈ (b1, . . . , bmn),
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garante que

H1(X3, F ) ∼= (F ∗)(m−1)(n−1).

Exemplo 4.9. Considere X4 o poset dado por n cópias do poset X da Figura 4.1 ar-

ranjadas segundo o diagrama de Hasse da Figura 4.5, com n ≥ 1. Vamos mostrar que

H1(X4, F ) ∼= (F ∗)n.
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Figura 4.5: Poset X4

É fácil ver que a aplicação π : C∗1 → (F ∗)|C1| que associa um homomorfismo ϕ ∈ C∗1 a

uma |C1|-upla cujas coordenadas são ϕ([x, y]), para cada [x, y] ∈ C1, é um isomorfismo.

Desta forma, C∗1 ∼= (F ∗)|C1|. Mas, pela demonstração da Proposição 4.4, dado ϕ ∈ C∗1 ,

temos que

ϕ ∈ ker δ2 ⇔ ϕ([x, z]) = ϕ([x, y])ϕ([y, z]), para todos x < y < z.

Assim, considerando o conjunto C = {[x, z] ∈ C1 : z cobre x} ⊂ C1, temos que

ϕ ∈ ker δ2 se, e somente se, para todo [x, y] ∈ C1, ϕ([x, y]) é escrito em função de

imagens de elementos de C.
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Existem 4n cadeias em C, são elas:

[x1, x3], [x1, x4], [x2, x3], [x2, x4], . . . , [xk, xk+2], [xk, xk+3], [xk+1, xk+2], [xk+1, xk+3], . . . ,

[x3n−2, x3n], [x3n−2, x3n+1], [x3n−1, x3n], [x3n−1, x3n+1],

com k ∈ {1, . . . , 3n− 2} tal que k ≡ 1 (mod 3).

Desta forma, π̃ : ker δ2 → (F ∗)4n dada por

π̃(ϕ) = (ϕ([x1, x3]), ϕ([x1, x4]), ϕ([x2, x3]), . . . , ϕ([xk, xk+2]), ϕ([xk, xk+3]), ϕ([xk+1, xk+2]),

. . . , ϕ([x3n−2, x3n]), ϕ([x3n−2, x3n+1]), ϕ([x3n−1, x3n]), ϕ([x2, x4]), . . . ,

ϕ([xk+1, xk+3]), . . . , ϕ([x3n−1, x3n+1])),

para k ∈ {1, . . . , 3n − 2} tal que k ≡ 1 (mod 3), é um isomorfismo e, assim,

ker δ2 ∼= (F ∗)4n.

Agora vamos caracterizar Im δ1, que é um subconjunto de ker δ2. Temos que

Im δ1 = {ϕ ∈ ker δ2 : existe ψ ∈ C∗0 tal que ϕ([x, y]) = (ψ([x]))−1ψ([y]), ∀[x, y] ∈ C1}.

Então, dada ϕ ∈ ker δ2, temos que ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se, existe ψ ∈ C∗0 , com

ψ([xj]) = αj , j = 1, . . . , 3n+ 1, tal que



ϕ([xi, xi+2]) = α−1i αi+2

ϕ([xi, xi+3]) = α−1i αi+3

ϕ([xi+1, xi+2]) = α−1i+1αi+2

ϕ([xi+1, xi+3]) = α−1i+1αi+3

,

para todo i ∈ {1, . . . , 3n − 2} tal que i ≡ 1 (mod 3). (Repare que existem n i’s satisfa-

zendo tais condições).

Então, ϕ ∈ Im δ1 se, e somente se,

π̃(ϕ) = (α−11 α3, α
−1
1 α4, α

−1
2 α3, . . . , α

−1
k αk+2, α

−1
k αk+3, α

−1
k+1αk+2, . . . , α

−1
3n−2α3n, α

−1
3n−2α3n+1,

α−13n−1α3n, α
−1
2 α4, . . . , α

−1
k+1αk+3, . . . , α

−1
3n−1α3n+1) = (a1, . . . , a4n),
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onde k ∈ {1, . . . , 3n− 2} tal que k ≡ 1 (mod 3) e


ai = α−1i αi+2

ai+1 = α−1i αi+3

ai+2 = α−1i+1αi+2

,

para todo i ∈ {1, . . . , 3n− 2} tal que i ≡ 1 (mod 3) e

a3n+j = α−1i+1αi+3, para todo j = 1, . . . , n,

sendo i o j-ésimo k que satisfaz: k ∈ {1, . . . , 3n− 2} e k ≡ 1 (mod 3).

Note que em cada cópia do poset X podemos obter uma relação entre ai’s. Logo,

obtemos n relações entre ai’s em X4, que são:

a3n+j = a−1i .ai+1.ai+2, j = 1, . . . , n,

com i o j-ésimo k que satisfaz: k ∈ {1, . . . , 3n − 2} e k ≡ 1 (mod 3). Isto é, os últimos

n aj’s são escritos em função dos 3n ai’s anteriores, que são livres. Analogamente aos

exemplos anteriores, cada classe lateral de
ker δ2

Im δ1
contém um único elemento da forma

(1, . . . , 1, γ1, . . . , γn), para alguns γi ∈ F ∗.

Desta forma,

Φ :
ker δ2

Im δ1
→ (F ∗)n

(b1, . . . , b4n) 7→ (γ1, . . . , γn),

onde (1, . . . , 1, γ1, . . . , γn) ∈ (b1, . . . , b4n),

é um isomorfismo e, portanto,

H1(X4, F ) ∼= (F ∗)n.
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