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Resumo

O principal objetivo desse trabalho é apresentar diferentes condi¢des necessérias
e suficientes para que um automorfismo multiplicativo de uma &lgebra de incidéncia
seja interno. Primeiramente é verificado que um automorfismo multiplicativo é in-
terno se e somente se o elemento multiplicativo da 4lgebra associado ao automorfismo
em questdo for fracionario. Em seguida é apresentada uma condigdo necessaria e su-
ticiente que considera o diagrama de Hasse do poset como um grafo direcionado com
pesos oriundos do automorfismo multiplicativo considerado. Por fim, é mostrado que
o quociente do grupo de automorfismos multiplicativos de uma éalgebra pela inter-
secdo desse grupo com o grupo de automorfismos internos da algebra é isomorfo ao

primeiro grupo de cohomologia do poset da dlgebra e alguns exemplos sdo fornecidos.

Palavras-chave: Algebra de incidéncia, automorfismos multiplicativos, automorfis-

mos internos.



Abstract

The main goal of this work is to present different necessary and sufficient conditi-
ons for a multiplicative automorphism of an incidence algebra to be inner. Firstly it is
verified that a multiplicative automorphism is inner if and only if the element of the
incidence algebra associated to that automorphism is fractionary. In the sequence, it is
presented a necessary and sufficient condition which considers the Hasse diagram of
the poset as a directed graph having weights given by the considered multiplicative
automorphism. Finally, it is shown that the quotient group of the multiplicative auto-
morphisms of an incidence algebra over the intersection of that group with the inner
automorphisms of the algebra is isomorphic to the first cohomology group of the poset

of that algebra and some examples are provided.

Keywords: Incidence algebra, multiplicative automorphisms, inner automorphisms.
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INTRODUCAO

As algebras de incidéncia foram primeiramente consideradas formalmente como
objeto de estudo por Rota em [18], mas o préprio Rota, nesse artigo, diz que a ideia
nao é nova, remontando a trabalhos de Bell [3], Dedekind [8] e Ward [25] da década de
1930.

A motivagdo de Rota ao considerar algebras de incidéncia foi obter uma sistema-
tizagdo para determinar que tipos de problemas combinatérios de enumeracgao e con-
tagem poderiam ser resolvidos através de generaliza¢des do principio de inclusdo-
exclusdo. Apos o trabalho de Rota, as dlgebras de incidéncia passaram a ser objeto de

interesse de outros pesquisadores.

Uma élgebra de incidéncia de um conjunto parcialmente ordenado finito é sem-
pre isomorfa a uma subalgebra de uma &lgebra de matrizes triangulares superiores.
Quando o conjunto é infinito, mas localmente finito, a dlgebra de incidéncia conside-
rada sobre ele torna-se uma generalizacdo bem comportada da dlgebra de matrizes
triangulares superiores. Além disso, algebras de incidéncia sdo isomorfas ao quoci-
ente de uma algebra de caminhos cuja aljava (quiver) provém do diagrama de Hasse

do conjunto parcialmente ordenado.

Um dos problemas famosos sobre as algebras de incidéncia é o problema do iso-
morfismo, cujo objetivo é determinar se o fato de duas algebras de incidéncia serem
isomorfas implica que os posets (conjuntos parcialmente ordenados) de cada uma de-

las também o sdo. Esse problema foi amplamente estudado em diferentes contextos
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e sob diferentes hipo6teses e, em todos os casos, a resposta foi positiva. Os resultados
relativos a esse problema podem ser encontrados em [2], [10], [11], [13], [16], [17], [22]
e [23].

Os automorfismos e involugdes de uma dlgebra de incidéncia também foram e tém
sido alvos de estudo. Os automorfismos foram abordados em [1], [7], [9], [14], [19],
[20], [22], dentre outros. As involug¢des foram estudadas em [5], [6], [21], dentre outros.
Tanto involugdes como automorfismos podem ser decompostos como uma composi-
¢do de trés automorfismos: um interno, um multiplicativo e um induzido de um au-
tomorfismo (ou involugdo, dependendo do caso) do poset sobre o qual a algebra esta
sendo considerada. Embora tal decomposicdo, em geral, ndo seja tinica pois a inter-
se¢do entre o subgrupo dos automorfismos multiplicativos e o subgrupo dos internos
ndo seja trivial, o automorfismo (ou involugdo) induzido(a) de um automorfismo do
poset é tnico. Em [4], a fim de obter a classificacdo das involu¢des de uma dlgebra de
incidéncia, é obtido o namero de classes de equivaléncia no conjunto das involu¢des
de uma élgebra de incidéncia quando a equivaléncia é obtida via um automorfismo in-
terno. Se todo automorfismo multiplicativo é interno e o poset em questdo admite uma
Unica involugdo, isso fornece todas as classes de equivaléncia das involugdes da alge-
bra. Embora critérios para que um automorfismo multiplicativo seja interno fossem
conhecidos antes de [5], 0s mesmos ndo fornecem uma maneira pratica de descobrir
se isso ocorre ou ndo, a ndo ser em alguns casos particulares. Em [5] é descrito como
obter essa informacgdo a partir do diagrama de Hasse do poset sobre o qual a 4lge-
bra de incidéncia estd sendo considerada. Em algumas referéncias, como [12] e [22],
aparece, implicitamente, a afirmagdo de que o quociente do grupo dos automorfismos
multiplicativos por sua interse¢do com os internos de uma algebra de incidéncia fixa é
isomorfo ao primeiro grupo de cohomologia do poset, no entanto uma demonstracdo

explicita desse fato ndo é apresentada.

Esse trabalho teve, como principal objetivo, apresentar os resultados de [5], bem
como apresentar a demonstracdo da afirmagéo feita por Stanley e Khripchenko refe-
rente aos grupos de cohomologia do poset, além de apresentar o cdlculo do primeiro

grupo de cohomologia para alguns posets notaveis.

A dissertacdo estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 1 sdo definidos

os objetos elementares e apresentados os resultados essenciais para a construgdo das
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algebras de incidéncia. No capitulo 2 sdo apresentadas as dlgebras de incidéncia e
também sdo apontados alguns dos principais resultados relativos a suas propriedades,
principalmente no tocante a seus automorfismos. No capitulo 3 sdo apresentados os
resultados de [5]. Por fim, no capitulo 4 é mostrado que o quociente entre o grupo
dos automorfismos multiplicativos e sua interse¢cdo com o grupo dos automorfismos
internos é isomorfo ao primeiro grupo de cohomologia do poset e sdo exibidos alguns

exemplos de célculos explicitos desses grupos de cohomologia.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo sera dedicado aos conceitos essenciais e resultados importantes para
o estudo de algebras de incidéncia, como o radical de Jacobson de um anel, conjuntos
parcialmente ordenados e seus diagramas de Hasse e isomorfismos entre conjuntos

parcialmente ordenados.

1.1 O Radical de Jacobson

Faremos uma breve revisdo dos principais resultados sobre o radical de Jacobson
de um anel com unidade, pois muitos resultados sobre o radical de Jacobson de uma

algebra de incidéncia serdo utilizados posteriormente.

Definigao 1.1. Seja R um anel com unidade. O radical de Jacobson de R, denotado por

J(R), é a interse¢do de todos os ideais a esquerda maximais de R.

Observacao 1.2. O radical de Jacobson de um anel com unidade R é um ideal a esquerda de

R, uma vez que é a intersegio de ideais a esquerda de R.

Proposicdo 1.3. Seja R um anel com unidade. Entdo, r € J(R) se, e somente se, 1 — tr é

invertivel a esquerda, para todo t € R.
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Demonstragio. Seja r um elemento de J(R) e seja M um ideal a esquerda maximal
qualquer de R. Entdo r € M e, assim, tr € M, para todo ¢t € R. Dessa forma, como
M # R, entdo 1 — tr ¢ M, para todo ideal a esquerda maximal M de R e para todo
t € R. Considere o ideal a esquerda I gerado por 1 — ¢r. Note que, se I # R, existe um
ideal a esquerda maximal M, de R tal que I C M,. Mas dessa maneira 1 — tr € M,,
com M, ideal a esquerda maximal, o que é um absurdo. Logo I = R e, portanto, 1 — tr

é invertivel a esquerda, para todo t € R.

Reciprocamente, seja r € R tal que 1 — ¢r é invertivel a esquerda, para todo ¢ € R,
e seja M um ideal & esquerda maximal de R. Entdo 1 — tr ¢ M, para todo t € R.
Assim, 1 ¢ M + Rr e, portanto, M + Rr # R. Dessa forma, M C M + Rr # R,
pela maximalidade de M, Rr C M. Portanto r € M e, como M é um ideal a esquerda

maximal qualquer de R, segue que r € J(R).

Proposicdo 1.4. Seja R um anel com unidade. Entdo J(R) é um ideal bilateral de R.

Demonstragio. Basta mostrar que J(R) é um ideal a direita, pois sabemos que o mesmo
é um ideal a esquerda. Sejam s € J(R) e r € R. Para mostrar que sr € J(R), pela

proposicdo anterior, basta mostrar que 1 — usr é invertivel a esquerda para cada u € R.

Seja u € R qualquer. Como J(R) é um ideal a esquerda, temos que rus € J(R).
Pela proposicdo anterior, existe v € R tal que v(1 — rus) = 1,logo v = 1 + vrus. Assim,

temos que

(1 +usvr)(1 —usr) = 1 — usr + usvr — us(vrus)r = 1 + usvr — us(1 + vrus)r

=14+ usvr — usvr = 1.

Portanto, 1 — usr é invertivel a esquerda, para todo u € R e, assim, concluimos que
J(R) é um ideal a direita, como querfamos.

O

Exemplo 1.5. Se R é um corpo, entdo J(R) = (0), pois o tnico ideal maximal de R é

(0).
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Lema 1.6. Sejam R um anel com unidade e y € R. As sequintes afirmagdes sio equivalentes:
1. y e J(R);
2. 1 — zyz é invertivel em R, para quaisquer x,z € R.

Demonstragido. Note que, em (2), tomando z = 1, temos que 1 — zy é invertivel em R,
para todo = € R, entdo pela Proposic¢do 1.3 temos a condicao (1).

Reciprocamente, sejam y € J(R) e z,z € R quaisquer. Como, pela proposicdo
anterior, J(R) é um ideal bilateral de R, temos que yz € J(R) e, assim, pela Proposi¢do
1.3, existe v € R tal que u(l — zyz) = 1. Entdo u = 1 + u(zyz) = 1 — u(—xyz) e
como —zyz € J(R) pela proposi¢do anterior, segue da Proposi¢do 1.3 que u também é
invertivel a esquerda. Logo, u é invertivel e, portanto, 1 — zyz é um elemento invertivel

de R, como queriamos.

]

Segue do item (2) do lema anterior que o radical de Jacobson de um anel R coincide

com a intersecdo de todos os ideais a direita maximais de R.

1.2 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Nesta secdo, revisaremos o que é um conjunto parcialmente ordenado e conceitos

relacionados, tais como cadeia e conexidade.

Definic¢ao 1.7. Um conjunto parcialmente ordenado, ou simplesmente poset, como utiliza-

remos daqui em diante, ¢ um conjunto munido de uma relacdo de ordem parcial.

Recordemos que uma relagdo R em um conjunto X é uma relagdo de ordem parcial se

a mesma é reflexiva, antissimétrica e transitiva, isto é:

1. x Rz, para todo x € X;
2. Sex Ryey Rz, entdo x = y;

3.Sex Ryey Rz, entdo x R z.
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Daqui em diante, denotaremos a relacdo de ordem parcial de um poset X por <,
bem como (X, <). Os elementos de um poset X serdo chamados de pontos de X. Di-
zemos que p,q € X sdo compardveis se p < qou ¢ < p. Também, dizemos que "p é
estritamente menor que ¢", e escrevemos p < ¢, sep < ge p # ¢q. Um poset X serd

chamado de finito (infinito) se o conjunto X for finito (infinito).

Exemplo 1.8. O conjunto dos nliimeros naturais N, os inteiros Z, os racionais Q e os

numeros reais R com suas ordens usuais sdo posets.

Exemplo 1.9. O conjunto das partes de um conjunto X, considerado com a inclusdo de

conjuntos C, é um poset.

Exemplo 1.10. Os ntimeros naturais podem também ser ordenados da seguinte forma:
dados p, ¢ € N, dizemos que p | ¢ se p divide g. Entende-se que p divide ¢ se existe um
numero natural ¢ de modo que ¢ = cp. Sob essa defini¢do, 1 divide todos os ntiimeros
naturais e todos os naturais (incluindo o 0) dividem 0. Logo, 1 | a e a | 0, para todo

a € N. Assim, (N, ~) também é um poset.

Exemplo 1.11. Dado um poset (X, <), o poset dual de X, denotado por X , é formado

pelos mesmos elementos de X com a ordem < dadapor: 2 <y & y <uz.

Exemplo 1.12. Fixado um natural n, consideremos a ordem em N" dada por:
(1, 20) < (Y1, -, Un) © (21,...,20) = (Y1,---,Yn) Ouexisteum k € {1,...,n}

tal que z; = y; para todo i < k e z;, < y;. Entdo, N* munido dessa ordem é um poset.

Tal ordem é chamada de ordem lexicogrdfica.

Defini¢ao 1.13. Um elemento x de um poset X é dito maximal se sempre que x < y, com
y € X, entdo z = y. Se X possui um elemento z tal que y < z para todo y € X, entdo
x é chamado o elemento mdximo de X. Analogamente definem-se elemento minimal e

elemento minimo de um poset.

Observacdo 1.14. Repare que todo elemento minimo (mdximo) é minimal (maximal), mas o
contrdrio nem sempre ocorre. Considere, por exemplo, o conjunto dos niimeros naturais com a
ordem definida no Exemplo 1.10. Neste caso, 1 é o minimo e 0 é o mdximo. Se considerarmos
o subconjunto Y = N\{0, 1} com a mesma ordem dada anteriormente, temos agora que cada

niimero primo é um elemento minimal de'Y , que ndo possui elementos maximais.
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No que segue, veremos que subconjuntos de um poset possuem as mesmas propri-

edades do poset inicial, isto €, subconjuntos de um poset também sdo posets.

Proposicao 1.15. Sejam (P, <p) um poset e () C P um subconjunto. Entdo, restringindo a

Q) a ordem de P, temos que () é também um poset.

Demonstracdo. A reflexibilidade, a antissimetria e a transitividade da ordem restrita aos
elementos de () seguem imediatamente do fato de que elementos de () sdo elementos

do poset P.

A ordem de () da proposicdo anterior é chamada de ordem induzida de P.

Defini¢do 1.16. Seja (P, <p) um poset e seja () C P com a ordem induzida de P, a qual

denotaremos por <q. Entao, (Q, <¢) é dito um subposet de P.

Salvo mengdo contraria, assumiremos que subposets carregam a ordem induzida

do poset que o contém.

Defini¢do 1.17. Um subconjunto C' de um poset é uma cadeia se, para quaisquer
z,y € C,temos z < y ouy < z. Um subconjunto B de um poset é uma anticadeia

se, para qualquer par de elementos distintos =,y € B, tem-se z £ ye y £ x.

Dizemos que uma cadeia C' tem comprimento n se C' tem n elementos. Nesse caso,

tal cadeia pode ser chamada de n-cadeia.

Exemplo 1.18. Se X é o poset dado pelo conjunto das partes de {1, 2,3, 4} munido da
inclusdo de conjuntos, temos que C' = {{1}, {1, 2},{1,2,3},{1,2,3,4}} é uma cadeia de

X de comprimento 4.

Exemplo 1.19. Considerando N munido da ordem do Exemplo 1.10, o subconjunto

formado pelos niimeros primos é uma anticadeia.

Definic¢do 1.20. Dados = e z elementos de um poset X, o intervalo ou segmento de = a z
€ o conjunto

[z,2] ={ye X 1z <y <z}

Um poset X é localmente finito se todo intervalo de X é finito. Um intervalo [z, y]
de um poset X é dito ter comprimento n se hd uma cadeia de comprimento n em [z, y] e

qualquer outra cadeia nesse intervalo tem comprimento menor ou igual a n.
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Exemplo 1.21. Em N com a ordem do Exemplo 1.10, o intervalo |2, 40] é o conjunto dos
numeros naturais que sdo divisiveis por 2 e que dividem 40, ou seja,
2,40] = {2,4,8,10,20,40}. Este intervalo tem comprimento 4, pois suas maiores ca-

deias sdo {2,4,8,40} e {2, 10, 20, 40}.

Exemplo 1.22. Em N com a ordem do Exemplo 1.10, o intervalo [3, 36] é o conjunto dos
numeros naturais que sdo divisiveis por 3 e que dividem 36, ou seja,
[3,36] = {3,6,9,12,18,36}. Este intervalo tem comprimento 4, pois suas maiores ca-

deias sdo {3,6,12,36} e {3,9, 18, 36}.

Defini¢ao 1.23. Os elementos = e y de um poset X sdo ditos conexos se, para algum
inteiro positivo n, existem z = x¢, z1, z2, ..., z, = y elementos de X tais que z; < x;1;

our; < x;, paratodoi=0,1,...,n— 1.

E evidente que a conexidade de elementos de X é uma relagdo de equivaléncia e
a classe de equivaléncia de um elemento é dita uma componente conexa. Dessa forma,

todo poset X pode ser escrito como unido disjunta de suas componentes conexas.

Definic¢do 1.24. Um poset X é dito conexo quando X possui apenas uma componente
conexa, isto é, dados quaisquer z,y € X, existe uma sequéncia * = x¢,21,..., 2T, = Y

de elementos de X tal que z; < x;4; ou z;4; < z;, paratodo:=0,1,...,n — 1.

Exemplo 1.25. Considere 2N o conjunto dos niimeros naturais pares munido da ordem
do Exemplo 1.10. Entdo 2N é conexo pois, dados quaisquer z,y € 2N, basta tomar a

sequéncia z,2,y,jaque2 |z e2|y.

Exemplo 1.26. Considerando X qualquer subconjunto de N que contém 0 ou 1, com a
ordem do Exemplo 1.10, temos que X é conexo. De fato, dados z,y € X, basta tomar a

sequéncia 2,0,y (jdquez |Oey|0)ouxz, 1,y Gdquel|zel]uy).

Exemplo 1.27. Considerando Y = {{1,2},{1,3},{1,4},{1,2,3}} munido da inclusdo
de conjuntos, note que os elementos {1,2} e {1, 3} sdo conexos, pois {1,2} C {1,2,3} e

{1,3} € {1,2,3}, mas {1,2} e {1,4} ndo sdo conexos. Logo, Y ndo é conexo.
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1.3 O Diagrama de Hasse

A fim de analisar mais a fundo a estrutura de um poset, isto é, de um conjunto equi-
pado com uma relacdo de ordem parcial, uma visualizagdo geométrica do poset seria
de grande ajuda. Para tanto, faremos uso da teoria de grafos para definir o Diagrama

de Hasse de um poset. Inicialmente, veremos o que é um grafo.

Defini¢do 1.28. Um grafo G é um par (V, E') de um conjunto V' de vértices e um conjunto

E C {{a,b} : a,b € V} de arestas.

Esta defini¢do e a forma visual estdo conectadas de forma simples. Para cadav € V,
coloque um ponto no plano (ou no 3-espago) para representar o vértice. Por sua vez,
para quaisquer dois vértices v, w € V tais que {v,w} € E, unimos esses pontos com
um segmento (aresta) que ndo toque qualquer outro ponto. A Figura 1.1 ilustra o que

foi dito.

/ANy

Figura 1.1: Grafo com 5 vértices

Desta maneira, temos uma boa ferramenta visual do grafo, bem como uma ma-
neira de traduzir problemas do cotidiano em matematica (como, por exemplo, as redes

ferroviarias podem ser modeladas por meio de grafos).

Poderiamos entdo repetir essa idéia e aplicar esse conceito aos posets, utilizando
vértices para representar os elementos de X e arestas para ligar elementos quando os
mesmos sdo comparaveis entre si, mas devido a propriedade de ordem parcial, haveria
redundancias que podemos eliminar. Vamos entdo melhorar este conceito a fim de

eliminarmos essas deficiéncias e, assim, podermos aplicd-lo a posets.
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Definic¢do 1.29. Seja P um poset. Dizemos que q € P cobre p € P se, e somente se, p < ¢
e{z € P|p<z<q}=10. Dizemos também que p é uma cobertura inferior de q e que g

é uma cobertura superior de p.

Exemplo 1.30. No conjunto das partes P({1,...,6}), o conjunto {1,3,5} cobre {1, 3},
mas {1,2, 3,4} ndo cobre {1, 3}.

Exemplo 1.31. Em Z com a ordem usual, cada ntiimero k tem exatamente uma cober-

tura superior k£ + 1 e uma cobertura inferior k£ — 1.

Exemplo 1.32. A nogdo de cobertura depende do universo envolvido. Observe que,
em 7Z com a ordem usual, 2 ndo cobre 0, mas 2 é uma cobertura superior de 0 no
conjunto dos ntimeros inteiros pares. Similarmente, {1, 2, 3,4} cobre {1, 3} no conjunto

dos subconjuntos de {1, ...,6} que tém uma quantidade par de elementos.

Exemplo 1.33. Em posets infinitos, elementos podem ter ou ndo coberturas, como é o
caso de R e Q com suas ordens usuais, que ndo possuem elementos que cobrem um ao

outro.

Incorporando esse novo conceito a idéia visual de grafo descrita anteriormente,
obtemos uma importante ferramenta de visualizacdo de posets. Um poset finito (e
alguns casos particulares de enumeraveis) pode ser visualizado como um grafo da
seguinte forma: cada elemento do poset é representado por um ponto e, sempre que
um elemento z cobrir um elemento y, ambos sdo ligados por um segmento de reta,
sendo que a posi¢do do ponto que representa o elemento coberto, no caso y, deve ser
inferior a posi¢do do ponto que representa o elemento que o cobre, no caso z, isto é,
trata-se de um grafo ordenado, no qual as arestas sdo pares ordenados no lugar de

conjuntos. Tal grafo é denominado Diagrama de Hasse do poset.

Exemplo 1.34. Considere o subconjunto Y = {2,3,12,18} C N com a ordem herdada

do Exemplo 1.10. A Figura 1.2 exibe um diagrama de Hasse que representa esse poset.
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12 18

Figura 1.2: Diagrama de Hasse de Y’

Apesar de o Diagrama de Hasse ser uma importante ferramenta visual, a unicidade
da representacdo de um poset nem sempre ocorre. Seguem, na Figura 1.3, os diagramas

que representam o poset X = {A, B,C, D, E, F'} com a ordem:
D<A D<B, E<A ELC, F<BeF<C.
Para cada representagdo, os pontos do poset sdo renomeados da seguinte forma: na

primeira representagdo, temos A = A;, B = By, C = (', etc. Na segunda representa-

cdo, A = Ay, B = B, e assim sucessivamente para esta e a proxima representacao.

A By Ch Ao Co Bs
D1 E1 F1 D2 E2 F2

Cs As Bs
Ds F3 E3

Figura 1.3: Trés diagramas para o mesmo poset

1.4 Funcgdes que preservam ordem

Revisaremos, nesta se¢do, o conceito de isomorfismo de posets e suas propriedades.
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Defini¢ao 1.35. Sejam (P, <p), (@, <g) posets e f : P — @ uma funcdo. Entdo, [ é

chamada uma fungdo que preserva ordem se, e somente se, para todos py,ps € P

p1<pp2 = f(p1) <q f(p2)

Exemplo 1.36. A fungdo f : N — N definida por f(z) = 5z é uma fungdo que preserva

ordem se ambos, dominio e imagem, tém a mesma ordem dada no Exemplo 1.10.

Exemplo 1.37. A fungdo f : N — N dada por f(z) = = + 1 preserva ordem se ambos,
dominio e imagem, tém a ordem usual de N (<). No entanto, f ndo preserva ordem se
considerarmos dominio e imagem de f munidos com a ordem dada no Exemplo 1.10,

uma vez que 2 ~ 4, mas f(2) % f(4),ja que 3 ndo divide 5.

Esse exemplo mostra que o fato de uma fungdo preservar ordem depende das or-
dens com que estdo munidos o dominio e a imagem da fungdo, isto é, a mesma fungdo

pode ou ndo preservar ordem dependendo das ordens do dominio e da imagem.

Proposicdo 1.38. Sejam P,Q, R posets e sejam f : P — Qe g : () — R fungdes que

preservam ordem. Entdo a fungdo g o f : P — R também preserva ordem.

Demonstragio. Sejam p;,p, € P tais que p; < p,. Como f preserva ordem, temos
f(p1) < f(p2) e, por sua vez, como g preserva ordem, segue que g(f(p1)) < g(f(p2)),

como querfamos provar.

O

Observe que, dados dois posets, a existéncia de uma fungdo entre eles que preserva
ordem, mesmo sendo bijetora, ndo garante que os posets sdo "essencialmente os mes-

mos". Abaixo segue um exemplo que ilustra essa afirmacao.

Exemplo 1.39. Considere os posets X = {2,3,12,18} C N com a ordem herdada do
Exemplo 1.10, Y = {2,3,12,18} C N com a ordem usual de Ne f : X — Y dada
por f(z) = z, para todo z € X. Claramente, f é bijetora e preserva ordem, mas os

conjuntos nao sao "os mesmos", como mostra a Figura 1.4.
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18

12 18 12

Figura 1.4: Posets X e Y

Defini¢ao 1.40. Sejam P e () posets e seja ¢ : P — () uma funcdo. Entdo, ¢ é dita um

isomorfismo (de posets) se:

1. ¢ preserva ordem;
2. ¢ tem uma inversa ¢ ;

3. ¢! preserva ordem.
Em caso afirmativo, dizemos que os posets P e () sdo isomorfos e denotamos P = ().

A préxima caracterizacdo de isomorfismo reforca a nogdo de que posets isomorfos

podem ser considerados "os mesmos".

Proposicao 1.41. Sejam P e () posets. Entdo, f : P — () é um isomorfismo (de posets) se, e

somente se,
1. f é bijetora;
2. p1 < py se, e somente se, f(p1) < f(p2), para todos py,ps € P.

Demonstragio. Provemos inicialmente que se (1) e (2) valem, entdo f é um isomor-
fismo. Para tanto, basta provar que f~! : Q — P preserva ordem, uma vez que as

demais condiges j4 sdo satisfeitas.
Sejam q1, g2 € @ tais que ¢; < go. Como, por hipoétese, f é bijetora, existem py, p, € P

tais que f(p;) = ¢;, parai = 1,2. Como f(p1) = ¢1 < ¢2 = f(p2), de (2) segue que
p1 < pa. Assim, f71(q1) < f7'(q2) e, portanto, f~! preserva ordem.



1.4 Fungdes que preservam ordem 25

Reciprocamente, se f : P — @ é um isomorfismo, entdo existe /™' : Q — Pea
condicdo (1) é satisfeita. Um lado da condigdo (2) segue do fato de que f preserva

ordem e o outro lado de (2) obtém-se do fato de que f~' preserva ordem.

]

Observe que no Exemplo 1.39 ndo vale a volta do item (2) da proposi¢do anterior,

pois f(2) < f(3), mas 2 # 3.

Proposicao 1.42. Sejam P, () e R posets e sejam ¢ : P — Q) e ¢ : (Q — R isomorfismos (de

posets). Entdo, ¢ o ¢ é um isomorfismo (de posets).

Demonstragido. Como ¢ e ¢ sdo isomorfismos de posets, entdo ¢ e ¢ preservam ordem e
possuem inversas ¢! e o' que preservam ordem. Assim, pela Proposigdo 1.38, segue

que poge ¢ oy ! preservam ordem. Como ¢ ' o™t = (po @), segue o resultado.

]

Defini¢dao 1.43. Se P é um poset e f : P — P é um isomorfismo de posets, entdo

dizemos que f é um automorfismo de P.

Exemplo 1.44. n-cadeias s6 admitem o automorfismo trivial.

De fato, sejam C' uma n-cadeia, com z; < x5 < --- < z,, 0os elementos de C, e f um
automorfismo de C. Suponha que existam i # j tais que f(z;) = z;. Entdo temos que
r; < xjoun; <

Se z; < xj, pela Proposicdo 1.41, segue que z; = f(z;) < f(z;) = xx, para algum k.
Como z; < zy, pela Proposigdo 1.41, temos que z, = f(z;) < f(x)) = z;, para algum
[. Como C tem n elementos, apds repetir esse procedimento uma quantidade finita de
vezes, obtemos que existe m tal que z,, < f(z,,) = z,. Logo, z,, < z, implica, pela
Proposicado 1.41, que z, = f(xn,) < f(z,), 0 que é um absurdo, ja que z,, é o elemento
méximo de C.

Analogamente chega-se a um absurdo se z; < z;. Logo, f(z;) = z;, para todo

i=1,...,ne, portanto, f = idc.

Exemplo 1.45. Toda bijecdo em uma anticadeia é um automorfismo.

Com efeito, sejam B uma anticadeia e g : B — B uma bijecdo. Entdo g satisfaz

a condicdo (2) da Proposicdo 1.41 pois, caso contrario, existiriam p;,p, € B tais que
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p1 < pycom f(p1) £ f(p2) ou tais que f(p1) < f(p2) com p; £ py, onde f(p1), f(p2) € B.
Como B é uma anticadeia, entdo ndo existem x;,z, € B tais que z; < x5, Ou seja, ndo

existem tais p;, p, € B. Assim, pela Proposicdo 1.41, g é um automorfismo de B.



CAPITULO 2

ALGEBRA DE INCIDENCIA

Estudaremos agora dlgebras de incidéncia, suas propriedades e resultados impor-
tantes para demonstrar os dois principais teoremas deste capitulo, o "Problema do

Isomorfismo" e o Teorema da Decomposicdo, que podem ser encontrados em [15].

Defini¢do 2.1. Dados X um poset localmente finito e R um anel comutativo com uni-

dade, a dlgebra de incidéncia 1(X, R) de X sobre R é o conjunto
I(X,R)={f: XxX—>R: flx,y) =0,sex £y}

com as operacdes dadas por:

o (f+g)x,y) = flz,y)+g(x,y)

o (f9)w,y)= Y f(x,2)g(zy), sex <y e (fg)(x,y) =0, sex gy

x<z<y

o (r-f(z,y) =rf(z,y),
para todos f,g € I(X,R),r € Rex,y,z € X.

Observe que fazemos uso de um somatério ao efetuarmos o produto de elementos
de I(X, R). Como, por hipétese, o poset X é localmente finito, entdo o intervalo [z, ]

e, consequentemente, o somatério em questdo sdo finitos, de onde conclui-se que o
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produto de elementos de I(X, R) estd bem definido. Além disso, facilmente pode-
se verificar que /(X, R) com as operagdes descritas acima realmente definem uma R-

algebra.

Agora, definiremos algumas fun¢des em I(X, R) que serdo utilizadas frequente-

mente. Considere § € I(X, R) definida por:

1, se r=y
o(r,y) = _
0, caso contrario

Dada f € I(X, R), note que

(fO)(,y) = Y flw,2)d(z,y) = f(z,y) e

r<z<y

6f) (@ y)= > 6(z,2)f(z,y) = f(z.y),
w<z<y
para todos z,y € X com z < y. Assim, conclui-se que ¢ é a unidade da algebra de
incidéncia (X, R).
Considere também, para cada par z,y € X com z < y, a fungdo d,, € I(X, R) dada

por:

1, se u=rxev=y

0, caso contrario
onde 6., serd denotada por e,.

Queremos agora caracterizar os elementos invertiveis da dlgebra /(X, R). Para
tanto, recordemos que dado R um anel com unidade, se um elemento s € R tem in-

verso a direita e a esquerda, entdo s é invertivel.

Teorema 2.2. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.

Dada f € I(X, R), as sequintes afirmagdes sdo equivalentes:
1. f tem um inverso a direita;
2. f tem um inverso a esquerda;
3. f éinvertivel;

4. f(z,z) éinvertivel em R, para todo x € X.
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Demonstragio. (1) = (4) Suponhamos que f tem um inverso a direita, digamos ¢. En-
tao, f.g = 0, ou seja, para cada = € X, temos f(x,z)g(z,x) = (fg)(z,z) = d(z,z) = 1.
Como R é comutativo, segue que f(xz,z) é invertivel em R, para todo x € X. Analoga-
mente prova-se (2) = (4).

(4) = (1) Suponhamos agora que f(z,z) é invertivel em R, para todo z € X.
Definimos o inverso a direita de f, digamos g, por indugdo sobre o comprimento dos
intervalos de X, como segue. Se |[z,y]| = 0, entdo = £ y e assim definimos g(z, y) = 0.
Observe que isso garante que g € (X, R). Se |[z,y]| = 1, entdo = = y e, dessa forma,
considere g(z,x) = f(z, )", ja que, por hipétese, f(z,z) é invertivel.

Seja n > 1, suponhamos que a funcdo ¢ foi definida em cada intervalo de compri-
mento menor que n e seja [z, y| um intervalo de comprimento n. Queremos que f.g = 9,

ou seja, para T # y, queremos que

0=(fo)(x,y) = > flx,2)g(zy) = flx,x)g(x,y) + > flz,2)9(z ).
r<z<y r<z<y
Como, por hipétese, f(z, z) é invertivel, podemos resolver a equagdo acima definindo

g(x,y) como

- (— 3 f(x,z>g<z,y>) (fe,2) ™

<2<y
Como o intervalo [z,y] tem comprimento menor que n, pela hipétese de indugao, a
funcdo g estd definida nesse intervalo e, portanto, g estd definida para todos z,y € X.
Analogamente prova-se (4) = (2).
Como (4) implica (1) e (2), segue que (4) implica (3). Finalmente, como (3) clara-
mente implica (1) e (2), o teorema estd provado.

]

Observacio 2.3. A demonstragio do teorema anterior mostra como a indugdo pode ser usada

para posets localmente finitos.

Lema 2.4. Sejam X eY posets localmente finitos e R um anel comutativo com unidade. Se X

e Y sdo isomorfos, entdo I(X, R) e I(Y, R) sdo isomorfas como dlgebras.

Demonstragio. Seja ¢ : X — Y um isomorfismo de posets.
Defina ¢ : I(X,R) — I(Y,R) por @(f)(u v) = fl¢ (u), ¢ (v)), para todo par
u,v € Y. Note que se u £ v, entdo ¢~ *(u) £ ¢ *(v), pela Proposicgao 1.41. Dessa forma,
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temos que f(¢ ' (u),p ! (v)) = 0, uma vez que f € I(X, R). Portanto, p(f) € I(Y,R) e
a funcgdo ¢ estd bem definida. Verifiquemos que ¢ é um isomorfismo de algebras.

Sejam f,g € I(X, R), A € R e u,v elementos quaisquer de Y. Temos que:

2(f+9)(u,v) = (f+9) (¢ (), ¢ (v))
= fle M (u), o7 (v) + g(e ™ (u), ¢ (v))
= @(f) (u7 U) + 9/0\(9) (u7 U)

= [p(f) + 2(9)](u,v).
Também,

2(f9)(u,v) = (f)(e™ (u), " (v)) = Yo Sl ) gt e (v):

pH(u)<t<ep~*(v)

Como ¢ é um isomorfismo de posets temos que, dado ¢ € X com
e Hu) <t < pl(v), existe 2 € Y tal que t = ¢ !(z) e, como ¢ preserva ordem,

entdou < z < w. Assim:

P(f9)(u,v) = > Fle™ W), M (2)gle ™' (2), ¢ (v))
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Note ainda que, para todos u,v € Y,

POx)(u,v) = dx(™ (u), ¢ (v))

1, se ¢ H(u) =¢(v)
0, caso contrario
1, se u=uv

0, caso contrario
= 6Y<U7U)a

onde iy éafuncdao d € I(X, R) e by éafungdo d € I(Y, R). Assim, ¢ leva a unidade de
I(X, R) na unidade de I(Y, R) e, portanto, » é um homomorfismo de dlgebras.
Verifiquemos agora que ¢ é bijetora. Seja f € ker . Entdo, ¢(f)(u,v) = 0, para
todos u,v € Y, isto &, f(p ' (u),p ! (v)) = 0, para todos u,v € Y, o que implica que
f(z,w) =0, para todos =, w € X e, portanto, f = 0. Assim, ker ¥ = 0, logo ¢ é injetora.
Além disso, se g € I(Y, R), observe que g = $(h), onde h(u,v) = g(p(u), ¢(v)), para

todo par u,v € X, pois

P(h)(u,v) = h(e™ (u), 97 (v) = g(e(¢™ (u)), (¢~ (v))) = g(u, v),

com h € I(X, R). Logo, temos a sobrejetividade de & e, portanto, conclui-se a demons-

tracdo do resultado.

]

Corolario 2.5. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade. Se
¢+ X — X é um automorfismo de X, entdo o : 1(X,R) — I(X, R) como definido no lema

anterior é um automorfismo de 1(X, R).

Veremos mais a frente que a reciproca do lema anterior é verdadeira para o caso em
que R é um corpo. Tal resultado é chamado de "Problema do Isomorfismo". Vamos,

entdo, apresentar alguns resultados que auxiliam na demonstragao deste.

Definicdo 2.6. Dizemos que o conjunto {ej, es, ..., e} de elementos ndo nulos de R é

um conjunto maximal de idempotentes primitivos ortogonais dois a dois se:

1. e; é um elemento idempotente, isto é, e? =e,, paratodo 1 <i <¢;
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2. Se i # j, entdo e;e; = 0 (ortogonalidade);

3. Para cada 1 < i < ¢, ndo existem elementos u e v idempotentes ortogonais ndo

nulos de R tais que e; = u + v (primitividade);

4. Se {ey,eq,...,e,} C I, onde I é um conjunto de elementos ndo nulos de R que

satisfazem os trés itens acima, entdo {ey, ey, ..., e} = I (maximalidade).

Lema 2.7. Sejam R um anel e I um ideal de R tal que ﬂ I" = {0}. Suponha que e, €, f, f'

n=1
sdo elementos idempotentes de R tais que ¢’ —e e f' — f pertencem a I. Entdo, e.R.f = {0} se,

e somente se, ¢ .R.f" = {0}.

Demonstragido. Mostremos que e.R.f = {0} implica que ¢’.R.f' = {0}. A implicagao
contraria segue por argumento andlogo. Observe que é suficiente mostrar que, para
cada r € R, o elemento ¢'.r.f’ € I", para todo n. Para mostrar isso, usaremos indugdo

sobre n. Denotep = ¢’ —ee g = f' — f. Entdo

erf'=(e+tp)r(f+q =0+ (erqg) +(pr.f)+(prq)

e, dessa forma, €'.r.f' € I, uma vez que p,q € 1.

Suponha que ¢'.7.f' = i que é um elemento de /", pela hipé6tese de indugdo. Como

¢’ e ' sdo idempotentes, temos

erf =()Vr(f)Y=cif =(e+p)i(f+q) =0+ (eiq)+ (pi.f)+ (pi.gq),

que é um elemento de I"*!,jd que i € I" e p,q € I. Assim, segue o resultado.

]

Vamos agora caracterizar o radical de Jacobson da algebra de incidéncia e provar

alguns resultados relacionados.

Teorema 2.8. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.
O Radical de Jacobson de 1(X, R) é o conjunto de todas as funcoes f € I(X,R) tais que
f(z,z) € J(R), para todo x € X.

Demonstracido. Dada f € I(X, R), aplicando a Proposigdo 1.3, f pertence ao radical de

Jacobson de (X, R) se, e somente se, 6 — gf é invertivel a esquerda, para toda g €
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I(X, R). Mas, pelo Teorema 2.2, isso vale se, e somente se, 1 — g(z, z) f(x, ) é invertivel
a esquerda em R, para todo z € X e toda g € I(X, R). Porém, esta dltima afirmacdo
é equivalente a dizer que, para todo z € X, 1 — rf(xz, x) é invertivel a esquerda, para
cada r € R, pois sempre existe g € I(X, R) tal que g(z,z) = r. Novamente, pela
Proposigdo 1.3, segue que f pertence ao radical de Jacobson de I(X, R) se, e somente

se, f(z,x) € J(R), para todo x € X, o que conclui o resultado.
Observacdo 2.9. Se considerarmos X um poset localmente finito e F' um corpo, teremos

JUIX,F))={fel(X,F): f(x,z) =0, para todo x € X},

ja que J(F') = (0), pelo Exemplo 1.5.

Coroldrio 2.10. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.

I(X, R))) é isomorfo a H onde R, = Rparacadax € X.

Entdo, ——tY)
0T I(XOR

porgp (f) = (f(x,))sex. E facil ver que

Demonstragdo. Defina ¢ : (X, R) — H

JJEX
¢ é um homomorfismo sobrejetor de anéis. Segue do Teorema 2.8 que

ker o = J(I(X, R)) e, dessa forma, o resultado segue do Teorema do Isomorfismo.

]

Lema 2.11. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade. Se e é

um idempotente nio nulo de I(X, R), entdo e ¢ J(I1(X, R)).

Demonstragido. Observe que e(d — e) = 0, o que implica que 6 — e = 0 — de é um divisor
de zero e, portanto, ndo é invertivel em I(X, R). Segue entdo, pela Proposicao 1.3, que

e d J(I(X,R)).

Lema 2.12. Sejam X um poset localmente finito e F' um corpo. Entdo

ﬂ = {0}.

Demonstragio. Primeiramente mostraremos, por inducgdo sobren, quese f = fifa... fn,

com f; € J(I(X, F)) paratodo i, entdo f(z,y) = 0 sempre que |[z,y]| < n,comz,y € X.
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Se n = 1, temos dois casos a analisar. Se |[z,y]| = 0, entdo = £ y, assim f(z,y) = 0,
jaque f € I(X,F).Se|[z,y]] =1, entdo z = y e, como f = f, € J({(X, F)), temos, pela
Observacdo 2.9, que f(z,y) = 0.

Suponha agora que n > 1 e que o resultado é valido paran—1. Sejam f = fifs... f,

ex,y € X tais que |[z, y]| < n. Entdo:

fay) = Y fifee faa(@2) fulz,y)

r<z<y

= Y fifefami@ ) fulzy) + fife - faca(@y) faly.y).

z<z<y

Como f, € J(I(X, F)), entdo f,(y,y) = 0 e assim:

Z fifo o fomi(z,2) ful2, ).

r<z<y

Agora, note que |[z, z]| < n — 1. Assim, por hipétese de indugdo, fifs... fu_1(z,2) =0,

para todo z < z < y. Logo, f(x,y) =0.

o0

Entdo, seja f € ﬂ (J(I(X,F)))" e mostremos que f(z,y) = 0, para todos z,y € X.

n=1
Dados z,y € X, temos que |[z,y]| = k < oo, uma vez que X é um poset localmente
finito. Como f € (J(I(X,F)))*, f é uma soma de produtos da forma f; ... f;, com

fi € JI(X, F)). Entdo, da afirmacdo provada anteriormente segue que f(z,y) = 0.

2.1 O Problema do Isomorfismo

A fim de obtermos uma demonstracdo mais detalhada do préximo teorema, sdo

necessarios alguns resultados preliminares.

Lema 2.13. Seja F um corpo e considere, para cada v € X,

1, se u=v=xemX
ex(u,v) = N
0, caso contrdrio.

Entdo, o conjunto A = {e, : x € X} é um conjunto maximal de idempotentes primitivos
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ortogonais dois a dois de (X, F). Além disso, o conjunto A = {e, + J(I(X,F)) :z € X} é
um conjunto maximal de idempotentes primitivos ortogonais dois a dois de [(X, F)
J pormey g JI(X.F))
Demonstragio. Inicialmente note que, para todo = € X, e, # 0, pois e,(z,x) = 1. Além

disso:

1, se u=v==x
e2(u,v) = Z ex(u, t)e,(t,v) = = e,(u,v).

u<t<v 0, caso contrario

Logo, €2 = e,, implicando que e, é um idempotente de (X, F). Dados e, e, € A,

com x # y, temos:

(exey)(u,v) = Z ex(u,t)e,(t,v) =0,

u<lt<v
para todos u,v € X, isto é, e;e, = 0 para todo = # y.

Mostremos agora a primitividade de e,, x € X. Dado um idempotente ndo nulo
fel(X,F) peloLema2.l1l, f ¢ J(I(X, F)). Pelo Teorema 2.8 e pelo fato que J(F') = 0,
temos que existe v € X tal que f(u,u) # 0. Como F' é um corpo e f(u,u) é um
idempotente de F, devemos ter que f(u,u) = 1.

Sejam f e g idempotentes ortogonais de I(X, F') tais que e, = f + g. Entao,
1 = ex(z,2) = f(z,x) + g(z,z), e assim f(z,z) e g(x,x) ndo sdo ambos nulos. Po-
demos entdo supor, sem perda de generalidade, que f(z,z) # 0. Suponha por absurdo
que g # 0. Entdo, existe u € X tal que g(u,u) = 1. Repare que u # z, pois se u = z,
teriamos 1 = e, (z,z) = f(x,z) + g(z,z) = f(z,x2)+ 1, onde f(z,z) # 0. Temos também
que 0 = (fg)(u,u) = f(u,u)g(u,u) = f(u,u). Assim,

0=ey(u,u) = f(u,u) + g(u,u) =0+1=1,

o que é um absurdo. Logo, g = 0 e, assim, f = e,, 0 que prova que e, é primitivo.
Portanto, o conjunto A é formado por idempotentes primitivos ortogonais dois a dois.

Resta mostrar a maximalidade de A. Suponha que exista um conjunto K de elemen-
tos idempotentes primitivos ortogonais dois a dois de I(X,F) tal que
A C K. Entdo, existe 0 # f € K tal que f ¢ A. Como os elementos de K sdo or-
togonais dois a dois, temos em particular que, para todo x € X, fe, = e, f = 0, ou seja,

[ é ortogonal aos elementos de A.
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Sejam z < y. Entdo:

0=(eaf) (@) = Y eal,2)f(z,9) = f2,y),
z<z<y
isto é, f(z,y) = 0 para todos z < y. Como sempre vale que f(z,y) = 0 para todos

x £ y, segue que f é identicamente nula, o que é um absurdo.

Agora mostremos que A é um conjunto maximal de idempotentes primitivos or-
I(X,F)
JI(X, F)) _
e, ¢ JU(X,F)), logoe, + J(I(X,F)) # 0+ J(I(X,F)). Dessa forma, o fato de A

ser um conjunto de idempotentes ortogonais dois a dois segue facilmente do fato de

togonais dois a dois de Pelo Lema 2.11, para todo z € X temos que

que A tem a mesma propriedade.

Mostremos agora que os elementos de A sdo primitivos. Pela demonstragdo do

Corolério 2.10, a aplicagdo

é um isomorfismo de anéis.

Sejay € X esuponhaquee, + J(I(X,F))=f+JI(X,F))+g+ JUI(X,F)), com
: . I(X,F) :
f+JUI(X,F))eg+ J(I(X, F))idempotentes ortogonais de TIX.F) Assim,

Pley +JI(X, F))) =o(f + JU(X, F))) + 99 + JU(X, F))),

onde p(f + J(I(X,F))) ep(g + J(I(X, F))) sao idempotentes ortogonais de H F,ja
zeX
que » é um homomorfismo de anéis. Mas @(e, + J({(X, F))) = (0,...,0,1,0,...), com

um Unico 1 na posigdo y, que claramente é um idempotente primitivo de H F. Assim,

zeX
segueque p(f+J(I(X,F))) =0oup(g+J(I(X, F))) = 0. Como @ é injetor, segue que

f+JUI(X,F))=00ug+ J(I(X, F)) =0,0 que prova que e, + J(I(X, F')) é primitivo.
Resta mostrar a maximalidade de A. Suponha que exista um conjunto K de ele-
I(X,F)

J(I(X, F))
Entdo, existe 0 + J(I(X, F)) # f + J(I(X,F)) € K tal que f + J(I(X, F)) ¢ A. Como

mentos idempotentes primitivos ortogonais dois a dois de tal que A C K.
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os elementos de K sdo ortogonais dois a dois, temos, para todo z € X
0+ JI(X,F)) = [f + JU(X, F))][ex + J(I(X, F))] = (f.€x) + J(I(X, F)).

Logo, f.e, € J(I(X,F)) donde, pelo Teorema 2.8, (f.e;)(z,z) = 0 para todo =z € X,
ou seja, f(z,z) = 0 para todo z € X. Novamente pelo Teorema 2.8, segue que
f € JI(X,F)), o que é um absurdo, uma vez que supomos
fHJUI(X,F)#0+ J(I(X,F)).

O

Lema 2.14. Sejam X um poset localmente finito, R um anel comutativo com unidade e

x1,x9 € X. Entdo, x1 < x4 se, e somente se, e,, [ (X, R)e,, # {0}.

Demonstragio. Se x1 < x5, entdo defina f € (X, R) como

fay) =4 b % @Y= @)

0, caso contrario

e assim, temos

(€, few,) (w1, 22) = Z €z, (21, 2)(fez,) (2, T2)

r1<z<x2

= (fea,) (21, 22)
= Z f(xlaUJ)eévz(w?x?)

1 <w<xT2

= f(xlal'Q)
= 140

Assim, e,, fe,, # 0 e, portanto, e,, I (X, R)e,, # {0}.
Reciprocamente, suponhamos que e,, I (X, R)e,, # {0}. Entdo, existe f* € I(X, R)

tal que (e;, f*es,)(z,y) # 0 para algum par z,y € X. Mas, note que para toda
f € I(X, R), temos

f(x1,22), se (z,y) = (x1,72)

0, caso contrario.

(€xy fex,)(T,y) =

Assim, necessariamente devemos ter que f*(z1,x3) # 0, 0 que implica que z; < 5, ja
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que f* € I(X, R).
O

Finalmente estamos aptos a demonstrar o resultado a seguir, que é conhecido por

"Problema do Isomorfismo".

Teorema 2.15. Sejam F um corpo e X e Y posets localmente finitos tais que as dlgebras de
incidéncia I(X, F') e (Y, F') sdo isomorfas como F'-dlgebras. Entdo, X e'Y sdo isomorfos como

posets.

Demonstragio. Seja ip um F-isomorfismo de [(X,F) em I(Y,F). Pelo Lema 2.13,
A = {e, : x € X} é um conjunto maximal de idempotentes primitivos ortogonais dois
adois de I(X, F). Como 1) é um isomorfismo de dlgebras, temos facilmente que ¢ (e,) é
um idempotente primitivo de I (Y, F'). Mais ainda, por raciocinio andlogo a demonstra-
cdo do Lema 2.13, obtemos que B = {¢(e,) : v € X} e B = {¢(e,) +J(I(Y,F)) : x € X}

sdo conjuntos maximais de idempotentes primitivos ortogonais dois a dois de I(Y, F)
I(Y,F)

e m , Yesp ectivamente.

I(Y,F) ) . .
—— 1~ ¢ isomorfo a F, e este isomorfismo
T, F)) 11

associa cada idempotente primitivo ¢(e,) + J(I(Y, F)) a (¢(e1)(2, 2)).evy, que deve ser

Pelo Corolario 2.10, temos que

idempotente primitivo em H F. Como os idempotentes primitivos de H F sdo da

zeY zeY
forma f, = (0,...,0,1,0,...), com um tinico 1 na posigdo y, segue que paracadaz € X,

existe um tnico y = y(z) € Y tal que (¢ (e,))(y,y) # 0 (na verdade, (¢(e,))(y,y) = 1).

Assim, dado z € Y, se z # y entdo (¢(e;) —ey) (2, 2) = (Y(ex))(2,2) —ey(z,2) = 0ese
z =y, (lex)—ey)(y,y) = (V(ex))(y, y)—ey(y,y) = 1-1 =0, ouseja, (Y(ez) —ey)(z,2) =0
para todo z € Y. Pelo Teorema 2.8, segue que ¢(e,) — e, € J(I(Y, F')), isto é, para cada
r € X existe um tnico y € Y tal que ¢(e;) —e, € J(I(Y, F)). Dessa forma, definimos a
fungao

0: X =Y
x> y(v)

e mostraremos que # é um isomorfismo de posets.

Suponha que exista z € Y tal que z # y(z), para todo x € X. Entdo, ndo existe
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r € X tal que ¢(e,) —e, € J(I(Y, F)),istoé,
e.+ JUI(Y,F)) & {¢(e.) + JU(Y,F)) : v € X} =B.

Também temos que v(e,)(z,2) = 0, para todo = € X, ou ainda, ¢(e,).e, € J(I(Y, F)),

para todo z € X. Assim, para qualquer z € X,
[lex) + JU(Y F)]les + J(I(Y, F))] = ten).. + JU(Y, F)) = 0+ J(I(Y, F)),

e assim segue que e, + J(I(Y, F)) é um idempotente primitivo ortogonal a todos os

elementos de B, o que contradiz a maximalidade de B. Portanto, 0 é sobrejetora.

Sejam agora z1, x2 € X. Pelo Lema 2.14, temos que
x1 < x5 se, e somente se, e, [(X, F)e,, # {0}.
Uma vez que ¥ é um isomorfismo, temos ainda que
er, I(X, Fe,, # {0} se, e somente se, (e, )I(Y, F)(e,,) # {0}.

Por sua vez, como v(e;,) — €g(z,) € V(ez,) — €o(zy) pertencem a J(I(Y, F)) e, pelo Lema

2.12, ﬂ (JI(Y,F)))" = {0}, podemos aplicar o Lema 2.7 e concluir que
n=1

Y(ex, ) I(Y, F)(eg,) # {0} se, e somente se, egi,)I(Y, F)egs,) # {0}
Novamente pelo Lema 2.14, temos que
eo) I (Y, F)eoz,) # {0} se, e somente se, 0(x1) < 0(z5).

Logo, segue que z; < 9 se, e somente se, 6(z1) < 6(z2), donde segue também a

injetividade de 6. Portanto, pela Proposicdo 1.41, # é um isomorfismo de posets.

]

Segue do Lema 2.4 e do Teorema 2.15 que, se X e Y sdo posets localmente finitos
e [' é um corpo, entdo X e Y sdo isomorfos como posets se, e somente se, [(X, F) e

I(Y, F') sdo isomorfas como F-dlgebras.
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2.2 Automorfismos e Teorema da Decomposicao

Considerando X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade,
denotaremos por Aut(I(X, R)) o grupo dos automorfismos da R-dlgebra I(X, R), mu-
nido da operagdo de composicdo.

Nosso objetivo nesta segdo é provar o Teorema da Decomposicdo, que mostra que
todo automorfismo da algebra de incidéncia de um poset localmente finito X sobre um
corpo F pode ser decomposto como composigdo de trés automorfismos: um interno,
um multiplicativo e um induzido. Para isso, vamos definir e estudar alguns subgrupos
importantes do grupo Aut(I(X, R)). Comegaremos pelos bem conhecidos automorfis-
mos internos, entdo os automorfismos induzidos por um automorfismo de X e, por

fim, os automorfismos multiplicativos.

Se f € I(X, R) é invertivel, entdo sabemos que f determina um automorfismo ¢
de I(X, R) definido por ¢;(g) = fgf™', para toda g € I(X, R), o qual é chamado de
automorfismo interno associado a f. Note que ;-1 = (¢;)"! e, se fi, fo sdo elementos

invertiveis de (X, R), entdo ¢, o ¢y, = ¢y, ,. Com isso, o conjunto
Inn(I(X,R)) = {¢y : f éinvertivel em I(X, R)}

é um subgrupo de Aut(I(X, R)).
Considere agora o um automorfismo de X. Conforme o Coroldrio 2.5, a induz um

automorfismo & de (X, R) dado por

@)(@,y) = fla " (z),a " (y),

para toda f € I(X, R) e para cada par z,y € X. & é chamado automorfismo induzido por
a. O préoximo resultado mostra que o conjunto de todos os automorfismos induzidos

por automorfismos de X é um subgrupo de Aut(/(X, R)).

Proposicao 2.16. Considere o conjunto Ind(I(X,R)) = {&@ : o é um automorfismo de X }.
Entdo Ind(I(X, R)) é um subgrupo de Aut(I1(X, R)).

Demonstragio. Primeiramente, note que id;(x r) = z/d; . De fato, para todos f € I(X, R)
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er,y € X, temos

(@(f))(ajvy) - f(idX_l(x)vidX_l(y)) = f(xay) = (ZdI(X,R)(f))(may)

Assim, Z‘d[(X7R) < Ind(I(X, R))
Observe que, para todos a, Be Ind(I(X,R)),temos que (@)~' = ale Ind(I(X,R))
e, para toda f € I(X, R) e todos z,y € X, temos

Logo, temos que & o Bel nd(I(X, R)), concluindo a demonstragao.

]

Definicdo 2.17. Uma funcdo o € I(X, R) é multiplicativa se, para todos = < z < y

elementos de X, tivermos que o(z,y) é invertivelem Re o(z,y) = o(z,2)o(z,y).

Observe que uma consequéncia da defini¢do anterior é que, se ¢ é multiplicativa,
entdo para cada x € X, o(z,z) é invertivel em R. E mais: o(z,z) = o(z,z)o(z, z), ou

seja, o(x, ) = 1. Desta forma, pelo Teorema 2.2, o é invertivel em /(X, R).

Definicdo 2.18. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com uni-
dade. Dados elementos f,g € I(X, R), o produto de Hadamard (ou produto de Schur) de
f por g, denotado por f x g, é definido por (f * g)(z,y) = f(z,y)g(x,y), para todos
xz,y € X.

Claramente, f * g € I(X, R) e esse produto é comutativo. Mais ainda, se o e 7 sdo
fun¢des multiplicativas, entdo o * 7 é multiplicativa, pois se x < z < y sdo elementos
de X, entdo (o * 7)(z,y) = o(x,y)7(z,y), e assim podemos concluir que (o * 7)(x,y) é
invertivel em R, uma vez que o(z,y) e 7(z, y) sdo invertiveis em R. Pelo fatode o e 7

serem multiplicativas, temos que
(0 x7)(2,y) = o(x,2)0(z,y)7(2,2)7(2,y) = o (2, 2)7(, 2)0(2,9)7(2, 9)

=(oxT1)(z,2)(0*7)(2,9).



2.2 Automorfismos e Teorema da Decomposigdo 42

Lema 2.19. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade. Se
o € I(X,R) é multiplicativa, entdo a fungio M, : I(X,R) — I(X,R) definida por
M,(f) =0 f,paratoda f € I(X, R), é um automorfismo de I(X, R).

Demonstragio. Dados f,g € I(X,R),\ € Re z,y € X quaisquer, temos:

(Mo (f +9))(@,y) = lox(f+ 9z y)

= o(z,y)(f +9)(z,y)

= oz, y)lf(z.y) + g(z,y)]

= o(@,y)f(z,y) +o(z,y)9(z,y)
= (o f)(@,y) + (0 *g)(z,y)
= [(oxf)+(o*g)l(z,y)
= (Ms(f) + Mo (9))(z,y).

Temos também que:

(Mo (fg))(z,y) = lo*(fg)l(z,y)
o(z,y)(fg)(z,y)

= a(;v,y) ( Z f(a:,z)g(z,y)) :

r<z<y

Como o(z,y) = o(z, z)o(z,y) sempre que x < z < y, temos que

(Mo (f9))(w,y) = Y o(,2)f(x,2)0(2,9)9(2,y).

z<z<y

Por outro lado,

(Mo (/)Mo (9)l(y) = D (o* f)(w.2)(0*g)(=y)

z<z<y

= > o 2)f(x 2)o(z.)g(z,y).

z<z<y

Logo, M,(fg) = M,(f)M,(g), como querfamos.
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Ainda:

(Ms())(z,y) = (o%0)(x,y)

= o(v,y)d(z,y)

o(x,y), se xz=y
N 0, caso contrario
1, se r=y
N 0, caso contrario
= o(z,y).

Logo, M,(6) = 0.

Por fim,

(Me(Af))(z,y) = (oxAf)(z,y)
= o(z,y)(A\f)(z,y)
= oz, y)\f(z,y)
= Ao(z,y)f(z,y)
= Ao = f)(z,y)
= (AMo(f))(z,y).

Com isto, segue que M, é um homomorfismo de R-algebras.

Resta mostrar que M, é bijetora. Seja f € ker M,. Entdo (M,(f))(z,y) = 0 para
todos z < y € X, isto é, o(z,y)f(z,y) = (0 * f)(z,y) = 0 para todos = < y. Como
o(z,y) é invertivel em R para todos = < y, segue que f(z,y) = 0 para todos = < y e,

assim, f = 0. Dessa forma, ker M, = 0 e, portanto, M, é injetora.

Por fim, dada h € I(X, R), defina g € I(X, R) por

0, caso contrario

Tomando o elemento 7 x h € I(X, R), temos que

(Mo (@ # b)) (x,y) = [0+ (@ * h)](z,y) = o(z,y)7(z, y)h(z,y) = h(z,y),
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para todos z,y € X, e com isso concluimos a sobrejetividade de M,. Portanto, M, é

um automorfismo de I(X, R).

O

Definicdo 2.20. Se o € I(X, R) é uma fun¢do multiplicativa, entdo o automorfismo M,

de I(X, R) é chamado de automorfismo multiplicativo associado a o.

O préximo resultado mostra que o conjunto de todos os automorfismos multiplica-

tivos de I(X, R) é um subgrupo do grupo Aut(I(X, R)).

Proposicdo 2.21. Considere o conjunto Mult(I(X, R)) = {M, : o émultiplicativa}. Entdo
Mult(I(X, R)) é um subgrupo de Aut(I1(X, R)).

Demonstragio. Considerando o € I(X, R) dada poro(z,y) =1sex <yeo(x,y) =0se

x £ y, temos que o é multiplicativa e, para todos f € I[(X,R) ez <yem X,

<M0<f))(56,y) = (U * f)('ray) = O'(l’,y)f(l’,y) = f($7y) = (ZdI(X,R)(f))<x7y)

LOgO, Z'd[(X7R) =M, € M’U,lt(I(X, R))
Ja vimos que se o e 7 sdo multiplicativas, entdo o * 7 é multiplicativa. Assim, para

todoparz,y € X

(Mour () (@,y) = [(o*7)* fl(2,9)

o que mostra que M,.. = M, o M,, ou seja, M, o M. € Mult(I(X, R)).
Se o0 € I(X, R) é multiplicativa, mostremos que (M,)~! é também multiplicativo.

Considere 7 € I(X, R) como dada na demonstracdo do tdltimo lema. Note que, para
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todos z < y em X, 5(x,y) é invertivel em R, uma vez que (o(z,y))"" o é. Mais ainda,

se r < z < y sdo elementos de X, temos

a(z,y) = (o(z,y)"
= (o(z,2)0(zy))"
= (o(%y) (o(z,2))”
= (o(z,2)) (o(z,9) "

Logo, concluimos que & é multiplicativa. Agora, observe que My = (M,)™!, pois dados

r<yem X

(Mo o Mz)()l(z,y) = [Ms(Ms(f))](z,y)
= (M, = f))(z,y)
= (ox7*f)(2,9)
= o(z,y)a(z,y)f(z,y)
= o(z,y)(o(z,y) " f(z,y)
= flz,y).

Portanto, M, o Mz = idyxpr e, de forma andloga, vemos também que

Mz o M, = id(x,r). Portanto, Mult(1(X, R)) é um subgrupo de Aut(I(X, R)).

Vamos agora caracterizar todos os elementos de Mult(I(X, R)).

Teorema 2.22. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.
Seja ip € Aut(I(X, R)). Entdo, 1 estd em Mult(I(X, R)) se, e somente se, {(e,) = e,, para
todo x € X.

Demonstragio. Se ip = M,, para alguma o € I(X, R) multiplicativa, entdo para cada

re Xeu<vem X, temos

($(€2))(u,v) = (Mo(e2))(u,v) = (0% €2)(u,v) = o (u, v)ex(u, ).
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Esse produto s6 é ndo nulo quando © = v = z e, nesse caso, temos
(M, (ex))(z,x) = o(x,x)ex(z,x) = 1.1 =1 = e,(x, x).

Portanto, ¢'(e,) = e,, para todo z € X, como querfamos.

Reciprocamente, suponha que ¢ é um automorfismo de (X, R) tal que 9 (e,) = e,

para todo z € X. Sejam f € I(X, R) ez <y em X. Entdo:

(eafe)(zy) = D exlz,w)f(w,2)e,(2.y) = f(z,y)

r<w<z<y

e (exfey)(u,v) = 0se (u,v) # (x,y). Logo, e, fe, = f(x,y)d,y, paratoda f € I(X, R).

Dados z < y em X, como 4, = €,0,,€,, temos

¢(5xy) = ¢(€x5xy€y) = €x¢(5xy)6y = T(‘/I;7 y)(sﬂ»‘yv

onde 7(z,y) = (¢¥(64y))(z,y) € R. Assim, dada f € I(X, R), temos:

W) y) = (ext0(fley)(z,y)
= (Y(exfey))(z,y)
= (U(f(z,9)0z))(z,y)
= r(z,y)f(z,y)

Como v é sobrejetor, dados = < y, existe g € I(X, R) tal que ¢(g) = 6,,. Assim,

1= bzy(z,y) = (¥(9))(@,y) = r(z,y)g9(z, y)

e, portanto, r(x,y) € R é invertivel. Além disso, quando =z < z < y, temos que

Ozy = 0220,y. LOgO,

T(l‘, y>5zy - w(ézy) = ¢<5zz(5zy) - w(ézz)¢(6zy) - T(I, Z>T<Z7 y)fsmz(;zy - T(xu Z)T(Z, y>5a:y

e, portanto, 7(x,y) = r(z, 2)r(z,y).
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Dessa forma, o € (X, R) dada por

(z.1) r(r,y), se x<y
o(z,y) =
0, caso contrario

é uma fung¢do multiplicativa e ¢ = M,, provando o desejado.

O

Alguns automorfismos multiplicativos podem ser descritos mais especificamente.
Denote por R* o grupo formado pelos elementos invertiveis de R e seja h uma fungao

de X em R*. Entdo a fungdo 75, : X x X — R dada por

=

)
y)’

,  caso contrario

se <y

>
—~

(x,y) =

e}

é um elemento multiplicativo de I(X, R). De fato, se x < z < y sdo elementos de X,

entdo 7, (z,y) = h(z)(h(y))~', o qual é invertivel em R. Além disso,

7h(x,y) = h(@)(h(y)) " h(2)(h(2)) " = h(z)(h(2)) " h(2) (h(y)) " = T(z, 2)h(2, ).

Tais fungoes 73, acima mencionadas sdo chamadas de fungoes fraciondrias. Se hy e hy
sdo fungdes de X em R*, considerando hihy : X — R* dada por (h1hs)(z) = hy(x)ha(x),

entao temos:

(h1h2) (@)

se <y
hih2)(y)’ =
Th1h2(x>y) = (nh2)w) o
0, caso contrario
hi(x)ha(x) <
_ ) mme € TSV
0, caso contrario
= Th (CL’, y)Th2 (l’, y)
- (Th1 * Th2)<xay)7
e assim concluimos que T4, = Th * Th,. Como visto anteriormente,

M.

Th1

o M’Th2 - M’?’

nyw7hy € assim, My, oM, =M

Thyhg*
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Na verdade, temos que
Frac(I(X, R)) = {M,, : 7, ¢ uma funcdo fraciondria}

é um subgrupo de Mult(I(X, R)). Tais automorfismos multiplicativos sdo chamados

de automorfismos fraciondrios.

Proposicao 2.23. Se X é um poset localmente finito e R é um anel comutativo com unidade,
entdo

Frac(I(X,R)) = Mult(I(X,R)) N Inn(I(X, R)).

Demonstragdo. Primeiramente, mostremos que
Frac(I(X,R)) C Mult(I(X,R)) N Inn(I(X, R)).
Como Frac(I(X, R)) é um subgrupo de Mult(/(X, R)), basta mostrar que

Frac(I(X,R)) C Inn(I(X, R)).

Seja M,, um automorfismo fraciondrio de /(.X, R), com 7;, uma fungao fracionaria.

Defina f € I(X, R) por:

o y) = h(z), se x=y

0, caso contrario.

Como f(z,z) = h(z) € R*, para todo z € X, segue, pelo Teorema 2.2, que f é

invertivel e temos

P y) = (h(x))~ !, se r=y

0, caso contrario.

Podemos entdo considerar o automorfismo interno v';. Mostremos que M,, = ;.
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Sejam g € I(X,R) ex,y € X, entdo

Wr()(zy) = (faf (z,y)
= > [ M=)

z<z<y

= h(2)(gf ") (z,y)

= () ( > g(m)f-l(z,y))

z<z<y

= h(z)g(z,y)(h(y) ™
= [h(2)(h(y)g(z,)
= (T g)(z,y)

= (M, (9)(z,y).

Portanto, M., = 1y e, assim, Frac(I(X, R)) C Inn(I(X, R)), como queriamos.
Por outro lado, seja p € Mult(I(X,R)) N Inn(I(X,R)). Entdo, existem

f,0 € I(X, R), com f invertivel e 0 multiplicativa, tais que ¢y = p = M,, isto é,

(faf () = (p(9)(z,y) = oz, y)g(x,y),

para todos g € I(X, R) e x,y € X. Em particular, se x < y e g = J,,, temos
fl,2)(f(y,9) " = (Fou f ) (@,y) = 0(2,y) 00y (2,y) = o(z,y).

Seja h : X — R* dada por h(z) = f(x,x). Como f é invertivel, entdo h(z) = f(z,z)

é de fato invertivel em R. Assim,

o(z,y) = flz,z)(f(y,y) " = h(z)(h(y)) " = (z,y),

para todos z < y € X, isto é, 0 = 7,. Dessa forma, p = M, = M,, e, portanto,
Mult(I(X, R)) N Inn(I(X,R)) C Frac(I(X, R)), o que prova o resultado.
O

Se X possui um elemento que é comparavel com todos os elementos de X, ou seja,
se existe o € X tal que, paracadaxz € X,z < zyouz, < z, entdo podemos "melhorar"

a propriedade anterior.
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Proposicao 2.24. Sejam X um poset localmente finito e R um anel comutativo com unidade.

Se existe xy € X tal que todo elemento de X é compardvel com x, entdo
Frac(I(X,R)) = Mult(I(X,R)).

Nesse caso, em particular, todo automorfismo multiplicativo é um automorfismo interno.

Demonstragio. Pela proposicdo anterior, é suficiente mostrar que todo automorfismo
multiplicativo é um automorfismo fraciondrio. Entdo, dado M, € Mult(I(X, R)), de-

vemos exibir uma fungdo i : X — R* tal que o = 7,,. Defina h como

1, se Yy =1xg

h(y) = o(y, o), se 1y <

(U<x07y>>_17 se Ty <y.

e mostremos que 0 = 7;,. Sejam z,y € X e comecemos com 0O caso em que z < Y.
Usando que 2y € X é comparavel com todos os elementos de X, temos alguns casos a

considerar:

e © = xp; entdo h(z) = 1e h(y) = (o(x,y))"'. Assim

mh(z,y) = h(z)(h(y) ™" = L((o(z,y)) )" = o(z,y).

e y = x; analogo ao caso anterior.

e r < xg < y; entdo h(z) = o(z,z0) e h(y) = (o(x0,y))"". Usando o fato que o é

multiplicativa, temos também que o(z,y) = o(x, 2¢)o (o, y), assim

h(z,y) = h(z)(h(y) " = o (@, z0)o(z0,y) = o (,y).

o r < y < mp; entdo h(z) = o(z,z0) e h(y) = o(y,z9). Usando o fato que o é
multiplicativa, temos que o(z,z¢) = o(z,y)o(y,x0), ou melhor, (o(y,zo))"" =

(o(z,70))to(x,y), e assim:

mh(w,y) = M) (h(y) ™ = o (@, z0)(0(y, 20)) ™" = o (2, 20)(0(w, 20)) "0 (2,y),
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que éigual a o(x,y).

e 77 < v < y; analogo ao caso anterior.

Agora, se x = y, entdo h(z) = h(y) e m(z,y) = 1 = o(x,y), ja que o é multiplicativa.
Portanto, temos que o(z,y) = 7,(z,y), para todos =,y € X, e assim concluimos que

o = 75,. Portanto, M, = M,, € Frac(I(X, R)), como queriamos.

]

Teorema 2.25 (Teorema da Decomposicdo). Sejam X um poset localmente finito e F' um
corpo. Se p é um automorfismo de 1(X, F'), entdo p = 1y o M, o &, para algum automorfismo

interno 1y, algum automorfismo multiplicativo M, e algum automorfismo o de X.

Demonstragdo. Pela demonstracdo do Teorema 2.15, existe um isomorfismo o : X — X
tal que p(e,) € e + J(I(X,F)). Considere o™ : X — X e a1 e Aut(1(X, F)).
Como {e, : x € X} é um conjunto de idempotentes ortogonais dois a dois de I(X, F') e
po a1 é um automorfismo de I(X,F),entdo {(po ;—\1)(%) :y € X} é um conjunto de
idempotentes ortogonais dois a dois de (X, F).

Defina

F=Y (poa)(e,)e

yeX
Observe que, para cada par u,v € X, o somatério que define f(u,v) se reduz a uma

Unica parcela, pois, paray € X,

— —

[(poat)(e,)elwv) = Y ((poai)(e,))(u,t)e,(t,v)

((poat)(e))(uv), se v=y
0, se v #y.

Assim, f(u,v) = ((po J—\l) (€v))(u, v), de onde conclui-se que f estd bem definida e que
fel(X,F).

Repare que (p o a~')(e,) = plea-1)) € e + JU(X,F)). Logo,
flu,u) = ((po c;—\l)(eu))(u7 u) = 1, para todo u € X. Portanto, pelo Teorema 2.2,

segue que f é invertivel.
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Agora, dado z € X, temos

(poat)(e.).f = (poat)(e.). (Z@ocﬁ)(ey).ey)
= Y lpoa)(e.).(poaT)(e,)e

yeX

—

= (poa)(e:).e:,

jaque {(po a1 )(ey) 1 y € X} é um conjunto de idempotentes ortogonais dois a dois.

Também,

fe.= (Z (P © C7_\1)(631)"5)y> €2 = (P © J_\l)(ez)-eza

yeX

pois {e, : € X} é um conjunto de idempotentes ortogonais dois a dois.

Logo, para todo z € X, temos que (p o a1 )(e:).f = f.e., 0 que implica que

—_—

fe-f "= (poaV)(e.), oumelhor, ¥(e.) = (poa1)(e.).
Assim, para todo z € X, temos que e, = (wf‘l opo c;—\l)(ez). Pelo Teorema 2.22,
segue que ¥y ' o po a1l =M, para alguma o € I(X, F) multiplicativa. Portanto,

p =1y o M, oa, como queriamos demonstrar.

]

Como consequéncia do resultado anterior e da Proposigdo 2.24, temos o seguinte

corolério.

Corolario 2.26. Sejam X um poset localmente finito e F' um corpo. Se existe xy € X tal que
todo elemento de X é compardvel com x, entdo todo automorfismo de I1(X, F') é a composigdo
de um automorfismo interno de 1(X, F') com um automorfismo induzido por um automorfismo

de X.

Demonstragio. Segue da Proposicdo 2.24 que todo automorfismo multiplicativo é in-
terno. Como composicdo de automorfismos internos é um automorfismo interno, se-

gue o resultado.



CAPITULO 3

AUTOMORFISMOS MULTIPLICATIVOS E INTERNOS

O Teorema da Decomposicdo, apresentado no capitulo anterior, mostra que todo
automorfismo de I(X, F') pode ser decomposto como composi¢do de um automor-
fismo interno, um automorfismo multiplicativo e um automorfismo induzido por um
automorfismo de X. Se tivermos que o automorfismo multiplicativo é interno, entao
esta decomposigdo torna-se mais simples, ja que composicdo de automorfismos inter-
nos é um automorfismo interno. Obter a classificacdo das involugdes de uma élgebra
de incidéncia, tal como estudado em [4], torna-se também mais simples quando todo

automorfismo multiplicativo é interno.

Embora tenhamos obtido uma condi¢do necessdria e suficiente na Proposigado 2.23
para que todo automorfismo multiplicativo de uma 4lgebra de incidéncia seja interno
(e esta condicdo é que todo automorfismo multiplicativo seja fraciondrio), repare que
a aplicacdo do mesmo é dificil, a menos que o poset possua uma particularidade evi-
dente como possuir um elemento que seja compardvel com todos os demais do poset,

por exemplo, como mostra a Proposigdo 2.24.

Desta forma, o objetivo deste capitulo é apresentar condi¢des necessdrias e sufici-
entes que permitam, a partir de uma andlise do diagrama de Hasse do poset, perceber
se um automorfismo multiplicativo de uma 4lgebra de incidéncia é interno. Para isso,

usaremos a estrutura do poset como um grafo direcionado. A partir de agora, assumi-
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remos que [ € um corpo.

O préximo resultado apresenta condigdes necessérias e suficientes para que um

automorfismo interno de uma 4lgebra de incidéncia seja multiplicativo.

Proposicao 3.1. Seja f € I(X, F') invertivel e considere o automorfismo interno 1)y. Entdo,

Yy é multiplicativo se, e somente se, f(x,y) = 0, para todo x # y € X.

Demonstragio. Suponha que 1)y é um automorfismo multiplicativo. Entdo, existe uma
funcdo multiplicativa 7 € I(X, F') tal que (¢(9))(x,y) = (M;(g))(z,y), para toda g €
I(X,F)etodos z,y € X. Assim, (fgf)(z,y) = 7(z,y)g(x,y), paratoda g € (X, F) e
todos z,y € X. Em particular, paraz < ye g = d,,, temos que f(x,z)f(y,y) = 7(z,y),

para todosz <y € X. Logo, temos

(faf Nw,y) = fla,2)g(z,9) [ (y,), (3.0-1)

e assim

> flatglt,2)f = y) = fle,2)g(z, ) (), (3.0-2)

w<t<z<y
paratodag € I(X, F)etodosz <y € X.

Sejam z,y € X com x # y e facamos a demonstracdo por indugdo sobre |[z,y]|. Se
[[x,y]| = 0, entdo = £ y e assim f(z,y) = 0,jad que f € I(X,F). Nao pode ocorrer
|[z,y]| = 1, pois isso implicaria que z = y. Se |[z,y]| = 2, entdo y cobre z. Assim, da

igualdade (3.0 — 2), temos
fla,2)g(a, ) f~ (@, y) + fz2)g(z,y) [~ (Y y) + fe,9)a(y. 9).f 7 (y.y)
= flz,2)g(x,9) (v, 9),
0 que implica que
fla,2)g(@,2) f~ (@, y) + (2, 9)9(y,9) [ (y.y) = 0,

paratodag € I(X, F).
Em particular, para g = e,, temos f(z,y) /' (y,y) = 0, 0 que implica que f(z,y) = 0,
jaque f~'(y,y) = (f(y,y))~" # 0, pelo Teorema 2.2.
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Agora, suponha que o resultado seja valido para |[z,y]] < n—1,comn —1 > 2
e mostremos que vale para n. Sejam z,y € X com = # y e |[z,y]| = n. Para toda

g € I(X, F), temos, por (3.0 — 1)

fl,2)ge, o) [ wy) = D f@,2)(gf )=y

z<z<y

= fla,2)(gf ")z, y) + fz,y)(gf + ) fla2)(gf ().

Como |[z, z]| < n — 1, pela hip6tese de indugdo temos que f(z,z) = 0, para todo = tal

que r < z < y. Logo,

> Fa2)(gf ) (zy) =

r<z<y

e temos

f@,2)g(z,9) [ (y,y) = f(z,2)(gf )z y) + fl@.v)9y,v)f (y,9),

paratoda g € I(X, F).
Em particular, para g = e,, temos f(z,y)f*(y,y) = 0, 0 que implica que f(z,y) =0,
jaque f~(y,y) # 0. Portanto, f(z,y) =0, paratodoz # y € X.

Reciprocamente, defina o € I(X, F') por

o(z,y) = R
0, caso contrario

{ f@n)(fy) ™, se z<y

Repare que f(u,u) é invertivel para todo u € X, ja que f é invertivel, assim o estd

bem definida e o(x, y) é invertivel, para todos z < y. Se x < z < y, temos

o(,y) = flz,2)(f(y, 1) = f(z,2)(f(2.2) " f(z2)(f(y,9)) " = o(z,2)0(2,y).

Logo, o é uma funcdo multiplicativa.
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Além disso, para toda g € I(X, F) e todos = < y, temos

W) (@,y) = (fof ) ()
= Z f(xvt>g(tvw)f_l(w7y)

z<t<w<y

= fla,2)9(z,9)(f(y,9)~"
= fla,2)(f(y,9) " g(z,y)
= o(z,y)9(z,y)
= (Ms(9))(z,y).

Portanto, ¢y = M, e 1y é um automorfismo multiplicativo.

]

A Proposicado 2.24 do capitulo anterior mostra que o poset X ter um elemento com-
parédvel com todos os seus elementos é uma condigdo suficiente para que todo auto-
morfismo multiplicativo de I(.X, F') seja um automorfismo interno. Porém, essa ndo é
uma condigdo necessdria. Por exemplo, considere o poset X; associado ao diagrama

de Hasse da Figura 3.1.

Figura 3.1: Poset X;

Claramente, ndo existe elemento em X; compardvel com todos os elementos desse
poset, no entanto, mostraremos adiante que todo automorfismo multiplicativo da 4l-
gebra I(X;, F') é interno.

Contudo, também existem situa¢des em que a &lgebra de incidéncia admite um
automorfismo multiplicativo que ndo é interno. E o caso da algebra de incidéncia do

poset X, da Figura 3.2, como veremos no Exemplo 3.9.
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Figura 3.2: Poset X,

Conforme mencionado anteriormente, um poset X pode ser identificado com seu
diagrama de Hasse, o qual é um grafo direcionado G = (X, E), onde X é o conjunto de
vértices (elementos do poset X), E é o conjunto de arestas e, dados =,y € X, (z,y) € £
sey cobre z,isto é,sex <ye{t € X : v <t < y} = (). De agora em diante, veremos
que a estrutura de X como um grafo direcionado pode ajudar a determinar condi¢des

para um automorfismo multiplicativo de /(X F') ser um automorfismo interno.

Como ja definido no Capitulo 1, um poset X é dito conexo se, para quaisquer
z,y € X, existem g, 21, ..., 7, elementos de X tais que x = zp,y = 2, e z; < x4
ou z;11 < x;, para todoi € {0,...,n — 1}. Isso é equivalente a dizer que o diagrama
de Hasse associado a X é conexo. A partir de agora, assumiremos que X é um poset

finito e conexo.

Defini¢do 3.2. Seja G = (V, E) um grafo direcionado. Dados v,w € V, seja & uma
sequéncia de vértices distintos dois a dois vov; ... v, tal que vy = v e v, = w. De-
notaremos tal sequéncia por & : v = vyv; ...V, = w. A sequéncia & é dita ser um
caminho (contracaminho) ligando v a w em G se (v;, viy1)((vit1,v;)) estd em E, para todo
0 <i < k-1 Asequéncia & é um semicaminho ligando v a w em G se, para todo
0<i<k-—1, (v,viy1) ou (viy1,v;) estd em E. Se, para qualquer par v,w € V, existe

um tnico semicaminho ligando v a w em G, entdo G é dito uma droore.
Exemplo 3.3. O poset X; da Figura 3.1 é uma arvore.

Exemplo 3.4. Considere o poset X3 dado na Figura 3.3.
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v1

Figura 3.3: Poset X3

Temos que &, : wyvv1y é um caminho ligando w, a y, &%, : yv;w é um contracami-
nho ligando y a w e &5 : vv;w é um semicaminho ligando v a w. Note que X3 ndo é

uma arvore, pois & : vww é outro semicaminho que liga v a w.

Seja G = (V, E') um grafo direcionado e seja C' um conjunto. Um peso w em G com
valores em C' é uma aplicacdo w : £ — C. Quando existe um peso w : ' — C, dizemos
que G é um grafo direcionado com peso.

Se G = (V, E)) é um grafo direcionado com pesow : E — H, onde (H, *) é um grupo

abeliano qualquer, denote por
E*:={(u,v) : (v,u) € E}.

Pela forma como foi definido o conjunto £ das arestas de G, isto é, (u,v) € E se e
somente se v cobre u, ouseja, u <ve{t €V :u <t <wv} =0 segueque EN E* = (.
Assim, o peso direcionado +,, induzido pelo peso w é a aplicagdo v, : £ U E* — H dada
por

w(u,v), se (u,v) €l

VW(uav) -
(w(v,u))™t, se (u,v) € E*

onde (w(v,u))~" denota o inverso de w(v, u) com relagdo a operagao .

Em particular, se F' é um corpo, entdo F* = F\{0} é um grupo abeliano munido
da multiplicagdo. Assim, dado w : £ — F* um peso, temos o peso direcionado

Y : U E* — F* induzido por w:
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w(u,v), se (u,v) €l

’Vw(uvv) =
(w(v,u))™', se (u,v) € E*

Agora, dada ¢ € I(X, F) multiplicativa, pode-se construir um peso w,, e, assim,
tornar G = (X, E) num grafo direcionado com peso, cujos pesos pertencem a £, da
seguinte maneira: se (z,y) é uma aresta de X (isto é, y cobre z, ou ainda, (z,y) € E), o
peso de (z,y) é o(z,y). Note que, como o é multiplicativa, se z = vov; ...v; = y é um

k-1 k-1
caminho em X, entdo o(z,y) = H (v, vip1) = H Voo (Viy Vit1)-
=0 i=0

Dados dois semicaminhos distintos ligando = a y em X, o produto dos pesos di-
recionados das arestas em cada semicaminho ndo é necessariamente o mesmo. Por
exemplo, considere os semicaminhos abd e acd ligando a a d no poset X,, dado na

Figura 3.4, onde o(b,a) =1, 0(b,d) = —1,0(c,a) = leo(c,d) = 1.

Figura 3.4: Poset X,

Se a caracteristica de F' é diferente de 2, temos:

70(a7 b)'YU(b? d) = (O-(ba a))_la(bv d)
1.(=1)

—1

£ 1.1
(o(c,a)) " o(c,d)

= 70(a= 0)70(67 d)'

No entanto, essa é uma condi¢do necesséria e suficiente para o automorfismo mul-
tiplicativo M, ser um automorfismo interno, como veremos no préximo teorema.
Se Z :x =vyvy ... v =y éum semicaminho ligando z a y em X e 0 é um elemento

multiplicativo de /(X F’), denotaremos o produto dos pesos direcionados das arestas
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de & por 1% (x,y), isto &,

1% (z,y) H% Vi, Vit1)-

Lema 3.5. Seja & : x = vgv; ...v, = y um semicaminho ligando x a y em X e seja o um

elemento multiplicativo de I(X, F').

1. Se & é um caminho, entdo 1%, (x,y) = o(z,y) e, se & é um contracaminho, entdo

1% (x,y) = (o(y, x)) ™"

2.5 Py i x =wvuy... vy =ze Py iz =1 ...u, =y, onde ) < | < k (nesse caso,

denotaremos & = P P,), entio
I5(x,y) = 15, (x, 2)15,(2,y).
3. Se P71y =wp...v109 = x, entido P~ é um semicaminho ligando y a x em X e
I (y, @) = [[5(x,y)] "

Demonstragio. (1) Se & é um caminho, entdo (v;,v;+1) € E, paratodo 0 < i < k — 1.

Assim, como o é multiplicativa,
I%(z,y) H% Vi Vi1) HU(Ui7Ui+1> = o(vo, vx) = o(z,y).

Se & é um contracaminho, entdo (v;41,v;) € E, paratodo 0 < i < k—1. Novamente

usando que o é multiplicativa, temos

k—1
Iﬂ r y HIYU quH—l H( (Ui-l-lavi))_l = (U(Ukva))_l = (U(y7$))_1.
=0
(2) Temos que
k—1
[9? (z,2 [ﬁ? 2,Y) H’Yo Vs, Vig1)- Hf)/a Vjy Vjy1) H'Ya(viavﬂrl) = 1%(z,y).
=0

(3) Considere 27! : y = vi...v1v9 = z. Entdo £~ é uma sequéncia de vértices

distintos dois a dois, pois & o é. Ainda, como & é um semicaminho ligando = a y em



61

X, entdo (v;, v;41) ou (v;41, v;) estd em E, paratodo 0 < i < k—1, 0 que mostra que & !
é um semicaminho ligando y a x em X. Além disso note que, paracada 0 <i <k —1,
temos

(0(vi,vig1))™!, se  (vi,vi1) € B

(’Ya(% Uz‘+1))71 = = %(’Um, Uz’)-

a(le,vi), se (Uiavi—i-l) e bk

Assim,

15 (z, y)]_l = (H Yo (V3 Ui+1)>

= e (v, v1) Yo (V1,02) - - Yo (Vk_2, Vo1 )Vo (Vk_1, v8)]

1

= (Yo (Wr-1,)) " (Yo (Vh—25 vk-1)) "+ o . (Vo (1, v2)) 7 (o (v0, v1)) 7

= %(Uk, Uk—l)'Ya(Uk—h Uk—2) .- -%(UQ, 01)%—(1)17 Uo)
k—1

= | Ry
j=0

= [gz’*l(y? m)

]

Teorema 3.6. Seja o um elemento multiplicativo de 1(X, F). O automorfismo multiplicativo
M, é interno se, e somente se, para quaisquer x,y € X distintos e quaisquer semicaminhos &,

e P, ligando x a y, tivermos que 1% (v,y) = 1%,(z,y).

Demonstragio. Suponha que M, é um automorfismo interno. Entdo, pela Proposi¢do
2.23, M, é fraciondrio. Assim, existe uma aplicacdo h : X — F* tal que 0 = 7, isto §é,
o(x,y) = m(x,y) = h(x)(h(y))™!, para todos z < y € X.

Sejam z,y € X com x # y e seja & : vyv; . .. v, um semicaminho qualquer ligando
x a y. Provaremos, por indugdo sobre k, que 1% (z,y) = h(z)(h(y)) "

Para k = 1, se x < y entdo 1%(z,y) = vo(z,y) = o(z,y) = h(z)(h(y))™". Sey < x
entdo 1% (z,y) = 7(z,y) = (o(y,2))~" = [A(y) (h(x))~]7" = h(x)(h(y))~".

Suponha que £ > 1 e que o resultado é valido para £k — 1. Se escrevermos
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P = PPy, onde Py vgvy ... vk_1 € Py Ug_10, entdo pelo item (2) do Lema 3.5,

I5(x,y) = 1%, (vo, vp—1)1%, (Vk—1,vk)
= N(vo) (h(ve-1)) " h(ve-1) (h(ve)) ™!
= D(vo) (h(vy)) ™
= h(z)(h(y)) "

Logo, I%(z,y) = h(z)(h(y))~!, para qualquer semicaminho £ ligando z a y e, portanto,
segue o resultado.

Reciprocamente suponha que, para quaisquer z,y € X distintos e quaisquer se-
micaminhos &7, e &, ligando z a y, tenhamos que I% (z,y) = I3,(2,y). Defina
h : X — F* da seguinte forma: fixado z € X, tome h(z) = 1 e, para qualquer ou-
tro r € X, tome h(z) = I, (z,z), onde &, é algum semicaminho ligando = a z. Por

hipétese, h estd bem definida.

Sejam z < y em X. Entdo existe um contracaminho £2; ligando y a z. Seja 2,
um semicaminho ligando = a z e seja p o ultimo vértice de 2, que pertence a 2.
Considerando #7; o contracaminho ligando y a p e & o0 semicaminho ligando p a z,
entdo &1 & é um semicaminho que liga y a z. Considerando &7, o caminho ligando

a p, entdo & é um semicaminho que liga = a z, como mostra a Figura 3.5.

Figura 3.5: Caso em que 2 e 2 se interceptam em outros vértices além de x
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Assim:

W) (h() ™ = 15,5 2) 15,5, 2)]
= ]C‘Z]Mz(x,z)_f(oj@lt@)_l(z,y)
= 15,(x,p)15(p, 2)I%-1(2,p) 151 (p,y)

- [;2:07;1 (l’, y)

= o(z,y),

ja que o é multiplicativa e %2, %, ' é um caminho ligando z a y.
Se 2; e 25 ndo se interceptam além da extremidade z, entdo p = z, &, = 2,

P = 2,, como mostra a Figura 3.6, e 0 argumento acima funciona sem o caminho &,.

22 21

Figura 3.6: Caso em que 2, e 25 ndo se interceptam em outros vértices além de x

Se # = y, claramente h(x)(h(y))™

= o(z,y). Logo, ¢ = m, e, portanto,
M, = M,, € Frac(I(X, F)). Pela Proposicdo 2.23, segue que M, é um automorfismo
interno.

]

7

Coroldrio 3.7. Se X é uma drovore, entio todo automorfismo multiplicativo de I1(X, F) é

interno.

Demonstragio. Seja ¢ um elemento de multiplicativo de (X, F'). Como X é uma ar-
vore, entdo dados z,y € X distintos, existe um tnico semicaminho ligando z a y.
Logo, as hipoéteses do teorema anterior sdo satisfeitas. Assim, M, é interno e, portanto,

segue o resultado.

O]

Exemplo 3.8. Como o poset X; considerado anteriormente na Figura 3.1 é uma ar-

2

vore, segue do coroldrio anterior que todo automorfismo multiplicativo de (X, F') é
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interno.

Exemplo 3.9. Considere o poset X, dado anteriormente na Figura 3.2. Defina
o € I(Xy, F) por: g(b,a) = 1,0(b,d) = —1,0(c,a) = 1,0(c,d) = 1 e o(z,z) = 1, para
todo z € X,. Claramente, o é um elemento multiplicativo de (X, F'). Agora, consi-
dere os semicaminhos & : abd e 2 : acd ligando a a d. Temos que
1%(a,d) = (o(b,a))'o(b,d) = —1 e I%(a,d) = (c(c,a)) o(c,d) = 1. Logo, se a carac-
teristica de F' é diferente de 2, pelo Teorema 3.6 pode-se concluir que o automorfismo

multiplicativo M, ndo é interno.

Vamos agora introduzir o conceito de semicaminho reduzido.

Note que todo semicaminho num grafo direcionado pode ser dividido em cami-
nhos e contracaminhos alternados. Quando o grafo direcionado é um poset X, os
caminhos correspondem a cadeias ascendentes e os contracaminhos correspondem
a cadeias descendentes. Seja vyv;...v; um semicaminho em um poset X e sejam
0 =i < i <ip < -+ <14 = k os indices tais que v;, ,v;, ,+1...v; é um cami-
nho (contracaminho) e v;,v;, 41 ...v;,,, € um contracaminho (caminho). Chamamos a

sequéncia v;,v;, . . . v;, de semicaminho reduzido associado ao semicaminho vov; . . . vy.

Exemplo 3.10. Considere o poset X, dado na Figura 3.7 e considere o semicaminho

P 1123260472572 ligando 1 a xo.

T6 T7

T3 Ty @ x5

1 2

Figura 3.7: Poset X,

Entdo, o semicaminho reduzido associado a & é x1xgx4x7T9.

O préximo resultado generaliza o Coroldrio 3.7.

Coroldrio 3.11. Seja X um poset tal que, para quaisquer x,y € X distintos, quaisquer dois
semicaminhos ligando x a y tém o mesmo semicaminho reduzido. Entdo todo automorfismo

multiplicativo de I(X, F) é interno.
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Demonstragio. Segue diretamente dos itens (1) e (2) do Lema 3.5 e do Teorema 3.6.

]

O Teorema 3.6 fornece uma boa condicdo para verificar se um automorfismo mul-
tiplicativo de uma &lgebra de incidéncia é interno, mas tal condig¢do pode ser dificil de
ser checada, pois, dependendo do poset X, podem existir varios semicaminhos dis-
tintos ligando dois pontos. Na realidade, uma aplicacdo mais facil do Teorema 3.6 é
mostrar que um automorfismo multiplicativo ndo é interno, como foi feito no Exem-
plo 3.9. Assim, em vista do Teorema 3.6, buscaremos condi¢gdes sobre X mais simples
de serem checadas que garantam que 9, (v,y) = I, (v,y), para quaisquer z,y € X

distintos e quaisquer semicaminhos & e &, ligando x a .

Lema 3.12. Seja o um elemento multiplicativo de I(X, F') e seja & : vyv; . . . v, um semica-

minho tal que todo vértice de & é compardvel com vy. Entdo:

1. vy < vy (vg < vo) implica que vy < v; (v; < v), paratodo 1l <i <k — 1.

o(vg, v se vy < v
2. Ii‘é(’(}ojyk) _ ( 05 k’)a 0 k
(o(vg,v0)) 7Y, se v <y

Demonstragio. (1) Suponha que vy < v; e mostremos que vy < vx_;. De fato, se vy
cobre vj,_1, entdo devemos ter que vy < vx_; < Vi, POIS vy € vi_1 SA0 comparaveis e nao
existe v € X tal que vy_1 < x < vi. Se v cobre vy, entdo temos vy < v, < Vi_1.

Agora, como vj,_1 cobre v;_s ou v;_s cobre vj_1, analogamente tem-se que vy < vj_s.
Repetindo esse raciocinio, apds k — 1 passos, conclui-se que vy < v;, para todo 1 <i <
k —1. O caso v; < vy é analogo.

(2) Suponha que vy < v; e a prova sera feita por indugdo sobre k. Por (1), temos
que vy < v;, para todo 1 < i < k. Para k = 1, temos 1% (v, vx) = V5 (v0,v1) = 0(vg, v1).
Suponha que £ > 1 e que o resultado é vélido para k — 1. Seja & = %, onde

P10y .. Vg1 € Py Up_1Ug. Entdo, usando o item (2) do Lema 3.5, temos

1% (vo, i) = 1%, (vo, vi—1)1%, (Vk—1, V&) = 0(Vo, Vk=1)Vo (Vk—1, Vk)-

Se vy, cobre v_1, entdo Y, (vk_1, k) = 0(vVk_1,Vx) € assim

1% (v, vg) = o(vo, Vk—1)0 (Vk—1, V) = 0 (Vo, V).
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Se v;_1 cobre vy, entdo v, (vp_1,vx) = (0 (vg, ve_1)) ! € assim

1% (vo, vi) = o(vg, Vg—1)(0 (v, vk_l))_l = o(vo, vk)-

O caso vy, < vy é andlogo.

Introduziremos agora o conceito de v-cauda.

Sejam & e &, semicaminhos em X com o0s mesmos extremos. Seja
veE DU Pesgay € X\ A U um elemento compardvel com v. Entdo y < v
ouv < y. Em qualquer caso, existe um caminho ou um contracaminho ligando y a
v, digamos ugu; ... u:, com uy = y e u; = v. Pode acontecer de esse (contra) caminho
interceptar &7, U %%, em algum vértice antes de v, isto é, pode existir j, 0 < j < ¢, tal que
u; € P U Py Sejab = min{i € {1,...,t} : w; € P U P}, Entdo wouy ... up—1up €
um (contra) caminho ligando y a um ponto de &7, U &, e é formado por elementos
que sdo todos maiores ou todos menores do que v. Tal (contra) caminho obtido dessa
forma serd chamado de v-cauda ligando y a v. (Note que, em geral, a v-cauda ndo liga
realmente y a v, mas sim y a um ponto de &, U &,). Sempre assumiremos que a cauda

comeca em y e termina em .

Um exemplo simples desse conceito é dado ao considerarmos os semicaminhos
Py vnw e Py 0 vwyw no poset X3 dado na Figura 3.8. Temos que v € & U P,
y ¢ P U P, e yviv é um contracaminho ligando y a v. Assim, yv; € a v-cauda ligando

yau.

U1

Figura 3.8: Exemplo de v-cauda
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Lema 3.13. Seja o um elemento multiplicativo de I(X, F'). Dados x1,xo € X distintos e &,
e Py semicaminhos ligando x1 a x4 que ndo tém pontos em comum a ndo ser as extremidades
x1 e X, suponha que todos os elementos de 7, U Py siio compardveis com um mesmo y € X.

Entdo ]"Z/—/l (I’l, IL’Q) = 1;2 (l‘l, (L’Q).

Demonstragio. Sejam x1,x, € X distintos e considere & : vyv; ... v, € Pt wowy ... W,
semicaminhos satisfazendo as hip6teses. Entdo, vy = 21 = wp e v, = x5 = w;. Mostre-
mos que 1% (vo,v) = 1%, (wo, wy).

Suponha que y ¢ % U &, e seja qualquer v € & U 5. Como v é comparavel
com y, existe .7 : upu; ... u, uma v-cauda ligando y a v. Entdo, v, € &1 U H,. Supo-
nha, sem perda de generalidade, que u, = v; € &, para algum i. Considere os se-
micaminhos 2" : vV ... v € P vy ... vy Entdo, TP\t uguy ... vV ... vy €
TP Py uguy ... 001 ... vowy . . . vy, A0 semicaminhos distintos ligando y a v, como

mostra a Figura 3.9, e em ambos os semicaminhos, todo vértice é comparédvel com y.

Figura 3.9:

Pelo lema anterior, temos

. o(y,v), se y<ug i
[yyll(y7vk') = . = ygﬂl//y2(y,vk).
(o(vr,y)™", se v <y

Assim, pelo item (2) do Lema 3.5:

15 (uo, up) 1%/ (vi, ) = 1% (wo, up) I, (vi, o) 1%, (wo, wy).
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Cancelando 1% (ug, u,) e tomando o inverso de / X (vi, 1), Obtemos
(I;lu(vi,vo))_l@,l/(vi,vk) = 1%, (wo, wy).

Como, pelo item (3) do Lema 3.5, (1, .(vi,v)) " = Ié’%,,)fl(vo, v)e (2" @) = P,

concluimos, pelo item (2) do mesmo lema, que
I% (v, vi) = 1%, (wo, wy).

Agora, se y € & U &5, entdo podemos assumir que y = v; e 0 argumento acima

funciona para os semicaminhos %' e #," %,, sem a cauda 7.

]

Considere Y = {z € X : z é maximal} o subconjunto de todos os elementos maxi-
mais de X. Como X é um poset finito, para todo =z € X, existe y, € Y tal que x < y,, 0

que implica que = é comparavel com y,.

Proposicao 3.14. Seja o um elemento multiplicativo de I(X,F) e seja
Y = {z € X : v émaximal} C X. Suponha que, para quaisquer y,,y, € Y distintos e
quaisquer semicaminhos 2, e 2 ligando y, a ys, tem-se que 1% (y1,y2) = 1%, (y1,y2). Entdo,
para quaisquer x1,xo € X distintos e quaisquer semicaminhos &, e P, ligando x; a x5, tem-se

1% (x1,72) = 1%, (21, 12).

Demonstragdo. Sejam x1,x2 € X distintos e considere & : vgvy ... v, € Pt wowy . .. wy
semicaminhos ligando z; a 2. Comecemos com o caso em que 0s semicaminhos &, e

5 ndo tém pontos em comum além das extremidades z; e 5.

Se todos os elementos de &, U &, sdo compardveis com um mesmo y € Y, o resul-
tado segue do lema anterior. Assim, suponha que nédo existe y € Y comparavel com
todos os elementos de &7, U &,. Entdo, existem v;, v;11 € P U HP, vértices consecu-
tivos e y1,y2 € Y tais que v; é comparavel com y; e v, é compardvel com y, e ndo é
compardvel com y;. Suponha que y;,y2 ¢ &1 U &, e tome 7] uma v;-cauda ligando y;
av; e 7 uma v;4i-cauda ligando y2 a v41.

Note que 71 N 7 = (. De fato, temos que v; < y; € v;11 < Ya. Se existe u € F; N P,
entio v; < u < yr evip1 < u < yo. Dessa forma, v;; < u < y e, portanto, v;;1 é

comparavel com y;, 0 que ndo ocorre.
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Suponha, sem perda de generalidade, que a cauda .7; terminaemv; € &, U P ea
cauda % termina em v,, € &, U ¥,. Entdo j # m.

Se 0 < j < m < k, considere 2" : wpvp_1...0m, P : vjvj_1...109 €
P 0041 .. Uy Entdo, AP Py 2" T e 7,92, Ty~ sdo semicaminhos ligando

Y1 a Yo, como mostra a Figura 3.10.

P

Figura 3.10:

Por hipétese,

o R
]%@1/9%91”«%_1(%’ y2) = ]%91///(%—1(y17 y2)

Usando o item (2) do Lema 3.5 e fazendo cancelamentos, obtemos
Igjlf(vj, v0) 1%, (vo,vk)ffg}lu(vk, Um) = 1% (v, V).

Assim, pelos itens (2) e (3) do mesmo lema e usando que (2,') ' 2" (2,")" = 2,
temos

IgJQ (w07wl) = I(Uyll)flgzl///(gzln)fl(U07Uk) = Igzl (007 Uk‘)'

Se 0 = j < m < k, obtemos o resultado repetindo esse argumento sem usar o
semicaminho Z,' e, se 0 < j < m = k, obtemos o resultado repetindo o argumento
sem o semicaminho 2,". Se 0 = j < m = k, entdo 2" = 2, e o argumento funciona

sem os semicaminhos 2, e &,".

Sey, € U Pyouy, € P U, 0argumento acima funciona para os semicami-
nhos sem a cauda .7; ou %, respectivamente.
Agora, resta analisar o caso em que existem outros vértices em & N &, além das

extremidades. Sejam v;, v;,, . .., v;, vértices de ¥ tais que v;, = vy e v;, = v}, mas ndo
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necessariamente i < 19 < -+ < 45_1.

Por abuso de notacdo, se &, : Vi; = UpUpy1...U5 = é um subsemicaminho

Vija
(o

de 2, denotaremos o produto Y, (v, vi;,,) apenas por I5, (v, v;;,,). Mesmo se

ij11 < ij, isto é, quando 2, : Vi, = UpUpy1...Us = U, denotaremos I;l,(vij+1,vij)

por I (v, vi,,,), € nesse caso trabalharemos com os inversos.

n—1
. X . o _ g
Afirmacao: | | 1%, (vi;, vi;y, ) = 15, (Viy, Vi,
i=0

Provaremos por indugdo sobre n. Para n = 1, ndo ha o que provar. Para n = 2, se
11 < 19, entdo

Igyl (viov ’Uh)]g?l (vilaviz) = IZJI (Uiov Uiz)'

Se iy < i1, entdo, pelo caso anterior,

Igjl (Uioa Uiz)]g]l (Uiza Ui1) = Igf'l (Uioa Uh)

e assim, temos
[gjl (Uiov Uiy )Igj’l (Uip Uiz) = If}l (Uiov Uiz)lff{ﬂl (Uiza Ui1)]g}1 (Uh ) Uiz)

= [;1 (Uimviz)[zfl (invil)(lgjl(vizv Ui1))71 = Itf}l(viov Ui2)7

pois Igzl (Uilavi2> = ( gzl (in Uil))il

Suponha que a afirmacdo vale para n — 1 e mostremos que vale para n. De fato,

n—2

n—
H ];’1 (U’ij’ Uij+1) = H ],g]q (vij ) Uij+1)'1;1 (vinﬂ J Uin)

§=0
= Igzl (Vig, Uin_l)fgzl (Vip_ys Vi) = [?}1 (Vig Vi, ),

pela hipé6tese de indugdo e pelo caso n = 2.

Seja 3@1 N :@2 = {Uio = Wjy, Uiy = Wjpy..., V5 = wjt}, com v, = Yo = Wy = Wy, €

v;, = v = w; = wj,. Entdo

t—1
— g __J0o
[fl UO? ,Uk? H Ifl U'LT’ U'Lr+1 - H [{}72 (wjr’ wjr+1) - I@Q (w[)? wl)?
r=0

onde a primeira e a tltima igualdades seguem da Afirmacdo e a segunda igualdade se-
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gue do fato de que os subsemicaminhos de % e % que ligam v;,, = w; a
v;,,, = Wj,,, hdo tém pontos em comum além das extremidades, entao, pelo que foi

provado anteriormente, temos /%, (v;,,vi,,,) = 1%, (w;,,w;,,,), paracada0 <r <t — 1.

]

A proposicao anterior fornece a condi¢do mais simples de ser checada que foi co-
mentada anteriormente. Agora, basta verificar a condi¢do do Teorema 3.6 apenas para
os elementos maximais de X, o que é muito mais simples, ja que X é um poset finito.
Assim, juntando a proposi¢do anterior e o Teorema 3.6, obtemos um critério para um

automorfismo multiplicativo ser interno, apresentado no préximo resultado.

Teorema 3.15. Seja o um elemento multiplicativo de I(X, F') eseja Y C X formado pelos ele-
mentos maximais de X. Se, para quaisquer y,,y» € Y distintos e quaisquer semicaminhos 2, e
2, ligando y, a y, tivermos que 1 (y1,y2) = 1%, (y1,y2), entdo o automorfismo multiplicativo

M, é interno.

Exemplo 3.16. Considere o poset X; da Figura 3.11. Usando o resultado anterior, va-
mos construir um automorfismo multiplicativo de (X5, R) que seja interno. Considere

o com os valores dados na Figura 3.11.

Y1 Y2
4 12 12 6
T4 x6
3 2
3 2
1 To 3

Figura 3.11: Poset X5

Note que Y = {y1, 32} é 0 subconjunto dos elementos maximais de X;. Existem sete
semicaminhos ligando y; a ys, sdo eles: &y : y125y2, P2 : Y1T5T3T6Y2, P53 @ Y1X4T1T5Ya,

Py N TaT2T6Y2, Ps - Y1XaT1T5T3%6Y2, P @ Y1T5X104T2T6Y2 € P71 Y1TaToTeT3T5Yo.
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Temos que:
15,y y2) = (0(zs,91)) " (o(21,25)) " o (@1, 24) (0 (22, 24)) " 0 (22, 76)0 (26, Y2)
= i.1.3.1.2.6
12 3
= 1,
15,y y2) = (o(za,91)) " (022, 24)) " o (@, 26) (0 (23, 26)) " 0 (25, 25)0 (25, Y2)
11
= —-.-.2.-.1.12
43 2
=1

e 1% (y1,y2) = 15, (y1,y2) = 15,(y1,v2) = 15, (y1,y2) = 1%, (y1,2) = 1, isto &, os produ-
tos dos pesos direcionados das arestas de todos os semicaminhos ligando y; a y» sdo

iguais. Logo, o automorfismo multiplicativo M, é interno.



CAPITULO 4

HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE CONJUNTOS
PARCIALMENTE ORDENADOS

Em [18], os grupos de cohomologia de um poset qualquer sao discutidos, mas em
casos um tanto particulares, por exemplo, quando o poset possui maximo e minimo.
Em [22], fica implicito do Teorema 2 que o quociente do grupo de automorfismos mul-
tiplicativos pelo subgrupo dos fracionarios é isomorfo ao primeiro grupo de cohomo-
logia do poset X. A mesma afirmacdo aparece em [12] também sem apresentar uma
demonstracdo explicita. Existem referéncias que tratam do assunto, como [24], mas
que ndo consideram qualquer conexdo entre os grupos de cohomologia de um poset
e a algebra de incidéncia dele. Por isso, optamos por apresentar aqui a defini¢cdo de
grupo de cohomologia de um poset e mostrar que as afirmagdes anteriores sdo verda-
deiras. Além disso, sdo calculados os primeiros grupo de cohomologia de alguns tipos

notdveis de posets.

4.1 O primeiro grupo de cohomologia

O capitulo anterior nos permitiu conhecer o conjunto Mult(I(X, F))NInn(I(X, F)).



4.1 O primeiro grupo de cohomologia

Agora, entdo, estamos aptos a relacionar o grupo

Mult(I(X, F))
Mult(I(X, F)) 0 Inn(I(X, F))

ao primeiro grupo de cohomologia do poset X. Para isso, vamos revisar os conceitos

de homologia e cohomologia para posets, em termos das cadeias do poset.

Dados X um poset e j um inteiro ndo negativo, definimos o espago cadeia C;(X,Z)

como o Z-médulo livremente gerado pelas cadeias de X de comprimento j+1. Quando

for claro qual é o poset X, denotaremos C;(X, Z) apenas por C;.

Exemplo 4.1. Dado X um poset,

Co(X,7Z) = {Zau[u] Ly, € Z} , isto 6,

ueX

Co(X,Z) é o Z-mbdulo livremente gerado pelas cadeias de X de comprimento 1.

Cl(X, Z) = Z kol [uko, ukl} D Qgky € 7 , isto é,

Uk <uk1 eX

C1(X,Z) é o Z-modulo livremente gerado pelas cadeias de X de comprimento 2.

CQ(X, Z) = E Olkokr ko [Uko, ukl,qu] D Qlkokke € Z , isto é,

Uy Uy <y ex
C5(X, Z) é o Z-mdédulo livremente gerado pelas cadeias de X de comprimento 3.

Considere a aplicagio bordo como sendo o tinico homomorfismo de grupos
0;: Ciy(X,Z) = C;_1(X,Z) que satisfaz
[UO,U17 S ,ui] — Z (—1)j[u0, c ,Z/L\j, . ,ui],
=0

onde . denota exclusao.

Exemplo 4.2. Dados X um poset e [z,y] € C1(X,Z), temos
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Dada [z,y, 2| € Cy(X,Z), temos

O([x,y,2]) = ly, 2] = [, 2] + [z, y].

Como 0; é um homomorfismo de grupos, entdo ker 9; é um subgrupo de C;(X, Z)
e, portanto, ker 9, é um grupo abeliano. Como 9; 0 9,41 = 0, entdo Im 0,11 C ker9,,
ou ainda, Im 0,4, é um subgrupo normal de ker 0;. Desta forma, a homologia de ordem i

do poset X (ou o i-ésimo grupo de homologia de X)) é definida como

ker 0;
H,(X,7) = .
( ) Im ;11
Agora, considere F' um corpo e o conjunto C; = Hom(Cj, F*) onde, dado
o € Hom(C;, F*),
o(t+s) = p(t)p(s), paratodos t,s e C;. (4.1-1)

Entdo C; é um grupo abeliano com o produto de Hadamard, isto §é,

(p192)(t) = @1(t)p2(t), para todo t € C; e todos p1, ps € Hom(C}j, F*).

Exemplo 4.3. Temos que

Cy = Hom(Cy, F*), C] = Hom(Cy, F*) e C5 = Hom(Cy, F™).

O operador co-bordo é o homomorfismo definido por

5O, = C

Q= po0;.

Entdo ker ™! é um subgrupo de C7, logo ker 6™ é um grupo abeliano. Como
61 0 §* = 0, entdo Im 6" C ker 6", ou ainda, Im ¢’ é um subgrupo normal de ker 5.

Assim, o i-ésimo grupo de cohomologia de X é definido por

ker §*t1

H'(X,F)= o
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Proposicao 4.4. Sejam X um poset localmente finito e F' um corpo. Entdo,

Mult(I(X, F))

H'(X,F) = Mult(I(X, F)) N Inn(I(X, F))’

Demonstragio. Considere ¢ : Mult(I(X, F)) — C,* dada por ¢(M,) = ¢, € C;", com

0o ([z,y]) = o(z,y) e estendendo como em (4.1 — 1), isto §,

Po (Z ai[xi,yz-]) = H (O‘(:L‘i,yi))ai.

(2

Mostremos que ) ¢ um homomorfismo de grupos. Dados M,, M, € Mult(I(X, F))

e [z,y] € Cy, temos que

Cour([2,y]) = (0 T)(2,y) = o(z,9)7(2,y) = wo([z, y]) - ([2,y]) = (o) ([, Y]).

Logo,
2/}(—]\40 © MT) = w(Mcr*T) = Poxr = PoPr = ¢<M0>¢(MT>

Seja v; : C; — F* a unidade de C;*, isto é, v;([zj,,...,x;]) = 1, para todos
T, < --- < zj € X eestendendo como em (4.1 — 1). Entdo, dado M, € Mult(I(X, F))

tal que ¢(M,) = 71, temos que

o(@,y) = @o([z,y]) = V(Ms)([z,y]) = n([z,y]) = 1,

para todos z < y em X. Assim M, é a aplicacdo identidade e, portanto, 1) é injetor.

Assim, pelo Teorema do Isomorfismo para grupos, segue que Mult(I(X, F')) = Im .

Mostremos agora que Im ¢ = ker §>. Dada ¢ € Cf, repare que

p €kerd® & (0°(¢))([z,y,2]) =1, paratodos = <y < z
(pods)([x,y,2]) =1, paratodos = <y < z
o([y, 2] — [z, 2] + [x,y]) = 1, paratodos z <y < z

(ly. 2)(e([z, 2])) " e([z,y]) = 1, paratodos = <y <z

t ¢ ¢ ¢

o([z, 2]) = ¢([z, y])¢(ly, 2]), paratodos » <y <z (4.1-2)

Seja p = Y(M,) € Im ), com M, € Mult({(X,F)). Dados z < y < zem X, como o
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é uma func¢do multiplicativa, temos

o([z,2]) = (V(M,))([z,2])
= o(z,2)
= o(z,y)o(y,2)
= (W(Mo))([z, y)) (W (M))([y, 2])

= o[z, y])e(ly, 2]),

e assim, pela igualdade (4.1 — 2), segue que ¢ € ker ¢°. Portanto, Im ) C ker 6.

Por outro lado, seja ¢ € ker 52 e considere a funcdo o : X x X — F dada por

o([r,y]), se z<y
o(z,y) = 1, se r=y

0, caso contrario

Por (4.1—-2), segue que o € I(X, F') é uma fun¢do multiplicativa. Além disso, dados
r < yem X, temos (Y(M,))([x,y]) = o(z,y) = ¢([z,y]) e, assim, p = Y(M,) € Im .
Logo, ker 2 C Im 1) e, portanto, ker 2 = Im ¢ & Mult(I(X, F)).

Mostremos agora que ¢(Frac(I(X, F))) = Im ¢'. Dada ¢ € Cy*, temos que

p €Ilm ' & existe ¢ € Cp tal que §'(¢) = ¢
& existe ¢ € Cj talque ¢pod; =
& existe ¢ € Cj tal que p([z,y]) = o(ly] — [z]), Vo <y

& existe ¢ € Cp tal que o([z,y]) = (o([2])) ' o([y]), Vo <y (4.1-3)

Seja ¢ = Y(M,,) € Y(Frac(I(X,F))), com 7, uma fungdo fraciondria. Considere
¢ € Cy dada por ¢([z]) = (h(z)) ' e estendendo como em (4.1 — 1). Entdo, dados = < y

em X, temos

p([z,y]) = (M) ([, y]) = T(z,y) = h(z)(h(y)) ™ = (o([2])) o ([y)),

e assim, por (4.1 — 3), segue que ¢ € Im §'. Logo, Y (Frac(I(X, F))) C Im §'.

Por outro lado, seja ¢ € Im &' e considere a fungdo h : X — F* dada por
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h(z) = (¢([z]))~!, onde ¢ € C} é a funcdo dada em (4.1 — 3). Entdo, de (4.1 — 3)

temos que

(W (M7) ([, 9]) = (. y) = h(z)(h(y) " = (#([2])) "o ([y]) = e[z, y)),

para todos * < y em X. Logo, ¢ = ¥(M,) € ¢Y(Frac(I(X,F))) e, assim,
Im 6! CY(Frac(I(X, F))).

Agora, considere o isomorfismo ¢ : Mult(I(X,F)) — kerd? e o homomorfismo

ker 42
canodnico 7 : ker 2 — Ier 5T Como 7 e 7 sdo sobrejetores, entdo
m
v b Mult(I(X, F)) — ker %
= O :
i “ ’ Im 6!

é sobrejetor e entdo, pelo Teorema do Isomorfismo,

ker 6%  Mult(I(X,F))

Im ot ker ¢
Note que
ker¢p = o~ '(Im &%)
= ¥ (Y(Frac(I(X, F))))
= Frac(I(X,F))
= Mult(I(X,F))NInn(I(X, F)).
Portanto,

ker 62 N Mult(I(X, F))
Im &t Mult(I(X, F))NInn(I(X,F))’

concluindo a demonstragao.

4.2 Calculo do primeiro grupo de cohomologia

Agora, exibiremos os calculos do primeiro grupo de cohomologia de alguns posets.
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Exemplo 4.5. Vamos calcular o primeiro grupo de cohomologia do poset X dado na

Figura 4.1.

3 T4

T T2

Figura 4.1: Poset X

Note que X ndo possui cadeias de comprimento 3. Logo, C, = {0} e, portanto,
Cy = {0}. Assim, keré* = Cf, ja que 6> : Cf — (5. Note também que existem
quatro cadeias de comprimento 2, isto é, existem quatro cadeias em C}, sdo elas: [z, 3],
(1, 4], [T2, 4] € [72, 23].

Observe que cada homomorfismo ¢ € C} é unicamente determinado pelos valores
de ¢ aplicado em cada uma das cadeias de C';. Assim, podemos associar cada elemento

¢ de C} a uma quédrupla de F*, onde cada entrada é igual a ¢ aplicado em cada uma

das cadeias de C;. Desta forma, a aplicagio 7 : C; — (F*)* dada por

() = (([z1, 23]), @([21, 24]), p([2, 24]), o[22, 23]))

é um isomorfismo. Logo, ker 6 = C} = (F*)*.

Na demonstragdo da ultima proposicao, vimos que

Im 0" = {p € C7 : existe ¢ € C; tal que ¢([z,y]) = (V([2]) " ([y]), V]z,y] € C1}.

Entado, dada ¢ € (7, temos que ¢ € Im 5! se, e somente se, existe ¢y € Cf, com

@ZJ([I']]) = Q«y, 1 S j S 4, tal que

(1, 23)) = a7l ag,
p([r1,24]) = a7 e,
(w2, 24]) = a3 e,
(a2, 23]) = a3 ag
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Entdo, temos que ¢ € Im o' se, e somente se,
(-1 -1 -1 -1 _
m(p) = (o) a3, 0 "y, ay ay, 0y a3) = (a1, a2, a3, ag).

Note que

ay = aja; ‘as, (4.2-4)

isto é, ay € dado em funcao de a4, as e as.
Afirmacao: a,, as e a3 sdo livres.

De fato, estes sdo dados por:
_ 1 _ 1 _ 1
ay = Qq a3, QA2 =0 Q4 € a3 = Qg Oy,

onde o; = ¢¥([z;]), 1 < j < 4.

Assim, escolhido o valor de a;, por exemplo, ¥([z1]) = a3 = 1, entdo tomamos
Y([x3]) = a3 = a;, de modo que a;'az = a;. Como escolhemos a; = 1, tomamos
Y([rg]) = a4 = ay, de modo que a;'ay = a;. Como a; = ay, tomamos

To]) = ap = aglaQ, de forma que ozz_lcu = as.

=

Assim, tomando ¢ € Cj tal que ¥([z;]) = «; como dado acima, temos que
o([z,y]) = (W([=]))""([y]), para todos [z,y] € C;, de onde ¢ € Im ' e as 3 primei-

ras coordenadas de 7(y) sdo exatamente ay, as e a3, provando a Afirmacéo.
52 er 62

——, note que cada classe lateral de

Im 6t 1 Im 6t

um elemento da forma (1,1,1,7), para algum v € F*. Com efeito, considerando a

contém

Agora, analisando o quociente

classe lateral de um elemento (by, b, b3, by) € ker 62, temos
(17 L1, 7) = (bh ba, b3, b4)'<b1_17 b2_1’ bgla bl_lebgl)’

onde, pela Afirmacdo e por (4.2 —4), temos que (b ', by, b3 ", by 'baby ') pertence a Im 6!
e é 0 unico elemento de Tm §' cujo produto por (b1, ba, b3, by) tem as 3 primeiras coorde-
nadas iguais a 1.

Repare que, nesse caso,

v = by tbobs by,

isto é, v é unicamente determinado por by, bs, b3 e by. Assim, existe um tinico elemento
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er 52
Im 6"

disjuntas e ker §* é igual a unido das classes laterais de

Como classes laterais distintas sdao
52

Im 6t/

da forma (1,1, 1, ) em cada classe lateral de

segue que a aplicacado

~ ker 4

D .
Im 0!

—

(bla b27 b37 b4) =,
onde (17 17 1a 7) S (bla b27 b37 b4)a
é um isomorfismo. Portanto,

ker §2 .
H%vazﬂaﬁgF.

Na ultima proposi¢do, foi mostrado que Im §' = ¢(Frac(I(X, F))). Entdo, dado
p ey,

¢ €Imd' & ¢ =9(M,) = p,, onde ¢,([r,y]) =o0c(z,y), paratodos z <y em X,

com M, € Frac(I(X,F)) = Mult(I(X,F)) N Inn(I(X,F)). Mas, pelo Teorema 3.6,
M, € Mult(I1(X,F)) N Inn(I(X, F)) se, e somente se, para todos =,y € X distintos e
P, e &, semicaminhos ligando x a y, tivermos que 1%, (z,y) = 15, (z,y).

No exemplo anterior, para caracterizarmos os elementos de Im §* e obtermos a re-
lagdo de a4 em fungdo de a;, a; e a3, aplicamos exatamente esse resultado. Consi-
derando os semicaminhos &, : z3z124 € P2 @ w37974 ligando x5 a x4 e usando que

1% (x3,74) = 1%, (v3,14), obtemos que a;'ay = ay'as, de onde segue a relagio (4.2 —4).

Exemplo 4.6. Considere X; o poset dado por n cépias do poset X da Figura 4.1 ar-
ranjadas segundo o diagrama de Hasse da Figura 4.2, com n > 1. Vamos calcular
HY(Xy, F).

Note que X; ndo possui cadeias de comprimento 3. Logo, C; = {0} e, portanto,
Cy = {0}. Assim, ker 6> = C;. Note também que existem 3n + 1 cadeias de compri-

mento 2, isto é, existem 3n + 1 cadeias em (.



4.2 Célculo do primeiro grupo de cohomologia 82

Tn+2 Tn+3 Tn+4 T2n+1 T2n+2

1 2 z3 Tn Tn+1

Figura 4.2: Poset X,

2 .

Observe que cada homomorfismo ¢ € C} é unicamente determinado pelos valores
de ¢ aplicado em cada uma das cadeias de (. Assim, podemos associar cada elemento
¢ de C7 a um elemento de (F*)*"™!, onde cada entrada é igual a ¢ aplicado em cada

uma das cadeias de (. Desta forma, a aplicagdo 7 : Cf — (F*)*"*! dada por

W(gp) = (@([xh xn+2]>7 @([Ila xn+3D7 SRR (p([ZL’k, xn—i—k—&-l]); @([Ik, xn+k+2])7 SRR 90([‘%”-"-17 x2n+2])7
90([‘7:27 xn-ﬂ])v s 7@([1:167 mn—l-k])a ‘.- 790([In+17 x2n+1]>>’
comk = 2,...,n, éum isomorfismo. Assim, ker 6> = C} = ([F™*)3" 1,

Na demonstragado da dltima proposicdo, vimos que

Im §' = { € Cf : existe ¥ € Cy tal que @([z,y]) = (V([2])) " ¥([y]), V]z,y] € C1}.

Entdo, dada ¢ € (7, temos que ¢ € Im 5! se, e somente se, existe ¢ € CZ, com

Y(lzg]) =4, =1,...,2n+ 2, tal que

([, Tns144)) = a5 g1ty para ¢=1,....,n+1
O([Ti, Tnyori]) = o) o, para i=1,...,n
o([xi, Tnri]) = a; 'y, para i=2,...,n+1

Entéo, temos que ¢ € Im ¢ l'se, e somente se,
. —1 —1 —1 —1 —1
77(90) = (Oﬁ Qpi9, 0 Opi3, .., Op Qpykil, O Oppkt2, .-, Oy 10ony o,

1 1 1 _
Qg Qo ooy O Qngky ooy O Qop1) = (A1, .., Ugpg1),
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comk =2,...,n,onde

2i—1 = afl&n+1+z‘, para 1<:i<n-+1
Qo; = a;lanﬂﬂ-, para 1<i<n

-1 .
Aon414i = Q{1 Ong 1445 para 1<i<n

Foi comentado anteriormente que as relagdes entre os a;’s sdo obtidas através da
aplicacdo do Teorema 3.6, e este resultado envolve dois pontos distintos e dois semica-
minhos que os ligam. Assim, a cada dois pontos e dois semicaminhos distintos que os
ligam podemos obter uma relagdo entre a;’s. Note que, para cada ¢ = 1,...,n, temos
0s semicaminhos 14T Tnt2+4i € Tnii14+iTit1Tnro+; que ligam x,414; @ Tpio4,;. Assim,

paracada: =1,...,n, temos
-1
Q2n+14i = A2i—1-Ag; -A2(i4+1)—1- (4.2-5)

Logo, segue que os ultimos n a;’s sdo escritos em fun¢do dos 2n + 1 a;’s anteriores.
Afirmacgdo: Os primeiros 2n + 1 @;’s sdo livres.

De fato, estes sdo dados por:
ay =y Qpye, a3 = @, anys e, de modo geral, as_1 = o tapg, 1<i<n+1

Ay = Q] ‘Qpys, G4 = Q@ apyy €, de modo geral, ag; = @ o, 1<i<n,

onde o; = ¢Y([z;]), 7 =1,...,2n+ 2.

Assim, escolhido o valor de «y, por exemplo, ¥([z1]) = a1 = 1, entdo tomamos
U([#ny2]) = ni2 = a1, de modo que a;'a, 2 = a;. Como escolhemos a; = 1, to-
mamos ¢ ([z,43]) = ani3 = as, de modo que aj'a, 3 = as. Como a,,43 = ay, toma-
mos Y([13]) = ay = a3 'ay, de forma que a; ', 3 = az. Como ay = a; 'ay, tomamos

U([#n44]) = Qnya = aqaz ' as, de forma que oy ' a4 = ay. E, de modo geral, tomamos
Qp = ay, |.Qok_9.05 5...a3" .ay, para 2<k<n+1 e

—1 —1
Opik = A2k—4.Gop_» .- 03 G2, para 4 <k <n+2.

Assim, tomando ¢ € Cj tal que ¥([z;]) = «; como dado acima, temos que
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o([z,y]) = (¥([z])) ' (y]), para todos [z,y] € C;, de onde ¢ € Im §' e as primeiras

2n + 1 coordenadas de 7 () sdo exatamente ay, . . ., az,+1, provando a Afirmacao.
5 ker 52

———, note que cada classe lateral de

Im 6t qu Im 4!

um elemento da forma (1,...,1,7,...,7,), para alguns v; € F*. Com efeito, conside-

Agora, analisando o quociente contém

rando a classe lateral de um elemento (by, . .., b3, 1) € ker 62, temos

= -1 -1
(1, ooy 1,’)/17 ce ,’}/n) = (bl, .. ~7b2n+lyb2n+27 .. .,b3n+1).(b1 g o e ,b2n+1,a2n+2, .. ,a3n+1),

COM Gy 414 = b;il_l.b%.bgiil paratodoi =1,...,n, de modo que, pela Afirmacdo e por
(4.2 — 5), tenhamos que (b;',..., by 1, Gznto, - - -, aznt1) Pertence a Im §' e é o tnico
elemento de Im ' cujo produto por (by, ..., bs,41) tem as 2n + 1 primeiras coordenadas

iguais a 1.

Repare que, nesse caso,

-1 -1
Vi = boni14i-Gong14i = b2n+1+i'b2i_1'62i'b2i+1a

para todoi = 1,...,n. Assim, existe um dnico elemento da forma (1,...,1,v,...,7,)
ker §2

Im o1

igual a unido das classes laterais de

em cada classe lateral de . Como classes laterais distintas sdo disjuntas e ker 6% é

er 92

T g1 Segue quea aplicagao

~ker §?

' Tm 5t — (F7)
(bla""b3n+1) = (717"'7771)7
onde (1,...,1,’)/1,...,’}/”) c (bl,...,b3n+1),

é um isomorfismo. Portanto,

ker §2 o

Observe que o nimero de relagdes obtidas entre os a;’s é igual a poténcia de F™*
no calculo do primeiro grupo de cohomologia do poset, ou seja, dado um poset Y,
HY(Y,F) = (F*)? onde p é o numero de relacdes entre os a;’s em Y. Pode-se ver esse

fato, por exemplo, no exemplo anterior. Temos que kerd? = (F*)3"Fl e
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Im 6" = (F*)*"*!, j4 que as ultimas n coordenadas sdo dadas em funcdo das 2n + 1
coordenadas anteriores. Assim, ao calcular H'(X, F) é como se estivéssemos conside-

rando
Imol (F=)2ntT = (F)",

quocientando e cancelando os expoentes.

Exemplo 4.7. Vamos mostrar que H'(X,, F') = F*, onde X, é uma coroa com n pontos

inferiormente, n > 2, conforme o diagrama de Hasse da Figura 4.3.

Tn41 Tn+2 Tn+3 T2n—1 T2n

1 €2 xr3 Tn—1 Tn

Figura 4.3: Poset X,

Como C3 = {0}, entdo ker 6* = (. Como existem 2n cadeias em C}, entdo a aplica-

cdo 7 : CFf — (F*)*" dada por
71—(90) = (QO([$1, xn+1])7 BRI @([xlﬁ In+k—1])v 90([‘7516’ xn+k])7 BRI 90([9:717 IQn—l])7

90([xn’ xQn])7 90([‘%1’ xQn]))7

com k = 2,...,n, é um isomorfismo. Dessa forma, ker §* = C} = (F*)?",

Como

Im §' = {p € CF : existe ¢ € C; tal que p([z,y]) = (¥([z])) " ([y]), V]z,y] € C1}

entdo, dada ¢ € Cf, temos que ¢ € Im 6! se, e somente se, existe ¢y € Cf, com

Y([z)]) =aj,j =1,...,2n, tal que

o[z, nas]) = ozi_loznﬂ», para i=1,...,n
o[, Tnaioa]) = a;lanﬂ_l, para i=2,...,n -

o([21, T2n)) = ag ",



4.2 Célculo do primeiro grupo de cohomologia 86

Entdo, ¢ € Im ' se, e somente se,
—1 —1 1 —1 —1 —1
() = (O] Qngts oo s A Qphm1, O Qs -« 5 Qo 1, Oy Qi O Qi) = (a1, - . ., Qop),

comk =2,...,n,onde

ao;—1 = Oéi_lO[n_H‘, para 1 S ) S n
Qoj = a;}lanﬂ-, para 1<i<n-1

-1
Aop = O Qgp.

Note que os tinicos pontos de X, que possuem semicaminhos distintos que os ligam
Sa0 Ty € Ty, € 0s semicaminhos sd0 &?; : L1, 109Tni2 - ThTpik - - - Tn_1Ton_1TpTon,
kE=1,...,n,e Py x129, Assim, obtemos uma tnica relagdo entre os a;’s em X5, que
é dada por:

11
105 A3Qy " ... QAgp—1 = Q2p. (4.2-6)

Afirmacao: Os primeiros 2n — 1 a;’s sdo livres.

De fato, estes sdo dados por:
a; = o] any1, a3 =y a,s e, demodo geral, ay ;= a; 'an, 1<i<n

ay = @5 i1, a4 = a3 anpo e, demodo geral, as = o janyi, 1<i<n-—1,

onde a; = ¢Y([z;]),j=1,...,2n.

Assim, escolhido o valor de oy, por exemplo, ¥([z1]) = a1 = 1, entdo tomamos
Y([Tnt1]) = ant1 = a1, de modo que a;tanyr = ap. Como a,; = a;, tomamos
Y([rs]) = ao = ay'a;, de modo que ay'oansr = as. Como ay = ay'a;, tomamos
V([Tnia]) = aniz = azay'a;, de forma que a; ', 2 = az. Como a2 = aza, 'a;, to-

mamos ¥([x3]) = a3 = a;'aza;'a;, de forma que a3 'a,.s = as. E, de modo geral,

tomamos
Q) =y 5ok-3...05 .a;, para 2<k<n e
Qi = a%_l.az_klf2 . a;l.al, para 2 <k <n.
Assim, tomando ¢ € Cj tal que ¥([z;]) = «; como dado acima, temos que

o([z,y]) = (¥([=])) ' (y]), para todos [z,y] € C}, de onde ¢ € Im §' e as primeiras
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2n — 1 coordenadas de 7 () sdo exatamente ay, . . ., as,—1, provando a Afirmacao.
52 2

——, note que cada classe lateral de

Im 6t 1 Im 4!

um elemento da forma (1,...,1,7), para algum v € F*. Com efeito, considerando a

Agora, analisando o quociente contém

classe lateral de um elemento (b, .. ., by,) € ker 6%, temos

(1, cey 1,")/) = (bl, ce ,bgn_l,bgn).(bl_l, Ce ,62_711_1,612”),

com ay, = bf162b§1b4 . bgnl_l, de modo que, pela Afirmacédo e por (4.2 — 6), tenhamos
que (b, ... by |, ay,) pertence a Im 6 e é o tinico elemento de Im &' cujo produto por

(b1,...,bo,) tem as 2n — 1 primeiras coordenadas iguais a 1.

Observe que, nesse caso,

Y= bgn.agn = b;1b2b§1b4 ce bgnl_lbgn.

Assim, existe um dnico elemento da forma (1,...,1,v) em cada classe lateral de
ker o° Deste modo, a aplicacédo
Im 61" s aaphcag
ker §2
D : — F*
Im &t

(bl, . ,bgn) =,
onde (1, ceey 1,7) S (bl, cee bgn),
é um isomorfismo. Portanto,

ker 62
HY (X, F) = —— = F*.
(Xe, F) Im 4!
Exemplo 4.8. Vamos calcular H'(X3, F'), onde X3 é um grafo bipartido completo for-

mado por n pontos inferiormente e m pontos superiormente, conforme o diagrama de

Hasse da Figura 4.4, com m,n > 2.
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Tn+1 Tn+4+2 Tn4+m

Figura 4.4: Poset X3

Como Cj = {0}, entdo keré* = Cf. Como existem mn cadeias em C}, entdo a

aplicagdo 7 : Cf — (F*)™" dada por

7(30) = (90([3517$n+1])a s :90([1‘17 xnﬂf]): SRR 90([$1,5L'n+m]), @([m27$n+1])? s a@([xbxrﬂrl])?
s Pl Tnga]), (22, Tngal), - o[22, Togi]), - @([2, Tngm]), - - - ([0, Tnga]),

s 790([:Bl7$n+k])7 R 90([$l’ Zlfn.q_m]), s 7@([$n7xn+2])v s 790([:En7 xn-i-k])’ s 7@([:”“ xn-i-m]))’

comk=2,...,m,l=2,...,n,éumisomorfismo. Dessa forma, ker 6> = C} = (F*)™".
Temos que

Im 8" = {p € O} : existe v € C tal que ([, y]) = (¢([]) " 0([y)), V] y] € C1}.

Entdo, dada ¢ € Cf, temos que ¢ € Im 5! se, e somente se, existe v € C, com

Y([zj]) =aj,j=1,...,n+m, tal que
o([zi, Tnis]) = ; 'any;, paratodo i=1,...,n etodo j=1,...,m.
Entdo, temos que p € Im ¢! se, e somente se,
T(9) = (A7 Aty O iy o o5 O Qi O 1y oy O 1y ey Q) 1,

-1 -1 -1 -1 -1 -1
Qg Opyy ..., 0y Opyfy.oo Qo Opymy .o, O Opyo, ... O Qnif,y ..., 0 Opym,

1 ~1 ~1
e Qo Qg e O Qg e (U Ol



4.2 Célculo do primeiro grupo de cohomologia 89

= (allv-"7ak17~'-7am1aa127-"7a1l7-"7a1n7a227~--7ak27-"7am27
s 2Ly Al e Gl e ey A2y e s Qs -+ oy G )
comk=2,...,m,l=2,...,n,onde
aj; = a; ‘o, ;, paratodo i=1,....,n etodo j=1,...,m.
Observe que, paracada j = 1,...,m—1, considerando os pontos x,,; € 111, €xis-
tem n semicaminhos distintos que os ligam, sdo eles: &, : x4 jTkTpjp1, k= 1,...,n.

Assim, podemos obter n — 1 relagdes entre a;’s considerando z,,+; € 11, para cada
j=1,...,m— 1. Logo, podemos obter (m — 1)(n — 1) relacdes entre a;'s em X5. Mos-
tremos entdo que H'(Xj, F) & (F*)m=1n-1),
Note que, paracada j =1,...,m — 1, temos
ajlaj_le = (leCLj__&l’z = CngCLj__&L?) =... = ajnaj_jlm. (4.2-7)
Considere o conjunto C' = {a;y : 7 = 1,...,m} U{ay; : ¢ = 2,...,n}. Usando
j = 1lem (4.2 — 7), podemos isolar as, para k = 2,...,n, e escrevé-los em fungdo de
elementos de C. Dados asx, k = 2,...,n, em funcido de elementos de C, usando j = 2
em (4.2—7) podemos escrever asi, k = 2, ..., n, em fun¢do de elementos de C. De modo

geral, escritos a;, k = 2,...,n, em fungdo de elementos de C, podemos, por (4.2 — 7),

escrever a;y1 5, kK = 2,...,n, em fungdo de elementos de C, paratodo j =1,...,m — 1.

Assim, todos os a;; sdo escritos em fungdo de elementos de C, isto é, os dltimos

mn—m—n+1aj;’'s sdo dados em funcdo dos primeiros m+n—1a;;’s, e estes sdo livres.
2

, er ) L

Analogamente aos exemplos anteriores, cada classe lateral de ™ contém um tnico
m

elemento da forma (1,...,1,74,...,7,), para alguns € F*, com

p=mn—m-—-n+1=(m—1)(n—1)e, deste modo, o isomorfismo

~ker §?

e — (F)?P

(b1, bmn) = (Y1525 7),

onde (17...,1,’)/1,...,’713) S (bl,...,bmn),
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garante que

H1<X3,F) ~ (F*)(mfl)(nfl).

Exemplo 4.9. Considere X, o poset dado por n coépias do poset X da Figura 4.1 ar-
ranjadas segundo o diagrama de Hasse da Figura 4.5, com n > 1. Vamos mostrar que

HY(Xy, F) & (F*)".

T3n+1
Z3n

T3n—3

x —
T3n—2 3n—1
T3n—4 Z3n—5
z9 Z10
8 o7 6
3 o4 5
) 1

Figura 4.5: Poset X,

E facil ver que a aplicagdo 7 : C7 — (F*)I!l que associa um homomorfismo ¢ € C} a
uma |C|-upla cujas coordenadas sdo ¢([z, y|), para cada [z, y] € C}, é um isomorfismo.
Desta forma, C} = (F*)'C”. Mas, pela demonstragdo da Proposicdo 4.4, dado ¢ € Cf,

temos que
p € ker6® & ¢([z,2]) = ([, y])¢e((y, 2]), paratodos z <y < 2.

Assim, considerando o conjunto C' = {[z, 2] € C} : z cobre z} C C, temos que
¢ € kerd? se, e somente se, para todo [z,y] € C1, ¢([z,y]) é escrito em funcdo de

imagens de elementos de C.
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Existem 4n cadeias em C, sdo elas:

[-’Bl, 933], [351, 554], [932, 333], [-’BQ, 934], ceey [iUk, -’Bk+2], [ivk, $k+3]7 [$k+1, $k+2], [$k+1, xk+3], s

[333n—2, 933n], [ifgn—z, £U3n+1], [il??m—l, ﬂfgn], [333n—1, 5U3n+1]7

comk e {l,...,3n—2} talque k =1 (mod 3).

Desta forma, 7 : ker 6> — (F*)*" dada por

() = (p([z1, zs]), ([, 2a]), ([, 23]), - - - Pk, Trra]), P2k, Trsa]), p([Thr1, Trra]),

ceey (10([1'371*27 l’gn]), 90<[x3n727 x3n+1])7 (10([1'371717 x?m])a 90([‘%27 5134])’ )
P([Tht1, Tra))s - - - o([Tan—1, Tans1])),

para £k € {1,...,3n — 2} tal que £ = 1 (mod 3), é um isomorfismo e, assim,
ker §? = (F*)*",

Agora vamos caracterizar Im ¢*, que é um subconjunto de ker 6. Temos que
Tm §" = {i € ker §” : existe ¢ € Cf tal que p([x, y]) = (([2]))"¥([y]), Y[z, ] € Cu}.

Entdo, dada ¢ € kerd?, temos que ¢ € Im &' se, e somente se, existe ) € C, com

Y(lzj]) =4, =1,...,3n+1, tal que

(

90([95@', iUi+2] =aQ; 104i+2

Y

o([Tit1, Tiga]) = @ it

)

(i 2ivs]) = o i
]
]

\ O([Tig1, Tiys]) = O‘i_+1104i+3

paratodoi € {1,...,3n — 2} tal que i = 1 (mod 3). (Repare que existem n i’s satisfa-

zendo tais condic¢des).
Entdo, ¢ € Im 4' se, e somente se,

~ -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
T(p) = (o g, 0 "y, Qg ey O Oy o, Q" O 3, Olp g2, - - -5 Qlgyy 9 Qi3p, Qg 90341,

1 ~1 —1 1 _
Qg1 O3y Qg Qg oy Qg Vg3, o Qg Q1) = (A1, .., Gy,
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ondek € {1,...,3n — 2} talque k =1 (mod 3) e

-1
a; = O Qg2

_ o1
Qj+1 = O; Qg3 s

-1
Ait2 = Qg Qg2

paratodoi € {1,...,3n — 2} talquei =1 (mod 3) e
3p4j = OZ,L-_+110(Z'+3, paratodo j=1,...,n,

sendo i 0 j-ésimo k que satisfaz: k € {1,...,3n —2} ek =1 (mod 3).
Note que em cada cépia do poset X podemos obter uma relagdo entre a;’s. Logo,

obtemos n relacdes entre a;’s em X, que sao:
_ 1 —
A3ntj = Q; Qip1.Giq2, J = L1,..., 7,

com ¢ 0 j-ésimo k que satisfaz: k € {1,...,3n —2} ek =1 (mod 3). Isto é, os ultimos

n a;’s sdo escritos em fungdo dos 3n a;’s anteriores, que sdo livres. Analogamente aos
2

, ker . L.
exemplos anteriores, cada classe lateral de 1 contém um tnico elemento da forma

m 1

(1,...,1,7,...,7), para alguns v; € F*.

Desta forma,
~ker 52

T gt — (F*)"

(b17"'7b4n> — (Vla"wf}/n)a
onde (1,...,1,’71,...,’}/“) S (bl,...,b4n),

é um isomorfismo e, portanto,

HY (X4, F) = (F*)".
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