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Resumo
Neste trabalho nós estudamos bifurcação de Hopf em sistemas de equações diferenciais
equivariantes segundo a ação de um grupo de Lie Γ compacto. Nosso principal objetivo
é provar, sob certas condições, a existência de um ramo de soluções periódicas para tais
sistemas usando o método de redução de Liapunov-Schmidt, um procedimento que induz
uma ação do grupo do círculo S1 no espaço das funções contínuas 2π-periódicas. A
principal hipótese para a obtenção do resultado é que a linearização do sistema em um
ponto fixo tenha autovalores puramente imaginários ±i. Neste caso, o ramo de soluções
periódicas possui simetrias em um subgrupo de isotropia Σ ⊂ Γ× S1, desde que Σ tenha
subespaço de ponto fixo bidimensional. Utilizando métodos algébricos, nós estabelecemos
técnicas que facilitam a determinação de tais subgrupos de isotropia. Finalizamos o
trabalho com dois exemplos de bifurcação de Hopf com grupos de simetrias S3 e O(2).
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Abstract
In this work we study Hopf bifurcation in systems of differential equations that are equiva-
riants under the action of a compact Lie group Γ. Our main goal is to prove, under certain
conditions, the existence of a branch of periodic solutions for such systems by using the
Liapunov-Schmidt reduction, a procedure that induces an action of the circle group S1 on
the space of continuous 2π-periodic functions. The main assumption to obtain the result
is that the linearization of the system in a fixed point has purely imaginary eigenvalues
±i. In this case, the branch of periodic solutions has symmetries in an isotropy subgroup
Σ ⊂ Γ × S1, provided that Σ has a two-dimensional fixed-point subspace. Based on al-
gebraic methods, we establish techniques in order to facilitate the determination of such
isotropy subgroups. We finished the work with two examples of Hopf bifurcation with
symmetry groups S3 and O(2).
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Introdução

Bifurcação de soluções periódicas de sistemas diferenciais sob a variação de um parâ-
metro tem sido estudada nos últimos anos por muitos autores. A teoria geral de bifurcação
descreve como as soluções para um dado sistema podem se ramificar conforme o parâmetro
de bifurcação varia. Quando o interesse é bifurcação de Hopf, a redução de Liapunov-
Schmidt é um procedimento facilitador, uma vez que reduz o estudo do sistema a um
problema de pontos de equilíbrio. Mais especificamente, o termo “bifurcação de Hopf”
se refere a um fenômeno em que uma solução de equilíbrio de uma equação de evolução
evolui para uma órbita periódica conforme o parâmetro de bifurcação é variado. As con-
dições para esta ocorrência foram primeiramente estabelecidas num sistema de dimensão
finita por Eberhard Hopf, em 1942. Desde então, inúmeros trabalhos foram desenvolvidos
nesta linha e em diferentes contextos (veja, por exemplo, [2, 4, 8, 13, 21, 23, 25, 30, 31]),
no estudo de problemas relacionados ao assunto, incluindo a determinação da direção,
da estabilidade e da periodicidade da solução periódica que bifurca no valor crítico do
parâmetro de bifurcação.

Existe uma classe paralela de problemas de bifurcação, que são aqueles em presença de
simetria (ou equivariância). Em muitos sistemas físicos, simetrias aparecem de forma na-
tural e esta ocorrência nos fornece uma ferramenta útil na formulação e análise do modelo.
Neste contexto, podemos verificar a existência de fenômenos que não são esperados se as
simetrias não estão presentes, tais como bifurcações de alta codimensão, degenerescência,
estabilidade e periodicidade de soluções, entre outros. Desta forma, a teoria equivariante
tem sido desenvolvida como uma ferramenta para o estudo do comportamento qualita-
tivo de sistemas diferenciais e sua importância em teoria de bifurcação tem motivado o
desenvolvimento do assunto por diversos autores, como em [3, 9, 17, 29, 32, 36, 39].

Os resultados no presente trabalho estão relacionados ao estudo de bifurcação de Hopf
em presença de simetria. Mais precisamente, nós estudamos um sistema de equações
diferenciais ordinárias (EDOs)

du

dt
+ F (u, λ) = 0, (1)
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com u ∈ Rn, onde λ ∈ R é o parâmetro de bifurcação e F : Rn×R → Rn é uma aplicação
suave, com F (0, λ) ≡ 0. Assumimos que (dF )0,0 tem um par de autovalores puramente
imaginários e que F comuta com a ação de um grupo de Lie compacto Γ, ou seja,

F (γu, λ) = γF (u, λ), ∀ γ ∈ Γ, u ∈ Rn. (2)

Nosso objetivo é mostrar a existência de um ramo de soluções periódicas para (1), levando-
se em consideração as propriedades simétricas de F . A linguagem natural para descrever
tais propriedades é a de teoria de representação de grupos. O ponto principal é que o
conjunto Γ formado por todas as simetrias de F tem estrutura de grupo e as equações
diferenciais que regem o sistema permanecem inalteradas sob uma ação linear de Γ.

Um procedimento de fundamental importância em nosso trabalho é a redução de
Liapunov-Schmidt, que induz uma ação do grupo do círculo S1 em um espaço de dimensão
finita. Deste modo, a teoria de bifurcação de Hopf equivariante conduz também a questões
algébricas relativas ao grupo de Lie compacto Γ × S1. Importantes contribuições nesta
direção foram dadas em [5, 10, 11, 12, 16, 18, 19, 20, 22, 35, 37], entre muitos outros
trabalhos.

O presente texto está estruturado da seguinte forma: no Capítulo 1, apresentamos os
conceitos elementares para o desenvolvimento do nosso estudo, tais como o da ação de
um grupo de Lie Γ em um espaço vetorial, o da integral de Haar, que é uma forma de
integração invariante por elementos de Γ, e a teoria invariante de grupos. Introduzimos
também os conceitos de órbita e subgrupo de isotropia, que nos dão informações sobre as
particularidades de uma ação, além do conceito de subespaço de ponto fixo.

No Capítulo 2, introduzimos o conceito de bifurcação de Hopf e provamos o Teorema de
Hopf Padrão (Teorema 2.3.2), um resultado que garante, sob certas condições, a existência
de uma família de órbitas periódicas para o sistema (1) bifurcando do ponto de equilíbrio
(u, α) = (0, 0). Neste capítulo, não estamos supondo que F em (1) satisfaz (2), ou seja, F
não possui simetria. Nossa principal ferramenta aqui é a redução de Liapunov-Schmidt,
cujo método é apresentado no Apêndice A e que introduz no problema de bifurcação as
simetrias do grupo do círculo S1.

No Capítulo 3 são apresentados os principais resultados do nosso trabalho. Nosso
principal objetivo neste capítulo é provar o Teorema de Hopf Equivariante, que é uma
versão com simetria do Teorema de Hopf Padrão. Nós iniciamos com o Lema dos Ra-
mos Equivariantes (Teorema 3.1.3), um resultado relacionado a bifurcação de pontos de
equilíbrio com simetria que garante, sob certas condições, a existência de um ramo de
soluções de equilíbrio para um sistema de equações diferenciais equivariantes. Provamos
também um teorema de Hopf simples (Teorema 3.2.8), o qual identifica as soluções pe-
riódicas de (1) com apenas simetrias espaciais (elementos do grupo de simetrias Γ agindo
em Rn). As simetrias temporais são introduzidas no problema por meio de uma ação
de S1 no espaço C2π das funções contínuas 2π−periódicas. Assim, sob certas condições,
o Teorema de Hopf Equivariante (Teorema 3.4.1) garante a existência de um ramo de
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soluções periódicas para (1) com subgrupo de isotropia Σ ⊂ Γ × S1. Os elementos de Σ

são chamados de simetrias espaço-temporais. Uma das condições impostas pelo Teorema
de Hopf Equivariante é que Σ tenha subespaço de ponto fixo bidimensional. Finalizamos,
então, o capítulo estabelecendo duas formas de determinar a dimensão de um subsespaço
de ponto fixo de um subgrupo de Γ× S1.

No Capítulo 4, abordamos dois exemplos de problemas de bifurcação com simetria,
sendo um deles S3-equivariante e o outro O(2)-equivariante. Para cada exemplo, nós
encontramos as classes de conjugação dos subgrupos de isotropia, calculamos as dimensões
dos respectivos subespaços de ponto fixo e aplicamos o Teorema de Hopf Equivariante.



1
Preliminares

A noção de simetria (ou equivariância) de um sistema de equações diferenciais consiste
em uma transformação que preserva alguma estrutura particular. No retrato de fases do
sistema, tal transformação simétrica aplica trajetórias em outras trajetórias do mesmo
sistema. Na Figura 1.1(a) todas as rotações em torno da origem são simetrias e na Figura
1.1.(b) a reflexão com respeito ao eixo x é uma simetria. Neste trabalho, as transformações

x

y

(a)

x

y

(b)

Figura 1.1: Retratos de fase de dois fluxos de campos vetoriais planares com simetrias.

simétricas são aplicações lineares de Rn em Rn e a estrutura que se preserva é um problema
particular de bifurcação. O conjunto de todas tais transformações tem estrutura de grupo
e sua descrição formal se dá por meio da teoria de representação de grupos.

Neste Capítulo, apresentamos os conceitos básicos que envolvem a ocorrência de sime-
tria em sistemas dinâmicos. Para isso, introduzimos ferramentas importantes em teoria
de representação de grupos, teoria invariante polinomial e teoria equivariante. Assumimos
familiaridade com conceitos elementares de teoria de grupos.

1
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1.1 Teoria de grupos

Nesta seção, nós tratamos de três tópicos principais: definições básicas e exemplos; te-
oria de representação e a existência de uma integral invariante, que nos permite identificar
qualquer representação de um grupo de Lie compacto com um grupo de transformações
ortogonais.

1.1.1 Grupos de Lie

Considere o conjunto Mn(R) das matrizes de ordem n com entradas reais. Tendo
em vista que este conjunto pode ser identificado com Rn2 , existe nele uma estrutura
topológica bem estabelecida. Deste modo, torna-se possível a utilização dos conceitos de
subconjuntos abertos e fechados de Mn(R). Note que o subconjunto de Mn(R) composto
por todas as matrizes não singulares de ordem n, denotado por GL(n), possui estrutura
de grupo se considerarmos a operação de multiplicação de matrizes. Além disso, Mn(R)
contém GL(n) como um subconjunto aberto. Com efeito, GL(n) = det−1(R\ {0}), onde
det é a função contínua

det :Mn(R) → R (1.1)

A 7→ |A| ,

com |A| denotando o determinante da matriz A.

Para os nossos propósitos temos a seguinte definição:

Definição 1.1.1. Um grupo Γ é chamado de grupo de Lie se ele é um subgrupo fechado
de GL(n), ou seja, Γ é um subconjunto fechado de GL(n) com estrutura de grupo.

Frequentemente, vamos nos referir a um grupo de Lie pelo nome do grupo abstrato
associado a ele. Por exemplo, o grupo Z2 = {1,−1} é isomorfo como um grupo abstrato
ao subgrupo {In,−In} de GL(n), para qualquer n, onde In é a matriz identidade n× n.
Neste caso, nos referimos à Z2 como o grupo de Lie {In,−In}.

Apresentamos agora alguns exemplos de grupos de Lie que devemos usar no decorrer
do trabalho. Daqui em diante, In denota a matriz identidade de ordem n, At denota a
matriz transposta de A e det :Mn(R) → R é a função contínua definida em (1.1).

Exemplo 1.1.2. 1. O grupo n-dimensional ortogonal O(n) que consiste de todas
as matrizes A de ordem n satisfazendo

AAt = AtA = In,

juntamente com a operação de multiplicação de matrizes, é um grupo de Lie. De
fato,

detA detAt = det(AAt) = det In = 1.
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Logo, (detA)2 = 1, o que implica que detA = ±1. Assim, O(n) = det−1({−1, 1}).
Pela continuidade da função, O(n) é um subconjunto fechado de GL(n). Note
também que O(n) é um subgrupo de GL(n), pois In ∈ O(n) e se A, B ∈ O(n),
então AB ∈ O(n).

2. O grupo especial ortogonal SO(n) de todas as matrizes A ∈ O(n) tais que
detA = 1 é um grupo de Lie. De fato, como SO(n) = det−1({1}), temos que ele é
um subconjunto fechado de GL(n). Além disso, SO(n) é um subgrupo de GL(n).
Frequentemente, SO(n) é chamado de grupo de rotação n-dimensional. Em
particular, SO(2) consiste precisamente das rotações planares

Rθ =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
, (1.2)

onde θ ∈ [0, 2π). De fato, Rθ ∈ SO(2), para todo θ ∈ [0, 2π). Considere agora uma
matriz A ∈ SO(2) da forma

A =

[
a b

c d

]
,

onde a, b, c, d ∈ R. Como AAt = I2 e detA = 1, obtemos a2 + b2 = c2 + d2 = 1,

ac+ bd = 0 e ad− bc = 1. (1.3)

Como a2+ b2 = 1, existe ϕ ∈ [0, 2π) tal que a = cosϕ e b = sinϕ. De modo análogo,
existe φ ∈ [0, 2π) tal que c = sinφ e d = cosφ. Substituindo tais condições em
(1.3), segue que

sin(ϕ+ φ) = 0 e cos(ϕ+ φ) = 1.

Logo, ϕ+ φ = 0, o que implica que ϕ = −φ. Assim,

a = cosϕ = cos(−φ) = cosφ e b = sinϕ = sin(−φ) = − sin(φ).

Portanto,

A =

[
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

]
,

ou seja, existe φ ∈ [0, 2π) tal que A = Rφ. Então, todo elemento de SO(2) é uma
rotação planar. Pela relação estabelecida, podemos identificar SO(2) com o grupo
do círculo

S1 = {z ∈ C; |z| = 1},

uma vez que cada z ∈ S1 pode ser escrito como z = eiθ, com θ ∈ [0, 2π). A
identificação é dada por Rθ 7→ θ.
Da mesma forma, o grupo O(2) é gerado por SO(2) e pela reflexão

κ =

[
1 0

0 −1

]
. (1.4)
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De fato, seja A ∈ O(2) tal que A /∈ SO(2). Então detA = −1 e, de modo análogo
ao descrito para SO(2), é possível mostrar que A = Rϕκ ou A = κRϕ, para algum
ϕ ∈ [0, 2π) e para κ como em (1.4). Portanto, SO(2) e κ geram o grupo O(2).

3. Seja Zn o grupo cíclico de ordem n, com n ∈ N e n ≥ 2. Podemos identificar Zn com
o grupo de matrizes de ordem 2 gerado pela rotação R 2π

n
, como em (1.2). Assim,

Zn é um grupo de Lie.
4. O grupo diedral Dn de ordem 2n é gerado por Zn junto a um elemento de ordem

2 que não comuta com Zn. Assim, identificamos Dn com o grupo de matrizes de
ordem 2 gerado por R 2π

n
e pela reflexão κ definida em (1.4). Portanto, Dn é um

grupo de Lie. Geometricamente, Dn é o grupo de simetrias de um polígono regular
de n lados.

5. Todo grupo finito é isomorfo a um grupo de Lie.

Definição 1.1.3. Dizemos que um grupo de Lie é compacto se ele é compacto como um
subconjunto de Rn2.

Como um grupo de Lie é fechado em GL(n), ele é compacto se, e somente se, suas
entradas nas matrizes que o define são limitadas. Disto segue que O(n), SO(n) e todos os
grupos finitos são compactos, mas GL(n) não é. A compacidade é uma hipótese crucial
para grande parte da teoria que desenvolvemos aqui.

Em todo o texto, denotamos por 1Γ o elemento identidade do grupo Γ.

1.1.2 Representações e ações

Em nosso estudo, é essencial descrever a estrutura abstrata de um grupo de simetrias
e de sua ação no espaço das variáveis. Como já mencionamos na Introdução, isto é feito
por meio da teoria de representação de grupos, cujos conceitos básicos são apresentados
a seguir. A partir de agora, V denota um espaço vetorial real de dimensão finita n, com
n ≥ 1.

Definição 1.1.4. Seja Γ um grupo de Lie munido de uma operação ∗. Dizemos que Γ

age linearmente em V se existe uma aplicação contínua

φ : Γ× V → V

(γ, v) 7→ γ · v,
(1.5)

tal que

(a) Para cada γ ∈ Γ, a aplicação ργ : V → V definida por ργ(v) = γ · v é linear.
(b) Se γ1, γ2 ∈ Γ, então γ1 · (γ2 · v) = (γ1 ∗ γ2) · v.

A aplicação φ é chamada de ação de Γ em V . A aplicação ρ : Γ → GL(V ), γ 7→ ργ, é
chamada de representação de Γ em V , onde GL(V ) é o grupo dos operadores lineares
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invertíveis em V . Como para cada γ ∈ Γ, ργ : V → V é um operador linear, podemos
associar a ργ uma matriz [ργ] numa certa base de V . Neste caso, a ação de γ ∈ Γ em
v ∈ V pode ser vista como a multiplicação de [ργ] pelo vetor v, ou seja γ · v = [ργ] v. No
decorrer do texto, omitimos o ponto e escrevemos γv para γ ·v. Além disso, por um abuso
de notação, denotamos [ργ] simplesmente por ργ.

Os conceitos de ação e representação de um grupo em um espaço vetorial são essenci-
almente idênticos, divergindo apenas no ponto de vista. A ação φ nos mostra como um
elemento γ ∈ Γ transforma um dado elemento v ∈ V , enquanto que a representação ρ nos
informa como γ ∈ Γ transforma todo o espaço V . Além disso, ρ : Γ → GL(V ) define um
homomorfismo de grupos. De fato, para γ1, γ2 ∈ Γ quaisquer, temos ρ(γ1 ∗ γ2) = ργ1∗γ2 .
Ainda, para todo v ∈ V ,

ργ1∗γ2(v) = (γ1 ∗ γ2)v = γ1(γ2v) = γ1(ργ2(v)) = ργ1(ργ2(v)) = ργ1 ◦ ργ2(v).

Logo, ργ1∗γ2 = ργ1 ◦ ργ2 , ou seja, ρ(γ1 ∗ γ2) = ρ(γ1) ◦ ρ(γ2) como queríamos.

Finalmente, notamos que uma ação de Γ em V pode ser definida especificando (1.5)
apenas nos geradores de Γ, uma vez que o item (b) da Definição 1.1.4 é satisfeita.

Vejamos alguns exemplos de ações:

Exemplo 1.1.5. 1. Como todo grupo de Lie Γ é um grupo de matrizes em GL(n),
para algum n ∈ N, ele tem uma ação natural em V ∼= Rn dada pela multiplicação
de matrizes por um vetor: (M, v) 7→Mv, para todo M ∈ Γ, v ∈ V .

2. Todo grupo Γ tem uma ação trivial em V ∼= Rn definida por γv = v, para todo
v ∈ Rn, γ ∈ Γ.

3. Seja S3 o grupo de permutações do conjunto X = {1, 2, 3}, ou seja,

S3 = {σ : X → X;σ é uma bijeção} .

Note que S3 é um grupo de Lie (pois é finito) que age em C3 da seguinte forma:

σ(z1, z2, z3) = (zσ−1(1), zσ−1(2), zσ−1(3)), (1.6)

para todo σ ∈ S3, (z1, z2, z3) ∈ C3.
4. Para cada inteiro k, o grupo do círculo S1 tem uma ação em V ∼= C dada por

θz = eikθz, (1.7)

para todo θ ∈ S1 e z ∈ C. De fato:

• Para cada θ ∈ S1 , ρθ : C → C é definida por ρθ(z) = eikθz, para todo z ∈ C.
Logo, dados z1, z2 ∈ C e λ ∈ R, temos

ρθ(z1 + λz2) = eikθ(z1 + λz2) = eikθz1 + λeikθz2 = ρθ(z1) + λρθ(z2),

ou seja, ρθ é linear, para todo θ ∈ S1.



1.1 Teoria de grupos 6

• Dados θ1, θ2 ∈ S1, temos

θ1(θ2z) = θ1(e
ikθ2z) = eikθ1eikθ2z = eik(θ1+θ2)z = (θ1 + θ2)z,

para todo z ∈ C.

Note que, se k = 0, temos a ação trivial definida no item anterior. Além disso, se
k = 1, esta ação nos fornece uma representação ρ de S1 em R2 para a qual

ρθ =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
,

com θ ∈ [0, 2π). De fato, dado z ∈ C ∼= R2, escrevemos z = x + iy, com x, y ∈ R.
Então

ρθ(z) = eiθ(x+ iy) = (cos θ + i sin θ)(x+ iy)

= (x cos θ − y sin θ) + i(x sin θ + y cos θ)

∼=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
x

y

]
.

5. Como SO(2) ∼= S1, cada ação de S1 em C definida em (1.7) pode ser vista como
uma ação de SO(2) em C dada por

Rθz = eikθz, ∀ Rθ ∈ SO(2), z ∈ C. (1.8)

Cada ação em (1.8) se estende para uma ação de O(2) em C considerando também
κz = z, onde κ é a reflexão dada em (1.4). A figura abaixo representa geometri-
camente o caso em que k = 1. A ação de Rθ em B ∈ C, para θ = 60◦, resulta no

(z)

(z)

Figura 1.2: Representação geométrica da ação de O(2) em C.

ponto D ∈ C. A ação de κ em D ∈ C nos fornece o ponto E ∈ C.
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Aqui estamos definindo uma ação de O(2) em C por meio dos geradores de O(2).
Então, resta-nos mostrar que κ define uma ação. Para isto, consideramos ρκ : C → C
como ρκ(z) = z. Assim, dados z1, z2 ∈ C e λ ∈ R, temos

ρκ(z1 + λz2) = z1 + λz2 = z̄1 + λz̄2 = ρκ(z1) + λρκ(z2),

o que implica que ρκ é linear. Além disso,

κ(κz) = κz̄ = z = κ2z.

Agora, para todo θ ∈ SO(2) e z ∈ C, temos

θ(κz) = θz̄ = eikθz̄ = (θκ)z e κ(θz) = κ(eikθz) = eikθz = e−ikθz̄ = (κθ)z,

uma vez que ρθρκ = ρθκ e ρκρθ = ρκθ, respectivamente.
6. O grupo diedral Dn define uma ação em C dada por

R 2π
n
z = ei

2π
n z e κz = z̄, ∀ z ∈ C, (1.9)

com κ definida em (1.4).

Muitas vezes, é possível descrever de modos distintos uma “mesma” ação de um grupo.
Mais precisamente, duas ações podem ser isomorfas no seguinte sentido:

Definição 1.1.6. Sejam V e W espaços vetoriais reais n-dimensionais e seja Γ um grupo
de Lie compacto agindo linearmente em V e W , com representações ρ e η, respectiva-
mente. Dizemos que as ações de Γ em V e em W são isomorfas, ou que V e W são
Γ-isomorfos, se existe um isomorfismo A : V → W tal que

A(ργ(v)) = ηγ(A(v)), ∀ v ∈ V, γ ∈ Γ.

Neste caso, dizemos que as representações ρ e η são Γ-equivalentes e chamamos A de
Γ-isomorfismo entre V e W .

Como um exemplo, considere as ações de S1 em C dadas em (1.7) para k e −k. Vamos
mostrar que tais ações são isomorfas. De fato, considere as representações correspondentes
ρ e η tais que

ρθ(z) = eikθz e ηθ(z) = e−ikθz,

respectivamente. Defina A : C → C por A(z) = z. Então, para todo θ ∈ S1,

A(ρθ(z)) = A(eikθz) = eikθz = e−ikθz̄ = e−ikθ(A(z)) = ηθ(A(z)),

como desejado.
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1.1.3 Integral invariante

Nesta subseção, mostramos que todo grupo de Lie compacto Γ ⊂ GL(n) pode ser
identificado com um subgrupo fechado do grupo ortogonal O(n). Tal identificação é feita
na Proposição 1.1.8 usando a integral de Haar, uma forma de integração que é invariante
sob translação por elementos de Γ. A prova da existência e unicidade desta integral é um
resultado sofisticado que pode ser encontrado em [26]. Iniciamos com a seguinte definição
abstrata:

Definição 1.1.7. Sejam Γ um grupo de Lie e f : Γ → R uma função contínua. A
operação ∫

γ∈Γ
f(γ) ou

∫
Γ

fdγ

é uma integral de Haar sobre Γ se ela satisfaz as três seguintes condições:

1. Linearidade:
∫
Γ
(λf + µg)dγ = λ

∫
Γ
fdγ + µ

∫
Γ
gdγ, onde f, g : Γ → R são funções

contínuas e λ, µ ∈ R.
2. Positividade: Se f(γ) ≥ 0 para qualquer γ ∈ Γ, então

∫
Γ
fdγ ≥ 0.

3. Invariância por translação:
∫
γ∈Γ f(δγ) =

∫
γ∈Γ f(γ) , para qualquer δ ∈ Γ fixado.

Se Γ é compacto, então
∫
γ∈Γ 1 é finita. Em nosso trabalho, assumimos que

∫
γ∈Γ 1 = 1,

ou seja, assumimos que a integral de Haar é normalizada. Para grupos compactos, a
integral de Haar também é invariante sob translações à direita, ou seja∫

γ∈Γ
f(γδ) =

∫
γ∈Γ

f(γ), ∀ δ ∈ Γ fixado.

O seguinte resultado mostra como a existência da integral de Haar conduz a uma ação
de Γ por transformações ortogonais.

Proposição 1.1.8. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e seja ργ a matriz
associada a γ ∈ Γ pela representação correspondente ρ. Então existe um produto interno
em V tal que, para todo γ ∈ Γ, ργ é ortogonal.

Demonstração: A ideia da demonstração é usar a integral de Haar para construir
um produto interno ⟨ , ⟩Γ Γ-invariante sobre V , ou seja, um produto interno que satisfaça

⟨ρδ(v), ρδ(w)⟩Γ = ⟨v, w⟩Γ ,

para todo δ ∈ Γ. A igualdade acima implica que, para todo γ ∈ Γ, ργ ∈ O(n). De fato,
sendo V um espaço vetorial real de dimensão finita, segue que

⟨v, w⟩Γ = ⟨ργ(v), ργ(w)⟩Γ =
⟨
v, ρ∗γ(ργ(w))

⟩
Γ
=
⟨
v, ρtγργ(w)

⟩
Γ
,

para quaisquer v, w ∈ V e λ ∈ R, onde ρ∗γ denota a matriz adjunta de ργ. Logo ρtγργ = In
para todo γ ∈ Γ, ou seja, a matriz ργ é ortogonal.
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Considere então ⟨ , ⟩ um produto interno qualquer sobre V e defina

⟨v, w⟩Γ =

∫
Γ

⟨ργ(v), ργ(w)⟩,

para v, w ∈ V . Pela linearidade e positividade da integral de Haar e pelo fato de ⟨ , ⟩ ser
um produto interno sobre V , segue que ⟨ , ⟩Γ também é um produto interno sobre V .

Ademais, como ρ é um homomorfismo de grupos e a integral de Haar é invariante sob
translações à direita, para v, w ∈ V e δ ∈ Γ fixado, temos

⟨ρδ(v), ρδ(w)⟩Γ =

∫
Γ

⟨ργ(ρδ(v)), ργ(ρδ(w))⟩ =
∫
Γ

⟨ργδ(v), ργδ(w)⟩

=

∫
Γ

⟨ργ(v), ργ(w)⟩ = ⟨v, w⟩Γ ,

o que prova a Γ-invariância do produto interno ⟨ , ⟩Γ. �

Exemplo 1.1.9. Seja Γ um grupo de Lie finito de ordem |Γ|. Então a integral de Haar
normalizada em Γ é dada por ∫

Γ

f ≡ 1

|Γ|
∑
γ∈Γ

f(γ). (1.10)

Também podemos definir a integral de Haar para aplicações a valores vetoriais, inte-
grando separadamente cada componente. A definição abstrata que demos aqui é suficiente
para nossos propósitos. Uma definição mais geral demanda um maior conhecimento sobre
a medida de Haar. Para maiores detalhes, veja [7] ou [34].

O seguinte resultado envolvendo integração de Haar é explorado no Capítulo 3.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Fubini). Sejam Γ um grupo de Lie compacto, Σ ⊂ Γ um
subgrupo fechado e f : Γ → R uma função contínua. Então∫

Γ

fdγ =

∫
Γ/Σ

(∫
Σ

fdσ

)
d(γΣ),

onde
∫
Γ/Σ

denota a integral de Haar normalizada invariante à esquerda sobre Γ/Σ.

Demonstração: Veja Bröcker e Dieck [7, I, Proposition 5.16]. �

1.2 Irredutibilidade

O estudo de uma representação de um grupo de Lie compacto pode ser feito por meio
de sua decomposição em uma soma direta de representações mais simples, chamadas
irredutíveis. Nesta seção, descrevemos as propriedades básicas desta decomposição e
mostramos que ela sempre existe (Teorema 1.2.6). Em geral, tal decomposição não é
única, mas existem condições que garantem sua unicidade.
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Definição 1.2.1. Seja Γ um grupo de Lie agindo linearmente em V . Um subespaço
W ⊂ V é chamado Γ-invariante se γw ∈ W , para todo γ ∈ Γ e w ∈ W . Uma
representação ou ação de Γ em V é irredutível se os únicos subespaços Γ-invariantes de
V são {0} e V . Um subespaço W ⊂ V é dito Γ-irredutível, ou simplesmente irredutível,
se W é Γ-invariante e a ação de Γ em W é irredutível.

Por exemplo, a ação de S1 em C ∼= R2 definida por (1.7) é irredutível quando k ̸= 0.
De fato, geometricamente, os únicos subespaços de R2 que são invariantes por rotação são
os triviais.

Uma das características fundamentais da ação de um grupo de Lie compacto é que
subespaços invariantes sempre têm complementos invariantes. Mais precisamente, temos:

Proposição 1.2.2. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V . Seja W ⊂ V um
subespaço Γ-invariante. Então existe um subespaço complementar Γ-invariante Z ⊂ V

tal que V = W ⊕ Z.

Demonstração: Pela Proposição 1.1.8, existe um produto interno Γ-invariante ⟨ , ⟩Γ
em V . Tome Z =W⊥, onde

W⊥ = {v ∈ V ; ⟨w, v⟩Γ = 0,∀w ∈ W}.

A Γ-invariância do produto interno ⟨ , ⟩Γ implica que W⊥ é um complemento Γ-invariante
de W . De fato, sejam w ∈ W e ρ a representação correspondente à ação de Γ em V .
Como W é Γ-invariante, ργ−1(w) ∈ W , para cada γ ∈ Γ. Logo, existe w1 ∈ W tal que
ργ−1(w) = w1, ou seja, w = ργ(w1). Seja agora v ∈ W⊥. Então,

⟨w, ργ(v)⟩Γ = ⟨ργ(w1), ργ(v)⟩Γ = ⟨w1, v⟩Γ = 0,

onde a segunda igualdade é consequência da Γ-invariância do produto interno. Portanto,
γv = ργ(v) ∈ W⊥, para todo γ ∈ Γ, conforme o desejado. �

Segue diretamente da proposição anterior que toda representação de um grupo de Lie
Γ compacto pode ser escrita como uma soma direta de subespaços Γ-irredutíveis, como
mostramos a seguir.

Corolário 1.2.3 (Teorema da redutibilidade completa). Seja Γ um grupo de Lie compacto
agindo em V . Então existem subespaços Γ-irredutíveis V1, V2, . . . , Vs tais que

V = V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vs.

Demonstração: Podemos assumir V não nulo. Se V é Γ-irredutível, V1 = V e o
resultado está provado. Se não, existe um subespaço V1 ⊂ V não nulo e Γ-irredutível.
Tomamos V1 como o subespaço Γ-invariante de V de menor dimensão. Pela Proposição
1.2.2, existe um complemento Γ-invariante Z para V1 em V . Se Z é Γ-irredutível, temos
V2 = Z e a prova está concluída. Se não, repetimos o processo em Z, escolhendo um
subespaço Γ-invariante não nulo V2 ⊂ Z. Como V tem dimensão finita, este processo
termina produzindo a decomposição desejada. �
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Exemplo 1.2.4. 1. Defina uma ação de O(2) em R3 da seguinte forma: as rotações
Rθ ∈ SO(2) agem rotacionando o plano xy por um ângulo 2θ e mantendo o eixo z
fixo, ou seja,

Rθ(x, y, z) = (x cos 2θ − y sin 2θ, x sin 2θ + y cos 2θ, z).

Seja a reflexão κ ∈ O(2) agindo por κ(x, y, z) = (x,−y,−z). Observe que

V1 = R2 × {0} = {(x, y, 0);x, y ∈ R} e V2 = {(0, 0)} × R = {(0, 0, z); z ∈ R}

são subespaços O(2)-irredutíveis de R3. De fato, se (x, y, 0) ∈ V1, então

Rθ(x, y, 0) = (x cos 2θ − y sin 2θ, x sin 2θ + y cos 2θ, 0) ∈ V1,

para todo Rθ ∈ SO(2) e κ(x, y, 0) = (x,−y, 0) ∈ V1.
De modo análogo, se (0, 0, z) ∈ V2, então Rθ(0, 0, z) = (0, 0, z) ∈ V2, para todo
Rθ ∈ SO(2) e κ(0, 0, z) = (0, 0,−z) ∈ V2.
Portanto, V1 e V2 são subespaços O(2)-invariantes de R3. Além disso, os únicos
subespaços O(2)-invariantes de V1 são {0} e V1; e de V2 são {0} e V2. Logo, O(2)

age irredutivelmente em cada um deles. Como R3 = V1⊕V2, decompomos R3 como
no Corolário 1.2.3.

Em geral, a decomposição de V como uma soma direta de subespaços Γ-irredutíveis
não é única. É possível entender a origem desta não unicidade e encontrar condições nas
quais tal decomposição é única. O seguinte exemplo ilustra esta questão.

Exemplo 1.2.5. Seja V =M2(R) e considere SO(2) agindo em V pela multiplicação de
matrizes à esquerda, ou seja, (Rθ, A) 7→ RθA, para todo Rθ ∈ SO(2), A ∈ V .

Observe que V = V1 ⊕ V2, onde

V1 =

[
a 0

b 0

]
e V2 =

[
0 c

0 d

]

são SO(2)-irredutíveis. De fato, dados Rθ ∈ SO(2), A ∈ V1 e B ∈ V2, temos

RθA =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
a 0

b 0

]
=

[
a cos θ − b sin θ 0

a sin θ + b cos θ 0

]
∈ V1

e

RθB =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
0 c

0 d

]
=

[
0 c cos θ − d sin θ

0 c sin θ + d cos θ

]
∈ V2.

Assim, V1 ,V2 ⊂ V são SO(2)-invariantes. Agora note que os únicos subespaços de V1 são
os triviais e os subespaços com a forma

V3 =

{[
0 0

a 0

]
; a ∈ R

}
e Vλ =

{[
b 0

λb 0

]
; b ∈ R

}
,
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para λ ∈ R fixado. Dados θ ∈ SO(2) e A ∈ V3 não nula, segue que

RθA =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
0 0

a 0

]
=

[
−a sin θ 0

a cos θ 0

]
,

donde θA ∈ V3 se, e somente se, a sin θ = 0. Como a ̸= 0, isto ocorre somente se θ ∈ {0, π}.
Logo, RθA /∈ V3 para θ ̸= 0 e θ ̸= π.

Para B ∈ Vλ não nula, temos

RθB =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
b 0

λb 0

]
=

[
b cos θ − λb sin θ 0

b sin θ + λb cos θ 0

]
,

donde RθB ∈ Vλ se, e somente se, (−λ2 − 1)b = 0, o que é impossível pois λ ∈ R e b ̸= 0.
Logo θB /∈ Vλ.

Portanto, V1 é SO(2)-irredutível. De forma análoga, podemos provar que V2 é SO(2)-
irredutível. Considere agora o subespaço SO(2)-irredutível de V dado por

V ′
2 =

{[
8c c

8d d

]
; c, d ∈ R

}
.

Temos também que V = V1 ⊕ V ′
2 , ou seja, V1 ⊕ V2 = V = V1 ⊕ V ′

2 , onde V1, V2 e V ′
2 são

SO(2)-irredutíveis. Note ainda que V2 e V ′
2 são SO(2)-isomorfos. Para ver isto, tome o

SO(2)-isomorfismo T : V2 → V ′
2 definido por

T

([
0 x

0 y

])
=

[
8x x

8y y

]
,

para o qual T (RθA) = RθT (A), para todo θ ∈ SO(2), A ∈ V2.

O exemplo anterior nos mostra que a razão para a não unicidade na decomposição de
V como no Corolário 1.2.3 é a possibilidade de decompor V de modos distintos com subes-
paços Γ-isomorfos. Afirmamos isto, mais precisamente, no Corolário 1.2.8. O resultado
principal desta seção é o seguinte:

Teorema 1.2.6. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V .

(a) Existe um número finito (a menos de Γ-isomorfismos) de subespaços Γ-irredutíveis
distintos de V . Chame-os de U1, U2, . . . , Ut.

(b) Defina Wk como a soma de todos os subespaços Γ-irredutíveis de V que são Γ-
isomorfos à Uk. Então

V =W1 ⊕W2 ⊕ . . .⊕Wt. (1.11)

Observação 1.2.7. Os subespaços Wk são chamados de componentes isotípicas de V
do tipo Uk, para a ação de Γ. O nome reflete o fato de que todo subespaço irredutível de
Wk tem o mesmo tipo de isomorfismo. Por construção, a decomposição (1.11) é única.
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Antes de provar o Teorema 1.2.6 vamos mostrar como a não unicidade na escolha dos
subespaços invariantes na Proposição 1.2.2 está diretamente relacionada à repetição das
representações irredutíveis entre os Vj’s do Corolário 1.2.3.

Corolário 1.2.8. Nas condições do teorema anterior, temos:

(a) Se W ⊂ V é Γ-irredutível, então W ⊂ Wk para um único k tal que W é Γ-isomorfo
a Uk.

(b) Seja V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vs a decomposição de V em uma soma direta de subespa-
ços Γ-irredutíveis. Se as representações de Γ nos Vj’s são todas distintas (não Γ-
equivalentes), então os únicos subespaços Γ-irredutíveis não nulos de V são V1, . . . , Vs.

Demonstração: O item (a) segue diretamente do Teorema 1.2.6. Como W é Γ-
irredutível, W é Γ-isomorfo a um único Uk. Então, por definição, W ⊂ Wk. Para a
prova do item (b), considere as componentes isotípicas Wk de V . Cada Vj é isomorfo à
algum Uk, de modo que Vj ⊂ Wk, para algum k. Como os Vj’s são todos distintos (não
Γ-isomorfos), segue que os Wk são justamente os Vj, que podem estar escritos em uma
ordem diferente. Se W ̸= {0} é um subespaço Γ-irredutível de V , então, pelo item (a),
W ⊂ Wk para algum k. Mas Wk = Vj para um j conveniente e a irredutibilidade de Vj
implica que W = Vj, para algum j. �

A prova do Teorema 1.2.6 depende dos dois seguintes lemas:

Lema 1.2.9. Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em W e U um subespaço Γ-
irredutível de W fixado. Suponha que W =

∑
α Uα, onde cada Uα é um subespaço Γ-

invariante que é Γ-isomorfo a U . Então todo subespaço Γ-irredutível de W é Γ-isomorfo
a U .

Demonstração: O lema está enunciado de uma forma que permite que o índice
α seja escolhido em um conjunto infinito. No entanto, nós começamos a demonstração
mostrando que

W = Uα1 ⊕ . . .⊕ Uαt (1.12)

é uma soma direta de um subconjunto finito dos Uα’s. A prova é feita por indução.
Suponhamos que temos encontrado um subespaço

W ′ = Uα1 ⊕ . . .⊕ Uαt−1 ⊂ W .

Se W ′ = W , o resultado está provado. Se não, algum Uαt não está contido em W ′. Então
Uαt ∩W ′ = {0}, uma vez que Uαt é Γ-irredutível e Uαt ∩W ′ ⊂ Uαt . Portanto, a soma
W ′ + Uαt é direta e temos o subespaço W ′′ = W ′ ⊕ Uαt = Uα1 ⊕ . . .⊕ Uαt . Se W ′′ = W ,
provamos o desejado. Se não, repetimos o processo e como a dimensão de W é finita,
(1.12) deve valer para algum t.
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Consideramos então X um subespaço Γ-irredutível não nulo de W . Se X = Uαi
, para

algum i ∈ {1, . . . , t}, então X é isomorfo a U . Caso contrário, temos que

X ̸⊂ Uα1 ⊕ . . .⊕ Uαj−1
e X ⊂ Uα1 ⊕ . . .⊕ Uαj

, (1.13)

para um único j ∈ {1, . . . , t}. De fato, X é irredutível e X ̸⊂ Uα1 . Se X ⊂ Uα1 ⊕ Uα2 ,
a condição (1.13) está provada. Se não, vamos verificar se X ⊂ Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ Uα3 . Se for
válido, a prova está terminada. Caso contrário, repetimos o processo. Por (1.12), temos
que este processo tem fim e obtemos (1.13). Pela irredutibilidade de X e por (1.13), segue
que

X ∩ (Uα1 ⊕ . . .⊕ Uαj−1
) = {0}. (1.14)

Seja Π : Uα1 ⊕ . . . ⊕ Uαj
→ Uαj

a projeção definida por (uα1 , . . . , uαj
) 7→ uαj

. Então
(1.14) implica que ΠX : X → Π(X) é um Γ-isomorfismo. Assim, Π(X) ⊂ Uαj

é um
subespaço Γ-invariante e por (1.13), Π(X) é não nulo. Pela irredutibilidade de Uαj

, temos
Π(X) = Uαj

. Concluímos que X é Γ-isomorfo a Uαj
e, assim, Γ-isomorfo a U . �

Lema 1.2.10. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V . Sejam X e Y subespaços
Γ-invariantes de V tais que nenhum par de subespaços Γ-irredutíveis W ⊂ X e Z ⊂ Y

são Γ-isomorfos. Então:

(a) X ∩ Y = {0};
(b) Se W ⊂ X ⊕ Y é Γ-irredutível, então W ⊂ X ou W ⊂ Y .

Demonstração: Como X ∩ Y é Γ-invariante, qualquer subespaço Γ-irredutível de
X ∩Y estaria contido nos subespaços X e Y . Assim, pela hipótese, temos que X ∩Y não
possui subespaços Γ-irredutíveis não nulos. Pelo Corolário 1.2.3, isso só é possível quando
X ∩ Y = {0}, provando o item (a).

Seja W ⊂ X ⊕ Y um subespaço Γ-irredutível. Como W ∩X e W ∩ Y são subespaços
Γ-invariantes de W , W ∩ X = {0} ou W ⊂ X e W ∩ Y = {0} ou W ⊂ Y . Suponha
que W * X e W * Y , ou seja, W ∩ X = {0} = W ∩ Y . De modo análogo ao que
fizemos na demonstração do Lema 1.2.9, consideramos as projeções ΠX : X ⊕ Y → X

e ΠY : X ⊕ Y → Y para obter que W é Γ-isomorfo a ΠX(W ) e a ΠY (W ). De fato,
como W ∩ X = {0} = W ∩ Y , as restrições ΠX |W e ΠY |W são Γ-isomorfismos. Assim,
ΠX(W ) ⊂ X e ΠY (W ) ⊂ Y são subespaços Γ-irredutíveis Γ-isomorfos, o que contradiz a
hipótese do lema. Portanto, W ⊂ X ou W ⊂ Y , o que prova o item (b). �

Estamos prontos agora para demonstrar o Teorema 1.2.6.

Demonstração do Teorema 1.2.6: Se V é Γ-irredutível, o teorema está provado.
Suponha então que V não é Γ-irredutível e tome um subespaço Γ-irredutível U1 ⊂ V ,
cuja existência é garantida pelo Corolário 1.2.3. Seja W ′

1 a soma de todos os subespaços
Γ-invariantes de V que são Γ-isomorfos a U1. Se W ′

1 = V , provamos o resultado. Se
W ′

1 ̸= V , tomamos um complemento Γ-invariante Z1 para W ′
1 e escrevemos V = W ′

1⊕Z1.
Repetimos o processo em Z1, ou seja, consideramos U2 ⊂ Z1 um subespaço Γ-irredutível e
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tomamos W ′
2 como a soma de todos os subespaços Γ-invariantes de Z1 que são Γ-isomorfos

a U2. Se W ′
2 = Z1, temos V = W ′

1 ⊕W ′
2. Caso contrário, tomamos um complemento Γ-

invariante Z2 de W ′
2, para obter Z1 = W ′

2⊕Z2. Repetimos agora o processo em Z2. Como
a dimensão de V é finita, este processo tem fim com

V =W ′
1 ⊕ . . .⊕W ′

s, (1.15)

para um determinado s, onde cada W ′
k é a soma dos subespaços Γ-irredutíveis de V que

são Γ-isomorfos a Uk ⊂ V . Por construção, se i ̸= j, então Ui não é Γ-isomorfo à Uj.
Ainda não sabemos se W ′

k é a soma Wk de todos os subespaços Γ-invariantes de V que
são Γ-isomorfos à Uk, porque definimos W ′

k em Zk−1 (para k ∈ {2, . . . , s}), não em V .
Para mostrar que, de fato, W ′

k = Wk, vamos primeiramente mostrar que todo subespaço
Γ-irredutível U ⊂ V é Γ-isomorfo a Uj, para algum j ∈ {1, 2, . . . , k}. Com efeito, se
U ⊂ V é Γ-irredutível, pelo item (b) do Lema 1.2.10, segue que

U ⊂ W ′
k, (1.16)

para algum k. Pelo Lema 1.2.9, U é Γ-isomorfo a Uk, ou seja, o item (a) do Teorema 1.2.6

está provado. Também de (1.16) segue que W ′
k = Wk. Assim, (1.15) implica em (1.11),

provando o item (b) do Teorema. �

Em nosso estudo, vamos precisar entender a estrutura de aplicações lineares que co-
mutam com a ação de um grupo de Lie compacto. Esta discussão tem importantes
implicações no estudo de problemas de bifurcação com simetria porque, neste caso, a
linearização do problema também deve comutar com o grupo de simetrias. Nós discuti-
mos este assunto daqui até o fim desta seção, destacando dois pontos: a irredutibilidade
absoluta e o Teorema 1.2.17, cujo resultado garante que as componentes isotípicas são
invariantes por qualquer aplicação linear que comuta com a ação de um grupo.

Definição 1.2.11. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo linearmente em V . Uma
aplicação g : V → V comuta com a ação de Γ ou é Γ-equivariante se

g(γv) = γg(v),

para todo v ∈ V e γ ∈ Γ. Neste caso, γ ∈ Γ é uma simetria de g e Γ é o grupo de
simetrias.

Exemplo 1.2.12. 1. Considere a ação de Z2 = {±1} em R como (−1, x) 7→ −x.
Defina g : R → R por g(x) = sin(x). Desta forma, temos que g é Z2-equivariante,
pois g(−x) = −g(x), para todo x ∈ R. Na Figura 1.3 esboçamos o gráfico de g, no
qual observamos que −1 (equivalente à rotação de ângulo π) é uma simetria de g.

2. Considere a ação de SO(2) em R2 definida pela multiplicação de matrizes

Rθ(x, y) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
x

y

]
. (1.17)
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Figura 1.3: Gráfico da função g : R → R.

Afirmamos que todas as aplicações lineares que comutam com esta ação têm a forma
matricial [

a −b
b a

]
, (1.18)

com a, b ∈ R. A prova desta afirmação é um cálculo simples. De fato, suponha que

Rθ

[
a b

c d

]
=

[
a b

c d

]
Rθ, (1.19)

para todo Rθ ∈ SO(2), com a, b, c, d ∈ R. De (1.19), obtemos −c sin θ = b sin θ

e d sin θ = a sin θ, para todo θ ∈ [0, 2π). Segue então que b = −c e a = d. Assim,
toda aplicação linear SO(2)-equivariante tem a forma matricial (1.18).

3. Considere a ação padrão de O(2) em R2 definida por (1.17) e por κ(x, y) = (x,−y),
onde κ é a reflexão definida em (1.4). Afirmamos que as únicas aplicações lineares
que comutam com esta ação de O(2) são da forma aI, com a ∈ R, onde I : R2 → R2 é
o operador identidade. De fato, os múltiplos escalares da identidade comutam com
qualquer representação de grupo pois eles comutam com qualquer matriz. Para
provar a afirmação, considere M uma matriz que comuta com O(2). Como M

comuta com SO(2), ela deve ter a forma (1.18). Agora, M também comuta com κ,
ou seja, [

a −b
b a

][
1 0

0 −1

]
=

[
1 0

0 −1

][
a −b
b a

]
,

implicando que b = 0. Portanto M = aI2 para algum a ∈ R, como desejado.

Definição 1.2.13. Uma representação de um grupo Γ em V é absolutamente irredu-
tível se os únicos operadores lineares Γ-equivariantes em V são os múltiplos escalares do
operador identidade. Um subespaço W ⊂ V é dito absolutamente Γ-irredutível se W
é Γ-invariante e a representação de Γ em W é absolutamente irredutível.

Exemplo 1.2.14. 1. A representação de SO(2) em R2 dada no Exemplo 1.2.12 não
é absolutamente irredutível, enquanto que a representação de O(2) em R2 dada no
mesmo exemplo é absolutamente irredutível.
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2. Seja
R3

0 = {(x1, x2, x3) ∈ R3;x1 + x2 + x3 = 0} ⊂ C3. (1.20)

Considere a ação de S3 em C3 dada por (1.6). O espaço vetorial R3
0 é S3-invariante,

pois dados σ ∈ S3 e (x1, x2, x3) ∈ R3
0 temos

σ(x1, x2, x3) = (xσ−1(1), xσ−1(2), xσ−1(3)) ∈ R3,

com xσ−1(1) + xσ−1(2) + xσ−1(3) = 0.

Claramente, temos que R3
0
∼= R2 via o isomorfismo (x, y) 7→ (x, y,−x − y). Seja

g : R3
0 → R3

0 um operador linear S3-equivariante com representação matricial

A =

[
a b

c d

]
,

onde a, b, c, d ∈ R. Considerando o isomorfismo entre R3
0 e R2, temos que o conjunto

A =

{
I2, B1 =

[
0 1

1 0

]
, B2 =

[
−1 0

−1 1

]
, B3 =

[
1 −1

−1 0

]
,

B4 =

[
−1 1

−1 0

]
, B5 =

[
0 −1

1 −1

]}

é formado pelas representações de S3 em R3
0. Se g é S3-equivariante, devemos ter

ABi = BiA, para todo i ∈ {1, 2, . . . , 5}. Calculando AB1 = B1A, concluímos que
a = d e b = c. Por ABi = BiA, para todo 2 ≤ i ≤ 5, obtemos que b = 0. Assim,
A = aI2, para a ∈ R. Portanto, g é um múltiplo escalar do operador identidade, o
que implica que R3

0 é absolutamente S3-irredutível.

Para justificar a terminologia, provamos o seguinte lema:

Lema 1.2.15. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V . Se a ação de Γ é absolu-
tamente irredutível, então ela é irredutível.

Demonstração: Suponha que a ação de Γ em V não é irredutível. Logo, existe um
subespaço próprio Γ-invariante W ⊂ V , com W ̸= {0}. Pela Proposição 1.2.2, W possui
um complemento W⊥ Γ-invariante. Defina Π : W ⊕W⊥ → V como a projeção sobre W
com kerΠ = W⊥. Então, Π(w + w′) = w, para todo w ∈ W , w′ ∈ W⊥.

Afirmamos que Π comuta com a ação de Γ em V. De fato, dados γ ∈ Γ e v = w+w′ ∈ V ,
temos

Π(γv) = Π(γ(w + w′)) = Π(γw + γw′) = γw = γΠ(w + w′) = γΠ(v),

a segunda igualdade seguindo da linearidade da ação de Γ em V . Logo, Π comuta com a
ação de Γ em V . Como claramente Π não é um múltiplo escalar do operador identidade,
a representação de Γ em V não é absolutamente irredutível, o que contraria a hipótese do
lema. Logo, a ação de Γ em V é irredutível. �
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Lema 1.2.16. Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e A : V → V um
operador linear Γ-equivariante. Seja W ⊂ V um subespaço Γ-irredutível. Então A(W )

é Γ-invariante e, ou A(W ) = {0} ou as representações de Γ em W e A(W ) são Γ-
equivalentes.

Demonstração: Vamos, inicialmente, mostrar a Γ-invariância de A(W ). Dado z ∈
A(W ), existe w ∈ W tal que A(w) = z. Como A é Γ-equivariante,

γz = γA(w) = A(γw),

para todo γ ∈ Γ. Como γw ∈ W , segue que γz ∈ A(W ), para todo γ ∈ Γ. Portanto,
A(W ) é Γ-invariante.

Temos também que kerA é Γ-invariante. Com efeito, dados a ∈ kerA e γ ∈ Γ, temos
A(γa) = γA(a) = γ0 = 0. Logo, γa ∈ kerA, para todo a ∈ kerA, γ ∈ Γ.

Como kerA e W são Γ-invariantes, kerA ∩ W é um subespaço Γ-invariante de W .
Como W é Γ-irredutível, kerA ∩ W = {0} ou kerA ∩ W = W . Neste último caso,
W ⊂ kerA, ou seja, A(W ) = {0}. Agora, se kerA ∩W = {0}, então A|W é injetora e,
portanto, é um isomorfismo linear sobre a sua imagem. Como A é Γ-equivariante, segue
que A(W ) é Γ-isomorfo a W , como desejado. �

O Lema 1.2.16 implica no seguinte resultado, que permite o estudo dos operadores
lineares Γ-equivariantes na forma diagonal em blocos.

Teorema 1.2.17. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V . Decomponha V em
componentes isotípicas V = W1 ⊕W2 ⊕ . . . ⊕Wt. Seja A : V → V um operador linear
Γ-equivariante. Então

A(Wk) ⊂ Wk, (1.21)

para k ∈ {1, . . . , t}.

Demonstração: Pela definição de Wk, podemos escrevê-lo como Wk = V1 ⊕ . . .⊕ Vr,
onde todos os Vj’s são subespaços Γ-isomorfos a algum Γ-irredutível Uk. Pelo Lema
1.2.16, A(Vj) = {0} ou A(Vj) é Γ-isomorfo a Uk. Em qualquer um dos casos, temos que
A(Vj) ⊂ Wk, para todo j ∈ {1, . . . , r}. Como A é linear, segue (1.21). �

Observação 1.2.18. Suponha que V seja Γ-irredutível e considere DΓ o conjunto de
todos os operadores lineares A : V → V que são Γ-equivariantes. Temos então o seguinte
resultado:

Teorema 1.2.19 (Theorem 2, p. 119, [27]). Seja Γ agindo irredutivelmente em um K-
espaço vetorial V . Se K = C, então DΓ

∼= C. Se K = R, então DΓ é isomorfo a R, C ou
H (onde H denota a álgebra dos quatérnios, com dimensão 4).

Assim, temos que os conceitos de irredutibilidade e irredutibilidade absoluta são equi-
valentes para o caso complexo. Em nosso contexto, V é um espaço vetorial real e tal
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equivalência não vale. O caso DΓ
∼= R ocorre se, e somente se, V é absolutamente ir-

redutível. O caso DΓ
∼= C aparece repetidamente no contexto de bifurcação de Hopf,

apresentado no Capítulo 3. A ação de SO(2) em R2 dada no Exemplo 1.2.12 representa
a situação na qual DSO(2)

∼= C. De fato, o isomorfismo DSO(2)
∼= C identifica cada matriz

da forma (1.18) com um elemento a+ bi ∈ C.

Proposição 1.2.20. Sejam Γ1 e Γ2 dois grupos de Lie compactos agindo em V e denote
por DΓ1×Γ2, DΓ1 e DΓ2 os conjuntos dos operadores lineares em V que comutam com a
ação de Γ1 × Γ2, Γ1 e Γ2, respectivamente. Então DΓ1×Γ2 = DΓ1 ∩ DΓ2.

Demonstração: Dadas as ações de Γ1 e Γ2 em V , a ação de Γ1 ×Γ2 em V é definida
como

(γ1, γ2)v = γ1(γ2v), ∀ (γ1, γ2) ∈ Γ1 × Γ2, v ∈ V .

Tome A ∈ DΓ1×Γ2 . Assim, dados (γ1, γ2) ∈ Γ1 × Γ2 e v ∈ V , temos A((γ1, γ2)v) =

(γ1, γ2)A(v). Em particular, para γ1 = 1Γ1 , obtemos

A(γ2v) = A(1Γ1(γ2v)) = A((1Γ1 , γ2)v) = (1Γ1 , γ2)A(v) = 1Γ1(γ2A(v)) = γ2A(v).

Logo, A ∈ DΓ2 . Analogamente, para γ2 = 1Γ2 , segue que A(γ1v) = γ1A(v), o que implica
que A ∈ DΓ1 . Concluímos que DΓ1×Γ2 ⊂ DΓ2 ∩ DΓ1 .

Reciprocamente, se A ∈ DΓ2 ∩ DΓ1 , então dados (γ1, γ2) ∈ Γ1 × Γ2 e v ∈ V , temos

A((γ1, γ2)v) = A(γ1(γ2v)) = γ1A(γ2v) = γ1γ2A(v) = (γ1, γ2)A(v).

Assim, DΓ2 ∩ DΓ1 ⊂ DΓ1×Γ2 . Portanto, DΓ1×Γ2 = DΓ2 ∩ DΓ1 . �

1.3 Teoria invariante

Um primeiro passo no estudo da estrutura algébrica de um sistema de equações di-
ferenciais que comutam com a ação de um grupo Γ em V é determinar as funções que
são invariantes por esta ação. Isto ocorre porque o conjunto de todas as aplicações Γ-
equivariantes em V tem estrutura de módulo sobre o anel das funções invariantes. Nesta
seção, apresentamos os conceitos básicos da teoria invariante de grupos de Lie compac-
tos, destacando dois resultados principais: o Teorema de Schwarz e o Teorema 1.3.10,
que são ferramentas fundamentais na discussão da estrutura de germes de aplicações Γ-
equivariantes. Começamos com a seguinte definição:

Definição 1.3.1. Sejam W um espaço vetorial de dimensão finita e v0 ∈ V . Considere
f : U1 ⊂ V → W uma aplicação suave definida em uma vizinhança U1 de v0. Dizemos
que o germe de f em v0, denotado por f : (V, v0) → W , é o conjunto

{g : U2 ⊂ V → W ; existe uma vizinhança U de v0 com U ⊂ U1 ∩ U2 e f |U = g|U}.
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Em toda a parte, consideramos germes de funções ou de aplicações suaves na origem.

Definição 1.3.2. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V . Uma função a valores
reais f : V → R é Γ-invariante se f(γv) = f(v), para todo γ ∈ Γ, v ∈ V .

Note que é suficiente verificar a condição de invariância apenas para um conjunto de
geradores de Γ. Nós denotamos por P(Γ) o conjunto das funções polinomiais f : V → R
Γ-invariantes e por E(Γ) o conjunto dos germes de funções f : (V, 0) → R Γ-invariantes.
Note que P(Γ) tem estrutura de anel, pois somas e produtos de polinômios Γ-invariantes
são também Γ-invariantes. Analogamente, E(Γ) tem estrutura de anel.

Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 1.3.3. 1. Seja Z2 = {±1} agindo em R como (−1, x) 7→ −x, para todo
x ∈ R. As funções Z2-invariantes são justamente as funções pares, uma vez que
f é Z2-invariante se f(−x) = f(x), para todo x ∈ R. Então existe uma função
polinomial h : R → R tal que f(x) = h(x2). Neste caso, dizemos que P(Z2) é
gerado por x2.

2. Seja S1 agindo em C na forma padrão, ou seja,

θz = eiθz, ∀ θ ∈ S1, z ∈ C. (1.22)

Seja f : C → R uma função polinomial S1-invariante. Então, f(eiθz) = f(z), para
todo θ ∈ S1 e z ∈ C. Vamos mostrar que existe uma função polinomial h : R → R
tal que

f(z) = h(zz̄). (1.23)

Para mostrar isso, usamos notação complexa. Escreva f como um polinômio nas
coordenadas z, z̄ em C como

f(z) =
∑

aαβz
αz̄β, (1.24)

onde aαβ ∈ C. Como f é uma função a valores reais, temos f̄ = f , ou seja,

āαβ = aβα. (1.25)

Ainda,
f(eiθz) =

∑
aαβe

iθ(α−β)zαz̄β. (1.26)

Como f(eiθz) = f(z) como polinômios, obtemos de (1.24) e (1.26) a identidade
aαβ = eiθ(α−β)aαβ, para todo θ ∈ S1. Logo α = β ou aαβ = 0. Assim, a S1-
invariância implica que

f(z) =
∑

aαα(zz̄)
α.

Por (1.25), aαα ∈ R. Então podemos definir h : R → R por

h(x) =
∑

aααx
α

e (1.23) está satisfeita. Neste caso, dizemos que u(z) = zz̄ gera P(S1).
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Motivados pelos exemplos anteriores, enunciamos o seguinte:

Definição 1.3.4. Um subconjunto finito {u1, . . . , us} de funções polinomiais Γ-invariantes
é chamado de base de Hilbert para P(Γ) se para toda f ∈ P(Γ) existe uma função
polinomial h : Rs → R tal que f(x) = h(u1(x), . . . , us(x)).

Ressaltamos que a base de Hilbert não é necessariamente única. A existência de uma
tal base para P(Γ) é garantida no próximo resultado, iniciado por Hilbert e provado por
Weyl. Nós omitimos a prova por envolver conceitos sofisticados de álgebra comutativa.

Teorema 1.3.5 (Teorema de Hilbert-Weyl). Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo
em V . Então existe uma base de Hilbert para o anel P(Γ).

Demonstração: Veja Golubitsky [17, XII, Theorem 4.2]. �

Pode ser muito difícil encontrar uma base de Hilbert para P(Γ). Em muitos casos, tal
objetivo envolve cálculos extensos e manipulações algébricas. Um resultado semelhante
ao Teorema de Hilbert-Weyl é válido para germes Γ-invariantes de classe C∞. Mais
especificamente, temos:

Teorema 1.3.6 (Teorema de Schwarz). Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V .
Seja {u1, . . . , us} uma base de Hilbert para P(Γ). Se f ∈ E(Γ), então existe um germe
suave h : Rs → R tal que

f(x) = h(u1(x), . . . , us(x)). (1.27)

Demonstração: Veja Golubitsky [17, XII, Theorem 4.3]. �

Nós observamos aqui que a escolha de h em (1.27) nem sempre é única.

A partir de agora, denotamos por P⃗(Γ) o espaço das aplicações polinomiais Γ-equiva-
riantes de V em V e por E⃗(Γ) o espaço dos germes g : (V, 0) → V de classe C∞ Γ-
equivariantes. O próximo lema implica que P⃗(Γ) é um módulo sobre o anel dos invariantes
P(Γ) e, igualmente, que E⃗(Γ) é um módulo sobre o anel E(Γ).

Lema 1.3.7. Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em V , f ∈ P(Γ) e g ∈ P⃗(Γ).
Então fg ∈ P⃗(Γ).

Demonstração: Para todo γ ∈ Γ e todo x ∈ V , temos

(fg)(γx) = f(γx)g(γx) = f(x)γg(x) = γf(x)g(x) = γ(fg)(x),

onde a terceira igualdade é decorrente da linearidade da ação de Γ em V e do fato de
f(x) ∈ R. Portanto fg ∈ P⃗(Γ). �

Exemplo 1.3.8. Considere Z2 agindo em R por (−1, x) 7→ −x. As aplicações g : R → R
Z2-equivariantes são justamente as funções ímpares, pois satisfazem g(−x) = −g(x),
para todo x ∈ R. Portanto, existe h : R → R tal que g(x) = h(x2)x. Claramente,
h(x2) ∈ P(Z2). Logo, a função f(x) = x gera P⃗(Z2) sobre P(Z2).
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Mais geralmente, temos:

Definição 1.3.9. Dizemos que as aplicações polinomiais Γ-equivariantes g1, . . . , gr geram
o módulo P⃗(Γ) sobre o anel P(Γ) se toda g ∈ P⃗(Γ) pode ser escrita como

g = f1g1 + . . .+ frgr,

onde f1, . . . , fr ∈ P(Γ). Uma definição similar pode ser feita para E⃗(Γ).

O próximo teorema é a versão equivariante dos Teoremas de Hilbert-Weyl e de Schwarz.
O item (b) é uma versão simplificada do Teorema de Poénaru dado em [17, XII, Theorem
6.8].

Teorema 1.3.10. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V . Então,

(a) O módulo P⃗(Γ) é finitamente gerado sobre o anel P(Γ).
(b) Sejam g1, . . . , gr os geradores do módulo P⃗(Γ) sobre P(Γ). Então g1, . . . , gr geram

o módulo E⃗(Γ) sobre o anel E(Γ).

Demonstração: Veja Golubitsky [17, XII, Theorem 6.8]. �

Portanto, pelo item (b) do Teorema 1.3.10, encontrar um conjunto de geradores para
E⃗(Γ) se restringe a encontrar um conjunto de geradores para P⃗(Γ) sobre o anel P(Γ).
A seguir, apresentamos dois diferentes grupos de Lie compactos Γ agindo em C e os
respectivos geradores para o módulo P⃗(Γ) sobre o anel P(Γ).

Exemplo 1.3.11. 1. Seja S1 com sua ação padrão em C dada em (1.22). Afirmamos
que toda aplicação g ∈ P⃗(S1) tem a forma

g(z) = p(zz̄)z + q(zz̄)iz, (1.28)

onde p, q : R → R.
Seja g : C → C uma aplicação polinomial S1-equivariante. Dado z ∈ C, denotamos
por ℜ(z) a parte real de z e por ℑ(z) a parte imaginária de z. Nas coordenadas z, z̄,
temos

g(z) =
∑
j,k

bjkz
j z̄k, (1.29)

onde bjk ∈ C. A condição de equivariância de g implica que g(z) = θ−1g(θz), ou
seja,

g(z) = e−iθ
∑
j,k

bjke
iθ(j−k)zj z̄k =

∑
j,k

bjke
iθ(j−k−1)zj z̄k,

para todo θ ∈ S1. Por (1.29), segue que bjk = 0 ou j = k + 1. Assim

g(z) =
∑
k+1,k

bk+1k(zz̄)
kz,
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com bk+1 k ∈ C. Definimos agora p, q : R → R por

p(y) =
∑
k+1,k

ℜ(bk+1k)y
k e q(y) =

∑
k+1,k

ℑ(bk+1k)y
k.

Assim, g tem a forma (1.28). Como P(S1) = ⟨zz̄⟩, segue que {z, iz} gera o módulo
P⃗(S1) sobre P(S1).

2. Seja O(2) com sua ação padrão em C dada por

Rθz = eiθz e κz = z̄. (1.30)

Afirmamos que toda aplicação g ∈ P⃗(O(2)) tem a forma

g(z) = p(zz̄)z, (1.31)

onde p : R → R. Para provar isto, observe que g é em particular S1-equivariante,
o que implica, pelo exemplo anterior, que g tem a forma (1.28). Agora, g também
satisfaz g(κz) = κg(z), ou seja, g(z̄) = g(z). Logo, para todo z ∈ C, devemos ter

p(zz̄)z + q(zz̄)iz = g(z) = g(z̄) = p(zz̄)z̄ + q(z̄z)iz̄,

donde segue que q(zz̄) = −q(zz̄), para todo z ∈ C. Concluímos então que q ≡ 0.
Portanto, g tem a forma (1.31). Notamos que P(O(2)) = ⟨zz̄⟩, pois P(SO(2)) =

⟨zz̄⟩ (pelo Exemplo 1.3.3, uma vez que SO(2) ∼= S1) e zz̄ também é invariante pela
ação de κ. Portanto, z é o único gerador de P⃗(O(2)) sobre P(O(2)).

1.4 Órbitas e subgrupos de isotropia

Existem duas noções simples usadas para descrever os aspectos de uma ação de um
grupo Γ em um espaço vetorial: as órbitas e os subgrupos de isotropia. Estes conceitos
ajudam a descrever a estrutura das soluções de um sistema de equações diferenciais com
simetria. Mais precisamente, equações Γ-equivariantes não distinguem entre as soluções
na mesma órbita. Já os subgrupos de isotropia medem a “quantidade” de simetrias de Γ

presentes em uma solução. Para o que segue, Γ é um grupo de Lie compacto agindo em
V .

Definição 1.4.1. A órbita de uma ação de Γ em x ∈ V é o conjunto

Γx = {γx; γ ∈ Γ}.

Seja f : V → V uma aplicação Γ-equivariante tal que f(x) = 0. Então f se anula em
toda a órbita de Γ em x, pois f(γx) = γf(x) = γ0 = 0, para todo γ ∈ Γ. Em outras
palavras, equações simétricas não podem distinguir entre pontos de uma mesma órbita.
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Definição 1.4.2. O subgrupo de isotropia de x ∈ V é o conjunto

Σx = {γ ∈ Γ; γx = x} .

Entendemos o subgrupo de isotropia como o conjunto das simetrias de x sob a ação de
Γ. O próximo lema mostra como se relacionam os subgrupos de isotropia de pontos em
uma mesma órbita. Lembramos que se Σ ⊂ Γ é um subgrupo e γ ∈ Γ, então o conjunto

γΣγ−1 = {γσγ−1;σ ∈ Σ}

é chamado de subgrupo conjugado a Σ. A classe de conjugação de Σ consiste de todos os
subgrupos de Γ que são conjugados a Σ.

Lema 1.4.3. Pontos de uma mesma órbita de Γ têm subgrupos de isotropia conjugados.
Mais precisamente, Σγx = γΣxγ

−1.

Demonstração: Sejam x ∈ V e γ ∈ Γ. Suponha que σ ∈ Σx, ou seja, σx = x. Então,

γσγ−1(γx) = γσ(γ−1γ)x = γσx = γx.

Logo, γσγ−1 ∈ Σγx e, portanto, γΣxγ
−1 ⊂ Σγx.

Considere agora δ ∈ Σγx, ou seja, δγx = γx. Afirmamos que γ−1δγ ∈ Σx. De fato,

(γ−1δγ)x = γ−1(δγx) = γ−1γx = x.

Logo γ−1δγ ∈ Σx e, assim, γ−1Σγxγ ⊂ Σx. Portanto, Σγx = γΣxγ
−1. �

Um modo conveniente de descrever geometricamente a ação de Γ em V é reunir em
um conjunto W todos os pontos de V que têm subgrupos de isotropia conjugados. Nós
chamamos W de um tipo de órbita da ação.

Exemplo 1.4.4. Considere a ação do grupo Dn em C como em (1.9). Tome n = 5.
Temos que cada vértice do polígono é levado a outro vértice por Dn e, assim, formam
uma única órbita na ação de Dn.

Para o vértice no eixo real, temos que seu subgrupo de isotropia é o grupo Z2 (gerado
por κ). Pelo Lema 1.4.3, os outros vértices do polígono têm subgrupos de isotropia
conjugados a Z2. Ademais, todos os pontos nas retas que ligam a origem a um vértice
têm o mesmo subgrupo de isotropia. Com efeito, se t ̸= 0, pela linearidade da ação, segue
que Σtz = Σz, para z ∈ C.

Se consideramos um ponto próximo ao eixo real, temos que sua órbita tem 2n pontos
e o único elemento de D5 que os fixa é a identidade. Logo, todos os pontos das arestas
do polígono têm a identidade como subgrupo de isotropia. Por fim, a origem forma uma
órbita e é fixada por D5. Na figura abaixo apresentamos uma representação geométrica
desta descrição das órbitas.
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(z)

(z)

Figura 1.4: Subgrupos de isotropia da ação de D5 em C.

1.5 Subespaços de ponto fixo

Uma das características mais interessantes das aplicações Γ-equivariantes é que sua
equivariância força a existência de subespaços invariantes, chamados subespaços de ponto
fixo. Nesta seção, nós descrevemos a estrutura de tais subespaços e apresentamos uma
fórmula para calcular suas dimensões envolvendo a integração de Haar.

Definição 1.5.1. Seja Σ ⊂ Γ um subgrupo. O subespaço de ponto fixo de Σ é definido
por

FixV (Σ) = {x ∈ V ;σx = x, ∀ σ ∈ Σ}.

Quando não houver confusão, denotamos FixV (Σ) simplesmente por Fix(Σ). Na Fi-
gura 1.4, Γ = Z2 = {I2, κ} é um subgrupo de D5 e observamos que Fix(Z2) é o eixo
real.

Mostramos agora que Fix(Σ) é um subespaço vetorial de V . De fato, para cada σ ∈ Σ

defina φσ : V → V como φσ(x) = σx− x. Note que cada φσ é linear e que

Fix(Σ) =
∩
σ∈Σ

kerφσ.

Como cada kernel é um subespaço vetorial de V , segue que Fix(Σ) é um subespaço
vetorial de V . Note que os subespaços de ponto fixo mais simples são Fix({1Γ}) e Fix(Γ).
Claramente, Fix({1Γ}) = V e Fix(Γ) é um subespaço de V no qual Γ age trivialmente.

Proposição 1.5.2. Sejam V e W dois espaços vetoriais de dimensão finita Γ-isomorfos.
Então, FixV (Γ) e FixW (Γ) são Γ-isomorfos.

Demonstração: Sejam ρ e η as representações correspondentes às ações de Γ em
V e W , respectivamente. Como V e W são Γ-isomorfos, existe um isomorfismo linear
A : V → W tal que A(ργ(v)) = ηγ(A(v)), para todo v ∈ V , γ ∈ Γ. Dado v1 ∈ FixV (Γ),
segue pela definição que ργ(v1) = v1 e, portanto,

ηγ(A(v1)) = A(ργ(v1)) = A(v1), ∀ γ ∈ Γ.
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Assim, A(v1) ∈ FixW (Γ), o que implica que A(FixV (Γ)) ⊂ FixW (Γ). Portanto, como
A é um isomorfismo entre V e W , temos que A|FixV (Γ) : FixV (Γ) → FixW (Γ) é linear e
injetora. Além disso, dado w ∈ FixW (Γ) ⊂ W , existe um único v ∈ V tal que A(v) = w.
Logo,

A(ργ(v)) = ηγ(A(v)) = ηγ(w) = w = A(v), ∀ γ ∈ Γ.

Pela injetividade de A, ργ(v) = v para todo γ ∈ Γ. Assim, v ∈ FixV (Γ) e a sobrejetividade
de A|FixV (Γ) está provada. Portanto, FixV (Γ) e FixW (Γ) são Γ-isomorfos. �

Proposição 1.5.3. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo linearmente em V e W ,
com V ∩W = {0}. Então,

FixV⊕W (Σ) = FixV (Σ)⊕ FixW (Σ).

Demonstração: Seja v + w ∈ FixV⊕W (Σ), com v ∈ V e w ∈ W . Logo,

σv + σw = σ(v + w) = (v + w), ∀σ ∈ Σ.

Como V ∩W = {0}, v ∈ FixV (Σ) e w ∈ FixW (Σ). Logo, v + w ∈ FixV (Σ) + FixW (Σ).
Claramente a soma é direta, pois FixV (Σ) ⊂ V e FixW (Σ) ⊂ W .

Reciprocamente, dado v+w ∈ FixV (Σ)⊕FixW (Σ), temos que σv = v e σw = w, para
todo σ ∈ Σ. Assim,

σ(v + w) = σv + σw = v + w, ∀ σ ∈ Σ,

donde v + w ∈ FixV⊕W (Σ). Portanto FixV⊕W (Σ) = FixV (Σ)⊕ FixW (Σ). �

Nós provamos agora que se f é uma função Γ-equivariante, o subespaço de ponto fixo
é invariante sob f , mais precisamente:

Lema 1.5.4. Sejam f : V → V uma aplicação Γ-equivariante e Σ ⊂ Γ um subgrupo.
Então, f(Fix(Σ)) ⊂ Fix(Σ).

Demonstração: Sejam σ ∈ Σ e x ∈ Fix(Σ) quaisquer. Então, σx = x e

f(x) = f(σx) = σf(x),

pois f comuta com a ação de Σ em V . Portanto, f(x) ∈ Fix(Σ), como desejado. �

Uma consequência imediata do Lema 1.5.4 é a existência de soluções triviais para
aplicações Γ-equivariantes. De fato, se Fix(Γ) = {0} e f é Γ-equivariante, então {0} deve
ser invariante por f , ou seja, f(0) = 0. Mais precisamente, temos:

Proposição 1.5.5. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo ortogonalmente em V . As
seguintes afirmações são equivalentes:

(a) Fix(Γ) = {0};
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(b) Toda aplicação Γ-equivariante f : V → V satisfaz f(0) = 0 (sempre existem soluções
triviais);

(c) A única função linear Γ-invariante é a função nula.

Demonstração: Mostramos primeiramente que (b) implica em (a). Para isto, afir-
mamos que para todo v ∈ Fix(Γ), a aplicação constante f(x) = v é Γ-equivariante. De
fato,

γf(x) = γv = v = f(γx), ∀ x ∈ V, γ ∈ Γ,

onde a segunda igualdade segue, uma vez que v ∈ Fix(Γ). Assim, se (b) é válido, temos
v = f(0) = 0, ou seja, Fix(Γ) = {0}.

Para mostrar que (a) implica em (c), seja L : V → R uma função linear Γ-invariante.
Pelo Teorema da Representação de Riez (veja [28]), existe v ∈ V tal que L(x) = ⟨v, x⟩Γ,
onde ⟨ , ⟩Γ é um produto interno Γ-invariante em V . Afirmamos que v ∈ Fix(Γ). De fato,
como L é Γ-invariante, então

⟨v, x⟩Γ = L(x) = L(γ−1x) =
⟨
v, γ−1x

⟩
Γ
, ∀ γ ∈ Γ, x ∈ V .

Como Γ age ortogonalmente em V ,

⟨v, x⟩Γ =
⟨
v, γ−1x

⟩
Γ
=
⟨
v, γtx

⟩
Γ
= ⟨γv, x⟩Γ , ∀ γ ∈ Γ, x ∈ V .

Portanto, γv = v, para todo γ ∈ Γ, ou seja, v ∈ Fix(Γ). Agora, como Fix(Γ) = {0}, segue
que v = 0 e assim L(x) = ⟨0, x⟩Γ = 0, para todo x ∈ V . Logo, segue o item (c).

Finalmente, provamos que (c) implica em (b). Seja f : V → V uma aplicação Γ-
equivariante. Devemos mostrar que f(0) = 0. Para isto, defina L : V → R como

L(x) = ⟨f(0), x⟩Γ ,

onde ⟨ , ⟩Γ é um produto interno Γ-invariante. A linearidade de L segue da linearidade
do produto interno. Além disso, L é Γ-invariante, pois

L(γx) = ⟨f(0), γx⟩Γ =
⟨
γ−1f(0), x

⟩
Γ
=
⟨
f(γ−10), x

⟩
Γ
= ⟨f(0), x⟩Γ = L(x),

onde a segunda igualdade segue pela ortogonalidade da ação de Γ em V . Por hipótese,
L ≡ 0. Logo, L(x) = ⟨f(0), x⟩Γ = 0, para todo x ∈ V , ou seja, f(0) = 0. �

Dado um subgrupo Σ ⊂ Γ, existe uma fórmula para calcular a dimensão de Fix(Σ)
que depende somente do traço da representação de σ ∈ Σ. Usamos a notação tr(σ) para
denotar o traço da matriz de representação ρσ ∈ GL(V ).

Teorema 1.5.6 (Fórmula do traço). Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e
seja Σ ⊂ Γ um subgrupo de Lie. Então

dimFix(Σ) =

∫
Σ

tr(σ), (1.32)

onde
∫
Σ

denota a integral de Haar normalizada sobre Σ.
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Demonstração: Definimos a transformação linear A : V → V por

A(v) =

(∫
σ∈Σ

σ

)
(v).

Mais especificamente, para v = (v1, . . . , vn) ∈ V e σ = (σij), temos

A(v) =


∫
Σ
σ11 . . .

∫
Σ
σ1n

... . . . ...∫
Σ
σn1 . . .

∫
Σ
σnn


v1...
vn

 .

Das propriedades da integral de Haar, segue que A é linear e como a integral de Haar
é invariante sob translação, vemos que∫

σ∈Σ
σ′σ =

∫
σ∈Σ

σ = A,

onde σ′ ∈ Σ é fixado. Segue que

A2 = A ◦ A = A

(∫
σ∈Σ

σ

)
=

∫
σ′∈Σ

σ′
(∫

σ∈Σ
σ

)
=

∫
σ′∈Σ

(∫
σ∈Σ

σ′σ

)
=

∫
σ′∈Σ

A = A

∫
σ′∈Σ

1 = A.

Portanto, A é uma projeção linear, donde segue que

(a)V = kerA⊕ ImA e (b)A|ImA = I. (1.33)

Segue diretamente de (1.33) que tr(A) = dim ImA. Além disso,

tr(A) = tr



∫
Σ
σ11 . . .

∫
Σ
σ1n

... . . . ...∫
Σ
σn1 . . .

∫
Σ
σnn


 =

∫
Σ

(σ11 + . . .+ σnn) =

∫
Σ

tr(σ).

Logo,

dim ImA =

∫
Σ

tr(σ). (1.34)

Afirmamos que ImA = Fix(Σ). Para provar isto, observe que Fix(Σ) ⊃ ImA. De fato,
por (b) de (1.33) temos que se y ∈ ImA, então A(y) = y. Como ImA é Σ-invariante temos
que σy ∈ ImA, para todo σ ∈ Σ. Então A(σy) = σy e segue que

σy = A(σy) = A(y) = y, ∀ σ ∈ Σ,

onde a segunda igualdade se dá pela invariância de A sob translação a direita. Logo,
y ∈ Fix(Σ), como desejado.

Suponha agora que x ∈ Fix(Σ). Logo σx = x, para todo σ ∈ Σ e

A(x) =

(∫
σ∈Σ

σ

)
(x) =

∫
σ∈Σ

x = x

∫
σ∈Σ

1 = x,
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ou seja, x ∈ ImA. Logo, Fix(Σ) ⊂ ImA e vale a igualdade ImA = Fix(Σ). Então, por
(1.34),

dimFix(Σ) = dim ImA =

∫
Σ

tr(σ),

o que prova o resultado. �



2
Bifurcação de Hopf

Uma bifurcação de Hopf, também conhecida como bifurcação de Poincaré-Andronov-
Hopf, é caracterizada pela existência de um par de autovalores puramente imaginários
no ponto de bifurcação. Isto implica que ela ocorre somente em sistemas de equações
diferenciais constituídos por duas ou mais equações. Assim sendo, uma bifurcação de
Hopf refere-se ao aparecimento de uma órbita periódica a partir de um estado de equilíbrio
quando o parâmetro de bifurcação cruza um valor crítico. Este tipo de bifurcação é muito
interessante, pois simultaneamente à perda de estabilidade do ponto de equilíbrio pode
ocorrer o aparecimento de um ciclo limite que envolve este ponto.

Neste capítulo, estudamos bifurcação de Hopf para sistemas de EDOs sem simetria.
Nosso principal objetivo é provar o Teorema de Hopf Padrão (Teorema 2.3.2), que é o
resultado mais simples a fornecer condições suficientes para a ocorrência de um ramo de
soluções periódicas. Além disso, mostramos que uma bifurcação de Hopf pode ser tratada
como uma bifurcação de ponto de equilíbrio com simetria do grupo do círculo S1.

Este capítulo é organizado como segue: Na Seção 2.1, introduzimos o conceito de
bifurcação de Hopf. Na Seção 2.2, nós mostramos como órbitas periódicas podem ser
caracterizadas como os zeros de uma certa aplicação Φ, que reduzida pelo método de
Liapunov-Schmidt nos fornece uma equação cujas soluções enumeram as órbitas periódi-
cas. Tal equação reduzida possui, de um modo natural, as simetrias do grupo do círculo
S1. Na Seção 2.3, nós apresentamos o principal resultado deste capítulo, o Teorema de
Hopf Padrão, e analisamos a existência de órbitas periódicas.

2.1 O conceito de bifurcação de Hopf

Considere um sistema autônomo de EDOs da forma
du

dt
+ F (u, λ) = 0, (2.1)

onde F : Rn×R → Rn é o germe de uma aplicação de classe C∞, u é a variável de estado
e λ é o parâmetro de bifurcação. Suponha que F (0, λ) = 0 para todo λ ∈ R, ou seja,

30
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u = 0 é um ponto de equilíbrio para (2.1), para todo λ.

O conjunto
S = {(u, λ) ∈ Rn × R;F (u, λ) = 0}

é chamado de conjunto solução de F . Para cada λ ∈ R, seja n(λ) o número de u’s para
os quais (u, λ) é uma solução de F (u, λ) = 0. Como nosso estudo é local, supomos que
F (u, λ) = 0 possa estar definida em alguma vizinhança de um ponto (u0, λ0) ∈ Rn × R e
que n(λ) contém apenas o número de soluções nesta vizinhança. Temos então a seguinte
definição:

Definição 2.1.1. Dizemos que (u0, λ0) ∈ Rn × R tal que F (u0, λ0) = 0 é um ponto de
bifurcação se n(λ) mudar conforme λ varia em uma vizinhança de λ0.

Aqui assumimos que F (u0, λ0) = 0 para evitar complicações. Note que se (u0, λ0) é
um ponto de bifurcação, então det(dF )u0,λ0 = 0, onde (dF )u0,λ0 é a matriz jacobiana de
ordem n obtida diferenciando F com relação à u no ponto (u0, λ0). De fato, pelo Teorema
da Função Implícita, se det(dF )u0,λ0 ̸= 0, então F (u, λ) = 0 pode ser resolvida unicamente
para u como uma função de λ. Ou seja, para cada λ perto de λ0, existe uma única solução
de F (u, λ) = 0 perto de u0. Neste caso, n(λ) = 1 para λ perto de λ0, o que implica que
(u0, λ0) não é um ponto de bifurcação.

Nós agora apresentamos a definição central deste capítulo:

Definição 2.1.2. Dizemos que o sistema (2.1) sofre uma bifurcação de Hopf em λ = 0

se a matriz (dF )0,0 tem um par de autovalores puramente imaginários.

Sob hipóteses adicionais, a condição apresentada na Definição 2.1.2 implica na ocorrên-
cia de órbitas periódicas. Mais precisamente, o Teorema de Hopf Padrão (Teorema 2.3.2)
garante a existência de uma família a um parâmetro de soluções periódicas para (2.1)
provinda de (u, λ) = (0, 0), se duas hipóteses sobre F são satisfeitas: seja Aλ = (dF )0,λ a
matriz jacobiana de F ao longo das soluções de equilíbrio. A primeira hipótese de Hopf
é dada por

i)A0 tem autovalores simples ± i; (2.2)

ii)A0 não tem outros autovalores no eixo imaginário.

Se redimensionamos o tempo t em (2.1) tomando t = γs, para γ ∈ R fixado e positivo,
obtemos

du

ds
=
du

dt

dt

ds
= γ

du

dt
e como consequência

du

ds
+ γF (u, λ) = 0.

Neste caso, a linearização Aλ é multiplicada por γ. Assim, podemos interpretar (2.2)
como uma afirmação de que A0 tem um par de autovalores puramente imaginários não
nulos que foram redimensionados para ±i.
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Afirmamos que Aλ tem autovalores simples da forma σ(λ) ± iω(λ), onde σ(0) = 0,
ω(0) = 1 e σ e ω são funções suaves. Isto decorre do fato de Aλ ter entradas reais que
dependem suavemente de λ e dos autovalores ±i de A0 serem simples. Assim, a segunda
hipótese de Hopf é dada por

σ′(0) ̸= 0, (2.3)

assim, os autovalores imaginários de Aλ cruzam transversalmente o eixo imaginário (com
velocidade não nula) conforme λ cruza λ0 = 0.

Apresentamos dois exemplos elementares no plano em que ocorre bifurcação de Hopf.

Exemplo 2.1.3. Considere o sistema (2.1), onde u ∈ R2 e

F (u, λ) = −

[
λ −1

1 λ

]
u. (2.4)

Começamos esboçando os retratos de fases do sistema conforme λ varia. O retrato de
fase é uma representação geométrica de todas as trajetórias (soluções) de um sistema
dinâmico no plano. Esta é uma ferramenta importante no estudo de sistemas autônomos
planares, pois a configuração das trajetórias no retrato de fase revela informações sobre
a existência de atratores, repulsores e ciclos limites. Com condição inicial u(0) = (a, 0),
a solução para (2.1) é dada por u(t) = aeλt(cos(t), sin(t)). O retrato de fase para este
sistema é dado na Figura 2.1.

λ < 0 λ = 0 λ > 0

Figura 2.1: Retrato de fase do sistema (2.4).

Para λ < 0 o ponto de equilíbrio u = 0 é estável, pois as órbitas se espiralizam
para a origem. Para λ > 0, o ponto de equilíbrio u = 0 é instável, pois as órbitas se
afastam da origem. No entanto, para λ = 0, o ponto de equilíbrio é um centro (nem
atrator, nem repulsor) e cada órbita é 2π-periódica. Esta é a família a um parâmetro de
órbitas periódicas cuja existência é garantida por Hopf. Note que neste exemplo Aλ tem
autovalores da forma σ(λ) ± iω(λ), onde σ(λ) = −λ e ω(λ) = 1. Portanto, (2.2) e (2.3)
são satisfeitas.

Exemplo 2.1.4. Conside agora o sistema (2.1), onde

F (u, λ) = −

[
λ −1

1 λ

]
u+ ∥u∥2 u. (2.5)
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Os retratos de fases para este sistema são dados na Figura 2.2. Neste exemplo, termos de

λ > 0λ < 0

Figura 2.2: Retrato de fase do sistema (2.5).

ordem mais alta são adicionados a F . Então, para cada λ > 0, existe exatamente uma
solução periódica para (2.5), que é estável no sentido de que todas as órbitas próximas
se aproximam dela à medida que t → ∞. Tal solução é chamada de ciclo limite (uma
órbita fechada e isolada). Em outras palavras, ocorre uma troca de estabilidade do ponto
de equilíbrio u = 0 quando λ < 0 para a solução periódica quando λ > 0.

2.2 Soluções periódicas e a redução de Liapunov-Schmidt

Por generalidade, vamos supor que a equação (2.1) depende de parâmetros auxiliares.
Seja então F : Rn × Rk+1 → Rn e considere o sistema de EDOs

du

dt
+ F (u, α) = 0, (2.6)

onde α = (α0, α1, . . . , αk) ∈ Rk+1 combina o parâmetro de bifurcação λ = α0 com k

parâmetros auxiliares. Em todo este capítulo, vamos supor que Aα = (dF )0,α satisfaz
(2.2) e que F (0, α) ≡ 0.

Iniciamos construindo um operador Φ a partir de (2.6), com a propriedade de que
as soluções para Φ = 0 correspondem às soluções periódicas de (2.6) com período de
aproximadamente 2π. Aplicamos então a redução de Liapunov-Schmidt (ver Apêndice
A) a Φ, a fim de obter uma equação reduzida que nos auxilie na tarefa de encontrar as
soluções de Φ = 0.

2.2.1 A definição do operador Φ

Seja C2π o espaço de Banach das funções contínuas 2π-periódicas de R em Rn, com a
norma

∥u∥ = maxs |u(s)| . (2.7)
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Seja C1
2π o espaço de Banach das funções em C2π que são continuamente diferenciáveis (a

derivada existe em cada ponto do domínio e é contínua), com a norma

∥u∥1 = ∥u∥+
∥∥∥∥duds

∥∥∥∥ . (2.8)

Nós queremos ver o sistema (2.6) como um operador Φ definido em C1
2π e reduzir

o problema de encontrar soluções periódicas para (2.6) ao de encontrar soluções para
Φ = 0. Todavia, existe um problema técnico com esta abordagem. De fato, nós precisamos
considerar funções com períodos variados e o conjunto de todas as funções periódicas não
é um espaço vetorial. Entretanto, podemos contornar esta dificuldade introduzindo um
parâmetro extra τ que corresponde a um tempo reescalado. Mais especificamente, para
s = (1 + τ)t, temos que (2.6) pode ser reescrito como

(1 + τ)
du

ds
+ F (u, α) = 0. (2.9)

Estamos interessados nas soluções 2π-periódicas de (2.9). Para um dado valor τ ,
uma solução 2π-periódica de (2.9) corresponde a uma solução periódica de (2.6) com
período 2π

(1+τ)
. As soluções periódicas de pequena amplitude de (2.6) têm períodos de

aproximadamente 2π. Isso implica que τ ≈ 0.

Definimos Φ : C1
2π × Rk+1 × R → C2π por

Φ(u, α, τ) = (1 + τ)
du

ds
+ F̃ (u, α), (2.10)

onde F̃ : C1
2π × Rk+1 → C2π é tal que F̃ (u, α)(s) = F (u(s), α), para todo s ∈ R. Assim, a

equação Φ(u, α, τ) = 0 caracteriza as soluções 2π-periódicas de (2.9). Para todo α ∈ Rk+1

e τ ∈ R, temos
Φ(0, α, τ) ≡ 0,

uma vez que F (0, α) ≡ 0.

Observamos agora a existência de simetria na equação (2.10), um fato de fundamental
importância em nosso estudo. Mais especificamente, identifique o grupo do círculo S1

com R/2πZ, ou seja, S1 = {θ ∈ [0, 2π)} é um grupo com a operação de soma módulo 2π.
Considere a ação mudança de fase de S1 em C2π definida por

φ : S1 × C2π → C2π
( θ , u ) 7→ θu,

onde
(θu) (s) = u(s− θ), ∀ s ∈ R. (2.11)

Afirmamos que Φ em (2.10) comuta com esta ação de S1. De fato, dados u ∈ C1
2π,

α ∈ Rk+1 e τ ∈ R, segue da definição de Φ que

Φ(θu, α, τ) = (1 + τ)
d(θu)

ds
+ F̃ (θu, α), ∀ θ ∈ S1.
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Para todo s ∈ R, temos

F̃ (θu, α)(s) = F (θu(s), α) = F (u(s− θ), α) = F̃ (u, α)(s− θ) = θF̃ (u, α)(s).

Assim, [
(1 + τ)

d(θu)

ds
+ F̃ (θu, α)

]
(s) = (1 + τ)

du(s− θ)

ds
+ F̃ (θu, α)(s)

= (1 + τ)
θ du(s)

ds
+ θF̃ (u, α)(s)

= θ

[
(1 + τ)

du

ds
+ F̃ (u, α)

]
(s).

Desta forma,
Φ(θu, α, τ) = θΦ(u, α, τ), ∀ θ ∈ S1, (2.12)

como desejado. Portanto, Φ é S1-equivariante.

2.2.2 A redução de Liapunov-Schmidt

Tendo caracterizado as soluções periódicas de (2.6) como as soluções da equação

Φ(u, α, τ) = 0, (2.13)

resolvemos agora (2.13) usando a redução de Liapunov-Schmidt. A linearização de Φ em
(u, α, τ) = (0, 0, 0) é dada pelo operador linear L : C1

2π → C2π,

Lu =
du

ds
+ A0u, (2.14)

onde A0 é a matriz (dF )0,0.

Seja L∗ o operador adjunto de L com respeito ao produto interno sobre C2π

⟨u, v⟩ = 1

2π

∫ 2π

0

v(s)tu(s)ds. (2.15)

Então, L∗ : C1
2π → C2π é dado por

L∗ω = −dω
ds

+ At0ω, (2.16)

onde t indica transposição. De fato, sejam u, ω ∈ C1
2π quaisquer. Como estamos traba-

lhando com o corpo dos reais, vamos omitir a conjugação que aparece no produto interno
(2.15). Temos que

⟨Lu, ω⟩ = 1

2π

∫ 2π

0

ω(s)t
du(s)

ds
ds+

1

2π

∫ 2π

0

ω(s)tA0u(s)ds. (2.17)
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Pela técnica de integração por partes, obtemos∫ 2π

0

ω(s)t
du(s)

ds
ds = −

∫ 2π

0

(
dω(s)

ds

)t
u(s)ds. (2.18)

Além disso, como ω(s)tA0u(s) ∈ R, ω(s)tA0u(s) = (ω(s)tA0u(s))
t
= u(s)tAt0ω(s). Do

mesmo modo,
(
dω(s)
ds

)t
u(s) = u(s)t dω(s)

ds
. Então, por (2.17) e (2.18), obtemos

⟨Lu, ω⟩ = − 1

2π

∫ 2π

0

(
dω(s)

ds

)t
u(s)ds+

1

2π

∫ 2π

0

u(s)tAt0ω(s)ds

= − 1

2π

∫ 2π

0

u(s)t
dω(s)

ds
ds+

1

2π

∫ 2π

0

u(s)tAt0ω(s)ds

=
1

2π

∫ 2π

0

u(s)t
(
−dω(s)

ds
+ At0ω(s)

)
ds

=

⟨
−dω
ds

+ At0ω, u

⟩
=

⟨
u,−dω

ds
+ At0ω

⟩
,

o que implica que L∗ω = −dω
ds

+ At0ω, pela unicidade do operador adjunto.

A seguinte proposição é de fundamental importância para estabelecermos a redução
de Liapunov-Schmidt.

Proposição 2.2.1. Assuma que o sistema (2.6) satisfaz (2.2). Então,

(a) dim kerL = 2;
(b) Existe uma base {v1, v2} para kerL com a seguinte propriedade: se identificamos

kerL com R2 por meio da aplicação

(x, y) 7→ xv1 + yv2, (2.19)

então a ação de S1 em kerL é dada por

θ(x, y) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
x

y

]
. (2.20)

(c) Existe uma decomposição S1-invariante de C2π dada por

C2π = ImL ⊕ kerL. (2.21)

Esta decomposição induz uma decomposição de C1
2π dada por

C1
2π = kerL ⊕M , (2.22)

onde M = ImL ∩ C1
2π.

Demonstração:
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(a) Considere o sistema linear de EDOs com coeficientes constantes

Lu = 0, (2.23)

onde L = (dΦ)0,0,0 é como em (2.14) e u ∈ C1
2π. Note que u ∈ kerL se, e somente se, u

é uma solução de (2.23). A solução geral de (2.23) é uma soma de exponenciais, cujos
expoentes são os autovalores de A0, multiplicadas pelos respectivos autovetores.
Apenas os autovalores ±i conduzem à soluções 2π-periódicas. Seja c ∈ Cn um
autovetor de A0 associado ao autovalor −i, ou seja,

A0c = −ic. (2.24)

Como estamos interessados em soluções reais, temos que

v1(s) = ℜ(eisc) e v2(s) = ℑ(eisc) (2.25)

formam uma base para kerL, uma vez que c é autovetor de −A0 associado a i.
Portanto dimkerL = 2.

(b) Consideramos aqui a base (2.25) para kerL e a ação de S1 em C2π definida em
(2.11). Lembramos que ℜ(z1z2) = ℜ(z1)ℜ(z2)−ℑ(z1)ℑ(z2) e ℑ(z1z2) = ℜ(z1)ℑ(z2)+
ℜ(z2)ℑ(z1), para todo z1, z2 ∈ Cn. Como kerL ⊂ C2π, podemos considerar a ação
de S1 restrita a kerL e, assim,

θv1(s) = v1(s− θ) = ℜ(ei(s−θ)c) = cos(s− θ)ℜ(c)− sin(s− θ)ℑ(c)
= cos θ[cos(s)ℜ(c)− sin(s)ℑ(c)] + sin θ[sin(s)ℜ(c) + cos(s)ℑ(c)]
= cos θℜ(eisc) + sin θℑ(eisc) = cos θv1(s) + sin θv2(s)

e
θv2(s) = v2(s− θ) = ℑ(ei(s−θ)c) = cos(s− θ)ℑ(c) + sin(s− θ)ℜ(c)

= cos θ[cos(s)ℑ(c) + sin(s)ℜ(c)]− sin θ[cos(s)ℜ(c)− sin(s)ℑ(c)]
= cos θℑ(eisc)− sin θℜ(eisc) = cos θv2(s)− sin θv1(s),

para todo s ∈ R. Portanto, dados x, y ∈ R, temos

θ(xv1 + yv2) = xθv1 + yθv2

= x cos θv1 + x sin θv2 + y cos θv2 − y sin θv1

= [x cos θ − y sin θ]v1 + [x sin θ + y cos θ]v2.

O resultado segue identificando kerL com R2 conforme (2.19).
(c) Seja L∗ como em (2.16). Primeiramente, vamos construir uma base para kerL∗.

Temos que w ∈ kerL∗ se, e somente se, dw
ds

= At0w. Como os autovalores de A0 e
At0 são os mesmos, a hipótese (2.2) vale para At0. Seja então d ∈ Cn um autovetor
de At0 associado ao autovalor i, ou seja,

At0d = id (2.26)
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e sejam
v∗1(s) = ℜ(eisd) e v∗2(s) = ℑ(eisd). (2.27)

Então, por meio dos mesmos argumentos utilizados para encontrar uma base de
kerL, concluímos que {v∗1, v∗2} forma uma base para kerL∗.
É possível normalizar c em (2.24) e d em (2.26) de modo que

dtc = 0 e d̄tc = c̄tc = 2. (2.28)

De fato, seja a um autovetor qualquer de At0 e seja µ ∈ C tal que At0a = µa. Então

−iatc = at(−ic) = at(A0c) = (At0a)
tc = (µa)tc = µatc. (2.29)

Desta maneira, atc = 0 se µ ̸= −i. Então, como d é um autovetor associado ao
autovalor i, dtc = 0. Afirmamos agora que d̄tc ̸= 0. De fato, se d̄tc = 0, então∑n

i=1 cid̄i = 0, onde ci e di são as entradas das matrizes colunas c e d, respectiva-
mente. Logo, c é ortogonal a d̄, que é um autovetor de At0 associado ao autovalor
−i. Por (2.29), c também é ortogonal a todos os autovetores de At0 associados aos
autovalores diferentes de −i. Assim, c é ortogonal a todos os autovetores de At0, o
que implica que c é o vetor nulo. Mas isto é uma contradição, pois c é autovetor de
A0. Portanto, d̄tc ̸= 0 e então podemos redimensionar d tal que d̄tc = 2. Com um
raciocínio análogo, podemos escolher c em (2.24) tal que c̄tc = 2.
Usando (2.28) e substituindo (2.25) e (2.27) em (2.15), obtemos as fórmulas⟨

v∗j , v
∗
k

⟩
=

1

2
d̄tdδjk e

⟨
v∗j , vk

⟩
= ⟨vj, vk⟩ = δjk, (2.30)

onde j, k ∈ {1, 2} e

δjk =

{
1, se i = j

0, se i ̸= j
.

Verificamos agora a validade da decomposição (2.21). Por [6, Proposição A.2.],
L : C1

2π → C2π é um operador Fredholm de índice nulo (veja Apêndice A, Definições
1.0.1 e 1.0.2). Pela Proposição 1.0.3 do Apêndice A, existe um subespaço fechado
N de C2π tal que

C2π = N ⊕ ImL.

Além disso, dimkerL = codim ImL, ou seja, kerL tem a dimensão do subespaço
complementar N . Como kerL ⊂ C2π, é suficiente mostrar que

ImL ∩ kerL = {0} .

Segue de [15, VII, (1.4)] que ImL = (kerL∗)⊥. Seja v ∈ ImL ∩ kerL. Como
v ∈ kerL, podemos escrever v = xv1 + yv2. Além disso, v ∈ ImL = (kerL∗)⊥, ou
seja,

⟨
v, v∗j

⟩
= 0, para j = 1, 2. Por (2.30), concluímos que x = y = 0, implicando

que v = 0. Isto verifica (2.21). Como C1
2π ⊂ C2π e kerL ⊂ C1

2π, a decomposição
(2.22) segue diretamente de (2.21), onde M = ImL ∩ C1

2π.
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Resta mostrar que kerL e ImL são S1-invariantes. De fato, como Φ é S1-equivariante,
obtemos de (2.12) que

(dΦ)θu,α,τθ = θ(dΦ)u,α,τ ,

para todo θ ∈ S1. Logo, L = (dΦ)0,0,0 comuta com a ação de S1 em C2π. Se
v ∈ kerL, então

L(θv) = θL(v) = 0, ∀ θ ∈ S1

e, portanto, θv ∈ kerL, mostrando que kerL é S1-invariante. Do mesmo modo, se
w ∈ ImL, então w = L(v) para algum v ∈ C1

2π. Assim,

θw = θL(v) = L(θv) ∈ ImL,

implicando que ImL é S1-invariante. �

Vamos agora usar a Proposição 2.2.1 para estabelecer a redução de Liapunov-Schmidt
na resolução de (2.13). Para a discussão abaixo, nos referimos aos 5 passos descritos no
Apêndice A. Lembramos que o operador L = (dΦ)0,0,0 é como em (2.14).

Aplicando a redução de Liapunov-Schmidt

1o Passo: Para X = C1
2π e Y = C2π, escolhemos N e M de acordo com as decomposições

(2.21) e (2.22), isto é, N = kerL e M = ImL ∩ C1
2π.

2o Passo: Decompomos Φ(u, α, τ) = 0 no par de equações:

(a)EΦ(u, α, τ) = 0 e (b) (I − E)Φ(u, α, τ) = 0,

onde E : C2π → ImL é a projeção associada à decomposição (2.21), com kerE =

kerL.
3o Passo: Tendo em vista a decomposição (2.22), escrevemos u = v + w ∈ C1

2π, onde
v ∈ kerL e w ∈ M . Aplicamos o Teorema da Função Implícita para resolver
EΦ(u, α, τ) = 0 para w como uma função de v, α e τ . Obtemos então uma aplicação
W : kerL × Rk+1 × R →M de modo que

EΦ(v +W (v, α, τ), α, τ) = 0.

4o Passo: Definimos a aplicação reduzida ϕ : kerL × Rk+1 × R → kerL como

ϕ(v, α, τ) = (I − E)Φ(v +W (v, α, τ), α, τ).

5o Passo: Tomando as bases {v1, v2} para kerL e {v∗1, v∗2} para kerL∗ obtidas em (2.25)
e (2.27), respectivamente, definimos as funções gj : R2 × Rk+1 × R → R por

gj(x, y, α, τ) =
⟨
v∗j , ϕ(xv1 + yv2, α, τ)

⟩
, (2.31)

onde (x, y) ∈ R2 e j = 1, 2.
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Note que Φ ≡ 0 se, e somente se, ϕ ≡ 0. Além disso, g1 e g2 são as funções coordenadas
da aplicação reduzida ϕ nas coordenadas de kerL dadas em (2.19). Como M = ImL∩C1

2π

e N = kerL são subespaços S1-invariantes, concluímos da Proposição 1.0.4 (Apêndice A)
que ϕ comuta com a ação de S1 em kerL. Portanto,

ϕ(θv, α, τ) = θϕ(v, α, τ), (2.32)

para todo θ ∈ S1, (v, α, τ) ∈ kerL × Rk+1 × R, onde a ação de S1 em kerL é dada por
(2.20).

Nosso próximo passo é mostrar que ϕ tem a forma (2.34), o que é uma consequência
de (2.32). Para isto, precisamos do seguinte resultado:

Lema 2.2.2. Seja ϕ̃ : R2 → R2 uma aplicação suave que comuta com a ação de S1 em
R2 dada por (2.20). Então existem funções suaves p, q : R → R tais que

ϕ̃(x, y) = p(x2 + y2)(x, y) + q(x2 + y2)(−y, x). (2.33)

Demonstração: Começamos escrevendo ϕ̃ como

ϕ̃(x, y) = (ϕ̃1(x, y), ϕ̃2(x, y)),

onde ϕ̃1, ϕ̃2 : R2 → R são funções suaves. Como ϕ̃ comuta com a ação de S1, em particular
ϕ̃ comuta com a rotação de ângulo π, cuja ação em R2 é dada por π(x, y) = (−x,−y).
Logo,

ϕ̃(−x,−y) = ϕ̃(π(x, y)) = πϕ̃(x, y) = (−ϕ̃1(x, y),−ϕ̃2(x, y)).

Em particular, se x = s e y = 0, então ϕ̃(−s, 0) = (−ϕ̃1(s, 0),−ϕ̃2(s, 0)). Dessa forma,
ϕ̃j(−s, 0) = −ϕ̃j(s, 0), para j = 1, 2. Definimos f, g : R → R por f(s) = ϕ̃1(s, 0) e
g(s) = ϕ̃2(s, 0). Então, f(−s) = −f(s) e g(−s) = −g(s), implicando que f e g são
funções ímpares em s. Pelo Exemplo 1.3.8, existem funções suaves p, q : R → R tais que
f(s) = p(s2)s e g(s) = q(s2)s e, portanto,

ϕ̃1(s, 0) = p(s2)s e ϕ̃2(s, 0) = q(s2)s.

Agora, dado um ponto (x, y) ∈ R2, escolhemos um ângulo θ tal que θ(s, 0) = (x, y),
onde s2 = x2 + y2. Note que esta escolha é possível pois (x, y) pertence à circunferência
de raio s centrada na origem. Assim,

ϕ̃(x, y) = ϕ̃(θ(s, 0)) = θϕ̃(s, 0) = θ[(p(s2)s, 0) + (0, q(s2)s)]

= p(s2)θ(s, 0) + q(s2)θ(0, s)

= p(x2 + y2)θ(s, 0) + q(x2 + y2)θ(0, s).

Afirmamos que θ(0, s) = (−y, x). De fato, temos que θ(0, s) e θ(s, 0) são perpendi-
culares, pois (0, s) e (s, 0) são perpendiculares e a rotação preserva ângulos. Além disso,
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θ(0, s) tem comprimento igual a
√
x2 + y2. Logo, θ(0, s) = (−y, x) ou θ(0, s) = (y,−x).

Analisando (x, y) em cada quadrante e checando o sinal, obtemos θ(0, s) = (−y, x). Por-
tanto,

ϕ̃(x, y) = p(x2 + y2)(x, y) + q(x2 + y2)(−y, x).

�
Proposição 2.2.3. Nas coordenadas de kerL definidas em (2.19), a aplicação reduzida
ϕ tem a forma

ϕ(x, y, α, τ) = p(x2 + y2, α, τ)(x, y) + q(x2 + y2, α, τ)(−y, x), (2.34)

onde p, q : R×Rk+1×R → R são germes suaves satisfazendo qτ (0, 0, τ) = −1 e p(0, 0, 0) =
q(0, 0, 0) = pτ (0, 0, τ) = 0.

Demonstração: A diferença entre as igualdades (2.33) e (2.34) é a presença na
aplicação ϕ de parâmetros auxiliares. Entretanto, não há dificuldades em estender aqui o
Lema 2.2.2, uma vez que S1 não age nos parâmetros α e τ . Mais precisamente, escrevendo
ϕ(x, y, α, τ) = (ϕ1(x, y, α, τ), ϕ2(x, y, α, τ)), temos que

ϕ(−x,−y, α, τ) = ϕ(π(x, y), α, τ) = πϕ(x, y, α, τ) = (−ϕ1(x, y, α, τ),−ϕ2(x, y, α, τ)),

onde (x, y) ∈ kerL. Para x = s e y = 0, temos ϕj(−s, 0, α, τ) = −ϕj(s, 0, α, τ), para todo
j ∈ {1, 2}. Para cada α ∈ Rk+1 e τ ∈ R, definimos fα,τ (s) = ϕ1(s, 0, α, τ) e hα,τ (s) =

ϕ2(s, 0, α, τ), para as quais fα,τ (−s) = −fα,τ (s) e hα,τ (−s) = −hα,τ (s). Portanto, fα,τ e
hα,τ são funções ímpares em s, de modo que existem germes suaves p, q : R×Rk+1×R → R
tais que

ϕ1(s, 0, α, τ) = fα,τ (s) = p(s2, α, τ)s e ϕ2(s, 0, α, τ) = hα,τ (s) = q(s2, α, τ)s.

De forma análoga ao que fizemos no lema anterior, para cada (x, y) ∈ kerL, escolhemos
um ângulo θ tal que θ(s, 0) = (x, y), onde s2 = x2 + y2, a fim de obter

ϕ(x, y, α, τ) = ϕ(θ(s, 0), α, τ) = θϕ(s, 0, α, τ)

= θ(p(s2, α, τ)s, q(s2, α, τ)s)

= p(s2, α, τ)θ(s, 0) + q(s2, α, τ)θ(0, s)

= p(x2 + y2, α, τ)(x, y) + q(x2 + y2, α, τ)(−y, x).

Resta mostrar que p(0, 0, 0) = q(0, 0, 0) = pτ (0, 0, τ) = 0 e qτ (0, 0, τ) = −1. Para
isto, usamos as fórmulas apresentadas em [15, VII, (1.14)], onde os autores calculam as
derivadas das funções g1 e g2 definidas em (2.31) a partir das derivadas da aplicação
original Φ. Então, de [15, VII, (1.14)] itens (a) e (e) temos que

i)
∂g1
∂x

(0, 0, 0, 0) =
∂g2
∂x

(0, 0, 0, 0) = 0 (2.35)

ii)
∂2gj
∂x∂τ

(0, 0, 0, τ) =
⟨
v∗j , (dΦτ )(0,0,τ)v1 − (d2Φ)(0,0,τ)(v1,L−1EΦτ (0, 0, τ))

⟩
,
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onde j ∈ {1, 2}, v1 é o primeiro vetor da base de kerL, {v∗1, v∗2} é base de kerL∗,

(dΦτ )(u,α,τ)v1 =
d

dt

Φτ (u+ tv1, α, τ)
∣∣∣∣∣
t=0

(2.36)

e

(d2Φ)(u,α,τ)(w1, w2) =
∂

∂t1

∂

∂t2

Φ(u+ t1w1 + t2w2, α, τ)
∣∣∣∣∣
t1=t2=0

,

com w1, w2 ∈ R2. Como g1 e g2 são as funções coordenadas de ϕ, temos por (2.34) que

g1(x, 0, α, τ) = p(x2, α, τ)x e g2(x, 0, α, τ) = q(x2, α, τ)x, (2.37)

donde
∂g1
∂x

(x, 0, α, τ) = 2px(x
2, α, τ)x2 + p(x2, α, τ),

∂g2
∂x

(x, 0, α, τ) = 2qx(x
2, α, τ)x2 + q(x2, α, τ).

Portanto,
∂g1
∂x

(0, 0, 0, 0) = p(0, 0, 0) e
∂g2
∂x

(0, 0, 0, 0) = q(0, 0, 0).

Do item i) de (2.35), concluímos que p(0, 0, 0) = q(0, 0, 0) = 0. Ainda precisamos mostrar
que pτ (0, 0, τ) = 0 e qτ (0, 0, τ) = −1. De (2.37), temos que

pτ (0, 0, τ) =
∂2g1
∂x∂τ

(0, 0, 0, τ) e qτ (0, 0, τ) =
∂2g2
∂x∂τ

(0, 0, 0, τ). (2.38)

Por (2.10), temos Φτ (u, α, τ) =
du
ds

. Assim, Φτ (0, 0, τ) = 0, ou seja, L−1EΦτ (0, 0, τ) = 0,
o que implica que (d2Φ)(0,0,τ)(v1,L−1EΦτ (0, 0, τ)) = 0. Portanto o item ii) de (2.35)
torna-se

∂2gj
∂x∂τ

(0, 0, 0, τ) =
⟨
v∗j , (dΦτ )(0,0,τ)v1

⟩
. (2.39)

Além disso, temos (dΦτ )(0,0,τ)v1 =
dv1
ds

. Afirmamos que

(dΦτ )(0,0,τ)v1 = −v2. (2.40)

De fato, considerando v1 e v2 como em (2.25) e tomando c = a+ ib, com a, b ∈ Rn, segue
que

v1(s) = a cos s− b sin s e v2(s) = a sin s+ b cos s,

donde
dv1
ds

= −(a sin s+ b cos s) = −v2,

o que prova a afirmação. Substituindo (2.40) em (2.39) e usando (2.30), obtemos

∂2g1
∂x∂τ

(0, 0, 0, τ) = ⟨v∗1,−v2⟩ = 0 e
∂2g2
∂x∂τ

(0, 0, 0, τ) = ⟨v∗2,−v2⟩ = −1.

Portanto, por (2.38) concluímos que pτ (0, 0, τ) = 0 e qτ (0, 0, τ) = −1. �

Estamos aptos agora a provar o resultado principal desta seção:
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Teorema 2.2.4. Suponha que o sistema (2.6) satisfaz a hipótese (2.2). Então existe um
germe suave g : R× Rk+1 → R da forma

g(x, α) = r(x2, α)x,

com r(0, 0) = 0, tal que localmente soluções para g(x, α) = 0 com x ≥ 0 estão em
correspondência biunívoca com órbitas de soluções periódicas de pequena amplitude para
o sistema (2.6) com período próximo a 2π.

Demonstração: Considere ϕ como em (2.34). Então, u = (x, y) ∈ kerL é uma
solução para ϕ ≡ 0 se, e somente se, uma das seguintes relações vale:

(a)x = y = 0, (b) p ≡ q ≡ 0. (2.41)

Em (2.41)(a) obtemos a solução trivial u = 0, enquanto que em (2.41)(b) obtemos as
soluções 2π-periódicas do sistema (2.9). Queremos eliminar a redundância das soluções
periódicas quando associadas à ação de S1. Portanto, assumimos y = 0 e x ≥ 0, visto que
qualquer vetor pode ser expresso nesta forma por meio de uma rotação adequada do plano.
Diante destas condições, ϕ ≡ 0 se, e somente se, x = 0 ou p(x2, α, τ) = q(x2, α, τ) = 0.

Pelo Teorema da Função Implícita, podemos resolver a equação q(x2, α, τ) = 0 perto
da origem para τ = τ(x2, α), uma vez que q(0, 0, 0) = 0 e qτ (0, 0, 0) = −1 ̸= 0. Definimos
agora r : R× Rk+1 → R e g : R× Rk+1 → R por

r(z, α) = p(z, α, τ(z, α)) e g(x, α) = r(x2, α)x, (2.42)

onde r(0, 0) = 0. Então a equação

ϕ(x, y, α, τ) = 0 (2.43)

tem soluções periódicas com x2 + y2 > 0 apenas se τ = τ(x2 + y2, α). Além disso, todas
as soluções de (2.43) podem ser obtidas de uma solução de

g(x, α) = p(x2, α, τ(x2, α))x = 0,

com x ≥ 0, por uma rotação apropriada. Uma vez que as soluções de (2.43) estão
localmente em correspondência biunívoca com as soluções periódicas de (2.6), o resultado
está provado. �

2.3 O Teorema de Hopf Padrão

Nesta seção, nós discutimos sobre a existência de soluções periódicas para o sistema
de EDOs (2.6). Nosso objetivo aqui é provar o Teorema 2.3.2, que fornece condições
suficientes para que exista uma família de órbitas periódicas para (2.6). Relembramos
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que α = (λ, α1, . . . , αk) ∈ Rk+1, onde λ é o parâmetro de bifurcação e também assumimos
que Aα = (dF )0,α têm autovalores simples da forma Σ(α) = σ(α) ± iω(α) que variam
suavemente com α e satisfazem σ(0) = 0 e ω(0) = −1. Começamos com o seguinte
resultado:

Proposição 2.3.1. Considere a função r : R × Rk+1 → R definida em (2.42). Então,
rλ(0, 0) = σλ(0).

Demonstração: Aplicando a regra da cadeia na igualdade r(z, α) = p(z, α, τ(z, α)),
encontramos

rλ(z, α) = pλ(z, α, τ(z, α)) + pτ (z, α, τ(z, α))τλ(z, α),

donde rλ(0, 0) = pλ(0, 0, 0) + pτ (0, 0, 0)τλ(0, 0). Uma vez que pτ (0, 0, τ) = 0, para todo
τ ∈ R, temos

rλ(0, 0) = pλ(0, 0, 0).

Relembramos de (2.37) que

p(x2, α, τ)x = g1(x, 0, α, τ), (2.44)

onde g1 é definida em (2.31). Diferenciando (2.44) com respeito a λ e depois com respeito
a x, temos

rλ(0, 0) = pλ(0, 0, 0) =
∂2g1
∂x∂λ

(0, 0, 0, 0).

Do item (e) de [15, VII, (1.14)] segue que

∂2g1
∂x∂λ

(0, 0, 0, 0) =
⟨
v∗1, (dΦλ)(0,0,0)v1 − (d2Φ)(0,0,0)(v1,L−1EΦλ(0, 0, 0))

⟩
. (2.45)

Da definição de Φ em (2.10), temos que Φλ(u, α, τ) = F̃λ(u, α), onde F̃ (u, α)(s) =

F (u(s), α), para todo s ∈ R. Em particular, Φλ(0, α, τ) = 0 e (dΦλ)(0,0,0) = Aλ(0),
uma vez que F (0, α) ≡ 0 e (dF̃λ)0,0 = Aλ(0), respectivamente. Aqui, Aλ(0) denota a
derivada de Aα com relação a λ em α = 0. Assim, (2.45) torna-se

∂2g1
∂x∂λ

(0, 0, 0, 0) = ⟨v∗1, Aλ(0)v1⟩ . (2.46)

Agora, de (2.25) e (2.27), temos

v1 =
1

2
(eisc+ e−isc̄) e v∗1 =

1

2
(eisd+ e−isd̄), (2.47)

onde c e d são os autovetores de A0 e At0 considerados em (2.24) e (2.26), respectivamente,
tais que (2.28) é válida. Substituindo (2.47) em (2.46) e usando (2.15), obtemos

rλ(0, 0) =
∂2g1
∂x∂λ

(0, 0, 0, 0) =
1

2
ℜ
(
d̄tAλ(0)c

)
. (2.48)



2.3 O Teorema de Hopf Padrão 45

Para verificar que rλ(0, 0) = σλ(0), considere Σ(α) = σ(α) − iω(α) o autovalor de Aα e
seja c(α) o autovetor associado tal que c(0) = c. Desta forma,

Aαc(α) = Σ(α)c(α). (2.49)

Multiplicando (2.49) por d̄t, diferenciando com respeito à λ e calculando em α = 0,
obtemos

d̄tAλ(0)c+ d̄tA0cλ = Σλ(0)d̄
tc+ Σ(0)d̄tcλ. (2.50)

Agora, observe que

d̄tA0cλ = (At0d)
tcλ = (id)tcλ = −id̄tcλ = Σ(0)d̄tcλ,

uma vez que At0d = id e Σ(0) = −i. Então, (2.50) torna-se

d̄tAλ(0)c = Σλ(0)d̄
tc.

Assim sendo, usando que d̄tc = 2, obtemos de (2.48) que

rλ(0, 0) =
1

2
ℜ
(
d̄tAλ(0)c

)
=

1

2
ℜ
(
Σλ(0)d̄

tc
)

=
1

2
ℜ (2(σλ(0) + iωλ(0))) = σλ(0),

como desejado. �

Teorema 2.3.2 (Teorema de Hopf Padrão). Seja o sistema de EDOs (2.6) satisfazendo
as condições (2.2) e

σλ(0) ̸= 0. (2.51)

Então existe uma família a (k+1)-parâmetros de órbitas periódicas para (2.6) bifurcando
da solução de equilíbrio u = 0 em α = 0.

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.4, podemos reduzir o estudo de encontrar órbitas
periódicas para (2.6) ao de resolver o problema escalar

g(x, α) = 0, (2.52)

uma vez que (2.2) é satisfeito. Como g(x, α) = r(x2, α)x, para alguma função r tal que
r(0, 0) = 0, as soluções não triviais de (2.52) podem ser obtidas resolvendo

r(x2, α) = 0. (2.53)

Como σλ(0) ̸= 0, segue pela Proposição 2.3.1 que rλ(0, 0) ̸= 0, onde λ = α0 é o parâmetro
de bifurcação. Como r(0, 0) = 0, pelo Teorema da Função Implícita, podemos resolver
(2.53) para λ como uma função de x2 e α′ = (α1, . . . , αk), ou seja, λ = µ(x2, α′) para
alguma função µ : R×Rk → R. Em outras palavras, se rλ(0, 0) ̸= 0, então (2.6) tem uma
família a (k+1)-parâmetros de soluções periódicas que bifurcam da solução trivial, como
desejado. �



3
Bifurcação de Hopf com simetria

A teoria de bifurcação com simetria se utiliza da combinação de métodos de diversas
áreas da matemática, como a teoria de grupos e a teoria de singularidades. Tal prática
é necessária, uma vez que o estudo de problemas de bifurcação com simetria apresenta
certas dificuldades, já que simetrias forçam a ocorrência de autovalores com multiplicidade
alta. Entretanto, as técnicas usadas para simplificar a análise de problemas de bifurcação
com simetria exploram as mesmas simetrias que causam a complicação inicial.

No caso de bifurcação de Hopf sem simetria apresentado no Capítulo 2, o fenômeno
da ocorrência de órbitas periódicas foi reduzido, pelo método de Liapunov-Schmidt, a um
problema de bifurcação de pontos de equilíbrio. Neste capítulo, nosso objetivo é estudar
bifurcação de Hopf em famílias de equações diferenciais equivariantes com a condição de
que ±i são autovalores da linearização em um ponto fixo. Nosso método aqui também
é baseado na redução de Liapunov-Schmidt e é uma versão equivariante da abordagem
apresentada no Capítulo 2.

Este capítulo é dividido como segue: Na Seção 3.1, nós provamos o Lema dos Ramos
Equivariantes, um resultado útil no estudo de problemas de bifurcação de pontos de
equilíbrio com simetria, uma vez que nos fornece uma propriedade analítica (a existência
de um ramo de soluções com certas propriedades simétricas), desde que garantimos uma
propriedade algébrica (a existência de subgrupos de isotropia com subespaços de ponto
fixo unidimensionais).

Na Seção 3.2, encontramos condições necessárias para a ocorrência de autovalores
puramente imaginários em equações diferenciais equivariantes e mostramos que, generica-
mente, o autoespaço imaginário satisfaz uma destas condições. Além disso, apresentamos
nesta seção uma versão simples do Teorema de Hopf com simetria, o Teorema 3.2.8, com
condições análogas às do Teorema de Hopf Padrão. Este resultado é interessante, porém
identifica somente as soluções periódicas com simetrias espaciais.

Na Seção 3.3, nós introduzimos as simetrias espaço-temporais em termos de uma
ação do grupo do círculo S1. Nesta seção, nós apresentamos duas ações de S1 que são
necessárias para a prova da versão equivariante do Teorema de Hopf Padrão apresentada

46
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na Seção 3.4.

A Seção 3.4 é a mais importante do capítulo, uma vez que aborda o resultado prin-
cipal deste trabalho, o Teorema de Hopf Equivariante. Este teorema é um resultado de
existência e unicidade de órbitas periódicas e generaliza o Teorema 3.2.8 para subgrupos
Σ ⊂ Γ× S1 com dimFixRn(Σ) = 2.

As seções 3.5 e 3.6 exigem uma certa familiaridade com técnicas da teoria de grupos.
Na Seção 3.5, nós mostramos que todo subgrupo de isotropia próprio Σ de Γ × S1 pode
ser escrito como um subgrupo “twisted”, cuja definição envolve a existência de um homo-
morfismo θ : H → S1, onde H é um subgrupo de Γ. Na Seção 3.6, nós provamos dois
resultados que estabelecem condições para que o subespaço de ponto fixo FixRn(Σ) seja
bidimensional, no caso em que Rn é Γ-simples do tipo V ⊕ V .

Daqui em diante, Γ é um grupo de Lie compacto agindo linearmente em Rn. Consi-
deramos um sistema de EDOs

du

dt
+ F (u, λ) = 0, (3.1)

onde u ∈ Rn, λ ∈ R é um parâmetro de bifurcação e F : (Rn ×R, (0, 0)) → Rn é o germe
de uma aplicação suave Γ-equivariante, ou seja,

F (γu, λ) = γF (u, λ), ∀ γ ∈ Γ, u ∈ Rn. (3.2)

Note que Γ age trivialmente no espaço R dos parâmetros. Soluções de equilíbrio para
(3.1) satisfazem du

dt
= 0, isto é,

F (u, λ) = 0. (3.3)

Assumimos que F (0, λ) ≡ 0, ou seja, a solução trivial u = 0 é um ponto de equilíbrio de
(3.1). Nós notamos que como F comuta com Γ, se u(t) é uma solução para (3.1), então
γu(t) também é, para todo γ ∈ Γ. Existe uma consequência semelhante para soluções
periódicas, a saber, se u(t) é uma solução T -periódica de (3.1), então γu(t) também é,
para todo γ ∈ Γ. Nestes casos, dizemos que γ é uma simetria de u(t).

3.1 O Lema dos Ramos Equivariantes

O principal resultado desta seção é o Teorema 3.1.3, também conhecido como Lema
dos Ramos Equivariantes. Com certas condições sobre um subgrupo Σ de Γ, ele afirma que
existe um único ramo de soluções para (3.3) com subgrupo de isotropia Σ. Começamos
com a seguinte definição:

Definição 3.1.1. Um problema de bifurcação Γ-equivariante na origem é um germe
Γ-equivariante F : (Rn × R, (0, 0)) → Rn satisfazendo F (0, 0) = 0 e (dF )0,0 = 0.
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Na definição acima exigimos que (dF )0,0 = 0. Se (dF )0,0 é não nula, então podemos
usar a redução de Liapunov-Schmidt com simetria (veja Apêndice A) para reduzir F ao
caso onde o jacobiano se anula.

O próximo resultado, cuja prova é omitida aqui, identifica uma classe de problemas
de bifurcação com simetria.

Proposição 3.1.2. Seja F : RN × R → RN uma família a um parâmetro de aplicações
Γ-equivariantes com F (0, 0) = 0. Seja W = ker(dF )0,0. Então, genericamente, a ação de
Γ em W é absolutamente irredutível.

Demonstração: Veja [17, XIII, Proposition 3.2]. �

Assim, para problemas de bifurcação Γ-equivariantes, genericamente a ação de Γ em Rn

é absolutamente irredutível e, portanto, irredutível. Quando Γ = {1Γ}, todo subespaço
de Rn é Γ-invariante. Dessa forma, se (dF )0,0 ̸= 0, pela irredutibilidade da ação de
Γ em ker(dF )0,0 temos dimker(dF )0,0 = 1. Portanto, quando não existem simetrias,
genericamente esperamos autovalores simples.

Usamos a Proposição 3.1.2 da seguinte forma: se F é um problema de bifurcação
Γ-equivariante, aplicamos a regra da cadeia na igualdade F (γu, λ) = γF (u, λ) a fim de
obter

(dF )0,λγ = γ(dF )0,λ,

que é válido para todo γ ∈ Γ. A irredutibilidade absoluta de Γ implica que as únicas
matrizes que comutam com Γ são as múltiplas escalares da identidade. Desta forma,
(dF )0,λ = c(λ)In. Como (dF )0,0 = 0, temos c(0) = 0. Assumimos também a hipótese

c′(0) ̸= 0. (3.4)

Enunciamos agora o Lema dos Ramos Equivariantes, que apesar de ter uma prova
simples, faz parte da base de muitos resultados em bifurcação de pontos de equilíbrio com
simetria.

Teorema 3.1.3. (Lema dos Ramos Equivariantes) Suponha que Γ age absolutamente
irredutivelmente em Rn e seja F : Rn×R → Rn um problema de bifurcação Γ-equivariante
satisfazendo (3.4). Se Σ é um subgrupo de isotropia de Γ satisfazendo

dimFix(Σ) = 1, (3.5)

então existe um único ramo suave de soluções para (3.3) tal que o subgrupo de isotropia
de cada solução é Σ.

Observação 3.1.4. Podemos reescrever o Lema dos Ramos Equivariantes da seguinte
forma: genericamente, um problema de bifurcação Γ-equivariante tem soluções correspon-
dendo a todos os subgrupos de isotropia com subespaços de ponto fixo unidimensionais.
Como Σ satisfaz (3.5), segue que Σ é um subgrupo de isotropia maximal, ou seja, não
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existe um subgrupo de isotropia ∆ satisfazendo Σ ( ∆ ( Γ. Para ver isto, suponha
que ∆ é um subgrupo de isotropia tal que Σ ( ∆ ⊆ Γ. Então Fix(∆) ( Fix(Σ), donde
Fix(∆) = {0}. Como ∆ é um subgrupo de isotropia Σu de algum u ∈ Rn, então δu = u,
para todo δ ∈ ∆. Portanto, u ∈ Fix(∆) = {0}, ou seja, u = 0. Assim, ∆ = Σ0 = Γ,
mostrando que Σ é maximal. Logo, o Lema dos Ramos Equivariantes nos fornece um
método para encontrar soluções correspondendo a uma classe de subgrupos de isotropia
maximais.

Mais geralmente, temos:

Teorema 3.1.5. Seja Γ agindo linearmente em Rn tal que

(a) Fix(Γ) = {0};
(b) Σ ⊂ Γ é um subgrupo de isotropia satisfazendo (3.5);
(c) F : Rn × R → Rn é um problema de bifurcação Γ-equivariante satisfazendo

(dFλ)0,0(u0) ̸= 0, (3.6)

onde u0 ∈ Fix(Σ) é não nulo.

Então existe um único ramo suave de soluções (tu0, λ(t)) para a equação F (u, λ) = 0.

Observação 3.1.6. Duas observações são importantes para entender porque o Teorema
3.1.3 segue do Teorema 3.1.5. Primeiro, uma ação irredutível não trivial de Γ em Rn

satisfaz Fix(Γ) = {0}. De fato, como Γ age irredutivelmente em Rn, os únicos subespaços
Γ-invariantes de Rn são os triviais. Agora, se u ∈ Fix(Γ), então γu = u ∈ Fix(Γ), para
todo γ ∈ Γ. Logo, Fix(Γ) é um subespaço Γ-invariante de Rn e, portanto, Fix(Γ) = Rn

ou Fix(Γ) = {0}. Como Γ ̸= {1Γ}, segue que Fix(Γ) ̸= Rn. Assim, Fix(Γ) = {0}.
Segundo, quando Γ age absolutamente irredutivelmente em Rn, (dFλ)0,0(u0) = kc′(0),

para alguma constante k ̸= 0. Consequentemente, (3.4) é equivalente a (3.6). A vantagem
da hipótese (3.4) sobre a (3.6) é que ela vale simultaneamente para todos os subgrupos Σ
de Γ. A vantagem do Teorema 3.1.5 é que ele não exige que a ação de Γ seja irredutível
em Rn. Entretanto, uma outra condição de não degenerescência, a (3.6), é exigida para
cada subgrupo Σ satisfazendo (3.5). Observe que, como o ramo de soluções (tu0, λ(t))

está em Fix(Σ)×R, cada solução para t ̸= 0 tem como simetrias o subgrupo de isotropia
Σ.

Demonstração do Teorema 3.1.5: Segue do Lema 1.5.4 que F |Fix(Σ) : Fix(Σ)×R →
Fix(Σ). Visto que dimFix(Σ) = 1, temos F (tu0, λ) = h(t, λ)u0, onde 0 ̸= u0 ∈ Fix(Σ) e
h : R2 → R. Pela Proposição 1.5.5, F tem uma solução trivial, uma vez que Fix(Γ) = {0}.
Logo, h(0, λ) = 0, para todo λ ∈ R. Em termos da expansão de Taylor de h, podemos
escrever

F (tu0, λ) = k(t, λ)tu0, (3.7)
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para alguma função k : R2 → R. Derivando (3.7) com relação a t, calculando em t = 0 e
lembrando que F é um problema de bifurcação, obtemos

k(0, 0)u0 = (dF )0,0u0 = 0,

ou seja, k(0, 0) = 0. Além disso, de (3.7) também obtemos kλ(0, 0)u0 = (dFλ)(u0) ̸= 0.
Pelo Teorema da Função Implícita, resolvemos k(t, λ) = 0 para um único λ = λ(t), a fim
de obter F (tu0, λ(t)) = 0, como desejado. �

Exemplo 3.1.7. Considere Dn agindo em C como em (1.9). O subgrupo de isotropia de
todo ponto no eixo real é o subgrupo Z2 gerado pela reflexão κ, onde κz = z̄. Claramente,
Fix(Z2) = R e dimFix(Z2) = 1. Portanto, usando o Lema dos Ramos Equivariantes, con-
cluímos que genericamente problemas de bifurcação Dn-equivariantes possuem soluções
com simetria Z2.

3.2 Simetria em bifurcação de Hopf

Considere o sistema de EDOs (3.1), onde F satisfaz (3.2) e F (0, λ) ≡ 0. Lembramos
da Definição 2.1.2 que o sistema (3.1) sofre uma bifurcação de Hopf em λ = 0 se (dF )0,0
tem um par de autovalores puramente imaginários. Sob hipóteses adicionais de não de-
generescência, esta condição garante a existência de um ramo de soluções periódicas para
(3.1). No Teorema de Hopf Padrão, a hipótese de não degenerescência é que os autovalo-
res puramente imaginários sejam simples. Entretanto, como no contexto equivariante as
simetrias podem forçar a ocorrência de autovalores múltiplos, o Teorema de Hopf Padrão
não se aplica diretamente neste contexto.

De um modo mais geral, em presença de simetrias podemos não obter autovalores
complexos. De fato, se Γ age absolutamente irredutivelmente em Rn, então (dF )0,0 é um
múltiplo da identidade e, neste caso, todos os seus autovalores são reais.

Embora as simetrias possam causar complicações na análise de uma bifurcação de
Hopf, elas também simplificam tal análise na medida que impõem restrições na forma da
aplicação F .

Os casos discutidos abaixo são modelos simples que servem como exemplos para a
ocorrência de uma bifurcação de Hopf no contexto equivariante.

Exemplo 3.2.1. 1. Considere a ação padrão de O(2) em C ∼= R2 definida em (1.30).
Pelo Exemplo 1.2.12, esta ação é absolutamente irredutível e então os únicos ope-
radores lineares O(2)-equivariantes são os múltiplos reais do operador identidade.
Assim, para um sistema da forma (3.1), onde F : R2 ×R → R2 comuta com a ação
padrão de O(2), não pode ocorrer bifurcação de Hopf, visto que todos os autovalores
de (dF )0,0 são reais.
Suponhamos agora que O(2) age em R4 ∼= C2 pela ação diagonal

γ(z1, z2) = (γz1, γz2), ∀ γ ∈ O(2), (z1, z2) ∈ C2.
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Por meio de cálculos simples, concluímos que os operadores lineares que comutam
com a ação de O(2) em R4 são aqueles que têm a forma matricial[

aI2 bI2
cI2 dI2

]
,

onde a, b, c, d ∈ R. Se assumimos a = d = 0, b = −1 e c = 1, obtemos os autovalores
±i (de multiplicidade 2). Portanto, neste caso é possível ocorrer uma bifurcação de
Hopf. No entanto, o Teorema de Hopf Padrão não se aplica pois os autovalores ±i
não são simples.

2. Seja SO(2) agindo em R2 ∼= C como em (1.17). Vimos no Exemplo 1.2.12 que
esta ação não é absolutamente irredutível. A ação da rotação Rπ

2
∈ SO(2) induz a

aplicação SO(2)-equivariante com forma matricial

[
0 −1

1 0

]
, cujos autovalores são

±i. Assim, uma bifurcação de Hopf pode ocorrer para um sistema de ordem 2 com
grupo de simetrias SO(2).

3.2.1 Condições para autovalores imaginários

Nosso objetivo nesta subseção é encontrar condições sobre a ação de Γ em Rn que
permita que (dF )0,0 tenha autovalores puramente imaginários. Para isso, consideramos
uma aplicação linear arbitrária L : Rn → Rn que comuta com a ação de Γ em Rn. Note
que L pode ser escrita como (dF )0,0 para alguma aplicação Γ-equivariante F . De fato,
defina F : Rn × R → Rn por F (u, λ) = L(u). Então, F (γu, λ) = L(γu) = γL(u) =

γF (u, λ), para todo γ ∈ Γ, u ∈ Rn e (dF )0,0 = L. Desta forma, uma bifurcação de Hopf
pode ocorrer apenas quando alguma aplicação linear Γ-equivariante L tem autovalores
puramente imaginários. Pelo Corolário 1.2.3, nós podemos decompor Rn em uma soma
direta de subespaços Γ-irredutíveis

Rn = V1 ⊕ . . .⊕ Vk. (3.8)

Então, temos válido o seguinte resultado:

Lema 3.2.2. Seja L : Rn → Rn uma aplicação linear Γ-equivariante tendo um autovalor
não real. Então, considerando a decomposição (3.8), uma das afirmações ocorre:

(a) Alguma representação absolutamente irredutível de Γ ocorre no mínimo duas vezes
(por Γ-isomorfismos);

(b) A ação de Γ em algum Vj não é absolutamente irredutível.

Demonstração: Suponhamos que (a) e (b) não são válidas. Logo, todos os Vj’s são
absolutamente irredutíveis e são dois a dois não-isomorfos. O Teorema 1.2.17 implica
que, para todo j ∈ {1, . . . , k}, L(Vj) ⊂ Vj. Além disso, a irredutibilidade absoluta de Vj
implica que L|Vj = µjI|Vj , onde µj ∈ R. Assim, os autovalores de L são exatamente os
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µj’s, j = 1, . . . , k, todos reais. Mas isto contraria a hipótese de que L possui um autovalor
não real. Portanto, uma das condições (a) ou (b) ocorre. �

O Lema 3.2.2 motiva a seguinte definição.

Definição 3.2.3. Um subespaço W ⊂ Rn é dito Γ-simples se

(a) W ∼= V ⊕ Ṽ , onde V e Ṽ são absolutamente Γ-irredutíveis e Γ-isomorfos; ou
(b) W é Γ-irredutível mas não é absolutamente Γ-irredutível.

De agora em diante, denotamos o caso (a) da Definição 3.2.3 por W ∼= V ⊕ V , re-
presentando a soma de dois subespaços absolutamente Γ-irredutíveis Γ-isomorfos. Além
disso, usamos o termo não-absolutamente Γ-irredutível para significar um subespaço
que satisfaz o item (b) da Definição 3.2.3.

Exemplo 3.2.4. Considere S3 agindo em C3 como em (1.6). Seja

C3
0 =

{
(z1, z2, z3) ∈ C3; z1 + z2 + z3 = 0

}
(3.9)

um subespaço vetorial de C3.

Note que C3
0 = R3

0 ⊕ iR3
0, onde R3

0 é o espaço definido em (1.20). Pelo item 2. do
Exemplo 1.2.14 temos que R3

0 é absolutamente S3-irredutível. Como C3
0
∼= R3

0 ⊕ R3
0,

concluímos que C3
0 é S3-simples.

Para os próximos resultados, também exigimos alguma notação para os autoespaços.
Suponhamos que L : Rn → Rn é uma aplicação linear e µ ∈ C. Definimos o autoespaço
Eµ e o autoespaço generalizado Gµ de L associado a µ (ambos reais) como

Eµ =

{
{u ∈ Rn; (L− µIn)u = 0} (µ ∈ R)
{u ∈ Rn; (L− µIn)(L− µ̄In)u = 0} (µ /∈ R)

e

Gµ =

{
{u ∈ Rn; (L− µIn)

nu = 0} (µ ∈ R)
{u ∈ Rn; (L− µIn)

n(L− µ̄In)
nu = 0} (µ /∈ R)

.

Definimos também o autoespaço imaginário de L como a soma de todos Eµ’s para os
quais µ é um imaginário puro.

Da Definição 3.2.3, podemos reenunciar o Lema 3.2.2 como: Se L tem um autovalor
puramente imaginário, então Rn deve conter um subespaço Γ-invariante Γ-simples. A se-
guinte proposição mostra que, na situação genérica, o autoespaço imaginário é ele próprio
Γ-simples.

Proposição 3.2.5. Seja F : Rn×R → Rn uma família a um parâmetro de aplicações Γ-
equivariantes e suponha que (dF )0,0 tenha autovalores puramente imaginários ±iω. Seja
Giω o autoespaço generalizado de (dF )0,0 associado a iω. Então, genericamente, Giω é
Γ-simples. Além disso Giω = Eiω.
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Demonstração: Decompomos Rn como a soma de Giω e todos os autoespaços gene-
ralizados restantes:

Rn = Giω ⊕Gµ1 ⊕ . . .⊕Gµr .

Pelo Lema 3.2.2, Giω contém um subespaço Γ-invariante U da forma (a) ou (b) da Definição
3.2.3. Se Giω = U , segue que Giω é Γ-simples. Caso contrário, existe um complemento
Γ-invariante W ̸= {0} para U tal que Giω = U ⊕W . Definimos M : Rn → Rn a única
aplicação linear tal que M |U ≡ 0, M |Gµi

≡ 0, para i ∈ {1, 2, . . . , r} e M |W ≡ IW .
Consideramos a perturbação de F dada por Fϵ(u, λ) = F (u, λ) + ϵM(u), onde ϵ ∈ R.
Como (dFϵ)0,0 = (dF )0,0 + ϵM , os autovalores de (dFϵ)0,0 são ±iω em U , ϵ ± iω em W
e µi em Gµi . Assim, o autoespaço generalizado de (dFϵ)0,0 associado a iω é U , que é
Γ-simples. Então, genericamente, Giω é Γ-simples. Resta mostrar que Giω = Eiω. Para
isto, analisamos os possíveis subespaços Γ-invariantes de Giω. Considerando Giω como
um espaço vetorial complexo, temos que Giω é gerado por autovetores complexos. Logo,
Giω é a parte real do autoespaço associado a iω, ou seja, Giω = Eiω. �

Como estamos focando aqui em bifurcações de Hopf, vamos assumir que todos os
autovalores de (dF )0,0 estão sobre o eixo imaginário. Além disso, assumimos que 0 não
é um autovalor de (dF )0,0. Sob certas condições, o próximo lema mostra que podemos
assumir (dF )0,0 = J , onde

J =

[
0 −Im
Im 0

]
, (3.10)

para m = n
2
.

Lema 3.2.6. Suponha que Rn é Γ-simples e que F : Rn × R → Rn é uma aplicação
Γ-equivariante tal que (dF )0,0 possui ±i como autovalores. Então,

(a) Os autovalores de (dF )0,λ são os complexos conjugados σ(λ) ± iρ(λ), cada um de
multiplicidade m. Além disso, σ e ρ são funções suaves de λ;

(b) Existe uma aplicação linear invertível Γ-equivariante S : Rn → Rn tal que

(dF )0,0 = SJS−1.

Demonstração: Suponhamos inicialmente que Rn é da forma (a) da Definição 3.2.3,
ou seja, Rn = V ⊕ V , onde V é absolutamente Γ-irredutível. A ação de Γ em Rn é
definida diagonalmente por γ(v, w) = (γv, γw), para todo γ ∈ Γ, (v, w) ∈ V ⊕ V . Seja
L : V ⊕ V → V ⊕ V uma aplicação linear Γ-equivariante, cuja forma matricial pode ser
escrita em blocos como

L =

[
A B

C D

]
,

para matrizes A, B, C e D de ordem m. Como L comuta com a ação diagonal de Γ

em Rn, as matrizes A, B, C e D comutam com a ação de Γ em V . Dessa forma, pela
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irredutibilidade absoluta de Γ em V , segue que

L =

[
aIm bIm
cIm dIm

]
, (3.11)

onde a, b, c, d ∈ R, donde

L− µI =

[
(a− µ)Im bIm

cIm (d− µ)Im

]
.

Então, por [24, § 53, Exercise 9], o polinômio característico de L é dado por

det(L− µI) = [(a− µ)(d− µ)− bc]m . (3.12)

Desta forma, cada autovalor de L tem multiplicidade m, a menos que (a− µ)(d− µ)− bc

tenha duas raízes reais iguais, quando a multiplicidade do autovalor é 2m.

Tomamos agora L = (dF )0,λ, para cada λ ∈ R. Para λ = 0, como (dF )0,0 tem um par
de autovalores puramente imaginários conjugados, cada autovalor de L tem multiplicidade
m. Para λ ̸= 0, os autovalores σ(λ)± iρ(λ) também têm multiplicidade m e a suavidade
de σ e ρ segue de (3.12), uma vez que (3.12) é polinomial.

Para provar o item (b) quando Rn = V ⊕ V , ainda considere (dF )0,0 na forma (3.11).
Como i é autovalor de (dF )0,0, (3.12) implica que a+d = 0 e ad− bc = 1. Se a = 0, então
d = 0 e bc = −1. Neste caso,

(dF )0,0 =

[
0 bIm

−b−1Im 0

]
.

Assim, para

S =

[
Im 0

0 −b−1Im

]
,

provamos o item (b). Se a ̸= 0, definimos

Rθ =

[
cos θIm − sin θIm
sin θIm cos θIm

]
,

que tem a forma (3.11) e, portanto, comuta com Γ. Escolhemos θ tal que cot(2θ) = (b+c)
2a

.
Neste caso, como a+ d = 0, temos

Rθ(dF )0,0R
−1
θ =

[
0

(
a sin 2θ − c sin2 θ + b cos2 θ

)
Im(

a sin 2θ − b sin2 θ + c cos2 θ
)
Im 0

]
.

Denotando h = a sin 2θ− c sin2 θ+ b cos2 θ, segue que h(a sin 2θ− b sin2 θ+ c cos2 θ) = −1,
o que mostra que −h−1 = a sin 2θ − b sin2 θ + c cos2 θ. Notamos que

J =

[
Im 0

0 −hIm

][
0 hIm

−h−1Im 0

][
Im 0

0 −h−1Im

]
,
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assim

S = R−1
θ

[
Im 0

0 −h−1Im

]
fornece a similaridade exigida.

Suponhamos agora que Rn é não-absolutamente Γ-irredutível como no item (b) da
Definição 3.2.3. Então o conjunto DΓ formado pelos operadores lineares Γ-equivariantes
é isomorfo a C ou a H (veja Observação 1.2.18). Além disto, a ação de DΓ em Rn o torna
um espaço vetorial sobre DΓ. Podemos então assumir Rn ∼= Dk

Γ, onde k = n
2

se DΓ
∼= C

ou k = n
4

se DΓ
∼= H. Ainda, d ∈ DΓ age em Dk

Γ pela multiplicação por coordenadas, ou
seja,

(d, (d1, . . . , dk)) 7→ (dd1, . . . , ddk).

Assim, os autovalores de d agindo em Dk
Γ são aqueles de d agindo em DΓ repetidos k vezes,

uma vez que a representação de d em Dk
Γ é dada pela matriz

ηd =


ρd 0 . . . 0

0 ρd . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . ρd


composta por k blocos, onde ρd é a matriz da representação de d em DΓ. Além disso, a
ação de Γ em Rn é DΓ-linear, pois dados d ∈ DΓ e γ ∈ Γ, temos γd = dγ.

Como (dF )0,λ comuta com Γ, para todo λ ∈ R, podemos identificar (dF )0,λ com algum
d = d(λ) ∈ DΓ. Note que d(λ) varia suavemente com λ, uma vez que (dF )0,λ varia.

Vamos supor que DΓ
∼= C. Pelo isomorfismo, podemos escrever a matriz de d(λ) na

forma [
a(λ)Im −b(λ)Im
b(λ)Im a(λ)Im

]
, (3.13)

onde a(λ), b(λ) ∈ R. Neste caso, os autovalores de d(λ) agindo em C são a(λ)±ib(λ), cada
um com multiplicidade m = n/2. Isto prova a parte (a) do lema. Como os autovalores de
(dF )0,0 são ±i, por (3.13) a matriz de d(0) é J , provando a parte (b) do lema para este
caso.

Suponhamos agora que DΓ
∼= H. Então, dado d(λ) ∈ DΓ, podemos associá-lo a um

elemento α(λ) + β(λ)i+ γ(λ)j + δ(λ)k ∈ H, com α(λ), β(λ), γ(λ), δ(λ) ∈ R. Neste caso,
a representação matricial de d(λ) ∈ DΓ é dada por

α(λ) −β(λ) −γ(λ) −δ(λ)
β(λ) α(λ) −δ(λ) γ(λ)

γ(λ) δ(λ) α(λ) −β(λ)
δ(λ) −γ(λ) β(λ) α(λ)

 ,

com uma escolha adequada de base (veja [38]). Assim, os autovalores de d(λ) agindo
em H são α(λ) ± i

√
β(λ)2 + γ(λ)2 + δ(λ)2, cada um com multiplicidade 2. Como os
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autovalores de d(λ) agindo em Dk
Γ são os mesmos de d(λ) agindo em DΓ repetido k vezes,

cada autovalor α(λ) ± i
√
β(λ)2 + γ(λ)2 + δ(λ)2 tem multiplicidade 2k = m, provando

a parte (a) do lema para este caso. Ainda, como (dF )0,0 tem autovalores ±i, temos
α(0) = 0 e β(0)2 + γ(0)2 + δ(0)2 = 1. Assim, d(0) é associado ao quatérnio puro unitário
β(0)i + γ(0)j + δ(0)k. Por [14], existe um quatérnio unitário q tal que qd(0)q−1 = i.
Agora, a multiplicação por i em H tem a forma matricial

0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

 ,

que pode ser transformada em J por uma mudança de coordenadas. Assim, a parte (b)

está provada. �

3.2.2 Um teorema de Hopf simples com simetria

Nesta subseção, apresentamos um teorema de Hopf com simetria que tem como ideia
selecionar um subespaço no qual os autovalores são simples para, então, aplicar o Teorema
de Hopf Padrão. Este resultado apresenta um ponto negativo, pois leva em conta somente
soluções com simetrias espaciais. Um contexto mais geral que considera também soluções
periódicas com simetrias temporais é descrito na Seção 3.4. Para o momento, temos a
seguinte:

Definição 3.2.7. Uma solução periódica u tem uma simetria espacial γ ∈ Γ se para
todo t ∈ R, temos γu(t) = u(t).

Teorema 3.2.8. Considere o sistema (3.1), onde Rn é Γ-simples, (dF )0,0 = J e σ′(0) ̸= 0.
Seja Σ um subgrupo de isotropia de Γ tal que dimFixRn(Σ) = 2. Então existe um único
ramo de soluções periódicas de pequena amplitude para (3.1), de período aproximadamente
2π, cujas simetrias espaciais são Σ.

Demonstração: Pelo Lema 1.5.4, F (FixRn(Σ)×R) ⊂ FixRn(Σ). Assim, restringindo
o sistema (3.1) ao FixRn(Σ) , obtemos um sistema 2 × 2 que satisfaz as hipóteses do
Teorema de Hopf Padrão para k = 0, uma vez que os autovalores de (dF )0,0|FixRn (Σ) são
±i e a condição σ′(0) ̸= 0 é válida por hipótese. Pela definição de FixRn(Σ), as soluções
deste sistema são precisamente aquelas com simetrias espaciais contidas em Σ. Portanto,
existe um único ramo de soluções periódicas para (3.1) com grupo de simetrias Σ, como
desejado. �

Observação 3.2.9. Quando Rn ∼= V ⊕ V e FixRn(Σ) é bidimensional, utilizamos as Pro-
posições 1.5.2 e 1.5.3 para concluir que FixV (Σ) é unidimensional. Assim, nas condições
do teorema anterior tal subespaço fornece um ramo de soluções periódicas em bifurcação
de Hopf em V ⊕V . Estes subespaços de ponto fixo são precisamente aqueles considerados
no Lema dos Ramos Equivariantes.
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3.3 As ações do grupo do círculo

Diante da necessidade de incorporar simetrias temporais em nossos resultados, nós
discutimos nesta seção a importância da ação mudança de fase do grupo do círculo S1

no espaço C2π das funções 2π-periódicas definida em (2.11). Apresentamos também nesta
seção uma ação diferente, mas relacionada, de S1 em um espaço de dimensão finita, que
pode ser identificada com a exponencial da linearização J (Lema 3.3.3). Ambas as ações
de S1 são necessárias para a prova da versão equivariante do Teorema de Hopf Padrão.

Para o que segue, supomos que u : R → Rn é uma função 2π-periódica em t (caso
contrário, podemos reescalar o tempo e obter período igual a 2π).

Definição 3.3.1. Dizemos que (γ, θ) ∈ Γ × S1 é uma simetria espaço-temporal de
uma função periódica u : R → Rn se

γu(t) = u(t− θ), (3.14)

para todo t ∈ R, ou seja, a ação espacial de γ em Rn é compensada por uma mudança de
fase.

Pela definição acima, a simetria (γ, θ) é uma mistura de simetrias espacial e temporal.
Mais especificamente, as simetrias espaciais são os elementos de Γ agindo em Rn como
na Definição 3.2.7, enquanto que as simetrias temporais podem ser consideradas como
elementos de S1 agindo em C2π pela ação (2.11).

O conjunto

Σu = {(γ, θ) ∈ Γ× S1; γu(t) = u(t− θ), ∀ t ∈ R} ⊂ Γ× S1

de todas as simetrias espaço-temporais de u forma um subgrupo de Γ× S1. Além disso,
existe uma ação natural de Γ× S1 no espaço C2π definida por

(γ, θ)u(t) = γu(t+ θ), (3.15)

para todo t ∈ R, (γ, θ) ∈ Γ× S1 e u ∈ C2π. Note que podemos reescrever (3.14) como

(γ, θ)u(t) = u(t),

o que mostra que Σu é justamente o subgrupo de isotropia de u com respeito à ação (3.15).

Como já mencionamos, o objetivo principal deste trabalho é generalizar ao contexto
equivariante o Teorema de Hopf Padrão. Mais especificamente, queremos garantir a exis-
tência de soluções periódicas para (3.1), com período próximo a 2π, quando F satisfaz
(3.2). Nossa abordagem aqui é também baseada na redução de Liapunov-Schmidt, consi-
derando agora uma ação arbitrária de Γ em Rn. Os detalhes da redução vão ser apresen-
tados na Seção 3.4. Para o momento, considere o sistema (3.1), onde F é Γ-equivariante.
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Por simplicidade, escolhemos a escala de tempo de modo que L = (dF )0,0 tenha autova-
lores ±i. Então, redimensionamos o tempo como s = (1 + τ)t, onde τ é um parâmetro
próximo de 0, obtendo o sistema

(1 + τ)
du

ds
+ F (u, λ) = 0.

Definimos agora o operador Φ : C1
2π × R× R → C2π por

Φ(u, λ, τ) = (1 + τ)
du

ds
+ F̃ (u, λ) (3.16)

como em (2.10), onde C1
2π é o espaço das funções em C2π que são continuamente diferen-

ciáveis e F̃ : C1
2π × R → C2π é tal que F̃ (u, λ)(s) = F (u(s), λ), para todo s ∈ R.

Desta forma, uma solução para Φ(u, λ, τ) = 0 corresponde a uma solução 2π
1+τ

-periódica
para (3.1). Considere L = (dΦ)0,0,0 : C1

2π → C2π, o operador linear definido por

Lu =
du

ds
+ Lu, (3.17)

onde L = (dF )0,0. Nosso objetivo imediato é mostrar que Φ em (3.16) comuta com a ação
(3.15) de Γ×S1 em C2π. Para o nosso propósito, precisamos primeiro descrever a ação de
S1 em kerL e o próximo lema nos auxilia neste processo.

Lema 3.3.2. Assuma que L não tenha autovalores ki, onde k ∈ Z e k ̸= ±1. Então
kerL pode ser identificado com o autoespaço Ei de L associado ao autovalor i.

Demonstração: Uma função v pertence a kerL se, e somente se, v é 2π-periódica e
satisfaz

dv

ds
+ Lv = 0.

Para esta EDO linear, a solução geral é da forma v(s) = e−sLv0, onde v0 ∈ Rn. Estamos
interessados apenas nas soluções 2π-periódicas e uma solução geral é 2π-periódica apenas
quando v0 ∈ Eki, para algum k ∈ Z. Por hipótese, Eki = {0}, a menos que k = ±1.
Portanto, v ∈ kerL se, e somente se, v(s) = e−sLv0, com v0 ∈ Ei. Identificando v ∈ kerL
com seu ponto inicial v0 ∈ Ei, obtemos a identificação desejada. �

A seguir, nós mostramos que a ação de Γ× S1 em C2π induz uma ação em kerL.

Lema 3.3.3. Considere o operador Φ definido em (3.16). Então,

(a) Φ comuta com a ação de Γ× S1 em C2π definida em (3.15).
(b) A ação de Γ em kerL ∼= Ei é a restrição da ação de Γ em Rn. Além disso, a ação

de S1 em kerL é dada por θv = e−θJv, onde J é dada em (3.10).
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Demonstração: Considerando a linearidade da ação (3.15) e a Γ-equivariância de F
em (3.1), temos

(γ, θ)Φ(u, λ, τ)(s) = (γ, θ)

[
(1 + τ)

du(s)

ds
+ F̃ (u, λ)(s)

]
= (1 + τ)γ

du(s+ θ)

ds
+ γF̃ (u, λ)(s+ θ)

= (1 + τ)
d (γu(s+ θ))

ds
+ γF (u(s+ θ), λ)

= (1 + τ)
d [(γ, θ)u(s)]

ds
+ F (γu(s+ θ), λ)

= (1 + τ)
d [(γ, θ)u(s)]

ds
+ F ((γ, θ)u(s), λ)

= (1 + τ)
d [(γ, θ)u] (s)

ds
+ F̃ ((γ, θ)u, λ)(s) = Φ((γ, θ)u, λ, τ)(s),

para todo s ∈ R, o que prova o item (a).

Como Φ comuta com a ação de Γ × S1, kerL é um subespaço Γ × S1-invariante. No
Lema 3.3.2 identificamos v0 ∈ Ei com a função v(s) = e−sLv0, que pode ser substituída
por v(s) = e−sJv0, uma vez que Ei é genericamente Γ-simples. Como J comuta com Γ,
segue que e−sJ comuta com Γ. Assim, para todo γ ∈ Γ, γv(s) = γe−sJv0 = e−sJγv0 que é
a solução periódica identificada com γv0. Para ação de S1 temos

θv(s) = v(s+ θ) = e−(s+θ)Jv0 = e−θJ(e−sJv0) = e−θJv(s),

para todo s ∈ R, o que prova o item (b). �

Observação 3.3.4. 1. Pelo Lema 3.3.3, a ação de Γ× S1 em kerL é dada por

(γ, θ)v = γe−θJv,

para todo (γ, θ) ∈ Γ× S1 e v ∈ kerL.
2. Pela Proposição 3.2.5, genericamente podemos assumir que Ei ∼= kerL é Γ-simples.

No caso em que kerL = V ⊕ V , onde V é absolutamente Γ-irredutível, a ação de
Γ×S1 pode ser descrita de outra forma: dados v = (x, y) ∈ V ⊕V e (γ, θ) ∈ Γ×S1,
temos

(γ, θ)(x, y) = γ [x|y]Rθ,

onde Rθ é a matriz de rotação (1.2) e [x|y] é a matriz m× 2x1 y1
...

...
xm ym

 ,

com m = n
2

e x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) ∈ V . De fato, a exponencial e−θJ é
escrita como

e−θJ =

[
cos θIm sin θIm
− sin θIm cos θIm

]
, (3.18)
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donde

e−θJv =

[
cos θIm sin θIm
− sin θIm cos θIm

][
x

y

]
=



x1 cos θ + y1 sin θ
...

xm cos θ + ym sin θ

y1 cos θ − x1 sin θ
...

ym cos θ − xm sin θ


. (3.19)

Identificamos (3.19) com a matriz x1 cos θ + y1 sin θ y1 cos θ − x1 sin θ
...

...
xm cos θ + ym sin θ ym cos θ − xm sin θ

 = [x|y]Rθ.

Assim, (γ, θ)v = γe−θJv = γ [x|y]Rθ, como desejado.
3. Se diagonalizarmos a matriz e−θJ dada em (3.18) sobre C, temos que ela é formada

por m blocos dois a dois diagonais do tipo Rθ, que é precisamente a ação padrão de
S1 em R2. Deste modo, quando Rn é Γ-simples, a ação de S1 em Rn pode ser escrita
como uma soma direta de m representações isomorfas à representação padrão de S1

em R2.

O próximo resultado nos diz que no caso genérico a ação de Γ × S1 em kerL é não-
absolutamente irredutível do tipo “complexa”. Para o que segue DΓ, DS1 e DΓ×S1 denotam
os espaços vetoriais dos operadores lineares em kerL que são Γ, S1 e Γ×S1-equivariantes,
respectivamente.

Lema 3.3.5. Seja L definida como em (3.17) e assuma que kerL é Γ-simples. Então,

(a) As matrizes I e J formam uma base para o espaço vetorial DΓ×S1 e, portanto,
DΓ×S1

∼= C.
(b) O grupo Γ× S1 age não-absolutamente irredutivelmente em kerL.

Demonstração:
(a) No caso em que kerL ∼= V ⊕V , onde V é absolutamente Γ-irredutível, consideramos

um operador linear Γ×S1-equivariante A : V ⊕V → V ⊕V . Pela Proposição 1.2.20,
A ∈ DΓ ∩DS1 . Como A é Γ-equivariante, por (3.11), existem escalares a, b, c, d ∈ R
tais que

A(v, w) =

[
aIm bIm
cIm dIm

][
v

w

]
=

[
av + bw

cv + dw

]
,

ou seja, A(v, w) = (av+bw, cv+dw), para (v, w) ∈ V ⊕V . Como A comuta com S1,
A deve comutar com todas as matrizes de rotação. Assim, por cálculos semelhantes
aos realizados no item 1. do Exemplo 1.2.12, concluímos que a = d e c = −b. Então,

A(v, w) = (av + bw,−bv + aw) = a(v, w)− b(−w, v).



3.3 As ações do grupo do círculo 61

A ação de J em V ⊕ V é dada por

J(v, w) =

[
0 −Im
Im 0

][
v

w

]
=

[
−w
v

]
.

Dessa forma, concluímos que A = aI − bJ . Portanto {I, J} é uma base para DΓ×S1 .
Se kerL é não-absolutamente Γ-irredutível e DΓ

∼= C, então identificamos os opera-
dores lineares Γ-equivariantes com C: I é identificado com 1 e J identificado com
i. Assim, {I, J} é uma base para DΓ. Como J comuta com a ação de S1, temos
DΓ ⊂ DS1 . Pela Proposição 1.2.20, concluímos que DΓ×S1 = DΓ. Portanto, {I, J} é
uma base para DΓ×S1 .
Quando kerL é não-absolutamente Γ-irredutível e DΓ

∼= H, os operadores lineares
Γ-equivariantes são identificados com 1, i, j, k ∈ H. Identificamos a ação de S1

com um subgrupo do círculo de H, a saber, {cos θ + i sin θ ∈ H; θ ∈ [0, 2π)}. Neste
caso, os operadores lineares Γ-equivariantes isomorfos a j e k não comutam com a
ação de S1, pois não comutam com o operador isomorfo a i. Assim, os operadores
Γ×S1-equivariantes são gerados por I e J , que são os elementos em DΓ identificados
com 1 e i, respectivamente. Assim, {I, J} é uma base para DΓ×S1 e o item (a) está
provado.

(b) Como DΓ×S1
∼= C, pela Observação 1.2.18 segue que kerL não é absolutamente

Γ×S1-irredutível. Pela Definição 3.2.3(b), basta provar que kerL é Γ×S1-irredutível.
Começamos considerando o caso em que kerL é não-absolutamente Γ-irredutível.
Suponha que existe um subespaço W de kerL, tal que W ̸= {0} e W ̸= kerL, que
seja Γ × S1-invariante. Então W é Γ-invariante, o que é um absurdo pois kerL é
Γ-irredutível. Logo, kerL é Γ× S1-irredutível.
Consideramos agora kerL = V ⊕ V , onde V é absolutamente Γ-irredutível. Se
V ′ é um subespaço Γ × S1-invariante de V ⊕ V , então V ′ é Γ-invariante. Pela
Γ-irredutibilidade de V , temos que V ′ é um dos seguintes subespaços: {0} ⊕ {0},
V ⊕{0}, {0}⊕V ou V ⊕V . Notamos que os subespaços V ⊕{0} e {0}⊕V não são
Γ×S1-invariantes, uma vez que não são S1-invariantes. De fato, a rotação de ângulo
π
2

leva elementos de V ⊕ {0} em elementos de {0} ⊕ V e vice-versa. Dessa forma,
os únicos subespaços Γ× S1-invariantes de V ⊕ V são os triviais, o que mostra que
a ação de Γ× S1 em kerL é irredutível. �

Os resultados apresentados até aqui mostram que em bifurcação de Hopf com simetria,
devemos considerar a ação de Γ × S1 em kerL mais propriamente do que a ação de Γ,
fato que é essencial em nossos estudos. Além disso, existe uma analogia completa com
os resultados para bifurcações de pontos de equilíbrio: para bifurcação de pontos de
equilíbrio, genericamente E0 é absolutamente Γ-irredutível e DΓ

∼= R, enquanto que para
bifurcação de Hopf, genericamente Ei é não-absolutamente Γ×S1-irredutível e DΓ×S1

∼= C.
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3.4 A redução de Liapunov-Schmidt e o Teorema de
Hopf Equivariante

Como já mencionado, o resultado mais importante deste trabalho é o Teorema 3.4.1,
que generaliza o Teorema de Hopf Padrão ao contexto com simetria. Nesta seção, nós
apresentamos a sua prova quando k = 0. Para isto, mostramos as generalidades que
estabelecem a existência da aplicação ϕ em (3.24) reduzida por Liapunov-Schmidt, que é
usada para demonstrar a existência de soluções periódicas com simetrias espaço-temporais.

Como usual, consideramos o sistema (3.1), onde F : (Rn×R, (0, 0)) → Rn é o germe de
uma aplicação suave Γ-equivariante. Assumimos a hipótese genérica de que Rn é Γ-simples
e escolhemos coordenadas tais que

(dF )0,0 = J , (3.20)

onde J é como em (3.10). Isto é possível pelo Lema 3.2.6, que também estabelece os
autovalores de (dF )0,λ como σ(λ) ± iρ(λ), cada um de multiplicidade m, com σ(0) = 0

e ρ(0) = 1. Assumimos também que os autovalores de (dF )0,λ cruzam o eixo imaginário
com velocidade não nula, ou seja

σ′(0) ̸= 0. (3.21)

Vamos dar início às formalidades do processo de redução de Liapunov-Schmidt, se-
guindo os passos descritos no Apêndice A. Recordamos que C2π e C1

2π são espaços
de Banach com as normas (2.7) e (2.8), respectivamente. Consideramos o operador
Φ : C1

2π × R× R → C2π definido em (3.16). Então, L = (dΦ)0,0,0 é o operador linear

L =
d

ds
+ J .

Por (2.16), o operador adjunto de L com respeito ao produto interno (2.15) é dado
por

L∗ = − d

ds
+ J t = − d

ds
− J = −L. (3.22)

Como L é um operador Fredholm de índice nulo (veja [6, Proposição A.2.]), existe a
decomposição por subespaços Γ× S1-invariantes

C2π = kerL ⊕ ImL,

que induz a decomposição
C1
2π = kerL ⊕M ,

onde M = ImL ∩ C1
2π. Seja E : C2π → ImL a projeção linear com núcleo kerL. Decom-

pomos Φ(u, λ, τ) = 0 no par de equações

(a)EΦ(u, λ, τ) = 0 e (b)(I − E)Φ(u, λ, τ) = 0. (3.23)
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Escrevemos u = v+w ∈ C1
2π, com v ∈ kerL e w ∈M . Pelo Teorema da Função Implícita,

resolvemos (3.23)(a) para w como uma função de v, λ e τ . Este processo nos fornece
W : kerL × R × R → M de modo que w = W (v, λ, τ). Substituímos w em (3.23)(b) e
obtemos a aplicação reduzida ϕ : kerL × R× R → kerL definida por

ϕ(v, λ, τ) = (I − E)Φ(v +W (v, λ, τ), λ, τ). (3.24)

Como ϕ é definida em kerL, segue que (dϕ)0,0,0 = 0.

Portanto, pela redução de Liapunov-Schmidt, obtemos as soluções 2π-periódicas para
Φ ≡ 0 (que correspondem às soluções 2π

1+τ
-periódicas para (3.1)) resolvendo a equação

ϕ ≡ 0.

O ponto principal aqui é que, pela Proposição 1.0.4, se Φ comuta com a ação de um
grupo, então sob certas condições ϕ também comuta com a ação deste grupo. Pelo Lema
3.3.3(a), sendo M = ImL ∩ C1

2π e N = kerL subespaços Γ × S1-invariantes, temos que
ϕ comuta com a ação de Γ × S1 em kerL. Além disso, como kerL é Γ × S1-irredutível,
então FixkerL(Γ×S1) = {0}, uma vez que este é um subespaço Γ×S1-invariante de kerL
e a ação de Γ×S1 não é a trivial. Pela Proposição 1.5.5, ϕ ≡ 0 possui uma solução trivial
v = 0.

A ideia que devemos ter em mente para o restante deste capítulo é que uma bifurcação
de Hopf para sistemas Γ-equivariantes se reduz a uma bifurcação de pontos de equilíbrio
para sistemas Γ× S1-equivariantes.

Para o próximo resultado, Fix(Σ) denota FixRn(Σ). Note que FixRn(Σ) é isomorfo a
FixkerL(Σ), pois Rn é Γ-simples e então Rn = Ei ∼= kerL. As simetrias espaço-temporais
aparecem no Teorema de Hopf Equivariante por meio de um subgrupo de isotropia Σ ⊂
Γ× S1 agindo em Rn.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Hopf Equivariante). Seja o sistema de EDOs (3.1), onde
F é o germe de uma aplicação Γ-equivariante satisfazendo (3.20) e (3.21). Suponha que
Σ ⊂ Γ× S1 seja um subgrupo de isotropia agindo em Rn tal que dimFix(Σ) = 2. Então,
existe um único ramo de soluções periódicas de pequena amplitude para (3.1) com período
próximo a 2π, tendo Σ como seu grupo de simetrias.

Demonstração: As hipóteses do teorema nos permitem aplicar a redução de Liapunov-
Schmidt descrita anteriormente. As soluções periódicas de pequena amplitude de (3.1),
de período próximo a 2π, correspondem aos zeros da equação reduzida ϕ ≡ 0 em (3.24).
Então, encontrar as soluções periódicas para (3.1) com grupo de simetrias Σ é equivalente
a encontrar os zeros de ϕ com subgrupo de isotropia Σ, resolvendo ϕ|Fix(Σ)×R×R ≡ 0.

Como ϕ comuta com a ação de Γ×S1 em kerL, temos que ϕ(Fix(Σ)×R2) ⊂ Fix(Σ).
Afirmamos que ϕ|Fix(Σ)×R2 tem a forma

ϕ(v, λ, τ) = p(∥v∥2 , λ, τ)v + q(∥v∥2 , λ, τ)Jv, (3.25)

para p, q : R3 → R funções suaves. De fato, primeiro observamos que ϕ|Fix(Σ)×R2 comuta
com a ação padrão de S1. Note que, dados σ ∈ Σ, θ ∈ S1 e w ∈ Fix(Σ), temos (1Γ, θ)w =
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(1Γ, θ)σw = σ(1Γ, θ)w, donde (1Γ, θ)w ∈ Fix(Σ). Portanto, Fix(Σ) é {1Γ} × S1-invariante
e ϕ|Fix(Σ)×R2 comuta com {1Γ} × S1, visto que {1Γ} × S1 ⊂ Γ× S1.

Pelo item 3. da Observação 3.3.4, Rn é uma soma direta de m representações irredu-
tíveis de S1 de dimensão 2, todas equivalentes à representação padrão de S1 em R2. Pelo
Teorema 1.2.6, existe apenas uma componente isotípica de Rn para a ação de S1. Além
disso, a ação de S1 em qualquer subespaço S1-invariante de Rn de dimensão 2, em par-
ticular em Fix(Σ), é a ação padrão. Agora, identificamos Fix(Σ) com R2 pela aplicação
(α, β) 7→ αw1 + βw2, onde {w1, w2} é uma base de Fix(Σ). Assim, a ação de θ ∈ S1 nas
coordenadas do Fix(Σ) é dada pela multiplicação por Rθ.

Denotamos ϕ|Fix(Σ)×R2 nas coordenadas (α, β) por ϕ̃. Como ϕ̃ comuta com S1, o Lema
2.2.2 implica que existem funções suaves p, q : R3 → R tais que

ϕ̃(α, β, λ, τ) = p(α2 + β2, λ, τ)(α, β) + q(α2 + β2, λ, τ)(−β, α).

Dado v = (α, β) ∈ Fix(Σ), temos ∥v∥2 = α2+β2 e Jv = J(α, β) = (−β, α). Assim, (3.25)
segue da forma de ϕ̃. Além disso, como (dϕ)0,0,0 = 0, os termos lineares desaparecem na
equação reduzida, ou seja, p(0, 0, 0) = q(0, 0, 0) = 0. Afirmamos que

pτ (0, 0, 0) = 0, qτ (0, 0, 0) = −1 e pλ(0, 0, 0) = σ′(0) ̸= 0. (3.26)

Vamos demonstrar (3.26) no Lema 3.4.3. Por enquanto, vamos considerá-la válida para
concluir a prova deste teorema. Estamos, portanto, nas condições da Proposição 2.2.3.
O restante da prova procede exatamente como nas demonstrações dos Teoremas 2.2.4
e 2.3.2. Portanto, existe um ramo de soluções periódicas de pequena amplitude para o
sistema (3.1) com período 2π. Como tais soluções estão sobre Fix(Σ), elas têm subgrupo
de isotropia Σ ⊂ Γ× S1, como desejado. �

Antes de provarmos a afirmação (3.26), demonstramos o seguinte lema:

Lema 3.4.2. Seja A uma matriz de ordem n e seja v ∈ kerL. Então,

(a) Se A comuta com J , então Av ∈ kerL;
(b) (I − E) : C2π → kerL é uma projeção ortogonal;
(c) (I − E)Av = Av, onde

A =
1

2π

∫ 2π

0

etJAe−tJdt. (3.27)

Demonstração:
(a) Temos que Lv = 0. Como L = d

ds
+ J , temos

L (Av) = (
d

ds
+ J)(Av) = A(

d

ds
+ J)v = ALv = 0,

onde a segunda igualdade segue pois A comuta com J e com d
ds

. Assim, Av ∈ kerL.



3.4 A redução de Liapunov-Schmidt e o Teorema de Hopf Equivariante 65

(b) A aplicação (I − E) : C2π → kerL é uma projeção com núcleo ImL, pois E : C2π →
ImL é uma projeção com núcleo kerL. Para provar que I − E é ortogonal, vamos
mostrar que kerL e ImL são ortogonais com respeito ao produto interno (2.15).
Por (3.22), L∗ = −L . Assim, dados v ∈ kerL e u ∈ C1

2π, obtemos

0 = −⟨Lv, u⟩ = −⟨v,L∗u⟩ = ⟨v,−L∗u⟩ = ⟨v,Lu⟩ .

Portanto v é ortogonal à ImL e assim kerL e ImL são ortogonais.

(c) Denote A =

[
B C

D E

]
, onde B, C, D e E são matrizes quadradas de ordem m = n

2
.

Por (3.27),

A =
1

2

[
B + E C −D

D − C B + E

]
e, claramente, esta matriz comuta com as matrizes da forma (3.18). Então, A
comuta com J . Pelo item (a), Av ∈ kerL. Além disso, como kerL e ImL são
ortogonais, para todo x ∈ kerL, temos que

⟨Av, x⟩ = ⟨(I − E)Av + EAv, x⟩ = ⟨(I − E)Av, x⟩+ ⟨EAv, x⟩ = ⟨(I − E)Av, x⟩ ,

uma vez que ⟨EAv, x⟩ = 0. Portanto, para mostrar que Av = (I−E)Av é suficiente
provar que, para todo x ∈ kerL,⟨

Av, x
⟩
= ⟨Av, x⟩ .

Aqui, denotamos a transposta por T para não gerar confusão com o tempo t. Então,⟨
Av, x

⟩
=

1

2π

∫ 2π

0

x(s)TAv(s)ds =
1

2π

∫ 2π

0

x(s)T
(

1

2π

∫ 2π

0

etJAe−tJdt

)
v(s)ds

=
1

4π2

∫ 2π

s=0

∫ 2π

t=0

(e−tJx(s))TA(e−tJv(s))dtds. (3.28)

Se z(s) ∈ kerL, temos z(s) = e−sJz(0) e z(s+t) = e−tJz(s). Substituindo x(s+t) =
e−tJx(s) e v(s+ t) = e−tJv(s) em (3.28), obtemos⟨

Av, x
⟩
=

1

4π2

∫ 2π

s=0

∫ 2π

t=0

x(s+ t)TAv(s+ t)dtds. (3.29)

Sejam s′ = s + t e t′ = t. Como x e v são 2π-periódicas, podemos escrever (3.29)
da seguinte forma:⟨

Av, x
⟩

=
1

4π2

∫ 2π

s′=0

∫ 2π

t′=0

x(s′)TAv(s′)dt′ds′

=
1

2π

∫ 2π

t′=0

(
1

2π

∫ 2π

s′=0

x(s′)TAv(s′)ds′
)
dt′

=
1

2π

∫ 2π

t′=0

⟨Av, x⟩ dt′ = ⟨Av, x⟩ .

Portanto (I − E)Av = Av. �
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Lema 3.4.3. Nas hipóteses do Teorema 3.4.1, as igualdades dadas em (3.26) são válidas.

Demonstração: Utilizando a Γ× S1-equivariância de ϕ, obtemos por (3.25) que

ϕ(v, λ, τ) = a(λ, τ)v + b(λ, τ)Jv +O(∥v∥2), (3.30)

onde a, b : R2 → R, v ∈ kerL e O(∥v∥2) é formado por termos não lineares de ϕ. Então,

a(λ, τ) = p(0, λ, τ) e b(λ, τ) = q(0, λ, τ). (3.31)

Vamos encontrar fórmulas explícitas para as funções a e b. Para isso, considere Aλ =

(dF )0,λ, que tem autovalores σ(λ)± iρ(λ) de multiplicidade n
2
, com σ(0) = 0 e ρ(0) = 1.

Por hipótese, A0 = J e σ′(0) ̸= 0. Então, pela expansão de Taylor de F com respeito à
u ∈ Rn em torno de u = 0, obtemos

F (u, λ) = Aλu+O(∥u∥2). (3.32)

Substituindo (3.32) em (3.16), temos que

Φ(u, λ, τ) =

(
(1 + τ)

d

ds
+ Aλ

)
u+O(∥u∥2).

Por [6, Proposição 2.7(a)], a função W (v, λ, τ) definida implicitamente não possui termos
lineares em v. Assim,

Φ(v +W (v, λ, τ), λ, τ) = Φ(v, λ, τ) +O(∥v∥2). (3.33)

Pela expansão de Taylor de Φ com respeito à v ∈ kerL em torno do ponto v = 0, obtemos

Φ(v, λ, τ) = Φ(0, λ, τ) + (dvΦ)0,λ,τv +O(∥v∥2) = (dvΦ)0,λ,τv +O(∥v∥2),

pois Φ(0, λ, τ) = F (0, λ) = 0. Além disso,

(dvΦ)0,λ,τ =

[
(1 + τ)

d

ds
+ Aλ

]
0,λ,τ

. (3.34)

Como v ∈ kerL, temos Lv = dv
ds

+ Jv = 0. Por (3.34)

(dvΦ)0,λ,τv = [−(1 + τ)J + Aλ] v,

donde Φ(v, λ, τ) = [−(1 + τ)J + Aλ] v +O(∥v∥2). Utilizando (3.24) e (3.33), temos

ϕ(v, λ, τ) = (I − E)Φ(v +W (v, λ, τ), λ, τ)

= (I − E) [−(1 + τ)J + Aλ] v +O(∥v∥2)
=

[
−(1 + τ)J + Aλ

]
v +O(∥v∥2), (3.35)
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onde a última igualdade segue do item (c) do Lema 3.4.2, com J = J e

Aλ =
1

2π

∫ 2π

0

etJAλe
−tJdt. (3.36)

Como A comuta com Γ × S1, segue que Aλ = ā(λ)I + b̄(λ)J , para funções ā, b̄ : R → R
(veja o Lema 3.3.5). As equações (3.30) e (3.35) nos fornecem

a(λ, τ) = ā(λ) e b(λ, τ) = −(1 + τ) + b̄(λ).

Desta forma, obtemos as identidades aτ ≡ 0 e bτ ≡ −1. Em particular,

pτ (0, 0, 0) = aτ (0, 0) = 0 e qτ (0, 0, 0) = bτ (0, 0) = −1.

Afirmamos agora que aλ(0, 0) = σ′(0). De fato, como tr(J) = 0, temos tr(Aλ) = na(λ).
Por (3.36), tr(Aλ) = tr(Aλ). Como os autovalores de Aλ são σ(λ)±iρ(λ) de multiplicidade
n
2
, então tr(Aλ) = nσ(λ) e consequentemente ā(λ) = σ(λ). Deste modo, a(λ, τ) = σ(λ) e
aλ(0, 0) = σ′(0), como desejado. Por (3.31), temos que

pλ(0, 0, 0) = aλ(0, 0) = σ′(0) ̸= 0.

�

3.5 Subgrupos de isotropia de Γ× S1

Para aplicar o Teorema de Hopf Equivariante a um sistema com grupo de simetrias
Γ, precisamos considerar os subgrupos de isotropia Σ ⊂ Γ × S1 que possuem subespaço
de ponto fixo de dimensão 2. Nesta seção, obtemos dois resultados úteis neste processo.
O primeiro deles é a Proposição 3.5.2, que caracteriza os subgrupos de isotropia próprios
de Γ × S1 como subgrupos “twisted”. O segundo resultado, o Lema 3.5.4, apresenta
um método para determinar as classes de conjugação dos subgrupos twisted (fechados)
de Γ × S1, usando apenas informações da teoria de grupos sobre Γ. Os métodos para
determinar as dimensões dos correspondentes subespaços de ponto fixo são apresentados
na próxima seção. Iniciamos com a seguinte definição:

Definição 3.5.1. Sejam H um subgrupo de Γ e θ : H → S1 um homomorfismo de grupos.
Dizemos que

Hθ = {(h, θ(h)) ∈ Γ× S1;h ∈ H},

é um subgrupo twisted de Γ× S1.

Para o que segue, vamos utilizar a projeção canônica π : Γ× S1 → Γ.

Proposição 3.5.2. Seja Σ um subgrupo de isotropia de Γ × S1 agindo em um espaço
Γ-simples Rn, com Σ ̸= Γ× S1. Assuma H = π(Σ). Então,
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(a) π : Σ → H é um isomorfismo;
(b) Existe um homomorfismo θ : H → S1 tal que Σ = Hθ .

Demonstração:
(a) Como Rn é Γ-simples, pelo item 3. da Observação 3.3.4, o único elemento de Rn

fixado pela ação de θ ∈ S1 é o vetor nulo, uma vez que o único elemento fixado
por S1 agindo em R2 é o (0, 0). Assim, como Σ ̸= Σ0 = Γ × S1, concluímos que
Σ∩({1Γ} × S1) = {(1Γ, 0)}. Como kerπ = {1Γ}×S1, obtemos Σ∩kerπ = {(1Γ, 0)}.
Portanto, π∗ = π|Σ : Σ → H é injetora. Além disso, π∗ é linear e sobrejetora, uma
vez que H = π(Σ). Deste modo, π∗ é bijetora. Ademais, π∗ é um homomorfismo,
pois dados (γ1, θ1), (γ2, θ2) ∈ Σ, temos

π∗((γ1, θ1)(γ2, θ2)) = π∗(γ1γ2, θ1 + θ2) = γ1γ2 = π∗(γ1, θ1)π
∗(γ2, θ2).

Portanto, π∗ é um isomorfismo, como queríamos.
(b) Seja σ = (γ, φ) ∈ Σ ⊂ Γ× S1. Então, γ = π∗(σ) ∈ H e φ ∈ S1. Uma vez que π∗ é

bijetora, para cada h ∈ H, existe um único φ ∈ S1 tal que (h, φ) ∈ Σ e, assim, está
bem definida a aplicação θ : H → S1 por θ(h) = φ. Portanto, todo σ ∈ Σ pode ser
escrito unicamente como (h, θ(h)), tal que h ∈ H. Mostramos agora que θ : H → S1

é um homomorfismo de grupos. Como Σ é um subgrupo de Γ×S1, dados (h, θ(h)),
(k, θ(k)) ∈ Σ, temos

(h, θ(h))(k, θ(k)) = (hk, θ(h)θ(k)) ∈ Σ,

com h, k ∈ H. Como hk ∈ H, existe um único θ(hk) ∈ S1 tal que (hk, θ(hk)) ∈ Σ.
Logo, θ(hk) = θ(h)θ(k), como queríamos. Pela Definição 3.5.1,

Hθ = {(h, θ(h)) ∈ Γ× S1;h ∈ H} = Σ.

�

Observação 3.5.3. 1. O homomorfismo θ : H → S1 definido na Proposição 3.5.2 é
denominado twist.

2. Nós pensamos nos elementos de Γ como simetrias espaciais (agindo em Rn) e nos
elementos de S1 como simetrias temporais (agindo nas soluções periódicas pela ação
de mudança de fase). Logo, σ = (h, θ(h)) ∈ Γ × S1 é uma simetria espacial se
θ(h) = 0 e uma simetria espaço-temporal se θ(h) ̸= 0. Portanto, as simetrias
espaciais de um dado subgrupo de isotropiaHθ ⊂ Γ×S1 formam o seguinte subgrupo
normal de H:

K = ker θ.

Como já mencionamos, para aplicar o Teorema 3.4.1 é preciso primeiro encontrar as
classes de conjugação dos subgrupos de isotropia de Γ×S1. A Proposição 3.5.2 reduz este
problema ao problema de encontrar todos os subgrupos twisted de Γ × S1. Entretanto,
determinar quando dois subgrupos twisted são conjugados é uma questão delicada. O
próximo lema apresenta duas condições suficientes que nos auxiliam nesta questão.
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Lema 3.5.4. (a) Sejam Hθ e Lψ subgrupos twisted conjugados em Γ× S1. Então H e
L são subgrupos conjugados de Γ.

(b) Sejam Hθ e Hψ subgrupos twisted de Γ × S1 com simetrias espaciais Kθ = ker θ e
Kψ = kerψ. Se Hθ e Hψ são conjugados em Γ × S1, então existe γ ∈ NΓ(H) tal
que Kψ = γ−1Kθγ, onde NΓ(H) = {γ ∈ Γ; γHγ−1 = H} é o subgrupo normalizador
de H em Γ.

Demonstração: Sejam Hθ e Lψ conjugados em Γ× S1. Logo, existe (γ, φ) ∈ Γ× S1

tal que (γ, φ)−1Hθ(γ, φ) = Lψ. Se (h, θ(h)) ∈ Hθ, temos

(γ, φ)−1(h, θ(h))(γ, φ) = (γ−1hγ, φ−1θ(h)φ) = (γ−1hγ, θ(h)) ∈ Lψ, (3.37)

onde a última igualdade segue pois S1 é abeliano. Então γ−1hγ ∈ L e assim γ−1Hγ ⊂ L.
Do mesmo modo, para (α, β) = (γ, φ)−1 ∈ Γ × S1 temos (α, β)−1Lψ(α, β) = Hθ. Se
(l, ψ(l)) ∈ Lψ, então

(α, β)−1(l, ψ(l))(α, β) = (α−1lα, β−1ψ(l)β) = (α−1lα, ψ(l)) ∈ Hθ.

Logo, α−1lα ∈ H, o que implica que α−1Lα ⊂ H. Desta forma, L ⊂ αHα−1 = γ−1Hγ.
Portanto γ−1Hγ = L, para algum γ ∈ Γ, ou seja, H e L são subgrupos conjugados em Γ,
provando o item (a).

Consideramos agora Hθ e Hψ subgrupos twisted conjugados em Γ×S1. Assim, existe
(γ, φ) ∈ Γ × S1 tal que (γ, φ)−1Hθ(γ, φ) = Hψ. Pela demonstração do item anterior,
γ−1Hγ = H, o que implica que γ ∈ NΓ(H). Além disso, por (3.37), dado h ∈ H existe
h′ ∈ H tal que (γ−1hγ, θ(h)) = (h′, ψ(h′)), ou seja, γ−1hγ = h′ e θ(h) = ψ(γ−1hγ).
Assim, se u ∈ Kθ, então ψ(γ−1uγ) = θ(u) = 0, implicando que γ−1uγ ∈ Kψ. Desta
forma, γ−1Kθγ ⊂ Kψ. Do mesmo modo, dado v ∈ Kψ, temos que θ(γvγ−1) = ψ(v) = 0

e assim γvγ−1 ∈ Kθ. Logo, γKψγ
−1 ⊂ Kθ, o que implica que Kψ ⊂ γ−1Kθγ. Portanto

Kψ = γ−1Kθγ, o que prova o item (b). �

É importante ressaltar que não temos garantida as recíprocas dos itens (a) e (b) do
lema anterior. Vejamos um exemplo em que a recíproca do item (b) é falsa.

Suponha que Γ = H = Z3 = ⟨ω⟩ e defina θ, ψ : H → S1 por θ(ω) = 2π
3

e ψ(ω) = −2π
3

.
Como Z3 × S1 é abeliano, Hθ é conjugado a Hψ somente se Hθ = Hψ, o que acontece se,
e somente se, θ = ψ, que é falso. Assim, Hθ e Hψ não são conjugados. Entretanto, como
ker θ = kerψ = {1Γ}, temos ker θ = 1Γ kerψ1

−1
Γ , com 1Γ ∈ NΓ(H).

Observe que no item (b) do Lema 3.5.4 determinamos a classe de conjugação do par
(H,K) em Γ× S1, onde K = ker θ. Mas (H,K) não determina Hθ de forma única, uma
vez que θ não é determinado unicamente.

Introduzimos agora alguma terminologia. Seja Hθ um subgrupo twisted de Γ × S1,
com K = ker θ, onde θ : H → S1 é um homomorfismo de grupos. Pelo Primeiro Teorema
de Isomorfismo de grupos, H/K é isomorfo a θ(H). Note que θ(H) é um subgrupo fechado
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de S1. De fato, como o subgrupo de isotropia Hθ = H × θ(H) é um subgrupo de Lie,
ele é fechado em Γ × S1, implicando que H e θ(H) são subgrupos fechados em Γ e S1,
respectivamente. Por [33, Página 279], os únicos subgrupos fechados de S1 são

{0}, Zn (n = 2,3,4...) e S1. (3.38)

Portanto, H/K é isomorfo a um dos subgrupos descritos em (3.38). Dizemos que um
twist θ é trivial, Zn ou S1, conforme θ(H) = {0}, Zn ou S1, respectivamente.

3.6 Dimensão dos subespaços de ponto fixo

Nesta seção, discutimos métodos gerais para determinar a dimensão do subespaço de
ponto fixo de um subgrupo twisted Hθ de Γ × S1 agindo em um espaço Γ-simples do
tipo (a) da Definição 3.2.3. A fim de obter condições para aplicar o Teorema de Hopf
Equivariante, nosso interesse aqui é determinar quando

dimFixV⊕V (H
θ) = 2. (3.39)

Para isto, provamos dois resultados principais. O primeiro deles, o Teorema 3.6.2, esta-
belece (3.39) para twists dos tipos {0}, Z2, Z3, Z4 e Z6 em termos das dimensões dos
subespaços de ponto fixo de certos subgrupos de Γ agindo em V . O segundo, o Teorema
3.6.4, estabelece (3.39) em termos do número de vezes que uma certa representação de H
relacionada ao twist aparece na representação de H em V .

Daqui em diante, Rn é um espaço vetorial Γ-simples do tipo V ⊕ V , onde V é abso-
lutamente Γ-irredutível, sob a ação de Γ × S1. Além disso, com base nos resultados da
seção anterior, todo subgrupo de isotropia próprio em Γ×S1 é um twisted Hθ para algum
subgrupo H de Γ e algum homomorfismo θ : H → S1. Como Hθ ⊂ Γ × S1 age em Rn

pela ação herdada de Γ× S1, obtemos pela fórmula do traço (1.32) que

dimFixV⊕V (H
θ) =

∫
Hθ

tr((h, θ(h))), (3.40)

onde h ∈ H. Vamos mostrar que

dimFixV⊕V (H
θ) = 2

∫
H

tr(h) cos θ(h), (3.41)

onde tr(h) denota o traço da representação de h restrita a V . De fato, como Γ age
diagonalmente em Rn, podemos escrever a ação de h ∈ H em V ⊕ V na forma matricial[

ρh|V 0

0 ρh|V

]
, (3.42)

onde ρh|V é a representação de h restrita a V . A ação de θ(h) ∈ S1 em Rn pode ser escrita
na forma matricial [

cos θ(h)Im sin θ(h)Im
− sin θ(h)Im cos θ(h)Im

]
. (3.43)
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Como (h, θ(h)) = (h, 0)(1Γ, θ(h)), podemos escrever a representação de (h, θ(h)) em V ⊕V
pela multiplicação das matrizes (3.42) e (3.43), obtendo[

cosθ(h)ρh|V sin θ(h)ρh|V
− sin θ(h)ρh|V cos θ(h)ρh|V

]
.

Assim, o traço da representação de (h, θ(h)) em V ⊕ V é igual a 2 cos θ(h)tr(h) e (3.41)
segue de (3.40).

O Teorema 3.6.2 é uma consequência imediata das seguintes fórmulas:

Lema 3.6.1. Seja Hθ ⊂ Γ × S1 um subgrupo de isotropia agindo em V ⊕ V e seja
K = ker θ. Então,

(a) Se θ(H) = {0}, então dimFixV⊕V (H
θ) = 2 dimFixV (H).

(b) Se θ(H) = Z2, então dimFixV⊕V (H
θ) = 2(dimFixV (K)− dimFixV (H)).

(c) Se θ(H) = Z3, então dimFixV⊕V (H
θ) = dimFixV (K)− dimFixV (H).

(d) Se θ(H) = Z4, então dimFixV⊕V (H
θ) = dimFixV (K) − dimFixV (L), onde L é o

único subgrupo tal que K ⊂ L ⊂ H e |H/L| = 2.
(e) Se θ(H) = Z6, então dimFixV⊕V (H

θ) = dimFixV (H)+dimFixV (K)−dimFixV (M)−
dimFixV (N), onde N e M são os únicos subgrupos entre K e H tais que |H/N | = 3

e |H/M | = 2.

Demonstração:

(a) Se θ(H) = {0}, então cos θ(h) = 1, para todo h ∈ H. Logo,

dimFixV⊕V (H
θ) = 2

∫
H

tr(h) cos θ(h) = 2

∫
H

tr(h) = 2 dimFixV (H),

onde a última igualdade segue de (1.32).

Para a prova dos itens (b) a (e), obtemos da fórmula do traço (1.32) que dimFixV (∆) =∫
∆

tr(h), para ∆ = H, K, L, N e M . Além disso, pelo Teorema 1.1.10,

dimFixV⊕V (H
θ) = 2

∫
H

tr(h) cos θ(h) = 2

∫
H/K

(∫
h∈K

tr(h) cos θ(h)
)
d(hK). (3.44)

Se |H/K| = m (o índice de K em H é m), então K possui m classes laterais em H. Deste
modo, temos a decomposição de H como a união disjunta H = K∪̇δ1K∪̇ . . . ∪̇δm−1K,
onde δi ∈ H\K e δi /∈ δjK, para todo i ̸= j, com i, j ∈ {1, . . . ,m− 1}. Então, por (1.10)∫

H/K

(∫
h∈K

tr(h) cos θ(h)
)
d(hK) =

1

|H/K|
∑

hK∈H/K

∫
K

tr(h) cos θ(h).

Portanto, (3.44) torna-se

dimFixV⊕V (H
θ) =

2

m

(∫
K

tr(h) cos θ(h) +
m−1∑
j=1

∫
K

tr(δjh) cos(δjh)

)
. (3.45)
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Do mesmo modo, pelo Teorema 1.1.10 e por (1.10) segue que

dimFixV (H) =

∫
H

tr(h) =
∫
H/K

(∫
K

tr(h)
)
d(hK)

=
1

m

(∫
K

tr(h) +
m−1∑
j=1

∫
K

tr(δjh)

)
. (3.46)

(b) Para θ(H) = Z2, cos θ(h) = 1 se h ∈ K e cos θ(h) = −1 se h ∈ H\K. Como
H/K ∼= θ(H) = Z2, |H/K| = 2 e segue por (3.45) que

dimFixV⊕V (H
θ) =

∫
K

tr(h)−
∫
K

tr(δh),

para δ ∈ H\K fixado. Além disso, por (3.46),

dimFixV (H) =
1

2

(∫
K

tr(h) +
∫
K

tr(δh)
)

.

Assim,

dimFixV⊕V (H
θ) + 2 dimFixV (H) = 2

∫
K

tr(h) = 2 dimFixV (K),

como queríamos.
(c) Considere θ(H) = Z3. Então cos θ(h) = 1 para h ∈ K e cos θ(h) = −1

2
para

h ∈ H\K. Como H/K ∼= θ(H) = Z3, segue respectivamente por (3.45) e (3.46) que

dimFixV⊕V (H
θ) =

2

3

(∫
K

tr(h)− 1

2

∫
K

tr(δ1h)−
1

2

∫
K

tr(δ2h)
)

e
dimFixV (H) =

1

3

(∫
K

tr(h) +
∫
K

tr(δ1h) +
∫
K

tr(δ2h)
)

,

para δ1, δ2 ∈ H\K fixados tais que δ1 /∈ δ2K e δ2 /∈ δ1K. Assim,

dimFixV⊕V (H
θ) + dimFixV (H) =

2

3

∫
K

tr(h)− 1

3

∫
K

tr(δ1h)−
1

3

∫
K

tr(δ2h)

+
1

3

∫
K

tr(h) +
1

3

∫
K

tr(δ1h) +
1

3

∫
K

tr(δ2h)

=

∫
K

tr(h) = dimFixV (K),

como desejado.
(d) Para θ(H) = Z4 = ⟨ξ⟩, as classes laterais de K em H são dadas por Hk = θ−1(ξk),

onde k ∈ {0, 1, 2, 3} e H0 = K. Sem perda de generalidade tomamos Hk = δkK

com k ∈ {0, 1, 2, 3}. Assim, cos θ(h) = 1 se h ∈ K, cos θ(h) = 0 se h ∈ H1 ∪ H3 e
cos θ(h) = −1 se h ∈ H2. Além disso, por (3.45) temos que

dimFixV⊕V (H
θ) =

1

2

(∫
K

tr(h)−
∫
K

tr(δ2h)
)

.
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Note que o único subgrupo L entre K e H de índice |H/L| = 2 é L = H0∪̇H2.
Assim, pelo Teorema 1.1.10 e por (1.10) segue que

dimFixV (L) =
∫
L

tr(h) =
∫
L/K

(∫
K

tr(h)
)
d(hK) =

1

2

(∫
K

tr(h) +
∫
K

tr(δ2h)
)

,

uma vez que |L/K| = 2. Assim,

dimFixV (K)− dimFixV (L) =

∫
K

tr(h)− 1

2

(∫
K

tr(h) +
∫
K

tr(δ2h)
)

= dimFixV⊕V (H
θ),

como desejado.
(e) Para θ(H) = Z6 = ⟨ξ⟩, as classes laterais de K em H são dadas por Hk = θ−1(ξk),

onde k ∈ {0, . . . , 5} e H0 = K. Tomamos Hk = δkK, para k ∈ {0, . . . , 5}. Assim,
cos θ(h) = 1 se h ∈ H0, cos θ(h) = 1

2
se h ∈ H1 ∪ H5, cos θ(h) = −1 se h ∈ H3 e

cos θ(h) = −1
2

se h ∈ H2 ∪H4. Portanto, de (3.45) e (3.46) segue respectivamente
que

dimFixV⊕V (H
θ) =

1

3

(∫
K

tr(h) +
1

2

∫
K

tr(δ1h)−
1

2

∫
K

tr(δ2h)

−
∫
K

tr(δ3h)−
1

2

∫
K

tr(δ4h) +
1

2

∫
K

tr(δ5h)
)

e

dimFixV (H) =
1

6

(∫
K

tr(h) +
5∑
j=1

∫
K

tr(δjh)

)
.

Note que os únicos subgrupos N e M entre K e H tais que |H/N | = 3 e |H/M | = 2

são N = H0 ∪ H3 e M = H0 ∪ H2 ∪ H4. Como H/K ∼= θ(H) = Z6, decorre que
|H/K| = 6, |N/K| = 2 e |M/K| = 3. Novamente do Teorema 1.1.10 e por (1.10)
temos

dimFixV (N) =

∫
N

tr(h) =
∫
N/K

(∫
K

tr(h)
)
d(hK)

=
1

|N/K|
∑

hK∈N/K

∫
K

tr(h) =
1

2

(∫
K

tr(h) +
∫
K

tr(δ3h)
)

(3.47)

e

dimFixV (M) =

∫
M

tr(h) =
∫
M/K

∫
K

tr(h)d(hK)

=
1

3

(∫
K

tr(h) +
∫
K

tr(δ2h) +
∫
K

tr(δ4h)
)

.

Cálculos diretos agora mostram que dimFixV (H) + dimFixV (K)− dimFixV (N)−
dimFixV (M) = dimFixV⊕V (H

θ), como desejado �



3.6 Dimensão dos subespaços de ponto fixo 74

Teorema 3.6.2. Nas condições do Lema 3.6.1, dimFixV⊕V (H
θ) = 2 se uma das seguintes

condições é válida:

(a) θ(H) = {0} e dimFixV (H) = 1.
(b) θ(H) = Z2 e dimFixV (K)− dimFixV (H) = 1.
(c) θ(H) = Z3 e dimFixV (K)− dimFixV (H) = 2.
(d) θ(H) = Z4 e dimFixV (K) − dimFixV (L) = 2, onde L é o único subgrupo tal que

K ⊂ L ⊂ H e |H/L| = 2.
(e) θ(H) = Z6 e dimFixV (H)+dimFixV (K)−dimFixV (N)− dimFixV (M) = 2, onde

N e M são os únicos subgrupos entre K e H tais que |H/N | = 3 e |H/M | = 2.

Antes da prova do segundo resultado principal desta seção, nós introduzimos novos
conceitos: se V é um espaço vetorial real, chamamos de caracter de uma representação
ρ de Γ em V a função χ : Γ → R definida por

χ(γ) = tr(ργ),

onde tr(ργ) é o traço da matriz de ργ ∈ GL(V ). Se χ1 e χ2 são os caracteres das repre-
sentações irredutíveis ρ1 e ρ2 de Γ, então valem as seguintes relações de ortogonalidade
para caracteres:

∫
Γ

χ1(γ)χ2(γ) =


0, se ρ1, ρ2 não são equivalentes
1, se ρ1 ∼ ρ2 são absolutamente irredutíveis
2, se ρ1 ∼ ρ2 são não-absolutamente irredutíveis

(3.48)

onde
∫
Γ

é a integral de Haar normalizada sobre Γ e ∼ denota a equivalência de represen-
tações. Para maiores detalhes, veja [1].

Para cada twist θ : H → S1, se θ(H) = {0} ou θ(H) = Z2, definimos uma representa-
ção irredutível ρθ : H → GL(R) como

ρθ(h)x = (cos θ(h))x, (3.49)

para todo h ∈ H e x ∈ R. Se θ(H) ̸= {0} e θ(H) ̸= Z2, definimos uma representação
irredutível ρθ : H → GL(C) como

ρθ(h)z = eiθ(h)z, (3.50)

para todo h ∈ H e z ∈ C. Note que no primeiro caso ρθ é absolutamente H-irredutível
(pois os únicos operadores lineares em R são os múltiplos da identidade, em particular
os que comutam com ρθ) e no segundo caso ρθ é não-absolutamente H-irredutível (pois é
equivalente à representação de S1 em C, que é não-absolutamente irredutível).

Agora decomponha V em subespaços H-irredutíveis como

V = V1 ⊕ . . .⊕ Vk. (3.51)

Definimos a multiplicidade de ρθ na ação de H em V como o número de Vj’s nos quais
as representações de H são equivalentes a ρθ. Temos então o seguinte resultado:
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Lema 3.6.3. Seja Hθ ⊂ Γ × S1 um subgrupo de isotropia agindo em V ⊕ V . Então a
dimensão de FixV⊕V (H

θ) é igual a 2 vezes a multiplicidade de ρθ na ação de H em V .

Demonstração: Seja ρ uma representação irredutível de Γ em V . Denotamos por χθ
o caracter de ρθ e por χ o caracter de ρ|H (ρ restrita a H). Além disso, denotamos por µ(θ)
a multiplicidade de ρθ na ação de H em V . Queremos mostrar que dimFixV⊕V (H

θ) =

2µ(θ). Por (3.49) e (3.50) temos que

χθ(h) = tr(ρθ(h)) =

{
cos θ(h), se θ(H) = {0} ou θ(H) = Z2

2 cos θ(h), caso contrário.

Pela igualdade (3.41),

dimFixV⊕V (H
θ) = 2

∫
H

χ(h) cos θ(h). (3.52)

Suponha θ(H) = {0} ou θ(H) = Z2. Então (3.52) torna-se

dimFixV⊕V (H
θ) = 2

∫
H

χ(h)χθ(h). (3.53)

Observe que a representação ρ|H não é necessariamente irredutível. Considere então
a decomposição de V em subespaços H-irredutíveis como em (3.51) e denote por ρj a
representação de H em cada Vj. Além disso, denote por χj o caracter de ρj. Como
ρθ é absolutamente irredutível, pelas relações de ortogonalidade dadas em (3.48) temos∫
H
χj(h)χθ(h) = 1 para todo ρj equivalente a ρθ. Para todas as outras representações ρi

não equivalentes a ρθ temos
∫
H
χi(h)χθ(h) = 0. Neste caso,

∫
H
χ(h)χθ(h) = µ(θ), uma

vez que χ = χ1 + . . .+ χk. Assim, segue de (3.53) que dimFixV⊕V (H
θ) = 2µ(θ).

Se θ(H) ̸= {0} e θ(H) ̸= Z2, (3.52) torna-se

dimFixV⊕V (H
θ) =

∫
H

χ(h)χθ(h).

Neste caso, para cada representação ρj equivalente a ρθ temos
∫
H
χj(h)χθ(h) = 2, pois ρθ

é não-absolutamente irredutível. Para ρi não equivalente a ρθ vale que
∫
H
χi(h)χθ(h) = 0.

Novamente, como χ = χ1 + . . .+ χk, temos
∫
H
χ(h)χθ(h) = 2µ(θ) e o resultado segue. �

O próximo teorema segue diretamente do lema anterior.

Teorema 3.6.4. Nas condições do Lema 3.6.3, dimFixV⊕V (H
θ) = 2 precisamente quando

ρθ ocorre somente uma vez na representação de H em V .



4
Exemplos de bifurcação de Hopf com simetria

Neste capítulo, apresentamos dois exemplos de bifurcação de Hopf com simetria. Va-
mos usar as ferramentas apresentadas no Capítulo 3, em particular das Seções 3.5 e 3.6,
que introduzem formas eficientes de determinar os subespaços de ponto fixo bidimensi-
onais, necessários para a aplicação do Teorema de Hopf Equivariante. Nosso objetivo é
aplicar os resultados para provar a existência de ramos de soluções periódicas em siste-
mas de equações diferenciais ordinárias da forma (3.1) com grupo de simetrias S3 e O(2),
ou seja, F em (3.1) é S3 e O(2)-equivariante, respectivamente. Começamos com o caso
equivariante por S3.

4.1 Bifurcação de Hopf com grupo de simetrias S3

Considere o subespaço vetorial

C3
0 =

{
(z1, z2, z3) ∈ C2; z1 + z2 + z3 = 0

}
⊂ C3.

Considere a ação de S3 em C3
0 definida como em (1.6), ou seja

σ(z1, z2, z3) = (zσ−1(1), zσ−1(2), zσ−1(3)),

para todo σ ∈ S3, (z1, z2, z3) ∈ C3
0. Como usual, vamos denotar

S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)} .

Pelo Exemplo 3.2.4, temos que C3
0 é S3-simples. Note que dimR C3

0 = 4.

Desejamos analisar a existência genérica de ramos de soluções periódicas próximas ao
ponto de bifurcação (x, λ) = (0, 0) para o sistema (3.1), onde F : C3

0 × R → C3
0 comuta

com a restrição da ação (1.6) a C3
0. Supomos que F satisfaz (3.20) e (3.21), onde m = 2.

Sob as hipóteses acima, nós assumimos a ação de S1 em C3
0 dada por

θ(z1, z2, z3) = (eiθz1, e
iθz2, e

iθz3),

para todo θ ∈ S1, (z1, z2, z3) ∈ C3
0. Então S3 × S1 age em C3

0 como

(σ, θ)(z1, z2, z3) = σ(θ(z1, z2, z3)),

76
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para (σ, θ) ∈ S3 × S1 e (z1, z2, z3) ∈ C3
0.

Nas duas próximas subseções, nós determinamos as outras condições necessárias para
a aplicação do Teorema de Hopf Equivariante.

4.1.1 Os subgrupos de isotropia de S3 × S1

Como um primeiro passo, precisamos determinar os subgrupos de isotropia da ação
de S3 × S1 em C3

0. Pelo Lema 1.4.3, pontos de uma mesma órbita possuem subgrupos de
isotropia conjugados. Além disso, por [12, Proposition 3.2], existem cinco tipos de órbitas
para a ação de S3 × S1 em C3

0, com os seguintes representantes para cada tipo: (0, 0, 0),
(a,−a, 0), (a, ei 2π3 a, ei 4π3 a), (2a,−a,−a) e (a, b,−(a + b)), onde a, b > 0 e b < a. Agora,
vamos determinar o subgrupo de isotropia para cada representante, seguindo as notações
consideradas em [12]. Assim, temos que:

(i) O elemento (0, 0, 0) é fixado por todos os elementos de S3×S1. Além disso, o único
elemento fixado por S3×S1 é (0, 0, 0), visto que a ação não é a trivial. Logo, S3×S1

é o subgrupo de isotropia de (0, 0, 0).
(ii) Para que (σ, θ) ∈ S3 × S1 fixe (a,−a, 0), devemos ter

σ(eiθa,−eiθa, 0) = (σ, θ)(a,−a, 0) = (a,−a, 0). (4.1)

Para σ ∈ {(13), (23), (123), (132)}, não existe θ ∈ S1 tal que (σ, θ) satisfaça (4.1).
Claramente ((1), 0) ∈ S3 × S1 satisfaz (4.1) e

((12), π)(a,−a, 0) = (−eiπa, eiπa, 0) = (a,−a, 0).

Logo, Z̃2 = {((1), 0), ((12), π)} ⊂ S3 × S1 é o subgrupo de isotropia de (a,−a, 0).
(iii) Se (σ, θ) ∈ S3 × S1 pertence ao subgrupo de isotropia de (a, ei

2π
3 a, ei

4π
3 a), então

σ(eiθa, ei(θ+
2π
3 )a, ei(θ+

4π
3 )a) = (σ, θ)(a, ei

2π
3 a, ei

4π
3 a) = (a, ei

2π
3 a, ei

4π
3 a). (4.2)

Não existe θ ∈ S1 tal que (σ, θ) satisfaz (4.2), para σ ∈ {(13), (12), (23)}. Além
disso, (

(123),
2π

3

)
(a, ei

2π
3 a, ei

4π
3 a) = (123)(ei

2π
3 a, ei

4π
3 a, a) = (a, ei

2π
3 a, ei

4π
3 a)

e (
(132),

4π

3

)
(a, ei

2π
3 a, ei

4π
3 a) = (132)(ei

4π
3 a, a, ei

2π
3 a) = (a, ei

2π
3 a, ei

4π
3 a).

Portanto Z̃3 =
{
((1), 0), ((123), 2π

3
), ((132), 4π

3
)
}
⊂ S3×S1 é o subgrupo de isotropia

de (a, ei
2π
3 a, ei

4π
3 a).

(iv) Um elemento (σ, θ) ∈ S3 × S1 fixa (2a,−a,−a) se satisfaz

σ(eiθ2a,−eiθa,−eiθa) = (σ, θ)(2a,−a,−a) = (2a,−a,−a). (4.3)
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Se σ ∈ {(12), (13), (123), (132)}, não existe θ ∈ S1 de modo que (σ, θ) satisfaça (4.3).
Ainda, cálculos diretos mostram que ((23), 0) e ((1), 0) satisfazem (4.3). Assim,
S1 × S2 = {((1), 0), ((23), 0)} ⊂ S3 × S1 é o subgrupo de isotropia de (2a,−a,−a).

(v) O único elemento de S3 × S1 que fixa (a, b,−(a + b)) é ((1), 0). Logo, {((1), 0)} ⊂
S3 × S1 é o subgrupo de isotropia de (a, b,−(a+ b)).

Na Tabela 4.1 listamos as cinco classes de conjugação dos subgrupos de isotropia para
a ação de S3 × S1 em C3

0, juntamente com os representantes da órbita.

Representante da órbita Subgrupo de Isotropia
(0, 0, 0) S3 × S1

(a,−a, 0), a > 0 Z̃2

(a, ei
2π
3 a, ei

4π
3 a), a > 0 Z̃3

(2a,−a,−a), a > 0 S1 × S2

(a, b,−(a+ b)), a > b > 0 {((1), 0)}

Tabela 4.1: Subgrupos de isotropia da ação de S3 × S1 em C3
0.

Utilizando a Proposição 3.5.2, temos que todos os subgrupos de isotropia da ação de
S3 × S1, exceto o próprio S3 × S1, são subgrupos twisted, ou seja, têm a forma Hθ =

{(h, θ(h);h ∈ H} para algum subgrupo H de S3 e para algum homomorfismo θ : H → S1.
Vamos determinar agora os subgrupos de S3 que descrevem cada subgrupo de isotropia
como um subgrupo twisted:

(i) A Proposição 3.5.2 não se aplica ao subgrupo S3 × S1.
(ii) Seja H1 = {(1), (12)} ⊂ S3. Defina o homomorfismo de grupos θ1 : H1 → S1 por

θ1((12)) = π. Dessa forma, obtemos Hθ1
1 = {((1), 0), ((12), π)} = Z̃2.

(iii) Tomando H2 = {(1), (123), (132)} ⊂ S3 e definindo o homomorfismo θ2 : H2 → S1

como θ2((123)) = 2π
3

, obtemos Hθ2
2 =

{
((1), 0), ((123), 2π

3
), ((132), 4π

3
)
}
= Z̃3.

(iv) Considere H3 = {(1), (23)} ⊂ S3 e o homomorfismo θ3 : H3 → S1 dado por
θ3((23)) = 0. Então, Hθ3

3 = {((1), 0), ((23), 0)} = S1 × S2.
(v) Seja H4 = {(1)} ⊂ S3 e considere o homomorfismo θ4 : H4 → S1 dado por θ4((1)) =

0. Assim, Hθ4
4 = {((1), 0)}.

4.1.2 Os subespaços de ponto fixo de dimensão 2

Como já mencionamos, estamos interessados apenas nos subgrupos de isotropia com
subespaço de ponto fixo 2-dimensional. Nesta subseção, utilizamos os resultados obtidos
na Seção 3.6, mais especificamente o Lema 3.6.1 e o Teorema 3.6.4, para determinar as
dimensões dos respectivos subespaços de ponto fixo para os subgrupos listados na Tabela
4.1. Temos o seguinte:

(i) Claramente, dimFixC3
0
(S3 × S1) = 0.
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(ii) Visto que θ1(H1) = Z2, do Lema 3.6.1 temos

dimFixC3
0
(Z̃2) = 2(dimFixR3

0
(K1)− dimFixR3

0
(H1)),

onde K1 = ker θ1 = {(1)}. Assim, como FixR3
0
(H1) = {(x1, x1,−2x1); x1 ∈ R} e

FixR3
0
(K1) = R3

0, segue que dimFixR3
0
(K1) = 2 e dimFixR3

0
(H1) = 1. Portanto,

dimFixC3
0
(Z̃2) = 2.

(iii) Temos θ2(H2) = Z3, então o Lema 3.6.1 nos fornece que

dimFixC3
0
(Z̃3) = dimFixR3

0
(K2)− dimFixR3

0
(H2),

onde K2 = ker θ2 = {(1)}. Note que FixR3
0
(H2) = {(0, 0, 0)} e FixR3

0
(K2) = R3

0.
Então, dimFixC3

0
(Z̃3) = dimFixR3

0
(K2) = 2.

(iv) Como θ3(H3) = {0}, o Lema 3.6.1 implica em

dimFixC3
0
(S1 × S2) = 2 dimFixR3

0
(H3).

Uma vez que FixR3
0
(H3) = {(−2x2, x2, x2); x2 ∈ R}, temos dimFixR3

0
(H3) = 1 e

então dimFixC3
0
(S1 × S2) = 2.

(v) Como θ4(H4) = {0}, pelo Lema 3.6.1 temos que

dimFixC3
0
({((1), 0)}) = 2 dimFixR3

0
(H1).

Note que FixR3
0
(H1) = R3

0, o que implica em dimFixR3
0
(H1) = 2. Portanto,

dimFixC3
0
({((1), 0)}) = 4.

Assim, os subgrupos de isotropia de S3×S1 com subespaços de ponto fixo 2-dimensionais
são Z̃2, Z̃3 e S1 × S2. Pelo Teorema de Hopf Equivariante, para cada subgrupo Σ no
conjunto

{
Z̃2, Z̃3, S1 × S2

}
, temos garantida a existência de um único ramo de soluções

periódicas de pequena amplitude para o sistema (3.1) com período próximo a 2π, tendo
Σ como seu grupo de simetrias.

4.2 Bifurcação de Hopf com grupo de simetrias O(2)

Nesta seção, verificamos a ocorrência de bifurcação de Hopf com grupo de simetrias
O(2). Para isso, consideramos a ação padrão de O(2) em C ∼= R2 definida em (1.30). No
item 2. do Exemplo 1.2.12, mostramos que esta ação é absolutamente O(2)-irredutível.
Portanto, o espaço W = C ⊕ C é O(2)-simples, considerando O(2) agindo em W pela
ação diagonal da ação padrão de O(2) em C, ou seja,

φ(w1, w2) = (eiφw1, e
iφw2) e κ(w1, w2) = (w̄1, w̄2), (4.4)

para todo φ ∈ SO(2) e (w1, w2) ∈ C⊕ C.
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Consideramos o sistema (3.1), onde F : W × R → W comuta com a ação (4.4) e
satisfaz (3.20) e (3.21) para m = 2. O primeiro passo em nosso estudo é encontrar as
classes de conjugação dos subgrupos de isotropia de O(2)× S1 agindo em C⊕ C. Antes,
vamos especificar a ação de O(2) × S1 em C ⊕ C que é usada neste processo. Daqui em
diante, denotamos as rotações Rφ de O(2) por φ.

4.2.1 A ação de O(2)× S1

A ação padrão de O(2)× S1 em C⊕ C considerada até o momento é dada por

(γ, θ)(w1, w2) = γ(eiθw1, e
iθw2),

para todo θ ∈ S1, onde γ ∈ O(2) age como em (4.4).

O objetivo aqui é reescrever esta ação de um modo mais conveniente para os nossos
cálculos. Mais especificamente, em [17, XVII, §1(b)], os autores mostram que C⊕C pode
ser escrito como Z1 ⊕ Z2, onde Z1 = C {(1, i)} e Z2 = κZ1 são subespaços SO(2) × S1-
invariantes. Nas coordenadas (z1, z2) ∈ Z1 ⊕ Z2, podemos reescrever a ação de O(2) em
C⊕ C = Z1 ⊕ Z2 por

(a)φ(z1, z2) = (e−iφz1, e
iφz2) e (b)κ(z1, z2) = (z2, z1), (4.5)

onde φ ∈ SO(2). Os detalhes desta construção são omitidos aqui.

A partir de agora, consideramos a ação de O(2)× S1 em Z1 ⊕ Z2 dada por

(γ, θ)(z1, z2) = γ(eiθz1, e
iθz2),

onde γ ∈ O(2) age em Z1 ⊕ Z2 como em (4.5).

4.2.2 Os subgrupos de isotropia de O(2)× S1

Vamos determinar os subgrupos de isotropia da ação de O(2)×S1 em C⊕C = Z1⊕Z2.
Para (φ, θ) ∈ SO(2)× S1 e (z1, z2) ∈ Z1 ⊕ Z2, temos

(φ, θ)(z1, z2) = (ei(θ−φ)z1, e
i(θ+φ)z2). (4.6)

Note que SO(2)× S1 age em Z1 ⊕ Z2 por meio de rotações e a ação de {κ} × S1 apenas
permuta a ordem das coordenadas. Assim, podemos tomar como representantes das
órbitas elementos de Z1 ⊕ Z2 na forma (z1, z2) = (a, b), onde a, b ∈ R e a ≥ b ≥ 0, uma
vez que se b > a podemos agir por κ e obter b < a.

Por [17, XVII, §1(c)], existem 4 tipos de órbitas para a ação de O(2)× S1 em C⊕C,
cujos representantes são: (0, 0), (a, 0), (a, a) e (a, b), onde a, b > 0 e b < a. Para o que
segue, usamos as notações de [17]. Para cada representante, vamos descrever os subgrupos
de isotropia desta ação:
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(i) Claramente, O(2)× S1 é o subgrupo de isotropia de (0, 0).
(ii) Os elementos de O(2) × S1 do tipo (κφ, θ) e (φκ, θ), para φ ∈ SO(2), não podem

pertencer ao subgrupo de isotropia de (a, 0), uma vez que κ permuta a ordem das
coordenadas. Por (4.6), para um elemento (φ, θ) ∈ SO(2)×S1 fixar (a, 0) precisamos
ter θ − φ ≡ 0 mod 2π, ou seja φ ≡ θ mod 2π. Assim, o subgrupo de isotropia de
(a, 0) é S̃O(2) = {(θ, θ) ∈ SO(2)× S1}.

(iii) O elemento (a, b), com a > b > 0 não é fixado por nenhum elemento de O(2)×S1 dos
tipos (κφ, θ) e (φκ, θ), com φ ∈ SO(2), pelo mesmo argumento utilizado no item (ii).
Assim, resta verificar se existe (φ, θ) ∈ SO(2)× S1 que fixa (a, b). Por (4.6), (φ, θ)
existe se, e somente se, θ±φ ≡ 0 mod 2π. Assim, (φ, θ) = (0, 0) ou (φ, θ) = (π, π).
Nós denotamos o subgrupo de isotropia de (a, b) por Zc2 = {(0, 0), (π, π)}.

(iv) Por (4.6), um elemento (φ, θ) ∈ SO(2) × S1 fixa o representante (a, a) somente se
θ ± φ ≡ 0 mod 2π. Isto nos fornece os elementos (0, 0) e (π, π). Além disso, como
(κ, θ)(a, a) = (eiθa, eiθa), temos que (κ, 0) também fixa (a, a). Assim, o subgrupo
de isotropia de (a, a) é Z2 ⊕ Zc2 = {(0, 0), (κ, 0), (π, π), (κπ, π)}.

Portanto, obtemos as classes de conjugação dos subgrupos de isotropia da ação de
O(2)×S1. Estas informações estão organizadas na Tabela 4.2, juntamente com os repre-
sentantes das órbitas. Pela Proposição 3.5.2, temos que os subgrupos S̃O(2), Zc2 e Z2⊕Zc2

Representante da órbita Subgrupo de Isotropia
(0, 0) O(2)× S1

(a, 0), a > 0 S̃O(2)

(a, b), a > b > 0 Zc2
(a, a), a > 0 Z2 ⊕ Zc2

Tabela 4.2: Subgrupos de isotropia da ação de O(2)× S1 em C⊕ C.

podem ser escritos como subgrupos twisted. De fato:

(i) A Proposição 3.5.2 não se aplica ao subgrupo de isotropia O(2)× S1.
(ii) Considere o homomorfismo θ1 : SO(2) → S1 dado por θ1(φ) = φ. Assim,

SO(2)θ1 = S̃O(2).

(iii) Considere o subgrupo Z2 = ⟨π⟩ ⊂ O(2) e defina o homomorfismo θ2 : Z2 → S1 por
θ2(π) = π. Dessa forma, temos Zθ22 = Zc2.

(iv) Sejam H = ⟨π, κ⟩ ⊂ O(2) e θ3 : H → S1 o homomorfismo de grupos definido por
θ3(κ) = 0 e θ3(π) = π. Então, Hθ3 = {(0, 0), (κ, 0), (π, π), (κπ, π)} = Z2 ⊕ Zc2.

4.2.3 Os subespaços de ponto fixo de dimensão 2

Temos agora todas as ferramentas necessárias para determinar a dimensão dos su-
bespaços de ponto fixo dos subgrupos de isotropia listados na Tabela 4.2. Assim como
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fizemos na Subseção 4.1.2, aqui não vamos especificar quais são os subespaços de ponto
fixo, nos restringindo apenas ao cálculo de suas dimensões. Para cada caso, temos:

(i) Claramente, FixC⊕C(O(2)× S1) = {(0, 0)}. Logo, dimFixC⊕C(O(2)× S1) = 0.
(ii) Note que θ1(SO(2)) = S1, que é diferente de {0} e Z2. Por (3.50), temos definida a

representação irredutível ρθ1(h)z = eiθ1(h)z, que é equivalente à representação padrão
de SO(2) em C. Além disso, note que C é SO(2)-irredutível por esta ação. Então, a
multiplicidade de ρθ1 na representação de SO(2) em C é igual a um. Pelo Teorema
3.6.4, segue que dimFixC⊕C(S̃O(2)) = 2.

(iii) Note que θ2(Z2) = Z2. Então, pelo Lema 3.6.1, obtemos

dimFixC⊕C(Z
c
2) = 2(dimFixC(K2)− dimFixC(Z2)),

onde K2 = ker θ2 = {0}. Uma vez que FixC(Z2) = {0} e FixC(K2) = C, temos
dimFixC⊕C(Z

c
2) = 4.

(iv) Pelo Lema 3.6.1, como θ3(H) = Z2, temos

dimFixC⊕C(Z2 ⊕ Zc2) = 2(dimFixC(K3)− dimFixC(H)),

onde K3 = ker θ3 = ⟨κ⟩. Como FixC(K3) = R e FixC(H) = {0}, concluímos que
dimFixC⊕C(Z2 ⊕ Zc2) = 2.

Assim, os únicos subgrupos de isotropia de O(2) × S1 com subespaços de ponto fixo
2-dimensionais são S̃O(2) e Z2 ⊕Zc2. Portanto, pelo Teorema de Hopf Equivariante, para
cada subgrupo Σ ∈

{
S̃O(2),Z2 ⊕ Zc2

}
, existe um único ramo de soluções periódicas de

pequena amplitude para o sistema (3.1) com período próximo a 2π, tendo Σ como seu
grupo de simetrias.



A
A redução de Liapunov-Schmidt com simetria

Tratamos aqui do método de redução de Liapunov-Schmidt. Este é um método im-
portante no estudo de problemas de bifurcações, visto que reduz equações de bifurcação
de pontos de equilibrio definidas em espaços de Banach em bifurcações de zeros de uma
aplicação associada definida em um espaço de dimensão finita. Utilizamos este método
de redução nos Capítulos 2 e 3, que para nossos propósitos é descrito apenas no contexto
com simetria, ou seja, quando o operador Φ em (A.1) comuta com um grupo de Lie com-
pacto. Para a aplicação do método é necessário que a linearização de Φ seja um operador
Fredholm de índice nulo. Introduzimos então os seguintes conceitos:

Definição 1.0.1. Sejam X e Y espaços de Banach. Um operador linear limitado L :

X → Y é dito Fredholm se kerL é um subespaço de dimensão finita de X e ImL é um
subespaço fechado de Y com codimensão finita.

Definição 1.0.2. Se L é um operador Fredholm, o índice de L é o inteiro

i(L) = dimkerL − codim ImL.

Quando i(L) = 0 dizemos que L é um operador Fredholm de índice nulo.

O próximo resultado é de grande importância no processo de redução.

Proposição 1.0.3. Se L : X → Y é Fredholm, então existem subespaços fechados M e
N de X e Y, respectivamente, tal que X = kerL ⊕M e Y = N ⊕ ImL.

Sejam X e Y espaços de Banach sob ações lineares de um grupo de Lie compacto Γ.
Seja

Φ : X × Rk+1 → Y , Φ(0, 0) = 0, (A.1)

uma aplicação suave Γ-equivariante, onde α = (α0, . . . , αk) ∈ Rk+1 e α0 = λ é o parâ-
metro de bifurcação. Suponha que a diferencial L = (dΦ)0,0 de Φ com respeito a u na
origem seja um operador Fredholm de índice nulo. Queremos usar a redução de Liapunov-
Schmidt para resolver a equação Φ(u, α) = 0, para u e α perto da origem. Dividimos o
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procedimento em cinco passos, seguindo [15, Chapter VII]. O ponto principal aqui é que
a equação reduzida herda as simetrias de Φ, desde que durante o processo de redução a
simetria seja respeitada.

1o Passo: Decomponha os espaços X e Y como

(a)X = kerL ⊕M e (b)Y = N ⊕ ImL, (A.2)

onde M , N , kerL e ImL são subespaços Γ-invariantes (veja Definição 1.2.1).

Pela Proposição 1.0.3, estas decomposições são possíveis, posto que L é Fredholm
por hipótese. Ainda, dimkerL = dimN = s <∞, pois L é de índice nulo.

2o Passo: Considere E : Y → ImL a projeção associada à decomposição (A.2)(b) e I o
operador identidade em Y . A equação Φ(u, α) = 0 pode ser substituída pelas duas
equações equivalentes

(a)EΦ(u, α) = 0 e (b) (I − E)Φ(u, α) = 0. (A.3)

3o Passo: Escreve u ∈ X como u = v + w, onde v ∈ kerL e w ∈ M. Pela regra da
cadeia, a derivada de EΦ com respeito à variável w na origem é

(E(dΦ)0,0)|M = (EL)|M = L|M ,

pois E|ImL = I. Entretanto, L : M → ImL é invertível, pois kerL ∩M = {0}.
Assim, o Teorema da Função Implícita garante que podemos resolver (A.3)(a) para
w como uma função de v e α. Este procedimento nos fornece uma única aplicação
W : kerL × Rk+1 →M tal que

EΦ(v +W (v, α), α) = 0. (A.4)

4o Passo: Defina a aplicação

ϕ : kerL × Rk+1 → N

(v, α) 7→ (I − E)Φ(v +W (v, α), α).
(A.5)

Chamamos ϕ de aplicação reduzida. Como W satisfaz (A.4), segue que ϕ(v, α) =
Φ(v +W (v, α, τ), α), ou seja, Φ(u, α) = 0 se, e somente se, ϕ(v, α) = 0.

5o Passo: Escolha uma base {v1, . . . , vs} para kerL e uma base {v∗1, . . . , v∗s} para N .
Defina a aplicação g : Rs × Rk+1 → Rs por

gi(x, α) = ⟨v∗i , ϕ(x1v1 + . . .+ xsvs, α)⟩ ,

para i = 1, . . . , s e x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs. Note que ϕ(v, α) = 0 se, e somente se,
gi(x, α) = 0, para todo i ∈ {1, . . . , s}. Assim, os zeros de Φ estão em correspondência
biunívoca com os zeros da aplicação g.
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Mostramos então que a aplicação ϕ obtida na redução de Liapunov-Schmidt é uma
aplicação Γ-equivariante. Para provar isto, usamos o fato de que Φ é Γ-equivariante, ou
seja, Φ(γu, α) = γΦ(u, α), para todo γ ∈ Γ e u ∈ X .

Proposição 1.0.4. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em X e Y. Considere Φ

uma aplicação definida conforme (A.1) e seja ϕ : kerL × Rk+1 → N a equação reduzida
(A.5). Se os subespaços M e N obtidos em (A.2) são Γ-invariantes, então a aplicação ϕ
comuta com a ação de Γ em kerL; em símbolos

ϕ(γv, λ) = γϕ(v, α), ∀v ∈ kerL e γ ∈ Γ.

Demonstração: Seja E : Y → ImL a projeção associada à decomposição (A.2)(b)
com núcleo N . Seja u = v + w ∈ Y qualquer, onde v ∈ ImL e w ∈ N . Pela linearidade
de E e da ação de Γ em Y , temos que

γE(u) = γv = E(γv) = E(γv + γw) = E(γu), ∀ γ ∈ Γ,

onde a segunda e a terceira igualdades seguem pois ImL e N são subespaços Γ-invariantes,
respectivamente. Logo, E é Γ-equivariante. Além disso, pela Γ-equivariância de I, temos
que I − E também é Γ-equivariante.

Seja W : kerL × Rk+1 → M a aplicação obtida no 3o Passo da redução. Afirmamos
que W (γv, α) = γW (v, α), para todo v ∈ kerL e γ ∈ Γ. Para provar isto, fixamos γ ∈ Γ

e definimos Wγ(v, α) = γ−1W (γv, α). Logo,

EΦ(v +Wγ(v, α), α) = EΦ(γ−1(γv +W (γv, α)), α) = γ−1EΦ(γv +W (γv, α), α) = 0,

pois EΦ é Γ-equivariante e (A.4) é válida para todo v ∈ kerL, em particular para γv.
Assim Wγ também resolve a equação EΦ(u, α) = 0 e

Wγ(0, 0) = γ−1W (0, 0) = γ−10 = 0.

Pela unicidade de soluções para o Teorema da Função Implícita, concluímos queWγ(v, α) =

W (v, α) para cada γ ∈ Γ. Assim,

γW (v, α) = γWγ(v, α) = γ(γ−1W (γv, α)) = W (γv, α),

para todo γ ∈ Γ e v ∈ kerL, o que prova a afirmação.

Como W , Φ e I − E são Γ-equivariantes, temos

ϕ(γv, α) = (I − E)Φ(γv +W (γv, α), α)

= (I − E)Φ(γ(v +W (v, α)), α)

= (I − E)(γΦ(v +W (v, α), α)

= γ(I − E)Φ(v +W (v, α), α)

= γϕ(v, α),

para todo γ ∈ Γ e v ∈ kerL, como desejado. Portanto, a equação reduzida ϕ herda as
simetrias da equação original Φ. �
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Lista de Notações

Γ grupo de Lie;
Mn(R) conjunto das matrizes de ordem n com entradas reais;
GL(n) matrizes não singulares de ordem n com entradas reais;
GL(V ) espaço vetorial das aplicações lineares invertíveis V 7→ V ;∫
Γ

integral de Haar normalizada;
ℜ(z) parte real do número z ∈ C;
ℑ(z) parte imaginária do número z ∈ C;
I operador identidade;
In matriz identidade de ordem n;
DΓ espaço vetorial dos operadores Γ-equivariantes;
P(Γ) anel das funções Γ-invariantes;
E(Γ) anel dos germes Γ-invariantes;
P⃗(Γ) módulo das aplicações Γ-equivariantes sobre o anel P(Γ);
E⃗(Γ) módulo dos germes Γ-equivariantes sobre o anel E(Γ);
Γx órbita da ação de Γ em x;
Σx subgrupo de isotropia de x;
FixV (Σ) subespaço de ponto fixo de um subgrupo Σ ⊆ Γ;
L∗ operador adjunto do operador L;
Eµ autoespaço real associado ao autovalor µ;
Gµ autoespaço generalizado real associado ao autovalor µ;
Ei autoespaço imaginário;
Hθ subgrupo twisted em Γ× S1 para um homomorfismo θ : H → S1.
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