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Resumo

Neste trabalho nés estudamos bifurcacao de Hopf em sistemas de equagoes diferenciais
equivariantes segundo a acao de um grupo de Lie I' compacto. Nosso principal objetivo
¢é provar, sob certas condicoes, a existéncia de um ramo de solugoes periddicas para tais
sistemas usando o método de redugao de Liapunov-Schmidt, um procedimento que induz
uma acao do grupo do circulo S! no espaco das funcoes continuas 2rm-periodicas. A
principal hipotese para a obtengao do resultado é que a linearizacao do sistema em um
ponto fixo tenha autovalores puramente imaginarios +:. Neste caso, o ramo de solugoes
periodicas possui simetrias em um subgrupo de isotropia ¥ C I' x S!, desde que ¥ tenha
subespaco de ponto fixo bidimensional. Utilizando métodos algébricos, nos estabelecemos
técnicas que facilitam a determinacao de tais subgrupos de isotropia. Finalizamos o
trabalho com dois exemplos de bifurcagao de Hopf com grupos de simetrias Sz e O(2).
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Abstract

In this work we study Hopf bifurcation in systems of differential equations that are equiva-
riants under the action of a compact Lie group I'. Our main goal is to prove, under certain
conditions, the existence of a branch of periodic solutions for such systems by using the
Liapunov-Schmidt reduction, a procedure that induces an action of the circle group S! on
the space of continuous 27-periodic functions. The main assumption to obtain the result
is that the linearization of the system in a fixed point has purely imaginary eigenvalues
+4. In this case, the branch of periodic solutions has symmetries in an isotropy subgroup
Y C I" x St, provided that ¥ has a two-dimensional fixed-point subspace. Based on al-
gebraic methods, we establish techniques in order to facilitate the determination of such
isotropy subgroups. We finished the work with two examples of Hopf bifurcation with
symmetry groups Sz and O(2).
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Introducao

Bifurcagao de solugoes periddicas de sistemas diferenciais sob a variacao de um para-
metro tem sido estudada nos tltimos anos por muitos autores. A teoria geral de bifurcacao
descreve como as soluc¢oes para um dado sistema podem se ramificar conforme o parametro
de bifurcagao varia. Quando o interesse é bifurcacao de Hopf, a reducao de Liapunov-
Schmidt é um procedimento facilitador, uma vez que reduz o estudo do sistema a um
problema de pontos de equilibrio. Mais especificamente, o termo “bifurcacao de Hopf”
se refere a um feno6meno em que uma solucao de equilibrio de uma equacao de evolucao
evolui para uma 6rbita periédica conforme o parametro de bifurcagao é variado. As con-
di¢bes para esta ocorréncia foram primeiramente estabelecidas num sistema de dimensao
finita por Eberhard Hopf, em 1942. Desde entao, inimeros trabalhos foram desenvolvidos
nesta linha e em diferentes contextos (veja, por exemplo, (2, 4, 8, 13, 21, 23, 25, 30, 31]),
no estudo de problemas relacionados ao assunto, incluindo a determinacao da direcao,
da estabilidade e da periodicidade da solugao periddica que bifurca no valor critico do
parametro de bifurcacao.

Existe uma classe paralela de problemas de bifurcagao, que sao aqueles em presenca de
simetria (ou equivariancia). Em muitos sistemas fisicos, simetrias aparecem de forma na-
tural e esta ocorréncia nos fornece uma ferramenta ttil na formulagao e anélise do modelo.
Neste contexto, podemos verificar a existéncia de fend6menos que nao sao esperados se as
simetrias nao estao presentes, tais como bifurcacoes de alta codimensao, degenerescéncia,
estabilidade e periodicidade de solugoes, entre outros. Desta forma, a teoria equivariante
tem sido desenvolvida como uma ferramenta para o estudo do comportamento qualita-
tivo de sistemas diferenciais e sua importancia em teoria de bifurcacao tem motivado o
desenvolvimento do assunto por diversos autores, como em [3, 9, 17, 29, 32, 36, 39].

Os resultados no presente trabalho estao relacionados ao estudo de bifurcagao de Hopf
em presenca de simetria. Mais precisamente, noés estudamos um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs)

du
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com u € R"”, onde A € R ¢é o parametro de bifurcagao e F' : R x R — R" é uma aplicacao
suave, com F'(0,\) = 0. Assumimos que (dF)po tem um par de autovalores puramente

imaginarios e que F' comuta com a acao de um grupo de Lie compacto I', ou seja,
F(yu,\) =~vF(u,\), VyeTl, ueR" (2)

Nosso objetivo é mostrar a existéncia de um ramo de solugoes periddicas para (1), levando-
se em consideragao as propriedades simétricas de F'. A linguagem natural para descrever
tais propriedades é a de teoria de representacao de grupos. O ponto principal é que o
conjunto I' formado por todas as simetrias de F' tem estrutura de grupo e as equagoes

diferenciais que regem o sistema permanecem inalteradas sob uma agao linear de I'.

Um procedimento de fundamental importancia em nosso trabalho é a reducao de
Liapunov-Schmidt, que induz uma acao do grupo do circulo S' em um espaco de dimensao
finita. Deste modo, a teoria de bifurcagao de Hopf equivariante conduz também a questoes
algébricas relativas ao grupo de Lie compacto I' x S'. Importantes contribuicoes nesta
dire¢do foram dadas em [5, 10, 11, 12, 16, 18, 19, 20, 22, 35, 37|, entre muitos outros
trabalhos.

O presente texto esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos os
conceitos elementares para o desenvolvimento do nosso estudo, tais como o da agao de
um grupo de Lie I' em um espaco vetorial, o da integral de Haar, que é uma forma de
integracao invariante por elementos de I', e a teoria invariante de grupos. Introduzimos
também os conceitos de orbita e subgrupo de isotropia, que nos dao informagoes sobre as
particularidades de uma agao, além do conceito de subespaco de ponto fixo.

No Capitulo 2, introduzimos o conceito de bifurcagao de Hopf e provamos o Teorema de
Hopf Padrao (Teorema 2.3.2), um resultado que garante, sob certas condigoes, a existéncia,
de uma familia de orbitas periddicas para o sistema (1) bifurcando do ponto de equilibrio
(u, ) = (0,0). Neste capitulo, nao estamos supondo que F' em (1) satisfaz (2), ou seja, F
nao possui simetria. Nossa principal ferramenta aqui é a reducao de Liapunov-Schmidt,
cujo método é apresentado no Apéndice A e que introduz no problema de bifurcacao as
simetrias do grupo do circulo S*.

No Capitulo 3 sao apresentados os principais resultados do nosso trabalho. Nosso
principal objetivo neste capitulo é provar o Teorema de Hopf Equivariante, que é uma
versao com simetria do Teorema de Hopf Padrao. Noés iniciamos com o Lema dos Ra-
mos Equivariantes (Teorema 3.1.3), um resultado relacionado a bifurcagao de pontos de
equilibrio com simetria que garante, sob certas condigoes, a existéncia de um ramo de
solugoes de equilibrio para um sistema de equagoes diferenciais equivariantes. Provamos
também um teorema de Hopf simples (Teorema 3.2.8), o qual identifica as solugdes pe-
rivdicas de (1) com apenas simetrias espaciais (elementos do grupo de simetrias I' agindo
em R™). As simetrias temporais sdo introduzidas no problema por meio de uma agao
de S! no espaco Cy, das funcoes continuas 27 —periodicas. Assim, sob certas condicoes,

o Teorema de Hopf Equivariante (Teorema 3.4.1) garante a existéncia de um ramo de
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solugoes periodicas para (1) com subgrupo de isotropia ¥ C I' x S*. Os elementos de ¥
sao chamados de simetrias espaco-temporais. Uma das condi¢oes impostas pelo Teorema
de Hopf Equivariante é que X tenha subespaco de ponto fixo bidimensional. Finalizamos,
entao, o capitulo estabelecendo duas formas de determinar a dimensao de um subsespaco
de ponto fixo de um subgrupo de I' x S*.

No Capitulo 4, abordamos dois exemplos de problemas de bifurcagao com simetria,
sendo um deles Sz-equivariante e o outro O(2)-equivariante. Para cada exemplo, nos
encontramos as classes de conjugacao dos subgrupos de isotropia, calculamos as dimensoes
dos respectivos subespacos de ponto fixo e aplicamos o Teorema de Hopf Equivariante.



Preliminares

A nogao de simetria (ou equivariancia) de um sistema de equagoes diferenciais consiste
em uma transformacgao que preserva alguma estrutura particular. No retrato de fases do
sistema, tal transformacao simétrica aplica trajetérias em outras trajetérias do mesmo
sistema. Na Figura 1.1(a) todas as rotagoes em torno da origem sao simetrias e na Figura
1.1.(b) a reflexao com respeito ao eixo = é uma simetria. Neste trabalho, as transformagoes

y y

(@) (b)

Figura 1.1: Retratos de fase de dois fluxos de campos vetoriais planares com simetrias.

simétricas sao aplicacoes lineares de R™ em R" e a estrutura que se preserva é um problema
particular de bifurcagao. O conjunto de todas tais transformagoes tem estrutura de grupo
e sua descrigao formal se da por meio da teoria de representagao de grupos.

Neste Capitulo, apresentamos os conceitos basicos que envolvem a ocorréncia de sime-
tria em sistemas dinamicos. Para isso, introduzimos ferramentas importantes em teoria
de representacao de grupos, teoria invariante polinomial e teoria equivariante. Assumimos

familiaridade com conceitos elementares de teoria de grupos.
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1.1 Teoria de grupos

Nesta secao, nos tratamos de trés topicos principais: defini¢oes bésicas e exemplos; te-
oria de representacao e a existéncia de uma integral invariante, que nos permite identificar
qualquer representacao de um grupo de Lie compacto com um grupo de transformacgoes
ortogonais.

1.1.1 Grupos de Lie

Considere o conjunto M,(R) das matrizes de ordem n com entradas reais. Tendo
em vista que este conjunto pode ser identificado com ]R”Z, existe nele uma estrutura
topologica bem estabelecida. Deste modo, torna-se possivel a utilizagao dos conceitos de
subconjuntos abertos e fechados de M, (R). Note que o subconjunto de M, (R) composto
por todas as matrizes nao singulares de ordem n, denotado por GL(n), possui estrutura
de grupo se considerarmos a operacao de multiplicacao de matrizes. Além disso, M, (R)
contém G L(n) como um subconjunto aberto. Com efeito, GL(n) = det™'(R\ {0}), onde

det é a funcao continua

det: M,(R) — R (1.1)
A e Al

com |A| denotando o determinante da matriz A.

Para os nossos propositos temos a seguinte definicao:

Definicao 1.1.1. Um grupo I' € chamado de grupo de Lie se ele € um subgrupo fechado

de GL(n), ou seja, I' é um subconjunto fechado de GL(n) com estrutura de grupo.

Frequentemente, vamos nos referir a um grupo de Lie pelo nome do grupo abstrato
associado a ele. Por exemplo, o grupo Zy, = {1, —1} & isomorfo como um grupo abstrato
ao subgrupo {I,,—1I,} de GL(n), para qualquer n, onde I,, é a matriz identidade n x n.
Neste caso, nos referimos a Z, como o grupo de Lie {I,,, —I,}.

Apresentamos agora alguns exemplos de grupos de Lie que devemos usar no decorrer
do trabalho. Daqui em diante, I,, denota a matriz identidade de ordem n, A' denota a
matriz transposta de A e det : M, (R) — R é a funcao continua definida em (1.1).

Exemplo 1.1.2. 1. O grupo n-dimensional ortogonal O(n) que consiste de todas

as matrizes A de ordem n satisfazendo
AA' = A'A =1,

juntamente com a operacao de multiplicacao de matrizes, é um grupo de Lie. De
fato,
det Adet A" = det(AA") = det I,, = 1.
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Logo, (det A)? = 1, o que implica que det A = £1. Assim, O(n) = det ' ({—1,1}).
Pela continuidade da fungdo, O(n) é um subconjunto fechado de GL(n). Note
também que O(n) ¢ um subgrupo de GL(n), pois I, € O(n) e se A, B € O(n),
entdo AB € O(n).

2. O grupo especial ortogonal SO(n) de todas as matrizes A € O(n) tais que
det A = 1 é um grupo de Lie. De fato, como SO(n) = det *({1}), temos que ele é
um subconjunto fechado de GL(n). Além disso, SO(n) é um subgrupo de GL(n).
Frequentemente, SO(n) é chamado de grupo de rotagao n-dimensional. Em
particular, SO(2) consiste precisamente das rotagoes planares

R, — [0089 —smﬁ] 7 (12)

sinff  cosf

onde 0 € [0,27). De fato, Ry € SO(2), para todo 6 € [0,27). Considere agora uma
matriz A € SO(2) da forma

a b

c d|’

onde a, b, ¢, d € R. Como AA" = I, e det A = 1, obtemos a® + > = ¢ + d* =1,

A:

ac+bd=0 e ad—bc=1. (1.3)

Como a®+b* = 1, existe ¢ € [0,27) tal que a = cos ¢ e b = sin ¢. De modo andlogo,
existe ¢ € [0,27) tal que ¢ = sing e d = cosp. Substituindo tais condigdes em
(1.3), segue que

sinfp+¢) =0 e cos(¢p+¢)=1.

Logo, ¢ + ¢ = 0, o que implica que ¢ = —p. Assim,
a=cosp=cos(—p)=cosp e b=sing=sin(—p)=—sin(p).

Portanto,

A=

cosp —singp
sing cose |’

ou seja, existe ¢ € [0,27) tal que A = R,,. Entéao, todo elemento de SO(2) é uma
rotagdo planar. Pela relagao estabelecida, podemos identificar SO(2) com o grupo

do circulo
S'={z € C;|z| =1},

uma vez que cada z € S! pode ser escrito como z = € com 6 € [0,27). A
identificacao é dada por Ry — 6.
Da mesma forma, o grupo O(2) é gerado por SO(2) e pela reflexao

1 0
K= [O _1] . (1.4)
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De fato, seja A € O(2) tal que A ¢ SO(2). Entao det A = —1 e, de modo anélogo
ao descrito para SO(2), é possivel mostrar que A = Ryx ou A = kR, para algum
¢ € [0,27) e para k como em (1.4). Portanto, SO(2) e xk geram o grupo O(2).

3. Seja Z,, o grupo ciclico de ordem n, comn € N e n > 2. Podemos identificar Z,, com
o grupo de matrizes de ordem 2 gerado pela rotagdo Rz, como em (1.2). Assim,
Z, ¢ um grupo de Lie. '

4. O grupo diedral D,, de ordem 2n é gerado por Z, junto a um elemento de ordem
2 que nao comuta com Z,. Assim, identificamos D,, com o grupo de matrizes de
ordem 2 gerado por Rzx e pela reflexdo k definida em (1.4). Portanto, D,, é um
grupo de Lie. Geometrigamente, D.,, é o grupo de simetrias de um poligono regular
de n lados.

5. Todo grupo finito é isomorfo a um grupo de Lie.

Definicao 1.1.3. Dizemos que um grupo de Lie é compacto se ele é compacto como um

subconjunto de R™.

Como um grupo de Lie é fechado em GL(n), ele é compacto se, e somente se, suas
entradas nas matrizes que o define sdo limitadas. Disto segue que O(n), SO(n) e todos os
grupos finitos s@o compactos, mas GL(n) nao é. A compacidade ¢ uma hipotese crucial

para grande parte da teoria que desenvolvemos aqui.

Em todo o texto, denotamos por 1r o elemento identidade do grupo I'.

1.1.2 Representacgoes e agoes

Em nosso estudo, é essencial descrever a estrutura abstrata de um grupo de simetrias
e de sua agao no espago das variaveis. Como ja mencionamos na Introdugao, isto é feito
por meio da teoria de representacao de grupos, cujos conceitos basicos sao apresentados
a seguir. A partir de agora, V denota um espago vetorial real de dimensao finita n, com
n>1.

Definicao 1.1.4. Seja I' um grupo de Lie munido de uma operag¢ao . Dizemos que I"
age linearmente em V' se existe uma aplicagao continua

e  I'xV —- V

(1.5)
(v;0) =y
tal que
(a) Para cada vy €T, a aplicagio p, : V — V definida por p,(v) =~ -v € linear.

(b) Seyi, 2 €T, entio 1+ (v2-v) = (71 % 72) - v.

A aplicacao ¢ é chamada de agao de I' em V. A aplicacao p: I' = GL(V), v — p,, é
chamada de representagao de I' em V', onde GL(V') é o grupo dos operadores lineares
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invertiveis em V. Como para cada v € I', p, : V' — V & um operador linear, podemos
associar a p, uma matriz [p,] numa certa base de V. Neste caso, a agdo de v € I' em
v € V pode ser vista como a multiplicagao de [p,] pelo vetor v, ou seja v - v = [p,]v. No
decorrer do texto, omitimos o ponto e escrevemos yv para v-v. Além disso, por um abuso
de notacao, denotamos [p,] simplesmente por p,.

Os conceitos de acao e representacao de um grupo em um espaco vetorial sao essenci-
almente idénticos, divergindo apenas no ponto de vista. A ag¢ao ¢ nos mostra como um
elemento v € I' transforma um dado elemento v € V| enquanto que a representacao p nos
informa como v € I' transforma todo o espago V. Além disso, p : I' = GL(V) define um
homomorfismo de grupos. De fato, para v, 72 € I' quaisquer, temos p(71 * 72) = Pryysrs-
Ainda, para todo v € V,

Prira (V) = (71 % 72)v = 11 (720) = 71(p1,(V)) = Py (P12(V)) = pry © Py (V).

LOZO, 195 = Py © Prys OU s€ja, p(71 % 72) = p(711) © p(72) como querfamos.
Finalmente, notamos que uma agao de I' em V' pode ser definida especificando (1.5)

apenas nos geradores de I'; uma vez que o item (b) da Defini¢ao 1.1.4 é satisfeita.

Vejamos alguns exemplos de agoes:

Exemplo 1.1.5. 1. Como todo grupo de Lie I' é um grupo de matrizes em GL(n),
para algum n € N, ele tem uma agao natural em V' = R" dada pela multiplicacao
de matrizes por um vetor: (M,v) — Mwv, para todo M € ', v € V.
2. Todo grupo I' tem uma acao trivial em V =2 R" definida por yv = v, para todo
veR" vel.
3. Seja Sz o grupo de permutagoes do conjunto X = {1,2,3}, ou seja,

S3 ={0: X — X;0 ¢ uma bije¢ao} .
Note que Sz é um grupo de Lie (pois ¢é finito) que age em C? da seguinte forma:
0(21, 22, 2’3) = (20—1(1)720—1(2)720'_1(3))7 (1-6)

para todo o € S3, (21, 29, 23) € C3.
4. Para cada inteiro k, o grupo do circulo S* tem uma acao em V = C dada por

0z = ez, (1.7)

para todo # € St e z € C. De fato:

e Para cada § € S, py : C — C ¢é definida por py(z) = €z, para todo z € C.
Logo, dados z;, 20 € C e A € R, temos

po(z1 4+ Aze) = ™ (21 + Azo) = e®21 + Xe™ 25 = po(21) + Apo(22),

ou seja, pg ¢ linear, para todo § € S!.



1.1 Teoria de grupos 6

e Dados 6,0, € S', temos
01(052) = 0y (e™*022) = ekOreihd2 ; — ok (O1502)  — (9, 4 6,)2,

para todo z € C.

Note que, se k = 0, temos a acao trivial definida no item anterior. Além disso, se
k = 1, esta acao nos fornece uma representacao p de S' em R? para a qual

Po =

cosf —sin 9]

sinf cos®

com 6 € [0,27). De fato, dado z € C = R?, escrevemos z = = + iy, com z, y € R.
Entao

po(z) = €z +iy) = (cosf + isinb)(x + iy)
= (zcosf —ysinb) +i(xsinf +ycosh)
[COSG —sinf| |z

sinf  cos@ Y

. Como SO(2) = S!, cada agao de S' em C definida em (1.7) pode ser vista como
uma agao de SO(2) em C dada por

Rgz = e*¥2, V Ry € SO(2), z € C. (1.8)

Cada agao em (1.8) se estende para uma agao de O(2) em C considerando também
kz = Z, onde k é a reflexdo dada em (1.4). A figura abaixo representa geometri-
camente o caso em que k = 1. A acao de Ry em B € C, para 6 = 60°, resulta no

13(2)

e
/
/
/
/ )
V SCRE)
°
© \
\
\
\
NS
X 3

Figura 1.2: Representagao geométrica da a¢ao de O(2) em C.

ponto D € C. A ag@o de k em D € C nos fornece o ponto E € C.
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Aqui estamos definindo uma agao de O(2) em C por meio dos geradores de O(2).
Entao, resta-nos mostrar que x define uma agao. Para isto, consideramos p,, : C — C
como p,(z) = Z. Assim, dados 21, 20 € C e A € R, temos

pe(21 + A22) = 21 + Az = 21 + A%y = pr(21) + Apw(22),
o que implica que p, € linear. Além disso,
k(kz) = KZ = 2 = K2
Agora, para todo 6 € SO(2) e z € C, temos
O(rkz) =0z = ez = (0r)z e K(02) = k(e™2) = ekl = e 7 = (kh)z,

uma vez que PgpPr = Pox € PxPo = Pro, Tespectivamente.
6. O grupo diedral D,, define uma agao em C dada por

Ruz=¢nz e kz=3% VzeC, (1.9)
com k definida em (1.4).

Muitas vezes, é possivel descrever de modos distintos uma “mesma” a¢ao de um grupo.
Mais precisamente, duas a¢oes podem ser isomorfas no seguinte sentido:

Definicao 1.1.6. Sejam V e W espacos vetoriais reais n-dimensionais e seja I' um grupo
de Lie compacto agindo linearmente em V e W, com representacoes p e n, respectiva-
mente. Dizemos que as agoes de I' em V e em W sao isomorfas, ou que V e W sao

[-isomorfos, se existe um isomorfismo A -V — W tal que
Alpy(v)) = ny(A(v)), VveV,yel.

Neste caso, dizemos que as representacoes p e 1 sao I'-equivalentes e chamamos A de
I'-isomorfismo entre Ve W.

Como um exemplo, considere as agoes de S* em C dadas em (1.7) para k e —k. Vamos
mostrar que tais agoes sao isomorfas. De fato, considere as representagoes correspondentes

p e n tais que

k@z ik0

po(z) = €z o my(z) = R0,

respectivamente. Defina A : C — C por A(z) = z. Entao, para todo 6 € S,
Alpo(2)) = A(e™2) = ez = 72 = e7M(A(2)) = 1me(A(2)),

como desejado.
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1.1.3 Integral invariante

Nesta subse¢ao, mostramos que todo grupo de Lie compacto I' C GL(n) pode ser
identificado com um subgrupo fechado do grupo ortogonal O(n). Tal identificagao é feita
na Proposicao 1.1.8 usando a integral de Haar, uma forma de integragao que é invariante
sob translacao por elementos de I'. A prova da existéncia e unicidade desta integral é um
resultado sofisticado que pode ser encontrado em [26]. Iniciamos com a seguinte definigdo
abstrata:

Definicao 1.1.7. Sejam I' um grupo de Lie e f : I' — R uma fun¢ao continua. A

L 1) o / fy

¢ uma tntegral de Haar sobre I' se ela satisfaz as trés sequintes condigoes:

operacao

1. Linearidade: [, (Af + pg)dy =X [, fdy + p [ gdvy, onde f,g : T' = R sao fungoes
continuas e A\, i € R.

2. Positividade: Se f(vy) > 0 para qualquer v € I', entdo [, fdy > 0.

3. Invaridncia por translacao: f'yeF f(6v) = f'yGF f(v) , para qualquer$ € T fizado.

Se I' é compacto, entao fwer 1 é finita. Em nosso trabalho, assumimos que fvEF 1=1,
ou seja, assumimos que a integral de Haar é normalizada. Para grupos compactos, a
integral de Haar também ¢ invariante sob translacoes a direita, ou seja

/f(WS):/ f(v), Vo eT fixado.
~vel ~el

O seguinte resultado mostra como a existéncia da integral de Haar conduz a uma agao
de T" por transformagoes ortogonais.

Proposicao 1.1.8. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V' e seja p, a matriz
associada a v € T' pela representacao correspondente p. Entao existe um produto interno
em V tal que, para todo v € I', p, € ortogonal.

Demonstracao: A ideia da demonstracao é usar a integral de Haar para construir

um produto interno ( , ) I'-invariante sobre V, ou seja, um produto interno que satisfaga

<P§(U)apé(w)>r = <an>ra

para todo 0 € I'. A igualdade acima implica que, para todo v € I', p, € O(n). De fato,
sendo V' um espaco vetorial real de dimensao finita, segue que

(v, w)p = {py(v), py (W) = <va:<pv(w))>r = <v,pfyp7(w)>F,

para quaisquer v,w € V' e A € R, onde p} denota a matriz adjunta de p,. Logo pfypﬂ, =1,
para todo v € I', ou seja, a matriz p, é ortogonal.
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Considere entao ( , ) um produto interno qualquer sobre V' e defina

(0,0} = / (02 (0), p (1)),

para v, w € V. Pela linearidade e positividade da integral de Haar e pelo fato de ( , ) ser

um produto interno sobre V', segue que ( , )p também é um produto interno sobre V.

Ademais, como p é um homomorfismo de grupos e a integral de Haar é invariante sob
translacoes a direita, para v, w € V e § € I fixado, temos

(ps(0), pa(w))y = / (0 (P5(0)), r (pa(w))) = / (9rs(0) o))
- / (0x(0), P ()} = {0, why.,

o que prova a I'-invariancia do produto interno ( , )p. O

Exemplo 1.1.9. Seja I' um grupo de Lie finito de ordem |I'|. Entéo a integral de Haar

= |§—‘Zm>. (1.10)

~yel'

normalizada em I' é dada por

Também podemos definir a integral de Haar para aplicagoes a valores vetoriais, inte-
grando separadamente cada componente. A defini¢cao abstrata que demos aqui é suficiente
para nossos propoésitos. Uma definicao mais geral demanda um maior conhecimento sobre

a medida de Haar. Para maiores detalhes, veja [7] ou [34].
O seguinte resultado envolvendo integracao de Haar é explorado no Capitulo 3.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Fubini). Sejam I' um grupo de Lie compacto, ¥ C T" um
subgrupo fechado e f : I' — R uma funcao continua. Entdao

[ra=] N ( / fd<f> a(rz),

onde fF/E denota a integral de Haar normalizada invariante & esquerda sobre I' /Y.

Demonstragao: Veja Brocker e Dieck [7, I, Proposition 5.16]. O

1.2 Irredutibilidade

O estudo de uma representagao de um grupo de Lie compacto pode ser feito por meio
de sua decomposicao em uma soma direta de representagoes mais simples, chamadas
irredutiveis. Nesta secao, descrevemos as propriedades bésicas desta decomposicao e
mostramos que ela sempre existe (Teorema 1.2.6). Em geral, tal decomposi¢gao nao é

linica, mas existem condigoes que garantem sua unicidade.
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Definicao 1.2.1. Seja I' um grupo de Lie agindo linearmente em V. Um subespaco
W C V € chamado I'-invariante se yw € W, para todo v € I' e w € W. Uma
representacao ou acao de I' em V' € wrredutivel se os inicos subespagos I'-invariantes de
V sao {0} e V. Um subespago W C V € dito I'-irredutivel, ou simplesmente irredutivel,

se W é I'-invariante e a acao de I' em W € irredutivel.

Por exemplo, a acdo de S! em C = R? definida por (1.7) é irredutivel quando k # 0.
De fato, geometricamente, os tinicos subespacos de R? que sdo invariantes por rotacao sao

os triviais.

Uma das caracteristicas fundamentais da acao de um grupo de Lie compacto é que

subespacos invariantes sempre tém complementos invariantes. Mais precisamente, temos:

Proposicao 1.2.2. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Seja W C V um
subespaco I'-invariante. Entao existe um subespaco complementar I'-invariante Z C 'V

tal que V=W & Z.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.1.8, existe um produto interno I'-invariante ( , )
em V. Tome Z = W+, onde

W ={veV;(wv),=0YweW}

A T-invariancia do produto interno ( , ), implica que W= é um complemento I'-invariante
de W. De fato, sejam w € W e p a representacao correspondente a agao de I' em V.
Como W é I'-invariante, p,-1(w) € W, para cada v € I'. Logo, existe w; € W tal que
pr-1(w) = wy, ou seja, w = p,(w;). Seja agora v € W+. Entao,

(w, py (V) = (py(w1), py (V) = (w1, v)p =0,

onde a segunda igualdade é consequéncia da ['-invariancia do produto interno. Portanto,

v = p,(v) € W, para todo v € I, conforme o desejado. O

Segue diretamente da proposi¢ao anterior que toda representacao de um grupo de Lie
I' compacto pode ser escrita como uma soma direta de subespacos ['-irredutiveis, como

mostramos a seguir.

Corolario 1.2.3 (Teorema da redutibilidade completa). Seja I' um grupo de Lie compacto
agindo em V. Entao existem subespacos I'-irredutiveis Vi, Vs, ..., Vs tais que

V=VieolV,d...0V,.

Demonstracao: Podemos assumir V' nao nulo. Se V' é ['-irredutivel, V; =V e o
resultado estd provado. Se nao, existe um subespago V), C V nao nulo e I'-irredutivel.
Tomamos V; como o subespago I'-invariante de V de menor dimensao. Pela Proposicao
1.2.2, existe um complemento I'-invariante Z para V; em V. Se Z é I'-irredutivel, temos
Vo = Z e a prova esta concluida. Se nao, repetimos o processo em 7, escolhendo um
subespago ['-invariante nao nulo V, C Z. Como V tem dimensao finita, este processo

termina produzindo a decomposicao desejada. 0
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Exemplo 1.2.4. 1. Defina uma agdao de O(2) em R? da seguinte forma: as rotagoes
Ry € SO(2) agem rotacionando o plano xy por um angulo 20 ¢ mantendo o eixo z

fixo, ou seja,

Ry(z,y,2) = (x cos20 — ysin 20, x sin 260 + y cos 20, z).
Seja a reflexdo k € O(2) agindo por k(z,vy, 2) = (z, —y, —z). Observe que
Vi=R*x {0} ={(z,9,0);2, y € R} e Vo=1{(0,0)} xR =1{(0,0,2);2 € R}
sao subespagos O(2)-irredutiveis de R3. De fato, se (z,y,0) € V1, entdo
Ro(2,9,0) = (x cos20 — ysin 26, x sin 260 + y cos 260,0) € Vi,

para todo Ry € SO(2) e k(z,y,0) = (z,—y,0) € V1.

De modo andlogo, se (0,0,2) € Vs, entdo Ry(0,0,z) = (0,0,2) € Vs, para todo
Ry € SO(2) e x(0,0,z) = (0,0, —2) € V5.

Portanto, V; e V, sao subespagos O(2)-invariantes de R3. Além disso, os tnicos
subespagos O(2)-invariantes de V; sdo {0} e Vi; e de V; s@o {0} e Vi, Logo, O(2)
age irredutivelmente em cada um deles. Como R? = V; @ V5, decompomos R? como

no Corolario 1.2.3.

Em geral, a decomposi¢ao de V' como uma soma direta de subespacos ['-irredutiveis
nao é unica. E possivel entender a origem desta nao unicidade e encontrar condicoes nas
quais tal decomposicao é tnica. O seguinte exemplo ilustra esta questao.

Exemplo 1.2.5. Seja V' = M(R) e considere SO(2) agindo em V' pela multiplicagao de
matrizes & esquerda, ou seja, (Rg, A) — RyA, para todo Ry € SO(2), A€ V.

Observe que V = V; @ V5, onde
a 0 e V= 0 c
b 0 0 d

sao SO(2)-irredutiveis. De fato, dados Ry € SO(2), A € V} e B € V4, temos

Vi=

RyA — 0959 —sinf| |la O _ ac9s€—bsin0 0 eV,
sinff cosf b 0 asinf +bcosf@ 0
cos@ —sinf| |0 c 0 ccosf —dsinf
RyB = = V5.
o sin @ cos@] [0 d [0 csinf + dcosb €V

Assim, V;, Vo C V sdo SO(2)-invariantes. Agora note que os unicos subespagos de V] sdo

os triviais e os subespacos com a forma

u= {0 ofaer) o v ]y er)
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para A € R fixado. Dados 6 € SO(2) e A € V5 nao nula, segue que

0 0 |[—asing 0

a 0| |acos® 0|’

donde A € Vj se, e somente se, asin = 0. Como a # 0, isto ocorre somente se § € {0, 7}.

Logo, RyA ¢ Vs para 6 #0 e 0 # 7.

Para B € V) nao nula, temos

RyA =

cosf —sinf
sinfl  cosf

RoB= |
sinf cos0

cosf —sinb b 0 B bcosd — A\bsinf 0
Ao 0| |bsin@+ Abcos@ 0|’

donde RyB € V), se, e somente se, (—\? — 1)b = 0, o que é impossivel pois A € R e b # 0.
Logo 6B ¢ V.

Portanto, V; é SO(2)-irredutivel. De forma analoga, podemos provar que V, é SO(2)-
irredutivel. Considere agora o subespago SO(2)-irredutivel de V' dado por

8¢ ¢
V) = e, dERS.
2 {[&z PR }

Temos também que V =V, @ V], ouseja, Vi & Vo =V =V, & Vj, onde Vi, V5 e V] séo
SO(2)-irredutiveis. Note ainda que V5 e Vi sdao SO(2)-isomorfos. Para ver isto, tome o
SO(2)-isomorfismo 7" : Vo — Vi definido por

(b3l)-

para o qual T(RypA) = RyT'(A), para todo § € SO(2), A € V5.

8r =z

8y Yy

Y

O exemplo anterior nos mostra que a razao para a nao unicidade na decomposicao de
V' como no Corolario 1.2.3 é a possibilidade de decompor V' de modos distintos com subes-
pacos I'-isomorfos. Afirmamos isto, mais precisamente, no Coroléario 1.2.8. O resultado

principal desta secao é o seguinte:

Teorema 1.2.6. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V.

(a) Existe um namero finito (a menos de I'-isomorfismos) de subespagos I'-irredutiveis
distintos de V. Chame-os de Uy,Us, ..., U;.
(b) Defina Wy como a soma de todos os subespagos I'-irredutiveis de V que sao T'-
isomorfos a Uy. Entao
V=WoeW,e...e W,. (1.11)

Observagao 1.2.7. Os subespacos W} sao chamados de componentes isotipicas de V
do tipo Uy, para a acao de I'. O nome reflete o fato de que todo subespaco irredutivel de
Wy tem o mesmo tipo de isomorfismo. Por construcao, a decomposic¢ao (1.11) é tnica.
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Antes de provar o Teorema 1.2.6 vamos mostrar como a nao unicidade na escolha dos
subespacos invariantes na Proposicao 1.2.2 esta diretamente relacionada a repeticao das

representagoes irredutiveis entre os V;’s do Corolério 1.2.3.

Corolario 1.2.8. Nas condicoes do teorema anterior, temos:

(a) Se W C V' é-irredutivel, entao W C Wy, para wm unico k tal que W € I'-isomorfo
a Uy.

(b) Seja V.=V @& ... BV, a decomposicio de V em uma soma direta de subespa-
¢os I'-irredutiveis. Se as representagoes de I' nos V;’s sao todas distintas (ndao I'-

equivalentes), entao os unicos subespagos I'-irredutiveis nao nulos de V sao Vi, ..., V.

Demonstracao: O item (a) segue diretamente do Teorema 1.2.6. Como W é I'-
irredutivel, W é I'-isomorfo a um tnico U,. Entao, por definicao, W C Wy. Para a
prova do item (b), considere as componentes isotipicas W}, de V. Cada V; é isomorfo a
algum Uy, de modo que V; C Wy, para algum k. Como os V;’s sdo todos distintos (nao
I'-isomorfos), segue que os W) s@o justamente os V;, que podem estar escritos em uma
ordem diferente. Se W # {0} é um subespago I'-irredutivel de V', entao, pelo item (a),
W C Wy, para algum k. Mas W), = V; para um j conveniente e a irredutibilidade de V;
implica que W =V}, para algum j. 0

A prova do Teorema 1.2.6 depende dos dois seguintes lemas:

Lema 1.2.9. Sejam I' um grupo de Lie compacto agindo em W e U um subespaco I'-
irredutivel de W fizado. Suponha que W = > U,, onde cada U, é um subespaco I'-
mwvariante que € I'-isomorfo a U. Entao todo subespago I'-irredutivel de W é I'-isomorfo

aU.

Demonstracao: O lema estd enunciado de uma forma que permite que o indice

a seja escolhido em um conjunto infinito. No entanto, ndés comecamos a demonstracao
mostrando que

W =U, ®©...0U,, (1.12)

é uma soma direta de um subconjunto finito dos U,’s. A prova é feita por indugao.

Suponhamos que temos encontrado um subespaco
W=U,®...0U,, , CW.

Se W' =W, o resultado esta provado. Se nao, algum U,, nao esta contido em W’'. Entéo
Uy, N W' = {0}, uma vez que U,, é I'-irredutivel e U,, " W' C U,,. Portanto, a soma
W'+ U,, é direta e temos o subespago W' =W' @ U,, =U,, & ... ®U,,. Se W' =W,
provamos o desejado. Se nao, repetimos o processo e como a dimensao de W ¢é finita,

(1.12) deve valer para algum t.
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Consideramos entao X um subespago ['-irredutivel nao nulo de W. Se X = U,,, para

algum i € {1,...,t}, entdo X é isomorfo a U. Caso contrario, temos que
XZ@Uy®@...0Uy,, e XCUy®...0U,, (1.13)

para um tnico j € {1,...,t}. De fato, X ¢ irredutivel e X ¢ U,,. Se X C U,, @ U,,,
a condigao (1.13) esté provada. Se nao, vamos verificar se X C Uy, ® Uy, ® U,,. Se for
valido, a prova esta terminada. Caso contrario, repetimos o processo. Por (1.12), temos
que este processo tem fim e obtemos (1.13). Pela irredutibilidade de X e por (1.13), segue
que

XNUy ®...®U,,_,) ={0}. (1.14)

Seja Il : Uy, @ ... Uy, — Uy, a projecao definida por (uq,, ..., Ua;) = Uq,. Entao
(1.14) implica que Illy : X — II(X) ¢ um I-isomorfismo. Assim, II(X) C U,, ¢ um
subespago I'-invariante e por (1.13), II(X') é nao nulo. Pela irredutibilidade de U,,;, temos
II(X) = Uy,. Concluimos que X ¢ I'-isomorfo a U,, e, assim, I-isomorfo a U. ([l

Lema 1.2.10. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Sejam X e Y subespacos
['-invariantes de V' tais que nenhum par de subespacos I'-irredutiveis W C X e Z C Y
sao I'-isomorfos. Entao:

(a) XNY ={0};

(b) Se W C X @Y é'-irredutivel, entaio W C X ou W C Y.

Demonstragao: Como X NY é [-invariante, qualquer subespaco I'-irredutivel de
X NY estaria contido nos subespagos X e Y. Assim, pela hipotese, temos que X NY nao
possui subespacos ['-irredutiveis nao nulos. Pelo Corolério 1.2.3, isso s6 é possivel quando
X NY = {0}, provando o item (a).

Seja W C X @Y um subespaco I'-irredutivel. Como W N X e W NY sao subespagos
[-invariantes de W, WNX = {0 ou W C X e WNY = {0} ou W C Y. Suponha
que W € XeW €Y, ouseja, WNX = {0} =W NY. De modo andlogo ao que
fizemos na demonstragao do Lema 1.2.9, consideramos as projecoes [y : X &Y — X
elly : X®Y — Y para obter que W ¢é I'-isomorfo a IIx(W) e a Ily(W). De fato,
como WNX = {0} =WnNY, as restrigoes IIx|y e Ily|y sao I'-isomorfismos. Assim,
IIx (W) C X e Ily (W) C Y sao subespagos I'-irredutiveis ['-isomorfos, o que contradiz a
hipotese do lema. Portanto, W C X ou W C Y, o que prova o item (b). O

Estamos prontos agora para demonstrar o Teorema 1.2.6.

Demonstracao do Teorema 1.2.6: Se V' é I'-irredutivel, o teorema esta provado.
Suponha entao que V nao é I'-irredutivel e tome um subespaco I'-irredutivel U; C V,
cuja existéncia é garantida pelo Corolario 1.2.3. Seja W/ a soma de todos os subespagos
[-invariantes de V' que sao [-isomorfos a U;. Se W] = V| provamos o resultado. Se
W/ # V, tomamos um complemento I'-invariante Z; para W] e escrevemos V = W| & Z;.
Repetimos o processo em 71, ou seja, consideramos Uy C Z; um subespago ['-irredutivel e
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tomamos W, como a soma de todos os subespagos ['-invariantes de Z; que sao [-isomorfos
a Uy. Se Wy = Z, temos V = W[ & WJ. Caso contrario, tomamos um complemento I'-
invariante Zy de W), para obter Z; = W} @ Z,. Repetimos agora o processo em Zy. Como
a dimensao de V é finita, este processo tem fim com

V=W a. oW, (1.15)

para um determinado s, onde cada W) é a soma dos subespacos I'-irredutiveis de V' que
sao I'-isomorfos a U, C V. Por construgao, se ¢ # j, entao U; nao ¢é I'-isomorfo & Uj.
Ainda néo sabemos se W] é a soma W de todos os subespagos I'-invariantes de V' que
sao I'-isomorfos a Uy, porque definimos W} em Z;_, (para k € {2,...,s}), ndo em V.
Para mostrar que, de fato, W, = W}, vamos primeiramente mostrar que todo subespago
[-irredutivel U C V' é I'-isomorfo a Uj, para algum j € {1,2,...,k}. Com efeito, se
U C V é I'-irredutivel, pelo item (b) do Lema 1.2.10, segue que

U c W, (1.16)

para algum k. Pelo Lema 1.2.9, U é I'-isomorfo a Uy, ou seja, o item (a) do Teorema 1.2.6
estd provado. Também de (1.16) segue que W/ = Wj. Assim, (1.15) implica em (1.11),
provando o item (b) do Teorema. O

Em nosso estudo, vamos precisar entender a estrutura de aplicacoes lineares que co-
mutam com a acao de um grupo de Lie compacto. Esta discussao tem importantes
implicagoes no estudo de problemas de bifurcacao com simetria porque, neste caso, a
linearizacao do problema também deve comutar com o grupo de simetrias. Nos discuti-
mos este assunto daqui até o fim desta se¢ao, destacando dois pontos: a irredutibilidade
absoluta e o Teorema 1.2.17, cujo resultado garante que as componentes isotipicas sao
invariantes por qualquer aplicagao linear que comuta com a acao de um grupo.

Definicao 1.2.11. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo linearmente em V. Uma
aplicagao g : V. — V' comuta com a acao de I' ou é I'-equivariante se

g(yv) = vg(v),

para todo v € V ey € I'. Neste caso, v € I' é uma simetria de g e I' é o grupo de
simetrias.

Exemplo 1.2.12. 1. Considere a agao de Zy = {£1} em R como (—1,z) — —z.
Defina g : R — R por g(x) = sin(z). Desta forma, temos que g é Zs-equivariante,
pois g(—x) = —g(z), para todo x € R. Na Figura 1.3 esbo¢amos o gréfico de g, no
qual observamos que —1 (equivalente a rotagao de angulo 7) é uma simetria de g.

2. Considere a agao de SO(2) em R? definida pela multiplicagao de matrizes

Ry(z,y) [COSH —sinQ] [x] ' (1.17)

sinf  cosf Y
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Figura 1.3: Grafico da funcao g : R — R.
Afirmamos que todas as aplicagoes lineares que comutam com esta agao tém a forma
a —b
) 1.18
A 1)
com a, b € R. A prova desta afirmacao é um calculo simples. De fato, suponha que
a b
R =

para todo Ry € SO(2), com a, b, ¢, d € R. De (1.19), obtemos —csinf = bsinf
e dsinf = asinf, para todo 6 € [0,27). Segue entdo que b = —c e a = d. Assim,

matricial

c d

¢ b] Ry, (1.19)

toda aplicagao linear SO(2)-equivariante tem a forma matricial (1.18).

3. Considere a agao padrao de O(2) em R? definida por (1.17) e por k(z,y) = (z, —y),
onde k é a reflexao definida em (1.4). Afirmamos que as tnicas aplicac¢oes lineares
que comutam com esta agao de O(2) sao da forma al, com a € R, onde [ : R? — R? ¢
o operador identidade. De fato, os multiplos escalares da identidade comutam com
qualquer representagao de grupo pois eles comutam com qualquer matriz. Para
provar a afirmagao, considere M uma matriz que comuta com O(2). Como M

comuta com SO(2), ela deve ter a forma (1.18). Agora, M também comuta com &,

e A

implicando que b = 0. Portanto M = al; para algum a € R, como desejado.

ou seja,

?

Definicao 1.2.13. Uma representacao de um grupo I' em V' é absolutamente irredu-
tivel se os unicos operadores lineares I'-equivariantes em V' sao os multiplos escalares do
operador identidade. Um subespagco W C V' é dito absolutamente I'-irredutivel se W

¢ I'-invariante e a representacao de I' em W € absolutamente irredutivel.

Exemplo 1.2.14. 1. A representagio de SO(2) em R? dada no Exemplo 1.2.12 nao
¢ absolutamente irredutivel, enquanto que a representacao de O(2) em R? dada no

mesmo exemplo é absolutamente irredutivel.
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2. Seja
R} = {(21,5,73) € R% 2y 4+ w9 + 23 = 0} C C°. (1.20)

Considere a agao de Sz em C? dada por (1.6). O espago vetorial R} é Sz-invariante,
pois dados o € S3 e (1, %9, 73) € R} temos

0—(1'17*1'27 :UB) = (xa—l(l)a xa—1(2)7$0—1(3)) S R37

Com Ty-1(1) + Lo-1(2) + To-1(3) = 0.
Claramente, temos que RS = R? via o isomorfismo (z,y) — (z,y, —z — y). Seja
g : R} — R} um operador linear Sz-equivariante com representagao matricial

a b
c d|’
onde a, b, ¢, d € R. Considerando o isomorfismo entre R} e R?, temos que o conjunto
01 -1 0 1 -1
A = < ,B = , By = ,Bs = ,

o) ol

¢ formado pelas representagoes de Sz em R3. Se g ¢ Sz-equivariante, devemos ter
AB; = B;A, para todo i € {1,2,...,5}. Calculando AB; = B; A, concluimos que
a=deb=c Por AB; = B;A, para todo 2 < i < 5, obtemos que b = 0. Assim,
A = al,, para a € R. Portanto, g é um miltiplo escalar do operador identidade, o

A=

By =

que implica que R3 ¢ absolutamente Sz-irredutivel.

Para justificar a terminologia, provamos o seguinte lema:

Lema 1.2.15. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Se a a¢ao de I' € absolu-
tamente irredutivel, entao ela € irredutivel.

Demonstracao: Suponha que a acao de I' em V nao é irredutivel. Logo, existe um
subespago proprio I-invariante W C V', com W # {0}. Pela Proposigao 1.2.2, W possui
um complemento W+ T'-invariante. Defina IT : W @ W+ — V como a projecdo sobre W
com ker II = W+. Entao, II(w + w') = w, para todo w € W, w' € W+.

Afirmamos que IT comuta com a a¢ao de I' em V. De fato, dados v € I'ev = w+w' € V|
temos

(yv) = H(y(w + w')) = (yw + yw') = yw = yI(w + w') = y1I(v),

a segunda igualdade seguindo da linearidade da acao de I' em V. Logo, II comuta com a
acao de I' em V. Como claramente Il nao ¢ um miltiplo escalar do operador identidade,
a representagao de I' em V' nao é absolutamente irredutivel, o que contraria a hipétese do

lema. Logo, a acao de I' em V' é irredutivel. 0
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Lema 1.2.16. Sejam I' um grupo de Lie compacto agindo em Ve A : 'V — V um
operador linear I'-equivariante. Seja W C V' um subespaco I'-irredutivel. Entao A(W)
¢ I'-invariante e, ou A(W) = {0} ou as representagoes de I' em W e A(W) sao I'-
equivalentes.

Demonstragao: Vamos, inicialmente, mostrar a I'-invariancia de A(W). Dado z €
A(W), existe w € W tal que A(w) = z. Como A é I'-equivariante,

vz = yA(w) = A(yw),

para todo v € I'. Como yw € W, segue que vz € A(W), para todo 7 € I'. Portanto,
A(W) é I'-invariante.

Temos também que ker A é ['-invariante. Com efeito, dados a € ker A e v € T", temos
A(va) = yA(a) = 40 = 0. Logo, va € ker A, para todo a € ker A, vy € T.

Como ker A e W sao I'-invariantes, ker A N W é um subespaco I'-invariante de W.
Como W é D-irredutivel, ker AN W = {0} ou ker ANW = W. Neste ultimo caso,
W C ker A, ou seja, A(W) = {0}. Agora, se ker ANW = {0}, entdo A|y ¢ injetora e,
portanto, é um isomorfismo linear sobre a sua imagem. Como A é ['-equivariante, segue

que A(W) é I'-isomorfo a W, como desejado. 0J

O Lema 1.2.16 implica no seguinte resultado, que permite o estudo dos operadores

lineares ['-equivariantes na forma diagonal em blocos.

Teorema 1.2.17. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Decomponha V em
componentes isotipicas V. =W, @ Wo @ ... & W,;. Seja A :V — V um operador linear
I'-equivariante. Entao

A(Wy) C Wy, (1.21)

para k € {1,... t}.

Demonstracao: Pela definicao de Wy, podemos escrevé-lo como W, = Vi ®...dV,,
onde todos os V}’s sao subespacos I'-isomorfos a algum I-irredutivel Uy. Pelo Lema
1.2.16, A(V;) = {0} ou A(V}) é I'-isomorfo a Uy,. Em qualquer um dos casos, temos que
A(V;) C Wy, para todo j € {1,...,r}. Como A ¢ linear, segue (1.21). O

Observagao 1.2.18. Suponha que V seja -irredutivel e considere Dr o conjunto de
todos os operadores lineares A : V' — V que sao I'-equivariantes. Temos entao o seguinte

resultado:

Teorema 1.2.19 (Theorem 2, p. 119, [27]). Seja T' agindo irredutivelmente em um K-
espaco vetorial V. Se K = C, entao Dr = C. Se K =R, entao Dr € isomorfo a R, C ou
H (onde H denota a dlgebra dos quatérnios, com dimensao 4).

Assim, temos que os conceitos de irredutibilidade e irredutibilidade absoluta sao equi-
valentes para o caso complexo. Em nosso contexto, V' é um espaco vetorial real e tal
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equivaléncia nao vale. O caso Dr = R ocorre se, e somente se, V é absolutamente ir-
redutivel. O caso Dr = C aparece repetidamente no contexto de bifurcagao de Hopf,
apresentado no Capitulo 3. A agdao de SO(2) em R? dada no Exemplo 1.2.12 representa
a situacao na qual Dgo(2) = C. De fato, o isomorfismo Dgg(2) = C identifica cada matriz
da forma (1.18) com um elemento a + bi € C.

Proposicao 1.2.20. Sejam I'y e I'y dois grupos de Lie compactos agindo em V' e denote
por Dr,xr,, Dr, e Dr, os conjuntos dos operadores lineares em V que comutam com a
acao de I'y x I'y, I'y e Iy, respectivamente. Entao Dr,xr, = Dr, N Dr,.

Demonstracgao: Dadas as agoes de I'y e 'y em V', a agao de I'; x I'y em V' é definida
como

(71, 72)v = 1(72v), VYV (y,72) €l xTy, veV.

Tome A € Dr,«r,. Assim, dados (y1,72) € I'1 x 'y e v € V, temos A((71,72)v) =
(71,72)A(v). Em particular, para v; = 1r,, obtemos

A(rv) = A(lr, (120)) = A((1ry,72)v) = (Iry, 72)A(v) = 1, (124(v) = 12A(v).

Logo, A € Dr,. Analogamente, para v, = 1r,, segue que A(y,v) = 1 A(v), o que implica,
que A € Dr,. Concluimos que Dr, xr, C Dr, N Dr,.
Reciprocamente, se A € Dr, N Dr,, entao dados (71,72) € I'1 x 'y e v € V, temos

A((71,72)v) = A (12v)) = 1A(2) = 1n72AW) = (11,72) A(v).

Assim, Dr, N Dr, C Dr,«r,. Portanto, Dr, «1, = Dpr, N Dr,. O]

1.3 Teoria invariante

Um primeiro passo no estudo da estrutura algébrica de um sistema de equacgoes di-
ferenciais que comutam com a a¢ao de um grupo I' em V é determinar as fungoes que
sao invariantes por esta acao. Isto ocorre porque o conjunto de todas as aplicacoes I'-
equivariantes em V' tem estrutura de modulo sobre o anel das fungoes invariantes. Nesta
secao, apresentamos os conceitos basicos da teoria invariante de grupos de Lie compac-
tos, destacando dois resultados principais: o Teorema de Schwarz e o Teorema 1.3.10,
que sao ferramentas fundamentais na discussao da estrutura de germes de aplicacoes I'-

equivariantes. Comecamos com a seguinte definigao:

Definicao 1.3.1. Sejam W um espaco vetorial de dimensao finita e vy € V. Considere
f:U CcV — W uma aplicagao suave definida em uma vizinhanga Uy de vy. Dizemos
que o germe de [ em vy, denotado por f: (V,v) — W, € o conjunto

{g:Uy CV = W; existe uma vizinhanca U de vg com U CU; NUy e flu = glv}.
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Em toda a parte, consideramos germes de fungoes ou de aplicagoes suaves na origem.

Definicao 1.3.2. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Uma fungao a valores
reais f : V — R é I'-invariante se f(yv) = f(v), para todo vy €T, v € V.

Note que é suficiente verificar a condi¢ao de invaridncia apenas para um conjunto de
geradores de I'. Nos denotamos por P(I') o conjunto das fung¢oes polinomiais f: V — R
[-invariantes e por £(I') o conjunto dos germes de fungoes f : (V,0) — R I'-invariantes.
Note que P(I") tem estrutura de anel, pois somas e produtos de polinémios I'-invariantes
sao também I'-invariantes. Analogamente, £(I") tem estrutura de anel.

Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 1.3.3. 1. Seja Zy = {£1} agindo em R como (—1,z) — —z, para todo
x € R. As fungoes Zs-invariantes sao justamente as fungdes pares, uma vez que
f & Zo-invariante se f(—x) = f(z), para todo z € R. Entdo existe uma fungao
polinomial & : R — R tal que f(z) = h(z?). Neste caso, dizemos que P(Zy) ¢
gerado por z2.
2. Seja S! agindo em C na forma padrao, ou seja,

0z =2, VOecS' zcC. (1.22)

Seja f : C — R uma funcdo polinomial S'-invariante. Entdo, f(e”z) = f(z), para
todo 6 € S* e z € C. Vamos mostrar que existe uma funcio polinomial 4 : R — R
tal que

f(z) = h(z2). (1.23)
Para mostrar isso, usamos notagao complexa. Escreva f como um polindmio nas
coordenadas z, Z em C como

f(2) =) ansz"2" (1.24)
onde a,p5 € C. Como f é uma funcdo a valores reais, temos f = f, ou seja,
Ela/g = ABq- (125)
Ainda,
fez) = Z aqze?@ P 258, (1.26)
Como f(e?2) = f(z) como polindémios, obtemos de (1.24) e (1.26) a identidade
aop = €9 Pa,g, para todo § € S'. Logo a = B ou a,s = 0. Assim, a S'-
invariancia implica que
F(2) = aaa(z2)".

Por (1.25), ane € R. Entdo podemos definir h : R — R por

h(z) = Z Aol

e (1.23) esta satisfeita. Neste caso, dizemos que u(z) = 2z gera P(S?t).
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Motivados pelos exemplos anteriores, enunciamos o seguinte:

Definigao 1.3.4. Um subconjunto finito {uy,...,us} de fungoes polinomiais I'-invariantes
¢ chamado de base de Hilbert para P(I') se para toda f € P(I') existe uma fungao
polinomial h : R® — R tal que f(z) = h(ui(x),...,us(x)).

Ressaltamos que a base de Hilbert nao é necessariamente tnica. A existéncia de uma
tal base para P(I') é garantida no proximo resultado, iniciado por Hilbert e provado por

Weyl. No6s omitimos a prova por envolver conceitos sofisticados de algebra comutativa.

Teorema 1.3.5 (Teorema de Hilbert-Weyl). Seja I' um grupo de Lie compacto agindo

em V. Entao existe uma base de Hilbert para o anel P(T).
Demonstragao: Veja Golubitsky [17, XII, Theorem 4.2]. OJ

Pode ser muito dificil encontrar uma base de Hilbert para P(I'). Em muitos casos, tal
objetivo envolve calculos extensos e manipulagoes algébricas. Um resultado semelhante
ao Teorema de Hilbert-Weyl é valido para germes I'-invariantes de classe C'™°. Mais

especificamente, temos:

Teorema 1.3.6 (Teorema de Schwarz). Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V.
Seja {uy,...,us} uma base de Hilbert para P(I'). Se f € E(I'), entdo existe um germe
suave h : R®* — R tal que

F@) = B (@), . us(x)). (1.27)
Demonstragao: Veja Golubitsky [17, XII, Theorem 4.3]. O

Nos observamos aqui que a escolha de h em (1.27) nem sempre é tnica.

A partir de agora, denotamos por ﬁ(F) o espagco das aplicacoes polinomiais I'-equiva-
riantes de V em V e por E(F) o espago dos germes g : (V,0) — V de classe C* I'-
equivariantes. O préximo lema implica que 73(F) ¢ um modulo sobre o anel dos invariantes

—

P(T') e, igualmente, que E(I") é um modulo sobre o anel E(T).
Lema 1.3.7. Sejam I' um grupo de Lie compacto agindo em V, f € P(I') e g € 73(F)
Entio fg € P(I).

Demonstragao: Para todo v € I' e todo z € V, temos

(fg)(vz) = f(yz)g(vz) = f(x)vg(x) = vf(x)g(x) = v(fg)(x),

onde a terceira igualdade é decorrente da linearidade da acao de I' em V' e do fato de
f(z) € R. Portanto fg € P(I). O

Exemplo 1.3.8. Considere Z, agindo em R por (—1,z) — —z. As aplicagoes g : R — R
Zs-equivariantes sao justamente as fungoes impares, pois satisfazem g(—z) = —g(x),
para todo z € R. Portanto, existe h : R — R tal que g(z) = h(2?)z. Claramente,
h(z?) € P(Zs,). Logo, a funcao f(z) = z gera P(Z,) sobre P(Zs).
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Mais geralmente, temos:

Definicao 1.3.9. Dizemos que as aplicagoes polinomiais I'-equivariantes g1, . . ., g, geram
o mddulo P(T) sobre o anel P(T) se toda g € P(T') pode ser escrita como

g=hog+...+ frgr,

—

onde f1,..., fr € P(I'). Uma defini¢ao similar pode ser feita para E(T).

O préximo teorema é a versao equivariante dos Teoremas de Hilbert-Weyl e de Schwarz.
O item (b) ¢ uma versao simplificada do Teorema de Poénaru dado em |17, XII, Theorem
6.8].

Teorema 1.3.10. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Entao,

(a) O médulo P(T) € finitamente gerado sobre o anel P(T).
(b) Sejam ¢1,...,9, 0s geradores do mddulo 73(F) sobre P(I'). Entao ¢1,...,g. geram

—

o modulo E(T') sobre o anel E(T).

Demonstragao: Veja Golubitsky [17, XII, Theorem 6.8]. 0

Portanto, pelo item (b) do Teorema 1.3.10, encontrar um conjunto de geradores para
£(') se restringe a encontrar um conjunto de geradores para P(I') sobre o anel P(I).
A seguir, apresentamos dois diferentes grupos de Lie compactos I' agindo em C e os
respectivos geradores para o modulo P(I') sobre o anel P(I).

Exemplo 1.3.11. 1. Seja S! com sua acdo padrdo em C dada em (1.22). Afirmamos
que toda aplicado g € P(S!) tem a forma

g9(z) = p(z2)z + q(z2)iz, (1.28)

onde p,q: R — R.
Seja ¢ : C — C uma aplicacao polinomial S'-equivariante. Dado z € C, denotamos
por R(z) a parte real de z e por J(z) a parte imaginaria de z. Nas coordenadas z, z,

temos

jik
onde b, € C. A condigao de equivariancia de g implica que g(z) = 671g(6z), ou

g(z) = o0 Z bjkeie(j—k)zj ok _ Z bjkeie(j—k—l)zjzk’
g,k g,k

seja,

para todo 6 € S'. Por (1.29), segue que bj, =0 ou j =k + 1. Assim

9(2) = > bepanl(22)*2,

k+1k
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com byy1r € C. Definimos agora p,q : R — R por

p(y) = Z %(bk—i-lk)yk e qly) = Z %(bkﬂk)yk-

E+1k E+1k

Assim, g tem a forma (1.28). Como P(S') = (z2), segue que {z,iz} gera o modulo
P(S') sobre P(SY).
2. Seja O(2) com sua agao padrao em C dada por

Roz=¢e"%2 e krz=2% (1.30)
Afirmamos que toda aplicacdo g € P(O(2)) tem a forma

g(z) = p(22)z, (1.31)

onde p : R — R. Para provar isto, observe que g é em particular S'-equivariante,

o que implica, pelo exemplo anterior, que g tem a forma (1.28). Agora, g também

satisfaz g(kz) = kg(z), ou seja, g(Z) = g(z). Logo, para todo z € C, devemos ter

p(22)z + q(22)iz = g(z) = g(2) = p(22)Z + q(22)iz,

donde segue que ¢q(zz) = —q(22), para todo z € C. Concluimos entdo que ¢ = 0.
Portanto, ¢ tem a forma (1.31). Notamos que P(O(2)) = (zz), pois P(SO(2)) =
(2Z) (pelo Exemplo 1.3.3, uma vez que SO(2) = S') e 2z também ¢é invariante pela
acdo de k. Portanto, z ¢ o tnico gerador de P(0O(2)) sobre P(O(2)).

1.4 Orbitas e subgrupos de isotropia

Existem duas noc¢oes simples usadas para descrever os aspectos de uma acao de um
grupo [' em um espaco vetorial: as orbitas e os subgrupos de isotropia. Estes conceitos
ajudam a descrever a estrutura das solugoes de um sistema de equagoes diferenciais com
simetria. Mais precisamente, equagoes ['-equivariantes nao distinguem entre as solucoes
na mesma Orbita. J& os subgrupos de isotropia medem a “quantidade” de simetrias de I

presentes em uma solucao. Para o que segue, I' € um grupo de Lie compacto agindo em
V.

Definicao 1.4.1. A orbita de uma ag¢ao de I' em x € V € o conjunto
Fe = {yx;y €'}

Seja f : V — V uma aplicagao I'-equivariante tal que f(z) = 0. Entao f se anula em
toda a orbita de I' em z, pois f(yz) = vf(z) = 70 = 0, para todo v € I". Em outras

palavras, equacoes simétricas nao podem distinguir entre pontos de uma mesma érbita.
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Definicao 1.4.2. O subgrupo de isotropia de x € V é o conjunto
Yo={yel;yx=xz}.

Entendemos o subgrupo de isotropia como o conjunto das simetrias de x sob a acao de
I'. O proximo lema mostra como se relacionam os subgrupos de isotropia de pontos em
uma mesma 6rbita. Lembramos que se ¥ C I' é um subgrupo e v € I, entao o conjunto

1

Y8yt = {yoy 0 €T}

é chamado de subgrupo conjugado a Y. A classe de conjugacao de ¥ consiste de todos os
subgrupos de I' que sao conjugados a >.

Lema 1.4.3. Pontos de uma mesma orbita de I' tém subgrupos de isotropia conjugados.

Mais precisamente, ¥, = y5,7 L
Demonstragao: Sejam x € V ey € I'. Suponha que o € X, ou seja, cx = x. Entao,

voy Hyz) = yo (v )z = yor = ya.

Logo, yoy~! € ., e, portanto, vX,7~ ! C X.,.
Considere agora § € .., ou seja, 6yx = yz. Afirmamos que v 1§y € ¥,. De fato,

(Y Hoy)z =~ (0yx) =7 e ==,
Logo 718y € X, e, assim, 7y '¥,,7 C ¥,. Portanto, ¥, = v3,7~ . O

Um modo conveniente de descrever geometricamente a acao de I' em V' é reunir em
um conjunto W todos os pontos de V' que tém subgrupos de isotropia conjugados. Nos
chamamos W de um tipo de érbita da acao.

Exemplo 1.4.4. Considere a a¢ao do grupo D, em C como em (1.9). Tome n = 5.
Temos que cada vértice do poligono é levado a outro vértice por D,, e, assim, formam

uma Unica o6rbita na agao de D,,.

Para o vértice no eixo real, temos que seu subgrupo de isotropia é o grupo Z, (gerado
por k). Pelo Lema 1.4.3, os outros vértices do poligono tém subgrupos de isotropia
conjugados a Zs. Ademais, todos os pontos nas retas que ligam a origem a um vértice
tém o mesmo subgrupo de isotropia. Com efeito, se t £ 0, pela linearidade da acao, segue
que X, = 2, para z € C.

Se consideramos um ponto proximo ao eixo real, temos que sua 6rbita tem 2n pontos
e 0 unico elemento de D5 que os fixa é a identidade. Logo, todos os pontos das arestas
do poligono tém a identidade como subgrupo de isotropia. Por fim, a origem forma uma
orbita e é fixada por Dj5. Na figura abaixo apresentamos uma representagao geométrica

desta descricao das érbitas.
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RN(z)

Figura 1.4: Subgrupos de isotropia da acao de D5 em C.

1.5 Subespacos de ponto fixo

Uma das caracteristicas mais interessantes das aplicagoes [-equivariantes é que sua
equivariancia forca a existéncia de subespagos invariantes, chamados subespacgos de ponto
fixo. Nesta secao, nés descrevemos a estrutura de tais subespacos e apresentamos uma

formula para calcular suas dimensoes envolvendo a integracao de Haar.

Definicao 1.5.1. Seja X C I' um subgrupo. O subespaco de ponto fixo de X ¢ definido
por
Fixy(¥)={z € Vior =2,Vo € X}.

Quando nao houver confusao, denotamos Fixy () simplesmente por Fix(X). Na Fi-
gura 1.4, T' = Zs = {I,k} é um subgrupo de D5 e observamos que Fix(Zs) é o eixo
real.

Mostramos agora que Fix(X) é um subespago vetorial de V. De fato, para cada o € &
defina ¢, : V' — V como ¢, (z) = ox — z. Note que cada ¢, é linear e que

Fix(¥) = ﬂ ker ¢, .
>
Como cada kernel é um subespago vetorial de V', segue que Fix(X) é um subespago
vetorial de V. Note que os subespagos de ponto fixo mais simples sao Fix({1r}) e Fix(T").
Claramente, Fix({1r}) = V e Fix(I") é¢ um subespago de V' no qual I" age trivialmente.

Proposicao 1.5.2. Sejam V e W dois espagos vetoriais de dimensao finita I'-isomorfos.
Entao, Fixy(I') e Fixy (') sao T'-isomorfos.

Demonstracgao: Sejam p e n as representacoes correspondentes as agoes de I' em
V e W, respectivamente. Como V e W sao I'-isomorfos, existe um isomorfismo linear
A:V — W tal que A(p,(v)) = n,(A(v)), para todo v € V, v € I'. Dado v; € Fixy (I'),
segue pela defini¢do que p,(v1) = vy e, portanto,

n(A(w)) = A(p, (1)) = A(vy), V€T
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Assim, A(v1) € Fixw(['), o que implica que A(Fixy(I')) C Fixy (I'). Portanto, como
A & um isomorfismo entre V' e W, temos que Alpix, ) : Fixy (I') = Fixy (I') é linear e
injetora. Além disso, dado w € Fixy (I') C W, existe um tnico v € V tal que A(v) = w.
Logo,

Apy(v) = 1, (A(0)) = my(w) = w = A(v), V€T,

Pela injetividade de A, p,(v) = v para todoy € I'. Assim, v € Fixy (I') e a sobrejetividade
de Alpix, (r) esta provada. Portanto, Fixy (I') e Fixy (I') sao I'-isomorfos. d

Proposicao 1.5.3. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo linearmente em V e W,
com VNW ={0}. Entao,

FiXV@W(E) = FIXV(Z) & Fle(E)

Demonstragao: Seja v+ w € Fixygw(X), com v € V e w € W. Logo,
ov+ow=c(v+w)=(v+w), Voel.

Como VNW = {0}, v € Fixy(X) e w € Fixy (). Logo, v+ w € Fixy(X) + Fixy (X).
Claramente a soma ¢ direta, pois Fixy (X) C V e Fixy (X) C W.

Reciprocamente, dado v+ w € Fixy (X) @ Fixy (X)), temos que ov = v e ow = w, para
todo o € X. Assim,

cv+w)=ov+ow=v+w, VYoel,
donde v +w € FiXV@W(E). Portanto FiXV@W(E) = FIX\/<E) ) Fle<E) ]

Nos provamos agora que se f é uma fungao I'-equivariante, o subespago de ponto fixo

¢ invariante sob f, mais precisamente:

Lema 1.5.4. Sejam f : V. — V uma aplicagao I'-equivariante e X C ' um subgrupo.
Entao, f(Fix(¥)) C Fix(X).

Demonstragao: Sejam o € ¥ e z € Fix(X) quaisquer. Entao, ox =z e

f(x) = flox) = o f(x),
pois f comuta com a ac¢ao de ¥ em V. Portanto, f(z) € Fix(X), como desejado. O

Uma consequéncia imediata do Lema 1.5.4 é a existéncia de solugoes triviais para
aplicagoes I'-equivariantes. De fato, se Fix(I') = {0} e f é I'-equivariante, entao {0} deve
ser invariante por f, ou seja, f(0) = 0. Mais precisamente, temos:

Proposicao 1.5.5. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo ortogonalmente em V. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) Fix(T') = {0};
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(b) Toda aplicagao I'-equivariante f : V- — V satisfaz f(0) = 0 (sempre ezistem solugoes
triviais);

(¢) A dnica fungao linear I'-invariante é a fun¢ao nula.

Demonstragao: Mostramos primeiramente que (b) implica em (a). Para isto, afir-
mamos que para todo v € Fix(I'), a aplica¢do constante f(z) = v é I'-equivariante. De
fato,

(@) =qv=v=flyz), VeeVyel,
onde a segunda igualdade segue, uma vez que v € Fix(I"). Assim, se (b) é valido, temos
v = f(0) =0, ou seja, Fix(I') = {0}.

Para mostrar que (a) implica em (c), seja L : V' — R uma funcao linear I'-invariante.
Pelo Teorema da Representagao de Riez (veja [28]), existe v € V tal que L(z) = (v, z)p,
onde ( , )p é um produto interno I'-invariante em V. Afirmamos que v € Fix(I"). De fato,

como L é I'-invariante, entao
(v,x)p = L(z) = L(y'2) = {(v,y 'z), Vyel,zeV.

Como [' age ortogonalmente em V',

1

(v,2)p = <v,7_ x>r = <v,7tx>r = (y,z)p, Vyel,zeV.

Portanto, yv = v, para todo v € T', ou seja, v € Fix(I"). Agora, como Fix(I') = {0}, segue

que v =0 e assim L(z) = (0, z)p = 0, para todo z € V. Logo, segue o item (c).
Finalmente, provamos que (c¢) implica em (b). Seja f : V — V uma aplicagao I'-

equivariante. Devemos mostrar que f(0) = 0. Para isto, defina L : V' — R como

L(z) = (f(0), z)r,

onde (, )p ¢ um produto interno I'-invariante. A linearidade de L segue da linearidade

do produto interno. Além disso, L é [-invariante, pois

L(yz) = (f(0),va)p = (v~ f(0),2)r. = (f(7710), 2). = (f(0),2) = L(z),

onde a segunda igualdade segue pela ortogonalidade da acao de I' em V. Por hipotese,
L =0. Logo, L(z) = (f(0),z) = 0, para todo = € V, ou seja, f(0) = 0. O

Dado um subgrupo ¥ C I', existe uma féormula para calcular a dimensao de Fix(X)
que depende somente do trago da representacao de o € . Usamos a notagao tr(o) para
denotar o trago da matriz de representacao p, € GL(V).

Teorema 1.5.6 (Formula do trago). Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V e
seja ¥ C I' um subgrupo de Lie. Entao

dim Fix(X) = / tr(o), (1.32)

P

onde fz denota a integral de Haar normalizada sobre 3.
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Demonstragao: Definimos a transformacao linear A: V' — V por

Mais especificamente, para v = (vy,...,v,) € V e 0 = (0y;), temos
fEUH fzgln U1
Awp = | s s |
Jsont - Jxomm] Lvn

Das propriedades da integral de Haar, segue que A é linear e como a integral de Haar

¢é invariante sob translacao, vemos que

/ oo = / o=A,
oceY oED
onde ¢’ € ¥ ¢é fixado. Segue que

A? = AoA:A(/ 0)2/ a’(/ a>
ceEY o'ex oceEY
= / (/ 0’0) :/ A=A 1
o'ex ceY o'ex o'ex

= A

Portanto, A é uma projecao linear, donde segue que

(a)V=kerA®ImA e (b)A|lma=1. (1.33)
Segue diretamente de (1.33) que tr(A) = dim ImA. Além disso,

fE o111 ... fE O1n

tr(A) = tr : : :/(011+...+0nn):/tr(a).
b b

fE Ont  --- fE Onn

Logo,
dimImA = / tr(o). (1.34)
by

Afirmamos que ImA = Fix(3). Para provar isto, observe que Fix(X) D ImA. De fato,
por (b) de (1.33) temos que se y € ImA, entdao A(y) = y. Como ImA é 3-invariante temos
que oy € ImA, para todo o € X. Entdo A(oy) = oy e segue que

oy =Aloy) =Aly) =y, VoeX,

onde a segunda igualdade se da pela invariancia de A sob translacao a direita. Logo,
y € Fix(X), como desejado.

Suponha agora que x € Fix(X). Logo ox = z, para todo o € ¥ e

([ )0 oo =
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ou seja, x € ImA. Logo, Fix(¥) C ImA e vale a igualdade ImA = Fix(¥). Entdo, por
(1.34),

dim Fix(¥) = dimImA = / tr(o),
s

0 que prova o resultado. O



Bifurcacao de Hopf

Uma bifurcacao de Hopf, também conhecida como bifurcacdao de Poincaré-Andronov-
Hopf, é caracterizada pela existéncia de um par de autovalores puramente imaginarios
no ponto de bifurcagao. Isto implica que ela ocorre somente em sistemas de equagoes
diferenciais constituidos por duas ou mais equagoes. Assim sendo, uma bifurcacao de
Hopf refere-se ao aparecimento de uma orbita periddica a partir de um estado de equilibrio
quando o parametro de bifurcacao cruza um valor critico. Este tipo de bifurcacao é muito
interessante, pois simultaneamente a perda de estabilidade do ponto de equilibrio pode

ocorrer o aparecimento de um ciclo limite que envolve este ponto.

Neste capitulo, estudamos bifurcagao de Hopf para sistemas de EDOs sem simetria.
Nosso principal objetivo é provar o Teorema de Hopf Padrao (Teorema 2.3.2), que é o
resultado mais simples a fornecer condig¢oes suficientes para a ocorréncia de um ramo de
solugoes periddicas. Além disso, mostramos que uma bifurcagao de Hopf pode ser tratada
como uma bifurcacao de ponto de equilibrio com simetria do grupo do circulo S*.

Este capitulo é organizado como segue: Na Secao 2.1, introduzimos o conceito de
bifurcagao de Hopf. Na Se¢ao 2.2, nés mostramos como Orbitas periédicas podem ser
caracterizadas como os zeros de uma certa aplicacao ®, que reduzida pelo método de
Liapunov-Schmidt nos fornece uma equagao cujas solugdes enumeram as orbitas periodi-
cas. Tal equacao reduzida possui, de um modo natural, as simetrias do grupo do circulo
S!. Na Secdo 2.3, nés apresentamos o principal resultado deste capitulo, o Teorema de
Hopf Padrao, e analisamos a existéncia de 6rbitas periddicas.

2.1 O conceito de bifurcacao de Hopf

Counsidere um sistema auténomo de EDOs da forma
du

— + Flu,\) =0 2.1
Wy Py =0, (2.)

onde F': R" xR — R" é o germe de uma aplicagao de classe C*°; u é a variavel de estado

e A é o parametro de bifurcagdo. Suponha que F'(0,\) = 0 para todo A € R, ou seja,

30
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u =0 é um ponto de equilibrio para (2.1), para todo .

O conjunto
S ={(u,\) € R" x R; F(u,\) =0}

é chamado de conjunto solugao de F. Para cada A € R, seja n(\) o nimero de u’s para
os quais (u, A) é uma solu¢ao de F'(u,\) = 0. Como nosso estudo é local, supomos que
F(u, \) = 0 possa estar definida em alguma vizinhanga de um ponto (ug, A\g) € R” x R e
que n(A) contém apenas o numero de solugoes nesta vizinhanga. Temos entdo a seguinte

definicao:

Definigao 2.1.1. Dizemos que (ug, Ao) € R™ X R tal que F(ug, Ao) = 0 € um ponto de

bifurcagao se n(\) mudar conforme \ varia em uma vizinhanga de \g.

Aqui assumimos que F'(ug, A\g) = 0 para evitar complicagdes. Note que se (ug, \g) €
um ponto de bifurcacao, entao det(dF'),, , = 0, onde (dF'),, », ¢ & matriz jacobiana de
ordem n obtida diferenciando F' com relagdo & u no ponto (ug, Ag). De fato, pelo Teorema
da Funcao Implicita, se det(dF)y, 5, 7# 0, entdao F(u, A) = 0 pode ser resolvida unicamente
para u como uma funcao de A. Ou seja, para cada A perto de \g, existe uma tinica solugao
de F(u, \) = 0 perto de uy. Neste caso, n(A) = 1 para A perto de Ay, o que implica que
(1o, Ag) ndo é um ponto de bifurcagao.

Nos agora apresentamos a defini¢ao central deste capitulo:

Definigao 2.1.2. Dizemos que o sistema (2.1) sofre uma bifurca¢do de Hopf em \ =0

se a matriz (dF)oo tem um par de autovalores puramente imagindrios.

Sob hipoéteses adicionais, a condigao apresentada na Defini¢ao 2.1.2 implica na ocorrén-

cia de orbitas periodicas. Mais precisamente, o Teorema de Hopf Padrao (Teorema 2.3.2)

garante a existéncia de uma familia a um parametro de solugoes periddicas para (2.1)

provinda de (u, \) = (0,0), se duas hipoteses sobre F' sao satisfeitas: seja Ay = (dF')p .\ a

matriz jacobiana de F' ao longo das solucoes de equilibrio. A primeira hipétese de Hopf
¢é dada por

i)Ap tem autovalores simples =+ i; (2.2)

i1)Ap nao tem outros autovalores no eixo imaginéario.

Se redimensionamos o tempo ¢ em (2.1) tomando t = s, para v € R fixado e positivo,

obtemos
du B du dt du

ds  dtds dt
e como consequéncia
du
— +vF(u,\) = 0.
PR
Neste caso, a linearizagdo A, é multiplicada por 7. Assim, podemos interpretar (2.2)
como uma afirmacao de que Ay tem um par de autovalores puramente imaginarios nao

nulos que foram redimensionados para =+1.
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Afirmamos que A, tem autovalores simples da forma o(\) £ iw(A), onde o(0) = 0,
w(0) =1 e 0 e w sdo fungdes suaves. Isto decorre do fato de A, ter entradas reais que
dependem suavemente de A e dos autovalores 4+i de A, serem simples. Assim, a segunda
hipotese de Hopf é dada por

o'(0) £ 0, (2.3)
assim, os autovalores imaginérios de A, cruzam transversalmente o eixo imaginario (com

velocidade nao nula) conforme A cruza Ay = 0.

Apresentamos dois exemplos elementares no plano em que ocorre bifurcacao de Hopf.

Exemplo 2.1.3. Considere o sistema (2.1), onde u € R? e

Flu,\) = — [i ;1] " (2.4)

Comecamos esbocando os retratos de fases do sistema conforme A\ varia. O retrato de
fase é uma representagdo geométrica de todas as trajetorias (solugbes) de um sistema
dindmico no plano. Esta é uma ferramenta importante no estudo de sistemas auténomos
planares, pois a configuracao das trajetorias no retrato de fase revela informacoes sobre
a existéncia de atratores, repulsores e ciclos limites. Com condigao inicial u(0) = (a,0),
a solugdo para (2.1) é dada por u(t) = ae*(cos(t),sin(t)). O retrato de fase para este

—~

sistema é dado na Figura 2.1.

)\ < O )\ = O )\ > O
Figura 2.1: Retrato de fase do sistema (2.4).

Para A < 0 o ponto de equilibrio u = 0 é estavel, pois as orbitas se espiralizam
para a origem. Para A > 0, o ponto de equilibrio u = 0 é instavel, pois as oérbitas se
afastam da origem. No entanto, para A = 0, o ponto de equilibrio é um centro (nem
atrator, nem repulsor) e cada orbita é 27-periddica. Esta é a familia a um parametro de
orbitas periddicas cuja existéncia é garantida por Hopf. Note que neste exemplo Ay tem
autovalores da forma o(\) £ iw(A), onde o(A) = —A e w(A\) = 1. Portanto, (2.2) e (2.3)
sao satisfeitas.

Exemplo 2.1.4. Conside agora o sistema (2.1), onde

u A+ ||ul® u. (2.5)

F(u,\) = — [i\ \
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Os retratos de fases para este sistema sao dados na Figura 2.2. Neste exemplo, termos de

A<0 A>0
Figura 2.2: Retrato de fase do sistema (2.5).

ordem mais alta sao adicionados a F'. Entao, para cada A > 0, existe exatamente uma
solugao periddica para (2.5), que é estavel no sentido de que todas as oérbitas proximas
se aproximam dela & medida que t — co. Tal solugdo é chamada de ciclo limite (uma
orbita fechada e isolada). Em outras palavras, ocorre uma troca de estabilidade do ponto

de equilibrio © = 0 quando A < 0 para a solucao periédica quando A > 0.

2.2 Solucoes periddicas e a reducao de Liapunov-Schmidt

Por generalidade, vamos supor que a equagao (2.1) depende de parametros auxiliares.
Seja entao F : R® x R¥! — R” e considere o sistema de EDOs

d
d_:fb + F(u,a) =0, (2.6)
onde o = (ag,ay,...,a;) € RFFL combina o parametro de bifurcagao A = ag com k

parametros auxiliares. Em todo este capitulo, vamos supor que A, = (dF')y, satisfaz
(2.2) e que F(0,a) = 0.

Iniciamos construindo um operador ¢ a partir de (2.6), com a propriedade de que
as solugoes para ® = 0 correspondem as solugoes periddicas de (2.6) com periodo de
aproximadamente 2r. Aplicamos entdao a redugao de Liapunov-Schmidt (ver Apéndice
A) a @, a fim de obter uma equacao reduzida que nos auxilie na tarefa de encontrar as
solucoes de ¢ = 0.

2.2.1 A definicao do operador ¢

Seja Cor 0 espaco de Banach das fungoes continuas 27-peridédicas de R em R”, com a
norma
lu|| = maxs |u(s)| . (2.7)
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Seja Ca_ o espaco de Banach das fungoes em Ca, que sdo continuamente diferencidveis (a

derivada existe em cada ponto do dominio e ¢ continua), com a norma

du

—|- (2.8)

el = flall + '

Nos queremos ver o sistema (2.6) como um operador ® definido em Cj_ e reduzir
o problema de encontrar solugoes periddicas para (2.6) ao de encontrar solugbes para
® = (. Todavia, existe um problema técnico com esta abordagem. De fato, nos precisamos
considerar fungoes com periodos variados e o conjunto de todas as fungoes periddicas nao
¢ um espago vetorial. Entretanto, podemos contornar esta dificuldade introduzindo um
parametro extra 7 que corresponde a um tempo reescalado. Mais especificamente, para
s = (14 7)t, temos que (2.6) pode ser reescrito como

(1+7)Z—Z+F(u,a) =0. (2.9)

Estamos interessados nas solugdes 2m-periodicas de (2.9). Para um dado valor 7,

uma solugao 2m-periddica de (2.9) corresponde a uma solugao periddica de (2.6) com

2
(147) "
aproximadamente 27. Isso implica que 7 = 0.

Definimos @ : C3_ x R x R — Cy, por

periodo As solugbes periodicas de pequena amplitude de (2.6) tém periodos de

d(u,a,7) = (1 +7)% + F(u,a), (2.10)

onde F : CL_ x RF! — Cy ¢ tal que Fu,a)(s) = F(u(s),a), para todo s € R. Assim, a
equagao ®(u, o, 7) = 0 caracteriza as solugoes 27-periddicas de (2.9). Para todo a € R¥*!

e T € R, temos
®(0,a,7) =0,
uma vez que F'(0,a) = 0.

Observamos agora a existéncia de simetria na equagao (2.10), um fato de fundamental
importancia em nosso estudo. Mais especificamente, identifique o grupo do circulo S!
com R/277Z, ou seja, S' = {6 € [0,27)} é um grupo com a operagao de soma modulo 2.
Considere a agdo mudancga de fase de S' em C,, definida por

@:Slxcgﬂ — Cor
(0, u) — 0Ou,

onde
(Ou) (s) =u(s—0), VseR. (2.11)

Afirmamos que ® em (2.10) comuta com esta agdo de S'. De fato, dados u € C;,,

a € R¥!l e 7 € R, segue da definicao de ® que
d(0u) ~

O (Ou, a, 7) = (1 +7’)d— + F(fu,a), VOeS.
s
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Para todo s € R, temos

F(Ou,a)(s) = F(Ou(s), a) = F(u(s — 0),a) = F(u,a)(s — 0) = 0F (u, a)(s).

Assim,
(1+7) df;‘) + F(6u, a)] (s) = (1+ T)W + F(0u,a)(s)
= (1+7) le;_is) +0F (u,a)(s)

— 9 {(1 + 7)% + F(u,a)| (s).

Desta forma,

O(Qu, o, 7) = 0P (u, o, 7), VO €S, (2.12)

como desejado. Portanto, ® ¢ S'-equivariante.

2.2.2 A reducgao de Liapunov-Schmidt

Tendo caracterizado as solugoes periddicas de (2.6) como as solugoes da equagao
P(u, o, 7) = 0, (2.13)

resolvemos agora (2.13) usando a redugao de Liapunov-Schmidt. A linearizagdo de ® em
(u,a,7) = (0,0,0) é dada pelo operador linear £ : C3_ — Cop,

Uu S olu, ( )
onde AO é a matriz (dF)QQ.

Seja L* o operador adjunto de £ com respeito ao produto interno sobre Co,

"o

(u,v) ! /0 ﬂv(s)tu(s)ds. (2.15)

Entao, £* : C3. — Co, é dado por

dw
Lrw=——+Alw, 2.16
dS 0 ( )
onde ¢ indica transposi¢do. De fato, sejam u,w € Ci_ quaisquer. Como estamos traba-
lhando com o corpo dos reais, vamos omitir a conjugacao que aparece no produto interno

(2.15). Temos que

1 cdu(s) [ .
(Lu,w) = %/o w(s) Tds + o ), w(s) Aou(s)ds. (2.17)
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Pela técnica de integragao por partes, obtemos

[t [ (oo

Além disso, como w(s)'Agu(s) € R, w(s)'Agu(s) = (w(s)'Agu(s))" = u(s)!Alw(s). Do
t
mesmo modo, (dw(s)> u(s) = u(s)tdj—(s). Entao, por (2.17) e (2.18), obtemos

ds S

(Lu,w) = —% /027T <du:i—(88)>tu(s)ds 1 % /O%u(s)tAgw(s)ds

[ cdw(s) L[
= —— N s 4 —
2m Jo uls) ds * 2m Jo

_ QWu(s)t(—dw(S)—{—Aéw(s))ds

o 0 ds
dw dw
= <_E +A6w,u> = <u,—% +A6w>,

o que implica que L*w = —‘fl—i + Alw, pela unicidade do operador adjunto.

u(s)" Ahw(s)ds

A seguinte proposicao é de fundamental importancia para estabelecermos a redugao
de Liapunov-Schmidt.

Proposicao 2.2.1. Assuma que o sistema (2.6) satisfaz (2.2). Entao,
(a) dimker £ = 2;

(b) Existe uma base {vy,v2} para ker L com a sequinte propriedade: se identificamos

ker £ com R? por meio da aplicacdo
(z,y) = o1 + Yoo, (2.19)

entio a acdo de S* em ker £ ¢ dada por

O, y) = [cos@ —sinQ] [x] ' (2.20)

sinf  cosf Y
(¢) Emiste uma decomposi¢ao S'-invariante de Co, dada por
Cor = ImL @ ker L. (2.21)
FEsta decomposicao induz uma decomposicao de Cy_ dada por
Ca =kerL @M, (2.22)

onde M =TImLNCy,.

Demonstragao:
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(a)

Considere o sistema linear de EDOs com coeficientes constantes
Lu=0, (2.23)

onde £ = (d®)g 0,0 ¢ como em (2.14) e u € C;,. Note que u € ker L se, e somente se, u
é uma solucdo de (2.23). A solugao geral de (2.23) é uma soma de exponenciais, cujos
expoentes sao os autovalores de Ap, multiplicadas pelos respectivos autovetores.
Apenas os autovalores +i conduzem a solugoes 27-periddicas. Seja ¢ € C" um
autovetor de Ay associado ao autovalor —i, ou seja,

Apc = —ic. (2.24)
Como estamos interessados em solucoes reais, temos que
vi(s) = R(ec) e  wy(s) = F(ec) (2.25)

formam uma base para ker £, uma vez que ¢ é autovetor de —Ay associado a 1.
Portanto dim ker £ = 2.

Consideramos aqui a base (2.25) para ker £ e a acdo de S' em Cy, definida em
(2.11). Lembramos que R(z122) = R(21)R(22) —(21)S(22) e (z122) = R(21)S(22)+
R(22)S(z1), para todo 21,29 € C". Como ker L C Ca,, podemos considerar a agao

de S! restrita a ker £ e, assim,

Ovi(s) = wvi(s—0) =R Ve) = cos(s — O)R(c) — sin(s — 0)I(c)
cos B[cos(s)R(c) — sin(s)I(c)] + sin [sin(s)R(c) + cos(s)(c)]
= cosOR(ec) + sin O3 (ec) = cos v (s) + sin Ovy(s)

Bua(s) = wa(s —80) = (" Ve) = cos(s — 0)I(c) + sin(s — O)R(c)
= cosBcos(s)S(c) + sin(s)R(c)] — sinBlcos(s)R(c) — sin(s)S(c)]
= cos0(ec) — sin OR(e"*c) = cos Ouy(s) — sin vy (s),

para todo s € R. Portanto, dados z,y € R, temos

O(zvy +yvy) = x0v; + ybu,
= xcosbv; + xsin vy + y cos fvg — ysin Ov,

= [xcosf — ysinbflvy + [xsin b + y cos Ovs.

O resultado segue identificando ker £ com R? conforme (2.19).

Seja L* como em (2.16). Primeiramente, vamos construir uma base para ker L*.

Temos que w € ker L* se, e somente se, % = Alw. Como os autovalores de Ay e

Al sao os mesmos, a hipotese (2.2) vale para A. Seja entdao d € C™ um autovetor

de Al associado ao autovalor i, ou seja,

Abd = id (2.26)
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e sejam

vi(s) = R(ed) e vi(s) = 3(e"d). (2.27)

Entao, por meio dos mesmos argumentos utilizados para encontrar uma base de
ker £, concluimos que {v},v;} forma uma base para ker L*.

E possivel normalizar ¢ em (2.24) e d em (2.26) de modo que
dc=0 e dc=7cc=2. (2.28)
De fato, seja a um autovetor qualquer de Af e seja u € C tal que Aha = pa. Entao
—ia'c = a'(—ic) = a'(Apc) = (Aha)'c = (pa)'c = pa'e. (2.29)

Desta maneira, a'c = 0 se u # —i. Entdo, como d é um autovetor associado ao
autovalor i, d'c = 0. Afirmamos agora que dic # 0. De fato, se d'c = 0, entao
Z?:l c;d; = 0, onde ¢; e d; sdo as entradas das matrizes colunas ¢ e d, respectiva-
mente. Logo, ¢ é ortogonal a d, que é um autovetor de Al associado ao autovalor
—i. Por (2.29), ¢ também é ortogonal a todos os autovetores de A}y associados aos
autovalores diferentes de —i. Assim, ¢ é ortogonal a todos os autovetores de Al o
que implica que ¢ é o vetor nulo. Mas isto € uma contradicao, pois ¢ é autovetor de
Ay. Portanto, dic # 0 e entdo podemos redimensionar d tal que d‘c = 2. Com um
raciocinio analogo, podemos escolher ¢ em (2.24) tal que ¢'c = 2.

Usando (2.28) e substituindo (2.25) e (2.27) em (2.15), obtemos as féormulas

1<
<v;»‘,v,’;> = édtdéjk e <v;f,vk> = (v}, vg) = Ok, (2.30)

S — 1, set =3
k= 0, sei#j

Verificamos agora a validade da decomposigao (2.21). Por [6, Proposicao A.2.],

onde j,k € {1,2} e

L :Cl — Cor ¢ um operador Fredholm de indice nulo (veja Apéndice A, Defini¢oes
1.0.1 e 1.0.2). Pela Proposi¢ao 1.0.3 do Apéndice A, existe um subespago fechado
N de Cy, tal que

Cor = N @ ImL.

Além disso, dimker £ = codim Im/L, ou seja, ker £ tem a dimensao do subespaco
complementar N. Como ker £ C Cs,, é suficiente mostrar que

ImL Nker £ = {0}.

Segue de [15, VII, (1.4)] que ImL = (ker £L*)*. Seja v € ImL Nker L. Como
v € ker £, podemos escrever v = zv; + yvy. Além disso, v € ImL = (ker £*)*, ou
seja, <v,v}‘> =0, para j = 1,2. Por (2.30), concluimos que x = y = 0, implicando
que v = 0. Isto verifica (2.21). Como C;, C Car e ker L C C;,, a decomposigao
(2.22) segue diretamente de (2.21), onde M =ImL NC. .
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Resta mostrar que ker £ e Im£L sao S'-invariantes. De fato, como ® é S'-equivariante,
obtemos de (2.12) que
(dq))Gu,a,Te = e(dq))u,a,ﬂ'u

para todo 6 € S'. Logo, £L = (d®)poo comuta com a agao de S' em Ca,. Se
v € ker L, entao
L(6v) = 0L(v) =0, VOES!

e, portanto, fv € ker £, mostrando que ker £ é S'-invariante. Do mesmo modo, se
w € ImL, entao w = L(v) para algum v € C;_. Assim,

bw = 0L(v) = L(Ov) € ImL,

implicando que Im£ ¢ S'-invariante. O

Vamos agora usar a Proposicao 2.2.1 para estabelecer a reducao de Liapunov-Schmidt

na resolugao de (2.13). Para a discussao abaixo, nos referimos aos 5 passos descritos no

Apéndice A. Lembramos que o operador £ = (d®)o 0 é como em (2.14).

Aplicando a redugao de Liapunov-Schmidt

10
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Passo: Para X = Cs_e ) = Cy,, escolhemos N e M de acordo com as decomposigoes
(2.21) e (2.22), isto é, N =ker L e M = ImLNCs. .
Passo: Decompomos ®(u, a, 7) = 0 no par de equagoes:

(a) E®(u,a,7) =0 e (b)(I— E)P(u,a,7) =0,

onde F : Cor — ImL & a projegao associada a decomposi¢ao (2.21), com ker £ =
ker L.

Passo: Tendo em vista a decomposicao (2.22), escrevemos u = v + w € Ca_, onde
v € kerL e w € M. Aplicamos o Teorema da Fungao Implicita para resolver
E®(u,a, 1) = 0 para w como uma fungao de v, a e 7. Obtemos entdo uma aplicagao
W :ker L x RFF! x R — M de modo que

Ed(v+W(v,a,7),a,7) =0.
Passo: Definimos a aplicacao reduzida ¢ : ker £ x R*¥! x R — ker £ como
¢(U7 Q, T) = (I - E)CI)(U + W(U, a, 7-)7 a, T)'

Passo: Tomando as bases {vy, v} para ker L e {v}, v} para ker £* obtidas em (2.25)
e (2.27), respectivamente, definimos as fungoes g; : R? x R x R — R por

gj(x,y,a,T) = <1};,¢(33'U1 —|—yU2,Oé,T)> ) (231)

onde (z,y) e R* e j =1,2.



2.2 Solugoes periddicas e a redugao de Liapunov-Schmidt 40

Note que ® = 0 se, e somente se, ¢ = 0. Além disso, g1 e ¢go sao as fungoes coordenadas
da aplicagao reduzida ¢ nas coordenadas de ker £ dadas em (2.19). Como M = ImLNC;_
e N = ker L sdo subespagos S'-invariantes, concluimos da Proposicao 1.0.4 (Apéndice A)

que ¢ comuta com a acao de S! em ker £. Portanto,
¢(0v, a,7) = 06(v, a, 7), (2.32)

para todo 6 € S!, (v,a,7) € ker £L x R*! x R, onde a agao de S' em ker £ ¢ dada por
(2.20).

Nosso proximo passo € mostrar que ¢ tem a forma (2.34), o que é uma consequéncia
de (2.32). Para isto, precisamos do seguinte resultado:

Lema 2.2.2. Seja ¢ : R? — R? uma aplicagio suave que comuta com a acio de S* em
R? dada por (2.20). Entdo existem funcoes suaves p,q: R — R tais que

o(z,y) = p(a® + y*)(z,y) + ¢(2” + y*) (—y, 2). (2.33)

Demonstragao: Comecamos escrevendo ¢ como

gZB(]?,y) = (él(xay%é?(xvy))v

onde (51, éQ : R? — R sao funcoes suaves. Como qg comuta com a acao de St, em particular
¢ comuta com a rotacdo de angulo 7, cuja acdo em R? é dada por m(z,y) = (—x,—y).
Logo,

O(—x, —y) = o(n(z,y)) = 7z, y) = (=d1(2,y), —d2(z,y)).

Em particular, se z = s e y = 0, entdo ¢(—s,0) = (—p1(s,0), —¢a(s,0)). Dessa forma,
ggj(—s,O) = —qzj(s,O), para j = 1,2. Definimos f,g : R — R por f(s) = ggl(s,O) e
g(s) = ¢2(5,0). Entéo, f(—s) = —f(s) e g(—s) = —g(s), implicando que f e g sdo
funcoes impares em s. Pelo Exemplo 1.3.8, existem funcgoes suaves p,q : R — R tais que
f(s) = p(s?)s e g(s) = q(s*)s e, portanto,

01(s.0) =p(s”)s e da(s,0) = q(s7)s.

Agora, dado um ponto (z,y) € R?, escolhemos um angulo 6 tal que 6(s,0) = (x,v),
onde s* = 22 + y%. Note que esta escolha é possivel pois (x,y) pertence a circunferéncia

de raio s centrada na origem. Assim,

ola,y) = ¢(0(s,0)) = 06(s,0) = 0[(p(s*)s,0) + (0, q(s%)s)]

Afirmamos que 0(0,s) = (—y,x). De fato, temos que 6(0,s) e 6(s,0) sdo perpendi-

culares, pois (0, s) e (s,0) s@o perpendiculares e a rotacao preserva angulos. Além disso,
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6(0,s) tem comprimento igual a /22 4 y2. Logo, 0(0,s) = (—y,z) ou 0(0,s) = (y, —x).
Analisando (z,y) em cada quadrante e checando o sinal, obtemos 6(0, s) = (—y, z). Por-
tanto,

o(z,y) = p(a® +y°)(z,y) + q(2® + v*) (—y, ).
0

Proposicao 2.2.3. Nas coordenadas de ker L definidas em (2.19), a aplicagio reduzida
¢ tem a forma

o,y a,7) = pa® +y°, o, 7)(x,y) + q(a® + v°, o, 7)(—y, x), (2.34)

onde p,q : RxRFFIXR — R sdo germes suaves satisfazendo q.(0,0,7) = —1 e p(0,0,0) =
q(0,0,0) = p-(0,0,7) = 0.

Demonstragao: A diferenga entre as igualdades (2.33) e (2.34) é a presenca na
aplicagao ¢ de parametros auxiliares. Entretanto, nao ha dificuldades em estender aqui o

Lema 2.2.2, uma vez que S! nao age nos parametros o e 7. Mais precisamente, escrevendo

¢($a Y, &, 7—) = (¢1($a Y, &, T)? ¢2(ZL‘, Y, &, 7_))7 temos que
¢(_x7 Y, &, T) = gb(ﬂ'(l‘, y)? a, T) = 7T¢(ZE, Y, &, 7—) = (_¢1(:E7 Y, &, 7—)7 _¢2(x7 Y, &, 7—))7

onde (z,y) € ker L. Para x = s e y =0, temos ¢;(—s,0,a,7) = —¢,(s,0, a, 7), para todo
j € {1,2}. Para cada a € R*! e 7 € R, definimos f,,(s) = ¢1(s,0,,7) € ho(s) =
$2(s,0,a,7), para as quais fo,(—s) = —far(5) € har(—S) = —ha-(s). Portanto, f,, e
ha - sao funcoes impares em s, de modo que existem germes suaves p, ¢ : R x RFIXR - R
tais que

$1(5,0,0,7) = for(s) =p(s*,a,7)s e  ¢a(s,0,a,7) = ha () = q(s*,a, T)s.

De forma anéloga ao que fizemos no lema anterior, para cada (z,y) € ker £, escolhemos

um angulo 6 tal que 0(s,0) = (z,y), onde s*> = 2% + 32, a fim de obter

o(x,y,a,7) = ¢(0(s,0),a,7) = 06(s,0,a, T)

= 9(29( ,a, 7)s,q(s%, a, 7)s)
= p(s*,a,7)0(s,0) + q(s* a, 7)0(0, 5)
= p(af + 9% a,7)(z,y) + q(z® + %, @, 7)(—y, x).

Resta mostrar que p(0,0,0) = ¢(0,0,0) = p,(0,0,7) = 0 e ¢,(0,0,7) = —1. Para
isto, usamos as formulas apresentadas em [15, VII, (1.14)], onde os autores calculam as
derivadas das fungbes ¢ e go definidas em (2.31) a partir das derivadas da aplicagdo
original ®. Entao, de [15, VII, (1.14)| itens (a) e (e) temos que

a91 9G2 .
829]

(O, 0,0 T <?)], dq) )(007—’01 (d @) 007-)(’01,£ E(I) (O 0 T))>

i) 0xO0T
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onde j € {1,2}, v; é o primeiro vetor da base de ker £, {v],v5} é base de ker L*,

d O (u+tvr,a,7)

dq)f U, T =
(d®r)wamvs = 2

(2.36)

t=0

0 0 ®(u+ tywy + tawg, v, T)
dQ(D u,0,T 5 = 3. a: T
(d°®) (u,0,m) (W1, W32) 5%, 7%,

)

t1=t2=0

com wy, wy € R?. Como g; e go sao as funcoes coordenadas de ¢, temos por (2.34) que

a(z,0,a,7) = p(z*,a,7)r e go(z,0,a,7) = q(2*, o, Tz, (2.37)
donde
%(L 0,0,7) = 2p,(2% a,7)2* + p(2?, a, 7),
092 . 2 2 2
%([E,O,Q,T) = 2q. (2% o, 1)z + q(z°, o, 7).
Portanto,
%(0, 0,0,0) = p(0,0,0) e %(0, 0,0,0) = ¢(0,0,0).

Do item i) de (2.35), concluimos que p(0,0,0) = ¢(0,0,0) = 0. Ainda precisamos mostrar
que p,(0,0,7) =0 e ¢-(0,0,7) = —1. De (2.37), temos que

O’ 9%ga
0x0T 0x0T
Por (2.10), temos &, (u, o, 7) = ‘é—z. Assim, @,(0,0,7) = 0, ou seja, L7!EP,(0,0,7) = 0,
o que implica que (d*®) (v, L EP,(0,0,7)) = 0. Portanto o item ii) de (2.35)
torna-se

p-(0,0,7) = (0,0,0,7) e ¢.(0,0,7)= (0,0,0, 7). (2.38)

0%y, ,
520 (0,0,0,7) = (v}, (d®-)0,0,r)01) - (2.39)
Além disso, temos (d®;),0,-)v1 = %. Afirmamos que
(d®7) 00,701 = —02. (2.40)
De fato, considerando v; e vg como em (2.25) e tomando ¢ = a + b, com a,b € R", segue
que
v1(s) =acoss —bsins e wy(s) =asins+ bcoss,
donde J
% = —(asins + bcoss) = —uy,
s
o que prova a afirmagao. Substituindo (2.40) em (2.39) e usando (2.30), obtemos
8291 * 6292 *
8x87<0’0’ 0,7) = (v],—v) =0 e %(0,0,0,7’) = (vy, —vg) = —1.
Portanto, por (2.38) concluimos que p,(0,0,7) =0 e ¢,(0,0,7) = —1. O

Estamos aptos agora a provar o resultado principal desta segao:
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Teorema 2.2.4. Suponha que o sistema (2.6) satisfaz a hipdtese (2.2). Entao existe um
germe suave g : R x RF1 5 R da forma

g(x,a) =r(2? a)z,

com 1(0,0) = 0, tal que localmente solugoes para g(x,a) = 0 com = > 0 estao em
correspondéncia biunivoca com orbitas de solugoes periddicas de pequena amplitude para

o sistema (2.6) com periodo proximo a 2.

Demonstracao: Considere ¢ como em (2.34). Entdo, v = (z,y) € ker £ & uma

solugao para ¢ = 0 se, e somente se, uma das seguintes relacoes vale:
(a)x =y =0, b)yp=qg=0. (2.41)

Em (2.41)(a) obtemos a solucao trivial v = 0, enquanto que em (2.41)(b) obtemos as
solugbes 2m-periddicas do sistema (2.9). Queremos eliminar a redundancia das solugoes
periddicas quando associadas & acao de S!. Portanto, assumimos y = 0 e z > 0, visto que
qualquer vetor pode ser expresso nesta forma por meio de uma rotagao adequada do plano.
Diante destas condigoes, ¢ = 0 se, e somente se, x = 0 ou p(z?, o, 7) = q(2*,a,7) = 0.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos resolver a equacao ¢(z?, o, 7) = 0 perto
da origem para 7 = 7(z?, a), uma vez que ¢(0,0,0) =0 e ¢.(0,0,0) = —1 # 0. Definimos
agorar : R xR 5 Reg:R xR = R por

H(z,0) = p(,a,7(5,0) o g(,a) = r(a?,a)z, (2.42)
onde 7(0,0) = 0. Entao a equagao
¢(x,y,0,7) =0 (2.43)

tem solugoes periodicas com 22 + y? > 0 apenas se 7 = 7(2? + 3%, ). Além disso, todas

as solugdes de (2.43) podem ser obtidas de uma solugao de
g(z,a) = pa? a,7(2* a))z = 0,

com x > 0, por uma rotagdo apropriada. Uma vez que as solugbes de (2.43) estao
localmente em correspondéncia biunivoca com as solugoes periddicas de (2.6), o resultado
esta provado. O

2.3 O Teorema de Hopf Padrao

Nesta secao, nos discutimos sobre a existéncia de solugoes periddicas para o sistema
de EDOs (2.6). Nosso objetivo aqui é provar o Teorema 2.3.2, que fornece condigoes
suficientes para que exista uma familia de oérbitas periddicas para (2.6). Relembramos
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que a = (\,aq,...,a;) € R¥ onde ) é o parametro de bifurcacio e também assumimos
que A, = (dF')p. tém autovalores simples da forma ¥(a) = o(«) + iw(a) que variam
suavemente com « e satisfazem 0(0) = 0 e w(0) = —1. Comegamos com o seguinte

resultado:

Proposigao 2.3.1. Considere a fungio r : R x R¥! — R definida em (2.42). Entao,
TA(0,0) = O')\(O).

Demonstragao: Aplicando a regra da cadeia na igualdade r(z,a) = p(z, o, 7(2, @),
encontramos
ra(z, @) = pa(z, , 7(z, ) + pr (2, a, 7(2, @) Ta(2, @),
donde 7,(0,0) = px(0,0,0) + p,(0,0,0)7,(0,0). Uma vez que p,(0,0,7) = 0, para todo
7 € R, temos
7”)\(0, 0) = p)\(ov 07 0)
Relembramos de (2.37) que

p(ZL‘Q,a,T)[E = g1(z,0,a,7), (2.44)

onde g; é definida em (2.31). Diferenciando (2.44) com respeito a A e depois com respeito

a x, temos
72(0,0) = p(0,0,0) = al (0,0,0,0)
AY, = Px\Y, U, - OrON s Yy Uy U
Do item (e) de [15, VII, (1.14)] segue que
g1 * 2 —1
OO (O, O, O, 0) = <’U1, (dq))\)(o,()p)vl — (d (I))((),O,O) (Ul, L E(I))\<O, O7 0))> . (245)

Da definigdo de ® em (2.10), temos que Py(u,a,7) = F,\(u,a), onde F(u,a)(s) =
F(u(s),a), para todo s € R. Em particular, ®(0,c,7) = 0 e (d®x)0,00 = Axr(0),
uma vez que F(0,a) = 0 e (dFy)oo = Ax(0), respectivamente. Aqui, A,(0) denota a

derivada de A, com rela¢do a A em a = 0. Assim, (2.45) torna-se

0’9 .
5-55(0,0,0,0) = (], A\(0)mn) (2.46)
Agora, de (2.25) e (2.27), temos
1. I D
vy = é(e’sc +e ) e v = §(ewd + e %d), (2.47)

onde ¢ e d sdo os autovetores de Ay e Al considerados em (2.24) e (2.26), respectivamente,
tais que (2.28) ¢é valida. Substituindo (2.47) em (2.46) e usando (2.15), obtemos
g

2(0,0) = axa)\(0,0,0,0) = %ére(thA(O)c). (2.48)
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Para verificar que 7,(0,0) = 0,(0), considere ¥(a) = o(a) — iw(a) o autovalor de A, e
seja c(a) o autovetor associado tal que ¢(0) = c. Desta forma,

Ayc(a) = E(a)c(a). (2.49)

Multiplicando (2.49) por d!, diferenciando com respeito a4 A e calculando em a = 0,
obtemos

d"Ax(0)c + d"Agcy = X (0)d'c + X(0)d"cy. (2.50)

Agora, observe que

d'Agcy = (Ahd)'cy = (id)'cy = —id'cy = B(0)d'cy,
uma vez que Ahd = id e £(0) = —i. Entao, (2.50) torna-se
d' A (0)e = 35 (0)d'c.
Assim sendo, usando que dic = 2, obtemos de (2.48) que

ry(0,0) = %%(JtAA(O)c):%%(EA(O)dtc)
= SR Q00) + i) = 0:0),

como desejado. ([l

Teorema 2.3.2 (Teorema de Hopf Padrao). Seja o sistema de EDOs (2.6) satisfazendo
as condigoes (2.2) e

o(0) # 0. (2.51)

Entao eziste uma familia a (k + 1)-parametros de drbitas periddicas para (2.6) bifurcando

da solucao de equilibrio u =0 em a = 0.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.2.4, podemos reduzir o estudo de encontrar 6rbitas
periodicas para (2.6) ao de resolver o problema escalar

g(@,a) =0, (2.52)

uma vez que (2.2) é satisfeito. Como g(z,a) = r(2?, a)r, para alguma funcao r tal que
r(0,0) = 0, as solugdes nao triviais de (2.52) podem ser obtidas resolvendo

r(z? a) = 0. (2.53)

Como 0,(0) # 0, segue pela Proposigao 2.3.1 que 7,(0,0) # 0, onde A = ¢y é o parametro
de bifurca¢ao. Como r(0,0) = 0, pelo Teorema da Fungao Implicita, podemos resolver
(2.53) para A como uma fungiao de z? e @/ = (ay,...,ax), ou seja, A = p(z? a’) para
alguma funcio u : R x R¥ — R. Em outras palavras, se (0, 0) # 0, entao (2.6) tem uma
familia a (k + 1)-parametros de solugdes periddicas que bifurcam da solugao trivial, como
desejado. 0



Bifurcacao de Hopf com simetria

A teoria de bifurcagdo com simetria se utiliza da combinac¢ao de métodos de diversas
areas da matemaética, como a teoria de grupos e a teoria de singularidades. Tal pratica
é necesséria, uma vez que o estudo de problemas de bifurcacao com simetria apresenta
certas dificuldades, ja que simetrias forcam a ocorréncia de autovalores com multiplicidade
alta. Entretanto, as técnicas usadas para simplificar a analise de problemas de bifurcacao

com simetria exploram as mesmas simetrias que causam a complicacao inicial.

No caso de bifurcacao de Hopf sem simetria apresentado no Capitulo 2, o fenémeno
da ocorréncia de orbitas periddicas foi reduzido, pelo método de Liapunov-Schmidt, a um
problema de bifurcacao de pontos de equilibrio. Neste capitulo, nosso objetivo é estudar
bifurcacao de Hopf em familias de equagoes diferenciais equivariantes com a condicao de
que *+i¢ sao autovalores da linearizacao em um ponto fixo. Nosso método aqui também
¢ baseado na redugao de Liapunov-Schmidt e é uma versao equivariante da abordagem
apresentada no Capitulo 2.

Este capitulo é dividido como segue: Na Secao 3.1, nés provamos o Lema dos Ramos
Equivariantes, um resultado 1util no estudo de problemas de bifurcacao de pontos de
equilibrio com simetria, uma vez que nos fornece uma propriedade analitica (a existéncia
de um ramo de solugbes com certas propriedades simétricas), desde que garantimos uma,
propriedade algébrica (a existéncia de subgrupos de isotropia com subespagos de ponto

fixo unidimensionais).

Na Secao 3.2, encontramos condigOes necessarias para a ocorréncia de autovalores
puramente imaginarios em equacoes diferenciais equivariantes e mostramos que, generica-
mente, o autoespaco imaginario satisfaz uma destas condi¢oes. Além disso, apresentamos
nesta se¢ao uma versao simples do Teorema de Hopf com simetria, o Teorema 3.2.8, com
condicoes andlogas as do Teorema de Hopf Padrao. Este resultado é interessante, porém

identifica somente as solu¢oes periddicas com simetrias espaciais.

Na Secao 3.3, nos introduzimos as simetrias espago-temporais em termos de uma
acao do grupo do circulo S'. Nesta secdo, nos apresentamos duas acoes de S' que sao

necessarias para a prova da versao equivariante do Teorema de Hopf Padrao apresentada

46
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na Secao 3.4.

A Secao 3.4 é a mais importante do capitulo, uma vez que aborda o resultado prin-
cipal deste trabalho, o Teorema de Hopf Equivariante. Este teorema é um resultado de
existéncia e unicidade de orbitas periddicas e generaliza o Teorema 3.2.8 para subgrupos
¥ C T x S! com dim Fixgn(X) = 2.

As segoes 3.5 e 3.6 exigem uma certa familiaridade com técnicas da teoria de grupos.
Na Secdo 3.5, nés mostramos que todo subgrupo de isotropia proprio 3 de I' x S! pode
ser escrito como um subgrupo “twisted”, cuja definicao envolve a existéncia de um homo-
morfismo 6 : H — S', onde H é um subgrupo de I'. Na Secao 3.6, nés provamos dois
resultados que estabelecem condigoes para que o subespago de ponto fixo Fixgn(2) seja
bidimensional, no caso em que R" é I'-simples do tipo V & V.

Daqui em diante, I' ¢ um grupo de Lie compacto agindo linearmente em R". Consi-

deramos um sistema de EDOs

du
LR - 1

onde u € R", A € R é um parametro de bifurcacao e F': (R" x R, (0,0)) — R" é o germe

de uma aplicacao suave ['-equivariante, ou seja,
F(yu,A\) =~vF(u,\), Vyel, ueR" (3.2)

Note que I' age trivialmente no espago R dos parametros. Solugoes de equilibrio para

du

o = 0, isto é,

(3.1) satisfazem

F(u,\) = 0. (3.3)

Assumimos que F(0,\) = 0, ou seja, a solugao trivial u = 0 é um ponto de equilibrio de
(3.1). No6s notamos que como F' comuta com I', se u(t) é uma solu¢ao para (3.1), entao
~yu(t) também é, para todo v € T'. Existe uma consequéncia semelhante para solu¢oes
periddicas, a saber, se u(t) é uma solu¢do T-periddica de (3.1), entdo yu(t) também é,

para todo v € I'. Nestes casos, dizemos que v é uma simetria de u(t).

3.1 O Lema dos Ramos Equivariantes

O principal resultado desta se¢ao é o Teorema 3.1.3, também conhecido como Lema
dos Ramos Equivariantes. Com certas condigoes sobre um subgrupo ¥ de I', ele afirma que
existe um tnico ramo de solugdes para (3.3) com subgrupo de isotropia 3. Comegamos
com a seguinte definic¢ao:

Definicao 3.1.1. Um problema de bifurcacao I'-equivariante na origem € um germe
I'-equivariante F' : (R™ x R, (0,0)) — R™ satisfazendo F(0,0) =0 e (dF)oo = 0.
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Na defini¢ao acima exigimos que (dF)oo = 0. Se (dF)op ¢ nao nula, entdo podemos
usar a redugao de Liapunov-Schmidt com simetria (veja Apéndice A) para reduzir F' ao
caso onde o jacobiano se anula.

O préximo resultado, cuja prova é omitida aqui, identifica uma classe de problemas

de bifurcagao com simetria.

Proposicao 3.1.2. Seja F : RY x R — RY uma familia a um pardmetro de aplicagoes
I'-equivariantes com F(0,0) = 0. Seja W = ker(dF')oo. Entao, genericamente, a agao de
I' em W ¢ absolutamente irredutivel.

Demonstragao: Veja [17, XIII, Proposition 3.2]. O

Assim, para problemas de bifurcacao I'-equivariantes, genericamente a acao de I' em R™
é absolutamente irredutivel e, portanto, irredutivel. Quando I' = {11}, todo subespago
de R™ é I'-invariante. Dessa forma, se (dF)po # 0, pela irredutibilidade da agao de
I' em ker(dF)oo temos dimker(dF)yo = 1. Portanto, quando nao existem simetrias,

genericamente esperamos autovalores simples.

Usamos a Proposicao 3.1.2 da seguinte forma: se F' é um problema de bifurcagao
[-equivariante, aplicamos a regra da cadeia na igualdade F(yu,\) = vF(u,\) a fim de
obter

(dF)o,A’Y = ’Y(dF)o,A,

que ¢é valido para todo v € I'. A irredutibilidade absoluta de I' implica que as tnicas
matrizes que comutam com I' sdo as multiplas escalares da identidade. Desta forma,
(dF)ox = c(N)1,. Como (dF)op = 0, temos ¢(0) = 0. Assumimos também a hipotese

d(0) # 0. (3.4)

Enunciamos agora o Lema dos Ramos Equivariantes, que apesar de ter uma prova
simples, faz parte da base de muitos resultados em bifurcagao de pontos de equilibrio com

simetria.

Teorema 3.1.3. (Lema dos Ramos FEquivariantes) Suponha que I' age absolutamente
wrredutivelmente em R™ e seja F' : R™ xR — R™ um problema de bifurcacao I"-equivariante
satisfazendo (3.4). Se 3 é um subgrupo de isotropia de I" satisfazendo

dim Fix(X) = 1, (3.5)

entdo existe um unico ramo suave de solugoes para (3.3) tal que o subgrupo de isotropia

de cada solugdo € 3.

Observagao 3.1.4. Podemos reescrever o Lema dos Ramos Equivariantes da seguinte
forma: genericamente, um problema de bifurcagao I'-equivariante tem solugoes correspon-
dendo a todos os subgrupos de isotropia com subespagos de ponto fixo unidimensionais.

Como Y satisfaz (3.5), segue que 3 é um subgrupo de isotropia maximal, ou seja, nao



3.1 O Lema dos Ramos Equivariantes 49

existe um subgrupo de isotropia A satisfazendo ¥ C A C I'. Para ver isto, suponha
que A é um subgrupo de isotropia tal que ¥ C A C I'. Entao Fix(A) € Fix(¥), donde
Fix(A) = {0}. Como A é um subgrupo de isotropia ¥, de algum u € R™, entdo du = u,
para todo § € A. Portanto, u € Fix(A) = {0}, ou seja, u = 0. Assim, A = ¥y =T,
mostrando que ¥ é maximal. Logo, o Lema dos Ramos Equivariantes nos fornece um
método para encontrar solucoes correspondendo a uma classe de subgrupos de isotropia

maximais.

Mais geralmente, temos:

Teorema 3.1.5. Seja I' agindo linearmente em R™ tal que
(a) Fix(") = {0};
(b) ¥ C T € um subgrupo de isotropia satisfazendo (3.5);
(¢) F:R" xR — R™ é um problema de bifurca¢ao I'-equivariante satisfazendo

(dF))o,0(uo) # 0, (3.6)

onde ug € Fix(X) € nao nulo.

Entao existe um inico ramo suave de solugoes (tug, \(t)) para a equagio F(u,\) = 0.

Observagao 3.1.6. Duas observagoes sao importantes para entender porque o Teorema
3.1.3 segue do Teorema 3.1.5. Primeiro, uma acao irredutivel nao trivial de I' em R"
satisfaz Fix(I') = {0}. De fato, como I" age irredutivelmente em R", os tinicos subespagos
[-invariantes de R™ sao os triviais. Agora, se u € Fix(I"), entao yu = u € Fix(I"), para
todo v € T'. Logo, Fix(T") é um subespago I-invariante de R™ e, portanto, Fix(I') = R"
ou Fix(I") = {0}. Como I' # {1}, segue que Fix(I") # R™. Assim, Fix(I") = {0}.

Segundo, quando I' age absolutamente irredutivelmente em R™, (dFy)o0(uo) = kc/(0),
para alguma constante k # 0. Consequentemente, (3.4) é equivalente a (3.6). A vantagem
da hipotese (3.4) sobre a (3.6) é que ela vale simultaneamente para todos os subgrupos %
de I'. A vantagem do Teorema 3.1.5 é que ele nao exige que a agao de I' seja irredutivel
em R". Entretanto, uma outra condigdo de nao degenerescéncia, a (3.6), ¢ exigida para
cada subgrupo ¥ satisfazendo (3.5). Observe que, como o ramo de solugoes (tug, A(t))
estd em Fix(X) x R, cada solucao para t # 0 tem como simetrias o subgrupo de isotropia
Y.

Demonstragao do Teorema 3.1.5: Segue do Lema 1.5.4 que F|pix(y) : Fix(3) xR —
Fix(X). Visto que dim Fix(X) = 1, temos F(tug, \) = h(t, \)ug, onde 0 # ug € Fix(X) e
h : R? — R. Pela Proposigao 1.5.5, F tem uma solugao trivial, uma vez que Fix(T") = {0}.
Logo, h(0,\) = 0, para todo A € R. Em termos da expansao de Taylor de h, podemos

escrever

F(tug, \) = k(t, N)tuo, (3.7)
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para alguma fungao k : R? — R. Derivando (3.7) com relagao a t, calculando em ¢ = 0 e
lembrando que F' é um problema de bifurcacao, obtemos

k((), O)U,o = (CZF)(),()UO = O,

ou seja, k(0,0) = 0. Além disso, de (3.7) também obtemos kx(0,0)uy = (dFy)(ug) # 0.
Pelo Teorema da Fungao Implicita, resolvemos k(t, A\) = 0 para um tnico A = A(t), a fim
de obter F'(tug, A(t)) = 0, como desejado. O

Exemplo 3.1.7. Considere D,, agindo em C como em (1.9). O subgrupo de isotropia de
todo ponto no eixo real é o subgrupo Zs gerado pela reflexao x, onde Kz = z. Claramente,
Fix(Z;) = R e dim Fix(Z,) = 1. Portanto, usando o Lema dos Ramos Equivariantes, con-
cluimos que genericamente problemas de bifurcacao D,-equivariantes possuem solucoes

com simetria Zs.

3.2 Simetria em bifurcacao de Hopf

Considere o sistema de EDOs (3.1), onde F satisfaz (3.2) e F'(0,\) = 0. Lembramos
da Defini¢do 2.1.2 que o sistema (3.1) sofre uma bifurcacdo de Hopf em A = 0 se (dF')g
tem um par de autovalores puramente imaginéarios. Sob hipdteses adicionais de nao de-
generescéncia, esta condi¢ao garante a existéncia de um ramo de solugoes periddicas para
(3.1). No Teorema de Hopf Padrao, a hipotese de ndo degenerescéncia é que os autovalo-
res puramente imaginérios sejam simples. Entretanto, como no contexto equivariante as
simetrias podem forcar a ocorréncia de autovalores miltiplos, o Teorema de Hopf Padrao
nao se aplica diretamente neste contexto.

De um modo mais geral, em presenca de simetrias podemos nao obter autovalores
complexos. De fato, se I' age absolutamente irredutivelmente em R", entdo (dF')gp é um

multiplo da identidade e, neste caso, todos os seus autovalores sao reais.

Embora as simetrias possam causar complicacoes na anéalise de uma bifurcacao de
Hopf, elas também simplificam tal analise na medida que impdem restrigoes na forma da
aplicagao F'.

Os casos discutidos abaixo sao modelos simples que servem como exemplos para a
ocorréncia de uma bifurcagao de Hopf no contexto equivariante.

Exemplo 3.2.1. 1. Considere a agao padrao de O(2) em C = R? definida em (1.30).
Pelo Exemplo 1.2.12, esta acao é absolutamente irredutivel e entao os tnicos ope-
radores lineares O(2)-equivariantes sao os multiplos reais do operador identidade.
Assim, para um sistema da forma (3.1), onde F : R? x R — R? comuta com a acao
padrao de O(2), ndo pode ocorrer bifurca¢ao de Hopf, visto que todos os autovalores
de (dF)gp sao reais.

Suponhamos agora que O(2) age em R* = C? pela acio diagonal

7(21,22) = (721772'2)a Vo € 0(2)7 (2'172’2) e C.
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Por meio de célculos simples, concluimos que os operadores lineares que comutam
com a acao de O(2) em R* sdo aqueles que tém a forma matricial

aly bl

cly dly|’
onde a, b, ¢, d € R. Se assumimosa =d =0,b = —1 e ¢ = 1, obtemos os autovalores
+i (de multiplicidade 2). Portanto, neste caso é possivel ocorrer uma bifurcagao de
Hopf. No entanto, o Teorema de Hopf Padrao nao se aplica pois os autovalores =i
nao sao simples.

2. Seja SO(2) agindo em R? = C como em (1.17). Vimos no Exemplo 1.2.12 que

esta agao nao é absolutamente irredutivel. A agao da rotagao Rz € SO(2) induz a

—1

aplicagao SO(2)-equivariante com forma matricial , cujos autovalores sao

+4. Assim, uma bifurcacao de Hopf pode ocorrer para um sistema de ordem 2 com
grupo de simetrias SO(2).

3.2.1 Condigoes para autovalores imaginarios

Nosso objetivo nesta subsecao é encontrar condi¢oes sobre a acao de I' em R™ que
permita que (dF')po tenha autovalores puramente imaginarios. Para isso, consideramos
uma aplicacao linear arbitraria L : R — R™ que comuta com a acao de I' em R™. Note
que L pode ser escrita como (dF)yo para alguma aplicagdo I'-equivariante F'. De fato,
defina F' : R" x R — R" por F(u,\) = L(u). Entdo, F(yu,\) = L(yu) = vL(u) =
vF(u, A), para todo v € I', u € R" e (dF)oo = L. Desta forma, uma bifurcagao de Hopf
pode ocorrer apenas quando alguma aplicacao linear I'-equivariante L tem autovalores
puramente imaginarios. Pelo Corolario 1.2.3, n6s podemos decompor R” em uma soma

direta de subespacos I'-irredutiveis
R'=Vi®...0 V. (3.8)
Entao, temos valido o seguinte resultado:

Lema 3.2.2. Seja L : R™ — R™ uma aplicacao linear I'-equivariante tendo um autovalor

nao real. Entdo, considerando a decomposi¢do (3.8), uma das afirmagoes ocorre:

(a) Alguma representacio absolutamente irredutivel de I' ocorre no minimo duas vezes
(por T'-isomorfismos);

(b) A acao de I' em algum V; ndo é absolutamente irredutivel.

Demonstracao: Suponhamos que (a) e (b) ndo sao validas. Logo, todos os V}’s sao
absolutamente irredutiveis e sao dois a dois nao-isomorfos. O Teorema 1.2.17 implica
que, para todo j € {1,...,k}, L(V;) C V;. Além disso, a irredutibilidade absoluta de V;

implica que L|y, = p;l|y;, onde pu; € R. Assim, os autovalores de L sao exatamente os
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w;’s, g =1,..., k, todos reais. Mas isto contraria a hip6tese de que L possui um autovalor
nao real. Portanto, uma das condigbes (a) ou (b) ocorre. O

O Lema 3.2.2 motiva a seguinte definicao.

Definicao 3.2.3. Um subespaco W C R™ € dito ['-simples se

(o) W=V @V, onde V eV sio absolutamente T-irredutiveis e T-isomorfos; ou

(b) W € I'-irredutivel mas nao é absolutamente I'-irredutivel.

De agora em diante, denotamos o caso (a) da Definigao 3.2.3 por W = V @ V| re-
presentando a soma de dois subespagos absolutamente ['-irredutiveis I'-isomorfos. Além
disso, usamos o termo nao-absolutamente I'-irredutivel para significar um subespago
que satisfaz o item (b) da Defini¢ao 3.2.3.

Exemplo 3.2.4. Considere Sz agindo em C* como em (1.6). Seja
Cg = {(21a2272'3) € C3;21+2’2+23 :0} (3.9)

um subespaco vetorial de C3.

Note que Cj = R} @ iRj, onde Rj ¢ o espago definido em (1.20). Pelo item 2. do
Exemplo 1.2.14 temos que R} é absolutamente Sz-irredutivel. Como C3 = R} & R3,
concluimos que C} é S3-simples.

Para os proximos resultados, também exigimos alguma notacao para os autoespagos.
Suponhamos que L : R® — R™ é uma aplicagao linear e u € C. Definimos o autoespago
E, e o autoespacgo generalizado G, de L associado a p (ambos reais) como

g ) {uweRS(L—pl)u=0} (n €R)
: {ue R (L —ply)(L—pl,)u=0} (u¢R)

o - ) e RN (L —pl,)"u =0} (1 €R)
g {u € R™ (L — plo)"(L — plp)"u =0} (n¢R)

Definimos também o autoespaco imaginario de L como a soma de todos E,’s para os
quais ¢ € um imaginario puro.

Da Definicao 3.2.3, podemos reenunciar o Lema 3.2.2 como: Se L tem um autovalor
puramente imagindrio, entao R™ deve conter um subespaco I'-invariante I'-simples. A se-
guinte proposicao mostra que, na situacao genérica, o autoespago imaginério é ele proprio
[-simples.

Proposicao 3.2.5. Seja F': R" x R — R" uma familia a um pardmetro de aplicagoes I'-
equivariantes e suponha que (dF)o tenha autovalores puramente imagindrios tiw. Seja
Gi, 0 autoespago generalizado de (dF)oo associado a iw. Entao, genericamente, G, €
I'-simples. Além disso G,,, = E;,,.
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Demonstracao: Decompomos R" como a soma de G, e todos os autoespacos gene-
ralizados restantes:
R"=Gi,® Gy @ ... 0G,,.

Pelo Lema 3.2.2, G, contém um subespago I-invariante U da forma (a) ou (b) da Defini¢ao
3.2.3. Se G,, = U, segue que G, é I'-simples. Caso contrario, existe um complemento
I-invariante W # {0} para U tal que G;, = U @& W. Definimos M : R® — R"™ a tnica
aplicagdo linear tal que M|y = 0, Mlg, = 0, para i € {1,2,...,r} e M|y = Iw.
Consideramos a perturbacao de F' dada por F.(u,\) = F(u,\) + eM(u), onde € € R.
Como (dF:)oo = (dF)o,0 + €M, os autovalores de (dF,)op s@o tiw em U , € +iw em W
e p; em G,,. Assim, o autoespago generalizado de (dF:)oo associado a iw ¢ U, que é
[-simples. Entao, genericamente, G, é I'-simples. Resta mostrar que G;, = F,,. Para
isto, analisamos os possiveis subespagos ['-invariantes de G;,. Considerando G;, como
um espago vetorial complexo, temos que G, é gerado por autovetores complexos. Logo,

G, € a parte real do autoespagco associado a iw, ou seja, G, = Fj,. [

Como estamos focando aqui em bifurcagoes de Hopf, vamos assumir que todos os
autovalores de (dF')gp estdo sobre o eixo imaginario. Além disso, assumimos que 0 nao
¢ um autovalor de (dF)go. Sob certas condigdes, o proximo lema mostra que podemos

J = [0 _Im] , (3.10)

assumir (dF)oo = J, onde

I, 0

_n
para m = 3.

Lema 3.2.6. Suponha que R™ é I'-simples e que F : R® x R — R™ ¢ uma aplicagao
I'-equivariante tal que (dF')oo possui i como autovalores. Entao,

(a) Os autovalores de (dF')o sao os complexos conjugados o(X\) £ ip(X), cada um de
multiplicidade m. Além disso, o e p sao funcoes suaves de \;

(b) Existe uma aplicagdo linear invertivel I'-equivariante S : R" — R™ tal que

(dF)oo = SJS™!.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que R™ é da forma (a) da Defini¢ao 3.2.3,
ou seja, R" = V @V, onde V é absolutamente I'-irredutivel. A acao de I' em R" é
definida diagonalmente por v(v,w) = (yv,yw), para todo v € T', (v,w) € V@ V. Seja
L:V &V — V&V uma aplicagao linear I'-equivariante, cuja forma matricial pode ser

escrita em blocos como

A B
¢ D

L=

Y

para matrizes A, B, C' e D de ordem m. Como L comuta com a acao diagonal de I'
em R", as matrizes A, B, C' e D comutam com a acao de I' em V. Dessa forma, pela
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irredutibilidade absoluta de I' em V', segue que

al,, bl,,
L= 3.11
[c_fm d]m] ’ ( )

onde a,b,c,d € R, donde

L—Mlzl(a_mjm bl,, ]

cly (d— p)L,
Entao, por [24, § 53, Exercise 9|, o polindémio caracteristico de L é dado por
det(L — pul) = [(a — p)(d — p) — be]™ . (3.12)

Desta forma, cada autovalor de L tem multiplicidade m, a menos que (a — p)(d — p) — be
tenha duas raizes reais iguais, quando a multiplicidade do autovalor é 2m.

Tomamos agora L = (dF)o , para cada A € R. Para A = 0, como (dF')y tem um par
de autovalores puramente imaginarios conjugados, cada autovalor de L tem multiplicidade
m. Para A # 0, os autovalores o(\) £ ip(\) também tém multiplicidade m e a suavidade

de o e p segue de (3.12), uma vez que (3.12) ¢é polinomial.

Para provar o item (b) quando R” = V @ V', ainda considere (dF)o na forma (3.11).
Como i ¢ autovalor de (dF)o, (3.12) implica que a+d = 0 e ad—bc = 1. Se a = 0, entao
d =0 e bc = —1. Neste caso,

dF)oo =
(dF)oo [—b—lfm 0

I, 0
S pu—
[O —bllm] ’

provamos o item (b). Se a # 0, definimos

0 b[m]

Assim, para

R cos@l,, —sinfl,,
7 |sin 01,, cosOI,, |’
que tem a forma (3.11) e, portanto, comuta com I'. Escolhemos 6 tal que cot(26) = %
Neste caso, como a + d = 0, temos
0 (asin26 — csin®f + beos? ) I
Ry(dF)ooR," = e
o(dF)oo L, (asin26 — bsin® 6 + ccos?6) I, 0

Denotando h = asin 20 — csin® 6 + b cos? 6, segue que h(asin 20 — bsin® § + ccos? ) = —1,

o que mostra que —h~! = asin 20 — bsin® @ + ccos? §. Notamos que

I I, 0O 0 hl| | Inm 0
|0 —hL,| |-h', O 0 —htlL, |’
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assim

S=R,"!

I, 0
0 —-h'l,

Suponhamos agora que R" ¢ nao-absolutamente I'-irredutivel como no item (b) da

fornece a similaridade exigida.

Definicao 3.2.3. Entao o conjunto Dr formado pelos operadores lineares I'-equivariantes
é isomorfo a C ou a H (veja Observacao 1.2.18). Além disto, a agdo de Dr em R" o torna
um espago vetorial sobre Dr. Podemos entdao assumir R" & Dk onde k = 5se Dpr =C
se Dr 2 H. Ainda, d € Dr age em Df pela multiplicacdo por coordenadas, ou

n

ouk:4

seja,
(d (dr,....dy) = (dd, ..., ddy).

Assim, os autovalores de d agindo em Dk sdo aqueles de d agindo em Dr repetidos k vezes,
uma vez que a representacio de d em DE é dada pela matriz

Pd 0 ... 0
0 Pd - -- 0
Na=1|. . . .
0 0 ... Pd

composta por k blocos, onde p; é a matriz da representacao de d em Dr. Além disso, a
acao de I' em R™ é Dr-linear, pois dados d € Dr e v € I, temos vd = d~.
Como (dF)g comuta com I', para todo A € R, podemos identificar (dF)  com algum

d = d(\) € Dr. Note que d(\) varia suavemente com A, uma vez que (dF)y  varia.

Vamos supor que Dr = C. Pelo isomorfismo, podemos escrever a matriz de d(\) na

a(N 1, —b\) I,
[b(A)Im a()\)lm]’ (3.13)

onde a(A), b(A) € R. Neste caso, os autovalores de d(\) agindo em C sao a(A)+ib()\), cada

um com multiplicidade m = n/2. Isto prova a parte (a) do lema. Como os autovalores de

forma

(dF ), s@o +i, por (3.13) a matriz de d(0) é J, provando a parte (b) do lema para este

caso.

Suponhamos agora que Dr = H. Entao, dado d(\) € Dr, podemos associé-lo a um
elemento () + B(A)i +v(N)j + 6(A)k € H, com a(N), B(N), v(N), 6(A) € R. Neste caso,
a representacao matricial de d(\) € Dr é dada por

(A) =B —v(A) —d(})
B alh) =0d(A) v(A)
v 0 ah) =B
o) —(A) B a(d)

com uma escolha adequada de base (veja [38]). Assim, os autovalores de d(\) agindo
em H sdo a(\) £ iy/B(N)2+v(N)2+5(N\)?, cada um com multiplicidade 2. Como os

e
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autovalores de d(\) agindo em DE sao os mesmos de d()\) agindo em Dr repetido k vezes,
cada autovalor a(\) & iy/B(A\)2 4+ ~v(A)2 + 0(\)? tem multiplicidade 2k = m, provando
a parte (a) do lema para este caso. Ainda, como (dF)oo tem autovalores +i, temos
a(0) =0 e B(0)* +~(0)* +§(0)? = 1. Assim, d(0) é associado ao quatérnio puro unitério
B(0)i + v(0)7 + 5(0)k. Por [14], existe um quatérnio unitario g tal que gd(0)g~' = i.
Agora, a multiplicacao por ¢ em H tem a forma matricial

0 -1 0 O
1 0 0 0
0 0 0 —1|’
0 0 1 O

que pode ser transformada em J por uma mudanga de coordenadas. Assim, a parte (b)
esta provada. O

3.2.2 Um teorema de Hopf simples com simetria

Nesta subsecao, apresentamos um teorema de Hopf com simetria que tem como ideia
selecionar um subespaco no qual os autovalores sao simples para, entao, aplicar o Teorema
de Hopf Padrao. Este resultado apresenta um ponto negativo, pois leva em conta somente
solucoes com simetrias espaciais. Um contexto mais geral que considera também solugoes
periddicas com simetrias temporais é descrito na Secao 3.4. Para o momento, temos a
seguinte:

Definicao 3.2.7. Uma solugao periodica u tem uma simetria espacial v € I' se para
todo t € R, temos ~yu(t) = u(t).

Teorema 3.2.8. Considere o sistema (3.1), onde R"™ éI'-simples, (dF)oo = J e d'(0) # 0.
Seja X um subgrupo de isotropia de I' tal que dim Fixga(X) = 2. Entdo existe um unico
ramo de solugdes periddicas de pequena amplitude para (3.1), de periodo aprozimadamente

2, cujas simetrias espaciais sao ..

Demonstracao: Pelo Lema 1.5.4, F(Fixgn(2) x R) C Fixga(X). Assim, restringindo
o sistema (3.1) ao Fixgn(X) , obtemos um sistema 2 x 2 que satisfaz as hipoteses do
Teorema de Hopf Padréo para k = 0, uma vez que os autovalores de (dF)o,0|pixgn(x) S80
+i e a condigao ¢’(0) # 0 ¢é valida por hipotese. Pela definicao de Fixgn(X), as solugoes
deste sistema sao precisamente aquelas com simetrias espaciais contidas em Y. Portanto,
existe um tnico ramo de solugoes periodicas para (3.1) com grupo de simetrias 3, como
desejado. O

Observagao 3.2.9. Quando R" =2 V @V e Fixga(X) ¢ bidimensional, utilizamos as Pro-
posic¢oes 1.5.2 e 1.5.3 para concluir que Fixy (X) é unidimensional. Assim, nas condi¢oes
do teorema anterior tal subespaco fornece um ramo de solugoes periddicas em bifurcacao
de Hopf em V @& V. Estes subespacos de ponto fixo sao precisamente aqueles considerados
no Lema dos Ramos Equivariantes.
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3.3 As acoes do grupo do circulo

Diante da necessidade de incorporar simetrias temporais em nossos resultados, nos
discutimos nesta secdao a importancia da acao mudanca de fase do grupo do circulo St
no espago Co, das fungoes 2m-periddicas definida em (2.11). Apresentamos também nesta
secao uma acao diferente, mas relacionada, de S' em um espaco de dimensao finita, que
pode ser identificada com a exponencial da linearizagao J (Lema 3.3.3). Ambas as a¢oes
de S! s@o necesséarias para a prova da versdo equivariante do Teorema de Hopf Padrao.

Para o que segue, supomos que u : R — R™ é uma func¢ao 2r-periodica em t (caso

contrario, podemos reescalar o tempo e obter periodo igual a 27).

Defini¢ao 3.3.1. Dizemos que (v,0) € T x S! ¢ uma simetria espago-temporal de

uma fungao periodica u : R — R™ se
yu(t) = u(t —0), (3.14)

para todo t € R, ou seja, a a¢ao espacial de v em R™ é compensada por uma mudanca de
fase.

Pela defini¢ao acima, a simetria (v, #) ¢ uma mistura de simetrias espacial e temporal.
Mais especificamente, as simetrias espaciais sao os elementos de I' agindo em R" como
na Definicao 3.2.7, enquanto que as simetrias temporais podem ser consideradas como

elementos de S* agindo em Co, pela acao (2.11).

O conjunto
Su={(7,0) €T x Shqu(t) = u(t —0),vt e R} C T x S'

de todas as simetrias espaco-temporais de u forma um subgrupo de I' x S'. Além disso,
existe uma acao natural de I' x S no espaco Ca, definida por

(7, 0)u(t) = yu(t + ), (3.15)
para todo t € R, (v,0) € ' x S! e u € Cy,. Note que podemos reescrever (3.14) como

(7: O)u(t) = u(t),

o que mostra que %, é justamente o subgrupo de isotropia de u com respeito a agao (3.15).

Como ja mencionamos, o objetivo principal deste trabalho é generalizar ao contexto
equivariante o Teorema de Hopf Padrao. Mais especificamente, queremos garantir a exis-
téncia de solugoes periodicas para (3.1), com periodo proximo a 2w, quando F' satisfaz
(3.2). Nossa abordagem aqui é também baseada na redugao de Liapunov-Schmidt, consi-
derando agora uma agao arbitraria de I' em R™. Os detalhes da redugao vao ser apresen-

tados na Secao 3.4. Para o momento, considere o sistema (3.1), onde I ¢ I'-equivariante.
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Por simplicidade, escolhemos a escala de tempo de modo que L = (dF')go tenha autova-
lores +i. Entdo, redimensionamos o tempo como s = (1 + 7)t, onde 7 é um parametro

proximo de 0, obtendo o sistema
du

1 — + F(u,\) =0.

L+ 7)==+ F(u, A)
Definimos agora o operador @ : C3 x R x R — Cy, por

du -~
O(u, A\, 1) = (1+7’)d—+F(u, A) (3.16)
s

como em (2.10), onde Ci_ é o espago das fungoes em Cy, que sao continuamente diferen-
cidveis e F : C3 x R — Cyr € tal que F(u,\)(s) = F(u(s), \), para todo s € R.
Desta forma, uma solugao para ®(u, A, 7) = 0 corresponde a uma solu¢ao 1i—”;peri()dica

para (3.1). Considere £ = (d®)g 0 : C3, — Caxr, 0 operador linear definido por

Lu=—+L 3.17
U ds—l— u, ( )

onde L = (dF)o,. Nosso objetivo imediato é mostrar que ® em (3.16) comuta com a agao
(3.15) de T x S em Co,. Para o nosso proposito, precisamos primeiro descrever a agao de

St em ker £ e o proximo lema nos auxilia neste processo.

Lema 3.3.2. Assuma que L nao tenha autovalores ki, onde k € Z e k # +1. FEntao
ker £ pode ser identificado com o autoespago E; de L associado ao autovalor i.

Demonstracao: Uma funcao v pertence a ker L se, e somente se, v é 2m-periddica e

satisfaz
dv

ds

Para esta EDO linear, a solugao geral ¢ da forma v(s) = e *Fvy, onde vy € R". Estamos

+ Lv=0.

interessados apenas nas solugoes 2m-periddicas e uma solugao geral é 2m-periddica apenas
quando vy € Ej;, para algum k € Z. Por hipotese, Ey; = {0}, a menos que k = +1.
Portanto, v € ker £ se, e somente se, v(s) = e *fvy, com vy € E;. Identificando v € ker £
com seu ponto inicial vy € E;, obtemos a identificacao desejada. 0

A seguir, nés mostramos que a acao de I' x S em C,, induz uma acdo em ker L.

Lema 3.3.3. Considere o operador ® definido em (3.16). Entao,

(a) ® comuta com a agao de T x S' em Ca, definida em (3.15).
(b) A agao de I" em ker L = E; € a restrigao da a¢io de I' em R"™. Além disso, a agao
de S' em ker L ¢ dada por Ov = e~ v, onde J ¢ dada em (3.10).
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Demonstracao: Considerando a linearidade da agao (3.15) e a ['-equivariancia de F
em (3.1), temos

(G2 = (.0) [+ 4 pw ) (e)
= (1+ r)yw +vF(u, \)(s + 0)
= 20D b+ 0,
= (1+ r)w + F(yu(s +6),\)
= @MU by pyugs), )
= MO (0,36 = 203,002, 7)(9),

para todo s € R, o que prova o item (a).

Como ® comuta com a acao de I' x S, ker £ é um subespaco I' x S'-invariante. No

Lema 3.3.2 identificamos vy € E; com a funcio v(s) = e=*L

—sJ

Vg, que pode ser substituida

por v(s) = e *’vg, uma vez que E; é genericamente I'-simples. Como J comuta com T,

sJ

segue que e*/ comuta com I'. Assim, para todo v € ', yu(s) = ve * vy = e™*/yvy que é

a solucao periddica identificada com ~yvy. Para agao de S temos
0v(s) = v(s +0) = e TNy = 7 (e73 1) = e 0 (s),
para todo s € R, o que prova o item (b). O

Observagao 3.3.4. 1. Pelo Lema 3.3.3, a acao de I' x S! em ker £ ¢ dada por

(7,0)v = ve v,

para todo (7,0) € ' x S' e v € ker L.

2. Pela Proposicao 3.2.5, genericamente podemos assumir que E; = ker £ é I'-simples.
No caso em que ker L =V & V', onde V' é absolutamente I'-irredutivel, a agao de
' x S' pode ser descrita de outra forma: dados v = (z,y) € V@&V e (v,0) € T x S,
temos

(7, 0)(w,y) =7 [r|y] Ry,

onde Ry é a matriz de rotacao (1.2) e [z|y] é a matriz m x 2

T Yy
Tm  Ym
comm=2ex=(T1,...,%0), y = (Y1,--.,Yn) € V. De fato, a exponencial e=%/ ¢
escrita como
cosfl,, sinfl,,
e = _ , (3.18)
—sinfl,, cosOl,,
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donde

T1 cos@—i—ylsine_

=07, [cosQIm sinQIm] [x] _ | ®mcost + ymsind (3.19)

—sinf6l,, cosbl,, Yy cosf — xysinf

Ym cOS 6 — x,, sin 0

Identificamos (3.19) com a matriz

r1cos +y;sinf  y;cosf — xqsind
= [z[y] Re.

Ty cOsO + 1y, sinf vy, cosl — x,,sinf

Tv = 7 [z|y] Ry, como desejado.

Assim, (v, 0)v = ve™?
3. Se diagonalizarmos a matriz e~/ dada em (3.18) sobre C, temos que ela é formada
por m blocos dois a dois diagonais do tipo Ry, que é precisamente a acao padrao de
S em R2. Deste modo, quando R" ¢ I'-simples, a acao de S! em R™ pode ser escrita
como uma soma direta de m representacoes isomorfas a representacao padrao de St

em R2.

O préximo resultado nos diz que no caso genérico a acao de I' x S! em ker £ é nao-
absolutamente irredutivel do tipo “complexa”. Para o que segue Dr, Dg1 € Drygt denotam
os espacos vetoriais dos operadores lineares em ker £ que sao I', S! e I'' x S'-equivariantes,

respectivamente.

Lema 3.3.5. Seja L definida como em (3.17) e assuma que ker L é I'-simples. Entao,

(a) As matrizes I e J formam wuma base para o espago vetorial Drysi e, portanto,
Dl"xsl = C
(b) O grupo T' x S' age nao-absolutamente irredutivelmente em ker L.

Demonstragao:
(a) No caso em que ker £L = V@V, onde V é absolutamente [-irredutivel, consideramos
um operador linear I' x S'-equivariante A : V@V — V@ V. Pela Proposigao 1.2.20,
A € DrNDgi1. Como A é I'-equivariante, por (3.11), existem escalares a,b,c,d € R

alp by | [v|
cl, dI,| |w|

ou seja, A(v,w) = (av+bw, cv+dw), para (v,w) € V@V. Como A comuta com S,

tais que
av + bw

Alv, w) = cv + dw

Y

A deve comutar com todas as matrizes de rotacao. Assim, por calculos semelhantes

aos realizados no item 1. do Exemplo 1.2.12, concluimos que a = d e ¢ = —b. Entao,

A(v,w) = (av + bw, —bv + aw) = a(v,w) — b(—w,v).
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A agao de J em V @V é dada por

o= [0 #]-[7]

Dessa forma, concluimos que A = al —bJ. Portanto {I, .J} é uma base para Dryg:.
Se ker £ é nao-absolutamente I'-irredutivel e Dr = C, entao identificamos os opera-
dores lineares I'-equivariantes com C: [ ¢ identificado com 1 e J identificado com
i. Assim, {I,J} ¢ uma base para Dr. Como J comuta com a agao de S!, temos
Dr C Dg:. Pela Proposigao 1.2.20, concluimos que Drygt = Dr. Portanto, {I, J} é
uma base para Drygi.

Quando ker £ é nao-absolutamente I'-irredutivel e Dr = H, os operadores lineares
[-equivariantes sao identificados com 1, i, j, k¥ € H. Identificamos a acao de S!
com um subgrupo do circulo de H, a saber, {cosf + isinf € H;0 € [0,27)}. Neste
caso, os operadores lineares I'-equivariantes isomorfos a j e k nao comutam com a
acao de S!, pois nao comutam com o operador isomorfo a i. Assim, os operadores
I" x S'-equivariantes sao gerados por I e J, que sdo os elementos em Dr identificados
com 1 e i, respectivamente. Assim, {/, J} é uma base para Dryg: € o item (a) esté
provado.

Como Drygt = C, pela Observagao 1.2.18 segue que ker £ nao é absolutamente
' x Sl-irredutivel. Pela Defini¢ao 3.2.3(b), basta provar que ker £ ¢ I' x S'-irredutivel.
Comecamos considerando o caso em que ker £ é nao-absolutamente I'-irredutivel.
Suponha que existe um subespago W de ker £, tal que W # {0} e W # ker L, que
seja I' x Sl-invariante. Entao W é I-invariante, o que ¢ um absurdo pois ker £ ¢
[-irredutivel. Logo, ker £ ¢ I’ x Sl-irredutivel.

Consideramos agora ker L = V @& V| onde V é absolutamente I'-irredutivel. Se
V' & um subespaco I' x Sl-invariante de V @ V, entao V'’ é I'-invariante. Pela
[-irredutibilidade de V', temos que V' é um dos seguintes subespagos: {0} @ {0},
V@ {0}, {0}@V ou V& V. Notamos que os subespagos V & {0} e {0} &V nao sao
" x Sl-invariantes, uma vez que nao sao S'-invariantes. De fato, a rotacao de angulo
7 leva clementos de V' @ {0} em elementos de {0} ® V' e vice-versa. Dessa forma,
os tnicos subespacos I' x Sl-invariantes de V @ V sdo os triviais, o que mostra que
a acao de I' x S! em ker £ ¢ irredutivel. O

Os resultados apresentados até aqui mostram que em bifurcagao de Hopf com simetria,

devemos considerar a acao de I' x S' em ker £ mais propriamente do que a acao de I,

fato que é essencial em nossos estudos. Além disso, existe uma analogia completa com

os resultados para bifurcacoes de pontos de equilibrio: para bifurcacao de pontos de

equilibrio, genericamente Fj ¢ absolutamente ['-irredutivel e Dr = R, enquanto que para

bifurcacao de Hopf, genericamente E; é nao-absolutamente I' x St-irredutivel e Dr g1 = C.
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3.4 A reducao de Liapunov-Schmidt e o Teorema de

Hopf Equivariante

Como ja mencionado, o resultado mais importante deste trabalho é o Teorema 3.4.1,
que generaliza o Teorema de Hopf Padrao ao contexto com simetria. Nesta secao, nos
apresentamos a sua prova quando k = 0. Para isto, mostramos as generalidades que
estabelecem a existéncia da aplica¢do ¢ em (3.24) reduzida por Liapunov-Schmidt, que é
usada para demonstrar a existéncia de solugoes periddicas com simetrias espago-temporais.

Como usual, consideramos o sistema (3.1), onde F' : (R" xR, (0,0)) — R" ¢ o germe de
uma aplicacao suave ['-equivariante. Assumimos a hipotese genérica de que R™ é I'-simples

e escolhemos coordenadas tais que
(dF)oo = J, (3.20)

onde J é como em (3.10). Isto é possivel pelo Lema 3.2.6, que também estabelece os
autovalores de (dF')o\ como o(A) £ ip()), cada um de multiplicidade m, com ¢(0) = 0
e p(0) = 1. Assumimos também que os autovalores de (dF')g cruzam o eixo imaginério
com velocidade nao nula, ou seja

o'(0) # 0. (3.21)

Vamos dar inicio as formalidades do processo de reducao de Liapunov-Schmidt, se-
guindo os passos descritos no Apéndice A. Recordamos que Co, e Ci_ sido espacos
de Banach com as normas (2.7) e (2.8), respectivamente. Consideramos o operador
P :C. X R x R — Cy, definido em (3.16). Entao, £ = (d®)g 0 é 0 operador linear

d
L=—+].
ds
Por (2.16), o operador adjunto de £ com respeito ao produto interno (2.15) é dado

por

d d
Lr=—— P =e— —J=—-L. 3.22
ds + ds ( )

Como L é um operador Fredholm de indice nulo (veja |6, Proposicao A.2.]), existe a

decomposicao por subespacos I' x Sl-invariantes
Cor =ker LB ImL,

que induz a decomposic¢ao
Cy, =ker L O M,

onde M =ImLNC, . Seja E : Cor — ImL a projecao linear com nicleo ker £. Decom-
pomos ®(u, A\, 7) = 0 no par de equagoes

(@) EQ(u,\,7) =0 e (b)(I —E)P(u,\,7)=0. (3.23)



3.4 A redugao de Liapunov-Schmidt e o Teorema de Hopf Equivariante 63

Escrevemos u = v+w € C3_, com v € ker L e w € M. Pelo Teorema da Funcao Implicita,
resolvemos (3.23)(a) para w como uma fungao de v, A e 7. Este processo nos fornece
W :kerL x R xR — M de modo que w = W(v,\, 7). Substituimos w em (3.23)(b) e
obtemos a aplicagao reduzida ¢ : ker L x R x R — ker £ definida por

oo, \7) =1 = E)P(v+ W(v,\,7),\, 7). (3.24)

Como ¢ ¢ definida em ker £, segue que (d¢)o 00 = 0.
Portanto, pela reducao de Liapunov-Schmidt, obtemos as solucoes 2w-periddicas para

® = 0 (que correspondem as solucdes 2=-periddicas para (3.1)) resolvendo a equacio

1+7
¢ =0.

O ponto principal aqui é que, pela Proposi¢ao 1.0.4, se & comuta com a acao de um
grupo, entao sob certas condigoes ¢ também comuta com a acao deste grupo. Pelo Lema
3.3.3(a), sendo M = ImL NCi_e N = ker £ subespagos I' x Sl-invariantes, temos que
¢ comuta com a acao de I' x S! em ker £. Além disso, como ker £ é T" x St-irredutivel,
entao Fixye £ (T x S') = {0}, uma vez que este é um subespago I' x S'-invariante de ker £
e a acao de I' x S! nao é a trivial. Pela Proposicao 1.5.5, ¢ = 0 possui uma solucao trivial
v=0.

A ideia que devemos ter em mente para o restante deste capitulo é que uma bifurcagao
de Hopf para sistemas I'-equivariantes se reduz a uma bifurcacao de pontos de equilibrio

para sistemas I' x Sl-equivariantes.

Para o proximo resultado, Fix(3) denota Fixgn(X). Note que Fixgn(X) é isomorfo a
Fixyer £(2), pois R™ é I'-simples e entao R" = F; = ker £. As simetrias espago-temporais
aparecem no Teorema de Hopf Equivariante por meio de um subgrupo de isotropia ¥ C
I’ x St agindo em R".

Teorema 3.4.1 (Teorema de Hopf Equivariante). Seja o sistema de EDOs (3.1), onde
F € o germe de uma aplicagao T'-equivariante satisfazendo (3.20) e (3.21). Suponha que
Y C T x St seja um subgrupo de isotropia agindo em R™ tal que dim Fix(X) = 2. Entao,
existe um unico ramo de solugées periddicas de pequena amplitude para (3.1) com periodo

prozimo a 27, tendo X como seu grupo de simetrias.

Demonstracao: As hipoteses do teorema nos permitem aplicar a reducao de Liapunov-
Schmidt descrita anteriormente. As solugbes periddicas de pequena amplitude de (3.1),
de periodo proximo a 27, correspondem aos zeros da equacao reduzida ¢ = 0 em (3.24).
Entao, encontrar as solugoes periddicas para (3.1) com grupo de simetrias 3 é equivalente

a encontrar os zeros de ¢ com subgrupo de isotropia ¥, resolvendo ¢|pix(s)xrxr = 0.
Como ¢ comuta com a agao de I' x S* em ker £, temos que ¢(Fix(X) x R?) C Fix(X).
Afirmamos que ¢|pix(x)xr2 tem a forma

o(v, A7) = p(llol* A m)o + a([lo]]* A7) o, (3.25)

para p,q : R — R funcoes suaves. De fato, primeiro observamos que ¢|F1X(Z)X]R2 comuta
com a acao padrao de S*. Note que, dados 0 € &, # € S! e w € Fix(X), temos (1r, 0)w =
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(1r,0)ow = o(1r,0)w, donde (1r,0)w € Fix(X). Portanto, Fix(X) é {1r} x S'-invariante
¢ Plpix(x)xrz comuta com {1p} x S*, visto que {1p} x S' C T" x S'.

Pelo item 3. da Observagao 3.3.4, R™ ¢ uma soma direta de m representagoes irredu-
tiveis de S de dimensdo 2, todas equivalentes & representacio padrao de S' em R?. Pelo
Teorema 1.2.6, existe apenas uma componente isotipica de R” para a acao de S'. Além
disso, a acao de S! em qualquer subespaco S'-invariante de R" de dimensao 2, em par-
ticular em Fix(X), é a agao padrao. Agora, identificamos Fix(X) com R? pela aplicacao
(a, B) = w; + Pfws, onde {wy, ws} ¢ uma base de Fix(X). Assim, a agao de 6 € S! nas
coordenadas do Fix(X) é dada pela multiplicagdo por Ry.

Denotamos ¢|pix(s)xr2 nas coordenadas (a, 3) por ¢. Como ¢ comuta com S*, o Lema
2.2.2 implica que existem funcoes suaves p, ¢ : R* — R tais que

O, B, A\, 7) = pla® + B2\, 7) (o, B) + q(® + 8%, A, 7)(—B, ).

Dado v = (a, ) € Fix(X), temos ||v]|* = a®+ 5% e Jv = J(a, B) = (=5, a). Assim, (3.25)
segue da forma de gz~5 Além disso, como (d¢)o o0 = 0, os termos lineares desaparecem na
equagao reduzida, ou seja, p(0,0,0) = ¢(0,0,0) = 0. Afirmamos que

p+(0,0,0) =0, ¢-(0,0,0)=-1 e p(0,0,0)=0'(0) #0. (3.26)

Vamos demonstrar (3.26) no Lema 3.4.3. Por enquanto, vamos consideré-la vélida para
concluir a prova deste teorema. Estamos, portanto, nas condi¢oes da Proposicao 2.2.3.
O restante da prova procede exatamente como nas demonstracoes dos Teoremas 2.2.4
e 2.3.2. Portanto, existe um ramo de solugoes periddicas de pequena amplitude para o
sistema (3.1) com periodo 2. Como tais solugoes estao sobre Fix(X), elas tém subgrupo

de isotropia ¥ C I' x S', como desejado. O

Antes de provarmos a afirmacao (3.26), demonstramos o seguinte lema:

Lema 3.4.2. Seja A uma matriz de ordem n e seja v € ker L. Entao,

(a) Se A comuta com J, entao Av € ker L;
(b) (I — E):Cor — ker L € uma projecao ortogonal;

(¢) (I — E)Av = Av, onde
1 27

A=— t Aet dt. 3.27
2m Jo € € ( )

Demonstragao:

(a) Temos que Lv =0. Como £ = <L + J, temos

L (Av) = (% + J)(Av) = A(d% + J)v=ALv =0,

onde a segunda igualdade segue pois A comuta com J e com %. Assim, Av € ker L.
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(b)

A aplicac¢do (I — E) : Cor — ker £ é uma projegao com niicleo ImL, pois E : Cor —
ImL é uma projecao com niicleo ker L. Para provar que I — E é ortogonal, vamos
mostrar que ker £ e ImL s@o ortogonais com respeito ao produto interno (2.15).
Por (3.22), £* = —L . Assim, dados v € ker £ e u € C3_, obtemos

= —(Lv,u) = — (v, Lu) = (v, =L u) = (v, Lu).

Portanto v é ortogonal & ImL e assim ker £ e ImL sao ortogonais.

Denote A = lB; g] ,onde B, C, D e E sao matrizes quadradas de ordem m = 7.
Por (3.27),
i 1\B+FE C—-D
- 2|D-C B+E

e, claramente, esta matriz comuta com as matrizes da forma (3.18). Entdo, A
comuta com J. Pelo item (a), Av € ker £. Além disso, como ker £ e ImL sdo
ortogonais, para todo x € ker L, temos que

(Av,z) = ((I — E)Av + EAv,x) = (I — E)Av,x) + (FAv,z) = (I — E)Av, ) ,

uma vez que (EAv, x) = 0. Portanto, para mostrar que Av = (I — E)Av é suficiente
provar que, para todo x € ker L,

(Av,z) = (Av,z).

Aqui, denotamos a transposta por 1" para nao gerar confusao com o tempo t. Entao,

(Avz) = - /2” T Au(s)ds = - /2” ( /%e”Ae“dt) o(s)ds
= /t e (s))T A(e v (s))dtds. (3.28)

Se z(s) € ker £, temos z(s) = e */2(0) e z(s+t) = e/ 2(s). Substituindo z(s+t) =
e z(s) e v(s+t) = e u(s) em (3.28), obtemos
0

o 1 2w 2m
(Av,z) = s /s=o g x(s + )T Av(s + t)dtds. (3.29)

Sejam ' = s+t et =t. Como x e v sdo 2m-periddicas, podemos escrever (3.29)
da seguinte forma:

(Av,z) = / / s Av(s')dt'ds'
s'=0 Jt'=

- = M<27T / ()" Av(s')ds )dt’

1 2

= %) (Av, z) dt' = (Av, z) .

Portanto (I — E)Av = Av. O
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Lema 3.4.3. Nas hipdteses do Teorema 3.4.1, as igualdades dadas em (3.26) sao vdlidas.

Demonstragao: Utilizando a I' x S'-equivariancia de ¢, obtemos por (3.25) que
o(v,\,7) = a(\, 7)v + b\, 7)Jv + O(||v]|*), (3.30)
onde a,b: R> = R, v € ker £ e O(||v|) é formado por termos néo lineares de ¢. Entdo,
a(\,7)=p0,\,7) e bAT)=q(0,\T). (3.31)

Vamos encontrar formulas explicitas para as fungoes a e b. Para isso, considere A, =
(dF)o.x, que tem autovalores o(A) £ip()) de multiplicidade %, com o(0) = 0 e p(0) = 1.
Por hipétese, Ag = J e ¢’(0) # 0. Entao, pela expansao de Taylor de F' com respeito a

u € R™ em torno de u = 0, obtemos
F(u,\) :A,\u+(9(||u||2). (3.32)

Substituindo (3.32) em (3.16), temos que
d 2
P(u,\, 1) = (1+7’)£+A,\ u+ O(|Jul]").

Por [6, Proposicao 2.7(a)|, a fungao W (v, A, 7) definida implicitamente nao possui termos
lineares em v. Assim,

O+ W (W, A7)\ 1) =D, \ 1)+ O|v]|). (3.33)
Pela expansao de Taylor de ® com respeito & v € ker £ em torno do ponto v = 0, obtemos
(v, A\, 7) = D(0,\,7) 4 (dy®)orrv + O(|0]|?) = (du®)or,v + O(|0]),

pois ®(0, A\, 7) = F(0,\) = 0. Além disso,

(dy®)orr = {(1 + 7)% + A;} . (3.34)
Como v € ker £, temos Lv = % + Jv = 0. Por (3.34)

(do®)orrv = [—(147)J + Ay v,
donde ®(v, A\, 7) = [—(1 4 7)J + A\ v + O(||v||*). Utilizando (3.24) e (3.33), temos

p(v,\,7) = (I —E)0(v+W(v,\1),\T)
= (I-E)[-(1+7)J+ AJv+O(|o]*)
= [ +7)T+A] v+ 0, (3.35)
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onde a tltima igualdade segue do item (c) do Lema 3.4.2, com J = J e

1 2

A= — Y Aye " dt. 3.36

v | (3:30

Como A comuta com I' x S!, segue que Ay = a(\)I + b(\)J, para funcdes @, b: R — R
(veja o Lema 3.3.5). As equagodes (3.30) e (3.35) nos fornecem

al\,7)=a(A) e bAT)=—(14+7)+bN).
Desta forma, obtemos as identidades a, =0 e b, = —1. Em particular,
p-(0,0,0) =a,(0,0)=0 e ¢-(0,0,0)=5,(0,0)=—1.

Afirmamos agora que ay(0,0) = o/(0). De fato, como tr(J) = 0, temos tr(A4y) = na(\).
Por (3.36), tr(Ay) = tr(Ay). Como os autovalores de A, sdo o(\)%ip()\) de multiplicidade
%, entdo tr(Ay) = no(\) e consequentemente a(A) = o(A). Deste modo, a(A,7) = o()) e
ax(0,0) = ¢’(0), como desejado. Por (3.31), temos que

pA(0,0,0) = ax(0,0) = ¢'(0) # 0.

3.5 Subgrupos de isotropia de I' x S!

Para aplicar o Teorema de Hopf Equivariante a um sistema com grupo de simetrias
I, precisamos considerar os subgrupos de isotropia ¥ C I" x S! que possuem subespaco
de ponto fixo de dimensao 2. Nesta se¢ao, obtemos dois resultados titeis neste processo.
O primeiro deles é a Proposicao 3.5.2, que caracteriza os subgrupos de isotropia préoprios
de T x S! como subgrupos “twisted”. O segundo resultado, o Lema 3.5.4, apresenta
um método para determinar as classes de conjugagdo dos subgrupos twisted (fechados)
de I' x S', usando apenas informacoes da teoria de grupos sobre I'. Os métodos para
determinar as dimensoes dos correspondentes subespacos de ponto fixo sao apresentados

na proxima sec¢ao. Iniciamos com a seguinte definicao:

Definigao 3.5.1. Sejam H um subgrupo de T e : H — S um homomorfismo de grupos.
Dizemos que

HY = {(h,0(h)) €T x S*;h € H},
¢ um subgrupo twisted de I' x S'.
Para o que segue, vamos utilizar a projecao canoénica 7 : ' x St — T

Proposicao 3.5.2. Seja X um subgrupo de isotropia de I' x S' agindo em um espaco
[-simples R", com X # T x S*. Assuma H = n(X). Entao,
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(a) m: X — H é um isomorfismo;
(b) Existe um homomorfismo 0 : H — S* tal que ¥ = H? .

Demonstracgao:

(a) Como R™ é T'-simples, pelo item 3. da Observagao 3.3.4, o tnico elemento de R”"
fixado pela acdo de § € S! é o vetor nulo, uma vez que o tnico elemento fixado
por S! agindo em R? ¢ o (0,0). Assim, como ¥ # Y3 = I' x S, concluimos que
YN({1r} x SY) = {(1r,0)}. Como ker 7 = {1r} x S!, obtemos XNker 7 = {(1r,0)}.
Portanto, 7* = 7|y, : ¥ — H é injetora. Além disso, 7* ¢ linear e sobrejetora, uma
vez que H = 7(X). Deste modo, 7* é bijetora. Ademais, 7* ¢ um homomorfismo,
pois dados (71, 61), (72,02) € X, temos

™ ((71,01) (72, 02)) = 7 (1172, 01 + 02) = 1172 = 7 (71, 01)7 (72, 02).

Portanto, 7* ¢ um isomorfismo, como queriamos.

(b) Seja o = (7,9) € X CT x S!. Entao, y=7*(c) € H e p € S'. Uma vez que 7* é
bijetora, para cada h € H, existe um tnico ¢ € S! tal que (h, p) € X e, assim, esta
bem definida a aplicacao § : H — S! por §(h) = ¢. Portanto, todo o € ¥ pode ser
escrito unicamente como (h, 6(h)), tal que h € H. Mostramos agora que 6 : H — S!
¢ um homomorfismo de grupos. Como ¥ ¢ um subgrupo de I' x S, dados (h, 8(h)),
(k,0(k)) € 3, temos

(h, 0(h))(k,0(k)) = (hk,0(h)0(k)) € %,

com h,k € H. Como hk € H, existe um tnico §(hk) € S! tal que (hk,0(hk)) € 2.
Logo, 6(hk) = 6(h)0(k), como queriamos. Pela Definigao 3.5.1,

H? = {(h,0(h)) €T xS hec H} =X.
O

Observacao 3.5.3. 1. O homomorfismo 6 : H — S! definido na Proposicao 3.5.2 ¢
denominado twist.

2. Nos pensamos nos elementos de I' como simetrias espaciais (agindo em R™) e nos
elementos de S' como simetrias temporais (agindo nas solugoes periodicas pela agao
de mudanga de fase). Logo, o = (h,0(h)) € T' x S! é uma simetria espacial se
6(h) = 0 e uma simetria espago-temporal se §(h) # 0. Portanto, as simetrias
espaciais de um dado subgrupo de isotropia H? C I'x S formam o seguinte subgrupo

normal de H:
K = ker#.

Como ja mencionamos, para aplicar o Teorema 3.4.1 é preciso primeiro encontrar as
classes de conjugacao dos subgrupos de isotropia de I' x St. A Proposicao 3.5.2 reduz este
problema ao problema de encontrar todos os subgrupos twisted de I' x S!. Entretanto,
determinar quando dois subgrupos twisted sao conjugados é uma questao delicada. O

proximo lema apresenta duas condigoes suficientes que nos auxiliam nesta questao.
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Lema 3.5.4. (a) Sejam H® e LY subgrupos twisted conjugados em T' x S*. Entdo H e
L sao subgrupos conjugados de I'.

(b) Sejam H? e HY subgrupos twisted de I' x S* com simetrias espaciais Ky = ker 0 e
Ky = kertp. Se H? e HY sio conjugados em T x S', entdo existe v € Np(H) tal
que Ky =~ 'Ky, onde Np(H) = {y € T;yvHy™ ' = H} € o subgrupo normalizador
de H em I

Demonstragao: Sejam H’ e LY conjugados em I' x S!. Logo, existe (7, ) € I' x S!
tal que (7, ) *HO(~,¢) = LY. Se (h,0(h)) € H?, temos

(v, 0) (R, 0(R)) (v, 0) = (v 'hy, 7 0(h)p) = (v 'hy,6(h)) € LY, (3.37)

onde a tltima igualdade segue pois S! é abeliano. Entao v thy € L e assim v 'H~vy C L.
Do mesmo modo, para (o, ) = (v,9)"t € T' x S! temos (o, 8) " 1L¥(,8) = HY. Se
(I,%(1)) € LY, entao

(e, B) (L) (a, B) = (a Mo, B7(1)B) = (a e, (1)) € HY.

Logo, a™Yla € H, o que implica que o 'La C H. Desta forma, L C aHa ' = vy 1 Hy.
Portanto y~'H~ = L, para algum ~ € I, ou seja, H e L sao subgrupos conjugados em T,

provando o item (a).

Consideramos agora H? e H¥ subgrupos twisted conjugados em I' x S'. Assim, existe
(v,¢) € T x St tal que (v,p) tH?(v,9) = HY. Pela demonstracio do item anterior,
v"YH~ = H, o que implica que v € Np(H). Além disso, por (3.37), dado h € H existe
k' € H tal que (y 'hy,0(h)) = (W,¥(R')), ou seja, v thy = I/ e O(h) = (v hy).
Assim, se u € Ky, entdo (v 'uy) = 6(u) = 0, implicando que v 'uy € K,. Desta
forma, 7 'Kpy C Ky. Do mesmo modo, dado v € Ky, temos que (yvy™!) = ¢(v) = 0
e assim Yoy~ ' € Ky. Logo, 7Ky7™' C Ky, o que implica que Ky, C 7 'Kyy. Portanto
Ky, =7 'Kp7, o que prova o item (b). O

E importante ressaltar que nio temos garantida as reciprocas dos itens (a) e (b) do

lema anterior. Vejamos um exemplo em que a reciproca do item (b) é falsa.

Suponha que I' = H = Z3 = (w) e defina 6, ¢ : H — S! por (w) = & ¢ ¢p(w) = —%.
Como Zs x S' ¢ abeliano, H? ¢ conjugado a HY somente se H = HY, o que acontece se,
e somente se, § = 1), que ¢é falso. Assim, H? e H" ndo sdo conjugados. Entretanto, como
ker § = kert) = {1r}, temos ker§ = 1p ker)1:*, com 1p € Np(H).

Observe que no item (b) do Lema 3.5.4 determinamos a classe de conjugagao do par
(H,K) em ' x S!, onde K = kerf. Mas (H, K) nao determina H? de forma tnica, uma

vez que f nao é determinado unicamente.

Introduzimos agora alguma terminologia. Seja H? um subgrupo twisted de I' x S!,
com K = kerf, onde 6 : H — S' ¢ um homomorfismo de grupos. Pelo Primeiro Teorema
de Isomorfismo de grupos, H/K ¢ isomorfo a §(H). Note que #(H) é um subgrupo fechado
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de S*. De fato, como o subgrupo de isotropia H’ = H x §(H) ¢ um subgrupo de Lie,
ele ¢ fechado em I' x S', implicando que H e §(H) sdao subgrupos fechados em I' e S,
respectivamente. Por [33, Pagina 279], os tnicos subgrupos fechados de S* sao

{0}, Z, (n = 2,3,4...) e S*. (3.38)

Portanto, H/K é isomorfo a um dos subgrupos descritos em (3.38). Dizemos que um
twist 6 é trivial, Z,, ou S', conforme 6(H) = {0}, Z,, ou S', respectivamente.

3.6 Dimensao dos subespacos de ponto fixo

Nesta secao, discutimos métodos gerais para determinar a dimensao do subespago de
ponto fixo de um subgrupo twisted H? de I' x S' agindo em um espaco I'-simples do
tipo (a) da Definigdo 3.2.3. A fim de obter condigbes para aplicar o Teorema de Hopf

Equivariante, nosso interesse aqui é determinar quando
dim Fixyey (H?) = 2. (3.39)

Para isto, provamos dois resultados principais. O primeiro deles, o Teorema 3.6.2, esta-
belece (3.39) para twists dos tipos {0}, Zs, Z3, Z4 e Zg em termos das dimensoes dos
subespagos de ponto fixo de certos subgrupos de I' agindo em V. O segundo, o Teorema
3.6.4, estabelece (3.39) em termos do nimero de vezes que uma certa representagao de H
relacionada ao twist aparece na representagao de H em V.

Daqui em diante, R™ ¢ um espaco vetorial I'-simples do tipo V & V', onde V' é abso-
lutamente I'-irredutivel, sob a acdao de I' x S'. Além disso, com base nos resultados da
secao anterior, todo subgrupo de isotropia proprio em I' x S é um twisted H? para algum
subgrupo H de I' e algum homomorfismo 6 : H — S'. Como H? c T x S! age em R"
pela agao herdada de I' x S*; obtemos pela férmula do trago (1.32) que

dim Fixyey (H?) = /H x{(h,B(h))) (3.40)

onde h € H. Vamos mostrar que
dim Fixy gy (H?) = 2 / tr(h) cos O(h), (3.41)
H

onde tr(h) denota o trago da representagao de h restrita a V. De fato, como I' age

diagonalmente em R™, podemos escrever a acao de h € H em V & V na forma matricial

[ph,v 0 ] (3.42)

0 pulv

onde py|y € a representagao de h restrita a V. A acao de 8(h) € S' em R™ pode ser escrita

na forma matricial

[ cosO(h)I, sin H(h)[m] (3.43)

—sinf(h)I,, cosO(h)l,,
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Como (h,0(h)) = (h,0)(1r,0(h)), podemos escrever a representacao de (h,0(h)) em VeV
pela multiplica¢do das matrizes (3.42) e (3.43), obtendo

cosO(h)pnly  sin@(h)pn|v
—sinf(h)pnly  cos@(h)pn|y

Assim, o traco da representagao de (h,0(h)) em V &V ¢ igual a 2cosf(h)tr(h) e (3.41)
segue de (3.40).

O Teorema 3.6.2 ¢ uma consequéncia imediata das seguintes formulas:

Lema 3.6.1. Seja H? C T x S' um subgrupo de isotropia agindo em V ©V e seja

K =kerf. Entao,

) Se §(H) = {0}, entio dim Fixyqy(H?) = 2dim Fixy (H).

b) Se O(H) = Zs, entdo dim Fixygy (H?) = 2(dim Fixy (K ) — dim Fixy (H)).

) Se §(H) = Zs, entio dim Fixy gy (H?) = dim Fixy (K) — dim Fixy (H).

d) Se O(H) = Z4, entio dim Fixyqy (HY) = dim Fixy (K) — dim Fixy (L), onde L € o
unico subgrupo tal que K C L C H e |H/L| = 2.

(e) Sed(H) = Zg, entio dim Fixy gy (H?) = dim Fixy (H)+dim Fixy (K)—dim Fixy (M) —
dim Fixy (N), onde N e M sao os unicos subgrupos entre K e H tais que |H/N| =3
e |H/M|=2.

Demonstragao:

(a) Se §(H) = {0}, entao cosf(h) = 1, para todo h € H. Logo,
dim Fixy ey (H?) = 2/ tr(h)cosO(h) = 2/ tr(h) = 2dim Fixy (H),
H H
onde a tultima igualdade segue de (1.32).

Para a prova dos itens (b) a (e), obtemos da formula do trago (1.32) que dim Fixy (A) =
Jatr(h), para A= H, K, L, N e M. Além disso, pelo Teorema 1.1.10,

dim Fixy gy (H?) = 2 /H tr(h) cosO(h) = 2 /H . ( /h » tr(h) cose(h)> d(hK). (3.44)

Se |H/K| =m (o indice de K em H é m), entdao K possui m classes laterais em H. Deste
modo, temos a decomposicao de H como a unido disjunta H = KU KU...Uby, 1K,
onde 6; € H\K e 0; ¢ 6;K, para todo i # j, com i,j € {1,...,m — 1}. Entao, por (1.10)

/H/K </h€Ktr(h/)COS€<h)) d(hE) = \H/ Z /tr h) cos 6(h

hKeH/K

Portanto, (3.44) torna-se

m—1

dim Fixy gy (H) = % </K tr(h) cos@(h) + Z/

j=1 7K

tr(d;h) COS(5jh>) . (3.45)
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Do mesmo modo, pelo Teorema 1.1.10 e por (1.10) segue que

dim Fixy (H) — /H te(h) /H B ( /K tr(h)) d(hEK)
- %( /K tr<h)+"§ /K tr((sjm). (3.46)

(b) Para O(H) = Zy, cosf(h) =1 se h € K e cosf(h) = —1 se h € H\K. Como
H/K = 0(H) = 2., |H/K| =2 e segue por (3.45) que

dim Fixy gy (H?) = /K tr(h) — /K tr(dh),

para 0 € H\K fixado. Além disso, por (3.46),

dim Fisy () = ( /K te(h) + /K tr(éh)).

dim Fixyey (H?) + 2dim Fixy (H) = 2 / tr(h) = 2dim Fixy (K),
K

Assim,

como queriamos.
(c) Considere §(H) = Zs. Entao cosf(h) = 1 para h € K e cosf(h) = —1 para
h € H\K. Como H/K = 0(H) = Zs, segue respectivamente por (3.45) e (3.46) que

dim Fixy oy (H) = % ( /K tr(h) — % /K tr(0, 1) — % /K tr(égh))

dim Fixy (H) = 1 (/ tr(h) —|—/ tr(d1h) —|—/ tr((52h)) :
3 \Jk K K
para d1, 62 € H\K fixados tais que d; ¢ oK e 5 ¢ 01 K. Assim,

2 1
dlmFlXV@V(HG)—FdImFIXV(H) = §/ tr(h) 3/ tr (51 ——/
K

+3 | u+g [ a@m+ / £(32h)

- / tr(h) = dim Fixy (K),

oo|>—u

como desejado.

(d) Para 0(H) = Z4 = (£), as classes laterais de K em H sao dadas por Hy = 071(¢F),
onde k € {0,1,2,3} e Hy = K. Sem perda de generalidade tomamos Hy = 6 K
com k € {0,1,2,3}. Assim, cosf@(h) =1se h € K, cosf(h) =0se h € H UHs e
cos@(h) = —1 se h € Hy. Além disso, por (3.45) temos que

dim Fixyey (HY) :%( /K te(h) — /K tr(ézh)>.
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Note que o tnico subgrupo L entre K e H de indice |H/L| = 2 ¢ L = HyUH,.
Assim, pelo Teorema 1.1.10 e por (1.10) segue que

() = /L B ( /K tr(h)> d(hE) :%( /K te(h) + /K tr(52h)),

uma vez que |L/K| = 2. Assim,

dim Fixy (K) — dim Fixy (L) = /K tr(h)—% Ktr(h)+ /K tr(égh))

como desejado.

Para 0(H) = Z¢ = (£), as classes laterais de K em H sdo dadas por Hjy = 071(¢F),
onde k € {0,...,5} e Hy = K. Tomamos Hy = 6, K, para k € {0,...,5}. Assim,
cosf(h) =1 se h € Hy, cosO(h) = 1 se h € H UHjs, cosf(h) = —1se h € Hs e
cosf(h) = —3 se h € Hy U Hy. Portanto, de (3.45) e (3.46) segue respectivamente

que

dim Fixy ey (H?) = %( /K tr(h)+% /K tr(élh)—% /K tr(d2h)

_/Ktr((sgh)_%/}(tr(54h)+%/I(tr(5sh))

dim Fixy (H) = % (/K tr(h) + Z/[(tr(5jh)> :

Note que os tnicos subgrupos N e M entre K e H tais que |H/N| =3¢ |H/M| =2
sato N = HyU Hz e M = HyU Hy U Hy. Como H/K = 6(H) = Zg, decorre que
|H/K| =6, IN/K| =2 e |M/K| = 3. Novamente do Teorema 1.1.10 e por (1.10)

temos

dim Fixy (N) = /N e(h) = /N B ( /K tr(h)) d(hK)

_ |N}K’ S /K tr(h):%( /K te(h) + /K tr(égh))(3.47)

hKEN/K

dim Fixy (M) = /M te(h) = /M B /K te(h)d(hK)

_ %( /K te(h) + /K tr(,h) + /K tr(54h)).

Calculos diretos agora mostram que dim Fixy (H) + dim Fixy (K) — dim Fixy (N) —
dim Fixy (M) = dim Fixy gy (H?), como desejado O
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Teorema 3.6.2. Nas condigoes do Lema 3.6.1, dim Fixy gy (HY) = 2 se uma das sequintes
condicoes € vdlida:

0(H) =40} edimFixy(H) = 1.

(H) = Zs e dim Fixy (K) — dim Fixy (H)
(H) )

(H)

>

>
- = =
D

1.
H) =73 e dimFixy (K) — dim Fixy (H) :
O0(H) = Z4 e dimFixy (K) — dim Fixy (L) = 2, onde L € o inico subgrupo tal que
KCLCHel|lH/Ll =2.
(e) 0(H) = Zg e dim Fixy (H) + dim Fixy (K) — dim Fixy (V) — dim Fixy (M) = 2, onde
N e M sao os unicos subgrupos entre K e H tais que |H/N| =3 e |H/M| = 2.

TN N /N TN
&

Antes da prova do segundo resultado principal desta se¢ao, nos introduzimos novos
conceitos: se V' é um espago vetorial real, chamamos de caracter de uma representagao
pdel' em V a fungao y : I' — R definida por

xX(v) = tr(p,),

onde tr(p,) é o trago da matriz de p, € GL(V). Se x1 e x2 sdo os caracteres das repre-
sentagoes irredutiveis p; e py de I', entao valem as seguintes relagoes de ortogonalidade
para caracteres:

0, se p1, p2 nao sao equivalentes
/ X1(7)x2(7) =< 1, se p; ~ po sao absolutamente irredutiveis (3.48)
. 2, se p; ~ py sao nao-absolutamente irredutiveis

onde fr ¢ a integral de Haar normalizada sobre I' e ~ denota a equivaléncia de represen-
tagoes. Para maiores detalhes, veja [1].
Para cada twist 0 : H — S', se (H) = {0} ou (H) = Z,, definimos uma representa-
¢ao irredutivel pp : H — GL(R) como
po(h)x = (cosO(h))x, (3.49)

para todo h € H e x € R. Se (H) # {0} ¢ 0(H) # Zs, definimos uma representacgao
irredutivel pp : H — GL(C) como

2, (3.50)

para todo h € H e z € C. Note que no primeiro caso pg é absolutamente H-irredutivel
(pois os tnicos operadores lineares em R sdo os multiplos da identidade, em particular
0s que comutam com py) e no segundo caso py € nao-absolutamente H-irredutivel (pois é

equivalente a representagiao de S' em C, que é nao-absolutamente irredutivel).

Agora decomponha V' em subespagos H-irredutiveis como
V=Viao..oV. (3.51)

Definimos a multiplicidade de py na agao de H em V' como o nimero de V;’s nos quais

as representacoes de H sao equivalentes a py. Temos entao o seguinte resultado:
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Lema 3.6.3. Seja H? C T x S' um subgrupo de isotropia agindo em V ® V. Entdo a
dimensao de Fixyqy (HY) € igual a 2 vezes a multiplicidade de pp na acdo de H em V.

Demonstracgao: Seja p uma representacao irredutivel de I' em V. Denotamos por xg
o caracter de pg e por x o caracter de p|y (p restrita a H). Além disso, denotamos por p(6)
a multiplicidade de pg na acao de H em V. Queremos mostrar que dim Fixyqy (H?) =
2u(0). Por (3.49) e (3.50) temos que

cosf(h), sel(H)={0}oub(H)=12Z,
2cos@(h), caso contrario.

xo(h) = tr(ps(h)) = {
Pela igualdade (3.41),

dim Fixy gy (H?) = 2 /H x(h) cosO(h). (3.52)

Suponha 0(H) = {0} ou 6(H) = Z,. Entao (3.52) torna-se

dim Fixy gy (H?) = 2/ X (h)xa(h). (3.53)
H
Observe que a representacao p|y nao é necessariamente irredutivel. Considere entédo
a decomposicao de V' em subespacos H-irredutiveis como em (3.51) e denote por p; a
representagao de H em cada V;. Além disso, denote por x; o caracter de p;. Como
pe € absolutamente irredutivel, pelas relagoes de ortogonalidade dadas em (3.48) temos
S x;(h)xe(h) = 1 para todo p; equivalente a py. Para todas as outras representagoes p;
nao equivalentes a py temos [, x;(h)xa(h) = 0. Neste caso, [, x(h)xa(h) = p(0), uma
vez que X = X1 + ... + X&. Assim, segue de (3.53) que dim Fixyqy (H?) = 2u(0).

Se §(H) # {0} e 0(H) # Z, (3.52) torna-se
dim Fixy ey (H?) = /Hx(h)xg(h).

Neste caso, para cada representacao p; equivalente a py temos [, x;(h)xo(h) = 2, pois py
& nao-absolutamente irredutivel. Para p; néo equivalente a py vale que [}, x;(h)xa(h) = 0.
Novamente, como x = X1 + ...+ X, temos [, x(h)xe(h) = 2u(6) e o resultado segue. [J

O proximo teorema segue diretamente do lema anterior.

Teorema 3.6.4. Nas condigoes do Lema 3.6.3, dim Fizyqy (HY) = 2 precisamente quando
pe ocorre somente uma vez na representacao de H em V.



Exemplos de bifurcacido de Hopf com simetria

Neste capitulo, apresentamos dois exemplos de bifurcagao de Hopf com simetria. Va-
mos usar as ferramentas apresentadas no Capitulo 3, em particular das Secgoes 3.5 e 3.6,
que introduzem formas eficientes de determinar os subespagos de ponto fixo bidimensi-
onais, necessarios para a aplicacao do Teorema de Hopf Equivariante. Nosso objetivo é
aplicar os resultados para provar a existéncia de ramos de solugoes periddicas em siste-
mas de equagoes diferenciais ordinarias da forma (3.1) com grupo de simetrias Sz e O(2),
ou seja, F' em (3.1) é S3 e O(2)-equivariante, respectivamente. Comegamos com 0 caso

equivariante por Ss.

4.1 Bifurcacao de Hopf com grupo de simetrias Ss

Considere o subespaco vetorial
Cg = {(21,22723) € Cz; 21+ 29+ 23 = 0} C C3.
Considere a agao de Sz em CJ definida como em (1.6), ou seja

U<Zla 22, Z3> = (20—1(1)7 Zo—1(2), 20—1(3))7

para todo o € Sz, (21, 29, 23) € C3. Como usual, vamos denotar
Sz = {(1),(12), (13), (23), (123), (132)} .

Pelo Exemplo 3.2.4, temos que C3 é Ss-simples. Note que dimg C3 = 4.

Desejamos analisar a existéncia genérica de ramos de solugoes periddicas proximas ao
ponto de bifurcagao (z,\) = (0,0) para o sistema (3.1), onde F' : C3 x R — C} comuta
com a restrigao da agao (1.6) a C3. Supomos que F satisfaz (3.20) e (3.21), onde m = 2.
Sob as hipoteses acima, nés assumimos a acao de S' em C3 dada por

(21, 29, 23) = (21, €7 2y, €7 23),
para todo 0 € S, (z1, 29, 23) € C§. Entao Sz x S! age em Cj como
(07 9) (Zh 292, 23) - 0-(0(217 29, ZS)))

76



4.1 Bifurcagao de Hopf com grupo de simetrias S3 7

para (0,0) € Sz x S! e (21, 29, 23) € Cp.
Nas duas préoximas subsecoes, nos determinamos as outras condi¢oes necessarias para
a aplicacao do Teorema de Hopf Equivariante.

4.1.1 Os subgrupos de isotropia de S; x S!

Como um primeiro passo, precisamos determinar os subgrupos de isotropia da agao
de S3 x S' em C3. Pelo Lema 1.4.3, pontos de uma mesma 6rbita possuem subgrupos de
isotropia conjugados. Além disso, por [12, Proposition 3.2|, existem cinco tipos de 6rbitas
para a agao de Sz x S' em C3, com os seguintes representantes para cada tipo: (0,0, 0),
(a,—a,0), (a,¢'5 a,e's5 a), (20, —a, —a) e (a,b,—(a + b)), onde a,b > 0 e b < a. Agora,
vamos determinar o subgrupo de isotropia para cada representante, seguindo as notagoes
consideradas em [12]. Assim, temos que:

(i) O elemento (0, 0,0) é fixado por todos os elementos de S3 x S*. Além disso, o tnico
elemento fixado por Sz x S* ¢ (0,0, 0), visto que a agao nao ¢ a trivial. Logo, Sz x S!
é o subgrupo de isotropia de (0,0,0).

(ii) Para que (o,60) € Sz x S! fixe (a, —a,0), devemos ter

o(e®a,—e?a,0) = (0,0)(a, —a,0) = (a, —a,0). (4.1)

Para o € {(13),(23),(123),(132)}, nao existe § € S! tal que (o,0) satisfaga (4.1).
Claramente ((1),0) € Sz x S! satisfaz (4.1) e

((12),7)(a, —a,0) = (—e'"a,e™a,0) = (a, —a,0).

Logo, Zs = {((1),0), ((12), )} C S3 x S é 0 subgrupo de isotropia de (a, —a, 0).
(iii) Se (o,0) € S5 x S* pertence ao subgrupo de isotropia de (a, €% a, e’ a), entdo
27r -4 27

U(Giea,ei(”%ﬁ)a,ei(”%ﬂ)a) = (0,0)(a,e'3 a,e" 3 a) = (a,e" 3 a, e i a). (4.2)

Nao existe § € S! tal que (o,0) satisfaz (4.2), para o € {(13),(12),(23)}. Além
disso,
((123 ,

( (132) ,—) a, e a,es i a) = (132)(ei%a,a, ei%ﬂa) = (a, ei%a,ei%ﬂa).

- 27 47

) a,¢'5a, e v a) = (123)(¢° Ta,e'a, a) = (a,€e'3 a,€e'3 a)

w|s>

3

Portanto Z3 {((1),0),((123), &), ((132),4F)} C S3x S & 0 subgrupo de isotropia
de (a,¢'% a, "5 a).
0

(iv) Um elemento (o,0) € S3 x S! fixa (2a, —a, —a) se satisfaz

o(e2a, —ea, —e?a) = (0,0)(2a, —a, —a) = (2a, —a, —a). (4.3)
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Se o € {(12), (13),(123), (132)}, nao existe § € S' de modo que (o, §) satisfaga (4.3).
Ainda, céalculos diretos mostram que ((23),0) e ((1),0) satisfazem (4.3). Assim,
S1 x Sz = {((1),0),((23),0)} C Sz x S' & o subgrupo de isotropia de (2a, —a, —a).

(v) O tnico elemento de S3 x S! que fixa (a,b, —(a + b)) é ((1),0). Logo, {((1),0)} C
Sz x S! ¢ o subgrupo de isotropia de (a,b, —(a +b)).

Na Tabela 4.1 listamos as cinco classes de conjugacao dos subgrupos de isotropia para
a agao de Sz x S! em C}, juntamente com os representantes da 6rbita.

Representante da érbita | Subgrupo de Isotropia
(0,0,0) S3 x St
(a,—a,0),a>0 A
(a,¢'Fa,é5a), a>0 Zs
(2a,—a, —a), a >0 S1 X S
(a,b,—(a+10b)),a>b>0 {((1),0)}

Tabela 4.1: Subgrupos de isotropia da agao de S3 x S' em C3.

Utilizando a Proposicao 3.5.2, temos que todos os subgrupos de isotropia da acao de
S x S!, exceto o proprio S; x S', sdao subgrupos twisted, ou seja, tém a forma H? =
{(h,0(h); h € H} para algum subgrupo H de S3 e para algum homomorfismo 6 : H — S'.
Vamos determinar agora os subgrupos de S3 que descrevem cada subgrupo de isotropia

como um subgrupo twisted:

(i) A Proposigao 3.5.2 ndo se aplica ao subgrupo Sz x S.

(ii) Seja H; = {(1),(12)} C S;. Defina o homomorfismo de grupos 6, : H; — S* por
61((12)) = 7. Dessa forma, obtemos H?* = {((1),0), ((12),7)} = Z,.

(iii) Tomando Hy = {(1),(123),(132)} C S3 e definindo o homomorfismo 6, : Hy — S*
como 05((123)) = 2, obtemos He* = {((1),0), ((123), ), ((132), i7)} = Z.

(iv) Conmsidere Hz = {(1),(23)} C S3 e o homomorfismo 03 : Hy — S! dado por
05((23)) = 0. Entdo, H = {((1),0),((23),0)} = S; x S,.

(v) Seja Hy = {(1)} C S; e considere o homomorfismo 6, : H; — S' dado por 4((1)) =
0. Assim, H?* = {((1),0)}.

4.1.2 Os subespacos de ponto fixo de dimensao 2

Como ja mencionamos, estamos interessados apenas nos subgrupos de isotropia com
subespaco de ponto fixo 2-dimensional. Nesta subsecao, utilizamos os resultados obtidos
na Secao 3.6, mais especificamente o Lema 3.6.1 e o Teorema 3.6.4, para determinar as
dimensoes dos respectivos subespacos de ponto fixo para os subgrupos listados na Tabela

4.1. Temos o seguinte:

(i) Claramente, dim Fixcg(Sz x S') = 0.
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(ii) Visto que 0y(H;) = Zs, do Lema 3.6.1 temos
dim Fixcs (Zo) = 2(dim Fixgs (K1) — dim Fixgs (Hy)),

onde K; = kerf = {(1)}. Assim, como Fixgs(H1) = {(z1,21, —221);21 € R} e
Fixgs (K1) = R}, segue que dim Fixgs(K;) = 2 e dim Fixgs(H;) = 1. Portanto,

dim Fixcs(Z2) = 2.

(iii) Temos 02(H) = Z3, entdo o Lema 3.6.1 nos fornece que
dim Fixes (Zs) = dim Fixgs (K») — dim Fixgs (H),

onde Ky = ker62~: {(1)}. Note que Fixgs(H2) = {(0,0,0)} e Fixgs(K,) = Ry.
Entao, dim Fixcs(Z3) = dim Fixgs (K>) = 2.
(iv) Como #3(Hs) = {0}, o Lema 3.6.1 implica em

dim FiXCg (Sl X SQ) = 2dim FiXRS (Hg)

Uma vez que Fixgs(Hjz) = {(—222,22,72); 79 € R}, temos dimFixgs(H;) = 1 e
entdo dim Fixcs(S1 X Sg) = 2.
(v) Como 04(H,) = {0}, pelo Lema 3.6.1 temos que

dim Fixcg ({((1),0)}) = 2dim Fixgs (Hy).
Note que Fixgs(H) = R, o que implica em dim Fixgs(H,) = 2. Portanto,
dim Fixes ({((1),0)}) = 4.
Assim, os subgrupos de isotropia de S3x S! com subespacos de ponto fixo 2-dimensionais
sao Z, Z3 e S1 X So. Pelo Teorema de Hopf Equivariante, para cada subgrupo ¥ no

conjunto {Zg, Z3. S| X Sg}, temos garantida a existéncia de um tnico ramo de solugoes

periodicas de pequena amplitude para o sistema (3.1) com periodo proximo a 27, tendo
>} como seu grupo de simetrias.

4.2 Bifurcagao de Hopf com grupo de simetrias O(2)

Nesta sec¢ao, verificamos a ocorréncia de bifurcagao de Hopf com grupo de simetrias
O(2). Para isso, consideramos a acao padrao de O(2) em C = R? definida em (1.30). No
item 2. do Exemplo 1.2.12, mostramos que esta agao é absolutamente O(2)-irredutivel.
Portanto, o espago W = C @ C é O(2)-simples, considerando O(2) agindo em W pela
acao diagonal da agao padrao de O(2) em C, ou seja,

o(wy,wy) = (ewwl,ei‘pwg) e k(wy,ws) = (1w, ws), (4.4)

para todo ¢ € SO(2) e (wy,wy) € Cp C.
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Consideramos o sistema (3.1), onde F' : W x R — W comuta com a agao (4.4) e
satisfaz (3.20) e (3.21) para m = 2. O primeiro passo em nosso estudo é encontrar as
classes de conjugagao dos subgrupos de isotropia de O(2) x S! agindo em C & C. Antes,
vamos especificar a agao de O(2) x S' em C @ C que ¢ usada neste processo. Daqui em

diante, denotamos as rotagoes R, de O(2) por ¢.

4.2.1 A acao de O(2) x S!

A agao padrao de O(2) x S' em C @ C considerada até o momento ¢ dada por

(77 9) <w17 w2) = 7(6i0w17 6i0w2>7

para todo 6 € S, onde v € O(2) age como em (4.4).

O objetivo aqui é reescrever esta agao de um modo mais conveniente para os nossos
calculos. Mais especificamente, em |17, XVII, §1(b)], os autores mostram que C & C pode
ser escrito como Z; & Zy, onde Z; = C{(1,i)} e Zy = kZ; sdo subespagos SO(2) x S!-
invariantes. Nas coordenadas (z1, 20) € Z; @& Zy, podemos reescrever a a¢ao de O(2) em
CeapC=2 &%, por

(a) (21, 20) = (e7%21,€%25) e (b)K(z1,22) = (22, 21), (4.5)

onde ¢ € SO(2). Os detalhes desta construcao sdo omitidos aqui.
A partir de agora, consideramos a agao de O(2) x S! em Z; & Z, dada por

(77 9)(217 22) = 7(61’0217 €i022)7

onde v € O(2) age em Z; & Z; como em (4.5).

4.2.2 Os subgrupos de isotropia de O(2) x S!

Vamos determinar os subgrupos de isotropia da agao de O(2) xS! em CHC = Z, @ Zo.
Para (p,0) € SO(2) x St e (z1,22) € Z1 ® Zy, temos

(p,0)(z1,22) = (eiw_“")zl, ei(0+‘p)22). (4.6)

Note que SO(2) x S! age em Z; @ Z, por meio de rotagoes e a agio de {x} x S! apenas
permuta a ordem das coordenadas. Assim, podemos tomar como representantes das
orbitas elementos de Z; @& Z, na forma (21, 22) = (a,b), onde a,b € R e a > b > 0, uma

vez que se b > a podemos agir por k e obter b < a.

Por [17, XVII, §1(c)], existem 4 tipos de 6rbitas para a agao de O(2) x S' em C & C,
cujos representantes sao: (0,0), (a,0), (a,a) e (a,b), onde a,b > 0 e b < a. Para o que
segue, usamos as notagoes de [17]. Para cada representante, vamos descrever os subgrupos

de isotropia desta acao:
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(i) Claramente, O(2) x S! ¢ o subgrupo de isotropia de (0, 0).

(i) Os elementos de O(2) x S* do tipo (ky,0) e (¢k,0), para ¢ € SO(2), nao podem
pertencer ao subgrupo de isotropia de (a,0), uma vez que k permuta a ordem das
coordenadas. Por (4.6), para um elemento (p, §) € SO(2) xS* fixar (a, 0) precisamos
ter 8 — p =0 mod 27, ou seja =6 mod 27. Assim, o subgrupo de isotropia de
(a,0) 6 SO(2) = {(6,0) € SO(2) x S'}.

(iii) O elemento (a,b), com a > b > 0 nio é fixado por nenhum elemento de O(2) x S* dos
tipos (kep, 0) e (K, 0), com ¢ € SO(2), pelo mesmo argumento utilizado no item (ii).
Assim, resta verificar se existe (¢,6) € SO(2) x S' que fixa (a,b). Por (4.6), (¢, 0)
existe se, e somente se, § £ ¢ =0 mod 27. Assim, (p,0) = (0,0) ou (¢,0) = (m, 7).
Nos denotamos o subgrupo de isotropia de (a, b) por Z5 = {(0,0), (7, 7)}.

(iv) Por (4.6), um elemento (¢, 0) € SO(2) x S* fixa o representante (a,a) somente se
0+ ¢ =0 mod 27. Isto nos fornece os elementos (0,0) e (7, 7). Além disso, como
(k,0)(a,a) = (¢“a,e?a), temos que (k,0) também fixa (a,a). Assim, o subgrupo
de isotropia de (a,a) ¢ Zy & Z5 = {(0,0), (k,0), (7, ), (kw,7)}.

Portanto, obtemos as classes de conjugacao dos subgrupos de isotropia da acao de
O(2) x S'. Estas informacoes estao organizadas na Tabela 4.2, juntamente com os repre-
sentantes das orbitas. Pela Proposigao 3.5.2, temos que os subgrupos SO(2), Z$ e Z, & Z5

Representante da orbita | Subgrupo de Isotropia
(0,0) 0(2) x St
(a,0),a>0 SO(2)
(a,b),a>b>0 VA
(a,a), a >0 Z, ®ZS

Tabela 4.2: Subgrupos de isotropia da a¢ao de O(2) x S em C & C.

podem ser escritos como subgrupos twisted. De fato:

(i) A Proposigao 3.5.2 nao se aplica ao subgrupo de isotropia O(2) x S
(i) Considere o homomorfismo 6; : SO(2) — S* dado por 6;(p) = . Assim,

SO(2)" = SO(2).

(iii) Considere o subgrupo Zs = (r) C O(2) e defina o homomorfismo 6, : Zy — S* por
05(m) = 7. Dessa forma, temos Z% = Z.

(iv) Sejam H = (m, k) C O(2) e 63 : H — S' 0 homomorfismo de grupos definido por
03(k) = 0 e 03(7) = 7. Entao, H% = {(0,0), (x,0), (, 7), (k7,7)} = Zo B ZS.

4.2.3 Os subespacos de ponto fixo de dimensao 2

Temos agora todas as ferramentas necessarias para determinar a dimensao dos su-

bespacos de ponto fixo dos subgrupos de isotropia listados na Tabela 4.2. Assim como
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fizemos na Subsecao 4.1.2, aqui nao vamos especificar quais sao os subespacos de ponto
fixo, nos restringindo apenas ao calculo de suas dimensoes. Para cada caso, temos:

(i) Claramente, Fixcgc(O(2) x S') = {(0,0)}. Logo, dim Fixcac(O(2) x St) = 0.
(i) Note que 6;(SO(2)) = S*, que ¢ diferente de {0} e Z,. Por (3.50), temos definida a

#1(h) 2 que é equivalente & representacao padrao

representagao irredutivel pg, (h)z = e
de SO(2) em C. Além disso, note que C é SO(2)-irredutivel por esta a¢ao. Entao, a
multiplicidade de py, na representagdo de SO(2) em C é igual a um. Pelo Teorema
3.6.4, segue que dim Fix(c@(c(g\(j@)) =2.

(iii) Note que 65(Zy) = Z5. Entao, pelo Lema 3.6.1, obtemos
dim Fixcgc(Z5) = 2(dim Fixe(K>y) — dim Fixe(Zs9)),

onde Ky = kerfy = {0}. Uma vez que Fixc(Zs) = {0} e Fixc(K3) = C, temos
dim FiXC®@<Z§) =4.
(iv) Pelo Lema 3.6.1, como 03(H) = Z,, temos

dim Fixcge(Ze @ Z5) = 2(dim Fixe(K3) — dim Fixc(H)),

onde K3 = kerf3; = (k). Como Fixc(K3) = R e Fixc(H) = {0}, concluimos que
dim FiXC@(C<Z2 & Zg) = 2.

Assim, os tnicos subgrupos de isotropia de O(2) x S* com subespagos de ponto fixo
2-dimensionais sao §6(2) e Zy ® Z5. Portanto, pelo Teorema de Hopf Equivariante, para
cada subgrupo X € {§6(2), Zo,® Zg}, existe um tnico ramo de solugoes periddicas de
pequena amplitude para o sistema (3.1) com periodo proximo a 27, tendo ¥ como seu

grupo de simetrias.



A reducao de Liapunov-Schmidt com simetria

Tratamos aqui do método de reducao de Liapunov-Schmidt. Este é um método im-
portante no estudo de problemas de bifurcagoes, visto que reduz equacoes de bifurcagao
de pontos de equilibrio definidas em espagos de Banach em bifurcagoes de zeros de uma
aplicacao associada definida em um espaco de dimensao finita. Utilizamos este método
de reducao nos Capitulos 2 e 3, que para nossos propositos é descrito apenas no contexto
com simetria, ou seja, quando o operador ® em (A.1) comuta com um grupo de Lie com-
pacto. Para a aplicagao do método é necessario que a linearizagao de ® seja um operador

Fredholm de indice nulo. Introduzimos entao os seguintes conceitos:

Definicao 1.0.1. Sejam X e ) espagos de Banach. Um operador linear limitado L :
X — Y € dito Fredholm se ker L é um subespaco de dimensao finita de X e ImL é um
subespaco fechado de ) com codimensao finita.

Definicao 1.0.2. Se L € um operador Fredholm, o indice de L € o inteiro
i(£) = dimker £ — codim Im/L.
Quando i(L) = 0 dizemos que L é um operador Fredholm de indice nulo.

O préximo resultado é de grande importancia no processo de reducgao.

Proposicao 1.0.3. Se L : X — Y € Fredholm, entao existem subespacos fechados M e
N de X e ), respectivamente, tal que X =ker LB M e = N & ImL.

Sejam X e ) espacos de Banach sob acoes lineares de um grupo de Lie compacto I'.
Seja

d: X xR 5y ®(0,0) =0, (A1)

uma aplicagdo suave ['-equivariante, onde a = (g, ..., ) € R¥ ! e ag = X é o para-

metro de bifurcagdo. Suponha que a diferencial £ = (d®)oo de ® com respeito a u na

origem seja um operador Fredholm de indice nulo. Queremos usar a reducao de Liapunov-

Schmidt para resolver a equagao ®(u,a) = 0, para u e a perto da origem. Dividimos o
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procedimento em cinco passos, seguindo [15, Chapter VII|. O ponto principal aqui é que

a equacao reduzida herda as simetrias de ®, desde que durante o processo de reducgao a

simetria seja respeitada.

10

20
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40

50

Passo: Decomponha os espacos X e Y como
(a) X =kerLBEM e (b)Y =Na&InL, (A.2)

onde M, N, ker L e ImL sao subespagos ['-invariantes (veja Definigao 1.2.1).

Pela Proposicao 1.0.3, estas decomposicoes sao possiveis, posto que L é Fredholm
por hipotese. Ainda, dimker £ = dim N = s < 0o, pois £ é de indice nulo.

Passo: Considere E : Y — ImL a projecao associada a decomposicao (A.2)(b) e I o
operador identidade em ). A equacdo ®(u, ) = 0 pode ser substituida pelas duas
equagoes equivalentes

(a) E®(u,a) =0 e (b)({ — E)P(u,a) = 0. (A.3)

Passo: Escreve u € X como u = v + w, onde v € ker L e w € M. Pela regra da
cadeia, a derivada de E® com respeito a variavel w na origem é

(E(d®)oo)|ar = (EL)|m = Llar,

pois E|pme = I. Entretanto, £ : M — ImL é invertivel, pois ker L N M = {0}.
Assim, o Teorema da Fungao Implicita garante que podemos resolver (A.3)(a) para

w como uma funcao de v e a. Este procedimento nos fornece uma tnica aplicacao
W : ker £ x RFFY — M tal que

E®(v+W(v,a),a) =0. (A.4)
Passo: Defina a aplicagao

¢ : ker L x RFT — N

(a) o (- B+ W(na)a) (85)

Chamamos ¢ de aplicagao reduzida. Como W satisfaz (A.4), segue que ¢(v, ) =
O(v+ W(v,a,7), @), ou seja, P(u,a) = 0 se, e somente se, (v, a) = 0.

Passo: Escolha uma base {v1,...,vs} para ker £ e uma base {v],...,v}} para N.
Defina a aplicacao g : R® x R¥f! — R*® por

gi(z, ) = (U, p(xqv1 + ..+ 2505, @)

parai = 1,...,s e x = (x1,...,25) € R*. Note que ¢(v,a) = 0 se, e somente se,
gi(z,a) = 0, paratodoi € {1,...,s}. Assim, os zeros de ® estao em correspondeéncia

biunivoca com os zeros da aplicagao g.
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Mostramos entao que a aplicacao ¢ obtida na reducao de Liapunov-Schmidt é uma
aplicagao I'-equivariante. Para provar isto, usamos o fato de que ® é I'-equivariante, ou
seja, ®(yu,a) = y®(u, ), para todoy € ' e u € X.

Proposicao 1.0.4. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em X e ). Considere P
uma aplicag¢do definida conforme (A.1) e seja ¢ : ker L x R¥Y — N a equagdo reduzida
(A.5). Se os subespagos M e N obtidos em (A.2) sao I'-invariantes, entdo a aplicagcdo ¢
comuta com a acao de I' em ker L; em simbolos

oy, A) =yp(v, ), VvekerLeyel.

Demonstracao: Seja £ : Y — ImL a projecao associada a decomposigao (A.2)(b)
com nucleo N. Seja u = v+ w € Y qualquer, onde v € ImL e w € N. Pela linearidade
de E e da acao de I' em ), temos que

VE(u) = yv = E(yv) = E(yv +qw) = E(yu), Vyel,

onde a segunda e a terceira igualdades seguem pois ImL e N sao subespacos I'-invariantes,
respectivamente. Logo, F é I'-equivariante. Além disso, pela ['-equivariancia de I, temos
que I — F também é I'-equivariante.

Seja W : ker £ x R¥*!1 — M a aplicacdao obtida no 3° Passo da reducao. Afirmamos
que W (yv, o) = yW (v, a), para todo v € ker L e v € I'. Para provar isto, fixamos 7 € I'
e definimos W, (v, @) = v~ 'W (qv, ). Logo,

E®(v+ W, (v,a),a) = E®(y ' (yv + W(yv,a)),a) =y ' E®(yv + W (yw, a),a) = 0,
pois E® é I'-equivariante e (A.4) é valida para todo v € ker £, em particular para ~yov.
Assim W, também resolve a equacdo E®(u, o) =0 e

W,(0,0) ='W (0,0) =410 = 0.
Pela unicidade de solugdes para o Teorema da Funcao Implicita, concluimos que W, (v, o) =
W (v, ) para cada v € I'. Assim,
YW (v,0) =W, (v, @) = 1(7" W (v, 0)) = W(w, a),
para todo v € I' e v € ker L, o que prova a afirmagao.
Como W, ® e [ — E sao I'-equivariantes, temos
o(yv.a) = (I—E)(yo+W(yv,a),0)
(I — E)YP(y(v+ W(v,a)),a)
= (I-E)(y®(v+ W, a),a)
= Y[ —-E)YP(v+W(,a),«)
= 79(v, ),

para todo v € I' e v € ker £, como desejado. Portanto, a equacao reduzida ¢ herda as
simetrias da equacgao original . 0
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Lista de Notacoes

grupo de Lie;

conjunto das matrizes de ordem n com entradas reais;
matrizes nao singulares de ordem n com entradas reais;
espaco vetorial das aplicagoes lineares invertiveis V +— V;
integral de Haar normalizada;

parte real do nimero z € C;

parte imaginaria do ntimero z € C;

operador identidade;

matriz identidade de ordem n;

espaco vetorial dos operadores I'-equivariantes;

anel das funcoes I'-invariantes;

anel dos germes I'-invariantes;

modulo das aplicagoes I'-equivariantes sobre o anel P(I);
modulo dos germes I'-equivariantes sobre o anel E(T);
orbita da acao de I' em x;

subgrupo de isotropia de x;

subespaco de ponto fixo de um subgrupo ¥ C I’
operador adjunto do operador L;

autoespaco real associado ao autovalor p;

autoespaco generalizado real associado ao autovalor p;
autoespaco imaginario;

subgrupo twisted em I' x S! para um homomorfismo 6 : H — S'.
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