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RESUMO

Temos por objetivo nesta dissertagao o estudo da teoria de controle e a

aplicagao desta para verificarmos a controlabilidade do sistema de controle linear.

Visando inicialmente o estudo de sistemas de controle, apresentamos alguns
pré-requisitos essenciais para o desenvolvimento da teoria, dentre eles a nocao de curvas
localmente absolutamente continuas em variedades suaves além do estudo de equagoes
diferenciais de Carathéodory, as quais pertencem a uma classe mais geral de equagoes
diferenciais ordinarias. Além disso, desenvolvemos uma no¢ao muito importante relativo

ao estudo de controlabilidade de sistemas: os conjuntos de controle.

Por fim, apresentamos condicoes necessarias e suficientes para que o sistema de
controle linear seja controlavel. Quando nao temos restri¢oes nos controles, tal condicao é
conhecida como Condi¢ao de Kalman. J& quando restringimos os controles a um subcon-
junto convexo e compacto de R™ contendo a origem em seu interior, a controlabilidade se

resume ao estudo de autovalores de matrizes.

Palavras Chave: Sistemas de Controle; Conjuntos de Controle; Controlabi-

lidade; Grupos de Lie; Semigrupos.



ABSTRACT

In this work, we studied the general results about control systems on a smooth
manifold M, that is, a family of differential equations &(x) = X (z(t),u(t)) on M, where
u: R — U C R™ belongs to a function set &/ which we impose some weak regularities,
X : M xR™ — TM is a C' map such that for each v € U, the function X, : M x TM is

a vector field on M.

After that we present the control set notion, which is really important to study

the controllability of general control sistems, in particular the non linear cases.

Finally, we show the main results about the controllability of linear control
systems on R? which are a particular and very interesting class of control systems. The

map X is given by X (z,u) = Az + Bu, where A € R and B € R¥>™.

Key words: Control Systems; Control Sets; Controllability; Lie Groups; Se-

migroups.
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INTRODUCAO

A Teoria Matematica de Controle é a drea da matematica que trata dos
principios bésicos subjacentes a andlise e projeto de controle de sistemas. Tanto na
engenharia quanto na matemadtica, controlar um objeto significa influenciar em seu com-
portamento de modo a alcancar uma meta desejada. A fim de implementar esta influéncia,
os engenheiros constroem dispositivos que incorporam varias técnicas matematicas. Estes
dispositivos variam desde o motor a vapor de Watt, projetado durante a Revolucao Indus-
trial na Inglaterra, até aos sofisticados controladores de microprocessadores encontrados

em itens como os CD players ou em robos industriais e pilotos autométicos de avioes.

Um dos problemas mais simples da robdtica pode nos ajudar a compreender
matematicamente a teoria: o de controlar a posicao de um conjunto rotacional de ligacao
simples usando-se um motor colocado no pivo. Este é apenas um péndulo onde o motor

¢ um dispositivo que aplica um torque como forca externa.

Il
N

mgsin(0)

Figura 1: Péndulo
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Aqui, m é a massa do objeto, g é a aceleracao da gravidade e u(t) o valor do
torque externo no instante ¢ (sendo positivo no sentido antihorario). Aproximando sin(f)
por 6 e escolhendo unidades de tempo, massa e de distancia de forma que m = g = 1,
a dinamica ¢(t) — ¢(t) = u(t) descreve o comportamento do sistema. Note que para
cada funcao real u temos uma equacao diferencial. Estas equacgoes serao um dos tipos
de objetos de interesse do nosso trabalho. De maneira geral, a teoria de controle analisa
o comportamento de sistemas de controle, que podem ser vistos como uma familia de
equagoes diferenciais parametrizadas por fungoes u : R — R™ (para algum m € N fixado),

assim como no caso do péndulo.

Formalmente, um sistema de controle é constituido de um espaco estado M,
o qual é uma variedade diferencidvel conexa de classe C*°, um conjunto de fungoes de

controle admissiveis Y = {u : R — R™} e uma dinamica

B(t) = X (x(t), u(t)) (1)

onde X : M xR™ — T'M é uma aplicacao de classe C'* de M xR™ sobre o fibrado tangente
TM de M e, para cada elemento v € U C R™ fixado, a aplicagao X, : M — T'M dada por
Xyu(z) = X(x,u) é um campo de vetores. Na literatura, exige-se que U seja constituido de
funcoes localmente integraveis. Neste trabalho, vamos iniciar com o estudo das solugoes
de (1), fixada uma condigao inicial e uma funcdo de controle u. Pelo fato de que as fungoes
u € U podem nao ser diferencidveis (nem sequer continuas), devemos utilizar a Teoria
de Equacoes Diferenciais de Carathéodory para obtermos solugoes tinicas para o sistema.
Observe também que estas solugoes dependem do tempo ¢t € R, da condicao inicial x € M
e da fungao de controle u € U. A partir dai, denotando estas solugdes por (¢, x,u),

estudaremos a regularidade destas solugoes com relacao aos parametros ¢ e x.

No segundo capitulo, estudaremos primeiramente as ideias de conjunto de con-
trole desenvolvida por F. Colonius e W. Kliemann em [!]. Tais conjuntos sdo subconjuntos
da variedade M onde se tem controlabilidade aproximada, isto é, qualquer ponto de um
conjunto de controle pode ser arbitrariamente aproximado por valores de solugoes a par-
tir de qualquer outro ponto do mesmo conjunto. Em seguida, veremos resultados sobre
conjuntos de controle para acao de semigrupos de grupos de Lie. Esta teoria foi desen-

volvida por L. A. B. San Martin e foi um dos principais avancos da teoria de controle,
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pois as ferramentas de algebras e grupos de Lie proporcionaram o surgimento de resul-
tados de suma relevancia, principalmente para questoes de controlabilidade de sistemas.
A importancia do estudo de conjuntos de controle é que, ao se estudar a controlabilidade
de sistemas de controle nao lineares, uma das dificuldades que se tem é a de encontrar
ou saber se um sistema é ou nao controlavel. Caso haja a nao controlabilidade de um
sistema, podemos entao procurar as regioes de M onde se tenha a controlabilidade (pelo

menos aproximada), isto é, os conjuntos de controle.

Por fim, aplicaremos a teoria desenvolvida em [1] para desenvolvermos critérios
de controlabilidade do sistema de controle linear em R?. Este tipo de sistema pode ser
encontrado em muitos problemas fisicos (o caso do péndulo é um dos exemplos), além
de ser um dos casos mais palpaveis de se estudar, principalmente pelo fato de podermos
encontrar suas solugoes de maneira explicita (fato este que dificilmente se tem em sistemas

nao lineares sobre uma variedade diferenciavel qualquer).
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Sistemas de Controle

1.1 Preliminares

Nesta se¢ao iniciaremos com um breve estudo de curvas localmente absolutamente continuas
no espaco euclidiano R? e um dos nossos desafios é o de definir este tipo de curvas em
ambientes mais gerais, como em uma variedade diferenciavel M. Outro objetivo desta
secao é o de mostrar que curvas localmente absolutamente continuas sobre variedades
diferenciaveis sao diferencidveis em quase todo ponto de seu dominio, isto é, sao dife-
renciaveis exceto em um conjunto de medida de Lebesgue nula. Estas curvas sao de
importancias fundamental no desenvolvimento da teoria de controle, pois por definicao
estas curvas serao as solugoes de Equacoes Diferenciais de Carathéodory, caracteristica

esta que a dinamica de um sistema de controle possui.

Dessa forma, poderemos definir as solugoes de um sistema de controle e mostrar
resultados de existéncia e unicidade de solugao do mesmo, uma vez fixada a condicao inicial

e a funcao de controle.

Seja M um espago topolégico de Hausdorff. Uma carta de M é um par (¢, V),
onde V' é um aberto de M e ¢ é um homeomorfismo de V' para um subconjunto aberto de
R?. Um atlas C", r € NU {oo} ¢é o conjunto & de cartas (¢q, Va) tal que os abertos Vs
cobrem M e sempre que V,NV3 # 0, entao a aplicagao ¢gog,’ : do(VaNVs) — ¢s(VaNV)
é de classe C". Uma carta (¢, V') é dita admissivel relativamente ao atlas L se UU{(¢),V)}
continua sendo um atlas. Um atlas 4 é dito maximal se ele contém todas as cartas
admissiveis em relagao a 4. O conjunto M munido de um atlas maximal é chamado de
variedade diferencidvel de classe C". Neste trabalho, assumiremos que M ¢ de classe C'*°,

conexa e metrizavel.

11



CAPITULO 1. SISTEMAS DE CONTROLE 12

Se (¢, V) é uma carta com x € V, entao dizemos que (¢, V') é uma carta em z.
Uma aplicagao f : M — N entre duas variedades de classe C", r € NU {oc}, é de classe
C" se para cada x € M, existe uma carta (¢, V;) em x e uma carta (¢, V2) em f(z) tal

que a aplicagao o fo ¢t : ¢(Vy) — 1(Vs) for de classe C”.

Vamos enfim a definicao formal de curvas localmente absolutamente continuas.

Definicao 1.1. Uma curva n : I — R? definida em um intervalo I C R € dita ab-
solutamente continua se para todo € > 0 ewistir 6 > 0 tal que para todo sistema finito

{[a1, B1], -+, [an, B} de subintervalos disjuntos de I a implicagdo

n

Y Bi—a)<s= Z 17(8:) = n(ew)|| < e

i=1
é vdlida, onde ||.|| € uma norma arbitrdria (porém fivada) em Re. A aplicagdo n é chamada
de curva localmente absolutamente continua se a restri¢cao de n a todo intervalo compacto

J C I € absolutamente continua.

Note que a defini¢gao nao depende da norma ||.|| fixada, ji que todas as normas

em R? sao equivalentes.

Observagao 1.2. e Podemos notar que toda curva absolutamente continua € local-

mente absolutamente continua.

e Seja I C R um intervalo. Entdo toda curva n : I — R? localmente lipschitziana
¢ localmente absolutamente continua. De fato, sejam K C I um compacto, ¢ =
c(K) > 0 a contante de Lipschitz de n em K e tome ¢ > 0. Considere 6 = .

Assim, dado um sistema finito {[ay, B1],- -+, [an, Bu]} de intervalos disjuntos de K

tal que Z(ﬁz — ;) < 4, temos que

=1

n

Z In(B:) — n(ei) |l < chi — 4| = CZ(BZ' — ;) < ef=e

, c
=1
Analogamente, podemos mostrar que toda curva lipschitziana € absolutamente continua.
o Toda curva localmente absolutamente continuan : I — R? definida em um intervalo

I C R € continua, pois caso 1 nao for continua em um certo ponto xq € I, entdo

eriste € > 0 de forma que para todo 6 > 0, sempre que |y — xo| < §, teremos
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In(y) —n(zo)|| > €. Considere K C I um intervalo compacto com xq € K. Assim,
para o € > 0 acima, seja 6 = 6(e) > 0 de acordo com a continuidade absoluta de n|x
e tomey € K tal que ly—xo| < 6. Desta forma, denotando por « = min{y, zo} e por
B =max{y, zo}, dado o sistema finito {[«, 5]} de K, temos que B—a = |y—xo| < 9,
logo ||In(y) — n(zo)|| > €, o que é um absurdo, pois n € localmente absolutamente

continua.

O proximo resultado apresenta uma propriedade muito importante que curvas
localmente absolutamente continuas possuem e sera utilizado na demonstracao de resul-
tados futuros, porém a sua prova foge ao escopo deste trabalho e nao a faremos aqui.

Todavia, sua demonstracao pode ser encontrada em ([0] p. 323 Teorema 18.1.22).

Proposicao 1.3. Uma curva localmente absolutamente continua n : I — RY € dife-

rencidvel quase sempre em 1.

Dizer que uma determinada propriedade vale ”quase sempre” (abreviado por

q.s.) significa que ela vale sempre, exceto para um conjunto de medida de Lebesgue nula.

O proximo resultado nos dé uma maneira equivalente de verificar se uma curva

é localmente absolutamente continua.

Proposicao 1.4. Dada uma aplicacdo n : I — R?, definida sobre um intervalo I C R, as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) n € uma curva localmente absolutamente continua;

ii) Para todo T € I existe um intervalo compacto J, C I tal que T € int;J, (o

interior de J, com respeito a I) e n|;. é absolutamente continua.

Demonstracao: Sejam 7 : I — R% uma curva localmente absolutamente continua, 7 € I
e J. C I um intervalo compacto tal que 7 € int;J,, o qual pode ser obtido tomando-se
algum intervalo compacto contido em [r — 1,7+ 1] NI contendo 7. Segue da definigao de

localmente absolutamente continua que 7|;. é absolutamente continua.

Suponha agora que (i) seja valida. Considere J C I um intervalo compacto.

Entao para todo 7 € J existe um intervalo compacto J, C I tal que 7 € int;J; e |, é
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absolutamente continua. Como 7 € int;J, # (), a compacidade de J implica que existem
m

Ti,- -, Tm tal que J C UJn- Seja J; = JNJ; parai=1,..,m. Entao J é igual a
i=0

unido dos intervalos compactos J;, i = 1,...,m, e (diminuindo o tamanho dos intervalos

J; se necessario) podemos assumir sem perda de generalidade que os intervalos J; se

interceptam somente em pontos de fronteira.

Devemos provar que 7|; é absolutamente continua. Para tanto, dado € > 0
escolha para cada i € {1,...,m} um nimero ¢; = §(¢/m) > 0 de acordo com a continuidade
absoluta de 7 restrita a J;. Seja & := min{4;; i = 1,...,m} e considere um sistema finito

{lov, Bu]s -+ -, [, Bn]} de subintervalos disjuntos de J com

n

Z(ﬁj — Ozj) < 0. (11)

Jj=1
Defina Jij = Jz N [Oéj,ﬁj], 1= ]., ..., € j = 1,...,n. Entao {Jﬂ,' . ;Jzn} é um sistema
finito de subintervalos disjuntos e compactos de J; para todo ¢ = 1, ..., m, enquanto que
alguns dos intervalos J;; podem ser vazios. Para simplificar a notacao, vamos substituir
estes intervalos vazios por intervalos contendo um unico ponto e assumir que existem

Qi < /Bij tais que (]Nij = [Oéij7ﬁij]' De (11) temos que

Z(/@z; — ;) < Z(ﬁ] —j)<6<9;, i=1..m
1 =1

J=
e portanto a continuidade absoluta de 7 restrita a fij implica que

€

Z [7(Bi5) = n(au)| < oo 1=1,...m.
j=1

Os intervalos [a;, B;] podem ser escritos como a uniao dos intervalos [a;;, 8], ¢ = 1, ..., m,

com isso podemos assumir que J; é ordenado com
aj = Qiyj < fiyj = Qigj < Pigj = iy < - < By = 5

para algum r = r(j) € {1,...,m} e iy, s, ..., %, dependendo de j, com i ; = iy + 1 para
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k=1,..,r—1. Assim

()]

ZHn(ﬁj)—n(%)ll = ZII > 1(Biais) = M, gy60)

zzl)

< Z Z 17(Biyy5) — nle ir(j)(j)j)H
J=1i=i1(j4)
= ZZHU(@J‘)—U(%)H
j=1 i=1
= ZZ 17(Bi3) — (i)l < e
7=1 =1
<€/m
o que mostra o desejado. O

Em vista da proposicao anterior, a seguinte definicao de curvas localmente

absolutamente continuas sobre variedades parece ser apropriada.

Definicao 1.5. Seja M uma variedade diferencidavel de dimensao d e I C R um intervalo.
Uma aplicacao n : I — M € uma curva localmente absolutamente continua se para todo
T € I existe um subintervalo compacto J, de I com T € intrJ, tal que n(J;) estd contido

no dominio V de uma carta (¢,V) e a composta pon : J. — R é absolutamente continua.

Proposigao 1.6. i) Para M = R? as Defini¢oes 1.1 e 1.5 sdo equivalentes;

ii) A Defini¢ao 1.5 nao depende da carta escolhida, isto é, se (¢1, V1) e (¢2, Va)
sao duas cartas de uma variedade diferenciavel M de dimensao d e J C I € um intervalo
compacto com n(J) C Vi NV, e tal que ¢p1on: J — RE € absolutamente continua, entdo

paom:J— RE também é absolutamente continua.

Demonstragao: i) Seja I C R um intervalo e suponha que n : I — R? seja localmente
absolutamente continua no sentido da Defini¢ao 1.1. Considerando a carta (idga, R?),
temos pela Proposicao 1.4 que para todo 7 € [ existe um intervalo compacto J, C [
tal que 7 € int;J,. Obviamente n(J,) C R? e idga o n : J. — R? coincide com 7|, , a
qual é absolutamente continua. Para a reciproca basta considerarmos novamente a carta

(idga, R?) e o resultado segue da Proposicao 1.4.
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ii) Note que para todo sistema finito {[aq, 81, , [am, Bn]} de intervalos dis-

juntos de J temos
D lidson(B) = dron(a)l = [l(g2061") 0 dron(B) — (d2061") 0 b1 on(a).
i=1 =1

A mudanca de coordenadas ¢; 0 @7 " : ¢1(ViNVa) — ¢o(ViNVy) é um difeomorfismo C,
logo pelo Teorema de Tietze podemos estender ¢, o ¢ 1 a uma funcio 1 : R — R? de

classe C*° e com suporte compacto. Usando o Teorema do Valor Médio, temos que

> ligson(s) —¢zon(ei)l < Jnax Hl/} DY oo n(Bi) = dron(a)]:
i=1 ~

-~
=C

Agora, dado € > 0 escolha § = d(¢/c) de acordo com a continuidade absoluta

de ¢ on em J. Logo se Z(@ a;) < 0, entao Z o1 on(B;) — ¢1 om(aw)|| < €/¢, logo

i=1
3 lldwon() — drom(a)] < £ =
i=1

o que conclui a demonstracao. O

Como para curvas no espaco euclidiano, a seguinte proposicao também é valida

para curvas em variedades suaves.

Proposicao 1.7. Uma curva localmente absolutamente continua n : I — M € continua

e diferencidvel quase sempre.

Demonstracgao: falta provar a continuidade!!! Para mostrar a diferenciabilidade, co-
brimos / com uma quantidade enumeravel de intervalos compactos Ji, £ € N, tal que
n(jx) esteja contido no dominio de uma carta local (¢, Vi) e ¢ o seja absolutamente
continua. Pela Proposicao 1.3 temos que ¢ o n é diferenciavel quase sempre, portanto
cada |y, k € N, é diferenciavel quase sempre. Consequentemente 7 ¢ diferenciavel quase
sempre em [, uma vez que a uniao enumeravel de conjuntos de medida nula tem também

medida nula. O

1.2 Equacoes Diferenciais de Carathéodory

Na sequeéncia, introduziremos a nocao de equacoes diferenciais de Carathéodory em sub-

conjuntos abertos de R e citaremos resultados sobre existéncia e unicidade de solucoes
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além da dependéncia diferenciavel das condigoes iniciais.

E importante observar que, na teoria de equagoes diferenciais, a existéncia e a
unicidade de solugao é garantida quando a funcao f : I x D C RxR? — R? tal que @(t) =
f(t,z) é continua, lipschitziana na segunda varidvel, com D = {x € R% ||z — z¢|| < ¢},
onde ¢ é uma constante real positiva, x(ty) = x¢ é a condigao inicial fixada e I um intervalo
compacto contendo ty. Carathéodory desenvolveu uma teoria de equacoes diferenciais que
generaliza o caso anterior principalmente pelo fato de enfraquecer as hipdteses sobre a
aplicacao f e ainda assim obter teoremas de existéncia e unicidade e de regularidade das

solucoes. Vejamos agora com mais detalhes esta teoria.

Definigao 1.8. Seja I C R um intervalo, D C R® um subconjunto aberto e f : I x D — RY

uma fungdo com as sequintes propriedades:
i) f(-,z) : [ — R4 € Lebesque mensurdvel para cada x € D;
i) f(t,-) : D — RY € continua para cada t € I.

Entao f é chamada de funcao de Carathéodory e a equagao

@(t) = f(t,2(1)) (1.2)

¢ chamada equagao diferencial de Carathéodory. Uma solug¢ao de (1.2) é uma curva
localmente absolutamente continua n : J — D, definida sobre algum intervalo J C I tal
que

n(t) = f(t,n(t)), para quase todo t € J.

Se n(to) = xo, para algum (ty,xo) € J x D dizemos que 1 é uma solu¢ao do problema de

valor inicial

i(t) = f(t2(t), a(to) = 2o (1.3)

Observacao 1.9. o As solugoes de equacoes de Carathéodory também podem ser de-
finidas como curvas continuas que satisfazem a equacdao integral correspondente a
(1.2), isto €,

n(t) = xo + /tf(s,n(s))ds, para todo t € J.
to

Em [12], por exemplo, as solugoes sao definidas dessa forma. Em [0] pode-se veri-

ficar que ambas as defini¢oes sao equivalentes.
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A préxima proposicao nos dé condigoes suficientes para a existéncia e unicidade

de solucgoes.

Teorema 1.10. Assuma que a fun¢do f da equagdo diferencial de Carathéodory (1.2)

tenha as sequintes propriedades:

i) Para cada xo € D existe um nimero real § > 0 e uma func¢do localmente

integrdvel o : I — R tais que a bola Bs(xg) C D e

1f () = f(E )l < a@®)llz —yll, paratodot el ex,ye Bs(xo); (1.4)

ii) Para cada xo € D fizado, existe uma fung¢do localmente integrdvel B : I —

R com

| f(t,z0)|| < B(t) para quase todot € I. (1.5)

Entao para cada par (ty,x¢) € I x D eziste um intervalo (nao vazio) J C I,
aberto relativo a I, e existe uma solucao n : J — D do problema de valor inicial (1.3)
com a sequinte propriedade: se & : J — D € uma outra solug¢do qualquer de (1.3), onde
J'C 1, entio J CJe&=nlp. Asolugion é chamada de solu¢io mazimal do problema

de valor inicial (1.3) no intervalo I.
Para demonstrar este Teorema, precisamos de dois resultados técnicos. O
primeiro deles é também conhecido como Lema de Gronwall.

Lema 1.11. Sejam I C R um intervalo, ¢ > 0 e duas fungoes a, p: I — Ry tais que

¢ localmente integrdvel e u € continua. Se existe to € I tal que

pu(t) <wv(t) = c—l—/t a(s)u(s)ds (1.6)

para todo t > to, t € I, entao

u(t) < celio @ (1.7)

Demonstracao: Note que ©(t) = a(t)u(t) < a(t)v(t) quase sempre, logo

(t) — a(t)u(t) <0 (1.8)
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para quase todo t. Seja

m(t) =v(t)e” Jig o(s)ds.
Esta funcgao é localmente absolutamente continua e
(1) = (0(t) — at)w(t))e fo @ < g
por (1.8), logo m é nao crescente, e portanto,
v(t)e” Jig (s _ 7(t) < mw(ty) = v(ty) = ¢

de onde segue a desigualdade desejada. O

O proéximo lema serd aplicado repetidamente na demonstracao do teorema de
existéncia e unicidade de equacgoes diferenciais de Charathéodory.

Lema 1.12. Sejam L C R um intervalo, D C R?, X, C X C R? dois subconjuntos,

fungoes f,g: L x D — R? que satisfazem
a) f(-,x) e g(-,z) sdo mensurdveis para cada x € D fizado;
b) f(t,-) e g(t,-) sio continuas para cada t € L fizado,

e funcoes continuas & : L — X e ( : L — Xqy. Se existem fungoes localmente integrdveis

a,B: L — Ry tais que

1t 2) = Fty)ll < a@)le =yl (1.9)

para todo x,y € X etodot € L, e

1f(t,2) —g(t,2)|| < B(t) (1.10)

para cada x € X, e todot € L. Entdo, se xy e 2y sio elementos arbitrdrios de R? ety € L

e denotando

f(t) = .7:0+/t f(s,&(s))ds

E(t) =20+ / 9(5,C(s))ds

to

vale que

1€ = ¢l < on—ZoHJr/ a(S)Hf(S)—C(S)HdSJr/t B(s)ds

to

para todo t < tg tal que t € L.
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Demonstracao: Note que

1/ (s,€(5)) = g(s, ClNI < (£ (5,€(8)) = f s, CDI + [1F (5, C(5)) = 9(s, C ()],

de onde segue que
/tIIf(S,ﬁ(S))—g(s,C(S))Ilds < /(Ilf(s,ﬁ(S))—f(S,((S))ll+IIf(S,((S))—g(s,C(S))II)dS

t,

- / 1 (s, &(5)) — £(5.C(s)llds + / 1£(5,C(5)) — g(s,C() s

1) —C@)ll = o + / F(s,£(s))ds — 20 — / 9(s,C(s))ds]

to

< Jzo— 2o + / 1£(5. £(5)) — g(s, C(s)) s
< leo — zoll + / 1£(s, £()) — F(s,C(s)) s + / 1£(5.C(5)) — g(s, C(s))ds
< Jlo — zoll + / a(s)IIECs) — ¢(s)1ds + / B(s)ds.

|

Antes de provar o Teorema (1.10), podemos observar que para cada compacto

K C D existe uma funcao localmente integravel v tal que
| f(t, )| <~(t), paratodote I,z € K. (1.11)

Com efeito, dado zy € K, existem 0 > 0 e funcgoes «, 5 que satisfazem as hipoteses do

teorema. Portanto, para todo x € Bs(xzg) e todo t € I,

L7 @) < A o)l + 1LF () = f & zo)l] < B(E) + da(t). (1.12)

Denote por v, (t) a funcao f(t) + da(t), a qual é localmente integravel também. Consi-
dere a cobertura aberta de K formada pelas bolas Bs(xg). Por compacidade existe uma
subcobertura finita, correspondente a, digamos, bolas de raio § e centradas em x4, --- , ;.
Considere y(t) := max{vyz, (t), -+, 7 (t)}, a qual é localmente integrdvel e (1.12) nos da
a desigualdade (1.11).

Agora vamos finalmente demonstrar o Teorema (1.10).
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Demonstracao do Teorema 1.10: Assuma, sem perda de generalidade, que I # {ty},
pois caso contrario, basta definirmos a fungao 7(ty) = o e verificar que esta é a solugao
maximal do problema de valor inicial (1.3). Mostraremos inicialmente que existe € > 0
tal que o problema de valor inicial (1.3) admita uma tnica solu¢ao em [tg, %y + €] N 1. Se
to ¢ o maximo do intervalo I, entao [to,to + €] NI = {to} e o resultado segue de forma
analoga ao argumento anterior, portanto vamos assumir que este nao é o caso. Dado o
ponto xgy, considere § > 0 e fungoes localmente integraveis « e § como nas hipdteses do

Teorema. Note que pela integrabilidade local, as fungoes

a(t) ::/0 a(s)ds e b(t) := 0 B(s)ds

to to

convergem para zero quando ¢ — 0%. Note também que como « e  sao nao negativas,
temos que a e b também as sao e além disso sao nao decrescentes. Com isso, existe € > 0

tal que to+e€l e
1) a(t) <a(e) = A < 1, para todo t € [0,¢], e

2) a(t)d + b(t) < afe)d + b(e) < 0, para todo t € [0,¢]. Considere a fungao
constante & : [to, to + €] — R? dada por &(t) = z¢ e também a bola fechada de raio §
centrada em & no espaco das fungoes continuas C°([ty, to + €], RY) de [to, o + €] em R?, a

qual denotaremos por B.

Introduza o operador
S B — C[to, to + €], RY)

definida por
(SE)(t) := o + /t f(s,€(s))ds.

Como & é continua, temos que £(t) pertence a algum compacto K, para todo t € [tg, to+ €]

e pelo comentario anterior, f(-,€(+)) é localmente integravel, pois

[ 156.eo0lis < [ 2(oas

to

Portanto, S estd bem definida e S¢ é absolutamente continua para cada & (ver [17] Teorema

3.36).

Afirmamos agora que B é invariante por S. De fato, tome £ € B e aplique o

Lema 1.12 com L = [tg,to + €|, g = 0, os mesmos «, 3, 9,& e f como aqui, X = Bs(xp),
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Xo ={x0}, ( =& e 20 = 9. Assim

aw=m+[f@aww=w@@ e C(t) =10 = &)

e concluimos que
1S€ = Solloe < (1€ = &ollocale) + b(e) <0,

a tltima desigualdade segue da Propriedade (2). Portanto S pode ser vista como uma

aplicacio B — B. Em seguida, mostraremos que S é uma contracao.

Aplicando novamente o Lema 1.12, mas desta vez fazendo as seguintes escolhas:
dados &,¢ € B, considere X = X, = Bs(r), , f, 29 como aqui, g = f, 5 =0, L =
[to,to + 6] € 20 = Xp. Assim

§@=m+/f@am@=wmw

to

e
0 =0+ [ £05,6(6))ds = (S2cta)(0),
0
dai
19§ = SClloo < AllE = Clloos
mostrando que S é uma contracao. Assim, pelo Lema da Contracao (ver [16] Lema 1 p.

12) existe um ponto fixo £ de S, isto é, S& = &, e este é, portanto, uma solugao de (1.3),
pois
t .
)=+ [ s €(sds implica que &(0) = f1¢.€(0)

em |[to, to + €]. Se ty ndo é o minimo do intervalo I, com argumentos similares podemos
provar que existe uma solugao em algum intervalo da forma [ty — €, to], e portanto, conca-
tenando as duas solugoes, concluimos que existe uma solucao em um intervalo da forma
[to = €,t9 + €]. Se tp é um extremo do intervalo I, temos bem definida uma solugao em
um intervalo da forma [ty — €, ] ou [to, ty + €], e em qualquer caso obtemos uma solugao
definida em uma vizinhanca de ¢ty em I. Além disso, este resultado de existéncia local

independe da escolha da condigao inicial x(t) = .

Provaremos agora a seguinte afirmacgao de unicidade que nos ajudara a finalizar
a demonstracao: Se £ e ¢ sdo duas solugoes de (1.3) sobre um intervalo J C I, ty € J,

entao £ = ( em J.
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Mostraremos que estas solucoes coincidem para todo t € J tal que t > t.
O caso t < ¢ty segue de maneira andloga. Para tanto, provaremos inicialmente que & e (
devem coincidir em algum intervalo (possivelmente pequeno) da forma [y, to+¢] C J para
algum € > 0. (Se ty é o méximo de J, entao o resultado é valido, pois £ e ¢ sdo solugoes
de (1.3)). Escolha 6 > 0 como na condigao (i) do enunciado do Teorema para o zy dado.
Pela continuidade de & e (, existe € > 0 tal que £(¢),((t) € Bs(zo) para todo [tg,to + €.
Aplicando mais uma vez o Lema 1.12, desta vez tomando X = Xq = D, f, x0,&, (, @« como

aqui, zo = xg, g = f, L = [to,to + €] e § = 0. Assim, sendo £ e { solugoes de (1.3), temos

£(t) = o + / f(s,Es)ds =&(t) e C(t) =20+ / f(s,C(s))ds = &),

entao

It 0l < [ alolets) - colds

to

para todo t € [to,to + €]. O Lema 1.11 implica que se tomarmos pu(t) = ||£(s) — ((¢)|], «
como aqui e ¢ = 0, teremos que ||{(t) — ((¢)|| = 0, com isso £(t) = ((¢) em um intervalo

da forma [to, to + €.

Agora, suponha por absurdo que existe ¢t > t; tal que t € J e &(t) # ((¥).
Defina

ty=inf{t € J; t >ty e £(t) # (1)}

Entao & = ¢ em [tg,t1) e pela continuidade de £ e { temos que £(t1) = ((t1). A prova
da unicidade local acima foi feita para qualquer condicao inicial z(ty) = xo, portanto
podemos aplicé-la a condi¢ao z(t;) = 1, onde x; = £(t1). Segue dai que £ = ( em algum
intervalo da forma [t,?; + €], para algum € > 0, contradizendo a defini¢ao de ¢;, de onde

segue que £(t) = ((t) para todo t € J tal que t > t,.

Mostraremos agora que existe uma solu¢ao maximal. Para tanto, considere

Tmin := Inf{t € I; existe uma solugao em [t, ]}

Tmax = sup{t € I; existe uma solugao em [ty t]}.

(Possivelmente, Tyayx = +00 ou Ty = —o0). Do resultado de existéncia local temos que

Tiin < Tmax- Considere o intervalo aberto (Tiin, Tmax). Existe uma solugao neste intervalo,
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pois podemos construir duas sequéncias (s, )y e (t,)n tais que

Sp = Tmins Sn > Tmin para todon € N

ty = Tmin, tn < Tmax para todo n € N,

e por defini¢ado de T, € Tmax existe uma solugao em cada intervalo (s,,t,) e além disto

estas solugoes coincidem em seus dominios comuns pela afirmacao de unicidade.

Tomemos agora J da seguinte maneira: Se Ty, € Tmax Pertencem ao interior
de I, entao
J = (Timin, Tmax)-
Se Tiin € 0 minimo do intervalo I (isto é, I é da forma [Tyin, b]ou[Timin, b)), entao Ty, é
adicionado a J desde que exista uma solucao em um intervalo incluindo 7,;,. Similarmente

para Tpax. Com esta definicao, J é aberto relativo a I e nao vazio.

Por fim, se 7,in esta no interior de I, entao nao existe solucao ¢ do problema
de valor inicial definida em [T, %0]. Caso contrario, da afirmagao de existéncia local
aplicada a 2(7Tmin) = £(Tmin) = ((Tmin), resultaria na existéncia de uma solu¢do em algum
intervalo da forma (T — €, Tmin] € portanto, por concatenagao de solugoes, podemos
definir uma solugdo em (T — €, to], 0 que contradiz a definigdo de 7. Similarmente
para Tmax. Concluimos que qualquer solucao do problema de valor inicial deve ter dominio
contido em J e, com isso, a ultima parte do Teorema fica demonstrada pela afirmacao de

unicidade. O

A seguinte proposi¢ao pode ser encontrada em [6]. Ela nos dd ndao somente a
existéncia e unicidade de solucao como também a diferenciabilidade continua com respeito
a condigao inicial.

Proposicao 1.13. Sejam I C D um intervalo aberto, D C R um subconjunto aberto
e f:IxD — R? uma funcio de Carathéodory e suponha que as derivadas parciais
g—é :IxD =R i=1,..,d, existem e sio funcées de Carathéodory. Suponha ainda que
cada fun¢ao F € {f, g—yfl, s %} satisfaca a sequinte condi¢ao: Para todo (tg,z) € I X D

existem 01,09 > 0 tais que o conjunto

Q= {(t,x) e Rx RY |t —to| < b1, ||z — w0l < b2}
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estd contido em I X D e que exista uma func¢do integrdvel p : [to — 01, to + d2] = R com
|1F(t,2)[| < p(t) para todo (t,z) € Q.

Entao a solugio 1, 4,) para cada problema de valor inicial (1.3) existe em algum intervalo
aberto J(tg, xo) C I que contém ty e é tinica. Além disso, a funcio ® : G — R? definida
por

(I)(t,to,l') = n(to,x)(t)7 G = {(t,to,ﬂf) ERXRX Rd; te J(to,ﬂf)},

€ continua e continuamente diferencidvel com respeito a x.

1.3 Teoria Basica de Sistemas de Controle

Nesta se¢ao vamos finalmente introduzir sistemas de controle em variedades suaves e pro-
var resultados basicos, em particular, a existéncia e unicidade de solugoes de um sistema

de controle e a dependéncia diferenciavel das solugoes com relagao as condigoes iniciais.

Definigao 1.14. Sejam d,m € N, M uma variedade suave (de classe C*) d-dimensional,
UCR™e X : M xR™— TM uma aplicagao de classe C* tal que X, := X (-,u) : M —
TM é um campo de vetores em M para cada w € R™ fizado (i.e. X(x,u) € T, M para

todo x € M ). Considere ainda um conjunto de fungoes de controle admissiveis
U:={u:R—-U}.
Entdao a familia de equacoes diferenciais
(t) = X(z(t),u(t)), uveld (1.13)

¢ chamado um sistema de controle, ou simplesmente sistema. A variedade M ¢ chamada
de espaco estado e a aplicagao X € chamada de lado direito do sistema de controle.

Fixadosu el exg € M
(t) = X(x(t),u(t)), =x(0)=x, (1.14)

¢ chamado de problema de valor inicial do par (xg,u). Uma solugdo de 1.1/ € uma curva
localmente absolutamente continua n : I — M, definida em um intervalo I com 0 € I, tal
que n(0) = zo e

n(t) = X(n(t),u(t)) para quase todo t € I.
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1
loc

O conjunto U é um subconjunto do conjunto L;, (R, U) constituido das fungoes

u : R — U que sao localmente integraveis (fungdes que sao integréveis, no sentido de

Lebesgue, em cada compacto K C R) e que gozam das seguintes propriedades:

1. Dados s € R e u € U, entao a fun¢ao v’ : R — U dada por u/(t) = u(t + s)

também pertence a U,

2. Dados uy,us € U e s € R, entao a s-concatenacao de u; por us, denotada

por u; Ag us e definida por

B ur(t), se t<s
i A uat) = { us(t —s), se t>s

também pertence a U.

A propriedade 1 acima, nos induz a definir a aplicacao shift © : R x U — U
dada por
O(s,u) = Ogu com (O4u)(t) = u(t + s) para todo s € R.

E possivel provar que © estd bem definida e que satisfaz

e O(0,u) = u;

e O(t+ s,u) =0(t,0(s,u)).

paratodot,s € Rewu € U. Esta aplicagao sera til para resultados futuros deste capitulo.

Em [1] (pdgina 95) se define uma topologia em U (a topologia fraca*), o que

torna possivel mostrar a continuidade da aplicacao shift.

Na literatura, ¢ usual se considerar o conjunto & como um dos seguintes con-

juntos de fungoes (além do L},.(R,U)):

Up. == {u:R — U; wu é constante por partes }

Loo(R,R™) :={u:R — U; u é essencialmente limitada }

Upeo :={u : R — U; wu é continua por partes }

Como as fungoes de controle podem ser apenas localmente integraveis, vemos

aqui a necessidade de se utilizar a teoria de equacgoes diferenciais de Carathéodory, pois
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caso contrario nao conseguiriamos obter solugdes para a dinamica de controle @(t) =
X(x(t),u(t)).

Vejamos alguns exemplos de sistemas de controle.

Exemplo 1.15. Considere M = R? ¢ U C R™. Um sistema de controle é dito linear se

¢ da forma
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (1.15)

com U = R™, onde A € R¥™4 ¢ B € R™™ sdo matrizes reais. Se U C R™ é compacto,

convexo e 0 € int U, denominaremos de sistema de controle linear com controle restrito.

Exemplo 1.16. Dados M = R%, U C R™ e Ay, Ay, , Ay, € R Diremos que a

familia de equacgoes diferenciais

B(t) = Ao (t) + Y wi(t) Az (t), (1.16)
i=1
€ um sistema de controle bilinear.

Exemplo 1.17. Sejam M uma variedade diferencidvel e U C R™. Um sistema de controle

¢ dito afim se € constituido de uma familia de equacoes diferenciais da forma
x(t) = Xox(t) + Zul )Xz (t (1.17)

onde x(t) = (z;(t), -+ ,zq(t)) € R, u(t) = (uy(t), - ,un(t)) € U e Xo, X1, , Xp sdo

campos de vetores de classe C* em M.

Note que os Exemplos 1.15 e 1.16 sao casos particulares do Exemplo 1.17.

O seguinte teorema garante a existéncia e a unicidade de solugao para o pro-

blema de valor inicial (1.14).

Teorema 1.18. Considere o sistema de controle (1.13) e fize (xo,u) € M X U. Entao
existe uma solugao n : I — M do problema de valor inicial (1.14), definida em um
intervalo (nao vazio) aberto I satisfazendo a segquinte propriedade: Se & : J — M € outra

solugao de (1.14), entao J C I e & =n|;.
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A solugao n do teorema acima serd denotada por
o(,zo,u): I — M (1.18)

e serd chamada de solugdo maximal do problema de valor inicial (1.14) ou simplesmente

de trajetéria. O intervalo I sera denotado por Iax(zo, u).

Demonstragao: A demonstracao sera dividida em trés passos.

Passo 1: Vamos mostrar que existe uma solucao definida em um intervalo aberto J con-
tendo 0. Para tanto, escolha uma carta (¢, V) de M com zy € V. Seja W := ¢(V) C R?
e defina X : W x R™ — R? por

X(y,u) == gbﬁb_l(y)X(qb_l(y),u) para todo (y,u) € W x R™. (1.19)

Note que T;,R? pode ser identificado canonicamente com R para todo y € W e portanto
podemos assumir que o contradominio de X é R? ao invés de TR?. Por construcao X é
uma funcao de classe C! e pode ser decomposta da seguinte maneira:
—1xid / T
W xR Sy R A Ty ST 2 W< RS R
onde m : W x R? — R? é a projecao no segundo fator. Para a funcio de controle u € U

fixada, defina
f:RxW — R4

(t,y) +— f(ty) = X(y,ult))

e considere a equagao diferencial

y(t) = f(t,y(t)). (1.20)

Vamos mostrar que f é uma funcao de Carathéodory. Para isto, considere para y € W
fixado a funcio f(-,y) : R — R% t — X (y, u(t)). Tal funcdo é mensurével, pois pode ser

escrita como a seguinte composicao de funcoes mensuraveis:

t=u(t) = (y,u(t) = X(y, ().

Agora fixe t € R. Entdo = — f(t,z) = X(x,u(t)) é continua, pois X é continua. Isto
mostra que (1.20) é uma equacao diferencial de Carathéodory. Queremos agora mostrar

que existe uma unica solucao do problema de valor inicial

y(t) = f(ty(@), y(0) = ¢(xo).
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Iremos, portanto, mostrar que f satisfaz as condigoes (1.4) e (1.5) do Teorema 1.10: Fixe

Yo € W e escolha § > 0 tal que fe(Bs(yo)) C W. Entao pela desigualdade do valor médio

temos que
£ty = Ftg)| = 1K ) = K u®)]
oxX
< max - U t . .
— yefe(Bswo)) | oy (y, w@) - Nl — el

para todo t € R e todo y1,42 € Bs(yo), j& que Bs(yo) é convexo. Assim, tomando

0X

a(t)=  max ||—

vefe(Bs(yo))  OY
verificada, pois

(y,u(t))|| temos que (1.4) é satisfeita. A condic¢ao (1.5) também é

1t 5ol = 11X (yo, () < 12X (o, ult))]

para todo t € R. Logo, basta tomar B(t) = || X (yo,u(t))||. Consequentemente, pelo
Teorema 1.10 Existe uma solucao maximal 7 : J — W definida em um intervalo aberto
e nao vazio J satisfazendo 77(0) = ¢(xp). Defina n: J — M por n(t) := ¢! o 7(t). Note
que 7 é localmente absolutamente continua, pois como n(J) C V (o qual é o dominio da
carta ¢), entdo dado 7 € J e J. C J compacto com 7 € int;J,, temos que n(J,) C V e
a composta g on = 77 : J, — R? é absolutamente continua, uma vez que 7 é localmente

absolutamente continua. Além disso, temos que

(1) = (@ in(t) = (&~ Vo X (A1), ult)) = (67 ey Pnn X (1), u(t)) = X (1(t), u(t))

para quase todo t € J. Portanto 1 é solugdo do problema de valor inicial (1.14).
Passo 2: Vamos mostrar que quaisquer duas solugbes &; : J; — M, i = 1,2 de (1.14)
definidas nos intervalos abertos J; e Js, respectivamente, coincidem em J; NJy. Para isto,

considere o conjunto
A= {t eJin JQ; 51(15) = 52(15)}

Como 0 € J; N Jy, temos que A # (). Pela continuidade de & e &, A é fechado em J; N J,.

Para ver que A também é aberto, fixe 7 € A e considere o problema de valor inicial

#(t) = X(2(t),u(t)), (1) =&(r) = &(7).

Entao pela mesma construcao do Passo 1, obtém-se uma solugao local definida em um
intervalo aberto contendo 7. (falta provar que tal solu¢do nao depende da carta local!ll).

Segue, portanto, do Teorema 1.10 que tal solucao é localmente tnica. Isto implica que &;



CAPITULO 1. SISTEMAS DE CONTROLE 30

e & coincidem em uma vizinhanca de 7 e portanto A é aberto. Assim, como J; N Jy é
conexo, concluimos que A = J; N Js.

Passo 3: Provaremos a seguinte afirmacao: Seja I a uniao de todos os intervalos abertos
contendo 0 sobre os quais existe uma solugao de (1.14). Entao I é aberto e nao vazio. Por
definicao, para 7 € I arbitrario, encontramos um intervalo aberto I, C I com 7 € I, sobre
o qual estd definido uma solugao £. Definimos n : I — M por n(7) := £(7). Pelo Passo
2, a curva 7 é independente da solucdo individual £ que usamos. Claramente 7(0) = zo.
Além disso, 1 é localmente absolutamente continua, uma vez que localmente 7 coincide
com uma curva que tem esta propriedade. Também ¢é verdade que 7 satisfaz a equagao
diferencial (t) = X(z(t),u(t)) quase sempre. Por construgao, qualquer outra solugao

€:J— M de (1.14) satisfaz J C I e £ =n);. O

A préxima proposicao nos da uma condic¢ao suficiente para que uma solugao

maximal seja definida sobre R.

Proposicao 1.19. Sejan : I — M uma solugdo mazimal do sistema de controle (1.13).

Assuma que K C M seja um compacto tal que n(t) € K para todo t € I. Entao I = R.

Demonstracao: Seja I = (a,b) com —oo < a <0 < b < co. Vamos provar que b = 0o
(a prova de que a = —oo segue de maneira andloga). Suponha que b < 0o e seja (t,)nen
uma sequéncia estritamente crescente com t,, € (a,b) para todo n € N e ¢, — b quando
n — oo. Por hipétese, todos os elementos da sequéncia (1(t,,))nen pertencem ao compacto
K. Consequentemente, exite uma subsequéncia convergente, a qual por simplicidade sera
ainda denotada por (n(t,))nen. Portanto seja z € K tal que n(t,) — z e tome uma carta
local (¢,V') em torno de z com ¢(z) = 0 e fe(B1(0)) C ¢(V), onde B;(0) denota a bola
aberta de raio 1 e centrada em 0 € R% Considere X : ¢(V) x R™ — R? definida como
em (1.19), isto é, a versao local do sistema de controle (1.13) com respeito a carta (¢, V)
¢ dada por
g(t) = X(y(),u(t), veld.

Como t, — be (n(t,)) — z, podemos encontrar ng € N tal que

n(tn) €V, ¢(n(tn)) € B

1
4

(0) para todo n > ng e /t ||)~((gz5(n(7'))),u(r))]|dr < ;1,

0
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uma vez que a funcdo 7 — || X (4(1(7))), u(7))|| é localmente integravel. Sendo 1 continua

e V aberto, existe t € (t,,,b) tal que n([t,,,t]) C V. Desta forma, obtemos

let(®) = ottt =1l | X(¢(n(r)), u(r))dr|

IN

/IIX(¢(n(T))),U(7))IIdT

IX((n(7))), u(r))|ld7

IN
H

_ 1
4
Usando a desigualdade triangular, obtemos
1 1 1
le)I < llem(t)) = enta )l + ldn(ta, Il < 7 + 7 = 5-

Consequentemente, ¢(n([t,,,b))) C Bi1(0) e N([tny, b)) C V. Para todo t € (t,,,b) existe

n =n(t) € N com t, > t. Pela desigualdade triangular temos

[N < le(n(t)) — ()]l + llo(n(En))]l-

Fazendo t — b, entao ||p(n(t,))|| — ||¢(2)| = 0, pois t,, > t, e também

l@(n(tn)) = ¢(n(t))]l S/t IX(¢(n(7))), u(7))lldr — 0.
Assim }‘gr; llo(n(t))|| = 0, ou seja, 15% o(n(t)) = 0, de onde segue que 113; n(t) = z. Assim,
se definirmos ¢ : (a,b] — M por

g(t)_{n(t), se a<t<b

- z, se t=10
temos que £ é uma extensao continua de n sobre o intervalo (a, b, a qual é também uma

solugao de (1.13). Sendo n uma solu¢ao maximal, deveriamos ter (a,b] C (a,b), o que é

um absurdo. Portanto b = oo. |

Em particular, se considerarmos M uma variedade compacta, pela proposi¢ao

anterior temos que todas as solugoes maximais estao definidas sobre R.

Corolario 1.20. Assuma que o lado direito X do sistema de controle (1.14) satisfaca
X(z,u) =0 para todox € M — K eu e R™,

onde K C M € um compacto. Entao todas as solugoes mazximais estao definidas em R.
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Demonstracao: Seja n: I — M uma solu¢ao maximal. Assuma que exista 7 € [ tal
que n(1) € M — K. Como M — K ¢ aberto em M e n é continua, entao n(t) € M — K

para todo ¢ em algum intervalo da forma (7 — €, 7 + €) com € > 0. Segue que

d
pr (t) = X (n(t),u(t)) = 0 para quase todo t € (T — €, T + €).

Consequentemente 1 é constante em (7 — €, 7 + €) e portanto em I, pois se p € M é tal
que 7(t) = p para todo t € (e — 7,€+ T), entdo se supormos por absurdo que exista s € [
tal que n(s) # p, novamente pela continuidade de 1 podemos encontrar 6 > 0 tal que
n(t) # p para todo t € (s —d,s + ) C I, e com isso, se definirmos £(t) = p para todo

t€(s—0,s4+0), temos que
d
%f(t) =0=X(&(t),u(t)) para quase todo t € (s—d,s+0).

Seguiria entdo da maximalidade de n que 9|s—ss145)(t) = £(t) = p para todo t € (s —
d,8 +0), o que é um absurdo. Assim 7(t) € {p} para algum p € M. Como {p} C M
é compacto, segue da proposicao anterior que I = R. Caso nao exista 7 € [ tal que

n(t) ¢ K, entao n(t) € K para todo t € I e portanto I = R pela proposigao anterior. 0O

Considerando novamente o sistema (1.13), as solugdes maximais (-, z,u) de-

finem uma aplicagao
©0:D— M, (t,x,u)— o(t,z,u), (1.21)

onde

D :={(t,z,u) ERXx M xXU; t € Lnax(z,u)}.

Em muitos casos vamos fixar um ou dois dos argumentos de ¢. Para enfatizar

quais argumentos estao sendo fixados, usaremos a seguinte notacao:
Prul() = 0ru(t) = ult, ) = oz, u) = (L, 2, u).
1.3.1 Propriedades de Regularidade das Solucoes

O objetivo desta subsegao é provar a dependéncia continua do cociclo ¢ sobre (¢, x) e a

dependeéncia continuamente diferenciavel sobre x.
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A aplicagao ¢ satisfaz a propriedade do cociclo, a qual é descrita pela seguinte

proposicao.
Proposigao 1.21. Se (x,u) € M xU e s € R, entdo para todo t € L. (z,u) — s tem-se

QD(t + S,{L‘,U) = g@(t,gp(s,x,u)@su).

Demonstracao:  Consideremos as fungoes £ : R — M e n : R — M dadas por

E(t) ==t + s,z,u) e n(t) == p(t, o(s,z,u), Osu), respectivamente. Temos que

6(0) - 90(5733>U) = (;0(07 go(s,a:,u), ®su) = 77(0)

Além disso, & e 1 sao localmente absolutamente continuas e portanto diferenciavel quase

sempre. Para a derivada de £ obtemos

£(t) = (e ,2,0) = X(p(t,2,0),ult + 5)) = X(E(0), (©,0)(1)

para quase todo t € R, e para n obtemos

77(t) = %‘p(t 90(87 Z, u)> gsu) = X(Qo(tv ¢(87 €, u)7 @su)7 (Gsu) (t)) = X(U(W (@su> (t)),

para quase todo t € R. Assim, ¢ e 1 sao solugoes do problema de valor inicial

(1) = X(2(1), (Osu)(1)),  x(0) = @(s,z, u),

e portanto coincidem em R pela unicidade de solugao. Logo (¢, ¢(s,z,u), Osu) = n(t) =

() =p(t+s,x,u). 0O

Esta proposicao nos diz que é equivalente atingir um ponto a partir de x
utilizando a fungao de controle u em tempo ¢ + s e atingir o mesmo a partir de (s, x, u)

usando a fungao de controle ©,u em tempo t.

Teorema 1.22. Considere o sistema de controle (1.13) e assuma que todas as solugoes
maximais estao definidas sobre R. Entao, para toda funcao de controle u € U, a aplicacao

Yy RXxX M — M é continua.
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Demonstracao: Sendo M metrizavel, considere d a métrica que induz a topologia dada
em M. Mostraremos a continuidade de ¢, em um ponto arbitrario (¢,,z,) € R x M em
cinco passos.

Passo 1: Pela desigualdade triangular, para todo (t,z) € R x M temos

d(p(t, x,u), p(te, 2., ) < d(p(t, @, u), ot 20y w) + d(@(E 24, w), o (b, 24, 1)),

Pela continuidade da solugao (-, z,, u), temos que d(@(t, z., u), @(ts, ., u)) — 0 quando
t — t.. Portanto devemos apenas mostrar que d(¢(t,z,u), o(t., ., u)) — 0 quando
(t,x) = (ts, x«). Assumiremos, sem perda de generalidade, que ¢, > 0

Passo 2: Para mostrar que a aplicacao ¢, é continua para todo (t.,x.) € R x M (t, >
0), que ¢ suficiente considerar o caso em que o conjunto ¢([0,t.],z., u) esta contido no
dominio de uma carta. Com efeito, suponha que @(t.,x., u) seja continua para todo
(ts,x4) € R x M (t, > 0) de modo que ([0, t.], z«, u) esteja contido no dominio de uma

carta. De maneira geral, é possivel encontrar uma quantidade finita de cartas

(92517 Vl)v (¢27 ‘/2)7 Ty (¢n7 Vn>

e tempos

O=to<ti <---<t, =1,

de forma que

o([tiz1, t;), ze,u) CV;, para i=1,2,--- n.
Como z, e p(t1, ., u) pertencem a V;, pela nossa suposigao temos que
o(t,z,u) = @(ty, e, u) para (t,x) — (L, Ty). (1.22)
Assuma agora que (t,x) — (t9, x.). Entao por (1.22) segue que
(t —t1,o(t1,z,u)) = (to — t1, o(t1, T4, u)).

Como @(t1, x4, u) e p(ty, Ts,u) = @(ta — t1, o(t1, T4, u), Oy u) estao contidos em Vs, pelo

que assumimos, isto implica em
Sp(t - tla Qp(th z, U), @t1u> — Sp(tQ - tl? Qp(tla Ty, u)7 @tlu)a
a qual, pela propriedade do cociclo pode ser escrito como

o(t, x,u) = p(ty, T4, u).
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Repetindo este processo, podemos mostrar que se (¢, z,u) — (t., T, u), entdo p(t, z,u) —
©(ts, T4, u). Portanto, de agora em diante assumiremos que ¢([0,t, +¢|, z., u) (para ¢ > 0
pequeno) esta contido no dominio de uma carta (¢, V).

Passo 3: Consideremos a versao local do sistema de controle sobre M com respeito a
carta (¢, V). O correspondente lado direito serd denotado por X : ¢(V) x R™ — R? (ver
1.19). Podemos assumir que ¢(V) = B;1(0) e ¢(z.) = 0. Pela continuidade de ¢(-, x,, u)

o conjunto ¢ o ¢([0,t, + ], x«, u) é compacto e portanto existe r € (0,1) com
¢ o p([0,t. + ], xs,u) C B.(0) C By(0).
Seja £(t) = ¢ o (t, x,,u) para t € [0,t, + ¢]. Como £(0) = p(z.) =0e

(1) = Dolplt, ) g olts )
= ng(cp(t,x*,u))X(gp(t,x*,u),u(t))
= X(gzﬁotp(t,x*,u),u(t))

= X((t),u(t)),

temos que

_ / "X ((r),u(r))dr, para todo £ € 0.4+ ]
0

Pela versao diferenciavel do Lema de Urysohn, dados os fechados disjuntos fe (B,(0))
e R4\ B;(0), existe uma funcao 6 : R — R de classe C* tal que O(fe (B,(0))) = {1} e
O(RI\ B, (0)) = {0}. Assim, o suporte de @, suppd, estd contido em B;(0) e (B,(0)) = {1}.
Dado o fechado fe (B,(0)) x R™, pelo Teorema de Tietze podemos estender X a uma

X iR x R™ — R tal que X|g, (B — X Considere a equacao diferencial

(0))xR™
y(t) = Gly(t), u(t)) (1.23)

com G : R x R™ — R? dada por G(y,u) = 0(y)X(y,u). Observe que G é de classe

C', G(y,u) = 0 para todo y € R4\ B;(0) e também G(y,u) = X (y,u) para todo (y,u) €

fe (B,(0)) x R™.

Passo 4: Vamos estimar a distancia entre a solugao £ e as solugoes de (1.23). Seja a(t) =
max || D,G(y,u(t))]|. Como u é localmente integravel e D,G é continua, temos que

ye Supp 6
a ¢é localmente integravel. Note que

1G (Y1, 1) = Gly2, w)l| < 1DyGy, w)llllyr — vall < alt)llys — pel.
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A solu¢do maximal do problema de valor inicial y(0) = y para a equagao (1.23) sera
denotada por 1, : I (y, u) — R Pelo Corolério (1.20) temos que Iyax(y,u) = R para

todo y € RY. Comparando estas solugdes com £ no intervalo [0, ¢, + ¢] temos

0= () = (@) =) + [ K@) ur) = Glnrarlir. (124)

Como £(t) € B,(0) para todo 7 € [0,t, + ¢], temos que X (£(7),u(r)) = G(&(7), u(r))
para todo 7 € [0, t. + ¢]. Consequentemente, trocando X por G em (1.24), obtemos para

t €[0,t,+ (]
1€@) =y (D] < HyH+/O[@(ﬁ(T)m(T))—@(ny(f)m(T))]dT

¢
< ol + [ atlle) = o)l
0
Pelo Lema (1.11) (Lema de Gronwall) isto implica em

t tste
€)= my ()] < lyllefb o < Jgfjefi** o

Passo 5: Vamos finalmente mostrar a continuidade de ¢(-,-,u) em (t.,z.). Dado € > 0,
escolha § > 0 tal que max{|t —t.|, [|y||} < 0 implica em ¢ € [0,¢,+¢] e |]yHef5*+Ca(T)dT < e
Podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno de modo que n,(t) € B,(0) para todo
t € [0,t. + ¢|. De fato, se para todo € > 0 existir t € [0,t, + ¢| tal que n,(t) > r, entdo
como &(t) € B,(0) para todo t € [0,t. + ¢], se considerarmos € = te[rg}gﬂc](r — €D,

existiria t' € [0, ¢, + ¢] tal que n,(t') > r e 6 > 0 tal que max{|t — t.|, ||y||} < ¢ implica

emt € [0,t.+c]e ||y||ef0t*+co‘(7)d7 < €. Logo terfamos que

Py < 6w -] + &)
< elle)l = _min (= €O + )]

< (r=1E@ID + 1€ =7

o que é uma contradigao. Dessa forma, temos que

t
ny(t) =y +/0 X (n,(1), u(r))dr.
Portanto ¢! o, : [0,t. + ¢] = M é uma solugao do sistema de controle original sobre
M, isto é,
¢ omy(t) = o(t, ¢ (y),u).
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Consequentemente, para (t,x) — (., x.) obtemos ¢(z) — ¢(z.) = 0 e portanto

§0<t7 Z, u) - ¢_1 O Ng(x) (t) — ¢_1 © g(t*) - @(t*,x*,u).

Isto conclui a demonstracao. O

Antes de mostrarmos as consequéncias deste teorema, vamos demonstrar o

seguinte lema técnico.

Lema 1.23. Sejam M uma variedade suave e d : M x M — R} uma métrica em M que
induz a sua topologia. Entao para todo compacto nao vazio K C M, existe p > 0 tal que

fe(N,(K)) é compacto.

Demonstracao: Como M é localmente compacto, para cada x € K existe uma vi-
zinhanca K, C M de x tal que fe(Kx) é compacto. Como K ¢é compacto, existem
1, -, o, € K tal que K C U fe(K;). Seja W := Ufe . Assim W é a uniao finita
de conjuntos compactos, portanto W é uma v1zmhanca compacta de K. Suponha por
absurdo que para todo p > 0, exista = € M tal que d(x, K) < p e x ¢ W. Entao podemos
construir sequencias (Y, )ny € (2n)neny com y, € M — W e z, € K tais que d(yy, z,) < %
para todo nN. Pela compacidade de K, existe uma subsequencia (2,, )ren de (2n)nen tal
que z, — z, para algum z € K. Consequentemente, y,, — z quando k£ — oco. Seja
i€ {l,---,n} tal que z € K,,, entdo para N suficientemente grande, yy € K,, C W, o
que contradiz o fato de y, € M — W para todo n € N. Portanto, existe p > 0 tal que
N,(K) C W. Assim fe(N,(K)) C W é compacto. O

Corolério 1.24. Sobre as hipdteses do Teorema 1.22, sejam u € U e (to,x9) € R x M

fixados. Entdo para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

d(z,x0) < 6 = d(e(t,z,u), o(t,zo,u)) <€, para todo t € [0,1y).

Demonstracao: Pelo lema anterior, existe p > 0 tal que fe(B,(zy)) é compacto. Por-
tanto K := [0, to] xfe(B,(x()) também é compacto. Pelo Teorema 1.22, temos que ¢(-, -, u)
é uniformemente continua em K. Dessa forma, para todo € > 0, existe § € (0, p) tal que

se d(x,xg) < 6, entdo d(p(t, z,u), p(t, o, u)) < €, para todo t € [0, o). O



CAPITULO 1. SISTEMAS DE CONTROLE 38

Corolario 1.25. Ainda sobre as hipoteses do Teorema 1.22, para todot € R eu € U a

aplicagao @i, : M — M € um homeomorfismo com inversa ¢_;e,y-

Demonstracao: A continuidade de ¢, e ¢_;g,, segue da Teorema 1.22. Usando a

Proposigao 1.21 e as propriedades de ©, temos que para todo x € M

()Ot7u(()0—t7@tu(x)) - @(tv @(_t7 xz, 675“7 U) = Qp(ta 90<_ta Z, O, G—t@tu) = @(07 Z, @tu) =z

Soft,(%tu(gpt,u(x)) = @(_t> Qﬂ(t, Qj’,U), @t7u> = 90<07 [L‘,U) =,

o que prova o resultado. O

Lema 1.26. Considere o sistema de controle (1.13) e assuma que M seja um subconjunto
aberto de RY. Entao, para cada v € U, a funcio (t,r) — @;.(z) (onde estiver definida)

¢ continuamente diferencidvel com respeito a x.

Demonstracgao: Fixe u € U e defina

f:RxM — R?
(t,z) — X(z,u)).
Para concluir a demonstracao, vamos utilizar a Proposicao 1.13 Para isto, note que como

X é de classe C*, entao as derivadas parciais %, 1=1,---,n, existem. Além disso, elas
7

sao fungoes de Carathéodory , pois para cada x € D fixado, temos que f(-, ) = X (z, u())
e %(-, x) = g—fi(x,u(-)) sao mensuraveis como composigao de fungoes mensuraveis (ver

também a prova do Teorema 1.18) e para t € R fixado, as fungoes f(t,-) = X(-,u(t)) e
ﬂ(tv ) = o

S = 5. (-, u(t)) sao continuas, pois X ¢é de classe C'. Agora fixe 7y € M. Escolha

81 > 0 qualquer e d; > 0 de forma que a bola compacta B := fe(B;s, (7)) C R? esteja

contida em M. Tomando
Q:={(t,x) ERxR% |t| <61 e |z —mo|] <6} CR x M,
entao para todo (t,z) € @ temos que

17t )l = [1X (2, u(@®)]] < max [[X (2, u(?))|

9 0X 0X
||a—£(t,x)|| = | O, (2, u(t))[] < max|| (z,ut))]| i=1,---,d.

z€EB €T;
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Assim, pela Proposi¢ao 1.13, existe uma tnica soluc¢ao ¢(-, g, u) do problema de valor
inicial

p(t) = f(t,z(t)), (0) = xo
definida em um intervalo aberto J C R contendo 0 e a aplicacao ® : J x R? — R? dada

por ®(,0,2) = O(t,x) = pr(z) ¢é diferenciavelmente continua com respeito a . O

Teorema 1.27. Considere o sistema de controle (1.13) e assuma que as solug¢des mazi-
mais estejam definidas sobre R. Entdo para todo t € R e u € U, a aplica¢io i, () :

M — M ¢é um difeomorfismo de classe C' com inversa ¢_; o,u-

Demonstragao: Seja (., T, us) € R X M XU escolhido arbitrariamente. Assuma, sem
perda de generalidade, que ¢, > 0. Queremos mostrar que a derivada de ¢y, ., : M — M
existe em uma vizinhanca de x, e é continua, de onde segue que ¢, ,, ¢ uma aplicacao de
classe C'. Como t, e u, sao escolhidos arbitrariamente, o resultado seguird do Coroldrio
1.25. Escolha tempos 0 = 79 < 7y < -+ < 7, = t, e cartas (¢, V1), -+, (Pn, Vi) de M
tais que

o([15, Tj+1)s Ty i) C Vjyq para j=0,1,--- ,n—1.

A aplicagao ¢y, ,, pode ser escrita como

Plaue = Prn—mn_1un—1 © """ © Pro—1,u1 © Pri—mo,u0
com uj = O, u,, j=0,1,--- ,n—1, 0 qual segue aplicando-se indutivamente a proprie-
dade do cociclo. Portanto, é suficiente mostrar que para j = 0,1,--- ,n — 1 a aplicagao

©rj41—m; € continuamente diferencidvel em uma vizinhanga do ponto x; := ¢(7j, T, us).
Para isto, considere a versao local do sistema (1.13) para a fungao de controle u; com

respeito a carta (@41, Vj41):

g(t) = X(y(t), ui(t), X(y,u) =& (651 w) X (61 (1), w).

Denotemos as solugdes deste sistema por ¢(t,y,u;). Uma vez que o([7;, Tjt1], T, i) C

V.11, temos que
J+1

P(t, @j1(xy),u5) = @ja(p(t + 75,24, us))  para todo ¢ € [0, 7j41, 7).
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Pela dependéncia continua do valor inicial (ver Corolario 1.24) existe uma vizinhanca
W C M de z; tal que ([0, 7j41 — 75, W, u;) C Vj41. Portanto, obtemos um diagrama
comutativo

Prjp1—Tju

w = Vit

¢j+1L L¢j+1

¢j+1 g—>¢a+1 ]+1)
Ti+1TT Y

Pelo Lema 1.26, a aplicagao ¢y, r,4,; ¢ de classe C' em ¢;+1(W) e portanto Orir 75 u;

também é continuamente diferencidvel em W. a



CAPITULO 2

Conjuntos de Controle

Neste capitulo vamos provar propriedades basicas referentes a teoria qualitativa de sis-
temas de controle, dentre as quais se destacam a ideia de conjuntos de controle de um
sistema. Inicialmente, usaremos a desenvolvida por F. Colonius e W. Kliemann em [1] e
provaremos alguns resultados principais que aplicaremos no préoximo capitulo, onde um
dos nossos objetivos serd encontrar conjuntos de controle para o sistema de controle li-
near. Por fim, estudaremos conjuntos de controle via acoes de semigrupos de grupos de
Lie criada por L.A.B. San Martin. Esta teoria é bastante rica devido as ferramentas da
teoria de Lie que se pode utilizar para resolver os problemas. Uma de suas vantagens é
que, a partir de propriedades do semigrupo, pode-se obter resultados sobre os conjuntos

de controle e vice-versa.

No estudo de controlabilidade de sistemas de controle, a nocao de conjuntos
de controle é de muita relevancia, principalmente pelo fato de ser uma tarefa dificil saber
se um sistema é ou nao controlavel (isto ¢, se dados quaisquer pontos z,y € M, existe
t>0ewu el tal que y = ¢(t,z,u)) e, caso o sistema nao seja controldvel, uma pergunta
natural que surge é: quais seriam as regioes de M onde ha controlabilidade (aproximada)?

Assim, a ideia de conjuntos de controle aparece para solucionar este tipo de problema.

2.1 Teoria Qualitativa de Sistemas de Controle

Iniciaremos esta secao definindo e explorando propriedades relativas as érbitas positivas
e negativas a partir de um ponto x € M. Tais conjuntos sao necessarios para se definir
controlabilidade e conjuntos de controle de um sistema. Em seguida, veremos a nogao de

acessibilidade e acessibilidade local de um sistema, que nos ajudara a entender aspectos
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topologicos dos conjuntos de controle.

Observacao 2.1. A partir de agora vamos considerar que as solugoes mazrimais estao
definidas sobre R. De acordo com a Proposi¢ao 1.19 tal condigcao € satisfeita uma vez que
as solugoes do sistema de controle nao deixam um compacto K C M. Assim, tal condi¢ao
ocorre sempre que M € uma variedade compacta. Além disso, os cldssicos sistemas de
controle linear também satisfazem tal condicdo, como veremos a sequir, e também em

sistemas de controle invariantes a direita em grupos de Lie em seus espa¢os homogéneos.

Assumiremos que, dado um controle u € U, a aplicagao

Xy 0 M — TM
r = Xy(x)=X(z,u)

¢ um campo de vetores de classe C'° sobre M. Do Teorema 1.18, se considerarmos
uma fungao de controle constante u(t) = u € U, temos entao que para cada = € M, a
equagao diferencial autonoma x(t) = X,(x(t)) possui solugoes p%(t) localmente tinicas
com ¢%(0) = z. Iremos supor que os campos de vetores X, sejam completos, isto é, que
as solugoes ¢¥(t) existem globalmente para todo t € R. Assim fica bem definido o fluxo

©“(t,x) = p¥(t) em R x M. Portanto as solugoes l(t) satisfazem

64(0) = Xulgh(1)), $4(0) = 7o

para todo t € R e todo x € M.

Dessa forma, se u € U é uma funcao de controle constante u(t) = u € U,temos
que o(t, z,u) = p¥(t). Assim, um sistema de controle d4 origem a diferentes trajetérias
que dependem das funcoes de controle e das condigoes iniciais fixadas. Note que se
considerarmos o conjunto das fungdes de controle U, as solugdes (ou trajetérias) de um

sistema de controle sao concatenagoes de trajetorias de equacoes diferenciais autonomas.

Com isso, um sistema de controle pode ser interpretado utilizando o conjunto
dos campos de vetores F' = {X,;u € U}. Se U C R™ é um conjunto unitério, entao F' é
unitario e portanto um sistema de controle se reduz a uma equacao diferencial. Portanto
o estudo de sistemas de controle pode ser vista como o estudo de uma familia de campos

de vetores suaves.
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Dado um sistema de controle e seu correspondente conjunto de campos de
vetores completos F' = {X,; u € U}. A cada X, € F et € R temos um difeomorfismo
Yru : M — M de classe C* dado por ¢ ,(z) = @(t,z,u) (u € U é vista como a funcao de
controle constante u(t) = u € U). Se t = 0, entdo ¢g,, = idy. Além disso, dados t, s € R,

pela Proposigao (1.21), temos que
gpt—i—s,u(x) = QD(t + S, T, U) = QO(t, SO<S7 z, U,), @Su) = QO(t, SO<S7 &€, U’)a U) - SOt,u © @s,u(ﬁ)

Esses difeomorfismos sao de crucial importancia no desenvolvimento da teoria.

Definigao 2.2. Considerando-se o conjunto dos campos de vetores completos F = {X,; u €

U} de um sistema de controle, define-se

Gr ={Ptpun © Pty 1n 1 © 0 Pu; Wi €U, t; €R, neN}

SF = {(ptnyun o Sptn—hun—l ©:---0 Spthul; UZ 6 U’ tl > 07 n e N}

Gr e Sr sao denominados grupo e semigrupo do sistema, respectivamente.

E possivel mostrar que Gr é de fato um grupo com a operagao de composi¢cao
e que S C G é um semigrupo com a mesma operacgao. Voltaremos a falar sobre o grupo

e o semigrupo do sistema na Secao 2.2.

Em geral, usamos a técnica de concatenacao para a construcao de trajetérias
de um sistema de controle em tempo positivo. Mais precisamente, seja F' = {X,; u €
U} o conjunto dos campos de vetores completos de um sistema de controle. Tomemos

Xuyy -+, Xu, € F e definamos f :[0,7] — F por

f(t) =Xy, set € [sk_1,5), k=1,---,n

k
onde so =0, s, =T e s = E t;. Consideremos agora o problema de valor inicial
i=0

= f(t)(x), z(0)=xo.

Observe que a solugao deste problema é dada por

90<t> = Pt—sp_1up © Psp_rup—1 © 77 Ptiun (IO)
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para t € [sy_1,5k), K =1,--- ,n. De fato, ©(0) = g4, (ro) = xo. Além disso,

d d

E@(t) = a%pt,% (907819717% O Psp_qup—1 © " Pty (x(]))
= Xuk (Sot,uk (907819717% O Psp_1up—1 © " Pryun (x())))
= X, (0(1))

= f(®)(e(®)

Com isso, as trajetérias de um sistema de controle de tempo positivo sao
determinadas pelos campos de vetores em F e pelo correspondente semigrupo Sp. Este

argumento nos ajuda a construir alguns exemplos.
Com o objetivo de estudar controlabilidade, os seguintes conjuntos sao de

essencial importancia.

Definicao 2.3. Sejam T > 0 e x € M. Definimos o conjunto dos pontos atingiveis a

partir de x em tempo T e o conjunto dos pontos controldveis (ou conduziveis) a x em

tempo T" por

Of(x)={y € M; existeu €U com p(t,z,u) =y}
e

Op(x)={ye M; existeuecl comp(t,y,u) ==z},
respectivamente.

De posse destes conjuntos, podemos definir o conjunto dos pontos atingiveis a
partir de x € M até em tempo T > 0 e o conjunto dos pontos controldveis (ou conduziveis)

a x até em tempo 7' > 0 por

O (z) ={ye M; existete[0,T] e ueclU com p(t,z,u) =y}

Op(z) ={y € M; existet € [0,T] e u€U com p(t,y,u) =z},
respectivamente.

Definimos assim a érbita positiva e a 6rbita negativa de x por

Of(z)={y e M; existet>0euecl comp(t,z,u) =y} = U 0%,
7>0
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e
O (z)={ye M; existet>0eueclcomp(t,yu)=zc}= U 0t
>0
respectivamente.
Segue da definicao de O (x) e O~ (z) que y € OF(x) se, e somente se, x €
0~ (y).

Dados z,y € M tais que y € O (x), entao OT(y) C OF(z). Com efeito, seja
z € OF(y). Entao existem t; > 0 e uy € U tais que z = p(t1,y,u1). Mas y = p(ta, x, us),
para algum ¢ > 0 e algum uy € U. Considere uz = uy Ay, U1 a to-concatenacao de ug e

uy. Pela Proposigao (1.21) temos

Qp(tl + t27 €, Ug) = Sp(tb Sp(t% x, Ug), @tQU’S)'

Entretanto, para todo t < ty, us(t) = wus(t), logo w(ta, x,u3) = (ta,x,us). Observe
também que para todo t > 0, t +ty > to, logo us(t +t2) = uq(t + ta — ta) = ui(t), ou seja,

(©4,us3)(t) = uq(t) para t positivo. Assim temos que

Sp(tl + t?v z, US) = Sp(th Sp(t% xz, Ug), ®t2u3) = Sp(tlv @(t% z, Ug), ul) (21)

e portanto

z = p(t,y,w)
- Sp(tlvsp(t%x)uQ)aul)

= (t; +ty,7,u3) € OF(2).

Isto mostra em particular que as érbitas positivas de um ponto x € M sao
invariantes por trajetérias positivas, ou seja, p(t, Ot (z),u) C OF(z) para todo t > 0 e

todo v € U.

Analogamente, se y € O~ (z), entdo O~ (y) C O~ (z). Para ver isto, seja z €
O~ (y). Entao y € OF(z) e pelo que vimos antes, O (y) C O (z). Mas como y € O~ (z),
entdo € OT(y), portanto z € OF (y) C O*(z). Desta forma, z € O~ (z).

Um dos objetivos principais deste trabalho é analisar as questoes de controla-

bilidade de um sistema de controle. A pergunta principal é: dados x,y € M, é possivel

obtermos t > 0 e u € U tal que p(t,x,u) = y? Formalmente:
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Defini¢ao 2.4. Dizemos que o sistema de controle (1.13) é dito controldvel a partir de
r €M se OF(x) = M. Caso o sistema satisfagca Ot (x) = M para todo x € M, entdo

dizemos que o sistema € controldvel.

As orbitas positiva e negativa do sistema satisfazem a seguinte propriedade:

Proposicao 2.5. Sejam x,y,z € M. Temos que:
i) sex € Ot (y) ey € OF(2), entdo x € OF(z);

ii) sex € O (y) ey € O (2), entao x € O (2).

Demonstragao: Para mostrar (i), suponha que 2 € O (y) e que y € OF(2), entao pelo

que vimos anteriormente, O"(z) C O*(y) e O (y) C OT(z), portanto OF(z) C O (z).

Vamos agora mostrar (i7). Para tanto, tome x € O~ (y) e y € O~ (z). Assim

O (z) CO (y) e O (y) C O (2), logo O~ (x) C O (z). O

O proximo resultado serd frequentemente usado para obtermos propriedades

dos conjuntos de controle.

Proposicao 2.6. Sejam z,y,z € M.
i) Se x € fe(OT(y)) ey € fe(OT(2)), entao x € fe(OT(2));

ii) Se x € fe(O~(y)) ey € fe(O~(2)), entdo x € fe(O~(z)).

Demonstracao: Seja V, uma vizinhanga de z. Como z € fe(OT(y)), entdo existe
t1 > 0 e u; €U tal que p(t1,y,u1) € Vg, ja que V, N OF(y) # 0. Pela continuidade de
©(t1, -, u1) temos que existe uma vizinhanca V,, de y tal que (t1, V,, u1) C V,. Por hipdtese
y € fe(O7(z)), logo existe to > 0 e uy € U tal que p(ta, z,us) €V, pois V,, N OF(z) # 0.
Usando agora a continuidade de (%o, -, uz), garantimos a existéncia de uma vizinhanga
V. de z tal que @(ta, V., u2) C 'V, assim @(t1, o(t2, Vi, uz),ur) C p(ty, Vy,ur) C V,, em
particular ¢(t1, ¢(t2, 2, us),uy) € V.. Considerando uz = us Ay, u1 € U a ty-concatenagao

de uy e uy, temos pela mesma argumentacao da igualdade (2.1) que

Sp(tl + t27 Z,Ug) - So(tla ¢<t27 Z7u2)7u1> € ‘/:127
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mas como (1 +ta, 2, us Ay, u1) € O (2) temos que V,NOT(2) # 0, isto é, x € fe(O(z)),

o que conclui (7).

Para mostrarmos (i7), seja V, uma vizinhanga de z. Usando que z € fe(O~ (y)),
temos a existéncia de ¥’ € O~ (y) tal que ¥y’ € V,. Logo existem t; > 0 e u; € U tais
que y = ¢(t1,y',u1). Pelo Corolario (1.25) a aplicagdo ¢(t1,-,u1) é um homeomorfismo,
logo ¢(t1, Vi, u1) é uma vizinhanca de y. Desta forma, como y € fe(O~(z)), temos que
©(t1,Vy,up) deve interceptar O~ (z) em algum ponto z’. Portanto existem ty > 0, ug € U
e o' €V, tais que ¢(tg, 2, us) = z e p(t1,2',u1) = 2’. Considerando novamente uz =

uy Ay ug € U e pela aplicando a mesma ideia da igualdade (2.1), obtemos
So(tl + t27 .',U/, Ug) = g0<t27 Sp(tlu xl7 u1)7 u2) = Sp(t% 2/7 Ug) =z,

isto é, 2’ € V, N O~ (2), donde z € fe(O~(2)). O

Proposicao 2.7. Sejam x,y € M
i) Sey € int (OF(x)), entdo OF(y) C int (OF(2));

i) Se y € int (O~ (z)), entdo O~ (y) C int (O~ (x)).

Demonstracao: i) Se y € int (O (x)), entao existe uma vizinhanca V, de y tal que
V, C Ot (x). Dado z € Ot (y), existe t; > 0 e u; € U tal que z = ¢(t1,y,u1). Como
V, é aberto contendo y e ¢y, ,, ¢ um homeomorfismo, segue que ¢y, 4, (V) = @(t1, Vy, u1)
é uma vizinhanca de y em M. Como as orbitas positivas sao invariantes por trajetérias
positivas, temos que

P10 (07 (2)) € OF(2).

Assim, z € ¢y, 4, (V) C OF(2), mostrando que z € int (O (x)).

ii) Como por hipétese y € int (O (z)), entao existe um aberto Vi contendo
y e tal que V, C OF(z). Assim, dado z € O (y), existem to > 0 e uy € U tal que
¢(ta, z,u2) = y. Como V,, é um aberto e ¢y, ,, ¢ um homeomorfismo, temos que ¢;.",, (V,)

¢ um aberto em M contendo z. Vamos mostrar que

P (O () C O (2).

De fato, dado 2’ € ¢, (O~ (2)), entdo ¢(ts,2',uz) € O (x), isto ¢, existem t5 > 0 e

ug € U tal que ¢(t3, p(ta, 2, uz), u3) = x. Tomando uy = us Ay, uz a ta-concatenacao de us
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e ug, temos que p(ta+1ts, 2', uy) = = (pelos mesmos argumentos de (2.1)), logo 2/ € O~ (x),
de onde segue que ¢, (O~ (z)) C O~ (z). Dessa forma, z é ponto interior de O~ (z) e,

portanto, O~ (y) C int (O~ (x)). O

Corolario 2.8. Sejax € M. Sex € int (O (x)), entao Ot (x) € aberto em M. O mesmo

ocorre com a orbita negativa.

Demonstracao: Sex € int (O (x)), entao pela proposi¢ao anterior temos que O (x) C
int (O*(z)) e portanto O (z) = int (O (x)), mostrando que O (z) é aberto. Analoga-

mente prova-se para O~ (z). O

Apresentaremos antes a definicao de acessibilidade local e de acessibilidade de

um sistema de controle.

Definicao 2.9. Dizemos que um sistema de controle é localmente acessivel em x € M se

para todo T > 0 tiwvermos

nt(OLp(x)) # 0 e int(OZyp(x)) # 0.
Se esta condi¢cao € vdlida para todo x € M, dizemos que o sistema € localmente acessivel.

Definicao 2.10. Um sistema de controle é acessivel a partir de x € M se
int(OF (z)) # 0 e int(O (x)) # 0.
Se o sistema € acessivel a partir de todo x € M, dizemos que o sistema é acessivel.

Observacao 2.11. Podemos notar que se o sistema € localmente acessivel, entao o mesmo

também ¢é acessivel. Com efeito, como
O;T(x) C O (x)
para todo T' > 0 e todo x € M, temos que
ntOLp(z) C intO (x).

Logo, se o sistema € localmente acessivel, entao intOZ,(x) # 0 e portanto intO* (x) # 0.



CAPITULO 2. CONJUNTOS DE CONTROLE 49

Um conceito que serd usado em seguida é a nogao de algebra de Lie, a qual é,
por definigdo, um espago vetorial g (trabalharemos sobre o corpo R, mas pode ser definida
em geral sobre um corpo K qualquer) munido de uma operagao interna [-,-] : g X g — g,
chamada de colchete, que satisfaz as seguintes condigdes: i) bilinearidade; i) [X,Y] =
—[Y, X] para todo X € g (antissimétrico); éit) [X,Y], Z] + [[Y, Z], X]| + [[Z, X], Y] =0
para todo X,Y, Z € g. Alguns exemplos comuns sao o conjunto das matrizes quadradas
d x d, denotado por gl(d, R) munido do colchete [X,Y] = XY — Y X e espago X(M) dos
campos de vetores C* em M com o colchete definido por [X,Y](f) = XY (f) - YX(f),
com X, Y € X(M) e f: M — R é uma fungao a valores reais de classe C*°. Dado um
subconjunto P de g, definimos a élgebra de Lie gerada por P, denotada por £(P), como
sendo o conjunto que contém o espago gerado por P, (P) e dos possiveis colchetes entre

quantidades finitas de elementos de (P).

Nos resultados referentes a conjuntos de controle, exigiremos frequentemente
acessibilidade local a partir de um ponto x € M. Esta propriedade é garantida pela
condicao do posto de acessibilidade: Seja L(F) C X(M) a élgebra de Lie gerada por F' =
{Xu; u €U}, ou seja, a dlgebra de Lie gerada pelos campos de vetores X, (z) = X (z,u).

Dado « € M, denote por Az(py(z) o conjunto
{Y(z); Y € L(F)},

o qual é um subespaco vetorial de T, M com as operagoes usuais. Diremos que o sistema

de controle 1.13 satisfaz a condi¢ao do posto de acessibilidade se
dimA,py(r) = dimM = d, para todo x € M,
ou em outras palavras se Ag(py(x) = T, M para todo x € M.

A afirmacao de que a condi¢ao do posto de acessibilidade implica em acessibi-

lidade local é garantida pelo Teorema devido a Krener.

Teorema 2.12. Dado o sistema de controle 1.13 em uma variedade M com campos de
vetores F', se a condi¢cao do posto é verificada, entdo o sistema € localmente acessivel e,

em particular, acessivel.

A demonstracao deste resultado foge do objetivo deste trabalho, entretanto

ela pode ser encontrada em [!](Teorema A.4.4 p. 526).
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Exemplo 2.13. Consideremos M = R? e o sistema de controle afim (1.17) do Exemplo
1.17 com U C R™ € tal que 0 € U e (U) = R™, onde (U) denota o subespaco gerado
por U 77(lobserve que se 0 € int U, entao esta condigcdo é certamente verificada). Se F' =
{Xo—i-z w X, w= (uy, -+ ,uy) € U} € o correspondente conjunto dos campos de vetores
do sis;;lna, entio L(F) = L({Xo, X1, -+, Xm}), onde L({Xo, X1, -, X\n}) representa
a dlgebra de Lie gerada por {Xo, X1, -+, Xm}. De fato, € suficiente mostrar que o espago
vetorial gerado por F, (F), coincide com o espago vetorial gerado por {Xo, X1, , X},
(X0, X1, , Xom). Seja G : R — R g aplicagdo dada por G(x) = [Xi(x) -+ Xn(2)]
(G(z) é a mafnriz cuja i-ésima coluna sao as entradas de X;(x)). Note que cada elemento
X, = Xo+ ZuiXi € F ¢, por defini¢ao, combinacdo linear dos Xs, portanto (F) C

i=1
(Xo, X1, -+, Xpm). Reciprocamente, usando u = 0, podemos ver que Xo € F e portanto

G(z)u = Z%‘Xz‘ = X, (2) — Xo(z) € (F) para todo u = (uy,- -+ ,un,) € U e todo v € R
i=1

Para ver que cada X; € (F), 1 € {1,--- ,m}, firado qualquer i, escreva o i-ésimo vetor

da base canonica de R™ da forma e; = Zajuj para alguns ujs € U e nimeros reais aj,

jea
j € A (note que estamos assumindo que (U) = R™). Assim

Xi(x) = G(x)e; = Y o;G(x)u; € (F).

jeA

Isto mostra que (F) = (Xo, X1, , X;n). Assim seque a afirmagdo.

Observacao 2.14. Todo sistema de controle linear & = Az + Bu em R? € um sistema de
controle afim (basta considerar Xo(x) = Ax e os campos de vetores constantes X;(x) = b,
onde b; é a i-ésima coluna da matriz B, i € {1,--- ,m}). Sabemos que dados dois campos

de vetores X e Y sobre R, o colchete de Lie entre eles é definido como
[(X,Y](z) =Y'(2)X(2) — X'()Y(2) para todo x € R?,

Assim, [X;, X;] = 0 para todo i,j € {1,---,m}, uma vez que X,;(x) = b; sao campos

constantes em Re. Além disso, temos que

[Xi, XoJ(z) = Xo(2) Xi(z) — X(2)Xo(x) = Ab;

[Xo, XoJ(z) = [A, A](z) = 0.
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Portanto, qualquer iteracdo [[-- -, [[Xi,, Xi,]s Xig)s -+, X5, com | > 1 € necessariamente
nula, a menos que tenha a forma [[--- ,[[b;, A], A],--- ], Al(z) = A='; (ou da forma
[ [[A 0], AL -+ L], Al(x) = —A1b;). Seque do Teorema de Cayley-Hamilton que
Al ¢ cgmbmagdo linear de I,A, A% - - A% sempre que | % d, logo se para | > 0,
Al = ZaiylAi_l para alguns ayy, -+ ,aq; € R, entdo Alb; = Zai,lAi_lbj para todo j €

i=1 i=1
{1,---,m}. Concluimos que a dlgebra de Lie L(F') gerada pelos campos X, (z) = Az+ Bu

¢ dada por
<X07X17'” uXm7X0X17"' 7X0Xm7"' 7X(CJZ_IX17”' 7Xg_1Xm>7

ou seja,

<A7 bla"' 7bm,Ab17~'. 7Abm7... 7Ad*1b1’_” ,Adilbm>

Com isso, dado x € R?,
Aﬁ(F)(x) = <A£IZ’, bla U 7bm7Ab17 U 7Abm7 U 7Ad71b17 U 7Ad71bm>-

Dessa forma, a condi¢do do posto de acessibilidade no caso do sistema de controle linear

¢ equivalente a condi¢ao

posto [Ax B AB --- A"'B]=d para todo v € R

E importante notarmos que na observacao anterior, basta considerarmos U C
R™ tal que 0 € U e (U) = R™ como no Exemplo (2.13). Com isso, esta caracterizagdo da
condicao do posto de acessibilidade vale, em particular, para o sistema de controle linear

com controle restrito.

Definicao 2.15. Um subconjunto C C M ¢ controldvel a partir de x € M se C C O (x)
e € dito arbitrariamente aproximado a partir de x € M se C C fe(O(x)). Se as proprie-
dades acima sao validas para todo x € C, dizemos que C' é controlavel e aproximadamente

controlavel, respectivamente.

Finalmente, vamos a definicao de conjunto de controle.
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Definigao 2.16. Um conjunto ) # D C M ¢é um conjunto de controle de um sistema de

controle se:

i) para todo x € D, existe u € U tal que p(t,z,u) € D, para todo t > 0, e

<p(07 x? u) = x;
ii) para todo x € D, tem-se D C fe(O"(x));

iii) D € maximal com as propriedades (i) e (i7).

A condicao (iii) se traduz da seguinte forma: se D’ O D e satisfaz as condigoes

(1) e (ii) da definigao anterior, entao D' = D.

A condicao (i) nos diz que dado um ponto qualquer de D, existe pelo menos
uma trajetoria positiva a partir deste ponto que permanece inteiramente contida em D.
Esta exigéncia ¢ introduzida para excluir casos triviais, pois todo conjunto unitario de M
satisfaz a condicao (ii). De fato, se {x} C M eV, é uma vizinhanca de x, como a trajetéria
o(-,z,u) : R — M é continua qualquer que seja u € U, entdo existe uma vizinhanga V;
de 0 € R tal que ¢(Vo,z,u) C V. (pois ¢(0,z,u) = x, para todo u € U). Tomando
teVptal quet >0 e u €U, temos que p(t,z,u) € V, N O (z), isto é, V, N O*(x) # 0,
mostrando que {x} C fe(OT(z)). Veremos que esta condi¢ao serd naturalmente satisfeita

se um conjunto D C M satisfaz (i7) e possui interior nao vazio.

A condigao (ii) nos diz que D ¢é aproximadamente controlavel. Esta condigao
é equivalente a dizer que dados z,y € D arbitrarios, tem-se y € fe(O™(z)), isto é, y pode

ser arbitrariamente aproximado por uma trajetoria a partir de z.

A condicao (ii7) é imposta para evitar problemas técnicos. Veremos que se Dy
satisfaz as propriedades (i) e (ii), entao ele estd contido em um conjunto maximal com

estas propriedades, isto é, em um conjunto de controle.

Uma classe especial de conjuntos de controle sao os conjuntos de controle

invariantes.

Definigao 2.17. Um conjunto de controle C' C M ¢é chamado de conjunto de controle
invariante se fe(C) C fe(O*(x)) para todo x € C. Caso contrdrio, diremos que C ¢

variante.
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Observe que pontos suficientemente proximos de um conjunto de controle in-
variante C' podem ser arbitrariamente aproximados a partir de qualquer ponto = de C'.
Veremos mais adiante que os sistemas de controle lineares tém um tunico conjunto de

controle, o qual pode ser ou nao invariante.

Para explorar propriedades de invariancia de um conjunto de controle com

respeito as funcoes de controle, usaremos a seguinte definicao.

Definicao 2.18. Um conjunto L C M ¢é chamado positivamente invariante se O%(x) C L

para todo x € L.

Note que um conjunto positivamente invariante nao ¢ necessariamente um

conjunto de controle, ja que a condigao (i) pode nao ser satisfeita.

Os préximos exemplos mostram que um sistema de controle devem ter muitos
ou nenhum conjunto de controle, além disto, eles mostram que um conjunto de controle

depende do conjunto de valores de controle U.

Exemplo 2.19. Seja M =R e considere o sequinte sistema de controle
x(t) = u(t), u(t) e U C R.

SeU C (0,+00), entdo o sistema acima nao possui conjunto de controle. De fato, suponha
por absurdo que exista um conjunto de controle D C R. As solucdes gerais do sistema
sao dadas por
o(t,r,u) = x + /tu(s)ds,
0

onde f(f u(s)ds é uma funcgdao positiva e crescente com respeito a t. Pela propriedade (i)
da Defini¢ao 2.16, temos que dado x € D, existe w € U tal que p(t,z,u) € D, para todo
t > 0. Portanto tome y > x tal que y = p(t1,z,u), com t; > 0. Entao y € D. Notemos
agora que se z € O (y), entao z > y, logo Ot (y) C (y,+00). Desta forma, por (ii) da
Definigao 2.16 deveriamos ter x € D C fe(O*(y)) C [y, +00), o que € um absurdo, pois
x < y. Suponha agora que U = {0}. Neste caso, temos que todo conjunto unitdrio de R
€ um conjunto de controle. Com efeito, temos que as solugoes do sistema sao da forma
o(t,z,u) = x. Considere portanto {y} um conjunto unitdirio de R. Entdo quaisquer que

sejam t >0 eu € U, temos ¢(t,y,u) =y € {y}, o que mostra (i). Para provarmos (i),
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basta notarmos que y = o(t,y,u) € Ot (y), ou seja, {y} C O (y). Agora se D' D {y} e

satisfaz (i) e (ii), entao dado z € D' temos que z € D' C O*(y). Mas

Ot (y) = {ze€M; existet>0cuecld comz= ot y,u)}

= {p(t,y,u) e M; t>0euecl}
= {y}

de onde seque que z =y, isto é, D' = {y}, o que mostra a condi¢ao (iii). Assim {y} é

um congunto de controle. Pelo que foi observado acima, temos que

fe{y}) = {y} = 0" (y) = fe(O*(y)),

donde concluimos que {y} é um conjunto de controle invariante. Como {y} foi tomado

arbitrariamente, temos o desejado.

Comecaremos agora o nosso estudo sistematico de conjuntos de controle. Pri-

meiramente mostraremos que nao podemos retornar a um conjunto de controle.

Proposicao 2.20. Seja D um conjunto mazximal com a propriedade de que para todo
x € D tem-se D C fe(O"(z)) e suponha que para algum elemento x € D exite T > 0 e

uweU com o(T,x,u) € D. Entao o(t,z,u) € D para todo t € [0,T].

Demonstracao: Considere D' = DU E, onde E = {p(t,z,u); 0 <t < T}. Nosso
objetivo serd mostrar que D’ satisfaz a condigao (i7) da Definigdo 2.16 e o resultado

seguird da maximalidade de D, uma vez que D’ D D.

Inicialmente vamos mostrar que D' C fe(O™(y)) para todo y € D. Com efeito,
seja y € D. Por hipdtese temos que D C fe(O*(y)). Além disto, dado ¢(t,x,u) € F,
é claro que ¢(t,z,u) € Ot (z) C fe(OT(x)) e que z € D C fe(O*(y)). Segue entao
da Proposicao (2.6) que ¢(t,z,u) € fe(OT(y)), mostrando que E C fe(O*(y)). Assim
D'=DUE C fe(O*(y)) para todo y € D.

Nos resta mostrar agora que D' C fe(O" (p(t,x,u))) para todo ¢(t,x,u) €
E. Para tanto, notemos que D C fe(O*(¢o(T,x,u))), pois ¢(T,z,u) € D. Observe
também que OT(p(T,x,u)) C O (p(t,z,u)). De fato, se t = T, entdo ¢o(T,x,u) =
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00, (T, z,u),u) = (0, p(t, z,u),u) € O (p(t,x,u)). Agorase T >t, entao T —t > 0

e pela Proposicao (1.21) temos que
(T, z,u) = (T —t,(t, x,u),0u) € OF (p(t, z,u)).

mostrando que O (o(T, z,u)) C O (p(t, z,u)). Assim fe(OF(o(T,x,u))) C fe(OF (p(t, z,u))),
e portanto D C fe(O*(o(T, z,u))) C fe(OT (p(t,xz,u))), ou melhor, para cada y € D, te-

mos que y € fe(OF(¢(t,x,u))). Como p(t,z,u) € fe(OT(y)) ey € te(OT (p(t, z,u))), pela
Proposicao (2.6) concluimos que ¢(t, z,u) € fe(O*(p(t, z,u))), ouseja, E C fe(OT(p(t, x,u)))
e com isso D' = DUE C fe(O1(¢(t, z,u))), para todo ¢(t,z,u) € E, de onde segue que

D' C fe(O*(z)), para todo € D', o que mostra o resultado. O

A proposicao a seguir nos mostra que a condi¢ao (i) da Defini¢ao 2.16 pode

ser omitida, se D tem interior nao vazio.

Proposicao 2.21. Seja D C M um conjunto maximal com a propriedade que para todo
x € D tem-se D C fe(O"(x)) e suponha que int(D) # (. Entio D € um conjunto de

controle.

Demonstragao: Vamos mostrar inicialmente que D satisfaz a condigao (7) da Definigao
2.16. Sejam xz € D e 2/ € int(D). Entdo existe uma vizinhanca V,, de z’ tal que
Vy C int D. Como por hipétese 2’ € D C fe(O*(z)), entao V,y N OF(z) # 0, ou seja,

existe y € V, N O (x). Logo existe Ty > 0 e ug € U tal que y = p(To, z,uq) € V.

Considere agora y' € int(D) com y # y. Entdo existe uma vizinhanca V,
tal que V,; C int(D). Como D C fe(O*(y)), entdo exite T} > 0 ¢ vy € U tal que
z = ¢(Th,y,u1) € V. Sendo M Hausdorff, existem vizinhancas V; e V2 de y e z,
respectivamente, tais que V3 NVo = (). Pela continuidade de ¢(T1,-,u;) existe uma
vizinhanca V' de y tal que ¢(T1,V,uy) C V;, onde V, := V,, N V,. Considere a vizinhanca
V, =V NnVinVy dey. Observe que V,, V, Cint(D), V,NV, =0 e p(T1,V,,u1) C V..

Pelos mesmos argumentos anteriores, existem T, > 0 e us € U tais que
o(Ty, z,uz) € V,. Note que como (11, Vy,u1) C V3, temos que p(T7, p(T5, z,uz),u1) € V,
e a partir de V, retornar a V;, pelo fato de que D C fe(O"(z)) para todo x € D.

Por fim, defina a trajetéria (¢, z,u), t > 0, partindo de z e atingindo y com

tempo Ty e controle ug. A partir de y atinja z com tempo 77 e com controle u;. Retorne
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para V, a partir de z em tempo 75 e controle uy e repita este processo iteradamente. E
importante notar que em cada volta partindo de um ponto de V, até um ponto de V. e
depois retornando a V, é necessario um tempo maior do que 7. A trajetéria assim obtida
fica bem definida para todo t > 0 e pela Proposicao 2.20 ela esté contida inteiramente em

D. Pela aleatoriedade de x € D, temos que D satisfaz (). O

Proposicao 2.22. Seja Dy C M um conjunto satisfazendo as propriedades (i) e (i) da

Definicao 2.16. Entao Dy estd contido em um conjunto de controle.

Demonstracao: Considere o conjunto
Q={D'C M; D' > Dy e D' satisfaz (i) e (ii) da Definigao 2.16 }.

Defina D = U D'. Mostraremos que D é um conjunto de controle. Com efeito, dado
D'eQ

x € D arbitrdrio, entdo x € D', para algum D’ € Q. Como D’ satisfaz (i) da Definigao

2.16, existe uma trajetéria ¢(-,z,u) tal que ¢(0,z,u) = z e u € U tal que p(t,x,u) €

D" C D para todo t > 0, o que mostra a propriedade (i) para D.

Mostremos agora a propriedade (ii). Para tanto, sejam z,y € D. Entao
existem D7, D) € Q tais que x € D] e y € D). Além disto existe z € D, tal que
y € fe(OT(2)) e z € fe(OT(x)), pois D}, D} € Q. Assim pela Proposigdo 2.6 temos que
y € fe(O*(z)). Como z,y € D foram tomados de forma arbitraria temos que D satisfaz

(77). Como a maximalidade de D com respeito a (i) e (i7) é clara, segue o resultado. O

Proposigao 2.23. Dois conjuntos de controle D e D’ ou coincidem ou sdo disjuntos.

Demonstragao: Suponha que DN D’ # (). Vamos mostrar que DU D’ é um conjunto de
controle. De fato, seja x € DUD’. Suponha sem perda de generalidade que z € D. Sendo
D um conjunto de controle, existe u € U e uma trajetéria (-, x,u) com p(0,x,u) = x e
o(t,z,u) € D C DUD', para todo t > 0, mostrando que D U D' satisfaz a condigao ()
da Definigao 2.16.

Sejam agora x,y € DU D'. Se z,y € D, entao y € fe(O*(x)), pois D é um
conjunto de controle. Da mesma forma concluimos que se z,y € D', entao y € fe(O*(x)).

Suponhamos agora, sem perda de generalidade, que x € D e quey € D'. Tome z € DND'.
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Entao y € fe(O*(z2)) (pois z € D') e z € fe(O™(x)) (pois z € D). Assim pela Proposicao
2.6 temos que y € fe(OT(x)). Em qualquer caso temos que D U D’ C fe(O*(x)), para
todox € DUD'. O

Proposicao 2.24. Seja C' C M satisfazendo:

a) para cada x € C, existe u € U tal que p(t,z,u) € C, para todot > 0 e

QP(()? x? u) = x;
b) fe(C) = fe(OT(x)), para todo x € C;
c¢) C é mazimal com relagdo a (b).

Entao C' € um conjunto de controle invariante. Em particular, se C' € fechado

e fe(C) = fe(OT(x)) para todo x € C, entao C' € um conjunto de controle invariante.

Demonstracao: Como C satisfaz (a), entdao C satisfaz (i) da Defini¢ao 2.16. A condigao
(b) implica na condigao (ii) de conjunto de controle, uma vez que C' C fe(C) = fe(O*(z)),
para todo = € C. Vamos mostrar agora que C' satisfaz (ii7) da Defini¢ao 2.16. Com efeito,
seja D' O C satisfazendo (i) e (i7) da Definigao 2.16. Tome y € D’ qualquer. Como D’
satisfaz (i) e C C D' entdao C C D' C fe(O*(y)) e y € fe(OT(x)) = fe(C), para algum

rzeC.

Note que fe(C) C fe(fe(OT(y))) = fe(OT(y)). Alem disto, dado z € fe(O™(y)),
como y € fe(O*(x)), entdo z € fe(OT(x)) = fe(C), pela Proposigao 2.6. Assim fe(C) =

fe(OT(y)) e portanto
fe(O™(y)) = fe(C) C fe(D') C fe(fe(O7 (y))) = fe(O™(y)), Vy € D',

isto é, fe(D’) = fe(O*(y)) para todo y € D', mostrando que D’ satisfaz (b). Pela maxi-

malidade de C' com respeito a (b), temos que C' = D’

Observe que se C' é fechado e satisfaz (b), entao C' = fe(C) = fe(O*(z)) para
todo z € C. Como O (x) C fe(O*(z)) = C para todo x € C temos que C satisfaz (a),
pois dado x € C' e u € U temos que p(t,z,u) € OF(x) C C, para todo t > 0. Além disso,
se D' C M satisfaz (b) e D' D C, vimos que fe(C) = fe(O* (y)) para todo y € D', e sendo
C fechado, temos C' = fe(O*(y)). Com isso

D' C fe(D") = fe(O*(y)) = C,
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donde D' C C, logo D' = C, mostrando que C' é maximal com respeito a (b). o

No caso de acessibilidade local, conjuntos de controle invariantes gozam de

uma lista de boas propriedades. Em particular eles sao positivamente invariantes.

Lema 2.25. Seja C' um conjunto de controle invariante de um sistema de controle local-

mente acessivel a partir de todo x € fe(C'). Entao
1) int(C) # 0;
2) fe(int(C)) = C e C € conezo,
3) int(C) e C sao positivamente invariantes;
4) int(C') C Ot (z) para todo x € C' e int(C) = Ot (z) para todo x € int(C);

5) se o sistema € localmente acessivel sobre M, entdo existe uma quantidade

enumerdvel de conjuntos de controle invariantes em M.

Demonstracao: Afirmamos inicialmente que se y € fe(C), entao fe(O*(y)) C fe(C).
De fato, seja y € fe(C) e suponha por absurdo que fe(O*(y)) ¢ fe(C), entdo existe
y' € fe(O*(y)) \ fe(C). Em particular 4/ € M \ fe(C) o qual é aberto, logo existe uma
vizinhanca V,, de ¢ tal que V,y C M \ fe(C). Como y' € fe(O*(y)), dada a vizinhanca
Vy, temos que V,y N O (y) # 0, ou seja, existe um difeomorfismo g = ¢, tal que
2= gy € Vi, para algum ¢ > 0 e algum u € Y. Sendo g um difeomorfismo, existe uma
vizinhanca V, de y tal que gV, =V, C M \ fe(C'). Usando o fato de que y € fe(C), temos
que dada a vizinhanga V, de y, V,, N C # 0, isto é, existe x € C tal que = € V,,. Portanto
r e CNV,ecomo gV, =V, C M\ fe(C), tem-se que gz ¢ fe(C), o que é um absurdo,
pois sendo C' um conjunto de controle invariante, deverfamos ter fe(C') = fe(O*(z)), ou

seja, gr € O1(y) C fe(O7(y)) = fe(C).

Notemos agora que como o sistema é localmente acessivel, entao C' é fechado.
Para isto, iremos mostrar que fe(C') satisfaz as condigoes (i) e (i) da Defini¢ao 2.16 e
assim, como fe(C') D C, seguird da maximalidade de C' que fe(C) = C. Dado z € fe(C),
segue da acessibilidade local que existe uma vizinhanga V,, de z tal que V, C O (x

I

pois int(OF(x)) # (. Pela observagao anterior temos que x € V,, C fe(O*(x)) C fe(C

Y

)
)
)
)

assim V, N C # (), isto é, existe y € V, C O (x) tal que y € C. Assim Ot (y) C OF(z),
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logo fe(O*(y)) C fe(O*(z)). Sendo C' um conjunto de controle invariante, temos que
fe(C) = fe(O*(y)) C fe(O*(x)), donde fe(C) = fe(O*(z)). Dessa forma, como O (z) C
fe(OT(z)) C fe(C) para todo x € fe(C'), temos que fe(C') satisfaz (i) da Defini¢ao 2.16.
Além disso, como C C fe(OT(x)) para todo x € fe(C'), temos que fe(C) satisfaz a condi¢ao

(77), como queriamos demonstrar.
Voltemos agora as afirmagoes:

1) Como o sistema é localmente acessivel, dado = € C, temos que

0 # int(O*(z)) C int(fe(OT(x))) C int(C).

2) Sabemos que C' = fe(C) e como fe(int(C)) C fe(C), entao fe(int(C)) C C.
Para a inclusao contraria, tome z € C. Entao O (z) C C e portanto int O (z) C int C.
Como int O (z) é denso em OT(x) (ver [I] Proposigao A.4.9 p. 527) e O (x) é denso em
C, entao C = fe (C) = fe (int OF(x)) C fe (int C).

Para mostrar a conexidade, suponha por absurdo que C' seja desconexo. Entao
existem subconjuntos A e B de M abertos em C e nao vazios tais que C = AU B e
ANB =10. Sejam a € Aeb e B. Como C satisfaz a condigao (i7) da Defini¢ao 2.16,
temos que b € Ot (a). Como B é aberto em C, existe uma vizinhanga V; de b tal que
V, C B. Para o aberto Vj, temos que V, N O%(a) # 0, isto é, existem T'> 0 e u € U
tais que ¢(T,a,u) € Vj. Considere o caminho v : [0,7] — M dado por v(t) = ¢(t,a,u).
Como « é continuo e [0, 7] é conexo, temos que o conjunto imagem de ~y, Im~y, é conexo
em M. Observe que a = ¢(0,a,u) € ANImy e p(T,a,u) € BNImy. Além disso, ANImy
e BNImvy sao abertos em Im7y, disjuntos, e como Imy C Ot (a) C fe(O*(z)) = C, temos
que

(ANImy) U (BNImy) = (AU B)NImy = C N Imy = Imy.

Portanto A N Imvy e B N Im~y formam uma cisao nao trivial de Im~y, o que é contradiz o

fato de Im~ ser conexo, de onde segue a conexidade de C'.

3) A invariancia positiva de C' segue do fato de que Ot (z) C fe(O*(z)) =
fe (C)=C.

Vamos mostrar agora que int C' é positivamente invariante. Para tanto, supo-

nha por absurdo que existe x € int C' tal que OT(x) nao esteja contido em int C'. Entao
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existem 7" > 0 e u € U tal que y := (T, z,u) ¢ int C. Como int C' é aberto, existe
uma vizinhanga V. de z tal que V,, C C. Como (T, -,u) é um difeomorfismo, temos que

o(T,V,, ) é uma vizinhanga de ¢(T,x,u). Assim
o(T', Vi, u) N (M\int C) # 0,

pois (T, z,u) € (T, V,,u)N(M\int C). Dessa forma, temos que p(7', V,,u) N (M\C') #
(), pois caso contrério, deveriamos ter o(T,V,,u) C C. Assim, p(T,z,u) € int C' (pois
©(T,V,,u) é uma vizinhanca de ¢(T, z,u) inteiramente contida em C'), o que é um ab-
surdo. Portanto, existe y € V, C C tal que z := ¢(T,y,u) € (M\C), o que é uma

contradicao, pois pelo fato de C' ser positivamente invariante, deveriamos ter
zeOf(y) c C.

Portanto, int C' é positivamente invariante.

4) Sejam x € C' e y € int C. Sendo C fechado, temos que
fe(O*(z)) = fe (C) = C.

Como y € int C' C C e o sistema é localmente acessivel em y, temos que int O~ (y) N
int C' # (). Portanto existe z € O (z)Nint O~ (y)Nint C. Dessa forma, como z € O~ (y),
entdo y € OF(z). Segue da Proposigdo 2.5 que y € OF(z). Pela invariancia positiva de

int C, segue que O (y) = int C, sempre que y € int C.

5) Finalmente, como M é separavel, isto é, M admite um subconjunto enu-
meravel F tal que fe (F) = M e além disso o interior de um conjunto de controle invariante
é nao vazio, entao para cada um conjunto de controle invariante C, o aberto int C' contém
um elemento m de E. Como os conjuntos de controle sao disjuntos, entao cada conjunto
de controle invariante C' contém um elemento m¢ de E que nao pertence a nenhum outro
conjunto de controle invariante. Como E é enumeravel, entao temos que a quantidade de

conjuntos de controle invariantes é no maximo enumeravel. O

Algumas propriedades de conjuntos de controle invariantes listadas no lema

anterior também se verificam para conjuntos de controle variantes com interior nao vazio.

Lema 2.26. Se D é um conjunto de controle do sistema 1.15 com interior nao vazio.
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i) Se o sistema € localmente acessivel a partir de todo x € fe(D), entdo o

conjunto D € conezo e fe(intD) = fe(D);
ii) Se y € intD € localmente acessivel , entao y € O (x) para todo x € D;

ii1) Se o sistema € localmente acessivel a partir de todo y € intD, entao intD C

O™ (x) para todo x € D. Além disso, para todo y € intD tem-se

D = fe(OF(y)) N O (y).

i) O nimero de conjuntos de controle com interior nao vazio é no mdrimo

enumerduvel.

Demonstragao: i) Para ver que D C fe (int D), seja € D. Como int D # () e
D C fe(O*(z)), entao existe T > 0 e u € U tais que ¢(7T,z,u) € int D. Segue da
continuidade de (T, -,u) que existe uma vizinhanga V, de x tal que o(T,V,,u) C€
int D. Como z € D C fe(O"(y)) = fe (int O (y)) para y € D, temos que o aberto
int (O*(y)) NV, é ndo vazio. Além disso, temos que int (OT(y)) NV, e estd contido
em D. De fato, dado z € int (O*(y)) N V,, temos que existem ¢; > 0 e u; € U tais
que z = @(t1,y,u;) € V,. Assim, tomando a t;-concatenacdo de u; e u, temos que
y=p0,y,u1 A u) € Dep(T+t1,y,us Ayyu) = @(T, o(t1, y,ur),u) € p(T,Vy,u) Cint D.
Portanto, pela Proposigao 2.20, temos que ¢(t,y,u; Ay, u) € D para todo t € [0,T + t4].
Em particular, temos que z = @(t1,y,u1) = @(t1,y,u1 Ay, u) € D, uma vez que para t < t;

tem-se uy Ay, u(t) = uy(t).

Assim, dado uma vizinhanca W qualquer de x, entao W NV, é também uma
vizinhanga de z. Como pelo que foi observado « € fe (int (O (y))), temos que W NV, N
O*(y) # 0. Observe que V, N O (y) = int (V, N OT(y)) C int D, portanto

0£WNV,NO"(y) C WnNint D,

mostrando que z € fe (int D). Com isso, D C fe (int D), de onde segue que fe (D) C
fe (int D). Como fe (int D) C fe (D), temos que fe (D) = fe (int D).

A conexidade de D é provada da mesma maneira que na demonstracao do item

(2) do Lema 2.25.
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ii) Seja x € D. Usando a acessibilidade local em y € int D podemos encontrar
t >0 tal que int O, (y) C int D. Tome z € int O, (y). Entdo existe uma vizinhanga V.,
de z tal que V, C OZ,(y) C O~ (y). Como z € int D C D C fe(O* (7)), dada a vizinhanga
V., temos que existe 2/ € V, N O*(z) C O (y), ou seja, 2’ € OF(x) e y € OF(Z). Segue

do item (i) da Proposigao 2.5 que y € O (x).

iii) Notemos que dado y € int D, entao D' := fe(O*(y)) N O~ (y) possui
interior nao vazio, pois int D C int D’. De fato, como D C fe(O*(y)), entao int D C
int fe(O*(y)) C fe(O*(x)). Além disso, dado x € int D, entdo y € int D C OT(z), logo

xr € O (y), mostrando que int D C D', ou seja, ) # int D C int D',

Mostraremos agora que D’ satisfaz a condic¢ao (ii) da Definicao 2.16. Com
efeito, sejam x, z € D’. Entao por definigao de D', z € fe(O*(y)). Temos ainda que como
z € O (y), entdo y € OF(x) C fe(O*(z)). Segue portanto do item (i) da Proposicao 2.6
que z € fe(O*(x)).

Temos ainda que D’ é maximal com relagao a condicao (ii) da Defini¢ao 2.16.
Com efeito, seja C' um subconjunto de M satisfazendo C' C fe(O*(x)) e tal que D’ C C.
Tome x € C. Como y € int D C C, entdo x € fe(OT(x)). Pelo fato de y € int D,
existe uma vizinhanga V,, de y tal que V, C int D. Assim, V, N O"(z) # (). Dessa forma,
considere z € V, tal que z € OF(z). Como z € V, C int D C O (y), entao y € OF(z).
Segue do item (z) da Proposicao 2.5 que y € O*(x), isto é, x € O~ (y), mostrando que
D' =C.

Concluimos pela Proposicao 2.22 que D’ esta contido em algum conjunto de
controle D. Como y € (DN D') C (DN D), temos que D = D, portanto fe(O*(y)) N
O~(y) = D' ¢ D = D. Para mostrarmos a inclusio contrdria, tome z € D. Como
y € int D, pelo item anterior temos que y € int D C OT(x), de onde segue que = €
O~ (y). Além disso, pelo item (i) temos fe (D) = fe (int D) e pelo item (i7) sabemos que
int D C O*(y), entao

z €D C fe (D) =fe (int D) C fe(O"(y)).

O que conclui a igualdade.

iv) A demonstragdo é completamente analoga a que foi feita no item (5) da
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proposicao anterior. O

Antes de finalizarmos esta secao, faremos um breve comentdario sobre o sistema

de controle em tempo reverso.

Dado um sistema de controle como em (1.13), obtemos o sistema de controle

em tempo reverso com controles u € U
#(—t) = =X(x(t), u(t)) (2.2)

. fazendo a substituicao t — —t. Note que o conjunto dos campos de vetores completos
deste sistema, denotado por F~, é dado por F~ = {-X,; u € U} = —F. Com isso,
a dlgebra de Lie £(F~) coincide com a &lgebra de Lie L£(F'). Portanto, (2.2) satisfaz a

condigao do posto de acessibilidade se, e somente se, (1.13) a satisfaz.

Se denotarmos por ¢~ (¢, z,u) a solu¢ao de (2.2) para cada z € M e u € U,

temos o seguinte lema que relaciona ¢ e ¢~

Lema 2.27. Seja T € R. Entdo para todo x,y € M e todo uw € U, temos que (T, x,u) =

y se, e somente se, o~ (T,y,v) =z, onde v(t) = u(T —t).

Demonstragao: Sejam z,y € M e u € U. Suponha que 7n(t) := ¢(t,x,u) satisfaca

n(T) = ¢(T,z,u) =y. Como n satisfaz

0(t) = %@(t,% u) = X(p(t,z,u),ut) = X(n(t), u(t)), 1(0)=¢0 z,u) =z,

podemos definir £(t) = n(T — t) e notar que

§(t) = =T —t) = =X ((T — 1), v(t)) = =X (£(t), v(t))

além disso, £(0) = n(T') = y, ou seja, £ satisfaz a equagdo #(t) = —X(x(t),v(t)) com
condigao inicial 2(0) = y. Pela unicidade de solugao, temos que £(t) = ¢~ (t,y,v). Con-
cluimos que x = n(0) =&(T) = ¢~ (T, y,v). A reciproca segue de maneira andloga, basta
definir £(t) = ¢~ (t,z,v), n(t) = (T — t) e verificar que n satisfaz (t) = X (x(t),u(t))
com condigao inicial z(0) = z. Assim 7(t) = (¢, z,u). Logo, se x = &(T) = ¢~ (T, y,v),
entdo y = &£(0) =n(T) = (T, z,u). O

Se denotarmos por O%(z)~ e por O~ (x)~ as Orbitas positiva e negativa do

sistema (2.2), respectivamente, entdo temos a seguinte consequéncia do lema anterior.
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Corolério 2.28. Dado y € M, temos que O~ (y) = OT(y)~.

Demonstracao: Sejam y € M e x € O (y), entao existe T > 0 e u € U tais que
o(T,z,u) = y. Pelo lema anterior, isto ocorre se, e somente se, ¢ (T,y,v) = x, onde

v(t) = u(T —t), ou seja, y € O~ (x)~, que acontece se, e somente, z € O (y)~. o

Este ultimo resultado nos ajudara a calcular o conjunto de controle do sistema

linear com controles restritos.

2.2 Conjuntos de controle para acao de semigrupos

Dados o grupo e o semigrupo Gr e S de um sistema de controle (ver Definigao 2.2) com
F ={X,; u € U} o seu conjunto dos campos de vetores completos de classe C°°, podemos

definir a 6rbita através de x € M por

Gr(x) ={y € M; existe ® € G com y= d(x)}
e as Orbitas positivas e negativas através de x por

Sr(x) ={y € M; existe & €S com y=®(z)}

Sp(z) ={ye M; existe €S com z=d(y)},
respectivamente.

Por definigao, Gr(x) coincide com M para algum x € M (e portanto para todo

x € M) se, e somente se, Gr age transitivamente em M.

Existem casos (por exemplo o sistema de controle bilinear) em que o grupo do
sistema G é um grupo de Lie, isto é, uma variedade suave munida de uma estrutura de
grupo tal que a aplicagao que associa cada par (g,h) € G x G e leva em g*h™! é de classe
C*, onde * representa a operacao do grupo. Desta forma, a ideia de L. A. B. San Martin
aparece como uma forma de generalizar os casos acima citados. A grosso modo, considera-
se uma acao (a esquerda) transitiva § : G x M — M de um grupo de Lie G em uma
variedade M, ou seja, uma aplicacao suave entre G x M e M que satisfaz: i) 0(e, x) = z,

para todo z € M (e representa o elemento neutro de 3); ii) 0(g*h, x) = 6(g, 0(h,x)), para
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todo (g, h,x) € G x G x M e; iii) dados x,y, € M, existe g € G tal que y = 0(g, x). Além
disso, a fim de representar o semigrupo S do sistema, ele considerou um semigrupo S do
grupo de Lie G, o qual é, por definicao, um subconjunto de GG fechado para a operacao
do grupo. A partir dai se desenvolve os conceitos fundamentais da teoria se semigrupos
de grupos de Lie. A fim de dar uma ideia geral desta teoria e de apontar para onde os
estudos sobre sistemas de controle caminham, apresentaremos apenas resultados basicos

concernentes a conjuntos de controle para acao de semigrupos de grupos de Lie.

Podemos observar que se considerarmos o conjunto das fungoes de controle
admissiveis U, (o conjunto das fungdes u : R — R™ constantes por partes), temos que
Sr(z) = O (x) (analogamente S (z) = O~ (z)). Para ver isto, seja y € Sp(z). Entao
existem ¢, -+ ,t, > 0ewuy, - ,u, € U taisque y = 4, 4, 0 - -0y, 4, Considere u € U,
dada por u(t) = uy, se t € [0,t1] e u(t) = u;, se t € (Z;;ll tj,Z;:1 til, i€ {2,--- ,n}.
Assim,se T = )", t;, temos que y = (T, z,u) € O (z), mostrando que Sp(z) C O (x).
Para a inclusdo contrdria, tome z € O7(z). Entao existe T > 0 ¢ u € U, tais que
z = @(T,z,u). Considere os subintervalos I,---, I, de [0,7] disjuntos (ordenados de
forma que se t € I, e s € [;, com i < j, entdo t < s) tais que [0,7] = L U---U I,
e u(t) = u; para t € I, para uj,- - ,u, € U dois a dois distintos. Tome a partigdo
0=ty <ty <---<t,="Tdointervalo [0, 7] formada pelos pontos 0 e T" além dos pontos

de descontinuidade de uw. Assim
y - QO(T, €, u) - thn—tn,l,un O-++0 Qotg—t1,u2§0t1,u1 (l‘) S SF('I)

Portanto Sp(x) = O*(x). Similarmente mostra-se que S (x) = O~ ().

Ao longo desta secao, S serd um semigrupo com interior nao vazio de um grupo
de Lie G que age transitivamente (a esquerda) sobre a variedade M. Denotaremos a agao
transitiva (a esquerda) 6(g, z) simplesmente por gz e a operagao * do grupo G entre dois
elementos g, h € G por gh. Além disto, se H é um subconjunto de G, entao dado z € M,

usaremos a notagao Hx para o conjunto
{hx; h € H}.

Definicao 2.29. O semigrupo S € acessivel a partir de x € M se int (Sx) # 0 e €

acessivel se for acessivel a partir de todo x € M.
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Observacao 2.30. Note que se o semigrupo S possui pontos interiores e a aplicacao
g — gx € aberta e diferencidvel, entao os semigrupos S e S~ = {x~'; x € S} sao
acessiveis, visto que (int S)x C int (Sx) e que (int S)x € aberto. Para ver isto, tome
y € (int S)x, entao existe g € int S tal que gr = y. Como g € int S, existe uma
vizinhanca V de g tal que V. C int S. Assim Vx € um aberto contendo y e que estd
contido em Sx, logo y € (int S)x e portanto (int S)x C int (Sz). Similarmente mostra-

se que (int S~z € um aberto contido em int (S'x).

Lema 2.31. O interior de um semigrupo S € um ideal de S.

Demonstracao: Dado g € int S, entao existe uma vizinhanca V' de g tal que V' C S.
Dessa forma, tomando h € S um elemento qualquer, temos que Vh é uma vizinhanca de

gh com Vh C S, logo gh € int S. O

Definicao 2.32. O semigrupo S € controlavel a partir dex € M se Sx = M e é controlavel

sobre M se for controlavel a partir de todo x € M.

Definigao 2.33. Um conjunto de controle para o semigrupo S é um subconjunto D C M

satisfazendo:
i) int D # (;
ii) D C fe (Sz), para todo x € D;

iii) D é mazimal com relagdo as propriedades (i) e (it), ou seja, se D' C D e

satisfaz (i) e (ii), entdo D' = D.

Assim como na Definigdo 2.16, a condigao (i7) é central para que se tenha
controlabilidade aproximada em D. As condigoes (i) e (i7) sdo impostas para excluir
casos triviais, como por exemplo, conjuntos unitarios de M. A condigao (iii) é puramente
técnica. Veremos mais adiante que qualquer subconjunto de M satisfazendo (i) e (i7) esta

contido em um conjunto de controle.

O seguinte lema técnico serd frequentemente usado ao longo desta segao.

Lema 2.34. Sejam x,y,z € M. Se x € fe (Sy) ey € fe (Sz), entio x € fe (Sz).
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Demonstracao: Consideremos sequéncias (gn)nen € (hn)neny de pontos de S tais que
gny — x e h,z — y. Entao, dada uma vizinhanga V' de z, existe ny € N tal que g,,y € V.
Como a agao é continua e h,z — y, temos que ¢, hnz = gn,y. Assim, existe n; € N tal

que gnohn, 2z € V. Portanto, x € fe (Sz). O

Os proximos dois resultados nos ajudam a entender melhor os conjuntos de
controle. O primeiro deles mostra que conjuntos de controle nao se interceptam. O

segundo foi previamente dito no comentario subsequente a Definicao 2.33.

Proposigao 2.35. Dois conjuntos de controle D e D' sao coincidentes ou sao disjuntos.

Demonstragao: Suponhamos que DN D’ # () e tomemos x € DND’'. Como int D # (),
temos que int (DUD’) # (). Sejam y, z € DUD’ elementos quaisquer. Pela condigao (i¢) da
Definigao 2.33, y € fe (Sz) e x € fe (Sz). Pelo lema anterior concluimos que y € fe (Sz).
Com isso, mostramos que DU D’ C fe (Sz), para todo z € DU D’. Assim DU D’ satisfaz
as duas primeiras condigoes da Definicao 2.33 e contém D. Pela maximalidade de D,
temos que DU D’ = D, logo D C D’ e, novamente pela maximalidade dos conjuntos de

controle, concluimos que D = D’. O

Proposicao 2.36. Todo subconjunto D C M satisfazendo as condi¢oes (i) e (ii) da

Definicao 2.33 estd contido em um conjunto de controle.

Demonstracao: Considere a familia
Q:={CcM; DcC e C satisfaz (i) e (i7) da Definicao 2.33}

ordenada pela relagao de inclusao de conjuntos.

Considere em 2 uma cadeia arbitraria {C,}acp € denotemos por U = U
a€EA
Temos que int U # ), pois int C, # () para todo o € A. Assim, U satisfaz a condiciao

(1) da Defini¢ao 2.33. Agora tome z,y € U. Entao existem oy, € A tais que = € C,, e
y € C,,. Como C,, C C,, ou Cy, C C,,, mostrando que U satisfaz a condigao (ii) da
Definigao 2.33. Assim U € ).

Portanto todo subconjunto totalmente ordenado de €2 é limitado superior-

mente. Pelo Lema de Zorn, §2 possui elementos maximais. Seja Cy; um desses elementos
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maximais. Entao D C (s e Uy é o conjunto de controle procurado, de onde concluimos

o resultado. O

Proposicao 2.37. Com as mesmas notagoes e hipdteses anteriores, se x € M, entao

S( int (Sz)) C int (Sx) e S( fe (Sx)) C fe (Sx).

Demonstracao: Sejam g € S e z € int (Sz). Como z € int (Sx), entdo existe um
aberto U C M tal que z € U C Sz. Logo gU é um aberto e gz € gU C Sx. Assim
gz € int (Sx), mostrando que S( int (Sz)) C int (Sz). Agorasejam g € Sey € fe (Sx),
entdo existe uma sequéncia (g,z)n,eny em Sz tal que g, — y. Como a acdo é continua,

entao gg,x — gy. Assim gy € fe (Sx), portanto S( fe (Sx)) C fe (Sz). O

Da propriedade (i) da Definicao 2.33 nota-se que nao podemos garantir a
existéncia de controlabilidade em todo D, todavia podemos tomar um subconjunto de D

onde haja controlabilidade.

Definicao 2.38. Seja D um conjunto de controle para o semigrupo S. O conjunto de

transitividade para D é o subconjunto Dy dado por

Dy :={x € D; existe g € int S tal que gx = x}.

A partir de agora exploraremos propriedades do conjunto de transitividade.

Proposicao 2.39. Seja D um conjunto de controle para o semigrupo S e seja Dy o seu
conjunto de transitividade. Entao:
i) Do = ((int S)D) N D;

i) Se Dy # 0, entao D C (int S)~'z para todo x € Dy.

Demonstragao: Para mostrarmos (i), seja ©9 € Dy. Entao xy € (int S)zg N D C

((int S)D) N D, mostrando que Dy C ((int S)D) N D.

Para a inclus@o contraria, seja x¢ € ((int S)D) N D. Entao existem h € int S
ey € D tais que hy = x9. Como D C fe (Sxzg) e D possui pontos interiores, entao
SxoN D # 0. Seja z € Sxy N D. Temos que ( int S)~lzg U D # ), pois o = hy o que

implica em y = h~lx.
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Agora como D C fe (Sz) e (int S)'xgU D # (), entao Sz N (int )tz # 0
(visto que se ' € (int S) " lzgUD # () , entdo 2’ € D C fe (Sz). Assim SzU(Sz), onde
(Sz)" denota o conjuntos dos pontos aderentes de Sz. Se 2’ € Sz, entao SzN(int S)~'zy #
0. Se 2/ € (Sz), entao existe uma sequéncia de pontos de Sz convergindo para z’, em
outras palavras, todo aberto contendo 2’ contém pelo menos um elemento de Sz. Como
(int S)~! é aberto, entdo (int S)~'zy ainda é um aberto e contém z’. Assim, como z’

¢ um ponto de acumulacao de Sz temos que existe pelo menos um elemento de Sz em
(int S) "'z, isto é, Sz N (int S)"tzy # 0).

Como Sz N (int S)"'zy # 0. Entdo existem g € S e h € int S tal que
gr = h™'zy. Como z € Sz, entdo 2z = sz e assim hgz = x9 = hgsxy o que implica em
xo = hgsxy como hgs € int S visto que zo € D concluimos que zy € Dy.

Vamos agora demonstrar (7). Para isto, tomemos x € Dy e y € D. Pelo item
anterior temos que (int S)"*zND # (). Como D C fe (Sy), entao SyN(int )~*z # (). Logo
existem g € Seh € int Scom gy =h 'z eentaoy = g 'h lx. Como g7 'h™! € (int S)71,

entdao y € (int S)~'x. Portanto Dy # () e entao D C (int S) ' para todo x € Dy. ]

Proposicao 2.40. Considerando as mesmas hipdteses da proposicao anterior, temos:
i) Se Dy # 0, entao Dy = (int S)x N (int S)x;
ii) Para todo x,y € Dy, eziste g € int S com gx = y;

iii) Se Doy # 0, entdao Dy € denso em D.

Demonstragao: (i) Sejam z,y € Dy. Pelo item (iz) da proposi¢ao anterior temos que
y € (int S)™'z e x € (int S)~'y. Logo z = h~ 'z para algum h € int S o que implica em
y = hx. Assim y € (int S)x N (int S)~'z e portanto Dy C (int S)z N (int S) .

Fixemos agora x € Dy e seja y € (int S)z N (int S)"'z. Entao existem g, h €
int S tais que y = gr = h™'z. Assim y = ghy, ou seja, y € (int S)y. Nos resta mostrar
que y € D e o resultado segue do item (7) da proposic¢ao anterior. Para tanto, mostraremos
que D" = D U {y} satisfaz as duas primeiras condigdes de conjunto de controle. Como D

é um conjunto de controle, concluiremos pela maximalidade de D que D = D',

Note primeiramente que int D’ # (), pois int D # (). Assim D’ satisfaz a
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primeira condi¢ao da definicao de conjunto de controle. Para mostrarmos a segunda
condigao, seja z € D'. Entao z € Dou z =y. Se z € D, como D € fe (Sz), resta mostrar
que y € fe (Sz). Logo, tomando o x € D, fixado anteriormente, temos que y = gx com
g € int S. Desta forma y € Sx C fe (Sx). Como z € fe (Sz) (pois € D e z € D),
entdo y € fe (Sz). Portanto D' C fe (Sz) para todo z € D. Caso z = y, entao dado o
x € Dy fixado anteriormente, temos que y = h~'x com h € int S. Assim x = hy, ou seja,
x € Sy C fe (Sy). Portanto, se w € D, entdo w € fe (Sy), logo w € fe (Sz) pelo Lema
2.34. Com isso, concluimos que D’ satisfaz a segunda condigao da Definigao 2.33 e assim

D’ = D de onde segue que y € D.

(14) Considerando que z,y € Dy, temos que Dy # (). Sabemos que Dy =
(int S)z N (int S)~'x pelo item anterior, logo y € (int S)z. Entdo existe h € int S tal que

y = hz.

(17i) Como Dy # (), tome = € Dy. Pelo item (i) desta proposigao, temos
que Dy = (int S)z N (int S) 'z. Sabemos que (int S)z e (int S) "'z sdo abertos. Tome
y € fe ((int S)z)N(int S)~'z. Entao existe uma sequéncia (h,z),en de pontos de (int S)x
tal que h,z — y. Como h,xr — y, temos que para qualquer aberto contendo y, existe
ng € N tal que para n > ng, implica que h,x pertence a este aberto. Desta forma, a
partir de um certo ng, h,x € (int S)~'z, pois este ¢ um aberto contendo y, ou seja,

h,z € (int S)z N (int S)~'z. Entao, y € fe ((int S)z N (int S)~'x) = fe (Dy). Logo,
[fe ((int S)z) N (int S)~'z] C fe (Dy).

Pelo item (4i) da Proposigao 2.39 D C (int S)~'z. Além disso, D C fe (Sx) C fe ((int S)x).
De fato, dado y € Sz, y = gx para algum g € S e pelo fato de x € Dy, * = hz,
com h € int S, assim y = ghx, e como gh € int S, temos que y € (int S)z, entao
fe (Sz) C fe ((int S)x). Logo D C (fe ((int S)x) N (int S)~'z) C fe (Dy). Assim
D = fe (Dg) N D = fe (Dy)”, onde fe (Dy)? denota o fecho de Dy em D. Portanto

Dy é denso em D. O

Proposicao 2.41. Com as mesmas hipoteses da Proposicao 2.39:

i) Dy € S-invariante em D no sequinte sentido:

seheS, xe€Dy e hxe D, entao hx € D,.
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i) Se SD C D ou se ST'D C D, entao Dy # (. No sequndo caso, Dy = D.

Demonstracao: (i)) Tomemos h € S e x € Dy, entao existe g € int S tal que gz = x.
Logo hx = hgx e consequentemente hx € (int S)z. Temos por hipdtese que hx € D.
Pelo item (i7) da Proposigao 2.39 D C (int S)~'z, assim hz € (int S)~'z. Portanto
hx € (int S)z N (int S)~'z = Dy.

(74) Suponhamos que SD C D. Entao (int S)D C D e consequentemente
((int S)D) N D # (. Assim, pelo item (i) da Proposi¢ao 2.39 temos que Dy # ().

Suponhamos agora que S™'D C D, entao (int S)™'D C D e assim ((int S)~'D)N
D # 0. Seja x € ((int S)"'D) N D, entao existem h € int S e y € D tais que y = hz.
Logo y € (int S)x C (int S)D e portanto ((int S)) N D # ). Segue novamente do item (i)
da Proposicao 2.39 que Dgy # ().

Fixemos x* € D. Temos entao que (int S)~'z é um aberto e estd contido em

D, pois (int S)™'D C D. Assim (int S)~'z N D # (). Desta forma
(int S) 'z = (int S) 'z N D C D C fe (Sz),

de onde segue que SxN(int S) "tz # ). Logo existem g € S e h € int S tal que gv = h™ 'z,
ou seja, hgr = x. Portanto x € (int S)x e assim x € Dy, consequentemente D C D.

Como ja tinhamos que Dy C D, entao D = D. O

Definicao 2.42. Se o conjunto de transitividade Dy de um conjunto de controle D é nao

vazio, entao Dy € chamado de conjunto de controle efetivo.

2.2.1 Conjuntos de controle invariantes

Denotemos por I' o conjunto de todos os conjuntos controlaveis. Em I' existe uma ordem
natural dada pela acao do semigrupo. Notemos que nao é a ordem dada pela inclusao,
mesmo porque vimos que se dois conjuntos de controle para o mesmo semigrupo se inter-

ceptam, entao eles sao iguais.

Definicao 2.43. Sejam D1, Dy € I'. Definimos D1 < Dy se existir x € Dq tal que
fe (Sz) N Dy # 0.
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Proposigao 2.44. Se D1, Dy € T' e Dy < Ds, entao Dy N fe (Sxz) # 0 para todo x € D;.

Demonstragao: Como D; < Dy, existe zg € D tal que Dy N fe (Sxzg) # (. Seja
y € Dy Nfe (Sxy) e consideremos um elemento arbitrario z € D;. Pelo item (i) da
Defini¢ao 2.33 temos que xy € fe (Sx). Pelo Lema 2.34 concluimos que y € fe (Sx) e
portanto Dy N fe (Sz) # 0. ]

Proposicao 2.45. A relacao” <7 € uma relacao de ordem parcial.

Demonstragao: Para mostrarmos a reflexividade, notemos que se D é um conjunto de

controle, entao x € fe (Sx), para todo z € D. Portanto D < D.

Mostraremos agora a transitividade da relagao <. Para isto, sejam Dy, Dy, D3
conjuntos de controle com Dy < Dy e Dy < D3. Entao existem x € Dy e y € Dy com
fe (Sx)N Dy # (e fe (Sy)N D3 # (). Tomemos z € fe (Sz) N Dy. Pela proposigao anterior
fe (Sz) N D3 # 0. Mas z € fe (Sx) implica em fe (Sz) C fe (Sx). Assim fe (Sz)N D3 # 0

e portanto D; < Ds.

Por fim, mostraremos que a relacao < ¢é antissimétrica. Sejam Dy, Dy € ' e
suponhamos que Dy < Dy e Dy < D;. Pela proposicao anterior temos que fe (Sx) N Dy #
(), para todo z € Dy, e também fe (Sy) N Dy # (), para todo y € Dy. Mostraremos que

D, U D, satisfazem as duas primeiras condigoes da definicao de conjunto de controle.

Como D e Dy possuem pontos interiores, entao int (D;UD3) # ), logo D1UD;
satisfaz a condicao (i) da Definigao 2.33. Note que se D1 N Dy # (), entao pela Proposicao
2.35 tem-se D; = D, e a prova estd concluida. Agora se D; N Dy = (), entao tome
x € DiyUDs. Se x € Dy, entao Dy C fe (Sz) e, como Dy < Dy, temos também que
fe (Sx) N Dy # (). Tomemos y € fe (Sz) N Dy. Entdo Dy C fe (Sy) C fe (Sz). Portanto
Dy U D, C fe (Sx). Usando o mesmo argumento, concluimos que Dy U Dy C fe (Sx) para
x € Dy. Isto mostra que Dy U Dy C fe (Sx), para todo x € Dy U Ds, de onde segue a
condigao (it) da definicdo de conjunto de controle. Pela maximalidade de D; e Dy com

respeito as condigoes (i) e (ii), temos que Dy = Dy U Dy = Ds. O

Um conjunto de controle maximal é um conjunto D € I' que satisfaz a seguinte

propriedade: se C' € I'e D < (', entao C' = D.
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Definicao 2.46. Um conjunto de controle invariante para S é um subconjunto nao vazio

C C M satisfazendo:
i) fe (Sz) = fe (C), para todo x € C;

ii) C' € mazimal com respeito a (7).

A seguir mostraremos alguns resultados sobre conjuntos de controle invarian-

tes. O primeiro diz respeito a um conceito topoldgico.

Proposicao 2.47. Se S € acessivel, entao todo conjunto de controle invariante para S é

fechado. Além disso, se C' é um destes conjuntos, entdo int C' # ().

Demonstragao: Sejam C' um conjunto de controle invariante e = € fe (C'). Tomando
y € C temos que fe (Sy) = fe (C), ou seja, z € fe (Sy). Pela Proposigao 2.37, temos
que S(fe (Sy)) C fe (Sy), portanto Sz C fe (Sy) = fe (C). Como int (Sz) # ), entdo
Sz NC # ). Tome 2/ € SxNC. Temos que

fe (C) = fe (Sa') C fe (Sz) C fe (C).

Assim fe (Sz) = fe (C) = fe (fe (C)), para todo = € fe (C), ou seja, fe (C) satisfaz (i)
da Definicao 2.46 e ainda C' C fe (C'). Como C' é maximal com relacao a (i) da definigao
de conjuntos de controle invariantes, temos que C' = fe (C'), mostrando que C' é fechado.
Observe também que Sz C fe (C') = C, como int (Sx) é um aberto nao vazio em C,

temos também que int (C') # (. 0

O préximo resultado nos mostra uma relagao entre conjuntos de controle e a

ordem definida em I'.

Proposicao 2.48. Se D ¢ um conjunto de controle invariante para um semigrupo S,

entao D € mazximal com respeito a relagao de ordem parcial definida anteriormente.

Demonstragao: Seja D’ um conjunto de controle tal que D < D’. Entao fe (Sz) N
D’ # () para algum z € D. Como D é um conjunto de controle invariante, temos que

D = fe (Sz), logo D N D’ # (). Portanto pela Proposi¢ao 2.35 temos que D = D', O

Vamos mostrar agora que um conjunto de controle invariante é de fato um

conjunto de controle.
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Proposicao 2.49. Se S € acessivel, entdo todo conjunto de controle invariante € um

conjunto de controle.

Demonstracao: Seja ¢’ um conjunto de controle invariante para a agao de S. Pela
Proposi¢ao 2.47, int C' # () e C' é fechado. Logo C C fe (C) = fe (Sx) para todo = € C.
Resta mostrar a maximalidade de C' como conjunto de controle. Suponha por absurdo que
existe D contendo C' tal que D C fe (Sxz) para todo x € D. Neste caso, fe (Sz) = fe (C) C
fe (D) para todo z € C, e portanto fe (D) = fe (Sz) para todo zinC'. Resta provar que
fe (Sz) esté contido no fecho de C para todo z € D que nao esteja contido em C'. Tomemos
y € fe (Sz) ez € C. Como y € fe (Sz) e z € fe (Sx), entao y € fe (Sz) = fe (C).
Portanto fe (Sz) = fe (D) para todo x € D, o que contraria a maximalidade de C' como

conjunto de controle invariante. O

Da mesma forma que fizemos para conjuntos de controle, podemos conhecer
melhor o conjunto de transitividade de um conjunto de controle invariante. Para o préximo
resultado, precisamos do conceito de variedade homogénea: se G é um grupo de Lie e L
¢ um subgrupo fechado de G, entdo é possivel definir um atlas sobre o quociente G/L
de modo que se torne uma variedade diferenciavel (ver Teorema 3.58 pg 120 de [1]). A

variedade G/L é chamada de variedade homogénea.

Proposicao 2.50. Suponha que M = G /L seja um espago homogéneo compacto e seja S
um semigrupo de G' com interior nao vazio. Sejam C um conjunto de controle invariante

para a a¢ao de S sobre M e Cy = (int S)C' o seu conjunto de transitividade. Entdo:
i) Co = int (Sx), para todo x € Cy;
ii) SCy C Cy = Sy = (int S)y, para todo y € Cy;
iii) fe (Cy) = C;
w) Co={x € C; existe g€ int S com gr=ux};
v) Cy ={z € C; existe g€ intS com g 'zeC}.
Demonstracao: i) Como S é acessivel, pela Proposigao 2.47 temos que C' é fechado.

Em particular, C' é invariante pela acdo de S (pois fe (Sz) C fe (C) = C). Assim
Co = (int S)C C C. Logo fe (Sy) = fe (C) = C para todo y € Cy, ou seja, Sy é
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denso em C' para todo y € Cy. Temos também que (int S)~' é um aberto interceptando
C, pois se y € Cy, entdo y = hx com h € int S e x € C. Desta forma, h™ly =
r € C e consequentemente (int S)~ly N C # (). Como Sy é denso em C, temos que
(int S)~'y NSy # 0. Assim existe h € int S e g € S tais que h™'y = gy. Isto mostra que
y € (int S)Sy e

int (Sy) C Sy C S(int §)Sy C (int S)y C int (Sy),

sendo a ultima inclusdo valida porque dado x € (int S)y, entdo x = hy para algum
h € int S, assim existe uma vizinhanca V' C S de h tal que Vy C Sy é uma vizinhanca de
hy, logo x = hy € int (Sy). Com as inclusdes acima temos que int (Sy) = (int S)y = Sy.
Assim int (Sy) é aberto, S-invariante e denso em C, ja que Sy o é. Tomemos x,y € Cy.
Temos que (int S)™'2 N C # () e sy é denso em C, entao (int S)~*z N Sy # (). Tomemos

h € (int S) e g € S tais que h™'z = gy, entdao z = hgy e assim
z € (int S)Sy C (int S)y C int (Sy) C Sy.

Logo int (Sz) = Sz C Sy = int (Sy). Analogamente temos que int (Sy) C int (Sz), de
onde segue que int (Sy) = int (Sz). Desta forma, dado z € Cp, entdo z € int (Sy) para
todo y € Cy e reciprocamente, dado z € int (Sy), entdo z € (int S)y, o que implica em

z € (int S)C = Cy. Portanto Cy = int (Sz), para todo x € Cy

ii) Se y € Cy, j& mostramos que Sy = (int S)y, entdo Sy C (int S)y C
(int S)C, assim SCy C Cy. Por (i), temos que Cy = int (Sy) = (int S)y = Sy, portanto
SCy C Cy = Sy = (int S)y.

iii) Dado z € Cy, temos que Cy = Sz, entdo fe (Cy) = fe (Sz) =fe (C) = C.

iv) Se x € Cp, entao Copint (Sz) C (int S)z. Assim z € (int S)x. Reciproca-

mente, se z € C' e x € (int S)z, entdo = € (int §)C = Cj. Portanto temos a igualdade.

v) Se x € Cy, entao x = gy, comy € C e g € int S, assim g7'z =y € C.

1 1

Agoraserz € Ceg 'z € C,com g € int 5, seja y € C tal que g~ 'z = y, entao temos que

r = gy, ou seja x € (int S)C = Cy, portanto temos que

Co={x € C; existe g€int S com g 'z e C}.
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Observacao 2.51. Notemos que como estamos trabalhando com semigrupos com pontos
interiores entao para conjuntos de controle invariantes, seu conjunto de transitividade Cy

¢ sempre diferente do vazio, ou seja, o conjunto de controle invariante € sempre efetivo.

Veremos agora que se C' ¢é fechado, entao para termos C' como um conjunto de

controle invariante, basta a primeira condi¢ao da Definicao 2.46.

Proposicao 2.52. Se um subconjunto nao vazio C C M satisfaz a condi¢do (i) da De-

finicao 2.46 e C € fechado, entao C € um conjunto de controle invariante para S.

Demonstragao: Basta mostrar a maximalidade de C'. Suponha que C’ seja um sub-
conjunto de M contendo C' e satisfazendo a condigao (i) da Defini¢ao 2.46. Dado = € C,

temos também que z € C’, logo
CccC' cfe(Sz)cCte(C)=C.

Portando C' = C. O

Proposigao 2.53. Se C' = ﬂ fe (Sx) # 0, entdao C € um conjunto de controle invariante

zeM
para S

Demonstracao: Como C' é a interseccao de fechados, entao C' é fechado. Desta forma,
pela proposicao anterior, para mostrarmos que C' é um conjunto de controle invariante,

basta mostramos que C' = fe (Sz), para todo x € C. Tomemos y € C' = ﬂ fe (Sx).
xeM
Em particular y € fe (Sz) para todo x € C, de onde segue que C' C fe (Sx), para todo

x € C. Para a inclusao contréria, seja y € fe (Sz) para um z qualquer pertencente a C'.
Como z € fe (Sz) para todo = € M, temos que fe (Sz) C fe (Sz) para todo z € M, o

que implica que y € fe (Sx), para todo x € M. Logoy € C = ﬂ fe (Sz).
xeM

Assim fe (Sz) C C para todo z € C, o que prova que fe (Sz) = C' = fe (C),
para todo z € C. Para provarmos a unicidade, como C' intercepta o fecho de todas as
S-6rbitas, entao C' intercepta qualquer outro conjunto de controle invariante para a acao

de S em M. Segue da Proposi¢ao 2.35 que C' é unico. O
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Proposicao 2.54. Suponhamos que C' = m fe (Sx) # 0 seja o unico conjunto de con-

zeM
trole invariante para a agao de S e que exista um conjunto de controle invariante para

S—L, digamos C~, tal que (int C) Nint C~ # (. entdo S age transitivamente em M.

Demonstragao: Temos que C é fechado e Sz C fe (Sz), para todo x € C'. Entao SC C
U fe (Sx) =fe (C') = C. Dali, pelo item (i7) da Proposigao 2.41, temos que Cy # ). Se

zeC
r € Cp, entao pelo item (i) da Proposi¢ao 2.39, z € (int S) "'z e uma vez que x € C, temos

pela definigao de C' que z € fe (Sy), para todo y € M. Assim, x € (int S)~'x Nfe (Sy).
Logo, existe uma sequéncia (h,y)y em Sy tal que h,y — = € (int S)~'z. Desta forma,
existe um nimero natural ny tal que se n > ng, entao h,y € (int S)~'z. Assim, dado

Lz, ou seja, gh,y = x, o que significa

n > ng, temos que existe g € int S tal que h,y = g~
que se x € Cy ey € M, entao x € Sy. Consequentemente, para todo y € M, existe
s € S tal que sy = z. Entao s~z = y, para todo y € M, logo S~z = M. Pelo item
(71) da Proposi¢ao 2.40 Cy é denso em C. Desta forma (int C~) N Cy # 0. Tomemos
x € (int C7)NCy. Como z € Cp, temos que S~'z = M, e uma vez que S~'x C C~ (pois

C~ é S~ linvariante), temos que C~ = M.

J& que SC~ C M = C~, ou seja, (S71)7'C~ C C~, temos pelo item (ii) da
Proposi¢ao 2.41 que C; = C~ = M. Assim S™'z = M, para todo z € M, ou seja,
dados z,y € M quaisquer, existe g € S tal que g~ 'z = y, ou equivalentemente, gy = x.

Portanto S age transitivamente em M. O

Nos dois préximos resultados, estabeleceremos uma condicao suficiente sobre

a variedade para a existéncia de conjunto de controle invariante.
Proposigao 2.55. Se N C M € um subconjunto compacto e invariante para a acdo de

S, entdo para todo x € N, fe (Sz) contém um conjunto de controle invariante.

Demonstracgao: Fixemos x € N e consideremos a familia
F = {fe (Sy); fe (Sy) C fe (Sz), y € M}.

Temos que F é nao vazia, pois fe (Sz) € F. Munimos F com a relagao de ordem parcial
dada pela inclusdo de conjuntos e tomemos uma cadeia arbitraria {fe (Sy)}yercar em F.

Temos que Sx C N e fe (Sz) C fe (N) = N.
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Assim, a cadeia tomada forma uma sequéncia de subconjuntos compactos en-

caixados. Logo ﬂ fe (Sy) # 0. Tomando z € m fe (Sy), temos que fe (Sz) € F
yelCM yelCM
e fe (Sz) C fe (Sy), para todo y € I, portanto fe (Sz) é um limitante inferior da cadeia.

Pelo Lema de Zorn, F possui um elemento minimal, digamos C' = fe (Sw). Tomando
h € C ea € fe(Sh), temos que a € fe (Sh) e h € fe (Sw), logo a € fe (Sw) = C. Logo
fe (Sh) C C. Como fe (Sh) € F e C' é minimal em F, devemos ter fe (Sh) = C = fe (C),

para todo h € C'. Portanto C' é um conjunto de controle invariante. O

Corolario 2.56. Se M ¢ uma variedade compacta, entao exriste ao menos um conjunto

de controle invariante para a a¢ao de S sobre M.

Finalmente, mostraremos que se um conjunto de controle ¢ maximal com
relacao a ordem dada pela acao do semigrupo S, entao ele é um conjunto de controle

invariante.

Proposicao 2.57. Seja M uma variedade compacta e D um conjunto de controle para
a acao do semigrupo S C G. Se D é maximal com respeito a ordem <, entao D é um

conjunto de controle invariante.

Demonstragao: Basta provar que fe (Sx) = fe (D) para todo z € D, pois a maxi-
malidade de D como conjunto de controle invariante segue da maximalidade de D como
conjunto de controle. De fato, se C' é um subconjunto de M que contém D e satisfaz
fe (Sx) = fe (C), para todo x € C, entao C' C fe (C) = fe (Sz) = fe (D), para todo
x € C. Assim, fe (Sz)NC # (), para todo x € D, o que implica em D < C. Mas D é um

conjunto de controle maximal, logo temos C' = D.

Como D é um conjunto de controle, temos que D C fe (Sx), para todo x € D.
Suponha por absurdo que exista xg € D tal que fe (Sxzg) € fe (D), e considere z €
(fe (Szo) = fe (D)). Temos que fe (Sz) N D = 0, pois se fe (Sz) N D # ), entdo tomando
D U {z}, temos:

a) int (DU {z}) # 0, pois int D # ()

b) (DU{z}) C fe (Sy) para todo y € DU {z}. De fato, se y € DU {z}, entao

yeDouy=z.
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Se y € D, entao D C fe (Sy). Além disso, z € fe (Sxg) e xy € fe (Sy), para
todo y € D, entao z € fe (Sy), para todo y € D e assim D U {z} C fe (Sy), para todo
y € D. Se y = z, entdo tome a € fe (Sz) N D. Assim z € fe (Sa) para todo x € D e
a € fe (Sz), entao = € fe (Sz) para todo x € D e ainda z € fe (Szy). Como zy € D,

acabamos de ver que z € fe (Sz), entéo z € fe (Sz). Logo (D U {z}) C fe (Sz).

Portanto DU{z} satisfaz as duas primeiras condigoes da defini¢ao de conjunto
de controle, logo pela maximalidade de D, D = D U {z}, ou seja, z € D, o que é uma
contradi¢ao. Portanto fe (Sz) N D = () para todo z € (fe (Szp)\fe (D)). Como M é
compacta, temos que fe (Sz) é compacto e é invariante pela acao de S pela Proposigao
2.37. Logo fe (Sz) contém um conjunto de controle D’ que é disjunto de D, pois fe (Sz)N
D ={. Mas z € fe (Sxg) implica em fe (Sz) C fe (Sxg), assim D’ Nfe (Sxzg) # 0, com
rg € D, pois D' C fe (Sz) C fe (Sxp). Assim, pela Definicao 2.43, D < D', o que
contraria o fato de D ser um conjunto de controle maximal com relagao a 7 < 7, pois

D # D'. Portanto fe (Sx) C fe (D) para todo z € D, concluindo assim o desejado. a

Exemplo 2.58. Seja G = (R, +) e em G tomemos S = R*" o semigrupo constituido dos
nimeros reais positivos. Considere a acdo 6 : G X G — G dada por 0(x,y) = x+y. Entao
em G nao existe conjuntos de controle para a acao de S, visto que se D fosse um conjunto
de controle para a ag¢io de S, entio D C fe (Sx) para todo x € D. Como int D # 0,
existe um intervalo aberto e limitado J C R tal que J C D. Tomando o ponto médio m
de J e um ponto xg € J qualquer tal que o > m, temos que fe (Sxo) = {y € R; y > xp}.
Assim D C fe (Szg), o que é um absurdo, pois em J existem elementos menores que xg.

Portanto nao existe conjunto de controle para a a¢do de S.

Exemplo 2.59. Sejam G = SL(2,R) (o grupo das matrizes reais 2 X 2 de determinante
igual a 1) e S C G o semigrupo das matrizes com entradas nao negativas. Temos que S
¢ um semigrupo de interior nao vazio. Consideremos ainda M = P o espaco projetivo
1-dimensional e a acio 0 : G x P! — P! dada por 0(g,[v]) = [gv]. Afirmamos que o
conjunto

C = {[(w1,22)]; 21,72 > 0}

é um conjunto de controle invariante para a acao de S sobre P!
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Com efeito, sejam x = (x1,12) e y = (y1,y2) elementos de R?. Se [z], [y] €

int C', entao x;,y; > 0 para i =1,2. Assim tomando

1T L
9:(12)(98 y_z)es

€2

ol = (25 (5w ) (52 )= 220~ )

Isto diz que [y] € S[x] e portanto int C C S|x] para todo [x] € int C. Tomando agora

temos que

[z] € (C —int C). Entao [x] = [(x1,22)] deve ter pelo menos uma das entradas nula.

Assim, tomando

a b
g—(c d>€S com a,b,c,d >0,

e =1( ) (=)

pertence ao interior de C, pois as duas coordenadas sdao estritamente positivas. Logo,

temos que

dado [z] € (C'—int C), existe gy € S tal que golx| € int C, digamos go|x] = [y] € jd vimos
anteriormente que para quaisquer dois elementos [yl, [yo] € int C, existe g € S tal que
glye] = ly]. Concluimos entao que dado [y] € int C, existe uma matriz ggo € S tal que
ggolx] = [y]. Desse fato seque que int C' C S|x], para todo [z] € C, e com isso temos que
C C fe (int C) C fe (S[x]), para todo [x] € C. Para a inclusio contrdria, temos que dado
g € S elz] € C, entio g[x] € C, pois todas as entradas de g sdo nao negativas. Assim
Slx] € C, para todo [x] € C e, consequentemente, fe (S[x]) C fe (C), para todo [z] € C.
Como C' ¢ fechado, seque da Proposicao 2.52 que C' é um conjunto de controle invariante

para a acdao de S.

Vamos agora calcular o conjunto de transitividade de C, denotado por Cj.
Vimos acima que SC' C C, entao pelo item (ii) da Proposi¢io 2.41 temos que Co # () e
pelo item (iii) da Proposi¢io 2.40, temos que Cy € denso em C. Como P! é um espago
homogéneo compacto, seque do item (ii) da Proposicio 2.2.1 que Cy = S|x], para todo
z € Cy. Tomemos [x] € CoNint C. Entdo [x] = [(x1,x2)] possui todas as suas entradas

positivas. Portanto

a=st=a( 7 3) (o p=1( &7 p-me
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Mostraremos a sequir que o complementar de C em P! | que denotaremos por
D, € um conjunto de controle para a agao de S. Entretanto, D nao é um conjunto de
controle invariante, pois D € aberto e sabemos pela Proposicio 2.47 que os conjuntos de
controle invariantes para semigrupos de interior nao vazio sao fechados. A condi¢ao (i)
da definicao de conjunto de controle é satisfeita, pois como D € aberto, D = int D # ().
Para a condigio (ii) devemos mostrar que D C fe (S[x]) para todo [z] € D. Para isto,

sejam [x] = [(x1,22)], [y] = [(v1,y2)] € D. Entao x1,y1 <0 e xa,y2 > 0. Logo, tomando

T1To | 1 a O)
= 2 Y1 = ES
o=y )

ot = (= 5 (5 =G =1

Isto mostra que [y] € Slz] e consequentemente D C S[x] para todo [x] € D. Portanto

temos que

D C fe (S[x]) para todo [z] € D. A condicao (iii) da Defini¢io 2.33 seque do fato de que

conjuntos controlaveis sao disjuntos. Portanto D é um conjunto controldvel.

Observacgao 2.60. Os resultados apresentados no exemplo anterior generalizam- se para
P?, d > 1. O octante com todas as coordenadas nio negativas é um conjunto controldvel
invariante para a acdo de S em P? e o seu complementar é um conjunto controldvel, mas

nao € invariante.



CAPITULO 3

Sistemas de Controle Linear

Neste capitulo iremos descrever a controlabilidade de uma das classes mais simples de

sistemas de controle, os sistemas de controle linear em R,
&(t) = Az(t) + Bu(t), (3.1)
onde A e R>*? BecR>ey:R— U CR™.

Primeiramente nao iremos impor qualquer tipo de restricao nos controles, isto
é, iremos supor que os controles u assumem valores em U = R™ e poderemos notar que
este tipo de situagao pode ser resolvido simplesmente com argumentos de algebra linear.
Em seguida algumas restrigoes sobre os controles serao impostas e veremos que neste caso

os problemas ficam bem mais elaborados.

Uma das vantagens de se estudar este caso particular de sistema de controle é
que, através da féormula da variacao das constantes, podemos obter a seguinte solucao do

sistema de controle linear, fixada a condi¢ao inicial z(0) = zg e u € U:

t
o(t, 29, u) = ey —i—/ e =4 Bu(s)ds, tecR. (3.2)
0

Com esta solucao, podemos explicitar de maneira mais elegante os critérios de

controlabilidade.

3.1 Controlabilidade do Sistema Linear

Nesta secao, como dissemos anteriormente, iremos supor que a imagem dos controles U

coincida com R™. Assim, temos o sistema de controle linear (sem restrigdo aos controles)
&(t) = Az(t) + Bu(t). (3.3)

82
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Ao longo deste capitulo usaremos U = U, (0 conjunto de fungdes continuas por partes),

e as seguintes notacoes:

R(T) := 0F(0) e R := | R(T) = 0*(0);

C(T) := 07 (0) e C:= | J C(T) = O (0).

T>0

O interesse especial sao sistemas onde todo ponto pode ser atingivel. Notemos o seguinte

lema:

Lema 3.1. Sejam S > T > 0. Entao
1) R(T) € R(S5);
i) se R(T) = R(S), entao R(T) = R(t), para todo t > T;

iii) R(T) e R sdo subespacos vetoriais de RY,

Demonstracao: i) Dado y € R(T), entao existe u € U com ¢(T,0,u) = y Defina

- 0, se t€[0,5—-1T)
U(t)_{u(t—(S—T))7 se tel[S—T,59|

Assim
s
p(8.0.0) = [ S M Bu(s)as

0
s

_ / (STHT=)A By () ds
0

5-T S
= eTA/ e(STS)ABU(S)dS+/ 5194 By (s)ds

S—T s
_ 4 / 5T Bogs | / ST Bu(s — (S — T))ds
0 S

-
T
= / e T4 Buy(s))ds
0
Portanto y € R(S).

iii) Sejam y1,y2 € R(T), entao existem uq, us € U tais que

T
yi=<p(T,07ui)=/ e T=94Bu,(s)ds, i=1,2.
0
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Assim, dado A\ € R, segue da linearidade da integral que
T
Ayr +y2 = / T By (s) + ua(s)]ds = @(T, 0, Muy + uz) € R(T),
0

mostrando que R(T") é um subespago vetorial de R%. Pelo item (i) e pelo que acabamos
de mostrar, temos que R é uma uniao de subespacos vetoriais encaixantes, de onde segue

que R ¢ também um subespaco vetorial de R,

ii) Suponha que R(S) = R(T). Seja x € R(2S — T, entdo existe u € U com
25-T
r=p2S-T,0,u) = / eS=T=94 By (s))ds.
0
Como ¢(S5,0,u) € R(T) = R(S), existe v € U tal que

T
5(S,0,u) = (T, 0,v) = / T4 By (5))ds.
0

Defina

B v(t), se te€[0,T)
w(t) = { u(t —(S—T)), se tell,S]

Assim
T S
©(S,0,w) = / e(SS)ABw(s)ds—i-/ S04 By (s)ds
0 T

T s
= e(ST)A/ e T4 By(s)ds +/ e =4Bu(s — (S = T))ds
0

T
25-T

S
_ e(s_T)A/ e(S_S)ABu(S)dS—l—/ G(QS_T_S)ABu(S)dS
0 S
S 25-T
_ / e(QS_T_S)ABu(S)ds—i—/ 6(2S_T_S)ABu(S)dS
0 S
25-T
= / e25=T=9)4By(s)ds
0

= I.

Portanto z € R(S) e como S < 25 — T segue que R(2S —T') = R(S). Indutivamente
podemos mostrar que R(nS — T) = R(S), para todo n € N, logo para todo t > S temos
que, pelo item (i), R(S) C R(t). Entretanto, tomando n € N tal que nS — T >t tem-se
que R(t) C R(nS —T) =R(S), de onde segue que R(t) = R(S), para todot > S. O

Como consequéncia deste lema, temos que R(t) = R para todo t > 0. De fato,

é claro que R(t) C R, para todot > 0, portanto nos resta provar a inclusao contraria. Para
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isto, seja x € R, entdo existe T' > 0 tal que z € R(T") C R(t), para todo t > T (por (i)).
Agora basta mostrar que R(t) = R(T) para todo t < T. Suponha por absurdo que existe
t1 < T tal que R(t;) & R(T'). Pela contra-positiva de (i7), temos que R(T") & R(S), para
todo S > T. Tomando ty = T ety = to+1 temos que t; < to < tz3e R(t1) & R(t2) & R(t3).
Procedendo iteradamente, considerando-se t; e t,, = t,,_1 + 1 para n > 2 construimos uma
sequéncia de subespacos vetoriais de R? encaixantes R(t1) & R(ta) & -+ & R(tn) & -+ -,

o que é um absurdo, pois dim(R?) = d < 400, de onde segue a afirmacao.

Além disso, R = R? se, e somente se, O (rg) = R? para algum (e portanto
para todo) xy € R? e para todo t > 0. Com efeito, seja t > 0 e suponha que R? = R =
R(t). Entao dados zg, 71 € R% temos que a diferenca x; — (¢, 29,0) € R(t), logo existe
u €U com x1 — p(t,x9,0) = p(t,0,u) e portanto x1 = p(t, xg,0) + ©(t,0,u) = p(t, xg, u).
Com isso concluimos que z; € O; (zp), ou seja, R? C O} (1), de onde segue que R? =
O} (xp). Reciprocamente, note que

t
O} (z0) = {e"xg +/ eI Bu(s)ds; uweU} = eay+ R
0

Logo RY = Of (zg) = ezg + R(t) = ey + R, de onde segue que R? = R, como
queriamos. Concluimos entao que o sistema de controle linear é controlavel se, e somente

se, é controldvel a partir da origem de RY.
Resultados andlogos sao vélidos para C, C(t) e O; (o).

Nosso interesse é caracterizar o conjunto R em termos do par de matrizes

(A, B). Para tanto, necessitamos do seguinte resultado de algebra linear.

Lema 3.2. Sejam V. C R? um subespaco vetorial e A uma transformacao linear sobre
R?. Entdo o menor subespaco vetorial de R? invariante por A e que contém V, o qual

serd denotado por (A|V'), é dado por

(AVY =V + AV + ... + ATV

Demonstracao: A existéncia de um menor subespaco com tal propriedade é garantida
pelo fato de que R? é um subespaco de R? contendo V e invariante por A. Além disso, a

intersecao de todos os subespacos com esta propriedade ainda goza da mesma.
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Como V C (A|V) e (A]V) é A-invariante, segue que A*V C (A|V), para todo

k € N, e portanto, sendo (A|V) um subespagco vetorial, temos que
V 4+ AV + -+ AWV C (AV).

Para a inclusio contraria, como V C V + AV + ... + A4V basta mostrarmos que
V + AV 4 .- 4+ AV ¢ A-invariante. Seja y4 o polindémio caracteristico de A, o qual é
dado por

xa(z) =det(zI — A) = 2%+ ag_127 + -+ ayz + ag,

onde I denota a matriz identidade d x d e os coeficientes a; € R. Utilizando o Teorema

de Cayley-Hamilton temos que
xa(A) =AM+ ag AT 4o At agl =0

e portanto

At = —qy AT — A — aol.

Com isso,

AV 4+ AV + -+ ATWV) = AV + A%V + -+ AV
= AV + AV 4t (—ag 1 AT — - —ay A — o)V
C AV4+ AV +  + AW+ (V+AV +-- + ATV

= V+AV +---+ A"V
o que termina a demonstracao. O

Para t > 0, definamos a seguinte matriz sobre R?, a qual sera muito 1til para

a prova dos préximos resultados:
¢ T
W, = / e BBTe™ dr,
0

onde AT e BT denotam as transpostas das matrizes A e B, respectivamente.

Podemos verificar que W; é simétrica (W = W,) e positiva semi-definida

(2TWyx > 0, para todo x € R9).

Lema 3.3. Para todo t > 0 tem-se que (A|V) = Im(W;).
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Demonstragao: E suficiente mostrar que os complementos ortogonais coincidem, ou
seja, que (A|V)t = (Im(W;)1). Seja z € (A|V))*, entao 2T A*B = 0, para todo k =
0,1,--+, uma vez que ((x7A*B)T y) = 27 A*By = 0 para todoy € R™ e k = 0,1, -,

pelo fato de A*By € (A|V). Consequentemente
= 1
zTeM'B = Z HthkAkB =0, paratodot > 0.
k=0
Logo "W, = 0. Assim, se z = Wy € Im(W};), entao
(x,2) = (&, Why) = 2" Wy =0,
mostrando que x € (Im(W;))*.
Seja agora z € (ImW;)* para algum ¢ > 0. Entéao
t
0= (z, W) =" W = / | BT ™ x| 2dr
0
e portanto
2Te™ B = 0 para todo 7 > 0. (3.4)

Em particular para 7 = 0 temos 27 B = 0. Sucessivas derivagoes em (3.4) e avaliando em
7 = 0 nos da

tTAB=2TA’B=...=2TA"'B=0.
Logo, se By, + ABys+ -+ A4 1By, € InB+ AImB + - - - + A 'ImB = (A|ImB), entdo

(x,By; + ABys + -+ - + Ad’lByd) = :L‘T(Byl + ABys + -+ + Ad’lByd)

= "By, +a"ABy, + -+ ' AT By,
=0

Portanto z € (ImB + AImB + - - - + A1 ImB)* = ((A|ImB))*, donde segue a igualdade.

O

O préximo teorema caracteriza o conjunto R em termos do par (A, B).
Teorema 3.4. O sistema (3.3) satisfaz

R=C=1Im[B AB --- A“'B]=(A|ImB).
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A notacio [B AB --- A%71B] representa a matriz d x (dm) cujas colunas
sdo formadas pelas colunas de B, AB,--- , A% !B, consecutivamente. Esta matriz serd
chamada de matriz de Kalman e o subespaco Im[B AB --- A%!'B] C R? de espago de

Kalman.

Demonstracao: A tltima igualdade segue do Lema 3.2. Vamos mostrar apenas que

R = (A|lmB), a igualdade C = (A|ImB) segue de maneira anéloga.
Seja x € R, entao existe u € U et > 0 com = = ¢(t,0,u). Tomando 7 €
0,t] qualquer, como A*ImB C (A|ImB) para todo k = 0,1, -, entdo %AkBU(T) €

(A|ImB), e portanto

0 b k
e(th)ABu(T) - Z ( k"T> AkBu(T) c <A|ImB>.
i=0 '

Dessa forma, segue da definicao da integral de Riemann e do fato de que todo subespaco

vetorial de R? é fechado que

t
r=p(t,0,u) = / eI ABu(r)dr € (Allm).
0

Para a inclusao contraria, considere z € (A|ImB). Pelo Lema 3.2 existe z € R?

com

¢
=Wz = / e*BBT e 52 ds.
0
Considere o controle u € U dado por
u(t) = BTeA" =72 para t € [0, 1.
Assim, fazendo a mudanga s =t — 7, temos
t
o(t,0,u) = / e ABu(r)dr
0
t
= /e(tT)ABBTeAT(tT)sz
0
0 T
= / e ABBT ™ 2(—ds)
t
¢ T
= / e*ABBT e 2ds

0

= WtZ

= X
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portanto xz € R(t). O

O seguinte resultado segue imediatamente do teorema anterior e caracteriza
a controlabilidade completa do sistema de controle linear com controles irrestritos em
termos do par (A, B). Por vezes, o sistema de controle linear com U = R™ serd denotado

pelo par (A, B), uma vez que ele fica completamente determinado pelas matrizes A e B.

Teorema 3.5. Para o sistema (3.3), o conjunto dos pontos atingiveis a partir da origem
satisfaz R = RY se, e somente se, a matriz de Kalman [B AB --- A%"1B] possui posto

d. Neste caso, o sistema (ou também o par (A, B)) € chamado completamente controldvel.

Demonstragao: Se R = R, entao pelo teorema anterior Im[B AB --- A%!'B] = R%
ou seja, amatriz [B AB --- A?"!B]tem posto d. Reciprocamente, se [B AB --- A4"1B]
possui posto d, entdo R = Im[B AB --- A®!'B] =R% O

Exemplo 3.6. O péndulo linearizado (com amortecimento k > 0) é descrito por

o(t) — ko(t) — ¢(t) = u(t)

ou fazendo 1 = ¢ e xy = é, obtemos

HHIH llc}[i;}"‘[(l)}u(t).

A matriz de Kalman comd =2 é

B AB]:H H

a qual possui posto 2, portanto o sistema € completamente controldvel.

Exemplo 3.7. Assuma que o corpo de um aviao estd inclinado em ¢ radianos (seu angulo
de inclinagdo) com respeito a horizontal. Ele estd voando a uma velocidade constante (nao
nula) de ¢ metros por sequndo e sua trajetéria de voo forma um dangulo de o radianos
com a horizontal (se a > 0, o avido estd ganhando altitude e caso o < 0, entao ele estd
perdendo altitude). Denotando por h a altura do aviago em metros e assumindo que os

angulos sao pequenos, as quantidades acima referidas estao relacionadas pelas equagoes
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diferenciais linearizadas:

i =a( - a)
b= —w(é—a—bu)
h =ca

onde w > 0 € uma constante representando uma frequéncia natural de oscilagdo e a,b
sao constantes positivas. O controle u € proporcional a posi¢ao dos elevadores (ver figura
3.1). (Elevadores sao superficies moveis localizados na cauda da aeronave. Um modelo
mais completo sobre as questoes espaciais e de orientacao do avido exigiria incluir outras
superficies: Por exemplo, o leme, também na cauda, proporciona um controle direcional
e os ailerons nas asas criam torques opostos para afetar a atitude lateral do avido. Além

disso, o impulso do motor afeta a velocidade).

GM'Q”\ZMW &I_rE{:EI[_.’r'dOVDD
M“'":M % ‘]

- horizontal

Figura 3.1:

Podemos modelar o sistema acima da sequinte forma: com d = 4 em = 1,

faca x1 =, xo = ¢, x3 = ¢ e x4 = h. Obtemos com isso

T —a a 00 Ty 0
Ty | 0 0 10 T 0
23 | | —w? w? 0 0 T3 o |
513:4 C 0O 00 Ty 0

o qual € um sistema linear. Apds cdlculos elementares, podemos ver que a matriz de

Kalman [B AB A?B A3B]| do sistema, com

—a a 00 0
0 0 10 0
A= —w? w00 ¢ b= —b
c 0 0O 0
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€ dada por
0 0 —ab a%
0 —=b 0 w?b
—b 0 w’h —w?ab
0 O 0 —abc

a qual possui posto 4, logo este sistema € controlavel.

A fim de obtermos uma caracteriza¢ao da controlabilidade do par (A, B) em

termos dos autovalores da matriz A, precisamos do seguinte resultado.

Lema 3.8. Assuma que o par (A, B) nao seja controldvel, com dimR = r < d. Entdo
existe uma matriz d x d inversivel T tal que as matrizes A =T AT ¢ B=T"'B tém a
forma de blocos
i Al A2 D Bl
A_[o Ag} ‘ B_{o ’
onde Ay € R™", Ay € R Ay € REAIxE=) ¢ B e R™™_ Além disso, o par

(A1, By) € controldvel em R".

Demonstracao: Seja S um subespaco de RY tal que

RI=R®S
Sejam {vy, -+ , v, } uma basede R e {wy, -+ ,wg_, } umabase de S. Assim {vy, -+, v, wy, - W4}
é uma base de R?. Considere
Ti=[o, - v wi - wa].
T'AT = T 'Alvy -+ v, wp -+ wg,]
= [T7'Avy - T'Av, T 'Awy - T Awg,].

T
Uma vez que R ¢é A-invariante, existem a;; € R, 1 <4,5 < d tais que Av; = Z Ajjvj +
j=1

d r
Z Ajjwij—, € R, logo a;; = 0se i >r e j <r, de onde segue que Av; = Zaijvj, e
j:r+1 j:1

T T
portanto T~ Av; = E ;i T, = E ajiej, 1 <4 <7, assim
j=1 j=1

T'AT = T 'Afvy -+ v wi -+ Wy

= [T'Av, -+ T 'Av, T 'Aw, - T 'Awg,]

= [Zaljej ZOCT]'GJ' TflAwl TilAwd,r],
j=1

Jj=1
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mostrando que A é da forma desejada. Semelhantemente, se denotarmos por by, - - - , b, as
colunas da matriz B, entao para cada i € {1,--- ,m} temos b; € ImB C R, logo existem

Bi; € R, 1 <3 <r, tais que
j=1

portanto

j=1

T 1 = ZﬁijT_lvj = Zﬁijej, para todo i € {1,---m},
j=1
com 1isso,
T'B = [T'% --- T ',

= D _Bue; - D Buses),
j=1 j=1

mostrando que B = T~!B tem a forma desejada. Nos resta mostrar que o par (A1, By) é

controlavel. Para isto, note que

r = posto[B AB --- A™'B ... A“'D]
= posto[T'B T 'ATT'B ... T'A'TT'B ... TflAUHTTle]
— posto|B AB --- A™'B ... Ad1p]
o Bl AlBl s AgilBl NN Ail*131
= posto 0 0 . 0 - 0
— posto[By ABy --- ATT'B; ... ATIB]

Entretanto, se tomarmos o polindmio caracteristico da matriz (r x r) A;, podemos ver
(pelo Teorema de Cayley-Hamilton) que para cada inteiro positivo s tal que r < s < d,

existem ay; € R, ¢ € {0,--- ,r — 1} tais que

s r—1
Al = 04877,_1/11 + -+ Ols,lAl + as,OL"Xr?

logo

A1B, = Oés,rflAgilBl + -+ a1 A1 By + a5 0B,
mostrando que ASBy, r < s < d, é combinacdo linear de By, A,B;, ---, A7 'B.
Portanto

r = posto|By A\B, --- A7'B; - A‘li_lBl]

= pOStO[Bl AlBl Ag_lBl],
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de onde segue que (Ay, By) é controlavel. a

Conforme as notagoes introduzidas no lema acima, fazendo a mudanca de
variaveis z(t) = Ty(t), o sistema @(t) = Ax(t) + Bu(t) pode ser escrito como Ty(t) =
ATy(t) + Bu(t), de onde segue que

§(t) = TVATY(t) + T~ Bu(t) = Ay(t) + Bu(t), (3.5)

a qual é chamada de decomposi¢ao de controlabilidade de Kalman. Se escrevermos y(t) =

(y1(t), y2(t)) com yi(t) € R" e yo(t) € R, entao (3.5) ainda pode ser escrita como

{?Jl(t) = Au(t) + Awp(t) + Bu(t)
Yo(t) = Azya(t)

ou ainda como

FiIRERIF IR 6
Como o polinomio caracteristico de uma matriz é invariante por mudancga de coordenadas,
temos que y4(z) = det(2] — A) = det(zI — A) = x 5(2). Porém, x ; pode ser decomposto
como x;(z) = det(zl — Aj)det(z] — A3) = xa,(2)xa,(2). Denotemos os polinomios
caracteristicos de A;, xa,, € de A3, x4, POT Xc € Xu, respectivamente. Note que A; é a

matriz que representa a restricao de A a R, portanto y. nao depende da escolha da base

de R. Se r = 0 convencionamos que x. = 1.
Definicao 3.9. Os polinomios x. € xu SGo chamados, respectivamente, de parte con-
troldvel e nao-controldvel do polindmio caracteristico x4 (com respeito ao par (A, B)).
Com isso, obtemos o seguinte critério de controlabilidade, que na literatura é
conhecido como Critério de Hautus .
Teorema 3.10. Para o sistema () as sequintes condi¢des sao equivalentes:
i) o par (A, B) € controldvel;
ii) postolz] — A B] =d, para todo z € C;
iii) postolzI — A B] =d, para todo autovalor z de A.

Demonstracio: E claro que (i) implica em (iii). Para mostrar que (iii) implica em (i7)

considere z € C tal que z nao é autovalor de A (pois caso contrario nao héa o que provar).
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Dessa forma, a submatriz [2] — A] de ordem d x d da matriz d x (d+m) [z — A B] tem
posto d, ou seja, det[z] — A] # 0, mostrando que posto[z] —A B] = d, para todo z € C. E
bom observar que como a controlabilidade do par (A, B) é caracterizada por uma condigao
de posto matricial e, portanto, pela nao-nulidade de determinantes de certas submatrizes,
podemos concluir que o par (A, B) é controlavel se, e somente se, é controlavel sobre o

corpo C. Assim, podemos assumir que estamos trabalhando sobre o corpo C.

Mostraremos agora que (i) implica em (7i). Suponha que posto[z] —A B] < d
para algum z € C. Entao exite p € C? nao nulo tal que p é ortogonal a Im[2] — A B],
isto &, pT A = zp” (p é um autovetor a esquerda de A associado ao autovalor z) e p”' B = 0

devido as seguintes equivaléncias

p é ortogonal a Im[z] — A B] < pec (Im[zl — A B))*
& pe (Ker[zl — A B]Y)
& [2I-A B'p=0
& pllzl—A Bl=0
& pllzl—Alep'B=0
o pfA=2zpt ep’B=0.
Por inducdo podemos verificar que p” A*B = zFpT B = 0 para todo k = 0,1,---. Dessa
forma, dado y = Bxy + ABxy + -+ + A 'Bxy € Im[B AB .- A¥1B], x; € R™,

1 <11 <d, temos que

<p’y> = <pox1+ABx2—|—...+Adlexd>
— <p7 B$1> + <p, AB$2> 4+ <p, Adlexd>
= p!'Bx; +pl ABxy+ -+ -+ pT AT 1By

= 0.

Isto significa que p é ortogonal ao subespaco de Kalman, ou seja posto[B AB --- A%"!'B] <

d, mostrando que (A, B) nao é controlavel.
Por fim, vamos mostrar que (i7) implica em (). Suponha que o par (A, B)
nao seja controlavel. Entdo podemos escrever o sistema (3.3) da forma (3.6) com r < d.

Considere z um autovalor de AZ com autovetor ¢ € C4". Note que z é também um
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autovalor de A com autovetor & esquerda ¢ := [ qO } e ¢ B = 0. Portanto p := (TT)1q #
1

0, onde T é dada no Lema 3.8, satisfaz
p (2l — AT Bl =¢"T (2 — TAT )T TB]=[z2¢" —¢"A ¢"'B] =0,

mostrando que posto[(z] — A)T B] < d. Como o espago gerado pelas colunas de [(2] —
A)T B coincide com o espago gerado pelas colunas de [zI — A B] (pois T é inversivel),

entao

d > posto[(z] — A)T B] = posto[z] — A B],

o que conclui a demonstracao. O

Agora, vamos estabelecer a seguinte conexao entre os conceitos concernentes

a controlabilidade para o caso do sistema de controle linear.

Teorema 3.11. Para o sistema de controle linear, sao equivalentes:
i) o sistema satisfaz a condi¢ao do posto de acessibilidade;
ii) o sistema € localmente acessivel;
iii) o sistema € acessivel;

iv) o sistema € controldvel.

Demonstracao: Temos que (i) implica em (i7) pelo Teorema 2.12. Além disso, (i)
implica em (#ii) pela Observacao 2.14. Suponha agora que o sistema seja acessivel, isto
é, que int(OT(z)) # 0 para todo x € R em particular intR = int(O(0)) # 0. Como
R é um subespaco vetorial de R?, temos que intR # 0 se, e somente se, R = R%, ou
seja, o sistema ¢é controldvel. Com isso, provamos que (7i7) implica (iv). Por fim, basta
mostrarmos que (7v) implica em (7). Para isto, se o sistema é controldvel, entdo a matriz
de Kalman [B AB --- A%1B] tem posto d. Dessa forma, dado z € R? qualquer, temos
que

[Ax B AB ... A"'DB]

também possui posto d. Ora, vimos na Observacao 2.14 que a condicao acima equivale
a dizer que a condicao do posto de acessibilidade no caso do sistema de controle linear é

verificada, como queriamos demonstrar. O
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Observagao 3.12. Note que se o sistema linear ©(t) = Ax(t) + Bu(t) com U = R™
¢ controlavel, entao o sistema linear com controle restrito ©(t) = Ax(t) + Bu(t), onde
U CR™ é compacto, convexo e 0 € int U, satisfaz a condi¢ao do posto de acessibilidade,
uma vez que esta condicdo depende basicamente das entradas das matrizes A e B e de
um ponto x € R? fizado (porém arbitrdrio). A demonstracdio deste fato é a mesma feita

na implicacao (iv) = (i) do teorema anterior.

Para finalizar esta secao, vamos verificar que conjuntos de controle do sistema

(3.3).

Teorema 3.13. O conjunto R é um conjunto de controle invariante do sistema (3.3).

Demonstracao: Mostraremos inicialmente que R satisfaz as condicoes (), (i7) e (ii7) da
defini¢do de conjunto de controle. Para mostrarmos (i), tome z € R e considere qualquer

u € U. Como as solugdes de (3.3) satisfazem

o(t,z,u) = ¢(t,z,0) + p(t,0,u)

e p(t,0,u) € R por definicdo, nos resta mostrar que p(t,z,0) € R e, sendo R um
subespago vetorial, concluiremos que ¢(t,z,u) € R. Sabemos, pelo Teorema 3.4, que
R = (A|ImB). Como z € R, entdo A*x € R para todo k = 0,1,---, pois R é A-
invariante. Portanto

1
tA k
o(t,z,0) =€ = EO_IC!A € R.

Provaremos agora que R satisfaz (i7). De fato, dados quaisquer x,y € R, como
R = C (ver Teorema 3.4), existem ¢; > 0 e uy € U tais que 0 = ¢(t1,x,u1). Além disso,

existem to > 0 e uy € U tais que y = p(t9,0,uz). Assim
Yy = gp(t% Sp(tlwfa u1)7u2) = @(tz + tlv T, Uy /\t1 Ug) S O+(.Z') C fe<0+<x))7

mostrando que R C fe(O"(x)).

Para mostrarmos a maximalidade, se D" D R satisfaz (i) e (i), como 0 € R C
D', segue da propriedade (ii) e do fato de R ser um subespaco vetorial de R? (portanto

R é fechado em R?) que

R C D' C fe(0F(0)) = fe(R) = R,



CAPITULO 3. SISTEMAS DE CONTROLE LINEAR 97

provando que D' = R. Assim R é um conjunto de controle.

Por fim, note que para todo z € R = O7(0) tem-se OF(z) C OT(0) =R, logo
fe(O"(z)) C fe(R) = R.

Como ja temos que fe(R) = R C fe(O1(z)), seque entao que R = fe(R) = fe(O"(x)),

para todo x € R, mostrando que R é um conjunto de controle invariante. O

Observe entretanto que R nao é o unico conjunto de controle de um sistema

de controle linear. De fato, considere o seguinte sistema

[?]:H]“(t)’ com u(t) € R.

Y

Apo6s célculos elementares, podemos ver que para cada (zg, yo) € R?,

e(t, (20, Y0), u) = (o, Yo +/O u(s)ds)

e com isso
O* (x0,40) = {(20,9); y € R}.

Dessa forma, se considerarmos Dz, 4,) = O%(20,%0), temos que D g, 4,) ¢ um conjunto
de controle, para cada (xg,yo) fixado. Com efeito, a condigao (i) é vélida por definigdo
de D(Io,yo)' Sejam agora v = (U17U2)vw = (w17w2) € D(:ro,yo)' Entao v; = w; = xp.

Considere t = 1 e o controle constante u(s) = ws — vy, entao

o(L,v,u) = (v1, vg +/0 u(s)ds) = (o, ve +/0 (wy — v9)ds) = (xg, ws) = w,

ou seja, w € OF(v) e pela arbitrariedade de w e de v segue que D(y, 4, C OF(v), para
todo v € Dz, Por fim, para mostrar a maximalidade de Dy, ), considere D’ um
subconjunto de R? contendo Dy, ) € satisfazendo as condigdes (i) e (i) da Defini¢ao

2.16. Seja w € Dy, ) C D', entao O (w) C O (o, yo). Logo
Dwoy0) = 0+(I’0, y) C D' C f6(0+(w)) - fe((9+(x0,y0) = fe(D(u’vmyo)) = D(ao.y0),

pois Dz, 40 ¢ fechado, e portando D' = Dy 0. Assim, temos uma quantidade nao

enumeravel de conjuntos de controle.
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3.2 Controlabilidade do Sistema Linear com controle
restrito

Consideraremos agora o sistema linear em RY com controles restritos da seguinte forma:

i(t) = Az(t) + Bu(t),u e Y = {u: R — U; wu é localmente integravel }, (3.7)

com U C R™ compacto, convexo e 0 € int U. Note que, em geral, um sistema de controle
linear pode ser completamente controlavel quando U = R™ (sem restrigao de controle),
enquanto que se restringirmos a imagem dos controles a um subconjunto U de R™ o

sistema pode passar a nao ser controlavel, como podemos ver no seguinte exemplo.

Exemplo 3.14. Considere o sistema de controle linear ©(t) = —x(t) + u(t) em R (d =
m = 1). Note que se U coincidisse com R, o par (A,B) = (—1,1) seria controldvel,
uma vez que a matriz de Kalman seria a matriz 1 x 1, [B] = [1], a qual tem posto 1.
Entretanto, se tomarmos U = [—1,1], o sistema ndo é controldvel. Com efeito, suponha
que podemos transferir o estado x = 0 ao estado z = 2. Entao existiria u € U et > 0 tal

que @(t,x,u) = z. Porém,

t
2=z=p(t,z,u) = / e~ =Su(s)ds,
0

e como u(s) € [—1,1] para todo s € R, temos que

t t
—(1—e = —/ e =9ds <2 < / e ds =1 — e,
0 0

A desigualdade 2 < 1—e~ implica que e™* < —1, 0 que € um absurdo. Portanto o sistema

com controle restrito nao é controldvel.

A fim de nao causarmos confusao com relagao ao conjunto dos pontos atingiveis
em tempo T > 0 a partir de 0 € R¢, denotaremos por Ry (T') ao conjunto
OF(0){z € RY;  existe u € U com ¢(T,0,u) =z}
e por Ry = U Ry (T) = OF(0) a érbita positiva a partir de 0 € R%  Analogamente
>0

denotamos o conjunto dos pontos conduziveis & origem de R? em tempo 7" > 0 por

Cy(T) :={x € R% existe u € U com ¢(T,z,u) =0} = O5(0)
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e A 6rbita negativa de 0 € R? por Cy := U Cu(T) = O (0). Note que se tomarmos
T>0
U =R", entdao Rgm(T) = R(T) e Rgm = R. Do mesmo modo Cgm (T) = C(T') e Cgm =C
Inicialmente, vamos estabelecer o seguinte resultado que sera usado para ca-
racterizar os conjuntos de controle do sistema (3.7):
Teorema 3.15. Seja U uma vizinhanca limitada de 0 € R™. Entio Ry = RY se, e
somente se,

a) o par (A, B) é controldvel;

b) todos os autovalores da matriz A possuem parte real nio negativa.

Para provarmos o Teorema “3.15, precisamos de alguns resultados prelimina-

res. Vamos comegar com uma propriedade do conjunto Ry (7') dado no seguinte lema:

Lema 3.16. Sejam U C R™ ¢ S,T > 0. Entao

Ru(T) + ™Ry (S) = Ry (S +T).

Demonstracao: Sejam

T T
T = / eT=)4Bu,(s) € Ry(T)ds e x5 = / =94 Buy(s)ds € Ry(S).
0 0

com controles u; : R — U, 7 = 1, 2. Fazendo a mudanca de variaveis 7 — 7 — S, podemos

escrever

S+T
T = / eOFTT=)4By, (s — S)ds.
s

Note que eT4x, = fOS eSHT=5)4 Buy(s)ds, logo
S+T S S+T
r14eT4n, = / e(S+T_S)ABu1(3—S)ds+/ eSHTT=94 By, (s5)ds = / eSFTT=94 By (s)ds € Ry
s 0 0

onde
B us(s), se s€|[0,9)
w(t) = { u(s—S5), se selS S+T]

Portanto Ry (T)+e"*RUS) C Ry(S+T). Reciprocamente, seja x = fOS+T eSHT=8)A By (s)ds €
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Ru(S+T). Fazendo 7 — 7+ S, temos
S+T
r = / eSFTT=94 By (s5)ds
0
S+T s
= / eSHT=94 By (s)ds + / eSHT=9)ABy(s)ds
S 0
T S
= / T4 By (s + S)ds + ™ / e Bu(s)ds € Ry(T) + e RUS).

0 0

Isso mostra que Ry(S + T') C Ry(T) + e™*RU(S), de onde segue a igualdade desejada.

O

Corolario 3.17. Sejam U C R™, T > 0 e um numero inteiro ¢ > 1. Entdo

RU<T) + GTARU (T) + 4 e(qil)TARU(T) = RU(QT)

Demonstracao: A demonstracao serd feita por inducao sobre q. Note que para g = 1

o resultado é 6bvio. Suponha que a igualdade seja valida para g > 1, isto é,
Ru(T) + "Ry (T) + -+ + T VTARY(T) = Ry (¢T)
Entao pelo lema anterior

Ru(T) + e Ry(T) + - - + 9" VTAR(T) + eTARy(T) = Ry(qT) + e Ry (T)

= Ru(lg+1)T),

mostrando que a igualdade é valida para todo inteiro g > 1. O

Proposicao 3.18. Se U C R™ € convexo e 0 € U, entdo Ry € convexo. Além disso,
se (A, B) € controlavel e U C R™ € uma vizinhan¢a da origem de R™, entdo Ry € um

subconjunto aberto de RY.

Demonstragao: Notemos inicialmente que se 0 € U, entao dados S > T > 0 temos
que Ry(T) € Ry(S). A demonstragao deste fato é idéntica a que foi feita no item

(1) do Lema 3.1. Assim, Ry é a unido crescente dos conjuntos Ry (7), T > 0. Com
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isso, se mostrarmos que cada Ry(T') é convexo, teremos que Ry também serd. Sejam
z,y € Ry(T) et € [0,1]. Entao existem ui,us € U tais que z = fOT eT=)4 By, (s)ds e
y = fOT eT=5)4 Buy(s)ds. Como U é convexo, temos que [(1 — t)u; + tus](s) € U, para
todo s € [0,7]. Assim

T T
1I-tr+ty = (1—1) / e T=94Buy (s)ds + t/ e T=94 Buy(s)ds
. 0 0
= / eT=94AB((1 — t)uy + tuy)(s)ds € Ry (T),
0

mostrando que Ry (T') é convexo. Portanto Ry é convexo.

Assuma agora que o par (A, B) é controlavel e que U seja uma vizinhanga de
0 € R™. Provaremos inicialmente que para cada 7" > 0, Ry (7)) contém uma vizinhanga
da origem de R?. Para tanto, fixe T > 0 e considere Uy C U uma vizinhanca convexa de
0 € R™. Concluiremos a demonstracao se mostrarmos que 0 € R? pertence ao interior
de Ry, (T'), uma vez que Ry, (T) C Ry(T). Por um abuso de nota¢do vamos substituir,

para o resto deste paragrafo, U por Uy e portanto assumir que U é também convexo. Seja

d
{e1,--+ ,eq} uma base de R? e considere ¢y = — g e;. Sendo (A, B) controlavel, para
i=1
cada i = 0,1,--- ,d existem controles u; continuos por partes (que nao necessariamente
assumem valores em U) tais que
ei = o(T,0,u;).

Considere p > 0 tal que iuz(t) € U para todo t € [0,T] ei =0,1,---,d (tal u existe

porque U é uma vizinhanga de 0 e os us sao continuas por partes) e considere

1
iy f (), se t€0,T]
i (t) { 0, se t<Oout>T

Portanto €, := iei = ¢(T,0,u}) € Ry(T) para cada i. Tome €, - €4 tais que || <
2(d_1+1) para todo 7. Entao
6—1e1+-~+ﬁed:i(1_€ +e»)e{+(1_6 +6)el
1 1 —d+1 Y41 0
d
com € = Zei. Observe que como |¢;| < m para todo i, esta combinacao linear é

i=1
convexa. Como cada €} pertence a Ry (7') e este é convexo, temos que %61 + - %"led €
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Ry (T) para todo ¢; suficientemente pequeno. Dessa forma, temos que a bola aberta

B__1 (0) centrada na origem e de raio estd contida em Ry(T). De fato, basta

1
2u(d+1) 2u(d+1)
d

notar que se r € B . )(O) é escrito como E x;e; para alguns zq,--- , x4 € R, entao
2u(d+1
i=1

1

de onde segue que |ux;| = plr;| < m, para todo i € {1,--- ,d}, e com isso

d d
inei = Z M/fz €; € RU(T)
i=1 =1

Com isso, mostramos que existe uma vizinhanca V' de 0 tal que V C Ry (7).

Finalmente, vamos mostrar que Ry é aberto. Sejam S > 0 e uma vizinhanca
V C R?de 0 tal que V C Ry(S). Tome z € Ry. Queremos mostrar que existe uma
vizinhanga de z contida em Ry. Considere o controle u : R — R™ tal que x = (7,0, u).

TA

Como a aplicacao e’ é um isomorfismo, temos que W := €74V é aberto. Para cada

y = ey € W temos

y+x=e"+ (T, 0,u) € OF(v).

Portanto, z + W ¢é um aberto contido em O (v) C O*(v). Mas como v € V C Ry (S) C
Ry, temos que

r=z+0€x+W CO"(v) CRy.

Desta forma, x + W é uma vizinhanca de = contida em R. O
Para cada autovalor A de A e cada inteiro positivo k, consideremos
Jea = ker(A — A)*
(o qual é um subespacgo de C%) e tomemos o conjunto das partes reais
JE)\ = Re(Jrx) = {Re(v); v € Jia}

(que é um subespaco vetorial de R?). Observe que se v € Jj x, v = v1 + ivg, com v; € RY,
j = 1,2, entao por definicao v; € J,Ei e, além disso, a parte imagindria vy € Ji ), pois

(—ivy) pertence a Jj ». Temos também que Jy , = JORK = {0}.
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Seja L a soma dos diferentes J}E(j\ com Re(A\) > 0 e seja M a soma dos vérios
espacos J,E%i com Re(\) < 0. E possivel mostrar que cada um destes subespacos é A-
invariante. Da decomposicao de Jordan, sabemos que cada elemento de C¢ pode ser
escrito como soma de elementos nos diferentes subespacos Ji »’s. Tomando entao a parte

real, podemos escrever R? como a soma direta de L e M.
Precisaremos da seguinte observagao geral.

Lema 3.19. Se C € aberto e convexo em R? e L € um subespaco vetorial de R? contido

em C, entao C'+ L = C.

Demonstracao: Temos que C' = C+0 C C'+ L. Considere agora z € C' ey € L, entao

para todo € # 0 tem-se

€ 1+¢€

)

1+e€ €

[(1+ e)a] + (

Tty = Jyl. (3.8)

1+e
Como C' é aberto (1 + €)x € C para algum € > 0 suficientemente pequeno. Sendo L um
subespaco vetorial, (%)y € L C C. Portanto, sendo C' convexo e (3.8) uma combinagao
linear convexa, temos que z+y € C, mostrando que C'+ L C C, donde segue a igualdade.

O

O principal lema técnico é o que vird na sequéncia. Para simplificar a notacao,

fixe um autovalor A = a+ i de A com « > 0 e denote J}* := J,E%A.

Lema 3.20. Assuma que (A, B) € controldvel e U C R™ € uma vizinhanga de 0 € R™.

Entdo J¥ C Ry para todo inteiro positivo k.

Demonstracao: Substitua U por um subconjunto aberto e convexo contendo 0 € R™.
O resultado serd demonstrado via indugao sobre k. Quando k = 0, temos que J% = {0} C
Ry (basta tomar o controle nulo). Suponha que Ji ; C Ry para algum k& > 1 e tome
v € Jiy. Escreva v = 01 + 109. Devemos mostrar que 07 € J}f pertence a Ry .

Inicialmente tome T > 0 tal que e’V = %17 para todo j = 0,1, (Se 8 = 0

pode-se tomar qualquer 7" > 0. Caso contrario tome T = %‘) Escolha agora 6 > 0 tal

que vy := 09 € Ry(T) (pois Ry (T) é uma vizinhanga de 0 € RY). Seja v := dv. Como
v € Jpx = Ker(A — A)* tem-se que

A=Ay = U+KA—M}+5M—AU+~~+EMeAU+~)v:v+m(3%
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k-1

¢ :
onde w = Z (M — A)" € Jp—1v. De (3.9) segue que etle Py = v + w, isto é, eMv =
i

i=1
ety — e w. Assim

A A A

ey = My = ey — eMw = v — e, (3.10)

para todot =19, 5 =0,1,---. Decompondo w = w; + 1w, em partes real e imaginaria e
tomando as partes reais em (3.10) temos

A
v — ey,

ey = ¢
paratodot =Ty, 5=0,1,---

Por fim, tome um inteiro ¢ > <. Entao

q—1 q—1
( E e Ty, = E eTiyy + '
j=0 Jj=0

S

q—1
onde w' = — Z e*Mw, € Ji |, uma vez que w; € JE . Como v; € Ry(T), temos pelo
j=0
q—1
Corolério3.17 que pv; € Ry(¢T), onde p = Z e“TJ . Por hipétese de inducdo, temos que
=0

JE¥ | C Ry. Segue do Lema 3.19 que
pv € Ry(T)+ JF, CRu+Jr, =Ry.

Note que como a > 0, tem-se

q—1 q—1
p=>Y =Y 1=¢>
J Jj=0

ST

Il
o

Portanto pdv; = pv; € Ry. Por outro lado, pd > 1 implica que

- I 1
V1 = ﬁpévl + (]. - ﬁ)O

¢ uma combinacao linear convexa. Como pdv; e 0 pertencem a Ry, segue da convexidade

de Ry que v1 € Ry O

Corolario 3.21. Suponha que (A, B) € controldvel e U € R™ € uma vizinhanga da origem

de R™. Entao L C Ry.
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Demonstracao: Como antes, podemos assumir sem perda de generalidade que U é
convexo. Como pelo lema anterior temos que J5', C Ry para todo autovalor A com parte
real nao negativa e para todo inteiro positivo k£ e além disso L é a soma de todos os

espacos J}E)\ com parte real de A maior do que ou igual a 0, segue que L C Ry. O

Corolario 3.22. Suponha que (A, B) € controldvel e U C R™ ¢ uma vizinhanga convezxa
e limitada da origem. Entdo existe um subconjunto B tal que Ry = B+ L e B € limitado,

convexo e aberto relativo a M.

Demonstragao: Afirmamos inicialmente que Ry = (RyNM)+L. Com efeito, aplicando

o Lema 3.19 e o Corolario 3.21 segue que
(RunM)+LCRy+L=Ry.

Por outro lado, dado v € Ry, podemos escrever v = x +y com x € M e y € L. Devemos
mostrar que z € Ry. Mas ¢ = v —y € Ry + L = Ry (novamente pelo Lema 3.19), o que

conclui a afirmacao.

Seja agora B := Ry N M. Este conjunto é aberto e convexo em M, pois Ry é
aberto e convexo. Nos resta mostrar que B é limitado.

Considere a projecao P : R? — R? sobre M, isto é, P(x +y) =z sex € M
ey € L. Note que PA = AP, pois como L e M sdao A-invariantes, temos que dado
v=x+y€EM®L=R? entdao Ax € M e Ay € L, logo

PAv = P(A(x +y)) = Ax = A(P(x +y)) = APv.

Indutivamente temos que PA* = A*P para todo inteiro nao negativo k. Assim Pe' =
e!AP, para todo t € R. Escolha z € Ry N M qualquer. Como x € Ry existe T > 0 e

u € U tal que
T
r= / e =94 Bu(s)ds.
0

De x € M, x = Pz, logo

T T
x=Px= / PeT=)4Buy(s)ds = / eT=94(s)ds,
0 0
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onde z(s) = PBu(s) € M N PB(U) para todo s. Como a restricio de A a M tem seus
autovalores com parte real negativa, entao (ver [16] Teorema 10 p. 73) existem constantes
¢, > 0 tais que

lea]| < ce™||]

para todo t > 0 e para todo z € M. Como PB(U) é limitado, existe uma constante ¢’ tal
que se x € PB(U),

et o] < e

para todo t > 0. Logo, para o elemento x € Ry N M tomado acima arbitrariamente,

temos que

T T T y y
z|| < / e (s)||ds < / e HT=9) s = c’/ e HT=9)gs = —(1 —e ) < —,
0 0 0 H H
provando que B é limitado. O
Demonstracao do Teorema 3.15: Suponha que Ry = R%. ComoR? = Ry € R C R,
temos que R = R?, isto é, o par (A, B) é controldvel, o que mostra (a). Para mostrarmos
(b), suponha que existe um autovalor A = a + i de A com o < 0. Entdo L é um
subespaco préprio de RY e M # {0}. Assuma, sem perda de generalidade, que U é
convexo e limitado. Assim pelo Coroldrio 3.22 temos que R? = Ry = L + B ¢ R?, com

B c R limitado, o que é um absurdo. Logo (b) também ¢é valida.
Reciprocamente, assuma que (a) e (b) sejam vélidos. De (b) segue que L = R?

e pelo Corolério 3.21 temos que R? = L C Ry, de onde segue que Ry = R O

Note que dado um sistema de controle &(t) = X (x(t),u(t)) como em (1.13)
assumindo que as solugoes estao definidas sobre todo t € R, se fizermos a substituicao

t— —t
Corolario 3.23. Seja U C R™ wuma vizinhancga limitada da origem 0 € R™. Entao
Cu = R? se, e somente se,

a) o par (A, B) é controldvel;

b) a matriz A ndo possui autovalores com parte real positiva.
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Demonstracao: Suponha que Cy = R? e considere o sistema em tempo reverso
t(t) = —Ax(t) — Bu(t). (3.11)

Denote por R;; = OT(0)~. Pelo Coroldrio 2.28, temos que R? = Cy = R;;. Aplicando o
Teorema 3.15 no sistema acima, temos que o par (—A, —B) é controlavel e que a matriz

— A nao possui autovalores com parte real negativa. Mas como

Im[-B (—A)(-B) (A (~=B)] = Im[-B AB (—1)‘A"'B]

— Im[B AB A% 'B],

temos que (—A, —B) é controlavel se, e somente se, (A, B) é controlavel. Além disso, se
— A nao possui autovalores com parte real negativa, entao A nao possui autovalores com

parte real positiva.

Reciprocamente, suponha que (a) e (b) sejam vélidos. Vimos acima que (a)
implica que o par (—A, —B) ¢ controlavel e além disso, por (b) temos que —A nao possui
autovalores com parte real negativa. Considerando novamente o sistema em tempo re-
verso, pelo Teorema 3.15 temos que Ry = R, Entretanto, segue novamente do Coroldrio

228 que Cy = Ry, = R?, o que conclui o resultado. O

O seguinte teorema ¢é o mais importante deste capitulo e caracteriza os conjun-
tos de controle além da controlabilidade do sistema (3.7). Note que dado um sistema de
controle #(t) = X (x(t),u(t)) como em (1.13) assumindo que as solucoes estao definidas

sobre todo t € R, se fizermos a substituicao t — —t

Teorema 3.24. Considere o sistema (3.7) com U C R™ € convero e compacto com
0 € int U. Assuma que o par (A, B) € controldvel, isto é, posto [B AB --- A%"1B] =d.

Se isto nao for satisfeito, podemos trabalhar no espago de Kalman
(AlIm B) = Im [B AB --- A“'B]

correspondente a U = R™.

a) O sistema (5.7) possui exatamente um conjunto de controle D com interior

nao-vazio, D = C N fe(Ry). Além disso, temos as sequintes afirmagoes:
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a.1) O conjunto de controle D € invariante se a parte real de todos os

autovalores de A € negativa; neste caso D = fe(Ry).

a.2) O conjunto de controle D € aberto se todos os autovalores de A

possuem parte real positiva e neste caso D = Cy.

b) O sistema (3.7) é controldvel se, e somente se todos os autovalores de A

possuem parte real nula.

Demonstracao: (a) A condigao de controlabilidade do par (A, B) garante que no tempo
T =1 as érbitas positiva e negativa coincidem com R?, isto é, R(1) = C(1) = R?. Denote
o conjunto das fungoes essencialmente limitadas (fungdes que sdo limitadas, exceto em
um conjunto de medida de Lebesgue nula) w : [0,1] — R™ por Ly([0, 1], R™) e considere

a aplicacao
f + Le([0,1],R™) — R?
u — f(u) = ¢(1,0,u)

E sabido que tanto Loo([0,1], R™) quanto R sdo espacos de Banach com as normas

= inf su u(t
= inf, sup ()]

[[ul|oc = ess sup;cp||u(t)
(onde o infimo é tomado sobre todos os conjuntos N C R de medida de Lebesgue A nula)
e com a norma euclidiana, respectivamente. Como f(u) = ¢(1,0,u) = fol e1=94By(s)ds,

temos que f ¢é linear. Temos também que f é continua, pois
1 1
) = fua)l| = I [ 4 Bu(s)ds [ M Bu(s)as]
0 0
1
= 1| e Blunls) - ua(s)lis|
0

< el MNBllur - -

Além disso, segue do fato de R(1) = R? que f é sobrejetora. Pelo Teorema da Aplicacio
Aberta, temos que f é aberta. Dessa forma, para todo p > 0, temos que f(B;°(0)) C R?
¢ aberto, onde By°(0) denota a bola de centro 0 e raio p em Ly ([0, 1], R™). Uma vez
que f(0) = 0, segue que 0 € f(B°(0)), para todo p > 0. Assim, para cada p > 0 existe
e = €(p) > 0 tal que B.(0) C f(B;°(0)), onde B(0) denota a bola de centro 0 e raio ¢
em R?. Como 0 € int U C R™, existe p’ > 0 tal que B,(0) C U. Pelo que foi observado

antes, existe ¢ > 0 tal que

B (0) € f(By(0)).
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Dessa forma, dado = € B.(0), existe u € By (0) tal que

T = f(u) = 90(17077“‘) € RU(1>7

pois ||u(t)]] < |ullee < p', ou seja, u(t) € By(0) C U para todo t € R. Portanto
B (0) C Ry(1), mostrando que 0 € int Ry (1). Note que

r€Cy(l) & ¢(l,z,u) =0 para algum u € Y
& ez +p(1,0,u) = 0 para algum u € U

& x=—e"p(1,0,u) € —e *Ry(1) para algum u € U.

Mostrando que Cy(1) = —e 4Ry (1). Com isso, se 0 € int Ry (1), entdao 0 € int Cy(1),

A

uma vez que —e “ é um isomorfismo. Concluimos que 0 € int Ry (1) Nint Cy(1).

Considere Dy = Ry N Cy, entao dado x € Dy existe T1 > 0 e u; € U tal que
©(Ty,z,u;) = 0. Da mesma forma, como 0 € Ry (1) NCy(1), temos que existe Tp > 0 e
uy € U tal que © = (7,0, uy). Defina uma trajetéria p(t, z,u), ¢ > 0, partindo de x
e atingindo 0 em tempo T} e controle u;. Em seguida, retornando a x em tempo 715 e
controle uy e repita este processo iteradamente (observe que dado t € [0, 7], temos que
o(t',x,uy) € Cy, pois o(Th — ', p(t',x,u1), Opur) = ©(T1,z,u1) = 0. Além disso, como
r € Dy C Ry, temos que ¢(t',z,u;) € Ot (x) C Ry, assim ¢(t,x,u;) € Dy para todo
t € [0,71]. Analogamente mostra-se que ¢(t,x,us) € Dy para todo t € [0,73]). Cada
volta que a trajetoria faz partindo de x até 0 e retornando a x necessita de um tempo
Ty + Ty, assim (t,x,u) fica bem definida e p(t,z,u) € Dy para todo t € R e com isso,
temos que Dy satisfaz a condigao (i) da definicdo de conjunto de controle. Além disso,
dado = € Dy, temos em particular que = € Cy, ou seja, 0 € O (z). Assim Ry C OF(x),
logo

Dy =RyNCy C Ry C OF(x),

mostrando que Dy satisfaz (i7) da Defini¢ao 2.16. Dessa forma, pela Proposigao 2.22 Dy

esta contido em um conjunto de controle D, de onde segue que
0 € int Ry (1) Nint Cy(1) =int (Ry(1) NCy(1)) C int Dy C int D,

ou seja, 0 pertence ao interior de algum conjunto de controle D. A hipdtese de con-

trolabilidade do par (A, B) implica que a condigdo do posto de acessibilidade é vélida
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(ver comentario subsequente a Observacao 2.14), portando pelo Lema 2.26 temos que
D = Cy Nfe (Ry). A afirmacdo (a.1) segue imediatamente do Coroldrio 3.23. J& a

afirmacao (a.2) segue do Teorema 3.15 e da Corolério 2.8, uma vez que 0 € int D = int Cy .

Vamos agora provar a unicidade de D. Para isto, seja D’ um conjunto de
controle com interior nao vazio. Se provarmos que D N D’ # (), entdo pela Proposicao
2.23 teremos que D' = D. Como pelo item (i7i) do Lema 2.26 int D C O (z), para todo
xr € D, podemos encontrar um ponto x € int D, um ntmero p > 1. tempos To, > T7 > 0

e um controle Ty-periédico u € U tais que
(T, z,u) =pxr e Ty, z,u) =x.

Assim, dado « € [0, 1], tem-se
Ty

(T, ax,qu) = aeTlA.iE+/ 294 B(qu(s))ds
0

T

= a(eT1A$+/ e 294 By(s)ds)
0

= ap(Ty,z,u)

= aux.

Analogamente ¢(Ty, ax, au) = ax. Portanto, todos os pontos ax, o € (0, 1) pertencem ao
conjunto de controle D’. Como a origem esta contida no interior do conjunto de controle

D, segue que D N D' # (), de onde segue a unicidade.

(b) Suponha que o sistema 3.7 seja controlavel, entdo por defini¢ao, O (z) =
R?, para todo x € RY. Em particular, R = O*(0) = Ry. Assim, pelo Teorema 3.15,
todos os autovalores de A possuem parte real nao negativa. Observe também que dado
r € R temos que 0 € R = OF(z), logo x € O(0) = Cy de onde segue que Cy = R%.
Portanto, pelo Corolario 3.23, A nao possui autovalores com parte real positiva. Dessa

forma, todos os autovalores de A devem ter parte real nula.

Reciprocamente, suponha que todos os autovalores de A possuam parte real
nula. Como o par (A, B) é controldvel, temos pelo Teorema 3.15 e pelo Corolario 3.23 que
Ry = Cy = R Tome z,y € R? quaisquer. Como 2z € R = Cy e y € R? = Ry, entdo

existem 1,to > 0 e uj, uy € U tais que 0 = p(t1,z,u1) e y = @(t2,0,us). Logo, tomando
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Uz = Uy Ny, Uz a tj-concatenacgao de uy e ug, temos que

y%p(t2790(t1,$7ul)>u2) = Sp(t2 + tlax7u3) € O+($)

Portanto OF(z) = R% Como z foi tomado de forma arbitrdria, temos que o sistema 3.7

é controlavel. O

Exemplo 3.25. Considere o sistema de controle linear bidimensional

(Z):<(1) —01)(z>+(1)U(t) u(t) € [-1,1]

Apos cdlculos elementares, podemos verificar que as solugoes sao dadas por

(20) = (oo ) o [ (57 )

Observe que D = (—1,1) x [—1,1] € um conjunto de controle do sistema (5.7) (ver figura
3.2). Como int D # (), temos pelo teorema anterior que D é o inico conjunto de controle
com interior nao vazio.

Note que as bordas Ty = {—1} x (=1,1) e 'y = {1} x (=1,1) sao remo-
vidas, pois se estes conjuntos fossem unidos a D, entao dado x € T'i, podemos ver
que fe(O*(x)) C Ty U {(a,b) € R* a < —1}. Analogamente se x € Ty, fe(OT(z)) C
Ty U{(a,b) € R* a > 1}. Em qualquer caso temos uma contradicio, pois deveriamos ter

D C fe(O*(x)).

1.0
e e i | IR —

\\\ /’f Y \\
S A
1.0 :t : - -
\ I P
1
L \ [ .
1.0 1.0 X

Figura 3.2: Retrato de fase parau=1e u=—1
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