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Resumo

Neste trabalho nos propomos a estudar o seguinte problema: Dado T suficiente-

mente grande e um dado inicial (Φ0,Φ1,W 0,W 1) em um espaço que está em nossa

disposição, encontrar um controle β = β(x, t) ∈ H−2(0, T ;L2(0, 1)) tal que a solução

do sistema 

Φtt −∆Φ = 0 em Ω× (0,∞)
∂Φ

∂ν
= 0 sobre Γ1 × (0,∞)

∂Φ

∂ y
= −Wt sobre Γ0 × (0,∞)

Wtt −Wxx + Φt = β sobre Γ0 × (0,∞)
Wx(0, t) = Wx(1, t) = 0 para t ∈ (0,∞)
Φ(0) = Φ0, Φt(0) = Φ1 em Ω
W (0) = W 0, Wt(0) = W 1 sobre Γ0.

satisfaça as seguintes relações:{
Φ(T ) = c1 = cte Φt(T ) = 0
W (T ) = c2 = cte Wt(T ) = 0
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Abstract

In this work in we consider the study of the following problem: Given T large

enough and initial data (Φ0,Φ1,W 0,W 1) in a suitable space we want to obtain a

control β = β(x, t) ∈ H−2(0, T ;L2(0, 1)) such that the solution of the system

Φtt −∆Φ = 0 em Ω× (0,∞)
∂Φ

∂ν
= 0 sobre Γ1 × (0,∞)

∂Φ

∂ y
= −Wt sobre Γ0 × (0,∞)

Wtt −Wxx + Φt = β sobre Γ0 × (0,∞)
Wx(0, t) = Wx(1, t) = 0 para t ∈ (0,∞)
Φ(0) = Φ0, Φt(0) = Φ1 em Ω
W (0) = W 0, Wt(0) = W 1 sobre Γ0,

satisfies the identities {
Φ(T ) = c1 = cte Φt(T ) = 0
W (T ) = c2 = cte Wt(T ) = 0.
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1.1.2 Os Espaços Lp(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Introdução

Nos últimos anos muito se tem estudado sobre o controle ativo de rúıdo gerado

em recintos fechados distintos, pela vibração das estruturas flex́ıveis que formam as

paredes.

Atualmente, um exemplo que tem despertado interesse neste tipo de problema

é a possibilidade de controlar as vibrações acústicas no interior de um avião. Hoje,

aviões com motores (ou turbopropulsores) cada vez mais potentes e eficientes, provo-

cam vibrações acústicas de alta amplitude que se transmitem a fuselage de toda a

aeronave, produzindo a vibração desta. A interação entre a estrutura da aeronave

e o campo acústico interior, faz com que as vibrações determinem um alto ńıvel de

rúıdo no interior do avião e que pode resultar em danos aos passageiros.

Para contornar o problema acima mencionado tem se analisado diversas es-

tratégias para controlar as vibrações acústicas interiores. Dentre estas estratégias,

uma das mais interessante, sem dúvida, consiste na implementação do controle me-

diante peças piezoceramic fixadas sobre uma parte da fuselage. Estas peças trans-

formam a excitação elétrica que estão submetidas em vibrações mecânicas nas estru-

turas sobre as quais estão fixadas. Desta maneira tem-se uma mudança da dinâmica

das partes flex́ıveis e que finalmente reduzem o rúıdo interior.

Este é apenas um exemplo, de muitos outros que tem motivado o estudo dos

fenômenos de transmissão de vibrações de uma estrutura a outra.

Como já é de se esperar, neste trabalho consideraremos um modelo simples que
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baseia-se no controle de rúıdos e tem como texto base um artigo de Sorin MICU e

Enrique ZUAZUA (veja [24]).

Para isso, considere Ω o quadrado bidimensional

Ω = (0, 1)× (0, 1) ⊂ R2.

Vamos supor que Ω é ocupado por um flúıdo elástico, não viscoso e compresśıvel,

cujo campo de velocidade −→v é dado pelo potencial Φ = Φ(x, y, t) : −→v = ∇Φ.

Vamos supor também que o potencial Φ satisfaz a equação linear da onda em

Ω× (0,∞).

A fronteira Γ = ∂Ω de Ω está dividida em duas partes. Γ0 = {(x, 0) : x ∈ (0, 1)}

e Γ1 = Γ\Γ0. O subconjunto Γ1 é suposto ŕıgido e impomos que a velocidade normal

do ĺıquido seja zero nele. O subconjunto Γ0 é suposto flex́ıvel e ocupado por uma

corda flex́ıvel que vibra com a pressão do ĺıquido no plano onde Ω se encontra. O

deslocamento de Γ0 é descrito por uma função escalar W = W (x, t), que obedece

a equação da onda unidimensional. Ainda, em Γ0 vamos impor a continuidade

da velocidade normal do ĺıquido na corda. A corda é suposta para satisfazer as

condições de fronteira de Neumann em seus extremos.

Consideraremos também que todas as deformações, são suficientemente pequenas

de modo que a teoria linear se aplique.

Sob condições iniciais naturais para Φ e W o movimento linear deste sistema é

descrito por meio das equações de onda acopladas:

Φtt −∆Φ = 0 em Ω× (0,∞)
∂Φ

∂ν
= 0 sobre Γ1 × (0,∞)

∂Φ

∂ y
= −Wt sobre Γ0 × (0,∞)

Wtt −Wxx + Φt = 0 sobre Γ0 × (0,∞)
Wx(0, t) = Wx(1, t) = 0 para t ∈ (0,∞)
Φ(0) = Φ0, Φt(0) = Φ1 em Ω
W (0) = W 0, Wt(0) = W 1 sobre Γ0.

(1)

Analisando o sistema (1) podemos observar que este acopla duas equações

2



diferenciais que descrevem as vibrações de estruturas de natureza diferente (flúıdo

e corda). Por esta razão, pela qual consideramos que nosso sistema é um sistema

h́ıbrido. Veja também que o sistema (1) possui duas equações com derivadas parci-

ais, uma bidimensional e outra unidimensional, e é devido a isso que consideremos

que o nosso sistema é um sistema h́ıbrido bidimensional.

Estudaremos a controlabilidade do sistema (1) sobre a ação de uma força exterior

ou uma fonte de rúıdos na parte flex́ıvel da fronteira Γ0. O controle será dado por

uma função escalar β = β(x, t) e o sistema a ser controlado é o seguinte:

Φtt −∆Φ = 0 em Ω× (0,∞)
∂Φ

∂ν
= 0 sobre Γ1 × (0,∞)

∂Φ

∂ y
= −Wt sobre Γ0 × (0,∞)

Wtt −Wxx + Φt = β sobre Γ0 × (0,∞)
Wx(0, t) = Wx(1, t) = 0 para t ∈ (0,∞)
Φ(0) = Φ0, Φt(0) = Φ1 em Ω
W (0) = W 0, Wt(0) = W 1 sobre Γ0.

(2)

Veremos no caṕıtulo 2, que a energia do sistema (1) dada por

E(t) =
1

2

∫
Ω

[|∇Φ|2 + |Φt|2]dxdy +
1

2

∫
Γ0

[|Wx|2 + |Wt|2]dx

permanece constante ao longo das trajetórias. Da definição de energia facilmente

obtemos que o equiĺıbrio do sistema é da forma

(Φ,Φt,W,Wt) = (c1, 0, c2, 0) (3)

onde c1 e c2 são funções constantes.

Tendo em vista a velocidade finita da propagação da equação da onda satisfeita

por Φ, a geometria de Ω e o suporte do controle β (o subconjunto Γ0 da fronteira

de Ω) o tempo mı́nimo para a controlabilidade do sistema (2) é T = 2.

O problema de controlabilidade pode ser formulado da seguinte maneira: Dado

T > 2, encontrar um espaço de dados iniciais (Φ0,Φ1,W0,W1) que pode ser con-

duzido ao equiĺıbrio da forma (3) em um tempo T por meio de um controle apro-

priado β ∈ H−2(0, T ;L2(Γ0)).
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Para obtermos os resultados almejados neste trabalho, iremos decompor o

controle β, as soluções Φ, W e os dados iniciais em série de Fourier. A análise

de Fourier é posśıvel por causa das condições de fronteira que impomos para W. Na

realidade, W é suposto para satisfazer as condições de fronteira de Neumann que

sejam compat́ıveis com Φ para desenvolver as soluções em séries de Fourier.

Vamos decompor o controle β, as soluções Φ, W e os dados iniciais da seguinte

maneira:

β =
∞∑

n=0

βn(t) cos(nπx),

Φ =
∞∑

n=0

ψn(y, t) cos(nπx), Φ0 =
∞∑

n=0

ψ0
n(y) cos(nπx); Φ1 =

∞∑
n=0

ψ1
n(y) cos(nπx),

W =
∞∑

n=0

Vn(t) cos(nπx), W 0 =
∞∑

n=0

V 0
n cos(nπx), W 1 =

∞∑
n=0

V 1
n cos(nπx).

(4)

Com esta decomposição, o sistema (2) pode ser escrito como uma sequência de

sistemas controláveis unidimensionais para n = 0, 1, 2, ...



ψn,tt − ψn,yy + n2π2ψn = 0 para (y, t) ∈ (0, 1)× (0,∞)
ψn,y(1, t) = 0 para t > 0
ψn,y(0, t) = −Vt(t) para t > 0
Vn,tt(t) + n2π2Vn(t) + ψn,t(0, t) = βn(t) para t > 0
ψn(0) = ψ0

n, ψn,t(0) = ψ1
n em (0, 1)

Vn(0) = V 0
n , Vn,t(0) = V 1

n .

(5)

Para obtermos a controlabilidade do sistema (2), primeiro estudaremos a con-

trolabilidade do sistema (5). Combinando os resultados de controlabilidade unidi-

mensional com a decomposição de Fourier (4) iremos obter a controlabilidade para

o sistema (2).

O controle que vamos obter é da forma β =
∂2

∂t2
γ, com γ ∈ L2(Γ0 × (0, T ))

com suporte compacto no tempo. Desta forma, temos que

∫ T

0

β = 0. Integrando

a primeira equação de (2) em Ω obtemos que

∫
Ω

Φtdxdy −
∫

Γ0

Wdx permanece
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constante no tempo. Portanto necessariamente

c2 =

∫
Γ0

W0dx−
∫

Ω

Φ1dxdy. (6)

Por outro lado, usando o fato que

∫ T

0

β = 0 e integrando a equação satisfeita

por W em Γ0 × (0, T ) deduzimos que:∫
Γ0

Wt(T )dx+

∫
Γ0

Φ(x, 0, T )dx =

∫
Γ0

W1dx+

∫
Γ0

Φ0(x, 0)dx

e portanto

c1 =

∫
Γ0

(W1 + Φ0(x, 0))dx (7)

Do exposto acima obtemos que as constantes c1 e c2 do equiĺıbrio que alcançamos

no tempo t = T são determinadas a priori pelos dados iniciais.

Em termos dos coeficientes de Fourier dados em (4) estas constantes podem ser

escritas da seguinte maneira:
c1 = V 1

0 + ψ0
0(0)

c2 = V 0
0 −

∫ 1

0

ψ1
0(y)dy

(8)

Com isto conclúımos que as constantes c1 e c2 do equiĺıbrio são unicamente determi-

nadas pelos coeficientes de Fourier dos dados iniciais que correspondem a frequência

n = 0 na variável x.

Esse fato está relacionado com natureza diferente do sistema (5) para n = 0 e

n ≥ 1. Veremos que quando n ≥ 1 o sistema (5) é exatamente controlável e quando

n = 0 ele é parcialmente controlável, pois podemos somente controlar o sistema ao

equiĺıbrio dado em (8) em termos dos dados iniciais.

Esse trabalho está organizado em 4 caṕıtulos, cuja disposição é a seguinte: No

Caṕıtulo 1 apresentamos algumas notações e resultados básicos, necessário ao de-

senvolvimento do estudo a ser realizado. No segundo, mostraremos que o problema

é bem posto no espaço de energia H = H1(Ω) × L2(Ω) ×H1(Γ0) × L2(Γ0) para as
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variáveis (Φ,Φt,W,Wt) e mostraremos que a energia dada por

E(t) =
1

2

∫
Ω

[|∇φ|2 + |φt|2]dxdy +
1

2

∫
Γ0

[|Wx|2 + |Wt|2]dx

permanece constante ao longo das trajetórias. No Caṕıtulo 3 dedicaremos ao estudo

do problema de controle unidimensional, e no quarto e último caṕıtulo dedicaremos

ao estudo principal deste trabalho, que é o problema de controle bidimensional.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, enumeraremos alguns resultados que serão usados no desenvolvi-

mento do nosso trabalho. Por serem resultados familiares, colocaremos apenas os

seus enunciados, deixando a cargo do leitor interessado a busca de suas demons-

trações.

1.1 Distribuições e Espaços Funcionais

1.1.1 Noção de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equações diferenciais parciais cujos dados

iniciais não são regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido clássico,

faz-se necessária a introdução de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definições:

1o) Espaço das funções testes

Dados α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn e x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, representaremos

por Dα o operador derivação de ordem α definido por

Dα =
∂|α|

∂x1
α1∂x2

α2 . . . ∂xn
αn
,
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onde |α| =
n∑

i=1

αi. Se α = (0, 0, . . . , 0), defini-se Dαu = u.

Seja Ω um aberto do Rn. Denotaremos por C∞
0 (Ω) o conjunto das funções

ϕ : Ω → K (onde K = R ou K = C) que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que

tem suporte compacto, onde suporte ϕ é o fecho do conjunto {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0} em

Ω, ou seja, supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0}
Ω

.

Dizemos que uma seqüência {ϕν} ⊂ C∞
0 (Ω) converge para zero, e denotamos

ϕν → 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω, tal que:

i) supp (ϕν) ⊂ K,∀ ν ∈ N;

ii) Dαϕν → 0 uniformemente sobre K, ∀α ∈ Nn.

Dizemos que uma seqüência {ϕν} ⊂ C∞
0 (Ω) converge para ϕ ⊂ C∞

0 (Ω) quando

a seqüência {ϕν − ϕ} converge para zero no sentido acima definido.

O espaço C∞
0 (Ω), munido desta noção de convergência, é denominado espaço das

funções testes, e denotado por D(Ω).

2o) Distribuição sobre um aberto Ω ⊂ Rn

Definimos como distribuição sobre Ω a toda forma linear e cont́ınua em D(Ω). O

conjunto de todas as distribuições sobre Ω é um espaço vetorial, o qual representa-se

por D′
(Ω), chamado espaço das distribuições sobre Ω, munido da seguinte noção de

convergência: Seja (Tν) uma sucessão em D′
(Ω) e T ∈ D′

(Ω). Diremos que Tν → T

em D′
(Ω) se a seqüência numérica {〈Tν , ϕ〉} converge para 〈T, ϕ〉 em R, ∀ ϕ ∈ D(Ω).

3o) Denotaremos por L1
loc(Ω) o espaço das (classes de) funções u : Ω → K tais

que |u| é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de Ω.

De posse destas definições estamos aptos a entender este novo conceito de derivada.

S. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma noção global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca, cuja construção dar-se-á a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado Ω do Rn, cuja fronteira Γ é regular.

8



Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais cont́ınuas em Ω = Ω ∪ Γ. Se u

ou v se anula sobre Γ, obtemos do lema de Gauss que∫
Ω

u
∂v

∂xk

dx = −
∫

Ω

v
∂u

∂xk

dx.

A expressão anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma função

u ∈ L1
loc(Ω) é derivável no sentido fraco em Ω, quando existe uma função

v ∈ L1
loc(Ω) tal que ∫

Ω

u(x)
∂ϕ(x)

∂xk

dx = −
∫

Ω

v(x)ϕ(x)dx,

para toda ϕ ∈ D(Ω).

Embora, tal conceito de derivada ter sido um marco na evolução do conceito de

solução de uma equação diferencial, ela apresenta uma grave imperfeição no fato

que nem toda função de L1
loc(Ω) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar

este tipo de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a noção

de derivada no sentido das distribuições, a qual generaliza a noção de derivada

formulada por Sobolev, como segue:

Seja T uma distribuição sobre Ω e α ∈ Nn. a derivada de ordem α de T , no

sentido das distribuições, é definida por:

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉;∀ϕ ∈ D(Ω).

Verifica-se que DαT é ainda uma distribuição e que o operador

Dα : D′
(Ω) → D′

(Ω), tal que a cada T associa-se DαT , é linear e cont́ınuo.

1.1.2 Os Espaços Lp(Ω)

Seja Ω um aberto do Rn. Representaremos por Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞, o

espaço vetorial das (classes de) funções definidas em Ω com valores em K tais que

|u|p é integrável no sentido de Lebesgue em Ω.
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Teorema 1.1. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) - Seja

(uν)ν∈N uma seqüência de funções integráveis num aberto Ω ⊂ Rn, convergente quase

sempre para uma função u. Se existir uma função u0 ∈ L1(Ω) tal que |uν | ≤ u0 quase

sempre, ∀ ν ∈ N então u é integrável e tem-se∫
Ω

u = lim
ν→∞

∫
Ω

uν .

Demonstração: Ver [13].

O espaço Lp(Ω) munido da norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

, para 1 ≤ p < +∞

e

‖u‖L∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)|, para p = +∞,

é um espaço de Banach.

No caso p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert.

Proposição 1.2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p , q < ∞ tal que

1

p
+

1

q
= 1 e a, b > 0. Então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração: Ver [1].

Proposição 1.3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e f, g em

Lp(Ω), então

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

Demonstração: Ver [13].

Teorema 1.4. (Fubini) Seja G = I × J um retângulo e u : G → R uma função

integrável em G. Então∫
G

u(x, y)dxdy =

∫
I

[∫
J

u(x, y)dy

]
dx =

∫
J

[∫
I

u(x, y)dx

]
dy

10



Demonstração: Ver [15] 2

Proposição 1.5. (Desigualdade de Hölder) - Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω)

com 1 ≤ p ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então uv ∈ L1(Ω) e temos a desigualdade∫

Ω

|uv| ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

Demonstração: Ver [1].

Segue como corolário da proposição anteiror o seguinte resultado:

Corolário 1.6. (Desigualdade de Hölder generalizada) - Sejam f1, f2, . . . , fk

funções, tais que fi ∈ Lpi(Ω), pi ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k, onde
1

p1

+
1

p2

+ . . . +
1

pk

=
1

p
e

1

p
≤ 1. Então o produto f = f1f2 . . . fk ∈ Lp(Ω) e

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1 (Ω)‖f2‖Lp2 (Ω) . . . ‖fk‖Lpk (Ω).

Proposição 1.7. (Desigualdade de Interpolação) - Se u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ então u ∈ Lr(Ω) para todo p ≤ r ≤ q e se tem a desigualdade

‖u‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖θ
Lp(Ω)‖u‖1−θ

Lq(Ω)

onde 0 ≤ θ ≤ 1 verifica
1

r
=
θ

p
+

1− θ

q
.

Demonstração: Ver [15].

Além dos resultados acima, temos que:

i) Lp(Ω) é reflexivo para todo 1 < p < +∞;

ii) Lp(Ω) é separável para todo 1 ≤ p < +∞;

iii) D(Ω) tem imersão cont́ınua e densa em Lp(Ω) para todo 1 ≤ p < +∞;

iv) Se (fn) é uma seqüência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) são tais que ‖fn − f‖Lp(Ω) → 0

então existe uma subseqüência (fnk
) tal que fnk

(x) → f(x) quase sempre em

Ω.
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Proposição 1.8. (Teorema da Representação de Riesz) - Sejam

1 < p < +∞, ϕ ∈ (Lp(Ω))
′
com

1

q
+

1

p
= 1. Então existe uma única u ∈ Lq(Ω), tal

que

〈ϕ, v〉 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀v ∈ Lp(Ω) e ‖u‖Lq(Ω) = ‖ϕ‖
(Lp(Ω))

′ .

Demonstração: Ver [1].

Quando p = ∞, temos:

Proposição 1.9. Seja ϕ ∈ (L1(Ω))
′
, então existe uma única u ∈ L∞(Ω) tal que

〈ϕ, v〉 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀v ∈ L1(Ω) e ‖u‖L∞(Ω) = ‖ϕ‖
(L1(Ω))

′ .

Demonstração: Ver [1].

Denotaremos por Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < +∞ o espaço das (classes de) funções

u : Ω → K tais que |u|p é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto

K de Ω munido da seguinte noção de convergência: Uma sucessão uν converge para

u ∈ Lp
loc(Ω) se para cada compacto K de Ω tem-se:

pK(uν − u) =

(∫
K

|uν(x)− u(x)|pdx
) 1

p

→ 0.

Proposição 1.10. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u ∈ L1
loc(Ω), então

Tu = 0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em Ω. Onde Tu é a distribuição

definida por 〈Tu, ϕ〉 =
∫

Ω
u(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Demonstração: Ver [14].

Desta proposição tem-se que Tu fica univocamente determinada por u ∈ L1
loc(Ω),

isto é, se u, v ∈ L1
loc(Ω), então Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω.

Proposição 1.11. Seja (uν)ν∈N ⊂ Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < +∞, tal que uν → u em

Lp
loc(Ω), então uν → u em D′

(Ω).

Demonstração: Ver [14].
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1.1.3 Espaços de Sobolev

Seja Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ +∞ e m ∈ N. Se u ∈ Lp(Ω) sabemos

que u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições, mas não

é verdade, em geral, que Dαu seja uma distribuição definida por uma função de

Lp(Ω). Quando Dαu é definida por uma função de Lp(Ω) defini-se um novo espaço

denominado espaço de Sobolev. Representa-se por Wm,p(Ω) o espaço vetorial de

todas as funções u ∈ Lp(Ω), tais que para todo |α| ≤ m, Dαu pertence à Lp(Ω),

sendo Dαu a derivada no sentido das distribuições.

O espaço Wm,p(Ω) munido da norma

‖u‖m,p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|pdx

 1
p

, para 1 ≤ p <∞,

e

‖u‖m,∞ =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess|Dαu(x)|, para p = ∞

é um espaço de Banach.

Representa-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os

espaços Hm(Ω) são espaços de Hilbert.

É sabido que C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω), mas não é verdade que C∞

0 (Ω) é denso

em Wm,p(Ω) para m ≥ 1. Motivado por esta razão define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como

sendo o fecho de C∞
0 (Ω) em Wm,p(Ω), isto é,

C∞
0 (Ω)

W m,p(Ω)
= Wm,p

0 (Ω).

Observação: Quando Ω é um aberto limitado em alguma direção xi de Rn e

1 ≤ p <∞ consideramos Wm,p
0 (Ω) munido da norma

‖u‖ =

∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx

 1
p

13



que é equivalente a norma ‖u‖m,p.

Suponha que 1 ≤ p < ∞ e 1 < q ≤ ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1. Representa-se por

W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω). O dual topológico de Hm

0 (Ω) denota-se

por H−m(Ω).

Prosseguindo nas definições dos espaços que utilizaremos ao longo deste trabalho,

vamos caracterizar os espaços Hs(Ω), s ∈ R. Para isso consideremos S = {ϕ ∈

C∞(Rn); lim
‖x‖→∞

p(x)Dαϕ(x) = 0, para todo polinômio p de n variáveis reais e α ∈

Nn} o espaço das funções rapidamente descrescente no infinito, S
′

o dual topológico

de S e para cada função u ∈ L1(Rn) a transformada de Fourier de u definida por

û(x) = (2π)
−n
2

∫
Rn

e−i(x,y)u(y)dy,

onde (x, y) =
n∑

j=1

xjyj.

Definimos, para todo s ∈ R

Hs(Rn) =
{
u ∈ S ′

; (1 + ‖x‖2)
s
2 û ∈ L2(Rn)

}
.

Além disso, se s ≥ 0 temos que H−s(Rn) = (Hs(Rn))
′

e Hs(Rn) ↪→ L2(Rn) ↪→

H−s(Rn). Seja Ω um aberto bem regular do Rn, ou o semi-espaço Rn
+. Consideremos

a aplicação:

rΩ : L2(Rn) → L2(Ω)
u 7→ u|Ω

que leva u na sua restrição a Ω. Assim, para s ≥ 0 temos que

Hs(Ω) = {v|Ω; v ∈ Hs(Rn)}

e

H−s(Ω) = (Hs
0(Ω))

′
onde Hs

0(Ω) = D(Ω)
Hs(Ω)

.

Teorema 1.12. (Imersão de Sobolev) - Seja Ω um aberto do Rn, então

Hm(Ω) ↪→ Ck(Ω), se m >
n

2
+ k.

14



Demonstração: Ver [12].

Proposição 1.13. Sejam Ω um conjunto aberto do Rn, de classe Cm, com fronteira

limitada e m um inteiro tal que m ≥ 1; e 1 ≤ p < ∞. Então temos as segintes

imersões cont́ınuas:

se
1

p
− m

n
> 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde

1

q
=

1

p
− m

n
,

se
1

p
− m

n
= 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p,+∞[,

se
1

p
− m

n
< 0 então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Demonstração: Ver [4].

Teorema 1.14. (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Ω um subconjunto

aberto limitado do Rn, Ω de classe C1 e 1 ≤ p ≤ ∞. Então

se p < n então W 1,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗], onde
1

p∗
=

1

p
− 1

n
,

se p = n então W 1,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,+∞[,

se p = n então W 1,p(Ω) ↪→c C(Ω).

Demonstração: Ver [4].

Notação: ↪→c indica imersão compacta.

Proposição 1.15. (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg)

Se 1 ≤ p < n, então

W 1,p(Rn) ⊂ Lp∗(Rn),

onde p* vem dado por
1

p∗
=

1

p
− 1

n
, existe uma constante C = C(p, n) tal que

‖u‖Lp∗ ≤ C‖∇u‖Lp ∀ u ∈ W 1,p(Rn).

Demonstração: Ver [1].

Teorema 1.16. Quando n > 2 temos a inclusão H1(Rn) ↪→ Lρ(Rn) para todo ρ

satisfazendo 2 ≤ ρ ≤ p, onde p é dado por:
1

p
=

1

2
− 1

n
.

Demonstração: Ver [7].
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1.1.4 Espaços Funcionais à Valores Vetoriais

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por D(0, T ;X) o espaço localmente

convexo das funções vetoriais ϕ : (0, T ) 7→ X indefinidamente diferenciáveis com

suporte compacto em (0, T ). Diremos que ϕν → ϕ em D(0, T ;X) se:

i) ∃K compacto de (0, T ) tal que supp (ϕν) e supp (ϕ) estão contidos em K, ∀ν;

ii) Para cada k ∈ N, ϕ
(k)
ν (t) → ϕ(k)(t) em X uniformemente em t ∈ (0, T ).

O espaço das aplicações lineares e cont́ınuas de D(0, T ) = D(0, T ; R) em X será

denotado por D′
(0, T ;X), isto é, S ∈ D′

(0, T ;X) se S : D(0, T ) 7→ X é linear e

se θµ → θ em D(0, T ) então 〈S, θµ〉 → 〈S, θ〉 em X. Diremos que Sν → S em

D′
(0, T ;X) se 〈Sν , θ〉 → 〈S, θ〉 em X, ∀ θ ∈ D(0, T ). O espaço D′

(0, T ;X) equipado

com a convergência acima é denominado espaço das distribuições vetoriais de (0, T )

com valores em X.

Prova-se que o conjunto {θξ, θ ∈ D(Ω), ξ ∈ X} é total em D(0, T ;X).

Denotaremos por Lp(0, T ;X) o espaço de Banach (das classes) de funções veto-

riais u : (0, T ) → X fortemente mensuráveis em (0, T ), (0, T ) dotado da medida de

Lebesgue, tais que ∫ T

0

‖u(t)‖p
Xdt <∞.

Então L2(0, T ;X) é um espaço de Hilbert munido do produto interno (u, v) =∫ T

0
(u(t), v(t))Xdt. Denotaremos por H1

0 (0, T ;X) o espaço de Hilbert

H1
0 (0, T ;X) = {v ∈ L2(0, T ;X); v′ ∈ L2(0, T ;X), v(0) = v(T ) = 0},

munido do produto interno

((v, w)) =

∫ T

0

(v(t), w(t))Xdt+

∫ T

0

(v′(t), w′(t))Xdt.

16



Identificando L2(0, T ;X) com o seu dual (L2(0, T ;X))
′
, via teorema de Riesz,

obtemos então

D(0, T ;X) ↪→ H1
0 (0, T ;X) ↪→ L2(0, T ;X) ↪→ H−1(0, T ;X) ↪→ D′

(0, T ;X)

onde

H−1(0, T ;X) =
(
H1

0 (0, T ;X)
)′
.

Proposição 1.17. Seja u ∈ L2(0, T ;X). Então existe um único f ∈ H−1(0, T ;X)

que verifica

〈f, θξ〉 = (〈u′, θ〉ξ)X , ∀ θ ∈ D(0, T ), ∀ ξ ∈ X.

Demonstração: Ver [16].

Baseado na proposição anterior, identificamos f com u′. Em razão disto, diremos

que se u ∈ L2(0, T ;X) então u′ ∈ H−1(0, T ;X).

Proposição 1.18. A aplicação

u ∈ L2(0, T ;X) 7→ u′ ∈ H−1(0, T ;X)

onde X é um espaço de Hilbert, é linear e cont́ınua.

Demonstração: Ver [16].

Proposição 1.19. Se 1 ≤ p ≤ ∞. Então W 1,p(I,X) ↪→ Cb,u(I,X), onde I é um

intervalo aberto dos R e Cb,u é o espaço das funções uniformemente cont́ınuas e

limitadas de I em X.

Demonstração: Ver [6] 2
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1.2 Teoria de Traço

Consideremos Ω = Rn
+ ou Ω um aberto limitado bem regular do Rn com fronteira

Γ. Por D(Γ) representa-se o espaço vetorial das funções reais w definidas em Γ,

possuindo derivadas parciais cont́ınuas de todas as ordens. Dada uma função u

definida em Ω, representa-se γ0u a restrição de u a Γ.

Proposição 1.20. Existe uma constante positiva C tal que

‖γ0u‖H
1
2 (Γ)

≤ C‖u‖H1(Ω)

para toda u ∈ D(Ω).

Demonstração: Ver [15].

Considerando D(Ω) com a topologia induzida por H1(Ω), segue pela proposição

(1.20) que a aplicação

γ0 : D(Ω) → H
1
2 (Γ)

é cont́ınua. Sendo D(Ω) denso em H1(Ω), esta aplicação se prolonga por con-

tinuidade a uma aplicação linear e cont́ınua, ainda representada por γ0, tal que

γ0 : H1(Ω) → H
1
2 (Γ),

a qual denomina-se função traço.

Teorema 1.21. A função traço aplica H1(Ω) sobre H
1
2 (Γ)e o núcleo de γ0 é o

espaço H1
0 (Ω).

Demonstração: Ver [15].

Consideremos, agora, Ω uma aberto limitado do Rn com fronteira Γ bem regular,

e seja ν a normal unitária exterior em Γ. Para todo j = 1, . . . ,m − 1 e u ∈ D(Ω),

seja γju = ∂ju
∂νj

∣∣∣
Γ

a derivada normal de ordem j de u e γ0u u|Γ. Da densidade do
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espaço (D(Γ))m no espaço de Hilbert Hm− 1
2 (Γ)×Hm− 3

2 (Γ)× . . .×H
1
2 (Γ) temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.22. Existe uma única aplicação linear e cont́ınua γ do espaço Hm(Ω)

sobre o espaço Πm−1
j=0 H

m−j− 1
2 (Γ) com núcleo γ−1(0) = Hm

0 (Ω), verificando a seguinte

condição

γu = (γ0u, γ1u, . . . , γm−1u) , ∀u ∈ D(Ω).

Tal aplicação admite uma inversa à direita linear e cont́ınua.

Demonstração: Ver [15].

Além desses resultados, considerando os espaços de HilbertH0(Ω) = {u ∈ L2(Ω);

∆u ∈ L2(Ω)} e H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} munidos dos produtos internos

(u, v)0 = (u, v)L2(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω); ∀ u , v ∈ H0(Ω) e

(u, v)0 = (u, v)H1(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω);∀ u , v ∈ H1(Ω), respectivamente, temos os

seguintes resultados:

Proposição 1.23. A aplicação linear γ : D(Ω) → H− 1
2 (Γ) ×H− 3

2 (Γ) definida por

u 7→ γu = (γ0u, γ1u) se estende por continuidade a uma única aplicação linear e

cont́ınua

γ : H0(Ω) → H− 1
2 (Γ)×H− 3

2 (Γ)

u 7→ γu = (γ0u, γ1u).

Além disso, a aplicação γ acima coincide com a aplicação traço de ordem dois.

Demonstração: Ver [5].

Proposição 1.24. A aplicação linear γ1 : D(Ω) → H− 1
2 (Γ) definida por

u 7→ γ1u = ∂u
∂ν

∣∣
Γ

se estende por continuidade a uma única aplicação linear e cont́ınua

γ1 : H1(Ω) → H− 1
2 (Γ).

Demonstração: Ver [5].
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1.2.1 Traço em L2(0, T ;Hm(Ω)).

Pelo visto anteriormente temos que existe uma aplicação traço

γ : Hm(Ω) →
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ) (1.1)

que é linear, cont́ınua, sobrejetora, com núcleo Hm
0 (Ω), e admite uma inversa à

direita linear e cont́ınua.

Definamos a aplicação

γ : L2(0, T ;Hm(Ω)) → L2
(

0, T ;
∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ)

)
u 7→ γu, (γu)(t) = γu(t)

(1.2)

onde γu(t) é a aplicação (1.1) aplicado em u(t) ∈ Hm(Ω). Denotamos as aplicações

(1.1) e (1.2) com o mesmo śımbolo para não sobrecarregar a notação. A aplicação

definida em (1.2) é uma aplicação linear, cont́ınua, sobrejetora, com núcleo

L2(0, T ;Hm
0 (Ω)), que admite uma inversa à direita τ linear e cont́ınua, isto é,

τ : L2

(
0, T ;

m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ)

)
7→ L2(0, T ;Hm(Ω)), ; γ(τ(η)) = η. (1.3)

De forma análoga podemos definir

γ : H1
0 (0, T ;Hm(Ω)) → H1

0

(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)

u 7→ γu, (γu)(t) = γu(t)
(1.4)

que tem as mesmas propriedades da aplicação (1.2).

Proposição 1.25. Seja u ∈ L2(0, T ;Hm(Ω)) com u′ ∈ L2(0, T ;Hm(Ω)) então γu′ =

(γu)′.

Demonstração: Ver [5].

1.2.2 Traço em H−1(0, T ;Hm(Ω))

Seja K = L2(0, T ;Hm(Ω))×L2(0, T ;Hm(Ω)) e M o subespaço fechado de K dos

vetores {α, β} tais que

(α, v)L2(0,T ;Hm(Ω)) + (β, v′)L2(0,T ;Hm(Ω)),
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para todo v ∈ H1
0 (0, T ;Hm(Ω)). Então a aplicação

H−1(0, T ;Hm(Ω)) → M⊥

f 7→ {φ0
f , ψ

0
f}

(1.5)

onde {φ0
f , ψ

0
f} ∈ Ef é tal que ‖f‖+‖{φ0

f , ψ
0
f}‖ e Ef = {{φf , ψf} ∈ K; (φf , v) + (ψf , v

′)

= 〈f, v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω)}, isto é, o conjunto dos {φf , ψf} ∈ K tais que f = φf − ψf . A

aplicação definida em (1.5) é uma isometria linear sobrejetora.

Para f ∈ H−1(0, T ;Hm(Ω)) defini-se γ̃f na forma:

〈γ̃f, w〉 =

∫ T

0

(γφ0
f , w)∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ)

dt+

∫ T

0

(γψ0
f , w

′)∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
dt (1.6)

w ∈ H1
0

(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)

, que é linear e cont́ınua.

Assim temos estabelecido uma aplicação

γ̃ : H−1(0, T ;Hm(Ω)) → H−1
(

0, T ;
∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ)

)
f 7→ γ̃f

(1.7)

γ̃f definido por (1.6), que é linear e cont́ınua. Esta aplicação é denominada aplicação

traço para as funções de H−1(0, T ;Hm(Ω)). Assim são válidos os seguintes resulta-

dos:

Proposição 1.26. Se u ∈ L2(0, T ;Hm(Ω)) então

γu|
H1

0 (0,T ;
∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ))

= γ̃u.

Proposição 1.27. Se u ∈ L2(0, T ;Hm(Ω)) então

γ̃u′ = (γu)′.

Teorema 1.28. A aplicação traço (1.7) é sobrejetora, seu núcleo é H−1(0, T ;Hm
0 (Ω)),

e admite uma inversa à direita τ̃ : H−1(0, T ;
∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ)) → H−1(0, T ;Hm(Ω))

linear e cont́ınua.

Observação 1.29. Além desses resultados se considerarmos os espaços de Hilbert

H0(Ω) = {u ∈ L2(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} ou H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} em vez

21



de Hm(Ω) em conjunto com as proposições 1.23 e 1.24 obteremos a existência das

aplicações

γ : H−1(0, T ;H0(Ω)) → H−1(0, T ;H− 1
2 (Γ)×H− 3

2 (Γ))

e

γ1 : H−1(0, T ;H1(Ω)) → H−1(0, T ;H− 1
2 (Γ)).

1.3 Operadores Maximais Monótonos - O Teo-

rema de Hille Yosida

Nesta seção daremos a definição e propriedades elementares dos operadores

maximais monótonos, e ainda apresentaremos o Teorema de Hille-Yosida. Para

isso, seja H um espaço de Hilbert sobre o corpo dos reais. Denotemos por (·, ·) e

| · |, respectivamente, o produto interno e a norma em H. Seja A um operador não

limitado sobre H: A : D(A) ⊂ H → H, temos a seguinte definição:

Definição 1.30. Dizemos que A é um operador monótono se para todo v ∈ D(A)

tivermos (Av, v) ≥ 0.

E ainda, A é dito operador maximal monótono se

R(I + A) = H

isto é,

∀ f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tal que u+ Au = f,

onde R(I + A) denota a imagem do operador I + A.

Uma observação importante a se fazer nesse momento, é que se A é um operador

maximal monótono, então λA é maximal monótono para todo λ > 0 (veja [1], pg

102).
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Observação 1.31. Alguns autores dizem que A é m-acretivo ou que −A é

m-dissipativo.

Proposição 1.32. Seja A um operador maximal monótono sobre H, então temos:

i) D(A) = H.

ii) A é fechado.

iii) ∀λ > 0, (I + λA) é bijetor de D(A) sobre H e (I + λA)−1 é limitado com

|(I + λA)−1||L(H) ≤ 1.

Demonstração: Ver [1] 2

Proposição 1.33. Seja A um operador m-dissipativo em H com domı́nio denso.

Então existe um espaço de Banach H, e um operador m-dissipativo A em H, tal

que:

(i) H ↪→ H, com imersão cont́ınua e densa;

(ii) Para todo u ∈ H, a norma de u em H é igual a |J1u|H ;

(iii) D(A) = H, com normas equivalentes;

(iv) Au = Au, para todo u ∈ D(A.

E ainda, H e A satisfazendo (i)-(iv) são únicos, a menos de isomorfismos.

Demonstração: Ver [6] 2

Corolário 1.34. Se x ∈ H é tal que Ax ∈ H, então x ∈ D(A) e Ax = Ax.

Demonstração: Ver [6] 2

Teorema 1.35. Para todo u0 ∈ D(A), u(t) = S(t)u0 é a única solução do problema
u ∈ C([0,∞), D(A)) ∩ C1([0,∞), H);

u′(t) = Au(t),∀ t ≥ 0;

u(0) = u0,

(1.8)
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onde A é um operador m-dissipativo. E ainda S(t)Au0 = AS(t)u0 para todo u0 ∈

D(A) e t ≥ 0.

Demonstração: Ver [6] 2

Em geral, se u0 6∈ D(A), S(t)u0 não é diferenciável em H e então não satisfaz

u′(t) = Au(t). A Proposição (1.33) nos permite identificar S(t)u0. Vamos denotar

por (S(t))t≥0 e (S(t))t≥0 os semigrupos correspondentes de A e A. Temos os seguintes

resultados:

Proposição 1.36. Para todo u0 ∈ H e todo t ≥ 0, temos que S(t)u0 = S(t)u0.

Demonstração: Ver [6] 2

Corolário 1.37. Seja u0 ∈ H. Então u(t) = S(t)u0 é a única solução de
u ∈ C([0,∞), H) ∩ C1([0,∞), H);

u′(t) = Au(t),∀ t ≥ 0;

u(0) = u0,

(1.9)

Demonstração: Ver [6] 2

Proposição 1.38. Seja u0 ∈ H, f ∈ L1((0, T );H), a função u definida por

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds

é a única solução de 
u ∈ C([0,∞), H) ∩ C1([0,∞), H);

u′(t) = Au(t) + f(t),∀ t ∈ [0, T ];

u(0) = u0,

(1.10)

e ainda satisfaz

‖u‖C([0,T ],H) ≤ ‖u0‖H + ‖f‖L1(0,T ;H)
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Demonstração: Ver [6] 2

Considere o sistema 
u′(t) = Au(t) + f(t),

u(0) = u0

(1.11)

onde A é um operador m-dissipativo e f ∈ L1((0, T );H).

Definição 1.39. Dizemos que uma função u é solução forte de (1.11) se:

(i) u ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ], H),

(ii) u satisfaz (1.11) pontualmente,

(iii) u(0) = u0.

Definição 1.40. Dizemos que uma função u é solução fraca de (1.11) se:

(i) u ∈ C([0, T ];H) ∩ C1([0, T ], H),

(ii) u′(t) = Au(t) + f(t),∀ t ∈ [0, T ]

(iii) u(0) = u0.

Definição 1.41. Seja A operador maximal monótono. Pondo-se, para todo λ > 0

Jλ = (I + λA)−1 e Aλ = 1
λ
(I − Jλ). Denotaremos Jλ o resolvente de A e Aλ a

regularização Yosida de A. Note em particular que ||Jλ||L(H) ≤ 1.

Proposição 1.42. Seja A um operador maximal monótono. Então se verificam as

seguintes condições:

a1) Aλ = A(Jλ); ∀ v ∈ H e ∀λ > 0.

a2) Aλ = Jλ(Av); ∀v ∈ D(A) e ∀λ > 0.

b) |Aλ ≤ |Av|; ∀ v ∈ D(A) e ∀λ > 0.

c) limλ→0 Jλv = v; ∀ v ∈ D(A) e ∀λ > 0.

d) limλ→0 v = Av; ∀ v ∈ H.

e) (Aλ·v) ≥ 0; ∀ v ∈ H e ∀λ > 0.

f) |Aλ| ≤ 1
λ
|v|; ∀v ∈ H e ∀λ > 0.

Demonstração: Ver [1] 2
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Enunciaremos agora o principal resultado desta seção, o qual nos permitirá garan-

tir a existência e unicidade de solução do nosso problema.

Teorema 1.43. (Hille-Yosida) Seja A um operador maximal monótono em um

espaço de Hilbert. Então para todo u0 ∈ D(A) existe uma única função

u ∈ C1([0,+∞);H) ∩ C([0,+∞), D(A))

tal que 
d u(t)

dt
+ Au = 0; ∀ t > 0

u(0) = u0

(1.12)

Ademais, se verifica:

|u(t)| ≤ |u0| e

∣∣∣∣d u(t)

dt

∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0|,∀ t ≥ 0, (1.13)

onde D(A) é um espaço de Banach para a norma do gráfico:

||u||D(A) = |u|+ |Au|.

Demonstração: Ver [1] 2

Observação 1.44. A principal aplicação do Teorema de Hille-Yosida, reside no

fato que para resolver o problema de evolução (1.12), basta mostrar que o operador

A é maximal monótono, ou seja, estudar a equação estacionária u+ λAu = f .

Uma outra aplicação interessante do Teorema de Hille-Yosida será apresentada

na observação abaixo.

Observação 1.45. Seja A um operador maximal monótono e λ ∈ R. Considere o

seguinte problema 
d u

dt
+ Au+ λu = 0; em [0,+∞[

u(0) = u0.

(1.14)
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Multiplicando (1.14)1 por eλt teremos

d

dt

(
eλtu(t)

)
+ A

(
eλtu(t)

)
= 0. (1.15)

Denotando v(s) = eλtu(t), obtemos que v verifica
d v

dt
+ Av = 0; em [0,+∞[

v(0) = u0.

Assim, resolver (1.14), se reduz a resolver (1.12) graças ao artif́ıcio (1.15).

Passaremos agora a estudar o caso em que o operador A é auto-adjunto, cuja

definição daremos a seguir.

Seja A : D(A) ⊂ H → H um operador linear não limitado com D(A) = H.

Se temos a identificação H ′ ≈ H, pode-se considerar A∗ como um operador não

limitado em H.

Definição 1.46. Dizemos que A é simétrico se

(Au, v) = (u,A v); ∀u, v ∈ D(A);

A é auto-adjunto se A∗ = A e D(A∗) = D(A).

Note que todo operador auto-adjunto é simétrico. Porém, se A é maximal

monótono, temos a rećıproca.

Proposição 1.47. Seja A um operador maximal monótono e simétrico. Então A é

auto-adjunto.

Demonstração: Ver [1] 2

O teorema que veremos a seguir, difere do Teorema de Hille-Yosida, pois o dado

inicial u0 ∈ H, ao invés de u0 ∈ D(A). Porém, sua conclusão é mais fraca, porque

d u(t)
dt

pode ocasionalmente explodir quando t→ 0.
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Teorema 1.48. Seja A um operador maximal monótono, auto-adjunto. Então, para

todo u0 ∈ D(A), existe uma única solução

u ∈ C([0,+∞);H) ∩ C((0,+∞);D(A))

tal que 
du

dt
+ Au = 0 em (0,+∞)

u(0) = u0.

(1.16)

E ainda, se verifica

|u(t)| ≤ |u0| e

∣∣∣∣d u(t)

dt

∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ 1

t
|u0| ; ∀ t > 0

com

u ∈ Ck((0,+∞);D(Al)); ∀ k, l ∈ N. (1.17)

Demonstração: Ver [1] 2

Com este teorema encerramos esta seção, e passaremos agora a nos dedicar ao

estudo da teoria de Semigrupos.

1.4 Semigrupos

Nesta seção introduzimos conceitos e propriedades básicas da teoria de semigru-

pos. Para iniciarmos, sejam H um espaço de Hilbert e A : H → H um operador

linear e cont́ınuo. Vamos considerar o problema de Cauchy abstrato

(PC)


du

dt
+ Au = 0 em H , ∀ t ≥ 0

u(0) = u0 em H.

(1.18)
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O problema de dado inicial descrito em (PC) possui uma única solução para

t ≥ 0 dada por u(t) = et (−A) u0, onde

e−A =
+∞∑
k=0

(−A)k

k!
.

Todavia, há diversas equações diferenciais parciais de evolução que possuem a na-

tureza de (PC), ondeA é um operador linear deH não necessariamente cont́ınuo. No

âmbito de elucidar tais problemas, surge uma questão natural:

“Existem operadores de H, com propriedades análogas às da aplicação exponen-

cial eA, que resolvem (PC) com A não necessariamente cont́ınuo?”

Para responder tal pergunta, foi desenvolvida a Teoria de Semigrupos, que será

o nosso próximo objeto de estudo. Estudaremos o semigrupo S gerado por um

operador maximal monótono A. Assim, com tal enfoque unindo os resultados da

seção anterior, juntamente com os resultados a seguir, estudamos a existência, uni-

cidade e regularidade da solução de nosso problema em questão.

Usando o Teorema de Hille-Yosida, podemos definir para t ≥ 0, o seguinte

operador linear:

S(t) : D(A) → D(A)

u0 7→ S(t)u0 = u(t)

Por Hille-Yosida, temos

|S(t)u0| = |u(t)| ≤ |u0| ; ∀ v ∈ D(A). (1.19)

Definamos

S̃(t) : H → H

u0 7→ S̃(t)u0

Como D(A) = H, existem un e vn em D(A) tal que un → u0 em H e vn → v0 em

H. Logo,

|S(t)un − S(t)vn| = |S(t) (un − vn)︸ ︷︷ ︸
∈D(A)

| ≤ |un − vn|.
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Em virtude que (un − vn) ∈ D(A), podemos usar o fato mencionado em (1.19).

Assim, fazendo n→ +∞, teremos

|S̃(t)un − S̃(t)vn| ≤ |u0 − v0|,

o que nos diz que S̃(t) é uma contração em H. Por convenção , denotaremos de

agora em diante, S̃(t) = S(t), isto é, S(t) ∈ L(H).

Definição 1.49. S(t)é chamado Semigrupo gerado por −A.

Veja que S(t) é gerado por −A decorre do fato que

lim
h→0

S(h)u0 − u0

h
= lim

h→0

u(h)− u(0)

h
=

d

dt
u(0) = −Au(0) = −Au0.

Também, S(t) ∈ L(H).

De fato, dados u0, v0 ∈ H e λ ∈ R, tem-se:

S(t)u0 = u(t) é solução do seguinte problema:
d u(t)

dt
+ Au(t) = 0 ; ∀ t > 0

u(0) = u0

(1.20)

E λS(t)v0 = v(t), solução do problema
d v(t)

dt
+ Av(t) = 0; ∀ t > 0

v(0) = v0

(1.21)

Somando as equações (1.20) e (1.21) teremos
d

dt
(u+ v) + A(u+ v) = 0; ∀ t > 0

u(0) + v(0) = u0 + v0

(1.22)

∴ S(t)(u0 + λv0) = u(t) + v(t) = S(t)u0 + λS(t)v0; ∀ t ≥ 0.

Ademais, S(t) satisfaz as seguintes propriedades:
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Proposição 1.50. Seja S(t) ∈ L(H), semigrupo gerado por −A. Para todo t ≥ 0,

temos:

i) S(0) = IH e S(t1 + t2) = S(t1) ◦ S(t2); ∀ t1, t2 ≥ 0.

ii) |S(t)u0| ≤ |u0| , ∀u0 ∈ H, ∀ t ≥ 0.

iii) limt→0 |S(t)u0 − u0| = 0 ∀u0 ∈ H.

Demonstração: Ver [2] 2

Definição 1.51. A famı́lia {S(t)}t≥0 ∈ L(H) que satisfaz a proposição (1.50) é

denominado semigrupo cont́ınuo de contrações.

A seguir, enunciaremos um resultado que mostra através da teoria de semigru-

pos, que podemos obter a rećıproca do Teorema de Hille-Yosida, ou seja, podemos

estabelecer uma correspondência bijetiva entre operadores maximais monótonos e

semigrupos cont́ınuos de contrações.

Teorema 1.52. Se S(t) é semigrupo cont́ınuo de contrações, então existe um único

operador maximal monótono A em H, tal que (S(t))t≥0 é o semigrupo gerado por

−A.

Demonstração: Ver [2] 2

A seguir, veremos outras propriedades de semigrupos, dentre elas, algumas que

tratam da diferenciabilidade de um semigrupo.

Proposição 1.53. Seja S(t) um semigrupo gerado por −A. Temos as seguintes

propriedades:

i) Se u0 ∈ D(A), então S(t)u0 ∈ D(A)

e ainda,

d

dt
S(t)u0 = −AS(t)u0 = S(t)Au0.
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ii) Se u0 ∈ H, então
∫ t

0
S(s)u0 ds ∈ D(A),∀ t ≥ 0.

iii) A
(∫ t

0
S(s)u0 ds

)
= S(t)u0 − u0.

Demonstração: Ver [2] 2

Definição 1.54. Se A e −A são operadores maximais monótonos, nós podemos

definir SA(t) e S−A(t) semigrupos gerados por A e −A, respectivamente.

Definamos
SA(t) = S(t) ; t ≥ 0;

S−A(t) = S(−t) ; t ≤ 0.

Claramente, SA(t) e S−A(t) são semigrupos, pois são restrições do semigrupo

S(t).

Proposição 1.55. Sejam SA(t) e S−A(t) definidos acima. Então, temos que

SA(t) = [S−A(t)]−1.

Demonstração: Ver [2] 2

Proposição 1.56. Para que A seja maximal monótono, é necessário e suficiente

que A∗ também seja maximal monótono.

Demonstração: Ver [2] 2

Proposição 1.57. Seja S(t) semigrupo gerado por −A. Se A∗ existe, então S∗(t) =

S(t)∗ é o semigrupo gerado por −A∗.

Demonstração: Ver [2] 2

32



Proposição 1.58. Considere SA(t), S−A(t) de acordo com a definição (1.54). Então:

i) S(0) = I;

ii) S(t1 + t2) = S(t1) ◦ S(t2); ∀ t1, t2 ∈ R;

iii) |S(t)u0| = |u0|; ∀u0 ∈ H,∀ t ∈ R.

S(t) é dito grupo de operadores unitários sobre H.

Demonstração: Ver [2] 2

Definição 1.59. A é dito anti-adjunto se A = −A.

Proposição 1.60. A é anti-adjunto se, se e somente se, A e −A são operadores

maximais monótonos.

Demonstração: Ver [2] 2

Para encerrarmos esta seção, apresentaremos de forma resumida alguns resulta-

dos de extrema importância para demonstrarmos o principal teorema da primeira

seção do caṕıtulo 3.

Para isso seja X um espaço de Banach e A um operador m-dissipativo com

domı́nio denso. Vamos denotar por (S(t))t≥0 o semigrupo de contrações gerado por

A.

Considere o seguinte problema:

(?)



u ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];X)

d

dt
u(t) = Au(t) + f(t) ∀ t ∈ [0, T ];

u(0) = u0

onde T > 0, x ∈ X e f é uma função definida em [0, T ] assumindo valores em X.

Temos os seguintes resultados para o problema (?):
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Proposição 1.61. Para todo u0 ∈ D(A) e f ∈ C([0, T ], X) o problema (?) possui

no máximo uma solução.

Demonstração: Ver [6] 2

Proposição 1.62. Seja u0 ∈ D(A) e seja f ∈ C([0, T ], X). Assuma que uma das

seguintes condições é satisfeita:

i) f ∈ L1((0, T ), D(A));

ii) f ∈ W 1,1((0, T ), X).

Então o problema (?) possui solução.

Demonstração: Ver [6] 2

Proposição 1.63. Para todo u0 ∈ X e f ∈ L1((0, T ), X), a função u definida por

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds, é solução fraca de


d

dt
u(t) = Au(t) + f(t)

u(0) = u0

onde u ∈ C([0, T ];X) e ainda satisfaz

‖u‖C([0,T ];X) ≤ ‖x‖X + ‖f‖L1((0,T ),X)

.

Demonstração: Ver [6] 2

1.5 Resultados Auxiliares

Nesta seção enunciaremos resultados importantes que serão utilizados ao longo

de todo o trabalho.
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Proposição 1.64. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam x, y ∈ Rn,

então

|x.y| ≤ |x||y|.

Teorema 1.65. (Hahn-Banach, forma anaĺıtica) Seja p : E → R uma aplicação

que verifica

p(λx) = λp(x)∀ x ∈ E e ∀λ > 0

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀ x, y ∈ E

Seja também G ⊂ E um subespaço vetorial e g : G → R uma aplicação linear tal

que

g(x) ≤ p(x) ∀ x ∈ G.

Então existe uma forma linear f definida sobre E sobre estende g, isto é,

g(x) = f(x) ∀x ∈ G

e ainda

f(x) ≤ p(x) ∀x ∈ E.

Demonstração: Ver [1] 2

Corolário 1.66. Seja G um subespaço vetorial de E, e seja g : G → R uma

aplicação linear e cont́ınua. Então existe f ∈ E ′ que estende g tal que ‖f‖E′ = ‖g‖G′.

Demonstração: Ver [1] 2

Proposição 1.67. Sejam E e F dois espaços de Banach e seja T um operador

linear cont́ınuo e bijetivo de E sobre F . Então T−1 é cont́ınuo de F em E.

Demonstração: Ver [1] 2
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Teorema 1.68. (Teorema da Representação de Riesz-Fréchet) Dado ϕ ∈ H ′,

existe f ∈ H única tal que

〈ϕ, v〉 = (f, v) ∀v ∈ H

e ainda satisfaz

|f | = ‖ϕ‖H′ .

Demonstração: Ver [1] 2

Definição 1.69. Se diz que uma forma bilinear a(u, v) : H ×H → R é:

(i) Cont́ınua se existe uma constante C > 0 tal que

|a(u, v)| ≤ C|u||v| ∀ u, v ∈ H.

(ii) Coerciva se existe uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α|v|2

Lema 1.70. (Lax-Milgram) Seja a(u, v) uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva.

Então para todo ϕ ∈ H ′ existe u ∈ H único tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉∀v ∈ H.

E ainda, se a é simétrica, então u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a(u, u)− 〈ϕ, u〉 = min

v∈H

{
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Demonstração: Ver [1] 2

Lema 1.71. (Lema de Gronwall) - Sejam z ∈ L∞(0, T ) e f ∈ L1(0, T ) tais que

z(t) ≥ 0, f(t) ≥ 0 e seja c uma constante não negativa. Se

f(t) ≤ c+

∫ t

0

z(s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],
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então

f(t) ≤ ce
∫ t
0 z(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração: Ver [12].

Proposição 1.72. (Fórmula de Gauss e a Fórmula de Green) - Seja Ω um

aberto limitado bem regular do Rn. Se u, v ∈ H1(Ω), então para 1 ≤ i ≤ n temos

que ∫
Ω

u
∂v

∂xi

dx = −
∫

Ω

∂u

∂xi

vdx+

∫
Γ

(γ0u)(γ0v)νidΓ,

onde ν = (ν1, ν2, . . . , νn) e ν denota o vetor normal unitário exterior à Γ.

Se u ∈ H2(Ω) e v ∈ H1(Ω), temos a fórmula de Green:∫
Ω

∇u∇vdx = −
∫

Ω

∆uvdx+

∫
Γ

v
∂u

∂ν
dΓ.

Demonstração: Ver [5].

Proposição 1.73. (Fórmula de Green generalizada) - Para todo u ∈ H1(Ω)e

v ∈ H1(Ω), tem-se

(∆u, v)L2(Ω) + (∇u,∇v)L2(Ω) = 〈γ1u, γ0v〉H− 1
2 (Γ)×H

1
2 (Γ)

,

onde Γ = ∂Ω.

Demonstração: Ver [5].

Teorema 1.74. (Regularidade do problema Dirichlet) - Seja Ω um aberto de

classe C2 com fronteira Γ limitada (ou Ω = Rn
+). Seja f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1

0 (Ω),

verificando ∫
Ω

∇u∇ϕ+

∫
Ω

uϕ =

∫
Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Então, u ∈ H2(Ω) e ‖u‖H2(Ω) ≤ c‖f‖L2(Ω), onde c é uma constante que só

depende de Ω. Além disso, se Ω é de classe Cm+2 e f ∈ Hm(Ω), então u ∈ Hm+2(Ω)

com ‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c‖f‖Hm(Ω); em particular, se m > n
2

então u ∈ C2(Ω). Ainda, se

Ω é de classe C∞ e f ∈ C∞(Ω), então u ∈ C∞(Ω).
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Demonstração: Ver [1].

Teorema 1.75. (Regularidade para o problema de Neumann)- Com as mes-

mas hipóteses do teorema anterior se obtém as mesmas conclusões para a solução

do problema de Neumann, ou seja, para u ∈ H1(Ω) tal que∫
Ω

∇u∇ϕ+

∫
Ω

uϕ =

∫
Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ H1(Ω).

Demonstração: Ver [1] 2

Teorema 1.76. (Propriedade de Continuação Única) Assuma que u pertença

ao espaço L2(Ω×(0, T )) e seja uma solução fraca de �u+v(x, t)u = 0 em Ω×(0, T ),

(onde � é o operador D’Alembertiano) tal que T > diamΩ e v ∈ L∞(0, T ;Ln(Ω)),

onde Ω é um aberto do Rn.

Então se u = 0 em algum conjunto {x ∈ Rn/ a(x) > 0} × (0, T ), temos que

u ≡ 0.

Demonstração: Ver [21].

Lema 1.77. Sejam H e V espaços de Banach, tais que H ↪→ V . Se u ∈ L1(0, T ;H)

e u′ ∈ L1(0, T ;V ) então u ∈ C0([0, T ];V ).

Demonstração: Ver [19].

Teorema 1.78. (Regra da Cadeia) Seja G ∈ C1(R) tal que G(0) = 0 e |G′(s)| ≤

M para todo s ∈ R. Seja u ∈ W 1,p(Ω). Então a função G ◦ u ∈ W 1,p(Ω) e

∂

∂xi

(G ◦ u) = (G′ ◦ u)
∂u

∂xi

, 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração: Ver [9].

Observação 1.79. É conveniente observar uma conseqüência muito útil da de-

sigualdade de Hölder: Seja f1, f2, ..., fk funções tais que

fi ∈ Lpi(Ω) 1 ≤ i ≤ k com
1

p
=

1

p1

+
1

p2

+ ...+
1

pk

.
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Então o produto f = f1f2....fk ∈ Lp(Ω) e

‖f‖Lp ≤ ‖f1‖Lp1 ...‖fk‖Lpk .

Em particular, se f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ p 5≤ ∞, então f ∈ Lr(Ω) para

todo p ≤ r ≤ q se verifica a desigualdade de interpolação.

‖f‖Lr ≤ ‖f‖α
Lp‖f‖1−α

Lq onde
1

r
=
α

p
+

1− α

q
(0 ≤ α ≤ 1).

Para encerrarmos esta seção enunciaremos um teorema que terá um papel fun-

damental na demonstração de alguns resultados presentes no caṕıtulo 3.

Teorema 1.80. (A. Haraux, Th. 4)

Seja f = f(t) da seguinte forma ∑
n∈Z

ane
iλnt,

onde λn é uma seqüência de números reais. Vamos assumir que an ∈ L2 e que existe

N ∈ N, γ > 0 e γ∞ > 0 tal que

γn+1 − γn ≥ γ∞ > 0 se |n| > N (1.23)

γn+1 − γn ≥ γ > 0 para todo n ∈ N. (1.24)

Seja J ⊂ R um intervalo finito de comprimento | J |> 2π
γ∞
. Então, existe existe

duas constantes positivas c1, c2 > 0 tal que

c1
∑
n∈Z

|an|2 ≤
∫

J

|f(t)|2dt ≤ c2
∑
n∈Z

|an|2 (1.25)

Mais precisamente c1 = C1(2N + 1) e c2 = C2(2N + 1) onde ci(j); i = 1, 2 são dados

pela seguinte fórmula de recorrência:


c1(j + 1) =

[(
2c2(j)
|J | + 1

)
288|J |γ∞

c1(j)(|J |γ∞−2π)2γ4 + 2
|J |

]−1

c2(j + 1) = 2(|J |(j + 1) + c2(j)), j = 0, 1...

(1.26)

e c1(0), c2(0) são tal que (1.25) se satisfaz no caso particular em que γ∞ = γ > 0.
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Caṕıtulo 2

Existência e Unicidade de Solução

Como mencionamos na introdução, este caṕıtulo será dedicado para garantirmos

a existência e unicidade das soluções do sistema (1), assim como as propriedades

elementares de continuidade com respeito aos dados iniciais. Para assegurarmos

tais resultados, lançaremos mão da teoria hilbertiana dos operadores maximais-

monótonos e o Teorema de Hille-Yosida. Primeiramente, vamos escrever o sistema

(1) de forma abstrata que nos permite o estudo das soluções em um espaço de energia

finita.

Seja o espaço X = H1(Ω)×L2(Ω)×H1(Γ0)×L2(Γ0). Definimos em X o produto

escalar:

(f, g) =

∫
Ω

(∇f1.∇g1+f1g1)dxdy+

∫
Ω

f2g2dxdy+

∫
Γ0

((f3)x(g3)x+f3g3)dx+

∫
Γ0

f4g4dx,

∀ f = (f1, f2, f3, f4) e ∀ g = (g1, g2, g3, g4) ∈ X .

onde . representa o produto escalar em R2. Desta forma (X , (., .)) é um espaço de

Hilbert.

Para prosseguirmos definimos os seguintes operadores:

B ∈ L(H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Γ0)×H1(Γ0), (H
1(Ω))′)
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tal que

〈B(φ, γ, ω, V ), ϕ〉 =

∫
Ω

(∇φ.∇ϕ)dxdy −
∫

Γ0

V ϕdx

e ainda

C ∈ L(H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Γ0)×H1(Γ0), (H
1(Γ0))

′)

onde

〈C(φ, γ, ω, V ), ψ〉 =

∫
Γ0

ωxψxdx+

∫
Γ0

γψdx.

Com o intuito de aplicar a teoria acima mencionada, buscaremos um operador A,

tal que A+ I seja maximal e monótono em X . Consideremos o operador (D(A), A)

definido por:

D(A) =
{
U = (φ, γ, ω, V ) ∈ H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Γ0)×H1(Γ0) :

B(U) ∈ L2(Ω), C(U) ∈ L2(Γ0),
∂φ

∂ν
= 0 sobre Γ1,

∂φ

∂ν
= V sobre Γ0, ωx(0) = ωx(1) = 0

}
A(φ, γ, ω, V ) = (−γ,B(φ, γ, ω, V ),−V,C(φ, γ, ω, V )) (2.1)

Vejamos em seguida em que sentido se cumprem as condições de contorno pre-

sentes na definição do domı́nio D(A).

De C(U) ∈ L2(Γ0) e usando o resultado de regularidade para o Laplaciano em

dimensão um (veja Teorema (1.75)) com condições de Neumann , se obtém que

ω ∈ H2(Γ0) se U ∈ D(A) e portanto o traço ωx está bem definido.

Em segundo lugar o elemento, U = (φ, γ, ω, V ) ∈ D(A) tem que cumprir as

condições B(U) ∈ L2(Ω), o que, na forma diferencial se escreve:
−∆φ ∈ L2(Ω)
∂φ

∂ν
= 0 sobre Γ1

∂φ

∂ν
= V ∈ H1(Γ0) sobre Γ0

Como o domı́nio Ω é uma poligonal não podemos deduzir que φ ∈ H2(Ω) usando

diretamente os resultados clássicos de regularidade para o Laplaciano, já que em

geral neste tipo de domı́nio a função pode ser menos regular em seus vértices.

41



No entanto resultados de regularidade (veja [8], Teorema 5.1.3.5 pg 263), nos

assegura que em nosso caso, devido aos valores particulares dos ângulos (iguais a π
2
)

e convexidade do domı́nio Ω, não perdemos a regularidade. Resulta que φ ∈ H2(Ω)

e portanto
∂φ

∂ν
sobre Γ0 tem sentido como traço.

Dos comentários feitos acima conclúımos que:

D(A) ⊂ H2(Ω)×H1(Ω)×H2(Γ0)×H1(Γ0).

Com estas definições e considerando U = (φ, φt, ω, ωt) o sistema (1) se escreve:
Ut(t) + AU(t) = 0 para t ∈ (0,∞)
U(0) = (φ0, φ1, ω0, ω1) ∈ D(A)
U(t) ∈ D(A),∀t ∈ (0,∞)

(2.2)

De fato, como Ut(t) + AU(t) = 0, segue que

(φt, φtt, ωt, ωtt) + (−φt, B(φ, φt, ω, ωt),−ωt, C(φ, φt, ω, ωt)) = 0

e portanto temos que:

φtt +B(φ, φt, ω, ωt) = 0 (2.3)

ωtt + C(φ, φt, ω, ωt) = 0 (2.4)

De (2.3) obtemos que:

(φtt, ϕ)L2(Ω) + (B(φ, φt, ω, ωt), ϕ)L2(Ω) = 0 ∀ ϕ ∈ D(Ω)

(φtt, ϕ)L2(Ω) +

∫
Ω

∇φ∇ϕdxdy −
∫

Γ0

ωtϕdx = 0 ∀ ϕ ∈ D(Ω)

(φtt, ϕ)L2(Ω) − (∆φ, ϕ)L2(Ω) = 0 ∀ ϕ ∈ D(Ω)

donde segue que φtt −∆φ = 0 obtendo assim a primeira equação de (1).

De (2.4) obtemos que:

(ωtt, ψ)L2(0,1) + (C(φ, φt, ω, ωt), ψ)L2(0,1) = 0 ∀ ψ ∈ D(0, 1)

(ωtt, ψ)L2(0,1) + (ωx, ψx)L2(0,1) + (φt, ψ)L2(0,1) = 0 ∀ ψ ∈ D(0, 1)

(ωtt, ψ)L2(0,1) − (ωxx, ψ)L2(0,1) + (φt, ψ)L2(0,1) = 0 ∀ ψ ∈ D(0, 1)
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Logo, ωtt − ωxx + φt = 0, donde temos a segunda equação de (1).

As demais condições segue diretamente da definição do D(A). Portanto temos

que o sistema (1) pode ser reescrito como (2.2) com hav́ıamos afirmado.

De posse de (2.2) enunciaremos e demonstraremos o resultado que nos garante

a existência e unicidade de solução do problema (1), bem como a continuidade com

respeito aos dados iniciais, concluindo assim o objetivo principal deste caṕıtulo.

Teorema 2.1. Se A é o operador definido em (2.1) então:

(i) A+ I é um operador maximal e monótono em X ;

(ii)Soluções fortes: Se (φ0, φ1, ω0, ω1) ∈ D(A) existe uma única solução (φ, φt, ω, ωt)

da equação (2.2) com as seguintes propriedades:

(φ, ω) ∈ C2
(
[0,∞);L2(Ω)× L2(Γ0)

)
∩ C1

(
[0,∞;H1(Ω)×H1(Γ0))

)
∩

∩C
(
[0,∞);H2(Ω)×H2(Γ0)

)
onde estas soluções verificam o sistema (1) pontualmente.

(iii)Soluções fracas: Se (φ0, φ1, ω0, ω1) ∈ X existe uma única solução (φ, φt, ω, ωt)

da equação (2.2) com as seguintes propriedades:

(φ, ω) ∈ C1
(
[0,∞);L2(Ω)× L2(Γ0)

)
∩ C

(
[0,∞);H1(Ω)×H1(Γ0)

)
Demonstração: Como hav́ıamos comentado anteriormente, nosso primeiro passo

será mostrar que o operador A+ I é maximal e monótono em X .

Monótono

Seja z = (φ, γ, ω, V ) ∈ D(A) arbitrário, teremos:

(z, (A+ I)z) = ((φ, γ, ω, V ), (−γ,B(φ, γ, ω, V ),−V,C(φ, γ, ω, V )) + (φ, γ, ω, V ))

= (z, z) + ((φ, γ, ω, V ), (−γ,B(φ, γ, ω, V ),−V,C(φ, γ, ω, V ))

= −
∫

Ω

(∇φ.∇γ + φγ)dxdy −
∫

Γ0

(ωxVx + ωV )dx

+

∫
Ω

γB(φ, γ, ω, V )dxdy +

∫
Γ0

V C(φ, γ, ω, V ) + (z, z)
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= −
∫

Ω

(∇φ.∇γ + φγ)dxdy −
∫

Γ0

(ωxVx + ωV )dx

〈B(φ, γ, ω, V ), γ〉+ 〈C(φ, γ, ω, V ), V 〉+ (z, z)

= −
∫

Ω

(∇φ.∇γ + φγ)dxdy −
∫

Γ0

(ωxVx + ωV )dx+

∫
Ω

∇φ.∇γdxdy

−
∫

Γ0

γV +

∫
Γ0

ωxVxdx+

∫
Γ0

γV dx+ (z, z)

= −
∫

Ω

φγdxdy −
∫

Γ0

ωV dx+

∫
Ω

|∇φ|2dxdy +

∫
Ω

|φ|2dxdy +

∫
Ω

|γ|2dxdy

+

∫
Γ0

|ωx|2dx+

∫
Γ0

|ω|2dx+

∫
Γ0

|V |2dx

=

∫
Ω

|∇φ|2dxdy +

∫
Γ0

|ωx|2dx+
1

2

(∫
Ω

(|φ|2 + |γ|2)dxdy
)

+
1

2

∫
Γ0

(ω2 + V 2)

+
1

2

∫
Ω

(|φ|2 + |γ|2)dxdy −
∫

Ω

φγ +
1

2

∫
Γ0

(ω2 + V 2)−
∫

Γ0

ωV dx

≥
∫

Ω

|∇φ|2dxdy +

∫
Γ0

|ωx|2dx+
1

2

(∫
Ω

(|φ|2 + |γ|2)dxdy
)

+
1

2

∫
Γ0

(ω2 + V 2)dx ≥ 0

onde dos extremos temos que (z, (A+ I)z) ≥ 0 o que mostra que o operador A+ I

em questão é monótono.

Maximal

Mostremos agora que o operador A+I é maximal. Para isso seja S = (f, g,m, n) ∈

H1(Ω)×L2(Ω)×H1(Γ0)×L2(Γ0) arbitrário e busquemos um elemento z = (φ, ξ, ω, η) ∈

D(A) tal que (A+ 2I)z = S.

Isto é equivalente a encontrar (φ, ξ, ω, η) ∈ D(A) solução de:
2φ− ξ = f
2ξ +B(φ, ξ, ω, η) = g
2ω − η = m
2η + C(φ, ξ, ω, η) = n

(2.5)

o que por sua vez, se reduz a encontrar (φ, ω) ∈ H1(Ω)×H1(Γ0) tal que:
4

∫
Ω

φudxdy +

∫
Ω

∇φ.∇udxdy − 2

∫
Γ0

ωudx =

∫
Ω

(2f + g)udxdy −
∫

Γ0

mudx

4

∫
Γ0

ωvdx+

∫
Γ0

ωxvxdx+ 2

∫
Γ0

φvdx =

∫
Γ0

(n+ 2m+ f)vdx.

(2.6)
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para todo u ∈ H1(Ω) e v ∈ H1(Γ0). Mostremos a afirmação feita acima, ou seja,

que o sistema (2.5) é equivalente a (2.6). De fato, de (2.5) obtemos :

ξ = 2φ− f =⇒ 4φ− 2f +B(φ, ξ, ω, η) = g
η = 2ω −m =⇒ 4ω − 2m+ C(φ, ξ, ω, η) = n

e portanto

(4φ, u)L2(Ω) − (2f, u)L2(Ω) + (B(φ, ξ, ω, η), u)L2(Ω) = (g, u)L2(Ω)

ou seja,

4

∫
Ω

φudxdy +

∫
Ω

∇φ∇udxdy − 2

∫
Γ0

ωudx =

∫
Ω

(2f + g)udxdy −
∫

Γ0

mudx

obtendo assim a primeira equação de (2.6). Analogamente se obtém a segunda

equação.

Com o objetivo de de aplicar o Lema de Lax-Milgram para encontrar (φ, ω)

mencionado acima, definimos a forma bilinear

a
(
H1(Ω)×H1(Γ0)

)2 −→ R

onde

a
(
(φ, ω), (u, v)

)
=

∫
Ω

∇φ.∇udxdy + 4

∫
Ω

φudxdy − 2

∫
Γ0

ωudx

+

∫
Γ0

ωxvxdx+ 4

∫
Γ0

ωvdx+ 2

∫
Γ0

φvdx

∀ (φ, ω), (u, v) ∈ H1(Ω)×H1(Γ0).

Definimos também a forma linear

L : H1(Ω)×H1(Γ0) −→ R

dada por:

L(φ, ω) =

∫
Ω

(2f + g)φdxdy −
∫

Γ0

mφdx+

∫
Γ0

(n+ 2m+ f)ωdx

∀ (φ, ω) ∈ H1(Ω)×H1(Γ0).
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Claramente ”a”é uma forma bilinear. Verifiquemos agora que ela é cont́ınua e

coerciva. De fato,

a
(
(φ, ω), (φ, ω)

)
=

∫
Ω

|∇φ|2dxdy + 4

∫
Ω

|φ|2dxdy − 2

∫
Γ0

ωφdx+

∫
Γ0

|ωx|2dx

+4

∫
Γ0

|ω|2dx+ 2

∫
Γ0

ωφdx

≥ ‖(φ, ω)‖2
H1(Ω)×H1(Γ0)

o que nos mostra que a aplicação é coerciva. Para verificarmos que ”a”é cont́ınua

basta aplicar a Desigualdade Triangular, a continuidade da aplicação traço para

então obtermos que

∣∣a((φ, ω), (u, v)
)∣∣ ≤ C‖(φ, ω)‖H1(Ω)×H1(Γ0)‖(u, v)‖H1(Ω)×H1(Γ0),

e portanto ”a”é cont́ınua.

Mostremos agora que ”L”é uma forma linear e cont́ınua. Claramente L é linear,

restando apenas mostrar que é cont́ınua. Temos que:

|L(φ, ω)| ≤
∣∣∣∣∫

Ω

(2f + g)φdxdy

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Γ0

mφdx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Γ0

(n+ 2m+ f)ωdx

∣∣∣∣
e então usando a Desigualdade de Holder e a continuidade da aplicação traço temos

o desejado.

Pelo Lema de Lax-Milgram resulta que existe uma única (φ, ω) ∈ H1(Ω)×H1(Γ0)

tal que

a
(
(φ, ω), (u, v)

)
= L(u, v), ∀(u, v) ∈ H1(Ω)×H1(Γ0)

Da igualdade obtida acima, considerando um elemento da forma (u, 0) com

u ∈ H1(Ω) obtemos que a
(
(φ, ω), (u, 0)

)
= L(u, 0), ou seja,

4

∫
Ω

φudxdy +

∫
Ω

∇φ.∇udxdy − 2

∫
Γ0

ωudx =

∫
Ω

(2f + g)udxdy −
∫

Γ0

mudx

obtendo assim a primeira igualdade de (2.6).
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Considerando agora um elemento da forma (0, v) com v ∈ H1(Γ0) temos que

a
(
(φ, ω), (0, v)

)
= L(0, v), ou seja,

4

∫
Γ0

ωvdx+

∫
Γ0

ωxvxdx+ 2

∫
Γ0

φvdx =

∫
Γ0

(n+ 2m+ f)vdx

obtendo a segunda igualdade de (2.6).

Portanto (φ, ω) encontrados acima é solução de (2.6). Como φ ∈ H1(Ω) e

ξ = 2φ− f segue que ξ ∈ H1(Ω). Da mesma maneira se obtém que η ∈ H1(Γ0).

Da segunda equação de (2.6) e do Teorema (1.75) se obtém que ω ∈ H2(Γ0).

Temos ainda, que verifica as condições de contorno ωx(0) = ωx(1) no sentido clássico,

já que ωx ∈ H1(Γ0) ⊂ C[0, 1].

Por último, os resultados de regularidade para o operador −4, com condições

de Neumann não homogênea em Ω (ver [8] Teorema 5.1.3.5 pag 263), implica que a

função φ, solução da primeira equação de (2.6), pertence a H2(Ω). As condições de

contorno para φ se cumprem no sentido de traço.

Resulta que existe uma única solução do sistema (2.5) em D(A) e portanto A+I

é maximal. Logo o operador A+ I é maximal monótono como hav́ıamos afirmado.

Finalmente, aplicando o Teorema de Hille-Yosida e a Proposição (1.63), obtemos

que o sistema: {
Zt(t) + (A+ I)Z(t) = 0, t ∈ (0,∞)
Z(0) = (Φ0,Φ1,W 0,W 1) ∈ X .

possui uma única solução Z(t) com seguinte propriedade de regularidade:

Z ∈ C1([0,∞),X ) ∩ C([0,∞), D(A)) se Z(0) ∈ D(A),
Z ∈ C([0,∞),X ) se Z(0) ∈ X

Se denotarmos por U(t) = etZ(t), se deduz que U é solução da equação (2.2) e

que ainda possui todas as propriedades de regularidade de Z. Com isso conclúımos

a demonstração deste teorema que nos garante a existência e unicidade de solução,

bem como a continuidade com respeito aos dados iniciais. 2
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Definimos a energia do sistema por:

E(t) =
1

2

∫
Ω

[
|∇Φ|2 + |Φt|2

]
dxdy +

1

2

∫
Γ0

[
|Wx|2 + |Wt|2

]
dx

Multiplicando a primeira equação de (1) por Φt, e integrando por partes se obtém

que:

0 =

∫
Ω

(Φtt −∆Φ)Φt =
1

2

d

dt

∫
Ω

[
|∇Φ|2 + |Φt|2

]
−
∫

Γ0

WtΦt (2.7)

Agora multiplicando a quarta equação de (1) por Wt e integrando por partes se

obtém:

0 =

∫
Γ0

(Wtt −Wxx + Φt)Wt =
1

2

d

dt

∫
Γ0

(|Wt|2 + |Wx|2) +

∫
Γ0

WtΦt (2.8)

agora somando (2.7) e (2.8) obtemos que

d

dt
E(t) = 0,

o que quer dizer que o sistema tem caráter conservativo e conseqüentemente a energia

se conserva ao longo das trajetórias.
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Caṕıtulo 3

Controlabilidade para Sistemas
Unidimensionais

Como já mencionado na introdução deste trabalho, para encontrar a solução do

sistema (1) iremos reduzi-lo em uma infinidade de problemas de controles unidimen-

sionais. O presente caṕıtulo tem como objetivo, encontrar tais controles, o que nos

permitirá mais adiante, encontrar o controle para o caso bidimensional.

Para encontrar esses controles unidimensionais, primeiro mostraremos que o

problema adjunto de (5) está bem posto no espaço de energia

Y = H1(0, 1) × L2(0, 1) × R × R. Logo após usando técnicas de multiplicadores,

vamos encontrar alguns resultados de regularidade escondida. Na terceira seção,

com as mesmas técnicas vamos obter algumas desigualdade de observabilidade. Na

quarta seção, usando a desigualdade de Ingham‘s, obteremos uma versão refinada

de desigualdade de observabilidade. Finalmente, nas últimas seções vamos aplicar

HUM (Hilbert Uniqueness Method) e demonstrar o resultado de controlabilidade

para o sistema (5).
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3.1 Existência e Unicidade de Solução do

Problema Adjunto

De maneira semelhante ao que fizemos no caṕıtulo anterior, mostraremos nesta

seção que o problema adjunto de (5) está bem posto no espaço de energia Y =

H1(0, 1)× L2(0, 1)× R× R. Para tal, considere o sistema:

ηtt − ηyy + n2π2η = f em (0, 1)× (0, T )
ηy(1) = 0 para t ∈ (0, T )
ηy(0) = ut para t ∈ (0, T )
utt + n2π2u− ηt(0) = g para t ∈ (0, T )
η(0) = η0, ηt(0) = η1 em (0, 1)
u(0) = u0, ut(0) = u1.

(3.1)

O sistema (3.1) é o adjunto de (5). As variáveis são η = η(y, t) e u = u(t).

Naturalmente, como os coeficientes do sistema dependem de n = 0, 1, ..., as soluções

(η, u) também dependem de n. No entanto, para simplificar as notações não usare-

mos o ı́ndice n para distinguir as soluções de (3.1) para diferentes valores de n. O

espaço energia para o sistema (3.1) é o espaço:

Y = H1(0, 1)× L2(0, 1)× R× R (3.2)

que dotado com o produto escalar:

((f1, f2, f3, f4), (g1, g2, g3, g4)) =

∫ 1

0

((f1)y(g1)y + n2π2f1g1)dy

+

∫ 1

0

f2g2dy + n2π2f3g3 + f4g4

(3.3)

é um espaço de Hilbert, quando n 6= 0. No caso n = 0, (3.3) não define um produto

escalar, e neste caso consideremos o produto escalar definido por:

((f1, f2, f3, f4), (g1, g2, g3, g4)) =

∫ 1

0

((f1)y(g1)y + f1g1)dy

+

∫ 1

0

f2g2dy + f3g3 + f4g4

(3.4)
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O nosso próximo passo agora, é mostrar que para cada

(η0, η1, u0, u1) ∈ Y e (f, g) ∈ L1(0, T ;L2(0, 1)× R) o sistema (3.1) possui uma única

solução na classe:

η ∈ C([0, T ];H1(0, 1)) ∩ C1([0, T ];L2(0, 1));u ∈ C1([0, T ]; R) (3.5)

Para tal definamos os seguintes operadores:

• B1 : H1(0, 1)×H1(0, 1)× R× R −→ (H1(0, 1))′

〈B1(ψ, ξ, w, v), ϕ〉 =

∫ 1

0

((ψ)y(ϕ)y + n2π2ψϕ)dy + vϕ(0).

• C1 : H1(0, 1)×H1(0, 1)× R× R −→ R.

C1(ψ, ξ, w, v) = n2π2w − ξ(0)

Consideremos agora o operador:

A1 : D(A1) ⊂ Y −→ Y

D(A1) = {(ψ, ξ, w, v) ∈ Y : ξ ∈ H1(0, 1), B1(ψ, ξ, w, v) ∈ L2(0, 1),

∂ψ
∂y

(1) = 0,
∂ψ
∂y

(0) = v}

A1(ψ, ξ, w, v) = (−ξ, B1(ψ, ξ, w, v),−v, C1(ψ, ξ, w, v)) (3.6)

Com as considerações feitas, temos que ψ ∈ H2(0, 1). De fato, comoB1(ψ, ξ, w, v) ∈

L2(0, 1) então existe uma função h ∈ L2(0, 1) tal que:∫ 1

0

(ψyϕy)dy − vϕ(0) =

∫ 1

0

hϕdy ∀ ϕ ∈ H1(0, 1)

Definimos:

ψ̃ = ψ − (
y2

2
− y)v desta forma tem-se que ψ̃y = ψy − yv + v e portanto

∫ 1

0

ψ̃yϕy =

∫ 1

0

(ψy − yv + v)ϕy =

∫ 1

0

ψyϕy −
∫ 1

0

yvϕy +

∫ 1

0

vϕy
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Agora, usando o fato de que

∫ 1

0

(ψyϕy)dy =

∫ 1

0

hϕdy + vϕ(0) segue que:∫ 1

0

ψ̃yϕy =

∫ 1

0

hϕ+ vϕ(0)−
∫ 1

0

yvϕy +

∫ 1

0

vϕy, integrando por partes obtemos:

∫ 1

0

ψ̃yϕy =

∫ 1

0

hϕ+ vϕ(0)−
[
vyϕ|10 −

∫ 1

0

vϕ

]
+ vϕ|10

=

∫ 1

0

hϕ+ vϕ(0)− vϕ(1) +

∫ 1

0

vϕ+ vϕ(1)− vϕ(0)

=

∫ 1

0

(h+ v)ϕ ∀ ϕ ∈ H1(0, 1)

dos extremos segue que:∫ 1

0

ψ̃yϕy =

∫ 1

0

(h+ v)ϕ ∀ ϕ ∈ H1(0, 1)

(ψ̃y, ϕy)L2(0,1) = (h+ v, ϕ)L2(0,1) ∀ ϕ ∈ H1(0, 1)

(−ψ̃yy, ϕ)L2(0,1) = (h+ v, ϕ)L2(0,1) ∀ ϕ ∈ H1(0, 1)

Logo −ψ̃yy = h + v, e assim ψ̃yy ∈ L2(0, 1) o que implica que ψ̃ ∈ H2(0, 1)

e consequentemente ψ ∈ H2(0, 1). Onde as condições de contorno tem sentido em

D(A1) como traço.

Se denotarmos U = (ψ, ξ, V, ζ) e H = (0, f, 0, g), o sistema (3.1) se escreve:
Ut + A1U = H
U(0) = U0

U(t) ∈ D(A1),∀ ∈ [0, T ]
(3.7)

De fato, de Ut + A1U = H, temos que:

(ψt, ξt, Vt, ζt) + (−ξ, B1(ψ, ξ, V, ζ),−ζ, C1(ψ, ξ, V, ζ)) = (0, f, 0, g)

ou ainda

ψt − ξ = 0 ⇒ ψt = ξ (3.8)

ξt +B1(ψ, ξ, V, ζ) = f (3.9)

Vt − ζ = 0 ⇒ Vt = ζ (3.10)

ζt + C1(ψ, ξ, V, ζ) = g ⇒ ζt + n2π2ξ(0) = g (3.11)
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De (3.8) e (3.9) obtemos:

ψtt +B1(ψ, ξ, V, ζ) = f, (3.12)

Considere ϕ ∈ D(0, 1), então:

〈ψtt, ϕ〉+ 〈B1(ψ, ξ, V, ζ), ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 ∀ ϕ D(0, 1)

⇒ 〈ψtt, ϕ〉+

∫ 1

0

((ψ)y(ϕ)y + n2π2ψϕ)dy = 〈f, ϕ〉 ∀ ϕ D(0, 1)

⇒ 〈ψtt, ϕ〉+ 〈ψy, ϕy〉+ 〈n2π2ψ, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 ∀ ϕ D(0, 1)

⇒ 〈ψtt, ϕ〉 − 〈ψyy, ϕ〉+ 〈n2π2ψ, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 ∀ ϕ D(0, 1)

onde as dualidades aqui são dadas em L2(0, 1). Portanto ψtt − ψyy + n2π2ψ = f

satisfazendo a primeira equação do sistema (3.1).

De (3.8) e (3.11) temos que Vtt + n2π2V − ψt(0) = g, obtendo assim a quarta

equação de (3.1).

Como U(t) ∈ D(A1),∀t ∈ [0, T ], segue ψy(1) = 0 e ψy(0) = Vt. Portanto com as

notações acima o sistema (3.1) se escreve como (3.7).

Agora com as considerações feitas acima, estamos prontos para enunciar e de-

monstrar o principal teorema desta seção.

Teorema 3.1. Se A1 é o operador definido em (3.6) então:

(i) O operador A1 gera um semigrupo de contrações em Y , denotado {S1(t)}t≥0

(ii) Soluções fortes: Se U0 ∈ D(A1) e H = (0, f, 0, g) ∈ W 1;1(0, T ;Y) então existe

uma única solução forte U da equação (3.7) com a seguinte propriedade:

U ∈ C1([0, T ],Y) ∩ C([0, T ], D(A1)).

(iii) Soluções fracas: Se U0 ∈ Y e H = (0, f, 0, g) ∈ L1(0, T ;Y) então existe uma

única solução da equação (3.7) com as propriedades:

U ∈ C([0, T ],Y), U(t) = S1(t)U0 +

∫ t

0

S1(t− s)H(s)ds.
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Para quaisquer duas soluções fracas, U e Û , se tem a seguinte propriedade de con-

tinuidade com respeito aos dados iniciais e aos termos não homogêneos:

∥∥U(t)− Û(t)
∥∥
Y ≤

∥∥U0 − Û0

∥∥
Y +

∥∥H − Ĥ
∥∥

L1(0,T ;Y)

Se H − Ĥ = 0 a desigualdade acima se converte em uma igualdade e expressa a

conservação da energia do sistema.

Demonstração: Primeiro mostraremos queA1 é maximal monótono. Mostraremos

então que A1 é monótono, para isso vamos analisar o produto escalar:

(A1(ψ, ξ, w, v), (ψ, ξ, w, v)) = ((−ξ, B1(ψ, ξ, w, v),−v, C1(ψ, ξ, w, v)), (ψ, ξ, w, v))

=

∫ 1

0

(−ψyξy − n2π2ψξ)dy +

∫ 1

0

B1(ψ, ξ, w, v)ξdy − n2π2vw + C1(ψ, ξ, w, v)v

=

∫ 1

0

(−ψyξy − n2π2ψξ)dy +

∫ 1

0

B1(ψ, ξ, w, v)ξdy − n2π2vw + n2π2vw − ξ(0)v

= ξ(0)v − ξ(0)v = 0,

Aqui usamos o fato que B1(ψ, ξ, w, v) ∈ L2(0, 1). Então dos extremos segue que

(A1(ψ, ξ, w, v), (ψ, ξ, w, v)) = 0, ou seja A1 é um operador monótono.

Mostraremos agora que A1 é um operador maximal. De fato consideremos

(f, g, h, i) ∈ Y então devemos encontrar (ψ, ξ, w, v) ∈ D(A1) tal que:

(A1 + I)(ψ, ξ, w, v) = (f, g, h, i), (3.13)

ou seja

(−ξ + ψ,B1(ψ, ξ, w, v) + ξ,−v + w,C1(ψ, ξ, w, v) + v) = (f, g, h, i)

−ξ + ψ = f ⇒ ξ = ψ − f (3.14)

B1(ψ, ξ, w, v) + ξ = g (3.15)

−v + w = h (3.16)

C1(ψ, ξ, w, v) + v = i ⇒ n2π2w − ξ(0) + v = i (3.17)
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de (3.14) e (3.15) obtemos

B1(ψ, ξ, w, v) = g − ψ + f

e consequentemente

(B1(ψ, ξ, w, v), φ) = (g, φ)− (ψ, φ) + (f, φ) ∀ φ ∈ H1(0, 1) (3.18)

e de (3.14), (3.16) e (3.17) temos que

(n2π2 + 1)w − ψ(0) = i+ h− f(0) (3.19)

Logo de (3.18) e (3.19), conclúımos que resolver (3.13) se reduz a encontrar

ψ ∈ H1(0, 1) e w ∈ R solução de:



∫ 1

0

(ψyφy + n2π2ψφ)dy +

∫ 1

0

ψφdy + wφ(0)

=

∫ 1

0

fφdy +

∫ 1

0

gφdy + hφ(0) ∀ φ ∈ H1(0, 1)

(n2π2 + 1)w − ψ(0) = i+ h− f(0)

(3.20)

Consideremos agora a forma bilinear a :
(
H1(0, 1)× R

)
×
(
H1(0, 1)× R

)
−→ R

definida por:

a
(
(ψ,w), (φ, v)

)
=

∫ 1

0

(
ψyφy+n2π2ψφ

)
dy+

∫ 1

0

ψφdy+(n2π2+1)wv+wφ(0)−vψ(0).

A forma bilinear ”a”definida acima é uma forma bilinear coerciva pois,

a
(
(ψ,w), (ψ,w)

)
=

∫ 1

0

(
ψ2

y +n2π2ψ2
)
dy+

∫ 1

0

ψ2dy+(n2π2 +1)w2 +wψ(0)−wψ(0).

≥
∥∥(ψ,w)

∥∥2

H1(0,1)×R.

Agora, usando a Desigualdade de Holder e o fato de que H1(0, 1) ↪→ C[0, 1]

obtemos ∣∣a((ψ,w), (φ, v)
)∣∣ ≤ C

∥∥(ψ,w)
∥∥

H1(0,1)×R

∥∥(φ, v)
∥∥

H1(0,1)×R
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donde conclúımos que ”a”é uma forma bilinear cont́ınua.

Consideremos ainda a forma linear:

〈
L, (φ, v)

〉
=

∫ 1

0

fφdy +

∫ 1

0

gφdy + hφ(0) + (i+ h− f(0))v

Aplicando a Desigualdade de Hölder, e usando que H1(0, 1) ↪→ C[0, 1] segue que L

é linear e cont́ınua.

Pelo Lema de Lax-Milgram resulta que existe uma única (ψ,w) ∈ H1(0, 1) × R

tal que:

a
(
(ψ,w), (φ, v)

)
=
〈
L, (φ, v)

〉
∀ (φ, v) ∈ H1(0, 1)× R

Considerando elemento da forma (φ, 0) ∈ H1(0, 1)×R, temos que: a
(
(ψ,w), (φ, 0)

)
=〈

L, (φ, 0)
〉
, ou seja,∫ 1

0

(ψyφy + n2π2ψφ)dy +

∫ 1

0

ψφdy + wφ(0) =

∫ 1

0

fφdy+

∫ 1

0

gφdy+hφ(0) (3.21)

Por outro lado, temos que a
(
(ψ,w), (0, 1)

)
=
〈
L, (0, 1)

〉
, ou seja:

(n2π2 + 1)w − ψ(0) = i+ h− f(0) (3.22)

Logo de (3.21) e (3.22) temos a existência de uma ψ ∈ H1(0, 1) e w ∈ R

que verifica (3.20). Devido a definição do domı́nio do operador A1, tem-se que

(ψ, ξ, w, v) ∈ D(A1). Assim obtemos que o operador A1 é maximal e monótono em

Y . Aplicando as Proposições (1.61), (1.19), (1.62) e (1.63) obtemos os demais resul-

tados mencionados no teorema. 2

Observação 3.2. No caso n = 0 o operador A1 correspondente não é maximal em

Y. Para contornar esse problema, decompomos o espaço Y em soma direta de dois

subespaços Y = Y0 ⊕ Y1 onde:

Y1 = {(c1, 0, c2, 0) : c1, c2 ∈ R}
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Y0 =

{
(ψ0, ψ1, V0, V1) ∈ Y :

∫ 1

0

ψ1dy + V0 = 0, V1 − ψ0(0) = 0

}
Desta forma, o operador A1 é maximal e monótono em Y0 e todas as propriedades

do Teorema (3.1) são válidas se substituirmos Y por Y0.

A energia do sistema (3.1) e dada por:

ε(t) =
1

2

∫ 1

0

[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2η2

]
dy +

1

2

[
|ut|2 + n2π2|u|2

]
(3.23)

e satisfaz

dε(t)

dt
=

∫ 1

0

f(y, t)ηt(y, t)dy + g(t)ut(t). (3.24)

De fato, multiplicando a primeira equação do sistema (3.1) por ηt e integrando

por partes, obtemos:∫ 1

0

fηtdy =

∫ 1

0

ηttηtdy −
∫ 1

0

ηyyηtdy +

∫ 1

0

n2φ2ηηtdy

=
1

2

d

dt

∫ 1

0

|ηt|2dy −
[
ηtηy

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

ηyηtydy
]

+
1

2

d

dt

∫ 1

0

n2π2|η|2dy

=
1

2

d

dt

∫ 1

0

(
|ηt|2 + n2π2|η|2

)
dy − ηt(1, t)ηy(1, t) + ηt(0, t)ηy(0, t)

+
1

2

d

dt

∫ 1

0

|ηy|2dy

ou ainda:

+
1

2

d

dt

∫ 1

0

(
|ηt|2 + n2π2|η|2 + |ηy|2

)
dy + ηt(0, t)ηy(0, t) =

∫ 1

0

fηtdy (3.25)

Agora multiplicando a quarta equação de (3.1) por ut obtemos:

1

2

d

dt

[
|ut|2 + n2π2|u|2

]
− ηt(0)ut = gut (3.26)

Agora somando (3.25) e (3.26) obtemos (3.24).

Portanto, quando f ≡ 0, g ≡ 0 a energia ε permanece constante ao longo das

trajetórias.
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Observemos que quando n ≥ 1 a raiz quadrada da energia define uma norma em

Y equivalente a norma canônica ‖.‖Y de Y :

‖(u, v, ω, z)‖Y =

[∫ 1

0

(
|uy|2 + |u|2 + |v|2

)
dy + ω2 + z2

] 1
2

.

Na seção seguinte iremos obter um resultado de regularidade escondida que será

bastante utilizado no decorrer deste trabalho.

3.2 Regularidade Escondida

O resultado de regularidade escondida que demonstraremos agora, além de fornecer

uma estimativa que será bastante utilizada ao longo deste trabalho, nos permitirá

concluir que a função u, do par (η, u), onde (η, u) é a solução de (3.1) é mais regular

do que até então nos era garantido.

Proposição 3.3. - Para todo T > 0 existe uma constante C(T ) > 0 que não

dependente de n = 0, 1, 2, ... tal que(∫ T

0

|utt|dt
)2

+

∫ T

0

[
|ut|2 + (1 + n4π4)u2 + (1 + n2π2)η2(0, t)

]
dt

≤ C(n4 + 1)
[
‖(η0, η1, u0, u1)‖2

Y + ‖f‖L1(0,T ;L2(0,1))2 + ‖g‖2
L1(0,T )

]
.

para todo (η0, η1, u0, u1) ∈ Y , f ∈ L1(0, T ;L2(0, 1)) e g ∈ L1(0, T ). Se g ∈

L2(0, T ), então u ∈ H2(0, T ) e teremos que

∫ T

0

|utt|2dt ≤ C(n4 + 1)
[
‖(η0, η1, u0, u1‖2

Y + ‖f‖L1(0,T ;L2(0,1))2 + ‖g‖2
L2(0,T ))

]
.

Demonstração:

Consideremos uma sucessão de dados regulares (ηm
0 , η

m
1 , u

m
0 , u

m
1 )m≥0 ⊂ D(A1),

tal que (ηm
0 , η

m
1 , u

m
0 , u

m
1 ) −→ (η0, η1, u0, u1) em Y quando m → ∞, (fm)m≥0 ⊂
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W 1,1(0, T ;L2(0, 1)), fm −→ f em L1(0, T ;L2(0, 1)) quandom→ +∞. (gm)m≥0 ⊂

W 1,1(0, T ), gm −→ g em L1(0, T ) quando m→ +∞.

Com estes dados o Teorema (3.1) nos garante a existência de solução forte para

cada m ∈ N (ηm, (ηm)t, u
m, (um)t) ∈ C1([0, T ],Y) ∩C([0, T ], D(A1)), que satisfaz a

equação em quase todo ponto:

(ηm)tt − (ηm)yy + n2π2ηm = fm em (0, 1)× (0, T )
(ηm)y(1) = 0 para t ∈ (0, T )
(ηm)y(0) = (um)t para t ∈ (0, T )
(um)tt + n2π2um − (ηm)t(0) = gm para t ∈ (0, T )
ηm(0) = ηm

0 , ηt(0) = ηm
1 em (0, 1)

um(0) = um
0 , (um)t(0) = um

1 . sobre Γ0

(3.27)

Agora vamos obter estimativas para estas soluções, aplicando técnicas de multi-

plicadores. Multiplicamos a primeira equação de (3.21) por (1−y)(ηm)y e integrando

por parte em (0, T )× (0, 1) :∫ T

0

∫ 1

0

fm(1− y)(ηm)y =

∫ T

0

∫ 1

0

[(ηm)tt − (ηm)yy + n2π2ηm](1− y)(ηm)y

=

∫ T

0

∫ 1

0

(ηm)tt(1−y)(ηm)y−
∫ T

0

∫ 1

0

(ηm)yy(1−y)(ηm)y+

∫ T

0

∫ 1

0

(n2π2ηm)(1−y)(ηm)y

=

∫ 1

0

(ηm)t(1− y)(ηm)y

∣∣∣T
0
−
∫ T

0

∫ 1

0

(ηm)t(1− y)(ηm)yt −
∫ T

0

∫ 1

0

(ηm)yy(1− y)(ηm)y

+

∫ T

0

∫ 1

0

n2π2ηm(1− y)(ηm)y

=

∫ 1

0

(ηm)t(1− y)(ηm)y

∣∣∣T
0
− 1

2

∫ T

0

∫ 1

0

(1− y)
[
((ηm)t)

2 + ((ηm)y)2 − n2π2(ηm)2
]

y

=

∫ 1

0

(ηm)t(1− y)(ηm)y

∣∣∣T
0
− 1

2

{∫ T

0

(1− y)
[
((ηm)t)

2 + ((ηm)y)2 − n2π2(ηm)2
]∣∣∣1

0

+

∫ T

0

∫ 1

0

[
((ηm)t)

2 + ((ηm)y)2 − n2π2(ηm)2
]}

Disso resulta que:

1

2

∫ T

0

(
((ηm)t)

2 + ((ηm)y)2 − n2π2(ηm)2
)

(0) = −
∫ 1

0

(ηm)t(1− y)(ηm)y

∣∣∣T
0

+
1

2

∫ T

0

∫ 1

0

(
((ηm)t)

2 + ((ηm)y)2 − n2π2(ηm)2
)

+

∫ T

0

∫ 1

0

fm(1− y)(ηm)y (3.28)
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Veja agora que o segundo membro da igualdade acima tem sentido para soluções

fracas que pertencem C([0, T ];Y) se f ∈ L1(0, T ;L2(0, 1)). Como η ∈ C
(
[0, T ], H1(0, 1)

)
,

usando a unicidade do limite e a relação ‖U − Û‖Y ≤ ‖U0− Û0‖+ ‖H − Ĥ0‖ obtida

no Teorema (3.1) e passando o limite em (3.28) obtemos

∫ T

0

(ηt)
2(0) < +∞.

Agora como utt = g−n2π2u+ ηt(0) se obtém que u ∈ W 2,1(0, T ) se g ∈ L1(0, T )

e u ∈ H2(0, T ) se g ∈ L2(0, T ).

Observação 3.4. Nesse momento, podemos observar que u é mais regular do que

t́ınhamos inicialmente. De fato, o Teorema (3.1) nos garantia somente que u ∈

C1[0, T ] e no entanto o resultado anterior nos assegura que u ∈ W 2,1(0, T ). Este é o

resultado de regularidade adicional que hav́ıamos mencionado no ińıcio desta seção.

O nosso próximo passo agora, é obter estimativas para a norma. Passando o

limite em (3.28) obtemos:

1

2

∫ T

0

(
(ηt)

2 + ((ηy)2 − n2π2η2
)

(0) =
1

2

∫ T

0

∫ 1

0

(
(ηt)

2 + ((ηy)2 − n2π2η2
)

−
∫ 1

0

ηt(1− y)ηy

∣∣∣T
0

+

∫ T

0

∫ 1

0

f(1− y)ηy

≤ 1

2

∫ T

0

∫ 1

0

(
(ηt)

2 + (ηy)2 − n2π2η2
)

+
1

2

∫ 1

0

(
(ηt)

2 + (ηy)2
)

(0)

+
1

2

∫ 1

0

(
(ηt)

2 + (ηy)2
)

(T ) +

∫ T

0

[( ∫ 1

0

f 2
) 1

2
(∫ 1

0

(ηy)2
) 1

2
]

≤ 1

2
T
∥∥ηt

∥∥2

C([0,T ],L2)
+

1

2
T
∥∥ηy

∥∥2

C([0,T ],L2)
+ n2π2 1

2
T
∥∥η∥∥2

C([0,T ],H1)

+
∥∥ηt

∥∥2

C([0,T ],L2)
+
T + 1

2

∥∥ηy

∥∥2

C([0,T ],L2)
+
∥∥f∥∥2

L1(0,T ;L2)

≤ T + 4

2

(∥∥ηt

∥∥2

C([0,T ],L2)
+
∥∥η∥∥2

C([0,T ],H1)
+ n2π2

∥∥η∥∥2

C([0,T ],L2)
+
∥∥f∥∥2

L1(0,T ;L2)

)
Tomando em conta a relação dada no ı́tem (iii) do Teorema (3.1) se deduz que:

1

2

∫ T

0

(
(ηt)

2 + (ηy)2 + n2π2η2
)

(0) ≤ T + 4

2

(∥∥ηt

∥∥2

C([0,T ],L2)
+ (2n2π2 + 1)

∥∥η∥∥2

C([0,T ],H1)

+n2π2
∥∥η∥∥2

C([0,T ],L2)
+
∥∥f∥∥2

L1(0,T ;L2)

)
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≤ (2n2π2 + 1)(T + 4)

2

(
‖(η0, η1, u0, u1)‖2

Y +
∥∥f∥∥2

L1(0,T ;L2)
+ ‖g‖2

L1(0,1)

)
Por outro lado, como utt = g − n2π2u+ ηt(0) e ut = ηy(0) se obtém:(∫ T

0

|utt|
)2

+

∫ T

0

(
(ut)

2 + n4π4u2
)

+ n2π2

∫ T

0

η2(0)

≤
(∫ T

0

|g − n2π2u+ ηt(0)|
)2

+

∫ T

0

(ηy)2(0) +

∫ T

0

(n4π4u2) + n2π2

∫ T

0

η2(0)

≤
(∫ T

0

|g|
)2

+ 2

∫ T

0

|g|
(∫ T

0

n2π2|u|+
∫ T

0

|ηt(0)|
)

+

(∫ T

0

n2π2|u|+
∫ T

0

|ηt(0)|
)2

+

∫ T

0

(ηy)2(0) +

∫ T

0

(n4π4u2) + n2π2

∫ T

0

η2(0)

≤
(∫ T

0

|g|
)2

+

(∫ T

0

|g|
)2

+

(∫ T

0

n2π2|u|+
∫ T

0

|ηt(0)|
)2

+

(∫ T

0

n2π2|u|+
∫ T

0

|ηt(0)|
)2

+

∫ T

0

(ηy)2(0) +

∫ T

0

(n4π4u2) + n2π2

∫ T

0

η2(0)

≤ 2

(∫ T

0

|g|
)2

+ 2

(∫ T

0

n2π2|u|+
∫ T

0

|ηt(0)|
)2

+

∫ T

0

(ηy)2(0) +

∫ T

0

(n4π4u2)

+n2π2

∫ T

0

η2(0)

≤ 2

(∫ T

0

|g|
)2

+ 2

[(∫ T

0

n2π2|u|
)2

+ 2

∫ T

0

n2π2|u|
∫ T

0

|ηt(0)|+
(∫ T

0

|ηt(0)|
)2
]

+

∫ T

0

(ηy)2(0) +

∫ T

0

(n4π4u2) + n2π2

∫ T

0

η2(0)

≤ 2

(∫ T

0

|g|
)2

+ 2

[
T

∫ T

0

(n2π2u)2 + T

∫ T

0

(n2π2u)2 + T

∫ T

0

η2
t (0) + T

∫ T

0

η2
t (0)

]
+

∫ T

0

(ηy)2(0) +

∫ T

0

(n4π4u2) + n2π2

∫ T

0

η2(0)

≤ 2

(∫ T

0

|g|
)2

+ 4T

∫ T

0

(n2π2u)2 + 4T

∫ T

0

η2
t (0) +

∫ T

0

(ηy)2(0) +

∫ T

0

(n4π4u2)

+n2π2

∫ T

0

η2(0)

≤ 4(T + 1)

[(∫ T

0

|g|
)2

+

∫ T

0

(n2π2u)2 +

∫ T

0

(
(ηt)

2 + (ηy)2 + n2π2η2
)

(0)

]
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Onde além da Desigualdade de Schwarz e da Desigualdade Triangular, usamos

ainda a desigualdade 2ab ≤ a2 + b2. E portanto temos que:(∫ T

0

|utt|
)2

+

∫ T

0

(
|ut|2 + (1 + n4π4)u2 + (1 + n2π2)η2(0, t)

)
≤

(2n4π4 + 1)4(T + 1)(T + 4)
(
‖(η0, η1, u0, u1)‖2

Y + ‖f‖2
L1(0,T ;L2) + ‖g‖L1(0,T )

)
Como queŕıamos.

De maneira análoga se obtém a desigualdade no caso em que g ∈ L2(0, T ). 2

Com isto encerramos esta seção e agora buscaremos algumas desigualdade de

observabilidade.

3.3 Desigualdade da Observabilidade

Neste parágrafo vamos considerar o sistema adjunto (3.1) no caso particular onde

f ≡ 0 e g ≡ 0. Mais precisamente, assuma que η e u seja solução de:

ηtt − ηyy + n2π2η = 0 em (0, 1)× (0, T )
ηy(1) = 0 para t ∈ (0, T )
ηy(0) = ut para t ∈ (0, T )
utt + n2π2u− ηt(0) = 0 para t ∈ (0, T )
η(0) = η0, ηt(0) = η1 em (0, 1)
u(0) = u0, ut(0) = u1.

(3.29)

Demonstraremos agora um resultado de observabilidade, o qual nos fornecerá

algumas observações que irão nos auxiliar na construção dos controles para os casos

unidimensionais e conseqüentemente para o caso bidmensional.

Proposição 3.5. Dado T > 2, então existe uma constante C > 0 a qual independe

de n=0,1,2... tal que:

2ε(0) + ‖η0‖2
L2(0,1) + |u0|2 ≤ Ce2nπ

∫ T

0

[
|utt|2 + |ut|2 + (1 + n4π4)|u|2

+(1 + n2π2)|η(0, t)|2
]
dt

(3.30)
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para toda solução de (3.29).

Demonstração: Primeiramente vamos definir a seguinte função:

G(y) : [0, 1] −→ R, pondo-se:

G(y) =
1

2

∫ T−y

y

[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2

]
(y, t)dt

Desta forma temos que:

G(0) =
1

2

∫ T

0

[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2

]
(0, t)dt (3.31)

Agora aplicando a regra de Leibniz, segue que:

G′(y) =
1

2

∫ T−y

y

[
2ηtηty + 2ηyηyy + 2n2π2ηηy

]
(y, t)dt

+
1

2

[
|ηt(y, T − y)|2 + |ηy(y, T − y)|2 + n2π2|η(y, T − y)|2

]
.(−1)

−1

2

[
|ηt(y, y)|2 + |ηy(y, y)|2 + n2π2|η(y, y)|2

]
.(1)

integrando por partes o termo ηtηty teremos:∫ T−y

y

ηt(y, t)ηty(y, t)dt = ηy(y, t)ηt(y, t)
∣∣∣t=T−y

t=y
−
∫ T−y

y

ηy(y, t)ηtt(y, t)dt

Portanto;

G′(y) =

∫ T−y

y

[
ηyy − ηtt + n2π2η

]
ηy(y, t) + ηy(y, t)ηt(y, t)

∣∣∣t=T−y

t=y

−1

2

[
|ηt(y, T − y)|2 + |ηy(y, T − y)|2 + n2π2|η(y, T − y)|2

+|ηt(y, y)|2 + |ηy(y, y)|2 + n2π2|η(y, y)|2
] (3.32)

Como (η, u) é solução de (3.29), temos que ηtt − ηyy + n2π2η = 0 o que implica que

ηyy = ηtt + n2π2η logo temos que:∫ T−y

y

[
ηyy − ηtt + n2π2η

]
ηy(y, t)dt = 2n2π2

∫ T−y

y

ηηy(y, t)dt (3.33)
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onde na igualdade acima substitúımos ηyy por ηtt + n2π2η.

Agora usando as desigualdades

ab ≤ a2

2
+
b2

2
e − ab ≤ a2

2
+
b2

2

obtemos que:

ηy(y, t)ηt(y, t)
∣∣∣t=T−y

t=y
− 1

2

[
|ηt(y, T − y)|2 + |ηy(y, T − y)|2 + n2π2|η(y, T − y)|2

+|ηt(y, y)|2 + |ηy(y, y)|2 + n2π2|η(y, y)|2
]
≤ 0 (3.34)

Combinando (3.33), (3.34) com (3.32) deduzimos que:

G′(y) ≤ 2n2π2

∫ T−y

y

ηηy(y, t)dt.

Observemos da desigualdade acima que se n = 0 tem se que G′(y) ≤ 0 e portanto

G′(y) ≤ 2nπG(y). No caso em que n 6= 0, levando em conta a desigualdade

ab ≤ 1

ν
a2 +

ν

4
b2 ∀ ν > 0

segue que:

G′(y) ≤ 2n2π2

∫ T−y

y

[1

ν
|ηy|2 +

ν

4
|η|2
]
(y, t)dt ∀ ν > 0.

Em particular para ν = 2nπ, ou seja,

G′(y) ≤ 2n2π2

∫ T−y

y

[ 1

2nπ
|ηy|2 +

2nπ

4
|η|2
]
(y, t)dt ou ainda

G′(y) ≤ nπ

∫ T−y

y

[
|ηy|2 + n2π2|η|2

]
(y, t)dt ≤ 2nπG(y)

Dos extremos temos que G′(y) ≤ 2nπG(y), e portanto

G′(y)− 2nπG(y) ≤ 0 (3.35)

Multiplicando (3.35) por e−2nπy temos que G′(y)e−2nπy − 2nπe−2nπyG(y) ≤ 0, ou

seja,
(
G(y)e−2nπy

)′
≤ 0, integrando esta última desigualdade no intervalo [0, y],com

y ∈ (0, 1) segue que:

G(s)e−2nπs
∣∣∣y
0

= G(y)e−2nπy −G(0) ≤ 0
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o que implica que

G(y) ≤ e2nπG(0) ∀ y ∈ (0, 1), (3.36)

já que a função exponencial é uma função crescente e y é menor do que um. Portanto

de (3.36) tem-se ∫ 1

0

G(y)dy ≤ e2nπG(0), (3.37)

ou seja,

1

2

∫ 1

0

∫ T−y

y

[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2

]
(y, t)dtdy

≤ 1

2
e2nπ

∫ T

0

[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2

]
(0, t)dt (3.38)

Como
[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2

]
≥ 0 e a amplitude do intervalo (y, T − y) é maior do

que a amplitude do intervalo (1, T − 1) segue que:∫ 1

0

∫ T−1

1

[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2

]
(y, t)dtdy

≤
∫ 1

0

∫ T−y

y

[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2

]
(y, t)dtdy (3.39)

do Teorema de Fubini e de (3.38) e (3.39) resulta que:∫ T−1

1

∫ 1

0

[
|ηt|2+|ηy|2+n2π2|η|2

]
(y, t)dtdy ≤ e2nπ

∫ T

0

[
|ηt|2+|ηy|2+n2π2|η|2

]
(0, t)dt

Como f ≡ 0 e g ≡ 0 temos que a energia permanece constante e portanto

(T − 2)ε(T )

=

∫ T−1

1

ε(t)dt =
1

2

∫ T−1

1

{[∫ 1

0

|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2
]
dy + |ut|2 + n2π2u2

}
dt

por(3.39)

≤ 1

2

∫ 1

0

G(y)dy +
1

2

∫ T−1

1

[
|ut|2 + n2π2u2

]
dt

por(3.37)

≤ e2nπ

2

∫ T

0

[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2

]
(0, t)dt+

1

2

∫ T

0

[
|ut|2 + n2π2u2

]
dt

onde dos extremos tem-se

(T − 2)ε(T ) ≤ e2nπ

2

∫ T

0

[
|ηt|2 + |ηy|2 + n2π2|η|2

]
(0, t)dt

+
1

2

∫ T

0

[
|ut|2 + n2π2u2

]
dt (3.40)
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Temos que utt = −n2π2u + ηt(0) e ut = ηy(0), substituindo essas identidades na

desigualdade (3.40) segue que:

(T − 2)ε(t) ≤ e2nπ

2

∫ T

0

[
|ut|2 + |utt + n2π2u|2 + n2π2η2(0, t)

]
dt

+
1

2

∫ T

0

[
|ut|2 + n2π2u2

]
dt

≤ e2nπ

2

∫ T

0

[
|ut|2 + 2|utt|2 + 2n4π4|u|2 + n2π2η2(0, t)

]
dt

+
1

2

∫ T

0

[
|ut|2 + n2π2u2

]
dt

≤ e2nπ

2

∫ T

0

[
2|ut|2 + 2|utt|2 + 3n4π4|u|2 + n2π2η2(0, t)

]
dt

≤ 3e2nπ

2

∫ T

0

[
|ut|2 + |utt|2 + n4π4|u|2 + n2π2η2(0, t)

]
dt

Usando agora a conservação da energia, dos extremos segue que:

2ε(0) ≤ 3e2nπ

T − 2

∫ T

0

[
|ut|2 + |utt|2 + n4π4|u|2 + n2π2η2(0, t)

]
dt

Observando ainda que 2ε(0) + ‖η0‖2
L2(0,1) + |u0|2 ≤ 3ε(0) da desigualdade acima

temos:

2ε(0) + ‖η0‖2
L2(0,1) + |u0|2 ≤

6e2nπ

T − 2

∫ T

0

[
|ut|2 + |utt|2 + (1 + n4π4)|u|2 + (1 + n2π2)η2(0, t)

]
dt

ou seja;

2ε(0) + ‖η0‖2
L2(0,1) + |u0|2 ≤

Ce2nπ

∫ T

0

[
|ut|2 + |utt|2 + (1 + n4π4)|u|2 + (1 + n2π2)η2(0, t)

]
dt

onde C = 6
T−2

. Agora quando n = 0 basta somarmos∫ T

0

[
|η|2(0, t) + |u|2(t)

]
dt

no segundo membro de (3.40) para deduzirmos que (3.30) se satisfaça. 2
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Faremos agora algumas observações que serão bastante utilizadas no decorrer do

trabalho.

Observação 3.6. Seja ρ : (0, T ) → [0, 1] uma função não negativa de classe C∞

com suporte compacto e ρ ≡ 1 em (ε, T − ε) com ε > 0 suficientemente pequeno tal

que T −2ε > 2. Devido a invariância do tempo para o sistema (3.29) deduzimos que

2ε(ε) + ‖η(ε)‖2
L2(0,1) + |u(ε)|2 ≤ Ce2nπ

∫ T

0

ρ(t)
[
|utt|2 + |ut|2 + (1 + n4π4)|u|2

+(1 + n2π2)|η(0, t)|2
]
dt.

Agora, usando a conservação da energia, obtemos também que

‖(η0, η1, u0, u1)‖2
Y ≤ 2ε(0) + ‖η0‖2

L2(0,1) + |u0|2 (3.41)

≤ Ce2nπ

∫ T

0

ρ(t)
[
|utt|2 + |ut|2 + (1 + n4π4)|u|2 + (1 + n2π2)|η(0, t)|2

]
dt

A demonstração da estimativa acima é feita de maneira análoga à demonstração

da proposição anterior. Esta estimativa nos permitirá construir controles com su-

porte compacto no tempo.

Observação 3.7. Quando n = 0, a desigualdade (3.40) mostra que

‖η0y‖2
L2(0,1) + ‖η1‖2

L2(0,1) + |u1|2 ≤ C

∫ T

0

[
|utt|2 + |ut|2

]
dt. (3.42)

Para verificar esta desigualdade basta usar a definição da energia, ou seja, olhar

quem é ε(0). Esta desigualdade não provém de alguma estimativa sobre u0. Isto está

relacionado com o fato que, quando n = 0, o sistema (5) não pode ser exatamente

conduzido para zero e sim para o equiĺıbrio dado pelas constantes c1 e c2 em (8).

Na próxima seção, demonstraremos alguns resultados de desigualdades melho-

radas da observabilidade.
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3.4 Desigualdade Melhorada da Observabilidade

Nesta seção, teremos como principal objetivo obter desigualdades de

observabilidade da forma (3.30), mas no lado direito aparecendo somente o termo∫ T

0

|utt|2dt. Mas, para obter tais resultados faremos uma resumida análise espectral

de nosso problema, nos concentrando principalmente nos autovalores associado ao

sistema (3.29). No decorrer desta seção, assumiremos alguns resultados sem a de-

vida demonstração, mas sempre tomando o cuidado de deixar uma referência para

que o leitor interessado possa obter as mesmas.

No que segue estamos interessados em encontrar os autovalores e expor alguns

resultados com relação as autofunções relativas a esses autovalores do operador

diferencial associado ao problema (3.29). Para isso buscamos soluções de (3.29)

em variáveis separáveis da forma:

(η, u) = eνt(ϕ,w) com ϕ = ϕ(y) e w ∈ R.

Deste modo o sistema (3.29) se reduz a:
ϕyy − (ν2 + n2π2)ϕ = 0 ∀ y ∈ (0, 1)
ϕy(1) = 0
(−ν2 − n2π2)ϕy(0) + ν2ϕ(0) = 0

(3.43)

Onde a última igualdade da equação acima obtivemos da seguinte maneira:

Primeiramente note que ϕy(0) = νw e ϕ(0) = νw + n2π2w
ν

. Logo segue que:

ϕy(0)− ϕ(0) +
n2π2w

ν
= 0, (3.44)

Multiplicando a equação acima por ν2 segue que:

ν2ϕy(0)− ν2ϕ(0) + n2π2νw = 0 (3.45)

Agora como νw = ϕy(0) de (3.45) deduzimos que

(−ν2 − n2π2)ϕy(0) + ν2ϕ(0) = 0.
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Da primeira equação de (3.43) temos que

ϕ(y) = c1e
√

ν2+n2π2y + c2e
−
√

ν2+n2π2y

E das condições iniciais dadas segue que:

ϕ(y) = e
√

ν2+n2π2(y−1) + e−
√

ν2+n2π2(y−1).

Agora observe que os autovalores ν do problema vem dados pela equação:

e2
√

ν2+n2π2
= −

[
ν2 −

√
ν2 + n2 (ν2 + n2π2)

]
ν2 +

√
ν2 + n2 (ν2 + n2π2)

. (3.46)

Usando que c2 = c1e
2
√

ν2+n2π2
temos que:

(−ν2 − n2π2)
[
c1
√
ν2 + n2π2 − c2

√
ν2 + n2π2

]
+ ν2 [c1 + c2] = 0 =⇒

−(ν2 + n2π2)
[√
ν2 + n2π2(c1 − c2)

]
+ ν2 [c1 + c2] = 0 =⇒

(ν2 + n2π2)
3
2 (c1 − c2) = ν2 [c1 + c2] =⇒

(ν2 + n2π2)
3
2 (c1 − c1e

2
√

ν2+n2π2
) = ν2

(
c1 + c1e

2
√

ν2+n2π2
)

=⇒

(ν2 + n2π2)
3
2 − (ν2 + n2π2)

3
2 e2

√
ν2+n2π2

= ν2 + ν2e2
√

ν2+n2π2
=⇒

(ν2 + n2π2)
3
2 − ν2 =

[
(ν2 + n2π2)

3
2

]
e2
√

ν2+n2π2

Da última igualdade temos (3.46).

Demonstraremos agora um teorema de fundamental importância na

demonstração do principal resultado desta seção.

Teorema 3.8. Seja n ∈ N fixo. A equação (3.46) possui uma sucessão de zeros

imaginários (νn,m)m∈Z que são dados pela fórmula

νn,m =
√
z2

n,m + n2π2i se m > 0 e νn,m = −νn,−m se m < 0, (3.47)

onde (zn,m)m∈Z são os zeros (em ordem crescente) da equação

tgz =
z2 + n2π2

z3
(3.48)
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Além dos zeros (zn,m)m∈Z∗, a equação (3.46) possui outros dois únicos zeros,

denotados por ν?
n e ν??

n de módulos menores que nπ e que são dados pela fórmulas

ν?
n =

√
n2π2 − (z?

n)2i, ν??
n = νn

? (3.49)

onde z?
n é a única raiz real positiva da equação:

e2z =
z3 − z2 + n2π2

z3 + z2 − n2π2
(3.50)

Neste último caso se n = 0, ν?
n = ν??

n = 0.

Demonstração: Fazendo uma mudança de variável pondo ζ =
√
ν2 + n2π2 a

equação (3.46) se transforma em:

e2ζ =
ζ3 − ζ2 + n2π2

ζ3 + ζ2 − n2π2
(3.51)

Como os zeros da equação (3.46) são puramente imaginários (já que o operador

diferencial associado é anti-adjunto) teremos que os zeros ζ da equação (3.51) são:

• Reais se |ν| ≤ nπ

• Imaginários se |ν| > nπ

Caso 1: Suponhamos que as ráızes ζ da equação (3.51) são imaginárias, ζ = zi com

z ∈ R. Nesta situação obtemos de (3.51) que:

e2zi =
−z3i+ z2 + n2π2

−z3i− z2 − n2π2
(3.52)

Igualando a zero a parte real de (3.52) se obtém a seguinte equação para z:

tgz =
z2 + n2π2

z3

De fato, multiplicando (3.52) por

z3i− z2 − n2π2

z3i− z2 − n2π2

e igualando a zero a parte imaginária obtemos:

cos 2z =
z6 − (z2 + n2π2)2

z6 + (z2 + n2π2)2
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E consequentemente tem-se que

cos 2z [z6 + (z2 + n2π2)2] = z6 − (z2 + n2π2)2 =⇒

z6 cos 2z + (z2 + n2π2)2 cos 2z − z6 + (z2 + n2π2)2 = 0 =⇒

z6(cos2z − 1) + (z2 + n2π2)2(cos2z + 1) = 0 =⇒

z6(−2 sin2 z) + (z2 + n2π2)2(2 cos2 z) = 0 =⇒

(z2 + n2π2)2(2 cos2 z) = z6(2 sin2 z)

E portanto temos que:

tgz =
z2 + n2π2

z3
(3.53)

Esta equação possui, para cada n, um zero em cada intervalo (mπ,mπ+ π
2
),m ∈

N, que denotaremos por zn,m+1. Para justificarmos esta afirmação, considere a função

f(z) = tgz − z2+n2π2

z3 . Aplicando o teorema do Valor Intermediário obtemos que f

possui um zero em cada intervalo (mπ,mπ + π
2
),m ∈ N. Para garantirmos que

f possui um único zero no referido intervalo aplicaremos o Teorema de Rolle da

seguinte maneira. Suponha que exista z1
m e z2

m ráızes distintas de f no intervalo

(mπ,mπ + π
2
), logo pelo teorema de Rolle existe z0 ∈ (z1

m, z
2
m) tal que f ′(z0) = 0.

Por outro lado derivando f , temos que f ′(z) 6= 0 ∀ z ∈ (z1
m, z

2
m), chegando assim a

contradição desejada e portanto f possui uma única raiz no intervalo (mπ,mπ+ π
2
),

como hav́ıamos afirmado.

Caso 2: Suponhamos que as ráızes da equação (3.51) são reais. Usando o fato

de que L(z) = z3 + z2 − n2π2 é uma função crescente e injetora em (0,∞), obtemos

que o denominador da função de variável real

h(z) =
z3 − z2 + n2π2

z3 + z2 − n2π2

se anula em um único ponto positivo compreendido entre 0 e nπ. Chamando tal

ponto de z0, obtemos aplicando o Teorema do Valor Intermediário que a equação

(3.51) possui uma raiz no intervalo (z0, nπ) a qual denotaremos por z?
n. Mostremos

agora que essa raiz é única. Suponha que exista outra raiz a qual denotaremos
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por z1. Sem perda de generalidade suponha que z?
n < z1. Considere o intervalo

(z?
n, z1) ⊂ (z0, nπ). Aplicando o Teorema de Rolle, temos que existe c ∈ (z?

n, z1)

tal que f ′(c) = 0, onde f é dada por f(z) = e2z − h(z). Derivando f , obtemos

que f ′(z) 6= 0∀z ∈ (z?
n, z1) o que gera a contradição desejada. Denotando por

ν?
n =

√
n2π2 − (z?

n)2i, obtemos um único valor ν?
n que possui módulo menor que nπ.

No caso n = 0 se obtém diretamente do sistema (3.43) que ν?
n = 0 é um autovalor

do problema. 2

Para os outovalores caracterizados no teorema acima temos as seguintes estima-

tivas:

Teorema 3.9. Para todo n = 0, 1, ... e m ∈ Z tal que |m| > n temos
∣∣νn,m −

√
m2 + n2πi

∣∣ ≤ 24√
m2+n2π

se m > n∣∣νn,m +
√
m2 + n2πi

∣∣ ≤ 24√
m2+n2π

se m < −.n
(3.54)

Demonstração: Para a demonstração deste veja [22] e [23]. 2

Observação 3.10. Este teorema mostra que, para frequências suficientemente altas,

os autovalores de (3.29) estão uniformemente próximos dos autovalores

λ = ±
√
m2 + n2πi da equação da onda com condições de Neumann na fronteira.{

ηtt − ηyy + n2π2η = 0 em (0, 1)× (0,∞)
ηy(0, t) = ηy(1, t) = 0 para t > 0.

(3.55)

onde o sistema (3.55) corresponde com decomposição da equação da onda no quadrado

Ω com condições de fronteira de Neumann seguindo o desenvolvimento (4) em série

de Fourier.

De posse do Teorema (3.9) temos as seguintes estimativas para os autovalores já

mencionados.

Proposição 3.11. Dado n = 0, 1... e 0 < δ < π teremos que

|νn,m+1 − νn,m| ≥ π − δ (3.56)
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para todo m com |m| ≥ N(n, δ) onde N(n, δ) é dado por:

N(n, δ) = max


√√√√∣∣∣∣∣
(

96

πδ

)2

− n2

∣∣∣∣∣+ 1,
π(3 + 2n)

δ
− n− 1

 (3.57)

e por outro lado 
|νn,m+1 − νn,m| ≥ π

4
, ∀ m ∈ Z se n = 0, 1

|νn,m+1 − νn,m| ≥ π
1+2n

, ∀ m ∈ Z se n ≥ 2.
(3.58)

Demonstração: Das condições dadas para |m| segue que |m| ≥ n, Logo aplicando

(3.54) temos que:

|νn,m+1 − νn,m|

≥ π
∣∣∣√(m+ 1)2 + n2 −

√
m2 + n2

∣∣∣− 24

π

[
1√

(m+ 1)2 + n2
+

1√
m2 + n2

]

≥ π
∣∣∣√(m+ 1)2 + n2 −

√
m2 + n2

∣∣∣− 24

π

[
1√

(|m| − 1)2 + n2
+

1√
(|m| − 1)2 + n2

]

≥ π

∣∣∣∣∣ (m+ 1)2 + n2 −m2 − n2√
(m+ 1)2 + n2 +

√
m2 + n2

∣∣∣∣∣− 48

π
√

(|m| − 1)2 + n2

≥ π|2m+ 1|√
(m+ 1)2 + n2 +

√
m2 + n2

− 48

π
√

(|m| − 1)2 + n2

≥ π(2|m| − 1)

2(|m|+ 1) + 2n
− 48

π
√

(|m| − 1)2 + n2

= π −

[
π(3 + 2n)

2(|m|+ 1) + 2n
+

48

π
√

(|m| − 1)2 + n2

]
dos extremos temos que:

|νn,m+1 − νn,m| ≥ π −

[
π(3 + 2n)

2(|m|+ 1) + 2n
+

48

π
√

(|m| − 1)2 + n2

]
(3.59)

onde na igualdade acima usamos que:

π(2|m| − 1)

2(|m|+ 1) + 2n
= π − π(3 + 2n)

2(|m|+ 1) + 2n
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Mostraremos agora que quando |m| ≥ N(n, δ), onde N(n, δ) é dado por (3.56),

tem-se que:

π(3 + 2n)

2(|m|+ 1) + 2n
+

48

π
√

(|m| − 1)2 + n2
≤ δ (3.60)

De fato, para isso mostraremos que cada parcela da soma acima é menor que δ
2
.

1a Parcela:

π(3 + 2n)

2(|m|+ 1) + 2n
≤ π(3 + 2n)

2
(

π(3+2n)
δ

− n− 1 + 1
)

+ 2n
≤ δ

2
(3.61)

2a Parcela:

Temos que |m| ≥
√∣∣∣( 96

πδ

)2 − n2

∣∣∣+ 1 e portanto |m| − 1 ≥
√∣∣∣( 96

πδ

)2 − n2

∣∣∣ e portanto

(|m| − 1)2 ≥

∣∣∣∣∣
(

96

πδ

)2

− n2

∣∣∣∣∣ ≥
(

96

πδ

)2

− n2

Logo segue que:

48

π
√

(|m| − 1)2 + n2
≤ 48

π
√(

96
πδ

)2 − n2 + n2

=
δ

2
(3.62)

De (3.61) e (3.62) conclúımos (3.60). Agora de (3.59) e (3.60) tem-se (3.56). Por

uma análise do gráfico das funções (3.48) e (3.50) e fácil ver que (3.58) se satisfaz.

Para uma prova mais detalhada veja [23]. 2

Estamos caminhando em direção ao principal teorema desta seção, antes porém,

lançaremos mão de algumas definições e resultados que serão essenciais na

demonstração do mesmo.

Definição 3.12. Seja H um espaço de Hilbert. Uma sucessão de elementos (en)n≥1

se chama completa em H, se para qualquer elemento x ∈ H existe uma sucessão de

escalares (an)n≥1 tal que:
∞∑

n=1

anen = x.

Definição 3.13. Seja H um espaço de Hilbert. Uma sucessão de elementos (en)n≥1

se chama base de Riesz em H, se é completa e existem duas constantes positivas c1

e c2 tal que, para qualquer sucessão de escalares (an)n≥1 se tenha:

c1

∞∑
n=1

|an|2 ≤

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

anen

∥∥∥∥∥
2

≤ c2

∞∑
n=1

|an|2.
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A noção de base de Riesz é uma generalização natural da noção de base ortogonal

e tem uma grande utilidade para expressar soluções de equações diferenciais e dar

estimativas com respeito as normas destas. Enunciaremos agora um resultado cuja

demonstração será omitida. Tomaremos o cuidado de sugerir uma referência para

que o leitor interessado possa obter a demonstração do mesmo.

Teorema 3.14. As autofunções correspondente ao operador diferencial associado

ao sistema (3.29) formam uma base de Riesz em Y .

Demonstração: Ver [22] 2

Com as definições feitas acima e os resultados até aqui apresentados, estamos

aptos a enunciar e demonstrar o principal resultado desta seção, como faremos agora.

Teorema 3.15. Assuma que T > 2. Então,

(i) Para todo n ≥ 1 existe uma constante C = C(T, n) > 0 tal que

‖(η0, η1, u0, u1)‖2
Y ≤ C(T, n)e2nπ

∫ T

0

|utt|2dt (3.63)

para toda solução de (3.29).

(ii) Se n = 0 então existe uma constante C = C(T ) > 0 tal que

‖η0y‖2
L2(0,1) + ‖η1‖2

L2(0,1) + |u1|2 ≤ C(T )

∫ T

0

[
|utt|2

]
dt (3.64)

para toda solução de (3.29).

Demonstração:

Primeiramente vamos considerar o caso n ≥ 1.

De acordo com Proposição (3.5) é suficiente mostrar a existência de uma con-

stante C > 0 (dependendo de n e de T ) tal que:∫ T

0

[
|ut|2 + n4π4|u|2 + n2π2|η(0, t)|2

]
dt ≤ C

∫ T

0

|utt|2dt (3.65)

se satisfaça para toda solução de (3.29).
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Antes de iniciar a demonstração da desigualdade (3.65) recordemos que o

operador diferencial associado ao sistema (3.29) possui uma sucessão de autova-

lores (νn,m)m∈ Z∗ ∪ {ν?
n, ν

??
n } cujas propriedades estão descritas no Teorema (3.8 ).

Do Teorema (3.14) temos que as autofunções correspondentes

(ξn,m)m∈ Z∗ ∪ {ξ?
n, ξ

??
n } formam uma base de Riesz no espaço Y . Consequentemente

a solução U(t) = (η(t), ηt(t), u(t), ut(t)) de (3.29) pode ser escrita como

U(t) =
∑
m∈Z

an,me
−νn,mtξνn,m + a?

ne
−ν?

ntξν?
n

+ a??
n e

−ν??
n tξν??

n

onde ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4).

Desta relação obtemos que:

η(t) =
∑
m∈Z

an,me
−νn,mtξ1

νn,m
+ a?

ne
−ν?

ntξ1
ν?

n
+ a??

n e
−ν??

n tξ1
ν??

n

u(t) =
∑
m∈Z

an,me
−νn,mtξ3

νn,m
+ a?

ne
−ν?

ntξ3
ν?

n
+ a??

n e
−ν??

n tξ3
ν??

n

Para conseguir a limitação (3.65) primeiro observe que

η(0, t) =
∑
m∈Z

an,me
−νn,mtξ1

νn,m
(0) + a?

ne
−ν?

ntξ1
ν?

n
(0) + a??

n e
−ν??

n tξ1
ν??

n
(0)

e

ηt(0, t) =
∑
m∈Z

−an,mνn,me
−νn,mtξ1

νn,m
(0)− a?

nν
?
ne

−ν?
ntξ1

ν?
n
(0)− a??

n ν
??
n e

−ν??
n tξ1

ν??
n

(0)

De posse da Proposição (3.11) e com o intuito de aplicar o Teorema (1.80), vamos

fazer algumas considerações.

Como T > 2, segue que T = 2 + ε, onde evidentemente ε > 0. Considerando

J = (0, T ), para aplicarmos o Teorema (1.80) devemos impor que T > 2π
π−δ

, onde δ

é tal que 0 < δ < π. Sendo assim, substituindo T por 2 + ε obtemos que 2 + ε > 2π
π−δ

o que implica que δ deve ser tal que δ < πε
2+ε

≤ π.

Tomando γ = π
1+2n

se n ≥ 2 ou γ = π
4

se n = 0, 1, γ∞ = π − δ e

N(n, δ) = max

[√∣∣∣( 96
πδ

)2 − n2

∣∣∣+ 1, π(3+2n)
δ

− n− 1

]
. Obtemos da Proposição (3.11),
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que com essas considerações estamos nas hipóteses do Teorema (1.80) e portanto∫ T

0

|η(0, t)|2dt ≤ C2

{∑
m∈Z

|an,mξ
1
νn,m

(0)|2 + |a?
nξ

1
ν?

n
(0)|2 + |a??

n ξ
1
ν??

n
(0)|2

}
(3.66)

Então levando em conta que

|ν?
n| = min

{
|νn,m|, |ν?

n|, |ν??
n |
}
,

(isso devido a caracterização dos autovalores dada no Teorema (3.8)) segue que∫ T

0

|η(0, t)|2dt ≤ C2

{∑
m∈Z

|an,mξ
1
νn,m

(0)|2 + |a?
nξ

1
ν?

n
(0)|2 + |a??

n ξ
1
ν??

n
(0)|2

}

≤ C2

|ν?
n|2

{∑
m∈Z

|an,mξ
1
νn,m

(0)|2|νn,m|2 + |a?
nξ

1
ν?

n
(0)|2|ν?

n|2

+|a??
n ξ

1
ν??

n
(0)|2|ν??

n |2
}

≤ C2C1

|ν?
n|2

∫ T

0

|ηt(0, t)|2dt

Por outro lado, como ηt(0, t) = utt(t) + n2π2u(t) (veja (3.29)) temos que

η2
t (0, t) = (utt(t) + n2π2u(t))2 ≤ 2(u2

tt(t) + n4π4u2(t)) e portanto∫ T

0

|ηt(0, t)|2dt ≤ 2

∫ T

0

[
|utt(t)|2 + n4π4|u(t)|2

]
dt. (3.67)

Deste modo, a fim de concluir (3.65) é suficiente mostrar que∫ T

0

[
|ut(t)|2 + n4π4|u(t)|2

]
dt ≤ C

∫ T

0

|utt(t)|2dt

para alguma constante C > 0.

Os mesmos argumentos usados para limitar

∫ T

0

|η(0, t)|2dt nos permite mostrar

que ∫ T

0

|u|2dt ≤ C1C2

|ν?
n|4

∫ T

0

|utt|2dt (3.68)

De fato, como

u(t) =
∑
m∈Z

an,me
−νn,mtξ3

νn,m
+ a?

ne
−ν?

ntξ3
ν?

n
+ a??

n e
−ν??

n tξ3
ν??

n
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Aplicando o Teorema (1.80), obtemos∫ T

0

|u(t)|2dt ≤ C2

{∑
m∈Z

|an,mξ
3
νn,m

|2 + |a?
nξ

3
ν?

n
|2 + |a??

n ξ
3
ν??

n
|2
}

≤ C2

|ν?
n|4

{∑
m∈Z

|an,mξ
3
νn,m

|2|νn,m|4 + |a?
nξ

3
ν?

n
|2|ν?

n|4 + |a??
n ξ

3
ν??

n
|2|ν??

n |4
}

≤ C2C1

|ν?
n|4

∫ T

0

|utt(t)|2dt.

como hav́ıamos afirmado.

De modo análogo a essa última limitação obtemos que∫ T

0

|ut|2dt ≤
C1C2

|ν?
n|2

∫ T

0

|utt|2dt (3.69)

Da Proposição (3.5), temos que:

‖(η0, η1, u0, u1)‖2
Y ≤ Ce2nπ

∫ T

0

[
|utt|2 + |ut|2 + (1 + n4π4)|u|2 + (1 + n2π2)|η(0, t)|2

]
dt

Seja

C(T, n) = max

{
C, C

C1C2

|ν?
n|2

, C(1 + n4π4)
C1C2

|ν?
n|4

,

2C(1 + n2π2), C(1 + n2π2)n4π4C1C2

|ν?
n|4

}
Das limitações (3.67), (3.68) e (3.69) obtemos que

‖(η0, η1, u0, u1)‖2
Y ≤ C(T, n)e2nπ

∫ T

0

|utt|2dt

como hav́ıamos afirmado em (3.63), desta maneira conclúımos a demonstração deste

teorema para o caso n ≥ 1.

Vamos agora considerar o caso n = 0. Uma observação importante a se fazer

nesse momento é que no caso n = 0 tem se que ν?
n = ν??

n = 0.

De acordo com (3.42) temos que:

‖η0y‖2
L2(0,1) + ‖η1‖2

L2(0,1) + |u1|2 ≤ C(T )

∫ T

0

[
|utt|2 + |ut|2

]
dt
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Portanto para obtermos (3.64) é suficiente mostrar que∫ T

0

|ut|2dt ≤ C

∫ T

0

|utt|2dt (3.70)

Procedendo como no caso n 6= 0, obtemos que (3.70) se satisfaz com C = C1C2

|νn,1|2 ,

onde C1 = C1(2N + 1), C2 = C2(2N + 1) e N = N(0, δ) com δ > 0 tal que T > 2π
π−δ

.

Com isto encerramos a demonstração deste teorema. 2

Observação 3.16. Assim como na observação (3.6), nas estimativas (3.63) e (3.64)

pode-se substituir o lado direito pela quantidade

∫ T

0

ρ(t)|utt(t)|2dt quando ρ é uma

função suave não negativa com suporte compacto em (0, T ) e tal que ρ ≡ 1 em

(ε, T − ε) com ε > 0 suficientemente pequeno tal que T − 2ε > 2.

Com a demonstração deste resultado encerramos esta seção e buscaremos nas

próximas seções resultados de controlabilidade dos sistemas unidimensionais para

os diferentes valores de n.

3.5 Controlabilidade: O caso n ≥ 1.

Nesta seção, aplicando HUM (Hilbert Uniqueness Method), encontraremos re-

sultados de controlabilidade em um subespaço de Y ′ = (H1(0, 1))
′×L2(0, 1)×R×R

como consequência da Desigualdade de Observabilidade (3.63).

Teorema 3.17. Assuma que T > 2 e n ≥ 1. Logo para todo (ψ1, ψ0, v0, v1) ∈ Y ′ tal

que ψ0 é cont́ınua em y = 0 existe um controle β ∈ H−2(0, T ) com suporte compacto

tal que a solução (ψ, V ) de (5) satisfaz{
ψ(T ) ≡ ψt(T ) ≡ 0 em (0, 1)
V (T ) = Vt(T ) = 0

e ainda

|β‖2
H−2(0,T ) ≤ C

{
‖(ψ1, ψ0, V1, V0)‖2

Y ′ + |ψ0(0)|2
}
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Observação 3.18. No enunciado do Teorema (3.17) e em toda esta seção não

indexaremos o ı́ndice n para as variáveis (ψ, V ) para simplificar a notação.

Demonstração: Dado algum (η0, η1, u0, u1) ∈ Y seja (η, u) a solução do sistema

adjunto (3.29) para estes dados iniciais.

Agora fixamos uma função ρ : (0, T ) → [0, 1] de classe C∞ com suporte compacto

tal que ρ ≡ 1 em (ε, T − ε) com T − 2ε > 2.

Então resolvemos o seguinte sistema

ψtt − ψyy + n2π2ψ = 0 em (0, 1)× (0, T )
ψy(1, t) = 0 para t ∈ (0, T )
ψy(0, t) = −Vt(t) para t ∈ (0, T )

Vtt + n2π2V + ψt(0, t) = − d2

dt2
(ρ(t)utt(t)) para t ∈ (0, T )

ψ(T ) = ψt(T ) = 0 em (0, 1)
V (T ) = Vt(T ) = 0.

(3.71)

A solução de (3.71) é definida por transposição (veja [10]). Se multiplicarmos

em (3.71) por uma solução (η̃, ũ) de (3.1) e integrar (formalmente) por partes vamos

obter a seguinte identidade:∫ T

0

ρ(t)uttũtt(t)dt =

∫ 1

0

[−ψt(0)η̃(0) + ψ(0)η̃t(0)] dy + V (0)η̃(0, 0) + ψ(0, 0)ũ(0)

+

∫ T

0

∫ 1

0

f̃ψdydt+

∫ T

0

g̃V dt− V (0)ũt(0) + Vt(0)ũ(0). (3.72)

De fato, para obtermos (3.72), vamos multiplicar a primeira equação de (3.71)

por η̃ e integrar por partes em (0, 1)× (0, T ). Sendo assim∫ 1

0

∫ T

0

ψttη̃ −
∫ 1

0

∫ T

0

ψyyη̃ +

∫ 1

0

∫ T

0

n2π2ψη̃ = 0 (3.73)

∫ 1

0

∫ T

0

ψttη̃ =

∫ 1

0

[ψt(T )η̃(T )− ψt(0)η̃(0)] dy −
∫ 1

0

[ψ(T )η̃t(T )− ψ(0)η̃t(0)] dy

+

∫ 1

0

∫ T

0

ψη̃tt (3.74)

80



∫ T

0

∫ 1

0

ψttη̃ =

∫ T

0

[ψy(1)η̃(1)− ψy(0)η̃(0)] dt−
∫ T

0

[ψ(1)η̃y(1)− ψ(0)η̃y(0)] dt

+

∫ T

0

∫ 1

0

ψη̃yy (3.75)

De (3.73), (3.74), (3.75) e das condições dadas em (3.1) e em (3.71) temos que:

−
∫ 1

0

ψt(0)η̃(0)dy +

∫ 1

0

ψ(0)η̃t(0)dy +

∫ T

0

ψy(0)η̃(0)dt−
∫ T

0

ψ(0)η̃y(0)

+

∫ 1

0

∫ T

0

ψf̃ = 0 (3.76)

Agora multiplicando Vtt+n
2π2V+ψt(0, t) = − d2

dt2
(ρ(t)utt(t)) por ũ(t) e integrando

de 0 a T obtemos:∫ T

0

Vtt(t)ũ(t)dt+

∫ T

0

n2π2V (t)ũ(t)dt+

∫ T

0

ψt(0, t)ũ(t)dt

= −
∫ T

0

d2

dt2
(ρ(t)utt(t))ũtt(t)dt (3.77)

Agora veja que:∫ T

0

Vtt(t)ũ(t)dt = ũ(T )Vt(T )−ũ(0)Vt(0)−ũt(T )V (T )+ũt(0)V (0)+

∫ T

0

V ũtt (3.78)

∫ T

0

d2

dt2
(ρ(t)utt(t))ũ(t)dt =

d

dt
(ρ(t)utt(t)ũ(t))

∣∣∣T
0
− (ρ(t)utt(t)ũt(t))

∣∣∣T
0

+

∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũtt(t)dt (3.79)

De (3.77), (3.78), (3.79) e das condições dadas em (3.1) e (3.71) e ainda do fato que

ρ possui suporte compacto, obtemos:

−ũ(0)Vt(0) + ũt(0)V (0) +

∫ T

0

V (t)ũtt(t)dt+

∫ T

0

n2π2V (t)ũ(t)dt+

∫ T

0

ψt(0, t)ũ(t)dt

= −
∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũtt(t)dt (3.80)

De (3.76) e 3.80) obtemos:

−
∫ 1

0

ψt(0)η̃(0)dy +

∫ 1

0

ψ(0)η̃t(0)dy +

∫ T

0

ψy(0)η̃(0)dt−
∫ T

0

ψ(0)η̃y(0)dt

+

∫ 1

0

∫ T

0

ψf̃dtdy = −ũ(0)Vt(0) + ũt(0)V (0) +

∫ T

0

V (t)ũtt(t)dt (3.81)

+

∫ T

0

n2π2V (t)ũ(t)dt+

∫ T

0

ψt(0, t)ũ(t)dt

∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũtt(t)dt

81



Como η̃y(0) = ũt, segue que:

−
∫ T

0

ψ(0)η̃y(0)dt = −
∫ T

0

ψ(0)ũtdt = ψ(0, 0)ũ(0) +

∫ T

0

ψt(0)ũdt (3.82)

temos também que:∫ T

0

ψy(0)η̃(0)dt = −
∫ T

0

Vt(t)η̃(0)dt = −
[
V η̃(0)

∣∣∣T
0
−
∫ T

0

V (t)η̃t(0)dt

]
ou seja ∫ T

0

ψy(0)η̃(0)dt = V (0)η̃(0, 0) +

∫ T

0

V η̃t(0)dt (3.83)

De (3.81), (3.82), (3.83) e de que ũtt + n2π2ũ− η̃t(0) = g̃ segue que:∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũtt(t)dt =

∫ 1

0

[−ψt(0)η̃(0) + ψ(0)η̃t(0)] dy + V (0)η̃(0, 0) (3.84)

ψ(0, 0)ũ(0) +

∫ 1

0

∫ T

0

ψf̃dtdy −
∫ T

0

g̃(t)V (t)dt− ũt(0)V (0) + ũ(0)Vt(0)

Como hav́ıamos afirmado.

Adotamos o par (ψ, V ) que satisfaz (3.84) como definição de solução para (3.71)

no sentido de transposição.

Observemos que (3.84) pode ser reescrito da seguinte maneira:∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũtt(t)dt−
∫ 1

0

∫ T

0

ψf̃dtdy +

∫ T

0

g̃(t)V (t)dt (3.85)

= 〈−ψt(0) + V (0)δ0, η̃(0)〉+ (ψ(0), η̃t(0)) + (Vt(0) + ψ(0, 0))ũ(0)

−V (0)ũt(0)

onde 〈., .〉 denota dualidade entre (H1(0, 1))
′

e H1(0, 1), (., .) o produto escalar em

L2(0, 1) e δ0 ∈ (H1(0, 1))
′

denota o delta de Dirac em y = 0.

Temos o seguinte resultado de existência e unicidade de solução no sentido de

transposição.

Proposição 3.19. O sistema (3.71) possui uma única solução no sentido de trans-

posição. Mais precisamente para toda solução (η, u) de (3.29) com dados iniciais em
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Y existe únicas (ψ, V ) ∈ C([0, T ];L2(0, 1))×L2(0, T ), ρ0 ∈ L2(0, 1), ρ1 ∈ (H1(0, 1))
′
,

µ0 ∈ R e µ1 ∈ R satisfazendo:∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũttdt =

∫ T

0

∫ 1

0

f̃ψdydt−
∫ T

0

g̃V dt+ 〈ρ1, η̃(0)〉 (3.86)

+〈ρ0, η̃t(0)〉+ µ1ũ(0) + µ0ũt(0)

Para toda solução (η̃, ũ) de (3.1) com

(η̃0, η̃1, ũ0, ũ1) ∈ Y ; f̃ ∈ L1(0, T ;L2(0, 1)), g̃ ∈ L2(0, T ). (3.87)

Demonstração: Para demonstrarmos esta proposição definamos a seguinte aplicação:

(η̃0, η̃1, ũ0, ũ1, f̃ , g̃) 7−→
∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũttdt (3.88)

onde esta é uma forma linear e cont́ınua de Y × L1(0, T ;L2(0, 1))× L2(0, T ) em R.

De fato, claramente esta aplicação é linear, mostremos agora que ela é cont́ınua.∣∣∣∣∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũttdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

‖ρutt‖‖ũtt‖dt

e aplicando Hölder temos∣∣∣∣∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũttdt

∣∣∣∣ ≤ (∫ T

0

ρ2|utt|2
) 1

2
(∫ T

0

|ũtt|2
) 1

2

Agora da Proposição (3.1) vem que:∣∣∣∣∫ T

0

ρ(t)utt(t)ũttdt

∣∣∣∣ ≤ C
[
‖(η̃0, η̃1, ũ0, ũ1)‖2

Y + ‖f̃‖2
L1(0,T ;L2(0,1)) + ‖g̃‖2

L2(0,T )

] 1
2

≤ C
[
‖(η̃0, η̃1, ũ0, ũ1)‖Y + ‖f̃‖L1(0,T ;L2(0,1)) + ‖g̃‖L2(0,T )

]
e portanto temos a continuidade.

Logo a aplicação (3.88) pertence ao dual de Y × L1(0, T ;L2(0, 1)) × L2(0, T ) e

portanto existem únicas funções ψ ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)), V ∈ L2(0, T ), ρ0 ∈ L2(0, 1),

ρ1 ∈ (H1(0, 1))
′
, µ0 ∈ R e µ1 ∈ R que satisfazem (3.86) ∀ f̃ ∈ L1(0, T ;L2(0, 1)),

∀ g̃ ∈ L2(0, T ), e ∀ (η̃0, η̃1, ũ0, ũ1) ∈ Y . E ainda, existe uma constante C > 0 tal que

‖(ψ, V )‖L∞(0,T ;L2(0,1))×L2(0,T ) +‖(ρ1, ρ0, µ1, µ0)‖Y ′ ≤ C‖utt‖L2(0,T )

≤ C‖(η0, η1, u0, u1)‖Y
(3.89)
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Mostremos agora que ψ ∈ C([0, T ];L2(0, 1)).

Seja (βm) ⊂ D(0, T ) tal que βm −→ utt em L2(0, T ) e portanto − d2

dt2
(ρβm) −→

−(ρβ) em H−2(0, T ) visto que aplicação derivada no sentido de distribuições é

cont́ınua.

Considere (ψ̃m, Ṽ m) a solução do sistema

ψ̃m
tt − ψ̃m

yy + n2π2ψ̃m = 0 em (0, 1)× (0, T )

ψ̃m
y (1, t) = 0 para t ∈ (0, T )

ψ̃m
y (0, t) = Ṽ m

t (t) para t ∈ (0, T )

Ṽ m
tt + n2π2Ṽ m − ψ̃m

t (0) = − d2

dt2
(ρβm) para t ∈ (0, T )

ψ̃m(T ) = ψ̃m
t (t) = 0 em (0, 1)

Ṽ m(T ) = Ṽ m
t (T ) = 0.

(3.90)

Como − d2

dt2
(ρβm) ∈ D(0, T ), resulta aplicando o Teorema (3.1) que (3.90) possui

uma única solução forte ψ̃m ∈ C([0, T ];H2(0, 1))∩C1([0, T ];H1(0, 1))∩C2([0, T ];L2(0, 1))

e Ṽ m ∈ C2[0, T ].

Agora denotando por ψm = −ψ̃m e V m = Ṽ m temos que o par (ψm, V m) é

solução de (3.71) e possui as mesmas regularidades de (ψ̃m, Ṽ m).

Analogamente ao que fizemos quando definimos solução por transposição obte-

mos que:∫ T

0

ρ(t)βm(t)ũttdt =

∫ T

0

∫ 1

0

f̃ψmdydt−
∫ T

0

g̃V mdt+ 〈ρm
1 , η̃(0)〉 (3.91)

+〈ρm
0 , η̃t(0)〉+ µm

1 ũ(0) + µm
0 ũt(0)

porém agora já não é mais formalmente.

Temos também que a aplicação

(η̃0, η̃1, ũ0, ũ1, f̃ , g̃) 7−→
∫ T

0

ρ(t)βm(t)ũttdt

é linear e cont́ınua em Y×L1(0, T ;L2(0, 1))×L2(0, T ), onde aqui usamos o fato que

ρβm ∈ D(0, T ) e portanto para cada m ∈ N ρβm é limitada.

Logo existe um único par (ψm∗
, V m∗

) ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1))× L2(0, T ) e

(ρm∗
1 , ρm∗

0 , µm∗
1 , µm∗

0 ) ∈ Y ′ tal que (3.91) se satisfaça e ainda existe uma constante
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C > 0 tal que

‖(ψm∗
, V m∗

)‖L∞(0,T ;L2(0,1))×L2(0,T ) +‖(ρm∗
1 , ρm∗

0 , µm∗
1 , µm∗

0 )‖Y ′ ≤ C‖βm‖L2(0,T )

Por outro lado, como (ψm, V m) é solução forte de (3.71) vimos que (ψm, V m)

também satisfaz (3.91) e pela unicidade segue ψm∗
= ψm, V m∗

= V m, ρm∗
1 = ρm

1 ,

ρm∗
0 = ρm

0 , µ
m∗
1 = µm

1 , µ
m∗
0 = µm

0 .

Sendo nosso problema linear, fazendo a diferença entre os sistemas correspon-

dentes as soluções (ψm, V m) e (ψ, V ) obtemos que:

‖(ψm − ψ, V m − V )‖L∞(0,T ;L2(0,1))×L2(0,T ) + ‖(ρm
1 − ρ1, ρ

m
0 − ρ0, µ

m
1 − µ1, µ

m
0 − µ0)‖Y ′

≤ C‖βm − utt‖L2(0,T )

Fazendo m −→∞, deduzimos que

(ψm, V m) −→ (ψ, V ) em  L∞(0, T ;L2(0, 1))× L2(0, T )

onde (ψ, V ) é a solução de (3.86). Dáı resulta que ψ ∈ C([0, T ];L2(0, 1)), como

queŕıamos.

2

Observação 3.20. Por definição o par (ψ, V ) encontrado na proposição anterior é

a solução de (3.71). Implicitamente considera que se (ψ, V ) é a solução de (3.86)

então ψ(T ) = ψt(T ) = 0, V (T ) = Vt(T ) = 0, onde estas quantidades nem sempre

estão bem definidas.

Veremos a seguir que as quantidades tem efetivamente sentido no caso de soluções

fracas.

De fato, voltando ao processo de regularização apresentado anteriormente obte-
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mos que:

lim
m→∞

(−ψm
t (0) + V m(0)δ0) = ρ1 em (H1(0, 1))′

lim
m→∞

ψm(0) = ρ0 em L2(0, 1)

lim
m→∞

V m(0) = −µ0 em R

lim
m→∞

(−V m
t (0)− ψm(0, 0)) = µ1 em R

As últimas relações nos indicam que as quantidades (ρ0, ρ1, µ0, µ1) são os traços

de (ψ,−ψt + V δ0,−V, ψ(0) + Vt) em t = 0, onde nem sempre podemos dar sentido

a cada uma dessas componentes separadas.

Os mesmos argumentos nos permite mostrar que traços também estão bem

definidos em t = T. Isto é suficiente para se afirmar que a solução fraca de (3.71)

está em repouso em t = T.

Caminharemos agora para a conclusão do Teorema (3.17). Para isso considere-

mos o seguinte operador

Λ : Y −→ Y ′

definido por:

Λ(η0, η1, u0, u1) = (−ψt + V δ
∣∣
t=0
, ψ(0), Vt + ψ(0, t)

∣∣
t=0
,−V

∣∣
t=0

)

ou seja, Λ(η0, η1, u0, u1) = (ρ1, ρ0, µ1, µ0).

Tomando em (3.86), f̃ ≡ 0, g̃ ≡ 0 e (η̃, ũ) = (η, u) obtemos que:

〈Λ(η0, η1, u0, u1), (η0, η1, u0, u1)〉 =

∫ T

0

ρ(t)|utt(t)|2dt

Agora, de acordo com o Teorema (3.15) e Observação (3.16) deduzimos que existe

uma constante C > 0 tal que

〈Λ(η0, η1, u0, u1), (η0, η1, u0, u1)〉 ≥ C‖(η0, η1, u0, u1)‖2
Y (3.92)

Na realidade, C = [C(T, n)e2nπ]
−1
, onde C(T, n) é como em (3.63).
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Da Proposição (3.3) e da desigualdade acima temos que o operador Λ define um

produto interno em Y da seguinte maneira:

((f1, f2, f3, f4), (g1, g2, g3, g4))Y = 〈Λ(f1, f2, f3, f4), (g1, g2, g3, g4)〉Y ′,Y

Isto pois, do exposto acima é evidente que esta é uma aplicação linear estritamente

positiva.

Mostremos agora que

Λ : Y −→ Y ′

é um isomorfismo.

De fato, a desigualdade (3.92) mostra que Λ é injetor. Veremos agora que o

operador Λ também é sobrejetivo. Com efeito, posto que Λ define um produto

interno em Y , podemos aplicar o Teorema da Representação de Riesz e obter que

dado (ρ1, ρ0, µ1, µ0) = U∗ ∈ Y ′ existe um único (η0, η1, u0, u1) = U ∈ Y tal que

〈U∗, v〉 = (U, v) = 〈ΛU, v〉Y ′,Y ∀ v ∈ Y , ou seja, ΛU = U∗. Portanto conclúımos

que Λ é um isomorfismo.

Isto mostra que dado algum (ρ1, ρ0, µ1, µ0) ∈ Y ′ existe

(η0, η1, u0, u1) = Λ−1(ρ1, ρ0, µ1, µ0) tal que a solução correspondente de (3.71) no

sentido de transposição satisfaz ψ(0) = ρ0, −ψt + V δ
∣∣
t=0

= ρ1, −V
∣∣
t=0

= µ0,

Vt + ψ(0, t)
∣∣
t=0

= µ1.

O controle que obtemos é da forma β = − d2

dt2
(ρutt), onde u corresponde a solução

(η, u) do sistema (3.29), com dados iniciais (η0, η1, u0, u1) = Λ−1(ρ1, ρ0, µ1, µ0), onde

(ρ1, ρ0, µ1, µ0) são dados por

ρ0 = ψ0, ρ1 = −ψ1 + V0δ0, µ0 = −V0, µ1 = V1 + ψ0(0) (3.93)

Das identidades acima, Proposição (3.3) e Proposição (1.64) obtemos que

‖β‖2
H−2(0,T ) ≤ |ρutt|2L2(0,T ) ≤ C‖(η0, η1, u0, u1)‖2

Y = C‖Λ−1(ρ1, ρ0, µ1, µ0)‖2
Y

≤ C‖(ρ1, ρ0, µ1, µ0)‖2
Y ′ ≤ C

{
‖(ψ1, ψ0, V1, V0)‖2

Y ′ + |ψ0(0)|2
}
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como queŕıamos. 2

Observação 3.21. Para obtermos a desigualdade acima, usamos o fato que se f ∈

L2(0, T ) então f ′′ ∈ H−2(0, T ). Mostremos a afirmação acima. Tome ϕ ∈ D(0, T ),

então

|〈f ′′, ϕ〉| = |〈f, ϕ′′〉| ≤ ‖f‖L2(0,T )‖ϕ′′‖L2(0,T )

o que implica

|〈f, ϕ′′〉| ≤ ‖f‖L2(0,T )‖ϕ‖H2
0 (0,T ) ∀ ϕ ∈ D(0, T )

Por densidade conclúımos que

|〈f ′′, v〉| ≤ ‖f‖L2(0,T )‖v‖H2
0 (0,T ) ∀ v ∈ H2

0 (0, T )

e portanto f ′′ ∈ H−2(0, T ) e ainda tomando o supremo tem-se que

‖f ′′‖H−2(0,T ) ≤ ‖f‖L2(0,T )

como hav́ıamos afirmado.

Observação 3.22. A demonstração do Teorema (3.17) nos mostra uma dependência

cont́ınua do controle com respeito aos dados iniciais. Mais precisamente

‖βn‖2
H−2(0,T ) ≤ Cn

{
‖(ψ1, ψ0, V1, V0)‖2

Y ′ + |ψ0(0)|2
}

(3.94)

para quaisquer dados iniciais (ψ1, ψ0, V1, V0) como no enunciado do Teorema (3.17).

Para concluirmos o estudo de controlabilidade unidimensional, resta-nos estudar

o controle para o caso n = 0, que é o que faremos na próxima seção.

3.6 Controlabilidade: O Caso n = 0

Nesta seção demonstraremos um resultado controlabilidade para o caso n = 0, e

que juntamente com os resultados obtidos na seção anterior nos permitirá encontrar

o controle procurado para o caso bidimensional.
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Teorema 3.23. Assuma que T > 2 e n = 0. Então, para todo (ψ0, ψ1, V0, V1) ∈ Y ′

tal que ψ0 é cont́ınua em y = 0 existe um controle β ∈ H−2(0, T ) com suporte

compacto tal que a solução (ψ, V ) de (5) satisfaz
ψ(T ) = V1 + ψ0(0), ψt(T ) ≡ 0 em (0, 1)

V (T ) = V0 −
∫ 1

0

ψ1dy, Vt(T ) = 0
(3.95)

Observação 3.24. Como mencionamos na introdução (veja (8)), este resultado

afirma que, quando n = 0 toda solução de (5) pode ser levada a uma configuração

de equiĺıbrio a qual é a priori determinada pelos dados iniciais.

Demonstração: Em primeiro lugar observamos que para provar o Teorema (3.23)

é equivalente a exibir para quaisquer dados iniciais como no enunciado do Teorema

(3.23) e satisfazendo as suposições adicionais

V1 + ψ0(0) = 0, V0 −
∫ 1

0

ψ1dy = 0 (3.96)

então existe um controle β tal que{
ψ(T ) ≡ ψt(T ) ≡ 0 em (0, 1)
V (T ) = Vt(0) = 0

Realmente, isto é uma conseqüência imediata da observação feita na introdução

que mostra isso quando a integral de β é zero as seguintes identidades se satisfazem

Vt(T ) + ψ(0, T ) = V1 + ψ0(0)

V (T )−
∫ 1

0

ψt(y, T ) = V0 −
∫ 1

0

ψ1dydy

Deste modo, em seguida enfocaremos os dados iniciais (ψ0, ψ1, V0, V1) satisfazendo

(3.96). Para o sistema adjunto

ηtt − ηyy = 0 em (0, 1)× (0, T )
ηy(1) = 0 para t ∈ (0, T )
ηy(0) = ut para t ∈ (0, T )
utt − ηt(0) = 0 para t ∈ (0, T )
η(0) = η0, ηt(0) = η1 em (0, 1)
u(0) = u0, ut(0) = u1.

(3.97)
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Vamos considerar o subespaço Y0 de Y .

Y0 =

{
(η0, η1, u0, u1) ∈ Y ; u1 − η0(0) = 0,

∫ 1

0

η1dy + u0 = 0

}

Consideremos agora um dado inicial (η0, η1, u0, u1) ∈ Y0 e demonstraremos que

a solução corresponde em (3.97) permanece em Y0.

Primeiro analisaremos o caso em que (η0, η1, u0, u1) ∈ Y0 ∩ D(A1). Neste caso

a solução (η, u) correspondente satisfaz o sistema (3.97) em quase todo ponto. Da

primeira equação, temos

0 =

∫ 1

0

ηtt −
∫ 1

0

ηyy =

∫ 1

0

ηtt − ηy

∣∣1
0

=

∫ 1

0

ηtt − ηy(1) + ηy(0).

Logo de (3.97)2 e (3.97)3 temos que

0 =

∫ 1

0

ηttdt+ ut =⇒ 0 =

(∫ 1

0

ηtdt+ u

)
t

integrando esta última desigualdade de 0 a t obtemos

0 =

∫ 1

0

ηt(y, t)dy + u(t)−
(∫ 1

0

ηt(y, 0) + u(0)

)
Como os dados iniciais pertencem a Y0 segue que

0 =

∫ 1

0

ηtdy + u(t).

Agora como

utt − ηt(0) = (ut − η(0))t = 0,

integrando de 0 a t obtemos

ut(t)− η(0, t)− (ut(0)− η(0, 0)) = 0

Como ut(0)− η(0, 0) = 0, segue que ut(t)− η(0, t) = 0

Logo a solução forte do problema correspondente a um dado inicial em Y0 per-

manece em Y0.
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No caso geral vamos aplicar um argumento de regularização do dado inicial e

passar o limite.

De maneira mais precisa, se (η0, η1, u0, u1) ∈ Y0, consideremos uma sucessão de

elementos (ηm
0 , η

m
1 , u

m
0 , u

m
1 ) ∈ Y0 ∩D(A1) tal que

(ηm
0 , η

m
1 , u

m
0 , u

m
1 ) −→ (η0, η1, u0, u1) em Y0

Se denotarmos por (ηm, um) a solução forte do problema (3.97) correspondente

ao dado inicial (ηm
0 , η

m
1 , u

m
0 , u

m
1 ) obtemos que:
∫ 1

0

ηm
t (y, t)dy + um(t) = 0

um
t (t)− ηm(0, t) = 0

Agora usando (iii) do Teorema (3.1) e passando o limite nas relações se obtém
∫ 1

0

ηt(y, t)dy + u(t) = 0

ut(t)− η(0, t) = 0

onde (η, u) é a solução de (3.97) correspondente ao dado inicial (η0, η1, u0, u1).

Obtemos assim que, neste caso, a solução também permanece em Y0, concluindo

nossa afirmação.

Agora, dado (η0, η1, u0, u1) ∈ Y0 primeiramente resolvemos (3.97) e então o sis-

tema retrógrado

ψtt − ψyy = 0 em (0, 1)× (0, T )
ψy(1, t) = 0 para t ∈ (0, T )
ψy(0, t) = −Vt(t) para t ∈ (0, T )

Vtt + ψt(0, t) = − d2

dt2
(ρ(t)utt(t)) para t ∈ (0, T )

ψ(T ) = ψt(T ) = 0 em (0, 1)
V (T ) = Vt(T ) = 0.

(3.98)

onde ρ é como na demonstração do teorema (3.17).

Procedendo como na demonstração da Proposição (3.19) podemos mostrar que

(3.98) possui uma única solução definida por transposição tal que o traço (3.93) está

91



bem definido. Por outro lado, integrando as equações em (3.98) podemos deduzir

que: ∫ 1

0

ρ1(y)dy = 0 e µ1 = 0 (3.99)

De fato, temos que ψtt − ψyy = 0 e portanto∫ 1

0

ψttdy −
∫ 1

0

ψyydy = o, ou seja,

∫ 1

0

ψttdy − ψy(1) + ψy(0) = 0

ou ainda ∫ 1

0

ψtt(y, t)dy − Vt(t) = 0

agora integrando de 0 a T, obtemos∫ T

0

∫ 1

0

(ψt(y, t)dy − V (t))t =

∫ 1

0

(ψt(y, t)dy − V (t))
∣∣∣T
0

= 0,

donde segue ∫ 1

0

ρ1(y)dy = 0

Temos ainda que, Vtt + ψt(0, t) = − d2

dt2
(ρ(t)utt(t)), integrando essa igualdade de

0 a T deduzimos que

−Vt(0)− ψ(0, 0) = 0 =⇒ µ1 = Vt + ψ(0, t)
∣∣
t=0

= 0

como hav́ıamos afirmado.

Observação 3.25. Os resultados acima apresentados foram obtidos através de ar-

gumentos clássicos de densidade, e ainda

∫ 1

0

ρ1(y)dy é na realidade a dualidade

〈ρ1, 1〉(H1(0,1))′H1(0,1).

Vamos denotar por Z o subespaço de Y ′ satisfazendo (3.99). Mais precisamente:

Z =

{
(ρ1, ρ0, µ1, µ0) ∈ Y ′ :

∫ 1

0

ρ1(y)dy = 0 e µ1 = 0

}

Mostremos agora que a quantidade
[
|η0y‖2

L2(0,1) + ‖η1‖2
L2(0,1) + |u1|2

] 1
2

define uma

norma em Y0 induzida por Y . Primeiro vejamos que ela define uma norma. Para

isso, seja (η0, η1, u0, u1) ∈ Y0. tal que[
|η0y‖2

L2(0,1) + ‖η1‖2
L2(0,1) + |u1|2

] 1
2

= 0,
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logo η1 = 0, u1 = 0 e η0y = 0 o que implica que η0 = cte. Como η1 = 0 logo u0 = 0

e ainda como u1 = 0 tem se η0(0) = 0 e consequentemente η0 = 0, donde podemos

concluir que a quantidade acima realmente define uma norma. Para verificarmos

que esta norma é equivalente a norma induzida por Y , veja que ‖ . ‖Y0 ≤ ‖ . ‖Y ,

restando apenas a desigualdade contrária. Para obtermos tal desigualdade, basta

apenas majorar o termo |η0|2L2(0,1) por combinações de termos que aparecem na

norma de Y0. Para isso veja que

|η0(y)| =

∣∣∣∣∫ y

0

η0y(s)ds+ u1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ y

0

η0y(s)ds

∣∣∣∣+ |u1| ≤
(∫ 1

0

η2
0y(s)ds

) 1
2

+ |u1|

elevando ao quadrado e integrando obtemos

|η0|2L2(0,1) ≤ 2
(
|η0y|2L2(0,1) + |u1|2

)
,

e portanto temos que ‖ . ‖Y0 ≤ ‖ . ‖Y ≤ k‖ . ‖Y0 como queŕıamos.

Veremos agora que Z é na realidade o dual de Y0. De fato, o espaço Y ′
0 é isomorfo

a um espaço quociente de Y ′. Para verificarmos esta afirmação vamos definir em Y ′

a seguinte relação de equivalência:

S1, S2 ∈ Y ′, S1 ≡ S2 ⇔ 〈S1 − S2, U0〉∀U0 ∈ Y0.

Usando a equivalência das normas e do Teorema de Hahn-Banach temos que

Y ′
0 = Y ′

∣∣∣
Y0

e portanto a aplicação

L : Y ′
0 −→ Y ′/ ≡

S0 7−→ L(S0) = Π(S0)

é um isomorfismo, onde S0 é tal que S0 ∈ Y ′ e S0

∣∣∣
Y0

= S0.

Mostremos agora que Z é isomorfo a Y ′/ ≡.

Afirmação: A aplicação

Π : Z −→ Y ′/ ≡
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é um isomorfismo, onde Π é a projeção restrita a Z sobre Y ′/ ≡.

De fato, seja S1 = (ρ1, ρ0, µ1, µ0) e S2 = (β1, β0, α1, α0) pertencentes a Z tal que

Π(S1) = Π(S2). Sendo assim 〈S1 − S2, U0〉 = 0∀ U0 ∈ Y0. Consideremos agora um

elemento U1 = (η0, η1, u0, u1) ∈ Y\Y0, ou seja,

∫ 1

0

η1(y)dy = c1 e µ1 − η0(0) = c2.

Observemos que

Ũ0 = (η̃0, η̃1, ũ0, ũ1) = (η0 + c2, η
1, u0 − c1, u1) ∈ Y0

e portanto

〈S1 − S2, Ũ0〉 = 0,

sendo S1 − S2 linear temos que

〈S1 − S2, Ũ0〉 = 〈S1 − S2, U
1〉+ 〈S1 − S2, U

2〉 = 0

onde U2 = (c2, 0,−c1, 0). É fácil ver que 〈S1 − S2, U
2〉 = 0 e com isso temos que

〈S1−S2, U
1〉 = 0, sendo U1 ∈ Y\Y0 arbitrário segue que S1 = S2, donde conclúımos

que Π é injetora.

Mostremos agora que Π é sobrejetora. Seja C uma classe de equivalência de

Y ′/ ≡ e S1 = (ρ1, ρ0, µ1, µ0) ∈ C tal que

∫ 1

0

ρ1(y)dy = c1 e µ1 = c2, se ci = 0, i = 1, 2

temos que S1 ∈ Z, caso contrário considere um elemento S2 = (β1, β0, α1, α0) ∈ C.

Desta forma 〈S1−S2, U0〉 = 0∀ U0 ∈ Y0. Considere agora S• = (−δ0c1,−c2,−c2, c1) ∈

Y ′ e observe que

S? = S1 + S• ∈ Z.

Agora veja que

〈S? − S2, U
0〉 = 〈S1 + S• − S2, U

0〉 = 〈S1 − S2, U
0〉+ 〈S•, U0〉 = 0 ∀ U0 ∈ Y0

Desta forma S? ∈ C, logo podemos concluir que Z ∼= Y ′/ ≡, e conseqüentemente

Y ′
0
∼= Z.

Como na demonstração do Teorema (3.17) podemos definir o operador linear e

cont́ınuo

Λ : Y0 −→ Z,
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que associa o traço (ρ1, ρ0, µ1, µ0) ∈ Z em (3.93) para cada (η0, η1, u0, u1) ∈ Y0.

Temos também que:

〈Λ(η0, η1, u0, u1), (η0, η1, u0, u1)〉 =

∫ T

0

ρ(t)|utt(t)|2dt

Devido ao Teorema (3.15) e Observação (3.16) deduzimos a existência de uma

constante C > 0 tal que

〈Λ(η0, η1, u0, u1), (η0, η1, u0, u1)〉 ≥ C‖(η0, η1, u0, u1)‖2
Y ∀ (η0, η1, u0, u1) ∈ Y0

visto que a quantidade
[
|η0y‖2

L2(0,1) + ‖η1‖2
L2(0,1) + |u1|2

] 1
2

define uma norma in-

duzida por Y .

Do exposto acima, e de forma análoga ao que fizemos na demonstração do teo-

rema anterior, deduzimos que Λ : Y0 −→ Z é um isomorfismo.

Logo, para todo dado inicial como no enunciado do Teorema (3.23) e tal que

(3.96) se satisfaça definimos (ρ1, ρ0, µ1, µ0) ∈ Z por (3.93). O controle procurado

é então β = − d2

dt2
(ρ(t)utt(t)) onde u é a segunda componente da solução (η, u) de

(3.97) com dados iniciais (η0, η1, u0, u1) = Λ−1(ρ1, ρ0, µ1, µ0). Com isto conclúımos a

prova do Teorema (3.23). 2

Tendo em mãos todos os resultados até agora apresentados, estamos aptos estu-

dar a controlabilidade para o caso bidimensional. Isto será feito no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Controlabilidade do Sistema
Bidimensional

Neste caṕıtulo nos propomos a estudar o seguinte problema: Dado T suficiente-

mente grande e um dado inicial (Φ0,Φ1,W 0,W 1) em um espaço que está em nossa

disposição, encontrar um controle β = β(x, t) ∈ H−2(0, T ;L2(0, 1)) tal que a solução

do sistema 

Φtt −∆Φ = 0 em Ω× (0,∞)
∂Φ

∂ν
= 0 sobre Γ1 × (0,∞)

∂Φ

∂ y
= −Wt sobre Γ0 × (0,∞)

Wtt −Wxx + Φt = β sobre Γ0 × (0,∞)
Wx(0, t) = Wx(1, t) = 0 para t ∈ (0,∞)
Φ(0) = Φ0, Φt(0) = Φ1 em Ω
W (0) = W 0, Wt(0) = W 1 sobre Γ0.

(4.1)

satisfaça as seguintes relações{
Φ(T ) = Φt(T ) = 0
W (T ) = Wt(T ) = 0

(4.2)

Dito de outra maneira, queremos controlar o sistema mediante um termo β que

representa uma força distribúıda que atua na parte flex́ıvel Γ0 da fronteira.

O que vamos obter é um resultado de controlabilidade parcial onde a relação

(4.2) será substitúıda por{
Φ(T ) = c1 = cte Φt(T ) = 0
W (T ) = c2 = cte Wt(T ) = 0

(4.3)
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onde as constantes c1 e c2 são determinadas de maneira única en função dos dados

iniciais do sistema.

Para alcançarmos nosso principal objetivo, faremos algumas considerações para

obtermos o resultado de controlabilidade para o sistema bidimensional.

Fixemos algum T > 2.

Vamos usar o método de decomposição de Fourier descrito na introdução. Assim

desenvolvemos os dados iniciais (Φ0,Φ1,W 0,W 1) a serem controlados em série ode

Fourier: 
Φ0 =

∞∑
n=0

ψn
0 (y) cos(nπx); φ1 =

∞∑
n=0

ψn
1 (y) cos(nπx),

W 0 =
∞∑

n=0

V n
0 (y) cos(nπx), W 1 =

∞∑
n=0

V n
1 (y) cos(nπx).

Vamos assumir que para cada n = 0, 1, ... os dados iniciais satisfazem as condições

impostas nos Teoremas (3.17) e (3.23). Fixemos ρn
0 = ψn

0 , ρ
n
1 = −ψn

1 + V n
0 δ0,

µn
0 = −V n

0 , µ
n
1 = V n

1 + ψn
0 (0).

Vamos introduzir o seguinte espaço de dados iniciais:

H =

{(
φ0, φ1,W 0,W 1

)
:
∞∑

n=0

Cn

∥∥(ρ1
n, ρ

0
n, µ

1
n, µ

0
n

)∥∥2

Y ′ =
∥∥(φ0, φ1,W 0,W 1

)∥∥2

H
<∞

}
(4.4)

onde as constante Cn são dadas em (3.94).

Com todos os resultados e considerações até aqui apresentados, estamos aptos a

enunciar e demonstrar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.1. Assuma que T > 2. Então, para cada dado inicial (φ0, φ1,W 0,W 1) ∈

H existe um controle β ∈ H−2(0, T ;L2(0, 1)) tal que a solução (φ,W ) de (2) satisfaz
φ(T ) ≡ µ1 =

∫ 1

0

W 1(x)dx+

∫ 1

0

φ0(x, 0)dx, φt(T ) ≡ 0 em Ω

W (T ) ≡< ρ1, 1 >=

∫ 1

0

W 0(x)dx−
∫ 1

0

∫ 1

0

φ1(x, y)dxdy,Wt(T ) = 0 em (0, 1)

(4.5)
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E ainda existe uma constante C > 0 tal que

‖β‖H−2(0,T ;L2(0,1)) ≤ C‖
(
φ0, φ1,W 0,W 1

)
‖H ,∀

(
φ0, φ1, V 0, V 1

)
∈ H (4.6)

Demonstração: Devido ao Teorema (3.17) e ao Teorema (3.23) para todo n =

0, 1... existe um controle βm ∈ H−2(0, T ) tal que a solução (ψm, Vm) de (5) satisfaz{
ψm(T ) ≡ ψm

t (T ) ≡ 0 em (0, 1)
V m(T ) = V m

t (0) = 0
(4.7)

para todo n ≥ 1 e {
ψ0(T ) ≡ µ1, ψ0

t (T ) ≡ 0 em (0, 1)
V 0(T ) = 〈ρ1, 1〉, V 0

t (0) = 0
(4.8)

quando n = 0.

Por outro lado

‖βn‖2
H−2(0,T ) ≤ Cn‖(ρn

1 , ρ
n
0 , µ

n
1 , µ

n
0 )‖2

Y ′n . (4.9)

Vamos construir o seguinte controle para o sistema bidimensional

β(x, t) =
∞∑

n=0

βn cos(nπx) (4.10)

Para prosseguirmos levaremos em conta o seguinte lema.

Lema 4.2. Se ϕ(x, t) = α(t)h(x), onde α ∈ H−2(0, T ) e h ∈ L2(0, 1) então ϕ ∈

H−2(0, T ;L2(0, 1)) e

‖ϕ‖H−2(0,T ;L2(0,1)) = ‖α‖H−2(0,T ).‖h‖L2(0,1) (4.11)

Demonstração: De fato, como o conjunto {θξ, θ ∈ D(0, T ) e ξ ∈ D(0, 1)} é total

em H2
0 (0, T ;L2(0, 1)) e

〈ϕ, θξ〉 = 〈α, θ〉〈h, ξ〉,

segue que

|〈ϕ, θξ〉| ≤ ‖α‖H−2(0,T )‖h‖L2(0,1)‖θξ‖H2
0 (0,T ;L2(0,1)) (4.12)
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e portanto tomando o supremo em (4.12) quando ‖θξ‖H2
0 (0,T ;L2(0,1)) ≤ 1 temos que

‖ϕ‖H−2(0,T ;L2(0,1)) ≤ ‖α‖H−2(0,T ).‖h‖L2(0,1) <∞, (4.13)

ou seja, ϕ ∈ H−2(0, T ;L2(0, 1)).

Por outro lado,

|〈α, θ〉〈h, ξ〉| = |〈ϕ, θξ〉| ≤ ‖ϕ‖H−2(0,T ;L2(0,1)).‖θξ‖H2
0 (0,T ;L2(0,1))

e portanto |〈α, θ〉〈h, ξ〉| ≤ ‖ϕ‖H−2(0,T ;L2(0,1)) se ‖θξ‖H2
0 (0,T ;L2(0,1)) ≤ 1.

Tomando o supremo no primeiro membro com ‖θ‖H2
0 (0,T ) ≤ 1 e ‖ξ‖L2(0,1)≤1 obte-

mos que

‖α‖H−2(0,T )‖h‖L2(0,1) ≤ ‖ϕ‖H−2(0,T ;L2(0,1)) (4.14)

Logo de (4.13) e (4.14) obtemos (4.11). 2

Observação 4.3. Considere Ln(x) = cos(nπx). Temos que ‖Ln‖2
L2(0,1) =

1

2
para

n = 1, 2, ... e ainda (Ln, Ln+1)L2(0,1) = 0 para n = 0, 1, 2, ...

Voltando ao nosso problema, como o espaço em questão é um espaço de Hilbert,

então temos a identidade ‖a + b‖2 = ‖a‖2 + 2(a, b) + ‖b‖2. Desta informação, da

Observação (4.3) e do Lema (4.2) segue que:

‖β‖H−2(0,T ;L2(0,1)) = ‖ lim
n→∞

n∑
k=0

βkLk‖2

= lim
n→∞

‖
n∑

k=0

βkLk‖2

= lim
n→∞

[
‖β0‖2

H−2(0,T ) +
1

2
‖β1‖2

H−2(0,T ) + ...+
1

2
‖βn‖2

H−2(0,T )

]
≤

∞∑
n=0

‖βn‖2
H−2(0,T )

Dos extremos, (4.9) e de (4.4) temos que

‖β‖H−2(0,T ;L2(0,1)) ≤
∞∑

n=0

‖βn(t)‖2
H−2(0,T )

≤
∞∑

n=0

Cn

∥∥(ρ1
n, ρ

0
n, µ

1
n, µ

0
n

)∥∥2

Y ′ =
∥∥(φ0, φ1,W 0,W 1

)∥∥2

H
<∞.

99



Portanto β ∈ H−2(0, T ;L2(0, 1)). Por outro lado,
φ(x, y, t) =

∞∑
n=0

ψm(y, t) cos(nπx)

W (x, t) =
∞∑

n=0

V m(t) cos(nπx)

é solução de (2) com β dado por (4.10). Verificaremos agora que as funções definidas

acima satisfazem (4.5) no tempo t = T. De fato,

Φ(T ) =
∞∑

n=0

ψn(y, T ) cos(nπx) = V 1
0 + ψ0

0(0) = µ1

por outro lado,

V 1
0 =

∫ 1

0

W 1(x)dx e ψ0
0(0) =

∫ 1

0

Φ0(x, 0)dx

e portanto Φ(T ) =

∫ 1

0

W 1(x)dx+

∫ 1

0

Φ0(x, 0)dx e consequentemente Φt(T ) = 0.

Analogamente se tem que

W (T ) =

∫ 1

0

W 0(x)dx−
∫ 1

0

∫ 1

0

Φ1(x, y)dxdy e Wt(T ) = 0.

E com isto conclúımos a prova deste teorema. 2
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tos e Métodos Matemáticos 16, Rio de Janeiro, IM-UFRJ. 1983.

[13] MEDEIROS, L. A., MELLO, E.A.: A IntegraL de Lebesgue. Textos e
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Janeiro, IM-UFRJ. 1977.

[15] MEDEIROS, L. A., MILLA MIRANDA, M.: Espaços de Sobolev (iniciação
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