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Resumo

Neste trabalho são estudados os semigrupos numéricos a fim de verificar as conjec-

turas

lim
g→∞

ng+1

ng
= ϕ, lim

g→∞

ng−1 + ng−2

ng
= 1 e ng+1 ≥ ng,

para g suficientemente grande, onde ng é o número de semigrupos numéricos de gê-

nero g e ϕ é a Proporção Áurea.

Palavras-chave: Semigrupo numérico, número de Frobenius, multiplicidade.



Abstract

In this work numerical semigroups are studied in order to verify that the following

conjectures hold.

lim
g→∞

ng+1

ng
= ϕ, lim

g→∞

ng−1 + ng−2

ng
= 1 e ng+1 ≥ ng,

for g sufficiently large; where ng denotes the number of numerical semigroup of genus

g and ϕ denotes the golden ratio.

Keywords: Numerical semigroup, Frobenius number, multiplicity.
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INTRODUÇÃO

O conceito de semigrupo numérico é bastante elementar e diversos conceitos relaci-

onados são puramente aritméticos e seu estudo remonta ao final do século XIX quando

foram alvo de estudos realizados por matemáticos como Frobenius e Sylvester. Um

problema bastante famoso trata-se de determinar uma fórmula para o maior número

natural que não pertence a um semigrupo numérico em função do conjunto mínimo

de geradores do mesmo. Embora esse problema tenha uma solução razoavelmente

simples para semigrupos com dois geradores, uma fórmula geral não pode ser encon-

trada (v. [4]). Nos casos com três e quatro geradores já aumenta muito a dificuldade

do problema (v. [5], [6] por exemplo).

Durante a segunda metade do século passado, o estudo dos semigrupos numéricos

e de famílias especiais de semigrupos numéricos ganhou nova força motivada pela

aplicação dos mesmos à geometria algébrica (v. [8]) e algumas nomenclaturas, tais

como multiplicidade, dimensão de mergulho e condutor derivam daí.

O problema estudado nessa dissertação também possui enunciado de fácil com-

preensão, mas sua solução está longe de ser trivial. O gênero de um semigrupo nu-

mérico é a quantidade (sempre finita) de números naturais que não pertencem a esse

semigrupo. Em [2], foi conjecturado, baseado em evidências computacionais, que a

sequência n1, n2, . . . , ng, . . . na qual ng denota o número de semigrupos numéricos de

gênero g comporta-se, conforme g cresce, como uma sequência do tipo Fibonacci. Mais

precisamente, ng ≥ ng−1 + ng−2 se g ≥ 3 e lim
g→∞

ng
ng−1

= ϕ, onde ϕ denota a proporção

áurea. No presente trabalho, estudamos a solução positiva para a segunda parte da

conjectura apresentada por Zhai em [9]. Com relação à primeira parte da conjectura,
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é mostrado que, para um g suficientemente grande, ng+1 ≥ ng. A solução apresentada

é baseada na análise do número de descendentes de um semigrupo, ideia introduzida

por Bras-Amorós em [1] e refinada por Zhai para a solução do problema.

A dissertação está organizada da seguinte maneira.

No Capítulo 1 são introduzidos os conceitos e resultados básicos que serão ampla-

mente utilizados ao longo do restante da dissertação. Nesse capítulo ainda é intro-

duzido o conceito de descendente forte de um semigrupo numérico e de semigrupos

fortemente e fracamente descendidos, que são conceitos-chave na resolução.

No Capítulo 2 são demonstrados os resultados principais da dissertação (Teorema

2.2, Teorema 2.22) assumindo como verdadeiro o Lema 2.1.

No Capítulo 3 é demonstrado o Lema 2.1 que foi assumido no capítulo anterior

bem como um resultado auxiliar para a demonstração do mesmo.



CAPÍTULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Este capítulo será dedicado aos conceitos essências para o início de nosso estudo

sobre os semigrupos numéricos, desta forma iniciaremos com a definição de semigru-

pos numéricos, e destacaremos alguns elementos sobre os quais provaremos algumas

propriedades, para ilustrar nosso estudo buscaremos expor alguns exemplos.

Definição 1.1. Um semigrupo numérico é um subconjunto Λ de N = {0, 1, 2, . . .} con-

tendo o elemento 0, fechado para a operação adição e com o complementar em relação

a N finito.

Dado um semigrupo numérico Λ, definimos o gênero de Λ por g(Λ) = |N \ Λ|, a

multiplicidade de Λ por m(Λ) = min(Λ \ {0}) e o número de Frobenius de Λ por f(Λ) =

max(N \ Λ). Os elementos de N \ Λ são chamados de lacunas de Λ.

Em nosso trabalho estudaremos os semigrupos numéricos que possuem gênero

maior que zero.

Se Λ é um semigrupo numérico e 1 ∈ Λ, claramente Λ = N, e portanto, g(Λ) = 0.

Assim, estamos interessados nos semigrupos numéricos que não contém o 1.

Exemplo 1.2. Dado Λ = {0, 2, 3, . . .}, temos que 0 ∈ Λ, Λ ⊂ N, N\Λ = {1} ⇒ |N\Λ| = 1

e se a, b ∈ Λ, então a, b 6= 1, se a = b = 0 ⇒ a + b = 0 ∈ Λ, e se a 6= 0 ou b 6= 0 ⇒ a ≥ 2

ou b ≥ 2⇒ a + b ≥ 2, logo a + b ∈ Λ. Portanto, Λ é um semigrupo numérico, em que

m(Λ) = 2, g(Λ) = 1 e f(Λ) = 1. Ainda, pela observação acima Λ é o único semigrupo

numérico de gênero 1.
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Um semigrupo numérico Λ, possui um subconjunto G de geradores mínimos, no sen-

tido de que se qualquer outro conjunto gera Λ, então contém G, os elementos de G

são chamados de geradores mínimos de Λ. Pela definição de G temos que todo gera-

dor mínimo não pode ser escrito como soma de elementos não nulos de Λ. Temos

que G é sempre finito e se G = {λ1, . . . , λk} então mdc{λ1, . . . , λk} = 1 e 〈G〉 =

{λ1n1 + . . .+ λknk |n1, . . . , nk ∈ N} (para mais detalhes ver [7]).

Definição 1.3. Seja Λ um semigrupo numérico, um gerador mínimo de Λ maior que

f(Λ) é chamado de gerador efetivo de Λ. O número de geradores efetivos de Λ é deno-

tado por h(Λ).

Exemplo 1.4. Tomemos Λ como no exemplo 1.2, vamos mostrar que Λ = 〈2, 3〉.

De fato, seja A = 〈2, 3〉 = {2 · x + 3 · y | x, y ∈ N}, notemos que 1 6∈ A, pois um

elemento genérico de A é da forma 2 · x+ 3 · y, com x, y ∈ N, assim, se x = y = 0 então

2·x+3·y = 2·0+3·0 = 0, e se x 6= 0 ou y 6= 0⇒ x ≥ 1 ou y ≥ 1⇒ 2·x+3·y ≥ 2, portanto,

1 6∈ A. Como 2 ·x+3 ·y = 2 ·x+(2+1) ·y = 2 ·x+2 ·y+y = 2 · (x+y)+y, fixando y = 0

e variando x em N, obtemos todos os números pares, por outro lado, fixando y = 1 e

variando x em N, obtemos todos os ímpares menos o 1, assim {0, 2, 3, . . .} ⊂ A ⇒ Λ ⊂

A, como A ⊆ N e 1 6∈ A, então A = Λ.

Temos que, G = {2, 3}, pois se G 6= {2, 3} deveria existir um conjunto contido

em {2, 3} que gera Λ, mas as possibilidades para subconjuntos são {2} e {3}, como

〈2〉 = {2 · x | x ∈ N} = {0, 2, 4, . . .} e 〈3〉 = {3 · x | x ∈ N} = {0, 3, 6, . . .}, segue que

〈2〉  Λ e 〈3〉  Λ. Portanto, G = {2, 3}, e como f(Λ) = 1, segue que os geradores

efetivos de Λ são 2 e 3, logo h(Λ) = 2.

Seja Λ um semigrupo numérico e λ um gerador mínimo de Λ, provaremos que

Λ′ = Λ \ {λ} é um semigrupo numérico.

De fato,

i) Como 0 ∈ Λ e λ 6= 0, então 0 ∈ Λ′.

ii) Se a, b ∈ Λ′, então a, b ∈ Λ⇒ a+b ∈ Λ, e a, b 6= λ, como λ é um gerador mínimo de

Λ, então λ não é escrito como soma de elementos não-nulos de Λ, assim a+b 6= λ,

logo a+ b ∈ Λ \ {λ} = Λ′.

iii) Como |N \ Λ′| = |N \ Λ|+ 1 e |N \ Λ| é finito segue que |N \ Λ′| é finito.
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Portanto, Λ′ é um semigrupo numérico.

Definição 1.5. Seja Λ um semigrupo numérico. Dizemos que um semigrupo numérico

Λ′ é descendente de Λ, se Λ′ = Λ \ {λ}, com λ sendo um gerador efetivo de Λ.

Repare que Λ′ é um semigrupo numérico, pois λ é um gerador mínimo, já que é um

gerador efetivo.

Na definição acima é importante λ ser um gerador efetivo, pois isso garante que

um semigrupo numérico descende de um único semigrupo numérico. Por exemplo, se

Λ′ = {6, 7, 9, 10, 12, 13, . . .} então Λ′ = Λ1 \ {8} = Λ2 \ {11}, onde Λ1 = 〈6, 7, 8, 9, 10〉 =

{6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, . . .} e Λ2 = 〈6, 7, 9, 10, 11〉 = {6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, . . .}.

Exemplo 1.6. Tomemos Λ como no exemplo 1.2. Pelo exemplo 1.4, os geradores efeti-

vos de Λ são 2 e 3, assim Λ′ = Λ \ {2} e Λ′′ = Λ \ {3} são descendentes de Λ.

1.1 Tipos de Descendentes

Definição 1.7. Seja Λ um semigrupo numérico e Λ′ = Λ \ {λ} um descendente de Λ.

Dizemos que este descendente é não forte se cada gerador efetivo de Λ′ também é um

gerador efetivo de Λ. Caso contrário, Λ′ é dito ser um descendente forte, e neste caso

o chamaremos de semigrupo numérico fortemente descendido ou simplesmente fortemente

descendido.

No decorrer da seção exibiremos uma condição para que um semigrupo numérico

seja fortemente descendido.

Definição 1.8. Seja Λ um semigrupo numérico. Se Λ′ é um semigrupo numérico ob-

tido a partir de Λ por uma série de descendentes não fortes, sem descendentes fortes,

dizemos que Λ′ é um descendente fraco de Λ.

Usaremos a convenção de que todo semigrupo numérico é um descendente fraco

de si mesmo.

Definição 1.9. O número de semigrupos numéricos de gênero g será denotado por ng.

Definição 1.10. O número de semigrupos numéricos Λ de gênero g que satisfazem

f(Λ) < 3m(Λ) será denotado por tg.
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Pelo exemplo 1.2 n1 = 1, como f(Λ) = 1 e m(Λ) = 2 então t1 = 1.

Lema 1.11. Um semigrupo numérico Λ′ é fortemente descendido se, e somente se, f(Λ′)+m(Λ′)

é um gerador efetivo de Λ′.

Demonstração. Consideraremos dois casos

1o caso) f(Λ′) < m(Λ′) : Neste caso temos que Λ′ = {0,m(Λ′),m(Λ′) + 1, . . .} =

〈m(Λ′), . . . , 2m(Λ′)− 1〉, onde G = {m(Λ′), . . . , 2m(Λ′)− 1} é o conjunto dos geradores

efetivos de Λ′, (para mais detalhes ver [1]) e f(Λ′) = m(Λ′) − 1. Desta forma, Λ′ é

fortemente descendido de Λ = 〈m(Λ′)−1, . . . , 2m(Λ′)−3〉 e m(Λ′) +f(Λ′) = 2m(Λ′)−1

é um gerador efetivo de Λ′, como queríamos.

2o caso) f(Λ′) > m(Λ′) :(⇒) Seja Λ′ um descendente forte de Λ e {λ1, . . . , λk} o

conjunto dos geradores efetivos de Λ. Por definição Λ′ = Λ \ {λj}, j ∈ {1, . . . , k}, assim

f(Λ′) = λj. Sendo Λ′ um descendente forte de Λ, Λ′ possui um "novo" gerador efetivo,

digamos λ. Como λ > f(Λ′) = λj, existe λr ∈ Λ tal que λ = λj +λr, pois se não existisse

λr ∈ Λ tal que λ = λj + λr então λ seria um gerador efetivo de Λ, o que é um absurdo.

Se λr > m(Λ′) então λr + λj > m(Λ′) + λj ⇒ λr + λj − m(Λ′) > λj ⇒ λr + λj =

m(Λ′) + λs, λs ∈ Λ′, já que λs = λr + λj −m(Λ′) > λj = f(Λ′), logo λr + λj não é um

gerador efetivo de Λ′, pois é soma de dois elementos não nulos de Λ′. Assim, o único

gerador efetivo possível para Λ′ é λj +m(Λ′) = f(Λ′) +m(Λ′).

Portanto, λ = f(Λ′) +m(Λ′).

(⇐) Seja Λ′ um descendente de Λ e {λ1, . . . , λk} o conjunto dos geradores efetivos

de Λ. Vamos supor por absurdo que Λ′ = Λ \ {λl}, l ∈ {1, . . . , k} não é um descendente

forte de Λ. Como Λ′ não é um descendente forte, f(Λ′)+m(Λ′) = λj, j ∈ {1, . . . , k}\{l},

então

λj = m(Λ′) + f(Λ′) = m(Λ)︸ ︷︷ ︸
∈Λ

+ λl︸︷︷︸
∈Λ

∈ Λ,

assim, λj não é um gerador efetivo de Λ, o que é um absurdo.

Portanto, Λ′ é um descendente forte de Λ.

Isto termina a prova do resultado.

Este Lema nos ajudará a limitar o número de semigrupos numéricos fortemente

descendidos.
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Definição 1.12. Seja Λ um semigrupo numérico, denotamos por Ng(Λ) o número de

descendentes fracos de Λ que possuem gênero g.

Seja S o conjunto de todos os semigrupos fortemente descendidos, então:

ng =
∑
Λ∈S

Ng(Λ).

De fato, devemos verificar que se Λ′ é um semigrupo numérico qualquer de gênero

g, então Λ′ é descendente fraco de um semigrupo numérico fortemente descendido, isto

é, descende de um semigrupo numérico Λ ∈ S. Se Λ′ é fortemente descendido, então

Λ′ ∈ S e como todo semigrupo numérico é descendente fraco de si mesmo, tomando

Λ = Λ′ temos o desejado. Se Λ′ não é fortemente descendido então ele é obtido a partir

de um semigrupo numérico Λ por uma série de descendentes não fortes e no pior dos

casos teremos Λ = 〈2, 3〉, que é fortemente descendido, já que f(Λ) +m(Λ) = 1 + 2 = 3

é um gerador efetivo de Λ, logo Λ ∈ S. Portanto, segue a igualdade.

Definição 1.13. Definimos o n-ésimo termo da sequência de Fibonacci por Fn = Fn−1 +

Fn−2, ∀ n ≥ 2, sendo que, F0 = 0 e F1 = 1.

Denotaremos por ϕ = 1+
√

5
2

a Proporção Áurea.

Agora, exibiremos dois Lemas que ajudarão na prova do Lema 1.16.

Lema 1.14. ϕn = ϕn−1 + ϕn−2, ∀ n ≥ 2.

Lema 1.15. Dados a, b ∈ N temos que

(
a

b

)
≤ ϕa+b.

(Usaremos a convenção de que
(
a
b

)
= 0, se b > a.)

Demonstração. Para atingirmos o objetivo, faremos indução sobre a+ b.

Se a+ b = 0⇒ a = b = 0⇒
(
a
b

)
= 1 = ϕa+b.

Se a+b = 1⇒ a = 1 e b = 0 ou a = 0 e b = 1. Se a = 1 e b = 0⇒
(
a
b

)
= 1 < ϕa+b = ϕ,

e se a = 0 e b = 1⇒
(
a
b

)
= 0 < ϕa+b = ϕ.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para toda soma a + b ≤ n, vamos provar

que ele é verdadeiro para a+ b = n+ 1.
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De fato, temos que,

(
a

b

)
=

(
a− 1

b

)
+

(
a− 1

b− 1

)
≤ ϕa−1+b + ϕa−1+b−1 = ϕa+b−1 + ϕa+b−2 = ϕa+b.

A segunda passagem segue da hipótese de indução e a quarta do Lema 1.14.

Portanto,
(
a
b

)
≤ ϕa+b, ∀ a, b ∈ N.

Lema 1.16. Para qualquer semigrupo numérico Λ, temos que Ng(Λ) ≤
(
h(Λ)
g−g(Λ)

)
e Ng(Λ) ≤

ϕg−g(Λ)+h(Λ).

Demonstração. Lembremos que um descendente fraco de Λ é obtido removendo-se ge-

radores efetivos de Λ, e h(Λ) é o número de geradores efetivos de Λ.

Se o gênero de um descendente fraco Λ′ de Λ é g, então devemos remover g − g(Λ)

geradores efetivos de Λ para obter Λ′.

Agora, vemos que há no máximo
(
h(Λ)
g−g(Λ)

)
maneiras de escolher os g−g(Λ) geradores

efetivos para a remoção, assim Λ possui no máximo
(
h(Λ)
g−g(Λ)

)
descendentes fracos de

gênero g.

Portanto, Ng(Λ) ≤
(
h(Λ)
g−g(Λ)

)
.

Isto prova a primeira desigualdade, já a segunda desigualdade segue da primeira

desigualdade e do Lema 1.15, pois

Ng(Λ) ≤
(

h(Λ)

g − g(Λ)

)
≤ ϕh(Λ)+(g−g(Λ)) = ϕg−g(Λ)+h(Λ).

Portanto, Ng(Λ) ≤ ϕg−g(Λ)+h(Λ).

Este Lema será fundamental para limitarmos Ng(Λ).



CAPÍTULO 2

ESTIMATIVA PARA O NÚMERO DE SEMIGRUPOS

NUMÉRICOS

Iniciamos este capítulo sob a suposição de que o Lema 2.1, é verdadeiro, pois ele é

fundamental para estimarmos o número de semigrupos numéricos. Por sua demons-

tração ser longa e técnica dedicaremos o próximo capítulo a ela.

Lema 2.1. Seja S(m, f) o conjunto de todos os semigrupos numéricos fortemente descendidos

com multiplicidade m e número de Frobenius f. Então

∑
Λ∈S(m,f)

ϕ−g(Λ)+h(Λ) ≤ 5(f −m+ 2)

(
1.618

ϕ

)f−m−1

.

O Teorema enunciado a seguir é importante para a demonstração das conjecturas

no entanto para demonstra-lo é necessário expormos alguns resultados

Teorema 2.2.

lim
g→∞

ng
ϕg

= S

onde S é uma constante.

Almejamos neste capítulo estimar ng, para isso faz-se necessário construirmos fer-

ramentas que auxiliem sua estimativa.

Inicialmente particionaremos o conjunto S em três subconjuntos e somaremos sobre

as três partes separadamente.
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Seja S1 o subconjunto de S formado pelos semigrupos fortemente descendidos Λ

tais que,

h(Λ) + g(Λ) < g.

Seja S2 o subconjunto de S formado pelos semigrupos fortemente descendidos Λ

tais que,

h(Λ) + g(Λ) ≥ g e g(Λ)− h(Λ) <
g

3
.

Finalmente, seja S3 o subconjunto de S formado pelos semigrupos fortemente des-

cendidos Λ tais que

h(Λ) + g(Λ) ≥ g e g(Λ)− h(Λ) ≥ g

3
.

Pela forma que definimos S1, S2, e S3, temos que S = S1∪̇S2∪̇S3, portanto, S1, S2, e

S3, particionam S. Assim, podemos escrever

ng = ng,1 + ng,2 + ng,3

onde, ng,i =
∑

Λ∈Si
Ng(Λ), i = 1, 2, 3.

Assim, a fim de estimarmos ng, basta estimarmos ng,1, ng,2 e ng,3.

Se Λ ∈ S1, pelo Lema 1.16, Ng(Λ) = 0, pois h(Λ) < g − g(Λ), logo
(
h(Λ)
g−g(Λ)

)
= 0.

Portanto, ng,1 = 0.

2.1 Estimando ng,2

Nesta seção nossos esforços estarão direcionados a provar que ng,2 = O(ϕg) e ng,2 ≤

tg.

Definição 2.3. Seja σ : N→ R uma função. Definimos

O(σ(n)) = {ψ(n) | se existem uma constante real positiva c e n0 ∈ N tais que

0 ≤ ψ(n) ≤ cσ(n), ∀ n ≥ n0}.
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Quando escrevermos ψ(n) = O(σ(n)), estaremos indicando que ψ(n) ∈ O(σ(n)).

Dado Λ ∈ S2, verificaremos que as seguintes propriedades são verdadeiras.

P1. Λ é fortemente descendido: Segue do fato que todo elemento de S é fortemente

descendido e S2 ⊂ S.

P2. 2h(Λ) > g(Λ) : Como Λ ∈ S2, temos que,

h(Λ) + g(Λ) ≥ g e g(Λ)− h(Λ) <
g

3
.

Assim, multiplicando ambos os lados da segunda desigualdade por 3 obtemos

que

g > 3g(Λ)− 3h(Λ),

então

h(Λ) + g(Λ) ≥ g > 3g(Λ)− 3h(Λ) ⇒ h(Λ) + g(Λ) > 3g(Λ)− 3h(Λ)

⇒ 4h(Λ) > 2g(Λ) ⇒ 2h(Λ) > g(Λ).

Definição 2.4. Dizemos que qualquer semigrupo numérico satisfazendo as proprieda-

des (P1) e (P2) é um semigrupo numérico ordenadamente ou simplesmente ordenadamente.

Ao invés de trabalharmos com semigrupos em S2 diretamente, será mais conveni-

ente fazer observações sobre semigrupos numéricos ordenadamentes em geral e aplicá-

los a S2.

Para provarmos a próxima proposição necessitamos de alguns Lemas.

Lema 2.5. Seja Λ um semigrupo numérico, afirmamos que os geradores efetivos de Λ pertencem

ao intervalo

[f(Λ) + 1, f(Λ) +m(Λ)].

Demonstração. Seja λ um gerador efetivo de Λ, por definição λ > f(Λ), logo λ ≥ f(Λ) +

1.
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Agora, suponha que λ > f(Λ) +m(Λ), então

λ = f(Λ) +m(Λ) + λr, λr > 0

= f(Λ) + λr︸ ︷︷ ︸
∈Λ

+m(Λ)︸ ︷︷ ︸
∈Λ

∈ Λ

o que é um absurdo, já que λ é um gerador efetivo de Λ, então λ ≤ f(Λ) +m(Λ).

Então, λ ∈ [f(Λ) + 1, f(Λ) +m(Λ)], portanto, os geradores efetivos de Λ pertencem

ao intervalo [f(Λ) + 1, f(Λ) +m(Λ)].

Deste resultado segue que

h(Λ) ≤ m(Λ). (2.1-1)

Lema 2.6. Seja Λ um semigrupo numérico fortemente descendido com f(Λ) > m(Λ), então Λ

contém no máximo a metade dos inteiros do intervalo [m(Λ), f(Λ)].

Demonstração. Como Λ é um semigrupo numérico fortemente descendido, pelo Lema

1.11, f(Λ)+m(Λ) é um gerador efetivo de Λ. Para obtermos o desejado, vamos analisar

dois casos:

1o caso) f(Λ) +m(Λ) par: Temos que,

m(Λ) 6∈ Λ ou f(Λ) 6∈ Λ

m(Λ) + 1 6∈ Λ ou f(Λ)− 1 6∈ Λ

...
...

m(Λ) + f(Λ)

2
6∈ Λ ou

m(Λ) + f(Λ)

2
6∈ Λ

pois se dois elementos de alguma linha pertencerem a Λ, teremos que f(Λ)+m(Λ)

não é gerador efetivo de Λ, já que é soma de dois elementos não nulos de Λ. Então,

Λ contém no máximo a metade dos números inteiros do intervalo [m(Λ), f(Λ)].

2o caso) f(Λ) +m(Λ) ímpar: Segue de forma análoga ao primeiro caso.

Então, em ambos os casos temos que Λ contém no máximo a metade dos inteiros

de [m(Λ), f(Λ)], como queríamos.
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Deste resultado segue que, se Λ é ordenadamente com f(Λ) > m(Λ) então ele pos-

sui pelo menos
(
f(Λ)−m(Λ)+1

2

)
elementos ausentes em [m(Λ), f(Λ)].

Assim,

(m(Λ)− 1) +

(
f(Λ)−m(Λ) + 1

2

)
≤ g(Λ) ≤ 2h(Λ)− 1 ≤ 2m(Λ)− 1

reorganizando obtemos que

f(Λ) ≤ 3m(Λ)− 1. (2.1-2)

A segunda desigualdade segue da propriedade (P2), a terceira da desiguladade 2.1-

1, já na primeira desigualdade usamos que,

g(Λ) = #{lacunas de Λ em {1, . . . , f(Λ)}}

= #{lacunas de Λ em {1, . . . ,m(Λ)− 1}}+ #{lacunas de Λ em {m(Λ), . . . , f(Λ)}}

≥ (m(Λ)− 1) +

(
f(Λ)−m(Λ) + 1

2

)
.

Lema 2.7. Se Λ é um semigrupo numérico fortemente descendido com f(Λ) > m(Λ), então

[m(Λ), 2m(Λ)− 1] e [f(Λ)−m(Λ) + 1, f(Λ)] cobrem [m(Λ), f(Λ)].

Demonstração. Devemos mostrar que,

[m(Λ), f(Λ)] ⊂ [m(Λ), 2m(Λ)− 1] ∪ [f(Λ)−m(Λ) + 1, f(Λ)].

Usando a desigualdade 2.1-2, temos que f(Λ) −m(Λ) + 1 ≤ 2m(Λ), o que prova o

resultado.

Proposição 2.8. Se Λ é um semigrupo numérico ordenadamente, então f(Λ) < 2m(Λ).

Demonstração. Primeiramente observe que se f(Λ) < m(Λ) o resultado segue.

Suponha que f(Λ) > m(Λ), então o número de elementos de Λ em [m(Λ), f(Λ)] é

f(Λ)− g(Λ).

De fato, todas as lacunas de Λ pertencem ao conjunto {1, . . . , f(Λ)} e todos os ele-

mentos de Λ \ {0} são maiores ou igual a m(Λ), logo |{λ ∈ Λ |m(Λ) ≤ λ ≤ f(Λ)}| =

f(Λ)− g(Λ).
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Portanto, o número de elementos de Λ em [m(Λ), f(Λ)] é f(Λ)− g(Λ).

Pelo Lema 2.7, os intervalos [m(Λ), 2m(Λ) − 1] e [f(Λ) − m(Λ) + 1, f(Λ)] cobrem

[m(Λ), f(Λ)] e cada um deles é um sistema completo de restos módulo m(Λ). Disto,

pelo menos um desses intervalos contém ao menos a metade dos elementos de Λ em

[m(Λ), f(Λ)], isto é, um desses intervalos contém no mínimo
(
f(Λ)−g(Λ)

2

)
elementos de

Λ que pertencem ao intervalo [m(Λ), f(Λ)]. Sendo X o conjunto de tais elementos, não

existe par de elementos distintos em X congruentes módulo m(Λ).

Temos que os geradores efetivos de Λ estão no intervalo [f(Λ) + 1, f(Λ) +m(Λ)] que

também é um sistema completo de restos módulo m(Λ). Assim, para cada elemento

de X existe um λ ∈ [f(Λ) + 1, f(Λ) +m(Λ)] que é congruente a ele módulo m(Λ), logo

[f(Λ)+1, f(Λ)+m(Λ)] possui pelo menos
(
f(Λ)−g(Λ)

2

)
elementos que não são geradores

efetivos de Λ.

Assim, Λ possui no máximo

m(Λ)−
(
f(Λ)− g(Λ)

2

)
(2.1-3)

geradores efetivos. Então

g(Λ) < 2h(Λ)

≤ 2m(Λ)− (f(Λ)− g(Λ))

= 2m(Λ)− f(Λ) + g(Λ)

⇒ g(Λ) < 2m(Λ)− f(Λ) + g(Λ) (2.1-4)

a primeira passagem segue da propriedade (P2) e a segunda de 2.1-3.

Reorganizando a desigualdade 2.1-4, obtemos que f(Λ) < 2m(Λ) como queríamos.

Corolário 2.9. Seja Λ um semigrupo numérico ordenadamente, então m(Λ) ≥ f(Λ) +h(Λ)−

g(Λ).

Demonstração. No caso em quem(Λ) > f(Λ), temos que f(Λ) = g(Λ) e Λ = 〈m(Λ), . . . , 2m(Λ)−

1〉 ⇒ h(Λ) = m(Λ). Portanto, m(Λ) ≥ f(Λ) + h(Λ)− g(Λ).
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Agora se m(Λ) < f(Λ), dado λ ∈ (Λ ∩ [m(Λ), f(Λ)]), então λ + m(Λ) ∈ [f(Λ) +

1, f(Λ)+m(Λ)], pois f(Λ) < 2m(Λ) pela Proposição 2.8, logo λ+m(Λ) ≥ m(Λ)+m(Λ) =

2m(Λ) ≥ f(Λ) + 1. Como λ+m(Λ) é soma de dois elementos de Λ segue que ele não é

um gerador efetivo de Λ.

Sabemos que existem (f(Λ)− g(Λ)) elementos de Λ em [m(Λ), f(Λ)], assim existem

(f(Λ)−g(Λ)) elementos de Λ em [f(Λ)+1, f(Λ)+m(Λ)] que não são geradores efetivos

de Λ. Como os geradores efetivos de Λ estão em [f(Λ) + 1, f(Λ) +m(Λ)], então

h(Λ) ≤ |{f(Λ) + 1, . . . , f(Λ) +m(Λ)}| − (f(Λ)− g(Λ)) = m(Λ)− f(Λ) + g(Λ).

Portanto,

m(Λ) ≥ f(Λ) + h(Λ)− g(Λ).

Corolário 2.10. Seja Λ′ um descendente fraco de um semigrupo numérico ordenadamente Λ,

então f(Λ′) < 3m(Λ′).

Demonstração. Sabemos que os geradores efetivos de Λ estão no intervalo [f(Λ)+1, f(Λ)+

m(Λ)] pelo Lema 2.5. Pela propriedade (P1) Λ é fortemente descendido, assim f(Λ) +

m(Λ) é gerador efetivo de Λ, pelo Lema 1.11, assim f(Λ) +m(Λ) é o maior gerador efe-

tivo de Λ. Conhecido que Λ′ é obtido a partir de Λ pela remoção de geradores efetivos,

então f(Λ′) ≤ f(Λ) +m(Λ).

Pela Proposição 2.8, sabemos que f(Λ) < 2m(Λ), e como m(Λ′) = m(Λ), então

f(Λ′) ≤ f(Λ) +m(Λ)

< 2m(Λ) +m(Λ)

= 3m(Λ)

= 3m(Λ′).

Portanto, f(Λ′) ≤ 3m(Λ′).

Corolário 2.11. ng,2 ≤ tg.

Demonstração. Por definição, ng,2 conta o número de descendentes fracos de gênero g

dos elementos de S2. Como todos os elementos de S2 são ordenadamentes, todos os
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descendentes fracos de elementos de S2 são contados em tg pelo Corolário 2.10.

Portanto, ng,2 ≤ tg.

Definição 2.12. Sejam Λ um semigrupo numérico e ∆ ∈ Z. Definimos a aplicação τ(Λ,∆) =

{0} ∪ (Λ \ {0}+ ∆).

Em essência, τ(Λ,∆) é uma mudança dos elementos não nulos de Λ por ∆. Vamos

verificar algumas propriedades de τ através de Lemas.

Lema 2.13. Seja Λ um semigrupo numérico, e suponha que Λ′ = τ(Λ,∆) é um semigrupo

numérico. Então, f(Λ′) = f(Λ) + ∆, m(Λ′) = m(Λ) + ∆ e g(Λ′) = g(Λ) + ∆.

Demonstração. Segue diretamenta da definição de τ.

Lema 2.14. Sejam Λ um semigrupo numérico e ∆ um inteiro que satisfazem, f(Λ) < 2m(Λ)+

∆, então τ(Λ,∆) é um semigrupo numérico.

Demonstração. Seja Λ′ = τ(Λ,∆), por hipótese f(Λ) < 2m(Λ) + ∆ ⇒ m(Λ) > f(Λ) −

m(Λ)−∆⇒ m(Λ) ≥ f(Λ)−m(Λ)−∆ + 1, então

m(Λ′) = m(Λ) + ∆

≥ (f(Λ)−m(Λ)−∆ + 1) + ∆

= f(Λ)−m(Λ) + 1

⇒ m(Λ′) ≥ f(Λ)−m(Λ) + 1 ≥ 0.

Assim, todo elemento de Λ′ é não negativo, logo Λ′ ⊂ N.

Vamos mostrar agora que dados λ1, λ2 ∈ Λ′, λ1, λ2 6= 0 então λ1 + λ2 ∈ Λ′.

De fato,

λ1 + λ2 ≥ m(Λ′) +m(Λ′)

= 2m(Λ′)

= 2(m(Λ) + ∆)

= 2m(Λ) + ∆ + ∆

> f(Λ) + ∆

= f(Λ′)
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então, λ1 + λ2 ∈ Λ′.

Como 0 ∈ Λ′, Λ′ é fechado para a operação e |N \ Λ′| = |N \ Λ|+ ∆ <∞, segue que

Λ′ é um semigrupo numérico.

Lema 2.15. Seja Λ um semigrupo numérico com m(Λ) < f(Λ) e seja L = L(Λ) = {x ∈

[0, f(Λ)−m(Λ)] | m(Λ) + x ∈ Λ}. Se f(Λ) < 2m(Λ), então λ ∈ [f(Λ) + 1, f(Λ) +m(Λ)] é

um gerador efetivo se, e somente se, λ− 2m(Λ) 6∈ L+ L.

Demonstração. Por definição λ é um gerador efetivo de Λ se, e somente se, não é escrito

como soma de dois elementos não nulos de Λ, isto é, não existem λ1, λ2 ∈ Λ \ {0} tais

que λ1 + λ2 = λ.

Como λ ≤ f(Λ) + m(Λ) e λ1, λ2 ≥ m(Λ), precisamos considerar apenas a situação

onde λ1, λ2 ≤ f(Λ), pois se λ1 ≥ f(Λ) ou λ2 ≥ f(Λ) ⇒ λ1 + λ2 > f(Λ) + m(Λ) ⇒

λ1 + λ2 > λ.

Como m(Λ) ≤ λ1, λ2 ≤ f(Λ), então λ1, λ2 ∈ L+m(Λ) = {x ∈ [m(Λ), f(Λ)] | m(Λ) +

x ∈ Λ}, logo, λ1 + λ2 ∈ (L + m(Λ)) + (L + m(Λ)), assim, λ é um gerador efetivo se, e

somente se, λ 6∈ (L+m(Λ)) + (L+m(Λ)) se, e somente se, λ− 2m(Λ) 6∈ L+ L.

Portanto, λ é um gerador efetivo de Λ se, e somente se, λ− 2m(Λ) 6∈ L+ L.

Corolário 2.16. Seja Λ um semigrupo numérico, e suponha que Λ′ = τ(Λ,∆) também é um

semigrupo numérico. Suponha ainda que f(Λ) < 2m(Λ) e f(Λ′) < 2m(Λ′). Então, Λ é

fortemente descendido se, e somente se, Λ′ é, e m(Λ)− h(Λ) = m(Λ′)− h(Λ′).

Demonstração. No caso em que m(Λ) > f(Λ), temos que Λ = 〈m(Λ), . . . , 2m(Λ)− 1〉 ⇒

m(Λ) = h(Λ) e Λ′ = 〈m(Λ′), . . . , 2m(Λ′)− 1〉 ⇒ m(Λ′) = h(Λ′). Portanto, m(Λ)− h(Λ) =

m(Λ′)− h(Λ′).

Se m(Λ) < f(Λ), sejam L(Λ) = {x ∈ [0, f(Λ)−m(Λ)] | m(Λ) +x ∈ Λ} e L(Λ′) = {x ∈

[0, f(Λ′)−m(Λ′)] | m(Λ′) + x ∈ Λ′}, afirmamos que L(Λ) = L(Λ′).

De fato,

x ∈ L(Λ) ⇔ x ∈ [0, f(Λ)−m(Λ)] e m(Λ) + x ∈ Λ

⇔ x ∈ [0, f(Λ) + ∆−m(Λ)−∆] e m(Λ) + ∆ + x ∈ Λ′

⇔ x ∈ [0, f(Λ′)−m(Λ′)] e m(Λ′) + x ∈ Λ′

⇔ x ∈ L(Λ′).
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Portanto, L(Λ) = L(Λ′), por simplicidade denotaremos L(Λ) e L(Λ′) por L.

Seja K o conjunto formado pelos números inteiros do intervalo [f(Λ) + 1, f(Λ) +

m(Λ)] que não são geradores efetivos de Λ e seja K ′ o conjunto formado pelos números

inteiros do intervalo [f(Λ′) + 1, f(Λ′) + m(Λ′)] que não são geradores efetivos de Λ′.

Vamos mostrar que existe uma bijeção entre esses conjuntos e como |K| = m(Λ)−h(Λ)

e |K ′| = m(Λ′)− h(Λ′), então m(Λ)− h(Λ) = m(Λ′)− h(Λ′).

Dado λ ∈ K, pelo Lema 2.15, (λ− 2m(Λ)) ∈ L+ L, assim λ ≥ 2m(Λ), então,

λ+ 2∆ ≥ 2m(Λ) + 2∆

= 2(m(Λ) + ∆)

= 2m(Λ′)

≥ f(Λ′) + 1

na terceira passagem utilizamos o Lema 2.13, e na quarta a hipótese. Como λ ≤ f(Λ) +

m(Λ), usando o Lema 2.13 novamente, temos que

λ+ 2∆ ≤ f(Λ) +m(Λ) + 2∆

= (f(Λ) + ∆) + (m(Λ) + ∆)

= f(Λ′) +m(Λ′).

Assim, λ+ 2∆ ∈ [f(Λ′) + 1, f(Λ′) +m(Λ′)] e

(λ+ 2∆)− 2m(Λ′) = λ− 2m(Λ′) + 2∆

= λ− 2(m(Λ′)−∆)

= λ− 2m(Λ) ∈ L+ L

pelo Lema 2.15, segue que λ+ 2∆ não é um gerador efetivo de Λ′, logo λ+ 2∆ ∈ K ′.

Assim, obtemos uma aplicação injetora deK emK ′, λ 7→ λ+2∆.Com um raciocínio

análogo obtemos uma aplicação injetora de K ′ em K, λ 7→ λ− 2∆.

Como estas funções são inversas uma da outra, segue que estas funções são bijeto-

ras, e portanto, |K| = m(Λ)− h(Λ) = m(Λ′)− h(Λ′) = |K ′|.

Pelo Lema 1.11, Λ é fortemente descendido se, e somente se, f(Λ) +m(Λ) 6∈ K se, e
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somente se, f(Λ) + m(Λ) + 2∆ = (f(Λ) + ∆) + (m(Λ) + ∆) = f(Λ′) + m(Λ′) 6∈ K ′ se,

e somente se, Λ′ é fortemente descendido. Portanto, Λ é fortemente descendido se, e

somente se, Λ′ é fortemente descendido.

Isto termina a prova do resultado.

Definição 2.17. O conjunto dos semigrupos numéricos fortemente descendidos que

possuem gênero g e h geradores efetivos será denotado por M(g, h).

Lema 2.18. |M(g, h)| = |M(2g − 2h+ 1, g − h+ 1)|, sempre que g < 2h.

Demonstração. Vamos mostrar que existe uma aplicação bijetora entreM(g, h) eM(2g−

2h+ 1, g − h+ 1).

Seja ∆ = 2h − g − 1, como 2h > g ⇒ 2h − g > 0 ⇒ 2h − g − 1 ≥ 0, logo ∆ ≥ 0.

Os semigrupos numéricos de M(g, h) e M(2g− 2h+ 1, g− h+ 1) são ordenadamentes,

pois são fortemente descendidos, 2h > g e 2(g − h+ 1) = 2g − 2h+ 2 > 2g − 2h+ 1.

Dado Λ ∈M(2g−2h+1, g−h+1), pela Proposição 2.8, temos que f(Λ) < 2m(Λ)⇒

f(Λ) < 2m(Λ) + ∆, assim Λ′ = τ(Λ,∆) é um semigrupo numérico pelo Lema 2.14.

Pelo Lema 2.13,

f(Λ′) = f(Λ) + ∆

< (2m(Λ) + ∆) + ∆

= 2(m(Λ) + ∆)

= 2m(Λ′),

assim, pelo Colorário 2.16, Λ′ é fortemente descendidio e m(Λ)−h(Λ) = m(Λ′)−h(Λ′),

então,

h(Λ′) = m(Λ′)−m(Λ) + h(Λ)

= ∆ + h(Λ)

= (2h− g − 1) + (g − h+ 1)

= h

logo, h(Λ′) = h.
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Pelo Lema 2.13, temos que

g(Λ′) = g(Λ) + ∆

= (2g − 2h+ 1) + (2h− g − 1)

= g

então, g(Λ′) = g.

Assim, Λ′ é fortemente descendido, tem gênero g e h geradores efetivos, então Λ′ ∈

M(g, h).

Obtemos, então uma aplicação injetora de M(2g − 2h + 1, g − h + 1) em M(g, h)

Λ 7→ Λ′ = τ(Λ,∆). De forma análoga obtemos uma aplicação injetora de M(g, h) em

M(2g−2h+1, g−h+1), Λ 7→ τ(Λ,−∆). Como estas funções são inversas uma da outra

segue que elas são bijetoras.

Portanto, |M(g, h)| = |M(2g − 2h+ 1, g − h+ 1)|.

Lema 2.19.
∞∑
i=0

|M(2i+ 1, i+ 1)|ϕ−i converge.

Demonstração. Seja Λ um semigrupo numérico qualquer de M(2i+1, i+1). Como cada

elemento de Λ em [f(Λ)+1, 2m(Λ)−1] é um gerador efetivo de Λ, então h(Λ) ≥ 2m(Λ)−

f(Λ)− 1.

Como f(Λ) ≥ g(Λ), temos que

f(Λ) ≥ g(Λ)

= 2i+ 1

= 2h(Λ)− 1

≥ 2(2m(Λ)− f(Λ)− 1)− 1

⇒ f(Λ) ≥ 4m(Λ)− 2f(Λ)− 3

⇒ 2f(Λ) ≥ 4m(Λ)− 2f(Λ)− 3 + f(Λ)

⇒ 3 + 4(f(Λ)−m(Λ)) ≥ f(Λ).

Tendo provado que 3+4(f(Λ)−m(Λ)) ≥ f(Λ) e sendo válido que f(Λ) ≥ m(Λ)−1,

pois f(Λ) + 1 ≥ m(Λ), temos que
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∞∑
i=0

|M(2i+ 1, i+ 1)|ϕ−i =
∞∑
i=0

∑
Λ∈M(2i+1,i+1)

ϕ−i

=
∞∑
i=0

∑
Λ∈M(2i+1,i+1)

ϕ(−2i−1)+(i+1)

=
∞∑
i=0

∑
Λ∈M(2i+1,i+1)

ϕ−g(Λ)+h(Λ)

≤
∑
m,f

f≥m−1
f≤3+4(f−m)

∑
Λ∈S(m,f)

ϕ−g(Λ)+h(Λ)

≤
∑
m,f

f≥m−1
f≤3+4(f−m)

(
5 (f −m+ 2)

(
1.618

ϕ

)f−m−1
)

= 5
∑
m,f

f≥m−1
f≤3+4(f−m)

(f −m+ 2)

(
1.618

ϕ

)f−m−1

≤ 5
∞∑

k=−1

(k + 2)(3 + 4k)

(
1.618

ϕ

)k−1

≤ 5
∞∑
k=0

(k + 2)(3 + 4k)

(
1.618

ϕ

)k−1

na quarta passagem utilizamos as observações acima, na quinta o Lema 2.1 e na sétima

substituímos (f −m) por k e usamos que há no máximo (3 + 4k) possibilidades para f.

Vamos utilizar o Teste da Razão para provar que a série 5
∑
k∈N

ak, é convergente,

onde ak = (3 + 4k)(k + 2)
(

1.618
ϕ

)k−1

.

Temos que,

lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

= lim
k→∞

ak+1

ak

= lim
k→∞

(3 + 4(k + 1))(k + 1 + 2)
(

1.618
ϕ

)k+1−1

(3 + 4k)(k + 2)
(

1.618
ϕ

)k−1

= lim
k→∞

(4k + 7)(k + 3)
(

1.618
ϕ

)k
(4k + 3)(k + 2)

(
1.618
ϕ

)k−1
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=

(
1.618

ϕ

)
lim
k→∞

(4k2 + 19k + 21)

(4k2 + 11k + 6)

=

(
1.618

ϕ

)
lim
k→∞

(4k2

k2
+ 19k

k2
+ 21

k2
)

(4k2

k2
+ 11k

k2
+ 6

k2
)

=

(
1.618

ϕ

)
< 1.

Logo, a série 5
∑
k∈N

an é converge, digamos para a.

Observemos que as reduzidas da série
∞∑
i=0

|M(2i+1, i+1)|ϕ−i formam uma sequên-

cia limitada por a, portanto, a série
∞∑
i=0

|M(2i+ 1, i+ 1)|ϕ−i é convergente.

Lema 2.20. Fn ≤ ϕn−1, ∀ n ∈ N.

Demonstração. Vamos provar o resultado por indução.

Para n = 0, F0 = 0 e ϕ0−1 = ϕ−1 > 0, logo F0 < ϕ0−1.

Se n = 1, F1 = 1 e ϕ1−1 = ϕ0 = 1, então F1 = ϕ1−1.

Tomando n = 2, F2 = 1 e ϕ2−1 = ϕ1 = ϕ, então F2 < ϕ2−1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para todo natural menor ou igual a n.

Provaremos que o resultado é válido para n+ 1, isto é, Fn+1 ≤ ϕn.

Temos que,

Fn+1 = Fn + Fn−1

≤ ϕn−1 + ϕ(n−1)−1

= ϕn−1 + ϕn−2

= ϕn.

Então, Fn+1 ≤ ϕn. A segunda passagem segue da hipótese de indução e a última do

Lema 1.14.

Portanto, Fn ≤ ϕn−1, ∀ n ∈ N.

O trabalho desenvolvido nesta seção tem se direcionado a demonstrarmos que

ng,2 = O(ϕg). Os resultados obtidos até aqui nos põem em condições de conseguir-

mos sua demonstração.
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Dado Λ ∈ S2 temos que h(Λ) + g(Λ) ≥ g e g(Λ)− h(Λ) < g
3
, assim,

ng,2 =
∑
Λ∈S2

Ng(Λ)

=
∑

0≤i< g
3

∑
Λ∈S2

g(Λ)−h(Λ)=i

Ng(Λ)

≤
∑

0≤i< g
3

∑
Λ∈S2

g(Λ)−h(Λ)=i

(
h(Λ)

g − g(Λ)

)

≤
∑

0≤i< g
3

∑
i<h≤g−i

|M(h+ i, h)|
(

h

g − i− h

)

≤
∑

0≤i< g
3

g−i∑
h=i+1

|M(h+ i, h)|
(

h

g − i− h

)

=
∑

0≤i< g
3

[
|M(2i+ 1, i+ 1)|

(
i+ 1

g − 2i− 1

)
+

|M(2i+ 2, i+ 2)|
(

i+ 2

g − 2i− 2

)
+ . . .+

|M(g, g − i)|
(
g − i

0

)]

=
∑

0≤i< g
3

|M(2i+ 1, i+ 1)|
g−i∑

h=i+1

(
h

g − i− h

)
≤

∑
0≤i< g

3

|M(2i+ 1, i+ 1)|Fg−i+1

≤
∑

0≤i< g
3

|M(2i+ 1, i+ 1)|ϕg−i

= ϕg
∑

0≤i< g
3

|M(2i+ 1, i+ 1)|ϕ−i

< ∞.

A terceira passagem segue do Lema 1.16. A quarta passagem vale, pois se Λ ∈ S2 e

g(Λ) − h(Λ) = i, então Λ é fortemente descendido pela propriedade (P1), com gênero

g(Λ) = h(Λ) + i e com h(Λ) geradores efetivos, logo Λ ∈ M(h(Λ) + i, h(Λ)). Ainda, i <

h(Λ) ≤ g−i, pois g ≥ g(Λ) e 2h(Λ) > g(Λ) pela propriedade (P2), logo i = g(Λ)−h(Λ) <

2h(Λ) − h(Λ) = h(Λ) ⇒ i < h(Λ) e como h(Λ) = g(Λ) − i ≤ g − i ⇒ i < h(Λ) ≤ g − i,

tomando h(Λ) = h, segue a desigualdade.

Para verificarmos a sétima passagem, devemos provar que |M(h+ i, h)| = |M(2i+
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1, i+ 1)|, h = i+ 2, . . . , i+ (g− 2i), podemos escrever h = i+ j, j = 2, . . . , g− 2i. Temos

que,

|M(h+ i, h)| = |M((i+ j) + i, i+ j)| = |M(2i+ j, i+ j)|,

como 2(i+ j) > 2i+ j, segue do Lema 2.18 que

|M(2i+ j, i+ j)| = |M(2(2i+ j)− 2(i+ j) + 1, (2i+ j)− (i+ j) + 1)| = |M(2i+ 1, i+ 1)|.

Portanto, |M(h+ i, h)| = |M(2i+ 1, i+ 1)|, h = i+ 2, . . . , i+ (g − 2i).

A oitava passagem segue do fato que,

∑
k∈N

(
k

n− k

)
= Fn+1

⇒
g−i∑

h=i+1

(
h

g − i− h

)
≤
∑
h∈N

(
h

g − i− h

)
= Fg−i+1

⇒
g−i∑

h=i+1

(
h

g − i− h

)
≤ Fg−i+1.

A nona passagem segue do Lema 2.20.

Portanto,

ng,2 ≤ ϕg
∑

0≤i< g
3

|M(2i+ 1, i+ 1)|ϕ−i.

Como,
∑

0≤i< g
3

|M(2i+1, i+1)|ϕ−i > 0 e finito, tomando c =
∑

0≤i< g
3

|M(2i+1, i+1)|ϕ−i,

temos que,

0 ≤ ng,2 ≤ cϕg, ∀ g ∈ N.

Portanto, ng,2 = O(ϕg).

2.2 Estimando ng,3

Nesta seção mostraremos que ng,3 = o(ϕg).
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Definição 2.21. Seja σ : N→ R uma função. Definimos

o(σ(n)) = {ψ(n) | se para toda constante real positiva c existe n0 ∈ N tal que

0 ≤ ψ(n) < cσ(n), ∀ n ≥ n0}.

Quando escrevermos ψ(n) = o(σ(n)), estaremos indicando que ψ(n) ∈ o(σ(n)).

Se σ(n) 6= 0,∀ n ∈ N, claramente ψ(n) = o(σ(n)) se, e somente se, lim
n→∞

ψ(n)
σ(n)

= 0.

Seja Λ um semigrupo numérico qualquer de S3. Como os números no intervalo

[f(Λ) + 1, 2m(Λ)− 1] são geradores efetivos de Λ, então

h(Λ) ≥ 2m(Λ)− f(Λ)− 1. (2.2-5)

Como Λ ∈ S3, vale que

g(Λ)− h(Λ) ≥ g

3
. (2.2-6)

Combinando as desigualdades 2.2-5 e 2.2-6, temos que

g(Λ) ≥ g

3
+ h(Λ) ≥ g

3
+ (2m(Λ)− f(Λ)− 1)

⇒ g(Λ)

2
≥ g

6
+m(Λ)− f(Λ)

2
− 1

2

⇒ −m(Λ) ≥ g

6
− f(Λ)

2
− 1

2
− g(Λ)

2

⇒ f(Λ)−m(Λ) ≥ g

6
− 1

2
+

(
f(Λ)

2
− g(Λ)

2

)
.

Como f(Λ) ≥ g(Λ), então

f(Λ)−m(Λ) ≥ g

6
− 1

2

>
g

6
− 1.

Notemos que se Ng(Λ) > 0, então

m(Λ) ≤ g(Λ) + 1 ≤ g + 1.
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Combinando esses fatos com os Lemas 1.16 e 2.1, encontramos que

ng,3 ≤ 5ϕg
∑
k> g

6
−1

(6k + 7)(k + 2)

(
1.618

ϕ

)k−1

.

De fato,

ng,3 =
∑
Λ∈S3

Ng(Λ)

≤
∑
Λ∈S3

m(Λ)≤g+1

ϕ(g−g(Λ)+h(Λ))

= ϕg
∑
Λ∈S3

m(Λ)≤g+1

ϕ−g(Λ)+h(Λ)

≤ ϕg
∑
k> g

6
−1

∑
f−m=k
m≤g+1

∑
Λ∈S(m,f)

ϕ−g(Λ)+h(Λ)

≤ ϕg
∑
k> g

6
−1

∑
f−m=k
m≤g+1

5(f −m+ 2)

(
1.618

ϕ

)f−m−1

≤ ϕg
∑
k> g

6
−1

∑
f−m=k
m≤g+1

5(k + 2)

(
1.618

ϕ

)k−1

≤ 5ϕg(g + 1)
∑
k> g

6
−1

(k + 2)

(
1.618

ϕ

)k−1

= 5ϕg
∑
k> g

6
−1

(g + 1)(k + 2)

(
1.618

ϕ

)k−1

≤ 5ϕg
∑
k> g

6
−1

(6k + 7)(k + 2)

(
1.618

ϕ

)k−1

.

Na sétima passagem usamos que temos no máximo (g + 1) possibilidades para m,

e na nona que sendo k > g
6
− 1⇒ 6k + 6 > g ⇒ 6k + 7 > g + 1.

Vamos mostrar que a série

5ϕg
∑
k> g

6
−1

ak, onde ak = (6k + 7)(k + 2)

(
1.618

ϕ

)k−1

é convergente.

Como g é sempre maior ou igual a zero, então g
6
− 1 ≥ −1, logo k > 0. Assim,
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(6k + 7)(k + 2)
(

1.618
ϕ

)k−1

≥ 0 então,

∑
k> g

6
−1

ak ≤
∞∑
k=0

ak.

Assim, mostrando a convergência da série
∞∑
k=0

ak, segue a convergência da série

5ϕg
∑

k> g
6
−1

ak.

Fazendo uso do Teste da Razão, mostraremos que a série
∞∑
k=0

ak é convergente.

lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

= lim
k→∞

ak+1

ak

= lim
k→∞

(6(k + 1) + 7)((k + 1) + 2)
(

1.618
ϕ

)(k+1)−1

(6k + 7)(k + 2)
(

1.618
ϕ

)k−1

= lim
k→∞

(6k + 13)(k + 3)
(

1.618
ϕ

)k
(6k + 7)(k + 2)

(
1.618
ϕ

)k−1

= lim
k→∞

(6k2 + 31k + 39)

(6k2 + 19k + 14)

(
1.618

ϕ

)
=

(
1.618

ϕ

)
lim
k→∞

(6k2 + 31k + 39)

(6k2 + 19k + 14)

=

(
1.618

ϕ

)
lim
k→∞

6k2

k2
+ 31k

k2
+ 39

k2

6k2

k2
+ 19k

k2
+ 14

k2

=

(
1.618

ϕ

)
lim
k→∞

6 + 31
k

+ 39
k2

6 + 19
k

+ 14
k2

=

(
1.618

ϕ

)
1

=

(
1.618

ϕ

)
< 1.

Portanto, a série
∞∑
k=0

ak é convergente, então a série 5ϕg
∑

k> g
6
−1

ak é convergente.

Seja cg = 5
∑

k> g
6
−1

ak, vamos mostrar que ϕgcg = o(ϕg), para isto devemos provar que

para toda constante real positiva c existe g0 ∈ N tal que 0 ≤ ϕgcg < cϕg, ∀g ≥ g0, isto é

equivalente a provarmos que cg < c, ∀g ≥ g0.
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Dado uma constante real positiva c, pelo Critério de Cauchy aplicado a série
∑

k> g
g
−1

ak

existe n0 ∈ N tal que

|an+1 + an+2 + . . .+ an+p| <
c

2 · 5
, ∀ n ≥ n0,∀ p ∈ N,

⇒ (an+1 + an+2 + . . .+ an+p) <
c

2 · 5
, ∀ n ≥ n0,∀ p ∈ N.

Tomando g0 = 6n0 + 6⇒ g0
6
− 1 = n0, temos que

a( g0
6
−1)+1 + a( g0

6
−1)+2 + . . .+ a( g0

6
−1)+p <

c

2 · 5
, ∀ p ∈ N

então,

lim
p→∞

(
a( g0

6
−1)+1 + a( g0

6
−1)+2 + . . .+ a( g0

6
−1)+p

)
≤ c

2 · 5
<
c

5
.

Sendo,

lim
p→∞

(
a( g0

6
−1)+1 + a( g0

6
−1)+2 + . . .+ a( g0

6
−1)+p

)
=
cg0
5

⇒ cg0
5
<
c

5

⇒ cg0 < c.

Como cg ≤ cg0 , ∀ g ≥ g0, então cg < c, ∀g ≥ g0. Portanto, ϕgcg = o(ϕg).

Como ng,3 ≤ 5ϕg
∑

k> g
6
−1

ak, então ng,3 = o(ϕg).

De fato, dado uma constante real positiva c, como ϕgcg = o(ϕg), existe g0 ∈ N tal

que 0 ≤ ϕgcg < cϕg, ∀g ≥ g0 ⇒ 0 ≤ ng,3 < cϕg, ∀g ≥ g0.

Portanto, ng,3 = o(ϕg).
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2.3 Estimando ng

Nesta seção estimaremos o número de semigrupos numéricos, provaremos as Con-

jecturas

sup
g∈N

tgϕ
−g <∞ (2.3-7)

lim
g→∞

tgϕ
−g = S (2.3-8)

S <∞, (2.3-9)

demonstraremos o Teorema 2.2 e por último provaremos o Teorema abaixo.

Teorema 2.22.

lim
g→∞

tg
ng

= 1 (2.3-10)

lim
g→∞

ng+1

ng
= ϕ (2.3-11)

lim
g→∞

ng−1 + ng−2

ng
= 1 (2.3-12)

ng+1 ≥ ng, para g suficientemente grande. (2.3-13)

Nas seções anteriores provamos que:

ng,1 = 0.

ng,2 ≤ tg.

ng,2 = O(ϕg).

ng,3 = o(ϕg).

Inicialmente vamos estimar o número de semigrupos numéricos, mostrando que

ng = O(ϕg).

De fato, como ng,2 = O(ϕg), existem uma constante real positiva c e g1 ∈ N, tais que

0 ≤ ng,2 ≤ cϕg, ∀ g ≥ g1.

Como ng,3 = o(ϕg), então para toda constante real positiva d > 0, existe g2 ∈ N tal
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que

0 ≤ ng,3 < dϕg, ∀ g ≥ g2.

Tomando d = c, existe g′2 tal que

0 ≤ ng,3 < cϕg, ∀ g ≥ g′2.

Assim,

0 ≤ ng,2 + ng,3 ≤ cϕg + cϕg = 2cϕg, ∀ g ≥ max{g1, g
′
2}.

Portanto, ng = ng,2 + ng,3 = O(ϕg).

Necessitamos fazer as seguintes verificações para prosseguirmos.

(i) tg = O(ϕg).

(ii) ng − tg = o(ϕg).

(i) Como tg ≤ ng = ng,2 + ng,3 = O(ϕg), existem uma constante real positiva c e

g0 ∈ N, tais que 0 ≤ ng,2 + ng,3 ≤ cϕg, ∀g ≥ g0 ⇒ 0 ≤ tg ≤ cϕg, ∀g ≥ g0.

Portanto,

tg = O(ϕg).

(ii) Devemos verificar que para toda constante real positiva c, existe g0 ∈ N tal que

0 ≤ ng − tg < cϕg, ∀g ≥ g0.

De fato, temos que ng,3 = o(ϕg) e ng − tg ≤ ng,3, pois ng − tg = ng,2 + ng,3 − tg =

ng,3 + (ng,2 − tg) ≤ ng,3. Assim, dada uma constante real positiva c, existe g0 ∈ N

tal que 0 ≤ ng,3 < cϕg, ∀g ≥ g0, então 0 ≤ ng − tg ≤ ng,3 < cϕg, ∀g ≥ g0 ⇒ 0 ≤

ng − tg < cϕg, ∀g ≥ g0.

Portanto,

ng − tg = o(ϕg).
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Vamos à prova da Conjectura 2.3-7. Como tg = O(ϕg), existem uma constante real

positiva c e g0 ∈ N tais que 0 ≤ tg ≤ cϕg, ∀g ≥ g0 ⇒ 0 ≤ tgϕ
−g ≤ c, ∀g ≥ g0.

Portanto,

sup
g∈N

tgϕ
−g <∞.

Segue imediatamente que,

lim
g→∞

tgϕ
−g = S <∞,

ficando provadas as Conjecturas 2.3-8 e 2.3-9.

Fazendo uso da Conjectura 2.3-8, verificaremos o Teorema 2.2. Como ng − tg =

o(ϕg), temos que

lim
g→∞

ng − tg
ϕg

= 0

então,

lim
g→∞

ng
ϕg

= lim
g→∞

tg
ϕg
.

Portanto,

lim
g→∞

ng
ϕg

= S.

Finalmente podemos demonstrar o Teorema 2.22. Utilizando o Teorema 2.2 e a

igualdade 2.3-8, temos que

lim
g→∞

tg
ng

= lim
g→∞

tg
ϕg

ng

ϕg

=
lim
g→∞

tg
ϕg

lim
g→∞

ng

ϕg

=
S

S

= 1.
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Portanto,

lim
g→∞

tg
ng

= 1.

Para provaremos a igualdade 2.3-11, faremos uso do Teorema 2.2. Temos que,

S = lim
g→∞

ngϕ
−g = lim

g→∞
ng+1ϕ

−(g+1)

⇒ ϕS = ϕ lim
g→∞

ng+1ϕ
−(g+1) = lim

g→∞
ng+1ϕ

−g.

Então

lim
g→∞

ng+1

ng
= lim

g→∞

ng+1ϕ
−g

ngϕ−g

=
lim
g→∞

ng+1ϕ
−g

lim
g→∞

ngϕ−g

=
ϕS

S

= ϕ.

Portanto,

lim
g→∞

ng+1

ng
= ϕ.

Vamos verificar a veracidade da igualdade 2.3-12, usando o Teorema 2.2. Temos

que,

S = lim
g→∞

ngϕ
−g

= lim
g→∞

ng−1ϕ
−(g−1)

= lim
g→∞

ng−2ϕ
−(g−2).

Então,

ϕ2S = ϕ2 lim
g→∞

ngϕ
−g = lim

g→∞
ngϕ

−g+2

e

ϕS = ϕ lim
g→∞

ng−1ϕ
−(g−1) = lim

g→∞
ng−1ϕ

−(g−2).
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Assim,

lim
g→∞

ng−1 + ng−2

ng
= lim

g→∞

[(
ng−1 + ng−2

ng

)(
ϕ−g+2

ϕ−g+2

)]
= lim

g→∞

ng−1ϕ
−g+2 + ng−2ϕ

−g+2

ngϕ−g+2

=
lim
g→∞

(ng−1ϕ
−g+2 + ng−2ϕ

−g+2)

lim
g→∞

ngϕ−g+2

=
lim
g→∞

ng−1ϕ
−g+2 + lim

g→∞
ng−2ϕ

−g+2

lim
g→∞

ngϕ−g+2

=
ϕS + S

ϕ2S

=
S(ϕ+ 1)

ϕ2S

=
ϕ+ 1

ϕ2

=
ϕ+ ϕ0

ϕ2

=
ϕ2

ϕ2

= 1

na nona igualdade usamos o Lema 1.14.

Portanto,

lim
g→∞

ng−1 + ng−2

ng
= 1.

Finalmente mostraremos a desigualdade 2.3-13.

Suponha por absurdo que ng+1 < ng, então ng+1

ng
< 1 ⇒ lim

g→∞
ng+1

ng
≤ 1, o que é um

absurdo, pois lim
g→∞

ng+1

ng
= ϕ.

Portanto, ng+1 ≥ ng, para g suficientemente grande.



CAPÍTULO 3

PROVA DO LEMA 2.1

Seja S um conjunto finito de inteiros positivos e sejam m, f e d inteiros positivos

satisfazendo d < f. Podemos considerar esses números sem relações com semigrupos

numéricos, mas vamos aplicar nossos resultados onde m é a multiplicidade e f é o

número de Frobenius de um semigrupo numérico.

Definição 3.1. Dizemos que um subconjunto U ⊂ S é (m, f, d)−admissível se as condi-

ções seguintes são satisfeitas:

(i) Não existem dois elementos em U cuja soma seja f +m.

(ii) Se x ∈ U e x+m ∈ S, então x+m ∈ U.

Quando estiver claro no contexto que um conjunto é (m, f, d)−admissível por con-

veniência de notação o chamaremos simplesmente de admissível.

Exemplo 3.2. O subconjunto ∅ é um subconjunto admissível de S, pois não existem

dois elementos em ∅ cuja soma seja f +m, logo vale (i), e não contradiz (ii).

A(m,f,d)(S) denotará o conjunto de todos os subconjuntos (m, f, d)−admissíveis de

S. Quando não houver risco de confusão, denotaremos A(m,f,d)(S) simplesmente por

A(S).

Exemplo 3.3. Seja S = {x}, x ∈ N∗ tal que x+ x 6= f +m. Os subconjuntos admissíveis

de S são ∅ e S.
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De fato, pelo exemplo anterior sabemos que ∅ é admissível. S é admissível, pois não

existem dois elementos em S cuja soma seja f+m, então (i) é satisfeito, e não contradiz

(ii), pois S possui um único elemento.

Portanto, A(m,f,d)(S) = {∅, S}.

Seja U ⊂ S um subconjunto admissível, definimos:

E(U, S) = {x ∈ S |x, x+m 6∈ U ex− d ∈ U}

E ′(U, S) = {x ∈ U |x+m ∈ U}

s(U, S) = |E(U, S)| − |E ′(U, S)|.

Observe que o conjunto E ′(U, S) independe de S, mas é conveniente escrevermos

dessa forma para ficarmos com uma notação padronizada e também para lembrarmos

que U é um subconjunto admissível de S.

Exemplo 3.4. Seja S como no exemplo 3.2, sabemos que ∅ é admissível, logo

E(∅, S) = {x ∈ S |x, x+m 6∈ ∅ ex− d ∈ ∅} = ∅

E ′(∅, S) = {x ∈ ∅ | x+m ∈ ∅} = ∅

s(∅, S) = |E(∅, S)| − |E ′(∅, S)| = 0.

Exemplo 3.5. Seja S como no exemplo 3.3, sabemos que os subconjuntos admissíveis

de S são ∅ e S. Assim,

E(S, S) = {x ∈ S |x, x+m 6∈ S ex− d ∈ S} = ∅

E ′(S, S) = {x ∈ S |x+m ∈ S} = ∅

s(S, S) = |E(S, S)| − |E ′(S, S)| = 0.

E(∅, S), E ′(∅, S) e s(∅, S) já foram determinados no exemplo anterior.

Definimos o (m, f, d)−peso do conjunto S por

∑
U∈A(m,f,d)(S)

ϕ−s(U,S)

e o denotaremos por w(m,f,d)(S), ou simplesmente w(S) quando estiver claro no con-
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texto os valores de m, f e d. Se S = ∅, definimos que w(S) = 1.

Exemplo 3.6. Seja S como no exemplo 3.3, sabemos que A(S) = {∅, S}, s(∅, S) = 0 e

s(S, S) = 0, logo

w(S) =
∑

U∈A(m,f,d)(S)

ϕ−s(U,S)

=
∑

U∈{∅,S}

ϕ−s(U,S)

= ϕ−s(∅,S) + ϕ−s(S,S)

= ϕ0 + ϕ0

= 2.

Portanto, w(S) = 2.

O seguinte Lema, que é fundamental para a prova do Lema 2.1, é enunciado aqui,

mas sua prova requer uma construção de resultados, por isso será adiada por en-

quanto.

Lema 3.7. Sejam m, f, e d inteiros positivos tal que d < f e seja S = {m + d + 1,m + d +

2, . . . , f − 1}. Então,

w(m,f,d)(S) ≤ 1.618|S|+d+2.

Definição 3.8. S(m, f, d) denotará o subconjunto de S(m, f) consistindo dos semigru-

pos numéricos cujo segundo menor elemento não nulo é m+ d.

Para qualquer Λ ∈ S(m, f), sabemos que f + 1 ∈ Λ, logo m + d ≤ f + 1, exceto no

caso em que m = f + 1, neste caso d = 1, assim m + d = f + 2. Então, d ≤ f −m + 2,

logo

S(m, f) =

f−m+2⋃
d=1

S(m, f, d). (3.0-1)
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Finalmente exibiremos a demonstração do Lema 2.1:

Demonstração. Fixe m, f e d e defina

S = {m+ d+ 1,m+ d+ 2, . . . , f − 1}.

Para cada Λ ∈ S(m, f, d), como Λ é fortemente descendido, então f + m é um ge-

rador efetivo de Λ pelo Lema 1.11, assim, não há dois elementos em Λ cuja soma seja

f +m, logo não existem dois elementos em Λ ∩ S cuja soma seja f +m. Além disso, se

x ∈ Λ ∩ S e x + m ∈ S então x + m ∈ Λ ∩ S, pois x + m ∈ Λ, já que Λ é um semigrupo

numérico e x,m ∈ Λ. Portanto, Λ ∩ S é um subconjunto admissível de S.

Agora utilizaremos os conjuntos

E(Λ ∩ S, S) = {x ∈ S | x, x+m 6∈ Λ ∩ S e x− d ∈ Λ ∩ S}

E ′(Λ ∩ S, S) = {x ∈ Λ ∩ S | x+m ∈ Λ ∩ S}

para dar uma cota superior para o número de geradores efetivos de Λ.

Se x ∈ S e x + m 6∈ S, então x + m ∈ [f, f + m − 1], ainda se x + m ∈ Λ, então

x+m > f, logo x+m ∈ [f + 1, f +m−1]. Resumindo, se x ∈ S, x+m 6∈ S e x+m ∈ Λ,

então x+m ∈ [f + 1, f +m− 1].

Suponha que x ∈ E(Λ ∩ S, S), por definição x − d ∈ Λ ∩ S ⇒ x − d ∈ Λ. Como

m+d ∈ Λ, então (x−d)+(m+d) = x+m ∈ Λ e não é um gerador efetivo de Λ. Portanto,

se x ∈ E(Λ ∩ S, S) então x ∈ S, x+m 6∈ S e x+m ∈ Λ, logo x+m ∈ [f + 1, f +m− 1].

Suponha agora que x ∈ Λ∩S e x 6∈ E ′(Λ∩S, S), como x ∈ Λ, então x+m ∈ Λ, assim

pela definição de E ′(Λ ∩ S, S) segue que x+m 6∈ S, logo x+m ≥ f e como x+m ∈ Λ

segue que x + m ≥ f + 1, então x + m ∈ [f + 1, f + m − 1]. Ainda, x + m não é um

gerador efetivo de Λ, pois x,m ∈ Λ.

Como E(Λ ∩ S, S) ∩ ((Λ ∩ S) \ E ′(Λ ∩ S, S)) = ∅, então existem pelo menos

|E(Λ ∩ S)|+ |(Λ ∩ S) \ E ′(Λ ∩ S)| = |E(Λ ∩ S)|+ |Λ ∩ S| − |E ′(Λ ∩ S)|

= |Λ ∩ S|+ s(Λ ∩ S)

elementos de Λ no intervalo [f + 1, f +m− 1] que não são geradores efetivos de Λ.
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Como todos os geradores efetivos de Λ pertencem ao intervalo [f + 1, f +m], segue

que,

h(Λ) ≤ m− (|Λ ∩ S|+ s(Λ ∩ S))

⇒ h(Λ) ≤ m− |Λ ∩ S| − s(Λ ∩ S). (3.0-2)

Temos também que,

g(Λ) = f − |Λ ∩ [1, f ]| = f − |{m,m+ d}∪̇(Λ ∩ S)|

⇒ g(Λ) = f − 2− |Λ ∩ S|

⇒ |Λ ∩ S| = f − g(Λ)− 2, (3.0-3)

e

|S| = f −m− d− 1⇒ f −m = |S|+ d+ 1. (3.0-4)

Substituindo a igualdade 3.0-3 em 3.0-2, temos que

h(Λ) ≤ m− (f − g(Λ)− 2)− s(Λ ∩ S)⇒ g(Λ)− h(Λ) ≥ f −m− 2 + s(Λ ∩ S).

Substituindo a igualdade 3.0-4, na desigualdade acima obtemos que,

g(Λ)− h(Λ) ≥ |S|+ d− 1 + s(Λ ∩ S)⇒ −g(Λ) + h(Λ) ≤ −|S| − d+ 1− s(Λ ∩ S).

Abaixo usaremos esta desigualdade, o Lema 3.7 e ainda o fato de que para cada

Λ ∈ S(m, f, d), Λ ∩ S ∈ A(S).

∑
Λ∈S(m,f,d)

ϕ−g(Λ)+h(Λ) ≤
∑

Λ∈S(m,f,d)

ϕ−|S|−d+1−s(Λ∩S)

= ϕ−|S|−d+1
∑

Λ∈S(m,f,d)

ϕ−s(Λ∩S)

≤ ϕ−|S|−d+1
∑

U∈A(S)

ϕ−s(U)

= ϕ−|S|−d+1w(S)
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≤ ϕ−|S|−d+1 · 1.618|S|+d+2

= ϕ · 1.6182

(
1.618

ϕ

)|S|+d
≤ 5

(
1.618

ϕ

)|S|+d
= 5

(
1.618

ϕ

)f−m−d−1+d

= 5

(
1.618

ϕ

)f−m−1

.

Usando 3.0-1, temos que

∑
Λ∈S(m,f)

ϕ−g(Λ)+h(Λ) =
∑

Λ∈S(m,f,1)

ϕ−g(Λ)+h(Λ) + . . .+
∑

Λ∈S(m,f,f−m+2)

ϕ−g(Λ)+h(Λ)

≤ 5

(
1.618

ϕ

)f−m−1

+ . . .+ 5

(
1.618

ϕ

)f−m−1

= (f −m+ 2)

(
5

(
1.618

ϕ

)f−m−1
)

= 5(f −m+ 2)

(
1.618

ϕ

)f−m−1

.

Portanto,

∑
Λ∈S(m,f)

ϕ−g(Λ)+h(Λ) ≤ 5(f −m+ 2)

(
1.618

ϕ

)f−m−1

.

3.1 Prova do Lema 3.7

Esta seção será dedicada a prova do Lema 3.7. Vamos continuar considerando S,

m, f e d como no início do capítulo.

Seja k um inteiro positivo, definimos

Vk(S) = {s ∈ S | s > k}.

Inicialmente vamos provar que o peso do conjunto Vk(S) é menor ou igual ao peso

do conjunto S, em especial temos o seguinte Lema.
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Lema 3.9. Nas condições acima temos que w(Vk(S)) ≤ w(S).

Demonstração. Primeiramente verificaremos que se U é um subconjunto admissível de

Vk(S), então U é um subconjunto admissível de S, para isso devemos verificar os dois

itens da definição 3.1.

(i) Não existem dois elementos em U cuja soma seja f + m : Segue do fato que U é

um subconjunto admissível de Vk(S).

(ii) Se x ∈ U e x + m ∈ S, então x + m ∈ U : Como x ∈ U então x ∈ Vk(S), logo

x > k ⇒ x + m > k, como x + m ∈ S, então x + m ∈ Vk(S) e como U é um

subconjunto admissível de Vk(S) segue que x+m ∈ U como queríamos.

Portanto, U é um subconjunto admissível de S. Disto segue que A(Vk(S)) ⊆ A(S).

Provaremos agora que E(U, Vk(S)) = E(U, S) e E ′(U, Vk(S)) = E ′(U, S).

• E(U, Vk(S)) = E(U, S) : (⊆) Dado x ∈ E(U, Vk(S)) ⇒ x ∈ Vk(S), x, x + m 6∈

U ex−d ∈ U ⇒ x ∈ S, x, x+m 6∈ U ex−d ∈ U ⇒ x ∈ E(U, S), logoE(U, Vk(S)) ⊆

E(U, S).

(⊇) Dado x ∈ E(U, S)⇒ x ∈ S, x, x + m 6∈ U ex− d ∈ U. Como U ⊂ Vk(S) então

x− d > k ⇒ x > k, logo x ∈ Vk(S). Então, x ∈ Vk(S), x, x+m 6∈ U ex− d ∈ U ⇒

x ∈ E(U, Vk(S)), assim, E(U, S) ⊆ E(U, Vk(S)).

Portanto, E(U, Vk(S)) = E(U, S).

• E ′(U, Vk(S)) = E ′(U, S) : Segue diretamente das definições de E ′(U, Vk(S)) e

E ′(U, S).

Utilizando estes fatos temos que

w(Vk(S)) =
∑

U∈A(Vk(S))

ϕ−s(U,Vk(S))

=
∑

U∈A(Vk(S))

ϕ−(|E(U,Vk(S))|−|E′(U,Vk(S))|)

=
∑

U∈A(Vk(S))

ϕ−(|E(U,S)|−|E′(U,S)|)

=
∑

U∈A(Vk(S))

ϕ−s(U,S)
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≤
∑

U∈A(S)

ϕ−s(U,S)

= w(S).

Portanto, w(Vk(S)) ≤ w(S).

Outra observação importante é que o peso é sub-multiplicativo em certo sentido.

Em particular, temos o seguinte Lema.

Lema 3.10. Se S1 e S2 são conjuntos tal que f + m 6∈ S1 + S2, e além disso para quaisquer

s1 ∈ S1 e s2 ∈ S2, temos que s1 6≡ s2 mod m, então w(S1 ∪ S2) ≤ w(S1)w(S2).

Demonstração. Seja S = S1 ∪ S2. Por hipótese, segue que S1 ∩ S2 = ∅, pois se existisse

x ∈ S1 ∩ S2 ⇒ x = s1 ∈ S1 e x = s2 ∈ S2 ⇒ s1 ≡ s2 mod m, o que contraria nossa

hipótese, então S1 ∩ S2 = ∅.

Vamos provar que se U é um subconjunto admissível de S, então U ∩ S1 é um

subconjunto admissível de S1, para isso devemos verificar a definição 3.1.

(i) Não existem dois elementos em U ∩ S1 cuja soma seja f +m : Segue diretamente

do fato de U ser admissível.

(ii) Se x ∈ U ∩ S1 e x+m ∈ S1, então x+m ∈ U ∩ S1 : Como x ∈ U ∩ S1 então x ∈ U ,

e como x + m ∈ S1 então x + m ∈ S, logo x + m ∈ U, pois U é um subconjunto

admissível de S, logo x+m ∈ U ∩ S1.

Portanto, U ∩ S1 é um subconjunto admissível de S1. De forma análoga, verifica-se

que U ∩ S2 é um subconjunto admissível de S2.

Assim, existe uma bijeção entre os subconjuntos admissíveis U de S com os pares

de subconjuntos admissíveis (U ∩ S1, U ∩ S2) de S1 e S2.

Agora verificaremos que

|E(U, S)| ≥ |E(U ∩ S1, S1)|+ |E(U ∩ S2, S2)|.

Dado x ∈ E(U ∩ S1, S1) = {x ∈ S1 |x, x + m 6∈ U ∩ S1 ex − d ∈ U ∩ S1} temos

que, x ∈ S1 ⊂ S e x 6∈ U ∩ S1, então x 6∈ U, e x − d ∈ U ∩ S1 ⇒ x − d ∈ U. Como

x+m 6∈ U ∩ S1 então x+m 6∈ U, pois se x+m ∈ U, então x+m 6∈ S1, logo x+m ∈ S2,
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o que é um absurdo, já que x ∈ S1 e assim x ≡ x + m mod m, o que contraria a

hipótese. Resumindo, x ∈ S, x, x + m 6∈ U e x − d ∈ U, assim, x ∈ E(U, S). Portanto,

E(U ∩ S1, S1) ⊂ E(U, S).

De forma análoga, se verifica que E(U ∩ S2, S2) ⊂ E(U, S) e como S1 ∩ S2 = ∅ então

E(U ∩ S1, S1) ∩ E(U ∩ S2, S2) = ∅, logo

|E(U, S)| ≥ |E(U ∩ S1, S1)|+ |E(U ∩ S2, S2)|.

Com um raciocínio análogo, podemos verificar que,

|E ′(U, S)| = |E ′(U ∩ S1, S1)|+ |E ′(U ∩ S2, S2)|.

Assim,

s(U, S) = |E(U, S)| − |E ′(U, S)|

≥ (|E(U ∩ S1, S1)|+ |E(U ∩ S2, S2)|)− (|E ′(U ∩ S1, S1)|+ |E ′(U ∩ S2, S2)|)

= (|E(U ∩ S1, S1)| − |E ′(U ∩ S1, S1)|) + (|E(U ∩ S2, S2)| − |E ′(U ∩ S2, S2)|)

= s(U ∩ S1, S1) + s(U ∩ S2, S2).

Usando estes fatos, temos que

w(S) =
∑

U∈A(S)

ϕ−s(U,S)

=
∑

U∩S1∈A(S1)
U∩S2∈A(S2)

ϕ−s((U∩S1)∪(U∩S2),S)

≤
∑

U∩S1∈A(S1)
U∩S2∈A(S2)

ϕ−s(U∩S1,S1)−s(U∩S2,S2)

=
∑

U∩S1∈A(S1)

ϕ−s(U∩S1,S1)
∑

U∩S2∈A(S2)

ϕ−s(U∩S2,S2)

= w(S1)w(S2).

Portanto, w(S) ≤ w(S1)w(S2).

Utilizaremos este Lema para limitar o peso de um conjunto particionando-o e limi-

tando o peso de cada parte separadamente.
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Seja r um número inteiro entre 0 e m − 1. Defina S(r) como sendo o conjunto de

todos os números no intervalo [m, f ] que são congruentes a r ou f − r módulo m. Seja

I(r) o número de inteiros no intervalo [m, f ] congruentes a r módulo m. Assim,

S(r) = {x ∈ [m, f ] |x ≡ r mod m oux ≡ f − r mod m}

= {x ∈ [m, f ] |x ≡ r mod m} ∪ {x ∈ [m, f ] |x ≡ f − r mod m}

= {x = r + qm |x ∈ [m, f ]} ∪ {x = f − r − km |x ∈ [m, f ]}

= {r +m, r + 2m, . . . , r + I(r)m} ∪ {f − r, f − r −m, . . . , f − r − (I(r)− 1)m}.

Da definição de I(r) segue que {x = r + qm |x ∈ [m, f ]} = {r + m, r + 2m, . . . , r +

I(r)m}. Resta verificar que {x = f − r − km |x ∈ [m, f ]} = {f − r, f − r −m, . . . , f −

r − (I(r) − 1)m}. Com efeito, como f − r é o maior elemento de [m, f ] congruente a

f − r módulo m, basta provarmos que f − r− (I(r)− 1)m é o menor elemento de [m, f ]

congruente a f − r módulo m, para isso basta verificar que,

f − r − (I(r)− 1)m ≥ m > f − r − I(r)m.

De fato, como f ≥ r + I(r)m⇒ f − r − (I(r)− 1)m ≥ m e como r + (I(r) + 1)m >

f ⇒ m > f − r − I(r)m.

Portanto,

S(r) = {r +m, r + 2m, . . . , r + I(r)m} ∪ {f − r, f − r −m, . . . , f − r − (I(r)− 1)m}.

Agora, assumiremos que r 6≡ f − r mod m, e provaremos que um subconjunto

admissível U de S(r) é da forma,

U = {r + (i+ 1)m, r + (i+ 2)m, . . . , r + I(r)m} ∪

{f − r, f − r −m, . . . , f − r − (j − 1)m}

com i, j ∈ [0, I(r)] e i ≥ j.

Por conveniência denotaremos {r + (i + 1)m, r + (i + 2)m, . . . , r + I(r)m} por A e

{f − r, f − r −m, . . . , f − r − (j − 1)m} por B. Observe que se i = I(r) então A = ∅ e

se j = 0 então B = ∅.
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Seja U um subconjunto admissível de S(r), pela condição (ii) da definição 3.1, segue

que U é da forma

U = {r + (i+ 1)m, r + (i+ 2)m, . . . , r + I(r)m} ∪

{f − r, f − r −m, . . . , f − r − (j − 1)m},

com i, j ∈ [0, I(r)].

Vamos verificar que a condição i ≥ j é essencial para a condição (i) da definição 3.1.

De fato, suponha por absurdo que i < j, sendo i < I(r), j > 0, segue que A 6= ∅

e B 6= ∅, e como i < j ⇒ j = i + l, l > 0. Temos que f − r − (j − 1)m ∈ B e

r + (i + l)m = r + jm ∈ A, então existem dois elementos em U cuja soma seja f + m,

pois (f − r − (j − 1)m) + (r + jm) = f +m, o que é um absurdo. Portanto, i ≥ j.

Vamos verificar que a soma de quaisquer dois elementos de U é sempre diferente

de f + m. Se somarmos quaisquer dois elementos de A ou B, o que resulta é sempre

diferente de f + m, pois caso contrário teríamos que r ≡ f − r mod m, o que é um

absurdo. Resta verificarmos que se somarmos um elemento de A com um elemento de

B o que resulta é diferente de f +m, em especial como i ≥ j, segue que (r+ (i+ 1)m) +

(f − r − (j − 1)m) > f +m. De fato, suponha por absurdo que

(r + (i+ 1)m) + (f − r − (j − 1)m) ≤ f +m

⇒ f + (i− j + 2)m ≤ f +m

⇒ (i− j + 2)m ≤ m

⇒ i− j + 2 ≤ 1

⇒ i ≤ j − 1

⇒ i < j

o que é um absurdo, logo (r+ (i+ 1)m) + (f − r− (j − 1)m) > f +m, então a soma de

um elemento de A com um elemento de B é sempre maior do que f +m.

Então, a soma de quaisquer dois elementos de U é sempre diferente de f +m.
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Portanto,

U = {r + (i+ 1)m, r + (i+ 2)m, . . . , r + I(r)m} ∪

{f − r, f − r −m, . . . , f − r − (j − 1)m}

com i, j ∈ [0, I(r)] e i ≥ j.

Dizemos que o subconjunto U ⊂ S(r) admissível tem assinatura (i, j, I(r)).

O próximo Lema determina completamente o tamanho de E ′(U, S(r)) através da

assinatura de U.

Antes de enunciá-lo, notemos que se r 6≡ f − r mod m, então

{r +m, r + 2m, . . . , r + I(r)m} ∩

∩ {f − r, f − r −m, . . . , f − r − (I(r)− 1)m} = ∅ (3.1-5)

e |S(r)| = 2I(r).

Lema 3.11. Suponha que um subconjunto admissível U de S(r) tem assinatura (i, j, I(r)).

Então

|E ′(U, S(r))| =



j − 1, se i = I(r) e 1 ≤ j ≤ I(r).

I(r)− i− 1 se 0 ≤ i ≤ I(r)− 1 e j = 0.

I(r)− i+ j − 2 se I(r) > i ≥ j > 0.

0 se i = I(r) e j = 0.

Demonstração. Suponha que U tem assinatura (i, j, I(r)). Pelo que provamos acima,

estes casos cobrem todas as possibilidades de assinatura de U.

Defina A = {r + (i + 1)m, r + (i + 2)m, . . . , r + (I(r)− 1)m} e B = {f − r −m, f −

r − 2m, . . . , f − r − (j − 1)m}. Por definição E ′(U, S(r)) = {x ∈ U |x + m ∈ U}, então

E ′(U, S(r)) = A∪̇B, a união é disjunta por 3.1-5. Vamos analisar os quatro casos do

enunciado.

1o caso) i = I(r) e 1 ≤ j ≤ I(r) : Como i = I(r)⇒ A = ∅, logo |E ′(U, S(r))| = |B| = j − 1.

2o caso) 0 ≤ i ≤ I(r) − 1 e j = 0 : Sendo j = 0 ⇒ B = ∅, assim, |E ′(U, S(r))| = |A| =

I(r)− i− 1.
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3o caso) I(r) > i ≥ j > 0 : Como I(r) > i ≥ j > 0, então A 6= ∅ e B 6= ∅, logo,

|E ′(U, S(r))| = |A|+ |B| = (I(r)− i− 1) + (j − 1) = I(r)− i+ j − 2.

4o caso) i = I(r) e j = 0 : Sendo i = I(r) e j = 0, temos que A = ∅ e B = ∅, assim

|E ′(U, S(r))| = |A|+ |B| = 0.

Portanto, temos o desejado.

Seja l o número entre 0 e m − 1 congruente a f − r módulo m. Seja N(r) o menor

inteiro não negativo n tal que r + nd ≥ l − nd. Finalmente, defina

T (r) =

N(r)−1⋃
i=0

S(r + id).

(Se N(r) = 0, tome T (r) = ∅).

Iremos determinar algumas cotas para w(S(r)) e w(T (r)).

Lema 3.12. Seja r um inteiro satisfazendo 0 ≤ r ≤ m − 1 e r 6≡ f − rmodm. Então as

seguintes cotas são verdadeiras:

(a) Se I(r) = 1, então |S(r)| = 2, e

(i) w(S(r)) ≤ 3.

(ii) w(S(r) \ {r +m}) ≤ 2 < 0.7640 · 1.618|S(r)|.

(iii) w(S(r) \ {r +m, f − r}) = 1 < 0.3820 · 1.618|S(r)|.

(b) Se I(r) = 2, então |S(r)| = 4, e

(i) w(S(r)) ≤ 4 + 2ϕ < 1.0559 · 1.618|S(r)|.

(ii) w(S(r) \ {r +m}) ≤ 4 + ϕ < 0.8198 · 1.618|S(r)|.

(iii) w(S(r) \ {r +m, f − r −m}) ≤ 4 < 0.5837 · 1.618|S(r)|.

Demonstração. Vamos determinar as possibilidades de assinaturas dos subconjuntos

admissíveis U ⊂ S(r) e então limitar w(S(r)), usando a desigualdade,

w(S(r)) =
∑

U∈A(S(r))

ϕ−s(U)

=
∑

U∈A(S(r))

ϕ|E
′(U,S(r))|−|E(U,S(r))|
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≤
∑

U∈A(S(r))

ϕ|E
′(U,S(r))|

e o Lema 3.11.

(a) Se I(r) = 1, então S(r) = {r+m} ∪ {f − r}, segue que |S(r)| = 2 pela igualdade

3.1-5.

(i) Os subconjuntos admissíveis de S(r) são aqueles que possuem assinaturas (0, 0, 1),

(1, 0, 1) e (1, 1, 1) digamos U1, U2 e U3 respectivamente, assim, A(S(r)) = {U1, U2, U3}.

Pelo Lema 3.11, |E ′(U1, S(r))| = 0, |E ′(U2, S(r))| = 0 e |E ′(U3, S(r))| = 0.

Então,

w(S(r)) ≤
∑

U∈A(S(r))

ϕ|E
′(U,S(r))|

= ϕ|E
′(U1,S(r))| + ϕ|E

′(U2,S(r))| + ϕ|E
′(U3,S(r))|

= ϕ0 + ϕ0 + ϕ0

= 3.

Portanto, w(S(r)) ≤ 3.

(ii) Agora mostraremos que, w(S(r)\{r+m}) ≤ 2 < 0.7640·1.618|S(r)|. Pelo exemplo

3.3, sabemos queA(S(r)\{r+m}) = {∅, S(r)\{r+m}}, já que (f−r)+(f−r) 6= f+m,

pois r 6≡ f−r mod m. Temos que, |E ′(∅, S(r)\{r+m})| = 0 e |E ′(S(r)\{r+m}, S(r)\

{r +m})| = 0.

Então,

w(S(r) \ {r +m}) ≤
∑

U∈A(S(r)\{r+m})

ϕ|E
′(U,S(r)\{r+m})|

= ϕ|E
′(∅,S(r)\{r+m})| + ϕ|E

′(S(r)\{r+m},S(r)\{r+m})|

= ϕ0 + ϕ0

= 2.

Portanto, w(S(r) \ {r +m}) ≤ 2 < 0.7640 · 1.618|S(r)|.

(iii) Como S(r) \ {r +m, f − r} = ∅, por definição w(S(r) \ {r +m, f − r}) = 1.

Portanto, w(S(r) \ {r +m, f − r}) = 1 < 0.3820 · 1.618|S(r)|.
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(b) Se I(r) = 2, então S(r) = {r + m, r + 2m} ∪ {f − r, f − r −m}, pela igualdade

3.1-5 |S(r)| = 4.

(i) Vamos provar que, w(S(r)) ≤ 4 + 2ϕ < 1.0559 · 1.618|S(r)|. Os subconjuntos

admissíveis de S(r) são aqueles que possuem assinaturas (2, 0, 2), (2, 1, 2), (1, 0, 2),

(1, 1, 2), (0, 0, 2) e (2, 2, 2), digamos U1, U2, U3, U4, U5, e U6 respectivamente, assim,

A(S(r)) = {U1, U2, U3, U4, U5, U6}.

Pelo Lema 3.11, temos que, |E ′(U1, S(r))| = 0, |E ′(U2, S(r))| = 0, |E ′(U3, S(r))| = 0,

|E ′(U4, S(r))| = 0, |E ′(U5, S(r))| = 1 e |E ′(U6, S(r))| = 1.

Assim,

w(S(r)) ≤
∑

U∈A(S(r))

ϕ|E
′(U,S(r))|

= ϕ|E
′(U1,S(r))| + ϕ|E

′(U2,S(r))| + ϕ|E
′(U3,S(r))| + ϕ|E

′(U4,S(r))| + ϕ|E
′(U5,S(r))|

+ϕ|E
′(U6,S(r))|

= ϕ0 + ϕ0 + ϕ0 + ϕ0 + ϕ1 + ϕ1

= 4 + 2ϕ.

Portanto, w(S(r)) ≤ 4 + 2ϕ < 1.0559 · 1.618|S(r)|.

(ii) Antes de provarmos o desejado, verificaremos que se U ⊂ S(r) \ {r +m} então

U é um subconjunto admissível de S(r)\{r+m} se, e somente se, U é um subconjunto

admissível de S(r).

Seja U um subconjunto admissível de S(r) \ {r + m} para provarmos que U é um

subconjunto admissível de S(r) devemos provar os dois itens da definição 3.1. O pri-

meiro vale, pois U é um subconjunto admissível de S(r) \ {r + m}. Para provarmos o

segundo item devemos verificar que se x ∈ U e x+m ∈ S(r) então x+m ∈ U. Suponha

por absurdo que x + m 6∈ U ⇒ x + m 6∈ S(r) \ {r + m}, logo x + m = r + m ⇒ x = r,

o que é um absurdo, pois x = r 6∈ U, então x + m ∈ U. Portanto, U é um subconjunto

admissível de S(r).

Suponha agora que U é um subconjunto admissível de S(r), para mostrarmos que

U é um subconjunto admissível de S(r) \ {r + m} devemos verificar os dois itens da

definição 3.1. O primeiro item vale, pois U é um subconjunto admissível de S(r). Resta

verificar que se, x ∈ U e x + m ∈ S(r) \ {r + m}, então x + m ∈ U. De fato, se x ∈ U
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e x + m ∈ S(r) \ {r + m}, então x ∈ U e x + m ∈ S(r), logo x + m ∈ U, pois U

é um subconjunto admissível de S(r). Portanto, U é um subconjunto admissível de

S(r) \ {r +m}.

Isto garante que o número de subconjuntos admissíveis de S(r) \ {r+m} é igual ao

número de subconjuntos admissíveis de S(r) que estão contidos em S(r) \ {r +m}.

Sabemos que os subconjuntos admissíveis de S(r) são aqueles que possuem assi-

naturas (2, 0, 2), (2, 1, 2), (1, 0, 2), (1, 1, 2), (0, 0, 2) e (2, 2, 2), então os subconjuntos ad-

missíveis de S(r) \ {r + m} são os subconjuntos admissíveis de S(r) que possuem

assinaturas (2, 0, 2), (2, 1, 2), (1, 0, 2), (1, 1, 2), e (2, 2, 2), digamos U1, U2, U3, U4 e U5 res-

pectivamente.

Como U1, U2, U3, U4 e U5 são subconjuntos admissíveis de S(r), e E ′(Ui, S(r) \ {r+

m}) = E ′(Ui, S(r)), i = 1, . . . , 5, podemos utilizar o Lema 3.11 para determinar

|E ′(Ui, S(r) \ {r +m})|, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Pelo Lema 3.11, |E ′(U1, S(r)\{r+m})| = 0, |E ′(U2, S(r)\{r+m})| = 0, |E ′(U3, S(r)\

{r +m})| = 0, |E ′(U4, S(r) \ {r +m})| = 0 e |E ′(U5, S(r) \ {r +m})| = 1.

Então,

w(S(r) \ {r +m}) ≤
∑

U∈A(S(r)\{r+m})

ϕ|E
′(U,S(r)\{r+m})|

= ϕ|E
′(U1,S(r)\{r+m})| + ϕ|E

′(U2,S(r)\{r+m})| + ϕ|E
′(U3,S(r)\{r+m})|

+ϕ|E
′(U4,S(r)\{r+m})| + ϕ|E

′(U5,S(r)\{r+m})|

= ϕ0 + ϕ0 + ϕ0 + ϕ0 + ϕ1

= 4 + ϕ.

Portanto, w(S(r) \ {r +m}) ≤ 4 + ϕ < 0.8198 · 1.618|S(r)|.

(iii) De forma análoga ao que fizemos no item anterior é possível mostrarmos que

se U ⊂ S(r) \ {r + m, f − r −m} então U é um subconjunto admissível de S(r) \ {r +

m, f − r −m} se, e somente se, U é um subconjunto admissível de S(r).

Como os subconjuntos admissíveis de S(r) são aqueles que possuem assinaturas

(2, 0, 2), (2, 1, 2), (1, 0, 2), (1, 1, 2), (0, 0, 2) e (2, 2, 2), então os subconjuntos admissíveis

de S(r) \ {r + m, f − r − m} são os subconjuntos admissíveis de S(r) que possuem

assinaturas (2, 0, 2), (2, 1, 2), (1, 0, 2) e (1, 1, 2), digamos U1, U2, U3 e U4 respectivamente.
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Pelo Lema 3.11, |E ′(U1, S(r) \ {r+m, f − r−m})| = 0, |E ′(U2, S(r) \ {r+m, f − r−

m})| = 0, |E ′(U3, S(r) \ {r+m, f − r−m})| = 0, |E ′(U4, S(r) \ {r+m, f − r−m})| = 0.

Então,

w(S(r) \ {r +m, f − r −m}) ≤
∑

U∈A(S(r)\{r+m,f−r−m})

ϕ|E
′(U,S(r)\{r+m,f−r−m})|

= ϕ|E
′(U1,S(r)\{r+m,f−r−m})| + ϕ|E

′(U2,S(r)\{r+m,f−r−m})|

+ϕ|E
′(U3,S(r)\{r+m,f−r−m})| + ϕ|E

′(U4,S(r)\{r+m,f−r−m})|

= ϕ0 + ϕ0 + ϕ0 + ϕ0

= 4.

Portanto, w(S(r) \ {r +m, f − r −m}) ≤ 4 < 0.5837 · 1.618|S(r)|.

Lema 3.13. Seja r um inteiro satisfazendo 0 ≤ r ≤ m − 1 e r 6≡ f − r mod m. Também

suponha que I(r) ≥ 3. Então |S(r)| = 2I(r), e

w(S(r)) ≤ 0.8755 · 1.618|S(r)|.

Demonstração. Da igualdade 3.1-5, segue que |S(r)| = 2I(r).Vamos particionarA(S(r)) =

A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4, de acordo com os quatro casos no enunciado do Lema 3.11, mais

explicitamente:

1. A1 consiste dos subconjuntos admissíveis U ⊂ S(r) que possuem assinaturas

(I(r), j, I(r)), com 1 ≤ j ≤ I(r).

2. A2 consiste dos subconjuntos admissíveis U ⊂ S(r) que possuem assinaturas

(i, 0, I(r)), com 0 ≤ i ≤ I(r)− 1.

3. A3 consiste dos subconjuntos admissíveis U ⊂ S(r) que possuem assinaturas

(i, j, I(r)), com I(r) > i ≥ j > 0.

4. A4 consiste do subconjunto admissívelU ⊂ S(r) que possui assinatura (I(r), 0, I(r)),

(neste caso temos somente o conjunto vazio).

Pelo Lema 3.11,

∑
U∈A1

ϕ|E
′(U,S(r))| =

I(r)∑
j=1

ϕj−1
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= ϕ0 + ϕ1 + . . .+ ϕI(r)−1

=

I(r)−1∑
k=0

ϕk.

∑
U∈A2

ϕ|E
′(U,S(r))| =

I(r)−1∑
i=0

ϕI(r)−i−1

= ϕI(r)−1 + ϕI(r)−2 + . . .+ ϕ0

= ϕ0 + . . .+ ϕI(r)−2 + ϕI(r)−1

=

I(r)−1∑
k=0

ϕk.

∑
U∈A3

ϕ|E
′(U,S(r))| =

∑
I(r)>i≥j>0

ϕI(r)−i+j−2

=
∑

I(r)−1≥i≥j≥1

ϕI(r)−i+j−2

=

I(r)−1∑
i=1

ϕI(r)−i−1 +

I(r)−1∑
i=2

ϕI(r)−i + . . .+

I(r)−1∑
i=I(r)−1

ϕ2I(r)−i−3

= (ϕI(r)−2 + ϕI(r)−3 + . . .+ ϕ1 + ϕ0) + (ϕI(r)−2 + ϕI(r)−3 + . . .+ ϕ1)

+ . . .+ (ϕI(r)−2)

= 1 · ϕ0 + 2 · ϕ1 + . . .+ (I(r)− 1)ϕI(r)−2

=

I(r)−2∑
k=0

(k + 1)ϕk.

∑
U∈A4

ϕ|E
′(U,S(r))| = ϕ|E

′(∅,S(r))|

= ϕ0

= 1.

Assim,

w(S(r)) =
∑

U∈A(S(r))

ϕ−s(U,S(r))

=
∑

U∈A(S(r))

ϕ−(|E(U,S(r))|−|E′(U,S(r))|)
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=
∑

U∈A(S(r))

ϕ−|E(U,S(r))|+|E′(U,S(r))|

≤
∑

U∈A(S(r))

ϕ|E
′(U,S(r))|

=
∑
U∈A1

ϕ|E
′(U,S(r))| +

∑
U∈A2

ϕ|E
′(U,S(r))| +

∑
U∈A3

ϕ|E
′(U,S(r))| +

∑
U∈A4

ϕ|E
′(U,S(r))|

=

I(r)−1∑
k=0

ϕk +

I(r)−1∑
k=0

ϕk +

I(r)−2∑
k=0

(k + 1)ϕk + 1

= 1 + 2

I(r)−1∑
k=0

ϕk +

I(r)−2∑
k=0

(k + 1)ϕk

= 1 + 2ϕI(r)−1 + 2

I(r)−2∑
k=0

ϕk +

I(r)−2∑
k=0

(k + 1)ϕk

= 1 + 2ϕI(r)−1 +

I(r)−2∑
k=0

(k + 3)ϕk.

Denotemos esta última expressão porWN , ondeN = I(r). Provaremos por indução

que WN ≤ 0.8755 · 1.6182N quando N ≥ 3.

Se N = 3,

W3 = 1 + 2ϕ3−1 +
3−2∑
k=0

(k + 3)ϕk

= 1 + 2ϕ2 +
1∑

k=0

(k + 3)ϕk

= 1 + 2ϕ2 + (3ϕ0 + 4ϕ1)

= 4 + 4ϕ+ 2ϕ2

< 0.8755 · 1.6186.

Então, W3 < 0.8755 · 1.6182·3.

Se N = 4,

W4 = 1 + 2ϕ4−1 +
4−2∑
k=0

(k + 3)ϕk

= 1 + 2ϕ3 +
2∑

k=0

(k + 3)ϕk

= 1 + 2ϕ3 + (3ϕ0 + 4ϕ1 + 5ϕ2)
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= 4 + 4ϕ+ 5ϕ2 + 2ϕ3

< 0.8755 · 1.6188.

Então, W4 < 0.8755 · 1.6182·4.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para todo natural maior ou igual a 4 e

menor ou igual a N, provaremos que ele é válido para N + 1, isto é, estamos supondo

que WN ≤ 0.8755 · 1.6182N e provaremos que WN+1 ≤ 0.8755 · 1.6182(N+1).

De fato,

(
ϕ+

1

ϕ

)
WN =

(
ϕ+

1

ϕ

)(
1 + 2ϕN−1 +

N−2∑
k=0

(k + 3)ϕk

)

= ϕ+
1

ϕ
+ 2ϕN + 2ϕN−2 +

N−2∑
k=0

(k + 3)ϕk+1 +
N−2∑
k=0

(k + 3)ϕk−1

= ϕ+
1

ϕ
+ 2ϕN + 2ϕN−2 +

N−2∑
k=0

(k + 3)ϕk+1

+(3ϕ−1 + 4ϕ0 + . . .+ (N + 1)ϕN−3)

= ϕ+
4

ϕ
+ 2ϕN + 2ϕN−2 +

N−2∑
k=0

(k + 3)ϕk+1 +
N−3∑
k=0

(k + 4)ϕk

> 1 + 2ϕN + 2ϕN−2 +
N−2∑
k=0

(k + 3)ϕk+1 +
N−3∑
k=0

(k + 4)ϕk

> 1 + 2ϕN + 2ϕ0 +
N−2∑
k=0

(k + 3)ϕk+1 +
N−3∑
k=0

(k + 4)ϕk

= 1 + 2ϕN + 2ϕ0 + (3ϕ+ 4ϕ2 + . . .+ (N + 1)ϕN−1) +
N−3∑
k=0

(k + 4)ϕk

= 1 + 2ϕN + (2ϕ0 + 3ϕ1 + 4ϕ2 + . . .+ (N + 1)ϕN−1)

+(4ϕ0 + 5ϕ1 + . . .+NϕN−4 + (N + 1)ϕN−3)

= 1 + 2ϕN + (3ϕ0 + 4ϕ1 + . . .+ (N − 1)ϕN−4 +NϕN−3

+(N + 1)ϕN−2 + (N + 2)ϕN−1) + (3ϕ0 + 4ϕ1 + . . .+ (N − 1)ϕN−4

+NϕN−3)− ϕN−2 − ϕN−1

= 1 + 2ϕN +
N−1∑
k=0

(k + 3)ϕk + (3ϕ0 + 4ϕ1 + . . .+ (N − 1)ϕN−4 +NϕN−3)

−ϕN−2 − ϕN−1

≥ 1 + 2ϕN +
N−1∑
k=0

(k + 3)ϕk + [(N − 1)ϕN−4 +NϕN−3]− ϕN−2 − ϕN−1
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= 1 + 2ϕN +
N−1∑
k=0

(k + 3)ϕk + [(N − 1) +Nϕ− ϕ2 − ϕ3]ϕN−4

> 1 + 2ϕN +
N−1∑
k=0

(k + 3)ϕk

= WN+1.

Assim,

WN+1 <

(
1 +

1

ϕ

)
WN

< 1.6182 ·WN

≤ 1.6182 · 0.8755 · 1.6182N

= 0.8755 · 1.6182(N+1)

então, WN+1 ≤ 0.8755 · 1.6182(N+1). Portanto, WN ≤ 0.8755 · 1.6182N , ∀N ≥ 3.

Portanto, w(S(r)) ≤ 0.8755 · 1.618|S(r)|, ∀ I(r) ≥ 3.

Antes de provarmos o próximo lema vamos verificar alguns resultados que ajuda-

rão em sua prova e a tornará mais elegante.

Suponha que 0 ≤ r ≤ m− 1 e r 6≡ f − r mod m, então:

(i) I(r) = I(r + id), ∀ i ∈ {0, . . . , N(r)− 1}.

(ii) S(r + id) ∩ S(r + jd) = ∅, ∀ i, j ∈ {0, . . . , N(r)− 1}, i 6= j.

(i) Por definição,

I(r) = |{x ∈ [m, f ] |x ≡ r mod m}| = |{r +m, r + 2m, . . . , r + I(r)m}|

I(r + id) = |{x ∈ [m, f ] |x ≡ (r + id) mod m}|.

Vamos mostrar que I(r+ id) = |{(r+ id) +m, (r+ id) + 2m, . . . , (r+ id) + I(r)m}|,

para isso devemos verificar que r+id < m, r+id+I(r)m ≤ f e r+id+(I(r)+1)m >

f.

De fato, como N(r) é o menor inteiro não negativo n, tal que r+nd ≥ l−nd onde

l ∈ [0,m− 1] e l ≡ f − r mod m, e sendo i < N(r), então r + id < l− id ≤ l < m,

logo r+ id < m. Como l ≡ f − r mod m⇒ l = f − r−mq ⇒ f = r+ qm+ l, l ∈
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[0,m− 1], logo q = I(r). Como i < N(r), então r + id < l − id < l ⇒ id < l, disto

segue que r+ id+I(r)m < r+ l+I(r)m = f. Sendo f < r+(I(r)+1)m⇒ f < r+

id+(I(r)+1)m. Então, I(r+id) = |{(r+id)+m, (r+id)+2m, . . . , (r+id)+I(r)m}|.

Portanto, I(r) = I(r + id), ∀ i ∈ {0, . . . , N(r) − 1}, disto segue que I(r + id) =

I(r + jd), ∀ i, j ∈ {0, . . . , N(r)− 1.}

(ii) Fixe i, j ∈ {0, . . . , N(r)− 1} com i 6= j. Sejam,

A = {(r + id) +m, (r + id) + 2m, . . . , (r + id) + I(r)m}

B = {f − (r + id), f − (r + id)−m, . . . , f − (r + id)− (I(r)− 1)m}

C = {(r + jd) +m, (r + jd) + 2m, . . . , (r + jd) + I(r)m}

D = {f − (r + jd), f − (r + jd)−m, . . . , f − (r + jd)− (I(r)− 1)m}.

Temos que S(r + id) = A∪̇B e S(r + jd) = C∪̇D. A fim, de mostrarmos que

S(r+ id)∩S(r+ jd) = ∅, basta verificarmos que A∩C = ∅, A∩D = ∅, B ∩C = ∅

e B ∩D = ∅.

A ∩ C = ∅ : Suponha por absurdo que A ∩ C 6= ∅, então r + id + I(r)m =

r+ jd+ I(r)m, pois se r+ id+ I(r)m 6= r+ jd+ I(r)m, podemos supor sem perda

de generalidade que r + id + I(r)m < r + jd + I(r)m, usando que A ∩ C 6= ∅,

existe x ∈ A ∩ C ⇒ x = r + id + qm = r + jd + km, q, k ∈ [1, I(r)], assim

r+id+(q+I(r)−k)m = r+jd+I(r)m, e como f ≥ r+jd+I(r)m > r+id+I(r)m⇒

f ≥ r + id+ (q + I(r)− k)m > r + id+ I(r)m, o que é um absurdo, pois o maior

elemento de A é r + id+ I(r)m. Logo, r + id+ I(r)m = r + jd+ I(r)m⇒ i = j, o

que contraria nossa hipótese. Portanto A ∩ C = ∅.

B ∩D = ∅ : Segue a mesma linha de raciocínio do caso anterior.

A ∩ D = ∅ : Suponha por absurdo que A ∩ D 6= ∅, então r + id + m = f −

r − jd − (I(r) − 1)m, o que implica que A = D. Se x ∈ A = D o elemento

que somado a ele resulta em f + m esta em B e em C, logo B = C, e assim

r+ jd+m = f −r− id− (I(r)−1)m. Como r+ id+m = f −r− jd− (I(r)−1)m =

(f−r−I(r)m)−jd+m = l−jd+m > r+jd+m⇒ r+id+m > r+jd+m⇒ i > j,

e como r + jd + m = f − r − id − (I(r) − 1)m, de forma análoga obtemos que

i < j, logo i = j, o que é um absurdo, pois contraria nossa hipótese. Portanto,
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A ∩D = ∅.

B ∩ C = ∅ : Análogo ao caso anterior.

Portanto, S(r + id) ∩ S(r + jd) = ∅. Disto segue que S(r + 0d) ∩ S(r + 1d) ∩ . . . ∩

S(r + (N(r)− 1)d) = ∅.

Corolário 3.14. Seja r um inteiro satisfazendo 0 ≤ r ≤ m− 1 e r 6≡ f − r mod m. Suponha

também que I(r) ≥ 3. Então,

w(T (r)) ≤ 1.618|T (r)|.

Demonstração. Como provamos que S(r+ 0d)∩S(r+ 1d)∩ . . .∩S(r+ (N(r)− 1)d) = ∅,

e como T (r) =
N(r)−1⋃
i=0

S(r + id) então |T (r)| =
N(r)−1∑
i=0

|S(r + id)|.

Vamos fazer uso dos Lemas 3.10 e 3.13, para provarmos que

w(T (r)) ≤ 1.618|T (r)|.

A fim de utilizarmos o Lema 3.10, precisamos provar que f + m 6∈ S(r + id) +N(r)−1⋃
j=0
j 6=i

S(r + jd)

 e se x ∈ S(r + id) e y ∈
N(r)−1⋃
j=0
j 6=i

S(r + jd) então x 6≡ y mod m, i ∈

{0, . . . , N(r)− 1}.

De fato, se x ∈ S(r+ id) sabemos que o elemento que somado a ele resulta em f+m

pertence ao conjunto S(r+ id) e como S(r+ id)∩

N(r)−1⋃
j=0
j 6=i

S(r + jd)

 = ∅, então f+m 6∈

S(r + id) +

N(r)−1⋃
j=0
j 6=i

S(r + jd)

 . Agora se existisse x ∈ S(r + id) e y ∈
N(r)−1⋃
j=0
j 6=i

S(r + jd)

tal que x ≡ y mod m, então x = y + qm, e como m ≤ x ≤ f ⇒ m ≤ y + qm ≤ f, assim

y + qm ∈ S(r + id) e y + qm ∈
N(r)−1⋃
j=0
j 6=i

S(r + jd), o que é um absurdo, assim não existe

x ∈ S(r + id) e y ∈
N(r)−1⋃
j=0
j 6=i

S(r + jd) tal que x ≡ y mod m.
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Então, pelo Lema 3.10

w

S(r + id) ∪

N(r)−1⋃
j=0
j 6=i

S(r + jd)


 ≤ w(S(r + id))w

N(r)−1⋃
j=0
j 6=i

S(r + jd)


logo

w(T (r)) = w

N(r)−1⋃
i=0

S(r + id)


= w

S(r + 0d) ∪

N(r)−1⋃
i=1

S(r + id)


≤ w(S(r + 0d))w

N(r)−1⋃
i=1

S(r + id)


...

≤ w(S(r + 0d)) . . . w(S(r + (N(r)− 1)d))

=

N(r)−1∏
i=0

w(S(r + id)).

Como 0 ≤ r + id ≤ m− 1, ∀ i ∈ {0, . . . , N(r)− 1}, para usarmos o Lema 3.13, resta

verificar que r + id 6≡ f − r − id mod m, já que I(r) ≥ 3 e I(r) = I(r + id).

De fato, suponha que r + id ≡ f − r − id mod m, então devemos ter r + id =

f − r − id − I(r)m, e como f = r + l + I(r)m então l = r + 2id, o que é um absurdo,

pois r + id < l − id⇒ r + 2id < l. Então r + id 6≡ f − r − id mod m.

Assim, pelo Lema 3.13

w(T (r)) ≤
N(r)−1∏
i=0

w(S(r + id))

≤
N(r)−1∏
i=0

0.8755 · 1.618|S(r+id)|

≤
N(r)−1∏
i=0

1.618|S(r+id)|

= 1.618|T (r)|.
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Portanto,

w(T (r)) ≤ 1.618|T (r)|.

Agora iremos limitar o peso de S(r) no caso em que 0 ≤ r ≤ m − 1 e r ≡ f − r

mod m.

Lema 3.15. Seja r um inteiro satisfazendo 0 ≤ r ≤ m− 1 e r ≡ f − r mod m (se tal inteiro

existe). Então, |S(r)| = I(r), e

w(S(r)) ≤ 1.618|S(r)|.

Demonstração. Seja l o resto da divisão de f por m, então

f = mq1 + l, 0 ≤ l ≤ m− 1.

Como r ≡ f − r mod m, então r = f − r − q2m ⇒ 2r = f − q2m. Temos que,

f − q2m = mq1 + l− q2m = qm+ l, onde q = q1− q2, afirmamos que q = 0 ou q = 1, pois

se q > 1 então qm ≥ 2m > 2m− 2, o que é um absurdo, pois l + qm = 2r ∈ [0, 2m− 2].

Assim, 2r = l ou 2r = l +m, logo r = l
2

ou l+m
2
.

Por hipótese, r ≡ f − r mod m, logo r + m ≡ f − r mod m, r + 2m ≡ f − r

mod m, . . . , r + I(r)m ≡ f − r mod m (observe que r + I(r)m = f − r). Logo

S(r) = {r +m, r + 2m, . . . , r + I(r)m}.

Portanto, |S(r)| = I(r).

Seja ∅ 6= U ⊆ S(r) um subconjunto admissível, então

U = {r + im, r + (i+ 1)m, . . . , r + I(r)m} i ≤ I(r).

Vamos verificar que a soma de quaisquer dois elementos de U é maior que f +m.

Suponha por absurdo que existem x, y ∈ U tais que x+y ≤ f+m, como x+y 6= f+m,

pois U é admissível, então x + y < f + m. Como x, y ∈ U, então x = r + mk1, y =



3.1 Prova do Lema 3.7 68

r +mk2, i ≤ k1, k2 ≤ I(r). Então,

(r +mk1) + (r +mk2) < f +m

= (f − r) + (r +m)

= (r + I(r)m) + (r +m)

= (I(r) + 1)m+ 2r

então k1 + k2 ≤ I(r). Como k1, k2 ≥ i⇒ i ≤ k1 + k2 ≤ I(r). Podemos supor sem perda

de generalidade que k1 ≤ k2, então i ≤ k1 + k1 = 2k1 ≤ I(r).

Afirmamos que (r+(I(r)+1−k1)m) ∈ U.Devemos verificar que i ≤ I(r)+1−k1 ≤

I(r). Sabemos que I(r) ≥ 2k1 = k1 + k1 ≥ k1 + i > k1 + i − 1 ⇒ I(r) > k1 + i − 1 ⇒

I(r) + 1− k1 ≥ i, e como k1 ≥ i ≥ 1⇒ I(r) + 1− k1 ≤ I(r).

Portanto, r + (I(r) + 1− k1)m ∈ U.

Como r + k1m ∈ U, então existem dois elementos em U cuja soma é f +m, que são

r + k1m e r + (I(r) + 1− k1)m, o que é um absurdo, já que U é admissível.

Portanto, a soma de quaisquer dois elementos de U é maior que f +m.

Disto temos que,

2(r + im) > f +m = 2r + (I(r) + 1)m

⇒ 2i > I(r) + 1

⇒ i ≥ I(r) + 1

2
+ 1

⇒ I(r) + 1

2
+ 1 ≤ i ≤ I(r).

Temos que E ′(U, S(r)) = {x ∈ U |x+m ∈ U} = {r+ im, r+ (i+ 1)m, . . . , r+ (I(r)−

1)m} e como s(U, S(r)) = |E(U, S(r))| − |E ′(U, S(r))| ≥ −|E ′(U, S(r))| = −(I(r) − i),

então

w(S(r)) =
∑

U∈A(S(r))

ϕ−s(U,S(r))

= 1 +
∑

U∈A(S(r))
U 6=∅

ϕ−s(U,S(r))
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≤ 1 +
∑

U∈A(S(r))
U 6=∅

ϕ|E
′(U,S(r))|

= 1 +
∑

I(r)+1
2

+1≤i≤I(r)

ϕI(r)−i

= 1 +

I(r)∑
i=

I(r)+1
2

+1

ϕI(r)−i

= 1 + (ϕ
I(r)−1

2
−1 + ϕ

I(r)−1
2
−2 + . . .+ ϕ0)

= 1 +

I(r)−1
2
−1∑

i=0

ϕi

= 1 +
ϕ

I(r)−1
2 − 1

ϕ− 1

= 1 +

(
ϕ

I(r)−1
2 − 1

ϕ− 1

)(
ϕ+ 1

ϕ+ 1

)

= 1 +
ϕ

I(r)−1
2

+1 + ϕ
I(r)−1

2 − ϕ− 1

ϕ2 + ϕ− ϕ− 1

= 1 +
ϕ

I(r)−1
2

+2 − ϕ2

ϕ

= 1 + ϕ
I(r)−1

2
+1 − ϕ.

Vamos provar por indução que (1 + ϕ
N−1

2
+1 − ϕ) ≤ 1.618N , onde N = I(r) e segue

que w(S(r)) ≤ 1.618|S(r)|.

Se N = 1, então 1 + ϕ
1−1
2

+1 − ϕ = 1 + ϕ− ϕ = 1 ≤ 1.618.

Suponha o resultado válido para N e mostraremos que ele vale para N + 1, isto

é, estamos supondo válido que 1 + ϕ
N−1

2
+1 − ϕ ≤ 1.618N e vamos provar que 1 +

ϕ
(N+1)−1

2
+1 − ϕ ≤ 1.618N+1.

De fato,

1 + ϕ
(N+1)−1

2
+1 − ϕ = 1 + ϕ

N−1
2

+1ϕ
1
2 − ϕ

≤ 1 + (1.618N + ϕ− 1)ϕ
1
2 − ϕ

= 1 + 1.618Nϕ
1
2 + ϕ

3
2 − ϕ

1
2 − ϕ

= (1 + ϕ
3
2 − ϕ

1
2 − ϕ) + 1.618Nϕ

1
2

≤ 1.618Nϕ
1
2
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≤ 1.618N · 1.618

= 1.618N+1.

Então, 1 + ϕ
(N+1)−1

2
+1 − ϕ ≤ 1.618N+1, logo 1 + ϕ

N−1
2

+1 − ϕ ≤ 1.618N , ∀N ∈ N.

Portanto,

w(S(r)) ≤ 1.618|S(r)|.

Já limitamos o peso de T (r) quando I(r) ≥ 3, agora iremos limitar o peso de T (r)

quando I(r) = 1 e I(r) = 2, mas para isto precisaremos de alguns lemas.

Seja U um subconjunto admissível de T (r) =
N(r)−1⋃
i=0

S(r + id), então U = U0 ∪ . . . ∪

UN(r)−1, onde Ui = {(r+id)+(ai+1)m, (r+id)+(ai+2)m, . . . , (r+id)+I(r)m}∪{f−(r+

id), f− (r+ id)−m, . . . , f−r− (bi−1)m}, i ∈ {0, . . . , N(r)−1} e ai ≥ bi. No restante do

capítulo U sempre denotará um subconjunto admissível de T (r), U = U0∪ . . .∪UN(r)−1.

Temos que Ui = U ∩ S(r + id) é um subconjunto admissível de S(r + id) com

assinatura (ai, bi, I(r)).

Seja e′i(U) o número de elementos em E ′(U, T (r)) que são congruentes a r + id ou

f − r − id módulo m. Então

e′i(U) = |{x ∈ E ′(U, T (r)) |x ≡ r + id mod m oux ≡ f − r − id mod m}|

= |{x ∈ E ′(U, T (r)) |x ∈ Ui}|

= |E ′(Ui, T (r))|

= |E ′(Ui, S(r + id))|.

Assim, e′i(U) é determinado pelo Lema 3.11.

Seja ei(U) o número de elementos emE(U, T (r)) congruentes a r+(i+1)d ou f−r−id

módulo m, o valor de ei(U) será determinado no próximo Lema.

Lema 3.16. O valor de ei(U) depende só da assinatura de Ui e Ui+1. Em particular, se suas
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assinaturas são (ai, bi, I(r)) e (ai+1, bi+1, I(r)), respectivamente, então

ei(U) =



I(r)− ai + max{bi+1 − bi − 1, 0}, se bi > 0 e ai+1 = I(r)

max{ai+1 − ai − 1, 0}+ bi+1, se bi = 0 e ai+1 < I(r)

max{ai+1 − ai − 1, 0}+ max{bi+1 − bi − 1, 0}, se bi > 0 e ai+1 < I(r)

I(r)− ai + bi+1, se bi = 0 e ai+1 = I(r).

Demonstração. Temos que

ei(U) = |{x ∈ E(U, T (r)) |x ≡ r + (i+ 1)d mod m oux ≡ f − r − id mod m}|

= |{x ∈ E(U, T (r)) |x ≡ r + (i+ 1)d mod m}|

+|{x ∈ E(U, T (r)) |x ≡ f − r − id mod m}|

= |A|+ |B|,

onde, A = {x ∈ E(U, T (r)) |x ≡ r+(i+1)d mod m} eB = {x ∈ E(U, T (r)) |x ≡ f−r−id

mod m}.

Iremos determinar |A| e |B| separadamente. Primeiramente determinaremos |A|.

Temos que,

A = {x ∈ E(U, T (r)) |x ≡ r + (i+ 1)d mod m}

= {x ∈ E(U, T (r)) |x = r + (i+ 1)d+ km}

= {r + (i+ 1)d+ km ∈ T (r) | r + (i+ 1)d+ km, r + (i+ 1)d+ (k + 1)m 6∈ U e

r + id+ km ∈ U}.

Como r+ (i+ 1)d+ (k+ 1)m 6∈ U ⇒ r+ (i+ 1)d+ (k+ 1)m 6∈ Ui+1 ⇒ k+ 1 < ai+1 + 1

ou ai+1 = I(r)⇒ ai+1 > k ou ai+1 = I(r), e como r + id + km ∈ U ⇒ r + id + km ∈

Ui ⇒ ai + 1 ≤ k ≤ I(r).

Assim, se ai+1 = I(r) ⇒ ai + 1 ≤ k ≤ I(r) ⇒ |A| = I(r) − ai, e se ai+1 < I(r) ⇒

ai + 1 ≤ k < ai+1 ⇒ |A| = max{ai+1 − ai − 1, 0}.

Vamos determinar |B|.

B = {x ∈ E(U, T (r)) |x ≡ f − r − id mod m}

= {x ∈ E(U, T (r)) |x = f − r − id− km}
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= {f − r − id− km ∈ T (r) | f − r − id− km, f − r − id− (k − 1)m 6∈ U e

f − r − (i+ 1)d− km ∈ U}.

Como f−r−id−(k−1)m 6∈ U ⇒ f−r−id−(k−1)m 6∈ Ui ⇒ k−1 > bi−1 ou bi = 0,

e como f − r − (i+ 1)d− km ∈ U ⇒ f − r − (i+ 1)d− km ∈ Ui+1 ⇒ 0 ≤ k ≤ bi+1 − 1.

Se bi = 0 ⇒ 0 ≤ k ≤ bi+1 − 1 ⇒ |B| = bi+1, e se bi > 0 ⇒ bi < k ≤ bi+1 − 1 ⇒ |B| =

max{bi+1 − bi − 1, 0}.

Portanto,

ei(U) =



I(r)− ai + max{bi+1 − bi − 1, 0}, se bi > 0 e ai+1 = I(r)

max{ai+1 − ai − 1, 0}+ bi+1, se bi = 0 e ai+1 < I(r)

max{ai+1 − ai − 1, 0}+ max{bi+1 − bi − 1, 0}, se bi > 0 e ai+1 < I(r)

I(r)− ai + bi+1, se bi = 0 e ai+1 = I(r).

Para cada par de assinaturas (u, v), existe um número G(u, v) tal que se Ui tem

assinatura u e Ui+1 tem assinatura v, então ei(U)− e′i(U) = G(u, v).

Observe que G(u, v) não depende de i ou U , pois sempre conseguimos construir

um conjunto U ⊂ T (r) admissível com Ui tendo assinatura u e Ui+1 tendo assinatura v.

Seja ui a assinatura de Ui, para cada i ∈ {0, . . . , N(r)− 1}. Então,

s(U, T (r)) = |E(U, T (r))| − |E ′(U, T (r))|

≥ (e0(U) + . . .+ eN(r)−1(U))− (e′0(U) + . . .+ e′N(r)−1(U))

=

N(r)−2∑
i=0

(ei(U)− e′i(U)) + (eN(r)−1(U)− e′N(r)−1(U))

=

N(r)−2∑
i=0

G(ui, ui+1) + (eN(r)−1(U)− e′N(r)−1(U))

≥
N(r)−2∑
i=0

G(ui, ui+1)− e′N(r)−1(U).

Então,

w(T (r)) =
∑

U∈A(T (r))

ϕ−s(U,T (r))
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≤
∑

U∈A(T (r))

ϕ−
∑N(r)−2

i=0 G(ui,ui+1)+e′
N(r)−1

(U)

=
∑

U∈A(T (r))

ϕe′N(r)−1
(U)

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(ui,ui+1)

 .

Portanto,

w(T (r)) ≤
∑

U∈A(T (r))

ϕe′N(r)−1
(U)

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(ui,ui+1)

 .

Vamos escrever esta última passagem de uma forma mais conveniente para provar-

mos o próximo Lema.

Dado U ∈ A(T (r)), U = U0 ∪ . . . ∪ UN(r)−1. Seja {s1, . . . , sk} o conjunto de todas as

possíveis assinaturas de Ui = U ∩ S(r + id), i ∈ {0, . . . , N(r)− 1}.

Vamos fazer uma mudança de notação para conseguirmos saber qual é a assinatura

do conjunto admissível Ui, i ∈ {0, . . . , N(r)− 1}.

Seja U (l0,...,lN(r)−1) ∈ A(T (r)), U (l0,...,lN(r)−1) = U0 ∪ . . . ∪ UN(r)−1, estamos indicando

que Ui tem assinatura sli , li ∈ {1, . . . , k}.

Como e′N(r)−1(U (l0,...,lN(r)−1)) depende só da assinatura de UN(r)−1, então:

ϕe
′
N(r)−1

(U
(l0,...,lN(r)−2,1) ) = ϕe

′
N(r)−1

(U
(l′0,...,l

′
N(r)−2,1) ), ∀ li, l′j ∈ {1, . . . , k}

...
...

ϕe
′
N(r)−1

(U
(l0,...,lN(r)−2,k) ) = ϕe

′
N(r)−1

(U
(l′0,...,l

′
N(r)−2,k) ), ∀ li, l′j ∈ {1, . . . , k}.

Assim, ∑
U∈A(T (r))

ϕe′N(r)−1
(U)

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(ui,ui+1)

 =

=
∑

U
(l0,...,lN(r)−2,1)∈A(T (r))

ϕe
′
N(r)−1

(U
(l0,...,lN(r)−2,1) )

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(ui,ui+1) + . . .

+
∑

U
(l0,...,lN(r)−2,k)∈A(T (r))

ϕe
′
N(r)−1

(U
(l0,...,lN(r)−2,k) )

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(ui,ui+1).

Como li ∈ {1, . . . , k}, temos k possibilidades para cada li, assim,
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∑
U

(l0,...,lN(r)−2,1)∈A(T (r))

ϕe
′
N(r)−1

(U
(l0,...,lN(r)−2,1) )

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(ui,ui+1) + . . .

+
∑

U
(l0,...,lN(r)−2,k)∈A(T (r))

ϕe
′
N(r)−1

(U
(l0,...,lN(r)−2,k) )

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(ui,ui+1) =

k∑
lN(r)−2=1

. . .

k∑
l0=1

ϕe
′
N(r)−1

(U
(l0,...,lN(r)−2,1) )

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
) + . . .

+
k∑

lN(r)−2=1

. . .

k∑
l0=1

ϕe
′
N(r)−1

(U
(l0,...,lN(r)−2,k) )

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
) =

ϕe
′
N(r)−1

(U(1,...,1))
k∑

lN(r)−2=1

. . .

k∑
l0=1

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
) + . . .

+ϕe
′
N(r)−1

(U(k,...,k))
k∑

lN(r)−2=1

. . .
k∑

l0=1

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
).

Então,

∑
U∈A(T (r))

ϕe
′
N(r)−1

(U)

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(ui,ui+1) =

ϕe
′
N(r)−1

(U(1,...,1))
k∑

lN(r)−2=1

. . .
k∑

l0=1

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
) + . . .

+ϕe
′
N(r)−1

(U(k,...,k))
k∑

lN(r)−2=1

. . .
k∑

l0=1

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
).

Portanto,

w(T (r)) ≤ ϕe
′
N(r)−1

(U(1,...,1))
k∑

lN(r)−2=1

. . .

k∑
l0=1

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
) + . . . (3.1-6)

+ϕe
′
N(r)−1

(U(k,...,k))
k∑

lN(r)−2=1

. . .

k∑
l0=1

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
).

Lema 3.17. Seja r um inteiro, e sejam {s1, . . . , sk} as possíveis assinaturas de U ∩ S(r + id),

U subconjunto admissível de T (r). Seja v um vetor k−dimensional cuja j−ésima entrada é o
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valor de ϕe
′
N(r)−1

(U) quando uN(r)−1 = sj. Também, seja 1 o vetor k−dimensional cujas todas as

entradas são iguais a 1. Finalmente, seja M a matriz k x k cuja entrada ij é ϕ−G(si,sj). Então,

w(T (r)) ≤ 1TMN(r)−1v.

Demonstração. Seja W ′
N = 1TMN−1, vamos provar por indução sobre N, que

W ′
N =



k∑
lN−2=1

. . .
k∑

l0=1

((
N−3∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
)

)
ϕ−G(slN−2

,s1)

)
...

k∑
lN−2=1

. . .
k∑

l0=1

((
N−3∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
)

)
ϕ−G(slN−2

,sk)

)


T

(3.1-7)

para todo N ≥ 2.

Se N = 2,

W ′
2 = 1TM

=
[

1 . . . 1
]

ϕ−G(s1,s1) . . . ϕ−G(s1,sk)

... . . . ...

ϕ−G(sk,s1) . . . ϕ−G(sk,sk)


=

[
k∑

l0=1

ϕ−G(sl0 ,s1) . . .
k∑

l0=1

ϕ−G(sl0 ,sk)

]

logo a igualdade 3.1-7 se verifica quando N = 2.

Assumindo o resultado verdadeiro para W ′
N o resultado segue de W ′

N+1 = W ′
NM.

Vamos provar agora que

w(T (r)) ≤ 1TMN(r)−1v.

Se N(r) = 0, por definição w(T (r)) = 0.

Se N(r) = 1, então 1TM0v = 1T id v = 1Tv = ϕe
′
N(r)−1

(U)︸ ︷︷ ︸
s1

+ . . . + ϕe
′
N(r)−1

(U)︸ ︷︷ ︸
sk

, e como

T (r) =
N(r)−1⋃
i=0

S(r + id) = S(r), então w(T (r)) = w(S(r)), assim

w(S(r)) =
∑

U∈A(S(r))

ϕ−s(U,S(r))
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=
∑

U∈A(S(r))

ϕ−(|E(U,S(r))|−|E′(U,S(r))|)

≤
∑

U∈A(S(r))

ϕ|E
′(U,S(r))|

= ϕe
′
N(r)−1

(U)︸ ︷︷ ︸
s1

+ . . .+ ϕe
′
N(r)−1

(U)︸ ︷︷ ︸
sk

.

Portanto, w(T (r)) ≤ 1TMN(r)−1v, quando N(r) = 1.

Se N(r) ≥ 2, usando 3.1-7, temos que

1TMN(r)−1v =



k∑
lN(r)−2=1

. . .
k∑

l0=1

((
N(r)−3∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
)

)
ϕ
−G(slN(r)−2

,s1)

)
...

k∑
lN(r)−2=1

. . .
k∑

l0=1

((
N(r)−3∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
)

)
ϕ
−G(slN(r)−2

,sk)

)



T 
ϕe
′
N(r)−1

(U)

...

ϕe
′
N(r)−1

(U)



= ϕe
′
N(r)−1

(U)︸ ︷︷ ︸
uN(r)−1=s1

k∑
lN(r)−2=1

. . .
k∑

l0=1

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
)

︸ ︷︷ ︸
slN(r)−1=s1

+ . . .

+ ϕe
′
N(r)−1

(U)︸ ︷︷ ︸
uN(r)−1=sk

k∑
lN(r)−2=1

. . .
k∑

l0=1

N(r)−2∏
i=0

ϕ−G(sli ,sli+1
)

︸ ︷︷ ︸
slN(r)−1=sk

.

Então, por 3.1-6, segue que w(T (r)) ≤ 1TMN(r)−1v, quando N(r) ≥ 2.

Portanto,

w(T (r)) ≤ 1TMN(r)−1v.

Utilizaremos a notação deste Lema na prova dos dois Lemas seguintes, e faremos

uso do software MATLAB para calcular o polinômio característico da matriz M e calcu-

lar 1TMNv, para alguns valores de N.

Lema 3.18. Se I(r) = 1, então w(T (r)) ≤ 1.1460 · 1.618|T (r)|.

Demonstração. Seja U um subconjunto admissível de T (r), as possíveis assinaturas de

Ui = U ∩ S(r + id) são s1 = (1, 0, 1), s2 = (1, 1, 1) e s3 = (0, 0, 1).
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Vamos determinar a matriz,

M =


ϕ−G(s1,s1) ϕ−G(s1,s2) ϕ−G(s1,s3)

ϕ−G(s2,s1) ϕ−G(s2,s2) ϕ−G(s2,s3)

ϕ−G(s3,s1) ϕ−G(s3,s2) ϕ−G(s3,s3)

 .

Usando os Lemas 3.11 e 3.16, vamos determinar ϕ−G(s1,s1), ϕ−G(s2,s1) e ϕ−G(s3,s1) as

demais entradas da matriz M são determinadas de forma análoga.

• ϕ−G(s1,s1) : Pela notação do Lema 3.16, temos que ai = 1, bi = 0, ai+1 = 1, bi+1 = 0

e I(r) = 1, assim ei(U) = I(r)− ai + bi+1 = 1− 1 + 0 = 0, já pela notação do Lema

3.11, i = 1, j = 0 e I(r) = 1, logo e′i(U) = 0. Então ϕ−G(s1,s1) = ϕ−(ei(U)−e′i(U)) = 1.

• ϕ−G(s2,s1) : Pela notação do Lema 3.16, temos que ai = 1, bi = 1, ai+1 = 1, bi+1 = 0 e

I(r) = 1, assim ei(U) = I(r)−ai+max{bi+1−bi−1, 0} = 1−1+max{0−1−1, 0} = 0,

pela notação do Lema 3.11, i = 1, j = 1 e I(r) = 1, logo e′i(U) = j − 1 = 0. Então

ϕ−G(s2,s1) = ϕ−(ei(U)−e′i(U)) = 1.

• ϕ−G(s3,s1) : Pela notação do Lema 3.16, temos que ai = 0, bi = 0, ai+1 = 1, bi+1 = 0

e I(r) = 1, assim ei(U) = I(r) − ai + bi+1 = 1 − 0 + 0 = 1, pela notação do Lema

3.11, i = 0, j = 0 e I(r) = 1, logo e′i(U) = I(r) − i − 1 = 1 − 0 − 1 = 0. Então

ϕ−G(s3,s1) = ϕ−(ei(U)−e′i(U)) = ϕ−1.

Assim,

M =


1 ϕ−1 1

1 1 1

ϕ−1 ϕ−2 1

 .

Observe que já determinamos acima e′N(r)−1(U) quando a assinatura de UN(r)−1 é

igual a s1, s2 ou s3, logo

v =


ϕe
′
N(r)−1

(U)

ϕe
′
N(r)−1

(U)

ϕe
′
N(r)−1

(U)

 =


1

1

1

 .
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Aplicando o Lema 3.17, temos que

w(T (r)) ≤
[

1 1 1
]

1 ϕ−1 1

1 1 1

ϕ−1 ϕ−2 1


N(r)−1 

1

1

1

 .

Denote o lado direito da desigualdade acima por VN , quando N(r) = N. Vamos

provar que

VN ≤ 3 · 1.6182N−2.

Temos que,

V1 ≤ 3 · 1.6182·1−2

V2 ≤ 3 · 1.6182·2−2

V3 ≤ 3 · 1.6182·3−2.

O polinômio característico da matriz M, é

p(λ) = −λ3 + 3λ2 + (−3 + 2ϕ−1 + ϕ−2)λ+ (1− 2ϕ−1 + ϕ−2).

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton p(M) = 0, então

M3 = 3M2 + (−3 + 2ϕ−1 + ϕ−2)M + (1− 2ϕ−1 + ϕ−2)

⇒M (N+3)−1 = 3M (N+2)−1 + (−3 + 2ϕ−1 + ϕ−2)M (N+1)−1 + (1− 2ϕ−1 + ϕ−2)M (N−1)

⇒ 1TM (N+3)−1v = 3 · 1TM (N+2)−1v + (−3 + 2ϕ−1 + ϕ−2)1TM (N+1)−1v

+(1− 2ϕ−1 + ϕ−2)1TM (N−1)v

⇒ VN+3 = 3VN+2 + (−3 + 2ϕ−1 + ϕ−2)VN+1 + (1− 2ϕ−1 + ϕ−2)VN , N ≥ 1.

Vamos provar por indução sobre N que VN+3 ≤ 3 · 1.6182(N+3)−2.

Se N = 1, temos que

V4 = 3V3 + (−3 + 2ϕ−1 + ϕ−2)V2 + (1− 2ϕ−1 + ϕ−2)V1

≤ 3 · 3 · 1.6184 + (−3 + 2ϕ−1 + ϕ−2) · 3 · 1.6182 + (1− 2ϕ−1 + ϕ−2) · 3
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≤ 53.12

≤ 3 · 1.6182·4−2

= 3 · 1.6182N−2.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para todo natural entre 1 e N, e vamos

provar que ele é verdadeiro para N + 1, isto é, que

VN+4 ≤ 3 · 1.6182(N+4)−2.

Temos que,

VN+4 = 3VN+3 + (−3 + 2ϕ−1 + ϕ−2)VN+2 + (1− 2ϕ−1 + ϕ−2)VN+1

≤ 3VN+3 + (−1.38)VN+2 + 0.146VN+1

≤ 3 · 3 · 1.6182(N+3)−2 + (−1.38) · 3 · 1.6182(N+2)−2 + 0.146 · 3 · 1.6182(N+1)−2

= 3 · 3 · 1.6182N+4 + (−1.38) · 3 · 1.6182N+2 + 0.146 · 3 · 1.6182N

= 3 · 1.6182N(3 · 1.6184 − 1.38 · 1.6182 + 0.146)

< 3 · 1.6182N · 1.6186

= 3 · 1.6182(N+4)−2.

Então, VN+4 ≤ 3 · 1.6182(N+4)−2, assim VN+3 ≤ 3 · 1.6182(N+3)−2, ∀N ≥ 1.

Como já verificamos que VN ≤ 3 · 1.6182N−2, quando N = 1, 2, 3 segue que VN ≤

3 · 1.6182N−2, ∀N ≥ 1.

Como I(r) = 1, então |S(r + id)| = 2, ∀i ∈ {0, . . . , N(r) − 1}, então |T (r)| = 2N(r).

Assim,

w(T (r)) ≤ 1TMN(r)−1v

= VN(r)

≤ 3 · 1.6182N(r)−2

≤ 1.140 · 1.6182 · 1.6182N(r)−2

= 1.140 · 1.6182N(r)

= 1.140 · 1.618|T (r)|.
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Portanto,

w(T (r)) ≤ 1.140 · 1.618|T (r)|.

Lema 3.19. Se I(r) = 2, então

w(T (r)) ≤ 1.0559 · 1.618|T (r)|.

Demonstração. Dado U ∈ A(T (r)), as possíveis assinaturas de Ui = U ∩ S(r + id), i ∈

{0, . . . , N(r)− 1} são s1 = (2, 0, 2), s2 = (2, 1, 2), s3 = (1, 0, 2), s4 = (1, 1, 2), s5 = (0, 0, 2)

e s6 = (2, 2, 2).

De forma análoga ao que fizemos no Lema anterior, temos que

M =



1 ϕ−1 1 ϕ−1 1 ϕ−2

1 1 1 1 1 1

ϕ−1 ϕ−2 1 ϕ−1 1 ϕ−3

ϕ−1 ϕ−1 1 1 1 ϕ−1

ϕ−1 ϕ−2 ϕ 1 ϕ ϕ−3

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ


e

v =



1

1

1

1

ϕ

ϕ


.

Pelo Lema 3.17, sabemos que

w(T (r)) ≤ 1TMN(r)−1v. (3.1-8)
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Assim para provarmos que w(T (r)) < 1.0559 · 1.618|T (r)|, basta provarmos que

1TMN(r)−1v ≤ 1.0559 · 1.618|T (r)|.

Denotemos por V ′N o lado direito da desigualdade 3.1-8, quando N(r) = N, vamos

provar por indução que

V ′N ≤ (4 + 2ϕ)1.6184N−4,

mas antes precisamos verificar que V ′N+1 ≤ 6.8V ′N , ∀N ∈ N.

Temos que,

V ′1 = (4 + 2ϕ)1.6180

V ′2 ≤ (4 + 2ϕ)1.6184·2−4

V ′3 ≤ (4 + 2ϕ)1.6184·3−4

V ′4 ≤ (4 + 2ϕ)1.6184·4−4

V ′5 ≤ (4 + 2ϕ)1.6185·4−4,

assim, V ′N+1 ≤ 6.8V ′N , para N = 1, 2, 3, 4.

O polinômio característica da matriz M é

p(λ) = λ6 − (7.236 · · · )λ5 + (10.708 · · · )λ4 − (3.965 · · · )λ3 + (0.278 · · · )λ2.

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton p(M) = 0, então

M6 = (7.236 · · · )M5 − (10.708 · · · )M4 + (3.965 · · · )M3 − (0.278 · · · )M2

multiplicando a equação acima por MN−6, temos

MN = (7.236 · · · )MN−1 − (10.708 · · · )MN−2 + (3.965 · · · )MN−3 − (0.278 · · · )MN−4

multiplicando a equação acima a esquerda por 1T e a direita por v, temos



3.1 Prova do Lema 3.7 82

1TMNv = (7.236 · · · )1TMN−1v − (10.708 · · · )1TMN−2v + (3.965 · · · )1TMN−3v

−(0.278 · · · )1TMN−4v

então,

V ′N+1 = (7.236 · · · )V ′N − (10.708 · · · )V ′N−1 + (3.965 · · · )V ′N−2 − (0.278 · · · )V ′N−3.

Já verificamos acima que V ′N+1 ≤ 6.8V ′N , quando N = 1, 2, 3, 4, então resta verificar

que V ′N+1 ≤ 6.8V ′N , para N > 4. Suponha que V ′N+1 ≤ 6.8V ′N para todo natural entre 4 e

N, e vamos provar que o resultado é verdadeiro para N + 1.

De fato,

V ′N+2 = (7.236 · · · )V ′N+1 − (10.708 · · · )V ′N + (3.965 · · · )V ′N−1 − (0.278 · · · )V ′N−2

≤ (7.236 · · · )V ′N+1 − (10.708 · · · )V ′N + (3.965 · · · )V ′N−1

≤ (7.236 · · · )V ′N+1 − (10.708 · · · )V ′N + (3.965 · · · )V ′N

≤ (7.237)V ′N+1 − (10.707− 3.966)V ′N

≤ (7.237)V ′N+1 − (10.707− 3.966)V ′N+1 ·
1

6.8

=

(
7.237− 10.707− 3.966

6.8

)
V ′N+1

≤ 6.8V ′N+1.

Então, V ′N+2 ≤ 6.8V ′N+1, assim V ′N+1 ≤ 6.8V ′N , ∀N > 4.

Portanto, V ′N+1 ≤ 6.8V ′N , ∀N ∈ N.

Utilizamos acima que V ′K ≥ 0, ∀K ∈ N, isto é verdadeiro, pois V ′K = 1TMK−1v e

as entradas das matrizes são todas positivas, logo o número real que o produto delas

fornece não pode ser negativo, então V ′K ≥ 0, ∀K ∈ N.

Na terceira passagem usamos o fato de V ′k ≤ V ′K+1, ∀K ∈ N, o que é verdadeiro,

pois

V ′K+1 − V ′K = 1TMKv − 1TMK−1v

= 1TMK−1(M − id)v
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= 1MK−1



0 ϕ−1 1 ϕ−1 1 ϕ−2

1 0 1 1 1 1

ϕ−1 ϕ−2 0 ϕ−1 1 ϕ−3

ϕ−1 ϕ−1 1 0 1 ϕ−1

ϕ−1 ϕ−2 ϕ 1 ϕ− 1 ϕ−3

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− 1


v

≥ 0

já que as entradas das matrizes são todas não negativas.

Na quinta passagem usamos a hipótese de indução.

Agora estamos em condições de verificar que V ′N ≤ (4 + 2ϕ)1.6184N−4.

Se N = 1, já verificamos acima. Suponha o resultado válido para N, vamos provar

que ele é verdadeiro para N + 1, isto é, que

V ′N+1 ≤ (4 + 2ϕ)1.6184(N+1)−4.

De fato,

V ′N+1 ≤ 6.8V ′N

≤ 6.8(4 + 2ϕ)1.6184N−4

< 1.6184(4 + 2ϕ)1.6184N−4

= (4 + 2ϕ)1.6184(N+1)−4.

Então, V ′N+1 ≤ (4 + 2ϕ)1.6184(N+1)−4.

Portanto, V ′N ≤ (4 + 2ϕ)1.6184N−4, ∀N ∈ N.

Como I(r) = 2, então |S(r + id)| = 4, ∀i ∈ {0, . . . , N(r)− 1}, logo |T (r)| = 4N(r).

Assim,

w(T (r)) ≤ 1TMN(r)−1v

= V ′N(r)

≤ (4 + 2ϕ)1.6184N(r)−4

= (4 + 2ϕ)1.618−4 · 1.618|T (r)|
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< 1.0559 · 1.618|T (r)|.

Portanto, w(T (r)) ≤ 1.0559 · 1.618|T (r)|.

Finalmente estamos em condições de provar o Lema 3.7

Demonstração. Se m+ d ≥ f − 1, então S = ∅ e por definição w(S) = 1, logo a desigual-

dade é verdadeira. Vamos supor então que m+ d < f − 1.

Seja l o resto da divisão de f por m, então

f = km+ l, 0 ≤ l ≤ m− 1.

Por conveniência, definimos que S(r) = ∅ se r não é inteiro. Quando 0 ≤ x ≤ l
2

I(x) = I(0) e quando l + 1 ≤ x ≤ m+l
2
I(x) = I(0)− 1.

De fato, se 0 ≤ x ≤ l
2
, devemos provar que x < m e x+I(0)m ≤ f < x+(I(0)+1)m.

• Como x ≤ l
2
⇒ x ≤ l⇒ x < m.

• Temos que f = km + l e I(0) = |{0 + m, 0 + 2m, . . . , 0 + I(0)m}|, então k = I(0).

Assim,

x+ I(0)m ≤ l

2
+ I(0)m ≤ l + I(0)m = f < (I(0) + 1)m ≤ x+ (I(0) + 1)m

⇒ x+ I(0)m ≤ f < x+ (I(0) + 1)m.

Agora, se l + 1 ≤ x ≤ m+l
2

devemos provar que x < m e x + (I(0) − 1)m ≤ f <

x+ I(0)m.

• x ≤ m+l
2
< m+m

2
= m.

• x + (I(0) − 1)m < m + (I(0) − 1)m = I(0)m ≤ f = I(0)m + l < I(0)m + l + 1 ≤

x+ I(0)m, então x+ (I(0)− 1)m ≤ f < x+ I(0)m.

Portanto, I(x) = I(0) quando 0 ≤ x ≤ l
2

e I(x) = I(0)− 1 quando l + 1 ≤ x ≤ m+l
2
.

Ao invés de limitarmos w(S) diretamente será mais conveniente limitarmos o peso

de um conjunto similar. Defina



3.1 Prova do Lema 3.7 85

S ′ =

 l
2
−1⋃
x=0

S(x)

 ∪
m+l

2
−1⋃

x=l+1

S(x)

 .

Algumas observações sobre S ′, S( l
2
) e S(m+l

2
).

(i) Se 0 ≤ x ≤ l
2

ou l + 1 ≤ x ≤ m+l
2
− 1, então

S(x) = {x+m,x+2m, . . . , x+I(x)m}∪̇{f−x, f−x−m, . . . , f−x− (I(x)−1)m}.

Se x = l
2

ou x = m+l
2
, então

S(x) = {x+m,x+ 2m, . . . , x+ I(x)m}.

(ii) S(x) ∩ S(y) = ∅ se x, y ∈ {0, . . . , l
2
, l + 1, . . . , m+l

2
}, com x 6= y.

Defina S ′′ = Vm+d(S
′). Temos que

S ′ ∪ S
(
l

2

)
∪ S

(
m+ l

2

)
= {m,m+ 1, . . . , f}

S ′′ ∪ Vm+d

(
S

(
l

2

))
∪ Vm+d

(
S

(
m+ l

2

))
= S ∪ {f}.

De fato, pela definição do conjunto S(x), temos que

S ′ ∪ S
(
l

2

)
∪ S

(
m+ l

2

)
⊆ {m,m+ 1, . . . , f}.

Temos também que |{m,m + 1, . . . , f}| = |{m,m + 1, . . . ,mI(0) + l}| = m(I(0) −

1) + l + 1, e∣∣∣∣S ′ ∪ S ( l2
)
∪ S

(
m+ l

2

)∣∣∣∣ = |S ′|+
∣∣∣∣S ( l2

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣S (m+ l

2

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
l
2
−1⋃
x=0

S(x)

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x)

∣∣∣∣∣∣+ I(0) + I(0)− 1

=
l

2
· 2I(0) +

(
m− l

2
− 1

)
(2I(0)− 2) + 2I(0)− 1

= m(I(0)− 1) + l + 1.

Portanto, S ′ ∪ S
(
l
2

)
∪ S

(
m+l

2

)
= {m,m+ 1, . . . , f}.
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Ainda,

S ′′ ∪ Vm+d

(
S

(
l

2

))
∪ Vm+d

(
S

(
m+ l

2

))
= Vm+d

(
S ′ ∪ S

(
l

2

)
∪ S

(
m+ l

2

))
= Vm+d ({m,m+ 1, . . . , f})

= {m+ d+ 1, . . . , f}

= S ∪ {f}.

Portanto, S ′′ ∪ Vm+d

(
S
(
l
2

))
∪ Vm+d

(
S
(
m+l

2

))
= S ∪ {f}.

Afirmamos que w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|. Para mostrarmos isto, vamos considerar 4 casos

de acordo com o valor de I(0).

1o caso) I(0)>3: Temos que

S ′′ = Vm+d(S
′)

= Vm+d

 l
2
−1⋃
x=0

S(x)

 ∪
m+l

2
−1⋃

x=l+1

S(x)


=

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪
m+l

2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x))

 .

Note que sempre que x aparece na equação abaixo I(x) ≥ 3, usando os Lemas 3.9,

3.10 e 3.13, temos que

w(S ′′) = w

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪
m+l

2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x))


≤ w

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

w

m+l
2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x))


≤

l
2
−1∏
x=0

w(Vm+d(S(x)))

m+l
2
−1∏

x=l+1

w(Vm+d(S(x)))

≤
l
2
−1∏
x=0

w(S(x))

m+l
2
−1∏

x=l+1

w(S(x))

≤
l
2
−1∏
x=0

1.618|S(x)|

m+l
2
−1∏

x=l+1

1.618|S(x)|

= 1.618|S
′|.
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Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

2o caso) I(0)=3: Se d ≤ l, escrevemos novamente

S ′′ =

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪
m+l

2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x))

 .

Vamos verificar que

m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x) =

min{m+l
2
−1,l+d}⋃

x=l+1

T (x).

Se min{m+l
2
− 1, l + d} = m+l

2
− 1, basta verificarmos que se 1 ≤ r ≤ m−l

2
− 1, então

N(l + r) = 1, vamos então determinar N(l + r).

N(l + r) é o menor inteiro não negativo n tal que (l + r) + nd ≥ l′ − nd, onde

l′ ∈ [0,m−1] e l′ ≡ f−(l+r) mod m. Temos que, l′ = f−l−r−qm = 3m+l−l−r−qm =

(3 − q)m − r, como l′ ∈ [0,m − 1] devemos ter q = 2, logo l′ = m − r. Assim, N(l + r)

é o menor inteiro não negativo n tal que l + nd ≥ m+l
2
− r, como l + d ≥ m+l

2
− 1 e

m+l
2
− 1 ≥ m+l

2
− r ⇒ l + d ≥ m+l

2
− r, logo N(l + r) ≤ 1, observe que não podemos

ter N(l + r) = 0, pois neste caso deveríamos ter l ≥ m+l
2
− r ⇔ 0 ≥ m−l

2
− r, o que não

acontece já que m−l
2
− r ≥ m−l

2
−
(
m−l

2
− 1
)

= 1. Então, N(l + r) = 1, e portanto

m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x) =

m+l
2
−1⋃

x=l+1

T (x).

Se min{m+l
2
− 1, l + d} = l + d, vamos mostrar inicialmente que

m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x) ⊆
l+d⋃

x=l+1

T (x),

para isso basta mostrar que T (l + r + q′d) ⊆ T (l + r), 1 ≤ r ≤ d e l + r + q′d ≤ m+l
2
− 1,

mas isto só acontece se (q′ + N(l + r + q′d))d ≤ N(l + r)d, de forma análoga ao que

fizemos acima N(l + r) é o menor inteiro não negativo n tal que nd ≥ m−l
2
− r. Vamos

determinar N(l + r + q′d).

N(l + r + q′d) é o menor inteiro não negativo n tal que (l + r + q′d) + nd ≥ l′′ − nd,

onde l′′ ∈ [0,m−1] e l′′ ≡ f−(l+r+q′d) mod m. Temos que l′′ = f− l−r−q′d−q′′m =
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3m+ l − l − r − q′d− q′′m = (3− q′′)m− r − q′d.

Vamos determinar o valor de q′′. Temos que (3− q′′)m− r − q′d ≥ 0⇒ (3− q′′)m ≥

r + q′d > 0 ⇒ (3 − q′′)m > 0 ⇒ (3 − q′′) > 0 ⇒ 3 > q′′ ⇒ 2 ≥ q′′. Ainda m − 1 ≥

(3 − q′′)m − r − q′d ⇒ m − 1 ≥ 3m − q′′m − r − q′d ⇒ −2m − 1 ≥ −q′′m − r − q′d ⇒

(q′′−2)m+r+q′d−1 ≥ 0⇒ (q′′−2)m+r+q′d > 0⇒ (q′′−2)m+m > 0⇒ (q′′−1)m >

0⇒ q′′ − 1 > 0⇒ q′′ > 1⇒ q′′ ≥ 2. Portanto q′′ = 2.

Assim, l′′ = m− r− q′d, logo N(l+ r+ q′d) é o menor inteiro não negativo n tal que

2nd ≥ m− l − 2r − 2q′d⇒ nd ≥ m−l
2
− r − q′d.

Então, N(l + r)d ≥ (q′ +N(l + r + q′d)d), pois

m− l
2
− r ≥

(
m− l

2
− r − q′d

)
+ q′d.

Portanto,

m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x) ⊆
l+d⋃

x=l+1

T (x).

Vamos provar a outra inclusão, para isto precisamos verificar que se 1 ≤ r ≤ d ⇒

T (l+r) ⊆
m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x), o que acontece se (l+r+(N(l+r)−1)d) ≤ m+l
2
−1, comoN(l+r) é

o menor inteiro não negativo n tal que l+nd ≥ m+l
2
−r ⇒ l+(N(l+r)−1)d < m+l

2
−r ⇒

l + r + (N(l + r)− 1)d ≤ m+l
2
− 1, como queríamos, então

l+d⋃
x=l+1

T (x) ⊆
m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x).

Portanto,

m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x) =
l+d⋃

x=l+1

T (x).

Portanto,

m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x) =

min{m+l
2
−1,l+d}⋃

x=l+1

T (x).
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Assim,

S ′′ =

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪
min{m+l

2
−1,l+d}⋃

x=l+1

Vm+d(T (x))

 .

Utilizando os Lemas 3.9, 3.10, 3.13 e 3.19, temos que

w(S ′′) = w

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪
min{m+l

2
−1,l+d}⋃

x=l+1

Vm+d(T (x))


≤ w

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

w

min{m+l
2
−1,l+d}⋃

x=l+1

Vm+d(T (x))


≤

l
2
−1∏
x=0

w(Vm+d(S(x)))

min{m+l
2
−1,l+d}∏

x=l+1

Vm+d(T (x))

≤
l
2
−1∏
x=0

w(S(x))

min{m+l
2
−1,l+d}∏

x=l+1

w(T (x))

≤
l
2
−1∏
x=0

0.8755 · 1.618|S(x)|
min{m+l

2
−1,l+d}∏

x=l+1

1.0559 · 1.618|T (x)|

≤ 0.8755
l
2 1.618|S(0)|+...+|S( l

2
−1)| · 1.0559d · 1.618|T (l+1)|+...+|T (l+d)|

≤ 0.8755
l
2 · 1.0559d · 1.618|S

′|

≤ 0.8755
l
2 · 1.0559l · 1.618|S

′|

≤ 1.618|S
′|.

Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

Se l < d ≤ m+l
2
, então usamos a decomposição,

S ′′ =

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪( d⋃
x=l+1

Vm+d(S(x))

)
∪

m+l
2
−1⋃

x=d+1

Vm+d(S(x))

 .

De forma análoga ao que fizemos no caso em que d ≤ l, é possível verificar que

m+l
2
−1⋃

x=d+1

S(x) =

min{m+l
2
−1,2d}⋃

x=d+1

T (x).
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Assim,

S ′′ =

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪( d⋃
x=l+1

Vm+d(S(x))

)
∪

min{m+l
2
−1,2d}⋃

x=d+1

Vm+d(T (x))

 .

Vamos verificar agora que

d⋃
x=l+1

Vm+d(S(x)) ⊆
d⋃

x=l+1

S(x) \ {m+ x}.

Se l+1 ≤ x ≤ d⇒ S(x) = {x+m,x+2m}∪{f−x, f−x−m}, como x+m ≤ m+d,

segue a inclusão. Utilizando um raciocínio análogo ao do Lema 3.9, é possível mostrar

que se l + 1 ≤ x ≤ d então w(Vm+d(S(x))) ≤ w(S(x) \ {x+m}).

Fazendo uso dos Lemas 3.9, 3.10, 3.13 e a parte (b.ii) do Lema 3.12, temos que

w(S ′′) = w

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪( d⋃
x=l+1

Vm+d(S(x))

)
∪

min{m+l
2
−1,2d}⋃

x=d+1

Vm+d(T (x))


≤

l
2
−1∏
x=0

w(Vm+d(S(x)))
d∏

x=l+1

w(Vm+d(S(x)))

min{m+l
2
−1,2d}∏

x=d+1

w(Vm+d(T (x)))

≤
l
2
−1∏
x=0

w(S(x))
d∏

x=l+1

w(S(x) \ {m+ x})
min{m+l

2
−1,2d}∏

x=d+1

w(T (x))

≤
l
2
−1∏
x=0

0.8755 · 1.618|S(x)|
d∏

x=l+1

0.8198 · 1.618|S(x)|

·
min{m+l

2
−1,2d}∏

x=d+1

1.0559 · 1.618|T (x)|

≤ 0.8755
l
2 · 0.8198d−l · 1.0559d · 1.618|S

′|

≤ 1.618|S
′|.

Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

Finalmente, se m+l
2
< d, então usamos a decomposição,

S ′′ =

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪
m+l

2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x))

 .
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De forma análoga ao que já fizemos é possível mostrar que
m+l
2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x)) ⊆
m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x) \ {x + m}, assim usando os Lemas 3.9, 3.10 e a parte (b.ii) do Lema 3.12,

temos que

w(S ′′) ≤
l
2
−1∏
x=0

w(S(x))

m+l
2
−1∏

x=l+1

w(S(x) \ {m+ x})

≤
l
2
−1∏
x=0

0.8755 · 1.618|S(x)|

m+l
2
−1∏

x=l+1

0.8198 · 1.618|S(x)|

≤ 0.8755
l
2 · 0.8198

m−l
2
−1 · 1.618|S

′|

≤ 1.618|S
′|.

Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

3o caso) I(0) = 2 : Se d ≤ l
2
, usamos a decomposição

S ′′ =

(
d⋃

x=0

Vm+d(S(x))

)
∪

 l
2
−1⋃

x=d+1

Vm+d(S(x))

 ∪
m+l

2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x))

 .

Usando que
l
2
−1⋃

x=d+1

Vm+d(S(x)) =

min{ l
2
−1,2d}⋃

x=d+1

Vm+d(T (x))

e
m+l
2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x)) =

min{m+l
2
−1,l+d}⋃

x=l+1

Vm+d(T (x))

temos que

S ′′ =

(
d⋃

x=0

Vm+d(S(x))

)
∪

min{ l
2
−1,2d}⋃

x=d+1

Vm+d(T (x))

 ∪
min{m+l

2
−1,l+d}⋃

x=l+1

Vm+d(T (x))

 .

Usando os Lemas 3.9, 3.10, 3.18, 3.19, a parte (b.ii) do Lema 3.12 e que

d⋃
x=0

Vm+d(S(x)) ⊆
d⋃

x=0

S(x) \ {x+m},

temos que
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w(S ′′) ≤
d∏

x=0

w(S(x) \ {m+ x})
min{ l

2
−1,2d}∏

x=d+1

w(T (x))

min{m+l
2
−1,l+d}∏

x=l+1

w(T (x))

≤
d∏

x=0

0.8198 · 1.618|S(x)|
min{ l

2
−1,2d}∏

x=d+1

1.0559 · 1.618|T (x)|

·
min{m+l

2
−1,l+d}∏

x=l+1

1.1460 · 1.618|T (x)|

≤ 0.8198d+1 · 1.0559d · 1.1460d · 1.618|S
′|

≤ 1.618|S
′|.

Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

Se l
2
< d ≤ l, temos que

S ′′ =

(
l−d−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

)
∪

 l
2
−1⋃

x=l−d

Vm+d(S(x))

 ∪
min{m+l

2
−1,l+d}⋃

x=l+1

Vm+d(T (x))

 .

Temos que
l−d−1⋃
x=0

Vm+d(S(x)) ⊆
l−d−1⋃
x=0

S(x) \ {m+ x}

e
l
2
−1⋃

x=l−d

Vm+d(S(x)) ⊆
l
2
−1⋃

x=l−d

S(x) \ {m+ x,m+ l − x}.
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Usando os Lemas 3.9, 3.10, 3.19 e as partes (b.ii) e (b.iii) do Lema 3.12, temos que

w(S ′′) ≤
l−d−1∏
x=0

w(S(x) \ {m+ x})
l
2
−1∏

x=l−d

w(S(x) \ {m+ x,m+ l − x})

·
min{m+l

2
−1,l+d}∏

x=l+1

w(T (x))

≤
l−d−1∏
x=0

0.8198 · 1.618|S(x)|

l
2
−1∏

x=l−d

0.5837 · 1.618|S(x)|

·
min{m+l

2
−1,l+d}∏

x=l+1

1.1460 · 1.618|T (x)|

≤ 0.8198l−d · 0.5837d−
l
2 · 1.1460d · 1.618|S

′|

≤ 1.618|S
′|.

Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

Se l < d ≤ m+l
2
, então

S ′′ =

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪( d⋃
x=l+1

Vm+d(S(x))

)
∪

min{m+l
2
−1,2d}⋃

x=d+1

Vm+d(T (x))

 .

Usando os Lemas 3.9, 3.10, as partes (a.ii) e (b.iii) do Lema 3.12, o Lema 3.18, e as

duas inclusões
l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x)) ⊆
l
2
−1⋃
x=0

S(x) \ {m+ x,m+ l − x}

d⋃
x=l+1

Vm+d(S(x)) ⊆
d⋃

x=l+1

S(x) \ {m+ x},

temos que

w(S ′′) ≤
l
2
−1∏
x=0

w(S(x) \ {m+ x,m+ l − x})
d∏

x=l+1

w(S(x) \ {m+ x})

·
min{m+l

2
−1,2d}∏

x=d+1

w(T (x))

≤
l
2
−1∏
x=0

0.5837 · 1.618|S(x)|
d∏

x=l+1

0.7640 · 1.618|S(x)|
min{m+l

2
−1,2d}∏

x=d+1

1.1460 · 1.618|T (x)|
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≤ 0.5837
l
2 · 0.7640d−l · 1.1460d · 1.618|S

′|

≤ 1.618|S
′|.

Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

Finalmente, se m+l
2
< d, então

S ′′ =

 l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x))

 ∪
m+l

2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x))

 .

Usando os Lemas 3.9, 3.10, as partes (a.ii) e (b.iii) do Lema 3.12, e as duas inclusões

l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x)) ⊆
l
2
−1⋃
x=0

S(x) \ {m+ x,m+ l − x}

m+l
2
−1⋃

x=l+1

Vm+d(S(x)) ⊆
m+l
2
−1⋃

x=l+1

S(x) \ {m+ x},

temos que

w(S ′′) ≤
l
2
−1∏
x=0

w(S(x) \ {m+ x,m+ l − x})
m+l
2
−1∏

x=l+1

w(S(x) \ {m+ x})

≤
l
2
−1∏
x=0

0.5837 · 1.618|S(x)|

m+l
2
−1∏

x=l+1

0.7640 · 1.618|S(x)|

≤ 0.5837
l
2 · 0.7640

m−l
2
−1 · 1.618|S

′|

≤ 1.618|S
′|.

Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

4o caso) I(0) = 1 : Observemos que se I(0) = 1 então f = m+ l, assim se l ≤ d então

S ′′ = ∅ e neste caso w(S ′′) ≤ 1.618|S
′| e a desigualdade é verdadeira. Se d ≤ l

2
, então

S ′′ =

(
d⋃

x=0

Vm+d(S(x))

)
∪

min{ l
2
−1,2d}⋃

x=d+1

Vm+d(T (x))

 .

Usando os Lemas 3.9, 3.10, 3.18, a parte (a.ii) do Lema 3.12 e a inclusão
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d⋃
x=0

Vm+d(S(x)) ⊆
d⋃

x=0

S(x) \ {m+ x},

temos que

w(S ′′) ≤
d∏

x=0

w(S(x) \ {m+ x})
min{ l

2
−1,2d}∏

x=d+1

w(T (x))

≤
d∏

x=0

0.7640 · 1.618|S(x)|
min{ l

2
−1,2d}∏

x=d+1

1.1460 · 1.618|T (x)|

≤ 0.7640d · 1.1460d · 1.618|S
′|

≤ 1.618|S
′|.

Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

Se l
2
< d ≤ l, então

S ′′ =

l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x)).

Usando os Lemas 3.9, 3.10, a parte (a.ii) do Lema 3.12 e a inclusão

l
2
−1⋃
x=0

Vm+d(S(x)) ⊆
l
2
−1⋃
x=0

S(x) \ {m+ x},

temos que

w(S ′′) ≤
l
2
−1∏
x=0

w(S(x) \ {m+ x})

≤
l
2
−1∏
x=0

0.7640 · 1.618|S(x)|

= 0.7640
l
2 1.618|S

′|

≤ 1.618|S
′|.

Portanto, w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|.

Estes casos cobrem todas as possibilidades de valores para I(0), portanto w(S ′′) ≤

1.618|S
′|. Agora podemos limitar o peso de S em termos do peso de S ′′. Primeiramente
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observe que se U é um subconjunto admissível de S, então U ∪ {f} é um subconjunto

admissível de S ∪ {f}, e ainda que E(U ∪ {f}, S ∪ {f}) ⊆ E(U, S) e E ′(U, S) ⊆ E ′(U ∪

{f}, S ∪ {f}), disto temos que

s(U, S) = |E(U, S)| − |E ′(U, S)|

≥ |E(U ∪ {f}, S ∪ {f})| − |E ′(U ∪ {f}, S ∪ {f})|

= s(U ∪ {f}, S ∪ {f}).

Assim,

w(S) =
∑

U∈A(S)

ϕ−s(U,S)

≤
∑

U∈A(S)

ϕ−s(U∪{f},S∪{f})

≤
∑

U∈A(S∪{f})

ϕ−s(U,S∪{f})

= w(S ∪ {f}).

Usando que w(S ′′) ≤ 1.618|S
′|, os Lema 3.10 e 3.15 e a decomposição S ∪ {f} =

S ′′ ∪ S( l
2
) ∪ S(m+l

2
), temos que

w(S) ≤ w(S ∪ {f})

≤ w(S ′′)w

(
S

(
l

2

))
w

(
S

(
m+ l

2

))
≤ 1.618|S

′| · 1.618|S( l
2

)| · 1.618|S(m+l
2

)|

= 1.618|S
′|+|S( l

2
)|+|S(m+l

2
)|

= 1.618f−m+1

= 1.618|S|+d+2.

Portanto, w(S) ≤ 1.618|S|+d+2, como queríamos.
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