UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
(Mestrado)

JESUS MARCOS CAMARGO

DETECCAO DE CURVAS EM IMAGENS COM AUXILIO DE
FUNCOES ORDENADAS

Maringa-PR
2015



Jesus Marcos Camargo

Deteccao de Curvas em Imagens com Auxilio de Funcoes Ordenadas

Dissertacao apresentada ao Programa de Péds-
Graduacao em Matematica do Departamento de
Matemadtica, Centro de Ciéncias Exatas da Univer-
sidade Estadual de Maringa, como requisito para
obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Area de concentracao: Matematica Aplicada.

Orientador: Emerson Vitor Castelani

Maringa

2015



i

Jesus Marcos Camargo

Deteccao de Curvas em Imagens com Auxilio de
Funcoes Ordenadas

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-Graduacao em Matemética do De-
partamento de Matematica, Centro de Ciéncias Exatas da Universidade Estadual de Maringé,

como requisito para obtencao do titulo de Mestre em Matemaética.

COMISSAO JULGADORA

Prof. Dr. Emerson Vitor Castelani - Orientador

Universidade Estadual de Maringéd (UEM)

Prof. Dr. Wesley Vagner Inés Shirabayashi
Universidade Estadual de Maringd (UEM)

Prof. Dr. André Luis Machado Martinez
Universidade Tecnolégica Federal do Parand (UTFPR)

Aprovada em: xx de xxxxx de 2015.
Local de defesa: Anfiteatro xxxxxx, Bloco F-67, campus da Universidade Estadual de

Maringa.



il

Dedico este trabalho a minha familia, hoje e

sempre, pilar de minha existéncia.



AGRADECIMENTOS

A realizacao deste trabalho mostrou-se uma tarefa ardua e me exigiu um grande
esforco. Mas, embora leve meu nome este trabalho esta longe de ser s6 meu, por este motivo

gostaria de registrar aqui minha gratidao.

Agradego primeiramente a Deus que tem sido maravilhoso e me iluminado durante
toda minha jornada pelos caminhos da ciéncia. Agradego também a meus pais Neusa e Jair
por todas as licoes ensinadas. Gracas a eles hoje tenho discernimento e sabedoria para
realizar minhas escolhas. Agradeco ao meu irmao Anderson por sua companhia e amizade,

que embora turbulenta, é sincera e verdadeira.

Agradeco a CAPES pelo apoio financeiro sem o qual este trabalho nao seria

possivel.

Agradego a todos os professores que contribuiram para minha formagao, em es-
pecial ao meu orientador professor Emerson Castelani pela paciéncia e o tempo dedicado a

esse projeto, foi uma bela parceria que deve permanecer por muito tempo.

Por fim agradeco profundamente aos meus amigos. A minha querida amiga Carla
Melli Tambarussi que apesar da distancia esteve sempre ao meu lado, dos melhores aos mais
draméticos momentos. A Priscila por ter sentado no lugar certo no primeiro dia de aula
e assim deixado a vida em Maringa muito mais divertida e interessante. Junto a ela e aos

amigos Laerte e Patricia vivi muitas histérias, muitos dias de estudo e alguns dias de festa.

Obrigado a todos os amigos de Maringa por tornar esses dois anos inesqueciveis.
E ainda agradeco a todos aqueles que nao foram mencionados mas de uma forma ou outra

contribuiram fundamentalmente para essa jornada.



PRIMEIRO ELES 0 IGNORAM, DEPOIS RIEM DE VOCE,
EM SEGUIDA LUTAM COM VOCE, E ENTAO VOCE GANHA.
Matthew Quick



RESUMO

Neste trabalho apresentamos dois algoritmos para identificacao de segmentos de
retas e circunferéncias com raio fixo em imagens digitais. Para a primeira formulacao usamos
o método LOVO, que consiste em otimizar uma soma ordenada de um conjunto de fungoes.
Na segunda formulacao, usamos as funcoes ordenadas para construcao de um sistema nao
linear. Trazemos a elaboracao de alguns exemplos para teste, bem como seus resultados e

avaliacoes numéricas.

Palavras chave: Deteccao de Curvas, Hough; Otimizacao; Fungoes Ordenadas.



ABSTRACT

In this work we present two algorithms for identification of line segments and
circles with fixed radius in digital images. For the first formulation we used the LOVO
method, which consists in optimizing an ordered sum of a set of functions. In the second
formulation, we used ordained functions to construct a non-linear system. We bring the

elaboration of some examples for testing and its results and numerical evaluations.

key words: Curves Detection; Hough Transform; Optimization; Ordained Func-

tions.
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INTRODUCAO

O estudo de deteccao de curvas vem sendo amplamente utilizado nas mais diversas
areas da ciéncia. Existem aplicagbes que vao das dreas médicas [1] a industria de vestudrio
[8]. Dessa forma a Transformada de Hough, técnica mais comum para detecgao de curvas,

tem sido estudada e aprimorada desde sua criacao.

Neste trabalhos apresentamos duas formulagoes diferenciadas para reconhecimento
digital de curvas em imagens usando métodos de otimizagao e solucao de sistemas nao li-
neares. Este trabalho nao contém comparativos entre as técnicas aqui desenvolvidas e os
métodos que utilizam a transformada de Hough uma vez que nao temos a pretensao de subs-
tituir tal técnica. Nossa intencao com este trabalho é explorar caminhos alternativos para os
problemas, investigando os resultados afim de desenvolver um método satisfatorios para sua

resolucao.

O primeiro modelo de resolucao aqui desenvolvido partiu da ideia apresentada por
Martinez em [9], onde é sugerida a possibilidade de se trabalhar com a detecgao de curvas
utilizando o método LOVO. Dada essa sugestao inicial prosseguimos no desenvolvimento das
funcoes utilizadas e algoritmos para solugoes de tais problemas. Diante de algumas dificul-
dades recorrentes para os problemas testados optamos por desenvolver uma nova técnica,
fornecendo deste modo uma nova formulagao. Aproveitando as propriedades das fungoes
de valor ordenado e algumas caracteristicas especificas do problemas desenvolvemos o novo

método utilizando a resolucao de sistemas nao lineares.

Assim o presente trabalho esta organizado em cinco capitulos. No primeiro apre-
sentamos as ideias de Hough, e estrutura bésica de sua técnica de reconhecimento de retas.
No segundo capitulo trazemos uma rapida revisao bibliografica a cerca dos métodos de oti-

mizacao utilizados na construcao de nosso algoritmo. No terceiro capitulo é apresentada a



2 SUMARIO

formulagao LOVO. Neste capitulo além da teoria envolvida apresentamos também os testes
realizados bem como resultados obtidos, tanto numéricos quanto graficos. No capitulo qua-
tro apresentamos a formulacao SnlL, justificando seu estudo e constru¢ao. Também, como no
capitulo anterior, apresentamos os resultados numéricos e graficos dos testes realizados. Por
fim no ultimo capitulo trazemos algumas consideracoes finais sobre o trabalho e questoes que

permanecem abertas para trabalhos futuros.



CapiTULO 1

Deteccao de Curvas

Nosso intuito é elaborar e desenvolver uma técnica para deteccao de curvas em
uma imagem. Vamos dar uma pequena ideia do funcionamento dos métodos existentes de
modo a facilitar a compreensao do trabalho. Estamos interessados na deteccao de retas e
circunferéncias, assim apresentaremos o método mais comum, a Transformada de Hough, e
embora existam muitas variacoes, descreveremos aqui a versao mais simples, apenas para dar

apoio a leitura.

1.1 Transformada de Hough

Idealizada por Paul Hough, na década de 60, conforme descrito em [7], o objetivo
inicial do método era relacionado a identificagao do trajeto de particulas subatomicas por
meio da andlise do “rastro” que essas deixavam. Tais “rastros”eram mapeados em imagens e
entao buscava-se identificar pontos colineares. Deste modo podemos entender que a técnica

criada detectava retas nas imagens. Vamos entender o funcionamento deste modelo.

Uma reta pode ser descrita por uma equacao do tipo
y=oaxr+b (1.1)

onde a e b sao sabidamente o coeficiente angular e o coeficiente linear, respectivamente.
Assim Hough criou uma correspondéncia entre o “espago imagem” (.#) plano determinado
pelos eixos coordenados x, y onde os pontos sao identificados, e o “espago transformado” (.7)
plano de eixos coordenados a, b onde sao identificados os coeficientes angular e linear de uma

reta em #. Assim, dado um ponto P = (x1,y;) no espago imagem, e portanto fixado os
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valores de (z,y) na equagao 1.1, e variando os parametros (a,b) temos uma equagao de reta

em 7. Observe a figura 1.1.

(a) ponto no espago imagem (b) reta associada ao ponto P no espago trans-

formado

Figura 1.1:

Agora no espacgo transformado temos uma reta s cujo conjunto de coordenadas
de cada ponto descrevem todas as possiveis retas passando por P. Deste modo para um
conjunto de pontos no espago imagem temos um conjunto de retas no espago transformado,
mais que isso, dado um determinado conjunto de pontos { Py, P, Ps ... P,} de .# tais que s@o
todos colineares, no espago transformado teremos uma interseccao no conjunto de retas que
representam tais pontos. Essa intersecgao serd dada no ponto @) = (a1, b;) que sado coeficiente
angular e linear, respectivamente, da reta que contém o conjunto de pontos. A argumentacao
é ilustrada na figura 1.2.

Desta maneira o que Hough fazia era transportar todos os pontos da imagem
para o espaco transformado, associando-os a uma reta, e entao buscar intersecgoes entre
essas retas. Quanto maior o nimero de retas numa mesma intersec¢ao, maior o nimero de

pontos colineares, o que permitia identificar possiveis segmentos de retas na imagem.

1.2 Espago Transformado (p,0)

A técnica de identificagdo de pontos colineares, e portanto de retas, mostrou-se

muito eficiente para o propdsito de Hough. Contudo, de uma maneira geral este método
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(a) trés pontos colineares em .& (b) intersecgao das retas em 7

Figura 1.2:

possui alguns problemas, por exemplo o fato do espaco transformado nao ser limitado gera
um problema computacional, afinal torna-se inviavel descrever todas possiveis retas passando
por um determinado ponto. Além disso retas verticais nao podem ser descritas pela equacao
1.1. Essas observagoes foram feitas por Richard O. Duda e Peter E. Hart em [6], onde
apresentaram uma método alternativo para a técnica de Hough. Este trabalho desenvolvido

pelos dois pesquisadores, resultou no que hoje conhecemos como Transformada de Hough.

Ao identificar os problemas mencionados anteriormente no trabalho de Hough,
Duda e Hart propuseram substituir a equacao da reta por uma nova parametrizacao, nomeada
por eles de parametrizacao normal. Observe na figura 1.3 que a reta estd associada a dois
parametros p e € onde, o primeiro é o angulo do vetor normal e o segundo a distancia da
reta até a origem. Do mesmo modo que a cada reta podia-se associar um tnico ponto no
espaco transformado a,b agora podemos associar cada reta do espago imagem a um unico
ponto no espago transformado p, # uma vez que restringimos o valor de 6 ao intervalo [0, 7].
Assim temos uma associacgao do espaco imagem a um espaco transformado limitado, o que
computacionalmente é desejavel para a estratégia que serd explicada mais adiante. Além

disso a parametrizacao dada pela equacao
p = xcost + ysenf

é capaz de descrever inclusive retas verticais ou com coeficiente linear com valor absoluto

muito alto, tornando a deteccao de retas completa.
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Figura 1.3:

Assim como acontecia no espago transformado (z, y), em (p, #) também associamos
a cada ponto em .# uma curva. Contudo, como podemos observar na equacgao 1.2, ao fixamos
os valores de = e y e tomarmos como variaveis p e § nao teremos mais uma equagao de reta,
e sim uma senoidal que mantém as mesmas propriedades da elaboracao original, ou seja,
para cada ponto no espaco imagem atribui-se uma unica senoidal no espaco transformado
(lembre-se que limitamos o valor de #), e cada ponto no espago transformado corresponde a
uma unica reta no espago imagem, deste modo dado um conjunto de pontos colineares em
# a cada um deles temos uma senoidal associada em .7 de modo que existird uma unica
intersecgao entre elas, que se dd exatamente no ponto (po, fy) parametros que descrevem a

reta que contem tais pontos na parametrizagao normal.

Vamos agora a técnica usada por Duda e Hart para identificar pontos colineares.
Em primeiro lugar é necessario dizer que o trabalho foi realizado sobre imagens com um
conjunto discreto de pontos pretos sobre um fundo branco. Além do parametro 6 também
se faz necessaria uma limitacao do parametro p, nesse caso tal parametro esta limitado no
intervalo [— R, R], onde R é o tamanho da imagem (note que retas com | p |> R ndo aparecem
na imagem).Temos entao um espago transformado limitado em suas duas dimensoes. Duda e
Hart, assim como Hough definiram um erro aceitavel para os parametros p e 8 de modo a criar
um espaco intervalado discreto, por meio deste espaco cria-se uma matriz de acumuladores de
modo que cada ponto (z;,y;) no espago imagem, a curva correspondente p = x;cosf + y;send

¢ descrita na matriz acumuladora incrementando cada célula de contagem por onde tal curva
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passa, feito isso para todos os pontos, ao tomar as células com maiores valores, estamos
basicamente detectando o maior nimero de interseccoes das senoidais, assim o parametro

(p,0) atribuido a tal célula descreve a reta que contém os pontos colineares.

Vejamos um exemplo simples apenas para ilustrar como tal método funciona.
Vamos supor que o espaco imagem contém somente 5 pontos conforme a figura 1.4. Por
simplicidade vamos usar a formulacao de Hough com equacao de reta 1.1. Temos entao em
cada linha um valor para o parametro a e em cada coluna um valor para o parametro b. Em
cada entrada a;; da matriz, cujos parametros (a,b) correspondentes a linha e coluna sao de
uma reta que passa por um ponto da imagem, é somado o valor 1. Vejamos na tabela 1.1 a

como fica a matriz acumuladora de pontos ao final do processo.

54
4 .
3 .
2 L 2 13
10
0 T
-1 0 1 2 3 4 5
11

Figura 1.4: Pontos no espaco imagem

Além de aprimorar a técnica desenvolvida por Hough, Duda e Hart também pro-
puseram que tal método poderia ser utilizado para detectar outras curvas, como por exemplo
circunferéncias de modo que dado um ponto (g, ) poderia-se aplicar a mesma ideia para
a equagao (zg — a)* + (yo — b)? = ¢? criando um espaco transformado tridimensional (a, b, ¢),

também deve ter trés dimensoes a matriz acumuladora.
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1
2 11111 1
3 1 1 1 1
4 1 1 1 1
) 1 1 1 1

Tabela 1.1: Matriz de acumuladores



CapriTULO 2

Otimizacao Irrestrita

O estudo de otimizacao é constituido pelo desenvolvimento de técnicas para lo-
calizar em um determinado conjunto 2 um valor x* que torne o valor funcional minimo ou
maximo. Usualmente tratamos apenas da minimizagao de fungoes, uma vez que maximizar
uma fungao f é equivalente a minimizar —f. Vamos agora apresentar a teoria de otimizacao
de funcoes em {2 = R” na intencao de fornecer um suporte tedrico para o desenvolvimento
do problema abordado neste trabalho. O contetido aqui apresentado é resultado do estudo

de [10] e [11], incluindo defini¢ées e demonstragoes.

Antes de iniciar as defini¢oes e teoremas fazem-se necessarias algumas ressalvas.
Primeiramente como ja foi mencionado, trabalha-se em geral apenas com o conceito de mi-
nimizacao de fungoes. Além disso as fungoes que utilizadas no desenvolvimento trabalho sao
todas de classe C™, ainda que para a teoria apresentada seja suficiente supor C'. Por padrao
utilizaremos || - || para designar a norma euclidiano. Se durante o trabalho se fizer necessario
o uso de outra norma, este sera destacado, embora a maioria dos resultados independam da
norma utilizada. Por fim, embora existam outros métodos de minimizacao irrestrita, como
regido de confianca apresentada no capitulo 4 de [11], aqui falaremos somente sobre métodos

de busca linear.

2.1 Busca Linear

Ao estabelecer um algoritmo para minimizagao irrestrita de uma fungao, estamos,
geralmente, desenvolvendo um processo iterativo de modo que dado um certo ponto x,,, onde

V f(x,) # 0, seja possivel determinar um ponto z,,1, tal que f(z,11) < f(z,).
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Na busca linear dado z, procuramos o proximo ponto em uma direcao dg, que
seja direcdo de descida, isto é, existe um certo € > 0 tal que para todo ¢t € (0,¢| temos
f(zy + tdy) < f(xg). Podemos ainda caracterizar tais fungdes utilizando o gradiente da

funcao, veja o lema a seguir.

Lema 2.1. Se Vf(z)'d < 0 entdo para todo t > 0 suficientemente pequeno, f(z+td) < f(x).

. Como na hipétese temos

[z +td) — f(x)
t

Demonstragao: Observe que Vf(z)Td = lir%

H
que Vf(z)"d < 0 entao segue que para todo ¢t > 0 suficientemente pequeno f(z+td) < f(z).
(|

Observe que, usando a caracterizacao dada pelo lema anterior temos que —V f(x)
¢ uma dire¢ao de descida (chamada direcao de mdzima descida). Deste modo é assegurado
que dado um ponto z; que nao anula o gradiente, sempre é possivel obter uma direcao de

descida, lembrando que estamos assumindo que a funcao é de classe C*.

Infelizmente pedir somente que f(z + td) < f(x) nao é suficiente para garantir
que depois de um determinado nimero de iteracoes atinja-se um ponto estacionario, isso
porque nao estamos impondo um controle sobre o tamanho do passo definido por t. Perceba
que se tomarmos para t escolhas ruins isso pode gerar uma convergéncia muito lenta, ou
ainda, o método pode ficar preso em um ponto nao estacionario. Assim precisamos fazer
escolhas inteligentes, de modo que ¢ forneca um decréscimo suficiente. Para realizar essa
escolha temos a chamada condicao de Armijo que estabelece uma relacao entre o tamanho

do passo e a norma do vetor gradiente, esta condicao é apresentada pelo teorema a seguir.

Teorema 2.2 (Condicao de Armijo). Sejam x,d € R™ tais que Vf(z) #0, Vf(z)'d <0 e

a € (0,1). Existe um e(a) > 0 tal que

flx+td) < f(x) + atVf(z)'d vt € (0,1 (2.1)

Demonstracao: Como V f(x) # 0 entao temos que
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Deste modo podemos escrever

i J @+ 1d) = I (@)

= 1.
50tV f(z)Td

Assim existe um certo € > 0 tal que Vt € (0,¢] tem-se

flattd)— @)
tVf(x)'d  — 7

e portanto f(z +td) < f(z) + atV f(x)"d. O

Ainda que tenhamos agora determinado um controle sobre o tamanho do passo,
esse nao é completamente efetivo uma vez que a direcao d também pode se tornar demasia-
damente pequena, fazendo com que a sequéncia gerada na busca linear convirja novamente
para um ponto nao estaciondrio, este tipo de situacao é contornada por meio da condi¢cao

que estabelece um controle sobre a norma de d; a cada passo.

Dado um parametro 5 > 0 estabelecemos que a cada iteracao a direcao dj, satisfaca

1]l = BV f ()l (2.2)

Assim, controlamos a norma de d em funcao do gradiente da fun¢ao no ponto xy.

Essas duas condicoes sao suficientes para garantir o controle dos passos dados
em cada iteracdo. Como f(x + td) < f(x) ndo era uma condigao suficiente, também nao
é suficiente pedir somente que Vf(z)Td < 0. De fato, em algumas situagao as diregoes dj
escolhidas em cada iteragao podem gerar uma sequéncia convergindo para uma certa direcao

d ortogonal a V f(z). Como nao desejamos que isso aconteca, vamos impor a condi¢do do

angulo.
Sabemos da geometria analitica que dados dois vetores V f(zx) e dy vale a ex-
pressao
V f (k)" dy — cosar
IV £ (@) [l il

onde « representa o angulo formado entre tais vetores. Nesse sentido como desejamos afastar
as direcoes d de direcoes ortogonais ao gradiente no ponto xi, impomos por meio de um

parametro 6 € (0,1) que a cada iteragdo, a dire¢ao usada satisfaga

o) di < =0V f (i)l drll (2.3)
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Antes de estabelecermos um algoritmo conceitual, vamos destacar que embora
tenhamos definido o decréscimo suficiente para a funcao f pela equacao 2.1, nao foi estabe-
lecido como fazer a escolha de um t apropriado. Entre os métodos que podem ser escolhidos,
optamos por usar backtracking, que consiste em, a cada passo, escolher o maior ¢t € {%, %, .

satisfazendo a condigdo de Armijo.

Algoritmo 2.3 (Busca linear com backtracking). Defina xy € R™ o € (0,1),8 > 0e8 € (0,1)

Dado zj pela k-ésima iteracao determine z;,; da seguinte forma:

1. Se Vf(zx) = 0, pare!

2. Escolha d;, € R" tal que
ldill = BIV f ()l

V(@) di < —0]|V f () [l|dll
3. Definat =1
4. Enquanto f(zy + tdy) > f(zx) + atV f(z)Tdy tome t < T € [0, 1¢,0.9¢]

5. Faca xy1 = xp + tdy

Na prética escolhemos valores bem pequenos para a, em geral o = 1074 ([11]),
e @ = 107° ([10]), entretanto a escolha de 8 é um tanto mais complexa e deve ser avaliada
conforme o problema empregado, é sugerido que [ assuma o inverso de uma cota superior
para a norma da matriz hessiana, pois isso nao inibe a aceitacao das direcoes de Newton, que

serao esclarecidas posteriormente.

Com base no desenvolvimento dado pelo texto acima, é facil verificar que o algo-
ritmo 2.3 estd bem definido, além disso é possivel provar a convergéncia global do algoritmo,
ou seja, independente do ponto inicial escolhido. Esse resultado serd demonstrado pelo teo-

rema a seguir, tal teorema e demonstragao dada aqui encontram-se [10].

Teorema 2.4 (Convergéncia global). Se z* ¢ ponto limite de uma sequéncia gerado pelo

algoritmo 2.3 entao V f(z*) = 0.
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Demonstracao: Seja s = xp11 — 2 = tdpVk € N. Seja K7 um subconjunto infinito de N,

vamos dividir a demonstragao em dois casos:
keK1
2. Existe K3 subconjunto de K e € > 0 tal que para todo k € K, tem-se ||s|| > e.
Supondo que vale o item (1) temos ainda duas outras possibilidades

1.1 Se existe uma subsequéncia de s, com indices em K3 tal que s, = dj, entao

: : S 1/ | | Y
— < _— —
IVl = Jim 9 A < fim 50 = i

0;

1.2 Se para todo k € K; com k > kg temos t < 1, entao existe um s multiplo de s; tal

que ||3g|| < 10||se]l e f(zr +35k) > f(zr) + aV f(2p) T 5.

Sabemos que khI}I(l IS5kl = 0 e para todo k € Ky, k > ko temos
€1

Vf (@) 5 < =01V f (i) 115k (2.4)
Seja v um ponto de acumulacao da sequéncia H;—’}:H, entdao temos que |[v]| = 1.
Passando a uma subsequéncia de indices em K, temos que lim Hi_kH = .
Portanto, k
Vf(z*) v =limVf(r;) v =lim Vf(xk)Hi—Z”
De 2.4 segue que
Vf(z.)" v < —0Tim | f ()| (2.5)
Agora para todo k € K4
[k +3k) = flan) = Vf(x + &55) sk & € (0,1).

Veja que a condicao de Armijo nao foi satisfeita para s;, assim

V f(zp + §k§k)TH§—ZH > oV f(z)" 5 VEk € Ky,
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ou seja,
S S
V(2 + &5 > aV f(ag) T
e Skl
Passando o limite temos
Vi) v >aVf(a") v
ou
(1-a)Vf(@")v=0
Logo Vf(xz*)Tv > 0 e por 2.5 segue que V f(z*)Tv =0
Se V f(z.) # 0, novamente por 2.5, para k suficientemente grande
0=Vf(a")v<—0|Vf(z)] <0
contradigao, portanto temos que Vf(z*) =0 O

Vamos agora considerar que ¢ vélido o item (2).

Como ||sk|| > eVk € K4, pela condi¢do de Armijo temos que

flae+s0) < flae) +aVif(ze) s,
(@) = ||V f (z)[]]sn
flzr) — abe||V (x| Vk € Ky.

IN

IN

Portanto,

f(@w) = (i)

able

>[IV f ()] = 0.

Passando ao limite concluimos que V f(xy) = 0.

O método de busca linear apresentado fornece um algoritmo com convergéncia
global. No entanto ele nao define uma direcao de descida a ser usada, por este motivo
precisamos recorrer a outros métodos que fornecam uma escolha inteligente para tal direcao.
Existem uma série de métodos que podem ser utilizados nesse sentido, como por exemplo o
método de maxima descida, neste, usa-se a cada iteracao k a direcao de menos o gradiente,
ou seja, dado um z tomamos dy = —V f(z). Nesse trabalho apresentaremos dois métodos,

Newton e BFGS ambos dentro do contexto de busca linear que ja foi apresentado.
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2.2 0O método de Newton

Umas das dire¢oes mais importantes, possivelmente, sao as chamadas direcoes de
Newton. Tais dire¢oes sao derivadas da expansao da série de Taylor de segunda ordem [11]
e sao expressas pela seguinte equagao dy = —(V?f(xy)) 'V f(zx), onde estamos assumindo
que a hessiana V2 f(x},) é definida positiva. O método de Newton é uma variacao do método
usado para encontrar raizes de funcoes e posteriormente adaptado para resolver sistemas
nao lineares, conforme pode ser verificado em [10]. Para melhor compreendé-lo vamos fazer

algumas consideracoes acerca de quadraticas.

Dada uma funciao quadritica da forma g(x) = 27Gz + b"z + ¢ onde G é uma
matriz n x n definida positiva e x € R", sabemos do cédlculo diferencial que esta funcao
possui um minimo global, mais que isso, partindo de qualquer ponto de R™ usando a direcao
de Newton em um passo atingimos esse minimo, de fato temos Vg(x) = Gz + b é o gradiente
da fungao g(z) assim é facil ver que tomando a direc¢ao dj, zeramos o gradiente. Deste modo,
temos direcoes que funcionam muito bem para quadraticas, assim para utilizar essa vantagem,
tomamos uma aproximacao local da fungao objetivo para uma forma quadratica, usando a

formula de Taylor de segunda ordem.

E importante ressaltar que as dire¢oes fornecidas por Newton s6 podem ser as-
sumidas como direcao de descida se temos que a hessiana da funcao f é definida positiva
(pdg. 44 de [11]), entretanto para isso seria necessario pedir que a fun¢do f fosse convexa
(ver convexidade em [10]), mas desejamos estabelecer um método de convergéncia global,
mantendo assim a principal caracteristica da busca linear. Assim usamos uma atualizacao
da diagonal da matriz hessiana quando esta nao for definida positiva. Salvo essas alteracgoes

temos seguinte algoritmo.

Algoritmo 2.5 (Newton com Busca Linear). Defina o € R",a € (0,1),5 > 0e 8 € (0,1)

Dado xj pela k-ésima iteracao determine z;,; da seguinte forma:
1. Se Vf(zg) = 0, pare!

2. Obter fatoragao Cholesky V?f(x;) = LDLT;
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3. Se 2 falhar defina By, = V2f(zy) + ul para p > 0 de modo que By > 0, entao obtenha
a fatoracao Cholesky B, = LDL™;

4. Definir d;, resolvendo

Ly = =V [(zy) e DL d), = y;
5. Se V f(xp)"dy > =0V f(x1) || |di || faga p <= max{2u, 10} e volte em 3;

6. Se [[dill < BV f(xx)l], faca

VS ()

d
A A

dy;
7. Obter t por backtracking que satisfaca

[z +tdy) < f(ap) + atV f(zp) " dy;

8. Defina xp1 = ) + tdy e volte a 1.

2.3 A formula BFGS

O método de Newton possui boas propriedades de convergéncia [4]. Contudo, pode
nao ser apropriado em alguns casos por fazer-se necessario calculo da hessiana da fungao. Este
calculo pode ser um tanto quanto inconveniente por diversos motivos: custo computacional,
complexidade da funcao e mesmo a propensao a erros humanos, assim faz sentido desenvolver
métodos que conservam de certo modo, as boas propriedades de convergéncia e no entanto
nao seja necessario o calculo da hessiana. Essa é a ideia primordial dos chamados métodos
de quase Newton, que buscam direcoes aproximadas das direcoes de Newton utilizando uma
matriz By, préxima de V2f(z;) a cada iteragao. Para fazer essas atualizagoes busca-se uma

matriz B que satisfaca a equacao secante

Biy15r = yr onde s, = 1 — xp € Yp = V f(2p11) — V()

pois esta, em geral fornece, boas aproximagoes da hessiana [10].
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Existem muitas féormulas para a atualizacao de By. A férmula que vamos tratar
aqui impoe que By, seja simétrica, e é dada pela seguinte expressao:

T T
Yk BkSkSk By,
By = By + -
* y}fsk SkaSk

Conhecida como férmula BFGS, desenvolvida independentemente por Broyden,
Fletcher, Goldfarb e Shanno, em 1970 [10], esta é uma atualizagdo de posto 2 que e possui
uma propriedade conveniente a cerca da positividade da matriz By, que serd apresentada

no teorema a seguir.

Teorema 2.6. Na formula BFGS, se By, é simétrica definida positiva e sty > 0, entio By

também € simétrica e definida positiva.

Nao apresentaremos aqui a demonstracao deste teorema devido a sua simplicidade.
Além disso pode ser encontrada na pagina 116 de [10]. Este teorema é fundamental, pois
um dos requisitos para se obter direcoes de descida apresentado na secao anterior, era que
a matriz hessiana fosse definida positiva, assim temos controle sobre a positividade em cada
atualizagdo. Uma vez que possa ser determinada a aproximagdo By da hessiana de f(xy)
simétrica e definida positiva, sabemos por meio de um cédlculo simples de s}y, se a matriz
By, 1 serd também definida positiva. Deste modo para obter uma direcao de descida dy, basta
resolver o sistema linear

Bkdk = —Vf($k)

Uma vez que temos Bj definida positiva, sabemos que o sistema acima possui
solugdo tinica determinada por d, = —B, 'V f(zy). Assim seria conveniente que em vez de
resolver o sistema linear, encontremos uma atualizagao para B, ! como a férmula BFGS é
uma atualizacao de posto 2 a inversa de By, ja pode ser calculada como uma atualizacao

da inversa de By, isso é feito por meio da seguinte formulacao
Bl _ply (sk = By 'yw)sk + sulsk = B~ 'ye)™ (s — By 'yn) "ywswsi
k+1 — Pk T T, \2
Sk Yk (s% )

por uma questao de simplicidade de notacao usaremos Hj, para representar B, L

Agora que definimos uma forma adequada de encontrar dire¢oes de descida, po-

demos definir um algoritmo de busca linear usando as direcoes fornecidas com o célculo da
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formula BFGS. Apenas faz-se necessario uma corre¢ao para o caso em que a dj nao satisfaca
a condicao 2.3. Neste caso simplesmente descartaremos a direcao fornecida por BFGS e

usaremos a dire¢ao de méxima descida —V f(zy), embora na pratica essa situacao seja rara.

Algoritmo 2.7. Defina zp € R",a € (0,1),5 > 0e 0 € (0,1) e uma matriz Hy € R"*"
simétrica e definida positiva. Dado x; pela k-ésima iteracao determine ., da seguinte

forma:
1. Se Vf(xx) = 0, pare!
2. Defina d, = —HV f(xy);

3. Se Vf(zp)Tdp > —0||V f(z1)|||de|| entao

Hk «— 1
dy —Vf($k>,
4. Se ||dg|| < ﬁw entao corrija usando
k
o I,
1|

5. Obter t por backtracking que satisfaga

f(:Ek + tdk) < f(l‘k) + atVf(in)Tdk;

6. Defina:

Tpy1 = Ty + tdy,
Sk = Th1 — Tk
Uk = Vf(@r1) — V()

7. Se sty > 0 defina

(sk — Hyyw)si + si(sk — Hreye)™ (55— Hiyw) " yrsesi

Hk+1 - Hk +
Tr (T )?

caso contrario defina Hy 1 = Hy;

8. Volte ao passo 1.
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2.4 O Problema LOVO

Uma vez que temos estabelecidos os fundamentos bésicos para o estudo de oti-
mizacao com busca linear, vamos agora apresentar o problema de otimizar fungoes de menor

valor ordenado conforme R. Andreani, J. M. Martinez, L. Martinez e F. Yano em [2].

Dado um conjunto finito de r fungdes reais {Fi, Fy, ... F.} definidas em um con-
junto €2 C R" e um inteiro 1 < p < r, definimos a funcao de menor valor ordenado S, : 2 — R

por

Sp =2 Fyw (@)

j=1
Tal funcéo estd definida para todo z em 2 onde {i;(x),...,7.(z)} é uma reor-

denacao dos indices das fungoes F; em funcao de  de modo que

Fiy@)(7) < Foyy(z) < ... < Fi ().

Note que a continuidade das fungoes F; implicam diretamente na continuidade da funcao
Sp, no entanto o mesmo nao se pode afirmar sobre a diferenciabilidade, uma vez que, ainda
que todas as F; sejam diferencidveis, a fungao S, é geralmente nao suave, salvo casos muitos

particulares.

Agora que definimos S, podemos apresentar o problema de otimizacao da fungao

de menor valor ordenado - LOVO (Low Order-Value Optimization) como o seguinte
min S, (z)
s. a. x €

Veja que existem algumas dificuldades ao lidarmos com fungoes de menor valor
ordenado uma vez que nao temos a diferenciabilidade requerida pelas teorias apresentadas até
o momento. Para contornar este problemas, vamos utilizar uma reformulagao do problema [2]
de modo a aproveitar a diferenciabilidade das fungoes F;. Vamos definir m como o nimero de
combinagoes dos elementos do conjunto de indices de F; com p elementos, assim teremos m
subconjuntos C1, Cy, ..., (), cada um com cardinalidade p. Para todoi=1,...,me x € Q

defina
frmin(x) = min{ f1(z), ..., fn(2)}.
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Observe que fpi, = S, para todo z € 2 deste modo o problema LOVO pode ser escrito como
min fy, ()

s.a. x €S

a partir de agora esta serd a formulacao utilizada para o desenvolvimento apresentado neste
trabalho, embora na pratica nao seja necessario o calculo de todas as f; para determinar
fmin usaremos isso como recurso teérico. Comecaremos por um lema, e posteriormente um

teorema que relaciona os minimizadores de f,;, € minimizadores de f; para todo i € I, ()

onde () ={i €{1,...,m} | fi(x) = foin(z)} [2].

Lema 2.8. Seja A CQ ex € A. Se o ponto x, € um minimizador global de fpn(x) sujeito
ax € A, entao x, é um minimizador global de f;(x) sujeito a x € A para todo i € Ly ().
Em particular, se A = Q, um x, minimizador global de f,;,(x) € minimizador global de f;(x)

com i € Imin(xy).

Demonstragao: Assuma que para algum i € [,,;,(x.), . ndo é minimizador global de f;(z)
sujeito a x € A. Entao existe um certo y € A tal que f;(y) < fi(z.). Deste modo temos, das

definigoes de finin € Inin(xs), que

logo z, nao é minimizador global de f,.;, sujeito a x € A, contradigao, portanto z, é mini-

mizador para toda f; com i € L, (). O

O lema acima acerca de minimizadores globais serd agora adaptado para minimi-

zadores locais pelo seguinte teorema

Teorema 2.9. Se x, é minimizador local de fnim(x) entao Vi € In(xy) x. € minimizador

local de fi(x) sujeito a x € Q.

Demonstragao: Seja ¢ > 0 tal que x, é minimizador global de f,,;,(x) sujeito a z € A
onde A — {x € Q| ||xr — z.|| < €}, do lema anterior temos que z, é minimizador global de
fi(z) sujeito a € A para todo i € I, (x.). Entao, x, é minimizador local de f;(x) sujeito

a x € Q) para todo i € Ly (zy). O
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Infelizmente a reciprocidade do teorema nao é verdadeira, mesmo para exemplos
muitos simples pode-se ver que ela falha (veja em [2]). No entanto o teorema a seguir mostra

que se impormos algumas condic¢oes sobre a continuidade das f; podemos contornar isso.

Teorema 2.10. Assuma que x, € um minimizador local de f;(x) para todo i € ILy(z.) e

que f; € continua em x, para todo i & L, (x.) entdo x. € minimizador local de fpm ().

Demonstracao: Como f;(z) é continua para todo i ¢ I, (x,) entao existe d; > 0 tal que

Da hipétese existe do > 0 tal que para todo i € I,,(z.) temos que fi(z) >
fi(x.) = fmin(2.) sempre que |z — 2. < d.
Defina § = min{d;, do} entdo temos que para todo z € € tal que ||z — z,|| < d e

para todo ¢ =1, ..., m temos

Portanto temos que fyin () > fiin(xs) para todo x € Bs(z,.) N2 como queriamos

mostrar. O

Antes de tratar sobre o algoritmo de resolucao do problema LOVO vamos apre-

sentar um importante teorema a cerca das condigdes de otimalidade [2].

Teorema 2.11. Seja z, € Q um minimizador local de fm(x) onde todas as funcoes fi(z)
sao diferencidveis em um aberto que contém ). Entdo, para todo i € I (2.) T, satisfaz as

condigoes necessdrias de otimalidade associadas ao problema
s. a. x €
Demonstragao: Do teorema anterior temos que x, é um minimizador local de f;(x) para

todo i € Inn(x.), entdo, x, satisfaz as condigoes necessérias de otimalidade associadas a este

problema. O
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Os teoremas acima apresentados nos fornece uma importante informacao a res-
peito dos minimizadores locais do problema LOVO na formulacao que estamos utilizando
(com as f;). Assim vamos definir duas situagoes que podem acontecer em relagao as condigoes
de otimalidade das fungoes f;. Se z, € € é ponto critico para alguma f;(x) com i € I, ()
dizemos entao que x, é fracamente critico, se x, é ponto critico para todas as f;(z) tal que

i € I,;n entao x, é chamado de ponto fortemente critico.

Como em nosso trabalho encontrar pontos fortemente criticos teria altissimo custo
computacional, e de uma maneira geral isso, na pratica, nao é usual, trabalharemos aqui
apenas com o algoritmo pra encontrar pontos fracamente criticos. Além disso como serd
visto nos capitulos subsequentes trabalharemos apenas com o problema LOVO irrestrito

portanto para um estudo do problema LOVO com restrigoes veja [3].

Como vimos nas secoes anteriores os métodos de otimizacao apresentados sao
baseados em iteragdes que requerem o calculo das derivadas de primeira e (no método de
Newton) segunda ordem, mas essas derivadas podem sequer existir uma vez que a funcao
S, ¢ geralmente nao suave, o que faremos aqui ¢ usar a formulacao do problema com fn,
nesse caso aproveitaremos a diferenciabilidade das f;, assim em um determinando ponto xy
tomaremos V fin (1) como V f;(zy) para um certo i € I,,;,(xx), note que o mesmo conceito
pode ser entendido para derivadas segundas. Apesar de a principio parecer uma estratégia
duvidosa, vamos utiliza-la para definir o algoritmo e de pois mostrar que ela funciona bem

para tal formulagao.

O algoritmo que vamos apresentar agora pode ser usado para encontrar pontos
fracamente criticos para o problema LOVO irrestrito, usando métodos de busca linear onde

estamos assumindo que todas as f; sao diferenciaveis.

Algoritmo 2.12 (LOVO irrestrito com busca linear). Defina xyp € R", o € (0,1),8 > 0 e

0 € (0,1) Dado xy pela k-ésima iteragao determine x,; da seguinte forma:

1. Escolha r(k) € Lyin(zk)

2. Se V fru(z) = 0, pare!
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3. Escolha dj, € R™ tal que
ldill = BIV fry ()
V oy (@) die < =BV oy (@) |1
4. Definat =1

5. Enquanto foin(zk + td) > frin(zk) + 0tV frp (xr) dy tome ¢ <t € [0, 1¢,0.9¢]

6. Faca xyy1 = xp + tdy

Vamos agora mostrar que tal algoritmo converge de fato para pontos fracamente

criticos, a demonstragao aqui apresentada é baseada na demonstragao fornecida em [3].

Teorema 2.13. O algoritmo 2.12 estd bem definido e converge para xj, se, e somente se, Ty

¢ um ponto fracamente critico.

Demonstragao: Suponha por um momento que z; nao é um ponto fracamente critico,
entdo temos que V f.) () # 0 assim das condicoes 2.2 e 2.3 e da diferenciabilidade de f,x)

temos que
y Friey (@ + tdi) — froey(zn)
im
t—0 t

=V fr (x) dr <0

ou ainda,
lim Jraey (@ +tdy) — fro ()
t=0 tV [y (@r) T dy,

como sabemos que a < 1 entao para um t pequeno o suficiente temos

Friey (@ + tdi) — froey(zn) N
tV frey (xr) T dy, -

=1

como V fr (z)Tdi, < 0 entdo
Friwy (@ + tdi) < fra (@) + 0tV frgo (1) d

mas sabemos que frin(Tr + tdi) < friy(@r + tdi) € finin(Tr) = frg)(zr) entao
Smin(@r + tdi) < frin(2r) + otV fr) (2x) " di.

Escolha um ¢, por backtraking que satisfaca a equagao anterior.

Isso prova que enquanto x; nao é um ponto fracamente critico, o ponto x;,1 pode

ser encontrado. O



CapriTULO 3

Formulacao LOVO para deteccao de

curvas

Uma vez que os capitulos anteriores forneceram uma base tedrica para o estudo
que desenvolvemos, seguimos agora para o problema que foi trabalhado utilizando a primeira

formulacao sob o ponto de vista da otimizagcao.

Neste capitulo abordaremos apenas casos de otimizacao irrestrita 2 = R".

3.1 Construcao de 5,

Sabemos do capitulo anterior que dado um conjunto .# de r fungoes reais F;(z)
definidas em ©Q C R", o problema LOVO consiste em minimizar a funcao S,(x) dada pela
soma das p funcoes de .%# com menor valor funcional em x. Agora partindo da ideia de que
cada funcao T'(x) representa a lei de correspondéncia de um determinado fenomeno a ser
modelado, e temos um conjunto yi, s, ..., y, de observacoes desse fenomeno. Se tomarmos

F; como o erro quadrado da i-ésima observagao, isto é, Fi(z) = (T'(z;) —y;)? entao o problema
min S,.(x)

(p = r), corresponde exatamente ao problema de quadrados minimos, e nesse sentido pode-se
dizer que LOVO ¢ uma generalizagao dos quadrados minimos [2]. Além disso ao escolhermos
um parametro p < r o problema LOVO descarta os maiores erros quadrados, ou seja, des-
carta os erros com maior influéncia no ajuste. Deste modo o LOVO é uma ferramenta para

determinar funcoes de ajuste com descarte automatico de outliers.
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Como sabemos a identificagoes de curvas pela transformada de Hough se dé pela
relacao entre o espago imagem e o espaco transformado de modo que para cada ponto no
primeiro corresponda uma equagao no segundo, cujos valores que satisfazem a equagao, re-
presentam todas as possibilidades de curvas passando por tal ponto. Matematicamente dado
um ponto P, associa-se a ele uma equagao do tipo hp(x) = y. No entanto o método pro-
posto diferencia-se de Hough nesse ponto, pois nao estamos mais interessados em encontrar
interseccoes entre as solugoes do conjunto de equacgoes, ao invés disso transformaremos as

equacoes em funcoes e trabalharemos com otimizacao.

Antes de apresentar a formulacao proposta é importante mencionar que aqui tra-
balhamos com imagens que sofreram um pré-processamento, foram submetidas a filtros de-
tectores de borda, binarizacao e resgate de coordenadas dos pixels. Portanto uma imagem
sera aqui tratada como um conjunto de pontos do plano. O pré-processamento da imagem
nao serd abordado nesse trabalho, pois usamos filtros prontos de softwares matematicos, sem

nenhuma contribuigao especial. Aos interessados, sugerimos a leitura de [5] e [12].

Seja P, P, ..., P, um conjunto de pontos de uma imagem, assim temos para
cada ponto uma equacao hp () = y associada, de modo de que o ponto (x,y) no espaco
transformado representa os parametros de uma curva passando sobre o ponto P, no espago
imagem. Vamos agora definir para cada ponto P; uma funcdo ¢p,(x,y) = hp,(z)—y. Veja que
as raizes da fungao p (z,y) coincidem exatamente com as solugbes da equacdo hp, (x) = y.
Deste modo o conjunto de raizes de cada fungao representa todas as possiveis curvas do tipo
procurado que passam pelo ponto associado. Temos a informacao de todas as possiveis curvas
do tipo procurado passando por cada ponto. Como estamos interessados em encontrar uma
curva na imagem, buscamos o conjunto de pontos que descrevam tal curva, ou seja, buscamos
um zero comum a todos os pontos descritos. Sem perda das propriedades caracteristicas
do problema podemos tomar para cada ponto uma nova funcao F;(z,y) = (¢p(z,y))? =
(hp,(z) —y)?, veja que o conjunto de raizes permanece inalterado. No entanto agora sabemos
que os zeros de Fj(z,y) sdo também minimizadores globais, além disso vale lembrar que
buscamos reduzir ao maximo o valores de todos os pontos simultaneamente para encontrar
pontos que sejam préximo de raizes comuns a todas as fungoes. Isso motiva o uso do problema

LOVO, que descarta os pontos mais distantes da curva procurada.
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3.2 Justificativa

Uma vez que fizemos a construcao de S, para cada curva que vamos identificar,

vamos entao justificar o uso da otimizacao.

Temos agora um conjunto de r fungoes onde cada Fj(x,y) esta associada a um
ponto P; no conjunto de pontos do espago imagem. Além disso note que a os valores funcionais
F;(x,y) estdo diretamente relacionados com a distancia entre a curva de parametros x,y e
ponto P;. Deste modo ao minimizar simultaneamente todas as fun¢oes encontramos a curva
que melhor se ajusta ao conjunto de pontos, para isso vamos tirar proveito do fato de que
cada fungao tem 0 como minimo global. Logo minimizar simultaneamente todas as fungoes

é equivalente a minimizar a soma, ou seja, a formulagao do problema é dada por
min S, (z,y)

onde S,(z,y) = i Fi(z,y). Infelizmente na pratica ndo é possivel resolver tal problema
=1

com tamanha préoiséo por varias razoes, como por exemplo erros numeéricos, distor¢oes da

imagem, etc. Além disso, nem todos os pontos da imagem estao sobre a curva que buscamos,

pois a imagem pode conter outros objetos além de ruidos, assim é necessario fornecer uma

quantidade confidvel de pontos que estao sobre a curva procurada, essa quantidade sera o

parametro p da formulacao LOVO. Assim, dado um conjunto de r pontos extraidos de uma

imagem, sabemos que p desses pontos estao sobre uma curva procurada, logo a solucao de
min S,(z,y)

devera fornecer o melhor ajuste descartando os 7 — p pontos com pior ajuste.

Vamos agora apresentar o problema de encontrar retas, inicialmente tentamos
usar a equagao ar + by = d para criar a fungao ajuste uma vez que tal equacao é capaz de
descrever qualquer reta no plano. Assim dado um conjuntos de pontos no espago imagem
{(xs,y5)}r—, o conjunto de funcoes associadas é dado por Fj(a,b,d) = (az; + by; — d)*. Deste
modo se temos confianga de que p pontos estao sobre a reta, procurar o melhor ajuste de p
pontos entre os r pontos disponiveis é equivalente a resolver

p
min Z aTi;(apd) + 0Yi;(apd) — d)®
j=1
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onde, os indices 7;(a, b, d) sdo definidos pela reordenacgio de cada F'(i). Veja que o vetor nulo,
anula todas as fungdes Fj(a, b, ¢) independente dos pontos usados na construcao, deste modo
o método sempre converge para (0,0,0). Por este motivo concluimos que o melhor caminho é
usar a equacao 1.2 trabalhada no método de Hough, assim temos que o conjunto de fungoes
associadas é dada por F}(p, ) = (z;cos0+y;senf — p)* e portanto encontrar a reta que melhor
se ajusta a p pontos é equivalente a encontrar um minimo global para o problema
p
min Z(x% (0.0)C0S0 + i (p,0)5€n8 — )2
j=1
De maneira analoga temos o problema de encontrar circunferéncias. Para este
usamos a equacao (z — a)? + (y — b)? = 2. Veja que para descrever uma circunferéncia
qualquer do plano precisamos de duas informacoes bésicas, o centro da circunferéncia e seu
raio. Com base nesta equagao temos que (a, b) sdo as coordenadas do centro da circunferéncia
e r o raio. Note que aqui assim como no problema de encontrar retas precisamos definir o
parametro p que representa o nuimero confiavel de pontos que estao sobre a circunferéncia.
Além disso, optamos por manter a formulagao sugerida por [6] usando o raio como uma

constante, assim o trabalho que apresentamos busca circunferéncias com raio determinado.

Para o caso de detectar uma circunferéncia de raio r vamos definir para cada
ponto (z;,y;) uma fungao Fji(a,b) = ((z; —a)*+ (y; — b)* — r?)? assim o problema de detectar

circunferéncias é equivalente a resolver o problema LOVO
p
min Z((xij(a7b) — a)2 -+ (yij(a,b) — b)2 — 7"2)2.
j=1

Embora tenhamos mudado as equacoes das funcoes F; em cada problema, as
caracteristicas tedricas permanecem as mesmas, isto é, se garantidamente um numero p de
pontos estao sobre a curva procurada, entao as fungoes F; associadas a tais p pontos terao
o valor funcional zero em um ponto comum, cujas coordenadas sao os parametros da curva
que contém os p pontos, ou seja, os parametros procurados. Como foi dito anteriormente,
na pratica dificilmente encontraremos um ajuste perfeito, assim nao teremos o zero como
valor funcional. Contudo, veja que este valor funcional estd relacionado com a distancia
entre o ponto associado a funcao e a curva descrita pelos parametros aplicados na funcao.

Por exemplo, dado um ponto P = (z1,y;) temos a ele associada a funcao Fi(a,b) = ((x1 —
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a)® + (y1 — b)* — r*)? cujo ponto (a,b) é o centro de uma circunferéncia ¢ de raio r. Se P
pertence a circunferéncia ¢, ou seja, a distancia entre P e ¢ dada por d(P,c) é r teremos que
Fi(a,b) = 0. Também, dados dois pontos (aq,b;) e (az,bs), centro das circunferéncias ¢; e
¢y respectivamente, de modo que nenhuma contém P, sempre vale que se d(P, c¢y) > d(P, c3)
entdao Fy(ai,b1) > Fi(ag,by). De certa maneira tal relacao vale para todos os ajustes, além
disso Fj(a,b) > 0 para todas as fungoes i e para todo (a,b) € R% Por este motivo ao resolver
o problema LOVO e determinar x* minimizador, temos a garantia de que as coordenadas de
x* fornecem os parametros da curva com melhor ajuste a p pontos, no sentido de que a curva

determinada tem a menor distancia entre os p pontos usados no ajuste.

3.3 Testes

Nossos testes foram elaborados em 3 fases, primeiro geramos exemplos numéricos
muito simples, com 20 pontos dos quais 15 estavam sobre a curva (reta ou circunferéncia) e 5
pontos aleatérios. O objetivo desse primeiro teste foi simplesmente avaliar o comportamento

do algoritmo.

A fase seguinte foi realizada utilizando dois exemplos gerados numericamente, o
primeiro contendo um total de 768 pontos dos quais eram: 61 pontos pertencente a uma cir-
cunferéncia de raio 2,7; 100 pontos pertencentes a uma circunferéncia de raio 4; 151 pontos
pertencentes a uma circunferéncia nao completa de raio 5; 67 pontos pertencente a uma reta
horizontal, 37 pontos pertencentes a uma reta vertical, e outras trés retas com inclinagoes
variadas contendo respectivamente 39, 91 e 91 pontos cada. Os pontos restantes perten-
cem a uma elipse cuja finalidade sera apresentada no capitulo seguintes, desta maneira nao

comentaremos aqui seus resultados.

O segundo exemplo numericamente gerado continha um total de 881 pontos dos
quais 181 pertenciam a uma circunferéncia de raio 9, 100 pertenciam a uma circunferéncia de
raio 5, 147 pertenciam a uma circunferéncia de raio 7.3, 31 pertenciam a uma circunferéncia
de raio 1.5, 121 pertenciam a uma circunferéncia de raio 6 e 301 pertenciam a uma reta. Note
que em ambos os exemplos nao incluimos pontos aleatérios, no sentido de nao pertencer a

nenhuma curva, pois uma vez que um ponto nao pertence a curva procurada, ele ja faz esse
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papel.

A terceira fase de testes foi realizada utilizando imagens reais. Nesta fase toma-
mos caminhos diferentes para a identificacao de retas e de circunferéncias justificadas pelos
resultados obtidos na segunda fase de testes. Essa escolha sera esclarecida na se¢ao posterior,
onde serao comentados os resultados. Para as retas o teste efetivo foi realizada utilizando a
imagem mostrada na figura 3.1, lembrando que trabalhamos com imagem depois de submete-
la a filtros de deteccao deteccao de borda e binarizacao, resgatando assim as coordenadas

dos pixels que compoe seu contorno. Dessa imagem foram resgatados 1606 pontos.

Figura 3.1: Imagem usada para teste de identificagao de retas em escala 1:1

Para o problema de detectar circunferéncias utilizamos a imagem mostrada na
figura 3.2, criada em um editor de imagens, com raio determinado, nela sao apresentadas um
conjunto de 8 circunferéncias com raios de 10, 15, 20, 50, 54, 66, 100 e 150 pixels, também
h& uma elipse utilizada para um teste que serd comentado no capitulo de conclusao. Nesta
imagem foram resgatados 3531 pixels.

O algoritmo utilizado para realizacao dos testes foi programado em Julia!, uma
linguagem bastante nova no ramo de programacao. Para execucao dos testes, optamos por
utilizar o JuliaBox?, uma plataforma on-line para compilar cédigos Julia, oferecendo assim

uma maior imparcialidade para testes futuros.

O cédigo dos algoritmos usados tanto na formulagao LOVO, quando na SnL estao

'Mais informagdes disponiveis em http://julialang.org/
https://www.juliabox.org/.
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Figura 3.2: Imagem gerada para identificacao de circunferéncias em escala 2:1
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disponiveis na internet por meio da pagina sites. google.com.br/emersonvitorcastelani/orientacoes

3.4 Resultados

Apresentaremos nesta secao os resultados obtidos pelos testes da segunda e ter-
ceira fase. Vamos organizar os resultados em duas partes, uma para a identificacao de retas

e outra para identificagdo de circunferéncias

3.4.1 Retas

Os resultados obtidos a partir dos referidos testes estao dispostos na tabela 3.1. Para re-
0

alizacao do teste usamos como ponto inicial o vetor zy = e como parametros do

0
algoritmo os valores ¢ = 1.0e — 3, a = 1.0e — 5,0 = 1.0e — 7 e = 0.25.

Teste | p Tempo (s) | Iteragoes Valor de S, V.S,

testel | 37 3.70087 19.0 0.0528863 0.000948258
teste2 | 39 6.54945 44.0 2.46851e-10 0.000581653
tested | 91 7.43751 17.0 1.29501e-10 0.000971384
tested | 300 | 64.31251496 31 1.2182052601673143e-12 | 0.000670981951974879
tested | 100 | 45.985863974 37 5.616828232866099 0.0005419004755245046
teste6 | 120 | 37.113710673 22 4.7902213040862955 0.0007342205397987788
teste7 | 160 | 53.999785067 22 02.43296267282826 0.0003853619298396294

Tabela 3.1: Tabela de resultados LOVO

A seguir apresentamos os resultados graficos de cada teste nas figuras 3.3, 3.4 e

3.5.
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3.4.2 Circunferéncias

Os resultados apresentados estao dispostos na tabela 3.2, onde utilizamos os se-

0
guintes valores de parametros para o algoritmo xy, = , € =10e -3, a =1.0e — 5,

0
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Figura 3.5: Teste com imagem real

0 =1.0e —7e p=0.25. O algoritmo esta limitado a 100 iteracoes.

As representacoes graficas dos resultados sao apresentadas em seguida pelas figu-

ras 3.6, 3.7 e 3.8.
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Teste | raio| p | Tempo (s) | Iteragdes | Valor de S, V.S,
teste8 | 2.7 | 61 | 16.967391 59.0 39.072 0.000881
teste9 | 4.0 | 100 | 20.073376 35.0 166.837 0.000721
testel0 | 5.0 | 151 | 42.028513 48.0 1209.643 0.000806
testell | 9.0 | 180 | 98.447444 73 6.692¢712 | 0.000881012
testel2 | 5.0 | 100 | 126.384504 100 5046.955 0.033721
testeld | 7.3 | 140 | 70.306178 68 2.031e~ 0.000842
testeld | 1.5 | 30 3.168370 26 1.706 0.000812
testeld | 6.0 | 120 | 17.306158 20 2007.534 0.000587
testel6 | 150 | 375 | 147.049353 21 0.0002 0.000576
testel7 | 100 | 250 | 38.281879 9 0.021 0.000261
testel8 | 66 | 165 | 136.608523 62 0.035 0.000978
testel9 | 54 | 135 | 13.019755 11 0.003 0.000444
teste20 | 20 | 30 0.224783 1 8.079¢° 0.000440

Tabela 3.2: Tabela de resultados da identificacao de circunferéncias com LOVO

testel0
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Figura 3.6: Deteccao de circunferéncias no exemplo artificial 1
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Figura 3.8: Deteccao de circunferéncias em imagem real
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Formulacao SnL

Ao utilizar o método LOVO para detectar curvas em uma imagem identificamos
alguns problemas recorrentes. Embora a lentidao no processamento nao tenha sido a razao
definitiva, também nao foi satisfatério o resultado nesse sentido, mas a principal causa para
buscar novos meios de resolugao é a existéncia de uma expressiva quantidade de minimiza-
dores locais. Todavia, percebemos que o modelo do problema tem muito potencial, uma vez
encontrado um minimizador global, o algoritmo fornece ajustes muito satisfatérios. Desde

modo remodelamos o problema para contornar tais dificuldades.

4.1 Justificativa

Veja que na elaborac¢ao do método LOVO para deteccao de curvas de uma maneira
geral, nao aproveitamos uma propriedade particular deste problema. Como foi mencionado
o desejavel ¢ localizar um minimizador global. Note que dada a formulacao sabemos que o
minimizador global tem valor funcional zero em um caso ideal. Além disso sabemos que o
valor funcional de S, estd diretamente relacionado a distancia entre os pontos considerados e
a curva determinado pela solucao do algoritmo. Deste modo, vamos apresentar uma definicao

e em seguida a nova formulacao.

P

Definigao 4.1. Seja S, = > Fj (»)(z) a fungao menor valor ordenado onde F; sao fungoes
—~

de ajuste para uma curva. Sem perda de generalidade, vamos assumir p par, uma vez que

se p é fmpar basta excluir ou adicionar um ponto no ajuste conforme for o caso, assim

-1
: i ~ .
definimos S;, = > Fiy,_1(e)(z) como a fungao menor valor impar-ordenado, que soma as
=1
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fungoes ordenadas com indice fmpar e menor que p, e a fungao SP = i Fleoj(2) (x) a fungao
j=1
menor valor par-ordenado, que soma as funcoes ordenadas de valor par menor que p.

Note que na elaboragao do sistema foi necessario a divisao da equacao S,(z) =0
em duas novas equagoes, compostas por somas parciais dos elementos que compoe S,. Essa
divisao a principio poderia ser qualquer, por exemplo, para a primeira equacao somar as
primeiras ‘g fungoes F; e para a segunda somar as outras demais ‘g fungoes. Nao obstante,
o fato de tais funcoes terem sido ordenadas para a construcao de S, pode implicar em uma
desuniformidade na convergéncia de cada equagao. Uma vez que desejamos que a cada
iteragao ambas equagoes se aproximem cada vez mais de zero, a divisao sugerida acima,
mostra-se arriscada pelo fato de que a soma das g primeiras fungoes sempre sera menor que
a soma utilizada na segunda equacao. Dito isso a construcao por meio de indices pares e

impares mostra-se bastante eficiente, uma vez que os valores das funcoes estao intercalados.

Dadas as funcoes conforme definicao anterior, temos que se z, é solugao para o

sistema

S, (x)
Sp(x)

0
0

entao x, fornece parametros para um curva perfeitamente ajustada na imagem.

4.2 Desenvolvimento

Para o desenvolvimento deste novo método escolhermos uma estratégia simples
de Newton com aproximacao da jacobiana para resolugao de sistemas nao lineares. Note que,
como foi mencionado anteriormente, a funcao S, nao é suave. Assim para trabalhar com
Newton aproveitamos a mesma estratégia usada na formulacao LOVO, desse modo usamos

as derivadas das fungoes ordenadas para caracterizar derivadas de SP e S;.

Este método foi apresentado sob o ponto de vista da otimizacao na secao 2.2 e
sua formulagao para solucao de sistemas nao lineares usa basicamente os mesmos principios.
Além disso o método de Newton é classico na literatura, deste modo acreditamos nao ser

necessaria uma apresentacao mais formal sobre o assunto.
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Como sabemos existe a possibilidade de a fungao S, possuir muitos minimos locais.
Desse modo as jacobianas podem assumir valores muito pequenos e apresentar problemas de
singularidade. A fim de contornar essa situacao, embutimos no algoritmo um controle, de
modo que, sempre a fungao se aproximar de um minimo local serd dado um passo grande na
direcao de Newton para a préoxima iteracao. Embora essa estratégia pareca arriscada, lembre-
se que estamos aliando esse recurso com base nas fungoes que trabalhamos, e 0 mesmo pode
nao ter um funcionamento apropriado para outros problemas. E importante ressaltar também
que essa estratégia contribui, mas nao elimina um possivel problema de singularidade. Por
exemplo, nao evita que linhas da jacobiana sejam multiplas. Por essas razoes nao apresenta-
mos provas de convergéncia. Contudo tais problemas nao foram evidenciados na pratica de

forma que a estratégia funcionou bem.

4.3 Testes

Os testes realizados para essa versao com sistemas nao lineares foram os mesmos
realizados na versao LOVO incluindo os arquivos de dados, deste modo torna-se desnecessaria

uma nova apresentacao dos mesmo.

4.4 Resultados

Os resultados dos testes seguirao a dinamica apresentada no capitulo anterior.

4.4.1 Retas

Os resultados obtidos a partir dos referidos testes estao dispostos na tabela 4.1.
0

Para realizacao do teste usamos como ponto inicial o vetor xy = e como parametros

0
do algoritmo os valores € = 1.0e — 3.

Em seguida sao apresentados os resultados graficos nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3.
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Teste | p | Tempo (s) | Iteragoes | Valor de S, | [|[V.S,]|
teste2l | 37 | 0.389853 41 0.000664 | 1.512421
teste22 | 67 | 1.180078 68 0.000865 | 2.723878
teste23 | 91 | 15.311152 640 0.000923 | 2.115991
teste24 | 300 | 3.615773 39 0.000828 | 0.720443
teste28 | 100 | 2.817537 44 0.001097 | 0.109172
teste29 | 120 | 27.297335 393 0.003330 | 0.715193
teste30 | 140 | 15.406302 215 0.006843 | 0.289092

Tabela 4.1: Tabela de resultados utilizando SnL pra identificacao de retas

teste2l teste23

teste22

Figura 4.1: Resultado de SnL no exemplo artificial 1

4.4.2 Circunferéncias

Abaixo apresentamos na tabela 4.2 resultados obtidos pelo algoritmo SnL para
identificacao de circunferéncia. Os parametros utilizados foram os mesmo usados na identi-

ficacao de retas. Os resultados graficos sao apresentados nas figuras 4.4, 4.5 e 4.6



40

4 Formulagao SnL

20

15} ',..w"' i "’~\

R
77

tested

Figura 4.2: Resultado de SnL no exemplo artificial 2

Figura 4.3: Resultado de SnL no exemplo real
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Teste | Raio | p | Tempo (s) | Iteragoes Sp IS,
teste2d ) 150 | 4.934564 129 0.001068 1.409059
teste26 | 2.7 | 60 2.458476 162 0.001072 0.507963
teste27 4 100 | 25.630755 1008 0.000968 0.890337
teste3l | 1.5 | 30 3.097754 315 0.016709 2777113
teste32 9 180 | 97.470398 1879 0.0009636 | 10.596649
teste33 6 | 120 | 13.386819 393 0.000933 5.674524

teste34 | 7.3 | 140 | 69.139836 1756 0.000689 6.269649

teste3d 5 | 100 | 76.224377 2695 0.000755 3.886099

teste36' | 50 | 125 | 2.336976 16 8.670463¢~° | 0.028359
teste37 | 100 | 250 | 145.867070 515 9.574213¢7 | 0.038803
teste38 | 150 | 375 | 150.126476 323 0.000871 0.499632
teste39 | 15 | 37 | 0.559519 13 0.000145 0.007814
tested0 | 30 | 75 | 50.500607 953 7.860890e~° | 0.010835
teste41 10 | 25 | 0.402753 13 8.315971e™ | 0.007306
tested2 | 54 | 135 | 8.779627 61 0.000614 0.102243
tested3 | 66 | 165 | 48.597028 220 0.000102 0.043033

Tabela 4.2: Tabela de resultados de SnL na identificacao de circunferécias
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Figura 4.4: Resultado de SnL na identificacao de circunferéncias no exemplo 1
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Figura 4.5: Resultado de SnL na identificacao de circunferéncias no exemplo 2
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CAPiTULO 5

Consideracoes Finais

5.1 Comparacoes

Embora o desempenho do algoritmo de SnL. mostrou-se muito superior em imagens
geradas artificialmente, tanto numéricas quanto gréficas, ele apresenta algumas desvantagens
(tedricas) em relacao a formulagao LOVO, uma vez que tal método nao busca o melhor ajuste,
mas sim uma vantajosa reducgao do valor funcional de S,,. Isso nos leva a acreditar que imagens
com muito ruido e/ou baixa qualidade, podem fazer com o algoritmo nao consiga resolver o
sistema nao linear, e sob tal ponto de vista, nos parece, o LOVO teria melhores condic¢oes
de identificar uma curva. Conquanto como foi verificado nos testes realizado, o LOVO nao
é, como estd, uma ferramenta confiavel para realizar tais tarefas, especialmente curvas que
gerem funcoes razoavelmente complexas, no sentido de que .S, tenha muitos minimos locais,
como ¢ o caso da circunferéncia. Nao obstante, um método de otimizacao que tenha certa

predilecao a encontrar minimizadores globais é capaz de contornar tal situacao.

Note que no ultimo teste usando imagens geradas em software de edicao de ima-
gens, o método SnL falhou na deteccao das circunferéncias de raio menor, contudo, vale
ressaltar que ao trabalhar com resgate de pizels obtemos coordenadas com valores altos,
deste modo faz-se necessario reescalar o problema. Outros testes mostraram que ao reduzir o
valor do parametro € o algoritmo fornece ajustes melhores. Infelizmente isso afeta desempe-
nho do método, tornando-o substancialmente mais lento. Tais testes nao serao apresentados

aqui, uma vez que a intencao é fazer comparativos entre ambos os métodos.

Sabemos que este trabalho é um ponto inicial de pesquisa e ainda ha muito a

ser estudado, aqui apenas apresentaremos algumas conclusoes e comparativos a cerca do que
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pudemos observar com nossos testes, a seguir uma tabela contento os resultados, tempo de
processamento e qualidade de ajuste, lembrando que um valor funcional menor, implica em

um ajuste melhor.

5.2 Automatizacao do parametro p

Uma das grandes dificuldades para se trabalhar com as fungoes menor valor or-
denado, no nosso caso, foi uma escolha adequada para o parametro p, isso porque a escolha
de um valor muito baixo da a liberdade de um ajuste a um menor nimero de pontos, o que
sob certas circunstancias pode nao gerar um resultado apropriado, por exemplo, ao invés de
identificar uma circunferéncias o algoritmo elege p pontos aleatérios que fornecem um ajuste
razoavel, sem que tais pontos descrevam visualmente uma circunferéncia, por outro lado,
como foi mencionado anteriormente eleger um valor alto para p pode ter complicacoes ainda

mais graves uma vez que nao tem existird uma curva com essa quantidade de pontos.

Para fornecer uma escolha adequada, elaboramos alguns limitantes para p com
base na geometria da imagem. Primeiramente é necessario mencionar que essa escolha que
vamos sugerir é valida apenas para os casos mencionados, desse modo, para casos mais gerais
ou especificos, a escolha devera ser feita de maneira empirica, dito isso, vamos estabelecer
uma relacao entre as curvas trabalhadas, retas e circunferéncias, e o parametro p que deve

ser adequado.

O caso de retas deve ser levado em consideragao a proporgao entre o comprimento
do segmento a ser identificado e o tamanho da imagem aqui chamaremos ¢, também devemos
considerar a perda de informagcoes devido a ruidos elegendo um percentual de confiabilidade
dos pontos resgatados 1, tomado esses valores p é dado pela expressao |c.pu.min{h, p}|, onde
hxp é aresolugao da imagem e |-| é o operador menor valor inteiro, por exemplo, se buscamos
um segmento e reta que percorre 50% de uma imagem com resolugao 100 x 150 pixels com
boa nitidez de modo que confiamos em 95% dos pontos extraidos, assim um escolha adequada

de parametro é

p=[0.5%0.95%100] = [47.5] = 47
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assim temos uma escolha adequada para identificar segmentos de reta que percorram até

metade da image.

Para o caso de circunferéncias, essa automatizacao é indicada apenas para busca
de circunferéncias completas, embora o método seja também capaz de identificar arcos, a
quantidade de pontos serda menor a medida que o arco seja menor, ou que a circunferéncia
possua muitas falhas. depois de um estudo tomamos a seguinte formulagao para a escolha
de p, sendo r o raio da circunferéncia procurada, entao p = 0.5 * 5r| onde 0.5 representa o
ajuste numérico das coordenadas dos pixels usados, uma vez que as coordenadas sao inteiras,
percebemos que para um ajuste adequado devemos descartar metade dos pontos necessarios

para descrever tal curva que sao aproximadamente 5Hr.

5.3 Conclusao e trabalhos futuros

Dados os resultados dos testes, podemos concluir que ambos os métodos tem
grande potencial para a funcao que foram desenvolvidos. O método LOVO embora tenha
apresentado problemas na identificacao das curvas, acreditamos que outras técnicas de mini-
mizagao podem ser utilizadas de modo a aprimoréa-lo. Por outro lado o método de sistemas
nao lineares ainda tem muito a ser explorado, quanto a suas caracteristicas e proprieda-
des tedricas. Um préximo passo natural é estudar, por exemplo, problemas relacionados a

singularidade do sistema e como contorna-los.

Durante o processo de elaboracao dos trabalhos que aqui constam foram realizados
também alguns testes com elipses. Com intuito de avaliar a capacidade dos métodos ao lidar
com outras curvas. Os resultados de tais testes nao foram apresentados no texto, contudo
mostrara-se muito promissores. Isso nos leva a acreditar que o trabalho nao estd restrito
somente a deteccao de retas e circunferéncias, mas ao longo do tempo, poderemos obter

formas de detectar as mais diversas curvas.

Por fim, umas das questoes mais importante para ser estudada futuramente, é o
LOVO com restrigoes. Acreditamos que um método com restricoes poderia resolver outras

situagoes, como por exemplo, detectar circunferéncias com raio qualquer.
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