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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é descrever os endomorfismos sobrejetores do
anel das matrizes triangulares superiores de ordem |N| × |N| sobre um corpo com pelo
menos três elementos. Para isso, primeiro descrevemos os endomorfismos sobrejetores
do grupo das matrizes triangulares superiores inversíveis de mesma ordem.
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ABSTRACT

The aim of this work is to describe the onto endomorphisms of the ring of triangular
matrices of order |N| × |N| over a field with at least three elements. To do so, we
first describe the onto endomorphisms of the group of the invertible upper triangular
matrices of the same order.
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INTRODUÇÃO

O início do desenvolvimento da teoria das matrizes infinitas pode ser encontrado
em [1]. Segundo o autor, essa teoria começou a se desenvolver com Henri Poincaré em
1884 e ganhou um grande impulso em 1906, quando David Hilbert usou formas qua-
dráticas infinitas, que são equivalentes a matrizes infinitas, para resolver uma equação
integral. Os primeiros e mais importantes estudos envolvendo matrizes infinitas vie-
ram de problemas decorrentes da Análise, e não da Álgebra.

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre os endomorfismos sobrejetores do
anel das matrizes triangulares superiores de ordem |N| × |N| com entradas em um
corpo F , T∞(F ), e é baseado em [9]. Para isso, apresentamos também uma descrição
dos endomorfismos sobrejetores do grupo T∞(F ) formado pelas matrizes inversíveis
de T∞(F ). Tal resultado pode ser encontrado em [7].

No Capítulo 1 descrevemos os elementos inversíveis de T∞(F ) e, portanto, o grupo
multiplicativo T∞(F ) formado pelas matrizes inversíveis. Além disso, consideramos
vários subgrupos de T∞(F ) e descrevemos algumas de suas propriedades. Dentre eles,
destacamos o subgrupo UT∞(F ), formado pelas matrizes de T∞(F ) que possuem ape-
nas 1’s na diagonal.

No Capítulo 2 descrevemos os endomorfismos sobrejetores dos grupos T∞(F ) e
UT∞(F ).

No Capítulo 3 utilizamos os resultados obtidos no Capítulo 2 para descrever os
endomorfismos sobrejetores do anel T∞(F ).
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CAPÍTULO 1

GRUPO DAS MATRIZES

TRIANGULARES SUPERIORES

Neste capítulo inicial fazemos uma abordagem das notações que usaremos no de-
correr da dissertação, bem como das definições e resultados sobre os subgrupos das
matrizes triangulares superiores. Tais conceitos e resultados encontram-se em [7] e em
suas referências.

1.1 Matrizes triangulares infinitas inversíveis

Dado um corpo F , vamos denotar por T∞(F ) o conjunto das matrizes triangulares
superiores de ordem |N| com entradas em F , isto é,

T∞(F ) = {a = (aij) : aij ∈ F para todos i, j ∈ N∗ e aij = 0 se i > j},

sendo N∗ = N \ {0}. Vamos denotar por e∞ a matriz de T∞(F ) que tem 1 na posição
(i, i) para todo i ≥ 1 e 0 nas demais. Note que T∞(F ) é um anel com as operações
usuais de adição e multiplicação de matrizes e que e∞ é a identidade desse anel.

Proposição 1.1.1. Dado a ∈ T∞(F ) são equivalentes:

(i) a tem um inverso à direita;

(ii) a tem um inverso à esquerda;

(iii) a é inversível;

(iv) aii 6= 0 para todo i.

Demonstração. (i) ⇒ (iv) Suponhamos que a tenha inverso à direita b, assim ab = e∞.
Então, para cada i,

1 = (e∞)ii = (ab)ii =
∑
i≤r≤i

airbri = aiibii.

Logo aii 6= 0 para todo i.
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1.1. MATRIZES TRIANGULARES INFINITAS INVERSÍVEIS 9

(iv) ⇒ (i) Suponhamos aii 6= 0 para todo i. Vamos definir b ∈ T∞(F ) tal que
ab = e∞. Sejam i, j tais que i ≤ j e seja n = j − i. Se n = 0, então i = j. Neste caso
definimos bii = a−1ii . Seja n > 0 e suponhamos que para cada par k, l com 1 ≤ k < l e
l − k < n, bkl já esteja definido. Sejam i, j tais que 1 ≤ i < j e j − i = n. Como i < j,
devemos ter

0 = (ab)ij =
∑
i≤r≤j

airbrj = aiibij +
∑
i<r≤j

airbrj,

ou, equivalentemente,

bij = a−1ii

[
−
∑
i<r≤j

airbrj

]
.

Como j − r < n para todo r tal que i < r ≤ j, pela hipótese de indução, brj já está
definido e, portanto, bij está definido. Portanto, definimos b ∈ T∞(F ) tal que ab = e∞.

Analogamente, prova-se (ii) ⇔ (iv). Logo (iv) implica (i) e (ii) e, portanto, (iv)

implica (iii) . Além disso, (iii) implica (i) que implica (iv) e assim o resultado está
provado.

Para uma matriz inversível u = (uij) ∈ T∞(F ), vamos denotar as entradas de u−1

por ūij .

Seja T∞(F ) o grupo dos elementos inversíveis de T∞(F ). Pela proposição anterior,

T∞(F ) = {a ∈ T∞(F ) : aii 6= 0 para todo i}.

Os subconjuntos
D∞(F ) = {a ∈ T∞(F ) : aij = 0 se i 6= j}

e
UT∞(F ) = {a ∈ T∞(F ) : aii = 1 para todo i},

claramente, são subgrupos de T∞(F ). Os elementos de D∞(F ) são chamados de ma-
trizes diagonais e os elementos de UT∞(F ) de matrizes unitriangulares.

Proposição 1.1.2. Para cada t ∈ T∞(F ), existe d ∈ D∞(F ) e u ∈ UT∞(F ) tais que t = du.

Demonstração. Dado t ∈ T∞(F ) tomemos d ∈ D∞(F ) com dii = tii para todo i, e u ∈
UT∞(F ) com uij = t−1ii tij para i < j. Para todo i, temos

(du)ii =
∑
i≤r≤i

diruri = diiuii = tii.

E se i < j,
(du)ij =

∑
i≤r≤j

dirurj = diiuij = dii(d
−1
ii tij) = tij.

Portanto du = t.
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Vejamos agora alguns subgrupos do grupo UT∞(F ).

(1) Denotemos UT 0
∞(F ) = UT∞(F ) e, para cada inteiro k ≥ 1, seja

UT k∞(F ) = {u ∈ UT∞(F ) : uij = 0 se 0 < j − i ≤ k} .

Para um elemento arbitrário a ∈ T∞(F ), chamaremos de n-ésima diagonal de a

àquela formada pelas entradas (i, i + n), onde n ≥ 1. Portanto, UT k∞(F ) é o subcon-
junto de T∞(F ) formado pelas matrizes que tem apenas 1’s na diagonal principal e 0’s
na n-ésima diagonal para todo n tal que 1 ≤ n ≤ k.

Para provar que UT k∞(F ) é um subgrupo de UT∞(F ), sejam a, b ∈ UT k∞(F ) e seja
c = ab. Temos, para i < j,

cij =
∑
i≤r≤j

airbrj =
∑
i≤r<j

airbrj + aijbjj.

Se 0 < j − i ≤ k, então aij = 0. Além disso, brj = 0 para todo r ∈ {i, . . . , j − 1}, pois
0 < j − r ≤ j − i ≤ k. Logo cij = 0 e, portanto, c = ab ∈ UT k∞(F ). Agora, como
e∞ = aa−1, temos

0 = (e∞)ij =
∑
i≤r≤j

airārj =
∑
i<r≤j

airārj + aiiāij.

Se 0 < j − i ≤ k e r ∈ {i + 1, . . . , j}, então 0 < r − i ≤ j − i ≤ k, o que implica que
air = 0. Logo 0 = aiiāij = 1āij = āij de onde segue que a−1 ∈ UT k∞(F ).

(2) Dados k, l ∈ N∗, com k < l, tomemos

Rkl
∞(F ) = {u ∈ UT∞(F ) : uij = 0 se i 6= j e (i > k ou j < l)}.

Para provar que Rkl
∞(F ) é um subgrupo de UT∞(F ), sejam a, b ∈ Rkl

∞(F ) e seja
c = ab. Para i < j, cij =

∑
i≤r≤j

airbrj . Se i > k, então air = 0 sempre que r ∈ {i+ 1, . . . , j},

e para r = i temos que bij = 0. Logo cij = 0. Agora, se j < l, analogamente, temos que
brj = 0 sempre que r ∈ {i, . . . , j − 1}, e para r = j temos aij = 0, portanto cij = 0. Logo
c ∈ Rkl

∞(F ). Para todo a ∈ Rkl
∞(F ) temos que a−1 também pertence a Rkl

∞(F ), pois como
aa−1 = e∞, então para k < i < j,

0 = (e∞)ij =
∑
i≤r≤j

airarj = aiiaij = aij.

De forma análoga, considerando a−1a = e∞ obtemos que aij = 0 se i < j < l.

Para cada l > 0, vamos também considerar R0l = {e∞}.

Para quaisquer k, l ∈ N, com k < l, o subgrupo Rkl
∞(F ) é abeliano e normal em
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UT∞(F ); de fato, sejam a, b ∈ Rkl
∞(F ). Para i ≤ k < l ≤ j, temos

(ab)ij =
∑
i≤r≤j

airbrj = aiibij +
∑
l≤r≤j

airbrj = aiibij + aijbjj = bij + aij

e, analogamente,
(ba)ij =

∑
i≤r≤j

birarj = aij + bij.

Portanto ab = ba. Se t ∈ UT∞(F ), tomemos q = tat−1. Se i < j < l ou k < i < j, então

qij =
∑

i≤p≤r≤j

tipaprtrj =
∑

i≤p≤r≤j

tirtrj = (e∞)ij = 0,

pois para p 6= r, apr = 0 se r < l ou p > k. Logo, q ∈ Rkl
∞(F ).

Observação 1.1.3. Note que se a ∈ Rkl
∞(F ), então āij = −aij sempre que i < j, pois

0 = (e∞)ij = (aa−1)ij = aij + āij .

(3) Para k, l ∈ N∗ com k < l, seja

Qkl
∞(F ) = {a ∈ Rkl

∞(F ) : akl = 0}.

PortantoQkl
∞(F ) é um subconjunto deRkl

∞(F ). Esse conjunto é um subgrupo deUT∞(F ),
pois para dois elementos a e b desse conjunto, temos que ab ∈ Rkl

∞(F ) e

(ab)kl =
∑
k≤r≤l

akrbrl = akl + bkl = 0.

Logo ab ∈ Qkl
∞(F ). Temos também que a−1 ∈ Qkl

∞(F ), pois akl = −akl = 0.

(4) Para todo k ∈ N∗, consideremos

Hk
∞(F ) = {u ∈ UT∞(F ) : uij = 0 se i 6= k e i < j}.

Vamos verificar que esse subconjunto é um subgrupo de UT∞(F ). Sejam a, b ∈

Hk
∞(F ) e seja i 6= k. Se i < j, então (ab)ij =

∑
i≤r≤j

airbrj , onde air = 0 para todo r > i,

e para r = i temos que bij = 0. Segue que (ab)ij = 0 e, portanto, ab ∈ Hk
∞(F ). Como

aa−1 = e∞, então para i < j com i 6= k, temos que 0 = (e∞)ij =
∑
i≤r≤j

airarj , onde air = 0

para todo r > i. Isso implica que 0 = aiiaij = aij . Logo a−1 ∈ Hk
∞(F ).

(5) Para todo k ∈ N∗, seja

V k
∞(F ) = {u ∈ UT∞(F ) : uij = 0 se j 6= k e i < j}.

A demonstração de que V k
∞(F ) é um subgrupo de UT∞(F ) é análoga à do item (4).
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(6) Para k, l ∈ N∗ com k < l, consideremos

T kl∞(F ) = {u ∈ UT∞(F ) : uij = 0 se i 6= j e (i, j) 6= (k, l)}.

Se u ∈ T kl∞(F ) e ukl = α, denotamos u = tkl(α). Para mostrar que T kl∞(F ) é um
subgrupo de UT∞(F ), sejam a, b ∈ T kl∞(F ) e seja c = ab. Dado (n,m) 6= (k, l), com
n < m temos

cnm =
∑

n≤r≤m

anrbrm.

Se n 6= k, então anr = 0 sempre que n < r ≤ m. Logo cnm = annbnm = bnm = 0. Se
m 6= l, então brm = 0 sempre que n ≤ r < m. Logo cnm = anmbmm = anm = 0. Portanto,
cnm = 0 e c ∈ T kl∞(F ). Note que ckl = akkbkl+aklbll = akl+bkl. Portanto, se considerarmos
b ∈ T kl∞(F ) com bkl = −akl, teremos que ab ∈ T kl∞(F ) e (ab)kl = akl + bkl = akl − akl = 0.
Logo ab = e∞ e, portanto, a−1 = b ∈ T kl∞(F ). Segue que [tkl(α)]−1 = tkl(−α). As
matrizes de T kl∞(F ) serão chamadas de transvecções.

Denotaremos por eij a matriz de T∞(F ) que possui 1 na posição (i, j) e 0 nas demais.
Note que eijekl = δjkeil, sendo δjk o delta de Kronecker. Para uma matriz a ∈ T∞(F )

que possui entradas não nulas apenas, possivelmente, nas posições (i, j) com i ∈ I e
j ∈ J , denotamos

a =
∑

i∈I,j∈J

aijeij.

Apresentamos, a seguir, algumas propriedades dos subgrupos de UT∞(F ) que lis-
tamos acima. Começamos com os subgrupos UT k∞(F ).

Recordemos que se G é um grupo e g, h ∈ G, então o produto ghg−1h−1 é denotado
por [g, h] e é chamado de comutador de g e h.

Proposição 1.1.4. Seja a ∈ UT k∞(F ). Temos que āij = −aij para todo par i, j tal que j − i =

k + 1.

Demonstração. Primeiramente, suponhamos que k > 0. Se j − i = k + 1, então

0 = (e∞)ij =
∑
i≤r≤j

airārj = āij + aij,

pois para i < r < j, temos 0 < r − i < j − i = k + 1, portanto air = 0. Se k = 0 e
j − i = k + 1, então j = i+ 1. Neste caso,

0 = (e∞)i,i+1 =
∑

i≤r≤i+1

airār,i+1 = āi,i+1 + ai,i+1.
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Proposição 1.1.5. As transvecções satisfazem as seguintes propriedades:

(1) [tnm(α), tmk(β)] = tnk(αβ) para todos α, β ∈ F e 1 ≤ n < m < k;

(2) tnm(α)tkl(β) = tkl(β)tnm(α), para todos α, β ∈ F se n < m, k < l e m 6= k e n 6= l.

Demonstração. (1) Sejam a = tnm(α), b = tmk(β) e c = [a, b], com 1 ≤ n < m < k. Temos

cnk =
∑

n≤p≤r≤q≤k

anpbprārq b̄qk =
∑

n≤r≤q≤k

bnrārq b̄qk + anm

( ∑
m≤r≤q≤k

bmrārq b̄qk

)
= ānmb̄mk + anm

∑
m≤q≤k

bmq b̄qk = (−α)(−β) + α(e∞)mk = αβ.

Para i = n e i < j < k temos,

cnj =
∑

n≤p≤r≤q≤j

anpbprārq b̄qj =
∑
n≤p≤j

anpāpj = (e∞)nj = 0.

Se j > k temos,

cnj =
∑

n≤p≤r≤q≤j

anpbprārq b̄qj =
∑

n≤p≤r≤j

anpbprārj =
∑
n≤r≤j

bnrārj + anm

( ∑
m≤r≤j

bmrārj

)
= 0,

pois ārj = 0 para todo r < j, e para r = j temos bnj = bmj = 0. Agora, consideremos
i 6= n e i < j. Se i < n < m ≤ j, então

cij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

aipbprārq b̄qj =
∑

i≤r≤q≤j

birārq b̄qj

=
∑
i≤r≤j

birb̄rj + binānmb̄mj = (e∞)ij + binānmb̄mj = 0,

pois bin = 0, já que i < n < m. Se n ou m não pertence a {i+ 1, . . . , j}, então

cij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

aipbprārq b̄qj =
∑

i≤r≤q≤j

birārq b̄qj =
∑
i≤r≤j

birb̄rj = (e∞)ij = 0.

Portanto c = tnk(αβ).

(2) Consideremos a = tnm(α) e b = tkl(β). Note que se n = k, temos ab = ba,
pois a, b ∈ R

n,min{m,l}
∞ que é um grupo abeliano. Suponhamos então, sem perda de

generalidade, que n < k. Dados i ≤ n e j < l, temos

(ab)ij =
∑
i≤r≤j

airbrj = aij e (ba)ij =
∑
i≤r≤j

birarj = aij,
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pois brj = 0 se r < j e bir = 0 se r > i. Se j = l, então

(ab)il =
∑
i≤r≤l

airbrl = aikbkl + ail = 0bkl + ail = ail,

pois k 6= m e i ≤ n < k. E
(ba)il =

∑
i≤r≤l

birarl = ail,

pois i ≤ n < k. Se j > l, então brj = 0 sempre que r < j, assim (ab)ij = aij . E

(ba)ij =
∑
i≤r≤j

birarj = aij + bilalj = aij + bil0 = aij,

pois n < k < l. Por fim, para i > n,

(ab)ij =
∑
i≤r≤j

airbrj = bij

e
(ba)ij =

∑
i≤r≤j

birarj = bij,

pois air e arj são iguais a zero se r 6= i e se r 6= j, respectivamente. Com isso temos
ab = ba.

O lema a seguir é usado em vários resultados do Capítulo 2. Ele mostra que toda
matriz de Hn

∞(F ) é conjugada em UT∞(F ) a uma transvecção de T nk∞ (F ), para algum
k > n.

Vamos denotar F \ {0} = F ∗.

Lema 1.1.6. Sejam α ∈ F ∗ e m,n ∈ N∗ tais que n < m. Para quaisquer αp ∈ F , a matriz

tnm(α) +
∞∑

p=m+1

αpenp

é conjugada à tnm(α) em UT∞(F ).

Demonstração. Seja

u = e∞ +
∞∑

p=m+1

α−1αpemp

e seja b = tnm(α). Sabemos pela Observação 1.1.3 que u−1 = e∞ −
∞∑

p=m+1

α−1αpemp.

Consideremos c = u−1bu. Para i < n e i < j temos

cij =
∑

i≤p≤r≤j

ūipbprurj =
∑
i≤r≤j

birurj = uij = 0,
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pois ūip = 0 para todo p > i e bir = 0 para todo r > i, uma vez que i < n < m. Se
n < i < j, então bpr = 0 para p 6= r, pois n < i ≤ p. Sendo assim, cij =

∑
i≤r≤j

ūirurj = 0.

Se n = i < j < m, então

cnj =
∑

n≤p≤r≤j

ūnpbprurj =
∑
n≤r≤j

ūnpupj = (e∞)ij = 0,

pois bpr 6= 0 somente quando p = r já que r ≤ j < m. Se j = m

cnm =
∑

n≤p≤r≤m

ūnpbprurm =
∑

n≤r≤m

ūnpupm + bnm = (e∞)nm + α = α.

Finalmente, se j > m, então

cnj =
∑

n≤p≤r≤j

ūnpbprurj =
∑
n≤p≤j

ūnpupj + bnmumj = (e∞)nj + α(α−1αj) = αj.

Portanto c = tnm(α) +
∞∑

p=m+1

αpenp.

Um resultado análogo vale para as matrizes de V m
∞ (F ).

Lema 1.1.7. Sejam α ∈ F ∗ e n,m ∈ N∗ tais que n < m. Para quaisquer αp ∈ F , a matriz

tnm(α) +
n−1∑
p=1

αpepm

é conjugada a tnm(α) em UT∞(F ).

Demonstração. A demonstração é análoga à do lema anterior considerando

u = e∞ +
n−1∑
p=1

α−1αpepm.

Usaremos a notação UTn(F ) para designar o grupo das matrizes unitriangulares de
ordem n com entradas no corpo F . Se uma matriz a ∈ UTn(F ) tiver exatamente uma
entrada não nula acima da diagonal principal, na posição (k, l), diremos que a é uma
transvecção e denotaremos a = tkl(akl). O subconjunto {a ∈ UTn(F ) : aij = 0 se i <
j e (i, j) 6= (k, l)} será denotado por T kln (F ).

Lema 1.1.8. O grupo UTn(F ) é gerado por suas transvecções.
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Demonstração. Seja a ∈ UTn(F ). Mostraremos que é possível escrever au = en, com
u =

∏p
i=1 ti para algum p ∈ N, onde ti é uma transvecção para todo i = 1, . . . , p e en

é a matriz identidade de ordem n. Se n = 2, então qualquer matriz de UT2(F ) é uma
transvecção. Consideremos n ≥ 3. Seja t(1) = t12(−a12) e seja c(2) = at(1). Temos

c
(2)
12 =

∑
1≤r≤2

a1rt
(1)
r2 = a12 + t

(1)
12 = 0.

Suponhamos que para algum k ≥ 2 tenhamos uma matriz c(k) = a
∏l

i=1 t
(i), onde t(i)

é uma transvecção, para todo i = 1, . . . , l, de forma que c(k)ij = 0 se i < j ≤ k. Sejam
b(1) = t1,k+1(−c(k)1,k+1) e d(1) = c(k)b(1). Temos

d
(1)
1,k+1 =

∑
1≤r≤k+1

c
(k)
1r b

(1)
r,k+1 = c

(k)
1,k+1 + b

(1)
1,k+1 = 0.

Para i > 1, temos d(1)i,k+1 = c
(k)
1,k+1, pois b(1)r,k+1 = 0 para r = i, . . . , k. Se i < j 6= k+ 1, então

d
(1)
ij = c

(k)
ij . Considere b(2) = t2,k+1(−d(1)2,k+1) e d(2) = d(1)b(2). Temos

d
(2)
1,k+1 =

∑
1≤r≤k+1

d
(1)
1r b

(2)
r,k+1 = d

(1)
12 b

(2)
2,k+1 = d

(1)
12 (−d(1)2,k+1) = c

(k)
12 (−c(k)1,k+1) = 0 · (−c(k)1,k+1) = 0.

Temos também que

d
(2)
2,k+1 =

∑
2≤r≤k+1

d
(1)
2r b

(2)
r,k+1 = d

(1)
2,k+1 + b

(2)
2,k+1 = c

(k)
1,k+1 − c

(k)
1,k+1 = 0.

Para i > 2, temos d(2)i,k+1 = d
(1)
i,k+1, pois b(2)r,k+1 = 0 para r = i, . . . , k. Se i < j 6= k+ 1, então

d
(2)
ij = d

(1)
ij . Repetindo esse processo k vezes, obteremos uma matriz d(k) = c(k)

k∏
i=1

b(i),

tal que dkij = 0 se i < j ≤ k + 1 e b(i) = ti,k+1(−d(i−1)i,k+1) para todo i ≥ 2. Portanto, é
possível escrever en = a(

∏p
i=1 ti) para algum p ∈ N. Logo a = (

∏p
i=1(ti)

−1).

1.2 Os centros de T∞(F ) e UT∞(F )

Os grupos T∞(F ) e UT∞(F ) não são abelianos. Nesta seção calculamos os centros
desses grupos e também o centralizador de UT∞(F ) em T∞(F ).

Denotaremos o centro de um grupo G por Z(G) e se H é um subgrupo de G, deno-
taremos o centralizador de H em G por CG(H).

Proposição 1.2.1. (1) Z(UT∞(F )) = {e∞}.

(2) Z(T∞(F )) = {αe∞ : α ∈ F ∗}.
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(3) CT∞(F )(UT∞(F )) = {αe∞ : α ∈ F ∗}.

Demonstração. (1) Seja b ∈ Z(UT∞(F )) e seja a = tkl(α) ∈ UT∞(F ) uma transvecção
com k ≥ 2 e α ∈ F ∗. Tome i, j ≥ 1 com j > i+ 1. Como

(ab)ij =
∑
i≤r≤j

airbrj = bij + aij +
∑
i<r<j

airbrj,

(ba)ij =
∑
i≤r≤j

birarj = aij + bij +
∑
i<r<j

birarj

e ab = ba, então ∑
i<r<j

airbrj =
∑
i<r<j

birarj. (1.1)

Tomando j = l e i ≥ 1 de forma que k ∈ [i + 1, j − 1], segue da equação (1.1) que
0 = bikakl = bikα. Portanto bik = 0 para todos i ≥ 1 e k ≥ 2 com i < k. Logo podemos
concluir que b = e∞ e, portanto, Z(UT∞(F )) = {e∞}.

(2) Seja b ∈ Z(T∞(F )) e seja a = tkl(α) uma transvecção com k ≥ 2 e α ∈ F ∗. De
maneira análoga ao que foi feito no item (1), se tomarmos i ≥ 1 e j > i+ 1, obtemos∑

i<r≤j

airbrj =
∑
i≤r<j

birarj.

Tomando j = l e i ≥ 1 de forma que k ∈ [i + 1, j − 1], obtemos 0 = bikakl = bikα.
Portanto, bik = 0 se 1 ≤ i < k e, consequentemente, b ∈ D∞(F ). Consideremos, agora,
c = tk,k+1(α) com α ∈ F ∗ e k ≥ 1. Como cb = bc e

(cb)k,k+1 = ckkbk,k+1 + ck,k+1bk+1,k+1 = αbk+1,k+1,

(bc)k,k+1 = bkkck,k+1 + bk,k+1ck+1,k+1 = bkkα,

podemos concluir que bk+1,k+1 = bkk para todo k ≥ 1. Logo b = βe∞ para algum β ∈ F ∗.

Por outro lado, se b = βe∞ com β ∈ F ∗, mostremos que b comuta com qualquer
matriz de T∞(F ). Seja d ∈ T∞(F ) e considere i < j. Temos,

(bd)ij =
∑
i≤r≤j

birdrj = biidij = βdij

e
(db)ij =

∑
i≤r≤j

dirbrj = dijbjj = dijβ.

Portanto bd = bd e Z(T∞(F )) = {αe∞ : α ∈ F ∗}.
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(3) Seja b ∈ CT∞(F )(UT∞(F )). Então, em particular, b comuta com todas as trans-
vecções. Segue da demonstração do item (2) que b = βe∞ para algum β ∈ F ∗. Por
outro lado, como Z(T∞(F )) ⊆ CT∞(F )(UT∞(F )), então αe∞ ∈ CT∞(F )(UT∞(F )), para
todo α ∈ F ∗. Portanto, CT∞(F )(UT∞(F )) = {αe∞ : α ∈ F ∗}.

As matrizes da forma αe∞ com α ∈ F serão chamadas de matrizes escalares.

Vamos agora determinar o centro do grupo das matrizes unitriangulares de ordem
finita.

Proposição 1.2.2. Z(UTn(F )) = {t1n(α) : α ∈ F}.

Demonstração. Seja b ∈ Z(UTn(F )). Se n = 2 então b = t12(b12). Consideremos então
n > 2 e seja a = tkl(α) uma transvecção de UTn(F ) com k ≥ 2 e α 6= 0. Tome i, j ≥ 1

tais que j > i+ 1. Como ab = ba, então∑
i+1≤r≤j−1

airbrj =
∑

i+1≤r≤j−1

birarj. (1.2)

Assim, tomando j = l e i ≥ 1 de forma que k ∈ [i + 1, j − 1] segue da equação (1.2)
que bikakl = bikα. Portanto bik = 0 para todos i ≥ 1 e k ≥ 2 com i < k < n. Logo
b possui todas as entradas acima da diagonal iguais a zero, com exceção da última
coluna. Agora, consideremos k = 1 e l < n. Pela equação (1.2) segue que a1lbln = 0 e
assim, bln = 0 se 2 ≤ l ≤ n− 1. Portanto b = t1n(b1n).

Por outro lado, seja b = t1n(α) e seja d ∈ UTn(F ) uma matriz arbitrária. Se 1 < i <

j < n, então
(bd)ij =

∑
i≤r≤j

birdrj = dij =
∑
i≤r≤j

dirbrj = (db)ij,

e, se 1 = i < j < n, então

(bd)1j =
∑

1≤r≤j

b1rdrj = d1j =
∑

1≤r≤j

d1rbrj = (db)1j.

Finalmente,
(bd)1n =

∑
1≤r≤n

b1rdrn = d1n + b1n

e
(db)1n =

∑
1≤r≤n

d1rbrn = b1n + d1n.

Portanto bd = db. Logo Z(UTn(F )) = {t1n(α) : α ∈ F}.
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1.3 Propriedades dos subgrupos Rkl
∞(F )

Já sabemos que os subgruposRkl
∞(F ) são abelianos e normais em UT∞(F ). Nesta se-

ção, apresentamos outras propriedades de tais subgrupos, sendo a principal delas que
os subgrupos abelianos maximais e normais de UT∞(F ) são exatamente os subgrupos
Rk,k+1
∞ (F ), com k > 0.

Observação 1.3.1. Note que Rkl
∞(F ) = T kl∞(F )Qkl

∞(F ). Como T kl∞(F ) e Qkl
∞(F ) são sub-

grupos de Rkl
∞(F ), temos que T kl∞(F )Qkl

∞(F ) ⊆ Rkl
∞(F ). Para a outra inclusão, basta

observar que dados a ∈ Rkl
∞(F ), t = tkl(akl) e q ∈ Qkl

∞(F ) com qij = aij para todo par
(i, j) 6= (k, l), teremos que a = tq. De fato, sejam i < j. Se i 6= k, então

(tq)ij =
∑
i≤r≤j

tirqrj = qij = aij,

pois tir = 0 para todo r > i. Para i = k e j ≥ l, temos

(tq)kj =
∑
k≤r≤j

tkrqrj = qkj + tklqlj, (1.3)

pois na k-ésima linha a transvecção t possui apenas duas entradas não nulas. Como
l > k, temos que qlj 6= 0 apenas quando j = l. Se j > l, então pela equação (1.3),
(tq)kj = qkj = akj e (tq)kl = qkl + tkl = 0 + akl = akl.

Observação 1.3.2. Dado a ∈ Rkl
∞(F ), podemos escrever a =

k∏
i=1

u(i), em que

u(i) = e∞ +
∞∑
r=l

aireir,

para todo i = 1, . . . , k. De fato, claramente u(i) ∈ Rkl
∞(F ) para todo i = 1, . . . , k. Além

disso, para quaisquer a, b ∈ Rkl
∞(F ), temos que (ab)ij = aij + bij sempre que i < j.

Portanto, se considerarmos c =
k∏
i=1

u(i), teremos cij = u
(i)
ij = aij para todos i < j e

1 ≤ i ≤ k.

Lema 1.3.3. Seja F um corpo e seja H um subgrupo normal de UT∞(F ). Sejam k e l números
naturais tais que 1 ≤ k < l.

(1) Se H ∩ T kl∞(F ) 6= {e∞}, então Qkl
∞(F ) ⊆ H . Além disso, se T kl∞(F ) ⊆ H , então Rkl

∞(F ) ⊆
H .

(2) Se existir uma matriz u ∈ H tal que ukl 6= 0 e uij = 0 para (i, j) 6= (k, l) com k ≤ i < j ≤
l, então Qk−1,l

∞ (F ) ⊂ H e Qk,l+1
∞ (F ) ⊆ H .
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Demonstração. (1) Vamos, inicialmente, considerar k ≥ 2. Pela Proposição 1.1.5,

[trk(α), tkl(β)] = trl(αβ),

para todos α, β ∈ F e 1 ≤ r < k < l. Portanto, dado tkl(α) ∈ H , para algum α ∈ F ∗,
temos

T rl∞(F ) = [T rk∞ (F ), tkl(α)] ⊆ H

para todo r < k, uma vez que H é normal em UT∞(F ). Mas, pelo Lema 1.1.6, trl(γ)

com γ ∈ F ∗, é conjugada a quaisquer matrizes da forma

b(rl) = trl(γ) +
∞∑

s=l+1

asers,

com as ∈ F , s ≥ l+ 1. Como H é normal, podemos concluir que b(rl) ∈ H . Novamente,
pela Proposição 1.1.5, temos

T k,l+1
∞ (F ) = [tkl(α), T l,l+1

∞ (F )] ⊆ H,

e, portanto, podemos concluir que as matrizes da forma b(k,l+1) também pertencem a

H . Pela Observação 1.3.2, dado a ∈ Qkl
∞(F ), podemos escrever a =

(
k−1∏
r=1

b(rl)

)
b(k,l+1).

Logo a ∈ H e, portanto, Qkl
∞(F ) ⊆ H .

Se T kl∞(F ) ⊆ H , então Qkl
∞(F ) ⊆ H , pelo o que acabamos de mostrar. Pela Observa-

ção 1.3.1, Rkl
∞(F ) = T kl∞(F )Qkl

∞(F ) ⊆ H .

Agora se k = 1, como T 1,l+1
∞ (F ) = [t1l(α), T l,l+1

∞ (F )] ⊆ H , segue imediatamente pelo
Lema 1.1.6 que Q1l

∞(F ) ⊆ H .

(2) Suponha que exista u ∈ H tal que ukl 6= 0 e uij = 0 para (i, j) 6= (k, l) com
k ≤ i < j ≤ l. Para tais pares (i, j) temos

0 = (e∞)ij =
∑
i≤r≤j

uirūrj = ūij.

Além disso,
0 = (e∞)kl =

∑
k≤r≤l

ukrūrl = ukl + ūkl

e, portanto, ūkl = −ukl.

Consideremos, inicialmente, k ≥ 3. Pelo fato de H ser um subgrupo normal de
UT∞(F ), temos que [h, v] ∈ H para quaisquer h ∈ H e v ∈ UT∞(F ). Seja a = tk−1,k(α)
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com α ∈ F ∗ e seja c = [u−1, a] ∈ H . Para i < j < k, temos

cij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

ūipaprurqāqj =
∑
i≤r≤j

ūirurj = (e∞)ij = 0,

pois āqj = apr = 0 para p 6= r e q 6= j. De forma análoga temos que cij = 0 se
k − 1 < i < j, portanto c ∈ Rk−1,k

∞ (F ). Para i ≤ k − 1 < j, temos

cij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

ūipaprurqāqj =
∑

i≤r≤q≤j

ūirurqāqj + ūi,k−1ak−1,k
∑
k≤r≤j

ukrārj

=
∑
i<q≤k

(e∞)iqāqj + āij + ūi,k−1ak−1,kukj = āij + ūi,k−1ak−1,kukj. (1.4)

Note que ck−1,k = āk−1,k+ūk−1,k−1ak−1,kukk = āk−1,k+ak−1,k = 0. Portanto c ∈ Qk−1,k
∞ (F ).

Vamos considerar agora b = tk−2,k−1(1) e d = [c−1, b] ∈ H . Sejam i < j. Se i < j ≤
k − 2, então

dij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

c̄ipbprcrq b̄qj =
∑
i≤r≤j

c̄ircrj = (e∞)ij = 0.

De forma análoga, dij = 0 para k−2 < i < j. Se i < k−2 < j, então, como c ∈ Qk−1,k
∞ (F ),

temos

dij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

c̄ipbprcrq b̄qj =
∑

i≤r≤q≤j

c̄ircrq b̄qj + c̄i,k−2bk−2,k−1

( ∑
k−1≤q≤j

ck−1,q b̄qj

)
=
∑
i<q≤j

(e∞)iq b̄qj + b̄ij + c̄i,k−2bk−2,k−1ck−1j = b̄ij + c̄i,k−2ck−1,j = 0,

pois c̄i,k−2 = 0 e, para i < k−2, tem-se que b̄ij = 0. Concluímos assim que d ∈ Hk−2
∞ (F ).

Além disso, dk−2,k = ck−1,k = 0 e dk−2,k−1 = b̄k−2,k−1 + 1 = −1 + 1 = 0. Finalmente, se
j ≥ k + 1, então dk−2,j = b̄k−2,j + ck−2,k−2ck−1,j = ck−1,j . Portanto podemos escrever a
matriz d da forma

d = e∞ +
∞∑

r=k+1

ck−1,rek−2,r = e∞ +
∞∑

r=k+1

αukrek−2,r,

pela equação (1.4). Como, por hipótese, ukr = 0 para k < r < l, segue que

d = e∞ +
∞∑
r=l

αukrek−2,r.

Isso nos dá que

A =
[[
u−1, T k−1,k∞ (F )

]
, tk−2,k−1(1)

]
=

{
e∞ +

∞∑
r=l

αukrek−2,r : α ∈ F ∗
}
⊆ H.
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Seja z ∈ A. Como zk−2,l = αukl, com α ∈ F ∗, então pelo Lema 1.1.6 temos que z é
conjugada a tk−2,l(αukl) em UT∞(F ). Para qualquer β ∈ F ∗, podemos escrever β = γukl

com γ ∈ F ∗. Portanto T k−2,l∞ (F ) ⊆ H . Pelo item (1) temos que Rk−2,l
∞ (F ) ⊆ H .

Agora vamos mostrar que T k−1,l+1
∞ (F ) ⊆ H . Continuaremos a considerar c =

[u−1, a]. Seja b = tl,l+1(1) e seja d = [c, b] ∈ H . Sejam i < j. Se j < l + 1, então

dij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

cipbprc̄rq b̄qj =
∑
i≤r≤j

circ̄rj = (e∞)ij = 0.

Se j > l + 1, então

dij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

cipbprc̄rq b̄qj =
∑

i≤p≤r≤j

cipbprc̄rj = (e∞)ij + cilbl,l+1c̄l+1,j = 0,

pois c−1 ∈ Qk−1,k
∞ (F ), o que implica c̄l+1,j = 0 para todo j > l+ 1. Portanto d ∈ V l+1

∞ (F ).
Para i < j = l + 1, temos

di,l+1 =
∑

i≤p≤r≤q≤l+1

cipbprc̄rq b̄q,l+1 =
∑

i≤p≤r≤l+1

cipbprc̄r,l+1 +

( ∑
i≤p≤r≤l

cipbprc̄rl

)
b̄l,l+1

=(e∞)i,l+1 + cilbl,l+1 + (e∞)ilb̄l,l+1 = cil.

Como c ∈ Qk−1,k
∞ (F ), então cil = 0 para i > k − 1, portanto, podemos escrever d da

seguinte forma:

d = e∞ +
k−1∑
r=1

crler,l+1 = e∞ +
k−1∑
r=1

ūr,k−1αukler,l+1.

Assim, concluímos que

B =
[[
u−1, T k−1,k∞ (F )

]
, tl,l+1(1)

]
=

{
e∞ +

k−1∑
r=1

ūr,k−1αukler,l+1 : α ∈ F ∗
}
⊆ H.

Dada uma matriz v ∈ B, temos que vk−1,l+1 6= 0, portanto pelo Lema 1.1.7, segue
que v é conjugada a tk−1,l+1(vk−1,l+1). Logo, T k−1,l+1

∞ (F ) ⊆ H e, pelo item (1), temos
Rk−1,l+1
∞ (F ) ⊆ H . Pela Observação 1.3.2, dado z ∈ Qk−1,l

∞ (F ), temos que z =
∏k−1

r=1 u
(r)

onde, para r = 1, . . . , k − 2, temos u(r) ∈ Rk−2,l
∞ (F ) ⊆ H e u(k−1) ∈ Rk−1,l+1

∞ (F ) ⊆ H .
Logo Qk−1,l

∞ (F ) ⊆ H .

Vamos mostrar que T k,l+2
∞ (F ) ⊆ H . Seja a = tl,l+1(α) com α ∈ F ∗ e seja c = [u, a] ∈

H . Fazendo cálculos análogos aos da construção do conjunto A, podemos concluir
que c ∈ Ql,l+1

∞ (F ) e cij = uilαūl+1,j para i ≤ l < j. Como, por hipótese, uil = 0 para
k < i < l, temos que c ∈ Rk,l+1

∞ (F ). Seja b = tl+1,l+2(1) e d = [c, b] ∈ H . Analogamente
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ao que fizemos na construção do conjunto B, podemos concluir que d ∈ V l+2
∞ (F ) e que

d = e∞ +
k∑
r=1

cr,l+1er,l+2 = e∞ +
k∑
r=1

urlαer,l+2.

Portanto

C =
[[
u, T l,l+1

∞ (F )
]
, tl+1,l+2(1)

]
=

{
e∞ +

k∑
r=1

urlαer,l+2 : α ∈ F ∗
}
⊆ H.

Pelo Lema 1.1.7, podemos concluir que T k,l+2
∞ (F ) ⊆ H . Pelo item (1), Rk,l+2

∞ (F ) ⊆ H e,
pela Observação 1.3.2, Qk,l+1

∞ (F ) ⊆ H .

Para o caso k = 2, temos

D = [u, T 12
∞ (F )] =

{
e∞ +

∞∑
r=l

γu2re1r : γ ∈ F ∗
}
⊆ H.

Seja b ∈ D ⊆ R12
∞(F ). Temos que b1l 6= 0, implicando que T 1l

∞(F ) ⊆ H . Pelo item (1)
segue que R1l

∞(F ) ⊆ H . Logo Q1l
∞(F ) ⊆ H . Temos também que

E =
[[
u, T l,l+1

∞ (F )
]
, tl+1,l+2(1)

]
=

{
e∞ +

2∑
r=1

urlαer,l+2 : α ∈ F ∗
}
⊆ H.

Portanto R2,l+2
∞ (F ) ⊆ H . Pela Observação 1.3.2 temos Q2,l+1

∞ (F ) ⊆ H .

O caso k = 1 é análogo ao caso k = 2.

Teorema 1.3.4. Seja F um corpo e seja S a família dos subgrupos abelianos maximais de
UT∞(F ) que são normais. Então S = {Rk,k+1

∞ (F ) : k ∈ N∗}.

Demonstração. Já sabemos queRk,k+1
∞ (F ) é um subgrupo abeliano e normal emUT∞(F ).

Para provar sua maximalidade consideremos g ∈ CUT∞(F )(R
k,k+1
∞ (F )) e escrevamos

g =

(
g̃ ĝ

0 g

)

onde g̃ é uma matriz de ordem k. Seja u = tnm(1) com n ≤ k e m ≥ k + 1. Então
u ∈ Rk,k+1

∞ (F ) e, portanto, gu = ug. Se i < n, então

(gu)im =
∑
i≤r≤m

girurm = gin + gim

e
(ug)im =

∑
i≤r≤m

uirgrm = gim.
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Logo gin = 0 para todo i < n com n ≤ k. Portanto g̃ = ek. De maneira análoga, se j > m

então (gu)nj = gnj e (ug)nj = gmj + gnj . Logo gmj = 0 para todo j > m com m ≥ k + 1.
Podemos concluir então que ḡ = e∞ e, consequentemente g ∈ Rk,k+1. Isto nos dá
que CUT∞(F )(R

k,k+1
∞ (F )) ⊆ Rk,k+1

∞ (F ). Como qualquer subgrupo abeliano de UT∞(F )

que contém Rk,k+1
∞ (F ) está contido em CUT∞(F )(R

k,k+1
∞ (F )), temos que Rk,k+1

∞ (F ) é um
subgrupo abeliano maximal de UT∞(F ).

Seja H ∈ S. Como H 6= {e∞}, então H possui matrizes diferentes da matriz identi-
dade. Pelo item (2) do lema anterior podemos concluir que H possui subconjuntos da
forma

Anm = Qn−1,m
∞ (F ) ∪Qn,m+1

∞ (F ),

com 2 ≤ n < m. Caso exista k ∈ N∗ tal que todo Anm de H esteja contido em Rk,k+1
∞ (F ),

teremos H ⊆ Rk,k+1
∞ (F ); de fato, se H não estiver contido em Rk,k+1

∞ (F ), então exis-
tirá uma matriz a ∈ H tal que aij 6= 0 para algum i > k ou j < k + 1. Portanto, a
matriz a terá uma entrada que satisfaz as condições do item (2) do lema anterior e,
consequentemente, teremos Aij ⊆ H , com i > k ou j < k + 1, contradizendo o fato
de Rk,k+1

∞ (F ) conter todos os subconjuntos Anm de H . Suponhamos, agora, que não
exista k ∈ N∗ de forma que Rk,k+1

∞ (F ) contenha todos os subconjuntos Anm de H . Seja
m = min{j ∈ N∗ : Aij ⊆ H} e seja i ∈ N tal que 2 ≤ i < m e Aim ⊆ H . Portanto
existe u ∈ H tal que uij = 0 para todo j < m e unm 6= 0 para algum n = 1, . . . ,m − 1.
Seja Ars ⊆ H tal que Ars * Rm−1,m

∞ (F ). Como s ≥ m, então devemos ter r > m − 1.
Com isso, podemos garantir que tml(β) ∈ Ars ⊆ H para algum β ∈ F ∗ e l ≥ s. Seja
a = tml(β). Temos que

(au)nl =
∑
n≤r≤l

anrurl = unl,

pois n < m. E, por outro lado,

(ua)nl =
∑
n≤r≤l

unrarl = unl + unmaml = unl + unmβ.

Como H é abeliano, obtemos que unmβ = 0, o que é uma contradição. Portanto,
existe k ∈ N∗ tal que Rk,k+1

∞ (F ) contém todos os Aij de H e, consequentemente, H ⊆
Rk,k+1
∞ (F ). Como H é abeliano maximal, segue que H = Rk,k+1

∞ (F ).

Proposição 1.3.5. Seja F um corpo arbitrário. Dados quaisquer k, l ∈ N∗ com k 6= l, temos

[Rk,k+1
∞ (F ), Rl,l+1

∞ (F )] = Rmin(k,l),max(k,l)+1
∞ (F ).

Demonstração. Vamos primeiramente mostrar que

[Rk,k+1
∞ (F ), Rl,l+1

∞ (F )] = [Rl,l+1
∞ (F ), Rk,k+1

∞ (F )].
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Dados a ∈ Rk,k+1
∞ (F ) e b ∈ Rl,l+1

∞ (F ), temos

[a, b] = aba−1b−1 = aba−1(a−1a)b−1(a−1a) = (aba−1)a−1(ab−1a−1)a = [aba−1, a−1].

ComoRl,l+1
∞ (F ) é um subgrupo normal de UT∞(F ), então aba−1 ∈ Rl,l+1

∞ (F ). Isto nos dá
que os geradores de [Rk,k+1

∞ (F ), Rl,l+1
∞ (F )] pertencem a [Rl,l+1

∞ (F ), Rk,k+1
∞ (F )] e, portanto,

[Rk,k+1
∞ (F ), Rl,l+1

∞ (F )] ⊆ [Rl,l+1
∞ (F ), Rk,k+1

∞ (F )]. A inclusão contrária pode ser provada de
maneira análoga. Sendo assim, podemos considerar sem perda de generalidade que
k < l. Portanto, queremos provar que [Rk,k+1

∞ (F ), Rl,l+1
∞ (F )] = Rk,l+1

∞ (F ).

Sejam a ∈ Rk,k+1
∞ (F ), b ∈ Rl,l+1

∞ (F ) e sejam i < j. Se i > k, então

[a, b]ij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

aipbprārq b̄qj =
∑
i≤q≤j

biq b̄qj = (e∞)ij = 0.

Analogamente, se j < l + 1 então [a, b]ij = 0. Logo [a, b] ∈ Rk,l+1
∞ (F ) e, portanto,

[Rk,k+1
∞ (F ), Rl,l+1

∞ (F )] ⊆ Rk,l+1
∞ (F ).

Para provar a inclusão contrária, note que para cada i ≤ k, temos T il∞(F ) ⊆ Rk,k+1
∞ (F )

e para cada j ≥ l+1, temos T lj∞(F ) ⊆ Rl,l+1
∞ (F ). Logo, pelo item (1) da Proposição 1.1.5,

T ij∞(F ) = [T il∞(F ), T lj∞(F )] ⊂ [Rk,k+1
∞ (F ), Rl,l+1

∞ (F )],

para todos i ≤ k e j ≥ l + 1. Seja d ∈ Rk,l+1
∞ (F ). Pela Observação 1.3.2, podemos

escrever d =
∏k

i=1 u
(i), onde

u(i) = e∞ +
∞∑

r=l+1

direir ∈ H i
∞(F ).

Para cada i = 1, . . . , k, temos que u(i) = e∞ ou u
(i)
ij = dij 6= 0 para algum j ≥ l + 1. Se

u(i) 6= e∞, seja m = min{j ≥ l + 1 : u
(i)
ij 6= 0}. Pelo Lema 1.1.6, u(i) é conjugada à trans-

vecção tim(dim) ∈ T im∞ (F ) ⊂ [Rk,k+1
∞ (F ), Rl,l+1

∞ (F )]. É fácil ver que [Rk,k+1
∞ (F ), Rl,l+1

∞ (F )]

é um subgrupo normal de UT∞(F ), portanto u(i) ∈ [Rk,k+1
∞ (F ), Rl,l+1

∞ (F )] se 1 ≤ i ≤ k.
Logo d ∈ [Rk,k+1

∞ (F ), Rl,l+1
∞ (F )].

1.4 O subgrupo derivado de T∞(F )

O objetivo desta seção é provar que o subgrupo derivado de T∞(F ) coincide com o
subgrupo UT∞(F ) quando |F | ≥ 3. Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.4.1. [UT k∞(F ), UT∞(F )] = UT k+1
∞ (F ) para todo k ≥ 0. Além disso, todo elemento

u ∈ UT k+1
∞ (F ) pode ser escrito como u = [v, w] com v ∈ UT k∞(F ) e w ∈ UT∞(F ).
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Demonstração. Sejam a ∈ UT k∞(F ), b ∈ UT∞(F ) e c = [a, b]. Para 1 ≤ j− i ≤ k+1, temos

cij =
∑

i≤p≤r≤q≤j

aipbprārq b̄qj = aii

( ∑
i≤r≤q≤j

birārq b̄qj

)
+ aij, (1.5)

pois aip = 0 para i < p < j uma vez que 0 < p− i < j− i ≤ k+ 1 e a ∈ UT k∞(F ). Agora,
se i ≤ r < q < j, então 0 < q − r ≤ q − i < j − i ≤ k + 1 e, portanto, 0 < q − r ≤ k.
Logo, ārq = 0. Assim, a equação (1.5) pode ser reescrita como

cij =
∑
i≤r≤j

birb̄rj +
∑
i≤r<j

birārj + aij.

Mas, para i < r < j, temos 0 < j − r < j − i ≤ k + 1 e, portanto, ārj = 0. Logo,

cij = (e∞)ij + āij + aij.

Se 0 < j − i < k + 1, então aij = 0 e āij = 0 e, se j − i = k + 1, então āij = −aij ,
pela Proposição 1.1.4. Logo, cij = 0 e, portanto, c = [a, b] ∈ UT k+1

∞ (F ). Segue que
[UT k∞(F ), UT∞(F )] ⊆ UT k+1

∞ (F ).

Para a outra inclusão, mostraremos que dado u ∈ UT k+1
∞ (F ), existem v ∈ UT k∞(F )

e w ∈ UT∞(F ) tais que u = [v, w]. Seja v = e∞ +
∞∑
i=1

ei,i+k+1 ∈ UT k∞(F ). Se existir

w ∈ UT∞(F ) tal que u = [v, w] então vw = uwv. Vamos verificar que existe tal w. Seja
c = vw, d = uwv e consideremos i ≥ 1. Temos

ci,i+k+2 =
∑

i≤r≤i+k+2

virwr,i+k+2 = wi,i+k+2 + wi+k+1,i+k+2

e

di,i+k+2 =
∑

i≤p≤r≤i+k+2

uipwprvr,i+k+2 =
∑

i≤r≤i+k+2

wirvr,i+k+2 + ui,i+k+2

= wi,i+k+2 + wi,i+1 + ui,i+k+2.

Para que tenhamos c = d devemos ter ci,i+k+2 = di,i+k+2 e assim

wi+k+1,i+k+2 = wi,i+1 + ui,i+k+2,

para todo i ≥ 1. Sendo assim, é possível construirmos a primeira diagonal de w se
inserirmos suas k + 1 primeiras entradas (wi,i+1 : 1 ≤ i ≤ k + 1) de forma arbitrária.

Para a construção das demais diagonais de w, considere l > i + k + 2. Neste caso,
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temos
cil =

∑
i≤r≤l

virwrl = wil + wi+k+1,l

e
dil =

∑
i≤p≤r≤l

uipwprvrl =
∑
i≤r≤l

wirvrl +
∑

i+k+2≤p≤r≤l

uipwprvrl,

pois uip = 0 se i < p < i+ (k + 2). Portanto,

dil = wil + wi,l−k−1 +

( ∑
i+k+2≤p≤l

uipwpl

)
vll +

( ∑
i+k+2≤p≤l−k−1

uipwp,l−k−1

)
vl−k−1,l.

Como queremos cil = dil, devemos ter

wi+k+1,l = wi,l−k−1 +
∑

i+k+2≤p≤l

uipwpl +
∑

i+k+2≤p≤l−k−1

uipwp,l−k−1.

Observe que se l − (i − k − 1) = n para algum n ≥ 2, então as entradas wi,l−k−1, wpl
(com i+ k+ 2 ≤ p ≤ l) e wp,l−k−1 (com i+ k+ 2 ≤ p ≤ l− k− 1) pertencem a diagonais
anteriores a n-ésima diagonal. Portanto, se inserirmos arbitrariamente as k-primeiras
entradas da segunda diagonal, podemos construi-la usando as entradas da matriz u e
as entradas da primeira diagonal. Logo, indutivamente, é possível definirmos todas as
diagonais da matriz w a partir de diagonais anteriores já definidas. Sendo assim, existe
w ∈ UT∞(F ) tal que u = [v, w].

Teorema 1.4.2. Seja F um corpo com pelo menos 3 elementos. O grupo derivado de T∞(F )

coincide com o grupo UT∞(F ).

Demonstração. Se a, b ∈ T∞(F ), então [a, b]ii = aiibiiāiib̄ii = 1. Portanto, [T∞(F ), T∞(F )] ⊆
UT∞(F ). Seja a ∈ UT∞(F ) e seja α ∈ F ∗ tal que 1− α ∈ F ∗. Tomemos b = [x, d] onde

x =


1 a12(1− α)−1

1 a23(1− α−1)−1

1 a34(1− α)−1

. . . . . .


e

d =


α

1

α
...

 .

Mais precisamente, x = e∞ +
∞∑
i=1

a2i−1,2i(1− α)−1e2i−1,2i +
∞∑
i=1

a2i,2i+1(1− α−1)−1e2i,2i+1
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e d =
∞∑
i=1

αi (mod 2)eii. Para todo i ≥ 1, temos bii = 1. Temos também que

bi,i+1 =
∑

i≤p≤r≤q≤i+1

xipdprx̄rqd̄q,i+1 =
∑

i≤p≤i+1

xipdppx̄p,i+1d̄i+1,i+1

=xiidiix̄i,i+1d̄i+1,i+1 + xi,i+1di+1,i+1x̄i+1,i+1d̄i+1,i+1 (1.6)

=diix̄i,i+1d̄i+1,i+1 + xi,i+1.

Se i for ímpar, pela equação (1.6) e pela Proposição 1.1.4, temos

bi,i+1 =α[−ai,i+1(1− α)−1] + ai,i+1(1− α)−1 = ai,i+1(1− α)−1(1− α) = ai,i+1.

Se i for par, temos

bi,i+1 =[−ai,i+1(1− α−1)−1]α−1 + ai,i+1(1− α−1)−1 = ai,i+1(1− α−1)−1(1− α−1) = ai,i+1.

Portanto, a primeira diagonal de b é igual a primeira diagonal de a. Vamos considerar
c = b−1a. Para todo i = 1, . . . , n, temos

ci,i+1 =
i+1∑
r=i

b̄irar,i+1 = ai,i+1 + b̄i,i+1 = ai,i+1 − bi,i+1 = 0.

Portanto, c ∈ UT 1
∞(F ) e, pelo Lema 1.4.1, c = [u, v] com u, v ∈ UT∞(F ). Como c = b−1a,

temos que a = [x, d][u, v].



CAPÍTULO 2

ENDOMORFISMOS SOBREJETORES DE

UT∞(F ) E DE T∞(F )

O objetivo deste capítulo é descrever os endomorfismos sobrejetores dos grupos
UT∞(F ) e T∞(F ) onde F é um corpo com pelo menos três elementos. Todos os resul-
tados apresentados neste capítulo encontram-se em [7] e em suas referências.

2.1 Alguns endomorfismos de T∞(F ) e de UT∞(F )

Antes de apresentar os resultados, vamos definir alguns endomorfismos sobrejeto-
res de T∞(F ) e de UT∞(F ).

(1) Dado σ um endomorfismo sobrejetor de F , definimos a aplicação σ: T∞(F ) →
T∞(F ) por (σ(x))nm = σ(xnm) para quaisquer m,n ∈ N∗. Note que σ é um endomor-
fismo sobrejetor de T∞(F ) o qual chamaremos endomorfismo induzido (por σ).

Se considerarmos σ como sendo um automorfismo de F , então σ será um automor-
fismo de T∞(F ).

Analogamente, definimos endomorfismos induzidos sobre UT∞(F ).

(2) Dado t ∈ T∞(F ), vamos denotar por Innt o automorfismo interno de T∞(F ) defi-
nido por t, isto é, Innt : T∞(F )→ T∞(F ) é a aplicação definida por Innt(x) = txt−1.

Os automorfismos internos de UT∞(F ) serão denotados da mesma forma.

(3) Dado d ∈ D∞(F ), consideremos a aplicação Diagd : UT∞(F ) → UT∞(F ) defi-
nida por Diagd(x) = dxd−1. É fácil ver que Diagd é um automorfismo de UT∞(F ) o
qual será chamado de automorfismo diagonal.

(4) Seja k ∈ N e considere a aplicação Upk : T∞(F )→ T∞(F ) definida por

(Upk(x))nm = xn+k,m+k,

para todos m,n ∈ N∗. Mostremos que Upk é um endomorfismo sobrejetor de T∞(F ).

29
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Sejam x, y ∈ T∞(F ). Para n ≤ m, temos

(Upk(xy))nm = (xy)n+k,m+k =
m+k∑
l=n+k

xn+k,lyl,m+k.

Por outro lado, consideremos Upk(x) = a e Upk(y) = b. Temos

(Upk(x)Upk(y))nm =
m∑
i=n

anibim =
m∑
i=n

xn+k,i+kyi+k,m+k =
m+k∑
l=n+k

xn+k,lyl,m+k.

Portanto, Upk(xy) = Upk(x)Upk(y). Mostremos, agora, a sobrejetividade de Upk. Seja
x ∈ T∞(F ). Considere y ∈ T∞(F ) onde, para i ≤ j, temos yij = (e∞)ij se i ≤ k e
yij = xi−k,j−k se i > k. Então Upk(y)ij = yi+k,j+k = xi+k−k,j+k−k = xij e, portanto,
Upk(y) = x. Logo, Upk é um endomorfismo sobrejetor.

Analogamente, definimos Upk : UT∞(F ) → UT∞(F ), o qual também é um endo-
morfismo sobrejetor.

Dado um grupoG (ou corpo F ), usaremos o símbolo Ep(G) ( ou Ep(F )) para denotar
o conjunto de todos os endomorfismos sobrejetores de G (ou F ). E Aut(G) (ou Aut(F ))
para denotar o conjunto dos automorfismos de G (ou F ).

2.2 Endomorfismos sobrejetores de UT∞(F )

Antes de descrevemos, os endomorfismos sobrejetores do grupo UT∞(F ), precisa-
mos de alguns resultados preliminares.

Lema 2.2.1. Se φ ∈ Ep(UT∞(F )), então φ(UT k∞(F )) ⊆ UT k∞(F ), para todo k ≥ 0. E se
φ ∈ Aut(UT∞(F )) então φ(UT k∞(F )) = UT k∞(F ), para todo k ≥ 0.

Demonstração. Seja φ ∈ Ep(UT∞(F )). Se k = 0, então φ(UT∞(F )) ⊆ UT∞(F ). Supo-
nhamos por indução que φ(UT k∞(F )) ⊆ UT k∞(F ), para todo k ≤ n, para algum n ≥ 0.
Vamos mostrar que φ(UT n+1

∞ (F )) ⊆ UT n+1
∞ (F ). Seja u ∈ UT n+1

∞ (F ). Pela Proposi-
ção 1.4.1, temos que u = [v, w] para algum v ∈ UT n∞(F ) e w ∈ UT∞(F ). Portanto,
φ(u) = [φ(v), φ(w)]. Pela hipótese de indução, φ(v) ∈ UT n∞(F ) e φ(w) ∈ UT∞(F ).
Novamente pela Proposição 1.4.1 segue que φ(u) = [φ(v), φ(w)] ∈ UT n+1

∞ (F ). Logo,
φ(UT n+1

∞ (F )) ⊆ UT n+1
∞ (F ).

Consideremos agora φ ∈ Aut(UT∞(F )). Como φ−1 ∈ Aut(UT∞(F )), então, pelo que
mostramos acima, φ−1(UT k∞(F )) ⊆ UT k∞(F ) e, portanto, UT k∞(F ) ⊆ φ(UT k∞(F )).

A demonstração da proposição a seguir pode ser encontrada em [7, Proposição 2.1].
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Proposição 2.2.2. Se φ ∈ Ep(UT∞(F )), então existe k ∈ N tal que, para todo l ∈ N com
l > k, φ(Rl,l+1

∞ (F )) = Rl−k,l−k+1
∞ (F ), e para l ≤ k, φ(Rl,l+1

∞ (F )) = {e∞}.

A próxima proposição é um resultado sobre endomorfismos sobrejetores deUT∞(F )

que preservam os subgrupos da forma Rk,k+1
∞ (F ) para todo k ≥ 1.

Proposição 2.2.3. Seja φ ∈ Ep(UT∞(F )). Se φ(Rn,n+1
∞ (F )) = Rn,n+1

∞ (F ) para todo n ∈ N∗,
então existe u ∈ UT∞(F ) tal que, para todo α ∈ F ∗ e para quaisquer n,m ∈ N∗ com n < m,
u(φ(tnm(α))u−1 = tnm(α′), para algum α′ ∈ F .

Demonstração. Vamos fazer a demonstração em etapas.

(1) Para cada par n,m ∈ N∗ com n < m existe α(nm) ∈ F ∗ tal que
φ(tnm(α(nm)))nm 6= 0.

Por hipótese, φ(Rn,n+1
∞ (F )) = Rn,n+1

∞ (F ) e φ(Rm−1,m) = Rm−1,m
∞ (F ). Pela Proposi-

ção 1.3.5, Rnm
∞ (F ) = [Rn,n+1

∞ (F ), Rm−1,m
∞ (F )], sendo assim, φ(Rnm

∞ (F )) = Rnm
∞ (F ). Por-

tanto, dado b ∈ Rnm
∞ (F ) com bnm 6= 0, existe d ∈ Rnm

∞ (F ) tal que φ(d) = b. Pela

Observação 1.3.2, sabemos que d =
n∏
r=1

h(i), com h(i) ∈ H i
∞(F ) para todo i = 1, . . . , n e,

além disso, h(i)ij = dij para todo j > i. Note que h(i) ∈ UTm−n∞ (F ) para todo i < n. Pelo
Lema 2.2.1, φ(UTm−n∞ (F )) ⊆ UTm−n∞ (F ). Como bnm 6= 0, então b /∈ UTm−n∞ (F ) e, por-
tanto, d /∈ UTm−n∞ (F ). Logo, h(n) /∈ UTm−n∞ (F ), ou seja, h(n)nm 6= 0 e, consequentemente,
bnm = φ(h(n))nm. Pelo Lema 1.1.6, existe a ∈ UT∞(F ) tal que h(n) = atnm(h

(n)
nm)a−1. Se

φ(tnm(h
(n)
nm))nm = 0, então

φ(h(n))nm =
∑

n≤p≤r≤m

φ(a)npφ(tnm(h(n)nm))prφ(a)rm = (e∞)nm = 0,

uma vez que tnm(h
(n)
nm) ∈ Rnm

∞ (F ) e φ(Rnm
∞ (F )) = Rnm

∞ (F ). Logo, φ(tnm(h
(n)
nm))nm 6= 0.

O passo (1) nos garante que φ(tk,k+1(1))k,k+1 6= 0 para todo k ≥ 1; de fato, pela Pro-
posição 1.1.5, tk,k+2(α

(k,k+2)) = [tk,k+1(1), tk+1,k+2(α
(k,k+2))]. Suponhamos que

φ(tk,k+1(1))k,k+1 = 0. Então φ(tk,k+1(1)) ∈ UT 1
∞(F ), pois φ(tk,k+1(1)) ∈ Rk,k+1

∞ (F ).
Pelo Lema 1.4.1, [φ(tk,k+1(1)), φ(tk+1,k+2(α

(k,k+2)))] ∈ UT 2
∞(F ) e, portanto,

φ(tk,k+2(α
(k,k+2))) = φ([tk,k+1(1), tk+1,k+2(α

(k,k+2))]) ∈ UT 2
∞(F ), o que é uma contradi-

ção, pois pelo passo (1), φ(tk,k+2(α
(k,k+2))k,k+2 6= 0.

(2) Existe u ∈ UT∞(F ) tal que uφ(t1k(α
(1k)))u−1 = t1k(γ

(1k)) para algum γ(1k) ∈ F ∗,
para todo k ≥ 2.

Sabemos que φ(t1k(α
(1k)) ∈ R1k

∞(F ) e, portanto, pelo item anterior, φ(t1k(α
(1k))) =

e∞ + γ(1k)e1k +
∑∞

p=k+1 akpe1p, com γ(1k) ∈ F ∗ e akp ∈ F , para todo p ≥ k + 1. Pelo
Lema 1.1.6, φ(t1k(α

(1k))) é conjugada à transvecção t1k(γ(1k)) pela matriz v(k) = e∞ +∑∞
p=k+1(γ

(1k))−1akpekp. Mostremos que a matriz u que estamos procurando é



2.2. ENDOMORFISMOS SOBREJETORES DE UT∞(F ) 32

u =



1 0 0 0 0 · · ·
1 (γ12)−1a23 (γ12)−1a24 (γ12)−1a25 · · ·

1 (γ13)−1a34 (γ13)−1a35 · · ·
. . . . . .


.

Note que a k-ésima linha da matriz u é igual a k-ésima linha da matriz v(k) para todo
k ≥ 2. Como uu−1 = e∞, então, para todo j > 1,

0 = (e∞)1j =
∑

1≤r≤j

u1rūrj = ū1j.

Consideremos b = t1k(γ
(1k)) e c = u−1bu. Para j = 2, . . . , k − 1, temos

c1j =
∑

1≤p≤r≤j

ū1pbprurj =
∑

1≤r≤j

ū1rurj = (e∞)1j = 0.

Se j = k, então

c1k =
∑

1≤p≤r≤k

u1pbprurk =
∑

1≤r≤k

u1rurk + b1kukk = γ(1k).

Para j > k, temos

c1j =
∑

1≤p≤r≤j

ū1pbprurj =
∑

1≤r≤j

ū1rurj + b1kukj = γ(1k)(γ(1k))−1akj = akj.

Para i ≥ 2 e j > i, temos

cij =
∑

i≤p≤r≤j

ūipbprurj =
∑
i≤r≤j

ūirurj = (e∞)ij = 0.

Logo, u−1t1k(γ(1k))u = φ(t1k(α
(1k))), como queríamos.

Tomemos φ′ = Innuφ.

(3) Sejam n,m ∈ N∗ com n < m e seja α ∈ F ∗. Temos que φ′(tnm(α)) = e∞ +
∞∑
r=m

a1re1r +
∞∑
r=m

anrenr, para alguns a1r, anr ∈ F , para todo r ≥ m.

Seja l ≥ 2 com l 6= n. Pela Proposição 1.1.5,

t1l(α
(1l))tnm(α) = tnm(α)t1l(α

(1l)).

Considerando a = φ′(tnm(α)) e b = φ′(t1l(α
(1l))), temos que ab = ba. Como tnm(α) ∈

Rnm
∞ (F ), então φ(tnm(α)) ∈ Rnm

∞ (F ). Além disso, como Rnm
∞ (F ) é um subgrupo normal
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de UT∞(F ), então a = φ′(tnm(α)) ∈ Rnm
∞ (F ). Pelo item (2), b = φ′(t1l(α

(1l))) = t1l(γ
(1l))

para algum γ(1l) ∈ F ∗. Logo, para j > l, temos

(ba)1j =
∑

1≤p≤j

b1papj = a1j + b1lalj

e
(ab)1j =

∑
1≤p≤j

a1pbpj = a1j.

Logo, alj = 0.

(4) Sejam n,m ∈ N∗ com n < m e seja α ∈ F ∗. Temos que φ′(tnm(α)) = e∞+a1me1m+

anmenm.

Sejam n′,m′ ∈ N∗ com n < n′ < m′ e n′ 6= m. Pela Proposição 1.1.5, temos

tnm(α)tn′m′(α
(n′m′)) = tn′m′(α

(n′m′))tnm(α).

Considerando a = φ′(tnm(α)) e b = φ′(tn′m′(α
(n′m′))), temos ab = ba, onde

(ba)nm′ =
∑

n≤p≤m′
bnpapm′ = anm′ + bnm′

e
(ab)nm′ =

∑
n≤p≤m′

anpbpm′ = anm′ + bnm′ + ann′bn′m′ .

Como bn′m′ 6= 0, temos que ann′ = 0 para todo n′ > n com n′ 6= m. Temos também que

(ba)1m′ =
∑

1≤p≤m′
b1papm′ = a1m′ + b1m′

e
(ab)1m′ =

∑
1≤p≤m′

a1pbpm′ = a1m′ + b1m′ + a1n′bn′m′ .

Portanto, a1n′ = 0 para todo n′ > n com n′ 6= m.

O passo (4) nos garante que φ′(t1m(α)) ∈ T 1m
∞ (F ) para todo α ∈ F e para todom > 1.

(5) Existe z ∈ UT∞(F ) tal que Innz−1φ′(tk,k+1(1)) ∈ T k,k+1
∞ (F ) para todo k ≥ 1.

Sabemos que para todo k ≥ 1, φ′(tk,k+1(1)) = e∞ + a1,k+1e1,k+1 + ak,k+1ek,k+1, com
a1,k+1 ∈ F e ak,k+1 ∈ F ∗. Vamos mostrar que

z = e∞ +
∞∑
i=2

a1,i+1

ai,i+1

e1i

é a matriz que procuramos. Consideremos k > 1 e seja a = φ′(tk,k+1(1)). Temos, pela
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Observação 1.1.3,

(z−1az)1,k+1 =
∑

1≤p≤r≤k+1

z1paprzr,k+1 =
∑

1≤p≤k+1

z1pap,k+1 + z1,k+1

=a1,k+1 + z1kak,k+1 + z1,k+1 + z1,k+1 = −a1,k+1

ak,k+1

ak,k+1 + a1,k+1 = 0.

Se 1 < j 6= k + 1, temos

(z−1az)1j =
∑

1≤p≤r≤j

z1paprzrj =
∑

1≤p≤j

z1papj + z1j = z1j + z1j = 0.

Para 1 < i < j, temos

(z−1az)ij =
∑

i≤p≤r≤j

zipaprzrj = aij,

pois zip = 0 para todo p > i > 1 e zrj = 0 para todo r = i, . . . , j − 1. Portanto, pelo
passo (4), φ′(tk,k+1(1)) ∈ T k,k+1

∞ (F ).

Note que z−1φ′(t1m(α))z ∈ T 1m
∞ (F ) para todo α ∈ F e m > 1; de fato, dado b =

φ′(t1m(α)), para 1 < j < m, temos

(z−1bz)1j =
∑

1≤p≤r≤j

z1pbprzrj = (e∞)1j = 0

e para j ≥ m, temos

(z−1bz)1j =
∑

1≤p≤r≤j

z1pbprzrj = (e∞)1j + b1mzmj = b1mzmj.

Como m > 1, então (z−1bz)1j = b1mzmj = 0 se j > m. Para 1 < i < j, temos (z−1bz)ij =

bij .

Consideremos φ2 = Innz−1φ′.

(6) φ2(T
k,k+1
∞ (F )) ⊆ T k,k+1

∞ (F ).

Já sabemos que φ2(T
12
∞ (F )) ⊆ T 12

∞ (F ). Fixemos k ≥ 2. Dado α ∈ F , pelo passo (4)
e fazendo cálculos análogos aos do passo (5), temos que φ2(tk,k+1(α)) = e∞ + βek,k+1 +

γe1,k+1, para alguns β, γ ∈ F . Consideremos a = φ2(tk,k+1(α)). Pela Proposição 1.1.5,
tk−1,k+1(α) = [tk−1,k(1), tk,k+1(α)]. Portanto, φ2(tk−1,k+1(α)) = [φ2(tk−1,k(1)), a]. Se k = 2,
então pelo passo (4), temos que φ2(tk−1,k+1(α)) = tk−1,k+1(β). Para k > 2, consideremos
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b = φ2(tk−1,k(1)), sabemos que b ∈ T k−1,k∞ (F ), pelo passo (5). Logo,

φ2(tk−1,k+1(α))1,k+1 =
∑

1≤p≤r≤q≤k+1

b1paprbrqaq,k+1 =
∑

1≤r≤q≤k+1

a1rbrqaq,k+1

=
∑

1≤q≤k+1

b1qaq,k+1 + a1,k+1 = a1,k+1 + a1,k+1 = 0.

No passo (4), vimos que φ′(tk−1,k+1(α)) = e∞+λek−1,k+1+λ′e1,k+1, para alguns λ′, λ ∈ F .
Note que φ2(φ

′(tk−1,k+1(α))) também manterá as mesmas entradas nulas. Portanto,
φ2(T

k−1,k+1
∞ (F )) ⊆ T k−1,k+1

∞ (F ), para todo k ≥ 2.

Podemos ver também que tk,k+2(α) = [tk,k+1(α), tk+1,k+2(1)], consequentemente,
φ2(tk,k+2(α)) = [a, φ2(tk+1,k+2(1))]. Considerando c = φ2(tk+1,k+2(1)), temos que c ∈
T k+1,k+2
∞ (F ), pelo passo (5). Logo,

φ2(tk,k+2(α))1,k+2 =
∑

1≤p≤r≤q≤k+2

c1paprcrqaq,k+2 =
∑

1≤r≤q≤k+2

a1rcrqaq,k+2

=a1,k+1ck+1,k+2ak+2,k+2 = γ(−ck+1,k+2) = −γck+1,k+2.

Como φ2(T
k,k+2
∞ (F )) ⊆ T k,k+2

∞ (F ), então−γck+1,k+2 = 0, portanto γ = 0, pois já sabemos
que ck+1,k+2 6= 0. Logo, φ2(tk,k+1(α)) = tk,k+1(β).

(7) Sejam k, l ∈ N∗ com k < l. Temos que φ2(T
kl
∞(F )) ⊆ T kl∞(F ).

Já sabemos pelo passo (6) que a afirmação acima é verdadeira para l = k+ 1. Seja r > 1

e suponhamos que ela seja verdadeira para todo l tal que l − k < r. Se l − k = r, segue
pela Proposição 1.1.5, que

φ2(T
kl
∞(F )) =φ2([T

k,k+1
∞ (F ), T k+1,l

∞ (F )]) = [φ2(T
k,k+1
∞ (F )), φ2(T

k+1,l
∞ (F ))] ⊆

⊆[T k,k+1
∞ (F ), T k+1,l

∞ (F )] = T kl∞(F ).

Vamos à última proposição necessária para a demonstração do principal resultado
desta seção.

Proposição 2.2.4. Se φ ∈ Ep(UT∞(F )) satisfaz as seguintes condições:

(1) φ(Rn,n+1
∞ (F )) = Rn,n+1

∞ (F ) para todo n ∈ N,

(2) φ(T nm∞ (F )) = T nm∞ (F ) para quaisquer n,m ∈ N∗ com n < m,

então existe d ∈ D∞(F ) tal que φ = Diagdσ̄ para algum σ ∈ Ep(F ).

Demonstração. Dados n,m ∈ N∗ com n < m, considere a aplicação σnm : F → F

definida por
σnm(α) = α′ ⇔ φ(tnm(α)) = tnm(α′).
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Como tnm(0) = e∞, então σnm(0) = 0.

Sejam m,n tais que m > n+ 1. Pela Proposição 1.1.5,

[tn,n+1(β1), tn+1,m(β2)] = tnm(β1β2),

para quaisquer β1, β2 ∈ F . Portanto

φ(tnm(β1β2)) = [φ(tn,n+1(β1)), φ(tn+1,m(β2))] = [tn,n+1(β
′
1), tn+1,m(β′2)] = tnm(β′1β

′
2)

e, consequentemente,

σnm(β1β2) = β′1β
′
2 = σn,n+1(β1)σn+1,m(β2).

Em particular,
σnm(α) = σn,n+1(1)σn+1,m(α), (2.1)

para todo α ∈ F . Note que, se σn,n+1(1) = 0, então σnm(α) = 0, e assim, φ(tnm(α)) = e∞

para qualquer α ∈ F , o que contradiz o item (2). Logo σn,n+1(1) 6= 0. Analogamente,
temos

σnm(α) = σn,n+1(α)σn+1,m(1), (2.2)

com σn+1,m(1) 6= 0.

Mostremos que, dados n,m ∈ N∗ com n < m, existem γn, γ
′
m ∈ F ∗ tais que σnm(α) =

γnγ
′
mσ12(α). Se n = 1 e m = 2, tomemos γ1, γ′2 = 1. Se n = 1 e m ≥ 3, segue da

equação (2.2) que σ1m = σ12(α)σ2m(1). Tomemos então γ′m = σ2m(1). Suponhamos que
para algum n ≥ 1 e qualquer m > n tenhamos σnm(α) = γnγ

′
mσ12(α). Da equação (2.1)

obtemos, para todo m > n+ 1,

σn+1,m(α) = σn,n+1(1)−1σnm(α) = σn,n+1(1)−1γnγ
′
mσ12(α) = γn+1γ

′
mσ12(α),

onde,
γn+1 = σn,n+1(1)−1γn e γ′m = σ2m(1),

para todos n ≥ 1 e m ≥ 3. Segue da equação (2.2) que, para todo n ≥ 2,

γn =σn−1,n(1)−1σn−2,n−1(1)−1 · · ·σ23(1)−1σ12(1)−1 = [σ12(1)σ23(1) · · ·σn−1,n(1)]−1

=σ1n(1)−1.

Assim,
γn = σ1n(1)−1, para todo n ≥ 2.
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Logo, para todo α ∈ F e quaisquer n < m,

φ(tnm(α)) = tnm(σnm(α)) = tnm(γnγ
′
mσ12(α)),

onde γn e γ′m são dados acima.

Considere a matriz diagonal

d = σ12(1)−1e11 +
∞∑
i=2

γ′ieii

e seja b = tnm(σnm(α)) = tnm(γnγ
′
mσ12(α)). É fácil mostrar que dbd−1 = tnm(dnnbnmdmm).

Se n = 1 e m = 2, (dbd−1)12 = d11b12d22 = σ12(1)−1σ12(α). Se n = 1 e m > 2,
(dbd−1)1m = σ12(1)−1γ′mσ12(α)(γ′m)−1 = σ12(1)−1σ12(α). Se m > n = 2, (dbd−1)2m =

γ2γ
′
mσ12(α)(γ′m)−1 = σ12(1)−1σ12(α). Finalmente, se m > n > 2, segue de (2.2) que

(dbd−1)nm =γ′nγnγ
′
mσ12(α)(γ′m)−1 = σ2n(1)σ1n(1)−1σ12(α) = σ12(1)−1σ1n(1)σ1n(1)−1σ12(α)

=σ12(1)−1σ12(α).

Logo,
d tnm(γnγ

′
mσ12(α))d−1 = tnm(σ12(1)−1σ12(α)). (2.3)

Considere as aplicações φ′ : UT∞(F )→ UT∞(F ) e σ : F → F definidas por

φ′ = Diagdφ e σ = σ12(1)−1σ12.

Mostremos que σ é um homomorfismo sobrejetor e que φ′ = σ. Seja x ∈ UT∞(F ).

1o caso : x =

(
x1 0

0 e∞

)
com x1 ∈ UTn(F ).

Pelo Lema 1.1.8, x1 =
∏p

k=1 ak com ak ∈ T ikjkn (F ), 1 ≤ ik < jk ≤ n. Logo x =
∏p

k=1 bk,
onde

bk =

(
ak 0

0 e∞

)
∈ T ikjk∞ (F ).

Segue da equação (2.3) que

φ′(x) =

p∏
k=1

φ′(bk) =

p∏
k=1

dφ(bk)d
−1 =

p∏
k=1

d tikjk(σikjk(xikjk))d−1

=

p∏
k=1

d tikjk(γikγ
′
jk
σ12(xikjk))d−1 =

p∏
k=1

tikjk(σ12(1)−1σ12(xikjk))

=

p∏
k=1

tikjk(σ(xikjk)).
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Como σ(1) = σ12(1)−1σ12(1) = 1 e σ(0) = 0, então φ′(x) = σ(x).

2o caso: x =

(
x1 x2

0 e∞

)
com x1 ∈ UTn(F ).

Se considerarmos

x′ =

(
x1 0

0 e∞

)
e x′′ =

(
en x−11 x2

0 e∞

)

em UT∞(F ), teremos x = x′x′′. Note que x′′ ∈ Rn,n+1
∞ (F ). Segue de (1) que φ(x′′) ∈

Rn,n+1
∞ (F ) e, portanto, φ′(x′′) = dφ(x′′)d−1 ∈ Rn,n+1

∞ (F ). Além disso, pelo 1o caso,
φ′(x′) = σ(x′). Sejam i, j ∈ N∗ com i < j. Se j ≤ n, então

φ′(x)ij =(φ′(x′)φ′(x′′))ij =
∑
i≤r≤j

φ′(x′)irφ
′(x′′)rj = φ′(x′)ij

=σ(x′)ij = σ(x′ij) = σ(xij) = σ(x)ij.

Analogamente, se n < i, φ′(x)ij = σ(x)ij . No caso em que i ≤ n < j, consideremos x
dividida em blocos da seguinte forma:

x =

(
x3 x4

0 e∞

)
com x3 ∈ UTj(F ).

De maneira análoga ao que fizemos acima, se considerarmos

y′ =

(
x3 0

0 e∞

)
e y′′ =

(
ej x−13 x4

0 e∞

)

teremos x = y′y′′ com y′′ ∈ Rj,j+1
∞ (F ) e φ′(y′) = σ(y′). Portanto,

φ′(x)ij =(φ′(y′)φ′(y′′))ij =
∑
i≤r≤j

φ′(y′)irφ
′(y′′)rj = φ′(y′)ij = σ(y′)ij

=σ(y′ij) = σ(xij) = σ(x)ij,

e assim, φ′(x) = σ(x).
3o caso: x ∈ UT∞(F ) é um elemento arbitrário.

Sejam n,m ∈ N∗ com n < m. Queremos mostrar que φ′(x)nm = σ(x)nm. Para isso,
note que, dados

z =

(
em+1 0

0 z3

)
e z′ =

(
z1 0

0 e∞

)
em UT∞(F ) com z1 ∈ UTm+1(F ), temos zz′ = z′z e, portanto φ′(z)φ′(z′) = φ′(z′)φ′(z).
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Do 1o caso sabemos que φ′(z′) = σ(z′), e assim

φ′(z′) =

(
y′1 0

0 e∞

)
com y′1 ∈ UTm+1(F ).

Então, se escrevermos

φ′(z) =

(
y1 y2

0 y3

)
com y1 ∈ UTm+1(F ),

devemos ter y1y′1 = y′1y1. Note que y′1 é uma matriz arbitrária de UTm+1(F ); de fato,
dado y ∈ UTm+1(F ) e

w =

(
y 0

0 e∞

)
,

pelo Lema 1.1.8, podemos escrever w =

p∏
k=1

bk, com bk ∈ T ikjk∞ (F ). Por (2.3), podemos

garantir que φ′(T nm∞ (F )) ⊆ T nm∞ (F ) para quaisquer 1 ≤ n < m. Seja tnm(α) ∈ T nm∞ (F ),
com α ∈ F . Como σ12 é uma aplicação sobrejetora, existe β ∈ F tal que σ12(β) =

ασ12(1). Portanto, por (2.3), temos φ′(tnm(β)) = tnm(σ12(1)−1σ12(β)) = tnm(α). Sendo
assim, φ′(T nm∞ (F )) = T nm∞ (F ). Logo, podemos garantir que para cada k = 1, . . . , p,

existe ck ∈ T ikjk∞ (F ) tal que φ′(ck) = bk. Portanto, se considerarmos w′ =
p∏

k=1

ck, teremos

w′ =

(
w1 0

0 e∞

)
com w1 ∈ UTm+1(F )

e φ′(w′) = w. Logo, y1 ∈ Z(UTm+1(F )). Pela Proposição 1.2.2, y1 ∈ T 1,m+1
m+1 (F ). Escreva-

mos

x =

(
x1 x2

0 x3

)
com x1 ∈ UTm+1(F ).

Temos

φ′(x)nm =

(
φ′

(
em+1 0

0 x3

)
φ′

(
x1 x2

0 e∞

))
nm

,

onde φ′
(

em+1 0

0 x3

)
∈ T 1,m+1

m+1 (F ) e φ′
(

x1 x2

0 e∞

)
= σ

(
x1 x2

0 e∞

)
, pelo 2o caso.

Logo,

φ′(x)nm = φ′

(
x1 x2

0 e∞

)
nm

= σ

(
x1 x2

0 e∞

)
nm

= σ(x)nm.

Portanto, φ′ = σ̄.

Dado a ∈ F , seja x = tnm(a), 1 ≤ n < m. Como x ∈ UT∞(F ) e φ′ é sobrejetora, existe
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y ∈ UT∞(F ) tal que x = φ′(y) = σ(y). Assim, a = xnm = σ(y)nm = σ(ynm) e, portanto,
σ é sobrejetora.

Resta mostrar que σ é um homomorfismo. Sabemos que σ é um homomorfismo,
pois σ = φ′. Sejam a, b ∈ F e sejam x = tnm(a), y = tnm(b). Temos

σ(x)σ(y) = tnm(σ(a))tnm(σ(b)) = tnm(σ(a) + σ(b))

e
σ(xy) = σ(tnm(a)tnm(b)) = σ(tnm(a+ b)) = tnm(σ(a+ b))

e, portanto, σ(a+ b) = σ(a) +σ(b). Consideremos, agora, x = tnm(a), y = tmp(b). Temos

[σ(x), σ(y)] = [tnm(σ(a)), tmp(σ(b))] = tnp(σ(a)σ(b))

e
σ([x, y]) = σ([tnm(a), tmp(b)]) = σ(tnp(ab)) = tnp(σ(ab)),

logo σ(ab) = σ(a)σ(b) e, portanto, σ é um homomorfismo.

Concluímos assim que σ ∈ Ep(F ) e φ = Diagdσ, como queríamos.

O teorema a seguir nos fornece uma caracterização dos endomorfismos sobrejetores
do grupo UT∞(F ).

Teorema 2.2.5. Se φ ∈ Ep(UT∞(F )), então existem u ∈ UT∞(F ), d ∈ D∞(F ), k ∈ N e
σ ∈ Ep(F ) tais que

φ = InnuDiagdσ̄Upk.

Demonstração. Seja φ ∈ Ep(UT∞(F )). Pela Proposição 2.2.2, existe k ∈ N tal que
φ(Rl,l+1

∞ (F )) = Rl−k,l−k+1
∞ (F ) para todo l > k e φ(Rl,l+1

∞ (F )) = {e∞} para todo l ≤ k.
Seja φ′ : UT∞(F ) → UT∞(F ) tal que φ′(v) = φ(u), sendo v = Upk(u). Note que
φ′ está bem definida; de fato, seja v ∈ UT∞(F ) e tomemos u1, u2 ∈ UT∞(F ) tais
que Upk(u1) = Upk(u2) = v. Temos (u1)ij = (u2)ij para j > i ≥ k + 1. Tome-
mos u ∈ UT∞(F ) tal que uij = (u1)ij = (u2)ij se i ≥ k + 1 e uij = 0 para todo
i < k + 1. Note que podemos escrever u1 = u

∏
1≤i≤k

hi e u2 = u
∏

1≤i≤k

h′i, em que

hi, h
′
i ∈ H i

∞(F ) e (hi)ij = (u1)ij e (h′i)ij = (u2)ij , se j > i. Como H i
∞(F ) ⊆ Ri,i+1

∞ (F ), en-
tão φ(H i

∞(F )) ⊆ φ(Ri,i+1
∞ (F )) = {e∞} para todo i ≤ k. Portanto, φ(u1) = φ(u2) = φ(u),

como queríamos. Sejam v1, v2 ∈ UT∞(F ) e sejam u1, u2 ∈ UT∞(F ) tais que Upk(u1) = v1

e Upk(u2) = v2. Como Upk(u1u2) = Upk(u1)Upk(u2) = v1v2, então φ′(v1v2) = φ(u1u2) =

φ(u1)φ(u2) = φ′(v1)φ
′(v2). Logo, φ′ é um homomorfismo. Seja w ∈ UT∞(F ), w = φ(u).

Se v = Upk(u), segue que φ′(v) = φ(u) = w e, portanto, φ′ é sobrejetora.

Pela forma como definimos φ′, temos que φ = φ′Upk. Dado l > k, temos φ(Rl,l+1
∞ (F )) =

Rl−k,l−k+1
∞ (F ) e, portanto, φ′(Upk(Rl,l+1

∞ (F ))) = Rl−k,l−k+1. Logo, φ′(Rl−k,l−k+1
∞ (F )) =
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Rl−k,l−k+1
∞ (F )) para todo l > k. Pela Proposição 2.2.3, existe u ∈ UT∞(F ) de forma

que para todo par (n,m) com n < m e α ∈ F ∗, u(φ′(tnm(α)))u−1 = tnm(α′) para algum
α′ ∈ F . Assim, se considerarmos φ2 = Innuφ

′, temos que φ2 ∈ Ep(UT∞(F )) e satis-
faz as hipóteses da Proposição 2.2.4. Assim, existem d ∈ D∞(F ) e σ ∈ Ep(F ) tais que
φ2 = Diagdσ̄. Logo, φ = Innu−1Diagdσ̄Upk.

2.3 Endomorfismos sobrejetores de T∞(F )

Antes de descrever os endomorfismos sobrejetores de T∞(F ), precisamos do se-
guinte lema.

Lema 2.3.1. Se φ ∈ Ep(T∞(F )), então φ(UT∞(F )) = UT∞(F ).

Demonstração. Segue do Teorema 1.4.2 que

φ(UT∞(F )) = φ([T∞(F ), T∞(F )]) = [φ(T∞(F )), φ(T∞(F ))] = [T∞(F ), T∞(F )] = UT∞(F ).

Teorema 2.3.2. Se φ ∈ Ep(T∞(F )), então existem t ∈ T∞(F ), σ ∈ Aut(F ), k ∈ N e um
homomorfismo de grupos f : (F ∗)k → F ∗ tal que

φ(x) = f(x11, . . . , xkk)Inntσ̄Upk(x)

para todo x ∈ T∞(F ). (No caso em que k = 0, φ(x) = Inntσ(x).)

Demonstração. Seja φ ∈ Ep(T∞(F )). Pelo lema anterior e pelo Teorema 2.2.5, para qual-
quer x ∈ UT∞(F ), temos

φ(x) = InnuDiagdσ̄Upk(x),

para alguns u ∈ UT∞(F ), d ∈ D∞(F ), σ ∈ Ep(F ) e k ∈ N. Suponhamos, primeiramente,
que k > 0. Seja v ∈ T∞(F ). Pela Proposição 1.1.2, existem w ∈ D∞(F ) e y ∈ UT∞(F )

tais que v = wy. Logo,

φ(v) = φ(w)φ(y) = φ(w)InnuDiagdσ̄Upk(y). (2.4)

Seja x ∈ D∞(F ),

x =

(
x1 0

0 e∞

)
com x1 ∈ Dk(F ).

Note que x comuta com todas as matrizes da forma

z =

(
ek 0

0 u3

)
com u3 ∈ UT∞(F )
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e, portanto, φ(x)φ(z) = φ(z)φ(x). Mas, se c ∈ UT∞(F ) é um elemento arbitrário, existe
b ∈ UT∞(F ) tal que c = InnuDiagdσ(b), pois InnuDiagdσ ∈ Ep(UT∞(F )). Além disso,

b = Upk

(
ek 0

0 b

)
e, portanto, c = InnuDiagdσUpk

(
ek 0

0 b

)
= φ

(
ek 0

0 b

)
. Se-

gue que φ(x) ∈ CT∞(F )(UT∞(F )). Pelo Lema 1.2.1, φ(x) = αe∞, para algum α ∈ F ∗.
Consideremos, então, a aplicação f : (F ∗)k → F ∗ definida por

f(α1, . . . , αk) = φ


α1

. . .

αk

0

0 e∞


ii

para qualquer i ∈ N∗. Como φ é homomorfismo, então f é homomorfismo de grupos.

Escrevamos w = a′a, onde

a′ =


w11

. . .

wkk

0

0 e∞

 e a =


ek 0

0

wk+1,k+1

wk+2,k+2

. . .

 .

Temos

φ(w) = φ(a′)φ(a) = f(w11, . . . , wkk)φ(a). (2.5)

Seja φ′ = Diagd−1Innu−1φ. Para quaisquer α ∈ F e j > i > k, temos que tij(α) ∈
UT∞(F ) e, consequentemente,

φ′(tij(α)) =Diagd−1Innu−1φ(tij(α)) = Diagd−1Innu−1InnuDiagdσ̄Upk(tij(α))

= σ̄Upk(tij(α)) = ti−k,j−k(σ(α)).
(2.6)

Para cada i ≥ 1, seja
d̃(i) = eii +

∑
p 6=i

βipepp, com βip ∈ F ∗.

Note que se d ∈ D∞(F ), podemos escrever d = d̃(i)d̃(j), onde d̃(i) = eii +
∑
p 6=i

dppepp e

d̃(j) = ejj + diieii +
∑
p 6=i,j

epp, para quaisquer i, j ∈ N∗ com i 6= j. Mostremos que

d̃(i)tnm(1)(d̃(i))−1 = tnm((d̃(i))nn(d̃(i))−1mm), (2.7)
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para quaisquer n < m. Se p < r, então

(d̃(i)tnm(1)(d̃(i))−1)pr =(d̃(i))pp(tnm(1))pr((d̃
(i))−1)rr

=

{
(d̃(i))nn(d̃(i))−1mm, se (p, r) = (n,m)

0, caso contrário
.

Além disso, ((d̃(i))tnm(1)(d̃(i))−1)pp = (d̃(i))pp(tnm(1))pp((d̃
(i))−1)pp = 1. Mostramos assim

a igualdade (2.7). Segue de (2.6) e (2.7) que

φ′(d̃(j) tij(1)(d̃(j))−1) = φ′(tij(d̃
(j)
ii ((d̃(j))−1)jj)) = φ′(tij(βji)) = ti−k,j−k (σ (βji)) .

Por outro lado,

φ′(d̃(j)tij(1)(d̃(j))−1) = φ′(d̃(j))φ′(tij(1))φ′((d̃(j))−1) = φ′(d̃(j))ti−k,j−k(σ(1))φ′((d̃(j))−1),

por (2.6). Portanto,

φ′(d̃(j))ti−k,j−k(1)φ′((d̃(j))−1) = ti−k,j−k (σ (βji)) . (2.8)

Pelas igualdades (2.6) e (2.7), também podemos garantir que φ′(d̃(j)) ∈ D∞(F ) para
todo j ∈ N∗, pois caso φ′(d̃(j))nm 6= 0 para algum par (n,m) com n < m, teremos para
l > m que

(φ′(d̃(j))tml(1)φ′((d̃(j)))−1)nl =
∑

n≤p≤r≤l

φ′(d̃(j))np(tml(1))pr(φ
′(d̃(j))−1)rl

=(e∞)nl + φ′(d̃(j))nm(tml(1))ml(φ
′(d̃(j))−1)ll

=φ′(d̃(j))nm(φ′(d̃(j))−1)ll 6= 0,

contradizendo a igualdade (2.8).

Por (2.8), segue que
φ′( ˜d(j))i−k,i−k = σ(βji).

Isto nos garante que σ é um automorfismo de F , pois φ′(d̃(j)) ∈ D∞(F ) e, portanto,
σ(βij) 6= 0 para qualquer βji ∈ F ∗.

Como a matriz a pode ser escrita como a = d̃(j)d̃(j
′), temos para i > k que φ′(a)i−k,i−k =

φ′(d̃(j)d̃(j
′))i−k,i−k = φ′(d̃(j))i−k,i−kφ

′(d̃(j
′))i−k,i−k = σ((d̃(j))ii)σ((d̃(j

′))ii) = σ((d̃(j))ii(d̃
(j′))ii) =

σ(aii). Sendo assim, φ′(a) = σ̄Upk(a) = σ̄Upk(w). Portanto, φ(a) = InnuDiagdσ̄Upk(w).
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Logo, φ(w) = f(w11, . . . , wkk)InnuDiagdσ̄Upk(w). Por (2.4), temos

φ(v) =f(w11, . . . , wkk)InnuDiagdσ̄Upk(w)InnuDiagdσ̄Upk(y)

=f(v11, . . . , vkk)InnuDiagdσ̄Upk(wy)

=f(v11, . . . , vkk)InnuDiagdσ̄Upk(v).

Seja t = ud ∈ T∞(F ). Temos

φ(v) = f(v11, . . . , vkk)Inntσ̄Upk(v).

Suponhamos agora que k = 0. Seja v ∈ T∞(F ). Vamos escrever v = wy com
w ∈ D∞(F ) e y ∈ UT∞(F ). Pelo Teorema 2.2.5

φ(v) = φ(w)InnuDiagdσ̄(y), (2.9)

para alguns d ∈ D∞(F ), u ∈ UT∞(F ) e σ ∈ Ep(F ). Assim como no caso k > 0,
consideremos φ′ = Diadd−1Innu−1φ. Repetindo cálculos semelhantes aos que acabamos
fazer, podemos concluir que φ′(d̃(j))ii = σ((d̃(j))ii) para todo i ≥ 1. Portanto, φ′(d̃(j)) =

σ̄(d̃(i)) e, assim, φ′(w) = σ̄(w). Logo, φ(w) = InnuDiagdσ̄(w). Por (2.9), temos

φ(v) = InnuDiagdσ̄(w)InnuDiagdσ̄(y) = InnuDiagdσ̄(wy) = InnuDiagdσ̄(v).

Se t = du, então φ(v) = Inntσ̄(v).

2.4 Automorfismos de T∞(F ) e de UT∞(F )

Finalizamos este capítulo descrevendo os automorfismos de UT∞(F ) e de T∞(F ).
Para isso, precisamos da seguinte proposição.

Proposição 2.4.1. Se φ ∈ Aut(UT∞(F )), então φ(Rk,k+1
∞ (F )) = Rk,k+1

∞ (F ), para todo k ≥ 0.

Demonstração. Seja φ ∈ Aut(UT∞(F )). Para k = 0, por definição,

Rk,k+1
∞ (F ) = {e∞} = φ({e∞}) = φ(Rk,k+1

∞ (F )).

Para k > 0,Rk,k+1
∞ (F ) é um subgrupo abeliano maximal e normal de UT∞(F ). Como φ é

um automorfismo de UT∞(F ), φ(Rk,k+1
∞ (F )) também é um subgrupo abeliano maximal

e normal. Sendo assim, existe l > 0 tal que φ(Rk,k+1
∞ (F )) = Rl,l+1

∞ (F ). Além disso, pela
Proposição 1.3.5, [Rk,k+1

∞ (F ), Rk+1,k+2
∞ (F )] = Rk,k+2

∞ (F ). Como tk,k+2(1) ∈ Rk,k+2
∞ (F ),

segue que
[Rk,k+1
∞ (F ), Rk+1,k+2

∞ (F )] ∩ (UT 1
∞(F )\UT 2

∞(F )) 6= ∅.
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Note que para quaisquer n,m ∈ N∗ com |m− n| > 1,

[Rn,n+1
∞ (F ), Rm,m+1

∞ (F )] = Rmin{m,n},max{m,n}+1
∞ (F ) ⊆ UT 2

∞(F ).

Logo, para n ≥ 2

[Rn,n+1
∞ (F ), Rm,m+1

∞ (F )] ∩ (UT 1
∞(F )\UT 2

∞(F )) 6= ∅ (2.10)

se, e somente se, m = n− 1 ou m = n+ 1. E, se n = 1,

[R12
∞(F ), Rm,m+1

∞ (F )] ∩ (UT 1
∞(F )\UT 2

∞(F )) 6= ∅

se, e somente se, m = 2. Agora, como

φ([Rk,k+1
∞ (F ), Rk+1,k+2

∞ (F )]) = [φ(Rk,k+1
∞ (F )), φ(Rk+1,k+2

∞ (F ))]

e tk,k+2(1) ∈ UT 1
∞(F )\UT 2

∞(F ), pelo Lema 2.2.1 podemos garantir que

[φ(Rk,k+1
∞ (F )), φ(Rk+1,k+2

∞ (F ))] ∩ (UT 1
∞(F )\UT 2

∞(F )) 6= ∅. (2.11)

Se φ(R12
∞(F )) = Rn,n+1

∞ (F ) para algum n > 1, então por (2.10), (2.11) e pelo Lema 2.2.1,
temos

[R12
∞(F ), φ−1(Rn−1,n

∞ (F ))] ∩ (UT 1
∞(F )\UT 2

∞(F )) 6= ∅

e
[R12
∞(F ), φ−1(Rn+1,n+2

∞ (F ))] ∩ (UT 1
∞(F )\UT 2

∞(F )) 6= ∅,

o que é uma contradição, pois φ−1(Rn+1,n+2
∞ (F )) 6= φ−1(Rn−1,n

∞ (F )). Portanto, φ(R12
∞(F )) =

R12
∞(F ). Suponhamos agora que para algum n ∈ N∗, φ(Ri,i+1

∞ (F )) = Ri,i+1
∞ (F ), se

1 ≤ i ≤ n. Sabemos que

[φ(Rn,n+1
∞ (F )), φ(Rn+1,n+2

∞ (F ))] ∩ (UT 1
∞(F )\UT 2

∞(F )) 6= ∅.

Logo, se n = 1, devemos ter φ(Rn+1,n+2
∞ (F )) = R23

∞(F ), ou seja, φ(R23
∞(F )) = R23

∞(F ). Se
n ≥ 2, devemos ter φ(Rn+1,n+2

∞ (F )) = Rn−1,n
∞ (F ) ou φ(Rn+1,n+2

∞ (F )) = Rn+1,n+2
∞ (F ).

Mas φ(Rn−1,n
∞ (F )) = Rn−1,n

∞ (F ), pela hipótese de indução. Logo φ(Rn+1,n+2
∞ (F )) =

Rn+1,n+2
∞ (F ), uma vez que φ é bijetora.

O próximo resultado é um corolário do Teorema 2.2.5.

Corolário 2.4.2. Se φ ∈ Aut(UT∞(F )), então existem u ∈ UT∞(F ), d ∈ D∞(F ) e σ ∈
Aut(F ) tais que

φ = InnuDiagdσ.
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Demonstração. Pela Proposição 2.4.1, φ(Rk,k+1
∞ (F )) = Rk,k+1

∞ (F ) para todo k ∈ N. Logo,
pela demonstração do Teorema 2.2.5, existem u ∈ UT∞(F ), d ∈ D∞(F ) e σ ∈ Ep(F ) tais
que φ = InnuDiagdσ. Como σ = Diagd−1Innu−1φ é uma composta de automorfismos,
então σ é um automorfismo de UT∞(F ) e, consequentemente, σ ∈ Aut(F ).

Finalmente, descrevemos os automorfismos de T∞(F ). Tal resultado é uma con-
sequência do Teorema 2.3.2 e do corolário acima.

Corolário 2.4.3. Se φ ∈ Aut(T∞(F )), então existem t ∈ T∞(F ) e σ ∈ Aut(F ) tais que

φ = Inntσ.

Demonstração. Uma vez que φ é um automorfismo, segue do corolário acima e da de-
monstração do Teorema 2.3.2 que existem u ∈ UT∞(F ), d ∈ D∞(F ) e σ ∈ Aut(F ) tais
que

φ(x) = InnuDiagdσ(x),

para todo x ∈ UT∞(F ). Logo, estamos no caso k = 0 do Teorema 2.3.2. Portanto, existe
t ∈ T∞(F ) tal que φ = Inntσ.



CAPÍTULO 3

ENDOMORFISMOS SOBREJETORES DO

ANEL DE MATRIZES TRIANGULARES

SUPERIORES DE ORDEM INFINITA

Neste capítulo usaremos os resultados anteriores para descrever os endomorfismos
sobrejetores do anel T∞(F ) onde F é um corpo com pelo menos 3 elementos. Os resul-
tados aqui apresentados podem ser encontrados em [9] e em suas referências.

3.1 Elementos idempotentes e o radical de Jacobson de

T∞(F )

Considere o seguinte subconjunto de T∞(F ):

N∞(F ) = {a ∈ T∞(F ) : aii = 0, para todo i ∈ N∗}.

Vamos mostrar que N∞(F ) é o radical de Jacobson de T∞(F ).

Começamos recordando a definição do radical de Jacobson de um anel com uni-
dade.

Definição 3.1.1. Seja R um anel com unidade. O radical de Jacobson de R, denotado por
J(R), é o conjunto

J(R) = {y ∈ R : 1− xy tem inverso à esquerda para todo x ∈ R}.

Proposição 3.1.2. N∞(F ) = J(T∞(F )).

Demonstração. Seja a ∈ N∞(F ) e seja x ∈ T∞(F ). Para todo i ≥ 1, temos

(e∞ − xa)ii = 1− xiiaii = 1− 0 = 1.

Pela Proposição 1.1.1, e∞ − xa é inversível em T∞(F ) e, portanto, a ∈ J(T∞(F )). Por

47
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outro lado, seja y ∈ J(T∞(F )) e suponhamos que yjj 6= 0 para algum j ≥ 1. Se b =

y−1jj ejj , então (e∞ − by)jj = 1 − bjjyjj = 1 − y−1jj yjj = 1 − 1 = 0. Pela Proposição 1.1.1,
e∞ − by não é inversível à esquerda, o que é uma contradição. Logo yii = 0 para todo
i ≥ 1, isto é, y ∈ N∞(F ).

Segue da proposição a seguir que φ(N∞(F )) ⊆ N∞(F ) para todo endomorfismo
sobrejetor φ : T∞(F )→ T∞(F ).

Proposição 3.1.3. Se φ : R→ S for um homomorfismo sobrejetor de anéis com unidade, então
φ(J(R)) ⊆ J(S).

Demonstração. Seja x ∈ J(R) e seja a ∈ S. Como φ é sobrejetora existe b ∈ R tal que
φ(b) = a. Consideremos s ∈ R tal que s(1 − bx) = 1. Aplicando φ em ambos os lados
da igualdade, obtemos φ(s)(1− aφ(x)) = 1. Portanto, φ(x) ∈ J(S).

Denotamos por D∞(F ) o subanel de T∞(F ) formado pelas matrizes diagonais.

Proposição 3.1.4. Z(T∞(F )) = {αe∞ : α ∈ F}.

Demonstração. Seja α ∈ F e seja b ∈ T∞(F ). Considerando a = αe∞, temos

(ab)ij =
∑
i≤r≤j

airbrj = aiibij = αbij e (ba)ij =
∑
i≤r≤j

birarj = bijajj = bijα.

Portanto, αe∞ ∈ Z(T∞(F )). Por outro lado, se a ∈ Z(T∞(F )), então aeii = eiia para
todo i ∈ N∗. Para j > i, temos

(aeii)ij =
∑
i≤r≤j

air(eii)rj = 0 e (eiia)ij =
∑
i≤r≤j

(eii)irarj = (eii)iiaij = aij

e, portanto, aij = 0. Logo, a ∈ D∞(F ). Sejam i, j ∈ N∗ com i < j e consideremos
b = tij(1). Temos (ab)ij = aiibij = aii e (ba)ij = bijajj = ajj , portanto aii = ajj . Logo,
a = αe∞ para algum α ∈ F .

Vejamos agora alguns resultados sobre idempotentes de T∞(F ).

Lema 3.1.5. Se x ∈ T∞(F ) é idempotente, então existe t ∈ T∞(F ) tal que t−1xt é uma matriz
diagonal.

Demonstração. Seja x ∈ T∞(F ) uma matriz idempotente. Consideremos d ∈ D∞(F ) tal
que dii = xii para todo i ∈ N∗. Como x é idempotente, então d é idempotente. Seja
a = x− d. Temos

a− a2 =(x− d)− (x− d)2 = x− d− x2 − d2 + xd+ dx = −2d+ xd+ dx
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e

da+ ad =d(x− d) + (x− d)d = dx− d2 + xd− d2 = −2d+ xd+ dx.

Logo,
a− a2 = da+ ad. (3.1)

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por d, obtemos da− da2 = da+ dad

e, portanto,
dad+ da2 = 0. (3.2)

Seja b = e∞ + (2d − e∞)a. Como a ∈ N∞(F ), então ((2d − e∞)a)ii = (2d − e∞)iiaii = 0

para todo i ∈ N∗. Portanto, b ∈ T∞(F ). Agora

bx =(e∞ + 2da− a)(d+ a) = d+ 2dad− ad+ a+ 2da2 − a2

=d+ a+ 2(dad+ da2)− ad− a2

=d+ a− ad− a2, por (3.2)

=d+ da+ ad− ad, por (3.1)

=d+ da.

Por outro lado,

db = d(e∞ + 2da− a) = d+ 2d2a− da = d+ da.

Logo, bx = db, donde segue que bxb−1 = d.

Sejam n,m ∈ N∗ com n ≤ m, e sejam

Rnm
∞ (F ) = {x ∈ T∞(F ) : xij = 0 se i > n ou j < m}.

e
Hn
∞(F ) = {x ∈ T∞(F ) : xij = 0 se i 6= n}.

É fácil mostrar queRnm
∞ (F ) eHn

∞(F ) são subanéis (não unitários) de T∞(F ).

Observe que se x ∈ T∞(F ) é um idempotente, então xii = (xx)ii = xiixii para todo
i ≥ 1. Logo xii é um idempotente de F e, como F é um corpo, então xii = 1 ou xii = 0

para cada i ≥ 1.

Proposição 3.1.6. Se x ∈ T∞(F ) é um idempotente tal que xnn = 1 para exatamente um
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n ∈ N∗, então x é da forma  0n−1,n−1 y yz

0 1 z

0 0 0

 ∈ Rnn
∞ (F ),

com y ∈Mn−1×1(F ) e z ∈M1×∞(F ).

Demonstração: Mostremos inicialmente que x ∈ Rnn
∞ (F ). Para i > n temos,

xi,i+1 = (xx)i,i+1 =
∑

i≤r≤i+1

xirxr,i+1 = xiixi,i+1 + xi,i+1xi+1,i+1 = 0,

pois xii = xi+1,i+1 = 0. Suponhamos por indução que para algum m ∈ N∗ tenhamos
xi,i+p = 0 para todo p ≤ m. Então

xi,i+m+1 = (xx)i,i+m+1 =
∑

i≤r≤i+m+1

xirxr,i+m+1 = xi,i+m+1xi+m+1,i+m+1 = 0.

Logo xij = 0 para todo i > n. Assim, se n = 1, então x ∈ R11
∞(F ). Se n = 2, então xij = 0

se i > 2. Se j < 2 então j = 1 e x11 = 0. Logo x ∈ R22
∞(F ). Vamos então considerar

n > 2. Seja 1 < j < n. Temos

xj−1,j = (xx)j−1,j = xj−1,j−1xj−1,j + xj−1,jxjj = 0,

pois xj−1,j−1 = xjj = 0. Podemos mostrar indutivamente que xj−p,j = 0 para todo
p = 1, . . . , j − 1, de maneira análoga ao caso i > n. Logo, x ∈ Rnn

∞ (F ).

Se j > n > i, então

xij = (xx)ij =
∑
i≤r≤j

xirxrj =
∑
n≤r≤j

xirxrj = xinxnj.

Logo x é da forma desejada. 2

3.2 Endomorfismos sobrejetores do anel T∞(F )

Lema 3.2.1. Seja n ∈ N∗ e seja φ : T∞(F ) → T∞(F ) um endomorfismo sobrejetor. Se
φ(enn) = 0, então φ(Rnn

∞ (F )) = {0}.

Demonstração. Seja α ∈ F ∗ e seja x = αenn. Note que xenn = x e, portanto, φ(x) =
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φ(xenn) = φ(x)φ(enn) = 0. Considere, agora, um elemento x da forma

x = αenn +
∞∑

i=n+1

αieni, (3.3)

com α ∈ F ∗ e αi ∈ F para todo i ≥ n+ 1. Mostremos que para z = e∞+α−1
∞∑

i=n+1

αieni,

temos zxz−1 = αenn. Se n 6= i ≤ j, então

(zxz−1)ij =
∑

i≤p≤r≤j

zipxprz̄rj =
∑
i≤r≤j

xirz̄rj = 0.

Para n = i < j, temos

(zxz−1)nj =
∑

n≤p≤r≤j

znpxprz̄rj =
∑
n≤p≤j

znpxpj+xnnz̄nj = xnj+xnnz̄nj = αj+α(−α−1αj) = 0.

E (zxz−1)nn = znnxnnz
−1
nn = α. Logo zxz−1 = αenn e, portanto, φ(x) = φ(z−1αennz) =

φ(z−1)φ(αenn)φ(z) = 0.

Considere

x =
∞∑
i=m

αieni, (3.4)

com m > n e αi ∈ F para todo i ≥ m. Tomando w = αenn +
m−1∑
i=n+1

γieni com γi ∈ F para

todo i = n+ 1, . . . ,m− 1 e α ∈ F ∗, temos φ(w + x) = 0 e φ(w) = 0 e, portanto φ(x) = 0.

Por sua vez, defina

x =
∞∑
i=m

αieki, (3.5)

com k < n ≤ m, αm ∈ F ∗ e αi ∈ F para todo i > m. Sejam z =
∞∑
i=m

αieni e t = tkn(1).

Mostremos que z + x = tzt−1. Sejam i ≤ j. Se i < k, então

(tzt−1)ij =
∑

i≤p≤r≤j

tipzprtrj =
∑
i≤r≤j

zirtrj = 0.

Analogamente, (tzt−1)kj = 0 para j < n. Para i = k e j ≥ n, temos

(tzt−1)kj =
∑

k≤p≤r≤j

tkpzprtrj =
∑
k≤r≤j

zkrtrj + tkn

( ∑
n≤r≤j

znrtrj

)
= 0 + 1 · znjtjj = znj = xkj.
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Para k < i, temos

(tzt−1)ij =
∑

i≤p≤r≤j

tipzprtrj =
∑
i≤r≤j

zirtrj = zijtjj = zij.

Logo, z+x = tzt−1. Assim, φ(z+x) = φ(tzt−1). Como z é da forma (3.3) ou (3.4), então
φ(z) = 0 e, portanto, φ(x) = φ(z) + φ(x) = φ(t)φ(z)φ(t−1) = 0.

Dado y ∈ Rnn
∞ (F ), podemos escrever y =

∑n
i=1 xi, onde xn é da forma (3.3) ou (3.4)

e, para 1 ≤ i < n, xi é da forma (3.5), consequentemente, φ(y) = 0. Logo, φ(Rnn
∞ (F )) =

{0}.

Proposição 3.2.2. Se φ : T∞(F )→ T∞(F ) é um endomorfismo sobrejetor, então existe k ∈ N
tal que φ = ψUpk, sendo ψ um endomorfismo sobrejetor de T∞(F ) que leva matrizes não
inversíveis em matrizes não inversíveis.

Demonstração. Vamos dividir a demonstração em etapas.

(1) Existe uma aplicação µ : N∗ → 2N∗ tal que φ(αenn)kk = 0 para todo k /∈ µ(n),
para qualquer α ∈ F ∗, onde 2N∗ é o conjunto das partes de N∗.

Seja α ∈ F ∗. Vamos considerar µα : N∗ → 2N∗ definida por µα(n) = {k ∈ N∗ :

φ(αenn)kk 6= 0}. Note que φ(αenn) = φ(αenn)φ(enn), sendo assim, µα(n) ⊂ µ1(n), para
todo α ∈ F ∗. Portanto, µ1 é aplicação que estamos procurando. Vamos denotar µ = µ1.

(2) µ(n) ∩ µ(m) = ∅ se n 6= m.

Se n 6= m, então ennemm = 0 e, consequentemente,

0 = (φ(enn)φ(emm))kk = φ(enn)kkφ(emm)kk

para todo k ∈ N∗. Logo, µ(n) ∩ µ(m) = ∅.

(3) Para quaisquer d ∈ D∞(F ) e n ∈ N∗, temos φ(d)kk = φ(dnnenn)kk para todo
k ∈ µ(n).

Como enn(d − dnnenn) = 0, então φ(enn)(φ(d) − φ(dnnenn)) = 0. Seja k ∈ µ(n).
Temos que 0 = (φ(enn)(φ(d)− φ(dnnenn)))kk = φ(enn)kk(φ(d)− φ(dnnenn))kk e, portanto,
(φ(d)− φ(dnnenn))kk = 0, ou seja, φ(d)kk − φ(dnnenn)kk = 0. Logo, φ(d)kk = φ(dnnenn)kk.

(4) Para todo n ∈ N∗, |µ(n)| ≤ 1.

Vamos supor que para algum n ∈ N∗ existam k1, k2 ∈ µ(n) tais que k1 < k2. Pode-
mos supor, sem perda de generalidade, que não existe k ∈ µ(n) tal que k1 < k < k2.
Como enn é idempotente, pelo Lema 3.1.5 existe t ∈ T∞(F ) tal que t−1φ(enn)t é uma
matriz diagonal. Tomemos φ′ = Inntφ. Se α ∈ F , então αenn = (αe∞)enn. Pela Proposi-
ção 3.1.4, αe∞ ∈ Z(T∞(F )), logo φ′(αe∞) ∈ Z(T∞(F )). Portanto, φ′(αenn) ∈ D∞(F ), em
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particular,

φ′(αenn)k1k2 = 0 (3.6)

para todo α ∈ F . Dado m 6= n, temos que (αemm)enn = 0 para todo α ∈ F e, portanto,
φ′(αemm)φ′(enn) = 0. Logo

0 = (φ′(αemm)φ′(enn))k1k2 =
∑

k1≤r≤k2

φ′(αemm)k1rφ
′(enn)rk2 = φ′(αemm)k1k2φ

′(enn)k2k2 .

Como k2 ∈ µ(n), φ′(enn)k2k2 = t̄k2k2φ(enn)k2k2tk2k2 6= 0. Portanto,

φ′(αemm)k1k2 = 0, (3.7)

para todo m 6= n. Sejam k, l ∈ N∗ com k < l. Se l 6= n, então αeklenn = 0. Analogamente
ao que acabamos de mostrar, temos φ′(αekl)k1k2 = 0. Se l = n, então k 6= n. Assim,
enn(αekl) = 0 e, portanto,

0 = (φ′(enn)φ′(αekl))k1k2 =
∑

k1≤r≤k2

φ′(enn)k1rφ
′(αekl)rk2 = φ′(enn)k1k1φ

′(αekl)k1k2 .

Como k1 ∈ µ(n), então

φ′(αekl)k1k2 = 0, (3.8)

para quaisquer k < l. Seja x ∈ T∞(F ) e escrevamos x = xa + xb + xc, onde xa, xb e xc
são as matrizes

(k -- k+1) 2 1

n+1

- diagonal

n

(k -- k  ) 2 1

n+1

- diagonal

respectivamente. Note que xbenn = 0 e, consequentemente,

0 = (φ′(xb)φ
′(enn))k1k2 =

∑
k1≤r≤k2

φ′(xb)k1rφ
′(enn)rk2 = φ′(xb)k1k2φ

′(enn)k2k2 .

Como φ′(enn)k2k2 6= 0, então φ′(xb)k1k2 = 0. Observe que (xc)ij = 0 quando j−i ≤ k2−k1.
Portanto, e∞ + xc ∈ UT k2−k1∞ (F ). Pelo Lema 2.2.1, φ′(e∞ + xc) ∈ UT k2−k1∞ (F ). Como
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φ′(e∞) = e∞, então φ′(xc)ij = 0 se 0 < j − i ≤ k2 − k1. Logo, φ′(xc)k1k2 = 0. Note que

xa =
n∑
i=1

∑
0≤j−i≤k2−k1

xijeij.

Portanto,

φ′(xa) =
n∑
i=1

∑
0≤j−i≤k2−k1

φ′(xijeij).

Segue de (3.6), (3.7) e (3.8) que φ′(xijeij)k1k2 = 0 para quaisquer i ≤ j. Portanto,
φ′(xa)k1k2 = 0 e, portanto, φ′(x)k1k2 = 0. Como x é um elemento arbitrário de T∞(F ) e
φ′ é sobrejetor, temos uma contradição. Logo, |µ(n)| ≤ 1.

De agora em diante, se µ(n) = {k}, vamos algumas vezes escrever µ(n) = k.

(5) Se µ(n), µ(m) 6= ∅ e n < m, então

φ(αenm) ∈ Rmin{µ(n),µ(m)},max{µ(n),µ(m)}
∞ (F ), (3.9)

para qualquer que seja α ∈ F . Além disso, existe α ∈ F tal que φ(αenm) 6= 0.

É fácil ver que enn + αenm e emm + αenm são idempotentes. Como φ(αenm) ∈
N∞(F ), pelo passo (4) e pela Proposição 3.1.6 podemos afirmar que φ(enn), φ(enn +

αenm) ∈ Rµ(n)µ(n)
∞ (F ), e que φ(emm), φ(emm+αenm) ∈ Rµ(m)µ(m)

∞ (F ). Portanto, φ(αenm) ∈
Rmin{µ(n),µ(m)},max{µ(n),µ(m)}
∞ (F ).

Vamos mostrar que existe α ∈ F tal que φ(αenm) 6= 0. Suponhamos que µ(n) < µ(m)

e seja l = max{m,µ(m)}. Como m,µ(m) > 1, então l > 1. Mostremos que existe
u ∈ T∞(F ) tal que Innuφ(eii) ∈ Hµ(i)

∞ (F ) para todo i ∈ {1, 2, . . . , l}. Consideremos
p ∈ {1, 2, . . . , l} tal que µ(p) > 1 (que existe pelo passo (2)) e µ(p) é o mínimo do
conjunto {µ(1), . . . , µ(l)}\{1}. Seja

u1 = e∞ +

µ(p)−1∑
i=1

φ(epp)iµ(p)eiµ(p) ∈ V µ(p)
∞ (F ).

Mostremos que

u−11 φ(epp)u1 =
∞∑

i=µ(p)

φ(epp)µ(p)ieµ(p)i ∈ Hµ(p)
∞ (F ).

Como (u−11 φ(epp)u1)ii 6= 0 se, e somente, se i = µ(p), (u−11 φ(epp)u1)µ(p)µ(p) = 1 e u−11 φ(epp)u1

é uma matriz idempotente, pela Proposição 3.1.6, temos

u−11 φ(epp)u1 =

 0(µ(p)−1)×(µ(p)−1) y yz

0 1 z

0 0 0

 .
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Para i < µ(p), temos

(u−11 φ(epp)u1)iµ(p) =
∑

i≤r1≤r2≤µ(p)

(u1)ir1φ(epp)r1r2(u1)r2µ(p)

=
∑

i≤r2≤µ(p)

φ(epp)ir2(u1)r2µ(p) + (u1)iµ(p) = φ(epp)iµ(p) + (u1)iµ(p)

= φ(epp)iµ(p) − φ(epp)iµ(p) = 0,

uma vez que φ(epp) ∈ Rµ(p)µ(p)
∞ (F ). Portanto y = 0 e, consequentemente, yz = 0. Logo,

u−11 φ(epp)u1 ∈ Hµ(p)
∞ (F ). Além disso, para j > µ(p), temos

(u−11 φ(epp)u1)µ(p)j =
∑

µ(p)≤r1≤r2≤j

(u1)µ(p)r1φ(epp)r1r2(u1)r2j =
∑

µ(p)≤r1≤j

(u1)µ(p)r1φ(epp)r1j

= φ(epp)µ(p)j,

pois (u1)µ(p)r1 = 0 se r1 > µ(p). Seja µ(q) = max{µ(i) : i = 1, . . . l}. Vamos supor por
indução que exista ũ ∈ T∞(F ) tal que para algum k1 ∈ {1, 2, . . . , l} com µ(p) ≤ µ(k1) ≤
µ(q), tenhamos Innũφ(eii) ∈ Hµ(i)

∞ (F ) para todo i ∈ {1, 2, . . . , l} tal que µ(p) ≤ µ(i) ≤
µ(k1). Consideremos φ′ = Innũφ. Seja k2 ∈ {1, 2, . . . , l} tal que µ(k2) é o mínimo do

conjunto
l⋃

i=1

µ(i)\{µ(p), . . . , µ(k1)} e seja

û = e∞ +

µ(k2)−1∑
i=1

φ(ek2k2)iµ(k2)eiµ(k2).

É possível verificar que û−1φ′(ek2k2)û ∈ H
µ(k2)
∞ (F ). Além disso, û−1φ′(eii)û ∈ Hµ(i)

∞ (F ),
para todo i com µ(p) ≤ µ(i) ≤ µ(k1), pois se s < µ(i) e s ≤ j < µ(k2), temos

(û−1φ′(eii)û)sj =
∑

s≤r1≤r2≤j

(û−1)sr1φ
′(eii)r1r2ûr2j =

∑
s≤r2≤j

φ′(eii)sr2ûr2j = 0,

pois pela hipótese de indução, φ′(eii) ∈ Hµ(i)
∞ (F ). Para j ≥ µ(k2), temos

(û−1φ′(eii)û)sj =
∑

s≤r1≤r2≤j

(û−1)sr1φ
′(eii)r1r2ûr2j

=
∑

s≤r2≤j

φ′(eii)sr2ûr2j + (û−1)sµ(k2)

 ∑
µ(k2)≤r2≤j

φ′(eii)µ(k2)r2ûr2j


= 0 + (û−1)sµ(k2)0 = 0.

Portanto, existe u ∈ T∞(F ) tal que Innuφ(eii) ∈ Hµ(i)
∞ (F ) para todo i ≤ l. Consideremos

φ′′ = Innuφ.
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Mostremos que existe v ∈ T∞(F ) tal que Innvφ′′(eii) = eµ(i)µ(i) para todo i ≤ l. Para
o mesmo p dado acima, tomemos

v1 = e∞ −
∞∑

j=µ(p)+1

φ′′(epp)µ(p)jeµ(p)j.

É possível mostrar que v−11 φ′′(epp)v1 = eµ(p)µ(p). Procedendo analogamente ao que fize-
mos para encontrar a matriz u acima, mostra-se que existe tal matriz v ∈ T∞(F ). Se
µ(n) > µ(m) podemos, de maneira análoga, encontrar matrizes u, v ∈ T∞(F ) tais que
Innuφ(eii) ∈ Hµ(i)

∞ (F ) e Innvφ′′(eii) = eµ(i)µ(i) para todo i ≤ max{m,µ(n)}.

Seja φ̃ = Innvφ
′′ e seja l = max{n,m, µ(n), µ(m)}. Provemos que, para cada α ∈ F ,

existe β ∈ F tal que φ̃(αeij) = βeµ(i)µ(j) ou βeµ(j)µ(i) para todo i < j ≤ l. Note que
eii + αeij e ejj + αeij são idempotentes. Assim, φ̃(eii + αeij) e φ̃(ejj + αeij) também são
idempotentes. Considerando y = φ̃(αeij) temos

eµ(i)µ(i) + yeµ(i)µ(i) + eµ(i)µ(i)y + y2 = eµ(i)µ(i) + y

e
eµ(j)µ(j) + yeµ(j)µ(j) + eµ(j)µ(j)y + y2 = eµ(j)µ(j) + y.

Logo

yeµ(i)µ(i) + eµ(i)µ(i)y = yeµ(j)µ(j) + eµ(j)µ(j)y. (3.10)

Note que yeµ(i)µ(i)+eµ(i)µ(i)y contém entradas não nulas apenas na linha µ(i) e na coluna
µ(i), e a matriz yeµ(j)µ(j) + eµ(j)µ(j)y contém entradas não nulas apenas na linha µ(j) e
na coluna µ(j). Suponhamos que µ(i) < µ(j), assim, pela igualdade (3.10), podemos
concluir que

ykµ(i) = 0 para todo k ≤ µ(i) e yµ(i)k = 0 para todo k 6= µ(j). (3.11)

Como y = φ̃(αeij) com i < j, então pela Proposição 3.1.3, y ∈ N∞(F ). Pela Proposi-
ção 3.1.6, temos

φ̃(eii + αeij) = eµ(i)µ(i) + y =

 0(µ(i)−1)×(µ(i)−1) w wz

0 1 z

0 0 0

 ∈ Rµ(i)µ(i)
∞ (F ).

Portanto,

y =

 0(µ(i)−1)×(µ(i)−1) w wz

0 0 z

0 0 0

 ∈ Rµ(i)µ(i)
∞ (F ).
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Por (3.11), w é uma matriz nula e, portanto, wz também é uma matriz nula. Novamente
por (3.11), podemos concluir que a única entrada não nula possível de z é zµ(i)µ(j) e,
consequentemente, y = φ̃(αeij) = βeµ(i)µ(j) para algum β ∈ F . Agora, suponhamos
que µ(i) > µ(j). Pela igualdade (3.10) podemos concluir de forma análoga ao caso
µ(i) < µ(j) que y = φ̃(αeij) = βeµ(j)µ(i) para algum β ∈ F . Portanto, dado α ∈ F e
1 ≤ i < j ≤ l, temos

φ̃(αeij) = βemin{µ(i),µ(j)},max{µ(i),µ(j)} para algum β ∈ F. (3.12)

Seja l′ = min{µ(n), µ(m)} e l′′ = max{µ(n), µ(m)}. Suponhamos que φ(αenm)l′l′′ = 0

para todo α ∈ F . Note que φ̃(αenm)l′l′′ = 0, pois dado t = vu, temos

φ̃(αenm) = (tφ(αenm)t−1)l′l′′ =
∑

l′≤r1≤r2l′′
tl′r1φ(αenm)r1r2tr2l′′ = tl′l′φ(αenm)l′l′′tl′′l′′ = 0,

pois por (3.9), φ(αenm) ∈ Rl′l′′
∞ (F ). Seja x ∈ T∞(F ) e escrevamos x = xa + xb + xc onde

xa, xb e xc são

(       --  l    ) 

+1

- diagonal

(       --  l  ) 

+1

- diagonal

respectivamente. De forma análoga ao que fizemos no passo (4), temos que φ̃(xb)l′l′′ =

0, φ̃(xc)l′l′′ = 0. Portanto, φ̃(x)l′l′′ = φ̃(xa)l′l′′ . Como xa =
∑

1≤i≤l′

∑
i≤j≤l−l′

xijeij , então por

(3.12) temos

φ̃(xa) =
∑

1≤i≤l′

∑
i≤j≤l−l′

φ̃(xijeij) =
∑

1≤i≤l′

∑
i≤j≤l−l′

γijemin{µ(i),µ(j)},max{µ(i),µ(j)},

com γij ∈ F . Logo, φ̃(xa)l′l′′ = 0. Como x é um elemento arbitrário de T∞(F ) e φ̃ é
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sobrejetor, temos uma contradição. Logo, φ(αenm)min{µ(n),µ(m)},max{µ(n),µ(m)} 6= 0 para
algum α ∈ F .

(6) Se n < m e µ(n), µ(m) 6= ∅, então µ(n) < µ(m).

Sabemos pelo passo (2) que µ(n) 6= µ(m). Suponhamos que µ(n) > µ(m). Seja
x ∈ T∞(F ) e sejam d ∈ D∞(F ) e a ∈ N∞(F ) tais que x = d + a. Pela Proposição 3.1.3,
φ(a) ∈ N∞(F ). Sendo assim, φ(x)ii = φ(d)ii para todo i ≥ 1. Pelo passo (2) podemos
garantir que existe k > m > n de forma que µ(k) > µ(n) > µ(m). Seja t = tmk(1).
É fácil mostrar que para qualquer α ∈ F , t−1(αenm)t = αenm + αenk. O passo (5)
nos garante que podemos escolher α ∈ F tal que φ(αenk)µ(n)µ(k) 6= 0. Agora, como
φ(t−1αenmt) = φ(αenm + αenk), então φ(αenk) = φ(t)−1φ(αenm)φ(t) − φ(αenm). Como
φ(αenm) ∈ Rµ(m)µ(n)

∞ (F ), pelo passo (5), então

φ(αenk)µ(n)µ(k) =
∑

µ(n)≤r≤s≤µ(k)

φ(t)µ(n)rφ(αenm)rsφ(t)sµ(k) − φ(αenm)µ(n)µ(k) = 0,

o que é uma contradição. Portanto µ(n) < µ(m).

(7) Se µ(n) = ∅, então µ(k) = ∅ para todo k < n.

Suponhamos que existam < n tal que µ(m) 6= ∅. Pelo passo (2), existe p > n > m tal
que µ(p) > µ(m). Como µ(m), µ(p) 6= ∅, pelo passo (5) existe α ∈ F ∗ tal que φ(αemp) 6=
0. Como m < n < p, então αemp ∈ Rnn

∞ (F ). Note que φ(enn) = 0; de fato, como
µ(n) = ∅, então φ(enn)kk = 0 para todo k ≥ 1. Além disso, como φ(enn) é idempotente,
existe t ∈ T∞(F ) tal que t−1φ(enn)t é uma matriz diagonal, pelo Lema 3.1.5. Mas, para
todo i ≥ 1, (t−1φ(enn)t)ii = (t−1)iiφ(enn)iitii = 0 e, portanto, t−1φ(enn)t = 0. Logo,
φ(enn) = 0. Pelo Lema 3.2.1, φ(Rnn

∞ (F )) = {0}, o que é uma contradição.

(8) Existe um endomorfismo sobrejetor ψ : T∞(F ) → T∞(F ) de forma que φ =

ψUpk, para algum k ∈ N. Além disso, ψ leva matrizes não inversíveis em matrizes não
inversíveis.

Suponhamos, primeiramente, que µ(n) 6= ∅ para todo n ∈ N∗. Mostremos que, neste
caso, φ leva matriz não inversível em matriz não inversível. Seja x ∈ T∞(F ) uma matriz
não inversível e sejam d ∈ D∞(F ) e a ∈ N∞(F ) tais que x = d+a. Como φ(a) ∈ N∞(F ),
então φ(x)ii = φ(d)ii para todo i ∈ N∗. Uma vez que x é uma matriz não inversível,
pela Proposição 1.1.1 existe n ∈ N∗ tal que xnn = 0. Pelo passo (3), φ(d)kk = φ(dnnenn)kk

para todo k ∈ µ(n). Logo, como dnn = xnn = 0, então φ(x)kk = φ(d)kk = φ(0enn)kk = 0.
Pela Proposição 1.1.1 segue que φ(x) é não inversível. Portanto, neste caso, basta tomar
ψ = φ e k = 0.

Suponhamos, agora, que exista n ∈ N∗ tal que µ(n) = ∅. Seja m ∈ N∗ tal que
µ(m) 6= ∅. Pelo passo (7), temos que n < m. Seja k = max{l ∈ N∗ : µ(l) = ∅}. Considere
ψ : T∞(F )→ T∞(F ) definida da seguinte forma: ψ(v) = φ(u), onde u ∈ T∞(F ) é tal que
Upk(u) = v. Verifiquemos inicialmente que ψ está bem definida. Sejam u1, u2 ∈ T∞(F )
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tais que Upk(u1) = Upk(u2). Então (u1)ij = (u2)ij se j ≥ i ≥ k + 1. Consideremos
u ∈ T∞(F ) tal que uij = 0 para i ≤ k e uij = (u1)ij = (u2)ij para todo i ≥ k + 1.
Podemos escrever u1 = u+

∑
1≤p≤k

hp com hp ∈ Hp
∞(F ) e (hp)pj = (u1)pj para todo j ≥ p.

Note que hp ∈ Rpp
∞(F ). Como µ(i) = ∅ para todo i ≤ k, então pelo que mostramos no

passo (7), φ(eii) = 0 para todo i ≤ k. Pelo Lema 3.2.1, φ(Rii
∞(F )) = {0} para todo i ≤ k.

Portanto, φ(u1) = φ(u) +
∑

1≤p≤k

φ(hp) = φ(u). Analogamente, temos que φ(u2) = φ(u).

Logo, φ(u1) = φ(u2).

Sejam v1, v2 ∈ T∞(F ). Uma vez que Upk é sobrejetora, existem u1, u2 ∈ T∞(F )

tais que Upk(u1) = v1 e Upk(u2) = v2. Como Upk(u1u2) = Upk(u1)Upk(u2) = v1v2,
então ψ(v1v2) = φ(u1u2) = φ(u1)φ(u2) = ψ(v1)ψ(v2) e, portanto, ψ é homomorfismo.
Seja w ∈ T∞(F ). Consideremos u ∈ T∞(F ) tal que φ(u) = w. Se Upk(u) = v, então
ψ(v) = φ(u) = w. Portanto, ψ é sobrejetora. Assim, temos que ψ é um homomorfismo
sobrejetor.

Seja x ∈ T∞(F ) uma matriz não inversível. Mostremos que ψ(x) é não inversível.
Consideremos d ∈ D∞(F ) e a ∈ N∞(F ) tais que x = d+ a. Pela Proposição 1.1.1, existe
p ∈ N∗ tal que xpp = 0. Como x = d + a, então dpp = 0. Note que d = Upk(u) para
alguma matriz u ∈ D∞(F ) e, portanto, up+k,p+k = dpp = 0. Como p + k > k, então
µ(p + k) 6= ∅. Portanto, pelo passo (3), φ(u)ll = φ(up+k,p+kep+k,p+k)ll se l ∈ µ(p + k).
Como up+k,p+k = 0, então φ(u)ll = 0. Assim, ψ(x)ll = ψ(d)ll + ψ(a)ll = φ(u)ll + 0 = 0

e, consequentemente, ψ(x) é uma matriz não inversível. Logo, ψ é um endomorfismo
sobrejetor que leva matrizes não inversíveis em matrizes não inversíveis.

A proposição acima nos garante que todo endomorfismo sobrejetor φ do anel T∞(F )

é uma composição de dois homomorfismos sobrejetores ψ e Upk com ψ(T∞(F )) =

T∞(F ). Isso nos possibilita aplicar os resultados do Capítulo 2 para descrever os endo-
morfismos sobrejetores de T∞(F ).

Teorema 3.2.3. Se φ : T∞(F ) → T∞(F ) é um endomorfismos sobrejetor, então existe t ∈
T∞(F ), σ ∈ Aut(F ), k, n ∈ N, um homomorfismo de grupos f : (F ∗)n → F ∗ tais que, para
todo x ∈ T∞(F ),

φ(x) =f((x1)k+1,k+1, . . . , (x1)k+n,k+n)InntσUpk+n(x1)+

f((x2)k+1,k+1, . . . , (x2)k+n,k+n)InntσUpk+n(x2),

onde x1 ∈ D∞(F ) e x2 ∈ T∞(F ) são tais que (x2)ij = xij se i < j,

(x1)ii =

{
1, se xii = 0

xii + αi, se xii 6= 0
e (x2)ii =

{
−1, se xii = 0

−αi, se xii 6= 0
,

com αi ∈ F ∗ tal que αi 6= −xii.
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Demonstração. Pela proposição anterior existe k ∈ N e um endomorfismo sobrejetor
ψ : T∞(F ) → T∞(F ) tal que φ = ψUpk e ψ(T∞(F )) = T∞(F ). Pelo Teorema 2.3.2,
existem t ∈ T∞(F ), σ ∈ Aut(F ), n ∈ N e uma aplicação multiplicativa f : (F ∗)n → F ∗

tais que
ψ(y) = f(y11, . . . , ynn)InntσUpn(y),

para todo y ∈ T∞(F ). Dado x ∈ T∞(F ), podemos escrever x = x1 + x2 onde x1 ∈
D∞(F ) e x2 ∈ T∞(F ) são dados no enunciado. Portanto, φ(x) = ψUpk(x1 + x2)

= ψUpk(x1) + ψUpk(x2). Logo,

φ(x) =f((x1)k+1,k+1, . . . , (x1)k+n,k+n)InntσUpk+n(x1)+

f((x2)k+1,k+1, . . . , (x2)k+n,k+n)InntσUpk+n(x2).

Corolário 3.2.4. Se φ : T∞(F ) → T∞(F ) é um automorfismo, então existem t ∈ T∞(F ) e
σ ∈ Aut(F ) tais que

φ = Inntσ.

Demonstração. Sabemos que φ(T∞(F )) = T∞(F ). Seja x ∈ T∞(F ) e sejam x1, x2 ∈ T∞(F )

como no Teorema 3.2.3. Como x = x1 + x2, então φ(x) = φ(x1) + φ(x2). Pelo Corolá-
rio 2.4.3, existem t ∈ T∞(F ) e σ ∈ Aut(F ) tais que φ(x) = Inntσ(x1) + Inntσ(x2).
Considere as extensões Innt : T∞(F ) → T∞(F ) e σ : T∞(F ) → T∞(F ) ao anel T∞(F ).
Então φ(x) = Inntσ(x1 + x2) = Inntσ(x).
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