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RESUMO

Neste trabalho estudaremos o problema misto geral para a equacao de Ko-

rteweg — de Vries (KdV) em um dominio nao limitado:

ug(z,t) + D3u(x,t) + u(z,t)Du(z,t) =0 , em RT x (0,7);
D?u(0,t) + aDu(0,t) + fu(0,t) = 0 , te(0,7T);
u(,0) = ug(a) reR*

onde as constantes « e (3 satisfazem certas condigoes. Como resultado principal, obtemos

a existéncia e unicidade de solugao regular do problema acima.

Palavras-chave: equacao de KdV, Semi-discretizacao, existéncia, solucoes re-

gulares.
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ABSTRACT

We study here the general mixed problem for the Korteweg — de Vries (KdV)

equation in unbounded domain:

ui(z,t) + D3u(x,t) + u(z,t)Du(z,t) =0 , em RT x (0,7);
D*u(0,t) + aDu(0,t) + Bu(0,t) =0 , t€(0,7);
u(z,0) = up(x) , T €RT

where the constants « e [ fulfil certain conditions. Existence and uniqueness of regular

solutions of this problem are proved.

Key-words: KdV equation, Semi-discretization, existence, regular solutions.
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INTRODUCAO

Equagoes que modelam o movimento de ondas em meios dispersivos, lineares
e nao-lineares, tem suas raizes na descoberta de uma Onda Solitaria por John Scott
Russel. Por volta de 1834 ele observou ondas criadas na superficie da agua em um canal,
que pareciam se propagar de forma constante e sem mudar de forma. Russel realizou

varios experimentos deste fenomeno que ele chamou de Ondas Solitarias.

Apés isto, outros cientistas como George Airy e George Stokes se interessaram
pelo assunto desenvolvendo e analisando principalmente os modelos matematicos dos
fenomenos observados anteriormente nos laboratorios. Apesar de certo avanco, vérias
questoes ficaram sem respostas concretas, como por exemplo, por que se realiza uma
propagacao constante de uma onda de forma permanente sobre a superficie da dgua. O
proximo grande avango se encontra no trabalho de Joseph Boussinesq por volta de 1871.
O modelo matematico dele inclui, implicitamente, varias situagoes, as quais originaram
posteriormente as equacoes KdV, BBM e outras. Por uma ironia da Histéria, as equagoes

de Boussinesq nao receberam a valorizagao adequada da época.

Somente em 1895, surgiu o famoso artigo de dois cientistas holandeses, Diederik
Korteweg e Gustav de Vries, que relata uma modelagem matematica essencial sobre as
Ondas Solitarias observadas por Russel. A forma original da equacao principal do artigo
é

3 Jgfl 5 3 1
=3 l(Qn +2an+36nm)

xT

onde 7 é a elevagao da superficie de liquido sobre o seu nivel de equilibrio I > 0, a > 0 é

uma constante relacionada ao movimento uniforme (propulsao linear) do liquido, g > 0



Tl

s . 3
é a constante de gravidade e § = % — 2

¢ a constante relacionada as forgas capilares do

tensor 1" e da densidade p = const > 0.

Podemos dizer que as equacoes de Boussinesq e KAV que descrevem os movi-
mentos de ondas, sao umas das mais familiares nas quais os efeitos dispersivos estao
presentes. O efeito dispersivo ocorre devido a dependéncia de cada comprimento de onda
do pulso, que se propaga pela fibra, com o indice de refracao do meio. Dessa forma, cada
componente espectral do pulso apresentara uma velocidade, gerando um alargamento do
envelope do pulso. De um modo mais simples, podemos dizer que dispersao de uma onda
é o fenémeno no qual a velocidade da onda depende da sua amplitude (ou da frequéncia

no caso de um envelope de ondas), ver [24, 26] para mais detalhes.
O sistema de equacoes

Uy Oéuw:c_gwmmm:
(*>{ +[(1+au)wl; — 0,

Uy + Wy + QWW, — ngzt =0,

descreve a propagacao unilateral das ondas dispersivas na superficie de um liquido e foi
originado por Boussinesq. Sua dedu¢do pode ser encontrada em [2] ou [3]. Fisicamente,
as variaveis redimensionadas u e w estao relacionadas a amplitude e comprimento de
onda, respectivamente. Afim de obter um modelo mateméatico mais relevante em termos
de a e 8 e a0 mesmo tempo mantendo a propagacao em um tunico sentido, considerou-se

a seguinte mudanca de variaveis,

w=1u+ oA+ (B,

onde

A = A(u, ug, uy, ...) € B = B(u,uz, uy, ...).

Substituindo essas novas variaveis em (*), obtém-se duas equagoes que mo-

delam a propagacao unidimensional de ondas longas com pequena amplitude, a saber:

U + Uy + %auuw + %umx =0, KdV

Uy + Uy + %auux — %umt =0. BBM
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A primeira das equagoes é a famosa equacao KdV, ja mencionada acima, e a

segunda é em homenagem aos matematicos Benjamin, Bona e Mahony, ver [2, 3, 4, 5].

Para analise matematica, é conveniente modificar os termos com « e 3 rela-
cionados a amplitude méxima e comprimento de onda, respectivamente. Para isto, pode-
mos fazer a = % e # = 6. Assim, podemos reescrever as equacoes KdV e BBM como

w4+ (14 w)uy + Upge =0, KdV
w4 (1 4+ w)ug — Upyr =0 . BBM

H& muitos estudos sobre a equagao KAV em varias formas. A ela foram
dedicados varios trabalhos sobre problemas de valores iniciais e de fronteira, como os
encontrados em [4, 5, 12, 15, 18, 24]. Em [14] foi resolvido o seguinte problema de valores
iniciais e de fronteira para uma equacao generalizada KdV num dominio limitado:

(") { U + Ugge + g(W)uy + g1 (¢, T)uy + go(t, x)u = f(t,x), Qr = (0,T) x (0,1);
uli—0 = up(x), Ule—o = ur(t), ule=1 = ua(t), Ug|s=1 = us(t),

onde a funcao g satisfaz a seguinte restricao de crescimento
ld(w)| <c, VueR, para algum ¢ > 0.

Um problema misto, com condigoes mais gerais na fronteira para a equacao KdV, em
um dominio limitado foi considerado em [7]. Muitos estudos se concentraram na equagao

linearizada KdV, ou simplesmente, equacao de Airy:

Up + Uggy = f(xvt)a

que constitui para nos, a parte principal da equacao KdV.

Em [8] e [13] foram apresentados estudos sobre problemas de valores iniciais
e de fronteira para a equagao de Airy no dominio Q7 = (0,7") x (0,1) com dados iniciais

e de fronteira como em (F').

O problema de Cauchy para uma equacao de tipo Airy:

{ut:a(x,t)umx , —oo<zx<oo, 0<t<oo;

u(z,0) = f(z),



onde o coeficiente de dispersao pode variar com o espago e o tempo, pode ser visto em [9)].

Neste mesmo artigo, foi considerado o caso mais simples onde a(x,t) = a é constante.

O presente trabalho se dedica inicialmente ao estudo do problema linear de

valores iniciais e de fronteira, no dominio nao limitado R* x (0,7), a saber:

wg(z,t) + D3u(x,t) = f(x,t), em RY x (0,7);
u(x,0) = up(z), z€RT;

D?*u(0,t) + aDu(0,t) + pu(0,t) =0, t€ (0,T);
onde os coeficientes a e (3 sao escalares tais que para qualquer nimero real d > 0
A=f—ads+d5 #0,
>0 e |al <min{26,1},

onde T >0, R" = {z € R; = > 0}, f, f; € L*(0,T; L*(R")) e D’ significa derivada de
ordem j € N com respeito a varidvel espacial z. Note que o dominio R™ x (0,7") é nao
limitado. Como resultado, provamos a existéncia global e unicidade de solugao regular

deste problema.

Nosso objetivo principal é conseguir resolver a equagao KdV nao linear sob as
mesmas condigoes na fronteira. Para isto, nossa abordagem levara em conta dois casos
separados e usaremos o método de semi-discretizacao com respeito a t. Mais ainda,
usaremos a fungao peso exponencial e (onde k > 0 é a taxa de decaimento dos dados
iniciais) para estimar a taxa de decaimento da solu¢do quando z — oo. Obtemos a
existéncia local e a unicidade de solucgoes regulares deste problema na classe de fungoes

exponencialmente decrescentes quando x — oo.

Este trabalho esta dividido em dois capitulos. No Capitulo 1, ha duas secoes.
Na primeira delas apresentamos o resultado principal e na outra uma breve revisao de
algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados principalmente no Capitulo 2, onde
demonstramos a existéncia e unicidade de solucao regular generalizada para problemas

mistos de valores iniciais e de fronteira associados a equacao de KdV. Grande parte da
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teoria desenvolvida neste capitulo é originalmente deste trabalho e eventuais corregoes
serao bem aceitas para melhoria desta dissertacao. Por alguns momentos, seguimos
uma linha de raciocinio anélogo ao trabalho de G. Doronin e N. Larkin, ver [11], que
estuda equacao de Kawahara. Esta dissertagao pode ser vista como uma continuacao do

trabalho de Marcio Antonio Jorge da Silva, que estudou a equagao de Airy, ver [23].



CapiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo, enumeraremos alguns resultados que serao usados no desen-
volvimento do nosso trabalho. No entanto, por serem resultados familiares, omitiremos
assim as suas demonstracoes, as quais podem ser facilmente encontradas em nossas re-

feréncias.

1.1 Problema e resultados principais

Para T > 0 fixo denote Rt = {z € R; = > 0} e Qr = {(x,t) e R*: z €
R*, ¢t € (0,7)}. Em Q7, consideramos a equacao KdV,

uy + D*u +uDu =0 (1.1)
sujeita as condicoes de fronteira e dado inicial
u(z,0) = ug(x), xz€R", (1.2)
D?*u(0,t) + aDu(0,t) + fu(0,t) =0, te€ (0,T); (1.3)
onde os coeficientes v e [ sao escalares tais que para qualquer d > 0

Azﬁ—ad%jtcl%%(), >0 e |a <min{28,1}. (1.4)

Adotamos, por definicao, a seguinte terminologia: dizemos que o problema

(1.1)-(1.3) estd bem-posto se as condigoes (1.4) forem satisfeitas. Caso contrdrio, o



problema se diz mal-posto. A seguir, alguns exemplos de problemas bem-postos e mal-
postos:

Exemplo 1:

w, + D3u+ uDu = 0,

1
D?u(0,t) + §Du(0, t) +u(0,t) = 0;

¢ bem-posto, pois A #0 Vd e Rt e |%\ < min{2, 1}.

Exemplo 2:

u; + D3u + uDu = 0,

1
D?u(0,t) — ZDu(o, t) + 2u(0,t) = 0;

é bem-posto, pois A #0 Vd € R* e | — 1| < min{4, 1}.

Exemplo 3:

u; + D3u + uDu = 0,

D?*u(0,t) — Du(0,t) + 2u(0,t) = 0;

¢ mal-posto, pois A #0 Vd € Rt mas |a| =1 = min{24, 1}.

Exemplo 4:

u; + D3u + uDu = 0,
D?*u(0,t) — Du(0,t) = 0;
também é mal-posto, pois A #0 Vd € Rt mas 3 = 0.
Se considerarmos uma condigao na fronteira mais geral do tipo

§D*u(0,t) — aDu(0,t) + Bu(0,t) = 0;

entdo, se 6 # 0 a condi¢do acima se transforma na condi¢ao (1.3). Por outro lado, se
0 = 0, uma analise simples mostra que um problema bem colocado exige também a = 0

e 3 # 0; o que é um caso muito estudado, ver [3, 4, 14].



Aqui e em diante u : R* x (0,7) — R é uma fungao desconhecida, u; denota
sua derivada parcial com respeito a t > 0, D’ = 37 /027 sao as derivadas com respeito

az € RT de ordem j € N e ug(z) € H3(R™).

Durante todo o trabalho adotamos as notagoes usuais ||-|| e (-, -) para a norma
e o produto interno em L?(R*). Simbolos C, Cy e C;, i € N, significam constantes

positivas aparecendo durante o texto.
O resultado principal deste trabalho é o seguinte:

Teorema 1.1. Sejam ug € H3(RY), a e 3 satisfazendo (1.4) e existe um real k > 0 tal

) <=

Entao existe T > 0 tal que o problema (1.1)-(1.3) tem uma inica solugdo reqular:

que

3
<€kx, [Z |DiU0|2 + ]uoDu0\2

=0

u € L*(0,T; H*(R")),
uy € L°(0,T; L*(RM)) N L*(0,T; HY(R™)).

Além disso, vale a sequinte estimativa:

3

Z D) (t) + (e, ) (t)—l—/o (e"*,|Du,|?) (1)dr

=0

1.2 Notacoes e resultados preliminares

3
> | Diuo|” + [uo Duol”

1=0

IN

>para qgt. te (0,7).

Vejamos inicialmente, algumas defini¢oes e resultados auxiliares que apare-
cerao por todo o texto, principalmente no Cap. 2. Faremos o uso de tais resultados
constantemente e suas demonstragoes podem ser encontradas em [1, 6, 17, 19, 20] .
Seja 2 C R™ um aberto. Denotaremos por

C(Q) ={¢:Q2—R; ¢ écontinua}
C>®(Q) ={p: Q — R ;p é infinitamente diferenciavel}.
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Dada uma fungao u € C(2), definimos o suporte de u como sendo

Supp(u) = {r €905 u(@) 70}
Co(2) = {p € C(Q); Supp(p) C Q é compacto}
Cr(Q) = {p € C=(Q); Supp(p) C Q2 é compacto}.
Dizemos que uma sucessao de fungdes {¢,} C C§°(2) converge para uma funcio ¢ €

C2(92) se, e somente se, existe um subconjunto compacto K C € tais que
(1) Supp(p,) C K, Vv e Supp(p) C K,

(11) D*p,—D%p ; uniformemente sobre K,V o € N".
Com esta no¢ao de convergéncia, denotaremos C§°(£2) por D(2) e o chamaremos de

espago das funcoes testes.

Definicao 1.2. Um Espaco de Banach E é um Espaco Vetorial Normado Completo.
Quando a norma de E provém de um Produto Interno (p.i.), entdo dizemos que E é um

Espaco de Hilbert.

Definicao 1.3. Diz-se que uma funcao u : 0 — R € mensurdvel quando w € o limite

quase sempre (q.s.) de uma sucessdo de funcgoes do tipo escada.

Seja p € R tal que 1 < p < 0o. Denotamos por
LP(Q) ={u:Q — R ; u é mensuravel e/ lu(x)|Pdr < oo}
Q

Em LP(Q) hé uma identificagdo entre fungoes que diferem entre si, em pontos de um
conjunto de medida nula. Podemos definir uma norma em LP(f2), associando a cada

(classe de funcoes) fungao u € LP(£2) o nimero real

1/p
vy = [ / |u<x>|pdx] .

Com isto, (LP(€2); ] - ||zr(0)) € um espago de Banach para todos 1 < p < oc.
No caso particular p = 2, os espacos L?*(f2) sao espacos de Hilbert com p.i. dado por

(u,v) = /u(x)v(x)dx e norma |lul|2() = v/ (u,u). Logo, toda teoria construida para
0



os espacos de Hilbert pode ser aplicada a L?((2).

Se p = oo, denotamos por
L*(Q) ={u:Q — R; u é mensuravel e |u(z)| < A ¢.s. em Q}.

Neste caso, como |u(z)| < A g.s. em Q diz-se entdo que A é majorante essencial de u.
Seja A ={A e R; |u(x)] <\ g.s. em Q} e definimos supess|u| = infA. Podemos assim,

definir uma norma em L>(2) associando cada u € L*°(€2) o ntiimero real
||| oo () = supess|ul,

e com isto o espaco (L>(€); || - [|z=(q)) ¢ um Espaco de Banach.

Suponhamos agora 1 < p < oo e m € N. Representaremos por
WmP(Q) ={u e LP(Q); D*ue LP(Q), V0 < |al <m},

onde a derivada se da no sentido das Distribuicoes. Nestes espacos podemos definir

normas como segue

HU”me Z / |D%u(x)|Pdx, sel<p<oo;
la|<m
|| lwm.oe () = Z supess|Du(z)| , sep=oc.
la|<m
Assim definido, (W™P(Q); || - |[wmr)) é um espago de Banach. No caso particular p = 2,

representaremos W™2(Q2) por H™(£2) que sao espagos de Hilbert com o p.i.
(u,0)) = > (D*u, D) ; Y u,v € H™(Q).
la|<m
Podemos definir também uma semi-norma em W™P(Q), 1 < p < oo, como a seguir:
Para cada 0 < j < m, consideremos os funcionais:

1/p 1/p

iy = | Y / Doue)Pde| = | S 1Dl |

loo|=j | =3

note que para j = 0 temos |u|o, = ||u||zr(). Para maiores detalhes ver [1].
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Seja X um Espago de Banach e T' > 0 um numero real. Representaremos
por LP(0,7;X), 1 < p < oo o espaco de Banach das (classes de) fungoes vetoriais u :
(0,7) — X mensurdveis tais que ||u(t)||x € L*(0,T), munido da norma ||ul|ro,rx) =

1
[/T ||u(t)||§(dt} /p. Representaremos por L>(0,7; X) o espago de Banach das (classes
de)0 fungoes vetoriais u : (0,7') — X mensuréveis tais que ||u(t)||x € L*°(0,7T), munido

da norma ||u||Loo(07T;X) = supesste(07T)||u(t)||X.

Dado (F;|| - ||g) um espago de Banach, o dual topolégico de E define-se por
E'={f:E— R; félinear e continua}, munido danorma || f|| g = sup,cp o) z<1/(f> 7)|
também é um espaco de Banach. Do mesmo modo, podemos definir o bi-dual de E de-
notado por E” com a norma ||{|[zr = supsep iz, <115 -

Como pode ser visto em [6], a aplicacao

J:E — E"

37'—>Jx,

onde J, : E' — R é tal que J.(f) = (f,x) ,V f € E', ¥V x € E; é um isomorfismo de
E sobre J(E) C E”, o que nos permite fazer a identificagdo F = J(FE).

Dizemos que E ¢é reflexivo quando J(E) = E” e que E é separavel se existe

um subconjunto D C E enumeravel e denso em F.

Com relagao aos espacos LP acima mencionados temos que

[LP(Q)] = LYQ) , 1<p<ooe%+%:1;
[LHQ) = L=(Q), [L=(Q)] 2 L'();
[LP(0,T; X)) =2 L0, T;X'), 1<p<ooe }9 + % =1

Sendo E espaco de Banach, para cada f € E’ consideremos ¢y : £ — R dada por

vf(z) = (f,x) ; Vo € E. Quando f percorre E’ obtemos uma familia de aplicagoes

{or}rep

Definicao 1.4. A topologia fraca o(E, E") em E € a topologia mais grossa (menos fina)

em E no qual todas funcoes oy, f € E' sio continuas.

11



Definigao 1.5. A topologia fracax o(E',E) em E' é a topologia mais grossa (menos

fina) em E' no qual todas funcgées J,, v € E sao continuas.

Com estas definicoes podemos definir convergéncia forte e fraca de uma
sucessao de funcoes e obter uma relacao entre elas, como veremos mais adiante nos re-
sultados. Antes, porém, relataremos alguns resultados mais conhecidos que serdao muito

uteis no Cap. 2.

Teorema 1.6. C'(R2), Co(2) e C*(Q) sao densos em LP(Q) para todos 1 < p < oo.

Demonstracao: Ver [1].

Teorema 1.7. LP(S2) € reflexivo se, e somente se, 1 < p < oo.
Demonstracao: Ver [1].
o L1(Q) e L*°(02) nao sao reflexivos.

Teorema 1.8. LP(Q)) é separdvel desde que 1 < p < oo.

Demonstracao: Ver [1].
e [*>°(Q) nao ¢é Separdvel.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Young). Sejam a e b nimeros reais e 1 < p < co. Entdo,

para todo € > 0 temos que:

P —1p|? 1 1
afp < E O e 2L g (1.5)
p q P q

Demonstragao: Ver [17].

Teorema 1.10 (Desigualdade de Holder). Se u € LP(Q) e v € LI(Q), entdo uv € L'(Q)
e vale
| turlde < oo lolav,

1 1
ondel <p<oce—+-=1.

p g
Demonstracao: Ver [6] ou [20].
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e Quando p = 2, a Desigualdade de Holder é conhecida como Desigualdade de

Cauchy-Schwarz que representaremos como

|(w, 0)| < [l 2@llv]] 22 (1.6)
Teorema 1.11 (Desigualdade de Minkowski). Se u,v € LP(2). Entao
lu+v|lr@) < |Jullze@) + V)@ 3 1< p < o0. (1.7)
Demonstracao: Ver [20].

Teorema 1.12 (Ehrling). Suponhamos que Q satisfaz a propriedade do cone uniforme,
ver [1] e seja eg > 0 qualquer. Entdo eziste uma constante § = 6(gg, m,p, ) tal que para

quaisquer 0 < € < &g, inteiro 0 < j <m —1 eu € W™P(Q) vale a sequinte estimativa
=J_
uljp < 0[ulm,p + 5™ |ufo,p. (1.8)

Demonstracao: Ver [1].

e Em termos de notagoes definidas anteriormente, podemos reescrever (1.8)

Ccomo
1/p 1/p
« « =i .
S gy | <02 | S 1Dl | 05l Vi = L m L
|oe| =4 loo|=m

(1.9)

Teorema 1.13 (Representagao de Riesz-Fréchet). Seja H um espago de Hilbert. Para

toda forma linear e continua p € H', existe uma unica f € H tal que
{p,v) = (f,v) ; Vo€ H.

Além disso, ||lla = || f1 -

Demonstracao: Ver [6].
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Seja E um espago de Banach. Dada uma sequéncia {x,} C E, uma sequéncia

{fn} CE ex € FE, fe€ E denotaremos por:

e 1, — 1z, a convergéncia forte de x, para z, isto é, ||z, — x||g — 0 se

n — 0o

e 1, — ux-fraco, a convergéncia fraca de x, para x em F na topologia
o(E,E").

e f, — f-fracox, a convergéncia fracax de f,, para f em E’ na topologia
o(E' E).

e f, — [, a convergéncia forte de f, para f, isto é, ||f, — fller — 0 se
n — oo.

Teorema 1.14. Seja {z,} C E. Entao valem as sequintes sentengas:
(i) x, — x-fraco <= (f,x,) — (f,x); V f € E'.
(i1) z, — x = x, — x-fraco.
(111) ©, — x-fraco = ||z, ||g € limitada e ||z||g < limyinf||z,| &
() Se x, — x-fraco e f,, — f forte em E', entio (f,,xn) — (f, x).

Demonstragao: Ver [6]. n

Teorema 1.15. Seja {f,} C E’. Entdo valem as sequintes sentengas:
(1) fo — f-fracox <= (fn,x) — (f,z); Vx € E.
(17) fo— f = fo— f-fracox.
(1ii) frn — f-fracox = ||fullp € limitada e ||f||p < limyinf]| ful & -
() Se f, — f-fracox e x, — x forte em E, entao (fn,x,) — (f, x).

Demonstracao: Ver [6].

Teorema 1.16. Sejam E um espago de Banach separdvel e { f,} uma sucessao limitada

de E'. Entao existe uma subsucessio {f, } de {fn} que converge na topologia fracax
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o(E'E).

Demonstracao: Ver [6].

Teorema 1.17. Sejam E um espago de Banach reflexivo e {x,} uma sequéncia limitada

de E. Entio existe uma subsequéncia {x,,} de {x,} que converge na topologia fraca
o(E,E").

Demonstracao: Ver [6].

Como consequéncia, temos que o Teorema 1.17 vale nos espacos LP com 1 < p < oo.
Mais ainda, todo espaco de Hilbert H é reflexivo, ver [6], e portanto vale o Teorema 1.17

em H.

Observacao 1.18. Gracas ao Teorema da Representacdo de Riesz-Fréchet, podemos
identificar os espagos de Hilbert H com seus duais topoldgicos H', mais detalhes ver [6].

Além disso, dizemos que uma sequéncia

T, — X fraco em H <= (x,,y) — (20,y) , YV y € H;

onde ( -, - ) representa o produto interno em H.

Lema 1.19. (Desigualdade Discreta de Gronwall) Seja k,, uma sequéncia de nimeros

reats nao-negativos. Consideremos uma sequéncia ¢, > 0 tal que

¢0 S 9o,

n—1 n—1
¢n§90+zps+zks¢sa n21
s=0 s=0

onde go > 0 e ps > 0. Entao para todo n > 1

n—1 n—1
¢ < <90+Zps> eXp{ k}
s=0 s=0

Demonstracao: Ver [22].
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Lema 1.20. (Desigualdade Diferencial de Gronwall) Seja u(t) uma fungao nao-

negativa e diferencidvel em [0,T], que satisfaz:
u'(t) < f(tu(t) + g(t)
onde f(t) e g(t) sao fungoes integrdveis em [0,T]. Entdo
u(t) < elo () {U(O) + /tg(s)e_fos f(T)des} , Vtel0,T].

0

Se f(t) e g(t) forem ndo-negativas, entdao a expressio torna-se

u(t) < elo 7T {u(0)+/otg(s)ds], vt € 10, 7).

Demonstragao: Ver [22].
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CapriTULO 2

Existéncia e unicidade de solucao
para equacao KdV com condicoes de
fronteira gerais

2.1 Problema estacionario

Nesta secao, nosso objetivo é resolver o seguinte problema de fronteira:
D*u(z) +du(z) = f(z), x€RT, (2.1)
D?*u(0) + aDu(0) + Bu(0) = 0, (2.2)

onde d > 0 é qualquer, f é tal que

kx

fe L RY)NCMRY) tq |[f(z)|<Me 2; k>0 VreR", (2.3)

onde M é uma constante positiva qualquer e a e 3 satisfazem (1.4). Aqui u : Rt — R é

uma funcao limitada desconhecida e D™ denota a m-ésima derivada com respeito a x.

Sendo (2.1) linear, temos pela teoria de equagoes diferenciais ordinérias, ver

[10] ou [16], que uma solugao geral para a equagao (2.1) vem dada por
u(z) = uc(x) + up(z), (2.4)

onde u,(z) é uma solucdo particular para a equagao (2.1) e u.(x) é uma solugio geral

da equacao homogénea associada
Du(x) + du(z) =0, z€R". (2.5)
A equacao caracteristica para (2.5) é A3 + d = 0, cujas raizes sao:

17



d1/3 d1/3
A= —d'3, N\ = 3 (14+4V3) e A== (1—-1iV3).

Logo as solugdes de (2.5) sao

_1/3 o él/d . - av/3.,
u =e d m’ 5 = e? (1+iv3)z e 3 =e? (1 Z\/g)a:

Usando as solucoes complexas s e ugz, obtemos as seguintes solucoes reais,

al/3 1 al/s . 1
uy =e2 Tcos(dixr) e wuz=e2 Tsin(dsGx).

3
Note que o Wronskiano W(z) =W = 5\/§d # 0, assim as solugoes uy, us € ug sao L.l e

uma solucao geral da equagao (2.5) é:

1 / 3 / 3
ue(z) = Cre= " 4 C'gegl E cos(dégx) + 6'36%1 ki sin(d? gx) (2.6)

Usando o Método da Variagao dos Parametros, uma solucao particular u, para a equacao

(2.1) é dada por

wie) =Y [ s

onde W; , j =1,2,3; ¢ obtido de W substituindo a j-¢ésima coluna por | 0 |. Efetuando

os calculos, obtemos que

18



Assim a solugao particular de (2.1) é,

! “d”
u, = e4 /3"’”/ = et f(s)ds
0 3

1/3 1 r di2
— e% " COS(di‘s\/Tg.’B)/ — 36 4% (\/_sm(ds %S) +COS(d%
0

SN

w

3

2
1 Td”s 1 1 1
4 et sm(di%%:)/ 3 Cemds (\/gcos(d?r\/——s) —sin(ds —s) | f(s)ds
0
(2.7)
Das igualdades (2.6) e (2.7), a solugao procurada é dada por,
d1/3 d % dl/s
- Ci+ § *f(s)ds
+ et COS(d%73 ( —/ g o8 (\/gsin(dégs) + Cos(d;’?s)) f(s)ds)
0
2
1 L L 1z
tete sin(d3s \/731:) (Cg + 3 Pt <\/§cos(d§§s) - sin(d§?3)> f(s)ds) :
0

(2.8)
Queremos que as duas segundas parcelas do lado direito de (2.8) sejam finitas quando

T — 00 e para que isto ocorra, vamos impor que:

2

Sl 1
02:/ § se al/3, <\/_s1n(d3\/758)+(305(d‘1’
0

073 3 3
Cs = —/ &g <\/§Cos(d§£s) — sin(d§£3)> f(s)ds
o 3 2 2
Agora, determinaremos a constante Cy usando a condigao (2.2). Como

U(O) = 01 + CQ,

o ds . ds
DU(O) =—d3C; + 5 Csy + 5 \/303,

D2u(0) = d5Cy — gSCg - gg\/ﬁcg,
temos de (2.2) que
ds ds
(dsOl—— Cy+ = V3Cs) + a(— d301+ 02+ f03>+5(01+02)

2
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Donde,

Logo,
d—2/3

00 41/3 , 1vV3 1 13
C, = aA /0 o3 (A cos(d3 gs) —V3A sin(dSéS)) f(s)ds. (2.9)

onde A" = —3 + ads +2d5 e A" = 8+ ads . Substituindo as constantes Cy e C em

(2.8) e reorganizando os termos segue que

u(xr) = g4 {C’lJr%_g/ edl/gsf(s)ds]
0

Wl

+ g

/ o3 -a) (cos dég(s —z) 4+ V3sin dé\g(s — x)) f(s)ds,
(2.10)
¢ uma solugao para o problema (2.1)-(2.2), onde C; ¢é dada por (2.9). Da expressao

(2.10) e como f satisfaz (2.3) vé-se facilmente que
lu(z)| = 0 quando =z — oo.
Mais ainda, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja f € L*(RY). Entdo o problema (2.1)-(2.3) admite uma tnica
solugio uw € H3(RY) tal que

||u||H3(]R+) < O||fHL2(R+)‘

Demonstracao: Ver [23].

2.2 Problema de evolucao linear

Consideremos o seguinte problema linear de valores iniciais e de fronteira:

u, + D3u = f(x,t), (2,t) € Qr; (2.11)
D*u(0,t) + aDu(0,t) + pu(0,t) =0, t€ (0,T); (2.12)
u(z,0) = up(z), x€RT; (2.13)

20



onde

Uy € Hg(R+),

o fe € C(0,T; L*(RY)); (2.14)

ngymwﬁ+/‘W%ﬁmH¢Wﬂmmﬁ<m; (2.15)

onde a e (3 satisfazem (1.4).

Para abordar (2.11)-(2.13) usaremos o Método de Semi-Discretizagdo. Para

maiores detalhes, ver [11] ou [17]. Considere

e para cadan =0,1,..., N pondo t = nh definimos

frH @) = f(@,[n = 1]h).
Podemos aproximar (2.11)-(2.13) pelo seguinte problema

un
Lu" = — + D" =

h

D2™(0) + aDu™(0) + Bu™(0) = 0

u’(z) = uo(z) € H*(R™)

T
h=—>0,

u
4 fn—l

N eN

Y

Y

(2.16)
r e RY; (2.17)
n=1,...,N; (2.18)
r € R, (2.19)

Devido aos resultados da Secao 2.1, dados f*~! € L*(R") e u"! € L*(R") satisfazendo

[f7H @)+ Ju T ()] < Cen,

0> 0,

existe uma unica solugao u"(z) € H3(R") de (2.17)-(2.19) tal que

Isto implica em

ju"(x)| < Ce™.

(2.20)



Proposigao 2.2. Seja uy € L*(R™) e f(z,t) € C(0,T; L*(R")) tal que para todo t €
(0,7) temos
Jug ()| + | f (,8)] < Ce™, 6> 0.

Entao o problema (2.17)-(2.19) admite uma unica solugao
u" € H3(R™T),
para todosn =1,..., N tal que

lu™(z)| < Ce .

Demonstragao: Para n = 1 temos f(z) = f(x,0), u’(z) = uo(z) e (2.17)-(2.19)

torna-se
O | pie) = fa,0) + 2 = pia),

D*u!(0) + aDu*(0) + Bu'(0) = 0.
Devido a (2.14)-(2.15),

F'e L*(RY) e |F'(x)] < Ce™.

1
Como 7 > 0, pelo Teorema 2.1, existe uma tnica solugao u' € H3(R™) do problema

acima satisfazendo |u!(z)| < Ce™%*. Agora para n = 2, (2.17)-(2.19) torna-se

UQ(x) 3 9 - ul(I)
T+DU(I)—f(l‘,h)+ h

D?*u?(0) + aDu?(0) + fu?(0) = 0.

= F?(x),

onde F? € L*R*) e |F?(x)] < Ce . De novo, pelo Teorema (2.1), existe uma
tinica solugao u® € H*(R") tal que |u?(z)] < Ce**. Repetindo este procedimento, o
resultado segue. Para provar a solubilidade de (2.11)-(2.13) é suficiente passar o limite

em (2.17)-(2.19) quando h — 0. Isto pode ser feito por:

Lema 2.3. Suponha que a condi¢ao (2.15) seja vdlida. Entao para todo h > 0 suficien-
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temente pequeno e para todo l =1,..., N as solugoes u™(x) de (2.17)-(2.19) satisfazem

sup { (e, |u[*) + (2, uf )}

1<I<N

l
+> {(e", [Du" ) + (e, | Dup )k }

n=1

SC{X%“ﬂﬁmﬁﬁA@Wﬁ+ﬁmw% (2.21)

1=0

onde a constante C' > 0 nao depende de h > 0.

Demonstracao: Para provar (2.21) vamos calcular algumas estimativas independentes

de h > 0 para u” e uj, e considerar § = k.

ESTIMATIVA I. Multiplicando (2.17) por e**u™ e integrando sobre R obtemos

> A 7
- -
M I I
2 3
I

1
E<un _ unfl7 ekzun) 4 (D3un7 ekazun) — (fnfl’ ek::run> (222>

Depois de integrar por partes e usar a desigualdade de Young em algumas etapas obtemos

e I G D)

L > o o ; (2.23)
L > K |u"(0)|* + Kz| Du"(0)|” + %(ekx, | Du ) — %3(61617 [u” ), (2.24)
onde
K1=ﬁ—%2—|aT+k| KQZ%(l—\OMLkD;
Iy < (M 1) + 5, 1), (225)
Logo, por (2.22) temos que

3k k 2 (ek:v’ |un|2) (ekx7 |un—1|2>

O kT | Dy _

< ) (O + 10w O)F) + (5 + 5 ) (@)
(@ 1)

+ 2 )
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onde Cy (k) = max{| K|, | Ka|}.

Somando de n =1 até n =1 < N e multiplicando por 2h obtemos

l
3k Y (e, [Du)h + (e, [u'[") — (", ud)

n=1

l l
< Co(k) D (IDu (O + [ (0)) k| + (K + 1) > (b, [u"*)h
n=1 n=1

+Z(6"”7 )R, (2.26)
n=1

onde Cy(k) = 2C (k).
Fazendo k = 0 em (2.22) e usando (2.23), (2.24) e (2.25) chegamos a desigualdade

1 1 1 2
Du" 2 n u” n—1 ™ 2 S| £n—1
Cs| Du"(0)]* + Caylu™(0)[* + 2h” I - ol I* < L a1 P

onde

>0 e 04:6—%>0.

1—|af

Cs = 5

Somando de n =1 até n =1 < N e multiplicando por 2h obtemos

l

l -1
n n 2 n n
2hC5 > (|Du(0)* + [u™(0)*) + [[u'|” — fluol® < 2> [l + 137 (227)
n=1 n=0

n=1
onde

C% ::HﬂD{C%,Ch}.
Considerando 0 < h < % temos
1 , -1 -1
Sl < ol + 2> Nl + 2> NI
n=0 n=0
Dai
, -1 -1
2 ny2 ny2
'™ < 2fuoll* + 20 Y [lu"l* + 20y |1 £7]1
n=0 n=0
Aplicando o Lema Discreto de Gronwall obtemos
, -1
lu']]” < <2||U0||2 +2h) Hf”||2> exp(2hl)
n=0
-1
< <2||Uo||2+2h2||f"||2) exp(2T). (2.28)
n=0
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Note que

N N 00 T poo
O =Zh/ (@) dng/o/O 12 (. t)dadt,

onde M > 0. Logo, de (2.28) temos

T poo
ld||” < M, (HuoH2 +/ / fz(a:,t)dxdt> ,
0 0

onde M; = max{2¢e*’ 2Me?}.

Novamente, considerando 0 < h < £, de (2.27) obtemos

l -1 -1
2hC5 Y (1Du™(0)* + [u™(0)[*) < lluol® + Y flu™I* + 2 > (1)1
n=0 n=0

n=1

Como |[u”||* < sup |[u"]?, o que implica por (2.29) que
0<n<N

-1

> sup [u"(|*h

5 0<n<N

N o
;%MJL {HUOH2 + /OT/O fQ(x,t)dmdt}

T o)
= MT {Huonu/ofo fQ(x,t)dxdt].

IN

-1
> |k
n=0

IN

Logo, de (2.30)

l

n=1

onde M, = % Entao usando (2.31), temos de (2.26) que

l
3k D (M, 1D )b+ (¢, Jul ) < (5, uf)

n=1

l
+ C3(k) [|u0H+// fQ:L'tdxdt} (K +1)> (", [u"[*)h
n=1

l
T n—1,2
+ > ()R
n=1

onde Cg(k’) = MQCZ(k)

25
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Considerando h suficientemente pequeno tal que 0 < (1 + k3)h < % obtemos
l 1 2
3k Z(’“ [Du )b+ 5 (5, | ]) < (€, uf)

-1
+ Cs(k )[||u0|| +/ / Pz t)dmdt] + (K1) (e, [u"[*)h
n=0
-1

+ ) () (2.32)

n=0
Note que kz > 0 (pois k > 0 e > 0). Logo ¢ > 1. Entao |Ju||* < (€**,u2). Também

temos

-1 N

n—= :O

O
// M 2 (x, t)dadt,

onde Mj > 0. Fazendo Cy(k) = 1+ M5 + C5(k), (2.32) torna-se

| /\

I
3k Z(ekx, |Du™|*)h + %(sz, |ul\ ) < Cy(k) [ ,ug) / / e 2 (2, t) d:cdt]

n=1
-1

+(k* +1) (ekx, |u”|2)h

n

Il
o

Dai
Ciad |ul| ) < 2C4(k) [ ,ug) / / e f2(x,t) d:cdt]
-1
2(k* + 1) (e, [u"[*)h VI < N.
n=0
Aplicando o Lema Discreto de Gronwall obtemos
(5, [ul %) < 2C4 (k) [ ) / / ko g2y t)dxdt} expl20h (K + 1)]
< 2C4() {(ekw,ugw / / ke 2(m,t)dxdt] exp[2T (K + 1)]. (2.33)
0 Jo

Note que
-1

—1

n:O :0 =
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Dal, de (2.33) obtemos

-1
n:O
—

< (K2 +1) h [204(k:) {(e’“,ug)—l— / ' / T eks fz(x,t)dxdt] exp[zT(k?’H)]]

n=0

< (K* + )2TC4(k)[ ,ug) / / kfo:ct)dxdt] exp[2T(k* +1)].

Logo

l

> (e, |Du"*)h < C5(T, k) { Jul) / / e f2(x,t) dxdt] (2.34)

n=1

ESTIMATIVA II. Escrevendo (2.17) como (Lu"™ — Lu™~1)/h temos

n—1
h

D*u}(0) + aDuj(0) + Bu(0) =0, n=1,...,N;

Lyuf = + D = fr7t 2z e RT (2.35)
up = uy(x,0) = f(z,0) — D’ug(x);

f,?(x) = fi(x,0).

Multiplicando (2.35) por e*u?, integrando sobre RT e repetindo os cdlculos usados na
estimativa I obtemos
! T
(@ )+ S DI < Gl k) (a0 + [ (e 0|
n=1 0
3

< CHT k) | D (e, [Diug ") + / T(e’“,ff +f2>(t)dt] : (236)

‘ .
o

O resultado segue de (2.33), (2.34) e (2.36).

Teorema 2.4. Seja ug(z) e f(x,t) satisfazendo (2.14) e (2.15). Entao (2.11)-(2.13)

admite uma unica solucao
we L=(0,T; H*(RT)),
u € L(0,T; LA(R*)) N LX(0, T; H'(RY)),
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tal que

sup { (e, u®)(t) + (e, u})(t)} +/O (" | Dul?)(t)dt +/0 (" | Duy|*)(t)dt < oo.

t€(0,T)
Demonstragao: Reescrevendo (2.17)-(2.19) como

D3u"™(z) + u™(z) = u"(z) — u(x) + f* Hx) = F(z), x€RT
D*u™(0) + aDu™(0) 4+ Su™(0) =0, n=1,..,N;

u'(x) = uo(x), x€RY
e levando em conta o Teorema (2.1), encontramos uma solugao u" € H?*(R™) tal que
10" s ey < CIE@)]]

Note que u™, u} € L*(RT) (basta fazer k£ = 0 no Lema (2.3) e usar a hipGtese (2.14)-
(2.15)), por isso aplicamos o Teorema (2.1).

Dai

ni2 2 n n n—112
[u" s ey < ClF (@) 72@ey = Cll —up +u” + f 1||/:2(JR+)

n||2 n||2 n—112 T n|2 x n|2
< Cillupllfamry + Crllu™ oy + CLll I a@ey < CLle, [up®) + Ci(e", [u™]*)
3

T
+ Cillf (2, D)2z < Co {Z(ekma D' [*) + |1 £ (&, )12y +/O (e, f2 + ff)(t)dt} ,

i=0
onde a constante (5 para h > 0 suficientemente pequeno nao depende de h. Como as
estimativas (2.33), (2.34), (2.36) e a desigualdade acima sdo uniformes em h > 0, os
argumentos padrao (ver [17]) implicam que existe uma funcao u(z,t) tal que

u™ — u fraco* em L>*(0,T; H3(R"))

ul — uy fracox em L*>(0,T; L*(R")) N L*(0,T; H'(R"))
onde u™ e u} sao interpolagoes de u" e u} respectivamente e u(z,t) é a solugao de

(2.11)-(2.13). Para maiores detalhes, ver [17] ou [23].
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2.3 Problema nao-linear. Solucoes locais

Nesta secao provaremos a existéncia de solugoes regulares locais para o seguinte problema

nao-linear:
ug + D3 = —uDu, (x,t) € Qp; (2.37)
D*u(0,t) + aDu(0,t) + pu(0,t) =0, t€ (0,T); (2.38)
u(z,0) = up(z), xR (2.39)

onde « e [3 satisfazem (1.4). O resultado principal aqui é

Teorema 2.5. Sejam « e [ satisfazendo (1.4), uo(x) € H*(RT) e para algum k > 0

tem-se
3

> (€5, Do) + (¢, [ug Do ) < 0.
i=0
Entao eziste um real T > 0 tal que (2.37)-(2.39) possui uma tnica solug¢do reqular em

Qr e

up {(,u?)(t) + (", ud) (1) }

—i—/o [(e", | Dul?)(t)dt + (¥, | Duy|?)(t)dt] dt

3
S (€, [Diugl*) + (4, [ug Do) | -

=0

< O(T, k)

Demonstracao: Provaremos este teorema usando o Teorema do ponto fixo de Banach
(ou o Principio da Contracao). Considere X = L>(0,T; H3(R")), Y = L*°(0,T; L*(R™))N
L*(0,T; H'(R™)). Seja V o espago
V= {v:R"x[0,T] -R:veX,unecY,
D*v(0,t) + aDv(0,t) + Bv(0,t) = 0,
v(x,0) = uo(x)}

Cco1m a norma

loll = teS(léI)T){(@”,vQ)(t)+(6’”>vf)(t)}

+ /0 [(e"*, | Dv[*)(t)dt + (™, | Duv,|?)(¢t)dt] dt. (2.40)
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Prova-se que (V]| - ||) é um espago de Banach. Defina primeiro

2C (k) 20C (k) 12C4 (k) 60C (k)
Cr = 1 1 4 2
max{ + c. + c. + c: + C- ;
de 6 = ! Lemb Ci(k) = {|K1|, |K2|}, onde K; = 3 K
onde § = AR embre-se que C}(k) = max{|K4|,|K:|}, onde K; = 5
a+k 1
L——é——l (§] ](é:: 5(1 —'|Of+’k|)
Agora defina
Br={veV:|v|, < RV8C*}
e R > 1 tal que
3
> (er | D uol” + Ju Dug|*) < R2. (2.41)
i=0
Para qualquer v(z,t) € By consideremos o problema linear
u + D*u = —vDv, (z,t) € Qr; (2.42)
D?u(0,t) + aDu(0,t) + pu(0,t) =0, t<€ (0,T); (2.43)
u(z,0) = up(z), = eRT; (2.44)
onde « e [ satisfazem (1.4).
Vamos mostrar que f(x,t) = —vDv satisfaz as condigbes (2.14) e (2.15). Note que

=0

———
02z, 1) = | lim o*(x, £) —0*(x, )] =

/:OD (v*(z,t)) dx /:OQU(x,t)Dv(x,t)dI

< /OO|20(x,t)Dv(x,t)]dx < Q/R+ |v(x,t) Dv(z,t)|dz < 2||v||(t)||Dv]|(t) < co.

Logo, existe sup |v(z,t)].
x€R+

Dai, por (2.40), temos que

T T
/ / ekx|va|2dxdt < sup (sup |U(x,t)|2> / / e’“|Dv|2dxdt < 00.
0o Jr+ t€(0,T) \xeR+ 0o Jr+

Também

T T
/ / ekx‘(va)thlL‘dt < 2/ / ek (‘UtD’U’Q + ‘UDUtIQ) dudt
0 JRT 0 Jr+

T T
=2 //ekm|vtDv|2dxdt—|—/ / "o Duy|*dadt | . (2.45)
Jo Jr+ o Jo Jre )

-~ -~

Il 12
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Note que

/ekI|DU(x,t)|2dm:/ "2 Dv(z, 0)|*dx
R+

R+
t t
—1—/ 2(e]“”,]DU(JU,T)F)CZT:(e"”””,|Du0\2)—l—/ / 2eM Du(z, 7) Dv(x, T)dxdr
o OT 0 JR+
¢
< (€M, [ Dugl*) +/ / " (| Dv|* + | Dv,|?)dzdr.
o Jr+

Dai

sup / ekm|Dv|2da:§/ e*| Duy| dx+/ / |Dv! + [ Dyl }dmdt. (2.46)
) JR

te(0,T

Logo
T T
]1:/ / ekx\vtDv|2dxdt§/ <Sup v, | ekm|DU|2d:z:> dt
0o Jr+ 0 \xeR+ R+
T
<2 sup |lvl (||th||/ e’“:|Dv|2dx) dt
t€(0,T) Rt
T
<2 sup flu] sup [ e|Dofds [ v o
t€(0,T) te(0,T) JRT 0
<2 sup ||lvg| sup e |Dv|"dx | = | (14 ||Duv|")dt| < o0, (2.47)
t€(0,T) t€(0,T) JR+ 2Jo
e
T
12:/ / " v Dvy|*dzdt < sup (sup |v?(z, )] )/ / " | Dvy|*dzdt < oc.
0 Jrt t€(0,T) \xeR+ R+
(2.48)
Logo f(x,t) = —vDwv satisfaz as condigoes (2.14) e (2.15). Entao existe uma tnica fungao

u(x,t) € L°°(0,T; H*(RT)) que resolve (2.42)-(2.44). Logo pode-se considerar um ope-
rador P relacionado a (2.42)-(2.44) definido sobre v e tal que u = Puv.

Lema 2.6. Existe um real T = T(R) > 0 tal que o operador P : u = Pv leva Br nele

mesmo.

Demonstracao: Para provar este lema faz-se necessario algumas estimativas:

ESTIMATIVA 1. Multiplicando (2.42) por u e integrando sobre R™ temos

(ug, u) + (D*u,u) = (—vDv, u) .
I I I
1 2 3
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1d
I = (U;Ut) = th” ||L2 R+)»

Iy = (D*u,u) > Cs ([u(0,8)[* + | Du(0,£)[*) ,

1 1
I3 = (—vDv,u) < §||u||2 + §||UDU||2.
Logo
d. 2 C 2. 1p 2\ < Il Doll? 4
—ull*(®) + C5 (ju(0, O + [Du(0,)FF) < [Jul*(t) + [leDo[*(®). (2.49)
Mas
llvDvl?(t /|vxtDvxt)|dx<supv xt/|Dvxt|da:
xERT
Note que

sup vz, £) < 2]l (&) | Dol (8 s2(/‘km2@tym) (/ &ﬂDvmxn%m)
xeERT R+ R+
< 2.3RVC*(R? + 8R2C™)?.

Dai
lvDu|2(t) < 6RVC(R? + SR*C*)* (R? + SR2C™).

Logo por (2.49) e pela desigualdade acima,
d 2
Dl < ) + i (R),

onde Cy(R) = 6RV/C*(R? + 8R*C*)2 (R? + 8R2C™).

Pelo Lema de Gronwall,
lull*(t) < e (lluol* + CL(R)T) .
Considerando T' > 0 tal que e <2 e C;(R)T < R? obtemos
lull*(t) < 4R,
Entao (2.49) torna-se

Sl (e) + 5 (1Du(0, O +1u(0, 1)) < Ca(R),
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onde CQ(R) = 4R2 + Cl(R>
Integrando a desigualdade sobre (0, )

lull*(t) + C5 /Ot [u(0, )" + [Du(0,7)]"] d7 < Ca(R) + JJuo|”,
o que implica
/Ot [|u(0,7)|2 + ]Du((),r)|2] dr < (%5 [Co(R)T + HuoHZ} . (2.50)
Multiplicando (2.42) por e**u e integrando sobre R*
(ug, ¥ u) 4 (D3u, e"*u) = (—vDv, e u).

Repetindo os calculos do Lema 2.3 obtemos

%(ek‘”, u2)(t) + 3k(e" | Dul?)(t) < 2y (k) ([u(0, £)| + | Du(0, ) ?)

+ Cs(k) (e u?)(t) + (M, ]UDU|2)(15), (2.51)
onde C3(k) =1+ k3.
Mas

I = (e, |[vDv|?)(t) < sup v2(z,t)(e", |Dv|*)(t)

x€R*

< sup [0l (O)IDI|(E)(e, | Do) (t) < 2.RVEVC(R? + 8R*C*)* (R? + 8R*C").
t€(0,t)

(2.52)

Entao por (2.52) temos que (2.51) torna-se

d kx
@l

onde C5(R) = 2.RV8VC*(R? + 8R2C*)* (R? + SR2C™).

u?)(t) < 204 (k) [[u(0,8)]* + [Du(0, ) "] + Cs(k)(e", u?)(t) + C5(R),

Pelo Lema de Gronwall
t

(€, 0)(0) < O, 0d) + 200 [ [0, 1) +1Du(0,7)] dr + <O Co(RIT.
0

Substituindo (2.50) na desigualdade acima chegamos a expressao

(e u?)(t) < ePWT (ke 42) 4 Zchk) SET [k ug) + Co(R)T] + P Cy(R)T
5

S ng(k‘)T(e ) 1+201<k) +603(k;)T QCl(k) +03(R) T
05 05
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Considerando 7' > 0 tal que 7T < 2 ¢ [2010,_(:‘)02(R) + Og(R)] T < 2R*C* vemos que
(e u?)(t) < 4R?C*; t € (0,7). (2.53)

Voltando a (2.51) e usando (2.52) obtemos
d

%(e’m, u?)(t) + 3k(e", | Dul?)(t) < 201 (k) [[u(0,8)]* + |Du(0,8)["] + C3(k) (¥, u?)(t) + Cs(R).

Integrando a desigualdade acima sobre (0, ?)

@ at)(®) + [ (e D)) < (@)

+6 {201(@ /0 (Ju(0, 7))* + | Du(0, 7)) dr + Cy(k) /0 (" u?)(T)dT 4+ C5(R)T
(2.54)

Usando (2.50) e (2.53), (2.54) torna-se

t

(", @) (1) + [ (€, |Dul’)(r)dr < (e, up)

20, (k) -
L [CaR)T + (¢ )] + 6T

[Cs(
) {1+2501(k:)} o [201(l<:)

U,
) 20

S—

+ d—— k)AR?C* + C3(R)]

Ca(R) + Cg(k)AR?*C* + Cg(R)] :
Considerando T' > 0 tal que 67" [%@CQ(R) + C3(k)AR*C* + Cg(R)] < 3R2C* obtemos

(e u?)(t) + /t(ekx, |Dul?)(T)dr < 4R*C*; t e (0,7). (2.55)

ESTIMATIVA II. Agora diferenciando (2.42) com respeito a ¢, multiplicando por u; e

usando alguns calculos ja feitos temos

5 21wl @)+ Cs (Jus (0, + [ Du(0, ) < (—vDv),,w) (2). (2.56)
Logo
%HutH?(t) < 2llvDve| () [ell(¢) + 2llve Doll (8) el () - (2.57)
Mas ’ ;

L = 2fvDu|[0)[ul[(t) <2 sup [o(e, )] D] (8)[|u]] (2)

2v/20]|2 ()| Do |2 (£) || Doe | () | (£)
Co(R) || Dwel| (1) s (1),
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Iy = 2[jo,Dof|(t)[Jw]|(t) < 2 sup [0 (e, O [| D | (8) e 1 ()
X€

< 2V2| |2 ()| Dval ()] Dol (8) [ | (2)

< C5(R)||Dval (8) s (8).
Por (2.57)

() < CoRDo| (D)l () + Co (R)|Dovel|> () el 2). (2.58)

Como

d d
Tl (8) = 2lluell(8) - el 2),

(2.58) torna-se

L husll() < CaB|Dwil| () + Co(R) [ D (1), (2.59)

Integrando sobre (0, ?)

[l () < Ilutl\(0)+04(3)/0 [ D [|(7)dr + 05/0 | Do-2 (7)dr . (2.60)

I3 Iy

De (2.42)
luy(2,0)| < |v(z,0)Dv(z,0)| + |DPu(z,0)|.

Logo
[us(z, 0)* < 2(|uoDuo|* + | Duo),

¢ 1

3 3
P2
Juell(0) < V2 ( [uoDuol* + 3 [ D'uo| ) .

i=0

Temos que

=

[3:/0tHDUTH(T)dT < (/Oth);</ot HDUTW(T)dT)

T:VIRVC* e

Q:/OtHDUTH%(T)dT < (/Oth)i(/otHDvTH?(T)dT)

< TiV8VRVC.

IN

N
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Logo (2.60) torna-se

3
[lue]| (8) < \/5(6'”, |ug Dug|* + Z |Diu0]2) + CG(R)Tz + C7(R)T T1,

onde Cg(R) = C4(R)V8RVC* e C'7( ) = C5(R)VS8VRV/C*.
Considerando T > 0 tal que Cg(R)Tz, C7(R)T1 < 1R obtemos

|luel|(2) < 2R. (2.61)
Por (2.56)

%HWHQ(t) + G5 (Jus(0, )" + |Dur(0,6)]%) < 2 ((—vDw),, ue) (1)

< 2w Do (1) [ual|(2) + 2l DIl 8) e[ (£) < Ca(R)IDuill ()| (£) + C5(R)| Denl| (1) e ).
Substituindo (2.61) na desigualdade acima
%llutHQ(t) + 5 (|ue(0, D) + [Dus (0, D) < 2RC4(R)|[Duil(t) + 2RC5(R) || Due|| (1),
Integrando sobre (0, t)
luel I*(2) + C5(R) /Ot (lur (0, 7)* + [Dur (0,7)%) dr < [Ju]|*(0)

1 2RC,(R) / | Do, | (r)dr + 2RCK(R) / 1wl (r)dr < [lur][2(0)

3
+ 2RCs(R)T? + 2RC7(R)TT < 2 (dm, Juo Dug|” + Y |Diu0|2>

=0

W

+ 2RCy(R)T? + 2RC7(R)T

Considerando T > 0 tal que 2RCq(R)T2+2RCy(R)T < (dm, |ug Dug|® + 23: |Diu0|2> ,
chegamos a desigualdade =
3
llue]|*(t) + C5(R) /t (|u7(0,7')|2 + | Du (0, 7')|2) dr <3 (ek”j, |lug Dug|* + Z |Diu0]2> .
O )
Agora diferenciando (2.42) com respeito a ¢ , multiplicando por e**u;, integrando sobre
R* e usando os mesmos cédlculos do Lema 2.3 obtemos

a
dt
+ K3 (" ud) + 2(e", (vDv)uy). (2.63)

(", uf) () + 3K(e™, | Due|) (t) < 2C1 (k) (Jue(0,)]* + | Due(0,)[%)
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Mas

(", (vDw)ue) (1) = (e, (vor) jue) (8) = vvre™ue|” — (vve, ("ur),)(8)

= —vvuy(0) — (voy, €[ Duy + kuy])(t) = —vvue(0) — k(e voau,) (t) — (5, vo, Duy ) (t)
k
2

< —ove(0) + = (€, Jovg]* + Jue*) (t) + k(e [ Duy*)(t) + =

Agora

[0(0)v:(0)ur(0)] < sup [v(z, 8)] sup [v(z, )] sup [uy(z,?)]

x€ER+ x€ERT x€ERT

< V2|l @IIDvII V2l I Dvel 2 () V2 el > @) D 2 (2)

< Gs(R)|[ Dog|2(8)[| D |2 (#)-
Usando a desigualdade de Young para p = % chegamos a desigualdade
4| 3€ 2 1 9
[0(0)2(0)a(0)] < Ca(R) | IDulF 1) + D) (2.65)
1
onde € > 0 ¢é tal que v k. Com ajuda de (2.64) e (2.65), (2.63) torna-se
€

%(6“, up) () + k(e | D) () < 201 (k) [Jua(0,) + [ Duy(0,1) ]

+ Co(k) (e u?) (t) + Cy(k) (e*, \vvtIQ)(t) + Cho(R, k)Hth|\§(t). (2.66)

Aplicando o Lema de Gronwall

t

(", uf) (8) < BT () (0) + BCZ(MT?Cl(k‘)/ (lur (0, 7)[* + | Dur (0,7)[%) dr

0
1O WO (k) /

0

t

t 2
(" Jov, ) (T)dT + eC2(k)TClo(k,R)/ || Dv.||2 (T)dr.
0

Considerando T > 0 tal que e“>*)T" < 2 e usando (2.62) obtemos

3
T T 7 2
(eF u?)(t) < 4 (ek  [uoDug|” + Z | D" ug| >

=0

12C, (k) . 2
+ C} (ekx, |UODUO|2 + Z |D2UO| ) + Og(]{?, R)T + 010(]{?, }%)CT3
5 i=0

wln

. <4+ 120 (k)

3
- ) (ekw, Juo Dug|* + |Diu0|2> + Colk, R)T + Cio(k, R)T5.
5 i=0

37



Considerando T’ > 0 tal que Co(k, R)T + Cio(k, R)T'3 < 3R2C* temos
(e" u2)(t) < 4R*C™.

Integrando (2.66) sobre (0,t) temos

¢ 3
(", u?)(t) + / (" | Du,|*)(r)dr < 2 (elm, |ug Dug|” + Z |Diu0|2>
0 i=0
2

3
+6Cgk>5 (e’“, ugDug|* + ) |Diu0|2> + Co(K)AR?*6T + Co(R, k)0T + C11(R, €)0T.
> =0

Considerando T' > 0 tal que Cy(k)4R26T 4 Co(R, k)6T +C11(R, €)6T3 < 3R2C* obtemos
t
(", u?)(t) +/ (" | Du,|*)(r)dr < AR*C*,
0
o que prova o Lema 2.6.

Lema 2.7. Para T > 0 suficientemente pequeno o operador P é uma contracao.
Demonstragao: Para vi,vy € Br denotemos
u; = Pv;,i =1,2, s=v1 —vy € 2 =1u; — us.

Entao z(z,t) satisfaz o seguinte problema de fronteira e valor inicial:

w( ) + D (a, 1) = —%D@f _ ), (2,t) € Qr: (2.67)
D?2(0,t) + aDz(0,t) + $z(0,t) = 0, t € (0,T); (2.68)
z(x,0) =0, r € RY; (2.69)
Defina
T
P2 (v1,v0) = p*(s) = sup(e™”, s%)(t) +/ (e" | Ds|?)(t)dt. (2.70)
£0 0

ESTIMATIVA I. Multiplicando (2.67) por z e integrando sobre R* nds obtemos

%%HZHQ(t) + C5(]2(0,8))* + | D2(0,8)[*) < %Hz”(t)“D(v% —o3)[I(t). (2.71)
Dai
La0) < 20+ w2)Dsll(®) + 21D + )51l (0): (2.72)
dt -2 2
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Mas

1
I = 5ll(vi+v2)Ds|[(t) < sup |or + 02| (t)[| D3|l (2)

x€R+

IN

V2| (01 + 2|2 ()| D(vy + v3)||2 (£)]| D]l (2)

< V2[(eH, [or + v (O] [(€5, D vy + 1)) (1)]) [ DI ()
< sup (", o + 0a)(0)]* |40, | Dugl?) +2 / (65, 1D (s + ) + 1D (s, +va))(r)dr |
< Ci2(R)||Ds||(t),

I = %IID(Ul +w2)s|(t) < sup [s(@)|[|D (v + v2)[|(F)

xeR+

= \/;Hs\!;(t)HDsH%(t)[(’” D) / ‘“Z\DUZHZM (") ]

< Cu(R)||s]| 2 (1) Ds| ().

Voltando para (2.72),

N[

Sl ) < CualR) DS D) + )1}

Integrando a desigualdade acima,

1) < CulR) / (IslI(7) + 1 Ds|(r) dr

< onrytt] [ s + 1051 df} 5

< (R tsupn 12 / 1Ds|(r ]

< 015(R>% tstlig) ", %) /HDSH ]

< Cu(R)Tp(s). (2.73)

Voltando para (2.71) e integrando, calculamos
=170+ €5 [ (0.0 + D200, ) )i
< [+ )P+ Dl + el el )i
<sw =) [ CutR 1)+ 1Dl )i
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Aproveitando (2.73), temos
t

21 t) +C5/ (1200, 7)[* + [D2(0,7)[*)(r)dr < Cir(R)TZ (). (2.74)
0

Logo

/0(|z(0,7')|2+ D20, 7)) (7)dr < T3 2(s). (2.75)

Multiplicando (2.67) por e**z e integrando sobre Rt obtemos

£ ) (0) + (e [D=P) (1) < Culk) (1200, O +D=(0, 1))
+E 0k, 22)(1) = L(ehz D — ). (2.76)
Estimamos
I = (2 D~ )(0) = 520, )((0,1) — 30,1)
+%(ek‘”[kz + Dz, (v} —v3))t) = 1) + L.
Mas

L] = %lZ(O’t)S(Oat)(vl +02)(0,2)] < %!Z(OJ)HS(OJ)! (I (v1(0, )] + [02(0,8)]) -
Usando (2.74), obtemos

L] < Cis(R)Tip(s) sup (|vy(w,t)] + |oa(a, 1))

xeR+

< Cio(R)Tp(s) V23] (1)]| Dsl|( ZH%II )| Dol (2)

< Coo(R)T2p(s) (|Isl|(t) + || Ds]| (1))
< Cxn(R)T T3 (P°(s) + p(s)IIDs]I(t)) ,

(¥ [k= + D2, s(v1 + v2)) (8)]

‘(ekzz, s(vp + vg))(t)‘ + % |(ekxDZ, s(vy + Uz))(t)| = Iy + I

IA
TSR
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onde

In = g ("2, 5(v1 + 02)) (1)| < Z(ekwa 2)(t) + EC21(R)(€M782)(75)
< 022(R7 k) [(ekx’ 22)(t) + (eka:7 SZ)(t)}
Iy — % (D2, s(un + 1)) ()] < S, D) (1)
+ 41—€<e’fr, s” (01 +v2)*) (1) < i(e’”, |D2)(t) + iOgl(R)(e’”, $7)(8).

Escolhendo € < 4k obtemos de (2.76)
4
dt
< Cos(R,k)(€", 2°) (1) + Caa(R, k) (€™, %) (t) + Ca(k) (|2(0,)" + [ D=(0,0)") .

(", 2%) (1) + k(e™, | D2[*)(1)

Integrando a desigualdade acima, vemos que
t t
(@0 +k [ (D)) < Calk) [ (12007 +1D20,7))
0 0
t t
+ Cou(k, R)/ (", 8%)(T)dr 4 Cas(k, R)/ (e*, 22)(1)dr. (2.77)
0 0

Ignorando o segundo termo na parte esquerda da desigualdade acima e aplicando o Lema

de Gronwall, encontramos
(ekx, 22)(t) < Cos(k, R)GC”(’“’R)T /t {|z(0, 7‘)|2 +|Dz(0, T)|2 + (ekx, 82)(7')} dr.
0
Usando (2.75) e considerando T > 0 tal que e“=*R7T < 2 obtemos
(e, 22)(t) < Cyg(k, R)T%pQ(s) + Cor(k, R)Tp*(s) = Cog(k, R)T%pz(s).

Voltando para (2.76), encontramos

(@20 + [ (& D)) < Conlb TH(),

ou

(eF*, 22)(1) —i—/o (ek, |Dz|2)(7')d7' < Cy(k, R)T%pQ(s).
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1

Considerando T' > 0 tal que T 7 < i) obtemos

pP(z) <p’(s), 0<y <1,

com p = p(t) > 0 definida em (2.70). Logo P é uma contragao, o que prova o Lema 2.7.
Juntos, os Lemas 2.6 e 2.7 provam, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, a existéncia
da solugao regular tunica do problema (2.42)-(2.44), o que conclui a demonstragao do

Teorema 1.1.
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