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RESUMO

O objetivo central deste trabalho é o desenvolvimento da teoria de formais normais
para Hamiltonianos definidos em um espago vetorial simplético de dimensdo finita.
Para alcangé-lo, desenvolvemos o método do operador adjunto e um método algé-
brico alternativo que leva em consideracdo um grupo S de matrizes dado em termos
da parte linear do sistema Hamiltoniano associado. Nesse processo, utilizamos fer-
ramentas da teoria de representacdo e da teoria invariante de grupos de Lie lineares,
assim como da geometria simplética. Exemplificamos os métodos com a obtengdo de
formas normais de Hamiltonianos especificos, inclusive sob a acdo de um grupo de Lie
linear. Nesse tltimo caso, a forma normal pode herdar as simetrias do Hamiltoniano
original, implicando que as simetrias do campo Hamiltoniano associado também sado

preservadas.

Palavras-chave: formas normais, Hamiltoniano, grupos de Lie lineares, invarian-

tes, geometria simplética.



ABSTRACT

The central goal of this work is the development of the normal forms theory for Ha-
miltonians defined in a finite-dimensional symplectic vector space. To achieve this, we
develop the adjoint operator method and an alternative algebraic method which takes
into account a given group S of matrices in terms of the linear part of the associated
Hamiltonian system. In this process, we use tools from the representation theory and
invariant theory of linear Lie groups, as well as from the symplectic geometry. We
exemplify the methods by obtaining normal forms of specific Hamiltonians, even un-
der the action of a linear Lie group. In this last case, the normal form can inherit the
symmetries of the original Hamiltonian, implying that the symmetries of the associa-

ted Hamiltonian field are also preserved.

Keywords: normal forms, Hamiltonian, linear Lie groups, invariants, symplectic

geometry.
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INTRODUCAO

Sistemas dindmicos ndo-lineares sdo notoriamente dificeis de atacar por meios analiti-
cos. Uma das poucas abordagens que tem sido efetiva nas tltimas décadas é a teoria
da perturbagdo. Os sistemas estudados nesta teoria sdo aqueles que, em um sentido
apropriado, podem ser vistos como perturbagdes de um dado sistema com proprie-
dades dindmicas "bem conhecidas". Nessa direcao, a teoria de formas normais é uma
ferramenta indispensavel. Na maioria dos casos, as formas normais sdo simplifica¢des
de uma série de poténcias de um sistema dindmico em um ponto de equilibrio, por
meio de sucessivas mudancgas de coordenadas. O truncamento da série em uma dada
ordem geralmente pertence a uma classe de sistemas "bem conhecidos" e o sistema

original pode entdo ser visto localmente como uma perturbacdo do sistema truncado.

O termo "forma normal" é amplamente utilizado na matemaética e seu significado
é muito apropriado para o contexto. No caso de operadores lineares definidos em um
determinado espaco vetorial, por exemplo, uma escolha adequada de base fornece a
forma canodnica de Jordan. Essa forma normal, de configuragdo simples, exibe certas
propriedades importantes do operador quanto ao seu espectro, nulidade, posto, entre

outras.

Neste trabalho, nossa atengdo estd voltada a teoria de formas normais aplicada a
sistemas Hamiltonianos ndo-lineares. Tais sistemas sdo de grande interesse em di-
versos campos de pesquisa da fisica e da matemaética, j4 que muitos processos fisi-
cos podem ser formulados por um sistema Hamiltoniano. Suas aplica¢des estdo pre-
sentes, por exemplo, no estudo de estruturas bioldgicas, semicondutividade, super-
condutividade, na fisica dos plasmas, farmacologia e mecénica celeste. Nosso objetivo
é simplificar esses sistemas perto de pontos de equilibrio por meio de escolhas ade-
quadas de coordenadas, de maneira a tornar possivel uma melhor exibi¢cdo de suas

propriedades dindmicas locais. Essa normalizagdo é efetuada por uma simplificagdo
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gradual da série de Taylor do Hamiltoniano que gera o sistema dindmico.

Ha décadas, a importancia das formas normais despertou o interesse de varios au-
tores como Belitskii [5, 6], Birkhoff [7], Elphick et al. [17] e Poincaré [33], que de-
senvolveram a teoria de formas normais para campos vetoriais como uma ferramenta
para o estudo local do comportamento qualitativo desses. Outros autores tém usado
essa teoria em diferentes contextos para o estudo de ciclos limites, familias de 6rbi-
tas periddicas, equilibrios relativos e solugdes periddicas relativas, como por exemplo
[13] 26, 29| 31, 39]. Para o caso Hamiltoniano, além de Poincaré e Birkhoff, outros
nomes importantes que contribuiram para a teoria sdo Broer et al. [9], Gustavon [21],
Sanders et al. [36] e Van der Meer [41]. O caso candnico foi mais amplamente discutido
por Galin [18], Hoveijin [24] e Kogak [25]].

Em 1994, Chow, Li e Wang [14] propuseram uma teoria de formas normais alter-
nativa para os sistemas Hamiltonianos candnicos, que consiste na obtengao de formas
normais para o Hamiltoniano que gera o campo. Tal abordagem pode ser facilitadora
na pratica, uma vez que trabalhar com fungées é, em geral, mais simples do que tra-
balhar com aplicagdes. Seguimos essa referéncia para o estudo das formas normais

apresentado no Capitulo

Uma das dificuldades no célculo das formas normais do Hamiltoniano, assim como
das do campo de vetores, é a resolucdo de uma equagao diferencial parcial associada,
o que faz com que a forma normal seja truncada em um grau baixo. Elphick et al. [17]
propuseram um método algébrico que dispensa esse cdlculo no caso dos campos, mas
leva em consideragdo um grupo S de matrizes definido em termos da parte linear do

sistema e que introduz simetrias ao mesmo.

O interesse em sistemas dindmicos com presenca de simetrias (equivaridncias) e
antissimetrias (reversibilidades) é recente e as principais técnicas aplicadas nesse con-
texto derivam da teoria de representacdo de grupos, como em [2} 3, 20| 27, 39]. As
equagdes que descrevem um sistema fisico ou biolégico podem ter simetrias (ou antis-
simetrias) como resultado da geometria do sistema, das hip6teses da modelagem ou de
uma simplificacdo decorrente de uma forma normal. De fato, o método de Elphick et
al. dado em [17] nos garante que, mesmo em um contexto originalmente sem simetrias,
uma forma normal pode ser escolhida equivariante (no caso de campos) com respeito

a um grupo de Lie linear S. Seguindo essa ideia, vamos apresentar na Subsecio [3.4.2]
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um método algébrico alternativo para o cdlculo das formas normais do Hamiltoniano

e que leva em consideragdo o mesmo grupo S.

O texto estd organizado como segue. No Capitulo (I, apresentamos notacdes e defi-
ni¢des preliminares referentes a teoria de grupos de Lie lineares com alguns exemplos
importantes usados no Capitulo 3l Introduzimos também a teoria invariante e equi-
variante desses grupos. Destacamos dentre os resultados apresentados o Teorema de
Hilbert-Weyl e o Teorema que garantem a existéncia de uma base de Hilbert para
o anel dos polindmios invariantes e um conjunto finito de geradores para o médulo
dos equivariantes sobre o anel dos invariantes, respectivamente. Do fato de as funcdes
semi-invariantes e de as aplicagdes reversiveis-equivariantes poderem ser vistas como
uma aplicacdo equivariante, garantimos que tais resultados seguem também para esses

dois altimos casos.

O Capitulo [2| estd dedicado a geometria simplética, ambiente onde se define ma-
tematicamente os sistemas Hamiltonianos. Os resultados apresentados na Segao
justificam a restricdo aos sistemas Hamiltonianos canénicos, sem que se perca a gene-
ralidade da teoria. Nas Secdes [2.3| e 2.4/ definimos o grupo simplético Sp(n) e sua al-
gebra de Lie sp(n) em dimensao 2n, respectivamente, associados via uma exponencial
de matrizes. Os resultados apresentados na Secdo 2.4|sdo preliminares ao desenvolvi-
mento da teoria de formas normais apresentada no Capitulo|3} ja que a matriz da parte
linear de um sistema Hamiltoniano pertence a sp(n). Na Se¢do [2.5/introduzimos o con-
ceito de agdes semissimpléticas, tornando possivel relacionar as simetrias do campo de

vetores com as simetrias do Hamiltoniano no capitulo seguinte.

No Capitulo |3} apresentamos a teoria de formas normais para sistemas Hamiltoni-
anos nao-lineares. Nas Sec¢des |3.1| e 3.2/ discorremos uma breve introducdo sobre siste-
mas dindmicos e sistemas Hamiltonianos, respectivamente. Em particular, no Teorema
é dada a generaliza¢do de um resultado apresentado em [1], que relaciona as sime-
trias de um campo Hamiltoniano com as simetrias de seu Hamiltoniano dependendo
da agdo do grupo no espaco simplético. As Secdes [3.3|e [3.4/sdo dedicadas a sistemas
Hamiltonianos lineares e nado-lineares, respectivamente. Nessa ultima, apresentamos
o método classico para a obtengdo de formas normais para Hamiltonianos, conhecido
como método do operador adjunto, e um método algébrico que reduz o célculo da

forma normal de um Hamiltoniano a obtencdo dos geradores de um anel de invari-



SUMARIO 4

antes sob a agdo de um grupo de Lie linear S. Finalizamos com a Sec¢ao |3.5| exibindo
exemplos de formas normais no contexto com simetrias, ou seja, quando o sistema Ha-
miltoniano é equivariante ou reversivel-equivariante sob a agdo de um grupo de Lie

linear.



CariTULO 1

TEORIA INVARIANTE E EQUIVARIANTE

As simetrias e antissimetrias de um sistema dinamico regido por equacdes diferenciais
ordindrias sdo especificadas em termos de um grupo de transformacdes que preservam
a estrutura das equagdes. Desta forma, a descrigdo formal da ocorréncia de simetrias
e antissimetrias em um modelo matematico se d4 por meio da teoria de representacdo
de grupos e, por isso, se fazem necessdrias preliminares a respeito desse assunto. Tra-
balhamos com os grupos de Lie lineares, pois esses possuem propriedades algébricas

e topoldgicas importantes.

Iniciamos este capitulo com dois tépicos principais que foram divididos nas Se¢des
e grupos de Lie lineares e agdes desses grupos em um espago vetorial, res-
pectivamente. Assumimos familiaridade com os conceitos tedricos de grupos como
o de subgrupos, subgrupos normais e homomorfismos, bem como com conceitos to-
polégicos em R", como conjuntos abertos, fechados e compacidade. Nossa principal

referéncia para essas duas se¢des é [20] e para maiores detalhes veja também [8, 22,35].

Na Secédo apresentamos conceitos e resultados referentes a teoria invariante
de grupos de Lie lineares, que fornece uma base tedrica para a teoria equivariante
descrita nas Seg¢des [1.4{e[1.5|e para o método alternativo no cdlculo das formas normais
apresentado na Subsegdo 3.4.2l Um dos teoremas mais importantes deste capitulo,
como ja mencionamos, é o Teorema de Hilbert-Weyl, que garante a existéncia de um
conjunto finito de geradores para o anel dos invariantes. A versdo para germes desse

teorema também ¢é apresentada, incluindo sua variagdo para os equivariantes. Nossas

principais referéncias nas Se¢des e[1.5]sdo [2,19] 20].
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1.1 Grupos de Lie Lineares

Um grupo de Lie, em termos gerais, é uma variedade diferenciavel que é também um
grupo e cujas operagdes produto e inversdo sdo diferencidveis. Embora essa definigdo
seja mais abrangente, vamos trabalhar apenas com os grupos de Lie lineares, pois além

de serem menos abstratos, sdo também suficientes para o que estudamos aqui.

Consideremos o conjunto M,,(R) das matrizes quadradas de ordem n com entradas
reais. Visto que esse conjunto pode ser identificado com R™, existe nele uma estrutura
topolégica bem estabelecida e, assim, conceitos como subconjuntos abertos e fecha-
dos de M, (R) podem ser utilizados. Notemos que, com a opera¢do de multiplicagao
de matrizes, o subconjunto de M,,(R) formado por todas as matrizes ndo singulares,

denotado por GL(n), possui estrutura de grupo.

Para 0s nossos propositos, temos a seguinte definigao:

Definicdo 1.1. Um grupo de Lie linear I' é um subgrupo fechado de GL(n) para algum
n € N, ou seja, é um subconjunto fechado de GL(n) com estrutura de grupo. Dizemos que I" é

2 . 2
compacto se ele é compacto como um subconjunto de R™".

Daqui em diante, cometemos um abuso de notagdo quando usamos o termo "gru-
pos de Lie lineares" para conjuntos que na verdade ndo sdo subgrupos de GL(n). Nes-

ses casos, estamos nos referindo ao subgrupo de GL(n) isomorfo a tal conjunto.

Vejamos agora alguns exemplos importantes de grupos de Lie lineares. No que
segue, I, representa a matriz identidade de ordem n, A' é a matriz transposta de A e

det é a funcdo continua
det: M,(R) — R
A > detA

Exemplo 1.2. O grupo n-dimensional ortogonal O(n) de todas as matrizes quadradas
A de ordem n satisfazendo A- A" = A"- A = I, juntamente com a operagao de multipli-
cacdo de matrizes, é um grupo de Lie linear compacto. De fato, considerando a fungao

continua
f: M,(R) — M,(R)

A —  AA

temos que O(n) = f~1({I,}). Como {I,,} é fechado em M, (R), segue que O(n) também
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é fechado em M, (R). Ainda, se A € O(n), entdo
(detA)? = detA - det A" = det(A - A") = det(I,,) = 1,

ou seja, detA = £1. Assim, O(n) C GL(n), implicando que O(n) = O(n)NGL(n) é
fechado também em GL(n). Isso mostra que O(n) é um grupo de Lie linear. Ainda,
sendo O(n) um subgrupo fechado de M, (R), para que ele seja compacto basta mostrar
que as entradas das matrizes que o definem sédo limitadas. Mas se A € O(n), segue que
A- At = At. A = I, de onde os vetores coluna (ou linha) da matriz A sdo ortonormais.
i aj; = 1 e, assim, |a;;| < 1 para

j=1
todos i,5 € 1,--- ,n, 0 que mostra que O(n) é compacto.

Logo, se A = (a;;), paracadai € 1,--- ,n temos

Exemplo 1.3. O grupo especial ortogonal SO(n) de todas as matrizes A € O(n) tais
que detA = 1 é um grupo de Lie linear compacto. De fato, como SO(n) é um sub-
conjunto fechado de M,,(R), pois SO(n) = det ' ({1}) N O(n), e como SO(n) C GL(n),
segue que SO(n) é fechado em GL(n). Ainda, como SO(n) C O(n), as entradas das
matrizes que o definem sdo limitadas, e portanto, concluimos que SO(n) é um grupo

de Lie linear compacto.

Observagdo 1.4. O grupo SO(n) definido no exemplo acima é também frequentemente
chamado de grupo de rotacdo n-dimensional. O nome é inspirado no fato de SO(2)

consistir precisamente das rota¢oes planares

Ry =
sinff  cosf

cosf@ —sinf ]

com 0 € [0, 27). De fato, claramente Ry € SO(2), para todo ¢ € [0, 27). Agora, se

a b
A= € SO(2) CO(2),
c d

entdo a®+0* = ?+d* =1, ac+bd = 0 e detA = ad—bc = 1. Assim, existem ¢, ¢ € [0, 27)

tais que a = cos ¢, b =sin¢ , c =siny e d = cosp. Ainda,

1 = ad — bc = cos ¢ cos p — sin ¢ sin p = cos(¢ + )
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0 = ac+ bd = cos ¢psin ¢ + sin ¢ cos p = sin(¢p + ).

Entdo ¢ + ¢ = 0 ou ¢ + ¢ = 2m. Logo,

A cos(—¢p) sin(—yp) cos(2m — ) sin(2m — @) cosp —singp R
pu— = pu— pu— (P)
sin @ cos sin cos sing  cosp
mostrando que todo elemento de SO(2) é uma rotagdo planar. Dessa forma, podemos
ainda identificar SO(2) com S' = {¢* € C;0 € [0,2m)}, que pode também ser iden-
tificado com o intervalo [0, 27), por meio de Ry + ¢ +— 0. Tais identificacdes serdo

usadas de forma natural em todo o texto. De maneira andloga, podemos mostrar que

O(2) é gerado por SO(2) e x, onde

ja que se A € O(2)\SO(2), entdo existe ¢ € [0, 27) tal que A = kRy.

Exemplo 1.5. Todo grupo finito é um grupo de Lie linear compacto. De fato, seja G um
grupo finito com n elementos e com a operagdo *. Denotemos G = {ay,as,--- ,a,} e

consideremos a funcao

¢2G—>SG
a — o, G — G

a; F—— Q; *ay

onde S¢ é o grupo das permutac¢des de G em (. Vamos, primeiramente, mostrar que
¢ é um homomorfismo de grupos. Sejam a;, ay € G. Como G é grupo, existe

le{1,---,n} tal que a; * a;, = a;. Assim, para todo j € {1,--- ,n}, temos

o(aj) = a;xaj = (a; x ag) * a; = a; % (a, * a;) = a; * op(a;) = (0; 0 op)(a;),

ou seja,

Y(a; x ag) = V() = 0 = 0y 00 = Y(a;) o P(ag),

mostrando que 1) é um homomorfismo de grupos. Além disso, 1) ¢ uma fungdo injetora,
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pois se a;, a; € G sdo tais que ¢(a;) = ¥(ax), entdo o; = oy, isto é, o;(a;) = ox(ay),
para todo j € {1,--- ,n}, inclusive para jj tal que a;, é o elemento neutro de G. Logo,
a; * a;, = ay, * a;, donde, a; = ag. Assim, ) : G — H = 9(G) é um isomorfismo de
grupos. Mostremos agora que H é isomorfo a um subgrupo de GL(n) . Consideremos
a funcao
¢€:H — GL(n)
o PR= (P

onde
1,se a; = op(a;
P = uiortay) = )
i J
O, se a; 7£ O'k(aj)
Observemos que como cada o, é uma bije¢do, se a; = oy(a;), entdo oi(@;) # a;, para
todo! € {1,--- ,n} com ! # j. Ainda, ox(a;) # a; paratodot € {1,--- ,n} comt # i.
Assim, P+ é uma permutagdo das colunas (ou linhas) da matriz identidade, donde

det(P?¢) = +1 para todo k € {1,--- ,n}, mostrando que P’ € GL(n) . Logo, { esta

bem definida. Para provar que £ é um homomorfismo, tomemos oy, 0; € H. Entdo

§(op 0 a) = P77 = (PFF*") = (0a, op(o1(ay)))>

donde P7**" = 1 se a; = ox(0i(a;)) e P;**" = 0 caso contrdrio. Além disso, por

definicdo de multiplicagdo de matrizes, {(o}) - {(0;) = C para C = (¢;;), onde

Cij = Z Pzik ) Pt?l = Zaaiak(at) ’ 5at0'l(aj)‘
t=1 t=1

Assim, ¢;; = 1 se a; = ox(0i(a;)) e ¢;; = 0 caso contrdrio. Portanto, {(oy, 0 0y) = C' =
&(ok) - £(01), mostrando que § é um homomorfismo de grupos. Para a injetividade, se

ok, 0, € H sdo tais que £(oy) = £(0y), entdo
5amk(aj) = szk = PZ’ = 5%01((1]‘)’

para todos i, j € {1,--- ,n}. Mas se existe j € {1,--- ,n} tal que o4(a;) # o,(a;), entdo

existe t € {1,--- ,n} tal que ox(a;) = a; # o,(a;), donde

1= 5at0'k(aj) # 5%01(%) =0,
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o que ndo ocorre. Portanto, { é um homomorfismo injetor e podemos concluir que H
é isomorfo a {(H ), donde segue que G é isomorfo a {(H). Ademais, como o conjunto
gerado pelas permutagdes das colunas da matriz I, é finito e R" é Hausdorff, ¢ (H) é
um grupo de Lie linear. A compacidade de {(H) segue pois cada P’ possui apenas

entradas 1 e 0. Portanto, G é um grupo de Lie linear compacto.

Exemplo 1.6. Segue diretamente do exemplo anterior que o grupo ciclico Z,, e o grupo
diedral D,, sdo grupos de Lie lineares compactos. O grupo diedral D,, possui 2n ele-
mentos e é gerado por Z, juntamente com um elemento de ordem dois que ndo comuta
com Zj,. Identificamos D,, com o grupo das matrizes de ordem dois gerado pela rotagao

Rz e por k, dados na Observagao

Exemplo 1.7. O toro n-dimensional T" = S! x --- x S! (n vezes) é um grupo de Lie

linear compacto. De fato, é facil ver que a fungdo

GL(2n)
Ry, -+ 0

0 - Ry

n

é um isomorfismo de grupos sobre sua imagem. Ainda, como S* é fechado e limitado
em M, (R), por construgdo ¢(S* x - - - x S*) é fechado e limitado em M, (R). Mas como
P(St x - x S) C GL(2n), ¥(S* x --- x S') é fechado também em GL(2n) e portanto

T" é um grupo de Lie linear compacto.

Exemplo 1.8. Existe um isomorfismo de R" no grupo de matrizes da forma

1 a; as ap
0 1 0 0

€ GL(n+1),
0 0 O 1

ondeay,- - ,a, € R, que é fechado em GL(n+1). Portanto R" é um grupo de Lie linear.
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1.2 Representacoes e A¢coes de Grupos de Lie Lineares

Estamos interessados agora em determinar como um grupo de Lie linear I' transforma
um dado espaco vetorial. Formalizamos essa ideia com os conceitos de acado e repre-
sentacdo de grupos, que nos permitem representar os elementos de I' em termos de

operadores lineares e reduzir nossa abordagem a algebra linear.

Daqui em diante, exceto em mencdo contraria, V' é um espaco vetorial real de di-
mensdo finita. Além disso, se I' é um grupo com a operacdo * e z, y € I', escrevemos

x * y = zy e denotamos por er o elemento neutro de I'.

Definicdo 1.9. Seja I' um grupo de Lie linear. Dizemos que I' age (linearmente) em V se existe

uma aplicagdo continua (que chamamos de agdo)

I'xV — V

(v,0) — v
tal que er - v = v e para cada v € I' a aplicagdo

py: V. o—  V

v Y-
é linear e satisfaz p., o py, = pPr,, para todos 1,7y, € I

Notemos que para cada v € I' a aplicagdo p, é invertivel. De fato,

Py © Py=1 = Pyy=1 = Per = I,

onde I é o operador identidade. Logo, p, € GL(V), para todo vy € I', onde GL(V') é o

grupo dos operadores lineares invertiveis em V.

Definicdo 1.10. Seja I' um grupo de Lie linear. Se p : I' — GL(V') é um homomorfismo de

grupos, dizemos que p é uma representacdo de ' em V.

Contas simples nos mostram que dada uma agdo - : I' x V' — V, a aplicacdo

p: I' — GL(V)

v P~
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é uma representacdo de I' no espaco V' e que dada uma representagiao p : I' - GL(V),
a aplicacdo

'xV — V

(V) = p(7)(v)
é uma agdo de I' em V. Assim, sempre que nos referirmos a uma ac¢do, temos uma

representacdo associada e vice-versa.

Vejamos alguns exemplos que iremos usar no decorrer do texto:

Exemplo 1.11. Como cada grupo de Lie linear I' é um grupo de matrizes em GL(n),

podemos definir uma agado natural de I' em R" por

[ xR* — R"
(M,v) — Mv

onde Mv é a multiplicagdo da matriz M pelo vetor v. Podemos definir também a agao

trivial de ' em V por
I'xV — V

(M,v) — v

Exemplo 1.12. Se ' = S* e V = C, podemos definir para cada k € Z a agdo

StxC — C

0,2) ety

De fato, claramente a aplicagdo definida acima é continua (pois é uma multiplicagdo
de fungoes continuas). Ainda, dados 6,6, € S, 21,20 € Ce X € R, temos
(Mer-21=0-21 =% = 2;
(ii) po, (21 + Az2) = €M1 (21 + Xzg) = €12y + N2y = pp, (21) + Apo, (22);
(iii) (po, © po, ) (21) = pa, (€7%221) = M1 (e*%221) = e OH%2) 21 = pig, 1o (21),

mnmn

mostrando que a aplicacdo "-" é uma agdo. Notemos que se k = 0 a agdo € a trivial.

Exemplo 1.13. Considerando I' = O(2) e V = C, para cada k € Z a aplicagdo

0o2)xC — C
ekfz, sey = Ry € SO(2)

(v,2) = yz= |
e~z sey = kRy € KSO(2)
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é uma agdo. De fato, O(2) = SO(2) U kSO(2) onde kSO(2) = {kRy; 0 € [0,2m)} e k é
como definido na Observacao Como SO(2) e kSO(2) sao fechados em O(2), pelo

lema da colagem a aplicagdo "" é continua. Ainda, do fato de x(e*?z) = e~z para

todo 6 € [0, 27), as outras condi¢des da defini¢do de acdo também sdo verificadas.

1.3 Funcgodes Invariantes

E sabido que toda fungdo par em uma varidvel é uma fungéo de 2. Este é um exemplo
trivial de fun¢des em um anel invariante pela acdo de um grupo de Lie linear com base
de Hilbert {u} onde u(x) = z2. A teoria que dé suporte a tal afirmacdo sera discutida

nesta secio. Comecemos com a seguinte definigdo:

Definic¢ao 1.14. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensdo finita e vy € V. Consideremos
o conjunto de todas as aplicacoes f : U C V — W de classe C*, definidas em alguma
vizinhanga U do ponto vy. Dizemos que as aplicagoes f, : Uy CV = We fo : Uy CV =W
desse conjunto estdo relacionadas, e denotamos f1 ~ fs, se existe uma vizinhanga Uy C Uy NUs
de vy tal que fi|u, e fa|u, coincidem. As classes de equivaléncia por essa relagdo sdo chamadas

germes em vy. Se f é um representante de um germe em v,, denotamos f : (V,vg) — W.

Comumente, confundimos um germe com seu representante. Sem perda de gene-

ralidade, assumimos v, sendo a origem do espago vetorial V.

Definicao 1.15. Seja I' um grupo de Lie linear agindo em V por meio da acdo "-". Dizemos

que uma fungdo a valores reais f : V — R é invariante sob I" ou é I'-invariante se

fly-v) = f(v)

para todoy € I' e todov € V.

Um polindmio I'-invariante é definido da mesma forma tomando f como uma fun-
¢do polinomial. Se I' for finitamente gerado, como toda representagdo é um homo-
morfismo, basta verificar a condi¢do de invaridncia para um conjunto de geradores de
r.

Denotamos o conjunto dos polindmios I'-invariantes a valores reais por Py (I') e
dos germes I'-invariantes de classe C*° de V em R por &y (I'). Como a fun¢do nula é I'-

invariante e subtracdo e produto de polindmios (ou germes) I'-invariantes é ainda um
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polindmio (ou germe) I'-invariante, Py (I') e £y (') sdo subanéis do anel dos polindmios

e dos germes, respectivamente. Assim, Py (I') e E(I") tém estrutura de anel.

Defini¢ao 1.16. Dizemos que um conjunto finito {uy,--- ,us} de fungdes polinomiais T'-
invariantes gera Py (I') se todo f € Py (L") pode ser escrito como uma fungdo polinomial de

{uy, -+ ,us}, ou seja, se existe h : R®* — R polinomial tal que

f(%) = h<u1(x)7 T 7u8($))7

com x € V. Esse conjunto é chamado Base de Hilbert para Py (I").

Teorema 1.17 (Teorema de Hilbert-Weyl). Seja I um grupo de Lie linear compacto agindo

em V. Entdo existe uma base de Hilbert para o anel Py (T').

A prova do teorema acima, que é omitida neste trabalho, utiliza ferramentas de
algebra comutativa e pode ser encontrada em [20, XII, §6]. Devido a Schwarz, um re-
sultado semelhante ao teorema anterior é valido para germes de fun¢des I'-invariantes

e sua prova também pode ser encontrada em [20, XII, §6].

Teorema 1.18 (Teorema de Schwarz). Sejam I um grupo de Lie linear compacto agindo em
V,{u1,--- ,us} uma base de Hilbert para Py (I') e f € E,(I"). Entdo existe um germe F € &,
tal que

f(x) = Flui(z), - us(2)),

onde &, denota o anel dos germes de fungoes F : (R*,0) — R de classe C*. Nesse caso, dizemos

que {uy,--- ,us} gera o anel &y (T').

Vejamos alguns exemplos de fun¢des invariantes.

Exemplo 1.19. Seja ' = Z, = {—1,1} agindoem V =Rcomo —1 -2 = —zel-z = z.
Entdo f é Zs-invariante se, e somente se, f(—z) = f(x) para todo = € R, ou seja,
se f é uma funcgdo par. Logo, se f é um polindmio Z,-invariante, existe uma fungdo
polinomial & : R — R tal que f(z) = h(z?). Nesse caso, definindo u(z) = 22, temos que
{u} constitui uma base de Hilbert para Pr(Z,). Pelo Teorema de Schwarz, {u} também

gera o anel Eg(Z,) dos germes Zy-invariantes.

Exemplo 1.20. Seja ' = S! agindo em V = C = R? por meio da agdo 6 - z = €z

definida no Exemplo tomando k£ = 1. Uma fungdo f : C — R é S'-invariante se
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f(e?2) = f(z) paratodo § € S* e todo z € C. Como 6 + € determina um circulo
de raio 1 centrado na origem, as funcdes S'-invariantes sdo aquelas que sdo constantes
no circulo de raio |z| para cada z € C. Vamos mostrar que se f é um polindmio S'-
invariante, entdo existe uma fung¢do polinomial 2 : R — R tal que f(z) = h(zZ), o que
implica que {u} constitui uma base de Hilbert para P¢(S"), onde u(z) = 2z. De fato,

podemos escrever
f(2) =) aapz"7’, (1.1)
.p

com a,3 € C. Como f(z) € R para todo z € C, temos f = fe, portanto, d.s = aga-
Ainda,

f(ewz) = Zaag(eiaz)a(%)ﬁ = Zaa,geigazae’wﬁiﬁ = Z aagew(o"ﬁ)za?g.
o, a,B a,B8
Pela condicdo de invariancia, a,3e"“ ) = a,3, 0 que ocorre se & = B ou a,3 = 0. Logo,
¢ B 8,04 B 8

f(z) = Z (aa(27)%,

COM Tpo = Ana, OU S€j, Ao € R. Tomando h(z) = Z aaax”, temos o desejado. Note-
mos ainda que, pelo Teorema de Schwarz, {u} gera também o anel £:(S') dos germes

Sl-invariantes.

Exemplo 1.21. Seja I' = O(2) agindo em V = C = R? por meio da agdo definida no
Exemplo tomando £ = 1. Uma fungdo f : C — R é O(2)-invariante se
f(e?2) = f(2) e f(e7¥Z) = f(z) para todo 0 € [0,27) e todo z € C. Assim, f é em

particular S Linvariante e, pelo exemplo anterior, temos
F(2) = aaa(22)°, (1.2)
com a,, € R. Percebamos que

fle™?z) = Z Gaale™ze"2)" = Z Gaa(22)" = J(2),

« «

isto é, toda fun¢do O(2)-invariante é da forma (1.2). Portanto o conjunto {u}, com
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u(z) = 2%, é também uma base de Hilbert para Pc(0O(2)) e, pelo Teorema de Schwarz,

gera o anel £:(0(2)) dos germes O(2)-invariantes.

27

Exemplo 1.22. Seja I' = D,, agindo em V = C = R? por meio da agdo Rz -z =¢en z €
K-z = z. Entdo para toda f € Pc(D,,) existe uma fungdo polinomial / : R? — R tal que
f(z) = h(zZ, 2" +Z"), isto é, {u1, us} constitui uma base de Hilbert para Pc(D,,), onde

u1(z) = 2Z e us(z) = 2™ + z". De fato, como no Exemplo escrevamos f como em

(1.1), coma,s € Ce
aaﬁ = ABa- (13)

Pela invariancia de f em relacdo a rotagdo R:x, temos que

27

2mi (o a—, == =
Zaaﬁ(e n (@B 0z8 = fle™w 2) = f(2) = Zaagz z,
a,f o,
donde
2mi o
aag(e™ ) = dag. (1.4)
Pela invariancia de f em relacdo a &,

S 405z = [(2) = [(r2) = f(2) = 3 sz,
a,B

a,B

donde
Gap = ABa- (15)

Assim, de (1.3) e (1.5) obtemos que a.3 = a3, € R e, entdo, podemos reescrever f em

(1.1) como
F(2) =) Aap(2°7" +7°27),

asp

QAap; sea # 3
Gap
2 Y

com A,z = , donde A,s € R. Ainda, de (1.4) temos a,s = 0 ou

sea=(
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a = f(mod n). Logo,

F2) = 3 Aapl(2)° (7 4 2770) = 3 Bl (B + ),

Oégﬂ jvk

com j, k € Ne Bj, € R. Finalmente, usando indutivamente na igualdade acima a

identidade
(Zlm + E’m> — (Zn + En)(z(kfl)n + Z(kfl)n) . (Zz>n<z(k72)n + z(k72)n>7
que é verdadeira para k > 2, obtemos

F(z) =) Cim(22) (2" + 7)™

l,m

onde Cj,, € R com [, m € N. Definindo h(z,y) = Z Cimz'y™, temos o desejado. Pelo
lm

Teorema de Schwarz, {u;, uy} também gera o anel £c(D,,) dos germes D,,-invariantes.

Exemplo 1.23. Seja T’ = S! agindo em V = C? = R* por meio da agdo diagonal
0- (21, 20) = (€%21,e"2).

Se f : C? — R é uma fungéo polinomial S*-invariante, entdo existe uma fungao polino-

mial h : R* — R tal que
(a1, 22) = |z, |22, Re(21%2), Im(172)),

ou seja, definindo U1(217ZQ) = |Zl|2, 02(21722) = |22|2, U3<Zl,22) = Re(leg) e
vy(21,22) = Im(z1Z2), o conjunto {vy,vs,vs,vs4} constitui uma base de Hilbert para

Pe2(S1), sendo 0 mesmo conjunto gerador para Ec2(S'). De fato, escrevamos f como

f(z1,22) = Z (aprs 2025 2370, (1.6)
a767776

onde a,p.,5 € C e (21,2) € C2 Como f toma valores reais, ou seja, f = f, segue que
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TaBrys = Apasy- Além disso, como f(6 - (21, 22)) = f(z1, 22) entdo

0(a—B+v—3) _a=B =5 —B =5
D gy I RT = Y aseri T A7,
01,5,%5 a,ﬁ,'y,zs
para todo 6 € S* e todo (21, 22) € C?, e isso ocorre se a,p,s =0ousea — f+~v—§ = 0.

Portanto, anss = 0 oua — 8 =9 — 7. Logo, se ays,5 7# 0 entdo

a>f=0—7>20=02>v

a<fB=0—7<0=0<vy

e assim, fatorando as poténcias de 21z, e 22Z; em (1.6), obtemos

flz1,20) = Z Uapys(2171)°F) (2272)°23 0 + Z taps(2171)" 207 (2272) 72y
a<p a>pB

= ) aapya(212)(20%2) 2 270+ apasy(0171) (20%2) 2 0F
a<f a<p

onde a segunda igualdade segue renomeando as poténcias da segunda parcela da
soma. Escrevendo 8 —a = v — 0 = p, aapys = Tapys + Wapys COM Tapqs, Yasrs € R

e lembrando que @375 = agasy, @ €quagdo acima torna-se

flz1,20) = Z(%ﬁwé+@'yaﬁvé)(Zlgl)a(@@)&(?lzz)p

a<f

+ ) (Tass — Wapys) (2171)" (2272) (21Z2)"
a<p

= Zxaﬂ’yé(zlzl)a(z2z2)§((2122)p + (z1Z2)")

a<f

+ Z iya,@v&(zlzl)a(z2§2)5<<2122)p — (2122)")
a<f

+xaa65(zlzl)a(2222)6a

onde a parcela referente a @ = [ segue pois p = 5 — a = 0 €, COMO Taass = Ganss,
Yaass = 0. Observemos que se z é um ntiimero complexo qualquer, entdo para p > 2
temos

P+ =42+ ) = (22) (P P+

(=) =iz =D+ + i) -,
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Portanto, usando z = Z;2; nas identidades acima, podemos reescrever f como

f(z1,22) = Z Ajklm(zlzl)j(ZZzQ)k(zle + 2’132)l(i(312’2 — 21%2))",
7.k, Lm
onde Ajklm € R. Como i(?lzg — 21§2> = 2Im(21§2) e (3122 + leg> = 2R6(2122), temos,

finalmente,

f(z1:2) = ) Biam(:121) (20%2)" (Re(21%2)) (Im(21%2) )™

7,k,lm
= Y Bjumla[Y|2)*(Re(n1%2)) (Im(21%2))™,
7.k, lm
com Bjy,, € Rej, k,I,m € N,como desejado. Em coordenadas reais, via o isomorfismo

21 >~ (z,y) € 29 ~ (2, w) obtemos

flz,y, z,w) = Z Bjim (22 + 42 (2% + w?)* (22 + yw) (yz — 2w)™,
7.k,lm
com (z,y,z,w) € R*, Bjum € Re j k,I[,m € N. Portanto, o conjunto {uy, us, ug, us},
com ui(z,y,z,w) = 22 + 3%, wu(z,y,z,w) = 22 +w? ws(z,y,z,w) = 2z +yw e

ug(z,y, z,w) = yz — zw, forma uma base de Hilbert para Pga(S?).

Determinar uma base de Hilbert para Py (I') pode ser extremamente dificil e, em
muitos casos, envolve manipulagdo de combinagdes algébricas e célculos extensos.
Quando I' é um grupo finitamente gerado, o software Singular [16] é uma ferramenta
facilitadora, ja que exibe uma base de Hilbert para Py (I') se fornecidos ao programa os

geradores de I em sua forma matricial.

1.4 Aplicacdes Equivariantes

Apresentamos agora um conjunto com estrutura de médulo sobre o anel dos invarian-
tes Py (L") e que é a base para a descri¢do formal da ocorréncia de simetrias em sistemas
dindmicos. Esse médulo é formado pelas aplicagdes ditas equivariantes com relacdo a

acdo de um grupo I' no espaco V.

Definicao 1.24. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensdo finita e assuma que o grupo de

Lie linear T" age em V' por meio da agido "-" e em W por meio da acido "x". Dizemos que uma
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aplicagdo F : V. — W comuta com I" ou é I'-equivariante , se

F(y-v) =% (F(v)).

”._n 7

paratodov € V etodoy € I'. Se W =V eaagio "x"coincidir com a agdo ”-”, dizemos que F

¢ puramente I'-equivariante.

Uma aplicac¢do polinomial I'-equivariante é definida da mesma forma tomando F’
polinomial em cada entrada. Denotamos por ?VW(F) o conjunto das aplica¢des poli-
nomiais I'-equivariantes de V. em W e por ?V, w(I') o conjunto dos germes de aplica-
¢Oes I'-equivariantes de classe C*° de V em W. Quando as aplica¢gdes sdo puramente
equivariantes, denotamos BMW(F) e ?V,W(F) simplesmente por BV(F) e ?V(F), res-

pectivamente.

Proposicdo 1.25. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensio finita e consideremos o grupo de
Lie linear I agindo em V' por meio da agdo ”-" e em W por meio da agio "x”". Se f € Py(I') e

g€ ?V,W(F), entdo fg € BV,W(F), onde fg : V — W é a aplicagio produto.

Demonstragio: Para todoy € I"'e todov € V, como f(v) € Reaagdode'em W é
linear, temos
(fg)(v-v) = fly-v)gly-v)
= J)(y*g(v))
= 7= (f(v)g(v))
= 7 (f9)(v),

mostrando que fg é -equivariante. a

[

Analogamente, nas mesmas condi¢des da proposi¢do acima, se f € Ey(I) e
g € ?V,W(F), entdo fg € ?V,W(F). Com isto, é facil verificar que ?VW(F) e ?V,W(F)
sdo modulos sobre os anéis Py (I') e £y (I'), respectivamente. Assim, a seguinte defini-

cao faz sentido:

Definicao 1.26. Dizemos que as aplicagdes polinomiais I'-equivariantes g, - - - , g, geram o

moédulo BWW(F) sobre o anel Py (I') se cada aplicagio g € BV,W(F) pode ser escrita como

g:flgl+"'+frgra

para certos fi,--- , f. € Py(I'). Nesse caso, escrevemos BMW(F) =Pv(D){g1, - , 9.}
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De modo analogo, definimos geradores do médulo ?V,W(F) sobre &y (I).

O teorema seguinte é a versdo equivariante de uma jun¢do dos Teoremas de Hilbert-
Weyl e de Schwarz. Sua prova também serd omitida no texto e pode ser encontrada

em [20, XI1, §6].

Teorema 1.27. Seja I' um grupo de Lie linear compacto agindo em V e em W. Entio:

(i) Existe um conjunto finito de aplicagdes polinomiais I'-equivariantes {g.,--- , g, } que
gera o modulo BV,W(F) sobre o anel Py (T');

(ii) Se {g1,- - ,g-} é um conjunto que gera 3V7W(F) sobre Py ('), entido {g1,- -+ ,g.} é

um conjunto de geradores para o médulo ?V,W(F) sobre o anel &y (I"). Nesse caso, escrevemos

?V,W(F) = 5V(F){91, T agr}~

Encerramos esta se¢do com alguns exemplos para o teorema acima no caso em que

os médulos sdo puramente equivariantes.

Exemplo 1.28. Consideremos I' = Z, agindo em V = R sob a a¢do dada no Exemplo
Temos que se g : R — R é Zs-equivariante, entdo g(—z) = —g(x) para todo
r € R, isto é, g é uma fun¢do impar. Logo, g(z) = h(z?)zr com h : R — R uma
fungdo polinomial. Como u(z) = 2% é Z,-invariante e g; : R — R dada por ¢;(z) = =
é Z,-equivariante, segue que ?R(ZQ) = Pr(Z2){0:1}. Ainda, aplicando o item (ii) do
Teorema segue que ?R(Zg) = Er(Z2){91}-

Exemplo 1.29. Consideremos I' = S* agindo em V' = C sob a agdo dada no Exemplo
1.20[tomando k& = 1. Vamos mostrar que BC(Sl) = Pc(S"){g1,92}, onde g1, go : C — C
sdo tais que ¢i1(z) =z e ¢2(2) = iz e, consequentemente, ?C(Sl) = Ec(SY{g1, 92}
Para isso, tomemos g : C — C uma aplica¢do polinomial S'-equivariante e a escreva-

mos da forma
2) =) b7 (1.7)
4l
com bj; € C. Temos que g(6 - z) = 0 - g(z) para todo 6 € S* e todo z € C. Assim, como

g(0-2) = g(e’z) Zb (€92 e”’”z’ Zb W=l a7
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segue que

Zbﬂe U7 =g(0-2)=0-g(z —eZOZbﬂzjz —Zb iz

75l

donde b;;e??V=) = b; e para todos j,l € Netodo 6 € S*. Logo, by = Oouj =1+1,

implicando que
2) =) b i(27)',
I

com b1, € C. Escrevendo b1 ; = z; + iy, com x;,y; € R, obtemos
= Z z1(22) 2 + Z y(22)'iz
1 !

Portanto, tomando p,q : C — R como p(z le (22) e q(z Zyl 2Z)!, com

x, Yy € R, escrevemos g(z) = p(z)z+q(z)iz. Do Exemploe do fato de 91,92 : C—C

dadas por ¢;(z) = z e g2(2) = iz serem S'-equivariantes, segue o desejado.

Exemplo 1.30. Seja I' = D,, agindo em V' = C por meio da acdo dada no Exemplo
1.22 Vamos mostrar que B@(Dn) = Pc(Dn){g1,92}, onde g1,90 : C — C sdo tais
que gi1(z) = z e g2(2) = 2" ! (observemos que g; e g» definidas desta forma séo D,,-
equivariantes), o que implica em ?@(Dn) = &(Dn){91,92}- Seja g : C — C uma
aplicacio polinomial D,-equivariante. Podemos escrevé-la como em (1.7), com b;; € C.

Pela equivariancia de g em relacdo a «, vale que

Y biFdt =g(@) =g(k-2) =k-g(z) =g(z) = > byF2,
7,0

j7l

donde b;, = I_)ﬂ, ou seja, b; € R. Ainda, pela equivariadncia de g em relacdo a rotagdo

R2x, temos que
Zbﬂl izl = g(e™ = 2) =g(Rzx-2) = Rex-g(2) = =en Zb 127 = Zb e 7

donde b;; = 0 ou j — [ = 1(mod n). Logo, fatorando 2z em (1.7), segue que

E bii(2Z z]l—i-g bi( zzjlj—g clkzzl"kﬂ—i-g d]tzz zil

<j g<l
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para ¢y, dj; € Rcoml, k,j,t € Net > 1. Das identidades

2L = (g0 4 7)) D4 para k> 2

7l = (2 7D - (22)2" D7 parat > 3,

nk+1 5 snt—1

observamos que o0s termos z ez sdo redutiveis para k > 2 e para ¢t > 3, respec-

tivamente. Além disso, para k = 1 e t = 2, temos
="+ (22)7" e ="+ - (22)" e
Portanto,

=3 An(22) (" + 72+ Y Bu(22)"(2" + 77" (1.8)

TS U,V

com Am, B € Rer s,u,v € N. Pelo Exemplom as funcgdes fi, f» : C — R dadas
por fi(z ZA’“S 2Z) (2" +Z") e folz ZBU” 2Z)"(2" +7Z")" estdo em Pc(D,,) e

temos, portanto, o desejado.

1.5 Semi-invariantes e Reversiveis-Equivariantes

Como ja mencionado, nosso objetivo é desenvolver a teoria de formas normais para
Hamiltonianos de campos vetoriais definidos em um espago vetorial simplético. Even-
tualmente, tais sistemas podem possuir simetrias e antissimetrias e, nesse caso, 0s
Hamiltonianos do campo podem herdar a estrutura simétrica do contexto, o que re-
flete em sua forma normal. Tal estudo sera apresentado na Secao [3.5/ e um primeiro
passo nessa dire¢do é a determinacdo das fung¢des semi-invariantes e das aplicagdes
reversiveis-equivariantes sob a agdo do grupo formado por todas as simetrias e antis-
simetrias presentes no sistema.

Nesta secdo, I' ¢ um grupo de Lie linear agindo no espago vetorial I de dimensao
finita por meio da acdo "-". Seja

O'IF-)ZQ
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um homomorfismo de grupos, onde Z, = {—1,1} com a operacdo de multiplicagdo
induzida de R. Vamos denotar por I';. ontcleo de o e por I'_ o complementar de ', em
I'. Assim, I' | ¢ um subgrupo normal de I', que é préprio se o é sobrejetor. Obviamente,
o grupo I'; depende da escolha de o, caso existam mais de um homomorfismo de I

em ZQ.

Definicdo 1.31. Seja o : ' — Zy um epimorfismo de grupos. Uma fungio f : V — R é

chamada T ,-semi-invariante, se

fly-z)=0(y)f(z),

para todo x € V e todo v € I'. Uma aplicacdo g : V — V édita I ,-reversivel-equivariante

se

g(y-x)=a(y)(v-g(x)),

para todo x € V e todo v € T". Em particular, se v € T é tal que o(y) = 1, dizemos que f
é y-invariante e g é y-equivariante. No caso em que o(y) = —1, dizemos que f é y-anti-

invariante e g é y-reversivel.

Denotamos por Qv (I',) o conjunto das fung¢des polinomiais I',-semi-invariantes,
por Fy(I';) o conjunto dos germes de fungdes f : (V,0) — R de classe C* que séo I',-
semi-invariantes, por av(FU) o conjunto das aplicagdes polinomiais I',-reversiveis-
equivariantes e por ?V(FU) o conjunto dos germes de aplicagdes g : (V,0) — V de
classe C*° que sdo I',-reversiveis-equivariantes.

Na Definicédo|1.31} se tivéssemos considerado ¢ como o homomorfismo trivial, f se
resumiria a uma fung¢do I'-invariante e g a uma aplicacdo puramente I'-equivariante.
Além disso, quando o é um epimorfismo, podemos enxergar uma funcdo I',-semi-
invariante e uma aplicagdo I',-reversivel-equivariante como aplicagdes I'-equivariantes

entre espagos com agdes distintas de I'. De fato, consideremos a aplicagao

v I'xV — V

(1,0) — Yev =o()(y-v)

"

Notemos que "-," define uma agdo de I' em V, chamada de acdo o-dual de I'. Assim,
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se g : V — V é uma aplicacdo I',-reversivel-equivariante, entdo

g(y-v)=o(¥)(v-9()) =7 g(),

para todo 7 € I' e todo v € V, ou seja, g é uma aplicagdo ['-equivariante tomando

W =V e = -, na Definicado Da mesma forma, podemos definir a agdo de ' em R

*,: I'xR — R

(v.z) F— yrex =o(y)x

de modo que se f é uma fungdo I',-semi-invariante, entdo

f(y-v) =a()f(v) =7% f(v),

implicando que f é uma aplica¢do I'-equivariante tomando W = R e * = %, na Defini-
cao[1.24

Logo, dos resultados validos para aplicagdes I'-equivariantes, segue que Qy (I';),
BV(F(,) tém estrutura de moédulo sobre o anel Py (') e F (1), ?V(FU) tém estrutura
de médulo sobre o anel &y (I') herdadas de BWW(F) e de ?MW(F), respectivamente.
Assim sendo, podemos enunciar o préximo teorema, que é consequéncia imediata do

Teorema [[.271

Teorema 1.32. Sejam I' um grupo de Lie linear compacto agindo em Ve o : I' — Zy um
epimorfismo de grupos. Entdo:

(i) Os médulos Qy (I' év ) sdo finitamente gerados sobre o anel Py (I');

(ii)) Se {g1,- - - , g, } gera o médulo Qy (I',) (respectivamente av »)) sobre o anel Py (I'),

entdo {g1,---,9.} é um conjunto de geradores para o médulo Fy (I',) (respectivamente

?V(FU)) sobre o anel E(T').

Dado esse formalismo algébrico, podemos enunciar a seguinte defini¢do:

Definic¢ao 1.33. Sejam I um grupo de Lie linear e o : I' — Zy um epimorﬁsmo de grupos.
Consideremos f € Qy(I',) eg € av ) (respectivamente, f € Fy(I';) eqg € ? s)). Se
v € I'y = kero, dizemos que ~y é uma simetriade fedeg. Sey € I'_ = F\F+, dizemos que

~ é uma antissimetria de f e de g.
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Uma adaptacdo dessa definigdo pode ser feita para o caso em que f € Py(I') e
g € B I') (respectivamente f € Ey(I') e g € ? I')). Nesse caso, dizemos que f e g

possuem apenas simetrias, ou seja, todo v € I' €é uma simetria de f e de g.

Do fato de o ser um homomorfismo de grupos, segue que:
(i) o produto de duas simetrias ou de duas antissimetrias € uma simetria;
(ii) o produto de uma simetria por uma antissimetria é uma antissimetria;
(iii) o inverso de uma simetria (antissimetria) é uma simetria (antissimetria).

Logo, para caday € I'y, temos y['; = I'y e paracadaé € I'_, temos 6I'; C I'_.
Ainda, se v € I'_ entdo vy = 6(6 ') € oI';. Dai, I'_ = oI'; para cada ¢ € I'_ fixado.
Assim, se 0 : I' = Zy é um epimorfismo, existem duas classes laterais de 'y em I', a

saber, ', e"_.

Exemplo 1.34. Consideremos a agdo de I' = O(2) em V = C definida no Exemplo
[I.13] tomando k = 1. Definamos ¢ : O(2) — Z, o epimorfismo tal que o(kRy) = —1
e U(Rg) = 1 para todo Ry € SO(2), ou seja, keroc = SO(2). Vamos mostrar que
3@ = Pc(0O(2)){g1} e, consequentemente, ?C(O(Q)U) = &(0(2)){q1}, onde
1 : C — Cétal que g1(2) = iz. Seja g : C — C uma aplicagdo polinomial O(2),-

reversivel-equivariante, ou seja,

g(k-2)=—k-g(2) e g(Rg-2) = Ry - g(2),

para todo Ry € SO(2) e todo z € C. Podemos escrever g na forma (1.7), com b, € C.
Célculos diretos nos mostram que, como g(x - z) = —k - g(2), entdo b;; € um imagindario

puro. Ainda, para todo Ry € SO(2) e todo z € C,
Z b0 295 = g(Ry - 2) = Ry - g(» Z bje' 27
jil

implicando que j = [+ 1 ou b;; = 0. Logo, de (1.7) e escrevendo b, ; = a;i, temos

com ¢; € R. Tomando p : C — R definida por p(z Z a(2%)!, que é O(2)-invariante

pelo Exemplo escrevemos ¢(z) = p(z)iz. E como 91 C — Cdadapor gi(z) =iz é

O(2),-reversivel-equivariante, segue o desejado.
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Exemplo 1.35. Sejal = D,, agindoem V = C por meio da a¢do dada no Exemplo
Definamos o epimorfismo o : D,, — Z, de maneira que o(k) = —1 e o(R2:) = 1, ou
seja, ker 0 = Z,,. Se tomarmos g : C — C uma aplicagdo polinomial (D, ),-reversivel-

equivariante, temos que

gk -2) = —r-g(2) e g(Raz - 2) = Rax - g(2),

para todo z € C. Como no exemplo anterior, escrevendo g como em (1.7), a reversibili-
dade com respeito a x nos da que b;; é um imagindrio puro. A equivariancia de g com
respeito a rotagdo Rzx nos fornece as mesmas contas que as do Exemplo apenas
fazendo a adaptacdo b;; = aji, com aj; € R. Assim, g é como em com A,,, By,

imagindrios puros, o que nos da

9(2) = fi(2)iz + fo(2)iz" ™",

para fi, fo € Pc(D,,) como definidos no Exemplo m Portanto, a@((Dn)U) =
Pc(Dy){g1, 92} onde gy, g : C — C sdo tais que g;(z) = iz e go(z) = iz"~* (observemos
que g; e g» definidas dessa forma sdo (D, ),-reversiveis-equivariantes). Mais ainda,

pelo Teorema segue também que ?C((Dn)a) =Ec(Dn){q1, 92}

No caso em que n é par, o grupo diedral D,, admite outro epimorfismo o : D,, = Zs
de modo queo(k)=1e J(R%w) = —1. Nesse caso, I'; = kero = D= e a forma geral de
uma aplicacdo (D,,),-reversivel-equivariante é diferente da obtida no exemplo anterior,
implicando em um conjunto distinto de geradores para 5@((1%)0) sobre Pc(D,,). De
fato, é possivel mostrar, com contas analogas as dos exemplos anteriores, que se

g€ ac((Dn)J) como : D, — Zy tal que ker 0 = D=, entdo

9(2) =Y Ap(22) (" + 722 + ) B (22)"(2" +7") 7

TS u,v

com A5, By, € R, r,s,u,v € Nen par. Se definirmos f1, fo : C — R como no Exemplo

[1.30] temos
9(2) = fi(2)22 T + fo(z)z2 7,

com fi, fo € Pc(D,,). Portanto, ac((Dn)g) = Pc(Dn){g1, 92}, onde g1, g2 : C — C sdo

dadas por g,(z) = 22t e go(2) =22 7L,



CAPITULO 2

UMA INTRODUCAO A GEOMETRIA

SIMPLETICA

A geometria simplética é um ramo da geometria diferencial com raizes na formulagdo
geométrica da mecanica cldssica conhecida como "formalismo Hamiltoniano". Seus
desenvolvimentos recentes sdo agora frutos de sua relacdo com diversas dreas da mate-
matica, como a topologia simplética, a dindmica e a teoria de representagdo de grupos,
além de 4reas da fisica-matemdtica. Fortemente marcada por essa interdisciplinari-
dade, a geometria simplética tornou-se interesse central no contexto da matemadtica
atual a partir do desenvolvimento de métodos modernos que nos permitiram com-
preender melhor a estrutura dos chamados sistemas Hamiltonianos. Nessa diregdo,
destacamos o colchete de Poisson, originado nos trabalhos classicos de Poisson, Jacobi,

Lie e Hamilton, e que tem um ponto de destaque em nosso estudo.

Neste capitulo, nosso objetivo é fazer uma introdugdo elementar a geometria sim-
plética. Nesse trajeto discutimos a nogdo de espagos simpléticos, simplectomorfismos,
grupo simplético e sua dlgebra de Lie e acdes semissimpléticas. Nossas principais re-

feréncias aqui sao [12} 23} 37, 42].

2.1 Algebra Linear Simplética

No decorrer desta se¢do, apresentamos alguns conceitos e resultados de algebra linear
basica, os quais podem ser encontradas em [15]. Assumimos V' um espago vetorial
real de dimensdo finita e denotamos o R-espago vetorial das formas bilineares
Q:V xV = Rpor B(V,R).

Lembremos que a matriz associada a forma bilinear 2 com relacio a uma

base 5 = {vy,--- ,v,} édefinida por [2]s = [a;;], onde paracadai,j € {1,--- ,n} temos
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ai; = Qvs,v;). Além disso, dados u,v € V, podemos escrever Q(u,v) = [u]5[]s[v]g,

onde [u]s e [v]s sdo as matrizes coluna formadas pelas coordenadas dos vetores u e v

em relacdo a base 3, respectivamente.

Exemplo 2.1. Sejam 3 uma base para V = R* e u,v € R* com coordenadas

(w1, -+ ,us,) € (v, - ,v2,) Nessa base, respectivamente. A aplica¢do

Q: R xR*™ — R

n

(u,v) L Z(WWM — Uisn¥;)
i=1

n

-1, 0

é uma forma bilinear cuja matriz na base 3 é

Exemplo 2.2. Consideremos V' = W x W* onde W é um espago vetorial de dimen-
sdo n e W* é o seu dual. Tomemos {vy,--- ,v,} uma base de W e {¢1,--- ,¢9,} a base
dual associada. Entdo 5 = {(v1,0), -, (v5,0),(0,41), -+ ,(0,9,)} é uma base de V e a
aplicacdo
Q: VxV — R
((h, 1), (R k7)) — k*(h) = h*(k)

0 I,
¢ uma forma bilinear cuja matriz com relagdo a base /3 é
-1, O
Exemplo 2.3. A aplicagdo 2 : R* x R* — R dada por
Q(u1, ug, ug, uq), (v1, V2, U3, Vg)) = —UsU1 — 2UgV1 + Uy Vg + UzVy — UsU3 — UgV3 + 201Uy + UzVy

¢ uma forma bilinear e sua matriz com relacdo a base candnica de R* é

| 0 1 0 2 ]
-1 0 -1 0
0 1 0 1
-2 0 -1 0

Definicdo 2.4. Seja 2 € B(V,R). Dizemos que ) é antissimétrica se Q(u,v) = —Q(v, )

para todos u,v € V.
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Se V tem dimensao n, o subconjunto de B(V, R) formado por todas as formas biline-
ares antissimétricas é um subespacgo vetorial isomorfo ao subespago de M,,(R) formado
pelas matrizes antissimétricas, via o isomorfismo 2 — [2]5 segundo uma base fixada
3 de V. As formas bilineares dos Exemplos e[2.3[sdo todas antissimétricas, pois
suas matrizes associadas com relacdo a uma base (e portanto com relacdo a todas) sdao

antissimétricas.

O teorema seguinte prova a existéncia de uma base especifica para todo espago
vetorial munido com uma forma bilinear antissimétrica, base essa que facilitara alguns

calculos no decorrer deste trabalho.

Teorema 2.5. Seja Q2 € B(V,R) uma forma antissimétrica. Entdo existe uma base
B = {uy, U, €1, en, f1,000, fu} deV tal que

(i) Qu;,v) =0paratodoic{l,--- k}etodoveV;

(ii) Q(e;,ej) = Q(fi, fj) = 0paratodosi,j e {1,--- ,n};

(iii) Qe;, fj) = 1sei = jeSQe;, f;) =0sei # j, paratodosi,j e {1,--- ,n}

Demonstragio: Consideremos o subespago de V' dado por
U={ueV;Qu,v)=0,Yv eV}

e escolha para ele uma base {u;,--- ,u;}. Se U =V, entdo {2 = 0 e o resultado segue
tomando n = 0. Se U # V, entdo existe um subespaco vetorial W # {0} de V tal que
V =U@W. Tomemos e; € W tal que e; # 0. Entdo e; ¢ U de modo que existe f; € W
tal que Q(eq, fi) # 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que Q(e, fi) = 1.
Definamos W; como o subespago vetorial de V' gerado por e; e f; e consideremos o
conjunto

W ={weW; Qw,v) =0,Yv € W,}.

Temos que W = W, @ WlQ De fato, por construcdo, W 2 W; + WlQ Agora,sev € W,

entdo podemos escrever
v=(—Qv,e1)f1 +Qu, fi)er) + (v + Qv,e1) fr — Qv, f1)e1)

com —Q(v,e1)f1 + Qv, fi)er € Wiev+ Qv,e1)fi — Qv, fi)er € Wi, uma vez que

é antissimétrica e Q(ey, f1) = 1. Além disso, se v € W, N W, entdo v = ae; + bfy,
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coma, b € R, e Q,e;) = 0 = Q(v, f1). Assim, afd(er,e;) — bQ(eq, f1) = 0 =
aQ(eq, f1) + b f1, f1), implicando que a = b = 0, ja que Q(e1, e1) = Q(f1, f1) = 0. Logo
v = 0. Seja agora e; € W tal que ey # 0 (caso exista). Novamente, existe f, € W} tal
que Q(ez, f2) # 0 e assumimos (es, fo) = 1. Tomemos agora W, o subespaco gerado
porese foe

W3t = {w e W Q(w,v) = 0,Yv € Wa}.

De maneira analoga a que fizemos acima, mostramos que W = W, & W3k Seguindo

indutivamente com este processo, como a dimensao de V' é finita, obtemos
V=UeW,eWyd- - -dW,, (2.1)

onde IV; é o subespaco gerado pelos elementos e; e f;. Com essa construgdo, o conjunto

B ={uy, - ,ug €1, - ,en, f1, -, fu} éabase desejada. O

Embora a base B do teorema acima nao seja tinica, tradicionalmente ela é chamada
de base canoOnica. Além disso, a matriz associada a 2 com relagdo a ‘B é a matriz

antissimétrica de ordem k + 2n dada por

0 0 O
0 0 I,
0 -1, 0

Observagido 2.6. As bases consideradas nos Exemplos2.1]e2.2]satisfazem as condi¢des
do Teorema para k = 0. Observemos que no Exemplo 2.1 a base tomada foi fi-
xada, porém de forma arbitrdria. Assim qualquer base de R*" satisfaz as condi¢des do

Teorema 2.5 para ) como definida no Exemplo[2.1} inclusive a base candnica de R*".

Defini¢do 2.7. Seja Q2 € B(V,R) uma forma antissimétrica. Dizemos que €} é simplética (ou
ndo degenerada) quando Q(u,v) = 0 para todo v € V implicar que u = 0. Nesse caso, chama-
mos o espago vetorial V munido com a forma simplética () de espago vetorial simplético e o

denotamos por (V, ).

Observemos que cada forma bilinear 2 € B(V, R) pode ser associada a transforma-

¢do linear 2 : V — V* dada por

Qu)(v) = Qu,v). (2.2)
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Assim, uma forma bilinear antissimétrica é simplética se, e somente se, ker(2) = 0, o
que ocorre se, e somente se, {2 é um isomorfismo. Observemos também que o conjunto
U construido na demonstracdo do Teorema [2.5/ ¢ justamente o ntcleo de Q). Portanto,
se () é simplética, U = {0} e V admite uma base B = {ey,--- ,e,, f1,---, fn}, chamada
de base simplética, que satisfaz as condigdes (i) e (iii) do Teorema Nesse caso, V/

tem dimensdo par e a matriz associada a {2 com respeito a base B é da forma

Daqui em diante, sempre que usarmos a notagado J, estaremos nos referindo a ma-

triz quadrada descrita acima.

Temos a seguinte caracterizacdo para as formas simpléticas:

Teorema 2.8. Uma forma bilinear antissimétrica Q) : V x V' — R é simplética se, e somente

se, sua matriz associada (com relagdo a qualquer base de V') é invertivel.

Demonstragio: Seja B = {vy,--- ,v,,} uma base de V fixada, porém arbitraria. Primei-
ramente, notemos que a matriz 2]y é a transposta da matriz da transformacao linear
Q) definida em (2.2), com respeito a base ‘B e sua base dual. De fato, sejam v € V e

B* ={f1,---, fm} abase dual a B, ou seja, f;(v;) = d;; onde 0,; é o delta de Kronecker.

m

Entdo v = Z fi(v)v; e, paratodoi € {1,--- ,m}, temos
7=1

Q(v;)(v) = Q(v;,v) = Qv Z fi(v);) = Zg(vi,vj)fj(v),
donde
Q(vy,v1) - Qvgy,v1) Qv,v1) - Qvr,0) t
Q) 5+ = : : = : : = QL.
Qv vm) - QUvm, vm) Qvp,v1) -+ QUvm, Um)

Agora, sabemos que 2 é simplética se, e somente se, {2 é um isomorfismo, o que ocorre

se, e somente se, a matriz [2]y 5+ € invertivel. Portanto, (2 é simplética se, e somente se,

(2] € invertivel. O
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Observacao 2.9. As formas bilineares antissimétricas dos Exemplos e[2.3|sdo
simpléticas, visto que suas matrizes com relacdo a uma base (e portanto com relagdo
a todas) sdo invertiveis. O espago vetorial (R*", Q) com € definida no Exemplo[2.1]é
chamado espaco vetorial simplético candnico. Lembremos, pela Observacdo que

a base canonica de R?" é uma base simplética de (R*", Q).

2.2 Simplectomorfismos

Assim como no caso de espagos vetoriais com produto interno, em espagos simpléticos
também existem transformagdes que preservam a estrutura do espago, as chamadas

transformagoes simpléticas.

Definicao 2.10. Sejam (V1,$4) e (Va, Sdy) espagos vetoriais simpléticos. Uma transformagio

linear A : Vi — Vs é chamada simplética se
Qo (A(u), A(v)) = Qi (u,v),

para todos u,v € V. Nesse caso, quando A é um isomorfismo, A é chamada de simplectomor-

fismo e (Vi,) e (Va,y) sdo ditos simplectomorfos.

Exemplo 2.11. Consideremos a aplicagdo

0 RZxR? — R
(wo) > [ulp(-240)l0s
onde [u]g, [v]s denotam as coordenadas de u,v € R? com relagdo a uma base 3 de R?,
respectivamente. Como [{;]s = —2.J,, segue pelo Teorema que €); é uma forma
simplética. Consideremos agora a forma simplética 2y definida no Exemplo 2.1/ para
n = 1 e o isomorfismo
A: (R%Qy) — (R Qo)
(y) > (fry)

Dados (z,v), (z,w) € R?, temos

ul(e.0), ) == gz = 0 ( (o) (~520) ) = A0 Al w)),
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0 que prova que A é um simplectomorfismo e, portanto, (R?, Q) e (R?, ;) sdo simplec-

tomorfos. Esse exemplo pode ser generalizado, como mostramos no teorema abaixo.

Teorema 2.12. Todo espago vetorial simplético é simplectomorfo a (R**, Q) para algumn € N.

Demonstragdo: Sejam (V, Q) um espago vetorial simplético de dimensao 2n e (R?", Q)
0 espago vetorial simplético candnico. Consideremos {fi,- -, f2,} uma base qual-
quer de R** e {¢},--- e\, fi, -+, [} uma base simplética de V (que existe pelo Te-
orema 2.5). Definamos A : R — V como o isomorfismo linear que satisfaz

A(f;) = € e A(firn) = [, paratodo i € {1,---,n}. Tomando u,v € R*", existem
2n

2n

Up, "+ ,Ugp, V1, "+ , U2y € R tais que u = Z ufiev= Z v; f;. Assim, da bilinearidade
=1 =1

de Q, da linearidade de A e das condicdes (i) e (iii) do Teorema satisfeitas pela

base simplética de V, temos que

2n

QA(u), A(v)) = Q ZUiA(fi)azviA(fi)>

=1
n

= Z(ule; + uiJrnfi/)a Z(Uze; + Uernfz/))

i=1 =1
n n n n
/ ! ! /
= Q E uieiaE Vignf; | + 9 E Uz’+nf¢>§ vie;
=1 =1 =1 =1
n n
/ / !/ /
= § uivj+nQ<€i>fj) + E uiJrntQ( i7€j>

ij=1 ij=1
n

= Z(uivi-i—n - Uz‘+n"Ui)

=1

- QO(ua U)?

mostrando que A é um simplectomorfismo. O

Notemos que o teorema acima é vélido para qualquer base fixada de R?", inclusive
para a candnica, que é uma base simplética para a forma €2, (Observagao [2.6). Assim,
os simplectomorfismos definem uma relacdo de equivaléncia no conjunto dos espagos
vetoriais simpléticos de mesma dimensdo. Desse modo, via um simplectomorfismo,
podemos considerar um espago vetorial simplético de dimensdo 2n como o espago
simplético candnico (R**,€)) com a base simplética fixada sendo a base canonica de

R?,
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2.3 Grupo Simplético

Nesta se¢do, nos restringimos aos simplectomorfismos de (R?", ) em (R*", Qy) com o
objetivo de analisarmos a estrutura algébrica do chamado grupo simplético, que pode
ser identificado com o grupo das transformagdes de coordenadas que mantém a matriz
simplética .Jy. Tal grupo surge de forma natural no estudo da mecanica classica e, neste

trabalho, servird de preliminar para a abordagem apresentada na Secao

Seja A : (R?",Qp) — (R?", ) um simplectomorfismo e consideremos « e /3 bases
do dominio e da imagem de A, respectivamente. Denotemos também por A a matriz
do simplectomorfismo com relagdo as bases e 3. Entdo A € GL(2n) e para quaisquer

u,v € R?", temos Qo(A(u), A(v)) = Qo(u,v), isto &,
[ule A" JoA[v]a = [A(u)]5Jo[A(v)]s = [ulgJo[v]a,

com -], €[], denotando as coordenadas dos vetores nas bases « e /3, respectivamente.
Disto segue que A'JyA = Jy. Reciprocamente, se A € M, (R) é tal que A'JyA = Jy, en-
tdo det A = £1, implicando que A define um isomorfismo linear que satisfaz
Qo(A(u), A(v)) = Qo(u, v) para todos u, v € R*". Portanto, A define um simplectomor-

fismo de (R?",)y) em (R?", Q).

Dados esses fatos, definimos o conjunto

o qual tem estrutura de grupo de Lie linear. De fato, Sp(n) # 0, pois I, € Sp(n).
Ainda, se A, B € Sp(n) entdo A'JyA = Jy e B'JyB = Jy, de onde J, = (A")"1JA™?
e (AB)"Jo(AB) = B'(A"JyA)B = B'JyB = Jy. Logo, A™',AB € Sp(n). Isto prova
que Sp(n) é um subgrupo de GL(2n). Para concluir que Sp(n) é um conjunto fe-
chado de GL(2n) (via identificacio com R*"*), definimos ¢ : GL(2n) — GL(2n) por
p(A) = A'JyA. Tal aplicagdo é continua pois cada entrada das matrizes na imagem
é polinomial. Ademais, Sp(n) = ¢~ *({Jo}) e como {.Jy} é fechado em GL(2n), entdo

Sp(n) também o é. Portanto, Sp(n) é um grupo de Lie linear.

Observemos que se A € Sp(n) entdo A’ € Sp(n), visto que como J§ = —I,,, temos
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JO_1 = —Jy. Assim,
—Jo=Jy " = (AT HAT) T = A(=Jp) A" = — AL A,
ou seja, Jy = (A")'JpA'. Deste modo, podemos também escrever Sp(n) como
Sp(n) = {A € GL(2n); AJoA' = Jo}.

Defini¢do 2.13. O grupo Sp(n) definido em é chamado de grupo simplético e seus

elementos sdo chamados de matrizes simpléticas.

Podemos entdo concluir que dada uma matriz simplética temos um simplectomor-
fismo A : (R*™ Q) — (R () associado a ela. Reciprocamente, a matriz associada
a um simplectomorfismo A : (R**,Qg) — (R?", Q) é simplética independentemente
das bases consideradas no dominio e na imagem, o que nem sempre ocorre quando
trabalhamos com simplectomorfismos de (R?", ;) em (R*", ), onde £ e 2, ndo sdo

ambas a forma candnica (). Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 2.14. Consideremos a forma simplética 2; e o simplectomorfismo

A (R? Q) — (R?, Q) dados no Exemplo Tomemos tanto no dominio quanto na

—L 9
imagem de A a base canonica de R?. Entdo a matriz associada a A é 2 , que

0 1
nao é uma matriz simplética, ja que

t

0 1
#*
0 -1 0

DO [—=

— o
o
|

-1 0 0

N[ —=

Observemos que a base canonica de R* ndo é uma base simplética para (R?, ), pois

Qi(e1,e0) = =2 # 1.

Contudo, a matriz associada a um simplectomorfismo A : (V3,Qy) — (V2,8) é
simplética desde que consideremos em (V;,€2;) e (15, §22) bases simpléticas « e 3, res-
pectivamente. Nesse caso, denotando também por A a matriz associada ao simplecto-
morfismo A com relagdo a « e 3, temos

[ulo A" JoAv]a = [A(w)]5Jo[Av)]s = Qa(A(u), Av)) = D (u,v) = [u];,Jo[v]a

67
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para todos u,v € V;i. Logo, A € GL(2n) e A'JyA = J, implicando que A € Sp(n). Por-
tanto, dado um simplectomorfismo A : (V7,€;) — (V4,€)s) sempre existe uma matriz

associada a A que é simplética.

Outro fato bastante interessante é que os vetores cujas coordenadas sdo as colunas
de uma matriz simplética formam uma base simplética para (R**, Q). Isto porque to-
mando o = {fi,- -, fon} uma base de R*", se A € Sp(n), a k-ésima coluna de A é dada
pelas coordenadas do vetor A(f;) e, sendo A invertivel, temos que {A(f1),--- , A(f2n)}
é uma base de R*". Agora, pela defini¢do de Qy dada no Exemplo toda base de R*"
é simplética.

Reciprocamente, seja A = [a;;] uma matriz cuja k-ésima coluna é formada pelas
coordenadas do vetor ux = (aix,- -+ ,a2,;) de maneira que § = {uy,--- ,ug,} € uma
base simplética para (R**, (). Entdo A € Sp(n). De fato, denotando por e; o0 i-ésimo
vetor da base candnica de R*" e por (, ) o produto interno candnico em R**, para todos

i,j€{l,---,n}, temos

0= Qo(ui7 uj) = <(<u17 _6n+1>7 Ty <ui7 _e2n>7 <ui’ 61>7 T <ui7 €n>)7 uj>;

0 = Qo(Uitn, Ujyn) = (((Uitn,€1), 5 (Witns €n), (Uitn, —€ng1)y 5 (Uitn, —€20)), Ujin);
5ij = Qo(ui7un+j) = <(<u1> _€ﬂ+1>7 T <ui7 _62n>’ <uia 61>7 Ty <ui7 eﬂ>>7un+j>;
_5ij = Qo(ui-i'm uj) - <(<ui+n7 61>7 Tty <uz’+n7 en>7 <ui+n7 _en+1>7 T, <Ui+n, —62n>), Uj>.

Com tediosos célculos, é possivel mostrar que

aix - QA2n1 0 I, 11 - Q12

A12n,  * G2p2n —1I, 0 Aap1  * G2p2n

onde b.s = Qo(u,,us), para todos r,s € {1,---,2n}. Logo, A*"JyA = [b.s] = Jy e, por-

tanto, A é uma matriz simplética.

1
—5 0
Exemplo 2.15. A matriz 2 é simplética, ja que
0 -2
1 ! 1 1 1
~1 0 0 1| =5 0| 03|50 |
= = Jo.
0 -2 -1 0 0 -2 2 0 0 -2
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Logo, {—1e1, —2e,} é uma base simplética de (R*", ().

B
Exemplo 2.16. Consideremos B = ' ,onde
0 By
-70 00 -3 000
0 300 0 3 00
Blz e B2:
0 050 0 0 % 0
0 00 1 0 0 01
Temos que B' = B e By By = ByB;y = 1. Assim,
B, 0 0 I B 0 0 B B, 0
B'J,B — 1 4 1 _ 1 1 — T
0 DBy -1, 0 0 DBy -B, 0 0 DBy

Logo B € Sp(4) e, assim, o conjunto dos vetores cujas coordenadas formam as colunas

de B é uma base simplética para (R, Q).

Uma maneira simples de saber se uma matriz de ordem dois é simplética é calcu-
a b

lando seu determinante, pois A = é simplética se, e somente se, A é invertivel
c d
. a c 0 1 a b 0 det A
Jg - A J()A - =
b d -1 0 c d —detA O

ou seja, det A = 1. Temos entdo a seguinte proposicao:

Proposicdo 2.17. A € Sp(1) se, e somente se, det A = 1.

No entanto, tal equivaléncia ndo é valida em geral para matrizes de ordem 2n, com

n > 1. Consideremos, por exemplo,

01 0 2
10 -1 0

A= (2.4)
01 0 1
2.0 -1 0
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Notemos que det A = 1, mas

0O -1 0 -2 0 0 1 0 0O 1 0 2 00 -1 O
0 1 0 0 0 01 -1 0 -1 0 00 0 -1
AtJOA - g
0O -1 0 —1 -1 0 0 0 0O 1 0 1 1 0 0 0
2 0 1 0 0O -1 0 0 -2 0 -1 0 01 O 0
isto é, A"JyA = —Jy # Jo, implicando que A ndo é simplética. Contudo, uma das

implicagdes é sempre verdadeira, como nos mostra o préoximo resultado. Sua prova
serd omitida, pois requer ferramentas da teoria de formas diferenciais, e poderd ser

consultada em [42), Proposition V.4].

Lema 2.18. Se A € Sp(n) entdo det A = 1.

Embora os préoximos resultados desta se¢do sejam interessantes, eles ndo fazem

parte do nucleo bésico deste trabalho e podem ser omitidos sem perda de continui-

dade.

Vamos agora analisar os autovalores de uma matriz simplética. Para isso usaremos
a teoria de formas candnicas de Jordan, que pode ser encontrada em [15, Secdo 5].
Lembremos que os autovalores de uma matriz A € M,,(R) sdo as raizes do polindmio
caracteristico

pa(z) = det(zl, — A).

Além disso, como o determinante de uma matriz associada a uma transformacao linear

é invariante por base, considerando a forma de Jordan de A, temos que
det A = (Ay)™ - (Ag)™

onde Ay, - -+, \; sdo todos os autovalores distintos de A e my,-- -, my sdo suas respec-
tivas multiplicidades algébricas. Em particular, se A é uma matriz simplética, entdo 0

nao é autovalor de A, visto que det A =1 # 0.

Proposigio 2.19. Sejam A € Sp(n) e \ # 0 um autovalor de A. Entdo \™', Xe X também
sdo autovalores de A, todos com a mesma multiplicidade algébrica de \. Em particular, se +1 é

autovalor de A entdo sua multiplicidade algébrica é par.

Demonstragido: Se A # 0 é autovalor complexo de A, entdo ps(A) = 0 e, como pu(z)
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tem coeficientes reais, ps(\) = ITO\) = 0, ou seja, )\ também é autovalor de A, com a
mesma multiplicidade algébrica de \. Basta entdo mostrar que o mesmo é valido para
A~L. Sabemos que det A = det A™! = 1 e que det J, = det J;' = 1, j& que Jy € Sp(n).
Além disso, a igualdade A'JyA = Jy nos da JyAJ; U= (A1) Assim, o polindmio

caracteristico de A para = # 0 é dado por

pa(z) = det(xly, — A)
= (det Jy) det(zls, — A)(det J; 1)
= det[Jo(xls, — A)Jy "
= det(JozLonJyt — JoAJ7Y)

= det(zly, — JoAJ; )

= det[(zlz,)" — (A71)']

= det[(xl, — A7)

= det(a;[zn — A7

= det[(—zA™ ) (27 Ly, — A)]

= det(—zA ) det(z Ly, — A)
= (—z)det(A) det(z 7 15, — A)

= 2"pa(z").

Logo, 0 = pa(A) = A*"pa(A!) e como X # 0, entdo pa(A~!) = 0, mostrando que A~! é
autovalor de A.

Agora suponhamos que a multiplicidade algébrica de ) seja k. Entdo podemos

escrever pa(z) = (z — \)¥pi(z) onde py () # 0. Assim, para x # 0, temos

pa(z) = z*pa(z7")

(a7t = A (a7
= e O
= Nt <””;;‘f)kpl<x-l>
= N EA = )y (e

= (A —a2)"'pa(),

= T

= T
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com py () = Nea?"=*p, (271) satisfazendo p,(A~1) # 0, j4 que
Jaq
p2(AT1) = NN Epr(A) = NFTp ().

Logo, A~ também tem multiplicidade algébrica k.

Finalmente, suponhamos que A, A\{', -+, A\, A, ! sejam todos os autovalores de A

diferentes de 1 e que m seja a multiplicidade algébrica de 1 e [ de —1. Entdo
2n = dim R*" = m + [ + 2k.

Se 1 for autovalor de A e —1 ndo, entdo m = 2(n — k), que é par. Se —1 for autovalor de
A e 1nao, entdo [ = 2(n — k), que também é par. Agora, se ambos sdo autovalores de
A, entdao

L=det A=A A7 - A A0 (D)™ (1) = (=),

donde [ é par. Consequentemente, m = 2(n — k) — [ também ¢é par, concluindo a

demonstracao. O

Notemos que quando A € Sp(n) é diagonalizdvel (sobre R), entdo existe uma base

de R?" na qual A é dada por

A

e tal matriz é ainda simplética.

2.4 A Algebra de Lie do Grupo Simplético

A dlgebra de Lie é uma ferramenta indispensavel na teoria de grupos de Lie, uma vez
que a estrutura do grupo pode ser determinada a partir de sua algebra. Além disso, a

algebra de Lie tem estrutura de espago vetorial, o que nos permite entendé-la usando
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apenas teoria de algebra linear. No contexto de grupos de Lie lineares, a exponencial
de uma matriz também desempenha um papel importante, pois é o mecanismo de
conexao entre um grupo de Lie linear e sua algebra de Lie. Um estudo mais detalhado

do assunto pode ser encontrado em [22, Chapter 2].

Defini¢do 2.20. Seja X € M, (R). Definimos a exponencial de X , denotada por eX ou exp(X),

como sendo a série de poténcias

Segue de [22] Proposition 2.1] que se X € M, (R), entdo e* € M, (R). Além disso,
de [22, Proposition 2.3] temos que (¢¥X)! = X', " = I,ese X, Y € M,(R)e XY =Y X

entao

X+Y Xy Y X (2.5)

onde ¢ denota a transposta da matriz e 0,, é a matriz nula de ordem n. Ainda,

por [22, Proposition 2.4], a aplicagdo s — e**, com s € R, é diferencidvel com derivada

d

—eX = X =X X, (2.6)
ds

Defini¢do 2.21. A dlgebra de Lie de um grupo de Lie linear I' C GL(n) é o conjunto
0 ={X € M,(R); e*¥ €T, Vs € R}.

Existem defini¢des mais gerais para algebras de Lie (ndo necessariamente associa-
das a um grupo de Lie) que podem ser encontradas em [22} Section 2.8, Appendix C.2].
A Definigao é equivalente a essas, quando restritas ao contexto de grupos de Lie
lineares.

Denotemos por h a algebra de Lie do grupo de Lie linear Sp(n). Afirmamos que

h =sp(n), onde
sp(n) = {A € My, (R); JoA'Jy = A} (2.7)

De fato, seja X € h = {X € My,(R); e** € Sp(n), Vs € R}. Entdo X € My, (R) e
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(esX)tJpesX = Jy. Desta forma,

Derivando tal igualdade em s = 0, segue que

0 = dis(esxtz]o@“qX)‘S:o
_ [XtethjoesX —|—68XtJ0X€5XHs:0
= Xt Jyeln + €0 Jy X el

= X'Jy+ JoX,

0 que é equivalente a X' Jy = —JyX. Como J§ = —Is,, temos que JoX'J, = X. Logo,
X € sp(n). Por outro lado, se A € sp(n), entdo dado s € R temos Jy(sA")Jy = sA.
Além disso, como J; L— T, segue que (—.JyBJy)" = —JyB™J, para qualquer matriz

B € My, (R) e qualquer m € N. Consequentemente,

e ME =Y (= DB =) —(=hB" D) = o (Z —B ) Jo = —Joe® o,
m=0 m=0 m=0
para toda matriz B € My, (R), em particular para B = —sA’, com s € R. Logo, lem-

brando que sA = Jy(sA") Jy e que J§ = —I5,, temos

esAt J0€SA — esAt JoeJo(sAt)Jo

_ esAt JoefJo(fsA)tJo
= 63At Jo(—Jo)B_SAt Jo
— esAte—sAt Jo
_ esAt—sAt Jo
= ¢e02n JO

= ']07

para todo s € R, provando que A € h. Portanto, sp(n) é a dlgebra de Lie de Sp(n), que
pode ser reescrita como sp(n) = {A € My, (R); A'Jy + JoA = 09y, }.

Definigdo 2.22. Os elementos da dlgebra de Lie sp(n) sdo chamados de matrizes hamiltoni-

anas.

8 1
Exemplo 2.23. A matriz A = ¢ hamiltoniana ja que A"Jy + JyA = 0. De

3 -8
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fato,
8 3 0 1 0 1 g8 1 -3 8 3 -8 00
+ = + =
1 -8 -1 0 -1 0 3 -8 8 1 -8 —1 0 0
Logo, A € sp(1).
2 3 1+ 0
' 1 -7 0 4 o ‘
Exemplo 2.24. A matriz B = ¢ hamiltoniana visto que
0 3 -2 -1
3 0 =3 7
2 1 0 3 0 0 10 0 -3 2 1
. 3 =7 3 0 0 0 01 -3 0 3 -7
0 -2 -3 -1 0 00 2 3 3 0
0 4 -1 7 0 =100 1 -7 0 4
e — — — — — —
0 0 10 2 3 3 0 0 3 -2 -1
0 0 01 1 -7 0 4 3 0 =3 7
-1 0 00 0 3 -2 -1 -2 -3 -1 0
0 -1 00 3 0 =3 7 -1 7 0 -4

implicam em B*.J; + JoB = 0. Logo, B € sp(2).

Observemos que as matrizes hamiltonianas dos dois exemplos anteriores tém trago

nulo. Isso acontece em geral, como veremos no Corolério [2.26]

A B
Proposicdo 2.25. Sejam A, B,C e D € M, (R). Uma matriz H = € sp(n) se, e
C D

somentese, A= —D!, B=Bte(C = (C"

Demonstragido: Sabemos que H é hamiltoniana se, e somente se, H'Jy + JoH = 0g,.

Logo,
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0n O, At 0 I 0 I,||A4 B
= +
O0n O, B' D'| | -1, 0 ~I, 0 ||Cc D
—Ct A C D
= +
_D! B ~A -B

c—-Cct A+ D
—(A+D") B'—-B

e isto ocorre se, e somente se, A = —D', B = B'e C' = C"*, como queriamos. O

Corolario 2.26. Se H € sp(n), entdo seu trago é zero.

Demonstragio: Seja H € sp(n) escrita em blocos de matrizes de ordem n como

A B
C D

Pela proposicdo anterior, / é hamiltoniana se, e somente se,

-D'" B
C D

H =

Logo, o trago de H é a soma dos tracos de —D" e D e, como o trago de —D' coincide

com o traco de —D, segue o resultado. O

Assim como fizemos para as matrizes simpléticas, vamos analisar os autovalores
de uma matriz hamiltoniana. Embora os resultados a seguir relacionados a tais au-
tovalores sejam interessantes, eles ndo fazem parte do niuicleo basico deste trabalho e

também podem ser omitidos sem perda de continuidade.

Proposicio 2.27. Sejam H € sp(n) e A um autovalor de H. Entdo —\, X e —\ sdo também
autovalores de H, todos eles com a mesma multiplicidade algébrica de \. Em particular, se 0 é

autovalor de H, entdo sua multiplicidade algébrica é par.

Demonstragido: De modo analogo ao que fizemos na demonstragéo da Proposicao[2.19
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se )\ é autovalor complexo de H, entdo \ também é, com a mesma multiplicidade algé-

brica de A\. Resta mostrar que o mesmo vale para —\. Sabemos que JoH'J, = H, ou

seja, H' = —J; 'H Jy, uma vez que J; ' = —.J,. Dessa forma, o polindmio caracteristico

de H é dado por

pu(z) =

det(xly, — H)

(det Jy ') (det(x 1y, — H))(det Jo)

det(Jy ' wlanJo — Jy ' H Jo)
det(zly, + H')
det[(z12,)" + HY|
det[(zls, + H)']

det(zly, + H)

(—1)* det(x1ls, + H)

det[(—=1)(z s, + H)]
det[(—2)Ion — H]
pH(_$)7

implicando que se \ é autovalor de H, entdo —\ também o é. Além disso, se k é a

multiplicidade algébrica de )\, entdo podemos escrever pg(z) = (xr — A\)*pi(z), com

pl()\> 7é 0. Dai,
pu(—x)

onde py(z) = (—1)*p;(—x). Logo, como p;(\) # 0, temos pa(—A) = (—1)*p(\) # O e

portanto k£ também é a multiplicidade algébrica de —\. Finalmente, suponhamos que

A1, = A1, o, Ak, — g sejam todos os autovalores distintos e ndo nulos de H e que m seja

a multiplicidade algébrica de 0. Entdo

on = dim R*” = m + 2k.

Assim, se 0 é autovalor de H, entdao m = 2(n — k), concluindo a demonstragao. O
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Corolario 2.28. Se H € sp(n), entdo seu polindmio caracteristico py(x) deve ser o produto
de fatores da forma x?, z* —a?, 2* +a? e ((x — @)? + B3 ((z + a)* + 3?), onde « e 3 sdo

niimeros reais positivos.

Demonstragido: Sabemos que se Ay, - -, \; sd0 todos os autovalores de um operador

linear, entdo o polindmio caracteristico desse operador é da forma
p(z) = (x—A). - (2 — Mgp).

Sejam H € sp(n), pu(z) seu polindmio caracteristico e consideremos « e § ntimeros
reais positivos. Se 0 é autovalor de H, entdo sua multiplicidade algébrica é par e py(z)
tem pelo menos um fator da forma z2. Se « é autovalor de H, pela proposic¢do anterior
—a também €, e dai, z2 — o? é fator de py(z). Se i é autovalor de H, —«ai também ¢é e
x? + o? é fator de py(x). Se a + Bi é autovalor de H, entdo o — Bi, —a — i e —a + Bi

também séo e
(x = (a4 Bi))(z — (a = Bi))(x + a+ Bi)(z + a = Bi) = ((x — a)* + ) ((z + a)® + §%)

é fator de py (z). U

2.5 Antissimplectomorfismos e A¢oes Semissimpléticas

Como vimos, os simplectomorfismos sdo isomorfismos que preservam a forma sim-
plética, cujas matrizes associadas formam o chamado grupo simplético. Nesta secdo,
introduzimos as transformacgdes que, ao contrario dos simplectomorfismos, revertem
a forma simplética e cujas matrizes associadas ndo formam um conjunto com estrutura
de grupo. Um exemplo de uma transformacdo com essa propriedade é o isomorfismo
associado a matriz (2.4). Nesta secdo consideramos também grupos de Lie lineares
agindo sobre um espago simplético, cujos elementos preservam e revertem a forma

simplética do espaco.

Definigdo 2.29. Sejam (V1, Q) e (Va, Q) espacgos simpléticos. Um isomorfismo A : Vi — V5
que satisfaz

Qo (A(u), A(v)) = =y (u,v),
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para todos u,v € Vi, é chamado antissimplectomorfismo.

De modo andlogo ao que fizemos na Secgdo mostramos agora que
A (R*™ Qg) — (R*™, Q) é um antissimplectomorfismo se, e somente se, sua matriz
associada A satisfaz a igualdade A*.JyA = —.J,. Para isso, consideremos « e /3 bases do
dominio e da imagem de A, respectivamente. Entdo A € GL(2n) e para quaisquer

u,v € R?", temos Qo(A(u), A(v)) = —Qo(u,v), ou seja,
(u]o A" JoAlvla = [A(u)]5Jo[A(v)]s = —[ul;To[v]a,

para todos u, v € R?". Portanto, A*.JyA = —J,. Reciprocamente, se A € GL(2n) é tal que
Al JyA = —Jy, entdo A define um antissimplectomorfismo A : (R**, Qg) — (R**, Q).
Mais geralmente, dado um antissimplectomorfismo A : (Vi,) — (V5,€),), se con-

sideramos « e  as bases simpléticas de (V7,€) e (V2, ;) respectivamente (que exis-

tem pelo Teorema[2.5), entdo a matriz A € GL(2n) satisfaz A'JyA = —J;.

Ao contrério do grupo simplético, o conjunto
ASp(n) = {A € GL(2n); A" JoA = —Jo}

ndo tem estrutura de grupo, pois ndo é fechado para a operagdo de multiplicagdo de
matrizes. Entretanto, tal conjunto satisfaz algumas propriedades interessantes. Dentre

elas, se A € ASp(n) entdo A~! € ASp(n), pois A'JyA = —.J implica em
—J() - (At)_ljoA_l — (A_l)tJUA_l.
Desse fato e da igualdade J§ = —I,, segue ainda que

Jo = (=Jo)
= ((A) oA
= AJylA
= —AJA,

implicando que A* € ASp(n). Dessa forma, o conjunto ASp(n) pode ser reescrito como

ASp(n) = {A € GL(2n); AJyA' = —Jy}.

Definicao 2.30. Sejam I' um grupo de Lie linear e o : I' — Zy um epimorfismo. Dizemos que
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”on

uma agdo "-" de I em um espago simplético (V, (1) é o-semissimplética se

Qv 2,7 y) = o(v)Qz,y),

para todos x,y € V e todo vy € I'. Se o for o homomorfismo trivial, dizemos apenas que a agdo

é simplética.

Lembremos que se o é um epimorfismo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,
ker o é um subgrupo de I' de indice dois. Logo, se I' ndo admite subgrupo de indice
dois, entdo ndo é possivel obter uma agdo desse grupo em um espago vetorial simplé-
tico que seja o-semissimplética.

Observemos ainda que se a agdo de I' em (V,(2) é simplética, I' contém apenas
simplectomorfismos, cujas representa¢des matriciais sdo matrizes simpléticas. Além
disso, como o ¢ um homomorfismo de grupos e a agdo de I' em V' é linear, para mostrar
que uma agdo é simplética ou o-semissimplética, basta verificar que é simplética ou o-
semissimplética em um conjunto de geradores de I'.

Para o que segue, ) é a forma candnica definida no Exemplo

Exemplo 2.31. Sejal’ = Zy = {—1, 1} agindo em (R*", Q) por meio da a¢do "-" definida

como —1 -z = —z. Dados u, v € R*", temos
Qo(—1-u,—1-v) = Qo(—u, —v) = [—u]' Jo[—v] = [u]' Jo[v] = Qo(u,v).

Portanto, a acdo de Z, em (R*", Q) é simplética.

Exemplo 2.32. Consideremos o grupo especial ortogonal SO(2) agindo em (R?, Q)
por meio da acdo natural de multiplicagdo de matriz por vetor. Segue da Proposigado
que SO(2) C Sp(1), ou seja, toda matriz de SO(2) é simplética e, portanto, induz
um simplectomorfismo. Logo, Qy(7y - u,vy - v) = Qy(u,v), para todo v € SO(2) e todos

u,v € R?, mostrando que a acdo de SO(2) em (R? ) é simplética.

Exemplo 2.33. Consideremos agora o grupo ortogonal O(2) agindo em (R?, ) tam-

bém por meio da ac¢do natural de multiplicacdo de matriz por vetor. Da Observacdo

1 0
1.4, sabemos que O(2) é gerado por SO(2) e k = . Pelo exemplo anterior,

0 —1
todos os elementos de SO(2) preservam (), bastando entdo analisar a acdo de « na
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forma simplética. Dados u = (u1, us), v = (v, v2) € R?, temos

Qo(k-u,k-v) = Qo((ug, —uz), (v1, —v2))
= —UU2 + UV
= —(uyvy — usvy)
= —Qo((u1, u2), (v1,02))
= —Qo(u,v).

Logo, definindo ¢ : O(2) — Z, de forma que o(y) =1 para todo v € SO(2) e
o(k) = —1, temos para todos u,v € R? que Qo(vy - u,7 - v) = o(7)Q(u,v) e, portanto, a

acdo de O(2) em (R?, Q) é o-semissimplética.

Exemplo 2.34. Consideremos o grupo ortogonal O(4) agindo em (R*, ) pela agdo

natural de multiplicagdo de matriz por vetor e tomemos

-1 0 0 0
0 -1 0 0
v = € 0(4).
0O 0 =120
0O 0 0 1

_ _ 4 ~
Se u = (uq, ug, ug, uy), v = (v1,v2,v3,v4) € R, entdo

QO(W'“/Y'”) - QO((_UI7_U27_U37U4)7(_Ula_v27_v37v4))
= UIV3 — UgV4 — UV + U4V2

# :l:QO (u, U).

Portanto, a agdo de O(4) em (R* ) ndo é simplética, nem c-semissimplética, para

qualquer epimorfismo o : O(4) — Zs.

Observacao 2.35. Observemos que uma agdo de um grupo de Lie linear I' é
o-semissimplética, se, e somente se, as matrizes das representac¢des p, de cada v € I'

pertencem a Sp(n) U ASp(n), mais especificamente, para caday € I'

[pv]tjo[pv] = 0(7)Jo,

onde o : I' = Zy é um epimorfismo.



CAPIiTULO 3

FORMAS NORMAIS PARA SISTEMAS

HAMILTONIANOS

Como ja mencionamos, a teoria de formas normais é uma ferramenta importante na
andlise qualitativa local de sistemas dindmicos e o seu desenvolvimento para sistemas
Hamiltonianos é o foco principal deste capitulo. O método classico para encontrar
formas normais consiste em aplicar sucessivas mudancas de coordenadas na série de
Taylor do Hamiltoniano do campo (Definigdo em torno de uma singularidade. O
objetivo é anular tantos termos quanto possiveis do Hamiltoniano original, obtendo

assim um Hamiltoniano convenientemente mais simples.

O método desenvolvido por Belitskii [4] para a obten¢do de formas normais de
campos vetoriais reduz o problema ao célculo do ntcleo do chamado operador ho-
molégico. Similarmente, para os Hamiltonianos dos campos de vetores o problema
pode ser reduzido ao calculo do ntcleo do adjunto de um operador linear associado a
forma quadratica da série de Taylor do Hamiltoniano. Tal procedimento é chamado de

método do operador adjunto e estd descrito na Subsegao [3.4.1}

Um método algébrico alternativo, andlogo ao método de Elphick et al. [17] para
campos de vetores, é apresentado na Subsegdo o qual identifica o ntcleo do ope-
rador adjunto com o anel das fun¢des polinomiais reais invariantes pelo grupo de Lie
linear

S = {es4"; s € R},

onde A é a matriz da parte linear do campo Hamiltoniano. Mais especificamente, pelo
Teorema uma forma normal do Hamiltoniano pode ser escolhida invariante por
S, introduzindo, de certa forma, simetrias ao sistema. Na Secdo consideramos

sistemas Hamiltonianos com simetrias (e possivelmente antissimetrias) a fim de obter
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formas normais dos respectivos Hamiltonianos preservando suas propriedades simé-

tricas.

Iniciamos este capitulo com uma breve abordagem sobre sistemas dindmicos e cam-
pos Hamiltonianos, descrita respectivamente nas Secoes [3.1] e A Segédo [3.3] esta
dedicada a discussdo de sistemas Hamiltonianos lineares e apresenta resultados preli-

minares ao método do operador adjunto descrito posteriormente.

3.1 Sistemas Dinamicos

Para nossos propdsitos, é suficiente a definicdo de campo de vetores em um aberto de
R™, que em casos mais gerais é dada sobre uma variedade M. As defini¢des aqui feitas
podem ser facilmente estendidas para espagos vetoriais arbitrdrios de dimensao finita
via isomorfismos. Com um abuso de notagdo, vamos nos referir nas se¢des seguintes
a campos de vetores definidos em espagos vetoriais. Boas referéncias para este estudo
sao [32] 134, 138].

Entende-se por campo de vetores em um aberto U C R" uma correspondéncia
X : U — R"” que a cada ponto 2 € U associa um vetor X (z) em R". Dizemos que o
campo de vetores é diferencidvel ou de classe C”, com r > 1, se tal correspondéncia é

uma aplicagdo diferencidvel ou de classe C”, respectivamente.

Definicdo 3.1. Sejam (G, *) um grupo e eq seu elemento neutro. Um fluxo em R™ é um
conjunto de aplicagdes ¢, : R" — R"™, com t € G, satisfazendo ¢,.s = ¢, o ¢ e com ¢, sendo

a aplicagio identidade.

Notemos que todo fluxo induz uma aplicagio ¢ : G x R — R dada por
o(t,x) = ¢1(z). Chamamos o trio (R", G, ¢) de sistema dindmico, que é dito discreto

se G = Z e continuo se G = R.

Exemplo 3.2. Consideremos o conjunto M, (R) = R", o grupo G' = GL(n) das matri-
zes invertiveis de ordem n munido com a operagdo de multiplicagdo de matrizes e a
aplicacdo
¢: GL(n) x M[,(R) — M,(R)
(A, X) s AXAT

Para cada A € GL(n), definamos ¢a(X) = ¢(A, X), para toda X € M, (R). Entdo
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or (X)=LXI'=Xe
¢ap(X) = ABX(AB)™' = A(BXB™)A™ = A(¢p(X))A™" = (a0 ¢5)(X),

para toda matriz X € M,,(R). Isso mostra que (M, (R), GL(n), ¢) é um sistema dina-

mico.

Exemplo 3.3. Consideremos ¢ € [0, 27) e o grupo aditivo G = Z. Tomemos, para cada
n € Z, a aplicagdo
On - R2 — R2
(z,y) — Rj(z,y),

onde Ry é a rotacdo planar de angulo # mencionada na Observagao Temos que

¢0(x,y)::]§(x,y)::(x,y)

Ores(a,y) = Ry (,y) = RyRj(x,y) = Ry(Rj(x,y)) = (¢ 0 ¢s)(x,y).

Assim, (R%* Z, ), com ¢ : Z x R* — R? a aplicacdo induzida de ¢,, é um sistema

dindmico.

Todo campo de vetores X : R" — R" induz um sistema de equagdes diferenciais

ordindrias dado por

Se X é um campo de vetores diferencidvel, entdo para cada z € R" existe uma tinica
curva ¢, : (o, ;) C R — R", com 0 € (ay, 8,), que é solugdo para esse sistema com

condigéo inicial ¢,(0) = z(. Assim, para cada t € U (0, Bz), podemos induzir uma
TER™
aplicagdo ¢; : R* — R" de maneira que ¢;(z) = ¢,(t). Tal aplicagdo é¢ um difeomor-

fismo local e satisfaz as condi¢des da definicdo de fluxo. Uma prova detalhada dessas
afirmagdes pode ser encontrada em [34, Secdo 5.3]. Concluimos assim que um campo
de vetores diferencidvel em R" induz um sistema de equagdes diferenciais ordindrias,

que por sua vez induz um sistema dinamico.

Reciprocamente, dado um fluxo diferencidvel em R" constituido por aplicagdes
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¢ R" = R", comt € G, podemos definir
X(@) = L)
Cdt t=0

Geometricamente, dado zy € R", ¢;(z¢) € uma curva em R” passando por z, e X (z() é
o vetor tangente a essa curva em xy. Logo, um fluxo diferencidvel induz um campo de

vetores em R", que por sua vez induz um sistema de equagdes diferenciais ordindrias.

Exemplo 3.4. Consideremos para cada ¢ € R a aplica¢do

¢ R R?
t Y ’
) o ()

Contas simples nos mostram que ¢, é a aplicacdo identidade e que ¢, = ¢, o ¢,, para
todos t,s € R, ou seja, (R* R, ¢) é um sistema dindmico, onde ¢ : R x R? — R?*é a

aplicagdo induzida pelo fluxo. O campo de vetores induzido por esse fluxo é dado por

d
X(I7y) - Eqbt(xvy) - (ZE,y2>.
t=0

Definicao 3.5. Sejam X um campo de vetores diferencidvel em R™ e xy € R™. Dizemos que
xo é uma singularidade (ou um ponto critico, ou um ponto de equilibrio) de X se X (xy) = 0.

Caso contrdrio, xo é um ponto regular.

Como a aplicagdo ¢ : R* — R™ dada por ¢(z) = 2o — = é um difeomorfismo isomé-
tricd| de classe C*, podemos sempre supor que ao menos uma das singularidades de

um campo de vetores (caso haja alguma) estd na origem.

Exemplo 3.6. Consideremos o campo vetorial em R? dado por
X(z,y) = (22,5 +y* +9°).
Entdo X (z,y) = (0,0) se, e somente se (z,y) = (0,0). Logo, (0,0) é a tinica singulari-

dade de X.

!Difeomorfismo que preserva a norma do espago.
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Exemplo 3.7. Consideremos o campo vetorial em R? dado por

X(Qf,y) = (y7$ - 12)'

Entao X (z,y) = (0,0) se, e somente se (z,y) = (0,0) ou (x,y) = (1,0). Logo, (0,0) e
(1,0) sdo as singularidades de X.

3.2 Sistemas Hamiltonianos

A teoria de sistemas Hamiltonianos teve inicio ap6s a formula¢do da mecénica clés-
sica segundo Hamilton. Lagrange ja havia libertado a mecanica classica Newtoniana
da exigéncia de um sistema de coordenadas inercial e Hamilton adaptou essa ideia
passando a usar um espago 2n-dimensional. Iniciou-se entdo o desenvolvimento da
geometria simplética, apresentada no capitulo anterior, que hoje é trabalhada indepen-

dente de motivacgoes fisicas.

Na matematica, sistemas Hamiltonianos sdo sistemas de equagdes diferenciais que
podem ser escritos na forma das equagdes de Hamilton como em (3.4). Tais sistemas
sdo formulados em termos dos campos de vetores Hamiltonianos definidos em um
espaco vetorial simplético e cujo Hamiltoniano contém toda a informacdo dinamica do

sistema.

Nesta secdo, com o intuito de facilitar o entendimento, usamos a notagdo [.| para
nos referirmos a representagdo matricial de uma transformacao linear e, igualmente, a
representacdo em forma de coluna das coordenadas de um vetor. Também assumimos
V um espaco vetorial de dimenséao finita igual a 2n. As referéncias utilizadas sdo [28)

30].

Definicao 3.8. Dizemos que um campo de vetores Xy : V' — V é Hamiltoniano se existem
uma forma simplética Q : V x V. — R e uma fungio H : V — R de classe C", com r > 1, tais
que

(Xp(2)) = dH,,

para todo = € V, onde Q) : V — V* é a transformacio linear associada a 2 definida em
e dH, é a diferencial da fungdo H no ponto x. Nesse caso, chamamos H de Hamiltoniano do

campo Xg.
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2

Claramente, um sistema Hamiltoniano é um sistema de equagdes da forma

d
Ew = Xpy(z), onde Xy é um campo Hamiltoniano. Assim, todo Hamiltoniano H

determina um sistema Hamiltoniano e vice-versa.

Podemos obter uma definicdo equivalente a Definigdo 3.8/ e que, muitas vezes, fa-
cilitard na demonstra¢do dos resultados e no desenvolvimento deste capitulo. Para
isso, consideremos B uma base qualquer do espaco simplético (V,2). Notemos que a

matriz [dH,| da transformagdo dH, na base B satisfaz
[dH,] = [VH(z)]", (3.1)

onde VH é o vetor gradiente da fungdo H : V — R. Da defini¢do de campo Hamilto-

niano temos que, para todos z,y € V,

U Xp(2),y) = dH.(y),
o que matricialmente nos da

[(Xn ()" Tly) = [dH][y),

onde J é a matriz associada a forma bilinear {2 com relagado a base 8. Como y é arbi-

trario e vale (3.1), segue que
[Xnu(@)]'J = [VH(2)]",

ou seja,

J'[Xu(x)] = [VH(z)],

para todo x € V. Sendo () simplética, J é antissimétrica e, do Teorema J € inversi-

vel. Assim, (J')~! = (=J)~!, donde segue que
[(Xu(z)] = —J ' [VH(z)]. (3.2)

Portanto, um campo Xy é Hamiltoniano se satisfaz (3.2), para todo x € V e para

alguma funcdo H : V' — R de classe C", com r > 1.
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Se considerarmos B uma base simplética de (V, (2), entdo a matriz .J é a matriz

0 I,
JO = )
—I, 0
que satisfaz J, = —J;'. Nesse caso, um campo Hamiltoniano pode ainda ser escrito
na forma
[Xu ()] = Jo[VH(z)] (3.3)
e a ele podemos associar o sistema
du _om
a o
; (3.4)
dv OH
a —%(Ua v)
onde z = (u,v) = (uy,--- ,Up, V1, ,U,) € V. As equacdes em (3.4) sdo usualmente

chamadas de equacdes de Hamilton, em homenagem ao matemaético irlandés William

Rowan Hamilton, e o sistema é chamado de sistema Hamiltoniano candnico.

Exemplo 3.9. O sistema

dx

JR— — x

dt

dy .

—_— = SInr —
dt 4

é um sistema Hamiltoniano candnico. De fato, suponhamos que exista H : R* — R tal
que

_a_H( )e si — —_8_H< )
T = 3y z,y e —y= o ,Y).

Entdo existem fungdes fi, fo : R — R tais que zy + f1(z) = H(z,y) = cosz +yx + fa(y).
Assim, fi(xz) = cosz e fo = 0 e, portanto, H(z,y) = cosz + zy, que é uma fungdo de

classe C°.

Exemplo 3.10. Sejam a, 3 € R e consideremos o campo de vetores em R* dado por

X (21,22, y1,y2) = (w2, —axq, By2, —By1 ). Esse campo é Hamiltoniano pois, para a ma-
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triz antissimétrica e invertivel

(a]
o o o
o O
o = O O

que induz uma forma simplética 2 em R, existe uma fun¢do H : R* — R de classe
C*°, dada por
g

(6%
H(x17$27y17y2) = 5(1"% + x%) + E(y% + y%)a

tal que [Xp (21, 2o, v1,y2)] = —J YV H (21, 22, y1,y2)] = J[VH (21, 22, Y1, Y2)]-

Mostrar que um campo é Hamiltoniano nem sempre é uma tarefa facil e muitos
resultados nesse contexto se devem a estrutura simplética de V. Outros resultados
importantes sdo obtidos quando o campo Hamiltoniano Xy admite certas simetrias.
Veremos na préxima subsecdo que dada uma agdo de um grupo I' no espago simplético
(V,2), os elementos de I" podem agir de quatro formas distintas, dependendo se I" age

simpleticamente ou antissimpleticamente em V.

3.2.1 Tipos de Simetrias em Sistemas Hamiltonianos

Comecamos relacionando as simetrias do campo Hamiltoniano Xy com as simetrias
do Hamiltoniano H que gera o campo. Uma das implica¢des da demonstragdo do
teorema a seguir é dada em [1, Lemma 2.2.9] para o caso em que a forma simplética
é a candnica e a matriz da representacdo de I' em V' é ortogonal. Entretanto, além
de provar a reciprocidade de tal resultado, generalizamo-lo para formas simpléticas

quaisquer e sem a hipétese da matriz da representagao ser ortogonal.

Teorema 3.11. Seja I um grupo de Lie linear agindo no espago simplético (V, ). Considere-
mos o,x : I' = Zy dois epimorfismos distintos, Xy um campo Hamiltoniano sobre V e supo-
nhamos que a agio de I em (V, §2) seja x-semissimplética. Se Xy for um campo I',-reversivel-
equivariante e H(0) = 0, entdo o Hamiltoniano H é I',,-semi-invariante. Reciprocamente, se

0 Hamiltoniano H é I ,-semi-invariante, entdo Xy € I, -reversivel-equivariante.

Demonstragio: Sejam x,y € V ey € I'. Consideremos p : I' = GL(V') a representacao

deI' em V e B uma base qualquer de V. Chamemos de J a matriz associada a forma
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simplética (2 na base 8. Do fato de a agdo de I' em (V (2) ser x-semissimplética, temos
que

Qp(v)Xu(z), p(7)y) = X(V)QUXE(2),y).

Escrevendo a igualdade acima matricialmente com relagdo a base B, temos

[o(V) X1 ()] T[p(7)y] = x (V) [ Xu ()] T[],

o que implica em
() X e ()" TIp(1)] = X () [Xa ()] ] (3.5)

Suponhamos primeiramente que Xy seja I',-reversivel-equivariante e H(0) = 0.

Entdo p(7)Xu(x) = o(v) Xu(p(y)x) e (3.5) torna-se

[o(V)(Xu(p(y)2)] T[p(7)] = x(N[Xa(x)]"J.

Da definicdo de campo Hamiltoniano dada em (3.2), temos

o(V)(=JVH(p(y)x)])' T[p(7)] = x(7) (= [VH (z)])"J,

isto é,
o(V)[VH(p(y)x)) (=T ) Tp(y)] = x(MIVH (x)]" (=T )" .

Visto que J é antissimétrica, entdo (—.J')! = J~!, de onde

c(NIVH (p()2)]'[p(v)] = x(V)[VH (z)]"

Agora, usando e o fato de d(p(7)). = p(v) (pois p(y) é um operador linear para
cada v € I'), segue que

o(NIAH p)ed(p(7))z] = x(7)[dH.],

ou seja,

o(v)d(H o p(7))z = x(7)dH,.
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Assim, o(v)H (p(v)z) = x(7)H(x) + ¢, onde ¢ é uma constante. Como H(0) = 0, entdao

onde oy : I' = Z, é 0 epimorfismo dado pelo produto de o por x. Entdo H é I, -semi-

invariante.

Reciprocamente, suponhamos que Xy seja um campo Hamiltoniano tal que H é

I',-semi-invariante. Entao

Como o(vy)?> = 1 para todo v € T, derivando a igualdade acima com respeito a z e

aplicando em y, temos

dH(y) = 0(V)dH py)e (d(p(7))2(y)) = 0 (7)dH )0 (p(7)Y),

onde a dltima igualdade segue do fato de p(v) ser um operador linear. Matricialmente

temos

[dH.] = o(V)|dHme]lp(7)]-

Ainda, de segue que
[VH(z)]" = o(4)[VH (p(7)2)]'[p(7)].
Por outro lado, da definicdo dada em , temos
[VH(z)]" = = [Xp (2)]"J*

e, do mesmo modo,

[VH(p(y)2)]" = =[Xnu(p(v)2)]"T".

Assim, do fato de J ser antissimétrica segue que

(X (2)]'T = o(9)[Xu(p(y)z)]" T[p(7)],
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o que implica em

XX (@)]'T = o(n)x()[Xulp()2)]) T[p(v)].

Comparando a igualdade acima com (3.5)), devemos ter

(VXN Xu(p(v)2)]" = [p(v) X ()],

o que em coordenadas torna-se

Xu(p(v)x) = ox(v)p(v) Xu(z),

onde ox : I' = Zy é o epimorfismo dado pelo produto de o por x. Isso prova que o

campo Xy éI',,-reversivel-equivariante, concluindo a demonstragao. O

Observacao 3.12. O teorema acima continua vélido para o caso em que ¢ ou x sdo
homomorfismos triviais, ou ainda sdo iguais, bastando apenas uma adaptagdo de ter-
minologias. Nesse caso, se o € o homomorfismo trivial, entdo Xy é I'-equivariante se,
e somente se, H é I',-semi-invariante. Do mesmo modo, se x é o homomorfismo tri-
vial, entdo a acdo de I' em (V,(2) é simplética e Xy é [',-reversivel-equivariante se, e
somente se, [ é I',-semi-invariante. Ainda, se o = x (epimorfismos ou nao), entdo Xy
é I',-reversivel-equivariante (ou I'-equivariante, caso o ndo seja um epimorfismo) se, e

somente se, H é I'-invariante.

Observacao 3.13. Na primeira parte do Teorema pedimos que H(0) = 0. Note-
mos que essa hipétese ndo enfraquece nosso resultado, uma vez que dado um campo
Hamiltoniano, sempre existe um Hamiltoniano H de maneira que H(0) = 0. De fato,
se X é um campo Hamiltoniano, entdo existe um Hamiltoniano H tal que
X(z) = =J'VH(z). Se H(0) = ¢ # 0, podemos tomar H de modo que para cada z
tenhamos H(x) = H(x) — c. Entdo H(0) = 0 e, além disso, VH (x) = VH(z). Assim, H

¢ um Hamiltoniano para o campo X que se anula em 0.

Assim, no contexto Hamiltoniano reversivel-equivariante existem quatro tipos de
simetrias. Para ver isso, consideremos H : V' — R o Hamiltoniano que gera o campo

Hamiltoniano Xy e suponhamos que I' seja um grupo de Lie linear agindo em V.
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Nas condic¢oes do Teorema temos o seguinte: se Xy é I',-reversivel-equivariante,
dizemos que y € I';. = ker 0 é uma simetriade Xy e~y € I'_ = I'\I';. é uma antissimetria

de Xp. Podem entdo ocorrer quatro casos:

(i) Caso Equivariante Simplético (ES): v € ', age simpleticamente em V. Nesse
caso, x(vy) = 1 e H é y-invariante;

(ii) Caso Equivariante Antissimplético (EA): v € I'; age antissimpleticamente em
V. Nesse caso, x(7) = —1 e H é y-anti-invariante;

(iii) Caso Reversivel Simplético (RS): v € I'_ age simpleticamente em V. Nesse caso,
Xx(7) = 1 e H é vy-anti-invariante;

(iv) Caso Reversivel Antissimplético (RA): v € I'_ age antissimpleticamente em V.
Nesse caso, x(v7) = —1 e H é y-invariante.

De forma particular, se Xy é I'-equivariante (quando o é trivial), entdo todos os
elementos de I' sdo simetrias de Xy e podem ocorrer apenas os casos ES (quando
x(7) = 1) e EA (quando x(v) = —1).

Resumimos tais informacgdes na tabela abaixo:

Tipos de Simetrias | o | x | ox
ES 111
EA 1]-1] -1
RS 111 -1
RA 1)1 1

Tabela 3.1: Possiveis tipos de simetrias em sistemas Hamiltonianos.

3.3 Sistemas Hamiltonianos Lineares

Nesta se¢do, apresentamos importantes resultados sobre campos Hamiltonianos linea-
res que serdo usados no estudo das formas normais da préxima sec¢do. Nossa principal

referéncia aqui é [14].

Sabemos que dado um sistema de equagdes diferenciais lineares
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onde A : V' — V é um operador linear e I é um espago vetorial de dimensdo n > 1,
podemos, sem mudar a estrutura topoldgica do espago, considerar o caso em que A
estd na sua forma canodnica de Jordan. Existe um estudo semelhante referente a for-
mas normais para sistemas Hamiltonianos lineares que mantém a hamiltoneidade do
campo. Esse estudo foi desenvolvido por Burgoyne e Cushman [11] e ndo sera feito
aqui, visto que nosso objetivo é trabalhar com formas normais para campos Hamilto-

nianos nao-lineares.

Comecemos relembrando duas defini¢des de algebra linear:

Definicao 3.14. Sejam V um R-espago vetorial e Q0 : V' x V' — R uma forma bilinear. Uma

forma quadrdtica em V é uma fungio q : V — R que satisfaz
q(v) = Q(v,v)

para todo v € V. Além disso, dizemos que ) é simétrica se Q(u,v) = (v, u), para todos

u,v € V.

Assim como no caso das formas bilineares antissimétricas, a matriz de uma forma
bilinear simétrica com relacdo a qualquer base do espago é simétrica e, além disso,
existe um isomorfismo entre o espago das formas bilineares simétricas e o espago das

matrizes simétricas em M, (R).

Proposicao 3.15. Se q é uma forma quadritica em V entdo existe uma forma bilinear simétrica

Qg tal que q(v) = Qg(v,v), para todov € V.

Demonstragio: Seja ¢ uma forma quadratica em V. Entdo existe {2 uma forma bilinear
tal que ¢(v) = Q(v,v) para todo v € V. Consideremos a aplicagdo 2 : V' x V — R
definida por

Qs v) = %(Q(u,v) + Qv ).

Do fato de () ser uma forma bilinear segue que {2 também é e, claramente, podemos
ver que (g é simétrica. Além disso, Qg(v,v) = Q(v,v). Assim, q(v) = Qg(v,v) para

todo v € V, mostrando o desejado. O

Pelo Teorema sempre que estivermos trabalhando em espagos vetoriais sim-
pléticos podemos supor, sem perda de generalidade, que ele é da forma (R**, ), con-

siderando em R*" a base candnica usual. Assim, a partir daqui, consideramos apenas
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campos Hamiltonianos da forma (3.3), ou seja,
Xy(2) = JoVH(z), z€R™ (3.6)

Se a aplicacdo H for uma forma quadratica, entdo pela proposicdo anterior existe uma
forma simétrica Qg tal que H(z) = Qg(x, x). Tomando a matriz simétrica B = 2[{2g],
temos que

1
H(r) = 5 (&, B(2)),
onde (, ) é o produto interno candnico em R?*". A reciproca também é verdadeira, isto
1
é,se H(z) = 5 (x, B(x)), entdo H é uma forma quadrdtica. Para ver isso, basta definir a
1
forma bilinear Q(z,y) = [x]téB[y] de modo que H(x) = Q(x,x).

Vamos entdo calcular VH (x) para o caso em que H é uma forma quadratica, ou

seja, para o caso em que H(z) = E(m, B(x)) com B uma matriz simétrica. Escrevendo

r = (21,22, ,T2,) € B = (b;;), notemos que

2n 2n 2n
B(z) = (Z biiwi, Z by, - -+, Z anixz‘) .
i—1 i1 =1

Além disso,

VH(@) = | (8%@,3@», 2, Bla) ,a%@,B(:c») |

8%@,3@» - <a%x,3(:c)>+<x,8%3(x)>

2n
= Z bjil“z' + ((1’17332, ce ,$2n), (b1j> sz, T >anj)>
i=1
2n 2n
i=1 i=1
e como B é simétrica, segue que

a 2n

J
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Logo,
2n 2n 2n
i=1 i=1 i=1
Dessa forma, para tal  podemos reescrever o campo Hamiltoniano (3.6) como
Xu(z) = JoB(x), x¢cR™,
onde B é uma matriz simétrica. Estamos aptos agora a demonstrar o préximo resul-
tado.

Proposicao 3.16. Um sistema linear de equagdes

d 2n
pri A(z), = eR™, (3.7)

¢ Hamiltoniano se, e somente se, a matriz A é hamiltoniana, ou seja, A € sp(n).

Demonstragido: Suponhamos que o sistema (3.7) seja Hamiltoniano. Entdo existe uma

funcdo H : R* — R de classe C", com r > 1, tal que

d

Como o sistema é linear, a fun¢do H tem grau dois e, portanto, € uma forma quadrética.
Assim, da discussdo feita anteriormente, A = JyB para alguma matriz simétrica 5.

Logo, BJy = JO_IAJO = —JoAJy uma vez que J§ = —I5, e, como J, = —.Jp, temos
A= JyB=—-JB"'= —(BJy)' = —(=JoAdy)" = JSA' Js = (= Jo) A (= Jy) = JoA'Jo,

provando que A € sp(n). Reciprocamente, suponhamos A = JyA'J, e definamos

B=J,'A=JtA. Assim,
B=Jy'A=J;' A Jy = A'Jy = (JLA) = B,

1
isto é, B é simétrica. Definindo H(z) = 5(:)@, B(z)), onde (, ) é o produto interno

canodnico de R*", seguem que H é uma aplicagdo de classe C* e VH(z) = B(x) (como
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mostrado na discussdo anterior a proposi¢do). Logo

5= Alx) = JB(z) = oV H(x),

mostrando que o sistema (3.7) é Hamiltoniano. O

Definicdo 3.17. Se M : (R*",Qy) — (R**,Qq) é um simplectomotfismo, entdo chamamos

xr = M(y), comy € R*", de mudanca de varidveis simplética.

Proposicao 3.18. Toda mudanga de varidveis simplética x = M (y) transforma um sistema

Hamiltoniano linear em um sistema Hamiltoniano linear.

Demonstragio: Seja x = M (y) uma mudanga de varidveis simplética e consideremos

d
P A(x), r€R™,

um sistema Hamiltoniano linear. Como M é um simplectomorfismo, a matriz de M
pertence a Sp(n), ou seja, M JoM' = J;. Como vimos na demonstragdo da proposi¢éo
anterior, A = J,B para alguma matriz simétrica B. Entdo vamos aplicar a mudanga de

variaveis x = M (y) no sistema Hamiltoniano linear

d
7 JoB(z).

d
Temos que Mﬂy = JoBM(y) e, assim,

d ~
prie M~ JoBM(y) = JoM'BM (y) = JoB(y),

onde B = M'BM. Além disso, o fato de B ser simétrica implica que B também é

simétrica e, portanto,

d _
7Y = JoB(y)

é ainda um campo Hamiltoniano linear. De fato, definindo H : R* — R

1
como H(y) = §(y, B(y)), onde ( , ) é o produto interno candnico de R*", temos que

VH(y) = B (y), provando o desejado. O



3.4 Formas Normais de Sistemas Hamiltonianos Nao-Lineares 67

3.4 Formas Normais de Sistemas Hamiltonianos Nao-Li-

neares

O objetivo desta secdo é desenvolver a teoria de formas normais para sistemas Ha-
miltonianos nao-lineares no nivel do Hamiltoniano H. Ao contrario do caso linear, os
resultados apresentados nesta se¢do sdo locais e ndo garantem a unicidade da forma
normal. Apesar disso, tal teoria é uma ferramenta ttil e tem a finalidade de facilitar o

estudo local de campos Hamiltonianos ndo-lineares na vizinhanca de uma singulari-

dade.

Como mencionamos na Introdugdo, a simplificagdo do Hamiltoniano se d4 por
meio de uma escolha adequada de mudangas de coordenadas que é aplicada suces-
sivamente em sua série de Taylor. Essas mudancgas de coordenadas sdo difeomorfis-
mos simpléticos na forma de séries formais e somente em poucos casos tais séries sdo
convergentes (veja [10]). Do ponto de vista das aplicagdes, termos de ordem alta sdo
desprezados e essa é a principal razdo pela qual consideramos aqui apenas formas

normais até uma certa ordem.

Nesta se¢do, nossa principal referéncia continua sendo [14]. Faremos uso do espago
vetorial real Py, das fungdes polinomiais reais homogéneas de grau k com varidveis
em R?". Também faremos uso constante das notacdes O(z") e Oy, (z"). A primeira serd
usada para denotar uma soma infinita de polindmios homogéneos de grau maior ou
igual a r e a segunda para denotar uma 2n-upla em que cada entrada é da forma O(z").

Em toda esta se¢do, U denotara uma vizinhanga da origem em R*".

k =z
Uma base para P;), é

{F ol = kY,

onde F(z) = 2% a = (ai, -+ ,q9,) € um multi-indice com inteiros ay, - - - , @z, ndo
negativos, 2% = z7" ... 252" e |a] = a; + - - - + ag,. Podemos definir um produto interno
em P} como segue:

Defini¢do 3.19. Sejam Fy, Gy € Pk Entdo Fy(z) = Z fax® e Gp(x) = Z gpx”, onde

|laf=Fk |B|=F
fa, 95 € R. Definimos um produto interno em Py, como a fungio (, ), : Py x Py — R
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dada por
(Fk,Gk>1 = Z Jagpal,
a:/B)
|a|=k
onde ! = aq! ... ag,!.

Consideremos agora um sistema Hamiltoniano de equacdes

d
T = JVH(x), »cUcCR™,

onde H é de classe C*°, H(0) = 0 e 0 € R*" é ponto critico de H. Fixando r > 3,

troquemos H por sua expansdo em série de Taylor em torno da origem dada por
Hy(x) + Hs(z) + -+ + H.(z) + O(a"),

onde para todo k € {2,--- ,r} temos H, € Py, . Para fazer sentido o estudo que sera
feito aqui, vamos supor que H, ndo é identicamente nula. Além disso, com abuso de

notagao, escrevemos
H(z) = Hy(x) + Hz(x) + -+ + H.(x) + O(2"). (3.8)

Defini¢do 3.20. Um difeomorfismo D : U C R*" — D(U) C R*" é chamado de difeomor-
fismo simplético se a matriz da diferencial dD,, : R*" — R*" é simplética para todo y € U,
isto é, se

[dD, ]! Jo[dD,] = Jo.

Nesse caso, v = D(y), com y € U, é chamado de mudanga de varidveis difeomorficamente

simplética.

O préximo resultado nos diz que simplificar um sistema Hamiltoniano por meio de
uma mudanca de varidveis difeomorficamente simplética é equivalente a simplificar

seu Hamiltoniano compondo-o com essa mudancga.

Teorema 3.21. Uma mudanga de varidveis difeomorficamente simplética x = D(y), com
y € U, transforma um sistema Hamiltoniano em U = D(U) com Hamiltoniano H em um

sistema Hamiltoniano em U com Hamiltoniano H o D.

Demonstragido: Novamente, usamos a notac¢do [-] para nos referirmos a representagao
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matricial de um operador e das coordenadas de um vetor. Consideremos =z = D(y),

com y € U, uma mudanca de varidveis difeomorficamente simplética e

d ~
ax—J()VH( ), S U:D(U),

um sistema Hamiltoniano, onde H é de classe C*°. Substituindo a mudanca de varia-

veis na igualdade acima e usando a regra da cadeia, temos

0] | 5| = | GO = mHOW, veU 69)

Agora, de (3.1) temos que [VH (D(y))|' = [dHpy] e [V(H o D)(y)]" = [d(H o D),, e pela
regra da cadeia segue que dHp(,dD, = d(H o D),. Assim,

[VH(D))" = [dHp()]
= [d(H o D),][dD,]™*
[V(H o D)(y)I'[dDy] ™
= (([dD,]")~" [V(H o D)()])"

Logo, (3.9) torna-se

| = D R(aD ) e DY v 310

Além disso, do fato de * = D(y) ser uma mudancga de variaveis difeomorficamente
simplética e de J, ' = —.J,, temos que

[dD,) ' Jo([dD,)") " = Jo, VyeU.

Logo, em coordenadas (3.10) torna-se

d
prid JoV(H o D)(y), yeU. (3.11)

Notemos que H o D é ainda de classe C*° e, portanto, (3.11) é um sistema Hamiltoniano

com Hamiltoniano H o D. O

Portanto, é natural agora restringirmos a teoria de formas normais ao Hamiltoni-

ano do campo de vetores via uma mudanga de varidveis conveniente. Em [14} Section
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2.7, Lemmas 7.3-7.7] os autores garantem que toda mudancga de varidveis difeomorfi-

camente simplética proxima a identidade é da forma
v =y + JVE(y) + On(y*), yeU, (3.12)

para alguma Fj, € Py, com k > 3 e Oy,(y*) se aproximando da origem de R?" con-
forme y também se aproxima. Reciprocamente, toda mudanca de varidveis proxima
a identidade da forma é difeomorficamente simplética, para U uma vizinhanca
suficientemente pequena da origem. Para o que segue, vamos assumir tais fatos sem

apresentar suas provas.

Lema 3.22. Se H, é uma forma quadrdtica em R®", entdo para todo k > 3 e toda F, € Py, 0s

termos de ordem k da expansio de Hy(y + JoV Fi.(y) + Oa,(y*)) sdo dados por

— ( OF, , OH, OH, ,  OF, )
izl (ayn-i-i ) Ay ) Wnvi ) 9y W)

Demonstragio:  Seja Hy : R*™ — R uma forma quadratica. Como vimos na se¢do
anterior, existe B € My, (R) uma matriz simétrica (com igual nota¢do para o operador
linear associado) tal que H(z) = %(x, B(z)), onde (, ) é o produto interno canénico
de R?", e VHy(x) = B(z). Observemos que como B é um operador linear, quando
aplicado a uma 2n-upla cujas entradas sdo polindmios homogéneos, a ordem de tais
polindmios é mantida. Além disso, o produto interno canénico de duas 2n-uplas onde
cada entrada ¢ da primeira 2n-upla é um polindmio de grau /; e da segunda de grau k;,
comi € {1,---,2n}, resulta em um polindmio cujos mondmios sdo nulos ou de grau

no minimo min;e(y,... 72n}{li + k;}. Dessa forma, como F}, € szm temos

(Y, O2n(y*)) + (JoV Fi(y), BV Fi(y)) + (JoVE(y), O (y")) = O(y**1)

(O2u(y*), By) + BJyVFi(y) + Oza(y")) = O(y**).
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Logo,

Ha(y + JoVFi(y) 4+ Oan(y*))

= S IVE) + Only), Bly) + BHVE(y) + On(y)

= LU BW) + 3V E), B)) + 5, BIVEW) + 0

1 1
= H(y) + 5 (W), BW) + 5y, BLVEL(y)) + O, (3.13)
Portanto, os termos de ordem k de Hy(y + JoV Fy(y) + Oq,(y*)) sdo dados por

SV Exly), B)) + 5 (v, BIVEL()
= JUAVEW). B) + 5 (B). KV E)
- %(JOVFk(y), B(y)) + %<JOVFI€(?/)’ B(y))

= (JoVFEi(y), B(y))

= (S VFi(y), VHa(y))

” OF OH, 0H, OFy
- Z (aynJri ) yi ()= OYn i ) y; (y)), (3.14)

i=1

onde a primeira igualdade segue pois B é simétrica (e portanto B* = B) e a segunda

igualdade é devida a propriedade de simetria do produto interno em R. O

Defini¢do 3.23. Sejam P, Q : R*" — R duas funcdes de classe C'. Definimos o colchete de
Poisson entre P e () como a fungio [P, Q] : R** — R dada por

[P,Q)(z) = (JoVP(x),VQ(x)) =) (

i=1

oP 0Q oQ oP >)

T — T T
0Ty ox; 0Ty Ox;

Definicdo 3.24. Dada uma forma quadrdtica q : R*" — R, definimos o operador linear
adl : Py, — P§, por

ad;(F) = [g, F).

E importante notar que se H, e Fj, sio como no Lema entao por 1) e por
(3.14) segue que

Hy(y + JoVE(y) + O2a(y")) = Ha(y) + [Fr, Ha](y) + O(y* ).
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Como [Fy,, Hy| = —[H>, Fy] = —ad}y, (F},), temos que
Hy(y + JoVEr(y) + Oon(y*)) = Ha(y) — ady, (Fi)(y) + O(y™). (3.15)
Observacgdo 3.25. Observemos que para todo k € {3,---,r}, podemos escrever

H,, € Py como
2n
s (uite)
|a|=k |a|=k i=1

onde h, € R. Logo, fixado r > 3 e dada F, € P; , temos

Hy(y+ JoVE(y) + O2(y)) = Y | ha Hyz (JoVE( ))‘+(02n(y7’))z-)ai>
fol=h 2n
= Y | ha]Jwi+0Ow )" )
la|=k i=1
2n a;
67}
= > (][> YOy !
la|=k i=1 | t=0
2n
S haHyf”>+O(y’"“)
la|=k i=1
= > hay*+ 0@y
la|=k

onde a quarta igualdade segue pois |a| = k > 3.

Para o préximo resultado, denotaremos por ©* qualquer subespago complementar

a ad}, (P},), ou seja, ©* é um subespago de P}, que satisfaz
Py = ady, (Py,) ® D" (3.16)

Teorema 3.26. Fixemos um inteiro v > 3. Seja H : U C R*" — R um Hamiltoniano de
classe C> tal que H(0) =0 e 0 € R* ¢é um ponto critico de H. Entdo existem
U C U_y C --- C Us C U vizinhangas da origem suficientemente pequenas tais que a
sequéncia de mudangas de varidveis difeomorficamente simpléticas proximas a identidade

€r = Dk(y) =Y+ JOVFk(y) + Ozn(yk), y e Uk, Fk € Pk

2n»
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comk € {3,--- ,r}, quando aplicadas consecutivamente a partir da equagio (3.8), nos fornece

um Hamiltoniano da forma
K(y) = Hay) + Ks(y) + -+ K. (y) + O(y"™), y €U, (3.17)

onde Ky € ®* paratodo k € {3,--- ,r}.

Demonstragio: Faremos a prova por indugdo em k. Para k = 3 tomemos Us C U uma

vizinhanga de 0 € R*" e F3 € P; de forma que
x = Ds(y) =y + JoVFs(y) + Ou(y’), y € Us, (3.18)

seja uma mudanca de varidveis difeomorficamente simplética préxima a identidade.

Aplicando (3.18) em (3.8) e usando (3.15), temos

K3(y) = (HoDs)(y)
= Hy(Ds(y)) + H3(Ds(y)) +--- + H.(Ds(y)) + O(y™*)
= Hs(y) —ad}, (F3)(y) + O(y*) + Hs(Ds(y)) + - - - + H.(Ds(y)) + O(y"+1)

com y € Us. Pelo Teorema K? é 0 Hamiltoniano que gera o campo Hamiltoniano
resultante apds a mudanga de varidveis (3.18). Notemos que para cada k € {3,--- , 7},
HyoD3 € Pf, @ Py @@ Py @ O(y' ). Reordenando entdo as parcelas da soma

de K3(y), podemos escrevé-lo como
K*(y) = Ha(y) — adyy, (F)(y) + Hi(y) + -+ HX(y) + O(y"™),

onde y € Us e H} € P paratodo k € {3,---,r}. Agora, como H; € Pj e tam-
bém ady, (F3) € ad},(Pjy,), podemos escolher apropriadamente o complementar D"

em (3.16) para k = 3 de modo que K3 = H3 — ad};, (F3) € ©°. Logo,
K*(y) = Ha(y) + Ks(y) + Hi(y) + -+ Hl(y) + O(y"™), y € Us,

com K5 € 3.

Suponhamos agora que o teorema seja vélido para » — 1. Entdo existem vizinhancas
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U1 C --- C Uy C U daorigem tais que, para k € {3,--- ,r — 1},
1= Di(y) =y + hWVE:(y) + Ou(y’), y € Up, Fi € Py,

é uma sequéncia de mudangas de varidveis difeomorficamente simpléticas préximas
a identidade, as quais quando aplicadas consecutivamente a partir da equagao (3.8)

resulta em um Hamiltoniano da forma
K Yz) = Hy(z) + K3(2) + -+ K, (z) + H Y (2) + O™, z€U,_1 (3.19)

com K, € D* paratodo k € {3,--- ,r —1}e H "' € P;,.

Seja U, C U,_; uma vizinhanca da origem de maneira que
r = Dr<y) =y+ JOVFr<y) + O2n<yr)7 yE Ura Fr € P2rn7

seja uma mudanca de varidveis difeomorficamente simplética préxima a identidade.

Aplicando-a em (3.19) e usando (3.15)), temos

K" (y)
= (Ko D,)(y)
= Ha(Dr(y)) + K3(Dr(y)) + -+ + K, 1(Dr(y) + H 7 (Dr(y)) + O(y™*1)
= H(y) — ady, (F)(y) + O(y"™™) + K3(Dy(y) -+ H7H(D,(y) + Oy
= H(y) — ady, (F)(y) + K3(D:(y)) + -+ + K1 (Dr(y) + H7H(Di(y) + Oy,

)+
)+

\_/\/

2z

com y € U,. Pelo Teorema K" é o Hamiltoniano que gera o campo Hamiltoniano
resultante apds as sucessivas mudancgas de varidveis. Pela Observacao a altima

igualdade pode ser reescrita como
K" (y) = Ha(y) — adp, (F)(y) + Ks(y) + - + Koo (y) + H7H(y) + O™,

onde K; € ©F para todo k € {3,---,7r—1} e H'™' € P;. Além disso, como
ady, (F,) € ady,(P3,), podemos escolher apropriadamente o complementar ©* em

(3.16) para k = r de modo que K, = H ™' — ady, (F,) € D". Portanto,

K" (y) = Ha(y) + Ks(y) + -+ K. (y) + O(y™),
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com Kj, € D% para todo k € {3,--- ,r}, mostrando o desejado. O

Definicao 3.27. Seja H um Hamiltoniano nas condigdes do teorema anterior. Definimos a
forma normal de ordem r > 3 de H como sendo a decomposi¢cio Hy + K3 + - - - + K,, onde

H, é a parte quadritica de H e Ky, € ©" para cada k € {3,--- ,r}.

Portanto, para encontrar uma forma normal de ordem r > 3 de um Hamiltoniano,
é suficiente determinar a estrutura de um subespago complementar ©* & imagem de
ady, : Pk, — Py, paracada k € {3,---,r}, subespago esse que ndo é tnico. Além
disso, os elementos K;, € D* podem ser escolhidos arbitrariamente. Assim, para cada
r > 3 fixado, a forma normal do Hamiltoniano nédo é tnica, o que implica na ndo
unicidade das formas normais de um sistema Hamiltoniano.

Nas duas subse¢des que seguem, apresentamos dois métodos que estabelecem su-
bespagos complementares convenientes para o calculo da forma normal de um Ha-
miltoniano. Para isso, introduzimos uma nova notagao. Comegamos notando que se
A(z) = JoVHy(z) é um campo Hamiltoniano, onde H, : R*" — R é uma forma qua-
drética, entdo o sistema Hamiltoniano associado ¢é linear. Nesse caso, dada F' € Py,

temos

ady, (F)(x) = [Hy, F)(z) = (J)VHa(2), VF (2)) = (A(x), VF()),
onde (, ) é o produto interno candnico em R?'. Definimos entdo o operador
ad% : PY¥ — Py por

ad®(F)(z) = (A(z), VF(z)), F¢& Pk, (3.20)

. ko — o7k
para cada k > 3, ou seja, ady = ady;,.
Daqui em diante, usamos o operador ad’; ao invés de adj;, no estudo das formas

normais de um sistema Hamiltoniano.

3.4.1 O Método do Operador Adjunto
Descrevemos nesta subse¢do o método cldssico para encontrar formas normais para
Hamiltonianos de sistemas ndo-lineares. Comecamos com o seguinte resultado:

Teorema 3.28. Consideremos o produto interno ( , ) da Defini¢io|3.19} Sejam A : R* — R*"

um operador linear e A* : R*" — R*" seu operador adjunto com relagdo ao produto interno
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candnico ( ,) em R?". Entdo ad". : P¥, — P¥, é o operador adjunto de ad", definido em (3.20),

com relagdo ao produto interno ( , );.

Demonstragido: Nessa demonstracdo, vamos confundir as fung¢des polinomiais com

seus polindmios associados. Sejam F, G € Py dados por F(z Z faz®
|a|=F
G(z) = Z gsx”, com gs € R, onde f,, gs € R. Entdo
1B|=F

ady(F)(x) = (A(x), VF(x)) = (A(2), Y faVa®) = ) falA(x), Va*)

|al=k |al=k

ad’y.(G)(z) = (A" (x), VG(z) ), Y gaVat) =Y ga(A*(x), Va),

1B|=k |Bl=k

o que implica em

(adiy(F),G)r=) Y fags{(Alx), Va®),2”)

|a|=Fk |B|=k

(Fradi (G) = Y Y fagsla®, (A"(x), V),

|la|=k [B]=F
pela bilinearidade do produto interno (, );. Assim, para provar o teorema basta mos-

trar que
({(A(x), Va®),2%)1 = (2%, (A" (x), Va)), (3.21)

para quaisquer dois monomios =% e z° em Py,. Antes, introduzimos para cada
i,j €{l,---,2n} anotacdo

J_
o =a— e+ ey,

onde o = (ai, - ,a9,) € €;,e; sS40 0 i-ésimo e o j-ésimo vetores da base canonica de
R?", respectivamente. Notemos que o] =« se, e somente se, i = j. Escrevendo

2n 2n
= E a1, - E aonjT; | temos A*(z E anT;, -, E Qjon®j |, uma
=1 j=1

7=1
vez que a matriz de A* é a transposta da matriz de A. Logo, lembrando que
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X

«

= x?l

Q2n
-+ - 252", obtemos

((A(z), Va), 2

2n 2n
x® i 5
E :alj%'?"' ) E AonjZj |, | 1 ——y ", Qop—— , T
T ,_ T Lon
7j=1 7=1 1
(0% (6%
T 3
<a1—(a11m1 + o Qion®an) + -+ o —(A2m @1 + - F AopanTon), X >
£y Top 1
2n ) 2n _
o ol Jé;
Q1T+ ) Qoplon T 2", T
j=1 =1 .
2n _ 2n _
J J
E alaljxal,QCB + -+ E chnagnjxo‘%, z”
Jj=1 1 J=1 1
2n ) 2n _
J J
E Q14 <a:°‘1, :z:f8> +- E 002 Ao j <xa2n, a:f3>
1 1
=1 j=1
2n )
J
Qi <:1c°‘i , a:5>
1
ij=1
( 2n
E O, Qi Oé!, se 6 = Q,
i=1
a;jou B!, se / = ¢ para algum i e algum j, com i # j,
0 caso contrario,

(z®, (A*(z), Vo))

2n 2n
o s P
x, E ajlxja"' ) E aj?nxj ; 61_a"' 762n
- T Ty Ton
7j=1 7j=1 1
P P
(6%
z%, fr—(a1121 + - - + agniTon) + - - + Pan— (1201 + - - - + Q2n20T2n)
X1 Ton 1
2n 2n
7 7
z“, E Branz’t + -+ E Bonign
i=1 i=1 1
2n 2n
7 I3
x“, E 51%13361 + 4 (27, E 52nai2n517’82”,
=1 1 =1 1
2n 2n
« ( « i
E Brai <l’ 7$Bl>1 +o Tt E Bantizn <l’ i, >1
i=1 =1
2n
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( 2n
(Z 5jajj> Bl sea=p,
j=1

a;jB;al, se = ﬁ; para algum ¢ e algum j, com ¢ # 7,

{ 0 caso contrario.

Agora, f = o] = a—e;+e¢;se, esomentese, « = [ —e;+e; = 6; Nesse caso, 3; = a; — 1

e 8, = a;j + 1 e, portanto,

a;fl = a;all = (o + 1)al = gjal.

Disso segue (3.21), provando o desejado. O

Corolario 3.29. Nas condigdes do teorema anterior, para cada k > 3,

Py = adh(P}) @ ker(ad’.).

Demonstragio: Como ad¥(Py,) é um subespaco vetorial de P, e Py, tem dimensdo

finita, segue que
Py, = ady(P;,) & (ady(P5,)" e (ady(Py,))" = ker(ady)",

onde (adf(Py,))* é o complemento ortogonal de ad¥(PL)) e (ad%)* é o adjunto de
ad®, ambos com relagdo ao produto interno (, );. Além disso, do teorema anterior,

ker(ad¥)* = ker(ad¥.). Portanto,
Py = adh(PL) @ ker(adh.).

a

De acordo com o corolério anterior, uma possivel escolha para o complementar ©*
da imagem de ad”, é o nucleo do operador ad¥.. Assim, uma forma normal de ordem r
de um Hamiltoniano pode ser obtida se determinarmos as solug¢des polinomiais /' para
a equagdo ad¥.(F) =0comk € {1,--- ,r}. Chamamos esse procedimento de método

do operador adjunto e o aplicamos nos préximos trés exemplos.

Exemplo 3.30. Suponhamos H : R* — R um Hamiltoniano de um campo Hamil-

toniano ndo-linear em (R?, ) que satisfaz as hip6teses do Teorema e tem parte
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1 0 1
quadratica Hy(z,y) = §y2. Entéo, para Jy = , temos

-1 0

A([E,y) = JOVH2(:an) = (y,O),

implicando que

A:
0 0

é a matriz associada a parte linear do campo Xy (z,y) = JoVH(z,y). Seja F € Py, com

k > 3, tal que ad%.(F) = 0, ou seja,
(A*(2,y), VF(xz,y)) =0, Y(z,y) € R%.

Temos entdo
. 9F (z,y)

=0, Vv R2.
ay ) (x7y) 6

As fungdes em P} que sdo solugdes para a equagdo acima sdo da forma
F(x,y) =ca®, k>3,

onde c; sdo constantes reais. Assim, pelo método do operador adjunto uma forma

normal de ordem r > 3 de H é
K(z,y) = 1y2 + ickxk
) 2 k:3 )

onde ¢, sdo constantes reais.

Exemplo 3.31. Consideremos H(z,y) = sin(zy) o Hamiltoniano de um campo Hamil-
toniano nao-linear em (R?, Q). Notemos que H é de classe C*°, H(0,0) = 0 e (0,0) é
um ponto critico de H, ou seja, H satisfaz as hipdteses do Teorema Expandindo

H em sua série de Taylor em torno da origem, temos

H(x,y) = sin(ay) = Z %(zw%ﬂ

de modo que Hy(x,y) = xy. Assim, a parte linear do campo Xy (z,y) = Jo)VH(z,y) é
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dada por
A('xay> = JOVH2(:E?3/> = (iL’, _y)
cuja matriz associada é A = . Seja F' € ker ad,.. Entao
0 -1
9, 0 .
Tor T @) —yg Fley) = {(z, —y), VE(@,y)) = (A"(@,y), VE(z,y)) =0,

para todo (z,y) € R% Como F € Py, existem f, € R tais que F(x,y) Z fax®
|a|=k
onde o = (a1, a2). Logo,

0==x Z aq fax™ Y2 —y Z Qg far®y®2 ! = Z folag — ag)x®y*?,
|a|=k la|=k la|=k
para todos z,y € R, o que ocorre se, e somente se, f, = 0 ou oy = ay. Assim sendo,
pelo método do operador adjunto, s6 obtemos formas normais para H de ordem par,
j& que as solugdes polinomiais para ad’.(F) = 0 sdo da forma F(z,y) = fk(xy)g, com

fr € R. Portanto, uma forma normal de ordem r = 2] > 4 para H é

l
K(z,y) = vy + Zfi(xy)i, f; € R.

Exemplo 3.32. Seja H(z,y, z, w) = xy cos(zw) o Hamiltoniano de um campo nao-linear
em (R* ). Notemos que H é de classe C*>, H(0,0,0,0) = 0 e (0,0,0,0) é um ponto

critico de H. Expandindo H em sua série de Taylor em torno da origem, temos

> 2n
H(a.y.zw) = ay Y L EY)
. I
de modo que Hy(z,y, z, w) = xy. Assim, para J, = , temos
—I, 0

A(xaya Zaw) = JovH2<£L',y,Z,w) = (0707 -Y, —.Z')

e, portanto, a matriz associada a parte linear do campo Xy (z,y, 2z, w) = JoVH(z,y, z,w)
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[N

(@]

(a]
o o o o
o o o o

Seja F € ker adt.. Entdo, para todo (z,y, z, w) € R%, temos

0 0
—wWw—F s F = (—w.— F
wax ('T7 y’ Z7 w) Zay ('T7 y’ Z7 w) <( w’ Z? OJ 0)7 v (:C, y7 Z? w))

= (A*(2,y,2,w),VF(z,y,2w))

isto é,

0 0
w%F(:c,y, z,w) + za—yF(x,y, z,w) = 0.

Como F € Py, existem f, € R tais que F(x,y,2,w) = Z fax®y®? 2w, onde
|a|=k
a = (o, a9, a3, a4). Logo,

0 =w E faoq ™y 2 28 4 o g FoQupm®y 221y
|a|=k |o|=k

- Z Jaloqyw + (IQZEZ)l‘al_lyaQ_lzo‘Swa‘*,
|a|=k
paratodos z,y, z, w € R, 0 que ocorre se, e somente se, f, = 0 ou oy = ap = 0. Portanto,
as solugdes polinomiais para ad®.(F) = 0 sdo da forma F(z,y, z,w) = Z fiiz'w?,
i+j=k
com f;; € R. Pelo método do operador adjunto, uma forma normal de ordem r > 3

para H é

K(z,y,z,w) =zy + Z fiyz'w’,  fij € R,
i+j=3

Em geral, determinar uma forma normal para um Hamiltoniano usando o método
do operador adjunto ndo é uma tarefa facil, uma vez que isto envolve a resolugdo de
uma equacdo diferencial parcial. Além disso, uma desvantagem desse método é que os
seus célculos se tornam mais complicados conforme a dimensdo do espago simplético
e 0 grau em que truncamos a série de Taylor do Hamiltoniano aumentam. Um método

algébrico alternativo é apresentado na préxima subsecao.
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3.4.2 O Anel dos Invariantes como um Subespaco Complementar

Nesta subsecdo, mostramos que existe uma possivel escolha para o complemento D*
em (3.16) em que seus elementos sdo fungdes invariantes sob a agdo de um grupo de
Lie linear S definido a partir da linearizagdo A do campo de vetores Hamiltoniano.
Isto significa que uma forma normal de um Hamiltoniano pode ser escolhida invari-
ante com respeito a S. Portanto, esse método nos permite usar ferramentas da teoria

invariante e da teoria de representacdo de grupos de Lie lineares.

Comegamos definindo o conjunto

R={e": s e R}, (3.22)
RN .
onde A € M,,(R) e et = Z%(sAt)m. Segue de [22, Proposition 2.3] que

m=0

R C GL(2n) e (e4)~! = e=*4" € R, para todo s € R. Além disso, de (2.5) temos que

t t t
eslA €S2A — €(Sl+82)A c R,

para todos si,s; € R, implicando que R é um subgrupo de GL(2n). Consideremos

agora o fecho S do subgrupo R, ou seja,
S ={es4"; s € R}. (3.23)

Temos, obviamente, que S é um subconjunto fechado de GL(2n). Além disso, como
GL(2n) é um grupo topolégico, por [35, Proposi¢ao 2.11] o fecho de qualquer subgrupo
de GL(2n) é ainda seu subgrupo. Portanto, S é um subgrupo fechado de GL(2n), ou

seja, € um grupo de Lie linear.

Lema 3.33. Consideremos ad¥. : Py, — Pk, como definido em , onde A* é o adjunto do
operador linear A com relagdo ao produto interno candnico de R*". Seja F' € Pk, para k > 3
fixado. Entdo

d

ads. (F)(z) = EF(eSAtxHS:O.

Demonstragdo: Novamente, vamos usar a notagdo |.] para nos referirmos a represen-

tacdo matricial de uma transformacéao linear e das coordenadas de um vetor. Como
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ad%.(F) € Py, entdo ad’.(F)(x) € R, para cada z € R*". Assim,

lad’y (F)(z)] = [ad}. (F)(x)]"

onde a pentltima igualdade segue de (3.1). Logo,

para todo x € R?". Por outro lado, usando a regra da cadeia e (2.6), temos

d ¢ ¢
d—F(eSA z) = dF . (Ae* 1), (3.25)
s

que avaliado em s = 0 nos da

%F(&Aixnszo = dF,(Alz) = dF,(A*(x)), (3.26)

para todo = € R?". Portanto, de (3.24) e (3.26), temos que

d
adt. (F)(x) = £F(e A1) =0,

como desejado. O

Para o que segue, Pgz2:(S) denota o anel dos polindmios S-invariantes a valores
reais. Além disso, nos préximos dois resultados, embora R ndo seja necessariamente
um grupo de Lie linear, assumimos sua agdo natural em R?" ja que R é um grupo de

matrizes. Usamos a mesma notagao introduzida na Segéo

Lema 3.34. Sejam R e S como definidos em e , respectivamente, ambos agindo em

”on

R*" por meio da agdio natural "-" dada pela multiplicaciio de matriz por vetor. Se F' : R** — R
é uma fungio polinomial tal que F(vy - x) = F(z) para todo v € R e todo x € R*", entdo

F c PR271 (S)
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Demonstragdo: Seja F : R** — R uma fungdo polinomial tal que F(vy - z) = F(z) para
todo v € R e todo z € R*" e tomemos § € S\R. Entdo da defini¢do de fecho, existe
uma sequéncia (J,) C R tal que 7}1_)1(1(;10 0, = 6. Como [’ é polinomial e portanto continua,
temos

F(§-z)=F((lim 9,)-z) = F(lim (6, -z)) = lim (F(6, - x)) = lim (F(x)) = F(x),

n—oo n—oo n—oo n—oo

para todo = € R*", onde a penultima igualdade segue pois ¢, € R para cadan € N.
Portanto, F(§ - ) = F(z) para todo ¢ € S e todo z € R?", implicando que F' € Pgz(9).
O

Teorema 3.35. Consideremos R e S como no lema anterior. Entio
ker(ad".) = Phzn(9),

onde Pg,.(S) é o espago das fungdes polinomiais homogéneas S-invariantes de grau k, com

varidveis em R?".

Demonstragio: Seja F' € Pk, (S). Entdo F(e*"'z) = F(r) para todo s € R e todo
x € R?*". Pelo Lema temos que

d ¢ d
adt. (F)(x) = £F(€SA T)|s—0 = d—sF(:p)|S:0 =0, VzeR™,

onde a tdltima igualdade segue do fato de F'(z) ser constante com relagdo a s. Logo,
F € ker(adk.), o que nos da Pf,.(S) C ker(ad".). Seja agora F € ker(ad’.). Entdo para
todo 2 € R*" e todo s € R temos ad’. (F)(e*A'z) = 0. De (3.25) e (3.24), nessa ordem,

obtemos

diF(GSAtm) = dFesAtx(AteSAtx) = dFeSAtI(A*(eSAt:U)) = ad’. (F)(e*"'z) = 0,
s

. t ~
ou seja, o valor de F'(e*4 z) ndo depende de s e, consequentemente,

F(e*’'z) = F(e"'z) = F(2),

para todo s € R e todo 2 € R?". Portanto F(y-z) = F(x) para todo v € R e, do lema

anterior, F' € Pk, (S), provando que ker(ad¥.) C PE,.(S). ]
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Como consequéncia imediata do Corolario e do teorema anterior temos o se-

guinte:

Corolario 3.36. Seja S como em agindo em R*" por meio da agdo natural de multiplica-

¢do de matriz por vetor. Entdo para cada k > 3,

Portanto, o coroldrio anterior nos permite obter uma forma normal de um Hamil-
toniano determinando os geradores (ou os elementos) de grau k do anel Pg2-(5) das
fungdes polinomiais S-invariantes. Uma das vantagens desse método é que calcular
os geradores para Pgzx(.5) independe do grau em que truncamos a série de Taylor do
Hamiltoniano. Além disso, quando a matriz A tem somente autovalores puramente
imaginarios, podemos caracterizar S em termos do I-toro 7" = S* x --- x St (I vezes),

apresentado no Exemplo[1.7, como segue:

Proposicao 3.37. [20, XV, Proposition 5.7] Consideremos o grupo S como definido em (3.23

e, pela decomposicio de Jordan-Chevalley, escrevamos
A=D+N,

onde D é diagonalizdvel, N é nilpotente e DN = ND. Se A tem somente autovalores pura-
mente imagindrios, entdo

T!, se N=0

T' xR, se N #0,

onde | é o niimero de autovalores algebricamente independente de A, T' = {esP; se R} e

R = {e*N'; s € R}.

Notemos que, em geral, o grupo S ndo é compacto. Entretanto, a teoria invariante
apresentada no Capitulo[I|pode ser igualmente aplicada sempre que o anel Pg2x(S) for

finitamente gerado. Vejamos trés exemplos de utilizagdo do Corolario[3.36]

Exemplo 3.38. Consideremos o Hamiltoniano // do Exemplo cuja parte quadra-

20s autovalores Ai,---,\; sdo algebricamente independentes se ndo existem inteiros ndo nulos
ki,--- , k;taisque ki Ay + - + kA = 0.
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1
tica é Hy(z,y) = 5@/2. Vimos em tal exemplo que

é a matriz da linearizacdo do campo Xy(z,y) = JyVH(z,y), a qual é nilpotente de
indice dois. Encontremos primeiramente o grupo de Lie linear S definido em (3.23).

Da Definigdo temos que

S t 1 m
e = X:OM(SAt) =1+ sA,

ja que (sA")™ = 0, sempre que m > 2. Logo, o subgrupo R definido em (3.22) é dado

por

10
R={I+sA" seR} = ; s€R 3 C GL(2).
1

S

Observemos que, via identificagdo com R*, R é um subconjunto fechado de M, (R) e,
portanto, de GL(2). Assim, S = R. Pelo Corolario dado k£ > 3, os termos de grau
k de uma forma normal de H podem ser tomados em Pg,(S). Seja entdo F € PL,(S),

ou seja,
F(z,sx+y) = F((I+sA") - (z,y)) = F(z,y), VscR, V(z,y) R

Escrevendo F(z,y) = Z fax®y®?, com f, € Rea = (a1, az), devemos ter
la|=k

Z fax®(sx +y)*? = Z far®y®, Vs € R, V(x,y) € R

|| =k |al=F

Como s é arbitrario, a igualdade acima vale apenas quando F' independe de y. Como
F é homogéneo de grau k, F(x,y) = fxz", onde k > 3 e f;. € R. Portanto, uma forma

normal de grau r > 3 de H é dada por
1 T
K(x,y) = 592 + ;fkl‘k? fr €R,

que coincide com a forma normal obtida no Exemplo



3.4 Formas Normais de Sistemas Hamiltonianos Nao-Lineares 87

Exemplo 3.39. Seja H um Hamiltoniano de um campo Hamiltoniano ndo-linear em
2 2

(R?, ) nas condigdes do Teorema [3.26| cuja parte quadrética é Hy(z,y) = % + %
Entdo
0 1 x Y
JoVHy(x,y) = =
-1 0 Y -

é a parte linear do campo Xy (z,y) = JoVH(z,y), cuja matriz associada é

0 1
A= = Jp.
-1 0

Vamos encontrar o grupo de Lie linear S definido em (3.23). Notemos que

0 —s
sJt = . Pela Definicado [2.20, temos que
s 0
— 21 2041
P | 1|0 —s . 1 0 —s
sJ, t\m
e*’o = —(sJy)" = — + —_—

S2l 0 )
se [ é par;
921 0 S2l
0 —s
s 0
—S2l 0 o
se [ é impar

0 _$2l

\

e

P .

0 _SQZ-H
se [ € par;
9041 G2+ 0
0 —s - -
s 0 - .
0 SQH—l
se [ é impar.
_2H1
\ L 4
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Assim,

\ 00 1 -1 lSQZ 0 00 1 0 -1 l+182l+1
oslb Z 1| (=) 'y (1)
= 21! 0 (_1)ls2l —o (2l + 1)' (_1)182l+1 0
i i l $2 i l+1 g2+1
|
_ l:O 2l = 2l +1)!
- o l 2l+1 ( 1)l 21
|
P 2[ + 1)! P 21!

coss —sins

sins coss

= Rs;

onde R, é a rotacdo planar de angulo s. Logo, R = SO(2) é o subgrupo definido em
, que é fechado em GL(2) e isomorfo a S*. Portanto, S = S* e, pelo Corolériom
basta encontrar os elementos em PnifQ (Sh, para k > 3, a fim de obter uma forma normal
de H. No Exemplo[1.20]vimos que uma base de Hilbert para o anel Pg2(S") é {u}, onde
u(z,y) = 22 +y>. Assim, os elementos em P%, (S') sdo gerados por vi(z, y) = (22 +y%)?,
implicando que k deve ser par, ou seja, s6 obtemos formas normais para / de ordem

par. Portanto, uma forma normal de ordem r = 2[ > 4 para H é

l
K(r,y) = 50 +99) + Y6 497, feR

1=2

Observemos que no exemplo anterior, como os autovalores de A sdo puramente
imagindrios, podemos também usar a Proposicao com D = Ae N = 0 para obter

que S = St

Exemplo 3.40. Seja H um Hamiltoniano de um campo nao-linear em (R*, ) nas con-

di¢des do Teorema cuja parte quadrética é

Hy(x,y, z,w) = a(zw — yz),



3.4 Formas Normais de Sistemas Hamiltonianos Nao-Lineares 89

para algum o € R ndo nulo. Entdo

0O 0 10 Qw —ay

0 0 0 1 —Qz ax
JoVHy(z,y, z,w) = =

-1 0 00 —ay —Qw

0O -1 0 0 ox oz

é a parte linear de campo Xy (z,y, z,w) = JoVH (z,y, z, w), cuja representagdo matricial

é

0 —a 0 0
a 0 0 0
A=
0 0 —«
0 0 a O

Como A tem parte nilpotente nula e um autovalor algebricamente independente
(A = «i), pela Proposigdo temos S = S'. Pelo Corolério os termos de grau
k de uma forma normal de H podem ser tomados em P, (S). Consideremos a agdo
diagonal de S* em C* = R* dada por

0

0-(z1,2) = (ewzl, et 29),

para todo (z1,22) € C? e todo 6 € S'. Via o isomorfismo 21 ~ (z,y) e 22 ~ (z,w)
e pelo Exemplo {u1,u2,u3,us} forma uma base de Hilbert para Pg:(S*), com
u(z,y,2z,w) = 22 + 32, w(r,y,z,w) = 22 +w?,  usz(r,y,z,w) = 24+ yw e
ug(z,y,z,w) = yz — zw. Portanto, uma forma normal de H tem ordem r = 2q > 4

e é dada por

q
K(z,y,z,w) = a(rw — yz) + Z Bjrim (2% 4+ y2) (2% + 0 (22 + yw) (yz — zw)™,
jHk+l+m=2

com Bjum € R.
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3.5 Formas Normais no Contexto com Simetrias e Antis-

simetrias

Como mencionamos, é grande o interesse no estudo de sistemas dinamicos com si-
metrias e antissimetrias e, nesse contexto, é importante que as formas normais man-
tenham as propriedades simétricas do sistema original. Em geral, as formas normais
para campos de vetores reversiveis-equivariantes sdo calculadas sem levar em consi-
deragdo, a priori, as condi¢gdes de simetria e antissimetria existentes no sistema, que
sdo impostas a forma normal apenas no final do processo. Existe, no entanto, um mé-
todo algébrico alternativo desenvolvido em [3] para a obtencdo de formas normais
reversiveis-equivariantes que prioriza as simetrias e antissimetrias desde o inicio do
processo. Uma abordagem andloga estd sendo desenvolvida por Terézio [40] para o

caso de sistemas Hamiltonianos.

De acordo com o Teorema é possivel relacionar as simetrias e antissimetrias
de um campo Hamiltoniano com as do seu Hamiltoniano e com o espago simplético
em que ele estd inserido. Além disso, para cada k > 3, 0 espago complementar D* em
pode ser escolhido arbitrariamente, bem como o elemento nele que é usado para
escrever a forma normal. Assim, podemos escolhé-los de forma conveniente para que

as simetrias e antissimetrias do sistema Hamiltoniano original se mantenham.

Nesta secdo, utilizamos os exemplos apresentados nas Subsegdes e para

obter formas normais de determinados sistemas Hamiltonianos candnicos da forma

d
pri Xu(z), z € (R*™ Q),

que sdo ['-equivariantes ou I',-reversiveis-equivariantes sob a acdo de um grupo de
Lie linear I', de modo a preservar tais propriedades simétricas no sistema final simpli-
ficado. Para isso, usamos o Teorema e a abordagem tradicional, ou seja, vamos

impor as simetrias e antissimetrias a forma normal apenas no final do processo.

Exemplo 3.41. Sejam Xy (z,y) = (x cos(zy), —y cos(zy)) um campo de vetores Hamil-
toniano em (R?, €))) com Hamiltoniano H(z,y) = sin(xy) e Zy = {—1,1} agindo em
(R%, Q) como —1 - (z,y) = (—x,y). Consideremos x : Zy — Z, 0 epimorfismo dado

pela identidade, ou seja, x(1) = 1 e x(—1) = —1. Entdo Xy é Zy-equivariante e a agdo
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de Zy em (R?, Q) é x-semissimplética. De fato, dados (z,y), (z,w) € R?, temos

Xu(=1-(2,9)) = Xu(=w,y) = (=2 cos(zy), —y cos(xy)) = =1 - Xu(z,y);
Q0<_1 ) (l’,y), -1 <27w>> = QO((_x7y)7 (—Z,U))) =—rTw+yz= X(_1>QO(($>y)7 (va))'

Logo, pela Observacao temos que H é (Z;),-semi-invariante. Além disso, pelo
Exemplo H esta nas condi¢des do Teorema e uma forma normal de ordem

20 > 4 desse Hamiltoniano é

K(z,y) = zy + Z filzy)',  fi€R.
=2
Queremos encontrar uma forma normal K de ordem 2! que mantenha a condigdo de

(Zy),-semi-invariancia do Hamiltoniano H. Devemos ter entdo

K(—z,y) = K(-1-(z,y)) = x(-)K(z,y) = —K(2,y),

ou seja,
! !
—zy+ Y fil—wy) = —(ey+ > _ fi(zy)),
=2 =2

para todos z,y € R. Para que isso ocorra, é necessario que i seja impar. Logo, K deve

ser da forma
—1
5t
Z 2 1
- .Ty g+ ’ f] € Ra

a qual induz o campo Hamiltoniano

lfl —1
2

Xw(z,y)= |z + Z 25 + 1) fi(zy) 7z, — Z 25 + Zy | . (3.27)

Jj=1 Jj=1
Novamente, pela Observagao como K é (Z,),-semi-invariante, entdo X5 é Zo-
equivariante. Portanto, as propriedades simétricas do campo Xy e do Hamiltoniano

H sdo mantidas para a forma normal K de H.

Exemplo 3.42. Consideremos I' = D, o grupo diedral gerado pela rotagéo planar Rz
e por x, dados na Observacao agindo em (R?,€)y) por meio da ag¢do natural de

multiplicacdo de matriz por vetor. Consideremos ainda o epimorfismo o : Dy — Z tal
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que ker o = Z4 e o campo Hamiltoniano
Xp(z,y) = (coszsiny, —sinz cosy)

com H(z,y) = 1 — cosx cosy. Entdo a agdo de D, em (R?,Q)) é o-semissimplética e H é

Dy-invariante. De fato, dados (z,y), (z,w) € R?, temos

QO(Rg ’ (?If,y),Rg ) (Z7w)) = QO((_y7x)v (_w72)> =Tw — Yz = U(RQ)QO((xvy% (Z’w));
Qo(k - (z,y), k- (2,0)) = Qo((x, —y), (2, —w)) = —(—yz + zw) = o(k)((z,y), (2, 0));
H(Rz - (z,y)) = H(—y,x) =1 — cos(—y) cosz =1 — cosxzcosy = H(z,y);

us
2

H(k-(x,y)) = H(x,—y) =1—cosxcos(—y) =1 —coszcosy = H(x,y).

Assim, pela Observacao o campo Xy é (Dy),-reversivel-equivariante. Observe-
mos ainda que H estd nas condi¢des do Teorema e, como

> (_1)nx2n S (_1)ny2n
H =1- ~ AN
() (nzzg 2n! ; 2n! ’
a parte quadrética de H é dada por

2 yQ
H2(x7y> - +E

2| 8

Pelo Exemplo uma forma normal de ordem 2/ > 4 para H é

I
K(x,y) = %(wQ +y°) + Zfi(xQ +y%)', fi€R,

1=2

a qual mantém a D,-invariancia do Hamiltoniano H. De fato, dado (z,y) € R, temos

Novamente pela Observagao o campo Hamiltoniano X dado por

! l
Xk(z,y) = (y + yZﬁ(xZ + 2t — xz Fiz? + y2)i—1> ’
=2 =2
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onde f: = 2if; € R, é (D4),-reversivel- equivariante. Portanto, as simetrias e antissi-
metrias do campo Xy sdo herdadas pelo campo Xk induzido pela forma normal K de

H, a qual também preserva as simetrias do Hamiltoniano H.

Exemplo 3.43. Consideremos novamente o grupo diedral I' = D, agindo em (R?, )
por meio da acdo natural de multiplicacdo de matriz por vetor. Consideremos agora
os epimorfismos oy,0, : Dy — Zy tais que keroy = Z, e kero, = D,. Portanto,
0102 : Dy — Zy também é um epimorfismo com ker oy09 = {I2, — I, KRz, /@R%w}. Seja o
campo Hamiltoniano

Xu(z,y) = (zcos(zy), —ycos(zy))

com Hamiltoniano H(z,y) = sin(xy). Jd vimos, no exemplo anterior, que a agdo de D,
em (R?, Q) é o;-semissimplética. Além disso, H é (D,),,,,-semi-invariante. De fato,

dado (z,y) € R?, temos

H(Rsz - (2,y)) = H(—y,z) = sin(—yz) = —sin(zy) = —H(z,y) = 0102(Rz)H(z,y);
H(k - (z,y)) = H(z,—y) =sin(z(—y)) = —sin(zy) = —H(z,y) = g102(k)H(z, y).

Assim, pelo Teorema o campo Xy é (Dy),,-reversivel-equivariante. Observemos
ainda que H esta nas condi¢des do Teorema Pelo Exemplo uma forma nor-

mal de ordem 2/ > 4 para H é
!
K(aj,y) :$y+2fi($y)l, fl € R.
1=2

Queremos encontrar uma forma normal K de ordem 2! que mantenha a condigdo de

(Dy4),0,-semi-invariancia do Hamiltoniano H. Devemos ter entao

(2,y) = 0102(Rg ) K (2,y) = —K(x,y);

F(ZL‘, _y) = EO{ ’ (l’,y)) = JlOQ(H)F(x7y> = —K<J],y).

Para que a primeira condigdo seja satisfeita € necessario que ¢ seja impar, o que também

faz com que K satisfaca a segunda condigdo. Logo, K deve ser da forma

-1
K(,y) =ay+ > [i(zy)¥, [ €R,

Jj=1
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a qual induz o campo Hamiltoniano (3.27). Novamente pelo Teorema como K
é (Dy4)s,0,-semi-invariante, o campo X5 é (Dy),,-reversivel-equivariante. Portanto, as
simetrias e antissimetrias do campo Xy e do Hamiltoniano / sdo preservadas para a

forma normal K de H.

Exemplo 3.44. Consideremos o grupo de Lie linear I' = Zy x Zy = {14, ¢, 9, ¢}, onde
¢ = e Y= ,
0

agindo em (R*, Q) por meio da agdo natural de multiplicagdo de matriz por vetor.
Consideremos ainda os epimorfismos 01,05 : Zy X Zy — Zs tais que keroy = {Iy, ¢}
e keroy = {14,¢}. Logo, 0109 : Zy X Zy — Zy também é um epimorfismo com
ker o109 = {14, p1}. Sejam H (x,y, z,w) = xy cos(zw) e o campo Hamiltoniano induzido

por H
Xu(x,y, z,w) = (—zywsin(zw), —ryz sin(zw), —y cos(zw), —x cos(zw)).

Entdo a agdo de Zy x Zy em (R* Q) é oy-semissimplética e H é (Zy X Zs3)y,0,-S€Mi-

invariante. De fato, dados (z,y, z,w), (a, b, ¢,d) € R*, temos

Qo(¢- (z,y,2,w),¢- (a,b,c,d)) = Qo((z,—y,z,—w),(a,=b,c, —d))
= xzc+yd—za—wd
= 01(9)Q0((2,y, 2, w), (a,b, ¢, d));
Qo - (z,y,z,w), ¥ - (a,b,e,d)) = Qol(x,—y,—2z,w), (a,—b, —c,d))
= —zc—yd+ za+ wb
= —(xc+yd — za — wb)
= o1(¥) (2, y, 2,w), (a,b, ¢, d));

H(¢-(x,y,z,w)) = H(x,—y,z,—w) = —xycos(zw) = o109(¢)H (z,y,z,w);

H( - (x,y,z,w)) = H(x,—y,—z,w) = —xycos(zw) = o109(¢V)H (x,y,z,w).
Assim, pelo Teorema o campo Xy € (Zy x Zs),,-reversivel-equivariante. Obser-
vemos ainda que H satisfaz as condi¢des do Teorema Pelo Exemplo uma
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forma normal de ordem r > 3 para H é

T
K(z,y,z,w) =y + E fijz'w?,  fi; € R
i+j=3
Queremos agora encontrar uma forma normal K de ordem r que mantenha a condigdo

de (Zy X Z2)4,,-semi-invariancia do Hamiltoniano H. Devemos ter entao

F(l’, —Y, %z —’LU) = F(¢ ’ (%,y,Z,UJ)) = 0102(¢)7(x,y,z,w) = —F(x,y,z,w);
?(l’, Y, —Z,U)) = KW ’ (ac,y,z,w)) = UlGQ(Qﬂ)K(JI,y,Z,M) = —K(ac,y,z,w),

isto é,

—xy + Z fiiz' (—w) = — <xy+ Z fz-jziwj>;

i+j=3 i+j=3

—ay+ Y fyl—2)wl = - <xy+ > fz‘jziwj) :

i+j=3 i+j=3
Dessa forma, é necessdrio que i e j sejam sempre impares. Logo, K deve ter ordem r

par e ser da forma

r—2
=N

K(z,y,z,w) = zy + Z fiiz?w® | 2w, fi; € R.
i+j=0

Novamente pelo Teorema o campo Hamiltoniano

r—2 r—2
2 2

- _ § 2%, 2] E 24, 27
XK(x7yaz7w) - aijz wrw, 5%]2 w-z, =Y, =¥ 9
i43j=0 i+7=0

onde a;; = (20 + 1) fij, Bij = (25 + 1) fij € R, é (Zy X Zy),,-reversivel-equivariante. Por-
tanto, as simetrias e antissimetrias do campo Xy e do Hamiltoniano H sdo preservadas

para a forma normal K de H.

Exemplo 3.45. Consideremos I' = O(2) agindo em (R*, ) por meio da agdo diagonal
0-(x,y,z,w) = (Rg- (z,y), R - (z,w)) € k- (x,y,z,w)=(x,—y, 2z, —w),

para todo (z,y,z,w) € R* e todo 6 € [0,27), e tomemos o epimorfismo o : O(2) — Z,

tal que kero = SO(2). A agdo de O(2) em (R* () é simplética. De fato, dados
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(r,y,z,w), (a,b,c,d) € R?, temos

Q8- (2,y,2,w),0 (a,b,c,d)) = Qo((Ry- (z,y), Ry - (2,w)), (Ry - (a,b), Ry - (¢, d)))
= (cos? 0+ sin? ) (xc + yd — za — wh)
= Q((z,y,z,w),(a,b,c,d));
Qo(k - (x,y,z,w), k- (a,b,c,d)) = Qo((x,—y, 2z, —w), (a,—b, ¢, —d))
= zc+yd— za — wb
= Qo((z,y,z,w), (a,b,c,d)).

Consideremos H um Hamiltoniano O(2),-semi-invariante nas condi¢des do Teorema
B.26le com parte quadratica Hy(z, y, z, w) = a(zw —yz), para a € R ndo nulo. Notemos
que tal H existe visto que H; é O(2),-semi-invariante. Assim, pela Observacdo o
campo Hamiltoniano X induzido por H é O(2),-reversivel-equivariante. Além disso,

pelo Exemplo uma forma normal de H de ordem 2¢ > 4 é

q
K(z,y,z,w) = a(zw —yz) + Z Bjgim (22 + 42 (2% + w?)* (2 + yw) (yz — 2w)™,
JkHAm=2

com Bji,, € R. Notemos que K pode ndo ser O(2),-semi-invariante. De fato, como

a # 0, se existe Bjy, # 0 tal que m assume algum valor par, entdo

K(/{ ’ (x,y,z,w))

q
= —azw —yz)+ Z Bjtim (2 + y2) (2% + w?)*(vz + yw) (1) (yz — zw)™
ket Fm=2

7£ _K(:L‘7yasz)v

para todo (z,y, z,w) € R* tal que yz — zw # 0. Contudo, como K é SO(2)-invariante,
j& que tomando u; (z,y, z,w) = 2? + ¥?, ua(z, ¥, 2, w) = 2% + w?, uz(z,y, 2, w) = rz + yw
e uy(z,y,z,w) = yz — zw temos uy, us, uz,uy € Pra(SO(2)), entdo K é O(2),-semi-

invariante se m assume apenas valores impares, pois nesse caso
Kk (v,y,2z,w)) = —K(x,y,z,w) = o(k)K(z,y, z,w).

Logo, para que a forma normal de / mantenha sua O(2),-semi-invaridncia, ela deve
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ser da forma

q
K(x,y,z,w) = a(zw—yz)+ Z B (2 4+y*) (224w (z2+yw) (yz—zw)* (yz—aw),
Jj+k+l4p=2

com B, € R. Como u? = ujus — u3, entdo

q
K(z,y,z,w) = alzw — yz) + Z Cina (2 + 2 (2% + w?)* (2 + yw) (yz — 2w),
k=2

para Cj; € R. Novamente pela Observagao o campo Hamiltoniano X é O(2),-

reversivel-equivariante.



CONSIDERACOES FINAIS

A teoria de formas normais vem sendo desenvolvida ha anos por diversos autores que
visam possibilitar o estudo local do comportamento qualitativo de campos vetoriais. O
método classico utilizado para encontrar formas normais para campos de vetores que
nao sao necessariamente Hamiltonianos consiste em simplificar, por meio de sucessi-
vas mudancas de coordenadas, uma série de poténcias da aplicagdo que gera o campo
em torno de um ponto de equilibrio, resultando em um campo conjugado escrito de
maneira mais simples e mais conveniente. No contexto de campos Hamiltonianos, a
teoria de formas normais consiste em simplificar a série de Taylor do Hamiltoniano
associado ao campo por meio de mudangas de coordenadas que mantém a hamiltonei-

dade do campo original.

Nessa dire¢do, o método do operador adjunto é um processo facilitador na obten-
¢do de uma forma normal de ordem r > 3 para campos Hamiltonianos, na medida
em que reduz o processo indutivo ao de encontrar elementos no niicleo dos operado-
res ad¥,, para cada k € {1,--- ,r}, operadores esses que dependem exclusivamente da
parte linear A do campo. No entanto, uma desvantagem desse método esta na dificul-
dade em determinar as solugdes polinomiais da equacao diferencial parcial associada
ad%,(F) = 0 conforme aumentamos k ou a dimensdo do espago simplético em que o
Hamiltoniano esta definido. Para garantir entdo a eficdcia da teoria e, em alguns casos,
facilitar a obtencdo das formas normais, descrevemos um método algébrico alternativo
ao método do operador adjunto que reconhece ker ad”, como o subespago vetorial dos
polindmios homogéneos de grau £ invariantes pela agdo de um grupo de Lie linear

que também depende da linearizagdo A do campo de vetores, a saber o grupo
S ={es4"; s € R}.

Na préatica, mesmo em um contexto originalmente sem simetrias, tal método consiste
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em determinar polindmios homogéneos de grau k£ no anel de invariantes Pg2.(.5).
Nesse caso, o tratamento algébrico é vantajoso, uma vez que encontrar geradores para
esse anel independe dos fatores dificultantes citados acima e existem ferramentas com-
putacionais que nos auxiliam nesse processo. Desse modo, apesar de truncarmos a
forma normal do Hamiltoniano na ordem r > 3, sabemos quem sdo os termos de or-

dem mais alta.

Paralelamente a essa teoria, tem-se desenvolvido a teoria de sistemas dinAmicos em
presenca de simetrias e antissimetrias. No contexto Hamiltoniano reversivel-equiva-
riante, é possivel relacionar as simetrias e antissimetrias do campo de vetores com as
do Hamiltoniano, dependendo se a agdo do grupo é simplética ou semissimplética, o
que nos fornece quatro classes de simetrias. Ainda nesse contexto, as formas normais
podem ou ndo herdar as propriedades simétricas do Hamiltoniano original. Para que
elas sejam herdadas, o método tradicional consiste em determinar primeiro a forma
normal do Hamiltoniano por um dos métodos acima citados e entdo impor as condi-
¢des de simetria como um passo a posteriori. Os resultados obtidos por Terézio em
[40] fornecem um método diferente que produz formas normais herdando as proprie-
dades simétricas do Hamiltoniano ja como um primeiro passo. Tal método é baseado
no conhecimento da teoria invariante para o grupo das simetrias e antissimetrias do
Hamiltoniano e para o grupo S, como uma extensdo do método algébrico alternativo

apresentado nesse trabalho.
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