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Resumo

Neste trabalho apresentamos condi¢des suficientes para que um homomorfismo de
Jordan de alguns anéis de matrizes seja um homomorfismo ou um anti-homomorfismo

de anéis ou uma soma proxima de um homomorfismo e um anti-homomorfismo.

Palavras-chave: Homomorfismo de Jordan, soma préxima, matrizes triangulares su-
periores, matrizes estruturais.



Abstract

In this work we give sufficient conditions for a Jordan homomorphism of some
matrix rings to be a homomorphism or an anti-homomorphism of rings or a near sum

of a homomorphism and an anti-homomorphism.

Keywords: Jordan homomorphism, near sum, upper triangular matrices, structural
matrices.
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INTRODUCAO

O estudo de aplicag¢oes aditivas de um anel R em um anel R’, que preservam qua-
drados foi iniciado por Ancochea [2] em conexdo com problemas que surgiram na ge-
ometria projetiva, por volta de 1942. A partir de 1950 véarios pesquisadores como N.
Jacobson, C. Rickart [10] e I. N. Herstein [9] estudaram esse tipo de funcdo, e obtive-
ram muitos resultados, como por exemplo o classico teorema de Herstein que nos diz
que todo homomorfismo de Jordan sobrejetor de um anel R em um anel primo R’ de

caracteristica diferente de 2 é um homomorfismo ou um anti-homomorfismo.

Vdrios autores obtiveram generaliza¢des para o resultado de Herstein, tais como
M. E. Smiley [15], W. E. Baxter e W. S. Martindale III [3], M. Bresar [6, 7], W. S. Martin-
dale III [11, 12] e K. McCrimmon [13].

N. Jacobson, C. Rickart provaram em [10, Teorema 7] que, para n > 2, todo homo-
morfismo de Jordan do anel de matrizes M,,(R) sobre um anel R em um anel arbitrario

é a soma de um homomorfismo com um anti-homomorfismo.

Seguindo esta linha de homomorfismo de Jordan com dominio em anéis de matri-
zes, em 1998, L. Molnér e P. Semrl [14] iniciaram o estudo de funcdes de Jordan sobre
os anéis 7,,(C') das matrizes triangulares superiores. Eles mostraram que todo auto-
morfismo de Jordan de 7,,(C) é um automorfismo ou um anti-automorfismo, sendo C'

um corpo com pelo menos 3 elementos.

Outras generalizagdes foram surgindo a partir deste trabalho, tais como K. I. Beidar,
M.Bresar e M. A. Chebotar [4] e D. Benkovi¢ [5]. Este tltimo introduziu a no¢ao de
soma préxima o que o ajudou a descrever todos os homomorfismos de Jordan de 7,,(C)
em A, onde C' é um anel com unidade, comutativo livre de 2-torcdo e A é uma C-
algebra.

Mais recentemente, em 2013, Y. Wang e Y. Wang [16] provaram que sob certas con-

di¢des todo homomorfismo de Jordan sobrejetor de matrizes triangulares superiores
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sobre um anel unitario cujos tinicos idempotentes sdo 0 e 1 ¢ um homomorfismo ou
um anti-homomorfismo. No ano seguinte Y. Du e Y. Wang [8] mostraram que todo
homomorfismo de Jordan de um anel de matrizes triangulares superiores sobre um
anel unitdrio em um anel de matrizes superiores sobre um anel primo de caracteristica

diferente de 2 é um homomorfismo ou um anti-homomorfismo.

Uma generalizagdo do trabalho de Benkovi¢ [5] foi feita em 2015 por E. Akkurt,
M. Akkurt e P. Barker em [1] para o caso de matrizes estruturais 7,,(C, p), onde p é uma
ordem parcial ou uma quase-ordem cujas classes de equivaléncia tém pelo menos dois

elementos.

Esta dissertacao é um estudo dos resultados de E. Akkurt, M. Akkurt e G. P. Barker
[1], D. Benkovi¢ [5], Y. Du e Y. Wang [8] e Y. Wang, Y. Wang [16] e esta organizada da
seguinte maneira. No Capitulo 1, é feita uma revisdo de conceitos bdsicos de estru-
turas algébricas e de resultados que sdo utilizados no decorrer do trabalho. No Capi-
tulo 2, introduzimos o conceito de homomorfismo de Jordan e iniciamos o estudo de
sua relacdo com homomorfismos e anti-homomorfismos de anéis. No Capitulo 3, sdo
apresentados resultados de [8] e [16], que nos ddo condi¢des suficientes para que ho-
momorfismos de Jordan entre anéis de matrizes triangulares superiores sejam homo-
morfismos ou anti-homomorfismos de anéis. Por fim, no Capitulo 4, sdo apresentados
resultados de [5] e [1] que nos ddo condic¢des suficientes para que um homomorfismo
de Jordan de uma algebra de matrizes estruturais em uma algebra arbitraria seja uma

soma proxima de um homomorfismo e um anti-homomorfismo.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo é dedicado a alguns conceitos essenciais para o estudo dos homo-
morfismos de Jordan, como anéis, idempotentes, homomorfismos, médulos e algumas
propriedades dos mesmos.

1.1 Anéis

Definic¢ao 1.1. Um anel é um conjunto ndo vazio R com duas operagdes bindrias

+:RXR—R e - tRxR—R
(a,b) —a+b (a,b) — ab

satisfazendo as seguintes propriedades:

1) (a+b)+c=a+ (b+c), paratodos a,b,c € R;

2) para cada a € R existe um elemento —a € R tal que a + (—a) = 0;
3)a+b=0b+a,paratodosa,b € R;

4) existe um elemento neutro 0 € Rtalquea+ 0 =0+ a = q, paratodo a € R;
5) (ab)e = a(bc), para todos a, b, ¢ € R;

A~ N N /N /S A/

6) a(b+c) = ab+ ace (a+ b)c = ac + be, para todos a, b, c € R.

Observacdo 1.2. Seja R um anel.

(¢) Se ab = ba para todos a,b € R, dizemos que o anel R é comutativo.

(i1) Se existe 1 € Rtal que alp = a = 1pa, para todo a € R, dizemos que o anel possui
unidade e que 1y é a unidade de R.

Defini¢do 1.3. Seja R um anel. Um subconjunto ndo vazio S de R é um subanel se as
seguintes condicOes sdo satisfeitas:
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(i) S é fechado para as operagdes de adicdao e multiplicacdo, isto é, para todos a,b € S
temos que a + b,ab € S.
(i7) S é um anel (isto €, S com as operagdes de adigdo e multiplicagdo de R é um anel).

Exemplo 1.4. Os conjuntos Z, Q, R e C com as operag¢des usuais de adi¢do e multipli-

cacdo sdo anéis comutativos com unidade.

Exemplo 1.5. Seja R um anel. O conjunto de todas as matrizes n x n com entradas em
R, denotado por M, (R), é um anel com as operac¢des de adi¢dao e multiplica¢do usuais
de matrizes. O subconjunto de M, (R) constituido de todas as matrizes triangulares
superiores n X n com entradas em R é um subanel de A, (R). Tal conjunto é denotado
por T,,(R).

Exemplo 1.6. O conjunto R[z]| de todos os polindmios na varidvel « com coeficientes
em um anel comutativo com unidade R, com a multiplicacdo e a adi¢do usuais, é um

anel comutativo com unidade.

Definicdo 1.7. Seja R um anel com unidade. Um elemento r € R é dito invertivel se
existe s € R tal que rs = sr = 1z. Um anel com divisdo € um anel ndo nulo R com
unidade onde todo elemento ndo nulo é invertivel. Quando R também é comutativo,

dizemos que R é um corpo.
Exemplo 1.8. Os anéis Q, R e C sdo corpos.

Defini¢do 1.9. Seja R um anel. Um subconjunto ndo vazio I de R é um ideal a esquerda
de R quando as seguintes condi¢des sao satisfeitas:

(i) Para todos x,y € I, tem-se que x — y € I;

(it) Para todo r € R e para todo = € I, tem-se que 7z € I.

De maneira andloga, define-se ideal a direita. Um ideal, é ao mesmo tempo, um ideal

a esquerda e a direita.
Exemplo 1.10. Se R é um anel, entdo R e {0} sdo ideais de R.

Exemplo 1.11. Seja m um inteiro. Entdo o conjunto mZ = {mk : k € Z} é um ideal de
Z.

Exemplo 1.12. O conjunto { ( 8 ’ ) X,y € R} é um ideal de T5(R).
Y

Exemplo 1.13. Seja R um anel comutativo com unidade. O conjunto / = {f(x) € R[z] :
f(0) =0} é um ideal de R[z].

Defini¢ido 1.14. Um anel R é dito ser simples se RR # {0} e se os tnicos ideais de R
forem {0} e R.
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Exemplo 1.15. Todo anel com divisdo é simples. De fato, se D é um anel com divisdo e
I # {0} é um ideal de D, entdo existe 0 # = € I. Assim, 1 = za~! € I, implicando que
r=rl e I, paratodor € D. Portanto, I = D.

Exemplo 1.16. Se R é um anel ndo nulo e n > 2, entdo T,,(R) ndo é simples, pois o
conjuto / formado por todas as matrizes (a;;) € T,,(R) tais que a;; = 0 se j < n, é um
ideal de 7, (R), que é ndo nulo e diferente de 7, (R).

Defini¢ao 1.17. Um dominio de integridade é um anel R comutativo com unidade tal que

para todos z,y € R tais que zy = 0 implique que z = 0 ou y = 0.
Exemplo 1.18. O anel Z é um dominio de integridade.

Exemplo 1.19. Todo corpo é um dominio de integridade.

Exemplo 1.20. Se R é um dominio de integridade, entdo R[z| também é.

Proposicdo 1.21. Se D é um dominio de integridade finito, entdo D é um corpo.

Demonstragido. Como D é um dominio de integridade, D ja € um anel comutativo com

unidade. Assim s6 precisamos provar que todo elemento ndo nulo é invertivel. Seja

3

a # 0 um elemento de D. Como D é finito, a sequéncia a, a?, a* a*, ... comegara a se

repetir, isto é, existe ¢ > j tal que @’ = @/ . Assim a/(a"7 — 1) = 0, e como a # 0, temos

que a”7 =1, ou seja, @’ 7~'a = 1. Portanto, a é invertivel. O

Defini¢do 1.22. Sejam [ e J ideais de um anel R. O produto de I e J é definido por
IJ:={aby+---+apyb, :a;€leb € Ji=1,...,n; paran=12,...}.

E facil mostrar que o produto de ideais 7.7 é também um ideal de R.
Definic¢do 1.23. Seja R um anel e seja / um ideal de R. Dizemos que [ é nilpotente se

I" = {0} para algum inteiro positivo n.

0
Exemplo 1.24. O conjunto I = { ( 0 g ) ta € R} é um ideal nilpotente de T5(R),
pois I? = {0}.

Defini¢do 1.25. Seja R um anel. Dizemos que r € R é um idempotente de R se r* = r. Se

R possuir unidade, dizemos que 0 e 1 sdo os idempotentes triviais de R.

Exemplo 1.26. Seja R um anel com unidade e seja » um idempotente de R. Entdo 15—

também é um idempotente de R, pois (1p —r)> =1p —2r+r =1 —r.

Proposicdo 1.27. Seja R um anel com unidade 1 e idempotentes g e f tais que g + f = 1.
Entido gf = fg=0e R=gRg® gRf ® fRg ® fRf (soma direta de grupos abelianos).
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Demonstragio. De fato, de g + f = 1 temos que f = 1 — ¢g. Multiplicando esta tltima
equacao a esquerda por g, obtemos gf = 0. Analogamente, multiplicando a direita por
g, chegamos que fg = 0.

Observe que gRg, gRf, fRge fRf sdosubanéisde Re R = 1R1 = (9+ f)R(g+ f) =
gRg + gRf + fRg + fRf. Resta mostrarmos que tal soma é direta. Suponha que
gag + gbf + fcg+ fdf =0,onde a,b, c,d € R. Multiplicando esta tltima equagdo por

e g em ambos os lados, temos gag = 0;
e gaesquerda e f a direita, temos gbf = 0;
e faesquerda e g a direita, temos fcg = 0;
e f em ambos os lados, temos fdf = 0,
o que implica que a soma é direta. O]

Definicao 1.28. Sejam R e S anéis. Uma aplicagdo f : R — S é um homomorfismo de

anéis se para todos x,y € R tivermos
faty)=fl@)+fly) e fly) = f@)f(y)

—b
Exemplo 1.29. A aplicagdo f : C — M(R) dada por f(a + bi) = ( Z ) é um
homomorfismo de anéis.

Exemplo 1.30. Seja R um anel comutativo com unidade. Entdo ¢ : R[z] — R, definida

por ¢(f) = f(1) é um homomorfismo de anéis.

Defini¢ao 1.31. Seja f : R — S um homomorfismo de anéis. O niicleo de f, denotado
por ker f, € o conjunto
ker f ={a € R: f(a) =0}.

Exemplo 1.32. O nicleo do homomorfismo f do Exemplo 1.29 é o conjunto

, fa =bY)Y (00 B ,
kerf:{a—HnEC.(b . >_(O O)}—{O+Oz}.

Proposicao 1.33. Sejam R e S anéis e seja f : R — S um homomorfismo de anéis. Entio
(1) f(0) =0,
(2) f(=a) = =f(a);

(3) f éinjetora se, e somente se, ker f = {0}.

Demonstragio. (1) e (2) sdo de facil verificagao.

(3) Suponhamos que f seja injetora. Se a € ker f, entdo f(a) = 0 = f(0) implicando que
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a = 0, pois f é injetora. Assim ker f = {0}. Reciprocamente, suponha que ker f = {0}.
Se f(a) = f(b), entdo f(a —b) =0,isto é, a — b € ker f = 0. Logo a = b, mostrando que
f é injetora. O]

Definicdo 1.34. Sejam R e S anéis. Uma aplicagdo f : R — S é um anti-homomorfismo
de anéis se para todos =,y € R tivermos

flx+y) = fl@)+ fy) e fzy) = f(y)f(=).

Exemplo 1.35. Considere f : M,(R) — M,(R) definida por f(4) = A, onde A’ re-
presenta a matriz transposta de A. Note que para todos A, B € M,(R) temos que
[(A+B) = (A+B) = A+ B = f(A) + [(B) e f(AB) = (AB)! = B'A' = f(B)[(A).
Portanto, f é um anti-homomorfismo de anéis.

1.2 Ideais e anéis primos

Defini¢ao 1.36. Um ideal P de um anel R é dito ser primo se P # R e, para ideais I, J
de R, com [J C P implique que I C PouJ C P.

Observacgdo 1.37. Se R é um anel e a € R, vamos denotar por (a) o ideal de R gerado

por a, ou seja, (a) é a intersecdo de todos os ideais de R que contém a, assim (a) = RaR.

Proposicao 1.38. Seja P um ideal de R, P # R. Sdo equivalentes:

(1) P éprimo;

(2) Para a,b € R, (a)(b) C P implica que a € Poub € P;

(3) Para a,b € R, aRb C P implica que a € Poub € P;

(4) Para ideais a esquerda I, J de R, I.J C P implica que I C Pou J C P.

Demonstragdo. (1) = (2) E imediato.
(2) = (3) Suponhamos que aRb C P. Entdo (a)(b) C P, pois

(a)(b) = {Zuﬂh u; € (a),v; € (b),m > 1}

n t
Z < CCz'jayzj) (Z Tikbsik> L Tij, Yig, Tik, Sik € Rymyn,t > 1}
1 k=1

i=1 \j=

m n t

= { szij(a%jﬁkb)sik D Tijs Yigs Tiks Sik € Byman, 2> 1}
i=1 j=1 k=1

C P

Y

pois ay;;rikb € P e P éum ideal. Logoa € Poub € P.
(3) = (4) Sejam 1, J ideais a esquerda de R tais que I[J C Pel ¢ P. Sejaa € I tal
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que a ¢ P. Paratodo b € J, temos aRb C IJ C P donde b € P, uma vez que a ¢ P.
Portanto, J C P.
(4) = (1) Imediato. O

Defini¢do 1.39. Seja R um anel. Dizemos que R é primo se R # {0} e {0} for um ideal
primo de R.

Proposicdo 1.40. Seja R um anel e seja I um ideal de R tal que I # R. Entdo, R/I é primo

se, e somente se, I é um ideal primo.

Demonstragio. De fato, suponhamos que R/ seja primo. Sejam J, K ideais de R tais

que JK C I e considere os ideais ZH e £+ de £. Entdo

J+I\ (K+1 JK +JI+ 1K +I?
(+>( +)C + JI+ 1K + {041},

I I I

implicando que 2 C {0 + I} ou £ c {0 + I}, pois {0 + I} é um ideal primo de
& Logo J C I ou K C I, mostrando que I é primo. Suponha agora que I seja primo.
Sejam Z e & ideais de R/I tais que 2& C {0+ I}. Entdo, Z& C {0+ I} implicando que
JK C I.Mas [ éprimo,assim.J C [ou K C I,ouseja, 2 C {0+/}ou’ c {0+1}. O

Exemplo 1.41. Todo dominio de integridade é primo. De fato, seja & um dominio de
integridade e sejam a,b € R tais que aRb = {0}. Entdo ab = alb € aRb = {0}. Logo
a=0oub=0e, portanto {0} € um ideal primo.

Exemplo 1.42. Todo anel simples também é primo. Se R é um anel simples, entdo
R # {0} e seus tinicos ideais sdo {0} e R. Sejam I, J ideais de R tais que I.J = {0}. Se
I #{0}eJ # {0},entdo I = J = Redai {0} = IJ = RR, o que é uma contradigdo,
pois R é simples. Logo, I = {0} ou J = {0} implicando que {0} é um ideal primo.

Exemplo 1.43. Se R é um dominio de integridade, entdo R s6 possui os idempotentes
triviais. De fato, temos que R é em particular um anel primo, assim se r ¢ um idempo-
tente de R, entdo rR(1p —7r) = r(1g —r)R = OR = {0}. Dai como R é primo, segue que

r=0our = 1g.

Exemplo 1.44. Note que, no Exemplo 1.43, a hip6tese de comutatividade do anel R é,

de fato, necessaria. Por exemplo, M5(R) é um anel primo (pois é simples) com unidade,

. . o e 10 00
porém possui idempotentes ndo triviais, como 0 e 01 )
Proposi¢ido 1.45. Seja R um anel com unidade. O anel de matrizes M, (R) é primo se, e

somente se, R é um anel primo.

Demonstragio. Nesta demonstracdo iremos utilizar o fato de que se A é um ideal de
M, (R), entao existe um ideal I de R tal que A = M,,(I).
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Suponhamos que Z nao seja primo. Logo existem ideais ndo nulos /, J de R tais que
IJ = {0}. Entdo M,,(I) e M,(J) sdo ideais ndo nulos de M, (R) tais que M, (I)M,(J]) =
{0}. Logo, M, (R) nao é primo.

Para provar a reciproca, denote por e;; a matriz de M, (R) com 1i na entrada ij
e 0 nas demais entradas. Se M, (R) ndo é primo, entdo existem ideais ndo nulos A
e B de M,(R) tais que AB = {0}. Agora, A = M,(I) e B = M,(J), para alguns
ideais / e J de R. Além disso, I # {0}, J # {0} e IJ = {0}, pois caso contrério,
existiriam = € [ ey € J tais que zy # 0. Dai ze;; € M,,(I) = Aeye;n € M,(J) = Be
(xeq1)(yerr) = xyey; # 0, implicando que AB # {0}, o que é uma contradi¢do. Portanto,

o anel 1R ndo é primo. O

1.3 Mobdulos

Defini¢ao 1.46. Seja R um anel com unidade. Um R-mddulo a direita é um grupo abeli-

ano aditivo M com uma fungéo

MxR — M

(m,r) — mr

satisfazendo, para todos m,n € M er,s € R, as seguintes propriedades:
(1) (m +n)r = mr +nr;

(2) m(r + s) = mr 4+ ms;

(3) m(rs) = (mr)s;

(4) m1p = m.

Observacao 1.47. R-moédulos a esquerda sdo definidos de forma simétrica.

Exemplo 1.48. O grupo trivial M = {0} é um R-médulo a direita sobre qualquer anel

com unidade R.

Exemplo 1.49. Todo anel com unidade i é um R-mdédulo a direita e a esquerda com a

acdo dada pelo pruduto do préprio anel.

Exemplo 1.50. Todo grupo abeliano G pode ser considerado um Z-moédulo a direita,

definindo o produto de um elemento g € G por um inteiro n da seguinte maneira:

gn=gn—1)+g, sen>0;
gn = (—g)(—n), sen < 0.

Definigao 1.51. Sejam M e N R-moédulos a direita. Um homomorfismo de R-médulos de
M em N é uma fungdo f : M — N tal que

flm+mn) = f(m)+ f(n) e f(mr) = f(m)r
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paratodosm,n € Mer € R.

Exemplo 1.52. Seja R um anel comutativo com unidade e seja M um R-médulo a di-
reita. Considere r € R fixo. A aplicagdo ¢, : M — M definida por ¢,(m) = mr é um

homomorfismo de R-mddulos.

Defini¢ao 1.53. Seja R um anel com unidade e seja M/ um R-moédulo a direita. O con-
junto Ann(M) = {r € R : Mr = {0}} é chamado anulador de M. Em particular, se
Ann(M) = {0}, dizemos que M é um R-mddulo fiel.

Exemplo 1.54. O anulador do médulo M do Exemplo 1.48 é igual a R.

Y

Exemplo 1.55. Considere o grupo aditivo M = cyeR? eoanel R =

(0
00 0 00 0
:x € R 3. Com a operacdo mr := Y = o , M é
0 x 0 0 0 x 0 0

um R-moédulo a direita. Observe que Ann(M) = {0}, portanto M é um R-mdédulo fiel.

Definigao 1.56. Sejam R e S anéis com unidade e seja M/ um grupo abeliano aditivo. Di-
zemos que M é um (R, S)-bimédulo se M for um R-moédulo a esquerda, um S-médulo

a direita e 7(ms) = (rm)s paratodosr € R, s € Sem € M.

Exemplo 1.57. Se R é um anel com unidade e / é um ideal de R, entdo [ é um (R, R)-

bimaédulo.

1.4 Algebras

Definigao 1.58. Seja K um anel comutativo com unidade. Um anel A com uma estru-

tura de K-moédulo satisfazendo
a(ab) = (a)b = a(ab),

para todos a,b € Aea € K, é chamado K-dlgebra (ou dlgebra sobre K).
Exemplo 1.59. Todo anel comutativo com unidade é uma algebra sobre si mesmo.

Exemplo 1.60. Seja R = Z x Z. Note que R é uma Z-algebra com as operacdes:
(a,0) + (¢;d) = (a +¢,b+d), (a,b)(c,d) = (ac,bd), alc,d) = (ac, ad),

para todos a, b, c,d € Z.

Exemplo 1.61. Seja K um anel comutativo com unidade e seja X um conjunto nao
vazio. A dlgebra livre sobre K gerada por X é

finita

K<X> = {Z AiliQ.._inZEilem s IL‘in n e N, )\ilig...’in - K, .Z’Z‘]. € X} s
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com multiplicacdo induzida por Az = ), para todos A € K ez € X. O produto de

dois mondmios do conjunto K (X') é definido pela justaposicao.

Defini¢ao 1.62. Uma funcdo de uma K-dlgebra A em uma K-dlgebra B é um ho-
momorfismo de K-dlgebras se ela for um homomorfismo de anéis K-linear (ou seja,
f(aa) = af(a) para todos o € K e a € A).

Exemplo 1.63. A aplicacdo ¢ do Exemplo 1.30 é um homomorfismo de R-algebras, pois
dlaf) = (af)(1) = af(l) = ap(f) paratodos o € Re [ € R[x].

1.5 Conjuntos parcialmente ordenados

Recordemos que uma relacdo < em um conjunto X é uma relagdo de ordem parcial se a

mesma ¢ reflexiva, antissimétrica e transitiva, isto é:

1. z <z, paratodoz € X;
2. Sexr<yey <z, entdior =y;

3.Serx <yey <Xz entdo xr < z.

Definic¢ao 1.64. Um conjunto parcialmente ordenado, ou simplesmente poset é um con-

junto munido de uma relacdo de ordem parcial.

Defini¢ao 1.65. Uma quase ordem é uma relacdo que é reflexiva e transitiva. E um con-

junto quase ordenado é um conjunto que possui uma relagdo de quase ordem.

Exemplo 1.66. Os conjuntos dos ntimeros naturais N, dos inteiros Z, dos racionais Q e

dos nimeros reais R com suas ordens usuais sdo posets.

Exemplo 1.67. O conjunto P(X) das partes de um conjunto X, considerado com a

relagdo de inclusado de conjuntos C, é um poset.

Exemplo 1.68. Os nimeros naturais podem também ser parcialmente ordenados da
seguinte forma: dados p,q € N, dizemos que p | ¢ se p divide ¢. Entende-se que p
divide ¢ se existe um ntimero natural ¢ de modo que ¢ = c¢p. E facil mostrar que a
relacdo | satisfaz as trés condigdes da relagdo de ordem parcial. Assim, (N, |) também é

um poset.

Exemplo 1.69. Note que se tomarmos o conjunto dos ntimeros inteiros Z no lugar do
conjunto N no Exemplo 1.68, teremos que (Z, |) serd um conjunto quase ordenado, pois

a relagao

é reflexiva e transitiva. Tal relagdo ndo é antissimétrica ja que 3| — 3 e —3|3,

porém 3 # —3.
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Exemplo 1.70. Dado um poset (X, <), o poset dual de X, denotado por X, é formado
pelos mesmos elementos de X com a ordem <* dada por: z <*y & y < z.

Proposicao 1.71. Todo conjunto finito parcialmente ordenado X = {zi,...,x,} pode ser
renomeado de forma que x; < x; implique que i < j (ordem dos naturais).

Demonstragio. Usaremos indugédo sobre a cardinalidade de X. Se X possui apenas um
elemento, entdo o resultado é 6bvio. Dado n > 1, suponha que o resultado seja valido
para n — 1 e vamos mostrar que também ¢é valido para n. Se X possui n elementos,
entdo X possui um elemento maximal, ou seja, existe z € X tal que se < x; entdo
r = x;. Coloque z como sendo z,,. Para renomear os demais elementos, observe que
o conjunto ordenado X\{xz,} possui n — 1 elementos, logo pela hipé6tese de indugdo,
X\{z,} pode ser renomeado como na afirmacdo da proposi¢ao. Desta forma, temos o
desejado. O



CAPITULO 2

HOMOMORFISMOS DE JORDAN

Neste capitulo introduzimos o conceito de homomorfismos de Jordan e apresenta-

mos algumas de suas propriedades béasicas, que podem ser encontradas em [10].

2.1 Definicao e propriedades

Definicdo 2.1. Sejam R e S anéis e seja ¢ : R — S uma aplicacdo. Dizemos que ¢ é um
homomorfismo de Jordan se
p(z+y) = v(r) +oy),

p(zy + yx) = p(z)p(y) + ¢(y)e(),

para todos z,y € R. Quando a aplicagdo ¢ for bijetora dizemos que ¢ é um isomorfismo
de Jordan.

Para simplificar a notagdo, as vezes utilizaremos = oy = zy + yx. Desta forma,
podemos reescrever a segunda igualdade da defini¢do acima por ¢(zoy) = ¢(z)op(y).
A operacgdo o é chamada produto de Jordan.

Exemplo 2.2. Homomorfismos e anti-homomorfismos de anéis sdo exemplos de ho-
momorfismos de Jordan.

Outros exemplos de homomorfismos de Jordan podem ser obtidos através da pro-
xima proposigao.

Proposicao 2.3. Sejam vy : R — S um homomorfismo e 6 : R — S um anti-homomorfismo.
Temos que @ = 1 + 0 é um homomorfismo de Jordan se, e somente se, 1)(a)8(b) + 6(a)y(b) +
Y(b)0(a) + 0(b)y(a) = 0, para todos a,b € R.
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Demonstragio. De fato, suponha que ¢ seja um homomorfismo de Jordan. Temos para

todos a,b € R que

plab+ba) = w(a)p(d) +p(b)p(a

por outro lado,

plab+ba) = 1(ab+ ba) + 0(ab+ ba)
= P(a)ip(b) + p(b)i(a) + 0(b)0(a) + 0(a)0(b).

Logo, comparando essas duas tltimas equacdes, temos a equacdo desejada. Suponha
agora que ¥ (a)f(b) + 0(a)y(b) + ¢ (b)0(a) + 6(b)Y)(a) = 0, para todos a,b € R. Como

p(a)p(b) +e(b)e(a) = (V(a)+0(a))(¥(b) +0(b) + (¢ (b
= P(a)p(b) +1(a)d(b) + O(a)y (b
+9(0)p(a) + 1(b)0(a)

(b) + 1(b)¢p(a) + 0(b)6(a) + 6(a)f(b)
+ ba) + 0(ab + ba)

+

~—

= Yla)y
= Y(ab
(ab

)+
(a
)+
ba)
= ba

):
segue que ¢ é um homomorfismo de Jordan. O

Exemplo 2.4. Sejam A e B K-algebras com bases {e, f,g} e {¢, ', ¢’} respectivamente,
onde as multiplicagdes sdo dadas pelas seguintes tabelas:

e|flyg e g
ellelele e e g | d
fLrf frle+f=g 1y
gl9lglg g e g |9

Notequeeoe =2¢, fof=2f,gog=2g,eof =e+ f,eog=e+g, fog=f+g
eeloe/:26/,flof/:2f/,glog,:29/,6/Of/:e/+f/,elog/:el—‘l_g/,flogl:f/+g/-
Logo

0:A — B
ae+Bf+vg = ae'+ B[+,
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onde a, 5,7 € K, é um homomorfismo de Jordan. E, como

plef) =€, ple)e(f) =4, p(fele) =€+ [ =4,

segue que p(e)p(f) # plef) # ¢(f)p(e), ou seja, ¢ ndo é um homomorfismo nem um
anti-homomorfismo.

Observacao 2.5. O exemplo anterior nos mostra que existem homomorfismos de Jor-
dan que nado sao homomorfismos e nem anti-homomorfismos. Nesta dissertacao ire-
mos estudar a relacdo que existe entre homomorfismos de Jordan, homomorfismos e

anti-homomorfismos de certos anéis de matrizes.

Ao longo deste capitulo, assumimos que o anel R possui unidade 15 e que o anel S

é livre de torcdo 2 (isto é, x € S e 2z = 0 implica que x = 0).

Proposicdo 2.6. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de Jordan. Entdo, para todos x,y, z € R,
temos as seguintes igualdades:

(2x
(2) p(2?) = p(x)*
(3) p(wyz) = w(x)p(y)e(T);
(4) p(zyz + zyx) = p(x)p(Y)p(2) + @(2)p(y)e(z).

Demonstragdo. (1) Como ¢ € aditiva, estas igualdades sdo imediatas.

(2) Observe que, para = € R,

20(2%) = @(2%) + p(2°) = p(a® + 2°) = p(x)p(z) + @(z)p(x) = 2¢(x)?

e como S é livre de tor¢do 2, segue-se que ¢(z?) = p(x)%

(3) Temos que, para todos =,y € R,

ol(zy +yr)r +x(zy +yx)] = @y +yz)p(r) + p(z)p(ry + yz)
= [p(x)p(y) + p(y)e(@)]e(@) + @()[p(T)e(y) + o(y)e(r)]
= 20(@)p)e(x) + ey)p(x)® + p(x) e (y)

e, por outro lado, vemos que

ol(zy + yz)z + x(zy +yz)] = plays + ya® + 2°y + zyz)
= p(yz® + 2%y) + 2p(zyz)
= oy)e(x)® + e(x)*e(y) + 2¢(zyz).

Comparando essas duas tultimas expressoes, obtemos 2¢(zyz) = 2¢(x)p(y)p(z). Pelo
fato de S ser livre de tor¢do 2, temos a equagdo desejada.
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(4) Pelo item anterior, sabemos que, para z,y, z € R,

ollz+2)ylr+2)] = plx+2)eW)p( + 2)
= @)p(y)e(x) + p(@)p(y)p(2) + e(2)eW)p(z) + 0(2)p(y)e(2)

e, por outro lado,

ollx+2)y(z+2)] = eloyr) + o(zyz + 2yz) + ©(2y2)
= (@)e(y)e(r) + e(ryz + zyx) + ©(2)0(y)e(2).

Desta forma obtemos p(zyz+zyx) = o(z)p(y)p(z) +¢(2)e(y)¢(z), paraz,y,z € R. O

Observacao 2.7. Note que se ¢ : R — S é um homomorfismo de Jordan e e é um
idempotente de R, entdo ¢(e) é um idempotente de S, pois utilizando a equagdo do
item (2) acima, vemos que ¢(e)? = ¢(e?) = p(e).

Seja ¢ : R — S um homomorfismo de Jordan. Vamos verificar que ¢(1p) é a iden-
tidade do conjunto ¢(R). Para isso, primeiro definimos a seguinte operacao colchete
(chamada colchete de Lie):

[z,y] = xy — yx, para todos x,y € R.

Lema 2.8. Se p : R — S é um homomorfismo de Jordan, entdo para todos x,y,z € R temos

que ¢([[z, ], 2]) = [lp(x), o ()], p(2)].

Demonstracdo. De fato, se x,y, z € R entdo

e([z,9).2]) = w(lzy —yz,2])

= p(ryz — yrz — zzy + zyx)

= p(ryz + zyz) — p(yzz + zzy)

= p(@)e(y)e(z) + e(2)e(y)e(z) — e(y)e(@)e(z) — e(2)e(@)e(y)
[p(@)p(y) — p(y)e(z), p(2)]
[

[p(z), o(y)], ©(2)]-

]

Proposicao 2.9. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de Jordan. Sejam a,e € R onde e é um
idempotente de R tal que [e,a] = 0. Entdo p(ea) = ¢(e)p(a) = ¢(a)p(e). Em particular, se
ea = ae = a, entdo p(e)p(a) = p(a)p(e) = p(a).
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Demonstragio. Por hipétese temos que [e, a] = 0, assim [[e, al, ¢] = 0. Logo

0 = o([le,al,e]) = [[¢le), p(a)], p(e)]
= [p(e)p(a) — p(a)p(e), p(e)]
ple)pla)p(e) —pla)ple) — wle)p(a) + w(e)p(a)p(e)

donde p(e)p(a)p(e) — pla)p(e) = p(e)p(a) — p(e)p(a)p(e). Multiplicando esta tltima
equacao por ¢(e) a esquerda, obtemos

ple)p(a)ple) = ple)p(a). (2.1)

ple)p(a)ple) = p(a)p(e). (2.2)

Note também que de [e,a] = 0, segue que ea = ae, assim ea = eae. Aplicando ¢
obtemos que
plea) = ple)pla)ple). (2.3)

De (2.1), (2.2) e (2.3), concluimos que p(ea) = ¢(e)p(a) = p(a)p(e).

Agora, se ea = ae = a, entdo ea — ae = 0, isto é, [e,a] = 0. Desta forma, pelo
mostrado acima, temos que ¢(ea) = ¢(e)p(a) = ¢(a)p(e), e como ea = a, obtemos que
p(a) = ple)p(a) = pla)p(e). -

Observacao 2.10. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de Jordan, onde R é um anel com
unidade. Temos que 1za = alp = @, para todo a € R e como 1i é um idempotente
de R, segue da proposicdo acima que ¢(1g)p(a) = ¢(a)p(1r) = ¢(a), para todo a € R.
Logo (1) é a unidade de ¢(R).

2.2 Ideais de Jordan

Definic¢do 2.11. Seja R um anel e seja U C R um subgrupo aditivo. Dizemos que U é
um ideal de Jordan de R se, sempre que z € U ea € R, tivermos xoa € U.

Exemplo 2.12. Sejam R e S anéis e seja ¢ : R — S um homomorfismo de Jordan.
O conjunto kero = {x € R : ¢(z) = 0} é um ideal de Jordan de R. Com efeito,
como em particular ¢ é um homomorfismo de grupos aditivos, ker ¢ é um subgrupo
aditivo de R. Agora, se x € ker ¢, entdo ¢(z) = 0. Assim para todo y € R, temos que
p(zoy) = ¢(x)op(y) =0,ouseja, z oy € ker ¢. Portanto ker ¢ é um ideal de Jordan.

Exemplo 2.13. Ideais de um anel sdo ideais de Jordan.
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Lema 2.14. Se U é um ideal de Jordan de um anel R, entdo para todos a,b € U e x € R,
z(ab+ ba) — (ab+ ba)x € U.

Demonstragio. Sejam a,b € U. Como U é um ideal de Jordan, entdo paratodoz € R
a(zb — bx) + (zb — bx)a, b(xa — ax) + (xra — ax)b € U,
uma vez que, vb — bx, xa — ax € R. Mas
z(ab+ ba) — (ab + ba)xr = [a(xb — bx) + (xb — bx)a] + [b(xa — ax) + (xa — ax)b]
e como U é um subgrupo aditivo de R, temos o resultado. O

Antes de expor o proximo resultado, observe que, se & é um anel que ndo possui

ideais nilpotentes ndo nulos, entdo R ndo possui ideais laterais nilpotentes ndo nulos.

Para ver isso, suponha sem perda de generalidade, que I seja um ideal a direita de
R tal que I" = 0. Entdo, o conjunto RI é um ideal de R tal que (RI)"*! = 0, pois se

A1,y ...,0p41 EReml,...,an € I, entao

(a171)(a22) - - (an@n)(An41Tni1) = ar(z1a2)(2203) - - - (Tnlpi1)Tpi1 =0

ja que (z1a2)(x2as) - -+ (Tpapi1)xnt1 € I™ = 0. Logo devemos ter I = 0, pois caso

contrério terfamos um ideal ndo nulo nilpotente R/.

Proposicao 2.15. Seja R um anel com unidade, livre de tor¢cdo 2. Se R ndo possui ideais
nilpotentes ndo nulos, entdo todo ideal de Jordan ndo nulo de R contém um ideal ndo nulo de
R.

Demonstragio. Seja U # {0} um ideal de Jordan de R e tome a,b € U. Pelo Lema 2.14,
para todo x € R, zc — cx € U, onde ¢ = ab + ba. Mas como ¢ € U, temos também que
zce+cx € U. Assim 2xc € U paratodo z € R. Logo, paratodoy € R, (2zc)y+y(2zc) € U.
E como 2(yx)c = y(2zc) € U, temos que 2zcy € U e, portanto, 2RcR C U.

Note que 2RcR é um ideal de R e se 2RcR # {0}, temos o resultado.
Suponha que 2RcR = {0}. Assim RcR = {0} implicando que ¢ = 0, ou seja,

ab+ ba = 0, para todos a,b € U. (2.4)

Desta forma, se tomarmos 0 # a € U e b = ax + xa € U, temos por (2.4) que a(ax +

za) + (ax + za)a = 0, isto €,

a’r + za® + 2ara = 0, para todo x € R. (2.5)
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E, se tomarmos b = a, por (2.4) temos 0 = aa + aa = 2a*, donde a* = 0. Logo de
(2.5) obtemos que 2aza = 0, para todo = € R, isto é, aRa = {0}. Mas agora observe
que aR # {0} é um ideal a direita nilpotente de R ( ja que (aR)?> = aRaR = {0})
contrariando nossa hipétese (ver observagdo antes da proposi¢do). Em outras palavras,
mostramos que existe ¢ € U tal que 2RcR C U e que 2RcR # {0}. Logo U contém um
ideal ndo nulo de R. O]

Proposicdo 2.16. Sejam R e S anéis e seja ¢ : R — S um homomorfismo de Jordan.

1. Se @ é um isomorfismo de Jordan, entiio o~ também é um isomorfismo de Jordan.
2. Se p é sobrejetora e I é um ideal de Jordan em R, entdo ¢(I) é um ideal de Jordan em S.

3. Se ¢ é um isomorfismo de Jordan e R é um anel simples livre de torgdo 2, entdo S é

simples.

Demonstragdo. 1. Dados z,y € S, existem a,b € R tais que ¢(a) = z e ¢(b) = y, jd que
¢ é sobrejetora. Note que o~ '(z + y) = ¢ ' (¢(a) + (b)) = ¢ (p(a +b)) =a+b=
e )+ (y) e woy) = o7 (p(a) op(b)) = ¢ (p(aob)) = ach = o~ (z) o™ (y).
Portanto ¢! é um isomorfismo de Jordan.

2. Como ¢ é, em particular, um homomorfismo de grupos aditivos, facilmente
vemos que ¢(I) é um subgrupo do grupo aditivo S. Sejam y € ¢(I) e s € S. Entdo
existem z € [ er € R tais que p(x) = y e p(r) = s, pois ¢ € sobrejetora. Mais ainda
xror € I,umavez que / é um ideal de Jordan. Logo

yos=gp(x)op(r)=p(xor)epl),

ou seja, ¢(I) é um ideal de Jordan de S.

3. Tome  um ideal de S e observe que, em particular, / é um ideal de Jordan. Logo,
pelos itens anteriores, ¢ (I) é um ideal de Jordan em R.

Se o 1(I) # {0}, pela Proposi¢do 2.15, »~!(I) contém um ideal ndo nulo de R, mas
como R é simples, acarreta que ¢~ !(I) = R. Desta forma, p~!(I) = {0} ou o '(I) = R
implicando que I = {0} ou I = S. Logo S é simples. O

2.3 Relag¢ao entre homomorfismos de Jordan e (anti-) ho-
momorfismos
Nesta se¢do, vamos iniciar o estudo de condi¢des para que um homomorfismo de Jor-

dan seja um homomorfismo ou um anti-homomorfismo. Para o primeiro caso, preci-
samos do seguinte lema:
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Lema 2.17 (Lema de Hua). Sejam R e S anéis, ndo necessariamente associativos. Se ¢ : R —
S é uma aplicagdo aditiva tal que para todos a,b € R, p(ab) = p(a)p(b) ou ¢(ab) = ¢(b)p(a),
entdo  é um homomorfismo ou um anti-homomorfismo.

Demonstragio. Se p(ab) = ¢(a)p(b) e p(ab) = ¢(b)p(a) para todos a,b € R, entdo ¢ é ao
mesmo tempo um homomorfismo e um anti-homomorfismo.

Suponhamos entdo que existam a,b € R tais que ¢(ab) = ¢(a)p(b) # p(b)¢(a).
Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo.

Se d é qualquer outro elemento de R, entdo ¢(ad) = ¢(a)p(d). De fato, suponha
por absurdo que p(ad) = ¢(d)p(a) # p(a)p(d) para algum d € R. Como por hipétese,
p(a(b+d)) = p(a)p(b+ d) oup(a(b+ d)) = ¢(b+ d)p(a), segue que

donde
p(a)p(d) + p(a)p(d) ou
p(b)p(a) + p(d)p(a),

isto é, p(d)p(a) = ¢(a)p(d) ou ¢(a)p(b) = ¢(b)p(a), o que é uma contradi¢do. Portanto,

p(a)e(b) + (d)p(a) = {

¢(ad) = ¢(a)p(d), para todo d € R. De modo andlago, mostra-se que ¢(db) = ¢(d)¢(b),
para todo d € R.

Agora, se por absurdo existissem elementos =,y € R tais que p(zy) = ¢(y)¢(z) #
o(x)p(y), entdo de modo andlago ao que foi feito acima, obterfamos que ¢(dy) =

o(y)p(d) e p(zd) = ¢(d)p(x), para todo d € R. Mas, observe que

p((a+2)b+y) = (pla) + o) (eb) + ¢ (y))

ou
p(la+2)(b+y)) = (pb) + e(¥)(pla) + ¢(2)).

No primeiro caso, chega-se que p(zy) = ¢(x)¢(y) e no segundo, chega-se que yp(ab) =
©(b)p(a), que é uma contradigdo. Logo se existem a,b € R tais que p(ab) = ¢(a)p(b) #
¢(b)p(a), entdo ndo existem x,y € R tais que p(zy) = ¢(y)p(r) # ¢(z)p(y), em outras
palavras, devemos ter p(zy) = ¢(z)p(y) para todos z,y € R.

De modo andlago, se supusermos que existem a,b € R tais que ¢(ab) = p(b)¢(a) #

¢(a)p(b) obtemos que ¢ é um anti-homomorfismo. O

Teorema 2.18. Se ¢ é um homomorfismo de Jordan de um anel R em um dominio S, entdo ¢ é

um homomorfismo ou um anti-homomorfismo.
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Demonstragio. Para todos a,b € R temos que

[p(ab) — p(a)p(D)][p(ab) — p(b)p(a)] = w(ab)?* — p(ab)p(b)p(a)
—p(a)p(D)p(ab) + p(a)p(b)*¢(a)
= (abab) — p((ab)ba + ab(ab)) + ¢(ab*a)
= (abab — ab*a — abab + ab*a) = 0.

Como S é um dominio, entdo para todos a,b € R, p(ab) = ¢(a)p(b) ou p(ab) =
¢(b)p(a). Com isso, o resultado segue imediatamente como consequéncia do Lema
de Hua. O

Para homomorfismos de Jordan de um dominio de integridade em um anel arbi-
trdrio, ndo podemos garantir que seja um homomorfismo ou um anti-homomorfismo,

como veremos no proximo exemplo.

Exemplo 2.19. Seja A = K]z, y| o anel de polindmios em duas indeterminadas sobre
um corpo K de caracteristica diferente de 2. Os elementos z*y', com k,l = 0,1,2,...

formam uma base de A e

l‘k’yl ° xmyn — 2xk’+myl+n'

Seja B a K-algebra gerada pelas varidveis X, Y, Z satisfazendo as rela¢oes
YX=XY+Z (X, Z)=1[Y,Z] = Z*=0.

Vamos mostrar que a aplicagdo linear ¢ : A — B definida por ¢(z*y') = $(X* o V')
¢ um homomorfismo de Jordan. Mas antes, mostremos que para quaisquer inteiros
positivos [, k, temos que

YIXF = XY XYz (2.6)

Vamos provar utilizando indugéo sobre k.

Para k = 1, devemos provar que Y'X = XY' + [Y'"'Z e para isso, utilizaremos
inducdo sobre l. Se l = 1, ja sabemos que Y X = XY + Z. Suponhamos que [ > 1 e que

a igualdade seja vélida para [ — 1. Vamos mostrar que é valida para /. Temos que

YIX = Y(Y''X)
= Y(XYT (1 -1)Y"22)
= (YX)Y ' 4 (1-1)YlHlz
= XY+ 2)YT P (-1)Yrz
= XY'+iy'z
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Logo Y'X = XY +[Y'"'Z é vélida para todo | > 0, concluindo o caso para k = 1.

Suponhamos que k£ > 1 e que (2.6) seja valida para £ — 1. Vamos mostrar que tal

igualdade também é vdlida para k. Com efeito,

YViXF = (YIXFHX
= (XFW 4 (k- D)X )X
= XFUYIX) 4+ (k- DIXF2YIX) 7z
= XFUXY' Y2+ (k- DIXFA(XYT R (- 10)Y'22)Z
= XY XY Z 4 (k- 0)IXlY 2
= XYy kiXElytlz,

Assim (2.6) é vélida para todo k£ > 0.
Aplicando (2.6), obtemos
Lok oy Lo ryt lyk
1
= 5(X’€Yl + XYt 4 kIXEY L 7))
byt Rl ko1
= XY+ 5X Y Z
Desta forma, para quaisquer inteiros positivos k, [, m, n temos
Lok yiy o L e+ I
§(X oY)oﬁ(XmoY") = XMooy,

Com efeito,

1 1
§(Xk oY')o (XM oY™)

kl
— (Xkyl + EXk_IYl_IZ) ° (men + %Xm—lyn—lz>

kl
— (inyl + EXk—lyl—lz)(men + %Xm—lyn—lz>

kl
+(men + %Xm—lyn—lz)(Xkyl + EXk—lyl—lz)

kl
— Xk(lem)Yn + %Xk(lem—l)Yn—lz + EXk_l(Yl_le)YnZ

kl
+Xm(YnXk)Yl + EXm(YnXk—1>Yl—1Z + %Xm—l<yn—1Xk)YlZ

= XPHX™Y!p i XYy %X’f(xm—lyl +(m— DIX" 2y lg)ynly

ki
+EX’“‘1(X’"YH +m(l = DX YI2)Y"Z 4+ X™(XPY™  kn XY 2)Y
ki
+§Xm(X’“‘1Y” + (k — )nX"2y" 121z
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+%X’”‘1(X’“Y”‘l +k(n— DXy 22)Y!Z
_ xkrmylin o xktmelydbn-l g %Xk-&-m—lyl—ﬁ-n—lz 4 %Xm-&-k—lyl-‘rn—lz

_|_Xk+myl+n + ank-l—m—lyH—n—lZ + gX’m-i-k—lyn-‘rl—lZ + %X’mﬁ-k’—lyn-‘rl—lz
= 2XFY I 4 (kn 4+ mn 4 kL 4+ mil) Xy L7
— Xk+myl+n 4 Xk-i-myl-l—n 4 (l 4 n)(k 4 m)Xm+k—lyn+l—IZ
— Xk—l—myl—i—n + Yl+nXk+m

— Xk—i—m o Yl—i—n‘
Consequentemente, a aplica¢do linear ¢ é um homomorfismo de Jordan, pois

platy' oa™y") = p(2atTmym)
— Xk+m o Yl+n
1 1
= §(Xk oY')o (XM oY™)
= (") o p(z™y"™).

Note também que ¢(y)¢(z) = (z°y)p(z'y?) = L(1oY)i(X0l) =YX = XY + Ze
e(yz) = p(ay) = 3(X oY) = H(XY +YX) = XY +3Z. Se tivéssemos ¢(yz) = ¢(y)p(z)
ou p(zy) = ¢(y)p(z), entdo Z = 17, donde Z = 0, 0 que é uma contradi¢do. Logo ¢
nao é um homomorfismo e também ndo é um anti-homomorfismo.



CAPITULO 3

HOMOMORFISMOS DE JORDAN ENTRE ANEIS DE
MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES

Neste capitulo apresentamos dois teoremas que nos dao condi¢des suficientes para
que homomorfismos de Jordan sejam homomorfismos ou anti-homomorfismos de ané-
is. O primeiro resultado, Teorema 3.7, envolve anéis de matrizes triangulares supe-
riores sobre anéis primos e pode ser encontrado em [8]. O segundo resultado, Teo-
rema 3.10, pode ser encontrado em [16] e os anéis de matrizes sdo considerados sobre

um anel cujos tinicos idempotentes sdo 0 e 1.

Definicdo 3.1. Sejam A e B anéis com unidade e seja M um (A, B)-bimédulo que é fiel
como A-médulo a esquerda e também como B-médulo a direita. O anel

Tri(A, M, B) ::{(Z ";) :aeA,meM,beB}

com as operagdes usuais de matrizes é chamado anel triangular.

Como Tri(A, M, B) = Tri(A,0,0) & Tri(0, M,0) & Tri(0,0,B) e Tri(A,0,0) = A,
Tri(0,0, B) = B (isomorfismos de anéis), Tri(0, M,0) = M (isomorfismo de grupos),

entdo para simplificar a notacdo nds usaremos a seguinte convengao
Tri(A,M,B)=A& M & B.
Sendo assim, note que

AB=BA=MA=BM = M?*=0.
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Exemplo 3.2. Seja R um anel com unidade e seja 7, (R) o anel das matrizes triangulares

superiores de ordem n com entradas em R, n > 2. Observe que podemos ver 7,,(R)

(5)

onde A=T, 1(R),B=ReM = My_1)«1(R).

como um anel triangular

Seja R um anel com unidade e considere 7;,(R). Vamos denotar por e;; a matriz de
T, (R) que possui 1 na entrada ij e zero nas demais, para 1 <i < j < n. Note que

€ijCrl = 5jk€ila

onde §;;, representa o delta de Kronecker.

Para provar os teoremas principais deste capitulo, iremos demonstrar alguns lemas

que nos auxiliardo.

Lema 3.3. Seja R um anel primo com unidade. Suponha que g e f sejam idempotentes nio
triviais em T, (R) tais que g + f = 11, (r) €

aTw(R)f = 0= [fT.(R)(g — a),

bTo(R)g =0 = gT.(R)(f —b),

onde a = gag,b = fbf € T,,(R). Entdo gT,(R)f = 0ou fT,(R)g = 0.

Demonstragdo. Escreva
a:a1+m1+bl e f:a2+m2+bg,

onde aj,as € A, by,bs € Bemy,ms € M.

Se by = 0, entdo f = ay + my. Assim, de g + f = 17,(r), Obtemos que g = 14 — az +
1 — my. Multiplicando por 15 a esquerda em ambos os lados, segue que 139 = 15.
Logo, como b7, (R)g = 0 temos b1, (R)1pg = 0 donde b1, (R)1p = 0. Em particular,
blp =0ebM1lp = 0. Assim bM = 0 e, consequentemente,

0= bM = blg, M = b(1a+15)M = b1 M + b0 = b1 4 M.

Mas, como b € T,(R), segue que bl, € A e dessa maneira b1, = 0, pois M é um
A-médulo a esquerda fiel. Portanto b = bly, gy = b(1a + 1p) = bls + blp = O e da
igualdade ¢7,,(R)(f — b) = 0, segue que g1, (R)f = 0.

Suponha que b, # 0. Segue de aT,(R)f = 0 que aBf = 0 donde 0 = aBf =
(a1 +my +by)B(ag +mg + by) = my Bby + by Bby, implicando que m; Bby = 0 e by Bby = 0.
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Como B = R é primo e b, # 0, entdo b; = 0. Logo, de fT,,(R)(g — a) = 0, temos que
fB(g —a) = 0. Assim

0 = fB(g—a)
= (a2 +ma+b2)B(lr,r) — [ —a)
= (ag+mo+b)B(lg—as—a;+ 1 — by —my —my)
= muB(lp — by) + boB(1p — by),

implicando que b, B(1p — by) = 0. E, novamente, como B é primo e by # 0, segue que
by = 1p. Com isso, temos que 1pf = 1g(as + mg + by) = by = 1p, isto é, 1pf = 1p
e, analogamente ao primeiro caso, utilizando a igualdade a7, (R) f = 0 chegamos que
a = 0 e, consequentemente, de f7,,(R)(g — a) = 0 obtemos fT,(R)g = 0. O

Lema 3.4. Seja R um anel primo com unidade e seja n > 2 um inteiro. Suponha que g e f
sejam idempotentes ndo triviais em T, (R) tais que g + f = 1q,(r). Se gT,.(R)f = 0, entdo
139 = 1B ege;; = 0.

Demonstragdo. Provaremos este resultado utilizando indugao sobre n.

Escrevag = a+b+m,ondea € A, b € B e m € M. Paran = 2, temos que
A=B=M=R.

Suponha que a # 0. Como ¢g75(R) f = 0, entdo

(a+b+m)M(1s+1p—a—b—m)=0 e (a+b+m)A(ly+1g—a—b—m)=0.

AssimaM (1p—b) = 0eaA(ly—a)+aA(—m) = 0,donde aM (15—b) = 0,aA(l4—a) =0
e aA(—m) = 0. Mas como M = A = R é um anel primo e a # 0, segue que b = 15,
a=14em = 0. Desta forma f = 17,(g) — 9 = 11,(r) —a—b—m = —m = 0 eisto ¢ uma
contradicdo, pois f é um idempotente néo trivial. Portanto a = 0.

Temos que g = b+ m e, como g é um idempotente néo trivial, segue que b # 0 (pois
se g = m, teriamos g = ¢g> = m? = 0, que é um absurdo). Como ¢T5(R)f = 0, em
particular

(b+m)B(1A—|—1B —b—m) = bB(lB —b) +mB(1B —b) :O,

implicando que bB(1p —b) =0emB(1p —b) = 0. Logo b = 15, pois B é primo e b # 0.

Assim g = 15 + m implicando que 159 = 15(lp +m) = lpe gA = (1 + m)A =0,

consequentemente, 139 = 15 e gey; = 0. Portanto o resultado é valido paran = 2.
Suponhamos que o resultado seja valido para r, onde 2 < r < n. Vamos mostrar

que vale para n.

Se a = 0, entdo g = b+ m e como g é um idempotente ndo trivial, b # 0. Logo, de
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gT,(R)f = 0 segue que bB(1p — b) = 0, mas B é primo e b # 0, assim b = 1. Portanto
g = 1g+m,oqueimplica 1zg = 15 e ge;; = 0 (andlago ao caso n = 2).
Se a # 0, entdo aM (1p — b) = 0 (de maneira analoga ao caso n = 2). Escreva

a= E QijCij,

1<i<j<n—1

com a;; € R. Como a # 0, entdo a;,;, # 0 para alguns i, jo tais que 1 < iy < jo <n — 1.
Deste modo, de aM (15—b) = 0 segue que a(e;,, R)(15—b) = 0, donde a;,;, R(15—b) = 0.
Assim b = 1p, visto que R é primo e a,,;, # 0. Logo g = a+1p+m e, consequentemente,
1pg = 1. Note também que a # 1,4, pois caso contrario teriamos f = 17, (rp) — 14— 15—
m = —m, 0 que seria uma contradicdo, ja que f é um idempotente nao trivial. Sendo
assim, de ¢7,,(R) f = 0, temos que (a+15+m)A(la—a—m) = aA(la—a)+aA(—m) =0,
donde aA(14 —a) = 0.
Afirmagio: a e 1, — a sdo idempotentes ndo triviais de A.

De fato, temos que
a+lg+m=g=g*=(a+1g+m)(a+1lg+m)=a®+ 1+ (am+m),

logoa =a% eassim (14 —a)? =14 —2a+a=14 —a.
Como a # 0 e a # 14, segue que 14 — a também é um idempotente ndo trivial de A4,

o que conclui a afirmacdo.

Agora, aplicando a hipétese de indugado sobre A, temos que ae;; = 0 e como (15 +
m)ey; = 0 (pois BA = M A = 0) segue que ge;; = (a+ 15 +m)ey; = 0, 0 que conclui o
resultado. O]

Lema 3.5. Seja R um anel primo com unidade e sejam g e f idempotentes ndo triviais em
T.(R) tais que g+ f = 1p,(r) € gT(R)f = 0.

1. Seu e fT,,(R)f e ul,(R)g = 0, entdo u = 0.
2. SeveygTl,(R)ge fT,(R)v=0,entdov = 0.

Demonstragio. Pelo lema anterior, temos que 159 = 15 e gey; = 0.

1. Suponha que u € fT,(R)f e que uT,(R)g = 0. Entdo, em particular, ulpg = 0
donde ulg = 0.

Por outro lado, da igualdade uT},(R)g = 0 concluimos que u(14147,(R)1p)g = 0
e assim uly (147, (R)1g) = 0. E, como 14T, (R)1p = 14(A® M & B)lgp = M é fiel
como A-mdédulo a esquerda e ul, € A, segue que ul, = 0. Desta forma v = uly, () =
w(ly +15) =0.

2.Como f + g =1gp,r e gein =0, entdo fe; = ey1. Logo, daigualdade fT,,(R)v =
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0, obtemos que f(e117,(R))v = 0, ou seja, e1;1,(R)v = 0. Em particular, ejje;0 = 0,

isto é, e;;u = 0 para todo i = 1,2,...,n, 0 que nos fornece v = 0. ]

Lema 3.6. Sejam n,n’ > 2 inteiros e sejam R um anel com unidade e R’ um anel com unidade,
primo, livre de torgdo 2. Suponha que ¢ : T, (R) — T,/ (R’) seja um homomorfismo de Jordan
sobrejetor tal que (enn) # 0, 11, (r). Entdo ¢ é um homomorfismo ou um anti-homomorfismo
de anéis.

Demonstragdo. Tome g = ¢(14) e f = ¢(1p). De p(enm) # 0,17 ,(r), segue que f =
¢©(1g) = ¢(ewn) # 0,17 ,(r). Note também que g # 0,17 ,(r), uma vez que g + f =
Iz, rye f # 0,17 ,r). Como ¢ € um homomorfismo de Jordan, ¢ leva idempotente
em idempotente, assim g e f sdo idempotentes ndo triviais em 7, (R') e, pela sobrejeti-
vidade de ¢, também temos que g + f = 11 ,(r. Pela Proposicdo 1.27, segue que

Tw(R) = gTw(R)g ® gTw(R)f & fTu(R)g @ fTw(R)f. 3.1)

Agora, note que
p(A) = p(1aAl) = gp(A)g C 9T (R')g,

¢(B) = p(1pBlp) = fo(B)f C fT.(R)f

e, Como

e(lazlp) = e(lazlp +0) = p(lazlp + 1pzla) = go(x) f + fo(x)g,

para todo z € T),(R), e 14T,,(R)1p = 14(A+ M + B)1p = M, concluimos que (M) C
9Tw(R)f + [Tw (R )g.

Afirmagio 1: (A) = gTw(R')g, ¢(B) = fTw(R)f e (M) = gTu(R)f + [T, (R)g.
Sejay € g7,/ (R')g. Como ¢ é sobrejetora, existe a + m + b € T,,(R) tal que

pla+m+b)=p(a)+(m) +¢(b) =y.

Logo (¢(a) —y) +¢(m) +¢(b) = 0 e, consequentemente, p(a) = y, uma vez que a soma
em (3.1) é direta. Isto mostra que ¢(A) = g7,/ (R’)g. As outras igualdades sdo andlogas.

Considere M, = o Y gT,w(Rf)NM e My= @ ' (fTw(R)g) N M.

Afirmagiio 2: o(My) = gLy (R')f e p(Ms) = fT(R)g.

De fato, p(My) = p(¢~ (gTw (R) )N M) C gTo(R) £ (p(M) C gTo(R')f. Por outro
lado, se x € g7,/ (R') f, entdo pela sobrejetividade de ¢, existe a + m+b € T,,(R) tal que
pla+m+0b) = p(a)+p(m)+ ) =z € g1, (R') f implicando que p(a) =0, ¢(b) =0e
o(m)=x € gl (R')f,ouseja,m € o (¢TI, (R f)NM = M. Logo z = ¢(m) € p(M).
A outra igualdade é analoga.

Afirmagdo 3: M = M,y + M.
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Seja m € M. Como ¢(m) € (M) + ¢(Ms), existem my € M; e my € M, tais que
o(m) = p(mq) + ¢(m2). Tome my = m — my; — my e observe que p(m,) = 0 e, portanto,
mgy € My N M, (pois ker p N M C M,y N Ms). Sendo assim, escreva m = (mg + my) + meo,
onde my +my € M; e my € M,. Agora, como M; e M, sdo subconjuntos de M por

definigdo, segue a outra incluséo.

Afirmagio 4: M, e M, sdo (A, B)-bimédulos.

Como M; e M, sdo subgrupos de M (pois sdo interse¢des de subgrupos), basta
mostrarmos que AM, C M,, M\B C M,, AM; C My e MyB C M,. Para quaisquer
ac A be B, m €My e mg€ M,temos que

p(ami) = p(aomi) = p(a) o p(mi) = p(a)p(mi), (3.2)
plamz) = p(aomz) = p(a) o p(m2) = p(ma)p(a), (3.3)
p(mib) = p(m1 0 b) = p(ma) o p(b) = p(m1)p(b), (3.4)
p(mab) = p(ma 0 b) = p(ma) o p(b) = p(b)p(m2) (3.5)

Das igualdades (3.2) e (3.4) segue que p(amy), p(m1b) € g1,/ (R’) f e comisso amy, mib €
¢ HgTw(R)f) N M = M,. Portanto M; é um (A, B)-bim6dulo. Analogamente, con-
cluimos de (3.3) e (3.5) que M, é um (A, B)-bimoédulo.

Note também que de (3.2),
plaraz)p(mi) = (araamy) = @(a)p(azmy) = p(ar)p(az)p(ma),
para todos a;,a, € A e my € M;. Logo, para todos a;, as € A,
(e(ara2) — @(ar)p(az)) gTw (R) f = 0. (3.6)

De (3.3), p(ma)p(aras) = w(ajasms) = @(asma)p(ar) = @(ma)p(az)p(ar), para todos
aj,az € A e my € M. Assim para todos ay,as € 4,

fTw(R)g(plaraz) — p(az)p(ar)) = 0. 3.7)
Analogamente de (3.4) e (3.5) podemos obter para todos by, b, € B,
((brb2) = @(b2)p(b1)) f T (R')g = O, (3.8)

9T (R) f(@(biby) — (1) (b2)) = 0. (3.9)

Vistoque e,_1, € M e M = M, + M, existem m; € M; e mqy € M, tais que e,,_; ,, =
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my + my. Dai, como M; e M, sdo (A, B)-bimédulos, temos que

En—1,n = CEn—1n—16n—1nCnn
= enfl,nfl(ml + m2>€nn
= €pn—1n—1M1€np + En—1,n—1"M2€nn

= Q€p—1n + ﬂen—l,rw

onde o, € Rcom ave,,—1, € My e Bep_1, € Mo. E claro que a + 3 = 1g.

Como M; é um A-médulo a esquerda e ae,_;, € M;, entdo
iy, = € p10€n_1,, € My,

paral <i¢ <n — 1. Isto implica que oM U Ma C M;, pois

n—1

am = Z (ein)(ennmin) € My

i=1

—_

n—

n—1
ma =Y (mineii)(ema) =Y (mines)(aem) € My,
i=1 i=1
ja que M; é um (A, B)-bimédulo. Analogamente, temos SM U M C M.
Assim, segue de oM C M; que ¢(aM) C g1,/ (R')f e, como p(A) = ¢T,/(R')g e

©(My) = fT,,(R')g, temos que, para todo ms € M,

p(ma)p(ala) = p(ala) o p(ms) = p(ams) € gTw(R)f.
Logo f1,/(R)gp(aly) C g1, (R')f e, portanto,
fTu(R)gp(ala) = 0. (3.10)

Observe também que p(M«) C g1,/ (R)f, ¢p(B) = fT(R)f e o(Ms) = fT,(R)g.
Desta forma, para todo my € M,

plalp)p(ms) = p(alp) o p(ma) = p(maa) € gTu (R)f.
Logo ¢(alg) fT,(R')g C ¢T,,(R')f e, portanto,

(o) fTo (R )g = 0. (3.11)
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Analogamente, usando que M U M3 C M,, chegamos em

Agora, como p(ala) +¢(Sla) =g, p(alp)+¢(Blp) = f e temos as equagdes de (3.10)
a (3.13), segue do Lema 3.3 que ¢7,,(R')f =0 ou fT,,(R')g = 0.
Suponhamos que ¢7,/(R’)f = 0. Pelo Lema 3.5 e pelas equagdes (3.7) e (3.8) obte-

mos
p(araz) — plag)p(ar) =0 e @(biba) — w(b2)p(b1) =0, (3.14)

para todos a;,a; € Aeby,by € B. Note que ¢(M;) = g1,/ (R')f = 0, pela Afirmacao 2.
Assim, paratodosa € A, b € B, m = my +my € M, commy € M; e my € M, segue de
(3.3) e (3.5) que

p(am) = p(amz) = p(ma)p(a) = p(m)p(a), (3.15)
p(mb) = p(mab) = ¢(b)p(ma) = w(b)p(m). (3.16)

Sejamx =a+m+b,y=d +m' +V € T,(R). Aplicando as equagdes (3.14), (3.15)
e (3.16) obtemos que

o(ry) = e((a+m+b)(d+m' +1))
= p(ad’) +p(am’) + o(mb) + p(bb')
= p(d)p(a) + e(m')e(a) + o(b)p(m) + e(b')p(b)
= (p(d) +o(m') + o)) (p(a) + p(m) + (b))
= oy)p().

Portanto ¢ é um anti-homomorfismo.
Suponhamos agora que f7,/(R')g = 0, isto €, (M) = 0, pela Afirmacao 2. De ma-
neira andloga, aplicando o Lema 3.5 juntamente com as equacdes (3.6) e (3.9), obtemos

plaraz) — plar)plaz) =0 e (biba) — p(b1)p(bs) =0, (3.17)

para todos a;,a; € A e by,by € B. E utilizando (3.2), (3.4) e (3.17) concluimos que ¢ é

um homomorfismo. Il

Podemos agora demonstrar o primeiro teorema deste capitulo.

Teorema 3.7. Sejam n,n’ > 2 inteiros e sejam R um anel com unidade e R' um anel com
unidade, primo, livre de tor¢do 2. Suponha que ¢ : T, (R) — T,/(R') seja um homomorfismo
de Jordan sobrejetor tal que o(Rlr, (ry) # T (R'). Entdo @ é um homomorfismo ou um anti-
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homomorfismo.

Demonstracdo. Vamos demonstrar o resultado utilizando indugdo sobre n. Paran = 2,
se ¢(ea2) = 11, (rr), entdo p(14) = 0, ja que p(14) + ©(15) = 11 ,(r). Assim, para todos
acAeme M,

p(a) = p(laala) = p(1a)p(a)p(la) =0,
@(m) = p(laom) = @(1a) o p(m) = 0.

Logo, p(A) = p(M) = 0 e o(B) = T,(R'), pois ¢ é sobrejetora. Mas p(Rlp,r)) =
¢(R1p) = ¢(B) = T,»(R'), o que é uma contradigdo. Portanto p(e) # 11, (r)-

Se p(eg2) = 0, entdo ¢(1p) = 0 e, de modo analogo, obtemos ¢(B) = 0 = p(M).
Assim ¢(A) = T,/(R'), donde ¢(Rlyp,r) = T (R'), o que é uma contradigdo. Desta
forma ¢(eq) # 0.

Como ¢(e2) # 0,17, (g, 0 resultado para n = 2 segue do Lema 3.6.

Suponhamos n > 2 e que o resultado seja vélido para r < n. Vamos mostrar que
vale para n.

Suponha, inicialmente, que ¢(e.,) = 17 ,(r). Assim ¢(14) = 0 e de forma anéloga
ao que foi feito anteriormente, temos que ¢(B) = T,/(R'), donde ¢(R1z,(r)) = T (R),
o que é um absurdo. Logo ¢(enn) # 11, (r)-

Suponha, agora, que ¢(e,,) = 0, isto é, ¢(15) = 0. De modo andlago obtemos que
©(B) = 0 = ¢(M). Desta forma, p(A) = T,/(R') e como T,,(R') # o(Rlp ,(r)) =
©(R1,), segue, pela hipétese de indugdo, que ¢|4 é um homomorfismo ou um anti-

homomorfismo e, portanto, ¢ é um homomorfismo ou um anti-homomorfismo.

Se ¢(en,) # 0, o resultado segue pelo Lema 3.6. O

Corolario 3.8. Sejam n,n’ > 2 inteiros, C' um anel comutativo com unidade e R um anel com
unidade, primo, livre de tor¢do 2. Suponha que ¢ : T,,(C') — T, (R) seja um homomorfismo de
Jordan sobrejetor. Entdo o é um homomorfismo ou um anti-homomorfismo.

Demonstragio. Suponha que ¢(Clr, ) = T (R). Assim, ¢ induz um homomorfismo
de Jordan sobrejetor de C' em 7,,,(R). Como

p(llz, gl 2]) = [lv(@), )], e(2)],

para todos z,y, z € C, segue que

pois C' é comutativo e ¢ é sobrejetora. Mas isto é um absurdo, ja que [[e12, e11], e11] #

0. Portanto, devemos ter que ¢(Cly,(¢y) # Tw(R) e com isso o resultado segue do
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Teorema 3.7. ]

Corolario 3.9. Sejam n,n’ > 2 inteiros, S um anel simples com unidade e R um anel primo
com unidade livre de tor¢do 2. Suponha que ¢ : T,,(S) — T,/ (R) seja um homomorfismo de
Jordan sobrejetor. Entdo o é um homomorfismo ou um anti-homomorfismo.

Demonstracido. Suponha que ¢(S1z,(s)) = T,v(R). Assim ¢ induz um homomorfismo
de Jordan sobrejetor ¢' = ¢ oi : § = T,,(R)ondei : S — Slg, (g é definida por
i(s) = sl (s)-

Afirmagdo: S é livre de torcao 2.

Seja a € S tal que 2a = 0. Assim 0 = ¢'(2a) = 2¢’(a) e, portanto, ¢'(a) = 0. Como S
é simples e SaS é um ideal de S, devemos ter que SaS = S ou SaS = {0}.

Se a # 0, entdo 1galg # 0 e assim SaS = S. Logo

Tw(R) = ¢'(5) = ¢'(5a8) = Tw(R)¢'(a)Tv (R) = {0},

o que é um absurdo. Portanto a = 0, mostrando que S é livre de torgao 2.
Denote por K o ntcleo de ¢’ e lembre-se que K é um ideal de Jordan de S.

Se K = {0}, entdo ¢’ é um isomorfismo de Jordan e como S é simples com unidade
livre de torcao 2, segue da Proposigao 2.16 que 7, (R) é simples, o que é um absurdo,
pois n’ > 2.

Agora, se K # {0}, entdo K contém um ideal ndo nulo de S, pela Proposicao 2.15.
Como S é simples, K contém S. Logo K = S, implicando que ¢’ = 0, o que é uma
contradi¢do, pois ¢'(S) = T, (R).

Note que, em ambos os casos, (K = {0} e K # {0}) chegamos a uma contradicao.
Isso se deve ao fato de termos suposto inicialmente ¢(S17,(s)) = T, (R). Desta forma,
©(S1z,(s)) # Tw(R) e o resultado segue pelo Teorema 3.7. O

Provaremos agora um resultado semelhante ao teorema anterior para o caso em
que R tem apenas os idempotentes triviais.

Teorema 3.10. Sejam n,n’ > 2 inteiros e seja R um anel com unidade livre de tor¢do 2 e cujos
tinicos idempotentes sido 0 e 1x. Suponha que ¢ : T,,(R) — T,/(R) seja um homomorfismo
de Jordan sobrejetor tal que o(R1r,(ry) # T (R). Entdo ¢ é um homomorfismo ou um anti-
homomorfismo.

Demonstragdo. Pela sobrejetividade de ¢ temos ¢(1r,(r)) = 11, (r), assim @(e;) # 0
para algum i com 1 < i < n. Escolha i, tal que ¢(e;,;,) # 0 e de modo que, se iy # 1,
entdo ¢(e;) = 0 para todo i < iy. Desta forma,

w(eis) = pleioey;) = pleq) o pleij) =0,
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para todo i < j com 7 < 4.

Suponha que iy = n. Entdo ¢(enn) = (11, (r) = 17,,(r) €

20(aenn) = (aly,(ryenn + enntlr,(r))
= o((alr,(r) © enn)
= pl(alr,(w) o p(emn)
= yp(alg, <R>)01T (R)

= 2¢(alr,(w),

para todo a € R. Logo ¢(R1y,(r)) = ¢(Ren,). Agora vamos mostrar que ¢(Re,,) =
T,/ (R) e para isso, basta verificarmos que ¢(Re,,) 2 T,/(R). Sejay € T,/(R) e seja
r = (x;;) € T,(R) tal que p(z) = y. Note que

20(zijei) = p((ijlr,(r) © €i) = @(vil,(R)) © P(ei;) = 0,

para todo i < n = iy. Logo y = p(z) = Zlgigjgn o(xiei;) = p(Tpnenn) implicando que
o(Renn) 2 T (R). Dai p(Rey,) = T,/ (R) e, portanto, ¢(Rlz,(r)) = ¢(Ren,) = Tw(R), 0
que é uma contradicdo. Deste modo i, # n.

Sen =2, entdo p(e11) # 0. Sen > 2, escreva A = T;,_1(R), M = Mgg—1)x(n—ig+1)(R)

e B=T,_;,+1(R). Deste modo T,,(R) pode ser visto como um anel triangular

(05)

Note que ¢(14) = 0 e com isso temos que p(A) = 0 e (M) = 0, pois p(a) =
p(laala) = o(la)p(a)p(la) = 0 e p(m) = e(laom) = (la) o p(m) = 0. Assim,
¢ induz um homomorfismo de Jordan sobrejetor ¢;, : B — T,/(R), onde n — (iy —
1) =n—iy+1 > 2, visto que iy < n — 1. Observe também que, se p;, for um ho-
momorfismo ou um anti-homomorfismo, ¢ também sera um homomorfismo ou um
anti-homomorfismo. Desta forma, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
ip = 1,isto é, p(e11) # 0.

Como e;; é um idempotente, entdo ¢(e1;) também é. Vamos mostrar que ¢(e;;) #
17 ,(r). Suponha que ¢(e11) = 17 ,(r). Assim, para todo x = () € T,,(R), temos que

plenzen) = p(en)e(x)e(en) = ()
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e também

2p0(ejzer;) = 2p(zi1€11)
= @(znlp,men +enrnlnr)
= plenlnr) o plen)
= 2¢(rulr,(r))

Logo ¢(R1r,r) = T (R), j& que ¢ é sobrejetora, mas isso contradiz a hipé6tese. Por-
tanto (e11) # 17 ,(r) €, desta forma, ¢(e11) € um idempotente nao trivial de 7,,/(R).

Escreva A = R, M = R"' e B =1T,_1(R). Considere g = ey e f = ' , €, as
unidades de A e B, respectivamente. Tome ¢’ = ¢(g) e f' = (f) e observe que tais
elementos sdo idempotentes ndo triviais de 7, (R) (uma vez que g e f sdo idempotentes
nao triviais de T),(R)) e ¢’ + f' = 11 ,(r). Assim,

Tw(R) = g/Tn’(R)g, + g/Tn’(R)f/ + f/Tn’(R)gl + f,Tn’<R)f/-

Considere M; = o (¢'Tw(R)f YN M e My = o ' (f'T,»(R)g') N M. Analogamente ao
que foi feito na demonstracdo do Lema 3.6, temos aqui também as seguintes afirma-
¢oes:
Afirmagdo 1: p(A) = g'Tw(R)g, ¢(B) = f'Tw(R)f" e o(M) = g'Tw(R) f'+ T (R)g
Afirmagdo 2: p(My) = g'Tw(R) [" e ¢(Ms) = ['Tn(R)g
Afirmacao 3: M = M; + M.
Afirmacdo 4: M, e M, sdo (A, B)-bimédulos.
Na demontracdo da Afirmagao 4, chega-se nas seguintes equagdes:

plami) = p(aomi) = p(a) o p(mi) = p(a)p(mi), (3.18)
plama) = p(aoms) = p(a) o p(mz2) = p(m2)p(a), (3.19)
p(mib) = p(m1 0 b) = p(ma) o p(b) = p(m1)p(b), (3.20)
p(mab) = p(ma 0 b) = p(ma) o (b) = p(b)p(ma). (3.21)
E destas equagdes, ainda observando o Lema 3.6, obtemos
(plaraz) — p(a1)p(az))g'Tw(R) f" =0, (3.22)
F'Tu(R)g (p(aras) — p(az)p(ar)) =0, (3.23)
( (b1b2) — @(ba)p(b1)) f' T (R)g" = 0, (3.24)
T (R) f(p(b1b2) — (b1)p(ba)) = 0, (3.25)

para todos a;,a; € Ae by, by € B.
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Agora, como M = M, + M, segue que e;2 = u+ v, onde u € M; e v € M. Deste
modo, pelo fato de M, e M, serem (A, B)-bimédulos, temos que

€12 = €11€12€22 = 611(U + 0)622 = e11Uez + €11V€2,

CcOom €e11U€op € M1 € e11veqy € MQ. LOgO €11UE92 = (V€19 € €11Ve9y = 5612, onde a, 5 €ER

ea+ 3 = 1. Comisso, segue que
Qe = 611(06612)627; € M,

parai =1,...,n, implicando que aM U M« C M,, pois, para todom € M,

n

n
am = Oéz €1;,M1; = Z (aey;)(emy;) € My,
i=2

=2

mas = (Z mlieli) = Z (masenn)(aer;) € M.

=2

Analogamente, chega-se que SM U M3 C Mo.
Segue de oM C M, que p(aM) C ¢'T»(R)f" e, como p(A) = ¢T(R)g e (M) =
[T, (R)g', temos que

p(ma)p(ag) = plag) o p(ma) = p(amz) € ¢'Ty(R) [
para todo my € My, isto é, f'T,/(R)g'¢(ag) C ¢'T,(R)f'. Logo
T (R)g'v(ag) = 0. (3.26)

Observe também que p(Ma) C ¢'T/(R)f', ¢(B) = f'T(R)f" e ¢(My) = f'T(R)d.
Desta forma

plaf)p(ms) = p(af) o p(ma) = p(maa) € T (R)f,
para todo my € Ms, ou seja, p(af) f'T(R)g C ¢'T,(R)f" e, portanto,
p(af)f'Tw(R)g" =0. (3.27)
Analogamente, usando que SM U M3 C M, chegamos a

©(B9)g'Tw(R)f =0, (3.28)
9T (R)f'p(Bf) = 0. (3.29)
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Escreva

/
g = E A;5€45,

1<i<j<n’

onde a;; € R. Como ¢’ é um idempotente em 7,,(R), segue facilmente que a;; é um
idempotente em R, para todoi = 1,...,n". Logo a;; = 0 ou a;; = 1, pois R ndo contém
idempotentes ndo triviais. Do fato que ¢’ + ' = 11 ,(r) temos que

f/ = Z (1 - aii)eii - Z AijCij-
i=1

1<i<j<n/

Vamos mostrar quese ay; = 0, entdao p é um anti-homomorfismo e se a;; = 1, entdo

© € um homomorfismo.

Suponha inicialmente que a;; = 0. Entdo 1 — a;; = 1 e de (3.26) obtemos que
f'erig'¢(ag) = 0. Como ¢(ag) € ¢'T,(R)g, segue que f'e1;0(ag) = 0. Logo, multipli-
cando a esquerda por e, temos que

= e f'enp(ag) = (611 - > a1j61j> enip(ag) = enp(ag),

1<j<n’

parai=1,...,n'. Isto implica que p(ag) = 0 e, consequentemente, de (3.28) obtemos
0 =p(Bg)g'Tw(R) " = (p(g) = p(ag))gTw(R)f" = g'Tw(R) f" = p(M).

Afirmagio: a,,y = 1.

Se a,y = 0, entdo 1 — a,,y = 1. Como ¢'T,/(R)f' = 0, temos que ¢'e;,» f' = 0. Logo

/ !
O = g ejn’ f Gn/n/

n/
/
= g€y ( E (1 —a;)e; — E aijeij> En'n/

i=1 1<i<j<n’
/ /
= g 6jn’(l - an’n’)en’n’ — g Ejin/ ( E ain’ein’>
1<i<n’
/ / /
= g ejn’(l - an’n’)en’n’ =g ECinCpnn = g Ejp
ara todo j = 1,...,n/, implicando que ¢ = 0, o que é uma contradicdo. Portanto
] ) ) g
Apint = 1.

Da equacdo (3.23) temos que f'eixq’ (p(ara2) — ¢(az)p(a1)) = 0, para todo k =



46

1,...,n' e quaisquer a;,ay € A. Assim
) b )

0 = enf'en(p(ara) — plaz)p(ar))
= en (Z (L —awes — ) aije,-j) exr(p(araz) — p(az)p(ar))

i=1 1<i<j<n/

= enewl(p(araz) — laz)p(ar)) — ( >, alj%‘) ewk(p(araz) — p(az)p(ar))

1<j<n/

= ew(plaiaz) — ¢(az)p(ar))

paratodo k =1,...,n’ e quaisquer a;,a, € A. Logo

plaras) — pl(az)p(ar) =0, (3.30)

para todos ay, a; € A. De forma andloga, concluimos de (3.24) que

@(bibz) — ¢(b2)ip(b1) = 0, (3.31)

para todos by, b, € B.

Sejamz =a+m+by=d +b0 +m € T,(R). Como p(M;) =0e M = M, + M,
obtemos das equacdes (3.19), (3.21), (3.30) e (3.31) que

o(xy) = p((a+m+b)(ad+m'+1V))
= p(ad’) + p(am’) + p(mb’) + (')
= p(a)p(a) + p(m)p(a) + o(b)p(m) + o ()p(b)
= (p(d') +(m') + o) (p(a) + p(m) + (b))
= oY),

portanto ¢ é um anti-homomorfismo.

Suponha agora que a;; = 1. Da equagdo (3.29), temos que ¢'ey; f'¢(5f) = 0, e como
o(Bf) € f'T.(R)f', entdo g'e1;(Sf) = 0. Multiplicando por e;; a esquerda, segue que
0 =engenp(Bf) =enp(Sf) paratodoi =1,...,n". Logo ¢(ff) =0,edea+ 5 =1
temos f' = o(f) = p(af)+e(Bf) = p(af). Desta forma, da equagao (3.27), concluimos
que f'T,»(R)g = 0.

Afirmagdo: a,,, = 0.

Suponha que a,,y = 1. De f'T,,(R)g" = 0 segue que f’e;,vg’ = 0 e, portanto, f'e;, =
0,para¢ = 1,...,n'. Logo f' = 0, o que é uma contradi¢do. Desta forma a,,, = 0 e
1 —apm =1.

Agora, da equacdo (3.22) temos que (¢(aiaz) — p(a1)p(az))g’e; f' = 0 para todo
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Jj=1,...,n equaisquer ay,as € A. Como p(ajaz) — p(a1)p(az) € ¢TI,/ (R)g', entdo

0 = (plaraz) —p(ar)p(az))ejm f'enm

= (QO(GQCLQ) — QO( em <Z 1 - a” €ii — Z CL”€U> en'n’
i=1

1<i<j<n’/

= (QO(GIGZ) - 80((11)90(a2))6jn' <€n'n' - Z ain’ein’>

1<i<n/

= (pla1a2) — p(ar)p(az))ejn,

paratodo j =1,...,n' e quaisquer a;, a; € A, implicando que

p(araz) — p(ar)p(az) = 0, (3.32)
para todos a;, a; € A. De maneira andloga concluimos de (3.25) que

p(brb2) — @(b1)ip(b2) = 0, (3.33)

para todos by, by € B. Do fato que ¢(Msy) = f'T,,(R)g = 0, M = M,+ M, e das equagdes
(3.18), (3.20), (3.32) e (3.33), temos para todos x = a+m + b,y =d + b +m' € T,(R)
que

olxy) = p((a+m+b)(ad +m'+1V))
= p(ad’) + p(am’) + p(mb') + (bb')
= p(a)p(a’) + pla)p(m’) + @(m)pt') + o (b)p(V)
= (p(a) +p(m) +¢(b))(p(a) +p(m) + (b))
= p(x)p(y).

Portanto ¢ é um homomorfismo. O

Coroldrio 3.11. Sejam n,n' > 2 inteiros e seja R um anel simples com unidade livre de
torgdo 2, cujos tinicos idempotentes sido 0 e 1p. Suponha que ¢ : T,,(R) — T,/(R) seja um
homomorfismo de Jordan sobrejetor. Entio ¢ é um homomorfismo ou um anti-homomorfismo.

Demonstracio. A demonstracdo é andloga a demonstragdo do Corolario 3.9. [

Coroldrio 3.12. Sejam n,n’ > 2 inteiros e seja D um anel com divisdo livre de torgio 2.
Suponha que ¢ : T,,(D) — T,/ (D) seja um homomorfismo de Jordan sobrejetor. Entdo ¢ é um
homomorfismo ou um anti-homomorfismo.

Demonstragio. Segue diretamente do coroldrio anterior. O



CAPITULO 4

HOMOMORFISMOS DE JORDAN DE ALGEBRAS DE
MATRIZES ESTRUTURAIS

Neste capitulo apresentamos um conceito denominado soma préxima e estudamos
homomorfismos de Jordan de uma &lgebra de matrizes estruturais em uma algebra

arbitraria. Todos os resultados desse capitulo podem ser encontrados em [5] e [1].

No capitulo anterior estudamos algumas situagdes em que homomorfismos de Jor-
dan eram homomorfismos ou anti-homomorfismos. Estudaremos neste capitulo ho-
momorfismos de Jordan que ndo sdo homomorfismos nem anti-homomorfismos. Co-

mecemos com um exemplo.

Exemplo 4.1. Seja C' um anel comutativo com unidade e seja B a subalgebra da algebra
M, (C) x M,(C), n > 2, consistindo de todos os elementos (a,b), onde a é uma matriz
triangular superior e b € uma matriz triangular inferior, com a e b tendo a mesma dia-
gonal. Defina

p0:T,(C) - B (4.1)

a — (a,a")

onde a' denota a transposta de a. Mostremos que ¢ é um homomorfismo de Jordan.
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Para todos a, b € T,,(C), temos facilmente que ¢(a +b) = p(a) + ¢(b) e

ab + ba, (ab + ba)")

ab + ba,b'a’ + a'bh)

ab, a'b') + (ba,b'a")
a,a’)(b,b") + (b,0")(a,a")
p(a)p(b) + ¢(b)p(a).

p(ab+ba) =

(
(
(
(

Observe que ¢(eje12) # @(enr)p(ern) e plennern) # ¢(erz)p(ern). Logo ¢ ndo é um
homomorfismo nem um anti-homomorfismo.

Também temos que ¢ ndo é uma soma de um homomorfismo com um anti-homo-
morfismo. De fato, suponha que exista um homomorfismo ¢ : 7,,(C) — B e um anti-
homomorfismo 6 : T,,(C) — B tais que ¢ = ¢ + 6. Denote por 1 a matriz identidade de
T,(C),assim 1’ = (1,1) é a unidade da dlgebra B e p(1) =1".

Tome g = ¢/(1) e f = 6(1). Desta forma, g e f sdo idempotentes de B com g+ f = 1'.
Logo, para todo a € T,,(C) temos que

pla) = ¢(a)l’ = ((a) + 6(a))(g + f) = ¥(a) + ¥(a)f + 0(a)g + 0(a),

implicando que ¢(a)f + 0(a)g = 0. Agora, multiplicando esta tltima equagdo por
g = 1" — f a direita, obtemos ¢(a)f = 0(a)g = 0. E, de modo andlago, chega-se que
fr(a) = gb(a) = 0. Como fl(a) = 0(1)0(a) = 0(1la) = O(al) = 0(a)d(1) = O(a)f e
g(a) = ¢(a)g, segue que g e f comutam com todos os elementos da forma ¢ (a) +
0(a) = (a,a"). Mas os elementos de B que comutam com todos os elementos (a,a’),
coma € T,(C), sdo da forma A1/, com A € C.

Portanto, existe um idempotente ¢ € C'talque g =cl’e f = (1 —¢)1. Logo

b(a) = gib(a) = g(p(a) - 0(a)) = gp(a) = ep(a),

para todo a € T,(C'). Em particular, ep(e12) = 1(e12) implicando que

e(erz; ea1) = Y(erern) = Y(en)Y(erz) = ep(enn)ep(ern) = e(err; 0).

Assim ceg; = 0 e, consequentemente, ¢ = 0. Com isso, segue que ¥ = 0 e p = 0.

Portanto ¢ é um anti-homomorfismo, o que é uma contradigéo.

Apesar de ¢ ndo ser uma soma de um homomorfismo com um anti-homomorfismo,
vamos buscar uma expressdo de ¢ em func¢do de um homomorfismo e um anti-homo-

morfismo.

Denote por D, (C) o conjunto das matrizes diagonais n x n com entradas em C
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e por S,(C) o conjunto das matrizes estritamente triangulares superiores n x n com
entradas em C. Note que D,(C) é uma subdlgebra de 7,,(C), S,(C) é um ideal de
T,(C) e T,(C) = D,(C) & S,(C) como C-mobdulos, isto é, todo a € T,(C) pode ser
representado unicamente por a = d + s,onde d € D,(C) e s € S,(C).

Definimos a projecao 7 : 7,,(C) — D,(C) por n(a) = d. E, como D, (C) é uma
algebra comutativa, entdo 7 é simultaneamente um homomorfismo e um anti-homo-

morfismo.

Mostremos que para ¢ : 7,,(C') — B definida em (4.1), podemos definir um ho-
momorfismo ¢ : T,,(C) — B e um anti-homomorfismo ¢ : 7,,(C') — B tais que

YIp.c) = Olp.o)s

ep=1+0—q ondea=1yr =0nr.
Defina ¢,0 : T,(C) — B por ¢(a) = (a,7(a)) e 0(a) = (n(a),a’). Como m é um
homomorfismo e um anti-homomorfismo, é facil ver que ) é um homomorfismo e ¢ é

um anti-homomorfismo.

Para todos z,y € S,(C) e d € D,(C) temos que

Y(d) = (d, 7(d)) = (d,d) = (w(d),d") = 0(d)

Y(@)0(y) = (2,0)(0,5") = (0,0) = (0,y")(x,0) = O(y)d(x).
Agora, tomea =d+z € T,(C) comd € D,(C) ez € 5,(C). Temos

Y(a)+0(a) —ala) = (d+x,d)+ (d,d" + 2') — (n(a))
= (2d+x,d+d" + 2" — (d,d)

(d+z,d + 2"

= ¢(a),

e, portanto, ¢ = 9 + 6 — a.

Mostremos agora que existe uma algebra B D B e uma extensio & : T,(C) — B de
¢ tal que p = ¥+ 6, onde ¥ : T,,(C) — B é um homomorfismo e § : T,,(C) — B é um
anti-homomorfismo.

Seja Ba subalgebra de M,,(C') x M,,(C') constituida de todos os elementos da forma
(a,b), onde a é uma matriz triangular superior e b uma matriz triangular inferior. Ob-
viamente, B C B. Temos também que ¥(a) = (a,0) e B(a) = (0,a') definem um

homomorfismo e um anti-homomorfismo de 7},(C) em B tal que ¢ = W+ 0.
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Este exemplo serve de motivagdo para introduzirmos o conceito de soma préxima.

4.1 Soma proxima

Seja C' um anel comutativo com unidade e seja A uma algebra sobre C' tal que A =

Ay @ Ay, como C-moédulos, onde A, é uma subalgebra comutativa de A e A; é um ideal
de A.

Denote por B uma C-dlgebra qualquer e por 7 a projecdo de A sobre A, isto &,
m(ap + a1) = ap, paratodoa = ag+a; € A= Ay d A;.
Todos os homomorfismos, anti-homomorfismos e homomorfismos de Jordan, a

partir de agora, serdo sobre C-dlgebras.

Definicao 4.2. Sejam ¢ : A -+ Bef : A — B um homomorfismo e um anti-homo-
morfismo, respectivamente, tais que 1|4, = 0|4, € V(A1)0(A1) = 0(A1)(A;) = {0}. A
aplicacdo

p=v+0-aq,

onde o = 1 = 07, é chamada soma préxima (com relacdo a Ao e A;) de ¢ e d.

Note que o homomorfismo de Jordan ¢ do Exemplo 4.1 é uma soma préxima (com
relacdo a D, (C) e S,(C)) do homomorfismo v e do anti-homomorfismo 6.

Observacao 4.3. Se ¢ é uma soma proxima de v e §, entdo para todoa = ap+a; € A
temos que ¢(ag) = ¥(ag) = 0(ap) = a(ap) e

pla) = ¢(a)+0(a) - afa)

Em particular, a restri¢do de ¢ a A, é simultaneamente um homomorfismo e um anti-

homomorfismo. No caso em que 4; = {0} a soma préxima coincide com a soma usual.

Proposicao 4.4. Se ¢ é uma soma proxima de um homomorfismo 1 : A — B e um anti-
homomorfismo 6 : A — B, entdo  é um homomorfismo de Jordan.

Demonstragio. Suponha que ¢ =1 + 0 — o, onde a = ¥ = 7. Note que
(¥ = a)(A)(O = a)(4) = (0 — a)(A)( — a)(A4) = {0}.
De fato, como a(A) = 1(Ag) = 0(Ap), obtemos

(¥ —a)(A)(0 —a)(A) =

=
N
S
_l_
=
=
|
=
o
D
=
N
D
+
=
=
|
2
e
<



4.1 Soma préxima 52

De maneira andloga (0 — «)(A) (¢ — a)(A) = {0}. Consequentemente, para todos a,b €
A, segue que

pla)opb) = [(¥(a) —ala)) + (0(a) — ala)) + a(a)][(¥(b) — (b)) + (6(b) — (b)) + (b
+ [(W(b) = a(b) + (6(b) — (b)) + ab)][(¥(a) — afa)) + (0(a) — a(a)) + aa
= (¥(a) — a(a))(¥(b) — (b)) + (¥(a) — a(a))a(b) + (0(a) — a(a))(0(b) — a(b))
+ (0(a) — a(a))a(b) + a(a)((b) + 0(b) — a(b)) + (¥(b) — a(b))(¥(a) — ala))
+ ((b) —a(b))ala) + (0(b) — a(b))(0(a) — ala)) + (0(b) — a(b))a(a)
+ a(b)(d(a) +0(a) — ala))
= (W(a) — afa))¥(b) + (0(a) — a(a))d(b) + aa)¥(b) + a(a)f(b) — afa)a(b)
+ (W) —a(b))(a) + (0(b) — a(b))0(a) + a(b)i(a) + a(b)f(a) — a(b)a(a)
= Y(a)y(b) +6(a)0(b) — aa)a(b) + (b)Y (a) + O(b)0(a) — a(b)a(a)
= (ab+ ba) + 0(ab+ ba) — a(ab + ba)
= @(aob).

Portanto, ¢ é um homomorfismo de Jordan. O

Proposicdo 4.5. Suponha que 7(I) C I para todo ideal I de A. Se v : A — B é um
homomorfismo ou um anti-homomorfismo, entido v(A) = v(Ao) ® (A1) é uma soma direta de
C-médulos da subdlgebra v(Ao) e do ideal v(A,) de v(A).

Demonstragido. Como ~y é C-linear, basta mostrar que v(Ay)Ny(A;) = {0}. Sejam ay € Ay
e a; € A tais que y(ap) = v(a1). Entdo ay — a; € ker~, mas como ker v é um ideal de 4,
segue, por hipotese, que ag = m(ag — a1) € ker, isto é, v(ag) = v(ay) = 0. O

Proposicdo 4.6. Seja o : A — B uma soma proxima de um homomorfismo 1) e um anti-ho-

momorfismo 0. Suponha que as seguintes condigdes sejam satisfeitas:
7(I) C I para todo ideal I C A;

ii. (A) NO(A) = {0} (ouv(A;)NO(A) ={0});

iii. A dlgebra B é gerada por p(A).

Entdo existe uma algebra Beum homomorfismo injetor i : B — B tal que @ = iy é da forma
Q= 1,/; + 6, onde 1; : A — Béum homomorfismo e 0:A— Béum anti-homomorfismo.

Demonstragdo. Inicialmente, mostremos que ¢(Ay) + ¢(A;) + 6(A;) é uma subalgebra
de B. Sejam u = ¢(ag) +1(a1) +0(b1),v = ¢(by) +¢(c1) +6(dr) € p(Ao) + (A1) +60(Ar)
e NE O, onde ao,bo & AO e al,bl,cl,dl S Al. Note que

Au+v = Ae(ag) +¢(ar) +0(b1)) + (0(bo) + (1) + 0(dr))
= QO()\CLO + bo) + w()\al + Cl) + 9()\[71 + dl)
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e, portanto, Au+v € p(Ag) + (A1) +0(A1). Agora, p(Ay)p(Ag) C p(Ap), pois p(Ag) =
1 (Ap) é uma subdgebra de ¢(A). Mais ainda, p(Ag)1 (A1), V(A1)e(Ag), V(A)Y(Ar) C
P(Ay), pois vla, = V|4, € ¥(A;) é um ideal de ¥(A). Analogamente, ©(Aj)0(A;),
0(A1)p(Ao), 0(A1)0(Ar) C 0(Ay), pois ¢|a, = 0|4, € 0(A;) é ideal de §(A). Assim, como
P(A1)0(A1) = 0(A1) (A1) = 0, segue que uv € p(Ag) + ¥(Ay) + 0(A;), mostrando que
tal conjunto é de fato uma subdlgebra de B.

Pela Observagado 4.3 vemos que p(A) C p(Ag) +1(A;) + 0(A;). Desta forma, pode-
mos concluir de (iii) que B = p(Ag) + ¥(A1) + 0(A;). Vamos mostrar que essa soma é
direta.

Tome z € Ay ey,z € Ay, tais que ¢(x) + ¢(y) + 0(z) = 0. Pela Observagdo 4.3,
() = (). Logo ¢(x +y) = —0(2) e, por (i1), Y(x) + ¢P(y) = P(z +y) = 0 e d(z) = 0.
Pela Proposicao 4.5, (z) = ¢(y) = 0. Assim, B = p(Ay) & V(A1) ® 0(A;).

Considere B = 1)(A) x 0(A) e defina i : B — B por

i(p(ao) +P(ar) + 0(a})) = (w(ag) +¥(ar), p(ao) +0(a})) = (Y(ao + a1),8(ao + a})),

para todos ay € Ay e ar,a; € A;. Como mostrado acima, ¢(ag) + ¥(a1) + 0(a}) = 0
implica ¢(ag) = ¢ (ap) = 8(ap) = 0,¥(a1) = 0 e 6(a}) = 0, que em particular, mostra
que i estd bem definida. Além disso, se (ag + a1) = 0(ag + a}) = 0, entdo, pela
Proposigdo 4.5, segue que ¢'(ap) = ¥(a1) = 0 e f(ap) = 8(a}) = 0, donde temos que i é
injetora. Mostremos que 7 ¢ um homomorfismo.

Temos que

((p(ao) + ¥(ar) + 6(a1))((bo) + ¥ (b1) + 0(b1)))

(p(aobo) + 1(aghy + arbg + a1by) + 0(bjag + boa) + bia}))
P (agbo + apby + arby + aiby), O(agbo + biag + boa) + bia}))
(ag + a1)(by + b1)),0((by + V) (ap + a})))

ag + ay)Y(bg + by), 0(ag + a’)0(by + 7))

P(ag + a1),0(ag + ay))((bg + b1),0(bg + b}))

= i(p(ao) + ¥(ar) + 0(a1))i(e(bo) + 1(b1) + 0(bY)),

(
(
(
( (
)
para todos ag, by € Ay e ai,a}, by, 0] € A;. Claramente ¢ é C-linear.

Finalmente, defina 7:/; :A—>Bel:A—B por

¥(a) = ($(),0) e O(a)=(0,6(a)).

Claramente ¢ é um homomorfismo e # é um anti-homomorfismo. Observe também
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que
¥(a) +6(a) = (d(r(a) + (1 —m)(a)),6(n(a) + (1 —m)(a))
= i(pm(a) + (1 = m)(a) +0(1 —)(a))
= i(p(ao) +P(a1) + 6(a1))
= ip(a) = ¢(a),
provando a proposigdo. [

4.2 Algebra de matrizes estruturais

Definicdo 4.7. Seja {1,2,...,n} um conjunto quase-ordenado pela relagdo <. O con-
junto
Mn(C, j) = {A < Mn(C) TS 0 se 1 ﬁ j}

é uma subadlgebra de M,,(C), chamada de dlgebra de matrizes estruturais.

Observacao 4.8. No caso particular em que < é uma relagdo de ordem parcial, vimos
na Proposicdo 1.71 que é possivel renomear os elementos de {1,2,...,n} de forma
que ¢ = j implique que 7 < j (ordem dos naturais). Apds esta renomeagao, todo ele-
mento de M, (C, <) serd uma matriz triangular superior. Passaremos entdo a deno-
tar M,,(C, <) por T,,(C, <). O subconjunto de 7,,(C, <) cuja a diagonal é nula denotare-
mos por S, (C, <).

Teorema 4.9. Sejan > 2 e seja < uma ordem parcial sobre {1,2,... ,n}. Entdo todo homo-
morfismo de Jordan ¢ : T,,(C, %) — B é uma soma préxima, com respeito a D,,(C) e S,,(C, <),
de um homomorfismo 1 : T,,(C, =) — B e um anti-homomotrfismo 6 : T,,(C, <) — B.

Demonstragio. Seja {e;; : i < j} o conjunto das matrizes unitdrias de 7,,(C, <), onde e,

é a matriz que tem 1 na posicdo 7, j e zero nas demais. Para cada ¢ < j, defina

fig = plew)pley)olej;) e g = pleg)elei)p(eqn). (4.2)

Uma vez que cada e;; € um idempotente, segue que ¢(e;;) é um idempotente e por (4.2)
temos que
plei) = fi = gi- (4.3)

Note que ¢;je;5e;; = 0 parai < j, assim
o(ei) = pleueije; + ejieiieq) = o(ew)ple)ele;;) + vlej;)eleg)elen) = fij + g

ou seja, parai < j
pleij) = fij + gji- (4.4)
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Vamos provar que

fijfur = Oji firs sei =X, k=1 (4.5)
gjiglk = 6ilgjk7 se j j, k j [ ; (46)
fiige =0 = gufij, sei=<j k=<1 4.7)

Por (4.2) e pela Proposigdo 2.9, temos para ¢ < j que
fii = lea) fis = fijpleis) e gji = (ejs)g5i = giie(ei)
e para i < j, temos também que
fijplei) = 0=(ej)fi; e guple;) = 0= p(€i)gi-

Desta forma, multiplicando a equagdo (4.4) por ¢(e;;) a esquerda e por ¢(e;;) a direita
e depois por ¢(e;) a direita e por ¢(e;;) a esquerda, deduzimos, para i < j, que

fis = plea)pley) = pleg)eles;) e g = elej)plei) = w(eij)ple). (4.8)

Sejam i < j e k < [. Vamos considerar dois casos.
Caso (a): j # k.
Neste caso, segue de (4.8) e da Proposicdo 2.9 que

fizfr = w(eij)pless)eler)plen) = 0 = djifu-

Caso (b): 7 = k.
Sei=j =1 entdo f;fii = fu. Sei = j <[, entdo ¢(e;)p(ey) = 0. Aplicando (4.8),
obtemos que

fiz i = wlen)plei)oleq)plen) = pleieijen + eqeijen)plen) = plea)plen) = fu

Sei < j = [, segue de maneira andloga que f;; fji = fau-

Logo, com esses dois casos, podemos concluir a validade das equagdes (4.5). As
equagdes (4.6) sdo provadas de forma andloga.

Para provar (4.7), assuma que i < j e k < [. Vamos considerar dois casos.

Caso (a): j # L.

Neste caso, temos f;;gix = w(ei;)e(ej;)e(en)p(er) = 0.

Caso (b): j = 1.

Sei =k, entdo fi;g; = ¢(ei)p(ei;)*elei) = w(ew)e(el;)elei) = 0.
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Se i # k, usando a Proposicdo 2.9, temos que ¢(e;;)¢(ex;) = 0. Logo

fijgie = elew)p(es)e(ej;)e(er;)
= fijpoler)
= wlew)pleij)plers)
= plea)pleijen; + exjeis)
= 0,

pois k < [ = jei < j. Portanto f;;g;, = 0 em qualquer caso. Analogamente, mostra -
se que gy fi; = 0.
Agora, defina ¢, 6 : T,,(C, <) — B por

W (Z /\ij@z'j) =D Nify e 0 (Z Aijez‘j) = Ay

1=] i=j i=j (Y]

Claramente, ¢ e 0 sdo aplicagdes C-lineares. Agora, para todos e;;, ey € T,,(C, =),
temos que

V(ejen) = Y(0nea) = Onfu = fijfu = ¥(eij)Y(en)

O(eiien) = 0(0jk€i1) = Ojkg1i = OkiGu = Gungji = 0(er)0(esj)-

Portanto ¢ ¢ um homomorfismo de C-dlgebras e § é um anti-homomorfismo de C-
algebras, pois o conjunto {e;; : ¢ < j} é uma base de 7,,(C, <).

De (4.3), vemos que ¢ = 07, onde 7 é a projecao sobre D,,(C). De (4.7), temos que
Y(S(C))O(S,(C)) = 0(S,(C))Y(S.(C)) = {0}. E, finalmente, utilizando (4.3) e (4.4),
concluimos que ¢ = 9 + 6§ — o, onde a = 7w = 07, mostrando que ¢ é uma soma

préoxima de ¢ e 6. O]

Exemplo 4.10. Note que se ¢ : A = Ay ® A; — B é soma (usual) de um homomorfismo
f e um anti-homomorfismo ¢ tal que g(A;)f(A1) = f(41)g(A4;) = {0}, entdo ¢ é uma
soma préxima do homomorfismo ¢ = f+g¢m e do anti-homomorfismo 6 = g+ fr. Com
efeito, v +0—a = (f+gm)+(9+ fr)—(f+gm)m = f+gn+g+fr—fr—gn=f+g= .
Aqui também estd incluso o caso quando f ou g é a fun¢do nula.

Teorema 4.11. Seja < uma ordem parcial sobre {1,... ,n} eseja ¢ : T,,(C, <) — B, n > 2,
um homomorfismo de Jordan tal que a dlgebra B é gerada por ¢(1,,(C, <)). Entdo existe uma
dlgebra B e um homomorfismo injetor i - B — B tal que ¢ = i é da forma § = o + 0, onde
U T,(C, <) — B é um homomorfismo e 0 : T, (C, <) — B é um anti-homomorfismo.

Demonstragio. Em vista do Teorema 4.9, nds precisamos apenas mostrar que as condi-
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¢des (i), (it) e (iii) da Proposi¢do 4.6 sdo cumpridas. Observe que
m(a) = ejjaer; + €22a€9 + -+ + Cppalpn,

para todo a € T,,(C, <). Desta forma, se I é um ideal de 7,,(C, <), segue que 7(/) C I.
Logo (i) esta satisfeita.

Suponha agora que

> N = g,

i<j k<l
onde \;j,a; € C. Multiplicando esta equacdo por f,, a esquerda e por f,, a direita
(com r < s), e aplicando as equacdes (4.3), (4.5), (4.6) e (4.7) obtemos que

Z)\ijfrrfijfss = Zaklgrrglkgss

i< k<l

Z )\ij(sri.frjfss = Z akl(srlgrkgss
i<j k<l

Z )\rjfr‘jfss = Z OkrGrkJss
r=j k=r

Z )\rjéjsfrs = Z akréksgrs
r=<j k=<r

)\rsfrs = 0,

pois k < r < seassim k # s. Portanto A\, f.s = 0, 0 que mostra a condigdo (7).

Como a condigédo (iii) é dada na hipétese, segue o resultado. O

Teorema 4.12. Seja < uma quase-ordem sobre {1, ... ,n} tal que, para cada i, existe j # i tal
quei = jej =i Seq: M,(C,=) — Béum homomorfismo de Jordan, entido ¢ é a soma de
um homomorfismo e um anti-homomorfismo.

Demonstragio. Seja {e;; : i < j} o conjunto das matrizes unitarias de M, (C, =). Para
cada i < j, defina

fis = wlew)pleg)plej;) e g = wleji)elei)p(ei) 4.9)

Observe que se j £ i, entdo g;; e f;; ndo estdo definidos, pois e;; ndo pertece a M,,(C, <).

Note que ¢;je;je; = 0 para i # j, assim
@(ez‘j) = @(Giiez‘jejg’ + ejjeijeii> = 80(61'1')@(617‘)%0(%]‘) + 90(%)%0(6@)90(6%) = fij + 9ji,

ou seja, se i # j
p(eis) = fij + gji- (4.10)
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Como ¢(e;;) € um idempotente, por (4.9) e pela Proposigdo 2.9, vemos para ¢ # j que
fig = plea) fiy = fywles;) e gii = ples;)gs = guplen)-
Temos também que
fisplen) =0 =lej;) fi e gjiples;) = 0= plei)gjis

para i # j. Desta forma, multiplicando a equagdo (4.10) por ¢(e;;) a esquerda e por

¢(e;;) a direita e depois por ¢(e;;) a direita e por ¢(e;;) a esquerda, deduzimos que
fij = elei)pley) = plei)ples;) e gji = wleji)ele) = plei)elen), (4.11)

parai # j.

Mostremos, agora, que para todos i < j e k < [ temos

Jijfrr = Ojnfu, (4.12)
Gik9ji = 05k 9li, (4.13)
Jijgie = 0= qu.fij- (4.14)

(Observe que os elementos f;; e g;; ainda ndo foram definidos).
Sei#j, k+#lej+#k entdo ¢(ej;)p(err) = 0, implicando que fi; fu = 0.
Sei#j,k#1,j=kei+#1[, entdo

fijfin = fz’jﬁp(ejj)@(@jl) = fij@(eﬂ) = Sp(eii)90<€ij)90(€jl)-
Mas €ii€j1 = 0= €41€4i, assim go(eii)cp(ejl) = (0 donde @(6“‘)@(6]})@0(6@‘) =0. LOgO
figfin = plei) (p(ei)p(en) + plej)plei;)) = plei)(plee + ejeiz)) = w(en)plen) = fu

Desta forma, parai # j, k # l e i # [, temos que f;; fu = 6;x fu-

Para provar (4.13), inicialmente considere k # [, i # j e j # k. Assim g;.g;; = 0,
visto que ¢(exr)p(ej;) = 0.

Parak # 1,7 # j, j = k ei # [ temos que

91595 = glj@(ejj)SD(eij) = gljSO(eij) = 90(611)<P(€jz)90(€ij)

e, como eje;; = 0 = e;jey, entdo p(e;)p(e;;) = 0, implicando que p(e;)p(e;;)e(ej) = 0.
Logo

91595 = Plen)(ples)pleis) + @leig)plen)) = plen)(plejes; + ejen)) = wleu)p(en) = gu-



4.2 Algebra de matrizes estruturais 59

Agora, vamos definir os f;; e g;;. Por hip6tese, para cada ¢, podemos escolher j # ¢ tal
que i = je j = i. Defina

fi = Tijlsi € 9i = 9ijg-
Primeiramente, note que f; e ¢;; independem da escolha de j, pois se k # i, k # j,
ei =Xk, k 24, entdo fixfei = fiefvifii = fijf;i = fi. Analogamente, g; também
independe de j.

Os elementos f;; e g;; agora estdo definidos para todos i < j. Sendo assim, vamos
terminar de mostrar (4.12) e (4.13).

Ja sabemos que (4.12) é valida para i # j e k # [. Suponhamos que i = je k # .
Sei # k,tomet #italque: < tet < i. Entdo

fiifw = fiefrifrr = Oirfirfu = 0.

Se i = k, consideremos dois casos.
Caso 1: Existe t # i,l tal quei < tet =< 1.

Neste caso,

fule fztftzle fitftl = fz’l-

Caso 2: O elemento t # i talque i < tet <ié o proprio L.

Neste caso,

fule = filflifil

= p(ei)p(ea)plen)plen) fa

= p(ei)plea)plen) fa, pois fu = p(en)plen)

= pleu)plea)plen)olen)plen)

= plea)plea)plen) = fu, poisp(eq)plen)p(en) = p(ea).

De maneira andloga, prova-se a equagao (4.12) parai # je k = L.

Agora,sei = j =k =1l,entdo f;fu = fijfiifui = [ijf5i = fu-

Desta forma, concluimos (4.12) e, analogamente ao que foi feito acima, podemos
provar (4.13).

Mostremos que (4.10) também ¢é valida para ¢ = j. Tome 7 e escolha j # i tal que
i = jej =i. Note que da definicdo de f;; e gi;, temos que

fiie = fijfii = wleij)olej;)elei)elen) = plei) fii = eleij)elesi)e(en),

9ii = 9ij 95 = w(eji)pleji)elei)plen) = oleji)gs = pleji)e(ei)plei).
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Logo,

fi+gi = leley)elei) + oleji)pley)]elen)
= [p(eijeji + ejiei)lp(en)
= [p(es + ej5)]e(ei)
(eir)p(ei) + pleji)plen)
= (i),

= ¢

implicando que (4.10) também é valida para i = j.
Para mostrar (4.14) podemos assumir que i # j e k # [, pois figu = fiifijgu €
fij9kk = [ijgrgie. Assim, é suficiente mostrar que f;;gi = 0.
Se j # k, entdo fijg = @(eij)p(ej;)p(ew)plen) = 0, pois ejjex, = 0.
Sej=kei#]l,

fisgn = olea)pleij)ples;)e(ey)

= fijeley)

= plen)p(eij)pley)
= plea)|pley)eley) + eley)ele;)]
= p(eu)lplejey + eyes;)]

(eii)(0)

I
e

E, por fim, se j = kei =1, fijg;i = p(eij)e(ej;)plei;) = leiejzei;) = 0.
Analogamente, temos que gy fi; = 0.

Queremos agora, decompor ¢ através de uma soma de um homomorfismo ¢; e um
anti-homomorfismo y. Para isso, tomemos f = fi1 + foo + -+ fun € ¢ = 911 +
G22 + -+ - + gnn. Denote por 1 a unidade de ¢(1,,(C, <)), assim 1 = """ | ¢(e;;) e, como
p(ei) = fii + gii, segue que 1 = f +g. Logo f* = f, g =ge fg=gf = 0.

Note que, para k # i, j

fiwo(eis) = fapforpleis) = frpo(ep)o(er)p(ei;) =0,
p(eij) frr = pleig) frpfor = @leis)p(enr)p(ery) for = 0,

pois p(ewr)p(eij) = 0 = p(ei;)(exr). Desta forma,

foley) = fupleiy) + figpleiy) = fulfiy + 950) + fii(fis + 95) = fij
w(eij) f = plei) fi + wlei) fi; = (fij + g5 fu + (fis + 950) f35 = figs



4.2 Algebra de matrizes estruturais 61

ou seja, [ comuta com todos ¢(e;;). De modo analogo mostra-se que g também comuta
com todos ¢(e;;).

Agora, defina as aplicagdes ¢, 2 : M, (C, <) — B por

pr(x) = (@) f e @a(x) = plz)g.

Claramente ¢; e ¢y sdo homomorfismos de C-mdédulos. Veja também que se v =

Zijj Qij€ij, entao

pr(x) =Y apleg)f =) ayfy,

i<) =
Pa(w) =D agplei)g =Y aigjie
i<) =

Assim, para todos ¢ < j e k = [ temos que

p1(esen) = e1(0kea) = O fa = fijfu = ©(eij) folen)f = i(ei;)e1(en)

pa(eijer) = v2(0neit) = Ok = Okigu = gixgji = ©(er)gp(eij)g = w2(er)pa(ei;).

Logo, ¢1 é um homomorfismo e ¢, é um anti-homomorfismo. E, como ¢ = ¢l =

of + ©vg = p1 + vy, concluimos o resultado. ]

Observacdo 4.13. Note que a hipétese de que para cada i € {1,...,n} existir j # ¢
tal que i < j e j < i é necessdria no Teorema 4.12, pois sem ela teriamos o primeiro
exemplo deste capitulo como contra-exemplo de um homomorfismo de Jordan que
nao é a soma de um homomorfismo com um anti-homomorfismo.
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