UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
(Mestrado)

Algebras com Identidades Polinomiais

FERNANDA TALINE DA SILVA STORI

Orientador: Ednei Aparecido Santulo Junior

Maringa - PR
2011



Algebras com Identidades Polinomiais

FERNANDA TALINE DA SILVA STORI

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagao em Matematica do Departamento
de Matematica, Centro de Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual de Maringé, como requisito
parcial para obtencao do titulo de Mestre em
Matematica.

Area de concentracio: Algebra

Orientador: Prof. Dr. Ednei Aparecido Santulo

Junior

Maringa - PR
2011



Agradecimentos

Aos meus pais, Vera e Elemar da Silva, pelo apoio infinito desde meu ingresso
na vida académica e por acreditarem em mim mais do que eu mesma.

Ao meu irmao, Felipe da Silva, pelo incentivo que talvez nem ele mesmo imagina.

Ao meu esposo, companheiro e amigo, Newton Stori, por ser minha vida e estar
ao meu lado em cada momento, sempre pronto a me amparar e ouvir.

A minha eterna professora, Fabiana Papani, pelo exemplo.

Ao meu orientador, professor Dr. Ednei Aparecido Santulo Junior, pelo acom-
panhamento.

A Fundagao Araucéria, pelo apoio financeiro.



Resumo

No presente trabalho sao introduzidas defini¢oes e resultados bésicos sobre PI-
algebras, sao enunciados e demonstrados resultados classicos da teoria que as en-
volvem, sao fornecidas demonstracoes, utilizando identidades graduadas, de partes
do Teorema do Produto Tensorial de Kemer e, utilizando métodos assintéticos, é

mostrado que o mesmo nao se estende ao caso de caracteristica positiva.



Abstract

In this work we introduce basic definitions and results about Pl-algebras, we state
and prove classical results of their theory, we provide proofs, through graded identi-
ties, of parts of Kemer’s Tensor Product Theorem and, by using asymptotic methods,

we show it is not valid for the case of positive characteristic.
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Introducao

Entre os objetos importantes de estudo estao as algebras de matrizes sobre anéis, as
algebras comutativas e as dlgebras de dimensao finita, visto que o campo de aplica-
coes destes objetos ¢ bastante amplo. Essas algebras pertencem a uma classe mais
ampla de algebras, a qual denominamos de PI-algebras ou &lgebras com identidades
polinomiais, ou seja, sao algebras para as quais, existe pelo menos um polinémio nao
nulo cujo produto entre as variaveis ¢ associativo mas nao comutativo, que é anu-
lado em qualquer substituicao das variaveis por elementos da algebra em questao.
Estudar PI-4lgebras consiste em estudar como as identidades polinomiais satisfeitas
por uma algebra interferem em sua estrutura.

Ainda que os primeiros passos no estudo de identidades polinomiais satisfeitas
por uma algebra tenham sido dados em 1922 com o artigo [9], seu estudo se in-
tensificou nesta direcao em torno dos anos 1950, principalmente devido a trabalhos
importantes de Jacobson e Kaplansky, os quais influenciaram o posterior desenvol-
vimento da Pl-teoria. Vale observar que Kaplansky, em [15], elaborou uma extensa
lista de problemas relevantes na teoria de anéis. Nessa lista estao varios proble-
mas em aberto sobre Pl-algebras. Alguns desses problemas ji foram resolvidos e
em sua solucao surgiram novos problemas, outros permanecem sem solucao e tém
sido alvo de pesquisas e trabalhos de alta relevancia. Nessa mesma época, Specht
levantou o seguinte problema: “O T'-ideal de identidades polinomiais satisfeitas por

uma dlgebra € sempre finitamente gerado? Tal problema passou a ser conhecido



como problema de Specht e uma solu¢ao (positiva) para ele, em caracteristica zero,
foi obtida por Kemer em [16]. Neste trabalho Kemer ainda classificou as algebras
T-primas, a menos de Pl-equivaléncia, em caracteristica zero, e obteve o Teorema
do Produto Tensorial.

Teorema (Teorema do Produto Tensorial). Seja charK = 0. Entdo
1. Myp(E)® E ~ M, (E).
2. Mup(E) @ M. g(E) ~ Macibdadive(E).
3. M1, (E) ~E® E.

Em particular, tal teorema estabelece que o produto tensorial de duas algebras
T-primas é igualmente uma algebra T-prima.

Posteriormente, surgiram demonstragoes alternativas para o Teorema do Produto
Tensorial em caracteristica zero (por exemplo [10]) bem como foi demonstrado que
o Teorema do Produto Tensorial nao ¢ vilido quando as algebras sao consideradas
sobre outros tipos de corpos (por exemplo [1]).

Na presente dissertacao fornecemos os fundamentos da Pl-teoria, fornecemos
alguns resultados classicos e procuramos mostrar como tais ferramentas foram uti-
lizadas para obter demonstracoes alternativas de partes do Teorema do Produto
Tensorial de Kemer ou para mostrar que o mesmo nao se estende, em geral, para o
caso de caracteristica positiva.

A dissertacao esta organizada do seguinte modo.

No Capitulo 1 sao introduzidos conceitos e resultados béasicos da Pl-teoria.

No Capitulo 2 sao enunciados e demonstrados resultados classicos da Pl-teoria,
a saber, o Teorema de Amitsur-Levitzki (no caso de caracteristica zero), o Teorema
de Shirshov sobre a Altura, o Teorema de Regev sobre a Codimensao e o Teorema

de Nagata-Higman.



No Capitulo 3 sao fornecidos geradores para o T-ideal de identidades Z, X Zo-
graduadas de M, , ® M, ;(E) e M, ,(E) (Teorema 3.2.5) e é fornecida uma demons-
tracao devida a Di Vincenzo e Nardozza para um dos casos do Teorema de Kemer
sobre o Produto Tensorial utilizando identidades graduadas (Teorema 3.2.7). Tam-
bém é feita uma analise acerca de que subalgebras especiais de M, (FE) satisfazem
identidades monomiais nao triviais (Teorema 3.3.4).

No Capitulo 4 & mostrado (seguindo métodos de Alves e Koshlukov) que dois dos

casos de tal teorema falha para corpos infinitos de caracteristica positiva (Teoremas

125 ¢ 4.2.9).



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo introduzimos defini¢oes que serao utilizadas ao longo de toda a disser-
tacao, bem como enunciamos resultados basicos, porém de uso recorrente ao longo
de todo o texto.

Iniciamos com a definicao de algebra associativa e de definicoes e resultados ele-
mentares sobre tais algebras, definimos algebra livre em uma variedade, definimos
Pl-algebras (graduadas) e 4lgebras relativamente livres, enunciamos alguns resulta-
dos relativos aos geradores do T-ideal de identidades satisfeitas por uma &lgebra,
exibimos e enunciamos algumas propriedades da algebra de matrizes genéricas (que
constituem um modelo bastante atil de algebra relativamente livre na variedade
determinada por M, (K), sendo K infinito), fazemos uma breve discussao acerca
dos polinémios centrais e, por fim, definimos e enunciamos resultados referentes a

G K-dimensao de uma PI-algebra.

1.1 Algebras

Nesta secao definimos e fornecemos as propriedades basicas de algebras.

Defini¢ao 1.1.1. Uma algebra A sobre um corpo K (ou uma K-élgebra) é um



espaco vetorial sobre K munido de uma operacao * : A x A — A, chamada

multiplicacao, tal que, para qualquer a € K e quaisquer a,b,c € A,
1. (a+b)xc=axc+bxc
2.ax(b+c)=axb+axc
3. alaxb) = (aa) xb=ax (ab).

Na definicao anterior usamos o simbolo * para a multiplicacao de dois elementos
de A, a fim de distingui-la da multiplicagdo por escalar, mas ao longo do restante
do texto denotaremos ambas as operacoes da mesma forma.

Repare que uma &algebra possui, simultaneamente, as estruturas de espago veto-
rial e de anel. Se a algebra A, como anel, é um anel comutativo, dizemos que A é
uma algebra comutativa e se A é um anel unitario, dizemos que A é uma algebra
unitaria. Se a algebra A é unitaria, ela contém uma cépia do corpo K, o conjunto
{\.1: X\ € K}; que, por abuso de notagao, é denotado por K.

Uma K-algebra A é uma algebra de Lie se, para quaisquer a, b, c € A vale que
1. axa=20
2. (axb)xc+ (bxc)xa+ (cxa)*xb=0 (identidade de Jacobi).

Uma subalgebra B de uma algebra A é um subconjunto da mesma que, com
relacao as operacoes de A, também é uma algebra, ou seja, B deve ser fechado com
respeito a adicao, multiplicacao e multiplicagao por escalar de A. No caso ainda em
que A é unitaria, B deve possuir também 1. Tal como ocorre para ideais em um
anel, a intersecao de qualquer familia de subalgebras de uma algebra também é uma
subélgebra desta algebra. Assim, a subalgebra gerada por um subconjunto
X de uma algebra A, denotada por [X], é a menor subalgebra que contém esse

conjunto, isto é, [X] é a interse¢do de todas as subélgebras de A que contém X.
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Um subconjunto I de A é um ideal da algebra A se o mesmo é, simultanea-
mente, um ideal de A como anel e um subespaco vetorial de A como espaco vetorial.
No caso em que a algebra é unitaria, se I ¢ um ideal de A como anel, temos auto-
maticamente que I é um subespaco vetorial de A. Tal como no caso de anéis e de
espacos vetoriais, podemos definir o quociente de uma algebra A por um seu ideal
estendendo as operagoes de A as classes de equivaléncia de A/I. As operagoes sdo
bem definidas ja que I é, ao mesmo tempo, ideal de um anel e subespago vetorial.

O centro Z(A) de uma algebra A ¢ a subalgebra definida por Z(A) :={a € A :
ab = ba,Vb € A}. Se a algebra A é unitaria, entdo K C Z(A) e A é uma algebra
central se Z(A) = K.

Se uma algebra A pode ser escrita como soma direta de subespacos indexados por

elementos de um grupo abeliano (G, +), isto ¢, A = @ Ay e, além disso, se dados

geG
a € A;ebe Ay temos que ab € Ayyy, dizemos que a dlgebra A é G-graduada e

um elemento a € A, é chamado de elemento homogéneo de grau g. O grau de

um elemento homogéneo a € A é denotado por d(a).

Exemplo 1.1.2. Todo corpo L extensao de K, com as operagoes usuais, é uma

K-algebra comutativa e unitaria.

Exemplo 1.1.3. A algebra M, (K) das matrizes n X n com entradas em um corpo
K, com as operacoes usuais de adicao, multiplicagao e multiplicacao por escalar,
¢ uma K-algebra unitaria e central. A algebra M, (K) admite uma Z,-graduacao

natural. Para cada k € Z,, M,,(K); == {(a;;) : a;; = 0 se j —i # k(mod n)}.

Definicao 1.1.4. Seja K um corpo e seja V' um espaco vetorial tendo por base um
conjunto enumeravel (eventualmente finito) X, cujos elementos sao denotados por
e; sendo i um inteiro positivo (1 < ¢ < |X|). A algebra de Grassmann sobre V'
(denotada por E(V), ou simplesmente por E) é a K-éalgebra unitaria tendo como

base 5 = {e; €, €5 k> 154y < ig--- <ip}U{1l}, sendo a adigdo e multiplicacao
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formais levando-se em conta as relagoes e;e; = —eje;, €2 = 0 (se charK # 2 essa

i
tltima condigao segue da primeira).

Para um elemento de [ definimos seu comprimento como sendo o nimero de
fatores e; que o formam (tendo 1 comprimento 0). Denotando por Ej o subespago da
algebra de Grassmann gerado por todos os elementos de 3 que possuem comprimento
par e, por F; o subespaco gerado pelos elementos de [ que possuem comprimento
impar, temos que F = Ey @ E; é uma Z, -graduacio de F e que Z(E) = Ej se
charK # 2.

Definicao 1.1.5. Seja K um corpo e sejam A e B duas K-dlgebras. A aplica-
¢ao p : A — B é um homomorfismo de algebras se é, simultaneamente, uma

transformacao linear de K-espacos vetoriais e um homomorfismo de anéis.

Um homomorfismo é chamado de isomorfismo se é bijetor. Um homomorfismo
de algebras ¢ : A — A é chamado endomorfismo da algebra A.

O ntcleo de um homomorfismo de algebras ¢ : A — B é o niicleo como ho-
momorfismo de anéis. O mesmo é sempre um ideal de A e propriedades analogas
do nicleo e imagem de um homomorfismo de anéis valem para homomorfismo de

algebras.

Teorema 1.1.6 (Teorema do Isomorfismo para Algebras). Sejam A e B dlgebras e

seja ¢ : A — B um homomorfismo. Entdo A/ ker ¢ € isomorfo a Imep.

A demonstracao é essencialmente a mesma do caso de anéis, tomando-se o cui-
dado em verificar que o isomorfismo de anéis, nesse caso, também preserva a multi-
plicacao por escalar.

Uma classe mais restrita de ideais de uma algebra, mas que desempenha papel

importante no estudo de Pl-algebras, é a dos T-ideais, que definimos a seguir.

Definicao 1.1.7. Um ideal I de uma algebra A é um T-ideal de A se, para qualquer

endomorfismo ¢ : A — A, tivermos que ¢(I) C I.
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Exemplo 1.1.8. Seja K um corpo, entao o conjunto I das matrizes triangulares
superiores com entradas em K de diagonal nula é um T-ideal de UT,,(K) (conjunto
das matrizes triangulares superiores). A verificagao de que I é um ideal é candnica.
Para verificar que é fechado por endomorfismos, basta reparar que I representa
o conjunto de todas as matrizes nilpotentes de UT,(K) e um endomorfismo deve

mandar elementos nilpotentes em elementos nilpotentes.

Tal como ocorre com os ideais, a intersecao de qualquer familia de T-ideais de
uma algebra A é também um T-ideal e, portanto, podemos falar no T-ideal gerado

por um subconjunto X de A, que denotamos por (X)7.

Definicao 1.1.9. Seja B uma classe de algebras a qual pertence A gerada, como
algebra, por um subconjunto X. Dizemos que A é livre na classe B livremente
gerada por X se, para qualquer adlgebra B € B, e qualquer aplicacao f : X — B,
existir um homomorfismo ¢ : A — B que estende f, isto é, o diagrama abaixo, no
qual ¢ denota a inclusdao de X em A, comuta.
x-1.p
7

/

% /o

A

A cardinalidade do conjunto X é chamada de posto da algebra A.

Seja X = {xy,29,-+,%,, -} um conjunto enumeravel, possivelmente finito.
Denotamos por K(X) a K-algebra dos polindmios nas variaveis z;, com a multi-
plicacdo sendo associativa, mas ndo comutativa. Em outras palavras, K(X) é a
K-&lgebra que possui por base, como espago vetorial, a uniao de {1} com o con-
junto formado por todos os monoémios da forma z; x;, ---x;,; k € N e cada i; um
inteiro positivo menor ou igual a |X|, podendo ocorrer repeticio de indices. O re-
sultado da multiplicacao entre dois monoémios x;, ---x; e xj ---x; ¢ 0 monémio

k l

Ty Tiy =+ * T3, T, Tjy - 5, € se estende por linearidade para todos os elementos de

K(X).
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Proposicao 1.1.10. A dlgebra K(X) € livre, livremente gerada por X na classe de
todas as dlgebras associativas e unitdrias. Assim como a dlgebra K(X)\ K ¢€ livre,

livremente gerada por X na classe de todas as dlgebras associativas.

Demonstracao: Mostraremos apenas a primeira afirmacao, uma vez que a de-
monstracao da segunda é similar. Seja A uma &algebra associativa unitaria e seja
f X — A uma aplicagdo qualquer. Para cada inteiro positivo i (menor ou igual
a | X| no caso em que X é finito) denotamos por a; a imagem de z; pela f. Entdo,
dado p(xy,---,x) € K(X), para que ¢ estenda f, ¢(p) = p(ai,---,ax), obtido a

partir de p substituindo-se cada z; por a; em p. Claramente, ¢ é homomorfismo.
|

Um polinémio p(xy,---,z,) € K(X) ¢ chamado de homogéneo, se o grau total
de cada um de seus monomios é constante. O polinémio p é chamado de multiho-
mogéneo de multigrau (ki,---,k,) se, em todos os monémios que constituem p,
e, para todo j entre 1 e n, a varidvel z; tem grau ;. Um polinémio multihomogéneo

de multi-grau (1,1,---,1) é chamado de multilinear .

Definicao 1.1.11. Sejam A, B duas K-algebras. Entdao A e B sao K-modulos
bilaterais sendo a acao (tanto a esquerda quanto a direita) a multiplica¢o por escalar.
O produto tensorial A ®x B (ou simplesmete A ® B) é o produto tensorial de A e

B como K-mddulos (vide [3]) munido de multiplicac¢do definida por
(a®b)-(d @b)=ad b

para quaisquer a,a’ € A e bl € B e estendida por linearidade.

1.2 PIl-algebras

A fim de evitar repeticoes desnecessarias, ao longo do texto, exceto quando explici-

tado o contrario, K denotara um corpo, A uma K- algebra e G um grupo abeliano
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com notacao aditiva. Além disso, todas as algebras consideradas por nés serdo
unitarias e grande parte do que fazemos aqui pode ser generalizado para algebras
quaisquer tomando-se os devidos cuidados. Assim trataremos a algebra K (X) sim-
plesmente por dlgebra livre, ficando subentendido que é livre na classe de todas as

algebras associativas e unitarias.

Definicao 1.2.1. Seja A uma K-algebra. Dizemos que A é uma algebra com
identidade polinimial ou simplesmente uma PI-algebra, se existe um polindémio
nao-nulo p(zy,---,x,) € K(X) de modo que, para qualquer homomorfismo de al-
gebras ¢ : K(X) — A | temos que p(z,---,x,) € ker p. Nesse caso dizemos que a

algebra A satisfaz o polinémio p .

Repare que a definicao anterior é equivalente a dizer que qualquer substituicao
das variaveis do polinémio p por elementos da algebra A anula o polinomio em A,
um vez que cada tal substituicdo induz automaticamente uma aplicacao f: X — A

que se estende a um homomorfismo ¢ : K(X) — A.

Exemplo 1.2.2. Toda K-algebra unitaria comutativa ¢ uma Pl-algebra, ja que

satisfaz x1xy — xox1.

Proposicao 1.2.3. Toda K-dlgebra A de dimensao finita n satisfaz o polinémio

standard Spyq1(T1, -, Tpa1) = Z (—=1)7Zo()To(2) * * * Ta(nt1)-
O'ESn+1

Demonstracao: Como o polindémio em questao é multilinear, basta verificar que
o mesmo se anula para elementos em uma base  de A. Seja 8 = {vy,--,v,} uma
base de A, entao, ao substituirmos cada z; por um elemento de 3, algum v; aparecera
pelo menos duas vezes em cada monomio. Denotemos por z;, e z;, duas variaveis
substituidas pelo mesmo v;. Entao, para cada o € S,,41 par, os mondmios associados
as permutagoes o e (iyiz)o fornecem o mesmo elemento de A com o sinal trocado,
logo a soma de tais parcelas se anula e, s,41(vj,,---,vj,.,) =0sev;,,---,v;, ., €0

e, portanto, A satisfaz s, 1(z1, -+, Tpi1).

15



Para quaisquer polinémios p, ¢ € K(X) denotamos por [p, g| o polinomio pg— gp.
Proposicao 1.2.4. A dlgebra de Grassmann E satisfaz [[x1, x2], x3].

Demonstracao: Como o polindomio em questao é multilinear, basta verificar que
o mesmo se anula para os elementos v; da base 3 dada na Definicao 1.1.4.

Se x1 ou x5 é substituido por um elemento de comprimento par, como o mesmo
estd em Fy = Z(F), temos que [v1,v9] (e, consequentemente, [[v1,vs],v3]) € igual a
zero. Por outro lado, se ambos, v; e vy, possuem comprimento impar, v1vs € Vo
possuem, ambos, comprimento par, estando [vy,v3] em Ey. Como FEy esta contido

no centro de E (sendo o proprio centro se charK # 2), [[v1,vq], v3] = 0.
[ |

Seja A uma PI-algebra. Denotamos por T(A) C K(X) o conjunto de todos os

polinémios satisfeitos por A.
Proposigao 1.2.5. Seja A uma Pl-dlgebra. Entao T(A) € um T-ideal de K(X).

Demonstracao: Note que T'(A) = ﬂ ker ¢, que é uma intersecao de uma
p:K(X)—A
familia de ideais de K (X) e, portanto, ideal de K (X). Verifiquemos pois que T'(A)

¢ fechado por endomorfismos. Ora, p € T(A) se, e somente se, p € ker), para
qualquer homomorfismo ¢ : K(X) — A. Em particular, sendo ¢ um endomorfismo
de K(X),p € ker(¢poy), para qualquer homomorfismo ¢ : K(X) — A. Logo ¢(p) €
ker ¢ para qualquer homomorfismo v : K(X) — A; e, portanto, ¢(p) € T(A).

Dizemos que duas éalgebras A e B sao PI-equivalentes se T(A) = T(B).
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Seja I um conjunto de indices indexando p; € K(X). Denotemos por J o T-
ideal (p; : i € )T de K(X) e seja B a classe de todas as algebras que satisfazem
todos os polinoémios de J (podendo satisfazer mais polinomios). Em outras palavras,
A€ BseJCT(A). A classe de algebras B é chamada de variedade de algebras
determinada pelas identidades {p; : i € I}.

Seja B uma variedade de dlgebras. Uma algebra em B é chamada relativamente
livre da variedade B, (livremente gerada por um conjunto X), denotada por

Lx(B), se ¢ livre na classe B e livremente gerada por X tal como na Defini¢ao 1.1.9.

Exemplo 1.2.6. Seja X = {x1, 29, -, x,, -} um conjunto enumeravel (possivel-
mente finito).

A algebra K[X], que tem por base {1} unido com o conjunto formado por todos
0s MONOMios x;, s, - - - T4, k € Ne 1 <y <iy <--- <4 <|X| com a multiplicacao
entre os monomios x;, - - - j, € x; - - T; dada por Ty, Ty, -+ Tn,,, N0 qual os indices
Ny, -+, N sao a reordenacao dos indices iy,---,4;, J1, -+, jr de modo que n; <
ny < -+ < ngyy (ou seja, as variaveis comutam) é relativamente livre na variedade

determinada pelo polinémio [xy, xs).

O fato de que tal algebra é relativamente livre na variedade determinada por

[x1, 7] segue do teorema seguinte com o fato de que K[X] = K(X)/([x1,z2])7.

Teorema 1.2.7. Seja B uma variedade definida por um dado conjunto de polinémios
{pi:iel} C K(X). Seja J oT-ideal de K(X) gerado por tal familia de polinémios.
Entao a dlgebra K(X)/J ¢ relativamente livre na variedade B. Além disso, dlgebras

relativamente livres em uma mesma variedade e com mesmo posto sao isomorfas.

Demonstragdo: Claramente K(X)/J € B. Denotemos por X a imagem do
conjunto X pela projecio canonica 7 : K(X) — K(X)/J, sendo T; € X a imagem

de z; pela m. Sejam A € B,f : X — A uma aplicacio ¢ f : X — A dada por
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f = fom Como K(X) ¢ a algebra livre, existe homomorfismo 1 : K(X) — A de

modo que |y = f, em outras palavras, o diagrama abaixo comuta.

O homomorfismo ¥ : K(X)/J — A que naturalmente estenderia f seria dado
por ¥(m(p)) = ¥(p), mas note que tal aplicacio so esta bem definida se 7(p) = 7(q)
(e, portanto p — q € kern) implicar ¥(p) = 1(q); o que ocorre se, e somente se,
p —q € kervy. Ou seja, kerm deve estar contido em ker, mas kerm = J e como
A€ B,J c T(A) C kerty. Portanto tal aplicacdo 1) estd bem definida e é um
homomorfismo.

Por fim, vamos mostrar que se | X| = |Y| entdo Lx(B) = Ly(B). Seja f : X =Y
uma bijecdo. Entao existem homomorfismos ¢ : Lx(B) — Ly (B) e ¢ : Ly (B) —
Lx(B) que estendem, respectivamente, f e f~1. Mas entdo todo elemento de X &
deixado fixo por 1 o ¢, 0 mesmo ocorrendo com os elementos de Y para ¢ o), e
portanto Yoy = Idy 5y € ot = Idy,, (s), de onde segue que v e ¢ sao isomorfismos,

sendo um o inverso do outro.
[ |

Muitas vezes é dificil trabalhar com as identidades polinomiais de uma algebra,
convindo utilizar tipos mais fracos de identidades polinomiais, mas que sejam mais
faceis de serem manipuladas. E o caso das identidades com traco, das identidades
com involucao, dos polindmios centrais e das identidades graduadas, por exemplo.
Falaremos somente dos tltimos dois.

Para tanto, primeiro definimos a algebra G-graduada livre K(X)s. Seja G

um grupo abeliano com notagdo aditiva. Para cada g € G, tomamos um conjunto
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X, = {2\ 2 ... 29 ...} enumerével e definimos X = U X,. Note que K(X)¢g
geG
é G-graduada se considerarmos K (X), o subespago gerado por todos os mondmios

z(fl)x(gz) : "xggk) k € N de modo que g; + g2 + --- + g = ¢g. No caso particular

xr 12 E

de X, acrescentamos o 1 a sua base. Usando um argumento similar ao utilizado
na demonstragdo da Proposi¢ao 1.1.10, mostra-se que K(X), com tal graduacao é
G-livre na variedade de todas as algebras G-graduadas, isto é, dada uma &lgebra
G-graduada A, e uma aplicacao f : X — A que, para todo g € G, manda xgg) para
algum elemento de A,, existe um homomorfismo ¢ : K(X) — A G-graduado (tal

que p(K(X)y) C Ay, para todo g € G ) que estende f.

Definicao 1.2.8. Seja A uma Pl-algebra G-graduada. Dizemos que o polinémio
graduado nao-nulo p € K(X)s é uma identidade polinomial G-graduada de A
se p pertence ao ker ¢ para qualquer homomorfismo graduado ¢ : K(X)g — A.

Uma, defini¢ado equivalente ¢ dizer que p($§gl)7 e ,xﬁ;‘im)) ¢ identidade graduada

de A se o mesmo sempre se anula ao substituirmos cada variavel acggi) de p por qual-
quer elemento de A,,. O conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas
satisfeitas por uma algebra A é denotado por T (A) que, analogamente ao que
ocorre no caso das identidades ordinarias, é um T-ideal G-graduado de K(X)¢, isto
é, Ta(A) é invariante por endomorfismos G-graduados de K(X)g. O conceito de
algebra relativamente livre também se estende para o caso graduado de maneira
natural.

Em geral, é mais facil determinar um conjunto de identidades geradoras do T-
ideal graduado de uma &lgebra do que um conjunto de geradores do T-ideal de
identidades ordinérias. Vasilovsky determinou em [22|, por exemplo, um conjunto
gerador para o T-ideal Z,-graduado de M, (K) para o caso em que charK = 0. No
entanto, para n > 3 um conjunto gerador de T-ideal de identidades ordinarias de
tal algebra permanece desconhecido (no inicio da proxima segao fornecemos a lista

de algumas algebras para as quais o T-ideal de identidades é conhecido).
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Exemplo 1.2.9. Como ja visto, a algebra de Grassmann FE é naturalmente Z-
graduada. Considerando tal Zi-graduagao, E satisfaz as seguintes identidades Zo-
graduadas de K(X)z,.

21", 25"], [21”, 2i"] e af o 2}

Acima, x o y é usado para denotar zy + yx.

Mais adiante veremos que, quando £ é considerada sobre um corpo infinito, essas
trés identidades geram o T-ideal Z,-graduado de E.

Uma das vantagens de se trabalhar com as identidades graduadas é que elas
podem fornecer alguma informacao sobre o T-ideal de identidades ordinarias de

uma algebra. O teorema seguinte serve para ilustrar como isso acontece.

Teorema 1.2.10. Sejam A e B duas Pl-dlgebras G-graduadas. Se T(A) C Ta(B),
entao T(A) C T(B). Em particular, se Tg(A) = Tg(B), entdo A e B sio PI-

equivalentes.

Demonstracao: Considere K (X) a algebra associativa livre, com X = {x, 2z, -}
e f(x1, 29, - x,) € T(A). Sejam by, by,---,b, € B, tome b;, € By, parai=1,---,n

e g € (G, de maneira que b; = Z bi,. Para cada b;, # 0, tome x;, € X, e considere
geG

o polinémio f; = f(z xlg,---,an{]> € K(X). Visto que f € T(A), segue
geG geG
que f1 € Tz(A) e, por hipétese, temos fi; € T(B). Substituindo x;, = b;,, para

1=1,---,ne g€ G, obtemos

Flbi, b, -+, by) :f(Zblg,Zng,...7zbng> _0,

geG geqG geG

ou seja, f € T(B).
Por fim, se Tg(A) = Tg(B), entdo Tg(A) C Ta(B) e Ta(A) C Te(B). Disso
segue que T(A) C T'(B) e T(B) C T(A), o que conclui a prova da tltima afirmacao.
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1.3 Geradores dos 7T-1deais

Um tipo de problema comum e, geralmente bastante dificil no estudo de PI-algebras
¢ determinar um conjunto de identidades polinomiais que geram o 7T-ideal de uma
determinada algebra. Sao conhecidos conjuntos de geradores para identidade sa-
tisfeitas pelas algebras matriciais M, (K),n < 4, quando o corpo K ¢ finito; pela
algebra de Grassmann FE sobre qualquer corpo; pelas matrizes triangulares superio-
res, também sobre qualquer corpo. Para algebras de grande importancia tais como
M, (K), quando K ¢ infinito ainda nao foram encontradas bases de identidades po-
linomiais que geram o 7T-ideal da mesma no caso n > 3. Mesmo as identidades da
algebra das matrizes de ordem 2, sobre corpos de caracteristica 2 nao sao totalmente
conhecidas e nao se sabe sequer se seu T-ideal é finitamente gerado ou nao.

Também conhece-se um conjunto de geradores para as identidades polinomiais
satisfeitas pelo quadrado tensorial da algebra de Grassmann £ ® E, sobre um corpo
de caracteristica zero.

Nosso intuito nessa secao é apresentar algumas propriedades dos geradores de
T-ideais de identidades polinomiais que possam ser Uteis para se determinar um
conjunto de geradores do T-ideal de uma PI-algebra.

Se K é infinito, podemos encontrar um conjunto de geradores conveniente para

o T-ideal de identidades satisfeitas por uma K-algebra.

Lema 1.3.1. Seja K infinito e seja p(xy,---,x,) € K(X) um polinomio escrito
como p = po + -+ + pi, onde cada parcela p; € homogénea com respeito a varidvel
x1 com graw j (consideramos que o polindmio nulo é homogéneo em x1 de qualquer

grau). Se p € J, sendo J um T-ideal de K(X), entdo cada p; pertence a J.

Demonstracao: Como K é infinito, existem g, ---, A\, € K distintos dois a dois
e nao-nulos. Para cada inteiro j entre 0 a k&, denotamos por ¢; o endomorfismo de

K (X) obtido a partir da aplicacdo f; : X — K(X) tal que z1 — \jz; e z, = Ty,
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se m > 1. Como J é um T-ideal, ¢;(p) € J, para cada j, ou seja, p;(p) = 0 em

K(X)/J. Por outro lado, note que ¢;(p) = Po + A\;p1 + - - - + AT

Isso nos fornece que (pg, - - -, Pr) € solugao do sistema linear homogéneo seguinte
nas variaveis &g, &1, - - -, & assumindo valores em K(X)/J.
S + Xbi 4+ - + MG =0
+ o+ o+ =
S + M& + - 4+ NG =0
Mas a matriz reduzida do sistema ¢ a matriz de Vandermonde nos escalares
Ao, , Ak, cujo determinante é H()\j — ;). Uma vez que tomamos os \; distintos
1<j

dois a dois, tal determinante é nao-nulo. Portanto tal sistema s6 deve admitir solu¢ao
trivial, de onde segue que p; = 0 para todo j entre 0 e k, ou seja, cada p; € J.
Embora tenhamos suposto K infinito, repare que utilizamos apenas o fato de K

possuir k + 1 escalares distintos dois a dois, sendo k o grau de z; em p.
|

Aplicando inducao e o argumento utilizado anteriormente, temos o seguinte co-

rolario.

Corolario 1.3.2. Sejam K um corpo infinito e J um T-ideal de K(X). O polinémio
p(xy, -, x,) € J se, e somente se, cada uma de suas componentes multihomogéneas

pertence a J.

Exemplo 1.3.3. Tomemos o polindmio p(r1, Ts, T3) = T1ToT1T3 — X371 + ToT3T3 +

2211973 € Q(X). Aplicando o Lema 1.3.1, temos que p pertence ao T-ideal J

de Q(X) se, e somente se, ambos 0s polindmios q; = T1T2T1T3 + Tow377 € q =

—1371 + 2117972 pertencem a J, sendo que o primeiro deles é multihomogéneo.

Agora, aplicando o mesmo raciocinio utilizado para a variavel x|, para a variavel x,
do polinémio, t b = —12 =2 2d t

no segundo polinémio, temos que ambos ¢- T521 € q3 x1x2x5 devem pertencer

a J. Em particular, o T-ideal gerado por p é também (g1, ¢z, g3)~ .
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Outra consequéncia do Lema 1.3.1 é o seguinte teorema.

Teorema 1.3.4. Todo T-ideal de identidades polinomiais satisfeitas por uma PI-
dlgebra A, sobre um corpo infinito, € gerado pelas identidades multihomogéneas sa-

tisfeitas por essa dlgebra.

Quando investigamos o T-ideal de identidades satisfeitas por uma algebra A, é
importante procurar pelas identidades de menor grau total satisfeitas por tal alge-
bra, ja que, dentre elas, se encontrardo certamente alguns geradores de T'(A). A
proposicao seguinte nos garante que basta procurar entre as identidades multilinea-

res.

Proposicao 1.3.5. Seja A uma K-dlgebra que satisfaz um polinémio p € K(X) de

grau total d. Entao eziste g € T(A) multilinear e de grau d.

Demonstracdo: Suponha que o grau de z; em p é maior do que 1. E claro que

se p(l'l, e 7$m> S T(A)7 entao Q(Cl?l, Loy 7xm+1) dado por

p('rl + L2, X3, T4, " 7Im+1) —p($1,$37 e Jxm“rl) —p(.IQ,.Tg, e ,$m+1) € T(A)7

possui mesmo grau total d e o grau de x; diminui em 1 com relagao ao seu grau em p.
Repete-se o procedimento até obter o grau de x; sendo 1. Uma vez conseguido isso,

repete-se 0 processo para as outras variaveis até obter um polinémio multilinear.
[

Observagao 1.3.6. Uma consequéncia importante da Proposi¢ao 1.3.5 é que M, (K)
nao satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau k < 2n—1. Vamos verificar para
k = 2n—1 primeiramente. Denotemos por e;; a matriz de M,,(K) cuja entrada (3, j)
é 1 e que possui todas as demais entradas nulas. Seja p(xy,- -, z2, 1) um polinémio
multilinear nao-nulo. Podemos supor, sem perda de generalidade, que o monémio

T1Xy - - - To,_1 possui coeficiente nao-nulo A em p. Substituindo-se a variavel x; por
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€it1 41 S€ ¢ & impar; e por €; ;| se ¢ € par; temos que 0 unico mondomMio que nao se
2 02 33

anula mediante tal substituicao é aquele correspondente a x5 - - - 15,1 €, portanto,
p avaliado mediante tal substituicao resulta em A\ # 0. Para k < 2n — 1, aplica-se a

mesma substituicao, limitada claramente por k.

O mesmo argumento utilizado na observacao anterior pode ser aplicado para
se mostrar que, para um K-espaco vetorial V' de dimensao infinita, tanto a al-
gebra Ly = {T : V — V : T élinear} bem como sua subélgebra B := {T €
Ly : dim(Im7T) < oo} (a multiplicagdo sendo dada pela composi¢ao) nao sao PI-
algebras. Fixada uma base $ de V' e tomando um subconjunto infinito enumeréavel
{vi, -+, vn, -} C B, para cada par de inteiros i, j, denotamos por S;; o operador
linear de V' que envia v; para v; e envia para vetor nulo todos os demais elementos
de . Tal como ocorre com as matrizes e;;, S;;Su = 0se j # k e S;;S;; = Su. Repare
que podemos proceder tal como na Observagao 1.3.6, sem nos preocuparmos com um
limite para o grau do polindémio e, portanto, Ly nao satisfaz nenhuma indentidade
polinomial, o mesmo valendo para a subdlgebra B, ja que todos os S;; pertencem a
B.

O processo descrito na demonstracao da Proposicao 1.3.5 é chamado processo
de linearizacao de um polinémio p. O exemplo a seguir ilustra a aplicacao de tal

processo.

Exemplo 1.3.7. Suponhamos que x? pertenga a T(A), entdo substituindo-se a

variavel x; por x1 + x5 devemos obter ainda uma identidade de T(A). Assim,
3 2 2 2 2 3
Ty + x{xe + T1X0mq + XTox] + T5x1 + Tox 1T + 1125 + x5 € T(A),
porém, como x3 e x3 pertecem ambos a T'(A), temos que
2 2 2 2
p(1,2) = T{To + T1X2x1 + Tox] + T3X1 + ToX1Te + T125

deve igualmente pertencer a T'(A).
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Aplicando novamente o processo de linearizacao, concluimos que o polinémio
multilinear

q(z1, T2, T3) = T1ToT3 + ToT1X3 + T1T3Te + ToT3T1 + T3T1X9 + Tywawy € T(A).

A proxima questdao a ser investigada é: sob que condicoes podemos garantir
que uma identidade polinomial p pertence ao T-ideal gerado pelo(s) polinomio(s)

multilineare(s) obtido(s) no processo de linearizagao de p?

Teorema 1.3.8. Sejam K um corpo de caracteristica zero e p(xy,- -+, Tp) € K(X).
O T-ideal {p)T de K(X) ¢ gerado pelos polinémios multilineares de K(X) obtidos

no processo de linearizacao de cada uma das componentes multihomogéneas de p.

Demonstracao: Seja p(zq,---,Z,), tal como no enunciado do teorema. Como
K possui caracteristica zero, é infinito, e portanto, pelo Teorema 1.3.4, (p)T =
(p1,--+,pr)’, onde os p;’s sdo as componentes multihomogéneas de p. Entao po-
demos nos ater ao caso em que p(zq,---,Z,;) ¢ multihomogéneo. Apds o pri-
meiro passo de processo de linearizacao do polindmio p, obtemos um polindémio
q(z1, 22, +, Tme1) de mesmo grau total, cujas componentes multihomogéneas pos-
suem grau menor com relagao a primeira variavel de grau maior do que 1. Logi-
camente o polinémio assim obtido é gerado por p, mas se fizermos, no polindémio
¢, a substuicao dada por xy — x1 e x; — x;_1, para 2 < 7 < m + 1, obtemos
n.p(xy,- -+, T,), onde n & o nimero de parcelas de ¢, ou seja, n.p € (¢)’. Como
charK = 0,p € (¢)T. Como K & infinito, ¢ é consequéncia de suas componen-
tes multihomogéneas, (possivelmente algumas multilineares). Para aquelas que nao
sao multilineares, repete-se o processo de linearizacao e o raciocinio anterior até

obtermos um sistema de identidades multilineares geradoras de T-ideal gerado por

p.
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Os resultados demonstrados nessa secao se estendem para as identidades gradua-
das de uma algebra. Isto é, se o corpo-base da algebra ¢ infinito, o T-ideal graduado
da algebra é gerado pelas identidades graduadas multihomogéneas e se char K = 0,
o T-ideal graduado é gerado pelas identidades graduadas multilineares.

Como aplicagao dos resultados aqui apresentados, encerramos essa se¢ao com
a demonstragao de que as identidades Zj-graduadas da algebra de Grassmann E
listadas no Exemplo 1.2.9 geram o T-ideal Zs-graduado de identidades de £ quando
a algebra é tomada sobre um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Come-
cemos por um lema.

Lema 1.3.9. Seja J o T-ideal Zs-graduado de K(X)z, gerado pelos polindmios

[x§°>,x§°)], [xgo), xgl)] e (Vo :L‘él) e considere um mondmio graduado

m(z, a2V e € K(X)g,

0 possui grau a;, € para cada 7;1 < j <

no qual, para cada 1;1 <1 < k, a varidvel xg
l; a varidvel x§1) possui grau b;. Entdo, se algum b; > 1,m =0 em K(X)z,/J, caso

contrdrio (isto €, b; =1 para todo j) temos

m = (@ (D2 e K(X)y, /T

Demonstracao: Pelos dois primeiros polindmios geradores de J, temos que,

em K(X)z,/J,222\” = 29%,, independente de Zy-grau de z,. Disso segue que

— 0 0 . -
m = +(a! ))“1 e (x,(c))“km’ onde m’ & um monoémio envolvendo somente as va-

riaveis fmpares. Utilizando agora o terceiro polindmio gerador de .J, temos que

IS D (1 . . L
xé )xg ) = —xg )xg ), Assim, a menos de sinal, podemos colocar as varfaveis impares

também em ordem crescente de indices em K (X)z,/J. No entanto, se uma variavel

impar, por exemplo xgl), aparece mais de uma vez, temos um fator (xgl))2 dentro de

m. Mas charK # 2 e, pelo terceiro polinomio gerador de J, temos 2(:1:%”)2 =0e

portanto (;c§1))2 = 0. Caso contrério, tal como querfamos, obtemos

m = :l:(xgo))al e (xl({:o))akxgl) e le(l)
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Teorema 1.3.10. Os polindémos [xgo),a:éo)], [x(lo),xgl)] e xgl) o xgl) € K(X)z, geram

o T-ideal de identidades Zo-graduadas satisfeitas por E com graduacao natural se

K ¢ infinito de caracteristica diferente de 2.

Demonstrac¢ao: Denotemos por J o T-ideal Zy-graduado de K(X)z, gerado pelas
trés identidades listadas no enunciado da proposigao e por I o T-ideal graduado de
polinomios graduados satisfeitos por E. Como FE satisfaz tais polinomios, temos
que J C I e, portanto, precisamos mostrar que I C J ou, equivalentemente, que se
p#0em K(X)z,/J entdao p# 0 em K(X)z,/I.

Como K ¢ infinito, I é gerado pelas identidades graduadas multihomogéneas

satisfeitas por I, bastando analisar o caso em que p é multihomogéneo. Supo-

nhamos entao que p(asgo), e 733120), 9351), e ,xl(l)) ¢ multihomogéneo de multi-grau

(ay,--+,a, by, -+, b). Entdo p = Zajmj, sendo n o nimero de parcelas de p e
j=1

tendo cada m; multi-grau (ay, - -, ag, by, - -+, b;). Pelo Lema 1.3.9, se algum b; > 1,

entdao p = 0 em K(X)z,/J. Suponhamos entdo que todos os b;’s sejam iguais a 1.

Entao cada m; ¢é igual a j:(xgo))‘“ e (m,ﬁo))ak(xgl)) e (xl(l)) modulo J e, portanto

p=_ By (@)l (@)
j=1

em K(X)z,/J, onde cada ; = +a;, dependendo da paridade do nimero de trans-
posicoes necessarias entre as varidveis impares para colocar as variaveis na ordem
desejada. Se o coeficiente obtido ¢ nulo, temos que p = 0. Suponhamos entdo que

Zﬁj = # 0 (e, portanto p # 0 em K(X)z,/J), vamos mostrar que p # 0 tam-
j=1
bém em K (X)z,/I. Note que ao substituirmos todas as variaveis pares por 1 e cada

1)

variavel xg por e;, temos que p(1,---,1,eq,---,¢) =ve;---e # 0 em E e portanto

p#0em K(X)z,/I.
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Um invariante muito utilizado no estudo de Pl-algebras é a sequéncia de codi-
mensoes de uma Pl-algebra. Como visto anteriormente, as identidades multilineares
de uma PI-algebra fornecem informacao importante sobre o T-ideal de identidades
da mesma, especialmente no caso de caracteristica zero. Convém muitas vezes ana-
lisar o comportamento de tais polindmios modulo o T-ideal de identidades de uma

algebra, como a seguir.

Definigao 1.3.11. Seja P, C K(X) o subespaco formado por todos os polinémios
multilineares de grau n, nas variaveis xi,xs, -+, Z,. A n-ésima codimensao da

Pl-algebra A é o nimero

PTL
(PN T(A))

Na secao 2.1 fornecemos uma estimativa para a n-ésima codimensao.

cn(A) = dim

1.4 Matrizes Genéricas

A Aalgebra de matrizes genéricas definida nessa secao constitui um modelo bastante
util de algebra relativamente livre na variedade determinada por M, (K) e algumas
generalizacoes dela serao utilizadas no capitulo 3.

Nesta secao assumimos que o corpo K é arbitrario e sendo n > 2 um inteiro,
fixamos a notagao €2 = (2, para a algebra de polinomios em infinitas variaveis
comutativas €, = K[y;,(,?|p,q =1,---,n, i=1,2,--].

Definicao 1.4.1. As matrizes n X n com entradas em €2,,,1y; = Z ylg?epq, 1=

p,q=1
1,2, --- sao chamadas matrizes genéricas n x n.

A &lgebra A, gerada pelas matrizes genéricas n x n é a algebra matricial
genérica n X n. Denotamos A,,, a subélgebra de A, gerada pelas primeiras m

matrizes genéricas yi,- -, Ym
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) = qu,y,(,?]) = Ypq, temos Ay gerada

1
Exemplo 1.4.2. Para n = m = 2, fazendo y,()q
por
T11 T2 Y11 Y12
xr = ’y =
To1 T22 Y21 Y22
Para qualquer K-algebra comutativa A, as matrizes n X n com entradas em A
podem ser obtidas por substituigoes das entradas das matrizes genéricas por entradas

da algebra A, por exemplo

a = Z Vpa€ps Vpq € A

p,q=1
é obtida de

1
= Z y;(;q)eptp

p,q=1

- (1
substituindo as variaveis yz(,q) POT Ypg-

Proposicao 1.4.3. Se K ¢ infinito, a dlgebra matricial genérica A, € isomorfa
a dlgebra relativamente livre L(M,(K)) da variedade de matrizes n x n, isto é,
A, ~ K(X)/T(M,(K)). Se K ¢ finito e P é uma extensao infinita qualquer de K,
A, ~ L(M,(P)).

Demonstragao: ver [17].

Lema 1.4.4. Os autovalores da matriz genérica n X n, y1, sao dois a dois distintos.

Demonstracao: Consideremos y; como sendo uma matriz com entradas no corpo
de fracoes da algebra polinomial €2,,.
Seja f(A) o polindmio caracteristico de y;. Suponhamos que f(\) possui pelo

menos uma raiz de multiplicidade maior que um. Entdo o discriminante de f(\)
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¢ igual a zero. Como cada matriz M de ordem n x n com entradas em K pode
ser obtida por uma substituicao de y;, o discriminante do polinémio caracteristico
frr(X) também é igual a zero e isto significa que M € M, (K) possui pelo menos um
autovalor com multiplicidade algébrica maior que 1.

Para mostrar o lema é suficiente encontrarmos uma matriz M € M, (K) em que
todos os autovalores possuem multiplicidade algébrica 1.

Se K é um corpo infinito, entao podemos considerar uma matriz diagonal cujos
elementos da diagonal sao todos distintos.

Se K = I, ¢ um corpo com ¢ elementos, entao existe um polinomio irredutivel
sobre F, de grau n e dessa forma podemos construir uma matriz M € M, (F;) que
tem como polinémio caracteristico este polinomio irredutivel (basta tomar a matriz
companheira do polinémio).

Portanto, a matriz M nao tem autovalores multiplos em nenhuma extensao de

F,.
|
Corolario 1.4.5. Seja 2, nas condigoes anteriores e seja y; = Zyz(,;)epp, Y =
p=1
vi, © > 1. A dlgebra Al gerada por y|,yh,ys, - € isomorfa a dlgebra matricial

genérica A,.

Demonstracao: Seja = o fecho algébrico do corpo de fragoes da algebra polinomial
Q. Pelo lema anterior, a matriz genérica y; nao tem autovalores multiplos. Assim,
Y1 € diagonalizavel, isto é, existe uma matriz inversivel z com entradas em = tal que
a matriz u; = 27 'y, 2 é diagonal.

Denote por U,, a K-subalgebra de M, (=) gerada por uy, uy, - - -, onde uy = 2~ yp.2.

Temos U, ~ A,. De fato, sejam ¢ : A, — A e v : A/, — U, os homomorfismos
de K-algebras, estendidos respectivamente pelas aplicacoes oo : y; — yi € ¢o @ Yy —

wii=1,2,-
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Como as matrizes u; sao obtidas como substitui¢oes de matrizes "genéricas'"y;,
1 ¢ um homomorfismo.
A composicao Yo ¢ : A, — U, é o homomorfismo definido por y; — u; = 2~ 1y;z.

Isso implica que ker ¢ = 0 e, como ¢ vai para A/, é um isomomorfismo.
[

O ultimo corolario nos permite substituir uma das matrizes genéricas por uma
matriz diagonal, o que serd muito 1til em consideragoes posteriores.
Algumas vezes, se considerarmos uma tunica matriz n X n genérica y, podemos

usar caracteres gregos para as entradas da diagonal de y e, escrever, por exemplo,

n n

y = E Npepp €m vez de y = g YppEpp, assumindo que 7y, -+, N sa0 variaveis
p=1 p=1

comutativas.

1.5 Polinémios Centrais

Assim como as identidades graduadas de uma algebra, os polindémios centrais podem
fornecer infromagoes sobre as identidades polinomiais de uma &lgebra.

O problema sobre a existéncia de polindémios centrais para M, (K) para, n > 2,
foi colocado pela primeira vez por Kaplansky em 1956 e respondido por Formanek
e Razmylov na década de 1970. Nessa secao fornecemos os polindmios centrais de

Razmylov.
Definigao 1.5.1. Seja A uma é&lgebra. O polinémio ¢(z1,---,x,) € K(X) é cha-
mado polinémio central de A se c¢(z,---,2,) ndo possui o termo constante,

pertence ao centro de A para quaisquer ai,---,a, € A e nao é uma identidade

polinomial de A.

Seja K[uq, -, u,41] a dlgebra polinomial em n+ 1 variaveis comutativas. Defini-

mos uma aplica¢ao linear 6 ( ndo é um homomorfismo de algebras ) de Kuy, - -+, ty41]
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na algebra livre K{(x, 41, -, y,) de posto n + 1, da seguinte maneira:
Se

. a1 An+1
g(uy, - Upy1) = E aquit w0 € Klug, . Upga]

entao a imagem de g por 6 é

)01, ) = 3 0 e yay - an e

Teorema 1.5.2 (Formanek). Seja

g(ul, T >un+1) = H (ul - Up)(un+1 - up) H (up - uq)2 S K[ula T aum—l]'

2<p<n 2<p<q<n

O polinémio da dlgebra associativa livre K{x,y1, -, Yn)
c(@yrs e yn) = 0(9) (@ yns -, yn) +0(9) (T Y25+ Yo 1) + -+

+9(g)($, yn7 y17 e 7yn71)

é um polinomio central para a matriz polinomial M, (K) sobre o corpo K.

Demonstracao: E suficiente mostrar que o polinémio (T, 71, ,Yn) € uma ma-
triz escalar, ou seja, pertence a Z (M, (K)), quando T, 7y, - - - I, s40 matrizes genéricas
e c(r,y1, -, Yn) Nd0 & uma identidade polinomial para M, (K).

Pelo Corolario 1.4.5, podemos assumir que a matriz genérica T é diagonal,

n
T = g Epepp, onde &, -+, &, s@o variaveis comutativas. Como c(x,yr, -+, Yn) €
p=1
multilinear em yy, - - -, ¥, podemos assumir também que 7, - - -, %, sao matrizes ele-

mentares (e;;). Portanto,

n

C("Ea Y1, ’yn) = E 0(57 €ig.dgs """ Cinygno Cir,g1s "7 eiqfhjqfl) =
q=1

k

= Z g(€Zq7 T ’gin€i17 e 7§iq—1’ gjq—l)eiqvjq e einmjneilvjl e eiq—lajq—l

q=1
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Como escolhemos g de forma especial, g(&, . -, &, &, 5 &,—1,&,—1) = 0 se
alguma das varidveis §;, e § sdo iguais ou se §;, , € igual a algum §;, com ¢ # p.
(Sempre ha repeticao, sao n + 1 posigoes e n variaveis). Por outro lado, se iy, -, i,

é uma permutagao de 1,---,n entao

g(giq’“"5in€il7"‘7£’l‘q717€iq) = 9(517527"'7571’51) =

H (gp - 5p’)2a 9(9) (fa Cigrigr11 Cigi1yigrar ~ " s Cinyirs Ciryigy " " 7eiq—1,iq) =

1<p<p’<n

H (gp - gp’ )2€iq,iq

1<p<p’<n

Portanto,

n
(T, €3z €ingigs* " Cinosyiny Cingit) = H (6&0)° Zeiq,iq - H (& — &)1,
q=1

1<p,g<n 1<p<gq<n
se 11,19, -+ ,1i, € uma permutacao de 1,2,--- n.
c(T, €1y 1+ €injas ** » € jn) = 0 caso contrario.
Agora resta provar que c(z, ¥y, -, y,) ndo é uma identidade polinomial para
M,(K). Se T é uma matriz diagonal com autovalores distintos p1,-- -, p,, vemos
que

C(f7 €1,2,€23, ", Cn—1n, en,l) = H (pp - pq)2]

1<p<g<n

a qual é uma matriz escalar nao-nula em M, (K). Se K = F,, consideramos
T € M,(F,) com autovalores distintos. Entao T é diagonalizavel sobre algum Fim.
Portanto, ¢(Z,v1,---,Y,) ¢ uma combinagdo linear (com coeficientes em Fym) de
(T, €y 4y s €ingn) € My(Fy), algum (T, €;, 4, -, €i,.5,) € diferente de zero. Isso

completa a prova do Teorema de Formanek.
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1.6 Dimensao Gelfand-Kirillov

A dimensao de Gelfand-Kirillov, ou simplesmente GK-dimensao, é um invariante
bastante utilizado no estudo de PI-algebras através de métodos assintéticos. Se duas
Pl-algebras possuem G K-dimensoes distintas, entao elas nao sao Pl-equivalentes.
Ela sera utilizada no Capitulo 4 para mostrar que o Teorema do Produto Tensorial

nao se estende ao caso de caracteristica positiva.

Definigao 1.6.1. Seja ¢ o conjunto de todas as fungoes f: NU {0} — R as quais
sao eventualmente monotonas crescentes e positivas. Isso significa que existe um
ng € N tal que f(ng) > 0e f(ng) > f(ny) para todo ny > ny > ny.

Definimos uma relacao < em ¢ assumindo que f < g para f, g € ¢ se, e somente
se, existem inteiros positivos a e p tais que, para todo n suficientemente grande,
f(n) <ag(pn). A relagdo ~ dada por f ~ g para f,g € ¢ se, e somente se, [ X ge
g = f é de equivaléncia. Chamamos a classe de equivaléncia G(f) = {g € ¢|f ~ g}

de crescimento de f.

Definigao 1.6.2. Seja A uma élgebra finitamente gerada e seja {ay, - - -, a,, } um con-

junto de geradores. Seja V™ o espaco vetorial gerado pelo conjunto {a;, - - - a;,

ij =
1,---,m},n=0,1,2,--- onde assumimos que V° = K se A ¢ unitaria e V° = 0 se

A nao é unitaria. A funcao crescimento de A é definida por
gv(n) =dim(V° + V' +. 4+ V"), n=0,1,2,-

A classe de equivaléncia G(A) = G(gv) é chamada crescimento de A (com res-

peito ao espaco vetorial gerador V).
A proposicao que segue mostra que a GK-dimensao esta bem definida.

Proposicao 1.6.3. O crescimento da dlgebra finitamente gerada A nao depende do
conjunto de geradores escolhido. Se V', gerado por {ri,re, -, rm}, e W, gerado por

{51,852, 8m}, sGo espagos vetoriais geradores de A, entio G(gv) = G(gw).

34



Demonstracao: Como ry,ry,---, 7, geram A, como espaco vetorial, existe p tal

que todo s; estd em V° 4+ V!4 ...+ VP, Logo,
WOt Wh+ W VO Vi VP i =0,1,2,- -

e gw(n) < gy(pn) para qualquer n € N. Similarmente, temos que existe um g € N

tal que gy (n) < gw(qn),n € N. Entao, G(gv) = G(gw)
[ |

Definicao 1.6.4. Seja A a algebra finitamente gerada, com um conjunto de gerado-
res {ay, -+, any} e seja gy(n) a funcdo crescimento de A, onde V' = span{a; - - - ap }.

A dimensao Gelfand-Kirillov de A é definida por

1
GKdim(A) = limsup(log,, gv(n)) = limsup 0g gv(n).

n—o0 n—o00 IOg n

Lema 1.6.5. GKdim([K[xy, -, xm]) = m.

Demonstracao: O nimero de todos os monémios de grau menor do que n em m
varidveis ¢ igual ao nimero de todos os polinémios de grau n em m + 1 varidveis,

uma vez que a; + - - - + a,, < n existe uma correspondéncia injetora

et = xglr (e xtm ag=n— (a4 + am)
entre estes conjuntos.
Portanto, com respeito ao conjunto usual de geradores de A = Klxy, -, xp],
m—+n . R
g(n) = que & um polinémo de grau m. Entao G(A) = G(n™).
m
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Capitulo 2

Teoremas Classicos da Pl-teoria

Neste capitulo serao enunciados e demonstrados resultados classicos da Pl-teoria. O
primeiro deles é o Teorema de Regev sobre a Codimensao que fornece um limitante
superior para a m-ésima codimensao de uma algebra que satisfaz uma identidade
polinomial de grau d. O segundo resultado é o Teorema de Amitsur-Levitzki em
caracteristica zero, que fornece uma identidade polinomial de grau 2n para a algebra
M, (K) (relembramos que tal algebra nao satisfaz identidade polinomial de grau
menor - v. Observagao 1.3.6). O terceiro resultado é o Teorema de Nagata-Higman
que mostra que toda &algebra nil é nilpotente. O tultimo resultado apresentado é
o Teorema de Shirshov sobre a Altura que garante a finitude da altura de uma

Pl-algebra finitamente gerada.

2.1 O Teorema da Codimensao de Regev

Nessa secao demonstramos o Teorema da Codimensao de Regev, que fornece uma
sequéncia majorante, de crescimento exponencial, para a sequéncia de codimensao
de uma PI-algebra que satisfaz uma identidade polinomial de grau d.

Além disso, obtemos que o produto tensorial de duas PI-algebras também é uma
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PI-algebra.

Definicao 2.1.1. Um conjunto P com a relacdo < é parcialmente ordenado se

a relacao satisfaz as seguintes condicoes:

1. a<a,YaeP
2. Sea<beb=<centao a < c¢,Va,b,c € P

3. a<beb=<aimplica a=b.

Os elementos aq,as,...,a; formam uma cadeia em P se os indices podem ser
rearranjados de modo que a; < as < --- < a; e, eles formam uma anticadeia se

a; A a; para todo par (a;, a;) com i # j.

Teorema 2.1.2 (Dilworth). Seja (P, <) um conjunto finito parcialmente ordenado.
Entio o nimero minimo de cadeias nas quais P pode ser particionado (ou seja,
apresentado como uma uniao disjunta) é igual ao nimero mdzimo de elementos em

uma anticadeia de P.

Demonstracao: A prova segue por indugao sobre o comprimento do conjunto
P. O resultado é valido para P vazio. Suponha agora que o conjunto P tenha,
pelo menos, um elemento e, considere a o elemento maximal de P. Assumimos,
por inducdo, que para algum inteiro k, o conjunto parcialmente ordenado P’ :=
P\{a} pode ser coberto por k cadeias disjuntas C;,Cs,---,C) e tem pelo menos
uma anticadeia Ay de comprimento k.

Veja que AgNC; # 0, parai=1,2,---,k

Para ¢ = 1,2,---,k, seja x; o elemento maximal em C; que pertence a uma
anticadeia de comprimento k em P e, defina A := {xq, 29, -, z1}.

Afirmamos que A é um anticadeia. Seja A; uma anticadeia de comprimento k

que contém x;. Fixe indices arbitrarios distintos ¢ e j, entao
A;NC; # 0.
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Seja y € A; N C;. Entao y < x;, pela defini¢do de z;. Isso implica que z; # z;,
pois x; #? y. Trocando os papéis de i e j neste argumento, também temos que
x; # x; e, disso segue que A é uma anticadeia . Voltando ao conjunto P, suponha

que a > x; para alguns ¢ € {1,2,---,k}. Seja K a cadeia
{a}U{z € C;i: 2z <ua;}

Assim, pela escolha de z;, P\ K nao tem uma anticadeia de comprimento k. Pela
hipotese de inducgao, P\K pode ser coberta por k — 1 cadeias disjuntas visto que
A\{z;} é uma anticadeia de comprimento k—1 em P\ K. Assim, P pode ser coberta
por k cadeias disjuntas. E, se a # x; para cada i € {1,2,---,k}, entdo AU {a} é
uma anticadeia de comprimento k£ + 1 em P, ja que a é maximal em P. Portanto,

P pode ser coberto por k + 1 cadeias {a},C},Cy, -+, Cy. O que completa a prova.
|

Definigao 2.1.3. Para a permutac¢do 7 em S,, denotamos por d(m) o maior ntimero
d para o qual existem inteiros 1 < iy < ig--- < iy < n tais que w(iy) > 7w(ig) > -+ >
7(14). Em outras palavras, para uma permutacao 7 € S, fixada, introduzimos uma

ordenacgao parcial sobre o conjunto P = {1,2,--- ,n} da seguinte maneira
iZjsei<jemn(i) <m(j).

Entao d(7) ¢ o maior nimero de elementos em uma anticadeia de {1,---,n} e

é d-boa se nao existe anticadeia de comprimento d.

1 23 456
Exemplo 2.1.4. Sejan=6e 7w = . Entdo d(m) = 4 ja que
53 2 416

1<2<3<ben(l)>n(2) >m(3) >n(5) (e ndo ha anticadeias de comprimento

5). Portanto, 7 é 5-boa (e, também 6-boa).
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Definicao 2.1.5. Para uma permutacao = € S, construimos um par de tabelas
Ti(m) = (ti;) e To(m) = (uiy).

Primeiro definimos 7 impondo t;; = 1. Por indugao, se ¢; ;1 existe, t;;, caso
exista, ¢ o menor k, que ainda nao apareceu na tabela, tal que t,;_1 < k < n e
m(k) > u; j_1. Caso nao exista k satisfazendo tal condigao, passa-se & proxima linha
definindo ¢;1; ; como sendo o menor elemento que nao aparece nas linhas superiores.
O processo termina quando se esgotam todos os inteiros entre 1 e n.

A tabela T5(7) possui o mesmo formato de T3 (7) e u;; = 7(t;5).

1 23 456
4 35126

Exemplo 2.1.6. Sejan=6¢e 71 =

Damos os passos consecutivos para construir 7i(m) e Ta(7).
t11 = 1, Uyl = W(tll) = 4,T1 = (1),T2 = (4)
7T(2) =3< 4IU11,7T<3) =5> 4:U11,

portanto

tiz = 3, u12 = 5;
Ti=(13)Ta=(4 5).
Seguindo o raciocinio,
Ti=(136)T2=(4 5 6)
Nao podemos continuar o processo. Os inteiros remanescentes em 7 sao

* 2 % 4 5 %
*x 3 x 1 2 %

E comegamos com a segunda linha de T1(7) e To(7),to1 = 2,u9; = 3

1 3 6 4 5 6
T, = T, =
2 3
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De forma analoga, completamos a tabela

3 6

1 4 5 6
T, = 2 15 = 3
4 1

) 2

Lema 2.1.7 (Amitsur). Para uma permutacio m € S, o inteiro d(mw) € igual ao

nimero de linhas da tabela T ().

Demonstragao: Pela construcao das tabelas T () e Th(7), se i1 < -+ < ig(r) €
m(i1) > -+ > W(iaer)) entdo, iy, - -, iaer) estdo em linhas distintas de 77 (m).

Portanto d(7) é menor ou igual ao nimero de linhas.

Agora construiremos uma sequéncia i; < --- < ig com 7(i1) > -+ > 7(ig).
Comegamos com iy = tg e, por indugao, se ir,1 estd na (k + 1)-ésima linha de
Ty (m), definimos 4y, = tx; como sendo o maior j tal que t5; < igxi1.

Se up; < m(ik+1), entdo ix1 deve estar na k-ésima linha de T3(7), o que nao ¢é
verdade. Assim, 7w(iy) = 7(ty;) = wp; > (k1) € podemos continuar o processo.

Isso nos da que d(m) = d.
[

Teorema 2.1.8 (Latyshev). Se A é uma Pl-dlgebra e o T-ideal T(A) contém uma
tdentidade polinomial de grau d, entao o espaco vetorial de polindémios multilineares

de grau n em K(X)/T(A) € gerado por monomios Tx(1y-- - Tr(n), onde m € S, €

d-boa (ou seja, d(m) < d).

Demonstracao: Como T(A) contém uma identidade polinomial de grau d, pela
Proposicao 1.3.5, este contém também um polindmio multilinear de grau d. Sem

perda de generalidade, podemos assumir que A satisfaz uma identidade da forma

TgTg—1° T = Z Aolo(1)To(2) " " To(d)y o € K,
O’ESd\{(s}

40



sendo ¢ a permutacao

1 2 e d—1d
d d—1 --- 2 1

6:

Trabalharemos em P,(A) = P,/(P, N T(A)), isto é, no espaco vetorial de po-
linomios multilineares de grau n, modulo identidades polinomiais de A.

Seja G4 o conjunto de todos 0s mMoONOMIOS Tr(1) - - Tr(n) € Pr(A) tal que a per-
mutacio m € S, é d-boa. Mostraremos que P,(A) é gerado por G4. Ordenamos lexi-
cograficamente os monomios em P,(A) assumindo que Zo(1) - Tom) < Tr1) -+ Tr(n)
se, e somente se,, para algum k, o(1) = 7(1),---o(k) = 7(k),0(k+1) < 7(k + 1).

Seja h = Tr(1) "+ * Tr(n) 0 mondémio minimal que nao pertence ao subespago gerado
por Gy4. Portanto d(m) > d e existem i; < --- < ig com m(iy) > -+ > w(ig).
Escrevemos h na forma h = hoxri) e he - Triy ) Pd=1Tx3g) Pa-

Usando a identidade polinomial de grau d para

Tq = Tr@i)N1, Ta—1 = Ta(iz)ho, 3 T2 = Ta(iy_)ha—1,T1 = Tr(iy)ha,

obtemos

h = ho(TqTg—1---T1) = Z AohoTo(1)To(2)  ** To(d) =
oeS4\{d}

Z o 0L (i ) R () Ty 1)) * Tligry) Rer(1) -
O’GSd\{5}

Como (i) > -+ > m(ig), obtemos que todos os monémios na dltima parcela
estao abaixo de n na ordem lexicografica e, por argumentos indutivos, pertence ao
subespaco vetorial span(G4) gerado pelo conjunto G4 correspondente as permuta-

¢oes d-boas. Portanto h também pertence ao span(Gy) e, isso completa a prova.
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Teorema 2.1.9. Seja A uma Pl-dlgebra com uma identidade polinomial de grau d.

Entao, a sequéncia das codimensoes de A satisfaz c,(A) < (d—1)*",n=0,1,2,---

Demonstracao: Pelo Teorema 2.1.8, é suficiente mostrar que o nimero de per-
mutagoes d-boas em S, é limitado por (d — 1)".

Pelo Lema 2.1.7, para qualquer permutacao d-boa 7, as tabelas T1(m) = (¢;;) e
Ty(m) = (u;;) construidas na Defini¢do 2.1.5, tem menos do que d linhas. Ja que
7(ti;) = (u;j), toda permutacao 7 é unicamente determinada pelo par (71(m), To(7)).
Em cada linha de T} (7) e To(7), os inteiros ¢;,, t;,, - - - € u;;, Uy, - - - aumentam. Cada
inteiro 1,2, -, n pode ser escrito em uma das (d — 1) linhas de T (7) e em uma das
(d—1) linhas de Ty(7). Portanto, o nimero méaximo de pares de tabelas com menos

do que d linhas ¢ limitado por (d — 1)?". Isso completa a prova do teorema.

Teorema 2.1.10. O produto tensorial A = A1 @k Ay de duas Pl-dlgebras A, e A,

também € uma Pl-dlgebra.

Demonstracao: Sejam A; e A,, satisfazendo respectivamente, identidades poli-

nomiais de grau d; e dy. Portanto, pelo Teorema 2.1.9,
Cn(A1> S (dl — 1)271, Cn(AQ) S (dg — 1)2n

Escolhemos n tal que ¢,(A;)c,(As) < nl. Isso sempre é possivel porque a™ é

menor do que n! para n grande. Sejam
{gi(xla T 7$n)’2 =1, 27 T 7C/ = Cm(Al)}7

{hj(xh o 71.71)“7 = 1727 U 7C” = Cm(AZ)}

bases, respectivamente, de P,(A;) e P,(As), onde P,(4;) = ﬁ,i = 1,2. Para

toda permutacdo m € S, consideramos (1) - - - Tr(») como um elemento de P,(A,)
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e escrevemos 0 mesmo como uma combinagcao linear

Tr(1) " Tr(n) = Zﬁin(QJM T wrn)? ﬁwi e K
=1

Similarmente, em P, (As),

Tr(1) " Tr(n) = Z’Yﬂ'jhj(xlv T axn)a Yrj eEK
j=1

Veja que as duas equacoes sao identidades polinomiais, respectivamente, para
Aj e Ay, isto é, elas sao automaticamente satisfeitas para quaisquer uq,---,u, € A;
e vy, - -,v, € Ag, respectivamente. Queremos garantir uma identidade polinomial
multilinear de grau n para o produto tensorial A = A; ®x Ay de K-algebras A; e
As.

Seja f(xq,--+,x,) = Z §xTr(1) " - Tn(n) @ identidade polinomial desejada para

7T€Sn
A, onde &,’s sao coeficientes desconhecidos de K. Como f é multilinear, é suficiente

supor que se f se anula para arbitrarios u; ® vy, us ® vo, -+, Uy @ Uy, Up, -, Uy €
A17 U17"'7UTL€A2'

Calculamos f(u3 ® v1,us ® vy, -+, u, ® v,) e obtemos

f(ul @ V1, U @ Vg, Uy & vn) = Z §W<uﬂ(1) ® Uﬂ(l)) T (U'fr(n) & Uw(n)) =

TESy

= D &nltta(t) n() ® (Vr(1)* Va)) =

= Z Zzgﬂﬁﬂif}/w]'gi(ulv T >un)hj(vlv e >Un) = 0.

TeS, =1 j=1

Reescrevemos esta equacao na forma

Z Z( Z 6ﬂ¢7ﬂj€ﬂ)gi(u17 e 7un)hj(vl7 e ,Un) = 0.

i=1 j=1 o€Sh
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Consideremos o sistema linear homogéneo

Zﬁmr%rjéﬂ'zou i:17'”70/7 jzl,"',CU.

TI'GSn
O ntimero de &, desconhecidos é n! e o nimero de equagoes é 'c’ = ¢, (A1)c,(Az)
que é menor que n!. Portanto, o sistema possui uma soluc¢ao nao trivial do sistema

correpondente a uma identidade polinomial para A = A; ® A,.

2.2 0O Teorema de Amitsur-Levitzki

Como apontado previamente na Observacao 1.3.6, a algebra M, (K') nao satisfaz ne-
nhuma identidade polinomial de grau menor ou igual a 2n — 1 e a Proposicao 1.2.3
nos garante que tal dlgebra satisfaz uma identidade de grau n? 4+ 1. Uma pergunta
natural é: qual o menor grau de uma identidade satisfeita por M, (K)? A resposta
(2n) foi dada por Amitsur e Levitzki em 1950 em [2], utilizando argumentos com-
binatorios indutivos. Mais quatro demonstragoes foram apresentadas desde entao,
utilizando recursos variados, como teoria de grafos e co-homologia. A demonstracao
que apresentamos a seguir é essencialmente a fornecida por Rosset em [20] e é valida
somente para o caso de caracteristica zero (embora o Teorema seja verdadeiro para
um corpo K arbitrério).

Portanto, daqui em diante, K é um corpo de caracteristica zero.

Primeiro vamos utilizar a Formula de Newton. Sejam [ < k inteiros positivos, de-
finimos os polinoémios e;(z1, - -, x) e Si(xy,- -+, xx) em K[X] - a dlgebra comutativa

livre - como sendo

1<y <ig << <k i=1
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Lema 2.2.1 (Formula de Newton). Sejam | < k inteiros positivos. Entao

Sl — 615l—1 + 6251_2 + -+ (—1)l_1€l_151 + (—1)l61 = 0.
A demonstracao para tal formula pode ser encontrada em [14].

Corolario 2.2.2. Seja k um intewro positivo. Entao, para cada | < k, temos que
existe h(xy,---,x;) € K[X]| tal que e)(xq,- -+, xy) pode ser expresso como um polinod-

mio h(Sy(x1, -, x), -, STy, -, xx)).
O resultado é consequéncia da Formula de Newton.

Lema 2.2.3. Seja K um corpo de caracteristica zero e seja A € M, (K). SetrA’ =

0, para todo 5,1 < j <n, entao A" = 0.

Demonstracao: Sejam &, ---,&,, os autovalores de A no fecho algébrico de K.
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, e utilizando a forma normal de Jordan, temos
que

A" — 61(517 e 7571)14“_1 +oeet (_1)71671(51’ e 7571)] =0.

Mas, pelo Corolario 2.2.2, cada e; pode ser escrito em fungao dos S;(&1, - -+, &),
para i < j. Por outro lado, repare que S;(&1,---,&,) = trA’, que, por hipétese, é

igual a zero para qualquer 7 < n e portanto, A" = 0.
|

Lema 2.2.4. Seja C uma K-dlgebra comutativa e seja A € M,(C). Se trAJ = 0,

para todo inteiro j,1 < j < n, entdo A" = 0.

Demonstracao: Repare que o resultado é valido pra K[X] (qualquer que seja
X), j& que 0 mesmo é um dominio e podemos mergulha-lo em seu corpo de fragoes.

Por outro lado, K[X] é a algebra comutativa livre e, escolhendo X suficientemente
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grande, podemos garantir a existéncia de um homomorfismo sobrejetor ¢ : K[X] —
C. Entao ¢ induz um homomorfismo sobrejetor ¢ : M, (K[X]) — M,(C) dado por
&((ai;)) = (¢(aij)). Segue diretamente da defini¢ao de ¢ que tr(@p(B7)) = ¢(trB’)),
para qualquer matriz B € M, (K[X]).

Agora considere A, tal como no enunciado do lema, e seja B € M, (K[X]) tal
que ¢(B) = A. Logo p(trB’) = trA’ = 0, para todo inteiro positivo j menor ou

igual a n. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton e pela Férmula de Newton,

B" + hi(trB)B" ' + hy(trB,tr B*)B"? + - - + h,(trB,trB*,- - - [trB")[ = (
Aplicando ¢ a equacao acima, obtemos A" = 0.
[ |

Enfim estamos prontos para proceder a demonstracao do Teorema de Amitsur-

Levitzki.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Amitsur-Levitzki). A dlgebra M, (K) satisfaz a iden-
tidade Son (1, -+, 29,) € K[X].

Demonstracao: Como K é de caracteristica zero, Q C K. Além do mais, sg,
¢ multilinear, bastando portanto verificar tal identidade em uma base de M, (K).
Repare que {e;; : 1 < 4,57 < n} C M,(Q) é uma base para M,(K), (e;; tal como
definido da Obvervagao 1.3.6) . Logo, basta verificar que M, (Q) satisfaz o polino-
mio Sg,. Consideremos entdo, matrizes Ay, Ag, -+, Ag, € M,(Q). Denotando por
€1,69, -+, eg, alguns dos geradores da Q-dlgebra de Grassmann FE, temos que a ma-

triz B = e; A1+ - -+ e2, Asy, pertence a M, (E) e, pelo fato de E ser supercomutativa,

B2 = Zeiej(A,-Aj — A]Al) S Mn(EO)

i<j
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Denotemos por C' a matriz B2. E de simples verificacdo que, para todo inteiro
positivo k,1 < k < n,
k
C" = Z i "'eizk(‘s?k(Aip"'?Aizk)) (2‘1)
1< i,
e, pela linearidade do traco,
tT(Ck) = Z €y " ei%tr(s%(Ail? T 7Ai2k))'
1< <iap,
Como tr(AB — BA) = 0, para quaisquer matrizes A, B € M, (Q), e um 2n-ciclo

¢ uma permutacao impar, para qualquer o € Sy, as parcelas

Ao(in)Aotis) = Aoing) € Aoling) Aa(in) As(iz) -+ A

iog o(i2k—1)

aparecem com sinal trocado em sor(A4;,, -+, 4;,,) €, consequentemente
tr(SQk(Aip e ’AiQk)) =0

e tr(C*) = 0 para todo k. Como a matriz C' pertence a M,(E), e Fy é uma algebra
comutativa, o Lema 2.2.4 nos garante que C"™ = 0. Por outro lado, pela Equacao
2.1,

C" =e1--emSan(Ar, -+, Aagp).

Como ejeg - -9, # 0 € S9,(A1, -+, Aoy) € M,,(Q), temos que so,(Aq, -+, Agp) =
0 para quaisquer matrizes Ay, .-, As, de M,(Q), sendo portanto identidade para

M, (Q) e, consequentemente, para M, (K) se K é corpo de caracteristica zero.

2.3 O Teorema de Nagata-Higman

Nesta secao vamos provar o classico Teorema Nagata-Higman para a nilpoténcia de

nil &lgebras de indice limitado. Consideramos algebras nao unitérias.
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Lema 2.3.1. Se charK # 2, entdo a identidade x* implica na identidade x,x273.

Demonstragao: Linearizando a identidade x?, temos (xy + x9)* = 2? + 2179 +

171+ 3. Implicando x129+ 1271 = ex(x1, 79) € (2?)T. Consideremos as consequén-

62(:1:1332,353) = (331302)333 + 5173(951932) =0¢ K§;§>K
ea(wow3, 1) = (Ta3)x1 + 71 (T23) = 0 € K<<22>K
ex(x371, w2) = (w371)72 + T2 (2321) = 0 € KE;ZQK

como um sistema linear homogéneo com incognitas x1x2x3, o321, L3T1To.

Assim, temos a matriz associada

1 01
1 10
011

cujo determinante é igual a 2 # 0.
Entao, a tnica solugao do sistema dado acima ¢ a trivial, ou seja, rixox3 =

ToT31) = 137172 = 0. E segue que xymoxs € (2?).
[ |

Teorema 2.3.2 (Dubnov-Ivanov-Nagata-Higman). Seja A uma dlgebra associativa
nao unitdria sobre um corpo K de caracteristica zero satisfazendo a identidade po-
linomial 2% = 0. Eziste um inteiro d = d(k), dependendo apenas de k, tal que A é

nilpotente de classe d, isto €, A satisfaz a identidade polinomial x1 - - - x4.

Demonstracdo: Vamos trabalhar médulo a identidade 2% = 0, ou seja, na dlgebra
relativamente livie A = (K(X) \ K)/{z*)T da variedade de algebras definida pela

identidade polinomial 2% = 0.
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A linearizacdo parcial de z* &
flz,y) ="y + 2" 2yz + - Faya™ 2 fyat = 0.
Dai segue que
fla,y2) P97 = bty kg2l g Py R TR R i gk R

é consequéncia de z* e, portanto,

k—1 s
f(x, ?sz)zk_j_l = kot lyP "t 4 Z 'y f(z, xk_i_l)
7=0 i—1
também é.
Como f € (2F)" e charK = 0, temos z*'yz"' € (2*)". Por indugio, a

identidade 2¥~1 = 0 implica em nilpoténcia. Portanto, para algum d = d(k — 1),

k—1 k—1
Ti1Tg = E a;iby T Ciy € Tgro - Togyr = E ujv; Wy,
i J

onde b;,v; € A e a;,c;,u;,v; pertencem a K ou a A.
Enta = ‘(bkfl( . ) Dw; =0 A
a0, I LT d+1Td+2 L2d+1 = ai\0; (GiZTa1Uy)v; )w; = U em Ae; a
i?j
algebra relativamente livre A (e consequentemente qualquer algebra da variedade)

é nilpotente de classe 2d + 1.

[ |
2.4 Teorema de Shirshov
Fixamos o nimero m > 1 de geradores da algebra livre associativa. Seja W =
(1, ,xm) o conjunto de todos os monodmios em K(xi,xa,- -, Zy). Este é cha-

mado de semigrupo unitario livre de posto m e é o objeto livre na classe de todos

os semigrupos com unidade. Para w = z;x;,---x;, € W, denotamos por |w| o

n

comprimento (ou grau) de w.
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Definicao 2.4.1. Introduzimos a ordenacao lexicografica parcial em W assumindo

que r; < 19 < -+ < T, €, entao, estendendo em W da seguinte forma

T, -

LT, > Ty Ty, Se, e somente se, i1 = J1, 0, lp = Jk, bl > Jktl

para algum k£ > 0. Duas palavras u e v sao incomparaveis se uma delas é o comeco
da outra (ou seja, u = vw para algum w € W,w # 1). Um subconjunto finito de W

é¢ chamado incomparavel se contém duas palavras incomparaveis.

Definicao 2.4.2. A palavra w € W é chamada d-decomponivel se pode ser es-

crita na forma w = wow; - - - wqwgy1 (algumas das palavras wy e wqy podem ser a

unidade) e wowy - - - w1 > WoWe(1) * * * Wo(q)Wdi+1, Para toda permutacao nao trivial
o c Sd.
Observe que se todas as palavras wq, - - -, wg sao comparaveis duas a duas, temos

que w é d-decomponivel se wy > wy > - -+ > wy.

Exemplo 2.4.3. w = 2921230901 T20321 000471 = (Tomq)(T3222129)(232122)(2421)

¢ uma decomposicao, com wy = TeT1 € W3 = T4Tq, POrque
(lL’QIl)($3$21’1$2)(I3£L’1I2)($45[‘1) > ({L‘Ql‘l)($3I1$2)($3$2$1I2)<I’4$1) = WoW2w1Ws3.

Lema 2.4.4. Se w € W tem a apresenta¢ao w = pq = rp para certas palavras de
comprimento positivo p,q,r, entio w tem a forma a™ ou abab---aba = (ab)" a

para certos a,b#1 en > 1.

Demonstracao: (i) Se |p| < |r|, entdo r = pb e assim w = pbp, ou seja, w = aba
para a = p.

(ii) Se [r| < |p|, entdo p = rp;. Logo, w = rpig =rrp1 e pig = rp1. Se [r| < |pi],
entdao p; = rpy e pog = rpe. Continuamos este processo até obter pp = rpry1 e
Pk+1q = TPr+1 onde |pry1| < |r|. Neste caso, temos

k+2 _

ke = r#+2 = ¢F*2 para a = r.

(a) Se prr1 =1, entdop=r
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(b) Se prri £ 1, entiio presg = rprar © |prsa| < [l Do caso (i), temos que

k+1 k+2 k+2
a = pry1, 7 =ab, p=1""pp e w=1"pr = (ab)*a.

Lema 2.4.5. Seja v = wowwiwws - - - wa_1wwg um mondémio tal que a subpalavra

w tem d diferentes subpalavras compardveis. Entdao, v € d-decomponivel.

Demonstragao: Queremos mostrar que v pode ser escrito como
N NN / / 71/ / / 71/ / /
v = boby - Ugyy € boby - - bg 1 > Uobgry - - - Ugaylay1, Vo € Sa.

Seja w = a;v;b;,i = 1,2,---,d e vy > vy > --- > v3. Entao v tem a seguinte

d-decomposicao
V= (woal)(vlblwlag)(vgbgwgag) s (vd_lbd_lwd_lad) (vdbd)wdﬂ
pois t; >ty > -+ > t4, onde t; = v;bw;a;1, 1=1,---,d—1¢et;=v4by.

Exemplo 2.4.6. Sejam p e ¢ palavras comparaveis. Entdo a palavra w = p?lq
contém d subpalavras comparaveis. Se p > ¢, entdo p@~lq¢ > p?2¢ > -+ > pg > q.

Se p < gentao pilg<pi? <. - <pg<q.

Definicao 2.4.7. Seja w € W e |w| > d. Escreva w = l.wy = eqwy = - -+ = equy,
onde e; € um comeco de w e |e;| =i — 1. Entdo |w;| = |w| — i+ 1. Dizemos que as
palavras wq, wa, - -+, wy sao os d-fins de w.

Lema 2.4.8. Seja |w| > d tal que o conjunto formado por todos os d-fins de w €
incompardvel. Entao w = ab'c, onde |a| + |b| < d,t > 1 e qualquer ¢ = 1 ou ¢ um
comego de b. Se, para um inteiro positivo k, |w| > dk, entao t > k e, em particular,

|w]

w contém uma subpalavra b* com |b| < d se k < {7} :
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Demonstracao: Sejam w; e w; dois d-fins incomparaveis de w,7 < j. Entao,
w = aw; e w = abw;, assim w; = bw;.

Como w; e w; sao incomparaveis, temos que w; = w;u e, pelo Lema 2.4.4,
(w; = bw; = wju) segue que w; = b'c, onde cada ¢ = 1 ou ¢ & um comego de b, ou

seja, w = ab’c. Além disso, |a| + |b] = j — 1 < d. Se dk < |w|, entao

dk <la|+|b| + (= 1)|b] +|c| <d+(E—-D]b|+|c|] <d+(t—1)de k <t
|

Lema 2.4.9. Seja w € W tal que |w| = kd. Se w nao contém uma subpalavra
V. |b| < d, entdo w pode ser escrito como w = vu, com |v| > d e os d-fins de
v compardveis dois a dois, e v pertence a um conjunto finito S de cardinalidade
limitada por

d(d

— Dk~ 1yme

S| < s(d, k) =

Demonstracdo: Se w ndo contém uma subpalavra b, pela contrapositiva do
Lema 2.4.8, todos os d-fins da palavra w sao comparaveis.

Seja v o comego de w de comprimento minimo tal que os d-fins de ¢ sao compa-
raveis. Pela defini¢do de d-fins, |v| > d.

Seja v = qx para alguma letra x. Entao cada |¢| < d ou os d-fins de ¢ sdo
incomparaveis.

No segundo caso, os Lemas 2.4.4 e 2.4.8 nos dao que ¢ = a(cb)’c, onde ¢,b #
Ljal 4+ bl +|c| <det>1ouq=ab, onde b#1e |a] + |b] < d.

O caso t > k é impossivel, pois w contém (bc)' e |be| = |b| + |¢| < d. Portanto,
t < k. Denotemos por S o conjunto de todas as palavras escritas de uma das
seguintes duas formas:

(i) v = a(cb)cx, onde ¢,b # 1,1 <t <k —1,|la| +[b| +|c|] <d—1ealetrax é

diferente da primeira letra de b.
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(i) v =able, onde b # 1,1 <t <k —1,]a] + o] < d—1e aletra z é uma letra
diferente da primeira letra de b.

Vamos estimar o namero de palavras de primeiro tipo (em alguns lugares temos
inequagOes porque nio garantimos que a representagao correspondente é tnica).

Seja | = |a| 4+ |b] + |¢|. Entdo 2 <1 < d—1. Os dois inteiros |a| e |a| + |c|
determinam |al, |b],|c|. Portanto, escolhemos dois inteiros distintos |a| e |a| + |c|

I(1—1)
2

entre 0,1,2,---,1 — 1, e temos possibilidades para |al, |b], |c|. Para [ fixo,

-1
as possibilidades para v sao T)ml(k —1)(m — 1) (m letras em cada uma das [
posicoes de a, b, c; k — 1 possibilidades para t; e m — 1 letras x distintas da primeira
letra de b). A soma para [ = 2,3,---,d — 1 nos d4 que o nimero de palavras do

primeiro tipo é limitado por

m'(k —1)(m — 1).
Similarmente, para as palavras do segundo tipo, temos

ilml(k‘ —1)(m—1).

Por fim, usando a relagao de Stifel, e [ < d — 1, temos

d—1 d—1
I+ 1)l dd—1
81 < (k= 1)(m—1) 54 z L (k—1)(m—1)% m! <
=1 1=0
d(d—1
< (k- 1)—( )md.
2

[
Teorema 2.4.10 (Belov). Seja w uma palavra do semigrupo livre (x1, T, Tp),

m > 1 e, sejam k e d inteiros firos com k > d > 1. Se a palavra w nao € d-

decomponivel, entdo pode ser escrita na forma

w = cov’flclv§2 - -vffrcr
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- d*k*m
onde |v;| <d, k; >k, r<dm? E lci| < d?ks(d, k) + dk(r +1) < —
i=0

palavras v; e ¢; nao tém comeco comum. Aqui, s(d, k) foi definido no Lema 2.4.9.

as

Demonstragao: Se |w| < d?ks(d, k), entdo assumimos que ¢y = w e temos o resul-
tado. Se |w| > d?ks(d, k), entdo w = uywiusws - - - uswsus 1 onde t = ds(d, k), |w;| =
kd,|b| < d, e os u;’s sdo arbitrarios. Pelo Lema 2.4.9, se nenhum w; contém uma
subpalavra b*, |b| < d, entdo w; = v;x;, onde v; esté no conjunto S definido no Lema
2.4.9 e v; contém d subpalavras comparaveis. Como t = ds(d, k) > d|S|, algum v;
aparece pelo menos d vezes em w e, pelo Lema 2.4.5, a palavra w é d-decomponivel.
Portanto, algum w; (e entdo, também w) contém uma subpalavra b*, |b] < d.

Seja ¢ 0 menor inicio de w tal que w = covlflwl, onde |v1| < d, k1 > k e as
palavras v; e wy; nao tém comeco comum, o que pode ser facilmente obtido sempre.
Se w; contém uma subpalavra b*, |b| < d, entdo escolhemos c; tal que w; = clv§2w2
e ¢; com menor tamanho possivel.

Como acima, podemos assumir que vy € wo Nao tém comego comum. Fazemos

wy da mesma maneira que wy, etc. Obtemos a seguinte forma para w:
w = covlflclvlgz cee c,._lvfrc,.

onde |v;| < d, k; > k,¢; ndo contém uma subpalavra da forma b*, |b| < d, e cada v;
e ¢; nao tém comeco comum ou, se ¢; = 1, entao v; € v;31 Nao tém comeco comum.
Portanto, w contém r — 1 subpalavras disjuntas Uf’lxi,i =1,---,r—1, onde x; é
uma letra diferente da primeira letra de v;.

Aqui usamos que k > d (e que talvez ¢, = 1). O ntmero de palavras distintas

da forma v?~ 'z, |v| < d e  uma letra diferente da primeira letra de v é
d—1
Zml(m— 1 =m?—m<m?
1=1

d—

Se assumirmos que r > dm¢?, entdo alguma palavra da forma v* 'z, onde |v| < d,
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e x nao é a primeira letra de v, aparece em w pelo menos d vezes

Udfl Udfl d—1

w = QO( x)Ch( x)Q2 e Qd—1(v x)qcl-

=12 contém d subpalavras comparaveis e, pelo

Pelo exemplo 2.4.6, a palavra v
Lema 2.2.4, obtemos uma d-decomposicao de w, o que é uma contradicao. Portanto,
r < dmd.

T

Para provar a desigualdade de E |¢;|, vamos dividir cada uma das palavras ¢; em
=0
varias subpalavras consecutivas de comprimento dk e uma palavra de comprimento

menor do que dk. Assim temos,

pzz[%} > =Sl = (r )
=0 =0

intervalos de comprimento dk. Como ¢; nao contém subpalavras da forma b*, |b| <
d, pelo Lema 2.4.9, cada um desses intervalos tem como comeco um elemento do
conjunto S, que aparece como uma subpalavra de w. Isso torna a palavra w d-

decomponivel. Como isso é impossivel, obtemos que p < ds(d, k). Usando também

a desigualdade Z lei| < dk(p+ (r + 1)), obtemos

i=0
i lci| < dPks(d, k) + dk(r +1) < dzkzmd((k — 1)éd —bd 1) < %d“kzmd.
i=0
|
Definicao 2.4.11. Seja A uma algebra gerada por aq, - - -, a,,. Seja H um conjunto
finito de palavras de aq,--,a,,. Dizemos que A tem altura h com relagao ao

conjunto de palavras H, se h é o menor inteiro com a propriedade que, como um

espaco vetorial, A é gerado por todos os produtos

kl--

(% uft’ tal que w;,, -+, u;, € Het <h.
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Agora, provamos o teorema de Shirshov para a altura de PI-algebras finitamente

geradas.

Teorema 2.4.12 (Teorema de Shirshov). Seja A uma Pl-dlgebra gerada por m
elementos ay,-- -, a,, € satisfazendo uma identidade polinomial de grau d > 1. En-
tao A tem altura finita com relagao ao conjunto de todas as palavras a;, - - - a;, de

comprimento s < d.

Demonstracao: Nossas consideracoes serao similares as da prova do Teorema
de Regev para o crescimento exponencial da sequéncia de codimencoes de uma PI-

algebra. Assumimos que A satisfaz uma identidade multilinear da forma

Ty Td = Z AgTo(1) " * To(d)s Vo € K,
0ESy

onde a soma estd em todas as permutacOes nao-triviais o € Sy. Considere um

produto w = a;, ---a;,, € A. Primeiro, se w é d-decomponivel, entao podemos

P

escrevé-la como um produto de d + 2 subpalavras wows . .. wgwgyq tais que
W = WoWq * * - WgWi41 > WoWe(1) * ** We(d)Wd+1,

para qualquer permutacao o € Sy nao-trivial. Entao aplicamos a identidade polino-
mial

wo(wy -+ W) Way1 = Z aawﬂ(wa(l) T wa(d))wd+1-
0ESy

Obtemos que w é uma combinagao linear de palavras que sao menores na ordena-
cao lexicografica e, continuando o processo até obter que todos os elementos de A sdo
combinacoes lineares de palavras em ay, - - -, a,,, as quais nao sao d-decomponiveis.

Agora, fixamos o inteiro & = d. Pelo Teorema 2.4.10, se a palavra nao é d-

decomponivel entao ela pode ser escrita na forma

ki, ok
w = couit e ud? - uley,
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t
d*k*m?  dSm?
em que |v;| > m e;:(] lei| < 5 5

9 _ . o ~
palavras ¢;’s como um produto ¢; = uj, - - - u;, de comprimento ¢ = |c;| com relagao

. Considerando as

as palavras ay, -, a,, (de comprimento 1 < d), temos que A é gerada por todos
_ k1 ka k¢
W= Uy UpyUp Upg1 "~ Up Vg™ ===V Upy_y+1 77" Up,-
Portanto, a altura de A é limitada pela soma de ¢ e |co| + - || = pr e, t e py

sao limitados em termos de d e m, onde m é o ntumero de geradores da dlgebra A e

d é o grau da identidade polinomial satisfeita por A.
|

Corolario 2.4.13. Seja A uma Pl-dlgebra finitamente gerada, com altura h, a

GKdim(A) < h.
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Capitulo 3

Identidades Polinomiais Graduadas

de Algebras T-primas

Em 1987, em [16], Kemer respondeu ao Problema de Specht e também classificou as
algebras T-primas, a menos de Pl-equivaléncia, em caracteristica zero. Nesse mesmo

trabalho ele demonstrou o Teorema do Produto Tensorial

Teorema 3.0.14 (Teorema do Produto Tensorial). Seja charK = 0. Entdo
1. Map(E) @ B~ Mayy(E).
2. Mop(E) ® Mea(E) ~ Mactbd,adibe(E).
3. Mi1(E)~EQE.

Os métodos utilizados por ele usam fortemente a teoria de estrutura de anéis.
Mais tarde surgiram demonstracoes alternativas para o teorema utilizando métodos
combinatorios e identidades graduadas. Neste capitulo é apresentada uma demons-
tracao desse tipo para T(M, ,(E) @ M, (E)) = T (Mpr+¢sps+qr(E)), bem como sao

discutidas as equivaléncias entre subalgebras graduadas de M, (E).
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3.1 Algebras Graduadas e Bases Multiplicativas

Definicao 3.1.1. Seja B uma base para a algebra A. Dizemos que B é uma base
multiplicativa para A se, para quaisquer by,by € B, tais que biby # 0, existe

a € K\ {0} tal que abby € B.

Quando existe B, uma base multiplicativa para A, se podemos definir uma apli-
cagdo | - | : B — G, em que G denota um grupo (abeliano com notacao aditiva),
satisfazendo

b1bs 7£ 0= |b1b2’ = |bl‘ + ‘bg’, Vbl, by € B, (31)

tal aplicagao induz uma G-graduagao em A sendo, para cada g € G, A, o subespaco
gerado pelo conjunto {b € B| |b| = g}. Dessa forma, a base B ¢ G-homogénea. Uma
base com tal propriedade chamamos G-multiplicativa para a algebra G-graduada
A.

As algebras M, ,(E) e seus produtos tensoriais possuem bases multiplicativas
canodnicas. Preliminarmente, vamos fixar algumas notacoes. Para um inteiro positivo

m, [m] denotaré o conjunto {1,2,---,m}.

Definigao 3.1.2. Seja A = M,,(K). Qualquer aplicagio u : [m| — [m] induz uma
Zm-graduagdo em A definindo |e;;| := p(j) — p(i) € Zp(1 < i,5 < m).

Essa Z,,-graduagao ¢ chamada de graduacao elementar induzida por pu.
Na verdade, B = {e;;|1 < i,j < m} é uma base Z,,-multiplicativa para M,,(K)
e | - |, satisfaz a Equagdo 3.1. Daqui em diante, quando nos referirmos a uma
graduacao elementar em M, (K), ficard implicito que p é uma bijecdo. Denotamos
por ¢ a aplicagao identidade em [m]. Neste caso, |e;;] = j — i fornece a graduagio
introduzida por Vasilovsky em [2].

Como visto, logo apds a Definicao 1.1.4, a algebra de Grassmann £ de um

espaco vetorial V' de dimensao infinita tem uma Zs-graduacao natural £ = Fy & E;.
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A base B (que ao longo desse capitulo denotaremos por e para evitar conflito de
notacao) para E exibida na Definigao 1.1.4 é Zy-multiplicativa e, portanto, podemos
particiona-la em € = ¢y Ueq, sendo gy formado pelos elementos de comprimento par,
e €1 o conjunto formado pelos elementos de comprimento fmpar.

Como M, (E) = M,(K) ® E pode-se combinar uma graduacao elementar para

M,,(K) com a graduacdo natural em FE para obter uma graduacao em M, (F).

Definicao 3.1.3. Seja A = M,,(E) e p € S,,. Paratodo a € € e 4,j € [m] definimos

|aeij| := (leijl |al2) € Zpm X Za.

Toda Z,, X Zs-graduagao considerada em M,, (E) serd como na definicao anterior.

Como |-| satisfaz 3.1, esta transforma M,,(F) em uma algebra Z,, x Z,-graduada,
denotada por (M,,(E), i).

Agora buscamos uma classe muito importante de subalgebras de M,,(F), a classe

da algebra M, ,(E), com m = p + ¢q. Lembramos que os elementos M, ,(E) sao

E E
matrizes em blocos (Eo)pxp (Et)pxa com entradas em FEj e Ej.

(El)qw (EO)qu
Entao M, ,(E) herda a Z,, x Zy-graduacao de (M,,(E), ) e, definindo n : [m] —

Zy tomando valores 0 se ¢ < p e 1, caso contrario. O conjunto B, = {ae;|i,j €

[m], a € €y3)4n(j)} ¢ uma base (Zy, x Z,)-multiplicativa para M, ,(E).

Observacao 3.1.4. Quaisquer dois u, v € S, induzem Z,, X Zs-graduacoes isomor-
fas em M,,(E), ou seja, existe um isomorfismo Z,, x Zy-graduado ¢ : (M,,(E), pn) —
(M, (E),v). Isso nao é verdade para M, ,(E). Por exemplo, se m = 2n e v =
(n n+1), entdo (M, n(E),2) e (M,n(E),v) nao sdo isomorfas como algebras gradu-
adas, pois a componente (n—1,0) -graduadas tem dimensao infinita em (M, ,(E),?)

e zero em (M, ,(E),v).

No entanto, sempre podemos mergulhar (M, ,(E), i) dentro de (M,,(E),?) atra-
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vés de um homomorfismo Z,, x Zj-graduado ¢,, definido em B, por
ou o (Mpg(E),p) — (Mp(E),2)
acij = ACuul)

De fato, note que

|o(aei)l. = laeu@ui | = (1(5) — (@), lalz) = laes;|,.
Além disso, os vetores de ¢, (B,) constituem uma Z,, X Zs-base multiplicativa para

Ou(Mpe(E)).

Observagao 3.1.5. Seja P, := u([p]) C [m], e defina a : [m] — Zy como a(i) =
0 € Zysei€ P,el, caso contrario. Denotando por M, (E) a subalgebra de M,,(E)
que, como espaco vetorial, é gerado por {ae;j|a € q43i)+a(j) }> temos que My(E) é a
imagem de (M, ,(E), pn) em M,,(E) pela aplicacdo ¢,,.

Por outro lado, seja a : [m] — Zy uma aplicacao qualquer e assuma que uma entre
as fibras de 0 e 1 tem exatamente p elementos, a saber iy, ---,4, € [m]. Definindo
{J1s -1 dqt == [m]\{d1, - i}, temos que M,(E) é um isomorfo a (M, ,(E),u),
sendo p

1 2 e DD _|_ 1 e M
/Il/ - . . . . . E Sm'
21 22 P Zp ]1 P ]q
Portanto, estudar uma Z,, X Zo-graduacao para (M, ,(E), ) é equivalente a
estudar uma subélgebra conveniente M, (E) em (M,,(E),2).

O produto tensorial M, ,(F) ® M, ;(E) é dotado da seguinte graduagcao.

Definicao 3.1.6. Seja m = p+q,n = r+ s e, seja u € S,,,v € S,. Dado

(aei;, beyy) € B, x B, defina

|acij @ bewy| = (n(p(y) — p(@) + (v(v) = v(u)), lals + [bl2) € Zmn X Zs.

Como {z ® y|z € B,,y € B,} é uma base multiplicativa para M, ,(E) @ M, (E)
e a aplicagdo | -| satisfaz a Equagao (3.1), isso define uma Z,,,, X Zo-graduagao nesta

algebra.
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Vamos provar que esta dlgebra ¢ graduada Pl-equivalente a My, 145 pstqr(E) com

respeito a uma graduacao quase canonica.

3.2 Identidades Polinomiais Graduadas de M, ,(E)
e M, (E) ® M, (E)

A seguir, fazemos algumas observagoes gerais a respeito do T-ideal G-graduado de
uma algebra A.

Uma vez que assumimos que o corpo K possui caracteristica zero, o T-ideal
G-graduado de identidades polinomiais G-graduadas satisfeitas por uma K-algebra
A, é gerado por polindmios multilineares. Se B é uma base G-homogénea de A,
para verificar se um polindémio multilinear f pertence a Tz(A), basta verificar se ele
pertence ao nicleo de qualquer homomorfismo graduado S : K(X)s — A tal que
S(z;) € B, para qualquer i. Neste caso, chamamos S uma substituicdo standard
e denotamos por f|s. Note que f|g = 0 ou cf|s € B para algum ¢ € K\{0}.

No resultado que segue, M denota o conjunto de todos os monomios multilineares

na algebra livre G-graduada K (X)g.

Proposigao 3.2.1. Sejam A uma dlgebra G-graduada e B uma base G-multiplica-
tiva de A. Seja N um conjunto de identidades polinomiais graduadas de A e denote
por I o Tg-ideal gerado por N'. Assuma que para todos h,h' € M\Tg(A) existem

uma substituicao standard S e um elemento nao-nulo ¢ € K tal que
0 # h|s = ch'|s se, e somente se, h = ch' (mod I).
Entio Tg(A) é gerado por N U (M NTg(A)).

Demonstragao: Seja J o Tg-ideal gerado por N U (M NTg(A)). Temos I C J C
T (A) e, portanto, devemos provar apenas que toda identidade multilinear graduada

de A estid em J.
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Suponha que existe um polinomio multilinear f = f(z1,---,2,) € Tg(A) que
t

nao estd em J. Entao podemos escrever f = g ¢;ifi (mod J), onde cada f; € M,
i=1

os escalares ¢; sao nao nulos, e o niimero de parcelas ¢t ¢ o menor possivel. O niimero

de parcelas ¢ deve ser maior que 1, pois J contém M N Tg(A). Como t é minimo,

f1 ¢ Ta(A), e portanto existe uma substituigdo standard S tal que fi]g # 0. Dai

t

lel’S = - Z Cifz'|S-

i=2

Sendo B uma base multiplicativa G-homogénea, alguma avaliacdo nao-nula f;|s
fornece um elemento de bases homogéneas B de A, a menos de um coeficiente nao-
nulo ¢,. Portanto, existe j € {2,---,t}, digamos j = 2, tal que fi|ls = cfals
para algum ¢ € K \ {0}. Logo, por nossa suposi¢ao, segue que f; = cfy (mod I).
Finalmente, isso garante que

t
f=(ac+e)fe+ Zcifi (mod J)
i=3

contradizendo a minimalidade de t.
[ |

Analogo ao que acontece com uma tnica algebra M, ,(E), o produto tensorial
M, ,(E) ®@ M, (F) ¢ isomorfo, preservando-se a graduacdo, ao produto tensorial
M,(FE) ® M,(F) para convenientes « : [m] — Zy e v : [n| — Zy. Relembramos que
neste caso, a Z, X Zs-graduagao para M,(E) ® M, (E) é definida por

laei; @ beyy| = (n(j — 1) + (v —w)),|alz + |bl2) € Zimy X Zs.

No resto da se¢do, vamos denotar por | - |, 0 Zpy,-grau de um elemento homo-
géneo de A = M, (F) ® M,(E), enquanto | - | vai denotar Z,,, x Zy-grau.

Um fato importante é que |ae;; @ beyy|mn = 0 se, e somente se, i = j e u = v.
Como uma consequéncia, |ae;; ® bey,| = (0,0) e A1y = 0. Em outras palavras,

qualquer monémio em K (X)z 7, de grau (0,1) é uma identidade polinomial de A.
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Agora, seja N o seguinte conjunto de polindomios multilineares
T1T9 — ToXy com |x1| = |xa| = (0,0) € Zy,, X Zs
112973 + (— 1) aszomy  com |xy| = |23| — |22| = (¢, 8) € Zyyy X Zs.
Lema 3.2.2. Seja G := Z,,,, X Zo. Entao N C Tg(A).

Demonstracao: Para qualquer elemento homogéneo w de uma algebra G-gra-
duada, vamos denotar por d(w) € Zs a segunda componente de G-grau. Agora,
seja

Wy, = p€i,j, @ bpey,r, € Bpara h=1,2,3
e assuma
‘wlymn = ’w?)‘mn = _‘w2’mn

Se wywewsz # 0 entdo |wyws| = (0,0) e wywy # 0. Como acima, isso implica que
j1 = 19 € v1 = ug e, além disso, jo = i; e v = uy. Analogamente, jo = i3, vy =

us, j1 = i2,V3 = Us. Em outras palavras, obtemos
w1 = 1655 @ bieyy, Wa = a2€j; @ baeyy, W3 = azey; @ bzeyy

para alguns 1 <¢,7<mel <wu,v<n.
Portanto,

W WaW3 = 1203655 @ b1babzey,,
W3WaWy = A3a201€;; @ bzbabiey,.
Note que ajasaz = Fasaza; (0 mesmo vale para os b’s). Se s = 0, as paridades
de ay e by sao as mesmas, logo
a102a3 — Q302071 S€, € somente se, b1b2b3 = b3b2b1
e, portanto,

a10a2a3€;; ® b1b2636uv = 3020164 X bgbgbleuv.
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Ja se s = 1 as paridades de a; e b, sao distintas e
a102a3 = azasa; se, € somente se, b1bobs = —bsboby,

de onde seguem as identidades do segundo tipo. Para as do primeiro tipo, aplica-se

um raciocinio analogo a mais simples.

Relembramos que I denotara o Tg-ideal de K (X ) gerada pelo conjunto N.

Lema 3.2.3. Sejam f, f' monémios multilineares nas mesmas varidveis e seja S
uma substitui¢do standard em A = M,(E) @ M,(E) tal que f'|s = cf|s # 0 para
algum ¢ € K. Entdo f' = cf (mod I).

Demonstragao: Seja f = x122---2zq e f' = fo = Zo01)T0(2) - - - To(a) para alguma
permutacao 0 € S;. Se d = 1, entao o resultado é verdadeiro. Fagamos entao
indugao sobre d e assumamos d > 2. Primeiro, vamos provar que existe ¢’ € K tal
que

"=dr (9, 14) (mod ).

Sejam a, b inteiros tais que 1 < a < b < d e seja m um monoémio m = x;,T;, . . . T;,.

Denotamos por my, o submonomio z;, - - - x;,. Seja
S([Eh> = Whp = ApCipj, & bheuhvh eB para h = 1, 2, s ,d.

Como f'|s = cf|s # 0, obtemos i; = i,y € U1 = Up1). Assuma o (1) > 1 e
seja t = min{j < dlo~(j) < o7'(1)}. Claramente ¢ > 1 e, além disso, o7 (t) <
o7 1(1) <o7(t — 1). Definimos

l:=0"'t), hi=0'(1), k:i=0'(t—1)

e considere as duas possibilidades: [ =1 oul > 1.
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No primeiro caso, temos

A = 1) 5] = Jwoy - Wotho1) |mn =

= n<ja(h—1) - ia(1)) + VUo(h—1) = Uo(1)

e7
’fgh,k] mn — ‘(fzgh’k])\sy - ‘wU(h) T wo(k)’mn =
= N(Jotk) = o)) + Vo(k) — Uo(h)-
Como Wy(1) * - Wo(h—1) # 0 # We(n) - - - Wor), disto segue que
Jo(h-1) — oy = 0;
Vg(h—1) — Ue(1) = 0;
ja(k:) - ia(h) = 07
Vo(k) — Uony = 0.
ou seja,

‘f(£17h_1]|mn = ‘fgh’k}lmn = 0.

[1,h—1]

Claramente, 0(]fs ) = o(|ff"]) = 0, de outra maneira, estes monomios

serao identidades G-graduadas de A pois A1) = 0.
Como I contém o polinémio x1x9 — xoxy com |z1| = |x2| = (0,0) € G, entado
temos [/ = fgh’k]fy’hfufikﬂ’d] (mod I) e fih’k] comeca com .

Se [ > 1, utilizando o mesmo raciocinio do caso anterior, chegamos que

|f[1’l_1]|mn = _|f[h’h_1]|mn = |f[h’k]|mn

OUL1) = H(f14-1) = (/).

Como N C I, existe ¢ € {1,—1} tal que f' = ¢ [k plbh=1] p[LED glherd] (mod 1)

e este mondmio comeca com x, também.
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Como dxq f"(xg, - x4) = f' (mod I), temos cwy f"(wg, -+, wq) = f'|ls = cfls =
cwywsy -+ - wg # 0.
Disso segue que ¢ f”(wy « - - wq) = cwy - - -wy # 0 e, por indugao f"(xg, -, xq) =
/!

'y x4 (mod I), onde ¢’ = ¢(/)~!. Portanto, f' = cxixy -+ x4 (mod I), e temos

o resultado.
[ |

Entao N satisfaz as condi¢oes da Proposicao 3.2.1, de onde segue, imediata-

mente, o proximo teorema.

Teorema 3.2.4. T(M,(E) ® M,(E)) € gerado por N U (M N Tx(A)), conjunto

formado pelos polindomios

1Ty — Toly onde |x1| = |x2| = (0,0)
T1Tox3 — X3Tax1  onde |r1| = |x3| = —|x2] = (¢,0),t € Zyp
T1Tox3 + 3wy onde |r1| = |x3| = —|xe| = (¢, 1),t € Zyy.

Juntamente com todos os mondémios mullilineares que sao identidades graduadas de

Mo (E) ® M,(E).

Um raciocinio analogo fornece descricao de identidades 7Z,, X Zs-graduadas de
M, ,(E),m = p+ ¢, com respeito a uma graduacao tal como na Definicao 3.1.3.
De fato, como comentado na observacao 3.1.5, podemos descrever equivalentemente
as identidades polinimiais graduadas de uma é&lgebra M, (FE) e, entdo dos mesmos
argumentos usados para obter o Teorema 3.2.4, tomando n = 1 e (1) = 0, obtemos

o seguinte teorema.

Teorema 3.2.5. Seja G = Zyq X Zy. Se M, ,(E) estd dotada da G-graduagao,
entao Ta(M,,(E)) é gerada por N'U (M NTg(M,,(E))).
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De fato, para qualquer u € Sgiq) € v € Si4s) 0 produto tensorial M, (F) ®
M, s(E) é Zyiq)(r+s)-Pl-equivalente a My, 4 45 ps+qr (E) com relacdoo a uma Z ) (r4s) X
Zo-graduacao. Mais precisamente, sejam m = p+ g e n = r + s, consideremos as
aplicagbes o,y como anteriormente e o produto tensorial M, (E) @ M,(E). Isso é
suficiente para mostrar que esta algebra é Pl-equivalente (preservando a graduacao)
a uma subalgebra M, (E) C M,,,(E) cuja fibra tem pr + ¢gs elementos. O primeiro

passo é o seguinte

Observagao 3.2.6. Sejam m,n € N. Entao para qualquer ¢t € [mn], existe um
tnico par (i,u) € [m] x [n], tal que t = n(i — 1) +u. Agora, seja M,(E) C M,,(E) e
M, (E) C M,(E). Para qualquer t € [mn|, se t = n(i —1)4+u com (i,u) € [m] x [n],
defina 7(t) := a(i) + y(u) e considere a subalgebra M, (E). Note que n(t) = 0 se,
e somente se, a(i) = y(u) e isso acontece exatamente para pr + gs pares (i,u) €

[m] x [n]. Entao temos o resultado seguinte.

Teorema 3.2.7. M,(FE)® M,(E) e M,(E) sdo Pl-equivalentes como dlgebras gra-

duadas. Em particular, elas sao Pl-equivalentes.

Demonstracao: Visto o que ja foi mencioando, é suficiente mostrar que M, (F)®
M,(E) e M, (E) satisfazem os mesmos monomios multilineares.

Agora, seja f = x1---xq € M. Se f ¢ To(M,(F) ® M,(E)), entao existem
wy, - -+, wy na base multiplicativa canonica de M, (E) ® M, (E) tal que wy ---wq # 0

e |x;| = |w;|,Vi=1,---,d. Digamos w; = aje;,j, ® bey,,, € defina
h; = n(zl — 1) + uy, k= TL(]Z) —1+4+vy z:= €k, € an(K)

Como j; = 441,V = U1, para [ = 1,---,d — 1, entao temos k; = h;y 1 e,
assim 2y --- 24 = ep, # 0. Além disso, podemos encontrar cp,---,cq € E tal que

c € Err](hl)Jrn(kl) €eCl - Cq 75 0. Assim, f ¢ Tg(Mn(E))
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Por outro lado, se f =21 ---x4 ¢ Te(M,(E)), entao existem z; - - - z4 na base de

M,

2(E) tal que |z| = |xy| e 21 - - - z4 # 0. Escrevemos z; = ¢ep,i, onde

hi=n(—1)+w, k=n(j—1)+uv, 1<igji<ml<u,vy<n.

Consideremos w; = a;€;,5, @ bjey,w, € Mo(E) @ M, (E) onde a; € Eqi)ta(i): b €
E.(w)++(v) 880 vetores na éalgebra de Grassmann £ tais que ap---agby---bg # 0.
Entdo, |w;| = |z| € wy - wq # 0, disso f ¢ Ta(My(E) @ M, (E)).

Em outras palavras, temos Tg(M,(E)) = Ta(M.(E) ® M,(E)). Pelo Lema
1.2.10, segue que My (E) e M,(E) ® M,(F)) satisfazem as mesmas identidades

polinomiais.

Como consequéncia imediata temos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.8. M, ,(E) @ M, s(E) € My igsps+qr(E) sdo Pl-equivalentes.

3.3 Identidades Monomiais Multilineares para a Al-

gebra M, ,(E)

Nesta secdo, vamos dar atencdo as algebras M, ,(F), com p+ ¢ = m. Pelo Teorema
3.2.5, 0 Ty, «7,-ideal é gerado pelo conjunto A e mais alguns monoémios multilineares
graduados. A élgebra M, (K) nao tem identidades monomiais. Resultados similares
sdo validos para identidades graduadas para M,,(E) e M, ,(E) ® E. No caso mais
geral de algebras M, ,(E), sempre existem mondmios que sdo identidades multiline-
ares, por exemplo, se |z| = (0, 1) entdo é sempre verdade que x € 17, «z, (M, ,(E)).
Claramente, r ¢ uma identidade graduadade A se, e somente se, Aj;) = 0. Denotando

por Zy o conjunto formado por todas as identidades monomiais da algebra A e por I,
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o T-ideal graduado gerado por esse conjunto, chamamos identidades monomiais
triviais da algebra A quaisquer monémios graduados pertencentes a Ij.

Uma pergunta natural é saber quando todas as identidades monomiais de M,, ,(E)
sao triviais. Para responder esta questdo, vamos trabalhar com élgebras M, (FE) ou-
tra vez.

Primeiro, vamos listar trés classes de algebras cujas identidades monomiais sao
todas triviais. Observamos que como E é a algebra de Grassmann de um espaco

vetorial de dimensao infinita, entdo as algebras Z,, X Zy-graduadas M, (E) C M,,(E)

e (My,(K),2xa), com |e;;| := (j — 1, a(j) — (7)), satisfazem exatamente as mesmas
identidades monomiais Z,, x Zs-graduadas. De fato, se x;...x4 ¢ um mondmio
satisfeito por M, (F), para vy, ..., vq € €, sendo o Zg-grau de v; coerente com o de x;,
e de modo que cada e; aparece em, no maximo, um v;; entao vie;, j, - .. vq€;,  ;, = 0
para (ix,jx) condizente com o grau de zj para todo k. Entdo e;, j, ...¢€;,;, = 0e

portanto zi ...z4 deve ser identidade de M,,(E).

Proposigao 3.3.1. Para qualquer m > 1, a dlgebra M, o(E) =: M,(E) C M,,(E)
tem apenas identidades monomiais triviais.
Proposigao 3.3.2. Seja m = 0 (mod 2) e seja 7 : [m| — Zy tal que 7(j) = 7,
para todo j € m]. Entdo M.(E) C M,,(E) possui apenas identidades monomiais
triviass.

Demonstracao: O que segue prova as duas afirmacoes anteriores. De fato, seja

a € {w,n} e considere A = (M,,(K),2 X a). Seja
a:=ep+ey+-+en ed:=a2) e Z.

Entao, a € Agys e Agsyry = 0. Além disso, at € Arsy € Aigesry = 0,2 € N.
Assim, se x1...r4 € um monoémio que nao é identidade trivial, para cada fator x;,
|z;| = (t;,t:0). Se substituirmos cada z; por a', obtemos um elemento nao-nulo e

portanto tal monomio nao é uma identidade da algebra.
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Proposicao 3.3.3. Seja m um inteiro positivo divisivel por 4 e sejam py, pa : [m] —

Zo definidas por

. 0 sej=0oul(mod4) . 0 sej=1ou2 (mod4)
m() = e p2(j) =
1 sej=2ou3 (mod4) 1 sej=0ou3 (mod4)

Todo monémio satisfeito por M, (E), M,,(E) C M,,(E) é uma identidade mo-

nomial trivial.

Demonstracao: Seja A = (M,,(K),1x p;) e suponha que A satisfaca alguma iden-
tidade monomial nao trivial. Seja f =z - x4 =: x1f x4 de comprimento minimo
d dentre todos os mon6mios nao-trivias satisfeitos pela algebra. Necessariamente
d > 2 e defina (hy,n;) := |7y

A fim de simplificar a notacao, vamos escrever simplesmente a = b para denotar
a="b (mod 4) e (a,d) = (b,6) para denotar (a,d) = (b,6). Se e;; € BN A5 entio
Jj=i+k (mod m) e pi(i)+p1(j) = 0. Tomando a = e12+e€33+" - €m—1.m~+€m 1 NOtE
que se k = 2 entdo Az =0 e Ag ) contém a matriz invertivel a®. Analogamente,
se k=0 entdo A,y = 0 e Agzp contém a matriz invertivel a*,

Portanto, nem hy, nem hy podem ser pares, pois, nesse caso, substituindo x; (z4)
por a™ (a"), o monémio s6 se anula se x5...24 (T1...74_1) se anula por qualquer
substituicao standard. Logo xs...x4 (21 ...24_1) pertence a Iy e z1...x4 € .

Se k ¢ impar, A4 # 0 para qualquer 0 € Zy. A tabela seguinte ilustra a que

componente graduada pertence e; ; quando j — 4 & impar.

k 5| i j

0| par | impar

0 | impar | par

k=1( )
k=1 (mod4) |1 |impar | par
k=3( )
k=3 ( )

1| par | impar
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Em particular, se k é impar, as matrizes ej y+1, €m  Pertencem a diferentes com-
ponentes homogéneas, a primeira de grau (k, p1(k+1)) e a segunda (k, p1(k)). Além
disso, o elemento homogéneo a? induz, através de conjugacdo, um automorfismo
interno graduado ¢ de A. Claramente, ¢(e;;) = Eryi)my(j) ONAe a permutagio mg
satisfaz (my)"':=(135---m—1)(246---m) € S,,. Portanto, se k é impar, entao
as m/2 matrizes de B gerando A 5 sdo todas conjugadas a e; 11 ou e, depen-
dendo de 4. Como z1f" nao pode ser identidade, existe uma substituicao standard
S tal que 0 # (z1f')|s = e;5, onde |e;;| = |z1f'|. Finalmente, defina S(z;) := e;,,.
Agora, veja que se |z1f'| = (1,0) ou (3,1), entdo j ¢ impar e |z4] = (1,1) ou (3,0)
caso contrario f é trivial. Similarmente, se |x1f'| = (1,1) ou (3,0) entdo j é par e
[z4] = (1,0) ou (3,1). Em todos os casos, existe ej, € A, ,,) e isso nos d4 uma
substituicao standard S’ tal que f|sr = ez, # 0, entdo f nao pode ser identidade.

Portanto, o que resta verificar é |z, f'| = (2,1) ou (0,0).

Neste caso, d > 2, f'|s = e;,; ¢ |f'| = (h,n) onde h = 1,3. Por outro lado,
como f'ry nao pode ser uma identidade, existe uma substitui¢do standard S* tal
que 0 # (f'xy)

componente homogénea de grau (h,7n). Sendo h = 1, 3 entdo, como dissemos acima,

s+ = €pq. Claramente, para algum r € [m], f'|s« = e, € e, pertence a
existe um automorfismo graduado 6 de A tal que 6(e;, ;) = e,. Agora, considere
uma substitui¢do standard S” dada por S”(x;) := 6(e;;,) paral = 2,---,t —1 e
S"(xy) = S*(24) = e,q. Claramente, obtemos f|g» = eg(;)q e, portanto, f nao ¢ uma
identidade monomial, uma contradicao.

Finalmente, note que as algebras M, (E) e M,,(E) sdo isomorfas como Z,, X Zs-
algebras. De fato, fixando o := (12---m) € S,,, a aplicacao ae;; € M,,(E) —

aCoi)o(j) € My, (E) € um isomorfismo graduado.
|

Realmente, as algebras das Proposicoes 3.3.1 - 3.3.3 sao as unicas algebras cujas

identidades monomiais sao todas triviais.
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Teorema 3.3.4. Seja m > 1 e suponha que M,(E) C M,,(E) nao possui identida-
des monomtais nao-triviais. Entao,

(1) Mo(E) = M o(E) ou

(2) Mo(E) = M, em =0 (mod 2) ou

(3) My(E) € {M,,(R),M,,(E)} em =0 (mod 4)

Demonstracao: Defina A := M, (E) e suponha que A nao tenha identidade
monomiais ndo-triviais. Podemos assumir a(1) = 0 € Zy. De fato, as aplica¢des «
e o+ 1 definem a mesma subélgebra de (M,,(F),t). Se o = w, a aplicac¢do nula,
entdo A = M,,(Ey) = M,o(E), e a afirmagdo segue trivialmente. Dai, suponha
a # w e considere o subespago de grau (1,1), que &, necessariamente, nao-nulo, ja
que o # w. Ha dois casos a analisar: A ) # 0 ou A ) = 0.

Agora, note que para qualquer 4, j € [m] temos e;Aej; C AG= ai)ra(y: BM
particular,

Ay = Ap) @ Ay = ernless @ D et m—1ACmm © emmAer .

Se Aq ) = 0 entao A; = A1), daf todas as parcelas estdao em A ;). Portanto,

a(i+1)=a(i)+ 1 para todo 1 <7 <me a(l) = a(m) + 1. Equivalentemente,
ali) = 0 se ¢ é impar
1 set épar

Por isso, se m é impar, entdao a(m) + (1) = 0 e Ay # 0, 0 que é uma
contradi¢ao. Portanto, A ) = 0 se, e somente se, m for par e o = .
Agora, suponha a # w, 7 e considere (ciclicamente)a sequéncia de Zs-graus de

somas diretas
a(l) + a(2),a(2) + a(3), -, a(m — 1) + a(m), a(m) + a(1).

Isso nao é constante, pois a # w, w. Seja t o comprimento maximo das subsequén-

cias feitas de zeros consecutivos, é claro, de forma ciclica. Por exemplo, se « = 00110,
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entao a sequéncia ciclica é 01010 e t = 2. Entao o mondmio xxs- - 2,241 com
lz;| = (1,0) & certamente uma identidade monomial multilinear. Se A1) = 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequéncia ciclicaé 0---00105--- 1.

t t
Agora é facil mostrar que 0; = 9, = --- = d; = 0. Portanto, a sequéncia ciclica

deve ser do tipo 0---010---01---0---01 e entdo, x1x9, com |z1] = |z2| = (1,1)
t t t
¢ uma identidade monomial. Outra vez, se Ay # 0 é uma identidade mono-
mial nao trivial, portanto devemos supor que Apg = 0 e a sequéncia ciclica
deve ser 1010---01 ou 0101---01. Daif segue a« = p; = 01100110---0110 ou
N~ ~~
a = py = 00110011 ---0011. Assim, M,(E) = M,,(E) ou M,,(E). Observe que,
para qualquer ¢t € N, as subalgebras M, (E) e M,,(E) de My (FE) sao isomorfas
preservando Zy; X Zo-graduacao. Portanto, elas dao origem a graduagoes isomorfas

em Mgtgt(E) .
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Capitulo 4

Identidades Polinomiais de Algebras

em Caracteristica Positiva

Neste capitulo é mostrado que o Teorema do Produto Tensorial falha no caso de
corpos de caracteristica positiva utilizando-se estimativas para a G K-dimensao de
algumas algebras relativamente livres. No Teorema 4.2.5 é mostrado que as alge-
bras E ® E e M;,(E) nao sao Pl-equivalentes e no Teorema 4.2.9 ¢ mostrado que

M, 1(FE) ® E e My(E) ndo sao Pl-equivalentes.

4.1 Conceitos Introdutoérios

Ao longo de todo esse capitulo denotaremos por I' a dlgebra supercomutativa livre,
isto ¢, considerando Z = X UY', I' é o quociente da algebra K(Z)z, (sendo X sendo
o conjunto das varidveis pares e Y das variaveis impares) pelo T-ideal gerado pelos
polindmios da forma z;zy 4 (—1)2G19G2) 25210 21 2, € Z.

Observamos que I' herda a Zs-graduagao de K(Z)z,. Denotaremos por I a
algebra supercomutativa livre sem unidade.

Denotaremos por U, (M, (E)) e Uy, (M,,(E)) as algebras relativamente livre de
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posto m nas variedades determinadas, respectivamente, por M, (E) e por M, ,(E).

Aqui esbogamos essa construcao. Suponha

X =i, =1, n; r=1,2,---}

ij
Y:{yz(;)|l7]:17277n7 7’:1,2,"'}

os geradores de I' a algebra supercomutativa livre. Podemos realizar U, (M, (E)) e

Un(Myp(E)) como subalgebras de M, (I") do modo seguinte:

(r)

Dypyi1<ij<n

1. Denote por B, a matriz n x n onde a entrada (i,j) é i

2. Denote por C, a matriz cuja entrada (i,7) é CEE;), sel <i,7<aoua+1<
(r)

i,J <a+b,ey; caso contrario.

Teorema 4.1.1. Denote por K(By,---, By,) e por K(C,---,Cp) as dlgebras gera-

das pelas matrizes correspondentes. Entao
Un(My(E)) 2 K (B, -+, Bp)  Un(May(E)) = K(Cy,--+,Cp)
Analogamente para as respectivas dlgebras relativamente livres de posto infinito
Un(Mo(E)) 2 K (B, By, +-)  Un(Myp(E)) = K (Cy,Ca,- - )

A demonstracao desse teorema é muito similar & demonstracao de que a algebra
de matrizes genéricas é relativamente livre na variedade determinada por M, (K).

No que segue, sempre assumiremos que o posto das respectivas algebras rela-
tivamente livres ¢ maior ou igual a 2. Em [17], Procesi calculou a GK-dimensao
da algebras gerada por m matrizes genéricas n X n, isto ¢, GKdim(U,,(M,(K))) =
(m—1)n?+1. Berele, nos Teoremas 7 e 18 de [8] provou que GKdim(U,,(M,(F))) =
(m —1)n*+1 e GKdimU,,(M,,(E)) = (m — 1)(a® 4+ b%) + 2.

A GK-dimensao de uma Pl-dlgebras é fechada com relagao a sua altura. Agora,

além da altura, que definimos na se¢ao 2.4, vamos definir também a altura essencial
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hess(A) de uma PI-algebra A finitamente gerada. Sejam U e V' subconjuntos finitos
de A, entao hess(A) com respeito a U e V, é o menor inteiro positivo ¢ tal que A é
gerada pelos produtos viujtvaus?® - - - vug™* u; € U, v; € V,a; > 0.

Seja A uma subalgebra de uma algebra finitamente gerada S, e suponha U e V'
subconjuntos finitos de S. A altura essencial generalizada h,.,;(A) de A com
respeito a U e V é definida como a altura essencial de S com respeito a U e V. O

seguinte teorema foi provado em [13].

Teorema 4.1.2. Se A é uma Pl-dlgebra finitamente gerada, U e V subconjun-
tos finitos de A e, S uma dlgebra contendo A, entio GKdim(A) < hess(A) e
GKdim(A) < hyess(A).

Considere as algebras A, introduzidas em [4] e [5]. Seja Ay o conjunto de todos
(i,7) talqueou 1 <i,j <aoua+1<1ij<a-+b=ne, seal; oconjunto de
(t,jJonde 1 <i<a,a+1<j<a+boul <j<aa+1<i<a+b Entao,
M, ,(E) consiste de matrizes em M, (E) cuja entrada (i, j) pertence a Eg, quando
(i,7) € Ag. Definimos A,;, como a subdlgebra de M, ,(E) consistindo de todas as
matrizes (a;;) tais que a;; € E se (i,)) € Ag e a;; € E' se (i,j) € Ay (E' é a algebra

de Grassmann sem unidade).

4.2 GK-dimensao de Algebras Relativamente Livres

4.2.1 As algebras E® E e M 1(F)

Seja B = K & M, 1(F). Foi provado em [4], que as algebras B e E ® E satisfazem

as mesmas identidades.
Lema 4.2.1. U,,(B) = U,,(F ® E) e GKdimU,,(B) = GKdimU,,(F ® E).

Lema 4.2.2. GKdimU,,(B) > m.
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Continuamos com a construcao de uma algebra genérica para B. Seja I' a 4l-

gebra supercomutativa livre sobre geradores pares xgzl),xég) e impares yg,yéﬁ),i =

1,2,---,m. Sejam x1,---,x, elementos transcendentais independentes sobre K e
seja L = K(x1,--+,x,) 0 respectivo corpo de fungoes racionais. Defina as matrizes
(i) ()
z;, O T
X, = eY;, = (111) yti) ,ondei=1,2,---,m.
0 Ya1 T2

Seja U, a L-algebra gerada pelas matrizes Z; = X; + Y;,72 = 1,---,m. Observe
que Uy, é uma subalgebra de M5(I",) onde I, é a L-algebra supercomutativa livre
sem unidade. Entao, Uy pode ser considerada como K-algebra, denotamos esta

K-algebra por U.

Lema 4.2.3. A dlgebra U € isomorfa a dlgebra universal U,,(B).
Demonstracao: A prova repete resultados analogos sobre as matrizes genéricas.
Lema 4.2.4. GKdimU,,,(E ® E) = m.

Demonstracao: As algebras F ® E e B satisfazem as mesmas identidades, por-
tanto provaremos que GKdimU,,(B) < m. Um resultado de Regev, Teorema 2.1
[18], implica que GKdimU,,(M,(E")) = 0 sempre que charK = p > 2. Veja que
E’ satisfaz a identidade 2P = 0 e que subalgebras finitamente geradas de E’ sdo
nilpotentes.

Temos a inclusdo U, (B) =U CV = U, (Ma(E"))[ X1, Xa,- -+, X;n]. Aqui consi-
deramos U,,(My(E’)) como a algebra gerada pelas matrizes Y; de antes.

Entao, o espago vetorial V' & gerado por elementos do tipo Xi*--- X%"g onde
g € Upn(My(E")). Agora, de acordo com Teorema 2.1(b) de [18], podemos escolher

um conjuto finito de polinémios para o mencionado g, digamos ¢;,---,g;. Entao,
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tomando P = {Xy,---, X,,} e @ = {1,901, -+, :} obtemos facilmente um limite
superior para a altura essencial h.s (V') com respeito aos conjuntos P e @), isto é,
hess(V)) < m. Mas isso implica que hyess(Up(B)) < m. Portanto hgess(Up (EQE)) <
m. Agora, de acordo com o Teorema 4.1.2, GKdimU,,(E ® E) < m e, pelos Lemas
4.2.1 e 4.2.2, obtemos GKdimU,,(F ® E) =m.

Lembramos que de acordo com o Teorema 18 de [8], temos GK dimU,,,(M,,(E)) =
(m —1)(a? 4+ b?) + 2. Para a = b = 1 segue que

Portanto, apresentamos outra prova de um dos principais resultados em |[7].

Teorema 4.2.5. Seja K um corpo infinito, charK = p > 2. As dlgebras E® E e

M, 1(E) nao sao Pl-equivalentes.

4.2.2 As algebras M, ;(F) ® E e My(FE)

Primeiro lembramos que A,; posto como uma subalgebra de M,.,(E) consistindo

das matrizes (a;;),
a;; € Ese (i,j) € Ay e a;; € E' se (i,5) € Ay.

Assim, M, ,(E) C A, p. Como consequéncia imediata do Teorema 18 de [8], obtemos

o seguinte lema.
Lema 4.2.6. GKdimU,,(A.p) > (m — 1)(a® + %) + 2.

De acordo com [5], as algebras Ay ; e M, ;(F) ® E satisfazem as mesmas identi-
dades, assim U,,(A11) = U (M1 1(E) ® E) e as ultimas duas algebras tém a mesma
G K-dimensao, de acordo com o Lema anterior, esta ¢, no minimo 2m. Portanto, o

seguinte lema garante.
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Lema 4.2.7. GKdimU,,(M,1(E)®FE) = GKdimU,,(A11) > 2m desde que char K =
p>2

Observamos que o Lema 4.2.7 é obviamente verdadeiro em caracteristica zero,

visto que as algebras F e E’ sao Pl-equivalentes. Como no caso das élgebras £ ® E

a
e A, construimos um modelo genérico para A; ;. Seja _ | € Ay, entao
c
a b oar O a b a b ,
| = - ,oq, 0 € K| € My(E')
c d 0 o c d c d

Como char K = p # 2, podemos representar nossas matrizes como

a b 1 0 1 0 a b
=5 + 2 + 5
c d 01 0 -1 c d

onde g, = (atez) g, — (a-az)

Agora definimos

10 1 0 :cg’f x@
Xi=m; , Yi=1 , Wi= . .
01 0 —1 23 )

onde r; e ¢; 820 variaveis comutativas e mglk) sao geradores livre de IV. Agora definimos
U como a K-algebra gerada pelas matrizes Z; = X; + W;, e =1,2,---,m. A algebra

U é isomorfa a algebra genérica U,,(A; ;).
Proposigao 4.2.8. GKdimU,,(M,1(E) ® E) = 2m.

Demonstracao: De acordo com a ultima afirmacao que antecede & proposicao,
é suficiente mostrar que GKdimU < 2m. Dividimos as matrizes W; como W; =

WO 4 W onde
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=, . ~ . 1 .
E o6bvio que X, sao centrais, ¥; comuta com Y e, Y; comuta com Wj( ) e antico-

muta com VVj(2). Portanto, Y;W; = WY;, onde W; = I/Vj(l) — VVj(2).

Escrevemos X,, .1, -+, Xoy para Y, ---,Y,,, respectivamente. Entao, todo ele-

mento de U pode ser escrito como uma combinacao linear de elementos da forma

ngilIQQXém o g?nganQQm-ﬁ-l? g; € Um(M2<E/))

Se V' é gerado de elementos acima entao obviamente ele é fechado com respeito
a multiplicacao e assim é uma algebra V. Como na prova da proposicao 4.2.4,
segundo [18], podemos escolher um conjunto finito de polinémios Q = {g1, g2, - - - G¢ }
tal que g; € @Q,Vi e, para todo elemento de U. Agora, sejam P = {X;,---, Xop,}
e @ ={g1, -,q} Calculando a altura essencial com respeito a P e ) obtemos

facilmente que
GKdimU,,(M11(E) @ E) = GKdimU < hyess(U) = hess(V) < 2m.

Mas no Lema 4.2.6 obtemos GKdimU,,(M;,(E) ® E) > 2m. Portanto, a prova

da proposicao esta completa.
[

A partir desses resultados, segue a prova de um dos principais resultados em [5].

Teorema 4.2.9. Seja charK =p > 2. As dlgebras M;1(FE) @ E e My(E)nao sao

Pl-equivalentes.

Demonstracao: Segundo (8|, GKdimU,,(Ms(E)) = 4m — 3. Por outro lado,
GKdimUy (M, (E) ® E) = 2m # 4m — 3.

Observamos que em [5], na verdade, foi mostrado a inclusao propria de T'(Ms(E))

em T'(M1(E) ® E).
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