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Resumo

No presente trabalho descrevemos algumas propriedades basicas da algebra de incidéncia
finitaria F'1(P) de um conjunto parcialmente ordenado P sobre um corpo. Dentre elas descre-
vemos os elementos inversiveis, idempotentes e regulares de FI(P). Também investigamos
a relagao entre isomorfismos, antiautomorfismos e involugdes de FI(P) e os isomorfismos,
antiautomorfismos e involucoes de P. Além desses aspectos, também examinamos as propri-

edades Zassenhaus de FI(P), do espaco de incidéncia I(P) e da idealizacao FI(P)(+)I(P).

Palavras-Chave: Algebra de incidéncia finitaria, isomorfismo, antiautomorfismo, in-

volugao, propriedades Zassenhaus.



Abstract

In this work we describe some basic properties of the finitary incidence algebra FI(P)
of a partially ordered set P over a field. Among them, we describe the invertible elements,
idempotents and regular elements of F'I(P). We also investigate the relation between the
isomorphisms, anti-automorphisms and involutions of FI(P) and the isomorphisms, anti-
automorphisms and involutions of P. Besides these aspects, we examine the Zassenhaus
properties of FI(P), of the incidence space I(P) and of the idealization FI(P)(+)I(P) of
I(P).

Keywords: Finitary incidence algebra, isomorphism, anti-automorphism, involution,

Zassenhaus properties.
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INTRODUCAO

O estudo das algebras de incidéncia surgiu por volta de 1960 com Doubilet, Rota e Stanley
em [9]. A principio tal estudo foi visto somente como uma ferramenta para a compreensao
de problemas de combinatéria. Somente depois passou também a ser um objeto de estudo
dos algebristas. As algebras de incidéncia sao definidas sobre um conjunto parcialmente or-
denado e localmente finito. Em 2009, Khripchenko e Novikov [5], definiram as édlgebras de
incidéncia finitarias, que sao uma generalizacao das algebras de incidéncia, uma vez que elas
sao definidas sobre um conjunto parcialmente ordenado qualquer, nao necessariamente local-
mente finito. Nesse trabalho, Khripchenko e Novikov descreveram algumas propriedades das
algebras de incidéncia finitarias e também obtiveram uma resposta positiva para o problema

do isomorfismo para tais algebras.

Buckner e Dugas em [2], voltaram suas atengoes para as dlgebras de incidéncia de um con-
junto parcialmente ordenado finito investigando as propriedades Zassenhaus dessas algebras.
O estudo das propriedades Zassenhaus de um anel surgiu por meio de um resultado publi-
cado em [4] por Hans Zassenhaus em 1967. A partir dai, outros pesquisadores se dedicaram
a generalizar o que Hans Zassenhaus havia publicado em [4], levando ao surgimento das pro-
priedades Zassenhaus para anéis e ideais e, consequentemente, para algebras e modulos. Em
2010, Dugas [3] estudou as propriedades Zassenhaus para a idealiza¢ao de um médulo. Pos-
teriormente, em [7], Dugas analisou as propriedades Zassenhaus para a dlgebra de incidéncia
finitaria FI(P) de um poset qualquer P sobre um corpo K, verificando que, tanto F'I(P)
quanto o espaco de incidéncia I(P) satisfazem todas as propriedades Zassenhaus, mas que o

mesmo nem sempre acontece para a idealizacao FI(P)(+)I(P) de I(P).
A seguir, faremos um resumo dos capitulos que compoem esta dissertacao.

O Capitulo 1 é dividido em trés segoes. Na primeira secao descrevemos os conjuntos
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parcialmente ordenados, apresentando conceitos, notagoes e resultados que serao necessarios
para o estudo das dlgebras de incidéncia finitarias. A segunda secao contém basicamente
conceitos e resultados de Teoria de Anéis. Finalmente, na Secao 3 apresentamos as propri-
edades Zassenhaus que uma algebra e um maédulo podem satisfazer e alguns resultados que

mostram como essas propriedades sao preservadas via isomorfismo e anti-isomorfismo.

No Capitulo 2 definimos a algebra de incidéncia finitaria de um conjunto parcialmente
ordenado sobre um corpo e descrevemos seus elementos inversiveis, idempotentes, regulares,

entre outros. Também descrevemos nesse capitulo o centro da algebra em questao.

No Capitulo 3 apresentamos o Problema do Isomorfismo para algebras de incidéncia

finitdrias e investigamos a existéncia de antiautomorfismos e involugoes dessas algebras.

Por fim, no Capitulo 4, investigamos as propriedades Zassenhaus de FI(P), I(P) e da
idealizagdo F'I(P)(+)I(P) de I(P).



CapiTULO 1

Preliminares

Este capitulo é destinado a fornecer alguns resultados que serao utilizados no decorrer do
trabalho. Iniciamos o capitulo definindo conjunto parcialmente ordenado e algumas de suas
propriedades. Na secao seguinte nos atentamos em especificar alguns conceitos da Teoria de
Anéis que assumiremos durante o texto, bem como alguns resultados desse assunto que serao
aqui utilizados. Por fim, na tultima secao definimos as propriedades Zassenhaus de algebras e
modulos, apresentando também alguns resultados que faremos uso no ultimo capitulo desta

dissertacao.

1.1 Conjuntos parcialmente ordenados

Nesta secao, introduzimos o conceito de conjunto parcialmente ordenado e apresentamos
alguns resultados basicos que serao tteis para definirmos as algebras de incidéncia finitarias.

Para tanto, utilizaremos o livro [10].

Definig¢ao 1.1.1. Um conjunto parcialmente ordenado (poset) é um conjunto munido de uma

relacao de ordem parcial.

Recordemos que uma relagao ~ em um conjunto P é uma rela¢ao de ordem parcial se a

mesma ¢é reflexiva, antissimétrica e transitiva, ou seja:
(i) = ~ z, para todo x € P;
(ii) sex ~y ey~ z entdo x = y;

(iii) sex ~y ey ~ z entdo = ~ z.
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Denotaremos a relagao de ordem parcial de um poset P por <. Os elementos de um
poset P serao chamados de pontos e ainda, dizemos que p,q € P sao compardveis se p < q
ou ¢ < p. Escreve-se p < g se p < qep#q. Unm poset P serd chamado de finito (infinito)

se o conjunto P for finito (infinito).

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos nimeros naturais N, os inteiros Z, os racionais Q e os reais

R com suas ordens usuais sao posets.

Exemplo 1.1.3. Um conjunto formado por conjuntos, com a ordem C (inclusao) é um poset.
Um exemplo simples deste caso pode ser visto quando tomamos um conjunto X e P = P(X)

como sendo o conjunto das partes de X.

Exemplo 1.1.4. Os ntimeros naturais podem também ser ordenados da seguinte forma: para
p,q € N dizemos que p C ¢ se p divide q. Entende-se que p divide ¢, se existe um ntmero
natural ¢ de modo que ¢ = ¢p. Sob esta defini¢ao, 1 divide todos os niimeros naturais e todos
naturais (incluindo o 0) dividem 0. Logo 1 C a e a C 0, para todo a € N. Podemos ver que

(N, C) também é um poset.

Exemplo 1.1.5. Dado um poset (P, <), constréi-se o poset dual , denotado por ﬁ, formado

pelos mesmos elementos de P, com a ordem =< dada por z <y se y < x.

Exemplo 1.1.6. Consideremos a ordem em N", para algum natural n fixado, dada como
(1, 20) < (Y1, -y Yn) s€ (21, ..., 20) = (Y1,...,Yn) Ou existe um k € {1,...,n} tal que
r; = y; para i < k e xp < y,. Entao N” munido desta ordem é um poset. Tal ordem é

chamada de ordem lexicografica.

Definicao 1.1.7. Um elemento z de um poset P é dito mazimal se sempre que x < y, com
y € P, entao z = y. Se P tem um elemento x tal que y < x para todo y € P, entao x é
chamado o elemento mdximo de P. Analogamente define-se elemento minimal e elemento

minimo de um poset.

Observagao 1.1.8. Note que todo elemento minimo (méximo) ¢ minimal (maximal), mas
o contrario nem sempre ocorre. Considere, por exemplo, o conjunto dos niimeros naturais

com a ordem definida no Exemplo 1.1.4. Neste caso, 1 é o minimo e 0 é o maximo. Se
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considerarmos o subconjunto Y dos naturais maiores ou iguais a 2, com a mesma ordem
citada anteriormente, temos agora que cada nimero primo é um elemento minimal desse

novo subconjunto que nao possui elemento minimo.

Seja (P, <p) um poset e seja  C P um subconjunto. E facil ver que, restringindo a () a
ordem de P temos que ) é também um poset. Diremos entao que (Q, <p) é um subconjunto

ordenado ou subposet de P.

Salvo mencao contraria, assumiremos que subconjuntos de conjuntos parcialmente orde-

nados carregam a ordem induzida do conjunto que o contém.

Definicao 1.1.9. Um subconjunto C' de um poset é uma cadeia se para quaisquer x,y € C
temos x < y ouy < x. Um subconjunto B de um poset ¢ uma anticadeia se para qualquer par
de elementos distintos =,y € B tem-se x £ y e y £ x. Uma cadeia C ¢ dita ter comprimento

n se C tem n elementos e uma cadeia desse tipo serd também denotada por C,,.

Definicao 1.1.10. Dados z e z elementos de um poset P, o intervalo ou segmento de x a z

¢ o conjunto

Um poset P é localmente finito se todo intervalo de P é finito. Um intervalo [z, y] de um
poset P é dito ter comprimento n se existe uma cadeia de comprimento n em [z, y] e qualquer

outra cadeia neste intervalo tem comprimento menor ou igual a n.

Definicao 1.1.11. Dizemos que os elementos x e y de um poset P sao coneros se para
algum inteiro positivo n existem = = xg, 1, 22, ..., r, = y elementos de P com z; < x;,1 ou
xi1 < x;parai =0,1,...,n—1. Claramente, a conexidade de elementos de P é uma relacao
de equivaléncia e dizemos que a classe de equivaléncia de um elemento é uma componente
conezxa. Todo poset P pode entao ser escrito como a uniao disjunta das suas componentes

conexas.

Definicao 1.1.12. Um poset P é dito conero quando P possui apenas uma componente
conexa, ou seja, dados quaisquer x,y € P existe uma sequéncia r = xg, x1,...,T, = y de

elementos de X tal que x; < ;11 ou 211 < x; parat=0,1,...,n— 1.
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Exemplo 1.1.13. Considere o conjunto dos nimeros reais com a ordem < dada por x <y
sex=youx<0=youz=0<y. Note que o intervalo [z,y] s6 ndo é vaziose x <0< ye
que cada intervalo possui no maximo tres elementos. Temos aqui um poset nao enumeravel

e localmente finito.

Os posets finitos (e alguns casos particulares de enumeraveis) podem ser representados
visualmente pelos diagramas de Hasse. Tais diagramas consistem de pontos, que chamamos
de vértices, que representam os elementos do poset, e segmentos de reta tendo como extre-
midades os vértices, que determinam a relacao entre os elementos. Sempre que um elemento
y “cobrir’um elemento z (ou seja, x < y e [z,y] = {x,y}) ambos devem ser ligados por um
segmento de reta, e a posicao do ponto que representa o elemento coberto, no caso x, deve

ser inferior ao ponto que representa o elemento que o cobre, no caso y.

Exemplo 1.1.14. Considere o subconjunto Y = {2,3,12,18} C N com a ordem C herdada

de N (veja o Exemplo 1.1.4). Um diagrama de Hasse que representa esse poset é o seguinte:

12e =18

2e a3

Note que Y é um poset conexo, uma vez que qualquer par de pontos de Y pode ser ligado

por uma sequéncia de segmentos.

Exemplo 1.1.15. Seja P = {x; : i € I} o poset enumeravel representado pelo diagrama de

Hasse a seguir:
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Note que tal poset nao é conexo, uma vez que existem pares de pontos em P que nao

podem ser ligados por nenhuma sequéncia de segmentos de reta.
Definicao 1.1.16. Scjam (P, <p) e (Q, <) posets e seja f : P — () uma bijegao.
(i) f é dita um isomorfismo se para todos z,y € P,

r<py< f(z) <q f(y).
Neste caso, dizemos que os posets P e () sao isomorfos.

(ii) f é dita um anti-isomorfismo se para todos z,y € P,
v <py< fly) <q f(@)

Um isomorfismo P — P é dito um automorfismo de P e um anti-isomorfismo P — P
é dito um antiautomorfismo de P . Um antiautomorfismo f : P — P tal que f2 =1 ¢ dito

uma involucdo de P .

Exemplo 1.1.17. Sejam P e () os posets representados pelos diagramas de Hasse a seguir

e seja ¢ : P — @ definida por

o(r1) = yr, (r2) = ys5, @©(73) = ya, @(T4) =12, @(75) = Y6, @(r6) =11 € @(r7) = ys.
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X5 %4 Xg oY7 Y4 ® Vs Y3
N \ N N\ N N\
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
X4 » X3 Xg . X7 Y5 » Yo ¥q
P Q

A aplicac@o ¢ é uma bijegao satisfazendo x; < z; se, e somente se p(z;) < ¢(z;), para

todos x;,x; € P, com ¢ =1,...,7. Portanto ¢ é um anti-isomorfismo.

Exemplo 1.1.18. Seja X o poset a seguir e considere as aplicagoes ¢, ¥ e p de X em X

definidas abaixo.

120_"':\/ .. .20 . 30
40::;\ N ":::‘.010

P(2)=2  ¢(2)=060 ¢(2)=060
P(4) =6 ¢(4)=30 (4) =12
¢(6) =10 (6) =12 ¢(6) =30
$(10) =4  (10) =20 (10) =20
$(12) =30 (12)=6 (12)=6
$(20) =12 ¢(20) =10 (20) =4
$(30) =20 ©(30) =4 1(30) = 10
$(60) =60 ©(60) =2 1(60) = 2

E possivel ver que ¢ é um automorfismo, ¢ é uma involugao e ¥ é um antiautomorfismo, mas

nao é involucao pois, por exemplo, 1*(10) = 4.
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Exemplo 1.1.19. Considere os posets X e Y e a aplicagao ¢ : X — Y a seguir.

1, 2, ¢(3)=4, ¢(4)=3, ¢(5)=5 ¢(6)=38,
(7)) =6, ¢(8) =7, 6(9)=10, ¢(10)=9 e  ¢(11)=11.

Bl e 9 o10 11
P - ™ L} . »
o5 46 w7 o8 5 &6 o7 a8
61 w2 93 a4 i 82 83 84
y Y

A aplicacao ¢ assim definida é um isomorfismo de posets.

Proposigao 1.1.20. Sejam (P, <p), (Q,<q), (R,<g) posets e sejam f : P — Q e g :
@ — R biyecgoes.

(i) Se f e g sdo isomorfismos, entao go f € um isomorfismo.
(ii) Se f e g sdo anti-isomorfismos, entdo g o f é um isomorfismo.

(iii) Se f € um isomorfismo (anti-isomorfismo) e g é um anti-isomorfismo (isomorfismo),

entao go f € um anti-isomorfismo.

Demonstracao: Faremos a prova somente para o item (iii). Os outros itens sdo andlogos.
Suponhamos que f seja um isomorfismo e g um anti-isomorfismo. Entao, dados z,y € P

temos

z<py e f(z) <q fly) & 9(f(y) <r g(f(2)) & (90 )y) <r (g0 f)(@).

Como f e g sao bijetoras, g o f também é. Portanto g o f é um anti-isomorfismo. O

Proposicao 1.1.21. Sejam (P, <p) e (Q,<g) posets. Se f : P — Q € um isomorfismo

(anti-isomorfismo), entdo f~!:Q — P é também um isomorfismo (anti-isomorfismo).
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Demonstragao: Claramente f~! é bijetora. Sejam ¢;,q; € Q. Como f é bijetora, existem

p1,p2 € P tais f(p1) = q1 e f(p2) = g2, ouseja, f~1(q1) =p1 e f71(q2) = po. Assim,
G <opeflp)<gflp)ep<ppe fHq) <p fHq).

Portanto f~! ¢ um isomorfismo. ad

1.2 Anéis e algebras

Apresentamos nesta se¢ao os conceitos de anel, médulo e algebra dos quais faremos uso no
decorrer desta dissertacao. Também exibiremos aqui resultados bem conhecidos da Teoria
de Anéis, que serdao indispensdveis para o estudo das dlgebras de incidéncia finitarias que

veremos no decorrer de nosso trabalho.

Definicao 1.2.1. Um anel R é um conjunto nao vazio dado com duas operacoes binarias

+:Rx R — R -:RxR — R

(a,b) —> a+b (a,b) —— ab
satisfazendo, para todos a, b, c € R:
(i) a+(b+c)=(a+0b)+c;
(ii) a+b=0b+q;
(iii) Existe 0 € R tal que a + 0 = a;
(iv) Para todo a € R existe —a € R tal que a + (—a) = 0;
(v) a(be) = (ab)c
(vi) a(b+c) =ab+ ace (a+b)c= ac+ be;

(vii) Existe 1 € R tal que al = la = a.

Se, além disso, R satisfizer
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(viii) ab = ba, para todos a,b € R,
dizemos que R ¢ um anel comutativo.

Observacao 1.2.2. Segue das propriedades (i) a (iv) que (R,+) é um grupo abeliano, cha-
mado de grupo aditivo de R.

Exemplo 1.2.3. Seja {R; : ¢ € I} um conjunto de anéis. O produto cartesiano HR" =
il
{(a;) : a; € R;} é um anel com as operagoes

(@) + (b:) = (a; + b;) e (a;)(b;) = (aibi),
chamado produto direto dos anéis R;, 1 € I.

Definig¢ao 1.2.4. Dado um anel R, definimos o centro de R como sendo o conjunto {r € R :

rs = sr, para todo s € R} e o denotaremos por Cen(R).

Definicao 1.2.5. Dado um anel R, um elemento a € R é inversivel a direita se existir b € R
tal que ab = 1. O elemento b é chamado de inverso a direita de a. Analogamente, a é
wnversivel a esquerda se existir ¢ € R tal que ca = 1. Neste caso, o elemento ¢ é chamado
de wnverso a esquerda de a. Se a tem um inverso a direita e um inverso a esquerda, estes

coincidem e, neste caso, dizemos que a ¢é inversivel em R.

Seja R um anel. Se a € R for inversivel em R, denotaremos o inverso de a por a™! e o

conjunto de todos os elementos inversiveis de R sera denotado por U(R). Além disso, se R
for um anel nao nulo tal que U(R) = R — {0}, R sera dito um anel com divisdo. E mais, se

R for um anel com divisao comutativo, diremos que R é um corpo.
Definicao 1.2.6. Um subconjunto S de um anel R é um subanel de R se
(i) 1€S5;

(ii) Dados a,be S, a—be€ S,

(iii) Dados a,b € S, ab e S.

Definigao 1.2.7. Um subconjunto I de um anel R é um ideal a esquerda de R se
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(i) 0 €I,
(ii) Dados a,be I, a+ b€ I;
(iii) Dadosa€lere R, ra e 1.

A definicao de ideal a direita é simétrica.

Definicao 1.2.8. Um subconjunto [ de um anel R é um ideal de R se [ for um ideal a

esquerda e a direita de R.

Definicao 1.2.9. Seja R um anel e seja M um ideal a esquerda de R.

(i) Dizemos que M é um ideal a esquerda mazimal de R se M # R e, sempre que existir um

ideal a esquerda [ de R tal que M C I, entao [ = M ou I = R.

(ii) Dizemos que M é um ideal a esquerda minimal de R se M # {0} e, sempre que existir

um ideal a esquerda I de R tal que I C M, entdao I = M ou I = {0}.

Se R é um anel nao nulo, é possivel mostrar, usando o Lema de Zorn, que todo ideal a
esquerda (direita) proprio de R esta contido em um ideal a esquerda (direita) maximal. Em

particular, R contém ideais a esquerda (direita) maximais.

Definicao 1.2.10. Seja R um anel nao nulo. O radical de Jacobson de R, denotado por

Rad(R), é a intersecao de todos os ideais a esquerda maximais de R. Se R = {0}, definimos

Rad(R) = {0}.

Proposicao 1.2.11. Seja R um anel. Entao Rad(R) € o conjunto de todos elementos r € R

tais que 1 — tr € inversivel a esquerda para todo t € R.

Demonstragao: Se r € Rad(R) entao r € M, para todo ideal a esquerda maximal M de R.
Logo, tr € M, para todot € R. Como 1 & M, pois M # R, entao 1 — tr € M, para todo
ideal & esquerda maximal M de R. Segue que o ideal a esquerda R(1 — tr) de R nao esta
contido em nenhum ideal & esquerda maximal de R. Logo R(1 — tr) = R e, portanto, existe

a € R tal que a(1 —tr) =1, ou seja, 1 — tr é inversivel a esquerda em R.
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Reciprocamente, seja r € R tal que 1 — tr é inversivel a esquerda para todo t € R. Entao
1 —tr ¢ M para cada ideal a esquerda maximal M de R, uma vez que M # R. Segue que
1 € M + Rr e, pela maximalidade de M, Rr C M, pois M C M + Rr # R. Portanto r € M

para cada ideal a esquerda maximal de R, ou seja, 7 € Rad(R). O

Sabemos que o radical de Jacobson de um anel R é um ideal a esquerda de R, uma vez
que é uma intersecao de ideais a esquerda. Veremos na proxima proposicao que, na verdade,

¢ mais do que isto.

Proposicao 1.2.12. Seja R um anel. Entao Rad(R) é um ideal de R.

Demonstragao: Basta mostrar que Rad(R) é um ideal a direita. Sejam s € Rad(R) er € R.
Queremos mostrar que sr € Rad(R). Pela proposigao anterior basta mostrar que 1 — usr é
inversivel a esquerda, para todo u € R. Como s € Rad(R) temos que rus € Rad(R), para
todo u € R, pois Rad(R) é um ideal a esquerda de R. Pela proposi¢ao anterior, existe v € R

tal que v(1 — rus) = 1, entao vrus = v — 1. Segue que
(1 4+ usvr)(1 —usr) = 1 — usr + usvr — us(vrus)r = 1 — usr + usr — usvr + usvr = 1.

Portanto, 1 — usr é inversivel a esquerda, para todo u € R. O

Exemplo 1.2.13. Se R é um anel com divisao, entdo Rad(R) = 0, pois o dnico ideal a

esquerda maximal de um anel com divisao é o ideal nulo.

No decorrer de nosso trabalho, alguns elementos de um anel serao usados frequentemente.

A seguir definiremos trés desses elementos.

Definicao 1.2.14. Dados um anel R e z € R, x é denominado:
(i) Idempotente, se z* = .

(ii) Regular, se existe x € R tal que © = xxx.

1

(iii) Conjugado ay € R, se existe u € U(R) tal que x = uyu~"'. Nesse caso dizemos que x e

y sao conjugados.
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Definicao 1.2.15. Dados R e S anéis, um homomorfismo de R em S é uma fungao f : R —

S tal que
(i) f(1r) = 1s;
(ii) f(a+b) = f(a)+ f(b), para todos a,b € R;

(iii) f(ab) = f(a)f(b), para todos a,b € R.
Se, além disso, f for bijetora, entao diremos que f é um isomorfismo de anéis.

Definicao 1.2.16. Sejam R e S anéis. Um anti-homomorfismo de R em S é uma funcao

f:R— S tal que
(i) f(1r) = 1s;
(ii) f(a+0b) = f(a)+ f(b), para todos a,b € R;

(iii) f(ab) = f(b)f(a), para todos a,b € R.

Se, além disso, f for uma bijecao, diremos que f é um anti-isomorfismo de anéis.

Definicao 1.2.17. Se f: R — R for um isomorfismo (anti-isomorfismo) de anéis, diremos

que f é um automorfismo (antiautomorfismo) de R.

Definigao 1.2.18. Seja K um anel comutativo. Um anel A junto com uma fungao

KxA — A

(k,a) — ka
tal que

(i) k(a+b) = ka + kb;

(ii) (k+ s)a = ka + sa;

(iii) (ks)a = k(sa);

(iv) lxa=gq;
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(v) k(ab) = (ka)b = a(kb),
para todos a,b € A e k,s € K é uma K-dlgebra.

Observagao 1.2.19. Se K é um corpo, entao uma K-algebra A é, em particular, um K-

espaco vetorial.

Exemplo 1.2.20. Dada uma K-algebra A, considere o conjunto A° consistindo dos elemen-

tos de A, munido com a mesma soma e produto por escalar de A e a multiplicacao da forma

a - b= ba, para todos a,b € A°?. Com essas operacoes A% é também uma K-algebra.

Exemplo 1.2.21. Seja {A; : i € I} um conjunto de K-dlgebras. O produto direto H A; dos
el

anéis A;,i € I, é também uma K-algebra com o produto por escalar dado por k(a;) = (ka;).

Tal K-éalgebra é denominada produto direto das K-algebras A;, 1 € I.

Exemplo 1.2.22. Seja K um anel comutativo e seja M,,(K) o conjunto das matrizes n x n
sobre K. Entao M,(K) com a adi¢do e a multiplicagdo usual de matrizes e o produto por

escalar usual é uma K-édlgebra.

Definicao 1.2.23. Um subanel S de uma K-algebra A é uma subdlgebra se ka € S, para
todos ke Keacs§.

Exemplo 1.2.24. Seja K um anel comutativo e seja UT,(K) o conjunto das matrizes tri-

angulares superiores n x n sobre K. Entao UT, (K) é uma subélgebra de M, (K).

Definicao 1.2.25. Dadas duas K-algebras A e B, uma funcao f : A — B é um homomor-
fismo de K-dlgebras se f for um homomorfismo de anéis K-linear, ou seja, f(ka) = kf(a),
para todos k € K e a € A. Se f for bijetora, entdao diremos que f é um isomorfismo de
K-dlgebras. E, além disso, se f for um isomorfismo de uma K-algebra sobre ela mesma,

diremos que f é um automorfismo.

Definicao 1.2.26. Se f : A — B for um anti-homomorfismo K-linear de anéis, entao f
sera dito um anti-homomorfismo de K-élgebras . Quando f for bijetora, diremos que f é
um anti-isomorfismo de K-algebras . Se f for um anti-isomorfismo de uma K-algebra nela
mesma, diremos que f é um antiautomorfismo. Além disso, f for um antiautomorfismo de

K-algebras que satisfaz f? = 1, entdo f serd uma involucao de A.
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Exemplo 1.2.27. Seja A uma K-algebra e seja a € U(A). Entao f : A — A definida por

f(x) = aza™ é um automorfismo de A, denominado automorfismo interno.

Exemplo 1.2.28. Seja K um anel comutativo e seja g : M, (K) — M, (K) definida por
g(A) = A', onde A" é a matriz transposta de A. Entdao g é uma involugao de M, (K).

Definicao 1.2.29. Seja R um anel. Um R-mddulo a direita é um grupo abeliano aditivo M

dado com uma funcao

MxR — M

(m,r) +—— mr
tal que
(i) (m+ n)r = mr + nr, para todos m,n € M e r € R;
(ii) m(r + s) = mr + ms, para todos m € M e r,s € R;
(iii) m(rs) = (mr)s, para todos m € M er,s € R;
(iv) mlr = m, para todo m € M.
R-modulos a esquerda sao definidos simetricamente.

Exemplo 1.2.30. Seja {M; : i € I} um conjunto de R-mddulos a direita. O produto

cartesiano H M; = {(m;) : m; € M;} tem uma estrutura de R-médulo a direita dada por
el

(mi) + (ni) = (mi +ni) e (mg)r = (mar),r € R,
chamado produto direto dos R-moédulos M;, i € I.

Definicao 1.2.31. Seja M um R-moédulo a direita. Um subconjunto N de M é um submddulo

de M se N é nao-vazio e, dados m,n € N er € R,
(i) m+neN;

(ii) nr € N.
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Exemplo 1.2.32. Seja {M; : i € I} um conjunto de R-mddulos & direita e seja N o subcon-

junto de M = H M; formado pelos elementos (x;) para os quais o conjunto {i € I : z; # 0}
iel
é finito. Entao N é um submodulo de M, o qual é denotado por @ M; e é chamado de soma
iel
direta dos R-modulos M;, i € 1.

Definicao 1.2.33. Sejam R e S anéis e seja M um grupo abeliano aditivo. Dizemos que
M é um (R, S)-bimédulo se M for um R-médulo a esquerda, um S-mdédulo a direita e
(rm)s = r(ms), para todos r € R, s € Sem € M. Se R = S, dizemos apenas que M

é um R-bimodulo.
Exemplo 1.2.34. Dado um anel R, se [ for um ideal de R, entao I é um R-bimddulo.

Definicao 1.2.35. Sejam M e N R-moédulos a direita. Um homomorfismo de M em N é

uma funcao f: M — N tal que, dados m,n € M er € R,

(i) f(m+mn)=f(m)+ f(n);
(ii) f(mr) = f(m)r.

Se, além disso, f for bijetora, entao diremos que f é um isomorfismo de R-mddulos.

Simetricamente definimos homomorfismo (isomorfismo) entre R-mddulos a esquerda.

Proposicao 1.2.36. Sejam M e N R-mddulos a direita.

(i) Homg(M,N)={f: M — N : f é homomorfismo} € um grupo abeliano aditivo com a

operacao de adicao dada por

(f +g)(m) = f(m) + g(m),
para todos f,g € Homg(M, N), para todo m € M.

(ii) Endgr(M) = Hompg(M, M) € um anel com a operag¢io de adigio definida acima e a
multiplicacao dada por

(fg)(m) = (fog)(m),

para todos f,g € Endg(M), para todo m € M.



1.2 Anéis e algebras 16

Sejam My, Ms, ..., M, R-mbdulos a direita. Seja

_HOmR<M1’M1> Hompg(My, My) ... HomR(Mn,Ml)-
T
| Homp(My, M,) Hompg(My, My) ... Homp(M,, M,) |

ENa ‘

_ <b'21 ¢?2 ¢.2n - 64y € Homp(M;, M)

([ P Pn2 oo Dnn | J

Em [Hompg(M;, M;)] definimos as seguintes operagoes

(05) + (Vij) = (055 + ¥iz) € (945)(¥i5) = (piz), onde pyj = Z PikUhj -

Com essas operagoes, é facil ver que [Hompg(M;, M;)] é um anel, onde

Idy, 0 ... 0

0 Idy, ... 0

Ltom g (M, M;)) = . . .
0 0 ... Idy,

O ultimo resultado desta secdo nos déa uma representacao interessante de Endg(M)

quando M = @Mi, onde cada M; é um R-modulo a direita. Tal representacao sera de
i=1
total importancia para o desenvolvimento de alguns resultados do Capitulo 4 deste trabalho.

Proposicao 1.2.37. O anel [Hompg(M;, M;)] € isomorfo a Endg (EB MZ> :
i=1
Demonstracgao: Denotemos M = @ M; e considere as fungoes projecao e inclusao defini-

i=1
das, respectivamente, por:

ﬂ-j:éMi — Mj . /LjIMj — éMz

(mi) — my ng +— (L)
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n;, se j=1

0, se j#i
direita, para todo j = 1,...,n. Defina

onde [; = . E fécil ver que m; e p; sao homomorfimos de R-moédulos a

a : Endg(M) — [Hompg(M;, M;)]

6 : [HOHlR(Mj,MZ‘)] — El’ldR(M)

por a(¢) = (mop;) e B((¢i;)) = Z piijmi. Claramente o e f sao homomorfismos de anéis.

ij=1
Além disso, sabendo que 7;py = d;xIdyy,, onde 0y, é o delta de Kronecker e Z i = Iday,

=1
é facil verificar que a~! = 3, de onde segue que o um isomorfismo de anéis. O

Observacgao 1.2.38. Pela proposicao anterior, dada ¢ € Endg (@ M; ) ¢ pode ser vista
como uma matriz (¢;;), com ¢;; = m¢u; € Homp(M;, M;), onde 4,7 € {1,...,n}.

Seja (a;) @M e denotemos (b;) = ¢((a;)). Temos

=1

by =m((b:)) = (md)((a;)) = (m¢)((a1,0,...,0)+---+(0,...,0,a,))
= (mo)(u(ar) + -+ pnlan))
= (mop1)(ar) + - + (mopa)(an)

= ¢nlar) + -+ dmlan).

Logo, ¢((a;)) = (¢i(ar) + -+ + din(an)).

ay
Identificando ¢ com (¢;;) e (a;) com a'Q , podemos escrever
an
P11 P12 Pin ay ¢11(ar) + pra(az) + ... + Prnlan)
P Qa2 Pon a2 Po1(ar) + ¢paalaz) + ... + danlan)
olla)) =1 . = .

anl ¢n2 T ann ap ¢n1 (CL1> + ¢n2(a2) + ...+ ¢nn(an>
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1.3 Propriedades Zassenhaus de algebras e mdédulos

Nesta secao definiremos as propriedades Zassenhaus envolvendo algebras e médulos afim
de investigar, no Capitulo 4, tais propriedades para as dlgebras de incidéncia finitarias. As
defini¢oes das propriedades Zassenhaus possuem algumas variagoes na literatura, portanto

aqui nos basearemos nas defini¢bes apresentadas em [7].

Definicao 1.3.1. Sejam K um corpo e R uma K-algebra. Sejam M e N R-médulos a

esquerda e & direita, respectivamente. Seja RT o grupo aditivo de R. Definimos:
1. R' = {p € Endg(R") : p(z) € Rz, Yz € R};
2. R = {p € Endg(R") : p(x) € zR, Vz € R};
3. M = {¢ € Endg (M) : o(m) € Rm, VYm € M};
4. N™ = {¢ € Endg(N) : ¢(n) € nR, ¥n € N};
5. H(R,M) = {p € Homg (R, M) : ¢(z) € xM, Vx € R};
6. H'(R,N) ={¢ € Homg (R, N) : p(z) € Nz, Vz € R}.

Nao 6 dificil ver que R' e R" sao K-subalgebras de Endg(RT) e M' e N sdo subanéis de
Endg (M) e de Endg (N), respectivamente. Da mesma forma que H'(R, M) e H"(R, N) sao

K-subespagos vetoriais de Homg (R, M) e de Homg (R, N), respectivamente.

Definicao 1.3.2. Sejam K um corpo, R uma K-algebra e M e N R-moédulos a esquerda e

a direita, respectivamente.

1. Dado s € R definimos a aplicacao s- : R — R por (s-)(x) = sz, para todo = € R.
Claramente, s- € R'eo subconjunto R- = {s-: R — R :s € R} é uma K-subalgebra

de R Simetricamente, definimos as aplicagoes s € Reak -subalgebra -R de R

2. Dado s € R definimos a aplicacdo s- : M — M por (s-)(m) = sm, para todo m € M.
Entao, s- € M'eo subconjunto Ry = {s-: M — M : s € R} é um subanel de M

Simetricamente, definimos as aplicacoes -s € N” e o subanel -Ry de N'.
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3.

Dado m € M definimos a aplica¢do -m : R — M por (-m)(x) = xm, para todo = € R.
E ficil ver que -m € H'(R, M) e o subconjunto -M = {-m : R — M : m € M} é um
K-subespaco de H'(R, M). Simetricamente, definimos as aplicacoes n- € H"(R, N) e o
K-subespago N- de H"(R, N).

Definigao 1.3.3. Sejam K um corpo, R uma K-algebra e M e N R-médulos a esquerda e

a direita, respectivamente.

1.

3

4.

6.

R é uma K-dlgebra Zassenhaus a esquerda se R = R

R é uma K-dlgebra Zassenhaus a direita se R = ‘R;

M é um R-mddulo Zassenhaus a esquerda se M = Ry

N é um R-mddulo Zassenhaus ¢ direita se N* = Ry

(R, M) é um par Zassenhaus a esquerda se H' (R, M) = -M;

(R,N) é um par Zassenhaus a direita se H (R, N) = N-.

Proposigao 1.3.4. Sejam R, R’ K-dlgebras, M um R-mddulo a esquerda e M’ um R’'-mddulo

a direita. Sejam também o : R — R’ um anti-isomorfismo de K-dlgebras e T : M — M’

uma bijecao K-linear satisfazendo T(rm) = 7(m)o(r), para todos m € M er € R. Entdo:

1.

— T
Existe um isomorfismo de anéis ' : M' — M’ tal que ¢’ = 7 o p o717, para toda
o € M'. Além disso, M ¢é um R-mddulo Zassenhaus & esquerda se, e s6 se, M' é um

R'-mddulo Zassenhaus a direita. E ainda, (r-) = -o(r), para todo r € R.

Existe um isomorfismo de K-dlgebras ' : R — R tal que @' = copoot, para toda
Y E R'. Além disso, R € uma K-dlgebra Zassenhaus a esquerda se, e s se, R’ € uma

/

K-dlgebra Zassenhaus a direita. E ainda, (r-)' = -o(r), para todo r € R.

Eriste um isomorfismo de K-espacos’': H' (R, M) — H"(R', M') tal que ¢' = Topo
oY, para toda p € H'(R,M). Além disso, (R, M) é um par Zassenhaus a esquerda
se, e s se, (R',M") é um par Zassenhaus a direita. E ainda, (-m)" = 7(m)-, para todo

m e M.
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Valem os resultados andlogos trocando “esquerda” por “direita” em toda parte.

Demonstragao: Faremos a prova somente para o primeiro caso. As demonstragoes de 2 e
3 seguem de forma analoga ao que faremos para 1.

Considere a aplicacao ’ : M — M’ tal que ¢’ = Topor ! paratoda ¢ € M. Note que
tal aplicacao estda bem definida, isto é, dada ¢ € ]\/Zl, S M. De fato, se ¢ € ]\/4\1, entao
¢ € Endg(M). Como 7 é K-linear, 7 € Homy (M, M'). Assim, ¢’ = Topor™! € Endg(M’).
Agora, dado m’ € M’, seja m € M tal que 7(m) = m’. Como ¢ € ]\/I\Z, existe r € R tal que

@(m) = rm. Assim,
¢'(m') = (ropor h)(m) = (r)(m) = T(rm) = T(m)o(r) =m'o(r) € m'R'.

Portanto ¢’ € M

Mostremos que " é homomorfismo de anéis. Sejam @, € M. Entio
(p+v) =ro(p+y)or i =r0opor i +10dor " =¢ +1;

1

(gpog[;)/:Togooqpo'r_ :(TogooT_l)o(TogZJoT_l):gp’owl;

(Idy) = Toldy o7 ! = Idyyp.

Portanto ' é um homomorfismo de anéis.
Obviamente ’ é injetora. Agora, dada ¢ € M ’T, considere a aplicacio ¢ = 77 1o o T :
M — M. Claramente ¢ € Endg(M). Dado m € M seja m' € M’ tal que 7(m) = m’.

Como ¢ € ]\//f’r, existe s € R tal que ¢p(m’) = m's. Entao
p(m) = (17" o gor)(m) =77 (e(m')) = 77 (m's) = 77 (r(m)o (07" (5)) = 0 '(s)m € Rm.

Portanto ¢ € M'. Além disso, ¢' = 7o po71 ! = ¢ e, portanto, ' é sobrejetora. Logo ' é um
isomorfismo de anéis.

Suponha agora que M é um R-moddulo Zassenhaus a esquerda. Seja ¢ € M. Entao

existe ¢ € M tal que ¢ = ¢'. Como M = Ry, entao ¢ = r-, para algum r € R. Dal,

Y(m') = ¢'(m') = 7(p(r~(m))) = 7(rm " (M) = 7(7 " (M) (r) = m'o(r),
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para todo m' € M'. Logo ¢ = -o(r) € -R},, o que implica que M’ é um R'-médulo
Zassenhaus a direita.

Reciprocamente suponha que M’ é um R’-mddulo Zassenhaus a direita e seja ¢ € M
Entao existe ¢ € M tal que ) = ¢’ =Topor !t Como M = R}, existe 1’ € R’ tal que
Y = -r'. Entao,

p(m) =77 (%(r(m))) = 77 (r(m)r') = 77 ((m)a (o7 (1)) = 07" (")m,

para todo m € M. Logo ¢ = o7 '(1')- € Ry e, portanto M é R-médulo Zassenhaus a

esquerda.

Por fim, mostremos que (r-)" = -o(r), para todo r € R, onde - € Ry- e -o(r) € -R),.

Dados r € Rem’ € M', temos

(r)'(m) = 7((r-)(r7(m"))) = 7(r7 "} (m")) = 7(r 7 (m))o(r) = m'o(r) = (-o(r)(m).

Portanto (r-) = -a(r). O

Proposicao 1.3.5. Sejam K um corpo, R e S K-dlgebras, M e N R-mddulos a esquerda
(direita) tais que R=S e M = N. Entao:

1. R é uma K-dlgebra Zassenhaus a esquerda (direita) se, e sé se S é uma K-dlgebra

Zassenhaus a esquerda (direita).

2. M ¢é um R-mddulo Zassenhaus a esquerda (direita) se, e sé se N é um R-mddulo

Zassenhaus a esquerda (direita).

Demonstracao: Mostraremos somente o item 1. O item 2 é anélogo.

Suponhamos que R seja uma K-algebra Zassenhaus a esquerda. Seja ¢ : R — S um
isomorfismo de K-dlgebras. Seja também 1 € Sl e considere a aplicacao A = ¢~ o 1) o ¢.
Uma vez que ¢ e ¢ sao K-lineares, A € Endg(R). Dado r € R, existe z, € S tal que
(¢(r)) = z,6(r). Assim,
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Logo, A € R =R e, portanto, existe a € R tal que A = a-. Se s € S, entao

U(s) = oA (5))) = d(ad ™ (s)) = ¢(a)s.

Logo ¢ = ¢(a)- € S- e, com isso, temos que S é uma K-dlgebra Zassenhaus a esquerda. A
reciproca segue diretamente do que acabamos de provar uma vez que ¢! : S — R é um

isomorfismo de K-algebras. ad



CapriTULO 2

Algebra de Incidéncia Finitdria

Neste capitulo definiremos a algebra de incidéncia finitaria de um poset P sobre um corpo
K e descreveremos os elementos idempotentes, inversiveis e regulares dessa algebra. Também
descrevemos o centro da algebra em questao.

O presente capitulo baseia-se no artigo de Khripchenko e Novikov [5]. Salvo mengao

contraria, K denotard sempre um corpo.

2.1 A algebra FI(P)

Introduziremos aqui o conceito da édlgebra de incidéncia finitaria F'I(P) e apresentaremos

a descricao dos seus elementos inversiveis, por meio dos quais obteremos informagoes sobre

o radical de Jacobson de FI(P).

Sejam K um corpo e P um poset qualquer. O espaco de incidéncia I(P) é o conjunto das
fungoes f: P x P — K tal que f(z,y) = 0 se x £ y, com as operagoes de soma e produto

por escalar definidos da seguinte forma:

o (f+9)x,y) = flz,y) +g(x,y),

o (rf)(z,y) =rf(z,y),

para todos f,g € I(P),r € K e x,y € P. E f4cil verificar que I(P) com essas operagoes é
realmente um espaco vetorial sobre K.

Uma fungao f € I(P) é dita finitaria se, para todos z,y € P com x < y, existe somente

um numero finito de subsegmentos [u,v] C [z,y] tal que u < v e f(u,v) # 0. O conjunto de
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todas as fungdes finitdrias é denotado por FI(P) e tal conjunto é um subespago vetorial de
I(P).
Definimos em F'I(P) uma operagao de multiplicacao da seguinte forma:

(fo)(z,y) = D flz,2)9(zy),

r<z<y
para todos f,g € FI(P) e x <yem P.

O primeiro resultado desta segdo mostra que F'I(P) é uma K-élgebra, denominada dlgebra

de incidéncia finitdria e que I(P), embora nao seja uma K-élgebra, é um F'I(P)-bimddulo.
Teorema 2.1.1. FI(P) é uma K-dlgebra e I1(P) é um FI1(P)-bimddulo.

Demonstragao: Mostremos que se f € FI(P) e g € I(P), entao fg estd bem definido e se,
além disso, g € FI(P), entdo fg € FI(P).
Dados f € FI(P), g€ I(P) e x,y € P com x <y, seja
= > fz,2)9(z,y). (2.1)
<2<y

Como f € FI(P), existe somente um nimero finito de subintervalos [z, z] C [z,y] tal que
f(z,2) # 0. Logo a soma do lado direito de (2.1) é finita e, consequentemente, h(z,y) € K.
Portanto fg estd bem definido. Note que, se supormos f € I(P) e g € FI(P), de forma

analoga obtemos que fg esta bem definida.

Agora, sejam f,g € FI(P) e suponhamos que h = fg ¢ FI(P). Entao existem z,y € P
com x < y e um numero infinito de subsegmentos [u;, v;] C [z,y], (i = 1,2,...) tais que u; # v;
e h(u;,v;) # 0. Dessa forma, um dos conjuntos {u;} ou {v;} deve ser infinito. Consideremos
{u;}| = oo. Como h(u;,v;) # 0, para cada i existe z; € [u;,v;] tal que f(u;,2;) # 0 e
g(zi,v;) # 0. Uma vez que f € FI(P) e [u;, )] C [z,y], temos que u; = z; para um nimero
infinito de indices. Dessa forma, g(u;, v;) = g(z;,v;) # 0 para esse conjunto infinito de indices,
o que é um absurdo pois u; # v; e g € FI(P).

Considere a fungao ¢ : P x P — K definida por

1, sex=y
o(z,y) =

0, caso contrario
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Claramente tal funcdo pertence a FI(P) e é conhecida como func¢do caracteristica. Além

disso,
(fO)(x,y) = > flz,2)d(z,y) = f(x,y)
r<z<y
(§
(6f) (@, y) = > 6(z,2)f(z,y) = flx.y),
r<z<ly

para toda f € FI(P). Sendo assim, concluimos que § é a identidade de FI(P).

Nao ¢ dificil verificar que as condicoes das Definicoes 1.2.1, 1.2.18 e 1.2.29 sao satisfeitas.

Portanto, F'I(P) é uma K-algebra e I(P) é um FI(P)-bimédulo. 0

No caso em que P é localmente finito, FI(P) também é denotado por I(P, K) e, neste
caso, também temos que I(P) = FI(P). A algebra I(P, K) de um poset localmente finito P

¢ usualmente chamada de algebra de incidéncia de P sobre K.

Defini¢ao 2.1.2. Dados um poset P e o € I(P), definimos o suporte de a como sendo o

conjunto

supp(a) = {(z,y) € P x P : a(x,y) # 0}.

Para cada par x,y € P, com z <y, definimos d,, € FI(P) por

1, seu=zev=y
Oay(u, v) =

0, caso contrario
e escrevemos 0, para 0,,. Tal elemento de FI(P) sera frequentemente usado no decorrer de
nosso trabalho.

O préximo resultado caracteriza os elementos de FI(P) quando P ¢ finito.
Proposicao 2.1.3. Se P um poset finito, entao FI(P) = 1(P,K) = @dey.
<y
Demonstragao: Seja f € I(P, K). Para todos u,v € P,

(Z f(x,ymy) (u.0) = f(u,v).

<y

Daf f =" f(x,y)0uy.

<y
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Além disso, se Zf(:c,y)dzy = 0, entdo f(z,y) = 0, para todo par (x,y), uma vez que

<y

duy(x,y) = 1. Assim, f(x,y)dyy, = 0, para todos z,y € P. Portanto FI(P) = I(P, K) =

@dey O

No préximo resultado descrevemos os elementos inversiveis de F'I(P), como segue.

Teorema 2.1.4. Sejam P um poset qualquer e f € FI(P). Entao f tem inverso multiplica-
tivo em FI(P) se, e so se, f(x,xz) # 0 para todo x € P.

Demonstragao: Suponhamos f € FI(P) inversivel. Entao existe g € FI(P) tal que fg = .

Assim, dado x € P,
(f9)(z,x) = fz,x)g9(x, x) = 6(z,x) = 1.
Como f(z,x),g(x,z) € K e K é corpo, segue que f(x,z) # 0.
Reciprocamente, suponhamos f(z,z) # 0, para todo x € P. Observe que se existir
g € I(P) satisfazendo:
(1) g(z,x) = f(m,x)*l, para todo x € P;
(1) g(u,v) = —f(u,u) Z f(u, z)g(z,v), para todos u,v € P, u < v,

u<z<v
entao g serd o inverso a direita de f. De fato, se u < v em P entdo por (ii), f(u,u)g(u,v) =

— Z f(u,z)g(x,v). Logo,

u<<v

(f9)(u,v) qua: (z,v) =0=9d(u,v).

u<z<v

Além disso, se g(z,x) = f(z,z)"!, para todo x € P, entao

(fg)(xax) - f(a:,:c)g(x,x) =1= 5(1‘,.213)

Portanto fg =0 e g é o inverso a direita de f.

Vamos provar a existéncia de g € FI(P) satisfazendo as condigoes (i) e (7).

Para cada z € P, defina g(x,z) = f(z,z)"'. Sejam u,v € P, u < v. Seja Cy(u,v) o
nimero de subsegmentos [z,y| C [u,v] tal que = # y e f(x,y) # 0. Como f € FI(P), temos

que Cy(u,v) é finito. Facamos a demonstragao por indugao sobre C'f(u,v).
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Se C¢(u,v) = 0, entdo f(z,y) = 0 para todos z,y € [u,v] com = < y. Neste caso,
definimos g(u,v) = 0 e a condi¢do estd satisfeita. Se Cf(u,v) = 1, entdo existe um unico
subsegmento [z,y] C [u,v] com = # y e f(z,y) # 0. Temos duas possibilidades para tal

subsegmento, a saber, [u, xo], com u < xg < v e [xg, Yo, com u < g < Yo < .
No primeiro caso, f(u,zq) # 0 e C¢(xg,v) = 0. Logo,

flu,v)7L se zp=w
g(xo,v)::
0, se zp#v

Definimos entao
_ ——f(U,U)_lf(U,$0>g($0,U), S€ Ty ="V
g(“?”) = _f(u’ u) 1f(uv fBO)g(xoﬂi) = .
0, se zp#v
No segundo caso, f(u,x) = 0, para todo = € P tal que u < x < v. Definimos, neste caso,
g(u,v) = 0. Portanto, se Cf(u,v) = 1, definimos g(u,v) satisfazendo (7).

Agora, suponhamos que g(z,y) estd definida para todo z,y € P tal que Cf(z,y) < n.
Suponha que Cy(u,v) = n. Se f(u,z) # 0 para algum = € P tal que u < = < v, entdo
Cr(xz,v) < n—1 e, pela hipétese de inducao, g(z,v) esta definido. Assim, todas as parcelas
de (i7) estao definidas e, uma vez que tal soma é finita, segue que g(u,v) esta definido. Se

f(u,xz) = 0 para todo z € P tal que u < x < v, definimos g(u,v) = 0. Portanto g(u,v) esta

definido e satisfaz a condicao (7).

Segue que existe g € I(P) satisfazendo as condigoes (i) e (ii) e, portanto, fg = 0.

De maneira andloga é possivel construir h € I(P) tal que hf = §. Tal h pode ser
construfdo de modo que h(x,z) = f(z,z) ' e

h(u,v) = —f(v,v) Z h(u,z) f(x,v).

ulr<v

Dai, como f € FI(P) e g,h € I(P), entao hf € I(P), fg € I(P) e, consequentemente,
(hf)g = h(fg) € I(P). Assim, g =dg = (hf)g = h(fg) = hd = h. Portanto, fg = gf = 0.

Suponhamos que g € FI(P). Entao podemos encontrar um segmento [z, y| € um nimero
infinito de subsegmentos [u;, v;] C [z, y], com u; # v; tal que g(u;,v;) # 0. Como fg =08 =gf
e u; # v;, temos

0= (g9f)(ui,v) = Z 9(ui, z:) f (25, vi) = g(ui, vi) f (vi, v3) + Z g(ui, 2;) f (21, vi),

u; <z;<v; u; <z;<v;
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ou seja,

g(uivi) = = flon,v) ™" Y f N wg, z) £z, 00), (2.2)

u; <z; <v;

0 - (fg uh/UZ - Z f uhzz Zzavl) - f(uiauz uuvz Z f uuzz Zlavz)

w; <z; <v; u; <z; <v;
ou seja,

g(uiavi) = uz:uz Z f uz:Zz Zuvz) (2'3>

i<z <v;
Sendo g(u;,v;) # 0, de (2.2) segue que, para cada i, existe z; tal que f(z;,v;) # 0. Mas
o nimero de segmentos [z;,v;] que satisfaz f(z;,v;) # 0 é finito, uma vez que f € FI(P).
Logo |[{v;}| < oo. Analogamente, de (2.3) segue que |[{u;}| < co. Assim, o nimero de sub-
segmentos [u;, v;] C [z,y] satisfazendo g(u;,v;) # 0 é finito, o que é uma contradi¢ao. Logo

g € FI(P) e, portanto, f é inversivel em FI(P) com inverso g. O

Exemplo 2.1.5. Uma maneira simples de visualizar o teorema anterior é considerarmos o
poset I, = {1,2,...,n} € N com a ordem usual dos nimeros naturais. Seja UT,(R) o
conjunto das matrizes n X n triangulares superiores sobre R. Podemos identificar I(1,,R)
com a algebra UT,(R), associando cada elemento f € I(I,,R) & matriz A com entradas

aij = f(i, ), notando que se i % j entdo f(i,5) = 0, isto é,

f(,1) f(1,2) f(1,3) ... f(1,n)

0 f(22) f(2,3) ... f(2n)

[ 0 f(3.3) f(3,n)
0 0 0 . f(n,n)

E interessante lembrar que uma matriz triangular superior s6 possui inversa se nenhum
elemento de sua diagonal principal é nulo, evidenciando o que acabamos de mostrar no

teorema anterior.
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Do Teorema 2.1.4 seguem os trés proximos corolarios.

Corolério 2.1.6. Os elementos inversiveis a direita, a esquerda e bilaterais em FI(P) coin-

cidem.

Demonstragao: Suponhamos f € FI(P) inversivel a direita. Entao existe g € FI(P) tal
que fg =9. Assim, dado x € P,

(f9)(@,z) = f(z,z)g(z,z) = 1.

Como K é corpo e f(z,x) € K, temos que f(z,x) # 0 para todo = € P. Dali, pelo teorema
anterior f é inversivel em F'I(P) e, consequentemente, possui um inverso a esquerda, digamos

h € FI(P). Além disso,

h=hé=h(fg) = (hf)g=dg=g.

Portanto os inversos a direita e a esquerda de f coincidem.

De maneira andloga, se f € FI(P) é inversivel a esquerda, mostra-se que f também é

inversivel a direita e que os inversos a esquerda e a direita coincidem. O

Corolario 2.1.7. Dado f € FI(P), f € Rad(FI(P)) se, e sé se, f(x,x) = 0 para todo

r e P.

Demonstracao: Seja f € FI(P). Temos que f € Rad(FI(P)) se, e somente se, § — gf ¢é

inversivel, para toda g € FI(P). Assim, pelo teorema anterior, dado z € P

(6 —gf)(x,z) =1—g(z,z)f(z,z) #0.

Logo, g(z,x)f(z,z) # 1, para todos g € FI(P) e x € P, ou seja, f(x, ) ndo é inversivel em

K, para todo z € P. Como K é um corpo, segue que f(z,z) = 0, para todo = € P. O

Exemplo 2.1.8. Considerando ainda o Exemplo 2.1.5, tome f € Rad(I(I,,R)). Entao, pelo
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corolario anterior, f pode ser representada pela matriz

0 f(1L,2) F(L3) ... f(n)
0 0  f(23 f(2:n)
0 0 . f(3,n)
0 0 0 0
‘s : FI(P) :
Corolario 2.1.9. O anel quociente Rad(FI(P)) © comutativo.
Demonstragao: Suponhamos que % nao seja comutativo. Entao existem f,g €

FI(P) tal que
fg+Rad(FI(P) # gf + Rad(FI(P)).

Dai, fg — gf ¢ Rad(FI(P)). Entao, pelo coroldrio anterior, existe z € P tal que (fg —
gf)(xz,x) # 0 ou seja, f(x,x)g(x,z) # gz, x)f(x,z) para algum x € P, o que é um absurdo

uma vez que, dado z € P, f(z,x), g(x,x) estdo em K, que é corpo. O

2.2 Elementos idempotentes e regulares de FI(P)

Afim de descrever os elementos idempotentes e regulares de F'I(P), apresentaremos nesta
secao alguns resultados que fornecem caracteristicas especificas de cada um desses elementos,

bem como informacoes que relacionam os mesmos. Comecamos com os idempotentes.

Proposicao 2.2.1. Seja f € FI(P) um elemento idempotente. Entio f(x,z) = 0 ou
f(z,xz) =1, para cada x € P.

Demonstracgao: Se f é idempotente, entao

fla,z) = fAz,2) = f(x,2)f(z,2),

para todo = € P, ou seja, f(z,z)(f(z,z) —1) =0, para todo z € P. Como K é corpo, segue
que f(z,z) =0ou f(z,z) = 1. O
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Antes de prosseguirmos no estudo da algebra de incidéncia finitaria, precisaremos do
conceito de elemento diagonal, que sera fundamental para a demonstracao de grande parte

dos resultados que ainda serao apresentados neste capitulo.

Defini¢ao 2.2.2. Dado um elemento f € FI(P), dizemos que f é diagonal se f(z,y) =0,
para todos x,y € P com x # y.

Corolario 2.2.3. Seja f € FI(P) um elemento diagonal. Entdo f é idempotente se, e so
se, f(x,x) =0 ou f(x,z) =1, para todo x € P.

Demonstracao: Seja f € FI(P) um elemento diagonal tal que, dado z € P, f(x,z) =0
ou f(z,z) = 1. Entao,

E, se x <y em P, entao
Plaoy) =Y f@2)f(zy) =0= f(x,y).
<2<y
Portanto f é idempotente.

A reciproca segue diretamente da proposi¢ao anterior. O

Teorema 2.2.4. Dado o € FI(P) idempotente, existe ¢ € FI(P) idempotente diagonal tal

que o € conjugado a €, de modo que a(x,x) = €(x,x), para todo x € P.

Demonstragao: Sejam «,e € FI(P) tal que a é idempotente e € é diagonal definida por
€(r,x) = a(x,x), para todo = € P. Segue da Proposi¢ao 2.2.1 e do Coroldrio 2.2.3 que €
¢ idempotente. Entdo, a(z,x) — €(x,z) = 0 e, pelo Corolario 2.1.7, a — ¢ € Rad(FI(P)).

Facamos p = a — €. Dessa forma, dado x € P, p(z,z) = 0. Também,

p—p*=(a—e)—(a—e)?=—2¢+ae+ea,

€p + pe = ea + ae — 2e.
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Logo
p— p* = ep+ pe. (2.4)
Multiplicando & esquerda ambos os lados de (2.4) por €, obtemos
€p — ep2 = €p + €pe
o que nos da
epe +ep* = 0. (2.5)

Seja =0 + (2¢ — d)p. Dado x € P, temos f(z,z) = 1, uma vez que p(z,z) = 0. Entao,
B(z,z) # 0, para todo z € P e, pelo Teorema 2.1.4, existe 371 € FI(P). Agora,

Ba = (6+2ep—p)(e+p) = e+ p+2(epe + €p?) — pe — p.

Entao, por (2.5), temos

fa= e+ p— pe—p* =€+ ep.
Por outro lado,

€f = €(d + 2ep — p) = € + ep.

Logo fSa = €3, donde segue que o = B~ te3. Portanto a e € sdo conjugados. ad

As informagoes desse ultimo resultado acerca dos elementos idempotentes diagonais serao

de grande importancia para a demonstracao do proximo teorema, que caracteriza os elementos

regulares de FI(P).

Teorema 2.2.5. Um elemento o € FI(P) € reqular se, e so se, existem €,3,~v € FI(P) tal

que o = Bey, onde € é idempotente diagonal e B,y € U(FI(P)).

Demonstragao: Seja a € FI(P) e suponha que existam ¢, 5,y € FI(P) tal que a = fev,
com ¢ idempotente e 3,7 € U(FI(P)). Tome x =~ ¢S~ € FI(P). Assim,

axa = (Bey)(y'ef ) (Bey) = B’y = ey = a.
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Portanto « é regular.

Reciprocamente, suponha o € FI(P) regular. Entao existe x € FI(P) tal que a = axa.

Note que ay e ya sao idempotentes. De fato,

(ax)? = (ax)(ax) = (axa)x = ax

(xa)? = (xa)(xa) = x(axa) = xa.

Entéao, pelo teorema anterior, existem 7,7, €, ¢; € FI(P), onde 7 e 7y sdo inversiveis e € e €; s20
idempotentes diagonais tais que ay = n~ten, ya = v te;y e, além disso, (ax)(z, z) = e(x, v)

e (xa)(x,z) = €1(x, z), para todo x € P. Assim,
E(l‘,ZL‘) = O!(l’,fE)X(l‘,ZL‘) = X(l’,I)a(I,l‘) = El(ﬂf,flf)-

Além disso, como € e € sao diagonais, € (z,y) = 0 = €(x,y), sempre que x # y. Por-
tanto € = €. Note também que, para todo = € P, e¢(z,z) = a(z,z)x(z,z) e a(zr,z) =

az, z)x(z, z)a(z, x). Entao,
e(r,z) =0« a(z,z) =0,
para todo = € P. Agora,
a = axa = (axa)x(axae) = (ax)(axa)(xa) = (0" ena(yey) =n "e(nay " ey. (2.6)

Como n,v € U(FI(P)), temos que n(z,x) # 0 e y(z,x) # 0, para todo z € P. Assim, dado
xr € P,

(nay M (z,7) =0 & n(z, z)a(r, 2)y  (z,7) =0 & a(z,z) =0 & €(r,z) = 0. (2.7)

Afirmamos que na~y~! pode ser escrito da forma nay=' = nie + p, onde 1, é diagonal
inversivel e p € Rad(FI(P)). De fato, defina ; € FI(P) de forma que n;(z,y) =0se x #y

(nay™Y)(z,x), se e(x,x)=1 |

1, se e(x,x)=0

771(-’% $) =



2.3 Super-regularidade em F'I(P) e o centro de FI(P) 34

Mostremos que (nay™' — nie) € Rad(FI(P)). Com efeito, dado = € P, temos

0, se e(z,z)=1
—me)(z, x) = ,
0, se €(z,z)=0

(nay™!

por (2.7). Ou seja, (nay™' — nmie)(z,z) = 0 para todo € P. Entdo, pelo Teorema 2.1.7,
nay~t — e € Rad(FI(P)). Logo, existe p € Rad(FI(P)) tal que nay™' — me = p, ou
seja, nay~t = nie + p. Além disso, da forma como foi definida 1y, n;(z,z) # 0, para todo
x € P. De fato, se e(x,z) = 0, entdo m(z,z) = 1 # 0. Se €(x,z) = 1, por (2.7) temos,
(nay=1)(z,z) # 0 e, portanto, n;(z,z) # 0.

Agora, sabendo que elementos diagonais comutam entre si e sendo € e n; diagonais, temos
enary e = e(nie + p)e = e+ epe = (N1 + €p)e. (2.8)
Temos também que 7, + €p € inversivel pois, dado = € P,
(m +ep)(x,2) = mi(z,2) + e(x, 2)p(x, 1) = m(z,2) # 0.
Entéao, de (2.6) e (2.8), temos
a=rn"tenay ey =07 (m + ep)er.

Como n~1(n + €p) e 7y sdo inversiveis e € é idempotente diagonal, temos o desejado. O

2.3 Super-regularidade em FI(P) e o centro de FI(P)

Nesta segao, veremos que tanto os elementos super-regulares quanto o centro de FI(P)
estao estreitamente relacionados as componentes conexas de P. Nosso objetivo aqui é des-
crever os elementos super-regulares de F'I(P) e o centro desta élgebra.

Seja o € FI(P) um elemento regular, isto é, existe y € FI(P) tal que o = axa. E facil

ver que o elemento a* = yay satisfaz

ad’a=a e a'aa” =a’. (2.9)
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Defini¢ao 2.3.1. Dado a € FI(P), a é dito super-regular se existe um tnico a* € FI(P)

satisfazendo (2.9).

Notemos que nem sempre um elemento regular é super-regular, pois embora a regularidade
de o € FI(P) implique na existéncia de a* satisfazendo (2.9), sua unicidade nao pode ser

garantida. No entanto, ¢ claro que a super-regularidade implica na regularidade.
Proposicao 2.3.2. O zero e os elementos inversiveis de FI(P) sdao super-requlares.

Demonstragao: Seja o € U(FI(P)). Primeiro note que « e 0 sao regulares pois o = aa™ '«

e, dado B € FI(P), 0 = 080. Entao podemos tomar 0* = S0 =0 e a* = a laa™! = a1

1

Assim, pela unicidade do zero e de a™ ", segue que 0 e « sao super-regulares. O

Uma vez que escrevemos um poset P como a uniao disjunta de suas componentes conexas,
é possivel relacionar F'I(P) com o produto direto das dlgebras de incidéncia finitarias de cada

componente conexa, como apresentamos no proximo teorema.

Teorema 2.3.3. Seja P = U P; um poset escrito como a uniao disjunta de suas componentes
iel
conexas. Entao FI(P) = H FI(F,
iel
Demonstracao: Defina
W FI(P) — [[FI(P,
iel
tal que ¥(a) = (o), € FI(P), onde «; = a|p,xp,,i € I. Nao é dificil ver que ¢ esta bem
definida, isto é, (FI(P)) C H FI(P;) e que ¥ é um homomorfismo de K-algebras.

i€l
Se (a) = 0, entdo a; = 0, para todo i € I. Se z,y € P e x <y, entdo =,y € P;, para

algum j € I. Logo a(z,y) = a;(z,y) = 0. Segue que o = 0 e, portanto ¢ é injetora.
Dado (5;) € H FI(P), seja o : P x P — K definida por

el

(z.4) Bi(z,y), sex,y € P;, para algum i € [
alz,y) = .
0, caso contrario

Mostremos que o € FI(P). Sejam z,y € P. Suponhamos = £ y. Se x e y nao pertencem a

uma mesma componente conexa, entao a(x,y) = 0. E, se z,y € P;, para algum i € I, entao
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a(z,y) = Bi(z,y) = 0. Logo o € I(P). Agora, se x <y e a(u,v) #0paraz <u<v <y,
entao existe ¢ € I tal que z,y,u,v € P; e f;i(u,v) = a(u,v) # 0. Logo, como 5; € FI(P;),
segue que « € FI(P;). Além disso, ¥(a) = (f3;) e, portanto, 1) é sobrejetora. O

Denotemos U(FI(P))° = U(FI(P))U{0}, o qual é um mondide com o produto.

Proposicao 2.3.4. Se P é um poset conexo e S € o conjunto de todos os elementos super-

requlares de FI(P), entao S C U(FI(P))".

Demonstracao: Seja a € S. Entao « é regular e, pelo Teorema 2.2.5, existem €, 3,y €
FI(P) onde 8 e 7 sao inversiveis e € é idempotente diagonal tais que oo = ey e, portanto,
e = flay™t. Afirmamos que € é também super-regular, ou seja, que € € S. De fato, como

a é super-regular, existe um unico o* satisfazendo (2.9). Tome €¢* = ya* 5. Entao

ccte=(frar (v B) (B ay ) = B (afa)y T = ey T =€

cec* = (va*B) (B Tay N (va*B) = y(a*aa*)f = ya B = €.
Portanto €* satisfaz (2.9) e mais, pela unicidade de o* segue também a unicidade de €*. Dessa
forma, € é idempotente, diagonal e super-regular.

Suponhamos que € ¢ U(FI(P))?, ou seja, € # 0 e € nao ¢ inversivel. Entao existem

z,y € P tais que €(z,z) # €(y,y). Como P é conexo, podemos escolher x e y de modo que

xr < y. De fato, como P é conexo, dados u,v € P existem u = xg,x1,...,T, = v € P tais
que z; < x;41 ou xj4 < x;, para todo j = 0,...,n — 1. Logo, se e(z,z) # €(y,y) apenas
quando = £ y, entdo €(z;, ;) = €(x;41,2;4+1) paratodo j = 0,...,n—1 e, consequentemente,

€(u,u) = €(v,v), para todos u,v € P, o que é uma contradigao.
Defina n = €+9,,. Afirmamos que ene = € e nen = 1. De fato, note que ene = e(e+6,,)e =

€ + €0zy€. Além disso, dados u,v € P,
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(€dzy€)(u,v) = Z €(u, 2)(0zy€) (2, v)

u<z<v

= €(u, u)(daye)(u, v)
= e(u,u) Z Ouy(u, U)e(l,v)

u<l<v

= €(u, u)0qy(u, v)e(v,v)
e(r,x)e(y,y), seu=zxev=y

0, caso contrario

Assim, ene = e. Também, nen = (€ + 0,y )e(€+0uy) = €+ €0y + Opy€ + 03y €0y. Sejam u,v € P.
Temos
(Gay€0y)(w,0) = D Gy, 2)e(2,w) 50y (w, v)
u<z<w<v

6éy(xa1j€($ay)5xy(yay)a sCu=xrev=y

0, caso contrario

Logo 0,,€0,, = 0 e, portanto, nen = € + €dyy + 0yye. Mas,

(€0ay + Ozye)(u,v) = Z €(u, 2)0qy(2,v) + Z Ouy(u, 2)€(2,y)

u<z<v u<z<v

= (U, )0y (U, V) + 0gy (1w, v)e(v, V)

= Oay(u,v)(e(u, u) + €(v,0)))
e(z,z)+€e(y,y), seu=zev=y

0, caso contrario

1, seu=zxzev=y
0, caso contrario

= Ogy(u,v).

Logo €0zy + 0zy€ = gy €, portanto, nen = € + 0y = 1.
Segue que 1 = €*. Por outro lado, como € é idempotente, ece = €. Logo, € = €* e, portanto,

n = e. Assim, d,, = 0, o que é uma contradi¢ao. Portanto € € U(FI(P))".
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Agora, lembremos que o = fey. Entdo, se € = 0, temos a« = 0. E se e € U(FI(P)), entao
« ¢é o produto de elementos inversiveis e, consequentemente, inversivel. Logo, a € U(FI(P))°,

como queriamos demonstrar. O

Estamos aptos a demonstrar o préximo resultado, que relaciona os elementos super-
regulares de F'I(P) e os elementos inversiveis de FI(FP;), onde cada P, é uma componente

conexa de P.

Corolario 2.3.5. Seja P = UR um poset escrito como a uniao disjunta de suas compo-
iel
nentes conexas. Entao o conjunto de todos os elementos super-requlares de FI(P) € igual a

[TuFre)y.

i€l

Demonstragao: Vamos identificar FI(P) com HFI(R-). Seja S o conjunto de todos os
iel
elementos super-regulares de F'I(P) e seja S; o conjunto de todos os elementos super-regulares
de FI(P;),i € I. Queremos mostrar que S = H U(FI(R))°.
iel
Primeiro, note que S = H S;. De fato, seja o € S. Entao a = («;), onde o; € FI(P;),i €
iel

I. Mostremos que «; € S;,1 € I. Como « é super-regular, existe um tnico o* = (y;) € FI(P)

tal que aa*a = a e a*aa® = . Entao a;x;o; = a; e x;aX: = X, para cada ¢ € I. Suponha
que exista 5; € FI(P), tal que a;5;c; = oy e fi;8; = ;. Tomando 5 = (8;) € FI(P)
obtemos affa = a e faf = [ e, portanto, f = a*. Logo 5; = x;, de onde segue que «; é

super-regular, para todo ¢ € I. Assim, S C H S;. A inclusao contraria é analoga.
iel
Pela Proposicao 2.3.2, U(FI(P;))° C S; e, pelo que acabamos de mostrar, H U(FI(R))° C
iel
S. Além disso, como cada P; é um poset conexo, pela proposicdo anterior temos que

S; € U(F(FP))°. Logo, S = HS" C HU(F](B-))O e, portanto, S = HU(F[(B))O.
. iel iel iel

No livro Algebms de Incidéncia [11], Spigel e O’Donnel consideram um poset localmente
finito P e apresentam resultados importantes sobre o centro da algebra de incidéncia I(P, K).

A seguir mostraremos que tais resultados continuam validos se P for um poset qualquer, nao
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necessariamente localmente finito.

Seja f € FI(P) um elemento diagonal. Dizemos que f é constante no subconjunto A de
P, se f(x,z) = f(y,y), para todo z,y € A.
Teorema 2.3.6. Suponha que P = UB ¢ um poset escrito como uniao disjunta de suas
iel
componentes conezas. Entio Cen(FI(P)) € o conjunto de todas as funcoes diagonais que

sao constantes em cada componente conexa.

Demonstragao: Suponha que f € FI(P) seja diagonal e constante em cada componente
conexa de P e seja g € FI(P). Sejam x,y € P com x < y. Entdo x e y estdo na mesma
componente conexa de P e f(x,z) = f(y,y). Entao

(fo)(w,y) = > flx,2)9(2,9) = f(x,2)g(x,y)

r<z<y

(9 (@y) = D g(x,2)f(zy) = g(x,9) f(y,y) = fy.9)g(z.y) = f(z,2)g(z,y),

x<z<y
implicando que f € Cen(FI(P)).
Mostremos agora que cada elemento de Cen(FI(P)) é uma funcao diagonal constante nas

componentes conexas de P.

Sejam h € Cen(FI(P)) e z,y € P. Se x < y, entao
h(z,y) = (0.h)(x,y) = (hee)(w,y) = D h(z,2)d.(2,9) =0,
<2<y
pois x # y e, portanto, h é uma funcao diagonal.

Suponhamos agora que x,y sao elementos distintos na mesma componente conexa de P.
Entao existe uma sequéncia r = xg, 1, ...,r, = y de elementos de P tais que x; < x;41 ou
Tiv1 < x;parat=0,1,...,n— 1.

Se n =1, entao temos que x <y ou y < x. Se x < y, entao

h(z,x) = (hdry)(@,y) = (Guyh)(@,y) = Y &y, 2)h(z,y) = h(y,y).
<2<y
Se y < x, a prova é analoga. Suponhamos que n > 2 e que o resultado seja vélido para n — 1,

ou seja, h(z,x) = h(x,_1,2,_1). Pelo caso n = 1 temos que h(z,_1,%,-1) = h(y,y) e com
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isto conclui-se que h(x,z) = h(y,y), mostrando assim o desejado. O

Desse ultimo teorema decorrem os préximos dois corolarios, que nos fornecem informacoes

sobre o centro de F'I(P).

Corolario 2.3.7. Se P = U P; € um poset escrito como uniao disjunta de suas componentes
iel
conezas, entao Cen(FI(P)) € isomorfo a HK.

iel

Demonstragao: Pelo teorema anterior podemos definir ¢ : Cen(FI(P)) — HK por
el
o(f) = (r;), onde r; = f(z,z) € K, para todo z € P,. Mostremos que ¢ ¢ um isomor-

fismo de anéis.

Dadas f,g € Cen(FI(P)), sejam r; = f(z,x) e s; = g(x,z), para todo z € P;,. Entao,
(f +9)(z,z) = f(z,2) + g(z,x) = ri + s e (fg)(z,x) = f(z,x)g(z,x) = ris;, para todo
x € P;. Assim,

o(f +9)=(ri+s:) = (r:) + (5:) = o(f) + ©(9),
e(fg) = (risi) = (r:i)(s:) = o (f)p(9)-

Além disso, como §(z,x) = 1, para todo = € P, entdao ¢(d) = 1. Portanto ¢ é um homomor-

fismo de anéis.

Agora, dado (a;) € I_IK7 considere g € FI(P) definida por

i€l

a;, sex=ye kb
g9(z,y) = N
0, caso contrario

Temos que g € Cen(FI(P)) e ¢(g) = (a;), implicando assim que ¢ é sobrejetora.

Seja f € Ker(y). Entao f(z,x) = 0 para todo x € P, e todo i € I. Logo f(z,z) = 0 para
todo z € P. Como f € Cen(FI(P)), temos que f(z,y) = 0 para todos x,y € P com x # y.
Segue que f = 0 e assim concluimos a injetividade de ¢. Portanto ¢ é um isomorfismo, como

queriamos. 0
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Corolario 2.3.8. Se P é um poset conexo entao
Cen(FI(P))={ké: ke K} ¥ K.

Demonstracao: Obviamente {ké : k € K} C Cen(FI(P)). Seja h € Cen(FI(P)). Como
P tem apenas uma componente conexa, do teorema anterior temos que h é diagonal e

h(z,x) =k € K, para todo x € P, ou seja, h = kd. O



CapriTULO 3

Isomorfismos, Anti-isomorfismos e

Involucoes

Seria natural pensar que, dados posets isomorfos P e @), exista também um isomorfismo
entre FI(P) e FI(Q), e isso de fato acontece. Mas serd que o contrario também vale? Neste
capitulo mostraremos que a resposta para tal questao é afirmativa. Mostraremos também que
existe um antiautomorfismo (involugao) de P se, e somente se, existe um antiautomorfismo

(involucao) de F'I(P). Aqui nos basearemos nos resultados apresentados nos artigos [5] e [8].

3.1 O Problema do Isomorfismo

Nesta secao apresentaremos o problema do isomomorfismo para algebras de incidéncia
finitarias. Antes de prosseguirmos precisamos definir o que é um idempotente primitivo e,
com isso, apresentar o proximo lema, que relacionard os idempotentes primitivos de F'I(P)

com os elementos 0,, v € P.

Definigao 3.1.1. Seja A uma K-dlgebra. Um idempotente nao nulo a € A é primitivo se

ae = ea = € para algum idempotente € € A implicar que € = 0 ou € = a.

Lema 3.1.2. Um idempotente o € FI(P) ¢é primitivo se, e somente se, ele é conjugado a

0z, para algum x € P.

Demonstragao: Como mostrado no Exemplo 1.2.27, a conjugacao ¢ um automorfismo.
Dessa forma, nao é dificil ver que a conjugacao preserva a primitividade. Pelo Teorema 2.2.4,

cada idempotente de F'I(P) é conjugado a um idempotente diagonal. Assim, se o é idempo-
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tente primitivo, a é conjugado a algum idempotente diagonal que, por sua vez, sera também
primitivo. Mostremos que os idempotentes primitivos diagonais de F'I(P) sdo os elementos

0z, com x € P.

Da forma como foi definido, claramente d, é um idempotente diagonal. Mostremos que é
também primitivo. Seja e € FI(P) idempotente tal que €d, = € = d,¢e. Entao, dados u,v € P

com u < v, temos que

€(u7v) = (65:v)<u7v) = Z 6(“72)(5x(2,1)) _ E(U,:L‘)7 se v==x
uSFSY 07 S€ 'U?éx

E(uﬂj) - (516)(U7U) = Z 5x(u7 Z>€(Z,U) _ E($’U>7 se u=2x

u<z<v 0, se u#ux
Assim, €(u,v) = 0, se (u,v) # (z,z). Como € é idempotente, e(z,z) = 0 ou €(z,x) = 1. Se
€(z,x) =0, entdo € = 0. Se €(x,x) = 1, entdo € = §,. Portanto d, é primitivo.
Agora, seja v € FI(P) idempotente primitivo diagonal . Como 7 # 0, entao existe x € P

tal que y(z,x) = 1. Considere o idempotente ¢,. Temos, para u < v em P,

Y(u,x), se v==x 1, se u=v=ux
(v0z)(u,v) = Z Y(u, 2)0,(2,v) = =
u<2<v 0, se v#ux 0, se u#x ou v#ux
Também
v(x,v), se u=z 1, se u=v=ux
(027y)(u,v) = Z 0 (u, 2)y(2,v) = =
u<z2<v 0, se u#ux 0, se u#x ou v#x

Logo, v, = 6, = 6,7y. Como v é primitivo e d, # 0, temos que v = J,.
Portanto, se a é um idempotente primitivo, segue que a é conjugado a J,, para algum
x € P. Por outro lado, se a é conjugado a d,, para algum z € P, segue que « é um idempo-

tente primitivo, uma vez que 9, é primitivo e a conjugagao preserva a primitividade. O

Note que se z,y € P sao tais que 0, ¢ conjugado a d,, entao x = y.

Sejam P e () posets arbitrarios. No teorema a seguir usaremos a notagao (55;

elemento 4, de FI(P) e 62, para o elemento §,,, de FI(Q).

para o
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Teorema 3.1.3. Sejam P e Q) posets arbitrdrios. Entio FI(P) = FI(Q) se, e s se, P = Q.

Demonstragao: Seja ¢ : FI(P) — FI(Q) um isomorfismo de K-algebras. Dado x € P,
considere o elemento idempotente primitivo 67 de FI(P). Claramente ¢(57) é também
idempotente primitivo em FI(Q). Entao, pelo lema anterior, existe y € @ tal que ¢(67) é
conjugado a (5;9. Note que tal y é unico. De fato, se z € P ¢ tal que ¢(6%) é conjugado
a 09, entao ¢(0)) = adfa' e ¢(6f) = BOZB!, com a,f € U(FI(Q)). Assim, 09 =
a 1898 a = (a71B)62 (a1 B)7L, ou seja, 552 é conjugado a 0% e, portanto, y = z.

Dessa forma, ¢ induz uma aplicacio ¢ : P — Q onde, dado z € P, ¢(6¥) ¢ conjugado
a 55@). Mostremos que ¢ é um isomorfismo de posets.

Sejam x,y € P tais que p(r) = ¢(y). Sejam a, 3 € U(FI(Q)) tais que ¢(6%) = ozég(z)cf1
e ¢(0)) = 86%,,87". Entio

5 = 5 (@)6(6%,)67 (@) = ¢7a)g T (08,,)6 ()
= ¢ ()¢ (B) 0,07 (B ()
= (¢ (@) (B) )3, (¢~ (@)™ (B) )"
Logo = = y e, portanto, ¢ ¢ injetora.

Dado z € Q, ¢~ 1(6%) é um idempotente primitivo de FI(P) e, pelo lema anterior, ¢
conjugado a §F, para algum x € P. Logo ¢(6F) é conjugado a 69 e, portanto, ¢(z) = z, de
onde podemos concluir que ¢ é sobrejetora.

Mostremos agora que, dados =,y € P, u,v € @,

(1) x <y < 6L FI(P)o) #0;
(i) u < v & CFI(Q)0% # 0.

Suponha z < y. Entéo (670% 01)(x,y) = 1. Assim, 6705 0" # 0 e, portanto, 6L FI(P)s) #
0. Reciprocamente, suponhamos 6; FI(P)d) # 0. Entao existem o € FI(P) e w, z € P tais
que (55@55)(20, z) # 0. Dessa forma, é claro que devemos ter x = w e y = 2, o que implica

x < y. Portanto vale (7). De forma anédloga mostra-se que vale (ii).

Sejam x,y € P tais que x < y. Como ¢(d)) e ¢(3,) sdo conjugadas a 6§($) e 55(3,)7

respectivamente, existem [y, 5y € U(FI(Q)) tais que

6(057) = Biog,) B e B(0)) = Baddy e
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Por (i) temos que 0, FI(P)d) # 0 e, portanto,

SOLFI(PID) = 9T FIQU(T) £0 = 5169 5 FIQ)50%, 6" # 0
= Biog FIQ)05, 0" #0.

Logo, 2,y F1(Q)6%, # 0 e, por (i), ¢(x) < @(y).

Agora, suponha () < ¢(y), com z,y € P. Entao, por (ii), 5§($)F[(Q)(5S(y) # 0. Como
¢(0%) e ¢(8)) sao conjugados a 5Q X (5 » respectivamente, existem 71,72 € U(F1(Q)) tais
que

S(0F) = 1681 e B(0)) = 1202,

Assim,

N SEONFIQ)1 ' d(0)) 12 #0 = 71 0(0F)FI(Q)d(5] )72 # 0
= G0 H(FI(P))(0F)72 # 0
= ¢(0, FI(P)3)) # 0.

Logo, (5:{,°F](P)c5£D # 0 e, por (i) temos que z < y. Portanto ¢ é um isomomorfismo de posets.

Reciprocamente, seja ¢ : P — ) um isomorfismos de posets. Defina ¢ : FI(P) —
FI(Q) por ¥(a)(u,v) = a(¢7 (u),p~1(v)), para todos o € FI(P) e u,v € Q. Note que 9
estd bem definida, ou seja, () € FI(Q), para toda o € FI(P). De fato, se u £ v em
Q, entao ¢~ (u) £ ¢ (v) em P e, neste caso, ¥(a)(u,v) = a(¢~(u),¢ *(v)) = 0. Logo
Y(a) € 1(Q). Agora, sejam [s,t] C [u,v] C Q. Entao existem [a,b] C [z,y] C P tais que
s = ¢(a), t = ¢(b), u = ¢(x) e v = ¢(y). Dessa forma, se existir um nimero infinito de
subintervalos [s,t] de [u,v] satisfazendo ¥ (a)(s,t) # 0, o nimero de subintervalos [a,b] de
[z, y] satisfazendo a(a,b) # 0 também serd infinito, o que nao pode ocorrer pois o € FI(P).
Logo ¢ (a) € FI(Q).

Mostremos que ¥ é um isomorfismo de K-algebras. Sejam «,f € FI(P), u,v € Q e
k € K. Entao,

U(a+B)(u,v) = (a+B) (¢ (u), ¢ (v)) = (@ (u),¢ " (v))+ B¢~ (u), ¢ (v))
= (@) (u,v) +P(B)(u,v);
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(@B (u,v) = Y W) (u2)p(B)(z0) = Y ¢ (u), ¢ (2))B(¢7 (2).07 (v))

= (@B ()67 ()
— Y(a) ()
B0) () = o ), o)) = 4 0% O W=0T)
0, se ¢ '(u)# ¢~ (v)
1, se u=v
") o ose wso

b(ka)(u,v) = (ka) (@~ (u), ¢~ (v)) = k(a(¢™ (), 67 (v)) = kv (a)(u, v).

Dos quatro itens anteriores concluimos que ¢ é um homomorfismo de K-algebras.

De maneira andloga, se definirmos n : FI(Q) — FI(P) por n(8)(x,y) = B(¢(x), o(y)),
para todos x,y € P, entao n é um homomorfismo de K-algebras e, claramente n = 11

Portanto 1 é um isomorfismo. O

Corolario 3.1.4. Seja P um poset nao localmente finito. Entdo ndo existe um poset local-

mente finito Q tal que FI(P) = 1(Q).

[a¥)

Demonstracao: Se existisse um poset localmente finito @ satisfazendo FI(P) = 1(Q),
terfamos F'I(P) = FI1(Q), uma vez que I(Q) = FI(Q). Dai, pelo teorema anterior, teriamos

P =@, o que é um absurdo pois P nao ¢é localmente finito. ad

3.2 Antiautomorfismos e involugoes em FI(P)

Na secao anterior mostramos que dois posets P e @) sao isomorfos se, e somente se, F'I(P)
e FI(Q) sao K-algebras isomorfas. Aqui nosso objetivo é mostrar que um antiautomorfismo
(involucao) de posets também induz um anti-automorfismo (involugao) entre as algebras de

incidéncia finitarias desses posets e que o contrario também vale.
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Iniciamos a se¢ao com um resultado envolvendo um poset e seu dual, definido em 1.1.5.

Tal resultado serd muito ttil para a demostracao do Teorema 3.2.5.

Proposigao 3.2.1. Um poset P tem um antiautomorfismo se, e so se, P é isomorfo ao poset

dual P.

Demonstragao: Seja ¢ : P — P um antiautomorfismo. Defina v : P—P por ¥(x) =

o(z), para todo z € P.

Como ¢ é bijetora, claramente 1 também é. Mostremos que r < y em P se, e sO se,
Y(z) < Y(y). Sejam z,y € P tais que z < y. Entao y < x em P e, portanto, p(x) < ¢(y), o
que implica ¥ (z) < 1 (y) em P. Por outro lado, se ¥(z) < ¥(y) em P, para alguns z,y € P,
entao p(z) < p(y) e, portanto, y < x em P. Logo, z < y em P. Portanto ¥ é um isomorfismo

de posets.

Reciprocamente, se existe um isomorfismo entre Pe P, digamos v : P — P, defina
¢ : P — P por p(x) = ¢(x), para todo z € P. Claramente ¢ é bijetora, uma vez que 1 o
é. Além disso, dados z,y € P com z < y, temos y < x em P. Dai, Y(y) < Y(z) e, portanto,
o(y) < p(r) em P. Agora, se p(x) < ¢(y) para x,y € P, entao ¢ (x) < ¢¥(y). Logo, x <y

em P e, portanto, y < z em P. Portanto ¢ é um anti-isomorfismo de P. O

Com o objetivo de obter ferramentas que serao uteis para a demostracao de muitos re-
sultados no decorrer desta dissertacao, apresentamos o proximo teorema. Deste decorrera o

Corolério 3.2.3, que serda muito importante para provarmos o Teorema 3.2.5.

Teorema 3.2.2. A aplicacao 7 : 1(P) — I(P) definida por 7(a)(z,y) = a(y,x), para
z,y € P, a € I(P), é uma bijecio K -linear satisfazendo t(af) = 7(8)7(a), para todos
a € I(P), p € FI(P). Além disso, T|prpy : FI(P) — FI(P) ¢ um anti-isomorfismo de
K-adlgebras.

Demonstracao: Dados a, f € I(P) tais que 7(a) = 7(/3), temos que, para todos z,y € P,
() (z,y) = 7(8)(z,y), ou seja, a(y, z) = By, z). Logo a = B. Além disso, dada v € I(P),
tome a € I(P) tal que a(u,v) = y(v,u), para todos u,v € P. Entao 7(a)(z,y) = a(y,z) =

~v(z,y), para todos x,y € P, ou seja 7(o) = 7. Portanto 7 é bijetora. Claramente, 7 é

K-linear.
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Agora, dados o € I(P), 5 € FI(P) e z,y € ﬁ, temos

r(af)(@,y) = (@B)y.a) = 3. aly2)Bza)= 3 w(a)(zy)r(B)(, 2)

= Y 7(B)(z,2)r(a)(zy)

= (7(B)7())(,y).
Portanto 7(af) = 7(6)7(a).

Resta mostrar que 7(FI(P)) = FI(P). Secja a € FI(P). Entéo, dados [s,t] C [z,y] C P,
temos [t, s| C [y,x] C P. Dessa forma, se 7(a)(s,t) # 0 para uma quantidade infinita de su-
bintervalos [s, t| de [z, y], teremos «(t, s) # 0 também para uma quantidade infinita de subin-
tervalos [t, s] de [y, z], o que contraria o fato de « estar em FI(P). Portanto 7(a) € FI(P),
0 que nos da 7(FI(P)) C FI(P). Por outro lado, dada 8 € FI(P), tome a € I(P) tal
que 7(a) = [B. Entao a(u,v) = [(v,u) para todos u,v € P. De maneira andloga ao
que fizemos acima, segue que o € FI(P), o que nos da FI(P) C 7(FI(P)). Portanto
7(FI(P)) = FI(P). Com isso ¢ com o que j4 foi mostrado anteriormente podemos concluir

que 7|prp) : FI(P) — FI(P) ¢ um anti-isomorfismo de K-dlgebras. O

Corolério 3.2.3. Seja P um poset. Entio FI(P)® = FI(P).

Demonstracao: Basta tomar ¢ : FI(P)® — FI(P), definida por ¥(a) = 7(«), onde 7 é

a aplicacao definida no teorema anterior. O

Observacao 3.2.4. O isomorfismo v definido da demonstracao do coroldrio anterior satisfaz

W(0,) =0, € Fl(lg), para todo x € P. De fato, dados u,v € P, temos

1, se u=v==x
Y(02)(u,v) = 0x(v,u) = = 0, (u,v) .
0, se u#z ou v#y

Teorema 3.2.5. A K-dlgebra FI(P) tem um antiautomorfismo (involugdo) se, e somente

se, P tem um antiautomorfismo (involugao).

Demonstragao: Seja ¢ : FI(P) — FI(P) um antiautomorfismo de K-algebras. Entao ¢

induz um isomorfismo FI(P) — FI(P)° que também denotaremos por ¢.
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Seja ¢ : FI(P)? —» F](f’) o isomorfismo do Corolario 3.2.3. Logo 5 =1 o ¢ :
FI(P) —s FI(P) é um isomorfismo. Assim, pelo Teorema 3.1.3, existe um isomorfismo de
posets ¢ : P — P tal que 5((51) ¢ conjugado a d,(,). Dai, pela Proposicao 3.2.1, ¢ induz
um antiautomorfismo de P que também denotaremos por .

Uma vez que 5(513) ¢ conjugado a d,(,), segue que, para cada x € P existe 3, € F[(ﬁ)

inversivel tal que (E(&E) = Bu0p(x) B, " Assim, em FI(P)%,

T

$(02) = (1 0 0)(02) = b (Bebim) B 1) = ¥ 1 (Be) 0oy (0 ()

Logo, em FI(P),
$(0z) = (V7H(B2)) 0¥ (Br)-
Portanto, ¢ é um antiautomorfismo de P tal que ¢(d,) é conjugado a d,(,), para todo = € P.

Agora, se ¢ for uma involu¢do e ¢(0,) = Vo0u(x)Ys * Para todo x € P, entao

0z = 6°(02) = S(1e0p@) Vs ) = (V2) ™ (@) P(12) = d(¥2) ™ (Vo) O (a) V(o) ) (Vo) -

Dessa forma, 9, é conjugado a d,2(,). Entao, como observado antes do Teorema 3.1.3, 0} (z) =
x, para todo z € P. Portanto ¢ também tem ordem 2, ou seja, ¢ é uma involucao.

Reciprocamente, seja ¢ : P — P um antiautomorfismo de P. Defina ¢ : FI(P) —
FI(P) por ¥(a)(z,y) = a(¢™(y), ¢~ (x)), para todos o € FI(P) e x,y € P. Note que
Y estd bem definida, ou seja, () € FI(P). De fato, sejam [s,t] C [u,v] C P. Entao
existem [a,b] C [z,y] C P tais que s = ¢(b), t = ¢(a), u = ¢(y) e v = ¢(x). Assim,
P(a)(s,t) = a(a,b). Dessa forma, se existir um nimero infinito de subintervalos [s, t| de [u, v]
satisfazendo ¥ (a)(s,t) # 0, o nimero de subintervalos [a, b] de [z, y] satisfazendo a(a,b) # 0
também serd infinito, o que ndo pode ocorrer pois a € FI(P). Logo ¢(«) € FI(P).

Mostremos que ¥ é um antiautomorfismo de K-élgebras. Sejam «, 5 € FI(P), z,y € P
e k € K. Entao,

Yla+B)(z,y) = (a+B8) (7' (y), 07 (2) = al67(y),¢7 (2)) +B(¢7 (y), ¢~ (2))
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(W(aB))(z,y) = (aB)(¢™ (y),07 (2))

Y(ka)(w,y) = (ka)(@~ (y), 07 (2)) = ka(¢™ (), ' (2) = k() ().

Portanto 1 é um anti-homomorfismo de K-élgebras.

De maneira anéloga, seja n : FI(P) — FI(P) definida por n(8)(z,y) = B(o(y), ¢(z)),
para todos z,y € P. Entao n é um anti-homomorfismo de K-dlgebras e, claramente, n = 1)1

Portanto, 1 é um antiautomorfismo.

Agora, se ¢ for uma involugao, entdao ¢ = ¢! e assim, dados o € FI(P) e z,y € P,

VA (a)(z,y) = () (6 (y), 07 (@) = a(¢™ (67 (2), 07 (67 (y) = alz,y).

Portanto ¢ também é uma involucao. ad



CapriTULO 4

Propriedades Zassenhaus

Este capitulo é destinado a verificar que FI(P) e I(P) satisfazem todas as proprieda-
des Zassenhaus definidas na Segdo 1.3, ou seja, mostraremos que FI(P) é uma K-élgebra
Zassenhaus, I(P) é um FI(P)-médulo Zassenhaus e (FI(P),I(P)) é um par Zassenhaus.
Verificaremos também sob quais condigoes a idealizacao FI(P)(+)I(P) de I(P) é uma K-

algebra Zassenhaus.

No presente capitulo nos basearemos no artigo [7].

4.1 Propriedades Zassenhaus de FI(P) e I(P)

Nesta sec¢ao discutiremos as propriedades Zassenhaus de FI(P) e de I(P). Mais precisa-
mente, verificaremos que FI(P) ¢ uma K-algebra Zassenhaus, que I(P) ¢ um FI(P)-médulo

Zassenhaus e que (FI(P),I(P)) é um par Zassenhaus.

Comecgamos a se¢ao com um lema que sera de grande importancia para a demonstragao

do Teorema 4.1.2.

Recordemos que, dado um conjunto X, um subconjunto M de X é dito co-finito se X — M

for finito.
Lema 4.1.1. Seja v € HY(FI(P),I(P)). Se ¢ (d) =0 entdo ¢ = 0.

Demonstragao: Considere ¢ € H'Y(FI(P),I(P)), ou seja, ¢ € Homg(FI(P),I(P)) e
Y(a) € al(P), para toda o € FI(P). Sendo ¢ K-linear e 1(6) = 0, temos 1(—0) =
—1(0) = 0. Para cada u € P, tome 0, € FI(P). Dessa forma,

¢(5u) =0+ ¢(5u) = ¢(—5) + ¢(5u> = ¢(—5 + 5u)7
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o que nos da ¥(d,) = Y(=d+0,) € 6,L(P) N (=6 +d,)I(P). Mostremos que 0,I(P) N (=0 +
6u)I(P) = {0}.

Seja A € 0,1(P)N(—d+6,)I(P). Entao existem 3,y € I(P) tais que A = §, = (—0+09,)7.
Como ¢, é idempotente, temos

A =08 = 0,(0,8) = 0u(—0 + 6,)7y = (=6, + .,)y = 0.

Portanto ¢(d,) = 0 para todo u € P.

Agora, considere u < v em P. Temos

V(0 + Ouv) = ¥(00) + ¥ (0uv) = ¥ (0u)-
Entéao (8, + 0u0) = V(0un) € (8y + 0u0)I(P) N 6yl (P). Mostremos que (8, + dy0)I(P) N
dun! (P) = {0}.
Seja A € (0, + 0y ) I(P) N 0y I (P). Entdo existem (3,7 € I(P) tais que A = (8, + 6u) 3 =
0upy- Dados x,y € P, temos

(00 +0u)B)(z,y) = (6u8)(z,y) + (Ounf) (2, y)
= Z dp(x, 2)B(2,y) + Z Sun(, 2)B(2,y).

z<z<y z<z<y
B(v,y), se z=wv
= B(v,y), se z=u (4.1)
0, se x#u e r#v

Guo)(@,y) = > Sulz, 2)9(2.y) =

z<z<y

{'y(v,y), se T=u . (4.2)

0, se z#u

De (4.1) temos que A(z,y) = 0 se  # u e x # v. Analisemos agora A(z,y) quando x = u ou
r=wv. Sex =wv, de (4.1) segue que A(v,y) = S(v,y). No entanto, de (4.2), A(v,y) = 0, uma
vez que v # u. Logo A(z,y) =0se xz=wve B(v,y) =0 para todo y € P. Se z = u, de (4.1)
segue que A(u,y) = B(v,y) = 0 para todo y € P. Portanto, dados =,y € P, A(z,y) = 0, ou
seja, A = 0, o que nos da 1(d,,) = 0 para todos u < v em P.

Agora, seja o € FI(P) tal que supp(a) é finito. Entao, a = Z a(x,y)0yy e

(z,y)Esupp(a)

P(a) = Z a(z, y)w((sry) = 0.

(w,y)€supp(a)
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Fixe u € P e considere aw € FI(P) tal que supp(a) = {u} x S, onde S é um subconjunto
infinito de P. Dado T' C S co-finito, seja ap € FI(P) definida por
alu,y), sex=uey€eT

O‘T(:Ca y) = .
0, caso contrario

Entao a = ar + Z a(u,v)0y, € Y(a) = Y(ar) + Z a(u, V)Y (0yy) = Y(ar). Além
veS-T veS-T
disso, ¥(ar) = aryr para algum vp € I(P), uma vez que ¢ € H(FI(P),I(P)). Portanto

() = Y(ar) = aryr, para todo subconjunto co-finito 7" de S.

Suponhamos que ¥(a) # 0 e seja (u,b) € supp((«)). Para todo subconjunto co-finito
T de S existe v € T N [u,b]. Com efeito, sabemos que que ¥(a) = aryr e (aryr)(u,b) =

Z ar(u,v)yr(v,b). Como, por hipdtese, ¥(a) # 0, devemos ter T'N [u, b] # () para todo
vETN[u,b]
T C S co-finito. Afirmamos que S N [u,b] é infinito. De fato, suponhamos que S N [u, b]

seja finito. Entdo SN [u,b) = S =T, onde ' = S — (SN [u,b]) C S é co-finito. Assim,
0#£TN[u,b ¢S—T=S5nN]u,b], o que é um absurdo pois T C S. Dessa forma, S N [u, b]
é infinito. Como {u} x (SN [u,b]) C {u} x S = supp(«), existem infinitos z € S N [u, b] tal
que a(u, z) # 0, o que contradiz o fato de o se um elemento de F'I(P). Portanto, para toda

« definida como anteriormente, temos ¥ («) = 0.

Ainda fixado u € P, considere o conjunto J, = 0,FI(P) e seja A € J,. Entao existe
p € FI(P) tal que A = §,8. Assim,
Blu,y), sex=u

)\(a:,y) = Z 5u<x72)ﬁ(27y) =

<2<y 0, caso contrario

Dessa forma, supp(\) = {u} x S, para algum subconjunto S de P. Pelo que acabamos de

mostrar, ¥(\) = 0 e, portanto, ¢(J,) = 0.

Seja a € FI(P) um elemento arbitrario. Note que a(z,y) = (d,«)(x,y), para todos
zr,y € P. Assim, (o — 0,«)(z,y) = 0, para todos z,y € P. Como d,a € J,, entdao ¢(a —
d.a) = P(a) — P(0,a)) = (), para todo x € P. Por outro lado, existe v, € I(P) tal que
Y(a—6,0) = (a—0,a)7,, uma vez que ¢p € H'(FI(P),I(P)). Logo, para quaisquer z,y € P,

v(a)(,y) = ((a = L)) (@y) = Y (a—da)(z,2)(2y) =0.

x<z<y
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Portanto ¢ (a) = 0, para toda € FI(P), como queriamos. O

Agora, ja estamos aptos a demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.1.2. (FI(P),1(P)) é um par Zassenhaus a esquerda.

Demonstragao: Seja p € H'(FI(P),1(P)). Mostremos que existe u € I(P) tal que p(a) =
ap, para toda a € FI(P), ou seja, ¢ = p.

Considere -p(8) : FI(P) — I(P) e defina ¢ : FI(P) — I(P) por ¥ = ¢ — (-¢(9)).
Como ¢ € HYFI(P),I(P)), -p(§) € -I1(P) C HY(FI(P),I(P)) e H(FI(P),I(P)) é um
K-espago vetorial, segue que ¢ € HY(FI(P),I(P)). Além disso, ¥(8) = p(d) — dp(d) = 0.
Entao, pelo lema anterior, ¢¥(a) = 0, para toda o € FI(P). Dessa forma, p(a) = ap(d) =
(-p(d)) (), para toda o € FI(P), ou seja, ¢ = -p(J) € -1(P). Portanto (FI(P),I(P)) é um

par Zassenhaus a esquerda. O

Como consequéncia desse ultimo teorema, outras trés propriedades Zassenhaus podem

ser verificadas, conforme apresentamos nos corolarios a seguir.

Corolério 4.1.3. FI(P) € uma K-dlgebra Zassenhaus a direita.

—Tr

Demonstracao: Seja ¢ € FI(P). Como FI(P) C I(P), podemos considerar ¢ €
Homg (FI(P),I(P)). Além disso, dado o« € FI(P), temos (o) € aFI(P) C al(P) e,
consequentemente, p € H/(FI(P),I(P)). Entao, pelo teorema anterior, existe u € I(P) tal
que ¢ = -u. Mas, note que u = dp = (-1)(0) = @(0) € FI(P), ou seja, p = -p € -FI(P).

—T

Portanto FI(P) = -FI(P), ou melhor, FI(P) é uma K-algebra Zassenhaus a direita. O

Corolario 4.1.4. FI(P) é uma K-dlgebra Zassenhaus a esquerda e (FI(P),1(P)) é um par

Zassenhaus a direita.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.2.2, 7 : I(P) —» I(P) é uma bijecao K-linear satisfazendo

T(ay) = 7(y)7(), para todos o € FI(P) ey € I(P), e 0 = T|pip) : FI(P) — FI(P)

é um anti-isomorfismo de K-dlgebras. Assim, pela Proposi¢ao 1.3.4, item (2), existe um
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1 — =T

isomorfismo de K-algebras ' : FI(P) — FI(P) que satisfaz (o)’ = -o(a), para todo

a € FI(P). Temos, portanto, um isomorfismo de K-dlgebras '|ps(py. : FI(P)- — -FI(P).

Entao, pelo corolario anterior,

—T

FI(P) =~ FI(P) = -FI(P)= FI(P)-.

I
Se ¢ : FI(P) — FI(P)- ¢ o isomorfismo acima entdo ¢ = ('|prp).) 1o, Assim, dada
—

p € FI(P), ¢(¢) = ((lr1p)) ")) = (lz1p) ) (@) = ¢. Logo, ¢ € FI(P)-. Portanto
—
FI(P) C FI(P)- e, consequentemente, F'I(P) é uma K-élgebra Zassenhaus a esquerda.

Ainda pela Proposigao 1.3.4, item (3), existe um isomorfismo de K-espagos vetoriais

'. H™(FI(P),I(P)) — H'(FI(P),I(P)) que satisfaz (v-)' = -7(7), para toda ~ € I(P).

Temos entdo um isomorfismo de K-espagos vetoriais ‘|;(p). : I(P)- — -I(P). Entao, pelo

teorema anterior

o' (FI(P),I(P)) = H(FI(P),I(P))

[
=
=

I
=
=

Se ¢ : H"(FI(P),I(P)) — I(P)- é o isomorfismo acima, entdao ¢ = ('[;(p).)"'0’. Assim,
para toda. f € H'(FI(P), I(P)), 6(f) = ((laie ) ')(f) = Clae ) () = £ 0 que implica
f € 1(P)-, ouseja, H (FI(P),I(P)) C I(P)-. Portanto (FI(P),I(P)) é um par Zassenhaus

a direita. O

Definicao 4.1.5. Um subconjunto X de um poset P é dito ser noetheriano se, para toda
cadeia ascendente x1 < 1y < x3 < --- < z; <--- de elementos de X, existir um inteiro n tal

que T, = Tnyj, para todo 7 > 1.

E possivel mostrar, usando o Lema de Zorn, que todo subconjunto noetheriano nao vazio

de um poset possui um elemento maximal.

Com essas informacoes, podemos provar o proximo lema, que nos permitirda concluir que

I(P) é um FI(P)-médulo Zassenhaus.

—T

Lema 4.1.6. Se ) € I(P) ¢€ tal que ¥(5) =0, entdo 1p = 0.

—

Demonstragao: Seja ¢ € I(P)T. Entao ¢ € Endg(I(P)) e ¢¥(a) € aFI(P) para todo
a € I(P). Como FI(P) C I(P), temos ¢(a) € al(P) e podemos afirmar que 9|pyp) €
H'(FI(P),I(P)). Dai, pelo Lema 4.1.1, concluimos que ¥|prpy = 0.



4.1 Propriedades Zassenhaus de FI(P) e I(P) 56

Fixe v € P e tome a € I(P)— FI(P) tal que supp(a) = S x{v}, onde S é um subconjunto
infinito de P. Dado T' C S co-finito, seja ap € I(P) definida por
a(z,v), sexeT ey=0v

@T(xvy):: .
0, caso contrario

Entdo o = ar + Z a(u, )0y e Y(a) = Y(ar) + Z a(u, v)(dy) = Y(ar), uma vez

ueS-T ueS-T

—T

que Z a(u,v)0y, € FI(P). Além disso, como ¢ € I(P) , existe yp € FI(P) tal que

Y(ar) = apyr. Assim, ¥(a) = apyr, para todo subconjunto co-finito 7" de S. Mas, se

a,b € P, ¢(ar)(a,b) = (aryr)(a,b) = Z ar(a, 2)yr(z,b). Logo, supp(¥(ar)) C {(a,b) :

a<z<b
aeT e véela,bl}.

Agora, dado a € S um elemento arbitrario, temos que T, = S — {a} é um subconjunto
co-finito de S. Logo, para todo b € P, {(a)(a,b) = ¥(ar,)(a,b) = 0, uma vez que a ¢ T,,.
Como a é arbitrario em S, segue que ¥ («)(a,b) = 0 para todos (a,b) € P com a € S.

Por outro lado, se a € S, tomando 7' C S um subconjunto co-finito arbitrario, obtemos

que ¢¥(a)(a,b) = ¢¥(ar)(a,b) = 0, para todo b € P, uma vez que a ¢ T. Portanto ¢(a) = 0.

Ainda, fixado v € P, considere o conjunto L, = I(P)d, e seja A € L,. Assim, existe
g € I(P) tal que A = 34, e
B(z,v), sey=v

)\(.T},y) = Z ﬁ(l’,Z)(SU(Z,y) =

<2<y 0, caso contrario

Logo, supp(\) = S x {v} para algum subconjunto S de P. Pelo que acabamos de mostrar,
¥(A\) = 0 e, portanto, ¥(L,) = 0.

Seja a € I(P) — FI(P) um elemento arbitrario. Fixe y € P e seja £ um subconjunto
de {v € P:v <y}. Seja x € I(P) tal que supp(x) C E x {y}. Como «a,x € I(P), ndo
podemos considerar o produto ay. Para esse produto estar bem definido, ou seja, para que

ay € I(P), a soma

> alu,v)x(v,y)

vE[u,y|NE

deve ser finita para cada u € P tal que u < v, para algum v € E, com x(v,y) # 0.

Equivalentemente, ay € I(P) se o conjunto E™ = {v € E : x(v,y) # 0,u < v < y} for
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finito, para todo u < y. Isso nos permite concluir a primeira parte da seguinte afirmacao.
Afirmagao: Fize y € P e sejam «,x € I(P) definidas acima. Seja E um subconjunto
noetheriano de {v € P :v <y} e assuma que a(v,v) # 0 para todo v € E. Suponha também
que, para todo w € P, o conjunto E® = {v € E : x(v,y) # 0,u < v < y} € finito. Entdo
ax € I(P) e se ax =0, entdo x = 0.

De fato, se E® é finito para todo u € P, entdo ay € I(P), como acabamos de ver.
Suponhamos que x # 0. Entao existe v' € F tal que x(v,y) # 0. Dai, o subconjunto
X ={veFE:x,y) #0} de E é ndo vazio e noetheriano, uma vez que E ¢é noetheriano.
Seja p um elemento maximal de X. Temos

(@) (my) = > alwv)x(v,y) = a(u m)x(my).
vE[u,y]NX
Como af(p, ) #0 e x(p,y) # 0, segue que ap # 0.

Seja v € FI(P) tal que ¢¥(a) = ary. Para cada y € P, seja E(y) = {ve P :vy(v,y) # 0}.
Entdao E(y) x {y} C supp(y). Como v € FI(P), (E(y))™ = {v € E(y) : u < v} é finito
pois, para todo v € (E(y))™, v(v,y) # 0 e [v,y] C [u,y]. Além disso, F(y) é noetheriano
pois se existisse em E(y) uma cadeia infinita z; < x;11,7 > 0, terfamos infinitos subintervalos
[z;,y] C [z0,y] tal que v(x;,y) # 0, 0o que ndo pode ocorrer pois v € FI(P).

Suponhamos que «(z,x) # 0 para todo x € P. Mostremos que, neste caso, v = 0.
Suponhamos que existam vy, yp € P tais que y(vg, yo) # 0. Seja = a — ad,, € [(P). Como
by, € Ly, P(8) = () — Y(ady,) = P(a). Além disso, B(z,v9) = 0, para todo z € P. Seja
v € FI(P) tal que ¥(B) = B+'. Entao ay = 84 e, portanto, ay — 57 = 0. Em particular,

se u < vy,

0 = (ay =) (u,yo)
= a(u, v0)v(vo, Yo) + Z a(u,v)y(v, o) — Z Blu,v)y (v, 90)

u<v<yg u<v<yg
v#£vQ v#£vg
= alw o)+ Y alw )b — 7))+ Y (6) (o) (o, 40)
u<v<yg u<v<yg
v#£vQ v#vQ
= a(ua UO)’V(’UW yO) + Z CK(U, U)["Y(U, yﬂ) - ’}/(U, yO)] (43>
u<v<yg
v#£v(Q

Tomando os conjuntos noetherianos E(yg) = {v € P : y(v,y0) # 0} e E'(yo) = {v € P :
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v (v,y0) # 0}, obtemos o conjunto noetheriano E = E(yy) U E'(yo). Seja x € I(P) definida
por
Y(v0,Y0), sex=1vpey=yo
X(@y) = 4 vz, 90) —7'(2,90), ser € E\{ve} ey=yo -
0, caso contrario

Entao supp(x) € E x {yo}. Além disso, para cada u € P, o conjunto E™ = {v € E : u <
v <y} e x(v,y0) # 0} é finito, uma vez que v,v € FI(P). Por (4.3), ax = 0, o que nos
d4, pela Afirmacao acima, y = 0. Em particular, 0 = x(vo, %) = (v, %0), 0 que é uma

contradi¢ao. Portanto, v = 0 e, consequentemente, ¥ (a)) = 0.

Finalmente, para qualquer a € I(P), temos a = o’ + &, onde

. a(u,v), se u<wv Y 0, se u<w
a'(u,v) = e ad'(uv) =
1, se u=v alu,u) — 1, se u=w
Note que o/ (x,x) # 0, para todo x € P, e o € FI(P). Portanto, ¥ (a) = ¢ (o) + () =0,

como queriamos. O

Agora ja estamos aptos a verificar que I(P) é um FI(P)-médulo Zassenhaus.

—T

Teorema 4.1.7. I(P) = -FI(P)yp), ou seja, I(P) é um FI(P)-mddulo Zassenhaus a

direita.

—T —T

Demonstracao: Seja ¢ € I(P) e note que ¢(0) € FI(P). De fato, como ¢ € I(P) , existe
v € FI(P) tal que ¢(0) = dy =~ € FI(P).

Defina ¢ = ¢ — (-¢(0)). Como ¢ € ]/(]?)T, -p(0) € -FI(P)yp) C ]/(l?)r e @T é um
anel, segue que ¥ € ﬁp\)r. Além disso, ¥(0) = ¢(6) — (-¢(0))(d) = ¢(d) — ¢(d) = 0. Entéo,
pelo lema anterior 1) = 0, o que implica ¢ = -¢(§). Dessa forma, ¢ € -FI(P);p), de onde

podemos concluir que I(P) é um FI(P)-mddulo Zassenhaus a direita. O

—1

Teorema 4.1.8. I(P) = FI(P)yp):, isto ¢ I(P) ¢ um FI(P)-médulo Zassenhaus a es-

querda.



4.2 Propriedades Zassenhaus de FI(P)(+)I(P) 59

Demonstragao: Pelo Teorema 3.2.2, 7 : [(P) — I(P) é uma bijecao K-linear satisfazendo

T(ay) = 7(7)7 () para todos a € FI(P),v € I(P) e 0 = 7|prp) : FI(P) — FI(P) é um

anti-isomorfismo de K-dlgebras. Entao pela Proposicao 1.3.4 item (1), existe um isomorfismo

—T
~

—
de K-élgebras’: I[(P) — I(P) que satisfaz (o) = -o(«), para toda o € FI(P). Temos,

portanto, um isomorfismo de anéis '[ry(p), ). : FI(P)ypy — -FI(P);p. Entao, pelo

teorema anterior

— — =

I(P) = I(P) = -FI(P),p = FI(P)yp) -

—1
Seja ¢ : I(P) — FI(P)yp) o isomorfismo acima. Entao ¢ = (|pr(p),,.) "0 Dessa
—1
forma, dada ¢ € I(P), ¥() = (l(r1(p);py.) " (¢) = . Logo, ¢ € FI(P)p)- de onde segue
—1
que I(P) = FI(P)ypy-, ou seja, I(P) é um FI(P)-médulo Zassenhaus a esquerda. O

4.2 Propriedades Zassenhaus de FI(P)(+)I(P)

Sejam R um anel, M um R-bimoédulo e considere a soma direta R & M. Definimos em
R & M a multiplicacao
(r,m)(s,n) = (rs,rn +ms),
para todos (r,m), (s,n) € RG M. E f4cil ver que, com essa multiplicacdo, R M é um anel,

chamado de idealizacao do R-bimédulo M ou extensao trivial de R por M e é denotado por

R(+)M.

Denotaremos um elemento (r,m) de R(+)M por . Com essa notacao, temos
m
T S T+ S T S TS
—|— = e = s

m n m—+n m n ™ + ms
/ . R 1R

para todos r,s € R e m,n € M. Além disso, Oy = e lppym =
Onr Onr

Nesta secao voltaremos nossa atencao para a idealizacao FI(P)(+)I(P) de I(P).

Sabemos que dada a € I(P), a(z,y) é um elemento de K para todos z,y € P. Com isso,
é facil verificar que FI(P)(+)I(P) satisfaz todas as condi¢oes da Defini¢ao 1.2.18 e, portanto,
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¢ uma K-algebra. Acabamos de ver na secao anterior que F'I(P) e I(P) satisfazem todas
as propriedades Zassenhaus. Nosso interesse aqui é verificar se a idealizagao F'I(P)(+)I(P)
é também uma K-dlgebra Zassenhaus. Tal fato dependera do poset em questao. Mais
especificamente, FI(P)(+)I(P) serd uma K-dlgebra Zassenhaus a esquerda (direita) se, e

somente se, P for um poset sem elementos maximais (minimais).

Dado um poset P denotaremos por 1" e L os conjuntos de todos os elementos maximais

e minimais, respectivamente, de P. Sejam também Jr e J;, subconjuntos de FI(P)

Jr={a € FI(P):a(z,y) =0 se y&T}

Jp={a€ FI(P):a(x,y)=0 se x ¢ L}.
Proposicao 4.2.1. Jr e Jy, sdo ideais de FI(P).

Demonstracgao: Claramente 0 € Jp. Dados o, 5 € Jr e x,y € P com y ¢ T, temos

(a - ﬁ)(x,y) = a(‘ray) - ﬁ(x,y) =0.

Logo, a — 8 € Jp. Também, dados oo € FI(P), p € Jrex,y € P com y ¢ T, temos
(pa)(z,y) = > plz,2)a(z,y) =0,
z<z<y
uma vez que p(z,z) = 0 para todo z € [z,y], pois z € T. E,
(ap)(z,y) = > alz,2)p(z,y) =0,
x<z<y
pois y € T. Logo, ap, pa € Jr.

De forma andloga mostra-se que Jy, é ideal de F'I(P). 0

Dado um poset P e seu dual ]3, sejam Tel os conjuntos dos elementos maximais e

minimais, respectivamente, de P. Considere também os ideais de FI (ﬁ)

Jz = {aeF[(lg):a(x,y) =0 se ngT}
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JZ:{QEF[(]B):O&(LL’,@}):O se xg_iZ}

Considerando a aplicacao 7 definida no Teorema 3.2.2, temos a seguinte proposicao:
Proposicao 4.2.2. 7(Jr) = J; e 7(Jy) = J5.

Demonstracgao: Primeiramente, é facil ver que T' = LeL=T.

Seja p € Jr. Se x,y € P ey & L, entdo 7(p)(y,x) = p(x,y) = 0 pois y ¢ T. Portanto
7(p) € J;.

Agora, seja f € J;. Tome o € FI(P) tal que o(z,y) = S(y,x), para todos z,y € P.
Entao f =71(a) e,sex,y € Pey & T, a(z,y) = B(y,x) =0, pois y & L. Logo o € Jr e,
portanto, 8 € 7(Jr).

De forma analoga mostra-se que 7(J.) = J5. O

Proposicao 4.2.3. Os pares (FI(P),J) e (FI(P),Jr) sio Zassenhaus a esquerda e a di-

retta, respectivamente.

Demonstracao: Considerando a Proposicao 4.2.2, pode-se demonstrar este resultado por

uma construgao andloga ao que fizemos anteriormente para mostrar que (FI(P),I(P)) é um

par Zassenhaus a esquerda e a direita. O
r P
Seja S = FI(P)(+)I(P). Dados , € S, temos
m M
r p r pr p- 0 r
u m 7! m pm + ur u pe m
Logo
p- 0
S-=<¢ ¢ € Endg(S) ¢ = ,p € FI(P),uelI(P)
u. p.

—_—
l

O préximo resultado nos dd uma caracterizacao de (FI(P)(+)I(P))".
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Teorema 4.2.4. Se T é o conjunto de todos os elementos mazximais de P, entao

—

(FI(P)(H)I(P) = (FI(P)()I(P))) ® {n: A € Jr},

onde 1y = 2 )(\) € Endg (FI(P)(+)I(P)), com X € Jr.
Demonstragao: Seja S = FI(P)(+)I(P) e tome 1 € S'. Entdo v € Endg(S) e, pela
Proposicao 1.2.37, existem « € Endg (FI(P)), f € Homy(FI(P),I(P)), v € Endg(I(P)) e
0 € Homg (I(P), FI(P)) tais que

a 0

B v
Além disso, dados r € FI(P) e m € I(P), existem py, € FI(P) € ppm € I(P) tais que

Y=

r Prm r PrmT
w p— p—

m [rm m PrmM 4 e

Assim,
’ r a 0 r a(r) 4+ 6(m) PrmT
m B v m B(r) 4+ ~v(m) Prm™M + T
ou seja,
a(r) +0(m) = prmr

6(m)
B(r) 4+ () = pram + iy
Se r = 0, temos #(m) = 0 para todo m € I(P), ou seja, # = 0. Se m = 0, entdao B(r) = por.
Como p.g € I(P) e € Homg(FI(P),I(P)), temos que § € H"(FI(P),I(P)) = I(P)-.
Agora, se r = 0, entdo y(m) = pomm. Mas pon, € FI(P) e v € Endg(I(P)), o que nos dé
v e .ﬁ]?)l = FI(P)py-- Além disso, como 6 = 0, temos «(r) = pyp,7, para todo r € FI(P),
de onde segue que o € F/(?)l = FI(P)-. Logo, existem p, p; € FI(P), p € I(P) tais que

a=p,[=p ey=pr,e assim,
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-0 0 0
Facamos ¢, = P ey = . Assim 1y = 1) — ;. Claramente ¢; € S-

e pr 0 (p1—p)
e, portanto, 1; é um elemento de S'. Logo ¢, € S', uma vez que ¢ € S’ e S! é um anel.

Vamos mostrar que ¢ € {n, : A € Jr}.

Escrevamos 7 = p; — p. Dados r € FI(P) e m € I(P), existem p,, € FI(P), piym, € 1(P)

tais que
" r _ | prm Tl 0 0 r
m Lorm m 0 ~- m
Ou seja,
prr | |0
Prm™M + fem? - m
e, assim,
Prm?” =0

| (4.4)
(Y = Prm)m = flpmr

1° caso: P nao possui elementos maximais.
Se v # 0, existem u < v em P tais que y(u,v) # 0. Como P nao possui elementos

maximais, existe w € P tal que v < w. Considere os elementos m = ¢, e r = d,,, € note que

ambos estao em FI(P). Seja também p = p,,, € FI(P). Entao

(pr)(z,w) = Z B, 2) 0 (2, W) = p(z,v), se v € [z,w]

r<z<w 0, se v g [LC,’UJ]
Por (4.4) temos que pr = 0, o que implica p(x,v) = 0 para todo = < v.

Temos também que

(’Ym)(l’,y) = Z 7(x72>5y(2,y) _ ’7($,U), se y=wuv

w<z<y 0, se y#v

(ﬁm>(x7y>: Z ﬁ(l’,Z)(Sv(Z,y): ﬁ(x,v), s€ y=v

2<z<y 0, se y#v

Como p(z,v) = 0 para todo = < v, temos que pm = 0. Dai, (y — p)m = ym.
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Agora, considere i = ;. Entao

(pr)(z,y) = Z i, 2)0p0(2,y) = iz,v), se y=w e vé€lry

<2<y 07 se y%w ou ’Ug[flj’,y]

Por (4.4) temos (v — p)m = fr e, assim,

Y(u,v) = (ym)(u, v) = ((v = p)m)(u, v) = (ir)(u,v) = 0,

o que é uma contradicao.

Com isso temos que v = p; — p = 0, de onde segue que Yy = 0 € {n\ : A € Jr}.
Mais do que isso, neste caso, temos 1) = 1 € S-, ou seja, se P é um poset que nao possui
elementos maximais, entdo S = S- e, portanto, FI(P)(+)I(P) é uma K-algebra Zassenhaus

a esquerda.

2° caso: P possui elementos maximais.

0 0

Mostremos que € §l, para toda v € Jp. Equivalentemente, mostremos que
0 ~-
(4.4) tem uma solugao para toda y € Jr.

Seja v € Jr. Fixemos r € FI(P) e definamos os subconjuntos Ty e T} de T' da forma:
To={veT:r(v,v)=0} e Ty ={veT:r(v,v) #0}.

x,y), se y €T
Seja p, € FI(P) definida por p,(x,y) = @ 9) V=10 Entdo

0, se y&T

(o) (@,y) = Y pela, 2)r(z,9) = vz, 9)r(y,y) = 0.
<2<y
Portanto p,r = 0, para todo r € FI(P).
Agora, dado m € I(P), temos

(ym)(w,y) = > ylx, 2)m(z,y) = v, y)m(y, y)

z<z<y

(me)<‘T7y) = Z Pr(x,z)m(Z,y) = ’Y(I,y)m(y’y)’ se y€lp .

r<z<ly 07 s€ y¢T0
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Assim,

0, se yeTj 0, se ygT
(ym — pym)(z,y) = =
y(x, y)m(y,y), se y& Ty Y(x,y)m(y,y), se yeTy

Defina p € I(P) por

7(%;}2/();;()%1/)’ se yeTy

0, se y¢T1Ty

px,y) =
Dado r € FI(P),

(ur)(z,y) = Y pla,2)r(z,y)

z<z<y

wx,y)r(y,y), se yeli
0, se y¢&Ti

Yz, y)m(y,y), se yeT
0, se y¢T1T

Logo (v — pr)m = pr. Como também ja mostramos que p,r = 0, encontramos uma solucao

para (4.4), como queriamos.

0 0
Voltemos a 1), = , onde v = p; — p. Escrevamos v = v + yp_7, onde
0
v(z,y), se yeT v(z,y), se ygT
(v, y) = € Yp-T = .
0, se y&T 0, se yeT
Claramente, vy € Jr. Pelo que acabamos de mostrar, € S'. Temos que
0 7
0 0 0 0 0 0
wg et = —|—
0 ~ 0 0 vp_r
0 0 0 ~ ) 0 0
e, portanto, = 1)y — € S'. Repetindo para 0 mesmo
0 vp_7- 0 ~r 0 vp_r
argumento utilizado para 15 no 1° caso, é possivel provar que vp_r = 0 e, consequentemente,
0 0
quz G{UAZ)\GJT}.

0 -
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Agora, claramente ((FI(P)(4+)I(P))-)N{nx: A € Jr} = {0}. Dessa forma, considerando
(FI(P)(H)I(P)):) e {nx : A € Jr} como K-subespagcos, temos que (F[(P)/(—i—\)I(P))l =
((FI(P)(+)I(P)):) ® {nx : X\ € Jr}, como queriamos. 0

Corolario 4.2.5. FI(P)(+)I(P) € uma K-dlgebra Zassenhaus a esquerda se, e somente se,

P nao possui elementos mazrimais.

Demonstracao: Segue diretamente do teorema anterior que FI(P)(+)[(P) é uma K-
algebra Zassenhaus a esquerda se, e somente se, {n, : A € Jr} = {0}, ou seja, se, e somente

se, Jr = {0}. Agora, se y € T, entao d, € Jr pois

1, seu=v=y
dy(u,v) =

0, caso contrario

Logo, Jr = {0} se, e somente se, T = (). O

De forma analoga ao Teorema 4.2.4, é possivel demonstrar o proximo teorema, do qual
decorrerd que FI(P)(+)I(P) é uma K-algebra Zassenhaus a direita se, e somente se, P for

um poset sem elementos minimais.

Teorema 4.2.6. Se L ¢ o conjunto de todos os elementos minimais de P, entdo

—_—

(FL(P)(H)I(P))" = ((FI(P)(+)I(P))) @ {n: A € Jr},
0 0
onde 1) = € Endg (FI(P)(+)I(P)), com X € Jp.
0 A
Corolario 4.2.7. FI(P)(+)I(P) € uma K-dlgebra Zassenhaus a direita se, e s6 se P nao

possut elementos minimais.

Sendo F'I(P) uma K-algebra e, portanto um anel, é possivel consideré-lo como um FI(P)-
bimddulo e, nesse sentido, podemos tomar a idealizacao FI(P)(+)FI(P) de FI(P) e inves-

tigar se esta é também uma K-algebra Zassenhaus.

Proposicao 4.2.8. Seja P um poset. Entao a idealiza¢io FI(P)(+)FI(P) de FI(P) € uma
K-dlgebra Zassenhaus a esquerda (direita) se, e sé se, P nao possui elementos mazximais

(minimais).
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Demonstracgao: Segue de forma anédloga a demonstragao do Teorema 4.2.4. O

—_—

4.3 Propriedades Zassenhaus de (FI(P)(+)I(P))
e (FI(P)+)I(P)y

Consideremos agora as K-algebras A = (F](%I(P))l e B= (FI(E?(?)I(P))@ Nesta
secao mostraremos que A e B sempre sao K-algebras Zassenhaus, independente do poset P
ter ou nao elementos maximais ou minimais.

Pelo Teorema 4.2.4, A = ((FI(P)(+)I(P)):) ® {nm\» : A € Jr}. Entao, dado = € A,
T 0
existem r € FI(P),m € I(P),s € Jr tal que x = . Vamos escrever x
m- (r+s)
r.
da forma z = | m. | . E facil ver que FI(P)- = FI(P), I(P)- = I(P) e Jp- = Jp como

S-

r
K-espacos vetoriais. Com essas identificagoes escreveremos x = | m | . Para
S
r P
r 0 P 0
xr = g m s y g g /’l’ E A7
m- (r+s) po (p+o)
S o
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temos
[ - 0 P 0
Ty =
e ) | e (o)
_ (rp)- 0
| (mp) - +((r +5)p)- ((r+s)(p+0))
_ (rp)- 0
| (mp+(r+s)p)- (rp) - +(sp+ (r + s)o)-
rp r P
= mp+(r+s)u | =1 m 1
i sp+ (r+s)o s o
r p ]
Dados | m |, | u | € A, temos
s o
p r ] pr P 0 0 r
wo|- m||=|wt+ptom | =|p (pto) 0 m
o s | or+(p+o)s o 0 (p+o) s
Logo
P 0 0
A-=¢p e Endg(A) Y= | pu (p+o0) 0 ,p € FI(P),p€I(P),0 € Jr
o 0 (p+o0)

Teorema 4.3.1. A = (FI(PW—&—\)[(P))Z ¢ uma K-dlgebra Zassenhaus a esquerda.

Demonstragao: Pelo Teorema 4.2.4, A = ((FI(P)(+)I(P)):) ® {nx : A € Jr}, onde consi-

deramos a soma direta de K-espagos. Note que, vistos como K-espagos, (FI(P)(+)I(P))- =
FI(P)® I(P) e {n\: A€ Jp} = Jr (via isomorfismos naturais). Entao

A= ((FI(P)()I(P)) @ {n: A€ Jp} 2 FI(P) ® I(P) ® Jr.
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Seja ¢ € Al. Entdo ¢ € Endg(A) e, pela Proposicao 1.2.37, existem a; € Endg (FI(P)),
ay € Homg (I(P), FI(P)), as € Homg (Jr, FI(P)), 1 € Homg(FI(P),I(P)), f2 € Endg(I(P)),
63 S HOHIK<JT,[(P)), A € HOHIK(F[(P), JT), Ay € HOHIK([(P), JT) e N3 € EndK(JT) tais

que

Q1 Qg Q3

Y=\ B B2 Bs
Al A Az

Por outro lado, se ¢ € ﬁl, dados r € FI(P), m € I(P) e s € Jp existem p,,s € FI(P),

trms € L(P) € 0pms € Jr tais que

r Prms r PrmsT
V]l m [ | =1 toms | | m | = | toms” + (Prms + Orms)m
s Orms s Orms” + (Prms + Orms)S
Dessa forma,
r a1 (r) + az(m) + as(s) PrmsT
VL m | | =1 Bilr)+Ba(m)+ Bs(s) | = | tems” + (Prms + Trms)m
8 A(r) + Aa(m) + As(s) OrmsT + (Prms + Orms)s

Com isso, temos

a1(r) + az(m) + az(s) = prmsr
Ba(r) + Ba(m) + Bs(s)
A () 4+ Aa(m) + A3(8) = Orms” + (Prms + Trms) S

= WUprmsT + (prms + Urms)m .

—

1. Se m = s = 0, entdo ay(r) = preor, para todo r € FI(P). Assim, oy € FI(P) =
FI(P)-.

2. Se m =r =0, entdo f3(s) = 0, para todo s € Jr e, portanto 3 = 0.

3. Ser =s =0, entdo \a(m) = 0 e az(m) = 0, para todo m € I(P) e, dessa forma,
Qg = Oe )\2 =0.

—

4. Se r = 0 entao fa(m) = (poms + Toms)m, para todo m € I(P). Logo py € I(P) =
FI(P)rpy-. Também As3(s) = (poms + 0oms)s € asz(s) = 0, para todo s € Jp, donde

segue que az = 0.
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5. Sem = 0, entao f1(r) = pqosr, paratodor € FI(P), o queimplica $; € H'(FI(P),I(P)) =
I(P)-.

6. Se s =0, entdo Ay (1) = 0pmor, paratodor € FI(P). Assim \y € H (FI(P), Jr) = Jr-.

Entao existem p,p; € FI(P), u € I(P) e 0 € Jr tais que ag = p-, B2 = p1+, f1 = p- e
A1 = o-. Além disso, em (4) podemos tomar m = s € Jp e com i830 [B2(s) = (poss + Toss)S =

A3(s), o que nos dé A3 = (p1-)|s,.. Assim,

-p 0 0
o= | w p- 0

o 0 pi-lop
W 0 0 0 0 0

= | w (pto) 0 10 pr-—(p+o) 0
K 0 (p+o) 0 0 pr o — (p+0):
[, 0 0 0

= |u| +]0 p-—(pto) 0
| o 0 0 p1 -l — (p+0)

Fazendo p; - —(p + 0)- = py-, temos

p 0 0 0
V=1l =10 po 0
g 0 0 p2lu
p 0 O 0
Umavezquewezzl\l, L ~EA-szl\le;l\léumanel,temosque@: 0 po 0 €
o 0 0 p2lsm

Al
Se mostrarmos que ¢ = 0, teremos que ¥ € A-. Para isso, mostremos que py = 0.

Como ¢ € A, dados r € FI(P),m € I(P),s € Jr, existem pyms € FI(P), ptrms € I1(P) e
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Orms € Jr tais que

r Prms r PrmsT
el m || = tems m | = | frmsT + (Prms + Trms) M
s Crms s OrmsT + (Prms + Orms)S
Por outro lado,
r 0 O 0 r 0
¥ m =10 p2 0 m | = | pa2m
s 0 0 pa-lsp s P28
Assim
Prms? =0
frmsT + (Prms + Opms) = pam—- (4.5)

OrmsT + (prms + Urms)s = pP2S
Afirmamos que py € Jp. De fato, suponhamos que ps ¢ Jr. Entao existem u,v € P tal
que pa(u,v) # 0 ev & T. Logo, existe w € P tal que u < v < w. Tome m =6, € I(P) e
r =y € FI(P). Entao

(PrmsOu) (1,10) = 3 prans (i, 2)80(2,0) = prms(z,0), se v € [z,w]

w<z<w 0, se v¢ [z, w
Mas por (4.5), prmsr = 0, para todo r € FI(P). Portanto p,m,s(x,v) = 0, para todo x < v.

Temos também

Orms(T,0), se y=wv
(@«ms&;)(%@/) = Z Urms<xvz)6v(zay) -

r<z<y 0, se y#wv

Como v € T € Opms € Jr, segue que 0,ps(x,v) = 0 e, portanto 0,50, = 0. Além disso,

prms<xav>7 se Yy=v
(prmsévxz?y) = Z prms(l'az>5v(zay) =

a<z<y 0, se y#wv

Como acabamos de ver, p,,s(x,v) = 0, para todo x < v e assim, p.ms0, = 0. Entao, de (4.5)
temos que

,02(511 = ﬂrmsévw + (prms + O'rms)(sv = ,urmsduw-
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Por fim,

Urms(T,0), se y=w e vE [z,
([LLT’mS(SUw) (:B7 y) = Z Mrm5<x7 Z)é'l)w(z7 y) =
r<z<ly 07 se Yy 7é w ou v g [ZL‘, y]

Além disso,

(p2dy)(z,y) = Z p2(x,2)0,(2,y) = pa(x,v), se y=v

2<2<y 0, se y#w '
Logo,
p2(u, v) = (p20v) (1, 0) = (prmsdow ) (u, v) = 0,
o que é uma contradi¢ao. Portanto ps € Jr.

Suponhamos que py # 0. Entao existem t € T e u € P tal que ps(u,t) # 0. Tome
r=06é € FI(P)es=—0 € Jp. Por (4.5) temos que

0= —PrmsT” = prms(_(st) - O-Tmsét + (prms + O-Tms)<_5t) = P25 = —P25t-

Mas,
pa(x,t), se y=t

(p200) (@, y) = > pa(,2)0i(2,y) =

z<z<y 0, se y#t
Logo p2(x,t) = 0 para todo = < t, donde segue que py(u,t) = 0, o que é uma contradigao.

Entao py = 0.

—

I
Com isso temos que ¢ = 0 e, portanto ¢» € A-. Logo A = FI(P)(+)I(P) é uma K-

algebra Zassenhaus a esquerda. ad
r p
Seja B = FI(P)/(—i—\)[(P)T. Dados | m |, | pu | € B, temos
s o
p r rp p 0 0 r
I m||=|mp+r+s)u | =1| pn p 1 m
o s sp+ (r+s)o o 0 -(p+o0) s
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Logo
p 0 0
B=q¢YeEndg(B):v=1| .u -p 0 ,pE€FI(P),nel(P),oe ]
o 0 -(o+p)

—

Teorema 4.3.2. B = FI(P)(—F)I(P)T ¢ uma K-dlgebra Zassenhaus a direita.

Demonstragao: Pelo Teorema 4.2.6, B = -(FI(P)(+)I(P)) ® {nx : A € J.}, onde consi-
deramos a soma direta de K-espagos. Como -(FI(P)(+)I(P)) = FI(P)® I(P) e {nx: A
Jp} = Jp, entdo

B=-(FI(P)®I(P)® {n: A€ J.} = FI(P)® I(P) & Jp.

Seja 1 € B". Entdo Y € Endg(B) e, pela Proposigao 1.2.37, existem «; € Endg(FI(P)),
ay € Homg (I(P), FI(P)), as € Homg(Jr, FI(P)), f1 € Homg (FI(P),I1(P)), B2 € Endg(I(P)),
Bs € Homg (Jr, I(P)), Ay € Homg (FI(P),J), Aa € Homg (I(P), J) e A3 € Endg(J) tais
que

a; g oy

Y= b B2 B

Al A2 A3

Por outro lado, dados r € FI(P),m € I(P) e s € Jp, existem pys € FI(P), ptirms € I(P) ¢

Orms € Jr, tais que

_ r Prms T T Prms
VLl m | | = | Hems m | = | Mprms + (7 + 8)fhrms
s Orms s $Prms + (1 + 8)0rms
Assim, -
r ] ay(r) + as(m) + as(s) T Prms
vl m = | Bilr) + B2(m) + Bs(s) | = | mprms + (1 + 5)trms
s | A (T) + Aa(m) + A3(s) SPrms + (7 + 8)Trms

Com isso, temos
aq (T) + Oég(TTL) + 043(8) = T'Prms
Bi(r) + B2(m) + Ps(s

) mprms (T + S)Mrms :
A (1) 4+ A2(m) + A3(S) = Sprms + (r + )T pms
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1. Sem = s =0, temos a(r) = 7pro0, P1(r) = riroo € A1 (1) = 70,00, para todo r € FI(P).

T

Assim, oy € FI(P) = -FI(P), B; € H(FI(P),1(P)) = -I(P) e \y € H(FI(P),J;) =

'JL

2. Sem =1 =0, entao az(s) =0, B5(s) = Stoos € A3(s) = s(poos + doos), para todo s € Jr.

Portanto a3 = 0.

3. Ser =s=0,segue que \a(m) =0, az(m) =0 e Bo(m) = mpomo, para todo m € I(P).

—T

Logo, az =0, Ay =0e B2 € [(P) = -FI(P)sp).

Dessa forma, existem p, p; € FI(P), p € I(P) e 0 € Jp, tais que ay = -p, i = i, \y = -0 e

B2 = -p1. Logo,
P 0 0 P 0 0 0 0 0
V=1 p Bs|=|w p O 10 (pr—p) Bs
o 0 A3 o 0 -(oc+p) 0 0 A3 — (0 + p)
e, assim
0 0 0 P
=10 -(pr—0p) B3 =¢Y—-| u| €B.
0 0 A3 — (0 +p) o

Mostremos que ¢ = 0.

Como ¢ € ET, dados r € FI(P), m € I(P), s € Jp, existem ppys € FI(P), tiyms € I(P)

e 0.ms € Jp, tais que

r r Prms
(Y2 m = m Hrms
S S Orms
Por outro lado,
r 0 0 0
@ m =10 (pr—p) B3
s 0

0 )\3—-(0+p) S

rprms

- MPrms + (T + S)Mrms
SPrms + (T + S)Urms
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Entao,
i) TPrms =0
W) MPrms + (1 + 8) frms = m(p1 — p) + Ps(s)
118)  S$prms + (1 + 8)0rms = (A3 — (0 + p))(8)
Em (i7) tome m = 0 e r = —s. Dal, para todo s € Jp, B3(s) = 0. Portanto podemos
escrever (i1) da forma mpms + (r + 8)prms = m(p1 — p). Tomando m = r e s = —r obtemos

TPrms = 7(p1 — p). Mas, por (i), rpyms = 0, 0 que implica r(p; — p) = 0 para todo r € FI(P).
Assim, se r = § € FI(P), temos p; — p = 0. Por fim, em (#i7), dado s € Jp, tome r = —s.
Dai, spyms = (As—-(0+p))(s). Mas por (i), $prms = —=7prms = 0. Logo, (As—+(c+p))(s) = 0,
para todo s € Jp, ou seja, A3 — -(c + p) = 0. Com isso temos que ¢ = 0, o que implica que

Y € -B. Portanto B = (FI(P/)(_—F\)](P))’" ¢ uma K-algebra Zassenhaus a direita. O

—

Corolério 4.3.3. (FI(FW—&—\)I(P))Z ¢ K-dlgebra Zassenhaus o direita e (FI(P)(+)I(P))" €
K-dlgebra Zassenhaus a esquerda.

—

Demonstracao: Considere as aplicacoes ¢ : (FI(PW—?)[(P))T — (FI(P)(+)I(P))! e

—

b : (F[(PW—}—\)I(P))Z — (FI(P)(+)I(P))", onde, dados r € FI(P), m € I(P), s € Jr e

w € Jp, definimos

[ r 0 7(r)- 0
Y =
| m (r +w) T(m)- 7(r+w)-
5 T 0 _ (1) 0 |
| m (r+s)- T(m) 1(r+s)

onde 7 ¢é aplicagao definida no Teorema 3.2.2.

Nao ¢ dificil verificar que 1 e ¢ sao isomorfismos de K-algebras. Além disso, pelos

— L —

Teoremas 4.3.2 e 4.3.1, (FI(P)(+)I(P))" e (FI(P)(+)I(P))* sio K-algebras Zassenhaus
direita e a esquerda, respectivamente. Entao, pela Proposicao 1.3.5, (FI (P)/(—i—\)l (P)) e
(FI (PT(_—l—\)I (P))" sao também K-dlgebras a direita e a esquerda, respectivamente. Portanto
(F[(%I(P))l e (FI(PW—IT)[(P))T sao K-algebras Zassenhaus. O
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