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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo das dlgebras de Lie e dos grupos
de Lie, assim como a ligacao entre os dois conceitos, afim de aplicar essa teoria na teoria
de acoes de semigrupos. Inicialmente, estudaremos os grupos de Lie e as relagoes desse
conceito com as dlgebras de Lie. Por fim, apresentaremos uma revisao dos principais
resultados sobre conjuntos controldveis para agoes de subsemigrupos de grupos de Lie
semisimples, nas suas variedades "flag" e, de acordo com o tipo de sistema simples de
raizes, encontraremos um limitante superior para o nimero de conjuntos controldveis

efetivos em variedades "flag" de grupos de Lie reais simples nao compactos.



Abstract

The objective of this work is to present a study of dlgebras of Lie and the groups of
Lie, as well as the linking between the two concepts, with the objective to apply this
theory in the theory of action of semigroups. Initially, we will study the groups of Lie and
the relations of this concept with dlgebras of Lie. Finally, we will present a revision of the
main results on control sets for action of subsemigroups of semisimple Lie groups, in its
flag manifolds. In accordance with the type of simple system of roots, we will find upper
bounds for the number of effective control sets on the flag manifolds of the real simple

non-compact Lie groups.
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INTRODUCAO

Em nosso trabalho estudamos as dlgebras de Lie e os grupos de Lie, fazendo a relagao
entre os dois conceitos. Assim, inserimos um apéndice com o estudo das dlgebras de Lie
de dimensao finita, desde as primeiras nogoes até o estudo de como classificar as dlgebras
de Lie semisimples por um diagrama de Dynkin e os fundamentos da teoria das dlgebras
semisimples reais. Nosso objetivo é aplicar essas teorias na teoria de agoes de semigrupos,
encontrando um limitante superior para o nimero de conjuntos controldveis efetivos em
variedades "flag" de grupos de Lie reais simples nao compactos.

Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G com estrutura de grupo, onde as
operagoes multiplicagdo e inversao sao derivaveis. Os grupos de Lie sao objetos nao
lineares, e assim um dos fatores importantes da teoria dos grupos de Lie estd baseada
na existéncia das dlgebras de Lie associadas aos grupos. As dlgebras de Lie possibilitam
transportar métodos da &dlgebra linear ao estudo dos grupos de Lie. Assim, o primeiro
passo no estudo dos grupos de Lie consiste na construcao das algebras de Lie associadas
aos grupos. Os grupos de Lie tem uma natureza geométrica enquanto as dlgebras de Lie
sao objetos algébricos.

Uma algebra de Lie é um espago vetorial g, munido de uma operacao bilinear [, ],
denominada colchete de Lie, satisfazendo as propriedades de antisimetria e identidade de
Jacobi. A dlgebra de Lie g de um grupo de Lie GG é definida como o espaco dos campos
invariantes (& esquerda ou a direita), com o colchete dado pelo colchete de Lie de campos
de vetores. Essa dlgebra de Lie é isomorfa ao espaco tangente de G na origem e.

Os fluxos dos campos invariantes estabelecem a aplicagao exponencial exp: g — G,
que é o principal elo de ligagao entre g e G. A idéia de sua construcao é que, por definicao,
os elementos de g sdo campos de vetores em G (campos invariantes), que possuem fluxos,
os quais sao formados por difeomorfismos locais de GG. Os elementos que formam esses

fluxos se identificam naturalmente a elementos de G, permitindo construir, a partir de X



€ g, um subgrupo de GG parametrizado por ¢t € R. Dado um grupo de Lie G com &lgebra
de Lie g, tome X € g um campo invariante. A aplicacao expX é o valor em t = 1 da
solugao de X que passa pelo elemento neutro quando ¢ = 0.

San Martin L.A.B e Tonelli P.A estudaram em [20] os conjuntos controldveis para
acoes de semigrupos de Lie semisimples, nas variedades "flag" destes grupos. A anédlise
destes conjuntos controldveis mostrou-se uma ferramenta 1itil ao entendimento de algumas
propriedades dos semigrupos nos grupos de Lie semisimples. Por exemplo, em [20] um
subgrupo W (S) do grupo de Weyl W do grupo de Lie G foi construido a partir de um
semigrupo S C G com interior nao vazio em G. Este subgrupo W (S) determina o nimero
de conjuntos controldveis numa variedade "flag" de G' e o mimero de tais conjuntos é dado
através da ordem do espaco quociente duplo W (S)\W/Wg, onde Wg é o subgrupo de W
gerado pelas reflexoes definidas por raizes simples em ©. Consequentemente um limitante
superior para o nimero de conjuntos controldveis efetivos numa variedade "flag" é dado
pela ordem de W/Wg. Iremos utilizar este resultado e determinar um limitante superior
para o nimero de conjuntos controldveis efetivos numa variedade "flag" de um grupo de
Lie real simples nao compacto. Encontraremos esse limitante superior de acordo com
o tipo de sistema simples de raizes, como em [4]. O diagrama de Dynkin associado ao
sistema simples de raizes nos permite determinar a ordem de Wg. O diagrama de Dynkin
correspondente para © é composto por diagramas de tipos conhecidos, A;, B;, C;, D,
Gs, Fy, Eg, E7 e Eg. Assim a ordem de Wg é o produto das ordens dos grupos de Weyl
correspondente aos diagramas.

O desenvolvimento dessa dissertacao se dard da seguinte maneira:

No primeiro capitulo, iniciaremos introduzindo alguns conceitos bésicos da teoria de
grupos de Lie e, em seguida, faremos uma correspondéncia entre subgrupos de Lie e
subdlgebras de Lie. Posteriormente estudaremos o conceito e algumas propriedades da
aplicacao exponencial e a relacao entre grupos de Lie e dlgebras de Lie. Em seguida
estudaremos os espagos quocientes G/H de grupos de Lie G por subgrupos fechados H,
denominadas variedades homogéneas, defininiremos acao transitiva de um grupo de Lie
numa variedade e subgrupo de isotropia de um elemento py de uma variedade e finalmente
identificaremos algumas variedades diferencidveis como sendo variedades homogéneas. O
estudo deste capitulo foi baseado em [8],[12] e [24] . Outros trabalhos como [2], [9] e [13]

também apresentam estudos neste contexto.
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No segundo capitulo nosso objetivo é encontrar um limitante superior para o nimero de
conjuntos controldveis efetivos numa variedade "flag" de um grupo de Lie real simples nao
compacto, tendo como base o trabalho de Braga Barros [4]. Para isso, usaremos alguns
resultados de [20]. Na primeira segdo enunciaremos alguns resultados bésicos sobre con-
juntos controlédveis para a¢oes de semigrupos, encontrados em [1], [10] e [20]. Em seguida,
apresentaremos uma revisao dos principais resultados sobre conjuntos controldveis para
acoes de subsemigrupos de grupos de Lie semisimples nas suas variedades "flag", encon-
trados em [3]. Posteriormente, encontraremos um limitante superior para o ntimero de
conjuntos controldveis efetivos numa variedade "flag" de um grupo de Lie real simples
nao compacto. Esses limitantes superiores serao encontrados analisando separadamente o
tipo de sistema de raizes, como feito por Braga Barros em [4]. Finalmente, os diagramas
de Satake, encontrados em [13], nos possibilitam apresentar uma tabela onde é dado o
nimero méximo de conjuntos controldveis nas variedades "flag" dos grupos de Lie simples
reais e nao compactos.

Por fim, introduzimos alguns apéndices. No apéndice A, estudaremos os principios fun-
damentais das dlgebras de Lie de dimensao finita, baseado em [5], [11], [18]. Na primeira
secao apresentaremos as definigoes dos conceitos que formam a linguagem bédsica da teo-
ria das dlgebras de Lie. Em seguida faremos um estudo mais detalhado sobre as dlgebras
soliveis e nilpotentes, mostrando os teoremas de Engel e de Lie, que garantem que para
dlgebras soliveis e nilpotentes de transformagoes lineares, pode-se encontrar uma base
que triangularize os elementos dessas édlgebras. O estudo das dlgebras nilpotentes, através
do Teorema de Engel, serve de base para as subdlgebras de Cartan, que é essencial para
a classificacao das dlgebras semisimples. Posteriormente estudaremos a forma de Cartan-
Killing, os critérios de Cartan e as subdlgebras de Cartan. A forma de Cartan-Killing de
uma &lgebra de Lie de dimensao finita atua como instrumento que nos permite investigar,
através dos critérios de Cartan, se uma dlgebra de Lie é soliivel ou semisimples.

No apéndice B, com base em [11] e [18], iremos nos concentrar apenas no estudo das
dlgebras semisimples e suas representacoes. O primeiro passo é ver como se comportam as
representagoes irredutiveis da dlgebra s[(2). Também demonstraremos alguns resultados
das subdlgebras de Cartan de uma &lgebra semisimples, sua representacao adjunta e os
pesos relacionados a essa representacao. Em seguida estudaremos os pesos, férmula de

Killing, sistemas simples de raizes e seus diagramas de Dynkin associados. Cada peso ird
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corresponder a uma subdlgebra isomorfa a s[(2), assim sempre poderemos ver a dlgebra
s[(2) incluida na algebra semisimples. Por fim, vamos mostrar como representar uma
algebra semisimples por um diagrama de Dynkin.

Por 1ltimo, no apéndice C, apresentamos um esboco sobre o contetiido bésico da teo-
ria de Lie semisimples real e definimos o conceito de variedade "flag". Os resultados e
afirmacoes que enunciamos podem ser conferidos com todos os detalhes nos trabalhos de
Braga Barros-San Martin [6] e [7], Patrao [14] e San Martin [17]. Observamos também
que as defini¢oes e objetos relacionados aos conceitos de dlgebra de Lie e de grupo de Lie

podem ser consultadas nos textos de San Martin [18] e [19].



CApriTULO 1

Grupos de Lie

Estudaremos aqui os conceitos bédsicos da teoria de Grupos de Lie e sua relacao com
as dlgebras de Lie. Na primeira secao apresentaremos os conceitos bésicos e faremos uma
correspondéncia entre subgrupos de Lie e subdlgebras de Lie. Na segunda secao intro-
duziremos o conceito e algumas propriedades da aplicacao exponencial que vai relacionar
os conceitos de grupos de Lie e dlgebras de Lie. Na terceira secao estudaremos as vari-
edades homogéneas que sao espagos quocientes de grupos de Lie por subgrupos fechados.
Ao longo deste capitulo, as variedades diferencidveis que aparecem serao de Hausdorff e

com base enumerdvel. Como referéncia indicamos [8], [12] e [24] .

1.1 Conceitos basicos

De maneira natural, comecaremos definindo grupo de Lie.

Defini¢ao 1.1 Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G com uma estrutura

de grupo, de tal modo que a aplicagao

(r,y) €EGxG —xy t G

é diferencidvel. Equivalentemente se as aplicagoes

GxG — G G — G

(z,y) +— =zy T =T
sao diferenciduvers.
Em um grupo de Lie as aplicagoes

L,: G - G R,: G —- G

y = Ty Yy = yr

12
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sao difeomorfismos para cada x € (G. Estas aplicacoes sao chamadas respectivamente
de translagao a esquerda e translacao a direita por z.
No decorrer desse capitulo indicaremos por e o elemento identidade de G.

Vejamos alguns exemplos cldssicos de grupos de Lie.

Exemplo 1.1 O conjunto dos nimeros reais com a operag¢ao soma e estrutura diferen-

cidvel usual é um grupo de Lie, pois as aplicagcoes

fay)=ay e glz) =z

sao diferencidveis, onde x,y € R

Exemplo 1.2 Seja S' = {z € C; | 2z |= 1} com a estrutura de grupo multiplicativo.

Temos que as aplicagoes

CxC — C C-{0} — C-{0}
e

(0.y) — oy . .

sio diferencidveis e suas restricoes a S' tem imagem em S*. Portanto S'é um grupo de

Lie.

Exemplo 1.3 Sejam G e H dois grupos de Lie. O produto G X H é um grupo de Lie

com a estrutura de variedade produto e com a estrutura de produto direto de grupos

(91, 1) © (g2, h2) = (91.92, h1.ha),

quaisquer que sejam gi,go € G e hy,he € H. Consequentemente R" = Rx --- xR eT" =

St x ... x S sdo grupos de Lie.

Exemplo 1.4 A variedade GL(n,R) das matrizes reais n x n inversiveis, munido da

multiplicagcao de matrizes é um grupo de Lie. Para isso devemos mostrar que as aplicagoes

f : GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R) dada por f(A,B) = A.B e
g : GL(n,R) — GL(n,R) dada por g(A) = A™*

sao diferencidveis. A diferenciabilidade de f decorre da diferenciabilidade da multiplicagdo
em R. Jd a diferenciabilidade de g decorre da regra de Cramer para a inversa de uma
matriz. De forma andlogo pode-se mostrar que GL(n,C) admite a estrutura de grupo de

Lie. Os grupos GL(n,R) e GL(n,C) sao chamados grupos lineares.
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Os grupos lineares contém os seguintes subgrupos:

Um) = {Ae€GL(n,C): AA'=1} (grupo unitério)
SL(n,C) = {Ae€GL(n,C):det A=1} (grupo linear especial)
O(n,C) = {AeGL(n,C): AA" =1} (grupo ortogonal complexo)

)
)
)
SU(n) = U(n)NSL(n) (grupo unitaro especial)
) = {A€GL(n,R):det A=1} (grupo linear especial real)
) = {Ae€GL(n,R): AA" =1} (grupo ortogonal real)
) = O(n)NSL(n,R) (grupo ortogonal especial)

Vamos mostrar que O(n) é um grupo de Lie. Para isso vamos mostrar primeiro que
O(n) é uma subvariedade de GL(n,R). Sejas(n,R) = {A € M(n,R) : A = A"} o conjunto
das matrizes reais simétricas de ordem n. Temos que dim s(n, R) :g(n +1). Definimos a
aplicacao

f : M(”aR) - 5(”7R)

A —  AA

Essa aplicagao estd bem definida pois, dado A € M (n,R), temos

(A.AN = (A" A = A.A
ou seja, A. A" € 5(n,R). Além disso, f é diferencidvel e

) ={Aec M(n,R): AA" =TI} =0(n).
Em [12] pagina 58 temos o seguinte resultado: “Sejam U C R"™ abertoe f: U — R*™
de classe C*, k > 1. Se ¢ é um valor regular de f, entdao ou f~!(c) é vazio ou é uma
superficie m-dimensional de classe C* em R" .
Em nosso caso podemos escrever

f:M(n,R)~R” — s(n,R) ~ R+,

bastanto provar que a matriz identidade I é valor regular de f. Se X, Y € M(n,R) temos

que
X+rY)—f(X
r— r
X+rY) (X +rY) — XX!
_ liII(l)( + 1Y) (X +7Y)
r— T
. XX 4+ r XY 4+ rY X4+ r2YYE — X X!
= 1m
r—0 r

= XY'+YX'



1.1 Conceitos bdsicos 15

SX
Se X € O(n) e S € s(n,R), tomando Y = — € M (n,R) temos que

SX
2

t
SX 8,5 _g

dfx(Y) = X( )t+2. 5+ 3

ou seja, dfx ¢ sobrejetora para todo X € f~1(I) = O(n). Logo I & valor regular de f e
O(n) ¢ uma variedade diferencidvel de classe C*> e dimensao n? — g(n +1) = g(n —1).
Portanto O(n) é uma subvariedade de GL(n,R). Agora tome as aplicagoes
g: O(n)x0O(n) — O(n)
(A, B) — AB

h: O(n) — O(n)
A — A
Como essas aplicagoes sao também diferencidveis concluimos que O(n) é um grupo de Lie.
Definiremos agora campos invariantes pela esquerda de um grupo de Lie G. Mais
adiante mostraremos que o conjunto desses campos invariantes ¢ a dlgebra de Lie associada

ao grupo de Lie G.

Definicao 1.2 Um campo X de vetores tangente a um grupo de Lie G é uma apli-
cagao que a cada ponto p € G corresponde um vetor X, de T,G, onde X, denota o valor
do campo X no ponto p € G. Um campo X de vetores tangentes a um grupo de Lie G
se diz tnvariante pela esquerda quando X,, = dL,(X,) quaisquer que sejam z,y € G.
Os conjuntos dos campos invariantes pela esquerda de um grupo de Lie serd denotado por

LG ou por g.

Um campo invariante a esquerda fica completamente determinado quando se conhece
X, pois X, = dL,(X,). Temos também que LG é um espaco vetorial, pois dados X,Y €

LG e a pertencente ao corpo de escalares tem-se

(X +aY),, = X, +aYy,
= dL,(Xy)+ adL,(Y,)
= dL,(X,+ aY,)
= dL,(X +aY),.

Mostraremos agora que o conjunto dos campos invariantes a esquerda LG é isomorfo

ao espago tangente de G em e e que se X € LG, entao X é diferencidvel.
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Proposicao 1.3 i) A aplicagao

a: LG — T.(G)
X = oX)=X,,

onde T,(Q) indica o espago tangente a G no ponto x, é um isomorfismo entre espacos
vetoriais.

it) Se X € LG , entao X ¢é diferencidvel.
Demonstragao: i) « ¢ claramente linear, pois
a(X +bY) = (X 4+0Y). = X+ bY. = a(X) + ba(Y).

Mostraremos agora que « é sobrejetora. Tome Z € T,(G). Definamos um campo X em

G por X, = dL,(Z). Logo
Xy =dLyy(Z) = dL,(dL,(Z)) = dL.(X,).

Assim X € LG e

Finalmente, « ¢ injetora, pois se a(X) = a(Y') temos X, = Y.. Logo dado = € G tem-se
X, = dL,(X,) = dL,(Y.) = Y,.

Portanto o é um isomorfismo entre espacos vetoriais.

i1) Como L,-1 ¢ um difeomorfismo de classe C*, para mostrar que X ¢ diferencidvel
em zr € (G, basta fazer a demonstracao para x em uma vizinhanca coordenada de e. Tome
¢ : U — R™ uma vizinhanga coordenada de e, com ¢ = (z!,....,2"), 2°: U - Rez € U.
Temos

X (2") = (dLy(X,))(2") = X..(z" o Ly).
Nesta ultima passagem deverfamos ter L,(U) C U. Tomamos entdo V C U uma vizi-
nhanca de e tal que x,y € V implica que zy~! € U, o que ocorre devido a continuidade
das operacoes de grupo. Fazemos agora para V', o mesmo processo que para U. Seja
0
Xe=2_; cj%(e) onde ¢; sdo constantes. Temos

X, (z') = chw(e).

. oxJ
J
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Seja agora f': V x V — R definida por f(x,y) = z'(zy), ou seja, fi(z,y) é a i-ésima,
coordenada do produto zy = Lx(y). Logo
(zfo L
-3 LA 5 o)y W)
Assim X (z') ¢ uma fungao diferencidvel de = pois as f?sao fungoes diferencidveis de z.

Portanto X ¢é diferencidvel em z € V. O

Sejam M uma variedade diferencidvel e X(M) o espago vetorial dos campos C* tan-
gentes a M. Para f : M — R de classe C* e X,Y € X(M), definimos [X,Y]| como o
campo

X, Y](f) = X(Yf) - Y(X]), (1.1)
onde X f significa a derivada direcional de f na diregao de X, isto &, X f(x) = df.(X (z)).
Com esta operacao X(M) ¢ uma dlgebra de Lie.

Este fato auxilia na demonstracao de que o conjunto dos campos invariantes a esquerda
¢ uma algebra de Lie.

Sejam G um grupo de Lie e LG o espaco dos campos invariantes & esquerda. Se
mostrarmos que LG é fechado relativamente a operacao definida em (1.1), teremos in-

duzida uma estrutura de dlgebra de Lie em LG. Para isso devemos mostrar que
(X,Y],, =dL,[X,Y],

para quaisquer X,Y € LG e z,y € G. Antes de mostrar este fato precisamos introduzir

um novo conceito.

Definicao 1.4 Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N de classe C*. Dize-

mos que os campos X € X(M) eY € X(N) sdao p-relacionados se dpo X =Y o .

Proposicao 1.5 Seja ¢ : M — N de classe C*°, onde M, N sao variedades diferen-
ciqveis. Se X, Xy € X(M) sdao p-relacionados respectivamente com Y,Y; € X(N), entao

[X, X4] é p-relacionado com [Y,Y]].

Demonstragao: Vamos mostrar que dp o [X, X;] = [Y,Yi]o¢. Sejam m € M e [ €
C*(N), onde C*(N) indica o conjunto das fungoes de classe C> de N em R. Mostraremos
que

dp([X, Xalm)(f) = [V Ya]om) (f)-
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De fato,
dp([X, Xalm)(f) = [X, Xi]m(f 0 ¢)

= Xn(Xi(fow)) = Xi[m (X(fop))
= Xa((dp o X1)(f)) = Xy [m ((dep 0 X)())
= Xa(Mi(f)ow) = Xi|m (Y(f) o)
= dp(Xp)(Y1(f)) — dp(Xy |n)(Y (/)
= Yo (V1(f) = Y1 [omm) (Y(S))
= [V, Ya]om)(£)-

Portanto [X, X;] é ¢-relacionado com [Y] Y7]. O

Finalmente, o proximo resultado mostra que o conjunto dos campos invariantes a
esquerda LG, é uma &lgebra de Lie. Essa dlgebra de Lie é denominada &dlgebra de Lie

associada ao grupo de Lie G.
Coroldrio 1.6 Se X,Y € LG, entio [ X,Y] € LG, ou seja, LG é uma dlgebra de Lie.

Demonstracao: Tome X € LG e x € G. Entao X é L,-relacionado com si mesmo. De

fato

dL, 0 X(y) = dL,(X,) = X,,

XoL,(y) = X(zy) = Xay,

ou seja,

dL,oX =XoL,.

Assim, pela proposicao anterior temos que (X, Y] é L,-relacionado com [X, Y], ou seja

Isso implica que

AL, [X, Y]y = [X, Y](2y) = [X, Y]ay.

Portanto, [X,Y] € LG, e assim LG é uma &lgebra de Lie. O
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Definicao 1.7 Se G e H sao grupos de Lie e se p : G — H éC* e também homomorfismo
de grupos, chamamos ¢ de homomorfismo de Lie. Se p é difeomorfismo e um isomor-
fismo de grupos, entao ¢ é chamado tsomorfismo de Lie. Se p :V C G — H é diferen-
ciqvel, onde V' é uma vizinhan¢a em G tal que z,y,z.y € V implica p(z.y) = p(x).0(y),
entio p é chamado de homomorfismo local de Lie. Analogamente, definimos iso-

morfismo local de Lie.
Definiremos agora o conceito de subgrupos de Lie.

Defini¢ao 1.8 Um par (H, ) é chamado subgrupo de Lie do grupo de Lie G, se
i) H é um grupo de Lie.

ii) ¢ : H— G é uma imersao injetora e é um homomorfismo.

Os subgrupos de Lie sao grupos de Lie com uma estrutura de subvariedade. A dlgebra
de Lie LH de um subgrupo de Lie H de G é uma subdlgebra da &dlgebra de Lie LG do
grupo de Lie G e coincide com o espago tangente da subvariedade no elemento neutro. A
partir de agora, denotaremos LG e LH respectivamente por g e b.

Seja (H, ) um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G. Sejam h e g as respectivas
dlgebras de Lie de H e G. Segue diretamente do préximo lema que h é subdlgebra de Lie

de g.

Lema 1.9 Sejam G e H grupos de Lie e ¢ : V. — H um homomorfismo local de Lie,
onde V C G é vizinhanga da identidade. Entao, a aplicacao dy : g — b induzida por

dp : T.(G) — T.(H) é um homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstragao: Como GG é um grupo de Lie, o produto em G é continuo. Logo existe
uma vizinhanca da identidade U C V tal que para todo =,y € U tem-se x.y € V. Assim
para todo z,y € V temos
(L) © 0)(y) = (9o Lz ) (y)-
Dai temos que
do(X)p@w) = dLyw) ode(Xe)
= d(Lp@) o p)(Xe)
= d(po Ly)(Xe)
= dpodLy(X.)
= dp(Xy),
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para todo z € G e todo X € g. Logo X e dp(X) sdo p-relacionados em U. Assim da
Proposicao 1.5, dados X, Y € g temos

dp([X,Y])e = [dp(X), do(Y)]oe)-

Portanto dy é um homomorfismo de Lie. 0

Como consequéncia direta desse resultado temos os seguintes corolérios:
Corolédrio 1.10 Grupos de Lie localmente isomorfos tem dlgebras de Lie isomorfas.

Coroldrio 1.11 Se (H, ) é um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G, com dlgebra de

Lie b e g ¢ dlgebra de Lie de G, entao by é isomorfa a uma subdlgebra de Lie de g.

O objetivo agora é estudar a reciproca desse coroldrio, ou seja, dada uma subdlgebra
de Lie g da élgebra de Lie g de um grupo de Lie G, existe um subgrupo de Lie (H, ¢) de

G tal que b é isomorfo a g. Antes introduziremos alguns conceitos novos.

Definicao 1.12 Sejam (Hy, ;) e (Ha, ps) subgrupos de Lie do grupo de Lie G. Dizemos
que (Hi,¢,) é equivalente a (Hs,p,) se, e somente se, existe um isomorfismo de Lie

@ Hy — Hsy tal que p, o p =y, ou seja, o diagrama abaizo comuta.
G
®
EE——
Cada classe de equivaléncia desta relacao possui um representante em G, que chamaremos

de (H,i), ondei: H— G é a inclusdo.

No decorrer do texto quando mencionado a unicidade de subgrupos de Lie, estaremos

nos referindo a estas classes de equivaléncia acima.

Definicao 1.13 Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional. Uma distribuicao
k-dimensional em M é uma escolha que associa a cada m € M um subespaco k-
dimensional de T,,(M). Diremos que a distribuicao é diferencidvel quando para cada
m € M existe uma vizinhang¢a V' de m onde se definem k campos de vetores diferencidveis

que geram a distribuicao.
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Se ® é uma distribuicao e se X € X(M) é tal que para todo x € M tivermos X, €

D(z), diremos que X € ©, onde D(z) indica o subespago de T, (M) determinado por D.

Definicao 1.14 Dizemos que uma distribuicao é involutiva se, e somente se, para quais-

quer X, Y € © tivermos [X,Y] € D.

Definicao 1.15 Uma variedade integral para ®© é qualquer subvariedade imersa
N C M tal que T,(N) C ®(z), para todo x € N. Diremos que © é integrdvel se por

cada x € M passa uma variedade integral de ® .

O proximo resultado fornece uma condicao suficiente para que uma distribuicao dife-
rencidvel seja integrdavel. Esse resultado é o conhecido Teorema de Frobenius, que serd

apenas enunciado. Para uma demonstragao deste teorema veja o capitulo 1 de [24].

Teorema 1.16 (de Frobenius) Seja © uma distribui¢ao k-dimensional, involutiva e
C*® em M . Entdao existe uma variedade integral de ® passando por m, para todo m €
M. Melhor dizendo, existe um sistema cubico de coordenadas (U, p) que estd centrado
em m, com fungoes coordenadas x1,...,x, tal que as fatias x; ,que sao constantes, com
i€ {k+1,...,n} sao variedades integrais de ©. Se (N,v)) é uma variedade integral conexa

de © tal que (N) C U, entdo )(N) estd contida em uma dessas fatias.

Demonstragao: Veja Teorema 1.6 em [24]. O

O Teorema de Frobenius possui caractér local, no sentido que a existéncia de variedades
integrais para ® é garantida nas vizinhancas de qualquer ponto de M.
Para uma globalizagao desse teorema, temos o seguinte resultado, cuja demonstracao

também pode ser encontrada no capitulo 1 de [24].

Teorema 1.17 (de Frobenius global) Se © ¢ uma distribuicao k-dimensional, invo-
lutiva e C>* em M , entdo por todo ponto m € M passa uma unica variedade integral

conexa mazximal de ®.

Demonstracao: Veja Teorema 1.64 em [24]. O

Para demonstrar o préximo resultado, usaremos o Teorema da forma local para imer-

soes em variedades, que pode ser encontrado em [12] ,capitulo 6, Proposicao 1.
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Lema 1.18 Sejam M, N e P wvariedades diferencidveis. Sejam ainda v : M — N de
classe C* e ¢ : P — N uma imersao injetora C*, com (M) C o(P). Se&: M — P é

a unica aplicagao tal que p& =1, entdo & é C* se, e s6 se, for continua.

Demonstragao: Suponhamos sem perda de generalidade que P = RP e N = R"”. Dado
m C M temos que {(m) € P. Como ¢ é uma imersao temos que ¥(m) é valor regular de
¢ : P — N . Logo, pelo Teorema da forma local para imersoes em variedades, existe um
sistema de coordenadas x : U — RP em P com &(m) C U e um difeomorfismo de classe

C® y:V —-RPxR"P (V C N aberto) tal que p(U) C V e
oy =yopox ' :z(U) —» R x R"P

¢ da forma ¢, (W) = (W,0). Como { ¢ continua, podemos encontrar um sistema de

coordenadas z : Z — R™ em M com m € Z tal que {(Z) C U. Logo,
(po&)y=yopofoz ' :2(Z) >R xR"?
é da forma

(90 o f)zy - gomy(éw) - (52957 0)

Como @ o & € C*, temos que (po&),, € C® e assim £, € C*. Portanto, £ € C*.

A reciproca ¢ imediata. U

Vejamos um exemplo onde esse lema nao se aplica.

Exemplo 1.5 Sejam M = P =R e N = R%. Tome ¢, p : R — R? | dadas nos grificos
abaizo, tal que quando t tende a 00 tem-se que 1(t) tende a 0 ao longo do eixo horizontal
e ¢(t) tende a 0 ao longo do eixo vertical. Suponhamos que v(0) = 1(0) = 0.

R? R?
U (R) P (R)

Temos que ¢ e 1 possuem exatamente a mesma tmagem. Tome & a unica aplicacao tal

que o€ = 1. Assim £ = oL o). Temos que € nio é continua, pois

571(_17 1) = 1?71 © 90<_1> 1)
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é a unido da origem e de dois conjuntos abertos da forma (a,o0) e (—o0,—a), ou seja, a

1magem inversa de aberto nao é aberto.

Vamos mostrar agora que todo grupo de Lie é gerado por uma vizinhanca da identi-

dade.

Lema 1.19 Seja G um grupo de Lie conexo e U uma vizinhanga da identidade e. Entao

G = |J U™, onde U™ consiste de todos os produtos de n fatores de U.

n=1

Demonstracao: Seja V =UNU"' . Logo V também é uma vizinhanca de e. E claro
que V-1 = V. Seja
H=|Jvrc|JUu"cag,

n=1 n=1

onde V" = ] zV". E imediato que H é subgrupo de G e ¢é aberto. Assim o conjunto
zeV
gH, chamado de classe lateral a esquerda de H em G, determinada por g, é aberto para

todo g € GG. Por outro lado,

G=\JgH=HU]gH).
geq@ g¢H
Assim H = G — |J gH. Portanto H é fechado em G. Logo H ¢é fechado e aberto em G.

g¢H
Como G é conexo temos que G = H. Portanto

e
n=1

Agora podemos mostrar a reciproca do Corolario 1.11.

Teorema 1.20 Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. Seja g subdlgebra de Lie
de g. Entao existe um tnico subgrupo de Lie conexo (H,p) C G, onde ¢ é a inclusado,

com dlgebra de Lie i de modo que dp(h) = g.

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar a existéncia do subgrupo de Lie conexo

H de G. Definamos uma distribuicao ® em G da seguinte forma

D(z) ={Xa; X € g}
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Mostraremos que ® é involutiva. Assim a variedade integral conexa maximal de ® passando
por e , dada pelo Teorema 1.17 serd um candidato a ser o subgrupo (H, ¢), que estamos
procurando. Aqui ¢ é a aplicagao inclusao.

Afirmamos que © ¢ involutiva. De fato, tome X,Y € ®©, assim X,Y € g . Como
g é fechado para o colchete [,], temos que [X,Y] € g . Pela definigdo de © temos que
[X,Y], € ®(x) para todo z € G. Logo [X,Y] € ©. Assim a dimensao de ® ¢ igual a
dimensao de g.

Temos que a variedade integral conexa maximal de ® passando por e é um subgrupo

de G. De fato, seja H tal variedade e seja x € H. Entao
Ly 1(H)= {7 h; h € H}

é também subvariedade integral de ® passando por e, pois ® é invariante por translagoes
a esquerda. Como H é uma variedade integral conexa maximal temos que x'H C H.
Portanto H é um subgrupo de G.

Resta mostrarmos que a estrutura de grupo induzida por G em H, é compativel com
a estrutura diferencidvel de H como variedade integral de ©. Sejam w e £ os produtos
de G e H respectivamente, e 7 e j as inclusces H C G e H x H C G x G. Denotemos
w o j =1. Temos que 7 é uma imersao injetora e que 7 0 & =1 é C™.

(&

T

j
HXH ——> GxG ———» G

H

Para mostrar que £ é C*°, pelas consideracoes acima e pelo Lema 1.18, devemos mostrar
apenas que & é continua. Como se trata de um problema local, podemos supor que
G = R", onde n é a dimensao de G. Seja h € H*, onde k ¢ a dimensdo de H e
m € ¢ '(h). Em torno de h tome uma fatia V, também contida numa vizinhanca U
de i(h) em G, dada pelo Teorema 1.16. Pelo teorema da forma local das imersées temos
que i(H) intercepta U numa certa quantidade de componentes conexas abertas, cada uma
numa fatia de U. Como H possui base enumerivel, essa quantidade é enumerdvel. Diante

disso, mostraremos que & é continua.
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Como 1) é continua, existe um aberto W C H x H tal que m € W e (W) C U.
Tomemos a componente conexa de m neste aberto, a qual serd um aberto, que ainda
chamaremos de W. Assim temos que {(IW) C V. De fato, ¢)(IW) é conexo e estd contido

numa quantidade enumerdvel de fatias. Consideramos a projecao

m: RvExRF — Rnk
(u,v) — .
Temos que o conjunto 7 o (W) reduz-se a um ponto, pois este conjunto é conexo e
enumeravel. Logo, 1(W) estd contido em uma tunica fatia de U, a qual deve ser V', pois
h € V. Portanto £ é continua.

Assim, concluimos que o produto induzido em H por G é compativel com a estrutura
de variedade de H, de modo que H é um grupo de Lie, e assim um subgrupo de Lie de G

Vamos mostrar agora, a unicidade do subgrupo de Lie conexo H de G.

Suponhamos que (K, o) seja um outro subgrupo de Lie conexo de G, com da(€) =g,
onde ¢ ¢ a dlgebra de Lie de K. Por defini¢ao, (K, a) é uma variedade integral de ® definida
na demonstragao da existéncia. Do fato de (H, i) ser maximal, segue que «o(K) C i(H).
Portanto existe uma tinica aplicacao n : K — H tal que i o = «. Claramente, 7 é dife-
rencidvel e assim um homomorfismo de Lie injetor. Temos ainda que 7 nao é singular, e
assim é um difeomorfismo numa vizinhanca de e. Pelo Lema 1.19 concluimos que 7 é sobre-

jetora. Portanto, n é um isomorfismo entre grupos de Lie e isto prova a unicidade de H. [

E imediato desse teorema que:

Coroléario 1.21 FEziste uma correspondéncia bijetora entre subgrupos de Lie conexos de

um grupo de Lie e as subdlgebras da sua dlgebra de Lie.

Proposicao 1.22 Sejam G e H grupos de Lie com as respectivas dlgebras de Lie g e b.
SeT' : g — b é um homomorfismo, entao existe uma vizinhanca V de e em G e uma
aplicagao diferencidvel ¢ : V. — H tal que p(a.b) = ¢(a).p(b) sempre que a,b,a.b € V
e tal que para todo X € g tem-se que dp(X) = I'(X). Além disso, se existirem dois
homomorfismos diferencidveis p,v : G — H com dp = dip =T e se G for conexo, entao

temos que p = 1.
Demonstragao: Seja g x h a dlgebra de Lie de G x H e

E={(X,I'(X)); Xeg}Cgxh
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Temos que £ é uma subdlgebra de Lie de g x h. De fato, tome (X, I'(X)) e (Y,T'(Y)) em
¢ . Logo
(X, (X)), (v, T(Y))] = (X, Y], [(X), T(Y)]) € g x b.

Portanto £ é uma subélgebra de Lie de g x b.
Pelo Teorema 1.20, existe um tinico subgrupo de Lie conexo K C G x H com &lgebra
de Lie igual a €. Tome a projecao
m: GxH — G
(g:h) — g

e definamos 0 = 1, |x. Entao, se (X.,T'(X).) € T.(K) temos que
d@(&e) (Xe, F(X)e) =X, € Te(G).

Portanto, df(X,['(X)) = X € g, onde dfl : € — g ¢é definido como no Lema 1.9. Assim,
temos que df.) ¢ um isomorfismo e entao existe uma vizinhanca aberta 1 de (e, e) em

K tal que 6 leva W difeomorficamente sobre V', com e € V C G. Agora, tome

m: GxH — H
(9,h) +— h.

Logo a aplicacao
p: V. — H
r o mof(z)

¢ diferencidvel, 07! (z) = (z, ¢(x)) e
W ={(z,¢(x); z €V}

Desse modo, tomando, a, b, ab € V, temos que
o(ab) =  my00 (ab)
= ma(ab, p(a)p(b))
= pla)p(b).
Definindo dy : g — b por dp(X). = dp,(X.), temos

dp, (X.) = dry 0 d; 1 (X,) = dry(Xe, T(X),).

Logo
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e da unicidade temos I'(X) = dp(X). Portanto, demonstramos a existéncia de .
Para mostrar a unicidade tome ¢, : G — H satisfazendo as condigoes acima. Defina

as imersoes injetoras, ¢, : G — G x H por

¢(x) = (z,0(x)) e plr)=(z,9(x))

Como G & conexo, as imagens ¢(G) = K e u(G) = L sao subgrupos de Lie conexos de

G x H com &lgebras de Lie ¢ e [ respectivamente. Temos que as aplicagoes
dp g — ¢ e du:g—1

sao isomorfismos. Sabendo que dy = diy, concluimos que d¢ = du. Logo € = [. Dai,
K = L pois K e L sao grupos de Lie conexos associados a mesma dlgebra de Lie. Assim

(x,p(z)) = (x,¢(x)) para todo z € G. Portanto ¢ = 1. O

Corolario 1.23 Se dois grupos de Lie possuem dlgebras de Lie isomorfas, entao eles sao

localmente isomorfos.

Demonstracgao: Seja I' o isomorfismo entre as &dlgebras de Lie. Para demonstrar o

coroldrio, basta aplicar o teorema acima para I" e I'"1. 0

Para finalizar iremos enunciar o conhecido Teorema de Ado, porém nao convém
demonstra-lo aqui. Uma demonstracao para esse teorema pode ser encontrada na se¢ao

7 de [2]. Este teorema nos permite ter uma visao mais geral de uma algebra de Lie.
Teorema 1.24 (de Ado) Toda dlgebra de Lie é isomorfa a uma subdlgebra de gl(n,C).

Segue diretamente do Teorema de Ado e do Coroldrio 1.23 que todo grupo de Lie é

localmente isomorfo a um subgrupo de GL(n,C).

1.2 Aplicacao exponencial

A aplicagao exponencial é uma ferramenta muito importante que nos permite esta-
belecer um vinculo entre os grupos de Lie e suas respectivas dlgebras de Lie. Com essa

ferramenta podemos transportar algumas propriedades das dlgebras de Lie para os grupos
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de Lie. Nesta secao apresentaremos algumas propriedades e resultados importantes sobre
a aplicacao exponencial. Estas propriedades nos pemitem provar o teorema de Cartan
que mostra que todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um grupo de Lie. No final
da secao mostraremos algumas propriedades da representacao adjunta.

Seja g a algebra de Lie associada ao grupo de Lie G e tome X € g. Sabemos da
teoria das equacoes diferencidveis ordindrias, que dado x € G, existem abertos U C G e
(—e,e) CR com z € U e e > 0 e uma aplicagao diferencigvel ¢ : U x (—¢,¢) — G tal que

para todo y em U tem-se

dp
©(y,0) =y € E(yat) = Xo@.)-

A aplicagao ¢ é chamada fluxo local do campo X. Agora, tomaremos x = e e adotare-
mos a notagao p(e,t) = ¢(t) = p, para trajetéria tnica de X em e. Com essas notagoes

temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.25 Num grupo de Lie G, ¢, é definido para todo t € R e a aplicagao

v : R — G assim definida é um subgrupo de Lie.

Demonstragao: Devemos mostrar que (¢(R),7) é um subgrupo de Lie de G. Claramente
temos que i : p(R) — G é uma imersao injetora e ¢ um homomorfismo. Agora resta
mostrar que ¢(R) é grupo de Lie, ou seja, dados ¢,, ¢, € ¢(R) tem-se que ¢,.¢, e @, *
sao diferencidveis em ¢(R).

Tome ty € (—¢,¢). Seja ¢, = z e defina B, = 27" 0 ¢,. Logo ,, = e. Como X € g,

temos
Xe=X =dL = _
By — Nzlop, — ,—10 X% = dLZ—l o dgot = E
Logo p, é uma solugao do sistema
d
v
dt (1.2)
x(tg) = e.

Suponhamos que tg > 0. Claramente temos que a aplicagao
wl (to—E,t0+€) — G
t — gpt—to

também ¢é uma solucao de 1.2. Logo, como o sistema possui solugao unica, segue que

Py = ¢4, Pode ser estendida a (—¢,%y + €) e consequentemente ¢, = ¢, © P, pode ser
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estendida a (—¢,ty + ¢), logo a todo ¢t € R. Além disso, temos que para todo t € R

-1 .
o =, ,.
(1) 01 = @4 to

Logo
Sﬁt_l =Pt € Qs = Pp-Ps-

Como o fluxo ¢ ¢é diferencidvel, segue o desejado. O

Agora introduziremos o conceito de aplicacao exponencial.

Definigao 1.26 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Tome X € g. Se indicar-

mos por px a trajetoria de X pela origem e, entao definimos a aplicagao exponencial

de G, por
exp: gr~1.G — G
X — @x(1).
X. G
LA
ex X
0/ e, e

©
L.(G)

Antes de apresentarmos algumas propriedades da aplicagao exponencial, mostraremos
que ¢, (t) = px(st) para todo s,t € R. De fato, se ¥(t) = ¢ (st) teremos que ¥(0) =
¢©x(0) = e e ainda,

Wir) = 520

i W(St) = SX@X(st) = SXw(t)-

Logo, 1 é solucao da equagao diferencial ordindria

z(0) = e
dx
- o

Portanto como ¢,y também é solucao do sistema, temos que 1) = @, x.
Apresentaremos agora algumas propriedades da aplicagdo exponencial. Essas pro-

priedades serao essenciais para a demonstracoes de alguns resultados.

Proposicao 1.27 Sejam s,t1,to € R e X € g, onde g é a dlgebra de Lie do Grupo de

Lie G. A aplicagdo exponencial satisfaz as sequintes propriedades:
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(1) exp(ty + t2) X = (expt1.X)(expt2X).
(i) exp(—sX) = (expsX)~ L.
(7i1) exp é diferencidvel.

(iv) exp é um difeomorfismo numa vizinhanga de e.

Demonstracao: (i) Temos que

exp(ti +12)X = ¢y x(l,e) = px(ti +t2,¢) = px(t1, px(t2, €))

(exptiX)(exptaX) = @, x(Le)pnx(Le) = px(t,)ox(taie).

Agora, definamos as curvas

7#1(75) = @X(tla 6)90X(ta 6) e %(t) = WX(tla SOX(ta 6))

Devemos mostrar que 1 (t) = 1),(t). Como X ¢é invariante & esquerda, pois X € g, temos

que ¥, e ¥, sao solucoes de

z(0) = e

dx

il

dt X(t)

Logo 1, (t) = 1,(t) para todo t € R, pois o sistema acima tem solugao unica. Portanto
exp(t; + t2) X = (expt1X)(expteX).

(74) Temos que
e=exp0=exp(s—s)X = (exp sX)(exp(—sX)).

Logo exp(—sX) = (expsX)~!.

(7i) Considere o campo vetorial

V: Gxg — TGxg
(y,X) = (Xy70)

onde T'G ¢ o fibrado tangente de G. A trajetéria ¢ de V por (e, X) € G x g é dada por
¥(t, X) = (¢x (1), X) = (exptX, X)
pois ' (t) = (Xy, (1), 0) = V(px(t),X). Tomando agora a projecao

m: Gxg — G
(r,X) — =z



1.2 Aplicacao exponencial 31

a aplicacao
Ezp: Rxg — G
(t,X) — exptX
pode ser expressa como a composta das aplicacoes ¥ e m;. Temos que Fxp é diferencidvel
pois o fluxo ¢ e m; sao diferencidveis. Portanto exp é diferencidvel em g.

d
(iv) Seja X € g e y(t) =tX. Temos que v(0) =0 e d—Z(O) = X. Logo

(dexp)oX = (d eXp)Ole_Zm) _ d(exptX)

dox (1)
I li=0= c)l(t li—0= Xy (0) = Xe.

Entao (dexp)oX = X, ou seja, (dexp)o € ndo singular. Portanto, pelo teorema da fungao

inversa, exp é um difeomorfismo local. O

Sabemos que todo homomorfismo continuo ¢ : R — R é diferencidvel. Queremos
mostrar agora, que todo homomorfismo continuo entre grupos de Lie é diferencidvel.

Para isso precisaremos do seguinte lema.

Lema 1.28 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Se {Xi,...,X,} é uma base

de g, entao a aplica¢ao

P R — G
(t17‘“7tn) = (expthl)' T (eXptan)

é diferencidvel e é nao singular em 0 € R™.

Demonstragao: Como exp é diferencidvel, é facil ver que v é diferencidvel. Tome t =
(t1,...,tn) € R™. Logo
1/’@) = Rai © Lbi O exXp thza

onde

a; = exp(tiz1Xit1)...(expt, X,) e

bi = (expthl)...exp(t,-_lXi_l)

para todo 7 = 1, ...,n. Temos ainda que

O

d(expt; X;)
ot;

dt;

(t) = dR,, o dLy, o .
Logo
o

8_t(t) |t:0: dRe © dLe o X; |e: X |e .
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Assim, di), : R™ — T,G tem por matriz jacobiana (X; |, - -+ X,, |¢) onde os X; |, denotam

os vetores colunas da matriz. Portanto di, é nao singular. U

Um outro resultado que precisamos para mostrar que todo homomorfismo continuo

entre grupos de Lie ¢ diferencidvel é o seguinte teorema:

Teorema 1.29 Seja G um grupo de Lie. Se ¢ : R =G é um homomorfismo continuo,

entao ¢ é diferencidvel.

Demonstragao: Vamos mostrar que ¢ é diferencidvel numa vizinhanga de 0 € R. Isso é
suficiente para demonstrar o teorema.

Seja V' C G uma vizinhanga de e € G. Essa vizinhanca é difeomorfa a uma vizinhanca
de zero U C g através da aplicagdo exponencial. Aqui g denota a dlgebra de Lie de G.
Suponhamos que U é estrelado, ou seja, se X € U, entao tX € U para todo t € [0, 1].
Seja agora

U'={lX;X eU}CU.

Tome ty > 0 suficientemente pequeno para que | ¢t |< to implique que ¢(t) € expU’.
t

Assim, dado qualquer n € N temos que <p(—0) € expU’. Assim temos X e Y em U’ tais
n

que

lo

expX =p() e expY =p(t).

Logo
exp(X)" =exp X ...exp X = exp(nX).

Como exp(X)" = ¢(ty), temos
exp(nX) = ¢(to) = exp(Y).

Vamos provar que nX = Y. Para isso basta mostrarmos que nX € U’. Faremos isso por
inducao.
Suponha que jX € U’ para todo j = 1,...,n—1. Entao para j = 1 o resultado é 6bvio.

Para j > 1, temos que 27X € U e como U é estrelado, tem-se que

1
(1+4)X = (‘%mx e U.

Porém,

exp(j + )X = o((j + 1))
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J+1

Como tg < ty ,temos que

exp(j +1)X € expU’.

Logo pela hipétese de inducao temos que n.X € U’ e portanto nX =Y. Seja agora m € Z,
com 0 <| m |< n. Caso m > 0 tem-se que

m to

o("10) = (o(2))" = (exp X" = exp(1)" = exp(Y).

Por outro lado se m < 0, tem-se que

m

P(=to) = (p(= o)™ = (exp(==¥)) ™" = exp(—Y).

Como ¢ € continua, temos que para todo r € R com 0 <| r |[< 1

Y
o(rtg) = exp(rtot—) =exprY.
0

Temos que para todo t € R com 0 <| ¢ |< ¢y, existe 7 € R com 0 <| r |[< 1 tal que t = 7.
Logo

Y t
o(t) = exp(rtot—) =exprY = exp(t—Y).
0 0

Portanto ¢ é diferencigvel. U

Agora mostraremos entao, que todo homomorfismo continuo entre grupos de Lie é

diferenciavel.

Teorema 1.30 Todo homomorfismo continuo ¢ : H — G entre grupos de Lie é diferen-

cidvel.

Demonstragao: Suponha que dim(H) = n. Seja b a dlgebra de Lie de H. Tome uma
base { X1, ..., X,,} de h e a aplicagdo ¢ : R" — H como no Lema 1.28. Sejam V' C R" uma
vizinhanca de zero e U C H vizinhanca de e tais que ¢ : V' — U seja um difeomorfismo.
Pelo teorema anterior, temos que as aplicacoes
v;: R — G
t — pexptX;)
sao continuas e portanto sao diferencidveis. Assim,
pot(ty,....tn) = @((expt; Xy).-- .(expt, X))
plexpt1Xy). -+ .plexpt,X,)
pr(tr)- - o (tn)
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¢ diferencidvel para todo (ti,...,t,) € R". Se x € U temos x = 1) o 1) ' (). Logo

p(x) = (o™ (z))

ou seja ¢ |p= (po1p) o)™ | é diferencidvel. Por outro lado, se x é um elemento qualquer

de H, nao necesariamente em U, tem-se que
ze€xU={zu;uecU},
o qual é difeomorfo a U por translagao a esquerda. Assim, para todo zy € zU temos que

plry) = ¢(@).0(y)
= Ly © ¢(y)
= Ly o p(Ly-1(zy))
= Ly opoL,1(zy).
Logo,
@ o= Lip(z) 0 p 0 Ly—1 |pu .

Como L) 0@ o L1 |y € diferencidvel, temos que ¢ |, é diferencidvel. O

No préximo lema e em sua demonstragao, usaremos a notagao O(t?) para o fato de

t
uma aplicacao f : R —=T,G ter a propriedade de que % ¢ limitado para todo ¢ em R
suficientemente pequeno. Além disso, se X € T.G, entao X denotard o campo de g tal

que )?e = X.
Lema 1.31 Se G é um grupo de Lie e se X, Y € T.G, entdo

(a) (exptX)(exptY) = exp(t(X +Y) + £ [X, Y]+ O(t?)).

(b) (exp —tX)(exp —tY)(exptX)(exptY) = exp(t*[X, Y] + O(3)).

(c) (exptX)(exptY)(exp —tX) = exp(tY + *[X, Y] + O(#3)).
Demonstracao: Sejam f € C*(G) e a € G. Temos que

~ ~ d(foLsoa
R f0) = Xulf) = dLyo X(f) = X(fo L) = W2 La00)y
onde a : (—¢,e) — G é uma curva tal que a(0) = e e o/(0) = X. Em particular, a curva

a(u) = expuX. Assim,

d(f o L,oexpuX)

Xf(a) = o

d
Juo= 2= flaexpuX) uzo -
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Analogamente temos que
~ d
Yf(a)= @f(a expuY) |u=o - (1.3)

Fixando s em R, seja

o(t) = f(expsX.exptY).

Logo

d d
o'(t) = Ef(exp sX.exptY) = E(foLexst oexptY) = d(f 0 Lexpsx)expty © (dexp)y oY.

Por outro lado, por 1.3 temos que

d
Y(f)(expsX.exptY) = %f(exp sX.exptY.expuY) |u—o= d(f0Lexpsx)exptyo(dexp)syoY.

Assim,

O'(t) =Y (f)(expsX.exptY).

Agora em vez de f usamos o mesmo raciocinio para Y f. Assim obtemos
@' (t) = [V (Y f)](exp sX.exptY).

Aplicando o teorema de Taylor a ¢ temos

ol1) = 0(0) + ¢ 01 + T o),

e assim, substituindo ¢(t), ¢'(t) e ¢”(t) a essa iltima igualdade, tem-se que
2

FlexpsX.exptY) = fexpsX) + Y (f)(exp sX)t + %[f/(f/ PllexpsX) + 0. (1.4)

Analogamente, para qualquer F' € C*((G), temos que

%F(eXpSX) = ()?F)(exst)

%F(expsx) — [X(XF)|(expsX)

~ 2 ~ ~
FlexpsX) = F(e) + s(XF)(e) + S [X(XF)](e) + O(s") (1.5)
Suponhamos que f(e) = 0, e aplicamos a tltima expressdo em 1.4 para F = f, F' = Y f
e F =Y(Yf). Assim obtemos

2 2

flexpsX.exptY) = s(X[)(e)+ Y f)(e) + %P? (X)(e) + %[?(?f)](e) +
+st[X (Y )](e) + O(s®) + O(s*t) + O(st?).
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Para s =t temos

-~ - XX ~~ YY
flexpsX.exptY) =t[(X +Y)f)](e) + tQ[(T + XY + T)f](e) + O(t%). (1.6)
Como a exponencial é um difeomorfismo numa vizinhanca de 0 € T,.G e o produto em G

é continuo, podemos escrever para t pequeno
(exptX)(exptY) = exp Z(t),

para alguma funcao diferenciavel Z : (—¢,¢) — T.G. Aplicando a férmula de Taylor a Z
obtemos,

Z(t) = tZy + t2Zy + O(t%),

onde 71,75 € T,G.
Tome A : R —7T,.G uma aplicagao diferencidvel tal que A(0) = 0. Pela férmula de Taylor

temos que

(foexp)(A(t)+O(t?)) = (foexp)( )+ fo (f oexp)(A(t) + sO(t?)).0(t)ds
— (foexp)(A(D) + (J} % (f 0 exp)(A(t) + 5O(#))ds).O(t).

Temos que
(i 47 o exp) (A(1) + sO()ds).OF)
o . t3 -0

assim podemos escrever

(f o exp)(A(t) + O(£%)) = (f o exp)(A(t)) + O(t). (1.7)
Suponha que f(e) = 0. Por 1.7 e pela equagao 1.5 temos que

flexpZ(t)) = flexpt(Zi +tZ2)) + O(t?)
= f(e) +tl(Z +tZ)(H](e) + §[<z +122) (21 + t20)(f))(e)+
+0(t*) + O(t?)
= UEANE) +PZhE) + SUAEGN + S(E e+

U BE NI + S B + o)

2 2
= HUZif)(e) +(Zaf)(e) + %[(Zl(ilf)](e) +0(#).
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Dessa 1ltima equagao e de 1.6 temos

X+Y =2
7.7 ~ XX ~~ YY
121+22:—2 +XY+7.

1
Logo Z1 =X +Y, Z, = §[X, Y], o que conclui a demonstracao de (a).
Para provar (b), basta aplicar (a) :
(exp —tX)(exp —tY)(exptX)(exptY)

2 2

= exp(—t(X +Y) + %[X, Y]+ O(t%)). exp(t(X + V) + %[X, Y]+ 0())

- eXp(tQ[X, Y] + O(tg))7
pois os demais termos que aparecem no desenvolvimento acima, sao de ordem no minimo
trés. Isso demonstra (b).

Para demonstrar (¢) também aplicamos (a), ou seja

i

(exptX)(exptY)(exp —tX) = exp(t(X +Y)+ 5 X, Y]+ O(t?)).(exp —tX)

= exp(tY + 3[X, Y]+ O(t3)).

Como aplicacao desse lema, daremos uma interpretagao geométrica da operagao colchete

na algebra de Lie.

Corolario 1.32 Sejam G um grupo de Lie e X,Y € T,G =~ g e sejam as curvas

x,y,7 : R —G dadas por

z(t) = exptX
y(t) = exptY

() = z(VB).yWE).a(VH) Ly

Entao, v(0) = e e+'(0) = [X,Y].

Demonstragao: Pela parte (i7) da Proposigao 1.27 temos que (exp X)~! = exp(—X).

Assim pela parte (b) do lema anterior temos que

() = (exp VEX)(exp V1Y) (exp —v1X)(exp —v/1Y)
exp(t[X, Y]+ O(t?)).



1.2 Aplicacao exponencial 38

Logo, 7(0) = e e

&y

U 0) = (@exp)o[X, Y] + SO() |is) = 11X, Y]) = [X, V],

dt

Como outra aplicacao do Lema 1.31 mostraremos mais adiante um importante resul-
tado, que garante que todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um grupo de Lie.
Esse resultado é conhecido como Teorema de Cartan. Para demonstrar esse teorema

tentaremos encontrar uma vizinhanca V' C g de zero, tal que
exp(VNH)=HnNexpV,
onde g é a dlgebra de Lie de G e
H ={X € g;exptX € H para todo t € R}.
Para isso precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 1.33 Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G. O conjunto H definido

acima, é um subespago vetorial de g.

~ . t t o
Demonstragao: Tome X,Y € H. Entao exp —X,exp —Y € H para todo niimero inteiro
n n
n . Logo
(exp X)(exp - X)]" € H
exp —X)(exp —
P P

pois H é subgrupo. Pela parte (a) do Lema 1.31 temos que

t t oo t t 2 B
(exp EX)(exp EX) = (eXp(EX + EY + 2—712[)(, Y] —i—th(ﬁ))

2
= exp(tX +tY + %[X,Y} + O(n_>> € H.

2

Como H é fechado, temos para todo t € R que

' 2 t3

lim exp(tX +tY + Q_[X’ Y|+O0(=)) =expt(X +Y) € H.
n

n—o0 n2

Logo, pela definicao de ‘H temos que X +Y € H. Portanto H é um subespaco vetorial de
9. O
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Lema 1.34 Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G e H como definido

acima. Tome (t;X;); uma sequéncia em g tal que
XZ—>X€g, tl—>0 etl#O
Se exp t; X; € H para todo i, entdo exptX € H para todo t, isto é X € H.

Demonstragao: Como (exp —t;X;) = (expt;X;)"! € H, podemos supor que t; > 0.

Entao, para t > 0 definimos para cada ¢ € N a funcao

t t
ki(t) = [t_] = maior inteiro < e
Logo,
t t
——1<k(t) <—
t; t;

o que implica

t—t; <tiki(t) <t
Como por hipétese t; — 0 , usando o teorema do confronto temos que
tiki(t) — t.
Como expt; X; € H temos
exp t;k;(t) X; = (exp tiXi)ki(t) € H.
Como H é fechado e lim ¢;k;(t) X; = tX temos que
exptX = exp(iliglo tiki (1) X;) = zlg?o expt;ki(t)X; € H

como queriamos. U

Lema 1.35 Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G e H como definido acima.
Tome H' C g tal que H & H' = g, onde ® significa soma direta. Entdao existe uma
vizinhanga V' de 0 € H' tal que para todo X' € V', onde X' # 0, tem-se que exp X' ¢ H.

Demonstragao: Tome um produto interno (,) em H’. Suponhamos por absurdo que

para toda vizinhanca V' de 0 € H’, exista X’ # 0 em V' tal que exp X' € H. Logo,
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existe uma sequéncia (X;); com X; € H' e 0 < |X;| < 1 tal que X; converge para 0 e

exp X; € H. Tomamos o conjunto compacto
K={X"eH; 1<|X'| <2}

Podemos escolher n; € Z tal que n;X; = Y; € K onde n; — oo. Como K é compacto,
existe uma subsequéncia que ainda indicaremos por Y; tal que Y; — Y € K € ‘H'. Como

1
X; = —Y, temos

' 1
— =0, V,—-Ye
n;

1
exp —Y; = exp X; € H para todo i.
n;

Logo, pelo lema anterior, Y € H' e assim temos uma contradi¢ao. Portanto exp X’ ¢ H. O

Lema 1.36 Tome H' C g tal que H & H' = g. A aplicagio ¢ : g — G dada dor p(X +
X') = (expX)(expX') com X € H e X' € H' é um difeomorfismo em uma vizinhanga
de 0 € g.

Demonstragao: Tomemos X e X’ numa vizinhanca do 0 € g tal que exp seja um
difeomorfismo nesta vizinhanga. Logo, exp X e exp X’ estdo contidas em uma vizinhanga

coordenada de e. Assim, podemos escrever
exp X = (z1,...,x,)

exp X' = (2, ...,2)).

Logo
p(X +X') = flexpX, expX’)
= (filzr,..o,xn, 2, 2l) + -+ fulz, o xn, 2, o 20),
onde f: G x G — G é definida por f(x,y) = xy. Definindo uma curva a(t) = t(X + X’)

temos a(0) =0 e /(0) = X + X’. Temos ainda que

Ao, (X + X') = S0 0)(1) 1o
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Logo,
4 d .
dpe(X +X7)" = —(poa)(t) o

= d—(exp tX.exptX') |i—o
= Efi(txl,...,t:pn,tm’l,...,ta:;) lt=0
= x;+ ]
= (X +X').
Entao, dp, (X + X') = 0 se, e somente se, X + X’ = 0. Isso mostra que dyp, é injetora.

Logo pelo teorema da funcao inversa temos o desejado. U

Agora podemos demonstrar o teorema de Cartan.

Teorema 1.37 (de Cartan) Todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um grupo de
Lie.

Demonstracgao: Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G e

H ={X € g;exptX € H para todo t € R}

onde g é a dlgebra de Lie de G.

Tomemos V' = W x W’ vizinhanga de 0 € g com W C H e W' C H’' tais que as
seguintes propriedades sao satisfeitas:

(7) exp € um difeormorfismo em V,

(1) W' satisfaz as condi¢oes do Lema 1.35,

(7i1) A aplicacdo ¢ do Lema 1.36 ¢ um difeomorfismo em V.

Mostraremos entao que exp(V N'H) = H Nexp V.

E imediato que exp(V NH) C H NexpV. Para mostrar a inclusio contraria, tome

x € HNexpV. Assim temos que
= (exp X).(exp X') onde X € WeX' € W'.

Como x e exp X estao em H temos que exp X' € H e entao X' € H. Logo X’ = 0. Assim

r=-expX,onde X € VNH. Logo, z € exp(V N'H) e, entao

HnNexpV Cexp(VNH).

Portanto exp(V N'H) C H Nexp V.



1.2 Aplicacao exponencial 42

Como V' & uma vizinhanca de 0 em g, onde exp ¢ um difeormorfismo, segue que
H NexpV é uma subvariedade de GG. Logo H é localmente uma subvariedade de G.
Podemos estender o resultado para todo H por translagoes & esquerda. Portanto H é um

grupo de Lie. 0

Definimos no apéndice A, a representagao ajunta de dlgebras de Lie. Vejamos agora o
conceito de representacao adjunta de grupos de Lie, bem como algumas relacoes existentes
entre esses conceitos.

Seja G um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie. Para todo y € G definimos

C,: G — (G
€r +—— y;cy_l
Temos que C, é um difeomorfismo e deixa fixa a identidade e € G. Logo a diferencial de

C, em e ¢é a aplicacao linear invertivel de g em g
d(Cyle 1 g — g

que denotaremos por Ad(y) = d(C,).. Assim temos o seguinte diagrama:

Ad(9)

exp exp

Cq

Esse diagrama comuta e assim

gexp(X)g~" = exp(Ad(g)(X)).

Definimos a aplicagao
Ad: G — GL(g)

y — Ad(y)
onde GL(g) é o grupo das aplicagdes lineares invertiveis do espago vetorial g.
Visto que C, ¢é diferencidvel, a aplicacao Ad ¢ diferenciavel. E imediato verificar que
Ad é um homomorfismo de Lie de G em GL(g). A esse homomorfismo chamaremos de

representacao adjunta do grupo G.



1.2 Aplicacao exponencial 43

Tome um vetor X € g. Para ter uma idéia geométrica de como obter Ad(y)(X) note
que X pode ser considerado como vetor tangente a e da curva exptX em G. A aplicagao

C, leva esta curva na curva y. exp tX.y~*. Logo

Ad(y)(X) = d((C))X = S (y-ept Xy ™) lo

exp tX

Visto que a aplicagao Ad é diferencidvel podemos tomar a sua diferencial em e, a qual é

chamada representacao adjunta de g e indicada por
ad = d(Ad). : g — gl(g),

onde gl(g), o conjunto das transformagoes lineares de g, é a dlgebra de Lie do grupo

GL(g). Podemos descrever esta situac@o pelo diagrama abaixo:

d(Ad) = ad
g—> 9(®
exp exp
Ad

G— GL(9)

Mostraremos agora que este diagrama é comutativo.
Proposicao 1.38 O diagrama acima é comutativo.
Demonstragao: Devemos mostrar que

Ad(expY) = exp(ad(Y)) paratodoY € g.

Tome a curva s —Ad(exp sY') em GL(g). Assim podemos pensar em Y como sendo o vetor

tangente em e dessa curva. Denotando ¢(s) =Ad(exp sY') e R, a translagao a direita por
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x, temos

do
ds

>

d) Y (exp sY)

exp sY

Ad)exp sY d(Rexp sY)6<Y)

= ad(Y)(¢(s)).

Portanto ¢(s) é curva integral do campo ad(Y) € gl(g) e ¢(0) = 1 em GL(g). Por

unicidade de solugao, ¢(s) = exp(s ad(Y)). Em particular, para s = 1, tem-se
exp(ad(Y)) = Ad(expY).

Portanto o diagrama acima comuta. U

Proposicao 1.39 Se X, Y € g, ad(Y)X = [Y, X].
Demonstragao: Com as mesmas notagoes da proposi¢ao acima, obtemos

ad(Y)(X) = ((Ad(expsY)) |uo).X

d d

ol —((exp sY)(exptX )(expsY)™ 1) |s

&+ 0
I
oo

onde X ¢é o vetor tangente em e & curva t — expt.X.
Tomando s = ¢ na equagao acima, e usando a parte (¢) do Lema 1.31, obtemos

ad(Y)X = [V, X]. O

1.3 Variedades homogéneas

Faremos nesta se¢ao, um breve estudo sobre variedades homogéneas, que sao espagos
quocientes de grupos de Lie por subgrupos fechados, com uma certa estrutura de variedade
diferencidvel. Veremos ainda as defini¢coes de acao de um grupo de Lie em uma variedade,

acao transitiva e grupo de isotropia.
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Primeiramente vamos construir uma estrutura de variedade diferencidvel em um espago

homogéneo.

Teorema 1.40 Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G e seja
G/H = {zH; z € G}.

Seja ainda

. G — G/H

r +— xH

a aplica¢io quociente. FEziste uma tnica estrutura de variedade diferencidvel em G/H
satisfazendo:
(a) m é diferencidvel;
(b) Para todo xH em G/H existe uma vizinhanga de xH em G/H e uma aplicagdo
diferencidvel T : W — G tal que moT = idy. A aplicagdo T é chamada uma sec¢ao local

da aplicacao .

Demonstragao: Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de G, com dim G = n,
dimH = k e (G/H); o mesmo conjunto G/H munido de outra estrutura diferencidvel
satisfazendo também (a) e (b).

Vamos mostrar primeiramente a unicidade.

Consideremos a aplicacao

id: G/H — (G/H),

e para xtH € G/H, tomamos o par (W, 7) dado pela condicao (b). Escrevendo idy = mor,

temos uma composicao de aplicagoes diferencidveis. Portanto idy, é diferencidvel e entao

AN

W G/H —» (G/H),

id é diferencidavel em zH.

Da mesma forma, considerando id : (G/H); — G/H e para cada (zH), € (G/H),,

tomando-se o par (Wi, 7) da condigao (b), com o mesmo raciocinio, concluimos que idyy,
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¢ diferencidvel e portanto id é diferencidvel em (zH),.

G
// \
id

Dai concluimos que id : G/H — (G/H); é um difeomorfismo. Como duas estruturas dife-
rencidveis sao equivalentes se a identidade for um difeomorfismo, fica provada a unicidade
da estrutura diferencidvel em G/H que satisfaz (a) e (b).

Para provar a existéncia, vamos considerar em G/H a topologia co-induzida pela

aplicacao 7, isto &, é aberto de G/H o conjunto cuja imagem inversa é um aberto de G.
Como G tem base enumeravel, temos que G/H tem base enumerdvel. Além disso sendo
G de Hausdorff e H C G fechado, temos que G/H ¢é de Hausdorff.
Vamos resolver agora, o problema para uma vizinhanca de H € G/H. Seja g = hdh', onde
b e g sdo as dlgebras de Lie de H e G respectivamente e §’ é um subespaco complementar
de h em g. Agora aplicamos o Lema 1.36 para a aplicagao ¢ : g — G dada por p(X+X') =
(exp X').(exp X). Sejam entao

V=VixV/Cg talque Vi CheVf Cb,U=¢(V),
onde ¢ |y é um difeomorfismo. Tomando W = 7(U) temos que

W)= U 7 HaH)= JuH= U Uh
cHEW u€l heH

¢ um conjunto aberto em G, pois Uh é aberto. Logo, pela definicao de topologia co-

induzida, W é um aberto de G/H. Definamos agora
o W — B =~ RV
xH — X'
onde x = (exp X')(exp X) € U com X' € h’ e X € h.
(1) o estd bem definida. Para provar este resultado, basta mostrar que se z € U C G
ey € HNexpV, tem-se o(xyH) = o(xH). Tomamos entdao = = (exp X')(expX) € U e
y=-expY € HNexpV. Segue-se dai que

zy = (exp X')(exp X)(expY) = (exp X')(exp Z)



1.3 Variedades homogéneas 47

para algum Z € hNV pois ¢ |y ¢ um difeomorfismo. Logo o(zyH) = X' = o(zH),
confirmando que o estd bem definida.

(71) o é injetora. De fato, Sejam = = (exp X').(exp X) e y = (expY”).(expY') tais que
X'"=Y" ouseja p(zH) = ¢(yH). Entao

y~x = (expY)H(expY') " (exp X')(exp X)

= (expY) '(expX) € H.

Portanto xH = yH o que mostra que o é injetora.
Tomamos agora em W a estrutura diferencidvel que torna ¢ um difeomorfismo, isto
é, fazemos (o, W) uma carta local. Mostraremos que esta estrutura diferencidvel em W
satisfaz (a) e (b).
(a) A aplicagao
p: g= hay — b
X+X — X
é claramente diferencidvel e a aplicagao ™! : U — V também o &, pois ¢ é difeomorfismo.

Dai temos que p : U — V/ dada por
plexpX'.expX)=X"eV/

¢ diferencidvel, pois p é a composicao de aplicacoes diferencidveis p = p o p~1. Temos

entdao que 0o p: U — W ¢é diferencidvel e além disso,
o top(x)=0c""op((expX')(exp X)) =0 H(X') = X.

Portanto
o op(x)=mn(x).
Logo 7 |y é diferencidvel, o que demonstra (a).

Para mostrar (b) tome 7: W — G dado por
T = exp oo.
Assim definida, 7 & diferencidvel. Além disso,

moT(rH) = moexpoo(xH)=n(expX') = (exp X')H

= (expX')(exp X)H = xH,
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pois exp X € H. Portanto m o 7 = idy , provando localmente (b), ou melhor, provando
(b) para uma vizinhanga coordenada de H C G/H. Mas podemos obter vizinhancas
coordenadas de outros pontos de G/H através de translagoes a esquerda. De fato, se
x € (G, definimos Zm como sendo o homeomorfismo de GG/H, induzido pela translacao a
esquerda L, em G, isto é,

L.(yH) =xyH, yeG.

Definimos também a aplicacao
Optt =00 Lyt |EI(W)

¢ obtemos (0,7, Ly(W)) uma vizinhanca coordenada de zH. Observe que nesta notagao,

oy é justamente a aplicacao o. Fazendo x percorrer G temos que
{(02m, Lo(W)); z € G}

fornece uma estrutura diferencidvel em G/H.
A mudanca de coordenadas é diferencidvel pois na intersec¢ao das vizinhancas coorde-
nadas de um ponto xH os homomorfismos locais do atlas correspondente gozam de uma

mesma estrutura diferencidvel, demonstrando assim o teorema. 0

Podemos introduzir agora o conceito de variedades homogéneas.

Definicao 1.41 Chamam-se variedades homogéneas, as variedades diferencidveis da
forma G/H onde G é um grupo de Lie, H C G é um subgrupo fechado, e eziste uma

estrutura diferencidvel dada pelo teorema anterior.

Definicao 1.42 Dizemos que um grupo de Lie age em uma vartedade M, se existe
uma aplica¢ao diferencidvel n: G x M — M dada por n(x,p) = xp tal que

(a) ep = p;

() (zy)p = z(yp).

Neste caso, n é chamada ag¢ao de G em M.

Definicao 1.43 Dada uma acdo n de G em M, definimos a orbita de um ponto p €
M como sendo o conjunto

Gp = {zp; = € G}.
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Em outras palavras, a orbita de um ponto p € M é a imagem da aplica¢ao

Gx{p} — M
(r.p) > nlz,p)
Definicao 1.44 Dizemos que a acdo n é transitiva ou que G age transitivamente em
M através de n se Gp = M, para todo p € M, isto é, para todo p,q € M existe v € G tal

que xp = q. Para todo py € M, definimos o grupo de isotropia do ponto py
GPO = {x € G; xpy = pO}‘

Mostraremos que G, ¢ um subgrupo fechado de G. E imediato que Gp, C G. Além
disso, e € G}, pois epy = py. Por outro lado, se x,y € G, entao xpy = po € ypo = po. Daf
Tpo = ypo € assim y~'zpy = po. Logo por definigao y~'x € G,,. Portanto G, é subgrupo
de G. Para mostrar que G, é fechado consideramos a translacao a direita R,, : G — G tal
que Ry, (x) = xpo. Como Ry, é continua e G —{po} & um aberto, temos que R,'(G'—{po})

¢ um aberto de G. Como Gy, € o complementar de R, '(G—{po}) temos que G, é fechado.

Proposicao 1.45 Sen: Gx M — M ¢éuma agao transitiva, entao G, € isomorfo a Gy,

para todo p,q € M.

Demonstragao: Como 7 é transitiva, dado p e ¢ em M, existe a € G tal que ap = q, e

daf
p=-ep=(a'a)p=a""(ap) =a'q.
Definimos as aplicagoes

v: G, — G, v Gy — G,

1

r +— ara Yy a_lya

Tanto ¢ quanto ¢ estao bem definidas, pois se z € G, entao
ama_lq =arp=ap =q,
logo aza™t € G,. Se y € G, entao
a lyap = a"tyg =a"tqg=p,

logo a™'ya € G,,. E imediato verificar também que ¢ e 1) sdo homomorfismos e que

¢ = 1)~ *. Temos ainda que

La© Rat lgp (1) = La(wa™) = aza™ = o(x)
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Ry 0 Ly |q (y) = Ra(a™'y) = a”'ya = ¢(),

ou seja L, o R,-1 = ¢ e R, 0 L,-1 = 1 nas o6rbitas G, e G,. Por serem composigoes de
funcoes continuas e diferencidveis, adicionando o fato de serem inversas, concluimos que

G, e G, sao isomorfos para todo p e ¢ em M. O

Mostraremos agora, que se 7 : G X M — M é uma agao transitiva de um grupo de Lie
GG na variedade M, e H é o subgrupo de isotropia em py, entao a variedade M ¢é difeomorfa

ao espago quociente G/ H.

Teorema 1.46 Sejan : G x M — M uma ac¢ao transitiva de um grupo de Lie G na

variedade M. Seja po € M e seja H o subgrupo de isotropia em po. Entao a aplica¢ao

a: G/H — M
vH — n(z,po) = xpo

é um difeomorfismo.

Demonstragao: Vamos mostrar inicalmente que « estd bem definida. Se *H = yH,
entao y~ 'z € H logo (y~'x)py = po, pois H = G,,. Segue entdo que y~*(xpy) = po, ou
seja, TPy = Ypo, € assim « estd bem definida.

Temos também que « é sobrejetora pois, dado ¢ € M existe x € G tal que zpyg = ¢
em virtude de 7 ser uma acao transitiva.

Suponhamos agora que xpy = ypo. Entao y~1apy = po, ou seja y 'z € H. Assim temos
que xH = yH, o que mostra que « ¢é injetora.

Para mostrar que « é diferencidvel, utilizaremos o seguinte resultado: « : G/H — M
¢ diferencidvel se, e somente se, a o : G — M ¢é diferencidvel, onde 7 : G — G/H ¢é a
aplicacao quociente. Demonstraremos tal resultado. Suponhamos que avor é diferencidvel

e seja tH € G/H. Consideremos o par (W, 1) dado pela parte (b) do Teorema 1.40.

o
W< G/H > M
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Em W temos

a=aoidy =ao(roT)=(axom)or,

que ¢ diferencidvel pois (« o ) o 7 é diferencidvel, o que demonstra o resultado. Observe
agora que a aplicagao
& G — M
T +—— TP
¢ diferencidvel pois equivale a restricdo de n a G X {po} ~ G. Mas £ = aow. Logo a ¢
diferencigvel.
Para completarmos a demonstragao, resta provarmos que a € um difeomorfismo. Para

isso devemos mostra que do, gy € nao singular para todo = € G, isto é ker da, g = {0}.

A,,

—=
LA

Consideremos as derivacoes
dry : To(G) — Ton(G/H)
dogr = Ton(G/H) — Topy (M)
da, : T,(G) — Ty, (M),
onde @ = aom. Temos que kerdr, = T,(zH) e que dm, é sobrejetora. Suponhamos

agora que kerda, = T,(zH), ou seja, da,(Y) = 0 se, e somente se, Y € T, (zH). Seja
X € T,g(zH), entdo X = dm,(Y) para algum Y € T,(G). Temos que

dog(X) = dagy(dr, (V) = d(aom)(Y) = da,(Y).



1.3 Variedades homogéneas 52

Assim, se da,y(X) = 0, entdo da,(Y) = 0, o que implica que Y € T,(G). Mas entao
dr.(Y) = 0 e portanto X = 0, ou seja, da, g é nao singular. Logo s6 devemos mostrar

que kerda, = T,(xH). Para x € G definamos

n,: M — M,
m o xm

entao temos que

Ny, o@o Ly1(y) =n, oa(z"y) = n,(x  ypo) = ypo = al(y),

para todo y € G. Logo @ = n, o@o L,-1 e entdo é suficiente mostrar que ker da, = T.(H),
ou seja, basta mostrar que se g e ) sao as dlgebras de Lie de G e H respectivamente, entao
da(z) = 0 se, e somente se, X € h. Se X € b, temos dr(X) =0, isto é, da(X) = da o
dr(X) = 0, o que demonstra uma das implicagoes. Para demonstrar a outra implicagao

tome X € g com da(z) =0 e seja A : R — M dada por
A(t) = alexptX) =a@o @y ().
Dai temos que

—(t) = dao

dt (t) = da(chX(t)> = da-(Xexth)
= d(nexth ocao Lexp —tX)-(Xexth>

= dnexp tX o da o dLexp —tX (Xexp tX)

= dnexth © da(X) = 07

e assim concluimos que o caminho A(t) = (exp tX).pg é constante e como A(0) = pg, temos
que (exptX).py = po para todo t € R o que significa dizer que exptX € Gpy, ou seja, X €
h. Provamos entao que da(z) = 0 se, e somente se, X € b, ou seja ker da(z) = T, (zH).
Seja X € T,y (G/H), entdao X = drn,(Y) para algum Y € T,(H) pois dr, é sobrejetora.
Dai

dog(X) = doagg(dng(Y))
— dfaom),(¥)
= da,(Y).

Logo, se da,u(X) = 0 é porque da,(Y) = 0, ou seja, Y € b, donde dr,.(Y) = 0, o que

significa dizer que X = 0. Concluimos entao que ker da,; = {0}, equivalendo a da,p ser
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nao singular. Portando « é um difeomorfismo, demonstrando o teorema. U

Vejamos alguns exemplos onde se aplica o teorema acima.

Exemplo 1.6 Definimos a aplicacao

n: SO(n) xSt — gt
(A, v) — Aw

Claramente vemos que n é uma acdo. Vamos mostrar que n é transitiva. Dado u; € S™ 1,

escolhemos us, . .., u, € S™ 1 tal que

Bz{ul,uQ,...,un}

seja uma base ortonormal do R™ com a mesma orientacao da sua base candnica € =
{e1,€9,...,e,}. Cada elemento dessa nova base pode ser escrito da forma
n
U; = (U1i7 . ,Uni) = E Uji €5, Ugg € R.
Jj=1

Tomando-se as coordenadas dos vetores de 3, na ordem da base, construimos a matriz

Uy Uin

Up1 -+ Unpp

Como a base [ é formada a partir da base candnica, a menos de uma rotagdo, temos
que A ¢é ortogonal e det A = 1 = det A*. Logo A € SO(n). De um modo mais geral, A
¢ a matriz de mudanga de base B para a base canénica {Ae; =wu;, i =1,2,...,n}. Em
particular A(ey) = uy. Portanto dados u,v € S ', basta tomar A, B € SO(n) tais que
A(e1) = u e B(ey) = v que temos AB™' € SO(n) e AB v = u mostrando que n é

transitiva. Vamos provar agora que o conjunto

é o grupo de isotropia da ag¢do n no ponto e,, isto é, SO(n — 1) = SO(n),,. E imediato

que SO(n — 1) C SO(n).,. Seja agora A = (ay)i =, € SO(n) tal que A.e, = e,. Temos
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n
dai que Zam en = a1,.0 + a0,.0 + -+ + apn.1 = 1 0 que implica que a;, = 0 para
i=1

i=1,....,n—1ean, =1. Como AA" =1 seque-se que Zafw =1 e como a?, =1 temos
i=1
que an; = 0 para todo i =1,...,n —1 e portanto
0
A
A= ,
0
0 01

onde A = (a;;);i;—; € SO(n) pois det A = 1. Portanto pelo teorema anterior
SO(n)/SO(n — 1) ¢é difeomorfo a S™~'. Usando o mesmo argumento acima podemos
mostrar que O(n)/O(n—1) é difeomorfo a S™™*, porém sem a necessidade de tomar 3 na

mesma direcao da base canodnica.

Exemplo 1.7 Primeiramente vamos indentificar os pontos de uma mesma reta que passa
pela origem do R™, exceto a prdpria origem, através da sequinte relagdo: se a,b € R"—{0},
entio a ~ b se, e somente se, a = \b para algum A € R" —{0}. Consideremos a aplica¢ao
quociente m : R" — {0} — R" — {0}/ ~, e em R* — {0}/ ~ a topologia co-induzida
por . Desta forma, © é uma aplicacio continua. A restricio de m & esfera S"~! é um
recobrimento de duas folhas de R™ — {0}/ ~ . Como S"™' é um subgrupo fechado de
R™ — {0}, pelo Teorema 1.40, existe uma tnica estrutura diferencidvel em R™ — {0} / ~
tal que ™ é um difeomorfismo local. Assim podemos escrever R™ — {0} / ~ como sendo o
espago
Pt ={z={z,—a}:xe 5"}

chamado espaco projetivo real. A aplicagdo

n: SO(n)x Pt — Pt

(A, 7) — Az = {Ax, — Az}

estd bem definida pois, se (A,Z) = (A,7), entdo Ax = Ay, ou seja, Av = Ay ou Ar =
— Ay, mas se isto ocorre, temos x =y ou x = —y, ou seja T = y. Além disso, n é uma
agdo transitiva, ou seja, dados T,y € P! existe A € SO(n), tal que AT = §. Para
provarmos este resultado, tomemos X,Y € SO(n), tais que Xe; = x ou Xe; = —x, e

Yei =y ouYe, = —y. Dai X 'z =¢e; ou X Y(x) =e; e entdo

y=Ye =YX ') =YX Dz ouy=Ye, =Y (X (~2) = (YX H(~2).
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Logo, existe A = YX ' € SO(n) tal que Az = y ou A(—x) = y, ou seja, AT = 7,

provando que a agdo n é transitiva. O grupo de isotropia de &, € P"1 é o conjunto

On—1)={AeSO(n): A= 0 eAcOmn—1}

0 -+ 0 detA

De fato, se A € O(n — 1), é facil ver que Ae, = €,, pois neste caso det A = &1. Por
outro lado, se A € SO(n) é tal que Ae, = €,, entao Ae, = e, ou Ae, = —e,, de onde
se conclui que A é do tipo acima, o que demonstra a afirmacio acima. Portanto pelo

teorema anterior temos que P"1 é difeomorfo a SO(n)/O(n —1).



CAPITULO 2

Conjuntos controlaveis

Neste capitulo apresentaremos limitantes superiores para o niimero de conjuntos con-
troldveis em variedades "flag" de grupos de Lie reais simples nao compactos. As estimati-
vas apresentadas aqui para o niimero de conjuntos controldveis sao baseados nos resultados
de San Martin e Tonelli [20]. Estas estimativas sdo determinadas através da ordem do
grupo de Weyl.

Na primeira secao veremos uma revisao dos principais resultados sobre acoes de semi-
grupos e os conceitos de conjuntos controldveis e conjuntos controldveis invariantes para
acoes de semigrupos. Na seqliencia estudaremos as variedades "flag", apresentando al-
gumas decomposicoes canonicas de uma &dlgebra de Lie. Por fim apresentaremos uma
estimativa para o nimero de conjuntos controldveis em variedades "flag"de grupos de Lie
reais simples nao compactos. Como referéncia principal indicamos [4] . Como referéncia

para conjuntos controldveis para agoes de semigrupos indicamos [16], [20], e [22].

2.1 Preliminares

Apresentaremos inicialmente alguns conceitos bésicos e resultados sobre semigrupos e
subsemigrupos de grupos topolégicos e os conceitos de conjuntos controldveis e conjuntos
controldveis invariantes.

Comecamos definindo semigrupo.

Definicao 2.1 Um conjunto nao vazio S com uma opera¢ao associativa é chamado de

Semigrupo.

Definigao 2.2 Seja G um grupo. Um subconjunto S C G é um subsemigrupo de G se

S é fechado para a operacao de G.

o6
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Definigao 2.3 Seja S # () um espago topolégico munido com uma operacdo associativa

w: SxS — S
(z,y) — plz,y) =y
Entao, S é chamada um semigrupo topologico se p é continua como uma aplicagao

entre o espaco topoldgico produto S x S e o espaco topoldgico S.

Estudaremos o caso em que o semigrupo S estd contido em um grupo topolégico G.
Neste caso, dizemos que S é um subsemigrupo topoldgico de (G, mais precisamente temos

a seguinte definicao.

Definicao 2.4 Seja G um grupo topologico. Um subsemigrupo topologico de G é um

subconjunto S C G com a topologia induzida e fechado para a operagao de G.

Evidentemente, um subsemigrupo topoldgico ¢ um semigrupo topolégico.
Em particular em nosso trabalho o objetivo é estudar o caso em que G é um grupo de
Lie.

Definiremos agora a acao de um semigrupo topolégico em um espaco topoldgico.

Definicao 2.5 Um semigrupo topoldgico S age continuamente em um espago topoldgico
M se a aplicacao
p: SXM — M
(g,2) +— ¢lg,z) =gz
é continua e ¢(gh,z) = ¢(g, p(h,x)), para todo g,h € S e todo x € M.

Dessa forma, quando fixamos g € S, a aplicacao

bg: M — M
o ¢y(r) =gz
é também continua.
Denote por int(S) o conjunto dos pontos interiores de S em G. Sobre int(S) temos o

seguinte resultado:

Proposigao 2.6 Sejam G um grupo topoldgico e S C G um subsemigrupo com
int(S) # 0. Entdo:

1) (int(S))S U S(int(S)) C int(S), isto é, int(S) é um ideal de S.

2) Se G é conexo e a identidade 1 € int(S), entdo S = G.



2.1 Preliminares 58

Demonstragao: Veja Proposigao V.0.15 em [10]. O

Como consequéncia desta proposicao segue que nao existem subsemigrupos proprios

com interior nao vazio em um grupo topoldgico compacto e conexo.

Proposicao 2.7 Seja G um grupo topoldgico compacto metrizavel e S C G um subsemi-
grupo com int(S) # 0. Entao, 1 € int(S) e S é um subgrupo aberto e compacto de G.

Além disso, se G for conexo, entao S = G.

Demonstragao: Veja Proposigao V.0.18 em [10] O

Vejamos agora o conceito de subsemigrupo maximal.

Definigao 2.8 Seja G um grupo. Dizemos que um subsemigrupo S C G é maximal se
satisfaz:
1) Os tnicos subsemigrupos contendo S sio S e G,

2) S nao é um grupo.

Sejam G um grupo topoldgico agindo num espaco topolégico M e S um subsemigrupo

de G. Dado © € M definimos os conjuntos:

Sz = {y € M: existe g € S com gr =y}
S~'z = {y € M: existe g € S com gy = x}.
O conjunto Sz é denominado érbita de x por S.

Vamos introduzir agora os conceitos de acessibilidade e transitividade para a acao de

semigrupos topoldgicos.

Definicao 2.9 Um semigrupo topoldgico S é dito acessivel a partir de x € M se

int(Sx) # 0. O semigrupo é dito acessivel se for acessivel a partir de todo x € M.

Definicao 2.10 Um semigrupo topoldgico S é dito transitivo ou que age transitiva-

mente em M se Sx = M para todo x € M.
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Vejamos agora o conceito de transitividade aproximada.

Considere o conjunto R,, = {v € M : =z € fe(Sz)} denominado conjunto de
recorréncia para a a¢ao do semigrupo S. Aqui fe(Sz) denota o fecho de Sx.

Dados dois pontos z,y € R,, dizemos que x =~ y se, e somente se, z € fe(Sy) e
y € fe(Sz). A relagdo >~ é uma relacdo de equivaléncia em R,.

Para cada z € R,,, denotaremos por D, a classe de equivaléncia da relacao ~ a qual
x pertence e denominaremos esta classe de conjunto de transitividade aproximada
de z.

A proposigao abaixo nos dd uma condi¢ao necesséria e suficiente para que um subcon-

junto do espago X seja um conjunto de transitividade aproximada.

Proposicao 2.11 Seja D um subconjunto de M. Entao D é um conjunto de transitivi-
dade aproximada para S se, e somente se, D satisfaz as sequintes propriedades:
1) D C fe(Sz), para todo x € D e

2) D é mazximal satisfazendo a propriedade 1)

Demonstragao: Veja Proposigao 3.14 em [21] O

Definiremos agora o conceito de conjunto controlédvel.

Definicao 2.12 Um subconjunto D C M é dito um conjunto controldvel para S se:
1) int(D) # 0;
2) D C fe(Sx), para todo x € D e

3) D é mazimal satisfazendo essas duas propriedades.

Pela condigao 2) os conjuntos controldveis sao subconjuntos onde o semigrupo é apro-
ximadamente transitivo. Esta transitividade aproximada pode ser melhorada para tran-

sitividade exata dentro de um subconjunto denso de D, definido da seguinte maneira:

Do = {x € D :x€int(Sr)Nint(S 'z)}.

Ja que o semigrupo S é transitivo neste conjunto, dizemos que Dy é o conjunto de
transitividade de D. Quando Dy # () dizemos que D é um conjunto controlavel
efetivo para S.

Recordaremos agora algumas propriedades dos conjuntos controldveis.
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Proposigao 2.13 Suponha que D é um conjunto controldvel efetivo para S, isto é, Dy #
(0. Entao

1) D C int(S™'z) para todo x € Dy;

2) Dy = int(Sx) Nint(S~'x), para todo x € Dy;

3) Para todo x,y € Dy, existe g € S tal que gxr = y;
4) Dy é denso em D, ou seja fe(Dy) = D;
)

5) Dy é S-invariante em D, isto é, gv € Dy seg € S, x € Dy egr € D.

Demonstragao: Veja Proposigao 2.2 em [7]. O

Se M é uma variedade homogénea de um grupo topolégico G, e se int(S) # () entao
pode-se mostrar que Dy = (int(S))D N D. Para maiores detalhes veja Proposigao 2.2 em
[20].

Recordaremos agora a definicao de conjunto controlavel invariante para S. Para mais

informagoes sobre estes conjuntos indicamos [17].

Definicao 2.14 Um subconjunto C C M é dito um conjunto controldavel invariante
para S se:

1) int(C) # 0;

2) fe(C) = fe(Sz), para todo x € C' e

3) C' é mazimal satisfazendo essas duas propriedades.

Em outras palavras, C' é um conjunto controldvel invariante para S em M se C' é um

conjunto controlavel com fe(C) = fe(Sz), para todo x € C.

Sabemos de [17] que se S é um semigrupo de interior nao vazio agindo num espago
homogéneo compacto G/H, entao todo conjunto controldvel invariante é efetivo.

Os conjuntos controldveis podem nao existir para agoes de semigrupos em espagos
homogeéneos quaisquer. Tomemos, como exemplo, o semigrupo das translagoes {g : g(z) =
x+t:t >0} agindo na reta real.

Temos entao, a seguinte proposicao sobre a existéncia de conjuntos controlaveis in-

variantes.

Proposicao 2.15 Sejam G um grupo topoldgico e S C G um subsemigrupo com int(S) #

(0. Suponha que G age continuamente sobre um espacgo topoldgico M. Se
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C = (] fe(Sz) #0,

zeM

entao C' é o Unico conjunto controldvel invariante para S em M.

Demonstracao: Veja Lema 3.1 em [1]. O

2.2 Conjuntos controlaveis em variedades flag

Estudaremos agora, agdes de semigrupos em variedades "flag" ( também chamadas
de fronteiras de G), ou seja, em espagos homogéneos G/H, onde G é um grupo de Lie
semisimples real e nao compacto, e H é um subgrupo parabdlico de G. Para uma teoria
mais detalhada sobre subgrupos parabdlicos e variedades "flag"tome como referéncia [23]
e [25].

Em seguida consideraremos os conjuntos controldveis para agoes de semigrupos em
variedades "flag". Isto serd feito em termos do grupo de Weyl. Para mais detalhes
indicamos [20] .

Seja G' grupo de Lie semisimples real com dlgebra de Lie g. Tomemos uma decom-

posicao de Cartan de g dada pela soma direta

g=tds

onde £ é uma subdlgebra compacta imersa de g e s é o seu complementar ortogonal em
relacao a forma de Cartan-Killing.

Seja a um dlgebra abeliana maximal contida em s e denote por A o conjunto de raizes
do par (g, a).

Fixe um sistema simples de raizes II C A e denote por A' o conjunto das raifzes

positivas e por a* a camara de Weyl dada por

at ={H €a:a(H) >0 para todo a € A}.

Agora considere a decomposicao de Iwasawa

g=t@adnt
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onde n™ = > g, é uma subélgebra nilpotente de g, com os g, definidos anteriormente.
acAt
A subélgebra parabdlica minimal canonica de g é definida por

p=mdadn’

onde m ¢é o centralizador de a em ¢, isto é

m=jza={Xet:[X H =0 paratodo H € a}.

Agora dado um subconjunto © C II, denotemos por (0)" o subconjunto das raizes

em AT gerado por O. Seja

n(O)= ) g

ac(e)T
a subalgebra de n~ gerada pelos espacos de raizes g_, com o € <@>+.

A subélgebra parabdlica pg € definida por

pe =1 (0) Dp.

O subgrupo parabdlico Py de G é o normalizador de pg em G, isto é,

Po ={g € G:Ad(g)pe = po} .

Denotaremos por Bg = G/ Py a variedade flag correspondente. Em particular se © é
vazio o subscrito é omitido e assim B = /P é chamada variedade "flag" maximal
de G.

Tome agora a decomposicao global de Iwasawa de G dada pelo produto

G =KANT

onde K = (expt), A=expae NT =expn’. Coloquemos A" = expa™.

Seja M o centralizador de A em K, isto é

M = {uEK:uhu‘lzh paratodohEA}

= {u€ K : Ad(u)H = H para todo H € a}

e M* o normalizador de a em K, ou seja,
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M* = {uEK:uAu_le}
= {ue K :Ad(u)a=a}.

O grupo finito W = M*/M é o grupo de Weyl do par (g, a).

Vamos considerar a seguir a acao dos elementos regulares em B. No caso de outras
variedades flag Bg o procedimento é andlogo. Um elemento X € g é regular em g se
ele & da forma X = Ad(g)(H), para algum g € G, H € a*. Analogamente, um elemento
h € G é regular em G se ele é um exponencial h = exp H, onde H ¢é regular em g. Um
elemento regular H em g pertence a uma tnica cAmara de Weyl em g, a menos de uma
conjugacao de W.

Denotemos por by = P a origem em B. Assim a 6rbita N~by = Ad(N )by é aberta
e densa em B. Esta 6rbita ¢ chamada de componente aberta de Bruhat. Tem-se
também que by € o Unico atrator para h € A' com variedade estdvel dada por N~ by no
sentido que se x € N~ by entao hiz — by para todo h € A*. No caso de uma variedade
"Hag"arbitrdria Be, usando notacoes andlogas, temos que a 6rbita N~ bg é aberta e densa
em Bg, onde bg denota a origem em Bg € bg ¢ o tinico atrator para h € AT com variedade
estavel N bg.

Sobre os pontos fixos de um elemento regular hy € A*, temos que eles sao dados por
wby com w € W. Estes sdo um numero finito pois W é um grupo finito. Aqui wby é
um elemento da orbita Wby, de by que é dada pela agao natural a esquerda de W em B.

Lcom g € G,

Da mesma forma, os pontos fixos em B de um elemento regular h = ghgg~
hy € AT sao finitos e dados pelos pontos gwP.

Dizemos que gwP é o ponto fixo do tipo w para h em B e iremos denotéd-los por
fiz(h,w). Estes pontos fixos desempenham um papel central na descrigdo dos conjuntos

controldveis para agoes de semigrupos em B como veremos na proposicao abaixo.

Agora tome S C G um subsemigrupo com int(S) # (). Denote por Re(S) o conjunto

dos elementos regulares em int(.S), ou seja,

Re(S)={he€G:hegATg ' nint(S)}.

Temos que S age numa variedade "flag" de G. Em [20], os conjuntos controldveis

efetivos para acao de um semigrupo S sobre as variedades "flag" foram descritos através
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do grupo de Weyl W. Aqui, vamos considerar somente os conjuntos controlaveis efetivos
sobre o flag maximal, j4 que sobre as outras variedades "flag" eles podem ser estudados
mediante fibragoes.

Considere entao a involugao principal wg em relagao ao sistema simples de raizes, isto

é, wy € o unico elemento em W tal que

onde II ¢ o sistema simples de raizes associado a A™.

Assim temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.16 Com as notagoes acima, tem-se:
1) Para todo w € W, existe um conjunto controldvel efetivo D,, = D,(S), em B tal

que o seu conjunto de transitividade é dado por
(Dy)o = {fix(h,w) € B: h € Re(5)}.

2) Temos que fix(h, 1) é o atrator para os elementos h € Re(S) e D; é 0 unico conjunto
controlavel invariante para S em B.

3) Seja wy a involugdo de Cartan. Entao, fix(h,wg) é o repulsor para os elementos
h € R(S). Além disso, temos que (D,,)o ¢ o conjunto de transitividade do conjunto
controldvel invariante D(S™!) para S™', ou seja, (D, )o = Do(S™1).

4) Reciprocamente, se D é um conjunto controlédvel efetivo para S em B, entdao D = D,,
para algum w € W.

Demonstragao: Veja [20], Teoremas 3.2 e 3.5. O

Do resultado acima temos uma aplicacao

w — Dy,

que associa, a cada w € W, um conjunto controldvel efetivo D, na variedade "flag"
maximal B.

Consideremos o subconjunto de W definido por

W(S) = {weW:D,=D}.
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Temos que W (S) € o subconjunto de elementos w tal que D,, ¢ um conjunto controldvel
invariante para S. Em [20] foi demonstrado que W (S) é um subgrupo de W.

Uma descrigao dos conjuntos controldveis em termos do grupo de Weyl é dado por:

Proposicao 2.17 Com as notagoes acima temos que para wy,wy € W, tem-se D,,, = D,,,

em B se, e somente se, wlwgl e W(9).

Demonstragao: Veja Proposi¢ao 4.2 em [20] . O

Como uma consequéncia da proposi¢ao anterior podemos contar o niimero de conjuntos

controlaveis efetivos nas variedades "flag" Bg.

Proposigao 2.18 Seja S um semigrupo com pontos interiores em G. O nimero de

conguntos controldveis na variedade "flag" Be é tgual a ordem do conjunto
W(SI\W/We

onde Wg é o subgrupo de W gerado pelas reflexdoes com respeito as raizes simples em
©. Consequentemente, um limitante superior para o niumero de conjuntos controldveis

efetivos sobre a variedade "flag" Be é a ordem de W/Weg.

Demonstracao: Coroldrio 5.2 em [20]. O

Podemos encontrar aplicacoes deste resultado em [6] e [15] .

Apresentamos agora, o exemplo em que G = Sl(n,R) que foi desenvolvido em [20] .

Exemplo 2.1 Seja G = Sl(n,R), o grupo de Lie das matrizes reais com determinante
1qual a 1.
A dlgebra de Lie de G é g = sl(n,R), a dlgebra de Lie das matrizes de trago zero.

Uma decomposicao de Cartan de sl(n,R) é
sl(n,R) =so(n,R) @ s(n,R)

onde so(n,R) é a subdlgebra das matrizes anti-simétricas em sl(n,R), e s(n,R) é o sube-
spago das matrizes simétricas em sl(n,R).

Como sl(n,R) é a forma real normal da dlgebra de Lie semisimples complexa sl(n, C),
as subdlgebras abelianas mazximais de sl(n,R) sdo as subdlgebras de Cartan. Uma dessas

subdlgebras é a subdlgebra a C s(n,R) dada pelas matrizes reais diagonais com trago zero.
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As raizes sao dadas por
@ij=Ai— A, 1 # 7,
onde 0s \; sio funcionais lineares definidos por \;(H) = a; com H = diag{aq,...,a,},
ou seja A ={a;; 1 # j}.
Um sistema simples de raizes é dado por

H:{Oéi,i+1li:1,...,n—1}.

Escreveremos a; = i1 - Logo toda raiz oy ; € escrita como combinagoes lineares inteiras
de mesmo sinal de elementos «; de II. Em relacao a esse sistema simples de raizes, um

sistema de raizes positivas é dada por
AT ={a; ;i< j}.
A decomposicio de Twasawa de sl(n,R) é
sl(n,R) =so(n,R)@a®n*

onde nt é a subdlgebra nilpotente das matrizes triangulares superiores com zeros na di-
agonal.

A niwvel de grupo, a decomposicio global de Iwasawa é dada por
Sl(n,R) = SO(n,R).A.N*

onde SO(n,R) é o subgrupo compacto das matrizes ortogonais com determinante 1, A é o
subgrupo de Lie das matrizes diagonais cujo produto dos elementos da diagonal é 1 e N™
¢ o grupo de Lie nilpotente dado pelas matrizes triangulares superiores com os elementos
da diagonal iguais a 1..

O subgrupo parabdlico minimal é dado por
P=MANT

onde M é o grupo das matrizes diagonais em Sl(n,R) cujos elementos nas diagonais sao
+1.

O grupo de Weyl age em a como o grupo das permuta¢oes de n elementos,

diag{ay,...,a,} — diag{a;,...,a;,}.
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Os intervalos em 11 sao os conjuntos do tipo

(i, j) = {ay,rpri < r < j}
Assim qualquer subconjunto © C Il pode ser escrito como a uniao disjunta

© = I1(dy, j1) U... U (i, jr)

onde j; +1 < 441 para todo |l = 1,... k — 1. Dado © desta maneira, Weg serd entao
o produto direto dos grupos de permuta¢io dos subconjuntos {iy,...,jiu1}t,l =1,... k.

Temos também que Bg pode ser visto como
Fr(l,....iiv—Lpa+1,. . g —Lje+ 1,5k +2,...1)

onde F™(ry,...,rs) é a variedade de "flags"Vy C ... C Vi com V; subespago euclidiano de
dimensado r;.

A ordem de Wg ¢é dado por
Wo| = (j1 — i1 +2)!... (s — ix +2)1.

Assim pela Proposi¢do 2.18 temos que o nimero de conjuntos controldveis efetivos em Bg

¢ no mdximo a ordem de W/Wg que é

n!
(i —i1+ 2. .. (o — i, + 2)1

Em particular se Bg ¢é o espago projetivo RP™™1, temos que © = I1(2,n — 1) e portanto

existem no mdaximo
n!

(n—1)!
conjuntos controldveis efetivos em RP™™1 para a agao de qualquer semigrupo S C Sl(n,R),

com int(S) # 0.

n =

Se Bog = Gri(n) é a grasmanniana dos subespacgos de dimensao k em R™, temos que

O =1II(1,k— 1) UII(k + 1,n — 1) é maximal e portanto existem no mdxrimo

conjuntos controldveis efetivos nos flags minimais Gri(n) para a a¢do de qualquer semi-

grupo de Sl(n,R) de interior nao vazio.
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Vejamos mais especificamente:

Seja G = SI(5,R). Tome © = {\; — Xa, A3 — Ay, Ay — A5 }. Temos que
© = II(1,1) UTI(3,4) e Wg €é o produto direto do grupo de permutagoes dos conjun-
tos {1,2},{3,4,5}. Temos também Bg = Gry(5) é a grasmanniana dos subespagos de

dimensao 2 em R®. Portanto existem no mdximo

5!
conjuntos controldveis efetivos em Gra(5).
Se tomarmos G = SI(3,R), as possibilidades para © nos fornecem o flag mazi-

mal F3(1,2), o espago projetivo RP? e a grasmanniana Gre(3). Para ©, = TI(1,1)
e Oy = I1(2,2) temos que Bo, = Gro(3) e Be, = RP? Logo Wo, = {1,(1,2)} e
We, = {1,(2,3)}. Existem trés possibilidades para W (S) que siao Weg,,We, e {1}. No
flag maximal temos Wo = {1} e portanto W = W/Wg tem 6 elementos. Logo assumindo
que W(S) = We, existem

WENW] = 5 =3

conjuntos controldaveis efetivos no flag maximal. Pela Proposi¢io 2.17 temos que Dy 9y =
Do), Dagy = Daagsy e D1 = D). Estes sao os conjuntos controldveis efetivos no flag

mazimal.
Analisaremos agora o caso em que o grupo de Lie é o grupo simplético Sp(n, R).
Exemplo 2.2 O grupo simplético é definido por
Sp(n,R) = {g € Gl(2n,R) : g'Jg = J}

onde J é uma matriz 2n X 2n escrito em blocos n X n como
0 -1
1 0

Seja R*™ um espago euclidiano de dimensdo par. Em blocos nxn os elementos de Sp(n, R)

sao da forma

a b
c d

com ba' = abt, dct = cd' e da® — cb' = 1. De fato, basta resolver a equacdo
t

a b 0 -1 a b 0 -1
c d 1 0 c d 1 0
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A dlgebra de Lie do grupo simplético é
sp(n,R) ={X : XJ+ JX' =0}
e pode ser vista em blocos n X n. como a subdlgebra das matrizes 2n X 2n da forma
A B
C A

com A, B,C' matrizes reais e B e C' matrizes simétricas.

Uma decomposicao de Cartan de sp(n,R) é dada por
sp(n,R) =k®s,

onde k ¢é a dlgebra das matrizes anti-simétricas em sp(n,R), ou seja,

A -B
k = . A é anti-simétrica e B é simétrica
B A

e s é o subespago das matrizes simétricas em sp(n,R), ou seja,

A B N o
s = : A, B sdo matrizes simétricas
B —A
A involugao de Cartan é definida por (X) = —X"'. A dlgebra k é isomorfa au(n) que é a
dlgebra das matrizes complexas n X n que sao anti-hermitianas (isto é, X* = X =X ).
O isomorfismo é dado da sequinte maneira. Se X é uma matriz complexa n X n, podemos
escrever X = A+ 1B, com A e B matrizes reais e X = A+ iB ¢é anti-hermitiana se, e

somente se, A é anti-simétrica e B é simétrica. Assim, o isomorfismo é dado por

A —-B
B A

A+iB «——

Seja K o grupo conezo cuja dlgebra é k. A decomposicao de Cartan de Sp(n,R) é
Sp(n,R) =K S

onde S é conjunto das matrizes simétricas positivas definidas em Sp(n,R). Como k =

s50(2n, R)Nsp(n,R) temos que K = SO(2n,R)NSp(n,R). Mas, SO(2n,R)NSp(n,R) é

isomorfo a U(n), o grupo das matrizes complexas g que saonxn e que satisfazem g*g =1,

onde g* =g'. O isomorfismo é dado da mesma forma por

a —b
b a

g=a+1b+—
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De fato, se g € SO(2n,R)NSp(n,R), entio g¢g' =1 e g'Jg = J e portanto,

a b
c d

€ K se, e somente se, b= —c, a =d, aa’ +bb' =1 e ab’ = ba’.

Por outro lado, uma matriz complera g = a + bi é unitdria se, e so se,
99" = (a +bi)(a" —ib') = 1.
Logo, g é unitaria se, e somente se,
aa’ +bb' =1 e ab’ = ba’

e estas sao também as condi¢oes para que uma matriz

a —b
b «a

pertenca a K.

[N

As subdlgebras abelianas mazimais de s sao as subdlgebras de Cartan, pois sp(n,R)

[N

uma forma real normal da dlgebra complexa simples sp(n,C). Uma dessas subdlgebras

a subdlgebra a das matrizes diagonais

H 0
0 —-H

em sp(n,R), onde H é uma matriz diagonal n X n.

Seja at = {diag(ay,...,an, —a1,...,—ay,) : a; > ... > a, > 0} uma cimara de Weyl
em a.
Seja A = diag(ay, ..., a,, —a1,...,—a,). Definamos o funcional linear \; por \;(A) =

a;. Um sistema de raizes positivas serd
AT ={N=X:1<i<j<n}U{N+X:1<ij<n}
Um sistema simples de raizes gerando A+ é dado por
II={A — Ao, o, N1 — A, 200

Sejam = o grupo de permutacoes de {1,...,n} e I' o grupo multiplicativo das n-uplas
€1,...,€n), onde 0S €, 40 e a multiplicagao é feita componente a componente. Temos
de 0s €)s sio +1 Itipl t t te. T

que = age em a como o grupo de permutagoes

diag(ay, ..., an, —ay,...,—a,) — diag(a;,, ..., a; , —Qy,...,—a;,)
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Temos também que I' age em a como o grupo
diag(ay,...,an, —a1,...,—a,) — diag(€1ay, ..., €xan, —€1a1, ..., —€xay).

O grupo de Weyl é o grupo correspondente a a¢io de ZI' = I'= em a e tem 2"n! elementos.

O subespago de raizes associado a \; — \; sao as matrizes em sp(n,R) cujas inicas
entradas nao nulas sao i,j € j + n,i + n que aparecem nos blocos diagonais ( em A e
—AY). O subespago de raizes associado a \;+ \j sdo as matrizes em sp(n, R) cujas unicas
entradas nao nulas sao i,j +n e j,i +n que aparecem no bloco superior direito (em B).

Assim nt ¢ dado pelas matrizes

A B
0 —At
onde A é uma matriz triangular superior com diagonal nula e B simétrica.
Como a é uma subdlgebra de Cartan temos que o centralizador m de a em k é nulo.

A subdlgebra parabdlica minimal é p=m dadnt.

Sen = > ga, entdo
—acAt
A0 . L . o
n = . A é triangular inferior com diagonal nula e B é simétrica
B —A

Dado um subconjunto © C II temos a subdlgebra parabdlica pe = ng +p, onde ng € a
subdlgebra de n~ gerada pelo espago de raizes de —O. Vamos determinar as subdlgebras
parabdlicas maximais, que sao aquelas em que © é maximal, ou seja, em que © é o
complementar de um subconjunto unitdrio de I1. As subdlgebras parabdlicas maximais
entao associadas aos "flags"minimais. Explicitamente temos:

® P9y, € a subdlgebra de matrizes da forma

A B

0 —A
onde A é uma matriz qualquer e B é uma matriz simétrica. Isto ocorre jd que 0s espacos
de raizes associadas a \; — \; estao contidos nos blocos diagonais. Como II — 2\, contém
todas as raizes simples dessa forma, temos que Ny o, SG0 as matrizes em que A ¢
triangular inferior com diagonal nula.

® Pri—{\—X\a}s 8 < —1 € a dlgebra das matrizes da forma

A B
C —A
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onde

a B

A= s« é uma matriz v X 1 arbitrdria p |
0 v

C= s dén—ixn—1 e simétrica
0 d

e B é simétrica. Assim, Pri—{n—x.,} € @ subdlgebra das matrizes simpléticas das forma

i41

a f
0 6

onde o é uma matriz i xi. Para se obter a subdlgebra parabdlica pri—{x,—x,.,} deve-se olhar
todas as raizes que podem ser obtidas por combinagoes (somas) de Aj1—Aj = —(Nj—Aj11),
j#i, 7 <n—1e—=2\, e, a partir dai olhar os espagos das matrizes correspondentes.
Fazendo apenas combinacoes de \ji 1 — \j, obtemos espagos de pesos apenas nos blocos
diagonais e, como j # i, as entradas de A que sao cobertas sao apenas as indicadas.

Ja para determinar C, suponhamos inicialmente que © = n — 1. Assim, nenhuma
combinagao de \ji1 — Aj, j < n—1 com —2)\, nos fornece raiz. Logo, a tinica raiz que
nao é da forma \. — s (cujo espago de raizes estd fora dos blocos diagonais) que aparece
¢ —2X,. O espaco dessa raiz é o que tem entrada em 2n X n e isso nos fornece C, como
fot indicado, e com d matriz 1 x 1. Parai # n—1 as raizes fora dos blocos diagonais que

sao obtidas por combinacoes, sao obtidas reiteradamente como

()\n - )\n—l) - 2/\n = _An—l - /\n

(A1 = A7) = A+ An) = =X = An

_()‘n—Q + )\n) + ()\n - An—l) - _/\n—2 - )\n—l

—(Aj + Aj2) + Nz = Aji) = =X — Ay

Logo as raizes que sao obtidas por combinagdes sao — (N, + \s) com r,s > i e 08 espagos

de raizes preenchem C' como indicado, com d uma matrizn —1i X n — 1.
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O subgrupo parabolico minimal é dado por
P=MANT

onde A e Nt sdo os grupos exponenciais de a e n™ respectivamente. Assim,

h 0
A= . h é uma matrizn X n e diagonal » ,
0 ht
Nt = a —b
0 (a—l)t

z

onde a é triangular superior com 1's na diagonal principal e b é tal que ba' = abt. M é o

conjunto das matrizes
a 0

onde a é diagonal com entradas +1.
Seja Li(n) a Grasmanniana dos subespagos isotropicos de dimensao k em R*™ para k < n.
Em (3] mostra-se que os "flags" minimais de Sp(n,R) associados aos conjuntos
IOI—{ M — M} sek<n—1eall —{2)\,} se k =n sio Ly(n).

Vamos analisar agora o nimero de conjuntos controldveis.

Como vimos acima, o grupo de Weyl W possui 2"n! elementos.

Para © =1 — {\y — M\p11} com k < n—1 temos que a ordem de We é k12" F(n — k)!.

Logo pela Proposicao 2.18 existem no maximo

2"n! 2kn) | T

E'2n=k(n — k) kl(n —k)! L

conjuntos controldveis efetivos em Li(n) para a a¢do de qualquer semigrupo S C Sp(n,R)
com pontos interiores.

Para © = TI — {2\, } temos que Wg é o grupo de permutacoes em n elementos.
Portanto pela Proposicao 2.18 existem no mdximo

2"n)

—on
n!

conjuntos controldveis efetivos em Li(n) para a ag¢do de qualquer semigrupo S C Sp(n,R)
com pontos interiores.

Agora analisaremos o nimero maximo de conjuntos controldveis efetivos em qualquer

flag Be.
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Seja (i, 7) = {\ — Ny1 11 <7 < j ej<n}. Qualquer subconjunto © C II é uma
das unioes disjuntas
© = II(iy, j1) U ... UIL(ig, jr) U {2A,}
ou

O =TI(iy, j1) U... UT(ig, j)

com ji+1 <1 para todol=1,...)k—1ek<n-—1.
Se © = (i1, 51) U ... UIl(ig, jx) temos que Wo é o produto direto dos grupos de

permutagoes dos conguntos {iy, ..., + 1}. Logo a ordem de Wg é
(Wol = (j1 — i1+ 2)! ... (i — g + 2)!.

Portanto o nimero de conjuntos controldveis efetivos em Bg é no mdzrimo
2"n!
Gr— i +2) ... (g — i, +2)1
Se © = 11(iy, j1) U... UIl(ig, &) U {2\, } temos duas possibilidades a considerar:

(W/Wel| =

Je=n—1ouj, <n-—1
Caso j, =n — 1 temos que
Weol = (1 — i1+ 2)! ... (jeer — ip_1 + 2)!(n — ig)12" %

Logo existem no mdzrimo
2% 7

conguntos controldveis efetivos em Beg.

Ja se j, < n—1 a ordem de We serd (j1 — i1+ 2)!... (jx — ix + 2)!.2 e existem no
mdzrimo
2n—1nl
(1 — i1 +2) ... (g — i+ 2)!
conjuntos controldveis efetivos em Bg.

2.3 Niumero maximo de conjuntos controlaveis efe-

tivos

Determinaremos agora um limitante superior para o niimero de conjuntos controlaveis

efetivos em variedades "flag" de um grupo de Lie simples real nao compacto para agao
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de um semigrupo S de interior nao vazio contido neste grupo. Isso serd feito analisando
o tipo de sistema simples de raizes, como em [4].

O diagrama de Dynkin associado ao sistema de raizes nos permite determinar a or-
dem de Wy, o subgrupo do grupo de Weyl gerado pelas reflexdes com respeito as raizes
simples em ©. O fato é que o diagrama de Dynkin correspondente para © é composto
por diagramas de tipos conhecidos, os quais sao mencionados no apéndice B. A ordem

de Wg é o produto das ordens dos grupos de Weyl correspondente aos diagramas.

2.3.1 O caso Il = A4

A; é um sistema simples de raizes da édlgebra de Lie simples sl(l + 1,R) das matrizes

de traco zero. Uma decomposigao de Cartan de sl(l 4+ 1,R) ¢
sl(l+1,R) =so(l+1,R) ®s(l+ 1,R)

onde so(l + 1,R) é a subdlgebra de Lie das matrizes anti-simétricas e s(l + 1,R) é o
subespacgo das matrizes simétricas. Como sl({ + 1,R) é a forma real normal da algebra de
Lie simples complexa s[(l + 1, C), as subdlgebras abelianas maximais sdo as subalgebras
de Cartan. Uma dessas subalgebras de Cartan é a subalgebra a C s(/+ 1,R) das matrizes

diagonais com traco zero. Definimos o funcional linear )\; de a como
diag(A1, ..., A\n) — A

Um sistema simples de raizes é I = {A\; — Ao, ..., Ay — Aj11} . Usaremos a notagao «; =
Ai— w1 i=1,...,1L
O diagrama de Dynkin é

Al>21 00— - —0—0
a1 Q2 Q1 O

O grupo de Weyl age em a como o grupo de permutagoes
diag(ar, ..., a41) — diag(a;,, ..., a;,,).

Portanto o grupo de Weyl W é o grupo de permutagoes de [ 4 1 elementos e tem (I + 1)!

elementos.
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Um intervalo em II é o conjunto I1(7,j) = {a, : i <7 < j}. Assim qualquer subcon-
junto © C II é da forma

com j, +1 < 4,41 paratodon = 1,...,k — 1. Dado © desta maneira, Wg serd entao o
produto direto dos grupos de permutagdes dos subconjuntos {i,,...,j, +1},n=1,... k.
O diagrama correspondente para © ¢ composto de k diagramas do tipo A; _; +1.

Consequentemente a ordem de Wg é
Wol = (1 — i1 +2)!... (i — i + 2)L.

Pela Proposicao 2.18 temos que o nimero de conjuntos controlédveis efetivos para S em

Be é no maximo

W/Wel| =1+ (1 —ir+2)!... (jr —ix +2)\.

2.3.2 O caso Il = (]

C) é um sistema simples de raizes da &dlgebra de Lie sp(l,R). O conjunto de raizes
simples é

M= {1 — Ay, .oy N — A, 2000

Usaremos a notagao a; = \; — \jiqp 1=1,..., 0 —1eaq; =2\.

O diagrama de Dynkin é
c,l>3 o—0o— --- —O%O
a1 (6] apn_1 O

O grupo de Weyl W tem 2'I! elementos. Consideremos os intervalos
O, ) ={ A — A1 :i<r<jej<l}.
Qualquer subconjunto © C II pode ser escrito como uma soma das unioes disjuntas
O = 11(41, j1) U... UI(ig, jr) U{2\}

ou

© = (i, j1) U... UTI(i, ji)

onde j, +1 <14, paratodon=1,....k—1lek <[l —1.
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Se tomarmos © = I1(iy, j;) U ... UII(i, jx) o diagrama de Dynkin se decompoe em k

diagramas do tipo A, _; +1 e consequentemente
(Wol = (1 —i1 +2)!. .. (Jr —ix + 2)\.

Logo um limitante superior para o nimero de conjuntos controldveis efetivos para S em
Be é
W/ Wel| =21/ (j1 — i1 +2)!... (Jrx — ir +2)\.

Se tomarmos © = I1(iy, j1)U. .. UIl(ig, jx) U{2)\;} temos duas possibilidades: j, =1—1
ou jp < [—1.
(1) Se jr = | — 1 o diagrama de Dynkin se decompée em k — 1 diagramas do tipo

A; _i+1 e um diagrama do tipo Cj_;, +1 correspondente para I1(ix, ji) U {2\ } . Assim
Wol = (j1 — i1 +2)!. .. (Jr — i +2)! (I — g + 1)12070F1,
Logo o nimero de conjuntos controldveis efetivos em Bg é no méaximo
W/ Wol = 25711/ (jy — i +2)L. .. G — in + 2)1 (1 — i + 1)L

(1) Se jp < 1—1 o diagrama de Dynkin se decompde em k diagramas do tipo A4;,_;, 11

e uma raiz isolada 2);. Logo a ordem de Wg &
e 0 nimero maximo de conjuntos controlaveis efetivos em Bg é

W/ We| =21 (jy — iy +2)) ... (i — i + 2)\.

2.3.3 O caso Il = B,

By é um sistema simples de raizes da dlgebra de Lie so0(2] + 1,R). O conjunto de

raizes simples é
II={A\ — Ao,y N1 — A A )
Aqui usaremos a notacao o, = \; — Ay 1=1,...., 0 —1lea; = \.

O diagrama de Dynkin é

B,l>2 o0—0— -+
ap Q2 Qp_1/0q
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Do mesmo modo que em C, a ordem do grupo de Weyl ¢ 2!/!. A andlise do ntimero
de conjuntos controldveis é a mesma que no caso II = (.
No caso de © = II(i1, j1) U... UIl(4, ji) o nimero maximo de conjuntos controldveis

efetivos para S em Bg ¢
W/ Weol| =211/ (j1 — i1 + 2)!... (G — ir + 2)\.

Caso © = I1(iy, j1) U... UTII(ig, jx) U {N/} temos:

] € Jr = ( — 1 0 numero de conjuntos controlaveils efetivos é no maximo
\Se it =1 —10m d . Léveis efetivos & s
W/ Wel| =251/ (1 — iy +2)!. .. (e — ip + 2)V (1 — i + 1)1

(77) Se jr < I — 1 o nimero de conjuntos controldveis efetivos para S em Bg € no
maximo

W/ We| =21 (jy — iy +2)! ... (g — i + 2)\.

2.3.4 O casoll =D,

D, é um sistema simples de raizes da élgebra de Lie s0(2[,R). O conjunto de raizes
simples é

II={A =Xy, Mo = A N+ A

O diagrama de Dynkin é

a1
Dl>4 o—0o0— ---
a1 Q2 87]
Qg

O grupo de Weyl W tem 2!~!/! elementos.
Novamente consideremos I1(i, j) = {A\ — A\py1 10 <r < je j <l}. Qualquer subcon-

junto © C II pode ser escrito como uma das unioes disjuntas
© = (i, j1) U. .. ULk, jr) U { N1 + N}

ou

© =T1(i1,j1) U. .. UTI(is, ji)

onde j, +1 < 1,4y paracadan=1,....k—1ek <[ —1.
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Se tomarmos © = I1(iy, j1)U. . . UIl(i, ji) o nimero maximo de conjuntos controldveis

efetivos para S em Bg é
27 (1 — i + 2)! . (e — i+ 2).

Se considerarmos © = I1(i1,71) U ... U Il(i, jx) U {\—1 + A} teremos dois casos para
considerar: jy =[1l—1ou j, <l —1.

(i) Caso jp = | — 1 o diagrama de Dynkin correspondente se decompoe em k — 1
diagramas do tipo A;, _;, 41 e um diagrama do tipo D,_;, 11 correspondente para II(ij, ji)U

{A\i-1 + A} . Consequentemente
(Wol = (j1 — i1 +2)!. .. (i — ik + 2)! (I — i + 1)1277%
e o nimero de conjuntos controldveis efetivos é no maximo
W/ Wel| =257 (j1 — iy +2)! ... (Je — 5 + 2V (1 — i + 1)\

(77) No caso em que j < [ — 1, o diagrama de Dynkin se decompoe em k diagramas

do tipo A, _; +1 e uma raiz isolada A\;_; + A;. Daf segue que
Wel = (j1 —ir +2)! ... (Jr —ix +2)1.2
e o nimero maximo de conjuntos controldveis efetivos em Bg €

W/ We| = 27211/ (jy — s+ 2)! ... (i — i + 2)).

2.3.5 0O caso Il = Gy

Uma subdlgebra de Cartan de G é a subdlgebra a das matrizes diagonais em s[(3, R).

Seja \; o funcional linear dado por
Ai  diag(ay, ag,a3) — a;.

As raizes simples sa0 a; = A1 — Ay € g = Ag.

O diagrama de Dynkin para G5 é

G2 =%,
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As raizes positivas sao

aq, Qg
a1 + Qo aq + 20, ap + 3ap

201 + 3a.

Graficamente as raizes sao

20, + 30,

o, o + 0L, o, +20, o, + 30,

o

No gréfico acima vemos que existem 12 cAmaras de Weyl. Mas o nimero de cAmaras
de Weyl é a ordem do grupo de Weyl. Assim a ordem do grupo de Weyl é 12.
Se ©® = a; ou © = ay existem somente duas cAmaras de Weyl e assim a ordem de Wg

é 2. Portanto existem no méximo 12/2 = 6 conjuntos controldveis para S em Bg.

2.3.6 O caso Il = F}

O diagrama de Dynkin é

Fy

Um sistema simples de raizes é
H - {ala g, (X3, 044} .

A ordem do grupo de Weyl é 1152.
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Se © = IT— {ay} obtemos o diagrama de Dynkin de Bs. Assim o méximo de conjuntos

controldveis efetivos para S em Bg é
1152/2°.3! = 24.
Para © = IT — {1} obtemos o digrama de Dynkin de C3 e assim existem no méximo
1152/2%.3! = 24

conjuntos controldveis efetivos para S em Bg.

Se tomarmos © = II — {a3} ou ©® = II — {ay}, teremos para ambos os casos que
o diagrama de Dynkin correspondente para © consiste de um ponto isolado e de um
diagrama do tipo As. Consequentemente o nimero méximo de conjuntos controldveis
efetivos em Bg seréd

1152/2.3 = 96.

Para © = 1T — {a;, a2} ou © = 1T — {a3, a4} o diagrama de Dynkin correspondente
para © é do tipo A, e o niimero de conjuntos controldveis efetivos para S em Bg serd no
maximo

1152/3! = 192.

Para © =11 — {a;,a3},0 =11 — {az,a3} ou © = II — {ay, a4} teremos duas raizes

isoladas e a ordem de Wg serd 4. Assim o nimero maximo de conjuntos controldveis

efetivos em Bg serd

1152/4 = 288.

Se tomarmos © = II — {ay, oy} entdo o diagrama de Dynkin para © é do tipo Bs e
existird no maximo

1152/22.2 = 144

conjuntos controldveis efetivos em Bg.
Resta verificar agora, somente o caso onde © consiste de uma unica raiz. Neste caso

a ordem de Wg € 2 e existirao no méaximo
1152/2 = 576

conjuntos controldveis efetivos em Bg.
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2.3.7 O caso Il = Eg

A subélgebra a das matrizes diagonais em s[(9,R) é uma subédlgebra de Cartan.
Denote por \; o funcional

Ai s diag(ay, ..., a9) — ay.
O sistema simples de raizes é
I={ A= As,..., A8 = Ao, =(Aa+ Ag + \g) } .

Aqui, denotaremos a; = A\g — Ag, ..., 7 = Ag — Az e ag = —(Aa + A3 + \y).
O diagrama de Dynkin é

Tag
Eso—0—0—0—0—0—0
o (%) a3 iy (673 (673 (074

Existem vérios casos a serem examinados. Discutiremos somente alguns desses casos.

A ordem do grupo de Weyl é 696729600.

Consideramos I1(,j) = {a, i <r < jej<8}.

Suponhamos que © = II(iy,j;) U ... U (i, jx) com j, + 1 < i,.; para cada n =
1,...,k — 1. Neste caso o diagrama de Dynkin se decompoe em k diagramas do tipo

A, _i.+1 € consequentemente
Wol = (j1 — i1 +2)!... (jr — i +2)\.
Logo o niimero méximo de conjuntos controldveis efetivos para S em Bg é
|W/We| = 696729600/ (j1 — i1 + 2)!. .. (jr — ix + 2).

Se © = {Xa — A3,..., A&7 — Ag, — (A2 + A3 + A\g) } o subgrupo Wg é o grupo de Weyl de
E; e a ordem é 2903040. Consequentemente o nimero de conjuntos controldveis efetivos

para S em Bg é no médximo
696729600/2903040 = 240.

Se © ={Xa— A3,..., 6 — A7, — (A2 + A3 + A\g) } 0 subgrupo Wg é o grupo de Weyl de
E¢ e a ordem ¢é 51840 . Logo o nimero de conjuntos controldveis efetivos para S em Bg
¢ no maximo

696729600/51840 = 13440.
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Para © = {\y — A3,..., A5 — Xg, = (A2 + A3 + \4)} o diagrama de Dynkin correspon-

dente ¢é do tipo D5 e assim existem no maximo
696729600/(2*.5) = 362880

conjuntos controldveis efetivos para S em Bg.

2.3.8 O casoll = FE;

O diagrama de Dynkin é

Ta7
E,0—0—0—0—0—0
a; Qo Q3 04 Q5 Og

com sistema de raizes simples IT = {\y — A3,..., A7 — Ag, —(Aa + A3+ \4)}. Aqui oy =
A7 —Agy .., g = Ao — Az e ar = —(Aa+ A3+ \y). A andlise é feita como em Eg. A ordem

do grupo de Weyl é 2903040.

2.3.9 O caso Il = Ej

O diagrama de Dynkin é

com sistema de raizes simples IT = {Ay — A3,..., ¢ — A7, —(Aa + A3+ Ay)}. O grupo de

Weyl tem ordem 51840. A anélise é feita novamente como em Eg.

2.4 Os grupos de Lie simples nao compactos

Iremos apresentar agora uma tabela que consta o niimero méximo de conjuntos con-
troldveis numa variedade "flag" de um grupo de Lie simples nao compacto e real para a
acao de um semigrupo de interior nao vazio contido neste grupo. Para isto, utilizaremos

do diagrama de Satake que é apresentado em [13] Tabela 9 na se¢ao de tabelas.
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Na tabela abaixo G denotard o grupo de Lie simples nao compacto e g sua alge-
bra de Lie. Estas dlgebras de Lie sao formas reais das dlgebras de Lie simples com-
plexas. Na coluna II colocaremos o tipo do sistema II de raizes reais. Denotaremos
Iy = (41, j1) U ... UIL(dg, jx) onde I1(7, 5) = {A\ — As1 2 @ < 7 < j}. O ndmero maximo

de conjuntos controldveis efetivos na variedade "flag"Bg pela acao de um semigrupo de

k

interior ndo vazio em G serd denotado por |[W/We|. Usaremos também a notagao n,

=p!/ (1 —i1 +2)! ... (G —in +2)\.

Para os grupos reais cldssicos usaremos a seguinte notacao:

U(pa q) = {g S Gl(p + q7 C) : gtIp7(I§ = Ip»q}v

onde [, , ¢ a matriz

onde [,, ¢ a matriz identidade n x n. Temos entao SU(p,q) = U(p,q) N Sl(p + ¢, C).

Definamos também

SO(p,q) ={g € Sl(p+qR): gtInqg = [p,q}

e
Sp(p,q) = {9 € Sp(p +¢,C) : ¢' K 4§ = Ky g}
onde
_[p,q
1
Kpq =
—I,
1,
As dlgebras de Lie correspondentes sao
A B A e (' sao anti-hermitianas, de ordem p e ¢
su(p, q) = _ :
Bt C tr(A) + tr(C) = 0 e B arbitraria
A B A e C sao anti-simétricas, de ordem p e ¢
s0(p,q) = :

B C | A, B e C reais, B arbitraria
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sp(p, q) =

(

le Z12 Z13 Z14
Zly  Zay  Zi, Zu
_Zl?) Zl4 le _212

Zty =Ty —Ziy  Zy

\

Temos ainda a &dlgebra de Lie

u*(n,H) =

A B

-B A

Z;; matrizes complexas, Z1; € Zi3

de ordem p, Zi5 e Zq4 matrizes p X ¢

Z11 € Zoyo anti-hermitianas,

Z13 € Loy sa0 simétricas

: A e B sdo n x n quarternionicas, A' = —A, B' =B

85
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G g 1 ® Ji W/W, |
p-l1 | Q@7 p-i,+D)hn,”
T, U {2A,} —
< _1 217 k
Spp.p) p(p.p) c, P &
(I=2p) -
[T, 2'n,
p-1|  Q@"p-i,+D)hn!
IT,U X} s
SOp,21 -p) <p-1 27yt
’ 21 -
(] Sp < 1_2) 50(175 p) Bp
Hk 2pl’l£
[-2 Q" (=i )HnTy
ILU{X,
B { [l} < l _2 21-2115{_]
SO(-1,1+1) | so(/-1,7+1) i
I, 21-1’75{-1
1.1 | QY- +)hny
R P 2%}
SO(LD) so(l,]) D,
1T, 2"t
p-1]  Q@p-i,+DHhn;
: IT,U{2A,} <p-1 27 Iyt
U (2p,H) uQ2p,H) Cy U AZA,) p n,
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APENDICE A

Algebras de Lie

Neste apéndice introduziremos os conceitos e a terminologia, da teoria de algebras
de Lie. Aqui serao estudados vdrios conceitos basicos das dlgebras de Lie de dimensao
finita. Na primeira se¢ao apresentaremos as definicoes dos conceitos bédsicos da teoria
das algebras de Lie, tais como ideais, subdlgebras, representacoes, dlgebras soliveis, dlge-
bras nilpotentes e finalmente dlgebras simples e semisimples. Na segunda e terceira se¢ao
faremos um estudo um pouco mais elaborado sobre as dlgebras nilpotentes e soliveis,
mostrando que podemos encontrar bases que triangulariza os elementos dessas dlgebras
para o caso de dlgebras de Lie de transformacoes lineares. Na quarta e quinta segao estu-
daremos, respectivamente,os critérios de Cartan e as subdlgebras de Cartan. A referéncia

principal para este apéndice é [18]. Indicamos também [2] e [24].

A.1 Conceitos basicos de algebras de Lie

Comegaremos, de forma natural, definindo uma dlgebra de Lie.
Uma &lgebra de Lie é um espago vetorial g sobre um corpo K munido de uma

operagcao

gxg — 49
(X,)Y) — [X,Y]

chamada colchete de Lie, que satisfaz as seguintes propriedades:

1. O colchete de Lie é bilinear, ou seja,

[aX +0X,Z]) = a[X, Z] + D]Y, 7]

88
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[Z,aX +bY] = a[Z, X] + b[Z,Y]

para quaisquer a,b € K e quaisquer X,Y, Z € g.

2. O colchete de Lie é anti-simétrico, ou seja,

X, X] =0

para qualquer X € g.

3.0 colchete de Lie satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja,

X, Y. 2]+ [V, [Z2, X]] + [Z, [ X, Y]] =0

para quaisquer X,Y, Z € g.

Esta igualdade pode ser reescrita alternativamente de uma das duas formas

(a) [X, [V, Z]) = [[X, Y], 2] + [, [X, Z]]
(b) [[X,Y], 2] = [[X, 2], Y] + [X, [Y, Z]].

Existem razoes especiais para escrever a identidade de Jacobi nestas formas alternati-

vas como veremos em representacoes adjuntas e derivagoes de dlgebras de Lie.

Defini¢gao A.1 Uma dlgebra de Lie g é dita abeliana se [X,Y] = 0, para quaisquer X,Y

€g.
[lustraremos a defini¢ao de dlgebra de Lie com alguns exemplos.

Exemplo A.1 Consideremos o espaco vetorial R® e para u,v € R? definamos o colchete
[u,v] como o produto vetorial em R3. Das propriedades do produto vetorial seque que R?

com este colchete é uma dlgebra de Lie.

Vejamos agora um exemplo importante de dlgebra de Lie que serd utilizado com bas-

tante frequéncia.
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Exemplo A.2 A dlgebra de Lie gl(n,K) é o espago vetorial de todas as transformagaoes
lineares de um espacgo vetorial de dimensao n sobre K que é isomorfo ao espaco das ma-

trizes n. X n. com coeficientes em K. O colchete é definido por

[X,Y]=XY -YX

com X eY matrizes.

Indicaremos também esta &dlgebra por gl(n) apenas, sem especificar o corpo quando
este nao for relevante. A dlgebra das transformagoes lineares de um espago vetorial V'

com o colchete [T, 5] =T oS — S oT serd denotada por gl(V).

E natural introduzirmos a nocéo se subdlgebra de Lie.

Definicao A.2 Uma subdlgebra de Lie by da dlgebra de Lie g é um subespaco vetorial
de g tal que para todo X, Y € b tem-se [X,Y] € h. Em outras palavras b é um subespago

vetorial de g que € fechado para o colchete de Lie de g.

Evidentemente, uma subélgebra de Lie é uma &dlgebra de Lie com a estrutura herdada
pela estrutura de g.

Vejamos alguns exemplos de subdlgebras de gl(n, K).

Exemplo A.3 Subdlgebras de gl(n,K) :

(a) so(n,K) = {X € gl(n,K) : X + X' = 0}, aqui X" indica a transposta da matriz
X.

(b) sl(n,K) = {X € gl(n,K) : tr(X) = 0}.

(c) O subespago das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal

0 *
Nn,R) ={X € gl(n,K) : X = }.
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(d) O subespago das matrizes triangulares superiores

aq *

S(n,R) ={X € gl(n,K) : X = }

também é uma subdlgebra de Lie de gl(n, K).

(e) sp(n,K) = {X € gl(2n,K) : XJ + JX* = 0}, aqui J é escrito em blocos n X n

como

J:
1 0

com 0 representando a matriz nula e 1 representando a matriz identidade n X n.

(f) uln) = {X € gl(n,C) : X + X = 0}, aqui X é a matriz obtida de X por conju-
gacao de suas entradas.
(g) su(n) = {X € u(n) : tr(X) = 0}.

E imediato mostrar que a interseccio de duas subalgebras de Lie também é uma
subalgebra de Lie.

Para dlgebras de Lie unidimensionais temos o seguinte resultado.

Teorema A.3 Se g é uma dlgebra de Lie e h um subespaco unidimensional de g, entao

h é uma subdlgebra abeliana de g.

Demonstracao: Seja {Z} uma base de h . Se X, Y € b , entdo existem «, 8 € R tal que
X =aZeY =pZ. Logo [ X,Y] = [aZ,Z] = ap|Z,Z] = 0 € h. Portanto h é abeliana. [J

Corolério A.4 Toda dlgebra de Lie unidimensional é abeliana.
J& para élgebras de Lie bidimensionais temos o seguinte teorema.

Teorema A.5 Seja g uma dlgebra de Lie e b uma subdlgebra bidimensional de g. Entao,

ou by é abeliana ou eziste uma base {A, B} de b tal que [A, B] = B.
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Demonstragao: Suponhamos que h seja uma subdlgebra nao abeliana bidimensional

de g. Tomemos {X,Y} uma base de h . Como h ¢é ndo abeliana, e X,Y € b, temos

que [X,Y] # 0. Definamos Y = [X,Y] e escolhamos X’ € ) de modo que {X', Y’} seja

uma base de h. Como X', Y’ € h, temos que X' = aX +bY e Y’ = cX + dY. Assim
a b

c d
A= (ad—0bc) X' e B=Y' temos

é matriz mudanga de base. Logo ad — bc # 0. Logo, tomando

[A,B] = [(ad —bc) ' X", Y]
(ad — be) X', Y]

(ad — be) ™ (ad — be)[X, Y]
= [X)Y]

— Y

= B.

Portanto {A, B} é a base de b procurada. O

Corolario A.6 Seja g uma dlgebra de Lie de bidimensional, entdo ou g é abeliana ou

existe uma base {A, B} de g tal que [A, B] = B.
Vamos definir agora o conceito de ideal.

Definicao A.7 Seja g uma dlgebra de Lie e h um subespaco de g. Dizemos que fh é um

tdeal de g se para quaisquer X € g e Y € b tivermos [X,Y] € b.

Da defini¢ao acima, temos que todo ideal é uma subalgebra de Lie, pois como [X,Y] €
h para todo X € geY € b, em particular temos [X,Y] € bh para todo X,Y € b.
Entretanto nem toda subdlgebra de Lie é um ideal. Para verificar isso, basta considerar

s0(2,R), a subdlgebra das matrizes quadradas anti-simétricas de ordem 2. Temos que
0 1 1 2
50(2,R) ndo é um ideal de gl(2,R). De fato, seja €s50(2,R) e
-1 0 2 -1
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€ gl(2,R). Note que

0 1 1 2
“10) \2 -1
0 1 1 2 1 2 0 1
1 0 2 _1 2 —1 1 0
4 _

= ¢ s0(2,R).
_9 4

Exemplo A.4 Seja g uma dlgebra abeliana, entao todo subespago by de g é um ideal, pois

se X €heY €gtemos que [X,Y]=0¢€bh.

Vamos definir o centralizador de um subconjunto de uma dlgebra de Lie e mostrar que

o centralizador de um ideal de uma algebra de Lie g também é um ideal de g.

Definicao A.8 Seja g uma dlgebra de Lie e B um subconjunto de g . O centralizador

de B em g é o conjunto
3(B) ={X €g; [X,Y] =0 para todo Y € B}.

Definicao A.9 O centralizador de g na dlgebra de Lie g é chamado centro de g e é
denotado por

3(g) ={X €g;[X,Y] =0 para todo Y € g}.

Proposicao A.10 Seja g uma dlgebra de Lie e b um ideal de g. Entao 3(h) é um ideal
de g.

Demonstragao: Primeiramente note que 3(h) é um subespago de g, pois 3(h) # & ja que
0 € 3(h) eaindase A,B € 3(h) temos que A+B € 3(h) jdque [A+B,Y] = [A,Y]+[B,Y] =
0 para todo Y € h. Sejam agora X € 3(h), Y € ge Z € h. Sabemos a identidade de
Jacobi

X, Y], Z]+[[Z, X], Y]+ Y, Z], X] = 0. (A.1)

Como h ¢é ideal de g, segue que [Y,Z] € b, assim da definicdo de 3(h) temos que
[X,[Y,Z]] = 0. Como [Z,X] = 0 entao [[Z,X],Y] = 0. Logo em (A.1l) segue que
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[X,Y],Z] =0e [X,Y] € 3(h). Portanto 3(h) é ideal de g. O

Mostraremos a seguir que a soma e a interseccao de ideais ainda ¢é ideal.

Proposicao A.11 A soma e a interse¢ao de dois ideais de uma dlgebra de Lie ainda é

um tdeal desta dlgebra de Lie.

Demonstragdo: Sejam h; e b, ideais da &lgebra de Lie g. E claro que a soma e a

intersecao de dois subespagos é um subespago. Assim, seja X € h; + hs e Y € g. Entao
(X,Y] = [X1 +X0,Y] = [X1,Y] + [ X5, Y] € by + b

Também, tomando X € h; N hy e Y € g é imediato que [X,Y] € h; N b d

Note que é possivel verificar que a soma de um ideal com uma subdlgebra de uma
dlgebra de Lie, ¢ uma subélgebra da dlgebra de Lie. De fato, sejam g uma &lgebra de
Lie, i um ideal de g e h uma subédlgebra de g. Tomando A; + By, Ay + By € i+ bh com
Aq, Ay €ie By, By € h temos que

[Ay + By, As + Bsy] = [A1, As] + [A1, Bao] + [B1, Ao + By, Byl.

Por defini¢ao de ideal temos [A, As], [A1, Bal, [B1, A2] € i e como h ¢é subdlgebra temos
[B1, Bs] € . Logo [A; + By, As + Bs] € i+ b, mostrando que i+ h ¢ uma subélgebra.
Recorrendo as defini¢oes ainda pode-se mostrar que a soma e intersecao de ideais sao
ideais, a intersecao de um ideal com uma subdlgebra é uma subdlgebra e a intersecao

de subdlgebras é uma subdlgebra. J& a soma de duas subdlgebras nao é, em geral, uma

1 0

subdlgebra. Por exemplo, sejam b e hs os subespagos de sl(2, R) gerados por
0 -1

0 1 )
e respectivamente. Como
0
[ 1 0 01 ] 0 2
0 -1/ \10 20 )

b1 + b2 ndo é subdlgebra.
Passaremos a estudar aplicagoes entre dlgebras de Lie. Uma aplicacao entre dlgebras

de Lie que preserva o colchete é chamada homomorfismo de dlgebras de Lie.
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Definicao A.12 Sejam g, e go dlgebras de Lie. Uma transformacao linear ¢ : g1—go €

um homomorfismo de dlgebras de Lie se satisfaz

p([X, Y]) = [p(X), o(Y)].

Além disso, se ¢ € inversivel, entdao dizemos que ¢ é um isomorfismo de dalgebras de

Lie. Um isomorfismo ¢ : g—g é dito automorfismo de dlgebras de Lie.
Segue agora, alguns exemplos de homomorfismo de dlgebras de Lie.

Exemplo A.5 Sejam g, e g2 dlgebras de Lie abelianas e ¢ : g1—gs uma transformacao

linear. Tome X,Y € gy. Como

p([X,Y]) = ¢(0) = 0 = [p(X), p(Y)]

seque que p é homomorfismo de dlgebras de Lie. Portanto toda transformagao linear entre

dlgebras abelianas é wum homomorfismo de dlgebras de Lie.

Exemplo A.6 A aplicacdo trago tr : M(n x n,R) — R é um homomorfismo. De fato,
dadas X,Y € M(n x n,R) temos que tr(XY) = tr(YX). Logo

tr(XY — YX) = tr(XY) — tr(YX) =0,

e assim SeEque que

tr([X,Y]) = tr(XY —YX) =0

Note que R é uma dlgebra de Lie abeliana, pois dim(R) =1, assim [tr(X),tr(Y)] = 0.
Portanto tr([X,Y]) = [tr(X), tr(Y)].

Exemplo A.7 Sejam g uma dlgebra de Lie e gl(g) a dlgebra de Lie das transformagées

de g nela mesma. Para cada X € g definamos a transformacao linear

ad(X): g — o
Y — adX)(Y)=[X,Y].
A aplicacao
ad: g — gl(g)
X — ad(X)
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é um homomorfismo de dlgebras de Lie. De fato, note que ad é uma aplicacao linear, pois

ad(X +aY)(Z) = [X +aY,Z]
= [X,Z] + Y, Z]
= [X,Z]+alY,Z]
= ad(X)(Z) + aad(Y)(2).

Mostraremos agora que ad é um homomorfismo de dlgebras de Lie, usando a identidade

de Jacobi. Temos que

ad([X,Y])(2) = [[X,Y],Z]
= XY 2] -V, [X, Z]]
= ad(X)([Y, Z]) —ad(Y)([X, Z])
= ad(X) o (ad(Y)(Z)) — ad(Y) o (ad(X)(Z))
= (ad(X)oad(Y)—ad(Y)ocad(X))(Z2)
= [ad(X),ad(Y)](2).

Essa aplicacao é chamada de representacao adjunta da dlgebra de Lie g como
veremos mais adiante. Vale lembrar que quando g é uma dlgebra abeliana seque que ad(X)

é a aplicacao nula.

Mostraremos agora que o nicleo e a imagem de um homomorfismo de dlgebras de Lie

sao subalgebras de Lie.

Teorema A.13 Sejam g, e go dlgebras de Lie e ¢ : g1 — @go um homomorfismo de

dlgebras de Lie. Entao ker(yp) € ideal de g1 e Im(p) é subdlgebra de de Lie gs.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que ker(p) é ideal de g;. Sejam X € g; e

Y € ker(p). Note que

p([X,Y]) = [p(X), (V)] = [¢(X),0] = 0

portanto, [X,Y] € ker(yp). Logo ker(y) ¢ um ideal de g;. Agora sejam X,Y € Im(yp).
Mostraremos que [X,Y] € Im(p). Como X,Y € Im(p), entdo p(X;) = X e (Y1) =Y

para algum X1,Y; € g;. Assim

[X, Y] = [p(X1), 9(Y1)] = ¢([X1, Y1]) € Im(p)
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Outro conceito importante é o de quociente de dlgebras de Lie.

Definicao A.14 Seja g uma dlgebra de Lie e b um ideal de g. Como § é subespago
vetorial de g, podemos determinar o espag¢o quociente g/h = {X + bh; X € g}.

Sabemos que g/h é um espaco vetorial com as operagoes definidas por
(X+bh)+ Y +bh)=(X+Y)+b e
a(X +b) = (aX)+bh para todo a € K.
Vamos mostrar que g/h é uma &lgebra de Lie.

Proposicao A.15 Sejam g uma dlgebra de Lie e b um ideal de g. Entdo g/h é uma
dlgebra de Lie com o colchete [(X +b), (Y +b)] = [X,Y] + b.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que este colchete estd bem definido. De
fato, se (X +bh) =(X1 +h) e (Y +bh) =(Y1 + b) segue que X — X;,Y —Y; € h. Assim
X=X1+2,Y =Y+ Z5 com Z1,7Z5 € h. Logo
X, Y]+

= [Xi+ 21,1+ 2]+ b

= Xy, Vi + 2]+ [Z1,Yh+ 2] +h

= (XN + (X1, 2] + [Z1, Y]+ [Z1, Zo) + b
Como h é um ideal de g, temos que [X1, Z5], [Z1, Y1], [Z1, Z5] € b. Portanto,

[X, Y]+ b =[X;, V1] + b,

ou seja, o colchete estd bem definido. Note que é essencial que h seja um ideal de g, pois
se h for apenas uma subédlgebra, o colchete pode nao estar bem definido.
Agora vejamos que:

e O colchete ¢ bilinear
[(X +5)+8(Y +b),Z + b]
= [aX +BY,Z] +h
= a[X.Z]+8[Y,Z] +
= o([X,Z] +5)+B([Y.Z] + h)
= a[X+bh,Z+b])+B[Y +b,Z+b)]
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e semelhantemente na segunda coordenada.

e O colchete é anti-simétrico
(X +5),(X +b)] =[X,X]+b =0+ b (que é o elemento neutro de g/h)
e A identidade de Jacobi é satisfeita

X +0,[Y+0,Z+b]|+[Y +b,[Z+5X+b]]+[Z+5,[X+bY + b
= [X+0,[YV, 2]+ 0] + [V +5,[Z, X] + 0] + [Z +b,[X, Y] +b]
= XV Z+b +V 2, X[+ b +[Z, [X, Y]]+
= (X, 2|+ [V, [2, X]] + [Z,[X,Y]]) + b

= 0+5

Segue dai que a projegao canoénica m : g — g/h definida por 7(X) = X + b, é um
homomorfismo de dlgebras de Lie.
As seguintes proposicoes introduzem os resultados cldssicos sobre homomorfismos,

cujas demonstragoes sao as usuais.
Proposicao A.16 Seja ¢ : g1 — go um homomorfismo de dlgebras de Lie. Entao

g/Ker(p) = Im(p)

Proposicao A.17 Se hie by sdao ideais de g entio

b1 + b ~ b1
b2 b1 N by

onde o isomorfismo é natural.

Uma forma de determinar um isomorfismo entre duas dlgebras de Lie de dimensao
finita é através dos colchetes dos elementos de suas bases. Sejam g uma dlgebra de Lie
e {Xi,...,X,,} uma base de g. Como [X;, Y]] é elemento de g, podemos escrevé-lo como

combinagao linear dos elementos desta base, ou seja,
n
(X0, Y] =) i Xe = el Xy + X+ o+ X
k=1

Os coeficientes cfj sao denominados constantes de estrutura da dlgebra de Lie em
relacao a base. Mostraremos na préxima proposicao que estas constantes determinam, a

menos de isomorfismo, a dlgebra de Lie.
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Proposicao A.18 Duas dlgebras de Lie sao isomorfas se, e s se, elas possuem as mes-

mas constantes de estruturas.

Demonstragao: Sejam g; e go dlgebras de Lie, {X7,..., X,,} e {Y1,...,Y,,} bases de g; e
g2 respectivamente. Suponhamos que ¥ : g; — g2 seja um isomorfismo. Dessa forma g,
e go possuem o mesmo numero de elementos em suas bases. Considere 1(X;) = Y;, assim

(X5, X;)) = [W(X5), ¥(X;)] = V5, Y;]. Sabemos que para cada X;, X; € g1 temos
(X0, X)) = chi X+ Xa+ o+ X =) Xy
k
e para Y;, Y; € go temos que
Vi, Vi) = 0jYa + b7 Ya + o+ b Y = > bEYi
k

Como 1) ¢é isomorfismo segue que

Y5, Y] = o(Xi, X))
= ¢(cile1 + C%jXQ + ...+ CZX]J
= c}j (X1) + c?j@/J(XQ) + ...+ cfj (Xk)
= N+ EY+ .+ Y

O que implica que Y, bijk => cijk. Como {Y7, ..., Y,,} & base, segue que
> (b5 — ¢f;) = 0 e portanto bf; = c};.
Reciprocamente suponhamos que g; e g possuem as mesmas constantes de estrutura cf]
Dessa forma g; e go possuem a mesma dimensao. Consideremos a transformacao linear

Y : g1 — go definida por ¥(X;) = Y;. Tomemos X = >, a'X; e Y = >, VX, em g.
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Logo,
V(X Y] = (3 a' X, 30, VX))

= (32, a'V (X, Xj))

= (32, a'V 30, ki Xy)

= @Z’(Zz‘jkaibjcijk)

= (X't (X))

= (Zijkaibjci?ij)

= (ZijaiijkC%Yk)

= >y d VYY)

= [Xa'Y, 30, 0Y
[0 a'(X0), 32, V(X))
= [W(Ca'X:), (32, 0 X;)]
[ (X), 9 (Y)].

A.1.1 Representacoes de algebras de Lie.

Vamos estudar agora as representacoes de uma dlgebra de Lie em um espaco vetorial.
Essa ferramenta é bastante eficaz para encontrar a estrutura da &lgebra. No caso das
representacoes fiéis, g é isomorfa a imagem da representacao e, portanto, a dlgebra pode

ser vista como uma subédlgebra de transformacoes lineares.

Definicao A.19 Sejam V um espago vetorial, gl(V') a dlgebra de Lie das transformagées
lineares de V', e g uma dlgebra de Lie. Uma representagao de g em V é um homomor-

fismo
p: g — gl(V).
O espago vetorial V' é denominado espacgo da representacao e sua dimensao é igual

a dimensao da representagao. Uma representagao é fiel quando ker p = {0}.

Apresentamos a seguir alguns exemplos de representagoes.

Exemplo A.8 (representacao candnica) Se g é uma subdlgebra de gl(V') entao a in-

clusao
p: gCgl(V) — gl(V)
X — X
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define uma representacao, pois

p([X,Y]) = [X, Y] = [pX, pY]
ou seja, p é um homomorfismo. Essa representacao é denominada representagao canénica.

Exemplo A.9 Tome a subdlgebra de Lie de gl(3,K) dada por

2a —2b 0
h: —c 0 b ; (l,b,CEK
0 2c —2a
A aplicagao
2a —2b 0
a b
€ sl(2,K) — —c 0 b € bhCgl(3,K)
c —a
0 2c —2a

é uma representacao de s1(2,K). De fato, seja {X,Y, H} a base candnica de s1(2,K) onde

01 00 10
X: ;Y: eH:
00 10 0 —1

Temos que
[H, X]=HX — XH =2X

ou seja, [H,X| = 2X + 0Y + 0H. Analogamente, temos [H,Y] = 0X —2Y + 0H e
[X,Y] =0X +0Y — H , logo as constantes de estruturas de sl(2,K) sao 0,—1,2 e —2.
Agora seja {X1,Y1, Hi} uma base de by, onde

0 -2 0 0O 00 2 00
Xi1=[00 1|, Yi=] -1 0 0 eHi=10 0 0
00 0 0 20 00 -2
Note que
[Hy, X1] = 2X;+0Y;+0H,;
[Hy,Y1] = 0X;-—2Y;+0H;
X1, Y1 = 0X,+0Y, — H,

ou seja, as constantes de estrutura de b sao 0, —1,2 e —2. Logo as constantes de estruturas

de s1(2,K) e b sdo iguais. Portanto sl(2,K) e b C gl(3,K) sdo isomorfos.
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Exemplo A.10 (representagao adjunta) Para um elemento X na dlgebra de Lie g,

considere a transformacao linear
ad(X):g—g
definida por ad(X)(Y) = [X,Y]. A aplicagao
ad : X € g — ad(X) € gl(g)

define uma representacdao de g em g, denominada representacao adjunta. (Veja Exem-

plo A.7)

Note que o niticleo da representacao adjunta coincide com o centro de g.

Mostraremos agora, algumas construgoes com representagoes.

Definicao A.20 Sejam g uma dlgebra de Lie e py,. . ., p,, representacoes deg em Vy, ..., V,.

Entao
p: g — glVig---aV,)
X = pX)&- - &p,(X)
é uma representacao em Vi @ --- @V, denominada soma direta das representagoes p;.

Fize uma base de Vi @ --- & V,,. Em forma de matriz, p se escreve em blocos como

P1

P,
Agora seja p uma representagao de g em V e suponha que W seja um subespaco

invariante por p, isto é,

p(X)W C W  para todo X € g.

A aplicacao
plw: g — gl(W)
X = pX)lw
define uma representacao de g em IW.

A aplicacao

pw: g — gl(V/W)

X — p(X): viw  — V/W
v+ W = p(X)v4+W
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também é uma representagao de g em V/W.

Estudaremos agora a decomposicao de representacoes.

Definicao A.21 Uma representagao p de g em V' é dita trredutivel se os tinicos subes-

pagos invariantes por p sao os triviais {0} e V.

Definicao A.22 Uma representacao é dita completamente redutivel se V se decompoe
como

V=Wo oV,

com cada V; invariante pela representagao e a restricao de p a V; é irredutivel.

Note que uma representacao irredutivel é sempre completamente redutivel.
A proposicao a seguir nos fornece um critério, bastante utilizado, para verificar se uma

representacao ¢ completamente redutivel.

Proposicao A.23 Seja p uma representacao de g em V. Entao p é completamente re-
dutivel se, e somente se, todo subespaco invariante admite um complementar invariante,

ou seja,
para todo W C 'V invariante, existe Wy também invariante tal que V=W & W; (A.2)

Demonstragao: Suponhamos primeiramente que (A.2) seja satisfeita e que V' nao é
irredutivel, pois caso contrario, os inicos subespacgos invariantes de V' sao os triviais e o
resultado segue. Tome W um subespaco invariante nao trivial. Entao existe W, invariante
tal que

Essa soma direta é o que desejamos se W e W; forem irredutiveis. Logo, suponhamos
que W nao é irredutivel. Note que W satisfaz (A.2). De fato, seja W’ C W subespago
invariante, assim, por hipdtese,

Waow,cV

e como V satisfaz (A.2), existe W, subespaco invariante tal que

(W' @ Wy) & W, =V. (A.3)
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Note que (W7 & W) NW é invariante pois a intersecgao de subespagos invariantes também

¢é invariante. Mostrar que
W=((W,eWy)nW)o W (A.4)

¢ o mesmo que mostrar que W satisfaz (A.2). Seja x € W’ e suponha que z € Wy @ Ws.
Assimrz=y+zondey e Wyeze W, Comox—yeW W, ex—y=z temos que
z € W @& Wi, mas z € Wa, logo z = 0, o que implicaem x =y . Daiz € W NW; e

portanto x = 0. Agora seja x € W, entao por (A.3) podemos escrever
=1 +T2+ T3

comxy € W', 2y € Wi e xg € Wy Entdo x — 21 = 29 + 23 € W. Logo W é soma direta
dos subespagos em (A.4) e portanto W satisfaz (A.2). Deve-se seguir com esse processo
indutivamente para mostrar que W é completamente redutivel.

Reciprocamente, mostremos que se p ¢ completamente redutivel, entao todo subespaco
invariante admite um complementar invariante. Faremos essa demonstracao usando in-
dugao sobre a dimensao de V. Se dim V' = 1, nao héd o que demonstrar. Suponhamos que
dim V' = n, ou seja

com cada V; invariante irredutivel. Seja W C V um subespaco invariante. Cada W NV, é
invariante e como os subespagos V; sdo invariantes e W NV, C V; segue que W NV, = {0}
ou WnNnV,=V, para todo i = 1, ...,n. Logo ha duas possibilidades

1%) Para algum i, digamos ¢ = 1, temos W NV} = Vi, ou seja V) C W. Neste caso temos
que

W=vVieWnWVee®---aV,)).

De fato, tome x € W. Como W CV =Vi® (Vo ®---@V,) tem-se que x = x1 + x2, onde
rne€EViexyaeVod---dV,. Note que z,x; € W. Logo x5 € W. Dai

W=Vi+WnW&-al,)
e esta soma ¢ direta, pois Vi N (Vo @ --- @ V,) = {0}. Como
W=vVieWnWVad-—-aV)cViea(Vad---aV,)=V

temos que

WwnWVesd--aV,)CcVo®d- -V,
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Logo, existe W' tal que
Vad-aV,=Wnlao--al)eW.

Assim

V=VieWnWVed---aV,)eW

ou seja, W' complementa W.
2%) Para todo i, temos WNV; = {0}. Note que W +V; é uma soma direta, logo W V] estd
nas condigbes do caso anterior, pois W & V; C Ve (W @& V)N V) = V. Assim existe um

subespaco invariante W' tal que
V=WeaeW)aeW,

ouseja, V=Wa (Vi & W').

Concluimos assim a demonstragao da reciproca. O

Apresentamos, a seguir, um exemplo onde se aplica esta proposicao.

Exemplo A.11 Seja g a dlgebra de Heisenberg definida por

0 a b
g=Xecgl3K): X=[00 ¢ |:abcek}
0 00
e tomemos
010 0 00 0 01
X=10001],Y=]10011],2=]000
0 00 0 00 0 00

como base de g. Seja p a representacdo candnica dessa dlgebra. Tome e; = (1,0,0),

ez = (0,1,0), ez = (0,0,1) base canoénica de K3. Vamos mostrar que p ndo é irredutivel
e também nao é completamente redutivel. Para mostrar que p nao é irredutivel vamos
mostrar que existe subespaco de K3 ndo trivial que é invariante por p. Seja (e1) C K3 o

subespaco gerado por e; em K3 e vamos mostrar que (e1) é invariante.
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De fato, tome um elemento arbitrdrio (x,0,0) € (e1), assim temos que

010 x 0
p(X)(2,0,00 = L ooo |- |o|=]0]ec)
00 0 0 0
00 0 x 0
p(Y)(2,0,00 = oo 1 |.[]o]|=]0]¢€cl)
000 0 0
001 x 0
p(Z)(x,0,00 = [o oo f|.]o0o|[=]0]¢€).
000 0 0

Logo para todo X € g p(X){(e1) C (e1) ou seja (e1) € um subespago invariante.
Analogamente podemos mostrar que {(e1,es) também é invariante por p. Para mostrar
que p nao é completamente redutivel vamos mostrar que nem todo subespaco invariante

de K3 admite complementar invariante. De fato {e,) é invariante mas seu complementar

011
K?®—(ey1) ndo € invariante, pois se tomarmosW =1 0 0 0 | €g e(z,y,2) € K3—(ey)
0 00
temos
01 1 x Y+ z
pW)(z,y,2) =10 0 0 y =] 0 €l
0 00 z 0

ou seja p(W)(z,y,2) ¢ K3 — (e1). Portanto p nao é completamente redutivel.

A.1.2 Derivacoes

Introduzimos agora o conceito de derivagao de uma &dlgebra de Lie.

Definicao A.24 Uma tansformagao linear D : g — g é uma derivagao da dlgebra de

Lie g se satisfaz
D[X,Y]=[DX,Y]|+ [X,DY] para todo X,Y € g.

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo A.12 Se g é uma dlgebra de Lie abeliana, entao toda transformacgao linear é

uma deriwagao. De fato, se D : g — g é uma transformacgao linear temos que
D([X,Y])=D(0)=0+4+0=[DX,Y]+ [X, DY]

Exemplo A.13 A representacio adjunta ad(X) : g — g definida por

ad(X)(Y) = [X,Y] é uma derivagao, pois, usando a identidade de Jacobi, temos

ad(X)[Y,Z] = [X,[V.Z]]
= —[Z.[XY]] - [\, [Z, X]]
= [[X,Y],Z] +[Y,[X, Z]]
= [ad(X)(Y), Z] + [Y,ad(X)(Z)].

Essa derivacao é chamada derivacao interna.

Notemos que nem toda derivagao é interna. Para verificarmos este fato, basta con-
siderarmos g uma algebra de Lie abeliana e D,(Y) : g — g definida por D,(Y) = [X,Y].
Como g é abeliana segue que D,(Y) = 0 para todo Y € g. Portanto em uma dlgebra
abeliana a inica derivacao interna é a transformacao linear nula.

Sabemos que o conjunto das transformagoes lineares é um espago vetorial com as
operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar. Para soma de derivagoes e produto

de um nimero real por uma derivacao temos:

Proposicao A.25 Sao vdlidas:
i) A soma de derivagdes é uma derivagao.

i1) O produto de um nimero real por uma derivag¢io é uma derivagao.

Demonstragao: Sejam Die D, derivagoes de g em g e a € K. Entao

(D1 + Do)([X,Y]) = Di([X,Y]) + Do([X, Y])
= [D1 X, Y]+ [X,D1Y]+ [D2X, Y]+ [X, DyY]
= [DiX + DX, Y]+ [X, DY + DyY]
= [(D1+ D)X, Y]+ [X, (D1 + Ds)Y]

aD\([X,Y]) = a([DX, Y]+ [X, DiY])
= a[D1X,Y] +a[X,DY]

= [aD1X,Y]+[X,aD,Y]
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como queriamos demonstrar. U

O proximo resultado fornece um critério para verificar se uma transformacao linear é

uma derivacao.

Proposicao A.26 Sejam g uma dlgebra de Lie real de dimensao finita e D : g — g uma

transformacao linear. Entao D é uma derivacdo, se e s6 se, para todo t € R tem-se que

e'P ¢ um automorfismo de g.

Demonstragao: Suponha que D é uma derivacao e sejam a(t) = e!P[X,Y] e

B(t) = [P X, ePY] curvas de g. Note que
a(0) = [X, Y] = 5(0)

o (t) = De'’[X,Y] = Da(t) e
B (t) = [DeP X, ePY] + [P X, De'PY] = Dj(t).

Como « e [ satisfazem a mesma equagao diferencial linear com as mesmas condigoes
iniciais segue que a = 3, ou seja, ¢'P[X, Y] = [eP X, e!PY].
Por outro lado, suponha que para todo ¢ € R temos que e’ é um automorfismo de g, ou

seja, e[ X, Y] = [P X, e!PY]. Derivando em fungao de ¢ temos
DeP (X, Y] = [De'P X, e'PY] + [P X, DePY).

Tomando ¢t = 0, temos o desejado. 0

A.1.3 Algebras soliveis

Seja g uma dlgebra de Lie e consideremos a seguinte sequéncia de subespacos dessa
dlgebra,
g¥ =g
gV =g ={X,Y; X,Y €g}) =g,

g? = ({(X,Y;X,Y eg}) =[d.¢]
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g = ({[X,Y]; X,V € gD }) = [ghD g1

Aqui a notacdo ({[X,Y]; X,Y € g }) denota subespago gerdado por {[X,Y]; X,Y € g}.

Mostraremos que g*) é um ideal de g.
Proposicao A.27 g*) ¢ um ideal de g para todo k > 0.

Demonstragao: Mostraremos por inducao sobre k. Se k = 0, é imediato, pois g é ideal
de g. Suponhamos que o resultado seja vdlido para k — 1 e vamos mostrar que vale para

k. Tome Z € ge W € g, Como W = 3" oy[X;,Y;], onde X;,Y; € g~V segue que

[Z,W] = [Z,} il X, Y]]
= 2 a2, [X, Y]]
= 2a((lYs, 2], Xi] + Y3, [X3, Z]))
= Y oillVi, Z], Xil + X eulYi, [X5, Z]) € g,

Portanto temos o desejado. U

Como g¥) ¢ um ideal de g, segue que g*) é uma subélgebra de g, assim g*) c gk—1

para todo k > 1. Temos as seguintes inclusoes:
e Cg(k) Cg(kil) C “ e Cg(2) Cg(l) Cg
que é chamada série derivada de g. A &lgebra g*) é chamada dlgebra derivada de g.

Definicao A.28 Uma dlgebra de Lie g é soluvel se alguma de suas dlgebras derivadas

for nula.

O préximo resultado nos garante que se a dlgebra derivada de g é nula entao a dlgebra

de Lie g é necessariamente abeliana.

Proposicao A.29 Uma dlgebra de Lie g é abeliana se, e s6 se, g = 0. Em particular

toda dlgebra de Lie abeliana é soliivel.

Demonstragao: Primeiramente suponha que g uma élgebra de Lie abeliana. Entao para

quaisquer X, Y € g tem-se que [X,Y] = 0. Logo, por definigao, g’ é nula.
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Reciprocamente, suponha que g’ é nula. Entao [X,Y] = 0 para quaisquer X,Y € g. Logo

g € abeliana. O

Mostraremos, a seguir, que toda dlgebra de Lie bidimensional é solivel.
Proposicao A.30 Toda dlgebra de Lie bidimensional é solivel.

Demonstragao: Seja g uma dgebra de Lie bidimensional. Pelo Corolédrio A.6 tem que g
¢ abeliana ou existe uma base {X,Y'} de g tal que [X,Y] =Y. Se g é abeliana temos da
proposicao anterior que g é soliivel. Se g nao for abeliana, g’ é unidimensional e, portanto,
abeliana. De fato, seja Z € ¢’. Temos que Z = «ay[Ay, Bi]+...+ay[An, B,] onde Ay, ..., A,
e By, ..., B, estdo em g. Como {X,Y} é base de g segue que

J = O[l[(llX + bl}/, aX + d1Y] + ...+ an[anX + bn}/, cnX + dnY]
= ai(ardy — b)) [ X, Y] + ... + ap(and, — b,c,)[X, Y]
= (Oél (Cbldl — blCl) + ...+ an(andn — bncn))[X, Y]

ou seja, todo elemento de g’ ¢ gerado por [X,Y] = Y . Assim g ¢ unidimensional e

portanto abeliana. Assim g® =0 e g ¢ solivel. U

Vejamos alguns exemplos de dlgebras de Lie soliveis.

Exemplo A.14 A subdlgebra de Heisenberg by é uma dlgebra de Lie solivel, pois

0 0 b
h, = [h7 b] - 0 0O €
0 00
5 = [, = 0

Exemplo A.15 A dlgebra das matrizes triangulares superiores

11 a2 -+ Aip
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é uma dlgebra de lie solivel, pois

0 a2 -+ aiy
GmmY=(acmmm; a=| " |

e
0 0 0

00 a3z -+ ap

00 0

(6(n,R)® ={Aec M(n,R); A= ] : A2 |}
0
0 0 0

(6(n,R)® =0 se k > n.

A.1.4 Algebras nilpotentes

Seja g uma dlgebra de Lie. Consideremos a seguinte sequéncia de subespagos desta
dlgebra:
g =9
@ =¢={XY}) X,Yeg}) =sg

@ ={X,Y]; XegYeg}) =[g97]

g ={[X,Y]; XegYeg'}) =[gg

Mostraremos que g¥ é ideal de g. Para isso ,precisaremos do seguinte lema:

Lema A.31 Para quaisquer nimeros naturais i,j > 1, tem-se que ({[{X,Y]; X € ¢,

Y egh) Cgt.
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Demonstragao: Para provar esse resultado, usaremos inducao sobre o indice j. Para
j = 1, o resultado segue pois g'™! = ({[X,Y]; X € g, Y € ¢'}). Suponhamos que a

inclusao seja vélida para j e mostremos que ela é védlida também para j + 1. De fato,

{XYXegYeg™})) = ({[X,[2.5Xeg,Zeg, Seg})
[X,Z],S; X e g, Z € ¢/, S € g})
+{[Z,[X,S]; X €g', Z e ¢/,5 €g})
C ({[X,Y) Xeg™Yeg}
+{[X,)Y]; Xeg,Yegt})

c gttt

{
{

Proposicao A.32 g* é ideal de g para todo k > 1.

Demonstracao: Primeiramente, mostremos que g* é subespaco gerado por todos os
possiveis colchetes que possuam k elementos de g. Para isso, faremos inducao sobre k.
Para k = 2 ¢ imediato da definicao de g*. Suponhamos que g*~! ¢ subespaco gerado por
todos os possiveis colchetes que possuam k — 1 elementos de g. Sabemos que os elementos
de g*~! podem ser escritos como >, ;Y; sendo que Y; é o produto de k — 1 elementos
de g. Assim, g* é gerado por elementos da forma »_,[X;, Y], ou seja, por produtos de k
elementos. Por outro lado, decorre do lema anterior que todo elemento de g que pode ser
escrito como produto de k elementos estd em g¥. Como o produto de k + 1 elementos
também é produto de k elementos, segue que gh*!t C g*. Portanto, se X € ge Y € g*

temos que [X,Y] € gF™! C gF. O

Como todo ideal ¢ uma subdlgebra, temos que g* ¢ subélgebra de g. Logo obtemos as
inclusoes

cgtlcgtc...cg®cyg

que é chamada de série central descendente.

Definicao A.33 Uma dlgebra de Lie g é dita nilpotente se um dos termos da sua série

central descendente se anula.
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Dessa forma, uma &lgebra de Lie g é nilpotente se, e somente se, existe k; > 1 tal que
g = 0. Note que nesse caso g* = 0 para todo k > k.

As dlgebras de Lie abelianas sao trivialmente soliveis e nilpotentes, além disso as
algebras nilpotentes sdo soltiveis pois g*) C gF*!. Entretando, a reciproca nao é verdadeira,
pois se g é uma dlgebra bidimensional, entao pelo Teorema A.5 temos que g é abeliana ou
existe uma base {A, B} de g tal que [A, B] = B. Se g é abeliana, temos que g é nilpotente.
Se g nao for abeliana g’ é unidimensional e sua série central descendente se estabiliza no
subespaco gerado por B, ou seja, g° = g. Portanto, a dlgebra de Lie bidimensional que
possui {A, B} como base ¢ solivel pelo Teorema A.30, mas nao é nilpotente.

Segue agora, alguns exemplos de dlgebras de Lie nilpotentes.

Exemplo A.16 A dlgebra de Heisenberg é uma dlgebra de Lie nilpotente, pois

00 b
=0t =[b.b={[ 000 |[;0eR} e
00 0

h® = [, 5% = 0.

Exemplo A.17 A subdlgebra das matrizes quadradas triangulares superiores definido

como
aix Qi -+ Qip
1 0 azy - :
(G(n,R)' =&nR)={Ae M(n,R); A=| = = }
: . . An—1n
0 0  amn

é uma dlgebra solivel que nao é nilpotente.

Exemplo A.18 O espaco das matrizes triangulares superiores com os elementos da di-

agonal principal todos iguais

a aiza -+ QAip
0 a B
{Ae M(n,R); A=| }
S ‘ A(n—1)n
0O --- 0 a

¢ uma dlgebra de Lie nilpotente. FEm particular temos que O espaco das matrizes trian-

gulares superiores com zeros na diagonal é uma dlgebra de Lie nilpotente.
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As algebras de Lie soliveis e nilpotentes tém as seguintes propriedades:
Proposicao A.34 Seja g uma dlgebra de Lie.

a) Se g é soluvel entao todas as subélgebras de g s@o soliveis. Se g é nilpotente entao
todas as subédlgebras de g sao nilpotentes.

b) Seja g uma algebra de Lie solivel e h um ideal de g, entao g/h é solivel.

¢) Seja g uma algebra de Lie e h um ideal de g. Se h e g/h sdo soliveis, entdao g é
soluivel.

d) O centro 3(g) de uma &dlgebra de Lie g nilpotente é nao nulo.

e) Se by e hs sdo ideais soluveis de g entao h; + hy € solivel e, portanto, g admite um
tnico ideal solivel maximal t(g).
Demonstragao: a) E imediato.

b) Seja 7 : g — g/h o homomorfismo candénico. Mostraremos que 7(g*) = (g/h)* por
inducao sobre k e disso seguird o resultado. Se k£ = 0 o resultado segue da sobrejetividade

de m. Suponhamos que o resultado seja vélido para k£ — 1, entao

m(g®) = =w([g* ", g* V)
= [w(g* ), m(g* V)]
= [(a/0)*", (g/h)* V]
= (a/H)".

Como g ¢ soltivel, entdo 7(0) = 0 = (g/h)*, ou seja, g/h é soltivel.

c¢) Como g/h & soliivel, existe ko > 0 tal que (g/h)*) = 0. Da proposi¢io anterior
segue que, 7(g#0)) = (g/h)* ) = 0 e assim g0} C h. Mas b é solivel, ou seja, existe

ki > 0 tal que h*1) = 0. Assim

g(kO"Fkl) _ <g(k0)>k1 C h(kl) =0.

Portanto g é solivel.

d) Suponha que g seja nilpotente e tome k tal que g* # 0 e g"¥*! = 0. Como [X,Y] =0
para todo X € g¥ e Y € g, temos que g* C 3(g). Portanto 3(g) # 0.

e) O fato de que h;+h, é ideal é consequéncia de que a soma de ideais ¢é ideal. Pela

Proposigao A.17,
(hithy) B

b2 thﬂhz
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Como h; é solivel e h; N hs é ideal de by segue, por b), que by /h; N hy € solivel e dai
(h1+bh2) /b2 € solivel e portanto b+ by é solivel pois b é solivel. Agora mostraremos que
existe um tnico ideal soliivel maximal. Denote por n o méaximo das dimensoes dos ideais
soluveis de g e seja t(g) um ideal solivel com dim t(g) = n. Entao, todo ideal solivel de g
estd contido em t(g) . De fato, se h ¢é ideal soluvel, t(g) + h também é. Pela maximalidade
da dimensao, dim(t(g) + h) = dimr(g) e dai que v(g) +h C v(g) e h C t(g). Portando,

t(g) contém todos os ideais soliveis e ele é evidentemente o unico. O

Podemos agora introduzir o conceito de radical solivel de uma &lgebra de Lie.

Definigao A.35 O ideal v(g) do item e) da proposicio anterior é chamado de radical

soldvel (ou simplesmente radical) de g.
Exemplo A.19 E imediato que g é solivel se, e s6 se, t(g) = g.

Exemplo A.20 O radical de gl(2,R) é

a 0
v(g) =3=1{ ta € R}
0 a

De fato, primeiramente mostraremos que 3 € ideal abeliano de gl(2,R). Seja

c d a 0
€ gl(2,R) e € 3.
e f 0 a
FEntao
c d a 0 00
; = €3
e f 0 a 0 0

ou seja, 3 € ideal abeliano e, portanto, soluvel. Afirmamos agora que os inicos ideais de

gl(2,R) sao 3 e sl(2,R), além dos triviais. De fato, observe que

gl(2,R) =5l(2,R) D3

pois
—d
- (a —d) b (a-;d) 0
= +
¢ d (a—d) 0 a+d
2 ( 2 )
onde
. (a;d) b (a—;—d) 0
€ gl(2,R), esl(2,R €
.4 gl(2,R) ) (a—d) sl(2,R) e 0 (a+d) 3
2 2
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e além do mais sl(2,R) N3 = 0. Agora pela Proposi¢ao A.17, temos que

sl(2,R) +3  sl(2,R)
3 sl2R)N;

ou seja

gl(2,R)/3 = sl(2,R).

Seja b um ideal nao trivial de gl(2,R). Tome X € sl(2,R). Como sl(2,R) ~ gl(2,R)/3
temos X =i+3 comi€ gl(2,R). TomeY € b/3. Logo Y = hy +3 com hy € h . Assim

(X,Y]=[i+t3m+3=[M]+3=ha+3€b/s

e portanto b/ é ideal de sl(2,R). Mostraremos agora que os unicos ideais de sl(2,R) sao

os triviais. Seja {X,Y, H} uma base de sl(2,R) onde

0 1 10
X = H = Y =
0 0 0 -1 10

e note que [H, X| =2X, [H,Y] = =2Y, e [X,Y]| = H. Tome Z = aX + bH + cY, entdo

ad(X)Z = [X,Z]=[X,aX +bH+cY]|=—-2bX +cH

ad(X)?Z = ad(X)(ad(X)Z) = [X,[X, Z]] = [X, —2bX + cH] = —2cX

de onde seque que se Z # 0 entdo ou Z ou ad(X)Z ou ad(X)2Z é um mailtiplo nao nulo
de X (pois se Z,ad(X)Z e ad(X)%*Z forem muiltiplos nulos de X temos que Z = 0). Tome
b # {0} ideal de sl(2,R) e suponhamos que Z € b. Se ad(X)?Z ¢é mailtiplo nao nulo de X
entao

0+# —2cX = [X,[X,Z]] CHh o que implica X €.

O mesmo ocorre se Z ou ad(X)Z forem mailtiplos nao nulos de X. Seque agora, que

H = —[Y, X]| C b e consequentemente Y = (1/2)[X, H] C b e dai h = sl(2,R). Conclui-
mos assim que 0s unicos ideais de s[(2,R) sao os triviais. Logo h/3 =0 ou b/3 = sl(2,R)
ou seja b =3 ou h Nsl(2,R) é ndo nulo. Neste 1ltimo caso b contém sl(2,R), pois como
(X1, h1] C b para todo X, € gl(2,R) e todo hy € b, temos em particular [Y1, h1] C b para
todo Yy € sl(2,R) e todo hy € h. Dessa forma by é ideal de s((2,R) ou sl(2,R) Ch. Assim
h = {0} oub =sl(2,R) mas hNsl(2,R) #{0}, logo h # {0}. Portanto b deve ser sl(2,R)
ou gl(2,R).
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A.1.5 Algebras simples e dlgebras semisimples

Definicao A.36 Uma dlgebra de Lie g é semisimples se

t(g)=0
(isto é, g ndao contém ideais soliveis além de 0)

Definicao A.37 Uma dlgebra g é simples se

1. os unicos ideias de g sao 0 e g

2. dimg # 1

Queremos chamar de simples as dlgebras que nao possuem ideais além dos triviais.
Como as dlgebras unidimensionais nao possuem ideais prérprios, nao serao consideradas
simples, isso para que exista compatibilidade entre os conceitos de dlgebras simples e
semisimples. E imediato a partir da definicdo que as dlgebras unidimensionais nio séo
semisimples. Entretanto, as demais dlgebras que nao possuem ideias préprios sao semi-
simples. De fato, seja g uma élgebra que nao possui ideais nao triviais. Como t (g) é um
ideal, ele dever ser 0 ou g. Se t(g) = 0, g é semisimples como se pretende. J& t(g) = g
nao pode ocorrer se dimg > 2. Isso porque se t(g) = g entdao g é solivel e, portanto,
g # g. Como g’ também é um ideal, g’ = 0, isto &, g é abeliana. Mas isso é impossivel se
dim g > 2, pois todo subespacgo de uma algebra abeliana é um ideal. Em outras palavras,

as algebras simples sao semisimples.
Exemplo A.21 sl(2,R) é simples , como foi visto no exemplo A.20

Como o centro de uma dlgebra é um ideal abeliano e, portanto solivel, o centro de
uma algebra semisimples é necessariamente nulo. Como o centro de uma algebra qualquer
coincide com o nicleo da representacao adjunta, temos que a representacao adjunta de
uma algebra semisimples é fiel. Por isso toda dlgebra semisimples pode ser vista como

uma subdlgebra de transformacoes lineares.

A.2 Algebras nilpotentes

Nesta secao mostraremos que para uma &lgebra de Lie de transformacgoes lineares

cujos elementos sao nilpotentes, é possivel encontrar uma base em que as matrizes dessas
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transformacoes lineares nesta base sao todas triangulares superiores com zeros na diagonal
principal. Como consequéncia deste resultado temos o teorema de Engel que afirma que
uma &dlgebra de Lie de dimensao finita é nilpotente se, e somente se, as adjuntas de seus
elementos sao nilpotentes.

Antes de apresentarmos tais resultados precisamos introduzir o conceito de re-

presentacao nilpotente.

Definicao A.38 Seja g uma dlgebra de Lie. Dizemos que a representacao p de g no
espago vetorial V' é uma representagao nilpotente ou uma nil-representacao se p(X)

¢é nilpotente para todo X € g . Isto significa que, dado X € g, existe um inteiro positivo

k (dependente de X ) tal que p(X)* = 0.

Um exemplo de nil-representagao é a representagao adjunta de uma &dlgebra nilpotente.

De fato, seja g uma dlgebra de Lie nilpotente. Assim existe & > 1 tal que g = 0, isto é
g" ={[X,Y; X egeY eg''})=0.

Isso significa que todos os colchetes envolvendo k elementos de g se anulam. Dai que
ad(X)¥"1Z =0 para todo Z € g e portanto ad(X) ¢ nilpotente.
Antes de estudarmos as representacoes nilpotentes, vamos utilizar o seguinte fato sobre

a adjunta em gl(V), dlgebra de Lie das transformacoes lineares de V' em.V.

Proposicao A.39 Seja V' um espago de dimensao finita sobre K e A € gl(V). Se A ¢é
nilpotente entao ad(A) é nilpotente. Portanto se p: g — gl(V) é uma nil-representagao,

entio X +— ad(p(X)) também é uma nil-representacao.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que ad(A)"B é uma soma de termos da

forma A”"BA?® com r + s = n. De fato, por inducao sobre n, se n = 1 temos
ad(A)B = [A,B] = AB— BA= ABA® — A°BA.
Suponhamos que o resultado seja vélido para n = k ou seja

ad(A)¥B = a) A" BA™ + a3 A™BA® + .- + a, A" BA*
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com 7; + s; = k para todo i = 1,...,n e a; € K. Mostraremos que o resultado é valido

paran =k + 1. Tem-se

ad(A)*"'B = ad(A)(ad(A)*B)
= [A, a1 A" BA® 4 a3 A2 BA® + .- 4 a, A" BA*"]
= A(a;A"BA® 4 a3A™BA® + ... 4 a, A" BA*") —
—(a1 A" BA® 4 a3 A BA® + -+ - 4 a, A" BA*") A
= qA"T'BA® + -+ a, AT BA® — a A" BASH!

— o — gy AT BATT

com r; +s; +1 =k + 1 para todo ¢« = 1,...,n. Concluimos assim o processo de indugao.
Agora, como A é nilpotente, existe k > 1 tal que A* = 0. Tomando n suficientemente
grande e como n = r + s teremos que r > k ou s > k. Logo A" = 0 ou A° = 0. Portanto,

a soma dos termos de ad(A)"B se anulam, isto ¢, ad(A) ¢ nilpotente. O

O objetivo agora é encontrar uma base na qual todos os elementos de uma nil-

representacao sao triangulares superiores. Para isso precisamos do seguinte resultado:

Teorema A.40 Seja V' # 0 um espago vetorial de dimensio finita e g C gl(V) uma
subdlgebra de Lie. Suponhamos que todo X € g é nilpotente. Entao, exviste v € Vv # 0
tal que Xv = 0 para todo X € g.

Demonstragao: Provaremos por indugao sobre a dimensao de g. Se dimg = 1, seja
0 # X € g. Como X ¢é nilpotente existe k > 1 tal que X* =0e X* ! #£0. Sejaw € V

tal que X* 1w # 0 e tome v = X* lw. Entao
Xv=XX""1w=X"w=0.

Portanto Xv = 0 para todo X € g, o que mostra o resultado para dlgebras de dimensao
um.

Agora, para mostrar o passo de indugao, suponha que dimg > 1 e que o resultado é
véalido para toda dlgebra com dimensao estritamente menor que dim g. Com essa hipétese,
mostraremos que existe um ideal h C g de codimensao um. De fato, g admite subdlgebras
nao-triviais, isto é, diferentes de 0 e g, pois subespacos de dimensao um sao subdlgebras.

Tomemos uma subédlgebra h nao-trivial cuja dimensao ¢ méxima entre as dimensoes das
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subdlgebras nao-triviais. Mostraremos que h é um ideal de codimensao um de g. Para
provar isso, consideremos o espago vetorial g/h. Notemos que ad(X) para X € bh deixa
b invariante, pois ad(X)h = [X,h] C h uma vez que h é subdlgebra de g. Logo, a re-
presentacao adjunta de h em g induz uma representagao p de h em g/h. Pela proposigao
anterior, ad(X), X € b, é nilpotente em gl(V') e, portanto, sua restricdio a g também
é nilpotente, o que implica que p é uma nil-representacdo. Assim p(h) é uma dlgebra
que satisfaz as hipdteses do teorema e tem dimensao estritamente menor que g. Aplica-se
assim a hipétese de indugao para p(h) e dai existe w € g/h, w # 0 tal que p(h)w = 0.
Isso significa que existe Xy € g — b tal que p(h) Xo+bh = [h, Xo] +bh = 0 o que implica que
[Xo, b] C b. Isso mostra que bh é de codimensao um, pois o subespago gerado por Xy e b
é uma subdlgebra de dimensao estritamente maior que a dimensao de h e h foi escolhido
de dimensao méxima entre as subalgebras nao triviais. Assim o subespago gerado por X
e h é o préprio g. Além do mais, como Xy ¢ b, [Xo,h] C h e h é de codimensao um, h é
um ideal de g.

Agora, aplicando a hipétese de inducao para h como subdlgebra de gl(V'), o subespago
W ={veV:Xv=0 paratodo X € h}

é nao nulo. Como os elementos de W se anulam pelos elementos de f, para concluir a
demonstracao é suficiente mostrar que existe v € W, v # 0 tal que Xov = 0 onde X é

como acima. Temos que, se X € h e w € W, entao
XXow = [X, Xo|Jw + XoXw =0,

pois X, [X, Xy] € b. Isso implica que Xow € W, ou seja, W é invariante por X,. Mas X
é nilpotente e, portanto, sua restricao a W também é nilpotente. Segue que o argumento

usado no caso em que dim g = 1 nos permite concluir a demonstracao do teorema. O]

Agora, para construir uma base na qual todos os elementos de uma nil-representagao
sao triangulares superiores com zeros na diagonal principal, através do teorema acima,

basta proceder por indugao, através de quocientes sucessivos.

Teorema A.41 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e g C gl(V') uma subdlgebra

tal que todo X € g é nilpotente. Entao, existem subespacos

0O=VWWcwc---CcV,,1CV,=V
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tal que XV; C V,_1,1=1,...,n. Esses subespagos podem ser definidos indutivamente por
Vo = 0
Vi = {veV:XveV, 4 para todo X € g}.

Em particular, estendendo sucessivamente bases dos subespacos V;, obtém-se uma base 3

de V tal que a matriz de X em relagio a [ é triangular superior com zeros na diagonal

para todo X € g.
Demonstragao: Defina
Vi={veV:Xv=0paratodo X € g}.

Pelo teorema anterior, Vi # 0. Notemos que, V; é claramente g-invariante. Portanto a
representagao canonica de g em V' induz uma representagao p de g em V/V;. Como cada
X € g é nilpotente, p ¢ uma nil-representacao. Logo o teorema anterior se aplica a p, isto
é, existe w € V/V; com w # 0 tal que p(X)w = 0 para todo X € g. Isso significa que

existe v € V — V] tal que Xv € V; para todo X € g, o que garante que o subespago
Vo={veV:XveV paratodo X € g}

contém V7, e é distinto de V;. Podemos usar o mesmo argumento e construir, sucessiva-
mente,

Vi={veV:XveV,_, paratodo X € g}

que é diferente de V;_; e o contém. Como dim V' < oo, algum V; = V| e assim mostramos

a existéncia dos subespacos
o0O=VycCcWVicCc---CV,.,CV, =V
Agora, tome a base
6 = {’Ul, ey Ui V41 oo o3 Vigy oo Vg 1415 - - 7U’in}

com vy 41, -,V € Vigr, 7 =0,...,n—1. Em relacao a esta base, os elementos de g se
representam todos como matrizes triangulares superiores com zeros nos blocos diagonais

correspondentes as dimensoes dos subespacos V. U

Este tltimo teorema garante que toda subdlgebra de matrizes, cuja representacao
canodnica é uma nil-representacao, estd contida na dlgebra das matrizes triangulares su-

periores com zeros na diagonal e, como tal, é nilpotente. Vale a pena destacar este fato.
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Coroldrio A.42 Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita e g C gl(V') uma subdl-
gebra tal que todo X € g é nilpotente. Entao, g é nilpotente. Em particular, p(h) é uma

dalgebra nilpotente se p é uma nil-representacao da dlgebra ) em V.

No caso em que a representacao adjunta é uma nil-representagao, vamos verificar,
para dlgebras de dimensao finita, que a dlgebra é nilpotente e nao apenas sua imagem

pela adjunta. De fato, tome ad : h — gl(V'). Temos que
ker(ad) =3(h) ={X €h: [X,Y] =0 paratodoY € b}

¢ abeliano e portanto solivel. A Im(ad) também é solivel pois por hipétese Im(ad) é
nilpotente. Como Im(ad) ~ h/ker(ad), tem-se que h/ker(ad) é solivel e portanto b é
solivel. Para mostrar que h é nilpotente iremos introduzir a série central ascendente

de uma &dlgebra de Lie g que é definida indutivamente como

go = 0
g = {Xeg:[Y,X]€g,1paratodoY € g}.

Note que [g, ¢;] C g;-1 C g; para todo i , assim g; ¢ um ideal de g. Em geral pode ocorrer
que a partir de algum termo a série central ascendente se estabilize em algum ideal préprio
de g. Isso nao ocorre se a representacao adjunta de uma dlgebra de dimensao finita é
nilpotente. De fato, a sequencia de subespacos V; do teorema anterior coincide, no caso
de uma representacao adjunta, com a série central ascendente. Assim, se a representacao
adjunta é nilpotente, a série central ascendente termina em g. Isso mostra o seguinte

coroléario:

Coroldrio A.43 Seja g C gl(V) uma dlgebra de Lie de dimensdo finita e suponha que

ad é uma nil-representacdo de g . Entao, a série central ascendente satisfaz
0=goCoC-Con=9
para algum n.
Agora, podemos mostrar o teorema de Engel.

Teorema A.44 (de Engel) Seja g C gl(V') uma dlgebra de Lie de dimensao finita e

suponha que para todo X € g, ad(X) é nilpotente, entio g é nilpotente.
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Demonstragao: Pelo coroldrio anterior a série central ascendente termina em g, = g.

Usando o fato de que [g, g;] C g;—1 mostraremos por inducdo que
g’ C gn-in

De fato, se i = 1 o argumento é vélido pois g = g' = g, = gn_141 logo g' C gn_141.
Suponha que o resultado seja valido para i = k, ou seja g* C g,_x1 € mostraremos que

o resultado é vilido para ¢+ = k + 1. Note que
ght! = {[X,Y]: X €geY € gk}>
e como por hipotese gk C @gn—k+1, tem-se que
g Cc{[X,Y]: X€geY €gnii})
mas Y € g, _r41 significa que
(X,Y] € gnki1-1 = gk para todo X € g

logo g**! C g,_i. Daf que g"*! = 0 e, portanto, g nilpotente. 0

Em geral, uma representacao de uma &lgebra nilpotente nem sempre é nilpotente,

como mostraremos nos dois préximos exemplos.

Exemplo A.22 Seja g a dlgebra das matrizes diagonais n x n. Como g é abeliana ela é
nilpotente. Como uma matriz diagonal nao é nilpotente, a menos que ela se anule, temos

que a representacao canonica de g, dada pela inclusao, nao é uma nil-representacao.

Exemplo A.23 Seja g a dlgebra das matrizes triangulares superiores com elementos da

diagonal todos iquais e diferente de zero:

g=1 }
A

Como as matrizes que sao multiplas da identidade sdo matrizes diagonais, elas nao sao

nilpotentes. Como elas pertencem a g, a representacao canonica de g nao é nilpotente.
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A diferenga de uma representagao arbitraria para uma nil-representacao de uma alge-
bra nilpotente é que geralmente, podem aparecer autovalores nao-nulos da representacao.
Quando isso acontece, ocorre um certo padrao de repeticao, como no caso do segundo
exemplo acima. Esse padrao de repeticao é dado pelas decomposicoes de Jordan dos
elementos da dlgebra.

Analisaremos agora, essas decomposicoes.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e A : V' — V uma transformacao linear.

Pelo teorema da decomposicao priméria, V' se decompoe em subespacos A-invariantes
V=Vie oV,
que sao os auto-espagos generalizados
Vi ={v eV :pi(A)P*v = 0 para algum k > 1}.

Aqui os polinémios irredutiveis p;, i = 1, ..., s, sdo as componentes primarias do polindémio
minimal p = p"...p" de A. No caso em que o corpo de escalares é algebricamente
fechado, p;(A) = A— \; com \; autovalor de A e os subespagos da decomposi¢ao priméria

sao escritos na fOI'ma
Vi={veV:(A-\)v =0 para algum k > 1}.

Denotaremos esses subespacos por V), para enfatizar a relacao desses subespagos com
os autovalores de A.

Verificaremos agora como age uma outra transformacao linear B nos espacgos da de-
composicao primdria de A. Para isso precisaremos da férmula de comutacao em &dlgebras
associativas que se aplicam em particular & dlgebra das transformacoes lineares de um

espaco vetorial.

Proposicao A.45 Seja A uma dlgebra associativa e tome x,y € A .
1. Denotando ad.(z)y = zy — yx, tem-se, para todo n > 1, a formula de comutagio &

esquerda
n

:Wy=§j(gymu@Wﬂwnﬂ

p=0

2. A formula de comutagao a direita é dada por

ot =3 () adata )

p=0 p
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onde ady(x)y = yxr — xy € a adjunta a direita.
Demonstragao: Mostraremos por inducao. Para n = 1, o resultado ¢é vélido pois

ry = yr + [,9].

Para n + 1, tem-se aplicando a hipétese de inducao que

2"y = x(amy)
= é (Z) (ade(z)" P y)a? + é (Z) (ad, ()" Py)aP+t,

Substituindo p por p + 1 na segunda soma da iltima igualdade, tem-se

n

oy Z(Z)<ade<as)"-p“y>xp+§n;(pﬁ1)<ade<x>““—py>xp

p=0

= ad () g Y (1) +(,",)) e

p=1 P

que é a férmula de comutacao a esquerda. Para provar a férmula de comutagao a direita

o processo é andlogo. 0

Agora mostraremos que os espagos das decomposi¢oes primadrias dos elementos de uma

dlgebra nilpotente sao invariantes pela dlgebra.

Proposigao A.46 Suponha que o corpo de escalares é algebricamente fechado. Sejam A
e B transformagoes lineares de V. Tome V), como acima, os auto-espacos generalizados

de A. Entdo, BV,, C V), para todo i se, e somente se, ad(A)!B =0 para algum q > 1.
Demonstragao: Como o corpo de escalares ¢ algebricamente fechado temos que
Vi, = {v e V:(A— NI)Fv =0 para algum k > 1}.
Dado i, seja A; = A — \; = (A — N\ I). Como \; é miltiplo da indentidade, tem-se que
ad(A)?B = 0 se, e s6 se, ad(A;)!B = 0.

De fato, vamos mostrar por indugao sobre q. Se ¢ = 1 temos que ad(A4;)'B = 0 se, e s6 se,
ad(A—N\I)B =0, mas ad(A — \;I)B = 0 se, e somente se, [A — \;I, B] = 0 o que implica
que [A, B] = 0 ou seja ad(A)B = 0. Logo o resultado ¢é vélido para ¢ = 1. Suponha agora



A.2 Algebras nilpotentes 126

que o resultado ¢ vélido para ¢ = k ou seja ad(A)*B = 0 se, e somente se, ad(4;)*B = 0.
Dai temos

0 =ad(A)"™'B = ad(A)*(ad(A)B)

mas por hipétese de inducio ad(A)*(ad(A)B) = 0 se, e 86 se, ad(A;)*(ad(A)B) = 0. Mas
ad(A;)"(ad(A) B) = ad(A:)"([A, B])

e ad(4;)*([A, B]) = 0 se, e somente se, ad(4;)*([A — \;, B]) = 0 e como

ad(A)*([A — N, B]) = ad(A,)*([A;, B]) = ad(A;)*ad(A;)B = ad(A;)" B

tem-se que ad(A;)*([A, B]) = 0 se, e somente se, ad(4;)*"1 B = 0. Portanto ad(A)‘B = 0
se, e somente se, ad(A4;)?B = 0.
Suponhamos entao que ad(A)?B = 0. Logo ad(A;)?B = 0. Tome v € V), assim existe

k tal que (A — \)*v = 0 o que implica (A4;)"

v = 0. Fixando os expoentes ¢ e k tome
n > q+ k. Entao para 0 < p < n tem-se que n —p > q ou p > k e portanto na férmula de
comutacao para A7 B todos os termos aplicados a v se anulam. De fato, como n —p > ¢
ou p > k temos ad(A)" B = 0 ou AYv = 0. Daf como
n

ArB=%" (Z) (ad.(A;)"?B)A?
p=0
temos A Bv = 0 o que implica que Bv € V), e daf que V), é B-invariante.

Reciprocamente como a restrigao de A; a V), é nilpotente tem-se pela Proposicao A.39

que ad(A;) é nilpotente ou seja, existe ¢; tal que ad(A;)% B; = 0 onde B; é a restrigao de

B a V),,. Portanto ad(A)?B = 0 para algum g. O

Mostraremos agora que pode-se decompor o espaco de uma representacao em auto-
espacos generalizados, e também que eles sao auto-espacos simultdneos para todos os
elementos da dlgebra. De fato, seja g uma algebra de Lie nilpotente e p uma representagao
finita de g em V. Como g é nilpotente, temos que dados X,Y € g tem-se que

ad(X)?(Y) = 0 para algum g > 1. Aplicamos ent@o p a esta igualdade. Logo
ad(p(X))?p(Y) =0

para algum ¢ > 1. Suponha que o corpo de escalares seja algebricamente fechado. Pela

proposigao anterior temos que p(Y)Vy, C V) . Tome X € g. Seja

V=Wia---aV,
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a decomposigao primdria de V' por p(X). Como cada V; é invariante por p(Y') para todo
Y € g, tem-se que esses subespacos sao g-invariantes. Agora tome a decomposi¢ao
priméaria de V; em relacdo as restrigdes de p(Y), com Y € g. Suponha que para todo
Y €gei=1,...,s a decomposigdo primdria de p(Y) em V; se constitui de um unico
elemento. Logo cada V; é um auto espaco generalizado das correspondentes restrigoes de
p(Y) para todo Y € g. Isso significa que dado Y € gei = 1,...,s existe um autovalor
Xi(Y) para p(Y) tal que V; estd contido no auto espago generalizado associado a \;(Y),
isto & (p(Y) — \i(Y))*v = 0 para algum k > 1 se v € V.

Agora se algum V; se decompoe por algum p(Y'), pode-se tomar uma nova decom-
posicao de V' e repetir o mesmo processo. Ja que a dimensao dos subespacos diminuem,

obtém-se por indugao uma decomposicao em subespacos g-invariantes
V=Wae - oW

tal que para todo Y € gei=1,...,¢ existe \;(Y) autovalor de p(Y’) com
(p(Y) = X(Y))kv = 0 para algum k > 1 se v € W;.
A partir daf se obtém a decomposicao em relacao a representacao de uma dlgebra nilpo-

tente.

Teorema A.47 Suponha que o corpo de escalares é algebricamente fechado e tome p
uma representacdo de g em V, com dimV < oo e g nilpotente. Entdo, existem funcionais

lineares A1, ..., \s tal que se
Vi, = {v €V :para todo X € g, existe n > 1, (p;(X) — \(X))"v = 0},
onde p; é a restricao de p a V), entao V), é g-invariante, i =1,...,5 e
V=V,& --adV,,.

Demonstracao: A discussao feita apds a ultima proposi¢ao garante a existencia de

subespagos g-invariantes Wy & - - - & Wy e aplicagoes \; : g — K tal que
V=Wi& ---&W,

com W; C V), e V), como no enunciado do teorema. Neste caso pode-se tomar \; # \; se
i # j somando se necessério parcelas para as quais os A coincidem. Vamos mostrar que

Wi - V)\..

7
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Primeiramente tem-se que \; é linear. De fato, denote por p; a restricao da represen-
tagao a V),. Pela forma como V), estd definido tem-se que p,(X)— \;(X) é nilpotente para

todo X € g. Portanto tr(p;(X) — \;(X)Id) = 0 e dai temos

0 = tr(p,(X)) — tr(A(X)Id)
— tr(py(X)) — (dim V3, )\ (X)

e assim tr(p;(X)) — (dim V},)\;(X) = 0. Como (dim V},) # 0 tem-se que

A () = T

Logo, da linearidade do traco temos que \; é linear.

Como os funcionais lineares \; — A; nao sao nulos e existem em quantidade finita
¢ possivel tomar X € g tal que \;(X) # A;(X) para todo ¢ # j. Tomando X dessa
forma, tem-se que cada \;(X) é autovalor de p(X). Seja V),(x) o auto-espaco genera-
lizado associado. Como os autovalores sao todos distintos, a soma Vy,(x) + -+ V) (x) é
direta. Como W; C V), (x) a soma coincide com V' . Assim W; = V), (x), 1 =1,...,s, mas

por definicao tem-se que V), C V),(x) o que mostra que V), (x) = V),. Portanto W; = V. [

Agora vamos introduzir uma terminologia que aparece a todo momento, ligada aos

autovalores \; da representagao.

Definicao A.48 Seja g uma dlgebra de Lie e p uma representacao de g em V. Um peso

de p é um funcional linear \ : g — K tal que o subespago Vy\ de V' definido por
Vi={v eV : para todo X € g, existe n > 1,(p(X) — \X))"v = 0}

satisfaz V # 0. O subespago Vy é chamado de subespag¢o de pesos associado a \. A

dimensao de V, é chamada de multiplicidade de ).

Portanto os pesos de uma representacao sao os autovalores dos elementos da dlgebra.

Vejamos um exemplo para ilustrar a definicao de peso.

Exemplo A.24 Seja g a dlgebra das matrizes diagonais em relagao a base {e,, ..., e,}.

Os pesos da representacdo candnica de g sao os funcionais A\;, © = 1,...,n definidos por
Ni(diag{ay, ... a,}) = a;

Assim Vy,, i =1,...,n é o subespaco gerado por e;.
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Exemplo A.25 No caso em que p é uma nil-representacao de dimensao finita, teremos

que 0 € o unico peso de p e Vy coincidird com o espaco da representacao.

De volta ao teorema A.47, seja p,; a restri¢do de p a Vy,. Logo p;(X) — A\i(X) é nilpo-
tente para todo X € g. Se mostrarmos que p;(X) — A\;(X) ¢ uma nil-representagao, isto
nos esclarece a forma de p,. Como p;(X) — A\;(X) é nilpotente para todo X € g, para
mostrar que p;(X) — A\;(X) é uma nil-representacdo nos resta mostrar que p, — A; € uma

representacao, o que serd feito no préximo resultado.

Proposicao A.49 Seja p uma representacio de dimensao finita de g em V. Suponha
que ezista A : g — K tal que p(X) — AN(X) seja nilpotente para todo X € g. Entdao, \ é

linear e p = p — X\ é uma representagao.

Demonstragao: Do mesmo modo que na demonstragao do Teorema A.47, temos que

e

e portanto A € linear. Como o trago de um comutador se anula, temos que tr([pX, pY]) =0
para todo X,Y € g. Logo A([X,Y]) = 0 para todo X,Y € g. Assim, p|X,Y] = p[X,Y].
Como p é uma representacao, temos que p[X,Y] = [p(X), p(Y)]. Por outro lado,

P (X),p(Y)] = [p(X)=A(X),p(Y) = A(Y)]

pois os miiltiplos da identidade comutam com todas as transformacoes lineares. Logo

plX,Y]=1[p(X),p(Y)]. Portanto p é uma representacao. O

Como p; = p;—\; s@o nil-representagoes, existem bases de V), tal que p,(X) é triangular
superior com zeros na diagonal. Mas \; é multiplo da identidade. Logo a restricao de
p;(X) a V), é triangular superior com \;(X) na diagonal. Assim podemos decompor p

como no resultado a seguir.

Teorema A.50 Suponha que o corpo de escalares é algebricamente fechado e seja p uma
representagao da dlgebra nilpotente g sobre o espago de dimensao finita V. Entao, existe
uma base de V' tal que nessa base p se escreve como
p1(X)
p(X) = Xeg
ps(X)
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com o0s blocos diagonais p;(X) da forma

onde \; é peso da representacao.
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Os elementos das dlgebras soliveis de transformagoes lineares, também podem ser

colocados em forma triangular, como serd mostrado no teorema de Lie. Mas antes de

construir uma base que triangularize os elementos de uma dlgebra solivel, precisaremos

mostrar a existéncia de um autovetor comum para os elementos da dlgebra. A existéncia

desse autovetor serd mostrada no préximo resultado.

Teorema A.51 Sejam V # 0 um espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo

algebricamente fechado e g C gl(V') uma subdlgebra solivel. Entao existe v € Vv # 0 e

um funcional linear X : g — K tal que

Xv=AX)v para todo X € g,
isto é, v é um autovetor comum a X € g com autovalor A\(X).
Demonstragao: Observemos que A é linear pois

MaX+Y) = (aX+Y)v=(aX)v+Yv
= a(X)v+Yv

= aAX)v+A(Y)v

para todo X,Y € g e a € K. Resta mostrarmos que existe um autovetor comum para

todo X € g. Faremos isso por indugao sobre a dimensao de g.

Se dimg = 1, entao g é gerada por X e a existéncia do autovetor para X segue do

fato do corpo ser algebricamente fechado.

Se dimg > 1, entao g possui um ideal h de codimensao 1. Aplicando a hipétese de

indugao sobre h temos que existe w € V, w # 0 tal que

Xw=AX)w paratodo X € b.
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O fato de h ter codimensao 1, garante que existe Xy € g tal que Xy e h geram g. Assim,
se encontrarmos um autovetor comum a Xy e a todo elemento de f, temos o desejado.
Note que isso acontece se encontrarmos um subespaco W £ 0 tal que W é invariante por
Xp e todo v € W, v # 0 é autovetor de todo Y € h. De fato, como W é invariante por X,
e o corpo de escalares é algebricamente fechado, Xy tem um autovetor em W e, portanto,
esse autovetor ¢ comum a todos os elementos de g.

Um subespago W que satisfaz essas condigoes ¢é
W = ger{X}w :i > 0},

o subespago ciclico de X, gerado por V.

E imediato verificar que este subespaco é invariante por X,. Observe que para algum
p > 0 temos f = {w, Xow,..., X w} é base de W. Logo a restricio de Y € h a W &
multiplo da identidade. Assim, dado Y € b, seu valor nos elementos dessa base é dado
pela férmula de comutacao & direita como

k
YXgw=)_ (’;) X)(adg(Xo)* " Y)w  0<k<p.

§=0
Como b é ideal e w é autovetor para os elementos de b, tem-se que
E g ‘
Y Xiw = < ) AMadg(Xo)" V) Xw

— \J

ERS
- o

= ( (k.)/\(add(Xo)ij)(ng)) + AV XIwew (A.5)

=0

Isso mostra que W é invariante por h e que em relacao a base 3, a restricao de Y
a W é triangular superior, com os elementos diagonais sdo todos iguais a A(Y'). Assim,

analizando tr(Yjw ), tem-se que
_ o (Mw)
dim W~

A(Y)
Como todo colchete de transformacoes lineares tem tracgo zero, entao
tr(ady(Xo) Yjw) =0

se k — j > 1. Esse fato juntamente com a expressao para Y X w dada em (A.5), tem-se
que

YXbw= XY)Xw Yeb k=0,...p
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Portanto X%w é autovetor de Y € . Assim W satisfaz as condigoes requeridas e portanto

temos o desejado. U

Agora podemos mostrar o teorema de Lie.

Teorema A.52 (de Lie) Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado e g C gl (V') uma dlgebra solivel. Entao, existe uma base B =
{v1,...,u,} de V e funcionais lineares Ay, ...\, : g — K tal que, em relagio a 5, X € g

Se escreve como

Demonstragao: Seja v; autovetor comum a todos os elementos de g com autovalor
A1(X). Sabemos que \; é funcional. Seja V; o subespaco gerado por v;. Assim g deixa V;
invariante e se representa em V/V; . Como g é soluvel, existe w € V/V; que é autovetor
comum para os elementos da representagao de g, com autovalor \s. Tomando v, como
representante de W em V', tem-se que Xvy = \y(X)vy + u com u € V5. Como w # 0 em
V/Vi, {v1,v9} € linearmente independente. Agindo assim sucessivamente obtemos a base

e 0s pesos requeridos. [

A.4 Critérios de Cartan

As vezes, pode nao ser fécil encontrar o radical para uma particular algebra de Lie

g. A forma de Cartan-Killing de uma dlgebra de Lie de dimensao finita é a forma bilinear

definida por tr(ad(X)ad(Y)), e atua como um instrumento que nos permite investigar,
através dos critérios de Cartan, a semisimplicidade e a solubilidade de dlgebras de Lie.

Antes de mostrarmos os critérios de Cartan iremos mostrar alguns resultados

sobre derivacoes de uma dlgebra de Lie. Alguns desses resultados serao utilizados na

demonstracao dos critérios de Cartan.

Proposicao A.53 Seja D : g — g uma deriwacgao da dlgebra de Lie de dimensao finita

sobre um corpo algebricamente fechado. Tome a decomposi¢cao primdria

g=0\ D---Dan,
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onde

gy, ={X €g:(D—-X\N)"X =0 para algum n > 1}

¢ o auto-espaco generalizado associado ao autovalor \;. Entao,

[g)\ﬂg)\j] - O+
(gx+1; = 0 se A + A\ ndo é autovalor de D).

Demonstragao: Pela definicio de g,, temos que (D — )\;) é nilpotente com indice de
nilpoténcia n. Assim cada g,, se decompoe em componentes de Jordam. Logo existem

conjuntos linearmente independentes { X1, ... X, } tais que
DXj:)\in—}-Xj_l jzl,...,T (X_lz()),

e existe uma base de g,, formada por esses conjuntos {X7,... X, }.
Sejam

{Xl,...,XT}Cg,\i e {Yl,...,Ys}Cg,\j
conjuntos linearmente independentes, como acima. Basta mostrar entao que
[Xk,Yl]Cg,\iHj k=1,....r; 1=1,...,s.
Mostraremos por inducao dupla sobre k e [. Primeiramente tem-se que
= [NXe+ X1, Vi) + [Xi, Y + Y]
- (/\l + )\])[Xka }/2] + [Xk‘fla }/” + [Xk7 }/271]
de onde se tira que
(D = (N + X)Xk, Yi] = [Xi—1, Y] + [Xi, Yiea]- (A.6)

Faremos a indugao da seguinte maneira: Suponha que £ = | = 1. Logo o segundo
membro de(A.6) se anula e [X1,Y1] € ker(D — (A + A;)) e daf que [X1,Y1] € gaq4y,-
Suponha que o resultado ¢ valido para k' < k com [ arbitrédrio e valido para I’ < [ com k
arbitrério. Note que o segundo membro de (A.6) estd no nicleo de (D — (\; + A;))", para

algum n, pois

(D~ (4 A (Ko Vi + X Yis)) = (D = s+ A)"((Xir, Vi)
(D — (A + A)" (X, Vi)
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e pela hipétese de indugao
(D= N+ X)" (X1, Y]) =0 e (D= (A + X)) ([X¢, Yia]) = 0

logo
(D = (N + X)) ([Xpe—1, Yi] + [Xi, Yiea]) = 0 (A7)

e assim ([Xj_1, Y]] + [ Xk, Yi_1]) € ker(D — (X; + A;))". Logo
(D= N+ X)X Y] = (D= N+ 2))" (D = (N + A)[ X5, Vi)

= (D= N+ 2)"([Xe—1, Y] + [Xg, Yio1])

= 0.
para algum n. E portanto [Xg, Y]] C gx,4a,- O
Antes do préximo resultado, introduziremos o conceito de elemento semisimples da
algebra de Lie gl(V).

Definicao A.54 Um elemento X € gl(V') (V de dimensao finita) é dito semisimples
se as raizes de seu polindmio minimal forem todas distintas. Fquivalentemente, X é

semisimples se, e so se, X é diagonal.

Em espago vetoriais sobre corpos gerais, a decomposicao de Jordan-Chevalley, garante

que uma transformacao linear 7' se decompode, de maneira tinica, como
T=S+N

onde N é nilpotente e S semisimples, com S e N comutando entre si e também com 7.
A partir do resultado anterior pode-se provar que as componentes semisimples e nilpo-

tentes de uma derivagao também sao derivacoes.

Teorema A.55 Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita e D uma derivagao de g.

Escreva D = S + N, de maneira inica, com S semisimples, N nilpotente e suponha que
[D,S]| =[D,N]=[S,N]=0.

Entdo, S e N também sao derivagoes.
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Demonstragao: Suponhamos sem perda de generalidade que o corpo de escalares é
algebricamente fechado. Primeiramente mostraremos que S é uma derivagao, ou seja,
SIX,Y] = [SX,Y] + [X,SY] para X,Y elementos de uma base de g. Mas para isso é
suficiente mostrar essa propriedade de derivagao para X € gy, e Y € gy, com \;, A; auto-

valores, pois g se decompoe nos auto-espacos generalizados de D. Temos pela proposicao

anterior que [gx,, gx;] C @42, logo
[X, Y] € gr4a;-
Como os auto-espagos generalizados de D sao auto espagos de S temos que
SIX, Y] =N+ M\)[X,Y]
onde [X,Y] =0 se \; + \; nao for autovalor. Temos também que
[SX, Y]+ [X,9Y] = [NX, Y]+ [ X, Y] = (N + M) X, Y.
Logo S[X,Y] = [SX,Y] + [X,SY] e portanto S é derivacgo. Como N = D — S e D ¢é
derivacao, temos que N é derivacao. U
O proéximo resultado serd na mesma direcao do resultado anterior, mas antes é necessario

introduzir a seguinte terminologia.

Definigao A.56 Seja A = (\1,..., ) uma sequéncia finita de elementos de um corpo.
Uma terna ordenada (i1,12,13) de elementos de {1,...,k} é dita A\-fechada (ou simples-

mente fechada) se \iy + Aiy = Ais.
Exemplo A.26 Para a sequéncia (1,1,2) as ternas fechadas sao (1,2,3) e (2,1, 3).

Definicao A.57 Diz-se que uma sequéncia pp = (fiq, - . ., iiy) tmita A se as ternas fechadas

para A sao também ji-fechadas, isto €, p;, + p, = f, $€ Aiy + Aiy = Aij-

Exemplo A.27 A sequéncia p = (3,0,3) imita a sequéncia A\ = (1,2,3) pois as ternas
fechadas de A sao (1,2,3) e (2,1,3) que também sao p-fechadas.

As sequéncias que imitam os autovalores de uma derivagao diagonalizdvel permitem

construir novas derivagoes, como veremos no proéximo resultado.
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Proposicao A.58 Seja S uma derivagao de uma dlgebra de Lie g de dimensao finita.
Suponha que S seja diagonalizdvel, isto é, SX; = N X;, i =1,... k, para A = (A1, ..., M)
0s autovalores e {X1,..., Xy} uma base de autovetores de g.

Seja po = (g, ..., 1) uma sequéncia que imita A e defina a transformagdo linear T, :
g—g, por T, X;=puX;,i=1,... k.

Entao, T, também é derivagao.

Demonstracao: Para mostrar que 7, ¢ derivagao devemos mostrar que

T,LL[XhXj} = [TMXZ"X]'] + [XlﬁTMXj} (A8>
para i,j = 1,..., k. Primeiramente, se A\; + A; ndo ¢ autovalor de S, temos [X;, X;] = 0.
Logo
TN[Xiaxj] = 0.
Mas

[Tqu‘, Y]] + [Xz‘yTqu] = (p; + Nj)[Xi»Xj] =0.

Portanto a equacao A.8 é satisfeita se \;+\; ndo é autovalor. Agora, se \;+ A\, é autovalor
entdo \; + A\; = \; para algum [ e a terna (i, j,[) é A-fechada. Por hipdtese p imita A.
Logo p; + p; = ;e assim

[1.X5, X5] + [Xi, T X5] = [ Xs, X

Por outro lado pela Proposi¢ao A.53, tem-se que S[X;, X,;] = N[X;, X;]. Como os autove-

tores de S associados a A; sao autovetores de 7T}, associados a j; temos que

Logo
Tu[Xi, X1 = [ Xi, X;] = [T,.X5, X5 + [ X, T,.X;].

Assim, a equagao A.8 também ¢é satisfeira no caso em que \; + \; é autovalor. Portanto

T,, € uma derivagao. U

Agora podemos mostrar o seguinte teorema, que serd utilizado na demonstracao dos

critérios de Cartan.
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Teorema A.59 Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita e D uwma derivagao de g.

Suponha que para toda derivacao M de g se tenha
tr(DM) = 0.
Entao D é nilpotente.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, vamos supor, que o corpo de escalares seja
algebricamente fechado. Tome D = S + N a decomposigao de D, onde S é semisimples e
N é nilpotente e comutam entre si . Para mostrar que D é nilpotente, vamos mostrar que
S = 0. Pelo Teorema A.55 S é uma derivagao. Como o corpo de escalares é algebricamente
fechado, S = diag{\i,...,\r} em alguma base de g. Para mostrar que S = 0 vamos
mostrar que \; =0 parat=1,...,k.

Sendo K o corpo de escalares de caracteristica zero, temos que K contém os racionais
Q e é um espaco vetorial sobre Q. Denote por V' C K o subespaco vetorial, de dimensao

finita, sobre Q gerado pelos autovalores Ay, ..., \;. Tome agora o funcional linear em V'
Y Vo — Q
i o— () =

A sequéncia = (puq, - .., i,) imita X. De fato, se \;; + A\;, = A;, temos

Mgy + iy = ¢<)‘11) + ¢<)‘Z2) = Q/}()‘11 + )‘12) = 1/}()‘13) = M-

Para essa sequéncia p tome 7}, como na proposigao anterior. Logo T}, é derivacao. Assim,

pela hipdtese, temos

0 = tr(DT),) = i Atp(Ni).

k
A expressao Y A\Y(A;) € uma combinagao linear sobre Q de Ay, ..., \;. Aplicando 9 a
i=1

esta combinacao temos

k
0 =93 A(A) = D b(M)e(h) =D w(N)*
i=1 i=1 i=1
k
Como > #(\;)? ¢ uma soma de racionais positivos, temos que ¥()\;) = 0 para todo i.
i=1
Como escolhemos ¥ um funcional linear arbitrdrio e V' tem dimensao finita tem-se que

A; = 0 para todo 7, como querfamos mostrar. O
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Definicao A.60 Seja p uma representacao de dimensao finita de uma dlgebra de Lie g.

A forma trago 3,, que é uma forma bilinear simétrica, é definida por
B, (X,Y) = tr(p(X)p(Y)).

Para o caso em que p é a representacao adjunta, a forma traco serd denominada forma de
Cartan-Killing da dlgebra e serd denotado por (-,-) ou (-, ") o quando se quiser ressaltar

a dlgebra g.

Exemplo A.28 Vamos calcular a férma de Cartan-Killing para s1(2,K) usando a base

canonica {X, H,Y'}, onde as relagdes dos colchetes entre esses elementos sio
[H, X] =2X, (X,Y]=H, [H,Y] =-2Y.

Ainda na mesma base, estas relacoes nos permitem ver claramente que as matrizes das

representacgoes adjuntas de X, H,Y sao respectivamente

0 -2 0 2 00 0 00
ad(X)=100 1 |,adH)=|1000 [.ad¥Y)=[-10 0
00 O 0 0 -2 0 20
0 0 4
Portanto a matriz de <','>5[(2,K) ¢l 0 8 1 |,cujo determinante é —128. A represen-
4 00

tacdo do exemplo A.9 é a representacio adjunta de sl(2,K), ou seja, dado

tem-se que

e assim é facil verificar que a forma de Cartan-Killing de s1(2,K) é 8(a* + bc).

Exemplo A.29 Seja g uma dlgebra de Lie solivel de transformagoes lineares, e p uma

representa¢do dessa dlgebra. Supondo que o corpo de escalares é algebricamente fechado,
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temos pelo teorema de Lie que os elementos dessa dlgebra sao escritos como matrizes tri-
angulares superiores. Logo os elementos de g sao representados por matrizes triangulares
superiores com zero na diagonal. Assim se X € g tem-se que p(X)p(Y) é nilpotente.
Portanto se g é soluvel temos Bp(X, Y)=0se X €g. Em particular B, € identicamente

nula em g'.

Veremos mais adiante que a reciproca do exemplo acima é um dos critérios de Cartan,
ou seja, g é solivel se 3,(X,-) =0 para X € g’ e p a representacio adjunta.
Mostraremos agora que as adjuntas dos elementos de uma dlgebra de Lie sao anti-

simétricas em relacao a forma traco.

Proposicao A.61 1) As adjuntas dos elementos da dlgebra de Lie g sao anti-simétricas

em relagao a 3, ou seja,
B,([X.Y],Z) + B,(Y,[X, Z]) = 0 para todo X,Y.Z € g (A.9)

Jd no caso da forma de Cartan-Killing tem-se:
2) Se ¢ é um automorfismo de g, entio (X, Y ) = (X,Y).
3) Se D ¢é uma derivagao de g, entao (DX,Y) + (X, DY) = 0.

Demonstragao: 1) A demonstragao é imediata pois o trago de um comutador se anula.

2) Seja ¢ um automorfismo de g. Entao

ad(pX)(Y) = [¢X,Y]=[¢X,6 (¢ '(V))]
= ¢[X7¢_1(Y)]
= ad(X)p (V).

Assim ad(¢X) = pad(X)¢ . Logo

(0X,0Y) = tr(ad(¢X)ad(¢Y))
= tr((¢ad(X)o ") (dad(Y)e ™))
= tr(ga ( Jad(Y)o™")
= tr(¢¢ ad(X)ad(Y))

tr(ad(X)ad(Y"))
— (X,Y).
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3) Como D é uma derivagao, dado Y € g temos

ad(DX)(Y) = [DX,Y]=DI[X,Y]~[X,DY]
= D ad(X)(Y) — ad(X)(DY)
= D ad(X)(Y) — ad(X)D(Y)
= [D,ad(X)] (V).
Logo ad(DX) = [D,ad(X)]. Assim, temos que
(DX,Y)+ (X,DY) = tr(ad(DX)ad(Y))+ tr(ad(X)ad(DY))
= t2([D,ad(X)Jad(Y)) + tr(ad(X)[D, ad(Y))])
= t2(D ad(X)ad(Y)) — tr(ad(X)D ad(Y))
+tr(ad(X)D ad(Y) — tr(ad(X)ad(Y) D)

= 0.

Portanto (DX,Y) + (X, DY) = 0. O

Mostraremos agora que a restricao da forma de Cartan-Killing a um ideal i de g

coincide com a forma de Cartan-Killing de i.

Proposigao A.62 A forma de Cartan-Killing a um ideal i de uma dlgebra de Lie g

coincide com a forma de Cartan-Killing de i.

Demonstragao: Dados X €ieY € g, temos
(ad(Y)ad(X))(Z) = ad(Y)[X,Z] = [Y,[X,Z]] Ci  paratodo Z € g,

ou seja, a imagem da ad(Y )ad(X) estd contida em i. Tome uma base para i e a complete
a uma base de g. Dai, os elementos que estao fora de i nao interferem em tr(ad(Y")ad(X))
e portanto (Y, X) coincide com tr(ad(Y)ad(X) |;) que é a forma de Cartan-Killing de i
quando Y € i. O

Para mostrar o critério de Cartan para dlgebras soltiveis, precisaremos do seguinte

lema.

Lema A.63 Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. Se a forma de Cartan-Killing

de g ¢é identicamente nula, entao g é solivel.
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Demonstragao: Para mostrar que g é soltivel, basta mostrarmos que g’ é nilpotente. De
fato, seja g’ nilpotente, em particular ela também é solivel. Como g/g’ é sempre abeliana
e, portanto solivel, entdo pela Proposigao A.34 ¢), g é soluvel.

Mostraremos entao que g’ é nilpotente. Seja X € g/, entdo X se escreve como

X=)M.Z] comY,Zeg

Tomando D uma derivagao qualquer, temos que tr(ad(X)D) = 0, pois
tr(ad(X)D) = tr(ad(3_,[V, Zi]) D)

= > tr([ad(Ys), ad(Z;)] D)

= 2.itr((ad(Yi)ad(Z:) D) — (ad(Z;)ad(Y;) D))

= 2.itr(ad(Yi)ad(Z) D) — 32, tr(ad(Z;)ad(Yi) D)

= 2. tr(ad(Zi)D ad(Y;) — ad(Z;)ad(Y;) D)

= 2 tr(ad(Z)[D, ad(Y3)])
= 2. tr(ad(Z;)ad(DY;))
= Xi{Zi, DY)).

(
i)

Mas por hipétese a forma de Cartan-Killing é identicamente nula, logo
tr(ad(X)D) = > (Z,DY;) = 0.

Como D é uma derivagao qualquer e ad(X) também é uma derivagao, pelo Teorema A.59
segue que ad(X) é nilpotente, ou seja, a representagao adjunta de g’ é nilpotente. Logo

pelo teorema de Engel, segue que g’ é nilpotente. 0

Mostraremos agora o primeiro critério de Cartan.

Teorema A.64 Denotando por (.,.) a forma de Cartan-Killing de uma dlgebra de Lie g,

tem-se que g é solivel se, e somente se, para todo X € g’ e todoY € g
(X,Y)=0

Demonstragao: Suponha inicialmente que g é solivel. Segue do Exemplo A.29 que
(X,Y)=0para X €¢.
Para mostrar a reciproca, note que por hipétese, a forma de Cartan-Killing em g’ é iden-

ticamente nula em g’. Logo, como g’ é um ideal, temos pela Proposi¢ao A.62 que a forma
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de Cartan-Killing de g’ é identicamente nula. Logo, pelo lema anterior, segue que g’ é

solivel e portanto g é solivel. U

A partir deste critério para as algebras soltiveis, mostraremos o segundo critério de

Cartan. Mas antes é necessdrio introduzir o conceito de forma bilinear nao-degenerada.

Definicao A.65 Uma forma bilinear 5 num espaco vetorial V' de dimensdo finita, diz-se
ndao-degenerada se o tunico elemento v € V' que satisfaz f (v,w) =0 para todo w € V

ev=020.

Teorema A.66 A forma de Cartan-Killing de g é nao-degenerada se, e somente se, g é

semasimples.

Demonstragao: Suponhamos que g nao seja semisimples. Logo t(g) # 0. Como t(g) é
soltivel, t(g)* ¢ um ideal abeliano nao trivial para algum k. Seja t(g)* = i. Tome X € i,
entao para todo Y € g tem-se que a imagem de ad(X)ad(Y") estd contida em i. Portanto
tr(ad(X)ad(Y")) coincide com tr(ad(X)ad(Y’) |;). Como tr(ad(X)ad(Y) |;) = 0, pois i é
um ideal abeliano, segue que para todo X € ie todo Y € g tem-se (Y, X) = 0, mas isso
contraria o fato de g ser nao degenerada. Portanto se a forma de Cartan-Killing de g é
nao degenerada tem-se que g é semisimples.

Reciprocamente, suponhamos que g ¢ semisimples. Seja g o subespaco de g definido
por

g ={Xcg(X,Y)=0 para todo Y € g}.
Temos pelo item 1) da Proposigao A.61 que
<[27 X]>Y> = _<X7 [Z’ Y]> =0

se X € gt e Y, Z sao arbitrdrios, o que implica [Z, X| C g*. Logo g* ¢é ideal de g. Mas a
restrigdo de (.,.) a g+ ¢ identicamente nula e g+ ¢ ideal de g. Logo a forma de Cartan-
Killing de g* ¢ identicamente nula. Consequentemente, pelo lema anterior, segue que g+
é soluivel, e ja que g é semisimples, temos g+ = 0. Portanto a forma de Cartan-Killing de

g ¢ nao-degenerada. O

O critério de Cartan para as dlgebras semisimples, permite provar alguns resultados
que mostraremos a seguir. O primeiro deles é que todo ideal de uma dlgebra semisimples

¢é semisimples.
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Proposicao A.67 Todo ideal i de uma uma dlgebra semisimples g é semisimples.

Demonstragao: Primeiramente vamos provar que i, o ortogonal de i em relagdo a (., .),
¢ um ideal complementar a i. De fato, é claro que i+ é um ideal de g, pois se X € it e

Y € g temos para todo Z € i que
(v, X],Z) = =(X,[Y, Z]) = 0,

o que implica [V, X] € i*+. Note que j = it Ni ¢ um ideal de g. Assim, temos que para todo
X € eparatodo Y € j temos que (X,Y) = 0. Logo pelo primeiro critério de Cartan
segue que j é solivel. Mas g é semisimples, assim j = 0. Logo it Ni = 0 e portanto i+ é
complementar a i.

Mas isso implica que a restricao a i da forma de Cartan-Killing é nao degenerada, o

que garante pelo segundo critério de Cartan que i é semisimples. 0

O fato de que i+ é complementar de i, implica que a representacao adjunta de g é com-
pletamente redutivel. Portando se decompoe como soma direta de subespacos invariantes
irredutiveis. Como todo subespaco invariante irredutivel pela adjunta é um ideal simples,
pois todo subespaco invariante pela adjunta é um ideal e sendo este ideal irredutivel, segue
que ele também ¢é simples.

Vejamos agora um resultado sobre a caracterizagao de uma dlgebra semisimples e seus

ideais.
Teorema A.68 Seja g uma dlgebra semisimples, entao g se decompoe como
g=01 S By, (A.10)

com g;, i = 1,...,n ideais simples. Nessa decomposi¢io [g;,9,] =0 se i # j. Além disso
1) O ortogonal g;- de uma componete simples em relagdo a forma de Cartan-Killing é a
soma das demais componentes;

2) Os ideais de g sao somas de algumas dessas componentes e

3) A decomposicao é unica.

Demonstragao: Pelo resultado anterior e o comentério acima segue a decomposi¢ao de

g em componentes simples, ou seja,

g=01D - Dgs
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Como g;Ng; =0 e [g;, gj] C g;Ng, temos que [g;, gj] = 0 se i # j. Para mostrar os outros
itens suponha que g se decomponha como soma direta de dois ideais, ou seja, g = b1 & b.
Entdo, o complementar ortogonal de um dos ideais é o outro. De fato, h; complementa
b1 e portanto tem a mesma dimensdo que hy. Se X € h; e Y € by entdo ad(X)ad(Y') se
anula em by ou by , ou seja, esses ideais sao ortogonais. Tomando entao uma base de g
cujos elementos estdo contidos ou em h; ou em by tem-se que (X,Y) = 0, logo hs C bhi
e portanto b, = hi pois as dimensoes coincidem. Seja agora g; uma componente simples
e denote por ¢; a soma das demais componetes simples. Note que ¢; é um ideal pois o
colchete entre componentes simples distintas se anula. Logo ¢; = g;- o que mostra 1).
Para mostrar 2) seja h um ideal de g. Tem-se que h D g; ou h N g; = 0. Se h = g;,
nao o ha o que fazer, caso contrédrio, h N ¢; é um ideal, que se for nao nulo, por inducao
mostramos que ele é soma de componentes simples e o mesmo acontece com h. Jd se h N
g, =0, entdo h C ¢;, poisse X € g;, e Y € h entdo ad(X) se anula em ¢; e ad(Y') se anula

em g;, 0 que garante que
(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)) = 0,

mostrando que h C g = ¢;. Usando novamente a indugao conclui-se que h é soma de
componentes simples da decomposigao (A.10).
Por fim, o item 3) decorre diretamente do fato de g;, i = 1, ..., n serem os tnicos ideais

simples de g. U

Esse teorema tem as seguintes consequéncias:
Corolédrio A.69 Se g é semisimples, entao g’ = g.

Demonstragao: Como g’ ¢é ideal de g, existe um ideal i que o complementa. Dados
X,Y € i tem-se que [X,Y] € ¢ Ni, ou seja, i € um ideal abeliano e portanto solivel.

Como g é semisimples segue que i = 0 e portanto g’ = g. 0

Corolario A.70 Se g é semisimples e b é uma dlgebra abeliana, entdo a aplicagdo iden-
ticamente nula é o 1inico homomorfismo de g em . Em particular, a inica representacao
unidimensional de g é a representacao nula e para uma representacao p qualquer de g

tem-se que tr(p(X)) =0 para todo X € g.
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Demonstragao: Se ¢ : g — h é um homomorfismo e h é abeliana, entdo ¢[X,Y] =
[0X, Y] = 0 para todo X,Y € g, ou seja, ¢ ¢é identicamente nula em g'. Como, pelo
coroldrio anterior, g’ = g, temos que ¢ é identicamente nula em g.

Se p: g — gl(V) tem dimensao um, entao gl(V') também tem dimensao um. Logo gl(V') é
abeliana e portanto p é a representacao nula. Agora, como g’ = g, tome X = [Y, 7] € ¢'.

Temos portanto que

trp (X) = trp([Y, Z]) = tr([p(Y), p(2)]) = tr(p(Y)p(2)) — tr(p(Z)p(Y)) = 0.

Coroldrio A.71 Se g é uma dlgebra semisimples e i é um ideal proprio de g, entdo g/i

é semisimples.

Demonstragao: Seja i um ideal préprio de g, sabemos que existe um ideal j tal que
g = 1®j. Entao (g/i) ~ j. Como j é semisimples, pois todos os ideais de g sdo semisimples,

temos que g/i é semisimples. O

Quanto as derivacoes das dlgebras semisimples, tem-se:

Proposicao A.72 Se g é uma dlgebra semisimples, entao toda derivagao de g é uma

derivacao interna.

Demonstragao: Seja D uma derivacao e definimos um funcional linear em g por
X —tr(D ad(X)). Como a forma de Cartan-Killing é nao-degenerada, existe Y, € g tal
que

tr(D ad(X)) = (Yp, X) para todo X € g
Mostraremos que D =ad(Yp). Seja E' = D—ad(Yp) uma derivagao. Temos que
tr(F ad(X)) =0 para todo X € g

Entao, tomando X e Y arbitrarios temos

(EX,Y) = tr(ad(EX)ad(Y))
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Como a forma de Cartan-Killing é nao degenerada, £FX = 0 para todo X € g, ou seja,

E = 0. Portanto D = ad(Yp). O

A partir desta proposicao e do Teorema A.55 obtemos uma decomposicao dos elemen-

tos de uma dlgebra de Lie semisimples, que é dada pelo coroldrio a seguir.

Corolario A.73 Suponha que g é semisimples e seja X € g. Entio X se decompoe de
maneira unica como

X =Xs+ Xy
onde Xg, Xy € g sao tais que ad(Xg) é semisimples, ad(Xy) é nilpotente e
[Xs, Xn] = [X, Xs] = [X, Xn] = 0.
Demonstracgao: Tome a decomposicao de Jordan
ad(X) =S+ N
onde S e N s@o derivagbes que comutam entre si e com ad(X). Como numa dlgebra
semisimples toda derivacao é interna, segue que S = ad(Xg) e N = ad(Xy) e temos

ad(X — Xg — Xy) = 0. (A.11)

Suponha que X € ker(ad). Logo (X,Y) =tr(ad(X)ad(Y)) = 0. Como g ¢ uma dlgebra
semisimples, a forma de Cartan-Killing de g é nao degenerada e portanto X = 0. Logo
ker(ad) = 0. Assim de (A.11) segue que X = Xg + Xy. Isso prova a existéncia. Para

provar a unicidade suponha que X nao se decomponha de maneira tinica, ou seja
XZX5+XN=YS+YN~

Isso implica que Xg—Ys = Yy — Xy, onde Xg—Ys é um elemento semisimples e Yy — Xy é
um elemento nilpotente. Como o tinico elemento semisimples e nilpotente é o zero, tem-se

que Xg = Y5 e Yy = Xy. Verificaremos a comutatividade em g. E claro que
(X, Xn| = [Xs + Xy, Xn| = [Xs, Xn] e

[Xg, X] = [Xg, X5 + Xn| = [Xg, Xn]

Como ad(Xs)(X) = ad(Xs)(Xn), a injetividade da adjunta implica que X = Xy. Por-
tanto [X, Xy] = 0 e segue o desejado. O
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A.5 Subalgebras de Cartan

Nesta se¢ao enunciaremos um conceito muito importante no estudo das dlgebras
semisimples, que é a subdlgebra de Cartan. Denotaremos o auto-espaco generalizado
associado ao autovalor nulo de ad(X') por go(X).

Antes de definir subdlgebras de Cartan definiremos o normalizador de uma subdlgebra

de uma dlgebra de Lie.

Definicao A.74 O normalizador de uma subdlgebra )y C g é definido por
n(h) ={X € g:ad(X)h =[X,b] C b}

Definicao A.75 Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de Cartan de g é uma

subdlgebra b C g que satisfaz
1. b € nilpotente e

2. O normalizador de h em g coincide com V. Esta condi¢do é equivalente a dizer que se

[X,b] C b entdo X € b.
Ilustraremos este conceito com um exemplo.

Exemplo A.30 Para g = sl(2), a subdlgebra

a 0
h={ }
0

—a
é uma subdlgebra de Cartan. De fato, ) é claramente abeliana, logo é nilpotente. seja

01 10 00
X: , H: Y:

0 0 0 -1 10

base de g. Entao
[H,aX +bH + c¢Y] = 2aX — 2¢Y

e este colchete esta em b se, e s6 se, a = ¢ = 0, ou seja se W € g entao [H,W] C b

implica W € .
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Serd importante o estudo da representacao adjunta de uma subdlgebra de Cartan na
dlgebra de Lie. Os pesos, definido na se¢ao 1.2, nao nulos dessa representacao serao
denominados raizes de h.

Antes de proseguirmos, precisamos introduzir a definicao de elementos regulares de g.

Para isso, seja X € g. O polindomio caracteristico de ad(X') denotado por px ¢é da forma
px (A) = A"+ puca (X)X + - 4 pi (X)X + po(X)
onde n = dim g e cada p; ¢ um polinémio de grau n — ¢ em X.

Definigcao A.76 O posto de uma dlgebra de Lie de dimensao finita é o menor indice
1 em que p; nao é identicamente nulo, onde p; denota, como acima, os coeficientes dos

polinémios caracteristicos de cada ad(X).
Definicao A.77 Seja i o posto de g. Um elemento X € g é dito regular se p;(X) # 0.

Exemplo A.31 Considere sl(2) com a base canonica {X,H,Y}. Tome Z = aX +bH +

cY. Logo a matriz de sua adjunta nessa base é
20 —2a 0

ad(Z) = | —c 0 a
0 2 =2b

Calculando o polinémio caracteristico temos
pz(A) = det(\ — ad(Z)) = A\* — 4(b* + ac)\.

Entao, o posto de s5l(2) é 1 e ainda Z é regqular se b*>+ ac # 0. Em particular, H é reqular

e X e Y nao sao regulares.

Exemplo A.32 A representacdo adjunta de uma dlgebra nilpotente é nilpotente. Logo o

seu posto coincide com a dimensao da dlgebra. Portanto todos os elementos sao requlares.

O objetivo do resto desta segdo é mostrar que go(X) é uma subdlgebra de Cartan no
caso em que X é um elemento regular, e reciprocamente, toda subdlgebra de Cartan é
dada dessa maneira. O préximo resultado mostra que go(X) é uma subdlgebra de Cartan

se X for regular.
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Teorema A.78 Seja X € g e denote por go(X) o auto-espaco generalizado associado ao

autovalor nulo da decomposi¢cao primdria
g=00(X)+ar +--+on

de ad(X) com Ay, ..., \x autovalores nao nulos. Entao, go(X) é subdlgebra de Cartan se

X for valor reqular.

Demonstracao: 1) Tem-se que go(X) é subalgebra, pois [go(X), go(X)] C go+0 = go(X).

2) O normalizador de go(X) ¢ o préprio go(X). Para mostrar isso, tome Y ¢ go(X)
e vamos mostrar que Y nao normaliza go(X), ou seja, [Y,go(X)] ¢ go(X). Escreva
Y=Y+Yi+..+Y,comYy€goX)eV;€g,. ComoY € go(X),entdo Y;,i=1,...,k
é nao nulo para algum i. Como os subespagos g,, sao invariantes pela ad(X), temos que

a decomposigao para [X,Y] é

Logo [X,Y] ¢ go(X), pois como os autovalores para g,, sao diferentes de zero, a restri¢ao
de ad(X) para cada g,, ¢ inversivel. Portanto, [X,Y;] # 0 para algum i e como X € go(X),

temos que Y nao normaliza go(X). Portanto essa dlgebra coincide com seu normalizador.

3) Para mostrar que go(X) é nilpotente, vamos usar o fato que X é regular. Para
isso, devemos mostrar que para Y € go(X), ad(Y") |g,(x) € nilpotente e aplicar o teorema
de Engel. Isso por sua vez, se garante mostrando que o polindmio caracteristico de
ad(Y) |go(x) € A" onde dim(go(X)) = 7. Observe que ad(Y") |4,(x) € nilpotente, ja que este
¢ um auto-espaco generalizado associado ao autovalor nulo. Sendo assim, denote por 7
o polinémio caracteristico de ad(Y") |g,(x) € suponha, por absurdo, que 7 nao é da forma
A". Entao

To(A) =N+ + g (V)N

com i > 0e g_;(Y) # 0, o que garante que ¢._;(Y) nao é um polindémio identicamente
nulo em go(X). Como [go(X),gx,] C gx,, 0s subespagos gy, sdo invariantes por ad(Y’).

Assim o polindmio caracteristico da ad(Y") é dado por

py (A) = momy... g
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onde ; ¢ o polindmio caracteristico de ad(Y') |, . O termo constante de 7; ¢ dado por
det(ad(Y’) [g, ). Como ad(X) [, ¢ inversivel, a aplicacdo d;(Z) = det(ad(Z) |q, ) é um
polinémio em go(X) e ndo é identicamente nulo. Além do mais, o termo de menor grau

de py tem como coeficiente o polindbmio
Gr—i(Y)d1(Y)...d(Y)

que nao é identicamente nulo em Y. Porém, isso contradiz o fato de X ser regular, pois
esse termo de menor grau se anula em X. Isso porque ¢,._; se anula em X, pois ad(X)

restrita a go(X) é nilpotente. Portanto essa dlgebra é nilpotente. O

E 6bvio que sempre existem elementos regulares de uma &dlgebra de Lie, pois os ele-
mentos regulares sao aqueles que nao anulam um polindémio nao nulo. Por isso temos o

seguinte resultado:
Corolédrio A.79 FExistem subdlgebras de Cartan em dlgebras de Lie de dimensao finita.

O objetivo agora é mostrar a reciproca do Teorema A.78. Para isso precisaremos dos

dois préximos lemas.

Lema A.80 Seja b uma subdlgebra de Cartan e p a representacao de by em g/b induzida
pela representacdo adjunta de b em g. Entao, se X € b, h = go(X) se, e s se, p(X) é

inversivel.

Demonstracao: Temos que p(X) é inversivel se, e somente se, ker p(X) = 0. Mas
ker p(X) = 0 se, e 86 se, go(X) C b pois ad(X) ¢ nilpotente em go(X) e p(X) ¢ induzida
por ad(X). Temos ainda que para todo X € b tem-se b C g,(X). Logo h = go(X) se, e

somente se, p(X) é inversivel. O

Lema A.81 Seja b uma subdlgebra de Cartan. Entao, existe X € b tal que h = go(X).

Demonstragao: Sejam o espago quociente g/h e a representagao p de h em g/h induzida
pela representacao adjunta de g. Tome a extensao da representagao ao fecho algébrico do
corpo de base. Como b ¢é nilpotente, essa extensao se decompoe em subespacgos de pesos.

Como b é uma subdlgebra de Cartan, h é o seu proprio normalizador em g. Logo

nenhum de seus pesos se anulam. De fato, Se algum desses pesos se anulasse, existiria
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v € g/bh tal que p(X)v = 0 para todo X € h. Isso significa que existe Y € g — b tal que
[X,Y] € b o que contradiz o fato de b ser seu préprio normalizador. Portanto nenhum
dos pesos se anula.

Logo existe X € h que ndo anula nenhum dos pesos. Isso significa que p(X) é inver-

sivel em g/h. Portanto para esse elemento X temos pelo lema anterior que h = go(X). O

Como consequéncia do Teorema A.78 temos que se h é uma subdlgebra de Cartan
e X € bh um elemento regular, entdao h = go(X). De fato, h é nilpotente pois é uma
subdlgebra de Cartan. Logo, ad(X) dentro de b é nilpotente, e dai que hh C go(X). Como
go(X) é nilpotente temos que h = go(X) pois h é seu préprio normalizador. Em outras
palavras, se X é um elemento regular, tem-se que go(X) é a unica subélgebra de Cartan
que contém X.

Com esses comentdrios a reciproca do Teorema A.78, isto é, se h é uma subdlgebra
de Cartan, entdo h = go(X) para algum elemento regular X, é consequéncia do seguinte

resultado:

Teorema A.82 Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita e h C g uma subdlgebra de

Cartan. Entao existe um elemento reqular X € b.

Demonstragao: Vamos provar este resultado no caso em que o corpo de base é real.

Tome ¢ um automorfismo de g. Para X € g, temos que
¢[X,¢7'Y] =[¢X,Y] paratodoY €h

isto é

ad(6X) = gad(X)¢ ™",

Portanto os polinémio caracteristicos de ad(¢X) e ad(X) coincidem. Logo X é regular
se, e somente se, X é regular. Vamos mostrar entao que existe um automorfismo ¢ e um
elemento X € g tal que ¢.X é regular.
Tomemos a aplicacao
p: gxbh — g
YV, X) — eM¥MX.

ad(Y)

Como ad(Y’) é uma derivacdo, temos pela Proposicao A.26 que e ¢ um automorfismo

de g. Como o conjunto dos elementos regulares de g, é o conjunto dos pontos onde um
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polindmio nao se anula, temos que esse conjunto é aberto e denso em g. Portanto vamos
mostrar que Im ¢ contém um aberto, pois nesse caso conclui-se que essa imagem intercepta
o conjunto dos elementos regulares e dai que algum X € b é conjugado a um elemento
regular e, portanto, regular.

Como ¢ ¢é diferencidvel, para mostrar que sua imagem contém um aberto, vamos
mostrar pelo teorema da fungao implicita, que sua diferencial dyy x) tem posto méximo
para algum (Y, X) € g x h. Para isso, tome Z € g, W € h e Y = 0. Logo

d a
Ao, (2, W) = (e A2 (X + W)= (A.12)

= —ad(X)Z+W.

Aplicamos agora, os lemas acima tomando X tal que h = go(X). Pelo Lema A.80 a trans-
formagao linear induzida por ad(X) em g/h é inversivel, logo temos que a imagem de
ad(X) complementa h em g. Note que tomamos Z e W arbitrérios em A.12. Assim se
X é um elemento tal que h = go(X), entdo a imagem de dp x) € sobrejetora. E assim

dipy,x) tem posto maximo para (0, X) € g x h, como querfamos. O

A demonstracao desse teorema pode ser estendida no caso em que o corpo de escalares

¢ C. Maiores detalhes sobre essa demonstracao pode ser encontrada em [18] Teorema 4.5.



APENDICE B

Algebras semisimples

Primeiramente veremos como se comportam as representagoes irredutiveis da algebra
s[(2). Em seguida mostraremos alguns resultados sobre as subdlgebras de Cartan de uma
dlgebra semisimples, sua representacao adjunta e os pesos relacionados a essa represen-
tacao. Na sequéncia estudaremos a férmula de Killing, sistemas simples de raizes e seus

diagramas de Dynkin. Como referéncia para esse estudo indicamos [9], [13], e [18].

B.1 Representagoes de sl(2)

Para estudarmos as dlgebras semisimples iremos, inicialmente, analisar as represen-
tagoes irredutiveis da &lgebra de Lie s[(2) sobre um corpo K algebricamente fechado de
caracteristica zero. A importancia desse estudo deve-se ao fato que a toda raiz da repre-
sentagao de uma subdlgebra de Cartan estd associada uma subdlgebra de dimensao trés
isomorfa a s[(2, K). Denotaremos sl(2, K) apenas por sl(2).

Seja {X, H, Y} a base de s[(2), onde

X = , H= , Y=

Essa base satisfaz:
[H,X]|=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]|=H.

Tome p : s1(2) — gl(V) uma representagao irredutivel de dimensao finita. Suponha que

v € V é uma autovetor de p(H) associado ao autovalor A\, ou seja p(H)v = Av. Entao,
p(H)p(X)v = p[H, X]v+ p(X)p(H)v
= p(2X)v + p(X)A\v
= 2p(X)v+ Ap(X)v

= (24 N)p(X)v.

153
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Logo se p(X)v # 0, entdo esse vetor é autovetor de p(H) associado ao autovalor A + 2.
Analogamente pode-se mostrar que se p(Y)v # 0 entao p(Y') serd autovetor de p(H) asso-

ciado ao autovalor A — 2. Aplicando essa férmula k vezes obtemos as seguintes equacgoes:

p(H)p(X) 0 = (A+2k) p(X)Pv,
p(H)p(Y )0 = (A—2k) p(¥)Fv.

Portanto, iteragoes das agoes de p(X) dao origem a autovetores de p(H) associados a
autovalores em uma ordem crescente, ja iteragoes de p(Y') dao origem a autovetores de
p(H) associados a autovalores em uma ordem decrescente. Dessas observagoes segue o

teorema a seguir.

Teorema B.1 Seja p uma representagdo irredutivel de s((2) em V' com dimV = n + 1.

Entao existe uma base {vg,vy,...v,} de V tal que, parai=0,1,...,n

p(X)v; = i(n—i+ v,
p(Hyv; = (n—2i)vy; (B.1)

p(Y)vi = vin

onde v_1 = v,41 = 0. Essas expressoes mostram que, em realagdo & base dada, p(X) é

triangular superior, p(H) é diagonal e p(Y') é triangular inferior.

Demonstragao: Seja v um autovetor de p(H) associado a A. Assim, pelas observagoes
anteriores, se p(X)'v # 0 entdo esse vetor é autovetor de p(H) associado ao autovalor
A + 2i. Como os autovetores estao associados a autovalores distintos eles formam um
conjunto linearmente independente. Como V' tem dimensao finita, existe ig > 1 tal que
p(X)ov = 0 e p(X)® v # 0. Tomando iy dessa forma, fixemos vy = p(X)® v que é
autovetor de p(H), pois é obtido de um autovetor de p(H) por aplicagdes sucessivas de
p(X). Denotaremos por A\ o autovalor associado a vg. Tome v; = p(Y)'vy. Analogamente,
o conjunto {wp, v1,...vx} € linearmente independente, pois sdo autovetores associados aos
diferentes autovalores A\ — 2¢, para ¢ = 0,1,...,k, onde k é tal que vy 1 = 0. Definidos

assim temos:

p(H)v; = p(H)p(Y)'vo = (Ao — 2i)v;,

p(Y)vi = p(Y)p(Y)'vo = p(Y) o = viga
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p(X)’Uz = ’l()\(] — i+ 1)’01',1.

Essa diltima igualdade é provada por inducao sobre ¢. De fato, para ¢ = 0 temos por
definigao de vy que p(X)vg = 0 e o segundo membro da equacdo acima se anula. Agora

suponha a férmula vélida para ¢ — 1 e provemos para i. Temos que

p(X)vi = p(X)p(Y)vier = p[X, Y] vier + p(Y) p(X)vi-1.
Mas os termos da soma do 1iltimo membro da equagao anterior sao:

p X, Y]viy = p(H)vioy = (A= 2(i = 1)) vy
e pela hipétese de inducao
p(Y)p(X)viey = p(Y) (i = 1) (Ao = (i = 1) + 1) vicy = (i = 1) (Ao — 2 + 2) i1

Logo

p(X)v, = A=20—=1)vi1+(t—1)(No—i+2)viy

= No—2i+2+idg— " +2i+i—2) v

= Z()\O —1 + 1)’Ui,1.
Portanto o espago gerado por {vg,vy,... v} € invariante por p(X) e por construgao
também é invariante por p(H) e p(Y'). Logo, como a representagao é irredutivel, V' é igual

ao espago gerado por {vg, vy, ... v} e portanto k = n. Assim para terminar a demonstragao

basta mostrar que A\g = n. Por um lado temos p(H)v,, = (Ao — 2n) v,. Por outro lado,

p(H)v, = p[X,Y]v, = p(X)p(Y)v, — p(Y)p(X)vn
= —p(Y)(n(ho—n+1)v,_1)
= —n(A—n+1)v,.
Assim,
/\0—271: —n()\o—n—l—l)

o que implica A\g = n. [l

A partir do teorema anterior obtemos agora a seguinte classificagdo das representagoes

irredutiveis de s[(2).
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Teorema B.2 Para cada n > 0 existe uma unica representagao irredutivel de dimensao
n+1 de sl(2) (a menos de isomorfismo) e essas representagoes cobrem todas as represen-

tagoes de dimensao finita de s((2).

Demonstragao: Dado um espago vetorial V' de dimensao n + 1, seja {vg, v1,...v,} uma
base de V. Defina p(X), p(H) e p(Y) como nas expressoes do teorema anterior. Assim p
é representagao de s[(2) em V. De fato, basta observar que a relacdo entre os colchetes é

satisfeita quando sao analisados nos elementos da base de V. Note que por um lado
p[H,Y]v; = p(=2Y)v; = —2p(Y)v; = —20;11
e por outro lado

[pH, pY]v; = p(H)p(Y)v; — p(Y)p(H)v;
= p(H)virr — p(Y)(n — 24)v;
= (n =23+ 1))vig1 — (0 — 2)vin

= —20;41.

Logo
pH,Y]v; = [pH, pY]v;, para todo i .

A demonstracao que os demais colchetes sao preservados é andloga. Logo p é represen-
tagao e é irredutivel, pois os subespagos invariantes por p sao invariantes por p(H). Mas
os Unicos subespagos invariantes por p(H) sao os gerados pelos v;s e esses subespacos nao
sao invariantes por p(X) e p(Y'). Logo nao existem subespagos invariantes préprios, e por-
tanto a representacao ¢é irredutivel. Isso prova a existéncia. A unicidade é garantida pois
se tomarmos outro espaco W de dimensao n + 1 e uma representagao irredutivel «, entao
a transformacao linear que faz corresponder as bases dos espacos V' e W serd o operador

de intercambio das representacgoes p e «. Portanto essas representacgoes serao isomorfas. [

B.2 Subalgebras de Cartan

Nesta secao veremos alguns resultados importantes sobre subédlgebras de Cartan que

serao uteis no decorrer deste apéndice.
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Seja g uma &dlgebra de Lie semisimples sobre K e h uma subélgebra de Cartan de g.

Ja vimos que a &lgebra se decompoe como

g:h@g()q@gog@"'@gak; (BQ)

onde g,, sao os subespagos de pesos da representacao adjunta de h em g e ay,..., a; sao
os pesos nao nulos. Esses pesos, serao denominados raizes de h em relacao a g e a notagao
que iremos utilizar para esse conjunto serd A. Os espacos g,, serao chamados espagos
de raizes. Se representarmos a subdlgebra h em cada um dos g,,, as matrizes serao da

forma
a;(H) *
ad(H) =
a;(H)
para todo H € h. Vale também

[gamgaj} - gaH_Qj.

Essas duas tltimas afirmacoes sao garantidas pela Proposicao A.53, pelo Teorema
A.50 e por que b é nilpotente. Como anteriormente, a forma de Cartan-Killing de g serd

denotada por (-, ).

Lema B.3 Sejam « e 8 dois pesos de b (raizes ou o peso nulo). Se X € g, e Y € gg
entao,

(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)) = 0,

a menos que 3 = —a.
Demonstracao: Seja Z € g,. Entao

ad(X)Z € gatqy
ad(Y)ad(X)Z € gapir.
Assim, se tomarmos uma base de g como a uniao das bases de b e g,,, a matriz de

ad(X)ad(Y) em relagdo a essa base nao tem elementos na diagonal, ou seja, nada ird

contribuir para o traco, a menos que « + 3 = 0. [l

O fato de que a forma de Cartan-Killing é nao degenerada, juntamente com este lema,

tem as seguintes consequéncias:
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Coroldrio B.4 1) A restricio da forma de Cartan-Killing o subdlgebra by é nao degene-
rada.
2) Se v é raiz entao —« € raiz.

3) Para todo X € g,, existe Y € g_, tal que (X,Y) # 0.

Demonstragao: 1) Seja H € . Como a forma de Cartan-Killing é ndo degenerada em

g, existe X € g tal que (H, X) # 0. Tome a decomposigao de X,
X:H1+X1++Xk

onde H; € h e X; € g,,. O lema anterior garante que (H, X;) = 0 para todoi =1,... k.

Portanto (H, Hy) # 0, o que mostra que a restri¢ao nao é¢ degenerada.

2) Seja X € g,. Entdo existe Y € g tal que (X,Y) # 0, mas, pelo lema anterior,
Y €g o Logo g_, # 0. Portanto —« ¢ raiz.

3) Vamos supor que (X,Y) = 0 para todo Y € g_,, entdo (X, Z) = 0 para todo Z € g.
Mas isso contradiz o fato de que a forma de Cartan-Killing é nao degenerada em g. Logo

(X,Y) 0. O

Proposigao B.5 Para todo H € §y e todo peso o, ad(H )y, = o(H)id e as transformagoes

lineares ad(H), H € b sio simultaneamente diagonalizdveis.

Demonstragao: Sabemos que

ad(H)

9o

Tome a decomposicao H = Hg + Hy (que existe pelo Coroldrio A.73) com ad(Hg)

semisimples, ad(H ) nilpotente e H, Hg, Hy comutando dois a dois. Assim

0 *
ad<HN)‘ga =
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Logo a(Hy) = 0, para todo o € A. Portanto Hy pertence ao auto-espago associado ao
autovalor 0, que é . Mas (Hy, H') = 0 para todo H' € § pois ad(Hy)ad(H') s6 tem zeros
na diagonal. Isso implica Hy = 0, pois a forma de Cartan-Killing é nao degenerada em

h. Portanto ad(H) =ad(Hg), que é diagonal. O

Proposicao B.6 A subdlgebra by é abeliana.

Demonstragao: Pela proposi¢ao anterior
ad[Hl, HQ] = [ad(Hl), ad(Hg)] = 0,

para todo H;, Hy € . Como a representagao adjunta ¢ fiel no caso das dlgebras semisim-

ples, [H1, Hy] = 0, e portanto h ¢ abeliana. O

Proposicao B.7 O conjunto A das raizes gera o dual b* de by, isto é, H =0 se B(H) =0

para toda raiz (.

Demonstracao: Pela Proposigao B.5, temos que ad(H) = 0, se f(H) = 0 para toda
raiz § € A. Mas a representacao adjunta é fiel, como ja foi observado anteriormente, logo
H = 0 se f(H) = 0 para toda raiz f € A. Assim, temos um conjunto de funcionais

lineares de b cujo tnico elemento no anulador é 0, logo esse conjunto gera o dual h*. [

Iremos definir agora a forma de Cartan-Killing em h*. Pelo fato de que ela é nao

degenerada em b, a aplicagao ¢ : h — b* definida como:

¢ um isomorfismo. Denotamos ay(-) = (H,-). Assim para cada H € b existe um tnico
a € h* tal que p(H) = a. E reciprocamente, para cada o € h*, existe um dnico H, € b
tal que

a(H) = (H,, H), paratodo H € h.

Assim definimos a forma de Cartan-Killing em h* como

(o, f) = (Ha, Hp) = a(Hp) = B(Ha)
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se a e 3 sao dois funcionais lineares em §.
Pelo isomorfismo entre h e h*, as raizes « € A definem um nimero finito de elemen-
tos H, que geram b, pois A gera h*. O lema a seguir dard mais informagoes sobre a

decomposicao do espago g como soma dos espacos de raizes de .

Lema B.8 1) Se X € g, eY € g_,, entio [X,Y] =(X,Y) H,.
2) Para todo X € g,, existe Y € g_, tal que [X,Y] = H,.

3) Sejam « e [ raizes. Entdo,
<67 a) = 4Ba <av a) .

com qga € Q. (Em geral qga # qugp)-
4) Para todo a € A, (o, ) € Q7.

5) dimg, = 1, para todo a € A.

6) Os unicos maltiplos inteiros de uma raiz o que sGo raizes sao o e —a.

Demonstragao: 1) Seja X € g, e Y € g4, entdo [X,Y]| € gay(—a) = go = h. Tome

H € b arbitrario. Entao

(H,(X,Y]) = (H,ad(X)Y)
= —(ad(X)H,Y)
= (ad(H)X,Y)
= o(H)(X,)Y)
= (ad(X)H,Y)(H, H,)
= <H> <X7 Y> Ha>

Portanto
(H,[X,Y]—(X,Y)H,) =0, para todo H € h.

Como a forma de Cartan-Killing é nao degenerada em b,
(X,Y]=(X,Y) H,.

2) Pelo item anterior, é suficiente mostrar que existe Y € g_, tal que (X,Y) = 1. Pelo
!

Corolério B.4 existe Y’ € g_,, tal que (X,Y”) # 0. Tome Y = e temos

(X,Y7)

<XJ§=<XWXEAV>:1

Y
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o que mostra o desejado.
3) Seja
V= . 90290 aP90D064.9...

onde ggira = 0 se B + ka nao é raiz. Essa soma é direta e finita pois hd um nimero
finito de raizes. Sejam X € g, e Y € g, tal que [X,Y] = H,. Pela defini¢do de V,
ad(X)V Cc Vead(Y)V CV e ainda

ad(H,)y = ad([X, Y]y = [ad(X)y, ad(Y)y]

E portanto tr(ad(H,);v) = 0 ja que o traco de qualquer comutador se anula. Assim, se

definirmos dj, = dim ggxa, temos
0 = tr(ad(H, de B+ ka)(Ho) = D di((5 + ko, )
k
= de a) + ko, a))
= (6,«a de—i— a,a)dek.
k k

Mas de > 0 pois dyp = dim gg > 0. Portanto
k

e daf que

4) Pelo item anterior, se (o, a) = 0, entdo (5,a) = 0 para toda raiz 3, mas isso é
falso pois a forma de Cartan-Killing é ndo degenerada em h*, logo (a, a) # 0, para todo

a € A. Definimos entao dz = dim gg, e assim temos:

(a,0) = (H,, H,) = tr(ad(H,)?)

= ) dsf(H,)?

BeEA

= ) ds{B.a

BeA

= Z d/qua (a, a>2
BeA

= (o, 0)* ) dsg.

BeEA
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Como (a, a) # 0,

1
(a,a) = <~ -
Z dpq50
é um racional positivo.

5) Tome X e Y como no item 3, mas agora tome V' o espago gerado por Y, h e

Z Ika-

Assim V' ¢ invariante por ad(X) pois ad(X)Y € b e ad(X)gra C g(k+1)a- Ele é invariante
por ad(Y’), pois ad(Y)gka C gk-1)a € ad(Y)H = —ad(H)Y = —«a(H)Y, para todo H € b.
Analogamente ao item 3, como H, = [X, Y] tem-se tr(ad(H,)|y) = 0. Mas por outro lado,
como V = {({Y}UHUD gra), temos
0 = tr(ad(Hy)v) = —a(Ho) + > dpko(H,)
k>0

onde dy = dim gy,. Logo

a) = dek (o, @) .

k>0

Dividindo esta equacao por (o, ) temos

com d; > 0 para todo i. Portanto a igualdade sé é satisfeita se dy = 1 e d; = 0 para todo
1> 2.
6. Pelo que foi feito no item anterior dim g, = 0 se k > 2. Logo ko s6 é raiz se k = +1.

O

B.3 Férmula de Killing

Ap6s a andlise feita sobre as representagoes irredutiveis de s[(2), encontraremos agora,
subdlgebras da dlgebra semisimples g isomorfas a s[(2). Tome « uma raiz e h(a) o subes-

paco de b gerado por H,. Entao temos o seguinte resultado:
Proposicao B.9 A subdlgebra

gla) = g_a ®h(a) ® ga

é isomorfa a s((2).
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Demonstragao: Primeiramente note que g(«) é subdlgebra pois [ga, §_o] C h(a),

[8as H(@)] C ga € [g-a, h(@)] C g o

Seja H!, € h(«) definido por
"
(o, @)

Pelo Lema B.8, existem X, € g, e Y_, € g_, tais que

2
(Xor Yo} = 1o
pois como existe Y € g_,, tal que (X,,Y) = 1, tome por exemplo Y_, = @%Y Como
a(H!) = 2, os colchetes etre esses elementos sao
(H!, X, = ad(H.)X, = a(H.)X, = 2X,
[H.,Y_.] = ad(H))Y_,=—a(H.,)Y_,=-2Y_,
[(Xo, Yool = (Xa,Y_o)H, = H..

Isso mostra que ¢ : s[(2) — g,, dado por ¢(X) = X,, ¢(Y) =Y_, e ¢(H) = H,, ¢ um
isomorfismo de algebras de Lie. Aqui {X, H,Y} é a base canonica de sl(2). O

Facamos agora algumas observagoes sobre este tltimo resultado.

O isomorfismo entre as dlgebras nao é tnico devido ao fato de que X, e Y_, nao sao
unicos.

Para cada raiz o temos uma representacgao de s[(2) em g através da composigao de ¢
com a representacao adjunta de g(«) em g. Com essas representagoes, analisaremos mais

detalhadamente os colchetes [g,, gs] € a forma (o, ) .

Definicao B.10 Considere o e 3 duas raizes. A sequéncia de elementos de h*
o B=2a,0—a,8,8+a, 0+ 2a,...

¢ denominada a a-sequéncia iniciada em (3.

Para entendermos o colchete em g, devemos saber quais elementos dessa sequéncia sao

pesos. A resposta ¢ dada pelo préximo teorema.

Teorema B.11 Os elementos da a-sequéncia iniciada em [ que sao pesos formam um

intervalo contendo [, isto é, existem inteiros p,q > 0 tais que

b—pa,....0 —a,B,0+a,...,B+qu
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840 0s unicos pesos da forma 5+ ka com k € Z. Além do mais, vale a sequinte férmula

(de Killing)

p_q:2<6aa>. (B3)

(a, )
Demonstragao: Suponha inicialmente que 8 é miiltiplo inteiro de «, isto é, 5 = 0 ou
B = +a. Logo a a-sequéncia iniciada em [ fica
—a, 0, a.
e o nimero de Killing entre o e # é 0 ou £2. Logo a férmula de Killing vale nesse caso.
Agora suponha que 3 nao é miltiplo inteiro de «, isto é, 5+ ka # 0, para todo k € Z.
Tome o subespaco de g

Via= . ®9-aDsDgs1aD....

Essa soma ¢ finita e a representagao adjunta de g(«) em g deixa Vs, invariante pois

ad(Xa)@s1ka C 98+ (k+Da
ad(Y-o)9p+ka C  85+(k-1)a
ad(H.)) 85160 C  8p+ka-

Assim podemos tomar a representagao adjunta ad: g(a) — gl(Vjs,), e essa representacao

é irredutivel. De fato, suponha que
Vaa=Vi®dVod...DV

¢ uma decomposicao de Vj o, com V; componentes irredutiveis. Seja m; = dimV; —1. Pela
classificagao das representagoes irredutiveis de s[(2) ~ g(«), os autovalores de ad(H,) sao

inteiros, todos pares ou fmpares. Mas, por outro lado, os autovalores sao

: : o) aHs) (B, a)
H)) = p(H, ka(H)) =2 2k =2 2k
logo o nimero QEB’—OZ; é inteiro e os autovalores (5 + ko) (H!)) tém a mesma paridade que
Q, o

ele, pois

(8, ) :

2 = ka) (H)) — 2k € Z.
ot = (34 ke (H)) ~ 2k €

Mas os autovalores sao todos simples pois dim ggixo = 1, logo s = 1. Pois se supormos
s > 1 entao terfamos um autovalor m; de V;, e mais, m; = m; + 2k para algum k£ > 0, o

que implicaria que m; nao é autovalor simples pois, se v € V; é autovetor de m;, entao

2k
ad(H,)v = m;v = mv + 2kv = m;(v + —v)
m;
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e assim m; seria também autovalor de um vetor em Vj, o que ¢ falso. Portanto s =1 e a
representagao ¢ irredutivel. Desse fato e do fato que (5 + ka) (H])) varia de dois em dois

quando se varia k segue que

Vﬁ,a = 98-pa b...P 98—a ¥ 95 S 98+ ®...P 98+qa-

De fato, se existisse j com p < j < ¢, tal que gg+jo = 0, terfamos que (5 + jo) (H],) nao

seria autovalor, o que é uma contradigao, pois (8 + (j — 1) «) (H.,) é autovalor, entao
(8 +ka) (H,) =B+ — 1)) (H,) +2

que é autovalor. Assim o conjunto de pesos da forma (5 + ka é um intervalo.
Para concluirmos a demonstracao resta mostrar a férmula B.3. Por um lado, o maior

autovalor de ad(H)) é

2(8,a)
H') = 7 2
(3 +a0) (Hy) = 7250 12
e por outro lado dim V3, = p+ ¢ + 1. Logo
2(06,«a
10X
(a, @)
Portanto
_2(8,a)
pP—q=
(a,a)

Na férmula de Killing os valores de p e ¢ sao diferentes se tomarmos a (3-sequéncia
iniciada em .

O inteiro
2(8,a)

(@, a)

é denominado nimero de Killing associado as raizes o e 3.

Como consequéncia da férmula de Killing, tem-se as duas seguintes proposigoes:
Proposicao B.12 Os unicos maltiplos de uma raiz o que sao raizes sao o ou 0.

Demonstragao: Suponha que 8 = ca é uma raiz, com ¢ # 0. Logo

2(6, ) _ 2 (ca, a) _ 90
(o, @) (o, @)

2(8,a) _ 2 (car, a) _ 2
(8,5) (ca,ca) ¢
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2
Sejam n = 2c e m = —. Assim temos que m e n sao inteiros e ainda m.n = 4, mas isso
c

1 1
implica que n = +1,4+2 ou %4, isto é, ¢ = j:§, +1,+2. Mas nao ocorre ¢ = 4_—5 ou +2,
pois ja foi provado que os tinicos multiplos inteiros de uma raiz sao +«. Portanto ¢ = +1

e assim temos o desejado. 0

Proposicao B.13 Se a e [ sao raizes tais que o + 5 é raiz (o + B # 0). Entao,

(90 98] = 9+a-

Demonstragao: Se tomarmos X, € g(a) =~ sl(2), a expressdo da representacdo irre-

dutivel de g(a) em g mostra que

ad(Xa)gﬂ = 98+a-

De fato, ad(X,) leva a base de gg na base de gg,. Assim todos os elementos de gg, sa0

imagem de ad(X,). Portanto temos a igualdade requerida na proposigao. U]

B.4 Sistema simples de raizes

O objetivo agora é encontrar um conjunto de raizes que seja base de h* visto como
espaco vetorial sobre Q, e ainda, que os elementos de A sejam escritos como combinacoes
dos elementos dessa base com coeficientes inteiros. Esse conjunto serd denominado sis-

tema simples de raizes. Seja entao

ho ={a1Ho, +...+arH,, 0, € Qe € A}
que é um espaco de dimensao finita sobre QQ, pois o conjunto de raizes é finito.
Proposicao B.14 dimbhg = dim b.

Demonstracao: Primeiramente seja {a1,..., o} C Atalque B ={H,,,...,H,,} ¢ base
de b sobre K. Como o corpo K tem caracteristica zero, ele contém os racionais e como
B ¢ linearmente independente sobre K é também sobre Q. Logo dim hg > dimbh. Agora

para mostrar a igualdade basta mostrar que B gera hg. Tome o uma raiz qualquer, logo

Hy=u0H, +...+aqH, ,aq cK
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Agora, para cada j = 1,...,[, temos a equagao
!
<Ha’ H%‘> - § :<Haw Haj> i
i=1
Logo temos um sistema de [ equacgoes e [ incognitas a;. Mas assim esse sistema linear d4a
origem a uma matriz que é justamente a matriz da forma de Cartan-Killing em relacao a
base B, que é nao-degenerada e portanto o sistema tem tnica solu¢cao. Como os nimeros
<H s H a].> sao todos racionais, as entradas da matriz sao todas racionais e assim a solugao
¢ racional. Portanto a; € Q, parai =1,...,[. Entao B gera hg sobre Q, e as dimensoes

sao iguais. U

Sobre a restri¢ao da forma de Cartan-Killing a hg pode-se mostrar o seguinte fato:
Proposicao B.15 A forma de Cartan-Killing restrita a hg é um produto interno.

Demonstracao: Restringindo a forma de Cartan-Killing a hg, definimos uma forma
bilinear simétrica, pois o valor da forma em elementos de A assume valores em Q. Resta
mostrar entao que ela é positiva definida. Para isto tome H € hg, assim

(H,H) = tr(ad (H)*) = > a(H)* >0

aEA
e além disso (H, H) = 0 se, e somente se, o(H) = 0 para todo o« € A o que ocorre se, e

somente se, H = 0, pois A gera h*. [

O espago vetorial hg sobre os racionais foi contruido para estudarmos a estrutura das
dlgebras semisimples através da geometria dos elementos H, ou das proprias raizes em
b*

Q.

Antes de fazer esse estudo, vamos introduzir uma ordem lexicogrédfica nos espagos

vetoriais racionais. Seja V' um espago vetorial sobre Q e {vy,...,v;} uma base ordenada

desse espaco. Tome dois elementos v, w € V' como combinacao dos elementos da base,

v o= alvl—i-...—i-am,
w = blvl+--~+blvl~
Dizemos que v < w se v = w ou se a; < b;, para o primeiro indice 7 tal que a; # b;.

Definida assim, a ordem lexicografica em V satisfaz as propriedades que necessitaremos

para provar a existéncia de um sistema simples de raizes.
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Lema B.16 Tomando a ordem lexicogrifica dada pela base {vy,...,v;} de V, seja
{wy, ..., wy} um subconjunto de V' satisfazendo:

a) w; > 0 para todo i =1,...,m,

b) (w;,w;) <0 para i # j.

Entao {wy,...,wy,} é um conjunto linearmente independente.

Demonstragao: Suponha por contradicao que o conjunto seja linearmente dependente.

Assim podemos supor que existem ag, ..., a,,_1 tais que
Wy, = QW1 + o oo + Ay 1 Wi —1-

Como w,, > 0, pelo menos um dos coeficientes a; é positivo. De fato, se todos fossem

negativos entao a;w; < 0 para todo:z=1,...,m — 1, assim w,, < 0. Seja entao
W = W, +w,

onde w; é a soma dos a;w; tais que a; > 0 e w;, a soma dos a;w; tais que a; < 0. Logo,
por um lado, temos
+ _E :
<wm7 wm> - a; <wm7 /LUZ> S 0
i

e por outro lado,

(W, w}) = (wt 4w, wt) = |w) | + (wy, wi)

1L ~ ~ oy . 2, .
e os termos do tltimo membro da equagao sao positivos, pois |w;!|” é positivo e tomando
a; os coeficientes positivos de w,, e a; os coeficiente negativos, temos a;a; < 0 e como
(w;,w;) <0 entdo

(W, wih ) = Zaiaj (w;, w;) > 0.

Logo, temos uma contradigao e portanto o conjunto ¢ linearmente independente. U

Definiremos agora o conceito de raiz simples.

Definigao B.17 Fizada uma ordem lexicogrdfica no espago vetorial racional by, uma raiz
a € A é stmples se
i)a>0

i1) Nao existem 5 ey € A tais que B,y >0 ea=[F+7.
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O conjunto das raizes simples serd denotado por 1I.
O objetivo agora ¢ mostrar que IT forma uma base de hg. Esse ¢ o objetivo dos lemas

a seguir.
Lema B.18 O conjunto I1 é nao vazio e linearmente independente.

Demonstragao: Seja o uma raiz positiva minimal. Assim nao existe uma raiz positiva
B tal que B < a. A existéncia dessa raiz o vem do fato de que o subconjunto das raizes
positivas de A é finito e nao vazio. Suponha, por absurdo, que a nao é raiz simples.
Assim existem ey € A tais que f,7v > 0e a = [+, mas assim 0 < § < « o que
implicaria que a nao ¢ raiz minimal. Logo « € II e portanto IT # ().

Agora para mostrarmos que Il é linearmente independente, utilizaremos o lema B.16
provando que se « e (3 estdo em II, o # 3, entao (o, 5) < 0. Primeiro observe que 5 — «

nao é raiz, pois se fosse, como
B=a+(f-a)
entao § — a < 0, pois 3 é simples. Por outro lado, como

a=pf+(a-p),

entao  — a > 0, pois « é simples. Logo, na a-sequéncia iniciada em (3, tem-se p = 0.

Assim

(a, @)
e portanto (3, ) < 0 se a # [3 sdo raizes simples. Logo pelo Lema B.16 o conjunto II é

linearmente independente. 0

O conjunto finito das raizes simples sera escrito como
II={o,...,q}.
Lema B.19 Seja € A com > 0. Entao 5 se escreve de maneira tinica como
B =nia1 + ...+ maoy,

comn; €Zen; >0, parat=1,...,1.
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Demonstracao: Se 8 € Il nao hd o que fazer. Caso contrério existem [, e 3, tais
que 8 = [, + (5. Se B, B, € II acabou a demonstracao. Senao, para cada [3;, existem
Bi1s Bia > 0, tais que

Bi=DBn+Bp 1=12
Note que §;; < B;, © = 1,2. Se 3,;; sao simples temos o resultado, se ndo sao simples
continua-se esse processo até que todas as rafzes sejam tais que nao existe nenhuma raiz
positiva menor que as mesmas. Assim essas raizes serao simples e  uma combinagao

linear dessas raizes com coeficientes inteiros. O

Como coroldrio temos o seguinte fato:

Coroldrio B.20 a) Seja v > 0 raiz que nao é simples. Entao, existe o € 11 tal que
(v,a) >0 ey — « é raiz positiva.

b) Toda raiz positiva pode ser escrita como
Y=y Oy,
com «;; Taiz simples e as somas parciais
(079 + ...+ (0798
s=1,...,k sao raizes.

Demonstracao: a) Se para toda raiz simples « tivermos (v, «) < 0 entdo, pelo Lema
B.16, o conjunto IT U {~} ¢é linearmente independente e isso contradiz o lema anterior.
Logo existe a tal que (7, ) > 0. Assim, pela férmula de Killing, na a-sequéncia iniciada

em v temos p > 0, pois
2 (y, @)
(a, q)

p—q= > 0.

Logo v — « é raiz, e mais, é raiz positiva, pois se supormos que é negativa, entao
v—o=aio + ...+ a0 + Cco,

coma;,c<0,7=1,...,n . Logo

vy=aiag+ ...+ apa, + (c+ 1) a.

Como 7 é raiz positiva, terfamos a; = 0,7 = 1,...,n. Logo v seria um multiplo de o, mas

isso é falso pois 7 nao é simples.



B.5 Matrizes de Cartan 171

b) Novamente, se 7 ¢ raiz simples nao ha nada a fazer. Se v nao é raiz simples entao
existe o € II tal que 7 — « € raiz positiva. Como v = (7 — @) + a se v — « é raiz simples
temos o resultado. Se nao for raiz simples entao aplicamos 0 mesmo argumento para a

raiz positiva 7 — «, e o resultado segue indutivamente. 0

Como conclusao desses 1ltimos lemas temos que:
1) IT é uma base de bg;
2) Para todo 5 € A

B =n1a1+ ...+ mq

com todos coeficientes inteiros e de mesmo sinal.

A afirmagao 1) vem do fato que ji provamos que o conjunto A gera by, e pelo Lema
B.19, IT gera A. Para a afirmacao 2), se 5 € raiz positiva, entao ele é combinagao linear
com coeficientes inteiros nao negativos de elementos de II. Se 3 é raiz negativa entao —(3

é positiva e portanto J é combinagao linear com coeficientes inteiros nao positivos.

Definicao B.21 Um subconjunto Il = {ay,..., o} de A, satisfazendo 1) e 2) acima é

denominado sistema simples de raizes.

Observe que nao existe um tnico sistema simples de raizes. Se Il = {ay,...,a;} é um

sistema simples de raizes, entdao {—a1, ..., —q;} também é um sistema simples de raizes.

B.5 Matrizes de Cartan

Foi mostrado que se tivermos um sistema simples de raizes II entao todas as possiveis
raizes de uma dlgebra de Lie g sao combinacoes lineares de II com coeficientes inteiros
todos positivos ou todos negativos. Um dos objetivos dessa secao serd definir quando uma
soma de elementos de II é uma raiz. Isso serd feito utilizando a férmula de Killing, mas
para isso, primeiro precisamos de uma definicao que ird diferenciar as raizes positivas pela

quantidade de raizes simples que aparece em sua expressao.

Definicao B.22 Seja Il = {ay,...,q;} o sistema simples fizado. Se  é uma raiz positiva
tal que

B=miay+...+moy, m; €ZT,

entdo o nimero inteiro positivo my + ...+ my é denominado a altura de (3.
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Por exemplo, as raizes de altura um sao as préprias raizes simples. As raizes de altura
dois sao da forma o; + o, com i # j. Para saber se a; + o; ¢ realmente raiz temos que

analisar a «;-sequéncia iniciada em «;
Q5 — POy, ..., O + qoy.

Como «a; —y; nao ¢ raiz, pois todos os coeficientes de uma raiz tem o mesmo sinal, sabemos

que p = 0. Logo, pela férmula de Killing

_g= 2 <Oéi, Oéj>
<Qi7 az)
Assim,
2l evs. s
q > 0 se, e somente se, M < 0,
<Oéi, az)
portanto
2 <CYZ', Oéj)
a; + a; € A se, e somente se, ————=~ < 0.
<ai7 ai>

2 <CYZ', Oéj)
<CY7;, ai> ‘
As raizes [ de altura trés, pelo Coroldrio B.20, sao da forma o + o com a de altura

Logo, para encontrarmos as raizes de altura dois, basta olhar os valores de

dois e ay, € 11, ou seja, B = oy + o + ay. Vamos analisar a oy-sequéncia iniciada em

a; + ;. Temos

2 <Cki + aj, Oék>
pP—q= :
<aka ak‘>
Assim hé duas situacoes:
a) i # j # k. Neste caso p = 0 pois o; + a; — o, ndo é raiz. Assim «; + a; + oy, € raiz

se, e somente se, ¢ > 0. Isso ocorre se, e somente se,

2 (o, ag) 2 (o, o)

<0 ou —=<0
(o, au,) (ag, )

pois
C 2(ag,ar) | 2(aj, o)

(o, ou) (o, o)

e os termos do lado direito da equagao sao sempre menores ou iguais a zero.
b) k=i ou k = j. Por exemplo, se k = j, entao a ay-sequéncia inciciada em «a; + «a; €
parte, na verdade, da «j-sequéncia inciciada em «;. Analogamente, para decidir se ;42

é raiz temos que saber se
2 <Oéi, (6 j>

(aj, aj)

< 0.
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Esse argumento se estende ao caso geral por inducao, pois, pelo Coroldrio B.20, dada
uma raiz  de altura n + 1, ela é da forma o + a4 com « raiz de altura n e oy € II.
Novamente a férmula de Killing nos diz quando essa soma é uma raiz. Pela aj-sequéncia

iniciada em « temos

~ 2{a, o)
P—q=F—"1.
<Oéka ak>
Por inducao conhecemos p e ¢ e sabemos se @ — g, o — 2a, . . ., sao raizes positivas e

de altura menor que n. Se

&:n1a1+...+nlal,

entao

2(a, o) o 2 (v, ) o 2 (v, aq)
(o) anan T " ana)

Logo, sabemos se ¢ > 0, ou seja, se a + a; € raiz, se sabemos os nimeros de Killing

associados a « e «; € II.
Portanto, pela discussao feita acima, os nimeros de Killing associados aos elementos
do sistema simples de raizes determinam todas as raizes de uma subdlgebra de Cartan

h C g. Consequentemente toda estrutura da algebra semisimples g. Esses nimeros sao

Esta é uma matriz [ x [ e recebe o nome de Matriz de Cartan do sistema simples de

colocados em forma de matriz:

rafzes. Os elementos da diagonal sao todos iguais a 2 e os elementos restantes sao inteiros
nao positivos. A préxima proposicao mostra que as possibilidades para os elementos de
fora da diagonal sao bastantes restritas

Observe que como a forma de Cartan-Killing restrita a h é um produto interno,

podemos falar entre 4ngulos de elementos de A, pois («, 3) = (H,, Hg) = |H,| |Hg| cos .

Proposicao B.23 Sejam o e [ raizes simples.

a) Se 0 denota o dngulo entre a e [ entdo,

cosf =041, +Y3 V2 1

2 2 2
to 6. 0 km km
isto é, 0 = — ou —.
’ 6 4
b) Os possiveis valores para os niumeros de Killing sdo
2
M =0,+1,+2,+£3.

(@, a)
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Demonstragao: a) Temos (o, 5)* = (o, a) (3, ) cos® 6. Logo,

2 (o, 3) 2 {a, B)
() (B, 5)

Como 0 < cos?6 < 1 e os termos do lado esquerdo da equacao sao inteiros, entao

= 4 cos? .

4cos’H=0,1,2,3,4

e portanto cos 6

cosezo,ﬂ,ig,i\/;,i%.

b) Pelo item anterior tem-se que

2 2
(@.0)2(0.8) 4 554
(a,a) (B,0)
e isso implica que
200.8) _ 0 41,49 43 +4
(a,a)
Se supormos que
2
@.8) _ 4y
(a, @)

entao cos = +1. Logo 6 = 0 ou 7 e assim « seria miiltiplo de 3, ou seja, a = £+ e assim

2
2af)
(o, )
o que é uma contradi¢ao. Portanto temos o resultado. U

Esse resultado nos mostra que se 6 é o angulo entre o; e o raizes simples, entao
e 0 =0seq; = aqy,
e 0 =90°,120°,135° 150° se o; # ;.

A respeito das entradas da matriz de Cartan temos o seguinte resultado:

Proposigao B.24 Seja C' = (¢;;) a matriz de Cartan de um sistema simples de raizes.
Entao,

1) ¢;; = 2 para todo i,

2) ¢;j=0,—1,-2 ou —3, para i # j,
3)cji=—1sec;=—2ou—3e
4) cij = 0 se, e somente se, cj; = 0.
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Demonstracao: 1) Obvio.
2) Como os nimeros de Killing sdo menores ou iguais a zero, pois («, ) < 0 para todo
a e B € 11, o resultado segue da proposicao anterior.

3) Vimos na proposigao anterior que

2 (0, aj) 2 (v, )

<3.
(o, i) (i, )
Logo, se
2 1y (g
o) _ 500 3
<Oéi, al>
entao
2 <Oéi, Oéj> —
(@), ;) ‘
2 <O‘i? aj> ~
4) Temos que se ¢;; = 0 = ooy entdo (a;,a;) = 0. Logo ¢;; = 0 se, e somente
Qi) O
2 1 g
se, Cj; = M =0. U
<aj7 aj)

B.6 Diagramas de Dynkin

Nesta secao introduziremos o diagrama de Dynkin, que é um grafo que contém
todas as informagoes de uma matriz de Cartan, mas tem uma notacgao mais sucinta. Esse
diagrama ¢é definido a partir de um sistema simples de raizes fixado II = {ay,...,q},
como numa matriz de Cartan.

Esse diagrama contém [ pontos (vértices) representando cada uma das raizes simples.
Os vértices sao ligados ou nao por um, dois ou trés segmentos (arestas) de acordo com as

seguintes regras:

1. Se
2 (i, ) 2(qi, q )
pr— pr— 0
(v, i) (0, )
nao existe ligagao:
O O
4 %
2. Se
2{a,q5) _ 2 qy)

(i) {aj,a)
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a; e a; sao ligadas por um segmento:
o——O

5 Q;

1
Nesse caso o angulo 6 entre as raizes é 120°, pois 4 cos? § = —1 implica cosf = —5

3. Se

¢ igual a —2 (respectivamente —3), os vértices o e ; sao ligados por dois (respectivamente

3) segmentos:

(e % a; %

Nesse caso o angulo entre as rafzes ¢ 135° (respectivamente 150°), pois 4 cos?f = 2

V3

implica cos = iTQ (respectivamente 4 cos® @ = 3 implica cos ) = iT)

O diagrama de Dynkin ¢é utilizado para obter a matriz de Cartan. Seja C' = (¢ )
a matriz de Cartan. Se construirmos o diagrama de acordo com as regras acima, entao
cij = ¢;; = 0 quando as rafzes a; e o; nao sao ligadas e ¢;; = ¢j; = —1 se o; e o sao

ligadas por apenas um segmento. No entanto, quando a ligagao é feita por dois ou trés

segmentos, nao fica claro qual das entradas

2 <Oéz',Oéj>
Cii =
! <Oé7;, az>
ou
2 <CYZ',CKJ'>
Cij = —————
T ey, a)

da matriz de Cartan é —2 ou —3. Para distinguir isso, orienta-se a ligagao na direcao da

raiz o se
2 (ay, a;
%:M:_Qou -3
(o, a5)
e deste modo ¢;; = —1. Dessa forma obtém-se as seguintes ligacoes orientadas:

5 :Oéj ; :Oéj

Orienta-se a ligacao na direcao da raiz a; se

2 <CYZ', Oéj)

= -2 — 3.
<ai7 ai> o

Cij =
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Resumindo, o nimero de ligagoes entre duas raizes simples e o d&ngulo que elas formam

entre si estao relacionadas pela seguinte tabela:

O O 0 = 90°

o—o0 0 = 120°
Oo=—=0 0 = 135°
0==0 0 = 150°

Vamos ilustrar as regras acima com um exemplo.

Exemplo B.1 Dada a matriz de Cartan

2 =3
-1 2
temos que
2 2
1 (0417041> N <0427042>
<0417a1> <CY2;CY2>
2
1y (a1, ag) — _3
<Oé2, a2>
2
Cor <CY2,0(1> — 1
<a17 a1>

e assim a matriz de Cartan acima define o diagrama

(05} %Oég

Analisaremos agora os conceitos apresentados durante todo o apéndice aplicado em
uma algebra de Lie concreta. O exemplo que iremos analisar é a dlgebra cldssica das

matrizes n x n de traco nulo, sl(n).

Exemplo B.2 E facil verificar que as matrizes diagonais de trago nulo é wma sub-

dlgebra de Cartan de sl(n), que denotaremos aqui como h. Tome E;; = (a,s), para
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i, = 1,2,---,n, a matriz n X n cuja unica entrada nao nula é a;; = 1. O conjunto
das matrizes E;; e E; — Ejj, i # j, é uma base de sl(n). Dado um elemento H € b,
escrevemos

H = diag{ay,as,...,a,}

comaj + ...+ a, = 0. Logo, tomando a aplica¢do adjunta de H, temos

ad(H)(E;;) = [H, Eij) = HE;; — EyH = (a; — a;) E;

j.
Assim os E;; sao autovetores de ad(H) associados aos autovalores (a; — a;). Isso mostra
que as raizes de b sao funcionais a;; = N\, — Aj, 1 # j, onde A\; : h — K € definida por
Ai(diag{aq,...,an}) = a;.

Os espagos de raizes sao os espagos gerados por Fij,i # j. Agora analisando a forma

de Cartan-Killing temos,
(H,H) = tr(ad(H)ad(H)) = tr(ad(H)*) = (a; —a;)* =2 (a; — a;)’
i#j 1<j
= 22(&? + a?) — 42%‘@]‘

1<j 1<jJ
= 2(7”&— 1)2@12 —4Zaiaj.
i=1 1<j

Mas

—4Zaz~aj :22”:%2
1

i<j i=

n
pois > a; = 0. Portanto,
i=1

n

(H,H) =2(n — 1)iaf —42%‘% =2(n — 1)Za?+2ia? = Qniaf. (B.4)
i=1 i=1 i=1

i<j i=1

Esta vltima igualdade e a forma de polarizacao que relaciona uma forma quadrdtica com

a forma bilinear associada, mostram que
(H,H') =2n(a1by + ... + ayby), (B.5)

onde H' = diag {b1,...,b,}.
Agora voltando a notagdo que associa a cada raiz o € A seu elemento H, € b, se
ai; = N\ — Aj € uma raiz de ) entao devido a expressiao B.5, temos que

1
H,,; = %(Ei‘ — Ejj).
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Logo, os valores da forma de Cartan-killing nas raizes sao os racionais

1 1
(Qij, o) = <%(Eu' — Ej;), — (B — Ess)>

2n
1
= R((EmyErr> - <Euu Ess> - <Ejj7 7‘7‘> + <Ejj7 ss>)
1
= %(51‘1” — 0js — 0jr + 0js).

Onde 6,; =1 set = j e 0 caso contrdrio. Logo, o nimero de Killing de duas raizes é

2 (j, s
7y Yrs

. L T

(i, )

Para a o;j-sequéncia iniciada em o,.g, existem trés possibilidades:

1) {i,j} n{r,s} = 0. Nesse caso a sequéncia consiste apenas de c.s pois a,s + j e

Qs — Qi NGO SA0 Taizes, jd que esses funcionais ndo sao da forma A\, — X\p. Além disso,

a expressao acima mostra que o nimero de Killing associado as raizes se anula.

2) {i,j} N {r,s} tem apenas um elemento. Assim apenas uma das parcelas ndo se

anula na soma que fornece o nimero de Killing e dai que

2 <aij7 ars>

=41
(g, vij)

e a sequéncia é formada por o5 € Qs 4 Qi OU Oug — Qyj, POIS S0 08 Unicos funcionais

possiveis da forma A, — \p.

3) {i,j} ={r,s}. Entdo a;; = Loy, e assim a sequéncia é formada por £a;; e 0.

Das raizes o podemos escolher o conjunto
H = {0412, 93, ... 7an—1,n}
como o sistema simples de raizes, ja que para i < j,
Q5 = O 41 + ...+ Oj_15- (B6)

Portanto, como o,; = —ay;, todas as raizes podem ser escritas como combinagao linear
com coeficientes inteiros todos positivos ou todos negativos. O nimero de elementos de
II coincide com a dimensao de by e 11 gera bg. A equagao B.6 nos mostra também que as

raizes de altura k sao o ;v com i variando entre 1 en — k.
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Tomando os niimeros de Killing associados a esse sistema simples de raizes temos a

sequinte matriz de Cartan associada

2 -1 0
-1 2
2 -1
0 -1 2
Ppois <a7;’7:+1, aHLHg} = —1 e o0s outros produtos entre as raizes simples se anulam.

Finalmente, o diagrama de Dynkin definido pela matriz de Cartan de sl(n) é

o o . 1o ) (n — 1 vértices, n > 1).
(03D) (ODX] Ap—2n—1 OAp—1n

Nesta secao mostramos a correspondéncia entre as algebras de Lie semisimples e os
diagramas de Dynkin. Porém, em [18] é possivel encontrar todos os diagramas de Dynkin
possiveis e a classificacao das dlgebras semisimples de dimensao finita, sobre corpos alge-
bricamente fechados, por esses diagramas. Um diagrama qualquer é sempre uma uniao
disjunta de diagramas conexos, assim colocaremos a seguir os possiveis diagramas de
Dynkin conexos.

De acordo com o Teorema 7.9 de [18], os diagramas de Dynkin conexos sao:

Al>1 o0—0— - —0—0
a1 Q2 a1 g

B, l>2 o—0— —O%O
ap Qg ap—1/0g

C,l>3 o—0— -+
(0751 (675) an_1 O

a1

D,l>4 o0—0— ---
a1 Qo (el

107/
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Gr =%,

F
YA ap Jaz gy

FEg © Oo—0—o0

Q7

g

Cada um desses diagramas correspondem a uma dlgebra de Lie simples. Essa corres-
pondéncia pode ser encontrada no capitulo 8 de [18]. Os diagramas A;, B;, C; e D; estao
associados & dlgebras concretas de matrizes, conhecidas como dlgebras classicas. Ja os
demais diagramas estao associados as chamadas dlgebras excepcionais.

No capitulo 9 de [18] os sistemas simples de raizes de uma subdlgebra de Cartan sao
estudados com mais detalhes. Pode ser encontrado af, uma teoria sobre os grupos de Weyl,
que ¢é o grupo de transformagoes lineares da subdlgebra de Cartan, gerado pelas reflexoes
definidas pelas raizes. Com essa teoria é possivel estudar uma situagao um pouco mais
geral que a requerida para as dlgebras semisimples sobre corpos algebricamente fechados,
como ¢ o caso das dlgebras semisimples reais.

No segundo capitulo precisamos saber a ordem do grupo de Weyl W das dlgebras clas-
sicas e das dlgebras excepcionais. Colocaremos a seguir uma tabela que indica a dimensao
dessas dlgebras e a ordem do grupo de Weyl que denotaremos por |W|. Como essas élge-
bras estao associadas com os diagramas de Dynkin acima, indicaremos as dlgebras pelo

tipo de diagrama associado. Os cédlculos da dimensao, quanto as ordens do grupo de Weyl
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dessas dlgebras, podem ser encontrados em [18].

Tipo dim W
A, I(1+2) (I+1)!
B 21 +1) 2
C 121 +1) 2
D, I21-1) 2N
G, 14 12
F, 52 1.152
E, 78 51.840
E, 133 2.903.040
Eq 248 696.729.600
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APENDICE C

Algebras de Lie semisimples reais e

variedades flag.

Neste apéndice, apresentamos um esboco sobre o contetido béasico da teoria de Lie semi-
simples real e definimos o conceito de variedade "flag". Os resultados e afirmacoes que
enunciamos podem ser conferidos com todos os detalhes nos trabalhos de Braga Barros-
San Martin [6] e [7], Patrao [14] e San Martin [17]. Observamos também que as defini¢oes
e objetos relacionados aos conceitos de dlgebra de Lie e de grupo de Lie podem ser con-

sultadas nos textos de San Martin [18] e [19].

C.1 Fundamentos da teoria de Lie semisimples real

Seja G um grupo de Lie real conexo e de centro finito cuja dlgebra de Lie g é semisimples.
Denota-se por Aut (g) o grupo dos automorfismos de g, e por Int (g) o subgrupo gerado
pelas exponenciais das derivagdes internas de g. Visto que g é semisimples, entdo, Int (g)
¢ a componente conexa da identidade de Aut (g).

Consideremos a representagao I : G — Int(G) dada por I (g) = C,, onde C; é a
conjugacao por g em (G, para todo g € G. Denotando por exp a aplicacao exponencial de

g em G e por e o elemento neutro de GG, temos que

Cy (exp (X)) = exp (d(Cy), (X))

para todo g € G e X € g. Para a aplicagdo adjunta Ad : G — GL(g) dada por
Ad (g9) = d(Cy),, temos a igualdade

exp (Ad (g) (X)) = Cy (exp (X)) = gexp (X) g~

para todo g € G. Entao, Ad é uma aplicacao diferencidvel cuja diferencial no elemento

neutro de G coincide com a aplica¢do adjunta ad: g — gl (g) da dlgebra de Lie g. Além
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disso, como Ker (Ad) = Z(G), onde Z(G) é o centro de G, temos que a aplicagdo
induzida Ad : G/Z (G) — Ad(G) ¢ um isomorfismo analitico, e Ad (G) ¢ chamado de
grupo adjunto.

Assim, para todo X € g, vale a igualdade
Ad (exp (X)) = e2dX)

donde segue que Ad (G) = Int(g), pois G ¢é conexo. Contudo, Ad (G) ¢ um subgrupo
fechado de GL (g).
Uma involugao de Cartan é um automorfismo involutivo 6 (§* = id) de g tal que a

seguinte forma bilinear é um produto interno na dlgebra
<X7 Y>9 = <X> 0 (Y)>

onde (-, -) é a forma de Cartan-Killing de g. O fato de g ser semisimples implica que existe
uma tnica involugao de Cartan a menos de conjugacao por elementos do grupo adjunto

Ad(G). Entao, g =t & s, onde
t={Xecg:0(X)=X} e s={Xe€g:0(X)=-X}

sdo ortogonais em relagao a (-,-), e & forma de Cartan Killing. Esta decomposicao de g
¢ chamada de decomposicao de Cartan associada a uma involucao de Cartan 6. O
subgrupo de Lie conexo K gerado por exp (£) é um subgrupo compacto de G. Na verdade,

isto é equivalente ao fato do centro de G ser finito.

C.1.1 Sistema de raizes e decomposicao de Iwasawa

Agora, a menos de conjugacao por elementos de Ad (K), é garantida a existéncia e uni-
cidade de uma subdlgebra abeliana maximal a C s. O par (f,a) é chamado de par
admissivel de g. Chamamos de sistema de raizes do par admissivel (¢, a) o conjunto A
dos funcionais lineares (ndo nulos) «a : a — R tais que a (H) sdo autovalores associados
a autovetores de ad(H) (H € a). O espaco associado a uma raiz a« € A ¢é dado pelo

subespaco
go={X €g:ad(H)(X)=a(H)(X), para todo H € a}.
Observemos que 6 (g,) = g_. Denotando

m=3 (a)={X et:ad(X) |,= 0}
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o centralizador de a em £, temos que
g:m@a@EZ%
aEA

¢ uma soma direta (-, -),-ortogonal. Dado g € G e ¢ =Ad(g), temos que (d)@qﬁfl, ¢ (a) ¢

um par admissivel cujo sistema de raizes associado é dado por
A = {qb*oz:ozoqﬁ_l o€ A}

Assim, ggr0 = ¢ (8a) €
g=0m@¢(a)d> ¢(ga)

a€cA

Definigao C.1 As cdmaras de Weyl associadas a um par admissivel (0, a) sdo as com-

ponentes conexas do conjunto {H € a: a(H) # 0, para todo o € A}.

Escolhendo-se uma camara de Weyl como a cAmara positiva o™, definimos o conjunto

das raizes positivas asscociado & a™ como
At ={a€eA:a|+>0}.

Entao, a™ gera a. Denotamos os subespagos
n= E o € N = E g_o.
acAt acAt
Entao,

g=t@adn

onde n é uma subdlgebra nilpotente e a & n é uma subdlgebra solivel. Esta decomposicao
g = tPadn é denominada decomposicao de Iwasawa de g associada ao terno admissivel
(0,a,a™). Contudo, a aplicagao (k, a,n) — kan define um difeomorfismo entre K x A x N

e G, onde K = (exp (¢)), A= (exp(a)) e N = (exp (n)) . Assim,
G = KAN

¢ denominada decomposigao de Iwasawa de G associada ao terno (6,a,a™).
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C.1.2 Grupo de Weyl

Dado g € G e um terno admissivel (6, a,a™), temos que as camaras de Weyl associadas
ao par (gz%)d)_l, ¢ (a)) sdo imagem por ¢ =Ad(g) das camaras de Weyl associadas ao par
(0,a), e p"AT & o conjunto das raizes positivas associado a ¢ (a*). Entéo, ¢ (a™) gera
¢ (a). A menos de conjugagao por automorfismos internos, existe uma tinica decomposigao
de Iwasawa de g. Contudo, se g = ¢ @ a @ n é a decomposigao de Iwasawa associada ao
terno (0, a,a™t), entdo,

g=0{®) S ¢(a)d9(n)

é a decomposicao de Iwasawa associada ao terno (¢9¢*1, ¢ (a),¢(ah)).

Os objetos associados a um terno admissivel (6, a, a™) sdo indicados com a justaposigao
de A = exp(a*). Neste caso, (-,-), = (,)(A), a = a(A), at =at (), A=A\ e
AT = AT ()). Para cada « € A ()), definimos H, € a(\) como

(Ho H) (\) = o (H)

para todo H € a(A). A reflexao (-, -) (\)-ortogonal r, : a (A\) — a(\) em relagdo & H, é

definida por
(Ha, H) (A)

To (H) :H_2<Ha7Ha> o)

H,.
Entao, r, (H,) = —H,. Assim, o conjunto
Aa()\) = {Ha ca:ac A()\)}

¢ um sistema de co-raizes, isto é:

1. Aq ¢ finito, gera a e nao contém 0;

2. Para todo H, € Ay, existe uma reflexao r, em relacao a H, tal que r, (Aa(,\)) =

Aa()\);
3. Para todos H,, Hg € Ay, ro (Hg) — Hg é€ um muiltiplo inteiro de H,.

Definigao C.2 Seja (0,a,at) um terno admissivel de g. O grupo de Weyl W (\) é o

grupo gerado pelo conjunto das reflexdes (-, -), (X)-ortogonais {ro : « € A (N)}.

Visto que Ay € finito, temos que W () é finito.
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Na verdade, o grupo de Weyl depende somente do par admissivel (6, a). Além disso,

ele pode ser identificado com o grupo {Ad (k) lapny: k € M*}, onde
M* = Nk (a) ={k e K:Ad (k) (a) = a}
é o normalizador de a em K. Assim, se
M = Zg (a) = {k € K : Ad (k) |o= id,}

é o centralizador de de a em K, temos que W () é isomorfo ao grupo quociente M*/M.

C.1.3 Sistema simples de raizes

Seja IT () o conjunto das raizes positivas que nao podem ser escritas como uma combi-
nacao linear de dois termos nao nulos. Entao, I (\) é chamado de sistema simples de

raizes associado ao terno (0, a,a™). Dado © C II(\), define-se
(O)T =(@)NnAT(N).

A subdlgebra semisimples g (0) de tipo © é a subdlgebra gerada por

Zgaen Zga

ac(® ac(®
Entao, 0 (g (©)) C g(©), e a decomposigao de Cartan de g (©) associada a o = 0 [ye) ¢
dada por g(0©) =¢(0)@Ps(0), onde £(O) =g(O)Ntes(O) =g(O)Ns. Além disso,
temos que a(0) = g(©) N a é abeliana maximal em s (©). O sistema de raizes do par

admissivel (Ag,a (©)) é dado por
A(©) ={ae =a e a € (0)}.
Assim, (0g,a(0),a(0)") é um terno admissivel de g (©), onde
a(©)"=g(©)N{H €a(N):a(H) >0, paratodo a € (0)"}.
O conjunto das rafzes positivas associadas a a (0)" ¢ dado por
AO) ={ae € AO):ae(®)}
e o sistema simples de rafzes associado ao terno (fg,a(0),a(0)") & dado por

(0)={aeeA(O) :aec6}.
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O grupo de Weyl associado ao par (fg,a(©)) é dado por
W(e) = {rae =Tq a@): @ € (@)}

Por fim,
g(0)=t(0)®a(0)®n(O)

¢ a decomposicao de Iwasawa de g (©) associada ao terno (g, a (0©),a(0)"). O subgrupo

semisimples G (©) de tipo © é o subgrupo conexo gerado por exp (g (©)). Assim,

¢ a decomposicio de Iwasawa de G (©) associada ao terno (fe,a(0),a(0©)"), onde

K () = (exp (£(0))), A(0) = (exp (a(0))) e N () = (exp (n (0))).

Definigao C.3 Seja © C II(\). O subgrupo Wg de W () gerado pelo conjunto das

reflexoes {r, : a € O} é denominado parabdlico tipo O.

C.1.4 Subalgebra e subgrupo parabdlicos

Agora, dado um terno admissivel (6, a,a’), denominamos de subdlgebra parabdlica

minimal de g associada ao terno (6, a,a™) a subédlgebra
pA)=mA)@Ba(A)dn(N).
Se © C II(\), entao,
pe (M) =p(A)@n (O)
é chamada de subdlgebra parabdlica de tipo ©. O conjunto das subdlgebras parabdlicas
associadas ao terno (6, a,a™) é unico a menos de conjugacao por automorfismos internos.
Dado g € G e © C II(\), temos que ¢ (po (A)) é a subdlgebra parabdlica de tipo ¢*O

associada ao terno (¢f¢ ", ¢ (a), ¢ (a™)).

O subgrupo parabdlico de tipo O associado ao terno (0, a,a™) é dado por

Po (A) = Na (pe (M) ={g9 € G: Ad(g) (e (A)) = pe (\)}

o normalizador de pg (A) em G. Se ag = a © a(O) ¢ o complemento (-, ) (\)-ortogonal

de a(O) em a e tg ¢é o centralizador de ag em ¢, entao,

p@()\):é@@a@n
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¢ a decomposigao de Iwasawa de pg (A). Se Kg € o centralizador de ag em K, ou seja,
Ko =Zk (ag) ={k € K : Ad (k) |ao=ida }
entao
Po (\) = KgAN

¢ a decomposicao de Iwasawa de Pg (\). Contudo, Po (\) é autonormalizador e sua

algebra de Lie é pg ().

C.2 Objetos candnicos e variedades flag

Para definir uma variedade flag, consideramos o conjunto das cAmaras de Weyl em G
dado por
C = {exp(a): (f,a,a") terno admissivel} .

Se dois ternos admissiveis (6, a,a™) e (5, a, H*) de g sao tais que a™ = a*, entao, eles
determinam os mesmos objetos como grupo de Weyl, sistema de raizes e sistema simples
de raizes, subdlgebra parabdlica e subgrupo parabdlico, decomposicao de Iwasawa destes
dltimos e o produto interno (-, -), quando restrito a a.

Considerando a agao adjunta de G na dlgebra de Lie g, para cada g € G e X € g,
denotamos g X = Ad (g) (X).

Para todo A = exp (a™) € C e g € G, temos que

L Wi(ghg™) = gW (N) g™, onde gAg~" = exp (Ad(g) (a*)), e gwg™" = Ad(g) ow o
Ad(g71), para todo w € W ().

2. a(gAg~t) = ga()), e o mesmo ocorre com os objetos m (), n (A), A (X), IL(N), Ay
e Ha(/\).

3. N(ghg™!) = gN (A\) g, e 0o mesmo ocorre com A e M.
4. pgo (gAg™h) = gpe (N), para cada © C II (\).

5. Pjo (ghg™") = gPe () g™, para cada © C II()).

&

<gH, gf]> (ghg™!) = <H,ﬁ> (M), para todos H,ﬁ €a()).
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1

Além disso, se A\, € C, entao, existe g € G tal que p = ghg~. Ou seja, G age

transitivamente por conjugacao no conjunto das cAmaras de Weyl em G.

Agora, GG age no conjunto
W={Aw):xeCeweW (N}

definindo
g\ w) = (grg~ " gwg™)

para todo g € G e (A, w) € W. Com isto, temos a seguinte definicao.

Definicao C.4 O grupo de Weyl canénico W de g é definido pelo espago das orbitas
de G em W.

Denotamos a érbita de (A, w) por [(A, w)], para todo (A, w) € W.

Proposicao C.5 Para cada A € C e w € W, existe um tunico w(\) € W () tal que
w = [(A,w(N)]. Fizando A\, a aplica¢io w — w (\) define um isomorfismo entre o grupo

de Weyl W () e o grupo de Weyl canénico W, onde, dados w,w € W, tem-se

wiw = [(A,w (N) @ ()]

wl = [()\,w()\)_l)] :

Além disso, para cada g € G e X\ € C, temos que w (gAg™!) = gw (\) g~ L.

O grupo G também age no conjunto
A={(\H): AXeCeHeca(\N}

definindo
g(\H) = (gAg ™, gH)
para todo g € G e (A, H) € A. O abeliano maximal canénico de g ¢ entao definido

pelo espago das 6rbitas de G em A e denotado por a.

Proposicao C.6 Para cada A € C e H € a, existe um unico H (\) € a(\) tal que

H = [(\,H (\))]. Fizando X\, a aplicaggo H — H (\) é uma isometria linear entre
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0s espaco de Hilbert (a (M), (-,-)(N\)) e o espago de Hilbert (a,(-,-)), onde, para todos

H,ﬁEa ec e R, tem-se

H+ﬁ:Kme+ﬁu»

cH = [(\ cH (V)
e o produto interno em a é definido por
<H;ﬁ>::<ﬂ¢w,ﬂ(n>(n.
Além disso, para todo g € G, temos que H (gAg™t) = gH ()).
Lembrando que
AN ={H,(N) €eaN):aec AN} e AN ={H,(N)€a(N):aecll(N)}
temos ainda que os conjuntos

P={(\Ha(N):A€Ce Hy(\) €Ay (M)}

S={(\H,(\):A€Ce H,(\) €Il (N}

sao invariantes pela acdo G em A. O espaco das orbitas de G em P ¢é denominado de
sistema de co-raizes candnicas de g e é denotado por A,. Entao, A, é um sistema
abstrato de raizes de a tal que W é o seu grupo de Weyl associado. O espacgo das érbitas de
G em S é denominado de sistema simples de co-raizes canénicas de g e é denotado
por Il,. A restricao do isomorfismo da Proposicao C.6 aos conjuntos A, e II, é uma
bijecao entre estes e A, (\) e II, (A), respectivamente, para todo A € C.

Agora, se a* denota o dual de a, entdo, a aplicagdo H +— (H,-) define um isomorfismo

entre a e a*. Podemos entao definir
A={a=(H,,): Hy, € Ay}
denominado de sistema de raizes candnico de g, e
N={aecA:H,cll}

denominado de sistema simples de raizes candnico de g.
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Entao, o grupo de Weyl candnico é gerado pelo conjunto das reflexées {r, : « € I1}.

Fixando A € C, a aplicagdo a — a(\) = (H, (A),-) (A) define uma bijecao entre A
e A(N) eentre IT e IT()\). Além disso, a(ghg™!) = Ad (g7 H)" @ (\) = ga (\), para todo
g € G. Se © C I, entdo, © (\) C IT()\) é a imagem de © pela aplicagdo a — « (A).

Enfim, seja © C II. Entédo, a subdlgebra pg (A) parabdlica de tipo O determinada
por A é definida como a subélgebra parabdlica pg(y) (A), € 0 subgrupo Py (\) parabdlico

de tipO Oeé P@()\) ()\)
Definicao C.7 O flag de tipo © é o conjunto
Bo = {pe (1) : A €C}

de todas as subdlgebras parabdlicas de tipo ©. Quando © =0 o flagB = By é denominado

flag maximal de g.
Para todos g € G e pe (\) € Bg, temos que

gpe (N) = pgen) (90971 = Pee-1) (9Ag™") =pe (9rg7") .

Esta agao adjunta de G no flag Bg é transitiva, pois para todos A, 1 € C, existe g € G tal
que ghg~! = p. Além disso, o subgrupo parabélico Pg (A\) é o subgrupo de isotropia da
subdlgebra parabdlica pg (A). Com isto, a projecao candnica Bg — Bg, /G é um fibrado
diferencidvel e G/ Pg () & difeomorfo a érbita Gpg (\) = Be, onde o difeomorfismo ¢é
dado por ¢g (9Ps (A)) = gpe (A). Portanto, Bg é uma variedade diferencidvel compacta
difeomorfa a variedade homogénea G, Pg ().

Agora, dado w € W e X € C, existe k € M*(\) = Ng (a(A)) tal que w () é iden-
tificado com a classe kM (\) = kZx (a()\)). Para qualquer m € M (\) e H € a()\)™,
temos que km (km)~' = kXk~!. Assim, faz sentido as notacoes w (A) Aw (\) ™' = kXk™!
e w (A pe (A) =pe (kAETL).
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