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Resumo
Nosso primeiro objetivo nesse trabalho é apresentar de forma organizada e detalhada
os conceitos estudados na teoria de Lie. Para isso, fizemos um estudo elaborado sobre
dlgebras e grupos de Lie: apresentamos as dlgebras de Lie soliveis, nilpotente, simples e
semisimples; mostramos os critérios de Cartan, que nos permitem investigar a solubilidade
e semisimplicidade dessas dlgebras de Lie e por fim, introduzimos o conceito de aplicagao
exponencial e variedades homogéneas. Nosso segundo objetivo é estabelecer critérios para
definirmos em um espaco homogéneo, uma estrutura de espaco girovetorial de Lie. Para
isto, fizemos um estudo da teoria de girogrupos através de lagos visando atender nossos
interesses e usando a teoria de Lie, para uma secao arbitraria da projecao candnica do
grupo de Lie G sobre G/H, onde H é um subgrupo fechado de GG, definimos uma operagao
bindria sobre as classes laterais. Através dessa operacao fornecemos condigoes suficientes
para obtermos lacos de Lie & esquerda e a partir destes, obtemos os espacos girovetoriais

de Lie.



Abstract

The first objective in this work is to present in a organized and detailed way, the
concepts of Lie theory. To reach this one, we did an extensive study about Lie groups and
Lie algebras: we present the soluble, nilpotent, simple and semisimple Lie algebras; we
give the Cartan criterions, which allow us to investigate the solubility and semisimplicity
of these Lie algebras and, finally we introduce the definition of exponential map and
homogenous manifolds. Our second objective is to establish criterions to define a structure
of a Lie gyrovector space in a homogenous space. To reach this one, we did a study of
gyrogroups through of loop theory, and using Lie theory, for an arbitrary section of the
canonic map of the Lie group G on G/H, where H is a closed subgroup of GG, we define
an binary operation on the cosets. With this operation, we give conditions to obtain Lie

left loops and from these, we obtain the Lie gyrovector spaces.
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INTRODUCAO

Um grupo de Lie é uma variedade G com estrutura de grupo, de tal modo que as

aplicagoes
GxG — G G — G

(r,y) +— =z xr = xt

sao diferencidveis. Um campo X de vetores tangentes a G é uma aplicagao que a cada
ponto p € G corresponde um vetor X, de 7,,G, onde X,, denota o valor do campo X no
ponto p € G. Esse campo X de vetores tangentes a GG, se diz invariante pela esquerda
quando X,, = dL,(X,), quaisquer que sejam x e y em G, e os conjuntos desses campos
invariantes pela esquerda é denotado por LG.

A teoria de Lie consiste em estudar os grupos de Lie através de suas dlgebras de Lie.
Isso significa que deve-se classificar e descrever as propriedades estruturais dos grupos de
Lie, reduzindo-as as propriedades correspondentes das dlgebras de Lie.

Assim, o primeiro passo no estudo dos grupos de Lie consiste na construcao das al-
gebras de Lie associadas aos grupos. Uma dlgebra de Lie é definida como um espaco
vetorial g, munido de uma operacao bilinear [.,.] : g X g — g, denominada colchete de
Lie, satisfazendo as propriedades de anti-simetria e identidade de Jacobi. Um exemplo
de dlgebra de Lie é dado pelo espaco vetorial dos campos C*> tangentes a uma variedade
diferencidvel GG, denotado por X(G), onde para f : G — R de classe C* e XY € X(G),

definimos [X, Y] como o campo
(X Y]() = XY () = YX(f).

Esse exemplo nos possibilita mostrar que LG também é uma dlgebra de Lie de GG. Dessa
forma, a dlgebra de Lie g de um grupo de Lie GG, é definida como o espago dos campos
invariantes (& esquerda ou a direita), com o colchete dado pelo colchete de campos de

vetores. Essa dlgebra de Lie é isomorfa ao espaco tangente de G na origem e.
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Os fluxos dos campos invariantes estabelecem a aplicagdo exponencial exp:g — G,
que é o principal elo de ligagao entre g e GG. A idéia bésica de sua construgao é que, por
definigao, os elementos de g s@o equagoes diferenciais ordindrias em G (campos invari-
antes), que possuem fluxos, os quais sao formados por difeomorfismos locais de G. Os
elementos formadores desses fluxos se identificam naturalmente a elementos de G, per-
mitindo construir, a partir de X € g, um subgrupo de GG parametrizado por t € R. Dado
um grupo de Lie G com &lgebra de Lie g, tome X € g um campo invariante. A aplicagao
expX € o valor em t = 1 da solugao de X que passa pelo elemento neutro quando ¢ = 0.

Um dos objetivos desse trabalho é estabelecer critérios para definirmos em um espaco
homogéneo, uma estrutura de espaco girovetorial de Lie, e isso s6 é possivel se "esten-
dermos" a teoria de Lie a teoria de girogrupos através de lagos.

Apé6s o desenvolvimento da Teoria Especial da Relatividade por Einstein em 1905,
houveram tentativas de se interpretar a lei da adicao da velocidade usando Geometria
Hiperbdlica. Mas, a falta da propriedade associativa, foi considerado um fator complicador
e essa teoria foi abandonada. Foi através de sua retomada que surgiu o conceito de
girogrupo, uma estrutura dlgebrica que deu fundamento a toda essa teoria.

Desde sua introdugao por Abraham A. Ungar, os girogrupos transformaram-se em
um assunto de intensivas investigacoes em seu significado fisico e geométrico, assim como
em sua interpretacao laco-tedrica. Entretanto, a melhor maneira de introduzir a nogao de
girogrupos, é fornecida pelas transformacoes de Mobius do disco aberto complexo unitéario.
A mais geral transformagio de Mobius de disco D ={z € C; |z| < 1} ¢é da forma

ot a+z
1+az

VA el

(1)
onde a,z € ), § € R fixo e @ representa o complexo conjugado de a. A transformagao 1

pode ser vista como a transformacao

a+z
1+az’

Z

(2)
seguida de uma rotacao de # em relacao ao eixo x. A partir de 2, definimos a operagao

@:DxD— D dada por

a—+z
3

1+az’ (3)

a qual chamamos de adicao de Mobius. A operacao ¢ nao é comutativa nem associativa.

2z (a®z) =

Mas, pode-se "reparar" a nao comutatividade de & pela introdugao da operacao

gyr : D x D —Aut(D, ®),
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dada pela equagao B
a®b 1+ab
bda 1+ab’

(4)

onde Aut(D, @) é grupo dos automorfismo do grupéide (D, &). Assim, de 4 vemos que

gyrla,b] =

a® b= gyr(a,b](b® a).

De forma supreendente, o girador "gyr", que "repara" a comutatividade, também "repara"

a associatividade para é. Surgem assim, as seguintes identidades:

a® (bdc)=(a®b)® gyr|a,blc Lei da giroassociatividade a esquerda.
(a@b)®c=ad (bd gyrlb,alc) Lei da giroassociatividade a direita.
gyrla, bl = gyr[a & b, 0] Propriedade do lago a esquerda.
gyrla,b] = gyr|a,b® al Propriedade do laco a direita.

Dessa forma, a adicao de Mobius e seu girador associado, estao ligados e onde ha coin-
cidéncias, hd também um significado. Das coincidéncias emergentes do girador, descobre-
se uma estrutura algébrica interessante que merece a extensao pela abstragao, e esta é
chamada de girogrupo.

Temos dois objetivos a cumprir nesse trabalho: o primeiro consiste em fazer um estudo
organizado e detalhado de certos conceitos da teoria cldssica de grupos de Lie e dlgebras
de Lie; o segundo ¢é estabelecer critérios para definirmos em um espago homogéneo uma
estrutura de espaco girovetorial de Lie, o que deve ser feito a partir da "extensao" da
teoria de Lie, a teoria de girogrupos através de lacos.

O trabalho estd estruturado da seguinte forma:

No capitulo 1, desenvolvemos o estudo das dlgebras de Lie. Em nossa exposicao,
detalhamos alguns resultados apresentados em [3] e [18]. Apresentamos as primeiras
propriedades, definimos série derivada e série central descendente de uma &lgebra e Lie,
de modo a introduzirmos o conceito de dlgebra solivel e nilpotente. Classificamos as
dlgebras de Lie quanto as suas dimensoes e também definimos as dlgebras de Lie simples e
semisimples. Finalizamos o capitulo expondo os critérios de Cartan, os quais servem para
decidir se uma dlgebra de Lie é solivel ou semisimples, em termos de uma forma bilinear
na dlgebra - a forma de Cartan-Killing. Recorremos também as referéncias [2], [10], [12]
e [22].

No capitulo 2, mostramos que a teoria de grupos de Lie, estd baseada na existéncia

das dlgebras de lie associadas aos grupos. As dlgebras de Lie possibilitam transportar
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métodos da dlgebra linear ao estudo de objetos nao lineares, como sao os grupos de Lie.
Expomos detalhadamente alguns resultados apresentados em [5], [7], [11] e [23]. Apds
apresentados os conceitos bdsicos desse capitulo, estudamos a aplicacao exponencial, a
qual estabelece um vinculo entre o colchete na algebra de Lie e o produto no grupo,
determinando quase que, ou completamente, a estrutura do grupo de Lie a partir das
dlgebras de Lie. Completamos esse capitulo, apresentando variedades homogéneas, com
o intuito de expor o conceito de espago homogéneo. As referéncias [2], [15] e [22] também
contribuiram de forma significativa em alguns resultados.

O capitulo 3 serd dedicado a introdugao da teoria de girogrupos através de lagos. Para
uma segao arbitraria da projegao canoénica do grupo G sobre G/H, onde H é um subgrupo
de G, definimos uma operacao bindria sobre as classes laterias. Através desta operagao
bindria, fornecemos condigoes suficientes para obtermos lagos a esquerda. A partir desse
conceito pode-se definir espagos girovetoriais. As referéncias utilizadas sao [13], [17], [20]
e [21]. Para melhor entender o contexto histérico-tedrico de girogrupos, basta consultar
as referéncias [19] e [20].

No capitulo 4, estendemos a teoria de Lie a teoria de girogrupos através de lacos, afim
de se estabeler critérios para introduzir uma estrutura de espacgo girovetorial de Lie em
um espaco homogéneo. Este problema foi abordado por Abraham A. Hungar e Azniv
Kasparian em [21] e este ¢ um assunto que ainda se encontra longe de ser fechado. Ini-
cialmente apresentamos um espago homogéneo com estrutura de lago de lie & esquerda
e introduzimos neste, uma multiplicagao escalar satisfazendo certas condi¢oes de modo
a obtermos uma estrutura de espaco girovetorial de Lie quase & esquerda. Depois apre-
sentamos o conceito de girogrupo de Lie a esquerda, possibilitando assim definirmos um
espago girovetorial de Lie a esquerda. Finalmente apresentamos as condicoes para que
um espaco homogéneo, tenha uma estrutura de espago girovetorial de Lie. Consultamos
também as referéncias [4], [6], [11], [14] e [16].

Espera-se que a teoria apresentada aqui ainda possa ser desenvolvida de modo a con-

tribuir em outros trabalhos.



CApriTULO 1

Algebras de Lie

O objetivo deste capitulo é apresentar os principais resultados estudados na teoria
das dlgebras de Lie. Alguns destes resultados sao usados mais adiante. As referéncias

principais para este capitulo sao [10], [12], [18] e [22].

1.1 Conceitos Basicos

Esta é uma secao introdutéria, formada em sua maior parte por definicoes de conceitos
que formam toda a base da teoria das dlgebras de Lie. Esses conceitos sao ilustrados por

exemplos com o intuito de deixar o leitor familiarizado com essa teoria.

1.1.1 Definicoes e primeiras propriedades

Definicao 1.1 Uma dlgebra de Lie sobre um corpo K, é um espaco vetorial real g, mu-
nido de uma operagao bilinear [.,.] : g X g — @, denominada colchete de Lie, satisfazendo

as sequintes propriedades:

(1) [X,Y] ==Y, X], para todo X,Y € g.
(i) [X, Y], Z] +[[Y, Z],X] + [[Z,X],Y] = 0, para todo X,Y, Z € g.

A primeira condicao exige que o colchete de Lie seja anti-simétrico e a segunda que o
colchete de Lie satisfaga a Identidade de Jacobi. Note que a condigao (i) equivale a

dizer que [X, X] = 0, para todo X € g.

Exemplo 1.1 O espago vetorial das matrizes quadradas reais M (n,R) com colchete definido
por

[A,B] = AB — BA

12



1.1 Conceitos Bdsicos 13

¢ uma dalgebra de Lie. E se considerarmos o colchete | , |* dado por

[A,B]* = BA— AB = —[A, B],

teremos que, M (n,R) também serd uma dlgebra de Lie. Esse colchete mede a comutativi-

dade do produto das matrizes, pois se A e B comutam, temos que [A, B] = 0.
Exemplo 1.2 Sejam g uma dlgebra de Lie e denotemos

gl(g) ={¢:9— g; ¢ éuma transformagao linear}.
Tomando ¢, ¢, € gl(g) temos que gl(g) com o colchete de Lie dado por

(P15 Do) = @1 0 Py — By 0 ¢y, (1.1)

¢ uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.3 Seja V' um espago vetorial qualquer e definimos [X,Y] = 0 para quaisquer
que sejam XY € V. E claro que V munido deste colchete é uma dlgebra de Lie, que

recebe o nome de dlgebra de Lie Abeliana.

Proposigao 1.2 Em uma dlgebra de Lie g tem-se [X, X| = 0 se, e somente se,
(X, Y] = [V, X]

para quaisquer que sejam X,Y € g.

Demonstragao: Notemos que

0 = [X+Y, X+Y]
= [X, X+Y]+[V, X +Y]
= [X,X]+[X,Y]+ [V, X]+[V,Y]

= [X,Y]+[V, X].

Reciprocamente, se [ X, Y] = —[Y, X], entao [ X, Y]+ [V, X| = 0 para quaisquer que sejam
X,Y €g. Se X =Y, temos que [X, X] + [X, X] = 0 e concluimos que [X, X] = 0. O

Naturalmente, definimos a seguir o conceito de subdlgebra de Lie.



1.1 Conceitos Bdsicos 14

Defini¢ao 1.3 Sejam g uma dlgebra de Lie com colchete | , | e b um subespago vetorial
de g. Dizemos que ) é uma subdlgebra de Lie de g se, e somente se, para quaisquer

que sejam X,Y € b tem-se que [ X, Y] € b .

Assim, toda subélgebra de Lie de uma &dlgebra de Lie é uma &dlgebra de Lie. E imediato
que, a intersecao de duas subdlgebras de Lie de uma &dlgebra de Lie ¢ também uma

subdlgebra. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.4 Sabemos que o espaco vetorial das matrizes quadradas M(n,R), é soma
direta do subespago das matrizes anti-simétricas, so(n,R) = {A € M(n,R); A" = —A},
com o subespago das matrizes simétricas, s (n,R) = {A € M(n,R); At = A}. E facil
verificar que, s0(n,R) é uma subdlgebra de Lie de M(n,R), porém, s(n,R) nao é uma
subdlgebra de Lie de M(n,R), pois o colchete de duas matrizes simétricas é uma matriz

anti-simétrica.
Exemplo 1.5 O conjunto das matrizes quadradas de traco zero, denotadas por
sl(n,R) ={A € M(n,R);tr(X) =0},

também é uma subdlgebra de Lie da dlgebra de Lie M(n,R), com colchete definido por

[A, B] = AB — BA.

Uma subélgebra de uma &lgebra de Lie, que é uma dlgebra abeliana é chamada sub-

dlgebra abeliana. Como exemplo temos:
Exemplo 1.6 O espaco das matrizes diagonais é uma subdlgebra abeliana de gl(n,K).

Teorema 1.4 Todo subespaco unidimensional de uma dlgebra de Lie é uma subdlgebra

abeliana dessa dlgebra.

Demonstragao: Seja g uma élgebra de Lie e h um subespago unidimensional de g. Tome
{Z} uma base de h. Se X, Y € b, entdo existem a e f em R, taisque X =aZeY = (2.
Portanto, [X,Y] =0 € b. O

Portanto numa &lgebra de Lie arbitrédria, todas suas subdlgebras nao abelianas tem
dimensao maior que um.

Como consequéncia desse teorema, temos o seguinte:
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Corolario 1.5 Toda dlgebra de Lie unidimensional é abeliana.
Para dlgebras bidimensionais, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6 Seja g uma dlgebra de Lie e b uma subdlgebra bidimensional de g. Entao,

ou by é abeliana ou existe uma base {A, B} de b, tal que [A, B] = B.

Demonstragao: Suponhamos que f seja uma subélgebra nao abeliana bidimensional.
Tomemos {X,Y} uma base de h . Como h ¢é ndo abeliana, e X,Y € b, temos que
[X,Y] # 0. Definamos Y’ = [X, Y] e escolhamos X' € i de modo que {X’, Y’} seja uma
base de h. Como X', Y € h, temos que X' =aX +bY e Y’ =cX +dY. Assim

(X" Y'] = [aX +bY,cX +dY] = (ad — bc)[X,Y].

Como [X,Y] # 0 e b ¢é ndo abeliana, segue que ad — bec # 0. Logo, tomando
A= (ad—bc)'X"e B=Y' temos

[A,B] = [(ad —be) ' X", Y]
(ad — be) ' [X, Y]

(ad — be) " H(ad — be)[X, Y]
= [X)Y]

= Y

= B.

Portanto {A, B} é a base de h procurada. O

Decorre imediatamente desse teorema, o seguinte coroldrio:

Corolédrio 1.7 Se g é uma dlgebra de Lie bidimensional, entdo ou g é abeliana ou existe

uma base {A, B} de g tal que [A, B] = B.

Apresentamos aqui uma classificacao das algebras de Lie unidimensionais e bidimen-
sionais. Posteriormente, faremos o mesmo para dlgebras de Lie tridimensionais, ja que
antes, necessitamos estudar outros conceitos.

A seguir definimos o conceito de ideal, que é uma importante classe de subalgebras.



1.1 Conceitos Bdsicos 16

Definicao 1.8 Sejam g uma dlgebra de Lie e ) um subespago vetorial de g. Dizemos que

h é um ideal de g, se para quaisquer X € g e Y € b tivermos [X,Y] € b.

Em particular todo ideal ¢ uma subdlgebra, mas nem toda subélgebra é um ideal. Para
verificar isso, basta considerar so(2,R) = {4 € M(2 x 2,R); A* = — A}, a subdlgebra das

matrizes quadradas anti-simétricas de ordem 2. Temos que s0(2,R) ndo é um ideal de

0 1 1 2
M (2 x 2,R). De fato, seja €s50(2,R)e € M(2x2,R). Note que

1 0 2 —1
0 1 1 2
10/ \2 -1
0 1 1 2 1 2 0 1
10 2 -1 2 -1 ~1 0
4 -2
= ¢ s0(2,R).
_9 4

Exemplo 1.7 Seja g uma dlgebra de Lie abeliana, entdao todo subespaco by de g é um

ideal, pois, se X € h eY € g temos que [X,Y] =0 € bh.

A seguir, definimos o centralizador de um subconjunto de uma &lgebra de Lie e
mostramos que o centralizador de um ideal de uma &lgebra de Lie g, também ¢é um

ideal de g.

Definicao 1.9 Seja g uma dlgebra de Lie e B um subconjunto de g . O centralizador

de B em g é o conjunto
3(B)={Xeg, [X,Y]=0 para todo Y € B}.

Definicao 1.10 Seja g uma dlgebra de Lie. O centralizador de g em g é chamado centro

de g e é denotado por
c(g)={Xe€g;[X,)Y]=0 para todo Y € g}.

Proposicao 1.11 Se g uma dlgebra de Lie e b um ideal de g, entdao 3(h) é um ideal de
g.
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Demonstragao: E imediato que 3(h) é um subespaco de g. Sejam X € 3(h), Y € g e
Z € bh. A identidade de Jacobi nos diz que

X, Y], Z]+[[Z, X],Y]+ Y, Z], X] = 0. (1.2)

Dessa forma, desde que b é ideal de g, entdo [Y, Z] € h. Assim da defini¢ao de 3(h) temos
que [X,[Y, Z]] = 0. Como [Z, X]| = 0, entdo [[Z,X],Y] = 0. Logo em (1.2) segue que
[X,Y],Z] =0e [X,Y] € 3(h). Portanto 3(h) ¢ ideal de g.

[

Mostramos a seguir que a soma e a intersecao de ideais ainda ¢é ideal.

Proposicao 1.12 A soma e a intersecio de dois ideais de uma dlgebra de Lie, ainda é

um tdeal desta dlgebra de Lie.

Demonstragao: Sejam h; e b, ideais de uma &lgebra de Lie g. E claro que a soma e a
intersecao de dois subespagos é um subespago. Assim, seja X € h; +hy e Y € g. Assim,

X =X;+ Xy com X; € h; e X5 € hy. Entao
[(X,Y]=[X1+ Xo,Y] = [X1,Y]+ [X5,Y] € by + b

Também, tomando X € h; N hy eY € g ¢é imediato da definicao de ideal que
[Xay]ehlme- O

Da mesma forma ¢é facil verificar que a soma de um ideal com uma subdlgebra de uma
algebra de Lie, ¢ uma subélgebra da dlgebra de Lie.

Para uma éalgebra de Lie bidimensional e nao abeliana, verifica-se facilmente que o seu
centro é nulo.

Um outro conceito importante é o de quociente de dlgebras de Lie.

Definicao 1.13 Seja g uma dlgebra de Lie e b um ideal de g. Como bh é subespago
vetorial de g, podemos determinar o espag¢o quociente g/h = {X + bh; X € g}.

Note que X + b =Y + b se, se somente se, X —Y € . Sabendo que g/h é um espago

vetorial com as operacoes definidas por

(X+0)+ Y +h) =(X+Y +b) e
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a(X+h)=(aX)+h

para todo a em R. Podemos mostrar que:

Proposicao 1.14 Sejam g uma dlgebra de Lie e b um ideal de g. Entdao g/b é uma dlgebra
de Lie com o colchete [(X +§),(Y +b)] =[X,Y] +b.

Demonstragao: Primeiramente mostremos que este colchete estd bem definido. De
fato, se (X +bh) =(X1+bh) e (Y +bh) =(Y1+h), entdo X — X;,Y —Y; € h. Assim,
X=X1+2,Y =Y+ Zy com Z1,7Z5 € h. Logo

[X,Y]+h
= [Xi+Z1,Y1+ 2]+

= [Xi,Vi+ 2]+ [Z1. Y1+ Z5) + 1

= [Xy,Y1] + [Xy, Zo] + [Z0, V1] + [Z1, Zo] + B
Como § é um ideal de g, temos que [ X1, Zs], [Z1, Y1], [Z1, Z2] € b. Portanto,
[XvY] +bh= [Xlﬂyl] +bh,

ou seja, o colchete estd bem definido. Note que é essencial que h seja um ideal de g, pois
se b for apenas uma subélgebra, o colchete pode nao estar bem definido.
Agora vejamos que:

e O colchete ¢é bilinear,

[a(X +)+68(Y +5),Z + b]
= [a(X +5),Z+b]+[B(Y +h),Z +b]
= ao[(X+5h),Z+bH+8[Y +5,Z + 1)

e O colchete é anti-simétrico,

[(X + h)?(X + h)] = [X7X]+h =0+bh=h.
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e A identidade de Jacobi é satisfeita,

(X +0,[Y+0,Z+b]| +[Y +b,[Z+5X+b]]+[Z+5,[X+bY + b
= [X+0,[Y. 2]+ 0]+ [Y +0,[Z, X]+ b +[Z+b,[X, Y] +b]
= XV 2+ 5 [V, [Z, X]|+ b +[Z,[X, Y]] + b
= (XY 2]+ [V, [Z2, X]] + [Z,[X,Y]]) + b
— 0+h

= b

Mostramos, a seguir, que a soma direta de dlgebras de Lie ¢ uma dlgebra de Lie. Para
isso, sejam g1, g2, ..., §n dlgebras de Lie. Como g1, go, ..., §, Sa0 espago vetoriais podemos
considerar a soma direta dos espacos vetoriais g = g1 ®goD...Dg,. Sejam X = X;+...+ X,
eY =Y +..+Y, elementos de g. Temos que

X+Y=X1+Y1)+..+ (X, +Y) e aX=aX;+..+aX,.
Logo g é uma &lgebra de Lie com colchete
(X,Y] =X, 1]+ ... + [ X, Y]

De fato,

e O colchete ¢é bilinear,
[aX+BY,Z]
= [(aX146Y),Z1]+.. +[(a X, +5Y,), Z,)
= o[Xy, Z|+0[Y1, Z1] + ... 4al X, Z,]+6[Yn, Z,)]
= a[Xy, Z1] + ... +ao[X,, Z,]4+6[Y1, Z1] + ... 4B[Yn, Z,).

alX, Z]+B[Y, Z]
e O colchete é anti-simétrico,

(X, X]=[X1, X4+ ... +[X, X, ] =0+ ..+0=0.
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e A identidade de Jacobi é satisfeita,

X, Y2l + Y, (2, X]| + [Z, [X, Y]]

= (X, V1, 4]+ -+ Yo, Z]| + Y, [Z0, Xa]) + - + [ Zn, Xo]]
+[Z, [ X, ) + - + [ X5, V5]

= X M4+ + X [Yo, Z]l + [V [Z0, X 4 - + [V, [ 20, Xa]]
+[Z, [ X, )]+ -+ [Z, [ X5, V2]

= 0.

Passamos a estudar aplicacoes entre dlgebras de Lie. Uma aplicacao entre dlgebras de

Lie que preserva o colchete é chamada homomorfismo de dlgebras de Lie, ou seja

Definigao 1.15 Sejam g, e g2 dlgebras de Lie. Uma transformagao linear ¢ : g1—gs €

um homomorfismo de dlgebras de Lie, se satisfaz a propriedade

O([X,Y]) = [o(X), o(Y)].

Se ¢ é um isomorfismo entre espagos vetoriais e um homomorfismo de dlgebras de Lie,
entdo dizemos que ¢ é um isomorfismo de dlgebras de Lie. Um isomorfismo ¢ : g—g

é dito automorfismo de dalgebras de Lie.
Vejamos alguns exemplos de homomorfismo de dlgebras de Lie.

Exemplo 1.8 A aplicagao trago tr : M(n x n,R) — R ¢é wum homomorfismo. De fato,
dadas X,Y € M(n xn,R) tem-se que tr(XY) = tr(YX) = 0. Isso implica que tr(XY —

Y X) = 0 para quaisquer transformagaes lineares X,Y . Portanto,
tr([X,Y]) = 0 = [tr(X), tr(Y)],
ja que R, por ser unidimensional, é uma dlgebra de Lie abeliana.

Exemplo 1.9 Sejam g uma dlgebra de Lie e b um ideal de g. A aplicagio

T g — g/b
X — X+
¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie. De fato, a conclusao que m é linear, seque da
definicao das operagoes no espaco quociente g/ e claramente m ([X,Y]) = [7(X), 7 (Y)].

Este homomorfismo é chamado homomorfismo candnico de g em g/b.
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Exemplo 1.10 Sejam g uma dlgebra de Lie e gl(g) a dlgebra de Lie das transformagades

de g nela mesma. Para cada X € g definamos a transformacao linear

ad(X): g — g
Y — ad(X)(Y)=[X,Y].
A aplicacao
ad: g — gl(g)
X — ad(X)

¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie. De fato, note que ad é uma aplicacao linear, pois

ad(X +aY)(Z) = [X +aY, 7]
= [X.Z] +[aV, Z]
= [X,Z]+alY, Z]

= ad(X)(Z) + cad(Y)(Z).

Mostremos agora que ad é um homomorfismo de dlgebras de Lie usando a identidade de

Jacobi. Observe que

ad([X,Y])(2) = [X,Y],Z]
= XY 2] -V [X, 7]
= ad(X)([Y, Z]) — ad(Y)([X, Z])
= ad(X)(ad(Y)(Z)) — ad(Y)(ad(X)(2))
= (ad(X)oad(Y) —ad(Y)ocad(X))(Z)
= [ad(X),ad(Y)](2).

Essa aplicagao é chamada de representacao adjunta da dlgebra de Lie g. Vale lembrar

)
(
que quando g é dlgebra abeliana seque que ad(X) é a aplica¢io nula.

Na sequéncia mostramos que o nicleo e a imagem de um homomorfismo de dlgebras

de Lie, sao subdlgebras de Lie.

Teorema 1.16 Sejam g e b dlgebras de Lie e ¢ : g — b um homomorfismo de dlgebras

de Lie. Entao ker(¢) é ideal de g e Im(¢) é subdlgebra de b.

Demonstragao: Primeiramente, mostremos que ker(¢) é ideal de g. Sejam X € g e

Y € ker(¢). Devemos mostrar que [X, Y] € ker(¢). De fato,
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¢([X,Y]) = [o(X), (V)] = [¢(X), 0] = 0.

Portanto [X, Y] € ker(¢), ou seja, ker(¢) é um ideal de g. Agora sejam X,Y € Im(¢).
Mostraremos que [X,Y] € Im(¢). Como X,Y € Im(¢) entao, ¢(X;) = X e ¢p(Y1) =Y

para algum Xi,Y; € g. Assim

(X, Y] = [o(X1), 6(Y1)] = ¢([ X1, Y1) € Im(¢)).

As seguintes proposicoes introduzem os resultados clédssicos sobre homomorfismos,

cujas demonstracoes sao as usuais.

Proposicao 1.17 Seja ¢ : g1 — g2 um homomorfismo de dlgebras de Lie. Entdo

g
ker (i)

Proposigao 1.18 Se hie hy sao ideais de g entdo

b1 + be ~ b1
b2 by N by

~ Im(p).

onde o isomorfismo é natural.

Uma forma de determinar um isomorfismo entre duas dlgebras de Lie de dimensao
finita, é através dos colchetes dos elementos de suas bases. Sejam g uma &dlgebra de Lie
e {Xi,..., X, } uma base de g. Como [X;, Y]] é elemento de g podemos escrevé-lo como

combinagao linear dos elementos desta base, ou seja,
(X5, Y] =) i Xe = el Xy + X+ o+ X
k=1

Os coeficientes cfj sao denominados constantes de estrutura da dlgebra de Lie em

relacao a base. Estas constantes determinam a &dlgebra, a menos de isomorfismo.

Proposicao 1.19 Duas dlgebras de Lie sao isomorfas se, e somente se, elas possuem as

mesmas constantes de estruturas.
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Demonstragao: Sejam g e h dlgebras de Lie, {X,..., X,,} e {Y1,...,Y,,} bases de g e b,
respectivamente. Suponhamos que ¢ : g — b seja um isomorfismo. Mostremos que g e b
possuem as mesmas constantes de estrutura. Como as dlgebras de Lie g e h sao isomorfas,
entdo elas possuem o mesmo nimero de elementos em suas bases. Considere ¢(X;) =Y;
assim ¢ ([X;, X;]) = [Vi,Y;]. Sabemos que para cada X;, X; € g, com k = 1,...,n tem-se
que

[Xi, X)) = chiXi+ G Xa+ o+ X =) X,
k
e para Y;, Y; € h, com k = 1,...,n temos que

Vi, Vi =Y + b2 Ys + o+ BYs = > bhYi.
k

Como 1) é isomorfismo segue que
Y, Y] = (X, Xj])
= Y(chX1+ G Xo+ o+ Xy)
= Czlj (Xl) + C%jw(Xg) + ...+ C% (Xk)
= cgjyl + cijg + ...+ C%Yk.

O que implica que Y-, bj;Y; = >, ¢};Y%. Como {V1, ..., Y,,,} é base, entao Y, (bf; —¢;) =0

k

e portanto bfj = Cij-

Reciprocamente suponhamos que g e h possuam a mesma constante de estrutura cf]
Dessa forma g e h possuem a mesma dimensao. Consideremos a transformagao linear
¥ : g — b definida por ¢(X;) = Y;. Tomemos X =} . a’X; eY =, X; em g. Logo,

V(X Y]) = [9(X), o(Y)]. =

1.1.2 Séries de composigcao

No que segue, definimos série derivada e série central descendente. Apresentamos
também, alguns resultados referentes a essas séries. Esse estudo é importante para definir-
mos dlgebras soltveis e nilpotentes.

Seja g uma dlgebra de Lie. Para dois subconjuntos A e B de g, é usada a notacao
[A, B] para indicar o subespago gerado por {[X,Y]; X € A,Y € B }, o qual é denotado
por ({[{X,Y]; X,Y € g }). Dessa forma, consideremos a seguinte sequéncia de subespagos

dessa dlgebra,

g0 =g
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gV =g ={X,Y]; X,Yeg}) =g g

g? = ({(X,Y;X,Y eg}) =[¢. ¢

g = ({[X,Y]; X,V eg" ! }) =[g"t g"

Proposicao 1.20 g*) é um ideal de g para todo k > 0.

Demonstragao: Mostremos por indugao sobre k. Se £ = 0 é imediato, pois g é ideal de
g. Suponhamos que o resultado seja valido para k — 1. Tome Z € ge W € g®. Como
W =Y a;[X;,Yi], onde X;,Y; € gt*~1) usando a identidade de Jacobi obtemos

[Z,W] = [Z,3ai[X;, Y]]
= > ailZ,[X:, Y]]
= > o([[Vi, 2], Xi] + [Y3, [X3, Z1))
= Y allVi, 2, Xi] + 3 ailY, [X,, Z]] € g®,

e temos o desejado. 0

Como g*) & um ideal de g, entdo g*) & uma subélgebra de g. Assim g < g*~Y para

todo k£ > 1 e temos as inclusoes:

ccg® gt Ve cg®cg®cyg
que é chamada série derivada de g. A dlgebra g*) ¢ chamada dlgebra derivada de g.
Exemplo 1.11 g é abeliana se, e somente se, g’ = 0.

Exemplo 1.12 Seja g a dlgebra das matrizes triangulares superiores

nxn
Entao, g’ é a dlgebra das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal, portanto

g®) = {0} se k > ko para algum ko suficientemente grande.
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Agora, consideremos a sequéncia de subespagos de g,

" ={[X,Y]; XegYeg}) =[gg

Mostramos que g* é ideal de g. Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.21 Para quaisquer nimeros naturais i,7 > 1 tem-se que ({[{X,Y]; X € ¢,

Yeg}) Cgt

Demonstragao: Para provar esse resultado, usamos indugao sobre o indice j. Para
J = 1, o resultado segue, ja que g/ = ({[X,Y]; X € g, Y € ¢’}). Suponhamos que a

inclusao seja valida para j e mostremos que ela é vilida também para j + 1. De fato,

UIX,Y] : Xeg.Vegth)={[X,[25)]:Xecg,Zcg,Scqg))
c {[X,2),8]: Xeg,Zeg, Secg})
+{[Z,1X,8]] : Xeg,Zeg Seqg})
C {[XY]: XegW Yegh+({[X,)Y]: Xeg Veg})

c gttt

Proposicao 1.22 g* ¢ ideal de g para todo k > 1.

Demonstracao: Primeiramente, mostremos que g* é subespaco gerado por todos os pos-
sfveis colchetes que possuam k elementos de g. Faremos isso por inducao sobre k. Para
k = 2 ¢ imediato da definicao de g¥. Suponhamos que g¢~! é subespaco gerado por todos

os possiveis colchetes que possuam k — 1 elementos de g. Sabemos que os elementos de
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g"! podem ser escritos como Y. «;Y; sendo que, Y; ¢ o produto de k — 1 elementos de
g. Assim, g ¢ gerado por elementos da forma >_.[X;,Yi], ou seja, por produtos de k
elementos. Por outro lado, decorre do lema anterior, que todo elemento de g, que pode
ser escrito como produto de k elementos, estd em g*. Como o produto de k + 1 elementos
também é produto de k elementos, segue que g"*' C g*. Portanto, se X € geY € g~

temos que [X,Y] € gttt C gk O

Como todo ideal ¢ uma subdlgebra, entdao g* ¢ subdlgebra de g. Logo obtemos as
inclusoes

cgtlcgic...cg?cy

que é chamada de série central descendente.

Exemplo 1.13 Para a dlgebra bidimensional e ndo abeliana g, com base {X,Y} tal que

(X, Y] =Y, temos que g* é o subespaco gerado porY para todo k > 2.

1.1.3 Derivagao

Aqui introduzimos o conceito de derivagao de uma dalgebra de Lie e apresentamos

alguns exemplos.

Definicao 1.23 Uma aplicacdo linear D : g — g é uma derivacao da dlgebra de Lie g,
se satisfaz

D[X,Y] = [DX,Y]+ [X,DY],

para quaisquer que sejam X,Y € g.

Essa condigao acima, é a regra de Leibniz para o produto definida pelo colchete.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.14 Se g é uma dlgebra de Lie abeliana, entao toda transformacao linear é

uma derivagao. De fato, se D : g — g é uma transformacao linear temos que

D([X,Y]) = D(0) = 0+ 0 = [DX, Y] + [X, DY].
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Exemplo 1.15 A representagdo adjunta ad(X) : g — g definida por ad(X)(Y) = [X,Y]

é uma derivagao, pois usando a Identidade de Jacobi, temos que

ad(X)[Y,Z] = [X,[V,Z]]
= —[Z,[X,Y]]-[Y.[Z X]]
= [[X,Y], 2] + [V, [X, Z]]
= [ad(X)(Y), Z] + [V, ad(X)(2)].

Essa derivacao é chamada derivacao interna.

Nem toda derivagao é interna. Para verificarmos este fato, basta considerarmos g
uma algebra de Lie abeliana e D,(Y) : g — g definida por D,(Y) = [X,Y]. Como g ¢
abeliana, segue que D,(Y) = 0 para todo Y € g. Portanto, em uma &lgebra abeliana, a
unica derivacao interna é a transformacao linear nula.

Para soma de derivagoes e produto de um nimero real por uma derivacao temos:

Proposigao 1.24 Sao vdlidas:
i) A soma de derivagdes é uma derivagao.

i1) O produto de um nimero real por uma deriva¢io é uma derivagao.

Demonstragao: Sejam D; e D, derivagoes de g em g e a € K. Entao

(D1 + Do) ([X,Y]) = Di([X,Y]) + Do([X,Y])
= [D1 X, Y]+ [X,DY]+ [D:X, Y]+ [X, DyY]
= [DiX + DX, Y]+ [X, DY + DY
= [(D1+ D)X,Y]+ [X, (D1 + Ds)Y]

aD\([X.Y]) = a([DiX, Y]+ [X,DY])
= a[D1X,Y]+alX, D1Y]
= [aD1X,Y]+ [X,aD Y]
Como querfamos demonstrar.

O

O préximo resultado nos fornece mais um conceito sobre derivagao.



1.1 Conceitos Bdsicos 28

Proposicao 1.25 Sejam g uma dlgebra de Lie real de dimensao finita e D : g — g uma
transformacao linear. Entao D é uma derivacao se, e somente se, para todo t € R tem-se

que, et é um automorfismo de g.

Demonstragao: Suponha que D ¢ uma derivagdo e sejam a(t) = eP[X|Y] e

B(t) = [e!P? X, etPY] curvas de g. Note que
a(0) = [X, Y] = 5(0),

o/ (t) = De'’[X,Y] = Da(t) e
B'(t) = [DeP X, ePY] + [P X, De'PY] = DJ(t).

Como « e (3 satisfazem a mesma equagao diferencial linear e as mesmas condicoes iniciais,
segue que o = 3, ou seja, P [X, Y] = [e!P X e!PY].

D

Por outro lado, suponha que para todo t € R temos que e ¢ um automorfismo de g, ou

seja, eP[X Y] = [e!? X, e!PY]. Derivando em funcio de ¢ temos
De'P[X,Y] = [De'P X, e'PY] + [P X, De!PY .

Tomando ¢ = 0 temos o desejado. U

E importante mostrar que todas as derivacoes de uma &lgebra bidimensional nao

abeliana, sao internas.

Teorema 1.26 Todas as derivacoes de uma dlgebra de Lie bidimensional nao abeliana
sao derivagoes internas, ou seja, toda derivagio D : g — g é ad(L) : g — g para algum

Leg.

Demonstragao: Seja g uma édlgebra de Lie bidimensional nao abeliana. Assim existe
uma base {X,Y} de g, tal que [X,Y] =Y. Considere D : g — g uma derivacdo. Note
que,

D(Y) = DI[X,Y] = [DX,Y] + [X,DY] = §Y

para algum ¢ € R. Mais ainda,

ad(6X)(Y) = [6X,Y] = 6§[X,Y] = 6Y.
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Consideremos a derivacao F = D — ad(0.X). Assim,
E(Y)=(D—-ad(6X))(Y)=D(Y)—ad(0X)(Y) =Y — Y =0.
Como [X,Y] =Y tem-se que
0= E(Y) = E[X,Y] = [EX,Y] + [X,EY] = [EX,Y].
Entao F(X) é miltiplo de Y, ou seja, E(X) = 7Y para algum v € R. Note que,
ad(—Y)(X) = [V, X] = [V, X] =7[X, Y] =Y e
ad(—Y)(Y) = [V, Y] = Y, Y] =0.
Como E(X) =ad(—Y)(X) =~Y e E(Y) = ad(—Y)(Y) = 0, entao
E =ad(—Y) =D —ad(6X).

Isso implica que D = ad(—~Y + 6X) e portanto, D = ad(L), onde L = —vY + §X € g.
[l

Como aplicagao desse teorema temos:

Proposicao 1.27 Se ) é um ideal bidimensional nao abeliano de uma dlgebra de Lie g,

entio g = b @ 3(h).

Demonstragao: Seja V' € g. Como h) é um ideal de g, entao [V, A] € h para todo A € bh.
Note que D = ad(V) : h — b definida por ad(V)(A) = [V, A] é uma derivacao de h. Pela

proposigao anterior, temos que existe L € h tal que ad(V') = ad(L). Ou seja
ad(V)(A) = ad(L)(A)

para todo A € h. Logo [V, A] = [L, A] e entao [V — L, A] = 0. Como A € h, da definicao
de 3(h) segue que V' — L € 3(h). Seja entdo B =V — L € 3(h), logo V = B + L. Como
V eg, Bejh) el e€htem-se que g = h+3(h). Seja agora, U € 3(h) Nh. Suponhamos
que U = aX +bY, onde {X,Y} é base de h tal que [X,Y] =Y. Note que,

U, X] = [aX +bY, X] = b]Y, X] = —b[X,Y] = —bY.

Como U € 3(h) e X € b, entao [U, X] = 0. Isso implica que b = 0, pois Y # 0. Também
U, Y] =aY =0eentdao a =0. Logo U = aX + bY = 0 e portanto 3(h) N h= {0}. O
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1.1.4 Representagoes

Aqui, abordamos a defini¢ao de uma representagao de uma dlgebra de Lie e algumas

construgoes com representagoes.

Defini¢ao 1.28 Sejam V' um espago vetorial, gl(V') a dlgebra de Lie das transformagées
lineares de V' e g uma dlgebra de Lie. Uma representacao de g em V' é um homomor-

fismo
p: g — gl(V).
Dizemos que uma representacao é fiel quando ker p = {0}.
O espaco vetorial V' é denominado espago da representacao p e sua dimensao é igual

a dimensao da representagao. No caso em que a representacao é fiel, temos que g ~Img

e portanto a dlgebra pode ser vista como uma subdlgebra de transformacoes lineares.

Exemplo 1.16 Se g é subdlgebra de gl(V'), entao

p: gCgl(V) — gl(V),
X — X

define uma representacao, pois
p([X.Y]) = [X,Y] = [pX, pY].

Ou seja, p é um homomorfismo. FEssa representa¢do é denominada representagao

candnica.
2 =2b 0

Exemplo 1.17 Sejabh = — 0 b ca,b,c € K 3 uma subdlgebra de gl(3,K).
0 2¢ —2a

A aplicagao p : sl(2,K) — b C gl(3,K) é uma representacio de sl(2,K). De fato, seja
{X,H,Y} uma base de s1(2,K), onde

01 1 0 0 0
X = 5 H = [& Y —
0 0 0 —1 10
Note que, suas constantes de estrutura sio dadas por [H,X| = 2X, [H,Y] = =2Y e

[X,Y] = H. As imagens dos elementos desta base formam uma base de Imp, que possue
as mesmas constantes de estruturas. Dessa forma, sl(2,K) e h C gl(3,K) sdo isomorfas

e portanto, p é um homomorfismo.
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Apresentamos algumas construgoes com representagoes, as quais tem grande importan-

cia no decorrer de nosso estudo.

- Restricoes de Representagoes
Seja p uma representagao de g em V' e suponha que W seja um subespaco invariante
por p, ou seja, para todo X € g, temos que p(X)W C W.
A aplicacao
plw: g — gl(W)
X = p(X)lw

define uma representagao de g em W.

- Quociente de Representagoes
Sejam p uma representagao de g em V' e W C V um subespacgo invariante por p. A

aplicacao
pw: g — gl(V/W)

X — p(X): V/iw  — V/W
v+ W = p(X)v+W

¢ uma representacao de g em V/W.

- Soma Direta de Representagoes
Sejam g uma &lgebra de Lie e py,.. ., p, representagoes de g em V;,...,V,. Entao
p: g — glVie---aV,)
X = p(X)®- @ p,(X)
¢ uma representacao em Vi @ --- @ V,,, denominada soma direta das permutacoes p,;.

Fixemos uma base de V; & --- ® V,,. Em forma de matriz, p se escreve em blocos como

P1

Pn

- Decomposicoes de Representagoes
Definimos quando uma representacao é irredutivel e quando é completamente re-

dutivel.

Definicao 1.29 Uma representagcao p de g em V é dita trredutivel se os unicos

subespagos invariantes por p sao os triviais {0} e V.
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Definigao 1.30 A representacio é dita completamente redutivel se V se decompoe

como

onde cada V; é invariante pela representacdo e a restrigao de p a 'V; é irredutivel.
Uma representagao irredutivel é sempre completamente redutivel. As representacoes
completamente redutiveis sao denominadas também representagoes semisimples.

A proposicao a seguir nos fornece um critério, bastante utilizado, para verificar se uma

representacao ¢ completamente redutivel.

Proposigao 1.31 Seja p uma representacio de g em V. Entdo p é completamente re-
dutivel se, e somente se, todo subespaco invariante admite um complementar invariante,

ou seja,
para todo subespago W em V', existe um subespaco W1y invariante tal que (1.3)

Demonstragao: Suponhamos que 1.3 acontega. Devemos mostrar que p é completa-
mente redutivel. Para isso, suponhamos que V' nao é irredutivel, pois caso contrério, os
Unicos subespagos invariantes de V' seriam os triviais, e o resultado segueria. Tome W

um subespaco invariante nao trivial. Entao existe W, invariante tal que

Essa soma direta, é o que desejamos se W e W forem irredutiveis. Logo, suponhamos
que W é redutivel. Entao, se mostrarmos que W também satisfaz 1.3, segue o desejado.

Seja W' C W subespaco invariante, por hipétese temos
w’ e W, cV.

Como W' @ W; C V é um subespaco invariante e V satisfaz 1.3, existe W5, um subespaco

invariante, tal que

(WeaeW,)eW,=V. (1.4)

Note que (W & Wy) N W ¢ invariante. Mostrar que

W=(W,eW)nW)e W (1.5)
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¢ o mesmo que mostrar que W satisfaz 1.3. Seja © € W' e suponha que © € W; & Ws.
Temos que x =y +z,ondey € Wy e z€ W, Comox—y e W W, ex—y =z tem-se
que z € W' @ W;. Mas z € W5, logo z = 0 e isso implicaque x =y . Daix € W/ NW; e

portanto © = 0. Agora seja x € W. Entao por (1.4) podemos escrever
=21+ %2+ T3

com x; € W', 29 € Wi e x3 € Wy, Segue que © — x1 = xo + 23 € W. Logo W é soma
direta dos subespagos em (1.5) e portanto W satisfaz 1.3.

Reciprocamente, mostremos que se p ¢ completamente redutivel, entao todo subespaco
invariante admite um complementar invariante. Faremos essa demonstracao usando in-
ducao sobre a dimensao de V. Se dim V' = 1, nao hd o que demonstrar. Suponhamos que
dim V' = n, ou seja

V:‘/l@@vm

com cada V; invariante irredutivel. Seja W C V um subespaco invariante. Cada W N'V;
é invariante e como os subespagos V; sao invariantes e W N V; C V;,entao W NV, = {0}
ou WnNnV,=V, para todo i = 1, ...,n. Logo hd duas possibilidades:

1%) Para algum i, digamos 7 = 1 temos W NV, = Vi, ou seja V3 C W. Dessa forma, temos
que

W=VieWnVe®---dV,)).

De fato, tome z € W. Como W CV =V, & (Vo & ---®V,) temos que x = 1 + x2, onde

r1eEViexs € Vo®---®V,. Note que, z,z1 € W e assim zo € W. Dai
W=Vi+(WnWe®---®V,))
e esta soma ¢ direta, pois Vi N (Vo & --- & V,) = {0}. Como
W=vieWnWea aV,))cVieVed---aV,)=V

temos que

WnVad---aV,) CVod- - dV,.
Assim, existe W’ tal que
Vz@"'@vn:(Wﬂ(VQ@"'@Vn))@W/.

Logo
V=VieWnWVoad--dV,)) e W,
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ou seja, W' complementa W.
2%) Para todo i temos WNV; = {0}. Note que W+V; é uma soma direta. Logo W& V) estd
nas condigdes do caso anterior, pois W@ V; C Ve (W @ V))NV; = V;. Assim, existe um

subespaco invariante W' tal que
V=WaW) eWw,

ouseja, V=W (V; @ W’).

Concluimos entao a demonstragao da reciproca. 0

1.1.5 Classificagcao das algebras de Lie tridimensionais

(Classificamos as &dlgebras de Lie tridimensionais de acordo com as dimensoes da &l-
gebra derivada. A bibliografia para esse estudo se encontra em [3].

Primeiramente, consideremos dim(g’) = 0, ou equivalentemente, g’ = 0. Nesse caso,

segue do Exemplo 1.11, que g é abeliana. Entao, temos o seguinte resultado de classifi-

cagao:

Teorema 1.32 Se g uma dlgebra de Lie tridimensional, tal que sua dlgebra derivada g

¢ nula. Entao, g € abeliana.

Passemos a analisar o caso em que dim(g’) = 1. Dividimos este caso em duas etapas,
a primeira considerando g’ C ¢(g) e a outra considerando que g’ nao estd contida em
¢(g). Para g’ C ¢(g), temos o seguinte resultado sobre classificacdo de algebras de Lie

tridimensionais:

Teorema 1.33 Seja g uma dlgebra de Lie tridimensional tal que sua dlgebra derivada g’
¢ unidimensional. Se ¢’ C ¢(g), entdo existe uma base {X,Y,Z} de g tal que [Y,Z] = X,
(X,Y]=0¢e[X,Z] =0.

Demonstracao: Sejam {X} e {X,Y), Z} bases de g’ e g respectivamente. Como g’ esta
em c(g), para qualquer U € ¢’ tem-se que [U, W] = 0 para qualquer W € g. Mas {X} ¢
base de ¢, logo [X, W] = 0 para qualquer W € g. Em particular, [X,Y;] =0e [X, Z] =0,
pois Y1, Z € g. Como [Y1,Z] € ¢ segue que [Y1,7Z] = aX, a # 0. Aqui a é realmente

nao nulo, pois caso contrério, terfamos [Y;,Z] = 0 e do fato de [X,Y;] =0e [X,Z] =0
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seguiria que, para quaisquer U,V € g valeria [U, V] = [aX +bY1+¢Z, aX +BY1+~vZ] = 0.
Concluirfamos que dim(g’) = 0 e isso contradiz nossa hipétese. Definamos Y = %Yl. En-
tdo, {X,Y, Z} também ¢ uma base de ge [X,Y] =0, [X,Z] =0¢ [V, Z] = 2aX = X.

O

Para analisar o caso em que g’ nao estd contida em c¢(g) precisamos dos dois lemas a

seguir.

Lema 1.34 Seja g uma dlgebra de Lie tridimensional tal que sua dlgebra derivada g é
unidimensional. Se g possui uma subdlgebra bidimensional b que ndao é abeliana, entao b

é um ideal de g .

Demonstracao: Seja {Y'} com Y # 0 uma base de g’. Seja {X,Y} a base canonica
da subélgebra nao abeliana de . Completemos a base canénica de h de modo a obter-
mos a base {X,Y,Z} de g. Tomemos W € h eV € g. Temos que W = aX +bY e

V=cX+dY +eZ coma,b,c,d,e € R. Logo
VW] = [eX+dY +eZ,aX +bY]

= ca[X, X]+ cb[X, Y]+ dalY, X]+ db]Y,Y] + ea|Z, X] + eb]Z,Y]

= cb[X,Y] —dalX,Y]| +ea|Z, X]| + eb[Z,Y]
e como [Z,X],[Z,Y] € ¢, existem d/, " € R tais que, [Z,X] = d'Y e [Z,Y] = d"Y.

Entao, [V,W] = (¢b — da)Y + ead'Y + eba"Y € h. Portanto h é um ideal de g. O

Lema 1.35 Seja g uma dlgebra de Lie tridimensional tal que sua dlgebra derivada g’ é
unidimensional. Se g’ nao estd contido em c(g), entao existe uma subdlgebra bidimensional

de g que nao é abeliana.

Demonstracao: Sejam {X} e {X,Y;, Z} bases de ¢ e g respectivamente. Se g’ ndo esta
contido em ¢(g), entao, ou [X, Z] # 0 ou [X, Y;] # 0, pois caso contrario [X, W] = 0 para
qualquer W = aX + bY; + ¢Z € g. Isso implicaria que X € ¢(g), dai g’ C ¢(g) e isso seria
um absurdo. Se [X, Y]] # 0, o fato de g’ ser um ideal, implica que [X, Y]] € ¢ e entao
existe a € R tal que [X, Y]] = aX. Se definirmos Y = éYl temos que [X, Y] = X. Logo, a

subdlgebra gerada por {X,Y} é a subdlgebra bidimensional nao abeliana procurada. O

Agora classificamos as édlgebras de Lie tridimensionais, cuja dlgebra derivada é unidi-

mensional e nao estd contida no centro da dlgebra.
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Teorema 1.36 Seja g uma dlgebra de Lie tridimensional tal que sua dlgebra derivada g
¢ unidimensional. Se g’ ndo estd contido em c(g), entao existe uma base {X,Y,Z} de g

tal que [X,Y]=X,[X,Z]=0¢e[Y,Z] =0.

Demonstragao: Do lema anterior, sabemos que g possui uma subédlgebra bidimensional
nao abeliana f). Seja {X, Y} a base canonica de h com [X, Y] = X. Pelo Lema 1.34, temos
que h é um ideal de g. Assim da Proposi¢ao 1.27 segue que g = h @ 3(h). Completemos
a base {X,Y} de h de modo a obtermos a base {X,Y,Z} de g. Como g = h @ 3(h) e
{X,Y} geram b, entdo temos que Z € 3(h). Portanto, [Z,X]=0e [Z,Y] =0. O

Analisamos a situacao em que a dlgebra derivada é bidimensional.

Lema 1.37 Seja g uma dlgebra de Lie tridimensional tal que sua dlgebra derivada g é
bidimensional. Se g possui uma subdlgebra nao abeliana bidimensional b, entao o ideal g’

¢ diferente de b.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que g’ = h. Seja {X,Y} uma base de h tal
que [X,Y] =Y. Como h é um ideal de g, temos pela Proposigao 1.27 que g = b & 3(b).
Logo

9, 9]

= [b@3(h). b 3(h)]

[b, 6] + [0, 3(b)] + [3(h), b] + [3(b), 3(h)]

[0, 6]+ [3(b),3(h)].

Como dim(h) = 2 e dim(g) = 3, entdo de g = h @ 3(h) tem-se que dim(3(h)) = 1. Assim,
da Proposicao 1.4 3(h) é abeliano e portanto [3(h),3(h)] = 0. Logo, ¢’ = [h,h] = b'. Mas

b’ & unidimensional, logo g’ também o serd e isso contraria nossa hipodtese. U

Uma consequéncia desse lema é que g’ é abeliana. De fato, se g ndo possui uma
subdlgebra nao abeliana bidimensional e como g’ é bidimensional, entdo g’ s6 pode ser
abeliana. Caso contrério, se g possui uma subdlgebra bidimensional nao abeliana , do

lema anterior temos que h # g’. Portanto g’ é abeliana.

Lema 1.38 Se g é uma dlgebra de Lie tridimensional tal que sua dlgebra derivada g’ é

bidimensional, entio ad(Z) : ¢’ — ¢ € isomorfismo para todo Z € g .
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Demonstragao: E claro que ad(Z) é homomorfismo. Mostremos que ad(Z) : g — g’ &
bijetora. Suponhamos que {X,Y} é uma base de g’ e estendemos essa base a uma base
{X,Y,Z} de g . Como [X,Y] = 0, temos que g’ = [g,g] é gerada por [Y, 7] e [X, Z].
Assim {[Y, Z] , [X,Z]} ¢ uma base de g’. Tome D € ker(ad(Z)), entao ad(Z)(D) = 0.
Como D € ¢/, existem «, § € R tais que D = aX + Y. Logo,

ad(Z)(D) = [Z,D]
= [Z,aX + BY]
= o[Z,X|+ 8[Z,Y]
= 0.
Como [Z,X] e [Z,Y] sdo linearmente independentes, segue que « = = 0. Logo

D = 0. Aplicando o teorema do nticleo e da imagem para espacos vetoriais obtemos

que dim(g’) = dim(Im(ad(Z))). Portanto ad(Z) : g’ — ¢ é bijetora. O

No resultado que segue, classificamos as dlgebras de Lie tridimensionais, cuja dlgebra

derivada é bidimensional.

Teorema 1.39 Se g uma dlgebra de lie tridimensional tal que sua dlgebra derivada g
é bidimensional, entao, existe uma base {X,Y,Z} de g e escalares a, 3,6 e 7y tais que

[X,Y]=0,[Z,X]=aX +BY, [Z,Y] =vX +6Y e

a B3
S

A=

é uma matriz invertivel.

Demonstragao: Tomemos uma base {X,Y'} de ¢’ e a estendemos a uma base {X,Y, Z}
de g . Como ¢’ é abeliana, entdo [X, Y] = 0. Do lema anterior, temos que {[Y, 7| , [X, Z]}
é uma base de g’. Assim [X, 7] = aX + 8Y e, do mesmo modo [Y, Z] = vX + Y , ja que

{X,Y} também ¢ base de g’. Como ad(Z) é um isomorfismo temos que

a vy
B 5

é invertivel, pois é a matriz do isomorfismo ad(Z). Como a transposta de uma matriz

B =

invertivel é invertivel segue que

=2 0
S @
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é invertivel. O

Resta analisarmos o caso em que as dlgebras tridimensionais possuem &dlgebras derivadas

também tridimensionais. Para isso necessitamos da seguinte definicao:

Definicao 1.40 Duas matrizes A e B sdo cogradientes, se existe uma matriz invertivel
N e um niimero real p # 0 tal que B = pN*AN. Usaremos a notagao A ~ B para denotar

que A € cogradiente a B.
Proposicao 1.41 A relagio A cogradiente a B é uma relacao de equivaléncia.

Demonstragao: E claro que A ~ A, pois A = I'AI. Suponhamos que A ~ B, entéo
existe uma matriz N e p € R* tal que B = pN*AN. Logo A = %(N‘l)tBN_1 e portanto
B ~ A. Suponhamos agora que A ~ B e B ~ (C, assim existem matrizes invertiveis Ny e

Ny e py, py € R* tais que
B = p,N{AN; e C = pyNiBN;.

Note que
C= P2NSBN2 = PQNSMNfANlNZ = P2P1(N1N2)tA(N1N2)-

Portanto C' ~ A. O

Proposicao 1.42 Se A é uma matriz 3 X 3 real, simétrica e invertivel, entao A é cogra-

diente a
1 00 -1 0 0
C=1010 oualD = 0 10
001 0 01

Demonstragao: Seja A uma matriz real simétrica e invertivel. Como A é simétrica,
o operador linear dela é auto-adjunto, assim pelo teorema espectral existe uma matriz

ortogonal NV, tal que N*AN é uma matriz diagonal, ou seja,
a 0 0
N'AN=1]0 B8 0
0 0 ~v
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com «, 3,7 € R. Note que det(N*AN) = afy # 0, pois det(N) # 0 e det(A) # 0.
Multiplicando N*AN por v~! obtemos

a0 0
Y
0 20
Y
0 0 1

Chamando & = o e g = ', A é cogradiente a

Oé/
B = 0
0

S & <
—_ o o

Mostremos que B é cogradiente a C' ou D. Seja

z 0 0
N=10y 0
0 0 z

Assim

N'BN=|0 28 0
0 0 22

Para concluir, veremos todas as possibilidades para os sinais de o/ e 3.

1) Se o > 0 e 8/ > 0 tomamos a matriz N, tal que t = =, y = —— , z = 1. Temos

1 0 0
N'BN=|0 10 |,
0 0 1

ou seja, B ~ C e portanto A ~ C.

1 1

2) Se o/ < 0 e >0, tomamos a matriz N, tal que z = IETES 75 e z = 1, temos

—Q

10 0
N'BN=| 0 10
0 0 1
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e entdo B ~ D. Portanto A ~ D.

3) Se o/ >0 e ' <0 tomamos a matriz N, tal que z = — =L _ez=1, temos

Vo VT s

1 0 0
N'BN=]0 -1 0

0O 0 1
1 0 O 010
assim B~FE=| 0 -1 0 |. Tomando N=1] 1 0 0 |,entdao (—1)N'EN = D e,
0 0 1 0 0 1

assim ' ~ D. Logo B ~ D e portanto A ~ D.

1 1
= =1, para obter
— Y T €z y P

4) Se o/ <0 e ' <0 tomamos z =

-1 0 0
N'BN = 0 -1 0
0 0 1
-1 0 0
Ou seja, B ¢é cogradiente a F' = 0 —-1 0
0 0 1
Tomemos
0 01
N=]1010
100

e notemos que (—1)N*FN = D. Daf temos que F' ~ D ,logo B ~ D e portanto A ~ D. [

Com este resultado demostramos o teorema que segue.

Teorema 1.43 Seja g uma dlgebra de lie tridimensional tal que sua dlgebra derivada ¢
também é tridimensional. Entao, existem exatamente duas classes de dlgebras de Lie tridi-
mensionais distintas, uma com colchetes entre os elementos da base dados por |Y, Z] = X ;

[Z,X] =Y e [X,Y] = Z e a outra com colchetes dos elementos da base, dados por

Y, 2] = —-X;:[Z,X] =Y e [X,Y] = Z.

Demonstracao: Seja {X;, Xy, X3} uma base de g. E imediato que (X, X3] = Y75

(X3, X41] = Y5 e [ X7, Xo] = Y3 geram ¢’ e portanto constituem uma base de g’. Como
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g = g segue que {Y7, Y5, Y3} também é uma base de g . Denotaremos por

t1 Qo1 (31
A= Q2 Qg (32 )
Q13 Qa3 (33
a matriz mudanga de base, da base { X7, X5, X3} para a base {Y7,Ys,Y3}. Sabendo que

A ¢é invertivel, mostraremos que A é simétrica. De fato, pela identidade de Jacobi, temos

que [X7, [Xo, X3]] + [ X3, [X1, Xo]] + [ X2, [X35, Xi]] = 0, porém

0 = [Xu, [Xo, Xs]] + [Xs, [X1, Xo]] + [Xo, [X5, Xi]]
= [X1, V1] + [ X5, V3] + [Xa, Y7
= [ X1, a0 X1 4+ 012Xy + a3 Xs] + [X3, a1 X1 + a3 Xy + 33 X3)
+[ X, a1 X + 9o Xa + a3 Xs)
= o[ Xy, Xo] + a13[ Xy, X3| + az1[X3, X1 + aze[ X3, Xo| + aai[Xo, Xi] + o3[ Xo, Xi]

= (a12 — a91)[ X1, Xo| + (g1 — aq3) [ X3, Xi] + (o3 — ag2)[ X, X3].

Como {Y7,Y5,Y3} é linearmente independente, temos que a1s — ag; = 0, az; — a3 = 0,
93 — aszs = 0. O que implica que a1p = g1, @31 = Q13 € a3 = «39. Portanto A é

simétrica. Denotemos {X1, Xo, X3} uma outra base de g. Temos que

X1 = BuXi+ B1pXe + 513X3
Xy = By X1+ ByXo + 855X
X3 = By Xi+ P33X5 + [33X3
e a matriz
B Pz DBis
B=1 By Ba Bos
Ba1 Bsy Pa
¢ invertivel. Definamos Y, = [Xy, X3], Yy = [X3,X1] e Y3 = [X}, X3]. Para qualquer
permutagao ciclica (i, 7, k) de (1,2, 3), temos que
Y, = [X;,X4]
= [5j1X1 + B9 X + B3 X3, B X1 + BraXo + B3 X3]

= (BjaBks — BjsBra)Y1 + (B3Br1 — Bj18k3) Yo + (8182 — Bj2Bk1)Y3
= YY1+ 7vieYe +75Y5.
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Assim,
Y11 Y12 713
(B')'det(B') = Vo1 V22 V23
V31 V32 V33
que é a matriz adjunta de B*. A matriz mudanga de base de { X1, X5, X3} para {Y1, Y3, Y3}
é A e a matriz mudanca de base de { X, X, X3} para { X1, X5, X3} é (B*)~! . Portanto, se
A & amatriz (a;;) tal que Y; = @ X1 +@;n X2 +0;3X 3 temos que A = det(B*)(BY)"t*AB~.

Logo A e A sdo matrizes simétricas e cogradientes. Portanto A(ou A) ¢ cogradiente a

1 0 0 -1 0 0
C=1010 oualD = 0 10
0 01 0O 01

Observe que, no caso da matriz C' obtemos a primeira classe de dlgebras do enunciado e

no caso da matriz D obtemos a segunda classe de dlgebras. O

O exemplo a seguir ilustra o caso de uma dlgebra de Lie tridimensional, cuja dlgebra

derivada é tridimensional

Exemplo 1.18 A dlgebra sl(2,R) = {X € M(2,R); tr(X) = 0} é uma dlgebra de Lie
tridimensional cuja dlgebra derivada sl(2,R)" = sl(2,R). De fato, os elementos de sl(2, R)

a b
sao da forma . Analisamos agora a dlgebra derivada
c —a
sl(2,R) = {[X,Y]; X,Y €5sl(2,R)}.
aq bl az b2
Sejam X = eY = matrizes em sl(2,R), note que
c1 —aq Cy  —Q2
a; b as b as b a; b
X,y] = 1 b . 2 02 B 2 D2 . 1 b
cT —aq Cy —Q9 Cy —Qa9 cT —aq
b1€2 — bgCl —2a2b1

2(01&2 — Cllcg) —blcg + bQCl

e concluimos que sI(2,R) tem dimensdo 3, jd que a primeira e a quarta entrada da matriz

acima sdo mailtiplas. Portanto sI(2,R)" = s[(2,R).
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1.1.6 Algebras de Lie soltdveis e nilpotentes

Agora definimos as dlgebras soliveis e nilpotentes.

Definigao 1.44 Um dlgebra de Lie g é solivel se alguma de suas dlgebras derivadas for

nula.

Assim, uma algebra de Lie ¢ soltivel se, e somente se, existir k; > 0 tal que a*) = 0.
Note que se isso acontecer teremos a'¥) = 0 para todo k > k1. Segue alguns exemplos de

dlgebras de Lie soliveis.

Exemplo 1.19 As dlgebras de matrizes triangulares superiores

nxn

sao soliveis, pois g*) =0 se k > n.

Exemplo 1.20 A subdlgebra de M(3,R) definida por

0 a b
h= 00 c :a,b,ceR
0 00

¢ chamada dlgebra de Heisenberg e é uma dlgebra de Lie solivel. De fato

00 b
h'=Th.b=10 0 0 g

000

h® =1’ =0.

Evidentemente, a dlgebra derivada estd contida propriamente na dlgebra.

O resultado seguinte mostra que toda &dlgebra abeliana é soltivel.

Proposigao 1.45 Uma dlgebra de Lie é abeliana se, e somente se, a dlgebra derivada g’

de g é nula. Em particular toda dlgebra de Lie abeliana é soliivel.
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Demonstragao: Seja g uma &lgebra de Lie. Para quaisquer X,Y € g tem-se que
[X,Y] = 0 e segue da definicao de g’ que ela é nula. Reciprocamente, se g’ é nula,

entao [X,Y] = 0 para quaisquer X,Y € g. Portanto g é abeliana. O

Desse resultado concluimos que todas as dlgebras derivadas de uma &dlgebra abeliana

sao nulas.

Teorema 1.46 Toda dlgebra de Lie bidimensional é solivel.

Demonstragao: Seja g uma dlgebra de Lie bidimensional. Pelo Corolédrio 1.7 temos
que g é abeliana ou existe uma base {A, B} de g tal que [A, B] = B. Se g é abeliana
temos da proposi¢ao anterior que g é soltiivel. Se g nao for abeliana, g’ é unidimensional
e, portanto, abeliana. De fato, seja Z € ¢g'. Temos que Z = a3[A1, B1| + ... + a,[A,, By
onde Ay, ..., A, e By, ..., B, estdo em g. Como {A, B} é base de g segue que

Z = oalaiA+ b0 B,ciA+diB] + ... + aplan A+ b, B, c, A+ d, Bl
= ag(ardy — b11)[A, Bl + ... + ay(a,d, — bye,)[A, B
= (aq(ardy — bicy) + ... + ap(and, — bye,))[A, B
ou seja, todo elemento de g’ é gerado por [A,B] = B . Assim g ¢é unidimensional e

portanto abeliana. Assim g®?) = 0 e g é soltivel. U

E imediato que uma subglgebra de uma algebra de Lie solivel ¢ uma dlgebra de Lie
solivel, em particular, qualquer ideal de uma &lgebra solivel também ¢é soltivel.

O quociente de uma algebra soltivel por um ideal é solivel, ou seja,

Proposigao 1.47 Seja g uma dlgebra de Lie solivel e b um ideal de g, entao g/h é

solivel.

Demonstragao: Seja 7 : g — g/h o homomorfismo canénico. Se mostrarmos que
m(g®) = (g/h)® por inducio sobre k, segue o resultado. Se k = 0, o resultado segue da

sobrejetividade de 7. Suponhamos que o resultado seja valido para k — 1, logo

m(g®) = w([g*V,g* V)
= [w(g® V), m(g*D)]
= [(g/n)*"V, (g/b)* ]
= (g/b)®.
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Como g ¢ soltivel, entdo 7(0) = 0 = (g/h)*, ou seja, g/h é soltivel. O

A préxima proposicao complementa a anterior ao dizer que a dlgebra propriamente

dita é solivel, se algum de seus quocientes juntamente com o seu micleo é solivel.

Proposigao 1.48 Seja g uma dlgebra de Lie e ) um ideal de g. Se b e g/b sao soliveis,

entao g é soluvel.

Demonstragao: Como g/h ¢ soltivel, existe ky > 0 tal que (g/bh)*0) = 0. Da proposicio
anterior segue que, 7(g0)) = (g/h)*0) = 0 e assim g0} C h. Mas b ¢ soliivel, ou seja,

existe k; > 0 tal que h*1) = 0. Assim
g(ko+k1) — (Q(ko))kl C [j(kl) —0.

Portanto g é solivel. U

E claro que, a soma de ideais soliiveis em uma &lgebra de Lie é um ideal solivel.

Mostramos esse fato na proposicao abaixo.

Proposicao 1.49 Sejam g uma dlgebra de Lie e b1, by € g ideais soliveis (isto é, soliveis

como dlgebras de Lie). Entao by + b é ideal solivel.

Demonstragao: O fato de que h; + hs ser ideal é consequéncia de que a soma de ideais

é ideal. Pela Proposicao 1.18, temos

b1 + b2 ~ b1
b2 b N by

Como b é solivel e h; Nh, € ideal de h;, da Proposicao 1.47 segue que b /h; Nhs € solivel.

Dai (h; + h2)/b2 é solivel. Como by é solivel, da Proposigao 1.48, temos que by + by é

soltivel. n

A partir de agora, temos a garantia da existéncia e unicidade de um ideal solivel

maximal numa dlgebra de Lie de dimensao finita.

Proposicao 1.50 Seja g dlgebra de Lie de dimensao finita. Entdo, existe em g um unico

ideal solivel v C g, que contém todos os ideais soluveis de g.
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Demonstracgao: Denote por n o maximo das dimensoes dos ideais soliveis de g e seja t
um ideal solivel com dimt = n. Entao, todo ideal solivel de g estd contido em t. De fato,
se b é ideal solivel, v + b também é. Pela maximalidade da dimensao, dim(t + h) = dim¢
e daf que, t+bh C v e h C r. Portanto, vt contém todos os ideais soliveis e ele é evidente-

mente o tinico. U

Nesta proposicao, a hipétese de g ser de dimensao finita nao é essencial. Ela foi
colocada apenas para facilitar a demonstracao. Em geral, pode-se aplicar algum principio
de maximalidade ao invés do argumento da maximalidade da dimensao e chegar ao mesmo

resultado.

Definicao 1.51 O ideal v C g que contém todos os ideais soliveis de g é chamado de
radical solivel (ou simplesmente radical) de g. Para o radical de g serd utilizada a

notagao t (g).
Exemplo 1.21 g ¢é solivel se, e somente se, t(g) = g.

Exemplo 1.22 O radical de gl(2,R) é

a 0
t(g) =3={ ta € R}
0

a

De fato, primeiramente mostraremos que 3 ¢é ideal abeliano de gl(2,R). Seja

c d a 0
cgl(2,R) e € 3.
e f 0 a
Entao
c d a 0 00
) = €3
e f 0 a 0 0

ou seja, 3 € ideal abeliano e, portanto, solivel. Afirmamos agora que os 1inicos ideais de

gl(2,R) sao 3 e sl(2,R), além dos triviais. De fato, observe que
gl(2,R) = sl(2,R) &3,

pois
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onde
(a—d) b (a+d) 0
2 2
€ gl(2,R), €sl(2,R) e €3
c d c ——(a;d) 0 (azd)

Além disso, sl(2,R) N3 = 0. Agora, pela Proposicao 1.18 temos

sl(2,R) +3  sl(2,R)
3 sl2R)Ng

ou seja
gl(2,R)

3
Seja b um ideal nao trivial de gl(2,R). Tome X € sl(2,R) . Como sl(2,R) =~ gl(2,R)/3,

~ sl(2,R).

entao X =i+3 comi€ gl(2,R). TomeY € b/3. AssimY = hy+3 com hy € b . Entao,
X, Y] =[i+sm+s]=[Lm]+3=ha+3€b/5

Portanto /3 é ideal de s1(2,R). Mostremos agora que os tinicos ideais de s[(2,R) sao os

triviais. Seja {X,Y, H} uma base de sl(2,R), onde

01 1 0 0 0
00 0 —1 10

Note que [H, X| =2X, [H,Y]=-2Y, e [X,Y]| = H. Tome Z = aX + bH + ¢Y, entdo

ad(X)Z = [X,Z]=[X,aX +bH +cY]|=—-20X +cH
ad(X)’Z = ad(X)(ad(X)Z) = [X,[X, Z]] = [X, —2bX + cH] = —2cX,

de onde seque que se Z # 0, entio ou Z ou ad(X)Z ou ad(X)*Z é um mailtiplo nao
nulo de X (pois se Z, ad(X)Z e ad(X)?Z forem muiltiplos nulos de X temos que Z = 0).
Tome b # {0} ideal de sl(2,R) e suponhamos que Z € b. Se ad(X)?Z ¢é muiltiplo ndo
nulo de X, entao

04 —2c¢X = [X,[X, Z] C b.

O que implica que X estd emby. O mesmo ocorre se Z ou ad(X)Z sao miltiplos nio nulos
de X. Segue agora que, H = —[Y, X]| C b e consequentemente, Y = (1/2)[X,H| C b.
Dai h = sl(2,R). Concluimos que os tnicos ideais de sl(2,R) sao os triviais. Logo b/3
=0 ou bh/3 = sl(2,R), ou seja h = 3 ou h Nsl(2,R) é nio nulo. Neste tltimo caso, b
contém sl(2,R), pois como [X1,h1] Ch para todo X; € gl(2,R) e para todo hy € b, entao
em particular, [Y1, hi] C b para todo Yy € sl(2,R) e para todo hy € §. Dessa forma, b é
ideal de s1(2,R) ou sl(2,R) C h. Assim h = {0} ou b =sl(2,R). Mas hNsl(2,R) #{0} e
assim B # {0}. Portanto b deve ser sl(2,R) ou gl(2,R).
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Definimos agora uma &lgebra de Lie nilpotente.

Definicao 1.52 Uma dlgebra de Lie g é dita nilpotente se um dos termos da sua série

central descendente se anula.

Dessa forma, uma &lgebra de Lie g é nilpotente se, e somente se, existe k; > 1 tal que
g = 0. Note que nesse caso g* = 0 para todo k > kj.
As dlgebras de Lie abelianas, sao trivialmente soliveis e nilpotentes. Além disso,

as algebras nilpotentes sdo soliveis, pois g*) c ght!.

Entretanto, a recfproca nao é
verdadeira, pois se, g ¢ uma &dlgebra bidimensional, entao pelo Teorema 1.6, temos que
g ¢ abeliana ou existe uma base {A, B} de g tal que [A,B] = B. Se g é abeliana,
temos que g é nilpotente. Se g nao for abeliana, g’ é unidimensional e sua série central
descendente se estabiliza no subespaco gerado por B, ou seja, g¥ = g. Portanto, a dlgebra
de Lie bidimensional que possui {A, B} como base é solivel pelo Teorema 1.46, mas nao

é nilpotente.

Segue alguns exemplos de dlgebras de Lie nilpotentes.

Exemplo 1.23 A subdlgebra de matrizes quadradas triangulares superiores com elemen-

tos da diagonal principal iguais

a
nxn
é nilpotente. Em particular, a subdlgebra das matrizes quadradas triangulares superiores

com zeros na diagonal também é nilpotente.

Exemplo 1.24 A dlgebra de Heisenberg em M(3,R) é uma dlgebra de Lie nilpotente,
pois
000
h>=b' =0 ={] 0 0 0 |; bR} ¢
000
h® = [h,h?* = 0.
Observe que a dlgebra das matrizes triangulares superiores ¢ um exemplo de dlgebra
de Lie solivel que nao é nilpotente.
Como toda &lgebra de Lie nilpotente também ¢é solivel, os resultados apresentados

para dlgebras de Lie soltiveis se aplicam para dlgebras de Lie nilpotentes.
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1.1.7 Algebras de Lie simples e semisimples

Definicao 1.53 Uma dlgebra de Lie g é semisimples se,

t(g) =0.
(isto €, g ndo contém ideais soliveis além de 0)

Definicao 1.54 Uma dlgebra g é simples se,
1. Os unicos ideais de g sao 0 e g

2. dimg # 1

E imediato a partir da definicdo, que as dlgebras unidimensionais néo sao semisimples.
Porém, as demais dlgebras que nao possuem ideais préprios sao semisimples. De fato, seja
g uma &dlgebra que nao possui ideais nao triviais. Como t (g) é um ideal, ele deve ser 0 ou
g. No primeiro caso, g é semisimples como se pretende. O segundo caso nao pode ocorrer
se dimg > 2, pois se t(g) = g, entdo g é solivel e portanto, g’ # g. Como g também
é um ideal, g’ = 0, ou seja, g é abeliana. Mas isso é impossivel se dimg > 2, pois todo
subespaco de uma dlgebra abeliana é um ideal. Em outras palavras, as dlgebras simples
sao semisimples.

Como o centro de uma &lgebra é um ideal abeliano, e portanto solivel, o centro
de uma &lgebra semisimples é necessariamente nulo. Como o centro de uma &dlgebra
qualquer coincide com o nticleo da representacao adjunta, entao a representacao adjunta
de uma &lgebra semisimples é fiel. Por isso toda dlgebra semisimples pode ser vista como
uma subdlgebra de transformacgoes lineares. Notemos que, s[(2,R) é simples, conforme

mostrado no exemplo 1.22.

1.2 Algebras nilpotentes

Nesta se¢ao mostramos que para uma dlgebra de Lie de transformacoes lineares cujos
elementos sao nilpotentes, é possivel encontrar uma base em que as matrizes dessas trans-
formagoes nesta base, sao todas triangulares superiores com zeros na diagonal principal.

Como consequéncia desse resultado temos o teorema de Engel, o qual afirma que dada



1.2 Algebras nilpotentes 50

uma dlgebra de Lie de dimensao finita, se as adjuntas dos seus elementos sao nilpotentes,
entao a algebra de Lie também é nilpotente.
Antes de apresentarmos tais resultados, precisamos introduzir o conceito de represen-

tagoes nilpotentes.

Definicao 1.55 Seja g uma dlgebra de Lie. Dizemos que a representacao p de g no
espaco vetorial V é uma representacao nilpotente ou uma nil-representacao, se
p(X) é nilpotente para todo X € g. Isto significa que, dado X € g, existe um inteiro
positivo k (dependente de X ) tal que p(X)* = 0.

Um exemplo de nil-representagao é a representagao adjunta de uma dlgebra nilpotente.

De fato, seja g uma algebra de Lie nilpotente. Entdo existe k > 1, tal que g* = 0, ou seja,
g"={[X,Y]; X egeY eg'})=0.

Isso significa que todos os colchetes envolvendo k elementos de g, se anulam. Disso segue
que, ad(X)*1Z = 0 para todo Z € g e portanto ad(X), é nilpotente. Observe que o
teorema de FEngel mostra exatamente a reciproca desse fato.

Para estudar as representacoes nilpotentes utilizamos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.56 Seja V' um espago de dimensao finita sobre K e A € gl(V). Se A ¢é
nilpotente entdo ad(A) é nilpotente. Portanto, se p: g — gl(V) é uma nil-representagao,

entdo X — ad(p(X)) também é uma nil-representac¢ao.

Demonstragao: Primeiramente mostremos que ad(A)™B é uma soma de termos da forma

A"BA?®, com r + s = n. De fato, por inducao sobre n, se n = 1 temos
ad(A)B = [A,B] = AB — BA= ABA® — A°BA.
Suponhamos que o resultado seja védlido para n = k, ou seja
ad(A)*B = a1 A" BA®' + ay A BA™ 4 - - - + a, A"" BA*",

com r; +s; =k, para todo i = 1, ...,n e a; € K. Mostremos que o resultado é valido para
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n =k + 1. Temos que

ad(A)*'B = ad(4)(ad(A)*B)
= [A, 01 A" BA® 4 a,A™BA® + - + a, A" BA*"]
= A(@ A" BA® 4 ;A BA® + - .- 4 a, A" BA®™) —
—(a1 A" BA® 4 a3 A" BA® 4 .- 4+ a, A" BA*") A
= @ A"TIBAT 4. 4 a, AT BAS — g A" BAST

N —' ATnBASn"Fl
n

comr; +s; +1=Fk+ 1, para todo i = 1,...,n. O que conclui o processo de indugao.
Agora, como A ¢é nilpotente, existe k > 1 tal que A* = 0. Tomando n suficientemente
grande e sabendo que n = r + s, teremos que v > k ou s > k. Dai, A" = 0 ou A®* = 0.

Portanto, a soma dos termos de ad(A)"B se anulam, isto ¢, ad(A) é nilpotente. O

O objetivo agora é encontrar uma base na qual todos os elementos de uma nil-

representacao sao triangulares superiores. Para isso precisamos do seguinte resultado:

Teorema 1.57 Seja V' # 0 um espago vetorial de dimensao finita e g C gl(V) uma
subdlgebra de Lie. Se todo X € g é nilpotente, entao existe v € V,v # 0 tal que Xv =0
para todo X € g.

Demonstragao: A demonstracao é feita por indugdo sobre a dimensao de g. Se g é
unidimensional, seja X nao nulo em g. Como X é nilpotente, existe k > 1 tal que X* =0

e Xk 1 £ 0. Sejaw € V tal que X* 1w # 0 e tome v = X* 'w. Entao
Xv=XX" w=X"0=0

para todo X em g. Concluimos o resultado para dlgebras de dimensao um.

Para mostrar o passo de inducao, suponha que dimg > 1 e que o resultado vale
para toda dlgebra com dimensio estritamente menor que dimg. E claro que g admite
subdlgebras distintas das triviais, pois subespacos de dimensao um sao subdlgebras. Seja
entao h C g uma subdlgebra distinta das triviais tal que a dimh é maxima entre as
dimensoes das subdlgebras nao triviais. Mostraremos que b é um ideal de g de codimensao
um. Consideremos o espaco vetorial g/h. Note que ad(X) para X € b, deixa h invariante,

pois ad(X)h = [X,h] C b, uma vez que h é subdlgebra de g. Logo, a representagao
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adjunta de h em g induz uma representagao p de h em g/h. Como h C g C gl(V) e X ¢
nilpotente para todo X € b, entdo ad(X) ¢é nilpotente em gl(V). Em particular ad(X)
é nilpotente em g. Isso implica que p é uma nil-representagao. Dessa forma, p(h) é uma
dlgebra que satisfaz as hipoteses do teorema e tem dimensao estritamente menor que g.
Portanto, a hipétese de indugao vale para p(h) e ent@o existe w nao nulo em g/h tal que
p(h)w = 0. Isso significa, que existe Xy € g — b tal que, p(h)Xo+bh=[h, Xo]+h=0e
entao [Xo, h] C h. Como o subespago gerado por X, e h é uma subdlgebra de dimensao
estritamente maior que a dimensao de b e b foi esolhido de dimensao a méxima entre as
subdlgebras nao triviais, segue que o subespaco gerado por X, e fh é o préprio g. Logo b
tem codimensao um. E como Xy ¢ b, [Xo,h] C b e h tem codimesao um, h é um ideal de

g. Agora, aplicando a hipétese de indugao para h como subdlgebra de gl(V'), o subespago
W ={veV:Xv=0 paratodo X € h}

é nao nulo. Como os elementos de W se anulam pelos elementos de b, se mostrarmos
que existe v nao nulo em W tal que Xgv = 0, onde X, é dado acima, conclufmos a

demonstracao do teorema. Temos que, se X € h e w € W, entao
XX()U) = [X, Xo]w + X()XU) = O,

pois X, [X, Xo] € h. Isso mostra que Xow € W e que W é invariante por X,. Mas X
é nilpotente, logo sua restricao a W também é nilpotente. Assim o argumento usado no

caso em que dim g = 1, nos permite concluir a demonstragao do teorema. O]

Teorema 1.58 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e g C gl(V') uma subdlgebra

em que todo X € g é nilpotente. Entao, existem subespacos
0=VycWVicCc---CV,1CV,=V
tal que XV; C V;_1,i=1,...,n. Esses subespagos podem ser definidos indutivamente por

Vo =0
Vi = {veV:XveV,_y para todo X € g}.
Em particular, estendendo sucessivamente bases dos subespacgos V;, obtem-se uma base 3

de V, tal que a matriz de X em relagao a [ é triangular superior com zeros na diagonal

para todo X € g.
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Demonstragao: Defina
Vi={veV:Xv=0 paratodo X € g}.

Pelo teorema anterior, temos que V; é nao nulo. Além disso, V; é claramente g-invariante.
Portanto a representacao canonica de g em V' induz uma representagao p de g em V/V].
Como cada X € g é nilpotente, segue que p é uma nil-representagao e o teorema anterior
se aplica a p. Dessa forma, existe w nao nulo em V/V, tal que p(X)w = 0 para todo
X € g. Isso significa que existe v € V — V; tal que Xv € V; para todo X € g, o que

garante que o subespaco
Vo={veV:Xvel paratodo X € g}
contém V7, e é distinto de V;. O mesmo argumento nos permite construir, sucessivamente,
Vi={veV:XveV,_, paratodo X € g},

o qual é distinto de V;_; e o contém. Como dim V' é finita, algum V; = V e isso mostra a

primeira parte do teorema. Quanto a segunda parte, tome a base

6 = {’Ul, ey Ui Vi 1y oo o3 Vigy v v Vg 1415 - - ,Uz‘n}

com vy 41, .-,V € Vigr, 7 =0,...,n—1. Em relacao a esta base, os elementos de g se
representam todos como matrizes triangulares superiores com zeros nos blocos diagonais,

correspondentes as dimensoes dos subespacos V;. O]

Este resultado mostra que toda subdlgebra de matrizes, cuja representacao canonica é
uma nil-representagao, estd contida na dlgebra das matrizes triangulares superiores com
zeros na diagonal e, como tal, é nilpotente. Como consequéncia desse teorema temos o

seguinte corolério:

Coroldrio 1.59 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e g C gl(V') uma subdl-
gebra tal que todo X € g é nilpotente. FEntao, g é nilpotente. Em particular, dada uma
dlgebra arbitraria b temos que p(h) é uma dlgebra nilpotente, se p é uma nil-representa¢ao

da dlgebra h em V.

Desse corolério, segue que, se uma algebra h possui representacao adjunta nilpotente

e tem dimensao finita, entdo h é solivel. De fato, dada ad: h — gl(V'), note que

ker(ad) = ¢(h) = {X € h: [X,Y] =0 para todo Y € h}
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¢ abeliano e portanto soluvel. A Im(ad) também é solivel pois por hipétese Im(ad) é
nilpotente. Como Im(ad) ~ b/ ker(ad), tem-se que h/ker(ad) é solivel e portanto b ¢
solivel. Para mostrar que nessa situacao h é nilpotente convém introduzir a série central

ascendente de uma dlgebra de Lie g, que é definida indutivamente como

go = 0

g = {Xeg:[Y,X]€g,1paratodoY € g}.
Por definicao [g, g;] C g1 C ¢; para todo i , assim g; é um ideal de g. Geralmente, pode
ocorrer que a partir de algum termo, a série central ascendente se estabilize em algum
ideal préprio de g. Porém, isso nao ocorre se a representacao adjunta de uma &dlgebra de
dimensao finita é nilpotente. De fato, a sequéncia de subespacos V; do teorema anterior
coincide, no caso de uma representacao adjunta, com a série central ascendente. Assim,

se a representacao adjunta é nilpotente, a série central ascendente termina em g. Isso

mostra o seguinte corolério:

Coroldrio 1.60 Seja g C gl(V') uma dlgebra de Lie de dimensdo finita e suponha que ad

¢ uma nil-representacdo. Entao, a série central ascendente satisfaz
0=gCoC-—-Con=9
para algum n.
Podemos mostrar o teorema de Engel.

Teorema 1.61 (Engel) Seja g C gl(V) uma dlgebra de Lie de dimensao finita. Se para

todo X € g tivermos que ad(X) é nilpotente, entio g é nilpotente.

Demonstracgao: Observe que, pelo coroldrio anterior a série central ascendente termina

em g, = g. Usando o fato de que [g, g;] C g;—1 mostraremos por indugao que

Eli C Gn—it1-

De fato, se i = 1 o argumento é vélido, pois g = g' = g, = gn_14+1 . Assim, g' C g,_141.
Suponhamos que o resultado seja vdlido para i = k, ou seja g* C gn_rr1. Devemos

mostrar que o resultado também vale para ¢ = k£ + 1. Note que

g ={[X,Y]: X egeY eg'})
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e como por hipétese, gF C On—k+1 temos que

g C X Y]: X egeY € gurn}).
Mas Y € g,,—k+1, O que significa

[X> Y] € On—kt+1-1 = On—k

para todo X € g e assim g"*! C g,_;. Daf que g"*!

= 0 e, portanto, g nilpotente. 0
Em geral, uma representacao de uma &lgebra nilpotente nem sempre é nilpotente.

Mostremos esse fato nos dois exemplos que seguem.

Exemplo 1.25 Seja g a dlgebra das matrizes triangulares superiores com diagonal nao

nula, mas com os elementos diagonais iguais:

A *
g=1{ - }
A

P .

A representag¢do candénica de g nao é nilpotente, pois as matrizes que sao mailtiplas da

identidade, pertencem a g e nao sao nilpotentes.

Exemplo 1.26 Seja g a dlgebra das matrizes diagonais n X n, que é abeliana e, por-
tanto, nilpotente. A representacdo candnica de g, dada pela inclusao, nao é uma nil-

representacao pois uma matriz diagonal nao é nilpotente, a menos que seja nula.

A diferenca de uma nil-representagdo de uma &lgebra nilpotente g C gl(V') para uma
representacao arbitraria, estd no fato de que, geralmente podem aparecer autovalores nao
nulos dessa representacao, desde que com um certo padrao de repetigao, como no caso
do exemplo acima. Esse padrao de repeticao é dado pelas decomposicoes de Jordan dos
elementos da dlgebra, das quais falamos a seguir.

Para analisar essas decomposicoes, seja V' um espaco vetorial de dimensao finita e
AV — V uma transformacao linear. O teorema da decomposi¢ao primédria decompoe

V' em subespagos A-invariantes

V=@ aV,
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que sao os auto-espagos generalizados
Vi={v eV :pj(A)*v =0 para algum k > 1}

onde os polinémios irredutiveis p;, ¢ = 1, ..., s, sao as componentes primarias do polinémio
minimal p = pi"...p7 de A. Quando o corpo de escalares ¢ algebricamente fechado,
temos que p;(A) = A — \;, com \; autovalor de A. Os subespagos da decomposi¢ao

primaéria se escrevem como
Vi={veV:(A—-\)v =0 para algum k > 1}.

Denotamos tais subespacos por V)., de modo a enfatizarmos a relacao destes com os
autovalores de A.

Verificamos agora como age uma outra transformagao linear B nos espagos da de-
composi¢ao priméaria de A. Para isso precisamos da féormula de comutagao em &lgebras
associativas que se aplicam em particular & dlgebra das transformacoes lineares de um

espago vetorial.

Proposigao 1.62 Seja A uma dlgebra associativa e tome z,y € A .
1. Denotando ad.(x)y = xy — yx, tem-se para todo n > 1 que, a férmula de comutagdo &

esquerda é dada por

oy =Y (1) (o) e

p=0
2. A formula de comutagdo a direita é dada por

ot =3 () adata 1),

p=0 p

onde ady(x)y = yr — xy é a adjunta & direita.

Demonstragao: Mostraremos por inducao sobre p. Para p = n = 1 é imediato, ja que

xy = yx + [z,y|. Para p=mn+ 1 e aplicando a hipétese de indugao, temos que
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Substituindo-se p por p — 1 na segunda soma dessa igualdade, tem-se

ey = i(Z)mde(x)"-p“y)xui(pﬁl)mde(x)““-py)xp

= :de(x)"“y + gzt 4 z"; (<Z> + (pﬁ 1)) (ad,(z)" 1 Py) 2P,

E esta ¢ a féormula de comutacao & esquerda. A férmula de comutacao a direita segue com

o mesmo tipo de inducao. U

A partir dessas formas de comutacao, é possivel mostrar que os espacos das decom-

posicoes primdrias dos elementos de uma &dlgebra nilpotente sao invariantes pela dlgebra.

Proposigao 1.63 Suponha que o corpo de escalares é algebricamente fechado. Sejam A e
B operadores lineares de V. Tome V)., dados como acima, o0s auto-espagos generalizados

de A. Entdo, BV), C V), para todo i se, e somente se, ad(A)?B =0 para algum q > 1.
Demonstragao: Como o corpo de escalares é algebricamente fechado temos que
Vi, = {v eV :(A—\I)*v =0 para algum k > 1}.

Dado i, seja A; = A—\; = (A—X\;I). Como \; é multiplo da identidade temos ad(A)?B = 0
se, e somente se, ad(A;)?B = 0. De fato, vamos mostrar isso usando por indugao sobre q.
Se ¢ = 1 temos ad(A4;)B = 0 se, e somente se, ad(A — \;)B = 0. Mas, ad(A — \;,)B =0
se, e somente se,[A — \;, B] = 0, o que por sua vez ocorre se, e somente se, [A, B] = 0,
ou seja, ad(A)B = 0. Dessa forma, o resultado é vélido para ¢ = 1. Suponha agora que
o resultado ¢ vélido para ¢ = k, ou seja, ad(A)*B = 0 se, e somente se, ad(A4;)*B = 0.
Entdo, temos que ad(A)* !B = 0 se, e somente se, ad(A)*(ad(A)B) = 0, o qual ocorre
se, e somente se, ad(A;)*(ad(A)B) = 0. Mas ad(A;)*(ad(A)B) = 0 se, e somente se,
ad(A;)*([A, B]) = 0 e isso vale se, e somente se, ad(A;)*([A — \;, B]) = 0. Temos que essa
tltima igualdade acontece se, e somene se, ad(A;)*([A4;, B]) = 0 e esta também ocorre
se, e somente se, ad(4;)fad(A;)B = 0. Como ad(4;)*ad(A;)B = 0 se, e somente se,
ad(A;)*1 B = 0. Portanto ad(A)?B = 0 se, e somente se, ad(A;)?B = 0.

Suponha que ad(A)?B = 0. Assim, ad(A4;)?B = 0. Tome v € V,,. Logo existe k tal que
(A —X\;)*v = 0 e isso implica que (4;)*v = 0. Fixando os expoentes ¢ e k tome n > q + k.

Entao, para 0 < p < n tem-se que ou n — p > ¢q ou p > k e, portanto na férmula de
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comutacao para A7 B, todos os termos aplicados a v se anulam. De fato, como oun—p > ¢

ou p >k temos ou ad(A)"PB = 0 ou Ajv = 0. Como A}B =} " , (Z) (ad.(A)""PB)AP
tem-se que A7 Bv = 0 e entao Bv € V),. Portanto, V), é B-invariante.

Reciprocamente, como a restrigao de A4; a V), é nilpotente, tem-se pela Proposicao 1.56
que ad(A4;) é nilpotente, ou seja, existe ¢; tal que ad(A;)% B; = 0, onde B; é a restri¢ao de

B a V,,. Dessa forma, mostramos que, para algum ¢, ad(A)?B = 0. O]

Esta proposigao permite decompor o espago de uma representacao em auto-espagos
generalizados, conforme foi feito acima, com o refinamento de que eles sao auto-espagos
simultdneos para todos os elementos da dlgebra. De fato, seja g uma dlgebra de Lie
nilpotente e p uma representagao finita de g em V. Como g é nilpotente, dados X,Y
em g temos que ad(X)?(Y) = 0 para algum ¢ > 1. Aplicando p a esta igualdade temos,
ad(p(X))p(Y) = 0 para algum ¢ > 1. Tomando o corpo de escalares algebricamente
fechado, pela proposigao acima segue que p(Y)V,, C V,,. Logo fixando X € g considere-

mos a decomposigao primaria de V' por p(X)

Como cada V; é invariante por p(Y') para todo Y € g, tem-se que esses subespagos sao
g-invariantes e como tal, g se representa em cada um deles.. Podemos tomar entao a
decomposicao priméria de V; em relacao as restrigoes de p(Y), com Y em g. Agora, se
para todo Y em g com i = 1,...,s, a decomposi¢ao priméria de p(Y) em V; se constitui
de um tnico elemento, entao cada V; é um auto-espago generalizado das correspondentes
restrigoes de p(Y'), para todo Y em g. Isso significa que, dado Y em gcom i =1,...,s
existe um autovalor \;(Y") para p(Y') tal que V; estd contido no auto-espago generalizado
associado a \;(Y), ou seja, (p(Y) — Xi(Y))*v = 0 para algum k > 1, se v estd em V;.

Por outro lado, se algum V; se decompoe por algum p(Y'), podemos tomar uma nova
decomposicao de V e repetir o argumento. Como a dimensao dos subespagos diminuem,

obtemos por indugao, uma decomposi¢ao em subespacos g-invariantes,
V=Wao- - - oW,

tal que para todoY em g comi = 1,...,t existe \,(Y) autovalor de p(Y) com

(p(Y) = N(Y))kv = 0 para algum k > 1, se v € W;.
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A partir dai, obtemos a decomposigao em relagao a representagao de uma &lgebra nilpo-

tente.

Teorema 1.64 Seja g uma dlgebra de Lie e p uma representagao de g em 'V de dimensao

finita. Se o corpo de escalares é algebricamente fechado e g mnilpotente, entao existem

funcionais lineares A1, ..., \s tal que, se
Vi, ={v €V : para todo X € g, existe n > 1, (p;(X) — \(X))"v = 0},
entao V), é g-invariante, 1t =1,...,s e
V=V,d -V,

Demonstracgao: J4 sabemos da existéncia de subespagos g-invariantes W, & --- @ Wi e
aplicagoes \; : g — K tais que

V=W & oW,

com W; C V), e V, como no enunciado. Assumindo que \; # A; se ¢ # j e se necessédrio,
somando as parcelas para as quais os A coincidem, podemos mostrar que W; = V..
Afirmamos que ); € linear. De fato, denote por p; a restricao da representagao a V).
Pela definigao de V), tem-se que p;(X) — \;(X) é nilpotente para todo X em g. Portanto,
tr(p;(X) — Ni(X)Id) = 0 e entdo tr(p;(X)) — tr(MN(X)Id) = 0. Mas isso implica que
tr(p;(X)) — (dim Vi, )\i(X) = 0, que por sua vez, implica que \;(X) = % Da
linearidade do traco tem-se que A; é linear. 5
Como os funcionais lineares \; — A; nao sao nulos e sao em quantidade finita, ¢ possivel
tomar X em g tal que \;(X) e \;(X) s@o distintos para todo i # j. Para X dessa forma,
cada \;(X) é autovalor de p(X). Entao podemos considerar o auto-espago generalizado
associado, ou seja, Vy,(x). Como os autovalores sao distintos, a soma V), (x)+ -+ V) (x)
é direta. Mais ainda, essa soma coincide com V, ja que W; C V), (x). Isso mostra que

Wi =Vyx)come=1,...,s. Mas, por definicao tem-se que V), C V),(x) e entaolW; = V},.

Como queriamos. O

Por conveniéncia, introduzimos a seguinte terminologia ligada aos autovalores \; da

representacao.
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Definicao 1.65 Seja g uma dlgebra de Lie e p wma representagao de g em V. Um peso

de p é um funcional linear \ : g — K tal que o subespago Vy de V' definido por
Vi ={v eV :para todo X € g, existe n > 1, (p(X) — A\(X))"v = 0},

satisfaz Vy # 0. O subespaco Vy é chamado de subespago de pesos associado a \. A

dimensao de V é chamada de multiplicidade de ).

Concluimos entao, que os pesos de uma representacao sao os autovalores dos elementos

da &algebra.

Exemplo 1.27 Tome g a dlgebra das matrizes diagonais em rela¢io a base {e,, ..., e,}.

Os funcionais \;, i = 1,...,n definidos por
)\i(diag{ala s 7an}) = a;

sao pesos da representagao candénica de g. Neste caso Vy,, 1 = 1,...,n é o subespago

gerado por e;.

Exemplo 1.28 Se p é uma nil-representacdo de dimensao finita, entdao 0 é o unico peso

de p e Vo coincide com o espacgo da representacao.

Note que no Teorema 1.64, se p, denota a restrigdo de p a V), entdo p;(X) — X\i(X)
é nilpotente para todo X em g. Esse fato, juntamente com o que foi mostrado para as
nil-representacoes, possibilita o esclarecimento da forma de p;, de modo a concluirmos
que p; — \; é uma representagao. Para verificar esse fato, veja [18] Proposi¢ao 2.11.

O préximo resultado é o melhor que pode-se dizer sobre representagoes de dlgebras de

Lie nilpotentes.

Teorema 1.66 Suponha que o corpo de escalares é algebricamente fechado e seja p uma
representacao da dlgebra nilpotente g sobre o espaco de dimensao finita V. Entao, existe

uma base de V', tal que nessa base p se escreve como

p1(X)
p(X) = » XEg
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com o0s blocos diagonais p;(X) da forma

onde \; é peso da representacao.

1.3 Algebras soliveis

Os elementos das dlgebras soliveis g C gl(1'), também podem ser colocados em forma
triangular, porém nao temos aqui uma decomposi¢ao do tipo de Jordan, em blocos, com
as diagonais de cada bloco miiltiplas da identidade. O principal resultado que apresenta-
mos aqui é o teorema de Lie, o qual mostra a existéncia de uma base que triangulariza
simultaneamente os elementos de uma &dlgebra solivel, através de quociente sucessivos.

Para construir uma base que triangularize os elementos de uma dlgebra solivel, deve-
mos garantir a existéncia de um autovetor comum para os elementos da algebra. Isso é

feito no seguinte teorema:

Teorema 1.67 Sejam V # 0 um espago vetorial de dimensdo finita sobre um corpo
algebricamente fechado e g C gl(V') uma subdlgebra solivel. Entao, existe v € V, v # 0
e um funcional linear X : g — K tal que Xv = \(X)v, para todo X € g, ou seja, v é um

autovetor comum a X € g com autovalor \(X).

Demonstragao: Observemos que \ é linear, pois

MaX +Y) = (aX+Y)v=aXv+Yv

= aAX)v+ A(Y)v,

para quaisquer que sejam X e Y em g e a em K. Resta mostrarmos que existe um
autovetor comum para todo X em g. Faremos isso por inducao sobre a dimensao de g.
Se dimg = 1, entao g é gerada por X e a existéncia do autovetor para X segue do
fato do corpo ser algebricamente fechado.
Se dimg > 1, entao g possui um ideal h de codimensao 1. Aplicando a hipétese de

indugao sobre h temos que existe w € V, w # 0 tal que

Xw = AX)w para todo X € b.
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Como b tem codimensao 1, entao existe Xy em g, tal que X e h geram g. Assim, se
encontrarmos um autovetor comum a X e aos elementos de b, teremos o desejado. Isso
é garantido se encontrarmos um subespago W # 0 que satisfaz:

1. W é invariante por X, e

2. todo v € W, v # 0 é autovetor de todo Y € b.

De fato, como o corpo de escalares é algebricamente fechado e W é invariante por X, entao
X tem um autovetor em W e, portanto, esse autovetor é comum a todos os elementos de
g.

Um subespago W que satisfaz essas condicoes é o subespago ciclico de X gerado por
W, ou seja, W = ger{X{w : i > 0}. Claramente este subespago é invariante por Xj.
Observe que para algum p > 0 temos que 8 = {w, Xow, ..., Xfw} é base de W. Logo,
dado Y € b, seu valor nos elementos dessa base ¢ dado pela férmula de comutacao a

direita como
k

Vg =Y (B xgladsxof v

§=0
com 0 < k < p. Como b é ideal e w é autovetor para os elementos de b, entao

YXiw = Xk:(k)A( da(Xo)*Y) X]w

=0 \J
<« (k =iy \( X7 j
— Z((j))\(add(Xo) V) Xw)) + AY)XJw € W. (1.6)

O que mostra que W é invariante por § e que em relagao a base (3, a restricao de Y
a W é uma matriz diagonal, sendo esses elementos da diagonal sao todos iguais a A\(Y).

Calculando tr(Yy) tem-se que
tr(ﬁw)
Y)= .
AY) dim W

Como todo colchete entre transformacoes lineares tem trago zero, entao

tr(add<X0)k_jﬁw) =0
se k — j > 1. Juntando isso com a expressao para Y Xfw dada em (1.6), tem-se que
Y XEw = AYV) X w

comY € b, k=0,...,pe Xfw autovetor de Y € h. Assim W satisfaz as condigoes

desejadas e concluimos a demonstracao. 0

Finalmente, apresentamos o teorema de Lie.
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Teorema 1.68 (de Lie) Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado e g C gl (V') uma dlgebra solivel. Entdo, existe uma base [ =
{v1,...,u,} de V e funcionais lineares Ay, ...\, : g — K tal que, em relagio a B, X € g

S€ escreve como

Demonstragao: Sejam v; autovetor comum a todos os elementos de g com autovalor
A1(X) e V1 o subespago gerado por v;. Assim g deixa V] invariante e entao se representa
em V/V;. Como g é soluvel, existe um autovalor w € V/V; comum aos elementos da
representacao de g com autovalor dado pelo funcional linear A\s. Tomando v, como repre-
sentante de w em V' tem-se que Xvy = \y(X)vy +u com u € V5. Como w # 0 em V/V |
{v1,v2} € linearmente independente. Como a dimensao de V' é finita, procedendo assim

sucessivamente, obtemos a base e os pesos requeridos. O

Como consequéncia do teorema anterior temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.69 Seja g C gl(V) uma dlgebra de Lie de dimensdo finita. Entdo, g é

solivel se, e somente se, a dlgebra derivada g’ é nilpotente.

Demonstragao: Suponhamos que g’ é nilpotente. Vimos logo apds a Definigao 1.52 que
toda dlgebra nilpotente é solivel, dessa forma g’ é solivel. Como g/g’ é sempre abeliana,
da Proposi¢ao 1.45 temos que g/g’ é soluvel. Logo, da Proposigao 1.48, g é solivel.
Reciprocamente, vamos assumir que o corpo de escalares é algebricamente fechado e que
g ¢ solivel. Pelo teorema de Lie, a representacao adjunta de g se escreve, em alguma
base, como matrizes triangulares superiores. Como o colchete entre matrizes triangulares
superiores € triangular superior com zeros na diagonal, os elementos de g, na represen-
tagao adjunta, se escrevem como matrizes triangulares superiores com diagonal nula. Do
exemplo 1.23, segue que estes elementos de g’ sdo nilpotentes e portanto a representacao
adjunta de g’ em g ¢ nilpotente. Mais ainda, a representacao adjunta de g’ também é

nilpotente. Logo, usando o teorema de Engel, segue que g’ é nilpotente. U
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1.4 Critérios de Cartan

A forma de Cartan-Killing de uma &lgebra de Lie g de dimensao finita, é a forma
bilinear definida por tr(ad(X)ad(Y")), e atua como um instrumento que nos permite in-
vestigar, através dos critérios de Cartan, a semisimplicidade e a solubilidade de dlgebras
de Lie.

Analisamos aqui a decomposicao de Jordan de uma derivagao de uma &dlgebra de Lie

e os resultados obtidos sao utilizados nas demonstragoes dos critérios de Cartan.

Proposicao 1.70 Seja D : g — g uma derivacao da dlgebra de Lie de dimensao finita

sobre um corpo algebricamente fechado. Tome a decomposi¢cao primdaria

g=0\ D---Dan,

onde

gy, ={X €g:(D—-X\)"X =0 para algum n > 1}
¢ o auto-espaco generalizado associado ao autovalor \;. Entao,
[g)\,;u g)\]‘] - g)\i—l—)\j .
(gx 41, = 0 8¢ A\j + A ndo é autovalor de D).

Demonstracao: Cada g,, se decompoe em componentes de Jordan, ou seja, existem
conjuntos linearmente independentes {Xi,...X,} tais que DX; = \X; + X;_1, com
j=1,...,7e X 1 =0 e também existe uma base de g,, formada por tais conjuntos.

Para concluirmos a demonstracao ¢ suficiente mostrar que, se
{X1,..., X} Cay, e {Y1,..., Y} Cgy,
sao conjuntos linearmente independentes, como acima, entao
[ Xk, Y1) C gain comk=1,...,rel=1,...,s.

A demonstracao serd feita por indugao dupla sobre k e [. O passo de inducao consiste

da seguinte igualdade
= [NXe+ X1, Y] 4+ [Xi, Y + Y]

— (/\l + )\])[Xka }/2] + [kala }/” + [Xku }/271]
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de onde segue que
(D = (A + X)) [ X, YVi] = [Xim1, Y] + [Xp, Vi (1.7)

Se k =1 =1, entdo o segundo membro da igualdade acima se anula e [X;, Y]] € ker(D —
(Ai +2;)). Entdo [X1,Y1] € gy, 4x;- Suponha que o resultado seja vélido para k' < k, com
[ arbitrario e vélido para I’ < [, com k arbitrario. Note que o segundo membro de (1.7)

estd no nicleo de (D — (\; + A;))", para algum n, pois

(D = (A + X)) ([ X1, Vi) + [ X, Yica]) = (D = (N + 27))"([Xk-1, V1))
+(D = (A + X)) ([ Xk, Yia)).

Pela hipétese de inducao, (D—(Ai+ ;)" ([Xk-1,Y1]) = 0e (D—(Ni+ ;)" ([ Xk, Yi1]) = 0.
Assim,

(D = (i 4 25))" (X1, Yi] + [ X5, Yia]) = 0 (1.8)

e entdo ([Xg_1,Y)] + [Xk, Yi—1]) € ker(D — (A\; + A;))". Logo

(D — N+ X)X Y = (D= A+ X)) (D — (i + X)) [Xe, V1))
= (D= (X + )" ([Xp—1, V1] + [Xi, Yia])

= 0

para algum n. Portanto [Xp, Y]] C gx,4»,;- O

Definimos agora quando um elemento de gl(V') é semisimples.

Definicao 1.71 Um elemento X € gl(V') (V de dimensao finita) é dito semisimples,
se as raizes de seu polindomio minimal forem todas distintas. Fquivalentemente, X é

semisimples se, e somente se, X é diagonal.

Em espagos vetoriais sobre corpos gerais, uma transformacao linear 7" se decompoe de

maneira inica como

T=S+N

onde N é nilpotente e S semisimples, com S e N comutando entre si e também com 7.
Essa decomposicao é conhecida como Decomposicao de Jordan-Chevalley.
A partir do resultado anterior pode-se provar que as componentes semisimples e nilpo-

tentes de uma derivagao também sao derivacoes.



1.4 Critérios de Cartan 66

Teorema 1.72 Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita e D uma derivacgao de g.

Escreva D = S 4+ N, de maneira inica, com S semisimples, N nilpotente e suponha que
[D,S]=[D,N]=[S,N]=0.
Entdo, S e N também sao derivagoes.

Demonstragao: Suponhamos sem perda de generalidade que o corpo de escalares é alge-
bricamente fechado. Mostraremos que S[X,Y| = [SX, Y]+ [X, SY] para X, Y elementos
de uma base. Como g se decompoe nos auto-espacos generalizados de D devemos mostrar
a propriedade de derivagao para X € gy, e Y € gy, com \;, \; autovalores. Temos pela
proposicao anterior que [gy,,8x,] C gr+a, € assim [X,Y] € gy4a,. Os auto-espagos
generalizados de D sdo auto-espacos de S. Logo S[X,Y] = (\; + A;)[X, Y], sendo que

[X,Y] =0, se \; + A; nao for autovalor. Por outro lado, temos que
[SX, Y]+ [X,5Y] = ANX,Y]+ [ X, Y] = (N + )X, Y]
e entdo S[X,Y] = [SX,Y] + [X,SY]. Portanto S ¢ derivagdo. Como N =D —Se D ¢

derivacao, temos que N ¢é derivacao. 0

Este resultado afirma que certas transformagoes associadas de alguma forma a derivagoes,
sao também derivacoes. A proposicao seguinte segue a mesma direcao que este resultado,

porém ¢ necessario introduzir a seguinte terminologia:

Defini¢ao 1.73 Seja A = (A\1,..., \x) uma sequéncia finita de elementos de um corpo.
Uma terna ordenada (iy,12,13) de elementos de {1,...,k} é dita \-fechada (ou simples-

mente fechada) se Ny + Aiy = Ais-
Exemplo 1.29 Para a sequéncia (1,1,2), as ternas fechadas sio (1,2,3) e (2,1,3).

Exemplo 1.30 Diz-se que uma sequéncia jn = (fty, - .., fi,) imita X se as ternas fechadas

para A sao também p-fechadas, isto &€, ju;, + p;, = p;, s€ Niy + Xiy = Ais.

Exemplo 1.31 A sequéncia p = (3,0,3) imita a sequéncia A\ = (1,2,3) pois as ternas

fechadas de A sio (1,2,3) e (2,1,3), que também sao p-fechadas.
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Proposicao 1.74 Seja S uma derivagao de uma dlgebra de Lie g de dimensao finita.
Suponha que S seja diagonalizdvel, ou seja, SX; = NX;, © = 1,...,k, para X =
(A1, ..., Ak) 0s autovalores e {Xi,..., X} uma base de autovetores de g. Seja p =
({1, p4) uma sequéncia que imita A e defina a transformagdo linear T, : g — g,

por T, X; = 11, X5, i =1,..., k. Entao, T, também ¢ derivagao.
Demonstracao: Se mostrarmos que
TulXs, X5 = [T,X5, X5] + [X, T,X]

para i,j = 1,...,k teremos o desejado. Quando \; + A\; nao ¢ autovalor de .S, temos

(X, X;] = 0 e essa igualdade ¢ satisfeita ja que,
(13X, Y] + [X3, TLY;] = (s + 1) [Xs, X5

Jase, \;+\; é autovalor de S, entdo \;+\; = A, para algum [ e a terna (4, j, 1) é A-fechada.

Como p imita A temos que p; + p; = p; € assim
[T X, X;] + [Xa, T,X] = [ Xa, X5

Por outro lado, pela Proposi¢ao 1.70 S[X;, X;| = AN[X;, X;]. Entretanto, os autovetores
de S associados a \; sdo autovetores de 7T}, associados a ji;, e isso mostra que 7),[X;, X;] =

1,1Xi, X;]. Portanto,
Tl X, X5] = [ Xa, X] = [T,.X5, X5] + [Xa, T,.XG).

Como querfamos demonstrar. O

Nesta proposicao, vimos que as sequéncias que imitam os autovalores de uma derivacao
)
diagonalizdvel, permitem construir novas derivacoes. Isso nos permite provar o seguinte

teorema:

Teorema 1.75 Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita e D uma deriva¢do de g.

Suponha que para toda deriwvacao M de g se tenha
tr(DM) = 0.

Entao D é milpotente.
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Demonstragao: Suponhamos sem perda de generalidade que o corpo de escalares seja
algebricamente fechado. Seja D = S + N a decomposicao de D em componentes semi-
simples (S) e nilpotente (N) que comutam entre si. Vamos mostrar que S = 0. Como
foi visto anteriormente, S é uma derivacao e com a hipétese que o corpo de escalares é
algebricamente fechado, S = diag{\i, ..., A\r} em alguma base de g.

Para provar que S = 0, mostraremos que, A; = 0 para ¢ = 1,...,k. Isto serd feito
construindo uma quantidade suficiente de sequéncias que imitam A = (A, ..., Ax). Como
o corpo de escalares K é de caracteristica zero, temos que K contém uma cépia dos
racionais Q e é um espago vetorial sobre Q. Seja V' C K o subespago vetorial sobre Q
gerado pelos autovalores A1, ..., \z. E claro que V tem dimenséo finita.

Seja ¢ : V' — Q funcional linear em V' definido por
pi =»N) = (s )
A sequéncia p imita A, pois se A\;; + \;, = A;;, temos
fiy + Hiy = V(X)) +U(Aip) = D(Niy + Aiy) = (i) = -

Para essa sequéncia y, tome 7}, como na proposicao anterior. Logo T}, é derivagao e por

hipdtese
k
0=tr(DT,) = Y Ab(Ni).
i=1
Essa ultima expressao é uma combinacao linear sobre Q de A{,...,A\y. Aplicando ¢ a

esta combinac¢ao temos
k
0= Ab(A) =D ea)v(h) =D b\,
i=1 i=1 i=1
e como esta é uma soma de racionais positivos, conclui-se que 1(\;) = 0 para todo i.

Como 1) é um funcional linear arbitrdrio e V' é de dimensao finita, tem-se que \; = 0 para

todo 7, 0 que mostra o teorema. [

Definimos a seguir, a forma traco em uma &lgebra de Lie.

Definicao 1.76 Dada uma representagao p de dimensao finita de uma dlgebra de Lie de

g, define-se em g a forma trago 3, que é a forma bilinear simétrica dada por

B,(X.Y) = tr(p(X)p(Y)).
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Para o caso em que p é a representacao adjunta, a forma traco serd denominada forma de
Cartan-Killing da dlgebra e serd denotado por (-,-) ou (-, -) o quando se quiser ressaltar

a dlgebra g.

Definicao 1.77 Uma forma bilinear  num espago vetorial V de dimensao finita, diz-se
ndo-degenerada, se o inico elemento v € V' que satisfaz § (v,w) =0 para todo w € V

é, v=20.
Vejamos dois exemplos de formas bilineares.

Exemplo 1.32 Seja p uma representacao de uma dlgebra solivel g. Supondo que o corpo
de escalares € algebricamente fechado, temos pelo teorema de Lie que os elementos dessa
dlgebra sao escritos como matrizes triangulares superiores. Assim, os elementos de ¢
sao representados por matrizes triangulares superiores com zero na diagonal. Assim,
p(X)p(Y) € nilpotente se X € g'. Dessa forma, no caso em que g € soltivel, 3,(X,Y) =0

se X € g'. Em particular, 3, é identicamente nula em g'.

Exemplo 1.33 Um elemento X de s((2), se escreve como

a b
X =

c —a

E disso seque que trX? = 2(a® + bc), que é portanto a expressdo de B,(X,X), sep é
a representacdo adjunta de sl(2). Assim, tem-se que a matriz de 3, em relagdo a base

{X,H,Y}, onde

0

™

0 01
020
1 00

e dai concluimos que [3, é nao-degenerada, ji que o determinante desta matriz é nao nulo.

Em relagao a base {A, H, S} com

A: GS:
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a matriz de 3, é diagonal, sendo que —f3,(A, A) =2 = (3,(S,S). Ja a forma de Cartan-

killing de sl(2) é dada por 8(a* + bc). Note que essa forma, é um mailtiplo de B, e ¢

portanto, nao-degenerada.

O critério de Cartan para dlgebras soliveis é a reciproca do primeiro exemplo dado
acima, ou seja, g ¢ solivel se 3,(X,-) = 0 para X € g’ e p a representagao adjunta. J4
o segundo exemplo ilustra claramente o critério de Cartan para dlgebras semisimples, o
qual afirma que uma dlgebra é semisimples se, e somente se, sua forma de Cartan-Killing
é nao-degenerada.

Como o traco de duas transformagoes lineares conjugadas é o mesmo, a forma trago é
invariante por conjugacoes. Em termos da dlgebra de Lie, essa invaridncia se traduz nas

seguintes afirmacoes:

Proposicao 1.78 1) As adjuntas dos elementos de uma dlgebra de Lie sdo anti-simétricas

em relagao a f3,, ou seja,
B(X Y], Z)+B,(Y,[X, Z]) =0

para quaisquer que sejam X,Y,Z € g. Jd no caso da forma de Cartan-Killing tem-se:
2)Se ¢ é um automorfismo de g, entio (pX, Y ) = (X,Y).
3) Se D é uma derivagio de g, entdo (DX,Y) + (X, DY) = 0.

Demonstragao: Como o trago de um comutador se anula, ¢ imediato que a igualdade 1)
é satisfeita. Quanto as igualdades correspondentes & forma de Cartan-Killing, a primeira
& devido ao fato de ad(¢X) = ¢ad(X)¢ ', se ¢ é um automorfismo. J4 a segunda igual-
dade segue do fato de que, ad(DX) = [D,ad(X)] para uma derivagdo D qualquer. O

A invariancia da forma trago é uma das principais propriedades das formas bilineares.
Uma outra propriedade importante, é que a restricao da forma de Cartan-Killing a um
ideal i de g, coincide com a forma de Cartan-Killing de i. De fato, dados X €ieY € g,

temos

(ad(Y)ad(X))(Z) = ad(Y)[X, Z] = [V, [X, Z]] C i

para todo Z € g, ou seja, a imagem da ad(Y)ad(X) estd contida em i. Dessa forma,

tomando uma base para i e completando-a a uma base de g, vemos que os elementos
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que estao fora de i, ndo interferem em tr(ad(Y)ad(X)) e portanto (Y, X) coincide com
tr(ad(Y)ad(X) |;) que é a forma de Cartan-Killing de i quando Y estd em i.
Afim de demonstrarmos o primeiro dos critérios de Cartan , precisamos do seguinte

lema:

Lema 1.79 Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. Se a forma de Cartan-Killing

de g ¢é identicamente nula, entao g é solivel.

Demonstragao: Se mostrarmos que g’ é nilpotente, segue o desejado. Dessa forma, seja
X € ¢g'. Entao X se escreve como X = ) [V}, Z;], para quaisquer que sejam Y;, Z; em g.

Tomando D uma derivacdo qualquer, temos que tr(ad(X)D) = 0, pois

tr(ad(X)D) = tr(ad(3_,[Vi, Zi]) D)
= 2 tr([ad(Yi), ad(Z;)| D)
= 2. tr((ad(Yi)ad(Z) D) — (ad(Zi)ad(Y;) D))
= 2.itr(ad(Yi)ad(Z) D) — 32, tr(ad(Z)ad(Yi) D)
= Y .tr(ad(Z;)Dad(Y;) — ad(Z;)ad(Y;) D)
= 2.itr(ad(Z)[D, ad(Y;)])
= 2. tr(ad(Z;)ad(DY;))
= Zi(Zi7 DY;)
=0
j& que por hipétese a forma de Cartan-Killing é identicamente nula. Assim, como D é
uma derivagao qualquer e ad(X) também é uma derivacao, pelo teorema 1.75 segue que
ad(X) é nilpotente, ou seja, a representacao adjunta de g’ é nilpotente. Logo pelo teorema

de Engel, segue que g’ é nilpotente. 0

Podemos mostrar agora o primeiro critério de Cartan-Killing.

Teorema 1.80 Denotando por (.,.) a forma de Cartan-Killing de uma dlgebra de Lie g,

tem-se que g é solivel se, e somente se, para todo X € ¢’ e todo Y € g,
(X,)Y)=0

Demonstragao: Segue do exemplo 1.32 que se g é solivel, entao (X,Y) = 0 para X € ¢'.

Reciprocamente, note que a forma de Cartan-Killing em g’ é identicamente nula, logo,
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como g’ &€ um ideal, temos que a forma de Cartan-Killing de g’ ¢ identicamente nula. Pelo

lema anterior segue que g’ é solivel e portanto g é solivel. U

A partir deste critério para algebras soliveis pode-se mostrar o critério de Cartan para

4lgebras semisimples.

Teorema 1.81 A forma de Cartan-Killing de g é nao-degenerada se, e somente se, g é

semisimples.

Demonstragao: Suponhamos que g nao seja semisimples, assim o radical solivel de
g ¢ diferente de zero. Como t(g) é solivel, t(g)* ¢ um ideal abeliano nio trivial para
algum k. Chamando t(g)* = i, tome X € i. Entdo, para todo Y € g tem-se que,
a imagem de ad(X)ad(Y") estd contida em i e portanto tr(ad(X)ad(Y')) coincide com
tr(ad(X)ad(Y) [;). Como tr(ad(X)ad(Y) |;) = 0, pois i é ideal abeliano,entdao para todo
X €ieparatodoY € g, (Y, X) = 0. Mas isso contraria o fato de g ser ndo-degenerada.
Portanto as dlgebras que tem forma de Cartan-Killing nao-degeneradas sao semisimples.

Reciprocamente, suponhamos que g é semisimples. Seja g o subespaco definido por
gt ={Xeg: (X,Y)=0 para todo Y € g}.
Temos pelo item 1) da Proposi¢ao 1.78 que
(2, X],Y) = =(X,[Z2,Y]) =0

se X € gt e Y, Z sao arbitrdrios, o que implica [Z, X| C g*. Logo g* ¢é ideal de g. Mas a
restricdo de (.,.) a g+ é identicamente nula e g+ & ideal de g, logo a forma Cartan-Killing
de gt ¢é identicamente nula. Consequentemente, pelo Lema 1.79 segue que g+ é soltivel
e ja que g é semisimples, segue que g~ = 0. Portanto a forma de Cartan Killing de g é

nao-degenerada. U

Como a forma Cartan-Killing para dlgebras semisimples é nao-degenerada, o critério
de Cartan para estas dlgebras, permite provar diversas propriedades, algumas das quais

sao apresentadas a seguir.

Proposicao 1.82 Todo ideal de uma dlgebra semisimples, é semisimples.
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Demonstragao: Seja g uma dlgebra de Lie semisimples e i C g um ideal nao trivial.
Primeiramente vamos provar que i, o ortogonal de i em relacdo a (.,.) ¢ um ideal com-
plementar a i. E claro que i+ é um ideal de g, pois se X € it e Y € g para todo Z € i
tem-se que ([Y, X],7Z) = —(X,[V, Z]) = 0. Note que j = i* Ni ¢ um ideal de g e assim
i' =1[i,i] = [it Ni,it Ni]. Tome X;, X, € j, entao X, X € i. Como i ¢ ideal e todo ideal
¢ uma subdlgebra, temos que [ X, X;] € i. Portanto (X;,Y7) = 0 para todo X; € j e para
todo Y7 € i’ e do Teorema 1.80, segue que j € solivel. Mas g é semisimples , assim j = 0
e entao it Ni = {0}. Portanto i+ é complementar a i. Mas isso implica que a restricio a

i da forma de Cartan-Killing é nao degenerada, o que garante que 7 é semisimples. U

O fato de que it é complementar de i, implica que a representacao adjunta de g ¢ com-
pletamente redutivel e portanto se decompoe como soma direta de subespagos invariantes
irredutiveis. Lembremos também que, um subespacgo invariante irredutivel pela adjunta
¢ um ideal simples, pois todo subespaco invariante pela adjunta é um ideal e, sendo este
ideal irredutivel, segue que ele também é simples.

Vejamos agora um resultado que torna mais precisa a caracterizagao de uma algebra

semisimples e seus ideais.

Teorema 1.83 Seja g uma dlgebra semisimples, entao g se decompoe como

g=0 @ Dy, (1.9)

com g;, i = 1,...,n ideais simples. Nessa decomposicdo [g;,9;] =0 se i # j. Além disso:
1) O ortogonal gi- de uma componente simples em relagio a forma de Cartan-Killing, ¢é
a soma das demais componentes;

2) Os ideais de g sao somas de algumas dessas componentes e

3) A decomposicdo é unica.

Demonstragao: Pelo resultado anterior e o comentério acima segue a decomposigao de

g em componentes simples, ou seja,

=019 - Dgs

Como g;Ng; =0e [gi, gj] C g;Ng; temos que [g;, gj] = 0 se ¢ # j. Para mostrar os outros

itens, suponha que g se decomponha como soma direta de dois ideais, ou seja, g = h1 S bs,.
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Entdo, o complementar ortogonal de um dos ideais é o outro. De fato, h; complementa
b1 e portanto tem a mesma dimensdo que hs. Se X € h; e Y € b, entdo ad(X)ad(Y) se
anula em h; ou hs , ou seja, esses ideais sao ortogonais. Tomando entao uma base de g,
cujos elementos estdao contidos ou em h; ou em by tem-se que (X,Y) = 0. Logo by C bhi
e portanto h, = hi pois as dimensdes coincidem. Seja agora g; uma componente simples
e denote por ¢; a soma das demais componetes simples. Note que ¢; é um ideal, pois o
colchete entre componentes simples distintas se anula. Assim ¢; = g;* e mostramos 1).
Para mostrar 2) seja h um ideal de g. Temos que h O g, ou h N g; = 0 pois g; é
simples. Se h = g;, nao o hd o que demonstrar. Caso contrario, h N ¢; € um ideal, que se
for nao nulo, por inducao mostramos que ele é soma de componentes simples e 0 mesmo
acontece com f. Jad se h N g, =0, entao h C ¢; e usando novamente a indugao conclui-se
que h é soma de componentes simples da decomposi¢ao (1.9). Por fim, o item 3) decorre

diretamente do fato de g;, « = 1, ..., n, serem os tnicos ideais simples de g. 0]

Como consequéncia desse teorema temos:
Corolario 1.84 Se g é semisimples, entio g’ = g.

Demonstragao: Como g’ é ideal de g, existe um ideal i que o complementa. Dados X, Y
em i tem-se que [X,Y] € g’ Ni. Ou seja, i € um ideal abeliano e portanto solivel. Como

g ¢ semisimples, entao temos i = 0 e portanto g’ = g. 0]

Corolario 1.85 Se g é semisimples e b é uma dlgebra abeliana, entdo a aplicacdo iden-
ticamente nula é o 1inico homomorfismo de g em . Em particular, a inica representacao
unidimensional de g é a representacao nula, e para uma representacao p qualquer tem-se

que, tr(p(X)) = 0 para todo X em g.
Demonstragao: Se ¢ : g — h é um homomorfismo e h é abeliana, entao
PlX Y] = [pX, Y] =0

para quaisquer que sejam X,Y € g, ou seja, ¢ é identicamente nula em g'. Como g = g

temos que ¢ ¢é identicamente nula em g. Se p: g — gl(V') tem dimensao um, entao gl(V)
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também tem dimensdo um. Logo gl(V') é abeliana e recaimos nesse caso. Pelo Corolério

1.84, ¢’ = g. Tome X = [Y, Z] € ¢’. Temos portanto que

trp (X) = trp([Y, Z]) = tr([p(Y), p(2)]) = tr(p(Y)p(2)) — tr(p(Z)p(Y)) = 0.

Coroldrio 1.86 Se g é uma dlgebra semisimples e i é um ideal proprio de g, entdao g/i é

semisimples.

Demonstragao: Seja i um ideal proprio de g. Sabemos que existe um ideal j tal que

g=1®j, entdo (g/i) ~j e é semisimples, pois todos os ideais de g sdo semisimples. ]

Quanto as derivacoes das dlgebras semisimples, tem-se:

Proposicao 1.87 Se g é uma dlgebra de Lie semisimples, entdo toda derivacdo de g é

uma derivacao interna.

Demonstragao: Seja D uma derivagao e definamos um funcional linear em g por X —
tr(D ad(X)). Como a forma de Cartan-Killing ¢ nao degenerada, existe Yp € g tal
que tr(D ad(X)) = (Yp, X) para todo X em g. Mostraremos que D = ad(Yp). Seja
E = D — ad(Yp) uma derivagao. Assim temos que, tr(E ad(X)) = 0 para todo X em g.

Entao, tomando X e Y arbitrarios temos

(EX,Y) = tr(ad(EX)ad(Y))
= tr([F, ad(X)]ad(Y))
= tr(F ad(X)ad(Y) — ad(X)E ad(Y))
— 4 ad([X, Y])
= 0.

Como a forma de Cartan-Killing é nao-degenerada, £EX = 0 para todo X em g, ou seja,

E = 0. Portanto D = ad(Yp). O

A partir desta proposicao e do Teorema 1.72 obtemos a seguinte decomposi¢ao dos

elementos de uma dlgebra de Lie semisimples.
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Corolario 1.88 Suponha que g seja semusimples e seja X € g. Entao X se decompoe de

maneira unica em

X =Xg+ Xn

onde Xg, Xy € g sao tais que ad(Xg) é semisimples, ad(Xy) é nilpotente e
[Xs, Xn] = [X, Xs] = [X, Xn] = 0.
Demonstragao: Tome a decomposicao de Jordan
ad(X)=S+ N

onde S e N s@o derivagbes que comutam entre si e com ad(X). Como numa dlgebra

semisimples toda derivagao ¢é interna, temos que S = ad(Xg) e N = ad(Xy) e daf
ad(X — Xg — Xy) = 0. (1.10)

Tomando X € ker(ad) temos que ad(X) = 0. Logo tr(ad(X)ad(Y)) = 0. Como g
¢ uma algebra semisimples, a forma de Cartan-Killing de g é nao-degenerada e portanto
X = 0. Dessa forma, temos que ker(ad) = 0 e de (1.10) segue que X = Xg + Xy.

Suponha que X nao se decomponha de maneira tnica, ou seja
X:X5+XN=YS+YN~

Isso implica que Xg — Ys = Yy — Xy, onde Xg — Yg é um elemento semi-simples e
Yy — X € um elemento nilpotente. Como o 1inico elemento semisimples e nilpotente é o

zero tem-se que Xg = Ys e Yy = Xy. Verificaremos a comutatividade em g. E claro que
(X, Xn| = [Xs + Xy, Xn]| = [Xs, Xn] e

[Xs, X] = [Xg, X+ Xn] = [Xs, Xn].

Como ad(Xg)(X) = ad(Xs)(Xy), a injetividade da adjunta implica que, X = Xy. Por-
tanto [X, Xy] = 0 e segue o desejado. O



CAPITULO 2

Grupos de Lie

Enquanto que as dlgebras de Lie sao objetos algébricos por exceléncia, os grupos
de Lie tem uma natureza geométrica e constituem um assunto particularmente rico e de
grande interesse na Matemadtica contemporanea.

Inicialmente, apresentamos alguns conceitos basicos da teoria de grupos de Lie e poste-
riormente introduzimos o conceito de aplicacao exponencial, o qual relaciona os conceitos
de dlgebras e grupos de Lie.

Finalizamos esse capitulo, com o estudo das variedades homogéneas, que sao espacos
quocientes de grupos de Lie por subgrupos fechados. A bibliografia utilizada aqui, se
encontram em [5], [7], [11], [15] e [23].

A partir de agora, as variedades diferencidveis que aparecem sao de Hausdorff com

base enumerével.

2.1 Conceitos Basicos

Definicao 2.1 Um grupo de Lie é uma variedade G com estrutura de grupo, de tal

modo que as aplicagoes

GxG — G G — G

(z,y) +— zy x o= aT

sao diferencidvers.

Note que, num grupo de Lie as aplicacoes
L,: G — G R,: G —- (&
y = Ty Yy =y
sao difeomorfismos para cada x € G. Estas aplicagoes sao chamadas respectivamente de,

translacao a esquerda e translacao a direita por z.

7
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Exemplo 2.1 O conjunto dos nimeros reais com a operag¢ao soma e estrutura diferen-
cidvel usual, é um grupo de Lie, pois a aplica¢ao

RxR — R

(z,y) — zyl=z—y

é diferencidvel.

Exemplo 2.2 S' = {2 € C; | 2z |= 1} com a estrutura de grupo multiplicativo é um grupo
de Lie. De fato, como as aplicagoes
CxC — C C-{0} — C-{0}
e
1

(z,y) — zy x —=ox

sdo diferencidveis e suas restricoes a S', tem imagem em S'. Portanto, S' é um grupo

de Lie.

Exemplo 2.3 O produto G x H de dois grupos de Lie G ¢ H é um grupo de Lie com a

estrutura de variedade produto e com a estrutura de produto direto de grupos

(91, 1) © (g2, h2) = (91.92, h1.ha),

quaisquer que sejam gi,g9o € G e hy,ho € H. Consequentemente, R" = Rx--- x R e

T = St x--. x St sdo grupos de Lie.

Antes de definirmos um grupo de Lie de matrizes, apresentamos algumas consideracoes.

Seja M (n,R) o conjunto das matrizes reais de ordem n x n. Podemos identificé-lo
com R" e muni-lo da topologia usual do R™. A aplicacdo ¢ : M(n,R) — R tal que
©(A) = det(A), é continua, pois o determinante de uma matriz ¢ um polinémio em seus
coeficientes. Dada uma matriz A € M (n X p, R), representaremos por A', ..., AP os vetores
coluna de A e o espago M (n x p, R) tem uma base canonica {E, 5 ;1 <7 <n,1<s < p},
onde o elemento (1, s) de E, 5 é igual a 1 e os restantes sdo nulos. Indicaremos por A’ a

matriz (n — 1) x (p — 1) obtida de A pela eliminagao da r-ésima linha e s-ésima coluna.

O grupo linear geral GL(R") é o subconjunto aberto de M (n,R) formado pelas
matrizes invertiveis. A fungao real det : M(n,R) — R ¢é de classe C*, pois det(X) é
n-linear nos vetores colunas de X. Da expressao geral da derivada de uma funcao n-linear
temos que

det'(X).H =Y det(X',..,H',..,X"), X,H € M(n,R). (2.1)
=1
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Em particular para X = I temos
det'(I).H = idet(el, L HY L ey) = Zh§ = traco de H e
i=1 i
0 det

oxXr
Consideremos a restricao det : GL(R") — R. Note que dada uma matriz A € GL(R")

(X) = det'(X).Eyy = (—1)"** det X

existe algum menor det(A?) # 0 e isso mostra que det : GL(R™) — R é uma submersao,

ou seja, todo real nao nulo ¢, é valor regular de det|qr®n). Portanto, o conjunto
SL(R™) = {X € GL(R"); det X =1} = (det) (1)

é uma superficie, e portanto uma variedade, de dimensao n? — 1, de classe C*® em R"
e é chamado Grupo Especial Linear ou Grupo Unimodular. E claro que SL(R™)
¢ subgrupo de GL(R"), pois se X,Y € SL(R"), entao XY € SL(R") e X! € SL(R").
Pelo Teorema 1 em [15] e o fato de det'(I).H = trago de H , temos que o espago tangente
a SL(R™) em I ¢ o conjunto de todas as matrizes cujo trago é zero.

Relembremos que as matrizes simétricas e anti-simétricas formam subespacos vetoriais
S(R") e A(R™) de M(n,R) de dimensoes 3(n + 1) e §(n — 1), respectivamente. Dada

uma matriz arbitraria X € M (n,R), temos

XX\ X +X' € SR
X -X' e AR

1 1
X = 5(X+Xt)+§(X—X’f).

Note que essa igualdade mostra que M (n,R) =S(R") & A(R").

O grupo ortogonal O(R") é o conjunto de todas as matrizes reais quadradas X,
tais que XX!' = I . Este grupo tem duas componentes conexas, a das matrizes de
determinante 1 e as de determinante —1. Além disso, O(R™) é subgrupo de GL(R™). De
fato, obviamente O(R") C GL(R™) pois, A € O(R") se, e somente se, AA" = I, ou seja,
At = A~L. Também, dados X,Y € O(R") tem-se que, XY € O(R") e X! € O(R"), pois
sabendo que (XY)! = Y'X' segue que

(XY)XY) = XYYV'X' = XIX' = XX' =1,
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ou seja, XY € O(R™). Sabemos também que, se X € O(R"), entdo X X" = I, ou seja,
Xt = X1 Logo
XX Y=X(X)=X'X=1T

e portanto X! € O(R").

Vamos demonstrar que O(R™) é uma superficie, e portanto uma variedade, de dimensao

5(n —1) e de classe C* em R". Consideremos a aplicacio

f: M(n,R) — SR
X — XX
Se mostrarmos que I € S(R™) ¢ valor regular de f, entao aplicando novamente o Teorema,

1 em [15], concluiremos que O(R™) = f~!(I) ¢ uma superficie, e portanto uma variedade,

de classe C* e de dimenséo n® — 2(n+1) = 2(n—1) em R"”. Assim, dada X € f~1([) se

f(X): M(n,R) — S(R")

H — XH'+ HX!
for sobrejetora, segue o resultado. Dado S € S(R™), seja V = STX Entao,
f(X).V = (TX)W( >)+ X!
= X(EEH)+ () + X!
— XX+
= S’

ou seja, f’ é sobrejetora para X € f~1(I). Note ainda que o espago tangente a O(R") em

I, & nticleo de f~1(I), ou seja, é o espago formado pelas matrizes anti-simétricas.

Enfatizamos que, o Grupo Especial Ortogonal SO(R") das transformagoes lineares
de R" com determinante unitdario que preservam o produto escalar euclidiano, encontra
diversas aplicacoes em varias sreas da Matematica, sobretudo na Algebra, Geometria e
Topologia Algébrica. Esse grupo identifica-se naturalmente com o subgrupo de M (n,R)
formado pelas matrizes reais n x n, satisfazendo X X* = I e det(A) = 1, ou seja, SO(R™)
¢ uma componente conexa de O(R™), enquanto que a outra componente conexa, é o
complementar desta. Observe também que SO(R") = O(R"™) N SL(R™).

Baseando-se nessas conclusoes, podemos definir um grupo de Lie de matrizes.
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Definigao 2.2 Um subgrupo G de GL(R™) chama-se grupo de Lie de matrizes quando

¢é uma superficie (portanto uma variedade) C* do espago M(n,R) = R,

Definigao 2.3 Dado um grupo de Lie de matrizes G C GL(R™), o espago vetorial tan-
gente a G no ponto I, TTG, chama-se dlgebra de Lie do grupo G.

Dessa forma, o espago vetorial tangente ao grupo de Lie O(R™), na matriz identi-
dade ¢ uma algebra de Lie, pois sabendo que T;(O(R™)) é o conjunto das matrizes anti-
simétricas, é facil ver que, o colchete de duas matrizes anti-simétricas é ainda uma matriz
anti-simétrica. Também, o espago vetorial tangente ao grupo de Lie SL(R"), na matriz
identidade ¢ uma algebra de Lie, pois dados A, B € T;(SL(R")) segue que tr([A4, B]) =0,
ja que tr(AB) =tr(BA).

Definicao 2.4 Um campo X de vetores tangente a um grupo de Lie G é uma aplica¢ao
que a cada ponto p € G corresponde um vetor X, de T,G, onde X, denota o valor do
campo X no ponto p € G. Um campo X de vetores tangentes a um grupo de Lie G, se
diz invariante pela esquerda quando X, = dL,(X,), quaisquer que sejam x,y € G. Os

conjuntos dos campos tnvariantes pela esquerda de um grupo de Lie serd denotado por

LG.

Indicamos por e o elemento identidade de G. Observe que um campo invariante &
esquerda fica completamente determinado quando se conhece X,, pois X, = dL,(X,).

Veja também que LG é um espago vetorial, pois

(X +aY),, = Xy+aYy,
= dL,(X,) + adL,(Y,)
= dL,(X, + aYy)
= dL.(X +aY),.

Mostramos a seguir que o conjunto dos campos invariantes a esquerda LG é isomorfo

ao espago tangente de G em e e que se X estd em LG, entao X é diferencidvel.

Proposicao 2.5 i) A aplicacao

a: LG — T.(G)
X - oX)=X,,
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onde T,(G) indica o espago tangente a G no ponto x, é um isomorfismo entre espagos
vetoriais.

it) Se X € LG, entao X é diferencidvel.
Demonstracgao: i) E claro que « é linear, pois
a(X +bY) = (X 4+0b0Y). = X+ bY. = a(X) + ba(Y).

Mostraremos agora que « é sobrejetora. Seja Z € T.(G) e defina um campo X em G
por X, = dL,(Z). Logo X,, = dL,,(Z) = dL,.dL,(Z) = dL,(X,) e entdo X € LG e
a(X) =X, =dL.(Z) = I(Z) = Z. Finalmente, « é injetora, pois se a(X) = a(Y") temos
X, =Y.. Logo, dado = € G tem-se X, = dL,(X.) =dL.(Y.) =Y.

i1) Para mostrar que X é diferencidvel em = € G, basta fazer a demonstracao para x em
uma vizinhanga coordenada de e, pois L,-1 ¢ um difeomorfismo de classe C*. Seja entao
0 : U — R™ uma vizinhanga coordenada de e, com 6 = (z!,...,2"), 2" : U - Rex € U.
Temos

X, (2") = (dLp. X, )(2") = X .(x" o Ly).

Na tltima passagem deveriamos ter L,(U) C U. Entao, seja V' C U uma vizinhanga de

e tal que x,y € V. Devido a continuidade das operacoes de grupo, temos que zy~* € U.
0

Fazemos agora para V' , o mesmo processo que para U. Escrevendo X, = ) i ij(e)
x

onde c¢; sao constantes, temos
4 d(xto L,)
Xa(2') = ZCJT-I(@-
J

Seja agora f': V x V — R definida por f'(z,y) = z'(x,y), ou seja, f'(z,y) é a i-ésima,
coordenada do produto zy = L,(y). Entao
i _ O(a' o Ly(e)) o(a'(z,e)) O(f*(z, e))
X =3 o = g S g

J J
Como as f*sao fungoes diferencidveis de x, X (z') ¢ uma fungao diferencidvel de z. Por-

tanto X é diferencidvel em x € V. O

Sejam M uma variedade diferencidvel e X(M) o espago vetorial dos campos C* tan-
gentes a M. Para f : M — R de classe C* e X,Y € X(M), definimos [X,Y] como o
campo

(X Y](f) =X (Y F) =Y (X]).
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onde X f significa a derivada direcional de f na diregao de X, isto é, X f(z) = df,.(X(x)).
Com esta operacao X(M) é uma &lgebra de Lie. Esta afirmacao é til na demonstragao
do fato que, o espaco dos campos invariantes a esquerda, LG, é uma dlgebra de Lie.
Sejam G um grupo de Lie e LG o espago dos campos invariantes & esquerda. Se
mostrarmos que LG é fechado em relagao a operacao definida logo acima, teremos induzida

uma estrutura de dlgebra de Lie em L(G. Para isso, devemos mostrar que
(X,Ysy =dL,[X, Y],

para quaisquer que sejam X,Y € LG e z,y € G. Porém, precisamos de um novo conceito

e de uma proposicao.

Definicao 2.6 Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N de classe C*. Dize-
mos que os campos X € X(M) eY € X(N) sao p-relacionados se dpo X =Y o .

Proposigao 2.7 Seja ¢ : M — N de classe C*, onde M, N sao variedades diferen-
ciqueis. Se X, X, € X(M) sao p-relacionados respectivamente com Y,Y; € X(N), entao

[X, X1] é p-relacionado com [Y,Y]].

Demonstragao: Ver Proposi¢ao 1.6.2 em [5]. O

Finalmente, concluimos que o conjunto dos campos invariantes & esquerda, é uma

dlgebra de Lie de G.

Coroldrio 2.8 Se X\ Y € LG, entio [X,Y]| € LG, ou seja, LG é uma subdlgebra de
X(M). Em particular, LG é uma dlgebra de Lie de G.

Demonstragao: Se X € LG e x € GG, entao X é L,-relacionado com si mesmo. De fato

ALy 0 X(y) = dL,.X,= X,

XoL,(y) = X(zy) = Xuy,

ou seja, dL,o0X = X oL,. Logo, da proposigao anterior segue que [X, Y] é L,-relacionado

com [X, Y], ouseja dL,[X,Y](y) = [X,Y] o L,(y). Isso implica que

dLo[X, Y]y = [X, Y](zy) = [X, Y]ay.
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Portanto, [X,Y] € LG. O

Como LG é uma algebra de Lie de GG, a partir de agora, passemos a denotar LG por
g, que ¢é a notacao usada no capitulo anterior.
Ressaltamos que, como LG = g ¢ isomorfo a T.G, podemos introduzir em 7,G um

estrutura de algebra de Lie.

[QoN

Definigao 2.9 Se G e H sao grupos de Lie e o homomorfismo de grupos ¢ : G — H

QN

aplicagao diferencidvel de classe C*°, chamamos ¢ de homomorfismo de Lie. Se ¢
difeomorfismo e um isomorfismo de grupos, entao p é chamado tsomorfismo de Lie.
Se ¢ : V. — H ¢é diferencidvel, onde V ¢é uma vizinhan¢a em G, tal que z,y,x.y € V
acarreta o(x.y) = @(x).0(y), entdo ¢ é chamado de homomorfismo local de Lie.

Analogamente, definimos isomorfismo local de Lie.

A definicao de representacao de um grupo de Lie num espaco vetorial, é andloga
a definicao de representagao de uma dlgebra de Lie, ou seja, dado um espago vetorial V'
e um grupo de Lie G, a representacao de G em V' é um homomorfismo p: G — GL(V).

A seguir, definimos subgrupos de Lie, os quais sao subgrupos de grupos de Lie, que ao
mesmo tempo sao grupos de Lie com uma estrutura de subvariedade. A dlgebra de Lie de
um subgrupo de Lie, é uma subélgebra da dlgebra de Lie do grupo de Lie e coincide com
o espaco tangente da subvariedade no elemento neutro. Um dos resultados centrais que
discutimos logo mais, ¢ o da construcao de um subgrupo de Lie com uma determinada

subdlgebra de Lie. E isso é feito, recorrendo ao teorema de Frobenius.

Definigao 2.10 Um par (H, ) é chamado subgrupo de Lie do grupo de Lie G, se
i) H é um grupo de Lie.

i) ¢ : H— G é uma imersao injetora e é um homomorfismo.

Mas serd que se (H, ) é um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G, e se h e g s@o
suas respectivas dlgebras de Lie, entao h é subalgebra de Lie de g7
Essa é uma pergunta natural de se fazer, no entanto, necessitamos dos resultados que

seguem para respondé-la.
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Lema 2.11 Sejam G e H sao grupos de Lie e p : V. — H um homomorfismo de Lie,
onde V. C G é vizinhang¢a da identidade. FEntao, a aplicacdo dp : g — b induzida por
dy : T.(G) = T.(H) é um homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstragao: Pela continuidade do produto em G, existe uma vizinhanca da iden-
tidade U C V tal que para todo =,y € U tem-se x.y € V. Logo para todo z,y € V
temos,
(L) © 0)(y) = (9o L) (y)-
Entao,
dp(X)p@) = dLp) 0 dp(Xe)
= d(Lp@) o p)(Xe)
= d(po Ly)(Xe)
= dpodL,(X,)
= dp(Xy),
para todo = € G e todo X € g. Logo X e dp(X) sdo p-relacionados em U e portanto, da

Proposicao 2.7, dados =,y € g temos

dp([X, Y])e = [dp(X), dp(Y)]p(e)-

Isso conclui a demonstracao. U

Coroldrio 2.12 Grupos de Lie localmente isomorfos tem dlgebras de Lie isomorfas.
Finalmente, podemos mostrar o seguinte resultado:

Coroldrio 2.13 Se (H, ) é um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G, com respectivas

dlgebras de Lie by e g, entdo b é isomorfa a uma subdlgebra de g.

Nosso objetivo agora é estudar a reciproca desse coroldrio, ou seja: dada uma subdl-
gebra de Lie g; da dlgebra de Lie g de um grupo G, existe um subgrupo de Lie (H, ¢) de
G tal que h é isomorfo a g;?

Apresentamos agora alguns conceitos novos que, posteriormente, nos permitem re-

sponder essa questao.
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Definicao 2.14 Dados (Hy,¢,) e (Ha, p,) subgrupos de Lie do grupo de Lie G, dizemos
que (Hi,¢,) é equivalente a (Hs,p,) se, e somente se, existe um isomorfismo de Lie

¢ Hy — Hs, tal que vy 0 o = ¢,. Ou seja, o diagrama abaixo comuta

Cada classe de equivaléncia desta relacao possui um representante em G, que chamaremos
de (H,i), ondei: H — G é uma imersao e inclusio. Sempre que falarmos em unicidade

de subgrupos de Lie, estaremos nos referindo a essas classes de equivaléncia.

Definimos uma distribuicao numa variedade diferencidvel, bem como, alguns conceitos

referentes a essa distribuicao.

Definicao 2.15 Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional. Uma distribuicao
k-dimensional em M, é uma escolha que associa a cada m € M, um subespaco k-
dimensional de T,,(M). Diremos que a distribui¢io é diferencidvel, quando para cada m
em M, existe uma vizinhanca V de m, onde se definem k campos de vetores diferencidveis
que geram a distribuicao. Se ® é uma distribui¢io e se X € X (M) é tal que, para todo
r € M, tem-se que X, € D(x), diremos que X € ©, onde D(x) indica o subespaco de
T.(M) determinado por ®. Dizemos que uma distribuicio é involutiva se e somente
se, para quaisquer X,Y € ® twermos [X,Y]| € ©®. Uma variedade integral para © é
qualquer subvariedade imersa N C M tal que T,(N) C D(z), para todo x € N. Diremos

que ® é integravel se por cada X € M passa uma variedade integral de © .

O proximo resultado, conhecido por Teorema de Frobenius, fornece uma condigao
suficiente para que uma distribuigao diferencidvel seja integrdvel. Este resultado é apenas

enunciado e sua demonstragao se encontra em [23], Teorema 1.6.

Teorema 2.16 (de Frobenius) Seja © uma distribui¢io k-dimensional, involutiva e
C* em M. Entao existe uma variedade integral de ® passando por m, para todo m € M.
Ou seja, existe um sistema cubico de coordenadas (U, ) que estd centrado em m, com

funcgoes coordenadas x4, ..., T, tal que as fatias x; , que sao constantes, comt1 =k+1,....n,
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sao variedades integrais de ©. Se (N,v) é uma variedade integral conexa de ® tal que

Y(N) C U, entio (N) estd contida em uma dessas fatias.

O Teorema de Frobenius possui caractér local, no sentido que a existéncia de variedades
integrais para ® é garantida nas vizinhangas de qualquer ponto de M. A globalizacao das
variedades integrais ¢ feita através do conceito de variedade integral maximal, que é uma
variedade integral de ® que nao estd contida propriamente em nenhuma outra. Dessa

forma, tem-se o seguinte resultado sobre a unicidade de variedades integrais:

Teorema 2.17 (de Frobenius global) Se® é uma distribuicao k-dimensional, involu-
tiva e C*° em M, entdo por todo ponto m € M passa uma unica variedade integral conexa

mazximal de ®.

A demonstragdo desse teorema também se encontra em [23], Teorema 1.64. Vale
ressaltar que a unicidade das variedades integrais maximais garante que duas variedades
maximais, ou sao disjuntas, ou coincidentes.

Na demonstracao do préximo resultado, usamos o teorema da forma local para imer-

soes em variedades, o qual encontra-se demonstrado em [15].

Lema 2.18 Sejam M, N e P variedades diferencidveis. Se vy : M — N éC® ep: P —
N é uma imersao bijetora C*, com (M) C ¢(P), entdo a unica aplicagio § : M — P,

tal que p o & =1, € C™ se, e somente se, & for continua.

Demonstragao: Suponhamos sem perda de generalidade que, P = RP e N = R". Dado
m C M, temos que {(m) C P. Mas ¢ é uma imersao, assim £(m) é valor regular de
v : P — N. Pelo teorema da forma local para imersoes em variedades, existe um sistema
de coordenadas z : U — RP em P com &(m) C U e um difeomorfismo de classe C*,
y:V — R x R*7P (V C N aberto), tal que p(U) C V ey, =yopoz™:z(U) —
R? x R"7? ¢ da forma ¢,, (w) = (w,0). Como § é continua, podemos encontrar um sistema

de coordenadas z : Z — R™ em M, com m € Z, tal que {(Z) C U. Portanto,
(pof)y=yopoloz:2(Z) - RP xR"?

¢ da forma

(90 © g)zy = (iomy(gzm) = (gzmv 0)



2.1 Conceitos Bdsicos 88

Como po& € C™, entao (pof),, € C™®. Assim £, € C* e portanto, £ € C*. A reciproca

desse resultado é imediata. O

Apresentamos agora um exemplo onde nao se aplica esse Lema.

Exemplo 2.4 Consideremos M = P =R e N = R2. Sejam as aplicacoes 1, o : R — R?
dadas pelos grificos abaixo. Note que quando t — +oo tem-se que, ¥ (t) — 0 ao longo do
eizo horizontal e p(t) — 0 ao longo do eizo vertical. Suponhamos que ©(0) = 1(0) = 0.

R? R’
Y®) P(R)

Observe que ¢ e v possuem exatamente a mesma imagem. Note também que & nao é

continua, pois
5_1(_1’ 1) - 1/)_1 © 90<_17 1)
¢ composta da origem e de dois conjuntos abertos da forma (a,o0) e (—o0,—a), ou seja,

a 1magem inversa de aberto nao é aberto.

O resultado que segue, mostra que todo grupo de Lie é gerado por uma vizinhanca da

identidade.
Lema 2.19 Se G é um grupo de Lie conexo e U é uma vizinhanga de e, entao G = |J U™,
n=1

onde U™ é formado por todos dos produtos de n fatores de U.

Demonstracao: Tomemos V = UNU~! que ¢ também uma vizinhanca deee V=1 = V.
Seja
H=|Jvrc|JUrca,
n=1 n=1

onde V" = |J zV" L. E claro que H é subgrupo de G, pois dados hy,hy € H tem-se
zeV

que, hihy € H e hy' € H. Como H é aberto, o conjunto gH, chamado de classe lateral
a esquerda de H em GG determinada por g, é aberto para todo g € G. Por outro lado,

G=|JgE=HU(|JgH)

geqG g¢G
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Assim H = G — |J gH e portanto H é fechado em G. Mas G é conexo, logo G = H e
9¢G

entdo G = |J U™ O

n=1
Agora podemos mostrar a reciproca do Coroldrio 2.13.

Teorema 2.20 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Seja g1 uma subdlgebra
de Lie de g. Entao, existe um unico subgrupo de Lie conexo H C G com algebra de Lie b

de modo que dp(h) = g;.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos a existéncia do subgrupo de Lie conexo H

de G. Definamos a distribuicao ® em G da seguinte forma
@(l‘) = {Xx, X € gl}

Se mostrarmos que ® ¢ involutiva, entao a variedade integral conexa maximal, dada pelo
Teorema 2.17, é a candidata natural a (H,¢) com ¢ sendo a aplicagao inclusao.
Afirmamos que © é involutiva. De fato, como X,Y € ©, entao X,Y € g; e por g; ser
fechado para o colchete, temos que [X, Y] € g;. Pela definicdo de ©, [X,Y], € D(z) para
todo x e assim [X,Y] € ©. Observe também que a dimensao de © é igual a dimensao de
g1-
Afirmamos que a variedade integral conexa maximal de ® passando por e, é um

subgrupo de G. De fato, seja H tal variedade e seja x € H. Entao
Ly1(H)={2x"'h; h€ H}

é também subvariedade integral de ® passando por e, ja que ® ¢é invariante por translacoes
a esquerda. Como H & uma variedade integral conexa maximal temos que 2 'H C H e
dessa forma, segue que H é um subgrupo de G.

Diante disso, resta mostrar que a estrutura de grupo induzida por G em H, é com-
pativel com a estrutura diferencidvel de H como variedade integral de ®. Denotemos
por w e & os produtos de G e H respectivamente, e por 7 e j as inclusoes H C G e
Hx HCGxG. Seja wo j = 1. Temos que i é uma imersao injetora e que i o & = 1) é
C*. Queremos mostrar que & é C*°. Pelas consideragoes acima e pelo Lema 2.18, devemos
mostrar apenas que £ é continua. Em se tratando de um problema local, podemos supor

que G = R", onde n é a dimensao de G. Seja h € H*, onde k ¢ a dimensao de H e
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m € ¢ 1(h). Consideremos em torno de h uma fatia V, também contida numa vizinhanca
U de i(h) em G, dada pelo Teorema 2.16. Afirmamos que i(H) intercepta U numa certa,
quantidade de componentes conexas abertas, cada uma numa fatia de U. Essa quanti-
dade é enumerdvel, pois H possui base enumeravel. Diante disso, mostraremos que & é
continua. Note que, como 1 é continua, segue que existe um aberto W C M tal que
m € W e (W) C U. Tomemos a componente conexa de m neste aberto, a qual é um
aberto que chamamos de W. Afirmamos que {(IW) C V. De fato, ¥(1¥) é conexo e estd

contido numa quantidade enumeravel de fatias. Tomemos a projecao

7. RVExRF — Rk

(u,v) — .

Note que o conjunto m o ¢)(W) reduz-se a um ponto, pois este conjunto é conexo e enu-
meravel. Dessa forma, ¢(W) estd contido em uma tnica fatia de U, a qual deve ser V, ja
que h € V. Com isso concluimos que £ é continua.

Portanto, concluimos que o produto induzido em H por G é compativel com a estrutura
de variedade de H, de modo que H ¢é um grupo de Lie, melhor dizendo, subgrupo de Lie.

Para finalizar a demonstragao, vamos mostrar a unicidade do subgrupo de Lie conexo
H de G. Suponhamos que (K, ) seja outro subgrupo de Lie conexo de G, com da(€) = gy,
onde £ é a dlgebra de Lie de K. Por defini¢ao, (K,«) é uma variedade integral de ®
definida na demonstracdo da unicidade. Do fato de (H,i) ser um subgrupo méximo,
segue que «(K) C i(H) e portanto existe uma tnica aplicacao n : K — H, tal que
ion = «. Claramente, 7 é diferencidvel e assim é um homomorfismo de Lie injetor. Além
do mais,  nao é singular, logo é um difeomorfismo numa vizinhanga de e. Pelo Lema
2.19, concluimos que 7 é sobrejetora. Portanto, n ¢ um isomorfismo entre grupos de Lie

e isto prova a unicidade de H. O

Dessa forma, é natural termos o seguinte coroldrio.

Corolédrio 2.21 FExiste uma correspondéncia bijetora entre subgrupos de Lie conexos de

um grupo de Lie e as subdlgebras da sua dlgebra de Lie.

Proposicao 2.22 Sejam G e H grupos de Lie com as respectivas dlgebras de Lie g e b.
SeT' : g — b é um homomorfismo, entao existe uma vizinhanca V de e em G e uma

aplicagao diferencidvel ¢ : V. — H, tal que ¢(a.b) = ¢(a).p(b) sempre que a,b,a.b € V



2.1 Conceitos Bdsicos 91

e tal que para todo X € g tem-se que, dp(X) = I'(X). Além disso, se existirem dois
homomorfismos diferencidveis v, : G — H com dp = dip =T e se G for conexo, entdo

© e sdo isomorfas.
Demonstragao: Seja g x h a dlgebra de Lie de G x H e
t={(X,I'(X)); X eglcaxh.

E imediato que ¢ é uma subalgebra de Lie de g x h. De fato, tome (X, T'(X)) e (Y,T'(Y))

em €. Temos que
(X, T(X)), (¥, T(Y))] = ([X, Y], [(X),[(Y)]) € g x b.

Pelo Teorema 2.20, existe um tnico subgrupo de Lie conexo K C G x H com &lgebra de

Lie £. Seja
m: GxH — G

(9,h) = g
e definamos 0 = 1y |k. Assim, se (X, ['(X).) € T.(K) segue que

de(e,e) (Xea F(X)e> = Xe € Te<G)

Portanto df(X.,I'(X).) = X € g, onde df : £ — g ¢ definido como no Lema 2.11. Assim,
dfc,ey € um isomorfismo e consequentemente existe uma vizinhanca aberta W de (e, e)

em K, tal que 6 leva W difeomorficamente sobre V', com e € V' C G. Tomando

m: GxH — H
(g;h) = h,

entdo a aplicacio ¢ : V — H dada por p(z) = m 0 0~ '(x) é diferencidvel, 67 '(z) =

(z,0(x)) e W ={(z,p(x)); x € V}. Assim, se a,b,a.b € V, entédo

o(a.b) = myo0 '(a.b)
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Entao I'(X). = dp(X). e da unicidade temos I'(X) = dyp(X). Portanto, demonstramos
a existéncia de ¢ e nos resta agora demonstrar sua unicidade. Sejam p,¢ : G — H

satisfazendo as condigoes acima. Definimos as imersoes injetoras, ¢, u : G — G X H por

¢(x) = (z,0(x)) e p(r)=(z,9(x))

E imediato que as imagens ¢(G) = K e u(G) = L sio subgrupos de Lie conexos de G x H

com algebras de Lie ¢ e [ respectivamente. As aplicacoes
dp g — ¢ e du:g—1

sao isomorfismos e sabendo-se que dy = di), concluimos que d¢ = du. Portanto & = [.
Ja que K e L sao grupos de Lie conexos associados & mesma &dlgebra de Lie, segue que

K = L edai (z,¢(z)) = (z,¢¥(x)) para todo x € G. Portanto ¢ e 1 sao isomorfos. O

Corolario 2.23 Se dois grupos de Lie possuem dlgebras de Lie isomorfas, entao eles sao

localmente isomorfos.

Finalizamos essa se¢ao enunciando um importante resultado conhecido como Teorema

de Ado. Sua demonstracdo se encontra na bibliografia [2] no capitulo 1.
Teorema 2.24 Toda dlgebra de Lie é isomorfa a uma subdlgebra de gl(n, C).

Note que decorre diretamente do Teorema de Ado e do Corolério 2.23 que todo grupo

de Lie ¢ isomorfo a um subgrupo de GL(n,C).

2.2 Aplicacao Exponencial

Nosso objetivo aqui ¢ destacar a relagao existente entre grupos de Lie e dlgebras de

Lie.
Afim de estabelecermos um vinculo entre os grupos de Lie e suas respectivas
dlgebras de Lie, consideramos a aplicacao exponencial, que é uma ferramenta muito im-
portante, que nos permite transportar algumas propriedades das dlgebras de Lie para os

grupos de Lie e vice e versa.
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Depois que definimos a aplicacao exponencial, apresentamos algumas propriedades
e resultados importantes que possibilitam a demonstracao de um dos resultados mais
importantes dessa secao, o Teorema de Cartan.

Finalizamos a se¢ao, expondo algumas propriedades e resultados da representacao ad-
junta, que abrangem esse estudo. A bibliografia utilizada se encontra em [5], [7], [11], [16], [22]
e [23].

Sejam g a dlgebra de Lie associada ao grupo de Lie G e X € g. Pela teoria das
equacgoes diferencidveis ordindrias, sabemos que dado x € G, existem abertos U C G e
(—e,e) CR com z € U e e > 0 e uma aplicagao diferencidvel ¢ : U X (—¢,¢) — G tal que

para todo y em U temos que

de
Py, 0=y e —(1:1)=Xepp
¢ é chamado fluxo local do campo X. Agora, tomando z = e adotamos a notagao

(e, t) = ¢(t) = ¢, para uma trajetéria tinica de X em e. Temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.25 Num grupo de Lie G, ¢, é definido para todo t € R e a aplicagcao

¢ : R —G assim definida é um subgrupo de Lie.

Demonstragio: Devemos mostrar que (¢(R),4) ¢ um subgrupo de Lie de G. E fécil ver
que i : p(R) — G é uma imersao injetora e € um homomorfismo. Resta mostrar que ¢(R)
é grupo de Lie, ou seja, dados ¢, ¢, € ¢(R) tem-se que p,.¢, e ¢; ' sdo diferencidveis
em ¢(R). Tome ty € (—¢,¢). Fazendo ¢, = z e definindo @, = 27! 0 ¢, temos 7, = e.

Como X € g, entao

-
X@ = z*lo@t = szfl (@) XSOt — sz71 0o dgpt — dsit.
Logo p, € a solugao do sistema
dx
i ¢
v (2.2)
z(ty) = e.

Suponhamos que t, > 0 e tomemos agora ¢ : (ty — €,ty + ) — G dada por ¥(t) = ¢, ;.
E claro que ¢ também ¢é solucdo de 2.2 definida em (to — &,to +€). Logo, como o sistema
possui solugao tinica, segue que @, = ¢, , pode ser estendida a (—¢, to+¢). Consequente-
mente ¢, = ¢, o P, pode ser estendida a (—&,ty + ¢) e entao a todo ¢t em R. Além disso,

como para todo ¢ temos (901;0)_1% = ¥4, €NtA0 <p;1 =p_, e, = .. Como o fluxo
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@ ¢é diferencidvel, segue o desejado. U

Definimos agora a aplicacao exponencial e em seguida apresentamos algumas de suas

propriedades.

Definicao 2.26 Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e X € g. Se indicarmos

por ¢ a trajetoria de X pela origem e, entdo definimos a aplica¢ao

exp: g~1.G — G
X = SOX(l):

chamada aplicacao exponencial de G.

X.
X
. / _exp

1.(G)

Primeiramente note que ¢,y () = ¢y (st) para quaisquer que sejam s e t em R. De

fato, se ¥(t) = px(st), teremos que

di) di
Y(0) =px(0)=e e E(t) = Sd—;((St) = 5Xy  (st) = s Xy()-

Entao, ¢ é solugao da equacao diferencial ordindria

z(0) = e
dx
% SXX(t).

Assim ¢ = @, , j& que ¢,y também é solucao do sistema.

Proposigao 2.27 A aplicacao exponencial exp : g — G satisfaz as sequintes propriedades:
(1) exp(t; + t2) X = (expt;X)(expteX)

(ii) exp(—sX) = (expsX)~!

(1ii) exp € diferencidvel.

(1v) exp é um difeomorfismo numa vizinhanga de e.

Para quaisquer que sejam s,t1,ts € R e X € G.
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Demonstracao: (i) Note que

exp(ty +12) X = 9y x(lie) = ox(ti +12,e) = px(t, px(ta,e)) e

(expt1 X)(exptaX) = ¢, x(L €)@, x(1,€) = ox(t1, €)px(t2; €).

Definimos as curvas

P1(t) = ox(ti,e)px(t,e) e Yy(t) = px(ty, ox(t e)).

Como X ¢ invariante & esquerda, temos que v, e 1), sao solugoes de

z(0) = e

dx

- - X

dt X(t)

e portanto segue o desejado.

(77) Esse resultado é imediato, pois
e=-exp0 =exp(s — )X = (exp sX)(exp(—sX)).
(731) Considere o campo vetorial

Vi Gxg — TG
(v, X) = (X,,0),

onde T'G é o fibrado tangente a G. A trajetéria ¢ de V por (e, X) € G x g, é dada por

U(t, X) = (px (1), X) = (exptX, X),
pois ¥'(t) = (Xy, 1),0) = V(px(t), X). Tomando agora

m: Gxg — G
(z,X) — =,
a aplicacao
Ezp: Rxg — G
(t,X) — exptX
pode ser expressa como a composta de aplicacoes 1) o m;. Como o fluxo ¢ e m; sao

diferencidveis, segue que Fxp é diferencidvel e portanto exp é diferencidvel em g.

d
(1v) Seja X € g e y(t) = tX, temos que y(0) =0 e d_Z(O) = X. Assim
d d(exptX doy(t
(dexp)oX = (dexp)y (o) = WP dextt)) o~ x.
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Entao (dexp)oX = X, ou seja, (dexp)y é nao singular. Logo, pelo teorema da fungao

inversa, exp é um difeomorfismo local. O

Sabemos que todo homomorfismo ¢ : R — R ¢ diferencidvel. Nosso objetivo agora, é
mostrar que todo homomorfismo continuo entre grupos de Lie é diferencidvel, para tanto

precisamos dos proximos resultados:

Lema 2.28 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Se {Xi,...,X,} é uma base

de g, entao a aplica¢do

P R” - G
(t1,.otn) — (expt1Xy). - .(expt,X,).

é diferencidvel e é nao singular em 0 € R™.

Demonstracgao: Ja que exp é diferencidvel, é claro que 1 é diferencidvel. Note agora

que se t = (t1,...,t,) € R", entao
¢(t) = Rai © Lbi © exp (tZXZ) )

onde a; = exp(tiy1Xit1)...(expt, X,) e by = (expt1Xy)...exp(t;—1X;—1) para todo

1t =1,...,n. Temos que,

o, d(expt; X;)

a_tl(t> == dRal (¢] dLbl e} T
Logo

20 6) o= dR. 0 L, 0 X, = X, |.

e portanto, di, : R" — T,G tem por matriz jacobiana (X; | ....X,, |.), onde os X; |,

denotam os vetores colunas da matriz. Disso segue que, di), é nao singular. 0

Teorema 2.29 Seja G um grupo de Lie. Se ¢ : R -G é um homomorfismo continuo,

entao ¢ é diferencidvel.

Demonstragao: Devemos mostrar que ¢ é diferencidvel numa vizinhanca de zero em R.
Seja V' C G uma vizinhanca de e € GG, a qual é difeomorfa a uma vizinhanca de zero

U C g através da aplicagao exponencial. Suponhamos que, se X € U, entao tX € U para
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todo t € [0,1]. Seja agora U’ = {1X; X € U} C U e escolhemos t, > 0 suficientemente
pequeno para que | t |< tp implique que p(t) € expU’. Assim, dado qualquer n € N,
t
temos que g0(—0) € exp U’. Assim, determinamos X e Y em U’ tais que
n
to
exp X = ('O(E) e expY = p(to)

e temos que

exp(X)" =exp X ...exp X = exp(nX).

Como exp(X)™ = p(to), entdo exp(nX) = p(to) = exp(Y). Vamos provar que nX =Y
e para isso € suficiente mostrarmos que nX € U’. Faremos isso por induc¢do. Suponha
que jX € U’ para todo j = 1,...,n — 1, entdao para j = 1 o resultado é imediato.

4+ 1
Para j > 1, temos que 2jX € U. Assim, (1 + j)X = <‘%> 27X € U. Porém,
J

t )+ 1

exp(j+1)X = o((j+1)=2) e como It to < to, temos exp(j+1)X € exp U’ e assim pela
n n

hipétese de indugao nX € U’. Portanto nX =Y. Seja agora m € Z, com 0 <| m |< n.

Se m > 0 tem-se que

P2 1g) = (P(2)" = (exp X)" = exp(—)" = exp(—Y)
Se m < 0 tem-se que
o(2t0) = (o) = (ep(=21)) " = exp()

Da continuidade de ¢, segue que para todo r € R com 0 <| r |< 1, temos

Y
o(rty) = exp(rtot—) =exprY.
0

Mas para todo t € R com 0 <| t |< g, existe r € R com 0 <| r |< 1, tal que t = rtg e
entao

Y t
o(t) = exp(rtot—) =exprY = exp(t—Y).
0 0

Portanto ¢ é diferencidvel. OJ

Finalmente, segue o esperado.

Teorema 2.30 Todo homomorfismo continuo ¢ : H — G entre grupos de Lie é diferen-

cidvel.
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Demonstragao: Seja ) a élgebra de Lie de H tal que dim(H) = n. Tome uma base
{X1,..., X, }deheaaplicagdo ¢ : R" — H como no Lema 2.28. Sejam V' C R"™ vizinhanga,
de zero e U C H vizinhanga de e tais que ¢ : V' — U seja um difeomorfismo. Pelo teorema
anterior, as aplicagoes ¢, : R — G dadas por ¢;(t) = ¢(exptX;) s@o continuas e portanto

diferencidveis. Assim,

wot(ty,....tn) = p((expt; X1). - (expt, X,))
= p(expt1Xy). - .p(expt, X,)
= ¢1(t1). - pu(tn)

é diferenciavel para todo (ty,....,t,) € R". Sex € U, x = 1oy (1) e p(x) = p(shorp™ (1)),
ouseja, ¢ |p= (po)ory™! |y & diferencidvel. Para o caso em que z é um elemento qualquer

de H nao necessariamente em U, tem-se que
rexU={zu;uelU},
que ¢ difeomorfo a U em L,. Assim, para todo x.y € x.U temos que

plzy) = ¢(@).0(y)
= Ly o ¢(y)
= Ly o p(Li-1(z.y))
= Ly opo Ly1(vy),

ou s€ja, ¢ |p.u= Ly 0 ¢ 0 Ly—1 |,pque € diferencidvel. d

No lema seguinte e em sua demonstragao, o fato de uma aplicagao ¢ : R —T,.G ter a

t
propriedade de que % ¢ limitado para todo t em R suficientemente pequeno, é denotado

por O(t3). Além disso, se X € T,G, entao X denota o campo de g tal que X, = X.

Lema 2.31 Se G é um grupo de Lie e se X, Y € T.G, entdo

(a) (exptX)(exptY) =exp(t(X +Y) + g[X, Y]+ O(t%)).

(b) (exp —tX)(exp —tY)(exptX)(exptY) = exp(t*[X, Y] + O(t?)).
(c) (exptX)(exptY)(exp —tX) = exp(tY + 2[X, Y] + O(t3)).
Demonstragao: Sejam f € C*(G) e a € G, temos que

d(f o Luoa)

Xf(a) = Xa(f) = dLyo X(f) = X(f o L) = =2 |u0
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onde a : (—¢,e) — G é uma curva tal que a(0) = e e o/(0) = X. Portanto,

d(foL,oexpuX)
du

X f(a) = o= - flaexpuX) [uso

Analogamente, tem-se que
T f(@) = - flaexpuy) |
a) = —f(aexpuY) |u=o -
du p 0

Fixando s em R, seja p(t) = f(exp sX - exptY’). Logo

d d
o'(t) = af(exp sX -exptY) = a(foLeXst 0exptY) = d(f o Lexpsx)expty © (dexp)y oY.

Por outro lado, temos que

d
Y(f)(expsX-exptY) = %f(exp sX-exptY-expuY') [y—o= d(f0Lexpsx )expty0(d exp)syoY.

—~

Assim, ¢'(t) = Y (f)(exp sX - exptY). Usando o mesmo raciocinio para Y f no lugar de
f, tem-se que

(1) = [V (V)] (expsX - exptY).
Aplicando o teorema de Taylor a ¢ segue que

ol1) = 0(0) + 901 + Z10 o),

ou seja,

—~ 2

2
flexpsX -exptY) = f(expsX) + Y (f)(expsX)t + E[Y(Yf)](exp sX)+O(t%). (2.3)
Analogamente, para qualquer F' € C*(G) temos que

L F(expsX) = (XF)(expsX)
j_;p(expsx) = [X(XF)(expsX)

82

F(expsX) = F(e) + s(XF)(e) + 5[)?()?/?)](6) +O(s%). (2.4)
Suponha que f(e) = 0. Aplicando a tltima expressao em 2.3 para F' = f, F = Y fe

F =Y (Yf), temos que

2 2

flexpsX -exptY) = s(Xf)(e) +t(Yf)(e) + %[55 (X)(e) + %[?(?f)](@ +
+st[X (Y )](e) + O(s%) + O(s*t) + O(st?).
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Fazendo s = t, tem-se que

~ = XX ~~ YY
flexpsX -exptY) =t[(X +Y)[)]|(e) + t2[(7 + XY + T)f](€> +0(t%).  (2.5)
Como a exponencial é um difeomorfismo numa vizinhanca de 0 € T,.G e o produto em G

¢ continuo, podemos escrever para ¢t pequeno
(exptX)(exptY) = exp Z(1),

para alguma funcao diferencidvel 7 : (—¢,¢) — T.G. Aplicando a férmula de Taylor a Z
obtemos,

Z(t) = tZy + 12 Zy + O(t%),

para quaisquer que sejam /i, Zy em 1T,G. Seja A : R —=T.G uma aplicacao diferencidvel

tal que A(0) = 0. Pela férmula de Taylor temos que,

(Foexp)(AW)+0() = (Foexp)(AW) + [ (F oexp)(A(1) + 50().0)ds
= (Foe)(AW) + ([ (Foexp)(AW) + 5O ds)0(E)

g(t)

Chamando de ¢(t) essa ultima parcela, decorre que lim; .o el 0. Assim podemos

(f o exp)(A(t) + O(t%)) = (f o exp)(A(t)) + O(t").

Suponha que f(e) = 0. Diante disso e usando a equagao 2.4 obtemos,

flexpZ(t)) = flexpt(Z1 +tZa)) + O(t%)

= fle) +t(Zi +1Z2)(f)](e) + %[(ZHZ)(ZHZWH(@)+0(t3)

= UANE) + LGN + SIAGBNE + SI(AGNE+

3 4

FS BB + S Z(Zah)(e) +O)

— UBDE) +PEDE) + (ARG + 0.

Como podemos tomar as f’s como fungoes coordenadas de uma parametrizagao 1) em
torno de e tal que ¥(e) = 0, entdo, comparando a equagdo acima com a equagao 2.5
tem-se que,

X+Y =2
77, = XX YY

Ty = 2 L XY +
5 ATt 9
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e daf que Z; = X +Y, Z, = 1[X, Y], o que prova (a). Para provar (b), basta aplicar (a) :

(exp —tX)(exp —tY)(exptX)(exptY) = exp(—t(X +Y)+ %[X, Y]
O(t?)). exp(t(X +Y) + E[X, Y] + O(?))
= exp(t?[X, Y]+ O(t?)),

pois os demais termos que aparecem na igualdade acima, sao de ordem no minimo trés e
isso implica (b). A demonstracao de (¢) também segue da aplicacdo de (a), ou seja

(exptX)(exptY)(exp —tX) = exp(t(X +Y)+ g[X, Y]+ O(t?)).(exp —tX)

= exp(tY + *[X, Y]+ O(t?)).

Como aplicacao desse lema, apresentamos o seguinte resultado:

Corolario 2.32 Sejam G um grupo de Lie, X, Y € T.G =~ g e z,y,7 : R— G curvas
dadas por

z(t) = exptX

y(t) = exptY

1) = 2(VHy(VH.a(VH) T y(V) T
Entao, v(0) = e e~'(0) = [X,Y].

Demonstragao: Sabendo que (exp X)™! = exp (—X), pela parte (b) do lema anterior,

temos que
Y(t) = (expViX)(exp 1Y) (exp —ViX)(exp —V1Y)
= exp(t[X, Y]+ O(t?)).
Logo
= e D0 = @)X, Y]+ 5O o) = H([X.¥]) = [X,V],

Como outra aplicacao do Lema 2.31 e o principal resultado dessa se¢ao, apresentamos:

Teorema 2.33 ( de Cartan) Todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um grupo de
Lie.
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A fim de demonstrarmos esse teorema, precisamos encontrar uma vizinhanca V' C g
do zero, tal que

exp(VNH)=HnNexpV,
onde g é a dlgebra de Lie de G e H ={X € g;exptX € H para todo t € R} . Mas, para
demonstrarmos esse fato, precisamos dos lemas que seguem.

Lema 2.34 'H ¢é subespaco vetorial de g.

t t
Demonstragao: Observe que se X,Y € H, entao exp—X,exp—Y € H para todo
n n
t t
numero n inteiro. Logo [(exp —X)(exp —X)]" € H, pois H é subgrupo. Pela parte (a) do
n n

Lema 2.31 tem-se que
exp LX) e LX) = (exp(lx+ by + 2 x.v] + ooy
exp — X )(exp — = (exp(— - = -

P P P n n2t’ n3

2
= exp(tX +tY + %[X,Y] +0(—)) € H.

n2

Como H é fechado, segue que

2 t
lim exp(tX +tY + Q—[X, Y]+ O(

3
n—00 n n2

) =expt(X+Y)e H

eentao X +Y € 'H. O

Lema 2.35 Seja (t;X;); uma sequéncia em g, tal que X; — X € g, t; — 0 et; # 0. Se
exp t;X; € H para todo i, entao exptX € H para todo t.

Demonstragao: Como exp (—t;X;) = (expt; X;)~' € H, entao podemos supor que t; > 0.

Assim, para t > 0 definimos para cada i € N a funcao

t t
ki(t) = [t_] = maior inteiro < o
t t
Logo, s 1 < Kki(t) < et Como t; — 0, temos t;k;(t) — t, e como expt; X; € H segue

que

exp t;ki(t)X; = (expt; X;)¥®) € H.
Sendo H fechado e limt;k;(t)X; = tX, temos que

exptX = exp(lim t;k;(t)X;) = lim expt;k;(t)X; € H.

i—00
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Lema 2.36 Seja H' C g um subespago complementar de H, entdo existe uma vizinhanga

V' de 0 € H' tal que, para todo X' € V', com X' # 0, tem-se que exp X' ¢ H.

Demonstragao: Primeiramente, seja ( ,) um produto interno em H’. Suponhamos por
absurdo que para toda vizinhanca V' de 0 € H’, exista X' # 0 em V' tal que exp X’ € H.
Entao, existe uma sequéncia (X;); com X; € H e 0 < |X;| < 1, tal que X; — 0 e

exp X; € H. Tomamos o compacto
K={X"eH; 1< |X'| <2}

Observe que podemos ter n; € Z tal que n;X; = Y; € K e é claro que n; — oo. Como
K é compacto, existe uma subsequéncia que indicaremos ainda por Y;, tal que Y; — Y €

1
K C 'H'. Sendo X; = —Y;, temos

(2

— — 0, pois n; — o0,
n;

1
Y; =Y e exp—Y,; =exp X, € H para todo i.
n;

Logo, pelo lema anterior, Y € H' e portanto temos uma contradicao. [l

Lema 2.37 A aplicagio ¢ : g — G dada dor (X + X') = (exp X)(exp X') com X € H

e X' e H', é um difeomorfismo em uma vizinhanga de 0 € g.

Demonstragao: Tomemos X e X’ numa vizinhanca do 0 € g. Entao, exp X e exp X’

estao contidas em uma vizinhanca de e. Em vista disso, podemos escrever

exp X = (z1,...,x,)

exp X' = (2, ..., 2}).

Logo
p(X +X') = flexpX, expX’)
= (filzy,..,xn, 2, 2l) + -+ fulz, o xn, 2, o 20),
onde f : GxG — G é definida por f(x,y) = ry. Tomemos agora a curva «a(t) = t(X+X'),

entdo a(0) =0 e o/(0) = X + X'. Temos que

Ao (X + X)) = S (poa)(t) o
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Assim,
4 d .
dpe(X +X7)" = —(poa)(t) i

= d—(exp tX - eXth/)i lt=0

= Ef Htxy, eyt 2, o 1)) Ji=0
= x;+ ]
= (X+X)
e entdo, dp (X + X') = 0 se, e somente se, X + X' = 0, ou seja, dp, ¢ injetora. Pelo

teorema da funcao inversa segue o desejado. U

Agora sim estamos aptos a demonstrar o Teorema de Cartan.

Demonstragao: Tomemos V = W x W' vizinhanga de 0 € g com W C He W' C 'H',
tais que as seguintes propriedades sao satisfeitas:

(7) exp € um difeormorfismo em V.

(1) W' satisfaz as condi¢oes do Lema 2.36.

(17i) A aplicacdo ¢ do Lema 2.37 é um difeomorfismo em V.

Mostremos que exp(VNH) = HNexpV. E claro que exp(VNH) C HNexpV. Tome
agora x € HNexp V. Temos que z = (exp X)(exp X’),onde X € W e X' € W'. Como z e
exp X estao em H, segue que exp X' € H eentao X' € H. Logo X' = 0 e assimx = exp X,
onde X € V N'H. Portanto, z € exp(V N'H) e entdo H NexpV C exp(V N'H). Como V
é uma vizinhanca de 0 em g, onde exp é um difeormorfismo, segue que H Nexp V' é uma
subvariedade de GG e portanto H é localmente uma subvariedade de G. Por translagoes a

esquerda, o resultado estende-se para todo H e isso conclui a demonstragao. [l

Vejamos agora algumas propriedades da representacao adjunta, que passamos a definir.

Seja G um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie. Para todo y € G defina-se
C,: G — (G
r — yxy L
Temos que C, é um difeomorfismo e deixa fixa a identidade e € G. Logo a diferencial de

C, em e ¢é a aplicacao linear invertivel de g em g,

d(Cye: 90— g
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que serd indicada por Ad, = d(ad(y)).. Logo temos o seguinte diagrama comutativo:

Ad(9)

©
v

exp exp

Cy

Assim,
gexp(X)g~' = exp(Ad(g)(X)).

Definimos a aplicagao

Ad: G — GL(g)
y +— Ad(y) =Ad

Y
onde GL(g) é o grupo das aplicagoes lineares inversiveis do espago vetorial g. Como
C, é diferencidvel, pois ¢ um difeomorfismo, a aplicagao Ad ¢ diferencidvel. Verifica-
se facilmente que Ad ¢ um homomorfismo de Lie de G em GL(g) e a chamamos de
representagao adjunta do grupo G. O subgrupo de Lie, Ad(G) C GL(g) é um grupo de
Lie de transformagoes lineares chamado de grupo adjunto de G.

Veremos agora como obter geometricamente Ad(y)(X), para um vetor X € g. Seja
X € g. Note que X pode ser considerado como vetor tangente a e da curva t +— exptX
em G. A aplicagao C, leva esta curva na curva ¢ — y.exptX.y~'. Logo

Ad(y)(X) = d((C)o)X = Sy expt Xy ™) lco

exp tX

A aplicacao Ad é uma transformacao linear, assim podemos tomar a sua diferencial em

e, que é chamada representacao adjunta de g e indicada por

ad = d(Ad). : g — gl(g),
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onde gl(g) é a élgebra de Lie do grupo GL(g), ou seja, o conjunto das transformacoes

lineares de g. Podemos descrever esta situagao pelo diagrama abaixo:

g
exp J
G

d(Ad) = ad
— g9[©®

exp

— » GL(©)

Vejamos agora que este diagrama é comutativo.

Proposicao 2.38 O diagrama acima é comutativo.

Demonstragao: Devemos provar que para todo Y € g, Ad(expY)

exp(ad(Y)).

Podemos pensar em Y, como sendo o vetor tangente em e da curva s — ad(expsY)

em GL(g). Denotando ¢(s)
dg

ds

Portanto ¢(s) ¢ curva integral do campo ad(Y) € gl(g)

Ad) Y (exp sY)

exp sY

Ad)exp sY d(Rexp sY)6<Y)

ad(Y)(o(s)).

=Ad(expsY) e R, a translacao & direita por z, temos

e ¢(0) = 1 em GL(g). Por

unicidade de solugao, ¢(s) = exp(s ad(Y’)). Em particular, para s = 1, tem-se

exp(ad(Y)) = Ad(expY).

Portanto o diagrama acima comuta.

Proposicao 2.39 Se XY € g, entdo ad(Y)X =

v, X].

Demonstragao: Usando a notacao da proposi¢ao acima obtemos

ad(Y)(X)

2 ((Ad(exp s1) o)X

%%((eXp sY)(exptX )(expsY) ™)

& O
Il
oo
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Como X é o vetor tangente em e a curva t — exptX, fazendo s =t e usando a parte (c)

do Lema 2.31, obtemos ad(Y)X = [Y, X]. O

2.3 Variedades Homogéneas

Inicialmente, apresentamos nesta secao um estudo dos espago homogéneos, que sao
espacos quocientes de grupos de Lie por subgrupos fechados. Posteriormente, vimos as
acoes diferencidveis de grupos de Lie.

O primeiro estédgio nesse estudo, consiste em mostrar que um espago homogéneo é uma

variedade diferencigvel.

Teorema 2.40 Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G e seja
G/H = {zH; z € G}.

Seja ainda

. G — G/H

r — xH

a aplica¢io quociente. FEziste uma tnica estrutura de variedade diferencidvel em G/H
satisfazendo:
(a) ™ é diferencidvel;
(b) Para todo xH em G/H, existe uma vizinhan¢a de xH em G/H e uma aplicag¢io
diferencidvel T : W — G tal que mo T = id,. A aplicacio T é chamada uma se¢ao local

da aplicacao .

Demonstragao: Suponhamos que dim G = n e dim H = k. Vamos mostrar a unicidade.
Seja (G/H); o mesmo conjunto G/H, com outra estrutura diferencidvel que também
satisfaca (a) e (b) esejaid : G/H — (G/H),. Dado xH € G/H tomamos o par (W, 7) dado
pela condigao (b). Portanto idy = 7o 7 é diferencidvel e assim id é diferencidvel em xH.
Repetimos o raciocinio para id : (G/H); — G/H e concluimos que id : G/H — (G/H); ¢
um difeomorfismo. Como duas estruturas diferencidveis sao equivalentes se a identidade
for um difeomorfismo, fica provada a unicidade da estrutura diferencidvel em G/H que

satisfaz (a) e (b).
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Para provar a existéncia, vamos considerar em G/H a topologia co-induzida pela
aplicac@o m, ou seja, ¢ aberto de G/H o conjunto cuja imagem inversa ¢ um aberto de G.
Como G tem base enumeravel, temos que G/H tem base enumerdvel. Além disso sendo
G de Hausdorff e H C G fechado, temos que G/H ¢é de Hausdorff.

Vamos resolver agora o problema para uma vizinhanga de H € GG/H. Como anteriormente,
tomamos g = h @ bh’, onde h e g sdo as dlgebras de Lie de H e G e h’ é um subespaco
complementar de h em g. Agora notemos que vale o mesmo resultado do Lema 2.37
para a aplicacdo ¢ : g — G, dada por (X + X') = (exp X').(exp X). Sejam entao
V=VixV/Cg,talque Vi Ch V/ CheU = ¢(V), onde ¢ | é um difeomorfismo.
Tomando W = 7(U), temos que

W)= J 7 laeH)= JuH={ Uh
cHeW uel heH

¢ um conjunto aberto em G, pois U.h é aberto. Logo, pela definicao de topologia co-

induzida, W ¢é aberto em G/H. Definamos agora

o: W — § =~ R
*H — X/
onde z = (exp X')(expX) e U, X' e e X €b.
(1) Verifiquemos que o estd bem definida. Para isto basta mostrar que, se x € U C G e
y€ HNexpV, entdo o(zyH) = o(xH). Sejam x = (exp X')(expX) € U ey =expY em
H NexpV. Segue-se daf que

zy = (exp X')(exp X)(expY’) = (exp X')(exp Z)

para algum Z € h NV, pois ¢ |y é um difeomorfismo. Logo o(zyH) = o(xH) como
afirmado.

(#7) Vamos mostrar agora que o ¢ injetora. Sejam x = (exp X').(exp X) ey = (expY’).(expY),
tais que p(zH) = p(yH), ou seja, X' = Y'. Entao,

y'r = (expY) H(expY”) " (exp X')(exp X)
= (expY) '(expX) € H.
Logo *H = yH, o que mostra que o € injetora.

Tomamos agora em W a estrutura diferencidvel que torna ¢ um difeomorfismo, ou seja,

fazemos (o, W) uma carta local. Mostraremos que esta estrutura diferencidvel em W
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satisfaz (a) e (b).
(a) A aplicacao
p:ig= bey — o
X+X — X
¢ claramente diferencidvel, assim como a aplicagao ! : U — V. Assim, p: U — V] dada
por
plexpX'.expX) =X €V

1

é diferencidvel, pois p é a composicao de aplicagoes diferencidveis p = p o p~". Temos

assim que, 0 1o p: U — W é diferencidvel e além disso,
o~ op(x) =0 o p((exp X')(exp X)) = 07 H(X') = X.

Portanto,
o op(r) =mn(x)
e assim 7 |y € diferencidvel, o que demonstra (a).

Para mostrar (b), tome 7 : W — G dado por 7 = exp oo, e note que 7 definida dessa

maneira, é claramente diferencidvel. Além disso,

mor(zH) = moexpoo(zH)=m(expX') = (exp X")H

= (expX')(expX)H = zH,

e portanto m o 7 = idy o que mostra (b).

O que foi feito até agora foi a demonstragao do teorema para uma vizinhanca coorde-
nada em volta de H C G/H. Mas podemos obter vizinhangas coordenadas em volta de
outros pontos de G/ H através de translagoes a esquerda. Com efeito, se x € G, definimos
Zx como sendo o homeomorfismo de G/ H, induzido pela translacao a esquerda L, em G,
ou seja,,

Oz = 00 Ly ’fz(W) )

Entéo (0,5, Le(W)) é uma vizinhanca coordenada em torno de zH. Observe que nesta
notacao, oy ¢é justamente a aplicacao 0. Obtem-se agora, uma estrutura diferencidvel em

G/ H pela maximizacao das vizinhangas coordenadas,

{(00n, La(W)); z € G}.
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Finalmente, resta provar que a mudanga de coordenadas ¢é diferencidvel. Para isto,
basta observar que , pela unicidade, na interseccao de duas cartas locais existe uma tnica
estrutura diferencidvel satisfazendo (a) e (b). E assim, essas cartas induzem na intersecgao

a mesma estrutura diferencigvel. O

O caso particular em que H é subgrupo normal, d4 origem aos grupos quocientes, que
sao também grupos de Lie.

Variedades da forma G/H, onde G é um grupo de Lie, H C G é um subgrupo fechado
e a estrutura diferencidvel é a dada pelo teorema anterior, sao chamadas de variedades
homogéneas. Agora definimos a acao de um grupo de Lie sobre uma variedade e poste-

riormente a 6rbita de um ponto dessa variedade e o grupo de isotropia desse ponto.

Definicao 2.41 Dizemos que um grupo de Lie age em uma variedade M, se existe uma
aplicagao diferencidvel n: G x M — M indicada por n(x,p) = xp tal que

(a) ep = p;

(b) (zy)p = x(yp)

Neste caso, n é chamada ag¢ao de G em M.

Definicao 2.42 Dada uma acdo n de G em M, definimos a orbita de um ponto p em

M como sendo o conjunto

Gp = {zp; z € G}.
Em outras palavras, a orbita de um ponto p € M é a imagem da aplicagao
Gx{p} — M
(z,p) +— n(z,p)

Definicao 2.43 Dizemos que a acdo n é transitiva ou que G age transitivamente em
M através de n, se Gp = M para todo p € M. Ou seja, para todo p,q € M, existe v € G

tal que xp = q. Para todo pg € M, definimos o grupo de isotropia do ponto py
G:DO = {I‘ € G; xpy = Po}.

Facilmente mostra-se que G, ¢ um subgrupo fechado de G. Uma variedade que admite
uma agao transitiva de um grupo de Lie ¢ chamada espago homogéneo deste grupo de

Lie. Temos agora a seguinte proposicao:
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Proposicao 2.44 Sen:Gx M — M ¢éuma agao transitiva, entao G, € isomorfo a Gy,

para todo p,q € M.

Demonstragao: Se 7 é transitiva, existe a € G tal que ap = ¢q. Entao

p=ep=(ata)p=a'(ap) =a'q.

Definimos agora as aplicagoes

p: G — G v Gg — G

1

r — axa” y +— alya

E facil verificar que, tanto ¢ quanto 1 estdo bem definidas, ou seja, que aza™! € G,
se, v € Gy e alya € Gy, se, y € G, E imediato verificar também que ¢ e ¥ sdo

homomorfismos e que ¢ = 1)~!. Para verificar que sao diferencidveis, basta notar que

Y = La o Ra—l ‘Gp e 'QD = La—l o Ra ’Gq .

Vejamos um importante teorema envolvendo os conceitos acima.

Teorema 2.45 Sejan : G x M — M uma acao transitiva de um grupo de Lie G na
variedade M. Sejam py € M e H o subgrupo de isotropia do ponto po. Definimos a
aplica¢ao
a: G/H — M
*H +—— n(z,po) = xpo.

Entao a é um difeomorfismo.

Demonstragao: Primeiramente note que « estd bem definida. De fato, se tH = yH,
entdo y 'z € H. Logo (y~*x)py = po, j& que H = G,,. Segue entao que y~'(zpg) = po, ou
seja, rpy = ypo. Mostraremos agora que « é um difeomorfismo. Da transitividade de n
segue que « € sobrejetora. A injetividade de a também é imediata, ja que, se xpy = ypo,
entao y 'z € H e portanto vH = yH. Para mostrar que « é diferencidvel notemos
primeiramente que f : G/H — M é diferencidvel se, e somente se, for : G — M ¢é

diferencidvel, onde 7 : G — G/H é a aplicacao quociente. De fato, suponhamos que for
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¢ diferenciavel e seja tH € G/H. Seja ainda o par (W, 1) dado pelo Teorema 2.40 (b). Em

W temos que,
f=foidy=fo(mor)=(fom)or,
que é diferencidvel, ja que (f o) o 7 & diferencidvel. O que demonstra a afirmacao feita.

Observe agora que a aplicagao

&G — M
T apg
é diferencidvel, pois equivale a restricdo de n a G X {po} ~ G. Mas £ = a o, logo «

é diferencidvel. Para completarmos a demonstracao, resta provarmos que da,y é nao

singular para todo x € (G. Consideremos as derivagoes

dry : T,(G) = T,u(G/H)
doyg @ Top(G/H) — Typ, (M)
da, : T,(G) — Ty, (M),
onde @ = aom. Note que, kerdr, = T,(xH) e que dm, é sobrejetora. Suponhamos

que kerda, = T,(xH), ou seja, da,(Y) = 0 se, e somente se, Y € T,(xH). Seja X €
T.u(G/H), entdao X = dr,(Y) para algum Y € T,(G). Temos que

desr(X) = dogy (dry (V) = d(a o 1), (Y) = da, (V).

Assim, se da,p(X) = 0, entao da,(Y) = 0, ou seja, Y € T, (xH), onde dm.(Y) = 0.
Portanto X = 0, ou seja, da,y ¢ nao singular. Logo, devemos mostrar apenas que

kerda, = T,(xH). Para z € G definamos

Ny,: M — M,

m = xm.

Entao temos que

Ny o@o Ly-1(y) =n, oa(zy) = n,(x  ypo) = ypo = aly),

para todo y € G. Logo @ = n,oao L,-1. Agora, é suficiente mostrar que ker da, = T.(H),
ou seja, basta mostrar que se g e fh sao as dlgebras de Lie de G e H respectivamente,

entdo da(z) = 0 se, e somente se, X € . Se X € b, temos dr(X) = 0, isto é, da(X) =
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daodn(X) = 0 e demonstramos uma das implicagoes. Para demonstrar a outra implicacao,

tome X € g com da(z) =0 e seja A : R — M dada por
A(t) = alexptX) =a@o @y (t).

Dai temos que,

d d
) = dao gf

= d(nexp tx © o Lexp ftX) . (Xexp tX)

(t) = da(chX(t)) = d@.(Xexth)

= dnexp tx © da o dLexp —tX (Xexp tX)
= dnexth © da(X) = 0.

Logo o caminho A(t) = (exptX).py € constante. Como A(0) = py, temos (exptX).po = po
para todo t € R. Segue dai que, exptX € H para todo t € R. Ou seja, X € b, como

querfamos. ]

Vejamos dois exemplos que ilustram o teorema anterior.

Exemplo 2.5 Definimos a aplicacao

n: SO(n)x St — gt
(A, v) — Aw

Claramente vemos que n é uma acio. Mostremos que 1 é transitiva. Dado u; € S™ 1,

escolhemos s, . .., u, € S™1 tais que

B:{ulau%"'aun}

seja uma base ortonormal do R™ com a mesma orientagao de

g = {61,62, R ,en}.
n
Definimos u; = (U4, - ., Up;) = g wji €, uj; € R. Assim a matriz
i=1
Uy -+ Uip
A=

Up1 = Upn
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é ortogonal e det A =1. Logo A € SO(n) e ainda A(e;) = u;, para todo i e em particular
A(er) = uy. Agora, se u,v € S"7', basta tomar A,B € SO(n), tais que Ale;) = u
e B(e1) = v. Logo temos que, AB™' € SO(n) e AB™'v = u, o que mostra que n é

transitiva. Provaremos agora que o conjunto

¢ o grupo de isotropia da agdo n no ponto e, ou seja, SO(n — 1) = SO(n).,. FEviden-

temente, SO(n — 1) C SO(n).,. Seja agora A = (ay)},—, € SO(n) tal que A.e, = e,.

Temos entao que, Z Ain €n = 1.0 + a2,.0 + - - - + app. 1 = 1 e isso tmplica que a;y, = 0
i=1

parai=1,....n—1 e an, = 1. Como AA* =1, seque que Zafw- =1, e como a2, =1,
i=1
temos que a,; = 0 para todo i =1,...,n — 1. Portanto,
0
A
A= ,
0
0 01

onde A = (ay)} =, € SO(n), pois det A = 1. Pelo teorema anterior, SO(n)/SO(n—1) é
difeomorfo a S"~t. Podemos usar este mesmo argumento para mostrar que O(n)/O(n—1)

é difeomorfo a S™!, sendo nesse caso, desnecessdrio tomar 3 na mesma diregdao de ¢.

Exemplo 2.6 Primeiramente vamos indentificar os pontos de uma mesma reta que passa
pela origem do R™, exceto a prépria origem, através da sequinte relagdo: se a,b € R"—{0},
entao a ~ b se, e somente se, a = \b para algum A € R" —{0} . Consideremos a aplica¢ao
quociente m : R" — {0} — R" — {0}/ ~, e em R" — {0}/ ~ a topologia co-induzida
por m. Desta forma, © é uma aplicacdo continua. A restricao de m & esfera S™ ', é um
recobrimento de duas folhas de R™ — {0}/ ~. Como S™' é um subgrupo fechado de
R™ — {0}, pelo Teorema 2.40, existe uma unica estrutura diferencidvel em R™ — {0} / ~
tal que m é um difeomorfismo local. Assim podemos escrever R™ — {0} / ~ como sendo o
espago

Pt ={z={z,—z}:2e 5"}
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chamado espago projetivo real. A aplica¢ao

n: SO(n)xP1 — prt
(A7) — Az = {Ax, —Ar}

estd bem definida, pois se, (A,x) = (A,7), entdo Az = Ay, ou seja, Axv = Ay ou
Ax = —Ay. Mas se isto ocorre, temos x =y ou x = —y, ou seja T = y. Além disso, n
¢ uma agdo transitiva, ou seja, dados T,y € P" 1, eriste A € SO(n), tal que AT = j.
Para provarmos este resultado, tomemos X,Y € SO(n), tais que Xe; = x ou Xe; = —x,

eYei =y ouYe = —y. Dai X ‘v = e, ou X! (x) = e;. Entao,
y=Ye, =Y (X 'z)=(YX Dz ouy=Ye, =Y(X !(—2) = (YX)(~2).

Logo, existe A =Y X! € SO(n) tal que Az = y ou A(—z) =y, ou seja, AT = 7. Isso
prova que a agdo 1 é transitiva. O grupo de isotropia de €, € P! é o conjunto
0
O(n—1)={AeSO(n): A= 0 e AeOmn—1)}.
0 -+ 0 detA

De fato, se A € O(n—1), é facil ver que Ae,, = €,, pois neste caso det A = +1. Por outro
lado, se A € SO(n) é tal que Ae,, = €,, entao Ae, = e, ou Ae, = —e,. Logo A é do tipo
acima e demonstramos a afirmacao feita acima. Portanto pelo teorema anterior temos

que Pt é difeomorfo a SO(n)/O(n — 1).



CAPITULO 3

Girogrupos

A maioria das propriedades caracteristicas dos girogrupos, sao propriedades de lacos
homogéneos com a propriedade inversa do automorfismo. Do ponto de vista matemaético,
essa teoria ainda é nova e dessa forma, faltam subsideos para a elaboragao de um texto
mais completo e recheado de exemplos. As principais referéncias utilizadas nesse trabalho
se encontram em [19] e [21].

O conceito de girogrupo generaliza as nocgoes de grupo, logo ambos compartilham
algumas analogias, tais como:

1) O girogrupos sao classificados como girocomutativos e nao girocomutativos;

2) Alguns girogrupos girocomutativos admitem multiplicacao por escalar, tornando-se
assim um espago girovetorial;

3) O espagos girovetoriais por sua vez, fornecem um suporte para a geometria hiper-
bélica, da mesma forma que os espagos vetoriais fornecem um suporte para a geometria
euclideana. Isso nos possibilita unificar essas duas geometrias.

Apresentamos uma série de resultados, que nos possibilitam expor um dos objetivos
desse trabalho.

Para um grupo arbitrario G e um subgrupo normal H C G, o espago G/H herda a
estrutura do grupo G. Vamos descobrir a construcao relevante nos termos de uma segao
da projecao canodnica de G no conjunto G/ H, das classes laterias & esquerda.

Uma sec¢do o0 : G/H — G da projegao candnica 7 : G — G/H, é uma aplicacdo com
o = Idgg e 0(H) = 1g. No caso em que H C G é um subgrupo normal, uma secao

arbitraria permite que a operagao do grupo G, seja levada na operacao do grupo G/H,

G/HxG/H — G/H
(1H)(goH) +— m(o(g1H)o(g2H)) = o(g1H)o(g2H)H.

Vamos mostrar que (g1H)(g2H) = q192H. Se 0; = 0(g;H), entdo o;H = g;H, ou seja,

116
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0; = g;h; para algum h; € H com 7 = 1,2. Entao,

(91H)(92H) = 0102H = g192(95 ' Tng2)hoH = g192H,
desde que, g, 'hi1g, € H. Consequentemente,

(gH)H = gH = H(gH)
(9H)(g'H) = H= (9 'H)(gH)

[(91H)(92H)](9sH) = (91H)[(92H)(g3H)].

Nesse caso GG/H possui uma estrutura de grupo independente de 0 e 7 : G — G/H ¢
um homomorfismo de grupos.

Para o caso em que H nao é normal em G, G/H nao herda a estrutura do grupo G.
Porém, podemos introduzir uma estrutura de girogrupo em G/H. Faremos agora essa
construcao. Geralmente, se H C G nao é normal, uma segao arbitraria o : G/H — G,

induz a operacao

6. :G/HxG/H — G/H
(1 H) @6 (92H) = 7w(o(g1H)o(g2H)) = 0(g1H)o(g.H)H.

Note que,
H &, (gH) = (9H) ®; H = gH

para todo gH € G/H e H ¢é o tinico com esta propriedade. Como o(gH)H = no(gH) =
gH, podemos representar o(gH) = gh para algum h € H. Entao,

(91H) ©5 (92H) = (g1 H )go H

para quaisquer g1 H, goH € G/H.
A equagdo, (g1H) @, (goH) = g3sH possui uma unica solu¢ao para g1 H,g.H € G/H

arbitrarios. De fato,
(9 H) ©6 {lo(g1H)| " gsH} = 0 (g1 H)[o(9: H)| " g3 H = g3H
tal que [o(g1H)]'g3H ¢é a solucao da equacio. Suponhamos que,
o(giH)o1H = (91 H) ©g (v1H) = (91 H) @0 (22H) = 0(g1H )22 H.

Multiplicando & esquerda, ambos os lados da igualdade por [0(g;H)]™' € G tem-se que

x1H = z9H. Portanto, para quaisquer g1 H, go H € G/H, a equagao (g1 H)®, (g2 H) = gsH
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possui como solu¢ao tnica [o(g; H)| g3 H. Note que, se supormos que [o(g, H)] ™! estd em
o(G/H) e definirmos ©,(g1H) = [0(g1H)]"*H como tinica solugao de (g1 H)®, (tH) = H,
entdo a tnica solugao de (g1 H)®, (v H) = g3 H, pode ser expressa como S,(91H) P, (g3 H).

Definicao 3.1 Uma operacao bindria + em um conjunto G é uma funcao + : GXG — G.
Usamos a notag¢ao a + b para denotar +(a,b) para todo a,b € G. Um grupdide (G, +) é
um conjunto G com a opera¢ao bindria +. Um automorfismo ¢ de um grupdide (G,+),

¢ uma bijecao de G em G que preserva a opera¢ao bindria do grupdide.

As bije¢oes G — @, formam o grupo B = B((G) com respeito a composigao. O grupo
Aut(G,®), é formado por todas as bijecoes ¢ € B(G) que preservam a operagao @, ou
seja,

pla®b) = p(a) ® p(b)

para quaisquer que sejam a, b € G.

Definigao 3.2 Um laco a esquerda (L, ) é um grupdide que possui duas propriedades:
i) Existe um tnico elemento neutro e € L, tal que e ® x = x & e = = para todo x € L.
it) Dados a,b € L, a equagdo a & x = b tem como tnica solu¢io © = (Sa) ® b, onde Sa

é solucao unica de a Bt = e.
Diante disso, podemos considerar o seguinte resultado:

Lema 3.3 Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e o : G/H — G uma se¢ao de
7:G— G/H. Se o(G/H) é um subgrupo de G, entio a operagdo bindria
®,:G/HxG/H — G/H
(1) &5 (92H) +— o(gH)o(g2H)H = o(g1H)goH,

(3.1)

introduz uma estrutura de lago & esquerda em G/H.

Dado um lago a esquerda (£, @), considere a translagao a esquerda
L,: L — L
r — adz,
com a € L. De acordo com a propriedade ii) da definigao de lago, todas L, sao invertiveis

e L1 (b) = Lo, (b) para todo b € L. Consequentemente,

a®{(ca)®r} = LyLeo(r) = L, L, () =2
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para todo x € L.

Agora definimos o girador de Thomas.

Definigao 3.4 Seja (L, ®) um lago & esquerda. Para quaisquer que sejam a,b € (L, ®),

o girador de Thomas, denotado por gyrla,b|, é uma aplicagio bijetora
gyr[a, b] = L@(aEBb)LaLb L — L.

Kiechle demonstra em [13] que um lago & esquerda (£, ®), € um grupo se, e somente
se, os giradores gyr(a, b] = Id, para quaisquer que sejam a,b € L. Posteriormente usamos
esse fato.

O lema que segue é 1til na demonstracao de outros resultados, pois ele estabelece a
giroassociativadade a esquerda num laco qualquer e ainda mostra que um girador, age

COmo uma conjugagao.

Lema 3.5 a) Seja (£, ®) um lago & esquerda com girador gyr|a,b] = Lo@as) Lals para
quaisquer a,b € L. Entao,

i) a® (bdc)=(ad®b) P gyr|a,blc para quaisquer que sejam a,b € L.

it) gyrla, ©al = Id; para todo a € L.

i11) O dnico inverso & direita ©a de a € L € o unico inverso & esquerda de a.

b) Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e o : G/H — G a se¢io da projecao canonica
7:G — G/H com o(G/H) subgrupo de G. Entdao dados a = o(aH) eb= o(bH), tem-se
que o girador

gyrlaH,bH|(xH) = (Adpe(x))H,
age como uma conjugagao por
h(ab) = [o(abH)] 'ab € H.

Demonstragao: a) i) (a®b)® gyr{a, blc = Liaas) Le@ay) Lals(c) = LoLp(c) = a® (b c).
it) gyrla,©a] = Loee(ea) LaLles = LeeLa Lyt = Id,.

i11) Seja ay o Unico inverso a direita de ©a. Entao por i) e ii) temos que,
a=a®{(0a) ®a} = {a®(Sa)} ©gyrla, Sala = a.

Logo (©a) & a = e e Sa ¢ um elemento inverso a esquerda de a. Seja ay € £ um outro

elemento inverso a esquerda de a. Note que a; @ x = e, onde x = Sas = a. Entdo de i) e
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i1) segue que,
az = a; ®{a® (©a)} = (a; @ a) ® gyr|as, Cas)(Sa) = Sa.

Portanto, Sa ¢é o tnico elemento inverso & esquerda de a.

b) Por um lado, temos que

{(aH) &, (VH)} &, {(Aduay @I H} = (abH) &, {[Ady ()] H}
= o(abH)[Adpap)(z)]H.
Por outro,
(aH) @, {(bH) ®o (tH)} = (aH) ®o (b H)
= a(bx)H
= (ab)zH
= o(abH)h(ab)xH
= o(abH)h(ab)z[h(ab)]'H
= o(abH)[Adp @) (z)]H.
Entao,

{(aH) @0 (bH)} @0 {[Adn(n (2)|H} = (aH) By {(0H) G (zH)}.

Como
(aH) ©; {(bH) ©, (vH)} = {(aH) &y (bH)} Sy {gyr(aH, bH|(xH)},

segue o desejado. O

A partir de agora, nosso objetivo é definir um espago girovetorial (V,®, ®). Para isso
mostramos que num espago girovetorial quase a esquerda (V,®,®), o lago a esquerda
(V,®) com a propriedade do giroautomorfismo, implica que (V,@) é um girogrupo a
esquerda e com isso (V, @, ®) é chamado de espaco girovetorial & esquerda. Mais ainda,
sabendo que um girogrupo é um girogrupo a esquerda que satisfaz a propriedade do laco
a esquerda, e que é girocomutativo se satisfaz a lei da girocomutatividade, para finalizar,
mostramos que no espago girovetorial a esquerda, tem-se que (V,@) é um girogrupo
girocomutativo.

O que fizemos aqui, foi dar uma idéia do que é feito no restante desse capitulo. Nesse
entremeio, definimos girogrupos e isso é essencial para verificarmos que quando H nao é

normal em GG, G/H herda a estrutura de girogrupo.
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Definicao 3.6 Um espaco girovetorial quase a esquerda (V,®,®), é um lago a

esquerda (V,®) com uma multiplica¢do escalar
®R:RxV -V

que satisfaz:

i) 1®@v="uv

i) (rs)@u=r®((s®v)=s® (rxouv)
ii) (rés)@uv=(ruv)d(sxv)

i) gyrfr @ v,r ®v] = Idy

v) gyrla, b(r ® v) =r ® (gyr(a, b]v)

para quaisquer que sejam a,b,v € V er,s € R.

Ressaltemos que, se (V, @) é um lago de Lie a esquerda e a multiplicacdo por escalar
é uma aplicagao diferencidvel, entao (V, @, ®) é chamado espago girovetorial de Lie quase
a esquerda. Uma abordagem maior sobre esse assunto é feita no préximo capitulo, pois

naquele, associamos os conceitos das teorias de Lie e de girogrupos.
Definicao 3.7 Um lago a esquerda (L,B) sujeito a propriedade do giroautomorfismo,

gyrla, bl(z @ y) = (gyrla, blx) ® (gyr|a,b]y)
para quaisquer que sejam a,b,x,y € L, é chamado girogrupo a esquerda.

Apresentamos agora um exemplo, onde para duas secoes 7,0 distintas num mesmo
espago Go/Hy tem-se que (Go/Hy, ®,) € um grupo e (Go/Hy, ®,) € um girogrupo a
esquerda, mas nao é um grupo.

Seja Gy = S3, o grupo simétrico atuando no conjunto {1,2,3}. Denotamos por
(i1,...,3x) o ciclo que transforma i; em iy, i3 em i3, ...,ix_1 em i; € i, em i;. Fixemos

o subgrupo ciclico Hy = ((1,2)) C S3 de ordem 2. Para

o= (1,2,3) 9 = (1,3,2) = (1,2, 3)?

o1 = (2,3) 0'2:<]_,3)
podemos representar Go como a uniao disjunta

Go = HU U TlHO U TQHO = HO @) O'1H0 U O'QHU,
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com o;Hy = 7;Hy para i = 1,2. Seja 7o = g = Id{1 23}, definimos as secoes

T Go/HO — GU

TiHO — T

o: Gyo/Hy — Gy
o, Hy — o
parai = 0,1,2, onde 0;Hy — 7; e T;Hy — 7;. Observe que a imagem 7(Go/Hy) = {7};i =
0,1,2} é o grupo alternado Ajz e a operagdo @, : Go/Hy x Go/Hy — Go/Hy definida por
(1iHo) @, (TjHo) = 7i7jHy = 74 Hy, transforma G/ Hy num grupo ciclico de ordem 3.
Temos também que a imagem o (Go/Ho) = {Id{123},(2,3), (1,3)} de o, é fechada sobre

a inversao, ou seja, (4,j) = (4, j) ' para toda transposigao (7, j). Consequentemente,

Dy - Go/HOXGo/HO — GO/HO
(UiHO)(UjHO) — (O'iH()) @U (O'jH()) = O'iO'jHO

¢ a operagao que torna Go/Hy um lago a esquerda. Note que (Go/Hy, ®,) nao é grupo,
pois gyr[Ho, 0iHo] =Adsay, , ., # Idcy/m, = Ho. Afim de mostrarmos que (Go/Ho, ®,) ¢

um girogrupo a esquerda, notemos que

gyT[H(b UiHO] = gyT[UiH()v HO] = Adfd{1,2,3} €

gyT[UiHO,O-iHO] - Adld{1,2,3}'

Analisaremos gyr(o1Ho, 02Ho] =Adh(s,0,) € gyrloaHo, 01Ho) =Adp(sye,). Como 105 =

09(1,2) e 0901 = 01(1,2), obtemos que

h(oioy) = |o(o102Hy)| toroe = 05 09(1,2) = (1,2)

h(O’QO’l) = [O'(O'QO'lH())] 0901 = (1,2)

Sabendo que Ad; 2)00 = 09, Ad(12)01 = 02 € Ad(12)02 = 01 , podemos escrever Ad(; 907 =

o_;. Note que, se o(0z07Hy) = 0, entao a(a EU fHo) = 0_z. Isso é claro quando k = 0
ou ! = 0, assim como no caso k = . Para ( ( ) (2,1), temos que
o(ozoiHy) = 07 € 0(0_jo_jHy) = o(0j03Ho) = 0 = 0_;. Assim, se

o((ogHo) ©y (07Ho)) = (omilo),
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entao

Adpay{(ozHo) ©5 (07Ho)} = Ad(1)(om)Ho
= o_xHy
= o0_3o_iHy
= (0_zHo) By (0_;H))

= {Adpg)(og)Ho} ®s {Ad2)(07)Ho}

para todo &, € {1,2,3}. Portanto (Go/Hy, ®,) é um girogrupo a esquerda.
Note que um girogrupo a esquerda (£,®) é um lago a esquerda e os giradores gyr|a, b

sao @-automorfismos para todo a,b € L.

Lema 3.8 Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e o : G/H — G uma se¢iao de
m: G — G/H. Suponha que o(G/H) é um subgrupo de G e a discrepincia

d"(z) = Adp-1{[o(Ady, () H] ' Ady,(z)} (3.2)

pertence a Ngeg(9Hg™ ") = Nyec(yHy ™), para todo x € S e todo h € H. Entao

(G/H,®,) é um girogrupo & esquerda com respeito a operagdo 3.1.

Demonstracao: Pelo Lema 3.3, temos que (G/H, ®,) ¢ um laco a esquerda. Tomando

arbitrariamente a = o(aH), b = oc(bH), x = o(xH) e y em G temos que

gyrlaH, bH{(zH) &, (yH)} = gyrlaH,bH](xyH)
= [Adpp) (zy)| H
= Adh(ab) ($)Adh(ab) (y)H,

onde h(ab) = [o(abH)]'ab € H. Por outro lado,

{gyrlaH, bH|(zH)} ©, {gyrlat, bH](yH)} = {Adnan) () H} S0 {Adnar) (y)H}
= U(Adh(ab) (iL’)H)Adh(ab) (y)H

Note que a propriedade do giroautomorfismo é satisfeita se, e somente se,
[0<Adh(ab) (l’)H)] 71Adh(ab) (1‘)
pertence ao grupo de isotropia ou estabilizador do girador gyr[aH,bH|(xH), dado por

Stab(Adpewy (v)H) = {9 € G5 gAdn@y)(y)H = Adp(y)H}.



124
Desde que
Stab(Adnay (y) H) = Adn(a) (y) H[Adpaey ()] = AdpanAdy H,
pois o (Adpe) () H =Adp @) (), j4 que
[0(Adn(as) (2)H)] ™ Adn(a) (2) Adniary () H = Adian) () H.
Equivalentemente, temos que d™%®)(z) €Ad, H, pois
[0 (Adpan) () H)] ' Adpary () € AdpapyAdy H

para todo y € G. Assim d"®(z) € Nyea(yHy™). Desde que y € G, podemos es-
crever y = o(yH)h, para algum h, € H e yHy ' = o(yH)H[o(yH)]™'. Portanto
Nyec(9Hg ™) = Nyec(yHy ™). O

Da definicao de grupdides isomorfos, mostremos quando um girogrupo a esquerda

arbitrario, ¢ isomorfo a (G/H, ®,), j& definido acima.

Definicao 3.9 Os grupdides (Lq1,B1) e (L2, Do) sdo isomorfos se existe uma bije¢do
v : L1 — Ly tal que
ez @1y) = p(z) B2 0(y)

para quaisquer que sejam r ey em L.

Proposigao 3.10 Para todo girogrupo a esquerda (L,®), existe um grupo G, um subgrupo
H C G e uma segao 0 : G/H — G de w : G — G/H com o(G/H) subgrupo de G e
ho(G/H)h™' C o(G/H) para todo h € H, tal que (L,®) é isomorfo a (G/H,®,).

Demonstracao: Seja (£,8) um lago a esquerda e Hy subgrupo do grupo Aut (£,®) de
@-automorfismo de £ que contém todos os giradores gyria,b] com a,b € L. Tome o

conjunto G = L x Hy e consideremos a operagao

(z,a) o (y,B) = (x ® a(y), gyrlz, a(y)]ap). (3.3)
Mostremos que (G,0) é um grupo. E claro que 1¢ = (e, Id;) é um elemento neutro de
G, pois
(z, )0 (e, Idr) = (z®ale) gyrlz,ale)]a) = (x e, gyr(z,eJa) = (z,0) e

(e,ldg)o(z,a) = (e®z,gyrle,z]a) = (z,a),
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onde a(e) = e para todo o € Hy C Aut (L,®) e gyrle,x] = gyr[z,e] = Id;. Como

gyr|x,oz| = Id, para todo x em L, verificamos que

(z,a)o (a7 (e2),a™") = (z& (Sz),gyr(z,Sx]ld;) = (e,Id;) e

(a7 (&2),a) o(z,0) = ((Ba'(z) ®a ' (2), gyrlEa(z), 0 (x)]ldc) = (e, Idy).

Ou seja,

(2,0) = (07 (Sa),07") (3.4
para todo (z,a) em G. A associatividade de o, seguird construindo um homomorfismo
injetor ¢ : (G,0) — (B,-) no grupo (B, -) das bije¢oes de £ em L. Para todo (z,a) € G

definimos

olx,a): L — L
y — z@ay).

De acordo com

p (oM (er),a ) plz,a)y) = ¢(a ' (G2),a) (zd ay))
= ca l(z) @ {oa  (z) ®y}

=Y

oz, 0)p (a7 (02),a7Y) (1) = lz,0)(Ea" (z) ®a~L(y))
= @ (SrdY)
=Y
toda ¢(z, @) sao inversiveis e [p(z, )] = ¢ (a7 (6z),a™t). Logo ¢(z,a) € B. Vamos

verificar agora que ¢ é injetora. Para isso, suponha que ¢(z,a) = ¢p(z,f) para algum

(z,a),(y,B) € G e entao
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Isso implica que (©z ® y) = a(e) = e, ou seja, z = y. Mais ainda, para todo z € £, a
identidade
z = Idg(2)
= [p(z, )] (. B)(2)
p (a7 (er),a™) (z @ B(2))

= a (o) at(z®B(2))

= o '[or® (v @ B(2))]

= a'B(2),

ou seja, a3 = Id,. Logo o = 3 e portanto ¢ é injetora. Para qualquer z em £ observe

que

o((r,a) o (y,8))(2) = ¢x®aly),gyrlz,aly)las)(2)

= (z@a(y)) e (gyr(zr, a(y)]ab(2)).

Pela lei da giroassociatividade, temos que

(z @ aly) @ (gyrlr, a(y)]ap(z)) = & [a(y) ® ab(z)].

Consequentemente,

o((z, )0 (y,8))(2) =2 D a{y ® B(2)} = ¢(x,a)(y @ B(2)) = ¢(x,a) - p(y, B)(2).

Usando esse fato e a lei associativa para multiplicacao do grupo B, segue que

©((g1092)0g3) = {p(g1)-¢(g92)} ¢ (g3)
= ¢(9) {¢(92) ¢ (93)}

= ¢(g10(g209)),

para quaisquer que sejam gy, g2, g3 € G. Como ¢ é injetora, entao (g1092)0gs = g10(92093)
e portanto (G, 0) é um grupo.
Considere H = {(e,a); « € Hy} C G. Observemos que de [p(z, )]t = ¢ ("} (6x),a™)

tem-se que [p(z, )7 = ¢ (a7 (6x),a™!). Dessa forma

(e;a)t=p(a ' (©e),a™ ) =(e,a”') € H
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(e;) o (e,8) = (e @ afe), gyrle, afe)]aB) = (e, aB) € H.
Consequentemente, H ¢é subgrupo de G. Assim (z,a) o H = (x,1d;) o H para todo

(z,a) € G e podemos representar
G/H ={(z,Id;)o H; z € L}.
Mais ainda, se (z,Id;) o H = (y,Id;) o H, entao
(z,1dc) o (e,a) = (z, gyr[z, e]a) = (z,a) = (y, 1dg),

para algum « € Hy. Ou seja, (z,Idg) o H # (y,Id) o H sempre que = # y. A aplicagao
injetora
o G/H — G
(x,Idg)o H +— (z,Idg)

é a secao da projecao canonica

™ G — G/H
(x,a) +— (x,1dg)oH,
onde o(H) = 1g e o ((z,Idg) o H) = 7 (z,Id;) = (x,1dz) o H para todo (z,Id;) o H
em G/H. Note que (z,Id;)"t = (©z,1d;) € 0 (G/H), assim ¢(G/H) é subgrupo de G.
Logo,
(e,a) 0 (z,Idg) o (e,a) " = (o), Idy)

para todo x € L e todo a € Hy. Consequentemente, o (Ady(s)H) = Ady(s) e a discrepan-
cia d"(s) é 1¢ paratodo h € H etodo s € o (G/H). De acordo com o Lema 3.8, a operacao
@, : G/H x G/H — G/H definida por ((a, Id;) o H)®, ((b,Id;) o H) = (a ® b, Idg) o H
torna G/H um girogrupo a esquerda. A aplicagao bijetora
v L — G/H
a +— (a,ldg)oH

¢ um isomorfismo de (£,®) em (G/H,®,), pois ¥ (a ® b) = 1 (a) B, ¥(b) para todo a e
bem L. 0

Passamos a apresentar as iltimas definicoes. O lema que segue, é utilizado no préximo
capitulo. Observe que G é um grupo qualquer, logo estes resultados valem quando G for

um grupo de Lie.
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Definigao 3.11 Se (V,®,®) é um espacgo girovetorial quase & esquerda e (V,®) é um

girogrupo a esquerda, entao (V,®,®) é chamado espago girovetorial a esquerda.

Defini¢ao 3.12 Um girogrupo (L,®) é um girogrupo & esquerda que possui a pro-
priedade do lago a esquerda

gyrla,b] = gyrla ® b, b

para quaisquer que sejam a,b € L.

Note que o girogrupo a esquerda («f—%)), @0> jé discutido, nao é um girogrupo. De
fato, por um lado, para o1 = (2,3), 02 = (1,3) tem-se gyr(o1H:,09H;] =Ad(12). Por
OlltI‘O, (O'lHo) Dy (0'2[‘[0) = 0'10'2H0 = O'QHO. LOgO,

gyr[(alHo) Doy (UQH()) ,(TQH()] = Ad]d{1,2,3}

e consequentemente gyr(oyHy, ooHy| # gyr[(o1Hy) @, (02Hy) , 02H).
Dizemos que um girogrupo (£,®) é girocomutativo, se satisfaz a lei da girocomuta-
tividade
a® b= gyra,b|(b® a)

para quaisquer que sejam a e b € L.
A seguir, apresentamos quais condigoes sao satisfeitas para que (G/H,®,) seja um

girogrupo girocomutativo.

Lema 3.13 Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e o : G/H — G uma segao de
7:G— G/H com S =0 (G/H). Suponha que

i) S é subgrupo de G.

ii) A discrepancia 3.2 pertence a Ngeg(gHg™").

i11) o(x 'y H) = [o(xyH)]™! para quaisquer que sejam x,y € S.

iv) xyx € S para quaisquer que sejam x,y € S.

Entao (G/H,®,) é um girogrupo girocomutativo.

Demonstragao: Pelo Lema 3.8, i) e i) implicam que (G/H,®,) é um girogupo & es-
querda. Vamos mostrar que (G/H, &, ) satisfaz a propriedade do lago & esquerda e também
a lei da girocomutatividade.

Note que i) e iii) implicam a propriedade inversa do automorfismo,

So{(zH) o (yH)} = {So(zH)} ©5 {Os(yH)} (3.5)
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para x = o(xH) e y = o(yH) arbitrarios. De fato, como S é subgrupo de GG, tem-se que
Sq(o(gH)H) = [o(gH)] " H
para gH € G/H. Assim
Ool(zH) @, (yH)} = [o(xyH)| ' H
é igual a
{So(zH)} &6 {So(yH)} = o(a™ 'y H)H,
pela condigao 7).
Seja Go = L x Aut(L,®), o produto giro-semidireto do girogrupo a esquerda £ com
o giroautomorfismo Aut(L, ®). A igualdade
[(z,a) o (y.B)] " = (. 8) " o (z,0)7"
implica em,
(©8 o™ (gyrlz, ay)) ™z @ aly)), B a  (gyrlz, aly)])
= (887 (), 87" o (e (a),a™)
= (e a Haly) @ x), gyrles™ (y), e a (@) a ),
Dai, para z = a(y) obtemos

(gyrlz.z)e@z) =z @2 (3.6)

B gyrlz, 2) " = gyr[eB a7 (2),68 e  (2))8 7 a (3.7)
Essa tltima igualdade implica que
(9yrlz, 2])™" = gyr(©z, ©a (3.8)
para quaisquer que sejam z, z € L. Além disso, a propriedade inversa do automorfismo e
o Lema 3.5 nos fornece
{S(a@b)} ®gyra,bl(cc) = {S(a@b)} & {Ogyr(a, bc}
= o{(a®b) ® gyria,blc}
= ofad(bdc)}
= (©a) ®{(cb) & (cc)}
= {(©a) & ()} @ gyr[ca, Sb](Sc)

= {S(a®b)} & gyr[ca, Sb|(Ec).
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Logo,
gyrla,b] = gyr(Sa, Sb] (3.9)

para quaisquer que sejam a,b € L.

De 3.6 , 3.8 e 3.9, temos que a lei da girocomutatividade vale para qualquer girogrupo
a esquerda (£, ®) e em particular vale para (G/H,®,). Resta mostrar que (G/H,®,)
satisfaz a propriedade do laco & esquerda. Para z e y arbitrarios em S, sabemos que

h(yz) = [o(yzH)] 'yz € H. Entao,
z(yx) = z(o(yzH)h(yz)) = o(zo(yzH))h(zo(yaH))h(yz) € S.
De onde segue que, h(zo(yzH)) = [h(yz)]~'. Observe que, de 3.8 e 3.9, tem-se

(gyrlyH, «H)) ™" = (gyr[«H,yH]).
Dessa forma, sabendo que gyr{aH, bH] = Adj ) para quaisquer a,b € S temos

gyrlzH, (yH) ®; (xH)] = gyr[zH,o(yzH)H]
= Adpwo(yzm))

= Adpya) -

= [Aduw]™

= (gyrlyH,zH])™
= gyrlzH,yH].

Enquanto que,

gyrl(yH) ®, (zH),zH] = gyr[zH,(yH) ®y (zH)])™"
= (gyrlzH,yH])™"

= gyrlyH, zH].
Ou seja, (G/H, ®,) satisfaz a propriedade do lago a esquerda. Portanto, (G/H,®,) é um
girogrupo e é girocomutativo. U

Finalmente definimos um espacgo girovetorial.

Definicao 3.14 Se (V,®,®) é um espago girovetorial & esquerda e (V,®) é um girogrupo

girocomutativo, entao (V,®,®) é chamado espago girovetorial.



131

Ressaltemos que, dado um espago girovetorial (G, ®,®), a expressao a @ b ® t, com
a,be GeteR, échamada giro-reta. Essa expressao é usada posteriormente em nosso

trabalho.



CAPITULO 4

Espacos (irovetoriais de Lie

Este capitulo d4 mais sentido ao trabalho. Aqui atingimos um de nossos objetivos,
que ¢é introduzir uma estrutura de espago girovetorial de Lie em um espaco homogéneo.

A referéncia utilizada se encontra em [21], e esta é a unica que trata este assunto.

Definigao 4.1 Se G um grupo de Lie conexo, H C G é um subgrupo fechado conexo de
Geo:G/H — G é uma se¢io dem : G — G/H tal que o(G/H) é subgrupo de G. Entdo
(G/H,®,) é chamado de lago de Lie a esquerda.

Sejam G um grupo de Lie conexo, H C G um subgrupo fechado conexo de G e
o : G/H — G a secao da projecao canoénica. Suponhamos que a aplicacao exponencial

exp : g — G se restringe ao difeomorfismo
exp:Tcha(G/H)HJ(G/H). (4.1)

Como (do), : TH(G/H) — T{RLJ(G/H) ¢ um isomorfismo linear e a restricio 7 |,(/m):

0(G/H) — G/H ¢ um difeomorfismo, segue que
Texp (do), : Th(G/H) — G/H (4.2)
¢ um difeomorfismo. Para todo = em o(G/H) temos que,
v = exp(—exp () € 0(G/H)

Portanto (G/H, ®,) ¢ um lago de Lie a esquerda.

Definimos uma multiplicacao escalar por nimeros reais

®,: Rx(G/H) — G/H (4.3)

(t,exp(u)H) — t®, (exp(u)H) = exp (tu) H,

132
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para todo t € R e todo u € Tt 0(G/H). E imediato que

1®, (exp(u)H) = exp(u)H

(rs) ®q (exp(u)H) = exp(rsu)H =1 ®, (s @y exp(u)H) = s ®, (r ®, exp(u)H),

para quaisquer r, s € R e todo u € TlRGU(G/H). Como exp(v) exp(w) = exp(v+w) sempre

que v,w € T 0(G/H) comutam, entao

[r @, (exp(u) H)] @ [s @y (exp(u)H)] = (exp(ru)H) @, (exp(su)H)
= o (exp(ru)H) exp(su) H
= 7o (exp(ru) H) exp(su) H
= exp(ru)H exp(su) H
= exp(ru) exp(su)H
= exp(ru+ su)H
(

— exp((r + su)H

= (r+s)®, (exp(u)H),
para quaisquer que sejam 7, s € R e todo u € TF;O‘(G/H). Pelo Lema 3.5,

gyrlexp(u)H, exp(v) H](exp(w)H) = Adp(exp(u) exp(v)) (€xp(w)) H,
onde
h (exp(u) exp(v)) = [o(exp(u) exp(v) H)] ™" exp(u) exp(v) € H
para quaisquer que sejam u, v,w € Tlﬂia(G/H). Em particular, para r,s em R, u em
T 0(G/H) e comutando ru e su, temos

exp(ru) exp(su) = exp((r + s)u) € o(G/H) C G

onde o (exp(ru)exp(su)H) = exp(ru) exp(su) e h(exp(ru)exp(su)) = 1. Consequente-

mente,
gyr [r @y (exp(u)H) , s ®, (exp(u)H)] (exp(y)H) = gyr [exp(ru)H, exp(su)H] (exp(y)H)

= Adh(exp(ru) exp(su)) (exp(y)H)
- Adlc (exp(y)H)

= exp(y)H.
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Ou seja, gyr[r ®y (exp(u)H), s ®, (exp(u)H)| = Idg/y. Para u,v,w € TtV 0(G/H),

la

t € R, h € H e usando hexp(u)h™' = exp(huh™') demonstrado em [11], temos que

gyr lexp(u) H, exp(v) H] {t @, exp(w)H} = [Adp(exp(u) expley) (exp(tw))] H
= exp (tAdp(exp(u) exp(oy) () H
= t®, (exp (Adh(exp(u) exp(v)) (W) H)
= t @y { Adh(exp(u) exp(v)) (€xp(w)) H }

= t®q {gyr lexp(u)H, exp(v) H] (exp(w)H)}.
Diante disso, segue a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2 Seja G um grupo de Lie conexo. Considere a aplicacdo exp : g — G,

H C G um subgrupo fechado conexo e o : G/H — G a se¢do de w: G — G/H tal que
mexp(do)y : Th(G/H) — G/H (4.4)
¢ um difeomorfismo global. Entao
(exp(u)H) @, (exp(v)H) = exp(u) exp(v)H (4.5)

para quaisquer que Sejam u,v € TE}J(G/H) e 4.3 define um espaco girovetorial de Lie

quase & esquerda (G/H,®,, Q).

Observe que a lei distributiva é omitida na definicao 3.6. Vemos na préxima proposigao,
que em espagos girovetoriais de Lie quase a esquerda, esta propriedade é caracteristica

especifica das curvas integrais de campos de vetores comutativos.

Proposicao 4.3 Seja G um grupo de Lie com aplicacdo exponencial exp : g — G e
representacao fiel p : G — GL(n,R). Considere H C G um subgrupo fechado conexo e
o:G/H — G uma se¢io de 7 : G — G/H. Suponha que 4.2 é um difeomorfismo global

e considere as operacgoes 4.3 e 4.5. Entao,
t ®y lexp(u)H &, exp(v)H| = [t @, exp(u)H] &, [t ®, exp(v)H ] (4.6)
para todo t € R, se e s6 se, u,v € T{R;(I(G/H) comutam, ou seja, [u,v] = 0.

Demonstragao: De inicio note que o homomorfismo injetor p : G — GL(n,R) de

grupos induz o homomorfismo de algebras de Lie (dp);, : g — gl(n,R). Suponhamos
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que u,v € Tcha(G /H) comutam. Note que u e v sdo transformados nas matrizes U =
(dp)1,u, V = (dp)1,v respectivamente, ambas comutativas e pertencentes a gl(n,R).

Consequentemente, para todo t em R tem-se que,

exp(tu) exp(tv) = p~ ' (exp((dp)istu)) p~" (exp((dp)i,tv))
= p (exp((dp)rstu)) (exp((dp)itu))]
= p exp(tU) exp(tV))

-1 = tk k = tl l
k=0 1=0
|

= exp(t(u+v))
Dat,
[t ®qexp(u)H| By [t @y exp(v)H] = exp(tu)exp(tv)H
= exp(t(u+v))H

= 1t ®, (exp(u+v)H)
= t®, (exp(u)exp(v)H)
= 1t ®, [(exp(u)H) B, (exp(v)H)].

Reciprocamente, suponha que 4.6 aconteca. Se w = exp~! o (exp(u) exp(v)H), entao

exp(w)H = exp (exp ' o (exp(u)exp(v)H)) H
= o (exp(u)exp(v)H) H
= 7o (exp(u)exp(v)H)

= exp(u)exp(v)H.
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Denotando U = (dp)1,u, V = (dp)1,v e W = (dp);,w tem-se que,

exp(tW)I, = exp ((dp)isw)ple)
= p(exp(tw)) p(e)
= p(exp(tw)e)
= p(exp(tu) exp(tv))
= exp(tU) exp(tV),

para todo t € R e para algum e € H fixo, tal que I,, = p(e) € GL(n,R). Como a aplicagdo

exponencial de gl(n,R) é dada pela série exponencial, concluimos que

k o l " m
=0 m=0
para todo t € R. Derivando ambos os lados dessa igualdade em ¢ = 0 segue que
d [=tF .
W= - ( v ) li=0
k=0

d [t = = d (&t

= U+V.
Consequentemente,

(i) (1) £

para todo t € R. Note que

U4+ UV+VU+V? = (U

+

[\
=
N
L[4
=| %

=
N——

i

o
PO
iMe1
o

§
N——

o

> tl ; d2 > m
+ ZZﬁU =013 O%V li=0
=0 m=

= U?4+20V + V2.
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Portanto, VU = UV. Como,

U, V] = [(dphgus(dp)igv] = (dp)rglu, v] = 0,

da injetividade de (dp)1. : g — gl(n,R), tem-se que [u,v] = 0. m

Nosso objetivo agora é estudar métricas em GG/H para as quais G age por isometrias.
Essas métricas sao chamadas invariantes. As préximas defini¢oes, servem de suporte na

demonstracao do lema que as segue.

Definicao 4.4 Se f: M — N é uma aplicacao diferencidvel da variedade M na variedade

N, e g é uma métrica riemaniana em N, entdo a métrica f*g dada por

(f*9) (up, vp) = g ((df ) ptip, (df )pvyp)

para quaisquer que sejam u,,v, € T,M e para todo p € M, é chamada pull-back de g

por f.

z

Defini¢ao 4.5 1) Uma métrica riemaniana g em uma variedade M é invariante sobre
um difeomorfismo f: M — M , se o pull-back f*g coincide com g.

2) Uma métrica riemaniana g €é invariante ou G-invariante com respeito ao grupo
G ={p: M — M; ¢ difeormorfismo}, se g é invariante sobre qualquer elemento de G.
3) Uma métrica riemaniana g sobre lago de Lie a esquerda (G/H, ®,), se diz ®,-invariante
a esquerda, se g é invariante sobre as translagoes & esquerda L.y : G/H — G/H, dadas

por Loy (xH) = (aH) ®, (zH), para todo aH € G/H.

Lema 4.6 Seja (G/H,®,) um lago de Lie a esquerda associado com a se¢io o : G/H —
G den: G — G/H tal que, o(G/H) é subgrupo de G e g é uma métrica riemaniana
em G/H. Entao, g é G-invariante a esquerda, se e s6 se, g é @ -invariante & esquerda

e Ad(H)-invariante.

Demonstragao: Se g é invariante por G-multiplica¢oes & esquerda em G/H, entdo, g é

@,-invariante a esquerda e Ad(H )-invariante. De fato,
Lop(xH) = (aH) ®, (tH) = o(aH)xH
atua como uma multiplicacao a esquerda por o(aH) € G, e

Ad,(zH) = Ady,(z)H = hoh™'H = haH
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atua como uma multiplicagao & esquerda por h € G. A reciproca é andloga. O

O préximo resultado, que estd embutido em virias demonstracoes, tem mais sentido

quando definimos uma se¢ao curvada nao positivamente.

Proposicao 4.7 Sejam G um grupo de Lie conexo comexp : g — G e M C G uma
subvariedade completa e simplesmente conexa. Entao sao equivalentes:

i) exp : T{RGM — M é um difeomorfismo global.

1) M possui curvatura seccional nao positiva com respeito a toda métrica g em G que é
G-invariante & esquerda.

i1i) M possui curvatura seccional nao positiva com respeito a alguma métrica g em G que

¢ G-invariante o esquerda.

Demonstragao: Ver Proposicao 1.2 em [20]. O

Definicao 4.8 Sejam G um grupo de Lie conero e H C G subgrupo fechado conero. A
se¢cio 0 : G/H — G de 7 : G — G/H se diz curvada nao positivamente se a imagem
o(G/H) C G é uma subvariedade completa e simplesmente conexa com uma curvatura

seccional nao positiva, com respeito a alguma métrica G-invariante em G.

Vale ressaltar que, as se¢oes curvadas nao positivamente em um grupo de Lie, permitem
uma multiplicacao escalar, obtendo-se assim um espaco girovetorial de Lie quase a es-
querda. Neste contexto, o coroldrio seguinte, mostra ainda que, as métricas G-invariantes
a esquerda no espaco homogéneo G/H, faz com que as geodésicas sejam giro-retas e os

giradores de Thomas, isometrias.

Coroldrio 4.9 Seja (G/H,®,, ®,) um espago girovetorial de Lie quase & esquerda asso-
ciado com a se¢ao o : G/H — G curvada nao positivamente, e seja g métrica em G/H ,
G-invariante a esquerda. Entao

i) A g-geodésica vy, ,(t) que passa por v,,(0) = a e v,,(1) = b, coincide com a giro-reta

Yap(t) = a Bo {t @5 (Soa S0 )}, (4.7)
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para todo t € R.

i1) Os giradores de Thomas gyr|a,b] sao isometrias de g para quaisquer que sejam a,b em

G/H.

Demonstragao: i) De acordo com o Teorema [V.3.3(iii) de [11], para todo u € g, a
g-geodésica em e = H € G/H tangente a (dr);,(u) € Ti(G/H) ¢ exp(tu)H, onde t € R.
Em particular, para quaisquer a,b € G/H e u = exp ' 0(S,a &, b) € T1. 0(G/H), as
curvas t ®, (6,04 ®, b) = t ®, (exp(u)H) = exp(tu)H sao g-geodésicas para todo t em
R. Do Lema 4.6 tem-se que g é uma métrica &, -invariante & esquerda. Dessa forma,
as translagoes a esquerda L, : G/H — G/H dadas por L,(z) = a &, x sdo isometrias e
transformam as geodésicas t ®, (O,a B, b) na geodésica 4.7 com 7,,(0) = a B, H = a
e Yap(1) = a @5 (S50 ©, b) = b. Reciprocamente, se v,, : R —G/H é uma g-geodésica
que passa por 7,,(0) = a e 7,,(1) = b, entao u(t) = Lo,a(7,,(t)) ¢ uma g-geodésica
passando por u(0) = H e pu(1l) = 6,a @, b. Desde que a métrica g em G/H é completa e

curvada nao positivamente, a geodésica p é unica, entao
fu(t) = 650 @y 74, (t) = exp (texp ™' 0(0ya By b)) H =t @, (Sya By b)

e segue o desejado.

i1) No Lema 3.5 b) temos que para quaisquer que sejam a,b € G/H, os giradores atuam
como conjugacoes por h(ab) = [o(a ®, b)] " o(a)a(b) € H. Por um lado, pelo Lema 4.6,
a métrica g em GG/H é Ad(H)-invariante. Dessa forma, as conjugagoes por H, e em par-

ticular os giradores gyr[a, b] sdo isometrias de g. O

Coroldrio 4.10 Suponha que G/H é um espago homogéneo com métrica g G-invariante
a esquerda e (G/H,®,,®,) é um espago girovetorial de Lie quase & esquerda, associado

com a se¢ao o : G/H — G curvada nao positivamente de m: G — G/H. Seja

N

1]l = [ge ((dm)1 exp™" o(x), (dm)1, exp™ o(x))] (4.8)

para todo x € G/H. Entdo, para quaisquer que sejam x,y € G/H e para todo t € R,
tem-se que:
i) d(z,y) =[Sz @yl -

i) ||z|| > 0 com ||z|| = 0 se, e somente se, v =e = H.
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i) [[t @ x| = [t} [l]| -
w) lz @yl < =]l + [lyll-
v) llexp (exp~t o(z) + exp~to(y)) H| < [[z]| + [[y]-

Demonstragao: i) De acordo com o Lema 4.6, as translagoes a esquerda Lg_, : G/H —
G/H dadas por Lg,.(y) = ©sr B,y sdo isometrias da métrica g G-invariante a esquerda.
Portanto,

d(z,y) = d(e, Sox By y)
para quaisquer que sejam z,y € G/H. Dessa forma, se mostrarmos que
d(e, ) = ||z
para todo x € G/H, teremos o desejado. Pelo Corolario 4.9 7) temos que
Y(t) =t ®; x =exp (texp ' o(z)) H

é a unica geodésica que passa por 7(0) = e = H e y(1) = z. Pela definigdo de geodésica,
o campo de vetores tangentes d%v(t) é paralelo ao longo de si mesmo, de modo que os

comprimentos
d d d d
e (70 50) = a0 (5900 Lo 28 o
= g ((dﬂ')lG exp ! o(x), (dr), exp ! a(a:))

sdo constantes para todo ¢t € [0,1]. Conseqiientemente, sabendo que disténcia d(e, z) é

igual ao comprimento do segmento da geodésica y(t) em t € [0, 1], temos que

e = [ [ (B0, 2)]

= [9e ((dm)1g exp™t o(2), (dm)ig exp™t o(2))] : /0 dt

=l

i1) Pela defini¢do de métrica riemaniana, a restri¢ao de g. ao espago tangente na origem,

¢ uma forma bilinear positiva definida
ge : THG/H) x T*(G/H) — R.

Portanto g.(£,€) > 0 para todo & € TX(G/H) e g.(¢,€) = 0, somente quando & = 0.

Tomando ¢ = (dr);, exp ' o(x) para x € G/H arbitrdrio, temos ||z|| > 0 com ||z| = 0,
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se e somente se, z = 0 exp(do).£ = ot exp(do).0 = o texp(0) = 07! (1g) = e = H.
iii) Dados t € R e x € G/H temos que t @, x = exp (texp 'o(x)) H. Como g.( , ) é

bilinear, concluimos que

It @l = [g (Hdm) exp~ o(x), Hdm)r, exp o(2))]*
= [2g. ()1 exp~' o (x), (dr)y, exp~ o())] 2
= [t|[|=]].

iv) A desigualdade triangular para distancia, nos fornece
d(Sox,y) < d(Sox,€) +d(e,y),

para quaisquer que sejam z,y € G/H. Dessa forma, por i) e S, = (—1) ®, x, podemos
escrever d(©,2,y) = ||z ®, yl|, d(Sx,e) = ||z|| e d(e,y) = ||ly||. Portanto, segue o dese-
jado.

v) No espago vetorial com produto interno (TX(G/H), g.), temos a desigualdade triangu-

lar,

N[
SIS
SIS

[9e(§+m, &+ )7 < [96(8, €)% + [ge(n, )]
para £ e 1) tomados arbitrariamente em TX(G/H). Se

€= (dm)i, exp to(r) e n= (dm)1, exp o (y),

entao

ol

[9e ((dm)1g(exp™" o(x) +exp™t o (y)), (dm)ig(exp™ o(x) +exp™to(y)))]” < [lz] + [lyll.

Aplicando omexp(¢) = omo(exp(¢{)H) = o(exp(¢)H) = exp({) ao vetor tangente ( igual

aexp 'o(r) +exp to(y), temos

(dm)1,(exp ' o(z) + exp ' o(y)) = (dr)i, exp o [exp (exp ' o(z) + exp ' o(y)) H] .
Usando 4.8, obtemos o desejado. U
Este resultado mostrou principalmente, que a distancia associada & origem é uma

norma e que esta norma, satisfaz a desigualdade triangular, que aqui chamamos de de-

sigualdade girotriangular.
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Na sequéncia, definimos girogrupo de Lie a esquerda e posteriormente, mostramos que
(G/H,®,) é um girogrupo de Lie a esquerda e é isomorfo a qualquer outro girogrupo de

Lie a esquerda.

Defini¢ao 4.11 Um girogrupo & esquerda (L, ®) é dito um girogrupo de Lie a es-

querda, se o conjunto L é uma variedade diferencidvel e as aplica¢des

G: LxL — L e: L —- L
(a,b) — a®b a — ©a

sao diferencidvers.

Coroldrio 4.12 Se G é um grupo de Lie conexo, H C G um subgrupo fechado conexo e
o:G/H — G é uma se¢ao da projecdo canoénica, entao

i) (G/H,®,) é um girogrupo de Lie & esquerda.

it) Todo girogrupo de Lie & esquerda (L,®) é isomorfo ao girogrupo de Lie a esquerda

(G/H,&,).

Demonstragio: i) E imediato, pois G//H ¢ uma variedade diferenciavel e @, e ©, sao
aplicagoes diferencidveis.

i1) Seja (L,@) um girogrupo de Lie a esquerda arbitrario. Afirmamos que o grupo
Aut(L,®) é um subgrupo fechado do grupo de Lie de difeomorfismos £ — L. De fato, é
claro que, Aut(L, ®) é subgrupo do grupo de difeomorfismos £ — L. Seja f,, € Aut(L, D).
Como f(a®b) = lim f,(a®b) = lim(f,(a) ® f,(b)) = lim f,(a) & lim f,,(b) = f(a) & f(b),
segue o desejado. Portanto, do Teorema de Cartan segue que Aut(L,®) é um grupo de
Lie. Note que, as translagoes a esquerda L, : L — £ com a € L sao difeomorfismos tal
que os giradores gyrla,b] € Aut(L,®) para quaisquer que sejam a,b € L. Repetindo a
demonstragao da Proposigao 3.10, construimos o grupo G = £ X Hy, com Hy € Aut(L, D)
contendo todas os giradores gyr|a,b]. As operagoes 3.3 e 3.4 sao diferencidveis em todos
os argumentos. Assim, G é um grupo de Lie e H = {(e,); « € Hp} é subgrupo de G.
Entéo o : G/H — G dada por o((z,a) o H) = (x,Id;) ¢ uma secao de 7 : G — G/H e

Y L — G/H
r +— (x,1dg)oH

mostra que, (£, @) é isomorfo ao girogrupo de Lie & esquerda (G/H, &, ). O
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Estabelecemos agora condigoes para que, (G/H, ®,,®,), seja um espago girovetorial

de Lie a esquerda com respeito as operagoes 4.3 e 4.5.

Coroléario 4.13 Sejam G um grupo de Lie conexo, H C G um subgrupo fechado conexo
com dlgebra de Lie h e 0 : G/H — G uma se¢ao curvada nao positivamente de m : G —
G/H com

[h, T 0(G/H)] C Tt.0(G/H).

Entio (G/H, ®,,®,) € um espago girovetorial de Lie a esquerda com respeito as operagoes

4.3 e 4.5.

Demonstragao: De acordo com a Proposi¢ao 4.2, (G/H, ®,, ®,) ¢ um espago girovetorial
de Lie quase a esquerda. Note que, todo h € H é da forma h = exp(¢) para algum (nao
necessariamente o unico) & € h. Como o é curvada nao positivamente, para algum
x € S = o(G/H) existe um tnico v = exp™'(z) € T}, 0(G/H) com x = exp(u). Por

hipétese, T7:.0(G/H) ¢é ad(§)-invariante para todo £ € h e em particular, ad(§)(u) esta

1G

em T} 0(G/H) para todo mimero k natural e todo u em T 0(G/H). Consequentemente,

Ady(z) = Ady (exp(u))

= exp (Adx(u))
= exp (Adexp(e) u))
= exp (exp (ad(&)(u)))

= exp (Z W) € exp (T1,0(G/H)) = 0(G/H).

k=0

Em outras palavras, o (Ad,(z)H) = Ad,(x) e a discrepancia definida em 3.2 ¢é igual a 14
para todo h € H e todo = € o(G/H). Aplicando o Lema 3.8, concluimos que (G/H, &,)
é um girogrupo de Lie & esquerda. Portanto (G/H,®,,®,) é um espago girovetorial de

Lie a esquerda. 0

Antes de verificarmos quando (G/H, ®,,®,) € um espago girovetorial de Lie com as

operagoes 4.3 e 4.5, precisamos da defini¢ao seguinte:
Definicao 4.14 Uma anti-involugcao é uma bijecio 7 : G — G com
?=1Idg e 7(ab) =7(b)7(a)

para quaisquer que sejam a,b € G.
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Corolario 4.15 Sejam G um grupo de Lie conexo, H C G um subgrupo fechado conexo
com dlgebra de Lie hy e 0 : G/H — G uma se¢ao curvada nao positivamente de m : G —
G/H. Suponha que S = o(G/H) e que valem

a) [b, TES] CTE.S

b) [T{R;S,T{R;S} Ch

¢) Existe uma anti-involu¢io 7 : G — G, cujo o conjunto dos pontos fixos de T, é dado
por Fiz(t) = S.

Entao, as operagoes 4.3 e 4.5 tornam G /H um espago girovetorial de Lie.

Demonstragao: Pelo Corolario 4.13, a se¢do o : G/H — G curvada ndo positivamente
sujeita a condigdo a) determina o espaco girovetorial de Lie a esquerda (G/H,®,, Q).
Resta mostrar que (G/H,®,) é girocomutativo. Isso é possivel mostrando-se que as
hipéteses implicam nas condigoes iii) e iv) do Lema 3.13.

Primeiramente, observe que a) e b) implicam #iz). De fato, para quaisquer que sejam
uw € TS existe um tnico w € TS, tal que o (exp(u)exp(v)H) = exp(w). Assim,
exp(—w) exp(u) exp(v) € H. Recordemos que a aplicagdo de Campbell-Hausdorff F :
g X g — g definida por exp(z) exp(y) = exp(F(z,y)) para z,y € g, é dada pela série

f(l'ay) = Z

m,kil;

_1ymtkiAh Atk g Alm g Em L L g qi g dFr L
(—1) mimad,mady™ - - ad, adyt T ()

m(ky+1l 4+ kL) Lk - 1!

onde m é um nimero natural e k; e [; sao inteiros positivos com k; +[; > 0. Cada um dos
termos ad;madﬁm e ad;1 ad®~!(z) tem grau total ky + Iy + - - + Ky, + I, com respeito a
x e y. Vamos denotar por [F(—w,F(u,v))], a soma dos termos de F(—w, F(u,v)) com
grau par e similarmente [F(—w, F(u, v))], denotara a soma dos termos de grau fimpar. As
condigbes a) e b) implicam que [F(—w, F(u,v))], € b e [F(—w, F(u,v))]; € TE,S para

quaisquer que sejam u,v € w em 1 {R; S. Dessa forma,
f(—w,]:(u,v)) - [f(_w7f<u7v))]0 + [f(_w7f<u7v))]1 S ba

se, e somente se, [F(—w,F(u,v))]; = 0. Se isso acontecer, entao os sinais de u,v e w

mudariam simultaneamente, ou seja

[:F(waf-(_u’ _U))]O = [J’T(_w’f(u’v))]o e
[F(w’f(_u’ _U))]l = _["f(_w>]:(u7v))]1 = 0.
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Entao, se F(—w,F(u,v)) € b segue que F(w,F(—u,—v)) € h. Equivalentemente,
exp(—w) exp(u) exp(v) € H ¢é suficiente para que exp(w) exp(—u) exp(—v) € H. Assim
o (explu) exp(e) H)] ™" = [exp(w)] ™ = exp(—w)

para quaisquer que sejam u,v € TfR;;S. Como o (exp(—u)exp(—v)H) = exp(—w), entao
o item 7ii) segue do Lema 3.13.
Afirmamos agora que c) implica em iv) do Lema 3.13. De fato, se Fiz(r) = S, entao

quaisquer z,y € S satisfaz

T(xyz) = 7(2)1(y)7(2) = 292 € S.

Sejam GG é um grupo de Lie semisimples nao compacto e K C GG um subgrupo compacto

maximal com & &dlgebra de Lie €. Pela representacao adjunta fiel

ad: g — glg)
X - ad(X): g — g
Y — ad(X)(Y)=[X,Y],

introduzimos a forma bilinear nao-degenerada
B: gxg — g

(X,)Y) — B(X,Y)=tr(ad(X)ad(Y))
e consideremos o complemento ortogonal

p={X €g: tr(ad(X)ad(t) =0}
de £. Uma &lgebra de Lie de G pode ser decomposta na soma direta,

g=p+¢

chamada decomposi¢cao de Cartan, associada com a involucao de Cartan

0: g=p+t — g=p+¢t
U+A) — U+A)=-U+A

para todo U € p e todo A € £. Pelo Lema VI.1.2. em [11], a forma bilinear

By: gxg — R
(X,)Y) — By(X,Y)=—-B(X,0(Y)) = —tr(ad(X)ad(6(Y)))
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é simétrica e positiva definida. A métrica G-invariante a esquerda em G, restrita a T{REG =
g coincide com By, e é chamada de Forma de Killing de G. O espa¢o homogéneo G/K
é um espaco simétrico riemaniano do tipo nao compacto associado a G. A estrutura
riemaniana em /K ¢é dada pela métrica g, G-invariante a esquerda, com 7*g, = By.
Afim de justificarmos a presenca de uma estrutura de espaco girovetorial de Lie no

espago simétrico riemaniano do tipo nao compacto, introduzimos o seguinte coroldrio:

Corolario 4.16 Seja G um grupo de Lie semisimples nao compacto, com aplica¢do ex-
ponencial exp : g — G e decomposicio de Cartan g = p + €. Entdo, o espago simétrico

riemaniano G /K do tipo nao compacto, admite uma se¢io curvada nao positivamente

c: G/K — G
exp(U)K +— exp(U),

para todo U € p = T{R;U(G/K) e quando associado as operacoes 4.3 e 4.5 determinam

um espago girovetorial de Lie (G/K, @y, Q).
Demonstragao: De acordo com o Lema IV.1.1 #ii) em [11], a composigao
mexp:p — G/K
da aplicagao exponencial exp : p — S = exp(p) C G e a projegao candnica
75— SK/K =G/K,
é um difeomorfismo global. Consequentemente,
G/K ={mexp(U) = exp(U)K;U € p}.

E claro que o estd bem definida. De fato, se exp(U)K = exp(V)K para quaisquer que
sejam U,V € T} 0(G/K), entao exp(U)K = mexp(U) = mexp(V) = exp(V) K. Assim,

exp(U) = o(exp(U)K

ou seja, o (exp(U)K) = o (exp(V)K). As restricoes exp |,, m |s sdo difeomorfismos,

entdo o = exp(mexp)~! ¢ um difeomorfismo global de G/K em o(G/K) = exp(p) = S,



147

com mo = (mexp)(mexp) ' = Idg/k e 0(K) = exp(0) = 1lg. Em outras palavras,
0:G/K — G éasegaoden:G— G/K. Além disso, a aplicacdo exponencial de G se

restringe ao difeomorfismo global
exp:p:TiR;S—nS’.

Logo ¢ ¢é curvada nao positivamente.

Sabendo que as inclusoes

EplCp e [pp/CE

sao propriedades conhecidas da decomposicao de Cartan, note que, pelo Corolario 4.15,
estas inclusdes implicam no item (¢ii) do Lema 3.13. Dessa forma, devemos mostrar o
item (iv) do Lema 3.13, justificando assim que (G/ K, ®,) é um girogrupo girocomutativo.
A involugao de Cartan 0 : g — g dada por (U + A) = U+ A, comU €pe A€t éum

homomorfismo de dlgebras de Lie, que d4 origem ao homomorfismo de grupos
©: G=exp(p)K — G
(exp(U)k) = exp(=U)k

para todo U € p e todo k € K. Mostremos que, se g é o tnico elemento de G com
O(g) = g7, entao g € S = exp(p). Disso seguird que, para quaisquer que sejam z,y € S,
teremos

O(zyz) = O(x)O(y)O(x) = 2~y '™t = (wyx) ",
ou seja, zyx € S. De fato, se g = exp(U)k € sujeito a
exp(~U)k =0(g) =g ' = k™" exp(-U),

entdo, k = exp(U)k ' exp(—U) € K N Adexp)(K). E isso implica que k = 1¢. Assim,
g = exp(U) € S. Portanto, (G/K,®,) ¢ um girogrupo girocomutativo e consequente-

mente (G/K, ®,,®,) é um espaco girovetorial de Lie. O

Espera-se que a teoria apresentada aqui ainda possa ser desenvolvida de modo a con-

tribuir em outros trabalhos.
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