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Resumo

Neste trabalho tratamos de grupos de Lie com métricas intrinsecas invariantes a es-
querda. Definimos métricas de Finsler invariantes a esquerda e métricas de Carnot-
Carathéodory em distribui¢oes completamente nao-holonomicas, e chamamos a ver-
sao Finsler destas ultimas de métricas de Carnot-Carathéodory-Finsler. O objetivo
principal deste trabalho é provar que toda métrica intrinseca invariante a esquerda
em um grupo de Lie é uma métrica de Carnot-Carathéodory-Finsler. Estudamos
também em que condigoes as métricas intrinsecas invariantes a esquerda sao de
Finsler, mostrando que as métricas para as quais essa condicao ¢é satisfeita sao ca-
racterizadas pela retificabilidade dos subgrupos a 1-parametro do grupo de Lie.

Palavras-chave: Grupos de Lie, Métricas Intrinsecas, Métricas de Carnot-Carathéodory,
Métricas de Finsler, Geometria subriemanniana.
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Abstract

In this work we deal with Lie groups with left-invariant intrinsic metrics. We de-
fine left-invariant Finsler metrics and Carnot-Carathéodory metrics in completely
nonholonomic distributions, and we call the Finsler version of the latter metrics by
Carnot-Carathéodory-Finsler metrics. The main objective of this work is to prove
that all left-invariant intrinsic metric in a Lie group is a Carnot-Carathéodory-Finsler
metric. We also study conditions under which the left-invariant intrinsic metrics are
Finsler, showing that the metrics that satisfy this condition are characterized by
rectifiability of one-parameter subgroups of the Lie group.

Key-words: Lie groups, Intrinsec metrics, Carnot-Carathéodoy metrics, Finsler me-
trics, Subriemannian geometry.
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Introducao

No Capitulo [I| tratamos das métricas intrinsecas, que basicamente sao métricas que provém
de uma estrutura de comprimento, isto é, de uma estrutura que, respeitando uma série de
propriedades, “mede” o comprimento de curvas num espago topoldgico. Aproveitando o ensejo
do carater bastante geométrico da estrutura de comprimento apresentamos a no¢ao de angulo
no sentido de Alexandrov num espaco métrico. A grosso modo, o problema da existéncia do
angulo no sentido de Alexandrov estd intimamente relacionado ao problema de determinar se
uma métrica de Finsler é Riemanniana.

Ainda sao apresentados conceitos e resultados considerados basicos ao escopo do trabalho
e que serao amplamente utilizados posteriormente. De forma sucinta apresentamos defini¢oes
de variedade Riemanniana, campos de vetores e colchete de Lie, grupos e dlgebras de Lie,
distribuicoes e acoes de grupos que sao as ferramentas centrais de nosso estudo. Outro tépico
importante que tratamos é a a série de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH, chamada por alguns
autores apenas como série de Campbell-Hausdorff).

No Capitulo [2] sdo feitos alguns cdlculos com a série de Baker-Campbell-Hausdorff que sao o
prelidio para uma sequéncia encadeada de lemas que sao demonstrados, culminando no impor-
tante Lema [2.11] Este lema relaciona a estrutura métrica, mais precisamente as bolas abertas
do grupo topoldgico localmente compacto e completo com a estrutura de grupo.

No capitulo [3] estudamos variedades munidas com distribui¢oes completamente nao-holoné-
micas, e com uma métrica sub-riemanniana. Apresentamos o Teorema de ball-box, que nos da
uma descricao qualitativa das bolas sub-riemannianas. Como consequéncia temos o Teorema
de Chow, que estabelece que dados dois pontos em uma variedade sub-riemanniana conexa
conforme descrito acima, existe um caminho horizontal C! por partes, que liga esses pontos.
Na sequéncia do capitulo é definida métrica de Carnot-Carathéodory e a sua versao Finsler. E
também provado o Teorema que tem o seguinte enunciado:

Teorema. Sejam G um grupo de Lie conexo, Lo um subespaco vetorial da dlgebra de
Lie g, que gera g, Fy uma norma arbitraria em Ly e 8 : TG — g a aplicacdo definida por
0(p,v) = dL,-1(v). Entio a formula

dmmzyl%wxmw, 1)

onde o infimo € tomado sobre todos os caminhos horizontais continuamente diferencidveis por



Introdugao 2

partes X = X(t), 0 <t <1, em G ligando g e h, define uma métrica (Carnot-Carathéodory-
Finsler) intrinseca invariante a esquerda em G que é compativel com a topologia de G.

No Capitulo [] provamos que para um grupo de Lie conexo com métrica intrinseca invariante
a esquerda existe um subespaco da algebra de Lie deste grupo e uma norma nesse subespaco de
forma que a métrica, definida pela férmula , coincide com a métrica inicial. Além disso essa
correspondéncia entre métricas intrinsecas invariantes a esquerda e os pares (Lg, Fp), onde Lg é
um subespaco que gera a algebra g e Iy é uma norma em Lg, é uma bijecao. E provado também
o Teorema que da uma condigao suficiente para que toda métrica intrinseca invariante a
esquerda num grupo de Lie conexo seja de Finsler.



Capitulo

Preliminares e Definicoes

1.1 Estrutura de comprimento

No que segue indicamos [2] como referéncia principal. Trataremos de métricas intrinsecas,
mas antes disso é preciso entender a estrutura por tras disso.

Uma estrutura de comprimento em um espaco topolégico X consiste em uma classe de
caminhos admissiveis em X para os quais ndés possamos medir seu comprimento, e o comprimento
em si é uma correspondéncia atribuindo um nimero nao negativo para cada caminho da classe.
Tanto a classe quanto a correspondéncia tém que possuir varias propriedades naturais.

Lembrando que em nosso contexto um caminho v em um espago topolégico X é uma aplica-
¢ao continua v : I — X definida em um intervalo / C R. Por um intervalo entendemos qualquer
subconjunto conexo da reta real (ele pode ser aberto ou fechado, finito ou infinito, e um ponto
¢ considerado um intervalo).

Definigao 1.1 (Estrutura de comprimento). Uma estrutura de comprimento em um espago to-
pologico X € uma classe A de caminhos admissiveis, que € um subconjunto de todos os caminhos
continuos em X, junto com uma aplicagiao £ : A — Ry U {oo} que é chamada comprimento do
caminho. A classe A deve satisfazer as sequintes condigoes:

1. A classe A € fechada para restrigoes: Se v : [a,b] — X é um caminho admissivel e
a<c<d<b, entdo a restrigio 7y |,q de vy ao intervalo [c,d] € também admissivel.

2. A ¢é fechada para concatenagoes (produto) de caminhos. A saber, se um caminho 7y :
[a,b] — X € tal que as restrigoes v1, 7o para [a,c| e [c,b] sao ambos caminhos admissiveis,
entdo v também o €. (Lembrando que vy € chamada o produto ou concatenagao de vy € s,

Y =70 72)-

3. A é fechada para (pelo menos) reparametrizacoes lineares: para um caminho admissivel
v : la,b] = X e um homeomorfismo ¢ : [c,d] — [a,b] da forma ¢(t) = at+f, a composicio
vop(t) =~(p(t)) é também um caminho admissivel.

Exigimos que € possua as sequintes propriedades:
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1. Comprimento de caminhos € aditivo: (7 |jap) = €V ljag) + 0V |icp) para qualquer
c € la,b).

2. O comprimento de um pedago de um caminho depende continuamente do pedaco. Mais
formalmente, para um caminho v : [a,b] — X de comprimento finito, denote por £(~y, a,t)
o comprimento da restri¢ao de v : [a,b] — X para o segmento |a,t]. Exigimos que {(v,a, -)
seja uma fungao continua. (Observe que a propriedade anterior implica que €(vy,a,a) = 0.)

3. O comprimento € invariante por reparametrizacoes: {(y o @) = £(7y) para um homeomor-
fismo linear .

4. FExigimos que a estrutura de comprimento concorde com a topologia de X no sequinte sen-
tido: para uma vizinhanga U, de um ponto x, o comprimento de caminhos conectando x
com 0s pontos do complementar de U, € limitado inferiormente por um niumero estrita-
mente positivo:

inf{{(7) | v(a) =z, 7(b) € X\ Uz} > 0.

Adotaremos a notagao £(7, a, b) introduzida acima. Se vy : I — X é um caminho (admissivel)
e [a,b] C I, onde a < b, denotamos por £(,a,b) o comprimento da restricao de v a [a, b], isto
¢, £(v,a,b) = £(7 |jap). Adicionalmente definimos ¢(v,b,a) = £(7, a,b). Esta convencao implica
que £(v,a,b) = €(vy,a,c) + £(v,c,b) para todos a, b, ¢ € I.

Tendo em maos uma estrutura de comprimento é possivel definir uma métrica no espaco
topoldgico X associada a essa estrutura. Vamos assumir sempre que o espaco topoldgico X no
qual estamos considerando a estrutura de comprimento seja um espaco de Hausdorff. Assim,
dados dois pontos z, y € X definimos a distancia d(x,y) entre eles como sendo o infimo dos
comprimentos de caminhos admissiveis conectando esses dois pontos:

de(z,y) = inf{l(y) | v:a, 0] = X,v € A,v(a) = z,7(b) = y}.

Se estiver claro no contexto qual a estrutura de comprimento ¢ que da origem a d,, usualmente
omitimos o £ na notagao dy.

Proposicao 1.2. (X,d,) € um espago métrico.

Demonstracao. 1. dy(x,z) = 0 para todo = € X;
De fato, para qualquer caminho 7 : [a,b] — X, v € A, temos

U(v,a,b) = (v, a,c) + £(y,c,b) Ve € [a,b]
Tomando, em particular, ¢ = a, temos
((y,a,b) = l(v,a,a) + £(v,a,b) = {(y,a,a) =0

Logo, dy(z,x) = 0.
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2. dy(x,y) > 0 para quaisquer x,y € X, com = # y;
Se x # y, por X ser de Hausdorff, existe uma vizinhanga U, de x tal que y ¢ U,. Como /¢
concorda com a topologia de x,

inf{{(y) | v € A,v(a) =2,7(b) € X\ U} >0,

donde
inf{l(y) | v€ A,v(a) =2,79(b) =y} >0 = dy(z,y) > 0.

3. de(x,y) = dy(y, ) para quaisquer x,y € X;
De fato, considere o homeomorfismo linear ¢ : [—b, —a| — [a, b] onde p(t) = —t.
Se 7 : [a,b] — X é um caminho que liga = a y, entdo v o ¢ é um caminho que liga y a , e
como /¢ é invariante por reparametrizagoes lineares, entao £(y) = ¢(yo ). Logo é imediato
que do(x,y) = dy(y, ).

4. dy(, 2) < dy(x,y) + di(y, 2), para quaisquer z,y,z € X;
Para simplificar a notagao, indiquemos por 7 : x <+ y uma curva = que ligue x a y.
Suponha, por absurdo, que dy(z, z) > d¢(x,y) + dy(y, z) para alguns x,y, z € X. Entao

inf{l(y) | yeAy:z ez} >inf{l(y) | me€ Az y}

+inf{l(12) | €Ay 2}
=inf{l(n) +4() | nE€EAN Ty, RE AR Y 2}
=inf{l(y-7) | n-ne€ANn -z y o2}
=inf{l(y) | y€ A vz <y 2},

o que é um absurdo, pois o conjunto das curvas admissiveis que ligam z a z contém o
conjunto das curvas admissiveis que ligam x a z passando por y.
|

Note que d; nao é necessariamente uma métrica finita. Por exemplo, se X é uma uniao
desconexa de duas componentes, nao ha caminhos continuos que podem ir de uma componente
para a outra e portanto a distancia entre pontos das diferentes componentes é infinita. Por
outro lado, podem haver pontos tais que existam caminhos continuos os conectando mas todos
tenham comprimento infinito. Diz-se que dois pontos z, y € X pertencem a mesma componente
de acessibilidade se podem ser ligados por um caminho de comprimento finito.

Proposicao 1.3. Caminhos admissiveis de comprimento finito sao continuos com respeito a

(X, dy).

Proposicao 1.4. A topologia determinada por d, € mais fina do que a de X : qualquer conjunto
aberto em X € aberto em (X, dy) também.

Definicao 1.5. Uma métrica que pode ser obtida como a fun¢ao distancia associada a uma
estrutura de comprimento € chamada de métrica intrinseca. Um espaco métrico do qual a
métrica € intrinseca ¢ chamado de espaco métrico intrinseco.
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Nem toda métrica pode ser originada de uma métrica intrinseca. Mesmo se (X,d) é um
espago métrico intrinseco e A C X, a restricao de d ao conjunto A nao é necessariamente
intrinseca. Por exemplo, considere a esfera unitéria S' em R2. Temos que a métrica usual em
R? restrita & S* difere da métrica intrinseca de S'. Tomando pontos antipodais z,y € S! a
distancia euclidiana entre eles é 2, enquanto a distancia entre os mesmos na métrica intrinseca
(associada a estrutura de comprimento usual) é 7, j4 que o comprimento do menor caminho em
St que liga pontos antipodais tem comprimento .

Definicao 1.6. Uma estrutura de comprimento é dita completa se para quaisquer dois pontos
x,y existe um caminho admissivel ligando-os cujo comprimento € igual a dy(x,y); em outras
palavras, uma estrutura de comprimento é completa se existe um caminho minimo ligando cada
dois pontos.

Meétricas intrinsecas associadas com estruturas de comprimento completas sao ditas estrita-
mente intrinsecas.

Definicao 1.7. Um ponto z € X € chamado ponto médio entre os pontos x e y num espaco
métrico (X,d) se d(z,z) = d(y, z) = 3d(z,y).

Lema 1.8. Se d é uma métrica estritamente intrinseca, entdo para quaisquer dois pontos x,y
existe um ponto médio z.

Demonstra¢ao. O comprimento de um caminho mais curto v : [a,b] — X entre x e y é £(v) =
d(z,y). Denotamos £(t) = €(Va,q). Como ((t) é continua em t e £(0) = 0, existe ¢ € [a,b] tal
1

que £(c) = 5£(b). Agora escolhendo z = (c) e lembrando que o comprimento de um caminho

nunca é menor que a distancia entre seus pontos inicial e final vem logo que d(z, z) = d(y, z) =
%d(a:, Y). [ |

1.2 Estrutura de comprimento induzida

Podemos ainda induzir uma estrutura de comprimento caso ja tenhamos uma métrica.

Defini¢ao 1.9. Seja (X, d) um espagco métrico e v um caminho em X, isto é, uma aplicagdo
continua 7y : [a,b] — X. Considere a particio Y de [a,b], ou seja, uma cole¢ao finita de pontos
Y ={vo,...,yn} tais que a =y < y1 <y < --- <ynx =b. O supremo das somas

N

5(Y) = Z d(y(Yi-1),7(i))

i=1

sobre todas as particoes Y € chamado o comprimento de~y (com respeito a métrica d) e denotado
por Lq(y). Uma curva € dita retificavel se seu comprimento € finito.

A estrutura de comprimento induzida pela métrica d € definida como seque: Todos os ca-
minhos continuos (parametrizados por intervalos fechados) sao admissiveis, e o comprimento é
dado pela fungao £4.
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1.3 Angulo no sentido de Alexandrov

A definicao de angulo no sentido de Alexandrov é inspirada no caso euclidiano. Para tal,
definamos primeiramente o chamado angulo de comparacao.

Defini¢ao 1.10. Sejam z, y e z trés pontos distintos em um espago métrico (X,d). O dangulo
de comparagao xyz, denotado por £(x,y,z), € definido por

~ B d*(z,y) + d*(y, z) — d*(z, 2)
L (xyz) = arccos ( 240z Ay ) ) :

Definigao 1.11. Sejam « : [0,e) — X e 5 :[0,e) — X dois caminhos em um espago métrico

intrinseco X, ambos saindo do mesmo ponto p = «a(0) = 5(0). Definimos o dngulo no sentido
de Alexandrov £(a, ) entre o e 3 como

L, B) = lim L(a(s),p, B(t)),

s,t—0

se o limite existir.

Assumindo que as curvas a e 3 estao fixas, definimos 6(s, t) = £(a(s), p, 5(t)). Nesta notacao

L(a,p) = Sl}gﬂ&(s, t).

Em geral espacos com estrutura de comprimento podem ser bastante mal comportados, e
quando nos restringimos a espagos de Alexandrov, ou seja, espacos de comprimento em que a
curvatura ¢é limitada, o angulo entre dois caminhos de menor comprimento esté sempre definido
e por isso dizemos angulo no sentido de Alexandrov. Nao tratamos aqui de curvaturas pois nao
estamos interessados exatamente nos espacos de Alexandrov. Caso o leitor queira saber mais a
respeito destes espagos confira [2].

A seguir alguns resultados sobre angulos de Alexandrov que serao utilizados posteriormente.

Proposicao 1.12. i. Todo caminho de menor comprimento forma angulo nulo consigo mesmo.

ii. Se dois segmentos de menor comprimento |a,b] e [b, c] sao tais que sua concatenagdo(“/abc]”)
continua sendo um caminho de menor comprimento, entdo o dngulo entre [b,a| e [b,c| é
.

Teorema 1.13. Considere trés curvas vi, y2 € y3 com mesmo ponto inicial p. Assuma que o0s
angulos oy = A(v2,73) € ag = £L(7,73) existam. Se o angulo az = A (y1,72) também existe,
entao ele satisfaz a sequinte desigualdade triangular:

[0 %] S o1 + 0.
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1.4 Variedades diferenciaveis, campos de vetores e col-
chete

A teoria sobre variedades diferencidveis pode ser encontrada em [4] e em [14], dentre ou-
tros. Em nosso caso estamos considerando variedades diferencidveis de Hausdorff e com base
enumeravel.

Definicao 1.14. Uma variedade diferencidavel de dimensao n é um conjunto M e uma familia
de aplicagoes biunivocas x, : U, C R™ — M de abertos U, de R™ em M tais que:

1. U, z(Uy) =M

2. Para todo par a, B, com xo(Uy) Nxs(Ug) = W # 0, os conjuntos x;* (W) e acgl(W) $G0
abertos em R™ e as aplicacoes wgl o x, sao diferencidveis.

3. A familia {(Uy, o)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2).

(Ua, ) com p € x,(Uy) € chamada uma parametriza¢ao (ou sistema de coordenadas) de M
em p. ,(U,) € chamada de vizinhanga coordenada em p e a familia {(Uy,, x,)} que satisfaz as
condigoes (1) e (2) da defini¢ao anterior é chamada de estrutura diferencidvel.

Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz uma topologia em M: A C M ¢é um
aberto em M se ;' (AN x,(Uy,)) € um aberto de R™ para todo «.

Definicao 1.15. Sejam M e M3" variedades diferenciaveis. Uma aplicagao ¢ @ My — My €
diferencidvel em p € My se, dada uma parametrizacao y:V C R™ — My em ¢(p), existe uma
parametrizagio x: U C R™ — My em p tal que o(x(U)) C y(V) e a aplicagcio

ylopox:UCR" = R™

¢ diferencidvel em *(p). Dizemos que @ é diferencidvel em um aberto de My se é diferencidvel
em todos os pontos deste aberto.

A condicao (2) da defini¢ao de variedade diferencidvel implica que a definigao de aplicacao
diferenciavel nao depende da escolha da parametrizacao.

Definigao 1.16. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagdo diferencidvel o : (—¢e,€) —
M ¢é chamada de curva (diferencidvel) em M. Suponha que a(0) =p € M, e seja D o conjunto
de todas as funcgoes de M que sdao diferencidveis no ponto p. O wetor tangente a curva o em
t=0 € a fun¢ao &/(0) : D — R dada por
d(f o«
& (0)f = d(foa) feD.
dt g

Um vetor tangente em p € o vetor tangente de uma curva o : (—e,e) — M com «(0) = p. O
conjunto dos vetores tangentes a M em p indicaremos por T,M e denominaremos de espago
tangente.
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Quando nos interessa o ponto inicial e final, geralmente chamamos uma curva (diferencidvel)
a: [a,b] = M de caminho (diferencidvel) que liga a(a) a a(b) em M.

Pode-se mostrar que o vetor tangente a uma curva a num ponto p € M depende somente
das derivadas de o em um sistema de coordenadas e o conjunto 7,,M, com as operagoes usuais
de soma e produto por escalar, é um espacgo vetorial de mesma dimensao da variedade.

Se tomarmos M7* e Mj" variedades diferenciaveis e ¢ : M; — M, uma aplicagao diferencidvel
e para cada par p € M; e v € T,M;, escolhermos uma curva diferenciavel a : (—¢,e) — M
com «(0) = p, /(0) = v ¢é possivel verificar que a aplicacdo dy, : T,M; — T,y M, dada por
dpy(v) = p'(0), onde = p o a, é uma aplicagao linear que nao depende da escolha de o. Essa
aplicagao dy, é chamada de diferencial de ¢ no ponto p.

Seja M"™ uma variedade diferencidvel e seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M}. Vamos munir
o conjunto T'M com uma estrutura diferenciavel de dimensao 2n, e com essa estrutura este
conjunto sera chamado de fibrado tangente de M.

Observamos que a forma de munir 7'M com uma estrutura diferenciavel é a mais intuitiva
possivel: Tome {U,, X, } a estrutura diferencidvel méxima de M. Indicaremos as coordenadas de

0
U, por (z,...,x2) e as bases associadas nos espagos tangentes de x,(U,) por {_8 5 Boa }
Ly Ty
Para cada «, definimos y,, : U, x R" — T'M, por

n
0
Vo (o T U, Uy) = (Xa(:c?, . ,xg),2u1%> ;o (un, .. up) € R
i=1

i

Isso significa que as coordenadas de um par (p,v) sao as coordenadas de p no sistema de
coordenadas inicial juntamente com as coordenadas de v na base do espaco tangente de p. Assim
{(Uy x R")y,)} é uma estrutura diferenciavel em TM.

Defini¢ao 1.17 (Campo de Vetores). Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel
M € uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) € T,M. X € uma
aplicagcao de M no fibrado tangente TM. O campo de vetores X € diferenciavel se a aplicagao
X : M —TM ¢ diferencidvel.

Definicao 1.18. Seja M wma variedade diferencidvel de dimensao n e seja p € M. Dada
uma vizinhanca U de p, uma familia de n campos de vetores Fy, ..., E, € X(U) é chamada de
referencial local em p se para cada g € U, {E1(q), ..., En(q)} € base de T,M.

E possivel escrever, dada uma parametrizacao x : U C R" — M,

Xp) = Yl

i=1

onde cada a; : U — R ¢é uma funcao real em U e { } ¢ a base associada a parametrizagao,

Ly
i =1,...,n. X é diferenciavel se, e s6 se, as funcoes a; sao diferenciaveis para todo i e para
qualquer parametrizacao x.

Por vezes é 1til pensar em um campo de vetores como uma aplicacao X : D — F, onde D

é o conjunto das aplicacoes diferenciaveis de M e F é o conjunto de todas as funcoes de M.
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Convém observar que X é diferencidvel se, e somente se, X f € D para todo f € D. Observe
que em relagao a uma parametrizagao x, temos que
n
of
(X)) = ailp)7—(p).
i=1 Oz;
onde f se refere a expressao de f em x.
Gracgas a essa interpretacao dos campos diferencidveis de vetores como operadores em D

podemos considerar iterados de X. Por exemplo, se X e Y sao campos diferenciaveis e f € D
podemos considerar as fung¢oes X (Y f) e Y (X f).

Lema 1.19. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencidvel M.
Entao existe um unico campo de vetores Z tal que Zf = (XY — Y X)f, para toda f € D.

O campo vetorial Z dado pelo Lema [[.19] é chamado o colchete de X e Y, e denotado por
(X, Y] = XY —YX e é também um campo diferencidvel.

Proposicao 1.20. Se X, Y e Z sao campos diferencidveis de vetores em M, a,b sao nimeros
reais, e f,q sao funcoes diferencidaveis, entao:

1. Bilinearidade sobre R:

[aX + Y, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z];
2. Anti-simetria: [X,Y] = —[Y, X];
3. Identidade de Jacobi:

(X, [Y,Z]]+ Y, [Z,X]| + [Z,[X,Y]] =0 (1.1)

4. [fX,gY] = felX, Y]+ fX(9)Y —gY ()X

Teorema 1.21. Seja X um campo diferencidavel de vetores em uma variedade diferencidvel M,
e seja p € M. Entdo ezxistem uma vizinhanga U C M de p, um intervalo (—9,9), d > 0, e uma
aplicacao diferencidvel ¢ : (—9,0) x U — M tais que a curva t — ¢(t,q), t € (—0,9), ¢ € U, €

0
a Unica curva que satisfaz a—f = X(p(t,q)) e v(0,9) =q.

Uma curva « : (—0,0) — M que satisfaz as condigoes o/(t) = X(a(t)) e a(0) = g é
chamada a trajetéria do campo X que passa por q para t = 0. O teorema acima garante a
existéncia e unicidade da trajetéria satisfazendo a condicao inicial e é comum utilizar a notagao
vi(q) = p(t,q) e chamar ¢, : U — M o fluxo local de X.

A proposicao a seguir fornece uma interpretagao analitica do colchete de Lie como primeiro
termo na expansao de Taylor do comutador dos fluxos dos campos de vetores.

Proposicao 1.22. Sejam X,Y : U — R" campos de vetores diferencidveis definidos no aberto
U CR" Fixex € U e considere a curva

O[(t) = Xt @) S/; @) X,t (¢] Y,t(:ﬁ)

definida em um intervalo aberto de 0 € R. Entao, o/(0) =0 e o'(0) = 2[Y, X]|(z).
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Um campo de vetores X ao longo de uma curva o : I — M ¢é uma aplicagao que, a cada
t no aberto I C R, associa um vetor tangente X (t) € Ty M. Diremos que X é diferencidvel
se para toda fungao diferenciavel f em M, a fungao t — X (¢)f é uma fungao diferenciavel no
intervalo aberto I C R.

, ¢ chamado campo tangente (ou velocidade)

dt

d
O campo vetorial da (E)’ indicado por

de o.
Na diregao de definir a aplicagao exponencial vamos definir alguns conceitos que nos serao
tteis. Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos diferencidveis em M.

Definicao 1.23. Uma conexdao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicag¢ao
V:iXM)x X(M)— X(M),

indicada por V(X,Y) = VxY, que, para quaisquer X, Y, Z € X(M) e f,g € D, satisfaz as
sequintes condigoes:

1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ;
2. Vx(Y +Z) = VxY + Vi Z;
3 Vi (fY) = fVxY + X(f)Y.

Proposicao 1.24. Seja M wuma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. FEntao

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo de uma curva

DV

diferencidvel o : I C R — M um outro campo vetorial =

ao longo da curva o, denominado
derivada covariante de V' ao longo de o, tal que:

1. 5V 4+w)=2LY 4 DV,

2. %(f\/) = Z—JZV + f%, onde W € um campo de vetores ao longo de o e f € uma fun¢ao
diferenciavel em I;

3. Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y(a(t)), entdo
B =VawY
a — Vet

A seguir apresentaremos algumas defini¢oes de geometria Riemanniana, onde basicamente
munimos uma variedade diferencidavel com uma estrutura métrica.

Definicao 1.25. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma cor-
respondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (-,-), no espago tangente
T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se ®: U C R™ — M € um sistema de
coordenadas locais em torno de p, com x(xy,...,x,) =q € (U) e %(q) =dz0,...,1,...,0),

entao 5 5
(50 5@) =suer

¢ uma fungao diferencidvel em U para todos 1,7 =1,...,n.
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Sempre que nao houver possibilidade de confusao deixaremos de indicar o indice p de (-, -),.

A métrica Riemanniana pode ser utilizada para medir o comprimento de curvas na variedade
diferencidvel.

A restrigdo de uma curva a a um intervalo fechado [a,b] C I chama-se segmento. Se M é
uma variedade Riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por

b Jda da 2
€Z<Oé):/ <a,$> dt

Podemos introduzir uma distancia numa variedade Riemanniana M conexa da seguinte
maneira: A distancia d(p,q) é definida como d(p,q) = inf{l(y)}, onde o infimo é tomado
B!

sobre todas as curvas diferenciaveis por partes que ligam p a g. Essas curvas existem gracas a
conexidade da variedade. Com essa fungao distancia, (M, d) é um espago métrico. Chamamos
a métrica d de métrica associada ao tensor g.

Defini¢ao 1.26. Sejam (M,dy) e (M,ds) espagos métricos. Se para qualquer p € M existem
uma vizinhanga V(p) e constantes ¢ = c(p), C = C(p) € R, ¢,C > 0 tais que para todos
z,y € V(p), cda(x,y) < di(z,y) < Cdo(x,y) dizemos que (M,dy) e (M,ds) sao localmente
Lipschitz equivalentes. Se ezistirem ¢, C' > 0 tal que cdy(z,y) < di(x,y) < Cdy(z,y) para todos
xz,y € M entio (M,dy) e (M,ds) sao Lipschitz equivalentes.

Proposicao 1.27. Sejam (M, g1) e (M, g2) variedades Riemannianas de dimensao n. Sejam
dy e dy as fungdes distancia associadas aos tensores gy e gs, respectivamente. Entao (M,dy) e
(M, ds) sao localmente Lipschitz equivalentes. Se K C M é compacto entiao (K, dy) e (K, dy)
sao Lipschitz equivalentes.

Demonstracao. Como estamos em um espago de dimensao finita as normas induzidas por ¢,
e go sao equivalentes para cada 7T,M. Pela continuidade de g; e g, dado p € M, existe uma
vizinhanga V' (p) de p e constantes positivas c(p) e C(p) tais que c(p)gz(v,v) < gi(v,v) <
C(p)g2(v,v) para todo v € T,M, com g € V(p). Com isso, se 7 é um caminho diferenciavel em
V(p), temos que

c(p)2(7)
Dai, se z,y € V(p), entdo c(p) inf{ls(v)} < ¢1() para todo caminho diferenciavel v ligando «
v

a y. Com isso ¢(p) irvlf{ﬁz(’y)} < igf{fl (1)} e e(p)da(z,y) < di(x,y). A desigualdade d;(x,y) <

C(p)ds(z,y) é andloga.

Suponha que K C M seja compacto, entdao tome uma familia {V'(p)},ecx, onde para cada
p € K, V(p) é um aberto, como na Definicao [1.26] para o qual (V(p),di) e (V(p),ds) sao
Lipschitz equivalentes. Tome uma subcobertura finta A = {V(py),...,V(pn)} da cobertura
aberta {V(p)}perx. Para cada p; existem as constantes de Lipschitz ¢(p;) e C(p;) tais que se
z,y € V(p;) entao c(p;)da(z,y) < di(x,y) < C(pi)da(z,y), i =1,...,m.

Sejam /1 e {5 as aplicacoes de comprimento induzidas pelas métricas d; e ds, respectivamente.
Tomando ¢ = min{e(p;) : 1 <i < m} e C = max{C(p;) : 1 < i < m}, afirmamos que dados
x,y € K temos

cla(y) < () < Cla(v),
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para qualquer caminho diferencidvel v : [a,b] — K ligando x a y. De fato, considere uma
particdo P = {s; = a < s < -+ < sy = b} do intervalo [a,b] suficientemente refinada de

forma que para cada l =1,..., N os pontos y(s;_1) e ¥(s;) pertencam a uma mesma vizinhanga
V(pk) € A. Desta forma,

(P —CZdz (s1-1) )):ZCd2( (s1-1) Zdl (s1-1),v(s1)) = E1(P)

N
Zd] Sl 1 Z Sl 1 Sl <CZd2 Sl 1 )):CZQ(P)

Donde, aplicando o supremo sobre partigdes todas as partigdes ) de [a,b] (mais refinadas
que P), vem

cla(y) = esup{¥a(Q)} = sup{cXs(Q)} < sup{¥,(Q)} = Hi(7),
Q Q Q

tiy) = Sgp{El(Q)} < sgp{Cﬁz(Q)} = ngp{Zz(Q)} = Cly(v).

Assim, devido a arbitrariedade da curva v, decorre que
cdy(w,y) < di(2,y) < Cdy(,y).

Portanto (K, dy) e (K, dsy) sao Lipschitz equivalentes.
|

A seguir um resultado sobre a existéncia de métricas Riemannianas, cuja demonstracao pode
ser encontrada em [4].

Proposicao 1.28. Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerdvel) possui
ao menos uma métrica Riemanniana.

Definicao 1.29. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um campo

DX
vetorial X ao longo de uma curva o : I — M € chamado paralelo quando T 0, para todo
tel.

Definicao 1.30. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma métrica
Riemanniana (-,-). A conexdo € dita compativel com a métrica (-,-), quando para toda curva
diferencidvel o e quaisquer pares de campos de vetores paralelos X e X' ao longo de «, tivermos
(X, X') constante.

Definicao 1.31. Uma conezxdo afim ¥V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando

ViY - Vy X = [X,Y],
para todo X, Y € X(M).
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Teorema 1.32 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica conexdo
afim V em M satisfazendo as condigcoes:

1. V € simétrica;
2. ¥V é compativel com a métrica Riemanniana.

A conexao dada pelo teorema acima é chamada de conexao de Levi-Civita ou conexao Rie-
manniana de M. Essa conexao nos permite derivar campos de vetores em M. Em uma variedade
Riemanniana, sempre usaremos a conexao Riemanniana.

Definicao 1.33. Uma curva parametrizada vy : I — M é uma geodésica em ty € I se % (‘;—Z) =0

no ponto t = ty; Se v € geodésica em t, para todo t € I, diz-se que v € uma geodésica.

Proposicao 1.34. Dado p € M, existem uma vizinhanca V de p em M, um numero e > 0 e
uma aplicagio C®, v : (=2,2) xU — M, U = {(q,w) € TM;q € V,w € TqM, |w| < €}, tal
que t — y(t,q,w), t € (=2,2), € a Unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por q com
velocidade w, para cada g € V' e cada w € TyM com |w| < e.

Agora podemos apresentar a definicao de exponencial. Seja p € M e d C T'M um aberto
dado pela Proposigao [1.34] Entao a aplicagao exp : Y — M dada por

v
eXp(Qav) = 7(17Q7v) =7 (’U’7Q7 m> 3 (q,U) € Z/{,

¢ chamada a aplicacao exponencial em /. Trata-se de uma aplicacao diferenciavel pela forma
como foi definida.
E bastante usual restringirmos o dominio da exponencial para um aberto no espago tangente
T, M, ou seja, considerar
exp, : B:(0) C T;M — M

com exp,(v) = exp(q,v), onde B.(0) é a bola centrada em 0 € T,M e de raio €.

Proposicao 1.35. Dado q € M, existe um ¢ > 0 tal que exp, : B.(0) C TuM — M é um
difeomorfismo de B:(0) sobre um aberto de M que contém q.

1.5 Grupos e algebras de Lie

Vamos apresentar a teoria de grupos de Lie e dlgebras de Lie baseando-se principalmente
em [12] onde podem ser encontradas as demonstragoes omitidas aqui. A édlgebra de Lie g de
um grupo de Lie G é basicamente o espaco dos campos de vetores invariantes a esquerda (ou a
direita, conforme a escolha) com o colchete dado pelo colchete de Lie entre campos de vetores.
Através do fluxo destes campos estabelecemos a exp, que é uma aplicacao de g em G e é a
ferramenta mais utilizada para relacionar estes dois espagos.

Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferenciavel tal que a aplicagao G X G —
G dada por (z,y) — zy, z,y € G, é diferencidvel. Se o produto é diferenciavel a fungao inversa
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i : G — G, dada por i(g) = g~! também é diferencidvel. As translagoes a esquerda L, e &
direita R, dadas por: L, : G — G, L,(y) = zy; R, : G — G, R.(y) = yz sao difeomorfismos.
Dizemos que uma métrica Riemanniana em G ¢é invariante a esquerda se

(u, v}y = (d(Ls)yu, d(La)y0) L. (y)

para todo z,y € G, u,v € T,G, isto é, L, é uma isometria. Analogamente se define métrica
Riemanniana invariante a direita.

Um campo diferencidvel de vetores X em um grupo de Lie G é invariante a esquerda se
dL,X = X para todo z € G. Os campos invariantes a esquerda ficam completamente deter-
minados pelos seus valores em algum ponto de G. Assim a cada vetor X, € T.G, no espaco
tangente do elemento neutro e € (G, associamos o campo invariante a esquerda X definido por
X, =dL,X., a € G. E o colchete de campos invariantes a esquerda é também invariante a
esquerda.

Defini¢ao 1.36. Se X, e Y. sdo vetores em T.G, definimos [X.,Y.] = [X,Y]., onde X e Y
sao os campos diferencidveis invariantes a esquerda associados a X. e Y., respectivamente.
T.G munido com essa operagcao é chamado de dlgebra de Lie de G e serd indicada por g.
Fuventualmente, g denotard o espaco vetorial dos campos invariantes a esquerda munidos com o
colchete.

Definigcao 1.37. Se g é uma dlgebra de Lie, entao um subespaco a de g é dito uma subdlgebra
de Lie se € fechado para o colchete de Lie.

Proposicao 1.38. Seja G um grupo de Lie e X um campo invariante a esquerda de G. Entao
o fluxo p de X estd definido em todo R x T'G.

Definicao 1.39. Seja X € g e ¢ : RxTG — G o fluro associado a X. Defina exp : g — G por
exp(X) = o(1,e,X). Como € usual exp(X) também se denota por e*. Isso define a aplicagdo
exponencial exp : g — G, onde g = T.G ¢é a dlgebra de Lie de G.

Sempre que houver a possibilidade de confusao, especificaremos se exp é a exponencial
Riemanniana ou se é a exponencial em grupos de Lie.

Definigao 1.40. A aplicagao t — exp(tX), X € g, € um homomorfismo, isto é,
exp(t + s)(X) = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX)

e sua imagem {exp(tX) : t € R} é um subgrupo de G. Esse subgrupo é denominado de subgrupo
a I-parametro gerado por X € g.

Proposicao 1.41.

A aplicacao log = exp~! : V — U é um difeomorfismo entre um aberto de G e um aberto de
um espago vetorial. Portanto, log pode ser considerado um sistema de coordenadas local de G.
Esse sistema de coordenadas local é denominado de sistema de coordenadas de primeira espécie.

Um outro tipo de sistema de coordenadas nas vizinhancas do elemento neutro, obtida por
exponenciais, ¢ dada pela seguinte aplica¢ao: tome uma base { X1, Xo, ..., X,,} de g e considere
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a aplicagao ¢ : R® — G dada por 9(t1,ts,...,t,) = e1X1 . eln%n_ 4 ¢ chamada de sistema de
coordenadas do segundo tipo (ou sistema de coordenadas de segunda espécie.)

Para introduzir uma métrica Riemanniana invariante a esquerda em G tome um produto
interno qualquer (-, ). em T.G = g e defina

(u,v)y = ((dLg-1)zu, (dLy-1)20)e, © € G, u,v € T,G.

Note que se G estiver munido com uma métrica invariante a esquerda, a exponencial defi-
nida por campos invariantes a esquerda nem sempre coincide com a exponencial definida por
geodésicas (Cf. Secao [1.4)

Uma representacao de G em um espago vetorial V' é um homomorfismo p : G — GI(V),
onde GI(V) é o grupo das transformagoes lineares invertiveis de V. O espago V' é chamado de
espaco da representacao e dim V' sua dimensao.

A seguir um importante teorema que nos facilita muito em termos de calculo. Este resultado
nos permite restringir as contas a algebras de matrizes e a partir dai estender para qualquer
grupo de Lie que tenha algebra real de dimensao finita.

Teorema 1.42 (Teorema de Ado). Toda dlgebra de Lie real de dimensao finita admite uma
representagao fiel (isto €, injetora), também de dimensdo finita.

1.6 Acoes a esquerda de grupos

Trataremos brevemente sobre agoes de grupos, mais especificamente acoes a esquerda que é
0 que nos vai interessar mais tarde. Definiremos os conceitos basicos apenas.

Definigao 1.43. Diz-se que um grupo G age em uma variedade diferencidvel M se existe uma
aplicacao o : G X M — M tal que:

1. Para cada g € G, a aplicacio ¢, : M — M dada por ¢,(p) = ¢(9,p), p € M € um
difeomorfismo, e p. = idyy.

2. Se 91,92 € G; 909192 = 9091 % 9092'

@ € chamada de agao e quando estamos tratando apenas com uma unica a¢ao € usual indicar
v(g,p) = gp-

Definicao 1.44. Dado p € M, sua orbita por G, denotada por G - p ou Gp, € definida como
sendo o conjunto
Gp={gpe M : g€ G}.

Mais geralmente, se A C G entdo Ap = {gp : g € A}, isto é, Ap = (A, p).
Cada orbita é uma classe de equivaléncia da relagao “p ~ ¢ se existe g € G tal que ¢ = gp”.

Definicao 1.45. O conjunto G, = {g € G : gp = p} dos elementos de G que fixam p €
denominado subgrupo de isotropia de p.
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Definicao 1.46. Uma agdo de G em M € dita livre se os subgrupos de isotropia se reduzem ao
elemento neutro de G, isto ¢, se gp = p para algum p € M, entao g = e.

Definicao 1.47. Dizemos que uma acao € propriamente descontinua se todo p € M possui uma
vizinhanga U C M tal que U N g(U) = () para todo g # e.

1.7 Série de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

Seja G um grupo de Lie com &lgebra de Lie g. A aplicacao exponencial exp : g — G se
restringe a um difeomorfismo exp : V' — U de uma vizinhanga aberta da origem 0 € V' C g em
uma vizinhanca aberta da identidade e € U C G.

Se X,Y € V sao suficientemente pequenos entao o produto exp(X)exp(Y) = eXe¥ ainda é

um elemento de U, o que permite escrever

eXe¥ = fXY),

A aplicagao ¢ é a expressao do produto em G em coordenadas locais do primeiro tipo.

A série de Baker-Campbell-Hausdorff fornece uma expressao para ¢(X,Y’) como a soma de
uma série, cujos termos sao colchetes sucessivos entre X e Y. Esta série é escrita como

(X,Y)=X+Y +) e(X,Y)

n>2

em que os termos ¢,(X,Y), n > 2, sdo homogéneos de ordem n, isto é, sdo somas de colchetes
com n fatores (X ou Y). Por exemplo, os primeiros termos da férmula com colchetes de campos
invariantes a esquerda sao

e(X,Y) = %[X, Y]
1 1
C3(X7 Y) = E[[Xv Y],Y] - E[[Xv Y]vX]

A férmula para a série BCH é universal, no sentido em que as expressoes dadas para os
termos homogéneos sao as mesmas, independente do grupo de Lie.

Devido ao Teorema a prova da convergéncia da série BCH ¢é basicamente utilizando
calculo com exponenciais.

Faremos apenas consideracoes envolvendo matrizes. O primeiro membro da igualdade eXe¥ =

o(X,Y)

€ se escreve como a soma da série

X v 1 n 1 n - 1 1 ivn—j | _—
= (Zae) (S57) -E (St - e

n>0 \j=0 J: n>0

Essa ltima série converge normalmente para quaisquer X,Y, pois isso ocorre com a série
de poténcias da exponencial (a convergéncia é com relagdo & uma norma pré-estabelecida).
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Considere agora a série do logaritmo

log(l+x) = Z -~

log(expx) = log(l + (expx — 1)) = —_—
gexpx) = log(1 + (exp ));k
Proposigao 1.48 (Férmula BCH). Existe p > 0 tal que se | X|,|Y| < p entio ¢(X,Y) é dado
pela série convergente Y o, ca(X,Y) em que o termo ¢,(X,Y) € um polinémio homogéneo em
X, Y da forma -
(X, Y) =) ar XY XY

comn=i1+j1+ - +is+jsel=_(1,...,0), J=(J1,---,Js)-
Explicitamente, dados X,Y € g temos que

log(e¥e¥) = X +Y + 1, [X, Y]+ o [X, X, V] 4 TV [V, X + . (12)

onde os termos sao dados como diversos colchetes de X e Y.

1.8 Distribuicoes

Uma boa referéncia sobre a teoria de distribuigdes é [9].

Definigao 1.49 (Distribuicao). Uma distribuicao H em uma variedade diferenciqvel M de
dimensao n € uma aplicagao que a cada q € M associa um subespaco Hy C TyM, do espago
tangente a q.

Definigao 1.50 (Distribuigao diferenciavel). Uma distribui¢ao H € dita diferencidvel em q € M
se existem campos de vetores diferencidveis X1, Xs, ..., Xy definidos em uma vizinhancga de q
que Sao:

1. tangentes a H;

2. {Xi1(q), X2(q), ..., Xk(q)} gera H,.

Definicao 1.51. Uma geometria sub-riemanniana em uma variedade M consiste de uma dis-
tribuicao H C TM no fibrado tangente de M junto com um produto interno (-,-) diferencidvel
nesta distribuicao. Diferenciavel no sequinte sentido: Se X e Y sao campos diferencidveis e
horizontais a H entao (X,Y) € diferencidvel. A distribuicio H € um subfibrado vetorial do
fibrado tangente TM .
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Definicao 1.52. Uma curva v : [a,b] C R — M numa variedade diferencidvel M ¢é dita
absolutamente continua no intervalo [a,b] se para qualquer nimero real e > 0 existe um nimero
0 > 0 tal que

> d(y(@h),y(w:) <,
i=1
sempre que

n
Z |2} — ;| <0,
i=1

onde {(x;,x})} € uma cole¢ao de intervalos nao sobrepostos contidos em |a, b, g € uma métrica
Riemanniana qualquer e d é a métrica associada a g.

A Proposicao[l.27nos garante que a defini¢ao anterior faz sentido, ja que dadas duas métricas
riemannianas quaisquer elas sao Lipschitz equivalentes na imagem da curva, o que permite
concluir que se a curva é absolutamente continua com relagao a uma das métricas Riemannianas
também serd com relacao a outra.

Definicao 1.53. Dada uma distribuicao H C T'M, uma curva absolutamente continua v : I C
R — M ¢ chamada horizontal (a distribuicdo) se o' (t) € H,u) sempre que ¥'(t) existe.

Podemos através do produto interno definido na distribui¢ao induzir uma fungao de compri-
mento para cada curva absolutamente continua v que seja horizontal a distribuicao em quase
toda parte, ou seja, 7'(t) € H,u) quase sempre. Para tais curvas o comprimento é dado por
((y) = [/ (t),7(t))dt, onde (-,-) é calculado em H).

Usamos o comprimento para definir a distancia sub-riemanniana, d(p,q), entre os pontos
p,geM

d(p,q) = inf{{(7)},

onde o infimo ¢ tomado sob todos os caminhos absolutamente continuos e horizontais que ligam
p e ¢ e caso nao haja um caminho em tais condigoes dizemos que a distancia € infinita.

Definigao 1.54 (Distribuicao completamente nao-holonémica). Uma distribuicao H C TM
¢ chamada de completamente nao-holonomica se para todo p € M e qualquer referencial X;
de H em uma vizinhanca de p, temos que X;(p) e os colchetes de Lie iterados [X;, X;|(p),
(X, (X5, Xil](p), - ., geram T,M.

Estamos utilizando, até agora, a notagao H para nos referir a uma distribuigao em M. Vamos
utilizar a mesma notagao para o conjunto de todos os campos diferenciaveis de vetores tangentes
a H. Deste modo, temos que para cada aberto U C M ¢é atribuida uma colegao Hy de todos os
campos de vetores diferencidveis horizontais definidos em U. Note que ja estamos trabalhando
com propriedades locais visto que esses campos nao precisam necessariamente estarem definidos
para todo M, apenas em U.

Os colchetes de Lie de campos de vetores em H geram o que chamamos de flag de subfeixes

HCH*C---CH C---CTM,
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com H? =H + [H,H], H! = H" + [H,H"], onde [H,H*] = span{[X,Y]; X € H,Y € H*} e o
gerado é tomado sobre D(M). Isto significa, que H? é gerado pelos campos de vetores em H e
seus colchetes de dois termos [X, Y], H? adiciona a isso os colchetes de trés termos, e assim por
diante.

No caso de M compacto, dizer que H é completamente nao-holonomica nada mais é que
dizer que existe um r € N tal que H" = T'M. Como o que faremos daqui em diante se encaixa
nesse caso, suporemos a existéncia desse r supracitado.

Se tomarmos um ponto p € M o flag de subfeixes determina um flag de subespagos de T'pM

H, CH.C---CH,=T,M.

Definigao 1.55. O vetor (n1(p), na(p), ..., n.(p)), onde ny(p) = dimH,,i =1,... 7, é chamado
vetor crescimento de H em p. Chamamos de grau de nao-holonomia da distribuicao em p o
menor inteiro r = r(p) tal que H; = T,M.

Note que as dimensodes n;(p) podem variar conforme variamos o ponto p, o que nos leva a
seguinte definicao.

Definicao 1.56. Uma distribuicao H em uma variedade diferencidvel M™ é chamada reqular
em um ponto p € M se o vetor crescimento € constante em uma vizinhanca de p.

Note que na defini¢ao acima n; = k é a dimensao da distribuicao e n, = n é a dimensao da
variedade.

Definicao 1.57. A funcao endpoint associada a uma distribuicao H em M com base no ponto
p € M ¢ uma aplicacdo que leva cada curva horizontal comecando em p para o seu ponto final.

E possivel, apesar de nao ser feito aqui, provar que a fungao endpoint é diferencidvel (Cf.

[9], Apéndice E).

Definigao 1.58. Se H € uma distribui¢ao (nao necessariamente completamente ndao-holonémi-
ca) em M ep € M, entdo o conjunto acessivel associado a H em p, denotado por Acc(p), é a
mmagem da funcao endpoint com base em p.
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Capitulo 2

Estimativas locais da aplicacao exponencial

2.1 Foérmula de Baker-Campbell-Hausdorff com resto

Nesta secao utilizamos uma férmula classica, a Férmula de Taylor com resto, aplicada na
formula de BCH. Isso nos permite “truncar” a série de BCH fazendo com que possamos trabalhar
apenas com seus termos inciais, ou seja, seus termos iniciais sao uma boa aproximagao.

Como ja observado, a funcao exponencial exp : g — G define um sistema canonico de
coordenadas do primeiro tipo em uma vizinhanca U da identidade e € G. Denote o sistema
de coordenadas por x = (z1,...,x,). Introduzimos uma norma euclidiana arbitraria | - | no
espago vetorial g. Podemos assumir que V = exp ' (U) = U(0, ) é uma bola aberta em (g, |- |)
centrada em 0. Transferimos a estrutura local de grupo de U C G para V através de exp~'.

Pela férmula de Baker-Campbell-Hausdorff existe um ntimero A > 0, A < 4, de tal forma
que se X e Y pertencem a bola B(0,A) de centro 0 e raio A na métrica induzida pela norma
euclidiana | - | temos

XY =X+Y+ %[X, Y]+ 1—12 (X, Y], Y] = [X, Y], X]) + > ea(X,Y), (2.1)
n>4
onde os ¢, sdo dados como na Proposi¢ao[1.48] Observe que todos os termos da série apresentam
pelo menos um termo em X e um Y, ja que o colchete de um campo com ele mesmo é o campo
nulo.

Caso necessdrio, restrinja x : A C R" — g de forma que V' C x(A). Logo, B(0,\) C x(A).

Para simplificar a notagao neste trecho vamos indicar vetores de R por x’. Assim x(z’) =
x(x1, T, ..., x,) = X € g.

Defina a aplica¢ao produto por p : B(0,\) x B(0,\) C g x g — g onde p(X,Y) = XY =
exp~!(exp(X) exp(Y)). A expressio de p(X,Y) ¢é dada pela férmula de BCH e ¢ um difeomor-
fismo de classe C*°. Em particular, é de classe C? que é o que nos basta.

Consideremos a expressao de p nas coordenadas de x.

p=(x)"ropo(xxx):WxWCR"xR" - R",

22
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onde W = (x)"1(B(0,\)) e

1 n n
p/(;p/’ y’) — (1’1 + Y1y, Ty + yn) + § (Z azlj:xiyj, R Z a?jxiyj) + f(;[;” y/)' (22)

ij=1 ij=1

Lembrando que se X = szX eY = Zy]X onde {Xi,..., X, } é a base associada a

7j=1
parametrizacao x, entao

ZmiXi,Zijj] = > @iy[Xi, X]]
i=1 Jj=1

i,j=1
n n
- Z LilYj <Z aZ]Xk> - Z (Z afjxi%) Xk
,j=1 k=1 \i,j=1

onde o0s afj sao as constantes de estrutura do colchete de Lie. Isto justifica o segundo termo de
2.
Em 1) f(a',y') é a série ch(X(xl, oy Xn ), Y (Y1, -, Yn))-

n>3
Recordemos agora da Formula de Taylor com resto de 2* ordem.

Teorema 2.1 (Férmula de Taylor com resto de 2* ordem). Seja f: A C R" — R uma func¢do
de classe C3, em que A é um aberto e Py € A. Entao,

n

1 0?
F(Pu+ 1) = F(Ry) +Z b5 30 SR+ BB B,

com h = (hy, ..., h,) € R",

Ry(Py, / (Py + th)h;h;h =17,
o ot 8:1;]895 8xl 0 R '
Note que
| Re(Po, )|
o

A funcao produto p’ expressa nas coordenadas nao satisfaz as hipéteses do Teorema para
tanto teremos que considerar as fungoes coordenadas, e nelas aplicar o teorema. Em termos
mais precisos para cada k=1,...,nem : R® — R a projecao canonica consideremos

p,=mrop :R"xXR" = R.

Por (2.2)), temos a expressao explicita de p},

1 n
Pe(@y) =z +yi + 5 Z agry; + m(f(2, ). (2.3)

ij=1
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Como p é de classe C?, sua expressao em coordenadas p’ é C® também, e por consequéncia
suas fungoes coordenadas o s@o. Assim podemos aplicar a Férmula de Taylor para cada pj,
onde Py = (0,0) € R" x R", h = (2/,9) e fazemos a identificagao natural R" x R" ~ R?". Para
adequar a notacao a identificacao feita indiquemos

o z;,, sel<i1<n
Ol g, sen+1<i<2n
Entao,

2n

)zjzi + Rax((0,0), (2, 9)).

2n
/ / / / ap/
A((0.0) + (a'.) = £i(0.0) + 3 Z-
j=1

Logo, .
Pe(@’ ) = 2+ yi + % > aljwiy; + Rop(ay),
ij=1
onde )
Rl s 3 [ | o (2.4)

7yi,0=1
Nos termos do somatério em que 4,7,l < n terlamos que trocar z;, z; € 2 por xj, ; e
x;, respectivamente, e isso faria os termos se anularem. Analogamente para o caso em que
i, 7,0 > n+1, trocarfamos por y;, y; e y; e anularfamos os termos. Portanto, todos os termos sao
nulos quando 7, 7,/ < n ou quando 7, j,1l > n+ 1. Isso quer dizer que em qualquer termo sempre
teremos dois indices menores ou iguais a n e um indice maior ou igual a n + 1, ou vice-e-versa.
Faremos uma mudanca de indices introduzindo a notacao zs, onde s pode ser ¢, j ou [ seguindo
a seguinte escolha: Para fixar ideias, suponha que num dos termos tenhamos i,/ <nej > n+1,
escolhemos um indice em cada caso, por exemplo, i e [ e majoramos |z;| < [|2'||pue = |X| €
12| < ||Y'||Euec = Y|, onde || - || guc é @ norma Euclidiana do R™ que coincide com a norma em
g. Portanto nesse caso z; = 2;. Assim podemos reescrever a desigualdade como

Lt ty) (t—1)2
R Zg dt.
| Rz (a2 82](9,23027 2] 2
7,8,l=1

Podemos majorar |z4| por |zs| < |Z/|, onde |2/| = HI}[%X{HI‘/HEUC, V|| Buc }-

Considerando uma restricao de p’ para um fechado W’ x W’ C W x W, temos que para cada
k=1,...,n, p), é definida num fechado e limitado, logo compacto, de R" x R™ e de classe C*.
Entao JW ¢é limitada, ou seja,

PPpl(t', ty')
—<C”; C'>0, (@,y)eW xW tel0,1] e i,5,l€{1,...,2n}.
S| < @) 0.1] ¢ ijle{1,....2n}

Entao, temos que

2n 1 2
t—1 1
Raste ) < XNV S e [ S = xviseereg
0

7,8,0=1
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4C"n3 3e

Decorre que |Ryi(2',y")] < €| X||Y] se [#'| <&, ouseja, [2] < 4C"n3"

Logo, dado e,

existe a = de forma que se | X|, |Y| < a entdo

€
4C'"n3
| Ry (2, y)] < el X][Y].

Agora, por (2.2), temos que Ro(2',y') = (Ra1(2',y'), Raa(2',y'), ..., Repn(2’,y')) e portanto,
corrigindo « se necessario, devido a equivaléncia das normas em R", se | X|, |Y| < «a, entao

| Ro(X,Y)] = [[Ra(2, )0 = r}glEtf{Rzk(x’,y’)} < el X[IY].

Portanto, para cada nimero € > 0 e A € (0,d) temos que se X, Y € g, | X| < A, |[Y] < A,
entao

1
XY = X +Y 4+ J[X Y]+ R(X)Y), |Re(X,Y)| <e|X]|Y].

Consequentemente, existe um ntmero positivo C' tal que para esses mesmos X e Y temos
XY =X+Y +2(X,Y), [2(X,Y) <CIX]||Y] (2.5)

Mudando a norma proporcionalmente (através de homotetias), se for necessario, podemos
assumir que C' = 1, o que nos facilita daqui em diante.

2.2 Consequéncias de BCH

A partir de agora provaremos alguns lemas que nos levarao a provar resultados importantes

mais tarde. Estamos considerando, a partir de agora sempre elementos na vizinhanca V' =
U(0,A) tomada na Secao 2.1}

Lema 2.2. | XY — (X +Y)| < |X]|[|Y].
Demonstragao. Decorre diretamente de ([2.5) depois de considerado C' = 1, pois

(XY — (X +Y)| = [2(X, V)| < [X][Y].

|
Imediatamente segue
Lema 2.3. | XY| < |X|+ Y|+ |X]|Y].
Demonstragao. Utilizando a desigualdade triangular e o Lema temos que
[XY[=[XY - (X +Y)+ (X + V)| < [XY = (X +V)[+ [X + Y[ < [X]|[Y]+[X]+[V].
|

Lema 2.4. Para |X| e |Y| suficientemente pequenos ,
X+Y = XY

onde |V —Y'| < |X||Y], |V — Y| < 2|X|[Y].



Capitulo 2. Estimativas locais da aplicagao exponencial 26

Demonstracao. Vamos mostrar a existéncia de Y’. Note que a aplicacdo m : G x G — G dada
por m(X,Y) = XY é tal que d.(m(e,-)) e d.(m(-,€)) sao isomorfismos. Dai dx(m(X,-)) é um
isomorfismo para | X| suficientemente pequeno. Logo, pelo Teorema da Funcao Inversa, m(X, )
¢ um difeomorfismo local e isso mostra a existéncia de Y, tal que XY’ = X 4+ Y para todo |Y|

suficientemente pequeno.
Devido ao Lema

Y -Y'=|(X4+Y)—-(X+Y")|=|XY' — (X +Y")| < |X]||Y].
Vamos estimar |Y”’|. Temos que

Y=Y +Y =Y[<|Y|+ Y =Y <[Y]+[X][Y].

Y 1
Consequentemente, |Y'| — | X||Y’| < |Y]. Entao |Y'| < ﬁ < 2|Y] se |X]| < 3 Dai

chegamos a desigualdade
Y =Y < XY < 21X[ Y],

|
Lema 2.5. Para | X|, |Y| suficientemente pequenos Y X = XY’ |Y —Y'| <4|X]||Y].
Demonstragao. Aplicando o Lema [2.2] para Y X, temos
YX=Y+X+:2V,X)=XY' = Y+, X)=XY' - (X+Y)+Y
= [V +2(Y, X)| S [ XY = (X + V)| + [Y] < [X][Y]+ [Y] = [Y[(1 + [X]).
Pelo Lema [2.4]
Y — (Y +2(Y, X))| < 2|X]||Y + 2(Y, X)| < 2|X||Y](1+]|X])).
Consequentemente,
Y =Y | =Y -Y|=Y - (Y +2(V,X)) + 2(Y, X)|
<Y — (Y +2(Y, X)) + |2(Y, X)|
<2[X|(Y]+ [X[[Y]) + [X] Y]
= 2|X| Y]+ 2| X[|V] + | X[ Y]
< 4X||Y], s |X] < ;
|

Lema 2.6. Para nimeros suficientemente pequenos
’XlXQXJ’ <€n—1N7]

se |Xi\<?,i:1,...,j.
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Demonstragao. Introduzimos a notacao Y, = X1 X5 ... X,,.
Mostremos, por indugao sobre m, que

1Y, | < (1+2) _1
J

1
Para m = 1 temos que [Y1| = | Xi| < = <1 + ;—7) -1
Suponha que |Y,,| < (1 + ?) — 1. Entao para m + 1, devido ao Lema , temos que

Yor1| = (Yo Xonga| < [Vin| + [Xonia| 4 [Vin| | X1

< Yol + L4 WL = v, (1 + ﬁ.) + 1
J J J J
Pela hipétese de inducao,

Yoia| < ((1+2) —1) <1+Q> + 1
J J J
n m+1 n n
:<1+—.) —(1+—.>+—.~
J J J

Assim,
n m+1
Vol < (142) -1 26)
Consequentemente .
J
X1 ... X, < (1+Q> —l<el— 1.
J

A 1ltima desigualdade decorre de que se t € [1, 1+ ﬂ] temos

Portanto,

Lema 2.7. Para numeros n, € > 0 suficientemente pequenos

(X; +Y;) (HX)Y, V| < 13ene”,
1

J

1=

se | X;| <1 elY;| <el.
J J
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Demonstracao. Para i =1,...,7, pelo Lema
Xi+Yi=X3Y/], |Vi = Y| <2[X|[Yi].
Entao
Yi| = Y] =Y+ Yi| < Y] = Yi| + [Vi] < 21X [Yi| + |V
<oleli el (1) (1427) <3el
J J J J J J
Desde que ? < 1. Entao,
J J n
[T +vo = [Texa), )< 3=
, , J
i=1 =1
Pode-se escrever essa tltima expressao na forma
J J J J
oot - [T I - (I ) >
i=1 i=1 =1 i=1
onde /" =Y/ e Y/, 1 <i < j, é definido por
J J
Y/( H Xm> — < H Xm) Yz’//-
m=i+1 m=i+1
Para se convencer que essa forma vale, observe que
J J J J
HXZ‘HY;H _ Xl (H Xm) }/*1//}/*2//..'}/;/1 _ Xl}/ll (H Xm) Ygl...Y;ﬂ
i=1 =1 m=2 m=2
J J
= XY/ X, ( Xm> Yy Y] = XY/ XY, (H Xm> vy .Y/
m=3 m=3
J
== X\VXV) L X X] = (X))
i=1
Estimamos agora |Y;”|. Pelo Lema e pela desigualdade (2.6)) na prova do Lema ,
J
Y =y <a] T Xa| Y71, (28)
m=i+1
J
Y =1 =Y Y <Y =Y Y <) [T X 1Y 1Y
m=i+1
< 3¢1 (1 4 ((1 /iy = 1)) <30 (14 —1)
J J
My ol M

= 12e—e 9e— < 12e—=e
J J J
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Usando o Lema e a desigualdade (2.§)), temos

J

H Y

i=1

Y| = < e 1~ 12ene’.

Consequentemente, para ¢ suficientemente pequeno
Y| < 13ene”,
que é o que queriamos provar. [ |

Seréa fundamental daqui para a frente conseguirmos relacionar a operacao do grupo com
suas caracteristicas métricas e topoldgicas. Eo que faremos no Lema onde provamos que o
produto de bolas num grupo topoldgico localmente compacto com métrica intrinseca invariante
a esquerda é ainda uma bola, e temos o controle sobre o raio desta bola resultante do produto.
Isto nos seréd bastante 1til como elo entre a operacao do grupo e varias desigualdades desejadas.

Antes disso vejamos a definicao de grupo topoldgico localmente compacto.

Defini¢ao 2.8. Seja (G, p) um grupo topoldgico. G € dito localmente compacto se existe uma
vizinhanga U de e € G tal que U é compacto.

Lema 2.9. Todo grupo topoldgico localmente compacto (G, p) com métrica p invariante a es-
querda € completo.

Demonstragao. Seja (z,)neny uma sequéncia de Cauchy em G e seja U € G uma vizinhanga de
e € G tal que U é compacto, que existe pela compacidade local de G.

Tome € > 0 tal que B.(e) C U. Como (z,) é de Cauchy entao para o ¢ tomado existe um
certo indice N € N tal que se n,m > N entdao p(x,,z,) < . Consequentemente, todos os
termos da sequéncia (z,), a partir do indice N, estdo na bola B.(zx). Aplicando a translagao
a esquerda Lr]‘vl : G — G, que é um difeomorfismo em um espago homogéneo, temos que

L, 1 (B:(xn)) = B:(e),

pois a métrica ¢ invariante a esquerda.

Logo, a sequéncia (Lx]—vl (mn)) é de Cauchy no conjunto compacto (e completo como
n>N

espago métrico) B.(e), portanto possui limite, digamos = € B.(e).
Assim, x, — L, (), o que conclui a demonstragao. [ |

Omitiremos a demonstragao do préximo teorema, mas ela pode ser encontrada em [2].

Teorema 2.10. Seja (G, p) um espagco métrico localmente compacto e completo, com métrica
intrinseca. Entdo este espaco é estritamente intrinseco: para quaisquer x,y € G tais que
p(x,y) < oo eziste um caminho de menor comprimento ~y ligando © a y, isto €, uma curva

7 la,b] = G tal que y(a) =z, y(b) =y e l(y) = p(z,y).
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Lema 2.11. Seja (G, p) um grupo topolégico localmente compacto com métrica intrinseca inva-

riante a esquerda p. Entdao
BT1+T2 = Br‘lBrga

onde B, é uma bola fechada de raio r em (G, p) com centro na identidade e € G, e do lado

direito da igualdade temos o produto de conjuntos com respeito a operagao do grupo G.

Demonstragdo. Pelo Lema [2.9] temos que (G, p) é completo e pelo Teorema temos que
qualquer dois pontos em (G, p) podem ser ligados por um caminho de menor comprimento.
Sejam x € B,, ey € B,,. Entao, devido a invariancia a esquerda de p, temos

pry,e) < play,z) + p(z,e) = pla” zy, ™ ) + p(z,€) = p(y,e) + p(x, ) <1+ 72

Portanto, B, B,, C By 4,

Provemos a inclusao contraria. Seja z € B,, 1,,, entao podemos ligar z a e por um caminho
de comprimento minimo . Denotemos por x o ponto de v (aqui pensamos o caminho como
a imagem da aplicagao que o define) tal que p(e,z) = 11 e por definicio tomemos y = z7'z.
Entao novamente pela invariancia a esquerda

P(eay) = p(e,xilz) = P(377Z) < (7”1 + 7"2) — Ty =T9,

ouseja, 2 =zy, v € B,,, y € B,,, isto é, z € B, B,, que é o que tinhamos que provar.



Capitulo

Métrica de Carnot-Carathéodory-Finsler

3.1 Teorema de Chow e Teorema de ball-box

Nesta secao apresentaremos dois resultados intimamente ligados, Teorema de ball-box e
Teorema de Chow. O primeiro é utilizado para a demonstracao do segundo e sera usado mais
adiante neste capitulo. O Teorema de Chow tem muita importancia no sentido que ele prova,
sob certas condigoes, a existéncia de caminhos horizontais ligando quaisquer dois pontos de uma
variedade sub-riemanniana munida com uma distribuicao diferenciavel, o que nos garante que
métricas que dependam exclusivamente destes caminhos em sua construgao sejam finitas. Isto
ficard claro mais adiante ao tratarmos das métricas de Carnot-Carathéodory.

Teorema 3.1 (Teorema de Chow). Se H € uma distribui¢dao completamente nao-holonomica em
uma variedade conexa M entao quaisquer dois pontos de M podem ser ligados por um caminho
horizontal.

Como ja dito, esta demonstracao exige o Teorema de ball-box e, portanto, serd realizada no
final desta secao. Nesta direcao apresentamos a motivacao do Teorema de ball-box e a seguir
seu enunciado e sua demonstracao.

Seja M uma variedade diferencidvel munida com uma geometria sub-riemanniana, onde a
distribuicao correspondente é completamente nao-holonomica. Sejam X; e Xy campos de vetores
diferencigveis com fluxo (local) ®;(t) = exp(tX;). Usando o fato de que ®;'(t) = ®;(—t) e pela
Proposigao , temos, para t suficientemente pequeno, que ®;(t) o ®y(t) 0 &7 (t) 0 @51 (1) (q) =
q + t?[X1, X2)(¢) + o(t?) em um sistema qualquer de coordenadas, onde o(t?)/t* — 0 quando
t — 0. Por brevidade escrevemos [®1(t), ®o(t)] = ®1(t) o o(t) o D71 (t) 0 ®5 ().

Fixe um ponto base qg € M e escolha um referencial local ortonormal X;, i = 1,2,...,k,
para nossa distribuicao H. Seja ®; o correspondente fluxo local. Podemos usé-los para nos
mover facilmente em direcoes horizontais, para t pequeno,

®,(t)(q) = ¢+ tXi(q) + o(t?).

Vamos chamar as curvas ¢t — ®;(t)(q) de curvas horizontais simples.
Note que o comprimento de uma curva horizontal simples com 0 <t < e é £ 4 o(t?).

31
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Se considerarmos Py (ty) o ... Po(t2) o P1(t1)(qo) e fazendo os t;’s variarem sobre o k-cubo
|t;| < e nés varremos um cubo k-dimensional curvilinear tangente a H,, em ¢ = 0 com volume
k-dimensional aproximadamente (2¢)¥. Cada ponto sobre este cubo é o ponto final de uma
concatenagao de k ou menos curvas simples: primeiro viaja ao longo de ®1(¢)(go) de 0 até ¢,
determina ¢; = ®4(t1), entao viaja ao longo de ®o(t)(q1) de t = 0 até t = to, e assim por diante.
Cada uma dessas curvas horizontais simples tem comprimento menor ou igual a . Entao o cubo
situa-se em uma bola sub-riemanniana de raio ke.

Podemos mover em diregoes H?/H ao longo de caminhos horizontais pela aplicacio do
comutador ®;;(t) = [D;(), D;(t)] para qo.

Agora () (q0) = qo + t*[ X4, X;](qo) + o(t?), entdo se restringirmos para || < € nos move-
remos uma quantidade euclidiana 2 aproximadamente na direcao de H?/H.

Continuamos o processo de tomar o comutador e colchetes até termos esgotado o espaco
tangente, visto que estamos trabalhando com uma distribuicao completamente nao-holonomica.
A implementacao desta ideia é principalmente uma questao de notagao. Para os multi-indices
X/
onde J = (ig,...,4,). Podemos escrever i;.J = I e denotar o comprimento de um multi-indice

I = (i1,142,...,im), 1 <i; <k, defina os campos de vetores X; indutivamente por X; = [X},,
I por |I|. Similarmente definimos os fluxos ®; por ®; = [®;, (¢), P, (t)].

Observe que ®;(t) = I +t" X7 + O(t™+).

Pela suposicao de ‘H ser completamente nao-holonémica podemos selecionar um referencial
local para o fibrado tangente todo dentre os X;: Escolhemos um tal referencial e o renomea-
mos de Y;, i = 1,...,n: {Y1 = Xy,...,Y, = Xi} gera H proximo de qo; {Y1,...,Y,,} gera
H? proximo de qo; {Y1,..., Yy, .o, Yo, b gera H? préximo de gqo; e assim por diante, onde
(k,na,mns,...,n,.) é o vetor crescimento da distribuigao em gp.

Para cada Y; escolhido da forma X, seja w; o comprimento |I|. Assim w; = m se, e somente
se, ; e H" e Y; ¢ H™'. A atribuicio i — w; é chamada de ponderagao associada ao vetor
crescimento.

Similarmente, renomeamos os fluxos ®; como ®;, i = 1,...,n, para aqueles multi-indices
aparecendo na construgao do nosso referencial Y;. Agora para cada ponto ®;(t)(qy) = ®r(t)(qo)
¢ o ponto final de um caminho horizontal consistindo na concatenacao de C(w;) caminhos
horizontais simples, cada um com comprimento ¢, onde C'(w;) conta os caminhos concatenados
de cada iteragao, ou seja, C'(1) = 1 pois ®1(t) = P4(t), C(2) = 4 pois P12(t) = P1(t) 0 Do(t)
7L (1) 0 @3 (1), C(3) = 10 pois Bizs(t) = y(t) oy (£) 0 Da(t) o B7 () 0 B3 (1) 0 B3 (1) 0BT (1) o
D1 (t) o Dy(t) 0 y(t), C(4) = 22, e assim sucessivamente. Entdo se restringirmos ¢ para [t| < e
entao ®;(t)(go) estd na bola de raio C'(w;)e centrada em gq.

Por outro lado, uma vez que ®;(t)(q0) = go + t“Y;(q0) + O(t“'), esse ponto reside na
caixa euclidiana cujas dimensoes sao de ordem "¢ nas diregoes H"*. Isto sugere que a bola
sub-riemanniana de raio € contem uma caixa euclidiana cujos lados sao de ordem £*# na i-ésima
direcao coordenada. Este resultado ¢ chamado de teorema de ball-box e sera provado em parte
depois da seguinte definigao.

Definigao 3.2 (Coordenadas linearmente adaptadas). Coordenadas yy,ya, - . ., yn sao ditas line-
armente adaptadas a distribuicao H em qo se H'(qo) € anulado pelas diferenciais dyn, 11, - - -, dyn
em qo, onde n; = n;(qo) sao as coordenadas do vetor crescimento em qq.
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A caixa w-ponderada de tamanho ¢ é o conjunto de pontos
Box®(e) ={y e R": |y;| <e",i=1,...,n}.

Denotaremos os pontos da variedade diferenciavel M pela expressao em coordenadas linear-
mente adaptadas ;.

Por defini¢ao, as coordenadas y; centradas em ¢p para as quais dy;(qp) sdo as bases para
Yi(qo) sdo as mais simples coordenadas linearmente adaptadas e as utilizaremos no teorema.

Teorema 3.3 (Teorema de ball-box). Para uma distribuicao H, existem coordenadas adaptadas
Y1, ..., Yn € constantes positivas ¢ < C' e g9 > 0 tais que para todo € < &

Boz"(ce) C B(e,qp) C Box"(Ce),
onde B(e, qo) denota a bola sub-riemanniana de raio € centrada em qo.

Demonstragao. Provaremos apenas que Box(ce) C B(e, qo), onde os y; sdo coordenadas linear-
mente adaptadas. A prova de que B(g,q)) C Box(Ce) pode ser encontrada em [9], na segao
2.6.
Precisamos contornar primeiramente o fato de que na aproximagao ®;;(t) = I +*[X;, X;] +
. o termo importante, o colchete, tem coeficiente > que é sempre positivo e nao nos permite
usa-lo para mover na direcao negativa de [X;, X;]. Resolvemos isso pela troca da ordem dos
comutadores. Defina
oo { B 122
(1), ®i(t)], )
Entao
W, (t) = { I+8X;;+0(t), t>0
Y I — tZXij + O(t3), t <O0.
O mesmo problema ocorre sempre que o nimero w; do colchete de Lie é par. Usamos o
mesmo truque para contornar isso. Assim, para |I| par temos

B (1), t>0
ilt) = { B, (1), @, (1)), <0,

onde I = i;J como antes. Quando |I| é impar mantemos ¥; = ®;. Renomeamos entdao U,
como V¥;, 7 =1,...,n, de acordo com a maneira que rotulamos o X; como Y;.
Considere as funcgoes
tvi, w; par, t > 0;
oi(t) =< —t", w; par, t <O0;
t*i, w; Tmpar.
Entao U,(t) = I + 0;(¢)Y; + O(t¥it1).
Defina a aplicacdo F' : R" — M por F(t1,...,t,) = Y,(tn) o - o Vi(t1) = (y1,..-,Yn).
Assim,

i = (1+0(yl), -, Olyl), -, Olyl})
Yo = (©(ll)....1+ Oyl - OlylD)

Y, = ©(ll).-. 00D, --.. 1+ O(lyl)).
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Note que
Ui(t;) = I+ oi(t:)Yi + Ot ),

Resta entender e limitar os termos do erro e isso é mais facilmente feito pela introdugao de
novas variaveis s; = o;(t;). Note que

Wi(s;) = 1+ s;Y; + o(s;).
Nessas novas variaveis F' é dada por y; = s; + o(s;). De fato,

W, (s,) 0 0Wy(5)(0,...,0)

o...o\I]2 So

() (52) (0, 0) + 511+ O(), O(s), ..., O(5)) + (0(s), ..., o(5)))

= Wy(sn) 00 Wa(s3)(s1 + 0s), 0(s), ..., o))
Wy (s0) 0+ 0 Wy(sg) (51 + 0(s), ., 0(5)) + 52(O(s), 1+ O(s),...., O(5)) + (o(s), .., o(s)) )
W (sn) (s3)

o0 Ws(s3)(s1+ 0(s),s2 + 0(s),0(s),...,0(s))

= (s1+0(s),s2+0(s),...,5, + 0(s)).

A fungdo o = (04,...,0,) é de classe C', mas nao C*°, e trata-se de um homeomorfismo
entre vizinhancas de 0 em R".

Escreva S : R® — R” para a inversa de o de modo que S = (s1,...,s,) com s; = £[t|'/v:,
Entao yo FoS(s1,...,8,) = (s1,...,8,) +0(|S|). Dai segue que Fo S é diferencidvel na origem,
com derivada a identidade nas s — y coordenadas. E também C* préoximo de 0.

Pelo Teorema da funcao inversa, F'oS(Box"(gy)) é uma vizinhanga de 0 com fecho compacto
para todo g¢. Logo existem c(gg) e C(gp) tais que

Boz"(cgg) C F o S(Box"(gg)) C Boxz"(Cey).

Mas S(Boz"(g9)) C Box(gg). Logo

Box"(ce) C F(Box(e)) C Box"(Ce).

Cada curva em F(Box(g)) é o ponto final de uma curva horizontal iniciada em ¢y da qual o
comprimento é menor que Me, onde M = M (w) conta o niimero de concatenagdes envolvidas em
F (por exemplo, W93 envolve a concatenacao de 10 curvas horizontais simples, e Wyy34 envolve
22). Consequentemente F'(Box(c)) C B(Me,qy), que produz a inclusdo desejada Box™(ce) C
B(e, qo)- |

Podemos agora demonstrar o teorema de Chow:
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Demonstracao do Teorema de Chow. A consequéncia da metade do teorema de ball-box que
provamos é que o conjunto acessivel de p, que é o conjunto dos pontos ligados a p por caminhos
horizontais, é uma vizinhanca de p. Resta mostrar que este conjunto acessivel é toda nossa
variedade (conexa). Seja B qualquer outro ponto da nossa variedade M Ligue p & ¢ por qual-
quer caminho diferenciavel v. A imagem de v é compacta, entao podemos cobri-la por uma
quantidade finita sucessiva de vizinhancgas “caixa” para as quais o teorema de ball-box vale.
Chame essas vizinhangas Uy, Us, ..., U,,, com os U; centrados em pontos sucessivos p; ao longo
de v, p1 = p e pm = ¢q. Podemos escolher estas vizinhancas tais que U; N U;;1 # () e tomar
q; € U;NU;;11 em . Pelo teorema de ball-box nés temos caminhos “caixa” conectando p; a ¢; e
¢; a piy1. Concatenando esses caminhos temos um caminho horizontal ligando p a q. [ |

3.2 Meétrica de Carnot-Carathéodory-Finsler

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n munida com uma geometria sub-rieman-
niana, onde a distribuicao correspondente H é completamente nao-holonomica e diferenciavel,
de k-planos (regular com dimensao dimH = k), ou seja, a distribuicao H associa cada ponto
m € M a um subespago k-dimensional de T;, M.

Trabalharemos de agora em diante apenas com curvas absolutamente continuas. Em [11]
prova-se que curvas absolutamente continuas tem derivada em quase toda parte. Uma curva
absolutamente continua o« em M é dita horizontal se é tangente a distribuicao ‘H em quase toda
parte.

Definicao 3.4. Por distancia de Carnot-Carathéodory entre os pontos p, ¢ € M se entende
d(p,q) = inf {(w)} (3.1)
w€eClp g

onde Cp, 4 € o conjunto de curvas horizontais ligando p e q e {(w) € o comprimento de w.

Pelo Teorema temos que qualquer dois pontos de uma variedade conexa M, munida com
uma distribui¢ao completamente nao-holonomica, podem ser ligados por um caminho continu-
amente diferenciavel por partes tangente a essa distribuicao.

Como consequéncia disso, no nosso caso, a métrica d,. é finita. Pode-se provar ainda mais:

1. d. é uma métrica intrinseca em M.

De fato, para verificar que d,. é intrinseca basta verificar que ela foi obtida como a funcao
distancia associada a uma estrutura de comprimento. Mas basta tomar a classe dos
caminhos admissiveis como todos os caminhos horizontais e a fun¢ao comprimento ¢ como
sendo fungao comprimento induzida pela métrica g. E f4cil ver que a classe de caminhos
admissiveis assim tomada satisfaz as propriedades:

(a) ser fechada para restrigoes;
(b) fechada para concatenagoes;

(c) fechada para reparametrizagoes lineares.
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Assim,
de(p,q) = inf {{(w)}.

weCyp q

2. A topologia métrica da métrica d. é equivalente a topologia original de M.

Lembremos que a métrica original da variedade Riemanniana é dada por
b
g(z,y) = inf {/ VY (), @))dt vy [a,b] = M, y(a) = 2,7(b) = y} :

Entao as métricas sao quase a mesma exceto pela classe de caminhos admissiveis em que
o infimo é tomado. Sejam B,(z,¢) e By, (x,€) as bolas abertas de centro z e raio ¢ em
(M, g) e (M,d,), respectivamente.

Note que By (z,e) C By(z,€), pois g < d. j& que o conjunto dos caminhos horizontais
estd contido no conjunto de todos os caminhos diferenciaveis.

Pelo Teorema de ball-box (Teorema temos que existe um nimero k = k(g) > 0 tal
que By(z,k) C By, (z,¢).

3. Se a variedade Riemanniana (M, g) é completa entao (M, d.) é também um espa¢o métrico
completo.

Esse fato decorre do fato das topologias coincidirem, logo, (M, ¢g) é completa se, e somente
se, (M,d,) é completa.

Neste caso, devido ao Teorema de Chow (Teorema quaisquer dois pontos p e g em (M, d,)
podem ser ligados por um caminho minimizante . Mais do que isso, se v é parametrizado por
comprimento de arco s, entao 7(s) serd uma curva absolutamente continua e horizontal.

Provaremos os resultados no caso especial de grupos de Lie com distribuicao H invariante a
esquerda.

E necessdrio notar que na definicao de d.., C, 4 consiste de curvas absolutamente continuas
horizontais. Se obtém o mesmo resultado se (M, d,) consiste da classe menor de curvas horizon-
tais continuamente diferencidveis por partes (ligando os pontos p e q).

Ao mesmo tempo nao sabemos se uma curva minimizante em (M, d.) parametrizada por
comprimento de arco serd uma curva continuamente diferencidvel (ou pelo menos continuamente
diferencidvel por partes). d. depende apenas dos valores do tensor métrico ¢ na distribuigao H.

Precisamos da versao Finsler da métrica de Carnot-Carathéodory. Seja M uma variedade
diferenciavel de dimensao n munida com uma k-distribuicao diferenciavel completamente nao
holonémica H (k < n).

Para cada p € M, em H, ¢ dada uma norma F, tal que para qualquer campo de vetores
continuo horizontal X em M a funcao F(X)(p) = F,(X(p)) é continua. Entao a expressao
define, como diremos, uma métrica de Carnot-Carathéodory-Finsler.

Entende-se que o comprimento da curva w é medido com respeito a funcao métrica F,
definida no subfibrado k-dimensional de T'M.

Estamos interessados no caso especial dessa métrica da seguinte forma. Como H toma-se
um distribuigao invariante a esquerda no grupo de Lie conexo G(= M) tal que o subespago
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vetorial Ly = H. (e sendo a identidade do grupo G) da élgebra de Lie g do grupo G gera a
algebra de Lie g.

Aqui F é uma norma invariante a esquerda na distribuicao H definida por uma norma Fjy
em Lg no sentido que F = Fy o6, onde # é diferencial da translagao a esquerda, ou seja, ¢ uma
I-forma em G, com valores em g, calculada pela forma 6(u) = dLy-1(u), u € T,G, onde L, é
a translacao a esquerda em G pelo elemento g1
Teorema 3.5. Sejam G um grupo de Lie conexo, Ly um subespaco vetorial da dlgebra de Lie
g, que gera g, Fy uma norma arbitrdria em Ly. Entao a formula

de(g,h) = inf /0 Fo(0(X'(1)))dt, (3.2)

onde o infimo € tomado sobre todos os caminhos horizontais continuamente diferencidveis por
partes X = X(t), 0 <t <1, em G ligando g e h, define uma métrica (Carnot-Carathéodory-
Finsler) intrinseca invariante a esquerda em G que é compativel com a topologia de G.

Demonstragao. Provaremos a equivaléncia da topologia métrica 7. de d. e a topologia original
T em G.

Como Lg pode ser visto como um espago vetorial podemos definir, gracas a equivaléncia das
normas em espagos vetoriais de dimensao finita, dois produtos internos (-, -); e (-, )2 em Ly tais
que para todos os vetores u € Lo tenhamos (u, u)s < Fy(u) < (u,u);. Sejam g1 e go 0s tensores
métricos invariantes a esquerda em G correspondendo & (-, )1 e (-, )9, respectivamente. Logo,
para qualquer caminho horizontal continuamente diferencidvel por partes X = X (¢), 0 <t <1,
em G ligando g e h temos que

VAO(X'(2)), 0(X7(t)))2 < Fo(0 < V(0( O(X ()

Portanto
dg2(ga h) S dc(g7 h) S dg1(ga h)a

onde dg, e dg, sao as métricas sub-riemannianas associadas aos tensores g; e g, respectivamente.
Assim, para quaisquer 0 > 0 e gg € G,

By, (9,90) C Ba, (6, 90) C Ba,, (6, 90), (3.3)

onde By, (9, go) denota a bola sub-riemanniana com relacao a métrica d,,, i = 1,2, centrada em
go e raio d e By, (6, go) denota a bola sub-riemanniana com relagao a métrica d. centrada em gq
e raio 9.

Aplicando o Teorema de ball-box (Teorema[3.3)) para as variedades sub-riemannianas (G, A, g;)
e (G, A, g2), existem coordenadas y1,ys, - . ., Y, linearmente adaptadas a distribuigdo A e cons-
tantes positivas ¢; < O, o < Cy e €1,&9 > 0 tais que para todo € < min{ey, ez}

BOX(01€) C Bd91 (6,90) C BOX(01€) (34)

BOX(CQZ‘I) C Bdg2 (5,90) C BOX(CQ€). (35)
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Assim, de (3.3), (3.4)) e (3.5) temos que
BOX(01€) C Bdgl (8,90) C Bdc(&f,go) C Bd92 (8,90) C BOX(CQ&). (36)

Como as caixas Box(ci€) e Box(Che) sao identificadas por caixas n-dimensionais em R", podemos

toma-las como abertos bésicos de 7. Portanto, devido a ({3.6)) decorre que 7 = 74,.
|



Capitulo

Meétricas Intrinsecas Invariantes a Esquerda em
Grupos de Lie

Neste capitulo nos encaminhamos para a caracterizacao das métricas intrinsecas invariantes
a esquerda em grupos de Lie.

Teorema 4.1. (i) Seja (G, p) um grupo de Lie conexo com métrica intrinseca invariante a
esquerda p. Entao existe um subespaco vetorial Ly da dlgebra de Lie g que gera g, e
uma norma Fy em Lg tal que p coincide com a métrica de Carnot-Carathéodory-Finsler
definida por

d.(g.h) = inf / Fy(0(X'(1)))dt.

O infimo € tomado sobre todos os caminhos horizontais continuamente diferencidveis por
partes X = X(t), 0 <t <1, em G ligando os pontos g € h.

(ii) A correspondéncia p — (Lo, Fy) € biunivoca.
Antes de demonstrarmos o Teorema demonstraremos alguns resultados preliminares.

Lema 4.2. Considere (U,| - |) conforme definido nas Segoes e[2.9 Sewv e g denote por

X, 0 campo invariante a esquerda correspondente a v. Entao dado ¢ > 0, existe r > 0 tal que
| Xo(p) — Xy(e)| < € para todo p € By(e,r) e todo v com |v] = 1.

Demonstragio. Primeiramente note que X,(p) = 4 (pexp(tv)). Escrevendo p = exp(w), temos
que
pexp(tv) = exp(w) exp(tv) = exp(uw + to + 2(w, 1)),

onde |z(w, tv)| < |wl||tv|. Entao

d z(w, tv)
X,(p) = =
(0)= - ! n
Logo, se |w| = |p| < ¢, entao |X,(p) — X,(e)| < e. |

39



Capitulo 4. Métricas Intrinsecas Invariantes a Esquerda em Grupos de Lie 40

Lema 4.3. Seja G um grupo de Lie e (U, |-|) conforme definido anteriormente. Seja vy : [a,b] —
G um caminho de classe C' parametrizado por comprimento de arco em relagao a |- |, ou seja,
tal que Fo(v'(t)) = 1 para todo t. Entdo dado € > 0, existe § > 0 tal que set € [t1,t1+0), entao

[Y(t) Ty (1) — exp(y' () (t — ta)| < et — t].

Demonstragao. Transladaremos a curva para a origem em t = ¢;, ou seja, consideraremos a
curva y(t;)"'y(t). Considere § > 0 tal que |#(7(t2)) — 0(Y'(t1))] < /2 se |ta — 1| < 6. Seja
§ = min{d, 7}, onde r é tomado conforme o} lema 4.2 s6 que com e substituido por £/2. Fixe
t1 € [a,b]. Considere a curva 7(t ft ))dt em U. Note que ele em geral nao é a curva
n(t) :=v(t1) "1y (t). A curva n em U é a curva 1ntegra1 de

%n(t) = Xoary (n(t)),

ou seja
/ Koo (1) .
Pela escolhia de 8, temos que [Xoor (1)) — Xopron(€)] < £/2. Daf temos que
(1) (8) — e (6))(E — t2)] = I(e) — B (0t — 1)
< Jn(t) = 7O + 13(6) — 0 ()¢ — 1)
< | [ Sorntotona — [ o6 nae] + | [ ot~ [ oy
et —t))

sempre que t € [t1,t; + 0). [ |

Corolario 4.4. Nas condigoes do lema [[.5 temos que dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se
t € [t1,t146), entao d(y(t),v(t1) exp(v/(t1))(t—t1)) < e|t—t1|, onde d é a métrica correspondente
a uma métrica de Finsler invariante.

Demonstragao. E s6 notar que |- | e d sao Lipschitz equivalentes. [ ]

Proposicao 4.5. Para qualquer numero positivo € existe um caminho horizontal diferencidvel
por partes X, = X (t), 0 <t <1, com as sequintes propriedades:

(a) 0(X.(t)) € constante por partes;

(b) nos pontos comuns de existéncia dos tangentes X' e X! temos
[Fo(0(X"(1)) — Fo(0(XZ(0))] <&

(c) X:(0) =g e p(Xc(1),h) <e.
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Demonstragao. Fixe € > 0.

Para fixar ideias, suponha que X : [0,1] — G seja de classe C' e parametrizado por compri-
mento de arco em relacao a (U, |- ]). A ideia da demonstragao é particionar [0, 1] em k partes
iguais, e para essa partigao definir a curva 74 : [0, 1] — G dada por

Vi(t) =
X (0) exp(wit) se te€ [O,% :
X(0) exp() e Xp(wz( ) se te[n il

X(0) exp(22) exp(22) .. exp( ) explun(t — 521)) se t e [EL, 1]

onde w; = 6(v'(*74)). E claro que para k suficientemente grande, as condicdes a) e b) sao

satisfeitas. Resta mostrar a condi¢do c). Para isso, sejam vy, vs, ..., v, € g tais que exp(v;) =
X (=)' X(4). Entao

X (1) = X(0) exp(vy) exp(va) . . . exp(vg).
Por sua vez,

(1) = X (0) exp(wy) exp(ws) . .. exp(wy,).
Devemos controlar d(yx(1), X (1)), ou seja, d(e, X (1)71v4(1)). Faremos as contas “a partir dos
termos centrais”.

X (1) (1) = ... exp(—vy) exp(—vy) exp(wy) exp(ws) . . .

= ...exp(—wvy) exp(w; — vy + z(wy, —v1)) exp(ws) .. .;
Pelo Lema , existe 6 > 0 suficientemente pequeno (ou k suficientemente grande) tal que
|vy — wy| < €/k. Prosseguindo os célculos:

..exp(—vy + wy — v + 2z(—v1, —v9, wq)) exp(ws) . ..

onde

|2(—v1, —v2, wa)| < |vale/k + [vr|[va][wr] + [wi|]v:]
< |vale/k + 2 max{[vs[}. max{|ws[}.
(] 1
Prosseguindo, temos
<exp(wg — v+ ... +w; — vy + 2)

onde
2| < max{|v], |w;[}(k — 1)e + 2k max{|v;| }. max{|w;[}.
1,7 1 1

Logo, considerando que |w;| = |v;| = 1/k, temos que
4
|wg — v+ ... +Fwp — v + 2 §2€+E

que converge a zero quando k tende a infinito. [ |
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Demonstragao do Teorema[].1. Demonstraremos a priori apenas a parte (i). A parte (ii) se-
guira do Lema e sua demonstragao serd feita, portanto, apés o lema. (i) A aplicagao
exponencial exp : g — G define um difeomorfismo de uma vizinhanca V' de 0 em g em uma

vizinhanca U de e em G. Como no capitulo anterior, pela exp~! transferimos a estrutura de
grupo local e métrica p de U para V e vamos assumir que V' = U}(0,A), 0 < A < 1 e o Lema
vale em V.

Para ry > 0 suficientemente pequeno temos que B, (e) C U.

Para r < ry introduzimos a notacgao

B, = exp’l(BT(e)) C U| |(0, )\). (4.1)

Pelo Lema [2.11], para qualquer ntimero natural k& tem-se

1
BQLk C ?Br, (4.2)
pois
1
k _
2 B2Lk CB#B# =B, = B2Lk C %BT.
Consequentemente, a sequéncia de conjuntos compactos (8 = QkBQLk, k= 1,2,..., nao
aumenta, isto é,
k+1 k+1 28+
_ ok+ L -
Brr1 =2 B2kr+1 =2 ngk C 5 B;fk = b (4.3)

Definimos entao

8= B (4.4)

Provemos as seguintes afirmacoes:

1.

2.

3.

B é um conjunto compacto centralmente simétrico de V' com centro em 0 € V;
£ é um conjunto convexo;

Lo = |J AB é um subespago vetorial da algebra de Lie g que a gera,
A>0

. B é um compacto centralmente simétrico e convexo em /3 com centro em 0.

A compacidade de 3 segue do fato que 8 é a intersecao de uma sequéncia nao-crescente
de conjuntos compactos fi, k = 1,2,... (Que sdo compactos pois estamos considerando
B2Lk (e) como bolas fechadas). Cada bola B# junto com o ponto x também contém o ponto
7! (isto é, —z). Consequentemente vale o mesmo para f3; e, por conseguinte, também 3
é centralmente simétrico, com centro em 0.

Devido a compacidade de § é suficiente provar que [ contem juntamente com os pontos

x e y seu ponto médio x—;y De fato, suponha que para qualquer par de pontos x, y € 5 0

ponto xTer € [ e suponha, por absurdo, que # nao seja convexo. Entao existem z,y € (5 e

to € (0,1) tais que a = (1 — tg)x + toy ¢ 5. Construimos uma sequéncia (a;,)nen, pondo
o1ty
2

%, ay = % ge o estd entre x e g ou g = se ay esta entre oy e y. Para

o] = 5
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fixar ideias, suponha que as € [x,a1]. Se a € [x, as] faca az = ZX22; caso contrario faga

2
%. Seguindo o raciocinio, colocando os pontos da sequéncia como o ponto médio

3 =
do intervalo que contiver « teremos entao a sequéncia (o, ),eny em S que, por construgao,
converge para « ¢ 3, o que é um absurdo pelo fato de  ser compacto. Portanto para
mostrar a convexidade é suficiente mostrar que para quaisquer dois pontos do conjunto o

ponto médio também pertence ao conjunto.

Por definicao de § para cada k > 1, z,y € b, = 2kB2Lk, isto €, 5z, 5 € Br. Devido ao

2k
Lema[2.11 (“3) (2%) € B#Bi =B

2F

r
ok

, isto é,

T

ok

3+ ()G e w0

onde pelo Lema e por (4.1))

1

Ty A2 1
()| < < (46)
Multiplicamos (4.5)) por 2F~!

Ty k—1 Ty
=gy 27 (G ) € B

Por ,

r Yy k=1 1
)Zk_ <§+§>‘ DG

Como [ forma uma sequéncia nao-crescente de conjuntos compactos, segue das duas
ultimas relagoes que para qualquer ntimero natural m
Y

X . m B
2 g T €2 B = P

Isto é,

e y Py .
2+26m(16m_5.

3. Para um numero €, 0 < ¢ < 1, introduzimos a notagao 5. = 3 + eU,, onde Uy = {z €
g; |x| < A}. Obviamente (. é uma vizinhanga aberta do conjunto [.

Afirmamos que, devido a compacidade de i e (4.3) e (4.4), existe ko tal que para todo
k > kg temos a inclusao

B C B+ €Uy (4.7)

Suponha, por absurdo, que exista gy, 0 < gy < 1, de forma que para todo k € N temos
Br € By = B+ eoUx. Entao para: k = 1, existe z; € [ tal que z1 ¢ S+ eoUy; k = 2,
existe xo € [y tal que x5 ¢ B + goUy; assim por diante.

Desta forma, construimos uma sequéncia (zy)ren tal que xp € By e x & [+ 50(7,\ para
todo k € N. Em particular xj ¢ 5.
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Devido a compacidade de B, quando k — o0, existe uma subsequéncia z, — a, tal que
oo
a € By, para todo k. Como 5 = () B, temos que a € . Mas como zy, ¢ B, para todo k,

~ k=1
entao

|z — a| > g0,
0 que é um absurdo e prova o afirmado.

Assim, para todo k > ko, temos pela equagao (4.7)) que

BQLk C <%> <6+5UA) .

Ao mesmo tempo, pelo Lema 2.11], B, = B2Lk B2Lk e Bﬁ’ onde o lado direito é o produto

de 2% conjuntos idénticos.

Devido as ultimas duas relagoes, cada elemento x de B, pode ser representado na forma
r=(x1 +y1)(xs +y2) ... (Tox + yor), onde x; € (2%) B, y; € (2%) Uy, i=1,2,...,2% Pelo
Lema , para ¢ suficientemente pequeno temos a representacao

2k
o= (=) v (45)
=1

onde

Em particular, o conjunto de produtos da forma

2k 1
Hl’i, xZE(?)ﬂ, k:1,2,
i=1

é denso em B,. Note que, pelo Lema [2.11] esses produtos residem em B,. De fato, para
todok=1,2,...,8CBr = 2";32%. Assim

2 1 1 1 1
IEG (?)ﬂ...(z—»ﬁcﬁ(B(;)...?(B;>:BQE...BQ«L:BQ%:BT.
i=1

Em virtude da convexidade e da simetria central de § o conjunto Ly = |J A8 é um
A0

subespaco vetorial da dlgebra de Lie g. Seja Lo a algebra de Lie gerada pelo espaco
vetorial Ly. Entao o conjunto Z~Lo N B, C V é fechado e todos os produtos z1xs. .. Tk
da forma indicada estao no conjunto Lo N B,. Consequentemente, devido a e ,
xr € B, N f)o, B, C B, N fLO. Isto s6 pode ser se EO =g.

4. Segue imediatamente de (1), (2) e (3).
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A condigao (4) permite definir a norma Fy em Ly pela férmula usual de Minkowski:

1
Fy(x) :rinf{—; axeﬂ}, x € Ly. (4.10)
a>0 |
Pelo Teorema [3.5] podemos definir uma métrica intrinseca invariante a esquerda de Carnot-
Carathéodory-Finsler d. por (3.2). Resta provar que p = d..
Primeiro vamos provar que d. < p. Seja p(e,x) = r. Para qualquer ¢ > 0, pelo que foi

i=1
Uma vez que 2¥x; € 3, segue da defini¢ao de Fyy que Fy(x;) < 55, i € L.
Definimos o caminho X = X (¢) = exp(tz;), 0 <t < 1. Entao

2k
provado, existe um nimero natural k£ e uma representacao xr = (H a:z> y satisfazendo 1'

r

/0 FO(H(X/(t)))dt:/O Fo(a)dt = Fo(w:) < 5.

Consequentemente, d.(e,exp(z;)) < 5z. Devido a invariancia & esquerda de d., temos

d.(z,e) =d. Hmz y,e | <d. H% y,Ha:i + d. Ha:i,e
i=1 i=1 i=1 i=1

2k
=d.(y,e) +d, Hxl-, e | <d.y,e)+r.
i=1

De (4.9) e da continuidade de d. temos d.(z,e) < r, isto é,
d.(z,e) < p(x,e), se p(x,e) =r. (4.11)

Analogamente se prova (4.11)) se p(x,e) = &r, com o nimero &; 0 < ¢ < 1.
Dai (4.11]) vale para todo = de B,. Devido a invariancia a esquerda das métricas p e d. nds
temos a desigualdade desejada, d. < p.

Provemos a desigualdade oposta. Sejam g, h € G e X = X(t), 0 < ¢t < 1, um caminho
horizontal diferenciavel por partes arbitrario em G ligando g e h. E suficiente provar que

o) < | R(OX (1))t (4.12)

Consideremos a curva X, definida pela Proposicao Por (a) e pelo Lema dado abaixo,
o caminho X, ¢é retificavel na métrica p e seu comprimento ¢é igual a

1
600 = [ Rl
0
Agora, segue das propriedades (b) e (¢) que

p(g.h) = p(X(0),h) < p(X:(0), Xo(1)) + p(Xe(1), h) < €,(Xe) +¢
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/1 Fo(O(X(t)dt +¢ < /1 Fo(O(X'(t)))dt + 2¢.

Devido a escolha arbitraria de € temos (4.12)) e isso completa a prova do ponto (7) do teorema.
|

Vamos agora caracterizar Ly através dos subgrupos a 1-parametro.

Lema 4.6. Seja (G, p) um grupo de Lie com métrica intrinseca invariante & esquerda; x € g.
Entao, x € Lo se, e somente se, o subgrupo a 1-pardametro v,(t) = exp(tx), 0 < t < 1, €
retificavel na métrica p. Neste caso temos
e, exp(tx
Fy(z) = lim ple, exp(te))
t—0 t
Demonstracao. Seja a curva v, retificavel na métrica p. Entao para algum nimero « e qualquer

numero natural k N
2kp (67790(%)) S r,

«
isto é, exp <ﬁx) € B2Lk, ar € QkB2Lk ear € 8 C Ly.

Seja x € Ly, x # 0. Por definigao de Fy e por 3 ser fechado temos que para qualquer niimero

k

rx

rr T T
epc2*B-, ——— B o =——— ) .e) < —. 4.13
R 8PP wng < B o (v (3mg) ) <3 (13

Note que

(- (7)) = (- () = () + 2 (- () )
=0 (- () ) o O (i) )
Entao,

: < : ger (00 () o)
xT N 7 Nl 76 — X T N1 76 - .
P\ \ Fo(w)2F P\ \ Fy(a)2h+1 o

De onde temos imediatamente que

p (7:2 (FO(;)QIC) 7€> < p (%: (Fo(:v§2k+1> 76>

T — T
2F 2k +1
T
o(ve (55 ) )

T
Fo(xz)2k

Segue que a sequéncia ( ) é uma sequéncia nao-decrescente de niimeros
keN

reais. Pela equacdo (4.13) temos que a sequéncia ¢ limitada superiormente por -, portanto
G Fo(x)’

converge.
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Defina
. p <7x (FO(;)QIC) 7€>
a:= lim "
k—o0 —F0($)2k
Afirmamos que
POb).€) _ (4.14)

t

De fato, todo t € R pode ser escrito como Z Logo

.
=1 Fo(z)2k
> ar o= 1
—2(:@ﬂ>>9—mwéwza
0 que mostra a afirmacao.

Mostremos que a = F(z). Para isto fixe ¢ > 0. Tome N € N tal que se kK > N, entao

p(’)/a: <2kp7';($)> ae) - c
a—_

_r
2k Fy(x)

p(72(t), €) >
t

Afirmamos que se t € <0, W) entao a — e. Com efeito, para tal ¢, tome o

menor ¢ tal que ¢t + ¢ é da forma Note que t <t em > N. Entao

)

p(72(t),€) > p(a(t +1),¢) — p(1(t), ) > p(va(t + 1), e) —at
> (a—§> (t+1t)—at =at — g(t+¥) > (a —e)t.

Portanto, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que se t € (0,0), entao

’ p(1:(t), €)
t

—a| <E.

Em vista da aleatoriedade de t segue dai que a curva 7, ¢é retificavel e

p(1:(t), €)
t—0 t

T T
N%Cﬁyﬁﬁﬁ’

L € [, e por definicao de Fy

=a < Fy(x). (4.15)

Devido a equagao (4.14]) temos

isto é, £ € 2B »

ok’ o
a
a=r—> Fy(x).
r
Juntamente com ({4.15]) isto dd a equagao desejada. O lema esta provado. |

Agora, utilizando o Lema vamos provar o ponto (i7) do Teorema .



Capitulo 4. Métricas Intrinsecas Invariantes a Esquerda em Grupos de Lie 48

Demonstragao do Teoremal[f.1. (i) Suponha que existam dois subespagos vetoriais, Ly e L,
da algebra de Lie g e duas normas Fy e F; em Ly e Ly, respectivamente, que satisfacam

as condigoes do item (i) do Teorema mas que Lo # L.

Suponha, sem perda de generalidade, que z € Ly e que = ¢ L;. Pelo Lema[4.6] por x nao
pertencer a Lq, o subgrupo a l-parametro 7,(t) = exp(tz), 0 < ¢t < 1, ndo é retificavel na
métrica p, mas isto é um absurdo, pois x € Ly e entao, pelo mesmo lema, v, é retificavel
em p. Logo Ly = L.

Ainda pelo Lema [4.6] temos que

Fy(z) = lim P

g P02 _ g

Assim, Fy = F7.

Por outro lado, dado o par (Lg, Fy), a métrica de Carnot-Carathéodory-Finsler é unica-
mente definida.

Lema 4.7. Seja R™ munido com uma norma F e com uma métrica intrinseca d, onde d(x,y) =
inf{l(v)}, €(v) = f; F(v/(t))dt e o infimo é tomado sobre todos os caminhos continuamente
¥

diferencidveis por partes ligando x e y definidos no intervalo [a,b]. Entao, para todos x, y € R™,
d(z,y) = F(z —y).

Demonstracao. Considere a curva o como sendo o segmento que liga = e y, onde « : [0, 1] — R"
é dada por a(t) = (1 — t)x + ty. Assim,

d(z,y) = wE{07)} < nf{((e)} = ((a) = / F(o/(t))dt = / F(z— y)dt = F(z — ).

Portanto, d(x,y) < F(y — x).

Agora para provar a desigualdade contraria considere um caminho diferencidvel por partes
v : a,b] = R™ qualquer ligando x e y. Considere agora a aplicagao t — F'(7'(t)). Note que para
todo € > 0 existe um § > 0 tal que se tomarmos uma particdo P = {a =ty <t; < --- < t, = b}

do intervalo [a,b] com |P| < §' e ; € [ti_1,t;],i=1,...,m, entao
m - b -
> F(Y ()t — tioa) —/ F(+/(t)dt] < 5.
i=1 a
Além disso, para todo t € [a, b] existe §; < ¢ de forma que
V(t+ At) —(¢) / 3

F — F(v(t —_—
(1 O < g5

se |At| < By

Cubra [a, b] por intervalos do tipo (¢t — 3, t + ;). Tome uma subcobertura finita e considere
a particao P = {a = o<ty <---<t,= b} tal que t; ou t,_1 é o centro do intervalo e o outro
¢ um ponto nesse mesmo intervalo. Entao.

Tsso significa que o comprimento euclidiano de cada subintervalo da particao ¢ estritamente menor do que 4.
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T

[F((0) = F(y(@)l = Y [F(1(&) = (i)

. Z Fw?t;(}l)) )
<3 (PO
< Z (FO/EN+ 55 ) -t
- (Z;(F(w'(ti)»(ti - tH)) +

< /bF(y’(t))dt bel

Fazendo ¢ tender a zero temos que F(y — x) < {(v) para qualquer curva diferenciavel por
partes v que ligue x e y, logo temos F(y — z) < d(z,y). |

Lema 4.8. Seja R™ com uma norma ||-|| que induz uma métrica nao euclidiana. Entao existem
vetores v1, v9 € R™ tais que ndo existe angulo no sentido de Alexandrov entre seus subgrupos a
1-parametro.

Demonstracao. Ja que a métrica nao é euclidiana entao nao vale a identidade do paralelogramo
para todos os vetores de R”. Entao tome vy, vo € R", ambos nao nulos, tais que para eles nao
vale a identidade do paralelogramo, ou seja, existe r(vy,vy) = r # 0 tal que

o1 + w2 [? + [Jor — o] [* = 2[|on] |* + 2o |* + 7.
Assim,
[loa|* + [[val* = [lor = o] = =([|va[* + [[v2|* = [Jor + o] |* + 7). (4.16)

Considere os angulos de comparacao entre vy e vy € entre vy e —vy, respectivamente dados
por

y (||01H2+||v2||2—||v1—v2||2>

£ (v1,vq) = arccos

2[[on || lve]l

y [oall? + [[va]* — [Jor + vof

£ (vy, —vy) = arccos ( : (4.17)
2[[oa|[lve]l

Da equagao (4.16) temos que

y il + [Joa] | — [loa + val* + 7
4£(v1,v9) = arccos (— (H . 4.18
(b1, v2) A (4.18)
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Suponha, por absurdo, que Z(vl,w) + Z(vl, —vy) = 7. Assim, Z(vl, ve) = — AL(v1,—v3) €
aplicando o cosseno vem que

cos <Z(v1,vg)) = cos <7r — L(vy, —vg)> = —Co8 (Z(vl, —112)> .

Das equagoes (4.17) e (4.18)

_ (Hvlll2 + [lval] = [J1 + val[? +T> _ (Hvll\z + [0af[* = [|vy +02H2)
2w [] []va]] 2w ][ [Jve]]

O que implica em r = 0, o que seria uma contradicao. Portanto, Z(vl, vg) + Z(vl, —vy) # T.
Suponha, por absurdo, que £(Vu,, Yu,) € L(Voys V—v,) existam. Entao £(yy,, Yu,) = £L(v1, v2)
e £L(Yoys V—vy) = £ (v1, —v2). Pelo Teorema temos que

Z('Ul, U2> + Z(’Ul, —Ug) > Tr. (419)
Denotando por
o+ — [lval|* + [Jva]|* — [Jv1 — vo]
2[[ve[[ [Jve]]
© 2 2 2
— _ w4 el = [lor + va|
- —
2[|vr|[ [[ve]| ’
temos que £ (vy,vs) + £(v1, —v2) = 7 se, e somente se, §7 + 0~ = 0. De fato,

A(v1,09) + £(v1, —v3) =T & L(v1,05) = T — £(v1, —03) & cos(L(v1,v2)) = cos(m — £(v1, —3))

& cos(L(v1, 1)) = —cos(L(vy, —v5)) & 07 = -0~ < 0" +6~ =0.

Afirmamos ainda que
A(v1,00) + L(v1, =) > T 07+ 67 <0. (4.20)

De fato, como £ (vy,vy), £(v1, —v3) € [0,7] e a funciio cosseno é decrescente neste intervalo
temos que

A(v1,09) + £(v1, —v3) > T & L(v1,05) > 7 — L(v1, —03) & cos(L(v1,v3)) < cos(m — £(v1, —13))

& cos(L(vr,v3)) < —cos(L(vy, —vy)) & 07 < =0~ < 07 +67 <0.

Analogamente temos que

L(vi,v9) + £L(vy, —vg) < T & 07+ 67 > 0. (4.21)

Note que
2| [vn]|? + 2{[va][? — ||or — wa[? — ’
o g — 2l + 2llesll = [l =l = Jlos + ] (429
2[|va]|{[v2]
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Considere agora os seguintes angulos de comparagao

Z(B5 T — anccos (H%HQ+ 25| ””2”2) 12

2 2 2 ]|z || |52
€ v1—va | |2 v1tvg | |2 2
2 <Ul —v U —v2>  recos (HTH iUTvL; [[oall ) . (4.24)
2 2 2|52 | | g

E chame de ¢ e ¢~ os argumentos do arccos das equagoes (4.23) e (4.24)), respectivamente.
Assim, temos

2|2+ 222 = Yol — oo P

V1 —v2 ’U1+’U2H
2 ||| |25

T+ =

_ Mor = ool + [Jor + wa[* = 2f[en || — 2[[osI* (4.95)
B 2o = va [[vy + v2] . '
Comparando as equacoes e vemos que o sinal de 87 + 6~ é sempre contrério ao
sinal de p* + ™.
Pela desigualdade (4.19)) e pela equivaléncia em temos que 07 + 6~ < 0 e pelo que
observamos acima teremos ¢t + ¢~ > 0. Pela equivaléncia em temos que

~ [ V2 —VU1 —U1 — V2 ~ [ V1 — V2 —VU1 — V2
£ £
( 2 2 >+ ( 2 2 ><7T’

o que é um absurdo, por contradizer a desigualdade triangular do Teorema [1.13

Conclui-se que se existisse angulo no sentido de Alexandrov entre v; e vy terfamos um absurdo
com os angulos de comparacao. Entao nao existe o referido angulo. |

Vamos apresentar brevemente um resultado de topologia conhecido como Lema do Tubo,
cuja demonstragao pode ser encontrada em [I0], e nos sera 1til na demonstragdo do préximo
teorema.

Sejam X e Y espacos topoldgicos, onde Y é compacto. Seja zy € X e W uma vizinhanca de
zo em X. Entdo temos que W X Y é um tubo que contem a “fatia” {xo} x Y de X x Y.

Lema 4.9 (Lema do Tubo). Considere o espago produto X XY, ondeY € compacto. Se N é
um conjunto aberto de X XY contendo a “fatia” {zo} x Y de X XY, entao N contem algum
tubo W X Y ao redor de {xo} x Y, onde W € uma vizinhan¢a de o em X.

Teorema 4.10. Uma métrica intrinseca invariante a esquerda em um grupo de Lie conexo G
serd de Finsler se, e somente se, qualquer subgrupo a I1-parametro de (G, p) € retificavel (em
um segmento). Uma métrica de Finsler invariante a esquerda p serd uma métrica Riemanniana
invariante a esquerda se, e somente se, entre quaisquer dois subgrupos a 1-parametro de (G, p)
existir um angulo no sentido de A. D. Alexandrov na identidade e € G.
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Demonstragao. Se a métrica p é de Finsler entdao Ly = g e pelo Lema [.0] segue que qualquer
subgrupo a 1-parametro é retificavel.

Reciprocamente, se qualquer subgrupo a l-parametro é retificavel, pelo Lema 4.6, g = Lo e
portanto p é uma métrica de Finsler.

Seja F' a norma em g que da origem a métrica p, e considere a aplicagao exp : g — G e uma
parametrizacao de G, x : A C R” — G, onde A é um aberto. Considere a identificacao R" = g.
Entao exp : A C R" — (G é um sistema de coordenadas de primeira espécie em uma vizinhanca
da origem. Identificaremos A e exp(A). Suponha que A seja uma vizinhanga convexa.

Considere também a familia de métricas Finsler continuas {d;};~o induzida pela familia de
normas {Fi}i~o, em A, onde Fy(x,v) = M = F(tz,v).

Chamamos de Fj a norma dada por Fy(z,v) = tl_igl+ Fy(xz,v). Fy é uma norma Finsler

continua em R". Fj induz uma métrica dy em R"™ e pelo Lema , do(x,y) = Fo(x — y), para
quaisquer z, y € R"™.
Sejam vy, vo € R™ e considere seus subgrupos a 1-parametro, v,, € 7,,, respectivamente.
Provemos agora a seguinte afirmacao: Para todo € > 0 existe t € (0,1) tal que

(1 —e)Fy(tz,v) < Fi(z,v) < (14 ¢)Fy(tz,v)

para todos x € V', t € [0, .).
Defina a aplicacdo F : [0,1] x SV — R dada por

F(t,xz,v) = Fy(x,v) — Fy(x,v) = F(tz,v) — Fy(z,v),

onde SV C TV e S ¢é a esfera unitaria centrada em .
Temos que F(0,z,v) =0 e {0} x SV C F((—¢,¢)).
Usando o Lema [4.9) temos que existe ¢. tal que

[0,t.) x SV C F‘l((—é,e)).
Assim, para todo £ > 0 existe ¢, tal que se (t,z,v) € [0,%.) x SV entdo
|Fy(z,v) — Fo(x,v)| <E.

Logo,

Fy(0,v) — € < Fy(z,v) < Fy(0,v) + €

= Fy(0,0) (1 - Fo(; U)) < Fy(z,v) < Fy(0,v) (1 v Fo(f),v)> .

Tomando C' = Hn‘un {Fy(0,v)} temos que para todos (¢, z,v) € [0,t.) x SV

Fo(0,0) (1 _ %) < Fi(z,0) < Fy(0,0) (1 + %) .

Se vale para todos (¢, z,v) € [0,t.) x SV também vale para todos (¢, z,v) € [0,t.) x TV.
Chamando ¢y a funcao de comprimento relativa a norma FO, temos que para uma curva -y,
v) = fol Fo(v(s),7'(s))ds. O mesmo para £; e Fy, {y(y fo Fi(v(s),7'(s))ds.



Capitulo 4. Métricas Intrinsecas Invariantes a Esquerda em Grupos de Lie 53

Dai decorre que, para todo t < t.,

(1 —=e)bo(y) < bi(y) < (L +e)lo(v),
pois X
li(y) = /0 Fy(v(s),7/(s))ds > /(1 — &) Fo((5),7/(s))ds = (1 —&)lo(v).

Analogamente ;(y) < (1 + ¢)lo(7).
Assim, segue que

(1 —e)do(w,y) = (1 — ) inf{lo(7)} = inf{(1 — e)lo()} < Inf{i(7)} = di(2, y)

(1 +e)do(w,y) = (1+¢) igf{éo(v)} = igf{(l +e)lo(v)} > igf{ft(v)} = di(z,y).

Portanto, (1 —¢e)dy < d; < (1 + ¢)dy, para todo t € [0,¢.).
Da relagao acima temos que

(1 —)* (d5(x,0) + d5(y,0)) _ di(x,0) +di(y,0) _ (1+¢)*(di(x,0) + di(y,0))

< 4.26
(14 2)22dy(z,0)do(y,0) — 2di(x,0)di(y,0) — (1 —e)?2do(x,0)do(y,0) (4.26)
Além disso,
—(1+¢)*dj(z,y) —dj(z,y) —(1 —e)*di(z, y)
< < . (4.27)
(1 - 8)22d0($, O>d0 (y> O) th(l’, O)dt(y7 0) (1 + 5)22d0<l‘, O)d()(y7 O)
Somando termo a termo as desigualdades (4.26]) e (4.27)) temos
(1= o) (dB(0.0) + di(0.0) = (1 + )\ Blay) _ Blw0)+ B(0.0) = Blry) (oo
(1 +€)2<1 - 6)22d0(x70)d0(y70) N 2dt(‘r70)dt(y70) '
e
df(l’, 0) + df(ya O) B d?([ﬁ, y) < (1 + 5)4 (d(Z)(:L‘a 0) + d(%(y7 0)) B (1 — 6)4d(2)(1', y) (4 29)

2d;(z,0)dy(y, 0) (14 ¢)2(1 — &)?2dy(z, 0)do(y, 0)

Lembrando da definicao de F};, temos que dada uma curva v e sendo ¢ a estrutura de
comprimento associada a norma [, entao

6 = [ FGO s = [ Fa.ee)F =1

Assim, ((ty) = tly(~y) e, portanto

di(p, q) = nf{li(7)} = inf {@} _ dinte)

t t
Assim, para t < t., nao nulo, temos que

d?(l’, O) + d?(ya O) _ d?($7 y) _ tzd?(.%, O) + t2d?(ya O) — t2d?<x7 y)
th (Z’, O)dt (y, O) 2tdt($, O)tdt (y, O)
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_ d?(tx,0) + d*(ty, 0) — d®(tz, ty)
B 2d(tz,0)d(ty, 0) '
Substituindo a igualdade acima em (4.28) e (4.29)) e fazendo ¢ tender a zero, temos que t.
também tende a zero, logo

d d*(tz,0) + d*(ty, 0) — d*(tz, ty)
2d0 ([E, O)do (y, 0) T t—0t

2d(tz,0)d(ty, 0)
< d%(l’, O) + dg(ya O) — d%(l’, y) )
- 2d0<x7 O)d0<y7 0)

Portanto vale a igualdade e assim

(dﬁ(m(s), 0) + dg(14(5), 0) — dg(s (), 7v2(§))>
2d0(7‘/1 (g)v O)do(’yvz (5)’ 0)

Lao (M, 7,) = lim arccos
5,5—0

d*(t14(5), 0) + d?(t,(3), 0
2d(tm4(5), 0)d(
),0
)d(

(dQ(Wvl (t5),0) + d*(yv, (15
Zd(’YVl (tS), 0

) dQ(thVl( )7 t7V2(§)))
t’YVQ( )7 0)
(
)

) — (i (ts ),sz(ﬁ)))
/7V2(t 70)

(v, (1), 0) + d*(, (1), 0) — d(; (D), 1, (D))
Qd('yvl (5)7 O)d(%@ (f), O) ) - Kd(’Y\ﬁ ) ’7\/2).

Ou seja, a existéncia de um angulo entre os subgrupos a 1-parametro vy, e vy, em G esta

= lim arccos | lim
5,5—0 t—0

= lim lim arccos
5,5—0t—0

= lim arccos
t,t—0

condicionada a existéncia do angulo, em R"”, entre eles. [ |

Uma questao de interesse é de descobrir em que grupos de Lie G qualquer métrica intrinseca
invariante a esquerda serd Finsler. A partir dos Teoremas [£.1] e e do Lema [4.6] vé-se que
isto é verdade se, e somente se, qualquer subespaco vetorial Ly da algebra de Lie g do grupo GG
que gera g coincide com g. Isso é equivalente a dizer que qualquer subespaco vetorial Ly de g é
uma subalgebra.

De fato, suponha que qualquer subespaco da algebra de Lie g que a gere coincida com g.
Suponha Ly um subespaco vetorial que nao é uma subalgebra. Entao existem X, Y € L, tais
que Z = [X,Y] ¢ Ly. Tome o subespaco E de codimensao 1 que contenha Ly mas tal que
Z ¢ FE. Assim, F é um subespaco que gera g mas que nao coincide com g, o que seria um
absurdo. Logo Ly é uma subalgebra.

Reciprocamente se qualquer subespago vetorial é subalgebra, entao para qualquer subespaco
Lo que gera g temos que Lo = [Lo] = g.

Como também ¢ facil ver, a caracterizagao acima é equivalente a afirmacao de que qualquer
subespago Ly C g de dimensao 2 é uma subalgebra de Lie. De fato, se todo subespaco é
subalgebra, em particular, os subespacos de dimensao 2 também o sao. Por outro lado, se
qualquer subespaco de dimensao 2 é subalgebra entao dado um subespaco vetorial Ly de g, para
quaisquer X,Y € Ly, [X,Y] € Ly, pois o subespaco de dimensao 2 gerado por X e Y é uma
subdlgebra e esta contido em Ly. Consequentemente, g é caracterizada por esta propriedade:
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Para todos X, Y € g
(X,Y]=a(X, V)X + (X, Y)Y (4.30)

onde a(X,,Y) e f(X,Y) s@o nimeros reais.

Todas essas algebras estao classificadas em [7]. Em particular, todas as dlgebras de Lie
comutativas tém essa propriedade.

Para cada dimensao n > 1 existe exatamente uma algebra de Lie nao-comutativa L, com
a propriedade L, tem uma descri¢ao simples: em L, existe um ideal comutativo (n — 1)-
dimensional [,,_; e um elemento Z € L, \ I, tal que ad(Z) |;,_,=1id;, ,.

E provado em [7] que qualquer métrica Riemanniana invariante a esquerda g, em um grupo
de Lie conexo G,, com algebra de Lie L, tem curvatura seccional constante negativa.

Pode-se dar outra descricao de G,,.1, n > 1: Ele é o grupo afim A", isto é, o grupo gerado
por translagoes paralelas e homotetias de A™.

Exemplo 4.11. Vamos considerar o espaco hiperbolico H" wvisto da sequinte maneira: H" =
{(z1,...,20); 2, > 0}. Considere o grupo afim G = span{(t,d) € R" ! x R} onde t ¢ trans-
lagao paralela ao hiperplano x, = 0 e d € dilatagdo. Assim, (t,d)(x) = dx + t, ou seja,
(ti,to, .ot d) (21, ..o, 2p) = (doy + b1, dry + oy .o day—y + tpoq, dxy,).

Dados os pares (t1,dy) e (ta,ds) temos que

(tl, dl)(tg, dg)(il?) = (tl, d1)<d2x + tg) = dl(dgiﬁ + tg) + tl

= dldQSU + dltg + tl = (dldz, dltg + tl)(x)

Portanto, essa é a operagao do grupo em H".

Note que e = (0,0,...,0,0,1) € o elemento neutro do grupo afim G.

Vamos calcular os campos invariantes a esquerda em H". Considere v = (v1,...,v0,) € @n,
onde g,, € a dlgebra de Lie do grupo G, e pode ser identificada com R™. Note quey : I C R — H"
dada por vy(s) = vs + e € uma curva tal que 7'(0) = v.

O campo invariante a esquerda X, correspondente a v em um ponto p = (t,d) € H" é dado
por

X)= g 0| = p(td)(ws e
d
= - ((t,d)(v18,v28, ..., Vy_18,U,8 + 1)) »

d
=0 ((dvys + t1,dves + to, ..., dvy,_18 + tp_1,dv,s + d))

s=0
=d(v1,v2,...,V_1,U,) = dv.

Geometricamente isso significa que um campo € invariante por qualquer translacdo paralela
ao hiperplano x, = 0 e que o comprimento euclidiano dos vetores do campo X, varia proporci-
onalmente ao parametro d sem mudar de sentido e de direcao.

Considere a parametrizacao y : U C R* — H", onde U = {(z1,...,2,);2, > 0} ey € a
aplicacao identidade restrita a U. Podemos escrever v = (v1,...,v,) = Y vi@(e), logo
i=1 i
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- 0
Xv(y1>--'7yn) :Zviyna_y(yla-"ayn)' (431)
i=1 ’

Sejam dois vetores v, w € g, e os campos de vetores invariantes a esquerda X, e X, corres-

pondentes a v = (vy,...,v,) e w = (wy,...,wy,), respectivamente. Pela expressio em 0
colchete destes campos € dado por

n 9 & P
X, Xu| = ViYyn ) WilYp =
X X [z g S ayj]

: ) < " ) & 0 [ 9
S zwjyn—) I A (z vz-yn—)
i=1 Oys j=1 Oy j=1 Oy; \'S Oyi
. 0 - 0
=, Wil —— — Wy, Villp=—— = UnXw — WnXy-
Z e Z " Dy
Isso significa que o colchete de campos invariantes a esquerda neste exemplo satisfaz a pro-
priedade da equac¢ao , logo podemos determinar para a dalgebra g, um ideal comutativo
(n — 1)-dimensional I,,—1 e um elemento Z € g, \ I,—1 tal que ad(Z) |1, ,= idy,_,. Tome o

0 0 0 0
—,yn—,...,yn—} e o elemento Z = y,——. Dado um campo
3y1 8y2 8

wdeal I,y = span q y,
n—1 ayn

n—1
Z a;Yp— € I,_1 qualquer temos que
i=1 ayz

0 [ 0 L 0 ( 0 )
= Yn3— AQiYn—=— | — QiYn 7 n gy
e (; Y 8yi> Z Iy Y

OYn

i=1 0yi
Portanto, ad(Z)|,_, = id|s,_,.

Consequentemente, qualquer grupo de Lie conexo (G, com élgebra de Lie L,,, nao comutativa
e com a propriedade , serd isométrico ao espaco hiperbdlico e portanto serd simplesmente
conexo.

Em vista do exemplo e da descricao de G,41, fica provado:

Teorema 4.12. Se o grupo de Lie conexo G é comutativo ou € o grupo afim n-dimensional
(n > 1) A", entdo qualquer métrica intrinseca invariante o esquerda em G serd Finsler.
Caso contrdrio existe uma mélrica intrinseca invariante a esquerda que nao € Finsler (Carnot-
Carathéodory-Finsler) em G.
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