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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema misto geral para a equação de

Korteweg–de Vries (KdV) em um domı́nio limitado:

ut(x, t) +Du(x, t) +D3u(x, t) + u(x, t)Du(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T );

D2u(0, t) = a1Du(0, t) + a0u(0, t),
D2u(1, t) = b0u(1, t),
Du(1, t) = c0u(1, t),

t ∈ (0, T );

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1);

onde Dj = ∂j/∂xj, j ∈ N são as derivadas parciais com respeito a x, T > 0 e a0, a1, b0

e c0 são constantes satisfazendo certas condições. Como resultado principal, obtemos a

existência e unicidade de solução regular do problema acima, para T > 0 suficientemente

pequeno.

Palavras-chave: equação KdV, semigrupos, teoremas de ponto fixo, soluções

regulares.
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Abstract

We study here the general mixed problem for the Korteweg–de Vries (KdV)

equation in a bounded domain:

ut(x, t) +Du(x, t) +D3u(x, t) + u(x, t)Du(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T );

D2u(0, t) = a1Du(0, t) + a0u(0, t),
D2u(1, t) = b0u(1, t),
Du(1, t) = c0u(1, t),

t ∈ (0, T );

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1);

where Dj = ∂j/∂xj, j ∈ N are the partial derivatives with respect to x, T > 0 and a0,

a1, b0 and c0 are constants satisfying certain conditions. Existence and uniqueness of

local-in-t regular solutions of this problem are proved.

Key-words: KdV equation, semigroups, fixed-point theorems, regular solu-

tions.
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Introdução

Por volta de 1834 John Scott Russel [25], observou ondas criadas na superf́ıcie

da água em um canal, que pareciam se propagar de forma constante e sem mudar de

forma. Russel realizou vários experimentos deste fenômeno que ele chamou de Ondas

Solitárias. Inicia-se então, o estudo sobre as equações que modelam o movimento de

ondas em meios dispersivos.

Mais tarde George Airy e George Stokes [9], se interessaram pelo assunto

desenvolvendo e analisando principalmente os modelos matemáticos dos fenômenos ob-

servados anteriormente nos laboratórios. Apesar de certo avanço, várias questões ficaram

sem respostas concretas, como por exemplo, por que se realiza uma propagação constante

de uma onda de forma permanente sobre a superf́ıcie da água. O próximo grande avanço

se encontra no trabalho de Joseph Boussinesq [6]. O modelo matemático dele inclui,

implicitamente, várias situações as quais originaram posteriormente as equações KdV,

BBM e outras.

Somente em 1895, surgiu o famoso artigo de dois cientistas holandeses, Diederik

Korteweg e Gustav de Vries [19], que relata uma modelagem matemática essencial sobre

as Ondas Solitárias observadas por Russel. A forma original da equação principal do

artigo é

ηt =
3

2

√
g

l

(
1

2
η2 +

3

2
αη +

1

3
βηxx

)
x

onde η é a elevação da superf́ıcie de ĺıquido sobre o seu ńıvel de equiĺıbrio l > 0, α > 0 é

uma constante relacionada ao movimento uniforme (propulsão linear) do ĺıquido, g > 0

é a constante de gravidade e β = l3

3
− T l

ρg
é a constante relacionada às forças capilares do
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tensor T e da densidade ρ = const > 0.

Podemos dizer que as equações de Boussinesq e KdV que descrevem os movi-

mentos de ondas, são as mais familiares nas quais os efeitos dispersivos estão presentes.

De um modo bem simples, podemos dizer que dispersão de uma onda é o fenômeno no

qual a velocidade da onda depende da sua amplitude, ver [15, 22] para mais detalhes.

O sistema de equações

(S.B.)

{
ut + [(1 + αu)w]x − β

6
wxxx = 0,

wt + ux + αwwx − β
2
wxxt = 0,

descreve a propagação unilateral das ondas dispersivas na superf́ıcie de um ĺıquido e foi

originado por Boussinesq. Sua dedução pode ser encontrada em [2] ou [3]. Fisicamente,

as variáveis redimensionadas u e w estão relacionadas à amplitude e comprimento de

onda, respectivamente. Afim de obter um modelo matemático mais relevante em termos

de α e β e ao mesmo tempo mantendo a propagação em um único sentido, considerou-se

a seguinte mudança de variáveis,

w = u+ αA+ βB,

onde

A = A(u, ux, ut, ...) e B = B(u, ux, ut, ...).

Substituindo essas novas variáveis em (S.B.), obtém-se duas equações que mo-

delam a propagação unidimensional de ondas longas com pequena amplitude, a saber:

{
ut + ux + 3

2
αuux + β

6
uxxx = 0 , KdV

ut + ux + 3
2
αuux − β

6
uxxt = 0 . BBM

A primeira das equações é a famosa equação de Korteweg–de Vries, já men-

cionada acima, e a segunda é a equação BBM em homenagem aos matemáticos Benjamin,

Bona e Mahony, ver [2, 3, 4].

Para análise matemática, é conveniente modificar os termos com α e β rela-

cionados a amplitude máxima e comprimento de onda, respectivamente. Para isto, pode-
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mos fazer α = 2
3

e β = 6. Assim, podemos reescrever as equações KdV e BBM como{
ut + (1 + u)ux + uxxx = 0 , KdV

ut + (1 + u)ux − uxxt = 0 . BBM

Há muitos estudos sobre a equação KdV em várias formas. A ela foram

dedicados vários trabalhos sobre problemas de valores inicial e de fronteira, como os

encontrados em [4, 5, 12, 16, 18, 21, 22]. Nos problemas mistos, na maior parte dos tra-

balhos citados, foram impostas condições simples na fronteira do tipo, u(0, t) = u(1, t) =

ux(1, t) = 0.

Problemas mistos com condições mais gerais na fronteira, para a equação

KdV em domı́nios limitados, foram considerados em [8]. Problemas mistos gerais para

equações lineares de evolução de ordem ı́mpar foram estudados em [17].

O presente trabalho se dedica ao estudo do problema misto, no domı́nio

limitado (0, 1)× (0, T ), 0 < T < +∞, para a equação KdV, a saber:

ut(x, t) +Du(x, t) +D3u(x, t) + u(x, t)Du(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T );

D2u(0, t) = a1Du(0, t) + a0u(0, t),
D2u(1, t) = b0u(1, t),
Du(1, t) = c0u(1, t),

t ∈ (0, T );

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1);

onde os coeficientes a0, a1, b0 e c0 são escalares tais que

b0 > 0, a0 < 0, |a1| < min{1,−2a0} e |c0| <
√

2b0.

O objetivo aqui é mostrar que para T > 0 suficientemente pequeno o problema acima

possui uma única solução regular u = u(x, t);

u ∈ L∞(0, T ;H3(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H4(0, 1)),

ut ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)),

para cada u0 ∈ H3(0, 1).

Para isto dividimos o trabalho em
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• Problema estacionário;

• Problema de evolução linear;

• Problema de evolução não-linear. Soluções locais.

O problema estacionário refere-se ao problema
D3u(x) + λu(x) = f(x), x ∈ (0, 1);
D2u(0) = a1Du(0) + a0u(0),
D2u(1) = b0u(1),
Du(1) = c0u(1),

onde λ > 0 e f ∈ L2(0, 1).

Aqui utilizamos o Método de Continuação com Respeito de um Parâmetro,

ver [27], para provarmos que o problema estacionário acima possui uma única solução

u ∈ H3(0, 1) para cada λ > 0 e cada f ∈ L2(0, 1). Dáı, definimos o operador Au := D3u

com domı́nio

D(A) := {u ∈ H3(0, 1); D2u(0) = a1Du(0) + a0u(0),

D2u(1) = b0u(1),

Du(1) = c0u(1)},
e temos então que, para cada λ > 0, o operador λI+A é bijetor. Além disso, mostramos

que (Au, u)L2(0,1) ≥ 0,∀u ∈ D(A), ou seja, A é um operador m-acretivo. Desta forma,

usando resultados da Teoria de Semigrupos, ver [24, 28], prova-se que o problema de

Cauchy abstrato não homogêneo {
ut + Au = f
u(0) = u0,

possui uma única solução u = u(x, t);

u ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];L2(0, 1)),

para cada f ∈ C([0, T ];L2(0, 1)) tal que ft ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)) e cada u0 ∈ D(A). Assim

podemos, por argumentos de densidade, considerar funções mais lisas, obter algumas

estimativas e após passagem ao limite concluir que o problema de evolução linear

ut(x, t) +D3u(x, t) = f(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T );

D2u(0, t) = a1Du(0, t) + a0u(0, t),
D2u(1, t) = b0u(1, t),
Du(1, t) = c0u(1, t),

t ∈ (0, T );

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1);
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possui uma única solução global u = u(x, t);

u ∈ X = L∞(0, T ;H3(0, 1)),

ut ∈ Y = L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)).

para cada u0 ∈ D(A).

Dáı, fazendo f = −Dv − vDv no problema linear acima, onde v pertence ao

espaço de Banach

V = {v : [0, 1]× [0, T ]→ R : v ∈ X, vt ∈ Y

D2v(0, t) = a1Dv(0, t) + a0v(0, t),

D2v(1, t) = b0v(1, t),

Dv(1, t) = c0v(1, t),

v(x, 0) = u0(x)}

com a norma

‖v‖2
V = sup

t∈(0,T )

{‖v‖2
L2(0,1)(t) + ‖vt‖2

L2(0,1)(t)}+

∫ T

0

[‖Dv‖2
L2(0,1)(t) + ‖Dvt‖2

L2(0,1)(t)]dt,

podemos definir um operador P sobre V relacionado ao problema de evolução linear

tal que u = Pv. Definimos então uma bola BR em V e mostramos que para T > 0

suficientemente pequeno o operador P leva BR em si mesma e que P é uma contração

de BR em BR. Logo pelo teorema do Ponto Fixo de Banach (ou Prinćıpio da Contração)

obtem-se a existência e unicidade de solução local generalizada u = u(x, t);

u, ut ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1))

do problema original. Por fim, voltamos à equação

ut +D3u+Du+ uDu = 0

e obtemos um ganho na regularidade, mostrando existência e unicidade de solução local

regular.

Nesta última etapa, problema de evolução não-linear, seguimos uma linha de

racioćınio análogo aos trabalhos de G.G. Doronin e N.A. Larkin, ver [11] e E. Tronco,
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ver [13]. Mas grande parte da teoria desenvolvida aqui é originalmente deste trabalho

e eventuais correções serão bem aceitas para melhoria desta dissertação. O presente

trabalho pode ser visto também como uma continuação dos trabalhos de M. A. J. Silva

[26], que estudou a equação de Airy e de E. Tronco [13], que trabalhou com a equação

KdV em um domı́nio não limitado.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, formularemos o problema e enunciaremos o resultado princi-

pal. Além disso, apresentaremos alguns resultados que serão usados no desenvolvimento

do nosso trabalho, entre eles resultados de teoria de semigrupos. No entanto, por serem

resultados familiares, omitimos suas demonstrações, as quais podem ser encontradas em

nossas referências.

1.1 Formulação do problema e resultado principal

Para 0 < T < +∞ fixo denotamos QT = {(x, t) ∈ R2 : x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T )}.

Em QT , consideramos a equação KdV,

ut +Du+D3u+ uDu = 0 (1.1)

sujeita às condições de fronteira e dado inicial

D2u(0, t) = a1Du(0, t) + a0u(0, t), t ∈ (0, T ); (1.2)

D2u(1, t) = b0u(1, t), t ∈ (0, T ); (1.3)

Du(1, t) = c0u(1, t), t ∈ (0, T ); (1.4)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1), (1.5)

onde os coeficientes a0, a1, b0 e c0 são escalares tais que

b0 > 0, a0 < 0, |a1| < min{1,−2a0} e |c0| <
√

2b0. (1.6)
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Se considerarmos uma condição na fronteira mais geral do tipo

a2D
2u(0, t) + a1Du(0, t) + a0u(0, t) = 0,

b2D
2u(1, t) + b1Du(1, t) + b0u(1, t) = 0,

c2D
2u(1, t) + c1Du(1, t) + c0u(1, t) = 0,

então se a2 6= 0 temos

D2u(0, t) = a1Du(0, t) + a0u(0, t),

onde

a1 = −a1

a2

e a0 = −a0

a2

.

Além disso, se impormos que o determinante ∆ = b2c1− c2b1 seja diferente de zero então

podemos, pela regra de Cramer, escrever D2u(1, t) e Du(1, t) em função de u(1, t) como

segue

D2u(1, t) = b0u(1, t); b0 =
b1c0 − b0c1

b2c1 − c2b1

e

Du(1, t) = c0u(1, t); c0 =
b0c2 − b2c0

b2c1 − c2b1

.

Assim recáımos nas condições de fronteira (1.2)-(1.4), logo os coeficientes a0, a1, b0 e c0

devem satisfazer

b0 > 0, a0 < 0, |a1| < min{1,−2a0} e |c0| <
√

2b0.

Por outro lado, se a2 = 0 então, a fim de obtermos

(D3u, u)(t) = D2u(1, t)u(1, t)−D2u(0, t)u(0, t)− 1

2
(Du(1, t))2 +

1

2
(Du(0, t))2 ≥ 0,

devemos ter u(0, t) = 0, o que exige também a1 = 0, a2 6= 0 e as condições

u(1, t) = Du(1, t) = 0 ou Du(1, t) = D2(1, t) = 0,

o que é um caso bastante estudado, ver [3, 4, 16].

O resultado principal deste trabalho é o seguinte:

Teorema 1.1. Seja u0 ∈ H3(0, 1) e a0, a1, b0 e c0 satisfazendo (1.6). Então existe

T0 > 0 tal que o problema (1.1)-(1.5) possui uma única solução regular u = u(x, t);

u ∈ L∞(0, T0;H3(0, 1)) ∩ L2(0, T0;H4(0, 1))
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e

ut ∈ L∞(0, T0;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T0;H1(0, 1)).

1.2 Notações e resultados preliminares

Daqui em diante adotaremos as notações usuais ‖ · ‖ e (·, ·) para a norma e

o produto interno em L2(0, 1) respectivamente.

Vejamos agora, algumas definições e resultados auxiliares que aparecerão por

todo o texto, principalmente no Caṕıtulo 2. Faremos o uso de tais resultados constante-

mente e suas demonstrações podem ser encontradas em [1, 7, 20, 23] .

Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Denotaremos por

C(Ω) = {ϕ : Ω −→ R ; ϕ é cont́ınua}

C∞(Ω) = {ϕ : Ω −→ R ;ϕ é infinitamente diferenciável}.

Dada uma função u ∈ C(Ω), definimos o suporte de u como sendo

Supp(u) = {x ∈ Ω ; u(x) 6= 0}
Ω

C0(Ω) = {ϕ ∈ C(Ω); Supp(ϕ) ⊂ Ω é compacto}

C∞0 (Ω) = {ϕ ∈ C∞(Ω); Supp(ϕ) ⊂ Ω é compacto}.
Dizemos que uma sucessão de funções {ϕν} ⊂ C∞0 (Ω) converge para uma função ϕ ∈

C∞0 (Ω) quando existir um subconjunto compacto K ⊂ Ω tal que

(i) Supp(ϕν) ⊂ K, ∀ν e Supp(ϕ) ⊂ K,

(ii) Dαϕν−→Dαϕ ; uniformemente sobre K, ∀ α ∈ Nn.

Com esta noção de convergência, denotaremos C∞0 (Ω) por D(Ω) e o chamaremos de

espaço das funções testes.

Definição 1.2. Um Espaço de Banach E é um Espaço Vetorial Normado Completo.

Quando a norma de E provém de um Produto Interno (p.i.), então dizemos que E é um

Espaço de Hilbert.

Definição 1.3. Diz-se que uma função u : Ω −→ R é mensurável quando u é o limite

quase sempre (q.s.) de uma sucessão de funções do tipo escada.
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Seja p ∈ R tal que 1 ≤ p <∞. Denotamos por

Lp(Ω) = {u : Ω −→ R ; u é mensurável e

∫
Ω

|u(x)|pdx <∞}.

Em Lp(Ω) há uma identificação entre funções que diferem entre si, em pontos de um

conjunto de medida nula. Podemos definir uma norma em Lp(Ω), associando a cada

(classe de funções) função u ∈ Lp(Ω) o número real

‖u‖Lp(Ω) =

[∫
Ω

|u(x)|pdx
]1/p

.

Com isto,
(
Lp(Ω); ‖ · ‖Lp(Ω)

)
é um espaço de Banach para todos 1 ≤ p <∞.

No caso particular p = 2, os espaços L2(Ω) são espaços de Hilbert com p.i. dado por

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx e norma ‖u‖L2(Ω) =
√

(u, u). Logo, toda teoria construida para

os espaços de Hilbert pode ser aplicada a L2(Ω).

Se p =∞, denotamos por

L∞(Ω) = {u : Ω −→ R ; u é mensurável e |u(x)| ≤ λ q.s. em Ω, comλ > 0}.

Neste caso, como |u(x)| ≤ λ q.s. em Ω diz-se então que λ > 0 é majorante essencial de

u. Seja A = {λ ∈ R ; |u(x)| ≤ λ q.s. em Ω} e definimos supess|u| = infA. Podemos

assim, definir uma norma em L∞(Ω) associando cada u ∈ L∞(Ω) o número real

‖u‖L∞(Ω) = supess|u|,

e com isto o espaço (L∞(Ω); ‖ · ‖L∞(Ω)) é um Espaço de Banach.

Suponhamos agora 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N. Representaremos por

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω) , ∀ 0 ≤ |α| ≤ m},

onde a derivada se dá no sentido das Distribuições. Nestes espaços podemos definir

normas como segue

‖u‖pWm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx , se 1 ≤ p <∞;

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

supess|Dαu(x)| , se p =∞.

10



Assim definido, (Wm,p(Ω); ‖·‖Wm,p(Ω)) é um espaço de Banach. No caso particular p = 2,

representaremos Wm,2(Ω) por Hm(Ω) que são espaços de Hilbert com o p.i.

(u, v)Hk(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv) ; ∀ u, v ∈ Hm(Ω).

Seja X um Espaço de Banach e T > 0 um número real. Representaremos

por Lp(0, T ;X), 1 ≤ p < ∞ o espaço de Banach das (classes de) funções vetoriais u :

(0, T ) −→ X mensuráveis tais que ‖u(t)‖X ∈ Lp(0, T ), munido da norma ‖u‖Lp(0,T,X) =[∫ T

0

‖u(t)‖pXdt
]1/p

. Representaremos por L∞(0, T ;X) o espaço de Banach das (classes

de) funções vetoriais u : (0, T ) −→ X mensuráveis tais que ‖u(t)‖X ∈ L∞(0, T ), munido

da norma ‖u‖L∞(0,T ;X) = supesst∈(0,T )‖u(t)‖X . Denotamos também C([0, T ];X) o espaço

das funções continuas u : (0, T )→ X tal que ||u||C([0,T ];X) = max0≤t≤T ||u(t)||X < +∞.

Dado (E; ‖ · ‖E) um espaço de Banach, o dual topológico de E define-se por

E ′ = {f : E −→ R ; f é linear e cont́ınua},munido da norma ‖f‖E′ = supx∈E,‖x‖E≤1|〈f, x〉|

também é um espaço de Banach. Do mesmo modo, podemos definir o bi-dual de E de-

notado por E ′′ com a norma ‖ξ‖E′′ = supf∈E′,‖f‖E′≤1|〈ξ, f〉|.

Como pode ser visto em [7], a aplicação

J : E −→ E ′′

x 7−→ Jx,

onde Jx : E ′ −→ R é tal que Jx(f) = 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′, ∀x ∈ E; é uma isometria de E

sobre J(E) ⊂ E ′′, o que nos permite fazer a identificação E ∼= J(E).

Dizemos que E é reflexivo quando J(E) = E ′′ e que E é separável se existe

um subconjunto S ⊂ E enumerável e denso em E.

Definição 1.4. A topologia fraca σ(E,E ′) em E é a topologia mais grossa (menos fina)

em E no qual todas as funções ϕf : E → R; ϕf (x) = 〈f, x〉, ∀x ∈ E, f ∈ E ′ são

cont́ınuas.

Definição 1.5. A topologia fraca∗ σ(E ′, E) em E ′ é a topologia mais grossa (menos

fina) em E ′ no qual todas funções Jx, x ∈ E são cont́ınuas.
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Teorema 1.6. Sejam E um espaço de Banach separável e {fn} uma sucessão limitada

de E ′. Então existe uma subsucessão {fnk
} de {fn} que converge na topologia fraca∗

σ(E ′, E).

Demonstração: Ver [7].

Teorema 1.7. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e {xn} uma sucessão limitada de

E. Então existe uma subsucessão {xnk
} de {xn} que converge na topologia fraca σ(E,E ′).

Demonstração: Ver [7].

Teorema 1.8. C(Ω), C0(Ω) e C∞0 (Ω) são densos em Lp(Ω) para todos 1 ≤ p < ∞.

Demonstração: Ver [1].

Lema 1.9. Se Ω é limitado e u ∈ Lp(Ω) então u ∈ Lq(Ω), desde que exista q tal que

1 ≤ q ≤ p ≤ +∞.

Demonstração: Ver [1].

Lema 1.10. Seja X um espaço de Banach. Se u ∈ Lp(0, T ;X) e u′ ∈ Lp(0, T ;X), então

u ∈ C([0, T ];X).

Demonstração: Ver [1].

Teorema 1.11 (Desigualdade de Young). Sejam a e b números reais e 1 < p < ∞.

Então, para todo ε > 0 temos que:

|a||b| ≤ |εa|
p

p
+
|ε−1b|
q

q

,

onde 1
p

+ 1
q

= 1.

Demonstração: Ver [20].

Teorema 1.12 (Desigualdade de Hölder). Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈ L1(Ω)

e vale ∫
Ω

|uv|dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω),

onde 1 ≤ p ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1.

Demonstração: Ver [7].
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• Quando p = 2, a Desigualdade de Hölder é conhecida como Desigualdade

de Cauchy-Schwartz que representaremos como

|(u, v)| ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω).

Teorema 1.13 (Desigualdade de Minkowski). Se u, v ∈ Lp(Ω). Então

‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω); 1 ≤ p <∞.

Demonstração: Ver [20].

Teorema 1.14 (Desigualdade de Ehrling). Suponhamos que Ω satisfaz a propriedade

do cone uniforme, ver [1] e seja ε0 > 0 qualquer. Então existe uma constante δ =

δ(ε0,m, p,Ω) tal que para quaisquer 0 < ε < ε0, inteiro 0 ≤ j ≤ m − 1 e u ∈ Wm,p(Ω)

vale a seguinte estimativa

‖Dju‖Lp(Ω) ≤ δε‖Dmu‖Lp(Ω) + δε
−j

m−j ‖u‖Lp(Ω).

Demonstração: Ver [1].

Lema 1.15. (Desigualdade Diferencial de Gronwall) Seja u(t) uma função não-

negativa e diferenciável em [0,T], que satisfaz:

u′(t) ≤ f(t)u(t) + g(t)

onde f(t) e g(t) são funções integráveis em [0, T ]. Então

u(t) ≤ e
∫ t
0 f(τ)dτ

[
u(0) +

∫ t

0

g(s)e−
∫ s
0 f(τ)dτds

]
, ∀t ∈ [0, T ].

Se f(t) e g(t) forem não-negativas, então a expressão torna-se

u(t) ≤ e
∫ t
0 f(τ)dτ

[
u(0) +

∫ t

0

g(s)ds

]
, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração: Ver [14].
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Teorema 1.16. (Método de Continuação com Respeito de um Parâmetro)

Sejam A,B : X → Y operadores lineares e cont́ınuos, onde X e Y são espaços de

Banach sobre um corpo K. Consideremos os problemas:

(P1) Bu = f, u ∈ X;

(Pζ) Lζu ≡ ζBu+ (1− ζ)Au = f, 0 ≤ ζ ≤ 1.

Se para todo f ∈ Y , (P0) possuir uma única solução e a estimativa a priori

‖u‖X ≤ C‖f‖Y , 0 ≤ ζ ≤ 1,

onde a constante C independe de ζ e f , estiver satisfeita, então o problema (P1) possui

solução única para todo f ∈ Y .

Demonstração: Ver [27].

Definição 1.17. Seja X um espaço de Banach e L(X) o espaço dos operadores lineares e

limitados de X. Diz-se que uma aplicação S : R+ → L(X) é um semigrupo de operadores

lineares limitados de X se:

i) S(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X);

ii) S(t+ s) = S(t)S(s),∀t, s ∈ R+.

Diz-se que o semigrupo S é de classe C0 se

iii) limt→0+ ‖(S(t)− I)x‖ = 0,∀x ∈ X.

Além disso, se ‖S(t)‖ ≤ 1,∀t ∈ R+, então dizemos que S é um semigrupo de

contrações de classe C0.

Definição 1.18. O operador A definido por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

h→0+

S(h)− I
h

x existe

}
,

−Ax = lim
h→0+

S(h)− I
h

x,∀x ∈ D(A)

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.
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Para cada x ∈ D(A), introduzimos a norma do gráfico ‖x‖D(A) = (‖x‖2 +

‖Ax‖2)
1
2 . Desde que A seja um operador fechado, temos que o espaço D(A) munido da

norma do gráfico é um espaço de Banach, ver [24, 28].

Definição 1.19. Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que o operador A : H → H é

m-acretivo quando:

i) Re(Ax, x)H ≥ 0 para todo x ∈ D(A);

ii) R(I + A) = H. (R(I + A) = imagem de I + A).

Teorema 1.20. (Lumer-Phillips) O operador A é o gerador infinitesimal de um semi-

grupo de contrações de classe C0 se, e somente se, A é m-acretivo.

Demonstração: Ver [24, 28].

Teorema 1.21. Consideremos o seguinte problema não homogêneo:{
du
dt

+ Au = f(t),
u(0) = u0,

(1.7)

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0. Se para

cada T > 0 finito, f ∈ C([0, T ];X) e ft ∈ L2(0, T ;X), então o problema (1.7) admite

uma única solução clássica u tal que

u ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];X),

para cada u0 ∈ D(A).

Demonstração: Ver [28].
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Caṕıtulo 2

Existência e unicidade de solução
para equação KdV com condições de

fronteira gerais

2.1 Problema estacionário

Nesta seção, nosso objetivo é resolver o seguinte problema de fronteira:
D3u(x) + λu(x) = f(x), x ∈ (0, 1);
D2u(0) = a1Du(0) + a0u(0),
D2u(1) = b0u(1),
Du(1) = c0u(1),

(2.1)

onde λ > 0, f ∈ L2(0, 1) e a0, a1, b0 e c0 satisfazem (1.6).

Se denotarmos X = H3(0, 1), Y = L2(0, 1) e definirmos os operadores

Au := D3u e Bu := (D3 + λI)u,

com domı́nios

D(A) = D(B) := {u ∈ H3(0, 1); D2u(0) = a1Du(0) + a0u(0),

D2u(1) = b0u(1),

Du(1) = c0u(1)},

então de acordo com o teorema 1.16 basta mostrarmos que para todo f ∈ L2(0, 1), o

problema de fronteira
D3u(x) = f(x), x ∈ (0, 1);
D2u(0) = a1Du(0) + a0u(0),
D2u(1) = b0u(1),
Du(1) = c0u(1),

(2.2)
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possui solução única, e que a estimativa a priori

‖u‖H3(0,1) ≤ C‖f‖, 0 ≤ ζ ≤ 1,

seja satisfeita.

Fazendo a mudança de variáveis y = 1− x, temos
−D3v(y) = f1(y), y ∈ (0, 1);
D2v(0) = b0v(0),
Dv(0) = −c0v(0),
D2v(1) = −a1Dv(1) + a0v(1),

(2.3)

onde v(y) = u(1 − y) e f1(y) = f(1 − y). Como a equação no problema (2.3) é linear,

temos pela teoria de equações diferenciais ordinárias, ver [10], que uma solução geral

para esta equação vem dada por

v(y) = vc(y) + vp(y), (2.4)

onde vp(y) é uma solução particular para a equação (2.3) e vc(y) é uma solução geral da

equação homogênea associada

−D3v(y) = 0, x ∈ (0, 1). (2.5)

A equação caracteŕıstica para (2.5) é −λ3 = 0, cujas ráızes são:

λ1 = λ2 = λ3 = 0.

Logo as soluções de (2.5) são

v1(y) = 1, v2(y) = y e v3(y) = y2.

Note que o Wronskiano W (y) ≡ 2 6= 0, assim as soluções v1, v2 e v3 são L.I. e a solução

geral da equação (2.5) é:

vc(y) = C1 + C2y + C3y
2. (2.6)

Usando o Método da Variação dos Parâmetros, uma solução particular vp para a equação

do problema (2.3) é dada por
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vp(y) =
3∑
j=1

vj(y)

∫ y

0

Wj(s)

W
f1(s)ds,

onde Wj(y), j = 1, 2, 3; é obtido de W (y) substituindo a j-ésima coluna por

 0
0
1

.

Efetuando os cálculos, obtemos que

W1(y) = y2; W2(y) = −2y; e W3(y) = 1.

Assim uma solução particular da equação em (2.3) é

vp(y) =
1

2

∫ y

0

f1(s)s2ds− y
∫ y

0

f1(s)sds+
y2

2

∫ y

0

f1(s)ds. (2.7)

Das igualdades (2.6) e (2.7), a solução procurada é dada por

v(y) = C1 + C2y + C3y
2 +

1

2

∫ y

0

f1(s)s2ds− y
∫ y

0

f1(s)sds+
y2

2

∫ y

0

f1(s)ds. (2.8)

Vamos calcular agora as constantes C1, C2 e C3. A partir de (2.8) temos

Dv(y) = C2 + 2C3y −
∫ y

0

f1(s)sds+ y

∫ y

0

f1(s)ds

e

D2v(y) = 2C3 +

∫ y

0

f1(s)ds.

Para y = 0:

v(0) = C1; Dv(0) = C2; D2v(0) = 2C3.

Para y = 1:
v(1) = C1 + C2 + C3 + 1

2

∫ 1

0
(s2 − 2s+ 1)f1(s)ds;

Dv(1) = C2 + 2C3 +
∫ 1

0
(1− s)f1(s)ds;

D2v(1) = 2C3 +
∫ 1

0
f1(s)ds.

Deste modo temos o seguinte sistema linear
2C3 = b0C1

C2 = −c0C1

a0C1 + (a0 − a1)C2 + (a0 − 2a1 − 2)C3 = −K
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onde K = −a1

∫ 1

0
(1 − s)f1(s)ds + a0

2

∫ 1

0
(s2 − 2s + 1)f1(s)ds −

∫ 1

0
f1(s)ds. Dáı, com as

condições (1.6) segue que o determinante M = −b0(a0−2a1−2)+2c0(a0−a1)−2a0 6= 0,

e assim obtemos as constantes

C1 = 2K
M

; C2 = −2c0K
M

; C3 = b0K
M
. (2.9)

Das igualdades (2.8) e (2.9) mostramos que o problema (2.3) possui uma única solução.

Vamos agora mostrar a estimativa

‖v‖H3(0,1) ≤ C‖f1‖.

Temos inicialmente que

|K| ≤ |a1|
∫ 1

0

|1− s||f1(s)|ds+
|a0|
2

∫ 1

0

|s− 1|2|f1(s)|ds+

∫ 1

0

|f1(s)|ds

≤
(
|a1|+

|a0|
2

+ 1

)(∫ 1

0

1ds

) 1
2
(∫ 1

0

|f1(s)|2ds
) 1

2

=

(
|a1|+

|a0|
2

+ 1

)
‖f1‖.

Dáı

|K|2 ≤
(
|a1|+

|a0|
2

+ 1

)2

‖f1‖2. (2.10)

Além disso,

|D2v(y)| ≤ 2|C3|+
∫ 1

0

|f1(s)|ds

≤ 2|C3|+ ‖f1‖,

o que implica

|D2v(y)|2 ≤ 6|C3|2 + 3‖f1‖2.

Integrando de 0 à 1 obtemos

‖D2v‖2 ≤ 6|C3|2 + 3‖f1‖2.
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Logo por (2.9) e (2.10) chegamos à

‖D2v‖2 ≤

[
6b2

0

|D|2

(
|a1|+

|a0|
2

+ 1

)2

+ 3

]
‖f1‖2. (2.11)

Analogamente tem-se

|Dv(y)| ≤ |C2|+ 2|C3|y +

∫ 1

0

|f1(s)|sds+ y

∫ 1

0

|f1(s)|ds

≤ |C2|+ 2|C3|y + ‖f1‖+ y‖f1‖,

o que implica

|Dv(y)|2 ≤ |C2|2 + 2|C2|‖f1‖+ ‖f1‖2

+ (4|C2||C3|+ 2|C2|‖f1‖+ 4|C3|‖f1‖+ 2‖f1‖2)y

+ (4|C3|2 + 4|C3|‖f1‖+ ‖f1‖2)y2.

Integrando de 0 à 1 e usando a desigualdade de Schwartz temos

‖Dv‖2 ≤ 7

2
|C2|2 + 4|C3|2 +

11

2
‖f1‖2.

Logo por (2.9) e (2.10) chegamos à

‖Dv‖2 ≤

[(
14|c0|2 + 4b2

0

|D|2

)(
|a1|+

|a0|
2

+ 1

)2

+
11

2

]
‖f1‖2. (2.12)

Também

|v(y)| ≤ |C1|+ |C2|y + |C3|y2 +
1

2

∫ 1

0

s2|f1(s)|ds+ y

∫ 1

0

sds+
y2

2

∫ 1

0

|f1(s)|ds

≤ |C1|+ |C2|y + |C3|y2 +
1

2
‖f1‖+ y‖f1‖+

y2

2
‖f1‖,

o que implica

|v(y)|2 ≤ |C1|2 + |C1|‖f1‖+
1

4
‖f1‖2

+ (2|C1||C2|+ 2|C1|‖f1‖+ |C2|‖f1‖+ ‖f1‖2)y

+ (2|C1||C3|+ |C1|‖f1‖+ |C2|2 + 2|C2|‖f1‖+ |C3|‖f1‖+
3

2
‖f1‖2)y2

+ (2|C2||C3|+ |C2|‖f1‖+ 2|C3|‖f1‖+ ‖f1‖2)y3

+ (|C3|2 + |C3|‖f1‖+
1

4
‖f1‖2)y4.
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Integrando de 0 à 1 e usando a desigualdade de Schwartz temos

‖v‖2 ≤ 3|C1|2 +
61

24
|C2|2 +

7

5
|C3|2 +

563

120
‖f1‖2.

Novamente por (2.9) e (2.10) chegamos à

‖v‖2 ≤

[(
12

|D|2
+

61|c0|2

6|D|2
+

7b2
0

5|D|2

)(
|a1|+

|a0|
2

+ 1

)2

+
563

120

]
‖f1‖2. (2.13)

Além disso temos

‖D3v‖2 = ‖f1‖2. (2.14)

Assim, de (2.11)− (2.14) tem-se

‖v‖H3(0,1) ≤ C‖f1‖.

Voltando à variável x obtemos

u(x) = C1 + C2(1− x) + C3(1− x)2 +
1

2

∫ 1−x

0

f(1− s)s2ds

+ (x− 1)

∫ 1−x

0

f(1− s)sds+
(1− x)2

2

∫ 1−x

0

f(1− s)ds,

que é a solução do problema (2.2) e

‖u‖H3(0,1) ≤ C‖f‖, para ζ = 0.

Para ζ = 1:

Temos a seguinte equação

D3u+ λu = f em (0, 1). (2.15)

Multiplicando (2.15) por u obtemos

(D3u, u) + λ‖u‖2 = (f, u). (2.16)
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Integrando por partes temos∫ 1

0

uD3udx = uD2u|10 −
∫ 1

0

D2uDudx

= uD2u |10 −
1

2
(Du)2 |10

= D2u(1)u(1)−D2u(0)u(0)− 1

2
(Du(1))2 +

1

2
(Du(0))2

= b0(u(1))2 − [(a1Du(0) + a0u(0))u(0)]− 1

2
c2

0(u(1))2 +
1

2
(Du(0))2

=

(
b0 −

1

2
c2

0

)
(u(1))2 − a1Du(0)u(0)− a0(u(0))2 +

1

2
(Du(0))2.

Mas

−a1Du(0)u(0) ≥ −|a1|
(Du(0))2

2
− |a1|

(u(0))2

2
,

logo

(D3u, u) ≥
(
b0 −

1

2
c2

0

)
(u(1))2 +

(
−a0 −

|a1|
2

)
(u(0))2 +

(
1

2
− |a1|

2

)
(Du(0))2.

Assim, das condições em (1.6) segue que

(D3u, u) ≥ 0. (2.17)

Voltando à equação (2.16) tem-se

λ‖u‖2 ≤ (D3u, u) + λ‖u‖2 = (f, u) ≤ ‖f‖‖u‖,

donde

‖u‖ ≤ 1

λ
‖f‖. (2.18)

Por outro lado, multiplicando D3u na equação (2.15) e integrando de 0 à 1 obtemos

‖D3u‖2 + λ(D3u, u) = (f,D3u).

Sendo (D3u, u) ≥ 0, devemos ter

‖D3u‖2 ≤ ‖D3u‖2 + λ(D3u, u) ≤ (f,D3u) ≤ ‖f‖‖D3u‖.

Deste modo,

‖D3u‖ ≤ ‖f‖. (2.19)
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Vamos agora estimar as derivadas intermediárias Dju, j = 1, 2. De acordo com a de-

sigualdade de Ehrling, teorema 1.14, temos que

‖Dju‖ ≤ δε‖D3u‖+ δε
−j
3−j ‖u‖, j = 1, 2,

onde 0 < ε < ε0, ε0 > 0 e δ = δ(ε0) > 0.

Consequêntemente de (2.18) e (2.19) vem que

‖Dju‖ ≤ δε‖f‖+
δ

λ
ε
−j
3−j ‖f‖ =

(
δε+

δ

λ
ε
−j
3−j

)
︸ ︷︷ ︸

Cj

‖f‖.

Dáı,

‖Dju‖ ≤ Cj‖f‖, j = 1, 2, (2.20)

onde Cj = Cj(ε, λ). De (2.18)-(2.20) conclúımos que u ∈ H3(0, 1), e

‖u‖H3(0,1) ≤ C‖f‖,

onde C =
(

1
λ2 + C2

1 + C2
2 + 1

) 1
2 > 0.

Para 0 < ζ < 1:

Temos a seguinte equação

D3u+ λζu = f em (0, 1). (2.21)

Multiplicando a equação (2.21) por (1 + γx)u e integrando de 0 à 1 temos

((1 + γx)u,D3u)︸ ︷︷ ︸
I1

+ ((1 + γx)u, ζλu)︸ ︷︷ ︸
I2

= ((1 + γx)u, f)︸ ︷︷ ︸
I3

.
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Integrando por partes vem que

I1 =

∫ 1

0

[(1 + γx)u]D3udx = (1 + γx)uD2u|10 −
∫ 1

0

D2uD[(1 + γx)u]dx

= (1 + γx)uD2u|10 −
∫ 1

0

[D2u(1 + γx)Du+D2uγu]dx

= (1 + γx)uD2u|10 −
∫ 1

0

(1 + γx)DuD2udx− γ
∫ 1

0

D2uudx

= (1 + γx)uD2u|10 −
∫ 1

0

(1 + γx)
1

2
D[(Du)2]dx− γuDu|10 + γ

∫ 1

0

(Du)2dx

= (1 + γx)uD2u|10 − γuDu|10 −
(1 + γx)

2
(Du)2|10 +

3γ

2

∫ 1

0

(Du)2dx

= (1 + γ)u(1)D2u(1)− u(0)D2u(0)− γu(1)Du(1) + γu(0)Du(0)

−(1 + γ)

2
(Du(1))2 +

1

2
(Du(0))2 +

3γ

2
‖Du‖2

= (1 + γ)u(1)b0u(1)− u(0)[a1Du(0) + a0u(0)]− γu(1)c0u(1) + γu(0)Du(0)

−(1 + γ)

2
(c0u(1))2 +

1

2
(Du(0))2 +

3γ

2
‖Du‖2.

Aplicando a desigualdade de Schwartz obtemos que

K1(u(1))2 +K2(u(0))2 +K3(Du(0))2 +
3γ

2
‖Du‖2 ≤ ((1 + γx)u,D3u), (2.22)

onde

K1 =
[
(1 + γ)b0 − γc0 − (1−γ)

2
c2

0

]
; K2 =

(
−a0 − |γ−a1|

2

)
; K3 =

(
− |γ−a1|

2
+ 1

2

)
.

Observe que com as condições em (1.6) e γ > 0 suficientemente pequeno temosK1, K2, K3 >

0. Além disso,

I2 ≥ 0 e I3 ≤ ε2‖u‖2 + 1
ε2
‖f‖2.

Logo

K1(u(1))2 +K2(u(0))2 +K3(Du(0))2 +
3γ

2
‖Du‖2 ≤ ε2‖u‖2 +

1

ε2
‖f‖2.

Mas

|u(x)| = |u(0) +

∫ x

0

Dξudξ| ≤ |u(0)|+
∫ x

0

|Dξu|dξ ≤ |u(0)|+
∫ 1

0

1|Du|dx

≤ |u(0)|+
(∫ 1

0

1dx

) 1
2
(∫ 1

0

|Du|2dx
) 1

2

= |u(0)|+ ‖Du‖,
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ou seja,

|u(x)|2 ≤ 2(|u(0)|2 + ‖Du‖2).

Integrando a desigualdade acima em (0, 1) tem-se

‖u‖2 + ‖Du‖2 ≤ 2|u(0)|2 + 3‖Du‖2 ≤ c1(|u(0)|2 + ‖Du‖2),

onde 3 ≤ c1 <∞. Assim

c1‖u‖2
H1(0,1) ≤ |u(0)|2 + ‖Du‖2,

com c1 = 1
c1

. Agora seja m1 = min
{
K2,

3γ
2

}
. Temos m1 > 0 e

m1c1‖u‖2
H1(0,1) ≤ K1(u(1))2 +K2(u(0))2 +K3(Du(0))2 +

3γ

2
‖Du‖2 ≤ ε2‖u‖2 +

1

ε2
‖f‖2.

Mas

ε2‖u‖2 ≤ ε2(‖u‖2 + ‖Du‖2) = ε2‖u‖2
H1(0,1),

assim

m1c1‖u‖2
H1(0,1) ≤ ε2‖u‖2

H1(0,1) +
1

ε2
‖f‖2 ⇒ (m1c1 − ε2)‖u‖2

H1(0,1) ≤
1

ε2
‖f‖2.

Fazendo ε2 = m1c1
2

, segue que m1c1 − m1c1
2

= m1c1
2

> 0, logo

m1c1

2
‖u‖2

H1(0,1) ≤
2

m1c1

‖f‖2 ⇒ ‖u‖2
H1(0,1) ≤

4

m2
1c

2
1︸ ︷︷ ︸

k1

‖f‖2.

Isto é,

‖u‖2
H1(0,1) ≤ k1‖f‖2, (2.23)

com k1 > 0 independente de ζ.

Agora multiplicando a equação (2.21) por D3u e integrando de 0 à 1 obtemos

‖D3u‖2 + ζλ(D3u, u) = (D3u, f).

Como (D3u, u) ≥ 0 e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz devemos ter

‖D3u‖2 ≤ ‖D3u‖2 + ζλ(D3u, u) = (D3u, f) ≤ ‖D3u‖‖f‖,
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ou seja,

‖D3u‖ ≤ ‖f‖. (2.24)

Resta, agora, estimar ‖D2u‖2. Para isto calculamos

−(Du,D3u) = −
∫ 1

0

DuD3udx = −DuD2u|10 +

∫ 1

0

(D2u)2dx

= −Du(1)D2u(1) +Du(0)D2u(0) + ‖D2u‖2

= −[c0u(1)b0u(1)] +Du(0)[a1Du(0) + a0u(0)] + ‖D2u‖2

= −c0b0(u(1))2 + a1(Du(0))2 + a0Du(0)u(0) + ‖D2u‖2,

ou seja,

‖D2u‖2 = −(Du,D3u) + c0b0(u(1))2 − a1(Du(0))2 − a0Du(0)u(0),

que pela desigualdade de Cauchy-Schwartz devemos ter

‖D2u‖2 ≤ ‖Du‖‖D3u‖+ |c0b0(u(1))2 − a1(Du(0))2 − a0Du(0)u(0)|.

Por (2.23) e (2.24) segue que

‖D2u‖2 ≤
√
k1‖f‖2 + |c0|b0(u(1))2 +

|a0|
2

(u(0))2 +

(
|a1|+

|a0|
2

)
(Du(0))2. (2.25)

Sabemos que

K1(u(1))2 +K2(u(0))2 +K3(Du(0))2 +
3γ

2
‖Du‖2 ≤ ‖u‖2 + ‖f‖2.

Dáı por (2.22) temos

K1(u(1))2 +K2(u(0))2 +K3(Du(0))2 +
3γ

2
‖Du‖2 ≤ (k1 + 1)‖f‖2.

Seja m2 = min{K1, K2, K3} > 0, então

m2[(u(1))2 + (u(0))2 + (Du(0))2] ≤ (k1 + 1)‖f‖2,

o que implica

(u(1))2 + (u(0))2 + (Du(0))2 ≤ k1 + 1

m2

‖f‖2.
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Considerando m3 = max{|c0|b0, |a1|+ |a0|
2
} > 0 tem-se

|c0|b0(u(1))2 +
|a0|
2

(u(0))2 +

(
|a1|+

|a0|
2

)
(Du(0))2 ≤ 3m3(k1 + 1)

m2

‖f‖2. (2.26)

Logo de (2.25) e (2.26) devemos ter

‖D2u‖2 ≤
√
k1‖f‖2 +

3m3(k1 + 1)

m2

‖f‖2,

o que implica

‖D2u‖2 ≤
(√

k1 +
3m3(k1 + 1)

m2

)
︸ ︷︷ ︸

k2

‖f‖2,

ou ainda

‖D2u‖2 ≤ k2‖f‖2. (2.27)

Portanto, de (2.23),(2.24) e (2.27) segue que

‖u‖2
H3(0,1) ≤ (k1 + k2 + 1)︸ ︷︷ ︸

k2
3

‖f‖2.

E assim temos

‖u‖H3(0,1) ≤ k3‖f‖,

onde k3 > 0 independe de ζ e de f . Portanto, pelo Teorema 1.16 o problema (2.1) possui

uma única solução u ∈ H3(0, 1) para todo f ∈ L2(0, 1).

2.2 Problema de evolução linear

Consideremos o seguinte problema linear de valores inicial e de fronteira:

ut +D3u = f, em QT ;

D2u(0, t) = a1Du(0, t) + a0u(0, t),
D2u(1, t) = b0u(1, t),
Du(1, t) = c0u(1, t),

t ∈ (0, T );

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1);

(2.28)

onde os escalares a0, a1, b0 e c0 satisfazem as condições em (1.6).

O resultado principal desta seção é:
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Teorema 2.1. Seja u0 ∈ D(A), então para cada T > 0 e f ∈ C([0, T ];L2(0, 1)) tal que

ft ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)) o problema (2.28) possui uma única solução u = u(x, t);

u ∈ L∞(0, T ;H3(0, 1)),

ut ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)).

Demonstração: Para abordar o problema acima usaremos o Método de Semigrupos.

Para maiores detalhes, ver [24, 28]. De acordo com o problema estacionário temos que

∀λ > 0 e ∀f ∈ L2(0, 1), ∃!u ∈ D(A) tal que (λI + A)u = f , ou seja, o operador

λI + A é bijetor, assim R(λI + A) = L2(0, 1). Além disso, de (2.17) provamos que

(Au, u) ≥ 0,∀u ∈ D(A). Resumindo, mostramos que A é um operador m-acretivo. Dáı

pelo teorema de Lumer-Phillips segue que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações de classe C0. Recáımos, portanto, no seguinte problema de Cauchy abstrato

não homogêneo {
ut + Au = f
u(0) = u0,

(2.29)

o qual, pelo teorema 1.21, possui uma única solução

u ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];L2(0, 1)),

para todo f ∈ C([0, T ];L2(0, 1)) tal que ft ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)) e todo u0 ∈ D(A).

Derivando formalmente a equação ut +Au = f , tem-se utt +Aut = ft. Deno-

tando v = ut e F = ft obtemos o seguinte problema{
vt + Av = F
v(0) = −Au0 + f0,

(2.30)

onde f0(x) = f(x, 0), ∀x ∈ (0, 1). Como F ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)) e u0 ∈ D(A), temos por

densidade, que existem sequências (Fm)m∈N ⊂ C∞([0, T ];D(A)) e (u0m)m∈N ⊂ C∞(0, 1)

e satisfazendo as condições de fronteira em (2.28) tais que

Fm → F em L2(0, T ;L2(0, 1)) (2.31)

e

u0m → u0 em D(A). (2.32)
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Para cada m ∈ N, consideremos os seguintes problemas{
(um)t + Aum = fm
um(0) = u0m.

(2.33)

e {
(vm)t + Avm = Fm
vm(0) = −Au0m + f0m.

(2.34)

A existência de solução clássica um de (2.33), para cada m ∈ N, segue diretamente

do teorema 1.21. Por outro lado, sendo Fm ∈ C∞([0, T ];D(A)) e supondo que u0m ∈

D(A2), segue também pelo teorema 1.21 que, para cada m ∈ N, existe única solução

vm ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];L2(0, 1)) do problema (2.34). Assim podemos fazer

um(t)− um(0) =

∫ t

0

(um)ξ(ξ)dξ =

∫ t

0

vm(ξ)dξ. (2.35)

Derivando (2.35) em relação a t, tem-se (um)t = vm. Derivando novamente em relação a

t obtemos

(um)tt = (vm)t,

dáı {
(um)tt + A(um)t = (fm)t
(um)t(0) = −Au0m + f0m.

(2.36)

Vamos agora, obter algumas estimativas.

ESTIMATIVA I: Multiplicando a equação (2.33) por (1+γx)um e integrando sobre (0, 1)

obtemos

((um)t, (1 + γx)um)(t)︸ ︷︷ ︸
I1

+ (D3um, (1 + γx)um)(t)︸ ︷︷ ︸
I2

= (fm, (1 + γx)um)(t)︸ ︷︷ ︸
I3

.

Temos, analogamente a desigualdade (2.22), que

I2 ≥ K1(um(1, t))2 +K2(um(0, t))2 +K3(Dum(0, t))2 +
3γ

2
‖Dum‖2(t).

Além disso,

I1 =
1

2

d

dt
(1 + γx, u2

m)(t)

e

I3 ≤
1

2
(1 + γx, u2

m)(t) +
1

2
(1 + γx, f 2

m)(t),
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logo

d
dt

(1 + γx, u2
m)(t) +K1(um(1, t))2 +K2(um(0, t))2 +K3(Dum(0, t))2

+3γ‖Dum‖2(t) ≤ (1 + γx, u2
m)(t) + (1 + γx, f 2

m)(t).
(2.37)

Pelo lema de Gronwall temos

(1 + γx, u2
m)(t) ≤ eT

[
(1 + γx, u2

m)(0) +

∫ t

0

(1 + γx, f 2
m)(s)ds

]
≤ 2eT (‖u0m‖2 + ‖fm‖2

L2(QT )).

Voltando à (2.37) segue que

d

dt
(1 + γx, u2

m)(t) +K1(um(1, t))2 +K2(um(0, t))2 +K3(Dum(0, t))2 + 3γ‖Dum‖2(t)

≤ 2eT (‖u0m‖2 + ‖fm‖2
L2(QT )) + 2‖fm‖2(t).

Integrando de 0 à t obtemos

(1 + γx, u2
m)(t) +

∫ t

0

[K1(um(1, s))2 +K2(um(0, s))2 +K3(Dum(0, s))2 + 3γ‖Dum‖2(s)]ds

≤ 2‖u0m‖2 + 2TeT (‖u0m‖2 + ‖fm‖2
L2(QT )) + 2‖fm‖2

L2(QT ).

Seja α = 1
min{1,K1,K2,K3,3γ} , então

‖um‖2(t) +

∫ t

0

[(um(1, s))2 + (um(0, s))2 + (Dum(0, s))2 + ‖Dum‖2(s)]ds

≤ (2α + 2αTeT )(‖u0m‖2 + ‖fm‖2
L2(QT )).

Dáı, somando e subtraindo ‖um‖2(s) sob o sinal de integral na desigualdade acima

chegamos à

‖um‖2(t) +

∫ t

0

[(um(1, s))2 + (um(0, s))2 + (Dum(0, s))2 + ‖um‖2
H1(0,1)(s)]ds

≤ C1T (‖u0m‖2 + ‖fm‖2
L2(QT )),

onde C1T = max{2α + 2αTeT , 2TeT}.

ESTIMATIVA II: Multiplicando a equação (2.36) por (1 + γx)(um)t e integrando em

(0, 1) obtemos

((um)tt, (1 + γx)(um)t)(t)︸ ︷︷ ︸
I1

+ (D3(um)t, (1 + γx)(um)t)(t)︸ ︷︷ ︸
I2

= ((fm)t, (1 + γx)(um)t)(t)︸ ︷︷ ︸
I3

.
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Analogamente à estimativa anterior temos

I2 ≥ K1((um)t(1, t))
2 +K2((um)t(0, t))

2 +K3(D(um)t(0, t))
2 +

3γ

2
‖D(um)t‖2(t),

I1 =
1

2

d

dt
(1 + γx, (um)2

t )(t)

e

I3 ≤
1

2
(1 + γx, (um)2

t )(t) +
1

2
(1 + γx, (fm)2

t )(t).

Logo

d
dt

(1 + γx, (um)2
t )(t) +K1((um)t(1, t))

2 +K2((um)t(0, t))
2 +K3(D(um)t(0, t))

2

+3γ‖D(um)t‖2(t) ≤ (1 + γx, (um)2
t )(t) + (1 + γx, (fm)2

t )(t).
(2.38)

Pelo lema de Gronwall temos

(1 + γx, (um)2
t )(t) ≤ eT

[
(1 + γx, (um)2

t )(0) +

∫ t

0

(1 + γx, (fm)2
t )(s)ds

]
≤ 2eT (‖(um)t‖2(0) + ‖(fm)t‖2

L2(QT )).

Voltando à (2.38) segue que

d

dt
(1 + γx, (um)2

t )(t) +K1((um)t(1, t))
2 +K2((um)t(0, t))

2 +K3(D(um)t(0, t))
2

+3γ‖D(um)t‖2(t) ≤ 2eT (‖(um)t‖2(0) + ‖(fm)t‖2
L2(QT )) + 2||(fm)t||2(t).

Integrando de 0 à t obtemos

‖(um)t‖2(t) +

∫ t

0

[((um)s(1, s))
2 + ((um)s(0, s))

2 + (D(um)s(0, s))
2 + ‖D(um)s‖2(s)]ds

≤ (2α + 2αTeT )(‖(um)t‖2(0) + ‖(fm)t‖2
L2(QT )).

Dáı, somando e subtraindo ‖(um)s‖2(s) sob o sinal de integral na desigualdade acima

chegamos à

‖(um)t‖2(t) +

∫ t

0

[((um)s(1, s))
2 + ((um)s(0, s))

2 + (D(um)s(0, s))
2 + ‖(um)s‖2

H1(0,1)(s)]ds

≤ C1T (‖(um)t‖2(0) + ‖(fm)t‖2
L2(QT )).

Mas

‖(um)t‖2(0) = ‖ −D3um + fm‖2(0) ≤ 2(‖D3u0m‖2 + ‖f0m‖2),
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e portanto

‖(um)t‖2(t) +

∫ t

0

[((um)s(1, s))
2 + ((um)s(0, s))

2 + (D(um)s(0, s))
2 + ‖(um)s‖2

H1(0,1)(s)]ds

≤ C2T (‖D3u0m‖2 + ‖f0m‖2 + ‖(fm)t‖2
L2(QT )),

onde C2T = 2C1T .

Assim, das estimativas I, II e das convergências em (2.31) e (2.32) temos que as sequências

(um) e (um)t são limitadas em L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)). Dáı

um, (um)t
?
⇀ u, ut em L∞(0, T ;L2(0, 1))

e

um, (um)t ⇀ u, ut em L2(0, T ;H1(0, 1)).

Voltando à equação ut +D3u = f segue que

u ∈ L∞(0, T ;H3(0, 1));

ut ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)).

2.3 Problema de evolução não-linear.

Soluções locais

Nesta seção provaremos a existência de soluções regulares locais para o seguinte problema

não-linear: 

ut +D3u = −Du− uDu, em QT ;

D2u(0, t) = a1Du(0, t) + a0u(0, t),
D2u(1, t) = b0u(1, t),
Du(1, t) = c0u(1, t),

t ∈ (0, T );

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1),

(2.39)

onde os escalares a0, a1, b0 e c0 satisfazem as condições em (1.6).

O resultado principal aqui é:

Teorema 2.2. Seja u0 ∈ H3(0, 1). Então existe um real T0 > 0 tal que (2.39) possui

uma única solução regular em QT0 com

u ∈ L∞(0, T0;H3(0, 1)) ∩ L2(0, T0;H4(0, 1))
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e

ut ∈ L∞(0, T0;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T0;H1(0, 1)).

Demonstração: Provaremos este teorema usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Considere

X = L∞(0, T ;H3(0, 1)),

Y = L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1))

e V o espaço

V = {v : [0, 1]× [0, T ]→ R : v ∈ X, vt ∈ Y

D2v(0, t) = a1Dv(0, t) + a0v(0, t),

D2v(1, t) = b0v(1, t),

Dv(1, t) = c0v(1, t),

v(x, 0) = u0(x)}
com a norma

‖v‖2
V = sup

t∈(0,T )

{‖v‖2(t) + ‖vt‖2(t)}+

∫ T

0

[‖Dv‖2(t) + ‖Dvt‖2(t)]dt. (2.40)

O espaço V munido com a norma (2.40) é um espaço de Banach. Agora, definimos a

bola

BR = {v ∈ V : ‖v‖V ≤ 4R},

onde R > 1 é tal que
3∑
i=0

(‖Diu0‖2 + ‖u0Du0‖2) ≤ R2. (2.41)

Para qualquer v ∈ BR consideremos o problema linear

ut +D3u = −Dv − vDv, em QT ;

D2u(0, t) = a1Du(0, t) + a0u(0, t)
D2u(1, t) = b0u(1, t)
Du(1, t) = c0u(1, t)

t ∈ (0, T );

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1),

(2.42)

onde os escalares a0, a1, b0 e c0 satisfazem (1.6).

Vamos mostrar que f = −Dv − vDv satisfaz

f ∈ C([0, T ];L2(0, 1)) e ft ∈ L2(0, T ;L2(0, 1))
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Notemos inicialmente que

‖Dv‖2(t) = ‖Dv‖2(0) +

∫ t

0

∂

∂τ
‖Dv‖2(τ)dτ

= ‖Du0‖2 +

∫ t

0

∫ 1

0

∂

∂τ
|Dv(x, τ)|2dx dτ

≤ ‖Du0‖2 +

∫ t

0

[‖Dv‖2(τ) + ‖Dvτ‖2(τ)]dτ.

Dáı, por (2.40) e (2.41) tem-se

‖Dv‖2(t) ≤ R2 + C0R,

onde C0R = 16R2. Assim

‖Dv‖2(t) ≤ C1R, com C1R = 17R2. (2.43)

Antes de prosseguirmos, provaremos o seguinte resultado:

Lema 2.3. Dado u ∈ H1(0, 1) prova-se que:

1. Se para algum a ∈ [0, 1], u(a) = 0, então

sup
x∈(0,1)

|u(x)| ≤
√

2‖u‖
1
2‖Du‖

1
2 .

2. Se u(x) 6= 0, ∀x ∈ [0, 1], então existe uma constante finita e positiva Cs tal que

sup
x∈(0,1)

|u(x)| ≤ Cs‖u‖H1(0,1).

Demonstração: 1. Seja a ∈ [0, 1] tal que u(a) = 0. Assim ∀x ∈ (0, 1)

u2(x) =

∫ x

a

Dξu
2(ξ)dξ = 2

∫ x

a

u(ξ)Dξu(ξ)dξ

≤ 2

∫ 1

0

|u(ξ)Dξu(ξ)|dξ ≤ 2‖u‖‖Du‖.

Logo

sup
x∈(0,1)

|u(x)| ≤
√

2‖u‖
1
2‖Du‖

1
2 .

2. Definimos a seguinte extensão

ũ(x) =

{
(1 + x)u(−x), se x ∈ [−1, 0],
u(x), se x ∈ [0, 1].
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Temos que ũ ∈ H1(−1, 1) e ũ(−1) = 0. Dáı pelo caso 1 tem-se

sup
x∈(−1,1)

|ũ(x)| ≤
√

2‖ũ‖
1
2

L2(−1,1)‖Dũ‖
1
2

L2(−1,1).

Mas ‖ũ‖
1
2

L2(−1,1) ≤
√

2‖Dũ‖
1
2

L2(−1,1). De fato,

|ũ(x)| ≤
∫ x

−1

|Dξũ(ξ)|dξ ≤
∫ 1

−1

|Dũ(x)|dx

≤
(∫ 1

−1

1dx

) 1
2
(∫ 1

−1

|Dũ(x)|2dx
) 1

2

=
√

2‖Dũ‖L2(−1,1),

ou seja,

|ũ(x)|2 ≤ 2‖Dũ‖2
L2(−1,1).

Integrando a desigualdade acima de -1 à 1 obtemos

‖ũ‖2
L2(−1,1) ≤ 4‖Dũ‖2

L2(−1,1).

Deste modo

sup
x∈(−1,1)

|ũ(x)| ≤ 2‖Dũ‖L2(−1,1).

Mas

‖Dũ‖2
L2(−1,1) = ‖Du‖2 + ‖D[(1 + x)u(−x)]‖2

L2(−1,0)

= ‖Du‖2 + ‖u(−x)− (1 + x)Du(−x)‖2
L2(−1,0)

≤ ‖Du‖2 + 2‖u‖2 + 2‖Du‖2

≤ 3‖u‖2
H1(0,1).

Portanto

sup
x∈(0,1)

|u(x)| ≤ 2
√

3‖u‖H1(0,1). 2

Desta maneira, face ao lema anterior tem-se

sup
x∈(0,1)

|v(x, t)|2 ≤ 12‖v‖2
H1(0,1)(t), (2.44)

ou ainda, por (2.40) e (2.43) temos

sup
x∈(0,1)

|v(x, t)|2 ≤ C2R, (2.45)
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onde C2R = 12(C0R + C1R).

Analogamente, tem-se

sup
x∈(0,1)

|vt(x, t)|2 ≤ 12‖vt‖2
H1(0,1)(t) ≤ 12(C0R + ‖Dvt‖2(t)). (2.46)

Provaremos agora, que f = −Dv − vDv é tal que f, ft ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)).

Temos por (2.45) que∫ T

0

∫ 1

0

|vDv|2dx dt ≤ sup
t∈(0,T )

(
sup
x∈(0,1)

|v(x, t)|2
)∫ T

0

∫ 1

0

|Dv|2dx dt <∞.

Portanto∫ T

0

∫ 1

0

|f |2dx dt ≤ 2

[∫ T

0

∫ 1

0

|Dv|2dx dt+

∫ T

0

∫ 1

0

|vDv|2dx dt
]
<∞.

Além disso, por (2.46) e (2.45)

∫ T

0

∫ 1

0

|(vDv)t|2dx dt ≤ 2

∫ T

0

∫ 1

0

|vtDv|2dx dt︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ T

0

∫ 1

0

|vDvt|2dx dt︸ ︷︷ ︸
I2

 ,

I1 ≤
∫ T

0

(
sup
x∈(0,1)

|vt(x, t)|2
∫ 1

0

|Dv|2dx

)
dt

≤
∫ T

0

(
12‖vt‖2

H1(0,1)(t)‖Dv‖2(t)
)
dt <∞

e

I2 ≤ sup
t∈(0,T )

(
sup
x∈(0,1)

|v(x, t)|2
)∫ T

0

∫ 1

0

|Dvt|2dx dt <∞.

Logo ∫ T

0

∫ 1

0

|ft|2dx dt ≤ 2

[∫ T

0

∫ 1

0

|Dvt|2dx dt+

∫ T

0

∫ 1

0

|(vDv)t|2dx dt
]
<∞.

Dáı, pelo lema 1.10 temos f = −Dv−vDv ∈ C([0, T ];L2(0, 1)) tal que ft ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)).

Então de acordo com o teorema 2.1 existe uma única solução u ∈ L∞(0, T ;H3(0, 1)) com

ut ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)) do problema (2.42). Logo pode-se considerar

um operador P relacionado a (2.42) definido sobre V tal que u = Pv.
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Lema 2.4. Existe um real 0 < T0 ≤ T ≤ 1 tal que o operador P leva BR em si mesma.

Demonstração: Para provar este lema faz-se nescessário algumas estimativas:

ESTIMATIVA I: Multiplicando a equação em (2.42) por (1 + γx)u e integrando sobre

(0, 1) tem-se

(ut, (1 + γx)u)(t) + (D3u, (1 + γx)u)(t) = (−Dv − vDv, (1 + γx)u)(t).

Analogamente a desigualdade (2.22) segue que

1

2

d

dt
(1 + γx, u2)(t) +K1(u(1, t))2 +K2(u(0, t))2 +K3(Du(0, t))2 +

3γ

2
‖Du‖2(t)

≤ (−vDv, (1 + γx)u)(t)︸ ︷︷ ︸
I1

+ (−Dv, (1 + γx)u)(t)︸ ︷︷ ︸
I2

.

I1 ≤ ‖(1 + γx)
1
2vDv‖(t)‖(1 + γx)

1
2u‖(t)

≤ 1

2
‖(1 + γx)

1
2vDv‖2(t) +

1

2
‖(1 + γx)

1
2u‖2(t)

≤ sup
x∈(0,1)

|v(x, t)|2‖Dv‖2(t) +
1

2
(1 + γx, u2)(t)

≤ C2RC1R +
1

2
(1 + γx, u2)(t),

I2 ≤ ‖(1 + γx)
1
2Dv‖(t)‖(1 + γx)

1
2u‖(t)

≤ 1

2
‖(1 + γx)

1
2Dv‖2(t) +

1

2
‖(1 + γx)

1
2u‖2(t)

≤ ‖Dv‖2(t) +
1

2
(1 + γx, u2)(t)

≤ C1R +
1

2
(1 + γx, u2)(t),

logo
d
dt

(1 + γx, u2)(t) +K1(u(1, t))2 +K2(u(0, t))2 +K3(Du(0, t))2

+3γ‖Du‖2(t) ≤ C3R + 2(1 + γx, u2)(t),
(2.47)

onde C3R = 2C1R(C2R + 1).

Pelo lema de Gronwall temos que

(1 + γx, u2)(t) ≤ e2T [(1 + γx, u2)(0) + C3RT ]

≤ e2T (2‖u0‖2 + C3RT ).
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Considerando 0 < T1 ≤ T tal que e2T1 ≤ 2 e C3RT1 ≤ R2 vemos que

(1 + γx, u2)(t) ≤ 2(2R2 +R2) = 6R2, t ∈ (0, T1).

Voltando à (2.47) e sabendo que K1, K2, K3 > 0 obtemos

d

dt
(1 + γx, u2)(t) + ‖Du‖2(t) ≤ (12R2 + C3R)δ,

onde δ = 1
min{1,3γ} .

Integrando de 0 à t tem-se

(1 + γx, u2)(t) +

∫ t

0

‖Du‖2(τ)dτ ≤ (1 + γx, u2)(0) + (12R2 + C3R)δT1,

o que implica

‖u‖2(t) +

∫ t

0

‖Du‖2(τ)dτ ≤ 2R2 + (12R2 + C3R)δT1.

Tomando T1 > 0 tal que (12R2 + C3R)δT1 ≤ 6R2, obtemos

‖u‖2(t) +

∫ t

0

‖Du‖2(τ)dτ ≤ 8R2. (2.48)

ESTIMATIVA II: Derivando a equação em (2.42) com respeito a t, multiplicando por

(1 + γx)ut e integrando sobre (0, 1) tem-se

(utt, (1 + γx)ut)(t) + (D3ut, (1 + γx)ut)(t) = ((−Dv − vDv)t, (1 + γx)ut)(t).

Analogamente à estimativa anterior temos

1

2

d

dt
(1 + γx, u2

t )(t) +K1(ut(1, t))
2 +K2(ut(0, t))

2 +K3(Dut(0, t))
2 +

3γ

2
‖Dut‖2(t)

≤ (−vtDv, (1 + γx)ut)(t)︸ ︷︷ ︸
I1

+ (−vDvt, (1 + γx)ut)(t)︸ ︷︷ ︸
I2

+ (−Dvt, (1 + γx)ut)(t)︸ ︷︷ ︸
I3

.

I3 ≤
ε2

2
‖(1 + γx)

1
2Dvt‖2(t) +

1

2ε2
‖(1 + γx)

1
2ut‖2(t)

≤ ε2‖Dvt‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, u2

t )(t),
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I2 ≤
ε2

2
‖(1 + γx)

1
2vDvt‖2(t) +

1

2ε2
‖(1 + γx)

1
2ut‖2(t)

≤ ε2 sup
x∈(0,1)

|v(x, t)|2‖Dvt‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, u2

t )(t)

≤ ε2C2R‖Dvt‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, u2

t )(t),

I1 ≤
ε2

2
‖(1 + γx)

1
2vtDv‖2(t) +

1

2ε2
‖(1 + γx)

1
2ut‖2(t)

≤ ε2 sup
x∈(0,1)

|vt(x, t)|2‖Dv‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, u2

t )(t)

≤ ε212(C0R + ‖Dvt‖2(t))‖Dv‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, u2

t )(t)

≤ ε212C0RC1R + ε212C1R‖Dvt‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, u2

t )(t).

Assim

d
dt

(1 + γx, u2
t )(t) +K1(ut(1, t))

2 +K2(ut(0, t))
2 +K3(Dut(0, t))

2

+3γ‖Dut‖2(t) ≤ ε2C4R + ε2C5R‖Dvt‖2(t) + 3
ε2

(1 + γx, u2
t )(t).

(2.49)

onde C4R = 24C0RC1R e C5R = 2 + 2C2R + 24C1R.

Pelo lema de Gronwall obtemos

(1 + γx, u2
t )(t) ≤ e

3T
ε2

[
(1 + γx, u2

t )(0) + ε2C5R

∫ t

0

‖Dvτ‖2(τ)dτ + ε2C4RT

]
≤ e

3T
ε2 (2‖ut‖2(0) + ε2C5RC0R + ε2C4RT )

≤ e
3T
ε2 [6(‖Du0‖2 + ‖u0Du0‖2 + ‖D3u0‖2) + ε2C5RC0R + ε2C4RT ].

Considerando 0 < T2 ≤ T ≤ 1 tal que T2 ≤ ε2

3
e ε > 0 tal que e

3T2
ε2 ≤ 2

e ε2(C5RC0R + C4R) ≤ R2, vemos que

(1 + γx, u2
t )(t) ≤ 2(6R2 +R2) = 14R2, t ∈ (0, T2).

Voltando à (2.49) obtemos

d

dt
(1 + γx, u2

t )(t) + ‖Dut‖2(t) ≤ 42δ
R2

ε2
+ ε2δC4R + ε2δC5R‖Dvt‖2(t).

Integrando de 0 à t tem-se

(1 + γx, u2
t )(t) +

∫ t

0

‖Duτ‖2(τ)dτ ≤ (1 + γx, u2
t )(0) +

(
42δ

R2

ε2
+ ε2δC4R

)
T2

+ ε2δC5R

∫ t

0

‖Dvτ‖2(τ),
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o que implica

‖ut‖2(t) +

∫ t

0

‖Duτ‖2(τ)dτ ≤ 6R2 +

(
42δ

R2

ε2
+ ε2δC4R

)
T2 + ε2δC5RC0R.

Considerando T2 ≤ ε2

126
e ε > 0 tal que(
39δ

R2

ε2
+ ε2δC4R

)
T2 + ε2δC5RC0R ≤ R2

obtemos

‖ut‖2(t) +

∫ t

0

‖Duτ‖2(τ)dτ ≤ 8R2. (2.50)

Deste modo, tomando T0 = min{T1, T2} devemos ter, de acordo com (2.48) e (2.50) que

‖u‖V ≤ 4R.

Lema 2.5. Para T0 > 0 tem-se que o operador P é uma contração de BR em BR.

Demonstração: Para v1, v2 ∈ BR denotemos

ui = Pvi, i = 1, 2, w = v1 − v2, e z = u1 − u2.

Então z satisfaz o seguinte problema valores inicial e de fronteira
zt +D3z = −1

2
D(v2

1 − v2
2)−Dw, em QT0 ;

D2z(0, t) = a1Dz(0, t) + a0z(0, t),
D2z(1, t) = b0z(1, t),
Dz(1, t) = c0z(1, t),

t ∈ (0, T0);

z(x, 0) = 0, x ∈ (0, 1).

(2.51)

Definimos a métrica

ρ2(v1, v2) = ρ2(w) = sup
t∈(0,T0)

‖w‖2(t) +

∫ T0

0

‖Dw‖2(t)dt.

Multiplicando a equação em (2.51) por (1 + γx)z e integrando sobre (0, 1) tem-se

(zt, (1 + γx)z)(t) + (D3z, (1 + γx)z)(t) = (−1

2
D(v2

1 − v2
2)−Dw, (1 + γx)z)(t).

Analogamente ao lema anterior, temos

1

2

d

dt
(1 + γx, z)(t) +K1(z(1, t))2 +K2(z(0, t))2 +K3(Dz(0, t))2 +

3γ

2
‖Dz‖2(t)

≤ (−1

2
(v1 + v2)Dw, (1 + γx)z)(t)︸ ︷︷ ︸

I1

+ (−1

2
wD(v1 + v2), (1 + γx)z)(t)︸ ︷︷ ︸

I2

+ (−Dw, (1 + γx)z)(t)︸ ︷︷ ︸
I3

.
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I3 ≤
ε2

2
‖(1 + γx)

1
2Dw‖2(t) +

1

2ε2
‖(1 + γx)

1
2 z‖2(t)

≤ ε2‖Dw‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, z2)(t),

I2 ≤
ε2

4
‖(1 + γx)

1
2wD(v1 + v2)‖2(t) +

1

2ε2
‖(1 + γx)

1
2 z‖2(t)

≤ ε2

2
sup
x∈(0,1)

|w(x, t)|2‖D(v1 + v2)‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, z2)(t)

≤ ε224C1R(‖w‖2(t) + ‖Dw‖2(t)) +
1

2ε2
(1 + γx, z2)(t),

I1 ≤
ε2

4
‖(1 + γx)

1
2 (v1 + v2)Dw‖2(t) +

1

2ε2
‖(1 + γx)

1
2 z‖2(t)

≤ ε2

2
sup
x∈(0,1)

|(v1 + v2)(x, t)|2‖Dw‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, z2)(t)

≤ ε22C2R‖Dw‖2(t) +
1

2ε2
(1 + γx, z2)(t).

Deste modo,

d

dt
(1 + γx, z2)(t) +K1(z(1, t))2 +K2(z(0, t))2 +K3(Dz(0, t))2 + 3γ‖Dz‖2(t)

≤ ε248C1R(‖w‖2(t) + ‖Dw‖2(t)) + ε2(4C2R + 2)‖Dw‖2(t) +
3

ε2
(1 + γx, z2)(t).

Seja C6R = 2 max{48C1R, 4C2R + 2}, então

d

dt
(1+γx, z2)(t)+3γ‖Dz‖2(t) ≤ ε2C6R(‖w‖2(t)+‖Dw‖2(t))+

3

ε2
(1+γx, z2)(t). (2.52)

Pelo lema de Gronwall temos

(1 + γx, z2)(t) ≤ e
3T0
ε2 ε2C6R

∫ t

0

[‖w‖2(τ) + ‖Dw‖2(τ)]dτ

≤ e
3T0
ε2 ε2C6R

[
t sup
t∈(0,T0)

‖w‖2(t) +

∫ t

0

‖Dw‖2(τ)dτ

]
.

Como 0 < T0 ≤ 1 é tal que e
3T0
ε2 ≤ 2 obtemos

(1 + γx, z2)(t) ≤ ε22C6Rρ
2(w), t ∈ (0, T0).

Voltando a (2.52) tem-se

d

dt
(1 + γx, z2)(t) + ‖Dz‖2(t) ≤ ε2δC6R(‖w‖2(t) + ‖Dw‖2(t)) + 6δC6Rρ

2(w).
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Integrando de 0 à t temos

‖z‖2(t) +

∫ t

0

‖Dz‖2(τ)dτ ≤ ε2δC6Rρ
2(w) + 6δC6RT0ρ

2(w),

o que implica

‖z‖2(t) +

∫ t

0

‖Dz‖2(τ)dτ ≤ (ε2δC6R + 6δC6RT0)ρ2(w).

Novamente, como T0 ≤ ε2

126
, tomamos ε > 0 tal que ε2 = 1

2δ(C6R+ 6
126

C6R)
, logo

ρ2(z) ≤ 1

2
ρ2(w).

Portanto P é uma contração de BR em BR. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach

existe uma única solução generalizada u do problema (2.39) tal que

u, ut ∈ L∞(0, T0;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T0;H1(0, 1)).

Agora, voltando à equação

ut +D3u = −Du− uDu, (2.53)

temos que, como ut ∈ L∞(0, T0;L2(0, 1)) e−Du−uDu ∈ C([0, T0];L2(0, 1)), entãoD3u ∈

L∞(0, T0;L2(0, 1)), o que implica, pela desigualdade de Ehrling, que u ∈ L∞(0, T0;H3(0, 1)).

Dáı, pelo lema 1.9 segue que u ∈ L2(0, T0;H3(0, 1)). Além disso, como ut ∈ L2(0, T0;H1(0, 1))

podemos derivar (2.53) com respeito à x. Assim

D4u = −D2u− (Du)2 − uD2u−Dut.

Estimando∫ T0

0

∫ 1

0

|uD2u|2dx dt ≤
∫ T0

0

(
sup
x∈(0,1)

|u(x, t)|2
∫ 1

0

|D2u|2dx

)
dt

≤
∫ T0

0

(
2
√

3‖u‖2
H1(0,1)(t)‖D2u‖2(t)

)
dt

≤ 2
√

3 sup
t∈(0,T0)

‖D2u‖2(t)

∫ T0

0

‖u‖2
H1(0,1)(t)dt <∞,
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∫ T0

0

∫ 1

0

|Du|4dx dt ≤
∫ T0

0

(
sup
x∈(0,1)

|Du(x, t)|2
∫ 1

0

|Du|2dx

)
dt

≤
∫ T0

0

(
2
√

3‖Du‖2
H1(0,1)(t)‖Du‖2(t)

)
dt

≤ 2
√

3 sup
t∈(0,T0)

‖Du‖2(t)

∫ T0

0

‖Du‖2
H1(0,1)(t)dt <∞,

temos D4u ∈ L2(0, T0;L2(0, 1)). Deste modo

u ∈ L∞(0, T0;H3(0, 1)) ∩ L2(0, T0;H4(0, 1))

é a solução regular do problema (2.39). Provando assim, o teorema 2.2.
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