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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é estudar a equivaléncia entre sistemas dinamicos
dispersivos e paralelizaveis. Veremos que um sistema dinamico é paralelizavel se, e so-
mente se, admite uma seccao com aplicacao continua. Com isso, em um espaco métrico
localmente compacto e separavel, construiremos uma secgao com aplicagao continua para
um sistema dinamico dispersivo e, portanto, mostraremos que o mesmo ¢é equivalente a
um sistema dinamico paralelizavel. Por fim, estudaremos a relacao entre fibrados e
sistemas dinamicos para provarmos que, em um espaco de Hausdorff paracompacto e
localmente compacto, um sistema dinamico é dispersivo se, e somente se, é paralelizavel.

Palavras chave: Sistemas Dinamicos, Dispersivo, Paralelizavel, Completamente
Instavel, Secgao, Fibrados.
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ABSTRACT

The main purpose of this work is study the equivalence between dispersive and
parallelizable dynamical systems. We will see that a dynamical systems is parallelizable
if only if has section with a continous aplication. With that, in a locally compact sepa-
rable metric space it would be built a section with continous aplication for a dispersive
dynamical systems, and therefore it will be proved that is equivalent for parallelizable
dynamical systems. Finally, we will study the relation beetween fiber bundles and dy-
namical systems to shown that in a paracompact locally compact Hausdorff space a
dynamical systems is dispersive if only if is parallelizable.

Key Words: Dynamical Systems, Dispersive, Parallelizable, Completely Unstable,
Section, Fiber Bundles.
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INTRODUCAO

Os sistemas dinamicos surgiram com a abordagem qualitativa da teoria de equagoes
diferenciais feitas primeiramente por H. J. Poincaré. Os sistemas dinamicos paralelizaveis
aparecem nos artigos [17-20] de H. Whitney, enquanto o conceito de dispersividade é
mais classico e aparace nos mesmos trabalhos de Whitney e também no artigo [12] de V.
V. Nemytskii. A equivaléncia entre um sistema dinamico dispersivo e paralelizavel feita
em um espago de fase métrico localmente compacto e separavel foi devido a J. Dugundji
e A. H. Antosiewicz em [5], publicado no ano de 1961, depois foi estendida para um
espago Hausdorff localmente compacto e paracompacto por O. Hajek no seu trabalho [7]
em 1971.

O principal objetivo deste trabalho é estudar a equivaléncia entre os conceitos
de dispersividade e paralelismo. Veremos que um sistema dinamico é paralelizavel se,
e somente se, admite seccao com funcao continua. Com isso definiremos os tubos, um
conjunto que se comporta localmente como uma secgao, e construiremos uma secgao para
os sistemas dinamicos dispersivos em um espagco de fase métrico, localmente compacto e
separavel. Depois estudaremos a teoria de fibrados e mostraremos que o fibrado associado
ao sistema dinamico é trivial se, e somente se, o sistema dinamico é paralelizavel. Além
disso provaremos que um sistema dinamico é completamente instavel se, e somente se,
a projecao sobre o espago das orbitas é um fibrado com fibra R. Com esse resultado
mostraremos algumas equivaléncias entre o sistema dinamico completamente instavel e
dispersivo. Concluiremos provando que, em um espaco Hausdorff localmente compacto
e paracompacto, um sistema dinamico é dispersivo se, e somente se, é paralelizavel.

No Capitulo 1 definiremos os sistemas dinamicos e os conceitos elementares que
estudaremos no restante do trabalho. Na Seccao 1.1 apresentaremos a definicao de
sistemas dinamicos e veremos que as transicoes de um sistema dinamico sao homeo-
morfismos. Esse fato é importante, pois mostra que os abertos do espaco de fase serao
abertos quando avaliamos seu comportamento ao longo do tempo. Na Seccao 1.2 e 1.3
definiremos os objetos que exercem um papel central na teoria de sistemas dinamicos que
sao as trajetorias, pontos criticos e conjuntos invariantes. Na Sec¢ao 1.4 estudaremos o
conjunto limite e conjunto limite prolongacional, este ultimo exercerda um papel central
no estudo dos sistemas dinamicos completamente instaveis e dispersivos. Veremos ainda
que o conjunto limite prolongacional de um dado ponto ¢é descrito pela interseccao do
comportamento assintético das vizinhangas deste ponto.
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Na Secgao 2.1 do Capitulo 2 veremos os conceitos de recursividade, mais precisa-
mente, estudaremos os pontos que pertencem ao seu conjunto limite e conjunto limite
prolongacional. Os resultados obtidos nesta sec¢ao exercerao um papel importante para
determinarmos se um sistema dinamico nao é completamente instavel ou dispersivo. Na
Seccao 2.2, estudaremos os conjuntos minimais e trajetorias recorrentes, mostraremos
que em uma trajetéria compacta o conjunto é minimal se, e somente se, a trajetoria é
recorrente. Finalizaremos o capitulo estudando a estabilidade de Lagrange e provaremos
a existéncia de conjuntos minimais em espacos compactos.

No Capitulo 3 definiremos sistemas dinamicos Poisson instaveis, Lagrange instaveis,
completamente instaveis e dispersivos, entretanto daremos mais enfoque a este tltimo
por ser o conceito central deste trabalho. Na Secgao 3.1 definiremos sistemas dinamicos
paralelizaveis e sec¢ao de um sistema dinamico, veremos que ambos os conceitos sao
equivalentes quando a aplicacao dada pela seccao for continua. Este fato nos motiva a
definicao de tubo, um conjunto que se comporta localmente como uma secc¢ao, e assim
construiremos, em um sistema dinamico dispersivo com espago de fase métrico localmente
compacto e separavel, uma sec¢ao com aplicagao continua e finalizaremos mostrando a
primeira equivaléncia entre sistemas dinamicos dispersivos e paralelizaveis.

No Capitulo 4 estudaremos o espaco das orbitas de um sistema dinamico sobre
espagos topoldgicos arbitrarios e veremos como esse conceito se relaciona com a teoria
de fibrados. Provaremos que um sistema dinamico completamente instavel com seccao
transversal admite uma seccao com aplicagao continua. Esse teorema nos conduzird a
provarmos que um sistema dinamico em um espago de Tychonoff é paralelizavel se, e
somente se, é completamente instavel e o espago das érbitas é paracompacto. Finalizare-
mos essa dissertacao provando que um sistema dinamico em um espaco de fase Hausdorff
localmente compacto e paracompacto é paralelizavel se, e somente se, é dispersivo.
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CapiTULO 1

Definicoes e Conceitos Elementares

Neste capitulo introduziremos a defini¢ao de sistemas dinamicos. Um sistema dinamico
¢ uma estrutura em um espago topoldgico que associa a cada ponto x no espaco to-
poldgico e um tempo ¢, um elemento xt do espacgo topoldgico. Essa estrutura nos da
uma nocao de tempo no espaco topoldgico no seguinte sentido: dizemos que o ponto x
andou um tempo t e associamos a esse deslocamento o ponto xt. Na Seccao 1.1 defini-
remos o conceito de sistemas dinamicos, mostraremos que a aplicacao de transicao ¢ um
homeomorfismo no espago topoldgico e finalizaremos a seccao dando alguns exemplos de
sistemas dinamicos. Na Secgao 1.2 estudaremos os conjuntos invariantes e as trajetorias
de um sistema dinamico. Uma trajetéria descreve como o ponto se comporta ao longo do
tempo no sistema dinamico. Na Seccao 1.3 estudaremos trajetorias periddicas e pontos
criticos, além de obter alguns resultados para determinar quando um ponto é critico ou
periodico. Na Secgao 1.4 estudaremos o fecho de uma trajetéria e o conjunto limite, que
descreve o comportamento assintético de um dado ponto ao longo do tempo. Por fim,
na Secgao 1.5, veremos as nogoes de prolongamento e o conjunto limite prolongacional,
que além de levar em conta o comportamento da trajetéria ao longo do tempo considera
também o comportamento das vizinhancas do ponto. O leitor interessado pode encontrar
os detalhes apresentados neste capitulo e no Capitulo 2 em [3,4]

1.1 Sistemas Dinamicos

Comegaremos definindo sistema dinamico.

Definicao 1.1. Um sistema dindmico em um espaco topolégico X € uma tripla
(X,R,7), onde m € uma aplicagio do produto cartesiano X xR em X satisfazendo os
sequintes ariomas:

1. w(z,0) =2, VzelX.
2. m(m(x,ty),te) =7m(x, bty +t2), VaeeX Vit eR
3. m € continua.

Os axiomas 1, 2 e 3 serao chamados respectivamente de Axioma da Identidade,
Axioma de Grupo e Axioma da Continuidade.



Dado um sistema dinamico em um espagco topoldgico X, o conjunto X e a aplicacao
7 sao chamados, respectivamente, de Espaco Fase (ou espaco estado) e a Aplicacao
de Fase (do Sistema Dinamico). De agora em diante, diremos simplesmente sistema
dinamico para indicar um sistema dinamico em um espago topolégico X. No caso do
espago topoldgico ser um espago métrico, indicaremos por d a métrica de X.

Para simplificar a notagdo denotaremos a imagem w(z,t), de um ponto (z,t) € R,
simplesmente por xt. Desta forma, os Axiomas da Identidade e o Axioma de Grupo
serao do seguinte modo:

1. z.0=2, VxelX.

2. l‘tl(tg) = .’E(tl +t2), Vee X e t1,t9 € R.

Munidos dessa notacao, se M C X e A C R sao conjuntos nao vazios, entao
MA é o conjunto {zt; x € M et € A}. Se M ou A é um conjunto unitario, ou seja,
M = {x} ou A = {t}, escreveremos simplesmente xA e Mt para indicar {x}A e M{t},
respectivamente. Dado z € X, o conjunto xR é chamado de trajetéria de x.

A aplicacao de fase determina uma aplicacao de uma variavel quando fixamos ¢ ou
x. Assim para t € R fixado, a aplicacao 7' : X— X, dada por 7'(x) = zt é chamada de
aplicacao de transicdo, e para z € X fixo, a aplicagao 7, : R—X definido por m,(t) = «t
é chamada de aplicagao movimento. Observe que 7w, mapeia R na trajetéria zR.

O seguinte teorema expressa uma importante propriedade da aplicagao de transicao.

Teorema 1.2. Para cada t € R, © € um homeomorfismo de X em si mesmo.

t ¢ continua uma vez que 7 é continua. Para

-t t. Com efeito, dados

Demonstracao. Dado qualquer t € R, w
mostrar que 7' é bijetora, mostraremos que
s,t € R, pelo Axioma de Grupo, temos que

é a inversa de 7.

mtori(z) = 7' (r¥(x)) = 7' (ws) = xst = x(s+t) = x(t +5) = 7 5(2).

0

Logo, 7t o m® = 7™, Assim como 7 é a aplicacao identidade em X, pelo Axioma da

Identidade, segue que 7t o7t = 7¥ = 77! o !, donde 7' é bijetora com inversa 7,
a qual é continua pela continuidade de 7. Portanto 7! é um homeomorfismo de X e o
resultado segue da arbitrariedade de t € R. O]

Da demonstracao anterior podemos concluir alguns fatos. O primeiro deles é, a
aplicagao transigao torna o conjunto F = {7’; t € R} um grupo abeliano munido com
a operacao de composicao. De fato, F # (), pois ¥ = Id, € F. Além disso, dados
7, 7w ¢ € F, temos que, para cada v € X,

(r%on?)or®(x) = 7w on’(xc) = zc(b+a) = z(c+(b+a)) = z((c+b)+a) = %o (rPon’(x))

e como vimos, dado 7t € F, o elemento 7~¢ ¢ o inverso de 7t, e ainda, 7% é o elemento
neutro da operacao de composicao. Por fim, o grupo F é abeliano ja que

o n'(x) = 7(wb) = (zb)a = (b +a) = 2(a +b) = (va)b = 7"(za) = 7" o 7°(2).
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Um outro fato importante é que sendo as aplicacoes 7, e w* continuas, para qualquer
x € X, t € R e qualquer conjunto compacto (e/ou conexo) A C X, o conjunto 7*(A) = At
é compacto (e/ou conexo). Ainda, se B C R é compacto (e/ou conexo), segue que o
conjunto 7, (B) = zB é compacto (e/ou conexo). Em particular, dados a,b € R, o
conjunto

Wx([a, b]) - {th,t € [CLJ)]} = .T[CL, b]
é conexo e compacto.

Veremos agora alguns exemplos de sistemas dinamicos.

Exemplo 1.3 (Sistema de Equagoes Diferenciais Autonomas a um parametro). Consi-
dere o sistema diferencial

i = fla,p) (L.1)

com j um parametro em um espaco métrico M, e f : R"x M —R"™ uma fun¢ao continua.
Assuma que, para cada (x, 1) € R*"XM, exista uma unica solugio ¢(t,(x,un)) definida
em R satisfazendo ¢(0, (z,p)) = x.

Escrevendo X = R"xM e definindo 7 : X xR—X pornm((z, pn),t) = (o(t, (z, 1)), 1),
vemos que a aplicacao m define um sistema dinamico em X.

Com efeito, é imediato que 7((x, 1),0) = (x, 1), por defini¢ao. Agora para verifi-
car que m(m((z,p),t),s) = w((x, p),t + s), recordemos primeiramente que a solugdo ¢,
definida acima, tem como dominio o conjunto RxX e contradominio R™. Assim, note
que por um lado temos

W(?T((l’,u),t), S) = W([¢(t? (x,,u)),,u], S) = ¢<S> ¢(t’ (%M))»N)

e, por outro lado, temos
m((, 1)t + 5) = (Gt + s, (x, 1)), ).

Desta forma, basta provarmos que ¢(s, d(t, (z, 1)), 1n) = o(t + s, (x, 1)), para todos
t,s €R e (x,u) € X. Com efeito, dado (z,1n) € X, fize s € R e defina f : R—R™ por
B(1) = (s, 6{t. (1) 1)) ¢ também ~ : RSR" por ~(t) = 8(s 1 1. (2 ) ¢ obscrue que,

6(0) = ¢(57 ¢<O? (x,,u)), :u) = 7(0)

e assim pela unicidade das solugoes vemos que 5 = vy, donde seque que (s, d(t, z, 1), 1) =
o(t+s,x, 1), o que prova que w(mw((x, 1), t),s) = w((x,u),t+s), e como a aplicagio ¢ é
continua, vem que 7 € continua e portanto (X, R, 7) é um sistema dindmico.

Exemplo 1.4. (Sistema Dindmico no Toro) Considere a equacao diferencial definida
no plano R? pela equacado

i = f(z), v € R? (1.2)



onde f : R2—=R? € uma funcdo continua e para todo ponto x € R? a equacdo diferencial
acima admite solugao unica ¢(t,x) definida em toda reta R e satisfaz ¢(0,x) = x. De-
notemos x = (0,v) e f = (f1, f2) e assuma ainda que as funcoes fi e fo sao periddicas
com periodo 1 em cada uma das varidveis 0 e v. Desta forma temos

A equagao diferencial definida em (1.2) representa um equacdo diferencial no toro
quando identificamos o conjunto I* = {(0,v); 0 < 0 < 1,0 < v < 1} com o toro,
identificando os lados opostos 0 = 0, 0 =1 ev =0, v = 1, em particular os pontos
(0,0), (0,1), (1,0) e (1,1) sdo todos identificados. O plano R* ¢ agora projetado no
toro identificando os pontos da forma (0,v) com o ponto (6',1') do conjunto I? quando
0 —0 ev— 1 sao inteiros. As trajetorias da equagao diferencial (1.2) no plano sao
projetadas no toro, o que torna o toro uma sistema dindmico quando as condigoes (1.3)
sao satisfeitas.

1.2 Conjuntos Invariantes e Trajetoria

Nesta seccao estudaremos os conjuntos invariantes e trajetorias. Comecaremos definindo
o conceito de invariante. Seja (X, R, 7) um sistema dinamico fixado.

Definigao 1.5. Dado um conjunto M C X, entao:

1. M ¢ dito positivamente invariante se, para todot € R™ e x € M, tem-se
xte M.

2. M ¢é dito negativamente invariante se, para todot € R~ e x € M, tem-se
xte M.

3. M € dito tnvariante se é positivamente e negativamente invariante.

Observe que X e () sao conjuntos invariantes, o primeiro é imediato, enquanto o
segundo é por vacuidade. Além disso, segue da definicao que m (M) = M para todo
t € R e M um conjunto invariante, ou seja, um conjunto invariante é preservado pelas
transicoes.

A respeito de um conjunto invariante, temos as seguintes propriedades.

Proposicao 1.6. Seja {M;}ic; uma colegcao de conjuntos positivamente invariantes ou
negativamente invariantes ou invariantes de X. FEntao sua uniao e sua intersec¢ao
possuem a mesma propriedade.

Demonstracao. Demonstraremos que uniao de conjuntos positivamente invariantes é po-
sitivamente invariante e que interseccao de conjuntos negativamente invariantes é negati-
vamente invariante. Os outros casos seguem analogamente. Seja { M, };c; uma cole¢ao de



conjuntos positivamente invariantes e considere x € U M; et € Rt arbitrarios. Assim
iel
existe ig € I tal que x € M;, e como M;, é positivamente invariante e t € RT segue que
xt € M;, C U M;, donde vem que U M; é um conjunto positivamente invariante. Agora
i€l iel
suponha que {N,};c; seja uma colegdo de conjuntos negativamente invariantes de X e
escolha z € ﬂ N;. Entao x € N; para todo j € J, e uma vez que N; é negativamente
jeJ
invariante para todo j € J, dado qualquer ¢ € R™, tem-se ot € Nj, ou seja, xt € ﬂ N;,
ieJ
e portanto, pela arbitrariedade de z, segue que ﬂ N; ¢ negativamente invariante.
jeJ

]

Como um conjunto invariante é preservado por transicoes, é de se esperar que
o conceito de invariancia tenha propriedades topoldgicas. Veremos isso nos préximos
resultados.

Com respeito ao fecho de um conjunto invariante, temos o seguinte.

Proposicao 1.7. Seja M C X um conjunto positivamente invariante ou negativamente
invariante ou invariante de X. Entdo o seu fecho, M, tem a mesma propriedade.

Demonstracao. Faremos o caso que M ¢é um conjunto invariante, os outros casos sao
analogos a este. Sejam M C X um conjunto invariante, x € M e t € R arbitréario.
Como x € M, existe uma sequéncia {2, }n,ey de pontos de M, tais que z,—x. Pelo
fato de que M é invariante, segue que z,t € M, para todo n. Logo {x,t},en é uma
sequéncia de pontos de M e como {x,},en é uma sequéncia convergente, pelo Axioma
da Continuidade, vemos que z,t—xt, donde tem-se que xt € M, e pela arbitrariedade
de t, o resultado segue. O

Para mostrar que o interior e a fronteira de um conjunto invariante é invariante,
precisaremos do seguinte resultado.

Teorema 1.8. Um conjunto M C X ¢ positivamente invariante se, e somente se, X\ M
¢ negativamente invariante. Além disso, M € invariante se, e sé se, X\ M ¢é invariante.

Demonstragao. Faremos o caso em que M é invariante se, e s6 se, X\ M ¢é invariante, o
outro caso é andlogo. Seja M um conjunto invariante e considere z € X\ M. Dadot € R
queremos mostrar que xt € X\M. De fato, caso contrario terfamos que xt € M, mas
como M é invariante temos também que (xt)(—t) € M, ou seja, (xt)(—t) = z(t —t) =
20 = x € M, contradizendo o fato de que z € X\M. Portanto devemos ter que
xt € X\ M, isto é, X\ M é invariante. Reciprocamente, suponha que X\ M é invariante
e seja x € M, dado t € R mostraremos que xt € M. Com efeito, se xt € X\ M, entao
terfamos que (zt)(—t) € X\M, pois X\M é invariante, mas (zt)(—t) = =z € X\ M,
contradizendo o fato de que x € M, e portanto devemos ter que xt € M e assim M é
invariante. O



Uma consequéncia dos resultados obtidos acima é o seguinte teorema:

Teorema 1.9. Se M C X ¢ um conjunto invariante, entao sua fronteira OM e seu
interior int(M) sao conjuntos invariantes. Além disso, caso OM e int(M) sejam inva-
riantes, entao M serd invariante se for aberto ou fechado.

Demonstracao. Suponhamos primeiramente que M é um conjunto invariante e mostra-
remos que sua fronteira e seu interior também sao conjuntos invariantes. Uma vez que
M ¢ invariante, segue do Teorema 1.8 que X\ M é invariante. Além disso, munidos da
Proposicdo 1.7, vemos que M e X\M sdo também invariantes. Desta forma, os con-
juntos int(M) = X\(X\M) e 9M = X\M N M sao invariantes como complementar e
intersecgao, respectivamente, de conjuntos invariantes. Para mostrarmos a reciproca, su-
ponhamos que OM e int(M) sao invariantes, entao se M é aberto, segue que M = int(M)
é invariante. Caso M seja fechado, temos que M = M = int(M) U OM é invariante,
como uniao de conjuntos invariantes. Logo, em qualquer caso, vemos que M ¢é invariante
como desejado. O]

Corolario 1.10. Se M ¢€ positivamente invariante ou negativamente invariante, entdo
seu interior também possui a mesma propriedade.

Demonstracao. Faremos o caso em que M é negativamente invariante, o outro caso segue
por um raciocinio andlogo. Se M é negativamente invariante, entao X\ M é positivamente
invariante, e assim X\ M também ¢, donde vem que int(M) = X\ X\ M é negativamente
invariante. [

Denotaremos o conjuntos das partes de X por p(X). Um subconjunto importante
de p(X) que estudaremos agora é o seguinte conjunto:

Definicao 1.11. Seja p(X) o conjunto das partes de um X. Definimos as aplicagies 7,
vt enT, de X em p(X) por:

y(x) ={zt; t e R}, v (z) = {at; t e RY}, v (z) = {at; t e R™}.

Para qualquer x € X, os conjuntos y(x), v"(x) e v~ (x) serao chamados, respecti-
vamente, de trajetoria, semzi trajetoria positiva e semi trajetoria negativa ao
longo de x, ou simplesmente de x.

Observagao 1.12. Dado x € X, os conjuntos v(z), v (x) e v (x) sao, respectiva-
mente, tnvariante, positivamente invariante e negativamente invariante. Mostraremos
que vt () € positivamente invariante, nos outros casos se procede de maneira andloga.
Considere y € vy (x) e t € RY quaisquer. Como y € ~t(x) existe to € RY, tal
que, y = xtg. Assim, como (tg +t) € RY, jd que ambos sao positivos, temos que
y=x(to+1t) € vy (), donde seque que v*(x) € positivamente invariante.

Dado uma aplicacao @ : X—p(X) e M C X nao vazio, indicaremos por Q(M)

o conjunto Q(M) = U Q(z). Desta forma, dado M C X, temos que os conjuntos
zeM



v(M), vT(M) e v~ (M) sdo, respectivamente, invariante, positivamente invariante e ne-
gativamente invariante, pelo Proposicao 1.6. Munidos dessa notagao, temos a seguinte
proposicgao.

Proposicao 1.13. Para que um conjunto M C X seja invariante, positivamente invari-
ante ou negativamente invariante, € necessdrio e suficiente que, y(M) = M, ~vT (M) = M
ou v~ (M) = M, respectivamente.

Demonstra¢ao. Mostraremos que M é invariante se, e somente se, v(M) = M. Os outros
casos seguem de maneira andloga. E imediato que M C ~(M), pois x € () C (M)
para cada x € M. Além disso, M é invariante, se e somente se, vt € M para todo x € M
et € R, ou seja, y(xr) C M para cada x € M, ou ainda, v(M) C M, donde segue que
V(M) =M.

]

Uma consequéncia da demonstracao acima é a seguinte proposicao

Proposicao 1.14. Um conjunto M C X ¢€ invariante, positivamente invariante, ne-
gativamente invariante se, e somente se, y(M) C M, v*(M) C M ou~v (M) C M,
respectivamente.

Em geral, os conjuntos y(x), v+ (z) e v~ () ndo sdo abertos e nem fechados. Vere-
mos exemplos disto mais adiante. Entretanto uma propriedade interessante é o seguinte
teorema.

Teorema 1.15. Um conjunto M C X € invariante, positivamente invariante ou nega-
tivamente invariante se, e somente se, cada uma de suas componentes coneras possui a
mesma propriedade.

Demonstracao. Suponhamos primeiramente que M ¢é invariante e mostraremos que cada

uma de suas componentes conexas também é. Seja M = U Cy, onde cada C} é uma

keK
componente conexa de M e K um conjuntos de indices. Queremos mostrar que para cada

k € K o conjunto C} ¢ invariante. Com efeito, tome x € C}. Uma vez que o conjunto
xR é conexo, pois 7, é continua e 7,(R) = xR, devemos ter que xR C Cj. Dessa forma
devemos ter que zR = v(x) C CY, pela arbitrariedade de z, segue que v(Cy) C Cy e,
portanto, pela Proposicao 1.14 C é invariante. Como k € K é um elemento qualquer,
obtemos o desejado. O caso em que M é positivamente invariante ou negativamente
invariante ¢ feito por argumentos andlogos. Reciprocamente, se cada componente conexa
de M é um conjunto invariante, positivamente invariante ou negativamente invariante,
segue que M = U C} é invariante, positivamente invariante ou negativamente invariante

keK
como uniao de conjuntos que possuem a respectiva propriedade. O

Uma consequéncia imediata do teorema acima é que cada componente conexa do
espaco de fase é um conjunto invariante.



1.3 Pontos criticos e Trajetorias Periddicas

Nesta seccao daremos inicio a classificacao de certas trajetorias de um sistema dinamico.
Os pontos criticos se caracterizam pelo fato de sua trajetéria consistir somente de um
elemento, a saber, o ponto. Enquanto que a trajetéria periddica consiste inteiramente
da imagem pela aplicac¢do 7, de um intervalo compacto [0, ¢] para algum ¢. Nesta secgao
e no restante do capitulo admitiremos que o espago de fase X é um espago métrico.
Comecaremos definindo ponto critico.

Definicao 1.16. Um ponto x € X € dito ponto critico, ou ainda ponto de equilibrio,
se x = xt para todo t € R.

Uma maneira de caracterizar os pontos criticos ou trajetérias de pontos criticos é
0 que expressa o seguinte teorema.

Teorema 1.17. Seja x € X. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. x é um ponto critico.
2. {z} = ().
3. Az} =~ (x).

4. {z} =77 (2).

5. Ezistem a,b € R, com a < b, tais que {z} = x[a,b].
6

. Existe uma sequéncia {t,}, t, >0, t,—0 com x = xt,, para cada n.

Demonstracao. E imediato da definicao que a condicao 1 equivale a 2. Além disso, por
definicao a condigao 2 implica 3 e 4, por definicao.

Agora mostremos que as condigoes 3 e 4 implicam 1. De fato, suponhamos que
v~ (x) = {x} e mostremos que = é um ponto critico. Para isso basta mostrar que xt = x
para t € RT, uma vez que {z} = v (z). Seja t € RT, entdo —t € R™ e x(—t) = x,
assim temos xt = (z(—t))t = x(—t +1t) = 20 = x, donde segue que x é um ponto critico.
Se tivermos que y*(z) = {z}. Considere t € R™. Entao —t € R*, isto é, z(—t) = =,
por hipdtese, logo, como feito acima, xt = x e assim x é um ponto critico. Agora
mostraremos que a condicao 1 equivale a 5. E fato que se x é critico entdo {2} = z[a, b]
para algum, mais ainda, para todo a < b. Suponha entdo que {x} = x[a, b] para algum
a < b e mostremos que x é um ponto critico. Primeiro note que se {x} = z[a,b] entao
{z} = x[-b, —a], pois dado t € [—b, —a] temos —t € [a, ], donde z(—t) = z e assim zt =
(x(—t))t = x(—t +t) = 20 = z. Agora, dado by € [a,b] temos que xby = x. Afirmamos
que znby = x para todo n inteiro. Com efeito, como z(—by) = (zby)(—bo) = 20 = =
basta mostrar que xnby = = para todo n inteiro e positivo. Faremos por inducao sobre
n. Note que x2by = x(by + by) = (xbo)by = xby = x. Suponha que znby = x e mostremos
que z(n + 1)by = x. De fato, x(n + 1)by = x(bon + by) = (xby)nby = =, como desejado.



Assim jd que a < be R = U [-n(b—a),n(b— a)], segue que x é um ponto critico e o
neN
resultado segue.

Por fim, faremos a equivaléncia entre a condi¢ao 6 e a condigao 1. E imediato da
defini¢ao que 1 implica em 6. Assuma que existe uma sequéncia {t¢,}, t, > 0, t,—0 com
xr = xt, para cada n e considere t € R. Se existem k e n inteiros tais que t = kt,,, como
foi feito acima, vemos que xt, = xmt, = x para todo inteiro m. Em particular, temos
que xt = xkt,, = x. Entretanto, se t # kt, para todos inteiros k e n, vemos que para cada
m inteiro existe k,, tal que kpt,, <t < (k,, + 1)t,,, pela propriedade arquimediana dos
ntimeros reais. E assim temos 0 < t —k,,t,, < t,, € como t,—0, segue que (t— kp,t,,)—0.
Logo ¢é possivel escolher [ > m de forma que t; < t,, e t — kjt; < t — kp,t,,, donde vem que
kptm < kit <t < (kj+1)t; < (kp, +1)t,,. Desta forma, por construcao, tem-se t,,k,,—t.
Assim, pelo Axioma da Continuidade, segue que zk,,t,,—xt. Mas como zt, = x, vemos
que zk,t, = x para todo inteiro n, e assim segue que xt = x. Pela arbitrariedade de ¢
concluimos que x é um ponto critico. O

Um resultado que segue da demonstracao feita acima é o seguinte.

Corolario 1.18. Dado = € X, se existe t € R tal que v = xt entao x = x(nt) para todo
inteiro n.

Os pontos criticos nao se caracterizam apenas pelo fato de que suas trajetérias
consistem de um conjunto unitario. Podemos também analisar vizinhancas de um ponto
para determinar se ele é critico ou nao, como provaremos no préximo teorema. Para isso
precisaremos do seguinte lema:

Lema 1.19. Se z # xt para algum x et € R, isto é, x nao € um ponto critico, entdao
existem vizinhancas U e V de x e xt, respectivamente, tais que V =Ut e UNV = ().

Demonstragao. Uma vez que x # xt sejam € = M >0, Wy = B(z,¢) e Wy = B(xt, ).
Assim Wi, N Wy = 0. J4 que a aplicacao 7* é um homeomorfismo de X, vemos que
7t (Wy) = Wit é aberto, e como z € W vem que xt € 7' (W;). Considere V = Wynrt (W)
e U = 7%V). Por construgao, temos V aberto, V. C Wy e xt € V, donde vem que
xr € UeU C W;. Portanto as vizinhancas U e V' cumprem as condigoes requeridas,

como desejado. O

Teorema 1.20. Um ponto x € X € critico se, e somente se, toda vizinhanca U de x
contém uma semi trajetoria de algum ponto de U.

Demonstragao. A implicagao segue do teorema anterior, uma vez que vy {x} =y {z} =
{z} implica que toda vizinhanga de = contém uma semi trajetéria de z. Para mostrarmos
a reciproca faremos por contra positiva, ou seja, mostraremos que se x nao é um ponto
critico, entao existe uma vizinhanca U de x que nao contém nenhuma semi trajetoria.
De fato, suponha que x nao seja um ponto critico, entao sem perda de generalidade,
existe t € R~ tal que x # xt. Assim, pelo lema anterior, existem vizinhancas U e V', de
x e xt, respectivamente, tais que U e V sao disjuntos e V' = Ut. Para cada y € U tem-se
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que yt € V, e como U e V sao disjuntos, U nao pode conter nenhuma semi trajetoria.
Caso contrario se U contém uma semi trajetoria negativa de um ponto yy € U teriamos
que yot € U e assim U NV # (), uma contradicao. De forma analoga, se U contém
uma semi trajetéria positiva de um ponto yo € U, teriamos que 4o, yo(—t) € U, e assim
UNV # 0, o que nao pode ocorrer. Portanto U nao contém nenhuma semi trajetoria e
o resultado segue. O]

Como consequéncia do resultado acima, podemos analisar o comportamento as-
sintotico dos pontos de X para encontrarmos os pontos criticos.

Teorema 1.21. Sejam z,y € X e d(yt,z)—0 quando t— + oco(ou quando t— — o).
Entao x € um ponto critico.

Demonstracao. Para mostrar que x é um ponto critico, pelo teorema anterior, basta mos-
trarmos que toda vizinhancas de x possui uma semi trajetoria. Seja U uma vizinhanca
de z, entao por hipdtese existe A > 0 tal que yt € U, para todo t > A. Mas assim, por
defini¢ao, temos que 4+ (yB) C U com B > A, e portanto 2 é um ponto critico. O]

Por fim, o conjunto de todos os pontos criticos de um sistema dinamico satisfaz a
seguinte propriedade.

Teorema 1.22. O conjunto dos pontos criticos de X é fechado.

Demonstracao. Seja C' o conjunto dos pontos criticos de X. Queremos mostrar que
C =C. E fato que C c C. Agora considere x € C e t € R, entdo existe uma sequéncia
x, de pontos de C|, tais que z,—=x e, além disso, x,t = x, para todo n. Queremos
mostrar que xt = x. Suponha por absurdo que xt # x. Entao pelo Lema 1.19, existem
vizinhangas U e V de z e xt, respectivamente, disjuntas e V' = Ut. Mas como x,—=,
existe N inteiro tal que x, € U, para todo n > N. Uma vez que U = Vt, temos que
rpt € V, entretanto x,, = x,t, contradizendo o fato de que U e V sao disjuntos. Portanto
devemos ter que x = xt, e assim segue que z € C, logo C C C e C = C. m

Agora iremos estudar um outro caso de trajetéria de um sistema dinamico: as
trajetorias periddicas.

Definicao 1.23. Um ponto x € X € periddico se ezxiste um T # 0 tal que xt = x(t+1T),
para todo t € R.

O nimero T com a propriedade acima € chamado de pertodo de x. Se um ponto
x € X € periddico, entao tanto a aplicag¢io m,, quanto a trajetoria y(x), serao chamadas
de periodicas.

Observacao 1.24. Se um ponto x € X € critico, entdao x é periodico com periodo t,
para todo t € R. Note ainda que, para todo x € X, o numero T = 0 cumpre a condi¢do
xt =x(t+T), para todo t € R, entretanto x ndao é necessariamente periédico.

Uma forma de determinar os pontos peridédicos é o que apresenta a proposicao a
Seguir.
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Proposicao 1.25. Um ponto x € X € periddico se, e somente se, existe T # 0, com
r=2aT.

Demonstracdo. Para a implicacao, dado periodo T # 0, tome ¢t = 0 que teremos o
seguinte x = 0 = xt = x(t + T') = 2T. Agora suponha a reciproca véalida. Entao dado
t € R qualquer, vemos que

st=@Tt=x(T+t) =zt +T)

e assim x é periddico com periodo T'. O]

Quando z = xT, para T # 0, o Corolario 1.18 garante que x = xnT', para todo
inteiro n. Assim o periodo de um ponto peridédico nao é necessariamente tnico, em
particular, os pontos criticos admitem uma quantidade nao enumeravel de periodos.
Entretanto, quando um ponto periddico x nao é critico, pode-se mostrar que o conjunto
dos periodos positivos de x admite um minimo %y, além disso, todos os outros periodos
sao multiplos de ty, como veremos agora.

Teorema 1.26. Se x € X é um ponto periodico, mas nao € critico, entao existe T' > 0,
tal que, T' € o menor periodo positivo de x. Mais ainda, se T € outro periodo de x entao
existe um inteiro n, de forma que T = nl.

Demonstracao. Seja P = {t > 0; —t é um periodo de x}. Observe primeiramente que
P # (), pois se t € R é periodo de z entdo z(—t) = (zt)(—t) = x(t —t) = 20 = x, ou seja,
—t também ¢ periodo de x. Logo, t ou —t pertence a P, visto que ambos sao nao nulos.
Ainda, 0 é um limitante inferior para o conjunto P, assim seja T" = inf P. Afirmamos
que T > 0. De fato, caso contrario teriamos que 7' = 0, e como T = inf P, existiria
uma sequéncia {t,} de pontos de P, tais que t,—0 e ainda como t, € P, tem-se que
xt, = x. Dai, segue do Teorema 1.17 que z é um ponto critico, o que nao pode ocorrer.
Logo T' > 0. Agora observe que T é um periodo de x, pois como existe uma sequéncia
{t,} de pontos de P, tais que t,—T, pelo Axioma da Continuidade segue que xt,—zT.
Mas zt, = x, para todo n assim xt,,—x. Desta forma, pela unicidade dos limites, temos
2T = x. Portanto T' é um periodo de x e, além disso, como 1" = inf P, vemos que T
¢ o menor periodo positivo de x. Finalmente, seja 7 um periodo de = e suponha por
absurdo que 7 # nT', para todo n inteiro. Disto vem que existe ng inteiro de forma que
nol < 7 < (ng+ 1)T. Além disso, do Corolério 1.18, segue que —ny7T é também um
periodo de x, donde

(1 —noT) = z(7)(—neT) = z(—neT) = x,

ou seja, o numero 7 — nyl’ > 0 é um periodo de x ¢ 0 < 7 — nyT' < T', contradizendo a
escolha de T'. Logo devemos ter que 7 = nT', para algum inteiro n, como desejado. [J

O teorema acima nos motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.27. Se x é um ponto periédico que nao € critico, entdo o menor periodo
positivo de x € chamado de periodo fundamental ou periodo primitivo.
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Em geral, o conjunto dos pontos periddicos de um sistema dinamico nao é fechado,
como acontece com os pontos criticos. Entretanto, veremos que, para um ntmero real
arbitrario ty, o conjunto dos pontos periédicos com periodo menor do que ou igual a tg
é fechado em X. Mas antes disso precisamos do lema abaixo.

Lema 1.28. Se {x,} ¢ uma sequéncia de pontos periddicos com periodo positivo T,—0
e xp,—x, entao x € um ponto critico.

Demonstracao. Seja t € R, mostremos que xt = x. Para cada inteiro n existe um inteiro
k,, de modo que, k,T,, < t < (k, + 1)T,,. Uma vez que T,,—0 vem que k,T,—t e
assim, como k,T,, sdo periodos de x,,, temos que z,, = x,(k,T,,)—xt. Portanto = é ponto
critico. O

Com isso provaremos que:

Teorema 1.29. Dado qualquer o > 0, o conjunto de todos os pontos periédicos com
periodo T < « € fechado.

Demonstracao. Seja P o conjunto de todos os pontos periddicos com periodo < a. Dado
r € P, existe uma sequéncia {z,} de pontos periédicos em P tal que z,—x e seu
periodo 0 < T,, < «, para todo n. Se T,—0, pelo lema anterior vem que z é ponto
critico e, portanto, periédico. Caso contrario, como a sequéncia 7, é limitada, existe
uma subsequéncia T, , com T, =7 ¢ « > 7 > 0. Mas como T,,, é o periodo de z,,,
temos que, z,, = x,,1,, —x. Como T, —7, por continuidade, vemos que x,,1,, —2T €
pela unicidade do limite segue que x7 = x. Portanto, em qualquer caso, vemos que x é
ponto periédico e assim P C P, e o resultado segue. O

Observacao 1.30. Note que se x € X € periddico, entao v(x) = v~ (z) =~y (x) € um
conjunto compacto. De fato, se x € um ponto critico, entio v(x) = v (x) = v (z) =
{z} € um conjunto compacto. Se x nao € critico, por defini¢ao existe T > 0, tal que
xt = x(t+T), para todo t € R. Afirmamos que y(x) =~ (x) = v (x) = z[0,T]. Com
efeito, dado um y € y(x) existe tg € R tal que y = xty. Além disso, existe um inteiro k
de forma que kT <ty < (k+ 1)T, e uma vez que x(—kT) = x, pois 2T = x, vem que

xty = x(—kT)tg = x(to — kT') € x[0,T].

Logo vy(z) C x[0,T], e € claro que x[0,T] C v(x), donde seque a igualdade. As igualdades
vyt () = 2[0,T] e v (x) = x[0, T] sao feitas de modo andlogo.

1.4 Fecho de uma trajetoria e Conjunto Limite

Nesta seccao estudaremos o fecho de uma trajetoria e os conjuntos limite. Os conjuntos
limite descrevem o comportamento assintotico dos pontos de um sistema dinamico. Es-
tudaremos também o fecho de uma trajetéria e veremos que o fecho de uma trajetoria é
a uniao da trajetéria e dos conjuntos limite. Comecaremos definindo conjunto limite.
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Defini¢ao 1.31. Definimos as aplicagoes AT : X—p(X) e A~ : X—p(X) como seque:
At (x) = {y € X; emiste uma sequéncia {t,} em R com t,— + oo tal que xt,—y},
A~ (z) ={y € X; existe uma sequéncia {t,} em R com t,— — oo tal que xt,—y}.

Para cada x € X, o conjunto A (x) € chamado de conjunto limite positivo (ou
émega limite) e A (x) € chamado de conjunto limite negativo (ou alpha limite).

Observagao 1.32. Sexz € X ¢ um ponto periodico, entao tem-se as sequintes igualdades
At(x) = A (z) = v(x). De fato, sejay € AT (z)(ouy € A (x)), entao existe t,— + 0o
(ou t,— — ), tal que xt,—y. Como x € periddico, vimos que y(x) é compacto, e
portanto fechado. Logo jd que zt, € ~(x) para cada n inteiro, seque que y € y(x) e
assim AT (x) C y(z) (e A=(z) C ~(x)). Agora dado um xty € y(x), considere T um
periodo positivo de x. Defina t, = nT + tg (ou t, := (—n)T + to), para n inteiro
POSitivo. Efato que assim teremos t,— + oo (e t,— —o0), e além disso xt,—xty, o que
prova que y(z) C AT (x) (e y(x) C A (z)).

Veremos agora alguns exemplos de conjunto limite positivo e negativo.

Exemplo 1.33. Considere o sistema de equacgoes diferenciais em R?, dado em coorde-
nadas polares por

dr do
—=r(l-r), —=1.
dt dt

Como as funcgoes que definem o sistema de equacoes diferenciais sao continuas,
mais ainda, de classe C'°°, entao existem solucoes e tais solucoes sao unicas. Desta
forma, as equacgoes acima definem um sistema dindamico. As trajetorias sio dadas pela

Figura 1.1.
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: . : dr _ o _
Figura 1.1: Retrato de fase do sistema 4 =r(1 —r), & =1

Temos um ponto critico, a saber o ponto O = (0,0), uma trajetoria periddica, sendo
ela o circulo unitdrio S, e ainda temos as trajetorias espirais, em cada ponto (r,0) do
sistema com r # 0 e r # 1. Para os pontos P = (r,0), com 0 < r < 1, temos que
AT (P) =S e A=(P) = {O}. Para os pontos P = (r,0) com r > 1, temos AT (P) = S*
e A=(P)=10.

Exemplo 1.34. Considere o sistema de equacdes diferenciais em R? dado em coorde-
nadas polares

sen%—l—%, 860<7‘§%
dr do sen’d + @, se % <r<l1
ar =) dt ) sen2, ser =1

sen%—l—@, ser > 1.

Observe que as equacoes que definem o sistema sao continuas e assim o sistema
admite solucgao, e as solugoes sao unicas. Logo o sistema de equacoes diferenciais definem
um sistema dinamico cujas trajetorias descrevem a Figura 1.2.
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Figura 1.2: Retrato de fase do Exemplo 1.34.

Temos trés pontos criticos: a origem O = (0,0), o ponto A = (1,0) e o ponto
B = (1,7). Duas trajetorias 71={(1,0); 0 < 0 < 7} e »={(1,0); 7 < 6 < 27} no
circulo unitdrio St, e trajetérias espirais ao longo dos pontos P = (r,0) comr # 1 e
r # 0. Para os pontos P = (r,0), com 0 <r < 1, temos AT(P) = S' e A=(P) = {O}.
Para v > 1, temos que AT (P) = S' e A=(P) = 0. Para os pontos P = (1,0), com
0 <6 <m, tem-se que AT (P) = {B} e A=(P) = {A}. Jd para os pontos P = (1,0),
com 7 < 0 < 2w, vemos que AT(P) ={A} e A=(P) = {B}.

Exemplo 1.35. Considere em R? o sistema de equacoes diferenciais dada por
&= flr,y)  y=g(xy)
onde as fungoes f e g sao dadas por
0, se |x| > 1
flz,y) = { —1 y(—s?) se |z] < 1,

14+y?)(1—p(z)q(y))’

1, sex>1
glx,y) =4 —1, sex < -1
x, selr| <1l
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Aqui as fungoes q(y) e p(x) sdo quaisquer fungoes de classe C* satisfazendo

0<p(x)<i sed<z<l1
p(z) =0, sex <0

p(z) = 3, sex>1

0<qly <%, sey <0

q(y) =0, se x > 0.

Como o sistema de equagoes acima sao continuas, o mesmo define um sistema
dinamico cujas trajetorias sao dadas como mostra a Figura 1.5.

L
O
T
1

Figura 1.3: Retrato de fase do Exemplo 1.35.

Temos que a origem O = (0,0) € um ponto critico e as trajetorias v, = {(1,y); y €
R} e v ={(—1,y); y € R} possuem conjunto limite positivo e negativo vazios. Para os
pontos P = (z,y) com 0 < |x| < 1, as trajetorias passando por P sao espirais e temos
que A*(P) =71 U e A(P) = {O}.

O préximo teorema nos tras uma condigao para verificar quando uma semi tra-
jetoria é um conjunto fechado, além de caracterizar duas propriedades dos conjuntos
limites.
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Teorema 1.36. Para qualquer x € X temos:

1. AT (z) e A= (x) sdo conjuntos fechados e invariantes.

2. 77 (@) = 7 (@) UAH(@) e 7 (@) = v~ (2) UA~(2).

Demonstra¢ao. Mostraremos, primeiramente, que A~ (z) é fechado e invariante, a prova
de que AT (x) possui a mesma propriedade é andloga. Se y € A~ (x), entdo existe uma
sequéncia {y,} de pontos de A~ (z) tal que y,—y. Além disso, como cada y, € A~ (z),
existe uma sequéncia {t*} de nimeros reais, de forma que, t*— — oo e xtF—y;. Assim,
como xtk—y,. podemos assumir que d(ztk, y;) < % e tF < —k paran > k, ja que
tk— — 0o. Considere a sequéncia {t,} de nimeros reais dada por ¢, := . Afirmamos
que xt,—y. De fato, note que

1
d(xtn,y) < d(xty, yn) + d(yYn,y) < s A(Yn,y)

e ja que y,—y, segue que d(zt,,y)—0 quando n— + oco. Logo xt,—y e, portanto,
temos y € A~ (x), donde A~ (z) = A~ (x). Para mostrarmos que A~ (z) é invariante, seja
y € A (x) e t € R qualquer. Desta forma, existe uma sequéncia {¢,} de nimeros reais

que t,— — oo e zt,—y. Mas assim a sequéncia a,, :=t, +t é tal que a,— — o0 e
za, = x(t, +1t) = (vt,)t—yt

pelo Axioma da Continuidade. Portanto yt € A~ (x).

Agora provaremos que 7+ (z) = v+ (z) UAT(z), 0 outro caso é andlogo. E claro que
yH(z) C y*H(x) e, além disso, por definigdo vemos que At (z) C v+ (x). Logo At (z) U
yH(z) C v*(x). Agora tome y € v*(x), entdao existe uma sequéncia y, de pontos de
v+ (z) tal que y,—y. Mas como para cada n, y, € 7" (z), existe t,, € Rt de forma que,
Yn = xt,. Assim, caso t,— + 0o, temos que, y € At (z). Caso contrario, como RT é
fechado, existe uma subsequeéncia t,, tal que t,, —to € RT, e assim «t,,, »xty € v (2), e

uma vez que xt,—y, vem y = zty. Logo em qualquer caso, temos v+ (x) C At (z)U~yT(x).
Portanto v+ (z) = v (x) UAT(2). O

Teorema 1.37. Dado x € X, valem as sequintes igualdades

M) = () 7 ) =)D

yeyt(x) teR

e, além disso, AT (x) = AT (xt), para todo t € R. O mesmo vale para o conjunto limite
negativo, com as devidas adaptacoes.

Demonstragdo. Mostremos que A*(z) = ﬂ y+(xt), aprova de que AT (z) = m 7 (y)
ter yert(a)
é analoga. Considere a € ﬂff(cct), entao para cada n temos B(a, =) Nyt (zn) # 0.

teR
Escolhamos para cada n um elemento z,, € B(a, +)N~*(2n). Temos assim que z,, = at,,
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com t, > n. Logo quando n— + oo temos que t,— + oo e ainda x,,—a por construcao,
donde a € A*(z). Agora dado a € AT(x) queremos provar que a € y*(xt), para todo
t € R. De fato, uma vez que a € AT (x), existe uma sequéncia {¢,} de nimeros reais tal
que t,— + oo e xt,—a. Dado t € RT mostraremos que a € y+(xt) = v (at) U At (xt),
o caso em que t € R™ é anadlogo. Uma vez que t > 0 e t,— + 00 existe um inteiro ny de
modo que t, > ty para n > ng. E assim temos xt, € v*(xt). Como xt,—a, segue que
a € y*(xt), de modo andlogo mostramos que a € v~ (xt) para todo ¢t € R™. Desta forma
temos que a € ﬂ v+ (xt), donde segue que AT (x) C ﬂ v+ («t). Finalmente, observe que
teR teR

At (z) = At (xt), para qualquer t € R, pois se y € AT (xt), por definigao, temos (xt)t,—y
e t,— + 00, isto é, x(t + t,)—y e t, + t— + 00, ou seja, y € At (z).

m
Quando AT (x) é compacto podemos obter informagoes tanto de m quanto do
préprio conjunto AT (z). Uma delas garante que se o conjunto limite positivo é com-
pacto, entdo AT (z) é conexo quando o espago de fase X é localmente compacto. Além
disso, quando o conjunto v*(z) é compacto vale que A*(z) também é. Alids vale a
reciproca dessa afirmacgao quando o espaco de fase é localmente compacto, como ve-
remos na préxima observacao. Mas antes investigaremos a respeito da conexidade de
AT (z). Para tal, precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 1.38. Seja X um espago de Hausdorff, conexo e compacto. Dado um aberto U de
X e uma componente conexa C de U, o conjunto U\U contém um ponto de acumula¢do

de C.

Demonstragao. Veja [8] pagina 37. O

Lema 1.39. Defina ¢ : X XR—X xR por ¢(z,t) = (n(z,t),t), onde 7 : XxR—R € a
aplicacao de fase. Entao ¢ € um homeomorfismo.

Demonstragdo. A inversa de ¢ é ¢! : XxR—X xR dada por ¢~ (x,t) = (w(x, —t),1).
De fato,

¢_1 o (b(x,t) - ¢_1(W(x7t)7t) - (W(?T(:E,t), _t)7t) = (Ivt)v
¢ o ¢71<:L‘,t) = ¢(7T<:L’, _t)>t) = (77(71'(1'7 _t>7t)’t) = <x>t)'

Além disso, como as coordenadas de ¢ e ¢! sdao continuas, vemos que ¢ e ¢! sao
funcoes continuas, ou seja, ¢ ¢ um homeomorfismo. O

Com isso provaremos o seguinte teorema.

Teorema 1.40. Se X ¢ localmente compacto e At (x) é compacto, entao AT (x) € conexo.
Mais ainda, se A*(xz) nao é compacto, entdo nenhuma de suas componentes conexas é
compacta.
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Demonstragao. Suponhamos que AT (z) seja compacto e que nao seja conexo, ou seja,
temos At(z) = PUQ com P e @ fechados, disjuntos e nao-vazios. Como AT (zx) é
compacto, vé-se que P e () também sao, e assim existe € > 0 tal que as vizinhangas
B(P,e) e B(Q,¢) sao disjuntas.

Dados 1 € P e x5 € (), existem sequéncias t, e s, de nimeros reais, tais que
th— + 00, $— + 00, Tt,—T1 e TS, —Tg, POis T1, Ty € AT(x). Como x1 # 2, podemos
assumir sem perda de generalidade que t, — s, > 0, zt,, € B(P,¢) e xs, € B(Q,¢), para
todo n inteiro. Mas como z[s,, t,] é compacto e conexo, para cada n inteiro, existe 7T;, tal
que s, < T, <t,exT, € S(P,e), pois zt, € B(P,¢), xs, € B(P,¢) e x[sy,,t,] é conexo.
Além disso, como z[t,, s,| é compacto, vemos que existe uma subsequéncia {7, } com a
propriedade =T, —y € S(P,¢) e T,,,— + oo por construgao. Assim, por definigdo, vem
que y € AT(x). Entretanto y € P U Q, o que é uma contradi¢ao. Portanto devemos
ter que AT (x) é conexo. Para segunda parte, seja X* = X U {w} a compactificacao de
Alexandrov de X, que existe pois X é localmente compacto. Estenda o sistema dinamico
de X para X* da seguinte forma. Defina a aplicacao de fase 7* : X*xR— X" por

. | w(x,t), sexeX
7T<x’t)_{ w sex ¢ X.

Afirmamos que (X* R, 7*) é um sistema dindmico. E claro que o Axioma da Identidade
é satisfeito. Agora dado x € X*, temos dois casos a analisar:

(i) Se x € X. Entao temos

T (x, by + o) = w(x,ty + to) = w(w(x, ty),ta) = w(n" (2, t1), ta) = (7" (x, 1), t2).

(77) Se r = w. Entdo note que 7*(x,t;) = w, e também que 7*(7*(x,t1),t2) =
W*(w,tg) =W = ’/T*(U),tl + tg) = W*(l’,tl + tg)

Assim em qualquer caso o Axioma de Grupo é valido. Mostremos agora que 7 é
continua. Para isso dado um ponto (z,t) € X*xR e uma vizinhanga V' de z, queremos
mostrar que existe uma vizinhanga U de (z,t), tal que 7*(U) C V. Temos dois casos a
analisar:

(1) Se x € X. Entao a vizinhanga V' dada é uma vizinhanca de z em X, assim
como 7 ¢ continua existe uma vizinhanga U de (z,t) em X xR, tal que, 7(U) C V.
Mas U é aberto de X*xR, pois é aberto de X xR, e como U C X xR tem-se que
™ (U) =n(U) C V. Logo U ¢ a vizinhanga desejada.

(i7) Se z = w. Entao V' é uma vizinhanca de w, assim F' = X*\V é compacto em
X. Seja K =7 Y F)N(Xx[t—1,t+1]) = ¢ 1 (Fx[t—1,t+1]), onde ¢ é como definida
no Lema 1.38. Como F e [t — 1,¢ + 1] sdao compactos e ¢~! ¢ um homeomorfismo,
vem que K é um compacto de X xR. Assim m;(K) é compacto em X, onde m é
a projecao na primeira coordenada. Logo X*\m(K) é aberto em X* e X*\m(K) é
uma vizinhanca de w. Considere U = (X*\m (K)) x (t — 1,t +1). E claro que U ¢
uma vizinhanga de (w,t) em X*XR e, além disso, 7*(U) C V, pois se (y,z) € U, entao
y€m(K)=m(¢o " (Fx[t—1,t+1])), assim (y,2) € ¢~ (Fx[t—1,t+1]). Logosey = w
entdo 7 (y,z) € F,esey € X entdo n(y,z) € F, isto é, 7*(y, z) € F, donde 7*(y, z) € F’
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em qualquer caso e, portanto, 7(y,z) € Y. Assim 7* é continua. Agora dado = € X*,
denote A’ (z) o conjunto limite de z em X*. Entao temos, A% (z) = AT (z) U{w} sempre
que x € X e AT(x) é ndo compacto. Com efeito, dado uma vizinhan¢a U de w, entao
U = X\C, para algum compacto C' de X. Assim U N A*T(x) # () pois caso contrario
terfamos que A% (z) C C e como C é compacto e A*(x) é fechado, vem que A*(z) é

compacto, o que nao pode ocorrer. Logo w € A*(z). Agora como A’ (z) é fechado,
devemos ter que w € A% (), desta forma vale a igualdade A% (z) = A*(z) U {w}. Além
disso, j& que X* é compacto, A’ (x) é fechado e conexo, pelo que foi demonstrado acima,
Hausdorff e ainda A% (z) = A*(2) U{w}, vem que A*(x) é aberto em A% (z). Pelo Lema
1.38, toda componente conexa de AT (x) tem w como ponto de acumulagao e, portanto,
toda componente conexa de AT (x) ndo é compacta por nao ser fechada. O

O exemplo a seguir ilustra que a hipdtese de localmente compacto no teorema
anterior é essencial.

Exemplo 1.41. Considere o Sistema Dinamico dado no Exemplo 1.34 restrito ao con-
Junto R?\y; U 7s.

Para os pontos P = (r,0), com 0 < r < 1, temos que A*(P) = AU B que é
claramente compacto, entretanto AT (P) nao € conexo.

O nosso préximo teorema fornece uma forte relagao entre A*(z) e v*(x).

Teorema 1.42. 1. Se vt(z) é compacto, entao At (x) é nao vazio, compacto e co-
nezxo. Além disso, se X € localmente compacto e AT (x) € compacto e nao vazio,
entao y+(z) € compacto.

2. Se yt(z) € compacto temos que d(xt, AT (x))—0, quando t— + oo.

Demonstracao. A prova de 2 é andloga a demonstracao feita no Teorema 1.37. Mostra-
remos 1.

Assuma primeiro que y*(z) é compacto e provaremos que AT (x) é compacto e
nao vazio, a conexidade segue do teorema anterior. Seja t,— + oo uma sequéncia de
numeros reais. Note que zt,, € y+(x) para cada n inteiro. Como ~*(x) é compacto,
segue que a sequéncia {zt,} admite subsequéncia, digamos {zt,, }, convergente a um
ponto y € ~*(x). Assim, por defini¢do, temos y € AT (z). Portanto, AT(x) # () e
como AT (z) é fechado e y*+(x) compacto, temos também que AT (z) é compacto, ja que
X é Hausdorff. Agora suponhamos que X é localmente compacto e AT (x) compacto e
nao vazio, mostraremos que v+ (z) é compacto. De fato, existe £ > 0 tal que o conjunto
B[AT(z),¢€] é compacto j& que X é localmente compacto. Afirmo que existe T'(g) > 0, tal
que (z7T'(e))RT C B[AT(x),¢]. Note primeiro que A*(z) C (zn)R* (veja Teorema 1.37),
logo temos B(AT(z),e) N ((zn)RT) # 0. Se nao ocorresse que (z7'(¢))RTCB[AT(x),¢],
entdo existiria uma sequéncia {t¢,}, tal que t,— + oo e xt,, € S(AT(z),¢), uma vez que
(xt,)R* é conexo e ainda B(A1(z),e) N ((at,)RT) # 0. Mas assim como S(A*(x),¢)
¢ compacto, temos zt,, —y € S(AT(x),e). Como por definicao, y € A (x), temos um
absurdo! Portanto (27'(¢))RTCB[A™(x),e], e como v¥(z) = z[0,T] U (zT)R™, temos
que yH(z) = [0, 7] U (zT)R*. Assim ~*(x) é compacto, pois z[0,7] e (zT)R* sao
compactos, sendo este tltimo subconjunto fechado contido em um compacto. O]
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1.5 Primeiro Prolongamento e Conjunto Limite Pro-
longacional

O conjunto limite positivo e o conjunto limite negativo exercem um papel importante
no estudo do comportamento assintoético de uma dada trajetoria do sistema dinamico.
Entretanto aos estudar tais conjuntos, como mostra o Teorema 1.37, estamos analisando
apenas o comportamento assintético da trajetéria de um ponto. Iremos agora estudar
o primeiro prolongamento e conjunto limite prolongacional que, além de estudar o com-
portamento da trajetéria, também leva em conta vizinhancas suficientemente pequenas
do ponto.

Definigao 1.43. Definimos os conjuntos D™, D=, J* e J~ de X em o(X), pondo para
cada x € X

DT (x) ={y € X; existem sequéncias {x,} em X e {t,} em RT,
com Tp,—x € Tpt,—y},
D~ (x) ={y € X; existem sequéncias {x,} em X e {t,} em R,
com Tp,—x € Tpt,—y},
Jt(z) ={y € X; existem sequéncias {x,} em X e {t,} em R,
com Tp—x,t,— + 00 € Tpt,—y},
J () ={y € X; existem sequéncias {x,} em X e {t,} em R,
com Tp,—x,t,— — 00 € Tpt,—y}.

Para cada x € X, o conjunto DT (x) é chamado primeiro prolongamento po-
sitivo, D~ (z) é chamado de primeiro prolongamento negativo. Ji os conjuntos
J*(x) e J~(x) sao chamados, respectivamente, conjunto limite prolongacional po-
sitivo e conjunto limite prolongacional negativo.

A préxima observagao nos fornece uma relagao entre a definigao acima e os conceitos
ja conhecidos:

Observagao 1.44. Valem as segquintes inclusoes v (x) C DT (x), v (x) C D™ (x),
At (z) C JT(x) e A= (x) C J (x). Veremos mais adiante que J™(x) C Dt (z) e J - (x) C
D~ (x).

De fato, se y € ~*(x) entio existe t € R, tal que xt = y. Basta tomar as
sequéncias constantes x,, = x e t, =t que teremos y € DT (x). As outras inclusées sao
feitas de maneira andloga.

As inclustes da observagao acima podem ser proprias, como mostra o seguinte
exemplo.

Exemplo 1.45. Considere o sistema de equagoes diferenciais em R? abaizo

d.Tl d.TQ
= - — = 9.

dt b
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Figura 1.4: Retrato de fase do Exemplo 1.45. Aqui o retrato de fase é um no.

Y (P) U {(21,29); 71 = 0},

Para qualquer ponto P = (x,0), temos DY (P) =
=0, sex#0, e caso v = 0 tem-se

D=(P) = y7(P), J*(P) = {(21,22); 21 = 0}, J~(P)
que J~(P) = {(0,0)}.

Para os pontos P = (x,y) com x # 0 ey # 0, temos D" (P) =~y (x), D~ (P) =
v (P), JT(P)=J (P)=0.

Observe que, para os pontos P = (x,0), temos AT (P)
JY(P) 2 AT(P) e, caso x =0, temos J~(P) 2 A= (P).

(0,0) e A=(P) =10. Assim

O conjunto primeiro prolongamento positivo e o conjunto prolongacional positivo
possuem propriedades semelhantes as propriedades da trajetoria e do conjunto limite
positivo, como veremos nos préximos resultados.

Teorema 1.46. Para qualquer x € X, temos:

1. Dt (x) € fechado e positivamente invariante.
2. Jt(x) € fechado e invariante.

3. DM (x) =~T(x) U J*(x).
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Demonstragao. Mostraremos primeiramente o item 1. Se y € D%(z), entdo existe
uma sequéncia {z,} C D*(z) tal que z,—y. Ainda, para cada z,, € D" (x), existem
sequéncias {z}} em X e {t;} em RT de forma que z}—z e z}t,—x,. Mas assim,

e quando n— + oo vemos que z!'t,—y. Logo como xz"—x segue que y € DT (z), donde
D*(x) = D+ (x). Agora mostraremos que D (z) é positivamente invariante. Para isso se
y € D(z) et € R, entdo existem sequéncias {z,} e {t,,} de X e RT, respectivamente,
de forma que z,,—z e x,t,—y. Pelo Axioma da Continuidade, temos (z,t,)t—yt, e assim
yt € DY (x), ja que (t, +t) € RT para cada n inteiro. Portanto DT (x) é positivamente

invariante.

Mostremos que J*(z) é fechado e invariante. Para tal, se y € J*(x), entao existe
uma sequéncia x,, € J*(z) tal que x,—y. Além disso, como x,, € J¥(z), para cada n
existem sequéncias x} e tj tais que x}—x e ty— + 0o com x}ty—x,. Assim para cada
inteiro k podemos assumir que t, > k e d(z}ty, z,) < % Desta forma, temos que

1
d(z]t,, y) < d(@nt,, z,) + d(z,, y) < ~ d(x,y)

e quando n— + oo, vemos que z/'t,—y. Pela escolha de ¢, tem-se t,— + oo, logo
y € JT(x) donde segue que J*(x) é fechado. Resta mostrar que J*(z) ¢é invariante.
Sejam y € Jt(x) e t € R. Entao existem sequéncias ,—x, t,— + 00 e T,t,—y. Mas
assim, temos (t, + t)— + oo e, pelo Axioma da Continuidade, x,(t, + t)—yt donde
yt € Jt(x), ou seja, J*(z) é invariante.

Por fim, mostraremos que DT (x) = " (z) U J*(z). Por definigao, v (z)UJ " (x) C
D" (x), e ainda, dado y € D" (x), existem sequéncias x,—x e x,t,—y. Assim, caso a
sequeéncia t,, admita uma subsequéncia limitada ¢,,, , temos entao que t,,, =t e x,, t,, —t,
donde zt = y € v (z). Caso contrario, temos t,— + oo e assim y € J(x). Logo, em
qualquer caso, y € v (x) U J(x) donde D (z) = ~F(z) U J*(z). O

Com respeito a conexidade de D (x) e J*(z), vale um resultado andlogo ao Teo-
rema 1.40 para AT (x). Primeiro veremos que D% (z) é conexo, quando é compacto.

Teorema 1.47. Seja X um espaco localmente compacto. Entao para qualquer v € X,
DT (x) é conexo sempre que é compacto. Se DT (x) nao € compacto, entao nenhuma de
suas componentes conexas é compacta.

Demonstragao. Suponha que D1 (z) é compacto, mas nao é conexo. Entao existem
fechados, disjuntos e ndo vazios P e @ tais que D" (x) = PU Q. Uma vez que X é
localmente compacto, existe 6 > 0 tal que B[P, 4] e B[Q,d] sdo vizinhancas compactas
e disjuntas de P e @, respectivamente. Como x € D*(z) temos z € P ou z € Q,
suponhamos, sem perda de generalidade, que x € P. Dado y € @), existem sequéncias
{z,} e {t,} tais que z,—x e z,t,—y. Assim, podemos supor que z,t, € B(Q,0) para
todo n. Assim, como para cada n o conjunto z,[0,t,] é conexo, temos que x,[0,t,]
intercepta S(P,d). Deste modo, para cada n, existe T,, € (0,t,), tal que z,,T,, € S(P,9).
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Logo, como S(P, ) é compacto, a sequéncia z,T,—z € S(P,d) e assim z € D" (x), j&
que x,—x. Mas z ¢ PUQ, o que é um absurdo! Portanto devemos ter que D% (z) é
conexo.

Agora suponhamos que DT (x) nao é compacto e considere a compactificacao de
Alexandrov de X, digamos X* = X U {w}. Seja D* () o primeiro prolongamento em
X* para o ponto x € X*. Como X* é compacto e D (x) é fechado, segue que D? (z)
é compacto e, pelo que acabamos de provar, conexo. Deste modo, se dado =z € X
com D*(z) nao compacto, entdo D% (x) = D*(x) U {w}, assim como foi feito para
A*(x) no Teorema 1.40. Logo D™ (z) é aberto em D% (z) e pelo Lema 1.38, segue que
toda componente conexa de DT (z) tem w como ponto de acumulacao, ou seja, toda
componente de DT (x) ndo é compacta, por nao ser fechada. O

Antes de provarmos a mesma propriedade acima para o Conjunto Limite Prolon-
gacional, precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 1.48. Seja X localmente compacto. Se J'(x) € ndo vazio e compacto, entdo
At (z) € ndo vazio e compacto.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que A™(x) = () e assuma que J*(z) é nao
vazio e compacto. Entao v (z) é fechado e disjunto de J*(z). De fato, como A™(z) =0
temos y+(z) = vy (x) UAT(z) = v () e caso tenhamos v (x) N J*(z) # 0, como
J*(x) é invariante terfamos que y*(z) C J*(x), pois dado ztg € v+ (x) N J(x), temos
x(to+t) € J™(x) para todo t € R. Em particular, temos v (z) = x[—tg, —00) C J ().
Como J*(z) é compacto e v*(z) é fechado, terfamos 7*(z) compacto. Assim dada
qualquer sequéncia t,— + oo, terfamos que a sequéncia {z,t,} admite subsequéncia
convergente para um ponto y € y*(z) e, por definigdio y € AT (x), o que é um absurdo!
Agora como J*(z) é compacto e disjunto de v (x), existe § > 0 tal que B[JT(z),d] é
compacto e disjunto de y*(z). Ainda, como J*(x) # ), existe y € JT(z) e sequéncias
Tp—T, t,— + 00 e xut,—y. Como y € B[J™(x),0] podemos assumir, descartando
alguns termos se necessario, que z,t, € B[JT(z),d] para todo n. Assim os segmentos
x[0,t,] interceptam S(J*(x),d) para cada n. Logo para cada n, existe T, € [0,t,] tal
que z, T, € S(J*(x),d). Como S(J*(x),d) é compacto, a sequéncia {x,T},} admite
uma subsequéncia de forma que z,, 7T, —z € S(J*(x),0). Agora se T,,—T € R,
entdo z € v (x), pois x,, T,, —zT pelo Axioma da Continuidade. Assim 2T = z pela
unicidade do limite, o que contradiz o fato de que v (z) N B[J"(z), ] = 0. Entretanto,
se T, — + oo terfamos que z € AT(x), o que contradiz AT (z) = (). Em qualquer caso,
obtemos uma contradigao e assim A" (z) # (. Por fim, como A*(z) C J*(z) e AT(x) é
fechado, segue que A™(x) é compacto, como desejado. O

Lema 1.49. Seja X localmente compacto. Entao J*(x) € ndao vazio e compacto se, e
somente se, DV (x) € compacto.

Demonstragao. Se J*(x) é nao vazio e compacto, entdao A™(z) é ndo vazio e compacto.

Mas assim, provaremos que y*(x) é compacto. Com efeito, afirmamos que para cada
e > 0 existe T'(g) > 0 tal que v*(2T) C B[AT(x),e]. Caso contrério existe {s,} C
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R* com s,— + oo, tal que zs, ¢ B[AT(x),¢e] para todo n. Como AT (z) # (), existe
y € AT(x). Assim, existe {t,} € RT com t,— + oo e xt,—y. Escolha ng inteiro
tal que xt, € B[AT(x),e] para todo n > ng. Nos restringindo a uma subsequéncia,
se necesséario, podemos supor que s, < t, para todo n. Como zs, ¢ B[AT(x),¢] e
xt, € B[AT(x),¢], existe T,, de forma que s, < T,, < t, tal que zT,, € S(AT(x),¢).
Sendo S(A*(z), ) compacto, pois AT (x) é compacto e X localmente compacto, podemos
extrair uma subsequéncia {7, } tal que z7T,, —z € S(A*(x),¢e), mas como T, — + c©
teremos que z € A*(x), o que é um absurdo! Portanto y*(27") C B[A"(x),¢], e como
podemos escolher B[AT(x),¢e] compacto, segue que y*(z) é compacto. Assim y+(z) =
x[0,T] U~*(2T) é compacto como uniao finita de conjuntos compactos. Desta forma,
DT (z) = Dt(z) = yH(x) U J*(z) = vt(z) U JH(z) é compacto. Reciprocamente, se
D™ (x) é compacto temos J*(z) compacto, por ser fechado. Para mostrar que J*(z) é
nao vazio, seja t,— + co. Temos zt,, € D*(z) para todo n, mas, por hipdtese, {zt,}
admite subsequéncia convergente para um ponto y € DT (x). S6 que por defini¢ao temos
y € JT(x), o que prova que J*(z) # ), como desejado. ]

Finalmente podemos provar que o conjunto limite prolongacional positivo é conexo,
sempre que é compacto.

Teorema 1.50. Se X € localmente compacto, entao para qualquer x € X, J*(x) é conexo
sempre que é compacto. Se JT(x) nao € compacto, entao nenhuma de suas componentes
conexas € compacta.

Demonstragao. O caso em que J1(z) = ) é imediato. Suponha que J*(z) é compacto,
nao conexo e nao vazio. Assim existem conjuntos disjuntos, fechados, e portanto compac-
tos, P e @ tais que J*(z) = PUQR. Como At (z) é compacto, e portanto conexo, devemos
ter que AT(z) C P ou AT (x) C @, pois AT(x) C J*(z). Admita, sem perda de genera-
lidade, que AT (z) C P. Pelo que foi mostrado no lema anterior, temos que v (x) U P é
compacto, pois J*(z) é compacto e nao vazio. Além disso, @ N (v (x) U P) = 0, caso
contrario, ja que P e @) sao disjuntos, temos @ N~y*(z) # 0. Mas como @ é compacto
e conexo, temos () invariante, e como é fechado, terfamos A (x) C @, o que nao pode
ocorrer. Desta forma, Dt (z) = P U~T(z) U Q, mas como J™(x) é compacto, segue
que DT (z) é compacto, pelo Lema 1.49, e portanto conexo, contradizendo o fato de
que DT (z) = P U~ (z) U Q. Portanto devemos ter que J¥(z) é conexo. Agora seja
X* = X U {w} a compactificacao de Alexandrov de X. Denote Ji(x) o conjunto li-
mite prolongacional positivo de X*. Se x € X é tal que J*(z) ndo é compacto, entao
Ji(z) = Jt(xz) U{w}, e pelo Lema 1.38, toda componente conexa de J*(x) tem w como
ponto de acumulacdo, ou seja, nenhuma componente conexa de J*(x) é compacta. [

O proxima teorema nos da uma forma de determinar o prolongamento positivo e
o conjunto limite prolongacional positivo em termos das vizinhancas do ponto x.

Teorema 1.51. Para qualquer x € X wvalem as sequintes igualdades:

D*(z) = () B(z,a)R* ,D"(z) = (| B(z, )R~ ,J*(z) = (] D" (zc)

a>0 a>0 aeR
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e J (z)= ﬂ D™ (za).

a€cR
Demonstragao. Provaremos que D (z) = ﬂ B(xz,a)R*, as outras igualdades s@o si-
a>0
milares. Seja y € ﬂ B(z,a)R*. Entao, em particular, para cada n, temos B(y, %) N

a>0
B(z, H)R* # 0. Se escolhemos z, € B(y, L) N B(z, L)RT, entdo para cada n temos
T, = xhth, xp—y, xh—x e {t)} C Rt logo y € D(x). Agora escolha y € Dt (z) e
a > 0 quaisquer. Mostraremos que y € B(z,a)R*. De fato, como y € DT (x), exis-
tem sequéncias {x,} e {t,} com z,—x e x,t,—y. J& que x,—x, podemos supor, sem
perda de generalidade, que z, € B(z,a) para todo n. Além disso, ja que t, € Rt por
definicao, segue que y € B(x,a)R*, como desejado. [

O teorema acima é de importancia pratica, pois para determinarmos o conjunto
limite prolongacional de um certo ponto, olhamos o comportamento assintotico de vizi-
nhangas suficientemente pequenas deste ponto.

Exemplo 1.52. Considere o sistema dinamico em R? gerado pelo sistema de equacoes
diferenciais,

dz dy 9

— = sen —= = cos”(y).

I v), - ()

O retrato de fase do sistema dinamico estd representado na Figura 1.5.

As trajetorias que consistem de v, = {(v,y); y = kr+ 5}, para k = 0,4+1,£2,.. .,
sao trajetorias paralelas ao eixo x; entre dois Yk, as trajetorias sao dadas pelo conjunto
{(z,y); ©+ c = sec(y)} onde a constante ¢ depende da trajetoria. Para P € v_1, note
que 0s conjuntos JT(P) =y U~v_y e AY(P) =0, assim a reciproca do Lema 1.48 ndo é
valida.

Exemplo 1.53. No Ezemplo 1.35. Considere o sistema dinamico restrito a faixa F' =
{(z,y); -1 <y >1, z € R}. Para cada ponto (x,y) € F com x ey nao nulos, temos
Jt((z,y) ={(1,y); y € R}. Assim J™((x,y)) é conexo mas nao é compacto, provando
que a reciproca do Teorema 1.50 nao € valida.

O proximo teorema fornece uma importante relacao entre o conjunto limite prolon-
gacional positivo e negativo. Tal propriedade nem sempre ocorre entre o conjunto limite
positivo e negativo, vide Exemplo 1.45.

Teorema 1.54. Sejam x,y € X. Entao y € J*(x) se, e somente se, v € J~(y).
Demonstragao. Note que y € JT(x) se, e somente se, existem sequéncias z,,—, t,—+00

e r,t,—y. Defina 7, := —t, e y, := x,t,. Temos assim que y,—Yy, T,— — 00 € Y, Tn,—T,
isto é, x € J~(y). A reciproca é andloga. O

Com o teorema acima podemos estudar somente o comportamento do conjunto
limite prolongacional positivo, pois assim obtemos também o comportamento do conjunto
limite prolongacional negativo.
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Figura 1.5: Retrato de fase do sistema % = sen(y), % = cos*(y).

28



CapriTULO 2

Conceitos Recursivos

Neste capitulo estudaremos os conceitos recursivos, que dizem respeito aos pontos que
pertencem a seu conjunto limite ou ao seu conjunto limite prolongacional. Os resultados
obtidos aqui serao importantes no desenvolvimento do préximo capitulo. Na Seccao
2.1 veremos a estabilidade de Poisson e os pontos nao errantes, que sao pontos cujo
comportamento assintético tendem ao préprio ponto ou a vizinhanca do mesmo. Na
Seccao 2.2 estudaremos pontos recorrentes e conjuntos minimais que serao importantes
para determinar os conjuntos Lagrange estaveis, os quais serao estudados na Seccao 2.3.
Em todo capitulo, consideramos fixado um sistema dinamico (X, R, ) sobre um espago
métrico (X, d).

2.1 Estabilidade de Poisson e pontos nao-errantes

Nesta sec¢ao, comegamos estudando a estabilidade de Poisson, conceito que corres-
ponde aos pontos que pertencem ao seu conjunto limite. Depois estenderemos essa nogao
definindo os pontos errantes. Comecamos definindo recursividade.

Definigcao 2.1. Um conjunto ndo vazio A C X € dito positivamente recursivo com
respeito ao conjunto nao vazio B C X, se para cada T € R existe umt >T eum x € B
tais que xt € A. O conjunto A € negativamente recursivo com respeito ao conjunto
B se as condigoes acima sao satisfeitas substituindo-se t > T por t < 'T. Dizemos que
A € positivamente auto recursivo se ¢ positivamente recursivo com respeito a Si
mesmo. FE analogamente definimos negativamente auto recursivo. Por fim diremos
que A € auto recursivo se ¢ positivamente e negativamente auto recursivo.

Exemplo 2.2. Quando x € X é um ponto periddico, entdo o conjunto A = {x} € auto
TeCUTSIVO.

Definiremos agora a nogao de ponto Poisson estavel.

Definicao 2.3. Um ponto x € X é dito positivamente Poisson estdvel, se toda
vizinhanga de x € positivamente recursiva com respeito a {z}.

O préximo resultado nos fornece uma maneira de determinar quando um ponto é
Poisson estavel.
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Teorema 2.4. A respeito de um ponto x € X, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. x ¢é positivamente Poisson estdvel.

Dada uma vizinhangca U de x e T > 0, xt € U para algum t > T.
x € At (z).

@) = A (@),

yH(x) C At (x).

S v e

Para todo € > 0, existe um t > 1 tal que xt € B(x,¢).

Demonstracio. Pelo fato de v+ (z) = v+ (2) U At (z) e AT(x) ser invariante, vemos que
3, 4 e 5 sao equivalentes entre si. Além disso, segue da definicao que 1 equivale a 2.
Mostraremos que 2 equivale a 3 e 6 equivale a 3.

(3)=(2)

Assuma que x € AT (x). Mostraremos que dada uma vizinhanga U de x e T > 0,
xt € U para algum t > T. Com efeito, dados U vizinhanca de x e T > 0, como
x € AT (x), existe t,— + oo tal que xt,—z. J& que U é vizinhanca de x, existe ng inteiro
tal que zt, € U paran > ng. Além disso, como t,— + oo existe n; inteiro tal que ¢, > T
sempre que n > ny. Assim escolhendo N = maxz{ng,n;}, vemos que zt, € U et, > T
para todo n > N.

(2)=(3)

Agora suponha que, para qualquer vizinhanca U de x e T' > 0, exista t > T tal

que xt € U. Mostraremos que z € A" (x). De fato, por hipdtese, temos x € y*(xT') para

todo T' > 0, deste modo segue que x € ﬂ yH(zt) = AT (x), como desejado.

>0
(3)=(6)
Esta implicagao é imediata da definigdo de A™*(z).
(6)=(3)

Suponha que, para todo € > 0 exista t > 1 de modo que zt € B(z,¢). Mostraremos
que z € At (z). Com efeito, dada uma sequéncia {e,} de niimeros reais tais que &,—0,
por hipétese, para cada n é possivel escolher ¢, > 1, de modo que xt, € B(x,¢,). Desta
forma, wt,—x, por construcao. Se a sequéncia {t,} admite subsequéncia ilimitada,
digamos t,, — + 00, entdo por definigao, tem-se que z € A*(x). Caso a sequéncia nao
admita subsequéncia ilimitada, entao {¢,} ¢é limitada e, assim, existe uma subsequéncia
{tn,} de modo que t,,—t > 1. Assim, pelo axioma da continuidade, temos que wt,, —xt,
donde segue que x = zt pela unicidade do limite. Logo x é um ponto periédico, e assim
x € AT (z). Em qualquer caso temos o desejado, o que termina a prova do teorema. []

Pelo teorema acima e o fato de que AT (x) é invariante, vemos que se x é positi-

vamente Poisson estavel, entao xt também é, para todo t € R. O teorema acima nos
motiva a seguinte definicao.
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Definicao 2.5. Um ponto x € X € positivamente Poisson estdvel ou negativa-
mente Poisson estdvel, respectivamente, se v € AT (z) ou x € A~ (x). Um ponto
x € X € dito Poisson estdvel se é negativamente e positivamente Poisson estdvel.
Quando um ponto x € Poisson estdvel, tanto o movimento 7, quanto a trajetoria v(x)
serao chamados de Poisson estdvel.

Vimos na Observagao 1.30 que se z é periédico entao v (x) é compacto. Desta
forma, uma vez que AT(x) C v (z) e AT(x) é fechado, temos que A*(z) é compacto.
Além disso, j& que AT (z) é invariante, temos AT (x) = v (x). Acabamos de demonstrar
a reciproca do proximo teorema.

Teorema 2.6. Seja x € X. Entao vt(x) = AT(x) se, e somente se, x € um ponto
periodico.

Demonstragao. A reciproca foi provada acima. Agora se AT (x) =41 (z), como AT (z) é
invariante, temos A*(z) = v(z). Desta forma, " (x) = v(z), ou seja, dado xt € ~(x)
para cada t < 0 temos xt = xty para algum tg € RT, donde z = x(ty — t). Portanto z é
peridédico com periodo ty — t. O

Pelo Teorema 2.4 e o Exemplo 2.2 temos que os pontos periddicos sao Poisson
Estaveis. Entretanto é natural indagar se existem pontos Poisson Estaveis que nao sao
periddicos. O proximo exemplo nos mostra a resposta desta indagagao.

Exemplo 2.7. Considere o sistema dinamico definido no toro T’ pelo sistema planar de

equacoes diferenciais
d do
_Sozf(9070) € _:af(¢79)7

dt dt

onde f(p,0) = f(p+1,0) = f(p,0+1) = flp+1.0+1), f(v.0) >0 seped sio
ambos nao nulos e f(0,0) = 0. Considere o > 0 irracional.

E claro que o ponto P = (0,0) é um ponto fizo e além disso, é o unico ponto
fixo. FExiste exatamente uma trajetoria v, tal que AT (x) = {P}, para todo x € v, e
exatamente uma trajetoria vyo, de forma que A~ (x) = {P} para todo x € ~,. Para
qualquer outra trajetdria v em T, tem-se que AT(x) = A~ (x) = T para todo © € ~.
Além disso, se x € v temos A= (x) =T e se x € v, entao AT (z) =T.

Neste exemplo os pontos da trajetoria v, sao pontos negativamente Poisson estdveis
mas nao sao positivamente Poisson estdveis; os pontos da trajetoria o sao positivamente
Poisson estaveis mas nao sao negativamente Poisson estdaveis. E ainda, todos os pontos
em T\(y1 U~ U P) sdo Poisson estdveis, mas ndo sio pontos periédicos. O retrato de
fase € mostrado na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Sistema dinamico no Toro

O préximo teorema nos fornece informagoes a respeito de pontos Poisson estaveis
tais que v (z) # AT (2).

Teorema 2.8. Seja X um espago métrico completo. Se x € X € um ponto positivamente
Poisson estdvel mas ndo periddico, entdao o conjunto AT (x)\y(x) é denso em AT (x), ou

seja, A+ (2)\y(z) = A* ().

Demonstragao. Segue do fato de x ser positivamente Poisson estavel que A™(z) = W ,
pois se € AT(x) entdo y(z) C A*(x), e assim y(z) C A*(z) = A*(z). Agora para mos-
trarmos que vale a igualdade A¥(2)\7(z) = A*(x), mostraremos que v(z) C AT (z)\7(z),
pois assim y(z) = AT (z) € A+(z)\y(z) e também A+(z)\y(z) C A*(z). O fato de que
At (z)\y(xz) C A*(x) segue do fato de que A*(x)\v(x) C A*(x), e como A" (x) é fe-
chado, temos A*(x)\y(x) C A*(z). Agora para mostrarmos que y(z) C A*(x)\y(x),
mostraremos que para cada ponto y € y(z), toda vizinhanga de y intercepta A™ (x)\y(x),
ou seja, dado y € y(z) e >0, temos que B(y,e*) N At (z)\y(x) # 0. Para isso, note
primeiro que y € At(z) = A*(y), ou seja, existe uma sequéncia {t,}, podemos su-

por ainda que {t,} é mondtona e crescente, tal que t,— + oo e yt,—y e seja € = ?.

Escolha assim 77 > ti, tal que, ym, € B(y,e). Além disso, como z nao é periédico te-
mos y71 & y[—t1,t1]. Seja §; = d(ymi,y[—t1,t1]) > 0 e &1 = min{5, e — d(y,yﬁ),%}.
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Entado B(x7,e1) C B(y,e) e B(ym,e1) Ny[—t1,t1] = . Definidos 7,1 e &,_1, escolha
Tn > t, tal que y7,, € B(yTn_1,€n-1), 0 qual é possivel ja que x é positivamente Pois-
son estavel. Desta forma, defina indutivamente e, = min{==2, &, 1 —d(yTn_1,Tn), 6"7‘1},
onde 7, = d(y7y,, y|—tn, t,]) > 0 uma vez que x é nao periddico. Logo, temos B(y7,,e,) C
B(yTn_1,en-1) € B(yTn,en) NYy[—t,, ta] = 0. A sequéncia {y7,} é uma sequéncia de Cau-
chy, uma vez que

A(YTn, YTu—1) < €n < ST

paran =1,2,..., e como X é um espaco métrico completo, temos y7,,—z € X. Como
Thn— + 00 € y7, € y(x), por construgao, vemos que z € AT (x). Afirmamos agora que
z ¢ ~(z). De fato, se z € v(z) = y(y), entdo z = y7 para algum 7, mas assim existe
n, tal que, t, > |7|, donde z € y[—t,,t,]. Entretanto z € B(yr,,<,) e, por construcao,
B(yTn,en) Ny[—tn, tn] = 0, ou seja, z & y[—tn, t,], um absurdo! Assim z ¢ ~(x). Por
fim, como d(y,yr,) < €, vemos que d(y,z) < e < *, e assim z € B(y,c*) o que conclui
a prova do teorema. O

Uma consequéncia do teorema acima e do Teorema 1.36 ¢é a seguinte:

Corolario 2.9. Assuma que X é completo. Entdo x é periddico se, e sd se, y(x) =
At (z).

Demonstragao. Se z é periddico entao é claro que y(x) = At (z). Agorase y(xz) = A*(z),
entdo x é positivamente Poisson estdvel, pois y(z) C AT (z). Assim, se supormos que

x nao é periédico vem, do teorema anterior, que At(z)\y(z) = AT (z), mas isso é um
absurdo ja que AT (z)\v(z) = 0. Portanto devemos ter que x é periédico. O

O corolario acima nao ¢ verdadeiro se retirarmos a hipdtese de que X é completo.
No Exemplo 2.7, restringindo o sistema dinamico a trajetéria ;, temos v; = At (z) para
todo x € ;. Mas nenhum ponto x € ~y; é periddico.

Vimos que x é positivamente Poisson estdvel se, e sé se, © € AT(x). Agora para
generalizarmos essa no¢ao ao conjunto limite prolongacional, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.10. Um ponto x € X ¢ dito ponto nao-errante se toda vizinhanca U de
x € positivamente auto recursiva.

O préximo teorema estabelece uma relacao entre os pontos nao-errantes e os con-
juntos limite prolongacionais.

Teorema 2.11. Para um ponto x € X, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. x € nao-errante.
2. x € J(z).
3. Toda vizinhanga de x é negativamente auto recursiva.

4. x e J (x).
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Demonstracao. Mostremos primeiro que 1 equivale a 2. De fato, assuma que x é um
ponto nao-errante. Considere uma sequéncia {e,} de nimeros reais tais que ¢, > 0 e
e,—0, e uma outra sequeéencia {tn} com t,— + oo. Como x é nao-errante, para cada
t, e x, € B(x,¢,), existe 7, > t, tal que z,7, € B(x,¢,). Ja que €,—0, vemos que
xp— e, além disso z,7,—x, e ainda por construgao 7,— + oo, donde z € J*(x). Agora
assuma 2, entao existem sequéncias {x,} em X e {t,} em R", tais que, x,—z, t,— + 00
e Tptp,—x. Assim, dada uma vizinhanca U de x e T > 0, existe um N inteiro tal que
t, > T, x, € Uexyt, €U para todo n > N. Desta forma, U é positivamente auto
recursivo e assim x é nao-errante. Com as devidas adaptacoes, mostramos também que
3 equivale a 4. Por fim, pelo Teorema 1.54, segue que 2 equivale a 4, o que conclui a
demonstragao do teorema. O]

No geral, ainda nao temos muitas maneiras de encontrar os pontos nao-errantes,
com exce¢ao do Teorema 1.51. Os proximos teoremas nos fornecem outras maneiras de
encontrar os pontos nao-errantes.

Teorema 2.12. Dado x € X, todo ponto y € A*(x) € nao-errante.

Demonstracdo. E suficiente provar que y € J* (y), se y € AT(z). Com efeito, caso
y € AT(x) existe uma sequéncia {t,} de nidmeros reais tais que t,— + oo e xt,—y.
Podemos assumir, nos restringindo a uma subsequéncia caso necessario, que t,, 1 —t, > n.
Considere 7, :=t,,41 — t,, € x,, := xt,. Logo, temos que z,—y e z,7, = vt,11—y e além
disso por construgao, 7,— + 00, donde y € J*(y), como desejado. O

Teorema 2.13. Seja P C X tal que para todo x € P, x € positivamente ou negativa-
mente Poisson estdavel. Entao todo ponto y € P é nao-errante.

Demonstragio. Se y € P, entdo existe uma sequéncia {y,} C P tal que y,—y. Uma
vez que y, € P para cada n, temos que ¥, é positivamente ou negativamente Poisson
estavel. Assuma, sem perda de generalidade, que y, € positivamente Poisson estavel
para cada n, o outro caso é andlogo. Como {y,} C A (y), pois para cada k tem-se que
yr é positivamente Poisson estdvel, existe sequéncias {t*} tal que t*— + oo e yptF—ys.
Ainda temos

d(yntn, y) < d(Ynt?, Yn) + d(Yn, y).

Assim, y,tr—y quando n— + oo e, além disso, t— + oo e y,—y, donde y €
Jt(y). O caso em que {y,} é negativamente Poisson estavel, mostramos que y € J~ (y).
Portanto em qualquer caso temos que y é nao-errante, e pela arbitrariedade de y segue
o desejado. O]

O préximo teorema estabelece quase uma reciproca ao teorema anterior, mais es-
pecificamente, se todo ponto de um espago métrico completo é nao-errante, entao os
pontos Poisson estaveis sao densos no espaco.

Teorema 2.14. Seja X um espago métrico completo. Suponha que todo ponto de X €
nao-errante. Entdo o conjunto de pontos Poisson estdveis P € denso em X.
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Demonstracao. Dado © € X e € > 0, mostraremos que existe um ponto Poisson estavel
em B(z,¢), ou seja, sendo P o conjunto de pontos Poisson estaveis de X, entdo P =
X. Seja U = B(x,e). Como U é positivamente auto recursivo, existe t; > 1 tal que
UNUt; # 0. Ainda, como U é aberto, temos Ut; aberto, donde U NUt; aberto. Assim,
sejam g1 < % e x1 € UNUt tais que B(zy,e1) C U NUt;. Considere Uy = B(xq,€1).
J4 que z; é ndo-errante, existe to, < —2 tal que Uy N Uity # (). Escolha xo € Uy N Uty
el < e < 2%, tal que, B(xg,e5) C U; N Uits. Note que ey existe, pois Up N Uyty é
aberto. Seja Uy = B(xg,5). Como x5 é ndo-errante, existe t3 > 3 tal que Uy N Ustz # ().
Escolha 23 € Uy NUsts e 0 < e3 < 2%, tais que B(xs,e3) C Uy N Usts. Note que g9
existe, pois Uy N Uty é aberto. Procedendo desta forma obtemos uma sequéncia {z,},
tal que, d(z,, Tpy1) < 2%, e além disso U, D U,, por construcao. Como U, # 0, pois
x, € U,, segue do fato de que X é completo que existe y com x,—y. Afirmamos que
y é Poisson estavel. De fato, para cada n > 2 existe {t,} tal que U,(—t,) C U,_1,
pois U, C U,_1t,. Em particular, como y € U,, para todo n, temos y(—t,+1) € U,.
Desta forma as sequéncias {y(—ta,+1)} € {y(—t2,)} convergem a y, e como —tg,— — 00
e —ty,1— + 00, vem que y € AT(y) e y € A (y), donde segue que y é Poisson estdvel,
como desejado. O]

2.2 Conjuntos Minimais e Pontos Recorrentes

Nesta seccao estudaremos conjuntos minimais e pontos recorrentes. Veremos que
em um conjunto compacto essas nocoes sao correspondentes. Primeiro comecaremos
definindo o conceito de conjunto minimal.

Definicao 2.15. Um conjunto M C X é chamado de conjunto minimal, se M é nao
vazio, fechado, invariante e nenhum subconjunto proprio de M possuem estas proprie-

dades.

O proximo teorema estabelece uma importante caracterizagao dos conjuntos mini-
mais.

Teorema 2.16. Um conjunto M C X nao vazio é minimal se, e somente se, y(x) = M
para todo x € M.

Demonstracao. Assuma que M é um conjunto minimal. Entao dado x € M, como M é

invariante, vem que y(x) C M. Além disso, como M é fechado temos y(x) C M = M,

e como 7y(x) é fechado e invariante, segue da minimalidade de M, que v(z) = M.

Reciprocamente, assuma que y(x) = M para todo x € M. Suponha por absurdo
que M nao é minimal. Entao existe um subconjunto proprio e nao vazio P C M que
¢é fechado e invariante. Dado x € P, temos entao que 7(_x) C P C M, contradizendo a
hipétese. Logo, devemos ter que M ¢ minimal. O

Uma importante propriedade dos conjuntos minimais em um espago métrico é que
eles sao abertos ou sao conjuntos magros, isto é, possuem interior vazio.
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Teorema 2.17. Seja M C X um conjunto minimal com int(M) # 0. Entdo M € aberto,
em outras palavras, M = int(M).

Demonstracao. Sejay € M. Como M é minimal temos M = ”y( ). J& que int(M) # 0,
existe € int(M) e z € (y), logo como int(M) é aberto contendo x, temos que
int(M)N~y(y) # 0. Assim, existe t € R tal que yt € int(M), mas assim y € int(M)(—t).
Como int(M) é aberto, temos que int(M)(—t) é aberto e assim y € int(M)(—t) C
M(—t) = M, pois M ¢é invariante. Portanto y é um ponto interior a M, como y é
arbitrario segue o desejado. O

Observe que nas condic¢oes do teorema acima para um conjunto M C X, se tivermos
ainda que X é conexo, entao como M ¢é aberto e fechado temos M = X. Com isso
acabamos de provar o corolario abaixo.

Corolario 2.18. Nas condicoes do teorema anterior, se X € conexo entao M = X.

Para um conjunto compacto M, o préximo teorema estabelece maneiras de deter-
minar se o conjunto M é minimal ou nao.

Teorema 2.19. Seja M C X um conjunto compacto e nao vazio. Entao sao equivalen-
tes:

1. M é minimal.

2. v(x) = M para todo x € M.

3. vt (x) = M para todo x € M.
4. v~ (x) = M para todo x € M.
5. A (x) = M para todo x € M.
6. A= (x) = M para todo x € M.

Demonstracao. Ja temos que 1 equivale a 2. Mostraremos as outras equivaléncias. Pri-
meiramente, assuma que M é minimal e mostremos que A*(z) = M para todo x € M.
Seja x € M. Uma vez que M é compacto vemos que AT (x) # (). Além disso, como A (z)
é fechado e invariante temos A™(x) = M, pois M é minimal. Agora se M = A*(z) para
todo x € M, ja temos que M ¢ fechado e invariante. Suponha que existe P C M,
com P nao vazio, fechado e invariante. Dado y € P, terfamos y*+(y) C P, pois P é
fechado e invariante, donde A*(y) C P C M, um absurdo! Logo M é minimal, assim
1 equivale a 5. De forma andloga mostramos que M é minimal se, e s6 se, A~ (z) = M
para todo x € M. Suponhamos agora que M é minimal e mostremos que M = ¥ (x)
para todo z € M. De fato, temos v+ (z) C M para todo = € M, e além disso, como
M = At(z) C v+ (z) ) segue que M = () para todo » € M, como desejado. Agora
suponha que M = y*(x) para todo z € M. Entao dado = € M temos que M = y+(zt)
para todo t € R, logo ﬂ7+(xt) = M, donde ﬂy*‘(xt) = At (z) = M, portanto M

teR teR
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¢ minimal. Da mesma forma se mostra que M é minimal se, e s6 se, v~ (x) para todo
x € M, o que completa a prova do teorema. O

Exemplo 2.20. Considere o sistema dinamico em R? dado no Ezemplo 1.35.

Note que v, € fechado, invariante e nao vazio, além disso, nenhum subconjunto
proprio de 7y, € fechado e invariante, logo v, € minimal. Entretanto, para cada © € v,
temos AT (z) =0 e A= (x) = 0, ou seja, o teorema anterior nao € vdlido quando M nao
¢ compacto.

Como vimos no teorema acima, todos os pontos de um conjunto minimal com-
pacto é Poisson estavel. A proxima definicao sera um conceito importante no estudo de
conjuntos minimais compactos.

Definicao 2.21. Um ponto x € X € dito recorrente se para cada € > 0 existe um
T ="T(e) >0, tal que
v(z) C B(z[t —=T,t+1T),¢)
para todo t € R.
Quando um ponto x € recorrente, dizemos que a aplica¢ao 7, € recorrente. Ainda se
7, € recorrente, entdo para todo y € y(x) tem-se que m, € recorrente, jd que y(x) = Y(y).

Desta forma, quando um ponto x € recorrente, diremos também que a trajetoria y(z) €
recorrente.

O proximo resultado demonstra que os pontos recorrentes sao Poisson estaveis.

Proposicao 2.22. Todo ponto recorrente é Poisson estdvel.

Demonstragao. De fato, observe que por definicao d(x,z[t — T,t + T]) < € para todo
t € R. Escolha para cada nT um elemento s, € [(n — 1)T, (n + 1)T]. Temos assim
que d(z,xs,) < € e portanto zs, € B(z,¢) e como a sequéncia s,— + oo temos que
x € AT (z). Portanto z é positivamente Poisson estavel, e com um argumento andlogo
mostramos que x é negativamente Poisson estavel, donde x é Poisson estavel. O

O proximo teorema fornece uma relagao entre conjuntos minimais compactos e
trajetorias recorrentes.

Teorema 2.23. Toda trajetoria em um conjunto minimal compacto € recorrente. Desta
forma, todo conjunto minimal compacto é o fecho de uma trajetoria recorrente.

Demonstracao. Seja M um conjunto minimal e compacto. Suponha por absurdo que
exista um x € M que nao é um ponto recorrente. Entao existe um ¢ > 0 e sequéncias
{T.}, {tn} e {1}, com T,, >0, T,,— + 0 e

1, & B(zlt, — Th,tn +Th],e) n=1,2,....

ou seja,
d(xT,, x(t, + 1)) > € para todo t € R.
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As sequéncias {zt,} e {z7,} estdo em M e assuma, sem perda de generalidade ja
que M é compacto, que sdo convergentes. Seja xt,—y e x7,—z. Entdo y, z € y(x) = M.
Considere o movimento 7,. Para cada t € R tem-se z(t,, +t)—yt e assim temos que

d(yt, z) = d(yt, z) + d(yt, z(t, + 1)) — d(yt, x(t, + 1)) + d(z, x7,) — d(z,27,) >

> d(l‘Tn, yt) + d(yta ‘T(tn + t)) - d(yta x(tn + t)) - d(Z, xTn) =
> d(xTp, yt) — d(yt, x(t, +t)) — d(z,27,), paratodon =1,2,....

Assim, quando n— + oo vemos que d(yt,z) > ¢ ja que z(t, + t)—yt, z7,—z e

d(z7p,, x(t, +1t)) > € para todo ¢, donde z ¢ v(y). Como v(y) = M vemos que z ¢ M, o
que é uma contradi¢do. Portanto devemos ter que 7(z) é recorrente. O

O proximo resultado é uma reciproca ao teorema anterior.

Teorema 2.24. Se a trajetoria y(x) € recorrente e y(x) € compacto, entio y(x) é um
conjunto minimal.

Demonstracao. Seja M = m Se supormos que M nao é minimal, entao existe um
conjunto invariante, compacto e nao vazio N C M. E fato que x ¢ N, pois sendo
v(z) € N, o que nio pode ocorrer. Considere assim ¢ = d(N,z) > 0. Como z é
recorrente, existe um 7' > 0 tal que y(z) C B(z[t — T,t + T],5) para todo t € R.

Agora dado y € N, temos y € M = y(z) e y ¢ v(x). Assim y € AT (z) ouy € A (x).
Suponhamos, sem perda de generalidade, que y € A*(z). Entao existe uma sequéncia
{t,} com t,— + oo e xt,—y. Pelo Axioma da continuidade, existe um ¢ > 0 tal que
d(yt, zt) < % sempre que d(y,z) < d e [t| < T. Assim, temos que d(yt, z(t, +1)) < §
para |t| < T e n suficientemente grande. Logo

d(z,z(t, +1)) = d(z,z(t, + 1)) + d(yt, z(t, +t)) — d(yt, z(t, + 1)) >

2
> d(z,yt) —d(yt,z(t, +1) >e— - = g para [t| < T

€
3
o que contradiz o fato de y(x) C B(z[t—T,t+1T], §), concluindo a prova do teorema. [

Lembremos que um conjunto M em um espaco métrico é compacto se, e somente
se, M é completo e totalmente limitado, isto é, toda sequéncia de Cauchy em M é
convergente e para cada € > 0, M admite uma subcobertura finita por € bolas. Com isso,
mostraremos que em um espaco métrico completo o fecho de toda trajetoria recorrente
¢ um conjunto compacto, e, portanto minimal.

Teorema 2.25. Se X ¢ um espagco métrico completo, entao o fecho de qualquer trajetoria
recorrente ¢ um conjunto minimal e compacto.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, basta mostrar que v(x) é compacto, ou seja, ()

é completo e totalmente limitado. Primeiro observe que 7(z) ¢é fechado e sendo X

completo, segue que 7y(z) é completo. Afirmamos agora que y(x) é totalmente limitado.
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Com efeito, dado e > 0 existe T > 0 tal que y(z) C B(z[t — T,t 4+ T1,5) para todo
t € R. Quando t = 0, temos y(z) C B(x[-T,T],5). Logo d(xt,z[-T, T]) S para
todo t € R. Seja y € v(z), entdo existe uma sequéncia {t,} C R com xt,—y. Assim
d(xty,,z[-T,T]) < § paratodon =1, 2,.... Quando n— + oo temos d(y, z[-T,T]) < §
Como z[—T,T] é compacto, entao é totalmente limitado e assim existem xy, ..., x; €

x[=T,T] tais que

5
5):
Por compacidade existe z € x[—=T,T]| com d(y,z[-T,T]) = d(y,z). Além disso pelo

mostrado acima existe z; tal que z € B(x;, 5). Entao

2[~T,T] C Bz, %) U---UB(ay,

d(y,l'l) < d(y, Z) + d(Z,:IZ'Z') < g + 5 = €.

Portanto y € B(z;,¢), logo v(z) r) C B(xy,e)U--- U B(wy,€), provando que v(z) é total-

mente limitado. Assim, como ~y(x) é completo e totalmente limitado, segue que y(z) é
compacto e o resultado segue. O]

Vimos que para determinar se um conjunto compacto M é minimal basta verificar
entdao que dado x € M a trajetoria y(x) é recorrente. O préximo teorema nos garante
uma outra forma de determinar se uma dada trajetéria y(z) é recorrente. Mas antes
disso, precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 2.26. Um conjunto D de nimeros reais é dito relativamente denso se
existe T >0 tal que DN (t =T, t+T)# 0 para todo t € R.

Agora podemos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.27. Para um x € X, suponha que vy(x) é um conjunto compacto. Entdo o
movimento m, € recorrente se, e somente se, para cada € > 0 o conjunto

K. = {t; d(z,xt) < &}

¢ relativamente denso.

Demonstragao. Suponhamos que para cada € > 0, o conjunto K. = {t; d(z, xt) _}
relativamente denso e mostremos que z ¢ um ponto recorrente. Para isso, como y(z) é
compacto, basta mostrarmos que ”y( ) ¢ minimal. Suponhamos por absurdo que v(z) )
nao é minimal, ou seja, existe um conjunto M C ’y( ) fechado e invariante. Observe
que x ¢ M, pois se x € M teriamos 7(_:(:) C M o que nao pode ocorrer. Assim,
seja 3¢ = d(x, M) > 0. Pela continuidade da aplicacao de fase, dado y € M temos
d(yt, zt) < e sempre que d(y,z) < d e |[t| < T. Note ainda que se y € M temos y & (),
pois caso contrério tem-se y(x) C M o que ndo pode ocorrer. Logo y € A~ (x) ou
y € AT (x). Suponha, sem perda de generalidade, que y € A (x). Entéao existe {t,} com
tn— 4 00 e xt,—y. Assim para n suficientemente grande, temos que d(yt, x(t, +1)) < ¢
sempre que |t| < T. Em particular, para t € [t, — T, t, + T temos

d(z,xt) = d(x,zt) + d(zt,y(t —t,)) — d(xt,y(t — t,)) >

39



d(w,y(t —tn)) — d(at,y(t —1n)).

Como M é invariante, temos yt € M e

d(z,y(t —t,)) —d(zt,y(t —t,)) > 3e —e = 2¢ > ¢,

ouseja, K.Nt,—T,t,+T] =), um absurdo. Portanto devemos ter que y(z) é minimal,
donde segue que y(z) é recorrente. Agora suponhamos que (z) é recorrente e seja £ > 0.
Entao existe T > 0 tal que y(z) C B(z[t —T,t+ T],¢) para todo t € R. Mostremos que
K. é relativamente denso. De fato fixe t € R, temos que x € y(z) C B(z[t—T,t+T),¢),
ou seja, existe tg € [t — T,t + T] tal que d(z,xty) < e. Sety € (t —T,t+T) nao ha
nada a fazer. Caso tg =t — T, escolha s € (t —T.,t+ T) de forma que xs € B(xtg,0)
onde 0 = ¢ — d(z,xtg) > 0. Assim teremos que zs € B(z,e) e s € (t —T,t+T). De
maneira andloga, mostramos que existe [ € (t —T,t+7T) e a2l € B(z,e) caso tg =t + 1T
Portanto, em qualquer caso, vemos que K, é relativamente denso, e pela arbitrariedade
de €, o resultado segue. O

Exemplo 2.28. No FExemplo 2.7, restrinja o sistema dinamico ao toro T’ menos o ponto
fixzo P. O conjunto assim obtido T\{P} ndao ¢ compacto, mas para cada v € T\{P}
temos v(x) = T\{P}, portanto o conjunto T\{P} € minimal e contém mais de uma
trajetoria. Logo existe um conjunto nao compacto e minimal que contém mais que uma
trajetoria, observe ainda que neste exemplo as trajetorias mao sao recorrentes, o que
demonstra a necessidade da hipotese de compacto no Teorema 2.235.

2.3 Estabilidade de Lagrange e Existéncia de Con-
juntos Minimais

Nesta secao estudaremos a estabilidade de Lagrange. Tal conceito é crucial para
garantir a existéncia de conjuntos minimais como veremos adiante.

Definicao 2.29. Para qualquer x € X, o movimento w, é dito positivamente La-
grange estdvel se vt(x) € compacto. Se v~—(x) € compacto, entdo o movimento T,
¢ chamado de megativamente Lagrange estdvel. Caso v(x) é compacto, dizemos

simplesmente que m, ¢ Lagrange estdvel.

Observagao 2.30. 1) Se X = R", entdo m, é positivamente Lagrange estdvel, negati-
vamente Lagrange estdvel ou Lagrange estdvel se, e somente se, y*(x), v~ (x) ou y(x) é
limitado, respectivamente.

2) Se X ¢ localmente compacto, entdo m, € positivamente Lagrange estdvel se, e
somente se, AT(x) é nao vazio e compacto.

3) Se m, € positivamente Lagrange estdvel, entao At (xz) é compacto e conexo. Além
disso, d(xt, AT (2))—0 quando t— + oo.

Teorema 2.31. Um conjunto compacto, nao vazio e invariante admite ao menos um
conjunto compacto e minimal.
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Demonstracdo. Seja M um conjunto compacto, nao vazio e invariante. Considere F =
{A C M; Aé nao vazio, fechado e invariante}.

Note que F é nao vazio, pois M € F, e parcialmente ordenado pela relagao de
ordem A < B se, e somente se, B C A. Além disso, dada uma cadeia ascendente de

elementos de F, digamos A; < Ay < A3z < ..., considerando ﬂAi, vemos que ﬂAi

i i
é o limitante superior da cadeia. Assim, pelo Lema de Zorn, segue que toda cadeia de
elementos de F admite um elemento maximal. Mas desta forma, tal elemento é minimal
por definicao. O]

Como consequéncia do Teorema 2.31, um sistema dinamico contém um conjunto
minimal compacto se, e somente se, existe um ponto que é positivamente Lagrange
estavel ou negativamente Lagrange estdavel, como veremos agora.

Teorema 2.32. Um conjunto X contém um conjunto compacto minimal, se e somente
se, existe um x € X tal que yT(x) ou vy~ (x) € compacto.

Demonstragao. Suponhamos que y*(x) é compacto. Entao AT (x) é ndo vazio, compacto
e invariante. Portanto pelo Teorema 2.31, X admite um conjunto compacto e minimal.
Da mesma forma, se v~ (z) é compacto vemos que X contém um conjunto compacto e
minimal.

Reciprocamente, se X contém um conjunto compacto e minimal, digamos M, vemos
que M =~ (z) =~v*(x) e assim v~ (x) e y*(z) sdo compactos. O

Exemplo 2.33. Considere o sistema de equacoes diferenciais © = Ax, onde x € um
vetor 2x1 e A uma matriz invertivel 2x2. O objetivo deste exemplo € classificar as
trajetorias com respeito a estabilidade de Lagrange. Temos alguns casos a analisar:

1) Se A possui autovalores reais e distintos de mesmo sinal.
Neste caso o retrato de fase € um no. Caso A possua dois autovalores negativos,
entdo o retrato de fase é um no assintoticamente estdvel .

S

N

Figura 2.2: Ponto N6 Assintoticamente Estavel.
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Aqui cada ponto x, com exce¢ao da origem, tem uma semi trajetdria v+ (x) com-
pacta, enquanto y~(x) € nao compacto. Desta forma, os pontos do sistema sao positi-
vamente Lagrange estdvel mas ndo sdo negativamente Lagrange estdvel. A origem € o
unico ponto Lagrange estdvel.

Caso os autovalores sejam ambos positivos, o retrato de fase é como mostra a fi-

gura a sequir e 0s pontos sao negativamente Lagrange estdvel, mas nao positivamente
Lagrange estdvel.

N

/
Figura 2.3: Ponto N6 Assintoticamente Instével.

2) Autovalores Reais com sinais diferentes.
Neste caso o retrato de fase € uma sela, como mostra a figura abaixo.

N

[

Figura 2.4: Ponto de Sela.

Considere v1 e vy 0s autovetores da matriz. Para os pontos na reta determinada por
v, com exce¢ao da origem, vemos que sao positivamente Lagrange estdvel mas nao sao
negativamente Lagrange estdvel. O contrdario ocorre com a reta determinada por vy. O
unico ponto Lagrange estdvel € a origem, enquanto os pontos fora das retas determinadas
por V1 € Vg nao sao mem positivamente e nem negativamente Lagrange estdvel.
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3) Autovalores Iguais.

Aqui temos dois sub-casos a verificar:

(1) Dois autovetores independentes.

Neste caso o retrato de fase € um ponto estrela na origem. Quando o autovalor é
negativo o retrato de fase é como mostra a figura abaizo

Figura 2.5: Ponto Estrela.

Aqui a origem € um ponto Lagrange estdvel, enquanto os outros pontos $ao posi-
tivamente Lagrange estdaveis, mas nao sao negativamente Lagrange estdveis. Quando os
autovalores sao positivos, o retrato de fase muda de sentido e assim os pontos positiva-
mente Lagrange estdveis se tornam negativamente Lagrange estdveis.

(17) Um auto vetor independente.

Neste caso o retrato de fase depende da orientacdo do autovetor v da matriz A. O
retrato de fase € um né improprio.
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T

Figura 2.6: N6 impréprio.

A origem € o unico ponto Lagrange estdvel, qualquer outro ponto € positivamente
Lagrange estavel mas nao é negativamente Lagrange estdvel.

Caso o autovalor seja positivo o sentido do retrato de fase muda, e assim, o0s
pontos se tornam negativamente Lagrange estdaveis, mas nao positivamente, com exce¢ao
da origem que € Lagrange estdvel.

4) Autovalores Complezos.

Sejam A\ = a4+ bi e Ay = a — bi 0s autovalores da matriz A, com a # 0 e b # 0.
Aqui as trajetorias sdao espirais em torno da origem. O sentido depende da parte real
dos autovalores. As figuras abairo mostram o retrato de fase quando a < 0 e a > 0,
respectivamente.

Figura 2.7: Ponto espiral quando a < 0.
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Figura 2.8: Ponto espiral quando a > 0.

Quando a < 0 as trajetorias sao positivamente Lagrange estdveis, mas nao $ao
negativamente, a origem € a unica trajetoria Lagrange estavel. Se a > 0, as trajetorias
sao negativamente Lagrange estdaveis, mas nao sao positivamente Lagrange estdaveis, com
excecao da origem que € Lagrange estdvel.

5) Autovalores Imagindrios Puros.

Aqui os autovalores sio \y = bi e Ay = —bi. As trajetorias sao circulos de centro
na origem e, dependendo do valor de b, percorrem no sentido hordrio se b > 0 ou anti-
hordrio, caso b < 0. Um exemplo é como mostra o retrato de fase da figura abairo

)
(s

Figura 2.9: Um centro.

Neste caso, todos os pontos do sistema sao Lagrange estdveis, visto que suas tra-
jetorias sao periodicas com periodo 27“
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CapriTULO 3

Conceitos Dispersivos

Neste capitulo estudaremos sistemas dinamicos Lagrange instaveis, Poisson instaveis,
completamente instaveis, dispersivos e paralelizaveis. Nosso principal objetivo é estudar
os sistemas dinamicos dispersivos e paralelizaveis. Em suma veremos que sob certas
condigoes do espaco de fase, o sistema dinamico dispersivo é equivalente ao paralelizavel.
Entre os conceitos que estudaremos na Secgao 3.1, que sao os sistemas dinamicos Pois-
son instaveis, Lagrange instaveis, completamente instaveis e dispersivo, daremos mais
enfoque a este tltimo para obtermos ferramentas de modo a mostrarmos a equivaléncia
desejada. Na Seccao 3.2 estudaremos os sistemas dinamicos paralelizaveis e seccao de
um sistema dinamico, veremos que um sistema dinamico é paralelizavel se, e s6 se, ad-
mite seccao com funcao continua e assim daremos inicio a teoria para construcao de
uma seccao com funcao continua de um sistema dinamico dispersivo. Em todo capitulo,
consideramos fixado um sistema dinamico (X,R,7) sobre um espago métrico (X,d).
Para mais detalhes a respeito de instabilidade e sistemas dinamicos dispersivos o leitor
pode consultar [3], entretanto para uma exposi¢do com mais detalhes do Teorema de
Whitney-Bebutoff e do Teorema 3.23 pode-se consultar [13].

3.1 Instabilidade e Sistemas Dinadmicos Dispersivos

Para definirmos os conceitos citados acima, precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 3.1. Seja x € X. Dizemos que L

1) o movimento w, € positivamente Lagrange instdvel sempre que y+(x) ndo é
compacto. Quando v~ (x) ndo € compacto, dizemos que 7, é negativamente Lagrange
instdvel. Finalmente, dizemos que m, é Lagrange instdvel se ¢ positivamente e ne-
gativamente Lagrange instavel.

2) Um ponto x € X € positivamente Poisson instdvel se x ¢ A" (z), negati-
vamente Poisson instdvel se x ¢ A~ (r) e Poisson instdvel se é negativamente e
positivamente Poisson instdvel.

3) Um ponto x € X é chamado errante se x ¢ J*(x).

Definiremos agora conceitos que serao fundamentais para o desenvolvimento deste
capitulo.
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Definicao 3.2. O sistema dindmico (X,R, ) é chamado de:
1) Lagrange instdvel se para cada x € X o movimento 7, é Lagrange instdvel.

2)Poisson instdvel se cada x € X € Poisson instdvel.
3) Completamente instdvel se todo ponto de X ¢é errante.

4) Dispersivo se, para cada par de pontos x,y € X, existem vizinhancas U, de x
e Uy, de y tais que U, nao € positivamente recursivo com respeito a U,.

Observacao 3.3. 1)Nao € necessdrio definir conceitos de pontos positivamente errante
e negativamente errante, uma vez que x ¢ J(x) € equivalente a, pelo Teorema 1.5,
x ¢ J (x).

2) Observe que sistema dindamico dispersivo implica em completamente instdvel,
entretanto completamente instdvel nao tmplica que o sistema dinamico seja dispersivo,
como veremos em um exemplo a sequir. Além disso, se o sistema dinamico € completa-
mente instavel entao ele é Lagrange instdvel. De fato, se para algum xo € X tiwermos
que y(xg) € compacto, entdo o conjunto At (xqg) € compacto e nao vazio. Assim para
y € At (x0) temos y € J*(y), pelo Teorema 2.12, contradizendo o fato de que o sistema
dinamico é completamente instavel. Portanto, para cada v € X o conjunto ’m nao €
compacto, ou seja, o sistema dinamico é Lagrange instdvel.

Observagao 3.4. Dizemos que um Sistema Dinamico (X,R,m) € dito positivamente
Lagrange instdvel se para cada © € X o conjunto y*(x) nao é compacto. Desta forma,
(X,R,7) € Lagrange instdvel se, e somente se, € positivamente Lagrange instdvel. A
implicacao € imediata. Agora assuma que o sistema dindmico seja positivamente La-
grange instdvel, mas nao seja Lagrange instdvel, isto é, existe um x € X tal que y~(x) é
compacto. Assim pelo Teorema 2.32, o sistema dinamico admite um conjunto minimal
e compacto M e desta forma, para cada y € M temos que y*(y) = M, contradizendo o
fato de que o sistema dinamico é positivamente Lagrange instdvel. De maneira andloga
define-se sistema dinamico negativamente Lagrange instavel, e como feito acima, vemos
que um sistema dinamico € Lagrange instdvel se, e so se, € negativamente Lagrange
instavel.

Observagao 3.5. Um Sistema Dinamico € positivamente Poisson instavel se para cada
x € X tem-se que x ¢ AT (x). Um sistema dinamico positivamente Poisson instdvel
nao é necessariamente Poisson instavel. No Exemplo 2.7, restrinja o sistema dinamico
a trajetoria 2. Temos assim que, para cada x € vy, At (x) = 0 entretanto A~ (x) = 7.
Logo, o sistema dinamico assim obtido € positivamente Poisson instdvel, mas nao €
Poisson estavel.

Nao faz sentido considerarmos o espaco de fase compacto ao estudarmos sistemas
dinamicos dispersivos, ou até completamente instaveis, visto que nesses casos, o conjunto

vt (x) é compacto, por ser fechado em um compacto, e assim segue dos Teoremas 2.32,
2.19 e 2.12 que existe y € J*(y).

Daremos dois exemplos para mostrar que nem sempre os sistemas dinamicos defi-
nidos acima sao equivalentes.
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Exemplo 3.6. Considere o sistema dinamico planar cujo retrato de fase € representado
na Figura 3.1.

Figura 3.1: Retrato de fase do Exemplo 3.6.

Observe que para cada ponto q na trajetoria v, que consiste do circulo unitdrio
menos o ponto p = (—1,0), temos At (q) = {p}. Também, para cada ponto x no interior
do circulo unitdrio, temos A" (x) = {p}. Ainda, para os pontos y no exterior do circulo
unitdrio temos At (y) = yU{p}. Restringindo este sistema dinamico a X = R*\{p}, ve-
mos que (X, R, m) é Poisson instdvel e Lagrange instdvel, entretanto o sistema dinamico
nao € completamente instdvel, pois para cada q € v, temos J*(x) = 7, ou seja, g € JT(q).

Exemplo 3.7. Considere o sistema dinamico planar dado no Ezemplo 1.52. Como
sabemos o retrato de fase do sistema dinamico é como a Figura 3.2.

Este sistema dinamico é completamente instdvel, pois se q € v, com k par, temos
Jt(q) = 0. Se k € impar, temos J*(q) = ypr1 U 1. Assim, em qualquer caso,
q & J(q). Por fim se q € v, entao J*(q) = 0.

Portanto o sistema dinamico € completamente instdvel, mas nao € dispersivo, jd
que se q € Y_1, vé-se que toda vizinhanca de q é positivamente recursiva com respeito a
qualquer vizinhanca do ponto p € .
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Figura 3.2: Sistema dinamico completamente instavel que nao é dispersivo.

Os proximos teoremas nos fornecem condigoes para determinar quando um sistema
dinamico é dispersivo.

Teorema 3.8. Para um sistema dinamico (X, R, ), as sequintes afirmagoes sao equi-
valentes:

1. (X,R,m) € dispersivo.

2. Para quaisquer dois pontos x,y € X, ewistem vizinhancas U, de x, U, de y e uma
constante T > 0, tais que, U, N Uyt =0 para todo t com [t| > T.

3. Para quaisquer dois pontos x,y € X, tem-se que x ¢ J*(y).

Demonstracao. E imediato que 1 equivale a 2. Mostremos que 2 equivale a 3. Assuma
primeiramente que, para quaisquer dois pontos x,y € X, existam vizinhancas U, de =z,
Uy, de yeT > 0, tais que, U, N Uyt = 0 para [t| > T. Mas assim, dadas sequéncias
{zn} em X e {t,} de nimeros reais com t,— + oo e z,,—y, temos que z,, € U, para n
suficientemente grande, e como U, NU,t = @ para |t| > T, vé-se que z,t,, ¢ U,, para todo
n suficientemente grande, donde vem que = ¢ J*(y). Agora se x ¢ J*(y), suponhamos
por absurdo que, para cada n inteiro positivo e cada vizinhangas U, de z e U, de y exista
tn > n, tal que U, NUyt,, # (0. Assim paran = 1et; > 1 escolhaz; € B(z,1)NB(y, 1)t;.
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Para n = 2 e ty > 2, escolha 25 € B(x, %) N By, %)tQ. Da mesma forma, para n = 3
e t3 > 3, considere x3 € B(«, %) N B(y, %)t?,. Procedendo iteradamente obteremos uma
sequéncia {z,} de pontos de X e uma sequéncia {t,} de nimeros reais, de forma que,
sendo z, := —t,, temos xr,—x e x,z,—y com z,— — 00, ou seja, y € J (x), o que
equivale a x € J*(y), uma contradigdo, o que prova o teorema. O

O préximo resultado nos fornece uma caracterizacao de sistemas dinamicos disper-
sivos que em alguns trabalhos, vide [7], é usada como definigdo de sistemas dinamicos
dispersivos.

Teorema 3.9. Um sistema dinamico (X, R, ) € dispersivo se, e somente se, J*(x) =0
para todo v € X.

Demonstracao. Suponhamos que (X, R, 7) é um sistema dinamico dispersivo. Entao pelo
teorema anterior, para cada r € X, temos J*(z) = (). Agora suponha que J*(x) = ()
para cada x € X. Entao para todo y € X, tem-se que y ¢ J*(x) e assim pelo teorema
anterior, (X, R, 7) é um sistema dinamico dispersivo. O

Note que trajetorias periddicas e pontos criticos possuem conjunto limite prolon-
gacional nao vazio. Por conta disso, sistemas dinamicos dispersivos nao admitem pontos
criticos ou trajetérias periddicas. Além disso, pelos Teoremas 3.9 e 1.46, vemos que
D*(x) =~*(z). A reciproca deste fato é o préximo resultado.

Teorema 3.10. Um sistema dindamico (X, R, m) € dispersivo se, e somente se, D (x) =
v (z) para todo x € X e nao hd pontos criticos e trajetdrias periddicas.

Demonstragao. Suponhamos que (X,R,7) é um sistema dinamico dispersivo. Entao
Jt(x) = 0 para todo = € X, e assim DT (z) = y"(x) U J(z) = v"(x). Além disso,
como AT (x) C J*(x) = (), para cada x € X, vemos que 7" (x) # AT (x) e assim nao hd
trajetorias periddicas e nem pontos criticos. Reciprocamente, suponhamos que nao ha
trajetérias periddicas e nem pontos criticos e ainda Dt (z) = v (x) para todo = € X.
Afirmamos que, neste caso, J*(z) = (), para todo z € X. De fato, caso contrério, como
Dt (z) =~y (x) U Jt(z) = v (x), segue que J*(z) C v (x), e uma vez que J*(xq) # ()
para algum xy € X, terfamos que y(z) C J*(x), pois J¥(zg) é ndo vazio e invariante.
Como J*(zg) C vyt (x0), segue que v(x) = 7T (z). Logo para um dado 7 < 0 existe
7 > 0, tal que, 7 = x7* donde z(7* — 7) = z, ou seja, x é periddico com periodo
7% — 7 > 0, uma contradi¢ao. Portanto, devemos ter que J*(z) = () para todo =z € X,
donde segue que (X, R, 7) é dispersivo. H

Observagao 3.11. A hipdtese de que D (x) = vt (x) no teorema acima € essencial. No
exemplo 2.7, restrinja o sistema dinamico ao Toro T menos o ponto critico P. O sistema
dinamico assim obtido nao possui pontos criticos ou trajetorias periodicas, entretanto o
sistema dindamico nao € dispersivo jd que J*(x) = T\ P, para todo x € T\P.
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3.2 Sistemas Dinamicos Paralelizaveis

Nesta seccao estudaremos sistemas dinamicos paralelizaveis. Uma importante carac-
teristica em sistemas dinamicos paralelizaveis é a existéncia de uma secgao. Nosso obje-
tivo é demonstrar que em espaco de fase métrico, localmente compacto e separavel, um
sistema dinamico é paralelizavel se, e somente se, é dispersivo. Para isso, construiremos
uma sec¢ao em um sistema dinamico dispersivo de modo que o torne paralelizavel.

Definigao 3.12. Um sistema dinamico (X, R, ) € chamado de paralelizdvel se existe
um congunto S C X e um homeomorfismo h : X —SxR, tal que SR = X e h(zt) = (z,1),
para todo x € S et € R.

Para estudarmos sistemas dinamicos paralelizaveis, precisamos encontrar um sub-
conjunto nas caracteristicas descritas acima. Para isso definiremos o conceito de seccao.

Definigao 3.13. Um conjunto S C X é chamado de secgao de (X,R, ) se, para cada
x € X existe um unico T7(x) € R tal que x7(z) € S.

Note que a existéncia de uma seccao implica que existe uma aplicacao 7 : X —R.
Em geral, a aplicagao 7 nao é continua, mas a continuidade da aplicacao 7 garante que
o sistema dinamico é paralelizavel, como veremos adiante.

Teorema 3.14. Um sistema dinamico (X, R, 7) admite uma sec¢io se, e somente se,
nao hd pontos criticos ou trajetorias periodicas.

Demonstracao. E imediato verificar que se existe um seccao S entao nao ha pontos
criticos ou trajetorias periddicas, visto que nao conseguimos a unicidade do elemento
7(z) para pontos criticos ou pontos em trajetérias periédicas. Agora suponha que nao
hé trajetérias periddicas e nem pontos criticos no sistema dinamico (X, R, 7). Seja S o
conjunto definido da seguinte forma: para cada trajetéria y(z) em X, escolha um tnico
elemento zy de y(x) e definamos xy € S. Afirmamos que S é uma secgao. De fato,
dado z € X entao = € y(xg) para algum xy € S. Assim z = xoty com t; € R. Desta
forma x(—ty) = zo € S. Para provarmos a unicidade, suponhamos que exista zy € X e
t1,ta € R com ty # to, tais que, xoty, xots € S. Podemos supor sem perda de generalidade
que t; > ty. Como zot; e oty estdo na mesma trajetéria e pertencem a S, vemos que
xoty = moty, por construcao, donde xy = xo(t; — to) e t; — to > 0. Segue que xy é um
ponto critico ou um ponto periédico, um absurdo! Logo, para cada x € X existe um
unico 7(x) € R tal que z7(z) € S, o que prova que S é uma seccao de (X, R, ). O]

Exemplo 3.15. Considere o sistema dinamico definido em R? pelas equacoes diferenci-

als

dx
= f(l'l,.ng) € d_t2 = O,

dlL’l

dt

onde f(xq1,x9) € continua, f(n, %) = 0 quando n é um inteiro positivo e f(x1,x2) > 0
para os outros pontos. O retrato de fase é como mostra a Figura 3.3.
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Figura 3.3: Sistema dinamico dispersivo que nao é paralelizavel.

Considere o sistema dinamico obtido acima, deletando o conjunto
I, ={(x1,22) €ER% 1y <, wp = %,} para todon =1,2,....

FEste sistema dinamico € dispersivo, jd que J*(x) = 0, mas nao € paralelizdvel, pois
nao admite seccao com func¢ao T continua como veremos no prorimo teorema. Veremos
mais adiante que o espaco de fase deste sistema dinamico nao € localmente compacto.

Proposicao 3.16. Se S ¢ uma sec¢do do sistema dinamico (X, R, ) com aplicag¢io 7(x)
continua em X, entao:

1. S € fechado em X.

2. S € conexo, conexo por caminhos ou simplesmente conexo se, e somente se, X ¢,
respectivamente, conexo, conexo por caminhos ou simplesmente conezo.

3. Se K C S € fechado em S, entdo Kt € fechado em X, para todo t € R.

4. Se K C S € aberto em S, entao KI, para qualquer I intervalo aberto em R, €
aberto em X.

Demonstragdo. 1. Sendo T continua, note que S ¢ fechado ja que 771({0}) = S. Com
efeito, dado = € S por um lado temos que z7(z) € S. Por outro lado, 20 = =z € §
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e assim pela unicidade, segue que 7(x) = 0. Pela arbitrariedade do elemento z, temos
S c 771({0}). Agora seja z € 771({0}), temos assim que 7(z) = 0, mas z7(x) = 20 = x
donde z € S, por defini¢ao. Logo 771({0}) C S e segue a igualdade.

2. Assuma que X é conexo e suponha, por absurdo, que S é desconexo, isto é,
existem S; e Sy fechados e disjuntos, tais que S = S; U S;. Uma vez que X = SR,
pois S é uma seccao, temos X = S;R U S;R. Note ainda que S;R N SR = (), pois se
o € S1R N S3R entao existem tg,t; € R, z1 € S1 e 19 € S5, tais que, xg = x1t1 = Tato,
mas desta forma temos zo(—t;) € S1 C S e wo(—ty) € So C S. Assim pela unicidade
do elemento 7(zg), segue que t; = to donde z1 = x1(t; — t2) = o, ou seja, S; NSy # ),
um absurdo. Afirmamos agora que SR e S3R sao fechados em X. Com efeito, seja
{z,} uma sequéncia em S;R com z,—z € X. Como a aplicagdo 7 é continua, temos
que, 7(z,)—7(x) e pelo Axioma da Continuidade vem que z,7(z,)—z7(z). Uma vez
que {z,7(z,)} é uma sequéncia em S; e S; é fechado em X, pois S é fechado em X,
vem que z7(z) € Sp. Desta forma x = z7(z)(—7(x)) € z7(x)R C S1R, portanto SiR é
fechado em X. De maneira andloga se mostra que S;R é fechado em X. Portanto segue
que X = S1R U S3R é uniao disjunta de conjuntos fechados, uma contradicao. Logo
devemos ter que S é conexo. Suponhamos agora que S é conexo e mostremos que X é
conexo. Note que para cada z € X, 2R é conexo e zR N S # (), pois S é uma seccao.
Seja assim T, = xR US. Pelas observagoes anteriores 7T}, é conexo para cada z € X, pois
S é conexo, e assim X = U T, é conexo, pois ﬂ T,=S#0.

zeX zeX

Mostraremos agora que se X é conexo por caminhos, entao S é conexo por ca-
minhos. Dados a,b € S existe um caminho continuo f : [0,1]—=X, tal que f(0) = a
e f(1) = b pois X é conexo por caminhos. Agora defina ¢ : [0,1]—S dada por
g(t) = f(O)T(f(1)). E imediato verificar que g ¢ um caminho em S e continuo ji que
g(t) = 7(f(t),7(f(t)). Logo g é um caminho continuo ligando a e b em S. Segue da
arbitrariedade de a e b que S é conexo por caminhos, como desejado. Suponhamos agora
que S é conexo por caminhos e mostremos que X é conexo por caminhos. Para isso
sejam a,b € X. Temos alguns casos a analisar:

(i) Se a,b € S, entado existe um caminho continuo f : [0,1]—S ligando a até b,
mas assim g =40 f :[0,1]—=X, onde i : S—X é a aplicacao de inclusao, é um caminho
continuo ligando a até b em X.

(17) Caso a € S e b € X, sabemos que existe 7(b) € R, tal que br(b) € S, como
S é conexo por caminhos, existe um caminho continuo f : [0, 1]—S ligando a até b7 (b).
Considere agora a aplicacao g : [0,7(b)]—X, dada por g,(t) = bt. Note que estamos
supondo 7(b) > 0, ndao hé perda de generalidade em assumirmos essa condigao, pois se
7(b) < 0 basta definir g : [0, —7(b)] =X por gy(t) = b(—t). E imediato verificar que g, ¢
uma aplicagao continua. Por fim defina h : [0, 1]—X pondo

- i(f20),  setel0]]
h(z) = { g(r(b)(—2t +2)), sete[L 1],

onde i : S—X ¢ a aplicacao de inclusao. Desta forma h é continua, pelo lema da colagem,
e é um caminho continuo ligando a até b em X.
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(i71) Caso a,b € X\S, sabemos que existem 7(a), 7(b) € R tais que ar(a), br(b) €
S e como S é conexo por caminhos existe um caminho f : [0,1]—S ligando ar(a) até
br(b) em S. Considerando as aplicagdes g, : [0,7(a)]—X e g : [0,7(b)] =X dadas por
ga(t) = at e gy(t) = bt. As aplicagoes g, e g, sdo continuas em X, defina assim a aplicacao
h:[0,1]—=X, dada por

onde i : S—X ¢é a aplicagao de inclusao, desta forma A é um caminho continuo que liga
a até b em X. Portanto X é conexo por caminhos.

Agora assuma que X é simplesmente conexo. Mostremos que S é simplesmente
conexo. Uma vez que X é simplesmente conexo, segue que S é conexo por caminhos,
pois X é conexo por caminhos. Agora sejam f, g : [0,1]—S caminhos continuos em S,
tais que, f(0) = ¢g(0) e f(1) = g(1). Assim io f : [0,1]>X eio0g : [0,1]>X s@o
caminhos continuos em X, com i(f(0)) = i(g(0)) e i(f(1)) =i(g(1)), onde i : S—X é a
aplicacao de inclusao. Como X ¢é simplesmente conexo, existe uma aplicagao continua
H :[0,1]x[0,1]—=X, tal que

H(S,O) = f(5)7 H<87 1) = g(s), H(Oat) = f(O) = g<0)7 H(Lt) = f(l) = 9(1)7

e desta forma H; : [0,1]x[0,1]—S, dada por Hy(t,s) = H(t,s)T(H(t,s)), é continua
e possui as mesmas propriedades de H, visto que S = 771({0}). Logo, H, é uma
homotopia em S entre f e g e portanto S é simplesmente conexo. Suponhamos agora
que S é simplesmente conexo e mostraremos que X ¢é simplesmente conexo. Observe
que X é conexo por caminhos, pois S é conexo por caminhos por ser simplesmente
conexo. Dados caminhos continuos f, g : [0,1]—X com f(0) = ¢g(0) e f(1) = g(1), temos
que £, [0,1]55 e g, : [0,1]=8, dadas por £,(t) = FOT(F() e g () = g(t)r(g(1)),
sao funcoes continuas em S, pois ambas sao compostas de fungoes continuas, e ainda
f-(0) = g-(0) e f-(1) = g-(1) pela unicidade de 7. Como S é simplesmente conexo existe
uma homotopia Hj : [0, 1]x[0, 1]—=S tal que

HS(87 0) = f’?’(s)7 HS<S7 1) = gT(S>7 HS(07 t) = f’T(O) = g7(0)7 HS(17t) = fT(l) = g’T(l)

Assim H, : [0,1]x[0,1]—X é continua, onde H, =i o Hy com ¢ : S—X a aplicacao de
inclusdo. Defina assim H:[0,1]x[0, 1]—X, dada por

H(s,t) = Ho(s, t)([1 = t](=7(f(s))) + t(=7(g(s))).

E imediato verificar que H é uma aplicacao continua em X, e ainda temos:

H(s,0) = Hay(s,0)([1 = 0(=7(f(s))) + 0(=7(g(s))) = f=(s)(=7(f(s))) = [f(s),
H(s, 1) = Hy(s, D([L = 1(=7(f(s))) + 1(=7(9(s5))) = g-(s)(=7(g(s))) = g(s),
H(0,t) = Ho(0,)([1 = t](=7(f(0))) + 0(=7(9(0))) = f+(0)(=7(¢(0))) = (0) = g(0),
H(1,t) = Ho(1,0)([1 = 1(=7(f(1))) + 1(=7(9(1))) = g-(1)(=7(g(1))) = (1) = f(1),
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Desta forma, H é uma homotopia em X que transforma f em g. Portanto X é simples-
mente conexo.

3. Seja K C S um conjunto fechado e t € R um nimero real arbitrario. Como
S é fechado em X e K fechado em S, temos que K é fechado em X. Uma vez que a
aplicagao m; : X—X é um homeomorfismo, segue que m(K) = Kt é fechado em X.

4. Considere agora K C S aberto em S e I C R um intervalo da reta aberto.
Mostraremos que K1 é aberto em X. Defina primeiro a funcao g : X—R, dada por
g(z) = —7(z). Uma vez que 7 é continua vem que g é continua. Assim g~!(I) é aberto e
note ainda que g~*(I) = SI. Com efeito, dado y € g~!(I), entdo —7(y) € I. Entretanto
observe que y = y(7(y) + (—7(y))) € SI, j& que y7(y) € S, donde g~ (1) C SI.
Considere y € SI, entao y = yoto com yg € S e ty € I. Desta forma, y(—tg) = yo € S
e pela unicidade de 7 vem que 7(y) = —t, isto é, —7(y) € I e assim y € g~ '(I), logo
ST C g7'(I) e a igualdade segue. Agora seja p : X—S dada por p(z) = z7(z). E
imediato verificar que p é continua e além disso que p~!(K) é aberto em X, ji que K é
aberto em S. Por fim, afirmo que KI = p~'(K) N SI, pois se y € KI, entdao y = yoto
com yo € K ety € I. Assim p(y) = yo(to + (—to)) = 3o € K. Logo y € p~'(K). E
imediato que KI C ST e assim KI C p'(K)NSI. Agorasey € p~}(K) N SI, entao
p(y) € K e além disso, y = yotg com ty € I e yg € S. Como p(y) € K, segue que yg € K
donde p~'(K) N SI C KI. Portanto KI = p~*(K) N SI é aberto como intersecgao de
abertos de X. O]

A proposicao acima estabelece a importante relacao entre a seccao S do sistema
dinamico e seu espaco de fase, entretanto é importante observar que a compacidade da
sec¢ao nao implica na compacidade do espaco de fase como veremos a seguir.

Exemplo 3.17. Considere o sistema dinamico em R? dado por
Ty = f(w1,12), T2 =0,

com f continua e f(xy,r2) > 0 para todo (zy,r;) € R?.

As trajetorias do sistema dinamico sao retas paralelas ao eixo das abscissas. Res-
trinja o sistema a faiza Rx |0, 1], entao S = {0} |0, 1] é uma sec¢ao compacta do sistema
dinamico, mas Rx[0, 1] nao é compacto.

Agora veremos que um sistema dinamico admitir seccao com aplicagao 7 continua
é equivalente ao sistema dinamico ser paralelizavel.

Teorema 3.18. Um sistema dinamico (X,R, ) € paralelizavel se, e somente se, existe
uma sec¢ao S com T continua em X.

Demonstragao. Suponhamos que (X, R, ) é paralelizavel. Entao existem S C X e um
homeomorfismo h : X—SxR tal que h(zt) = (z,t) para cadat € R e cada z € S. Além
disso SR = X. Afirmamos que S é uma seccao de X com aplicagdo 7 continua. De fato,
dado x € X existem y € S et € R tais que h(z) = (y,t), pois X = SR. Definindo
7 : X—=R por 7(z) = —t, segue do fato que h é continua, que 7 é continua e como h é
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uma bijegao, segue a unicidade de 7 para cada z € X. Portanto S é uma seccao com
7(x) continua. Reciprocamente suponhamos que S é uma sec¢ao com 7(z) continua em
X. Definamos h : X—SxR por h(z) = (z7(z),—7(z)). E imediato verificar que h é
bijetora e continua, pelo Axioma da Continuidade e a continuidade de 7. A inversa de h é
h=!: SxR—X dada por h™!(x,t) = xt que também é continua, novamente pelo Axioma
da Continuidade. Além disso, é imediato que SR = X. Portanto A é um homeomorfismo
de X em SxR e como X = SR, segue que (X, R, 7) é paralelizavel, como desejado. [

Como o leitor pode verificar, a demonstracao acima nao usa o fato do espaco de fase
ser um espaco métrico. Logo, a equivaléncia entre um sistema dinamico ser paralelizavel
e possuir seccao com aplicacao 7 continua é valida mesmo quando o espaco de fase X
seja um espaco topolégico.

Observe que no Exemplo 3.15, o sistema dinamico definido nao é paralelizdvel, pois
nao admite seccao com funcao 7 continua. De fato, seja S uma seccao com funcao 7.
Afirmamos que 7 nao é continua em todo ponto (z1,0) com z; > 0 ja que dado € > 0
arbitrario, existe n, tal que (n, %) ¢ B((71,0),e). Logo a trajetéria v, em R?\I, que
passa pela reta R = {(z, %),x € R} nao intercepta 7,, e assim qualquer que seja o
aberto (a,b) com 7((z1,0)) € (a,b), 77'((a, b)) ndo é aberto, uma vez que B((z1,0),¢) ¢
7 (a,b)).

O Exemplo 3.15 diz que nem todo sistema dinamico dispersivo é paralelizavel.
Nosso proximo objetivo é encontrar condigoes para que um sistema dinamico disper-
sivo seja paralelizavel. Para isso precisaremos estudar um conjunto que se comporta
localmente como uma secg¢ao, como definiremos a seguir.

Definicao 3.19. Dado um conjunto aberto U C X e T > 0, o conjunto U(—7,T) cha-
mado de tubo, se existe um subconjunto S C U tal que para cada x € U existe um unico
nidmero real T(x), com |T(x)| < T de forma que xT(x) € S.

O congunto U(—7,T) neste caso serd chamado de T-tubo com sec¢ao S e S uma
T—U sec¢ao do tubo. Se para todo T >0, U(—7,7) é um T-tubo com sec¢do S, diremos
neste caso que U € um oco-tubo e S uma oo — U secc¢ao.

Observagao 3.20. Note que um A-tubo U estd associado a uma aplicagao 7 : U— (=X, \).
Valem propriedades semelhantes a que vimos para uma sec¢ao S de um sistema dindamico.
Se a aplicacao T de um A-tubo U € continua, enfatizaremos a sequinte propriedade:

1. Se K C S é uma aberto da 7 — U sec¢ao do tubo U e I, = (—t,t) é um intervalo
aberto com 0 <t < 7, entao KI; € um aberto de U.

Com efeito, definindo as fungoes p : U—S e g : U—=R dadas por p(z) = xz7(x) e
g(x) = —7(x), respectivamente, pela continuidade de T temos que p e g sdo continuas em
U. Desta forma, como feito anteriormente vemos que KI, = p~(K) N g~'(1;) € aberto.

A observacao implica que o conjunto KI; é um t-tubo com seccao K e a continui-
dade da funcao 7 foi crucial na demonstracao acima. Com isso, é importante sabermos
em quais condi¢oes um 7-tubo U admite funcao 7 continua. A préxima proposi¢cao nos
conduz a uma resposta parcial a esta pergunta.
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Proposicao 3.21. Seja U um 7-tubo com seccao S. Se K C S € compacto, entdo a
fungao T € continua em K, para qualquer s com 0 < s < 7.

Demonstracao. Seja 0 < s < 7. Mostremos que a func¢ao 7(z) é continua em KI;. Para
isso mostraremos que 7! (F) é fechado em K I, para todo conjunto fechado F' C I,. Com
efeito, seja F' C I, um conjunto fechado. Basta mostrarmos que 7! (F') é compacto que o
resultado segue. Considere {z,} um sequéncia em 77(F). Afirmamos que {z,} admite
uma subsequéncia convergente a um ponto de 771(F). De fato, a sequéncia {z,7(z,)}
¢ uma sequéncia em K. J& que 7 '(F) C KI, temos que z, = yut, com y, € K e
t, € I, mas assim x,(—t,) = y, € K C S e pela unicidade vemos que 7(x,) = —t,
e x,7(z,) € K. Como K é compacto existe uma subsequéncia {z,,7(z,,)} tal que
T, T(Tp, )=’ € K. Agora como 7(z,,) € F C I, para todo k, vem que 7(z,,) é uma
sequéncia limitada de niimeros reais, logo existe uma subsequéncia T(Zlfnkj )= € F=F.
Desta forma, 2y, (T(:Enk]_) + (—T(:Enkj)))—m’(—T’). Além disso, 7(2'(—=7")) = 17 € F,
donde segue que a sequéncia {xnkj} converge para um ponto de 7-(F), o que prova o
afirmado. Portanto 77!(F') é compacto e, consequentemente, fechado e desta forma 7(z)
é continua em K 1. O

Uma questao natural a ser considerada é sobre a existéncia dos tubos. Em quais
condicoes um ponto z admite um tubo U contendo ele. O proximo resultado responde
a essa pergunta e é conhecido como Teorema de Whitney-Bebutoft.

Teorema 3.22. (Teorema de Whitney-Bebutoff) Se x € X ndo é um ponto critico,

entao existe um tubo contendo x.

Demonstracao. Seja x € X fixado. Como z nao é ponto critico existe T" > 0 tal que
d(xz,xzT) > 0. Defina ¢ : X xR—R por

T
W(y,t) = / d(x,yr)dr.

Note que,

t1+to+T

st = [ = [T e+ -

t1+to to

to+T
_ / A, yr (1) dr = Gyt ts).
t2

Além disso ¢ é continua em (y,t) pelo axioma da continuidade, da continuidade
da fungao distancia e da continuidade da integral de uma func¢ao continua. Ainda,
admite derivada parcial em relagao a t que é dada por

wt(yat) = d(ﬁ,y(T + t)) - d($7yt)

Ainda ¥y (z,0) = d(z,2T) — d(z,z) = d(z,2T) > 0. Assim existe € > 0 tal que
Y:(y,0) > 0 para todo y € B(x,¢). Defina 75 > 0 de forma que z[3(—7), 370] C B(z,¢).
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Como 4 (y,t) é positiva em B(zx,¢) sempre que y € B(z, ). Temos assim que ¢ (x, 79) >
¥(z,0) > Y(z, (—79)). Uma vez que

U(z,70) = ¥(270,0) > P(2,0) > ¥(2(=70),0) = ¥(z, (—70))

escolha ¢ > 0 de modo que, ¥(y,0) > ¥(x,0) para todo y € B(z(—79),() e ¥(y,0) <
¥(x,0) para todo y € B(x7,() e ainda que

BlzTy, (| U Blz(—1),¢] C B(x,¢).

Por fim, determine ¢ > 0 tal que Bz, §]1y C B(z7,(), Blz,](—m0) C B(x(—m),()
e ainda Bz, 6][—370, 379] C B(z,¢). Veja figura abaixo.

GCIS

Figura 3.4: Construcao do tubo em um espago métrico.

Agora note que se y € Blz, ], entdo existe um tunico 7(y), |7(y)| < 70, tal que,
Uy, 7(y)) = ¥(x,0), pois P(y,t) = ¥(yt,0) e ¥(y,t) é uma fungao crescente de t e
ainda ¥ (y, 1) > ¥(x,0) > ¥(y,(—70)) ja que Blx,d0]19 C B(x7o,() e Blz,d|(—m0) C
B(x<_7—0)7 C)

Considere o aberto U = B(z,§)1,,, onde I, = (—1,70) eseja S = {y € U; ¥(y,0) =
¥ (x,0)}. Mostraremos que S é uma 279—U secgao. Primeiramente, observe quese y € U,
entdo existe um tnico 7(y) com |7(y)| < 70 e y7(y) € S.

De fato, dado y € U existe t' com |t'| < 7y tal que ¥ = yt’ € B(z,d), e para
y' € B(x,§) existe t” com |t"| < 79 tal que y't” € S, pela escolha de § e o fato de que 9 ser

uma fungao crescente em ¢. Assim definindo 7(y) = ¢’ +t” temos y7(y) = y(t' +t") € S,
com |7(y)| < [t'| + |t"| < 279. Para mostrar a unicidade, suponha que existam 7/(y)
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e 7 (y) com |7'(y)| < 21 e |7"(y)| < 27 tais que y7'(y),y7"(y) € S. Consideremos
y =yt € B(x,0) com [t'| < 7p. Entao

Y, (y) —t') =y, 7' (y) = (yT'(y),0) = ¥(x,0)

Y, m"(y) —t) =Yy, 7" (y) = V(" (y),0) = (z,0)

uma vez que y7'(y),y7"(y) € S. Mas |7'(y) — | < 379 e |7"(y) — t'| < 379, como
wt(ylaw >0 para |t| < 3T07 temos que, T/(y) —t' = TH(Z/) - tlv ou Sejaa TH(Z/) = T/(y)a
0 que prova a unicidade e portanto S é uma 27y — U seccao, isto é, U é um 271y-tubo
contendo x como desejado.

]

Este teorema foi demonstrado primeiramente por H. Whitney no artigo [18] de
1933, e independentemente por M. Bebutoff no seu artigo [2] publicado em 1939. Ambos
autores nao s6 demonstraram o teorema acima de modo diferente, como também o
abordam em aspectos distintos. A demonstracao feita acima foi inspirada na versao de
Bebutoff. O Teorema de Whitney-Bebutoff nos fornece como se comporta o sistema
dinamico em uma vizinhanga arbitrariamente pequena dos pontos nao criticos.

Uma consequéncia importante da demonstracao anterior, que serd usado no préximo
resultado, é que se x € X nao é um ponto critico e 79 > 0 ¢ suficientemente pequeno,
existe > 0 de modo que o tubo B(x,d)(—7y,70) admite seccao S. Além disso, note
que, por construcao, o ponto x pertence a seccao S. Ambos os fatos serao importantes
no nosso proximo resultado.

Teorema 3.23. Seja x € X um ponto que nao € critico. Seja T > 0, restrito somente por
T < % se a aplicacao movimento m, € periodica com periodo fundamental T'. Entao existe
um tubo U contendo x com T — U secg¢ao S. Mais ainda, se X € localmente compacto,
entao a func¢ao T correspondente a sec¢ao S pode ser assumida continua em U.

Demonstracao. Dado 19 > 0 suficientemente pequeno, pelo Teorema de Whitney-Bebutoff,
T

existe dp > 0 tal que o tubo B(z,dy)(—70,79) admite secgao local. Defina 7, := L
n

correspondente a ele existe um 0 < §,, < %, de forma que o tubo

CI); = B($7 5n)(_7n> Tn)a

admite sec¢ao F,,. Considere o conjunto ¢, = B(x,d,)(—7,7), onde 7 < % se m, €
periédica com periodo fundamental 7. Note que para cada ¢ € ®,,, existe um ¢,, com
ity < 7+ 7, tal que ¢t, € F,. De fato, dado q € ®,, caso ¢ € ¥/, entdo existe um
tnico t,, com |t,| < 7, < 7+ 7, de modo que ¢t, € F,. Entretanto, se ¢ ¢ @/, existe
um t', com |t'| < 7 — 7, tal que ¢t' € @/, e agora existe t v, com |t,| < 7,, de modo
que q(t +ty) € Fy. Assim [t +tyw| <7 —7,+ 7, =7 < 7+ 7,. Mostraremos agora

que podemos encontrar ny de forma que £}, é uma seccao para o tubo ®,,,. Para isto,
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basta mostrar que o nimero t,, para n, suficientemente grande, é inico. Suponhamos o
contrario, entdo para cada n pode-se obter um ponto ¢, € ®,, tal que

gt € Fy, gt € Fo, |t <27, |th| <21 et #1.

Assuma, sem perda de generalidade, que t!! — ¢/ > 0 e considere ¢, = t! —t.
Denote ¢, = q,t,, € F,,. Entao

q;Lt/T; - Q;L(tz - t;L + t/n) = Q;Lt;,(tn) = qpty € F,.

Além disso, |t,,| < |t} |+|t7| < 47. Por outro lado, podemos encontrar ¢* € B(z, dy,)
tal que ¢, = ¢t} com |t}| < 79, uma vez que para cada y € B(z, d,), existe um unico t,,
com |t,| < 1y de forma que ¥(y,t,) = ¥ (x,0). Ainda temos (g}, t) > 0 para [t| < 37,
como feito no teorema anterior. Mas como ¢t € F, e ¢:(t} + t,,) = qutn, € F,,, temos
que Y(qt, th +t,) = (¢, t). Assim pela injetividade de 1 na segunda varidvel, vem
que |t + t,| > 379, e como t, > 0 temos que [t5| + ¢, > |[t: + t,| > 37, ou seja,
tn > 370 — |ti| = 379 — 10 = 270. Os pontos ¢, convergem para z pelas escolhas de 7, J,
eq, € F, C® = B(z,8,)(—=0,,0d,). Ainda em virtude das desigualdades 27y < t,, < 47,

existe uma subsequéncia convergente {t,, } com klim t,, =te2rp <t <4r. Observe
—-+o00

ainda que g,t, € F), e portanto g,t,—z. Desta forma, g, t,, —xt quando k— + oo, e
assim xt = x pela unicidade do limite. Como 27y < t < 47, vem que x é um ponto
periédico com periodo T < 47, contradizendo a hipdtese, o que prova o afirmado. Agora
se X ¢ localmente compacto, podemos tomar o tubo com fecho compacto, e como a
seccao é fechada no tubo, segue pela Proposicao 3.21 que 7 é continua. O

Note que a tunica restricao para a construcao do tubo no teorema anterior é para
pontos peridédicos. Entretanto, é natural se indagar se pontos nao periédicos admitem,
portanto, oo-tubo. O préoximo teorema nos fornece uma condi¢ao para que um ponto x
admita um oco-tubo.

Teorema 3.24. Se x € X € um ponto errante, ou seja, x ¢ J*(x) e se X ¢é localmente
compacto, entao existe um tubo U contendo x, com oo — U sec¢ao S e T continua em U.

Demonstracao. Pelo teorema anterior existe um tubo W contendo x, com 7 — W seccao
S e 7 continua em W. Uma vez que x é um ponto errante, afirmamos que existe 6 > 0
tal que B(z,d) NS = S* é um oo — U secgao do aberto U = (B(x,d) N S)R = S*R.
Aqui B(z,0) pode ser tomado com fecho compacto pela compacidade local de X. Para
isso mostraremos que existe ' > 0 tal que para cada y € B(z,d') N S a trajetdria
v(y) intercepta B(z,d’) NS apenas em y. De fato, caso contréario, para cada n > 1
encontrariamos ¢, € B(x, %) NS e l|t,| > 7 tal que g,t, € B(z, %) N S. Se a sequéncia
{t.} admite alguma subsequéncia ilimitada, digamos ¢, — + oo (ou ¢, — — 00) terfamos
que qp, tn, —T € gn,—x, donde vem que x € J*(z) (ou x € J(x)), o que nao pode
ocorrer. Assim a sequéncia {¢,} é limitada, logo existe uma subsequéncia {¢,, } com
tn, —to, donde gy, t,, —xty. Ainda como g,t,—z, pois gnt, € B(x, %) NS, temos © = xty.
Como |[t,| > 7 > 0, para todo n, obtemos que ty > 0 ou ty < 0, e j& que x = xty segue
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que x é um ponto periédico, o que é um absurdo. Portanto, existe um ¢ > 0 tal que
y € B(z,0') NS e a trajetéria y(y) intercepta B(z,d’) NS somente em y. Assim dado
z € U, existe um tnico 2’ € B(x,d)NS et’ € R de forma que z't' = z, pois pelo provado
acima, sé pode existir um 2’ € B(z,9’) NS tais que y(y) N (B(z,d)NS) = {'}. Se
existissem dois nimeros t',t" € R, com t' # t”, tal que 2't' = 2/t para 2/ € S, entao
2 = z(=t') = z(—t"), o que contradiz novamente o fato provado acima. Agora, como
X é localmente compacto, podemos escolher §” > 0 tal que B(x, ") é compacto. Desta
forma, como B(z,d") N B(x,0"”) é aberto e contém z, existe 6 > 0 tal que B(z,d) C
B(z,0")NB(x,0"). Seja entao S* = B(x,0)NS e U = S*R. Pelo que foi mostrado acima
para cada y € U, existe um unico iy’ € S* e t’ € R tal que y't" = y. Resta mostrar entao
que U é um aberto. Com efeito, o conjunto B(x,d) NS é aberto em S, e assim dado
0 <t <, temos que V := (B(z,0) N S)(—t,t) ¢ aberto em W pela Observagao 3.20, e

desta forma, é imediato verificar que U = U V't é aberto, como uniao de abertos. Logo

teR
S* é uma oo — U secgao do tubo U = (B(x,0) N S)R. A continuidade de 7 em U segue
do fato de que S* é compacto em U e da Proposigao 3.21. O

Agora restringiremos nosso estudos de tubos para oo-tubos. Como sabemos em
um sistema dinamico dispersivo, todo ponto é errante e, portanto, contém um oo-tubo.
Uma classe de oco-tubos que serd importante no decorrer do capitulo seré os tubos com
seccao compacta como definiremos agora.

Definicao 3.25. Dado um oo-tubo U com sec¢ao S, T continua em U, considere conjun-
tos N e K, com N C K CS, onde N ¢ aberto e K é compacto. Chamamos o conjunto
KR de tubo baseado compactamente sobre K.

Vimos na Proposicao 3.21 que 7 restrita a KR é continua em KR. Além disso,
tubo baseado compactamente sao invariantes, por defini¢ao.

Podemos agora provar o seguinte teorema.

Teorema 3.26. Seja (X, R, 7) um sistema dinamico completamente instdavel com espago
de fase localmente compacto e separdvel. Entdo eziste uma cobertura enumerdvel { K, R}
de X, por tubos baseados compactamente K,R, com 7, continua em K,R.

Demonstracao. Dado x € X, existe uma bola aberta B, contendo x com fecho compacto,
ja que X é localmente compacto. Além disso, como z é errante, pelo teorema anterior
existe um oo-tubo U com seccao S e fungao 7 continua em U. Agora note que B, NS C
B,NS C S, ecomo B, é aberto com fecho compacto, segue que B, NS e B, N S sdo
aberto e compacto, respectivamente, uma vez que S é fechado em U. Assim (B,NS)R é
um tubo baseado compactamente sobre B, N S. Agora como 7 é continua em U, vemos
que (B, N S)R é aberto em X, pois U é aberto em X. Assim U (B N S)R é uma

reX
cobertura aberta do espago métrico separavel X. Logo existe uma subcobertura de X

enumeravel U (Bz, NS)R, uma vez que temos X C U (Bz, NS)R. Com mais razao
neN neN
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segue que X C U(B_xn N S)R, e portanto X admite uma cobertura enumerével por

neN
tubos baseados compactamente com fungao 7, continua. O]

Exemplo 3.27. Considere o Exemplo 1.52. Qualquer tubo baseado compactamente con-
tendo p € vy nao é fechado, pois seu fecho contém v_1 e v, que nao estao necessaria-
mente no tubo. Como vimos neste caso, o sistema dindamico nao € dispersivo.

Quando o sistema dinamico é dispersivo temos o seguinte resultado.

Lema 3.28. Um tubo baseado compactamente sobre o compacto K em um sistema
dinamico dispersivo (X, R, ) € fechado em X.

Demonstracao. Seja {z,} uma sequéncia em U = KR com z,—x. Uma vez que U é um
tubo baseado compactamente com seccao compacta K, para cada n existem elementos
yn € K e t, € R, tais que, x, = ypt,. J& que y, € K, y, admite uma subsequéncia
convergente, digamos y,,, »y € K. Mas assim z,, (—t,, )—Yy e como x,, —z, devemos ter
que a sequéncia {t,, } é limitada, pois caso contrario y € J~(x). Assim {¢,, } admite uma
subsequéncia tnkj convergente, digamos tnkj —to € R. Logo pelo axioma da continuidade
temos que ynkjtnkj —yty. Como Ty, =T, SegUe que T = yto, ou seja, v € yR C KR,
donde x € U e assim U é fechado. [

O nosso proximo lema garante que a uniao de dois tubos baseados compactamente
¢ um tubo baseado compactamente.

Lema 3.29. Sejam U; e Uy dois tubos baseados compactamente, com seccoes Ky, Ky
e fungoes continuas 71 e Ty, respectivamente, em um sistema dinamico dispersivo. Se
U NUy#0, entao U = U, UUy € um tubo baseado compactamente com seccio K D K,
e funcao continua T.

Demonstracao. Pelo Lema 3.28, U; e U, sao fechados e invariantes. Além disso, Ky NU;
é compacto e nao vazio. Considere S, = Ko NU; e S; = K; NU;. Qualquer érbita
em U; N U, intercepta Ky, e portanto S5, em exatamente um ponto, e o mesmo para
K e consequentemente para S;. Assim para qualquer x € U; N U, afirmamos que
1(x) = 1(x) + 71 (xm2(x)). De fato, como z7i(z) € K; para todo x € Uy, temos que
xma(x)(m(xm2(x))) € Ki, e pela unicidade vemos que z7i(z) = zmo(z)(m(272(z))) =
x(m2(x) + T (xm2(x)), donde segue o afirmado. A fungdo 7 é continua em Ss, pois é
continua em Uy, que é compacto, e assim, pelo Teorema de Tietze pode ser estendida para
uma fungao continua 7 definida em U, com 7(x) = 7 (x) quando x € S;. Observe agora
que {z7(x); x € So} = Sy, pois 7(z) = 71 (z) para x € Sy. Note ainda que o conjunto
{z7(z); x € K} é compacto, pois dado uma sequéncia {z,} em {z7(x); x € Ky},
para cada n existe 2/, € Ky tal que z,, = z/,7(2/). Como a sequéncia {z/,} é uma
sequéncia em um conjunto compacto, entao admite subsequéncia convergente, digamos
r, —xo € Ky. Pela continuidade de 7 em K, temos 7(x;, )—7(x9) e do axioma da
continuidade concluimos que z;, 7(z;, )—xo7(70) com o7 (z0) € {27(2); ¥ € K3}, o
que prova que {x,} admite uma subsequéncia convergente, ou seja, {x7(x); x € Ky} é
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compacto. Definimos agora K = Ky U{z7(z); v € Ky} e 7" em KR = K;RU K5R dada
por

o 71 (z) se v € K1R
)= { 72(x) + T(z72(2)) sew € KGR

Afirmamos que o conjunto KR é um tubo baseado compactamente com seccao K
e funcao continua 7*. Por construgao, K é compacto e K; C K. Agora, para provar
a unicidade, seja x € K. Se x € K;R\K);R, entdao como K;R é um tubo baseado
compactamente, existem tunicos 2’ € K; e t' € R tais que x = 2/t’. Se x € KhR\ KR
entdo existem unicos 2’ € Ky e t' € R, tais que, x = 2/t'. J4 que K,R é um tubo
baseado compactamente, existe um unico t” = t' + 7(2't') de forma que z = 2't'7(2't') €
{z7(x); x € Ky}. Por fim, se x € K1R N K3R, entao como 71(x) = mo(x) + 1 (xme(z)) =
To(x) + T(xm2(x)), existem tnicos 2’ € K e t' € R de forma que, x = 2/t’. Assim
em qualquer caso temos a unicidade. Resta mostrar a continuidade de 7* em KR. E
imediato verificar que 7*(x) é continua em KR e K3R. Resta verificar entdao que para
r € K1R N KR, temos 7 (x) = m(x) + 7(x72(x)). Mas note que, como xm(x) € Ss,
temos 7(z72(x)) = 11 (xm2(x)) e como ja foi provado que 7 () = 7o(z) + 7 (x72(x)), segue
o desejado.

Portanto KR é um tubo baseado compactamente com K D K; e funcao continua
T*. O

Temos todos os requisitos necessarios para demonstrar o principal resultado deste
capitulo.

Teorema 3.30. Seja (X,R,7) um sistema dinamico, onde X ¢é um espa¢o métrico
separdvel e localmente compacto. Entao (X,R,m) é dispersivo se, e somente se, (X, R, )
€ paralelizavel.

Demonstra¢ao. Suponhamos primeiramente que (X, R, ) é paralelizavel, mostraremos
que o sistema dinamico é dispersivo. Para isso provaremos que nao ha pontos criticos e
nem trajetérias periédicas e que DT (z) = 41 (z), e o resultado segue do Teorema 3.10.
Como o sistema dinamico é paralelizavel, pelo Teorema 3.18 existe uma seccao S com
funcao 7 continua. Como ja vimos, o sistema dinamico nao possui pontos criticos e nem
trajetérias periddicas, confira Teorema 3.14. Resta provar que DT (x) = vT(x) para todo
z € X. Com efeito, j& sabemos que v (x) C D*(z), provaremos entao que DT (x) C
yt(z). Sejay € DT(x), entdo existem sequéncias {z,} em X e {t,} em RT, tais que
Tp—x e Tyt,—y. Como T é continua, temos 7(x,)—7(z) e 7(x,t,)—7(y). Observe que,
para cada n, temos x,7(x,) € S e também x,t, 7(x,t,) = Tn(tn+7(zat,))ES. Entretanto
pela unicidade segue que 7(x,,) = t, +7(x,t,), donde t,, = 7(z,) — 7(x,t,) e assim temos
que t,—7(x) — 7(y). Desta forma temos z,t, = z,(7(z,) — 7(xut,))—=x(7(x) — 7(v)).
Como {t,} é uma sequéncia em RT, temos 7(x) — 7(y) € R, e portanto y € v*(z).
Assim segue do Teorema 3.10 que o sistema dinamico é dispersivo.

Agora suponhamos que (X, R, 7) é dispersivo e mostraremos que o sistema dinamico
é paralelizavel, ou seja, admite uma seccao S com funcao 7 continua em X. Pelo teorema
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anterior, X admite uma cobertura enumeravel por tubos {U] } baseados compactamente
sobre { K]} com fungao 7/, continua em U,. Recobriremos X por uma cobertura {U,, } com
tubos baseados compactamente construidos indutivamente da seguinte forma. Defina
K, = K} e Uy = U] e fungao 7(x) = 7{(x) para todo = € U;. Dados os conjuntos Uy e
K}, caso Uy N U, = (), definamos Ky = K1 UK), Uy =U; UUS e

o(2) _{ n(z) sex €l

| m(x) sex el

Como Uy NUS = ), é imediato verificar que Uy é um tubo baseado compactamente
sobre K5 com func¢ao continua 7 em U,. Temos ainda que Ky C Ky e Uy C U,. Caso
Uy NUS # 0, pelo lema anterior existe um tubo baseado compactamente U sobre K com
funcao continua 7 e, ainda, K1 C K e U; C U. Definimos assim Ky = K, Uy = U
e To(xr) = 7(x) para todo x € U. Temos assim U; C Ug, K, C K, e 1, continua
em U,. Definidos U, K, e 7,, dado U] 4, caso U, N U/, = (), definimos o elemento
U1 = U, U], Knin = K, UK | e

To () se v € U,
() = { Tpi(@) sex €Uy,

Teremos assim que K, C K,.1, U, C U,41 e 7,41 continua em Un+1 Caso U, N

1l 7 (), usamos novamente o lema anterior para encontrar K’, U’ e 7/ continua em
U', de forma que U, C U’, K, C K’'. Definimos assim Kn+1 =K, Uy =U e
Tos1(z) = 7'(z) para todo z € U,.1, que teremos U, C U,i1, K, C K11 € Toa1
continua em U, ;1. Procedendo indutivamente, obtemos uma cobertura {U,} de X por
tubos baseados compactamente sobre K, com funcao 7, continua em U,, para cada
n. Considerando S = U K, temos assim que X = SR. Defina 7 pondo para cada

neN

n € Nex € U, 7(z) = 1(x). Como {U,} cobre X, 7 estd bem definida em X.
Além disso, observe que para cada x € X existe um unico 7(z), tal que, x7(x) € S.
Com efeito, suponha que para um dado x € X existam t,t' € R, tais que xt,zt’ € S.
Em particular, xt,zt’ € X, logo existem [,n € N de forma que zt € U, e zt’ € U,.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que [ > n e assim U,, C U, K,, C K; e ainda
7|y, = 7n- Logo pela unicidade de 7, existe um tnico 7(x) tal que x7(x) € K; C S,
donde segue que t = t’. Por fim, para provarmos a continuidade de 7, seja (a,b) C R
um elemento bésico da topologia de ]R Mostraremos que 771((a,b)) é aberto em X.

Primeiramente observe que 77 ( U T . De fato, dado z € 77!((a, b)),
neN
entdo 7(r) € (a,b). Além disso x € U, para algum n € N, e por defini¢ao 7,,(x) =
7(x), assim 77 '((a,b)) C U 7. ((a,b)). Seja x € U 7. ((a,b)), entdo para algum n
neN neN
To(z) € (a,b), assim = € U,, donde 7(z) = 7,(x) e a igualdade segue. Ainda para

cada n o conjunto 7, '((a,b)) é aberto em U, ou seja, existe um aberto W, de X de
forma que 7, '((a,b)) = U, N W,. Afirmamos que 7 '((a,b)) = U W,. Com efeito,

neN
observe que podemos considerar os elementos W,, de forma que se tenha W, C W,
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para todo n, pois U, "W, = 7, 1((a,b)) C 7,1 ((a,b)) = Upy1 N Wyy1. Assim definindo
W) =W, NW,1, temos 7,,*((a,b)) = U, "W/, W/ aberto de X e W C W, 1. Agora
note que dado = € 77%((a, b)) temos x € 7, '((a,b)) para algum n e assim z € W,,. Seja
agora r € U W, entao temos x € W, para algum n. Além disso como X = U U,

neN neN
existe k tal que x € U,. Logo x € U, NW,. Se k < n, entao U, C U, donde = €

U, "W, = 7. (a,b)). Caso k > n, como W,, C Wy, temos = € U, N Wy, = 7 '((a,b)).

Em qualquer caso, temos = € 77 !((a,b)), j& que 7 '((a,b)) = U 7((a,b)). Portanto
neN

771((a,b)) é aberto, como unido de abertos, donde segue que 7 ¢ continua e assim o

sistema dinamico admite seccao com funcao 7 continua, ou seja, o sistema dinamico é

paralelizavel. O
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CapriTUuLO 4

Fibrados e Espacos de Tychonoft

Neste capitulo estudaremos sistemas dinamicos em espacos topoldgicos mais gerais
que espacos métricos. O nosso principal objetivo é generalizar o Teorema 3.30. Para
tal feito, estudaremos o espaco das drbitas de um sistema dinamico e definiremos a
propriedade de regularidade em um sistema dinamico. Obteremos uma generalizagao
do Teorema de Whitney-Bebutoff em espacos de Tychonoff e com isso, veremos que
um sistema dinamico em um espago de Tychonoff é paralelizavel se, e somente se, é
completamente instavel e o espaco das orbitas é paracompacto. Desta forma veremos
que em um espaco métrico localmente separavel, um sistema dinamico é paralelizavel se,
e somente se, é completamente instavel e possui a propriedade de regularidade, e com
isso obteremos uma versao mais fraca do Teorema 3.30. Comecaremos estudando alguns
conceitos topoldgicos que serao tuteis para demonstrarmos os resultados citados acima.

4.1 Conceitos Topoldégicos

Esta seccao tem como objetivo fornecer alguns resultados e conceitos topoldgicos
que serao uteis no restante do capitulo. Comecaremos estudando redes em espacos
topoldgicos. O conceito de rede tem o objetivo de generalizar sequéncias para espagos
topoldgicos que nao tem base enumeravel. Veremos que as redes possuem propriedades
similares as sequéncias. Estudaremos também a estrutura admissivel de um espaco de
Tychonoff e veremos que tal estrutura se assemelha a métrica de um espago topoldgico.
Depois estudaremos a teoria de fibrados e fibrados principais, ambos conceitos serao
usados fortemente ao longo do capitulo. Alguns resultados sobre redes estudados aqui
podem ser encontrados em [21]. Para mais detalhes sobre a estrutura admissivel de
um espago topoldgico o leitor pode consultar [1] e [16]. A teoria de fibrados pode ser
encontrada em [10] e [15], entretanto os detalhes estudados aqui sdo baseados em [1]
e [16]. Por fim, os dois dltimos resultados dessa secgdo pode ser encontrado em [7].

Para estudarmos redes precisaremos antes do conceito de conjunto dirigido.
Definicao 4.1. Seja I' um conjunto e < uma pré-ordem em I'. Diremos que um conjunto
' é um conjunto dirigido se para quaisquer A\, Ay € I' existir A € I tal que \y < A

e Ao < X. Uma pré-ordem < em I que satisfaca as condicoes acima serd chamada de
direcao.
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Agora podemos definir uma rede em espacos topoldgicos.

Definicao 4.2. Seja X um espaco topologico e I' um conjunto dirigido. Uma rede em
X € uma aplicacao v : I'—X.

Dada uma rede z : I'=X em um espacgo topoldgico X, denotaremos a rede por
{zxbrer-

Definicao 4.3. Dada uma rede x : I'—X, uma sub-rede de x é uma rede xo ¢ : X—X
definida em um conjunto dirigido > com ¢ : X—1" uma aplicagcao continua e cofinal, ou
seja, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. Dados 01,09 € X2 com 01 < 09, tem-se ¢(o1) < ¢(02), ou seja, ¢ € crescente.

2. Para todo A € T, existe 0 € X tal que X\ < ¢(0), isto €, ¢ € cofinal.

Definiremos agora o que é uma rede convergente. Como o leitor pode observar tal
definicao é semelhante a definicao de convergéncia de sequéncias.

Definigao 4.4. Uma rede {x)} er € convergente se existe um ponto v € X, tal que,
para toda vizinhanca U de x existe um N\g € ' de forma que, para todo A € T, com
Ao =< A tem-se x) € U. Neste caso, o ponto x serd chamado de limite da rede {x)}rer €
quando uma rede converge a um ponto xT, eSCreveremos Ty—>r.

Observe que se uma rede converge a um ponto x, entao toda sub-rede também
converge a . E natural se indagarmos se uma rede convergente converge para um inico
ponto. Veremos agora que uma condicao necessaria e suficiente para que isso aconteca é
que o espaco topolédgico seja Hausdorft.

Teorema 4.5. As sequintes condicoes para um espaco topologico X sdo equivalentes.

1. X € Hausdorff.

2. Toda rede convergente em X converge a um unico ponto.

Demonstragao. Veja Teorema 13.7 em [21]. O

Além do resultados acima, uma rede convergente se relaciona com uma fungao
continua da seguinte forma.

Teorema 4.6. Sejam X e Y um espagos topolégicos. Uma funcao f: X—Y € continua
se, e somente se, para toda rede xx—x tivermos que f(xy)— f(z).

Demonstragao. Confira o Teorema 11.8 em [21]. O

Com o conceito de rede, podemos determinar a compacidade dos subconjuntos de
um espago topoldgico, como garante o proximo teorema.
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Teorema 4.7. Um conjunto K C X ¢é compacto se, e somente se, toda rede em K
admite uma sub-rede convergente a um ponto de K.

Demonstracao. Confira os teoremas 11.4 e 17.4 de [21]. O

Para provarmos uma versao do Teorema 3.24 em espacos de Tychonoff estudaremos
a estrutura admissivel dos espagos de Tychonoff. Foi demonstrado em [14] que todo
espago de Tychonoff admite uma familia admissivel de coberturas abertas admissivel.
Uma familia admissivel de coberturas abertas é uma estrutura de um espago topoldgico
que tem um papel semelhante as bolas abertas em espagos métricos. O leitor interessado
em mais detalhes pode consultar [16].

Consideremos primeiramente um espaco topologico X e duas coberturas abertas U
eV de X. Diremos que V <U se V é um refinamento de U. Escreveremos V =< %U para
indicar que para quaisquer V, V' € ¥V com VNV’ # () existe U € U, tal que, VUV’ C U.

Munidos das notacoes acima, a relacao = é uma relacao de pré-ordem no conjunto
de coberturas abertas de X. Dado um conjunto nao vazio C' C X, definimos

U,Cl={Uecl; CNU #0}.

Antes de definirmos um espaco admissivel, precisaremos das seguintes defini¢oes.

Definicao 4.8. Sejam V um aberto nao vazio de X e K um compacto de X contido em
V. Diremos que uma cobertura U é K-subordinada a V' se todo elemento de U que
intercepta K estd contido em V', em outras palavras, se U € [U, K| entio U C V.

Definicao 4.9. Uma familia O de coberturas abertas de X ¢é dita admaissivel se as
sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. para cada U € O, existe V € O tal que V =< %Z/{.

2. Dado um aberto V de X e um compacto K contido em V', entao existe U € V de
forma que U é K-subordinada a V.

3. Dados U,V € O, existe um W € O de forma que W XU e W <X V.

Definicao 4.10. Diremos que um espacgo topologico X ¢ admissivel se possui uma
familia de coberturas abertas admissivel.

Um importante conjunto do espaco admissivel que exerce uma funcao semelhante
as bolas abertas em espacos métricos sao as U-vizinhancas como definiremos agora.

Definicao 4.11. Seja U uma cobertura aberta do espacgo topologico X e C' um subcon-
Junto nao vazio. Chamaremos de U-vizinhanga de C' o conjunto

B(C,U) ={y € X; existemxz € C e U € U tais que x,y € U} = U U.
Uelu,C]
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E imediato verificar que B (C,U) é uma vizinhanga aberta de C, para todo C' C X.
Por conveniéncia, para x € X denotaremos o conjunto B({z},U) simplesmente por

B(xz,U).

Seja O uma familia admissivel do espaco topoldgico X. Dado um aberto A C X
o conjunto B(A,U) é uma vizinhanga aberta de A para todo U € O. Logo a familia O
gera uma topologia em X que é mais fina que a topologia de X considerada inicialmente.
Veremos que essa topologia na verdade coincide com a topologia do espaco X.

Teorema 4.12. Seja (X, T) um espago topoldgico admissivel com familia admissivel O.
A colegao das U wizinhangas B(x,U), com z € X eU € O, é uma base para uma
topologia em X . Além disso, essa topologia coincide com a topologia T de X.

Demonstragao. Veja Teorema 1 na pégina 5 em [16]. O

O teorema acima nos permite trabalhar com as U-vizinhancas ao invés de tra-
balharmos com os abertos de X e esse fato sera importante para construirmos redes
convergentes no espaco topolégico. Quando um espago topolégico X é admissivel com
familia admissivel O, temos x\—x se, e somente se, para todo U € O existe \g € I' de
forma que, se A\g < A entdo z, € B(x,U). Note ainda que a familia admissivel O é um
conjunto dirigido com ordem < definida por

U <XV se, e somente se, V <X U para todos U,V € O.

Quando nos for conveniente, trabalharemos com redes no conjunto dirigido O.
Sempre que consideramos redes no conjunto dirigido O teremos o seguinte resultado.

Teorema 4.13. Dado x € M, se para cada V € O tivermos que xy € B(x,V), entdo
Ty—T.

Demonstragao. Veja Lema 2 em [16]. O

Agora estudaremos um pouco da teoria de fibrados. O conceito de fibrado nos
serd util nos resultados que obteremos na Sec¢ao 4.3 e Seccao 4.4, veremos que fibrados,
fibrados principais e sistemas dinamicos tém uma forte relagao entre si. Comecaremos

definindo fibrado.

Definigao 4.14. Um fibrado é uma tripla (X, p, B), onde X e B sao espagos topoldgicos
ep: X—B é uma aplicacao continua e sobrejetiva. O conjunto X ¢é chamado espago
total, B serd denominado de espaco base e a aplicacio p de projecao. Para cada
b € B, o conjunto p~'(b) é chamado de fibra do fibrado sobre b € B.

Exemplo 4.15. Dado um sistema dinamico (X, R, ), a tripla (X, e, X/C) é um fibrado,
como garante o Lema 4.43.

O exemplo acima demonstra que todo sistema dinamico (X, R, 7) estd associado a
um fibrado, com espaco total X e o espaco das dérbitas sendo o espaco base.
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Exemplo 4.16. Dados X e Y espagos topoldgicos. A tripla (X xY,m, X), onde mé
a projecao na primeira coordenada, € um fibrado jd que a aplica¢ao m € continua e
sobrejetiva.

A préxima definicao nos diz quando dois fibrados s@ao isomorfos.

Definicao 4.17. Dizemos que os fibrados (X,p, B) e (X',p/, B") sao isomorfos se
existem homeomorfismos ® : X—X' e W : B—B' entre os espacos bases e totais, respec-
tivamente, de modo que o diagrama abaizo é comutativo.

X 2, x

1 b

B-Y.,p

Em geral a aplicacao projecao p nao admite inversa, entretanto quando admite
inversa a esquerda chamamos a inversa de p de secgao transversal.

Definicao 4.18. Dado um fibrado (X, p, B), uma sec¢ao transversal para o fibrado é
uma aplicacao continua s : B—X tal que po s = Idg. Em outras palavras, uma sec¢ao
transversal é uma aplicagio continua de forma que s(b) € p~*(b) para cada b € B.

Precisaremos do conceito de fibrados principais. Um fibrado principal é um fibrado
munido de uma agao de um grupo topoldgico que é continua, livre e as fibras sao isomorfas
as oOrbitas da acao. Comecgaremos primeiro definindo o que é uma agao de um grupo
topoldgico, mas antes precisamos da definicao.

Definicao 4.19. Um grupo topologico G é um espaco topologico munido da estrutura
de grupo de forma que a operagio (s,t)—st™! é continua.

Uma consequéncia da definicao acima é que em um grupo topoldgico, a aplicacao
definida em GXG a G dada por (s,t)—st e a aplicacao definida de G em G dada por
s—s~! sdo continuas.

Definicao 4.20. Uma ag¢ao de um grupo topolégico G em um espago topologico X €
uma aplicacao p: X XG—X que satisfaz as sequintes condicoes:

p(x,e) = x para todo x € X,

p(p(z, 1), 89) = pu(w, s182),

onde e denota o elemento neutro do grupo topolégico G.

Por conveniéncia denotaremos o elemento p(z, s) por xs. Dado € X, o conjunto
xG é chamado de orbita de x. Quando a aplicacao p é continua diremos que a acao é
continua em X. Neste caso diremos que X é um G-espago para indicar que a agao em
X é continua. Uma classe importante de aplicacoes entre (G-espacos que estudaremos
sao as aplicagoes equivariantes.
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Definicao 4.21. Dados dois G-espagos X e Y, diremos que uma funcdao f : X—Y €
equivariante quando f(xzs) = f(x)s, para todo v € X e s € G.

Exemplo 4.22. Dado um sistema dinamico (X,R,m), o espago de fase X pode ser
wisto de forma natural como um R-espaco onde a agao € dada pela aplicagao de fase
m(x,t) = xt. E imediato do Azioma da Identidade, Axioma de Grupos e o Axioma da
Continuidade que m € uma a¢ao do grupo topologico R em X.

Agora definiremos uma agao livre.

Definicao 4.23. Uma ac¢ao de um grupo topolégico G em um espago topolégico X ¢é
livre sempre que xs = x implicar que s = e para todo x € X.

Exemplo 4.24. E imediato verificar que a a¢do  do sistema dinamico (X, R, ) é livre
se, e somente se, nao hd trajetorias periddicas ou pontos criticos.

Como vimos no Teorema 3.14, quando a acao em um sistema dinamico ¢é livre o
sistema dinamico admite uma seccao. Logo, a acao de um sistema dinamico é livre se, e
somente se, o sistema dinamico admite seccao.

Podemos agora definir fibrados principais e isomorfismo entre fibrados principais.

Definigao 4.25. Um fibrado (X, p, B) € principal quando X ¢é um G-espago com a¢ao
livre em X de modo que as fibras p~*(b) sejam isomorfas as drbitas da acio de G.

Definigao 4.26. Dizemos que os G-fibrados principais (X, p, B) e (X',p', B") sdo iso-
morfos se os fibrados (X, p, B) e (X', p/, B") sao isomorfos e o homeomorfismo entre os
espacos bases ® : X— X' é equivariante, isto €, ®(xs) = ®(x)s.

Uma classe de fibrados que possui uma forte relacao com sistemas dinamicos para-
lelizaveis sao os fibrados principais triviais, como veremos agora.

Exemplo 4.27. Sejam X um espaco topoldgico, G um grupo topoldgico e m : X xG—X
a projecao na primeira coordenada. Podemos definir no produto X XG uma ag¢ao por G
pondo para cada (x,t) € XXG, (x,t)s = (x,ts) para todo s € G. E imediato verificar que
a ac¢ao € continua e livre, pois se (x,ts) = (z,t) entao ts = t, donde s = e. Além disso
observe que ;' (x) = (z,e)G = G. Dessa forma o fibrado (X xG, 7wy, X) € principal. O
fibrado nesse exemplo é denominado de G-fibrado principal trivial.

O exemplo acima nos motiva a seguinte definicao.

Definicao 4.28. Um G-fibrado principal (X, p, B) € dito G-fibrado principal trivial,
ou simplesmente G-fibrado trivial, se é isomorfo a um G-fibrado principal trivial.

Um importante teorema relativo a fibrados principais que nos sera 1til é o seguinte
resultado.

Teorema 4.29. As sequintes afirmagoes a respeito de um G-fibrado principal (X, p, B)
sao equivalentes:
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1. O fibrado admite sec¢ao transversal.

2. O fibrado € trivial.
Demonstragao. Veja Corolério 8.3 em [10] na pagina 49. ]

Uma outra classe de fibrados principais que também estudaremos sao os fibrados
principais localmente triviais.

Definicao 4.30. Um G-fibrado principal (X, p, B) € localmente trivial se para cada
ponto b € B existe um aberto U; contendo b e um homeomorfismo ¥, : p~(U;)—=U;xG
na sequinte forma:

Ui(z) = (p(x), ¢i(x))

com ¢; : p 1 (U;))—=G uma aplicagio equivariante, ou seja, ¢;(xt) = ¢;(x)t para todo
rep N (U;) et €.

Nosso préoximo exemplo mostra que todo fibrado principal trivial é localmente
trivial.

Exemplo 4.31. Considere o G-fibrado principal trivial (X xG,m, X ) dado no Exemplo
4.27. Como m ¢é sobrejetiva temos 7 (X) = X xG, logo para cada x € X escolha o
aberto X e o sequinte homeomorfismo ¥V = idxxq : 7r1_1(X) = Xx—=XxG dada por
U(z,t) = (m(z,t), me(z,t). Como a aplicagdo m € continua e equivariante, seque que o
G-fibrado principal trivial € localmente trivial.

Nos sera til saber quando podemos estender uma seccao transversal definida em
um subconjunto do espaco base para uma seccao transversal definida em todo espaco base
do fibrado. Antes de apresentarmos esse resultado precisaremos da seguinte definigao.

Definicao 4.32. Um conjunto Y € denominado solido se para todo espagco normal X,

conjunto fechado A C X e aplicacdo continua f : A=Y, existe uma aplicacdo continua
[ X=Y tal que f'|, = f.

Para uma versao do lema abaixo em espaco normal e paracompacto o leitor pode
consultar [9].

Lema 4.33. Seja X um espaco topoldgico normal e Lindelof. Considere um fibrado
sobre X com fibra Y que € solida. Seja f uma sec¢ao transversal do fibrado definida em

um conjunto fechado A de X. Entao f pode ser estendida para uma seccao transversal
definida em todo X.

Demonstragao. Confira [15], pagina 55. ]

Lembremos que um conjunto regular e Lindelof é paracompacto. O nosso préximo
objetivo é enfraquecer essa condicao.
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Proposicao 4.34. Um conjunto regular localmente Lindelof é paracompacto se, e so-
mente se, € a uniao disjunta de conjuntos abertos, requlares e Lindelof.

Demonstracao. Assuma que X é regular, localmente Lindelof e paracompacto. Mostra-
remos que X é a uniao disjunta de conjuntos abertos, regulares e Lindelof. Para cada
x € X, seja V, a vizinhanca aberta e Lindel6f de x, que existe pois X é localmente
Lindelof. Considere U = {V,; x € X} uma cobertura aberta de X por conjuntos aber-
tos e Lindelof. Uma vez que X é paracompacto existe uma subcobertura U’ de U que
é localmente finita. Defina agora em X a seguinte relacao: dados z,y € X diremos
que r ~ y se, e somente se, existem V..., V, € U tais que x € V,,,y € V,, e
Vo, N Vo, # 0 para todo ¢ = 1,...,n — 1. Afirmamos que a relacdo ~ é de equi-
valéncia. De fato, uma vez que U’ cobre X, para cada x € X existe V,, tal que z € V,,
donde vem que x ~ z. Agora suponha que dados =,y € X tenhamos x ~ y. Entao
existem V,,,..., Vo, € U tais que z € V,,,y € V,, e Vo, NV,,,, # 0 para todo
i=1,...,n—1. Mas assim temos que Vj,,..., Vs, € U sdo tais que y € Vs,,z € V3,
e Vg, NVa,, # 0 paratodoi=1,...,n—1, onde B4 = ay_j com j =0,...,n—1,
logo y ~ x. Por fim, dados x,y,2z € X tais que =z ~ y e y ~ 2z, temos que exis-
tem Vo,,...o Vo, Vs, ..., Vs, € U tais que v € V,,,y € V,,,,y € Vg,,2 € Vp, e ainda
Vo, N Va,,, # 0 para todoi = 1,...,n — 1, Vs, N Vs, # () para todo j =1,...,1 — 1.
Desta forma, definimos Vs, = Vo, ..., Vs, = Vo, Vs,., = Vg, ..., Vs, = Vg, Visto que
y € V,, NVp,, temos  ~ 2z e portanto ~ é uma relacao de equivaléncia. Assim X ¢ a
uniao disjunta das classes de equivaléncia dadas pela relacao anterior. Note que dado
a € X, a classe de equivaléncia C, do elemento a é

Co={reX;r~a}=

n(a)
={reX;ImVy,,....Va, €U €V, ... .z €V, e ViNViy #Dparai=1,... n} =[]V
=1

Desta forma C, é aberto e Lindel6f como uniao de conjuntos abertos e Lindelof. Além
disso como X ¢é regular, temos que C, ¢ regular donde segue o desejado. Reciprocamente,

se X = UUA é uniao disjunta de conjuntos abertos, Lindelof e regulares, queremos

AEA
mostrar que X é paracompacto. Para isso, seja U = {V,; v € '} uma cobertura aberta

de X. Entao para cada A € A, temos que U V, N Uy cobre Uy. Uma vez que U,
~yel
é paracompacto, por ser regular e Lindelof, existe uma subcobertura U V,, N U,y

YAEL A
que é localmente finita. Seja U’ = {V,, NUx;v,n € '\, A € A}, Afirmamos que U’

é uma cobertura localmente finita de X. Com efeito, dado z € X existe A\g € A tal

que x € U,,, mas assim existe uma quantidade finita de indices 7}\0, co Yy € T de
forma que Vwi . NU,, # 0, donde segue o afirmado. Portanto X é paracompacto como
desejado. O

Uma consequéncia do resultado acima é o seguinte fato.
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Corolario 4.35. Seja p : X—=Y a projecao de um fibrado e assuma que X € paracom-
pacto, localmente Lindelof, Y regular e a fibra F' conexa. EntaoY € paracompacto.

Demonstracao. Pelo resultado anterior X é a uniao disjunta de conjuntos abertos, Lin-
delof e regulares. Uma vez que a fibra F' é conexa e p : X—Y é uma aplicagao aberta
e sobrejetora, Y pode ser decomposta em uma uniao disjunta de conjuntos abertos e
Lindelof. Como Y é regular, cada conjunto na uniao é regular. Desta forma, Y pode ser
decomposto em conjuntos abertos, Lindelof e regulares. Pela proposicao anterior, segue
que Y é paracompacto. O

4.2 Seccao Local em Espacos de Tychonoff

Nesta seccao estudaremos o conceito de seccao local em Espacgos de Tychonoff. Uma
seccao local é conjunto que se comporta como uma seccao, entretanto para tempo arbi-
trariamente pequeno. O nosso principal objetivo é provar a reciproca do Teorema 4.51,
ou seja, para todo ponto errante z existe um tubo infinito U contendo z. Além disso
obteremos uma versao do Teorema de Whitney-Bebutoff para espacos de Tychonoff. Boa
parte do trabalho feito aqui pode ser encontrado em [6].

Ao longo de toda esta secgao, (X,R,7) é um sistema dinamico definido em um
espago de fase X que é um espaco de Tychonoff.

Comegaremos com a definigao de seccao local.

Definicao 4.36. Um conjunto nao vazio (Q C X é chamado de sec¢ao local se existe
um € > 0 tal que
—€

(QO) N (QY) =10 sempre que 5 < <0 < 3

m

Qualquer € como acima serd denominado uma t-extensao de (). Se € pode ser
tomado arbitrariamente grande, diremos que ) tem uma t-extensao do oo.

Observe que todo ponto que nao é critico ¢ uma sec¢ao, visto que, neste caso existe
e > 0 tal que = # xt para todo t € (—¢,¢), ou seja, {x} é uma seccao local de t-extensao
e. Além disso, segue da definicdo acima que todo subconjunto de uma seccao () é também
uma, seccao.

A respeito de uma secgao local valem as seguintes equivaléncias.

Proposicao 4.37. Um conjunto nao vazio Q C X é uma sec¢ao local com t-extensao
e >0 se, e somente se, uma das sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
1. (QO) N (QY) =0 sempre que £ < 6 <0 <

£
5

2. QN (QY) =0 sempre que 0 < 6] < e.
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3. Denotando I = [_76, g], a aplicagdo mg = 7T|Q><I : QxI—QI dada por mg(x,t) = xt

€ um homeomorfismo, onde ™ € a aplicagao de fase.

Demonstragao. Por definicao ) é uma seccao local se, e somente se, (1) é satisfeito.
Além disso, observe que se z € QO N QO com == < 0 < 0" < 5, tem-se x = qf = ¢'0'
assim x(—0") = q(0 — 0') = ¢ € Q, ou seja, z € QO N QO se, e s6 se, x(—0') € Q N Q"
onde 0 < |0"| = |0 — 0'| < e. Assim cada elemento de Q8 N Q' corresponde a um
elemento de Q@ N QO". Logo (1) equivale a (2). Mostraremos agora que (1) é equivalente
a (3). Assuma primeiramente que existe um homeomorfismo ¢ : Q@ xI—QI. Queremos

—€ €
mostrar que vale (1). Dados -5 <h<b < o temos entao

QO N QY = mo(Qx{0}) N7o(@x{0'}) = m(@x{#} N@x{#'}) =0,

uma vez que g ¢ bijetora, e desta forma (1) é satisfeito. Reciprocamente, para todo
—€ € . .

0,0 € R com 5 <h<b < 3 tivermos que (Q0)N(QH) = 0, entdo para cada x, 2’ € Q)

e 0,0 €I, com x0 = 2’0" temos que z = x'(0' — @), assim por hipdtese § = ¢, donde

x = «’. Logo a aplicacao mg : @xI—QI é uma bijecao. Mostraremos agora que 7y é

um homeomorfismo. Para isso note que 7y é continua, pois 7 é continua. Agora para

mostrarmos que Wél é continua, considere {z,} C Q, z € Q, {0,} C I e § € I tais que
Tpb,—x6. Como [ é compacto, podemos assumir que ,—6 € I, mas assim

Tp = 2,0, — 0,) = (20,,)(—0,)—(20)(—0") = (60 — 0").

Note que [§—0'| < |0|+0'| < e. Segue do fato de que @ ¢ fechado que z(0—0") € Q,
donde 0 = ¢’ implicando que §,,—0 e assim z,,—x, como desejado. Portanto, mg é um
homeomorfismo. O

Como ja foi observado antes, pontos que nao sao criticos sao secgoes locais. Assim
uma questao natural a se perguntar é se todo ponto x que nao é critico admite uma sec¢ao
local que contenha {z} como subconjunto préprio, isto é, se existe uma generalizagao do
Teorema de Whitney-Bebutoff para espagos que nao sao métricos. Veremos a resposta
no proximo teorema.

Teorema 4.38. Seja (X, R, 7) um sistema dinamico e S uma sec¢io compacta. Entao
existe uma sec¢ao fechada S' de t-extensao maior que 0 com S C S’.

Demonstracao. Seja S uma seccao compacta e € > 0 tal que 4¢ é menor ou igual do
que a t-extensao de S. Considere J = [—¢,¢] e a fungdo h : S2J—Sx2J, onde h é
o homeomorfismo inverso de wg : Sx2J—S52J, e seja p : Sx2J—2J a projecao na
segunda coordenada. Entao a aplicacao po h : S2J—2J estd definida em um conjunto
compacto, e portanto fechado, a valores reais. Uma vez que X é Tychonoff, podemos
estender a funcao p o h definida em S2J para todo X da seguinte forma. Considere
Y a compactificacao de Stone-Cech de X, que existe pois X é Tychonoff. Como S2J
é compacto em X, segue que S2.J é compacto em Y e desta forma, pelo Teorema de
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Tietze, existe uma fungao continua f : Y—=2J tal que f|g,;, = poh. Seja ¢ : X—=2J
dada por ¢ = f|,. Assim 1|, = p o h, ou seja, para cada (z,0) € Sx2J tem-se que
Yom(z,0) =1Y(xl) =poh(xl) = p(x,0) = 0. Além disso, 1(zf) é uma funcdo continua
com respeito a x e a 6. Uma vez que S é compacto, toda vizinhanca de S contém uma

vizinhanga fechada. Logo existe uma vizinhanga U de S em que podemos definir a fungao
p: U2J—R, dada por

1 €
- /_ UaA)an
Observe que a aplicagao ¢ satisfaz as seguintes propriedades:
O+e
/ v+ = o [ ulenix
Sola) = 5 ({0 -+ ) — Y(al0 — )],

para todo (x,0) € Ux.J. Em particular, para (x,0) € Sx.J temos

(xe) 1 O+e 1 O+e 1 |:(9 + 6)2 (0 _ 5)2

o z/J(x)\)d)\:g S b el

Pt =1, w(z) =0.

Agora escolheremos uma vizinhanga de S da seguinte forma. Pela continuidade da

derivada de ¢ e o fato de que %gp(z@) > 0, para (z,0) € Sx.J, existe uma vizinhanga V;
de S com

VicU, (x8) > 0, para (z,0) € VixJ.

0
96"
Além disso, pela compacidade de S, existe uma vizinhanga de S e ¢ > ¢ > 0 tal

que sendo I = [, 4],
Vo2l C V.
Em particular, I C J. Usando esse valor de ¢, vem que

o(xd) =6 > 0> —§ = p(x(—J)) para todo x € V5.

Desta forma, existe uma vizinhanca G de S, tal que, G C Vs e

@(x8) > 0 > p(x(=J)) parax € G.

Agora afirmamos que S C G C G C U e ainda %gp(w@) > 0 para (z,0) € Gx3I.

Com efeito, por construgao temos S C G C g C U e ainda G é aberto. Agora como
G C Va, vem que G2 C V521 C Vi. Assim (G21)I C VoI C ViJ e como %gp(az@) >0
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para (x,0) € VixJ, segue o afirmado. Seja S' = {z € U; ¢(z) = 0} N (GI). Entdo
S’ é uma seccao fechada de t-extensdo 20 e S C S'. Primeiro note que GI é fechado.
De fato, tomando {z,0,} uma sequéncia em GI com x,0,—, queremos mostrar que
x € GI. Com efeito, como {6,} é uma sequéncia em I, existe uma subsequéncia {6, }
com 0, —0 € I, mas assim z,, = (2, 0n,)(—0n, )—2(—0"). Uma vez que z, € G
para cada k, z,, ¢é convergente e G fechado, segue que z(—60') € G. Desta forma
T O, —2(—0")(0") € G. Logo GI é sequencialmente compacto e, portanto, fechado.
Agora como G e {z € U; p(r) = 0} sdo fechados, segue que S’ é fechado. Mostrare-
mos agora que S’ é uma sec¢do de t-extensao 2. Sejam x € S’ e 6 € 2I com |0| > 0.
Queremos provar que z6 ¢ S’ e assim pela Proposigao 4.37 segue o desejado. Para tal,
mostraremos que @(xf) # 0 e teremos z6 ¢ S’, por constru¢ao. Observe primeiramente
que z = 20’ para algum 2’ € G e §' € I, assim 20 = 2/(0’ + 0) com (¢ +6) € 3I. Agora

Ccomo
0'+6 o

P(at) = (@) = (@ 0) — pla®) = [ Frolnix

e Zo(yt) > 0 para (y,t) € Gx31, vem que ¢(z6) — (z) > 0, e j& que p(z) = 0, pois
z € 5, segue que p(z) > 0 donde 26 ¢ S’, como desejado. Por fim, note que S C &,
ja que p(z) = 0 para todo x € S e ainda S C G C GI. Logo S C §'. O

Uma consequéncia importante para nosso objetivo é o seguinte fato.

Coroléario 4.39. Considere (X,R, ) um sistema dinamico e S uma sec¢ao compacta.
Entao existe uma sec¢io S de t-extensao € > 0 tal que S C S" e S'(—¢e,e) € um aberto.

Demonstracao. Usaremos a notacao da construcao feita no teorema anterior. Entre-
tanto, a seccao S’ obtida acima sera denotada por S”, por conveniéncia. Afirmamos
primeiramente que S C G C S”(—26,26). Ja sabemos que S C G, provaremos que
G C S8"(=46,6). De fato, dado y € G temos que

p(yd) > 0> p(y(—0)) paray e

Logo para uma escolha apropriada de 6 € (—6,6), temos que ¢(yf) = 0, pela
continuidade de ¢ e o fato de que (—6, §) é conexo. Desta forma temos que y0 € G(—4,0)
e também z6 € S” pela construgao de S”. Assim y = (yf)(—0) € S”(—9,6). Considere
agora o conjunto S’ = G N S”. Segue da definicdo de seccao local que S’ é uma seccao
local de t-extensao 2§ > 0, ja que S C S” e ainda como S C G C S” vem que S C S'.
Finalmente observe que S’'(—30,30) é aberto, uma vez que

G(—6,8) = (GN S"(—6,8))(—6,8) = (G N S")(—26,25) = S'(—26, 26)

e como G é aberto temos G(—§,6) aberto. Portanto, tomando ¢ = 24, o resultado
segue. O

Com os resultados acima e o conceito de espaco admissivel estudados na Seccao
4.1, vale que:
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Lema 4.40. Seja x um ponto errante. Entao existe um tubo infinito U tal que U = SR
e SR = SxR.

Demonstra¢ao. Primeiramente como x é um ponto errante, entao {z} é uma sec¢ao local.
Logo do Corolario 4.39 existe uma secgao S’ de t-extensao 6 > 0 e S’(—20,29) um aberto
contendo .

Mostraremos agora que dada familia admissivel O de coberturas abertas de X,
existe um elemento U € O tal que, para todo elemento y € B(x,U) NS’ a trajetéria yR
intercepta B(x,U) N S’ somente em um ponto.

Com efeito, suponhamos por absurdo que para cada V € O, existam yy € B(z, V)N
S" e ty € R nao nulo, tais que yy, ypty € B(z,V)NS’. Primeiro note que podemos supor,
sem perda de generalidade, que ¢, > 0, pois se t), < 0, entdo denotando y;, = yyty e
t}, = —ty temos que y3,, y),t), € B(x,V)NS" com ¢}, > 0. Além disso, como yy, yyty € S’
e S é uma t-extensao 20 > 0, vem que ty, > 26 > 0 jd que S'N S0 = () para 0 < 6§ < 20.
Ainda, pelo Teorema 4.13 temos que yy—x e yyty,—x. Desta forma, como x é um ponto
errante, ou seja, © ¢ J(x), entdo nem a rede {ty} e nenhuma sub-rede de {ty} diverge
para +00. Logo a rede {ty} estd contida em um conjunto compacto [24, T'], assim pelo
Teorema 4.7 existe uma sub-rede tyy—ty € [—20,T]. Desta forma pela continuidade de
7 temos ywtyy—xty e como ywty—x, segue que r = xtg. Uma vez que £y > 0 entao x
é um ponto periodico, o que é uma contradicao.

Desta forma, para cada 6 > 0, temos que (B(z,U)NS") N (B(xz,U)NS")0 =0, ou
seja, B(z,U) NS’ é uma seccao local de t-extensao oco. Agora como S’(—34,39) é aberto,
temos que S’(—34, 30)NB(x,U) é aberto. Portanto, denotando V' = 5'(—36, 30)NB(z,U),
temos que (B(xz,U)N S )R = U V't é aberto como uniao de conjuntos abertos.

teR

Considerando S = B(z,U) N S" e U = SR, por definicao U é um tubo infinito
em X contendo x e além disso, como U ¢é uma seccao local de t-extensao oo, segue do
Teorema 4.37 que SR == SxR, como desejado. n

4.3 Espaco das Orbitas e a Propriedade de Regula-
ridade

Nesta seccao estudaremos o espacgo das orbitas de um sistema dinamico e definiremos
a propriedade de regularidade. Veremos que em um sistema dinamico com espaco de fase
regular, a propriedade de regularidade equivale a dizer que o espaco das 6rbitas é regular.
Usaremos o conceito de redes, que generaliza sequéncias em espacos topoldgicos, para
entao definirmos o conjunto limite prolongacional positivo e negativo. Por fim veremos
como a propriedade de regularidade se relaciona com os sistemas dinamicos dispersivos.
Os resultados apresentados nessa secgao e na Secc¢ao 4.4 podem ser encontrados em [7].
Nesta secao, a menos que digamos o contrario, X serd assumido um espaco topoldgico.
Estudaremos primeiramente o espago das orbitas.
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Defini¢ao 4.41. Dado um sistema dinamico (X,R,7), definimos a relagao "<"em X
da sequinte forma: dados x,y € X, diremos que x <y se, e somente se, x € y(y).

A relagdo acima definida é uma relacao de equivaléncia em X. De fato, é claro
que = € y(z) para todo x € X, ou seja, x < z para todo x € X, donde < é reflexiva.
Suponhamos que dados z,y € X, tenhamos = < y, ou seja, z € 7(y). Desta forma,
existe t € R tal que z = yt, mas assim y = z(—t), e portanto y € ~y(x), isto é, y < z.
Agora, dados z,y, z € X tais que z < y e y < z existem, t1,ty € R de forma que x = yt;
ey = zty. Assim x = (2t2)t; = z(t; + t2) donde z € y(2), ou seja, z < z, 0 que prova
que < ¢é uma relagao transitiva. Desta forma, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 4.42. Se (X,R,m) é um sistema dinamico, entao < é uma relagiao de
equivaléncia em X.

As classes de equivaléncia dadas pela relacao acima sao precisamente as érbitas
do sistema dinamico. O espaco quociente, ou seja, o conjuntos formado pelas orbitas
do sistema dinamico X, serd denotado por X/C' e serd chamado de espago das érbitas.
Como sabemos uma relacao de equivaléncia induz uma topologia no espaco quociente.
Daqui em diante, assumiremos que o espago das orbitas estda munido com a topologia
quociente, isto é, a topologia induzida pela aplicagao e : X—X/C, dada por e(z) = v(x).
Por conveniéncia, denotaremos a trajetoria y(x) por zR.

Lema 4.43. A aplicacio e : X—X/C, dada por e(z) = xR, € continua, aberta e sobre-
jetiva.

Demonstracao. Observe que e é continua, por definicao, e é imediato verificar que e é
sobrejetiva. Para mostrarmos que e é aberta, dado A C X aberto, temos que e~ *(e(A)) =

U At. Assim a imagem inversa de e(A) é aberto em X, e portanto, e(A) é aberto em

teR
X/C. Logo e é uma aplicacao aberta. O

Apresentaremos agora a definicao da propriedade de regularidade em um sistema
dinamico.

Definigao 4.44. Um sistema dinamico (X,R,m) possui a propriedade de regula-
ridade se para cada ponto x € X e vizinhanca invariante U contendo x, existe uma
vizinhanca invariante V- contendo x tal que x € V C U.

A propriedade de regularidade estd relacionada com o espaco das 6rbitas da seguinte
forma.

Proposicao 4.45. Seja (X, R, m) um sistema dinamico. Entao:

1. O sistema dinamico possui a propriedade de reqularidade se, e somente se, o espaco
das orbitas € reqular.

2. Se (X,R,7) € paralelizdvel com espago de fase regular, entdo o sistema dindmico
possui a propriedade de regqularidade.
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Demonstragao. Mostraremos (1). Suponhamos primeiramente que (X,R,7) possui a
propriedade de regularidade, provaremos que X/C é regular. Sejam Z € X/C e U’ uma
vizinhanga invariante de ¥ em X/C. Entao e !(U’) é aberto de X contendo a érbita
TR = e71(7). Note ainda que e~} (U’) ¢é invariante, ji que dado um elemento y € e~ (U’),
entdao e(y) € U', mas assim yR = v(y) C e 1 (U’), ou seja, y(eH(U")) C e 1 (U’). Desta
forma, e™'(U’) é uma vizinhanga invariante contendo z. Como o sistema dinamico
possui a propriedade de regularidade, existe uma vizinhanca invariante V' de X, tal
que z € V C e }(U'). Logo e(z) € e(V) C U = e(e"}(U’)). Para concluirmos que
X/C é regular, resta provar que e(V) é fechado em X/C. Afirmamos que se A C X é
invariante, entdo e~!(e(A)) = A. Com efeito, dado y € e~'(e(A)), temos e(y) € e(A),
ou seja, yR C A e como A é invariante, vem que y € A. Agora se y € A, temos
yR C A, pois A é invariante, donde e(y) € e(A), isto é, y € e~ (e(A)), e assim segue a
igualdade. Com o mostrado acima, temos que e~*(e(V)) = V, donde segue que e(V) é
fechado em X/C, pois V é fechado em X, o que conclui a prova de que X/C é regular.
Reciprocamente, suponhamos que X/C é regular e considere € X e uma vizinhanga
U invariante de x. Queremos mostrar que X possui a propriedade de regularidade, ou
seja, existe uma vizinhanca V de z invariante, tal que € V C U. Como U é aberto e
contém x, vemos que e(U) é aberto, ja que e é uma aplicagdo aberta, e contém e(z) = 7.
J& que X/C é regular, existe um aberto V de X/C tal que T € V C e(U). Assim,
x€e Y (V) Cee(U)) = U, esta tltima igualdade segue do fato de que U é invariante
e o mostrado acima, o que conclui a prova de que (X,R,7) possui a propriedade de
regularidade.

Provaremos agora (2). Suponhamos entdao que (X,R,7) é paralelizavel com X
regular. Mostraremos que o sistema dinamico possui a propriedade de regularidade.
Uma vez que o sistema dinamico é paralelizavel, pelo Teorema 3.18, existe uma seccao
S e uma aplicagao continua 7 : X—R. Defina g : X—S por g(x) = z7(x). E imediato
verificar a continuidade de g. Agora considere x € X e U uma vizinhanca invariante de
x. Queremos mostrar que existe V aberto e invariante tal que x € V C U. Com efeito,
podemos supor sem perda de generalidade que z € S. Assim como X é regular, seja V tal
que z € V C U. Note que g~ (V) # 0, pois z € g~ (V) e como V é fechado em S, temos
g~} (V) fechado em X. Além disso g~*(V) é invariante, ja que dado y € g~ (V) e t € R,
temos deste modo g(y) = y7(y) € V C S, mas como g(yt) = yt(r(yt)) = y(t+7(yt)) € S
segue que 7(y) = t + 7(yt), e assim (yt)r(yt) € V, isto é, g(yt) € V. Desta forma,

reg i (V)Ccg i (V)CUeg V) éa vizinhanca desejada. O

Comecaremos agora a estudar os sistemas dinamicos instaveis definidos no capitulo
anterior. Para isso precisaremos definir os conjuntos limites prolongacionais. Entretanto,
como o leitor percebeu, usamos sequéncias para definir os conjuntos limites prolongaci-
onais. Em espagos topoldgicos mais gerais tais definicbes nao fazem sentido, e por isso
usaremos o conceito de rede que generaliza sequéncia em espacos topolégicos. Com o
conceito de rede, podemos formalizar essas definicoes.

Definigao 4.46. Definimos os conjuntos J* e J= de X em p(X), pondo para cada
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reX,

Jt(z) ={y € X; existem redes {x)} em X e {t,\} em R,
com ry—x,tx— + 00 e TAty—Y},

J () ={y € X; existem redes {x\} em X e {t\} em R,
com Ty\—x,tyx— — 00 e T ty—Yy}.

Para cada © € X, os conjuntos J*(x) e J~(x) sdo chamados, respectivamente,
conjunto limite prolongacional positivo e conjunto limite prolongacional ne-
gativo.

A préxima observacao tem o objetivo de formalizar alguns conceitos estudados no
capitulo anterior para sistemas dinamicos em espacos de Tychonoff.

Observacao 4.47. (1). Dado um sistema dinamico (X,R,7) em um espago de Tycho-
noff X, um ponto x € X serd dito ponto errante se x ¢ J*(x).

(2). Um sistema dinamico (X,R,7) em um espago de Tychonoff X serd chamado
de completamente instdvel se para todo x € X, temos x ¢ J*(x). O sistema dinamico
(X,R,7) € dispersivo se para todo x € X tivermos que J*(x) = ().

E imediato da definicdo que um sistema dinamico dispersivo é completamente
instavel. A reciproca a este resultado é verdadeira quando o sistema dinamico possui a
propriedade de regularidade e o espago de fase é Hausdorff, como veremos agora.

Teorema 4.48. Seja (X, R, m) um sistema dinamico completamente instdvel com a pro-
priedade de regqularidade e espago de fase Hausdorff. Entao (X, R, ) é dispersivo e X/C
¢ Hausdorff. Reciprocamente, se X € localmente compacto, entao dispersividade implica
que o sistema dinamico possui a propriedade de reqularidade.

Demonstra¢ao. Suponhamos que o sistema dinamico (X, R, 7) é completamente instével,
possui a propriedade de regularidade e o espago de fase é Hausdorff. Mostraremos que o
sistema dinamico é dispersivo, ou seja, J(x) = () para todo x € X. Observe primeira-
mente que At (z) = () = A~ (z) para todo x € X e portanto o sistema dinamico é Poisson
instavel, isto é, © ¢ AT (x) e x ¢ A~ (x) para todo x € X. Com efeito, se existe © € X
com y € At(z), entdo y € J*(y) pelo Teorema 2.12, o que nao pode ocorrer. Logo
At(z) = 0 para todo x € X. De maneira andloga mostramos que A~ (z) = (). Desta
forma, se para algum z € X tem-se que y € J*(x), entdo observe que y ¢ (), pois
caso contrdrio = € Jt(z). Ainda v+ (y) = 7 (y) UAT(y) = vt (y). Logo z € X\t (1)
¢ um aberto invariante e por hipdtese existe uma vizinhanca invariante V' de z tal que
x €V C X\ (y). Desta maneira como V é fechado, invariante e contém x, segue que
D*(x) C V,donde J*(z) C D (z) C V,isto é, y € V o que é um absurdo! Finalmente,
como X possui a propriedade de regularidade, temos que X/C é regular e portanto X/C'
é Hausdorff. Reciprocamente, suponhamos X localmente compacto, (X, R, 7) dispersivo.
Mostremos que o sistema dinamico possui a propriedade de regularidade, isto é, para
cada r € X e uma vizinhanca invariante U de z, existe uma vizinhanca invariante V'
tal que x € V C U. Sejam = € X e U uma vizinhanca invariante de . Como z é
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localmente compacto, existe um aberto V tal que V é compacto e z € V C U. Uma

vez que VR = U Vt, vemos que VR é aberto e invariante, além disso VR é fechado
teR

em X, pois o sistema dinamico é dispersivo. Assim VR é a vizinhanca desejada, como

queriamos. O

Observe que a hipotese de localmente compacto é essencial na reciproca do teorema
acima. Considere o sistema dinamico dado no Exemplo 3.15. O espaco de fase nao é
localmente compacto. Tal sistema dinamico é dispersivo, mas nao possui a propriedade
de regularidade.

4.4 Fibrados e Paralelismo

Nesta seccao estudaremos o conceito de fibrado e fibrados principais. Veremos como
esses conceitos se relacionam com um sistema dinamico. Inicialmente veremos que uma
seccao com aplicacao 7 continua em um sistema dinamico é uma seccao transversal para
o fibrado. Depois estudaremos uma generalizacao do Teorema de Whitney-Bebutoff

para espagos de Tychonoff, e munidos desse resultado provaremos uma generalizagao do
Teorema 3.30.

Veremos agora que uma seccao para o sistema dinamico é uma seccao transversal
para o fibrado. Em particular mostraremos que a seccao é homeomorfa ao espacgo das
orbitas.

Teorema 4.49. Seja (X,R,m) um sistema dinamico. Toda sec¢ao S para o sistema
dinamico com aplicacao T continua corresponde a existéncia de uma seccao transversal
para o fibrado (X, e, X/C). Além disso, se (X,R,m) é completamente instdvel e Haus-
dorff, entao uma seccao transversal para o fibrado implica na existéncia de uma sec¢ao
com aplicacao T continua.

Demonstragao. Seja S uma secgdo para o sistema dinamico (X,R,7) com aplicacao 7
continua. Queremos mostrar que existe uma secgao transversal para o fibrado, ou seja,
existe uma aplicagao g : X/C—X tal que eog = Idx/c. Observe que X/C' é homeomorfo
a S. Com efeito, defina h : X/C—S por h(zR) = x7(x). Note que se yR = zR, entao
sabemos que existe um tnico s € S tal que z7(z) = y7(y) = s e assim h(yR) = h(zR).
Logo h estd bem definida e ainda, como 7 é continua, segue que h é continua. Além
disso é imediato verificar que hoe|g = Idg e e|goh = Idx/c. Logo a aplicacao h é uma
secgao transversal para o fibrado, e ainda S é homeomorfo a X/C. Para a reciproca,
suponha que (X,R,7) é completamente instdvel e X Hausdorff, s : X/C—X continua
com eos = Idy/c. Seja S = Im(s). Desta forma, S intercepta cada trajetéria de X
em somente um ponto, e assim para cada = € S temos que z = s(e(x)), uma vez que
x e s(e(zr)) pertencem a mesma trajetéria. Note ainda que S é fechado. De fato, seja
{z)}rea uma rede em S com xy—xz. Como soe é continua temos que s(e(zy))—s(e(x)).
Mas note que s(e(xy)) = z) para cada A € A, logo zy—s(e(z)) e como X é Hausdorff
temos s(e(z)) = z, donde z € S. Agora como X é completamente instdvel, ndo ha
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orbitas periddicas e pontos criticos, logo existe uma aplicagao 6 : X—R, que associa
para cada x € X um unico elemento f(z) € R tal que z6(x) € S. Mostremos agora
que a aplicagdo 6 é continua. Seja {z)}repn uma rede em X com xy—z. Queremos
mostrar que 0(xy)—0(z). Note primeiro que para cada A € A, temos x)\0(z)) € S e
x0(z) € S. Temos ainda que soe(z)) = z)\0(x))—z0(x) = soe(x), pois soe é continua.
Considere t' um ponto de acumulagao de 0(x,). Uma vez que o sistema dindmico é
completamente instdvel, segue que t’ # +oo. Como S é fechado e t' é finito, devemos
ter que 0(x) = t', pois caso contrario como z)0(xy)—axt’ e S é fechado vem que xt’ € S.
Assim zt’',26(z) € S e como S intercepta cada trajetéria de X em somente um ponto
temos zt’ = z60(x). Desta forma 6(x))—60(x), como queriamos, portanto 6 é continua o
que conclui a prova do teorema. O

Como vimos no Teorema 3.18, um sistema dinamico é paralelizavel se, e somente
se, possui seccao com aplicacao continua. Observe que naquela ocasiao nao foi utilizado
a métrica do espaco de fase X. Portanto, o Teorema 3.18 e o teorema acima garante que
uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um sistema dinamico seja paralelizavel é
que o fibrado admita sec¢ao transversal continua. O préximo teorema garante que um
sistema dinamico é paralelizavel se, e somente se, o fibrado principal é trivial.

Teorema 4.50. Um sistema dinamico (X, R, ) € paralelizdvel se, e somente se, o fibrado
(X, e, X/C) € um R-fibrado principal trivial.

Demonstra¢ao. Suponhamos que o sistema dinamico (X, R, 7) é paralelizavel e mostra-
remos que o fibrado (X, e, X/C) é um R-fibrado principal trivial. Primeiramente note
que existe uma seccao S para o sistema dinamico com aplicacao 7 continua e, assim
como vimos no Exemplo 4.24, a acao é livre. Resta mostrar que as fibras e™1(T) sdo iso-
morfas as érbitas da acao de R, ou seja, as trajetorias xR sao isomorfas a R. Com efeito,
como a aplicagao 7 é continua e S é uma secgao, como feito no Teorema 3.18, a funcao
h : X—=SxR, dada por h(z) = (z7(x), —7(x)), é um homeomorfismo tal que X = SR
e h(zt) = (z,t). Assim h(zR) = {2} xR = R. Logo o fibrado definido pelo sistema
dinamico é principal. Para provarmos que o fibrado principal é trivial, note que o R-
fibrado principal (SxR, 7y, S) é trivial e p : X/C—S dada por p(T) = x7(x) é continua e
bijetora, com inversap~! : S—X/C dada por p~!(z) = e(x) continua. Assimp: X/C—S
¢ um homeomorfismo, e ainda, para cada x € S temos poe(x) = z7(x) = x = m o h(z),
donde segue que o diagrama abaixo é comutativo,

X " v 9xR

l |

X/ —L—5

provando que (X, e, X/C) é um R-fibrado principal trivial. Reciprocamente, suponha-
mos que o fibrado principal dado pelo sistema dinamico (X, R, 7) é trivial e mostraremos
que o sistema dinamico é paralelizavel. Para isso mostraremos que existe uma seccao S
com aplicagao 7 continua. Primeiramente note que, sendo o fibrado principal (X, e, X/C)
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trivial, entao (X, e, X/C) é isomorfo a ((X/C)xR,m, X/C) onde m é a proje¢ao na pri-
meira coordenada, isto é, existem homeomorfismos ® : X —(X/C)xRe ¥ : X/C—X/C
de forma que o diagrama abaixo comute

X —2 - (X/C)xR

l |m

X/ —Y— Xx/C

Construiremos a seccao da seguinte forma. Como o fibrado principal é trivial, pelo
Teorema 4.29 existe uma secgao transversal s : X/C—X tal que eos = Idx/c. Seja S =
s(X/C). Além disso, como s é continua e bijetora sobre S segue que S é homeomorfa a
X/C. Dessa forma &' : X—SxR é um homeomorfismo, onde ®'(x) = (s(P(x)), Po(z)),
aqui ®; e 5 denotando as coordenadas de . Note que cada trajetéria xR intercepta S
em somente um ponto, j4 que s é uma funcao. Logo, para cada x € X existe um tnico
t € R tal que xt € S. Assim existe uma aplicagdo 7 : X —R tal que z7(z) € S. Observe
ainda que para cada x € X tem-se s(e(z)) = x7(x). Por fim, afirmamos que a aplicagao
7 é continua. Com efeito, como s(e(z)) € S temos ®'(s(e(x))) = (s(e(z)), Py(s(e(x))),

donde vem que 7 = —®, 0 s o e é continua, como composta de fungoes continuas. Logo
S é uma seccao para o sistema dinamico com funcao 7 continua. Portanto temos que
(X,R,7) é um sistema dinamico paralelizavel. ]

O nosso proximo teorema é uma generalizagao do Teorema 3.24 para espacos de
Tychonoff, ou seja, existe um tubo infinito contendo um ponto errante.

Lema 4.51. Seja X um espaco de Tychonoff. Um ponto x € X ¢é errante se, e somente

se, existe um tubo infinito U contendo x tal que U = SR € aberto e SR é homeomorfo a
SxR.

Demonstracao. Para um ponto errante x € X o tubo existe pelo Lema 4.40. Agora para
a reciproca, basta observar que se x € SR e SR é um tubo infinito contendo z, entao
para toda rede {x,t\} com z)ty—z temos que Aty € SR para A < \g. Como SR é um
tubo infinito devemos ter que t,—0, logo = é errante. O

Com o lema acima podemos mostrar que em espacos de Tychonoff um sistema
dindmico ser completamente instavel é equivalente ao fibrado do sistema dinamico ser
principal localmente trivial.

Teorema 4.52. Para um sistema dinamico (X,R,7) em um espago de Tychonoff, as
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. (X,R,m) é completamente instdvel.

2. e: X—=X/C € a projecao de um R-fibrado principal localmente trivial.
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Demonstragao. Assuma primeiro que e : X— X /C é a projecao de um R-fibrado principal
localmente trivial e mostraremos que (X, R, 7) é completamente instavel. Uma vez que
o fibrado é localmente trivial, cada ponto # € X pertence a uma vizinhanga p~*(U) que
¢ homeomorfa ao aberto UXR, com T € U. Assim pelo Lema 4.51 segue que = é um
ponto errante, logo (X, R, 7) é completamente instavel. Reciprocamente, suponhamos
que (X,R,7) é completamente instavel e mostraremos que para cada = € X/C, existe
uma vizinhanga U e um homeomorfismo hy : UxR—e 1 (U) tal que e o hyy é a projegao
de UxR. Seja 2’ € X tal que e(z') = z. Por hipdtese cada y € X é errante, logo pelo
Lema 4.40 existe uma seccao local S contendo 2/, onde U’ = SxR é um aberto contendo
«’. Além disso, U" é um tubo infinito. Assim para cada = € U’ existe um tnico 7(x) € R
tal que x7(xz) € S. Note que U = e(U’) é um aberto de X/C e x € U. Seja f : U—S
a inversa de e|g. Como feito no teorema anterior temos que f(z) = z7(x). Assim a
aplicagao hy : UxR—U’ dada por hy(y,t) = y(7(y))t é um homeomorfismo, ja que sua
inversa hy;' : U'—UxR dada por h;'(x) = (e(z), —7(r)) é continua. Por fim, note que
a aplicacdo —7(x) é equivariante, pois z7(x) € S e xtr(xt) € S, donde 7(zt) = 7(x) — ¢,
isto é, —7(xt) =t — 7(x) o que completa a prova de que o fibrado principal é localmente
trivial. O]

Ha uma forte relagao entre a teoria de fibrados e sistemas dinamicos como vimos
nos resultados acima, entretanto um dos mais importante que veremos neste capitulo é
que um sistema dinamico completamente instavel é equivalente ao paralelizavel quando
o espaco das Orbitas é paracompacto. Este teorema nos permitird obter resultados im-
portante no que se segue.

Teorema 4.53. Considere um sistema dinamico (X, R, ) em um espago de Tychonoff
X e assuma que X/C € paracompacto. Entao (X,R, ) € paralelizavel se, e somente se,
(X, R, ) € completamente instdvel.

Demonstragao. Assuma primeiramente que o sistema dinamico (X, R, ) é paralelizavel.
Entao pelo Teorema 3.18, existe uma seccao S com aplicacao 7 continua. Mostraremos
que o sistema dinamico é dispersivo. Com efeito, suponhamos que para um elemento
r € X exista y € X, tal que y € J™(x). Assim existem redes xy—z e x)ty—y com
tr—+00. Uma vez que 7 é continua, temos 7(x))—7(z) e T(xAtx)—7(y). Mas note que,
por um lado z,7(xy) € S, por outro lado z)(ty + T(zxt))) = zataT(x)t)) € S. Logo pela
unicidade do elemento 7(z)), segue que 7(z)) = t\+7(xxt)), ouseja, ty = T(z)) =T (L))
para todo A. Desta forma ty = 7(x)) — 7(x)t\)—7(z) — 7(y), contradizendo o fato de
que ty— + oo. Logo, devemos ter que J*(x) = (), para todo x € X, como desejado.
Suponhamos agora que (X, R, 7) é completamente instdvel. Entao pelo teorema anterior
e: X—X/C é aprojecao de um R-fibrado principal localmente trivial. Desta forma para
cada b € X/C existem U, aberto e um homeomorfismo ¥, : e *(U,)—X/CxR. Como
X ¢ Tychonoff temos e~(U,) regular, donde U, é regular. Assim X/C é Hausdorff e,
por hipétese, segue que X/C é normal. Logo pelo Lema 4.33 segue que X admite uma
seccao transversal, e pelo Teorema 4.49 segue que essa seccao transversal admite uma
secgao para o sistema dinamico com aplicacao 7 continua. Portanto, pelo Teorema 3.18
segue que o sistema dinamico é paralelizavel, como desejado. O
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Para aplicarmos o Teorema 4.53 precisamos provar que o espaco das érbitas de um
sistema dinamico é paracompacto. Para isso o Corolario 4.35 nos é de grande ajuda.

Teorema 4.54. Se (X, R, ) é um sistema dinamico com X Hausdorff, paracompacto e
localmente Lindeldf, entao (X, R, ) € paralelizavel se, e somente se, (X, R, ) é comple-
tamente instdavel e possui a propriedade de reqularidade.

Demonstracao. Ja provamos que paralelizavel é completamente instavel, por ser dis-
persivo. Mostraremos a reciproca. Seja (X,R,7) um sistema dindmico que possui a
propriedade de regularidade e é definido em um espaco de fase Hausdorff, paracompacto
e localmente Lindel6f. Mostraremos que (X, R, 7) é paralelizavel. Para isso aplicaremos
o Teorema 4.53. Primeiro note que X é normal, pois é Hausdorff e paracompacto, e assim
X é um espaco de Tychonoff. Além disso como o sistema dinamico possui a proprie-
dade de regularidade, vem que X/C é regular. Logo X e X/C satisfazem a hipdtese do
Corolario 4.35, assim X/C' é paracompacto. Como (X, R, 1) é completamente instével,
segue do Teorema 4.53 que o sistema dinamico é paralelizavel, como desejado. O

Agora podemos provar uma versao mais fraca do Teorema 3.30.

Corolédrio 4.55. Se (X, R, 7) é um sistema dinamico em um espaco de fase Hausdorff,
paracompacto e localmente compacto, entao (X,R,7w) € paralelizdvel se, e se sd se, é
dispersivo.

Demonstracao. A implicacao é imediata. Suponhamos a reciproca. Entao pelo Teorema
4.48, (X,R, ) possui a propriedade de regularidade. Além disso, como todo conjunto
localmente compacto é localmente Lindelof, segue do corolario anterior que (X,R,7) é
paralelizavel, como desejado. O

Com isso obtemos o seguinte resultado em espagos métricos.

Corolario 4.56. Se (X,R,7) é um sistema dindmico definido em um espago métrico
localmente separdvel, entao o sistema dinamico € paralelizavel se, e somente se, é com-
pletamente instdvel e possui a propriedade de reqularidade.

Demonstracao. Sé é necessario a prova da reciproca. Suponhamos entao que (X, R, 7) é
um sistema dinamico completamente instavel, que possui a propriedade de regularidade
e X é métrico.

Como X é um espago métrico, X é paracompacto e Hausdorff. Além disso lo-
calmente separavel é equivalente a localmente Lindel6f em espago métrico. Assim o
resultado segue do coroldrio anterior. O
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