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Resumo

Neste trabalho trazemos um breve estudo sobre Algebra Geométrica, onde abordaremos
apenas definicoes e resultados basicos, seguido por alguns conceitos que nos levam a
representacao algébrica de objetos geométricos. Apresentamos a biblioteca LIGA, que foi
construida com o objetivo de tornar possivel a computacao utilizando conceitos de Algebra
Geométrica na linguagem Julia. Por fim, para exemplificar a utilizacao da biblioteca
LIGA na deteccao de objetos em imagens, apresentamos um algoritmo para deteccao de

circunferéncias inspirado na Transformada de Hough.

Palavras chave: Algebra Geométrica, deteccao de curvas, Transformada de

Hough.



Abstract

In this work we bring a brief study on Geometric Algebra, where we will address only
basic definitions and results, followed by some concepts that lead us to the algebraic
representation of geometric objects. We introduce the LIGA library, which was built with
the purpose of making possible the computation using concepts of Geometric Algebra in
the Julia language. Finally, to illustrate the use of the LIGA library in the detection
of objects in images, we present an algorithm for circle detection inspired by the Hough

Transform.

Keywords: Geometric Algebra, curve detection, Hough Transform.
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Capitulo 1

Introducao

A Algebra Geométrica foi introduzida por William Kingdon Clifford em 1878 [7. A
principal ideia de Clifford era que a Algebra das Extensdes Lineares de Hermann G.
Grassmann e a algebra dos quatérnions de Willian R. Hamilton pudessem ser combinadas

em uma unica algebra geométrica, que foi denominada posteriormente de Algebra de

Clifford ou Algebra Geométrica [23).

Os quatérnions foram introduzidos por Hamilton em 1843 com o objetivo de
generalizar a dlgebra dos niimeros complexos para um sistema de maior dimensao [4]. A
construcao desse conjunto se da a partir de um sistema quadridimensional com trés eixos
imaginarios I, J e K, adicionando a estes o conjunto R dos ntimeros reais, sendo estes
conjuntos independentes uns aos outros, assim como os nimeros reais sao independentes

em relagdo aos nimeros imagindrios [16].

Alguns anos depois, em 1873, Hermann G. Grassmann publicou um artigo
onde propos que grandezas fisicas fossem representadas por objetos geométricos ao invés
de numéricos [15]. Estes objetos seriam como retas orientadas, fragmentos de plano ori-
entados, cubos orientados, entre outros. Além disso, Grassmann generalizou a geometria
de Euclides ao sugerir um tratamento matematico valido para um espago de qualquer
dimensao [24].

W.K. Clifford demonstrou diversas semelhangas entre o trabalho de Hamil-
ton com o de Grassmann e formulou uma nova algebra vetorial, que englobava ambas
as formulagoes de uma forma bem mais simples. Esta foi denominada por ele Algebra

Geométrica [24].



A Algebra Geométrica simplifica de uma maneira notavel a descricao de di-
versos fenomenos da natureza, ela é efetiva para descrever desde fenomenos classicos,
como eletrodindmica e mecanica classica [10, 9, [18], até questoes modernas, tal como

relatividade e mecanica quantica [21].

Devido as vantagens de se trabalhar com a Algebra Geométrica nas repre-
sentacgoes algébricas de objetos geométricos, uma ideia que nos vem a mente sao as

aplicagoes computacionais desta estrutura.

Com o objetivo de criar um ambiente na linguagem Julia que nos permitisse
trabalhar com Algebra Geométrica, construimos a biblioteca LIGA visando o estudo de
problemas de deteccao de curvas. Algumas bibliotecas como, Versor(libvsr) [§], CLUCalc
[19], CLIFFORD [2] e a biblioteca em Python [I], nos permitem trabalhar com a Algebra

Geométrica, porém, a linguagem Julia nao possuia algo do tipo até entao.

Consideramos o problema de deteccao de curvas devido a facilidade na repre-
sentacao de objetos da Algebra Geométrica, o que torna esse tipo de problema algo mais
simples. No entanto, a Algebra Geométrica ja vem sendo aplicada ao célculo de estruturas

moleculares [3], estrutura de proteinas [0], entre outros.

Este trabalho esta dividido em trés capitulos, no qual dois deles contemplarao
a base para a criacao da biblioteca LIGA e o tultimo apresenta a biblioteca e alguns

resultados obtidos com o uso da mesma.

De inicio apresentamos uma revisao bibliogréafica de alguns conceitos de Algebra
Geométrica. Contemplaremos uma grande quantidade de defini¢oes e resultados que
serao importantes para o seguimento do trabalho. O segundo capitulo compreende as
representacoes algébricas nos espagos Projetivo e Conforme. Esta representagoes depen-
derao dos Espacos Nulos Geométricos, que exercem a funcao de conexao entre os ob-
jetos algébricos e geométricos. No tltimo capitulo apresentaremos a biblioteca LIGA,
seguido de uma breve introdugao ao problema de deteccao de curvas, onde apresentamos
a Transformada de Hough e uma variacao dessa técnica utilizando conceitos de Algebra
Geométrica. Por fim, apresentamos as consideracoes finais sobre o trabalho e algumas

perspectivas futuras.



Capitulo 2

Algebra Geométrica

Neste capitulo iremos expor os principais axiomas referente ao tema, em seguida, estas
propriedades serao estendidas para blades, que sao os objetos algébricos fundamentais no
desenvolvimento deste trabalho. Tal exposicao contemplara boa parte das funcoes que
compoe a biblioteca LIGA. Além disso, a forma que iremos expor é bastante direta e
pode ser encontrada de forma mais detalhada em [23]. Outros autores fornecem uma
perspectiva diferente, porém contemplando os mesmos tépicos. Aos leitores interessados,

recomendamos [10], [I1],[14] e [22].

2.1 Conceitos Basicos

Inicialmente, apresentaremos os conceitos basicos, como axiomas, propriedades e operacoes,
que caracterizam a Algebra Geométrica, como apresentado em [23], incluindo mesma

notacao.
2.1.1 Axiomas

Vamos denotar um espacgo vetorial de dimensao p + g sobre R por RP4.

Definigao 2.1.1. (Base candnica de vetores). A base canonica de R”Y, denotada por

R”“, 6 definida pelo conjunto simplesmente ordenado

P49
R™ i={€1, s €py €pi1s ooy €pig s
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onde {e;} tem a seguinte propriedade:

+1, l<i=j<p,
eixe; =9 -1, p<i=j<p+yg,
0, i F .
A reuniao de um espaco vetorial com um produto escalar é chamado um espaco

quadratico, estes espacos formam a base para a construcao da Algebra Geométrica.

Axioma 2.1.1. (Algebra Geométrica) Sejam A(RPY) a dlgebra associativa sobre o espago
quadrdtico (RP9, %) e o produto o. A dlgebra A(RPY) € dita uma Algebra Geométrica se

para cada a € RPY C A(RP?) temos aoa = a*a.

A Algebra Geométrica sobre RP? é denotada por G(RP4) ou simplesmente G,

[P

e seu produto “o” é chamado produto geométrico ou produto de Clifford.

A seguir todos os axiomas da Algebra Geométrica serao apresentados. Primei-
ramente, os elementos de G, 4, que sao chamados multivetores, satisfazem os axiomas de

um espaco vetorial sobre o corpo R.

Axioma 2.1.2. As duas sequintes operagoes existem em G, 4:

1. Adicao de multivetores. Para quaisquer dois elementos A, B € G, , exite um

elemento C' = A+ B € Gy 4, ou seja, a soma de elementos de G, estd em G, .

2. Multiplicacao por escalar. Para qualquer elemento A € G, , e escalar o € R,
existe um elemento aA € Gp,, ou seja, a multiplicacao de um escalar por um

elemento de G, , estd em G,,.

Axioma 2.1.3. (Espaco vetorial) Sejam A, B,C € G,, e o, € R.
1. Associatividade da adicao de multivetores:

(A+B)+C=A+(B+0).

2. Comutatividade da adicao:

A+ B=B+ A.

3. Elemento neutro da adicao. Eriste um elemento 0 € G, , tal que:
A+0=A.

11



4. Assoctatividade da multiplicacao por escalar:
a(fA) = (af)A.
5. Comutatividade da multiplicacao por escalar:

aA = Aa.

6. Elemento tidentidade da multiplicacao por escalar. A identidade 1 € R
satisfaz:

1A = A.
7. Distributividade sobre a soma de multivetores:

a(A+ B) =aA+ aB.

8. Distributividade sobre a soma de escalares:
(+ B)A = aA + BA.

Axioma 2.1.4. Os axiomas relacionados ao produto geométrico sao os sequintes. Sejam

A B, CeG,qea ek
1. A Algebm Geométrica é fechada para o produto geométrico:

Ao B e Gy,

2. Associatividade:

(AoB)oC =Ao(Bo().
3. Distributividade:
Ao(B4+C)=AoB+AoC e (B+(C)oA=BoA+CoA.

4. Multiplicagcao por escalar:

aoA=Aoa=aA.

Os axiomas apresentados até agora definem uma algebra associativa. O que

realmente difere a Algebra Geométrica das outras dlgebras é a equacao que a define.

Axioma 2.1.5. Seja a € R? C G, entdo

aoa=a*a€R.
Isto é, o produto geométrico de um vetor com ele mesmo gera um elemento do corpo R.

12



2.1.2 Base

Agora veremos como pode ser construida uma base para G,,. De agora em diante, o
produto geométrico sera denotado apenas pela justaposicao dos elementos, ou seja, o

produto geométrico de dois multivetores A, B € G, , serd escrito como AB.

Se A é um conjunto ordenado qualquer, denotaremos por Afi] o i-ésimo ele-

mento de A, isto é, se A = {2,3,1}, entao A2] = 3.

Definicao 2.1.2. (Blade Basica). Uma blade bésica em G, , é o produto geométrico

de elementos da base candnica R*? distintos entre si. Seja A C {1,...,p + ¢}, entdo ey

denotard a blade basica "
A

en == [R"A]].
i=1
Exemplo 2.1.1. Se A ={2,3,1} C {1,2,3,4}, entao
€A — €9€3€7.

Definigao 2.1.3. (Grade). A grade de uma blade bésica ey € G, 4, com A C {1,...,p+ ¢},
denotada por gr(ey), é definida como gr(es) := |A|. Como ey = 1 temos que gr(1) = 0.

As seguintes defini¢goes ainda sao feitas:
grlea) = {a € A:1<a <p},
gr-(ea) =H{a€A:p<a<p+ql

Isto é, gry e gr_ fornecem o niimero de vetores da base numa blade basica cujo quadrado

é 1 e -1, respectivamente.

Exemplo 2.1.2. Se ey = ejeg,e5 = €1 € ec = esezeq, onde p =2 e q =1 entdo

gr(eA) = 2,
gr-‘r(e]B) - 17
gr-(ec) =1

Defini¢ao 2.1.4. (Conjunto Ordenado das Partes). Seja I := {1,...,n} C N com
cardinalidade n = |I| e denote por P(I) o conjunto das partes de I, tal que |P(I)| = 2"
O conjunto ordenado das partes de I, denotado por Pp(I), é um conjunto ordenado do

seguinte tipo:

13



1. Os elementos de Po(I) sao ordenados por cardinalidade em ordem crescente.
2. Os membros de cada elemento de Pp(I) sdo ordenados em ordem crescente.

3. Os elementos de Po(I) de mesma cardinalidade sdo ordenados pela ordem lexi-

cografica.

Definimos também, Po(I¥) := {A € Po(I) : |A| = k}, cujos elementos também

sao ordenados lexicograficamente. Por exemplo, se I = {1,2, 3}, entao

Po(l) = {{0}, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3} }.

Este conjunto indexado serd usado para construir uma base canonica para G, ,

Defini¢ao 2.1.5. (Base Canoénica). A base canonica de G, ,, denotada por G,,, ¢é

construida da seguinte forma. Tome a base canonica de RP? dada por
R™ = {e1, .., ep, €pt1s ey €pig )
esejal ={1,....p+q}. A base canonica de G,, ¢ dada pelo conjunto ordenado
Gy = {ea: A cPo(I)}.

A ordem dos elementos de G, , é a mesma ordem de Pp(I), isto é, se para A, B € Pp(I),

se A < B, entao ey < eg, Além disso, definimos
—k
G,, = {ea: A ePo(l}.

Por exemplo, considere o espaco vetorial R com sua base canonica formada pelos vetores

e1, e e e3. A base candnica de G3 é dada por
Gs:= {1, e1, eq, €3, e1eq, e1e3, €re3, €1eaes}.
Se E; := G, ,[i], entdo um multivetor genérico de G, , pode ser escrito como
A=dE;, ic{l,2,..,2"}, (2.1)
onde {a'} CR e

2’71
a'E; =) da'Ej; €{1,2,..,2"}.
=1

14



k
p,q’

Definicao 2.1.6. (k-Espacgo Vetorial). O k-espaco vetorial de G, 4, denotado por G

(p+9)!

, : —k . . ,
¢ o espago vetorial gerado por G, ,. A dimensao de G’;q é (p+q) = Hote -

k

Exemplo 2.1.3. Os 2—espaco vetorial de Gg serd o conjunto formados pelos elementos
da forma

aejg + fers + veas,

onde a, 3,7 € R.

Como o k-espago vetorial com maior valor para k (k= p + ¢) tem a mesma dimensao do

espaco dos escalares R, a seguinte definicao é feita.

Definicao 2.1.7. (Pseudoescalar). O elemento de maior grade da base canonica de

. 7 -~ + 7 .
Gyp.q, isto é, G, ,[2P7], é dito ser o pseudoescalar de G, ,.

2.1.3 Involucoes

Uma involugao, como citado em [23], é uma operacao que, quando aplicada duas vezes
em um elemento, o resultado é o préprio elemento. Veremos duas involugoes importantes

em Algebra Geométrica, a reversao e a conjugagao.

Definicao 2.1.8. (Reversao). Seja A = {iy,ia,....,7x} C {1,...,p+q}, tal que ep € G, .

Entao o reverso de ey, denotado por ey, é definido por
k
en = | [R™[A[k —j +1]].

Exemplo 2.1.4. Em G; temos que Eg = ejeqes, entao
Eg — €3€2€1 — —e€1€2€3

Desta forma, fica claro que, quando a operacao de reversao ¢é aplicada duas
vezes em um elemento, o resultado serd o préprio elemento. Também segue da defini¢ao

que

Assim uma blade bésica e seu reverso irao diferenciar apenas por um sinal. Com isso, se
E; = G, 4[i] com grade gr(E;) = k entao

E; = (—1)k-D2E, (2.2)

15



A operacao de reversao é distributiva, consequentemente o reverso de um multivetor

genérico é obtido aplicando a reversao nas blades basicas que constituem o multivetor,

isto é, para A € G,, com A = a'E;, A = d'FE;.
Definicao 2.1.9. (Conjugagao). Seja A C {1,...,p+q}, tal que ey € G,,. O conjugado
de ey, denotado por eg, é definido por
el = (=1)es, 1:=gr_(es).
Exemplo 2.1.5. Em G, temos que By = e3, Fg = ejes e Eg = ejezes, assim
El = —e3 = —Ey,

T _ _
EG — —e€3€1 = €13 = E6,

Eg — —€3€2€1 — €1€2€3 — Eg.
A relagao entre uma blade béasica E; e seu conjugado EZT sera

El = (=1)7 (=12, (2.3)

7

onde k = gr(E;) e r = gr_(FE;). A conjugagao tem a propriedade de que para toda blade
basica F;,

EE = (1) (-1)*D2EE, = 41. (2.4)

Consequentemente, o conjugado de uma blade bésica é seu inverso, ou seja, E; ' = EZT,

porém, 0 mesmo nao ocorre com a reversao, onde F;F; = £1.

2.1.4 Dualidade

A dualidade é um conceito de grande importancia em Algebra Geométrica, ja que, em
determinados casos, o espaco dual pode ser explorado de forma mais simples que o espaco

inicial, com este conceito poderemos transitar entre estes espagos.

Seja E; = G,,[i], entdo o dual da blade bésica E;, é denotado por E} e é
definido por
Ef=FElI", (2.5)

=t+a) _ .
onde I :=G,, " ¢é o pseudoescalar de G, e I~! o seu inverso.

16



Exemplo 2.1.6. Em Gg

I =ejeqes3 e I71 = egeqey.

Usando a associatividade do produto geométrico, temos

II_l = (616263) (636261)

= (e1€2)(eses)(e2e1)
= 61(6262)61
= €16
=1.
Portanto 1171 = 1. Temos ainda que
]_1 = 63(6’261) = —63(6162) = —(6361)62
= (6163)62 = 61(6362) = —61(6263)

= I

Portanto, I = —I171 = —1.

2.1.5 Produto Interno e Exterior

Duas operagoes na Algebra Geométrica com grande importancia sao os produtos interno
e extertor. Inicialmente definiremos ambas as operacoes para blades basicas e posterior-

mente estenderemos para multivetores.

Antes sera necessario uma definicdo que serve como base para estas operagoes.

Definigao 2.1.10. (Projecao de Grade). Seja E; = G, ,[i]. Entao a projecio de grade

de E; sobre a grade k é escrita como (FE;) e é definida como

Ei gT(El) = k?

0, gr(E;)#k.

(Ei)i =

O operador da projecao de grade é distributivo e, dados a € R e A €

Gpg, (aA)r = a(A)). Consequentemente, para A € G, , com A = a'E;, segue que

(A, = a'(E;)y. (2.6)



Exemplo 2.1.7. Tomando os elementos A, B,C € Gz, onde A := e; + 2e1e5 + ese3,

B =2+ ej1ese3 e C = e + e1e3 + e1eze3, entiao
(A)g = 2e1e9 + €963,
(B)o =1,
(C)3 = erezes.

Definicao 2.1.11. (Produto Interno). O produto interno de duas blades basicas E; e
E;, com gr(E;) = k,gr(E;) =, é definido como

EzE k=1l Z,] > 0,
E,-E, ( J>| \

0, i=0¢efouj=0.

Isto é, se a grade do produto geométrico entre E; e Ej for igual a |k — |, entao

E; - E; = E;F;, caso contrario, o produto interno entre esses elementos serd igual a zero.
Exemplo 2.1.8. Tomando os elementos Ey = e3, F5 = ejeo e Eg = eqe3, entao
Es - Eg = <€1€2€1€3>|272\ = <—€2€3>0 =0,

Ee - By = <€1€3€3>\2—1| = <€1>1 = €1.

Defini¢ao 2.1.12. (Produto Exterior). O produto exterior de duas blades basicas F;
e B}, com gr(E;) = k,gr(E;) =, é definido como

Ei VAN Ej = <EiEj>k+l- (27)

Ou seja, se a grade do produto exterior de E; e E; é k41, entao E,AE; = E;F;,

do contrério, o produto exterior de duas blades béasicas sera igual a zero.
Exemplo 2.1.9. Tomando os mesmos elementos Ey, Es e Eg do Exemplo[2.1.8, temos
Es N Ey = (e1e2e3)241 = (€1€2€3)3 = €1€z€3,
E¢ N\ Ey = (e1ese3)arr = (e1)3 = 0.
Lema 2.1.1. Seja A C{l,....,p+q} ei e {1,...,p+q}, tal que ep,e; € G,,. Entao

(—1)‘A|6Aei, i¢d A,

€€ —
(—=1)A+le e, i€ A
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Demonstracao: A demonstracao segue da associatividade do produto geométrico e do
fato de e;e; = —eje; se i # j.

Suponha |A| =k, se i ¢ A temos

€i€A = €i€A;CA,---CA

= TE€ACCA,...Coy

= (—1)*epe; = (—1)Aleye;;
Se i € A, entao i = ey, para algum j € A e assim,

€i€A = €i€4,€A,---€A,

= TCACCA,...Chy

j—1
= (—1)J 6A16A2~~6Ai€Aj-~6Ak

j—1
(—1)J €A, €A2...€Aj€Ai...6Ak

= (—1)k_16A62‘ = (—1)‘A|+16A6i.

Lema 2.1.2. Seja B C A C{1,....p+q} tal que es,ep € G, 4. Entdo

IBI(JAl-1)

EACB = (—1) ERCA -

Demonstracgao: Segue diretamente da associatividade do produto geométrico e do Lema

211l O

Lema 2.1.3. Seja A C{l,..,p+q} et € {1,....,p+q}, tal que e, e; € G, ,. Entao
1
e; N ey = §(€i€A + (=1)Aleye;).

Demonstragao: Se i € A, entdo e; A ey = (eiep)14a) = 0 e do Lema eien =
(—1)AH e e, assim e;eq + (—1)*lege; = 0. Se i ¢ A, entdo e; A ey = (eiea)141a] = €i€a

em do Lema [2.1.1, e;eq = (—1 |A|€A€i, logo Ligien + (=1)2leye;) = e;en. O
2
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Lema 2.1.4. Seja A C{l,..,p+q} et € {1,....,p+q}, tal que ep,e; € G,,. Entao
1 4]
€ ep = é(eieA — (—=1)™epe;).

Demonstracao: A demonstracao segue da mesma forma que a do Lema [2.1.3] Note que

no caso de A = () o resultado ainda vale. O

Axioma 2.1.6. Sejam a,bc R e A, B, C¢c G,,. Entao

A- (B+C)=A-B+A-C,
(aA) - (bB) = ab(A - B).

Axioma 2.1.7. Sejam a,bc R e A, B, C € G, ,. Entao

ANB+C)=ANB+ANC,
(aA) A (bB) = ab(A A B).

Assim, os produtos interno e exterior de dois multivetores A,B € G, ,, com

A =d'E; e B =V E};, podem ser escritos das seguintes formas:

A-B=) dV(E;-Ej), (2.8)
AANB =Y d'V(E; \Ej). (2.9)

0]

E possivel mostrar que o produto exterior entre multivetores é associativo.

Lema 2.1.5. Seja A, B, C € G, ,. Entao

AN(BANC)=(ANB)AC.

Demonstracao: Tome A = a'E;, B = V'E; e C = ¢E;. Considere inicialmente trés

blades basicas com grades gr(E;) = r, gr(E;) = s e gr(Ey) = t, entdo
EiN(E; NEy) = (BiEjE) gt = (B N Ej) N Ej.

Como o produto exterior é distributivo, a associatividade também valera no caso

AN(BANC). O
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Exemplo 2.1.10. Considere os elementos A, B, e C do Exemplo entao
A'B:6263—€1—263,
ANC = €1€2€3,

B A A= 261 + 46162 -+ 26263.

2.2 Blades

As blades caracterizam um papel importante em Algebra Geométrica, estas serao as
entidades algébricas utilizadas futuramente na obtencao de elementos geométricos. Nesta
secao, assim como na anterior, apresentaremos as defini¢oes, operacoes e propriedades,

porém, desta vez, focaremos apenas nas blades.

Definicao 2.2.1. (Blade). Seja {a;} C RP? um conjunto de n > k 1-vetores linearmente
independentes de G, ,. Entao o produto exterior destes vetores ¢ chamado uma k—blade

ou uma blade de grade k. Uma blade de grade k ¢ denotada por A,y. Por exemplo,

k
A<k> :/\ai = al/\ag/\.../\ak. (210)

i=1
Note que, toda blade de grade k£ também é um k—vetor, porém nem todo

k—vetor é uma k—blade.

Exemplo 2.2.1. Sejam A, B € G? definidos como A = ejes — ese3 e B = ejez + esey,

claramente temos que A € uma 2—blade
A= (61 + 63) N es.

Contudo, apesar de ser um multivetor de grade 2, B nao € uma 2—blade, jd que ndao pode

ser escrito como o produto exterior de 1—wvetores linearmente independentes.

2.2.1 Produto Geométrico

Antes dos produtos interno e exterior de blades serem discutidos, vamos fazer algumas
consideragoes sobre o produto geométrico. Claramente, o produto geométrico de blades

Ay, Byy € Gy pode ser escrito como

Awy By = ) (AuwBay)r- (2.11)



Exemplo 2.2.2. Se tomarmos as sequintes blades em G3
Ay = erea + ees,

Bs) = eiezes,
C<2> = €1€3 — €963,

entao,

Ay Bygy = (e1ea + ere3)(erezes) = ex — e3,
CioyBs) = (e1e3 — ezes)(e1€2e3) = €1 + e,

Ay Ciay = (€162 + e1e3)(e1es — ege3) = —1 4 ejep — e1e3 — ege3.
Se duas blades basicas Ey,y, By € @m tém m vetores basicos em comum entao
EwEq = (EgEg)r+i-2m.- (2.12)
Segue que a soma acima pode ser escrita como

Ay By = (Awy Bay) e + (A Bay) je—ij+2 + -
+ (A Buy) kvi—2 + (A Bay) kvt

O elemento de menor grade (|k — [|) é o produto interno, e o elemento de maior grade

(k +1) é o produto exterior. Dados a,b € G;yq, segue da equagao acima que

ab = {ab)—1) + (ab)111 (2.13)

=a-b+aANb.

Isto ¢, o produto geométrico entre dois elementos de G, , de grade 1 serd a soma dos

produtos interno e exterior entre os mesmos.
2.2.2 Produto Exterior
Através da distributividade do produto exterior, segue que, para Auy, By € Gy, 4,

Ay AN By = (A By ks (2.14)

Consequentemente, o produto exterior destas blades é zero ou resulta em uma blade de

grade k +[. Assim, se k +1 > p + ¢, entao Ay A By = 0.
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Exemplo 2.2.3. Agora, se A = ejea +eje3, By = e; + ey e O3y = ejezes, entao
C<3> A B<1> = (616263) AN (61 + 62) =0,

A<2> A B<1> == (6162 + 6163) VAN (61 + 62) = —e€1€2€3,

Apy A Cy = (€162 + eres) A (ereses) = 0.

Lema 2.2.1. Sejaa € G, , e Byy € G, entdo

1
a B<k) = §(GB<k> + (—1)kB<k>CL).

Demonstragao: Se a = a'e; e Byy = U'E;, onde {a'}, {0’} C R, entéo
a A By = o't (e; N Ej).

Segue do Lema ei N E; = L(e;B; + (—=1)FEje;), pela distributividade o resultado

segue diretamente. O

Lema 2.2.2. Seja {ay,...,a;} C Glﬁ, uma base para um espago k-dimensional (1 < k <

q

p+q) e x = a'a; um vetor neste espago vetorial com {a'} € R. Entdo, a blade Ay =

ay A ... \ay satisfaz a equagdo Agy ANx = 0.
Demonstracao: Como o produto exterior é associativo e a; A a; = —a; A a;, temos que

A Nz = Zai(al Nag A ... \ag) N a;

1—1 k
=> (=D (Na) AN\ aj) AaiAa;
i j=1 j=i+1
= 0’
pois a; Aa; =0 Vi € {1,...,k}. 0

Isto é, o produto exterior de uma k—blade com um vetor linearmente dependente aos
vetores que constituem a k—blade é zero. Pode-se dizer que a k—blade A representa o
espaco k-dimensional gerado por {a;}.

Os espacos nulos tém grande importancia em Algebra Geométrica e neste tra-

balho, ja que sao estes que fazem a ligacao entre algebra e geometria, isto é, a partir
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dos espacos nulos, uma entidade geométrica poderd ser representada por uma entidade
algébrica. No proximo capitulo isso sera trabalhado de forma detalhada, por enquanto

focaremos na interpretacao algébrica destes espacos.

Defini¢ao 2.2.2. (Espago Nulo do Produto Exterior). O espaco nulo do produto
exterior (OPNS) de uma blade Ay, € G%

p,q’

denotado por NO(Ay ), é definido como
N@(A<k>) = {:C € G}D,q VAN A(k> = O}.

Usando esta notagao segue que NO(A ) = span{a;}. Segue ainda que o produto exterior
de duas blades Ay, By € Gy, ¢ diferente de zero apenas se os respectivos espacos gerados

por Ay e By forem disjuntos. Isto é.
Ay A By = 0 <= NO(Ayy) NNO(By) # 0.
Se Ay, Byy € Gpq com Agy A Byy # 0, entao
NO(Aw) A Byy) = NO(Ay) & NO(By). (2.15)
onde a soma direta é definida da seguinte forma:

Definicao 2.2.3. (Soma Direta). Sejam A,/ B C RP? entdao a soma direta desses

conjuntos é definida por

AeB={a+b:a€AbeB}.

1

Lema 2.2.3. Se Ay € Gf entao existe um conjunto de k vetores ortogonais {a;} € G, ,,

isto €, a; Na; #0 ea;-a; =0 para i # j, tal que Ay = /\f:1 a;.

Demonstracao: Da definicao de OPNS de uma blade, segue que todas as blades com o
mesmo OPNS diferem apenas por um escalar. Além disso, como NO(Ay) é um espago
vetorial de dimensao k, existe uma base ortonormal {n;} C G, , para NO(Ay,y). Se defi-

nirmos Ny 1= /\f:1 ni, entao existird um escalar o € R tal que Ay = aNyy. O

Note que, se {a;} € G},,q ¢ um conjunto de vetores ortogonais, entao a;a; = a; A a;,
para ¢ # j. Consequentemente, a blade Ay pode ser construida através do produto

geométrico de {a;}, isto é,
k k
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O Lema implica também que, para a € Gzlnq e By € G’;q
a A Byy = (—1)*Byy Aa. (2.17)
Disso segue que, para Ay, By € Gy,

Ay A By = (=1)" By A Ay, (2.18)

2.2.3 Produto Escalar

Até agora, o produto escalar foi definido apenas para vetores. Esta definicao pode ser

estendida para blades da seguinte forma. Seja Ay, By € Gy, 4, entao
Ay * By = (Agy By )o- (2.19)

Se k = [ # 0, o produto escalar serd igual ao produto interno, e se k # [, entao

Ay * By = 0. Veremos posteriormente que para k = [
Ay * By = (1) TV By % Ay = By x Ay (2.20)
Lema 2.2.4. Se A<T>, B(S>, O<t> S Gp’q entao <A<T>B<S>C<t>>0 = <O(t)A<r)B<s)>0-

Demonstracao: Como apenas o componente escalar do produto geométrico das trés

blades nos interessa,
(A BisyCiydo = (A Bis)iCry)o = (A Bisy)e * Cuy,
Segue da afirmacao anterior que

(A Bisy)t * Ciy = Clay x (A Bisy)e = (Ciny Ay Bis o

Exemplo 2.2.4. Tomando as blades A9 = ejep —eje3, Biay = e1e3 —ezez e Cig) = 2eqe3,
entao

Aoy * By = (e1e2 — eres) * (e1e3 — egez) = 1,
A<2> * O<2> = (6162 — 6163) x 2e1e3 = 2,
By * Cig) = (€163 — eze3) * 2e1e3 = —2.
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2.2.4 Reversao

Foi introduzido anteriormente o conceito de reversao para blades basicas, as propriedades
que valiam para as blades basicas seguem do mesmo modo para as blades. No caso geral,

o reverso de uma blade A, € G’;jq ¢ dado por

1
g(@ =(ag Nag A ... A ak)~: ap Nag_1 N ..\Nap = /\ a;. (2.21)
i=k

Como a reversao muda apenas a ordem dos vetores constituintes, uma blade difere de seu

reverso apenas por um sinal, isto é,
A<k> = (—1)k(k71)/2A<k>. (2.22)

E ainda, para duas blades Ay, By € G*

p,q’
(Agy ABw) = ByAw e (AwBu) = ByAw. (2.23)

Exemplo 2.2.5. Se A € G%l, for definida da sequinte forma Ay = eies + eges, entdo
temos que

A<2> = (61 — 63) N es.

Logo,

A<2> =e2 A (61 - 63) = —€1€6y — €9€3 = —A<2>.

Lema 2.2.5. Se Ay, € GF

p,q’

entao A<k>A<k> = A<k> * A<k>.

Demonstracao: Segue do Lema que existe um conjunto {n;} C Gzl,yq de vetores

ortogonais tal que Ay, = Hle n;. Assim,

= (—1>k( 71)/2(77/1 nk,l(nknk)nk,l nl).
Como (n;)? € R, para todo i € {1,...,k} e Ay Ay € R, temos

Ay Ay = (A Ao = Ay * Ay
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2.2.5 Conjugacao

O mesmo vale para a conjugacao, que também pode ser estendida para blades. Isto é, o

conjugado de uma blade Ay, € Glqu é dado por
1
Ay = (@ Nag A Aap)T =al nal A onal = Nail. (2.24)
i=k

Exemplo 2.2.6. Tomando a mesma blade, Ay € Gil, do Exemplo temos que
AT<2> = eg A(er —es)l = ey A(eg + e3) = —ejey + eges

Note que enquanto a; = a;, 0 mesmo nao é valido para aj, ja que para e; €

—1 . ~ , ~
G, 4 e;r = —¢; se p < i < p+ q. Portanto, nao é possivel estabelecer uma relacao entre

k

Ay e AZM como no caso da reversao. No entanto, para duas blades Ay, Byy € Gy,

também segue que

(Awy A By)T = Bly ALy e (AgBy)' = By Ay, (2.25)

2.2.6 Norma

Definicao 2.2.4. (Produto Escalar Euclidiano). Seja Ay, By € G, definiremos o

produto escalar euclidiano como

A<k> * B<l> = A<k> * BL) = <A<k>BT >0.

Seja Ayy = a'E; e By = VE; com {a'},{V’} C R. Se k # [, entao
Ay * Bgy = 0, mas se k = [, entao
onde (EZ-EJT)O = 0;j, com d;; = 1 se i = j e zero se 1 # j. Consequentemente. se Agyy # 0,
entao

A<k> *A<k> = Z (ai)2 > 0. (2.27)
Além disso, para quaisquer multivetores A, B € G, , com A =a'E; e B=VE;
A% B =d'V(EE})y=a't6;=> (a''), (2.28)

tal como para blades. Consequentemente, se A # 0, entao

Ax A=) (a')’>0. (2.29)
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Definicao 2.2.5. A magnitude de um multivetor A € G, , é denotada por || A|| e definida

CcOo1mo

|Al| := VA A.
Exemplo 2.2.7. Se A € G3 for definido como da sequinte forma
A= 261 + e1e9 — 2616263,

entao

JA|| = VA* A= /22 + 12+ (-2)2 = V9 = 3.

2.2.7 Produto Interno

Assim como para o produto exterior, segue da distributividade do produto interno que
para A, By € Gpg,
Ay - By = (Awy Bay) ey (2.30)

Uma diferenca notavel entre as propriedades do produto interno e o exterior é

que, no caso do produto interno, nao vale a associatividade.

Exemplo 2.2.8. Sejam A, B, C € Gy4 definidos como A = ejeqe3, B = ey +e169 e C' = e3,

entao

(A-B)-C = (ereze3 - (ea + e1€2)) - €3
= —(e1e3+€3) - e3

= _(61 + 1)a
por outro lado

A-(B-C) = eeses- ((ea+ eres) - €3)

— €1€2€3 - 0
=0
Lema 2.2.6. Sejaa € G, , e By € G, entdo
1
a - B<k> = §(aB<k> — (—1)kB<k>a).
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Demonstragao: Andlogo ao Lema|2.2.1], tome ¢; = @}1,7(1[2'] e, = @Zq[i], com a = a'e;, By,

onde {a'}, {0’} C R. Entao

Segue do Lemam que e; - B; = 3(e;B; — (—=1)FEje;) e, portanto, a - By =
%(CLB<]€> — (—1)kB<k>CL). O

Segue que

1

».g» UEMOS que a-b=0b-a, e ainda, se

Em particular, para dois vetores a,b € G

tivermos a = a‘e; e b = b'e;, entao
9
i o ipi 2
a-b=a'b'(eej)o = a'l'es,

onde e? pode ser +1 ou —1. Isto é, a-b=>,a'b'e} = a*b.
Em espagos G,, onde p # 0 e ¢ # 0 existem “vetores-nulos’a € Gzl,’q com

a+#0eaxa=0. Existem também as “blades nulas” que sao definidas a seguir.

Definicao 2.2.6. (Blades Nulas). Uma blade A,y € G, ¢ dita ser uma blade nula se
Ay - Agy = 0. O subconjunto das blades nulas em Glziq ¢é denotado por Gg,q’“ C Glziq eo

subconjunto das blades nao nulas é denotado por G, qk C G’;yq. Isto é
Gyy' = {Aw € Gy, Ay - Ay # 0},
Gpg = {Aw € Gy Ay - Ay = 0}

Blades nulas existem apenas em espacos onde p e ¢ sao ambos diferentes de
zero, ou seja, nas algebras geométricas euclidianas (G,) e anti-euclidianas (Gy,), nao

existem blades nulas.

Anélogo ao caso do produto exterior, podemos definir também o espagco nulo

do produto interno de blades.

Definigao 2.2.7. (Espago Nulo do Produto Interno). O espaco nulo do produto
interno (IPNS) de uma blade A,y € Gf  denotado por NI(Ay,), é definido como

N]I(A<k>) = {CL’ S Gzl,,q X A<k> = 0}
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Propriedades

Usando os Lemas e [2.2.6 e algumas identidades mencionadas em [23],

podemos chegar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.2.1. Seja a,be G, , e Ayy € Gy, entio

p,q’

(Awy Aa) b= Agy(a-b) = (Ag) Aa.

Usando este resultado repetidamente chegamos na expressao a seguir. Seja {b;} C G}w
um subconjunto com [ vetores linearmente independentes e By = /\i:1 b;, entao

l

a- By = (~1)""(a-b)[By\bi,

=1

onde
!

[Bay\bi] := (/_\ BN/ b,

r=i1+1
Um exemplo do uso dessa equacao que sera utilizado futuramente é o seguinte:

Seja a,by,by € G}, entao

a-(by ANby) = (a-by)by — (a-by)b. (2.31)

Como o produto interno de dois vetores é um escalar e escalares comutam com todos os

elementos de G, , entao (a - by)by = by(a - by). Outro exemplo do uso da equacao segue se

1

g0 ASSIM

tomarmos a, by, b, b3 € G
a-(by Nbg Abs) = (a-by)(ba Abs) — (a-by)(by Abs)+ (a-bs)(by Abg). (2.32)
Da Proposigao [2.2.1| podemos obter os dois resultados seguintes.
Lema 2.2.7. Sejam Ay, By, Cypy € Gpg com 1 <r,s5,t <n et >r+s, entdo
(A A Bis)) - Ciiy = Ay - (Bis) - Cuy)-
Lema 2.2.8. Sejam Ay, By, Cpy € Gy g com 1 <r,5,t <nes>r+t, entdao

Lema 2.2.9. Sejam Ayy € Gy e I = G, 4[2P%9] o pseudoescalar de G, 4. Entao Ayyl =
A(k> - 1.
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Demonstragao: Tomemos Ay, = a'E; com E; = @Zq[i] e{a'} CR. Entao Ayl = a’'E;1.

Como I é o produto geométrico de todos os vetores basicos de G, ., entdo E; eI tém k

P.q’
vetores béasicos em comum, consequentemente, F;I = (E;1 )|k,p+q‘ = F; - I para todo 1.

Segue que Agyl = Awy - 1. O

Foi mostrado anteriormente que o produto exterior de duas blades, quando
diferente de zero, representa a soma direta dos OPNSs das blades. De modo anélogo, sera

mostrado que o produto interno representa a diferenca direta entre estes espacos.

Definigao 2.2.8. (Diferenga Direta). Sejam A /B C RPY, entdo a diferenca direta

entre A e B é definida como
ASB:={acA : axb =0V bcB}.

Primeiramente consideremos o produto interno de um vetor a € G? ql e uma

blade Ay € G2, k > 2, tal que By = a- Ay, onde | = k — 1. Segue do Lema que

p,q

a-By=a-(a-Ag)=(aNa)- Ay =0, o que implica que a é perpendicular ao OPNS
de Byy. Além disso, se k = 1, entao a - Apy € R e consequentemente a - (a - Any) = 0.

Portanto, se k > 1ea- Ay # 0,
NO(a - Agy) = NO(Awy) © NO(a). (2.33)

Agora considere duas blades A, Byy € G, comk <le Ay = /\f:1 a; onde {a;} C G}j’q.
Segue, usando o Lema repetidamente, que se Ay, - By # 0,

NO(Ayy Byy) = (((N@(B<,>) © NO(ar)) © NO(ax_1)) © ) o NO(ay), (2.34)
que é equivalente a
NO(Aw By)) = NO(Bgy) © NO(Ay). (2.35)

O que mostra que os produtos interno e exterior podem ser usados para somar e subtrair

subespacos.

A existéncia de blades nulas em algebras geométricas G, 4, com p e g diferentes

de zero, complica diversas propriedades de blades relacionadas ao produto interno.

Lema 2.2.10. Seja a € Gllj,q e Uy € G’;q, onde a e Uyy podem ser blades nulas, entao

NO(a' - Ugyy) = NO(Uyy)) © NO(a).
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Como anteriormente, segue que para Ay € G’;q,

NO(Ag) - Upy) = NO(Uy) © NO(Agp). (2.36)
Também segue da definicao de soma direta que

NO(Uyy) = NO(Apy A (A, - Upy))- (2.37)

2.2.8 Dualidade

O efeito da operacao dual em blades pode ser visto de maneira mais simples se relacio-

narmos aos OPNS e IPNS das blades. Sejam =z € GZ. ', Ayy € G2 kcomk>1elo

p,q pq

pseudoescalar de G, ,. Entao,
(@A Aw)" = (@ ANAg) - I =z AY,

consequentemente,

I/\A(@ZO < JI'A?@ZO,

e portanto

NO(Agy) = NI(A3,). (2.38)

Assim temos que o OPNS e o IPNS de blades sao diretamente relacionados pela operagao

dual. Além disso,
Ay N Ay = (A Ay T D iipra—t) = (A Ay L pag = (Agy - Ay) T (2.39)

Consequentemente, o produto exterior de uma blade com seu dual resulta num multiplo

por uma escalar do pseudoescalar. Em termos de OPNS de blades
NO(Agy A Afyy) = NO(Ay) & NO(A,) = NO(I ). (2.40)
Como I~ é um elemento basico de maior grade, NO(I~") = G, ,. Portanto,
NO(A},) =G, , ©NO(Ay), (2.41)

isto é, os OPNS de uma blade e de seu dual sao complementares.

No caso de Ay ser uma blade nula, o complementar de Ay serd seu conjugado.
Isto é,

Al N Ay = (Al Ay I iciprgiy = (A Aw) I =17 (2.42)
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2.2.9 Inverso

Diferente de multivetores genéricos de G, 4, blades nao nulas de G, ; sempre possuem um

Inverso.

Lema 2.2.11. Seja Ay, € Gqu, entao o inverso de Ay, € dado por

Demonstragao: Segue diretamente do Lema que A<k>g<k> = Ay - ggc) € R. Além
disso, como A 'Z(k> = (—1)’“(’““)11@ - Agy e (1) =1 para todo k > 0,

A<k)A(7€1> = A&C1>A(k) =1.

Exemplo 2.2.9. Se A = ejep — ezes, entdo o inverso de Ay da sequinte forma:

A71<2> _ A@Z _ €1€9 — €9€3
Ay Ay (e1e2 — e2e3)(e2e3 — €1€2)
€169 — €9€3 1 1
= —————— = —e169 — —€9€
9 g €162 = 56263
1
= ——Ap.
9 (2)

Podemos verificar isso facilmente,

1 1 1
A(Q)(_§A<2>) = —5(6162 — 6263)(6162 — 6263) = —5(—2> = ].

E facil ver que blades nulas nao possuem inverso.

Lema 2.2.12. Seja Ay, € GZ; uma blade nula, entdo ndo existe uma blade By, € G’;’q

tal que A<k>B<k> = 1.

Demonstragao: Se A, ¢ uma blade nula, entao Ay Ay = 0. Suponha que By seja o
inverso de Ay, ou seja, Apy By = 1. Neste caso Auy Ay Bgy = 0 e portanto Ay =0, o

que contradiz a hipétese de que Ay, € G;; . O

Mesmo que uma blade nula nao tenha inverso em relacao ao produto geométrico,

é possivel definir um inverso em relacao ao produto interno.
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Definicao 2.2.9. (Pseudoinverso de uma Blade). O pseudoinverso de uma blade

Ay € G’;q com 1 < k < p+ q, denotado por A%, é definido como
T T
A Al

A<k> Aj(fk> - ||A<k>||2 '

+ o
A<k> -

O pseudoinverso de Ay € G’;ﬂ satisfaz

No entanto, o produto geométrico A<k>A?;€> resulta em +1 apenas se Ay nao for uma

blade nula.

2.2.10 Projecao

A projegao de um vetor a € G; ' sobre um vetor n € G ' é a componente de a na

direcao de n. Esta projecao pode ser escrita como

(a-n)n' = (a-n)n = (||al| cos O)n,

1

onde 1 = n/||n|| e n=1 = n/||n||>. Isso serd generalizado para blades, como segue.

Definicao 2.2.10. Sejam Ay, € qu e Ny € G;%q duas blades quaisquer, com 1 < k <
I <p+ g, entao a projegao de Ay sobre Ny, denotada por Py, (A ), é definida como

Para blades nao nulas a definicao pode ser reduzida para
PN(D <A<k>) = (A(k) . N@I)N@.
Exemplo 2.2.10. Tomando as blades Ay = ejes + ezes € Biay = ejeg, entdo

Ph., (Aggy) = ((ere2 + eze3) - (—erez))erer
= —(6162 €162 + €9€3 6162)6162

= €162,
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enquanto

1

PA<2> (B(g)) = (6162 . <—§)<€162 + 6263))(6162 + 6263)
1
= _5(6162 -erey + ejeg - eseg)(eres + eses)

= 5(6162 + ege3).

2.2.11 Afastamento

o1

»g € & componente

O afastamento de um vetor a € G?! em relacio a um vetor n € G

p.q

de a que nao possui componente paralela a n. Portanto, o afastamento pode ser definido

usando a projecao da seguinte forma:

Definigao 2.2.11. O afastamento de uma blade Ay € G’;’q a partir de uma blade

Ny € G;q, com 1 <k <Il<p+gq, édefinido como

,P]J\_fm <A(k>) = A<k) - PN@) (A(k>)'
Exemplo 2.2.11. Tomando as mesmas blades Ay e By do Exemplo[2.2.1(, temos

’Pé_<2> <A<2>> = €169 + €963 — €169

= €2€3

1
Pj@)(B@) = €162 — 5(6162 + 6263)
1

= —(6162 — 6263).

2

Note que o afastamento de uma blade de grade k sempre resultara em uma

blade de grade k.

2.2.12 Reuniao e Juncao

Foi visto que o produto exterior entre duas blades que representam parcialmente algum
subespaco em comum resulta em zero, assim como o produto interno entre duas blades

cujos OPNSs tem um intersecao nao vazia.
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Para remover essas restricoes, as operacoes reuniao e junc¢ao, que tém um efeito

similar com a intersecao e uniao de conjuntos, sao definidas na Algebra Geométrica.

Definicao 2.2.12. (Jungao). Sejam Ay, By € G, 4, entao sua jungdo é escrita como

A AByy e é definida como a blade J,,,) tal que
NO(Jimy) = NO(Awy) ® NO(Bgy), [[Jomll = 1.

Consequentemente, se NO(A ) NNO(Byy) # 0, entdo Ay ABgy = Awy A By

Definigao 2.2.13. (Reuniao). A reunido de duas blades Ay, Byy € G, é denotada
por Agy V By e definida como

NO(Aw) V Byy) = NO(Aw)) N NO(By).

Note que ambas as operacoes foram definidas apenas para blades.
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Capitulo 3

Representacoes Geométricas

Neste capitulo sera mostrado como a Algebra Geométrica pode ser usada para representar
entidades geométricas, comecando com algumas defini¢oes bésicas, em seguida como cada
entidade é representada nos espacos Projetivo e Conforme e, por fim, uma breve anélise das
blades, que nos darda uma forma de identificar os parametros de um elemento geométrico

a partir de seu representante algébrico.

3.1 Definicoes Basicas

As entidades algébricas, isoladamente, nao possuem uma interpretacao geométrica. Para
que a algebra possa ser associada com a geometria a seguinte representacao deve ser

definida.

Definicao 3.1.1. Seja R™® o espaco vetorial onde as entidades geométricas serao repre-

1

sentadas e denote por X uma funcao bijetora G}j,q — X,onde X C G, ,

comr—+s < p+gq.
Entao os espagos nulos geométricos do produto exterior e interno, geometric outer- and
inner-product null spaces, (GOPNS e GIPNS, respectivamente) de uma blade Ay, € G’;’q

sao definidos por

NOq(Ag) ={z € G, : X(z) A Ay = 0},

N]Ig(A<k>) = {ZE € G71",s : X($) . A<k> = O}

Se denotarmos a inversa de X por X1 : X — R™, entao esses espacos nulos
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podem ser escritos como
NOg(Ap) = X '(XNNO(Aw)) e Nlg(Ag) =X (XNNI(Ap)).

Esses espagos nulos geométricos sao a base para a representacao da geometria através da

Algebra Geométrica.

3.2 Espaco Euclidiano

Nesta se¢ao sera abordada, de forma resumida, a representagao da geometria no espaco
Euclidiano. Em termos da Definicao |3.1.1 o espago onde as entidades geométricas serao

representadas é o R” e a transformacao X ¢é a identidade.

Com o proposito de facilitar o entendimento, o espago usado sera o euclidiano
tridimensional R? e sua Algebra Geométrica correspondente 3. A base de G3 é dada na

Tabela 3.1l

Tipo | No. | Elementos Basicos
Escalar | 1 1
1-Vetor | 3 €1,€2,€3
2-Vetor | 3 €12, €13, €23
3-Vetor | 2 €123

Tabela 3.1: Base algébrica de Gs.

Primeiramente serao discutidas as entidades geométricas que podem ser re-
presentadas em (3, em seguida os efeitos das operacoes algébricas nos representantes

geomeétricos e, por fim, as transformacoes que sao possiveis em (3.

3.2.1 Representacao do Produto Exterior

As entidades geométricas de R?® que podem ser representadas em Gs sdo apenas as retas
e planos passando pela origem. Consideremos, primeiramente, os GOPNSs de blades. Se
a € G, entao

NOg(a) ={r € G3: 2 Aa=0} ={aa: a € R}, (3.1)
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que é a reta que passa pela origem com direcao dada por a. Analogamente, dado um

segundo vetor b € G4 com a A b # 0,
NO(aAb)={r €Gy:xAanb=0}={aa+ Bb: (a,B) € R*}, (3.2)

que é o plano gerado por a e b. Agora, o GOPNS do produto exterior de trés vetores

linearmente independentes a, b, c € G serd o espago todo:

NOg(aAbAc)={z€Gi: 2 AaAbAc=0} (33)
3.3

= {aa+ Bb+7c: (a,8,7) € R},
Sera dado um destaque maior aos espacos Projetivo e Conforme, devido a

importancia de ambos para o trabalho.

3.3 Espaco Projetivo

Como mencionado em [23], um espago Projetivo, também chamado de espago homogéneo,
¢é gerado a partir de um espago vetorial R™ tomando seus elementos como representantes
de uma classe de equivaléncia. Em particular, um vetor a € R" representa uma classe de

equivaléncia, denotada por [a], que é definida por
[a] :=={aa : a € R\0}.

A classe de equivaléncia de a é, consequentemente, o conjunto de pontos que pertencem
a reta que passa pela origem e por a, com excecao da origem. O conjunto das classes
de equivaléncia de R™ formam o espago Projetivo de R”, frequentemente denotado por
R]P;nfl_

RP" ' := {[a] : a € R"\0}.

Note que RP™' nao é mais um espaco vetorial. A transformacdo de um elemento de
RP"! de volta para R" se da basicamente pela selecio de um representante apropriado

para a classe de equivaléncia.

Para gerar representantes das classes de equivaléncia do espaco Projetivo com
vetores do espaco euclidiano, os vetores euclidianos sao primeiramente imersos em um
espaco afim. O espaco afim de R"™ é representado pela seguinte imersao de um vetor
a € R" em R+

H:a€R"— a+e,y € R (3.4)
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Essa imersao é chamada também de homogeneizacao de a, e consequentemente os 1-vetores
em R""! sao chamados vetores homogéneos. Se a € R", entao o vetor homogeneizado
correspondente H(a) é denotado tomando a maitscula do simbolo que representa o vetor,
isto é, A := H(a).

Em termos da Definicao [3.1.1], H sera a imersao bijetiva que leva R™ para um
subespaco de R™"!. O espaco euclidiano R" é imerso como um hiperplano particular de
R+,

O hiperplano H(R™) representa o espago afim de R" e serd denotado por A”™.
Agora, dado um vetor A € G 41, 0 seu vetor euclidiano correspondente nao pode ser
encontrado de imediato, ja que a inversa de H ¢é definida apenas para 1-vetores em
A™ C G,,,. No entanto, A representa a classe de equivaléncia NO(A) e, consequente-
mente, qualquer vetor em NO(A) pode ser usado para representar o mesmo ponto de A”™.
Em particular, o ponto em NO(A) que também pertence a A" pode ser usado. Portanto,

A ¢ projetado de volta em G via
a=H Y (NO(A)NA"), (3.5)

se A tiver componente e, nao nula. Se observarmos que o produto A - e, nos daréd o
escalar que acompanha a componente e, 1 de A, entdo a expressao A/(A- e, 1) resultard
em um ponto em NO(A) que também pertence a A". Assim , a pode ser obtido da

seguinte forma

A

a=—"
A'en+1

S (3.6)

. ~ 1 1 , ~ . , .
A projecao de um vetor A € G, para G, através da equagao acima ¢ equi-

valente a encontrar o GOPNS de A,

NOg(A) ={a € G, : H(a) N A =0} = H H(NO(A) NA"). (3.7)

Essa transformacao é valida apenas para vetores homogéneos que tém compo-
nente nao nula na direcao e, ;. Os vetores homogéneos que tem essa componente nula

serao levados no infinito.

Uma propriedade importante sobre vetores homogéneos é que dados um vetor

a € G} e um escalar o € R™\0, entao
NOg = (aH(a)) = a. (3.8)
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3.3.1 Representacoes Através do Produto Exterior

Assim como para o espacgo euclidiano, entidades geométricas podem ser representadas
através do espaco nulo geométrico do produto exterior no espaco Projetivo. Para melhor

visualizacao, serd usado o espaco R? e sua imersao homogénea em R3.

3.3.1.1 Retas

Seja Ay = AA B, sendo A, B € G imersées homogéneas de a,b € G3, respectivamente,

isto é, A := H(a) e B := H(b). Neste caso,
NO(Aq) = {aA+ BB : (a, B) € R?*}. (3.9)

Primeiramente, encontramos a interse¢ao de NO(Ay)) com A?, isto é,

aA+ BB
(@A +BB)-e3

X :=NO(Ap) NA* =

Da definicao de A e B, segue que A -e3 = B -e3 = 1. Somando e subtraindo aB temos

Q
X = —b)+0 )
" ﬁ(a )+b+es
Consequentemente,
r=HYX)=a—0b)+b, (3.10)

onde A = a/(a + ) é um parametro livre. Isso mostra que os vetores euclidianos que
pertencem a NO(A s ) depois de homogeneizados sao os vetores que pertencem a reta que

passa por a e b.

Note que retas arbitrarias podem ser representadas quando trabalhamos com
a imersao homogénea. No espago euclidiano, apenas retas passando pela origem podem

ser representadas.

3.3.1.2 Planos

Usando o mesmo raciocinio anterior e tomando a,b,c € G} e A, B,C € G} com
A=H(A), B="H(b), C=H(c),

é facil verificar que NOg(A A B A C) é o plano de R? que passa por a,b e c.
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De forma geral, podemos categorizar as representacoes pelo GOPNS da se-

guinte forma. Dados a,b,c € G e A, B,C € G}, onde A =H(A), B =H(b) e C = H(c):

NO¢;(A) : Ponto a.
NOq(A A B) : Reta que contém os pontos a e b.

NOL(A A B A C) : Plano que contém os pontos a, b e c.

3.3.2 Representacoes Através do Produto Interno

Assim como no caso euclidiano, no espago Projetivo continua valendo a dualidade entre

o GOPNS e o GIPNS. A seguir sera discutido as representagoes geométricas através do

GIPNS.

3.3.2.1 Planos
Seja A € G} dado por
A=a— aey,

onde a € G} e|a]| =1, @ € R e e4 denota a dimensao homogénea. O GIPNS de A ¢ dado
por

NIg(A) == {z € Gy : H(z)- A= 0}.
Seja X € G} definido por X := H(x) =z + e4 com x € Gj, entao

A-X=0<= (G—aey) - (r+e4) =0

< a-x—a=0

(3.11)
a2l —a=0
— 2zl = aa,
onde !l := P;(z) é a componente de x paralela a . Se definirmos z+ := P;(a) tal que

z =zl + 21, entdo segue que para todo a € R,
r=ada+at

pertence ao GIPNS de A, portanto, A representa o plano com direcao normal a distando

a da origem de R3.
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3.3.2.2 Retas

Se A, B € Gj sao definidos como A := H(a) e B := H(b) com a,b € G3, entao o GIPNS
de AN B é dado por

NIg(AA B) :={r € G} : H(x) - (AA B) = 0}.
Seja X := H(z), e suponha A A B # 0, entao
X-(AANB)=(X-A)B—(X-B)A, (3.12)

que é zero somente se X - A = X - B = 0. Portanto, X - (A A B) = 0, acontece se, e
somente se, x pertence a ambos os planos representados pelos GIPNSs de A e B, logo x

pertence a reta de intersecao dos dois planos.

3.3.2.3 Pontos

Assim como no raciocinio anterior o GIPNS de um 3—blade representara o ponto de

intersecao de trés planos.

Desta forma, dados A, B,C € G} definidos como A := H(a), B := H(b) e
C :=H(c), onde a, b, c € G}, as seguintes entidades geométricas podem ser representadas

em R3:

NIg(A) : Plano,
NI (A A B) : Reta NIg(A) N NI (B),
NI¢(A A B A C) : Ponto Nlg(A) N Nlg(B) N NIg(C).

3.4 Espacgo Conforme

O espaco Conforme sera introduzido em duas etapas, primeiramente através da imersao
estereografica do espaco euclidiano e, em seguida, pela homogeneizacao da imersao este-

reografica.
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3.4.1 Imersao Estereografica do Espaco Euclidiano

Em geral, a imersao estereografica leva um espaco euclidiano R"® em R™™!. A funcao que

faz isso ¢ S : R® — S® C R**! ¢ é definida como

2 2 —1
S:z— T+ e 3.13
xz + 1 x2 +1 +> ( )
onde e, := e,,; é definido por conveniéncia e S* C R™™! denota a esfera unitdria em

R™*! tal que
|S(@)| = 1.

Do mesmo modo que ocorreu no caso do Espaco Projetivo, onde houve uma
restricao do dominio na obtenc¢ao da transformacao inversa, como a imersao estereografica
leva R” em S™ C R™"*!, a transformacao inversa S~! serd definida apenas para elementos

de S™.

A projecao estereografica S=! : S* — R" é dada por

1
ST X ——P (X). 3.14
A (3.14)
Um vetor X € R™™! é um elemento de S™ se, e somente se, || X|| = 1.

3.4.2 Homogeneizacao da Imersao Estereografica

Bem como a homogeneizacao do Espago Euclidiano, a imersao estereografica serd homo-
geneizada. Especificamente, R"™! serd levado em um espaco Projetivo representado em
RO espaco R"1! tem dimensdo n + 2 e sua base contém n + 1 vetores cujo qua-
drado é +1 e um vetor cujo quadrado é —1. Este tipo de espago é chamado de espac¢o de

Minkowski.

A imersao homogénea de algum R™ no espaco de Minkowski R™! é denotada
por Hy @ x € R" — X = x 4 e_, onde a dimensao homogeénea ¢é e_ := e,,; com

e_-e_ = —1e A}, denota o espago afim Minkowski.

Um resultado imediato que segue do uso da dimensao homogénea com assina-
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tura negativa é que dado x € R" e o € R\0,

(aHar (S (2))° = a® (S (2) +e-)”

Resumidamente, todos os vetores de R*"*5! que resultam da imersao de um vetor eucli-
diano de R™ tém o quadrado igual a zero. Para R!, o conjunto dos pontos de R*! que
satisfazem essa condigao pertencem a um cone, consequentemente, todos os vetores-nulos
em R"TH! s3o ditos pertencerem ao cone-nulo. Também segue que, assim como para o
espaco Projetivo, um multiplo de um vetor-nulo representa o mesmo ponto no espaco

euclidiano.

O conjunto dos vetores-nulo, isto é, o cone-nulo, ¢ denotado por K**! ¢ R+t

e ¢ definido como

K= {X e R"": X2 =0} . (3.15)
Das consideracoes anteriores, segue que
K" = {aHy(S(R™)) : a € R\0O}. (3.16)
Seja SA, C AT a imersdo de S™ no espaco afim A7 isto é,
SAY, = AV NK™ = H,, (S(R™)).
A transformagao inversa M}, : SA}, — S" é dada por

Hyf X=X —e_. (3.17)

Isso implica que somente os elementos de SA’}, C R"™! podem ser levados de
volta para R™. Para todos os outros vetores é dado um significado geométrico usando os

GOPNS e GIPNS, isto é, para A € R*"! tem-se
NOg(A) :=={z e R" : Hpy(S(x)) N A =0},

NIg(A) :=={z € R" : Hpy(S(x)) - A=0}.
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Resumidamente, a imersao de um vetor euclidiano z € R" no espago Conforme

R+ ¢ dada por

2 2 —1
=x2+113+x2+16++6_. (3.18)

Hu(S(2))

Como este é um elemento de um espacgo Projetivo, um multiplo nao altera a representacao
em R". O vetor pode entao ser multiplicado por um escalar sem mudar sua representacao
no espaco euclidiano. Por conveniéncia, podemos multiplicar o vetor por %($2 + 1), que

nunca sera zero:

1 1
(@ + DHu(S(@)) =2+ §(x2 — ey + §(x2 + 1)e_
1 1
=+ §x2(e, +ey)+ 5(6, —e) (3.19)
T
=2+ —r’es + €0,
2
onde
1
€ooi=€_+EL € €= 5(6_ —ey), (3.20)
tendo esses as seguintes propriedades derivadas de e, e e_:
2 =e2=0 e ey o =—1. (3.21)

Na base formada por e, € €., €, é considerado como sendo a dimensao homogénea.

A seguinte imersao de vetores do Espaco Euclidiano para o Espago Conforme

é definida: O operador C : R" € K" ¢ R*"!! ¢ definido por
1
C:xr> 5(552 + D)Hu(S(2)), (3.22)
tal que
1
Clz)=x+ 5362600 + e.. (3.23)

Essa serd a imersao para o Espaco Conforme comumente utilizada a partir deste ponto.

A operacao inversa C~! é definida apenas para vetores do cone-nulo K", isto

é, C~1 K+t — R™,

X
1. X e Kt - — . 3.24
C € = P e, (_X.eoo) (3.24)

Isso é basicamente o mesmo que a projecao para o plano afim no espago Pro-

jetivo.
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3.5 Algebra Geométrica em R""!!

Assim como para o Espaco Projetivo, uma Algebra Geométrica pode ser construida sobre
R™1 que serd denotada por G,y11. Os GOPNS e GIPNS sdo os objetos de maior

interesse nesta secao. Seja Ay € GF ., 4, entdo

NOg(Aw) == {z € R": C(z) N Ay =0}, (3.25)
Nlg(Apy) :={z € R": C(z) - Ayy =0} .
Como todos os vetores de K" podem ser projetados em R", os Espacos Nulos Geométricos
podem ser escritos como
NOg(Ap) =C' ({X e K" : X A Ay = 0}), (3.26)
NIg(Ap) =C " ({X e K" X - Ayy =0}).

Utilizando os conceitos de Espagos Nulos, podemos escrever da seguinte forma:

NOG(Ag) = C (NO(A ) NK™) |
a(Aw) (NO(Ayy) ) (3.27)
N]Ig(A<k>) =c! (NH(A<k>) N Kn+1) .

3.5.1 Representacoes Através do Produto Interno em Gy,

Dados os vetores a,b € R?, com imersoes conforme A := C(a) e B := C(b), isto &,
1, 1.,
A:a+§a oo + 6o € B:b+§b €oo T+ €o.
Usando as propriedades de e, € €., segue que

1 1
A-B= (CL+ 5@2600 +€o) . (b+ 562600 +€o>

1 1
=a-b——a®— b

2= 2 (3.28)

Consequentemente, o produto interno entre dois vetores conformes resulta na
medida da distancia euclidiana entre seus vetores correspondentes.
3.5.1.1 Pontos

O GIPNS de um vetor A € K* € Gj; do cone-nulo é dado por
NIg(A) = ¢~ (NI(A)).
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Como os vetores no cone-nulo sao todos vetores-nulos,
NI(A) = {aA:a e R},

consequentemente,

NI;(A) = C1(A). (3.29)

Assim como para o espaco Projetivo, uma entidade geométrica de dimensao nula no espaco

euclidiano pode ser representada por um subespaco unidimensional do espaco Conforme.

3.5.1.2 Esferas

Considere o vetor a € R? e defina A := C(a), que pertence ao cone nulo, e defina o vetor

S e G}l,l fora do cone nulo por

1
S =A— 5pzem, (3.30)
onde p € R. Para encontrar o GIPNS de S, considere o produto interno do vetor X € K*
com S:
L,
S-X:A-X—§,0 €oo * X
1 1
= —i(a —z)*+ 5,02.
Logo,
S X =0+ (a—1x)?=p" (3.31)

Em resumo, o produto interno entre S e X é zero se, e somente se, z = C~!(X) pertence

a uma esfera centrada em a = C~(A) com raio p. Portanto, o GIPNS de S é uma esfera:
NI(S) = {z € R*: ||z — a|]* = p*} . (3.32)

Assim como para pontos, qualquer multiplo de S representa a mesma esfera. A vantagem

de usar a forma de S dada anteriormente é que o raio da esfera pode ser obtido por
S? =A% p*A-e =p? (3.33)

e, se for um elemento multiplo de S, o raio pode ser obtido por

(ﬁf _ 2 (3.34)
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3.5.1.3 Esferas Imaginarias
Considere agora um vetor S € G'* definido por
L,
S=A+ -pex.
2
O produto interno de S com X :=C(z),z € R3, nos da

1 1
S X =—S(a—of - 7,

tal que
S X=0+= (a—2)*=—p°

O que é impossivel se z € R?, porém no caso de x € C? teremos,

la =zl = ip,

onde ¢ é a unidade imaginaria. Resultando assim numa esfera de raio imaginario.

3.5.1.4 Planos

Seja. P € G, definido por
1 1 1

P:=A—e, — =ples = a+ —a’eos — =pene,

2 2 2

(3.35)

(3.36)

(3.37)

com componente homogénea nula. O produto interno entre P e um vetor X := C(x),

r € R3, nos dé

1 1
P-Xza-x——aQ——p2
2 2

1
= llalll"]| = 5(a* = p?),

onde z!l ;= P,(x) é a componente de  paralela ao vetor a. Portanto,
2 _ 2
P-X=0 < |2l]=L "2,
2[|al

(3.38)

Consequentemente, os vetores x que pertencem ao GIPNS de P sao aqueles cuja com-

ponente paralela a ¢ tem um comprimento fixo, isso representard um plano com vetor

normal a distando (a? — p?)/(2||al|) da origem.

Em geral, um plano com vetor normal & = a/||a|| e distancia « da origem sera

representado por

P=a+ ae.

49

(3.39)



3.5.1.5 Circunferéncias

As circunferéncias serao construidas a partir da intersecao de duas esferas. Sejam Sy, Sy €
G}, representantes de duas esferas como descritas anteriormente e defina C' := S; A Sy,
entao

NI(C) = {z € R®: C(z) - C =0}

X (S1AS2)=(X"51)% — (X 5)5, (3.40)

onde x := C(x). Se Sy e Sy sao Li, isto é, representam esferas diferentes, entao
X(Sl/\SQ):O@XSHIXSQIO

Logo, Nl (C') é o conjunto dos pontos que estao nas duas esferas, que serd, no caso geral,
a circunferéncia de intersecao das duas esferas, podendo resultar em um tnico ponto ou

até mesmo nao ocorrer a intersecao.

Note que se Sy e S5 representam esferas imaginarias, entao C' representara uma

circunferéncia imaginaria.

3.5.1.6 Retas

Do mesmo modo que vimos uma circunferéncia como a intersecao de duas esferas, podemos
ver uma reta como a intersecao de dois planos. Sejam Py, P, € G}l,l representantes de
planos pelo produto interno, entao R := P; A P, representara a reta de intersecao dos dois
planos, uma vez que

Nlg = {z € R’ :C(z)- R=0}

X -(PLAPR)=(X-P)P,— (X P)P, (3.41)

onde z := C(z). Se P, e P, sdo vetores li, isto é, representam planos diferentes, entao
X - (P A\ Py) serd zero se, ¢ somente se, X - P, e X - P; forem zero. Logo, NIg(R) é a
intersecao dos dois planos.

No caso dos planos serem paralelos, podemos ver a intersecao como sendo a

reta no infinito.
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3.5.1.7 Par de Pontos

Seguindo o mesmo principio da representacao de circunferéncias, podemos obter uma
representacao para um par de pontos usando trés esferas ao invés de duas, como a in-
tersecao de trés esferas resulta, em um caso geral, em um par de pontos, se definirmos
A= S1NS3AS3, onde S, Ss, S5 € Gil sao representantes de esferas pelo produto interno,

entdo Nlg(A) representard um par de pontos.

3.5.2 Representacoes Através do Produto Exterior em Gy

O fato da representacao pelo produto exterior ser dual a representacao pelo produto

interno serd usado para verificar algumas das representacoes a seguir.

3.5.2.1 Pontos

Se a € R? é representado em G4, por A := C(a), como A*> = 0, A é uma representacao
do ponto a pelo produto interno. Por outro lado, tem-se também é uma representacao do

ponto a pelo produto exterior, ja que A A A = 0. Isto é,

NOg(A) = {z e R* : C(z) N A =0} = {a}. (3.42)

3.5.2.2 Par de Pontos
Sejam A, B € G} ; definidos por A :=C(a) e B := C(b), entao
NO(AAB)={Xe€G,,: XNAANB=0} ={aA+3B:(a,p) e R?}.

O GOPNS de A A B é o subconjunto de NO(A A B) cujo quadrado de seus elementos é

zero, ou seja, os vetores da intersecao com o cone-nulo. Seja X := aA + B, entao
X? =2aBA- B,

ja que A2 = B? = 0. Logo, X? = 0 tem as solucao nao triviais onde o = 0 ou 3 = 0.
Portanto,

NOg(AANB)={z €R’:C(z) NAANB =0} = {a,b}. (3.43)
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3.5.2.3 Ponto Homogéneo

Um ponto homogéneo é um par de pontos constituido por um ponto euclidiano e o ponto

no infinito. Se a € R*, A :=C(a) e H := A A e, entao
NOg(H) ={z € R*: C(z) NH = 0} = {a}, (3.44)
uma vez que o ponto no infinito nao tem representante em R3, isto ¢, H e A sao ambos

representacoes de a pelo produto exterior.

3.5.2.4 Retas
Sejam a,b € R? com A :=C(a), B := C(b) e defina R := A A B A e, entao
NOg(R) ={z €R*: C(z) A\R=0}.
Definindo X := C(z), teremos
XANR=0<=zNaAbANex+ (@A (b—a)—aAb)Nex Ae,=0.

Como as duas parcelas da soma sao 1.i, ambos devem ser zero. Do primeiro termo obtemos,
tANaNbANew =0 =2 = aa+ b, com o, € R. Do segundo termo temos que,
(@AN(b—a)—aAb)NexwNeo=0< (zAN(b—a)—aAb)=0c¢
(AN(b—a)—aNnb)=0<=zxzA(b—a)=aAb
< (aa+pb)AN(b—a)=aANb
<~ (a+Blanb=aNb
<~ a+p=1.
Assim,
r=aa+ pb+ab—ab=ala—0b)+Db,

que ¢é a representacao paramétrica da reta passando por a e b. Portanto,

NOG(AABAey) ={ala—b)+b:aeR}. (3.45)

3.5.2.5 Planos

A representacao de planos pelo produto exterior segue um principio similar ao de retas.

Sejam a,b,c € R3, com A :=C(a), B :=C(b) e C :=C(c) e defina P:= ANBAC A éw.
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Da mesma forma que para as retas, pode ser mostrado que
NOq(P) = {z € R*: C(z) AP =0}
={afa—c)+B0b—c)+c: (o, B) eR?}.

(3.46)

3.5.2.6 Circunferéncias

A representagao pelo produto exterior de uma circunferéncia que passa pelos pontos
a,b,c € R? é dada por K := AABAC, onde A := C(a),B := C(b) e C := C(c).

Primeiramente, como
NOg(K) ={z e R*: C(z) N K =0},

os pontos a,b e ¢ devem pertencer a entidade geométrica representada por K. Uma vez
que NOg(K) = Nlg(K*) e, como K € G}, é uma 3—blade, segue que K* € G3, é uma
2—blade. Como foi mostrado anteriormente, o GIPNS de uma 2—blade pode ser uma
reta, uma reta no infinito, uma circunferéncia ou uma circunferéncia imaginaria. Como
a,b e c estao nessa entidade geométrica, a mesma nao pode estar no infinito, logo sobram
apenas as retas e circunferéncias. Portanto, K representara a circunferéncia que contém

os trés pontos ou, no caso dos pontos serem colineares, a reta que os contém.

3.5.2.7 Esferas

Similar ao caso da circunferéncia, se tomarmos quatro vetores a, b, ¢, e d em R?, com

A:=C(a),B:=C(b),C :=C(c) e D:=C(d) e definirmos S := AN BAC A D, entao
NOg(S)={z eR*:C(z) NS =0},

os pontos a, b, ¢ e d pertencem a entidade representada por S e NO4(S) = Nlg(S*), onde
S* e G}u ¢ uma 1—blade. A representagao de uma 1—blade pelo produto interno pode ser
uma esfera ou uma esfera imaginaria. Segue do fato de a, b, ¢ e d serem vetores euclidianos

que S representa uma esfera.

3.6 Analise de Blades

O objetivo agora é mostrar como extrair informacoes de uma blade que representa al-
guma entidade geométrica. Por exemplo, no caso de uma blade que representa uma

circunferéncia, precisamos obter o raio e o centro.
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3.6.1 Planos

Seja P € Gil um representante de um plano pelo produto exterior, entao P* é da forma
P* = a(a+ des),

onde a € R? é o vetor normal do plano, d € R é a distancia do plano & origem e v € R é
um escalar qualquer. Os parametros do plano podem ser extraidos por

P* e,

0= P (P, a=all, d=——

(3.47)

3.6.2 Esferas

Seja S € Gil o representante de uma esfera pelo produto exterior, entao S* é da forma

S* =a(A - %rzeoo),

onde A :=C(a),a € R? é o centro da esfera, r € R é o raio e @ € R é algum escalar. Esses

parametros podem ser extraidos via

o (9%)?
r° = —(S* " (3.48)
_ P8123(S*)
— m. (3.49)

Primeiramente vamos verificar a obtencao do raio. O numerador (S*)? da

Equagao [3.48 nos da

1

(5*)* = a?(A — 57’2600)2
= o?(A% — 17“2A oo — 17"2600 - A)
2 2
= ——a’r*(a-ex + %azeio + €0 oot Eoora+ %a%io + €00 - €5)
= —a?(=1) + (~1)
el

2 =

w=0eex € =€ -ex =0. Agora, considerando o

uma vez que A € K%, a-e =0, ¢
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denominador de [3.48] temos

x 2 _ Lo 2
(S™ - ex) —(a(A—§'r’ €00) * €oo)

1
= (A ey — 57“2620)2

1
=a?(a-ex + §a2e§0 + €0 o)’

= Oé2.

Assim, (S*)2/(S* - ex)? =12
Vamos considerar agora a Equacao (3.49)) para obtengao do centro. Na ex-

tragao do raio vimos que S* o e, = —a, deste modo, o denominador é facilmente deter-

minado por —S* o e,, = a. A projecao no numerador é verificada da seguinte maneira:

Peiss (S*) = aPeyyy (A — %7"2600)
(P (A) — 2P, ()
= a(P.,,,(a) + %a2736123(eoo) + Peszs(€0))
= aPe,y(a)
= aa,

j& que ey € e, nao possuem componentes paralelas a eja3 € a projecao de a em eqa3 ¢ 0
proprio a, uma vez que este esta no espago gerado por eja3. Concluimos entao a igualdade

acima.

3.6.3 Retas
A representacao pelo produto exterior de uma reta r que passa por a,b € R* é dada por
R:=ANBANew=aANbANex—(b—a)Nex A e,
onde A :=C(a) e B :=C(b). Como (ex A €,)? = 1, temos
R-(exx Neo) =b—a, (3.50)

que é a direcao da reta r. Por outro lado, d := b — a pode ser interpretado com sendo a
representacao pelo produto interno de um plano que passa pela origem e tem vetor normal

d. A intersecao desse plano com a reta R forma um angulo reto no ponto mais préoximo
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da origem que pertence a reta. Esse ponto pode ser obtido calculando a intersecao da

reta com o plano.

Se definirmos P* := d, entao P sera a representacao do plano pelo produto

exterior e o ponto de intersecao X de R com P é dado por
X=PVR=P R, (3.51)

ja que a reuniao de P e R é o espaco todo. Assim obtendo a reta por completo.

3.6.4 Circunferéncias

Seja C' € G}, um representante pelo produto exterior de uma circunferéncia que passa
pelos pontos z,y, 2 € R3, isto é, C := X AY AZ, onde X,Y e Z sao as imersoes conformes
de .,y e z, respectivamente. O plano onde a circunferéncia esté contida tem representagao

pelo produto externo dada por
P=CNesw=ANBANC A e.

Se ST, 55 € Gil sao representagoes pelo produto interno de duas esferas cuja intersegao é

C, entao a representacao pelo produto interno de C' é
C*=STNS;.

A reta R que passa pelos centros das esferas S; e Sy tem uma representagao pelo produto
exterior dada por

R:=C"New =57 NS5 N .

A reta R passa pelo centro, X, da circunferéncia, o qual podemos obter usando a Equacao
(13.51]),
X =P"-R. (3.52)

Por fim, a representacao pelo produto interno normalizada da esfera que centrada em X

com 0 mesmo raio da circunferéncia é
S*:=C-P
assim, o raio r da circunferéncia pode ser obtido por

C.-C
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Capitulo 4

A Biblioteca LIGA e Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos a biblioteca LIGAE], que foi programada utilizando a lin-
guagem Juli, com a objetivo de implementar conceitos da Algebra Geométrica nessa lin-
guagem. Para exemplificar a utilizagao da biblioteca LIGA, apresentaremos uma aplicagao
no problema de deteccao de circunferéncias, por ser um problema de facil implementacao

e visualizacgao.

O problema de deteccao de objetos geométricos em imagens é de grande re-
levancia no campo de visdo computacional [I7], com importantes aplicagoes [12) 23] e,
em nosso contexto, utilizaremos a biblioteca LIGA para implementar um algoritmo que
extrai, num conjunto de combinacoes, candidatos a raio e centro para a deteccao de uma
circunferéncia, seguindo a filosofia da Transformada de Hough [20] com algumas modi-

ficacoes que serao apresentadas no capitulo.

Organizaremos o capitulo da seguinte forma. Inicialmente apresentaremos a
biblioteca LIGA, junto com alguns exemplos basicos que auxiliarao no entendimento da
mesma. Em seguida introduziremos o problema de deteccao de curvas através da Transfor-
mada de Hough e, por fim, serd apresentado o algoritmo baseado em Algebra Geométrica,

bem como comparagoes entre a técnica classica e a nova proposta.

'Documentacgio da biblioteca https://github.com/Viniriter/Liga.jl
2Mais informacoes disponiveis em https://julialang.org
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4.1 A Biblioteca LIGA

A biblioteca LIGA foi criada com o objetivo de executar algoritmos utilizando conceitos
de Algebra Geométrica, tendo a capacidade de representar algumas funcgoes, como os
produtos geométrico, exterior e interno, as projecoes, imersoes e diversos outros conceitos
que foram apresentados nos capitulos anteriores. Devido o alto desempenho, a facilidade
e a auséncia de algo do tipo nesta linguagem, a linguagem Julia foi utilizada para a

programagao desta biblioteca.

Um tutorial de instalagao e utilizagao dessa biblioteca pode ser encontrado em

https://github.com/Viniriter/Liga. jl.

Uma nota importante é o fato de que essa biblioteca ainda esta numa fase
inicial de desenvolvimento, isto é, suas fun¢des podem nao estar devidamente otimizadas

e podem gerar uma perda na capacidade de processamento.

4.2 Visao Geral e Exemplos Basicos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos basicos de como a biblioteca LIGA pode ser

utilizada.

4.2.1 Representacao de Elementos e Funcoes

Como mencionado anteriormente, a execugao da biblioteca LIGA é através da linguagem
Julia, onde, apds a instalacao e execucao da biblioteca, torna-se possivel trabalhar com
as algebras geométricas sobre os espacos Euclidiano, Projetivo e Conforme, o que nos da

um amplo alcance no desenvolvimento de algoritmos envolvendo esses conceitos.

A execucao dessas estruturas se da através de uma funcao layout, onde, apds
selecionado o layout pretendido, podemos trabalhar com as algebras geométricas baseadas

nessa selecao. Por exemplo, se definirmos
layout(3),

poderemos trabalhar com as dlgebras geométricas G3 sobre o espago Euclidiano R?, Gs ;

sobre o espago projetivo R*! e G4 sobre o espago conforme R*?.
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https://github.com/Viniriter/Liga.jl

As representagoes sao divididas em trés tipos de elementos criados pela biblio-
teca, estes sao divididos em elementos basicos, multivetores e blades. Os elementos béasicos
servem para representar um elemento da base de G,,, G,,; ou G411 acompanhados de
um escalar, isto ¢, no caso do espaco base ser R?, elementos da base de G, como e, e5 €
e12 e qualquer multiplo real destes, podem ser representados como elementos bésicos de

Gs. Por exemplo,

e1 = kb(el, 1.0),

2612 = kb(€12, 20)

No caso de Gy, podemos representar os elementos de Gy acrecidos da dimensao ho-
mogeénea com assinatura negativa, isto é, cujo quadrado é —1. Neste caso, os elementos
da base de R*! passam a ser tratados como ej, e, e e_ ao invés de e;,es e e_. Por

exemplo,

e_ = pb(id, true,1.0)

1
F6+ = pb(el2; false,0.5)

Trabalhando com o espago Gs;, podemos representar os elementos da base que contém
€so € €,. Por exemplo,

€100 = cb(el, true, false, 1.0)

Da mesma forma que os elementos basicos, os multivetores também podem ser
representados. Neste caso, um multivetor sera visto como uma soma de elementos basicos.
Deste modo, poderemos representar elementos como a + %azeoo + €., que ¢ a imersao de

um vetor a € R", e quaisquer outros elementos de G,,, G,,1 ¢ Gy 411.

Com esses dois tipos de representacao ja é possivel utilizar a maioria das
operacoes da Algebra Geométrica, porém para algumas fungdes como a inversao, projegao
e afastamento, se faz necessario a criacao de um representante para blades. Estas serao
representadas pelo produto exterior de multivetores l.i de grade 1, assim como na definigao

tedrica.

Uma fungdo muito utilizada é a de imersdao no Espago Conforme (3.23)), tal
funcao tem grande importancia, pois ela sera utilizada para a criacao de representantes

dos objetos geométricos.
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4.2.2 Extracao de Parametros

Caso nosso objetivo seja encontrar o raio e o centro da circunferéncia que contem os

pontos a,b,c € R? onde a = (0,1),b = (2,1) e c = (1,2),

2.5

5 C=101,2)

B=1(21)

0.5

Figura 4.1: Circunferéncia contendo os pontos a, b e c.

utilizando a biblioteca os pontos serao definidos da seguinte forma:

a = [0.0,1.0],
b=1[2.0,1.0],
¢ =[1.0,2.0].

Assim, podemos tomar A = C(a), B = C(b) e C' = C(c) que sao as imersoes dos pontos

a,b e c no subespaco Conforme de G3;. Em notagao definida na biblioteca faremos

A = conformal(a),
B = conformal(b),

C' = conformal(c).

Com isso, ja é possivel calcular o representante da circunferéncia que contém os pontos
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a,b e c, esse representante serd o produto exterior das imersoes A, B e C, isto é,
S=A"B"C.

Como a circunferéncia esta contida no espaco R?, podemos usar as equacoes para extracao

de parametros da esfera dada por apresentadas na Subsecao |3.6.2),

r2 = (SS5-89)/((SS - cb(id, true, false,1.0)) - (SS - cb(id, true, false, 1.0))),
x = projection(SS, cb(el2, false, false,1.0))/(SS - cb(id, true, false, —1.0)),

onde SS = dual(S) ou, na notagao ja conhecida, SS = S*, r2 é o quadrado do raio e x é

o centro da circunferéncia. Assim obteremos o raio 1 e centro (1,1).

4.3 Aplicacoes Avancadas

Uma introducao ao problema de detecgao de curvas sera apresentada nesta segao, seguida
de uma breve explicacao sobre a Transformada de Hough que servird como base para
o algoritmo utilizando Algebra Geométrica. Nossa abordagem do problema de deteccao
no contexto de Algebra Geométrica pode ser visto como um caso particular do estudo

apresentado em [13].

4.3.1 Introducao ao Problema de Deteccao de Curvas

Um problema de deteccao de curvas pode ser formulado da seguinte forma: Considere
uma imagem binarizada, onde a quantidade de pontos que representa essa imagem ¢ dada
por t. Neste caso, podemos associa-la a um conjunto de pontos do plano denotado por
Ib = {(a;,b;)) e NxN:i=1,...,t}. Se quisermos detectar uma curva definida por n
parametros = (z1,s,...,2,) representada por ¢(z1,...,x,,a,b) = 0, onde ¢ : R™ X
R? — R. A priori, ¢ pode descrever qualquer curva, por conveniéncia, vamos considerar
0 caso em que ¢ representa uma circunferéncia. Formalmente, pretendemos encontrar um
subconjunto de pontos F'Ib C Ib e parametros xi, To, 3 tais que Y(a,b) € FIb tem-se

(w1, T2, 23, a,b) = (a — $1)2 + (b — 372)2 - 37% ~ 0.
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4.3.2 Transformada de Hough

A Transformada de Hough é uma técnica que pode ser usada para a deteccao de formas
geométricas em uma imagem. A Transformada de Hough classica é geralmente usada para
a deteccao de curvas regulares, como circunferéncias, elipses, retas, etc. Ideias baseadas na
Transformada de Hough dependem da discretizacao do espaco de busca dos parametros a
serem determinados e uma matriz de acumulagao é gerada e associada a essa discretizacao
[12].

Como mencionado em [5], a transformada foi idealizada por Paul Hough, na
década de 60, com o objetivo inicial relacionado a identificagao do trajeto de particulas
subatomicas. A partir da equacao de uma reta, Hough transportava todos os pontos da
imagem para um espagco transformado, com isso, dado um ponto P da imagem, variam-se
os coeficientes da equacao. Entao é gerada uma reta cujo conjunto de coordenadas de

cada ponto sobre descreve todas as possiveis retas passando pelo ponto P.

Dado um conjunto de pontos no espaco imagem, se os pontos forem colineares,
entao teremos uma intersecao no conjunto das retas que representam esses pontos no
espaco transformado. Desta forma, basta transportar todos os pontos para o espaco
transformado e entao buscar as intersecoes entre as retas representantes. Quanto maior

o numero de retas em uma mesma intersecao, maior sera o numero de pontos colineares.

Devido a alguns problemas com o método inicial, tais como, a nao limitacao do
espaco transformado e a impossibilidade de determinadas representagoes como retas ver-
ticais, Richard O. Duda e Peter E. Hart em [12] propuseram um método alternativo para
a técnica de Hough, qual conhecemos hoje como a Transformada de Hough. Esse poderia

ser utilizado também na deteccao de outras curvas, como por exemplo circunferéncias.

Para esclarecer o funcionamento do método, vamos usar um exemplo simples.
Suponhamos que o espago imagem contenha apenas 11 pontos, conforme mostrado na
Figura [4.2| e queremos encontrar a circunferéncia que melhor se adéqua a esses pontos.

Dado um ponto (a,b), a equagao utilizada neste caso sera
(x—a)’+ (y—b)*—c* =0. (4.1)

No caso geral, deve-se variar o raio e as coordenadas do centro, gerando assim uma matriz
de acumuladores tridimensional, no entanto, fixaremos o raio com valor v/2 para facilitar

a visualizagao.
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Figura 4.2: Pontos no espaco imagem.

A Tabela mostra como fica a matriz acumuladora de pontos no final do

processo.
’ 1] 0, 1] 2] 3| 4] 5
a

0 1 {11210 1]0
1 0O ]1]0(0]0[0]0]O0
2 1121810 2]0
3 O]1(0]1[0][0|O0
4 O |1,0]2|1]1]1
5 O|1(0]1[0]0]O0

Tabela 4.1: Matriz de acumuladores

A ideia da Transformada de Hough apresentada é a mais grosseira possivel
pois o custo de armazenamento resultante da discretizagao dos parametros é alto. Uma
forma, mais sensata é utilizar algum tipo de parametrizacao antes da discretizagao. Isso
faz com que o espago transformado reduza de tamanho. O Algoritmo [I} resume esta

ideia, por considerar no problema de detecgao de circunferéncias uma parametrizagao por
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coordenadas polares. No geral, o tipo de parametrizacao depende do tipo de curva que

se deseja obter.

Algoritmo 1 Transformada de Hough para deteccao de circulos.
Defina Ac = 0 a matriz de acumulacao e 7,in, Tmaee € N, valores minimo e maximo para

o possivel raio do circulo.

1: Para r = 7pin, - - -, Tmae faca

2:  Para (a,b) € 1D faga

3: Para 0 = 1°,2°,...,360° faca

4: t=a—rcosf

5: j=0b—rsind

6: Acliy j,r] = Acli, j,r] + 1

7: Fim.

8  Fim.

9: Fim.

10: Determine i, j, k tais que max(Acl:,:,:]) = Acli, j, k.

11: Retorne x1 = i,x9 = j,x3 = k.

A matriz Ac corresponde ao sistema de votagao. A entrada da matriz que teve maior
valor ira fornecer os parametros procurados, que no caso do exemplo anterior a entrada

seréd (2,2).

4.3.3 Versao Baseada em Algebra Geométrica

A ideia geral desta versao é diminuir quantidade de parametros a serem discretizados,
permitindo assim uma melhor visualizacao do problema. O método se concentra em

utilizar os conceitos citados na Se¢ao [3.6] para a extracao dos parametros.

Suponha que queiramos encontrar a circunferéncia que melhor se adéqua ao
conjunto imagem /0. Primeiramente devemos tomar trés pontos na imagem /b. Em
seguida calcular as imersoes desses pontos no espago Conforme para que possamos ob-
ter o produto exterior dessas imersoes. Isso gera o representante da circunferéncia que
contém os trés pontos. Por fim, aplicar as Equacoes |3.48| e verificar se a circunferéncia ob-
tida satisfaz as condigoes previamente estabelecidas. Podemos resumir isso pelo seguinte

algoritmo:
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Algoritmo 2 Detecgao de circulos utilizando Algebra Geométrica
Considere m o ntimero minimo de pontos necessarios sobre a curva.

1: Para a,b,c € Ib faca

2 (i) = D)

—S*-exo
: — (8%)?
3: k= B e
4: p recebe a quantidade de pontos sobre o circulo

5: Se p>m.

6: Fim

7: Fim

8: Retorne ¢ = (i,7),r =k,
onde S* = (C(a) AC(b) AC(c))*.

4.3.4 Experimentos Numéricos

Alguns testes foram feitos onde pudemos comparar o desempenho dos métodos. Em todos
os testes, o método baseado em Algebra Geométrica se mostrou bastante superior, tanto
em tempo de execugao quanto em memoria utilizada. Tais testes foram baseados em
exemplos artificiais, cuja intenc¢ao foi simplesmente de analisar o potencial dos métodos e

com isso poder compara-los.

Os resultados obtidos a partir desses testes estao dispostos na Tabela[d.2] Para
a realizacao dos testes usamos varios conjuntos de pontos contendo uma circunferéncia
de raio 25 e centro (101,42). Os conjuntos foram dispostos em arquivos, onde em cada
arquivo ¢ variado a quantidade de pontos fora da circunferéncia e a perturbacao dos

pontos sobre a circunferéncia.

Um arquivo do tipo datafile-50-300-30-10.dat é interpretado como sendo um
conjunto com 50 pontos sobre a circunferéncia, numa imagem 300 x 300, com 30 pontos

gerados aleatoriamente e 10 pontos da circunferéncia perturbados.
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Algoritmo 1 Algoritmo 2
Teste Tempo (s) | Meméria (Mb) | Tempo (s) | Meméria (Mb)
datafile-50-300-30-10 2.545263 349 0.492775 56
datafile-50-300-30-20 2.358091 347 0.553820 56
datafile-50-300-30-30 2.359921 347 0.353660 56
datafile-50-300-30-40 2.324341 347 0.348233 56
datafile-50-300-30-50 2.481869 347 0.360162 56
datafile-50-300-300-10 9.036132 1281 1.446017 253
datafile-50-300-300-20 9.058478 1281 1.515439 253
datafile-50-300-300-30 8.904074 1281 1.572077 253
datafile-50-300-300-40 8.933398 1281 1.554663 253
datafile-50-300-300-50 | 9.250920 1281 1.482391 253
datafile-100-300-300-10 | 10.228782 1455 0.530292 88
datafile-100-300-300-20 | 10.454967 1457 0.584770 88
datafile-100-300-300-30 | 10.886340 1455 0.575704 88
datafile-100-300-300-40 | 10.847179 1455 0.524168 88
datafile-100-300-300-50 | 10.739993 1455 0.586106 88
datafile-100-300-300-60 | 10.584884 1455 0.563553 88
datafile-100-300-300-70 | 10.691256 1455 0.515590 88
datafile-100-300-300-80 | 10.813666 1455 0.602718 88
datafile-100-300-300-90 | 10.943228 1455 0.627213 88
datafile-100-300-300-100 | 10.932202 1455 0.632773 88

Tabela 4.2: Tabela de comparacao dos métodos.

A queda em tempo e memoria nos arquivos com maior quantidade de pontos se
da pelo fato do Algoritmo[2ndo precisar percorrer todas as combinagdes de pontos, ou seja,
uma vez que foi encontrada uma circunferéncia que satisfizesse as condi¢oes previamente

estabelecidas, o método retorna esse resultado e para.
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4.3.5 Deteccao de Esferas

Podemos fazer a extensao para a deteccao de esferas de forma muito simples, uma vez
que s6 se faz necessdrio uma defini¢cao de um layout(3) ao invés de 2, como foi no caso da

deteccao de circunferéncias.

O algoritmo para a deteccao de esferas necessita de poucas alteragoes, além
da redefinicao do layout, para um ambiente de dimensao maior, a tUnica alteragao é que
ao invés de serem tomados pontos trés a trés, como no caso da esfera, serao tomados
os pontos quatro a quatro. Com isso, a deteccao se da praticamente da mesma forma
que para circunferéncias. O Algoritmo [3| deixa claro essa simplicidade na extensao do

problema.

Algoritmo 3 Deteccao de esferas utilizando Algebra Geométrica
Considere m o ntimero minimo de pontos necessarios sobre a curva.

1: Para a,b,c,d € Ib faca

2 (i) = Pl

—S5*eco
. _ (5%)?
5 k= Eer
4: p recebe a quantidade de pontos sobre o circulo

5: Se p > m.

6: Fim

7: Fim

8: Retorne ¢ = (i,7),r =k,

onde S* = (C(a) ANC(b) ANC(c) NC(d))*.

4.4 Consideracoes Finais

A Algebra Geométrica tem uma grande vantagem quando se trata da “comunicagao” entre
objetos algébricos e geométricos, com maior facilidade na associacao entres eles. Tendo
isso em vista, estudamos alguns conceitos de Algebra Geométrica, incluindo representacgoes
nos espagos Projetivo e Conforme. Dessa forma, tivemos uma boa base que teve grande

importancia no desenvolvimento do trabalho.

Com o objetivo de tornar possivel a computagao utilizando os conceitos de

Algebra Geométrica criamos a biblioteca LIGA. Tal biblioteca tornou possivel a realizacao
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de operacoes entre elementos desse conjunto, consequentemente, a criacao de algoritmos

baseados nesses conceitos se torna factivel.

Para exemplificar seu uso, um algoritmo seguindo os principios da Transfor-
mada de Hough para deteccao de curvas foi desenvolvido com base na biblioteca LIGA.
Esse algoritmo foi designado para a detecgao de circunferéncias, podendo facilmente ser
modificado para a deteccao de outras formas geométricas como retas, parabolas, planos,

esferas, etc.

A biblioteca LIGA se mostrou bastante satisfatéria na representacao dos con-
ceitos da Algebra Geométrica citados no inicio deste trabalho. Foi possivel programar
algo que, apesar de estar numa versao inicial de testes e desenvolvimento, representasse

os elementos e fungoes da Algebra Geométrica de forma satisfatéria.

As funcoes da biblioteca apresentaram uma boa precisao, o que mostra isso €,
na aplicacao de extracao de parametros, as funcao tiveram uma margem de erro consi-
deravelmente baixa, o que tornou possivel a deteccao de circunferéncias e até mesmo de
esferas, que dependem de um processo iterativo, onde essas funcoes sao aplicadas diversas

vezes.

Vale mencionar que, um diferencial da nossa biblioteca se da na escolha do
layout, uma vez que podemos trabalhar com espacos de diversas dimensoes, diferente de
outras bibliotecas e programas, que nos permitem trabalhar apenas em um determinado

numero de dimensoes.

O algoritmo se mostrou para a deteccao de circunferéncias e esferas se mostrou
bastante eficiente, visto que algumas verificagoes sao muito mais rapidas por meio da
Algebra Geométrica e nossa variagao do método fez com que o sistema de votagao se

tornasse desnecessario.

Por fim, acreditamos que a biblioteca LIGA pode ser frequentemente melho-
rada, através da correcao de erros e adicao de novas fungoes, se necessario. Um estudo
mais detalhado do algoritmo apresentado aqui para a deteccao de circunferéncias e esfe-
ras, assim como a implementacao de novos algoritmos utilizando a biblioteca LIGA, sao

questoes importantes que podemos trabalhar futuramente.
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