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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia bem como a nao existéncia global e o comportamento
assintotico de solugoes para equagao da onda com memoria.

Inicialmente, estudamos o seguinte modelo de equacao viscoelastica da onda semi-
linear sujeito & um amortecimento nao linear e um termo de fonte nao linear atuando no
interior e outro na fronteira:

.

t
Uy — Au +/ g(t — s)Au(s)ds + h(u) = f1(u), em Q x (0,00),
u=0, " sobre T’y x (0, 00),
D [t 2860 = sobre ' x (0,50
o Og SaI/SS_QU7 r 1 y Q)
u(,0) = u0(x), (e, 0) = u(x), em 9,

\

onde € é um dominio limitado do RY, N > 1, com uma fronteira regular I' = ', UT";. Aqui,
['y e I'y sao fechados, disjuntos e v representa o vetor normal unitario exterior a I.

Posteriormente, estudamos o comportamento assintético da energia associada a se-
guinte equacao viscoelastica da onda:

Uy = Au — f(f g(t — s)div[a(z)Vu(s)] ds — b(x) f (us) em M x]0,00],

u=0 sobre OM x ]0, 0o,

uw(0) =u®,  u(0) = u! em M

onde (M,g) ¢ uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com bordo e g denota
uma métrica Riemanniana de classe C*°. Ainda temos que a(x), b(z) sdo fungoes responsaveis

pelo mecanismo de amortecimento, sujeitas a hipotese a(z)+b(z) > 6 > 0, para todo x € M.



Abstract

In this work, we study the existence, the global non-existence and the asymptotic behavior
of solutions for the wave equation with memory. First, we deal with the solutions for the
following model of the semilinear viscoelastic wave equation with a nonlinear damping term

and nonlinear source terms acting on the domain and on the boundary:

(

up — A+ /Otg(t ) Au(s)ds + hlug) = fi(w), in Q2 x (0, 00),

u=0, on Ty x (0, 00),

S [ ot =95t 60 = ) on Ty x (0, 00),
| u(z,0) = u(2), (e, 0) = u(x), inQ,

where € is a bounded domain of RV, N > 1, with a smooth boundary I' = I'oUT;. Here, T,
and I'y are closed and disjoint and v represents the unit outward normal to I.
Subsequently we study the asymptotic behavior of the energy associated with the
following viscoelastic wave equation:
Uy = Au — fotg(t — s)div]a(z)Vu(s)] ds — b(x) f (uy) in M x]0,00],
u=0 on OM x |0, 00[,
uw(0) = u®,  u(0) = ul in M

where (M, g) is a n-dimensional compact Riemannian manifold with boundary, g denoting
a Riemannian metric of class C*°. We still have that a(z), b(z) are localized functions
responsible by the damping mechanism, satisfying the assumption a(x) + b(z) > 6 > 0, for
all z € M.
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Introducao

Problemas envolvendo o termo de memoria, em diferentes tipos de Equacoes Diferenciais
Parciais, tem sido estudado nos tultimos anos. Apenas para exemplificar mencionamos a
equagao do calor [6, 29, 33|, equagao da placa [14, 15, 5, 51], sistema de Timoshenko |71, 4,
35, 74] e suas referéncias. E interessante observar que nesses modelos, a presenca do termo
de memoria e a falta de uma estrutura de semigrupo tornam a analise mais delicada.

A partir desse momento focaremos na equacao de onda com memoria, ou equagao
viscoeléstica da onda, a qual é nosso objeto de estudo nesse trabalho.

A seguinte equacao viscoeléstica da onda,

(1) o —Au—i—/o g(t—s)Au(x,s)ds+ h(u) = f(u),

em €2 x (0,00), onde @ C R" é um dominio limitado com fronteira, bem regular, sujeita
a condigoes iniciais e condigoes do tipo Dirichlet na fronteira foi estudada por Fabrizio e
Polidoro [31], quando f = 0 e h(u;) = au; e também por Cavalcanti et al [12] no caso onde
f =0e h(w) = a(zr)u;. Mais precisamente, Cavalcanti et al [12] estudaram o seguinte

problema

t
utt—Au+/ g(t—s)Au(z,s)ds+ a(z)us =0
0

em 2 x (0,00), onde a : 2 — R é uma fun¢ao que pode ser nula sobre uma parte do dominio

Q2. Assumindo que a(x) > ag sobre w C Q e

—Gig(t) <g'(t) < —Cg(t), VvVt >0,

os autores mostraram um resultado de decaimento exponencial sob algumas restri¢oes sobre
o subconjunto w. O resultado em [12]| foi melhorado por Berrimi e Messaoudi em [9], onde
eles mostraram o mesmo resultado como em [12], sob condi¢bes mais fracas sobre a funcao
localizadora a e a fungdo de relaxamento g. Em [2] uma versao abstrata mais geral da equagao

(1) foi considerado e um resultado de estabiliza¢ao uniforme foi obtido. De fato, as taxas de
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INTRODUCAO

decaimento obtidas em [2| estdo de acordo com aquelas ja alcangadas em |9] para a equagao
(1).

Usando o método dos multiplicadores, Cavalcanti e Oquendo [13] mostraram alguns
resultados de estabilidade para um problema mais geral que aquele considerado em [12]. Mais

precisamente, eles investigaram o seguinte problema
t
(2) gy — koAu + / divla(z)g (t — s) Au(x, s)]ds + b(z)h(us) + f(u) =0,
0

e provaram que sob a mesma condigoes que em [12] para a fungao g e com a(z)+b(x) > p > 0,
um resultado de estabilidade exponencial se g decai exponencialmente e h é linearmente
limitada, e um resultado de estabilidade polinomial para g decaindo polinomialmente.

Neste trabalho estudamos dois problemas de equagao viscoelastica da onda, onde
no primeiro provamos existéncia e nao existéncia de solugao global, enquanto no segundo,
mostramos resultados de comportamento assintético. Para esse propoésito organizamos esse
trabalho da seguinte forma.

No Capitulo 1, apresentamos, sem demonstracao, alguns resultados preliminares,
com o propoésito de deixar a leitura desse trabalho o mais auto suficiente possivel.

No Capitulo 2, consideramos o seguinte modelo de equacao viscoelédstica da onda

semilinear com um amortecimento nao linear e uma fonte nao linear no interior e outra na

fronteira:
( t
Uy — Au + / g(t — s)Au(s)ds + h(uy) = f1(u), em Q x (0, 00),
0
u=0, sobre T’y x (0, 00),
(3) .
oo [ ot—s)5es)s = £ bre I' x (0. 50)
5 0g 5)5,, (8)ds = falu), sobre I'y ,00),
( u(z,0) =u’(z), w(z,0)=u'(z), em 2,

onde € é um dominio limitado do R, N > 1, com uma fronteira regular I' = ', UT';. Aqui,
'y e I'; sao fechados, disjuntos e v representa o vetor normal unitario exterior a I'.

O problema (3) foi estudado por Levine e Smith [47] no caso particular em que
g =h = fi =0, e resultados de nao existencia de solugao foram estabelecidos quando a
energia associada a solugao é negativa.

Na auséncia dos termos de fonte (i.e. f; = fo = 0) e se 0o amortecimento nao linear
h(u:) esté agindo na fronteira I'y, o problema (3) foi investigado em [18]. Sem impor qualquer
hipotese de restricao de crescimento sobre o termo de amortecimento eles provaram taxas de
decaimento para a energia total do sistema usando o método dos multiplicadores. O mesmo

problema de [18] foi estudado em [59] onde um resultado de decaimento explicito para uma

13



INTRODUCAO

classe de fungoes de relaxamento e sem impor qualquer hipotese de restrigao sobre o termo
de amortecimento foi obtido.

Para f; = 0, fo(u) = |u|*?u e para um amortecimento da forma h(u;) = |ug|™ 2uy,
o problema (3) foi considerado recentemente em [52|. Sob algumas hipoteses apropriadas
sobre a funcao de relaxamento ¢ e para dados iniciais “pequenos”, a existéncia global de
solugoes e um decaimento geral para energia foi mostrado. Por outro lado, para f; = |u[P~%u
e fo(u) = 0, Ha investigou o problema (3) em [36] com um termo de amortecimento nao
linear na fronteira, h(u;), e generalizou o resultado de [18] aplicando o método desenvolvido
em [53]. Ele obteve taxas de decaimento uniforme sem impor qualquer hipotese de restri¢ao
de crescimento sobre o termo de amortecimento h(u;).

Com respeito a “blow up” da solugdo em tempo finito, Messaoudi [57] estudou o
problema (1) com h (u;) = |us]™ *u; e mostrou que se a energia inicial é negativa, entao a
solugao explode em tempo finito. Ver também [39, 40, 73, 82| para resultados semelhantes.

O estudo da equacao viscoelédstica da onda com termos de fonte no interior e na
fronteira nos parece mais desafiador. Na verdade, poucos resultados sao conhecidos para este
tipo de problema.

Cavalcanti et al estudaram em [17] o problema

uy — Au = fi (u), em ) x (0,00),
(4) ? +u+h(u) = fo(u), sobre I’y x (0, 00),
v

u(z,0) = ug(x), uz,0)=ui(x), em €,

onde sob algumas hipoteses sobre os termos de fonte e amortecimento eles mostraram a boa
colocagao do problema. Além disso, se o amortecimento na fronteira domina o termo de
fonte, eles provaram existéncia de solucao global e taxas de decaimento 6timo, assumindo
pequenez dos dados iniciais. Mais especificamente, eles provaram que as taxas de decaimento
sao dadas implicitamente como solu¢oes para uma E.D.O de primeira ordem e depende
do comportamento do amortecimento h(u;). Por outro lado, eles provaram um resultado
de “blow up” no caso em que o termo de fonte na fronteira domina o amortecimento e os
dados iniciais sao suficientemente grandes. O resulto de “blow up” deles estende o obtido
por Vitillaro em [80] e [81] para uma situa¢ao mais geral. Um problema similar a (4) foi
considerado em [42], onde os termos nao lineares fi(u) e fo(u) representam fontes atrativas,
ie. fi(u)u < 0,7 = 1,2. Sob algumas fracas condi¢bes geométricas sobre I'y e I'; e sem
a hipotese que h tem um comportamento polinomial préoximo de zero, eles provaram que a
energia total do problema decai tao rdpido quanto a solugao de alguma E.D.O associada.
Mais precisamente, eles generalizaram o método usado para obter estimativas de decaimento

uniforme quando h tem um comportamento polinomial préximo de zero.

14



INTRODUCAO

Nosso principal objetivo nesse capitulo é estender os resultados acima para a equacao
viscoelastica da onda(3). A principal dificuldade na andlise deste problema é a presenca do
termo de fonte nao linear na fronteira I';.

Agora passamos a descrever como procederemos para contornar tais dificuldades
e obter os resultados desejados. Primeiro, nos preocupamos com a existéncia de solucao
global fraca, assumindo que os dados iniciais sao tomados em um estratégico subconjunto
do “potential well”. A fim de provar esse resultado, usamos argumentos devido & Lasiecka &
Tataru [42] e Cavalcanti, Domingos Cavalcanti & Lasiecka em [17] adaptados para o nosso

problema. Para isto, inicialmente, consideraremos solugoes regulares do seguinte problema

auxiliar.
/ t
U, — Ay, + / g(t — s)Au,(s)ds + h(ug,) = fiu(u,), em Qx (0,00),
0
u, =0, sobre T’y x (0, 00),
(5) ou ¢ ou 1
a—: — /0 g(t — s)a—;(s)ds + ;uw = fou(uy), sobre I'; x (0, 00),
L uu(2,0) = up(x),  upu(z,0) = uy(x), em (2,

onde, para cada pu € N, definimos,

|s|P~2s, |s| < u, |s|" s, |s| < p,
(6)  fru(s) =< [ulP?p, s>, e fou(s) =19 [ul* 5> I,
—ulP 7 (—p), s < —p, "2 (=), s < —p

Obtemos uma sequéncia de solugdes regulares do problema (5) que convergiré, quando
i vai para o infinito, para a desejada solugao fraca do problema (3). Este é o resultado da
secao 2.3.

Posteriormente, na secao 2.4, mostraremos que sob algumas restri¢oes sobre os dados
iniciais e se a fonte interior domina o amortecimento interior, e com isto queremos dizer que
n < p, entao a solugao deixa de existir quando ¢ aproxima-se de um valor finito 7. Para
provar esse resultado, adaptamos o método introduzido em [32] e estendido por [79] e [58].

Os resultados referentes ao Capitulo 2, foram realizados em conjunto com o Pro-
fessor Belkacem Said-Houari e publicados na revista “Communications on Pure and Applied
Analysis”, conforme a referéncia [72].

No Capitulo 3, estudamos o comportamento assintético da energia associada a solu-
¢ao de uma equagao viscoelastica da onda sujeita a dois mecanismos de amortecimento, um
viscoeléstico e outro friccional, parcialmente distribuidos.

Seja (M, g) uma variedade compacta n-dimensional com bordo com g denotando
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INTRODUCAO

uma métrica Riemanniana de classe C*°. Denotamos por V a conexao de Levi-Civita sobre
M e por A o operador Laplace-Beltrami sobre M.

Nosso objetivo é determinar a efetividade de cada amortecimento sobre as taxas de
decaimento da energia total associada a solugao do problema.

Especificamente, estudamos a seguinte equagao viscoelastica da onda,

uy = Au — fot g(t — s)div[a(z)Vu(s)]ds — b(z) f(u;) em M x]0,00[,
u=0 sobre M x |0, 00|,
w(0) =u’, wu(0) =u! em M

onde g é a fungao de relaxamento, f representa o amortecimento friccional e a(z), b(z)
determinam o suporte de cada mecanismo de amortecimento através da seguinte hipotese,
a(x) + b(x) > § > 0 para todo © € M. Assim, sobre o suporte de a(x) prevalece o amorteci-
mento viscoelastico enquanto sobre o suporte de b(z) o amortecimento friccional prevalece.
Uma questao natural que nos chega nesse contexto é qual é a taxa de decaimento
total em uma configuracao mista, ou seja, com ambos os mecanismos de amortecimento, onde
cada mecanismo pode ser caracterizado como produzindo certa taxa de decaimento em uma

configuragao solo. Mais especificamente,

1. Quando ambos, amortecimentos friccional e viscoelastico sao aplicados com suporte

essencial disjuntos, qual a taxa de decaimento total?

2. O que acontece se os dois mecanismos de amortecimento agem simultaneamente? E

melhor em maior quantidade?

No decorrer do Capitulo 3 daremos respostas a essas perguntas. No entanto enquanto
nao fazemos isso, adiantamos que no caso em que mecanismo de amortecimento viscoelastico
age sobre toda a variedade M, que a energia total associada a solucao do nosso problema,
decai para zero sob taxas ditadas pela dissipagao viscoelastica. Quando mecanismo de amor-
tecimento viscoelastico nao age sobre todo M, entao a taxa de decaimento da energia total
é obtida pela pior taxa dos termos de amortecimento. No entanto, quando ambos os me-
canismos de amortecimento, estao agindo e “competindo” entao a dissipagao viscoeléstica ¢é
dominante. Este resultado foi mostrado quando o amortecimento friccional ¢ linear, em [31],
onde obtiveram decaimento exponéncial para a equagao da onda pura, e decaimento polino-
mial para a energia viscoelastica ou total. Aqui, nao apenas recuperamos esse resultado em
uma situacao mais geral de amortecimentos parcialmente localizados, funcao de relaxamento
mais geral e amortecimento friccional nao linear, mas também estamos habilitados a mostrar
que para o caso em que o amortecimento friccional é altamente nao linear (portanto fraco),
com suporte agindo em todo M, é o amortecimento viscoeléstico que dita as ‘“regras do jogo”,

ou seja, que determina as taxas de decaimento da energia total. Em outras palavras, em
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INTRODUCAO

equagoes viscoelasticas da onda, o amortecimento friccional nao é essencial e torna-se rele-
vante apenas quando o suporte do amortecimento viscoelastico nao esta estritamente contido
em M.

Uma caracteristica adicional do nosso trabalho é a generalidade dos mecanismos de
amortecimento, onde o amortecimento friccional nao precisa ser quantificado na origem e
o amortecimento viscoelastico é governado por uma inequagao diferencial com uma funcao
convexa. Com o intuito de obter resultados 6timos usamos um método introduzido em [42] o
qual reduz o estudo das taxas de decaimento de uma EDP a analise das taxas de decaimento
de uma solugao de uma EDO nao linear construida. Esse método foi recentemente extendido
para equagoes viscoelasticas da onda [45] e a combinagao dos dois sera adaptado aqui ao
nosso contexto.

Agora fornecemos uma breve revisao da literatura que é relevante para o problema
estudado no Capitulo 3. Com respeito a dominios Euclidianos e na auséncia de efeitos viscoe-
laticos, a linear ou semilinear equacao da onda sujeita a amortecimento friccional localmente
distribuido foi extensivamente estudado. Entre os muitos trabalhos, mencionamos alguns
classicos: (28], [44], [54], [64], [65], [76],[1], [84]. No que concerce a propagacao da equagao
da onda sobre uma variedade compacta é importante citarmos: |7], [8], [21], [19], [20], [23],
[38], [46], [61], [25], [67], [77]-

Por outro lado, existe um grande ntimero de trabalhos com respeito a equagao visco-
elastica da onda em dominios euclidianos, alguns desses citados no inicio dessa introducao,
outros sao 26, 70, 2, 3] e as referéncias deles. Em contraste, poucos estdo relacionados a
efeitos viscoelasticos localmente distribuidos, ver por exemplo, [13] e [70], mas ainda assim,
sob dominios Euclidianos e sob hipoteses bastante restritivas sobre a fungao de relaxamento.

Apesar de nesse Capitulo, discutirmos o efeito viscoelastico “versus” o efeito friccional
quando a energia se dissipa sobre uma variedade compacta, ¢ importante observar que a
técnica aqui usada independe da “geometria da variedade compacta’. Na verdade, a presenca
da viscoelasticidade, mesmo sobre uma pequena regiao, ver (3.2.5), desempenha um papel
essencial. Sem a presenca do efeito viscoeléstico, a bem conhecida Condicao de Controle
Geométrico devido a Bardos-Lebeau-Rauch, [7] e Taylor, [75], ¢ necessario afim de se obter
taxas de decaimento exponencial.

Os resultados referentes ao Capitulo 3, foram realizados em conjunto com os pro-
fessores Marcelo Moreira Cavalcanti, Valéria Domingos Neves Cavalcanti e Irena Lasiecka e
aceitos para publicagao na revista “Discrete and Continuous Dynamical Systems - Series B”,

conforme a referéncia [22].
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Capitulo

Preliminares

Nesse capitulo introduziremos alguns resultados basicos afim de tornar a leitura mais agra-
davel. As demonstragoes serao em sua maior parte omitidas, mas indicaremos as respectivas

referéncias bibliogréficas para os interessados.

1.1 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar os espacos em que sao levados em conta as variaveis
temporal e espacial, o qual é necessario para dar sentido a problemas de evolugao.
Para cada ¢ € [0, 7] fixo, interpretamos a fun¢ao = — u(z,t) como um elemento do
espago X . Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espago X.
Seja X um espacgo de Banach, a,b € R.
O espago LP(a,b; X), 1 < p < +o0, consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre |[a, b|

com imagem em X, ou seja as fungoes u : (a,b) — X, tais que

1
[wl| Lo (@b x) = (/ ()% dt> < 00.

O espago L*>(a,b; X) consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre [a, b] com imagem em
X, as fungoes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste espago ¢ dada
por

[[ull Lo~ (a i) = sup ess||u(t)]|x.
O espago C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as fungoes continuas v : [a,b] — X

que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é dada por
m
Jull i= 3 max [u 0]
=0
Vejamos algumas propriedades desses espagos, as quais podem ser encontradas em

[83]
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1 PRELIMINARES 1.1 ESPACOS FUNCIONAIS A VALORES VETORIAIS

Proposigcao 1.1 Sejam m =0,1,..., e 1 <p < +oo, X eY espacos de Banach.

(a) C™([a,b]; X') é um espago de Banach sobre K.

(b) LP(a,b; X), 1 <p < +oo e L>®(a,b; X), sdo espagos de Banach sobre K.

(¢)C(la,b]; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersao C([a,b]; X) — LP(a,b; X) € continua.

(d) Se X é um espago de Hilbert com produto escalar (.,.)X, entio L*(a,b; X) é também um

espaco de Hilbert com produto escalar

(U, V) £2(0,p: %) ::/a (u(t),v(t))xdt.

(e) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +00.
(f) Se X =Y, entao L"(a,b; X) — Li(a,b;Y), 1 <q¢<r < +oo.

Lembremos que se U e ¥ sao dois espagos vetoriais topoléogicos, temos que L(U, V)
denota o espaco das funcoes lineares e continuas de U em W.

O espago das distribuigoes sobre (a,b) com imagem em X, sera denotado por
D'(a,b; X).

Logo, D'(a,b; X) = L(D(a,b); X), ou seja, é o conjunto de todas as aplicagdes linea-
res e limitadas de D(a, b) em X. A nogao de convergéncia em D'(a, b; X): seja S € D'(a,b; X)
logo S : D(a,b) — X é linear e se 0, — 0 em D(a,b) entao (S,0,) — (S,0) em X. Diremos
que S, — S em D'(a,b; X) se (S,,0) — (5,0) em X, VO € D(a,b). Cada elemento desse

conjunto é uma distribui¢do sobre (a, b) com valores no espago de Banach X.

A derivada T para S € D'(a, b; X), é definida com um tnico elemento deste espago

ds B de
<E,g0> =— <S, 0 > Vo € D(a,b).

as
A fungao S — o ¢ uma funcao continua de D’'(a, b; X') sobre ele mesmo.

Agora se f € L?(a,b; X) definimos f € D'(a, b; X) por

a qual satisfaz,

(o) = / f(H)e(t)dt Vo € Dia,b)

a funcdo f — f de L*(a,b; X) — D'(a,b; X) é linear e continua, e ainda é injetora e desta

forma identificamos f com f e obtemos

L*(a,b; X) < D'(a,b; X)

1
loc

O espaco L .(a,b; X) é o espago das fungoes u tal que para todo compacto K C (a,b), xxu

pertence & L'(a,b; X), onde yx denota a funcao caracteristica de K.
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1 PRELIMINARES 1.1 ESPACOS FUNCIONAIS A VALORES VETORIAIS

Definicao 1.2 Seja J € D(R), tal que J >0 e / J(t)dt = 1. Dado € > 0, definamos
R

J(t) =17 (f> e (J.xu)(t) = /R J.(t — s)u(s)ds

€ €

para as funcgoes u em que o lado direito da iltima igualdade faz sentido.

Proposicao 1.3 Seja u uma funcao definida sobre R, que anula-se fora de um intervalo I.
(a) Seu € L} (R; X), entao J. xu € C*(R; X).

loc

(b) Se u € L*(R; X), entio Jo xu € L*(R; X). Além disso, ||Je * ullr2w.x) < |lullr2mx) €
E1_1)r%+ | Je ¥ u — ul[2@x) = 0
Fazendo as devidas adaptacgoes, encontramos a demonstracao desta proposicao por exemplo
em [41]

O espago dual de LP(a,b; X). Consideremos Y = LP(a,b; X). Temos a seguinte

relagao de dualidade Y’ = L4(a,b; X') com % + % = 1 devido ao teorema seguinte.

Teorema 1.4 Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < +00, 1% + é =1.

(a) Cada fung¢ao v € Li(a,b; X') corresponde a um unico funcional © € Y’ dada por

(1.1.1) (F,u>:/ (w(t), u(t)) xdt Vu €Y.

Reciprocamente, para cada © € Y' corresponde a eratamente uma fung¢io v € Li(a,b; X')
dada por (1.1.1). Além disso

[9lly = llvllLoqapixr)
(b) O espago de Banach L*(a,b; X) € reflexivo e separdvel.
Prova: Ver [83]. [ |

Assim podemos identificar Y’ com L%(a, b; X'), pois pelo Teorema acima existe um

isomorfismo isométrico. Donde

(v, u) = /ab<v(t),u(t)>xdt; o] = (/:Hv(t)ﬂg(,dt); VuEY Voey

Sejam a e b dois ntimeros reais finitos ou nao, a < b, X e Y espacos de Banach com

X denso em Y e m > 1 inteiro, definamos
2 d™u (m) 2
Wi(a,b) :={ueL (a,b;X);dt—m:u € L*(a,b;Y)}
onde u(™) & neste sentido uma distribuicdo em D’(a, b; X). A norma é dada por

1
m 2
lellwa = [y + 16 Bagusry
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1 PRELIMINARES 1.1 ESPACOS FUNCIONAIS A VALORES VETORIAIS

Segue dai que W (a,b) é um espago de Banach.

Denotaremos por D(a,b; X) o espago localmente convexo das fungoes vetoriais ¢ :
(a,b) — X infinitamente diferenciaveis com suporte compacto em (a,b). Diremos que ¢, —
¢ em D(a, b; X) se:

i) Existe K compacto de (a,b) tal que supp (¢,) e supp (¢) estdao contidos em K, Vv,
ii) Para cada k € N, P (t) = ¢®)(t) em X uniformemente em t € (a, b).

Prova-se que o conjunto {0¢, 0 € D(a,b),{ € X} é total em D(a, b; X).
Denotaremos por Hj(a,b; X) o espago de Hilbert

Hy(a,b; X) :={v € L*(a,b; X),v € L*(a,b; X), wv(a) =wv(b) =0}

munido com o produto interno

b

((w,v)) = (w(t)av(t))xdﬂr/b(wl(t)av'(t))xdt-
identificando L?(a, b; X') com o seu dual [L?(a, b; X )], via Teorema de Riesz, obtemos
D(a,b; X) — Hy(a,b; X) — L*(a,b; X) — H *(a,b; X) < D'(a,b; X)
onde HY(a,b; X) = [H}(a,b; X)|'
Proposigao 1.5 Seja u € L*(a,b; X). Entdo existe um tnico f € H™(a,b; X) que verifica

<fa 95) = (<ul>9>v£)X Vo € D((I, b)> Vf eX

Prova: Ver [62]. |
Da proposicao anterior podemos identificar f com u’, de posse disso, diremos que se
u € L*(a,b; X) entdo u' € H'(a,b; X)

Proposigao 1.6 A aplicagio
u€ L*(a,b: X)—u' € H ' (a,b; X)
onde X € um espaco de Hilbert, ¢ linear e continua.
Prova: Ver [62]. |
Proposicao 1.7 O espago D(a,b; X) e denso em W (a,b)

Prova: Ver [49]. |
Da proposi¢ao acima, tomando X = L?(Q) = Y temos que D(a,b; X) é denso em
H™(a,b; L*(2))
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1.1.1 Funcoes Escalarmente Continuas

Seja X um espago de Banach. Definimos o espago das funcoes escalarmente continuas
(ou fracamente continuas) como o conjunto das fungdes f € L>(0,7; X) tais que a aplicagao
t — (f(t),z) é continua sobre [0, 7], Vo € X', onde X’ é dual de X. Denotaremos tal espago
por C(0,T; X).

Disto segue que C}0,7;X) = {ueCy(0,T;X);u € Cs(0,T;X)}, onde o
¢ a derivada de u mno sentido das distribuigoes. Da mesma forma temos que
C2(0,T;X) ={u e C,(0,T; X);u" € C,(0,T; X)}.

Observagao: Se u € L>*(0,7;X) e u € C([0,T]; X) entao u € Cy(0,T; X).

Lema 1.8 Sejam X e Y dois espagos de Banach, X — Y e X um espaco reflexivo. Entao
L0, T; X)NCs(0,T;Y) = Cs(0,T; X).

Prova: Ver [49]. |

1.2 Resultados Auxiliares

Nesta secao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo de todo
o trabalho.

Definigao 1.9 Seja X um espaco de Banach. A topologia fraca o(X, X") sobre X € a topo-

logia menos fina sobre X que torna continuas todas as aplicagoes f € X'.

Seja (5 )neny uma seqiiéncia de X a qual converge para  em X na topologia fraca

o(X, X"). Utilizamos, neste caso, a seguinte notacao:
T, — rem X.

Proposicao 1.10 Seja (x,)nen uma sequéncia em X, entdao:

(i) x, — x em X se, e somente se, (f,x,) — (f,z), Vf € X"

(i1) Se x, — x em X, entdo x, — vem X.

(11i) Se x, = x em X, entao ||z,||x € limitada e ||z||x < liminf||z,||x.
(iv) Se x,, =z em X e f, = f em X', entao (fn,xn) — (f,x).

Prova: Ver [11]. |
Seja X um espaco de Banach e seja x € F fixo. Definamos J, : X’ — R por

(Jo, ) = ([, 2).

As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € X", Vr € X.
Definamos, agora, J : X — X" tal que J(z) = J,.
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1 PRELIMINARES 1.2 RESULTADOS AUXILIARES

Defini¢ao 1.11 A topologia fraca x, também designada por (X', X), é a topologia menos

fina sobre X' que torna continuas todas as aplicagoes J,.

Proposicao 1.12 Seja (f,)nen uma seqiéncia em X', entao:

(1) fn = f fraco estrela em X' se, e somente se, (fn,z) — (f,z), V2 € X.
(i1) Se f, — [ forte em X', entio f, — f fraco em X'.

(i1i) Se f, — f fraco em X', entao f, = f fraco estrela em X'.

Prova: Ver [11]. |

Lema 1.13 Sejam X wum espago de Banach reflezivo e (x,)nen uma seqiéncia

limitada em X, entdo eziste uma subseqiiéncia (Tn, )ren de (Tn)neny € © € X, tal que
Tp, — T fracamente em X.

Prova: Ver [11]. |

Lema 1.14 Sejam X um espago de Banach separdvel e (fy)nen uma seqiiéncia limitada em

X', entao existe uma subseqiiéncia (fn, )ren € f € X', tal que
Jop = f fraco estrela em X'.
Prova: Ver [11]. .

Lema 1.15 (Lema de Gronwall) - Sejam z € L>(0,T) e f € L'(0,T) tais que z(t) > 0,

f(t) >0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se

ft) <c+ /Otz(s)f(s)ds, vVt € [0,T],

entao
F(t) < celo =yt e (0,77,

Prova: Ver [55]. |

Proposigao 1.16 (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam By, B, By trés espagos de Banach
tais que By B — By, onde By e By sao reflexivos. Definamos

d
W = {v;v € LP(0,T; By), v' = d_?tj e L”(0,T; Bl)} ,
onde 1 < pg,p1 < 00, e consideremos W munido da norma

[0l oo (0,7:80) + 10" || o1 (0,781

0 que o torna um espago de Banach. Entdao, a imersao de W em LP°(0,T; B) é compacta.
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Proposigao 1.17 (Lema de Lions) - Seja (u,) uma sucessao de fungoes pertencentes
LUQ) com 1 < q<oo. Se

(i) u, — u quase sempre em Q)

() |[uvllo@) < €, Vv € N;

entio u, — u fraco em L(Q).

Proposicao 1.18 (Férmula de Gauss e a Formula de Green) - Seja Q um aberto

limitado bem regqular do R™. Se u,v € H*(Q), entdo para 1 < i <n temos que

0 0
u dy = —/ Y vdx + /(’you) (yov)v,dl,
o O Q r

83:2-
onde v = (v1,Vs,...,V,) e v denota o vetor normal unitdrio exterior a T.
Sew e H*(Q) eve HY(Q), temos a formula de Green:
ou
VuVudr = — | Auvdzr + v—dI.
Q Q oo OV
Prova: Ver [20]. |

Proposicao 1.19 (Regularidade dos problemas elipticos) - Seja 2 um aberto de classe
C? com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e w € HL(Q), verificando

/Vquo da:—l—/ugo da::/fgp dx, Vo € Hy ().
Q Q Q

Entao, u € H*(Q) e ||ul|p2) < ¢l fllr2@), onde ¢ é uma constante que s6 depende de
Q. Além disso, se Q é de classe C™? e f € H™(Q), entio u € H™(Q) com ||ul| gm+2q) <

c|l fllam); em particular, se m > % entio u € C%(Q). Ainda, se Q ¢ de classe O e

f e C®(Q), entao u € C(1Q).
Prova: Ver [11].

Lema 1.20 Sejam H e V espagos de Banach, tais que H < V. Seuw € L'(0,T;H) e
u' € LY0,T;V) entao u € C°([0,T]; V).

Prova: Ver [68].

Teorema 1.21 (Regra da Cadeia) Seja G € CY(R) tal que G(0) = 0 e |G'(s)| < M para
todo s € R. Seja u € WHP(Q). Entio a fungio G ou € WHP(Q) e

0 , ou
o, (Gow) = (G ou)z,

1 << n.
Prova: Ver [41].
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1 PRELIMINARES 1.3 ESPACO DE SOBOLEV EM VARIEDADES

1.2.1 Teorema de Carathéodory

Nesta se¢ao enunciaremos o teorema de Carathéodory que sera utilizado no Capitulo 2. A
demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [24].

Seja 2 C R™™ um conjunto aberto cujos elementos sdo denotados por (¢,x), t €
R, z € R" e seja [ : 0 — R™ uma funcao.

Consideremos o problema de valor inicial

?'(t) = f(t, (1)),
1.2.2
( ) { I(to) = Xy,
Dizemos que f : Q2 — R" satisfaz as condigoes de Carathéodory sobre € se:
(i) f(t,z) é mensuravel em ¢ para cada z fixado;
(ii) f(t,x) é continua em x para quase todo t fixado;

(iii) para cada compacto K C €, existe uma fungao real mg(t), integravel, tal que
1t 2) g < m(t), V(E,2) € K.

Teorema 1.22 (Teorema de Carathéodory) Seja f: Q — R" satisfazendo as condigoes
de Carathéodory sobre Q). Entao existe uma solug¢io absolutamente continua x(t) de (1.2.2)

sobre algum intervalo |t —to| < 5, B > 0.

Corolario 1.23 Sejam Q = [0,T[xB com T > 0, B = {z € R";|z| < b} onde b > 0 e
f:Q — R" nas condigoes de Carathéodory sobre ). Suponhamos que x(t) é uma solug¢ao
de (1.2.2) tal que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde z(t) estd definida, se tenha
lz(t)] < M, Vt € I, M independente de I e M < b. Entao x(t) possui um prolongamento a
todo [0, 7.

1.3 Espaco de Sobolev em Variedades

Nessa secao apresentamos de forma introdutoéria a definicao dos espagos de Sobolev
em variedades Riemannians. Para isto precisamos repassar alguns resultados de Geometria
Riemanniana.

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta, n > 2, orienta-
vel, simplesmente conexa e com bordo munida de uma métrica Riemanniana g(-,-) = (-, )
completa, de classe C*°. Denotaremos por (g;;)nxn @ matriz n x n relativa a métrica g. O
espaco tangente a M em p € M ¢ denotado por T, M.

Seja f € C*(M), definimos o operador Laplace-Beltrame de f como

(1.3.3) Af = div(Vf),
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onde V f denota o gradiente de f na métrica g, isto é, para todo campo de vetores X em M

(1.3.4) (Vf,X)=X(f),

e div denota o divergente, ou seja, se X é um campo de vetores em M, div X (p) := trago da
aplicagao linear Y (p) — Vy X(p), p € M.

De posse de tais defini¢oes e notacoes, enunciamos o seguinte lema.

Lema 1.24 Seja p € M. Considere f € C'(M) e H um campo de vetores em M. Entio é

valida a sequinte identidade :

(185)  (VANV(H() = VH(VL.VS) + 5 din(VFPH) - |V fPdioH),
onde VH € a diferenccial covariante definida por VH(X,Y) = (VxH,Y).

Prova: Ver [43] |
Finalmente definimos a Hessiana de f € C*(M) como o tensor simétrico do tipo
(0,2) em M, isto ¢é,

(1.3.6) Hess(f)(X,Y) = V*f(X,Y):= V(V,)(X,Y) = (Vy(Vf),X),
para quaisquer X e Y campos de vetores em M.

Observagao 1.25 Para simplificar a notagdo, denotaremos a norma em L*(M) sem fazer

disting¢ao sobre o argumento, seja ele uma fungao ou um campo de tensores do tipo (0, m).

Seja k € N e p > 1. Definimos o espago C} (M) por
(1.3.7) CY (M) ={ue C’OO(M);/ |V2ulP dM < oo,Vj = 0,1, ...k},
M

onde V/u denota a j-ésima diferencial covariante de u, (V' = u, Vu = Vu).
Assim definimos os espago de Sobolev Hy (M) como o completado de C} (M) com

respeito a norma

(1.3.8) el 0 = Z/ VUl dM.

Desta forma segue que:
i) L*(M):= H3(M) é o completado de CZ(M) com respeito a norma

(13.9) ||u||%2(M)=/ uf? dM.
M
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ii) HY(M) := H}(M) é o completado de C?(M) com respeito a norma

(1.3.10) ||u||§{1(M) :/ IVul* dM +/ lul® dM.
M M

iii) H*(M) := H3(M) é o completado de C3(M) com respeito a norma

(1.3.11) el 0 :/ V22 d/\/l+/ IV dM+/ 2 dM.
M M M

Observacao 1.26 De acordo com as defini¢oes anteriores temos a sequinte cadeia de imer-

soes continuas:
(1.3.12) H*(M) < HY(M) = L*(M).

Proposicao 1.27 O espaco das funcoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto,

denotado por D(M) ou C°(M), é denso em H'(M), ou seja, HY (M) = H' (M), onde
—_HY(M

H(M) = DM)" M,

Prova: Ver [37] |
Por argumentos de densidade podemos estender as férmulas apresentadas anterior-
mente aos espagos de Sobolev. Na sequéncia enunciamos alguns teoremas que serao bastante

utilizados no decorrer do trabalho.

Teorema 1.28 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana n-dimensional ndo compacta,
n > 2, simplesmente conexa, orientdvel e sem bordo munida de uma métrica Riemanniana
g(-,:) = (-,-) completa, de classe C*.

Sejam v € H' (M) tal que Au € L*(M) e v € HY (M), entio € vdlida a sequinte
identidade:

(1.3.13) / (Vu, Vv)y dM = / —Au v dM.
M M
Prova: Ver [75] |

Teorema 1.29 (Teorema da Divergéncia de Gauss) Sejam M™ uma variedade Rie-

n

manniana orientdvel, conexo, com bordo OM, bem regular, X € [H'(M)]" um campo de

vetores e v o campo vetorial normal unitdario exterior a OM, entao

(1.3.14) / divX dM = [ (X,v)dr.
M oM

Prova: Ver [20] u
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Teorema 1.30 (Teorema de Green 1) Sejam M"™ uma variedade Riemanniana orientd-
vel, conexo, com bordo OM, bem reqular, X € [H*(M)]™ um campo de vetores, ¢ € H'(M)

e v o campo vetorial normal unitdrio exterior a OM, entao,

(X,Vq)dM + / ((X,v))qdr.

N

(13.15) /Q (divX)qgdM = - /

M

Prova: Ver [20] |

Teorema 1.31 (Teorema de Green 2)Sejam M™ uma variedade Riemanniana orientdvel,
conezxo, com bordo OM, bem regular, X € [H'(M)]" um campo de vetores, ¢ € H'(M) e v

o campo vetorial normal unitdrio exterior a OM, entdao

(1.3.16) /M(Af)qd/\/l __ /wa, V) dM + /W(ayf)q dr.
Prova: Ver [20] [ |

Proposigao 1.32 Sejam M"™ uma variedade Riemanniana orientdvel, conexo, com bordo
OM, bem regular. Se u € WHP(M) entdo u‘ € Wl_%’p(F), onde I' = OM.

T

Prova: Ver [11]. |

Corolario 1.33 Sob as hipdteses da Proposi¢ao 1.32 € vdlida a sequinte identidade de Green

gereralizada:

/ (Vw, Vip) dM —/ A w d./\/l—i—/ d, w dr,
M M oM
para todo w € WHH(M) e p € C®(M).

Prova: A demonstragao é baseada em dois argumentos:
1) Na Proposigao 1.32, donde faz sentido falar em wl € LY'(OM);

oM
2) Na imersao continua e densa D(M) — Wh1(M), onde D(M) = {w‘M W €
Cee(M)}. |
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Capitulo

Existéncia e Nao Existéncia de Solugao Global
para a Equacao Viscoelastica da Onda

2.1 Introducao

Nesse capitulo mostramos a existéncia e a nao existéncia de solucao global para o seguinte
modelo de equacao viscoelastica da onda semilinear com um amortecimento nao linear e um

termo de fonte nao linear no interior e outro na fronteira:

( t
Uy — Au +/ g(t — s)Au(s)ds + h(u) = f1(u), em  x (0,00),
u=0, " sobre I’y x (0, 00),
R Y (TR RS bre T x (0,00)
5 Og $) 5, (8)ds = fa(w), sobre I'y ,00),
| u(e,0) = u(2),  ui(a,0) = wl(2), em €,

onde © é um dominio limitado do RY, N > 1, com uma fronteira regular I' = ', UT";. Aqui,
'y e 'y sao fechados, disjuntos e v representa o vetor normal unitario exterior a I'.

A fim de alcangar nossos objetivos, aplicamos o método de Faedo-Galerkin combinado
com o método de compacidade de modo a obter a existéncia de solugao regular de um
problema auxiliar com termos de fonte globalmente Lipschitz e com dado inicial no pocgo
potencial. Depois, usamos um método de aproximacgao envolvendo termos de fonte dados
por fungoes truncadas e adaptamos as ideias introduzidas em [42| para provar a existéncia
de solucao fraca para o nosso problema. Para provar a nao existéncia de solucao global,
mostramos que sob algumas restricoes impostas sobre os dados iniciais e se o termo de fonte
interior domina o termo de amortecimento, se supusermos que a solucao que existe é global,

entao obtemos uma contradicao.
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2.2 Notacoes e Hipo6teses

Iniciamos essa se¢ao introduzindo algumas notagoes e hipéteses. Denotamos o produto escalar

por,
(u,v) (t) = / u(z, t)v(z,t)dr;  (u,v)p, (t) = / u(z, t)v(z,t)dr,
Q I'h
em L?(Q) e L*(T'y), respectivamente. Denotaremos por || - ||, a norma usual em L9(2) para
1 <q<o0,epor||-|lgr, anorma usual em LI(I'y). Consideremos o espago de Hilbert,

Hp (Q) = {ve H'(Q); v=0sobre Iy},

munido com o produto interno,

(u,v)H%O = /QVUVU dx.

Usaremos as imersoes

2(N —1
_ _ %, se N >3,
HL (Ty) = L*Ty), 2<k<Fk onde &= —2
400, se N=1,2,
(2.2.2) e também

2N

—_— N >

N _ o se > 3,

H%O(Q) — [P(Q), 2<p<p, onde p=
+00, se N =1,2.
De modo a obter os resultados desejados assumimos ainda as seguintes hipoteses:
(H.1) As fungbes fi, fo e h possuem uma estrutura polinomial, isto é:
fils) = |s["™s,  fols) = [s* s, h(s) = |s["s,
onde k,n,p > 2 sao tais que
HL(Q) = LP(Q) e  H{(Q) = LFIy).
(H.2) A fungao de relaxamento g pertence a classe

C%(0, +o00) N W20, +00) N WT°(0, +00)

e satisfaz

(2.2.3) g(s) >0, 1-— / g(s)ds =1>0
0

e

(2.2.4) g'(s) <0, Vs>0.
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A seguir, apresentamos algumas defini¢oes e célculos, os quais foram introduzidos,
por exemplo, em Vitillaro [81] e suas referéncias.
Sejam B; e B,, as melhores constantes nas imersoes Hp () < LP(Q) e Hp, () —

Lk(T'y), respectivamente, isto &,

(2.2.5) Bt = inf {||Vulls:ue HE(Q): [Jull, =1},
By' = inf {||Vulls:u € HE(Q) : fuller, = 1} -

Introduzimos ainda os seguintes valores:

- B - B
Bl = _1 € BQ = _27
l l
onde [ é o nimero positivo introduzido em (2.2.3).

Definamos agora a funcao real F' da seguinte forma,

1 BY B
F(x) = —a% — ZLaP — Z25F,

2 P k

e seja oy o primeiro zero positivo da fun¢ao F'(x).

Observacao 2.1 Nao € dificil verificar, como feito em [17], que a fungao F' € crescente para

0 < a < ay, decrescente para o > a e que oy € um ponto de mdzrimo local de F'.

Do exposto acima decorre que,

Dk
_ B

(2.2.6) 1=DBa??+Bkaf? ¢ Ey=F(my) = 504% — i - —~af,

onde F é uma constante positiva.

A seguir apresentamos o grafico da fun¢ao F' o qual ajuda-nos a entender a importan-
cia de tal funcao, pois este indica as regides A e B, as quais como veremos no decorrer desse
capitulo, estao relacionadas com a existéncia e nao existéncia de solucao global do problema

(2.1.1), respectivamente.

F(a‘l) =F,
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Definamos agora o funcional energia associado ao problema (2.1.1) por

1 , 1

221)  Blww) B0 = @3+ (1- [ o) vunlp

#3000 = L@l - IO,

onde
(gou)(t) :/0 g(t = 5)[|[Vu(s) — Vu(t)|[3ds.

Provaremos agora que a energia E (t) definida em (2.2.7) ¢ uma func¢éo nao crescente,

mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Lema 2.2 Seja u uma solugao fraca de (2.1.1). Entao, para todo t > 0, temos

PO~ a0l + 1 0w ()~ 190 [Vu O
(2.2.8) < —||ut(t)||z+%(g’<>u)(t), W > 0.

Prova: A demonstracao é feita para solugoes fortes, contudo o resultado pode ser estendido
a solugoes fracas por usuais argumentos de densidade. Multiplicando a primeira equagao em

(2.1.1) por u, integrando sobre 2 e usando integragdo por partes obtemos
d (1 1 1 1 i
&l + G198 - 2l - £l O,

(2.2.9)

t

—/ / g(t—35)Vu(s) Vu (t) dsdr = — [[u; ()] -
aJo

Por outro lado, temos

Gaon® = [ =9 IVu) - Vulids+ L (Tl [ o(s)as

—Q/Q/Otg (t — 8) Vi (s) Vu (t) dsdx

(2.2.10) = (¢ ou)(t)—2 /Q/O g (t—s)Vu(s) Vu (t) dsdz
+ LIVl [ s ash - g0 19u

Esta tltima identidade implica

// (t— 8) Vu (s) Vg (1) dsdz = (g<>u)()—i—%%{HVU(t)Hg/Otg(s)ds}

1 2

(2.2.11) —59 @ Vel =5
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Uma aplicagao direta da identidade (2.2.11) implica (2.2.8) e isto completa a prova do Lema
2.2. [ |

Definamos, para u € Hy, (2), o seguinte funcional:

Ty = %(Liéb@mﬁuvm@+§@ow
1 1

- 5HUH§3 -zl

o qual estd bem definido em fungao das imersoes em (2.2.2). Entao a funcao energia (2.2.7)

pode ser reescrita da seguinte maneira:

B(1) = gl + T, Vu € H ().

Ainda precisamos definir a fungao

t

(2.2.12) v@)Z(1—/ﬁﬂ@¢OHVM®%+%gow@)
0

E importante observar que podemos deduzir de (2.2.5)-(2.2.12), que

R213) B 2 Jut) = 390~ @l - plulir,
> 590 = Z 60127 - 200y = F o)),

Observagao 2.3 Provaremos no Lema 2.8 que se (y(t))Y? < ay, entdo F((y(t))Y?) >0 e
consequentemente, J(u(t)) > 0 e E(t) > 0, para todo t > 0.

Observagao 2.4 Repetimos aqui, para melhor compreensao do leitor, uma observagao feita

por Cavalcanti et al. em [16], a qual adaptamos ao nosso contexto.
Sendo f1(s) :=|s|P72s, fa(s) := |s|* s e definindo fiirune, [o.trunc POT,

(|25, |s| < L,
fl,trunc(3> = |L|p72La S Z L7
| [-LPH(=L), s< L,
€ (
S|V s s| <
|s]*2s, |s| < L,
f2,trunc(5) = ’L’k_QLa 5 > La
\ ’_L|k72 (_L)> s < —L.

onde L é uma constante positiva, entdo se,
A= [ hdn B = [ pe)ar
0 0
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Fl,trunc(s) = / fl,trunc(T) dT, F2,trunc(s) = / f2,trunc<7—) dr
0 0

sao, respectivamente, as primitivas de fi, fo € fitruncs fotrunc, podemos escrever, para todo

ve Hp (Q):

10 =3 (1= [ gt )||Vv||2 #5000 ~ [ Ro@)ds - [ @)
D) =5 (1= [ ato)as) 19l + 5a0 00
- [n o~ | Borulote ar.
Definindo

1
Etrunc(t) = §||Ut(t)||§ + Jtrunc(u(t))v

considerando a energia E(t) definida em (2.2.7) e lembrando que,

/Q i prune (. 1)) do < /Q Fi(u(z, 1))da

/ FZ,trunc(u(xa t)) dr S / FQ(U(Z’, t))dra
I 1N
deduzimos de (2.2.7) e (2.2.13), que:

Bupunclt) = 3l + Fune(u(t)

= iz + 3 (1= [ otoras) ivuol

+ 5000® = [ Fuunnlula, )i - /F Fugnue(u(a, ) dF
> Sl +5 (1= [ atoas) Ivutolp

+ 3lwon®— [ Aty = [ Rt dr

> J(u(t)) = F((v(1)"?),
onde y(t) € definida em (2.2.12).

Segue do exposto acima que as desigualdades obtidas na Observagao 2.3, continuam
ocorrendo se trocarmos E(t) por Eyunc(t) e J(u(t)) por Jyune(u(t)). Assim, todos os ar-

gumentos que usarmos para provar a existéncia de solugao regular do problema auxiliar
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(2.3.16) que apresentaremos na proxima se¢ao, quando o dado inicial é tomado no “pogo

potential”, podera ser repetido para o mesmo problema trocando fi(s) = [s|P~2s por fi trune
€ fQ(S) = |S|k728 por f2,t7’unc-

A fim de obtermos a existéncia global de solugoes regulares para o problema auxiliar

(2.3.16), precisamos das seguintes hipoteses sobre os dados iniciais.
Hipotese 2.5 (Hipoteses Sobre os Dados Iniciais)

(H.3) Assumamos que
{u’,u'} € HE (Q) N H*(Q) x Hf, (Q),

(H.4) verificando a sequinte condi¢ao de compatibilidade

ou? L
— foau =|u

ov

01k=29,0  sobre Ty.

(H.5) Além disso, suponhamos que

E(0)<E, e [|[VY: < a,

onde By = F(aq) e ay € o primeiro zero positivo da fungao F'.

2.3 Existéncia de Solucao

Nessa se¢ao, nosso principal objetivo é provar a existéncia de solugao global para o problema
(2.1.1). Antes disso, provaremos um importante resultado que é a existéncia e unicidade de

solugao para o problema auxiliar (2.3.16) que sera apresentado a seguir.

Teorema 2.6 Se (H.1)-(H.5) ocorrem, entao o problema (2.3.16) possui uma inica solug¢ao

u na classe

u € LS, (0,00; HE () N HA()), u' € Ly (0,00, HE (),

loc loc

e u"e L (0,00, L*Q)),

loc

com (y(t))"? < oy, para todo t > 0.

Como consequéncia do Teorema 2.6, usando argumentos de densidade, obtemos o

proximo resultado.
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Teorema 2.7 Se o dado inicial pertence a H{ (Q) x L*(Q) satisfazendo (H.5). Entdo, o

problema (2.1.1) possui pelo menos uma solugao fraca na classe
u € CY([0,00), Hy, () N ([0, 00); L*()),
com ((t))Y? < ay, para todo t > 0.

Agora descreveremos que procedimento usaremos para obter o resultado desejado.
Como previamente mencionado, a fim de obter a existéncia de solugoes fracas para o problema

(2.1.1), obteremos, inicialmente, solugoes regulares para o seguinte problema auxiliar

¢
Wy, — Ay, + / g(t — s)Auy(s)ds + h(ur,) = fiu(w,), em Q x (0,00),
0
u, =0, sobre I'y x (0, 00),
(2.3.14) g t 0 (0, 00)
ouy, ouy, 1
), g(t — S)E(s)ds + puw = fou(u,), sobre T'; x (0, 00),
L u(2,0) = up (),  wu(e,0) =u,(x), em €,

onde, para cada pu € N, definimos,

(2.3.15)  fiu(s) =< |ul"?p, s>, e fauls) =1 |ul" 7w, s> U,
|—pP2 (—p), s < —p, |—u" 7 (—p), s < —p

Contudo, para isso, ao invés de acharmos solu¢do para o problema (2.3.14), iremos

considerar o problema mais geral dado por

t

uy — Au +/ g(t — 8)Au(s)ds + |u|"*u; = |ulP"*u, em Q x (0,00)

0

u =0, sobre 'y x (0, 00)
(2.3.16) t

Ou —/ (t — s)%(s)ds + oy = |ul " u sobre I'y x (0, 00)

v 0 g v t — ; 1 )

L u(z,0) =u’(z), w(x,0)=u'(z), em (2,

onde o é uma constante positiva.
Para este proposito usaremos o método de Faedo-Galerkin, o qual nos permite tratar
ambos os casos, especificamente: obter existéncia de solug¢do regular para o problema (2.3.16)

quando temos um termo de fonte localmente Lipschitz sobre a fronteira e particularmente,
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quando também temos um termo de fonte globalmente Lipschitz, como em (2.3.14). Nesse
momento é sempre importante enfatizar, como foi feito em [17] e [16], que nao é possivel
considerar argumentos de densidade para passar das solugoes regulares para fracas se estamos
considerando solugoes regulares dadas por (2.3.16), onde o termo de fonte na fronteira é
localmente Lipschitz. Por esta razao é crucial considerarmos uma sequéncia de funcoes

globalmente Lipschitz (truncadas) como proposto em (2.3.14).

2.3.1 Prova do Teorema 2.6
Existéncia

Para obter a existéncia de solugao para o problema (2.3.16) temos que construir uma base
especial relacionada com o problema eliptico, cuja construcao foi inspirada no que fizeram
Milla Miranda e San Gil Jutuca em [63]. De fato, seja {w}} uma base para Hy (). A partir

dessa base podemos construir a base especial desejada {w, }, relacionada ao problema auxiliar

1 0

(2.3.16) do seguinte modo: Se u’ e u' sdo linearmente independentes, definimos w; = uY,

wy = u', e para w;, i > 3 os vetores de {w} sao escolhidos de modoa a serem linearmente

0 O e u! sao linearmente dependentes, escolhemos

w; = u® e para w;, i > 2 os vetores de {w;} que sao linearmente independentes com u°.

independentes com u° e u'. Se os vetores u

Posto isto, definamos

Vm: [wla"' 7wm]

e consideremos para todo w € V,, o seguinte problema aproximado:

()= (0w € Ve
(), 0) + (Ve (£), 920) — (e ()20 (8) ), + a(ul(8) 00,
— [ 0t = (T, T s+ (20 0) = (0.0,

L um(0) = u°, ul, (0) = ul, Vm € N.

m

(2.3.17)

Por conhecidos métodos de Equacoes Diferenciais Ordinérias é possivel obter uma
solugao local para o problema aproximado (2.3.17) sobre algum intervalo [0,¢,,), t,, > 0. A
extensdo desta solugdo para o intervalo [0,T], para todo T" > 0, é uma consequéncia das

estimativas a priori que faremos a seguir.

e Estimativa a Priori de Primeira Ordem

37



2 EXISTENCIA E NAO EXISTENCIA 2.3 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Para w = u/,(t), deduzimos
/ d 1 / 2 1 ' 2
En(t) = 2 1 gllum@llz +5 1= i g(s)ds | [[Vun(t)]l2
1 1 1
(g0 wm)() = Zllum®)ll; = EHum(t)Hi,rl}
e para todo t € (0,t,,),

(2.3.18) Ep,(8) < (9" 0 um)(t) — allu, (0)[[5r, — lJum (][] <0,

N | —

o que implica que E,,(t) ¢ uma fun¢ao nao-crescente, para todo t € (0, t,,).

A seguir enunciaremos e provaremos um Lema que assume um papel importante
para podermos estender a solugao a todo o intervalo (0, +00). Para isto, adaptamos as ideias

de Vitillaro [81] ao nosso contexto.

A fim de nao sobrecarregar a notagao e também pelo fato que este resultado sera

usado para a extensao da solugao, omitiremos o indice m.
Lema 2.8 Suponha que (H.1)-(H.3) e (H.5) ocorrem. Entao,
(2.3.19) Ju() < By e ~(t) <al, vt > 0.

Além disso, temos,

1 1
(2.3.20) v(t) < —E(t) < —E(0), vt > 0,
c c
onde 9
p;’ se k>p
2p
CcC =
k—2
S >
ST se p>k

Prova: De (2.2.13) e (2.3.18), obtemos
(2.3.21) F((v(t)"?) < J(u(t)) < E(t) < E(0) < Ey,

o que implica que J(u(t)) < Ej, para todo t € [0,t,,). Além disso, notando que F' é crescente
em (0, ), decrescente em (o, +00) e F(A\) — —oo, quando A — +oo. Assim, como
E(0) < Ej, entdo existe, A < a; < Ay tal que, F(\,) = F(A2) = E(0), o que juntamente
com ||Vu|| < a e (2.2.13), nos da que, para todo t > 0,

F((v(0)'%) = F(I[Vu’ll2) < B(0) = F(Xy).
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Isto implica que,
IVa|lz < X5

Agora, provaremos que
(2.3.22) (V)2 < Ny, Yt € [0,80),

e entdo (2.3.19) vira de resultados de continuidade.
De fato, suponha por absurdo, que (2.3.22) nao acontece. Endo, existe t* € (0,t,,)

que verifica,
()2 > X
Se A, < (y(t*))/? < oy, entdo de (2.3.21), podemos escrever
E(t") 2 F((7(t))'?) > F(Xy) = F() = E(0).
e isto é uma contradigao, uma vez que F (t) é uma fungao nao crescente.

Se (y(t*))Y/? > ay, temos que existe um A verificando,
(VON'2 = [|[Vullls Xy < A < an < (y(t7)V2,

Consequentemente, da continuidade da fungao ~(-), existe ¢ € (0,¢*) satisfazendo

((E)2 = X
Entao, desta ultima identidade, obtemos
E() = F(y(1)"?) > F(Xy) = F(X2) = E(0),
de onde vem uma nova contradi¢do. Consequentemente obtemos (2.3.19).

Para provar (2.3.20), notamos que para A < «j,

1 B Bk
F — 21 = 1yp—2 2 \k—2
() = A < R U )

> A\ <% - B—fo/l’_z - B?go/f_2> .
p

Entao, usando a identidade,

temos, para k > p,

1 B B 1 1 /1 1\ -
F(A) > X <§ R ?20/1“‘2> = \? (5 -4 <_ _ E) B§a’f‘2)
p p \p
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Por outro lado, se p > k, obtemos de modo analogo

k—2
FOO) >N —— .
2 (5)
Assim, fazendoc:pz;pz,sekzpec:%,sepzk, temos,

(2.3.23) F(\) > Xe.
Entao, de (2.2.13), (2.3.19) e (2.3.23), temos
cy(t) = c((v(1)?)* < F((v(t)"?)) < E(t) < B(0) < Er.
Portanto, a prova do Lema 2.8 esta completa. [ |

Retornando ao problema aproximado e tendo em mente o resultado do Lema anterior,

deduzimos
S I3+ er(t) < Sl OB+ F((())
< O + T (1)
(2.3.24) — BE(t) < B(0) < By, V>0,
particularmente,
(2.3.25) | Vun )5 < ey(t) < %||u;n(t)\|§ +ey(t) < By, Vt>0.

Assim, de (2.3.24) obtemos que E(t) > 0 para todo ¢t > 0. Entao, disto e de (2.3.18),
resulta que
E(0) — E(t) < E(0) < Ey,
e entao,

1 t t t
5 [ om s+ [N @)lds+ [ alld, (),
(2.3.26) 0 0 0

t
< —/ E'(s)ds = E(0) — E(t) < E1, Vt>0.
0
e Estimativa a Priori de Segunda Ordem

Inicialmente, estimaremos ||u. (0)|]o. Para isto é crucial considerarmos a condigao
de compatibilidade para os dados iniciais suposto em (H.4) e a base especial construida.
Considerando t = 0 e w = u/,,(0) no problema aproximado (2.3.17), notando que o

termo de memoria se anula, deduzimos que
[l (0)[[3 + (Ve (0), Vaizy, (0)) = ([t (0) [**uy (0,207, (0))r,
+a(up, (0), 1 (0))r, + (lu, (0)["~*uy, (0), 7, (0))
= (Jtm (0) [P~ (0) , 17, 0)).

40



2 EXISTENCIA E NAO EXISTENCIA 2.3 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Neste momento, salientamos a importancia da base construida, pois temos u,,(0) =

u’ e u/,(0) = u' para todo m € N. Com isso obtemos,

lum (O + (Va®, Ve, 0)) = (Ju’[*7*u®, uy (0))r, + au’, uy, (0))r,

» 'm

(Ju'["2u’ iy, (0)) = (Ju’ P72, g, (0)).
O Teorema de Green generalizado implica,

OB = () = (5o (0)) (a2, o, (0D,

1

—a(ul,un (0)r, — (Ju']"ul,u (0)) + (Ju’P~*u’, ur, (0)).
Da condigao de compatibilidade (H.4), deduzimos que

I O = (A, u (0)) = (Ju! ™2l 1, (0)) + (Ju P24, (0))
(11201 + 1,y + 115y ) e (0) ]

IN

Entao, da desigualdade de Young vem que:
(2.3.27) [l (Ol < 1AWz + [ |13, 3y + [[e]56 1) = Ln
Derivando a equagao (2.3.17)s com respeito a t e considerando w = u/, (t), segue que,
d 1 " 2 1 / 2 / n—2, 1 7 " 2
= 1 3/l Ol2 + 5V (@] ¢+ (7 = 1) (jur O (1), w (1)) + @l lug (B[,

(2.3.28) = g(0)(Vun(t), Vu, (t)) + /0 g'(t — s)(Vun(s), Vur (1)) ds
+(k = 1) (Jum (0], (1), (), + (b = 1) (lum (01, (8), 17, (1)),
Agora, analisaremos alguns termos em (2.3.29).
e Estimativa para [, := g(0)(Vu,(t), Vur,(t)).

Usando (H.2), temos,

L = 9(0)(Vum(t),v%(t))=—9(0)|IVU§n(t)|I§+9(0)%(Vum(t)7v%(t))

(2320) < g(0) % (Vun(t), Vil (1)

o Estimativa para Ir := [, ¢/(t — 5)(Vun(s), Vuly(t)) ds.
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Novamente usando (H.2), Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Holder, deduzimos

que,
L o :/Otg'(t—s)(vum(s),vu;;(t))ds
_ 4 ( / 1t 3) (T (5), 9, 1)
(0 >2 T = [ (¢ 5)(Fun(s). Vet 1) s
< & ([ =) Tunls). Vit )5 — 03 T
[ 16710 = ) 92, ) s
2az) < 4 ([de-9 wm<s>,w;n<t>>ds)—g< )3 a1
#3Ivu g+ (| 1t s>|||wm<s>||zds)2
<

d ! ! / 2
i ([ 0= 9T 9,00 85) = 4105 1m0

1 ! 2 1 " ! " 2
3T OB+ 310 o0y [ 167 = V(5.
e Estimativa para I3 := (p — 1)(|u,(t) P72, (), u?,(t)).

r'm

Aplicando a desigualdade de Holder generalizada,observando que (p 1) +5o13 ( 0 —l—% =
1, considerando a imersdo H{ () < L*P~1(Q) e (2.3.25), concluimos

|13

IN

(0 = Dl (@)1 l56,7 1 10 () 2o [, (D)2
< K[V O Ve, (0)]]2] |y, ()12

< K [[[Vug, (D15 + [un 0]l3]

(2.3.31)

N

onde K7 e K5 sao constantes positivas independentes de m e t.

e Estimativa para I, := (k — 1)(|un,(t)|* 2! (), u” (t))r,.

m r'm

Analogamente ao feito em I3, obtemos,

Kg (0%
1) < 22V, (013 + S0,
onde K3 é uma constante positiva independente de m e t.

e Estimativa para [ := (n — 1)(|u, (¢)|72u’, (t),u” (t)).

m »'m
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Nao é dificil ver que,

(2:3.32) Isi= =) [ (O] (0) o = K | (%\u:nu)r?zu;n(t)f dr,

onde K, = 4(77§1) ¢ independente de m e t.

A partir do obtido de (2.3.29)-(2.3.32), deduzimos,

dI(t)

d !/ /! "
i = 900) 2 (Vum(t), Vi, (1) + KoV, ()] 12 + Kol lug (6112

K / 2 d ! / /
SV O+ 5 ([ o= Tunls). Vi 0) ds
1d
~9(0)5—
#5116 ) | 167 = 1T ()1 s,

" 1 1 ?
10 =ty + 5190+ 8o [ [ (G (o)) dods
t
«
+5 [l o) B
0

Integrando (2.3.33) sobre (0,%) e lembrando de (2.3.27), podemos escrever,

(2.3.33) 0
||V ()15 + §||Vu;n(t)||§
t

onde,

1) < MO + 1Vt + g(0)(Tu(t). Vit (1)) — 9(0)(Va, V)
(K2+5+ )/ IVt (s + Ko [ 16 lds = g O)3] 1V 01
+/0) 117003 + / (¢~ (Vi (). Vit (1)) s

+5 Hg Hmm)// 19" (€ — 8)|||Vum(s)||2dsdé

ou ainda,

L2

<4

9(0)
HV I3+ " [V ()3 4+ g(0)m| [V, ()]]3
¢
Up;
OV n )13 + 1191100 ZIVE I3 + K [ 119, 5B
(0) 1 L
g
+T{||VUO||§ +||[Vu'|3} + %||9'||L°0(0,+oo)/ [Vt (s)]]5ds
0
t 1 t
Ko [ 1060 Bds + 3116 sl 0T [ (900 5]
0 0
onde K5 = K, + %2 + 1
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De (H.2), (2.3.25) e fazendo, 1, = % ey = 7, deduzimos da tltima

4||g/||L1(07+o<,)

desigualdade que:

2 t
n—2 «
SO+ 19 @1+ Ko [ [ (R un(9)) s+ 5 [ty )1, s

§L2+(2K5+4K2)/ Ll (s )||2+*||V m(5)l13ds

+K4/ (//(dtyu )T, (€) ) dwde + & /u \]2F1d§>ds

onde Ly = Lo(ug, u1, g(0),4(0),¢,1, By, Ly, T), independe de m € N e t € [0,T].

Aplicando o Lema de Gronwall obtemos a segunda estimativa:

1 " 1 LQ / ?
SO+ 11001+ 5[ [ (Tt 0) deds

(2.3.34) + 5/0 ||UZ1(3)||§F1 ds < Ls,

onde L3 é uma constante positiva independente de m € N e ¢t € [0,77.

As estimativas obtidas nos permitem obter uma subsequéncia de (u,,), a qual ainda

denotaremos por (u,,), e uma fungao u :  x (0,00) — R satisfazendo:

(2.3.35) Un — u fraco estrela em Lp5 (0, 00; Hf (Q)),
(2.3.36) w, — u fraco estrela em Ly (0,00; Hf (Q2))),
(2.3.37) u, — u” fraco estrela em L2 (0,00; L*(9)),
(2.3.38) u, — ' fraco em L7 (0,00; L*(T'y)),
(2.3.39) u’. — " fraco em L} (0,00; L*(Ty)).

Uma vez que as imersdes H{ (Q) < L?(Q) e H'*(I'y) — L*(I'y) sdo compactas,

temos, gragas a Proposigao 1.16 (Teorema de Aubin-Lions), que:
(0, 00; L2(€2)),

(0, 00; L*(92)),

U, — u forte em L (0,00;L*T1)),

Uy — u forte em L7,

!

/ 2
u,, — u forte em L.

e consequentemente, usando a Proposi¢ao 1.17 (Lema de Lions), deduzimos

(2.3.40) U [P 21y, = |ulP"?u, fraco em L .(0,00; L*(Q)),
(2.3.41) lul 72!, — |u/|" !, fraco em L7 (0, o00; L*(52)),
(2.3.42) U |* 20y —  |ul*"%u, fraco em L7 (0, 00; L*(Ty)).
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As convergéncias (2.3.35)-(2.3.42) nos permitem passar ao limite em (2.3.17). Como (w;) é
uma base de H} (), entéo, para todo T > 0, 6 € D(0,T) e v € H{ (2), depois de passar ao

limite, obtemos
/T(u”(t) 0)0(t )dt+/T(Vu() V)0 (t)dt
/ / (t — 8)(Vu(s), Vo)d(s )dsdt+oz/0T(u’(t),v)p19(t)dt
—Auwﬂ”,wﬁmﬁ+luw“%wwwﬁ
(2.3.43) _ /0 O, 0)000) it

De (2.3.43) e tomando v € D(£2), vem que
¢
u' — Au +/ g(t — s)Au(s)ds + |u/|" 2 v/ = [P Pu  em D'(Qx (0,T)).
0
No entanto, como u”, |u'[" >/, [u["~*u € L2 (0, 00; L*(Q)) temos que

A(u—AE@—@()d)Ghaawiﬂm)

e portanto
t
(2.344) " - Au +/ g(t — s)Au(s)ds + |o/)" 2w/ = [ul"?u  em L} (0,00; L*(R)).
0

Considerando (2.3.44) e usando a férmula de Green generalizada, deduzimos:

¢
% - /0 gt — s)g—( )ds + o' = [ul*?u  em D'(0,T; H /()
e uma vez que |u|*2u € L2 (0,00; L*(T'y)), inferimos que
0 K 0 _
(2.3.45) a—z — / g(t — s)a—Z(s)ds +au = [ul*?u em L2 (0,00; L}(T)).
0

O que prova a existéncia de solugao para o problema (2.3.16). Passemos agora a prova da

unicidade de solugao do referido problema.

Unicidade de Solucgao

Sejam 11 e uy duas solugoes do problema (2.3.16). Entdo, z = u; — uy verifica
t
(2.3.46) (2"(t),w) + (Vz(t), Vw) — / g(t —5) (Vz(s), Vw) ds + a(Z'(t), w)r,
0

# (Jun (O 2un(8) — )" 2ualt),w) |+ (6 OF 200 = fup ()] 2 (2), )
= (ju (P2 () — () P2 (t), w)
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para todo w € H{ ().
Substituindo w = 2/(t) em (2.3.46) e observando que a fungao s — |s[7"2s ¢ mon6tona

crescente temos, em particular,

(s ()20 (1) — [ (8)[" 0 (£), wy — up) > 0, para todo ¢ >0,

o que implica,

331 (0B + 1201} + 9@IV=01 + [ o/ = 3)(Va(). Va(t) s

v L[ o= 9(9s0). 00 ds |+l 01,

(Jur ()1 2ur (t) = Jua (O] 2ua(t), 2/ (O)r, + (ua(@)Fur(t) — Jua ()P 2uz(t), #(¢))
Kﬁ/ (a2 + fua (0)[*2) =)' (D) ]dT + K?/(!ul(t)!p_z + lua (1))t (1) de
I Q

IN

IN

IA

K (Il 1562 1y, + 22100, ) 1o Ollagenyr, 12O o,
e (Hul(t)ll’é(},_l)) @15 1)) 1Ol 1)

onde K¢ e K7 sao constantes positivas que dependem de k e p, respectivamente.
Note que a ultima desigualdade vem aplicando Holder generalizado, observando que
2 1_
+ m + 5= 1.
Integrando o obtido sobre (0, ), usando as imersdes H}, () < L**~D(I'y) e H} (Q) —

L>P=1)(Q) e a primeira estimativa a priori, deduzimos que:

p—2
2(p-1)

1O+ V=01 + (0 =) [ 1N e,ds < K [ (I +192()1) ds

onde € é uma constante positiva arbitraria suficientemente pequena. Aplicando o Lema de
Gronwall, temos da tltima desigualdade que ||2/(¢)||2 = ||V2z(¢)||]2 = 0. O que nos permite

concluir a unicidade.

2.3.2 Solucoes Fracas

Prova do Teorema 2.7

Com o objetivo de obter a existéncia de solugoes fracas usaremos conhecidos argu-
mentos que podem ser encontrados, por exemplo, em [42]. Aqui repetimos esses argumentos
com o objetivo de tornar o texto auto suficiente.

Seja A o operador cujo dominio D(A) é definido por,

D(A) = { (u,v) € HE(©) x H},(@);u - Nglov) + flrou)] € D(-A)},
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8 ( . ) - ( qu — Ng(h0v) + f (o)) ) ’

eN:H(T,) — H;:?’/Q(Q), s € R, é o operador de Neumann definido por

—A¢g=0 em )
Np=ijo q=0 sobre Iy
aq
9 =p  sobreI}.
o

, . L. : ~ _ 1 £
Além disso, é importante observar que estamos considerando §(s) = s e f=fou

como na Observacao 2.4, a qual é uma funcao Lipschitz continua sobre R, e ainda,

D(-A) ={ve H (Q);Av e L*(Q)}

— {v € Hf () N H*(Q); g— =0 sobre Fl} :
Note que,
(u,v) € [Hy, ()],
(2347)  (u,0) € D(A) & ¢ u—N[glyov) + fyou)] € Hy, (),

Au = Ng(rov) + f(rou)]) € LA(9).

Da Teoria de Semigrupos Nao Lineares, o operador A é w—acretivo sobre o espaco
E = H} () x L*(Q), para algum w suficientemente grande. Além disso, A+ w I é maximal

monotono e
(2.3.48) D(A) é denso em H[ (€2) x L*(%).
Assumindo que {u’,u'} € H (Q) x L*(Q) e ainda que,
|Vil|| < a; e E(u(0) < Ei,
entao,
IVuW|[=a1 -6 e Eu(0)=E —d,

onde §;, i = 1,2 sao ntimeros positivos. Tendo em vista (2.3.48), existe {u?,u

11 C D(A) tal

o Yp
que

(2.3.49) ug —u’ em Hf\ (Q) e u; — u' em L*(Q), quando p — +oo.

47



2 EXISTENCIA E NAO EXISTENCIA 2.3 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Entao, {u“,ui satisfaz, para todo u > pg, para algum pg € N, a condigao de

compatibilidade

ou’ 1

aVM + - f27#(u2)

onde o ¢ escolhido igual a L f,, ¢ dada por (2.3.15) e, além disso,

IVupl| <ar e E(uu(0) < Ex.

Para cada p € N seja u,, a solugao regular de (2.3.16) com dado inicial, {u#, u} ou

seja, para todo T" > 0

u, € C5(0,T;H) N CLO,T; HE () N C(0,T; L* ()

onde
H:={ve H%O(Q% Av e L*(Q)},
e verifica
) ¢
st — Auy, +/ g(t — s)Au,(s)ds + h(ut,) = fi,u(u,), em Q x (0,00),
0
u, =0, sobre T’y x (0, 00),
al; t ou,, 1 2
a_yﬂ _/0 gt —s) =4 5 ( )ds + Muw f2u(uu) sobre I'y x (0, 00),
L u(2,0) = up(z),  upu(x,0) = u,(x), em ().

Novamente usando o Lema 2.8, agora adaptado para fungées truncadas, (ver Obser-
vacao 2.4), (2.3.24) e (2.3.26), obtemos

(2.3.50) {w,} ¢ limitada em L>(0,T; L*(Q2)),
(2.3.51) {u,} ¢ limitada em L>(0,T; H (2)),
(2.3.52) {Fi,(u,)} élimitada em L>(0,T; L'(Q)),
(2.3.53) {Fy,.(u,)} é limitada em L>(0,T; L'(T';)),
(2.3.54) {u’ } € limitada em L"(0,T; L"(2)),
(2.3.55)

2.3.95

{ é limitada em L*(0,T; L*(T';)).

i
Do fato que L"(Q7) < L?*(Qr), onde Q7 = Q x (0,T), vem que

w2 0m2@) = !l
(2.3.56)

IN

Cllu, || 1niar) = Cllu| |70
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e consequentemente, por (2.3.54), obtemos que
(2.3.57) {u,} ¢ limitada em L*(0,T; L*(Q)).
Como,
(2.3.58)  fiu(u,) — fi(w) em L*(0,T; L*(2)) = L*(Qr) quando p — +0o0,

e

(2.3.59)  fau(w,) = folu) em L*(0,T; L*(Ty)) = L*(31.1) quando pu — +00,

(ver Lasiecka e Tataru[42|, Lemma 2.1), onde X7 = T’y x (0,7) e fi, fo sdo dadas na
Observagao 2.4.
Por outro lado, uma vez que

n—1

-2 o /
! LT (0,501 (Q)) HU#HL"(O,T;L”(Q))

[, "

concluimos de (2.3.54) que
— T _n_ _n_
{Ju),|""?u},} ¢ limitada em L7-1(0,T; L7-1(£2)).

Pelas estimativas obtidas, existe uma subsequéncia de {u,}, a qual denotaremos da

mesma forma, tal que

(2.3.60) u, — u  fraco estrela em L>(0,T; H} (Q)),
(2.3.61) ', =’ fraco estrela em L>(0,T; L*(9),
(2.3.62) . —u' fraco em L"(0,T;L"(Q2)),

(2.3.63) fiu(u,) — [ufPu  fraco em L*(0,T; L*(Q)),
(2.3.64) fou(u,) = |ul*2u  fraco em L*(0,T; L*(T))),
(2.3.65) |up,|" 2w, = x  fraco em La-1(0,T; L1 (R))

u

u

para algum x € L7-1(0,T; L71(Q)).
Além disso, pelo Teorema de Aubin-Lions, ver [48, Theorem 5.1|, deduzimos que

(2.3.66) u, — uforte em L*(0,T, L*(Q)),
(2.3.67) u, — uforte em L*(0,T, L*(Ty)).

Resta-nos provar que x = |«/|7"%u/. Para isso, usaremos argumentos de monotonici-

dade.
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Definindo z,, = u, — u,, t,0 € N, de (P,) vem que

t
Qﬁ{u A (1 [ 0 ) 19200+ (00 (a0
1 1
/y |dF——/ ”dF——/ wba dU + = [l 2dr
g r g I

(2.3.68) —l—/Q (\u 720!, — Jul |72 ’) (u —ul)dx = %(g’o(uu—ug))(t)
+—/£<fa#<uu>——faﬁ<ua>><u o >dx-+ /£ (o (1h) — Foo (1)) (1, — )"

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz , de (2.3.68) obtemos

3o {8+ (1= [ 006005} 19200l + 0 o0

(2.3.69) +/ (Ju, |72, = Jul| " ?ul,) (uf, — ul)da
1 1
< {— —} |dr+[ + = |ul,[*dl
wooo uo o

(LMAw)ﬁA%M%—%Mr
+Anmmn—ﬁmmx%—%Mi

Integrando (2.3.69) sobre (0,t) chegamos em

1 t
ol (1= [ 9061 ds) V2018 + (50 (o)
+/ / (|uL|”_2uL — |u;|’7_2u;) (u; — u )dxds

0 JQ

(2.3.70) <y, — g3 + [V, — Vg |f3
t t
i d] [ [ ravass |2 2] [ jacaras
H o N
// (f1,u(uy) flg(ua))(u —ul )dz ds
+/ (fon(ty) — forp () (it — 1, )dT'ds.
0 I

A estimativa (2.3.56) junto com as convergéncias (2.3.49) e (2.3.59) implicam a
convergéncia para zero (quando pu,o — 400) dos termos do lado direito de (2.3.70). Assim,
de (2.3.70) deduzimos que

(2.3.71) u, — wem C°([0,T]; HE () N C* ([0, T]; L*(Q)),
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¢
(2.3.72) lim / / (Ju, |72l — Jul, | ?ul) (u), — u))dzds = 0.

W,0—~+00

De (2.3.62), (2.3.65) e (2.3.72), obtemos também que

(2.3.73) lim [/ /|u |"dxds—/ /]u 72 u/dxds—/ /Xu'#dacdsl
p—>—+00
+ lim //|ug|”dxds—0
o—+00

Consequentemente, novamente usando (2.3.62), (2.3.65) e trocando o por pu, temos de (2.3.73)

(2.3.74) 2 lim //]u ]"dxds—Q/ /Xud:vds
p—>—+00

O limite obtido em (2.3.74) combinado com (2.3.62), (2.3.65) ¢ a monotonicidade da fungao
h(s) = |s[""%s implicam que x = h(u’).

De fato, uma vez que h(s) = |s|7%s ¢ monoétona crescente, temos que

T

[t =), =) e > 0
para todo ¢ € L"(2), onde < -,- > define a dualidade entre L"(Q) e L%(Q) )
A dltima desigualdade implica

liminf/T <h( ¢> dt+11m1nf/ <h Sy, ( —@/}> dt
0

U—>00 U—>00

(2.3.75)

HU—>00

Sliminf/ (h(u),(t)),u,(t)) dt.
0

Considerando as convergéncias (2.3.62),(2.3.65) e (2.3.74), concluimos

/0 (x(t) — h(),u'(t) — ) dt > 0.

Fazendo 1 := v+ A\ onde € é um elemento arbitrario de L"(£2) temos, pela hemicontinuidade
do operador L"(Q) — L771(Q); v — h(v), que x = h(u'), como desejdvamos provar, o que
nos permite passar ao limite em (P,) a fim de obter

(

uy — Au —|—/0 g(t — s)Au(s)ds + h(u;) = fi(u), em D'(Q x (0,7)),

u=0, sobre I'y x (0, 00),

0 ! 0

o= [ ot =55 s)s = falw) em L2(0, T, IA(T'))
0

L w(0) =’ w(0) =ul.
Note que desta forma exibimos uma solucao fraca para o problema acima, contudo

a técnica utilizada nao nos permite falar em unicidade da mesma.
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2.4 Nao Existéncia de Solucao Global

Nessa se¢@o provaremos a nao existéncia de solu¢do global para o problema (2.1.1), quando
n < p e ainda considerando hipdteses apropriadas sobre os dados iniciais.

A seguir enunciamos o resultado principal dessa se¢ao, cuja demonstracao seré feita
na proxima segao, onde usaremos argumentos de contradi¢ao assumindo a existéncia de so-

lugao global.

Teorema 2.9 Suponha que (H.2) ocorre e ainda que

o0 r/2—1
(2.4.76) /0 g (S) ds < 7,/2 14+ 1/ (27,)’

onde r = min{p,k}, com2<n<p<pe2<k<k.

Além disso assuma que

(2.4.77) E(0) < By e |Vu]], > ax,
com
i 2
(k T>a1, sep >k,
(2.4.78) Ey = e
(p—r)al’ se k> p.
rk

e oy definido em (2.2.6).
Entao, nao eziste solugdao global de (2.1.1).

Observagao 2.10 Seque de (2.2.6) e das defini¢oes de r e de Ey que Ey < Ej.

O Lema a seguir desempenha um importante papel na prova do Teorema acima e foi
inspirado no trabalho de Cavalcanti et al [17] onde os autores provaram um resultado similar

para a equacao da onda.

Lema 2.11 Seja u uma solugao de (2.1.1). Assuma que
(2.4.79) E0)<E e ||Vuly>a.

Entao existe uma constante \y > aq tal que

(2.4.80) (YENY2 > N, VE>0
€
1 , . 1 v oo Bl B
(2.4.81) Sl @7+ p e @y, = S5+ 25X, V>0,
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Prova: Note que segue diretamente do obtido em (2.2.13) que para todo ¢t > 0,

(2.4.82) B@t) > F((vt)"?).

E oportuno lembrar das propriedades da funcio F' (ver Observacio 2.1) e que
F (o) = Ey,

onde «a; é dado em (2.2.6). Com isso em mente e uma vez que por hipotese E(0) < Ey, segue
que existe Ay > aq, tal que F' (A2) = F (0). Da definigao da fungao ~(t), dada em (2.2.12)
vem que
(1) = [ Vuoll, -
Disto e de (2.4.82) temos que
F((v(0)'?) = F (| Vuoll,) < E(0) = F (\s),
o que implica na desigualdade

(2.4.83) [Vuolly = A,

posto que por hipotese temo Ao > a1, ||Vugl|l, > a1 e a fungdo F' é decrescente para esses
valores, ver Observagao 2.1.

A fim de obter (2.4.80), suponhamos que

(7 (to)) "/ < Ao,

para algum ty > 0.
Se (7 (to))"? < ay, temos em verdade que, (v (£))"? < ay < Ay < [|[Vugll,. Pela
continuidade de «y (.), existe t* € (0,ty) tal que

(r () =,
com a; < A\* < A\g. Disto e de (2.4.82), vem que
E(t) = F (y(t")?) = FO") > F(X) = B (0)

o que é absurdo, uma vez que E é nao crescente.

Agora, se (7 (t))"/? > a1, entdo novamente por (2.4.82) obtemos que
E(to) = F (7 (to)?) > F(%) = E(0),
e pela mesma razao chegamos a um absurdo. Em ambos os casos, (2.4.80) ¢ obtido.
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Para provar (2.4.81), usamos novamente (2.2.13) para obter

1 1 1 k
SO E@+ 3 [l + 7 IO,

Consequentemente, usando que E é nao crescente, (2.4.80) e (2.2.6) chegamos a

1 1 i 1
p lu @I + 2 le Oller, = 57 (@) = £(0)
1
(2.4.84) > SN E(0)
1 BY B
= §A§ —F(\) = ?lxg + ?W;,
o que prova a desigualdade (2.4.81) e encerra a prova do Lema 2.11. [ |

2.4.1 Prova do Teorema 2.9

Com o intuito de provarmos o principal resultado dessa secao, aplicaremos o método de
Georgiev-Todorova, ver por exemplo, [32, 56] e também [58]. Entao, suponhamos que a
solugao seja global. Nosso objetivo é chegarmos a uma contradicao.

Definamos
(2.4.85) H(t)=FEy— E(t).

De (2.2.8) segue que a funcdo 7 é nao decrescente. Temos ainda por (2.2.13),
(2.4.79) e (2.4.85) que

0 < #(0) <)
< Ey—E(t)
(2.486) < By (1= [ o) Ivuls

_% (gou)(t) + % lu (D)l + 7 Ollr, -

De (2.2.6), (2.2.12) e (2.4.80), vem que
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Disto e de (2.4.86) segue a seguinte desigualdade:

Q48T 0<AO AW O+ IOl V20

Nesse momento, para ¢ > 0 pequeno, a ser escolhido posteriormente, definamos a

seguinte funcao auxiliar,

(2.4.88) L) = A (1) + 2 / we (2, 1) da,
Q
onde
. p—n p-— 2)
2.4.89 0 <o <min , .
( ) B (p(n -1 2p

Lembramos que estamos supondo p > 7 e observamos que a fun¢ao . é uma pequena
pertubacao da energia.

Nosso objetivo é mostrar que .Z satisfaz a seguinte inequacao

4.2 (t)

2.4.
(2.4.90) o

> LM ()

em [0,00), onde v > 0.

Esta desigualdade, nos permite concluir que a solu¢do do problema (2.1.1), que
estamos supondo ser global, explode em tempo finito ¢ > 2 (0)" "¢ v, assumido que
Z(0) > 0, o que nos leva a uma contradigao.

A fim de concluirmos esse resultado, precisamos de mais dois lemas auxiliares.

Lema 2.12 Seja u solugao de (2.1.1). Entao, sob as hipdteses do Teorema 2.9, existe uma

constante n; > 0 independente de t e € > 0, tal que
491) Wz e (A O+ @B+ O+ [u@lEy). V=0
e ainda,

Z(0) =20 + 5/ ug(x)uy () dz > 0.

Q

Prova: Derivando (2.4.88) com respeito a t e usando o problema (2.1.1), obtemos
L) = (L=a) o () A" (t) +e u()]l; — < [|Vu O]
¢
+ellu @)} +elu (t)||Z7Fl + 5/ Vu (t,x) / g (t—s)Vu(s,z)dsdx
Q 0

(2.4.92) —5/ | ugd.
Q
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De modo a estimar os dois tltimos termos em (2.4.92) usaremos a seguinte desigual-
dade de Young
XY < )\ZXQ + )\_;YB,
emque X, Y >0, A>0, a, 8 € R" tal que 1/a+1/8 =1.

A seguir aplicaremos essa desigualdade tomando o = ne = % Notando ainda

que de (2.4.87), temos, para uma constante positiva M, a ser determinada posteriormente,

que
—(n=1) o(n=1)
ANt)=M"n""7 (t) >0, Vt>0,
obtemos
/ u|ug|" Pupdr < / ulug|" *uyd
0 Q
A(t)? n—1. .
(2.4.93) < — @)l + — @ YDy (2]
M- =1, .
- 7 =08 flu(@)l; + —MAT) lue ()17 -
O termo de memoria do lado direito de (2.4.92) pode ser reescrito como
t
/ Vu (t,:v)/ g (t—s)Vu(s,z)dsdx
(2.4.94) @ 0

— Ve @) |2 </Otg(s)ds> —I—/QVu(t,:L‘)/Otg(t—s) (Vu(s,2) — Vu (t,2)) dsda.

Por outro lado, aplicando as desigualdades de Holder e Young, inferimos que para

todo p > 0, vem que

/QVU (t,az)/o g(t—s)(Vu(s,z) — Vu(t,x))dsdz

(2.4.95) S/O gt —=8)[[Vu(t) 2 Vu(s) = Vu(t) [|l2ds

< nlgou) (+ - (/Otg<s> i) 19 0) .

Substituindo as estimativas (2.4.93) e (2.4.94) em (2.4.92), usando a desigualdade
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(2.4.95) e ainda somando 0 = —erEy + erH (t) + er E(t),obtemos

L) = (=) () (1) +e (541 w3

2
r r ]\/[—(77—1) _
2496 e (1= D)@l (1= 1) Ol - et )l
-1
Y M)l + ¢ (g - u) (gou)(t) — erBy + er 0 (t)

re{(5-1)- (5-1+ 1) (/Otg<s>ds)}uw<t>u§.

Explorando (2.4.81), temos que

~ ~ ~ ~ -1
By, Bk By, Bk
—erEy = —erk, (jxﬁ?ﬂ’;) : (szw?wg)
1 1 BY ., BS .\
(2.4.97) > —erk (]3 s (©)1 + 4 <t>||,’:,r1) . (jxg + ?)

Consequentemente, substituindo (2.4.97) em (2.4.96), ocorre que

2 = (A=) W) A )+ (5 +1) [ull

M—(n=1) -
teer lu @) + e lu ()i, —€ 7D () [|u(t)]])]
n— 1 —0 n r
(2.4.98) —eT =M () (1) + (5 - u) (gou) (t) +erd (1)

e (5-1)-(3-14 1) (/Otg<s>ds)}||w<t> 2

onde ¢y € ¢y 830 como segue

~ ~ -1
BY Bk

p P k
B, By
roor
A N (= ST SV I
’ FE ( PRERENES
Nosso préximo objetivo é mostrar que ¢; > 0 e co > 0. Para isto, dividiremos em
dois casos:
Caso 1: p > k.
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2 EXISTENCIA E NAO EXISTENCIA 2.4 NAO EXISTENCIA DE SOLUGAO GLOBAL

(k —
a? e segue que ¢; > cy. Assim ¢ suficiente provarmos que

Neste caso, Fy =

ca > 0. De fato, notemos inicialmente que pela relagao (2.2.6), vem que

BY BY 1 1 - BY
?1(1713 + ?20/1C - Z—)af = —]—)af <1 - Bfo/f_2> + 720/1“
1,/ Bk
= —1—?&% <B§o/f_2> + 720/1“
1 1\ =
Dai, temos
By B 1
(2.4.99) ?10/1’ + fo/f > Ba%.
Aplicando (2.4.99), obtemos
r\ [ BP Bk ry 1
) (Bt Bet) - (D)2
( k(pa1+ka1 5
k — 1 k—
(2.4.100) _ < 7") Lo_rb=1)
k D k rp
r
_ EEQ
De (2.4.100), podemos concluir o desejado como segue
LT T Bpr+B§Ak B
cg = 1———— — - -
? e U R
. . . . -1
> 1-2-(1-17) By s Do) (Bla o Pig
2 2 p 2T p 2T e
= 0.
Caso 2: k> p.
Neste caso Fy, = (p _kr)oz% e podemos mostrar de modo anélogo ao feito no caso
r

anterior que co > ¢ > 0.
Agora, estudaremos outras constantes em (2.4.98).
Para 0 < pu < r/2, definamos

a=71/2—p, e as=(r/2—1)—(r/2—1+1/(4p)) (/Ooog(s)ds>.
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Segue de forma imediata que a; > 0. Por outro lado, relembrando a hipotese (2.4.76)

podemos concluir que ay > 0. Assim, (2.4.98) toma a forma
2t = (L =0) () )+ (5 +1)

M—m=1)

(2.4.101) teer Ju()Ilf +ecz u (Dllp, —¢ A7) ||l

n—1

—& MA#~(t) HutHZ +ear (gou) (t) +erdt (t) + cay||Vu () ||3.

Agora, vem de (2.4.85) e (2.2.8) que ' (t) > [lu(t)||;, V¢t > 0. Isto juntamente
com (2.4.101) nos permite concluir que,
-1
L) > { (1—0)— sML}%‘” () A (t) + s(g + 1) |2
n
k
+eer [lu (@), +eca [lu (),
(2.4.102) +eay (gou) (t) +erd (t)
) M—@m—1) .
+ean||Vu (1) [I5 - €T<%””("_ H(#) u @)l
Nosso objetivo agora é analisar o tltimo termo do lado direito em (2.4.102). Uma

vez que p > 7, entdao usando a imersdo LP (2) < L"Q e (2.4.87) obtemos,

a(n-1) n/p
A7 @) ]! < c(%HuwnzﬁHu(t)HZ,pl) (o)

(po(n—1)+n)/p
k

< (@I +llu@llr,) ,
onde C' aqui e a seguir denota uma constante positiva, possivelmente diferentes, porém inde-
pendentes de .

Usando (2.4.89) e a seguinte desigualdade algébrica
(2.4.103) X <z+1)<(1+4+1w)(z4w), V2>20,0<v<1,w>0

podemos escrever, para todo t > 0,
(po(n—1)+n)/p

k
(e @+ lu @)1 ) < df

s ()11 + (1), + 2 (0))

e @I+l Ol , + 2 (1))

IN

d
onde d =1+ 1/5¢(0).

Consequentemente, de (2.4.102) e da desigualdade acima, obtemos

L) > {(1—0)—eM”T_l}%—U(t)jzﬂ’(tHe(fﬂ) |2

2
O M—(n=1) CM~-(=1)
e (o = =) Ju @)+ 2 (e = ———d) Ju @l r,
CM—(-1)
(2.4.104) +ear (gou) (t) + s(r — Td)%” (t) + eaz||Vu () |[5-
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Neste ponto, escolhemos M suficientemente grande tal que,

dy=c; —CM~1=Yd/n >0,
(2.4.105) dy =cy — CM~1"Yd/n >0,
ds =71 —CM~"=Yd/n > 0.

Uma vez que agora M esta fixado, podemos escolher ¢ suficientemente pequeno, de

modo que sejam verdadeiras as seguintes desigualdades,
Z(0) =07 + E/ uouy (x)dx >0
Q
(2.4.106) (1—0)—eM(n—1)/n>0.
De (2.4.104), (2.4.105) e (2.4.106) podemos concluir que,
2/(t) > em (0 (1) + @I+ O+ [u @y, ). ¥e>0,

onde 7, = min{dy,ds,ds, 5 + 1} > 0, independente de ¢. Isto prova o Lema 2.12.
Enunciamos agora o nosso segundo lema auxiliar e em seguida passamos a sua de-

monstragao.

Lema 2.13 Seja u solugio de (2.1.1). Entao, sob as hipdteses do Teorema 2.9, existe uma

constante ns > 0, independente de t, tal que
1
(24107) 2™ <em (A1) + lul)E + lu @I+ 1w @lEy,) V>0

Prova:
No que segue, por simplicidade, omitiremos, quando conveniente, as variaveis do

tempo e do espago nas integrais. Segue direto da definigao ., (2.4.88), que

27 (1) < 27 [%ﬂ(twglia (/Qutudw) ] |

Pela desigualdade de Hélder, temos,

[ws < ( /Qu?dw)ég/ﬂm) l
o [uzac) ([ 1arar)”
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onde C' é uma constante positiva que vem da imersao L? (2) — L?(2). Esta desigualdade

e . o o)
(/ umda:) < (C1=+ (/ lul? da:) (/ ufdx) ] )
Q Q Q

Aplicando a desigualdade de Young no lado direito, vem que existe uma constante
positiva, também denotada por C, tal que,

1 N 0
-0 (I-o)p 2(1-0)
(/ utudx) <C (/ |u|? d:v) + (/ ufdx) ] :
0 0 0

para 1/pu+1/6 = 1. Tomamos 6 = 2(1 — o), logo p =2(1 — o) /(1 — 20), para obter

e Teerars
(/ utudx) <C (/ u|? dx) + / ufdx] )
Q Q Q

Nesse momento, aplicaremos novamente a desigualdade algébrica (2.4.103), agora
2
o, garante que 0 < v < 1.

implica que,

, cuja condigao (2.4.89), sobre

Assim, obtemos que
2V <d(z+(0)) <d(z+ (1)),

ou ainda,

2

lu@IF™ < d (Ju()ll; +#(0)), vt >0

Logo, existe uma constante positiva, ainda denotada por C', tal que para todo ¢t > 0,

(/ﬂ utudx)lla <C [% () + [l @5+ [Jus (t)||§} .

Portanto, existe uma constante positiva 7., independente de ¢, isto é, tal que para
todo t >0,

L) < em [0+ (@I + e (1))
(2.4.108) < em [ (0) + Nu IE+ (g, + e ()]
Isto conclui a prova do Lema 2.13. [ |

Prova do Teorema 2.9:
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Combinando (2.4.91) e (2.4.108), inferimos que existe uma constante positiva { =
Z—; > 0, tal que para todo t > 0,

(2.4.109) L) > LT ().

Assim, a desigualdade (2.4.90) acontece para v =0/ (1 —0).
Vem do Lema (2.12) que,

Z(t) > 2(0) >0, Vit > 0.
Disto e de (2.4.109), inferimos que
LT (1)L () > €.

Mas notando que,

segue que,

Agora integrando sobre (0, ), obtemos,

o

L) - 27 (0) < — Tt
1—0
ou ainda,
L) < LT (0) -
1—0
donde segue que,
1 1
L (t) > T
(275(0) = 1751¢)”
Portanto, para 7% = —=Z— obtemos que
§oZ1=7(0)
) 1
lim = 4o00.

T o :
(277(0) - ;¢
Isto nos permite concluir que a solu¢ao do problema (2.1.1), que estamos supondo

ser global, explode em tempo finito, o que é uma contradicao e o Teorema 2.9 esta provado.
|
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Capitulo 3

Taxas Intrinsecas de Decaimento para a
Equacao da Onda sob uma Variedade sujeita a
com Dissipacao Viscoelastica e Friccional

3.1 Introducao

Nesse capitulo estudamos o comportamento assintético da energia associada a solucao de
uma equacao da onda sujeita a dois mecanismos de amortecimento, um viscoelastico e outro
friccional, parcialmente distribuidos.

Seja (M, g) uma variedade compacta n-dimensional com bordo, g denotando uma
métrica Riemanniana de classe C*°. Denotamos por V a conexao de Levi-Civita sobre M e
por A o operador Laplace-Beltrami sobre M.

Nosso objetivo ¢ determinar a efetividade de cada amortecimento sobre as taxas de
decaimento da energia total associada a solugao do problema.

Especificamente, estudamos a seguinte equagao viscoelastica da onda,

Uy = Au — fotg(t — s)divia(x)Vu(s)] ds — b(x) f(us) em M x]0,00],
(3.1.1) u=0 sobre OM x 10, 00,
uw(0) = u®,  u(0) = ul em M

onde g é a fungao de relaxamento, f representa o amortecimento friccional e a(x), b(z) de-
terminam o suporte de cada mecanismo de amortecimento por meio da seguinte hipotese,
a(xz) +b(z) > d > 0 para todo z € M. Assim, sobre o suporte de a(x) prevalece o amorteci-

mento viscoelastico enquanto sobre o suporte de b(z) o amortecimento friccional.

63



3 DISSIPACAO VISCOELASTICA E FRICCIONAL 3.2 HIPOTESES E RESULTADO PRINCIPAL

3.2 Hipoéteses e Resultado Principal

Assumimos as seguintes hipoteses:
Hipoétese 3.1

o A fungao de relazamento g : [0,00[— RT € decrescente, g € CY(RT) N WH(R™) e

satisfaz:
(3.2.1) g(0) >0 e ||a||Loo/ g(s) ds < 1.
0

Além disso, assumimos que
(3.2.2) g'(t) < —Hy(g(t)), para todot >0,
onde Hy € CY(RT), H1(0) =0 € uma fungdo dada, estritamente crescente e convexa.

o A funcao f(s) é continua, estritamente crescente, f(0) = 0 e sujeita a sequinte condi¢do

de crescimento de Sobolev no infinito:
(3.2.3) k~ls® < f(s)s < K|s|Pth|s| > 1,
onde HY(M) C LPYY (M), p> 1 e k, K sao tais que 0 < k, K < oco.

Observagao 3.2 As condi¢oes impostas na Hipdtese 3.1 sobre f e g sao minimos. O amor-
tecimento friccional modelado por f nao precisa satisfazer nenhuma condi¢ao de crescimento
proximo a origem (regido critica de estabilidade), as condig¢oes de crescimento impostas no
infinito sao conhecidas e necessdrias para obter taxas de decaimento uniforme com amorte-
cimento friccional, ver [5]], e a fun¢ao de relazamento é muito geral devido a generalidade
da fung¢ao Hy. A condigao (3.2.2) foi recentemente considerada em [3, 60] juntamente com

outras restricoes sobre a funcao de relaxamento.

E conhecido de [42] que em fun¢do da monotonicidade estrita de f juntamente com
sua continuidade, podemos definir uma funcao H, , continua, zero na origem, crescente,

convexa na origem e linear no infinito, tal que:
(3.2.4) S+ f2(s) < Hy '(sf(s)), |s| < 1.

Como observado acima, o papel da Hipotese 3.1 é quantificar o “comportamento
critico” dos amortecimentos friccional e viscoelastico via fung¢oes convexas gerais H; e Hs.

A fim de obter taxas de decaimento uniforme para a energia associada ao problema
(3.1.1) impomos hipoteses de natureza geométrica que determinam algumas limitagoes infe-

riores sobre as fungoes localizadoras a(x) e b(x).
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Hipotese 3.3 Assumimos que a € CY(M), b € L>®(M) sio fungoes nao negativas tais que

(3.2.5) meas{x € OM,a(z) >0} > 0.
(3.2.6) a(x) +b(x) > § > 0 para todo x € M.

Definimos Y7 = M x ]0, T e seja H} (M) := {v € H'(M);v|spr = 0}, 0 qual ¢ um
espago de Hilbert com a topologia induzida pelo H!(M). A condigao v|gy = 0 é requerida

para garantir a desigualdade de Poincaré,
(3.2.7) 17112200y < (M) THIVAIZ2an),  para todo h € Hy(M),
(M) (M)

onde \; é o primeiro autovalor do operador Laplace-Beltrami para o problema de Dirichlet.
A existéncia e unicidade de solu¢ao do problema (3.1.1) é feita de forma classica
usando o método de Faedo-Galerkin. Omitimos os calculos aqui, mas esses podem ser obtidos,

seguindo de perto o que foi feito em [78]. A seguir enunciamos esse resultado.

Teorema 3.4 Com (u°,u') € [H*(M)NH(M)] x HY (M) existe uma tinica solu¢io reqular

para o problema (3.1.1) na classe

(3.2.8)u € L2.(0,00; Hy (M) N H*(M)),uy € L;2(0,00; Hy (M), uy € LZ.(0,00; L*(M)).

loc

Com (u’,u') € H} (M) x L*(M), podemos provar, por argumentos de densidade, que

o problema (3.1.1) tem uma tnica solucao fraca na classe
(3.2.9) u e C?([0,00); Hy(M)) N C* ([0,00); L*(M)) .
Usaremos as notacoes para os seguintes operadores binarios:
t
(gxw)(t) := / g(t — s)w(s) ds.
0
t
GEu)(e) = [ glt=ult) -~ u(s)ds
0
t
(gow)(t) = / g(t = s)(w(t) — w(s))ds.
0
O lema a seguir estabelece uma relagao 1til entre esses operadores.

Lema 3.5 Para qualquer g,w € C*(R) obtemos a identidade

2[g* w]w' = ¢'Ow — g(t)|w|* - % {ng - (/Otg) IwIQ} :
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Prova: Derivando a expressao

oo — ([ atsyas)

obtemos o desejado. [ |
Assumindo que u é a unica soluc¢do global fraca para o problema (3.1.1), definimos

o correspondente funcional energia:

(3.2.10) E(t) = %/M Uut(flr,t)|2 + k(z,t) |Vu(z, )] + a(z)g0Vu] dz,

onde k(z,t) =1 — a(z) [y g
Note que, por (3.2.1) temos que

(3.211) O0<lil:=1- ||aHLoo/ g(s) ds < k(z,t) <1, V(x,t) e M x R4,
0

ou seja, a funcao k é positiva e limitada superior e inferiormente.

O proéximo lema nos permitira concluir a importante identidade de energia.

Lema 3.6 Seja u uma solugao do problema (3.1.1). Entao,

%E(t) _ % /M a() [0V — g()|Val?] dz — / b() f () s d.

M

Prova: Multiplicando a equagao (3.1.1) por w;, integrando por partes e aplicando o Lema

3.5, chegamos ao resultado desejado. [ |

Observagao 3.7 Devemos observar que a prova de tal lema € realizada para solugoes regu-

lares e posteriormente estendida para solugoes fracas usando argumentos de densidade.

Como uma consequéncia do Lema 3.6, temos que toda solucao de (3.1.1) na classe
(3.2.9) satisfaz a seguinte identidade para todo t >t > 0

(3212)  E(t) — / / {a(@) [¢OVu — g(6)[Vul] — b(x)f(u)uc} dedt

e além disso, o funcional energia definido em (3.2.10) é nao crescente em relagao a variavel t.

Apenas por simplicidade de notacao, denotaremos o termo de amortecimento por:

(3.2.13) D(t) := %/M {a(z) [-g'OVu+ g(t)|Vul*] + b(z) f (u)u } de.
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Nosso principal resultado consiste em determinar taxas de decaimento para o funcio-
nal energia que tem dissipacao gerada por ambos os mecanismos de amortecimento, friccional
e viscoelastico. A descricao quantitativa das taxas de decaimento serao dadas pela E.D.O
que é estabelecida em funcao das fungoes convexas Hy e Hs.

Antes de enunciar nosso resultado principal, procedemos como Lasiecka et al. [45] e
consideramos uma funcio H; : Rt — R* convexa, continua, crescente, zero na origem e que

satisfaz

(3.2.14) Hi((90w)(t)) < —¢'0w(t), t > 0,
para qualquer funcao w : R™ — R™ na qual a operacao O pode ser aplicada.

Observacao 3.8 Como mostrado em [45], uma condigao suficiente para (3.2.14) ocorrer
¢ apresentada em [60]. De fato, sequindo o que foi feito no Teorema 2.2 em [60], defina
Hy(s) = Hi(Dy(s)), onde Hy € definida em (3.2.2) e Dy € C*(R") € uma funcao positiva,
Dy(0) = 0 e tal que Hy, € uma fungao € C*(R") estritamente crescente, conveza e ainda

satisfazendo

(3.2.15) € L'(R™M).

Hy' (=9
Entio (3.2.14) € satisfeita para Hy = Hy(Dy).

E ainda importante ressaltar que como observado em [60], a condicio (3.2.15) ¢

satisfeita para vdrias fungoes de relaramento.
A seguir enunciamos o resultado principal desse Capitulo.

Teorema 3.9 Assumindo que as hipoteses 3.1, 3.3 e 3.2.14 ocorrem. Entao, existe um tempo

To > 0 tal que toda solu¢ao do problema (3.1.1) satisfaz

E(t)gs(Ti—1),W>To,

0

com lim S(t) = 0, onde S(t) ¢ a solu¢ao da E.D.O.

t—o00

(3.2.16) %S(t) +q(S(M) =0, S(0) = E(0)

onde ¢ é dada no préximo lema.

Um importante ingrediente para a prova do resultado acima é o conhecido Lema que

enunciamos a seguir, apenas para melhor compreensao do leitor.
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Lema 3.10 (Lasiecka e Tataru [42]) Sejap uma fungao positiva, crescente e tal que p(0) =
0. Uma vez que p € crescente, podemos definir uma fungao crescente q, q(z) = x—(I+p)~'(z).

Considere a sequéncia s, de niumeros positivos satisfazendo

Sm+1 +p(8m+1) S Sm-

Entao s, < S(m) onde S(t) € a solugao da sequinte E.D.O.

SS0) +a(s) =0, 5(0) =

Além disso, se p(x) > 0 para x > 0 entao, lim;_,o, S(t) = 0.

Contudo, a chave para a prova do Teorema 3.9, usando o Lema 3.10 acima, é o Lema
que enunciamos a seguir, o qual fornece uma estimativa para o funcional energia em relacao

ao termo de amortecimento (3.2.13).

Lema 3.11 Para T > 0 suficientemente grande, existe uma constante positiva Cy e uma

funcao continua, nao decrescente e convera, H : Rt — R™ tal que para todon =0,1,2, ...,

1 (n+1)T
(3.2.17) L B+ <H? / D(t)dt |
CO nT
De fato, deixe-nos, apenas por um momento, assumir que o resultado do Lema 3.11
é verdadeiro. Assim, procederemos a seguir com a prova do Teorema 3.9. Posteriormente,
nos dedicaremos a prova do Lema assumido.
Prova do Teorema 3.9: Seja 1" > 0 suficientemente grande, como no Lema 3.11.
Segue de (3.2.17) e da identidade de energia (3.2.12) que

E((n+1)T)+H (CLE((n + 1)T)) < E(nT), n=1,2,...

0

Portanto, aplicando o Lema 3.10 com s, = E(nT) e so = FE(0) concluimos que
E(nT) < S(n) onde S(t) ¢ uma solucao da E.D.O. nao linear (3.2.16), com p(s) = H(s/Cy),
s € Rt e p(0) = 0. Entdo, parat > T temos t = nT+r, com 0 < r < T, e pelas propriedades

assintoticas do funcional energia E(t) e da funcao S(t) temos

t—r t
< < = < _
E(t) < E(nT) < S(n) S< T ) _S(T 1>,
o que finaliza a prova. [ |

Observagao 3.12 Notamos que as tazas de decarmento da E.D.O. dependem do comporta-

mento de p(s) prozimo a origem. Assim, a taza final serd ditada pela maior crescimento na
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origem das correspondentes fungoes H;, i = 1,2. Quando as duas fungoes H; sao de cres-
cimento polinomial e os suportes essenciais de a(x) e b(x) sao disjuntos, entao as taxas de
decaimento final sao polinomiais com a menor ordem do polinémio (o pior cendrio possivel).
Se a funcgao wiscoeldstica Hy tem crescimento polinomial , entao, independente do suporte
de b(z) e a(z) e independente do crescimento de Hy a taza de decaimento total pode ser
no mdzimo polinomial e ditada por Hy. Isto confirma o resultado de Fabrizio-Polidoro [31]
que foi obtido para amortecimento linear friccional e amortecimento viscoeldstico polinomial
agindo simultaneamente. Nosso resultado generaliza estes para qualquer amortecimento nao
linear. O efeito de “overdamping” causado pela presenca do sequndo amortecimento forte,
nao melhora as taras de decaimento envolvidas, causados pelo amortecimento viscoeldstico.
A razao disso € que estamos considerando a energia total que consiste da energia mecanica e
energia viscoeldstica.

A parte viscoeldstica € inteiramente controlada pelo amortecimento viscoeldstico, isto
€, pelo comportamento da fungao de relaxamento. Assim, nao importa quao forte seja o amor-
tecimento friccional, este nao tem muito efeito sobre o decaimento da energia viscoeldstica.
FEssa propriedade € exibida pela nossa condigao (3.2.14).

Por outro lado, quando o amortecimento viscoeldstico ¢ mais forte que o friccional,
nossa prova mostra que sob a hipdtese que a(x) > ¢ > 0 em M, as taxas de decaimento
sao “essencialmente” dadas pelo amortecimento viscoeldstico. Por exemplo, se a funcao de
relazamento tem comportamento exponencial e o friccional logaritmico, entdo a energia total
decai exponencialmente. FEsta tultima condi¢cao simplesmente significa que o amortecimento

viscoeldstico prevalece, independente dos efeitos do amortecimento friccional.

A observacao acima confirma o “poder” do amortecimento viscoelastico em dominar
as caracteristicas dissipativas do modelo inteiro. De fato, formularemos abaixo o correspon-
dente resultado cuja prova esta contida nas estimativas realizadas para a prova do Teorema
3.9.

Corolario 3.13 Assuma:

e a(x) > 0 > 0, para todo x € M, juntamente com todas as hipdteses impostas sobre a

func¢ao de relaxamento g(s) e quantificados pela fung¢io Hy.

e [ € CY(R), é mondtona, zero na origem e satisfaz a condigdao de crescimento no infinito
|f(s)] < K[|s|P™ + 1], onde H*(M) C LPT(M).

Entao a conclusao do Teorema 3.9 € satisfeita.

O restante desse capitulo é dedicado a prova do Lema 3.11.
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A ideia principal é “construir” equacoes diferenciais descrevendo as taxas de decai-
mento para cada caso.

Este método foi introduzido em [42] no caso em que o amortecimento era friccional
e em [45] no caso de amortecimento viscoelastico. Aqui combinamos o feito nos dois e ainda

usamos algumas técnicas usadas em [13] para concluir o desejado.

3.3 Prova do Lema 3.11

Antes de passarmos a prova do Lema 3.11, precisaremos de alguns resultados prévios e de
trés lemas técnicos, como em [13|, os quais apresentamos a seguir.

Consideremos a seguinte fungao auxiliar ¢ € C*(M), tal que

o(z) >§/2 se xe€a'([0/2,00),
0<p(x)<d/2 se xea([/4,§/2]),
o(r) =0 se xea'([0,6/4]).

Note que pelas hipoteses da funcao a é sempre possivel construir tal funcao auxiliar
¢, que ainda satisfaz, supp(¢) C supp(a). Na verdade, temos mais, se © € supp(y) entao

a(x) > §/4, ou, em outras palavras, a fungao a(x) é limitada inferiormente por 6/4 para todo

x € supp(y).

Observe que se a(z) < §/2 para todo = € M, entao isto implica que b(z) > §/2 para

todo x € M, uma vez que, caso contrario, se b(z) < §/2 para algum = € M, entao
a(z)+b(x) <§/2+6/2 =10, paraalgum =€ M

o que contradiz a hipotese (3.2.6).

Consequentemente, a(z) < §/2 para todo € M implica que b(x) > §/2 para todo
x € M. Portanto, temos o amortecimento friccional agindo em todo o M. Analogamente,
b(xz) < 6/2 para todo z € M implica que a(x) > §/2 para todo z € M o que nos mostra que
o efeito viscoelastico age sobre todo M.

Quando temos a(z) > §/2 para algum = € M, tendo em mente que a é uma fungao
continua, entdo, a(x) > §/2 acontece para toda vizinhanga W de M (a qual pode ser consi-
derada maximal satisfazendo a propriedade a(x) > §/2, Vax € W). Isto significa, pelo menos,
que b(x) > 6/2 em M\W. E claro que o caso mais interessante ocorre quando temos efeitos
de amortecimento simultaneos e complementares.

A seguir enunciamos um primeiro lema técnico.
Lema 3.14 Temos:

(3.3.1) o(x) 4+ b(z) > =, para todo x € M.

| S
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Prova: Seja z € M, entao:
i) Se x € a=*([0/2, +0o0[), entao, uma vez que ¢(z) > §/2 e b(z) > 0, obtemos

o(z) + b(x) > /2.

(ii) Se z ¢ a=*([0/2,400]), entao 0 < a(z) < /2 o que implica —a(z) > —§/2.
Desta ultima desigualdade e pela hipotese (3.2.6), deduzimos que

o(x) +b(x) >blx)>d—alx) >d—0/2=10/2,

o que prova o desejado. [ |

A seguir, enunciaremos um segundo lema técnico, o qual é muito tutil nos céalculos.

Lema 3.15 As sequintes desigualdades ocorrem:

(3.3.2) /M (0())? + [Vo(x)P)h2 dr < C /M ()| V[ d,
(3.33) /M (p())? + Vo) )| VAP dae < C /M o(z) | VA dz,

para todo h € H} (M) e para alguma constante positiva C' que depende somente de ¢ € a.

Prova: De fato, antes de provar a desigualdade (3.3.2) deixe-nos lembrar um resultado que
¢ uma variante da desigualdade de Poincaré, especificamente:
Sejam Qy, Qo subconjuntos de M com medida positiva e tais que Q; C Q. Entdo,

assumindo que meas (023 N OM) # 0, temos
\h|*dx < C | |Vh]*dx; Yh € HY (M),
Ql QQ

onde C' € uma constante positiva.

Nao ¢é dificil provar essa ultima desigualdade. Na verdade, é suficiente observar que
hlog,nan = 0 e meas (02 NOM) > 0.

Por outro lado, da hipotese (3.2.5) e uma vez que a é continua existem g9 > 0 e
V' C M, vizinhanga de OM tal que meas(OV NOM) > 0 e a(z) > g para todo = € V.
Tomando, ©; = supp(p), Qs := {x € M;a(x) > max{d/4,e} = ap} e considerando
h € H} (M), das hipoteses acima, deduzimos que,

[ e+ 1Velofmt e = [ (o) + Vel do
1
(3.3.4) < C’aal/ a(x)|Vh|? dx,
Qo
o que conclui a prova de (3.3.2). A prova da desigualdade (3.3.3) segue de forma imediata. W
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Antes de enunciarmos nosso proximo resultado, introduzimos por simplicidade, a

seguinte notacao:

t
(gov)(t) = /0 gt = s)|[v(t) = v(s)|[Z2ar) ds.
Finalmente, enunciaremos e provaremos o terceiro e tltimo lema técnico.

Lema 3.16 Seja u uma solugdo de (3.1.1), ¥ € L*(0,00) e v = y(x) uma fungio suave.

Entao,

(3.3.5) 1@ o (ruDllZaan < 11121 0,00) (2 © () (2).

Prova:

Temos, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Teorema de Fubini, que

1@ o (v))llTery = /M(/Ot\/%D(t—S)\/w(t—S)v(x)(U(t)—U(S))d8)2dw

/M ( /;W dﬁ) / Gt~ 1) (ult) — u(s)? dsds
ST / (e = )Y (0) = )| Bagar dads,

IN

0 que prova o lema. [ |

No que segue e a fim de obter a desigualdade (3.2.17) nossa tarefa resume-se a
reconstruir a energia total em funcao dos termos de dissipacao.

Isto seré feito, aplicando adequados multiplicadores, para reconstruir cada parte da
energia: cinética, potencial e viscoelastica.

Com o objetivo de simplificar a notacao, denotamos: (u,v)r2y = (u,v)ar € ||ul[z2ar) =

V(w, w)n = [|ulfar.
3.3.1 Recuperando a Energia Cinética
Primeiro recuperaremos a energia cinética no suporte de a(z). Para isto, multiplicamos a

equagao (3.1.1) pelo multiplicador viscoelastico (go (pu))(t) = fot g(t—s)p(z)(u(t) —u(s))ds

para obter:

(n+1)T
(3.3.6) / (ue(t) — Au(t) + g x divia(z)Vu(s)] + b(z) f(ue), g o (pu)(t))ar dt = 0.

T
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Analisaremos cada um dos quatro termos acima separadamente. Para o primeiro

termo obtemos que

(3.3.7)

(n+1)T
/ (uae(t), g © (o) (1)) dt

T

(n+1)T t
= [ w0, [ ot = 0~ u(s)) ds)as

T

= (u (1), / g(t =)o) (ult) — u(s)) ds)arl "
(n+1)T t
[ e, [ et~ u(s) ds)

T

_/n:H)T (/Otg(f)dé)/MsO(ﬂf)lu,fIQd:cdt.

Para o segundo termo temos

(n+1)T
- /T /M Au(t)p(z)(g o u)(t)dzdt
(n+1)T (n+1)T
(3.3.8) = /T /M Vu(t)Ve(zr)(g o u)(t)dedt + /T /M Vu(t)p(x)(g o Vu)(t)dzdt,

Para o terceiro termo ocorre que

(n+1)T t
(3.3.9) / ( /0 gt — s)divja(-)Vu(s)] ds, g o (ou) (£))ar dt

T

-,

(n+1)T

( / g(t — s)divla(-)Vu(s) ds, / g(t — ) () (u(t) — u(s)) ds) s dt

(n+1)T t t
- / o / g(t — )a(-)Vu(s) ds, / 9(t — $)Vio()(ult) — u(s)) ds)yr dt

(n+1)T  pt t
- / o / g(t — s)a() Vu(s) ds, / g(t — $)p()V (u(t) — u(s)) ds)ar dt.

Finalmente, para o quarto termo segue que

(3.3.10)

(n+1)T
[ 00s.g0 (@

T

(n+1)T ¢
- / (b(-) f (ur). / ot — ) () (ult) — u(s)) ds)  dt

T
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Combinando (3.3.6), (3.3.7), (3.3.8), (3.3.9) e (3.3.10), chegamos em

/n(nJrl)T (/Otg(g) d§> /M () ug|? dodt = (u,(t), /Otg(t — 8)p() (u(t) — u(s)) dS)M’S;:H)T

T

(n+1)T t
[ o). [ e el — u(s) ds)

T

(n+1)T t
# [0, [ ot - 990 u) - ulshds)a

T

(n+1)T t
(3.3.11) +/ (Vu(t),/o g(t — s)e(-)V(u(t) — u(s)ds)p dt

T

(n+1)T t ¢
- / ( / g(t — )a(-)Vu(s) ds, / g(t — )V () (ult) — u(s)) ds) s dt

T

(n+1)T t t
- / ( / g(t — )a(-)Vu(s) ds, / 9(t — )p(V(ult) — u(s)) ds) s dt

T

(n+1)T ¢
w00, [ gt = ()t  uls) dsha .

T
Por outro lado, é conveniente observar que

(n+1)T gt ¢
/ ( / g(t — $)a(-)Vu(t) ds, / 9(t — )V () (ult) — u(s)) ds)ar dt

T

(n+1)T t t
(3.3.12) =/ (/O g(t—S)a(-)V(U(t)—U(S))ds,/ 9(t = s)Veo()(u(t) — u(s)) ds)ar di

T 0

(n+1)T t t
" / ( / o(t - $)a(-)Vu(s) ds, / 9(t — $)Vip(-)(ult) — u(s)) ds)yr dt.

T

Analogamente,

(n+D)T  pt t
/ ( / g(t — s)a() Vult) ds. / gt — $)p()V (u(t) — u(s)) ds)ar dt

T

T

(n+1)T t t
(3.3.13) = / ( / g(t — $)a()V (ult) — u(s)) ds. / g(t — $)p()V (u(t) — u(s)) ds)y dt
(n+1)T t t
n / ( / g(t — s)a() Vu(s) ds, / 9(t — $)p(-)V (ut) — u(s)) ds)yr dt.

T
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Substituindo (3.3.12) e (3.3.13) em (3.3.11) concluimos que

/n:H)T (/Otg(ﬁ)dé)éw(x)lutﬁd:cdt

= e, [ ole = e utt) — u(e) dshul "
(n+1)T t
_/ (Ut<t>7/0 gt —s)p(-)(u(t) — u(s)) ds)ydt

T

(n+1)T t
[ uln), [ ot = VeI wlt) ~ uls)dshaat

T

(n+1)T t
(3.3.14) +/ (Vu(t),/o g(t — s)p( )V (u(t) — u(s)ds)y dt

T

(n+ )T pt t
+ / ( / g(t — $)a(-)V (u(t) — u(s)) ds, / gt — $)Vio()(ult) — u(s)) ds)yr dt

T

(n+1)T t ¢
- / ( / g(t — s)a() Vu(t) ds, / g(t — $)Vo() (ult) — u(s)) ds)ar dt

T

(n+1)T t t
" / ( / g(t — $)a(-)V (u(t) — u(s)) ds, / 9t — $)p( YV (ult) — u(s)) ds)yr dt

T

(n+1)T t ¢
- / ( / o(t - $)a(-)Vu(t) ds, / g(t — $)p()V (ult) — u(s)) ds) s dt

T

(n+1)T n
[ 00, [ att =)o) ult) ~ uls) ds)as

T
2:J1+J2+"‘+J8+J9.

Agora, analisaremos cada termo J;, com¢=1,...,9.

Estimativa para J;.

Temos,
(n+1)T
Jio= (uwl(n+ 1)T),/0 9((n+1)T = s)p(-)(u((n + 1)T) — u(s))ds)ar

(3.3.15) —  (w(nT), /0” g(nT — s)p(-)(w(nT) — u(s))ds) .

Seja m € N um ntmero natural arbitrario. Assim, pela desigualdade (3.3.2) do Lema
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3.15 e tendo em mente a defini¢do do funcional energia em (3.2.10), deduzimos
mT
(3.3.16) (us(mT), / g(mT — s)p(+)(u(mT) — u(s))ds)u
0
mT
< /0 g(mT — s)|[ue(mT)|[ar [[o() (w(mT) — u(s))l|ar ds
mT 1 ) 1 )
< [7 gt = 9) |SlutnDIR, + e wlmn?) ~ u(s)I | ds
1 ) C mT )
< Sllgllzr oo lfuelmD) + 5 i g(mT = s)[[\/a(-)(Vu(mT) — Vu(s))|[3, ds
1 C
= Slslleswolledm DI, + 5 [ ate)gDVu)nT) da
Retornando para (3.3.15) usando (3.3.16), obtemos

(3.3.17) 71| < ClE((n+ 1)T) + E(nT)]

onde a constante C' depende de g, ¢ mas nao depende de n, o que é crucial para a conclusao

da prova.

Observacao 3.17 Observamos que representamos por C uma constante positiva que pode
assumir valores diferentes, quando conveniente, dependendo de vdrios pardmetros, menos de

n.

Estimativa para Js.

Aplicando o Lema 3.16 e o Lema 3.15, temos

(n+1)T
Bl < [ ] [ o= shel (o) = u)dsu
T
(n+1)T (n4+1)T
<cf e ||Mdt+—/ H/ (t = () a(t) — uls) dslfy
nT

(n+1)T
(3318) < « / o ()2, dt
nT

1 (n+1)T  pt
s Lllloos [ [l slleC (o) - ()R dsd
nT 0
(n+1)T
S ol

T
(n+1)T
o [ [ IVt - Vu(o) Byt

onde € é um nimero positivo pequeno que sera escolhido convenientemente posteriormente e

IN

a constante C' depende de ¢, mas novamente, nao depende de n.
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Estimatimativa para Js.

Repetindo os mesmos argumentos usados na estimativa J, deduzimos,
(n+1)T
< e [ IVl
nT

(n+1)T  pt
3319+ Lloluow [ [ o= IValI(Tu(o) - Tuls) |y dscr

Estimativa para Jy.

Do mesmo modo ocorre que
(n+1)T
T < / [Vu(t)|[2, dt
nT

(n+1)T  pt
3320+ Lloluow [ [ o= IVaO(Tu(o) - Tuls)| dsdr

Estimativa para Js.

Temos,
| J5]

< [0 [ o= 990wt | [ ot 9e00) ~ uo)dsla
L[ ot e v - wsyast
o2 [0 [ ot 990000 — uopasiiy a

<ol [ [ ott = a0Vttt as

3320 + 3l [ [ 90 SNITEOO) ~ u) I dsa
%Hgl\leHaHoo/nH [ e = VAT ~ wls)I ds
S lalloss [ [ o= VAT —uls) Byt
= lallosllall +) [ [ gt = VAT uls) By s

IN
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3 DISSIPACAO VISCOELASTICA E FRICCIONAL 3.3 PROVA DO LEMA 3.11

Estimativa para Jg.

Uma vez mais temos,
| o]
(n+1)T t t
< [0 att = 9aC)Tuteidslla | [ (e = 5)Vol)ule) — uls)dsl g
nT 0 0
(n+1)T t
<c [0 [ e ) Va(oyds| e
nT 0
1 (n+1)T t
3322w [ gt =9 Tel) ) — u(s))ds B
€ Jnr 0
(n+1)T pt
<clolloos [ [ o= ollaC)Vut)I, dsde
C (n+1)T gt )
illalloon [ [ att= VAl () — u(s)] dsat
(n+1)T t )
< lsllvomlielle [ [t =9I Val)Vult) |y dsat

(n+1)T  pt
oo [ [ ot = 9IVatiT (o - uls)l dsdr

Estimativa para J;.

Analogamente ao feito para J;, deduzimos,

(n+1)T  pt
3323) 17 < 3llalloom el +0) [ [ alt = 9lIValIV(ult) = u(s)Iy dsat

Estimativa para Js.

Agora, de modo anélogo ao feito para Jg, obtemos,

(n+1)T  pt
3320 Al <elliloaslldl [ [ o= OlIVaCVa dsat
C (n+1)T  pt )
il [ [ ot = 9lIVaOV () = u(s)I st

Estimativa para Jy.
A anélise desse termo é um pouco mais delicada, pois precisamos considerar duas

situagoes, como apresentamos abaixo.

(3.3.25) /n(nH)T(b(-)f(ut),go(sOu))Mdt = /EA+/EB

T

onde X4 = {(t,z) € (nT,(n+ 1)T) x M, |u(t,z)| < 1} e ¥p ¢ o complementar de ¥4 em
(nT,(n+1)T) x M.
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No conjunto > p usamos a seguinte estimativa,

Hso(-)/o g(t = s)(u(t) — u(s))ds||Lr+1ar) < CH<P(~)/O g(t = s)(u(t) — u(s))ds| | an)

< Cllso(-)/0 g9t = s)(Vu(t) — Vu(s))ds||m + CIIW(-)/O g(t = s)(u(t) — uls))ds|[m
< / a(x)(9OVu)(t)d]'? < CEY2(0),

onde aplicamos a imersdao de Sobolev, H'(M) < LPT'(M), a desigualdade de Poincaré, as

inequagoes (3.3.2)-(3.3.3) e que o funcional energia é nao crescente.
Assim, usando a desigualdade de Holder, a estimativa acima e (3.2.3), podemos
concluir para T suficientemente grande, que

(n+1)T
/Z / lg o (o)l (goentfunp IO )| o
B

5 ({xeM;|u|>1})

n+1
(3.3.26) =C / b(@) f(u)|"F da}iFrdt
{weM;lue>1}

(n+1)T (n+1)T p+1 P
e / ras [ Ib() £ ()| 5 dt} 75
nT nT {zeM;|u|>1}

TEM;|ue|>1}

(n+1)T 1 »
—C Ty / / b(@) f (u)| 5 dadt)
{
(n+1)T

p+1 n p+1 P
— o / / b(@) f (ur)| 7 dadt} 7
nT {zeM;lus|>1}

pt1

(n+1)
<CT » / / |b(x)f(ut)|p7ﬂdacdt, ( para T suficientemente grande)
{.TEM \ut\>1}

cc U 1 (n+1)T Pl
< C||b||LPT > b(x)|f(ut)| » dxdt, (usando (3.2.3))
{(weMiug>1}

(n+1)T
/ / kb(z) f (uy)urdzdt,

onde C' depende de T, E(0), g,b, k e K mas nao depende de n.
Sobre o conjunto ¥4 usamos a desigualdade de Young, juntamente com a hipoteses
(3.2.4) sobre a funcao f,
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(n+1)T 1
< ell(g o (pw) D122 (guert:fu)<1y) + 7Hb(')f(ut(t))||i2({xeM;|ut|§1})dt
YA nT
(n+1)T
Se|g||Llooo>/ / (t — ) [Va( )V (ult) — u(s) |3 ds di
n+1
(3.3.27) / / b(x) f(ug)|*dadt
T nT {zeM; |ut|<1}
n+1
<e|g|rLlooo/ / (t = ) [Va(IV (ut) — u(s)) |3 ds dt
n+1
—l—HbHoo/ / b(x)| f (ug)|>dzdt, (usando (3.2.4))
de nT {zeM;lus|>1}

(n+1)T
<e\g|rmoo>/ / (t — )| Va( )V (u(t) — u(s))|2 ds dt

n+1

Combinando as estimativas (3.3.26) e (3.3.27) obtemos:
(n+1)T
4= bl ) [ [ st R e

(n+1)T
(3.3.28) T+ ellglliiom / / g(t — )|V V(ult) — u(s))|2, ds dt.

Com o proposito de recuperar a energia cinética total, premsamos adicionar a parte
correspondente ao suporte de b(x). Isto corresponde a | . ()T Joy 0(@) Jue*dadt = [ AT fEB'

Usando que |u|* < kf(ug)ug, (t,7) € Xp e que |uy|> < Hy (f(ut)ut)), (t,z) € ¥4, ainda lem-
brando que ||al|||9|£1(0,00) < 1, combinando (3.3.14)~ (3.3.24) e (3.3.28), podemos escrever

(n+1)T t
/. ( / g(f)ds) [ ot + b fuf? dadt < CLE(r +1T) + BT
n+1)T
el loe + C + gl 0. / : [ vz Lol
(n+1)T
(3.3.20) te / ol

c ., (n+1)T
Ll [ [ 9= VAU = Fulo)IR, dsa

(n+1)T N
+25/ V()| dt
nT
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n+1
o gl Om/ /t—sn\/ J(Vult) — Vu(s))|3, ds dt
n+1
+|rgr|moo>|ra\|oo+c/ / (t — 8)||V/a()(Vult) — Vu(s))|[3 dsdt
(n+1)T
+2€/ /g(t—s)||\/a(-)Vu(t)||%4dsdt
nT 0
C (n+1)T
|g|rLlooo>/T / (t— )| Va()V (u(t) — u(s))|[3; dsdt
(n+1)T
+sc|g\|LloOo/ / (t — $)IIV/a()V (u(t) — u(s))|3; dsdt.

Uma vez que ¢g(0) > 0 podemos escolher 0 < t; < T (¢; proximo a zero) tal que para
todo t > tq, fo s)ds > t1g(t1) = Co. Com isso em mente, aplicando a desigualdade (3.3.1),

ou seja, que p(z ) + b(z) > 6/2 para todo © € M, e para ¢ < % de (3.3.29) conseguimos
recuperar a energia cinética sobre todo M,

(n+1)T
/ / lu|? dzdt < C[E((n + 1)T) + E(nT)]
+C / et / VHy ' + kI + KT)(f(ue)ur) dudt
(n+1)T  pt
—Cllg/ 112100 / ) /0 ¢t — 5) [IV/aC) (u(t) — u(s))| 2, dsdt
(n+1)T
+2g/nT V()2 dt
(n+1)T gt
c / / ot — 5) |IV/a()V (u(t) — u(s))|2 dsdt
nT 0
(n+1)T gt
+2€/ /g(t—s)||\/a(-)Vu(t)||%4dsdt
n+1
+¢C1g11110.00) / / (t = )||1v/al)V (u(t) — u(s))|[2; dsdt,

para todo t > t; e para alguma constante positiva C' que nao depende de n.

Observacao 3.18 Comparando a efetividade do amortecimento friccional e viscoeldstico, €
interessante responder a pergunta, o que acontece quando o amortecimento viscoeldstico age
em todo M. Isto significa que a(x) > & sobre M. Em tal cendrio nao é dificil ver que o
amortecimento friccional nao tem impacto sobre as taxas de decaimento, quando assumido
que este € diferencidavel proximo a origem. De fato, a estimativa responsdvel pela deterioragao
das taxas de decarmento devido ao amortecimento friccional sao as que correspondem as
estimativas do termo Jg. Mas, neste caso, sob a condi¢ao de diferenciabilidade, podemos

simplificar escrevendo, f*(us) < Lf(us)us parau; € X4 com L sendo a constante de Lipschitz
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na origem. Uma vez que o suporte de € total, o multiplicador viscoeldstico recupera a energia

cinética total o qual resulta na sequinte estimativa final,

(n+1)T (n+1)T
/T |2, dt < CLE((n + 1)T) + E(nT) + /T /M b(@)[(L + k)] f (s )ty dacelt]

o [ [ 910 IO w0) sy doat,

v [ pwuoieas o [ [ g 9IVEOV0) - uo) i dsa
+2¢ /:H)T /Otg(t — 5)||Va(-)Vu(t)| |2, dsdt

teCllglloss [ [ ot = VAT u(s) Byt

Com o propdsito de esclarecer, enfatizamos que a desigualdade acima, a qual recons-
troi toda a energia cinética quando a(x) tem suporte total em M ocorre sob as seguintes

hipdteses sobre o amortecimento friccional:
Hipdtese 3.19 Assumamos que a(x) > 6 > 0 sobre M e
o f € C(R) € mondtona, crescente, diferencidvel na origem com f(0) = 0.
o 1£(s)] < KI5, para |s| > 1.
Nao existe necessidade de um limitante inferior m no infinito, nem a utiliza¢ao de

uma fungao Hs.

3.3.2 Recuperando a Energia Potencial

Tendo obtido a energia cinética, passaremos a recuperacao da energia potencial. Isto sera
feito pela usual particao da energia, por meio de um adequado multiplicador. Assim, multi-
plicando a equagao (3.1.1) por u e integrando sobre M x (nT, (n + 1)T'), inferimos

(n+1)T t
(3.3.30)/ (utt(t) — Au(t) + /0 g(t — s)divia(-)Vu(s)] ds + b(-) f(ur), u(t)) dt = 0.

T M

Apos realizar algumas integracoes por partes, obtemos

(n+1)T (n+1)T
(3.331) - / B e+ ) w5+ / IV
(n+1)T  pt (n+1)T
— § /0 g(t —s) (a(-)Vu(s), Vu(t))M dsdt = — /T () f(ug), u) s dt.

A exemplo do que fizemos para recuperar a energia cinética, estimaremos algumas

integrais.
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FEstimatativa para I == — n+1 fo (t —s) (a(-)Vu(s), Vu(t)),, dsdt.

Aplicando a de81gualdade de Cauchy—Schwarz combinada com a desigualdade ab <

1.2 2
12a° + €b”, vem que

no<f /Otgu—s>||mVu<s>||M||¢a_ow<t>||Mdsdt
< [ ot =9 [IVaB9 wts) — w0l + 1AVt ] 1AL s s
- [ /Otga—s)umwu(s) O aslV/aCIF Ol ds de
(3.3.32) + / e / t g(t — 8)||[\/a(-)Vu(t)| 2, dsdt
< nﬂ/ (t = $)||\/a()V (u(s) — u(t))|2, dsdt
resn) [ ot VTRl dsa

onde £ é um nimero positivo que posteriormente sera escolhido convenientemente.

Estimativa para Iy = — fé;H)T(b(-)f(ut), w)p dt.

Considerando, novamente, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, juntamente com a

desigualda de Poincaré, ainda combinada com a desigualdade ab < 4%@2 +eb?, deduzimos que

/ :H)Tw(')f(ut),umdt -/ E / .

onde, como ja feito anteriormente, consideramos,

Sa = {(t.2) € [nT, (n + 1)T] x M; lu(t,z)| < 1}

e

Yp=A{(t,x) € [nT,(n+ 1)T| x M;|u(t,z)| > 1}.
Temos que,

1||b|| (n+1)T
|/ | < / / fug)ug)dxdt
2a
(n+1
(3.3.33) +<€/ [[Vu(t)||3, dt.
nT

onde usamos a hipotese (3.2.4).
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Nesse momento, novamente, aplicamos a desigualdade de Holder, a imersao de Sobo-
lev HY(M) < LP*Y(M) , a desigualdade de Poincaré¢,(3.2.3) e que a energia é nao crescente,

para obtermos,

w(@)]|Lr+1 ((wens:fu > 13)dt

(n+1)T
(3331) || | < / 1BC) £ ()] 2

o ({weM;jur|>1})

(n+1)T
< C'/ / )k f (uy)udex dt,

onde C' depende de [,b, A1, K, k e E(0), mas nao depende de n.
Assim,(3.3.33) e (3.3.34) implicam

(n+1)T
(3.3.35) / (b(-) () ) el

T

(n+1)T (n+1)T
< 8/ [Vu(t)||5, dt + C'/ / b(x)[Hy 4 KIN(f (us)us)de dt.
n M

T nT

Estimativa para I3 := (u(t), u(t))M|£7T+1)T-
Temos,
/\1—1/2
2
\1/2

I < [lue((n + D)D)y + [[Vul(n+ DT[]

+ [lue (RT3, + [[Vu(nT)[3,].

Desta tltima desigualdade e do fato que 1[|Vu(t)|]3, < I E(t) para todo ¢t > 0,

onde I =1 — ||a||» [, g(s) ds, inferimos que,
(3.3.36) 1I;] < C[E((n+1)T) + E(nT)],

onde a constante C' nao depende de n.
Combinando (3.3.30), (3.3.31), (3.3.32), (3.3.35) e (3.3.36) podemos escrever

(n+1)T (n+1)T
/ ITulo) e / )l dt < CLB(n+ DT) + BT
(3.3.37) / +1)T/ (t — s)||[v/a(-)V (u( )13, dsdt
(n+1)T
et ) / / g(t — 9)||Va() Vu(t)|[2, dsdt

AT 1HbHoo (n+1)T (n+1)
S o) [T [ ettt e vz [ 9uo) i

nT

Donde obtemos a recuperagao da energia potencial.
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Observagao 3.20 Como anteriormente, podemos perguntar, o que acontece se 0 suporte
do amortecimento viscoeldstico € total em M? Ou seja, se a(x) > 0 sobre M. Também
como antes, concluimos que o amortecimento friccional nao tem efeito, assumindo que este é
diferencidavel na origem e limitado superiormente por K|s|P. De fato, a estimativa relevante

estd no termo Iy que requer somente a limitagio especificada em (3.19). Desta forma, a

estimativa resultante torna-se:

(n+1)T (n+1)T
/; HVMQMNﬁ—/; (|3, dt < CIE((n+1)T) + E(nT)
(n+1)T
/ (t = 9)IIVal)V(u(s) — u(®) |3, dsdt
(n+1)T
(3.3.38) +(e+1)/ /g(t—s)||mVu(t)||?wdsdt
(n+1)T

-1 (n+1)T
L me+c/‘ (/ K+If@W@Mﬁ+€/ IV(t)| 3 dt.

nT

3.3.3 Recuperando a Energia Viscoelastica E(t)

Nosso ultimo passo é recuperar a energia viscoeléstica.
Combinando (3.3.37) e (3.3.30) e adicionando o termo,

/nH / (/ ds) o(2)[Vu(®) dede/nH / V(gOVu)(F) dadt

em ambos os lados e, gragas a (3.2.11), usando que,

(n+1)T 1 (n+1)T
/ / |Vu(t)|? dedt < —/ / k(x,t)|Vul|? dedt, Yt > 0,
nT M [ nT M

afim de recuperar a energia E(t), vem que:

(n+1)T t (n+1)T
(3.3.39) (1—55)/ / (1—@(30)/ o(s) ds) |vuy2dxdt+/ s (0|2, dt
0 nT
(n+1)T
/ / )(gOVu)(t) dedt

n+1
<ClE((n+1)T)+ E(nT)] + / )(gOVu)(t) dedt
(n+1)T
/ St kT 4+ KI)(f (ug)ug) da dt

(n+1
+C / / (—¢g'OVu)(t) dzdt.
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De (3.3.39) escolhendo ¢ suficientemente pequeno e T' suficientemente grande,obtemos

a seguinte desigualdade de observabilidade:

(D)7
(3.3.40) / E@t)dt < C[E((n+1)T)+ EnT)|

T
(n+1)T
+ / / )(gOVu)(t) dedt

i /n+l / Hy '+ kI + KI)(f (ug)uy) da dt
o sesuio

Neste ultimo passo precisamos relacionar a energia viscoelastica com o amorteci-
mento viscoelastico. No caso em que a funcao de relaxamento obedece a uma equacgao linear,
esta relacao é simples e expressa por uma multiplicacao adequada.

No entanto, quando desejamos taxas de decaimento gerais, argumentos adicionais
sdo necessarios. Aqui seguimos o que foi feito em [45].

Da hipotese feita sobre a fungao de relaxamento g (3.2.14), obtemos
(3.3.41) (9OVu)(t) < H{ Y (—g'BVu)(t), t € [nT, (n+ 1)T]

De (3.3.41) e usando (3.3.40) vem que,

(n+1)
(3.3.42) / E(t)dt < C[E((n+1)T)+ E(nT)]

T

N / et / VED + 1](—g' OV (t) dudt

4 0/"+1 / VHy "+ kT + K](f () da dt.

Aplicaremos a seguir a seguinte versao da desigualdade de Jensen:

e Seja F' uma funcdo convexa e crescente sobre [a,b], f : Q@ — [a,b] e h uma fungao
integravel tal que h(z) > 0 e [, h(z)dz = hy > 0. Entao,

(3.3.43) /Q FU(f(2)h(x)dz < hoF / @

Usaremos (3.3.43) a fim de trazer as fungdes H; para fora das integrais. Deixe-nos

/Ma(x) = ao,/Mb(:v) = by,
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onde podemos assumir ag, by > 0.
Notamos que as fungdes H; ' + I, Hy' + (k + K)I sdo concavas.

Assim,
(n+1)T B
/ / a(z)[H7 Y + I)(—g'OVu)(t) dadt
nT M

B (n+1)T
< aoT[A + ag T~ / / o(2)(— g OV (H)ddt],
nT M

[ ot s st e

(n+1)T
< b T[HF" + kI + KT|[b; T~ / / b() f (g uscact].
nT M

Por outro lado, da identidade de energia, (3.2.12) obtemos
(3.3.44)

(n+1)T
E((n+1)T) — E(nT) = % / . /M {a(z) [¢OVu — g(t)|Vul?] — b(2) f(us)us} dadt.

Substituindo E(nT') dado em (3.3.44) na desigualdade (3.3.42) lembrando a notagao

(3.2.13), obtemos para T suficientemente grande,
(n+1)T

/ " By dt < CB(n 4 1)T) + CH| / D(t) dt].

T nT
onde C' é uma constante positiva que nao depende de n, e H = [Hy '+ (1+k+ K)I + H; Y.

Observagao 3.21 Quando o amortecimento viscoeldstico estd agindo sobre todo M, sob as

hipdteses (3.19), obtemos que
(n+1)T

(n+1)T
/ Et)dt < CE((n+1)T) + OH‘l[/ D(t) dt],

T nT
com H = [LI + KI + H7' + I]™', portanto, nio dependem da dissipacio resultante do

amortecimento friccional.

Uma vez que E(t) é nao crescente, deduzimos desta ultima desigualdade que
(n+1)T

(T -CYE((n+1)T) < CH—l[/ D(t) dt],
nT
o que implica, para T suficientemente grande que
(n+1)T
E((n+1)T) < CH—l[/ D(t) dt].

nT
A desigualdade acima prova o Lema 3.11. [ |

Observacao 3.22 Quando a(x) estd agindo sobre todo M e assumimos as hipdteses 3.19,
entio a fung¢ao H(s) nao depende de Hs(s). Isto quer dizer que as tazas de decaimento sao

dadas pelo amortecimento viscoeldstico. Fsse fato € afirmado no Coroldrio 3.13.
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3.3.4 Emplos de Taxas Explicitas de Decaimento

Agora exibiremos algumas taxas de decaimento explicitas.

Decaimento Exponencial

Para obtermos taxas de decaimento exponencial assumimos as seguintes hipoteses:

g'(t) < —cg(t), paratodo t>0.

E~'s| < |f(s)| < K|s|, paratodo s € R.

Dai vem que, as hipoteses (3.2.2),(3.2.14) sobre a fungao de relaxamento g e (3.2.3),

(3.2.4) sobre a nao linearidade f, sdo satisfeitas, respectivamente quando,
~ 1
Hy =—cl, H=-I, eHy'=(k+K)I,
c

onde [ ¢ a identidade.
Uma vez que a funcio H do Lema 3.11 é dada por H = [Hy '+ (1+k+K)I+H{ 7Y,
segue do exposto acima que, nesse caso, H = C' I, onde C' é uma constante positiva que nao

depende de n.
De (3.2.17), (3.2.13) e (3.3.44) temos para T > Ty,

E((n+1)T)<C / e D(t)dt = —CE((n + 1)T) + CE(nT),

onde a constante C' depende de T" mas nao depende de n.
A 1ltima desigualdade implica,

(3.3.45) E((n+1)T) < CLHE(nT), para todo n € N

o que fornece a estabilidade exponencial.
De fato, de (3.3.45) vem que,

(3.3.46) E(T) < HLC’E(O) - ! E(0), para todo T > Tp.

Repetindo o processo acima de T" a 27", obtemos

1 1
HOE gy

E(2T) < E(0).

No caso geral, temos que,

1

E(nT) < m

E(0).
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Uma vez que qualquer ntimero ¢ pode ser escrito comot =nT +ronde 0 <r < T e

E,(t) é uma fungao nao crescente, temos

1
E(t) < E(t—r) < ———E(0) = Coe " E(0),
(1 + 5) T
r n(1+4 . .
onde Cy = eTln(H%), v = : (1;0), e o decaimento exponencial segue.

Outras Taxas de Decaimento

Com o intuito de obtermos outras taxas de decaimento assumiremos as seguintes hipdteses:

g'(t) < —cg(t), paratodo t > 0.

s*+ f(s)* < Hy'(f(s)s), para |s| < 1.

Dai vem que, as hipoteses (3.2.2),(3.2.14) sobre a fungao de relaxamento g sao satis-

feitas, respectivamente, quando

1
HII—CI, e le—I,
C

onde [ é a identidade.

Uma vez que a funcio H do Lema 3.11 é dada por H = [Hy ' 4+ (1+k+K)I+H '™,
segue do exposto acima que, nesse caso, H = [CI+ H,']™!, onde C é uma constante positiva
que nao depende de n.

A partir do que foi apresentado acima, para compreencao do leitor, repetiremos
os mesmos argumentos introduzidos em Cavalcanti, Domingos cavalcanti e Lasiecka [17],
notando que nesse artigo os autores trataram o problema com dissipacao do tipo friccional.
Observamos que com as hipdteses consideradas nesse caso sobre g e f incorremos no mesmo
contexto que em [17] com o mesmo propoésito de obter taxas explicitas de decaimento.

O algoritimo para o célculo das taxas de decaimento dadas no Teorema 3.9 é geral e
fornece taxas de decaimento explicitas sem qualquer restri¢ao, em particular, sobre o cresci-
mento da dissipagao f na origem, como assumido por hipotese acima. [lustraremos a seguir
alguns exemplos.

Para prosseguir, notemos que o comportamento da fungao ¢(s) préoximo a origem,
veja Lema 3.10, é assintoticamente equivalente a Hs(s). Assim o tunico problema estd em
verificar a estrutura de H, proxima a origem. Antes notemos que a equacao a considerar é
Si+co(Ha)(c1S) = 0,5(0) = E(0) e asolugao desta equagao fornece uma limitagao assintotica

para a energia, isto é, E(t) < C(E(0))S(t), parat > Tj, onde as constantes ¢y e ¢; sao obtidas
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a partir do fato que q(s) ~ (CT+ H,')7(s) préximo a origem. De fato, esse comportamento

assintotico é consequéncia direta das defini¢oes de ¢ e p no Lema 3.10,

g=I1-(T+p)=po(I+p) t=polp'+Dop’
(3.3.47) —po[(LNCI+r)+1)op =L NCT+7r)",

onde 7(-) = Hy! (W@)), Qr = M x (0,T). Uma vez que Hy'(s) > cs, proxima da
T

origem, para alguma constante positiva ¢, (3.3.47) implica q(s) ~ (CI 4+ Hy )" (s) > ¢ Hy

proximo a origem. Entao, como ja mencionado, o comportamento assintotico da energia ¢é

determinado pela seguinte E.D.O.
Sy + co(H2)(1S) = 0,5(0) = E(0).

Como o objetivo de ser mais especifico, consideraremos dois casos: (i) f(s) decai
para zero mais rapidamente que qualquer fun¢ao linear e (ii) f(s) decai mais lentamente que
qualquer funcdo linear. No primeiro caso, a fim de determinar H, ' é suficiente a desigualdade
s2 < Hy'(sf(s)), enquanto que no segundo caso precisamos somente de f2(s) < H, '(sf(s)).

Resolvendo explicitamente s> = H, *(sf(s)) obtemos que Hy(s) = v/5f(+/s), que foi
inicialmente introduzido em [1] e [50]. Para que a fungdo H, ' seja “elegivel” devemos verificar
sua concavidade ou equivalentemente a convexidade de Hy(s) = /sf(y/s) numa vizinhanga
da origem.

Analogamente, no segundo caso temos Hy(s) = 1/sf'(y/s) com a mesma necessi-
dade de convexidade numa vizinhanca da origem.

Resumindo esta discussao e desconsiderando as constantes ¢y, ¢; obtemos:

Corolario 3.23 Se assumirmos que f'(0) = 0 (isto € o damping € “fraco” -superlinear na
origem) e a fungao /sf(\/s) convexa para s € [0,s0], onde sy pode ser arbitrariamente

pequena, a equacao diferencial a ser resolvida torna-se
S, +VSf(VS) =0,5(0) = E(0) = S,

e E(t) < C(E(0))S(t). Mais especificamente, integrando a equagao diferencial obtemos com

G(S.50) = [ 7y, S(t) = G~ (~ 1, 50).

Corolario 3.24 Se assumirmos que f(s) decai para zero de forma mais lenta do que qualquer
fungao linear, ou seja:
s
lim —— =0,
s—0 f(S)

e além disso a fungio \/sf~1(\/s) convexa para s € [0, sq|, onde sy podem ser arbitrariamente

pequenos, a equacgao diferencial a ser resolvida se torna
Sy +VSfHVS) = 0,5(0) = E(0) = Sy,
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e E(t) < C(E(0))S(t). Mais especificamente, integrando a equagao diferencia obtemos com
Vs _

Observacao 3.25 De fato, como ilustrado acima, a equacao diferencial no Coroldrio 3.24
seque pela construgao intrinseca da func¢io concdva Hy ', onde a iltima foi introduzida ini-
cialmente em [42]. E interessante notar que as diferentes abordagens quando comparadas,

descrevem as mesmas tazras de decaimento para solucoes correspondentes.

Apresentamos, como em [17], o procedimento com alguns exemplos. Por simplici-
dade, normalizaremos as constantes de modo que elas nao aparecam nas expressoes.

p+1
2

e Exenplo 1 Consideremos f(s) = sP, p > 1 na origem. Sendo a fungdo s 2 convexa

para p > 1 vamos resolver

p+1

(3.3.48) S+ 8% =0.

Esta equagao pode ser integrada diretamente. Mas a fim de ilustrarmos a férmula geral

calculemos:

Vs 1 —p+1 —ptl
G(s,50) :/ u Pdu = sz — 5,2 |
V8 1=p

—p+1

Aqui G-L(t) =[S, 7 — t(1 — p)]=. Entdo

p+1

E(t) < C(E(0))[E(0) 5 +t(p— 1)) =7

Claro que as mesmas taxas de decaimento podem ser obtidas por integracao direta de

(3.3.48).

3 2

a1 . . _1
e Exemplo 2 Tomemos f(s) = s’e” 2 para s na origem. Sendo a fungao s°e”s convexa

em uma vizinhanga da origem calculemos
(3.3.49) S, + S%75 = 0.

Neste caso G(S, Sy) = —1/2[e™s — 6_5710] e G7(t,8)) = [ln(e% —20)7

Por isso
E(t) < C(E(0))[tn(eP® + 1),

cuja solu¢do também pode ser obtida diretamente integrando (3.3.49).

e Exemplo 3 Consideremos f(s) = 5|s|eiﬁ para s proxima a origem. Sendo a funcao

1
s3/2¢” V5 convexa em [0, 50] para algum sy pequeno, somos levados a equacao diferencial
1
(3.3.50) Sy + 832" V5 = 0.
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A fungao G(S,S)) = —[eﬁ — eV,
LOgO, G_l(t750) = % €

an[e\/%—t}

1

T .
In?[eVFO + 11

E(t) < C(E(0))

e Exemplo 4 Tomemos f(s) = |s|°71s,0 < § < 1. Neste caso a analise é identica ao
caso do Exemplo 1 sendo f~1(s) = 57,5 >0 ¢ % > 1. Assim, as taxas de decaimento

tornam-se v
L 1—0]o—
E(t) < C(E(0)) | E(0) = +tTe .

Ja quando assumimos, como em Lasiecka, Messaoudi e Mustafa [45], a seguinte

hipotese sobre a fungao de relaxamento g, com p € [1,2)
g (t) < —(g(t))P, paratodo t>0e H((gOw)(t)) < —g'Ow(t), t >0

e sobre a funcao nao linear f consideremos

kE~Ys| < |f(s)| < K|s|, paratodo s € R.

Dai vem que as hipoteses (3.2.14) e (3.2.4) sobre a funcdo de relaxamento e a nao

linearidade f sao satisfeitas, respectivamente, quando

. 1
H:(s) = g3 >
1(s) = sv para q o

onde ~ significa assintoticamente equivalente proximo a origem (ver [45] B. Aplicacao do
Teorema 2.5) e
Hy'=(k+ K)I

onde [ é a identidade.
Uma vez que a funcio H do Lema 3.11 é dada por H = [Hy '+ (1+k+K)I+H '™,
segue do exposto acima que, nesse caso, H ~ H,, onde C' & uma constante positiva que nio

depende de n. Nessas condi¢oes obtemos
Et)<Ct ™ t>T,.

Observamos que quando ambos os mecanismos dissipativos tiverem comportamento
assintotico polinomial proximo a origem, entao a taxa de decaimento da energia dar-se-a no

pior cendrio, ou seja, com a pior taxa de decaimento polinomial, ver [22].
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