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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS
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Resumo

Neste trabalho introduzimos os conceitos de semianel e semimódulo de valores de uma

curva algebroide reduzida Q. Mostramos que estes objetos são sempre finitamente gerados

e apresentamos algoritmos para obter conjuntos chamados de Bases Standard cujos valores

são geradores do semianel e o semimódulo de valores.

No caso anaĺıtico plano, nossos resultados nos permitem conectar diretamente os resul-

tados de Zariski e Waldi que caracterizam o tipo topológico de Q e determinar o conjunto

de valores do módulo de diferenciais de Kähler, um importante invariante anaĺıtico de Q.

Palavras-chave: curvas reduzidas, semianel, semimódulo.
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Abstract

In this work we introduce the concepts of semiring and semimodule of values of a

reduced algebroid curve Q. We prove that these objects are always finitely generated

and we present algorithms to obtain sets we call Standard Bases and whose values are

generators for the semiring and the semimodule of values.

In the analytical plane case, our results allow us to connect directly the results of

Zariski and Waldi that characterize the topological type of Q and determine the set of

values of the module of differentials of Kähler, an important analytical invariant of Q.

Key words: reduced curves, semiring, semimodule.
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Introdução

Seja f ∈ C{X, Y } uma série de potências convergente em alguma vizinhança U da origem

de C2. A curva anaĺıtica plana determinada por f é o germe do conjunto Cf = {(a, b) ∈
U ; f(a, b) = 0} ⊂ C2.

Dizemos que duas curvas planas Cf e Cg são topologicamente equivalentes, ou equi-

singulares, e escrevemos Cf ≡Top Cg, se existem vizinhanças U e V da origem e um

homeomorfismo Ψ de (C2, 0) tais que

Ψ(Cf ∩ U) = Cg ∩ V.

Duas curvas regulares irredut́ıveis são sempre topologicamente equivalentes. No caso

singular, muitos matemáticos se interessaram pela questão da equivalência topológica.

Nas décadas de 20 e 30, Zariski, Brauner e Burau em [34], [7] e [8] abordaram a clas-

sificação topológica e como consequência de seus trabalhos temos que duas curvas irre-

dut́ıveis são topologicamente equivalentes se, e somente se, elas têm os mesmos expoentes

caracteŕısticos, os quais podem ser facilmente computados por meio de parametrizações

de Newton-Puiseux de Cf e Cg.

Vários outros invariantes topológicos completos foram descritos: os pares caracteŕısticos,

a sequência de multiplicidades na resolução canônica da singularidade, o semigrupo de

valores, etc. Todos estes invariantes podem ser obtidos uns dos outros.

Para o caso de curvas com várias componentes irredut́ıveis (ramos), Zariski, também

nos anos 30, mostrou que dadas curvas planas Cf =
⋃r
i=1Cfi e Cg =

⋃s
j=1Cgj , em que

f =
∏r

i=1 fi e g =
∏s

j=1 gj são séries de potências reduzidas, com componentes irredut́ıveis

Cfi , Cgj , 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ s, temos Cf ≡Top Cg se, e somente se, r = s e existe uma

bijeção p : {1, . . . , r} → {1, . . . , r} tal que

Cfi ≡Top Cgp(i) e (Cfi , Cfj) = (Cgp(i) , Cgp(j))

para todo 1 ≤ i < j ≤ r, em que (Cfi , Cfj) denota a multiplicidade de interseção entre
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Cfi e Cfj , que pode ser calculada por

(Cfi , Cfj) = I(fi, fj) = dimC
C{X, Y }
〈fi, fj〉

.

Como no caso irredut́ıvel, existem outras informações que caracterizam a equivalência

topológica para uma curva plana Cf com vários ramos. Uma destas informações é o

semigrupo de valores Sf introduzido por Waldi em 1972 (veja [33]).

De maneira mais expĺıcita, se Cf é a curva determinada por f =
∏r

i=1 fi ∈ C{X, Y }
com fi irredut́ıvel, então o semigrupo de valores de Cf é

Sf =

{
(I(h, f1), . . . , I(h, fr)) ∈ Nr; h ∈ C{X, Y } \

r⋃
i=1

〈fi〉

}
.

Para o ramo Cfi , definimos, de maneira análoga, o semigrupo de valores

Sfi = {I(h, fi) ∈ N; h ∈ C{X, Y } \ 〈fi〉}.

Os conjuntos Sf e Sfi são de fato (sub)semigrupos aditivos de Nr e N respectivamente,

isto é, são fechados com respeito à adição e possuem elemento neutro. Claramente, temos

Sf (
⊕r

i=1 Sfi e, além disto, se

πi : Nr → N
(a1, . . . , ar) 7→ ai

denota a projeção na i-ésima coordenada, então πi(Sf ) = Sfi .

Semigrupos de curvas irredut́ıveis e de curvas com vários ramos admitem muitas pro-

priedades comuns (ambos admitem condutor1, por exemplo), mas também possuem dife-

renças muito significativas, como o fato de semigrupos de curvas irredut́ıveis admitirem

um conjunto finito de geradores, enquanto semigrupos de curvas com vários ramos não.

-
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1

1

Semigrupo da curva Cf em que f = XY .

1Um semigrupo S ⊆ Nr admite condutor, se existe c ∈ S tal que c+ Nr ⊆ S.
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Como mencionamos anteriormente, no caso irredut́ıvel há métodos diretos de se obter

um invariante topológico por meio dos demais. Naturalmente, os resultados de Zariski e

Waldi nos fazem questionar.

Questão 1: Como obter Sf por meio de Sfi e I(fi, fj) para 1 ≤ i ≤ r?

Nos anos 80, esta questão motivou teses de doutorado no Brasil. Mais especificamente,

Garcia em [18] e Bayer em [3] consideraram o caso de curvas planas com dois ramos Cf1 e

Cf2 . O primeiro autor considerou o caso em que os ramos não possuem mesma tangente,

enquanto o segundo não impôs restrições.

Os resultados contidos nestes trabalhos introduzem o conceito de pontos maximais

de Sf que ocorrem em uma quantidade finita, a saber, temos I(f1, f2) desses pontos.

Os pontos maximais possuem propriedades que os distinguem dos demais pontos de Sf .

Bayer denominou “pontos maximais irredut́ıveis” os pontos maximais que possibilitam

obter todos os pontos maximais. Tais pontos são determinados por Sf1 , Sf2 e I(f1, f2).

Como πi(Sf ) = Sfi e o número de pontos maximais é I(f1, f2), o semigrupo Sf deter-

mina Sf1 , Sf2 e I(f1, f2). A rećıproca também é abordada por estes autores apresentando

resultados que permitem obter Sf por meio de Sf1 , Sf2 e dos pontos maximais.

Vale destacar que os resultados de Bayer e Garcia não utilizam propriedades to-

pológicas ou anaĺıticas das curvas, apenas propriedades aritméticas e combinatórias dos

semigrupos envolvidos e deste modo, se aplicam a curvas algebroides definidas por séries

de potências formais sobre corpos algebricamente fechados de caracteŕıstica arbitrária.

Assim, uma abordagem mais algébrica do que geométrica permite considerarmos uma

curva algebroide plana como um ideal Q = 〈f〉 em que f =
∏r

i=1 fi ∈ K[[X, Y ]], com

〈fi〉 6= 〈fj〉 e K = K um corpo.

Sob este ponto de vista, Delgado em 1987 (veja [15]) aborda a Questão 1 para curvas

planas algebroides com r ramos. Para tanto, o autor estende a noção de pontos maximais

para o caso em que r ≥ 3, dentre os quais nomeia (dependendo de determinadas pro-

priedades) os “pontos maximais relativos” e “pontos maximais absolutos”. Por meio de

uma propriedade de simetria, já observada por Garcia para o caso de dois ramos, Delgado

mostra que R é um ponto maximal relativo de Sf se, e somente se, C − R − (1, ..., 1) é

um ponto maximal absoluto de Sf , em que C é o condutor de Sf e que é caracterizado

por meio de Sfi e I(fi, fj) para 1 ≤ i < j ≤ r.

Similarmente ao realizado por Bayer, Delgado identifica determinados pontos maxi-

mais absolutos e os denomina “pontos maximais absolutos irredut́ıveis”. Tais pontos são

descritos explicitamente por meio de Sfi e I(fi, fj) para 1 ≤ i < j ≤ r e relacionados com
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valores de contato maximal com determinadas curvas. Tais pontos maximais absolutos ir-

redut́ıveis geram os demais pontos maximais absolutos. Uma prova é apresentada, porém

ela não é determińıstica, no sentido de que não é apresentado um modo sistemático de

obter precisamente todos os pontos maximais absolutos.

Com tais conceitos, Delgado apresenta uma resposta para a Questão 1 caracterizando

os pontos de Sf em termos de propriedades que fazem uso dos pontos maximais relativos

e dos semigrupos de todas as curvas planas definidas por
∏r

j=1
j 6=i

fj para 1 ≤ i ≤ r. Note

que embora seja apresentada uma resposta, a solução transfere o problema para curvas

com r − 1 ramos e assim sucessivamente, aumentando consideravelmente o número de

semigrupos a serem determinados. Por exemplo, se r = 5, então para obter Sf , o método

de Delgado exige a determinação de 120 semigrupos intermediários.

O Caṕıtulo 1 deste trabalho, entre outras coisas, propõe uma resposta direta para

a questão 1 por meio de ferramentas algébricas no esṕırito das abordadas por Hefez e

Hernandes em [23].

Mais geralmente, consideramos uma curva algebroide no espaço n-dimensional como

um ideal radical próprio Q =
⋂r
i=1 Pi ⊂ K[[X]] = K[[X1, ..., Xn]] tal que K é um corpo

algebricamente fechado e o anel Oi = K[[X]]
Pi

tenha dimensão de Krull um para cada primo

isolado Pi, com i ∈ {1, . . . , r}.
O anel local da curva é o anel quociente O = K[[X]]

Q
que é identificado com sua imagem

homomórfica no fecho inteiro O =
⊕r

i=1 K[[ti]] utilizando as parametrizações φi(ti) ∈
K[[ti]]

n de cada ramo Pi.

Munimos o conjunto

Γ = {(v1(h), . . . , vr(h)); h ∈ K[[X]]} ⊂ Nr
,

em que vi(h) = ordtih(φi(ti)) e N = N∪{∞}, com as operações da Álgebra Tropical, isto

é, (Γ,min,+) de modo que tal conjunto tem estrutura de semianel, o qual denominamos

semianel de valores da curva.

Mostramos que Γ é finitamente gerado (como semianel), bem como apresentamos

um algoritmo que permite obter um conjunto de tais geradores. O método consiste em

calcular uma Base Standard para o anel O. Chamamos a atenção para o fato de que várias

adaptações em conceitos ligados à clássica Teoria de Bases de Gröbner necessitaram ser

feitas, tais como nos conceitos de S-processo, redução, etc. Um ponto crucial foi adaptar

tais conceitos a subálgebras de
⊕r

i=1 K[[ti]] munidas de uma ordem parcial ao contrário

da teoria clássica que utiliza ordem total.

O semianel Γ e o semigrupo Sf se determinam mutuamente como conjuntos, ou
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seja, Γ é também um invariante topológico completo quando consideramos curvas pla-

nas anaĺıticas. Os resultados apresentados, quando aplicados ao caso de uma curva plana

Q = 〈f〉 = 〈
∏r

i=1 fi〉, nos fornece um modo direto de obter Γ, e consequentemente Sf ,

por meio de Γi (ou equivalentemente Si) e I(fi, fj), fornecendo uma conexão entre os

resultados de Zariski e Waldi, por meio da álgebra tropical.

Os resultados apresentados permitem deste modo determinar quando um elemento de

Nr
pertence ou não ao semianel Γ de uma curva Q, bem como sua contrapartida algébrica,

ou seja, podemos determinar quando um elemento de
⊕r

i=1 K[[ti]] pertence ou não ao anel

O da curva Q.

Um passo natural é avançar para estruturas algébricas mais gerais. Nesta direção, no

Caṕıtulo 2, adaptamos a teoria desenvolvida no Caṕıtulo 1 para ideais fracionários2 de

O. Um exemplo trivial de ideal fracionário é o próprio anel O.

O conjunto de valores de um ideal fracionário I de O, denominado ideal relativo, é

v(I) = {(v1(q), . . . , vr(q)); q ∈ I}

que também pode ser munido com uma estrutura tropical, a saber, (v(I),min) é um

semimódulo sobre o semianel (Γ,min,+).

Vários autores (veja [2] e [14]) se interessam por questões aritméticas envolvendo

semigrupos e ideais relativos, porém não conhecemos na literatura métodos que permitam

obter sistematicamente o ideal relativo de um ideal fracionário e, muito menos, uma

abordagem sob a ótica da álgebra tropical, o que esperamos permitir uma nova visão sobre

a teoria. Neste trabalho, mostramos que o ideal relativo de um ideal fracionário é sempre

finitamente gerado como semimódulo e, similarmente ao caso do semianel de valores,

apresentamos algoritmos que permitem calcular um tal sistema finito de geradores.

Os conceitos e resultados relacionados aos ideais fracionários correspondem a uma

generalização natural e podem ser obtidos de maneira análoga aos apresentados para o

caso do anel O. Optamos por não repetir demonstrações que são adaptações naturais dos

resultados já descritos no Caṕıtulo 1. Poderia ser questionado porque então não optamos

em apresentar demonstrações detalhadas para este caso ao invés do feito para o anel O
já que este é um caso particular de ideal fracionário? Isto poderia ser feito a exemplo do

que é apresentado em [23]. No entanto, como os resultados referente a ideais fracionários

necessitam previamente das conclusões obtidas para o anel O, para maior comodidade do

leitor optamos pela apresentação dada aqui.

2Um ideal fracionário I de O é um subconjunto do anel total de frações Q de O que é um O-módulo,

contém um não divisor de zero e O :Q I 6= {0}.
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Dentre os ideais fracionários do anel O de uma curva plana Q destacamos um relaci-

onado ao módulo de diferenciais de Kähler

Ω =
Odx+Ody
O(fxdx+ fydy)

.

Mais especificamente, se T = {ω ∈ Ω; existe um não divisor de zero h ∈ O; hω = 0} é o

submódulo de torção de Ω, então podemos considerar (a menos de isomorfismo)

Ω

T
⊆

r⊕
i=1

Ωi

Ti
⊆

r⊕
i=1

Oi = O

e Ω
T pode ser considerado como um ideal fracionário de O.

No caso de curvas anaĺıticas planas, o ideal relativo Λ = v
(

Ω
T

)
é um importante

invariante anaĺıtico, que foi considerado em [25] e [26] para o estudo da classificação

anaĺıtica. Além disto, Pol em [30] utiliza o ideal relativo Λ para obter os valores de

reśıduos de formas diferenciais logaŕıtmicas e relaciona Λ com o ideal jacobiano de curvas

de interseção completa, embora não apresente algoritmo para calcular o conjunto Λ para

curvas com vários ramos. Assim, a última seção do Caṕıtulo 2 se justifica.

Reservamos o Caṕıtulo 3 para algumas outras aplicações relacionadas a curvas planas.

Uma delas é encontrada na Teoria de Folheações, uma vez que uma folheação holomorfa

no plano pode ser definida por uma 1-forma diferencial. Adotamos uma abordagem super-

ficial mais abstrata e algébrica para os conceitos da Teoria de Folheação, evitando assim,

a introdução de muitos conceitos geométricos e apresentando diretamente os conceitos

que utilizamos.

Um resultado clássico da Teoria de folheações, conhecido como o Teorema da se-

paratriz de Camacho-Sad, assegura que toda folheação em C2 dada por uma 1-forma

ω = a(X, Y )dX + b(X, Y )dY admite uma curva anaĺıtica 〈f〉 invariante (ou separatriz).

Tal fato se traduz algebricamente pela relação ω∧df = gfdX∧dY , em que g ∈ C{X, Y }.
Obter separatrizes de uma folheação a partir da 1-forma que a define não é ainda uma

questão resolvida. Aqui não abordamos tal questão, mas uma no sentido contrário: dada

uma curva plana 〈f〉 como descrever folheações que a admitem como separatriz?

Para abordar tal questão buscamos relacionar o submódulo de torção T do módulo

de diferenciais de Kähler do anel O da curva 〈f〉 e as folheações que admitem tal curva

como separatriz. Deste modo, foi posśıvel aplicar os métodos desenvolvidos no Caṕıtulo

2 de modo a responder a questão apresentada para curvas planas com dois ramos, que

corresponde a determinar geradores para o submódulo T .
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O caṕıtulo finaliza com uma seção em que apresentamos a descrição do conjunto Λ,

com a apresentação de uma Base Standard para Ω
T , para todas as curvas com multipli-

cidade menor que 4. Acreditamos que tal descrição pode ser um bom catálogo para a

pesquisa nesta área, seja para a classificação anaĺıtica, cálculo de invariantes, descrição

de folheações, estudo do submódulo de torção T , etc. A limitação pela multiplicidade 3,

não é certamente uma restrição dos métodos, mas como o leitor verá, os cálculos se tor-

nam extensos e mais complicados, motivando entre outras posśıveis continuidades deste

trabalho, a implementação dos algoritmos aqui descritos em um sistema de computação

algébrica.
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Caṕıtulo 1

Bases Standard para o Anel Local

1.1 O Semianel de Valores de uma Curva

Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica arbitrária. Denotamos por

K[[X]] o anel K[[X1, . . . , Xn]] das séries de potências formais nas indeterminadas X1, . . . ,

Xn com coeficientes em K e por C{{X}} o anel C{{X1, . . . , Xn}} das séries de potências

convergentes na origem nas indeterminadas X1, . . . , Xn com coeficientes em C.

Definição 1.1. Uma curva algebroide no espaço n-dimensional Kn (n > 1) é um ideal

radical próprio

Q =
r⋂
i=1

Pi ⊂ K[[X]]

tal que o anel Oi = K[[X]]
Pi

tenha dimensão de Krull um para cada primo isolado Pi, com

i ∈ {1, . . . , r}. Quando Q ⊂ C{{X}}, dizemos que Q é uma curva anaĺıtica.

Assumiremos que a curva Q seja não degenerada, ou seja,

dimK
M
M2

= n,

onde M denota o ideal maximal do anel local, completo e reduzido O = K[[X]]
Q

.

Cada Pi é chamado de ramo da curva. O fecho integral Oi do domı́nio Oi = K[[X]]
Pi

é

um anel de valoração discreta isomorfo a K[[ti]], onde ti é um parâmetro uniformizante

de Oi e temos (via isomorfismo)

O ⊆
r⊕
i=1

Oi ⊆ O =
r⊕
i=1

Oi =
r⊕
i=1

K[[ti]], (1.1)

onde O denota o fecho integral de O em seu anel total de frações.
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Neste trabalho, consideramos

N := N ∪ {∞}.

Se vi : Oi → N denota a valoração discreta normalizada de Oi, onde vi(0) =∞, para

todo i = 1, ..., r, então o conjunto

Si := {vi(g); g ∈ Oi \ {0}} ⊆ N

é classicamente chamado de semigrupo de valores de Oi ou de Pi. Agora, dado um não

divisor de zero g ∈ O, definimos

v(g) := (v1(g), . . . , vr(g)) ∈ Nr,

onde vi(g) é o valor da imagem homomórfica de g ∈ O em Oi. Desta maneira, obtemos

o conjunto

S := {v(g); g não é um divisor de zero de O} ⊆
r⊕
i=1

Si ⊆ Nr,

que é chamado de semigrupo de valores de O ou de Q.

Denotaremos o conjunto de ı́ndices {1, . . . , r} por I. Em Nr
, denotamos γ = (γ, ..., γ).

Em particular,

0 := (0, ..., 0), ∞ := (∞, ...,∞).

Consideramos a seguinte ordem parcial: se γ = (γ1, ..., γr) e γ′ = (γ′1, ..., γ
′
r) são

elementos de Nr
, então

γ ≤ γ′ ⇔ γi ≤ γ′i, para todo i ∈ I.

Escrevemos γ < γ′ se γ ≤ γ′ e γ 6= γ′. E, claramente, 0 ≤ γ ≤ ∞, para todo γ ∈ Nr
.

No que segue, identificaremos Xj+Pi ∈ Oi com sua imagem isomórfica xj(ti) ∈ K[[ti]] e

Oi com K[[x1(ti), . . . , xn(ti)]]. Chamaremos φi(ti) = (x1(ti), . . . , xn(ti)) de parametrização

de Pi.

Consideremos o conjunto

Γi := {vi(gi) = ordti(gi ◦ φi)(ti); gi ∈ Oi} ⊆ N.

É imediato que Γi é subsemigrupo aditivo de N, considerando γi +∞ = ∞ para todo

γi ∈ Γi e i ∈ I.
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Denotando t = (t1, ..., tr), chamaremos φ(t) = [φ1(t1), ..., φr(tr)] de parametrização de

Q. Assim, dado g ∈ O, definimos

g(t) := (g ◦ φ)(t) = ((g ◦ φ1)(t1), ..., (g ◦ φr)(tr)) ∈
r⊕
i=1

K[[ti]]

e

v(g) := (v1(g), . . . , vr(g)).

Obtemos então o conjunto de valores de O:

Γ := {v(g) = (v1(g), . . . , vr(g)); g ∈ O} ⊆
r⊕
i=1

Γi ⊆ Nr
.

É fácil ver que (Γ,+) é um semigrupo, considerando

γ +∞ =∞, para todo γ ∈ Γ.

Como conjuntos, S e Γ se determinam mutuamente, pois S := Γ ∩ Nr. Logo, Γ é

também um invariante topológico completo para curvas anaĺıticas planas. Além disso,

como semigrupo, Γ é o fecho topológico de S no espaço produto Nr
, com N munido da

topologia da compactificação em um ponto. Este completamento foi considerado para

curvas planas por Delgado (para detalhes, veja a Seção 2 de [15]).

Consideremos agora um subconjunto não vazio J = {j1, . . . , js} de I. Escrevendo ΓJ

para o conjunto de valores de OJ = K[[X]]⋂
j∈J Pj

, denotamos por QJ a imagem canônica do

ideal
⋂
i∈I\J Pi +

⋂
j∈J Pj ⊂ K[[X]] em OJ e por vJ(QJ) o ΓJ -monomódulo

{vJ(q) := (vj1(q), . . . , vjs(q)); q ∈ QJ}.

Se J = {i}, escrevemos Q{i} = Qi e v{i}(Q
{i}) = vi(Q

i).

Observação 1.2. Uma vez que O é um O-módulo de tipo finito, temos que o condutor

C = (O : O) = {g ∈ O; gO ⊂ O} é um ideal de O contendo um não divisor de zero e

C = (tσ11 , . . . , t
σr
r )O. O elemento σ = (σ1, . . . , σr) ∈ Γ é chamado de condutor de Γ (e

também de S). Como Γi tem um condutor, existe δi ∈ vi(Qi) tal que δi + N ⊆ vi(Q
i) e δi

é o menor elemento em vi(Q
i) com esta propriedade. D’Anna, em [14] (Proposição 1.3),

prova que σi = δi para todo i ∈ I.

Em [23] é apresentado um algoritmo para calcular o conjunto de valores para qualquer

Oi-módulo finitamente gerado em K[[ti]]. Em particular, podemos obter vi(Q
i) e calcular

σi para qualquer i ∈ I.
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Observação 1.3. Para uma curva plana Q = 〈
∏

i∈I fi〉 = ∩i∈I〈fi〉, temos

Qi =
〈
∏

j∈I
j 6=i

fj〉+ 〈fi〉

〈fi〉
.

E temos o Γi-monomódulo

vi(Q
i) = I

(∏
j∈I
j 6=i

fj, fi

)
+ Γi =

∑
j∈I
j 6=i

I(fj, fi) + Γi,

onde I(g, h) = dimK
K[[X,Y ]]
〈g,h〉 , para g, h ∈ K[[X, Y ]]. Desta maneira, temos a bem conhecida

igualdade

σi =
∑

j∈I,j 6=i

I(fj, fi) + ci,

onde ci é o condutor de Γi (e também de Si), que pode ser calculado em termos do conjunto

mı́nimo de geradores de Γi.

Sejam γ = (γ1, . . . , γr) e γ′ = (γ′1, . . . , γ
′
r) elementos de Γ. Temos as seguintes propri-

edades:

A) Se γk = γ′k < ∞ para algum k ∈ I, então existe γ′′ = (γ′′1 , . . . , γ
′′
r ) ∈ Γ tal que

γ′′i ≥ min{γi, γ′i} para todo i ∈ I (a igualdade é válida se γi 6= γ′i) e γ′′k > γk = γ′k.

B) min{γ, γ′} := (min{γ1, γ
′
1}, . . . ,min{γr, γ′r}) ∈ Γ.

C) Se γi = 0 para algum i ∈ I, então γ = 0.

A Propriedade B acima nos permite considerar Γ munido com as operações (a adição

e a multiplicação tropicais):

γ ⊕ γ′ = min{γ, γ′} e γ � γ′ = γ + γ′.

Deste modo, (Γ,⊕,�) é um semianel comutativo. De fato, sejam γ, γ′, γ′′ ∈ Γ.

• (Γ,⊕) é um monóide comutativo com elemento neutro ∞:

• (γ ⊕ γ′)⊕ γ′′ = min{(min{γ, γ′}), γ′′} = min{γ, γ′, γ′′} = min{γ, (min{γ′, γ′′})}
= γ ⊕ (γ′ ⊕ γ′′);

• ∞⊕ γ = min{∞, γ} = γ = min{γ,∞} = γ ⊕∞;

• γ ⊕ γ′ = min{γ, γ′} = min{γ′, γ} = γ′ ⊕ γ.

• (Γ,�) é um monóide comutativo com identidade 0:

• (γ � γ′)� γ′′ = (γ + γ′) + γ′′ = γ + (γ′ + γ′′) = γ � (γ′ � γ′′);
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• 0� γ = 0 + γ = γ = γ + 0 = γ � 0;

• γ � γ′ = γ + γ′ = γ′ + γ = γ′ � γ.

• A multiplicação é distributiva em relação à adição:

• γ � (γ′ ⊕ γ′′) = γ + min{γ′, γ′′} = min{γ + γ′, γ + γ′′} = (γ � γ′)⊕ (γ � γ′′);
• (γ ⊕ γ′)� γ′′ = min{γ, γ′}+ γ′′ = min{γ + γ′′, γ′ + γ′′} = (γ � γ′′)⊕ (γ′ � γ′′).

Definição 1.4. Chamamos (Γ,⊕,�) de semianel de valores associado à curva Q =⋂
i∈I Pi.

Introduziremos a seguir alguns conceitos importantes para a teoria que desenvolvere-

mos sobre o anel local e o semianel de valores nas seções seguintes.

Definição 1.5. Um elemento γ ∈ Γ \ {0} é chamado de irredut́ıvel se

γ = γ′ � γ′′; γ′, γ′′ ∈ Γ ⇒ γ′ = γ ou γ′′ = γ.

Destacamos a seguinte notação: se γ = (γ1, ..., γr) ∈ Nr \ {∞}, então

Iγ = {i ∈ I; γi 6=∞}.

Se g ∈ O \ {0}, então Ig = Iv(g). Ela será útil quando precisarmos evitar coordenadas

infinitas.

Dados γ ∈ Nr \ {∞} e um subconjunto próprio J de Iγ, definimos os conjuntos:

F J(γ) = {γ′ ∈ Nr
; γ′i > γi para i ∈ Iγ \ J e γ′j = γj para j 6∈ Iγ \ J},

FJ(γ) = {γ′ ∈ Γ; γ′i > γi para i ∈ Iγ \ J e γ′j = γj para j 6∈ Iγ \ J} = F J(γ) ∩ Γ.

Definição 1.6. Dizemos que γ ∈ Γ é um ponto (maximal) absoluto de Γ se FJ(γ) = ∅
para todo subconjunto próprio J de Iγ.

Notemos que se Iγ tem somente um elemento, então não existe um subconjunto próprio

J de Iγ tal que FJ(γ) 6= ∅. Desta maneira, por vacuidade, γ é considerado um ponto

absoluto de Γ.

Para r = 1, a definição acima é equivalente a dizer que todo elemento de Γ é um ponto

absoluto e o sistema mı́nimo de geradores de Γ é precisamente seu conjunto de pontos

absolutos irredut́ıveis.

O lema a seguir caracteriza elementos γ de Γ tais que γi ≥ σi para alguma coordenada

finita i ∈ I. Sua demonstração segue as ideias do Lema 1.8 de [16].

12



Lema 1.7. Seja J um subconjunto não trivial de I e seja γ = (γ1, ..., γr) ∈ Nr
com

σi ≤ γi <∞ para todo i 6∈ J , em que σ = (σ1, ..., σr) é o condutor de Γ. Então γ ∈ Γ se,

e somente se, existe γ = (γ1, ..., γr) ∈ Γ, onde γj = γj para todo j ∈ J e γi = ∞ para

todo i 6∈ J .

Prova. Suponhamos que γ ∈ Γ. Para simplificar a demonstração do lema vamos assumir

que J = {1, ..., s}. Denotemos por i o maior inteiro tal que s < i ≤ r para o qual existe um

elemento do tipo γ(i) = (γ1, ..., γs, γ
′
s+1, ..., γ

′
i, γi+1, ..., γr) ∈ Γ com γ′k > γk para s < k ≤ i.

Se i < r, consideremos γ ∈ F {i+1}(γ(i)) com γj > max{σj, γj} para todo j ∈ J . Uma

vez que γ ≥ σ, temos γ ∈ Γ e, pela Propriedade A, existe γ′′ ∈ Γ tal que γ′′i+1 > γi+1

e γ′′k = γ(i)k para todo k 6= i + 1. Logo, γ′′ é um elemento do tipo γ(i + 1), o que é

contraditório à maximalidade de i. Assim, i = r.

Agora, consideremos um elemento γ1 do tipo γ(r). Como γ(r) satisfaz as mesmas

hipóteses de γ, podemos construir γ2 do mesmo modo e, mais geralmente, a sequência

de elementos de Γ: γ = γ0, γ1, ..., γm, ... tal que γm+1 ∈ FJ(γm) para todo m ≥ 0.

Então γ = (γ1, ..., γs,∞, ...,∞) ∈ Γ, uma vez que este elemento é o limite (topológico) da

sequência acima.

Suponhamos agora que γ ∈ Γ. Uma vez que (∞, ...,∞, γs+1, ..., γr) ∈ FI\J(γ), temos

FI\J(γ) 6= ∅. Vamos mostrar que F J(γ) ⊂ Γ. Para isso, consideremos γ′ ∈ F J(γ). Como

FI\J(γ′) 6= ∅, podemos escolher γ′′ ∈ FI\J(γ′). Portanto, temos γ′ = γ ⊕ γ′′ ∈ Γ.

Em particular, temos FJ(γ) 6= ∅. Deste modo, se γ′ ∈ FJ(γ) e γ′′ ∈ FI\J(γ), con-

clúımos que γ = γ′ ⊕ γ′′ ∈ Γ.

1.2 Bases Standard

Nesta seção introduziremos o conceito de Base Standard para o anel local O de uma curva

algebroide reduzida que generaliza a noção dada por Hefez e Hernandes em [23] para o

caso irredut́ıvel e que será ferramenta crucial para os principais resultados deste trabalho.

Antes, porém, apresentaremos conceitos preliminares que serão amplamente utilizados

neste trabalho.

Seja G um subconjunto não vazio do ideal maximal M de O. Um G-produto é um

elemento da forma

Gα =
m∏
j=1

g
αj

j ,
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onde m ∈ N, gj ∈ G e α = (α1, ..., αm) ∈ Nm.

Definição 1.8. Sejam g ∈ O\{0} e k ∈ Ig. Dizemos que h é uma k-redução de g módulo

G se existem c ∈ K e um G-produto Gα tais que

h = g − cGα,

com vi(h) ≥ vi(g), para todo i ∈ I e com desigualdade estrita para i = k.

Definição 1.9. Dado g ∈ O \ {0}, dizemos que h é uma redução de g módulo G se h é

uma k-redução de g módulo G, para algum k ∈ Ig.

O lema a seguir nos dá uma outra caracterização para uma k-redução.

Lema 1.10. Sejam g ∈ O \ {0} e k ∈ Ig. Existe uma k-redução de g módulo G se, e

somente se, existe um G-produto Gα tal que

vi(g) ≤ vi(G
α),

para todo i ∈ I e com igualdade para i = k.

Prova. Suponhamos que h seja uma k-redução de g módulo G. Então existem c ∈ K
e um G-produto Gα tais que h = g − cGα, com vi(h) ≥ vi(g), para todo i ∈ I e com

desigualdade estrita para i = k.

Se vi(G
α) < vi(g) para algum i ∈ I, teŕıamos vi(h) = vi(G

α) < vi(g), o que contradiria

a definição de k-redução. Logo, vi(g) ≤ vi(G
α), para todo i ∈ I.

Se vk(g) < vk(G
α), teŕıamos vk(h) = vk(g), o que também contradiria a definição de

k-redução. Assim, temos vk(g) = vk(G
α).

A rećıproca é imediata.

Observação 1.11. Se g ∈
⋂

i∈I
i6=k

Pi \ Pk admite uma redução módulo G, então uma vez

que Ig = {k}, g admite somente k-redução e, neste caso, existe um G-produto Gα tal que

v(g) = v(Gα), visto que vk(g) = vk(G
α) e vi(g) =∞ = vi(G

α).

Seja agora g ∈ O\{0} e considere uma cadeia (possivelmente infinita) de reduções

g = h0 → h1 → h2 → ...→ hl → ..., (1.2)
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onde hj é uma kj-redução de hj−1 módulo G, com kj ∈ Ihj−1
para todo j ≥ 1. Deste

modo, existem cj ∈ K e G-produtos Gαj tais que

hl = g −
l∑

j=1

cjG
αj ,

onde, devido à definição de redução, devemos ter v(Gαj1 ) 6= v(Gαj2 ) para j1 6= j2.

Notemos ainda que

v(g) ≤ v(Gαj), ∀ j ≥ 1.

Se a cadeia (1.2) for infinita, obteremos a seguinte sequência em O:

sl =
l∑

j=1

cjG
αj , l ≥ 1.

Observemos que se G é finito, digamos G = {g1, ..., gm}, então a sequência (sl)l∈N∗ é

convergente em O, uma vez que O é completo com respeito à topologia M-ádica (para

detalhes sobre a topologia M-ádica, veja [21]).

Com efeito, a condição v(Gαj1 ) 6= v(Gαj2 ), para j1 6= j2, implica em Gαj1 6= Gαj2 , para

j1 6= j2. Logo, o conjunto {cjGαj ; j ≥ 1} não tem elementos repetidos.

Consideremos agora b ∈ N e suponhamos que mult(Gαj) = b. Se Gαj = g
αj1

1 · ... · gαjm
m ,

então
m∑
l=1

αjlmult(gl) = b,

e assim temos a seguinte equação diofantina associada

a1z1 + ...+ amzm = b,

onde al = mult(gl) ≥ 1, para l = 1, ...,m. Uma vez que as soluções dessa equação devem

ser naturais, teremos um conjunto finito de soluções. Assim,

]{j ≥ 1 ; mult(Gαj) = b} <∞.

Portanto, a famı́lia {cjGαj ; j ≥ 1} é somável em O e a soma de seus elementos é o

limite da sequência (sl)l≥1.

Definição 1.12. Sejam g ∈ O \ {0}. Dizemos que h é uma redução final de g módulo G

se h é obtido a partir de g via uma cadeia de reduções módulo G e h não pode mais ser

reduzido.
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Notemos que se uma redução final de um elemento g ∈ O \ {0} módulo G é nula e G

é finito, então podemos escrever

g =
∑
δ∈∆

cδG
δ,

onde ∆ é um subconjunto de N]G, cδ ∈ K e Gδ é um G-produto.

Introduzimos agora o conceito de Base Standard para o anel local O de uma curva

algebroide Q =
⋂r
i=1 Pi.

Definição 1.13. Seja G um subconjunto finito e não vazio de M. Dizemos que G é uma

Base Standard para O se todo elemento não nulo de O tem uma redução módulo G.

Observação 1.14. Se G = {g1, ..., gm} é uma Base Standard para O, então todo g ∈
O \ {0} admite uma cadeia de reduções módulo G a 0, ou seja, g = limk→∞

∑k
i=1 ciG

αi

ou, equivalentemente, O = K[[g1, . . . , gm]].

A seguinte propriedade nos permite apresentar uma outra caracterização de uma Base

Standard para o anel local O.

Proposição 1.15. As seguintes afirmações são equivalentes.

(a) Todo elemento não nulo g de O tem uma k-redução módulo G para todo k ∈ Ig.
(b) Todo elemento não nulo g de O tem uma redução módulo G.

Prova. É suficiente provar que (b) ⇒ (a). Suponhamos, por absurdo, que existam g ∈
O \ {0} e k ∈ Ig tais que g admita redução módulo G, mas g não tenha uma k-redução.

Podemos assumir que g tenha apenas j-redução para j em um subconjunto não vazio J

de Ig \ {k}.
Consideremos agora um elemento h ∈ O obtido a partir de g via uma cadeia finita de

reduções móduloG de modo que h não tenha uma j-redução móduloG ou σj ≤ vj(h) <∞,

para todo j ∈ J . Notemos que h 6= 0, vi(h) = vi(g) para todo i ∈ I \J , isto é, i ∈ Ih ⊂ Ig,

e desse modo h não admite i-redução para nenhum i ∈ Ig \ J , caso contrário o mesmo

seria verdadeiro para g.

Seja L ⊆ J tal que h não admita i-redução para nenhum i ∈ Ig \ L ⊇ Ig \ J , ou seja,

σl ≤ vl(h) < ∞ para todo l ∈ L. Se L = ∅, então h não tem redução módulo G, o que

é uma contradição. Por outro lado, se L 6= ∅, então pelo Lema 1.7 existe h′ ∈ O \ {0}
tal que vi(h

′) = vi(h) para todo i ∈ I \ L e vl(h
′) = ∞ para todo l ∈ L. Porém, dessa

maneira h′ não admite redução módulo G e obtemos uma contradição novamente.
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Como uma consequência imediata do conceito de redução e da proposição acima, temos

o seguinte corolário que nos dá outra caracterização de uma Base Standard para o anel

local de uma curva algebroide.

Corolário 1.16. Seja G um subconjunto finito e não vazio deM. As seguintes condições

são equivalentes.

(a) G é uma Base Standard para O.

(b) Para todo elemento não nulo g ∈ O e para algum k ∈ Ig, existe um G-produto Gα

(dependendo de k) tal que vi(g) ≤ vi(G
α) para todo i ∈ I e vk(g) = vk(G

α).

(c) Para todo elemento não nulo g ∈ O e para todo k ∈ Ig, existe um G-produto Gα

(dependendo de k) tal que vi(g) ≤ vi(G
α) para todo i ∈ I e vk(g) = vk(G

α).

Em [23], a noção de Base Standard foi introduzida para anéis locais de curvas irre-

dut́ıveis e, neste caso, sua existência é imediata. O seguinte teorema garante a existência

de uma Base Standard para o anel local de uma curva algebroide com vários ramos.

Teorema 1.17. O anel local O de uma curva Q =
⋂r
i=1 Pi admite uma Base Standard.

Prova. Seja H um subconjunto de O satisfazendo v(H) = v(M) = Γ \ {0} tal que

v(h) 6∈ v(H\{h}) para todo h ∈ H. Definimos

B0 := {h ∈ H; vi(h) < σi se i ∈ Ih}.

Para todo i ∈ I, consideremosB′i, B
′′
i ⊂ O tais que as imagens homomórficas deB′i eB′′i

em Oi sejam Bases Standard para o anel local Oi e para o Oi-módulo Qi respectivamente.

Tais bases podem ser obtidas como descrito em [23].

Uma vez que a imagem homomórfica de qualquer subconjunto finito A de O tal que

vi(A) = vi(B
′′
i ) é uma Base Standard para Qi, podemos considerar B′′i como um subcon-

junto da imagem homomórfica de
⋂

j∈I
j 6=i

Pj em O, ou seja, vj(h) =∞ para todo j ∈ I \{i},
onde h ∈ B′′i .

Seja agora Bi = B′i ∪ B′′i . Afirmamos que o conjunto finito G =
⋃r
i=0 Bi é uma Base

Standard para O.

Consideremos um elemento não nulo g de O.

Se vi(g) < σi para todo i ∈ Ig, existe um G-produto Gα (mais especificamente, um

B0-produto) tal que v(g) = v(Gα).

Se σk ≤ vk(g) para algum k ∈ Ig, então, pela Observação 1.2, vk(g) ∈ vk(Qk). Como

as imagens homomórficas de B′k, B
′′
k ⊂ O são Bases Standard para Ok e Qk, existe um G-

produto Gα (mais precisamente, Gα = (B′k)
α′hk, onde (B′k)

α′ é um B′k-produto e hk ∈ B′′k)
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tal que vk(g) = vk(G
α) e vi(g) ≤ vi(G

α) =∞ para todo i ∈ I\{k}. Pelo corolário anterior,

conclúımos que G é uma Base Standard para O.

Exemplo 1.18. Consideremos a curva plana Q = 〈f〉, com

f = (Y 2 −X3)(X2 − Y 3)

Vamos escrever f1 = y2 − x3 e f2 = x2 − y3. A figura abaixo ilustra os elementos de

v(B0) com coordenadas finitas e que pode ser obtida seguindo os resultados de Garcia e

Bayer.

-

6

u

u
u

u

u
u

u u

u
u

u

0 2 3 4 5 6

2

3

4

5

6

Elementos de v(B0) com coordenadas finitas.

Os pontos com alguma coordenada infinita são (4,∞) e (∞, 4). Deste modo,

v(B0) = {(2, 2), (2, 3), (3, 2), (4, 4), (4, 5), (5, 4), (5, 5), (4,∞), (∞, 4)}.

Assim, podemos considerar

B0 = {x+ y, x, y, f1 + f2, xy + f2, xy + f1, xy, f2, f1}.

Vemos então que B′1 = B′2 = {x, y} e, pela Observação 1.3, conclúımos que B′′1 = {f2}
e B′′2 = {f1}, isto é, B1 = {x, y, f2} e B2 = {x, y, f1}. Desta maneira, G = ∪2

i=0Bi = B0

é uma Base Standard para anel local O da curva Q.
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O Teorema 1.17 nos permite concluir que o semianel de valores associado a uma curva

algebroide é finitamente gerado.

Teorema 1.19. O semianel Γ é gerado por v(G), onde G é uma Base Standard para O.

Prova. Seja G = {g1, . . . , gm} uma Base Standard para O, com

v(gj) = γj = (γj1, . . . , γjr) ∈ Nr
, para 1 ≤ j ≤ m.

Notemos inicialmente que 0 =
∑m

j=1 0 · γj = γ0
1 � ...� γ0

m, em que γ
αj

j := αj · γj.
Pela Observação 1.11, para cada 0 6= hk ∈ Qk, existe um G-produto Gβk tal que

v(hk) = v(Gβk). Desta maneira,

∞ = v(h1) + v(h2) = v(Gβ1) + v(Gβ2) = v(Gα) =
m∑
j=1

αj · γj = γα1
1 � ...� γαm

m ,

onde β1 + β2 = α = (α1, ..., αm).

Agora, dado ρ = (ρ1, . . . , ρr) ∈ Γ \ {0,∞}, existe g ∈M \ {0} tal que ρ = v(g).

Se Ig = {i1, . . . , is}, pelo Corolário 1.16, existem αkj ∈ N com 1 ≤ k ≤ s e 1 ≤ j ≤ m

tais que

ρik = vik(gαk1
1 · . . . · gαkm

m ) e ρi ≤ vi(g
αk1
1 · . . . · gαkm

m ), para todo i ∈ I \ {ik}.

Deste modo, se ik ∈ Ig, então

ρik = min

{
m∑
j=1

α1jγji1 , . . . ,
m∑
j=1

αsjγjis

}
.

Portanto,

ρ = min

{
m∑
j=1

α1jγj, ...,

m∑
j=1

αsjγj

}
= (γα11

1 � ...� γα1m
m )⊕ ...⊕ (γαs1

1 � ...� γαsm
m ),

ou seja, o semianel Γ é finitamente gerado por v(G).

Se G é uma Base Standard para O e v(G) = {γ1, ..., γm}, escrevemos

Γ = 〈γ1, ..., γm〉

para indicar que γ1, ..., γm geram Γ.
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Exemplo 1.20. Consideremos novamente a curva plana Q = 〈f〉, com

f = (Y 2 −X3)(X2 − Y 3).

Vimos no Exemplo 1.18 que uma Base Standard para o anel local O da curva Q é

G = {x, y, x+ y, xy, f1, f2, f1 + f2, xy + f1, xy + f2}.

Logo, pelo Teorema 1.19, o semianel de valores Γ associado à curva Q é dado por

Γ = 〈(2, 3), (3, 2), (2, 2), (∞, 4), (4,∞), (4, 4), (5, 4), (4, 5), (5, 5)〉.

1.3 Bases Standard mı́nimas

Notemos que se G é uma Base Standard para O e g ∈ O \ {0}, então G ∪ {g} é uma

Base Standard para O. Além disso, o Exemplo 1.18 sugere que o elemento xy pode

ser descartado de G de modo que ainda tenhamos uma Base Standard para O. Desta

maneira, é natural questionarmos a existência de uma Base Standard com o menor número

de elementos posśıvel.

Definição 1.21. Seja G uma Base Standard para O. Dizemos que G é mı́nima se para

todo g ∈ G não existe redução de g módulo G \ {g}.

Na próxima proposição, garantiremos a existência de uma Base Standard mı́nima para

o anel local O. Mais precisamente, provaremos que sempre podemos extrair uma Base

Standard mı́nima de uma Base Standard G, descartando elementos g ∈ G que admitem

alguma redução módulo G \ {g}.

Proposição 1.22. Seja G uma Base Standard para O. Se g ∈ G admite alguma redução

módulo H = G \ {g}, então H é uma Base Standard para O.

Prova. Suponhamos que g admita uma k-redução módulo H para algum k ∈ Ig, ou seja,

existem c1 ∈ K e um H-produto Hα1 tais que h = g − c1H
α1 satisfaz vi(h) ≥ vi(g) para

todo i ∈ I e vk(h) > vk(g).

Se vi(g) = vi(H
α1) para todo i ∈ I, pelo Corolário 1.16, g admite uma i-redução

módulo H para todo i ∈ Ig. Logo, H é uma Base Standard para O.

Por outro lado, se existe j ∈ Ig tal que vj(g) < vj(H
α1), então j ∈ Ih e h admite

uma j-redução módulo G, visto que G é uma Base Standard para O. Consequentemente,
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existem c2 ∈ K e um G-produto Gβ tais que o elemento h′ = h−c2G
β = g−c1H

α1−c2G
β

satisfaz vi(h
′) ≥ vi(h) ≥ vi(g) para todo i ∈ I e vj(h

′) > vj(h) = vj(g).

Deste modo, devemos ter Gβ = g ou Gβ é um H-produto Hα2 . Se Gβ = g, então

c2 = 1, h′ = −c1H
α1 e vk(h

′) = vk(H
α1) < vk(h), o que é uma contradição. Segue que

Gβ = Hα2 e obtemos vi(g) ≤ vi(h) ≤ vi(H
α2) para todo i ∈ I e vj(g) = vj(H

α2). Pelo

Corolário 1.16, conclúımos que g admite uma j-redução módulo H. Portanto, H é uma

Base Standard para O.

Exemplo 1.23. No Exemplo 1.18, podemos constatar que x+ y, f1 + f2, xy+ f1 e xy+ f2

admitem redução módulo G = {x, y, f1, f2}. De fato, temos

v1(x+ y) = 2 = v1(x) e v2(x+ y) = 2 < v2(x)

v1(f1 + f2) = 4 = v1(f2) e v2(f1 + f2) = 4 < v2(f2)

v1(xy + f1) = 5 = v1(xy) e v2(xy + f1) = 4 < v2(xy)

v1(xy + f2) = 4 = v1(f2) e v2(xy + f2) = 4 < v2(f2).

Logo, G é uma Base Standard para o anel local O da curva Q do Exemplo 1.18. Mais

ainda, G é uma Base Standard mı́nima para O. Com efeito, se x admitisse uma 1-

redução módulo {y, f1, f2}, existiriam α1, α2, α3 ∈ N tais que v1(x) = 2 = v1(yα1fα2
1 fα3

2 ).

Porém, devido às ordens de y, f1 e f2, isto é imposśıvel. Também não é posśıvel fazer

uma 2-redução de x módulo {y, f1, f2}. Analogamente mostra-se que y não admite redução

módulo {x, f1, f2}. Notemos agora que qualquer tentativa de se fazer uma 2-redução de

f1 implica na utilização de f1, uma vez que qualquer produto da forma xα1yα2fα3
2 , com

α1, α2, α3 ∈ N, não satisfaz v1(f1) =∞ ≤ v1(xα1yα2fα3
2 ). Da mesma maneira, conclúımos

que f2 não admite uma 1-redução módulo {x, y, f1}.

É fácil ver que os elementos em uma Base Standard mı́nima têm ordens duas a duas

distintas. Mais ainda, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.24. Se G e H são Bases Standard para O com H mı́nima, então v(H) ⊆
v(G). Em particular, todas as Bases Standard mı́nimas para O têm o mesmo conjunto

de valores.

Prova. Sejam H = {h1, . . . , hs} e G = {g1, . . . , gm} Bases Standard para O tais que H

seja mı́nima.

Mostraremos que v(hl) ∈ v(G) para todo hl ∈ H.
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Sem perda de generalidade, podemos considerar l = 1. Como G é uma Base Standard

para O, dado k ∈ Ih1 existe um G-produto gα1
1 · . . . · gαm

m (com αj = 0 se vk(gj) =∞) tal

que

vi(h1) ≤ vi(g
α1
1 · . . . · gαm

m ), para todo i ∈ I, e vk(h1) = vk(g
α1
1 · . . . · gαm

m ).

Por outro lado, para cada j ∈ {1, . . . ,m}, com vk(gj) 6= ∞, existem H-produtos

h
βj1
1 · . . . · h

βjs
s tais que

vi(gj) ≤ vi(h
βj1
1 · . . . · hβjss ), para todo i ∈ I, e vk(gj) = vk(h

βj1
1 · . . . · hβjss ).

Mas, desta maneira, temos

vi(h1) ≤ vi(h
∑m

j=1 αjβj1
1 · . . . · h

∑m
j=1 αjβjs

s ), para todo i ∈ I,

vk(h1) = vk(h
∑m

j=1 αjβj1
1 · . . . · h

∑m
j=1 αjβjs

s ).

Em particular, devemos ter
∑m

j=1 αjβj1 ≤ 1.

Se
∑m

j=1 αjβj1 = 0, então h1 admite uma k-redução módulo H \ {h1}, o que contradiz

o fato de H ser uma Base Standard mı́nima para O.

Segue que
∑m

j=1 αjβj1 = 1 e
∑m

j=1 αjβj2 = . . . =
∑m

j=1 αjβjs = 0. Logo, existe

j0 ∈ {1, . . . ,m} tal que αj0 = βj01 = 1, αj0βj02 = . . . = αj0βj0s = 0 e, consequentemente,

βj0l = 0 para l = 2, . . . , s. Então obtemos vk(gj0) = vk(h1) e αj = 0 para todo j 6= j0.

Além disso, vi(h1) ≤ vi(gj0) ≤ vi(h1).

Portanto, v(h1) = v(gj0) ∈ v(G).

Pela proposição acima, se G é uma Base Standard mı́nima para O, então v(G) é o

sistema mı́nimo de geradores para o semianel de valores Γ. No que segue continuaremos

a explorar a relação entre uma Base Standard G para O e o semianel de valores Γ.

Notemos que o valor de qualquer elemento em uma Base Standard mı́nima é um ele-

mento irredut́ıvel do semianel. A contrapartida algébrica desta propriedade é verdadeira

também, ou seja, todo elemento em uma Base Standard mı́nima G é irredut́ıvel em O.

De fato, se g = g′g′′ ∈ G, onde g′, g′′ ∈M, então

γ = v(g) = v(g′) + v(g′′) = γ′ + γ′′, com γ′ 6= γ 6= γ′′,

que não pode ocorrer, uma vez que v(g) é um elemento irredut́ıvel de Γ.

Lembremos que, dados γ ∈ Γ e um subconjunto próprio J de Iγ, o conjunto FJ(γ) é

definido por

FJ(γ) = {γ′ ∈ Γ; γ′i > γi para i ∈ Iγ \ J e γ′j = γj para j 6∈ Iγ \ J}.
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Observação 1.25. Notemos que se v(g) = γ 6= ∞ e FJ(γ) 6= ∅, com relação a um

subconjunto próprio J de Iγ, então para todo j ∈ J existe uma j-redução de g módulo

uma Base Standard G. Por outro lado, se FJ(γ) = ∅ para todo ∅ 6= J ⊂ Iγ, então a única

possibilidade de redução de g é h = g − cGα, com vi(h) > vi(g) para todo i ∈ Iγ, ou seja,

v(g) = v(Gα).

Mostraremos agora que, analogamente ao caso irredut́ıvel, Γ é um semianel minima-

mente gerado pelos seus pontos absolutos irredut́ıveis.

Teorema 1.26. Seja G uma Base Standard para O tal que seus elementos têm ordens

duas a duas distintas. Então G é mı́nima se, e somente se, v(G) é o conjunto de pontos

absolutos irredut́ıveis de Γ.

Prova. Suponhamos que G = {g1, . . . , gm} seja uma Base Standard mı́nima para O e

consideremos g ∈ G. Em particular, v(g) 6= 0 é irredut́ıvel. Se v(g) não é um ponto

absoluto de Γ, então existem h ∈ O e um subconjunto não trivial J de Ig tais que

vi(g) < vi(h) para todo i ∈ Ig\J e vj(g) = vj(h) para todo j 6∈ Ig\J ou, equivalentemente,

para todo j ∈ J ∪ (I \ Ig). Como G é uma Base Standard, para cada k ∈ J existe um G-

produto Gα (dependendo de k) tal que vi(h) ≤ vi(G
α) para todo i ∈ I e vk(h) = vk(G

α).

Logo, vi(g) ≤ vi(G
α) para todo i ∈ I com vk(g) = vk(G

α) e vj(g) < vj(G
α) para j ∈ Ig \J .

Mas, desta maneira, Gα é um G \ {g}-produto, isto é, existe uma redução de g módulo

G \ {g}, um absurdo pois G é mı́nima. Portanto, v(g) é um ponto absoluto irredut́ıvel de

Γ.

Agora, seja γ = v(g) um ponto absoluto irredut́ıvel de Γ. Pela Observação 1.25, existe

um G-produto tal que v(g) = v(Gα). Além disso, desde que o elemento γ é irredut́ıvel,

devemos ter Gα = g0
1 · ... · g1

j · ... · g0
m, para algum 1 ≤ j ≤ m. Portanto, γ = v(gj) ∈ v(G).

Reciprocamente, suponhamos que v(G) seja o conjunto de todos os pontos absolutos

irredut́ıveis de Γ e seja g um elemento de G. A Observação 1.25 implica que v(g) = v(Gα)

para algum G-produto Gα. Agora, como os elementos de G têm ordens duas a duas

distintas e v(g) é irredut́ıvel, devemos ter Gα = g, ou seja, g não têm redução módulo

G \ {g}. Portanto, G é uma Base Standard mı́nima para O.

Exemplo 1.27. Com o Exemplo 1.23 e o Teorema 1.26 conclúımos que os pontos abso-

lutos irredut́ıveis do semianel Γ associado à curva plana Q = 〈f〉, com

f = (Y 2 −X3)(X2 − Y 3)

23



são (2, 3), (3, 2), (∞, 4) e (4,∞).

Observemos que no exemplo acima os pontos absolutos irredut́ıveis de Γ com uma

coordenada infinita correspondem aos valores de f1 e f2. Investigaremos esse fato a

seguir.

Para encerrar essa seção, demonstramos o seguinte corolário do Teorema 1.26.

Corolário 1.28. Seja G um subconjunto finito e não vazio de M tal que v(G) seja

exatamente o conjunto dos pontos absolutos irredut́ıveis de Γ. Então G é uma Base

Standard mı́nima para O.

Prova. Seja G′ uma Base Standard para O. Então G′′ = G′ ∪ G também é uma Base

Standard para O e podemos extrair uma Base Standard mı́nima H de G′′. Pelo Teorema

1.26, devemos ter v(G) = v(H), o que implica em v(Gα) = v(Hβ), onde Gα é um G-

produto e Hβ é um H-produto. Isto é suficiente para mostrar que G é uma Base Standard

para O. Pelo Teorema 1.26, conclúımos que G é mı́nima.

1.4 Curvas Planas

Para uma curva anaĺıtica plana Q = ∩ri=1〈fi〉, Zariski em [36] mostrou que o tipo to-

pológico de Q é completamente caracterizado pelos semigrupos S1, S2, ..., Sr e pelas mul-

tiplicidades de interseção I(fj, fk), com 1 ≤ j < k ≤ r. Por outro lado, Waldi em [33]

obteve a caracterização topológica de Q através do semigrupo S. Desta maneira, o co-

nhecimento de S é equivalente ao conhecimento de Si, para 1 ≤ i ≤ r, e I(fj, fk), para

1 ≤ j < k ≤ r.

Mesmo no caso de curvas algebroides, dado J ⊆ I, se πJ denota a projeção natural de

Nr
sobre o conjunto N]J

, então π{i}(S) = Si e o número de pontos absolutos de π{j,k}(S) é

exatamente a multiplicidade de interseção I(fj, fk) (para mais detalhes, veja [19]). Desta

maneira, sabemos como obter Si, para 1 ≤ i ≤ r, e I(fj, fk), para 1 ≤ j < k ≤ r, a partir

de S.

Uma questão que surge naturalmente é a seguinte:

Questão 1.29. Como obter S a partir de Si, para 1 ≤ i ≤ r, e I(fj, fk), para 1 ≤ j <

k ≤ r?
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Para curvas planas com dois ramos (não necessariamente anaĺıticas), Garcia em [19]

e Bayer em [4] responderam esta questão usando os pontos absolutos de S.

No caso geral, Delgado em [15] caracterizou S em função dos semigrupos das curvas

Qj = 〈
∏

i∈I
i 6=j

fi〉 e o conjunto R dos pontos maximais relativos de S (veja o Teorema

da Geração em [15]). Para obter R, deve-se encontrar o conjunto dos pontos absolutos

irredut́ıveis de S, o qual Delgado mostra corresponder ao conjunto A dos valores das

curvas de contato maximal com algum ramo de Q e, usando uma propriedade de simetria

com respeito ao condutor de S, Delgado obtém um conjunto que contém R e este conjunto

nos permite aplicar o Teorema da Geração. Notemos que A é exatamente o conjunto dos

pontos absolutos irredut́ıveis de S = Γ∩Nr e ele pode ser obtido através de Si, para i ∈ I,

e I(fj, fk), para 1 ≤ j < k ≤ r.

O método de Delgado não nos permite, porém, obter S diretamente a partir de Si, com

1 ≤ i ≤ r, e I(fj, fk), para 1 ≤ j < k ≤ r. Os Teoremas 1.19 e 1.26 nos dizem como Γ pode

ser obtido a partir de seus pontos absolutos irredut́ıveis. A próxima proposição descreve os

pontos absolutos irredut́ıveis de Γ com alguma coordenada infinita em função de I(fj, fk).

Desta maneira, como o semianel Γ e o semigrupo S se determinam mutuamente, tal

resultado nos diz como obter S diretamente a partir de Si, para 1 ≤ i ≤ r, e I(fj, fk),

para 1 ≤ j < k ≤ r.

Proposição 1.30. O conjunto de pontos absolutos irredut́ıveis de Γ com alguma coorde-

nada infinita para uma curva plana Q = ∩i∈I〈fi〉 é {v(fi); i ∈ I}.

Prova. Se γ = v(fi) não é um ponto absoluto de Γ para algum i ∈ I, então existe um

subconjunto não trivial J de Ifi = I \ {i} tal que FJ(γ) 6= ∅, ou seja, existe γ′ ∈ Γ tal

que γ′j = γj para todo j ∈ J , γ′i = γi = ∞ e γ′k > γk para todo k 6∈ J e k 6= i. Como

γ′i = γi =∞, conclúımos que γ′ = v(hfi) para algum h ∈ O.

Por outro lado, a igualdade γ′j = γj, para todo j ∈ J , implica v(h) = 0, mas, desta

maneira, γ′ = γ, o que é um absurdo pois γ′k > γk para todo k 6∈ J e k 6= i. Portanto,

v(fi) é um ponto absoluto de Γ. É imediato que v(fi) é irredut́ıvel, pois fi é irredut́ıvel.

Agora, se γ = v(g) 6∈ Nr é um ponto absoluto irredut́ıvel de Γ. Fazendo K = I \ Iγ,
conclúımos que g = h ·

∏
k∈K f

αk
k e

γ = v(g) = v(h) +
∑
k∈K

αk · v(fk).

Uma vez que γ é irredut́ıvel, devemos ter v(h) = 0, K = {k0} e αk0 = 1, ou seja,

γ = v(fk0).
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Vamos agora aplicar os resultados apresentados por Delgado em [15] e a Proposição

1.30 para o caso de uma curva plana Q = 〈
∏

i∈I fi〉 tais que quaisquer dois ramos possuem

tangentes distintas ou, equivalentemente, Ii,j = I(fi, fj) = mimj, para 1 ≤ i < j ≤ r,

onde mk denota a multiplicidade de fk.

Se o conjunto mı́nimo de geradores do semigrupo Si é {vi,0, ..., vi,gi}, onde vi,0 = mi e

gi é o gênero de Si, isto é, gi + 1 é a cardinalidade do conjunto mı́nimo de geradores de

Si, escrevemos

ei,0 = vi,0 e ei,j = MDC(ei,j−1, vi,j), j = 1, ..., gi.

Uma curva plana irredut́ıvel 〈h〉 ⊂ K[[X, Y ]] de multiplicidade n e de gênero q < gi

tem contato maximal de ordem q com o ramo Pi = 〈fi〉 se

I(fi, h)

min
=
ei,qvi,q+1

v2
i,0

.

Para q ≥ 0, consideremos os conjuntos

Wq := {i ∈ I; gi ≥ q},

Tq := {A ∈ ℘(Wq); existe uma curva plana de gênero q que tem contato maximal

de ordem q com Pi, para todo i ∈ A},

Mq := {elementos maximais de Tq com respeito a inclusão},

em que ℘(Wq) denota o conjunto das partes de Wq.

Seja q ≥ 0. Definimos como valores de contato maximal de gênero q para Q os

elementos do conjunto

V q(f) := {v(hE); E ∈ Mq},

onde 〈hE〉 denota uma curva com contato maximal de ordem q com Pi para todo i ∈ E.

Por razões técnicas, definimos V −1(f) := {(v1,0, ..., vr,0)} caso todos os ramos de Q tenham

a mesma tangente e V −1(f) := ∅ caso contrário. Os valores de contato maximal para Q

são os elementos do conjunto finito

V (f) :=
∞⋃

q=−1

V q(f) ⊂ S ⊂ Γ.

Omitiremos as demonstrações dos resultados enunciados a seguir. Tais demonstrações

podem ser encontradas em [15].
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Proposição 1.31 (Delgado). Sejam q > 0, E ∈ Mq e (h) uma curva plana com contato

maximal de ordem q para todo ramo Pi, com i ∈ E. Então

vi(h) = vi,q+1, se i ∈ E, e vj(h) =
Ii,j
ei,q

, se j 6∈ E.

Teorema 1.32 (Delgado). O elemento γ é um ponto absoluto irredut́ıvel de S se, e

somente se, γ é um dos valores de contato maximal para Q, isto é, γ ∈ V (f).

Vamos aplicar tais resultados no caso em que os ramos da curva Q têm tangentes duas

a duas distintas.

Notemos primeiramente que

Mq = Tq = {{i}; i ∈ I e gi > q}.

Considerando então E = {i} e uma curva plana 〈hi,q〉 com contato maximal de ordem

q com o ramo Pi, pela proposição anterior, temos

vi(hi,q) = vi,q+1 e vj(hi,q) =
Ii,j
ei,q

=
mimj

ei,q
, se j 6= i.

Logo,

v(hi,q) =

(
mim1

ei,q
, ..., vi,q+1, ...,

mimr

ei,q

)
,

com 1 ≤ i ≤ r e 0 ≤ q < gi.

Portanto, pelo teorema acima, o conjunto

V = {v(hi,q); 1 ≤ i ≤ r e 0 ≤ q < gi}

é o conjunto dos pontos absolutos irredut́ıveis de S.

Observemos ainda que, pela Proposição 1.30, os elementos da forma

v(fi) = (Ii,1, ...,∞, ..., Ii,r) = (mim1, ...,∞, ...,mimr)

correspondem aos pontos absolutos irredut́ıveis de Γ com alguma coordenada infinita.

Dessa maneira, Γ é minimamente gerado por V ∪ {v(fi); i = 1, ..., r} e

]V =
r∑
i=1

(gi + 1).

O exemplo seguinte generaliza o Exemplo 1.27 e será retomado no próximo caṕıtulo.
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Exemplo 1.33. Consideremos a curva plana Q = 〈f〉, com

f = (Y m1 −Xn1)(Xm2 − Y n2),

onde MDC(mi, ni) = 1 < mi < ni, para i = 1, 2. Escrevemos f1 = Y m1 − Xn1 e

f2 = Xm2 − Y n2.

A curva Q admite a parametrização

φ(t) = [(tm1
1 , tn1

1 ), (tn2
2 , t

m2
2 )].

Uma vez que os ramos possuem tangentes distintas e o gênero de cada ramo é igual a 1,

o número de pontos absolutos irredut́ıveis do semianel Γ associado a Q é
∑2

i=1(1 + 1) = 4

e são dados, de acordo com o que vimos anteriormente, por:

(
v1,1,

m1m2

e1,0

)
=

(
n1,

m1m2

m1

)
= (n1,m2) = v(y),(

m2m1

e2,0

, v2,1

)
=

(
m2m1

m2

, n2

)
= (m1, n2) = v(x),

(∞,m1m2) = v(f1),

(m1m2,∞) = v(f2).

Portanto, o semianel de valores associado à curva Q é

Γ = 〈 (m1, n2), (n1,m2), (∞,m1m2), (m1m2,∞) 〉.

Além disso, pelo Corolário 1.28, conclúımos que o conjunto G = {x, y, f1, f2} é uma

Base Standard mı́nima para o anel local O da curva Q.

Notemos que o método de Delgado está restrito ao caso de curvas planas, isto é,

seu método nos permite apenas obter os pontos absolutos irredut́ıveis com coordenadas

finitas do semianel de valores Γ associado a uma curva plana reduzida Q. Na próxima

seção desenvolveremos um algoritmo que permitirá obter uma Base Standard para o anel

local O de uma curva reduzida Q qualquer (plana ou espacial) e, consequentemente, os

pontos absolutos irredut́ıveis de Γ.

1.5 Algoritmo para Obtenção de uma Base Standard

Encontramos em [23] um método que permite obter uma Base Standard para o anel

local de uma curva irredut́ıvel por meio de uma parametrização. Tal método é uma
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generalização do clássico algoritmo de Buchberger para o contexto de subálgebras de

K[[t]] utilizando a ordem total correspondente à multiplicidade de interseção com a curva.

Nesta seção, propomos uma outra generalização do referido algoritmo, em que conside-

ramos a ordem parcial natural em
⊕r

i=1 K[[ti]]. Nossa abordagem é coerente e compat́ıvel

com o caso de curvas reduzidas com vários ramos. Antes, porém, necessitamos adaptar

alguns conceitos de [23] para a nossa situação.

Seja G ⊂M tal que O = K[[G]]. Desta maneira, dado g ∈ O, podemos representar g

como uma soma não necessariamente única da forma
∑

δ∈∆ aδG
δ, onde aδ ∈ K e Gδ é um

G-produto.

Definição 1.34. A altura da representação
∑

δ∈∆ aδG
δ de g é definida como

ht

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
=

(
ht1

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
, ..., htr

(∑
δ∈∆

aδG
δ

))
,

onde para cada i ∈ I

hti

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
= min{vi(Gδ); δ ∈ ∆}.

A amplitude da representação
∑

δ∈∆ aδG
δ de g é definida como

Amp

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
=

(
Amp1

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
, ...,Ampr

(∑
δ∈∆

aδG
δ

))
,

onde Ampi(
∑

δ∈∆ aδG
δ) é o número de G-produtos Gδ tais que vi(G

δ) = hti(
∑

δ∈∆ aδG
δ).

Observação 1.35. Dada uma representação
∑

δ∈∆ aδG
δ de um elemento g de O, sempre

temos

ht

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
≤ v (g) .

Embora o resultado abaixo seja de fácil constatação, ele está em destaque para re-

ferência no próximo teorema.

Lema 1.36. Seja g ∈ O e consideremos uma representação de g como uma soma da

forma
∑

δ∈∆ aδG
δ. Se ht

(∑
δ∈∆ aδG

δ
)

= v (g), então para cada k ∈ I, existe δk ∈ ∆ tal

que

vi (g) ≤ vi(G
δk),

para todo i ∈ I e com igualdade para i = k.
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Prova. Para cada k ∈ I existe δk ∈ ∆ tal que vk(G
δk) = htk

(∑
δ∈∆ aδG

δ
)
. Seja i ∈ I,

temos

vi (g) = hti

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
≤ vi(G

δk),

com igualdade se i = k.

O próximo conceito é crucial para o algoritmo que propomos.

Definição 1.37. Sejam G ⊂M e k ∈ I. Um Sk-processo de G é um elemento da forma

aGα + bGβ,

onde a, b ∈ K e Gα, Gβ são G-produtos tais que

vk(aG
α + bGβ) > htk(aG

α + bGβ).

Observemos que se aGα + bGβ é um Sk-processo de G, com Gα =
∏m

j=1 g
αj

j e Gβ =∏m
j=1 g

βj
j , então vk(G

α) = vk(G
β), isto é,

m∑
j=1

αjvk(gj) =
m∑
j=1

βjvk(gj).

Deste modo, (α, β) ∈ N2m corresponde a uma solução da equação diofantina ho-

mogênea
m∑
j=1

vk(gj)Wj =
m∑
j=1

vk(gj)Zj, (1.3)

que pode ser obtida por vários métodos (veja [12] ou [13]).

O teorema a seguir é uma generalização do Teorema 4.1 de [22].

Teorema 1.38. Seja G um subconjunto não vazio deM tal que O = K[[G]]. As seguintes

afirmações são equivalentes.

(a) Todo elemento não nulo de O tem uma redução módulo G.

(b) Toda redução final módulo G de qualquer elemento de O \ {0} é nula.

(c) G é fechado em relação a Sk-processos, isto é, todo Sk-processo de G tem uma redução

final nula módulo G.

(d) Todo Sk-processo não nulo aGα + bGβ de G tem uma representação como uma soma

da forma
∑

δ∈∆ aδG
δ, onde aδ ∈ K, Gδ é um G-produto e

hti

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
≥ hti(aG

α + bGβ),

para todo i ∈ I e com desigualdade estrita para i = k.
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Prova. (a) ⇒ (b) Suponhamos que todo elemento não nulo de O tenha uma redução

módulo G. Consideremos g ∈ O \ {0} e h uma redução final de g módulo G. Se h 6= 0,

então h admite uma redução módulo G, o que contradiz o fato de h ser uma redução final

de g módulo G. Portanto, h = 0.

(b) ⇒ (c) Basta observar que todo Sk-processo não nulo de G é um elemento de O.

Portanto, admite uma redução final nula módulo G.

(c) ⇒ (d) Seja g = aGα + bGβ um Sk-processo não nulo de G e suponhamos que g

tenha uma redução final nula módulo G. Podemos escrever então g =
∑

δ∈∆ aδG
δ, onde

aδ ∈ K e Gδ é um G-produto. Isto implica em v(g) ≤ v(Gδ), para todo δ ∈ ∆. Devido à

Observação 1.35, conclúımos que v(g) = ht
(∑

δ∈∆ aδG
δ
)
. Logo,

hti

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
≥ hti(aG

α + bGβ), para todo i ∈ I.

Além disso, pela definição de Sk-processo, temos

htk

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
> htk(aG

α + bGβ).

(d) ⇒ (a) Seja g ∈ O\{0} e consideremos o conjunto das alturas das representações de g

em relação a G

htG(g) :=

{
ht

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
; g =

∑
δ∈∆

aδG
δ

}
.

Tal conjunto é não vazio. Além disso, pela Observação 1.35, sabemos que ele é limi-

tado superiormente por v(g). Logo, htG(g) admite elementos maximais. Assim podemos

considerar uma representação

g =
∑
δ∈∆

aδG
δ,

cuja altura seja um elemento maximal de htG(g). Devido ao Lema 1.36, é suficiente provar

que

ht

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
= v(g).

Suponhamos, por absurdo, que

ht

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
< v(g).
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Então para algum k ∈ I, temos

htk

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
< vk(g).

Logo, Ampk
(∑

δ∈∆ aδG
δ
)
≥ 2. Isso significa que existem α, β ∈ ∆ tais que

htk

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
= vk(G

α) = vk(G
β),

bem como existe b ∈ K tal que h := aαG
α + baβG

β é um Sk-processo de G. Agora, por

hipótese, existe uma representação

h =
∑
θ∈Θ

bθG
θ,

onde bθ ∈ K, Gθ é um G-produto e

hti

(∑
θ∈Θ

bθG
θ

)
≥ hti(aαG

α + baβG
β),

para todo i ∈ I e com desigualdade estrita para i = k. Dessa maneira,

aαG
α + aβG

β = (1− b)aβGβ +
∑
θ∈Θ

bθG
θ.

Assim, podemos escrever

g = (1− b)aβGβ +
∑
θ∈Θ

bθG
θ +

∑
δ∈∆\{α,β}

aδG
δ =

∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ,

onde cξ ∈ K e Gξ é um G-produto.

Se Ampk
(∑

δ∈∆ aδG
δ
)
> 2, então

htk

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
= htk

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
.

Neste caso, para i ∈ I\{k} temos

hti

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
≥ min{vi(Gβ), vi(G

θ), vi(G
δ); θ ∈ Θ, δ ∈ ∆ \ {α, β}}.

Uma vez que min{vi(bθGθ)} ≥ min{vi(Gα), vi(G
β)}, para todo i ∈ I\{k}, temos

hti

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
≥ hti

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
, para todo i ∈ I\{k}.
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Se ocorrer desigualdade estrita para algum i ∈ I\{k}, teremos

ht

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
> ht

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
,

o que seria um absurdo, pois supomos que ht
(∑

δ∈∆ aδG
δ
)

era um elemento maximal de

htG(g).

Por outro lado, se hti

(∑
ξ∈Ξ cξG

ξ
)

= hti
(∑

δ∈∆ aδG
δ
)
, para todo i ∈ I \{k}, teremos

ht

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
= ht

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
,

mas com Ampk

(∑
ξ∈Ξ cξG

ξ
)
< Ampk

(∑
δ∈∆ aδG

δ
)
.

Dessa maneira, podemos supor que Ampk
(∑

δ∈∆ aδG
δ
)

= 2.

Se b 6= 1, então

htk

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
= htk

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
,

porém Ampk

(∑
ξ∈Ξ cξG

ξ
)

= Ampk
(∑

δ∈∆ aδG
δ
)
− 1 = 1.

Consequentemente,

vk(g) = htk

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
= htk

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
.

Porém, isso é um absurdo, pois assumimos

htk

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
< vk(g).

Por outro lado, se b = 1, temos

htk

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
> htk

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)

e para i ∈ I\{k}, temos

hti

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
= min{vi(Gθ), vi(G

δ); θ ∈ Θ, δ ∈ ∆ \ {α, β}}.

Assim obtemos

hti

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
≥ hti

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
, para todo i ∈ I\{k}.
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Portanto,

ht

(∑
ξ∈Ξ

cξG
ξ

)
> ht

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
.

Mas isso é um absurdo, pois supomos que ht
(∑

δ∈∆ aδG
δ
)

era um elemento maximal

de htG(g).

Portanto, devemos ter

ht

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
= v(g),

donde conclúımos que g tem uma redução módulo G.

Observação 1.39. Se o conjunto G no Teorema 1.38 for finito, então teremos na verdade

outras caracterizações para uma Base Standard para o anel local de uma curva.

O leitor deve ter observado que, até este ponto nesta seção, não utilizamos nenhuma

propriedade espećıfica do anel local de uma curva algebroide. De fato, os conceitos e re-

sultados até o momento poderiam ser apresentados para uma subálgebra A ⊂
⊕r

i=1 K[[ti]]

qualquer, utilizando vi(a) = ordti(ai) para a = (a1, ..., ar) ∈ A. No entanto, ao considerar

A = O, temos, devido ao Teorema 1.17, a existência de uma Base Standard, bem como

podemos utilizar o condutor C = (O : O) (veja Observação 1.2) para obter uma Base

Standard para O. Mais precisamente, a caracterização dada pelo item (c) do teorema

anterior permite-nos obter um algoritmo para encontrar uma Base Standard para O.

Teorema 1.40. Seja G0 um subconjunto finito e não vazio de M tal que O = K[[G0]] e

∪ri=1Bi ⊂ G0, onde Bi é como na demonstração do Teorema 1.17. Sempre obtemos uma

Base Standard G para O com o seguinte algoritmo:

ALGORITMO 1. Base Standard para O

input: G0;

define: G−1 := ∅ and j := 0;

while Gj 6= Gj−1 do

S := ∪rk=1{g; g é um Sk-processo de Gj e vi(g) < σi para algum i ∈ I};
R := {h; h é uma redução final de g módulo Gj, g ∈ S e h 6= 0};
Gj+1 := Gj ∪R;

output: G = Gj+1.
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Prova. Notemos inicialmente que em cada iteração o conjunto S é finito devido à condição

“vi(g) < σi para algum i ∈ I” imposta a um Sk-processo g de S. Por outro lado, a

hipótese “∪ri=1Bi ⊂ G0” nos permite dizer que se v(g) ≥ σ, então g admite redução final

nula módulo G0.

Consideremos então G = ∪j≥0Gj e seja g um Sk-processo de G. Logo, g também é

um Sk-processo de Gj para algum j ≥ 0. Pelo Algoritmo 1, g tem uma redução final nula

módulo Gj+1. Consequentemente, sua redução final módulo G também é nula, ou seja, G

é fechado em relação a Sk-processos.

Vamos mostrar agora que G é finito. Seja H = {h1, ..., hd} uma Base Standard para

O, que existe pela Proposição 1.17. Pelo Teorema 1.38, para todo hl ∈ H e para todo

k ∈ Ihl , existe um G-produto Gαk,l tal que vi(hl) ≤ vi(G
αk,l) para todo i ∈ I e com

igualdade para i = k. Consideremos então o conjunto finito

G′ = {g ∈ G; g divide Gαk,l , com 1 ≤ l ≤ d e k ∈ Ihl}.

Notemos que G′ ⊂ Gj para algum j ≥ 0. Agora, como todo elemento não nulo de O
tem uma redução módulo H, pois H é uma Base Standard para O, todo elemento não

nulo de O tem uma redução módulo G′ e, consequentemente, módulo Gj. Assim, pelo

item (c) do Teorema 1.38, todo Sk-processo de Gj tem redução final nula módulo Gj.

Desta maneira, Gj+1 = Gj, o que mostra que G = Gj é finito e, portanto, uma Base

Standard para O.

Exemplo 1.41. Consideremos a curva espacial Q =
⋂
i∈I Pi ⊂ K[[X1, ..., Xr]], onde

Pi = 〈X1, ..., Xi−1, Xi+1, ..., Xr〉,

para todo i ∈ I. Uma parametrização para o ramo Pi é φi(ti) = (0, ..., ti, ..., 0).

Notemos que Oi ' K[[ti]] e Qi = 〈xi〉. Assim, Bi = {xi} e podemos iniciar o Algoritmo

1 com o conjunto

G0 = {x1, ..., xr}.

Observemos agora que como vi(Q
i) = N \ {0}, o condutor do semianel Γ associado à

curva Q é σ = (1, ..., 1), ou seja,

Γ = {0} ∪ {1 + γ; γ ∈ Nr}.

Logo, uma vez que v(xi) = (∞, ..., 1, ...,∞), todo Sk-processo de G0 têm redução final

nula módulo G0 e, dessa maneira, G1 = G0. Portanto,

G = {x1, ..., xr}
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é uma Base Standard para o anel local O da curva Q.

Uma vez que xi não admite redução módulo G \ {xi}, conclúımos que G é uma Base

Standard mı́nima para O. Consequentemente,

Γ = 〈 (1,∞, ...,∞), ..., (∞, ..., 1, ...,∞), ..., (∞, ...,∞, 1) 〉.

Examinemos um pouco mais a equação (1.3). Consideremos G = {g1, ..., gm} ⊂ M.

Podemos supor que um Sk-processo de G seja da forma Gα + bGβ, onde b ∈ K. O Sk-

processo é então unicamente determinado pelo vetor (α, β) ∈ N2m, solução da equação

diofantina homogênea (1.3).

O conjunto de todas as soluções de (1.3) é um subsemigrupo aditivo de N2m, gerado

pelo conjunto finito E de todas as soluções não nulas de (1.3) que são mı́nimas com

respeito à ordem parcial

(α, β) ≤ (α′, β′) ⇔ αj ≤ α′j e βj ≤ β′j, para todo j = 1, ...,m. (1.4)

Em [12], encontra-se um algoritmo que permite obter o conjunto de todas as soluções

mı́nimas de uma equação diofantina não necessariamente homogênea.

Definição 1.42. Seja G um subconjunto finito e não vazio de M\{0}. Os Sk-processos

correspondentes às soluções mı́nimas da equação acima, ou seja, ao conjunto E, são

chamados de Sk-processos mı́nimos de G.

A conjectura a seguir nos permite melhorar a performance do Algoritmo 1. Exem-

plos analisados além dos contidos neste trabalho nos dão ind́ıcios de que a mesma seja

verdadeira.

Conjectura 1.43. Seja G = {g1, ..., gm} ⊂ M tal que O = K[[G]]. Se todo Sk-processo

mı́nimo de G tiver uma redução final nula módulo G, então todo Sk-processo aGα+bGβ de

G terá uma representação como uma soma da forma
∑

δ∈∆ aδG
δ, onde ∆ ⊂ Nm, aδ ∈ K,

Gδ é um G-produto e

hti

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
≥ hti(aG

α + bGβ)

para todo i ∈ I e com desigualdade estrita para i = k.

A seguir provaremos a conjectura acima para o caso de dois ramos, isto é, I = {1, 2}.

Prova da Conjectura 1.43 para dois ramos.
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Podemos supor k = 1, sendo o caso k = 2 inteiramente análogo. Fixemos um S1-

processo de G. Sem perda de generalidade, podemos assumir que ele seja da forma

Gα + bGβ, onde b ∈ K é univocamente determinado por G, α e β.

Desde que a solução (α, β) da equação diofantina associada ao S1-processo pode ser

escrita na forma

(α, β) =
d∑
j=1

nj(αj, βj),

onde (αj, βj) ∈ E, d = ]E e nj ∈ N, podemos escrever

Gα =
d∏
j=1

(Gαj)nj e Gβ =
d∏
j=1

(Gβj)nj .

Além disso, Sj = Gαj + bjG
βj representa um S1-processo mı́nimo de G, para j =

1, ..., d. Logo, por hipótese, Sj tem uma redução final nula. Podemos então escrever

Sj =
∑

θj∈Θj
aθjG

θj , onde Θj ⊂ Nm, aθj ∈ K, Gθj é um G-produto e

hti

∑
θj∈Θj

aθjG
θj

 ≥ hti(G
αj + bjG

βj),

para todo i ∈ I e com desigualdade estrita para i = 1. Assim,

Gαj = −bjGβj +
∑
θj∈Θj

aθjG
θj .

Escrevemos agora D = {1, 2, ..., d} e fazemos

D′ = {j ∈ D; ht2(Gαj + bjG
βj) = v2(Gαj)};

D′′ = {j ∈ D; ht2(Gαj + bjG
βj) = v2(Gβj) < v2(Gαj)}.

Notemos que D′ ∪D′′ = D e D′ ∩D′′ = ∅. Temos então Gα = Gα′Gα′′ , com

Gα′ =
∏
j∈D′

(Gαj)nj =
∏
j∈D′

−bjGβj +
∑
θj∈Θj

aθjG
θj

nj

, Gβ′ =
∏
j∈D′

(Gβj)nj ,

Gα′′ =
∏
j∈D′′

(Gαj)nj =
∏
j∈D′′

−bjGβj +
∑
θj∈Θj

aθjG
θj

nj

e Gβ′′ =
∏
j∈D′′

(Gβj)nj .

Além disso, para bem unicamente determinados b′, b′′ ∈ K, Gα′ + b′Gβ′ e Gα′′ + b′′Gβ′′

são S1-processos.
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Observemos agora que−bjGβj +
∑
θj∈Θj

aθjG
θj

nj

= (−bjGβj)nj +

nj∑
pj=1

(
nj

pj

)
(−bjGβj)nj−pj

∑
θj∈Θj

aθjG
θj

pj .
Escrevendo

Σj =

nj∑
pj=1

(
nj

pj

)
(−bjGβj)nj−pj

∑
θj∈Θj

aθjG
θj

pj ,
teremos

Gα′ =
∏
j∈D′

(
(−bjGβj)nj + Σj

)
=

[∏
j∈D′

(−bj)nj

]
Gβ′ +

∑
δ′∈∆′

aδ′G
δ′

onde ∑
δ′∈∆′

aδ′G
δ′ =

∑∏
j∈D′1

(−bjGβj)nj

∏
j∈D′2

Σj

 ,
com D′1 ∪D′2 = D′, D′1 ∩D′2 = ∅ e D′2 6= ∅.

Notemos agora que uma vez que para todo j ∈ D′,

ht1

∑
θj∈Θj

aθjG
θj

 > ht1(Gαj + bjG
βj),

teremos

ht1

(∑
δ′∈∆′

aδ′G
δ′

)
> v1

∏
j∈D′1

(Gβj)nj

+ v1

∏
j∈D′2

(Gβj)nj


= v1

(∏
j∈D′

(Gβj)nj

)
= v1(Gβ′) = v1(Gα′) = ht1(Gα′ + b′Gβ′).

Desde que a constante b′ é unicamente determinada, temos −
∏

j∈D′(−bj)nj = b′, o

que mostra que

Gα′ + b′Gβ′ =
∑
δ′∈∆′

aδ′G
δ′ .
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Mais ainda,

ht2

(∑
δ′∈∆′

aδ′G
δ′

)
≥ v2

∏
j∈D′1

(Gβj)nj

+ v2

∏
j∈D′2

(Gαj)nj


≥ v2

∏
j∈D′1

(Gαj)nj

+ v2

∏
j∈D′2

(Gαj)nj


= v2

(∏
j∈D′

(Gαj)nj

)
= v2(Gα′) = ht2(Gα′ + b′Gβ′).

Analogamente, temos

Gα′′ + b′′Gβ′′ =
∑
δ′′∈∆′′

aδ′′G
δ′′ ,

com

ht1

( ∑
δ′′∈∆′′

aδ′′G
δ′′

)
> ht1(Gα′′ + b′′Gβ′′),

ht2

( ∑
δ′′∈∆′′

aδ′′G
δ′′

)
≥ v2(Gβ′′) = ht2(Gα′′ + b′′Gβ′′).

Para facilitar a notação, vamos escrever agora

Gα′ + b′Gβ′ = Σ′ e Gα′′ + b′′Gβ′′ = Σ′′.

Assim, temos

Gα = Gα′Gα′′ = (−b′Gβ′ + Σ′)(−b′′Gβ′′ + Σ′′)

= b′b′′Gβ′Gβ′′ − b′Gβ′Σ′′ − b′′Σ′Gβ′′ + Σ′Σ′′.

Consequentemente,

Gα − b′b′′Gβ = −b′Gβ′Σ′′ + Σ′(−b′′Gβ′′ + Σ′′)

= −b′Gβ′Σ′′ + Σ′Gα′′ =
∑
δ∈∆

aδG
δ.

Notemos que

ht1

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
= min{ht1(Gβ′Σ′′), ht1(Σ′Gα′′)}

> min{v1(Gβ′Gβ′′), v1(Gα′Gα′′)}

= ht1(Gα + bGβ),
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o que nos mostra que Gα − b′b′′Gβ é um S1-processo.

Logo, b = −b′b′′, pois b é unicamente determinado. Além disso,

ht2

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
= min{ht2(Gβ′Σ′′), ht2(Σ′Gα′′)}

≥ min{v2(Gβ′Gβ′′), v2(Gα′Gα′′)}

= ht2(Gα + bGβ).

Portanto, conseguimos uma representação como uma soma da forma
∑

δ∈∆ aδG
δ para

o S1-processo Gα + bGβ tal que

ht1

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
> ht1(Gα + bGβ) e ht2

(∑
δ∈∆

aδG
δ

)
≥ ht2(Gα + bGβ).

Corolário 1.44. Seja G um subconjunto finito e não vazio de M tal que O = K[[G]].

Assumindo a Conjectura 1.43, G é uma Base Standard para O se, e somente se, todo

Sk-processo mı́nimo de G tem uma redução final nula módulo G.

Com esses resultados, podemos modificar o Algoritmo 1 de forma a otimizá-lo. A

demonstração do teorema a seguir é essencialmente a mesma demonstração do Teorema

1.40 e como a Conjectura 1.43 é verdadeira para curvas com dois ramos, o teorema pode

ser aplicado neste caso.

Teorema 1.45. Seja G0 um subconjunto deM tal que O = K[[G0]]. Se a Conjectura 1.43

é verdadeira, então sempre obtemos uma Base Standard G para O aplicando o seguinte

algoritmo:

ALGORITMO 2. Base Standard para O

input: G0;

define: G−1 := ∅ and j := 0;

while Gj 6= Gj−1 do

S := ∪rk=1{g; g é um Sk-processo mı́nimo de Gj e vi(g) < σi, para algum i ∈ I};
R := {h; h é uma redução final de g módulo Gj, g ∈ S, e h 6= 0};
Gj+1 := Gj ∪R;

output: G = Gj+1.
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Vejamos um exemplo da utilização do Algoritmo 2.

Exemplo 1.46. Consideremos a curva espacial Q = P1 ∩ P2 ⊂ K[[X, Y, Z]], em que

car(K) 6= 2,

P1 = 〈X2 − Y 5, Z −XY 〉 e P2 = 〈X3 − Y 2, Z +XY 〉.

Sejam g1 = x, g2 = y, g3 = z, g4 = x2 − y5, g5 = z − xy, g6 = x3 − y2 e g7 = z + xy.

Como a curva Q é parametrizada por

φ(t) = [φ1(t1), φ2(t2)] = [(t51, t
2
1, t

7
1), (t22, t

3
2,−t52)],

temos

g1(t) = (g1 ◦ φ)(t1, t2) = (t51, t
2
2),

g2(t) = (g2 ◦ φ)(t1, t2) = (t21, t
3
2),

g3(t) = (g3 ◦ φ)(t1, t2) = (t71,−t52),

g4(t) = (g4 ◦ φ)(t1, t2) = (0, t42 − t15
2 ),

g5(t) = (g5 ◦ φ)(t1, t2) = (0,−2t52),

g6(t) = (g6 ◦ φ)(t1, t2) = (t15
1 − t41, 0),

g7(t) = (g7 ◦ φ)(t1, t2) = (2t71, 0).

Seja G0 = {g1, g2, ..., g7}. Notemos que O = K[[G0]]. Além disso, aplicando os métodos

de [23], vemos que {g1, g2}, {g6, g7}, {g1, g2} e {g4, g5} são Bases Standard para O1, Q1,

O2 e Q2 respectivamente e σ = (6, 4). Desta maneira, todo Sk-processo g de G0 tal que

v(g) ≥ σ admite redução final nula módulo G0.

Iniciaremos então o Algoritmo 2 com o conjunto G0 = {g1, g2, ..., g7}.
Um S1-processo de G0 é da forma

g = c1g
α1
1 gα2

2 gα3
3 gα4

6 gα5
7 + c2g

β1
1 g

β2
2 g

β3
3 g

β4
6 g

β5
7 ,

onde as constantes c1, c2 ∈ K devem ser determinadas.

Uma vez que as imagens de g1, g2, g3 e g7 em K[[t1]] são monômios, se α4 = β4 = 0,

teremos v1(g) =∞. Desta maneira, g ∈ 〈g4, g5〉, o que implica em

v2(g) ≥ 4 = min{v2(g4), v2(g5)}.

Logo, teremos v(g) > σ, ou seja, g admitirá redução final nula módulo G0.
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Assumiremos agora que α4 6= 0 e β4 = 0, pois estamos considerando apenas S1-

processos mı́nimos. Se α4 ≥ 2 ou α1 + α2 + α3 + α5 6= 0, então v1(g) ≥ 6. Se β5 6= 0,

teremos v2(g) =∞. Logo, v(g) > σ e, novamente, g admitirá redução final nula módulo

G0.

Suponhamos então que β5 = 0. Assim, v2(g) = v2(gβ11 g
β2
2 g

β3
3 ) = 2β1 + 3β2 + 5β3. Para

termos v2(g) < 4, as únicas possibilidades são

• β1 = 1, β2 = β3 = 0;

• β2 = 1, β1 = β3 = 0.

No entanto, tais valores não fazem de g um S1-processo de G0.

Consequentemente, g deve ser da forma g = c1g6 + c2g
β1
1 g

β2
2 g

β3
3 g

β5
7 , o que nos fornece

a equação diofantina 5β1 + 2β2 + 7β3 + 7β5 = 4. Sua única solução é β2 = 2, isto é,

g = g6 + g2
2 e

g(t) = (t15
1 − t41 + t41, t

6
2) = (t15

1 , t
6
2),

o que mostra que g admite redução final nula módulo G0.

Um S2-processo de G0 é da forma

g = c1g
α1
1 gα2

2 gα3
3 gα4

4 gα5
5 + c2g

β1
1 g

β2
2 g

β3
3 g

β4
4 g

β5
5 ,

onde as constantes c1, c2 ∈ K devem ser determinadas.

Uma vez que as imagens de g1, g2, g3 e g5 em K[[t2]] são monômios, se α4 = β4 = 0,

teremos v2(g) =∞. Desta maneira, g ∈ 〈g4, g5〉, o que implica em

v1(g) ≥ 4 = min{v1(g4), v1(g5)}.

Se v1(g) = 4, então g pode ser reduzido a um elemento h usando g6. Afirmamos que

v1(h) ≥ 6. De fato, se v1(h) fosse 5, teŕıamos (5,∞) ∈ Γ, o que implicaria em σ ≤ (6, 4).

Portanto, g admite redução final nula módulo G0.

Assumiremos agora que α4 6= 0 (consequentemente, β4 = 0). Neste caso, v2(g) ≥ 4.

Se β5 6= 0, teremos v1(g) = ∞. Logo, v(g) > σ e, novamente, g admitirá redução final

nula módulo G0.

Suponhamos então que β5 = 0. Assim, v1(g) = v1(gβ11 g
β2
2 g

β3
3 ) = 5β1 + 2β2 + 7β3.

Para termos v1(g) < 6, as únicas possibilidades são

• β1 = 1, β2 = β3 = 0;

• β2 = 1, β1 = β3 = 0;

• β2 = 2, β1 = β3 = 0.
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As duas primeiras possibilidades não fazem de g um S2-processo de G0. Para a terceira,

temos g = g1g4 − g2
2 e

g(t) = (−t41, t22(t42 − t15
2 )− t62) = (−t41,−t17

2 ).

Assim, g → h := g − g6 e

h(t) = (−t41 − (t15
1 − t41),−t17

2 ) = (−t15
1 ,−t17

2 ),

o que mostra que g admite redução final nula módulo G0.

Logo, todo Sk-processo mı́nimo de G0 têm redução final nula módulo G0 e, dessa

maneira, G1 = G0. Portanto, G = {g1, g2, ..., g7} é uma Base Standard para o anel local

O da curva Q.

Observemos ainda que g3 admite redução módulo H = G\{g3}, uma vez que g3−g1g2 =

g5 é tal que

v1(g5) =∞ > 7 = v1(g3) e v2(g5) = 5 = v2(g3).

Devido às ordens dos elementos de H, constatamos que H é uma Base Standard

mı́nima para O. Consequentemente, o semianel de valores Γ associado à curva Q é

Γ = 〈 (2, 3), (5, 2), (∞, 4), (∞, 5), (4,∞), (7,∞) 〉.

-
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Semianel da curva Q = P1 ∩ P2.
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Caṕıtulo 2

Bases Standard para Ideais

Fracionários

Enquanto o semianel de valores do anel local O de uma curva anaĺıtica plana é um

invariante topológico completo, vários invariantes anaĺıticos estão relacionados com outros

objetos algébricos tais como o ideal Jacobiano 〈f, fX , fY 〉 e o módulo de diferenciais de

Kähler da curva. Tais objetos algébricos são casos particulares de uma estrutura mais

geral: os ideais fracionários. Neste caṕıtulo vamos estender as ideias apresentadas no

caṕıtulo anterior para ideais fracionários do anel local O de uma curva algebroide Q

qualquer.

2.1 Ideais Fracionários e Ideais Relativos

Iniciaremos esta seção recordando a noção de ideais fracionários. Sejam A um anel comu-

tativo e FA seu anel total de frações. Dizemos que um subconjunto I de FA é um ideal

fracionário de A se

(a) I é um A-módulo;

(b) A :FA I 6= {0};
(c) I contém um não divisor de zero.

Observação 2.1. Muitos autores definem ideal fracionário impondo apenas as condições

(a) e (b) acima e, neste caso, ele é chamado de regular ao satisfazer a condição (c).

Como anteriormente, Q = ∩ri=1Pi é uma curva algebroide com semianel Γ. Denotando

por Qi o corpo de frações de Oi e por Q o anel total de frações de O, podemos escrever
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(via isomorfismos)

O ⊆
r⊕
i=1

Oi ⊆ O =
r⊕
i=1

Oi =
r⊕
i=1

K[[ti]] ⊆
r⊕
i=1

K((ti)) =
r⊕
i=1

Qi = Q. (2.1)

No que segue, consideraremos apenas ideais fracionários de O finitamente gerados.

Notemos que se I é um ideal fracionário de O, então a imagem homomórfica Ii de I
em Qi é um ideal fracionário de Oi, para todo i ∈ I. Mais ainda, considerando a inclusão

ι : I ↪→
⊕r

i=1Qi = Q e projeção canônica πi : Q� Qi = K((ti)), temos (πi ◦ ι)(I) = Ii.
Observemos também que o próprio anel local O é um ideal fracionário de si mesmo.

Deste modo, os resultados neste caṕıtulo se aplicam também a O e correspondem aos

apresentados no Caṕıtulo 1.

Se vi : Qi → Z := Z ∪ {∞} denota a valoração discreta normalizada de Qi, onde

vi(0) =∞, para todo i ∈ I, então o conjunto

vi(Ii) := {vi(f); f ∈ Ii} ⊆ Z

é chamado de ideal relativo associado a Ii.
Dado f ∈ Q, definimos

v(f) := (v1(f), . . . , vr(f)) ∈ Zr,

onde vi(f) é o valor da imagem homomórfica de f ∈ Q em Qi. Desta maneira, obtemos

o conjunto

v(I) := {v(f); f ∈ I} ⊆
r⊕
i=1

vi(Ii) ⊆ Zr,

que é chamado de ideal relativo associado a I.

Além disto, denotamos por I i a imagem canônica do O-módulo

T i = {f ∈ I; vj(f) =∞, para todo j ∈ I \ {i}}

em Ii e vi(I i) = {vi(f); f ∈ I i}. Notemos que se I = O, então Ii = Oi e I i = Oi.
Podemos obter vi(Ii) e vi(I i) usando o algoritmo apresentado em [23] para calcular o

conjunto de valores de um Oi-módulo finitamente gerado em K[[ti]].

Sejam λ = (λ1, . . . , λr) e λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
r) elementos de v(I). As seguintes proprieda-

des são de fácil verificação:

A) Se λk = λ′k < ∞ para algum k ∈ I, então existe λ′′ = (λ′′1, . . . , λ
′′
r) ∈ v(I) tal que

λ′′i ≥ min{λi, λ′i}, para todo i ∈ I (a igualdade é válida se λi 6= λ′i), e λ′′k > λk = λ′k.
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B) min{λ, λ′} := (min{λ1, λ
′
1}, . . . ,min{λr, λ′r}) ∈ v(I).

C) Γ + v(I) ⊆ v(I).

D) Existe γ ∈ Γ tal que γ + v(I) ⊆ Γ.

Observemos que as propriedades A e B acima são exatamente as mesmas propriedades

A e B que o semianel de valores Γ satisfaz. Deste modo, muitos dos resultados que se

baseiam nestas propriedades e que foram demonstrados no Caṕıtulo 1 serão apresentados

neste caṕıtulo sem demonstração.

Observação 2.2. A Propriedade C indica que v(I) admite um condutor, o qual denota-

remos por κ = (κ1, . . . , κr) ∈ v(I), isto é, κ+ Nr ⊂ v(I).

A Propriedade B permite considerarmos as operações

⊕ : v(I)× v(I)→ v(I) e � : Γ× v(I)→ v(I)

definidas por

λ⊕ λ′ := min{λ, λ′} e γ � λ := γ + λ,

para todos λ, λ′ ∈ v(I) e todo γ ∈ Γ.

Essas operações são tais que (v(I),⊕) é um monóide comutativo com elemento neutro

∞ e, para γ, γ′ ∈ Γ e λ, λ′ ∈ v(I), temos

• γ � (λ⊕ λ′) = γ + min{λ, λ′} = min{γ + λ, γ + λ′} = (γ � λ)⊕ (γ � λ′);

• (γ ⊕ γ′)� λ = min{γ, γ′}+ λ = min{γ + λ, γ′ + λ} = (γ � λ)⊕ (γ′ � λ);

• (γ � γ′)� λ = (γ + γ′) + λ = γ + (γ′ + λ) = γ � (γ′ � λ);

• 0� λ = 0 + λ = λ.

Isto faz de v(I) um Γ- semimódulo.

No que segue, vamos rever conceitos introduzidos no caṕıtulo anterior agora para ideais

fracionários e ideais relativos.

Definição 2.3. Um elemento λ ∈ v(I) \ {0} é chamado de irredut́ıvel se

λ = γ � λ′; γ ∈ Γ, λ′ ∈ v(I) ⇒ γ = 0.

Como antes, usaremos a seguinte notação: se f ∈ Q, então

If = Iv(f) = {i ∈ I; vi(f) 6=∞}.
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Dados λ ∈ Zr \ {∞} e um subconjunto próprio J de Iλ, definimos os seguintes con-

juntos:

F J(λ) = {λ′ ∈ Zr; λ′i > λi para i ∈ Iλ \ J e λ′j = λj para j 6∈ Iλ \ J},

FJ(λ) = {λ′ ∈ v(I); λ′i > λi para i ∈ Iλ \ J e λ′j = λj para j 6∈ Iλ \ J} = F J(λ) ∩ v(I).

Definição 2.4. Dizemos que λ ∈ v(I) é um ponto absoluto de v(I) se FJ(λ) = ∅ para

todo subconjunto próprio J de Iλ.

Como no caso do semianel de valores Γ, se λ ∈ v(I) e ]Iλ = 1, então λ é um ponto

absoluto.

O lema a seguir caracteriza elementos λ de v(I) tais que λi ≥ κi para alguma coorde-

nada finita i ∈ I. Sua demonstração é análoga à prova do Lema 1.7.

Lema 2.5. Sejam J um subconjunto não trivial de I e λ = (λ1, ..., λr) ∈ Zr tal que κi ≤
λi <∞, para todo i 6∈ J . Então λ ∈ v(I) se, e somente se, existe λ = (λ1, ..., λr) ∈ v(I),

onde λj = λj, para todo j ∈ J , e λi =∞ para todo i 6∈ J .

2.2 Bases Standard

Nesta seção introduziremos o conceito de Base Standard para um ideal fracionário I do

anel local O de uma curva algebroide reduzida Q.

Consideraremos G sempre como uma Base Standard para O.

No que segue, H é um subconjunto não vazio de I.

Definição 2.6. Sejam f ∈ I \ {0} e k ∈ If . Dizemos que f ′ é uma k-redução de f

módulo (H,G) se existem c ∈ K, um G-produto Gα e h ∈ H tais que

f ′ = f − cGαh,

com vi(f
′) ≥ vi(f), para todo i ∈ I e com desigualdade estrita para i = k. Dizemos que

f ′ é uma redução de f módulo (H,G) se f ′ é uma k-redução de f módulo (H,G), para

algum k ∈ If .

Notemos que é posśıvel recuperar o conceito de redução apresentado no Caṕıtulo 1,

bem como os demais conceitos e resultados utilizando H = {1} no caso em que I = O.

Embora redundante, apresentaremos os resultados, observações e conceitos cujas jus-

tificativas decorrem como no caso do anel local O. No entanto, omitiremos as demons-

trações, a menos que apresentem alguma diferença relevante.
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Lema 2.7. Sejam f ∈ I \ {0} e k ∈ If . Existe uma k-redução de f módulo (H,G) se, e

somente se, existem um G-produto Gα e um elemento h ∈ H tais que

vi(f) ≤ vi(G
αh),

para todo i ∈ I e com igualdade para i = k.

Prova. Análoga à demonstração do Lema 1.10.

Observação 2.8. Se f ∈ T k \ {0} admite uma redução módulo (H,G), então, uma vez

que If = {k}, f admite somente uma k-redução e, neste caso, existem um G-produto Gα

e h ∈ H tais que v(f) = v(Gαh), visto que vk(f) = vk(G
αh) e vi(f) =∞ = vi(G

αh).

Como antes, dada uma cadeia de reduções

f = f0 → f1 → f2 → ...→ fl → ..., (2.2)

podemos escrever

fl = f −
l∑

j=1

cjG
αjhj,

onde cj ∈ K, G-produtos Gαj e hj ∈ H, com v(Gαj1hj1) 6= v(Gαj2hj2), para j1 6= j2, e

v(f) ≤ v(Gαjhj), ∀ j ≥ 1.

Se a cadeia (2.2) for infinita, obteremos a seguinte sequência em I:

sl =
l∑

j=1

cjG
αjhj, l ≥ 1.

Se H é finito, então a famı́lia {cjGαjhj; j ≥ 1} é somável em I.

Dizemos que f ′ é uma redução final de f ∈ I \ {0} módulo (H,G) se f ′ é obtido a

partir de f via uma cadeia de reduções módulo (H,G) e f ′ não pode mais ser reduzido.

Além disto, se uma redução final de f ∈ I \ {0} módulo (H,G) é nula, podemos escrever

f =
∑
δ∈∆

cδG
δhδ,

onde ∆ é um subconjunto de N]G, cδ ∈ K, Gδ é um G-produto e hδ ∈ H.

Uma vez reapresentados os conceitos anteriores, podemos também estender a noção

de Base Standard para um ideal fracionário I do anel local O de uma curva algebroide

Q =
⋂r
i=1 Pi.
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Definição 2.9. Um subconjunto finito e não vazio H de I é uma Base Standard para I
se todo elemento não nulo de I tem uma redução módulo (H,G).

Se H é uma Base Standard para I, então H é um conjunto de geradores de I como

O-módulo e, neste caso, escrevemos I = 〈H〉.
Como no Corolário 1.16, obtemos as seguintes caracterizações de uma Base Standard

para um ideal fracionário I.

Proposição 2.10. Sejam G uma Base Standard para O e H um subconjunto finito e não

vazio de I. As seguintes condições são equivalentes.

(a) H é uma Base Standard para I.

(b) Para todo elemento não nulo f ∈ I e para algum k ∈ If , existem um G-produto Gα e

h ∈ H (dependendo de k) tais que vi(f) ≤ vi(G
αh), para todo i ∈ I, e vk(f) = vk(G

αh).

(c) Para todo elemento não nulo f ∈ I e para todo k ∈ If , existem um G-produto Gα e

h ∈ H (dependendo de k) tais que vi(f) ≤ vi(G
αh), para todo i ∈ I, e vk(f) = vk(G

αh).

O seguinte resultado garante a existência de uma Base Standard para um ideal fra-

cionário do anel local de uma curva algebroide com vários ramos.

Teorema 2.11. Todo ideal fracionário I do anel local O de uma curva Q =
⋂r
i=1 Pi

admite uma Base Standard.

Prova. Seja B′0 um subconjunto de I satisfazendo v(B′0) = v(I)\{0} e v(h) 6∈ v(B′0\{h}),
para todo h ∈ B′0. Definimos

B0 := {h ∈ B′0; vi(h) < κi se i ∈ Ih}.

Para todo i ∈ I, consideramos Bi ⊂ I tal que a imagem homomórfica de Bi em Ii
seja uma Base Standard para I i, que pode ser obtida como descrito em [23]. Uma vez

que a imagem homomórfica de qualquer subconjunto finito A de I tal que vi(A) = vi(Bi)

é uma Base Standard para I i, podemos considerar Bi como um subconjunto de T i, isto

é, vj(h) =∞ para todo j ∈ I \ {i}, onde h ∈ Bi.

Afirmamos que o conjunto finito H =
⋃r
i=0 Bi é uma Base Standard para I.

De fato, seja f um elemento não nulo em I.

Se vi(f) < κi, para todo i ∈ If , existe h ∈ B0 tal que v(f) = v(h).

Se κk ≤ vk(f), para algum k ∈ If , então vk(f) ∈ vk(Ik). Desde que as imagens

homomórficas de G ⊂ O e Bk ⊂ I são Bases Standard para Ok e Ik respectivamente,

existem um G-produto Gβ e hk ∈ Bk tais que vk(f) = vk(G
βhk) e vi(f) ≤ vi(G

βhk) =∞
para todo i ∈ I \ {k}.
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Pela proposição anterior, conclúımos que H é uma Base Standard para I.

O teorema anterior permite recuperarmos os resultados da Seção 1.2 para o contexto

de ideais fracionários do anel local de uma curva algebroide reduzida. Em particular, o

ideal relativo v(I) é um Γ-semimódulo gerado por v(H), onde H é uma Base Standard

para I. Mais especificamente, se H = {h1, ..., hs}, então todo elemento λ ∈ v(I) se

expressa como

λ = γ1 � v(h1)⊕ ...⊕ γs � v(hs),

com γj ∈ Γ, para todo j = 1, ..., s.

A partir de agora G sempre denotará uma Base Standard mı́nima para O.

De modo natural e similar ao que introduzimos no Caṕıtulo 1, dizemos que H é uma

Base Standard mı́nima para I se para todo h ∈ H não existe redução de h módulo

(H \ {h}, G).

Sem maiores esforços, analogamente às Proposições 1.22 e 1.24, podemos obter uma

Base Standard mı́nima para I simplesmente descartando elementos h de uma Base Stan-

dard H que admitem alguma redução módulo (H \ {h}, G). Em particular, duas Bases

Standard mı́nimas para I têm o mesmo conjunto de valores.

Elementos de uma Base Standard mı́nima H de um ideal fracionário de O têm pro-

priedades particulares. De fato, como no caso do anel local O, se h ∈ H, então v(h) é um

elemento irredut́ıvel de v(I) e h é irredut́ıvel em I, isto é, não podemos escrever h = gh′,

com g ∈M ⊂ O e h′ ∈ I.

Além disto, analogamente ao Teorema 1.26 e Corolário 1.28, temos o seguinte reultado.

Teorema 2.12. Seja H um subconjunto finito e não vazio de um ideal fracionário I do

anel local O de uma curva algebroide Q. Então H é uma Base Standard mı́nima para I
se, e somente se, v(H) é o conjunto de pontos absolutos irredut́ıveis de v(I).

Com as devidas adaptações dos conceitos apresentados na Seção 1.5, podemos obter

um algoritmo para encontrar uma Base Standard para um ideal fracionário I de O a

partir de um conjunto finito de geradores.

Mais diretamente, sejam G uma Base Standard para O e H um conjunto finito de gera-

dores para I. Dado f ∈ I, podemos representar f como uma soma da forma
∑

δ∈∆ aδG
δhδ,

onde ∆ ⊂ N]G, aδ ∈ K, Gδ é um G-produto e hδ ∈ H. A altura dessa representação de f

é

ht

(∑
δ∈∆

aδG
δhδ

)
=

(
ht1

(∑
δ∈∆

aδG
δhδ

)
, ..., htr

(∑
δ∈∆

aδG
δhδ

))
,
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onde para cada i ∈ I

hti

(∑
δ∈∆

aδG
δhδ

)
= min{vi(Gδhδ), δ ∈ ∆}.

e a amplitude da representação
∑

δ∈∆ aδG
δhδ é

Amp

(∑
δ∈∆

aδG
δhδ

)
=

(
Amp1

(∑
δ∈∆

aδG
δhδ

)
, ...,Ampr

(∑
δ∈∆

aδG
δhδ

))
,

onde Ampi(
∑

δ∈∆ aδG
δhδ) é o número de δ ∈ ∆ tais que vi(G

δhδ) = hti(
∑

δ∈∆ aδG
δhδ).

Dado k ∈ I, um Sk-processo de um par de elementos h1, h2 de H sobre G é um

elemento da forma

aGαh1 + bGβh2,

onde a, b ∈ K e Gα, Gβ são G-produtos tais que

vk(aG
αh1 + bGβh2) > htk(aG

αh1 + bGβh2).

O teorema abaixo, cuja demonstração é análoga à prova do Teorema 1.38, é o ponto

chave para o algoritmo que permite calcular uma Base Standard para um ideal fracionário

I de O.

Teorema 2.13. Sejam H um conjunto de geradores para I e G uma Base Standard para

O. As seguintes afirmações são equivalentes.

(a) Todo elemento não nulo de I tem uma redução módulo (H,G).

(b) Toda redução final módulo (H,G) de qualquer elemento de I \ {0} é nula.

(c) H é fechado em relação a Sk-processos, isto é, todo Sk-processo de um par de elementos

de H sobre G tem uma redução final nula módulo (H,G).

(d) Todo Sk-processo não nulo aGαh1 + bGβh2 do par de elementos h1, h2 de H sobre G

tem uma representação como uma soma da forma
∑

δ∈∆ aδG
δhδ, onde ∆ ⊂ N]G, aδ ∈ K,

Gδ é um G-produto, hδ ∈ H e

hti

(∑
δ∈∆

aδG
δhδ

)
≥ hti(aG

αh1 + bGβh2),

para todo i ∈ I e com desigualdade estrita para i = k.

Obtemos a partir desse teorema, analogamente ao Teorema 1.40 (isto é, ao Algoritmo

1), um algoritmo para encontrar uma Base Standard para um ideal fracionário I do anel

local O de uma curva Q = ∩ri=1Pi.
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Teorema 2.14. Seja H0 um conjunto finito de geradores para I tal que ∪ri=1Bi ⊂ H0,

onde Bi é como na demonstração do Teorema 2.11. Sempre conseguimos obter uma Base

Standard H para I com o seguinte algoritmo:

ALGORITMO 3. Base Standard para I

input: G,H0;

define: H−1 := ∅ and j := 0;

while Hj 6= Hj−1 do

S := ∪rk=1{f ; f é um Sk-processo de Hj sobre G e vi(f) < κi para algum i ∈ I};
R := {h; h é uma redução final de f módulo (Hj, G), f ∈ S, e h 6= 0};
Hj+1 := Hj ∪R;

output: H = Hj+1.

Algumas observações merecem ser feitas. Primeiramente, enquanto o condutor do

semianel de valores Γ pode ser calculado antecipadamente considerando o conjunto de

valores vi(Q
i), não conhecemos algo semelhante para um ideal fracionário I qualquer.

Deste modo, a condição “vi(f) < κi” na instrução do algoritmo pode ser substitúıda por

um limitante superior para κ em cada etapa do algoritmo.

Vejamos mais de perto o conceito de um Sk-processo. Se G = {g1, ..., gm} é uma Base

Standard para O, então um Sk-processo de um par de elementos h1, h2 de H sobre G é da

forma Gαh1 + bGβh2, onde b ∈ K. O Sk-processo é então unicamente determinado pelos

vetores α, β ∈ Nm, soluções da seguinte equação diofantina

m∑
j=1

αjvk(gj) + vk(h1) =
m∑
j=1

βjvk(gj) + vk(h2). (2.4)

Apesar do conjunto de todas as soluções da equação acima não ter estrutura de

monóide quando v(h1) 6= v(h2), podemos definir o conjunto D′ de todas as soluções

(não nulas) que são mı́nimas com respeito à ordem parcial (1.4). O conjunto D′ é então

finito e uma solução da equação diofantina (2.4) pode ser obtida através da adição de

uma solução mı́nima pertencente a D′ com uma solução da equação homogênea associada

(1.3), cujo conjunto de soluções D sabemos ser finitamente gerado.

Ambos os conjuntos D e D′ podem ser computados por meio de algoritmos apresen-

tados em [12] e [13].

Como antes, um Sk-processo associado a uma solução no conjunto D′ é chamado de

Sk-processo mı́nimo do par h1 e h2.
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A Conjectura 1.43 também admite uma versão análoga no contexto mais geral de

ideais fracionários.

Conjectura 2.15. Seja H um conjunto finito de geradores para I. Se todo Sk-processo

mı́nimo de um par de elementos de H sobre G tiver uma redução final nula módulo G,

então todo Sk-processo aGαh1 + bGβh2 do par de elementos h1, h2 de H sobre G terá uma

representação como uma soma da forma
∑

δ∈∆ aδG
δhδ, onde ∆ ⊂ N]G, aδ ∈ K, Gδ é um

G-produto, hδ ∈ H e

hti

(∑
δ∈∆

aδG
δhδ

)
≥ hti(G

αh1 + bGβh2)

para todo i ∈ I e com desigualdade estrita para i = k.

Se a curva Q tem apenas dois ramos, podemos constatar a veracidade da conjectura

acima e como consequência do Teorema 2.13, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 2.16. Seja H um conjunto finito de geradores para um ideal fracionário I do

anel local de uma curva com dois ramos. Então H é uma Base Standard para I se, e

somente se, todo Sk-processo mı́nimo de um par de elementos de H sobre G tem uma

redução final nula módulo (H,G).

Com esses resultados para curvas com dois ramos (ou se a Conjectura 2.15 for ver-

dadeira), podemos modificar o Algoritmo 3 de forma a melhorá-lo. A demonstração do

teorema a seguir é essencialmente a mesma demonstração do Teorema 2.14.

Teorema 2.17. Seja H0 um conjunto finito de geradores para I tal que ∪ri=1Bi ⊂ H0.

Sempre obtemos uma Base Standard H para I com o seguinte algoritmo:

ALGORITMO 4. Base Standard para I

input: G,H0;

define: H−1 := ∅ and j := 0;

while Hj 6= Hj−1 do

S := ∪rk=1{f ; f é um Sk-processo mı́nimo de Hj sobre G e ∃ i ∈ I, vi(f) < κi};
R := {h; h é uma redução final de f módulo (Hj, G), f ∈ S, e h 6= 0};
Hj+1 := Hj ∪R;

output: H = Hj+1.
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2.3 O Módulo de Diferenciais de Kähler

Nesta seção exploraremos o módulo de diferenciais de Kähler de uma curva plana reduzida.

Ele é um relevante exemplo de ideal fracionário do anel local de uma curva anaĺıtica plana,

pois seu conjunto de valores Λ é um importante invariante anaĺıtico que desempenha papel

crucial na classificação anaĺıtica, como pode ser visto em [25] para o caso irredut́ıvel e

em [26] para o caso de dois ramos. Embora utilizado como importante ferramenta e

com ligação com outros invariantes anaĺıticos não se conhece um modo sistemático de se

calcular Λ para curvas com vários ramos.

No que segue, K é um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero e Q = 〈f〉
é uma curva algebroide plana reduzida, com f =

∏
i∈I fi ∈ K[[X, Y ]].

Consideremos o K[[X, Y ]]-módulo das 1-formas diferenciais

ΩK2 = K[[X, Y ]]dX + K[[X, Y ]]dY.

O módulo de diferenciais de Kähler de O é o O-módulo

Ω := ΩO =
ΩK2

K[[X, Y ]]df + fΩK2

∼=
Odx+Ody
〈fxdx+ fydy〉

,

em que df = fXdX + fY dY .

Uma diferencial ω ∈ Ω é chamada de exata se ω pertence à imagem da K-derivação

universal d : O → Ω definida por

d(g) := dg = gxdx+ gydy,

para todo g ∈ O, isto é, se existe g ∈ O tal que ω = dg := gxdx+ gydy. Se não existe tal

g, dizemos que ω é uma diferencial não exata.

Exceto para o caso no qual a curva é regular, o O-módulo Ω tem um submódulo de

torção

T := TO = {ω ∈ Ω; gω = 0 para algum não divisor de zero g ∈ O}

não trivial.

De maneira análoga, para cada i ∈ I, definimos o módulo de diferenciais de Kähler de

Oi:
Ωi := ΩOi

=
Oidxi +Oidyi

〈(fi)xidxi + (fi)yidyi〉
,

e seu respectivo submódulo de torção:

Ti := TOi
= {ωi ∈ Ωi; giωi = 0 para algum gi ∈ Oi \ {0}}.
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Para cada i ∈ I, seja ωi = pidxi+qidyi ∈ Ωi. Representamos o elemento ωi = ωi+Ti ∈
Ωi

Ti por ωi = pidxi + qidyi.

Temos então um monomorfismo bem definido de Oi-módulos ϕi :
Ωi

Ti
→ K[[ti]] (veja

[25]) dado por

ϕi(pidxi + qidyi) = pi(φi(ti)) · x′i(ti) + qi(φi(ti)) · y′i(ti),

onde φi(ti) = (xi(ti), yi(ti)) é uma parametrização do ramo 〈fi〉.
Identificando Ωi

Ti com sua imagem isomórfica em Oi = K[[ti]], podemos considerar

Ωi

Ti
⊆ Oi.

Além disso, podemos definir o homomorfismo de O-módulos Ψ : Ω →
⊕r

i=1 Ωi de modo

que se ω = pdx+ qdy ∈ Ω, então

Ψ(ω) = (ω1, ..., ωn),

onde ωi = pidxi + qidyi, para todo i ∈ I.
O homomorfismo Ψ não é injetivo, pois considerando, por exemplo, uma curva plana

com dois ramos Q = 〈f〉, com f = f1f2, temos f1df2 6= 0 em Ω, mas Ψ(f1df2) = (0, 0) em

Ω1 ⊕ Ω2.

Notemos que f1df2 ∈ T . De fato, como fy = f1(f2)y + (f1)yf2 não é divisor de zero

em O, f1df2 = df − f2df1 e

fyf1df2 = f1(f2)yf1df2 + (f1)yf2f1df2

= f1(f2)y(df − f2df1) + f(f1)ydf2

= f1(f2)ydf − f(f2)ydf1 + f(f1)ydf2

= f1(f2)ydf + f((f1)ydf2 − (f2)ydf1) = 0,

conclúımos que f1df2 é uma diferencial de torção.

Bayer, Hefez e Hernandes demonstram em [6] a seguinte proposição.

Proposição 2.18. Se T e Ti são os submódulos de torção de Ω e Ωi respectivamente,

então

Ψ(T ) ⊂
r⊕
i=1

Ti.

Mais ainda, o homomorfismo de O-módulos Ψ : Ω
T →

⊕r
i=1

Ωi

Ti dado por
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Ψ(ω + T ) = (ω1 + T1, ..., ωr + Tr) = (ω1, ..., ωr) +
r⊕
i=1

Ti

é bem definido e injetivo.

Dessa maneira, podemos considerar (via isomorfismo)

Ω

T
⊆

r⊕
i=1

Ωi

Ti
⊆

r⊕
i=1

Oi = O.

Com tais inclusões, temos a seguinte proposição.

Proposição 2.19. O O-módulo Ω
T é um ideal fracionário do anel local O.

Prova. Utilizando a imagem isomórfica de Ω
T em O, podemos ver que g Ω

T ⊆ O, onde

g ∈ O é tal que v(g) = σ. Logo,

O :Q
Ω

T
6= {0}.

Agora, uma vez que dO ⊆ Ω
T , conclúımos que Ω

T contém um não divisor de zero.

Portanto, Ω
T é um ideal fracionário de O.

Para cada i ∈ I, definimos a ordem ou valor de um elemento ωi ∈ Ωi

Ti como

νi(ωi) = vi(ϕi(ωi)) + 1 ∈ N,

onde vi(ϕi(ωi)) é a valoração discreta normalizada de K[[ti]].

Assim, definimos o conjunto das ordens das diferenciais de Oi como

Λi :=

{
ν(ωi); ωi ∈

Ωi

Ti

}
.

Definimos a ordem ν(ω) de um elemento ω ∈ Ω
T identificando-o com um elemento

(ω1, ..., ωn) ∈ ⊕ri=1
Ωi

Ti e considerando

ν(ω) := (ν1(ω1), ..., νr(ωr)) ∈ Nr
,

escrevemos

Λ =

{
ν(ω); ω ∈ Ω

T

}
para representar o conjunto das ordens das diferenciais de O.

Corolário 2.20. O conjunto Λ é um ideal relativo.
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Notemos também que para todo g ∈ M, temos ν(dg) = v(g). Isto implica, em

particular, que Γ \ {0} ⊆ Λ e κ ≤ σ.

Deste modo, podemos aplicar os algoritmos da seção anterior para encontrar uma Base

Standard para Ω
T e, consequentemente, descrever o conjunto Λ.

Primeiramente, seja G uma Base Standard para O. Logo, v(fi) ∈ v(G), para todo

i ∈ I. Podemos supor então que fi ∈ G, para todo i ∈ G. Além disto, podemos assumir

que G seja mı́nima e que pode ser computada por meio do Algoritmo 1.

Como não conhecemos um modo de calcular o condutor κ de Λ previamente, podemos

utilizar o condutor σ de Γ, uma vez que Γ \ {0} ⊂ Λ.

Observemos agora que na inicialização do Algoritmo 3 usamos um conjunto finitoH0 de

geradores para o ideal fracionário tal que ∪ri=1Bi ⊂ H0, onde Bi é como na demonstração

do Teorema 2.11 e pode ser encontrado utilizando o algoritmo apresentado em [23].

No entanto, na demonstração do Teorema 2.11, o conjunto ∪ri=1Bi foi útil apenas

para garantir que podemos reduzir elementos tais que sua ordem (λ1, ..., λr) é tal que

λi ≥ κi. Como estamos adotando σ como limitante superior para κ, basta considerar que

H0 contenha um conjunto de elementos que permita redução de elementos com ordem

(λ1, ..., λr) com λi ≥ σi, para algum i ∈ I. Como ν(dg) = v(g), para todo g ∈ M,

podemos, como analisado na Proposição 1.17, considerar Bi como um conjunto tal que

sua imagem homomórfica seja uma Base Standard para dQi. Desta maneira, no caso de

curvas planas, podemos simplesmente utilizar o seguinte conjunto de geradores para Ω
T :

H0 = {dg; g ∈ G}.

A proposição a seguir caracteriza o conjunto Λ no caso em que H0 é uma Base Standard

para Ω
T .

Proposição 2.21. Seja G = {g1, ..., gm} uma Base Standard para O. As seguintes afir-

mações são equivalentes.

(a) dG = {dg1, ..., dgm} é uma Base Standard para Ω
T ;

(b) Λ = Γ \ {0}.

Prova. (a) ⇒ (b) Já sabemos que Γ \ {0} ⊆ Λ. Se dG é uma Base Standard para Ω
T ,

então dado γ ∈ Λ,

γ = γ1 � ν(dg1)⊕ ...⊕ γm � ν(dgm)

= γ1 � v(g1)⊕ ...⊕ γm � v(gm) ∈ Γ \ {0},

ou seja, Λ = Γ \ {0}.
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(b)⇒ (a) Seja λ = ν(ω) ∈ Λ \ {∞} = Γ \ {0,∞}. Deste modo, existe g ∈ O \{0} tal que

v(g) = λ.

Seja agora k ∈ Ig = Iω. Como G é uma Base Standard para O, existe um G-produto

Gα = gα1
1 · ... · gαm

m tal que

λi ≤ vi(G
α), para todo i ∈ I, e λk = vk(G

α).

Uma vez que g 6= 0, existe j, 1 ≤ j ≤ m, tal que αj 6= 0. Assim, podemos escrever

Gα = Gβgj, onde Gβ é o G-produto gα1
1 · ... · g

αj−1
j · ... · gαm

m . Dessa maneira, temos

λi ≤ vi(G
βgj), para todo i ∈ I, e λk = vk(G

βgj),

o que significa que

νi(ω) ≤ νi(G
βdgj), para todo i ∈ I, e νk(ω) = νk(G

βdgj).

Portanto, dG é uma Base Standard para Ω
T .

Corolário 2.22. Se Λ 6= Γ\{0}, então toda Base Standard para Ω
T contém uma diferencial

não exata.

Prova. Seja H ′ uma Base Standard para Ω
T e suponhamos, por absurdo, que H ′ contenha

apenas diferenciais exatas. Logo, H ′ = dG′ para algum subconjunto finito G′ de O.

Podemos considerar uma Base Standard G para O que contenha G′ e, dessa maneira,

H = dG é uma Base Standard para Ω
T , uma vez que H ′ ⊂ H. Portanto, Λ = Γ\{0}, uma

contradição.

Observação 2.23. Pol em [30] mostra que para uma curva analiticamente equivalente a

uma curva quasehomogênea, temos

Λ = Γ \ {0}

(veja o Lema 4.15 de [30]).

Para encerrar esse caṕıtulo, aplicaremos o Algoritmo 4 para caracterizar o conjunto

mı́nimo de geradores do conjunto Λ de uma curva anaĺıtica plana Q com dois ramos com

tangentes distintas e cada ramo com multiplicidade 2.
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Exemplo 2.24. Hefez, Hernandes e Rodrigues Hernandes mostram em [26] que uma

curva anaĺıtica plana Q com dois ramos com tangentes distintas e cada ramo com multi-

plicidade 2 tem a seguinte parametrização (forma normal)

φ(t) = [(t21, t
m
1 ), (tn2 , t

2
2)],

com m,n ı́mpares e maiores que 2, ou seja, podemos supor

Q = 〈 (Y 2 −Xm)(X2 − Y n) 〉.

Pelo Exemplo 1.33, uma Base Standard mı́nima para o anel local O da curva Q é

G = {x, y, f1, f2}, onde f1 = y2 − xm e f2 = x2 − yn.

Assim, temos

(x ◦ φ)(t) = (t21, t
n
2 ),

(y ◦ φ)(t) = (tm1 , t
2
2),

(f1 ◦ φ)(t) = (0, t42 − tmn2 ),

(f2 ◦ φ)(t) = (t41 − tmn1 , 0),

e o condutor de Γ é σ = (m+ 3, n+ 3).

Vamos então iniciar o Algoritmo 4 com o conjunto H0 = dG. Notemos que

(dx ◦ φ)(t) = (2t1, nt
n−1
2 ),

(dy ◦ φ)(t) = (mtm−1
1 , 2t2),

(df1 ◦ φ)(t) = (0, 4t32 −mntmn−1
2 ),

(df2 ◦ φ)(t) = (4t31 −mntmn−1
1 , 0).

Observemos ainda que Sk-processos mı́nimos ω de um par de elementos de H0 sobre

G tais que ν(ω) ≥ σ admitem redução final nula módulo (H0, G).

Calculemos agora os Sk-processos mı́nimos de pares de elementos de H0 sobre G.

• S1-processos mı́nimos entre dx e dy: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dx+ c2x
β1yβ2fβ32 dy.

ω1 = mydx− 2xdy = (mtm1 · 2t1 − 2t21 ·mtm−1
1 ,mt22 · ntn−1

2 − 2tn2 · 2t2) = (0, (mn− 4)tn+1
2 )

ω2 = mxm−1dx− 2ydy = −df1

ω3 = mf
(m−1)/2
2 dx− 2ydy = (m(t41 − tmn1 )(m−1)/2 · 2t1 − 2tm1 ·mtm−1

1 ,−2t22 · 2t2)

= (−m(m− 1)t
m(n+2)−5
1 + ...,−4t32)

ω4 = my3dx− 2f
(m+1)/2
2 dy = (mt3m1 · 2t1 − 2(t41 − tmn1 )(m+1)/2 ·mtm−1

1 ,mt62 · ntn−1
2 )

= (m(m+ 1)t3m+mn−3
1 + ...,mntn+5

2 )
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ω5 = mxm+1dx− 2yf2dy = (mt
2(m+1)
1 · 2t1 − 2tm1 · (t41 − tmn1 ) ·mtm−1

1 ,mt
n(m+1)
2 · ntn−1

2 )

= (2mtmn+2m−1
1 ,mntmn+2n−1

2 )

ω6 = myf2dx− 2x3dy = (mtm1 · (t41 − tmn1 ) · 2t1 − 2t61 ·mtm−1
1 ,−2t3n · 2t2)

= (−2mtmn+m+1
1 ,−4t3n+1

2 ).

Nos próximos S1-processos os expoentes indicados são todos não nulos (quando o S1-

processo de fato existir).

ω7 = mfα3
2 dx− 2xβ1yβ2dy = (m(t41 − tmn1 )α3 · 2t1 − 2t2β11 · tmβ21 ·mtm−1

1 ,−2tnβ12 · t2β22 · 2t2)

= (−2mα3t
4(α3−1)+mn+1
1 + ...,−4tnβ1+2β2+1

2 )

ω8 = mxα1yα2dx− 2fβ32 dy = (mt2α1
1 · tmα2

1 · 2t1− 2(t41− tmn1 )β3 ·mtm−1
1 ,mtnα1

2 · t2α2
2 · ntn−1

2 )

= (2mβ3t
4(β3−1)+mn+m−1
1 + ...,mntnα1+2α2+n−1

2 )

ω9 = myα2dx− 2xβ1fβ32 dy = (mtmα2
1 · 2t1 − 2t2β11 · (t41 − tmn1 )β3 ·mtm−1

1 ,mt2α2
2 · ntn−1

2 )

= (−2mβ3t
4(β3−1)+mn+2β1+m−1
1 + ...,mntn+2α2−1

2 )

ω10 = mxα1fα3
2 dx− 2yβ2dy = (mt2α1

1 · (t41 − tmn1 )α3 · 2t1 − 2tmβ21 ·mtm−1
1 ,−2t2β22 · 2t2)

= (2mα3t
4(α3−1)+mn+2α1+1
1 + ...,−4t2β2+1

2 ).

Os S1-processos ω2, ω4, ω5, ω6, ω7 e ω8 claramente têm redução final nula módulo (H0, G).

Para ω3 e ω10, temos

ω3 → ω′3 := ω3 + df1 = (−m(m− 1)t
m(n+2)−5
1 + ...,−4t32 + 4t32 −mntmn−1

2 )

= (−m(m− 1)t
m(n+2)−5
1 + ...,−mntmn−1

2 )

ω10 → ω′10 := ω10 + yβ2−1df1

= (2mα3t
4(α3−1)+mn+2α1+1
1 + ...,−4t2β2+1

2 + t2β2−2
2 (4t32 −mntmn−1

2 ))

= (2mα3t
4(α3−1)+mn+2α1+1
1 + ...,−mnt2β2+mn−3

2 ).

Vemos assim que ω′3 e ω′10 admitem redução final nula módulo (H0, G).

Para ω9, se α2 = 1, devemos ter obrigatoriamente β1 = 1 e β3 = 0, o que nos dá ω1.

Logo, α2 ≥ 2 e, neste caso, temos ν2(ω9) ≥ n+ 3 = σ2. Portanto, ω9 admite redução final

nula módulo (H0, G).

Notemos finalmente que ω1 não admite redução módulo (H0, G). De fato, se ω1 ad-

mitisse uma redução ω′1, existiriam c ∈ K e α1, α2, α3 ∈ N tais que ω′1 seria de uma das

seguintes formas

A) ω′1 := ω1 + cxα1yα2fα3
1 df1,

B) ω′1 := ω1 + cxα1yα2fα3+1
1 dx,

C) ω′1 := ω1 + cxα1yα2fα3+1
1 dy.

No caso A, teŕıamos nα1 + 2α2 + 4α3 = ν2(ω1) − ν2(df1) = n + 2 − 4 = n − 2. No

entanto, n− 2 6∈ Γ2.
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No caso B, teŕıamos nα1 +2α2 +4α3 = ν2(ω1)−ν2(dx)−v(f1) = n+2−2−4 = n−4.

No entanto, n− 4 6∈ Γ2.

No caso C, teŕıamos nα1 + 2α2 + 4α3 = ν2(ω1)− ν2(dy)− v(f1) = n+ 2−n− 4 = −2.

No entanto, −2 6∈ Γ2.

Logo, não existe redução de ω1 módulo (H0, G).

• S1-processos mı́nimos entre dx e df2: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dx+ c2x
β1yβ2fβ32 df2.

ω11 = 2xdx− df2 = (2t21 · 2t1 − (4t31 −mntmn−1
1 ), 2tn2 · ntn−1

2 ) = (mntmn−1
1 , 2nt2n−1

2 )

ω12 = 2y2dx− xm−1df2 = (2t2m1 · 2t1 − t
2(m−1)
1 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 2t42 · ntn−1
2 )

= (mnt2m+mn−3
1 , 2ntn+3

2 )

ω13 = 2f2dx− xdf2 = (2(t41 − tmn1 ) · 2t1 − t21 · (4t31 −mntmn−1
1 ), 0) = ((mn− 4)tmn+1

1 , 0)

ω14 = 2y2dx− f (m−1)/2
2 df2 = (2t2m1 · 2t1 − (t41 − tmn1 )(m−1)/2 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 2t42 · ntn−1
2 )

= (p(t1), 2ntn+3
2 ), com ordt1(p(t1)) > 2m+ 1

ω15 = 2f
(m+1)/2
2 dx− y2df2 = (2(t41 − tmn1 )(m+1)/2 · 2t1 − t2m1 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 0)

= ((mn− 2m− 2)t2m+mn−1
1 + ..., 0)

ω16 = 2y2f2dx− xm+1df2 = (2t2m2 · (t41 − tmn1 ) · 2t1 − t2(m+1)
1 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 0)

= ((mn− 4)tmn+2m+1
1 , 0).

Nos próximos S1-processos os expoentes indicados são todos não nulos (quando o S1-

processo de fato existir).

ω17 = 2yα2dx− xβ1fβ32 df2 = (2tmα2
1 · 2t1− t2β11 · (t41− tmn1 )β3 · (4t31−mntmn−1

1 ), 2t2α2
2 ·ntn−1

2 )

= (p(t1), 2ntn+2α2−1
2 ), com ordt1(p(t1)) > mn

ω18 = 2xα1fα3
2 dx− yβ2df2 = (2t2α1

1 · (t41 − tmn1 )α3 · 2t1 − tmβ21 · (4t31 −mntmn−1
1 ), 0)

= (p(t1), 0), com ordt1(p(t1)) > mβ2 + 3

ω19 = 2fα3
2 dx− xβ1yβ2df2 = (2(t41 − tmn1 )α3 · 2t1 − t2β11 · tmβ21 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 0)

= (p(t1), 0), com ordt1(p(t1)) > mβ2 + 2β1 + 3

ω20 = 2xα1yα2dx−fβ32 df2 = (2t2α1
1 ·tmα2

1 ·2t1−(t41−tmn1 )β3 ·(4t31−mntmn−1
1 ), 2tnα1

2 ·t2α2
2 ·ntn−1

2 )

= (p(t1), 2ntnα1+n+2α2−1
2 ), com ordt1(p(t1)) > mα2 + 2α1 + 1.

Exceto por ω17, todos os S1-processos têm redução final nula óbvia. Para ω17, devemos

ter α2 obrigatoriamente par (para o S1-processo existir). Logo, α2 ≥ 2 e, neste caso,

temos ν2(ω17) ≥ n+ 3 = σ2. Portanto, ω9 admite redução final nula módulo (H0, G).

• S1-processos mı́nimos entre dy e df2: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dy + c2x
β1yβ2fβ32 df2.

ω21 = 4x2dy −mydf2 = (4t41 ·mtm−1
1 −mtm1 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 4t2n2 · 2t2)

= (m2ntmn+m−1
1 , 8t2n+1

2 )

ω22 = 4ydy −mxm−2df2 = (4tm1 ·mtm−1
1 −mt2(m−2)

1 · (4t31 −mntmn−1
1 ), 4t22 · 2t2)

= (m2ntmn+2m−5
1 , 8t32)
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ω23 = 4f2dy −mydf2 = (4(t41 − tmn1 ) ·mtm−1
1 −mtm1 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 0)

= ((m2n− 4m)tmn+m−1
1 , 0)

ω24 = 4y3dy −mfm−1
2 df2 = (4t3m1 ·mtm−1

1 −m(t41 − tmn1 )m−1 · (4t31 −mntmn−1
1 ), 4t62 · 2t2)

= ((m2n+ 4m2 − 4m)tmn+4m−5
1 + ..., 8t72).

Nos próximos S1-processos os expoentes indicados são todos não nulos (quando o S1-

processo de fato existir).

ω25 = 4xα1dy−myβ2fβ32 df2 = (4t2α1
1 ·mtm−1

1 −mtmβ21 ·(t41−tmn1 )β3 ·(4t31−mntmn−1
1 ), 4tnα1

2 ·2t2)

= (p(t1), 8tnα1+1
2 ), com ordt1(p(t1)) > mβ2 + 4β3 + 3

ω26 = 4yα2fα3
2 dy −mxβ1df2 = (4tmα2

1 · (t41 − tmn1 )α3 ·mtm−1
1 −mt2β11 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 0)

= (p(t1), 0), com ordt1(p(t1)) > mα2 +m+ 4α3 − 1

ω27 = 4yα2dy−mxβ1fβ32 df2 = (4tmα2
1 ·mtm−1

1 −mt2β11 ·(t41−tmn1 )β3 ·(4t31−mntmn−1
1 ), 4t2α2

2 ·2t2)

= (p(t1), 8t2α2+1
2 ), com ordt1(p(t1)) > mα2 +m− 1

ω28 = 4xα1fα3
2 dy −myβ2df2 = (4t2α1

1 · (t41 − tmn1 )α3 ·mtm−1
1 −mtmβ21 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 0)

= (p(t1), 0), com ordt1(p(t1)) > mβ2 + 3

ω29 = 4fα3
2 dy −mxβ1yβ2df2 = (4(t41 − tmn1 )α3 ·mtm−1

1 −mt2β11 · tmβ21 · (4t31 −mntmn−1
1 ), 0)

= (p(t1), 0), com ordt1(p(t1)) > m+ 4α3 − 1

ω30 = 4xα1yα2dy −mfβ32 df2

= (4t2α1
1 · tmα2

1 ·mtm−1
1 −m(t41 − tmn1 )β3 · (4t31 −mntmn−1

1 ), 4tnα1
2 · t2α2

2 · 2t2)

= (p(t1), 8tnα1+2α2+1
2 ), com ordt1(p(t1)) > mα2 +m+ 2α1 − 1.

Os S1-processos ω21, ω23, ω26, ω28, ω29 e ω30 claramente têm redução final nula módulo

(H0, G). Para ω22, ω24 e ω27, temos

ω22 → ω′22 := ω22 − 2df1 = (m2ntmn+2m−5
1 , 8t32 − 2(4t32 −mntmn−1

2 ))

= (m2ntmn+2m−5
1 , 2mntmn−1

2 )

ω24 → ω′24 := ω24−2y2df1 = ((m2n+ 4m2−4m)tmn+4m−5
1 + ..., 8t72−2t42 · (4t32−mntmn−1

2 ))

= ((m2n+ 4m2 − 4m)tmn+4m−5
1 + ..., 2mntmn+3

2 )

ω27 → ω′27 := ω27 − 2yα2−1df1 = (p(t1), 8t2α2+1
2 − 2t

2(α2−1)
2 · (4t32 −mntmn−1

2 ))

= (p(t1), 2mntmn+2α2−3
2 ).

Vemos assim que ω′22, ω′24 e ω′27 admitem redução final nula módulo (H0, G).

Para ω25, se α1 = 1, não temos um S1-processo. Logo, α1 ≥ 2 e, neste caso, temos

ν2(ω25) ≥ n+ 3 = σ2. Portanto, ω25 admite redução final nula módulo (H0, G).

• S2-processos mı́nimos entre dx e dy: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dx+ c2x
β1yβ2fβ32 dy.

Estes são análogos aos S1-processos mı́nimos entre dx e dy. Logo, o único S2-processo

mı́nimo sem redução final nula módulo (H0, G) é o correspondente a ω1. Para facilitar a
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notação, ele será denotado por ω2. Assim,

ω2 = 2ydx− nxdy = ((4−mn)tm+1
1 , 0).

• S2-processos mı́nimos entre dx e df1: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dx+ c2x
β1yβ2fβ32 df1.

Estes são análogos aos S1-processos mı́nimos entre dy e df2. Logo, todos terão redução

final nula módulo (H0, G).

• S2-processos mı́nimos entre dy e df1: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dx+ c2x
β1yβ2fβ32 df1.

Estes são análogos aos S1-processos mı́nimos entre dx e df2. Logo, todos terão redução

final nula módulo (H0, G).

Temos, portanto, H1 = {dx, dy, df1, df2, ω1, ω2}.
Calculemos agora os Sk-processos mı́nimos de pares de elementos de H1 sobre G.

Notemos que devemos calcular Sk-processos mı́nimos envolvendo apenas ω1 ou ω2.

• S1-processos mı́nimos entre dx e ω2: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dx+ c2x
β1yβ2fβ32 ω2.

Primeiramente observemos que ν1(ω) ≥ m + 3. Desta maneira, se α3 6= 0, teremos

ν(ω) ≥ σ. Portanto, podemos supor que α3 = 0 e, assim, ficamos com os seguintes

S1-processos mı́nimos.

ω31 = (4−mn)xmdx−2yω2 = ((4−mn)t2m1 ·2t1−2tm1 · (4−mn)tm+1
1 , (4−mn)tmn2 ·ntn−1

2 )

= (0, (4n−mn2)tmn+n−1
2 )

ω32 = (4−mn)ydx− 2ω2 = ((4−mn)tm1 · 2t1 − 2(4−mn)tm+1
1 , (4−mn)t22 · ntn−1

2 )

= (0, (4n−mn2)tn+1
2 ) = −nω1

ω33 = (4−mn)xm+2dx− 2yf2ω2

= ((4−mn)t
2(m+2)
1 · 2t1 − 2tm1 · (t41 − tmn1 ) · (4−mn)tm+1

1 , (4−mn)t
(m+2)n
2 · ntn−1

2 )

= ((8− 2mn)tmn+2m+1
1 , (4n−mn2)t

(m+2)n+n−1
2 ).

Todos esses S1-processos têm redução final nula módulo (H1, G).

• S1-processos mı́nimos entre dy e ω2: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dy + c2x
β1yβ2fβ32 ω2.

Podemos supor também que α3 = 0, ficando com os seguintes S1-processos mı́nimos.

ω34 = (4−mn)xdy −mω2 = ((4−mn)t21 ·mtm−1
1 −m(4−mn)tm+1

1 , (4−mn)tn2 · 2t2)

= (0, 2(4−mn)tn+1
2 ) = −2ω1

ω35 = (4−mn)y2dy −mxm−1ω2

= ((4−mn)t2m1 ·mtm−1
1 −mt2(m−1)

1 · (4−mn)tm+1
1 , (4−mn)t42 · 2t2)

= (0, (8− 2mn)t52)

ω36 = (4−mn)y2dy −mf (m−1)/2
2 ω2

= ((4−mn)t2m1 ·mtm−1
1 −m(t41 − tmn1 )(m−1)/2 · (4−mn)tm+1

1 , (4−mn)t42 · 2t2)
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= (m(m−1)(4−mn)
2

tmn+3m−2
1 + ..., (8− 2mn)t52).

No próximo S1-processo os expoentes indicados são todos não nulos (quando o S1-

processo de fato existir).

ω37 = (4−mn)yα2dy −mxβ1fβ32 ω2

= ((4−mn)tmα2
1 ·mtm−1

1 −mt2β11 · (t41 − tmn1 )β3 · (4−mn)tm+1
1 , (4−mn)t2α2

2 · 2t2)

= (p(t1), (8− 2mn)t2α2+1
2 ), com ordt1(p(t1)) > mα2 +m− 1.

O S1-processo ω34 têm redução final nula módulo (H1, G) óbvia. Para os demais S1-

processos, temos

ω35 → ω′35 := ω35 − 8−2mn
4

ydf1 = (0, (8− 2mn)t52 − 8−2mn
4

t22 · (4t32 −mntmn−1
2 ))

= (0, (4−mn)mn
2

tmn+1
2 )

ω36 → ω′36 := ω36 − 8−2mn
4

ydf1

= (m(m−1)(4−mn)
2

tmn+3m−2
1 + ..., (8− 2mn)t52 − 8−2mn

4
t22 · (4t32 −mntmn−1

2 ))

= (m(m−1)(4−mn)
2

tmn+3m−2
1 + ..., (4−mn)mn

2
tmn+1
2 )

ω37 → ω′37 := ω37 − 8−2mn
4

yα2−1df1

= (p(t1), (8− 2mn)t2α2+1
2 − 8−2mn

4
t
2(α2−1)
2 · (4t32 −mntmn−1

2 ))

= (p(t1), (4−mn)mn
2

tmn+2α2−3
2 ).

Vemos assim que ω′35, ω
′
36 e ω′37 admitem redução final nula módulo (H1, G).

• S1-processos mı́nimos entre df2 e ω2: ω = c1x
α1yα2fα3

2 df2 + c2x
β1yβ2fβ32 ω2.

Todos satisfazem ν(ω) ≥ σ. Logo, todos terão redução final nula módulo (H1, G).

• S2-processos mı́nimos entre dx e ω1: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dx+ c2x
β1yβ2fβ32 ω1.

Estes são análogos aos S1-processos mı́nimos entre dy e ω2. Logo, todos terão redução

final nula módulo (H1, G).

• S2-processos mı́nimos entre dy e ω1: ω = c1x
α1yα2fα3

2 dy + c2x
β1yβ2fβ32 ω1.

Estes são análogos aos S1-processos mı́nimos entre dx e ω2. Logo, todos terão redução

final nula módulo (H1, G).

• S2-processos mı́nimos entre df1 e ω1: ω = c1x
α1yα2fα3

2 df1 + c2x
β1yβ2fβ32 ω1.

Todos satisfazem ν(ω) ≥ σ. Logo, todos terão redução final nula módulo (H1, G).

Desta maneira, H2 = H1. Portanto,

H = {dx, dy, df1, df2, ω1, ω2}

é uma Base Standard para Ω
T .

Mais ainda, devido às ordens dos elementos de H, constatamos que H é uma Base

Standard mı́nima para Ω
T . Consequentemente, o conjunto Λ é minimamente gerado pelo

64



conjunto

v(H) = {(2, n), (m, 2), (∞, 4), (4,∞), (∞, n+ 2), (m+ 2,∞)}.

Embora a complexidade do algoritmo apresentado cresça com o número de ramos, o

procedimento pode ser implementado e possibilita inclusive determinar todos os posśıveis

conjuntos Λ para curvas com um semianel Γ fixo.
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Caṕıtulo 3

Aplicações

Os resultados apresentados nos caṕıtulos anteriores permitem utilizações em vários ramos

da Matemática. Por exemplo, o estudo de ideais fracionários permite abordagens mais

abstratas e aritméticas como as realizadas em [1], [2] e [14] e o cálculo do conjunto

de ordens de diferenciais, um importante invariante anaĺıtico utilizado em [26] para a

classificação anaĺıtica de curvas planas reduzidas.

Pol em [30] mostra que o conjunto de valores Λ das diferenciais de Kähler para uma

curva plana Q = 〈f〉 está relacionado com o conjunto de valores do módulo de reśıduos

logaŕıtmicos e com o conjunto de valores do ideal Jacobiano Jf = 〈f, fX , fY 〉 da curva.

Mais especificamente,

v(Jf ) = Λ + σ − (1, ..., 1),

em que σ é o condutor do semianel de valores Γ associado a Q (veja o Corolário 3.32 de

[30]).

Neste caṕıtulo aplicaremos os resultados em duas situações: uma de grande interesse

na Teoria de Folheações e a outra para ilustrar como se pode calcular o conjunto de ordens

de diferenciais para classes de curvas.

Tais aplicações que demandaram muitos cálculos, nos motivam a implementar os al-

goritmos apresentados.

3.1 Folheações com Separatrizes Pré-fixadas

Camacho e Sad em [9] provaram um resultado, hoje conhecido como Teorema de Camacho-

Sad ou Teorema da Separatriz, que assegura que toda folheação no plano admite uma

separatriz anaĺıtica. Nesta seção, propomos estudar a questão na outra direção: dada
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uma curva reduzida, como descrever folheações no plano que admitem tal curva como

separatriz?

Como o objetivo desta seção é aplicar os resultados já apresentados, propomos a

introdução dos conceitos relacionados à Teoria de Folheações do ponto de vista abstrato,

como abordado por Cano, Cerveau e Déserti em algumas seções de [10].

3.1.1 Folheações, Separatrizes e o Submódulo de Torção

Seja ω = p(X, Y )dX + q(X, Y )dY , com p, q ∈ C{X, Y }, uma 1-forma holomorfa em

(C2, 0). Denotaremos por Ω1
C2,0 o conjunto das 1-formas holomorfas, isto é,

Ω1
C2,0 := C{X, Y }dX + C{X, Y }dY.

Uma folheação singular holomorfa F em uma vizinhança de (0, 0) ∈ C2 pode ser

definida por uma 1-forma

ω = p(X, Y )dX + q(X, Y )dY ∈ Ω1
C2,0,

com singularidade isolada na origem, isto é, p, q ∈ C{X, Y }, p(0, 0) = q(0, 0) = 0 e são

tais que p e q não têm fatores comuns.

Seja Q = 〈f〉 = 〈
∏

i∈I fi〉 uma curva anaĺıtica plana reduzida. Dizemos que Q é uma

separatriz de uma folheação singular holomorfa F definida por uma 1-forma ω se f divide

ω ∧ df , ou seja,

ω ∧ df = gf dX ∧ dY,

onde g ∈ C{X, Y } e ∧ é o produto exterior de 1-formas.

Observação 3.1. É conhecido da Teoria de Folheações que a definição acima é equiva-

lente ao seguinte fato: se φi(ti) = (x(ti), y(ti)) é uma parametrização do ramo Pi = 〈fi〉,
então

ω(φi(ti)) := p(x(ti), y(ti))x
′(ti) + q(x(ti), y(ti))y

′(ti) = 0,

para todo i = 1, ..., r. O caso irredut́ıvel pode ser encontrado em [10] (Lema 3.4). Para o

caso em que f =
∏r

i=1 fi, basta usar o caso irredut́ıvel uma vez que

ω(φi(ti)) = 0, ∀i = 1, ..., r ⇔ ω ∧ dfi = gifi dx ∧ dy,

segue que

ω ∧ df =
r∑
i=1

(
r∏

j=1,j 6=i

fj

)
ω ∧ dfi =

(
r∑
i=1

gi

)
f dx ∧ dy.
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Denotamos por Fol(Q) o conjunto de todas as folheações em (C2, 0) com singularidade

isolada que admitem Q como separatriz. Podemos identificar Fol(Q) com um subconjunto

de Ω1
C2,0.

Saito mostrou em [32] que Ω1(log Q), o C{X, Y }-módulo de todas as 1-formas me-

romorfas ω tais que fω e ω ∧ df são holomorfas, é minimamente gerado por dois ele-

mentos. Mais ainda, Ω1(log Q) é isomorfo ao C{X, Y }-módulo gerado pelo conjunto

Fol(Q), o qual denotaremos por [Fol(Q)] e, portanto, existem ω1, ω2 ∈ Fol(Q) tais que

[Fol(Q)] = [ω1, ω2]. Esta condição é equivalente a

ω1 ∧ ω2 = uf dX ∧ dY, (3.1)

para alguma unidade u ∈ C{X, Y }.

Exemplo 3.2. Consideremos a curva anaĺıtica plana Q = 〈
∏

i∈I fi〉, onde

fi = Y m − ciXn,

com MDC(m,n) = 1 < m < n e ci 6= cj, se i 6= j. Seja agora a folheação singular

holomorfa F definida pela 1-forma

ω =
1

m
Y dX − 1

n
XdY ∈ Ω1

C2,0.

Para todo i ∈ I, temos

ω ∧ dfi =

(
1

m
Y dX − 1

n
XdY

)
∧ (−nciXn−1dX +mY m−1dY )

= (Y m − ciXn) dX ∧ dY

= fi dX ∧ dY.

Desta maneira,

ω ∧ df = ω ∧
r∑
i=1

(
r∏

j=1,j 6=i

fj

)
dfi =

r∑
i=1

(
r∏

j=1,j 6=i

fj

)
(ω ∧ dfi)

=
r∑
i=1

(
r∏

j=1,j 6=i

fj

)
fi dX ∧ dY =

r∑
i=1

f dX ∧ dY

= rf dX ∧ dY,

o que mostra que Q é uma separatriz de F . Mais ainda, conclúımos que ω e df são

geradores mı́nimos de [Fol(Q)].
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Exemplo 3.3. Consideremos a curva anaĺıtica plana

Q = 〈Y (X3 − 3XY 5 − Y 7 − Y 8) 〉.

Consideremos também as 1-formas

ω1 = 3Y (Y 3 + Y 2 + 2X)dX − (15X2 + 7XY 2 + 8XY 3)dY,

ω2 = −3Y (X + Y 3)dX + (7X2 + 8XY 3 + Y 5)dY.

Notemos inicialmente que ω1, ω2 ∈ Fol(Q). De fato, como Q admite a parametrização

φ(t) = [(t1, 0), (t72 + t82, t
3
2)],

temos:

ω1(t1) = 0

ω1(t2) = 3t32(t92 + t62 + 2(t72 + t82))(7t62 + 8t72)− (15(t72 + t82)2 + 7(t72 + t82)t62 + 8(t72 + t82)t92)3t22

= 0

ω2(t1) = 0

ω2(t2) = −3t32((t72 + t82) + t92)(7t62 + 8t72) + (7(t72 + t82)2 + 8(t72 + t82)t92 + t15
2 )3t22 = 0.

Observemos também que

ω1∧ω2 = 3Y [(Y 3+Y 2+2X)(7X2+8XY 3+Y 5)−(15X2+7XY 2+8XY 3)(X+Y 3)] dX∧dY
= −3Y (X3 − 3XY 5 − Y 7 − Y 8) dX ∧ dY
= −3f dX ∧ dY.

Portanto, ω1 e ω2 são geradores mı́nimos de [Fol(Q)].

Os exemplos acima instigam a curiosidade e nos levam a indagar como obter as 1-

formas ω1 e ω2 que admitem uma curva Q = 〈f〉 como separatriz.

Dada uma curva Q = 〈f〉, consideremos o seguinte submódulo de [Fol(Q)]:

F(Q) = {hdf + fη; h ∈ C{X, Y } e η ∈ Ω1
C2,0}.

Notemos que o módulo de diferenciais de Kähler Ω da curva Q pode também ser

definido do seguinte modo

Ω =
Ω1

C2,0

F(Q)
.

Escrevemos ω para representar a imagem de uma 1-forma ω ∈ Ω1
C2,0 em Ω.

O submódulo de torção T de Ω é então

T =
[Fol(Q)]

F(Q)
.
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Logo, todo elemento de [Fol(Q)] pode ser expresso como uma soma de elementos de

T e de F(Q).

Pinkham mostrou em [29] que o comprimento l(T ) do submódulo de torção T de Ω

está relacionado com o ideal Jacobiano Jf = 〈f, fX , fY 〉 ⊂ C{X, Y } de Q = 〈f〉. Mais

precisamente,

l(T ) = τ = dimC
C{X, Y }

Jf
= dimC

O
O〈fx, fy〉

.

Em [17], encontramos uma outra relação entre o número de Tjurina de uma curva

plana Q = 〈f〉 e o submódulo de torção. Mais especificamente, se T = [ω1, ω2] e

ωi ∧ df = gif dx ∧ dy,

então temos

µ− τ = I(g1, g2) = dimC
C{X, Y }
〈g1, g2〉

em que µ é o número de Milnor de Q, que satisfaz

µ = dimC
C{X, Y }
〈fX , fY 〉

=
r∑
i=1

µi + 2
∑

1≤i<j≤r

I(fi, fj)− r + 1

e µi denota o número de Milnor do ramo 〈fi〉, isto é,

µi = dimC
C{X, Y }
〈(fi)X , (fi)Y 〉

que coincide com o condutor do semianel associado a 〈fi〉.
Saito em [31] mostrou que Q é analiticamente equivalente a uma curva plana 〈f〉,

onde f é um polinômio quasehomogêneo, se, e somente se, µ = τ , ou, equivalentemente,

f ∈ 〈fX , fY 〉. Dessa maneira, podemos supor que

f = q · fX + p · fY , com p, q ∈ C{X, Y }.

Isto equivale a afirmar que

(pdX − qdY ) ∧ df = f dX ∧ dY,

isto é, {pdX − qdY, df} gera [Fol(Q)] como C{X, Y }-módulo e {pdx− qdy} gera T como

O-módulo.

Por outro lado, se T é ćıclico e [Fol(Q)] = [ω1, ω2], então podemos assumir que

ω2 ∈ [ω1] = T , ou seja, existem g, h ∈ C{X, Y } e η ∈ Ω1
C2,0 tais que

ω2 = gω1 + hdf + fη.
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Sabemos de (3.1) que ω1 ∧ ω2 = uf dx ∧ dy e como Q = 〈f〉 é uma separatriz da

folheação definida por ω1, temos ω1 ∧ df = g1f dx ∧ dy. Assim,

uf dx ∧ dy = ω1 ∧ ω2 = hω1 ∧ df + fω1 ∧ η.

Se η = adx+bdy e ω1 = a1dx+b1dy, com a1, b1 ∈ 〈x, y〉, então ω1∧η = (a1b−b1a) dx∧dy
e

(u− a1b+ b1a)f dx ∧ dy = hg1f dx ∧ dy,

ou seja, u− a1b+ b1a = hg1.

Deste modo, h e g1 são unidades, isto é, ω1 e df geram [Fol(Q)].

Tendo em vista os resultados acima, o submódulo de torção T do módulo de diferenciais

Ω da curva anaĺıtica

Q =

〈∏
i∈I

(Y m − ciXn)

〉
do Exemplo 3.2 é ćıclico. Mais precisamente,

T =

[
1

m
ydx− 1

n
xdy

]
.

O submódulo de torção T do módulo de diferenciais Ω da curva anaĺıtica

Q = 〈Y (X3 − 3XY 5 − Y 7 − Y 8) 〉

do Exemplo 3.3 é dado por T = [ω1, ω2], onde

ω1 = 3y(y3 + y2 + 2x)dx− (15x2 + 7xy2 + 8xy3)dy,

ω2 = −3y(x+ y3)dx+ (7x2 + 8xy3 + y5)dy.

Definiremos a seguir multiplicidade de uma 1-forma holomorfa e multiplicidade de um

submódulo de Ω1
C2,0.

Definição 3.4. Seja ω = pdX + qdY ∈ Ω1
C2,0. Definimos a multiplicidade de ω por

mult(ω) := min{mult(p),mult(q)}.

A multiplicidade de um submódulo Σ de Ω1
C2,0 é definida por

mult(Σ) := min{mult(ω); ω ∈ Σ}.
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A multiplicidade de uma 1-forma holomorfa satisfaz as seguintes propriedades:

A) mult(gω) = mult(g) + mult(ω), para todo g ∈ C{X, Y } e para todo ω ∈ Ω1
C2,0;

B) mult(ω1 + ω2) ≥ min{mult(ω1),mult(ω2)}, para quaisquer ω1, ω2 ∈ Ω1
C2,0.

Em particular, da condição (3.1) dada por Saito, segue que se [Fol(Q)] = [ω1, ω2],

então 0 < mult(ωi) < mult(f), em que Q = 〈f〉.
O seguinte lema nos mostra que é sempre posśıvel extrair dois elementos ωj e ωk de

[Fol(Q)] de um conjunto qualquer de geradores {ω1, ..., ωs} de [Fol(Q)] satisfazendo (3.1),

isto é, [Fol(Q)] = [ωj, ωk].

Lema 3.5. Seja N = {ω1, ..., ωs} um conjunto de geradores de [Fol(Q)]. Então existem

ωj, ωk ∈ N tais que [Fol(Q)] = [ωj, ωk].

Prova. Sejam N = {ω1, ..., ωs} um conjunto de geradores de [Fol(Q)] e η1, η2 ∈ Ω1
C2,0

tais que [Fol(Q)] = [η1, η2]. Logo,

η1 ∧ η2 = uf dX ∧ dY,

onde u é uma unidade de C{X, Y }. Uma vez que mult([Fol(Q)]) = mult(ω), para algum

ω = p1η1 + p2η2 ∈ [Fol(Q)], temos

mult([Fol(Q)]) = mult(p1η1 + p2η2) ≥ min{mult(pi) + mult(ηi); i = 1, 2} ≥ mult(ηi).

Logo, mult([Fol(Q)]) = mult(ηi), para i = 1 ou i = 2. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que mult([Fol(Q)]) = mult(η1).

Por outro lado, escrevendo ω =
∑s

i=1 qiωi, teremos

mult([Fol(Q)]) = mult(ω) ≥ min{mult(qi) + mult(ωi); i = 1, ..., s} ≥ mult(ωi).

Deste modo, mult([Fol(Q)]) = mult(ωj), para algum j = 1, ..., s. Agora, visto que

ωj = g1η1 + g2η2, temos

mult(ωj) = mult([Fol(Q)]) = mult(η1),

isto é, g1 é uma unidade de C{X, Y } e mult(g2η2) ≥ mult(g1η1) = mult(η1).

Notemos também que η1 = g−1
1 ωj − g−1

1 g2η2, ou seja,

[Fol(Q)] = [η1, η2] ⊂ [ωj, η2] ⊂ [Fol(Q)].

Consequentemente, [Fol(Q)] = [ωj, η2], o que nos diz que

ωj ∧ η2 = g1η1 ∧ η2 = g1uf dX ∧ dY.
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Mas, como η2 ∈ [ω1, ..., ωs], temos η2 =
∑s

i=1 hiωi e, assim,

g1uf dX ∧ dY = ωj ∧ η2 = ωj ∧
s∑
i=1

hiωi.

Notemos que ωj ∧ωi = hj,iuf dX ∧dY , com hj,i ∈ C{X, Y }, para todo i 6= j. De fato,

se

ωj = g1η1 + g2η2 e ωi = gi,1η1 + gi,2η2, para i 6= j,

então

ωj ∧ ωi = (g1gi,2 − g2gi,1) η1 ∧ η2 = (g1gi,2 − g2gi,1)uf dX ∧ dY

e a afirmação segue considerando hj,i = g1gi,2 − g2gi,1.

Assim, temos

g1uf dX ∧ dY = ωj ∧
s∑
i=1

hiωi =
s∑
i=1

hi (ωj ∧ ωi) =

(
s∑
i=1

hihj,i

)
uf dX ∧ dY.

Logo, g1 =
∑s

i=1 hihj,i. Desta maneira, existem unidades hk e hj,k, para algum k 6= j.

Temos então

ωj ∧ ωk = hj,kuf dX ∧ dY,

ou seja, [Fol(Q)] = [ωj, ωk].

Observação 3.6. Pelo Lema 3.5, notamos que a escolha de ωj é feita dentre os geradores

ω1, ..., ωs de [Fol(Q)] com menor multiplicidade e a determinação de ωk pode ser feita

calculando ωj ∧ ωi, para todo i 6= j.

3.1.2 Algoritmo e Exemplos

Sejam agora G uma Base Standard para O e H = {ω1, ..., ωs} uma Base Standard para
Ω
T . Logo, todo Sk-processo mı́nimo não nulo sk(ωj1 , ωj2) do par de elementos ωj1 , ωj2 de

H sobre G tem redução final nula módulo (H,G), isto é,

sk(ωj1 , ωj2) = aGαωj1 + bGβωj2 =
s∑
i=1

(∑
δi

aδiG
δi

)
ωi. (3.2)

É claro que devemos ter k ∈ Iωj1
∩ Iωj2

para de fato existir o Sk-processo acima. Além

disso, definimos

n(j1, j2, k) = ]{sk(ωj1 , ωj2); 1 ≤ j1 < j2 ≤ s, k ∈ Iωj1
∩ Iωj2

}.
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Consideremos agora ω1, ..., ωs ∈ Ω tais que ωl = ωl + T , para todo l = 1, ..., s. Obser-

vemos que o conjunto

B1 :=

ηi :=

∏
j∈Iωi

fj

ωi; 1 ≤ i ≤ s e Iωi
6= I


está contido em T . De fato, seja φk(tk) uma parametrização de 〈fk〉. Se k 6∈ Iωi

, temos

(ωi)k(φk(tk)) = 0. Por outro lado, se k ∈ Iωi
, temos

(∏
j∈Iωi

fj

)
(φk(tk)) = 0. Assim,

ηi(φ(t1, ..., tr)) = 0 e, pela Observação 3.1, segue que ηi ∈ T .

Definimos também

ωj1,j2,k,l = aGαωj1 + bGβωj2 −
s∑
i=1

(∑
δi

aδlG
δi

)
ωi, (3.3)

para 1 ≤ j1 < j2 ≤ s, k ∈ Iωj1
∩ Iωj2

e 1 ≤ l ≤ n(j1, j2, k).

Notemos que ωj1,j2,k,l ∈ T e que o conjunto

B2 := {ωj1,j2,k,l; 1 ≤ j1 < j2 ≤ s, k ∈ Iωj1
∩ Iωj2

e 1 ≤ l ≤ n(j1, j2, k)}

é finito.

Conjectura 3.7. O conjunto B = B1 ∪B2 gera o submódulo de torção T de Ω.

Notemos que se a conjectura anterior for verdadeira, como T = [Fol(Q)]
F(Q)

, podemos usar

o Lema 3.5 e obter geradores para [Fol(Q)].

A seguir provaremos a Conjectura 3.7 para o caso de uma curva anaĺıtica com dois

ramos.

Proposição 3.8. Seja Q uma curva anaĺıtica plana com dois ramos. Então o conjunto

B = B1 ∪B2 gera o submódulo de torção T do módulo de diferenciais Ω de Q.

Prova. Seja ω ∈ T \ {0}. Como H = {ω1, ..., ωs} é uma Base Standard para Ω
T , o

conjunto {ω1, ..., ωs} gera Ω. Assim, existem g1, ..., gs ∈ O (não todos nulos) tais que

ω =
∑s

i=1 giωi.

Obtemos então a seguinte relação em Ω
T

s∑
i=1

giωi = 0.

Notemos que se

ht

(
s∑
i=1

giωi

)
=∞,
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então ν(giωi) =∞ para todo i = 1, ..., s, ou seja, giωi ∈ T para todo i = 1, ..., s.

Suponhamos que gi 6= 0 para algum i. Neste caso temos Iωi
6= I. Com efeito, se

Iωi
= I, teŕıamos νj(ωi) < ∞, para todo j ∈ I e, como gi 6= 0, vk(gi) < ∞ para algum

k ∈ I. Logo, νk(giωi) <∞, o que seria uma contradição.

Observemos agora que se j ∈ Iωi
e νj(giωi) = ∞, então vj(gi) = ∞, isto é, fj divide

gi. Desta maneira, devemos ter gi = hi
∏

j∈Iωi
fj, com hi ∈ O. Portanto, se giωi ∈ T ,

para todo i = 1, ..., s com gi 6= 0, temos

giωi = hi

∏
j∈Iωi

fj

ωi = hiηi,

o que mostra que ω pertence ao O-módulo gerado por B (mais precisamente, por B1).

Agora, uma vez queG é uma Base Standard paraO, podemos escrever gi =
∑

γi
aγiG

γi .

Consequentemente, temos a seguinte representação de 0 ∈ Ω
T

s∑
i=1

giωi =
s∑
i=1

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi = 0,

ou seja, (g1, ..., gs) é sygyzy para (ω1, ..., ωs).

Suponhamos agora que

ht

(
s∑
i=1

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi

)
6=∞.

Logo, existem j1 e j2, com 1 ≤ j1 < j2 ≤ s, e α′, β′ ∈ N]G tais que

νk(G
α′ωj1) = νk(G

β′ωj2) = htk

(
s∑
i=1

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi

)
<∞,

para algum k ∈ Iωj1
∩ Iωj2

. Em particular, existe b′ ∈ C \ {0} tal que

$ = aα′G
α′ωj1 + b′aβ′G

β′ωj2

seja um Sk-processo do par de elementos ωj1 e ωj2 de H sobre G.

Sem perda de generalidade, podemos supor que j1 = 1 e j2 = 2. Assim, temos

$ +
∑
γ1 6=α′

aγ1G
γ1ω1 + (1− b′)aβ′Gβ′ω2 +

∑
γ2 6=β′

aγ2G
γ2ω2 +

s∑
i=3

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi = 0 (3.4)

O Sk-processo $ acima pode também ser escrito da seguinte forma

$ = aα′

(
d∏

n=1

(Gαn)m

)
Gαω1 + b′aβ′

(
d∏

n=1

(Gβn)m

)
Gβω2,
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onde m ∈ N, (α, β) é uma solução mı́nima da equação diofantina associada ao Sk-processo

entre ω1 e ω2 e (αn, βn) é uma das soluções mı́nimas da equação diofantina homogênea

correspondente.

Definindo Gθ :=
∏d

n=1(Gαn)m, temos

$ = aα′G
θGαω1 + b′aβ′

(
d∏

n=1

(Gβn)m

)
Gβω2 + b′′aβ′G

θGβω2 − b′′aβ′GθGβω2,

onde b′′ ∈ C é tal que

aα′G
θGαω1 + b′′aβ′G

θGβω2 = Gθ(aα′G
αω1 + b′′aβ′G

βω2)

seja um Sk-processo entre ω1 e ω2.

Notemos agora que aα′G
αω1 + b′′aβ′G

βω2 é um Sk-processo mı́nimo entre ω1 e ω2.

Assim, existe c ∈ C tal que

aα′G
αω1 + b′′aβ′G

βω2 = c · sk(ω1, ω2).

Desse modo, por (3.2) e (3.3), temos

$ = cGθ

(
sk(ω1, ω2)−

s∑
i=1

(∑
δi

aδiG
δi

)
ωi

)
+ cGθ

s∑
i=1

(∑
δi

aδiG
δi

)
ωi

+ aβ′(b
′Gβ′ − b′′GθGβ)ω2. (3.5)

A partir de (3.4) e (3.5), obtemos

cGθ

(
sk(ω1, ω2)−

s∑
i=1

(∑
δi

aδiG
δi

)
ωi

)
+

s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi = 0,

onde

s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi = cGθ

s∑
i=1

(∑
δi

aδiG
δi

)
ωi + aβ′(b

′Gβ′ − b′′GθGβ)ω2 +
∑
γ1 6=α′

aγ1G
γ1ω1

+ (1− b′)aβ′Gβ′ω2 +
∑
γ2 6=β′

aγ2G
γ2ω2 +

s∑
i=3

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi

= cGθ

s∑
i=1

(∑
δi

aδiG
δi

)
ωi + aβ′(G

β′ − b′′GθGβ)ω2

+
∑
γ1 6=α′

aγ1G
γ1ω1 +

∑
γ2 6=β′

aγ2G
γ2ω2 +

s∑
i=3

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi.
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Vamos agora desenvolver a expressão acima. Como a curva tem apenas dois ramos,

sem perda de generalidade podemos supor que

v

(
d∏

n=1

(Gβn)m

)
≤ v

(
d∏

n=1

(Gαn)m

)
.

Observando que h = aβ′(G
β′ − b′′GθGβ) ∈ O e que G é uma Base Standard para O,

podemos escrever

h =
∑
ξ

aξG
ξ.

Dessa maneira,

s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi = cGθ

s∑
i=1

(∑
δi

aδiG
δi

)
ωi +

∑
ξ

aξG
ξω2

+
∑
γ1 6=α′

aγ1G
γ1ω1 +

∑
γ2 6=β′

aγ2G
γ2ω2 +

s∑
i=3

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi.

Notemos que
s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi = 0 ∈ Ω

T

e essa representação de 0 satisfaz

ht

(
s∑
i=1

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi

)
≤ ht

(
s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi

)
.

De fato, por (3.3)

htj

(
Gθ

s∑
i=1

(∑
δi

aδiG
δi

)
ωi

)
≥ min{νj(GθGαω1), νj(G

θGβω2)}

= min{νj(Gα′ω1), νj(G
θGβω2)}

≥ min{νj(Gα′ω1), νj(G
β′ω2)}

≥ htj

(
s∑
i=1

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi

)
.

E também

htj

(∑
ξ

aξG
ξω2

)
= νj(hω2) ≥ νj(G

β′ω2) ≥ htj

(
s∑
i=1

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi

)
.

As outras somas não precisam ser verificadas, pois elas já aparecem na representação∑s
i=1

(∑
γi
aγiG

γi

)
ωi.

77



Observemos ainda que se

htk

(
s∑
i=1

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi

)
= htk

(
s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi

)
,

então podemos ter

htk

(
s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi

)
= νk(G

ξ′ω2),

para um único ξ′ ou

htk

(
s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi

)
= νk(G

γiωi),

para algum γi, com i = 1, ..., s e γi 6= α′, β′.

Assim, no máximo pode ocorrer

Ampk

(
s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi

)
= Ampk

(
s∑
i=1

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi

)
− 1.

Para concluir que o conjunto B gera T , notemos que

cGθ

(
sk(ω1, ω2)−

s∑
i=1

(∑
δi

aδiG
δi

)
ωi

)
+

s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi = 0

nos fornece o seguinte:

ω = cGθω1,2,k,l +
s∑
i=1

(∑
εi

aεiG
εi

)
ωi.

Observemos também que os cálculos que fizemos com
∑s

i=1

(∑
γi
aγiG

γi

)
ωi podem ser

feitos com
∑s

i=1

(∑
εi
aεiG

εi
)
ωi. Assim, após um número finito de passos, encontramos

ω = ω′ +
s∑
i=1

(∑
ζi

aζiG
ζi

)
ωi,

onde ω′ é uma soma finita de elementos da forma c′Gθωj1,j2,k,l, com c′ ∈ C, e

htk

(
s∑
i=1

(∑
γi

aγiG
γi

)
ωi

)
< htk

(
s∑
i=1

(∑
ζi

aζiG
ζi

)
ωi

)
.

Procedendo similarmente com o elemento
∑s

i=1

(∑
ζi
aζiG

ζi

)
ωi, concluimos que

ω = ωB2 +
s∑
i=1

(∑
ρi

aρiG
ρi

)
ωi,
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onde ωB2 é uma soma (possivelmente infinita) de elementos com a forma de ω′ e

ht

(
s∑
i=1

(∑
ρi

aρiG
ρi

)
ωi

)
=∞.

A convergência da soma infinita se deve ao fato da famı́lia {Gθωj1,j2,k,l} ser somável,

pois G e o número de Sk-processos mı́nimos são finitos. Assim, podemos escrever ω =

ωB1 + ωB2 , onde ωB1 pertence ao O-módulo gerado por B1 e ωB2 ao gerado por B2, o que

mostra que B gera T .

Exemplo 3.9. Consideremos a curva anaĺıtica plana Q = 〈f〉, onde

f = (Y 2 −X3)(X2 − Y 3).

Pelo Exemplo 1.33, uma Base Standard mı́nima para o anel local O de Q é o conjunto

G = {x, y, f1, f2}, onde f1 = y2 − x3 e f2 = x2 − y3 são as imagens homomórficas de

f1 = Y 2 − X3 e f2 = X2 − Y 3 em O respectivamente, as quais representaremos com a

mesma notação.

Consideremos também os seguintes elementos ω1 = dx, ω2 = dy, ω3 = df1 = −3x2dx+

2ydy, ω4 = df2 = 2xdx − 3y2dy, ω5 = 3ydx − 2xdy e ω6 = 2ydx − 3xdy de Ω, que em

virtude do Exemplo 2.24 sabemos que H = {ω1, ..., ω6} é uma Base Standard mı́nima para
Ω
T .

Vamos então computar os dois geradores mı́nimos de T por meio de B = B1 ∪ B2.

Antes de determinarmos tais conjuntos, observemos que se ω é um desses dois geradores

mı́nimos de T , então mult(ω) > 1. De fato, se ω = pdx+ qdy suponhamos, por absurdo,

que mult(p) = 1. Logo, p(x, y) = ax + by + p1(x, y), com a, b ∈ C, não ambos nulos, e

mult(p1) > 1. Como ω ∧ df = gf dx ∧ dy, com g ∈M, pois T não é ćıclico, e

ω ∧ df = (pfy − qfx) dx ∧ dy

= (p · (2x2y − 5y4 + 3x3y2)− q · (2xy2 − 5x4 + 3x2y3)) dx ∧ dy,

devemos ter mult(pfy − qfx) ≥ 5. Desta maneira, p(x, y) = cy+ p1(x, y) e também temos

q(x, y) = cx+ q1(x, y), com mult(q1) > 1 e c ∈ C \ {0}. Escrevamos agora

ω = c(ydx+ xdy) + (p1dx+ q1dy)

e notemos que ν(ydx+ xdy) = (5, 5). Além disso,

ν1(p1dx+ q1dy) ≥ ht1(p1dx+ q1dy) = 6 e ν2(p1dx+ q1dy) ≥ ht2(p1dx+ q1dy) = 6,
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o que mostra que ν(ω) = (5, 5), o que contradiz o fato de ω pertencer a T . Portanto, um

elemento em B tem multiplicidade no mı́nimo 2.

Comecemos então pelo conjunto B1 = {η3, η4, η5, η6}, onde

η3 = f2ω3 = (x2 − y3)(−3x2dx+ 2ydy) = (3x2y3 − 3x4)dx+ (2x2y − 2y4)dy

η4 = f1ω4 = (y2 − x3)(2xdx− 3y2dy) = (2xy2 − 2x4)dx− (3y4 − 3x3y2)dy

η5 = f2ω5 = (x2 − y3)(3ydx− 2xdy) = (3x2y − 3y4)dx− (2x3 − 2xy3)dy

η6 = f1ω6 = (y2 − x3)(2ydx− 3xdy) = (2y3 − 2x3y)dx− (3xy2 − 3x4)dy.

Observemos que mult(ηi) = 3, para i = 3, ..., 6.

Agora com base no Exemplo 2.24, vamos encontrar os elementos de B2. Inicialmente

obtemos os elementos da forma ω1,2,1,l:

ω1,2,1,1 = 3ydx− 2xdy − ω5 = 0

ω1,2,1,2 = 3x2dx− 2ydy + ω3 = 0

ω1,2,1,3 = 3f2dx− 2ydy + 3y3dx+ ω3 = 0

ω1,2,1,4 = 3y3dx− 2f 2
2dy −

9

5
y2ω5 +

6

5
x4(2y − x4)ω6

ω1,2,1,5 = 3xydx− 2f2dy −
9

5
xω5 +

6

5
x2yω6.

Notemos que ω1,2,1,5 tem multiplicidade 2, bem como o elemento

ω =
5

2
ω1,2,1,5 = (−6xy + 6x2y2)dx+ (4x2 − 9x3y + 5y3)dy ∈ T .

Do mesmo modo, por meio de um S2-processo entre ω1 e ω2 e uma redução final, é

posśıvel obter o elemento

ω1,2,2,5 = 2f1dx− 3xydy − 9

5
yω6 +

6

5
xy2ω5,

que também tem multiplicidade 2, assim como o elemento

ω′ =
5

2
ω1,2,2,5 = (−4y2 + 9xy3 − 5x3)dx+ (6xy − 6x2y2)dy ∈ T .

Consideremos agora os seguintes elementos em [Fol(Q)]:

ω = (−6XY + 6X2Y 2)dX + (4X2 − 9X3Y + 5Y 3)dY,

ω′ = (−4Y 2 + 9XY 3 − 5X3)dX + (6XY − 6X2Y 2)dY.

Por abuso de notação, continuamos usando ω e ω′ para representar tais elementos.
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Afirmamos que [Fol(Q)] = [ω, ω′]. Com efeito,

ω ∧ ω′ = (−20 + 45XY )f dX ∧ dY.

E, portanto, ω e ω′ são geradores mı́nimos do submódulo de torção T do módulo de

diferenciais da curva Q.

Exemplo 3.10. Consideremos a curva anaĺıtica plana Q = 〈f〉, onde

f = (Y 2 −Xm)(X2 − Y n),

com m,n ı́mpares e maiores que 1.

Novamente, o Exemplo 1.33 nos dá que uma Base Standard mı́nima para o anel local

O de Q é o conjunto G = {x, y, f1, f2}, onde f1 = y2 − xm e f2 = x2 − yn são as

imagens homomórficas de f1 = Y 2−Xm e f2 = X2−Y n em O respectivamente, as quais

representaremos com a mesma notação.

Além disto, pelo Exemplo 2.24, temos que H = {ω1, ..., ω6} é uma Base Standard

mı́nima para Ω
T , em que ω1 = dx, ω2 = dy, ω3 = df1 = −mxm−1dx + 2ydy, ω4 = df2 =

2xdx− nyn−1dy, ω5 = mydx− 2xdy e ω6 = 2ydx− nxdy.

Como generalização do exemplo anterior, vamos mostrar que os elementos de Ω1
C2,0

ω = (−2mXY + 2mXm−1Y n−1)dX + (4X2 −mnXmY n−2 + (mn− 4)Y n)dY

ω′ = (−4Y 2 +mnXm−2Y n − (mn− 4)Xm)dX + (2nXY − 2nXm−1Y n−1)dY

são geradores mı́nimos de [Fol(Q)]. Primeiramente, notemos que ω ∈ Fol(Q). De fato,

como uma parametrização para Q é

φ(t) = [(t21, t
m
1 ), (tn2 , t

2
2)],

e escrevendo ω = (ω1, ω2), temos

ω1(t1) = (−2mt21t
m
1 + 2mt

2(m−1)
1 t

m(n−1)
1 )2t1 + (4t41 −mnt2m1 t

m(n−2)
1 + (mn− 4)tmn1 )mtm−1

1

= −4mtm+3
1 + 4mtmn+m−1

1 + 4mtm+3
1 −m2ntmn+m−1

1 +m2ntmn+m−1
1 − 4mtmn+m−1

1

= 0,

ω2(t2) = (−2mtn2 t
2
2 + 2mt

n(m−1)
2 t

2(n−1)
2 )ntn−1

2 + (4t2n2 −mntmn2 t
2(n−2)
2 + (mn− 4)t2n2 )2t2

= −2mnt2n+1
2 + 2mntmn+2n−3

2 + 8t2n+1
2 − 2mntmn+2n−3

2 + 2mnt2n+1
2 − 8t2n+1

2

= 0.

81



Logo, pela Observação 3.1, conclúımos que ω ∈ [Fol(Q)]. De maneira análoga podemos

mostrar que ω′ ∈ [Fol(Q)].

Agora observemos que

ω ∧ ω′ = [−4(mn− 4) +mn(mn− 4)Xm−2Y n−2]f dX ∧ dY.

Portanto, [Fol(Q)] = [ω, ω′] e disto conclúımos que o submódulo de torção T do

módulo de diferenciais da curva Q é minimamente gerado por

ω = (−2mxy + 2mxm−1yn−1)dx+ (4x2 −mnxmyn−2 + (mn− 4)yn)dy,

ω′ = (−4y2 +mnxm−2yn − (mn− 4)xm)dx+ (2nxy − 2nxm−1yn−1)dy.

Em particular, temos

ω ∧ df = (m+ 2)(−4 +mnxm−2yn−2)xf dx ∧ dy,

ω′ ∧ df = (n+ 2)(−4 +mnxm−2yn−2)yf dx ∧ dy.

Como observamos no ińıcio desta seção, podemos relacionar a codimensão do ideal

gerado por

g = (m+ 2)(−4 +mnxm−2yn−2)x e g′ = (n+ 2)(−4 +mnxm−2yn−2)y

com µ e τ por meio da relação

µ− τ = I(g, g′) = I(x, y) = 1.

Como

µ = µ1 + µ2 + 2I(f1, f2)− 1 = (m− 1) + (n− 1) + 2 · 4− 1 = m+ n+ 5,

temos τ = µ− 1 = m+ n+ 4.

Exemplo 3.11. Vamos considerar uma situação similar ao exemplo anterior, porém com

ramos admitindo mesma tangente.

Seja Q = 〈f〉 uma curva anaĺıtica plana, com

f = (Y 2 −Xm)(Y 2 −Xn),

com m,n ı́mpares e n > m > 1.

Pelos resultados vistos na Seção 1.4, uma Base Standard mı́nima para o anel local

O de Q é o conjunto G = {x, y, f1, f2}, onde f1 = y2 − xm e f2 = y2 − xn são as
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imagens homomórficas de f1 = Y 2−Xm e f2 = Y 2−Xn em O respectivamente, as quais

representaremos com a mesma notação.

Consideremos também os elementos ω1 = dx, ω2 = dy, ω3 = df1 = −mxm−1dx+2ydy,

ω4 = df2 = −nxn−1dx+ 2ydy, ω5 = mydx− 2xdy e ω6 = nydx− 2xdy de Ω. Aplicando o

Algoritmo 4, vemos que H = {ω1, ..., ω6} é uma Base Standard mı́nima para Ω
T .

Consideremos também os seguintes elementos de Ω1
C2,0:

ω = ((n−m)Xn +mY 2 − nXn−mY 2)dX + 2(Xn−m+1Y −XY )dY,

ω′ = mn(Xn−1Y −Xm−1Y )dX + 2((n−m)Y 2 − nXn +mXm)dY,

obtidos por meio de redução final de Sk-processos mı́nimos de um par de elementos de H

sobre G.

Uma vez que

φ(t) = [(t21, t
m
1 ), (t22, t

n
2 )]

é uma parametrização de Q, escrevendo ω = (ω1, ω2), temos

ω1(t1) = ((n−m)t2n1 +mt2m1 − nt
2(n−m)
1 t2m1 )2t1 + 2(t

2(n−m+1)
1 tm1 − t21tm1 )mtm−1

1

= 2(n−m)t2n+1
1 + 2mt2m+1

1 − 2nt2n+1
1 + 2mt2n+1

1 − 2mt2m+1
1 = 0

e também

ω2(t2) = ((n−m)t2n2 +mt2n2 − nt
2(n−m)
2 t2n2 )2t2 + 2(t

2(n−m+1)
2 tn2 − t22tn2 )ntn−1

2

= 2(n−m)t2n+1
2 + 2mt2n+1

2 − 2nt4n−2m+1
2 + 2nt4n−2m+1

2 − 2nt2n+1
2 = 0.

Assim, ω ∈ [Fol(Q)]. Da mesma maneira podemos constatar que ω′ ∈ [Fol(Q)].

Além disto, temos [Fol(Q)] = [ω, ω′]. Com efeito,

ω ∧ ω′ = 2(n−m)(m− nXn−m)f dX ∧ dY.

O submódulo de torção T do módulo de diferenciais da curva Q é então minimamente

gerado pelos elementos

ω = ((n−m)xn +my2 − nxn−my2)dx+ 2(xn−m+1y − xy)dy,

ω′ = mn(xn−1y − xm−1y)dx+ 2((n−m)y2 − nxn +mxm)dy.

Como no exemplo anterior, podemos calcular o número de Tjurina de Q sabendo que

ω ∧ df = 4y(m− nxn−m)f dx ∧ dy,

ω′ ∧ df = 2(m+ n)xm−1(−m+ nxn−m)f dx ∧ dy.
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Assim, g = 4y(m−nxn−m) e g′ = 2(m+n)xm−1(−m+nxn−m) nos dão µ−τ = m−1.

Uma vez que µ = (m−1)+ (n−1)+ 2 ·2m−1 = 5m+n−3, obtemos τ = 4m+n−2.

Observação 3.12. Embora tenhamos apresentado 3 conjecturas: Conjectura 1.43, Con-

jectura 2.15 e Conjectura 3.7 e que têm formulações aparentemente distintas, o cerne das

mesmas é idêntico, a saber, controlar a altura de representações para 3 ou mais ramos no

processo de redução. Mais especificamente, no caso de dois ramos se duas representações∑
e
∑′ são tais que ht1(

∑
) = ht1(

∑′), então ht2(
∑

) e ht2(
∑′) satisfazem a tricotomia

ht2(
∑

) < ht2(
∑′), ht2(

∑
) > ht2(

∑′) ou ht2(
∑

) = ht2(
∑′).

Porém, para 3 ou mais ramos e duas representações
∑

e
∑′ tais que ht1(

∑
) =

ht1(
∑′), podemos ter, por exemplo,

ht2(
∑

) < ht2(
∑′) e ht3(

∑
) > ht3(

∑′)
o que foge de nosso controle ao refinar as análises.

3.2 Descrição de Λ e τ para Curvas de Multiplicidade

menor que 4

Como vimos na seção anterior, o número de Tjurina de uma curva plana pode ser calculado

por meio de informações do submódulo de torção do módulo de diferenciais de Kähler do

anel local de uma curva plana Q = 〈
∏r

i=1 fi〉 = ∩ri=1〈fi〉. No entanto, podemos computar

τ diretamente por meio de Λ. Em [6] e [20], encontramos resultados que permitem tal

cálculo. Por exemplo, em [6] encontramos o seguinte resultado.

Proposição 3.13. Seja Q = 〈
∏r

i=1 fi〉 = ∩ri=1〈fi〉 uma curva anaĺıtica plana reduzida.

Então o número de Tjurina de Q é

τ =
r∑
i=1

τi +
∑

1≤i<j≤r

Ii,j + l

(⊕r
i=1

Ωi

Ti
Ω
T

)
, (3.6)

em que τi é o número de Tjurina do ramo 〈fi〉 e Ii,j é a multiplicidade de interseção dos

ramos 〈fi〉 e 〈fj〉.

Para calcular o número

l

(⊕r
i=1

Ωi

Ti
Ω
T

)
, (3.7)
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utilizaremos alguns resultados sobre ideais fracionários e ideais relativos. Tais resultados

encontram-se nas referências [1] e [2].

Para cada i ∈ I, definimos ei := (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) ∈ Nr.

Proposição 3.14. Sejam α ∈ Nr e I um ideal fracionário de O. Consideremos ainda o

conjunto I(α) = {h ∈ I; v(h) ≥ α}, que também é um ideal fracionário de O. Então

l

(
I(α)

I(α + ei)

)
≤ 1,

com igualdade se, e somente se, F
v(I)
i (α) := {β ∈ v(I); βi = αi e βj ≥ αj, j 6= i} 6= ∅.

Seja I um ideal fracionário de O. Pela Propriedade B dos ideais fracionários apresen-

tada no Caṕıtulo 2, o ideal relativo v(I) admite um elemento mı́nimo α. Agora, dado

β ∈ v(I), consideremos uma cadeia saturada de elementos em v(I)

α = α0 < α1 < ... < αm = β,

isto é, para todo j = 1, ...,m, αj − αj−1 = ei, para algum i ∈ I. Então

l

(
I
I(β)

)
=

m∑
j=1

l

(
I(αj−1)

I(αj)

)
.

Proposição 3.15. Sejam I ⊆ J dois ideais fracionários de O. Então

l

(
J
I

)
= l

(
J
J (κ)

)
− l
(
I
I(κ)

)
,

onde κ é o condutor de v(I).

As Proposições 3.14 e 3.15 nos permitem calcular o número de Tjurina de uma curva

anaĺıtica plana Q utilizando a fórmula (3.6). Em particular, para uma curva Q com dois

ramos, em [6] obtemos o seguinte resultado.

Proposição 3.16. Seja Q = 〈f1f2〉 = 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 uma curva anaĺıtica plana reduzida.

Então o número de Tjurina de Q é

τ = τ1 + τ2 + I1,2 +mΛ, (3.8)

onde mΛ denota o número de pontos absolutos do conjunto Λ ∩ N2.

Observamos que o número de Tjurina para o caso em que Q é irredut́ıvel com multi-

plicidade menor que 4 é bem conhecido e divulgado na literatura, veja, por exemplo, [37]
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ou [24] para resultados que incluem curvas de multiplicidade 4 e descrição completa do

conjunto Λ ∩ N.

Se Q = 〈
∏r

i=1 fi〉, então pelo Lema 5.1 de [21], sabemos que por meio de uma mudança

de coordenadas, podemos assumir que o ramo 〈f1〉 admite uma parametrização da forma

(tm1
1 , ϕ(t1)), onde m1 é a multiplicidade de f1 e a multiplicidade de ϕ(t1) não é diviśıvel

por m1.

Se Q tem multiplicidade 1, então Q é irredut́ıvel, Γ = N, Λ = Γ \ {0}, τ = µ = 0 e a

curva é analiticamente equivalente à curva 〈Y 〉, cuja parametrização é (t1, 0).

3.2.1 Multiplicidade 2

Uma curva de multiplicidade 2 pode admitir 1 ou 2 ramos. Analisemos tais casos.

1 RAMO

Consideremos um ramo plano Q com multiplicidade 2. É fato conhecido que

(a) Γ = 〈2, n,∞〉, com n ı́mpar;

(b) Q é analiticamente equivalente a um ramo com parametrização φ(t) = (t2, tn);

(c) Λ = Γ \ {0};

(d) τ = µ = n− 1.

2 RAMOS

Consideremos uma curva plana reduzida Q = P1 ∩ P2. Como a multiplicidade de cada

ramo é 1, o semianel de valores associado ao ramo Pi é dado por Γi = N, para i = 1, 2.

Neste caso, podemos ter duas situações de acordo com o cone tangente das curvas.

TANGENTES DISTINTAS

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a reta tangente a P1 é 〈Y 〉 e a reta

tangente a P2 é 〈X〉.
A multiplicidade de interseção I1,2 entre os ramos também é 1.

Então P1 admite uma parametrização da forma (t1, 0) e P2 uma da forma (ϕ2(t2), t2)

com multiplicidade de ϕ2(t2) maior que 1.

Por meio da mudança de coordenadas σ(x, y) = (x−αiyi, y), com i > 1, temos que Q

é analiticamente equivalente a uma curva parametrizada por φ(t) = [(t1, 0), (0, t2)], isto

é, podemos considerar, a menos de mudanças de coordenadas anaĺıticas, que Q = 〈XY 〉.
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Deste modo, pelo Exemplo 1.41, segue que o semianel de valores associado a Q é

Γ = 〈(1,∞), (∞, 1)〉 = {(0, 0)} ∪ {(1, 1) + (γ1, γ2); (γ1, γ2) ∈ N2}.

Como Q é definida por um polinômio quasehomogêneo, segue da Observação 2.23 que

Λ = Γ \ {(0, 0)} = {(1, 1) + (γ1, γ2); (γ1, γ2) ∈ N2}.

Além disso, τ = µ = µ1 + µ2 + 2I1,2 − 1 = 0 + 0 + 2 · 1− 1 = 1.

MESMA TANGENTE

Neste caso podemos supor que reta tangente dos ramos seja 〈Y 〉 e que a multiplicidade

de interseção entre os ramos P1 e P2 seja I1,2 = n > 1, ou seja, podemos considerar que a

curva seja parametrizada por

φ(t) =

[
(t1, 0),

(
t2, t

n
2 +

∞∑
i=n+1

ait
i
2

)]
.

Mais ainda, por meio de mudanças de coordenadas da forma σ(x, y) = (x, y − aixiy),

para i ≥ 1, a curva Q é analiticamente equivalente a uma curva com parametrização

φ(t) = [(t1, 0), (t2, t
n
2 )]. Assim, Q é analiticamente equivalente à curva quasehomogênea

〈Y (Y −Xn) 〉.
Utilizando os resultados de Delgado vistos na Seção 1.4 e a Proposição 1.30, consta-

tamos que os pontos absolutos irredut́ıveis do semianel de valores Γ associado a Q são

v(g1) = (1, 1), v(g2) = (∞, n) e v(g3) = (n,∞), onde g1 = x, g2 = y e g3 = y − xn. Logo,

o semianel de valores associado a Q é

Γ = 〈 (1, 1), (∞, n), (n,∞) 〉.

Como a curva Q é quasehomogênea, pela Observação 2.23 segue que

Λ = Γ \ {(0, 0)}.

Mais especificamente,

Λ = {(1, 1), ..., (n− 1, n− 1)} ∪ {(n, n) + (γ1, γ2); (γ1, γ2) ∈ N2}.

Além disso,

τ = µ = µ1 + µ2 + 2I1,2 − 1 = 0 + 0 + 2n− 1 = 2n− 1.
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3.2.2 Multiplicidade 3

Uma curva com multiplicidade 3 pode admitir uma, duas ou três componentes irredut́ıveis.

Analisemos cada um destes casos.

1 RAMO

Consideremos um ramo plano Q de multiplicidade 3. Neste caso, o semianel de valores

associado a Q é Γ = 〈3, n,∞〉, com MDC(3, n) = 1. É conhecido (veja [37] e [24]) que há

duas possibilidades.

1) Se Λ = Γ \ {0}, então Q é analiticamente equivalente a um ramo com parametrização

φ(t) = (t3, tn) e τ = µ = 2(n− 1).

2) Se Λ 6= Γ \ {0}, então Q é analiticamente equivalente a um ramo parametrizado por

φ(t) = (t3, tn+ t2n−3m), para algum 2 ≤ m ≤
[
n
3

]
(parte inteira de n

3
). Consequentemente,

Λ é minimamente gerado por {3, n, 2n− 3(m− 1)} e τ = 2n−m− 1.

2 RAMOS

Consideremos uma curva plana reduzida Q = P1∩P2. Podemos supor que a multiplicidade

do ramo P1 seja 1 e a multiplicidade de P2 seja 2. O semianel de valores associado a P1

é então Γ1 = N, o semianel de valores associado a P2 é Γ2 = 〈2, n,∞〉, com n ı́mpar.

Como no caso de multiplicidade 2, temos duas análises a considerar de acordo com as

tangentes dos ramos.

TANGENTES DISTINTAS

Neste caso, a multiplicidade de interseção entre os ramos é o produto das multiplici-

dades, ou seja, I1,2 = 2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que a reta tangente

de P1 é 〈Y 〉 e a de P2 é 〈X〉, isto é, podemos considerar a curva parametrizada por

φ(t) = [(t1, 0), (ϕ2(t2), t22)],

com mult(ϕ2(t2)) > 2.

Por meio de mudanças de coordenadas da forma σ(x, y) = (x+ayk, y) e σ′(x, y) = (x−
bxyk, y), podemos eliminar os termos de ϕ2(t2) com potências 2k e n+ 2k, k ≥ 1, ou seja,

Q é analiticamente equivalente a uma curva parametrizada por φ(t) = [(t1, 0), (tn2 , t
2
2)],

isto é, podemos assumir que Q seja dada por 〈Y (X2 − Y n) 〉, que é quasehomogênea.

Agora, pelo que vimos na Seção 1.4, os pontos absolutos irredut́ıveis do semianel de

valores Γ associado à curva Q são v(g1) = (1, n), v(g2) = (∞, 2) e v(g3) = (2,∞), onde

88



g1 = x, g2 = y e g3 = x2 − yn. Logo, o semianel de valores associado a Q é

Γ = 〈 (1, n), (∞, 2), (2,∞) 〉.

Mais explicitamente, temos

Γ = {(0, 0)} ∪
{

(α1, 2α2); α1 ≥ 1 e 1 ≤ α2 ≤
n− 1

2

}
∪ {(1, n)} ∪ {(2, n+ 1) + (γ1, γ2); (γ1, γ2) ∈ N2}.

Novamente, pela Observação 2.23, conclúımos que

Λ = Γ \ {(0, 0)}.

Além disso, temos τ = µ = µ1 + µ2 + 2I1,2 − 1 = 0 + (n− 1) + 2 · 2− 1 = n+ 2.

MESMA TANGENTE

Como antes podemos assumir que a reta tangente dos ramos seja 〈Y 〉. Deste modo,

Q é analiticamente equivalente a uma curva parametrizada por

φ(t) =

(t1, 0),

t22, [n
2

]∑
j=2

ajt
2j
2 +

∞∑
j=n

ajt
j
2

 , com aj ∈ C e an 6= 0.

Notemos que a multiplicidade de interseção I1,2 entre os ramos dessa curva será a

multiplicidade de
[n
2

]∑
j=2

ajt
2j
2 +

∞∑
j=n

ajt
j
2.

Vamos então dividir nossa análise em dois casos.

Caso 1. I1,2 = 2m < n.

Neste caso, considerando mudanças de coordenadas:

• σ(x, y) = (x, y − a′ixi−my), i = m+ 1, ...,
[
n
2

]
, eliminamos o termo t2i2 ;

• σ(x, y) = (x, y − b′ixn+1+2i−2m), eliminamos os termos tn+1+2i
2 , com i ≥ 0;

• σ(x, y) = (x, y − c′i(y − xm)xiy), eliminamos os termos t
n+2(m+i)
2 , com i ≥ 0;

• σ(x, y) = (x + αix
i+1, y + αimx

iy), i ≥ 1, e as mudanças de parâmetros ρ1(t1) =

t1(1 + αit
i
1) e ρ2(t2) = t2(1 + αit

2i
2 )

1
2 , eliminamos o termo tn+2i

2 .

Combinando as mudanças de coordenadas e parâmetros acima, podemos assumir que

a curva seja parametrizada por φ(t) = [(t1, 0), (t22, t
2m
2 + ctn2 )], com c 6= 0.
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Mais ainda, considerando γ ∈ C tal que γn−2m = c, σ(x, y) = (γ2x, γ2my), ρ1(t1) = γ2t1

e ρ2(t2) = γt2, podemos considerar a seguinte parametrização para a curva Q:

φ(t) = [(t1, 0), (t22, t
2m
2 + tn2 )].

Desta maneira, Q é analiticamente equivalente à curva 〈Y ((Y −Xm)2 −Xn) 〉.
Sejam

g1 = x, g2 = y − xm, g3 = y e g4 = (y − xm)2 − xn.

Utilizando os resultados descritos na Seção 1.4, constatamos que os pontos absolutos

irredut́ıveis do semianel de valores Γ associado à curvaQ são v(g1) = (1, 2), v(g2) = (m,n),

v(g3) = (∞, 2m) e v(g4) = (2m,∞). Logo, o semianel de valores Γ associado a Q é

Γ = 〈 (1, 2), (m,n), (∞, 2m), (2m,∞) 〉.

Consequentemente, uma Base Standard mı́nima para o anel local da curva Q é o

conjunto G = {g1, g2, g3, g4}.
Sejam agora Ω o módulo de diferenciais de Kähler da curva Q e T seu submódulo

de torção. No apêndice deste caṕıtulo pode ser encontrada uma Base Standard mı́nima

H para Ω
T . Essa base H nos fornece o conjunto de geradores mı́nimos para o conjunto

das ordens de diferenciais Λ de Q e, consequentemente, para o conjunto Λ. Tal conjunto

mı́nimo é

{(1, 2), (m,n), (∞, 2m), (2m,∞), (∞, n+ 2), (m+ 1,∞)}.

Além disso, o condutor de Λ é κ = (m + 1, n + 1) e temos mΛ = m pontos absolutos

de Λ ∩ N2 dados por

(1, 2), (2, 4), ..., (m− 1, 2(m− 1)), (m,n).

O número de Tjurina de Q pode ser calculado por (3.8), ou seja,

τ = τ1 + τ2 + I1,2 +mΛ = 0 + (n− 1) + 2m+m = n+ 3m− 1.

Caso 2. I1,2 = n.

Neste caso, consideramos a parametrização

φ(t) =

[
(t1, 0),

(
t22, t

n
2 +

∞∑
j=1

ajt
n+j
2

)]
, com aj ∈ C.

Por meio da mudança de coordenadas σ(x, y) = (x, y − a′ixiy), com i ≥ 0, podemos

eliminar o termo com expoente n + 2i, por meio de σ′(x, y) = (x, y − b′jy
2xj), j ≥ 0,
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podemos eliminar termos com expoente 2n + 2j e por meio de σ′′(x, y) = (x + c′y, y)

juntamente com a mudança de parâmetros ρ2(t2) = t2(1 + atn−2
2 + ...)

1
2 , em que ρ2

2(t2) =

t22 + a(tn2 +
∑
tn+j
2 ), podemos eliminar o termo t2n−2

2 . Desse modo, considerando tais

mudanças de coordenadas, podemos assumir que Q admita uma parametrização

φ(t) =

(t1, 0),

t22, tn2 +

n−3
2∑
j=1

bjt
n+2j−1
2

 , com bj ∈ C.

Temos assim dois subcasos.

Subcaso (i) bj = 0, para todo j = 1, ..., n−3
2

.

Neste subcaso, temos a parametrização φ(t) = [(t1, 0), (t22, t
n
2 )], isto é, Q é analitica-

mente equivalente à curva 〈Y (Y 2 −Xn) 〉, que é quasehomogênea.

Pelos resultados da Seção 1.4, conclúımos que G = {x, y, y2−xn} é uma Base Standard

mı́nima para anel local da curva. Deste modo, o semianel de valores Γ associado a Q é

dado por

Γ = 〈 (1, 2), (∞, n), (n,∞) 〉.

Mais explicitamente, temos

Γ = {(0, 0), (1, 2), ..., (n− 1, 2(n− 1))} ∪ {(n, 2n− 1) + (γ1, γ2); (γ1, γ2) ∈ N2}.

Como Q é quasehomogênea, pela Observação 2.23, temos Λ = Γ \ {(0, 0)} e

τ = µ = µ1 + µ2 + 2I1,2 − 1

= 0 + (n− 1) + 2n− 1 = 3n− 2.

Subcaso (ii) bj 6= 0, para algum j = 1, ..., n−3
2

.

Observemos que para este subcaso devemos obrigatoriamente ter n ≥ 5. Sejam m o

menor ı́ndice j tal que bj 6= 0 e

φ(t) =

(t1, 0),

t22, tn2 +

n−3
2∑

j=m

bjt
n+2j−1
2

 .
Combinando as mudanças de coordenadas dadas no ińıcio do caso I1,2 = n, a mudança

de coordenadas σ(x, y) = (x+αix
i+1, y+αi

n
2
xiy), i ≥ 1, de parâmetros ρ1(t1) = t1(1+αit

i
1)

e ρ2(t2) = t2(1 + αit
2i
2 )

1
2 , que eliminam o termo t

n+2(m+i)−1
2 , podemos considerar que a

curva seja dada por uma parametrização da forma

φ(t) = [(t1, 0), (t22, t
n
2 + btn+2m−1

2 )].
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Mais ainda, considerando σ(x, y) = (γ2x, γny), ρ1(t1) = γ2t1 e ρ2(t2) = γt2, em que

γ ∈ C satisfazendo γ2m−1 = b, podemos assumir que Q admite a parametrização

φ(t) = [(t1, 0), (t22, t
n
2 + tn+2m−1

2 )].

Logo, Q é analiticamente equivalente à curva〈
Y
(
Y 2 −Xn − 2X

n+2m−1
2 Y +Xn+2m−1

)〉
.

O semianel de valores Γ associado a Q ainda é igual a

Γ = 〈(1, 2), (∞, n), (n,∞)〉.

Uma Base Standard mı́nima para anel local da curva Q é então G = {x, f1, f2}, onde

f1 = y e f2 = y2 − xn − 2x
n+2m−1

2 y + xn+2m−1.

Sejam agora Ω o módulo de diferenciais de Kähler da curva Q e T seu submódulo de

torção. No apêndice deste caṕıtulo pode ser encontrada uma Base Standard mı́nima H

para Ω
T . Essa base H nos fornece o conjunto de geradores mı́nimos para o conjunto das

ordens de diferenciais Λ de Q. Tal conjunto mı́nimo é{
(1, 2), (∞, n), (∞, n+ 2m+ 1),

(
n+ 2m+ 1

2
,∞
)}

.

Além disso, o condutor de Λ é κ =
(
n+2m+1

2
, n+ 2m

)
e temos mΛ = n+2m−1

2
pontos

absolutos de Λ ∩ N2 dados por

(1, 2), (2, 4), ...,

(
n+ 2m− 1

2
, n+ 2m− 1

)
.

O número de Tjurina de Q pode ser calculado por (3.8), ou seja,

τ = τ1 + τ2 + I1,2 +mΛ = 0 + (n− 1) + n+
n+ 2m− 1

2
=

5n+ 2m− 3

2
.

3 RAMOS

Consideremos uma curva plana reduzida Q = P1 ∩ P2 ∩ P3 com multiplicidade 3. Como

a multiplicidade de cada ramo é 1, o semianel de valores Γi associado a Pi é igual a N,

para i = 1, 2, 3.
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A rigor podemos ter 3 possibilidades com respeito às tangentes dos ramos: todas

distintas, duas iguais e a outra distinta ou ainda, todas iguais. No que segue vamos

abordar as duas primeiras possibilidades conjuntamente.

AO MENOS DUAS TANGENTES DISTINTAS

Sem perda de generalidade, podemos assumir que os ramos P1 e P2 tenham tangentes

distintas. Logo, I1,2 = 1.

Supondo ainda que I1,3 = n ≥ 1, a curva Q é analiticamente equivalente a uma curva

parametrizada por

φ(t) =

[
(t1, 0),

(
∞∑
i=2

ait
i
2, t2

)
,

(
t3, t

n
3 +

∞∑
j=n+1

bjt
j
3

)]
.

Se Pi = 〈fi〉, então considerando mudanças de coordenadas da forma σ(x, y) = (x +

bf i1f3, y+cf1f
j
2 ), com i ≥ 1 e j ≥ 1, podemos eliminar termos ti+1

2 e tn+j
3 , ou seja, podemos

assumir que a parametrização seja

φ(t) = [(t1, 0), (0, t2) , (t3, t
n
3 )] .

Deste modo, Q é analiticamente equivalente à curva quasehomogênea 〈XY (Y −Xn) 〉.
Pela Proposição 1.30, vemos que os pontos absolutos irredut́ıveis do semianel de valores

Γ associado a Q são v(g1) = (∞, 1, n), v(g2) = (1,∞, 1) e v(g3) = (n, 1,∞), onde g1 = y,

g2 = x e g3 = y − xn. Assim, temos

Γ = 〈 (∞, 1, n), (1,∞, 1), (n, 1,∞) 〉.

Logo, uma Base Standard mı́nima para o anel local da curva Q é G = {g1, g2, g3}.
Pela Observação 2.23, temos Λ = Γ \ {(0, 0)} e

τ = µ = µ1 + µ2 + µ3 + 2(I1,2 + I1,3 + I2,3)− (3− 1)

= 0 + 0 + 0 + 2(1 + n+ 1)− 2 = 2n+ 2.

MESMA TANGENTE

Sem perda de generalidade, podemos supor que 1 < I1,2 = n ≤ m = I1,3. Assim, a

curva Q é analiticamente equivalente a uma curva parametrizada por

φ(t) =

[
(t1, 0),

(
t2, t

n
2 +

∞∑
i=n+1

bit
i
2

)
,

(
t3, ct

m
3 +

∞∑
j=m+1

cjt
j
3

)]
,

com bi, cj ∈ C, c ∈ C \ {0}.
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Denotemos por I2,3 = p, sabemos que p ≥ n.

Por meio de mudanças de coordenadas da forma σ(x, y) = (x, y + aix
iy), com i > 1,

podemos assumir que a curva admita parametrização

φ(t) =

[
(t1, 0), (t2, t

n
2 ),

(
t3, ct

m
3 +

∞∑
j=m+1

cjt
j
3

)]
.

Além disso, mudanças de coordenadas da forma σ(x, y) = (x, y + aix
iy(y − xn)), com

i ≥ 1, permitem que consideremos a curva dada por

φ(t) =

[
(t1, 0), (t2, t

n
2 ) ,

(
t3, t

m
3

(
a+

p−1∑
j=1

ajt
j
3

))]
.

Vamos agora dividir nossa análise em dois casos.

Caso 1. n < m.

Neste caso, temos p = n e

φ(t) =

[
(t1, 0), (t2, t

n
2 ) ,

(
t3, t

m
3

(
a+

n−1∑
j=1

ajt
j
3

))]
.

Assim, Q é analiticamente equivalente à curva〈
Y (Y −Xn)

(
Y −Xm

(
a+

n−1∑
j=1

ajX
j

))〉
.

Agora se

g1 = x, g2 = y, g3 = y − xn e g4 = y − xm
(
a+

n−1∑
j=1

ajx
j

)
,

pelos resultados descritos na Seção 1.4, constatamos que os pontos absolutos irredut́ıveis

do semianel de valores Γ associado a Q são v(g1) = (1, 1, 1), v(g2) = (∞, n,m), v(g3) =

(n,∞, n) e v(g4) = (m,n,∞).

Logo, o semianel de valores associado a Q é

Γ = 〈 (1, 1, 1), (∞, n,m), (n,∞, n), (m,n,∞) 〉.

Desta maneira, uma Base Standard mı́nima para o anel local da curva Q é o conjunto

G = {g1, g2, g3, g4}.
Sejam agora Ω o módulo de diferenciais de Kähler da curva Q e T seu submódulo de

torção. No apêndice deste caṕıtulo pode ser encontrada uma Base Standard mı́nima H
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para Ω
T . Tal base H nos fornece o conjunto de geradores mı́nimos para o conjunto das

ordens de diferenciais Λ. O conjunto de geradores mı́nimos é

{(1, 1, 1), (∞, n,m), (n,∞, n), (m,n,∞), (∞,∞,m+ 1), (∞, n+ 1,∞), (m+ 1,∞,∞)}.

Além disso, o condutor de Λ é κ = (m+ 1, n+ 1,m+ 1).

Vamos agora usar a fórmula (3.6) para calcular o número de Tjurina de Q.

Inicialmente, como cada ramo é regular, temos τi = µi = 0, para i = 1, 2, 3.

Para encontrar (3.7), consideremos

I =
Ω

T
e J =

3⊕
i=1

Ωi

Ti
,

α = (1, 1, 1) e a seguinte cadeia saturada

α0 = (1, 1, 1) < (2, 1, 1) < ... < (m+ 1, 1, 1) = αm

αm = (m+ 1, 1, 1) < (m+ 1, 2, 1) < ... < (m+ 1, n+ 1, 1) = αm+n

αm+n = (m+ 1, n+ 1, 1) < (m+ 1, n+ 1, 2) < ... < (m+ 1, n+ 1,m+ 1) = α2m+n = κ.

Usando essa cadeia, temos

l

(
J
J (κ)

)
=

m∑
j=1

l

(
J (j, 1, 1)

J (j + 1, 1, 1)

)
+

n∑
j=1

l

(
J (m+ 1, j, 1)

J (m+ 1, j + 1, 1)

)

+
m∑
j=1

l

(
J (m+ 1, n+ 1, j)

J (m+ 1, n+ 1, j + 1)

)
.

Como v(J ) =
⊕3

i=1 Λi =
⊕3

i=1(N \ {0}), temos que

(j, 1, 1) ∈ F v(J )
1 (j, 1, 1), j = 1, ...,m

(m+ 1, j, 1) ∈ F v(J )
1 (m+ 1, j, 1), j = 1, ..., n

(m+ 1, n+ 1, j) ∈ F v(J )
1 (m+ 1, n+ 1, j), j = 1, ...,m.

Logo, l

(
J
J (κ)

)
= m+ n+m = n+ 2m.

Passemos agora ao cálculo de l

(
I
I(κ)

)
. Notemos inicialmente que v(I) = Λ.

Agora, uma vez que (j, j, j) ∈ F v(I)
1 (j, 1, 1), para todo j = 1, ...,m, temos

m∑
j=1

l

(
I(j, 1, 1)

I(j + 1, 1, 1)

)
= m.
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Afirmamos que F
v(I)
2 (m+ 1, j, 1) = ∅, para todo j = 1, ..., n− 1. De fato, como j < n,

o único elemento β = (β1, β2, β3) ∈ Λ, com β2 = j é β = (j, j, j), pois (1, 1, 1) é o único

ponto absoluto irredut́ıvel de Λ que podemos utilizar para gerar um elemento em Λ com

segunda coordenada menor que n. Além disso, notemos que (∞, n,m) ∈ F v(I)
2 (m+1, n, 1).

Logo,
n∑
j=1

l

(
I(m+ 1, j, 1)

I(m+ 1, j + 1, 1)

)
= 1.

Observemos finalmente que F
v(I)
3 (m+ 1, n+ 1, j) = ∅, para todo j = 1, ...,m. A prova

deste fato é similar à demonstração feita para verificar que κ é o condutor de Λ (veja no

Apêndice a Afirmação 3 referente a esta curva). Logo,

m∑
j=1

l

(
I(m+ 1, n+ 1, j)

I(m+ 1, n+ 1, j + 1)

)
= 0.

Assim, l

(
I
I(κ)

)
= m+ 1. Consequentemente,

l

(⊕r
i=1

Ωi

Ti
Ω
T

)
= n+ 2m− (m+ 1) = n+m− 1.

Portanto, utilizando a fórmula (3.6), o número de Tjurina de Q é

τ =
3∑
i=1

τi +
∑

1≤i<j≤3

Ii,j + l

(⊕3
i=1

Ωi

Ti
Ω
T

)
= 0 + 0 + 0 + n+m+ n+ n+m− 1 = 3n+ 2m− 1

Caso 2. n = m.

Neste caso, temos a parametrização

φ(t) =

[
(t1, 0), (t2, t

n
2 ) ,

(
t3, t

n
3

(
a+

n−1∑
j=1

ajt
j
3

))]
,

com a ∈ C \ {0, 1}.
Seja agora k− 1 o menor ı́ndice j tal que aj 6= 0. Vamos dividir nossa análise em dois

subcasos.

Subcaso (i) 2 ≤ k ≤ n− 1.

Ficamos assim com a seguinte parametrização

φ(t) =

[
(t1, 0), (t2, t

n
2 ) ,

(
t3, t

n
3

(
a+

n−1∑
j=k−1

ajt
j
3

))]
, com 2 ≤ k ≤ n− 1.
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A curva Q é então analiticamente equivalente à curva〈
Y (Y −Xn)

(
Y −Xn

(
a+

n−1∑
j=k−1

ajX
j

))〉
.

Consideremos ainda

g1 = x, g2 = y, g3 = y − xn e g4 = y − xn
(
a+

n−1∑
j=k−1

ajx
j

)
.

Pelos resultados vistos na Seção 1.4, constatamos que os pontos absolutos irredut́ıveis

do semianel de valores Γ associado a Q são v(g1) = (1, 1, 1), v(g2) = (∞, n, n), v(g3) =

(n,∞, n) e v(g4) = (n, n,∞). Assim, temos

Γ = 〈 (1, 1, 1), (∞, n, n), (n,∞, n), (n, n,∞) 〉.

Logo, uma Base Standard mı́nima para anel local da curva Q é G = {g1, g2, g3, g4}.
Sejam agora Ω o módulo de diferenciais de Kähler da curva Q e T seu submódulo de

torção. O leitor pode encontrar no apêndice deste caṕıtulo uma Base Standard mı́nima

H = {ω1, ω2, ..., ω7} para Ω
T .

Logo, o conjunto de geradores mı́nimos de Λ é

{(1, 1, 1), (∞, n, n), (n,∞, n), (n, n,∞), (∞,∞, n+ k), (∞, n+ k,∞), (n+ k,∞,∞)}.

Além disso, o condutor de Λ é κ = (n+ k, n+ k, n+ k).

Assim, para calcular o número de Tjurina de Q, consideremos

I =
Ω

T
e J =

3⊕
i=1

Ωi

Ti
,

α = (1, 1, 1) e a seguinte cadeia saturada

α0 = (1, 1, 1) < (2, 1, 1) < ... < (n+ k, 1, 1) = αn+k

αn+k= (n+ k, 1, 1) < (n+ k, 2, 1) < ... < (n+ k, n+ k, 1) = α2(n+k)

α2(n+k) = (n+ k, n+ k, 1) < (n+ k, n+ k, 2) < ... < (n+ k, n+ k, n+ k) = α3(n+k) = κ.

Usando essa cadeia, temos

l

(
J
J (κ)

)
=

n+k−1∑
j=1

l

(
J (j, 1, 1)

J (j + 1, 1, 1)

)
+

n+k−1∑
j=1

l

(
J (n+ k, j, 1)

J (n+ k, j + 1, 1)

)

+
n+k−1∑
j=1

l

(
J (n+ k, n+ k, j)

J (n+ k, n+ k, j + 1)

)
.
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Como v(J ) =
⊕3

i=1 Λi =
⊕3

i=1(N \ {0}), temos que

l

(
J
J (κ)

)
= n+ k − 1 + n+ k − 1 + n+ k − 1 = 3n+ 3k − 3.

Para o cálculo de l

(
I
I(κ)

)
, notemos inicialmente que v(I) = Λ. Agora, uma vez que

(j, j, j) ∈ F v(I)
1 (j, 1, 1), para todo j = 1, ..., n+ k − 1, temos

n+k−1∑
j=1

l

(
I(j, 1, 1)

I(j + 1, 1, 1)

)
= n+ k − 1.

Também observemos que F
v(I)
2 (n + k, j, 1) = ∅, para todo j = 1, ..., n − 1. Por outro

lado, (∞, j, j) ∈ F v(I)
2 (n+ k, j, 1), para todo j = n, n+ 1, ..., n+ k − 1. Logo,

n+k−1∑
j=1

l

(
I(n+ k, j, 1)

I(n+ k, j + 1, 1)

)
= k.

Finalmente como F
v(I)
3 (n+ k, n+ k, j) = ∅, para todo j = 1, ..., n+ k − 1, temos

n+k−1∑
j=1

l

(
I(n+ k, n+ k, j)

I(n+ k, n+ k, j + 1)

)
= 0.

Assim, l

(
I
I(κ)

)
= n+ 2k − 1. Consequentemente,

l

(⊕3
i=1

Ωi

Ti
Ω
T

)
= 3n+ 3k − 3− (n+ 2k − 1) = 2n+ k − 2.

Portanto, utilizando a fórmula (3.6), o número de Tjurina de Q é

τ =
3∑
i=1

τi +
∑

1≤i<j≤3

Ii,j + l

(⊕3
i=1

Ωi

Ti
Ω
T

)
= 0 + 0 + 0 + n+ n+ n+ 2n+ k − 2

= 5n+ k − 2.

Subcaso (ii) k = n.

Ficamos com a seguinte parametrização

φ(t) = [(t1, 0), (t2, t
n
2 ) , (t3, at

n
3 )] .
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Desta maneira, a curva Q é analiticamente equivalente à curva quasehomogênea

〈Y (Y −Xn)(Y − aXn) 〉.

O semianel de valores Γ associado a Q ainda é igual a

Γ = 〈 (1, 1, 1), (∞, n, n), (n,∞, n), (n, n,∞) 〉.

Como Q é quasehomogênea, pela Observação 2.23, temos Λ = Γ \ {(0, 0)} e

τ = µ = µ1 + µ2 + µ3 + 2(I1,2 + I1,3 + I2,3)− (3− 1)

= 0 + 0 + 0 + 2 · (n+ n+ n)− 2 = 6n− 2.

3.2.3 Tabelas

Reunimos nas tabelas a seguir os resultados encontrados nesta seção de acordo com a

multiplicidade da curva.

Multiplicidade 1

Γ = N
Parametrização φ = [φ] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ = (t, 0) 1 τ = 0

Multiplicidade 2

Γ = 〈2, n,∞〉, n ı́mpar

Parametrização φ = [φ] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ = (t2, tn) 2, n τ = n− 1

Γ = 〈 (1,∞), (∞, 1) 〉
Parametrização φ = [φ1, φ2] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ1 = (t1, 0), φ2 = (0, t2) (1,∞), (∞, 1) τ = 1

Γ = 〈 (1, 1), (∞, n), (n,∞) 〉, n ≥ 2

Parametrização φ = [φ1, φ2] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ1 = (t1, 0), φ2 = (t2, t
n
2 ) (1, 1), (∞, n), (n,∞) τ = 2n− 1
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Multiplicidade 3

Γ = 〈3, n,∞〉, MDC(3, n) = 1

Parametrização φ = [φ] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ = (t3, tn) 3, n τ = 2(n− 1)

φ = (t3, tn + t2n−3m), 3, n, 2n− 3(m− 1) τ = 2n−m− 1

para algum 2 ≤ m ≤
[
n
3

]
Γ = 〈 (1, n), (∞, 2), (2,∞) 〉, n ı́mpar e n > 1

Parametrização φ = [φ1, φ2] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ1 = (t1, 0), φ2 = (tn2 , t
2
2) (1, n), (∞, 2), (2,∞) τ = n+ 1

Γ = 〈 (1, 2), (m,n), (∞, 2m), (2m,∞) 〉, 2m < n, n ı́mpar

Parametrização φ = [φ1, φ2] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ1 = (t1, 0) (1, 2), (m,n), (∞, 2m), (2m,∞), τ = n+ 3m− 1

φ2 = (t22, t
2m
2 + tn2 ) (∞, n+ 2), (m+ 1,∞)

Γ = 〈 (1, 2), (∞, n), (n,∞) 〉, n ı́mpar e n > 1

Parametrização φ = [φ1, φ2] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ1 = (t1, 0), φ2 = (t22, t
n
2 ) (1, 2), (∞, n), (n,∞) τ = 3n− 2

φ1 = (t1, 0) (1, 2), (∞, n), (∞, n+ 2m+ 1),

φ2 = (t22, t
n
2 + tn+2m−1

2 ),
(
n+2m+1

2 ,∞
)

τ =
5n+ 2m− 3

2
para algum 1 ≤ m ≤ n−3

2

Γ = 〈 (∞, 1, n), (1,∞, 1), (n, 1,∞) 〉, n ≥ 1

Parametrização φ = [φ1, φ2, φ3] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ1 = (t1, 0), φ2 = (0, t2), φ3 = (t3, t
n
3 ) (∞, 1, n), (1,∞, 1), (n, 1,∞) τ = 2n+ 2

Γ = 〈 (1, 1, 1), (∞, n,m), (n,∞, n), (m,n,∞) 〉, 1 < n < m

Parametrização φ = [φ1, φ2, φ3] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ1 = (t1, 0) (1, 1, 1), (∞, n,m), (n,∞, n),

φ2 = (t2, t
n
2 ) (m,n,∞), (∞,∞,m+ 1), τ = 3n+ 2m− 1

φ3 = (t3, t
m
3 (a+

∑n−1
j=1 ajt

j
3)), a 6= 0 (∞, n+ 1,∞), (m+ 1,∞,∞)

Γ = 〈 (1, 1, 1), (∞, n, n), (n,∞, n), (n, n,∞) 〉, n > 1

Parametrização φ = [φ1, φ2, φ3] Geradores mı́nimos de Λ Número de Tjurina

φ1 = (t1, 0), φ2 = (t2, t
n
2 ) (1, 1, 1), (∞, n, n), (n,∞, n),

φ3 = (t3, t
n
3 (a+

∑n−1
j=k−1 ajt

j
3)), (n, n,∞), (∞,∞, n+ k), τ = 5n+ k − 2

a 6= 0, 1 e ak−1 6= 0, para algum 2 ≤ k ≤ n−1 (∞, n+ k,∞), (n+ k,∞,∞)

φ1 = (t1, 0), φ2 = (t2, t
n
2 ) (1, 1, 1), (∞, n, n), (n,∞, n), τ = 6n− 2

φ3 = (t3, at
n
3 ), a 6= 0, 1 (n, n,∞)
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Apêndice

Curva Q =
〈
Y
(
(Y −Xm)2 −Xn

)〉
, 2m < n

Uma Base Standard mı́nima para o anel local de Q é o conjunto G = {x, y, z, f2}, onde

z = y − xm e f2 = (y − xm)2 − xn.

Consideremos o conjunto H = {dx, dy, dz, df2, ω1, ω2}, onde

ω1 = mydx− xdy e ω2 = nzdx− 2xdz.

Como uma parametrização para Q é φ(t) = [(t1, 0), (t2, t
2m
2 + tn2 )], temos

(x ◦ φ)(t) = (t1, t
2
2),

(y ◦ φ)(t) = (0, t2m2 + tn2 ),

(z ◦ φ)(t) = (−tm1 , tn2 ),

(f2 ◦ φ)(t) = (t2m1 − tn1 , 0),

(dx ◦ φ)(t) = (1, 2t2),

(dy ◦ φ)(t) = (0, 2mt2m−1
2 − ntn−1

2 ),

(dz ◦ φ)(t) = (−mtm−1
1 , ntn−1

2 ),

(df2 ◦ φ)(t) = (2mt2m−1
1 − ntn−1

1 , 0),

(ω1 ◦ φ)(t) = (0, (2m− n)tn+1
2 ),

(ω2 ◦ φ)(t) = ((2m− n)tm1 , 0).

Afirmação 1. Seja ω ∈ Ω
T . Se ν(ω) ≥ (m + 1, n + 1), então ω admite redução módulo

(H,G). Em particular, ω tem uma redução final nula módulo (H,G).

De fato, seja λ = ν(ω) e escrevamos λ = (λ1, λ2) ∈ N2
, com λ1 ≥ m+ 1 e λ2 ≥ n+ 1.

Suponhamos que λ1 <∞. Como ν(ω2) = (m+ 1,∞), considerando λ1 = m+ 1 +α1, com

0 ≤ α1 <∞, temos

ν1(ω) = λ1 = m+ 1 + α1 = ν1(xα1ω2) e ν2(ω) = λ2 ≤ ∞ = ν2(xα1ω2),

o que mostra que ω admite uma 1-redução módulo (H,G).

Suponhamos agora que λ2 <∞. Uma vez que ν(ω1) = (∞, n+ 2) e ν(dy) = (∞, 2m),

consideremos λ2 = n+ 1 + α2, com 0 ≤ α2 <∞.

Se α2 é ı́mpar, temos α2 = 2l + 1, para algum l ≥ 0, e λ2 = n+ 2l + 2. Assim,

ν1(ω) = λ1 ≤ ∞ = ν1(xlω1) e ν2(ω) = λ2 = n+ 2l + 2 = ν2(xlω1).
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Se α2 é par, temos α2 = 2l, para algum l ≥ 0, e λ2 = n+ 1 + 2l > 2m. Assim,

ν1(ω) = λ1 ≤ ∞ = ν1(x
n+1
2

+l−mdy) e ν2(ω) = λ2 = n+ 1 + 2l = ν2(x
n+1
2

+l−mdy),

o que mostra que ω admite uma 2-redução módulo (H,G).

Afirmação 2. O conjunto H é uma Base Standard mı́nima para Ω
T .

Vamos mostrar que todos os S1-processos e S2-processos mı́nimos entre dois elementos

de H sobre G têm redução final nula módulo (H,G).

• S1-processos mı́nimos entre dx e dz: $ = c1x
α1zα2fα3

2 dx+ c2x
β1zβ2fβ32 dz

$1 = mxm−1dx+ dz = mxm−1dx+ dy −mxm−1dx = dy = df1

$2 = mzdx− xdz = m(y − xm)dx− x(dy −mxm−1dx) = mydx− xdy = ω1

$3 = mf2dx+xm+1dz = (m(t2m1 −tn1 )+tm+1
1 (−mtm−1

1 ), t
2(m+1)
2 ·ntn−1

2 ) = (−mtn1 , ntn+2m+1
2 )

$4 = mz3dx−xf2dz = (m(−tm)3−t1·(t2m1 −tn1 )·(−mtm−1
1 ),mt3n2 ·2t2) = (−mtm+n

1 , 2mt3n+1
2 )

$5 = mf2dx−xzdz = (m(t2m1 −tn1 )−t1·(−tm1 )·(−mtm−1
1 ),−t22·tn2 ·ntn−1

2 ) = (−mtn1 ,−nt2n+1
2 )

$6 = mzf2dx− x2m+1dz = (m(−tm1 ) · (t2m1 − tn1 )− t2m+1
1 · (−mtm−1

1 ),−t2(2m+1)
2 · ntn−1

2 )

= (mtm+n,−ntn+4m+1
2 ).

Notemos que devido à Afirmação 1 os S1-processos $3, $4, $5 e $6 têm redução final

nula módulo (H,G).

• S2-processos mı́nimos entre dx e dz: $ = c1x
α1zα2fα3

1 dx+ c2x
β1zβ2fβ31 dz

$7 = nxn−1dx− 2zdz = −df2

$8 = nzdx− 2xdz = ω2

$9 = nxn+m−1dx− 2zf1dz = (ntn+m−1
1 , nt

2(n+m−1)
2 · 2t2 − 2tn2 · (t2m2 + tn2 ) · ntn−1

2 )

= (ntn+m−1
1 ,−2nt3n−1

2 )

$10 = nxm−1zdx− 2f1dz = (ntm−1
1 · (−tm1 ), nt

2(m−1)
2 · tn2 · 2t2 − 2(t2m2 + tn2 ) · ntn−1

2 )

= (−nt2m−1
1 ,−2nt2n−1

2 )

$11 = nxn−m−1f1dx−2zdz = (−2(−tm1 )·(−mtm−1
1 ), nt

2(n−m−1)
2 ·(t2m1 +tn1 )·2t2−2tn2 ·ntn−1

2 )

= (−2mt2m−1
1 , 2nt3n−2m−1

2 )

$12 = nzf1dx− 2xm+1dz = (−2tm+1
1 · (−mtm−1

1 ), ntn2 · (t2m2 + tn2 ) · 2t2 − 2t
2(m+1)
2 · ntn−1

2 )

= (2mt2m1 , 2nt2n+1
2 ).

Nos próximos S2-processos os expoentes indicados são todos não nulos (quando o

S2-processo de fato existir).

$13 = nzα2dx− 2fβ31 dz = (n(−tm1 )α2 , ntnα2
2 · 2t2 − 2(t2m2 + tn2 )β3 · ntn−1

2 )

= ((−1)α2ntmα2
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + 1

$14 = nfα3
1 dx− 2zβ2dz = (−2(−tm1 )β2 · (−mtm−1

1 ), n(t2m2 + tn2 )α3 · 2t2 − 2tnβ32 · ntn−1
2 )
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= ((−1)β2+12tmβ21 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ3 + n− 1

$15 = nzα2dx− 2xβ1fβ31 dz = (n(−tm1 )α2 , ntnα2
2 · 2t2 − 2t2β12 · (t2m2 + tn2 )β3 · ntn−1

2 )

= ((−1)α2ntmα2
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + 1

$16 = nfα3
1 dx−2xβ1zβ2dz = (−2tβ11 ·(−tm1 )β2 ·(−mtm−1

1 ), n(t2m2 + tn2 )α3−2t2β12 · t
nβ2
2 ·ntn−1

2 )

= ((−1)β2+12tmβ2+m+β1−1
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + n+ 2β1 + 1.

Logo, todos os S2-processos mı́nimos entre dx e dz têm uma redução final nula módulo

(H,G).

• S1-processos mı́nimos entre dx e df2: $ = c1x
α1zα2fα3

2 dx+ c2x
β1zβ2fβ32 df2

$17 = 2mx2m−1dx−df2 = (2mt2m−1
1 −(2mt2m−1

1 −ntn−1
1 ), 2mt

2(2m−1)
2 ·2t2) = (ntn−1

1 , 4mt4m−1
2 )

$18 = 2mz2dx−xdf2 = (2m(−tm)2−t1·(2mt2m−1
1 −ntn−1

1 ), 2mt2n2 ·2t2) = (2mntn1 , 4mt
2n+1
2 )

$19 = 2mf2dx− xdf2 = (2m(t2m1 − tn1 )− t1 · (2mt2m−1
1 − ntn−1

1 ), 0) = ((n− 2m)tn1 , 0)

$20 = 2mz4dx− xf2df2 = (2m(−tm1 )4 − t1 · (t2m1 − tn1 ) · (2mt2m−1
1 − tn−1

1 ), 2mt4n2 · 2t2)

= ((2m+ 1)t2m+n
1 − t2n1 , 4mt4n+1

2 )

$21 = 2mf 2
2dx− xz2df2 = (2m(t2m1 − tn1 )2 − t1 · (−tm1 )2 · (2mt2m−1

1 − ntn−1
1 ), 0)

= ((n− 4m)t2m+n
1 + 2mt2n1 , 0)

$22 = 2mzf2dx+ xm+1df2 = (2m(−tm1 ) · (t2m1 − tn1 ) + tm+1
1 · (2mt2m−1

1 − ntn−1
1 ), 0)

= ((2m− n)tm+n
1 , 0)

$23 = 2mxm−1f2dx+ zdf2 = (2mtm−1
1 · (t2m1 − tn1 ) + (−tm1 ) · (2mt2m−1

1 − ntn−1
1 ), 0)

= ((n− 2m)tm+n−1
1 , 0)

$24 = 2mxm−1zdx+ df2 = (2mtm−1
1 · (−tm1 ) + (2mt2m−1

1 − ntn−1
1 ), 2mt

2(m−1)
2 · tn2 · 2t2)

= (−ntn−1
1 , 4mtn+2m−1

2 )

$25 = 2mf 2
2dx+ xm+1zdf2 = (2m(t2m1 − tn1 )2 + tm+1

1 · (−tm1 ) · (2mt2m−1
1 − ntn−1

1 ), 0)

= ((n− 4m)t2m+n
1 + 2mt2n1 , 0).

Observemos agora que

$17 → $′17 := $17 − 2xmdf1 = (ntn−1
1 , 4mt4m−1

2 − 2t2m2 · (2mt2m−1
2 + ntn−1

2 ))

= (ntn−1
1 ,−2ntn+2m−1

2 ).

Logo, todos os S1-processos mı́nimos entre dx e df2 têm uma redução final nula módulo

(H,G).

• S2-processos mı́nimos entre dx e df1: $ = c1x
α1zα2fα3

1 dx+ c2x
β1zβ2fβ31 df1

$26 = mxm−1dx− df1 = −dz
$27 = mz2dx− xn+1−mdf1 = (m(−tm1 )2,mt2n2 · 2t2 − t

2(n+1−m)
2 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= (mt2m1 ,−nt3n−2m+1
2 )

$28 = mf1dx− xdf1 = ω1
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$29 = mz2f1dx− xn+1df1 = (0,mt2n2 · (t2m2 + tn2 ) · 2t2 − t2(n+1)
2 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= (0, (2m− n)t3n+1
2 ).

Nos próximos S2-processos os expoentes indicados são todos não nulos (quando o

S2-processo de fato existir).

$30 = mzα2dx− fβ31 df1 = (m(−tm1 )α2 ,mtnα2
2 · 2t2 − (t2m2 + tn2 )β3 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= ((−1)α2mtmα2
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + 1

$31 = mfα3
1 dx− zβ2df1 = (0,m(t2m2 + tn2 )α3 · 2t2 − tnβ22 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + 2m− 1

$32 = mzα2dx−xβ1fβ31 df1 = (m(−tm1 )α2 ,mtnα2
2 ·2t2− t2β12 ·(t2m2 + tn2 )β3 ·(2mt2m−1

2 +ntn−1
2 ))

= ((−1)α2mtmα2
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + 1

$33 = mfα3
1 dx− xβ1zβ2df1 = (0,m(t2m2 + tn2 )α3 · 2t2 − t2β12 · tnβ22 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + 2m+ 2β1 − 1

$34 = mxα1fα3
1 dx− zβ2df1 = (0,mt2α1

2 · (t2m2 + tn2 )α3 · 2t2 − tnβ22 · (2mt2m−1
2 + ntn−1

2 ))

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + 2m− 1

$35 = mxα1zα2dx−fβ31 df1 = (mtα1
1 ·(−tm1 )α2 ,mt2α1

2 ·tnα2
2 ·2t2−(t2m2 +tn2 )β3 ·(2mt2m−1

2 +ntn−1
2 )

= ((−1)α2mtmα2+α1
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + 2α1 + 1.

Logo, todos os S2-processos mı́nimos entre dx e df1 têm uma redução final nula módulo

(H,G).

• S1-processos mı́nimos entre dx e ω2: $ = c1x
α1zα2fα3

2 dx+ c2x
β1zβ2fβ32 ω2

$36 = (2m− n)xmdx− ω2 = ((2m− n)tm1 − (2m− n)tm1 , (2m− n)t2m2 · 2t2)

= (0, 2(2m− n)t2m+1
2 )

$37 = (2m− n)zdx+ ω2 = ((2m− n)(−tm1 ) + (2m− n)tm1 , (2m− n)tn2 · 2t2)

= (0, 2(2m− n)tn+1
2 )

$38 = (2m−n)f2dx−xmω2 = ((2m−n)(t2m1 − tn1 )− tm1 · (2m−n)tm1 , 0) = ((n− 2m)tn1 , 0)

$39 = (2m−n)f2dx+zω2 = ((2m−n)(t2m1 −tn1 )+(−tm1 ) ·(2m−n)tm1 , 0) = ((n−2m)tn1 , 0).

Notemos agora que

$39 → $′39 := $39 − 2m−n
m

xdf1 = ((0, 2(2m− n)t2m+1
2 − 2m−n

m
t22 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= (0,− (2m−n)n
m

tn+1
2 ).

Logo, todos os S1-processos mı́nimos entre dx e ω2 têm uma redução final nula módulo

(H,G).

• S2-processos mı́nimos entre dx e ω1: $ = c1x
α1zα2fα3

1 dx+ c2x
β1zβ2fβ31 ω1

$40 = (2m− n)xndx− 2zω1 = ((2m− n)tn1 , (2m− n)t2n2 · 2t2 − 2tn2 · (2m− n)tn+1
2 )

= ((2m− n)tn1 , 0)
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$41 = (2m− n)zdx− 2ω1 = ((2m− n)(−tm), (2m− n)tn2 · 2t2 − 2(2m− n)tn+1
2 )

= ((n− 2m)tm1 , 0) = ω2

$42 = (2m− n)xmzdx− 2f1ω1

= ((2m− n)tm1 · (−tm1 ), (2m− n)t2m2 · tn2 · 2t2 − 2(t2m2 + tn2 ) · (2m− n)tn+1
2 )

= ((n− 2m)t2m1 ,−2(2m− n)t2n+1
2 )

$43 = (2m− n)zf1dx− xmω1 = (0, (2m− n)tn2 · (t2m2 + tn2 ) · 2t2 − t2m2 · (2m− n)tn+1
2 )

= (0, 2(2m− n)t2n+1
2 ).

Nos próximos S2-processos os expoentes indicados são todos não nulos (quando o

S2-processo de fato existir).

$44 = (2m− n)fα3
1 dx− 2zβ2ω1 = (0, (2m− n)(t2m2 + tn2 )α3 − 2tnβ22 · (2m− n)tn+1

2 )

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + n+ 1

$45 = (2m− n)fα3
1 dx− 2xβ1zβ2ω1 = (0, (2m− n)(t2m2 + tn2 )α3 − 2t2β12 · tnβ22 · (2m− n)tn+1

2 )

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + n+ 2β1 + 1

$46 = (2m− n)xα1fα3
1 dx− 2zβ2df1 = (0, (2m− n)tα1

1 · (t2m2 + tn2 )α3 − 2tnβ22 · (2m− n)tn+1
2 )

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + n+ 1.

Logo, todos os S2-processos mı́nimos entre dx e ω1 têm uma redução final nula módulo

(H,G).

• S1-processos mı́nimos entre dz e df2: $ = c1x
α1zα2fα3

2 dz + c2x
β1zβ2fβ32 df2

$47 = 2xmdz + df2 = (2tm1 · (−mtm−1
1 ) + (2mt2m−1

1 − ntn−1
1 ), 2t2m2 · ntn−1

2 )

= (−ntn−1
1 , 2ntn+2m−1

2 )

$48 = 2zdz−df2 = (2(−tm1 )·(−mtm−1
1 )−(2mt2m−1

1 −ntn−1
1 ), 2tn2 ·ntn−1

2 ) = (ntn−1
1 , 2nt2n−1

2 )

$49 = 2f2dz − zdf2 = (2(t2m1 − tn1 ) · (−mtm−1
1 )− (−tm1 ) · (2mt2m−1

1 − ntn−1
1 ), 0)

= ((2m− n)tm+n−1
1 , 0)

$50 = 2f2dz + xmdf2 = (2(t2m1 − tn1 ) · (−mtm−1
1 ) + (tm1 ) · (2mt2m−1

1 − ntn−1
1 ), 0)

= ((2m− n)tm+n−1
1 , 0).

Logo, todos os S1-processos mı́nimos entre dz e df2 têm uma redução final nula módulo

(H,G).

• S2-processos mı́nimos entre dz e df1: $ = c1x
α1zα2fα3

1 dz + c2x
β1zβ2fβ31 df1

$51 = 2mxmdz − nzdf1 = (2mtm1 · (−mtm−1
1 ), 2mt2m2 · ntn−1

2 − ntn2 · (2mt2km−1
2 + ntn−1

2 ))

= (−2m2t2m−1
1 ,−n2t2n−1

2 )

$52 = 2mzdz − nxn−mdf1

= (2m(−tm1 ) · (−mtm−1
1 ), 2mtn2 · ntn−1

2 − nt2(n−m)
2 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= (2m2t2m−1
1 ,−n2t3n−2m−1

2 )
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$53 = 2mf1dz − nzdf1 = (0, 2m(t2m2 + tn2 ) · ntn−1
2 − ntn2 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= (0, (2m− n)nt2n−1
2 ).

Nos próximos S2-processos os expoentes indicados são todos não nulos (quando o

S2-processo de fato existir).

$54 = 2mzα2dz − nfβ31 df1

= (2m(−tm1 )α2 · (−mtm−1
1 ), 2mtnα2

2 · ntn−1
2 − n(t2m2 + tn2 )β3 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= ((−1)α22m2tmα2+m−1
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + n− 1

$55 = 2mxα1zα2dz − nfβ31 df1

= (2mtα1
1 · (−tm1 )α2 · (−mtm−1

1 ), 2mt2α1
2 · tnα2

2 ·ntn−1
2 −n(t2m2 + tn2 )β3 · (2mt2m−1

2 +ntn−1
2 ))

= ((−1)α2+12m2tmα2+m+α1−1
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + n+ 2α1 − 1

$56 = 2mxα1fα3
1 dz−nzβ2df1 = (0, 2mt2α1

2 · (t2m2 + tn2 )α3 ·ntn−1
2 −ntnβ22 · (2mt2m−1

2 +ntn−1
2 ))

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + 2m− 1

$57 = 2mzα2dz − nxβ1fβ31 df1

= (2m(−tm1 )α2 · (−mtm−1
1 ), 2mtnα2

2 · ntn−1
2 − ntnβ12 · (t2m2 + tn2 )β3 · (2mt2m−1

2 + ntn−1
2 ))

= ((−1)α2+12m2tmα2+m−1
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + n− 1

$58 = 2mfα3
1 dz−nxβ1zβ2df1 = (0, 2m(t2m2 + tn2 )α3 ·ntn−1

2 −nt2β12 · t
nβ2
2 · (2mt2m−1

2 +ntn−1
2 ))

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + 2m+ 2β1 − 1.

Logo, todos os S2-processos mı́nimos entre dz e df1 têm uma redução final nula módulo

(H,G).

• S1-processos mı́nimos entre dz e ω2: $ = c1x
α1zα2fα3

2 dz + c2x
β1zβ2fβ32 ω2

$59 = (2m− n)xdz +mω2 = ((2m− n)t1 · (−mtm−1
1 ) +m(2m− n)tm1 , (2m− n)t22 · ntn−1

2 )

= (0, (2m− n)ntn+1
2 ) = nω1

$60 = (2m− n)zdz −mxm−1ω2

= ((2m− n)(−tm1 ) · (−mtm−1
1 )−mtm−1

1 · (2m− n)tm1 , (2m− n)tn2 · ntn−1
2 )

= (0, (2m− n)nt2n−1
2 )

$61 = (2m−n)f2dz+mx2m−1ω2 = ((2m−n)(t2m1 −tn2 )·(−mtm−1
1 )+mt2m−1

1 ·(2m−n)tm1 , 0)

= ((2m− n)mtm+n−1
1 , 0)

$62 = (2m− n)f2dz −mxm−1zω2

= ((2m− n)(t2m1 − tn2 ) · (−mtm−1
1 )−mtm−1

1 · (−tm1 ) · (2m− n)tm1 , 0)

= ((2m− n)mtm+n−1
1 , 0).

Logo, todos os S1-processos mı́nimos entre dz e ω2 têm uma redução final nula módulo

(H,G).

• S2-processos mı́nimos entre dz e ω1: $ = c1x
α1zα2fα3

1 dz + c2x
β1zβ2fβ31 ω1
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$63 = (2m− n)xdz − nω1 = ((2m− n)t1 · (−mtm1 ), (2m− n)t22 · ntn−1
2 − n(2m− n)tn+1

2 )

= ((n− 2m)mtm+1
1 , 0)

$64 = (2m− n)z2dz − nxn−1ω1

= ((2m− n)(−tm1 )2 · (−mtm−1
1 ), (2m− n)t2n2 · ntn−1

2 − nt2(n−1)
2 · (2m− n)tn+1

2 )

= ((n− 2m)mt3m−1
1 , 0)

$65 = (2m−n)f1dz−nxm−1ω1 = (0, (2m−n)(t2m2 + tn2 ) ·ntn−1
2 −nt2(m−1)

2 · (2m−n)tn+1
2 )

= (0, (2m− n)nt2n−1
2 ).

Nos próximos S2-processos os expoentes indicados são todos não nulos (quando o

S2-processo de fato existir).

$66 = (2m− n)zα2dz − nfβ31 ω1

= ((2m− n)(−tm1 )α2 · (−mtm−1
1 ), (2m− n)tnα2

2 · ntn−1
2 − n(t2m2 + tn2 )β3 · (2m− n)tn+1

2 )

= ((−1)α2+1(2m− n)mtmα2+m−1
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + n− 1

$67 = (2m− n)fα3
1 dz − nzβ2ω1 = (0, (2m− n)(t2m2 + tn2 )α3 · ntn−1

2 − ntnβ22 · (2m− n)tn+1
2 )

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + n+ 1

$68 = (2m− n)xα1zα2dz − nfβ31 ω1

= ((2m−n)tα1
1 ·(−tm1 )α2 ·(−mtm−1

1 ), (2m−n)t2α1
2 ·tnα2

2 ·ntn−1
2 −n(t2m2 +tn2 )β3 ·(2m−n)tn+1

2 )

= ((−1)α2+1(2m− n)mtmα2+m−1
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + n+ 2α1 − 1

$69 = (2m−n)xα1fα3
1 dz−nzβ2ω1 = (0, (2m−n)t2α1

2 ·(t2m2 +tn2 )α3 ·ntn−1
2 −ntnβ22 ·(2m−n)tn+1

2 )

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + n+ 1

$70 = (2m− n)zα2dz − nxβ1fβ31 ω1

= ((2m−n)(−tm1 )α2 ·(−mtm−1
1 ), (2m−n)tnα2

2 ·ntn−1
2 −nt2β12 ·(t2m2 +tn2 )β3 ·(2m−n)tn+1

2 )

= ((−1)α2+1(2m− n)mtmα2+m−1
1 , p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nα2 + n− 1

$71 = (2m−n)fα3
1 dz−nxβ1zβ2ω1 = (0, (2m−n)(t2m2 +tn2 )α3 ·ntn−1

2 −nt2β12 ·t
nβ2
2 ·(2m−n)tn+1

2 )

= (0, p(t2)), com ordt2(p(t2)) > nβ2 + n+ 2β1 + 1.

Logo, todos os S2-processos mı́nimos entre dz e ω1 têm uma redução final nula módulo

(H,G).

• S1-processos mı́nimos entre df2 e ω2: $ = c1x
α1yα2fα3

2 df2 + c2x
β1yβ2fβ32 ω2

Todos satisfazem ν($) ≥ (m + 1, n + 1). Logo, todos têm redução final nula módulo

(H,G).

• S2-processos mı́nimos entre df1 e ω1: $ = c1x
α1yα2fα3

1 df1 + c2x
β1yβ2fβ31 ω1

Todos satisfazem ν($) ≥ (m + 1, n + 1). Logo, todos têm redução final nula módulo

(H,G).
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Portanto, H é uma Base Standard para Ω
T . A minimalidade de H é devida às ordens

de seus elementos.

Curva Q =
〈
Y (Y 2 −Xn − 2X

n+2m−1
2 Y +Xn+2m−1)

〉
, 1 ≤ m ≤ n−3

2

Uma Base Standard mı́nima para o anel local de Q é o conjunto G = {x, y, f2}, onde

f2 = y2 − xn − 2x
n+2m−1

2
y+xn+2m−1

.

Consideremos o conjunto H = {dx, dy, ω1, ω2}, onde

ω1 = nydx− 2xdy e ω2 = (−2m+ 1)x
n+2m−1

2 dx− ω1.

Como uma parametrização para Q é φ(t) = [(t1, 0), (t22, t
n
2 + tn+2m−1

2 )], temos

(x ◦ φ)(t) = (t1, t
2
2),

(y ◦ φ)(t) = (0, tn2 + tn+2m−1
2 ),

(f2 ◦ φ)(t) = (−tn1 + tn+2m−1
1 , 0),

(dx ◦ φ)(t) = (1, 2t2),

(dy ◦ φ)(t) = (0, ntn−1
2 + (n+ 2m− 1)tn+2m−2

2 ),

(ω1 ◦ φ)(t) = (0, (−4m+ 2)tn+2m
2 ),

(ω2 ◦ φ)(t) = ((−2m+ 1)t
n+2m−1

2
1 , 0).

Afirmação 1. Seja ω ∈ Ω
T . Se ν(ω) ≥

(
n+2m+1

2
, n+ 2m

)
, então ω admite redução módulo

(H,G). Em particular, ω tem uma redução final nula módulo (H,G).

De fato, seja λ = ν(ω) e escrevamos λ = (λ1, λ2) ∈ N2
, com λ1 ≥ n+2m+1

2
e λ2 ≥ n+2m.

Suponhamos que λ1 <∞. Como ν(ω2) =
(
n+2m+1

2
,∞
)
, considerando λ1 = n+2m+1

2
+ α1,

com 0 ≤ α1 <∞, temos

ν1(ω) = λ1 =
n+ 2m+ 1

2
+ α1 = ν1(xα1ω2) e ν2(ω) = λ2 ≤ ∞ = ν2(xα1ω2),

o que mostra que ω admite uma 1-redução módulo (H,G).

Suponhamos agora que λ2 < ∞. Uma vez que ν(ω1) = (∞, n + 2m + 1) e ν(dy) =

(∞, n), consideremos λ2 = n+ 2m+ α2, com 0 ≤ α2 <∞.

Se α2 é ı́mpar, temos α2 = 2l + 1, para algum l ≥ 0, e λ2 = n+ 2m+ 2l + 1. Assim,

ν1(ω) = λ1 ≤ ∞ = ν1(xlω1) e ν2(ω) = λ2 = n+ 2m+ 1 + 2l = ν2(xlω1).

Se α2 é par, temos α2 = 2l, para algum l ≥ 0, e λ2 = n+ 2m+ 2l. Assim,

ν1(ω) = λ1 ≤ ∞ = ν1(xm+ldy) e ν2(ω) = λ2 = n+ 2m+ 2l = ν2(xm+ldy),
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o que mostra que ω admite uma 2-redução módulo (H,G).

Afirmação 2. O conjunto H é uma Base Standard mı́nima para Ω
T .

Vamos mostrar que todos os S1-processos e S2-processos mı́nimos entre dois elementos

de H sobre G têm redução final nula módulo (H,G).

• S1-processos mı́nimos entre dx e ω2: $ = c1x
α1fα2

2 dx+ c2x
β1fβ22 ω2.

$1 = (2m− 1)x
n+2m−1

2 dx+ ω2 = −ω1

$2 = (2m−1)f2dx−x
n−2m+1

2 ω2 = ((2m−1)(−tn1 +tn+2m−1
1 )−t

n−2m+1
2

1 ·(−2m+1)t
n+2m−1

2
1 , 0)

= ((2m− 1)tn+2m−1
1 , 0).

Notemos que devido à Afirmação 1 o S1-processo $2 tem redução final nula módulo

(H,G).

• S2-processos mı́nimos entre dx e dy: $ = c1x
α1yα2dx+ c2x

β1yβ2dy.

$3 = nxn−1dx− 2ydy

= (ntn−1
1 , nt

2(n−1)
2 · 2t2 − 2(tn2 + tn+2m−1

2 ) · (ntn−1
2 + (n+ 2m− 1)tn+2m−2

2 ))

= (ntn−1
1 ,−2(2n+ 2m− 1)t2n+2m−2

2 − 2(n+ 2m− 1)t2n+4m−3
2 )

$4 = nydx− 2xdy = ω1.

Notemos que devido à Afirmação 1 o S2-processo $3 tem redução final nula módulo

(H,G).

• S2-processos mı́nimos entre dx e ω1: $ = c1x
α1yα2dx+ c2x

β1yβ2ω1.

$5 = (2m−1)x
n+2m−1

2 dx+ω1 = ((2m−1)t
n+2m−1

2
1 , (2m−1)tn+2m−1

2 ·2t2 +(−4m+2)tn+2m
2 )

= ((2m− 1)t
n+2m−1

2
1 , 0) = −ω2

$6 = (2m− 1)y2dx+ x
n−2m+1

2 ω1

= (0, (2m− 1)(tn2 + tn+2m−1
2 )2 · 2t2 + tn−2m+1

2 · (−4m+ 2)tn+2m
2 )

= (0, (8m− 4)t2n+2m
2 + (4m− 2)t2n+4m−1

2 ).

Notemos que devido à Afirmação 1 o S2-processo $6 tem redução final nula módulo

(H,G).

• S2-processos mı́nimos entre dy e ω1: $ = c1x
α1yα2dy + c2x

β1yβ2ω1.

Todos satisfazem ν($) ≥
(
n+2m+1

2
, n+ 2m

)
. Logo, todos têm redução final nula

módulo (H,G).

Portanto, H é uma Base Standard para Ω
T . A minimalidade de H é devida às ordens

de seus elementos.
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Curva Q =
〈
Y (Y −Xn)

(
Y −Xm

(
a+

∑n−1
j=1 ajX

j
))〉

, 1 < n < m e

a 6= 0

Uma Base Standard mı́nima para o anel local de Q é o conjunto G = {g1, g2, g3, g4}, onde

g1 = x, g2 = y, g3 = y − xn e g4 = y − xm
(
a+

∑n−1
j=1 ajx

j
)

.

Consideremos o conjunto H = {ω1, ω2, ..., ω7}, onde ωi = dgi, para i = 1, 2, 3, 4 e

ω5 = ng2ω1 − g1ω2,

ω6 = (n−m)g1ω2 −
(
m+

ma1

a(n−m)
g1 + ...

)
ω5,

ω7 = (n−m)g1ω4 −
(
1 + agm−n1 + ...

)
ω6.

Como uma parametrização paraQ é φ(t) =
[
(t1, 0), (t2, t

n
2 ) ,
(
t3, t

m
3

(
a+

∑n−1
j=1 ajt

j
3

))]
,

temos

g1(t) = (t1, t2, t3),

g2(t) =

(
0, tn2 , t

m
3

(
a+

n−1∑
j=1

ajt
j
3

))
,

g3(t) =

(
−tn1 , 0, tm3

(
a+

n−1∑
j=1

ajt
j
3

)
− tn3

)
,

g4(t) =

(
−tm1

(
a+

n−1∑
j=1

ajt
j
1

)
, tn2 − tm2

(
a+

n−1∑
j=1

ajt
j
2

)
, 0

)
,

ω1(t) = (1, 1, 1),

ω2(t) =

(
0, ntn−1

2 , tm−1
3

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
3

))
,

ω3(t) =

(
−ntn−1

1 , 0, tm−1
3

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
3

)
− ntn−1

3

)
,

ω4(t) =

(
−tm−1

1

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
1

)
, ntn−1

2 − tm−1
2

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
2

)
, 0

)
,

ω5(t) =

(
0, 0, tm3

(
a(n−m) +

n−1∑
j=1

(n−m− j)ajtj3

))
,

ω6(t) = (0, n(n−m)tn2 , 0),

ω7(t) =

(
−(n−m)tm3

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
3

)
, 0, 0

)
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Afirmação 1. Seja $ ∈ Ω
T \{0}. Se ν(ω) ≥ (m+1, n+1,m+1), então $ admite redução

módulo (H,G). Em particular, $ tem redução final nula módulo (H,G).

Com efeito, seja λ = ν($) e escrevamos λ = (λ1, λ2, λ3) ∈ N3\{∞}, com λ1, λ3 ≥ m+1

e λ2 ≥ n + 1. Suponhamos que λ1 < ∞. Como ν(ω7) = (m + 1,∞,∞), considerando

λ1 = m+ 1 + α1, com 0 ≤ α1 <∞, temos

ν1($) = λ1 = m+ 1 + α1 = ν1(gα1
1 ω7),

ν2($) = λ2 ≤ ∞ = ν2(gα1
1 ω7),

ν3($) = λ3 ≤ ∞ = ν3(gα1
1 ω7),

o que mostra que $ admite uma 1-redução módulo (H,G).

Analogamente mostra-se que se λk < ∞, então $ admite uma k-redução módulo

(H,G), para k = 2, 3.

Afirmação 2. H é uma Base Standard mı́nima para Ω
T .

Para provar essa afirmação, basta aplicar o Algoritmo 3 ao conjunto H. Notemos

inicialmente que devido à Afirmação 1 se $ é um Sk-processo de H sobre G tal que

ν($) ≥ (m+ 1, n+ 1,m+ 1), então $ tem redução final nula módulo (H,G).

Analisemos agora ν1($), ν2($) e ν3($), onde $ é um S1-processo de H sobre G.

• S1-processos entre ω1 e ω3: $ = c1g
α1
1 gα3

3 gα4
4 ω1 + c2g

β1
1 g

β3
3 g

β4
4 ω3

∗ ν1($)

Notemos que ν1($) > α1 + nα3 + mα4 + 1 = β1 + nβ3 + mβ4 + n. Assim, se α4 6= 0

ou β4 6= 0, então ν1($) > m. Se α4 = β4 = 0, então devemos ter

$1(t1) = (−1)β3ntα1
1 (−tn1 )α3 + (−1)α3tβ11 (−tn1 )β3(−ntn−1

1 ) = 0.

Portanto, sempre temos ν1($) > m.

∗ ν2($)

Notemos que ν2($) = ν2(gα1
1 gα3

3 gα4
4 ω1). Assim, se α3 6= 0, então ν2($) = ∞. Se

α3 = 0, então ν2($) = α1 + nα4 + 1. Deste modo, se α4 6= 0, então ν2($) ≥ n + 1.

Agora se α4 = 0, como α1 + nα3 +mα4 + 1 = β1 + nβ3 +mβ4 + n é a equação diofantina

associada a esse S1-processo, temos α1 ≥ n−1. Se α1 > n−1, então ν2($) > n. Portanto,

ν2($) < n+ 1 se, e somente se, α3 = α4 = 0 e α1 = n− 1.

∗ ν3($)

Notemos que ν3($) ≥ min{ν3(gα1
1 gα3

3 gα4
4 ω1), ν3(gβ11 g

β3
3 g

β4
4 ω3)}. Assim, se α4 6= 0 e

β4 6= 0, então ν3($) = ∞. Supondo que α4 = 0 e β4 6= 0, devido à equação diofantina,
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temos ν3($) = α1 + nα3 + 1 = β1 + nβ3 + mβ4 + n > m. Supondo que α4 6= 0 e β4 = 0,

devido à equação diofantina, temos ν3($) = β1 + nβ3 + n = α1 + nα3 + mα4 + 1 > m.

Supondo que α4 = β4 = 0, obtemos ν3($) ≥ α1 + nα3 + 1 = β1 + nβ3 + n (novamente

pela equação diofantina). Agora, como neste caso c1 = (−1)β3n e c2 = (−1)α3 , temos

$3(t3) = (−1)β3ntα1
3

(
tm3

(
a+

n∑
j=1

ajt
j
3

)
− tn3

)α3

+ (−1)α3tβ13

(
tm3

(
a+

n∑
j=1

ajt
j
3

)
− tn3

)β3(
tm−1
3

(
am+

n∑
j=1

(m+ j)ajt
j
3

)
− ntn−1

3

)
= (−1)α3+β3n(tα1+nα3

3 − tβ1+nβ3+n−1
3 ) + p(t3),

com ordt3(p(t3)) > α1 + nα3. Isto nos diz que $ também é um S3-processo entre ω1 e ω3.

Assim, se α3 6= 0 e β3 6= 0, então ν3($) ≥ min{α1+n(α3−1)+m+1, β1+nβ3+m} > m.

Se α3 = 0 e β3 6= 0, então ν3($) ≥ β1 + nβ3 + m > m. Se α3 6= 0 e β3 = 0, então, pela

equação diofantina, temos β1 ≥ 1. Logo, ν3($) ≥ min{α1+n(α3−1)+m+1, β1+m} > m.

Agora, se α3 = β3 = 0, temos α1 ≥ n − 1. Se α1 > n − 1, então β1 ≥ 1. Desta maneira,

ν3($) = β1 + m ≥ m + 1. Portanto, ν3($) < m + 1 se, e somente, se α3 = α4 = 0 e

α1 = n− 1.

Logo, o único S1-processo $ entre ω1 e ω3 que não satisfaz ν($) ≥ (m+1, n+1,m+1)

é $ = ngn−1
1 ω1 + ω3. Porém, observando que

$(t) =

(
ntn−1

1 − ntn−1
1 , ntn−1

2 , ntn−1
3 + tm−1

3

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
3

)
− ntn−1

3

)

=

(
0, ntn−1

2 , tm−1
3

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
3

))
= ω2(t),

conclúımos que todo S1-processo entre ω1 e ω3 tem redução final nula módulo (H,G).

• S1-processos entre ω1 e ω4: $ = c1g
α1
1 gα3

3 gα4
4 ω1 + c2g

β1
1 g

β3
3 g

β4
4 ω4

∗ ν1($)

Temos ν1($) > ν1(gβ11 g
β3
3 g

β4
4 ω4) ≥ ν1(ω4) = m.

∗ ν2($)

Notemos que ν2($) ≥ min{ν3(gα1
1 gα3

3 gα4
4 ω1), ν3(gβ11 g

β3
3 g

β4
4 ω4)}. Assim, se α3 6= 0 e

β3 6= 0, então ν2($) =∞. Supondo que α3 = 0 e β3 6= 0, temos ν2($) = α1 +nα4 + 1. Se

α4 6= 0, então ν2($) ≥ n+1. Se α4 = 0, como α1 +nα3 +mα4 +1 = β1 +nβ3 +mβ4 +m é a

equação diofantina associada a esse S1-processo, temos ν2($) = β1 +nβ3 +mβ4 +m > n.

112



Supondo que α3 6= 0 e β3 = 0, temos ν2($) = β1 + nβ4 + n. Se β1 6= 0 ou β4 6= 0, então

ν2($) > n. Se β1 = β4 = 0, pela equação diofantina obtemos α1 + nα3 +mα4 + 1 = m, o

que implica em α4 = 0. Assim, podemos ter ν2($) < n + 1 se β1 = β3 = β4 = α4 = 0 e

α3 6= 0. Supondo que α3 = β3 = 0, obtemos ν2($) ≥ min{α1 +nα4 + 1, β1 +nβ4 +n}. Se

o mı́nimo é α1 + nα4 + 1, então já sabemos que ν2($) > n. Se o mı́nimo é β1 + nβ4 + n,

então ν2($) = β1 +nβ4 +n e, analogamente ao que foi feito acima, vemos que podemos ter

ν2($) < n+ 1 se β1 = β3 = β4 = α3 = α4 = 0. Portanto, os únicos S1-processos entre ω1

e ω4 que podem não satisfazer ν2($) ≥ n+ 1 são da forma $ = amgα1
1 gα3

3 ω1 + (−1)α3ω4.

∗ ν3($)

Notemos que ν3($) = ν3(gα1
1 gα3

3 gα4
4 ω1). Assim, se α4 6= 0, então ν3($) = ∞. Se

α4 = 0, então ν3($) = α1 + nα3 + 1 = β1 + nβ3 +mβ4 +m, pela equação diofantina. Se

β1 6= 0 ou β3 6= 0 ou β4 6= 0, então ν3($) > m. Portanto, ν3($) < m+ 1 se, e somente se,

β1 = β3 = β4 = α4 = 0.

Pela análise feita acima, os únicos S1-processos entre ω1 e ω4 que podem não satisfazer

ν2($) ≥ (m+1, n+1,m+1) são da forma$ = amgα1
1 gα3

3 ω1+(−1)α3ω4. Porém, observando

que para α3 6= 0

$1(t1) = amtα1
1 (−tn1 )α3 + (−1)α3

(
−tm−1

1

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
1

))
,

$2(t2) = (−1)α3

(
ntn−1

2 − tm−1
2

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
2

))
,

$3(t3) = amtα1
3

(
tm3

(
a+

n−1∑
j=1

ajt
j
3

)
− tn3

)α3

,

vemos que ν($) = (m+ k, n,m), com k ≥ 1. Mais ainda, como

$2(t2) = (−1)α3ntn−1
2 + ...,

$3(t3) = (−1)α3amtα1+nα3
3 + ... = (−1)α3amtm−1

3 + ...,

$ tem a seguinte redução módulo (H,G):

η := $ − (−1)α3ω2.

Para α3 = 0, temos

$2(t2) = amtα1
2 + ntn−1

2 + ... = ntn−1
2 + amtm−1

2 ...,

$3(t3) = amtα1
3 + ... = amtm−1

3 + ....
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Logo, $ tem a seguinte redução módulo (H,G):

η := $ − ω2.

Em ambos os casos, ν(η) ≥ (m+ 1, n+ 1,m+ 1), ou seja, $ admite uma redução final

nula módulo (H,G).

Pela análise feita acima, conclúımos que todo S1-processo entre ω1 e ω4 tem redução

final nula módulo (H,G).

• S1-processos entre ω1 e ω7: $ = c1g
α1
1 gα3

3 gα4
4 ω1 + c2g

β1
1 g

β3
3 g

β4
4 ω7

∗ ν1($)

Temos ν1($) > ν1(gβ11 g
β3
3 g

β4
4 ω7) ≥ ν1(ω7) = m+ 1.

∗ ν2($)

Notemos que ν2($) = ν2(gα1
1 gα3

3 gα4
4 ω1). Assim, se α3 6= 0, então ν2($) = ∞. Se

α3 = 0, então ν2($) = α1 + nα4 + 1. Deste modo, se α4 6= 0, então ν2($) ≥ n+ 1. Agora

se α4 = 0, como α1 + nα3 + mα4 + 1 = β1 + nβ3 + mβ4 + m + 1 é a equação diofantina

associada a esse S1-processo, temos ν2($) = α1 + 1 = β1 + nβ3 + mβ4 + m + 1 > n + 1.

Portanto, sempre temos ν2($) ≥ n+ 1.

∗ ν3($)

Notemos que ν3($) = ν3(gα1
1 gα3

3 gα4
4 ω1). Assim, se α4 6= 0, então ν2($) = ∞. Se

α4 = 0, então ν3($) = α1 +nα3 + 1 = β1 +nβ3 +mβ4 +m+ 1 ≥ m+ 1 (devido à equação

diofantina novamente). Portanto, sempre temos ν3($) ≥ m+ 1.

Pelo que observamos acima, conclúımos que todo S1-processo entre ω1 e ω7 tem redução

final nula módulo (H,G).

• S1-processos entre ω3 e ω4: $ = c1g
α1
1 gα3

3 gα4
4 ω3 + c2g

β1
1 g

β3
3 g

β4
4 ω4

∗ ν1($)

Temos ν1($) > ν1(gβ11 g
β3
3 g

β4
4 ω4) ≥ ν1(ω4) = m.

∗ ν2($)

Notemos que ν2($) = ν2(gβ11 g
β3
3 g

β4
4 ω4). Assim, se β3 6= 0, então ν2($) = ∞. Se

β3 = 0, temos ν3($) = β1 +nβ4 +n. Se β1 6= 0 ou β4 6= 0, então ν2($) ≥ n+ 1. Portanto,

ν2($) < n+ 1 se, e somente se, β1 = β3 = β4 = 0.

∗ ν3($)

Notemos que ν3($) = ν3(gα1
1 gα3

3 gα4
4 ω3). Assim, se α4 6= 0, então ν3($) = ∞. Se

α4 = 0, como α1 +nα3 +mα4 +n = β1 +nβ3 +mβ4 +m é a equação diofantina associada

a esse S1-processo, obtemos ν3($) = α1 + nα3 + n = β1 + nβ3 + mβ4 + m. Se β1 6= 0
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ou β3 6= 0 ou β4 6= 0, então ν3($) ≥ m + 1. Portanto, ν3($) < m + 1 se, e somente se,

β1 = β3 = β4 = 0.

Agora, devido à equação diofantina, se β1 = β3 = β4 = 0, devemos ter α4 = 0 e

α1 + nα3 + n = m. Logo, os únicos S1-processos $ entre ω3 e ω4 que não satisfazem

ν($) ≥ (m + 1, n + 1,m + 1) são da forma $ = amgα1
1 gα3

3 ω3 − (−1)α3nω4. Porém,

observando que

$1(t1) = amtα1
1 (−tn1 )α3(−ntn−1

1 )− (−1)α3n

(
−tm−1

1

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
1

))
,

$2(t2) = −(−1)α3n

(
ntn−1

2 − tm−1
2

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
2

))
,

$3(t3) = amtα1
3

(
tm3

(
a+

n−1∑
j=1

ajt
j
3

)
− tn3

)α3
(
tm−1
3

(
am+

n−1∑
j=1

(m+ j)ajt
j
3

)
− ntn−1

3

)
,

vemos que ν($) = (m+ k, n,m), com k ≥ 1. Mais ainda, como

$2(t2) = (−1)α3+1n(ntn−1
2 + ...),

$3(t3) = (−1)α3+1n(amtα1+nα3+n−1
3 + ...) = (−1)α3+1n(amtm−1

3 + ...),

$ tem a seguinte redução módulo (H,G):

η := $ − (−1)α3+1nω2.

Logo, ν(η) ≥ (m+ 1, n+ 1,m+ 1), ou seja, $ admite uma redução final nula módulo

(H,G).

Pela análise feita acima, conclúımos que todo S1-processo entre ω3 e ω4 tem redução

final nula módulo (H,G).

• S1-processos entre ω3 e ω7: $ = c1g
α1
1 gα3

3 gα4
4 ω3 + c2g

β1
1 g

β3
3 g

β4
4 ω7

∗ ν1($)

Temos ν1($) > ν1(gβ11 g
β3
3 g

β4
4 ω7) ≥ ν1(ω7) = m+ 1.

∗ ν2($)

Temos ν2($) =∞.

∗ ν3($)

Notemos que ν3($) = ν3(gα1
1 gα3

3 gα4
4 ω3). Assim, se α4 6= 0, então ν3($) = ∞. Se

α4 = 0, como α1+nα3+mα4+n = β1+nβ3+mβ4+m+1 é a equação diofantina associada

a esse S1-processo, obtemos ν3($) = α1 + nα3 + n = β1 + nβ3 + mβ4 + m + 1 ≥ m + 1.

Portanto, sempre temos ν3($) ≥ m+ 1.
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Pelo que observamos acima, conclúımos que todo S1-processo entre ω3 e ω7 tem redução

final nula módulo (H,G).

• S1-processos entre ω4 e ω7: $ = c1g
α1
1 gα3

3 gα4
4 ω4 + c2g

β1
1 g

β3
3 g

β4
4 ω7

∗ ν1($)

Temos ν1($) > ν1(gβ11 g
β3
3 g

β4
4 ω7) ≥ ν1(ω7) = m+ 1.

∗ ν2($)

Notemos que ν2($) = ν2(gα1
1 gα3

3 gα4
4 ω4). Assim, se α3 6= 0, então ν2($) = ∞. Se

α3 = 0, temos ν3($) = α1 + nα4 + n. Se α1 6= 0 ou α4 6= 0, então ν2($) ≥ n+ 1. Agora,

como α1 + nα3 + mα4 + m = β1 + nβ3 + mβ4 + m + 1 é a equação diofantina associada

a esse S1-processo, devemos ter α1 6= 0 ou α3 6= 0 ou α4 6= 0. Portanto, sempre temos

ν3($) ≥ m+ 1.

∗ ν3($)

Temos ν3($) =∞.

Pelo que observamos acima, conclúımos que todo S1-processo entre ω4 e ω7 tem redução

final nula módulo (H,G).

Portanto, todo S1-processo de H sobre G tem redução final nula módulo (H,G).

Analogamente, podemos mostrar que todo S2-processo e todo S3-processo de H sobre

G têm redução final nula módulo (H,G). Isso nos permite concluir que H é uma Base

Standard para Ω
T . A minimalidade de H é devida à ordem de seus elementos.

Deste modo, o conjunto das ordens de diferenciais Λ de Q é minimamente gerado pelo

conjunto

{(1, 1, 1), (∞, n,m), (n,∞, n), (m,n,∞), (∞,∞,m+ 1), (∞, n+ 1,∞), (m+ 1,∞,∞)}.

Afirmação 3. O condutor de Λ é κ = (m+ 1, n+ 1,m+ 1).

De fato, como o elemento

λ = (∞,∞,m+ 1 + λ3)⊕ (∞, n+ 1 + λ2,∞)⊕ (m+ 1 + λ1,∞,∞)

= (m+ 1 + λ1, n+ 1 + λ2,m+ 1 + λ3)

= (m+ 1, n+ 1,m+ 1) + (λ1, λ2, λ3)

é um elemento de Λ, para quaisquer λ1, λ2, λ3 ∈ N, já temos κ ≤ (m+ 1, n+ 1,m+ 1).

Também temos (m,n,m), (m + 1, n,m), (m,n + 1,m), (m,n,m + 1) ∈ Λ. Logo, é

suficiente mostrar que (m+ 1, n+ 1,m), (m+ 1, n,m+ 1), (m,n+ 1,m+ 1) 6∈ Λ.
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Suponhamos, por absurdo, que (m + 1, n + 1,m) ∈ Λ. Então existe ω ∈ Ω
T tal que

ν(ω) = (m + 1, n + 1,m). Notemos agora que a igualdade ν3(ω) = ν3(gα1
1 gα2

2 gα3
3 gα4

4 ωi)

apenas é posśıvel se i = 1, 2, 3 e α2 = α4 = 0. Assim, se i = 1, então m = ν3(ω) =

α1 + nα3 + 1. Mas como ν1(gα1
1 gα3

3 ω1) = α1 + nα3 + 1, temos ν1(gα1
1 gα3

3 ω1) = m < ν(ω).

Se i = 2, uma vez que ν3(ω2) = m, temos α1 = α3 = 0. Porém, ν2(ω2) = n < ν2(ω). Se

i = 3, então m = ν3(ω) = α1 + nα3 + n. Mas como ν1(gα1
1 gα3

3 ω3) = α1 + nα3 + n, temos

ν1(gα1
1 gα3

3 ω3) = m < ν(ω). Isso implica que ω não admite uma 3-redução módulo (H,G), o

que contradiz o fato de H ser uma Base Standard para Ω
T . Portanto, (m+1, n+1, n) 6∈ Λ.

De maneira análoga, mostramos que (m+ 1, n,m+ 1), (m,n+ 1,m+ 1) 6∈ Λ.

Curva Q =
〈
Y (Y −Xn)

(
Y −Xn

(
a+

∑n−1
j=k−1 ajX

j
))〉

, n > 1, 2 ≤
k ≤ n− 1 e a 6= 0, 1

Uma Base Standard mı́nima para o anel local de Q é o conjunto G = {g1, g2, g3, g4}, onde

g1 = x, g2 = y, g3 = y − xn e g4 = y − xn
(
a+

∑n−1
j=k−1 ajx

j
)

.

Consideremos o conjunto H = {ω1, ω2, ..., ω7}, onde ωi = dgi, para i = 1, 2, 3, 4 e

ω5 = ng2ω1 − g1ω2,

ω6 = (k − 1)ak−1g
k
1ω2 +

(
an− ankak

(k − 1)ak−1

g1 + ...

)
ω5,

ω7 = (k − 1)ak−1g
k
1ω4 +

(
(a− 1)− (n+ k − 1)ak−1

n
gk−1

1 + ...

)
ω6.

Como φ(t) =
[
(t1, 0), (t2, t

n
2 ) ,
(
t3, t

n
3

(
a+

∑n−1
j=k−1 ajt

j
3

))]
é uma parametrização para

Q, temos

g1(t) = (t1, t2, t3),

g2(t) =

(
0, tn2 , t

n
3

(
a+

n−1∑
j=k−1

ajt
j
3

))
,

g3(t) =

(
−tn1 , 0, tn3

(
(a− 1) +

n−1∑
j=k−1

ajt
j
3

))
,

g4(t) =

(
−tn1

(
a+

n−1∑
j=k−1

ajt
j
1

)
,−tn2

(
(a− 1) +

n−1∑
j=k−1

ajt
j
2

)
, 0

)
,

ω1(t) = (1, 1, 1),

ω2(t) =

(
0, ntn−1

2 , tn−1
3

(
an+

n−1∑
j=k−1

(n+ j)ajt
j
3

))
,
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ω3(t) =

(
−ntn−1

1 , 0, tn−1
3

(
(a− 1)n+

n∑
j=k−1

(n+ j)ajt
j
3

))
,

ω4(t) =

(
−tn−1

1

(
an+

n−1∑
j=k−1

(n+ j)ajt
j
1

)
,−tn−1

2

(
(a− 1)n+

n−1∑
j=k−1

(n+ j)ajt
j
2

)
, 0

)
,

ω5(t) =

(
0, 0,−tn3

n−1∑
j=k−1

jajt
j
3

)
,

ω6(t) = (0, (k − 1)nak−1t
n+k−1
2 , 0),

ω7(t) =

(
−(k − 1)ak−1t

n+k−1
3

(
an+

n−1∑
j=k−1

(k + j)ajt
j
3

)
, 0, 0

)
.

As Afirmações 1, 2 e 3 a seguir são análogas às afirmações feitas para a curva Q =〈
Y (Y −Xn)

(
Y −Xm

(
a+

∑n−1
j=1 ajX

j
))〉

, com 1 < n < m e a 6= 0, e têm demons-

trações também análogas às realizadas naquele caso.

Afirmação 1. Seja $ ∈ Ω
T \{0}. Se ν(ω) ≥ (n+k, n+k, n+k), então $ admite redução

módulo (H,G). Em particular, $ tem redução final nula módulo (H,G).

Afirmação 2. H é uma Base Standard mı́nima para Ω
T .

Afirmação 3. O condutor de Λ é κ = (n+ k, n+ k, n+ k).
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