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Resumo

Neste trabalho apresentamos um breve estudo sobre a Trigonometria. Iniciamos
com algumas defini¢oes e resultados sobre esse tema, como a Lei dos Senos e a Lei dos
Cossenos. Mostramos como a Trigonometria foi utilizada na antiguidade e apresenta-
mos algumas situacoes problemas que podem ser resolvidos utilizando a trigonometria.

Finalmente apresentamos aplicacoes em outras areas, como por exemplo em topografia.
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Abstract

In this work we present a brief study of trigonometry. We begin with some defini-
tions and results on this topic, as the Law of Sines and Law of cosines. We show how
trigonometry was used in antiquity and present some situations problems that can be
solved using trigonometry. Finally we present some applications in other areas, such as

in surveying.



Indice de Notacao

/@ Semirreta com origem em A passando por B.

fﬁ Reta determinada pelos pontos A e B.

AAB Arco de uma circunferéncia passando pelos pontos A e
B.

BAC Angulo com vértice em A e lados BA e CA.

BAC Medida do angulo BAC.

AB Medida do segmento AB.

C(O,r) Circunferéncia com centro O e raio 7.

AABC Triangulo ABC.

Z Angulo Zénital.

Dy Diferenca de nivel.

D; Distancia Inclinada.

Dy Distancia horizontal.

Dy Distancia vertical.

h; Altura do teodolito.

h Altura da baliza.
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Introducao

Este trabalho tem por objetivo principal apresentar ao leitor, principalmente ao aluno
de Ensino Médio, aplicacoes praticas da trigonometria. Para tanto, dividimos o trabalho
em quatro capitulos.

No capitulo 1, introduzimos alguns conceitos basicos de Geometria Euclidiana, al-
gumas notacoes que usamos no desenvolvimento do trabalho e também apresentamos
alguns resultados de Geometria Euclidiana que nos serao tteis nos capitulos seguintes.

No capitulo 2, falamos um pouco sobre a historia da trigonometria e o surgimento de
alguns termos da trigonometria. Demonstramos o Teorema de Pitagoras, apresentamos
os conceitos basicos de trigonometria no triangulo retangulo e na circunferéncia .

No capitulo 3, apresentamos a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos, com suas respectivas
demonstragoes.

No capitulo 4, abordamos algumas aplicagoes da trigonometria, algumas elementares,
outras nem tanto. Faremos uma breve abordagem da aplicacao da trigonometria na
antiguidade, onde foi usada para determinar o raio da terra, e as atuais, aplicacdo na

area de nivelamento topografico.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste primeiro capitulo vamos estabelecer alguns conceitos e resultados de Geometria
Euclidiana, que serao tteis para o desenvolvimento do trabalho. Em geral nao apresen-
tamos as demonstragoes destes resultados, porém o leitor podera encontréa-las em [5].

Esperamos que o leitor domine topicos bésicos da Geometria Euclidiana tais como:
segmento de retas, medidas de segmentos, semirretas, triangulos, congruéncia e seme-
lhanca de triangulos, circunferéncias, quadrados, etc.

Observamos que as notagoes aqui usadas sao as classicas e encontradas na maioria
dos livros relacionados a Geometria FEuclidiana. Caso o leitor tenha duavidas quanto a

isso, basta consultar o Indice de Notaciio no inicio desse trabalho.

1.1 Angulos

O principal "objeto"de estudo desse trabalho é o angulo. Para defini-lo, precisamos

do conceito de regiao convexa apresentado a seguir.

Definicao 1.1 Uma regiao R do plano € dita convexa se, para quaisquer dois pontos
A, B € R, tivermos o segmento AB contido em R. Caso contrdrio, diremos que R € uma

Tegia0 Nao CONVExa.



A definicao anterior diz que, para uma regiao R ser nao convexa basta que existam

pontos A, B € R tais que pelo menos um ponto do segmento AB nao pertenca a R.

UIN

Figura 1.1: Regido convexa (esq.) e regido nao convexa (dir.)

oy

Definicao 1.2 Dadas num plano duas semirretas OA e @, num mesmo plano, um
——

angulo (ou regiao angular) de vértice O e lados OA e O?, ¢ uma das duas regioes do

e
plano limitadas pelas semirretas OA e O?

Figura 1.2: Regiao angular no plano

- R =t

Um angulo pode ser convexo ou nao convexo. Denotamos um angulo de lados OA e
? o — . .

OB por AOB. O contexto deixara claro se estamos nos referindo ao angulo convexo ou
a0 Nao COnvexo.

Podemos associar a todo angulo uma medida da regiao do plano que ele ocupa. Para
isso, dividimos uma circunferéncia II, de centro O, em 360 arcos congruentes e conside-
ramos pontos A e B, extremos de um desses 360 arcos. Dizemos que a medida do angulo
_ o _

AOB é 1 grau, e denotamos por 1°. Para indicar que o Angulo AOB mede 1°, escrevemos
AOB = 1°(ver figura 1.3).
A definicao de grau dada acima apresenta uma certa inconsisténcia. Como pode-

mos garantir que ela nao depende da circunferéncia escolhida? De outro modo, como



Figura 1.3: AOB =1°

podemos saber se, dividindo outra circunferéncia Y, de centro O, em 360 partes iguais,
_— = . .

obtemos um angulo A’‘OB’ o qual podemos dizer também medir 1°? Para responder essa
pergunta, consideramos duas circunferéncia ¥ e II, de mesmo centro O, como os pontos

. . . - . =t
A, B € 1I (veja figura 1.4). Sejam A’ e B’ os pontos de intersec¢ao das semirreta OA
e Og com Y. Vamos assumir como axioma, que a fracdo de II que o arco menor AB
representa é igual a fracao de X, que o menor arco A'B’ representa. Portanto, se, na
definicao de grau, tivéssemos tomado uma circunferéncia > de raio diferente do raio de

I1, mas com mesmo centro O, teremos um mesmo angulo representando a medida de 1°.

Figura 1.4: Angulo

Pela definicao de grau, é 6bvio que uma circunferéncia corresponde a 360°. Por outro
lado, dado um angulo A/O\B, como podemos medi-lo? Para responder essa pergunta,

fazemos a seguinte construcao: tracamos uma circunferéncia qualquer II, de centro O,

— —
e marcamos os pontos A" e B’ em que II intersecta os lados OA e O? de AOB. Em

—~

seguida, vemos qual fracao do comprimento total de IT o arco A’B’ representa. A medida
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AOB do angulo AOB seré essa fracao de 360°. Por exemplo, se o comprimento do arco

— 1 —
A'B’ for 8 do comprimento total de II, entao a medida de AOB sera
A 1
AOB = 6.360O = 60°.

Observacao 1.3
1. Diremos que dois dngulos sao congruentes se suas medidas forem iguais.

1. Muitas vezes usamos, por economia de notacao, letras greqas minisculas para denotar

medidas de dngulos. Por exemplo, escrevemos AOB = 0 para dizer que a medida do

angulo AOB ¢ 6 graus.

1. De agora em diante, a notacao AOB denota tanto o angulo A/O\B, como sua medida.

O contexto deizard claro de qual estamos falando.

Observamos que todo diametro de uma cirunferéncia a divide em duas partes de
mesma medida. Assim, se tivermos um angulo AOB tal que O—1>4 e O@ sejam semirretas
opostas, entdo AOB = 180°. Tal angulo é chamado de dngulo raso.

Raras vezes utilizamos angulos maiores que 180°. Por isso, quando A e B coincidem,
digamos que o angulo AOB mede 0°. Tal angulo é chamado de dngulo nulo. Assim,
no que segue, quando escrevermos AOB estamos nos referindo, ao angulo AOB tal que
0° < AOB < 180°. Diremos que um angulo AOB ¢ agudo quando 0° < AOB < 90°,
reto quando AOB = 90° e obtuso quando 90° < AOB < 180°.

B
B
B
0<90° 0>90° 6=90
(6] A 0 A '

[0} A

Figura 1.5: Angulo agudo (esq.), angulo obtuso (central), angulo reto (dir.)

Dizemos que dois angulos sao complementares se a soma de suas medidas é 90°.

Nesse caso, dizemos que um angulo é o complemento do outro. Também diremos que



dois angulos sao suplementares se a soma de suas medidas ¢ 180°. Nesse caso, diremos
que um angulo é o suplemento do outro.
Assim como o0 metro tem submedidas, o grau também tem submedidas: o minuto e

o segundo. Um minuto, denotado por 1’, é definido como a sexagésima parte de 1°, isto

1
e, 1 = @.10 e um segundo, denotado por 1”7, é igual a sexagésima parte de 1’, isto é,
T
60

1.2 Triangulos e Circunferéncias

Lembramos que trés pontos nao colineares A, B e C, definem um tridngulo que
denotamos por AABC ou ABC.

Num triangulo ABC, os segmentos AB, AC' e BC sao os lados do triangulo, e deno-
tamos AB =c¢, AC =be BC =a.

Num triangulo ABC, os angulos convexos ABC, BAC ¢ ACB sao chamados internos.

Os angulos internos de um triangulo sao denotados da seguinte maneira: A= BAC,

B=ABCe(C = ACB.
Teorema 1.4 A soma das medidas dos dngulos internos de um tridingulo é 180°.

Os triangulos podem ser classificados de duas maneiras basicas: em relacao aos com-
primentos de seus lados ou em relagao as medidas de seus angulos. Quanto a medida dos
lados, temos:

Definicao 1.5 Um tridngulo ABC é denominado:
(a) Equildtero, se seus trés lados forem congruentes.
(b) Isdsceles, se ao menos dois de seus lados forem congruentes.

(¢) FEscaleno, se nao hd lados congruentes entre si.

Agora vamos a classificagao dos triangulos quanto aos seus angulos.



Definicao 1.6 Um tridngulo ABC é denominado:

(a) Acutdngulo, quando os trés dangulos internos sio menores que 90°, ou seja, os trés

angulos internos sao agudos.

(b) Obtusingulo, quando apresenta um dngulo interno maior que 90°, ou seja, que possui

um dngulo obtuso.

(¢) Retingulo, quando apresenta um dngulo interno reto, ou seja, que possui um dngulo

medindo 90°.

A seguir definimos trés elementos importantes de um triangulos.

Definicao 1.7 Seja ABC um tridngulo e D um ponto da reta %

(a) Se D for o ponto médio do segmento BC, AD é chamado de mediana do tridngulo
ABC relativa ao lado BC' (ou ao vértice A).

(b) Se D é um ponto tal que E divide o dngulo CAB em dois dngulos de mesma medida,

dizemos que AD € a bissetriz do dngulo A.

(¢c) Se D é um ponto, tal que fﬁ € perpendicular a reta %, dizemos que AD € a altura

do tridngulo relativa ao lado BC' (ou vértice A).

Teorema 1.8 Em um tridngulo equildtero, a bissetriz, a mediana e a altura relativa a

um mesmo dngulo coincidem.

Teorema 1.9 Os trés dngulos internos de um tridngulo iquildtero sao congruentes e cada

um mede 60°.

Definicao 1.10 Dizemos que dois tridngulos ABC e DEF sio semelhantes se existe uma

~ A A N

correspondéncia entre os vértices, tal que A= D, B=F,C=

>

e

AB BC (4
EF FG GE’

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de razao de

proporcionalidade entre os tridngulos.



Usaremos a notagao ABC' ~ DEF para indicar que os dois tridangulos sao semelhantes
e a correspondéncia entre os vértices é dada exatamente na ordem que eles aparecem.
Os proximos trés teoremas afirmam que nao é necessario todas as condicoes da defi-

nicao de semelhanca de triangulos, basta verificar algumas delas.

Teorema 1.11 (Casso AAA de semelhancga) Se em dois triangulos ABC e DEF tem-

se A=D, B=E,C=F, entio ABC ~ DEF.

Figura 1.6: Caso AAA de semelhanca

Teorema 1.12 (Caso LAL de semelhancga) Se dois triangulos ABC e DEF sao tais
que A=D e

&

I
=
Q\.

entao ABC ~ DEF.

m

Figura 1.7: Caso LAL de semelhanca



Teorema 1.13 (Caso LLL de semelhanga) Se em dois triangulos ABC e DEF tem-

Se

AB BC (A4
EF FG GE’

entao ABC ~ DEF.

Figura 1.8: Caso LLL de semelhanca

Definicao 1.14 Um tridngulo é congruente a outro se, e somente se, € possivel estabe-

lecer uma correspondéncia entre seus vértices de modo que:
1. Seus lados sao ordenadamente congruentes aos lados do outro e
2. Seus dngulos sao ordenadamente congruentes aos dngulos do outro.

H4 quatro teoremas que nos ajudam a decidir de maneira mais rapida se dois trian-

gulos sao conguentes.

Teorema 1.15 (Caso LLL) Se dois tridngulos ABC e A’B’C’ possuem AB = A'B/,
BC = B'C'", overlineAC = A'C", entdo os tridngulos ABC e A’B’C’ sio congruentes.

A A'

B C B'/‘j(HF

Figura 1.9: Caso LLL




Teorema 1.16 (Caso LAL) Se dois tridangulos ABC e A’B’C’ possuem AB = A'B/,
A=A ¢ AC = A'C", entio os tridgngulos ABC' e A'B'C" sio congruentes.

A A'
B /\J—F C B' /H\ C!

Figura 1.10: Caso LAL

~ ~

Teorema 1.17 (Caso ALA) Se dois triangulos ABC e A’B’C’ possuem B = B,
BC =B C", C =", entio triangulos ABC e A’B’C’ sio congruentes.

A T
B /4 3,4

Figura 1.11: Caso ALA

Teorema 1.18 (Caso LAA,) Se os tridngulos ABC e A’B°C’ possuem BC = B'C',
A= A" e B= B entio, os triagngulo ABC e A'B'C’ sio congruentes.

A A'
K K
B ' C B' C

Figura 1.12: Caso LAA,
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Dizemos que uma circunferéncia II e uma reta r sao tangentes, ou que a reta r é
tangente a circunferéncia I, se r e II tiverem exatamente um ponto P em comum. Nesse

caso, P é denominado o ponto de tangéncia de r e II.

Teorema 1.19 Uma reta € tangente a uma cincunferéncia se, e somente se, ela é per-

pendicular a reta determinado pelo ponto de tangéncia e pelo centro da circunferéncia.

Definicao 1.20 Um dngulo € dito inscrito numa circunferéncia se seu vértice é um ponto
da circunferéncia e seus lados interceptam a circunferéncia em dois pontos distintos do
vértice. O arco determinado pelos dois pontos e que ndo contém o wvértice do dngulo

mscrito, € dito arco subentendido pelo angulo ou que o dngulo subentende o arco.

Figura 1.13: Angulo inscrito

Teorema 1.21 Angulos inscritos numa circunferéncia € que subentendem o mesmo arco

a0 congruentes.

11



Teorema 1.22 Seja II uma circunferéncia de centro O e raio r e BAC um angulo
inscrito a II com vértice A. Entio a medida de BAC é a metade do angulo central
BOC. Em particular, um dngulo inscrito BAC que subentende um semicircunferéncia é

reto.

Figura 1.14: BAC = =.BOC

1
2

Definicao 1.23 Dizemos que uma circunferéncia estd inscrita em um poligono se to-

dos o0s lados do poligono sao tangentes a circunferéncia. Neste caso, o poligono € dito

circunscrito a circunferéncia.

Definicao 1.24 Dizemos que uma circunferéncia esta circunscrita a um poligono se a
circunferéncia intercepta todos os vértices do poligono. Neste caso, o poligono € dito

inscrito a circunferéncia.

Teorema 1.25 Um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia possui dngulos opostos

suplementares.

Teorema 1.26 As diagonais de um quadrado sao bissetrizes dos dngulos internos e per-

pendiculares entre si.
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Capitulo 2

Conceitos Basicos de Trigonometria

Nesse capitulo serd abordado um pouco da histéria da trigonometria, descrevendo
alguns fatos histéricos na busca de justificativas para a existéncia dessa ferramenta ma-
tematica tao utilizada por outras ciéncias e areas do conhecimento humano. Além disso,
apresentamos o Teorema de Pitagoras, as razoes trigonométricas e a relacao trigonomé-

trica fundamental.

2.1 Um Breve Histoérico da Trigonometria

A trigonometria tem sua origem incerta, entretanto, pode-se dizer que o inicio do seu
desenvolvimento se deu principalmente devido aos problemas gerados pela astronomia,
agrimensura e navegacao. Estima-se que isso tenha ocorrido entre o século IV e V a.C.,
no Egito e na Babilonia, onde foram encontrados problemas envolvendo a cotangente,
no Papiro Rhind, e também uma tabua de secantes na tabula cuneiforme babilonica, a
Plimpton 322.

Uma certa quantidade de papiros egipcios que resistiram com o passar dos anos,
foram encontrados com mais de 3000 anos de idade. O maior deles, contendo contetdos
matematicos tem cerca de 0,30m de altura e 5m de comprimento, e atualmente se encontra

no "British Museum". Tal papiro foi comprado em 1858 numa cidade a beira do Nilo, por

13



um antiquério escocés, Henry Rhind, que lhe emprestou o nome. As vezes, é chamado de
Papiro de Ahmes em honra ao escriba que o copiou por volta de 1650 a.C. O escriba conta
que o material provém de um protétipo do Reino do Meio, de cerca de 2000 a 1800 a.C.,
e é possivel que parte desse conhecimento tenha provindo de Imhotep, o quase lendario
arquiteto e médico do Farad Zoser, que superintendeu a construcao de sua piramide ha
cerca de 5000 anos.

A palavra trigonometria vem do grego "trigonon”, que significa triangulo, e "metron”,
que significa medida , ou seja, medida das partes de um triangulo. Nao se sabe ao certo
se o conceito da medida de angulo surgiu com os gregos ou se eles, por contato com a
civilizacao babilénica, adotaram as fracoes sexagesimais, um sistema de numeracao de
base 60, criado pela antiga civilizagdo Suméria. Porém, os gregos fizeram um estudo
sistematico das relagoes entre angulos ou arcos numa circunferéncia e os comprimentos
de suas cordas.

O astronomo Hiparco de Nicéia, por volta de 180 a 125 a.C., ganhou o direito de
ser chamado "o pai da Trigonometria", por ter feito um tratado em doze livros no qual
trata da construcao na primeira tabela trigonométrica por volta na segunda metade do
século IT a.C. Na época, a trigonometria baseava-se no estudo da relagcao entre um arco
arbitrario de uma circunférencia e sua corda. Hiparco escreve a respeito do calculo de
comprimentos das cordas através de uma relacao chamada seno de um angulo ou seno de
um arco. Apesar da corda de um arco nao ser o seno, uma vez conhecido o valor do seu
comprimento, pode-se calcular o seno da metade do arco, pois a metade do comprimento
da corda dividido pelo comprimento do raio do circulo é justamente esse valor. Em
particular, para uma circunferéncia de raio unitario, o comprimento da corda subtendida

0

por um angulo 0 é 2.sen(3).

0 .
Na figura a seguir, a medida do segmento AB é 2.sen(§), onde 0 é o angulo AOB.

14



Figura 2.1: comprimento da corda

O conceito de cosseno de um angulo surgiu somente no século XVII, como sendo o
seno do complemento de um angulo. Os conceitos de seno e cosseno foram originados
pelos problemas relativos a Astronomia, enquanto que o conceito de tangente, ao que
parece, surgiu da necessidade de calcular alturas e distancias.

Ptolomeu usando as ideias de Hiparco, dividiu a circunferéncia em 360 partes e o
diametro em 120 partes, usando % como aproximacao para o numero 7. Ainda sem
mencionar os termos seno e cosseno, mas das cordas, utilizou o que pode ser considerado
a primeira relagio fundamental sen(6)? + cos(f)? = 1, sendo 6 o angulo formado pelo
centro da circunferéncia e da extremidades da corda.

Também construiu uma tabela de cordas de uma circunferéncia, para angulos que
variam de meio em meio grau, entre 0° e 180°, calculou comprimentos de cordas, a partir
de poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 e 10 lados inscritos em uma circunferéncia. Isso
lhe possibilitou encontrar a corda subtendida por angulos de 36°, 60°, 72°, 90° e 120°.
Mais tarde surgiu uma nova unidade de medida para os angulos, o radiano, denominado

radian, por necessidade de se utilizar uma expressao para angulo em termos de 7, que

primeiramente foi chamada m-medida, circular ou medida arcual.

2.2 O Teorema de Pitagoras

A seguir vamos ver um importante teorema enunciado pela primeira vez pelo fildsofo

e matematico grego Pitagoras, mas conhecido pelos babilonios, que serd muito utilizado
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nos conceitos que envolvem as relagoes trigonométricas. Este teorema estabelece uma

forte relacao entre os quadrados dos comprimentos dos lados de um tridngulo retangulo.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Pitagoras) FEm qualquer tridngulo retingulo, o quadrado

do comprimento da hipotenusa € igual & soma dos quadrados dos comprimentos dos ca-

tetos.

Demonstracao: Consideramos um triangulo retangulo ABC, reto em A, tal que os
lados AC e AB medem b e ¢, respectivamente, e a hipotenusa BC mede a.

B

>
=2
@

Agora consideramos dois quadrados, DEFG e D’E’F’G’, ambos com lados medindo
b+ c. Sobre os lados DE, EF, FG e GD consideramos, respectivamente, os pontos H, I,
J e K, tais que:

DH=FEI=FJ]=GK =b
HE=IF=JG=KD=c

D b H © E

e

Afirmacao: O quadrildtero HIJK é um quadrado de lado medindo a.

De fato, os triangulos DHK e HEI sao retangulos e congruéntes ao triangulo ABC.

Assim temos:
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KH =HI =a,
DHK = EIH
DKH = EHI

Além disso, pelo Teorema 1.4, temos que

DKH + DHK = 90°
EHI + EIH = 90°.

Disso e d DHK + KHI + EHI = 180° seque que K HI = 90°.
Analogamente, HIJ = JKH = IJK = 90° e IJ = KH = a. Portanto HIJK ¢ um
quadrado de lado medindo a.

Note que, por construcao, a area do quadrado DEFG é igual a soma das areas do

quadrado HIJK e dos triangulos DHK, HEI, IFG e JGK. Portanto,

b
(b+c)? =a*+ 4.50 =a*+2b.c (2.1)

Consideramos agora o quadrado D’E’F’G’ de lado b + ¢ e sobre os lados D’E’, E’F’,

F’G’ e G’D’ consideramos, respectivamente, os pontos H,I’,J” e K’, tais que:

DH =ET =GJ =DK =c¢
HE =TF =JF =K'G =b.

Seja L’ o ponto de interseccao de H’J’ e 'K’ formando assim quatro quadrilateros:

HETL, JGKL, DHLK e LTFJ. E facil ver que HETL’ e J’G'K'L’ sdo retangulos
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de lados b e ¢ e os quadrilateros D’H'I’K’ e L'T'F’J, sao ambos quadrados de lados ¢ e
b, respectivamente.
Potanto por construcao, a area do quadrado D’E’F’G’ é igual a soma das areas dos

quadrados D’H’TK’ e L'T'F’J e dos retangulos H'E'T'L” e JJG’K'L’. Logo,

(b+c)=b*+cb+cb+c® =0+ +2.cb. (2.2)
Logo, por (2.1) e (2.2) temos,
a? 4 2.b.c=b0*+c* +2.bc

a®> = b + 2.

Exemplo 2.1 Uma escada de 12 metros de comprimento estd apoiada sob um muro que
€ perpendicular ao solo. A base da escada estd distante do muro cerca de 8 metros.

Determine a altura do muro.

Resolucao: Como temos um triangulo retangulo com a escada e o solo. Chamando a

altura do muro de x e usando o Teorema de Pitagoras, temos,

122 = 82 + 22,
144 = 64 + 22,
144 — 64 = 22

r = +/80
r = 8,94m.

Logo, o muro tem aproximadamente 8, 94metros.
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2.3 Razoes Trigonométricas

Nesta secao definimos os conceitos de seno, cosseno e tangente de um angulo « tal
que 0° < a < 180°.

Consideramos um angulo o = AOB tal que 0° < a < 180°. Sobre o lado OA,
consideramos um ponto P, distinto do vértice O. Denotamos por Q o pé da perpendicular

ao lado OB baixado por P.

Definicao 2.2 Chamamos de seno de «, e denotamos por sen «, o quociente

SEN v =

S

oQ

Definicao 2.3 Se 0° < a < 90°, chamamos de cosseno de o o quociente 57 e se

90° < a < 180° chamamos de cosseno de o o quociente 5 O cosseno de a €

denotado por cos a.

Observacao 2.4 As definicoes de seno e cosseno dadas acima, independem da escolha
do ponto P. De fato, escolha outro ponto P’ sobre o lado OA, diferente de O e P, e seja
Q’ o pé da perpendicular baixada por P’ sobre o lado OB. Como os tridangulos OPQ e

OP’Q’ sao semelhantes, temos que:
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~
Q
S

=sena(se0° < a < 180°)

0Q _ 2 =cosa (se 0’ < a <907)
OP 0P
e
o9 = —2 = cos a (s 90° < a < 180°).
OP' OP

Ainda definimos:

sen (0° = sen 180° = 0

cos(0° = 1 e cos180° = —1.

Com a notacao anterior, note que se o = AOB = 90°, entao o ponto Q coincide
com o ponto O. Portanto,

Além disso,

Finalmente temos:

Definicao 2.5 Chamamos de tangente de o = AOB, e denotamos por tana, o quociente

desde que o # 90°.

Note que a tan 90° nao esta definida, pois cos 90° = 0.

O proximo teorema nos permite calcular o seno e o cosseno de alguns angulos a partir
do seu suplemento.
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Teorema 2.3.1 Para todo o, tal que 0° < o < 180°, temos que:
(1) sen(180° — a) = sena.

(ii) cos(180° — o) = —cosa.

Demonstracao: Quando « for igual a 0°, 90° e 180° o teorema é facilmente verificado
por substituicao direta. Agora consideramos os pontos C e C’ em uma semicircunferéncia
de diametro AB e centro O, de tal forma que COA = a e C’OA = 180° — a. Sejam D e
D’ os pés das perpendiculares baixadas por C e C’, respectivamente, a reta determinada

por A e B.

Figura 2.2: Teorema 2.3.1

pelo caso LAA,, os triangulos OC'D e OC’ D' sao congruentes, e portanto, os angulos

OCD e OC'D’ sao congruentes e

CD=CD"e DO = D'O.

Por definicao,

sen(180° — a) = D' C:D = sena
c'o  CO
e
D'O DO
1 0 —_ pum— = - .
|cos(180° — )| o= o |cos a

Como « # 90°, entdo ou « ou (180° — ) é obtuso. Logo cosa e cos(180° — ) tem

sinais opostos. Portanto,

cos(180° — o) = —cosa.
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2.4 A Relacao Trigonométrica Fundamental

Consideramos uma circunferéncia de centro O e raio 1. Tracemos uma reta zr que
passa pelo ponto O e intercepta a circunferéncia em dois pontos A e A’. Finalmente
tracemos uma reta y que passa por O e é perpendicular a reta z. Esta reta intercepta a

circunferéncia em dois pontos B e B’(ver a figura abaixo):

Y |B

Figura 2.3:

Consideramos agora um ponto C sobre o arco AB diferente de A e B. Tracemos por
C uma reta que intercepta perpendicularmente a reta z no ponto D. Seja COA = 0.
Temos que 0 < 6 < 90°.

Pelo Teorema de Pitagoras, no triangulo ODC temos

OD’+DC” =0C" (2.3)

Podemos ainda enumerar as seguintes relagoes:

OD = cosf (2.4)

DC = senf (2.5)
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oC =1 (2.6)
Fazendo as substituigoes de (2.4), (2.5) e (2.6) na relagao (2.3), obtemos:

sen(0)? + cos(9)* = 1.

—~

Agora consideramos um ponto C’ sobre o arco A’B diferente de A’ e B. Tracemos por
C’ uma reta que intercepta perpendicularmente a reta z no ponto D’. Seja AOC’ = 6.

Temos 90° < 6 < 180°.

oJm
»

Figura 2.4:

No triangulo OC"D’ temos a seguinte relagao:

2

OD” +D'C" = 0C". (2.7)

Como C'OD’ = (180 — 0), segue do Teorema 2.3.1 que,

OD' = cos(180° — ) = —cos 0 (2.8)
e
D'C" = sen(180 — 0) = sen 6. (2.9)
Além disso,
00" =1 (2.10)

Fazendo as substituigoes de (2.8), (2.9) e (2.10) na relagao (2.7), obtemos:
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sen(0)? 4+ (—cos(h))* =1
sen(0)? + cos(0)? =1

Logo, se 0° < 6 < 90° ou 90° < 6 < 180° entao sen(f)* + cos(6)? = 1. Por simples

verificacao, obtemos que esta relacao é valida também para 0 = 0°, § = 90° e 6 = 180°.
3
Exemplo 2.6 Sendo senf = R e 90° < 0 < 180°, calcule cos@.

Resolugao: Da relacao fundamental da Trigonometria, senf? + cosf? = 1, substituindo

o valor de sen 6,

3
=)2 4 cosb? =1,
&)

i 2 -1
(25)+0039 :
9

02=1—-—
cos R

16
25
4

0=+—.
cos F

cosl = +

4
Como 90° < 0 < 180°, o valor cosf) = ~E
1
Exemplo 2.7 Calcule o valor de sen @, sabendo que cos = = e que 0° < 6 < 180°.

Resolucao: Da relacao fundamental da Trigonometria, senf? + cos? = 1, substituindo

1
cosf = = temos

Como 0° < 0 < 180°, senf =

)
cn%
=
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2.5 Seno, Cosseno e Tangente de 30°, 45° e 60°

Vamos determinar o seno, cosseno e tangente dos angulos de 30°, 45° e 60°, pois a
partir deste, podemos calcular o seno, cosseno e tangente de alguns outros angulos. Para
isso, vamos considerar um triangulo equilatero ABC, cujos lados medem [ Seja AD a
bissetriz de BAC. Pelo teorema 1.8 temos que AD é a mediana de BC e que AD também
¢ a altura do triangulo ABC relativa ao angulo A. Assim, pelo Teorema 1.9 temos que

C' =60° e DAC = 30°. Seja AD = h.

h

60°

B /2 D 12 ¢

Pelo Teorema de Pitagoras temos que:

p=py (L 2
2

2 __ 12 _
he =1 1
312
W=
4
p= 8

Logo pela definicao de seno e cosseno, obtemos:

l

9 1 1

sen(30°) = % = é? = -,
w AD W31 V3
W b W31 VB
008(30 )—7— 77—7



S N AVE I VA
COS(6O ) = 7 = 77 = 7
Finalmente:
1
tan(30°) = 2 = \/_5
Vi3
2
V3
tan(60°) = % = /3.
2

Para o calculo do seno, cosseno e tangente de 45°, vamos considerar um quadrado

ABCD de lados medindo [ e diagonal AC medindo d.

Novamente pelo Teorema de Pit4dgoras, temos:

d? =%+ [
d* = 2[*
d =22
d=1V2.
Logo,
A ERV5)
sen(45°) = - = — = —.
L1 V2
cos(45°) = - = — = —.
V2
2
tan(45°) = =—= =1
(45°) NG
2
Assim podemos construir a seguinte tabela trigonométrica:
30° | 45° | 60°
1| V2| V3
sen | — | — | —
2 2 2
V3| v2 |1
cos | — | — | =
\;_ 2 2
tan ?3 1 \/§
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Capitulo 3

Le1l dos Senos e Le1l dos Cossenos

Faremos um estudo sobre a Lei dos Senos e Lei dos Cossenos e analisaremos algumas

de suas aplica¢oes na trigonometria.

3.1 Lei dos Senos

A Lei dos Senos é uma relagao matemética de proporgao entre as medidas dos lados

de triangulos arbitrarios e seus angulos.

Teorema 3.1.1 (Lei dos Senos) Qualquer que seja o tridngulo ABC, seus lados sdo
proporcionais aos senos dos dngulos opostos na mesma razio do didmetro da circunfe-

réncia circunscrita ao tridngulo, ou seja,

a b c
-~ = — = — = 2’]"7
sen A sen B  senC
onde BC' = a, AC =b, AB = c er € o raio da circuferéncia circunscrita ao tridngulo
ABC.
Demonstragao:

Consideramos um triangulo ABC qualquer inscrito em uma circunferéncia de raio r
e seja BD um diametro dessa circunferéncia. Suponha A < 90°. Pelo teorema 1.18, o

triangulo BCD é retangulo, com o angulo reto em C.
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Figura 3.1: Lei dos SenosA < 90°
Dali,

N a
sen D = —
2r

Observe que D = A, pois ambos sao angulos inscritos na circunferéncia e subentendem
o arco BC.

Desse modo

. A a
sen A=sen D = —
2r

Logo,

a

~ = 2r
sen A

Procedendo de modo analogo para os outros angulos e lados, teremos:

a b c
—~ = — = — = 27"
senA  senB  sen(C

Para A > 90°, considere um ponto £ sobre o arco maior determinado por B e C. Os

A A A N . a
angulos A e F sao suplementares. Logo, sen A = sen E. Pelo caso anterior, B = 2r.
sen

Logo, ¢ — = 2r.
sen A
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Figura 3.2: Lei dos Senos A > 90°

Exemplo 3.1 Em um tridngulo ABC, temos AC = 80cm, A=060° e B=45° Calcule
a medida do lado BC.

80cm X

Resolucgao: Pela Lei dos Senos,

BC  AC

senA  sen B

Substituindo os valores dados, temos

Logo, BC = 40./6¢cm.
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3.2 Lei dos Cossenos

A Lei dos Cossenos nos ajuda a determinar um lado de um triangulo em func¢ao dos

outros dois lados e do angulo entre eles.

Teorema 3.2.1 (Lei dos Cossenos) Num triangulo ABC qualquer, o quadrado da me-
dida de um lado € igual a soma das medidas dos quadrados dos outros dois lados menos
o dobro do produto das medidas desses lados pelo cosseno do dngulo por eles formado, ou

seja,

a’? =0+ - 2.b.c.cosfl,

onde a = BC, b= AC e c= AB.

Demonstracao:
A demonstragao é dividida em trés casos: A< 90°, A>090°e A=90°.
Caso A < 90°.

Figura 3.3: A < 90°

Sejam D o pé da perpendicular baixada do vértice B sobre a reta j@ e AD = z.
Como A < 90°, D esta na semirreta 1@ Se o ponto D esta entre A e C, temos pelo

Teorema de Pitagoras que

BC” =BD +DC,
ou seja,
a>=h>+ (b—1z)* = h® +b* + 2° — 2bx, (3.1)
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onde h = BD.

Se ocorrer de D estar A e D a igualdade serd a mesma, pois AD = ze DC = (z —b).

Agora, como o tridangulo ABD é reto em D, temos pelo Teorema de Pitagoras que
= h?+ 22

Substituindo # = c.cos A e ¢ = h? + 22 na equacio (3.1), temos que:
a2 = b2+ ? — 2.b.c.cos A.

Caso A > 90°.

Figura 3.4: A > 90°

Sejam D o pé da perpendicular baixada do vértice B sobre a reta j@ e AD = z.
A —
Como A > 90°, D esta na semirreta C'A. Como o ponto A esta entre C e D, temos que

DC = b+ x. Mas, pelo Teorema de Pitagoras,

BC'=BD +CD".

Assim,

a® =h*+ (b+z)? (3.2)

onde h = BD.

Como o triangulo ABD é reto em D, temos do Teorema de Pitagoras que h? = ¢ — 22,

Substituindo na equacao (3.2) temos,
a’? = c? — 2% + b + 2bx + 22
a’? =0+ ¢ + 2bx
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Além disso,

J
S

cosBAD = =— —

S
sy

e pelo Teorema 2.3.1 temos

cos BAD = —c0s(180° — BAD) = —cos BAC.

Assim
© = c.(—cos BAC) = —c.cosA
e portanto
a? = b® + ¢ — 2.b.c.cos A.
Caso A = 90°.

Se A = 90°, cos 90° = 0 e, portanto, pelo Teorema de Pitagoras
a2 = b2+ 2 — 2.b.c.cos A.

a

Exemplo 3.2 Em um tridgngulo ABC temos AC = 8m, AB = 12m e BAC = 120°.

Calcule é o valor do lado BC' do tridngulo.

12cm

Figura 3.5: Exemplo 3.2

Resolucao: Pela Lei dos Cossenos, temos

BO? =82 + 122 — 2.8.12.c0s 120°,
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BC” =64 + 144 — 2.8.12.(—0,5),

BC =+/304
Logo,
BC = 4./19.
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Capitulo 4

Aplicacoes da Trigonometria

Como a trigonometria relaciona angulos com segmentos, ela é muito utilizada para
medir distancias entre pontos inacessiveis. Tais aplicacoes da trigonometria ja eram
feitas na antiguidade, séculos antes de Cristo. Atualmente esta presente em varias areas

da topografia, engenharias, arquitetura, agronomia, fisica e matematica.

4.1 Aplicacoes da Trigonometria na Antiguidade

Tentando resolver problemas de navegacao, os gregos se interessaram em determinar
o raio da Terra e a distancia da Terra & Lua. Para determinar, aproximadamente, o raio
da terra eles utilizaram a nocao de seno. Em linguagem moderna, esse problema pode
ser resolvido da seguinte forma: consideramos uma torre de altura h e representamos o
seu topo por um ponto B. Consideramos também um ponto C' sobre a superficie da terra
(alguns metros de distancia da torre), tal que BC seja tangente a superficie e denotamos
por O o centro da terra e # a medida do angulo OBC.

Se supomos que a terra é uma esfera, entao a intersecao do plano determinado pelos
pontos B, O e C e a superficie da terra ¢ uma circunferéncia de centro O e raio r, digamos
(veja a figura 4.1).

Além disso, o angulo BCO & reto, pois BC' é tangente a circunferéncia de centro O e
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Figura 4.1: Calculo do raio da terra pelo gregos

raio r. Portanto,

cO r
Sen9 = = = y
BO r+h
ou seja,
h.sen 0
r=—
1—sen@

4.2 Problemas Elementares

Nesta se¢ao usamos a trigonometria para resolver situacoes problemas, utilizando as
relagoes trigonométricas do triangulo retangulo, a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos em
situacoes diversas. Utizamos nos exemplos os angulos de 30°, 45° e 60° por ser facil de
calcular seus valores de seno, cosseno e tangente. Na pratica, a probabilidade de termos

um destes angulos é pequena, porém a ideia de resolucao ¢ a mesma para qualquer angulo.

Exemplo 4.1 Para determinar a altura de um edificio, um observador coloca-se a 30m
de distincia da base e o observa sequndo um dngulo de 30°, conforme mostra a figura.

Calcule a altura do edificio.
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30 m

Figura 4.2: Exemplo 4.1

Resolucao: Como a parede do prédio é perpendicular ao solo, usamos as razoes tri-
gonométricas do triangulo retangulo. Em relagao ao angulo de 30° a altura h do prédio
¢ a medida do cateto oposto e a distancia do prédio ao abservador é a medida cateto
adjacente.

Seja A a localizacao do observador e B o ponto que representa o topo do prédio.
Primeiramente calculamos o valor da distancia y do observador até o topo do prédio,

utilizando o seno do angulo 30°.

Temos,
30
sen30° = —
30
2 - ’
y = 60..

Finalmente, para calcular a altura h, iremos utilizar o cosseno do angulo de 30°. Por

definicao,

cos 30° = —

3
Substituindo cos 30° = 53 e y = 60 temos,
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Logo, a altura do prédio e

h = 30.4/3.

Exemplo 4.2 Em um certo trecho de um rio deseja-se construir uma ponte de um ponto
A até um ponto B. De um ponto P,na mesma margem de B, a 100m de B, mediu-

se o dngulo APB = 45° ¢ do ponto A, mediu-se o dngulo PAB = 30°. Calcular o

comprimento da ponte.

Resolucao: Com os dados fornecidos pelo problema, conhecemos apenas a medida de

um dos lados e de dois angulos do triangulo APB. Por isso, utilizaremos a Lei dos Senos
para determinar AB, que é o comprimento da ponte.
Pela Lei dos Senos temos,

PB  AB

senA  sen P

Chamando AB = z e substituindo na equacio acima temos,

100 T
sen30°  sen 45°
100 =z
T T LA
PR
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\/§ 1
1002 = 4.~
00 5 :U2
50.\/§=§.

Assim temos que,
z = 100.v/2.

Logo, a ponte tem aproximadamente 141,40 metros de comprimento.

Exemplo 4.3 A dgua utilizada na casa de uma fazenda € captada e bombeada de um
rio para uma caiza-d’dgua o 40m de distancia do rio. A casa estd a 60m de distdincia
da caiza d’dgua e o dngulo formado pelas direcoes caiza d’dqua-bomba e caiza d’dgua-
casa € de 60°. Se pretende-se bombear dgua do ponto de captacao direto a casa em
linha reta, quantos metros de encanamento sao mecessdrios, desconsiderando possiveis

irreqularidades no terreno?

Resolucao: Como a situacao envolve um triangulo e o problema nos fornece duas
medidas de lados e o angulo formada por eles, entao usamos a Lei dos Cossenos.

Com os dados do problema podemos representa-lo geometricamente da seguinte forma:

A caixa d'agua

60 m

casa

40 m

B Bomba d'agua

Representando a caixa d’agua pelo ponto A, a bomba d’agua pelo ponto B e a casa

pelo ponto C' temos:

BC” = 402 + 602 — 2.40.60.cos 60°,
— 9 1
BC” = 1600 + 3600 — 4800.,

BC” = 2800,

38



BC = /2800,
BC =20./Tm.
BC =2 52,91m.
Logo, serao necessarios aproximadamente 52,91 metros de encanamento.

Exemplo 4.4 Entre duas cidades estd sendo construida uma estrada na direcao Leste-
Oeste. Em um determinado trecho hd uma montanha que estd dificultando o trabalho.

Conforme a figura abaizo.

Figura 4.3: Exemplo 4.4

Os engenheiros querem saber a distincia entre a base da montanha a Leste (ponto A) e
base da montanha a Oeste (ponto B). Para tanto eles encontraram um ponto C' ao Sul
da montanha, distante Skm de B e 4km de A, tal que do dngulo ACB mede 55°. Com
esses dados, chegaram a conclusao que esse tunel teria aprorimadamente 4,25km. Eles

estavam certos?

Resolucao: Para determinar a distancia entre os pontos A e B, primeiramente, temos
que AC = 4km, BC = 5km e ACB = 55°. Para encontrarmos AB, usamos a Lei dos

Cossenos. Temos:
AB’ = 42 + 52 — 2.4.5.c0855°

AB” = 16 + 25 — 40.(0,57)
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AB° = 18,05

AB = /18,05
AB = 4,25km.

Logo, a distancia entre os pontos A e B é de aproximadamente 4,25km e portanto,

os engenheiros estavam corretos.

Exemplo 4.5 O topo de uma torre vertical AB € visto por uma pessoa de um ponto C
do solo sob um dngulo de 30°. A distdncia da pessoa a base da torre € 100m. Se a pessoa

mede 1,80m, qual a altura da torre?

torre

1.80m {

100 m

Figura 4.4: Exemplo 4.5

Resolucao: Seja A a localizagao da pessoa e B o ponto que representa o topo da torre.

Primeiramente calculamos a distancia y da pessoa até o topo da torre, usando a Lei dos

Senos.
Temos,
100
sen 30° = —
1 100
2y’
y = 200.
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Finalmente, para calcular i a altura da torre, e x, o ponto de visao da pessoa até o

topo da torre, escrevemos h = x + 1,80. Temos,
x
cos 30° = —.
Y

V3

Substituindo o cos 30° = - e y = 200 temos,

2 200
200.4/3
Tr = .
2
Logo,
z = 100.4/3 = 173, 20 metros,
e portanto,

h=z+1,80=173,20+ 1,80 = 175m.
Logo a altura da torre é de aproximadamente 175 metros.

Exemplo 4.6 Rotacionando-se um triangulo retingulo em torno de um de seus catetos,
obtemos um cone circular reto, chamado de cone de revolucao. E possivel determinar
uma formula para o volume deste cone conhecendo-se apenas a medida de um cateto e o

dngulo formado por tal cateto e a hipotenusa?

Figura 4.5: Exemplo 4.6
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Resolucao: Na figura 4.4 temos um cone formado pela rotacao do triangulo retangulo
OPQ, reto em O, em torno do cateto OQ. Denotamos OP = r, OQ = h e PQ = a.
Como queremos determinar uma féormula do volume desse cone conhecendo apenas a
medida de um cateto e o angulo formado por este cateto e a hipotenusa, podem ocorrer
dois casos:

1° caso: conhecemos OP = r e o angulo OPQ.

2° caso: conhecemos OQ = h e o angulo OQP.

No primeiro caso, no qual conhecemos o valor de r e o angulo OP(@ = 6, temos,

= 4.1
“ cost (4.1)
e
h = a.senf. (4.2)
Substituindo (4.1) em (4.2), temos:
r
h = .senf)
cosf sen

h = r.tanf (4.3)
) ) ) ) . w.r2.h
Pela Geometria Espacial, a formula do volume do cone acima é dada por V = 7

Substituindo a equacdo (4.3) na férmula do volume do cone temos,

w.r2.r.tanf
V=—wo-w-——
3
.3 tand
V=
3

J& no segundo caso, isto é, se conhecemos o valor de h e o angulo OQP = 6, temos,

(4.4)



r = a.senf. (4.5)

Substituindo (4.4) em (4.5), temos:

r = h.tanf. (4.6)

Substituindo a equagao (4.6) na férmula do volume do cone, temos,

_ w.(htand)?.h

V =
3
Logo,
v 7r.h3.;fan26

4.3 Nivelamento Trigonométrico

Pelas normas da Associagao Brasileira de Normas Técnicas (NBR), na NBR 13133/1994,
que trata da execucao de levantamento topogréafico, o nivelamento trigonométrico ¢ defi-
nido como sendo o nivelamento que realiza a medicao da diferenca de nivel entre pontos
do terreno, indiretamente, a partir da determinacao do angulo vertical da direcao que os
une e da distancia entre estes, fundamentando-se na relacao trigonométrica entre o an-
gulo e a distancia medidos, levando em consideracao a altura do centro do limbo vertical
do teodolito ao terreno e a altura sobre o terreno do sinal visado.

O nivelamento trigonométrico baseia-se na andlise trigonométrica de um triangulo
retangulo especifico. Para tanto, é necessario coletar em campo, informacoes relativas a
distancia (horizontal ou inclinada) dos pontos de desniveis, angulos (verticais, zenitais),
além da altura do instrumento utilizado para coletar os dados e da baliza. Pode ser

utilizado para pequeno alcance, até 150m, ou grande alcance, acima de 150m, devendo
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nesse iltimo caso ser considerada a influéncia da curvatura da Terra e refracao atmosfé-
rica, através da insercao de uma correcao. Neste trabalho estudaremos apenas o caso de
pequeno alcance.

Para determinar o desnivel entre dois pontos A e B, primeiramente fixa-se o teodo-
lito (instrumento Optico de precisao equipado com luneta e microscopio que 1é dngulos
horizontais e angulos verticais também chamados zénital e de inclinagao), em um ponto
A, em seguida no ponto B coloca-se uma baliza perpendicularmente com a normal.

Denotamos A’ o ponto superior do teodolito tal que a reta m é perpendicular com
a linha do horizonte e B’ denota o ponto superior da baliza, e C' denota o pé da perpen-
dicular a linha do horizonte baixada por B.

O dngulo zénital Z 60 angulo formado pelas semirretas ﬂ e ﬁ medido no sentido
horério de 1_4—2’ para 1@, tal que 0° < Z < 180°.

O angulo B'A'C = a & chamado angulo de elevagao ou inclinacao entre os pontos de
desnivel. Também, h; ¢ a medida AA’ (altura do teodolito), hs é a medida BB’ (altura da
baliza) e A’B’ = D; é chamada distdncia inclinada. Finalmente, A’'C = D, é a distdncia
horizontal, Dy ¢ a diferenca de nivel e B'C' = Dy, é chamada distdancia vertical.

No nivelamento trigonométrico podemos ter dois casos diferentes no momento de
determinar o desnfvel: Z < 90° e Z > 90°. Em ambos os casos, o objetivo é determinar
Dy.

Caso Z < 90°.

B
Y } hs
Z D: —~
: B
A e D:‘:
C HUTL .
7,/
A
| Dh |

Figura 4.6: Desnivel: Z<90°
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No triangulo A’B’C, temos A’B’ = D;, A’/C' = Dy, e B'C = Dy,. Por construcao, o

triangulo A’B’C é retangulo em C, e assim obtemos a seguinte relagao:
Dy = D;.sen a, (4.7)

com o = 90° — Z.
Para determinar a diferenca de nivel entre A e B, caso 7 < 90°, temos a seguinte

equagao:
Dy = Dy + h; — hy (4.8)
Substituindo a equagao (4.7) em (4.8), temos,

Dy = D;.sena+ h; — hs.

A
z
A horizonte

Caso Z > 90°.

Figura 4.7: Desnivel: Z > 90°

Nesse caso, para determinar a diferenca de nivel entre A e B, o processo é similar ao
caso Z < 90°.
Temos que, B'C' = D;.sena, onde a« = Z — 90°.

Como

Dy=BC+BB-—-AA
temos:
Dy = D;.sena + hy — h;
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Logo, a diferenca de nivel, Dy é igual a D;.sena + h; — hyg, se 7 < 90°, e é igual
D;.sena+ hg — h;, se 7 > 90°.

Observacdo 4.7 Se Z = 90° ndo hd desnivel entre A e B.

Exemplo 4.8 Um engenheiro cartogrdfico foi contratado para determinar o desnivel en-
tre um marco geodésico localizado na praca piublica de uma cidade e uma colina afas-
tada de aprorimadamente 100 metros. Os dados coletados no campo sao 0s sequintes:

D; = 124,32m; Z = 81°10'25"; h; = 1,45m; hy = 1,67m.

Resolucdo: Temos que Z < 90° e av = 90° — Z. Substituindo na formula de diferenca

de niveis temos:
Dy = D;.sena+ h; — hy
Dy = 124,32.5en(8°49'25”) + 1,45 — 1,67
Dy =124,32.0,148 + 1,45 — 1,67.
Logo, Dy = 18,179m.

Exemplo 4.9 A fim de obter a altura de uma torre de alta tensdo, estacionou se um
teodolito de 1,62m de altura, a 98 metros da torre visando o topo e a base da mesma,
obtendo-se, respectivamente, os dngulos zenitais 7y = 88°14'48" e Zy = 93°30'13”, sendo
Z1 0 angulo zénital relativo a topo e Zs 0 dangulo relativo a base da torre. Qual € a altura

da torre?
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98 m

Figura 4.8: Exemplo 4.9

Resolugao: Primeiramente vemos que nessa situagao temos que calcular duas diferencas
de niveis para se possa determinar a altura da torre. Como nao temos as distancias
inclinadas para determinar as diferencas de niveis, iremos calculé-las.

A distancia entre o teodolito até o topo da torre denotada por Dy, serda determinada
usando o caso de 21 < 90° e a7 = 90° — Zl. Para determinar D;; (distancia entre o
teodolito e o topo da torre) dessa situagdo, iremos usar o cosseno. Temos que:

Dy,
Dy

98
1°45'12" = —
cos ,

il

cosay =

98
0,99’

I

D
D;1 = 99 metros.
Substituindo na féormula de diferenca de niveis temos:
Dni = Dji.senay + hip — hg
Dy = 99.sen(1°45'127) + 1,62 — 0
Dpy1 =99.0,035+ 1,62 — 0.
Logo,
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Dy1 2 5,09m.

Na segunda parte devemos considerar a diferenca de nivel entre o teodolito e a base
na torre. Seja D;, a distancia inclinada entre estes dois pontos, como nao temos D;y

calculamos usando novamente o cosseno. Como ZQ >90° e ag = ZQ — 90°, temos:
Dy,
i2
98
3°30'13" = —
cos Dy’
98

12

~ 0,998

CcoSQiy =

D;s = 98, 2metros.

Substituindo na formula de diferenca de niveis temos:
Dpyo = Djy.senas + hey — hio
Dyo = 98,2.5en(3°30'13”) + 0 — 1,62
Dpyo =98,2.0,061 — 1, 62.
Logo,
Dpyo = 4,3Tm.

Para determinar a altura H da torre, vemos claramente que,

H = Dy1+ Dno,

H =5,09+4,37,
Logo,

H =9, 46m.

Portanto, a altura da torre é de 9,46 metros, aproximadamente.

Exemplo 4.10 Nos trabalhos para se determinar a profundidade de uma erosao aberta

por uma forte chuva, um engenheiro obteve os sequintes dados: D; = 66,85m, Z =

110°14’55", h; = 1,74m e hy, = 1,65 m. Determine a profundidade da erosdo.
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Z=110°14'55"

Figura 4.9: Exemplo 4.9

Resolucao: Temos que Z>90° e a = Z — 90°. Substituindo na formula de diferenca

de niveis temos:
Dy =D;.sena+ hy — h;
Dy = 66,85.sen(20°14'55") + 1,65 — 1,74
Dy =66,85.0,346 + 1,65 — 1, 74.

Logo, Dy = 22,23m. Portanto, a profundidade da erosao ¢ de apoximadamente 22,23

metros.
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