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Resumo

Neste trabalho apresentamos a teoria de sequéncias e séries numéricas sob o ponto de vista
analitico. Usando esta teoria, abordamos o método da exaustao, e algumas aplicagoes como a
quadratura da parabola, aproximacao do niimero 7 e o volume da piramide. Além disso, faze-
mos sugestoes de propostas didaticas com auxilio do Geogebra aos professores de Matematica

que lecionam no Ensino Médio.

Palavras-chave: Sequéncias, Séries, Método da Exaustao.



Abstract

In this work, we present the theory of sequences and numerical series from the analytical
point of view. Using this theory, we present the method of exhaustion with applications
such as quadrature of the parabola, approximation of the number 7 and the volume of the
pyramid. In addition, we make suggestions of didactic proposals with the help of Geogebra

to teachers of Mathematics who teach in High School.

Keywords: Sequences, Series, Method of Exhaustion.
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INTRODUCAO

O conceito de sequéncias e séries vem sendo desenvolvido ao longo da histéria no intuito
de resolver os problemas que surgiram durante investigacoes cientificas, ou simplesmente
influenciados pela curiosidade de definir padroes matematicos para fenéomenos encontrados
na natureza. Um exemplo disso pode ser encontrado com os egipcios que, ha cerca de
5.000 anos, observavam os periodos de enchente no rio Nilo para poderem plantar na época
certa, pois precisavam saber quando haveria uma nova inundagao. Nesse momento, viu-se
necessidade de se conhecer o padrao das inundacgoes. Além disso, um papiro datado por volta
de 1950 a.C., encontrado em Kahun no Egito, mencionava problemas teéricos a respeito de
Progressoes Aritméticas e Geométricas. Esse papiro faz parte de uma colecao de antigos

textos egipcios que discutiam problemas administrativos, matematicos e médicos.

Um dos primeiros personagens histéricos a estudar conceitos matematicos que influen-
ciaram no desenvolvimento do conceito de sequéncias foi Pitdgoras (585 a.C. — 500 a.C.) e
seus discipulos. Ao perceberem que tencionando uma corda seriam capazes de reproduzir
variados sons, concluiram que a relacao entre a altura dos sons e a largura da corda da lira
(instrumento musical de cordas) resultaria em uma harmonia musical, conseguindo assim
uma relagao entre niimeros e musica. Desse fato, surgiram os termos de “média harmonica’e

“progressao harmonica”.

O desenvolvimento da ideia relacionada ao conceito de sequéncias também esta ligada ao
conceito de infinito. De fato, Zenao de Eleia, que viveu aproximadamente entre 490-425 a.C.,
escreveu um livro com 40 paradoxos relacionados a ideia do continuo e do infinito. Mais tarde,
Arquimedes (287 - 212 a.C.), na tentativa de encontrar uma maneira de calcular a drea de
um circulo, desenvolveu um método, que ficou conhecido como “Método da Fraustao”, o qual

consistia em calcular a area do circulo por sucessivas aproximacoes desta drea por poligonos.
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A partir desse raciocinio, Arquimedes tentou explicar como somas infinitas poderiam resultar

em numero finito.

O italiano Leonardo de Pisa (1170-1240), também conhecido como Fibonacci, tornou-se
conhecido pela descoberta da Sequéncia de Fibonacci. Tal sequéncia possui o niimero 1 como
o primeiro e o segundo termo, e os elementos seguintes sao originados pela soma de seus dois
antecessores (1,1,2,3,5,8,13,21,...). Outra caracteristica marcante dessa sequéncia é que a
partir do quinto termo, o niimero 5, temos que o quociente entre o nimero e seu antecessor
¢ de aproximadamente 1,6. Vale ressaltar que 1,6 era o nimero que indicava a proporcao
ideal que os gregos procuravam para as construcoes e obras de arte. Esse valor também foi
registrado entre as pedras utilizadas na construcao das piramides e nas espirais do caracol e da
folha da Bromélia. Outro fator que chama atengao na sequéncia de Fibonacci é a sua relacao
com fenomenos da natureza. Por exemplo, a sequéncia aparece no estudo de reproducao de

coelhos e no crescimento dos galhos de plantas, como o da Achillea Ptarmica.

No século XIV, marcado pela Peste Negra que devastou a Europa, a produgao matematica
nao foi relevante. Segundo Eves (2011), o maior matematico do periodo foi Nicole Oresme
(1323 - 1382), nascido na Normandia. Ele escreveu cinco trabalhos matematicos e, em um

manuscrito nao publicado, obteve a soma da série

L2y 8,2
248 16 7

tornando-se um dos percursores da andlise infinitesimal.

No fim do século XVI, segundo Lima (1991), o desenvolvimento da astronomia e da na-
vegacao exigia longos e trabalhosos calculos aritméticos. Desta forma, encontrar um método
que permitisse efetuar com certa precisao multiplicagoes, divisoes, potenciagoes e extracao
de raizes era um problema fundamental. Este problema foi parcialmente resolvido com o
surgimento dos logaritmos, os quais, como sabemos atualmente, facilitaram e possibilitaram
a solucao de diversos problemas Matematicos. John Napier (1550 — 1617) é considerado um
dos percursores dos logaritmos conhecidos atualmente. As primeiras publicacoes envolvendo
os logaritmos apresentavam tabuas, que colocavam em correspondéncia os termos de uma

progressao geométrica com os de uma progressao aritmética.
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Com o avanco da formalizagao do calculo, o conceito de séries infinitas tornou-se im-
portante no desenvolvimento do cédlculo diferencial e integral. O fisico e matematico Isaac
Newton (1642 - 1727) é considerado por muitos autores como um dos criadores do cédlculo
junto com o filésofo e matemético alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Estu-
dando separadamente, ambos desenvolveram simbolismo geral com um conjunto sistematico
de regras analiticas formais para o calculo. Além disso, Newton contribuiu para o estudo das
séries de poténcias e utilizou séries para desenvolver alguns conceitos do calculo, como &area,
comprimento de arco e volume. Também generalizou o teorema binomial para expoentes
nao inteiros e desenvolveu o método de Newton para a aproximacao de zeros de uma funcao,

entre outras contribuicoes importantes para a matemaética.

Para discutir a prioridade na invencao do céalculo entre Newton e Leibniz, criou-se um
comité, que entre seus participantes tinha Brook Taylor (1685-1731), matemético inglés e
membro da Royal Society. Juntamente com Colin Maclaurin (1698-1746), ficaram conhecidos
pelas séries de Taylor e séries de Maclaurin, que sao expansoes de funcgoes em séries de
poténcias. Mas, antes deles o matemadtico escocés James Gregory (1638-1675) ja trabalhava
com a expansao em série infinita de arctg(x), tg(z) e arcsec(z). Como ambos nao conheciam
o trabalho de Gregory, Taylor e Maclaurin publicaram seus trabalhos, popularizando as
séries de poténcia. Segundo Eves (2011), o reconhecimento sobre a importancia da série
de Taylor deve-se ao matematico sui¢o Leonhard Euler (1707 - 1783) que a aplicou ao seu
célculo diferencial. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), matemaético italiano, usou a série
com um resto como base de sua teoria das fungoes, notando sua importancia no estudo do
célculo. Influenciado pelo trabalho de Lagrange, Bernard Bolzano (1781 - 1848) percebeu que
o conceito de convergéncia era importante no estudos de séries e tentou explica-lo associando

a ideia a subconjuntos limitados.

Um dos grandes matematicos do século XIX, Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), o qual
também foi astronomo e fisico, contribuiu em diversas dreas de estudo, dentre elas destacamos
a teoria dos numeros, analise matematica, geometria diferencial. Gauss, desde pequeno ja
mostrava seu potencial quando o assunto era matemaética. Considerado um garoto prodigio,
segundo relatos, aos 10 anos de idade, durante uma aula seu professor passou a tarefa de somar

os numeros de 1 a 100. Rapidamente Gauss respondeu corretamente 5050. Mentalmente, ele
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havia calculado a soma da progressao aritmética 1 4+ 2 + ... + 100 observando que 100 + 1 =
101,99 + 2 = 101, ...,50 4+ 51 = 101 e assim obteve os 50 pares, sendo a soma igual a 50 x
101 = 5050.

Outro grande nome do século XIX, Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830), ma-
temdtico franceés, apresentou um artigo a Academia de Ciéncias da Franca, onde afirmou que

qualquer funcao definida no intervalo (—m, 7) poderia ser representada por

50 zzl ancos(nz) + bysen(nx)),

onde os coeficientes a,, e b, sao nimeros reais convenientes. Chamada de série trigonométrica,
esta descoberta nao era um fato novo na época, pois os matematicos ja sabiam que muitas
das funcoes poderiam ser representadas por meio dessas séries. A novidade apresentada por
Fourier foi a afirmacgao que toda func¢ao poderia ser representada dessa maneira, desde que
fosse definida em (—m, 7). Mas isso nao entusiasmou Lagrange, Laplace e Legendre, que

analisaram o artigo e o rejeitaram.

Mesmo nao concluindo que a afirmacao de Fourier era verdade, comprovou-se que as séries
de Fourier poderiam representar muitas fungoes. Essas representacoes foram tteis em varias
areas de estudo como a acustica, a Optica, a eletrodinamica, a termodinamica, problemas
sobre vigas e pontes e na solucao de equagoes diferenciais. Segundo Eves (2011), as séries de
Fourier motivaram os métodos modernos de fisica-matematica que envolvem a integracao de

equacoes diferenciais parciais sujeitas a condi¢oes de contorno.

Nesse periodo, os matematicos ja tinham notado a necessidade de formalizar conceitos
mais tedricos para o calculo. Nesse sentido, o matemético francés Augustin-Louis Cauchy
(1789 - 1857), considerado o mais importante analista da primeira metade do século XIX,
desenvolveu pesquisas sobre convergéncia e divergéncia de séries infinitas, chegando no teste
da raiz e teste da razao para verificagao da convergéncia ou divergéncia de uma série de
termos positivos. Ainda vemos o seu nome na desigualdade de Cauchy, na férmula integral

de Cauchy, no teorema integral de Cauchy, entre outra contribuigoes.

Por fim, no inicio do século XX podemos destacar os matematicos Carl David Tolmé

Runge (1856-1927) e Martin Wilhelm Kutta (1867 - 1944), que juntos, desenvolveram o
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Método Runge-Kutta para resolver numericamente equagoes diferenciais. O método é base-

ado em um desenvolvimento de sequéncias.

A partir da revisao histérica aqui apresentada vemos como o conceito de sequéncias e
séries sempre esteve presente na historia da humanidade. Face a notoriedade deste tema,
neste trabalho fazemos uma revisao bibliografica sobre sequéncias e séries de ntimeros reais,
bem como exploramos o método da exaustao como aplicacao na quadratura da parabola,
aproximacao do numero 7 e o volume da piramide. Finalmente, visando uma contribuicao
didatica para as aulas de matematica no ensino médio, apresentamos duas propostas de
aplicacao deste riquissimo conteido com auxilio do software Geogebra, como exemplos de

atividades que nao sao abordadas pelos livros didaticos atualmente.



CapiTULO 1

Sequéncias e Séries de Niumeros Reais

Neste capitulo faremos um estudo sobre sequéncias e séries numéricas. Vamos entender a
importancia do conceito de limite de sequéncia, suas propriedades, bem como de determinar

o valor de uma soma infinita de niimeros reais, também conhecida como série numeérica.

1.1 Sequéncias convergentes e subsequéncias

No que segue, denotaremos N = {1,2,3,4,...}.

Definicao 1.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao z : N — R, para qual

denotamos o valor de x em n por z,.

Vamos adotar a  notacdo  (ZT,)ney ~ para  representar  uma  sequéncia
z : N — R. Também podemos denotar tal sequéncia por (x1,zs,...,Zn,...), onde x, é

0 seu n-ésimo termo.

Exemplo 1.2. A sequéncia dos nimeros pares é dada por
2,4,6,8,10,12,...,2n,...

onde x1 = 2,29 = 4,...,x, = 2n. Dizemos que z,, = 2n é a férmula para o termo geral da

sequencia.

Nem sempre é possivel determinar o termo geral de uma sequéncia, como veremos no
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proximo exemplo.

Exemplo 1.3. A sequéncia dos nimeros primos é composta pelo niimeros
2,3,5,7,11,13,17,19,23, . ..

Mesmo nao conhecendo uma féormula para o termo geral dessa sequéncia, podemos determi-

nar seus elementos.

Definigao 1.4. Dizemos que (yx)ren € uma subsequéncia de (x,,),en Se existe uma sequéncia

(ng)reny C N estritamente crescente tal que y, = x,, para todo k € N.

Exemplo 1.5. Seja (z,)nen a Progressao Aritmética (PA) de termo inicial a e razao r. A
P.A. (yx)ren de termo inicial a e razao 2r é uma subsequéncia de (z,),en. De fato, pela

formula do termo geral de uma PA, sabemos que
T, =a+ (ng—1)r
Tomando n;, = 2k — 1, para todo k£ € N, obtemos

Tp, =a+ (np—)r=a+ 2k—-2)r=a+ (k—1)2r =y

Antes de definirmos formalmente o conceito de sequéncias convergentes, vamos discutir

algumas ideias intuitivas relativas a este conceito.

Intuitivamente, uma sequéncia (z,,),en converge para z se seus termos se aproximam de x
quando n cresce. Esta ideia pode nos levar a uma visao equivocada de convergéncia, mesmo
nao estando totalmente errada. Dizemos que (z,),en converge para z quando a distancia
entre x,, e x diminui & medida que n cresce, é o mesmo que dizer que a fungao f(n) =|z, — x|

¢ decrescente. Vamos analisar a Figura 1.1 para entender que isso nao é sempre verdade.
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Figura 1.1: Espiral da convergéncia (disponivel em [3])

Analisando a figura, imagine que, partindo do ponto A, percorremos no sentido anti-
horario o caminho desenhado como indicado pelas setas. Note que ao longo do percurso
estaremos nos aproximando do ponto O. No entanto, a ideia de que a distancia ao ponto O
decresce com o tempo é errada. Observe que passamos primeiro pelo ponto B antes de chegar
no ponto C e que o segmento BO é menor que o CO. Quando percorremos o segmento BC
a distancia para o ponto O estd aumentando, ou seja, nao existe nenhum ponto entre B e C'
no qual a distancia a O passe a ser decrescente com o tempo. Podemos perceber que existem

muitos trechos do caminho onde isso se repetira.

Ainda analisando a Figura 1.1, podemos observar que nossa distancia a O fica tao pequena
quanto desejada se continuarmos andando por um tempo suficientemente longo. Note que
ao passarmos pelo ponto D, nossa distancia a O serd menor que 1, pois estaremos dentro de
uma bola centrada em O de raio 1. Da mesma forma, a partir de outro ponto entraremos
em uma bola de raio %, centrada em O, e assim por diante. De modo geral, dado qualquer
nimero positivo €, existe um instante a partir do qual nossa distancia até o ponto O sera

menor que €. Isto nos leva a definigao a seguir.
Defini¢ao 1.6. Uma sequéncia (z,),en é dita convergente se existe € R de modo que
Ve > 0,3IN € N; tal que n > N implica que |z, — z| < e.

Escrevemos que a sequéncia x,, — x e que x é o limite da sequéncia (x,,),en quando n tende

a infinito. Caso a sequéncia nao seja convergente, dizemos que ela é divergente.
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Exemplo 1.7. Vamos provar, segundo a Definicao 1.6, que a sequéncia

(22) n 1 2 3 n
Tp) = =—=,—,—,...,
n+ 12 13714715 n+ 12

converge para 1.

Queremos mostrar que dado £ > 0, existe N € N tal que se n > N, entao f12 -1l <e.
n
De fato, observe que, como
| 1 n n—n—12 12 < >12 12
Tp — = - = = E<—n — =
n—+ 12 n—+ 12 n—+ 12 €
entao, dado € > 0, considerando N € N tal que N > % — 12, obtemos que
n>N=z,—1| <e.
Portanto, a sequéncia converge para 1.
Por exemplo, tomando experimentalmente ¢ = 0,1, entao para N € N tal que
12
N > 01 12 =120 — 12 = 108, teremos que
12 12
n—1ll=——==-—=0,099 < 0,1 =¢.
o == 10512 ~ 12 ©

Proposicao 1.8. (Unicidade do limite) Sejam (z,)nen uma sequéncia e z,y € R tais que

Tp — T €T, — Y. Entao x =y.

Demonstragao: Suponha por absurdo que x # y. Como x, — =z, pela Definicao 1.6,
temos que

Ve > 0,3 N; € N tal que n > N; implica que |z, — x| < €,
e como T, — Y, entao

Ve > 0,3 Ny € N tal que n > N, implica que |z, — y| < €.
Entao, tomando N = méx{Ny, N>} temos pela desigualdade triangular

|$_y|§|$_l‘n|+|xn+y|<5+5:25 (1)

Como ¢ > 0, podemos tomar € = @ >0 em (1).

Logo, |z — y| <|z — y|, o que é uma contradicao.

Portanto, x = y. ]
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Proposicao 1.9. Uma sequéncia (z,)nen tende a x se, e somente se, toda subsequéncia de

(Zn)nen tende a x.
Demonstracao: Temos por hipdtese que x,, — x. Assim,
Ve >0,3N €N tal que n>N=z, —z| <e.

Seja (yk)ren uma subsequéncia de (z,)neny qualquer. Assim, y, = x,,, para todo k € N e
ng € N.
Dessa forma,

Ve > 0,se ng > N =y — 2| =|z,, — | <e.

Logo, yr — .

A reciproca é imediata. Basta observar que (z,)nen é subsequéncia dela mesma. |

Exemplo 1.10. A sequéncia (—1,1,—1,1,—1,1,...) é divergente. De fato, pela Proposi¢ao
1.9 todas as suas subsequéncias devem convergir para o mesmo limite. Mas, note que as

subsequéncias (1,1,1,...) e (—1,—1,—1,...) convergem para 1 e -1, respectivamente.

Teorema 1.11. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao: Seja (x,),eny uma sequéncia convergente para x € R. Tomando € > 0 na
definicao de sequéncia convergente, concluimos que existe N € N, tal que |z, — 2| < € se

n >N, isto é, x, € (x — e, 2 + ¢). Tomando

a=min{zy,...,xy,x —c} e b=max{xy,..., N,z + e}
temos que x,, € [a, b] para todo n € N. Portanto, (z,)nen é limitada. [ |

Pelo Exemplo 1.10, vemos que a reciproca do Teorema 1.11 é falsa, pois temos uma

sequéncia limitada entre 1 e -1, a qual é divergente.

1.1.1 Sequéncias Mondtonas

Defini¢ao 1.12. Diz-se que uma sequéncia (x,),en € crescente se

T < T <3< ...<Tp<...,
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e decrescente se

T1 >Tog >3 > ...>Tp > ...

Diz -se que uma sequéncia é nao-decrescente se r1 < o < 23 < ... < z, < ..., € nao-
crescente se x1 > x9 > x3 > ... > 1, > .... Dizemos que uma sequéncia é mondtona se ela

satisfaz qualquer umas dessas condigoes.

Teorema 1.13. Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstragao: Vamos considerar uma sequéncia (x,,),en nao-decrescente, ou seja,

1 <ay<z3<...<zx

— R— n

<...

Note que (z,,)nen € limitada inferiormente pelo elemento x4 e, por hipétese, (z,,)nen € limitada.
Consequentemente, a sequéncia é limitada superiormente, ou seja, o conjunto de elementos

possui um supremo S. Vamos provar que
(xn) — Sup{z,;n € N} = S.

Com efeito, como S é o supremo do conjunto em questao, dado € > 0, existe um elemento da
sequéncia, denotado por zy, tal que S — e < zy < §. Como a sequéncia é nao-decrescente,

ry < x,, para todo n > N. Logo
n>N=—=9S5—e<uz,<85+¢,
isto é,
— |z, — S |<e.
Logo, z, — S. |
Para o caso de uma sequéncia nao-crescente, observe que a sequéncia sera limitada supe-

riormente e admitird um infimo no conjunto de seus elementos. Dessa forma, os argumentos

para a demonstracao sao andlogos aos apresentados no caso nao-decrescente.

Teorema 1.14. (Bolzano - Weierstrass) Toda sequéncia limitada possui subsequéncia con-

vergente.
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Demonstragao: Seja (x,),eny uma sequéncia limitada e considere o conjunto
M ={neN;z, > x,,Vm > n},

denominado conjunto dos pontos destacados. Existem duas possibilidades para M: M finito
ou infinito.

Caso infinito: Escrevendo M = {ny,ns,ns,...} como n; < ny < ng < ... teremos que se
i < j, entao n; < nj, e como n; € M, x,, > x,,. Logo, a subsequéncia (@n, )ken € decrescente
e, por hipdtese, limitada. Portanto, pelo teorema anterior, a subsequéncia é convergente.

Caso finito: Como M é finito, existe n, € N tal que n, ¢ M. Assim,

dmy > n, = x, < 2y,
Como my ¢ M, entao

dme > my = T, < Ty

Como my ¢ M, entao

dmg > mo = Ty < Ty

Seguindo esse raciocinio, teremos que a subsequéncia Tny, < Ty < Ty < Ty <000 8
nao-decrescente e, por hipotese, limitada. Logo, pelo teorema anterior, a subsequéncia é

convergente. |

Definigao 1.15. Uma sequéncia (x,),en € dita de Cauchy se
Ve > 0,3 N € Ntal que n,m >N =z, —x,| < e.

Teorema 1.16. (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia é convergente se, e somente se, ela

¢ de Cauchy.

Demonstragao: (=) Seja (2,)neny uma sequéncia convergente. Logo, x, — x, com
r € R. Entao,

£

Ve > 0,3 N € Ntal que n > N =|z,, — 7| <3

Temos que se n,m > N entao

e ¢
| — | <|zn — z|+|T — 20| < sts=¢
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Logo, concluimos que (z,)nen € uma sequéncia de Cauchy.

(«<=) Suponhamos que (z,)nen é de Cauchy, entao
Ve > 0,3 N € Ntal que n,m > N =z, —x,| < e.
Admitindo m = N, teremos que
Ve > 0,Vn > N =z, —zn| <e.

== Iy —Ee<x, <ITN+E

Tomando a = min{|zy|, |xs|,...,zn — €} e b = méx{|zy|, |xa|,...,zn + €} teremos que
x, € [a,b] e portanto, é limitada.
Pelo Teorema de Bolzano - Weierstrass, (2, )nen tem uma subsequéncia (x,,, )ren convergente.
Digamos que (x,,) — z, € R. Vamos mostrar que z,, — =.
De fato, como (z,,) — x entdo,
£
Ve > 0,3 K € Ntal que ny, > K =z, — | < 3
Além disso, como (z,)nen é de Cauchy,

3

Ve > 0,3 N € Ntal que n,m > N =z, — 2] < 5

Tomando M = méax{N, K} temos que ¥Yn,ny > M

e €
|z, — x| <|zp — Ty | |20, — 2] < ;ts=¢

Logo, x, — x. ]

1.1.2 Limites infinitos

Definicao 1.17. Seja (x,,),cy uma sequéncia. Dizemos que x,, tende a “mais infinito” quando
S
n tende a “mais infinito”, ou que “mais infinito”é limite da sequéncia, e escrevemos

T, — 400 ou lim =z, = +o00 se,
n—-aoo

VM € R,dN € Ntal quen > N = x,, > M.
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Definigao 1.18. Seja (z,,)neny uma sequéncia. Dizemos que x,, tende a “menos infinito” quando
n tende a “mais infinito”, ou que “menos infinito”é limite da sequéncia, e escrevemos

r, — —oo ou lim =z, = —o0 se,
n—aoo

VM € R,dN € Ntal quen > N = x,, < M.

E importante ressaltar que se x, — +o00 ou x,, —» —o0, nao podemos dizer que a
sequéncia é convergente. Note que se x,, — +00, entao (z,)nen € ilimitada superiormente e,
portanto, divergente. Analogamente, se z,, — —00, entao (z,)nen é ilimitada inferiormente

e, portanto, divergente.

1.1.3 Operacgoes com limites

Veremos agora algumas propriedades aritméticas dos limites.
Propriedades: Sejam (2, )nen € (Yn)nen Sequéncias convergentes para x e y, respectivamente,

e c € R. Temos:

(i) xn+?/n—>x+y

Demonstragao: Como x,, — = e y, — ¥y, temos que:

Ve > 0,4 N; € Ntal que n > N, :>\xn—x|<§,
e
Ve > 0,3 N, € Ntal que n > N, :>|yn—y|<§.

Tomando N = max{Ny, No} e n > N temos que

3

5 —

15
(@0 +3n) = (@ + y)| =|(@n = 2) + (Yo = Y)| <lwn — 2|+ |y —yl < 5 +
ou seja, Tp + Y —> T + Y. |

Demonstragao: Sejae > 0. Como (x,,) é convergente, esta sequéncia é limitada. Logo,
existe ¢ > 0 tal que |z,| < ¢, Vn € N. Sejam Ny, Ny € Ntal quen > Ny = |z, —z| < ¢

en> Ny =y, —y| <e.
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Tomando N = max{Ny, N»}, temos

(@0 - yn) — (@ - y)| =[(T0 - 70y) + (20y — 2y)|
=2/ |y — yl+|yl|zn — 7|
< clyn — yl+|yl|z, — 7|

< cetyle = e(e+ly)). |

(ii) c-apy, — c-x
Demonstragao: Vimos no item anterior que x,, -y, — x - y. Tomando y,, = ¢, uma

sequéncia constante, a demonstracao é analoga. Logo, ¢z, — ¢ - x.

(iv) Se y #0 , entdao y, ' — y~!
Demonstragao: Sejam ¢ > 0 e N; € N tais que se n > N, entao |y, — y| < e.
Y]

Temos ainda que y # 0, consequentemente existe Ny € N tal que |y, | > o pois pelas

propriedades de moédulo, temos

lyl=lynl < |yn —y| <e,
== yl < yal +e

Entao % <|ynl, ou seja, y.| " < 2|y|~", quando n > N,. Tomando N = méx{Ny, N,},

para todo n > N, temos que

— = < —=.
Yoyl lyallyl Iy

que conclui a demonstracao. |

Exemplo 1.19. Considere (r"),ecny uma Progressdo Geométrica de razao r.

Se |r| < 1, entdo multiplicando esta desigualdade dada por |r"| > 0, teremos

0 <Jr™tH <|rm.
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Logo, (|r™])nen é decrescente, limitada inferiormente e portanto convergird para um nimero

real L.

Propriedades do limite: Sejam (z,,),en € (Yn)nen duas sequéncias e ¢ > 0. Suponhamos

que x,, — +00. Temos:

(i)

(iii)

(iv)

Se (Yn)nen € limitada inferiormente, entao x,, + v, — +00.
Demonstracgao: Seja ¢ € R tal que ¢ < y,,, Vn € N. Dado M € R, como x,, — +00,

existe N € N tal que n > N = x,, > M — c. Segue que se n > N, entao
Tp+Yn>2p+c>M—a+a= M.
Logo, , + y,, —> +00. |

Se y, >c¢, VnéeN,entao x, -y, — +00.
| M|

Demonstracao: Dado M € R, podemos tomar N € N tal quen > N = z,, > —.
c

Dessa forma se n > N entao

| M|

Ty Yp > Ty Cc>— - c=|M|> M.
c
Logo, =, - y, — +00 |

Cc- T, — +00Q.

Demonstragao: Pelo item anterior, basta tomar y,, = ¢, para todo n € N.

z,t — 0.
Demonstragao: Dado ¢ > 0, existe N € N tal que n > N = z,, > ¢~ 1. Segue que se
n>N=z,!-0=2z,'<e.

Logo, ;' — 0. ]
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1.2 Séries

Nesta secao vamos estudar algumas propriedades gerais das séries de numeros reais, bem

como alguns critérios de convergéncia para as mesmas.

Definigao 1.20. Considere uma sequéncia (x,),en. Para cada n € N definimos
n
i=1
A sequéncia (Sy)nen é chamada de somas parciais da série )z, e x, é o n-ésimo termo ou

termo geral da série. Escrevemos
“+oo
E T, = lim S,
n——+00
n=1

quando o limite acima existe e, neste caso, ele é dito limite da série. Dizemos que »_ x,, é con-
vergente ou divergente se (S, )nen € convergente ou divergente, respectivamente. Finalmente,

dizemos que > z,, é absolutamente convergente se a série » |z, | é convergente.

Exemplo 1.21. Considere a Série Geométrica de termo geral x,, = "~ 1. Temos que a soma

de seus n primeiros termos é dada por
Sp=1+r+r>4+ . +r" 241
Se r =1, entao S, = n. Assim,

lim S,= lim n=+4o0,
n—-4o0o n—>-+o0o

donde concluimos que S,, diverge e, consequentemente, > z,, também diverge.

Agora, suponha r # 1. Multiplicando S,, por r, teremos que

rS, = r+riP4+ . Fr 2l
rS, = l14+r+r2+. . +r 2411
rS, = S,+r"—1

rS,—95, = rm—1

Sp(r—1) = rm—1
rt—1
r—1-

P
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Note que se |r| > 1, S, diverge, e para |r| < 1, S, converge. Logo, Y x, converge se, e

somente se, [r| < 1. Assim,

+o00 1

Z Tn = 1—

n=1
Propriedades de séries: Sejam »_ x, e Yy, duas séries convergentes e ¢ € R. Temos

que:

(1) > (xn + yn) € convergente para > T, + D Yp.

Demonstragao: Considere

=1

Tn;yl Zyn*nh_r{looTn:t
Seja u, = Y i, (z; +y;). Entao

= lim S, + lim T, =s+t.

n—aoo n—:aoo

Portanto, ) (z, + y») é convergente, e
n

> (@0 + ) —s—i—t—an—f—Zyn m

i=1

(ii) > (c-xy,) é convergente para ¢ .

Demonstracao: Considere

n o0
Snzg x; e g T, = lim S, =s.
n—-s~o0
=1 n=1
n

Seja u,, = Z(c - x;). Entao

i=1
lim wu, = lim g (c-x;) = lim c- g r; =c- lim E r; = lim s, =c-s.
n—> 00 n—» 00 4 n—>00 - n—»00 4 n—>00

Assim, > (c- z,) é convergente, e

g c-xn:c-s:c-g T |
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Teorema 1.22.

(i)

(iii)

> x, converge se, e somente se,

n
in < E.

i=m

Ve >0,dN €N talque n>m > N =

Demonstragao: O critério dado diz simplesmente que a sequéncia das somas parciais
¢ de Cauchy. O resultado segue do Teorema 1.16.
Se Y x, converge, entao x, — 0.

Demonstracao: Como )z, é convergente, entdo »  x, = lim =s.
n—aoo

Tomando z,, = S,, — S,,_1, obtemos

lim z, = lim (S, —S,-1) = lim S, — lim S, ; =s—s=0,
n—~oo n—oo n—roo n—roo

como queriamos demonstrar.

Toda série absolutamente convergente é convergente.

Demonstragao: Observamos que para todo m,n € N temos

n n
D_mi| <D il =
=m =m

Logo, se Y|z, | é convergente, por (i) e por[izz] concluimos que x,, ¢ convergente. |

n

Zm-l :

i=m

Exemplo 1.23. Pelo item (ii), a condigao x,, — 0 é necessaria para a convergéncia da série

+00
> x, porém ela nao é suficiente. A série Harmonica g — é o contra exemplo mais famoso.
n
n=1
De fato, agrupando os termos da soma parcial Son de 1 em 1, 2 em 2, 4 em 4, ..., 2¥ em 2F

termos e estimando por baixo, temos que

Sgn == 1+
> 14

> 1+ + ...+

1 1 11
5 :
T T (-
4 8) 2n ) - 2n
1
2



Sequencias e Séries de Numeros Reais 30

Contando o nimero de vezes que 5 aparece na Soma acima temos que

| —

Logo, lim S,, = 4o00. Portanto, a série é divergente.
n—aoo

As principais aplicagoes praticas do estudo das séries harmonicas estao na miusica e na
analise de espectros eletromagnéticos, como por exemplo ondas de radio e sistemas de corrente

alternada.

Proposicao 1.24. Uma série de termos positivos € convergente se, e somente se, a sequéncia

de suas somas parciais € limitada superiormente.

oo
Demonstragao: (=) Por defini¢ao an = lim S, =s. Como S, é convergente, ela é
n—-o0
n=1

limitada. Em particular limitada superiormente, ja que os termos de S, sao positivos.
(«<=) Considere uma série Y _ x,, de termos positivos tal que a sequéncia S,, é limitada supe-

riormente. Temos que Y . | &; = 1 + Tg + ... + Ty, entao

Sl = I
Sg = T+ X9
83 = 21+ X2+ X3

S, = T1+Ta+ ...+ z,.
Como x; > 0, temos que S; < Sy < ... < 5, e 5, é uma sequéncia crescente. Sabemos que

uma sequencia crescente e limitada superiormente é convergente. Logo,

lim S, =s= E T,
n—o0

Portanto, > z,, é convergente. [ |

1.2.1 Critério da Comparagao

Sejam (2, )nen € (Yn)nen tais que 0 < z,, < y,, para todo n € N.
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(i) Se >y, converge, entao »  x,, converge.

(ii) Se > x, diverge, entdo Y vy, diverge.

Demonstragao: Sejam (S,)nen € (Th)nen as sequéncias de somas parciais de Yz,
e >y, respectivamente. De z, < y,, segue imediatamente que S, < T,, para todo
n € N. Assim, se (S, )nen € ilimitada superiormente, entdo (7},),en também é. Logo,
> x, €Yy, sao divergentes. Por outro lado, se (T, ),en é limitada superiormente, entao

(Sn)nen também é. Logo, pela proposi¢ao anterior » x, e >y, sao convergentes. l

. . . 1 .
Exemplo 1.25. Vamos estudar a convergéncia da série série » — analisando os valores de
n

p.

1
e Se p <0, entao lim — # 0 e portanto, a série sera divergente.
n—s+oo NP

1 1 . .
e Se 0 < p <1, temos que — < — Vn € N. Logo, pelo teste da comparacao com a série
n- n
harmonica, concluimos que a série diverge.
e Se p > 1, vamos analisar a sequéncia (S, ),en das somas parciais. De fato, agrupando os

termos da soma em grupos de 2 elementos, com k = 0,1,2, ..., obtemos que

1 1 1
S, = 1+§+§+...+—p

S L R B

< 2 s P (2” — 1)p

S (NI VY G N IR (L —

B v 3p g 5p o 6p e ) T (2l T (20 — 1)
2 4 on—1 L A
Z 4= I —p)(i—1)

S 1+ 2p + 4p to Tt (2n—1)p 21:1(2 ) .

Como p > 1 temos 2'7P < 1 e, portanto, a série geométrica de razao 2! 7P converge. Segue

1
que (Sp)nen € limitada superiormente e portanto » — € convergente.
n

1.2.2 Teste da Razao

Tn+1

Seja > x, uma série de termos positivos tal que existe o limite L do quociente . Entao,
n

a série converge se L < 1 e diverge se L > 1, sendo o teste inconclusivo no caso em que
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L=1

Demonstracgao: Seja ¢ um nimero compreendido entre L e 1. Supondo L < 1, entao ¢ < 1.

. ;g Tn+1 .
A partir de um certo indice NV, teremos que ——— < ¢, ¥n > N. Assim,
Ty
ITN+1
< Cc=—=TNy1 <IN C
TN
ITN42
<C=> TNy < TNy C<TN-C-C=Ty-C°,
IN+1

e assim, Ty;; < oy - . Isso mostra que a partir do indice N + 1 a série dada é marjorada
pela série geométrica Ty Y. ¢/, que é convergente, pois 0 < ¢ < 1. Entao, a série original é
também convergente, pelo teste da comparacao.

No caso L > 1, a partir de um certo indice N, xnyy1 > Ty, Tyi2 > Tyy1 > Ty € em geral

Tn4; > Ty, provando que o termo geral xy,; nao tende a zero. Logo a série ¢ divergente.ll

1
Exemplo 1.26. A série > - é convergente pelo teste da razao. De fato,
n!

1
1)! ! 1
T U L T L T —0<1.
n—s—+o0o i n—>—+00 (n =+ 1)' n—+oon + 1
n!

Logo, a série é convergente.

Exemplo 1.27. Veremos agora dois exemplos de que o teste da razao ¢ inconclusivo quando
1 1

L = 1. Considere as séries Y — e > —.
n n

A primeira série é a série harmonica. Como ja vimos, ela é divergente e

1
m 2L - g o
n—+00 l n—+oomn 4+ 1
n

Ja a segunda série, é a chamada série p, convergente para p > 1 e

1
— 9
T Ut T L
n—s+4o00 1 n—s+o00 (n —+ 1)2
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. . LT ~ . Tn+1
Note que a primeira série é divergente e a segunda convergente, mas ambas tém lim =

n—-4oo Tn

1.
Definicao 1.28 —OO !
efinigcao 1. .e—;a.

Teorema 1.29. O numero e é irracional.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que e € Q. Entao, existem p,q € N tais que
o

1
e = ]3, ou seja, b_ Z — Multiplicando por ¢! em ambos os lados da igualdade, teremos
n!

q n=0
P i
qq 271!
— 1) .4 . gl
. p-q-(g—1) _ T Z i
q ! n!
n=0 n=q+1
R = ¢
= p-(¢—D!- i > ~
n=0 n=q+1

q
!
Note que p- (¢ — 1)! € N e i € N pois, como n < ¢, podemos escrever n = q — r,
n!
n=0

com 7 € N. Assim

q

. ¢! B q'
2 - Z(q—r)!

n=0 n=0

(q—r)!

= > q-(g=1)- - (g—r+1).

_ iQ'(q—l)-...-(q—r_}-l).(q_r)!

|
Logo, (p- (g—1!=>7 2) € Z. Mas,
"= nl

0 < S Lo Ly ! + ! +
—~ nl q+1 (¢+2)(¢+1) (¢+3)(g+2)(g+1)
1 1 1

—+-+-+...=1
2+4+8jL
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[e.9]

. q!
Assim, 0 < Z ] < 1. Logo,
n=q+1
¢! = ¢!
. —_ 1) = 2 1
n=0 n=q+1
entao e # b Portanto, o nimero e é irracional. [ |

1.2.3 Teste da Raiz

Seja (r,)nen uma sequéncia de nimeros positivos.

(i) Se lim /z, <1, entdo ) x, é convergente.

n—>-+o0o

(i) Se lim /z, > 1, entdo Y z, ¢é divergente.

n——+o0o

Demonstragao:

(i) Seja ¢ € R tal que nirgoo {/r, < c < 1. A partir de um certo indice N € N, teremos
que /z, < ¢, ou seja, x, < c", para todo n > N. Observando que 0 < ¢ < 1, temos que
a série Geométrica Y ¢" converge. Assim, pelo teste da comparacao, a série > z,, também
converge.

(ii) Considere que nirgm /r, > 1. Entao, a partir de um certo indice NV € N, teremos que

/x, > 1, o que implica em x, > 1". Note que a série > 1™ é divergente e pelo teste da

comparagao y . x, também é. |

Observacao 1.30. Quando lilr£1r /x, = 1, o teste da raiz nao nos permite concluir nada
n—-—+0oo

sobre a convergéncia ou divergéncia de uma série.
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Método da Exaustao

No desenvolvimento calculo diferencial e integral tal como conhecemos hoje, grande parte dos
problemas que motivaram seu estudo foram originados a partir de, por exemplo, tentativas

de determinar o célculo de areas, volumes e comprimento de arcos.

O método da exaustao foi um dos primeiros métodos utilizados pelo homem para calcular
a area de figuras. Na Grécia antiga, ja se sabia calcular area do quadrado e do triangulo,
mas nao sabiam como calcular a area do circulo, por exemplo. Na tentativa de resolver esse

problema, surge o método da exaustao. Intuitivamente o método funciona assim:

Conhecemos a area do quadrado, e queremos encontrar a area do circulo. Digamos que

se inscreva um quadrado no circulo, como mostra a Figura 2.1 abaixo.

Figura 2.1: Quadrado inscrito em um circulo.

Note que ha espacos entre o circulo e o quadrado, o que nos indica que a aproximacao
das areas nao sera boa. Entao, ao invés de inscrever um quadrado, vamos inscrever um

pentagono no circulo.
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Figura 2.2: Pentdgono inscrito em um circulo.

Note agora que a diferenca entre as areas do circulo e do pentagono ainda é grande, mas é
menor que em relacao a area do quadrado. Assim, conforme aumentarmos o numero de lados
do poligono, a diferenca das areas sera cada vez menor. Como ja era conhecido o calculo da
area de um triangulo, entao usando um resultado da geometria euclidiana, onde todo poligono
de n lados determina (n — 2) triangulos, era possivel determinar a drea do poligono inscrito
no circulo e assim prever a area do circulo com uma margem de erro. Dai o nome de Método
da Exaustao, pois aumentariamos exaustivamente o nimero de lados do poligono inscrito
para diminuir a diferenca entre as dreas. Em uma linguagem atual, o método se resumiria

em calcular o limite da area do poligono quando o nimero de lados tende a infinito, ou seja,

AC: lim Ap,

n—o0
onde Aq é a area do circulo, Ap é a area do poligono e n é o nimero de lados do poligono.

O método da Exaustao, como é conhecido hoje, ganhou notoriedade nos trabalhos de
Arquimedes, mas os créditos do método sao dados a Eudoxo (370 a.C). O método da Exaustao

estda presente no XII livro de Euclides, “Elementos”. No entanto, é no XI livro de Euclides

que encontra-se uma proposicao que é a base do método.

Proposicao 2.1. Se de uma grandeza qualquer se subtrai uma parte nao menor que sua

metade, do restante subtrai-se também uma parte nao menor que sua metade, e assim por
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diante, se chegard por fim a uma grandeza menor que qualquer outra predeterminada da

mesma espécie.

Em uma linguagem matematica mais técnica, poderiamos enuncia-la da seguinte maneira:

1
“ Sejam ¢ > 0 e My, My, M3, My, ... nimeros positivos tais que My < EMI’ M3 <

1
§M2,M4 < §M3, assim por diante. Entao existe um ntmero inteiro positivo N tal que

My < e

Demonstracgao: Seja ¢ > 0 e M uma grandeza qualquer. Tome uma grandeza c tal que

1
3 < ¢ < 1. Fazendo

M—-—Mc = M — M(l—C):Ml,
My —Mic = My = M(1—c)= M= M(1—c)?= M,
My — Mye = Mz= My(1—c)=Mz= M(1—c)*=M,,

e assim sucessivamente, chegaremos que My = M (1 — ¢)V.

1 1
Se 3 <c<lentao0<1—c< 3 Logo, para um N suficientemente grande teremos que

(1 — ¢)" tenderd a zero. Ou seja, existe um N positivo tal que My < ¢. [ |

Veremos agora algumas aplicagoes do Método da Exaustao.

2.1 Quadratura da Parabola

J& vimos que para os gregos o calculo de areas era feito por comparagao com areas conheci-
das, como, por exemplo, a area do quadrado e do triangulo. Arquimedes usou o método da
exaustao para encontrar a area aproximada da parabola ao inscrever no segmento parabdlico
um triangulo de mesma base e altura. A seguir, em cada um dos segmentos parabdlicos re-
sultantes, inscreve-se novamente um triangulo e, sucessivamente, inscrevem-se triangulos nos

segmentos parabolicos resultantes nas etapas anteriores. A Figura 2.3 ilustra esta construgao:
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Figura 2.3: Quadratura da parabola.

Sejam C', D, E os pontos do arco de segmento parabdlico, como vimos na Figura 2.2,
obtidos tracando-se HC', F'D, GE paralelos ao eixo da parabola pelos pontos médios H, F, G
de AB, CA, CB. A partir de resultados da geometria [ver em https://sca.profmat-sbm.
org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=881, pagina 36| é possivel mostrar que a soma das dreas

dos triangulos AC'D e BC'E é um quarto da area do triangulo ABC, ou seja,

ANACD + ABCE = AiBC.

Aplicando repetidamente esse processo, podemos concluir que

AABC ~AABC AABC
e + e + ...

11 1
= AABC (14 -+ —+—=+..].
C< +4+42+43+)

Aparabola = AABC +


https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=881
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=881
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Not 1—|—1—|—1+1+ il/ o1 Atri d S0 L ]
ote que — — — vee = — € uImna serie geometrica de razao —, € Como viimos
4 TRVERE A & 1

n=0

W

no Capitulo 2, esta série convergira para —.

w

Logo,

4
Aparabola = gAAB C.

Vale observar que, na época, Arquimedes nao usou a série geométrica para fazer este

calculo, somente o método da exaustao.

2.2 Aproximacao do Pi

A razao entre o comprimento de qualquer circunferéncia e a medida de seu diametro é um

numero contante, que ficou conhecido como 7, letra grega que se le “Pi”.

Sabemos que o comprimento da circunferéncia de raio r é 27r e, para obtermos o compri-
mento exato da circunferéncia, precisaremos encontrar uma aproximacgao para m. Faremos
isso usando a ideia de estimar o comprimento da circunferéncia por um poligono regular

inscrito na mesma.

Para tal, considere um poligono regular de n lados, cujo lado sera representado por [,.
Iremos determinar um poligono de 2n lados de lado [, em funcao de [, e do raio r da

circunferéncia.

Para a demonstracao, vamos usar como base a Figura 2.4 a seguir
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)

Figura 2.4: Aproximagao do pi.

Por construgao, os triangulo AABC' e AABO sao isosceles. Em uma circunferéncia, se

o raio é perpendicular a uma corda entao ele intercepta a corda no seu ponto médio. Logo,
Ly
5

Como C'D é diametro da circunferéncia, o triangulo AC'D é retangulo em A. Usando o

S
S

fato que, em um triangulo retangulo, a altura é a média geométrica dos segmentos que ela

determina sobre a hipotenusa, temos que (2, = 2r - (r — PO) e, pelo Teorema de Pitégoras,
n

_ 1\ 2 S
PO’ =12 (§> . Substituindo PO da primeira igualdade na segunda igualdade obteremos

que

) m)
7"‘-  ——

l%n = = 9
\/47“2—[/%)
ST () A

2

= r. (27’— m)
= 2r* — r\/m
— b, = 22— DT L2, (1)

Iniciando o raciocinio de construgao de poligonos inscritos na circunferéncia, vamos consi-

derar o quadrado inscrito. Entao, pelo Teorema de Pitdgoras, podemos concluir que I, = rv/2.

Pelo resultado que obtivemos em (1), teremos que
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e assim sucessivamente. Veja a tabela:

n l, Perimetro
1,41421 - v | 5,6568 -
8 10,76537 - r | 6,1229 - r
16 | 0,39018 - r | 6,2428 -r
32 10,19603 - r | 6,2730 - r
512 | 0,01227 - r | 6,2831- 1

Tabela 2.1: Aproximacao do pi.

Observe que para um poligono de 512 lados ja obtemos uma aproximacao proxima ao

valor conhecido de (7 = 3,1415).

Arquimedes calculou o perimetro de poligonos com 12, 24 | 48 e 96 lados, inscritos e

circunscritos a circunferéncia, obtendo que 7 era um valor entre 3,1408 e 3,1428, o que pode

ser considerado uma boa aproximacao.

2.3 Volume da Piramide

Veremos agora uma aplicacao do método da exaustao para demonstragoes de volumes de

solidos geométricos. Para isso, consideremos alguns axiomas da Geometria Euclidiana.

Axioma I: A todo sélido geométrico S corresponde um tnico numero real positivo que

denominamos volume.

Axioma II: Se um sélido geométrico é a uniao de dois ou mais solidos geométricos tais
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que dois a dois nao tenham pontos interiores em comum, entao seu volume é a soma dos

volumes daqueles.

Axioma III: O volume de um poliedro determinado por um paralelepipedo retangulo é

o produto da area da base pela altura.

Principio de Cavalieri: Dados dois sélidos Sy e S, se existe um plano 7 tal que todo
plano m, paralelo a m; que intercepta S e S, determina em S e Sy intersegoes de areas iguais,

entao o volume de S; é igual ao volume de 55.

Nao iremos demonstrar esse principio, mas como ideia intuitiva imagine uma pilha de
cartoes de papel. Nao importa de que maneira nés empilhamos, o volume do sélido resultante

serd sempre igual.

Teorema 2.2. O volume de um prisma € o produto da drea de sua base pela medida de sua

altura.

Demonstracgao: Sejam A, e H, respectivamente, a area da base B e a altura de um prisma
dado. Consideremos um paralelepipedo retangulo, cuja base B’ tem area A, altura H e que
B’ esta no mesmo plano de B. Sabemos que as bases de um prisma sao congruentes, e que
quando o plano da se¢ao de um prisma é paralelo aos planos das bases, a se¢ao é congruente
as bases. Ou seja, todas as segoes dos dois prismas terao a mesma area. Pelo Principio
de Cavalieri, os dois prismas vao ter o mesmo volume. E pelo Axioma III, o volume do

paralelepipedo retangulo é A, - H.

Ay-H

Queremos mostrar que o volume da piramide é V' = , ou seja, o volume da piramide

¢ um terco do volume de um prisma de mesma base. Veja como exemplos as figuras abaixo:

Teorema 2.3. O volume da piramide € um terco do produto da drea da base pela medida da

altura.
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Figura 2.5: Volume da piramide

Demonstracgao: Faremos a demonstracao considerando a piramide de base quadrada ABCDE.
A ideia para essa demonstracao é “fatiar”a piramide por inimeros planos paralelos ao plano

que contém a base da piramide, como ilustra a Figura 2.6:

Figura 2.6: Piramide “fatiada”por planos.

Quando dividimos a piramide por n planos paralelos, teremos n — 1 troncos de piramides.
Note que os troncos da piramide nao sao iguais aos troncos de um prisma de mesma base e
altura da piramide, mas para n suficientemente grande, teremos que o volume dos troncos

da piramide tenderao ao mesmo volume dos troncos do prisma. Entao, consideraremos os
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troncos da piramide como sendo prismas de mesma base.

Agora, considere a Figura 2.7:

Figura 2.7: Piramide.

Seja k um numero natural tal que k representa a quantidade de troncos acima do tronco
de base A; da piramide de altura h, como vemos na Figura 2.7. Sendo assim, o volume de

H
Vi = Aj - —. Considerando a piramide de base Ay, podemos escrever a seguinte proporcao:

n
H 2
Ao (R
Ay H? H
k 2

Assim, o volume do k- ésimo prisma, que iremos representar por P, pode ser escrito como

H
Vpk :Ak-—.
n
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De (1), teremos que
kK* H
Ve = A5

5 2

Dessa forma, somando todos os volumes dos prismas de mesma bases A, e altura, teremos

— A,-H-

k=1
De (2), segue que
Vo= > A-H pe
k=1
Ay-H n
= 3 Zk:l k2.
= : 1)-(2n+1
Pelo Principio da Inducao Finita, podemos mostrar que Z k2 = n-(n+ )6 (2n + )
k=1
Logo,
Ay,-H (n-(n+1)-(2n+1)
V = .
n3 6
. Ab -H n n
N n3 6
1 1
(1 + —) (2 + —>
— A,-H- n n;

6

Quando tomarmos, o limite para expressao acima, para n suficientemente grande, teremos

2
VvV = Ab.H.az

Ay-H
Portanto, o volume da piramide é dado por V = bT ]

Podemos usar raciocinio semelhante para demonstrar o volume de outros sélido geométricos,

como do cone e da esfera.



CapriTULO 3

Propostas Didaticas para Sala de Aula

De acordo com as DCE - Diretrizes Curriculares da Educacio Bésica de Matemética [1]
para as séries finais do Ensino Fundamental e para o Ensino Médio - do Governo do Estado
do Parana, o estudo sequéncias e séries se encaixa no primeiro ano do ensino médio no
conteudo estruturante de fungoes. Basicamente, o estudo fica restrito ao ensino de progressoes
aritméticas (PA) e progressoes geométricas (PG) com o intuito de que o aluno reconheca, nas
sequéncias numéricas, particularidades que remetam ao conceito das progressoes aritméticas e

geométricas e generalize calculos para a determinacao de termos de uma sequéncia numeérica.

A seguir, temos as defini¢oes de PA e PG apresentadas nos livros didaticos. Aqui apresen-
tamos como referéncia as defini¢oes do livro “Contexto e Aplicagoes”do autor Luiz Roberto

Dante, referéncia [6].

Definicao 3.1. Progressao aritmética é toda sequéncia de niimeros na qual a diferencga entre
cada termo (a partir do segundo) e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é

chamada de razao da progressao e é representada pela letra r.

Definicao 3.2. Progressao geométrica é toda sequéncia de nimeros nao-nulos na qual é
constante o quociente da divisao de cada termo (a partir do segundo) pelo termo anterior.

Esse quociente constante é chamado de razao da progressao e é representado pela letra q.

Atualmente, os livros de matematica abordam tal conteido focando na apresentacao
formulas. Em geral, os livros apresentam uma estruturacao didatica semelhante, sem mui-
tas novidades. Nesse trabalho, vamos analisar os textos referentes a sequéncia nos livros
“Contexto e Aplicagoes”, referéncia [3] de Luiz Roberto Dante e “Matemadtica: ciéncia e

aplicagoes” de Gelson Iezzi em conjunto com outros autores, referéncia [6].
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LUIZ ROBERTO DANTE

VOLUME | GELSON IEZZI

| OSVALDO DOLCE

| DAVID DEGENSZAIN
ENSINO | ROBERTO PERIGO oty
MATEMA!
| NILZE DE ALMEIDA

-y

APLICACOE

Material de VOLUME

divulgagdo da
Editora
Atica

o N0

ERGIP

MATERIAL DE DIVULGAGAO
DA EDITORA SARAIVA

% Q‘ Editora ENSINO MEDIO 2 7 5 8 5 C O L 0 2

cédigo da colegao editora dtlca Saraiva

27582C0L02

Figura 3.1: Livros didéticos.

No livro “Contexto e Aplicagoes”, o autor comega o texto com uma introdugao de como
as sequéncias podem aparecer na natureza, a determinacao de uma sequéncia por recorréncia
antes de definir formalmente o conceito de sequéncias, PA e PG. O mesmo apresenta listas
de exercicios com foco principalmente na aplicacao de férmulas, como vemos nas Figura 3.2

e 3.3:
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Férmula do termo geral de uma PA
Em uma progressao aritmética (a, @, ds, ... @y, -) d€ 13230 % Pﬂftfﬂdﬂ"““m*"‘;’“"zﬁr "
termo basta somar r ao 1° termo (g; = @, + rj,piimﬂ'?fd“" termos basta ﬂm";ﬁrml g
(@y = @y + 2r); para avangar trés termos basta somar 3r ao 1° termo (as = @ + 3r); € assim por diants
Desse modo encontramos o termo de ordem n, denominado termo geral da PA, que ¢ dado por; _

(a0 passar de @, para a,. avangamos (n — 1) termos, ou seja, basta somar (n

Messa firmula temos: i
a, = tesma geral n = nimero de termos (até a,) e

ay = 1P termo r=razao da PA

Observagio: Algumas vezes é conveniente indicar o 1° termo por a, € ndo por
ficando o termo geral da PA dado por g, = g + nr. Observe isso no seguinte
problema:

— 1) vezes a razao ao -

Senmd:mmnméummm:mﬂwdmﬂim (8
acada ano de uso, qual serd o seu prego com 5 anos de uso? ) /G
Temos uma PA com g, = 40000, razio r = qmemm. Pl
@y = dg + 5r = 40000 + 5(-1200) = 40000 = 6000 = 34000 :

Mmmﬁshmuumwaum

Nt

Figura 3.2: Exemplos e exercicios do livro Contexto e Aplicagoes.
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Exercicios

4 = 2 qual

12. Verifique se a sequéncia dada & uma PA e, se for, déo 2"'- Dada v PA G Sl L
valor darazdor, I m+ aytl

a) (2.5 8,M,14) par=3
B) (15 40, 5.0, =5) Pher= =5

|
25.-
cometa tenha passado pel

¢) (23,5 T) i faz uma passagem pela
O (L2 mee ] quantas vezes ele teria p
"33’ 1 até 20137 16 venes.
&) L1+ 43.14 23,1+ 33) par =i |
2l 2. D sobe s
{] £ 3
f) '3 LEET 0N PA, Se e5585 nul

13, Escreva a PA de:
a) cinco termos, em que o 17 terma é o, = T e a razdo
&= 4P (7,115,189, 23)
b quatro termos, em que o Ptermoé g, = —Gea
r3z3g & r= B P (-6 1,10, 18}

4. Determine a farmula do termo geral de cada PA:
a (7. ) a=5-%comacer

BY (1.5, ) 0. = &0 - Leomnear
15. Determine o 157 termo da PA (6,10, ). &2

16. Qual & o 50° ndmero impar positivo? 99

17. Calcule 0 1* termo da PA:
a) da razio r = 3, sabendo que g; = 21;
b emques, = —29er= —d.0=8

18. sabe-se que, em uma PA de 12 te
nn-ﬁCahie:radod;ﬁlﬁr

Figura 3.3: Exercicios do livro Contexto e Aplicagoes.

A situacao nao é muito diferente para o livro “Matematica: ciéncia e aplicagoes”. Os

autores seguem a estrutura bésica de teoria seguida de exercicios, resumidos basicamente a
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aplicagao de férmulas. Veja:

Figura 3.4: Exemplos e exercicios do livto Matematica: ciéncia e aplicagoes.
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Capitula 10

L14.Em umapa.,0 7" termo vate 49 o primeirovale 230 financiamento de um imével em dez ang
“73.Qual é a razho dessa PAT wh, para cada ano, doze prestagdes ig
da prestagdo mensal em um deter

15-ﬂhulén5eqmdnltrrmdt uma LA, de razio 9, cuje RS 20,00 a mais que o vabir pago,

107 termo vale 9B}

lmmsilmdelﬁ 0

15 Para realizar o sonho d ja
= e viajar nafim do na, Clarice
s al umdﬂwl_

decidiu,em 17 de janeiro, que, a cada s, quardasia
R% 45,00 a mais que a quantia guardada no més
anterior, Sabendo gue em malo Clarice guardou
R% 205,00, determine:

&) & quantia guardada em janeire; AH
b) a quantia mensal maxima guardada naguele anc: 25.em

€1 a razao entre o valores guardados por Clarice ros

meses de sutubro e julbo.

(131,138,145,

1 ?4“nbamﬁwﬁuuumhmmmm
sequintes condigdes: em janeiro, aprovou crédito
Para 236 pessoas; em feveneiro, para 211;6m margo,
aprovou malks 185 normes, & assim por diante,

_.d = -

Figura 3.5: Exercicios do livro Matematica: ciéncia e aplicagoes.

Note que questoes com a finalidade de aplicar formulas explora muito pouco a criatividade

e o raciocinio légico. Essas caracteristicas sao muito importantes para o desenvolvimento dos
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alunos e dificilmente sd@o contempladas nos livros didaticos. Acreditamos que os autores

precisam acrescentar exercicios com tais abordagens.

Como abordagem histérica, ambos relatam a sequéncia de Fibonacci. Observe na Figura

3.6, a esquerda a foto do livro “ Contexto e Aplicagoes”e a direita “ Matematica: ciéncia e

aplicagoes” .

¥ -

A sequéncia de Fibonacci
,0 matematico italiano Leonardo de Pisa (1170-1250),
mais conhecido como Fibonacci, contribuiu com diver—v
$as pesquisas para o desenvolvimento da Matematica,
Em 1202, em seu livio intitulado Liber Abaci, apre-
sentou o problema que o consagrou. Acompanhe:
Supondo que um coelho tenha vida eterna e que
cada casal gere um novo casal, que dara origem a um
Tovo par no segundo més de Vida, e assim sucessiva-
mente, de més em més, fica formada uma sequéncia
especiaﬂl com niimeros naturais. Assim:
* 10 1°més temos um c:
sl asal de coelhos, que chama-
* nofimdo1°més o casal acasala, Continuamos com
um par de coelhos;

ot
no 3° més, A gera um Ppar B e passamos a contar
com 2 casais;

A sequéncia de Fibonacci

Uma sequéncia muito conhecida na Mate-
matica é a sequéncia de Fibonacci, nome pelo
qual ficou conhecido o italiano Leonardo de Pisa
(1175-1250). Em 1202, Fibonacci apresentou em
seu livro Liber Abaci o problema que o consagrou.

Fibonacci considerou, no periodo de um
ano, um cenério hipotético para a reproducio de
coethos. Veja:

« No inicio, ha apenas um casal que acabou de
nascer.

«0s casais atingem a maturidade sexual e se
reproduzem ao final de um més.

« Um més é o periodo de gestagdo dos coelhos.

© Sitard BanchenCorbal atrSiock Coieco partculr

« Todos os meses, cada casal maduro da a luz um
novo casal.
= 0s coelhos nunca morrem.
Acompanhe, a seguir, a quantidade de pares de coelhos, a0 final de cada més:

2ex ; de Leonardo Fibonacci.
o 4° més, teremos trés pares, e 0 novo casal é uma cria de A; passamos a e
* Jano5°meés, teremos, além da cria de. 5

uma cri;
A A, acnadeB,eentioﬂc_am@s)
* N0 6°més, além das crias de A e B, também terem e Cee
, 105 e
ABCDEFGeH; et -

* 10 7°meés, teremos crias de 4, B, C, D e E e obteremos 13 casais:
€ assim sucessivamente. v

« Inicio: um Gnico casal. .. (] '

@@

« Ao final de um més, o casal acasala. Continua-
moS COm um par.

- Ao final de dois meses, a fémea dd & luz um
novo par. Agora séo dois pares.

| = Ao final de trés meses 0 “primeiro casal” da @ .’

: "y
luz outro par, e 0 “sequndo” casal acasala. $30 @ @

3 pares.

“primeiro” casal d Haed a0 Brad
« Ao final de quatro meses, 0 “primeiro” casd " b . 1 "
41z outro par; o “segundo casal” dé 1w pela @ (@) o @o @ -

primeira vez e o 3¢ par acasala. S3o 5 pares:
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Figura 3.6: Textos sobre sequéncia de Fibonacci

Isso nao implica que os livros aqui discutidos nao tenham qualidades, mas como vimos
nos capitulos anteriores, as sequéncias e séries de nimeros reais podem proporcionar uma
vasta gama de aplicagdes cujos principios intuitivos sao acessiveis para os estudantes das
séries em questao. Além disso, tiveram uma importancia muito grande no desenvolvimento
do calculo diferencial que conhecemos hoje, o que possibilitou o avanco em diversas areas do

conhecimento.

Nesse capitulo vamos abordar algumas propostas de aplicacao do contetido de sequéncias
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e séries, as quais podem ser trabalhadas em sala de aula com os alunos.

3.1 Proposta Didatica 1

Apresentamos agora uma proposta didatica utilizando o método da exaustao estudado no
Capitulo 2.

Piblico alvo: Alunos do ensino médio.

Recursos Pedagogicos: Quadro, giz e laboratoério de informaética.

Objetivos : Apresentar aos alunos o método da exaustao, empregando os conhecimentos de
sequéncias e séries.

Desenvolvimento: Em um primeiro momento, o professor deve fazer um apanhado historico
falando de Arquimedes e do método da exaustao. Para que fique claro o raciocinio utilizado no
método, podemos exemplificd-lo com a ideia de aproximar a area de um circulo por poligonos

regulares inscritos ou circunscritos, como mostra a Figura 3.7:

L&

n=4

n=7 n=8 n=9

Figura 3.7: Poligonos regulares inscritos e circunscritos em uma circunferéncia.

(Fonte: obaricentrodamente.blogspot.com.br/2008/12/breve-cronologia-de-pi.html - visi-
tada em 03/02/2017)
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Apos esta etapa, o professor pode propor aos alunos a questao da quadratura da parabola,
no qual os mesmos terao que calcular a area abaixo da curva delimitada por um segmento

de reta.

Figura 3.8: Pardbola delimitada por um segmento de reta.

Essa atividade podera ser feita em grupos, nos quais os alunos trabalharao na resolugao
do problema. O professor devera supervisionar os grupos, analisando os caminhos que os
grupos estao considerando para a resolugao. Apds esta etapa, o professor mediard um debate
onde cada grupo apresentara seus raciocinios e solucoes. Para finalizar essa etapa, o professor

pode fazer uma explanagao da solugao (apresentada no Capitulo 2).

Para fechamento da atividade, sugerimos uma construgao no Geogebra que facilitara a
compreensao dos alunos na solugao do problema. O Geogebra é um aplicativo de matematica
dinamica que combina conceitos de geometria e algebra em uma tinico software. E gratuito
e pode ser baixado no endereco eletronico: www.geogebra.org.

Na Figura 3.9, temos a tela inicial do Geogebra e a parte destacada em preto sao as

ferramentas que utilizaremos na construcao.

1° Passo: Vamos inserir o comando ”controle deslizante”. Para isso, clique na décima
primeira caixa de ferramenta e aparecerd a opcgao. Crie o controles a, b e c. Esses serao os

coeficientes da equagao da nossa parabola. Com esse comando, poderemos alterar a equacao
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Figura 3.9: Tela inicial do Geogebra.

parabola quando desejarmos.

2° Passo: Para inserir a parabola, digite na caixa de entrada, situada na borda inferior

da pagina inicial, a equacao a 22 + b x + ¢, com espacos entre a e 22 e entre b e c.

Observe o resultado na Figura 3.10.

£ losdetrn - "y b  — T e i
Auguewn Ediar Exbr Opodes Fenamentas Janels Apeda Enbar... |
IRENEERENTE R
.- J:r-:h-\:c-.'..qcb:': G l".lﬁl'nllldﬁ'-;'rluﬂi.uﬁld- : N H |
Fungla [FFiNL A F— T ] |
| Cm )= 1 1w —E’::Q—'ul " | |
hime —_— {
" a= ! * |
LRTE] | !
®cmy | N I,I'
\ 4 1
\ !
| !
\
!
Y o
Y /

0
Eniradi ]

Figura 3.10: Construcao da parabola no Geogebra.
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3° Passo: Em nossa construgao, usaremos um valor negativo para a. Assim teremos

uma parabola com concavidade voltada para baixo.

4° Passo: Vamos construir um segmento que limite a area da parabola. Para isso, clique
na terceira opc¢ao da caixa de ferramentas e selecione a opcao “segmento”. O resultado devera

ser o da Figura 3.11.
DO

Arquive Editar Exabir Opgdes Ferramentas Janeta Ajuda Entrar...
N K2 58N o] ) A PN B 2 :
* Janela de Aigebra < | » Janela de Visualizagiio [
Fungio @
G , P
e fijz) = —0.8x"+ b=
Mamero £=1
% amig
® b=1
|
Ponto
® A=(-28 -394)
® B=[4,-3.92)
Segmenta
® g=68
A B
L L
‘ : / \
Entrada: $ @

Figura 3.11: Area da parabola delimitada por um segmento de reta.

Agora, vamos calcular drea da pardabola limitada pelo segmento AB usando o método da

exaustao, a exemplo de Arquimedes.

5° Passo Para determinar os pontos de intersecao entre a parabola e o segmento AB,
clique na segunda caixa de ferramentas e selecione a opgao “intersecao de dois objetos”. Deé

um clique na parabola e outro no segmento AB. Vao aparecer os pontos C' e D.

6° Passo: Vamos determinar o eixo de simetria da parabola. Clique na segunda caixa de
ferramenta e selecione a opcao “ponto médio ou centro”. Clique nos pontos C' e D. Aparecera

o ponto E, que é o ponto médio do segmento C'D.

7° Passo: Na quarta caixa de ferramenta, selecione a opcao “reta perpendicular”. Clique
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no ponto E e no segmento C'D. Utilize novamente a ferramenta “intersecao de dois objetos”e

encontre a intersecao da pardabola com a reta perpendicular ao segmento C'D. O ponto F'.

8° Passo: Com a ferramenta “segmento definido por dois pontos”, crie os segmentos C'F'
e DF. Também podemos construir o segmento FF' e desmarcar na janela de dlgebra a reta
perpendicular.

Sl T— &
Argeve Edtar Edbe Opoles Femamentas Jansla Apda

'_'.\-_:'. - '

*
r
¥ Janesla de Algebra =

o [P el I G el e
~ 1\ J.-..-_z__-\\ ABC | T )

v,

& =25
& b=015
LT 1
Parto
& A=(d82.0)
& E=50)
® =402, 0
& D= [LE2, 0}
® E=(0.2,0) i
® F =03, 4567
Rula
[k
SaqEdin
& ge=GEg
h=852
LLL =

Entraca 3 |

Figura 3.12: Aproximacao da area da parabola por 1 triangulo.

Para apagar as letras que representam os segmentos criados, basta clicar em cima da letra

com o botao esquerdo do mouse e selecionar a opgao “exibir rétulo”.

9° Passo: Na quinta caixa de ferramenta, selecione a opcao “poligono”. Clique e ligue
os pontos C',F' e D, criando o triangulo ACFD.

10° Passo: Repita os passos anteriores e crie os triangulos CF'H e DFJ. Use a oitava

caixa de ferramenta para selecionar a opcao “area”e verificar que a soma das areas dos AC'F'H

1
e ADF'J se aproximam de 1 da area do ACFD.

11° Passo: Esse processo pode ser feito varias vezes para diminuir o erro de aproximacao

da soma da area dos triangulos com a area da pardbola.
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Figura 3.13: Aproximacao da area da parabola por 7 triangulos.

No canto esquerdo inferior, temos as areas de cada triangulo construido.
Como vimos anteriormente, Apasbola = %ACF D.
Logo, Aparsbola = % - 20,2 = 26, 93.
Em nossa construcao, aproximamos a area da parabola por 7 triangulos, chegando ao

seguinte valor

Aparabola ~ 20,2+ 22,53+ 40,32 = 26, 54.

3.2 Proposta Didatica 2

Nessa segunda proposta didatica, vamos fazer uma aproximagcao do valor de 7w com o auxilio
do método da exaustao.

Piblico alvo: Alunos do ensino médio.

Recursos Pedagoégicos: Quadro, giz, TV Pen Drive e laboratério de informatica.
Objetivos : Apresentar aos alunos o método da exaustao, empregando os conhecimentos de
sequéncias e geometria.

Desenvolvimento: Caso o professor nao tenha feito a primeira atividade proposta, seria
interessante fazer uma retomada histérica sobre Arquimedes e o método da Exaustao. Caso

o professor perceba a necessidade de uma breve revisao sobre circunferéncia e o nimero 7,
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sugerimos a exibicao de um video chamado “Roda do sonho”, que aborda a relagao entre os
mesmos. Este video pode ser encontrado no site http://m3.ime.unicamp.br, que contém
recursos educacionais multimidia em formatos digitais desenvolvidos pela Unicamp para o
Ensino Médio de Matemética no Brasil. O video também pode ser encontrado no enderego

eletronico https://www.youtube.com/watch?v=zzm1ALKPKjA.(visitado em 11/01/2017).

A questao a ser estudada nessa atividade é de como podemos encontrar um aproximagao

para o valor de 7w estimando o comprimento da circunferéncia.

O professor deve propor aos alunos, em grupos ou individualmente, que pensem em alter-
nativas para responder essa questao. Depois do tempo estipulado pelo professor, os alunos
devem apresentar suas conclusoes. Em seguida o professor deverd apresentar uma solucao
para a pergunta. Ja vimos na Atividade 1 que podemos aproximar a area do circulo por
poligonos regulares inscritos. Vamos usar a mesma ideia para estimar o comprimento da

circunferéncia (ver o Capitulo 2).

Para finalizar a atividade, vamos propor uma construcao no Geogebra para mostrar que,
quanto maior for o nimero de lados do poligono regular inscrito no circulo, melhor sera a

aproximacao do comprimento e do valor de 7.
Vamos a construgao:

1° Passo: Vamos inserir o comando “controle deslizante”. Para isso, clique na décima
primeira caixa de ferramenta e aparecera esta opc¢ao. Crie controles » com minimo igual a 1,
e n com minimo igual a 3, maximo igual a 1024 e incremento 1. Aqui, r representara o raio

da circunferéncia, e n o nimero de lados do poligono inscrito.

2° Passo: Em “opgoes”, selecione “rotular’e em seguida “menos para objetos novos”.
Tal procedimento é necesséario para que, quando desenharmos os poligonos, seus vértices nao

sejam nomeados.


http://m3.ime.unicamp.br
https://www.youtube.com/watch?v=zzm1ALkPKjA
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Figura 3.14: Opcao de nao rotular objetos.

3° Passo: Vamos criar a circunferéncia. Na sexta caixa de ferramentas, selecione “circulo
dado centro e raio”. Clique com o botao direito do mouse na origem do sistema cartesiano.

Iré aparecer a seguinte caixa:

¥ Circulo dados Centro e Raio ﬁ

Raio

| Ok | Cancelar

Figura 3.15: Caixa de ferramenta Circulo dados centro e raio.

Digite r como raio e clique em “ok”. Assim podemos alterar o raio da circunferéncia com

o comando do controle deslizante que criamos no 1° passo.

4° Passo: Na segunda caixa de ferramentas, selecione “intersegao de dois objetos”. Clique
na circunferéncia e no eixo Y. Teremos dois pontos de intersecao. Apague um dos pontos.
Para isto, clique sobre o ponto com o botao esquerdo do mouse e selecione a opc¢ao “exibir

objeto”.
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Figura 3.16: Construgao da circunferéncia.

5° Passo: Para inscrever poligonos regulares na circunferéncia, precisaremos definir o

angulo central. Na oitava caixa de ferramenta, selecione “angulo com amplitude fixa”. Clique

no ponto de intersecao da circunferéncia com o eixo Y e no raio da circunferéncia. Vai aparecer

a seguinte caixa:

i 1 Aaguls cam Mplilﬂim 2

Angulo
45*
@ sentido anti-hordno
senlido hardnag

Cancear

Figura 3.17: Caixa de ferramenta Angulo com amplitude fixa.

Apague 45° e digite 360°/(2*n) (o simbolo (*) significa multiplicagdo no Geogebra). As-

sim, estaremos calculando o angulo central do poligono dependendo da quantidade de lados

do mesmo. A Figura 3.18 retrata o resultado que obteremos nesse passo.
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Figura 3.18: Circunferéncia com angulo central.

Apague o angulo marcado na circunferéncia clicando sobre o ponto azul circulado de preto
na Figura 3.18.

6° Passo: Na nona caixa de ferramenta, selecione “reflexao em relagdo a uma reta”.

Clique no ponto obtido no passo anterior e no eixo Y, criando um ponto de reflexao em

relacao ao eixo Y.
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Figura 3.19: Reflexao de pontos.

7° Passo: Na quinta caixa de ferramenta, selecione a opgao “poligono regular”. Clique

no ponto obtido no passo anterior e em seguida no ponto encontrado no passo 4. Ira aparecer

a seguinte caixa:

s P =)
Vertices
|4| al

| oK H Cancelar

Figura 3.20: Caixa de ferramentas Poligono Regular.
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Apague o nimero 4 e digite n. Assim, alteramos o nimero de lados do poligono pelo

controle deslizante construido no primeiro passo.

8° Passo: Na décima caixa de ferramenta, selecione a opgao “texto”e clique sobre a tela.

Vai aparecer a caixa de texto e entao digite o texto mostrado na Figura 3.21.

£} Texto ||

Editar

\pi=\dfrac{Perimetro v Poligono © |I'I‘ECI'itD}[2I]2'rdfrEE{_I'I fH2r=nfri2n

[¥ Famula LaTeX = | Simbolos = | Objetos =

| o | | | |
Visuahzar
erimetro Poli nseri 25.9945696506
. Perimetio Poligono fnserito _ 25, 9945696506 _ 21394407791
2r H.28
o Ajuda 0]} Cancelar

Figura 3.21: Caixa de ferramenta Texto.

Marque a opgao “Férmula LaTeX”caso a mesma nao esteja selecionada.

Para inserir a letra f da férmula, vd em “Objetos”e procure a mesma. Ela representa a
medida do lado do poligono regular que criamos. Faca o mesmo procedimento para r. Assim,
quando alterarmos os controles deslizantes, a formula é atualizada automaticamente.

Esse sera o resultado final:
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Figura 3.22: Aproximacao do nimero m

Conforme aumentamos o valor de n, teremos uma aproximagao melhor para 7.

Historicamente, no século XVI Ludolph van Ceulen (1540-1610), matematico alemao, pas-
sou mais de trinta anos da sua vida aperfeicoando o método de calculo do ntimero irracional
7, 0 qual em 1596 calculou um valor de m com 35 casas decimais. Para isto, ele comegou com
um poligono de 15 lados, e seguindo o aumento da quantidade de lados obteve o resultado
de 3,14159265358979323846264338327950288.

Hoje, com a ajuda de super computadores, o nimero de casas decimais conhecidas de m

ja estda na marca dos quadrilhoes.

Observacoes:

A duragao das atividades ficam a critério do professor, pois cada turma tem seu ritmo de
aprendizado, e é importante que o mesmo seja respeitado para que a atividade tenha valor
pedagdgico significativo.

Em relacao a avaliacao, entendemos que a mesma é um processo continuo. Assim, indi-
camos que desde a primeira aula, seja avaliado a participagao, o interesse e envolvimento do
aluno com todas as etapas aqui propostas.

E importante ressaltar que, embora estas propostas ainda nao tenham sido aplicadas
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na pratica, acredita-se que as mesmas sao acessiveis para sala de aula com um resultado

pedagdgico satisfatorio.



CapriTULO 4

Conclusao

Neste trabalho estudamos a teoria de sequéncias e séries de numeros reais sob o ponto de

vista analitico.

No tocante as aplicacoes, e principalmente ao foco principal do PROFMAT de propiciar a
professores um dominio aprofundado de conteliiddos matematicos relevantes para sua docéncia,
demos énfase ao método da exaustao, a fim de que o mesmo possa ser explorado em sala
de aula, com o propdsito de complementar as atividades dos livros didaticos, desenvolver o

raciocinio logico dos alunos e proporcionar uma experiéncia com o software Geogebra.

Acreditamos que este texto possa ajudar o professor na preparacao de suas aulas e que
novos roteiros possam ser sugeridos pelos professores com base nos seus conhecimentos e nas

ideias aqui apresentadas.
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