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Maringá-PR, 9 de novembro de 2018



 Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP)
                 (Biblioteca Setorial BSE-DMA-UEM, Maringá, PR, Brasil)

        Pampu, Ademir Benteus
P186o      Ondas não lineares : taxas de decaimento uniforme e 

turbulência fraca / Ademir Benteus Pampu. -- Maringá, 2018.
           95 f. : il.

           Orientador: Prof. Dr. Juan Amadeo Soriano Palomino.
   Coorientador: Prof. Dr. Nicolas Burq.

           Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Maringá, 
Centro de Ciências Exatas, Programa de Pós-Graduação em 
Matemática - Área de Concentração: Análise, 2018.

           1. Equação da onda – Semi-linear. 2. Dissipação não 
linear. 3. Decaimento uniforme. 4. Crescimento das normas de
Sobolev. 5. Espaços de Sobolev. 6. Semilinear wave equation.
7. Nonlinear damping. 8. Uniform decay rates. 9. Growth of 
Sobolev norms. 10. Sobolev spaces. I. Soriano Palomino, Juan
Amadeo, orient. II. Burq, Nicolas, orient. III. Universidade
Estadual de Maringá. Centro de Ciências Exatas. Programa de 
Pós-Graduação em Matemática - Área de Concentração: Análise.
IV. Título.

CDD 22.ed. 515.3535 
Edilson Damasio CRB9-1.123





Agradecimentos

Gostaria de agradecer a todos os professores, tanto dos cursos de graduação, de mestrado
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RESUMO

Neste trabalho estudaremos questões relativas a existência e unicidade de solução global,

bem como o comportamento assintótico, para modelos de equações da onda semi-lineares.

O primeiro problema abordado neste trabalho diz respeito ao estudo do modelo intro-

duzido por P. Rosenau em [46] posto em domı́nios limitados e sob a ação de um termo

de relaxamento. Posteriormente, abordamos a equação da onda semi-linear, posta em

uma variedade riemanniana tridimensional, sob a ação de um termo de dissipação não

linear, ao qual provamos a existência de taxas de decaimento uniforme para a solução

global deste problema. Por fim, provamos a existência de limitantes polinomiais para o

crescimento das normas de Sobolev para a equação de Klein-Gordon semi-linear, posta

em uma variedade riemanniana tri-dimensional.

PALAVRAS-CHAVE: Equação da onda semi-linear, dissipação não linear, decaimento

uniforme, crescimento das normas de Sobolev.



ABSTRACT

In this thesis we study questions related to the existence and uniqueness of global solutions

and asymptotic behavior for semilinear wave models.

The first problem addressed here is the study of the model introduced by P. Rosenau

in [46], posed in a bounded domain with a relaxation term. In the next chapter, we prove

the existence of solution and the existence of uniform decay rates for a semilinear wave

equation, posed in a three dimensional riemannian manifold, with a nonlinear damping.

In the last chapter we study higher order Sobolev norms’ growth in time for the semilinear

Klein-Gordon equation.

KEYWORDS: Semilinear wave equation, nonlinear damping, uniform decay rates, growth

of Sobolev norms.
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Introdução

Esta tese é dedicada ao estudo da existência e comportamento assintótico de soluções

para modelos semi-lineares para equação da onda.

O primeiro problema abordado aqui diz respeito ao decaimento assintótico para o

seguinte modelo de equação da onda

utt − auxx + uxxxx −
∫ t

0

g(t− s)uxxxx(s)ds+ uxxxxtt = α|ux|px (0.0.1)

tal modelo, introduzido por P. Rosenau em [46], descreve a propagação de ondas em meios

densos (dense lattices). Aplicando a abordagem de [40] e o método do poço potencial (po-

tential well method) nós provamos a existência de solução global para este problema posto

em um domı́nio limitado, quando considerado com dados iniciais pequenos. Feito isso pas-

samos a análise do comportamento assintótico da solução, então seguindo a metodologia

desenvolvida em [38], [39] nós provamos a existência de taxas de decaimento para a energia

associada a este modelo.

A próxima questão abordada neste trabalho é a existência e comportamento assintótico

para a equação da onda semilinear, com dissipação não linear,

utt −∆Gu+ a(x)g(ut) + f(u) = 0 (0.0.2)

posta em uma variedade riemanniana compacta tri-dimensional (Ω, G) com bordo, ie,

∂Ω 6= ∅. Neste caso, inspirados pelos trabalhos [41], [4], nós relacionamos o comporta-

mento assintótico da solução deste problema ao comportamento das geodésicas de Ω com

a métrica G, provando que a solução decai uniformemente para zero desde que a dissipação

não linear seja efetiva em um subconjunto aberto ω ⊂ Ω, cobrindo uma vizinhança da
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fronteira e satisfazendo a condição geométrica de controle (que abreviaremos como GCC,

que indica o termo em inglês Geometric Control Condition). O argumento usado para

obtenção de tais taxas de decaimento combina a abordagem usada em [20], com o prin-

cipio de continuação única provado em [35] e as estimativas de Strichartz provadas em

[11] e [5]. É importante observar que o prinćıpio de continuação única que usamos aqui

exige apenas que termo de dissipação seja efetivo em uma região satisfazendo a GCC,

sem exigências acerca do termo de dissipação ser efetivo em uma região cobrindo uma

vizinhança da fronteira.

O último problema abordado neste trabalho descreve o comportamento, com relação

ao tempo, das normas em espaços de Sobolev de ordem superior da solução (u, ∂tu) para

a equação de Klein-Gordon semilinear

∂ttu−∆Gu+ a(x)∂tu+ f(u) = 0 (0.0.3)

posta em uma variedade riemanniana tri-dimensional (Ω, G), compacta, sem bordo. Mais

precisamente, provamos que as normas Hm+1 × Hm, m ∈ N, tem um crescimento, no

máximo, polinomial. Como consequência deste fato destacamos que, quando consideramos

os termo de dissipação γ(x)∂tu efetivo em uma região ω ⊂ Ω satisfazendo a condição

geométrica de controle, temos que as normas Hs+1×Hs, 0 < s < m, de (u, ∂tu)(t) decaem

exponencialmente quando t → ∞. De fato, dos trabalhos [4], [19], [20] e [41] temos que

a norma H1 ×L2 de (u, ∂tu)(t) decáı exponencialmente quando t→∞, combinando este

fato com o crescimento polinomial da norma Hm+1 ×Hm de (u, ∂tu)(t) e um argumento

de interpolação podemos encontrar taxas de decaimento exponencial para a norma de

Hs+1 ×Hs, 0 < s < m, de (u, ∂tu)(t).

O interesse f́ısico no estudo do comportamento das normas de (u, ∂tu) em Hm+1×Hm

vem do fato que o comportamento destas normas captam o quanto de energia é movido de

baixas para altas frequências, quando o tempo tende a infinito. Tal fenômeno é conhecido

como turbulência fraca. Desta forma nosso resultado mostra que, esta transferência pode

acontecer, no máximo, a uma taxa polinomial.

No contexto da equação de Schrodinger o primeiro grande avanço em descrever este

fenômeno foi dado por Bourgain em [7] e, posteriormente, tais resultados foram extendidos
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por Staffilani em [54]. É válido ainda mencionar o trabalho de S. Zhong [60], o qual estende

para contextos mais abstratos os resultados antes obtidos para a equação de Schrodinger

cúbica.

A principal contribuição que damos ao estudo do fenômeno de turbulência fraca para a

equação (0.0.3) vem do fato que, inspirados em [43], obtemos nosso resultado sem nenhum

outro requerimento sobre a geometria da variedade em que a equação esta posta.



Caṕıtulo 1

Resultados preliminares

Apresentaremos, neste caṕıtulo, notações e resultados básicos utilizados no decorrer deste

texto, tais resultados não são inéditos, por este motivo são apresentados, em sua maio-

ria, apenas o enunciado destes acompanhado da referência onde é posśıvel encontrar sua

demonstração. No entanto, com o intuito de reunir os prerrequisitos para uma boa com-

preensão dos resultados contidos neste trabalho, reformularemos a exposição de certos

resultados e conceitos já clássicos na literatura em uma forma mais didática.

1.1 Espaços de Sobolev, semigrupos não lineares e

notações

Ao longo deste texto, denotaremos por (Ω, G) uma variedade riemanniana compacta e

completa, com ou sem bordo, de dimensão n ≥ 1, com conexão riemanniana ∇G e de-

notaremos por ∆G o operador de Laplace-Beltrami. Em particular, usaremos a notação

Sd−1 para a esfera unitária centrada na origem de Rd Denotamos por Lp(Ω), Hm(Ω),

1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ N os espaços das funções p-integráveis a Lebesgue e os espaços de

Sobolev usuais, com suas normas definidas por

‖f‖Lp =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

(1.1.1)

‖h‖Hm =

(
m∑
j=1

∫
Ω

|∇j
Gh(x)|2dx

) 1
2

(1.1.2)

onde dx = dvolG é o elemento de volume induzido em Ω pela métrica riemanniana G e

∇j
Gh é a j-ésima derivada covariante de h.
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Denotamos por Lp(0, T ;X) = LpT (X), 1 ≤ p ≤ ∞ e T > 0, o espaço das funções

p-integráveis à valores em um espaço de Banach X. No caso especial onde X = Lq(Ω),

para 1 ≤ q ≤ ∞, denotaremos também Lp(0, T ;Lq(Ω)) por LpLq, LptL
q
x ou LpT (Lq).

Teorema 1.1.1. Seja (Ω, G) uma variedade riemanniana compacta de dimensão n,

(i) Se 1
r
≥ 1

2
− k

n
, então Hk(Ω) está continuamente imerso em Lr(Ω).

(ii) A imersão acima é compacta, se a desigualdade é estrita.

Demonstração: Ver [31].

A seguir, conclúımos esta seção com dois resultados da teoria de semigrupos não-

lineares. Para isto, considere A : D(A) ⊂ H → H um operator maximal monótono sobre

o espaço de Hilbert H. Vamos considerar o seguinte problema de valor inicial.

ut + Au 3 f em u = u0 ∈ H. (1.1.3)

Teorema 1.1.2. Seja A um operador maximal monótono sobre H e assuma que u0 ∈

D(A) e f ∈ W 1,1(0, t;H) para todo t > 0. Então, existe uma única solução forte u ∈

W 1,∞(0, t;H) e u(t) ∈ D(A) para todo t ≥ 0.

Além disso, se u0 ∈ D(A) e f ∈ L1(0, t;H) para todo t > 0, então existe uma única

solução solução generalizada u ∈ C([0,∞);H) para a equação (1.1.3).

Demonstração: Ver [18].

Considere agora o seguinte problema de valor inicial,

ut + Au+Bu 3 f e u = u0 ∈ H, (1.1.4)

onde B : H → H é localmente Lipschitz, isto é,

‖Bv1 −Bv2‖ ≤ L(K)‖v1 − v2‖ (1.1.5)

para todo v1, v2 ∈ H tais que ‖v1‖, ‖v2‖ ≤ K.
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Teorema 1.1.3. Suponha que A é um operador maximal monótono e que 0 ∈ A0. Assu-

mindo que u0 ∈ D(A), f ∈ W 1,1(0, t;H) para todo t > 0 e B é uma aplicação localmente

Lipschitz satisfazendo (1.1.5) então existe tmax ≤ ∞ tal que 1.1.4 tem uma única solução

forte u no intervalo [0, tmax).

Além disso, se assumimos somente u0 ∈ D(A) e f ∈ L1(0, t;H) para todo t > 0 nós

obtemos uma única solução generalizada u ∈ C([0, tmax);H) para (1.1.4).

Em ambos os casos, limt→tmax ‖u(t)‖ <∞ implica que tmax =∞.

Demonstração: Ver [18].

1.2 Operadores pseudo-diferenciais e medida micro-

local de defeito

Quando analisamos o comportamento de uma função f = f(x) a transformada de Fourier

nos fornece uma importante ferramenta para a análise de f com relação a variável de

momentum (ou variável espectral) ξ, além disso estabelece uma conexão entre a variável

ξ e a variável de posição x. Com o objetivo de descrever o comportamento da função f

com relação a todo espaço de fase (x, ξ) introduzimos nesta seção o conceito de operadores

pseudo-diferenciais, o que permite também introduzir o conceito de medida microlocal de

defeito.

Os resultados e a abordagem que enunciamos nesta seção seguem o roteiro exposto

nas notas de aula [12], as demonstrações destes resultados podem ser encontrados nesse

material. Para o leitor interessado em uma abordagem completa deste assunto sugerimos

[33] e [57] para o estudo do calculo simbólico envolvendo operadores pseudo-diferenciais

e [21], [55] para o estudo de medidas microlocais de defeito.

Definição 1.2.1. Seja m ∈ R. Definimos um śımbolo de ordem no máximo m em Ω uma

função a : Ω×Rd → C de classe C∞, com suporte em K ×Rd, onde K é um subconjunto

compacto de Ω, e verificando as seguintes estimativas: Para todo α ∈ Nd, β ∈ Nd, existe
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uma constante Cαβ > 0 tal que

sup
x∈K
|∂αx∂

β
ξ a(x, ξ)| ≤ Cαβ(1 + |ξ|)m−|β| (1.2.6)

para todo ξ ∈ Rd. Denotamos por Smc (Ω × Rd) o espaço vetorial dos śımbolos de ordem

no máximo m em Ω.

Observação 1.2.2. Nosso objetivo nesta seção é introduzir o conceito de medida micro-

local de defeito (que abreviaremos como m.d.m, em virtude do termo em inglês microlocal

defect measure), que é uma ferramenta útil para obter informações sobre a convergência

de uma sequência de funções em um subconjunto compacto de Ω - no sentido que iremos

tornar mais preciso no decorrer deste texto - isto justifica nossa escolha em trabalhar com

śımbolos a suporte compacto na variável x na definição acima.

Proposição 1.2.3. Se a ∈ Smc (Ω× Rd), a fórmula

Au(x) =
1

(2π)d

∫
Rd
eix.ξa(x, ξ)û(ξ)dξ (1.2.7)

define para todo u ∈ C∞0 (Ω), um elemento Au de C∞0 (Ω).

A fórmula (1.2.7) define, então, uma aplicação linear A : C∞0 (Ω) → C∞0 (Ω), a qual

chamaremos de operador pseudo-diferencial de śımbolo a.

Dizemos que o operador pseudo-diferencial A admite um śımbolo principal, denotado

por σm(A), se existe uma função am = σm(A) ∈ C∞(Ω × (Rd\{0})) com suporte, na

primeira variavel, compacto em K × (Rd\{0}) e homogênea de ordem m, na segunda

variável, tal que, se χ ∈ C∞(Rd) valendo 0 em uma vizinhança da origem e 1 fora de um

compacto suficientemente grande, segue que,

a(x, ξ) = am(x, ξ)χ(ξ) + r(x, ξ), (1.2.8)

onde (x, ξ) ∈ Ω× Rd e r ∈ Sm−1
c (Ω× Rd). Nestas condições, am = σm(A) é chamado de

simbolo principal de A.

Observe que, no caso em que Ω 6= Rd a aplicação a 7→ A não é injetora, isto é, um

operador pseudo-diferencial não é definido unicamente por um śımbolo, por outro lado é
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posśıvel provar a unicidade do śımbolo principal. Além disso notamos que a função de

corte χ, na definição de śımbolo principal não possui nenhum outro papel que não tornar

o produto ξ(.)am(., .) uma função na classe C∞(Ω × Rd), o que se faz necessário uma

vez que uma função homogênea nunca é C∞ na origem, a menos que seja uma função

polinomial.

Apesar de termos definido operadores pseudo-diferenciais sobre o espaço C∞0 (Ω) é

posśıvel estender a ação de operadores pseudo-diferenciais a espaços de Sobolev. Con-

siderando K um subconjunto compacto contido em Ω e s ∈ R, denotamos por Hs
K(Ω)

o espaço das distribuições com suporte compacto em K, onde o prolongamento como 0

fora de Ω está em Hs(Rd). Denotamos por Hs
comp(Ω) =

⋃
K

Hs
K(Ω), onde K é tomado

sobre todos os compactos de Ω, em particular, quando s = 0, denotaremos tal espaço por

L2
comp(Ω).

Teorema 1.2.4. Seja a ∈ Smc (Ω × Rd) e seja K a projeção sobre Ω do suporte de a.

Então, para todo real s, o operador definido em (1.2.7) se prolonga de forma única em

uma aplicação linear e cont́ınua de Hs
comp(Ω) em Hs−m

K (Ω).

Estamos agora em boa posição para introduzir o conceito de medida microlocal de

defeito. Para isto consideramos uma sequência (un)n∈N limitada em L2
loc(Ω), isto é, para

todo conjunto compacto K ⊂ Ω temos

sup
n∈N

∫
K

|un(x)|2dx < +∞.

Assumimos ainda que (un) converge fracamente para 0, isto é, para todo f ∈ L2
comp(Ω),

∫
Ω

un(x)f(x)dx→ 0, quando n→∞. (1.2.9)

Teorema 1.2.5. Nas condições acima, existem uma subsequência (uϕ(n)) e uma medida

de Radon positiva µ sobre Ω× Sd−1 tais que, para todo operador pseudo-diferencial A de

ordem menor ou igual a zero sobre Ω admitindo śımbolo principal de ordem zero, para

toda função χ ∈ C∞0 (Ω) satisfazendo χσ0(A) = σ0(A), temos,

(A(χuϕ(n)), χuϕ(n))L2 →
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)dµ(x, ξ). (1.2.10)
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Definição 1.2.6. Na situação do Teorema 1.2.5, nós dizemos que µ é a medida de defeito

microlocal da sequência (uϕ(n)).

Observação 1.2.7. Veja que, na definição acima, a medida de Radon definida em (1.2.10)

não depende da função de corte χ.

Uma importante observação com relação a definição acima é que, para toda sequência

limitada (un) em L2
loc(Ω) convergindo fracamente para 0 o Teorema 1.2.5 assegura a

existência de uma subsequência admitindo uma medida microlocal de defeito, além disso,

se em (1.2.10) tomarmos A = f ∈ C∞0 (Ω) teremos que

∫
Ω

f(x)|uϕ(n)(x)|2dx→
∫

Ω×Sd−1

f(x)dµ(x, ξ) (1.2.11)

de modo que (uϕ(n)) converge forte para zero se, e somente se, µ ≡ 0.

Observação 1.2.8. Observe que, dados duas sequências (yk), (xk) limitadas em L2
loc(Ω),

convergindo fraco para zero, podemos associar a estas sequências, mesmo que passando a

uma subsequência, medidas de microlocais de defeito µy e µx, respectivamente. Afirmamos

que, se yk − xk → 0 em L2
loc(Ω) então µx = µy.

De fato, dado A um operador pseudo-diferencial de ordem zero e χ ∈ C∞0 (Ω) uma

função nas condições do Teorema 1.2.5, temos,

(A(χxk), χxk)L2 →
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)dµx

(A(χyk), χyk)L2 →
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)dµy

com σ0(A) sendo o śımbolo principal de A, isto nos leva a:

(A(χxk), χxk)L2 − (A(χyk), χyk)L2 →
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy)

agora, observando que, por hipótese, xk − yk → 0 em L2
loc(Ω) e o fato que Aχ é um

operador cont́ınuo em L2
loc(Ω), de acordo com o Teorema 1.2.4 temos

A(χ(xk − yk))→ 0 em L2(Ω), (1.2.12)
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assim

(A(χxk), χxk)L2 − (A(χyk), χyk)L2 = (A(χxk), χxk)L2 − (A(χyk), χxk)L2

+(A(χyk), χxk)L2 − (A(χyk), χyk)L2

= (A(χ(xk − yk)), χxk)L2

+(A(χyk), χ(xk − yk))L2

→ 0

por unicidade de limite,

∫
Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy) = 0 (1.2.13)

para todo A. Lembre que a medida microlocal de defeito µx ou µy fica bem determinada

analisando seus valores em funções C∞(Ω × Sd−1) com suporte compacto na primeira

variável, assim como fizemos em (1.2.13), portanto (1.2.13) nos diz que µx = µy.

Teorema 1.2.9. Seja P um operador de ordem m sobre Ω e seja (un) uma sequência

limitada em L2
loc(Ω) convergindo fraco para 0 e admitindo medida microlocal de defeito µ.

As condições seguintes são equivalentes:

(i) Pun → 0, quando n→∞, fortemente em H−mloc (Ω).

(ii) supp(µ) ⊂ {(x, ξ) ∈ Ω× Sd−1;σm(P ) = 0}.

Dados duas funções a, p ∈ C∞(Ω × Rd), definimos o colchete de Poisson de a com p

como,

{a, p}(x, ξ) =
d∑
j=1

(
∂a

∂ξi

∂p

∂xi
− ∂a

∂xi

∂p

∂ξi

)

onde (x, ξ) ∈ Ω×Rd. Deste modo, dados dois operadores pseudo-diferenciais A, de ordem

m, e P , de ordem n, o comutador [A,P ] = AP − PA é um operador pseudo-diferencial

de ordem m+ n− 1 com simbolo principal dado por 1
i
{a, p}.

Teorema 1.2.10. Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω, verificando P ∗ =

P , e seja (un) uma sequência limitada de L2
loc(Ω) convergindo fraco para 0 e admitindo
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m.d.m. µ. Suponhamos que Pun → 0, quando n → ∞ fortemente em H1−m
loc (Ω). Então,

para toda função a ∈ C∞(Ω× (Rd\{0})) homogênea de grau 1−m na segunda variável e

a suporte compacto na primeira,

∫
Ω×Sd−1

{a, p}dµ(x, ξ) = 0.

Definimos o campo hamiltoniano de uma função p ∈ C∞(Ω× (Rd\{0})) a valores reais

como o campo de vetores sobre Ω× (Rd\{0})) definido por

Hp(x, ξ) =

(
∂p

∂ξ1

(x, ξ), ...,
∂p

∂ξd
(x, ξ),− ∂p

∂x1

(x, ξ), ...,− ∂p

∂xd
(x, ξ)

)
.

Uma curva hamiltoniana de p é uma curva integral do campo de vetores Hp, isto é, uma

solução maximal s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) do sistema de equações

ẋ =
∂p

∂ξ
(x, ξ), ξ̇ = −∂p

∂x
(x, ξ)

onde I é um intervalo aberto em R. Uma vez que Hpp = {p, p} = 0, segue que a função p

mantém um valor constante sobre cada uma de suas curvas hamiltonianas. Dizemos que

tal curva é uma bicaracteŕıstica de p se este valor é nulo.

Teorema 1.2.11. Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω, auto-adjunto e de

śımbolo principal p. Seja (un) uma sequência limitada de L2
loc(Ω), convergindo fraco para

0 e de medida de defeito microlocal µ. Suponhamos que Pun tende a 0 em H
−(m−1)
loc (Ω).

Então o suporte de µ é uma união de curvas do tipo s ∈ I 7→
(
x(s), ξ(s)|ξ(s)|

)
, onde s ∈ I 7→

(x(s), ξ(s)) é uma bicaracteŕıstica de p.

1.3 Resultados básicos acerca da equação da onda

não linear

Nesta seção nós reunimos alguns resultados básicos com relação a equação da onda sobre

variedades riemannianas que serão úteis para os próximos caṕıtulos.

Teorema 1.3.1 (Estimativas de Strichartz). Seja (Ω, G) uma variedade riemanniana
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compacta com ou sem bordo de dimensão n ≥ 1. Suponha que (p, q, λ) e (r′, s′, 1 − λ)

satisfazem as condições

1

p
+
n

q
=
n

2
− λ (1.3.14)

e, quando consideramos ∂Ω = ∅,

2

p
+
n− 1

q
≤ n− 1

2
(1.3.15)

e, no caso em que ∂Ω 6= ∅,

3

p
+
n− 1

q
≤ n− 1

2
, se n ≤ 4 e

1

p
+

1

q
≤ 1

2
se n ≥ 4, (1.3.16)

então existe uma única solução u ∈ Lp(0, T ;Lq(Ω))∩C([0, T ];H1
0 (Ω))∩C1([0, T ];L2(Ω))

para o problema 
utt −∆Gu = F0 em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0, ut(0) = u1 em Ω.

(1.3.17)

com F0 ∈ Lr(0, T ;Ls(Ω)) e (r, s) sendo o expoente de Holder dual a (r′, s′), além disso

nós temos a seguinte estimativa,

‖u‖Lp([0,T ];Lq(Ω)) ≤ C
(
‖u0‖Hλ(Ω) + ‖u1‖Hλ−1(Ω) + ‖F0‖Lr([−T,T ];Ls(M))

)
(1.3.18)

com C > 0 uma constante dependendo de Ω e T .

Demonstração: A demonstração para o caso ∂Ω = ∅ pode ser encontrado em [32] e para

o caso de uma variedade com bordo citamos [5]. Note que, assim como provado por O.

Ivanovic em [34], não é esperado que as estimativas de Strichartz sejam verdadeiras para

todos os valores em (1.3.15).

No que segue, vamos considerar f ∈ C1(R) uma função à valores reais tal que

f(0) = 0, sf(s) ≥ 0, |f(s)| ≤ C(1 + |s|)p, |f ′(s)| ≤ C(1 + |s|)p−1 (1.3.19)
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com 1 ≤ p < 5 e vamos relembrar alguns resultados com relação a equação da onda

semi-linear considerada sobre uma variedade riemanniana compacta Ω de dimensão 3.

utt −∆Gu+ a(x)∂tu+ f(u) = 0 em Ω× (0,∞), (1.3.20)

u = 0 sobre ∂Ω× (0,∞) se ∂Ω 6= ∅, (1.3.21)

u(0) = u0 ut(0) = u1. (1.3.22)

No que concerne a boa colocação para o problema (1.3.20)−(1.3.22) observamos que, consi-

derando (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω) a existência da unicidade de soluções em

C([0,∞);H1
0 (Ω)) ∩ C1([0,∞);L2(Ω)) segue combinando as estimativas de Strichartz

(1.3.18), assim como podemos encontrar em [24], [25]. Observe que para o caso da equação

da onda com a não linearidade cŕıtica, isto é p = 5, o resultado provando a existência

de solução é devido a [11], artigo o qual extende os resultados provados em [26] e [51] no

caso Ω = Rn. Além disso, argumentando como em [11] é posśıvel mostrar que tomando

os dados iniciais em Hm+1(Ω) ∩ H1
0 (Ω) × Hm(Ω), m ∈ N, satisfazendo as condições de

compatibilidade como em [49], e a não linearidade suficientemente regular obtemos uma

solução ao level Hm+1 ×Hm.

Associado ao problema (1.3.20)−(1.3.22) consideramos o seguinte funcional de energia

E(u(t)) =
1

2

(
‖ut(t)‖2

L2 + ‖∇Gu(t)‖2
L2

)
+

∫
Ω

V (u)dx (1.3.23)

onde V (u) =
∫ u

0
f(s)ds ≥ 0, assim é simples observar que E é não-crescente.

Lema 1.3.2. Dados T > 0, (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω) e F ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) existe uma

única solução para o problema
utt −∆Gu+ f(u) = F em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0, ut(0) = u1 em Ω.

(1.3.24)

tal que u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) ∩ Lq(0, T ;Lr(Ω)), além disso, conside-

rando E0,M1 > 0 duas constantes, para todo (u0, u1) e F tais que E(u(0)) ≤ E0 e
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‖F‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤M1, temos a seguinte estimativa

‖u‖Lq(0,T ;Lr(Ω)) ≤ C
(
‖u0‖H1

0 (Ω) + ‖u1‖L2(Ω) + ‖F‖L1(0,T ;L2(Ω))

)
(1.3.25)

com C = C(T,Ω) > 0, q ∈
[

7
2
,∞
]

e

1

q
+

3

r
=

1

2
. (1.3.26)

Demonstração. Primeiro, considere (q, r) = (5, 10) e defina

XT ′ =
{
v ∈ L5(0, T ′;L10(Ω)); ‖v‖L5(0,T ′;L10(Ω)) ≤ CXT ′

}
(1.3.27)

onde CXT ′ = C
(
‖u0‖H1

0
+ ‖u1‖L2 + ‖F‖L1(0,T ;L2(Ω)) + 1

)
> 0 e T ′ > 0 suficientemente

pequeno, a ser determinado. Considerando a topologia induzida por L5(0, T ′;L10(Ω)),

temos que XT ′ é um espaço métrico completo. Defina a seguinte aplicação

S : XT ′ → L5(0, T ′;L10(Ω))

v 7→ u = S(v) ∈ L5(0, T ′;L10(Ω))

onde u é solução para o problema
utt −∆Gu = F − f(v) em Ω× (0, T ′),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ′),

u(0) = u0, ut(0) = u1 em Ω.

(1.3.28)

Vamos provar que S esta bem definida, S : XT ′ → XT ′ e, além disso, S é uma contração.

Observe que v ∈ L5(0, T ′;L10(Ω)) garante que f(v) ∈ L1(0, T ′;L2(Ω)) e, além disso,

‖f(v)‖L1(0,T ′;L2(Ω)) ≤ CT ′
4
5‖v‖L5

tL
10
x

+ CT ′
5

5−pCp−1
XT ′
‖v‖L5

tL
10
x
. (1.3.29)

De fato, por hipótese, |f(v)| ≤ C (1 + |v|p−1) |v|, assim usando a desigualdade de Holder
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e o fato que p−1
4
< 1 temos,

‖f(v)‖L1(0,T ′;L2(Ω)) ≤ C‖v‖L1(0,T ′;L2(Ω)) + C‖|v|p−1v‖L1(0,T ′;L2(Ω))

≤ CT ′
4
5‖v‖L5

tL
10
x

+ C

∫ T ′

0

‖v‖p−1

L10
p−1
4

‖v‖L10dt

≤ CT ′
4
5‖v‖L5

tL
10
x

+ CT ′
5

5−p‖v‖p−1

L5
tL

10
x
‖v‖L5

tL
10
x

≤ CT ′
4
5‖v‖L5

tL
10
x

+ CT ′
5

5−pCp−1
XT ′
‖v‖L5

tL
10
x
,

o que prova (1.3.29).

Da afirmação acima e tomando T ′ < T temos F −f(v) ∈ L1(0, T ′;L2(Ω)) e então pelo

Teorema 1.3.1 segue que u ∈ L5(0, T ′;L10(Ω)) e, além disso,

‖u‖L5(0,T ′;L10(Ω)) ≤ C
(
‖u0‖H1

0
+ ‖u1‖L2 + ‖F − f(v)‖L1

tL
2
x

)
≤ CXT ′

onde, esta última desigualdade é válida considerando um valor suficientemente pequeno

para T ′ = T ′(‖u0‖H1
0
, ‖u1‖L2 , ‖F‖L1(0,T ;L2(Ω))) > 0. O que nos leva a concluir que u ∈ XT ′ .

Considerando v, ṽ ∈ XT ′ , u = S(v), ũ = S(ṽ) e pondo U = u− ũ, temos que U é solução

de 
Utt −∆GU = f(ṽ)− f(v) em Ω× (0, T ′),

U = 0 sobre ∂Ω× (0, T ′)

U(0) = 0, Ut(0) = 0 em Ω.

aplicando o Teorema 1.3.1 junto com a desigualdade de Holder e a hipótese assumida

sobre f ,

‖S(v)− S(ṽ)‖L5(0,T ′;L10(Ω)) ≤ C‖f(ṽ)− f(v)‖L1
tL

2
x

≤ C
(
T ′

4
5 + T ′

5
5−p‖v‖L5

tL
10
x

+ T ′
5

5−p‖ṽ‖L5
tL

10
x

)
‖v − ṽ‖L5

tL
10
x

≤ 1

2
‖v − ṽ‖L5

tL
10
x

para T ′ > 0 suficientemente pequeno. Portanto, podemos concluir que S é uma contração,
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logo possui um único ponto fixo u ∈ L5(0, T ′;L10(Ω)) que é solução de (1.3.24), além disso,

‖u‖L5(0,T ′;L10(Ω)) ≤ C
(
‖u0‖H1

0
+ ‖u1‖L2 + ‖F‖L1

tL
2
x

+ ‖f(u)‖L1
tL

2
x

)
≤ C

(
‖u0‖H1

0
+ ‖u1‖L2 + ‖F‖L1

tL
2
x

)
+C

(
T ′

4
5‖u‖L5

tL
10
x

+ Cp−1
XT ′

T ′
5

5−p‖u‖L1
tL

2
x

)
(1.3.30)

como temos um limitante uniforme, em t, para as normas de u0, u1 e F em H1
0 (Ω), L2(Ω)

e L1(0, T ;L2(Ω)), respectivamente, podemos tomar T ′ > 0 suficientemente pequeno, de-

pendendo apenas de E0 e M1 de modo que os termos em (1.3.30) podem ser absorvidos

no lado esquerdo de (1.3.30), donde segue que:

‖u‖L5(0,T ′;L10(Ω)) ≤ C
(
‖u0‖H1

0
+ ‖u1‖L2 + ‖F‖L1(0,T ′;L2(Ω))

)
. (1.3.31)

Agora, observe que, argumentando via desigualdade de Gronwall, podemos concluir que

esta solução é única em L5(0, T ′;L10(Ω)), além disso, para todo t ∈ [0, T ′] temos

‖ut(t)‖L2 + ‖u(t)‖H1
0
≤ C

(
‖u1‖L2 + ‖u0‖H1

0
+ ‖F‖L1(0,T ;L2(Ω))

)
,

isto é, a norma da solução não explode em tempo finito, o que nos permite expandir a

solução para [0, T ], além disso, supondo F ∈ L1(R+;L2(Ω)) temos que a solução pode ser

definida globalmente, além disso, iterando o processo para obtenção de (1.3.31)podemos

obter esta estimativa para a norma L5
tL

10
x no intervalo [0, T ].

Considerando agora (q, r) 6= (5, 10) tal que q ∈
[

7
2
,∞
]

e satisfazendo (1.3.26), obser-

vando primeiro que u ∈ L5(0, T ;L10(Ω)) garante que f(u) ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), podemos

aplicar o Teorema 1.3.1 para obter que u ∈ Lq(0, T ;Lr(Ω)), além disso, para T ′ < T

temos que

‖u‖Lq(0,T ′;Lr(Ω)) ≤ C(‖u0‖H1
0

+ ‖u1‖L2 + ‖F − f(u)‖L1(0,T ′;L2(Ω)))

≤ C(‖u0‖H1
0

+ ‖u1‖L2 + ‖F‖L1(0,T ′;L2(Ω)))

+CT ′
4
5‖u‖L5(0,T ′;L10(Ω)) + CT ′

5
5−pCp−1

XT
‖u‖L5(0,T ′;L10(Ω))

somando esta última desigualdade, com a desigualdade provada no caso (5, 10) obte-
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mos, para uma constante C > 0, possivelmente maior, porém que dependa apenas de

f, E0,M1 > 0 e Ω

‖u‖Lq(0,T ′;Lr(Ω)) + ‖u‖L5(0,T ′;L10(Ω)) ≤ C(‖u0‖H1
0

+ ‖u1‖L2 + ‖F‖L1(0,T ′;L2(Ω)))

+CT ′
4
5‖u‖L5(0,T ′;L10(Ω))

+CT ′
5

5−pCp−1
XT
‖u‖L5(0,T ′;L10(Ω))

assim tomando T ′ > 0 suficientemente pequeno, podemos absorver os termos envolvendo

a norma ‖u‖L5L10 no lado esquerdo desta desigualdade no lado direito, obtendo assim

‖u‖Lq(0,T ′;Lr(Ω)) ≤ ‖u‖Lq(0,T ′;Lr(Ω)) + ‖u‖L5(0,T ′;L10(Ω))

≤ C(‖u0‖H1
0

+ ‖u1‖L2 + ‖F‖L1(0,T ′;L2(Ω)))

provando o resultado para T ′ > 0 suficientemente pequeno, porém dependendo somente

de f,M1, E0 > 0 e Ω, podemos iterar este processo para obter (1.3.25) para T > 0.

Considere (un) uma sequência de soluções para o problema

untt −∆Gu
n + f(un) = F n em Ω× (0,∞),

un = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

un(0) = un0 ∂tu
n(0) = un1 em Ω,

com (Ω, G) uma variedade riemanniana compacta com ou sem bordo e F n ∈ L1(R+;L2(Ω))

tal que ‖F n‖L1(R+;L2(Ω)) ≤ C,para algum C > 0, e supondo válido a limitação E(un(t)) ≤

E0, para todo n ∈ N. Tal limitação implica que (∂tu
n), (∇gu

n) são uniformemente limi-

tados em L∞(R+;L2(Ω)). Denotaremos por (vn) a sequência de soluções para a equação

da onda linear com os mesmos dados iniciais, ie,

vntt −∆Gv
n = 0 em Ω× (0,∞),

vn = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

vn(0) = un0 ∂tv
n(0) = un1 ,
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assim temos que E(vn) ≤ E0, para todo n ∈ N o que nos da que (∂tv
n), (∇gv

n) são

uniformemente limitados em L∞(R+;L2(Ω)).

Definição 1.3.3. Sejam (un), (vn) sequências nas condições acima. Dizemos que (un) é

linearizável sobre um intervalo compacto I se

sup
t∈I

[∫
Ω

|∂t(un − vn)|2dx+

∫
Ω

|∇G(un − vn)|2dx
]
→ 0 (1.3.32)

quando n→∞.

Observação 1.3.4. Observe que podemos associar as sequências (∂tu
n), (∇Gu

n)

e (∂tv
n), (∇Gv

n) medidas microlocal de defeito µ1, µ2, as quais chamamos de medida mi-

crolocal de defeito H1 associada a equação da onda semilinear e linear, respectivamente.

De acordo com a Observação 1.2.8 temos que µ1 = µ2.

Observação 1.3.5. O conceito de sequência linearizável, tal como em (1.3.32) foi intro-

duzido por P. Gerard em [22].

Observação 1.3.6. Nas condições acima, assuma que

Kn = F n − f(un)→ 0 (1.3.33)

fortemente em L1(0, T ;L2(Ω)), para algum T > 0, então a sequência (un) é linearizável

no sentido da Definição 1.3.3. De fato, considere (vn) uma sequência de soluções para a

equação da onda linear com os mesmos dados iniciais, isto é,

vntt −∆Gv
n = 0 em Ω× (0, T ),

vn = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

vn(0) = un0 ∂tv
n(0) = un1 ,

assim,

(un − vn)tt −∆G(un − vn) = Kn em Ω× (0, T ),

un − vn = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

un − vn(0) = 0 ∂t(u
n − vn)(0) = 0,
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e, então, pela desigualdade de Gronwall obtemos que,

‖∂t(un − vn)(t)‖L2 + ‖∇G(un − vn)(t)‖L2 ≤ C

∫ T

0

‖Kn(t)‖L2dt

para todo t ∈ [0, T ], assim,

sup
t∈[0,T ]

(
‖∂t(un − vn)(t)‖2

L2 + ‖∇G(un − vn)(t)‖2
L2

) 1
2 ≤ C

∫ T

0

‖Kn(t)‖L2dt→ 0

onde usamos (1.3.33) para obter esta última convergência. Temos assim que a sequência

(un) é linearizavel no sentido da Definição 1.3.3.

Definimos como

C1(R) = {f ∈ C1(R);∃C > 0 e p ∈ [1, 5) tal que (1.3.19) é verificado} (1.3.34)

e induzimos neste espaço a topologia de Whitney gerada pela seguinte famı́lia de vizi-

nhanças,

Nf,δ = {h ∈ C1(R); max{|f(s)− h(s)|, |f ′(s)− h′(s)|} < δ(s),∀s ∈ R}

onde f é qualquer função em C1(R) e δ é qualquer função positiva cont́ınua. Munido com

essa topologia, C1(R) é um espaço de Baire, o que significa que qualquer conjunto genérico,

isto é, qualquer conjunto contendo uma interseção enumerável de abertos densos, é denso

em C1(R) (veja [35] para a prova deste fato).

Proposição 1.3.7 (Prinćıpio de continuação única). Dado E0 ≥ 0, existe B ⊂ C1(R) um

conjunto genérico tal que, se ω ⊂ Ω é um aberto satisfazendo a condição geométrica de

controle, então existe T > 0 tal que a única solução de

utt −∆Gu+ f(u) = 0 Ω× [0, T ]

∂tu = 0 em ω × [0, T ]

com E(u(0)) ≤ E0 é u ≡ 0.

Demonstração: Ver [35], Teorema 1.2 e Corolário 6.2.
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O Teorema 1.3.7 estabelece um prinćıpio de continuação única que será de fundamental

importância para o Caṕıtulo 3, por esta razão comentaremos brevemente detalhes de

sua prova. Em primeiro lugar, observe que a demonstração do Teorema 1.3.7 é obtida

provando a seguinte propriedade para o modelo de equação da onda semi-linear com

dissipação linear (1.3.20)− (1.3.22):

(DE) : Para qualquer E0 ≥ 0, existem K e λ constantes positivas tal que, toda solução de

(1.3.20)−(1.3.22) com E(u(0)) ≤ E0 (lembrando que o funcional de energia definido

em (1.3.23)), temos a estimativa:

E(u(t)) ≤ Ke−λtE(u(0)), para todo t ≥ 0.

A prova de que a propriedade (DE) implica na validade do Teorema 1.3.7 é feita na

Proposição 2.5 em [35] e esta fortemente baseada no fato que a propriedade (DE) é

equivalente a existência de T,C > 0 tais que:

E(u(0)) ≤ C

∫ ∫
[0,T ]×Ω

a(x)|∂tu(x, t)|2dxdt.

para toda solução u de (1.3.20)− (1.3.22) com E(u(0)) ≤ E0.

Observado essa equivalência, é provado que a propriedade (DE) é válida assumindo

que a função f ∈ C1(R) seja anaĺıtica. Tipicamente os exemplos considerados de função

em C1(R) são funções do tipo f(u) = |u|p−1u, que não são funções anaĺıticas salvo quando

p = 1 ou p = 3, mas podemos citar como exemplo funções como f(u) =
(

u
tanh(u)

)p−1

u

que é anaĺıtica para todo 1 ≤ p < 5. Posteriormente, fazendo uso da propriedade (DE)

provada para f anaĺıtica, (DE) é obtida para ”quase todas”as funções f ∈ C1(R). Mais

precisamente, o Teorema 1.2 em [35], prova que, definindo B =
⋂
Bn ⊂ C1(R), onde Bn é

o conjunto de toda função f ∈ C1(R) tal que (DE) é válida com E(u(0)) ≤ n, temos que

Bn é aberto e denso em C1(R), com respeito a topologia de Whitney, assim como C1(R)

é um espaço de Baire temos que B é um conjunto denso em C1(R).



Caṕıtulo 2

Existência de solução e taxas de

decaimento para uma classe de

equações da onda semi-linear de

sexta ordem em domı́nios limitados

Neste caṕıtulo estudaremos a existência e comportamento assintótico de solução para o

problema,

utt − auxx + uxxxx + uxxxxtt −
∫ t

0

g(t− s)uxxxx(s)ds = α|ux|px em Ω× R+(2.0.1)

u = 0, ux = 0 sobre ∂Ω× R+ (2.0.2)

u(0) = u0 ut(0) = u1 em Ω (2.0.3)

onde Ω ⊂ R é um conjunto aberto e limitado, a, α ∈ R e a > 0. No que concerne a função

g assumimos as seguintes hipóteses.

(G1) g : R+ → R+ é uma função de classe C1 não crescente satisfazendo

g(0) > 0, 1−
∫ ∞

0

g(s)ds = I > 0.

(G2) Existe uma função diferenciável positiva ξ = ξ(t) satisfazendo

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t), t ≥ 0
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e ∣∣∣∣ξ′(t)ξ(t)

∣∣∣∣ ≤ k, ξ(t) > 0, ξ′(t) ≤ 0,∀t > 0,

∫ ∞
0

ξ(t)dt = +∞.

Observação 2.0.1. Podemos citar os seguintes exemplos de funções satisfazendo as

condições (G1) e (G2) acima:

(i) g(t) = c(1 + t)ν, para ν < 1;

(ii) g(t) = ae−b(1+t)ν1 , para 0 < ν1 ≤ 1.

Pondo M = ξ(0) notamos que ξ(t) ≤M para todo t ≥ 0.

A equação (2.0.1) foi introduzida por Rosenau em [46] e é uma resposta à questão de

como descrever a dinâmica de um meio denso (dense lattice).

O modelo acima, no caso onde o termo dissipativo é nulo, isto é, quando g = 0 foi

estudado em [61], [63] e [50]. Nestes casos, o problema foi considerado com a equação

posta em Ω = R e foi provada a existência de solução para dados iniciais pequenos e a

não existência de solução (com blow up em tempo finito) para certos dados iniciais. A

prova é baseada numa combinação de um argumento envolvendo o Teorema de ponto fixo

de Banach, para obtenção de uma solução local, e o uso do método do poço potencial

(potential well method), como introduzido em [42] e [48], para descrever o conjunto de

dados iniciais onde existe solução global e onde a solução tem blow up em tempo finito.

A principal diferença, com relação ao problema abordado neste caṕıtulo é a presença

do termo de dissipação que torna o problema não autônomo e portanto a existência de

solução não é mais uma consequência imediata dos argumentos desenvolvidos em [61],

[63] e [50]. Para contornar esta questão seguimos as ideias contidas em [40] para provar o

resultado de existência de solução local

Vale a pena mencionar que o problema (2.0.1)−(2.0.3) compartilha varias propriedades

da ”boa”equação de Boussinesq, à qual referimos os seguintes artigos [47], [56], [62], [64]

e as referencias neles contidas para um amplo estudo acerca desta equação.

Outra questão estudada neste caṕıtulo diz respeito ao comportamento assintótico da

solução global, para fazer isso, consideramos o seguinte funcional de energia associado
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com (2.0.1)− (2.0.3),

E(t) =
1

2

(
‖ut(t)‖2

L2 + a‖ux(t)‖2
L2 +

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖uxx(t)‖2

L2+

+‖uxxt(t)‖2
L2 + (g � uxx)(t)

)
+

α

p+ 1

∫
Ω

|ux|puxdx (2.0.4)

onde usamos a notação

(g � uxx)(t) =

∫ t

0

g(t− s)‖uxx(s)− uxx(t)‖2
L2ds. (2.0.5)

e observando a identidade,

∫ t

0

g(t− s)(uxx(s), uxxt(t))ds = −1

2

d

dt

{
(g � uxx)(t)−

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖uxx(t)‖2

L2

}
+

1

2
(g′ � uxx)(t)−

1

2
g(t)‖uxx(t)‖2

L2

então, podemos provar a seguinte estimativa para o funcional de energia

d

dt
E(t) ≤ 1

2
(g′ � uxx)(t)−

1

2
g(t)‖uxx(t)‖2

L2 (2.0.6)

o que mostra que a energia é não-crescente no tempo. Seguindo as ideias em [38], [39]

obtemos taxas de decaimento para E.

Nosso principal resultado neste caṕıtulo é o seguinte

Teorema 2.0.2. Sejam Ω ⊂ R, a > 0, α ∈ R e p ≥ 2 temos que, existe uma única

solução u ∈ C1([0,∞);H2
0 (Ω)) para o problema (2.0.1) − (2.0.3) desde que tenhamos

(u0, u1) ∈ H2
0 (Ω)×H2

0 (Ω), E(0) ≤ d e

a‖u0x‖2
L2 + ‖u0xx‖2

L2 ≤
2(p+ 1)

I(p− 1)
d

além disso temos, para cada t0 > 0, que existem K, β > 0 tais que,

E(t) ≤ Ke
−β

∫ t
t0
ξ(s)ds

, ∀t ≥ t0. (2.0.7)

Observação 2.0.3. Note que, se consideramos ξ(t) ≡ c, para alguma constante c > 0,
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obtemos taxas de decaimento exponencial para o funcional de energia e se tomarmos

ξ(t) ≡ c(1 + t)−1 obtemos taxas de decaimento polinomial para o funcional de energia.

Observamos também que, as estimativas (2.0.7) são também válidas para t ∈ [0, t0] uma

vez que E(t) e ξ(t) são cont́ınuas e limitadas.

Observação 2.0.4. Nas mesmas condições do Teorema 2.0.2 podemos provar a existência

de uma solução local para os dados iniciais em H2
0 (Ω)×H2

0 (Ω) com E(0) ≤ d e

a‖u0x‖2
L2 + ‖u0xx‖2

L2 >
2(p+ 1)

I(p− 1)
d

entretanto, a presença do termo de dissipação impossibilita provar que tal solução tem blow

up em tempo finito, assim como é provado para o caso conservativo em [61]. A existência

ou não existência de solução global neste caso continua um problema em aberto.

2.1 Existência de solução local

A estratégia para provar a existência de solução para o problema (2.0.1)− (2.0.3) consiste

em uma aplicação do Teorema de ponto fixo. Para isto, começamos provando um resultado

com respeito a existência de solução para o problema linearizado, em que o termo não

linear na equação (2.0.1) é substitúıdo por uma função f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), tal resultado

e as estimativas obtidas para a solução do problema homogêneo associado serão de grande

importância para aplicarmos este método do ponto fixo.

Proposição 2.1.1. Sejam T > 0, u0, u1 ∈ H2
0 (Ω) e f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)). Existe uma

única solução u ∈ C1([0, T ];H2
0 (Ω)), que depende continuamente dos dados iniciais, para

o problema:

utt − auxx + uxxxx + uxxxxtt −
∫ t

0

g(t− s)uxxxx(s)ds = f em Ω× (0, T ),(2.1.8)

u = 0, ux = 0 sobre ∂Ω× (0, T ), (2.1.9)

u(0) = u0 ut(0) = u1 em Ω. (2.1.10)
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Além disso, temos a seguinte estimativa,

‖ut(t)‖L2 + a‖ux(t)‖L2 + I‖uxx(t)‖L2 + ‖uxxt(t)‖L2 ≤ ‖u1‖L2 + a‖u0x‖L2 + ‖u0xx‖L2 +

+ ‖u1xx‖L2 +

∫ t

0

‖f(t)‖L2dt (2.1.11)

para todo t ∈ [0, T ].

Demonstração: A prova deste resultado é uma aplicação imediata do método de Galer-

kin, para a comodidade do leitor indicamos as principais passagens dessa demonstração.

Provamos inicialmente a existência de solução forte, isto é, inicialmente consideramos

u0, u1 ∈ H2
0 (Ω) ∩H4(Ω) e f ∈ W 1,1(0, T ;L2(Ω)), então podemos estender este resultado

para u0, u1 ∈ H2
0 (Ω) e f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) por densidade, sem maiores problemas.

Considere (ωj)j∈N base ortogonal de H2
0 (Ω) ∩ H4(Ω) dada por auto-funções do pro-

blema,  wxxxx = λw em Ω

w = wx = 0 em ∂Ω

tal que (ωj)j∈N seja ortogonal em H1
0 (Ω), H2

0 (Ω), H2
0 (Ω) ∩H4(Ω) e ortonormal em L2(Ω).

Denotando por Wm = [ω1, ..., ωm], devemos provar a existência de funções

um(t) =
m∑
j=1

gjm(t)ωj

para t ∈ [0, T ], com um satisfazendo o problema aproximado,

(umtt (t), ωj)L2 + (aumx (t), ωjx)L2 + (umxx(t), ωjxx)L2 + (umxxtt(t), ωjxx)L2

−
∫ t

0

g(t− s)(umxx(s), ωjxx)ds = (f(t), ωj)L2 (2.1.12)

com as condições iniciais

um(0) = um0 em umt (0) = um1
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onde

um0 → u0 em H2
0 (Ω) ∩H4(Ω)

um1 → u1 em H2
0 (Ω) ∩H4(Ω).

Veja que, por uma aplicação do Teorema Caratheódory garantimos a existência de

solução um sobre um intervalo [0, tm), m ∈ N. As próximas estimativas permitirão esten-

der a solução à [0, T ].

Estimativa I: Compondo o problema aproximado com umt , e usando a identidade,

∫ t

0

g(t− s)(umxx(s), umxxt(t))ds = −1

2

d

dt

{
(g � umxx)(t)−

∫ t

0

g(s)ds‖umxx(t)‖2
L2

}
+

1

2
(g′ � umxx)(t))−

1

2
g(t)‖umxx(t)‖2

L2 .

obtemos a estimativa,

‖umt (t)‖L2 + a‖umx (t)‖L2 + I‖umxx(t)‖L2 + ‖umxxt(t)‖L2 (2.1.13)

≤ C
(
‖umt (0)‖L2 + a‖umx (0)‖L2 + ‖umxx(0)‖L2 + ‖umxxt(0)‖L2 + ‖f‖L1(0,T ;L2(Ω))

)
≤ C

para todo t ∈ [0, tm), com C > 0 não dependendo de m ∈ N, assim podemos estender um

ao intervalo [0, T ], além disso, desta estimativa conclúımos que:

(umt ) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω))

(um) é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

(um), (umt ) são limitadas em L∞(0, T ;H2
0 (Ω)).

Estimativa II: Compondo o problema aproximado com umxxxxt e usando a Estimativa

I, obtemos:

‖umxxt(t)‖2
L2 + ‖umxxxxt(t)‖2

L2 + ‖umxxxx(t)‖2
L2 ≤ C + C‖f‖L1(0,T ;L2(Ω))
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para todo t ∈ [0, T ]. Donde,

(um), (umt ) são limitadas em L∞(0, T ;H4(Ω) ∩H2
0 (Ω)).

Estimativa III: Por fim, podemos provar que umtt ∈ L1(0, T ;H4(Ω) ∩ H2
0 (Ω)), além

disso, compondo o problema aproximado com umxxxxtt obtemos que

(umtt ) é limitada em L∞(0, T ;H4(Ω) ∩H2
0 (Ω)).

Fazendo uso das Estimativas I, II, III obtemos uma função u ∈ C1([0, T ];H4(Ω) ∩

H2
0 (Ω)) e passado ao limite em (2.1.12) obtemos que u é solução forte de (2.1.8)− (2.1.10)

e depende continuamente dos dados iniciais. Por um argumento de densidade, obtemos a

existência de solução fraca para este problema, assim como desejado.

Para provarmos que a estimativa (2.1.11) é válida, basta procedermos como em (2.1.13).

Teorema 2.1.2. Sejam u0, u1 ∈ H2
0 (Ω), α ∈ R, a > 0 e p > 1 e g : R+ → R+ uma

função de classe C1(R+) satisfazendo as hipóteses (G1) e (G2). Então, existe uma única

solução, definida em um intervalo maximal [0, T0), para o problema não linear

utt − auxx + uxxxx + uxxxxtt −
∫ t

0

g(t− s)uxxxx(s)ds = α|ux|px

em Ω× (0, T0), (2.1.14)

u = 0, ux = 0 sobre ∂Ω× (0, T0), (2.1.15)

u(0) = u0 ut(0) = u1 em Ω. (2.1.16)

Além disso, se

sup
t∈[0,T0)

(‖u(t)‖H2 + ‖ut(t)‖H2) <∞, (2.1.17)

então T0 =∞.

Demonstração. Consideramos a seguinte aplicação S : B(R, T∗) → B(R, T∗), definida

na bola fechada B(R, T∗) = {u ∈ C([0, T∗];H
2
0 (Ω)); ‖u‖C1([0,T∗];H2

0 (Ω)) ≤ R} munida com
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a topologia induzida por C1([0, T∗];H
2
0 (Ω)) para R, T∗ > 0 que serão apropriadamente

escolhidos. Definimos a aplicação S tal que, cada v ∈ B(R, T∗) é mapeado em u = S(v) ∈

C1([0, T∗];H
2
0 (Ω)) solução de

utt − auxx + uxxxx + uxxxxtt −
∫ t

0

g(t− s)uxxxx(s)ds = α|vx|px

em Ω× (0, T∗), (2.1.18)

u = 0, ux = 0 sobre ∂Ω× (0, T∗), (2.1.19)

u(0) = u0, ut(0) = u1 em Ω. (2.1.20)

Afirmamos que S está bem definida e é uma contração. De fato, em primeiro lugar observe

que α|vx|px ∈ L1(0, T∗;L
2(Ω)), para qualquer T∗ > 0 fixo, então a existência de solução

para (2.1.18)− (2.1.20) é dada pela Proposição 2.1.1. Além disso, considerando

R >
2

I
(‖u0‖L2 + a‖u0x‖L2 + ‖u0xx‖L2 + ‖u1xx‖L2)

e observando a desigualdade (2.1.11) temos

I

2
(‖uxx(t)‖L2 + ‖uxxt(t)‖H2) ≤ (‖u1‖L2 + a‖u0x‖L2 + ‖u0xx‖L2 + ‖u1xx‖L2 + |α|CRpT∗)

isto é,

‖u(t)‖H2
0

+ ‖ut(t)‖H2
0
≤ 2

I
(‖u1‖L2 + a‖u0x‖L2 + ‖u0xx‖L2 + ‖u1xx‖L2 + |α|CRpT∗)

donde podemos concluir que, tomando T > 0 tal que,

2

I
(‖u1‖L2 + a‖u0x‖L2 + ‖u0xx‖L2 + ‖u1xx‖L2) +

2|α|C
I

RpT∗ = R

u ∈ B(R, T∗). Portanto S : B(R, T∗) → B(R, T∗) está bem definida. Considerando
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v, ṽ ∈ B(R, T∗) e U = S(v)− S(ṽ), solução de

Utt − aUxx + Uxxxx + Uxxxxtt −
∫ t

0

g(t− s)Uxxxx(s)ds = α (|vx|px − |ṽx|px)

em Ω× (0, T∗)

U = 0, Ux = 0 sobre ∂Ω× (0, T∗)

U(0) = 0 Ut(0) = 0 em Ω

temos, por (2.1.11),

I

2
(‖Uxx(t)‖L2 + ‖Uxxt(t)‖L2) ≤ |α|

∫ T∗

0

‖|vx|px − |ṽ|px‖L2dt.

Note que, para cada t ∈ [0, T∗] fixo,

‖|vx|px(t)− |ṽx|px(t)‖L2 ≤ C|α|Rp‖v(t)− ṽ(t)‖H2
0

assim

‖U‖C1([0,T∗];H2
0 (Ω)) ≤

2

I
C|α|RpT ∗‖v − ṽ‖C1([0,T∗];H2

0 )

e tomando T∗ > 0 suficientemente pequeno, tal que,

2

I
C|α|RpT∗ < 1

podemos concluir que S é uma contração, donde segue que, existe um único ponto fixo

para S, que é uma solução de (2.1.14) − (2.1.16), tal solução é única na bola fechada

B(R, T∗), para provar a unicidade em todo espaço C1([0, T∗];H
2
0 (Ω)) temos que fazer uso

da desigualdade de Gronwall. A solução obtida, então, pode ser extendida a um intervalo

maximal [0, T0) e T0 =∞ se (2.1.17) é válido.

Observação 2.1.3. Note que, de acordo com (2.1.17) para provar que T0 =∞, isto é, a

solução é globalmente definida no tempo, nós devemos encontrar um limite uniforme para
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a norma H2
0 ×H2

0 de (u, ut), esta condição é satisfeita desde que,

C∗ = sup
t∈[0,T0)

‖ux(t)‖L∞ <∞. (2.1.21)

De fato, fazendo uso da estimativa de energia (2.0.6) nós temos, para todo t ∈ [0, T0),

‖u(t)‖2
H2

0
+ ‖ut(t)‖2

H2
0

= ‖uxx(t)‖2
L2 + ‖uxxt(t)‖2

L2

≤ CE(0) +
|α|
p+ 1

∫
Ω

|ux|p|ux|dx

≤ CE(0) +
|α|
p+ 1

Cp+1
∗ |Ω|

donde nós temos (2.1.17).

2.2 Existência de solução global

Considere o funcional de energia potencial J definido como

J(u) =
I

2

(
a‖ux(t)‖2

L2 + ‖uxx(t)‖2
L2

)
+

α

p+ 1

∫
Ω

|ux|puxdx (2.2.22)

assim, uma vez que I =
(
1−

∫∞
0
g(s)ds

)
≤ 1, temos,

J(u) ≤ E(u) ≤ E(0)

além disso, considerando a constante

C0 = sup
06=u(t)∈H2

0

‖ux(t)‖Lp+1(
a‖ux(t)‖L2 + ‖uxx(t)‖2

L2

) 1
2

> 0. (2.2.23)

Segue que,

I

2

(
a‖ux(t)‖2

L2 + ‖uxx(t)‖2
L2

)
− |α|C

p+1
0

p+ 1

(
a‖ux(t)‖2

L2 + ‖uxx(t)‖2
L2

) p+1
2 ≤ J(u(t))
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o que nos leva a considerar a função

h(y) =
I

2
y − |α|C

p+1
0

p+ 1
y
p+1
2

e definindo d = max
y∈R+

h(y) = h(y0) > 0, onde y0 = I
2
p−1 |α|−

2
p−1C

− 2(p+1)
p−1

0 , notamos que

y0 = 2(p+1)
I(p−1)

d e definimos o conjunto estável (poço potencial) como segue,

W =

{
u(t) ∈ H2

0 (Ω); a‖ux(t)‖2
L2 + ‖uxx(t)‖2

L2 ≤
2(p+ 1)

I(p− 1)
d

}
. (2.2.24)

Lema 2.2.1. Sejam u0, u1 ∈ H2
0 (Ω) e u ∈ C1([0, T0);H2

0 (Ω)) a solução para o problema

(2.1.14) - (2.1.16). Assumindo que E(0) ≤ d temos, para todo t ∈ [0, T0), u(t) ∈ W .

Demonstração. Seja u0 ∈ W e suponha que existe t ∈ [0, T0) tal que u(t) /∈ W , então

existe t0 ∈ (0, T0) tal que

a‖ux(t0)‖2
L2 + ‖uxx(t0)‖2

L2 =
2(p+ 1)d

I(p− 1)
= y0 6= 0 (2.2.25)

donde segue que J(u(t0)) ≥ d, então

d ≤ J(u(t0)) ≤ E(t0) ≤ E(0) ≤ d

isto é, J(u(t0)) = E(t0) e

0 = E(t0)− J(u(t0))

= ‖ut(t0)‖2
L2 +

∫ ∞
t0

g(s)ds‖ut(t0)‖2
L2 + ‖uxxt(t0)‖2

L2 + (g � uxx)(t0)

portanto (g � uxx)(t0) =
∫ t0

0
g(t0 − s)‖uxx(s)‖2

L2ds = 0, assim como g > 0 segue que

‖uxx(s)‖L2 = 0, ∀s ∈ [0, t0]

como estamos lidando com um domı́nio limitado podemos concluir que ux(t0) = uxx(t0) =

0 uma contradição com (2.2.25).
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Observação 2.2.2. Notamos que, definindo o conjunto:

V =

{
u(t) ∈ H2

0 (Ω); a‖ux(t)‖2
L2 + ‖uxx(t)‖2

L2 >
2(p+ 1)d

I(p− 1)

}

e considerando u ∈ C1([0, T0);H2
0 (Ω)) solução para o problema (2.1.14) - (2.1.16) obtida

no Teorema 2.1.2, prova-se que, se E(0) ≤ d e u0 ∈ V , então u(t) ∈ V para todo

t ∈ [0, T0).

Teorema 2.2.3. Sejam u0, u1 ∈ H2
0 (Ω) e p > 1. Se E(0) ≤ d e a‖u0x‖2

L2 + ‖u0xx‖2
L2 ≤

2(p+1)d
I(p−1)

então o problema (2.1.14) − (2.1.16) possui uma única solução global

u ∈ C1([0,∞);H2
0 (Ω)) e u(t) ∈ W para todo t ∈ [0,∞).

Demonstração. Para mostrar que a solução dada pelo Teorema 2.1.2 é globalmente defi-

nida, devemos provar que (2.1.21) é válido. Observe que, pelo Lema 2.2.1, temos u(t) ∈ W

para todo t ∈ [0, T0), então

sup
t∈[0,T0)

‖ux(t)‖2
L∞ ≤ C sup

t∈[0,T0)

(
a‖ux(t)‖2

L2 + ‖uxx(t)‖2
L∞

) 1
2

≤ C
2(p+ 1)

I(p− 1)
d.

Portanto, pela Observação 2.1.3, T0 =∞.

2.3 Taxas de decaimento para soluções globalmente

definidas no tempo e com dados iniciais pequenos

Considerando a solução global u ∈ C1([0,∞);H2
0 (Ω)) para (2.1.14)− (2.1.16), obtida no

Teorema 2.2.3, e definindo o seguinte funcional de energia modificado:

F (t) = E(t) + ε1ψ(t) + ε2χ(t) (2.3.26)
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com

ψ(t) = ξ(t)

(∫
Ω

u(t)ut(t)dx+

∫
Ω

uxx(t)uxxt(t)dx

)
, (2.3.27)

χ(t) = −ξ(t)
(∫

Ω

ut(t)

∫ t

0

g(t− s)(u(t)− u(s))dsdx (2.3.28)

+

∫
Ω

uxxt(t)

∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx
)
,

onde ξ = ξ(t) é dado em (G2).

Lema 2.3.1. Seja u ∈ C1([0,∞);H2
0 (Ω)) a solução global para o problema (2.1.14) −

(2.1.16) obtida no Teorema 2.2.3. Então, existe uma constante ε0 > 0 tal que para todo

ε1 < ε0 e todo ε2 < ε0 temos

1

2
E(t) ≤ F (t) ≤ 2E(t). (2.3.29)

Demonstração. Primeiro observamos que,

A :=

∫
Ω

uxxt

∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

≤ 1

2

∫
Ω

|uxxt(t)|2dx+
C

2

∫ t

0

g(t− s)‖uxx(t)− uxx(s)‖2
L2ds

então, pela desigualdade de Holder e por imersões de Sobolev,

F (t) ≤ E(t) +
ε1M

2

∫
Ω

|ut|2dx+
ε1MC

2

∫
Ω

|ux(t)|2dx

+
ε1M

2

∫
Ω

|uxx(t)|2dx+
ε1M

2

∫
Ω

|uxxt(t)|2dx

+
ε2M

2

∫
Ω

|ut(t)|2dx+
ε2MC

2
(g � uxx)(t) +

ε2MC

2

∫
Ω

|uxxt(t)|2dx

+
ε2MC

2

∫ t

0

g(t− s)‖uxx(t)− uxx(s)‖2
L2ds
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onde M = ξ(0) e usamos o fato que ξ(t) ≤M , assim,

2E(t)− F (t) ≥
[

1

2
− ε1M

2
− ε2M

2

] ∫
Ω

|ut(t)|2dx+[
1

2
− ε1M

2
− ε2CM

2

] ∫
Ω

|uxxt(t)|2dx

+

[
a(1− I)

2
− ε1MC

2

] ∫
Ω

|ux(t)|2dx

+

[
1− I

2
− ε1M

2
− 1

2

∫ t

0

g(s)ds

] ∫
Ω

|uxx(t)|2dx

+

[
1

2
− ε2M

2
− ε2CM

2

]
(g � uxx)(t) + J(u(t))

observamos que, pelo Teorema 2.2.3, u(t) ∈ W e, então, J(u(t)) ≥ 0 para todo t ∈ R+.

Portanto tomando ε1, ε2 > 0 suficientemente pequeno temos F (t) ≤ 2E(t), para todo

t ≥ 0. Analogamente, prova-se que 1
2
E(t) ≤ F (t).

Lema 2.3.2. Seja u ∈ C1([0,∞);H2
0 (Ω)) a solução global para (2.1.14)− (2.1.16) obtida

no Teorema 2.2.3. Então, o funcional ψ definido por (2.3.27) satisfaz:

ψ′(t) ≤
[
1 +

|ξ′(t)|
4α′ξ(t)

]
ξ(t)

∫
Ω

|ut|2dx+

[
1 +

C|ξ′(t)|
4α′ξ(t)

]
ξ(t)

∫
Ω

|uxxt|2dx

+

[
Cα′|ξ′(t)|
ξ(t)

− a
]
ξ(t)

∫
Ω

|ux|2dx+
ξ(t)

4η
(g � uxx)(t)

+

[
α′|ξ′(t)|
ξ(t)

− 1 + (1− I) + η(1− I)

]
ξ(t)

∫
Ω

|uxx|2dx− αξ(t)
∫

Ω

|ux|puxdx

para todo α′ > 0 e todo η > 0.

Demonstração. Observe que,

ψ′(t) = ξ′(t)

∫
Ω

u(t)ut(t)dx+ ξ′(t)

∫
Ω

uxx(t)uxxt(t)dx+ ξ(t)

∫
Ω

|ut(t)|2dx

+ξ(t)

∫
Ω

|uxxt(t)|2dx+ ξ(t) 〈uxxxxtt + utt, u〉H−2,H2
0
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usando a equação (2.1.14) podemos reescrever o último termo da expressão acima como

〈uxxxxtt + utt, u〉H−2,H2
0

=

〈
auxx − uxxxx +

∫ t

0

g(t− s)uxxxx(s)ds+ α|ux|px, u
〉
H−2,H2

0

= −a
∫

Ω

|ux(t)|2dx−
∫

Ω

|uxx(t)|2dx

+

∫ t

0

g(t− s)(uxx(s), uxx(t))L2ds− α
∫

Ω

|ux|puxdx

e observando que, para todo η > 0,

∫ t

0

g(t− s)(uxx(s), uxx(t))ds ≤ (1− I)‖uxx(t)‖2
L2 + η(1− I)‖uxx(t)‖2

L2 +
1

4η
(g � uxx)(t)

obtemos que, para todo α′ > 0,

ψ′(t) ≤ |ξ′(t)|
4α′

∫
Ω

|ut(t)|2dx+ Cα′|ξ′(t)|
∫

Ω

|ux(t)|2dx+ α′|ξ′(t)|
∫

Ω

|uxx(t)|2dx

+
|ξ′(t)|
4α′

∫
Ω

|uxxt(t)|2dx+ ξ(t)

∫
Ω

|ut(t)|2dx+ ξ(t)

∫
Ω

|uxxt(t)|2dx

−αξ(t)
∫

Ω

|ux|puxdx− aξ(t)
∫

Ω

|ux(t)|2dx− ξ(t)
∫

Ω

|uxx(t)|2dx

+(1− I)ξ(t)

∫
Ω

|uxx(t)|2dx+ η(1− I)ξ(t)

∫
Ω

|uxx(t)|2dx+
ξ(t)

4η
(g � uxx)(t)

e o resultado segue somando todos os termos similares.

Lema 2.3.3. Seja u ∈ C1([0,∞);H2
0 (Ω)) uma solução global para (2.1.14) − (2.1.16).

Então, o funcional χ definido por (2.3.28) satisfaz:

χ′(t) ≤
[
δ

(
|ξ′(t)|
ξ(t)

+ 1

)
−
∫ t

0

g(s)ds

]
ξ(t)

∫
Ω

|ut(t)|2dx

+

[
δ

(
|ξ′(t)|
ξ(t)

+ 1

)
−
∫ t

0

g(s)ds

]
ξ(t)

∫
Ω

|uxxt(t)|2dx+ aδξ(t)

∫
Ω

|ux(t)|2dx

+δ
[
1 + 2(1− I)2 + C

]
ξ(t)

∫
Ω

|uxx(t)|2dx+Kδξ(t)(g � uxx)(t)

−Cδg(0)ξ(t)(g′ � uxx)(t)

para todo δ > 0 e constantes Kδ, Cδ > 0.
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Demonstração. Note que,

χ′(t) = ξ′(t)

∫
Ω

ut

∫ t

0

g(t− s)(u(t)− u(s))dsdx

−ξ′(t)
∫

Ω

uxxt

∫ t

0

g(t− s)uxx(t)− uxx(s)dsdx

−ξ(t)
〈
utt + uxxxxtt,

∫ t

0

g(t− s)(u(t)− u(s))ds

〉
H−2,H2

0

−ξ(t)
∫

Ω

ut

[∫ t

0

g(t− s)(u(t)− u(s))ds

]′
dx

−ξ(t)
∫

Ω

uxxt

[∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))ds
]′
dx.

Pela regra de Leibniz, obtemos,

(∗1) := −ξ(t)
∫

Ω

ut

[∫ t

0

g(t− s)(u(t)− u(s))ds

]′
dx

= −ξ(t)
∫

Ω

ut

∫ t

0

(g′(t− s)(u(t)− u(s)))dsdx

−ξ(t)
∫

Ω

|ut(t)|2dx
∫ t

0

g(s)ds

analogamente,

(∗2) := −ξ(t)
∫

Ω

uxxt

[∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))ds
]′
dx

= −ξ(t)
∫

Ω

uxxt

∫ t

0

(g′(t− s)(uxx(t)− uxx(s)))dsdx

−ξ(t)
∫

Ω

|uxxt(t)|2dx
∫ t

0

g(s)ds.
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Fazendo uso da equação (2.1.14) temos que,

(∗3) :=

〈
utt + uxxxxtt,

∫ t

0

g(t− s)(u(t)− u(s))ds

〉
H−2,H2

0

= −aξ(t)
∫

Ω

ux(t)

∫ t

0

g(t− s)(ux(t)− ux(s))dsdx

−ξ(t)
∫

Ω

uxx(t)

∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

+ξ(t)

∫
Ω

∫ t

0

g(t− s)uxx(s)ds
∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

−ξ(t)α
∫

Ω

|ux|p
∫ t

0

g(t− s)(ux(t)− ux(s))dsdx.

Combinando as expressões em (∗1), (∗2) e (∗3) obtemos,

χ′(t) = ξ′(t)

∫
Ω

ut(t)

∫ t

0

g(t− s)(u(t)− u(s))dsdx

−ξ′(t)
∫

Ω

uxxt(t)

∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

−ξ(t)
∫

Ω

ut(t)

∫ t

0

(g′(t− s)(u(t)− u(s)))dsdx

−ξ(t)
∫

Ω

|ut(t)|2dx
∫ t

0

g(s)ds− ξ(t)
∫

Ω

uxxt(t)

∫ t

0

(g′(t− s)(uxx(t)− uxx(s)))dsdx

−ξ(t)
∫

Ω

|uxxt(t)|2dx
∫ t

0

g(s)ds+ aξ(t)

∫
Ω

ux(t)

∫ t

0

g(t− s)(ux(t)− ux(s))dx

−ξ(t)
∫

Ω

uxx

∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

+ξ(t)

∫
Ω

∫ t

0

g(t− s)uxx(s)ds
∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

−ξ(t)α
∫

Ω

|ux|p
∫ t

0

g(t− s)(ux(t)− ux(s))dsdx.

Agora, temos que estimar as integrais acima. Para fazer isso, observe que, aplicando a
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desigualdade de Holder obtemos, para qualquer δ > 0,

I1 := −αξ(t)
∫

Ω

|ux|p
∫ t

0

g(t− s)(ux(t)− ux(s))dsdx

≤ δ|α|ξ(t)
∫

Ω

|ux|2pdx+
1

4δ
|α|ξ(t)

∫
Ω

(∫ t

0

g(t− s)(ux(t)− ux(s))ds
)2

dx

≤ δ|α|Cξ(t)‖uxx(t)‖2p−2
L2 ‖uxx(t)‖2

L2 +
C

4δ
ξ(t)(g � uxx)(t)

≤ Cδξ(t)‖uxx(t)‖2
L2 + ξ(t)(g � uxx)(t)

onde, nesta última passagem, fizemos uso do fato que u(t) ∈ W para todo t ∈ [0,∞)

como provado no Teorema 2.2.3, com W definido em (2.2.24). Podemos estimar os outros

termos usando a desigualdade de Holder e conseguimos então, para qualquer δ > 0,

I2 :=

∫
Ω

ut

∫ t

0

g(t− s)(u(t)− u(s))dsdx

≤ δ

∫
Ω

|ut|2dx+
(1− I)

4δ
C(g � uxx)(t),

I3 :=

∫
Ω

uxxt

∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

≤ δ

∫
Ω

|uxxt|2dx+
(1− I)

4δ
(g � uxx)(t),

I4 :=

∫
Ω

∫ t

0

g(t− s)uxx(s)ds
∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

≤
(

2δ +
1

4δ

)
(1− I)(g � uxx)(t) + 2δ(1− I)2

∫
Ω

|uxx(t)|2dx,

I5 :=

∫
Ω

uxx(t)

∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

≤ δ

∫
Ω

|uxx(t)|2dx+
(1− I)

4δ
(g � uxx)(t),

I6 :=

∫
Ω

ux

∫ t

0

g(t− s)(ux(t)− ux(s))dsdx

≤ δ

∫
Ω

|ux|2dx+
(1− I)C

4δ
(g � uxx)(t),

I8 := −
∫

Ω

ut

∫ t

0

g′(t− s)(u(t)− u(s))dsdx

≤ δ

∫
Ω

|ut(t)|2dx−
Cg(0)

4δ
(g′ � uxx)(t),
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I9 := −
∫

Ω

uxxt

∫ t

0

g′(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

≤ δ

∫
Ω

|uxxt(t)|2dx−
Cg(0)

4δ
(g′ � uxx)(t),

e o resultado segue, então, somando as estimativas I1, ..., I9 e agrupando os termos simi-

lares.

Agora estamos em boa posição para provar o principal resultado desta seção.

Teorema 2.3.4. Sejam (u0, u1) ∈ H2
0 (Ω)×H2

0 (Ω) tal que u0 ∈ W e u ∈ C1([0,∞);H2
0 (Ω))

a solução de (2.1.14) − (2.1.16), obtida no Teorema 2.2.3. Então, existem K, β > 0 e,

para cada t0 > 0, nós temos para todo t ≥ t0

E(t) ≤ Ke−β
∫ t
0 ξ(s)ds. (2.3.30)

Demonstração. Em primeiro lugar observe que, pelo Lemma 2.3.2 e o Lemma 2.3.3, temos:

F ′(t) = E ′(t) + ε1ψ
′(t) + ε2χ

′(t)

≤
[
ε1

(
1 +

k

4α′

)
+ ε2

(
δ(k + 1)−

∫ t

0

g(s)ds

)]
ξ(t)

∫
Ω

|ut|2dx

+

[
ε1

(
1 +

kC

4α′

)
+ ε2

(
δ(k + 1)−

∫ t

0

g(s)ds

)]
ξ(t)

∫
Ω

|uxxt|2dx

+ [ε1 (Cα′k − a) + ε2aδ] ξ(t)

∫
Ω

|ux|2dx

+
[
ε1 (α′k − I + η(1− I)) + ε2

(
δ(1 + 2(1− I)2 + C)

)]
ξ(t)

∫
Ω

|uxx|2dx

− ε1αξ(t)

∫
Ω

|ux|puxdx+

(
ε1
4η

+ ε2Kδ

)
ξ(t)(g � uxx)(t)

+

(
1

2
− ε2g(0)M

4δ

)
(g′ � uxx)(t)

como temos, pelo Teorema 2.2.3, que u(t) ∈ W para todo t ∈ [0,∞), conclúımos que,

com J(u(t)) ≥ 0 para todo t ∈ [0,∞), temos assim a seguinte estimativa,

−ε1αξ(t)
∫

Ω

|ux(t)|puxdx = (p+ 1)ξ(t)
I

2
ε1(a‖ux(t)‖2

L2 + ‖uxx(t)‖2
L2)

−(p+ 1)ξ(t)ε1J(u(t))
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Para algum t0 > 0 fixo, como g(0) > 0 segue que g0 =
∫ t0

0
g(s)ds > 0 então, para todo

t ≥ t0 e tomando δ, α′, η > 0 tal que

g0 − δ(k + 1) >
g0

2

a− α′kC >
a

2

I − α′k − η(1− I) >
I

2

δ(1 + 2(1− I)2 + C) <
I

4

g0

2k′

δa <
a

4

g0

2k′

com k′ = max
{

1 + kC
2α′
, 1 + k

2α′

}
e ε1, ε2 > 0 tal que,

g0ε2
4k′

< ε1 <
g0

2k′
ε2

assim,

k1 = ε2 (g0 − δ(k + 1))− ε1
(

1 +
k

4α′

)
> 0

k2 = ε2(g0 − δ(k + 1))− ε1
(

1 +
kC

4α′

)
> 0

k3 = ε1 (a− Cα′k)− ε2aδ > 0

k4 = ε1 (I − α′k − η(1− I))− ε2
(
δ(1 + 2(1− I)2 + C)

)
> 0

e então, tomando ε1, ε2 > 0 possivelmente menores tal que,

k5 :=
1

2
− ε2g(0)M

4δ
−
(
ε1
4η

+ ε2Kδ

)
> 0

portanto,

(
ε1
4η

+ ε2Kδ

)
ξ(t)(g � uxx)(t) +

(
1

2
− ε2g(0)M

4δ

)
(g′ � uxx)(t) ≤ −k5(g � uxx)(t)

donde segue que, existe β′ > 0 tal que, para todo t ≥ t0,

F ′(t) ≤ −β′ξ(t)E(t) ≤ −β
′

2
ξ(t)F (t) (2.3.31)
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onde usamos (2.3.29) nesta última desigualdade. Portanto, usando (2.3.29) novamente,

obtemos, para todo t ≥ t0 e, para β = β′

2

E(t) ≤ 2F (t) ≤ Ke−β
∫ t
0 ξ(s)ds, (2.3.32)

onde K, β > 0 são constantes que dependem da norma dos dados iniciais, do valor de

p > 1 e de Ω ⊂ R.



Caṕıtulo 3

Taxas de decaimento uniforme para

a equação da onda semilinear em um

meio não homogêneo com dissipação

não linear distribúıda

Neste caṕıtulo estudamos o problema


ρ(x)

∂2u

∂t2
− div[K(x)∇u] + f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

(3.0.1)

onde Ω ⊂ R3 é um domı́nio limitado com fronteira regular ∂Ω 6= ∅. Nosso principal

interesse é provar, sob as hipóteses adequadas, a boa colocação do problema e além disso

provar que a solução decai uniformemente quando consideramos a função a = a(x) efetiva

numa região ω ⊂ Ω satisfazendo uma condição ligeiramente mais forte que a condição

geométrica de controle.

O estudo de problemas de estabilização para sistema de evolução vem despertando

grande interesse e sendo extensivamente estudado nos últimos anos. No caso onde se

considera a equação da onda linear sobre uma variedade Riemanniana M compacta sem

bordo, ie, quando consideramos g(s) = s, ∂M = ∅ e na ausência do termo não linear

dado por f , é devido a Rauch-Taylor [41] o trabalho pioneiro relacionando o decaimento

exponencial da energia a uma condição geométrica conectando a região ω ⊂ M , onde
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o termo de dissipação é efetivo, e os raios da ótica geométrica, condição hoje conhecida

como condição geométrica de controle (termo que é usualmente abreviado como GCC, em

função do termo em inglês Geometric Control Condition). O estudo do comportamento

assintótico da energia associado a equação da onda linear, posta em uma variedade Rie-

manniana M, com bordo, ie, ∂M 6= ∅, é devido a Bardos, Lebeau e Rauch [4], trabalho

este fortemente influenciado pelos resultados de propagação de singularidade na presença

da fronteira ∂M , devido a Melrose, Sjostrand [36], [37]. Fazendo uma conexão a teoria

de medida microlocal de defeito (que abreviaremos como m.d.m. em função do termo

em inglês microlocal defect measure), desenvolvida simultaneamente por P. Gerard [21]

e L. Tartar [55], o trabalho [28] devido a G. Lebeau explora as propriedades quantitati-

vas relacionadas ao resultado de estabilização, estabelecendo o resultado de propagação

para medida de defeito associado a uma sequência de soluções fracas para equação da

onda linear com dissipação efetiva em uma região satisfazendo a condição geométrica de

controle. Note que a condição geométrica de controle não só é suficiente mas também

necessária para obtenção do decaimento exponencial da energia, quando consideramos a

equação posta em um domı́nio com fronteira regular, em casos onde esta condição não é

válida, então, somente taxas de decaimento logaritmo podem ser atingidas, assim como

mostrado em [28], [29] e [10].

Uma vez que consideramos a presença do termo não linear f(u) e a ação de uma

dissipação linear (ie, g(s) = s) existe um grande número de trabalhos acerca do decaimento

exponencial da energia quando consideramos a não linearidade f sub-cŕıtica às imersões

de Sobolev, dentre os quais podemos citar [19], [59] e [30]. Fazendo uso das estimativas

de Strichartz, o trabalho devido a Dehman, Lebeau e Zuazua [20], prova o decaimento

exponencial da energia para a equação da onda semi-linear posta em R3. O resultado

provado em [20], é baseado em uma combinação de resultados acerca de propagação de

medida de defeito e um prinćıpio de continuação única, o que leva os autores a exigirem

que o termo de dissipação seja efetivo fora de uma bola aberta. Neste sentido, o trabalho

devido a Joly, Laurent [35], faz um significativo avanço estendendo os resultados provados

em [20] para um contexto onde é obtido resultados de decaimento exponencial para energia

exigindo-se apenas que o termo de dissipação seja efetivo em uma região ω satisfazendo a

condição geométrica de controle, quando a equação é posta sobre uma variedade compacta,



3.1 Descrição do problema 53

com ou sem bordo, e também a geometrias não-flat no caso de variedades não limitadas.

No que concerne o estudo da equação da onda sob ação de um damping não-linear, den-

tre os trabalhos que lidam com a estabilização da energia, na ausência do termo f(u), ou

ainda na presença do termo f(u), no entanto sub-cŕıtico às imersões de Sobolev, podemos

citar [1], [13], [14], [15], [16] e [27]. No entanto, em nenhum destes trabalhos é estudado

a relação entre a condição geométrica de controle e o comportamento assimptótico da

solução. Nossa contribuição neste caṕıtulo é estender o entendimento acerca do compor-

tamento assimptótico da energia associado a equação da onda na presença do termo não

linear f(u) e da dissipação não linear g(ut) efetiva em uma região satisfazendo a condição

geométrica de controle e uma pequena vizinhança da fronteira.

3.1 Descrição do problema

Seja Ω ⊂ R3 um domı́nio aberto e limitado, com fronteira suave ∂Ω, neste caṕıtulo

consideramos o problema


ρ(x)

∂2u

∂t2
− div[K(x)∇u] + f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x) x ∈ Ω,

(3.1.2)

onde ρ : Ω→ R+, kij : Ω→ R, 1 ≤ i, j ≤ 3 são funções C∞(Ω) e tal que para todo x ∈ Ω

e ξ ∈ R3,

α0 ≤ ρ(x) ≤ β0, kij(x) = kji(x), α|ξ|2 ≤ ξT ·K(x) · ξ ≤ β|ξ|2, (3.1.3)

onde α0, β0, α, β são constantes positivas e K = K(x) = (kij(x))i,j é uma matriz simétrica

positiva definida. Denotamos por ω ⊂ Ω o conjunto aberto dado pela intersecção de

uma vizinhança aberta da fronteira ∂Ω em R3 e que controla geometricamente a equação

(3.1.2), em um sentido a ser precisado a diante. Devemos assumir as seguintes condições

sobre f .
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• O termo não linear f ∈ C2(R) é uma função a valores reais e satisfaz, para 1 ≤ p < 5,

f(0) = 0, |f j(s)| ≤ k0(1 + |s|)p−j, j = 1, 2, ∀s ∈ R, (3.1.4)

o que implica, em particular, que, para alguma constante C > 0,

|f(s1)− f(s2)| ≤ C
(
1 + |s1|p−1 + |s2|p−1

)
|s1 − s2|, ∀s1, s2 ∈ R. (3.1.5)

• Sua primitiva V (s) =
∫ s

0
f(τ)dτ verifica

−β
2
|s|2 ≤ V (s) ≤ f(s)s+

β

2
|s|2, ∀s ∈ R, (3.1.6)

onde k0 > 0, β ∈ [0, λ1), onde λ1 > 0 é o autovalor principal correspondente ao

problema linear

− div (K(x)∇u) = λu em Ω

u|∂Ω = 0

Além disso, para provarmos a existência de taxas de decaimento uniforme para o problema

(3.1.2), faremos uso do Teorema 1.3.7, para isso precisaremos exigir que f ∈ B, o conjunto

genérico cuja existência é garantida por este teorema.

A função não negativa a = a(x), responsável pela localização do efeito dissipativo,

satisfaz a seguinte condição:

a ∈ L∞(Ω) ∩ C0(ω); a(x) ≥ a0 > 0 em ω ⊂ Ω. (3.1.7)

Além disso, g : R→ R é uma função monótona, crescente, tal que

g(s)s > 0 para todo s 6= 0,

k1|s| ≤ |g(s)| ≤ k2|s| para todo |s| ≥ 1,
(3.1.8)

para constantes positivas k1, k2. Inspirado em [1], [2] e [27], seja h uma função côncava e
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estritamente crescente, com h (0) = 0, e tal que,

h (s h(s)) ≥ s2 + g2(s), para |s| < 1. (3.1.9)

Com esta função, definimos

r(.) = h

(
.

meas(QT )

)

onde QT = Ω× (0, T ), temos que r é monótona e cont́ınua, então cI + r é inverśıvel para

todo c ≥ 0. Para L = (Cmeas(QT )) > 0, C uma constante positiva, definimos

p(x) = (cI + r)−1(Lx)

segue que p é uma função cont́ınua, positiva, estritamente crescente com p(0) = 0. Por

fim, definimos ainda,

q(x) = x− (I + p)−1(x). (3.1.10)

Além disso assumimos que ω controla geometricamente Ω, ie, que existe T0 > 0 tal

que, para toda geodésica da métrica definida pela matriz G(x) =
(
K(x)
ρ(x)

)−1

viajando com

velocidade 1 e com inicio em t = 0, entra na região ω em um tempo t < T0.

O principal objetivo deste caṕıtulo é provar a existência e unicidade de solução fraca

para o problema (3.1.2) e, adicionalmente, que esta solução decáı uniformemente para

zero, isto é, definindo

Eu(t) :=

∫
Ω

(
ρ(x)|∂tu(x, t)|2 +∇u(x, t)T ·K(x) · ∇u(x, t) + V (u(x, t))

)
dx, (3.1.11)

onde V (λ) =
∫ λ

0
f(s)ds, deste modo

Eu(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
, ∀t > T0, (3.1.12)
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com limt→∞ S(t) = 0, onde o semigrupo de contrações é a solução da equação diferencial

d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0, S(0) = E(0), (3.1.13)

onde q é a função definida em (3.1.10), desde que os dados iniciais (u0, u1) sejam tomados

em conjuntos limitados de H1
0 (Ω)× L2(Ω).

Tendo em mente que ρ ∈ C∞(Ω) e α0 ≤ ρ(x) ≤ β0, fixando um sistema de coordenadas

(x1, x2, x3) sobre (Ω, G), com G sendo a métrica riemanniana definida pela matriz (gij) =(
Kij(x)

ρ(x)

)−1

, temos ρ(x) =
√
det(gij) e sua inversa denotada por (gij)

−1 = (gij), desde

modo o operador de Laplace-Beltrami é dado por

∆Gu =
1√

det gij

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(√
det(gij)g

ij ∂u

∂xj

)
=

1

ρ(x)
div(K(x)∇u)

onde ∇ é o gradiente usual associado a métrica euclidiana. Consequentemente,

ρ(x)∂2
t u− div[K(x)∇u] = 0 ⇔ ∂2

t u−∆Gu = 0,

e, então, a análise do problema (3.1.2) é uma consequência dos resultados obtidos para o

problema 
∂2
t u−∆Gu+ f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em M × (0,∞),

u = 0 sobre ∂M × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) ∈ H1
0 (M); ∂tu(x, 0) = u1(x) ∈ L2(M).

(3.1.14)

com M = (Ω, G) e a energia associada definida como

Eu(t) :=

∫
M

[
1

2
|ut(x, t)|2 +

1

2
|∇Gu(x, t)|2 + V (u(x, t))

]
dx. (3.1.15)

Observe que, segue diretamente de (3.1.14) que a energia definida em (3.1.15) é decres-

cente. Em ordem de obter as taxas de decaimento em (3.1.12) provaremos que existem

T0, C > 0 tais que a seguinte desigualdade é verificada

Eu(T ) ≤ C

∫ T

0

∫
M

a(x)
[
|∂tu(t)|2 + |g(ut)(t)|2

]
dxdt (3.1.16)
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para todo T > T0. Uma vez provado (3.1.16) a estimativa (3.1.12) segue de modo análogo

aos argumentos usados em [17].

Observação 3.1.1. Neste caṕıtulo lidamos, assim como é comum na literatura relaci-

onada a este tipo de problema, com a equação posta num domı́nio tridimensional, no

entanto os métodos que usamos aqui são facilmente adaptados para um domı́nio com-

pacto de dimensão n e com fronteira suave. A diferença neste caso é o intervalo no qual

tomamos os valores de p em (3.1.4), no caso n ≥ 3 devemos considerar 1 ≤ p < n+2
n−1

,

e então o resultado segue sendo uma consequência das estimativas de Strichartz, assim

como fazemos neste caṕıtulo. Para o caso de n = 1, 2, basta tomar p ≥ 1, então podemos

obter os mesmos resultados deste caṕıtulo fazendo uso de imersões de Sobolev, no lugar

das estimativas de Strichartz.

3.2 Boa colocação

Nós consideramos o espaço de fase fraco

H = H1
0 (Ω)× Lρ(Ω),

onde Lρ(Ω) =
{
v : Ω→ R;

∫
Ω
|v(x)|2ρ(x)dx <∞

}
e tal integral é entendida no sentido da

integração de Lebesgue. Munimos H com o seguinte produto interno

〈(u1, v1), (u2, v2)〉H =

∫
Ω

(∇uT1 ·K(x) · ∇u2 + ρv1v2)dx.

Vamos considerar A : D(A) ⊂ H1
0 (Ω)→ H−1(Ω) definido por Au = − 1

ρ(x)
div(K(x)∇u) e

B : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) definido por 〈Bv,w〉 =

∫
Ω
a(x) 1

ρ(x)
g(v(x))w(x)dx. Denotando por

v = ut nós podemos reescrever o problema (3.1.2) como o problema de Cauchy em H
∂

∂t
(u, v) +A(u, v) + F(u, v) = 0

(u, v)(0) = (u0, v0),

(3.2.17)
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onde o operador não-linear A : D(A)→ H é dado por

A(u, v) = (−u,Au+Bv), (3.2.18)

com domı́nio

D(A) = {(u, v) ∈ H : v ∈ H1
0 (Ω), Au+Bv ∈ L2(Ω)} (3.2.19)

e F : H → H é o operador não linear

F(u, v) =

(
0,−1

ρ
f(u)

)
. (3.2.20)

Observe que, de acordo com os resultados provados por Cavalcanti et. al. [17], o operador

A é maximal e monótono no espaço de energia H, além disso, se 1 ≤ p ≤ 3, como

consequência da desigualdade de Holder e de imersões de Sobolev, prova-se que F define

um operador cont́ınuo localmente Lipschitz. De fato, considere B ⊂ H um conjunto

limitado e (u1, v1), (u2, v2) ∈ B. Então, pelas hipóteses assumidas sobre f , usando a

desigualdade de Holder e o fato que H1(Ω) está continuamente imerso em L2q(Ω), 1 ≤

q ≤ 3, temos,

‖F(u1, v1)−F(u2, v2)‖2
H ≤ ‖f(u1)− f(u2)‖2

L2 (3.2.21)

≤ C(1 + ‖u1‖L2∗ + ‖u2‖L2∗ )‖u1 − u2‖2
L2q

≤ C0‖u1 − u2‖2
H1 ≤ C0‖(u1, v1)− (u2, v2)‖2

H.

Portanto, podemos garantir a existência de uma única solução local, com relação a variável

t, de acordo com o Teorema 1.1.3, a qual pode ser prolongada globalmente no tempo,

uma vez que a energia associada ao problema (3.1.2) é uniformemente limitada, em t,

e controla a norma de (u, ut) em H1
0 (Ω) × L2(Ω). Tal racioćınio não pode ser repetido

quando consideramos 3 < p < 5, uma vez que neste caso não temos mais que F define um

operador localmente Lipschitz, no entanto, no que segue será de fundamental importância

o fato que o problema (3.2.17) possui uma única solução global sempre que a função f

definir um operador localmente Lipschitz, quando considerado como uma aplicação que

associa a cada u ∈ H1
0 (Ω) a função f(u) ∈ L2(Ω), assim como provado no Teorema 1.1.3.
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No que segue, inspirados pela abordagem primeiramente usada em [44], faremos uso

do seguinte truncamento

fk(u) = f(u)ηk(u) (3.2.22)

onde ηk ∈ C∞0 (R) é uma função de corte suave tal que 0 ≤ ηk ≤ 1, ηu = 1 se |u| ≤ k e

ηk(u) = 0 se |u| ≥ 2k e η′k ≤ C
k

. Então, temos o seguinte resultado provado em [45].

Proposição 3.2.1. Para cada k ∈ N, a função fk, definida em (3.2.22) define um ope-

rador cont́ınuo globalmente Lipschitz fk : H1
0 (Ω)→ L2(Ω), onde fk(u) := ηk(u)f(u) para

todo u ∈ H1
0 (Ω), com constante de Lipschitz dependendo de k.

Teorema 3.2.2. Seja (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω) e (Ω, G) uma variedade Riemanniana

compacta de dimensão três, assim como introduzida na seção anterior. Então, consi-

derando E0 > 0 e Eu(0) ≤ E0 e considerando válidas as hipóteses introduzidas na

seção anterior para as funções f e g temos que existe uma única solução (u, ∂tu) ∈

C([0,∞);H1
0 (Ω)× L2(Ω)) para o problema

utt −∆Gu+ a(x)g(ut) + f(u) = 0 em Ω× (0,∞)

u = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) x ∈ Ω.

(3.2.23)

Demonstração. Vamos considerar a função truncada fk definida em (3.2.22) e tomar

{(uk0, uk1)} uma sequência de dados iniciais regulares tais que

(uk0, u
k
1)→ (u0, u1) fortemente em H1

0 (Ω)× L2(Ω) (3.2.24)

argumentando como em (3.2.21) e usando a Proposição 3.2.1 podemos encontrar para

cada k ∈ N uma única uk ∈ C([0, Tk];H
1
0 (Ω))∩C1([0, Tk];L

2(Ω)) solução para o problema
uktt −∆Gu

k + a(x)g(ukt ) + fk(u
k) = 0 em Ω× (0, Tk),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0, Tk),

uk(x, 0) = uk0(x), ukt (x, 0) = uk1(x), x ∈ Ω,

(3.2.25)
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além disso, definindo

Euk(t) =
1

2
‖ukt (t)‖2

L2 +
1

2
‖∇Gu

k(t)‖2
L2 +

∫
Ω

Vk(u
k)dx (3.2.26)

onde Vk(u
k) =

∫ uk
0
ηk(s)f(s)ds, temos que

Euk(t) ≤ Euk(0) ≤ E0, ∀t ∈ [0, Tk) e ∀k ∈ N (3.2.27)

como Euk(t) controla a norma ‖(uk, ukt )(t)‖H1
0×L2 conclúımos que, podemos estender esta

solução globalmente no tempo, isto é, uk ∈ C([0,∞);H1
0 (Ω)) ∩ C1([0,∞);L2(Ω)), além

disso, como (3.2.27) garante que, para todo T > 0 fixo, (uk), (ukt ) são sequências limitadas

em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) e L∞(0, T ;L2(Ω)), respectivamente, existem subsequências, ainda

denotadas por (uk), (ukt ), e uma função u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) tal que

uk ⇀ u fraco-* em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) (3.2.28)

ukt ⇀ ut fraco-* em L∞(0, T ;L2(Ω)) (3.2.29)

e pelo Lema de Aubin,

uk → u fortemente em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.2.30)

então usando (3.1.8) e (3.2.30),

‖g(ukt )‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ k1meas(Ω) + k2‖ukt ‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C = C(E0, T,Ω) (3.2.31)

e então, existe g∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tal que

g(ukt ) ⇀ g∗ fraco em L2(0, T ;L2(Ω))

como a ∈ L∞(Ω) segue que o operador S : L2((0, T ) × Ω) → L2((0, T ) × Ω) tal que

S(w)(x) = a(x)w(x), para quase todo x ∈ Ω, é linear e limitado, então

ag(ukt ) ⇀ ag∗ fraco em L2(0, T ;L2(Ω)).
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Neste ponto é importante observar que, fk(u
k) ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) para todo k ∈ N e

T > 0 fixo, e pode ser estimado por uma constante que não depende de k, além disso

‖fk(uk) − fm(um)‖L1(0,T ;L2) → 0 quando k,m → ∞. De fato, para provar a primeira

afirmação, começamos por observar que podemos fazer uso das estimativas de Strichartz

assim como no Lema 1.3.2 e das estimativas obtidas em (3.2.31) e (3.2.27), para conseguir

a estimativa

‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω)) ≤ C
(
‖uk0‖H1 + ‖uk1‖L2 + ‖a(.)g(ukt )‖L1(0,T ;L2(Ω))

)
≤ C

(
E0 + ‖a‖L∞k1meas(Ω) + k2‖a‖L∞‖ukt ‖L1(0,T ;L2(Ω))

)
≤ C (3.2.32)

como ‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω)) controla a norma de fk(u
k) em L2(0, T ;L2(Ω)) conclúımos que,

para todo k ∈ N,

‖fk(uk)‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤ T
1
2‖fk(uk)‖L2(0,T ;L2(Ω))

≤ CT
1
2‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω))

≤ C = C(T, f, E0).

Observe que, como fk(u
k) é uniformemente limitado em L2(0, T ;L2(Ω)), existe uma sub-

sequência, ainda denotada com o mesmo indice, e uma função f ∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tal

que

fk(u
k) ⇀ f ∗ fraco em L2(0, T, L2(Ω)) (3.2.33)

e então, passando o limite em (3.2.25) obtemos
utt −∆Gu = −ag∗ − f ∗ em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

(3.2.34)

com F = −ag∗ − f ∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ⊂ L1(0, T ;L2(Ω)) e então, obtemos, fazendo uso
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das estimativas de Strichartz que, u ∈ L5(0, T ;L10(Ω)) e

‖u‖L5(0,T ;L10(Ω)) ≤ C‖(u0, u1)‖H1
0×L2(Ω) + ‖f ∗‖L1(0,T ;L2(Ω)) (3.2.35)

+‖a‖L∞‖g∗‖L1(0,T ;L2(Ω)).

Agora observamos que,

‖fk(uk)− fm(um)‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤ ‖fk(uk)− fk(u)‖L1(0,T ;L2(Ω))

+‖fk(u)− fm(u)‖L1(0,T ;L2(Ω))

+‖fm(u)− fm(um)‖L1(0,T ;L2(Ω))

e afirmamos que é válida a seguinte convergência,

‖fk(u)− fm(u)‖L1(0,T ;L2(Ω)) → 0 quando k,m→∞. (3.2.36)

De fato, note que,

fk(u)− fm(u) = [ηk(u)− ηm(u)] f(u) (3.2.37)

como ηk(u) = ηm(u) = 1 para k,m suficientemente grande, temos que fk(u)− fm(u)→ 0

para quase todo (t, x) ∈ [0, T ]× Ω e

|fk(u)− fm(u)| ≤ 2|f(u)| = h(x, t) (3.2.38)

com h ∈ L2((0, T )× Ω), então ‖fk(u)− fm(u)‖L2(0,T ;L2(Ω)) → 0 e consequentemente

‖fk(u)− fm(u)‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤ T
1
2‖fk(u)− fm(u)‖L1(0,T ;L2(Ω))

→ 0. (3.2.39)

Para provar que

‖fk(uk)− fk(u)‖L1(0,T ;L2(Ω)) → 0
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observamos em primeiro lugar que, como |ηk(u)| ≤ 1 para todo k ∈ N,

|fk(uk)− fk(u)| = |ηk(u)
[
f(uk)− f(u)

]
|

≤ C(1 + |uk|p−1 + |u|p−1)|uk − u|

e, usando a desigualdade de Holder e técnicas de interpolação,

‖|uk|p−1|uk − u|‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤
∫ T

0

‖uk‖p−1
L2p ‖uk − u‖L2pdt

≤ C

∫ T

0

‖uk − u‖θL2‖uk‖p−1
L2p ‖uk − u‖1−θ

L10 dt

com θ = 5−p
4p

, portanto usando novamente a desigualdade de Holder com q1 = 5
p−1

,

q2 = 8p
5−p e q3 = 4p

p−1
temos

‖|uk|p−1|uk − u|‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤ T δ‖uk‖p−1
L5(0,T ;L10(Ω))‖u

k − u‖θL2(0,T ;L2(Ω))‖uk − u‖1−θ
L5(0,T ;L10(Ω))

→ 0 quando k,m→∞

uma vez que, de (3.2.32) e (3.2.35), ‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω)), ‖uk − u‖L5(0,T ;L10(Ω)) ≤ C para todo

T > 0 fixo, e ‖uk − u‖L2(0,T ;L2(Ω)) → 0, por (3.2.30). Lidando com os outros termos da

mesma forma, conclúımos que

‖fk(uk)− fk(u)‖L1(0,T ;L2(Ω)) → 0

da mesma forma é posśıvel mostrar que

‖fm(um)− fm(u)‖L1(0,T ;L2(Ω)) → 0

portanto,

‖fm(um)− fk(uk)‖L1(0,T ;L2(Ω)) → 0 quando k,m→∞

então, (fk(u
k)) é uma sequência de Cauchy em L1(0, T ;L2(Ω)) donde segue que

fk(u
k)→ f(u) em L1(0, T ;L2(Ω)). (3.2.40)
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De fato, em primeiro lugar observe que, uma vez que a sequência fk(uk) é de Cauchy em

L1(0, T ;L2(Ω)) temos a existência de f ∗ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) tal que,

fk(uk)→ f ∗ em L1(0, T ;L2(Ω)). (3.2.41)

Por outro lado, pela convergência (3.2.30) podemos obter, passando a uma subsequência

se necessário,

uk(x, t)→ u(x, t), quando k →∞ (3.2.42)

para quase todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ), deste modo, como f é uma função cont́ınua,

f(uk(x, t))→ f(u(x, t)) (3.2.43)

para quase todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ), além disso, observando que, fixado (x, t) ∈ Ω× (0, T )

temos |ηk(x, t)| = 1 para k ∈ N suficientemente grande, donde segue que,

|fk(uk(x, t))− f(u(x, t))| = |ηk(uk(x, t))f(u(x, t))− f(u(x, t))|

→ 0. (3.2.44)

Por outro lado, da convergência 3.2.41, passando a uma subsequência se necessario, temos

que,

fk(uk(x, t))→ f ∗(x, t) (3.2.45)

para quase todo (x, t) ∈ Ω × (0, T ). Assim, de (3.2.44) e (3.2.45), podemos concluir que

f ∗(x, t) = f(u(x, t)) para quase todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ), donde conclúımos que f ∗ = f(u)

e que é válida a convergência em (3.2.40).
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Segue de (3.2.25) que

1

2
‖ukt − umt ‖2

L2 +
1

2
‖∇G(uk − um)(t)‖2

L2

+

∫ T

0

∫
Ω

a(g(ukt )− g(um))(ukt − umt )dxdt ≤ 1

2
‖(uk0 − um0 , uk1 − um1 )‖2

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

+

∫ t

0

‖fk(uk)− fm(um)‖L2‖ukt − umt ‖L2dt

definindo (φk,m(t))2 = 1
2
‖ukt −umt ‖2

L2 + 1
2
‖∇G(uk−um)(t)‖2

L2 , e observando que, para todo

s1, s2 ∈ R, (g(s1)− g(s2))(s1 − s2) ≥ 0 temos

(φk,m(t))2 ≤ (φk,m(0))2 +

∫ t

0

‖fk(uk)− fm(um)‖L2φk,m(s)ds (3.2.46)

e então, pela desigualdade de Gronwall,

φk,m(t) ≤ C

(
‖(uk0 − um0 , uk1 − um1 )‖H1

0×L2(Ω) +

∫ T

0

‖fk(uk)− fm(um)‖L2ds

)

e observando as convergencias (3.2.24) e (3.2.36) nós temos

‖uk − um‖L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖ukt − umt ‖L∞(0,T ;L2(Ω) ≤ C

(
‖(uk0 − um0 , uk1 − um1 )‖H1

0×L2(Ω)

+

∫ T

0

‖fk(uk)− fm(um)‖L2ds

)
→ 0 (3.2.47)

este último limite nos permite concluir que g∗ = g(ut). De fato, em primeiro lugar

observamos que,

g(ukt )→ g∗ fraco em L2((0, T )× Ω) (3.2.48)

e g é uma função crescente, então g(.) : L2(Ω) → L2(Ω) é um operador monótono e

hemicont́ınuo e assim é maximal monótono. Assim, com isso em mãos e observando que,

por (3.2.47) temos, para todo T > 0,

∫
(0,T )×Ω

(g(ukt )− g(umt ))(ukt − umt )dxdt→ 0 (3.2.49)
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o que nos leva a concluir que g∗ = g(ut) (veja o Lema 2.3 em [3]). Observe que, (uk, ∂tu
k) ∈

C([0, T ];H1
0 (Ω) × L2(Ω)) para todo k ∈ N e então a convergencia uniforme em (3.2.47)

implica que (u, ∂tu) ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)×L2(Ω)) e passando ao limite em (3.2.25) obtemos

que 
utt −∆Gu+ a(x)g(ut) + f(u) = 0 em Ω× [0, T ],

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) x ∈ Ω,

(3.2.50)

Além disso, considerando a energia Eu(t) = 1
2

(
‖∂tu(t)‖2

L2 + ‖∇Gu(t)‖2
L2

)
+
∫

Ω
V (u)dx

associado com o problema (3.2.50) nós temos que, d
dt
Eu(t) ≤ 0 e então, Eu(t) ≤ Eu(0),

para todo t ∈ [0, T ], isto é, a solução não tem blow up em tempo finito, então a solução

pode ser globalmente estendida no tempo.

Unicidade: Vamos supor que existe v ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω))∩C1([0, T ];L2(Ω)) outra solução

para o problema (3.2.50), assim denotando por w = u− v nós temos
wtt −∆Gw + a(x) (g(ut)− g(vt)) + (f(u)− f(v)) = 0 em Ω× [0, T ],

w = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = 0 x ∈ Ω,

donde segue que,

1

2

d

dt

[
‖ut − vt‖2

L2 + ‖∇G(u− v)(t)‖2
L2

]
≤

∫
Ω

|f(u)− f(v)||ut − vt|dx

≤ C(1 + ‖u‖p−1

L3(p−1) + ‖v‖p−1

L3(p−1))‖u− v‖L6‖ut − vt‖L2

≤ C(1 + ‖u‖p−1
L12 + ‖v‖p−1

L12 )
[
‖u− v‖2

H1
0

+ ‖ut − vt‖2
L2

]
e, pela desigualdade de Gronwall junto com as estimativas de Strichartz, podemos concluir

que u = v o que conclui a prova.
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3.3 Taxas de decaimento uniforme

Nesta seção nos provamos taxas de decaimento uniforme para o problema (3.2.23), quando

3 < p < 5. Assim como observado na Seção 3.1 é suficiente provar a seguinte desigualdade

de observabilidade não linear

Eu(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|ut(x, t)|2 + |g(ut(x, t))|2

)
dxdt, para todo T > T0, (3.3.1)

onde T0 e C são constantes positivas e assumindo que Eu(0) ≤ R. Para provar tal

resultado nos combinamos estimativas de Strichartz para equação da onda linear com o

principio de continuação única, como enunciado na Proposição 1.3.7.

Observação 3.3.1. O caso 1 ≤ p ≤ 3 pode ser tratado de maneira análoga, substituindo

as estimativas de Strichartz por imersões de Sobolev.

Observação 3.3.2. É importante notar que, no decorrer desta seção sera de fundamental

importância o prinćıpio de continuação única provado na Proposição 1.3.7, sendo assim

devemos assumir que f esta nas hipóteses desta proposição.

Assuma que (3.3.1) não vale, então existe uma sequência de funções {uk} de soluções

fracas para o problema (3.2.23), tal que Euk(0) ≤ R e

lim
k→∞

Euk(0)∫ T
0

∫
Ω
a(x)

(
|ukt (x, t)|2 + |g(ukt )|2

)
dxdt

= +∞. (3.3.2)

De (3.3.2) segue que

lim
k→∞

∫ T
0

∫
Ω
a(x)

(
|ukt (x, t)|2 + |g(ukt )|2

)
dxdt

Euk(0)
= 0. (3.3.3)

Vamos considerar a seguinte sequência de problemas em consideração
uktt −∆Gu

k + f(uk) + a(x)g(ukt ) = 0 em Ω× (0, T ),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0, T )

uk(0) = uk0, u
k
t (0) = uk1(0).

(3.3.4)
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Agora, nós definimos,

αk := [Euk(0)]1/2, vk :=
uk

αk
. (3.3.5)

Não é d́ıficil provar que existe C > 0 tal que 1/C ≤ Evk(0) ≤ C para todo k ∈ N e a

sequência (αk) é limitada. Para obtermos uma contradição vamos mostrar que Evk(0)

converge para 0. De fato, de (3.3.3) e (3.3.5) em consideração nós concluimos que

lim
k→∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)

(
|vkt (x, t)|2 +

1

α2
k

|g(ukt )|2
)
dxdt = 0. (3.3.6)

Além disso, uma vez que Evk(0) ≤ C podemos tomar uma subsequência, ainda denotada

por (vk), tal que,

vk ⇀ v fraco estrela em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.3.7)

vkt ⇀ vt fraco estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)). (3.3.8)

vk → v forte em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.3.9)

Considerando a sequência de problemas normalizados


vktt −∆Gv

k +
1

αk
f(uk) +

1

αk
a(x)g(ukt ) = 0 em Ω× (0, T ),

vk = 0 sobre ∂Ω× (0, T )

vk(0) = vk0 , v
k
t (0) = vk1(0).

(3.3.10)

e observando que αk → α ∈ [0, R
1
2 ], dividiremos a prova em dois casos α > 0 e α = 0.

Caso (i): α > 0. Tomando o limite quando k →∞ em (3.3.10) e observando que,

‖a(.)vkt ‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) =

∫ T

0

∫
Ω

a(x)2|vkt (x, t)|2dxdt

≤ ‖a‖L∞
∫ T

0

∫
Ω

a(x)|vkt (x, t)|2dxdt

→ 0
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combinando esta convergência com (3.3.8) temos que

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|vt(x, t)|2dxdt = 0

como a(x) ≥ a0 > 0 para todo x ∈ ω podemos concluir que vt(x, t) = 0 para quase todo

(x, t) ∈ ω × (0, T ), assim
vtt −∆Gv +

1

α
f(αv) = 0 em Ω× (0, T ),

vt = 0 em ω × (0, T ).

(3.3.11)

e então, pelo prinćıpio de continuação única provado na Proposição 1.3.7 temos que v ≡ 0.

Caso (ii): α = 0. Neste caso αk → 0. Note que podemos escrever,

f(s) = f ′(0)s+R(s), onde |R(s)| ≤ C(|s|2 + |s|p).

assim,

1

αk
f(αkv

k) = f ′(0)vk +
R(αkv

k)

αk
,

R(αkv
k)

αk
≤ C

(
αk|vk|2 + |αk|p−1|vk|p

)
,

afirmamos que,

|αk|p−1‖|vk|p‖L1(0,T ;L2(Ω)) → 0 quando k →∞. (3.3.12)

De fato, pela hipótese de contradição (3.3.2) e o fato que a ∈ L∞(Ω) temos, para cada

k ∈ N, a(.)g(ukt ) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), além disso se f(uk) ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) podemos usar a

equação (3.3.10) resolvida para vk, com F = −a(.)g(ukt )− f(uk) para concluir que

‖vk‖L5L10 ≤ C
(

[Evk(0)]
1
2 + ‖F‖L1(0,T ;L2(Ω))

)
(3.3.13)

onde a constante C > 0 não depende de k ∈ N. Analogamente podemos mostrar que,
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usando a equação (3.3.4) e o Lema 1.3.2 nós temos a seguinte estimativa

‖uk‖L5L10 ≤ C((Euk(0))
1
2 + ‖a(.)g(ukt )‖L1L2) ≤ C

para todo k ∈ N, portanto nos podemos concluir que f(uk) ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e como a

norma ‖f(uk)‖L1(0,T ;L2(Ω)) pode ser controlada pela norma ‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω)) que é unifor-

memente limitada, em k ∈ N, nós temos

‖vk‖L5L10 ≤ C (3.3.14)

para todo k ∈ N. Portanto, do exposto acima, como ‖|vk|p‖L1(0,T ;L2(Ω)) pode ser con-

trolado pela norma ‖vk‖L5L10 podemos concluir que (|vk|p) é uma sequência limitada em

L1(0, T ;L2(Ω)), portanto como αk → 0 podemos concluir que (3.3.12) é verdadeiro, o que

nos leva a

1

αk
f(αkv

k) ⇀ f ′(0)v fraco em L1(0, T ;L2(Ω)). (3.3.15)

Donde segue que, passando o limite em (3.3.10) temos

vtt −∆Gv + f ′(0)v = 0 em Ω× (0, T ),

vt = 0 em ω × (0, T ).
(3.3.16)

e para w = vt de (3.3.16) concluimos que

wtt −∆Gw + f ′(0)w = 0 em Ω× (0, T ),

w = 0 em ω × (0, T ).
(3.3.17)

o que nos leva a concluir, aplicando novamente o prinćıpio de continuação única, que

w = 0 e, consequentemente, v = 0. Assim em ambos os casos v = 0. Como consequência

v = 0 em todas as convergências em (3.3.7), (3.3.8) e (3.3.9). Note que, nosso principal

objetivo é provar que Evk converge para zero. Para isto, considere

Pvk := �Gv
k = ∂2

t v
k −∆Gv

k.
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Pelas convergencias acima nos sabemos que

vk ⇀ 0 fraco em H1(Ω× (0, T )).

Então vamos considerar µ a medida microlocal de defeito associada com (vk) em

H1(Ω × (0, T )), i.é., µ é a m.d.m associada com (∂tv
k) e (∇Gv

k) em L2
loc(Ω × (0, T )).

Devido ao resultado de convergência em (3.3.6) e os casos (i) e (ii) acima temos a seguinte

convergência:

Gk =
1

αk
f(uk)− 1

αk
a(x)g(ukt )→ 0

em L1(0, T ;L2(Ω)) e, ainda, tendo em vista a Observação 1.3.6 temos que esta sequência é

linearizável no sentido da Definição 1.3.3, assim podemos concluir que µ se propaga como

a H1-m.d.m. associada a equação da onda linear com os mesmos dados iniciais. Então,

de acordo com o exposto no Caṕıtulo 1, Seção 1.2, lembrando que o śımbolo principal do

operador da onda é dado por p(t, x, τ, ξ) = τ 2 − (gij(x))−1|ξ|2, segue que

supp(µ) ⊂ {τ 2 = (gij)
−1|ξ|2}.

e que µ se propaga ao longo do fluxo bi-caracteŕıstico definido pelo operador da onda.

Por outro lado,

∂tv
k → 0 fortemente em L2(ω × (0, T )). (3.3.18)

Pelo exposto acima, deduzimos que

supp(µ) ∩ {(t, x, τ, ξ) : x ∈ ω} ⊂ {τ = 0},

o que implica que µ é zero em ω × (0, T ). Então, uma vez que as geodésicas dentro de

Ω\ω, pela principal hipótese, entram necessariamente na região ω, para toda geodésica

da métrica G = (gij), temos por propagação que µ ≡ 0, isto é, ω é disjunto ao suporte

da medida microlocal de defeito µ, dado uma geodésica qualquer de G temos que ao

menos um ponto desta geodésica pertence a ω, donde segue que esta geodésica inteira
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esta contida em ω, isto é, esta inteiramente fora do suporte de µ, como podemos repetir

este racioćınio para qualquer geodésica de G temos que o suporte de µ é vazio, logo µ ≡ 0.

Consequentemente,

vk → 0 fortemente em H1((Ω\ω)× [0, T ]),

o que significa que ∂tv
k → 0 fortemente em L2((Ω/ω) × [0, T ]) e observando (3.3.18)

conseguimos ∂tv
k → 0 fortemente em L2(Ω × [0, T ]) e, então, usando uma equipartição

da energia podemos concluir o desejado. De fato, já observamos aqui que ∂tv
k → 0

forte em L2
loc(0, T ;L2(Ω)) vamos mostrar que isto nos da Evk(0)→ 0, para isso note que,

multiplicando a equação

∂2
t v

k −∆Gv
k +

1

αk
f(αkv

k) +
1

αk
g(ukt ) = 0 (3.3.19)

por vkt no intervalo I = (0, t), 0 < t < T temos,

Evk(t)− Evk(0) ≤
∫ t

0

∥∥∥∥ 1

αk
a(.)g(ukt )

∥∥∥∥
L2

‖vkt ‖L2dt

para qualquer t ∈ (0, T )usando que (vk) é limitada em L2, e observando (3.3.6) o termo

a direita na desigualdade acima tende a zero, então tomando o supremo com t ∈ (0, t1)

obtemos,

sup
t∈(0,t1)

[Evk(t)− Evk(0)]→ 0.

por outro lado, multiplicando (3.3.19) por χvk, onde χ ∈ C∞0 (]0, T [) com χ ≡ 1 em (ε, 2ε),

para ε > 0, obtemos,

∫ T

0

∫
Ω

χ(t)|∇Gv
k|2dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

χ(t)|∂tvk(t)|2dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

1

αk
|f(αkv

k)|χ(t)|vk|dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

1

αk
|g(ukt )||χ(t)vk|

como ∂tv
k → 0 forte em L2(0, T ;L2(Ω)) a primeira integral na expressão acima tende a

zero. A segunda integral tende a zero pois, dos casos (i) e (ii) acima temos 1
αk
f(αkv

k)→
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0 forte em L1(0, T ;L2(Ω)) e (vk(t)) é uniformemente limitada em L2. Por fim, pela

desigualdade (3.3.6) e novamente do fato de que (vk(t)) é uniformemente limitada em L2

conclúımos que esta terceira integral também tende a zero. Em resumo,

∫ T

0

∫
Ω

χ(t)|∇Gv
k|2dxdt→ 0

donde, podemos concluir que,

∫ 2ε

ε

Evk(t)dt→ 0

quando k →∞. Assim,

εEvk(0) =

∫ 2ε

ε

Evk(t)dt−
∫ 2ε

ε

Evk(t)− Evk(0)dt

=

∫ 2ε

ε

Evk(t)dt+ ε sup
t∈(ε,2ε)

(|Evk(t)− Evk(0)|)→ 0

o que prova a contradição que desejávamos.



Caṕıtulo 4

Estimativas polinomiais para o

crescimento das normas em espaços

de Sobolev de ordem superior de

soluções para a equação de

Klein-Gordon semi-linear

Neste caṕıtulo consideramos a equação de Klein-Gordon não linear posta em uma varie-

dade riemanniana tridimensional e compacta (M3, G),

∂2
t u−∆Gu+ βu+ γ(x)∂tu+ f(u) = 0 em R+ ×M3, (4.0.1)

(u, ∂tu)(0) = (u0, u1) sobre M3, (4.0.2)

e estudamos o problema de descrever o comportamento das normas da solução (u, ∂tu)

desta equação em espaços de Sobolev Hm+1(M3)×Hm(M3), m ∈ N. Mais precisamente,

nosso principal resultado mostra que tais normas não podem crescer mais rápido que um

polinômio.

O problema da descrição do comportamento, em relação ao tempo, das normas em

espaços de Sobolev de ordem superior para equações dispersivas vem atraindo grande

atenção nos últimos anos, principalmente por sua conexão com o problema de descrever

o quão rápido o sistema em consideração move energia de baixas frequências para altas

frequências. No contexto de equações de Schrodinger o primeiro grande avanço no estudo
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deste tipo de problema foi feito por Bourgain em [7] trabalho posteriormente complemen-

tado por Staffilani em [54]. Seguindo o método desenvolvido por Bourgain vale a pena

citar Zhong [60], trabalho que considerou o problema para uma equação de Schrodinger

com uma não linearidade cubica posta em certas variedades riemannianas (Md, G), d ≥ 2.

Citamos também, aos interessados, os seguintes trabalhos [6], [8], [9], [23], [52], [53], [58],

bem como as referências em que neles se encontram.

A estratégia utilizada para estudar o problema (4.0.1), (4.0.2) foi inspirada no trabalho

de Planchon, Tzvetkov e Visciglia [43] e tem como principal argumento o fato que, em

ordem de estudar a norma de (u, ∂tu) em Hm+1 × Hm, m ∈ N, é suficiente estudar

as normas de derivadas, no tempo, da solução (u, ∂tu) em H1 × L2. Como principal

vantagem desta linha de argumentação, não precisamos de nenhum outro requerimento

sobre a geometria da variedade o que diferencia esta abordagem dos métodos já existentes

na literatura.

4.1 Descrição do problema e resultados básicos

Neste caṕıtulo consideramos a equação de Klein-Gordon posta em uma variedade rieman-

niana tridimensional M3 compacta, mais precisamente nós estudamos o comportamento

da norma, em Hm+1(M3)×Hm(M3), m ∈ N, da solução para o problema de Cauchy

∂2
ttu−∆Gu+ βu+ γ(x)∂tu+ f(u) = 0 em M3 × (0, T ), (4.1.3)

(u, ∂tu)(0) = (u0, u1) em M3, (4.1.4)

com β > 0, γ ∈ Wm,∞(M3) uma função não negativa e f ∈ Cm+1(R) uma função a

valores reais tal que f(0) = 0 e, para todo s ∈ R, f(s)s ≥ 0 e

|f(s)| ≤ C(1 + |s|)p e |f ′(s)| ≤ C(1 + |s|)p−1. (4.1.5)

com 1 ≤ p < 5. Nestas condições é fato bem conhecido que tomando (u0, u1) ∈ H1(M3)×

L2(M3) o problema (4.1.3), (4.1.4) admite uma única solução u ∈ C([0, T ];H1(M3)) ∩
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C1([0, T ];L2(M3)) e definindo o funcional de energia

Eu(t) =
1

2

[
‖∂tu(t)‖2

L2 + ‖∇Gu(t)‖2
L2 + β‖u(t)‖2

L2

]
(4.1.6)

+

∫
M3

V (u)dvolg

onde V (u) =
∫ u

0
f(s)ds, então Eu(t) é uma função não crescente, isto é,

Eu(t) ≤ Eu(0) = E(u0, u1)

em outras palavras, a norma de (u, ∂tu)(t) em H1(M3) × L2(M3) é uniformemente li-

mitada, em t, por uma constante dependendo apenas da norma dos dados iniciais em

H1(M3) × L2(M3), de f e da norma de γ em L2(M3). A questão que nos propo-

mos a responder neste caṕıtulo é: O que podemos dizer sobre o comportamento de

‖(u, ∂tu)(t)‖Hm+1×Hm , m ∈ N? Nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 4.1.1. Seja T > 0, (u0, u1) ∈ Hm+1(M3)×Hm(M3), β > 0, γ ∈ Wm,∞(M3) e

f ∈ Cm+1(R) uma função a valores reais tal que f(0) = 0, f(s)s ≥ 0,

|f(s)| ≤ C(1 + |s|)p, |f ′(s)| ≤ C(1 + |s|)p−1 (4.1.7)

com 1 ≤ p < 5. Então nós temos a seguinte estimativa para a solução (u, ∂tu) ∈

C([0, T ], Hm+1(M3) × Hm(M3)) do problema (4.1.3), (4.1.4), (??) posto em uma vari-

edade tridimensional,

sup
t∈[0,T ]

‖(u, ∂tu)(t)‖Hm+1×Hm ≤ C(1 + T )δ (4.1.8)

com

δ =


1 + ε, para 1 ≤ p ≤ 3

2

5− p
+ ε, para 3 < p < 5

(4.1.9)

para m = 1, ε > 0 pequeno e uma variedade sem fronteira, e δ = 1 para m ≥ 2.

Observação 4.1.2. A existência de solução com a regularidade que precisamos segue

de um argumento que combina o Teorema de ponto fixo e as estimativas de Strichartz e
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pode ser encontrado em [32], sendo assim neste caṕıtulo não mais iremos fazer menção

a questão da boa colocação da equação de Klein-Gordon semilinear que estamos conside-

rando.

Podemos obter, seguindo os mesmos argumentos usados na prova do Teorema 4.1.1,

que as normas em Hm+1×Hm, m ∈ N, da solução (u, ∂tu) para a equação de Klein-Gordon

posta e uma variedade riemanniana compacta de dimensão dois, não tem crescimento mais

rápido que um polinômio, neste caso nos substituimos as estimativas de Strichartz pelas

imersões de Sobolev H1 ↪→ Lq, q ≥ 2 e consideramos a não linearidade f = f(s), s ∈ R,

com crescimento polinomial.

Observação 4.1.3. Seja ω ⊂M3 um conjunto aberto tal que

γ(x) ≥ α > 0 para todo x ∈ ω (4.1.10)

e ω satisfazendo a condição geométrica de controle (GCC), isto é,

• Existe L > 0 tal que, qualquer geodésica generalizada de M3 com comprimento L

encontra o conjunto ω, onde a dissipação γ é efetiva.

então, como é provado em [4], [20] e [35], o funcional de energia E = E(t) definido em

(4.1.6) decai exponencialmente, assim existem constantes λ,K > 0 tais que

‖(u, ∂tu)(t)‖2
H1×L2 ≤ E(t) ≤ KE(u(0))e−λt para todo t ≥ 0. (4.1.11)

Além disso, considerando (u0, u1) ∈ Hm+1(M3)×Hm(M3) e γ, f como no Teorema 4.1.1

segue que,

‖(u, ∂tu)(t)‖2
Hm+1×Hm ≤ C(1 + t)δ (4.1.12)

com δ > 0 dado no Teorema 4.1.1. Destas observações obtemos que, para todo 0 < l < m,

‖(u, ∂tu)(t)‖2
Hl+1×Hl ≤ C‖(u, ∂tu)(t)‖2θ

H1×L2‖(u, ∂tu)(t)‖2(1−θ)
Hm+1×Hm

≤ C
(1 + t)δ1

eλ1t

≤ C1e
−λ1t
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para θ = l
m

e alguma constante C1 > 0 suficientemente grande. Portanto, podemos

concluir que, nas condições do Teorema 4.1.1, para (u0, u1) ∈ Hm+1(M3)×Hm(M3) e a

dissipação γ efetiva numa região satisfazendo a condição geométrica de controle nós temos

o decaimento exponencial da norma H l+1 × H l da solução da equação de Klein-Gordon

para todo 0 < l < m.

Observação 4.1.4. Note que, ao longo deste caṕıtulo, será de grande importância o fato

que, dado v ∈ C(R+;X), onde X é um espaço de Banach, então a estimativa:

‖v(t+ τ)‖2
X ≤ ‖v(τ)‖2

X + C1‖v(τ)‖2−δ
X (4.1.13)

para todo t ∈ R+ e τ ∈ (0, 1) e um dado 0 < δ < 2, implica que, existe uma constante

C > 0, dependendo somente de C1, tal que,

‖v(t)‖X ≤ C(1 + t)
1
δ . (4.1.14)

De fato, em primeiro lugar observe que definindo a sequência αn = 1+‖v(nτ)‖2
X temos

que αn+1 ≤ αn + Cα
1− δ

2
n , sendo assim, por indução prova-se que αn ≤ Cn

2
δ . Com efeito,

para n = 1, trivialmente termos α1 ≤ C e, supondo o resultado válido para n ∈ N, temos,

αn+1 ≤ αn + Cα
1− δ

2
n

≤ n
2
δ + Cn

2
δ
−1 ≤ C(1 + n−1)n

2
δ

= Cn
2
δ
−1(n+ 1) ≤ C(n+ 1)

2
δ .

Provando assim que o resultado é válido para n+1 e completando o racioćınio por indução.

Vejamos agora que este resultado implica na estimativa (4.1.14). Para isto, dado t ∈ R+

observe que, se t não é um número natural, existe 0 < τ < 1 tal que, t = τ([t] + 1), onde

[t] denota a parte inteira de t, assim,

‖v(t)‖2 ≤ α[t]+1

≤ C([t] + 1)
2
δ

≤ C(1 + t)
2
δ
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o que implica em (4.1.14).

4.2 Limites polinomiais para o crescimento da norma

H2 ×H1 em uma variedade sem bordo

Para estimar o crescimento da norma H2×H1 da solução para o problema (4.1.3)−(4.1.4)

consideramos a seguinte energia modificada

E(t) =
1

2
‖∆Gu(t)‖2

L2 +
1

2
‖∇G∂tu(t)‖2

L2 +
β

2
‖∇Gu(t)‖2

L2 . (4.2.15)

note que, segue diretamente da equação (4.1.3) que,

d

dt
E(t) = −

∫
M3

γ(x)|∇G∂tu(t)|2dvolG − (∇G∂tu, ∂tu∇Gγ)L2 − (∇G∂tu,∇Gf(u))L2 .(4.2.16)

Proposição 4.2.1. Sejam (u0, u1) ∈ H2(M3) × H1(M3), f como em (4.1.5) e γ ∈

W 1,∞(M3) uma função não negativa. Então, para ε > 0 pequeno, temos para todo

τ ∈ (0, 1)

E(τ)− E(0) ≤ C‖(u, ∂tu)‖L∞(0,τ ;H2×H1) + Cτ‖(u, ∂tu)‖1+ε
L∞(0,τ ;H2×H1), (4.2.17)

para 1 ≤ p ≤ 3, e

E(τ)− E(0) ≤ C‖(u, ∂tu)‖L∞(0,τ ;H2×H1) + Cτ
(
‖(u, ∂tu)‖2

L∞(0,τ ;H2×H1)

)1− 5−p
4

+ε

,(4.2.18)

para 3 < p < 5, com C = C(‖u0‖H1 , ‖u1‖L2 , ‖γ‖W 1,∞ , p) > 0, em ambos os casos.

Demonstração. Integrando (4.2.16) sobre (0, τ) obtemos

E(τ)− E(0) = −
∫ τ

0

∫
M3

γ(x)|∇G∂tu(t)|2dvolGdt−
∫ τ

0

(∇G∂tu, ∂tu∇Gγ)L2dt

−
∫ τ

0

(∇G∂tu,∇Gf(u))L2dt

≤
∫ τ

0

∫
M3

|∇G∂tu||∂tu||∇Gγ|dvolGdt+

∫ τ

0

∫
M3

|∇G∂tu||∇Gf(u)|dvolGdt
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uma vez que γ ∈ W 1,∞(M3),

∫ τ

0

∫
M3

|∇G∂tu||∂tu||∇Gγ|dvolGdt ≤
∫ τ

0

‖γ‖W 1,∞‖∂tu‖L2‖∇G∂tu‖L2dt (4.2.19)

≤ C‖(u, ∂tu)‖L∞τ (H2×H1)

onde C = C(‖u1‖L1 , ‖γ‖W 1,∞) > 0. Na sequência lidamos com o termo não linear, pri-

meiro observamos que ∇Gf(u) = f ′(u)∇Gu. Para o caso 1 ≤ p ≤ 3, usando a hipótese

(4.1.5), desigualdade de Holder e resultados de interpolação

(∗)
∫ τ

0

∫
M3

|∇Gf(u)||∇G∂tu|dvolGdt

≤ C

∫ τ

0

∫
M3

|∇Gu||∇G∂tu|dvolGdt+ C

∫ τ

0

∫
M3

|u|p−1|∇Gu||∇G∂tu|dvolGdt

≤ C‖(u, ∂tu)‖L∞τ (H2×H1) + C

∫ τ

0

‖u‖p−1

L2(2n+1)(p−1)‖∇Gu‖L2+ 1
n
‖∇G∂tu‖L2dt

≤ C‖(u, ∂tu)‖L∞τ (H2×H1) + C

∫ τ

0

‖u‖p−1

L(2(2n+1)(p−1))‖∇Gu‖
4n−1

2(2n+1)

L2 ‖∇Gu‖
3

2(2n+1)

L6 ‖∇G∂tu‖L2dt

≤ C‖(u, ∂tu)‖L∞τ (H2×H1) + C

∫ τ

0

‖u‖p−1

L2(2n+1)(p−1)dt‖(u, ∂tu)‖1+ε
L∞τ (H2×H1)

com ε = 3
2(2n+1)

> 0, n ∈ N, tão pequeno quando queremos e notando que podemos

estimar esta última integral usando as estimativas de Strichartz, uma vez que p− 1 ≤ 2,

podemos combinar esta desigualdade com (4.2.19) para obter (4.2.17).

A seguir consideramos o caso 3 < p < 5, note que, como no último caso o ponto

principal é a seguinte estimativa

(∗∗)
∫ τ

0

∫
M3

|u|p−1|∇Gu||∇G∂tu|dvolGdt

≤
∫ τ

0

‖u‖p−3
L∞ ‖u‖

2
L4(2n+1)‖∇Gu‖L2+ 1

n
‖∇G∂tu‖L2dt

≤
∫ τ

0

‖u‖
p−3
2

H1 ‖u‖
p−3
2

H2 ‖u‖2
L4(2n+1)‖∇Gu‖

4n−1
2(2n+1)

L2 ‖∇Gu‖
3

2(2n+1)

L6 ‖∇G∂tu‖L2dt

≤ C

∫ τ

0

‖u‖2
L4(2n+1)dt

[
‖(u, ∂tu)‖2

L∞τ (H2×H1)

] 1
2

+ p−3
4

+ 3
2(2n+1)

podemos estimar esta última integral usando as estimativas de Strichartz, tomando n >
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1+p
2(5−p) e pondo ε = 3

2(2n+1)
> 0 conseguimos, para n ∈ N grande o suficiente,

1

2
+
p− 3

4
+ ε = 1− 5− p

4
+ ε < 1.

Portanto, combinando esta desigualdade com (4.2.19) e argumentando como no último

caso, conclúımos que (4.2.18) é válido.

Observação 4.2.2. Uma observação importante que segue da proposição 4.2.1, é que,

para, τ ∈ (0, 1), nós temos

‖(u, ∂tu)‖L∞(0,τ ;H2×H1) ≤ C‖(u, ∂tu)(0)‖H2×H1 + C

com C > 0. De fato, considere 3 < p < 5 o outro caso é análogo, para t ∈ (0, τ),

‖(u, ∂tu)(t)‖2
H2×H1 − ‖(u, ∂tu)(0)‖2

H2×H1 ≤ Cτ‖(u, ∂tu)‖2− 5−p
2
−ε

L∞τ (H2×H1) + C‖(u, ∂tu)‖L∞τ (H2×H1)

≤ Cτ‖(u, ∂tu)‖2− 5−p
2
−ε

L∞τ (H2×H1) + C

e então, tomando τ ∈ (0, 1) pequeno o suficiente,

‖(u, ∂tu)‖L∞τ (H2×H1) ≤ C‖(u, ∂tu)(0)‖H2×H1 + C.

Teorema 4.2.3. Seja (u, ∂tu) ∈ C([0, T ];H2(M3)×H1(M3)) a solução para o problema

(4.1.3)− (4.1.4) nós temos, para ε > 0 pequeno,

sup
t∈(0,T )

‖(u, ∂tu)(t)‖H2×H1 ≤ C(1 + T )1+ε (4.2.20)

para 1 ≤ p ≤ 3, e

sup
t∈(0,T )

‖(u, ∂tu)(t)‖H2×H1 ≤ C(1 + T )
2

5−p+ε (4.2.21)

para 3 < p < 5.

Demonstração. Vamos mostrar como se prova a desigualdade (4.2.21), a desigualdade



4.3 Norma Hm+1 ×Hm 82

(4.2.20) pode, então, ser obtida de maneira análoga. Observe que, tomando

τ = τ(‖(u0, u1)‖H1×L2) ∈ (0, 1) dado pela teoria de Cauchy, observando a Observação

4.2.2 e a estimativa (4.2.18) temos a seguinte estimativa

‖(u, ∂tu)(t+ τ)‖2
H2×H1 ≤ ‖(u, ∂tu)(t)‖2

H2×H1 + C(‖(u, ∂tu)‖2(1− 5−p
4

+ε)
L∞(H2×H1) + 1)

e, então, uma vez que

‖(u, ∂tu)‖2
L∞((t,t+τ);H2×H1) ≤ C

(
‖(u, ∂tu)(t)‖2

H2×H1 + 1
)

obtemos

‖(u, ∂tu)(t+ τ)‖2
H2×H1 ≤ ‖(u, ∂tu)(t)‖2

H2×H1 + C

(
‖(u, ∂tu)(t)‖2(1− 5−p

4
+ε)

H2×H1 + 1

)

donde segue que, podemos argumentar como na Observação 4.1.4 e, então, definindo a

sequência αn = 1 + ‖(u, ∂tu)(nτ)‖2
H2×H1 temos αn+1 ≤ αn + Cα1−δ

n , com δ = 5−p
4
− ε e

então, por indução sobre n, nós obtemos αn ≤ Cn
1
δ o que nos leva a (4.2.21).

4.3 Limites polinomiais para o crescimento da norma

Hm+1 ×Hm em uma variedade sem bordo

Nesta seção obtemos estimativas polinomiais para o crescimento da norma Hm+1(M3)×

Hm(M3), m ∈ N, para a solução (u, ∂tu) do problema (4.1.3) − (4.1.4). Observe que,

definindo Xm = Hm+1(M3) × Hm(M3), dividiremos a análise em dois casos, primeiro

consideramos m = 2k, k ∈ N, assim temos, para τ ∈ (0, 1) e t ∈ (0, τ), que,

‖(u, ∂tu)(t)‖2
X2k

. ‖(u, ∂tu)(t)‖2
X2k−1

+ ‖∇G(∆k
Gu− ∂2k

t u)(t)‖2
L2

+‖(∆k
G∂tu− ∂2k+1

t u)(t)‖2
L2 + ‖∇G∂

2k
t u(t)‖2

L2

+‖∂2k+1
t u(t)‖2

L2 . (4.3.22)
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analogamente, se considerarmos m = 2k + 1, temos,

‖(u, ∂tu)(t)‖2
X2k+1

. ‖(u, ∂tu)(t)‖2
X2k

+ ‖(∆k+1
G u− ∂2(k+1)

t u)(t)‖2
L2

+‖∇G(∆k
G∂tu− ∂2k+1

t u)(t)‖2
L2 + ‖∇G∂

2k+1
t u(t)‖2

L2

+‖∂2(k+1)
t u(t)‖2

L2 . (4.3.23)

Então, nosso objetivo é aplicar um argumento de indução sobre m, para obter a seguinte

desigualdade,

‖(u, ∂tu)(τ)‖2
Xm − ‖(u, ∂tu)(0)‖2

Xm ≤ C + Cτ‖(u, ∂tu)‖L∞(0,τ ;Xm) (4.3.24)

com C = C(‖u0‖H1 , ‖u1‖L2 , p, ‖γ‖Wm,∞(M3)) > 0.

Observação 4.3.1. Argumentando como na observação 4.2.2, segue da desigualdade

(4.3.24) que

‖(u, ∂tu)‖L∞(0,τ ;Xm) ≤ 2‖(u, ∂tu)(0)‖Xm + C (4.3.25)

assim, combinando (4.3.24) e (4.3.25), obtemos, para τ = τ(‖(u0, u1)‖H1×L2) > 0, que

‖(u, ∂tu)(t+ τ)‖2
Xm ≤ ‖(u, ∂tu)(t)‖2

Xm + C (‖(u, ∂tu)(t)‖Xm + 1) . (4.3.26)

Portanto, a sequência αn = 1 + ‖(u, ∂tu)(nτ)‖2
Xm

satisfaz αn+1 ≤ αn +Cα
1
2
n o que implica

em αn . n2 levando a

‖(u, ∂tu)(t)‖Xm ≤ C(1 + t)1. (4.3.27)

onde C = C(‖u0‖H1 , ‖u1‖L2 , p, ‖γ‖Wm,∞(M3)) > 0.

Nas próximas proposições assumimos já ter provado a existência de estimativas poli-

nomiais para as normas Hm+1(M3) × Hm(M3) de (u, ∂tu) para m = 1, ..., 2k − 1 então

mostramos como obter a estimativa (4.3.24) para as normas H2k+1(M3) × H2k(M3) e

H2(k+1)(M3)×H2k+1(M3).

Lema 4.3.2. Seja (u, ∂tu) a solução para o problema (4.1.3) − (4.1.4) e assumimos já
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provado a existência de estimativas polinomiais para as normas

‖(u, ∂tu)(t)‖Hm+1×Hm (4.3.28)

para m = 1, ..., 2k − 1, k ≥ 1, então temos, para l ≥ 2 e l ≤ m+ 1

‖∂ltu(t)‖Hm+1−l ≤ C, ∀t ∈ (0, τ), (4.3.29)

onde C = C(‖u0‖H1 , ‖u1‖L2 , p, ‖γ‖Wm,∞(M3)) > 0.

Demonstração. Provaremos este resultado por indução sobre l ∈ N, l ≥ 2. Para o primeiro

caso l = 2 nós temos,

∂2
t u = ∆Gu− βu− γ(x)∂tu− f(u) = F (4.3.30)

como estamos considerando o crescimento polinomial de (4.3.28), segue que

‖∆Gu(t)‖Hm−1 ≤ ‖u(t)‖Hm+1 ≤ C, ∀t ∈ (0, τ)

e expandindo as derivadas de f(u) e observando que temos o controle sobre o crescimento

das normas ‖∇j
Gu(t)‖L∞ ≤ C‖u(t)‖Hj+2 ≤ C para j = 1, 2, ...,m− 1, podemos estimar a

norma ‖f(u)(t)‖Hm−1 por uma constante, uniformemente em t ∈ (0, τ). Analogamente,

podemos estimar os termos remanescentes em (4.3.30) para provar que F ∈ Hm−1 e

‖∂2
t u(t)‖Hm−1 ≤ C ∀t ∈ (0, τ). (4.3.31)

Assumindo o resultado provado para 2, ..., l− 1 e usando a equação resolvida para ∂l−2
t u,

obtemos

∂ltu = ∆G∂
l−2
t u− β∂l−2

t u− γ(x)∂l−1
t u− ∂l−2

t f(u) (4.3.32)

observamos que,

‖∆G∂
l−2
t u‖Hm+1−l ≤ C‖∂l−2

t u‖Hm+1−(l−2) ≤ C, ∀t ∈ (0, τ) (4.3.33)
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onde usamos a hipótese de indução para obter esta última desigualdade. Em ordem de

estimar o termo não linear ∂l−2
t f(u), observamos em primeiro lugar que

‖∇j
G∂

k
t u(t)‖L∞ ≤ C‖∂kt u‖H2+j

≤ C‖∂kt u‖Hm+1−k ≤ C ∀t ∈ (0, τ) (4.3.34)

desde que j + 2 ≤ m + 1 − k, ie, j ≤ m − 1 − k, então, por exemplo, quando k = l − 2,

(4.3.34) nos da o controle sobre as normas ‖∇j
G∂

l−2
t u(t)‖L∞ ≤ C para todo j ≤ m+ 1− l,

então expandindo as derivadas no tempo e espaço, (4.3.34) nos leva a,

‖∂l−2
t f(u)(t)‖Hm+1−l ≤ C ∀t ∈ (0, τ). (4.3.35)

Os outros termos em (4.3.32) podem ser analogamente estimados. Portanto, combinando

estas estimativas podemos concluir que (4.3.29) vale para l.

Proposição 4.3.3. Seja (u, ∂tu) solução para o problema (4.1.3)− (4.1.4) e assuma que

existam limites polinomiais para o crescimento da norma

‖(u, ∂tu)‖H2k×H2k−1, então,

‖∇G(∆k
Gu− ∂2k

t u)(t)‖L2 ≤ C, ∀t ∈ (0, τ), (4.3.36)

‖(∆k
G∂tu− ∂2k+1

t u)(t)‖L2 ≤ C, ∀t ∈ (0, τ). (4.3.37)

Além disso, assumindo que temos o crescimento polinomial para a norma

‖(u, ∂tu)(t)‖H2k+1×H2k podemos obter

‖(∆k+1
G u− ∂2(k+1)

t u)(t)‖L2 ≤ C, ∀t ∈ (0, τ), (4.3.38)

‖∇G(∆k
G∂tu− ∂2k+1

t u)(t)‖L2 ≤ C, ∀t ∈ (0, τ), (4.3.39)

onde, nas estimativas acima temos que C = C(‖u0‖H1 , ‖u1‖L2 , p, ‖γ‖Wm,∞(M3)) > 0.

Demonstração. Temos a seguinte identidade que pode ser provada usando a equação
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(4.1.3) e indução sobre k,

∂2k
t u−∆k

Gu = −β
k−1∑
j=0

∆
(k−1)−j
G ∂2j

t u−
k−1∑
j=0

∆
(k−1)−j
G ∂2j

t (γ(x)∂tu) (4.3.40)

−
k−1∑
j=0

∆
(k−1)−j
G ∂2j

t (f(u)) = F. (4.3.41)

Para provar a estimativa em (4.3.36) é necessario provar que F ∈ H1(M3) e ‖F (t)‖H1 ≤ C.

Primeiro observe que, como γ ∈ W 2k,∞(M3) e usando (4.3.29) obtemos

‖∇G(∆k−1−j
G (γ(x)∂2j+1

t u))‖L2 ≤ C‖∂2j+1
t u‖H2k−(2j+1)

≤ C

o outro termo no lado direito de (4.3.40) pode ser analogamente estimado. A seguir

lidamos com o termo não linear em (4.3.41), para fazer isso começamos com o caso j = 0,

usando a identidade ∇Gf(u) = f ′(u)∇Gu e expandindo as derivadas espaciais obtemos

‖f(u)‖H2k−1 ≤ C(‖u‖W 2k−2,∞)‖u‖H2k−1

note que ‖u‖W 2k−2,∞ ≤ C‖u‖H2k ≤ C, donde segue que

‖f(u)(t)‖H2k−1 ≤ C ∀t ∈ (0, τ).

Para lidar com j 6= 0 primeiro expandimos as derivadas na variável temporal e, então,

temos que lidar com os seguintes termos

I = ‖f (l)(u)(∂tu)b1(∂2
t u)b2 ...(∂2j

t u)bj‖H2k−1−2j (4.3.42)

com b1, ..., b2j sendo todas as soluções inteiras não negativas de b1 + 2b2 + ...+ 2jb2j = 2j

e l = b1 + ... + b2j, pondo h = max{hj; bhj 6= 0, hj = 1, ..., 2j} e expandindo as derivadas

na variável espacial obtemos,

I ≤ C‖f (l)(u)‖Wk0,∞‖∂tu‖b1Wk1,∞ ...‖∂
h−1
t u‖bh−1

Wkh−1,∞‖∂
h
t u‖

bh−1

Wkh,∞‖∂
h
t u‖Hkh (4.3.43)
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com k0 + ...+ kh = 2k− 1− 2j. Devido as hipóteses sobre as normas H2k ×H2k−1 temos

que

‖u‖Wk0,∞ ≤ C‖u‖Hk0+2 ≤ C‖u‖H2k ≤ C ∀t ∈ (0, τ)

uma vez que k0 ≤ 2k − 1− 2j e j 6= 0, o que nos da a estimativa

‖f (l)(u)‖Wk0,∞ ≤ C ∀t ∈ (0, τ)

combinando a hipótese sobre a norma H2k×H2k−1 e o Lema 4.3.2 podemos analogamente

estimar os outros termos em (4.3.43) portanto, para todo t ∈ (0, τ),

‖∇G(∆k
Gu− ∂2k

t u)(t)‖L2 ≤ C.

As estimativas em (4.3.37), (4.3.38) e (4.3.39) podem ser analogamente provadas.

A última etapa para provar que a estimativa (4.3.24) é válida é mostrar como estimar

as normas das derivadas temporais em (4.3.22) e (4.3.23), para fazer isso, defina

Em(t) =
1

2

[
‖∂m+1

t u(t)‖2
L2 + ‖∇G∂

m
t u(t)‖2

L2 + β‖∂mt u(t)‖2
L2

]
. (4.3.44)

Então, segue diretamente da equação (4.1.3) que

d

dt
Em(t) =

〈
∂m+2
t u−∆G∂

m
t u+ β∂mt u, ∂

m+1
t u

〉
= −

∫
M3

γ(x)|∂m+1
t u(t)|2dvolG −

∫
M3

∂mt f(u)∂m+1
t udvolG

≤
∫
M3

|∂mt f(u)||∂m+1
t u|dvolG (4.3.45)

Proposição 4.3.4. Seja (u, ∂tu) solução para o problema (4.1.3)− (4.1.4) e assuma que

sejam válidos os limites polinomiais para o crescimento das normas ‖(u, ∂tu)‖Hm+1×Hm,
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m = 1, ..., 2k − 1. Então

E2k(τ)− E2k(0) ≤ Cτ sup
t∈(0,τ)

(E2k(t))
1
2 (4.3.46)

com C = C(‖u0‖H1 , ‖u1‖L2 , p, ‖γ‖W 2k,∞) > 0.

Demonstração. Observe que, integrando (4.3.45) sobre (0, τ) e usando a desigualdade de

Holder,

E2k(τ)− E2k(0) ≤
∫ τ

0

‖∂2k
t f(u)‖L2‖∂2k+1

t u‖L2dt. (4.3.47)

Expandindo as derivadas de f(u) obtemos

∂2k
t f(u) =

∑ (2k)!

b1!...b2k!
f (l)(u)

(
∂tu

1!

)b1
...

(
∂2k
t u

(2k)!

)b2k
onde a soma é tomada sobre todas as soluções inteiras e não negativas b1, ..., b2k de b1 +

2b2 + ... + (2k)b2k = 2k and l = b1 + b2 + ... + b2k. Para os termos envolvendo somente

derivadas de ordem menor ou igual a 2k − 2, isto é, b2k = b2k−1 = 0 temos

‖f (l)(u)(∂tu)b1 ...(∂kit u)bi(t)‖L2 ≤ C‖f (l)(u)(t)‖L∞‖∂tu(t)‖b1L∞ ...‖∂
ki−1

t u‖bi−1

L∞ ‖∂
ki
t u‖bi−1

L∞ ‖∂
ki
t u‖L2

com ki = max{kj; bkj 6= 0, kj = 1, 2, ..., 2k − 2} ≤ 2k − 2. Então observando que, para

h = 1, ..., ki podemos afirmar que, aplicando o Lema 4.3.2,

‖∂ht u(t)‖L∞ ≤ C‖∂ht u(t)‖H2 ≤ C, ∀t ∈ (0, τ)

uma vez que 2k − l ≥ 2 e, também pelo Lema 4.3.2 segue que,

‖∂kit u(t)‖L2 ≤ C, ∀t ∈ (0, τ).

Quando b2k−1 6= 0, b1 = 1 e bj = 0 for j = 2, ..., 2k − 2, 2k, então temos que estimar

‖f (2)(u)∂tu∂
2k−1
t u‖L2
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se 2k − 1 = 1,

‖f (2)(u)(∂tu)2(t)‖L2 ≤ ‖f (2)(u)(t)‖L∞‖∂tu(t)‖2
L4

≤ ‖f (2)(u)(t)‖L∞‖∂tu(t)‖
1
2

L2‖∂tu(t)‖
3
2

L6 ≤ C ∀t ∈ (0, τ)

onde usamos a imersão de Sobolev H1
0 (M3) ↪→ L6(M3) na última desigualdade. Se

2k − 1 6= 1

‖f (2)(u)∂tu∂
2k−1
t u(t)‖L2 ≤ ‖f (2)(u)(t)‖L∞‖∂tu(t)‖L∞‖∂2k−1

t u(t)‖L2 ≤ C ∀t ∈ (0, τ).

Considere o caso em que b2k 6= 0, então, b1 = ... = b2k−1 = 0 e b2k = 1, neste caso

‖f ′(u)∂2k
t u(t)‖L2 ≤ ‖f ′(u)‖L∞‖∂2k

t u‖L2 ≤ C t ∈ (0, τ)

combinando as estimativas acima obtemos

E2k(τ)− E2k(0) ≤
∫ τ

0

‖∂2k
t f(u)(t)‖L2‖∂2k+1

t u(t)‖L2dt ≤ Cτ sup
t∈(0,τ)

(E2k(t))
1
2

com C = C(‖u0‖H1 , ‖u1‖L2 , p, ‖γ‖W 2k,∞) > 0, o que leva a (4.3.46).

Observe que, pelo Teorema 4.2.3 provamos a existência de estimativas polinomiais para

o crescimento da norma H2 × H1 da solução (u, ∂tu) para o problema (4.1.3) − (4.1.4).

Além disso, como uma consequência da Proposição 4.3.3 e Proposição 4.3.4, assumindo

a hipótese de indução que já temos provado a existência de estimativas polinomiais para

o crescimento das normas Hm+1 × Hm, m = 1, 2, ..., 2k − 1, obtemos pela desigualdade

(4.3.22) que

‖(u, ∂tu)(τ)‖2
H2k+1×H2k ≤ C + E2k(0) + Cτ sup

t∈(0,τ)

(E2k(t))
1
2 (4.3.48)
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então, usando novamente a proposição 4.3.3 temos

sup
t∈(0,τ)

(E2k(t))
1
2 ≤ C + Cτ sup

t∈(0,τ)

‖(u, ∂tu)(t)‖H2k+1×H2k (4.3.49)

E2k(0) ≤ C + ‖(u, ∂tu)(0)‖2
H2k+1×H2k (4.3.50)

o que nos leva a

‖(u, ∂tu)(τ)‖2
H2k+1×H2k − ‖(u, ∂tu)(0)‖2

H2k+1×H2k ≤ C

+Cτ sup
t∈(0,τ)

‖(u, ∂tu)(t)‖H2k+1×H2k . (4.3.51)

Portanto, como argumentando de forma análoga a Observação 4.3.1 e a Observação 4.1.4,

nos provamos o seguinte Teorema.

Teorema 4.3.5. Seja (u, ∂tu) uma solução para o problema (4.1.3)−(4.1.4), com (u0, u1) ∈

Hm+1×Hm(M3), m ≥ 1, γ ∈ Wm,∞(M3) e f ∈ Cm(R) uma função a valores reais como

em (4.1.5). Então,

sup
t∈(0,T )

‖(u, ∂tu)(t)‖Hm+1×Hm ≤ C(1 + T )1 (4.3.52)

onde C = C(‖u0‖H1 , ‖u1‖L2 , p, ‖γ‖Wm,∞(M3)) > 0.
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