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RESUMO

Uma estrutura de Finsler de classe C 0 é uma função contínua F : TM −→ [0,∞)

definida sobre o fibrado tangente de uma variedade diferenciável M tal que sua restrição
a cada espaço tangente é uma norma. Utilizamos a operação convolução entre as funções
mollifier padrão e F para construir uma suavização para F, que é uma família a um
parâmetro de estruturas de Finsler (de classe C∞) Fε que convergem pontualmente para
F. Verificamos que quando F é uma estrutura de Finsler absolutamente homogênea, a
conexão de Chern e a curvatura flag das estruturas de Finsler Fε convergem pontualmente
para os objetos correspondentes de F.

Palavras-chave: Estruturas de Finsler de classe C 0, estruturas de Finsler, suavização
mollifier, conexão de Chern, curvatura flag.



ABSTRACT

A C 0-Finsler structure is a continuous function F : TM −→ [0,∞) defined on the
tangent bundle of a differentiable manifold M such that its restriction to each tangent
space is a norm. We use the convolution between the standard mollifier and F to construct
a smoothing of F which is a one parameter family of Finsler structures (of class C∞) Fε
that converges pointwise to F.We prove that when F is an absolutely homogeneous Finsler
structure, then the Chern connection and the flag curvature of Fε converges pointwise for
the corresponding objects of F.

Keywords: C 0-Finsler structures, Finsler structures, mollifier smoothing, Chern connec-
tion, flag curvature.
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Introdução

O conceito de estrutura de Finsler foi apresentado por Georg Friedrich Bernhard Rie-
mann, em sua palestra intitulada Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen (On the Hypotheses which lie at the Foundations of Geometry) (vide [18]) na Uni-
versidade de Göttingen em junho de 1854. A tradução do alemão para o inglês pode ser
encontrada em [19]. Conforme Shiing-Shen Chern afirma em [6], tais estruturas só ficaram
conhecidas como estruturas de Finsler na tese de doutorado de Paul Finsler apresentada
em 1918 (vide [12]).

A princípio Riemann considerou uma estrutura de Finsler como sendo uma função
F que restrita a cada espaço tangente é contínua e absolutamente homogênea, isto é, o
comprimento F (λy) de λy é |λ| vezes F (y). Ele ainda pedia que a função restrita a cada
espaço tangente fosse diferenciável para todo vetor não nulo e que a matriz hessiana de
F 2 (obtida em relação a uma base do espaço tangente, logo em relação a qualquer base)
fosse positiva semidefinida. Atualmente uma estrutura de Finsler sobre uma variedade
diferenciável M é uma função F : TM −→ R, que é diferenciável em TM \ 0 (fibrado
tangente sem a seção nula), que é positivamente homogênea e tal que a hessiana de F 2 é
positiva definida para todo (x, y) ∈ TM \ 0 (vide [1] e [5]). Vale ressaltar que a definição
de variedade diferenciável naquela época ainda não estava bem formulada segundo [19].
Ele ainda afirma que Riemann estava claramente tentando definir o conceito de variedade
diferenciável pelo que expôs em sua palestra.

Depois desta definição, Riemann passa a estudar o caso onde a restrição da função a
cada espaço tangente é a raiz quadrada de um produto interno. Então, temos o que é
conhecido como métrica Riemanniana. Chern afirma em [6] que a Geometria de Finsler
não é uma generalização da Geometria Riemanniana e sim a Geometria Riemanniana sem
a condição quadrática. Assim como na Geometria Riemanniana, podemos fazer uso das
ferramentas do cálculo diferencial e integral na Geometria de Finsler. Vários objetos geo-
métricos da Geometria Riemanniana, tais como conexões, curvatura e geodésicas podem
ser estudados de modo análogo na Geometria de Finsler.

Algumas pesquisas visam determinar objetos que diferenciam as variedades de Finsler
das variedades Riemannianas. Por exemplo, se considerarmos uma variedade de Fins-
ler (M,F ) é sabido que F é Riemanniana se, e somente se, o tensor de Cartan é nulo
(vide [1]). Em [10] é apresentado um teorema de comparação de volumes para vari-
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edades de Finsler absolutamente homogêneas, isto é, as variedades de Finsler (M,F )

que satisfazem a condição F (y) = F (−y). Seja (x1, . . . , xn) um sistema de coordena-

das em M e
(
x1, . . . , xn,

∑
i

yi ∂
∂xi

)
7→ (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) o sistema de coordena-

das induzido em TM. A forma volume canônica em TM \ 0 é definido localmente por
dV = det(gij)dx

1 ∧ . . . ∧ dxn ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dyn. Se D ⊂ TM \ 0 é o conjunto dos vetores
de norma menor ou igual a 1, então [10] prova que

V ol(D) ≤ C(n) · vol(M)

onde V ol é o volume com respeito a dV, vol é o volume em relação à forma de Busemann
e C(n) é o volume do disco unitário em Rn. A igualdade vale se, e somente se, F é
Riemanniana. Portanto, o conceito de volume em (M,F ) não é único.

Uma estrutura de Finsler de classe C 0 sobre uma variedade diferenciável M é uma
aplicação contínua F : TM −→ R tal que restrita a cada espaço tangente é uma norma
(vide [3]). Há vários trabalhos na literatura que estudaram as estruturas de Finsler de
classe C 0. Para mais informações consulte as referências [2], [3], [7], [14] e [15].

Neste trabalho consideraremos uma estrutura de Finsler de classe C 0, F : TM −→ R,
e construiremos uma família a um parâmetro de estruturas de Finsler Fε : TM −→ R
que convergem pontualmente para F. Veremos que as aplicações Fε obtidas são boas
no seguinte sentido: se F é uma estrutura de Finsler absolutamente homogênea, então
os objetos como a conexão de Chern e a curvatura flag das estruturas de Finsler Fε
convergem pontualmente para os respectivos objetos de F. Essa construção é feita na
tentativa de obter ferramentas para estudar objetos das estruturas de Finsler de classe
C 0, via aproximação por objetos das estruturas de Finsler Fε, já que não podemos utilizar
as ferramentas do cálculo diferencial e integral diretamente. Vejamos brevemente como
será feita a construção das estruturas de Finsler Fε.

Seja (M,F ) uma variedade de Finsler de classe C 0, isto é, M é uma variedade dife-
renciável e F : TM −→ R é uma estrutura de Finsler de classe C 0. Considere um sistema
de coordenadas (x1, . . . , xn) : U ⊂M −→ Rn definido em M, com U compacto.

O ponto de partida é construir a suavização vertical da aplicação

F : TU −→ R

a partir da convolução da aplicação F (x, ·) : Rn ≈ TxM −→ R com a aplicação ηε(y) =
1
εn
η(y

ε
), onde η é a aplicação mollifier padrão, obtendo a aplicação

F̂ε(x, y) =

∫
ηε(y − z)F (x, z)dz,∀(x, y) ∈ TU.

Esta aplicação apresenta boas propriedades, por exemplo ela é contínua e converge uni-

13



formemente para a aplicação F sobre subconjuntos de U × Rn da forma U × V com V

compacto. Além disso, pode-se escolher rU > 0, tal que para cada x ∈ U o conjunto
TxM ∩ F̂−1

ε (rU) é uma hipersuperfície de TxM difeomorfa à esfera euclidiana de raio um.
A ideia seguinte seria definir a aplicação contínua

Gε : TU −→ R

que restrita a cada espaço tangente é uma norma cuja esfera de raio rU é TxM ∩ F̂−1
ε (rU).

O problema é que a matriz hessiana de G2
ε(x, ·) nem sempre é positiva definida. Para

resolver este problema passamos a trabalhar com a aplicação

F̃ε(x, y) =

∫
ζε(y − z)F (x, z)dz,∀(x, y) ∈ TU,

onde ζε(y) = (1 − ε)ηε(y) + εη 2rU
ρU

(y). Esta perturbação que fizemos na aplicação ηε nos
permite definir

Gε : TU −→ R

de modo que restrita a cada espaço tangente é uma norma, cuja esfera de raio rU é
TxM ∩ F̃−1

ε (rU) e a hessiana de G2
ε(x, ·) é positiva definida. A única propriedade que

falta para que Gε seja uma estrutura de Finsler é a diferenciabilidade, que nem sempre
é garantida, já que F não é necessariamente diferenciável. Por isso realizamos a sua
suavização horizontal, obtendo a aplicação

F̌ε(x, y) =

∫
ηε(x− z)Gε(z, y)dz, ∀(x, y) ∈ TUε,

onde Uε = {x ∈ U | dist(x, ∂U) > ε}. Esta aplicação é uma estrutura de Finsler sobre
TUε. Utilizando partição diferenciável da unidade, obteremos as estruturas de Finsler
Fε : TM −→ R que convergem pontualmente para a aplicação F.

Trabalhos como [8] e [13] nos inspiram a trabalhar com a suavização obtida a partir
da convolução com a aplicação ηε. Em [8], o autor estuda a teoria local das estruturas de
Finsler fracas. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Uma função Borel mensurável F : Ω×Rn −→ R
é uma estrutura de Finsler fraca em Ω se F (x, ·) é positivamente homogênea para todo
x ∈ Ω e F (x, ·) é convexa quase sempre. No Teorema 4.5, o autor considera o caso
onde F é contínua e define uma suavização horizontal de F, no espírito da Seção 2.4
deste trabalho. Em [13], o autor define métricas Riemannianas com coeficientes gij em
algum espaço de Sobolev local. A suavização destes coeficientes resulta em uma métrica
Riemanniana (de classe C∞). Esta suavização é definida através da convolução dos gij ′s
com mollifiers padrão. O autor mostra que se a métrica Riemanniana original for de classe
C∞, então a conexão Riemanniana e o tensor de curvatura da suavização convergem para
os respectivos objetos da métrica original.
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Este trabalho está dividido em três capítulos e eles são organizados da seguinte forma:
No Capítulo 1, expomos os resultados essenciais para o desenvolvimento do trabalho.
Apresentamos os conceitos de suavização mollifier, funções convexas, estritamente conve-
xas e fortemente convexas. Após isto, passamos para uma breve revisão das estruturas
de Finsler que abordam os conceitos de tensores fundamental e de Cartan, os símbolos
formais de Christoffel, a conexão de Chern e a curvatura flag. No Capítulo 2, construímos
as aplicações Fε e verificamos que se as aplicações Fε forem a suavização de uma estru-
tura de Finsler absolutamente homogênea, então os objetos como a conexão de Chern e a
curvatura flag das aplicações Fε convergem pontualmente para os objetos correspondentes
de F. Dizemos que uma estrutura de Finsler de classe C 0, F : TM −→ R, tem curva-
tura flag não positiva, se existe uma família a um parâmetro de estruturas de Finsler Fε
satisfazendo:

1. Fε −→ F pontualmente;

2. Existe ε0 > 0 tal que para todo ε ∈ (0, ε0) a curvatura flag de cada estrutura de
Finsler Fε é não positiva.

No Capítulo 3 estudamos um exemplo de uma estrutura de Finsler de classe C 0 que tem
curvatura flag não positiva. Este exemplo é motivado pelo espaço hiperbólico de dimensão
n Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn;xn > 0}, que munido da métrica Riemanniana

aij(x
1, . . . , xn) =

δij
(xn)2

tem curvatura seccional constante igual a -1.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentaremos os pré-requisitos necessários para o desenvolvimento
do trabalho. Começaremos expondo o conceito de suavização mollifier e em seguida
veremos algumas propriedades de funções convexas. Abordaremos também as estruturas
de Finsler, a conexão de Chern e a curvatura flag. Faremos uso da convenção de Einstein
para somatórios, que omite o somatório numa soma que tem índices repetidos.

1.1 Suavização e Convolução

Nesta seção definiremos a aplicação mollifier padrão, a suavização mollifier e veremos
algumas propriedades. Consideraremos a suavização mollifier de funções contínuas, mas
esta suavização pode ser feita para as funções localmente integráveis. Para mais detalhes
consulte [11].

Se U é um subconjunto aberto de Rn e ε > 0, escrevemos

Uε = {x ∈ U | dist(x, ∂U) > ε}.

Definição 1.1. (i) Definimos η ∈ C∞(Rn) por

η(x) :=

C exp
(

1
‖x‖2−1

)
, se ‖x‖ < 1,

0, se ‖x‖ ≥ 1,

onde a constante C é tomada de tal forma que
∫
Rn η dx = 1;

(ii) Para cada ε > 0, consideramos

ηε(x) :=
1

εn
η
(x
ε

)
.

Chamamos η de mollifier padrão.
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Observação 1.2. (1) A constante C na Definição 1.1 pode ser tomada como(∫
B[0,1]

exp

(
1

‖x‖2 − 1

)
dx

)(−1)

.

(2) A função ηε da Definição 1.1 é C∞,∫
Rn
ηε dx =

∫
Rn
η dx = 1 e supp(ηε) = B[0, ε].

Definição 1.3. Seja f : U −→ R uma aplicação contínua. Definimos sua suavização
mollifier como sendo a convolução das aplicações f e ηε em Uε, denotada por ηε ∗ f. Isto
é,

(ηε ∗ f)(x) :=

∫
U

ηε(x− y)f(y)dy =

∫
B[0,ε]

ηε(y)f(x− y)dy,

para cada x ∈ Uε.

Para verificar a segunda igualdade acima, basta usar o Teorema da Mudança de Va-
riável para a aplicação y 7→ x− y e que supp(ηε) = B[0, ε].

Apresentaremos propriedades da aplicação ηε ∗ f, mas antes disso veremos a definição
de multi-índice.

Definição 1.4. (i) Um vetor da forma α = (α1, . . . , αn), onde cada componente αi é
um inteiro não negativo, é chamado de multi-índice de ordem

|α| = α1 + · · ·+ αn;

(ii) Dado um multi-índice α, definimos

Dαf(x) :=
∂|α|f(x)

∂(x1)α1 · · · ∂(xn)αn
,

onde f é uma função definida em um subconjunto aberto de Rn a valores reais.

Teorema 1.5. (Propriedades das suavizações mollifier). Seja f : U ⊂ Rn −→ R uma
função contínua, as seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) (ηε ∗ f) ∈ C∞(Uε);

(ii) (ηε ∗ f) −→ f pontualmente;

(iii) (ηε ∗ f) −→ f uniformemente sobre subconjuntos compactos de U.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [11].

17



Observação 1.6. Na demonstração em [11] do item (i) do Teorema 1.5, prova-se que
para cada x ∈ Uε e para cada multi-índice α = (α1, . . . , αn) vale que

Dα(ηε ∗ f)(x) = Dα

(∫
ηε(x− y)f(y)dy

)
=

∫
Dαηε(x− y)f(y)dy = (Dαηε ∗ f)(x).

Além disso, fica claro que quando f é de classe C∞,

Dα(ηε ∗ f)(x) = Dα

(∫
ηε(y)f(x− y)dy

)
=

∫
ηε(y)Dαf(x− y)dy = (ηε ∗Dαf)(x).

Encerraremos esta seção apresentando um exemplo.

Exemplo 1.7. Definimos a função

f : R −→ R

x 7−→ f(x) =

 x, se x ≤ 1

1, se x ≥ 1.

A função f não é diferenciável no ponto x = 1. Vejamos o comportamento da função
ηε(1− y)f(y) geometricamente, para alguns valores de ε.

Para ε = 1, temos

Figura 1.1: η(1− y)f(y).

Imagem construída no software Geogebra.

O valor a = 0.84 na Figura 1.1 é uma aproximação para a área da região hachurada,
ou seja, é uma aproximação para o valor da convolução das aplicações η e f em x = 1.
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Figura 1.2: η 1
2
(1− y)f(y).

Imagem construída no software Geogebra.

O valor a = 0.92 na Figura 1.2 é uma aproximação para a área da região hachurada,
ou seja, é uma aproximação para o valor da convolução das aplicações η 1

2
e f em x = 1.

Figura 1.3: η 1
5
(1− y)f(y).

Imagem construída no software Geogebra.

O valor a = 0.98 na Figura 1.3 é uma aproximação para a área da região hachurada,
ou seja, é uma aproximação para o valor da convolução das aplicações η 1

5
e f em x = 1.

Assim, a medida que diminuímos o valor de ε, vemos que (ηε ∗ f)(1) se aproxima de
f(1) = 1.
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1.2 Funções Convexas, Estritamente Convexas e Forte-

mente Convexas

Apresentaremos as definições de funções convexas, estritamente convexas e fortemente
convexas e propriedades das mesmas. Estes conceitos podem ser encontrados em [20].

Definição 1.8. Seja f : U −→ R uma função definida no subconjunto convexo e não
vazio U ⊂ Rn.

(i) Dizemos que f é convexa, se

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y),

para todo t ∈ [0, 1] e quaisquer x, y ∈ U ;

(ii) Dizemos que f é estritamente convexa, se

f(tx+ (1− t)y) < tf(x) + (1− t)f(y),

para todo t ∈ (0, 1) e quaisquer x, y ∈ U, com x 6= y;

(ii) Dizemos que f é fortemente convexa, se existe uma constante a > 0 tal que

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)− 1

2
ta(1− t)‖x− y‖2,

para todo t ∈ (0, 1) e quaisquer x, y ∈ U.

Teorema 1.9. Sejam U ⊂ Rn um subconjunto não vazio, aberto e convexo, e f : U −→ R
uma função duas vezes diferenciável. Então,

(1) f é convexa se, e somente se, sua matriz hessiana é positiva semidefinida em U,

isto é, dados x ∈ U e ξ ∈ Rn, então

∂2f(x)

∂xi∂xj
ξiξj ≥ 0

(estamos fazendo uso da convenção de Einstein);

(2) f é estritamente convexa se sua matriz hessiana é positiva definida, isto é, dados
x ∈ U e ξ ∈ Rn \ {0}, vale que

∂2f(x)

∂xi∂xj
ξiξj > 0;
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(3) f é fortemente convexa se, e somente se, sua matriz hessiana é positiva fortemente
definida em U, isto é, existe uma constante m > 0 tal que

m‖ξ‖2 ≤ ∂2f(x)

∂xi∂xj
ξiξj,∀x ∈ U, ξ ∈ Rn.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [20].

1.3 Estruturas de Finsler

Nesta seção definiremos estrutura de Finsler e variedade de Finsler, em seguida apre-
sentaremos os tensores fundamental e de Cartan, que são necessários para definirmos a
conexão de Chern e a curvatura Flag. Estes conceitos podem ser encontrados em [1] e [5].

1.3.1 Definições e Convenções

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n, denotaremos por TxM o espaço
tangente em x ∈M e por TM o fibrado tangente deM. Cada elemento de TM é da forma
(x, y) onde x ∈M e y ∈ TxM. A projeção natural π : TM −→M é dada por π(x, y) = x.

O espaço dual de TxM é T ∗xM, chamado de espaço cotangente em x, a saber

T ∗xM = {A : TxM −→ R;A é um funcional linear}.

A variedade diferenciável T ∗M formada pelos pontos (x,A), onde x ∈ M e A ∈ T ∗xM, é
chamada de fibrado cotangente de TM. Para maiores detalhes consulte as referências [4],
[16], [17] e [21].

Seja X = (x1, . . . , xn) = (xi) : U −→ Rn um sistema de coordenadas locais em torno
de x ∈M definido no subconjunto aberto U deM. Denotaremos, como é usual, por

{
∂
∂xi

}
e {dxi} as respectivas bases para TxM e T ∗xM em relação a X. O sistema de coordenadas
(xi) induz o sistema de coordenadas (xi, yi) em TU := π−1U ⊂ TM, onde as coordenadas
yi são definidas por

y = yi
∂

∂xi
.

Sempre que não houver perigo de confusão não faremos distinção entre (x, y) e sua
representação em coordenadas (xi, yi). Usaremos a notação U para indicar tanto U quanto
X(U), já que X : U −→ X(U) é um difeomorfismo.

Definição 1.10. Uma estrutura de Finsler em M é uma aplicação

F : TM −→ [0,∞)
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que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Regularidade: F é C∞ em TM \ 0 := {(x, y) ∈ TM ; y 6= 0};

(ii) Homogeneidade positiva: F (x, λy) = λF (x, y),∀λ > 0;

(iii) Convexidade Forte: Dado (x, y) ∈ TM \ 0, seja X : U ⊂ M −→ Rn um sistema
de coordenadas em torno de x e escreva y = yi ∂

∂xi
. Então a matriz hessiana n× n

(gij) :=

([
1

2
F 2

]
yiyj

)

é positiva definida.

Observação 1.11. (1) A condição (iii) da definição anterior independe da escolha da
base para TxM.

(2) Se a estrutura de Finsler satisfaz F (x,−y) = F (x, y), para todo y ∈ TxM, dizemos
que F é absolutamente homogênea. Neste caso, temos que F (x, λy) = |λ|F (x, y),

para todo λ ∈ R.

Dada uma variedade diferenciávelM e uma estrutura de Finsler F emM, o par (M,F )

é chamado de variedade de Finsler.
A função F será expressa localmente por

F (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn).

Vamos continuar a convenção empregada na condição (iii) acima, isto é, denotaremos
por Fyi , Fyiyj , . . . , etc. as derivadas parciais de F com respeito as coordenadas yi.

Exemplo 1.12. A aplicação F : Rn×Rn −→ R definida por F (x, y) =
√

(y1)2 + · · ·+ (yn)2

é uma estrutura de Finsler em Rn.

Exemplo 1.13. Seja M uma variedade diferenciável. Uma métrica Riemanniana g em
M é uma família de produtos internos {〈·, ·〉x}x∈M em cada espaço tangente TxM tal que
as funções

aij(x) =

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
x

(em sistemas de coordenadas) são de classe C∞.

Seja X : U ⊂ M −→ Rn um sistema de coordenadas em torno de x ∈ M. Dados
u, v ∈ TxM, escreva u = ui ∂

∂xi
e v = vj ∂

∂xj
, então

〈u, v〉x =

〈
ui

∂

∂xi
, vj

∂

∂xj

〉
x

= uivj
〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
x

= uivjaij(x).
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Podemos definir uma estrutura de Finsler F em M da seguinte forma:

F (x, y) =
√
〈y, y〉x =

√
yiyjaij(x), ∀(x, y) ∈ TM.

É claro que F é de classe C∞ em TM \0 e positivamente homogênea. Vamos verificar
a condição (iii) da Definição 1.10.

Dado (x, y) ∈ TM \ 0, temos que

gij(x,y) =

(
1

2
F 2(x, y)

)
yiyj

=

(
1

2
ykylakl(x)

)
yiyj

= aij(x).

Como 〈·, ·〉x é um produto interno, a matriz (aij(x)) é positiva definida para cada x ∈M.

Logo (gij(x,y)) é positiva definida e, portanto, F : TM −→ [0,∞) é uma estrutura de
Finsler.

Exemplo 1.14. Sejam M uma variedade diferenciável, α(x, y) :=
√
aij(x)yiyj uma mé-

trica Riemanniana e β(x, y) := bi(x)y
i uma 1-forma em M com sup

x∈M
‖βx‖α < 1, onde

‖βx‖α := sup
y∈TxM

β(x,y)
α(x,y)

.

Uma métrica de Randers em M é uma aplicação F : TM −→ R definida por

F (x, y) = α(x, y) + β(x, y).

Pode-se provar que F é uma estrutura de Finsler em M. Além disso, F (x, y) =

F (x,−y), para todo (x, y) ∈ TM se, e somente se, bi(x) = 0. Assim, F é Riemanniana se,
e somente se, F é absolutamente homogênea. Para mais detalhes veja [1] e [5].

Este exemplo mostra que existem estruturas de Finsler que não são Riemannianas.

O próximo resultado é conhecido como Teorema de Euler para aplicações homogêneas.
Ele nos fornecerá ferramentas para trabalharmos com as estruturas de Finsler.

Teorema 1.15. Seja f : Rn \ {0} −→ R uma aplicação diferenciável. As seguintes
afirmações são equivalentes:

• f é positivamente homogênea de grau s ∈ N, isto é,

f(λy) = λsf(y), ∀λ > 0.

• A derivada radial de f é s vezes f, isto é,

yifyi(y) = sf(y).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [1].
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Corolário 1.16. Seja f : Rn \ {0} −→ R uma aplicação diferenciável e positivamente
homogênea de grau 1. As seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) yifyi(y) = f(y);

(ii) yifyiyj(y) = 0.

Proposição 1.17. Seja F : TM −→ [0,∞) uma estrutura de Finsler. Dado (x, y) ∈
TM \ 0, temos que

gij(x,y) =

(
1

2
F 2

)
yiyj

(x, y)

é invariante por redimensionamento positivo em y, isto é, gij(x,y) = gij(x,λy),∀λ > 0.

Demonstração. Consideremos (x, y) ∈ TM \ 0 e λ > 0. Como F (x, ·) é positivamente
homogênea, então Fyi(x, λy) = Fyi(x, y) e Fyiyj(x, λy) = 1

λ
Fyiyj(x, y). Usando estas igual-

dades e o fato de F (x, ·) ser positivamente homogênea, temos que

gij(x,λy) =

(
1

2
F 2

)
yiyj

(x, λy)

= F (x, λy)Fyiyj(x, λy) + Fyi(x, λy)Fyj(x, λy)

= λF (x, y)
1

λ
Fyiyj(x, y) + Fyi(x, y)Fyj(x, y)

= gij(x,y).

Portanto, gij(x,y) = gij(x,λy), para todo (x, y) ∈ TM \ 0 e para todo λ > 0.

1.3.2 O Fibrado Vetorial π∗TM e os Tensores Fundamental e de

Cartan

Agora apresentaremos os tensores fundamental e de Cartan, que são objetos definidos
sobre os fibrados vetoriais⊗2π∗T ∗M e⊗3π∗T ∗M, respectivamente. Abordaremos também
a seção distinguida, que é um objeto definido sobre o fibrado vetorial π∗TM. Iniciaremos,
então abordando os fibrados vetoriais π∗TM e π∗T ∗M. O conceito de fibrado vetorial
pode ser encontrado em [17].

Seja π : TM \ 0 −→M a projeção canônica. O pull-back do fibrado tangente

π∗TM =
⋃
x∈M

({x} × (TxM \ {0})× TxM)

é um fibrado vetorial sobre o fibrado tangente furado TM \ 0. A fibra de π∗TM sobre um
ponto (x, y), que denotaremos por π∗TM |(x,y), é uma cópia de TxM.
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O pull-back do fibrado cotangente

π∗T ∗M =
⋃
x∈M

({x} × (TxM \ {0})× T ∗xM)

também é um fibrado vetorial sobre o fibrado tangente furado TM \ 0, cuja fibra sobre
um ponto (x, y), que denotaremos por π∗T ∗M |(x,y), é uma cópia de T ∗xM.

Seja (xi) um sistema de coordenadas locais emM. Essas coordenadas produzem seções{
∂
∂xi

}
e {dxi}, respectivamente para π∗TM e π∗T ∗M, definidas da seguinte forma:

∂

∂xi
: TM \ 0 −→ π∗TM,

∂

∂xi
(x, y) =

(
x, y,

∂

∂xi

∣∣∣
x

)
,

dxi : TM \ 0 −→ π∗T ∗M, dxi(x, y) =
(
x, y, d(xi)x

)
.

Observe que estas seções são definidas localmente em x e globalmente em y.

Apresentaremos agora as definições da seção distinguida e dos tensores fundamental e
de Cartan.

Definição 1.18. A seção distinguida ` é uma seção de π∗TM definida por

` = `(x,y) :=
yi

F (x, y)

∂

∂xi

∣∣∣
x

=
yi

F

∂

∂xi
=: `i

∂

∂xi
.

Dado (x, y) ∈ TM \ 0, podemos considerar a fibra π∗TM |(x,y) = TxM de π∗TM e
utilizar os gij(x,y) para definir um produto interno em TxM

g(x,y)(u, v) = gij(x,y)u
ivj, ∀u, v ∈ TxM.

Pela Proposição 1.17, temos que gij(x,y) = gij(x,λy), para todo λ > 0, então podemos
considerar em cada fibra π∗TM |(x,λy) = TxM o mesmo produto interno. Isto nos motiva
a trabalhar com objetos que são invariantes por redimensionamento positivo em y.

Variando o ponto (x, y) em TM \ 0 definimos a correspondência

(x, y) ∈ TM \ 0 7→ g(x,y) = gij(x,y)dx
i ⊗ dxj ∈ π∗T ∗M ⊗ π∗T ∗M

onde g(x,y) : TxM×TxM −→ R é dada por g(x,y)(u, v) = gij(x,y)dx
i⊗dxj(u, v) = gij(x,y)u

ivj.

Observe que sendo g(x,y) um produto interno, temos que g é uma seção simétrica em
π∗T ∗M ⊗ π∗T ∗M.

Definição 1.19. A correspondência g definida acima é chamada de Tensor Funda-
mental.

Observemos que pelo Exemplo 1.13, se F é definida a partir de uma métrica Rieman-
niana, segue que gij não depende de y.
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Agora consideremos a correspondência A

(x, y) ∈ TM \ 0 7→ A(x,y) = Aijk(x,y)dx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ∈ ⊗3π∗T ∗M

onde A(x,y) : TxM × TxM × TxM −→ R é dada por A(x,y)(u, v, w) = Aijk(x,y)u
ivjwk, com

Aijk := FCijk e Cijk = 1
2

∂gij
∂yk

.

Como Aijk é simétrico em relação aos seus três índices, temos que o tensor A(x,y) é
uma seção simétrica em ⊗3π∗T ∗M.

Definição 1.20. A correspondência A definida acima é chamada de Tensor de Cartan.

Observação 1.21. (1) Os tensores fundamental e de Cartan independem da escolha do
sistema de coordenadas. Para mais detalhes veja a referência [9].

(2) Vale que g(`, `) = 1. De fato, dado (x, y) ∈ TM \ 0, temos que

g(x,y)(`(x,y), `(x,y)) = gij(x,y)dx
i ⊗ dxj

(
yk

F (x, y)

∂

∂xk
,

yl

F (x, y)

∂

∂xl

)
= gij(x,y)

yi

F (x, y)

yj

F (x, y)

= F (x, y)Fyiyj(x, y)
yi

F (x, y)

yj

F (x, y)

+ Fyi(x, y)Fyj(x, y)
yi

F (x, y)

yj

F (x, y)

=
yi

F (x, y)
Fyi(x, y)

yj

F (x, y)
Fyj(x, y)

= 1,

na penúltima e na última igualdade usamos o Corolário 1.16.

1.3.3 Símbolos de Christoffel e a Conexão não Linear

Agora utilizaremos as componentes gij do tensor fundamental, que são funções em
TM \ 0 e são invariantes por redimensionamento positivo em y, para definirmos os sím-
bolos formais de Christoffel de segunda espécie

γijk := gis
1

2

(
∂gsj
∂xk
− ∂gjk
∂xs

+
∂gks
∂xj

)
e a conexão não linear

N i
j := γijky

k − Ci
jkγ

k
rsy

rys,

onde (gij) = (gij)
−1 e Ci

jk = gisCsjk.
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Como preferimos trabalhar com objetos que são invariantes por redimensionamento
positivo em y, optamos por trabalhar com

N i
j

F
:= γijk`

k − Ai jkγkrs`r`s,

onde Ai jk = FCi
jk.

O fibrado tangente da variedade diferenciável TM tem uma base de coordenadas locais
que consiste dos ∂

∂xj
e dos ∂

∂yj
. Se considerarmos uma mudança de coordenadas em M

xi = xi(x̃1, . . . , x̃n)

obtemos que
∂

∂x̃p
=
∂xi

∂x̃p
∂

∂xi
+

∂2xi

∂x̃p∂x̃q
ỹq

∂

∂yi

e
∂

∂ỹp
=
∂xi

∂x̃p
∂

∂yi
.

Assim, os vetores ∂
∂xj

se transformam de uma maneira um pouco complicada. Por outro
lado, os ∂

∂yj
não possuem esse problema. De forma análoga, o fibrado cotangente de TM

tem uma base de coordenadas locais {dxi, dyi}, e temos as relações

dx̃p =
∂x̃p

∂xi
dxi

e
dỹp =

∂2x̃p

∂xi∂xj
yjdxi +

∂x̃p

∂xi
dyi.

Neste caso, temos que os dxi se transformam de maneira simples e os dyi não. Assim,
vamos substituir ∂

∂xj
por

δ

δxj
:=

∂

∂xj
−N i

j

∂

∂yi

e dyi por

δyi := dyi +N i
jdx

j.

Como preferimos trabalhar com objetos que são invariantes por redimensionamento posi-
tivo em y, trabalhamos com

δyi

F
:=

1

F
(dyi +N i

jdx
j).

Com isso introduzimos duas novas bases naturais (locais):
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•
{

δ
δxi
, F ∂

∂yi

}
para o fibrado tangente de TM \ 0,

•
{
dxi, δy

i

F

}
para o fibrado cotangente de TM \ 0.

Ainda, dxj é o dual natural de δ
δxj

e δyi

F
é o dual natural de F ∂

∂yi
, isto é,

dxj
(
δ

δxi

)
= δij e

δyj

F

(
F
∂

∂yi

)
= δij,

onde δij é o delta de Kronecker.

1.3.4 A Conexão de Chern

A conexão de Chern ∇ que apresentaremos agora, é uma conexão linear em π∗TM.

Por ser uma conexão linear ela deve satisfazer as seguintes propriedades:

• ∇v(fE)(x, y) = (df)(x,y)(v)E(x, y) + f(x, y)(∇vE)(x, y),

• ∇v(E1 + E2)(x, y) = (∇vE1 +∇vE2)(x, y),

• (∇λvE)(x, y) = λ(∇vE)(x, y), para toda constante λ,

• (∇v1+v2E)(x, y) = (∇v1E +∇v2E)(x, y),

onde (x, y) ∈ TM \ 0, v, v1, v2 ∈ T(x,y)(TM), E,E1, E2 são campos tensoriais de π∗TM e
f : TM −→ R é uma aplicação diferenciável.

Uma maneira de conhecer ∇ é através das suas 1-formas ω i
j de conexão, que são

definidas por:

∇v
∂

∂xj
:= ω i

j (v)
∂

∂xi
.

Usando que uma conexão linear deve satisfazer as propriedades:

• ∇v(E1 ⊗ E2) = (∇vE1)⊗ E2 + E1 ⊗ (∇vE2),

• ∇v(trE) = tr(∇vE),

onde tr é o traço, obtemos que

∇vdx
i = −ω i

j (v)dxj.

Estas propriedades podem ser encontradas em [9].
As 1-formas de conexão são determinadas por suas equações de estrutura.

Teorema 1.22. (Chern) Seja (M,F ) uma variedade de Finsler. O pull-back do fibrado
tangente π∗TM admite uma única conexão linear, chamada conexão de Chern, carac-
terizada pelas seguintes equações de estrutura:
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* Torção nula:

d(dxi)− dxj ∧ ω i
j = −dxj ∧ ω i

j = 0.

* Quase g-compatibilidade:

dgij − gkjω k
i − gikω k

j = 2Aijs
δys

F
.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [1].

A torção nula é equivalente à ausência dos termos dyk em ω i
j , isto é,

ω i
j = Γi jkdx

k,

junto com a simetria

Γi jk = Γikj.

A quase compatibilidade com a métrica implica que

Γl jk = γljk − gli
(
Aijs

N s
k

F
− Ajks

N s
i

F
+ Akis

N s
j

F

)
,

ou equivalentemente

Γi jk =
gis

2

(
δgsj
δxk
− δgjk
δxs

+
δgks
δxj

)
.

Vejamos como calcular a derivada covariante da seção distinguida e do tensor funda-
mental. Temos que

∇v` = ∇v

(
`j

∂

∂xj

)
= d(`j)(v)

∂

∂xj
+ `j∇v

∂

∂xj

= d(`j)(v)
∂

∂xj
+ `jω i

j (v)
∂

∂xi

= (d(`i)(v) + `jω i
j (v))

∂

∂xi

e

∇vg = ∇v(gijdx
i ⊗ dxj)

= d(gij)(v)dxi ⊗ dxj + gij∇v(dx
i)⊗ dxj + gijdx

i ⊗∇v(dx
j)
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= d(gij)(v)dxi ⊗ dxj − gijω i
k (v)dxk ⊗ dxj − gijdxi ⊗ ω j

k (v)dxk

= (d(gij)(v)− gkjω k
i (v)− gikω k

j (v))dxi ⊗ dxj.

1.3.5 hh-, hv-, vv-Curvaturas

Nesta seção estudaremos as 2-formas da curvatura da conexão de Chern. A partir
destas 2-formas obteremos as expressões das hh-, hv-, vv-curvaturas.

Definição 1.23. Seja a =
∑

I aIdxI uma r-forma de classe C k (k ≥ 1) definida num
aberto U ⊂ Rn. A diferencial exterior de a é uma (r + 1)-forma definida por

da =
∑
I

daI ∧ dxI ,

onde I = {i1 < · · · < ir} ⊂ {1, 2, . . . , n} e dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxir .

As 2-formas da curvatura da conexão de Chern são

Ω i
j := dω i

j − ω k
j ∧ ω i

k . (1.1)

Escrevendo as 2-formas Ω i
j em termos da base das 2-formas em TM \ 0, dada pela

base natural dual
{
dxk, δy

k

F

}
, temos que

Ω i
j =

1

2
R i
j kldx

k ∧ dxl + P i
j kldx

k ∧ δy
l

F
+

1

2
Q i
j kl

δyk

F
∧ δy

l

F
. (1.2)

Os objetos R,P e Q são respectivamente os hh-, hv- e vv-tensores de curvatura da conexão
de Chern. Sem perda de generalidade podemos supor que

R i
j kl = −R i

j lk (1.3)

Q i
j lk = −Q i

j kl. (1.4)

Vamos verificar que Q i
j lk = 0, o que simplifica a expressão em (1.2).

A conexão de Chern é de torção nula, isto é, dxj ∧ ω i
j = 0, então pela diferencial

exterior, obtemos que dxj ∧dω i
j = 0, pois d(dxj) = 0. Ainda, pela torção nula, temos que

dxj ∧ ω k
j ∧ ω i

k = 0. Segue disto que

dxj ∧ Ω i
j = 0,

pois dxj ∧ Ω i
j = dxj ∧ dω i

j − dxj ∧ ω k
j ∧ ω i

k = 0. Assim,

0 = dxj ∧ Ω i
j =

1

2
R i
j kldx

j ∧ dxk ∧ dxl + P i
j kldx

j ∧ dxk ∧ δy
l

F
+

1

2
Q i
j kldx

j ∧ δy
k

F
∧ δy

l

F
.
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Os termos da direita são de tipos diferentes, assim eles devem ser nulos. Fixando índices
j < k < l, a última parcela da última igualdade é,

(Q i
j kl −Q i

j lk)dx
j ∧ δy

k

F
∧ δy

l

F
,

logo Q i
j kl = Q i

j lk. Segue de (1.4) que Q i
j kl = 0, o que simplifica a 2-forma (1.2) para

Ω i
j =

1

2
R i
j kldx

k ∧ dxl + P i
j kldx

k ∧ δy
l

F
. (1.5)

Vamos determinar fórmulas para R e P em coordenadas naturais. Combinando as
fórmulas em (1.1) e (1.5) obtemos

dω i
j − ω h

j ∧ ω i
h =

1

2
R i
j kldx

k ∧ dxl + P i
j kldx

k ∧ δy
l

F
. (1.6)

Como ω i
j = Γi jldx

l, então dω i
j = dΓi jl∧dxl. Considerando as bases naturais

{
δ
δxk
, F ∂

∂yk

}
e
{
dxk, δy

k

F

}
, e expandindo a 1-forma dΓi jl em função destes termos obtemos

dω i
j =

δΓi jl
δxk

dxk ∧ dxl + F
∂Γi jl
∂yk

∂yk

F
∧ dxl.

Reorganizando os termos, segue que

dω i
j =

δΓi jl
δxk

dxk ∧ dxl − F
∂Γi jk
∂yl

dxk ∧ ∂y
l

F
.

Temos também que −ω h
j ∧ ω i

h = ω i
h ∧ ω h

j = ΓihkΓ
h
jldx

k ∧ dxl.
Substituindo as últimas duas igualdades no lado esquerdo de (1.6), obtemos(

δΓi jl
δxk

+ ΓihkΓ
h
jl

)
dxk ∧ dxl − F

∂Γi jk
∂yl

dxk ∧ ∂y
l

F
.

Fixando k < l, a expressão acima pode ser escrita da seguinte forma(
δΓi jl
δxk

−
δΓi jk
δxl

+ ΓihkΓ
h
jl − ΓihlΓ

h
jk

)
dxk ∧ dxl − F

∂Γi jk
∂yl

dxk ∧ ∂y
l

F
,

e o lado direto da igualdade (1.6) pode ser escrito como

1

2

(
R i
j kl −R i

j lk

)
dxk ∧ dxl + P i

j kldx
k ∧ δy

l

F

= R i
j kldx

k ∧ dxl + P i
j kldx

k ∧ δy
l

F
,
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onde na última igualdade usamos (1.3). Assim, devemos ter

R i
j kl =

δΓi jl
δxk

−
δΓi jk
δxl

+ ΓihkΓ
h
jl − ΓihlΓ

h
jk

e

P i
j kl = −F

∂Γi jk
∂yl

.

1.3.6 A Curvatura Flag

Uma flag em x ∈M consiste de um vetor não nulo y ∈ TxM, que serve como flagpole
(mastro), e de um vetor transversal V := V i ∂

∂xi
. A curvatura flag que definiremos não

depende do "comprimento" do flagpole. Assim, no lugar de y podemos usar o vetor
` = yi

F
∂
∂xi
, pois eles são paralelos.

Dada uma flag em x ∈ M, determinada pelo flagpole y = yi ∂
∂xi
∈ TxM e pelo vetor

transversal V = V i ∂
∂xi
, podemos pensar neles como seções

(
x, y, yi ∂

∂xi

)
e
(
x, y, V i ∂

∂xi

)
no fibrado vetorial π∗TM, e definir a curvatura flag como sendo a correspondência que
associa a cada (x, y) ∈ TM \ 0 o escalar

K(y, V ) :=
V i(yjRjikly

l)V k

g(y, y)g(V, V )− [g(y, V )]2
,

onde Rjikl = gimR
m
j kl.

A seguir apresentaremos algumas propriedades da curvatura flag.

Proposição 1.24. A curvatura flag satisfaz as seguintes condições:

(1) K(y, V ) = K(`, V );

(2) K(`, V ) = V iRikV
k

g(V,V )−[g(`,V )]2
, onde Rik = `jRjikl`

l;

(3) K(`, V ) = K(`, αV ),∀α 6= 0.

Demonstração. (1) Temos que

K(y, V ) =
F 2

F 2

V i(yjRjikly
l)V k

g(y, y)g(V, V )− [g(y, V )]2

=
V i
(
yj

F
Rjikl

yl

F

)
V k

g
(
y
F
, y
F

)
g(V, V )− [g

(
y
F
, V
)
]2

=
V i(`jRjikl`

l)V k

g(`, `)g(V, V )− [g(`, V )]2
(1.7)

= K(`, V ).

Portanto, K(y, V ) = K(`, V ).
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(2) Por (1.7), temos que

K(`, V ) =
V i(`jRjikl`

l)V k

g(`, `)g(V, V )− [g(`, V )]2
.

Usando que g(`, `) = 1 e Rik = `jRjikl`
l, segue o desejado.

(3) Consideremos α 6= 0, então

K(`, αV ) =
(αV i)Rik(αV

k)

g (αV, αV )− [g (`, αV )]2
=
α2

α2

V iRikV
k

g(V, V )− [g(`, V )]2
= K(`, V ).
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Capítulo 2

Construção da Suavização de uma
Estrutura de Finsler de Classe C 0

Neste capítulo apresentaremos a suavização de uma estrutura de Finsler F : TM −→ R
de classe C 0, que é uma família a um parâmetro de estruturas de Finsler Fε : TM −→ R
tais que Fε −→ F pontualmente. Verificaremos que esta suavização é boa no seguinte
sentido: se F : TM −→ R é uma estrutura de Finsler absolutamente homogênea, então
os objetos como a conexão de Chern e a curvatura flag das estruturas de Finsler Fε
convergem pontualmente para os respectivos objetos da estrutura de Finsler F. Iniciaremos
explorando propriedades sobre a suavização de funções convexas, que ajudarão a obter as
aplicações Fε : TM −→ R.

2.1 Suavização de Funções Convexas

No resultado abaixo provaremos que se f é uma função convexa, então a sua suavização
mollifier também é convexa, o que assegura que sua hessiana é positiva semidefinida.

Lema 2.1. Seja f : Rn −→ R uma função convexa. Então a suavização mollifier

(ηε ∗ f)(x) =

∫
Rn
ηε(x− y)f(y)dy =

∫
Rn
ηε(y)f(x− y)dy

também é uma função convexa.

Demonstração. Tomemos x1, x2 ∈ Rn e t ∈ [0, 1]. Usando que f é convexa, temos que

(ηε ∗ f)(tx1 + (1− t)x2) =

∫
Rn
ηε(y)f(tx1 + (1− t)x2 − y)dy

=

∫
Rn
ηε(y)f(t(x1 − y) + (1− t)(x2 − y))dy

≤
∫
Rn
ηε(y)[tf(x1 − y) + (1− t)f(x2 − y)]dy
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= t

∫
Rn
ηε(y)f(x1 − y)dy + (1− t)

∫
Rn
ηε(y)f(x2 − y)dy

= t(ηε ∗ f)(x1) + (1− t)(ηε ∗ f)(x2).

Portanto, (ηε ∗ f)(x) é uma função convexa.

Agora estudaremos o comportamento da aplicação mollifier η : (−1, 1) −→ R a fim de
obter condições sobre a hessiana da suavização mollifier de funções convexas.

Exemplo 2.2. Neste exemplo analisaremos a aplicação η : (−1, 1) −→ R, a fim de obter
seus pontos de máximo e de inflexão.

Temos que

η′(x) = −2Cxe
1

x2−1

(x2 − 1)2 e η′′(x) = 2Ce
1

x2−1
(3x4 − 1)

(x2 − 1)4
.

Assim η′(x) = 0 se, e somente se, x = 0. Além disso, η′(x) > 0 em (−1, 0) e η′(x) < 0 em
(0, 1). Logo x = 0 é um ponto de máximo absoluto de η.

Vamos determinar em quais intervalos η tem concavidade para cima ou para baixo.
Temos que

η′′(x) < 0⇔ x ∈

(
− 4

√
1

3
,

4

√
1

3

)
e

η′′(x) > 0⇔ x ∈ (−1, 1) \

(
− 4

√
1

3
,

4

√
1

3

)
.

Então, η é côncava para cima nos intervalos
(
−1,− 4

√
1
3

)
e
(

4

√
1
3
, 1
)
e côncava para baixo

no intervalo
(
− 4

√
1
3
, 4

√
1
3

)
. Segue disto que os pontos − 4

√
1
3
e 4

√
1
3
são pontos de inflexão

da aplicação η.
De forma análoga prova-se que a aplicação ηε : (−ε, ε) −→ R, tem o mesmo compor-

tamento da aplicação η.

Proposição 2.3. Se f : R −→ R é uma função convexa, então (ηε ∗ f)′′(x) ≥ 0. Ainda,
(ηε ∗ f)′′(x) = 0 se, e somente se, f é afim em (x− ε, x+ ε), onde [−ε, ε] é o suporte da
aplicação ηε.

Demonstração. Pelo Lema 2.1, temos que (ηε ∗ f) é convexa, logo (ηε ∗ f)′′(x) ≥ 0. Resta
provar que (ηε ∗ f)′′(x) = 0 se, e somente se, f é afim em (x− ε, x+ ε). Sejam −δ e δ os
pontos de inflexão da aplicação ηε. Como

(ηε ∗ f)(x) =

∫
R
ηε(x− y)f(y)dy,
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segue da Observação 1.6 que

(ηε ∗ f)′′(x) =

∫
R
η′′ε (x− y)f(y)dy.

Seja y 7→ ay + b uma parametrização de uma reta tangente de f em x (que pode não
ser única). Então

(ηε ∗ f)′′(x) =

∫
R
η′′ε (x− y)[f(y)− ay − b]dy, (2.1)

pois resolvendo a integral
∫
R η
′′
ε (x− y)[−ay − b]dy por partes, concluímos que ela é igual

a zero.
Suponhamos que f é afim em (x− ε, x+ ε). Então f(y) = ay + b,∀y ∈ (x− ε, x+ ε)

e, assim, por (2.1) segue que (ηε ∗ f)′′(x) = 0.

Agora suponhamos que (ηε ∗f)′′(x) = 0, devemos provar que f é afim em (x−ε, x+ε).

Suponhamos por absurdo que f não é afim em (x− ε, x+ ε) e sejam

C1 =

∫ x−δ

x−ε
η′′ε (x− y)[f(y)− ay − b]dy

C2 =

∫ x

x−δ
η′′ε (x− y)[f(y)− ay − b]dy

C3 =

∫ x+δ

x

η′′ε (x− y)[f(y)− ay − b]dy

C4 =

∫ x+ε

x+δ

η′′ε (x− y)[f(y)− ay − b]dy.

Consideremos a função g : R −→ R dada por g(y) = f(y)−ay− b. Então g é convexa,
pois é soma de funções convexas. Como f é convexa e y 7→ ay + b é uma parametrização
de uma reta tangente de f em x, temos que x é um ponto de mínimo absoluto de g e
g(x) = 0. Disto obtemos que g|(−∞,x) é não crescente e g|(x,∞) é não decrescente.

Vamos verificar agora que se g(z) > 0 e z > x, então g|(z,∞) é estritamente crescente.
Consideremos z1, z2 ∈ (z,∞) com z1 < z2. Suponhamos por absurdo que g(z1) = g(z2).

Como x < z < z1 < z2, então z1 ∈ (x, z2). Assim, existe t ∈ (0, 1) tal que z1 = tx+(1−t)z2.

Daí
g(z1) = g(tx+ (1− t)z2) ≤ tg(x) + (1− t)g(z2) = (1− t)g(z1) < g(z1)

⇒ g(z1) < g(z1)

o que é um absurdo. Como g(z1) ≤ g(z2), segue que g(z1) < g(z2). Portanto, g é estrita-
mente crescente em (z,∞). De forma análoga prova-se que g é estritamente decrescente
em (−∞, z) se g(z) > 0 e z < x.
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Como g(x− δ) ≤ g(y),∀y ∈ [x− ε, x− δ] e η′′ε (x− y) ≥ 0,∀y ∈ [x− ε, x− δ], então

C1 ≥
∫ x−δ

x−ε
η′′ε (x− y)g(x− δ)dy = g(x− δ)

∫ x−δ

x−ε
η′′ε (x− y)dy (2.2)

e como g(x− δ) ≥ g(y),∀y ∈ [x− δ, x] e η′′ε (x− y) ≤ 0,∀y ∈ [x− δ, x], então

C2 ≥
∫ x

x−δ
η′′ε (x− y)g(x− δ)dy = g(x− δ)

∫ x

x−δ
η′′ε (x− y)dy.

De forma análoga obtemos que

C3 ≥
∫ x+δ

x

η′′ε (x− y)g(x+ δ)dy = g(x+ δ)

∫ x+δ

x

η′′ε (x− y)dy

e

C4 ≥
∫ x+ε

x+δ

η′′ε (x− y)g(x+ δ)dy = g(x+ δ)

∫ x+ε

x+δ

η′′ε (x− y)dy. (2.3)

Como f não é afim em (x − ε, x + ε), então a desigualdade em (2.2) é estrita ou a
desigualdade em (2.3) é estrita. Assim,

(ηε ∗ f)′′(x) =

∫
R
η′′ε (x− y)f(y)dy

= C1 + C2 + C3 + C4

> g(x− δ)
∫ x

x−ε
η′′ε (x− y)dy + g(x+ δ)

∫ x+ε

x

η′′ε (x− y)dy

= g(x− δ)
∫ x

x−ε
η′′ε (x− y)dy + g(x+ δ)

∫ x

x−ε
η′′ε (x− y)dy

= [g(x− δ) + g(x+ δ)]

∫ x

x−ε
η′′ε (x− y)dy

= [g(x− δ) + g(x+ δ)][−η′ε(x− y)]|y=x
y=x−ε

= [g(x− δ) + g(x+ δ)][η′ε(ε)− η′ε(0)]

= [g(x− δ) + g(x+ δ)]0

= 0.

Logo, (ηε ∗ f)′′(x) > 0, o que é um absurdo. Portanto, f é afim em (x− ε, x+ ε).

2.2 Taxas de Crescimento de Normas em Rn

Sejam F uma norma arbitrária em Rn e ‖·‖ a norma Euclidiana. Usaremos as notações
B‖·‖(y,R) e BF (y,R) para denotarmos as bolas abertas com centro em y e raio R com
respeito as normas ‖ · ‖ e F, respectivamente. A esfera e a bola fechada com respeito a F
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serão denotadas por SF [y,R] e BF [y,R], respectivamente, e assim por diante.
Uma norma F em Rn é completamente caracterizada por SF [y, 1], que é a fronteira

do subconjunto convexo BF [0, 1]. Para cada y ∈ SF [0, 1] existe um hiperplano suporte Hy

de BF [0, 1] em y, que em geral não é único. Fixado Hy, existe uma única transformação
linear Ly tal que Ly = F (y) em Hy. Estamos interessados em encontrar um limitante
inferior positivo para o crescimento de F em algumas direções. Para isso, faremos uso da
relação F ≥ Ly.

Definimos

r = max
y∈S‖·‖[0,1]

F (y) = max
y∈B‖·‖[0,1]

F (y) (2.4)

e

ρ = min
y∈S‖·‖[0,1]

F (y). (2.5)

Utilizando as relações

max
y∈S‖·‖[0,t]

F (y) = t · max
y∈S‖·‖[0,1]

F (y)

e

min
y∈S‖·‖[0,t]

F (y) = t · min
y∈S‖·‖[0,1]

F (y),

obtemos que

max
y∈S‖·‖[0,1]

F (y) = min
y∈S‖·‖[0,r/ρ]

F (y). (2.6)

Sabemos que a derivada direcional de F em v na direção de v
‖v‖ é igual a F (v)

‖v‖ , que
pode ser limitada inferiormente por ρ, devido a (2.5). A próxima proposição é uma versão
deste resultado para a "derivada" de F com respeito a v

‖v‖ , em uma vizinhança de v. É
claro que F não é necessariamente diferenciável, e adaptamos isto usando diferenças em
vez de derivadas.

Proposição 2.4. Sejam F uma norma em Rn e v ∈ Rn um vetor não nulo. Seja ‖v‖ = R

e considere

ε ∈
(

0,
ρR

4nr

]
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onde r e ρ foram definidas em (2.4) e (2.5), respectivamente. Então

F

(
w + t

v

‖v‖

)
− F (w) >

ρ

8
t

para todo w ∈ B‖·‖[v, ε] e t > 0.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos supor que v = (0, . . . , 0, R). De-
pois deste caso basta fazer uma mudança de coordenadas ortogonais para apresentar o
resultado geral.

Denotamos
D = {(y1, . . . , yn) ∈ Rn; yn = 0} ∩B‖·‖

[
0,
ρR

2r

]
e E = B‖·‖[v, ε]. Notamos que

max
y∈D

F (y) ≤ max
y∈S‖·‖[0,(ρR)/(2r)]

F (y) =
ρR

2
= min

y∈S‖·‖[0,R/2]
F (y) < min

y∈E
F (y) (2.7)

por (2.6) e porque E ∩B‖·‖[0, R/2] = ∅.
Seja w = (w1, . . . , wn) ∈ E, então

|wi| < ε para i = 1, . . . , n− 1 e wn ∈ (R/2, 2R). (2.8)

Um hiperplano suporte Hw de SF [0, F (w)] em w separa Rn em duas partes,
e BF (0, F (w)) está completamente na mesma parte da origem. Por (2.7) segue que D ⊂
BF (0, F (w)), o que implica que Hw não intercepta D. Em particular, (0, . . . , 0, 1) não é
paralelo a Hw, porque a projeção ortogonal de w em yn = 0 pertence a D. Portanto, Hw

intercepta o eixo yn. Esta interseção está na parte positiva do eixo yn, pois caso contrário,
a linha que liga w e esta interseção interceptaria D.

Denotamos a equação de Hw por

a1y1 + · · ·+ anyn = 1,

onde

|ai| ≤ 2r

ρR
para i = 1, . . . , n− 1 (2.9)

devido ao fato de Hw não interceptar o eixo yi em D. Para estimar an notemos que

an =
1− a1w1 − · · · − an−1wn−1

wn
≥ 1− |a1w1| − · · · − |an−1wn−1|

wn
,
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onde |aiwi| ≤ 1
2n

e wn ∈ (R/2, 2R), por (2.8) e (2.9). Portanto,

an >
1

4R
. (2.10)

A transformação linear Lw tal que Lw = F (w) em Hw é dada por

Lw(y) = F (w)(a1y1 + a2y2 + · · ·+ anyn).

A derivada direcional de Lw com respeito a v/‖v‖ = (0, . . . , 0, 1) é dada por

〈∇Lw(y), (0, . . . , 0, 1)〉 = anF (w) >
1

4R
F (w) >

ρ

8
(2.11)

devido a (2.7) e (2.10).
Usando que F ≥ Lw junto com (2.11) concluímos que

F

(
w + t

v

‖v‖

)
− F (w) ≥ Lw

(
w + t

v

‖v‖

)
− Lw(w)

= t〈∇Lw(y), (0, . . . , 0, 1)〉

>
ρ

8
t,

para todo t > 0.

2.3 Suavização Vertical de Estruturas de Finsler de

Classe C 0

Nesta seção construiremos a suavização vertical de uma estrutura de Finsler de classe
C 0. Este processo será feito em sistema de coordenadas.

Seja (M,F ) uma variedade de Finsler de classe C 0 e considere um sistema de coorde-
nadas (x1, . . . , xn) em um subconjunto aberto U0 de M. Escolha um subconjunto aberto
U de U0 com fecho compacto tal que

U ⊂ U0. (2.12)

Consideramos U com o sistema de coordenadas (x1, . . . , xn). Seja

(x, y) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) (2.13)

as coordenadas naturais de TU com respeito a (x1, . . . , xn).

Como na seção anterior, vamos trabalhar com duas normas em cada espaço tangente
TxU : F e a norma Euclidiana com respeito ao sistema de coordenadas (y1, . . . , yn). Por
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exemplo, a bola fechada centrada em v e raio R em TxU com respeito a norma F é
denotada por BF [x, v, R] e assim por diante.

Analogamente à seção anterior, definimos

rU = max
(x,y)∈ U×S||·||[x,0,1]

F (x, y) = max
(x,y)∈ U×B||·||[x,0,1]

F (x, y) (2.14)

e

ρU = min
(x,y)∈ U×S||·||[x,0,1]

F (x, y). (2.15)

Então, a seguinte versão da Proposição 2.4 é verdadeira.

Lema 2.5. Sejam F uma estrutura de Finsler de classe C 0 em M, U um aberto satisfa-
zendo (2.12) e (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) um sistema de coordenadas em TU como definido
em (2.13). Seja v ∈ Rn um vetor não nulo com R := ‖v‖ e consideremos

ε ∈
(

0,
ρUR

4nrU

]
, (2.16)

onde rU e ρU são definidos por (2.14) e (2.15), respectivamente. Então,

F

(
x,w + t

v

‖v‖

)
− F (x,w) >

ρU
8
t

para todo x ∈ U, w ∈ B‖·‖[x, v, ε] e t > 0.

Demonstração. Análoga a demonstração da Proposição 2.4.

A primeira tentativa para a suavização vertical em U seria definindo

F̂ε(x, y) =

∫
ηε(z)F (x, y − z)dz

para ε dado em (2.16), que é a suavização mollifier da aplicação F (x, ·). Podemos provar
que para cada x ∈ U, TxU ∩ F̂−1

ε (rU) é uma hipersuperfície em TxU tal que a proje-
ção radial em S‖·‖[x, 0, 1] é um difeomorfismo. Então, poderíamos definir a suavização
vertical como uma estrutura de Finsler de classe C 0 tal que a esfera de raio rU é dada
por TxU ∩ F̂−1

ε (rU). Tudo funciona bem, exceto pelo fato de que essas normas não são
necessariamente fortemente convexas. Para solucionar este problema usaremos

ζε = (1− ε)ηε + εη 2rU
ρU

ao invés de ηε, e a "perturbação" devido a εη 2rU
ρU

é suficiente para garantir a convexidade

forte. A Proposição 2.3 e o Lema 2.5 são usados para provarmos o desejado. É claro que
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há algum trabalho a ser feito, como redefinir ε para tudo funcionar. Vamos fazer esses
cálculos a seguir.

Primeiramente fixamos

ε <
ρU

16nrU

e definimos

F̃ε(x, y) =

∫
ζε(z)F (x, y − z)dz.

É simples ver que F̃ε é contínua e F̃ε(x, ·) é diferenciável para cada x ∈ U. Usaremos
a notação Hessy F̃ε(x, y) para denotar a Hessiana de F̃ε com respeito a (y1, . . . , yn) (e x
fixo).

Notemos que

max
(x,y)∈ U×S‖·‖[x,0,1/2]

F (x, y) =
rU
2
,

min
(x,y)∈ U×S‖·‖[x,0,(2rU )/ρU ]

F (x, y) = 2rU

e
A := {(x, y) ∈ TU ;x ∈ U, ‖y‖ ∈ [1/2, (2rU)/ρU ]}

contém F−1([rU/2, 2rU ]). Definimos

A 1
2

:=

{
(x, y) ∈ A; ‖y‖ =

1

2

}
e

A 2rU
ρU

:=

{
(x, y) ∈ A; ‖y‖ =

2rU
ρU

}
.

A proposição seguinte será usada para garantir que Hessy F̃ε(x, y) é positiva definida
em int(A). Antes disso, consideremos uma função diferenciável f : Rn \ {0} −→ R, ξ ∈
Rn \{0} e {v1, . . . , vn} uma base de Rn com vn = ξ. Dado y ∈ Rn, escreva y = yiei = zivi.

Pela Regra da Cadeia obtemos

∂2f(y)

∂(zn)2
=
∂2f(y)

∂yi∂yj
ξiξj, (2.17)

onde ξ = ξiei.

Proposição 2.6. Sejam f, g : Rn \ {0} −→ R aplicações diferenciáveis com as mesmas
hipersuperfícies de níveis em um nível r, sendo r um valor regular de f e g. Se y ∈ f−1(r)

e fyiyj(y)ξiξj 6= 0, para todo ξ ∈ K := ker(d(f)y) \ {0} então:
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(i) gyiyj(y)ξiξj 6= 0, para todo ξ ∈ K;

(ii) Se g é convexa, então gyiyj(y)ξiξj > 0, para todo ξ ∈ K.

Demonstração. (i) Suponhamos sem perda de generalidade que ∇f(y) = (a, 0, . . . , 0)

com a 6= 0. Como as hipersuperfícies de níveis de f e g no nível r são iguais, então
∇g(y) = λ∇f(y) com λ 6= 0.

Consideremos ξ ∈ K e seja {v1, . . . , vn} uma base para Rn com v1 = ∇f(y), vn = ξ

e é completada de forma que ker(d(g)y) = span{v2, . . . , vn}. Escreva y = zi0vi.

Pelo Teorema da Função Implícita, existem uma bola B = B((z2
0 , . . . , z

n
0 ), δ) e um

intervalo J = (z1
0 − µ, z1

0 + µ) com as seguintes propriedades:

1) J ×B ⊂ Rn \ {0} e ∂f
∂z1

(z1, . . . , zn) 6= 0 para todo (z1, . . . , zn) ∈ J ×B;

2) Para todo (z2, . . . , zn) ∈ B existe um único z1 = φ(z2, . . . , zn) ∈ J tal que
f(z1, z2, . . . , zn) = f(φ(z2, . . . , zn), z2, . . . , zn) = r.

Ainda, a função φ : B −→ J assim definida é de classe C∞ e suas derivadas
parciais em cada ponto z = (z2, . . . , zn) ∈ B são dadas por

∂f

∂zi
(φ(z), z) +

∂f

∂z1
(φ(z), z)

∂φ

∂zi
(z) = 0,

para todo i = 2, . . . , n.

A equação acima nos dá

∂f

∂zn
(φ(z), z) +

∂f

∂z1
(φ(z), z)

∂φ

∂zn
(z) = 0. (2.18)

Aplicando esta equação no ponto (z2
0 , . . . , z

n
0 ), obtemos que ∂φ

∂zn
(z2

0 , . . . , z
n
0 ) = 0.

Derivando a equação (2.18) em relação a zn concluímos que

∂2f

∂z1∂zn
(φ(z), z)

∂φ

∂zn
(z) +

∂2f

∂(zn)2
(φ(z), z) +

∂f

∂z1
(φ(z), z)

∂2φ

∂(zn)2
(z) +

+

[
∂2f

∂(z1)2
(φ(z), z)

∂φ

∂zn
(z) +

∂2f

∂zn∂z1
(φ(z), z)

]
∂φ

∂zn
(z) = 0.

Avaliando esta equação no ponto (z2
0 , . . . , z

n
0 ) e usando que ∂φ

∂zn
(z2

0 , . . . , z
n
0 ) = 0,

temos

∂2f

∂(zn)2
(φ(z2

0 , . . . , z
n
0 ), (z2

0 , . . . , z
n
0 ))

= − ∂f
∂z1

(φ(z2
0 , . . . , z

n
0 ), (z2

0 , . . . , z
n
0 ))

∂2φ

∂(zn)2
(z2

0 , . . . , z
n
0 ),
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o que implica

∂2f

∂(zn)2
(z1

0 , z
2
0 , . . . , z

n
0 ) = − ∂f

∂z1
(z1

0 , z
2
0 , . . . , z

n
0 )

∂2φ

∂(zn)2
(z2

0 , . . . , z
n
0 ).

Usando a hipótese e a igualdade (2.17), obtemos que ∂2f
∂(zn)2

(z1
0 , z

2
0 , . . . , z

n
0 ) 6= 0. Logo,

∂2φ
∂(zn)2

(z2
0 , . . . , z

n
0 ) 6= 0.

Usando que as hipersuperfícies de níveis de f e g no nível r são iguais, obtemos com
o mesmo raciocínio que

∂2g

∂(zn)2
(z1

0 , z
2
0 , . . . , z

n
0 ) = − ∂g

∂z1
(z1

0 , z
2
0 , . . . , z

n
0 )

∂2φ

∂(zn)2
(z2

0 , . . . , z
n
0 ).

Como ∂g
∂z1

(z1
0 , z

2
0 , . . . , z

n
0 ) 6= 0 e ∂2φ

∂(zn)2
(z2

0 , . . . , z
n
0 ) 6= 0, então ∂2g

∂(zn)2
(z1

0 , z
2
0 , . . . , z

n
0 ) 6= 0.

Usando a mesma ideia de (2.17) concluímos que

gyiyj(y)ξiξj 6= 0

para todo ξ ∈ K, o que prova (i).

(ii) Como g é convexa, o Teorema 1.9 garante que gyiyj(y)ξiξj ≥ 0,∀ξ ∈ Rn. Segue do
item anterior que gyiyj(y)ξiξj > 0,∀ξ ∈ K.

O lema abaixo apresenta propriedades da aplicação F̃ε.

Lema 2.7. F̃ε tem as seguintes propriedades para todo ε ∈
(

0, ρU
16nrU

)
:

(1) Hessy F̃ε(x, y) é positiva definida para cada (x, y) ∈ int(A);

(2) A derivada radial de F̃ε em relação à y em A é estritamente positiva, isto é,

yi(F̃ε)yi(x, y) > 0,∀(x, y) ∈ A;

(3) sup
A 1

2

F̃ε(x, y) < rU ;

(4) inf
A 2rU
ρU

F̃ε(x, y) > rU ;

(5) F̃ε(x, y) < rU , para todo (x, y) ∈ TU com ‖y‖ < 1
2
;

(6) F̃ε(x, y) > rU , para todo (x, y) ∈ TU com ‖y‖ > 2rU
ρU

;

Em particular, para cada x ∈ U, temos que F̃−1
ε (rU) ∩ TxU é uma hipersuperfície

diferenciável em TxU tal que a projeção radial em S‖·‖[x, 0, 1] é um difeomorfismo.
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Demonstração. (1) Dados (x, y) ∈ int(A) e ξ ∈ Rn \ {0}, devemos provar que(
F̃ε

)
yiyj

(x, y)ξiξj > 0.

Primeiramente verificaremos que dado (x, y) ∈ int(A) vale que
(
F̃ε

)
ynyn

(x, y) > 0.

Tomemos (x, y) ∈ int(A). Então,

(
F̃ε

)
ynyn

(x, y) = (1− ε)
(
F̂ε

)
ynyn

(x, y) + ε

(
F̂ 2rU

ρU

)
ynyn

(x, y).

Pela Proposição 2.3, temos que (F̂ε)ynyn(x, y) ≥ 0. Agora, usaremos o Teorema de

Fubini e a Observação 1.6 para provar que
(
F̂ 2rU

ρU

)
ynyn

(x, y) > 0. Temos que

(
F̂ 2rU

ρU

)
ynyn

(x, y)

=

∫
Rn

(
η 2rU
ρU

)
ynyn

(y − w)F (x,w)dw

=

∫
Rn−1

(∫
R

(
η 2rU
ρU

)
ynyn

((y′, yn)− (w′, wn))F (x, (w′, wn))dwn

)
dw′

=

∫
Rn−1

(∫ yn+
2rU
ρU

yn− 2rU
ρU

(
η 2rU
ρU

)
ynyn

((y′, yn)− (w′, wn))F (x, (w′, wn))dwn

)
dw′,

onde y′ = (y1, . . . , yn−1) e w′ = (w1, . . . , wn−1).

Fixemos w′ e consideremos as aplicações

η 2rU
ρU

(y′ − w′, ·) : (yn − (2rU)/ρU , y
n + (2rU)/ρU) −→ R

e
F (x,w′, ·) : (yn − (2rU)/ρU , y

n + (2rU)/ρU) −→ R.

Uma vez que a aplicação η 2rU
ρU

(y′−w′, ·) tem o comportamento da aplicação mollifier

do Exemplo 2.2 e F (x,w′, ·) é uma aplicação convexa, então pela Proposição 2.3

∫ yn+
2rU
ρU

yn− 2rU
ρU

(
η 2rU
ρU

)
ynyn

((y′, yn)− (w′, wn))F (x, (w′, wn))dwn ≥ 0.

Consideremos agora a aplicação

F (x, 0, ·) : (yn − (2rU)/ρU , y
n + (2rU)/ρU) −→ R.
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Como 0 ∈ (yn − (2rU)/ρU , y
n + (2rU)/ρU), então F (x, 0, ·) é a restrição de uma

norma em uma vizinhança da origem e por isso não é uma aplicação afim. Usando
novamente a Proposição 2.3, temos que

∫ yn+
2rU
ρU

yn− 2rU
ρU

(
η 2rU
ρU

)
ynyn

((y′, yn)− (0, wn))F (x, (0, wn))dwn > 0.

Assim, existe uma vizinhança W ⊂ Rn−1 da origem tal que

∫ yn+
2rU
ρU

yn− 2rU
ρU

(
η 2rU
ρU

)
ynyn

((y′, yn)− (w′, wn))F (x, (w′, wn))dwn > 0,

para todo w′ ∈ W. Logo, (
F̂ 2rU

ρU

)
ynyn

(x, y) > 0.

Portanto,
(
F̃ε

)
ynyn

(x, y) > 0.

Agora, consideremos uma base ortonormal {v1, . . . , vn} para Rn com vn = ξ, e
escreva y = zivi. Como a suavização mollifier é invariante por mudança ortonormal
de coordenadas, segue que (

F̃ε

)
znzn

(x, y) > 0.

Usando (2.17), concluímos que(
F̃ε

)
yiyj

(x, y)ξiξj > 0,

como queríamos.

(2) Consideremos (x, y) ∈ A. Então,

F̃ε

(
x, y + t

y

‖y‖

)
− F̃ε(x, y)

=

∫ [
(1− ε)ηε(z) + εη 2rU

ρU

(z)

] [
F

(
x, y − z + t

y

‖y‖

)
− F (x, y − z)

]
dz

= (1− ε)
∫
B‖·‖[x,y,ε]

ηε(y − z)

[
F

(
x, z + t

y

‖y‖

)
− F (x, z)

]
dz

+ ε

∫
B‖·‖[x,0,(2rU )/ρU ]

η 2rU
ρU

(z)

[
F

(
x, y − z + t

y

‖y‖

)
− F (x, y − z)

]
dz

≥ (1− ε)
∫
B‖·‖[x,y,ε]

ηε(y − z)
ρU
8
tdz − ε

∫
B‖·‖[x,0,(2rU )/ρU ]

η 2rU
ρU

(z)F

(
x, t

y

‖y‖

)
dz
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≥ (1− ε)ρU
8

t− εt
∫
B‖·‖[x,0,(2rU )/ρU ]

η 2rU
ρU

(z)F

(
x,

y

‖y‖

)
dz

≥ (1− ε)ρU
8

t− εtrU

>
15

16

ρU
8
t− ρU

16rU
trU

=
7

128
ρU t,

para t > 0, onde na primeira desigualdade usamos o Lema 2.5 e na terceira desi-
gualdade usamos (2.14). Assim, 7

128
ρU é um limitante inferior para yi

||y||(F̃ε)yi(x, y) e
portanto a derivada radial de F̃ε em relação à y em A é positiva.

(3) Consideremos (x, y) ∈ A 1
2
. Então,

F̃ε(x, y) =

∫ [
(1− ε)ηε(z) + εη 2rU

ρU

(z)

]
F (x, y − z)dz

≤
∫ [

(1− ε)ηε(z) + εη 2rU
ρU

(z)

]
[F (x, y) + F (x, z)] dz

≤
∫
B‖·‖[x,0,ε]

ηε(z) [F (x, y) + F (x, z)] dz

+ ε

∫
B‖·‖[x,0,(2rU )/ρU ]

η 2rU
ρU

(z) [F (x, y) + F (x, z)] dz

≤ rU
2

+
ρU

16nrU
rU +

ρU
16nrU

rU
2

+
ρU

16nrU

2rU
ρU

rU

≤ rU
32

23.

Portanto,

sup
A 1

2

F̃ε(x, y) < rU .

(4) Consideremos (x, y) ∈ A 2rU
ρU

. Então,

F̃ε(x, y) =

∫ [
(1− ε)ηε(z) + εη 2rU

ρU

(z)

]
F (x, y − z)dz

≥
∫

(1− ε)ηε(z)F (x, y − z)dz −
∫
εη 2rU

ρU

(z)F (x, y − z)dz

≥
∫

(1− ε)ηε(z)F (x, y)dz −
∫

(1− ε)ηε(z)F (x, z)dz

−
∫
εη 2rU

ρU

(z)F (x, y)dz −
∫
εη 2rU

ρU

(z)F (x, z)dz

≥ (1− ε)2rU − (1− ε)ρU
16
− rU

8
− rU

8
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≥ 2
15

16
rU −

ρU
16
− rU

8
− rU

8

≥ 2
15

16
rU −

rU
16
− rU

8
− rU

8

=
25

16
rU .

Portanto,

inf
A 2rU
ρU

F̃ε(x, y) > rU .

(5) Segue o mesmo raciocínio do item (3).

(6) A demonstração é semelhante a do item (4).
Agora dado y ∈ F̃−1

ε (rU) ∩ TxU, temos que (x, y) ∈ F−1([rU/2, 2rU ]) ⊂ A. Logo a
derivada radial de F̃ε(x, ·) em y é positiva e, portanto, F̃−1

ε (rU)∩TxU é uma hipersuperfície
diferenciável em A ⊂ TxU. Se considerarmos a projeção radial π de TxU sobre S‖·‖[x, 0, 1], o
Teorema da Função Inversa nos dá que π restrita a F̃−1

ε (rU)∩TxU é um difeomorfismo.

A próxima proposição mostra que sendo F uma aplicação contínua, podemos concluir
que F̃ε converge uniformemente para F sobre conjuntos da forma U × V, com V sendo
um subconjunto compacto de Rn.

Proposição 2.8. F̃ε −→ F uniformemente sobre subconjuntos de TU da forma W =

U × V, com V sendo um subconjunto compacto de Rn.

Demonstração. Dado δ > 0, devemos encontrar β > 0 tal que se ε ∈ (0, β), então

|F̃ε(x, y)− F (x, y)| < δ,∀(x, y) ∈ W.

Como V é compacto existe uma constante positiva N, tal que V ⊂ B‖·‖[0, N ]. Sendo
U × B‖·‖[0, N + 1] compacto e F uma aplicação contínua, existe uma constante positiva
β1 ≤ min{1, (δρU)/(16r2

U)} tal que se (x1, w1), (x2, w2) ∈ U ×B‖·‖[0, N + 1] e

‖(x1, w1)− (x2, w2)‖ < β1 ⇒ |F (x1, w1)− F (x2, w2)| < δ

2
.

Assim, dados (x, y) ∈ W e w ∈ B‖·‖[0, ε] com ε ∈ (0, β1), temos y−w ∈ B‖·‖[0, N + 1]

e ‖(x, y − w)− (x, y)‖ = ‖w‖ ≤ ε < β1. Logo, |F (x, y − w)− F (x, y)| < δ
2
.

Tomemos β = min{β1, ρU/(16nrU)}. Dado (x, y) ∈ W temos que

|F̃ε(x, y)− F (x, y)| =

∣∣∣∣(1− ε)F̂ε(x, y) + εF̂ 2rU
ρU

(x, y)− F (x, y)− εF (x, y) + εF (x, y)

∣∣∣∣
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≤ (1− ε)|F̂ε(x, y)− F (x, y)|+ ε

∣∣∣∣F̂ 2rU
ρU

(x, y)− F (x, y)

∣∣∣∣
≤ (1− ε)

∫
ηε(w)|F (x, y − w)− F (x, y)|dw

+ ε

∫
η 2rU
ρU

(w)|F (x, y − w)− F (x, y)|dw

≤ δ

2

∫
ηε(w)dw + ε

∫
η 2rU
ρU

(w)F (x,w)dw

≤ δ

2
+ ε

2rU
ρU

rU

≤ δ

2
+ δ

ρU
16r2

U

2rU
ρU

rU

<
δ

2
+
δ

2
= δ,

para todo ε ∈ (0, β).

Portanto, F̃ε −→ F uniformemente sobre subconjuntos de TU da forma W = U × V,
com V sendo um subconjunto compacto de Rn.

Para cada x ∈ U, o Lema 2.7 garante que

Sε(x, rU) := F̃−1
ε (rU) ∩ TxU

é uma hipersuperfície diferenciável de TxU, para todo ε ∈
(

0, ρU
16nrU

)
. Assim, para cada

ε ∈
(

0, ρU
16nrU

)
podemos considerar a aplicação

Gε : TU −→ R (2.19)

que restrita a cada espaço tangente TxU é uma norma, cuja esfera de raio rU é Sε(x, rU).

Seja (θ2, . . . , θn) : Sθ −→ Wθ um sistema de coordenadas local definido de um sub-
conjunto aberto Sθ da esfera euclidiana Sn−1 = {y ∈ Rn; ‖y‖ = 1} em um subconjunto
aberto Wθ de Rn−1. Se r é a coordenada radial em Rn, então (r, θ2, . . . , θn) é um sistema
de coordenadas no cone (0,∞)× Sθ ⊂ Rn+1 e

(x1, . . . , xn, r, θ2 . . . , θn) : U × (0,∞)× Sθ −→ Rn × (0,∞)×Wθ, (2.20)

é um sistema de coordenadas local em TM.

Utilizaremos o sistema de coordenadas acima para explorar algumas propriedades da
aplicaçãoGε. Para isso consideraremos as coordenadas deste sistema nos espaços tangentes
e aplicaremos o Teorema da Função Implícita à aplicação F̃ε. Dado (x0, y0) ∈ TU com
y0 ∈ Sε(x0, rU), podemos supor que y0 ∈ (0,∞)×Wθ. Sejam (r0, θ

2
0, . . . , θ

n
0 ) as coordenadas

de y0 no sistema de coordenadas definido em (2.20). Pelo item (2) do Lema 2.7 sabemos
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que ∂F̃ε
∂r

(x0, r0, θ
2
0, . . . , θ

n
0 ) > 0. Pelo Teorema da Função Implícita, existe uma aplicação

de classe C∞

φε(x0, ·) : Wθ −→
(

1

2
,
2rU
ρU

)
satisfazendo as seguintes condições:

(i) ∂F̃ε
∂r

(x0, r, θ
2, . . . , θn) > 0, ∀(r, θ2, . . . , θn) ∈ (1/2, (2rU)/ρU)×Wθ;

(ii) F̃ε(x0, φε(x0, θ
2, . . . , θn), θ2, . . . , θn) = rU , ∀(θ2, . . . , θn) ∈ Wθ;

(iii) ∂φε(x0,θ2,...,θn)
∂θi

= −
∂F̃ε(x0,φε(x0,θ

2,...,θn),θ2,...,θn)

∂θi

∂F̃ε(x0,φε(x0,θ
2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

, ∀(θ2, . . . , θn) ∈ Wθ.

Assim, dado (r, θ2, . . . , θn) ∈ (0,∞)×Wθ, temos que

Gε(x0, r, θ
2, . . . , θn) =

rrU
φε(x0, θ2, . . . , θn)

.

Variando x em U, podemos considerar a aplicação

φε : U ×Wθ −→
(

1

2
,
2rU
ρU

)
(2.21)

tal que F̃ε(x, φε(x, θ2, . . . , θn), θ2, . . . , θn) = rU , ∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ. Então, dado
(x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U × (0,∞)×Wθ, temos que

Gε(x, r, θ
2, . . . , θn) =

rrU
φε(x, θ2, . . . , θn)

. (2.22)

Apresentaremos propriedades da aplicação Gε : TU −→ R.

Proposição 2.9. A aplicação Gε definida em (2.19) satisfaz as seguintes propriedades
para todo ε ∈

(
0, ρU

16nrU

)
:

(1) Gε é contínua;

(2) Gε(x, ·) é diferenciável em TxU \ {0};

(3) (Gε)yi é contínua em U × Rn \ {0};

(4) (Gε)yiyj é contínua em U × Rn \ {0};

(5) ∂|α|Gε
∂(y1)α1 ···∂(yn)αn

é contínua em U ×Rn \ {0}, para cada multi-índice α = (α1, . . . , αn);

(6) Dado (x, y) ∈ TU \ 0, temos que

(Gε)yiyj (x, y)ξiξj > 0, ∀ξ ∈ ker(d(Gε(x, ·))y) \ {0};
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(7) Gε −→ F uniformemente sobre subconjuntos de TU da forma W = U × V, sendo
V um subconjunto compacto de Rn.

Demonstração. (1) Se provarmos que a aplicação φε definida em (2.21) é contínua, segue
que a aplicação Gε é contínua, para todo (x, y) ∈ TU com y 6= 0.

Dados δ > 0 e (x̃, θ̃2, . . . , θ̃n) ∈ U×Wθ, vamos encontrar uma vizinhança Z ⊂ U×Wθ

de (x̃, θ̃2, . . . , θ̃n) tal que

|φε(x, θ2, . . . , θn)− φε(x̃, θ̃2, . . . , θ̃n)| < δ, (2.23)

para todo (x, θ2, . . . , θn) ∈ Z. Seja r̃ = φε(x̃, θ̃2, . . . , θ̃n). Podemos supor que r̃ − δ,
r̃ + δ ∈ (1/2, (2rU)/ρU), pois caso contrário, trabalhamos com 0 < δ′ < δ tal que
r̃ − δ′, r̃ + δ′ ∈ (1/2, (2rU)/ρU) e provamos que (2.23) vale para δ′ em vez de δ.

Assim, devemos encontrar uma vizinhança Z de (x̃, θ̃2, . . . , θ̃n) tal que

r̃ − δ < φε(x, θ
2, . . . , θn) < r̃ + δ,

para todo (x, θ2, . . . , θn) ∈ Z.

Sabemos que ∂F̃ε
∂r

(x, r, θ2, . . . , θn) > 0,∀(x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U × (1/2, (2rU)/ρU)×Wθ.

Logo a aplicação

r 7→ F̃ε(x̃, r, θ̃2, . . . , θ̃n), r ∈ (1/2, (2rU)/ρU)

é estritamente crescente. Como F̃ε(x̃, r̃, θ̃2, . . . , θ̃n) = rU , então

F̃ε(x̃, r̃ − δ, θ̃2, . . . , θ̃n) < rU ,

e sendo F̃ε uma aplicação contínua, existem uma vizinhança Z1 ⊂ U de x̃ e uma
vizinhança Z2 ⊂ Wθ de (θ̃2, . . . , θ̃n) tais que

F̃ε(x, r̃ − δ, θ2, . . . , θn) < rU ,∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ Z1 × Z2.

Mas a derivada radial de F̃ε é estritamente positiva emA. Logo, dado (x, θ2, . . . , θn) ∈
Z1 × Z2, fixo porém arbitrário, temos que

r̃ − δ < φε(x, θ
2, . . . , θn),

pois F̃ε(x, φε(x, θ2, . . . , θn), θ2, . . . , θn) = rU .

De forma análoga, encontra-se uma vizinhança Z̃1× Z̃2 ⊂ U ×Wθ de (x̃, θ̃2, . . . , θ̃n)

tal que
φε(x, θ

2, . . . , θn) < r̃ + δ, ∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ Z̃1 × Z̃2.
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Tomando Z = (Z1 ∩ Z̃1)× (Z2 ∩ Z̃2), segue o desejado.

Resta provar que Gε é contínua nos pontos da forma (x, 0) com x ∈ U. Tome x̃ ∈ U.
Dado δ > 0, devemos encontrar β > 0 tal que se (x, y) ∈ TU,

‖(x̃, 0)− (x, y)‖ < β ⇒ Gε(x, y) < δ.

Consideremos a aplicação contínua f : U × Rn −→ R definida por f(x, y) = ‖y‖.
Seja

µ = sup
(x,y)∈U×S‖·‖[x,0,1]

Gε(x, y)

‖y‖
= sup

(x,y)∈U×S‖·‖[x,0,1]

Gε(x, y).

Notemos que µ é finito, pois

Gε(x, y)

‖y‖
=
Gε(x, r, θ

2, . . . , θn)

r
=

rU
φε(x, θ2, . . . , θn)

≤ 2rU

devido a (2.21) e (2.22).

Como as aplicações acima são homogêneas, segue que

µ = sup
(x,y)∈U×TxM\{0}

Gε(x, y)

‖y‖
.

Assim,
Gε(x, y) ≤ µ‖y‖,∀(x, y) ∈ U × TxM \ {0}.

Como esta desigualdade vale para o vetor nulo, segue que

Gε(x, y) ≤ µ‖y‖,∀(x, y) ∈ U × TxM.

Agora, usando que f é contínua em (x̃, 0) existe β > 0 tal que se (x, y) ∈ TU,

‖(x̃, 0)− (x, y)‖ < β ⇒ f(x, y) = ‖y‖ < δ

µ
.

Assim, se (x, y) ∈ TU e ‖(x̃, 0)− (x, y)‖ < β, então

Gε(x, y) ≤ µ‖y‖ < µ
δ

µ
= δ,

o que prova que Gε é contínua em (x̃, 0) como queríamos.

Portanto, Gε : TU −→ R é uma aplicação contínua.

(2) Segue do fato da aplicação φε(x, ·) ser de classe C∞.

(3) Devemos provar que a aplicação (Gε)yi(x, y) é contínua em U ×Rn \ {0}. Para isso
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usaremos a expressão deGε dada em (2.22), e verificaremos que (Gε)r(x, r, θ
2, . . . , θn)

e (Gε)θj(x, r, θ
2, . . . , θn) são contínuas em U × (0,∞) ×Wθ. Sabemos do item (1)

que a aplicação φε(x, θ2, . . . , θn) é contínua, logo

(Gε)r(x, r, θ
2, . . . , θn) =

rU
φε(x, θ2, . . . , θn)

é contínua em U × (0,∞)×Wθ.

Resta verificar que (Gε)θj(x, r, θ
2, . . . , θn) é contínua. Temos que

(Gε)θj(x, r, θ
2, . . . , θn) = − rrU

(φε(x, θ2, . . . , θn))2

∂φε(x, θ
2, . . . , θn)

∂θj
.

O Teorema da Função Implícita garante que

∂φε(x, θ
2, . . . , θn)

∂θj
= −

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂θj

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

,

para todo (x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ. Como as aplicações ∂F̃ε(x,r,θ2,...,θn)
∂r

, ∂F̃ε(x,r,θ
2,...,θn)

∂θj

e φε(x, θ2, . . . , θn) são contínuas, obtemos o desejado.

(4) Segue da fórmula de Gε dada em (2.22) e do fato que as derivadas das expressões

∂φε(x, θ
2, . . . , θn)

∂θi
= −

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂θi

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

são escritas em funções das aplicações ∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

, ∂F̃ε(x,φε(x,θ
2,...,θn),θ2,...,θn)
∂θi

e φε(x, θ2, . . . , θn) e suas derivadas.

(5) Segue o mesmo raciocínio dos itens (3) e (4).

(6) Consideremos (x, y) ∈ TU \0. Suponhamos inicialmente que y ∈ Sε(x, rU). Sabemos
que as aplicações F̃ε(x, ·) e Gε(x, ·) possuem as mesmas hipersuperfícies de níveis no
nível rU , Gε(x, ·) é convexa e que Hessy F̃ε(x, y) é positiva definida pelo Lema 2.7.
Segue da Proposição 2.6 que

(Gε)yiyj (x, y)ξiξj > 0, ∀ξ ∈ ker(d(Gε(x, ·))y) \ {0}.

O caso geral segue do fato da aplicação Gε(x, ·) ser absolutamente homogênea.

(7) Consideremos δ > 0. Utilizaremos o sistema de coordenadas definido em (2.20) para
provar o desejado. Seja R > 0 uma constante tal que ‖y‖ ≤ R, ∀y ∈ V. Suponhamos
inicialmente que V ⊂ [0,∞)×Wθ. Como Sθ é compacto, então [1/2, (2rU)/ρU ]×Wθ
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é compacto (diminuindo a vizinhança Sθ se necessário). Pela Proposição 2.8, existe
β0 > 0 tal que se ε ∈ (0, β0), então

|F̃ε(x, r, θ2, . . . , θn)− F (x, r, θ2, . . . , θn)| < δ

2R
,

para todo (x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U×[1/2, (2rU)/ρU ]×Wθ. Dado (x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U×V,
usando a desigualdade acima e o fato de φε(x, θ2, . . . , θn) ∈ (1/2, (2rU)/ρU), obtemos
que

|Gε(x, r, θ
2, . . . , θn)− F (x, r, θ2, . . . , θn)|

=

∣∣∣∣Gε

(
x, r

φε(x, θ
2, . . . , θn)

φε(x, θ2, . . . , θn)
, θ2, . . . , θn

)
− F

(
x, r

φε(x, θ
2, . . . , θn)

φε(x, θ2, . . . , θn)
, θ2, . . . , θn

)∣∣∣∣
= r

|Gε (x, φε(x, θ
2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)− F (x, φε(x, θ

2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)|
φε(x, θ2, . . . , θn)

= r

∣∣∣F̃ε (x, φε(x, θ
2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)− F (x, φε(x, θ

2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)
∣∣∣

φε(x, θ2, . . . , θn)

<
r

φε(x, θ2, . . . , θn)

δ

2R

< δ,

para todo ε ∈ (0, β0). Logo, Gε −→ F uniformemente sobre U × V.

Agora seja V um subconjunto compacto qualquer. Como Sn−1 é compacto, existe
uma cobertura aberta {Sθ1 , . . . , Sθk} de Sn−1 e abertos Wθ1 , . . . ,Wθk de Rn−1 tais
que

(θ2
i , . . . , θ

n
i ) : Sθi −→ Wθi

é um sistema de coordenadas que completa a coordenada radial, para i = 1, . . . , k.

Para cada i ∈ {1, . . . , k}, a Proposição 2.8 garante que existe βi > 0 tal que se
ε ∈ (0, βi), então

|F̃ε(x, r, θ2
i , . . . , θ

n
i )− F (x, r, θ2

i , . . . , θ
n
i )| < δ

2R
,

para todo (x, r, θ2
i , . . . , θ

n
i ) ∈ U×[1/2, (2rU)/ρU ]×Wθi . Tomando β = min{β1, . . . , βk}

e fazendo contas como acima segue que

|Gε(x, y)− F (x, y)| < δ,

para todo (x, y) ∈ U×V e para todo ε ∈ (0, β), o que completa a prova do resultado.
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2.4 A Suavização Fε : TM −→ [0,∞)

Sabemos que a aplicação Gε : TU −→ R é contínua para cada ε ∈ (0, ρU/(16nrU)).

Podemos então construir sua suavização horizontal e utilizando uma partição da unidade
em M definir a aplicação Fε : TM −→ R.

Sejam {(Uλ, Xλ)}λ∈Λ uma estrutura diferenciável em M, localmente finita, tal que
Uλ é definido como em (2.12) e {ϕλ}λ∈Λ uma partição diferenciável da unidade su-
bordinada à cobertura {Uλ}λ∈Λ. Para cada λ ∈ Λ, denotemos Vλ = int(supp(ϕλ)) e
νλ = distRn(∂Vλ, ∂Uλ).

Fixemos λ ∈ Λ. Sejam rUλ e ρUλ constantes definidas como em (2.14) e (2.15), res-
pectivamente. Seja δλ = min{ρUλ/(16nrUλ), νλ}. Para cada ε ∈ (0, δλ) consideramos a
aplicação

Gε,λ : TUλ −→ R

definida como em (2.19).
A Proposição 2.9 assegura que a aplicação acima é contínua. Assim podemos definir

a aplicação

F̌ε,λ(x, y) =

∫
ηε(x− z)Gε,λ(z, y)dz,∀(x, y) ∈ TVλ,

que é construída a partir da suavização mollifier da aplicação Gε,λ(·, y).

Como a aplicação ψλ : (0, 1) −→ (0, δλ) definida por ψλ(ε) = εδλ é uma homotetia,
podemos sem perda de generalidade supor que ε ∈ (0, 1) e

F̌ε,λ(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(x− z)Gψλ(ε),λ(z, y)dz,∀(x, y) ∈ TVλ. (2.24)

Assim, para cada ε ∈ (0, 1), podemos definir a aplicação Fε : TM −→ [0,∞) dada por

Fε(x, y) =
∑
λ∈Λ

ϕλ(x)F̌ε,λ(x, y). (2.25)

Vamos verificar que a aplicação definida em (2.25) é uma estrutura de Finsler em M

e que converge pontualmente para a aplicação F : TM −→ [0,∞).

Lema 2.10. A aplicação definida em (2.24) satisfaz as seguintes propriedades:

(1) F̌ε,λ é de classe C∞ em TVλ \ 0;

(2) F̌ε,λ(x, ·) é absolutamente homogênea, para todo x ∈ Vλ;

(3) Hessy
1
2
F̌ 2
ε,λ(x, y) é positiva definida para todo (x, y) ∈ TVλ \ 0;
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(4) F̌ε,λ −→ F pontualmente.

Demonstração. (1) Segue do item (5) da Proposição 2.9 e do fato da aplicação ηδ ser
de classe C∞ para todo δ > 0.

(2) Segue do fato da aplicação Gψλ(ε),λ(x, ·) ser uma norma.

(3) Consideremos (x, y) ∈ TVλ \ 0. Como

F̌ε,λ(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(x− z)Gψλ(ε),λ(z, y)dz,

segue da Observação 1.6 que

(F̌ε,λ)yi(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(x− z)

(
Gψλ(ε),λ

)
yi

(z, y)dz

e
(F̌ε,λ)yiyj(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(x− z)

(
Gψλ(ε),λ

)
yiyj

(z, y)dz.

Assim, dado ξ 6= 0 temos que

1

2
(F̌ 2

ε,λ)yiyj(x, y)ξiξj = F̌ε,λ(x, y)(F̌ε,λ)yiyj(x, y)ξiξj + (F̌ε,λ)yi(x, y)ξi(F̌ε,λ)yj(x, y)ξj

= F̌ε,λ(x, y)

∫
ηψλ(ε)(x− z)

(
Gψλ(ε),λ

)
yiyj

(z, y)ξiξjdz

+

(∫
ηψλ(ε)(x− z)

(
Gψλ(ε),λ

)
yi

(z, y)ξidz

)2

.

Vamos analisar dois casos para concluir que Hessy
1
2
F̌ 2
ε,λ(x, y) é positiva definida.

1o) ξ ∈ span{y} : Então, existe µ 6= 0, tal que ξ = µy. Pelo Corolário 1.16, temos
que (∫

ηψλ(ε)(x− z)
(
Gψλ(ε),λ

)
yi

(z, y)ξidz

)2

=

(∫
ηψλ(ε)(x− z)

(
Gψλ(ε),λ

)
yi

(z, y)µyidz

)2

= µ2

(∫
ηψλ(ε)(x− z)

(
Gψλ(ε),λ

)
yi

(z, y)yidz

)2

= µ2

(∫
ηψλ(ε)(x− z)Gψλ(ε),λ(z, y)dz

)2

> 0.

Como Gψλ(ε),λ(z, ·) é uma norma, para todo z ∈ Uλ, segue do Teorema 1.9 que
(Gψλ(ε),λ(z, y))yiyj(z, y)ξiξj ≥ 0, ∀z ∈ Uλ, então 1

2
(F̌ 2

ε,λ)yiyj(x, y)ξiξj > 0.
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2o) ξ /∈ span{y} : Então, existem µ ∈ R e w ∈ ker(d(Gψλ(ε),λ(x, ·))y) \ {0} tais que
ξ = µy + w. Pelo item (ii) do Corolário 1.16, temos que∫

ηψλ(ε)(x− z)
(
Gψλ(ε),λ

)
yiyj

(z, y)ξiξjdz =

∫
ηψλ(ε)(x− z)

(
Gψλ(ε),λ

)
yiyj

(z, y)wiwjdz.

O item (6) da Proposição 2.9 garante que
(
Gψλ(ε),λ

)
yiyj

(x, y)wiwj é positivo.
Então, pelo item (4) da mesma Proposição, existe uma vizinhança de x tal que(
Gψλ(ε),λ

)
yiyj

(z, y)wiwj > 0, para todo z nessa vizinhança. Como Gψλ(ε),λ(z, ·)
é convexa, para todo z ∈ Uλ, o Teorema 1.9 assegura que para todo z ∈ Uλ,(
Gψλ(ε),λ

)
yiyj

(z, y)ξiξj ≥ 0. Assim,∫
ηψλ(ε)(x− z)

(
Gψλ(ε),λ

)
yiyj

(z, y)wiwjdz > 0.

Logo, 1
2
(F̌ 2

ε,λ)yiyj(x, y)ξiξj > 0.

Portanto, Hessy
1
2
F̌ 2
ε,λ(x, y) é positiva definida para todo (x, y) ∈ TVλ \ 0.

(4) Consideremos (x, y) ∈ TVλ. Se y = 0, então Gψλ(ε),λ(x, y) = 0,∀ε e F (x, y) = 0.

Logo F̌ε,λ(x, y) −→ F (x, y) pontualmente. Suponhamos agora que y 6= 0. Dado
δ > 0, devemos encontrar β > 0 tal que se ε ∈ (0, β), então

|F̌ε,λ(x, y)− F (x, y)| < δ.

Seja ˜̃Fε(x, y) =
∫
ηψλ(ε)(x − z)F (z, y)dz. Pelo item (ii) do Teorema 1.5, temos que

˜̃Fε(x, y) −→ F (x, y) pontualmente. Assim, existe β1 > 0 tal que se ε ∈ (0, β1), então

| ˜̃Fε(x, y)− F (x, y)| < δ

2
. (2.26)

Agora, pelo item (7) da Proposição 2.9 existe β2 > 0 tal que se ε ∈ (0, β2), então

|Gψλ(ε),λ(z, y)− F (z, y)| < δ

2
, ∀z ∈ Vλ. (2.27)

Tomemos β = min{β1, β2}. Dado ε ∈ (0, β), usando (2.26) e (2.27), obtemos que

|F̌ε,λ(x, y)− F (x, y)|

= |F̌ε,λ(x, y)− ˜̃Fε(x, y) + ˜̃Fε(x, y)− F (x, y)|

≤ |F̌ε,λ(x, y)− ˜̃Fε(x, y)|+ | ˜̃Fε(x, y)− F (x, y)|

=

∣∣∣∣∫ ηψλ(ε)(x− z)[Gψλ(ε),λ(z, y)− F (z, y)]dz

∣∣∣∣+ | ˜̃Fε(x, y)− F (x, y)|
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≤
∫
ηψλ(ε)(x− z)|Gψλ(ε),λ(z, y)− F (z, y)|dz + | ˜̃Fε(x, y)− F (x, y)|

<
δ

2

∫
ηψλ(ε)(x− z)dz +

δ

2
= δ.

Portanto, F̌ε,λ(x, y) −→ F (x, y) pontualmente.

Teorema 2.11. A aplicação Fε : TM −→ [0,∞) definida em (2.25) satisfaz as seguintes
propriedades, para todo ε ∈ (0, 1) :

(1) Fε é de classe C∞ em TM \ 0;

(2) Fε(x, ·) é absolutamente homogênea, para todo x ∈M ;

(3) Hessy
1
2
F 2
ε (x, y) é positiva definida para todo (x, y) ∈ TM \ 0;

(4) Fε −→ F pontualmente.

Demonstração.

(1) Basta notar que as aplicações ϕλ : M −→ R e F̌ε,λ : TVλ \ 0 −→ R são de classe C∞

para todo λ ∈ Λ e para todo ε ∈ (0, 1).

(2) Segue do item (2) do Lema 2.10.

(3) Consideremos (x, y) ∈ TM \ 0 e seja (x̃1, . . . , x̃n) : Ũ ⊂ M −→ Rn um sistema de
coordenadas em torno de x. Existe uma quantidade finita de índices λ ∈ Λ tais que
ϕλ(x) 6= 0, digamos {λ1, . . . , λk}. Assim, dado ξ 6= 0, temos que

1

2
(F 2

ε )ỹiỹj(x, y)ξiξj =
k∑
l=1

ϕλl(x)
1

2
(F̌ 2

ε,λl
)ỹiỹj(x, y)ξiξj.

Pelo item (3) do Lema 2.10 e pelo item (1) da Observação 1.11, temos que

(F̌ 2
ε,λl

)ỹiỹj(x, y)ξiξj > 0,∀l ∈ {1, . . . , k}.

Logo,
1

2
(F 2

ε )ỹiỹj(x, y)ξiξj > 0,

já que ϕλ1(x), . . . , ϕλk(x) ∈ (0, 1].

Portanto, Hessy
1
2
F 2
ε (x, y) é positiva definida para todo (x, y) ∈ TM \ 0.

(4) Tomemos (x, y) ∈ TM. Seja (x̃1, . . . , x̃n) : Ũ ⊂M −→ Rn um sistema de coordenadas
em torno de x. Suponhamos que F e Fε, para todo ε ∈ (0, 1), estão sendo consideradas
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no sistema de coordenadas

(x̃1, . . . , x̃n, ỹ1, . . . , ỹn) : T Ũ ⊂M −→ Ũ × Rn.

Então

|Fε(x, y)− F (x, y)| =

∣∣∣∣∣∑
λ∈Λ

ϕλ(x)F̌ε,λ(x, y)−
∑
λ∈Λ

ϕλ(x)F (x, y)

∣∣∣∣∣
≤

∑
λ∈Λ

ϕλ(x)
∣∣F̌ε,λ(x, y)− F (x, y)

∣∣ .
Usando o Lema 2.10 segue o desejado.

Este Teorema garante que Fε é uma estrutura de Finsler, para todo ε ∈ (0, 1) e que
Fε −→ F pontualmente.

2.5 Suavização em Estruturas de Finsler Absolutamente

Homogêneas

Nesta seção suporemos que a aplicação F : TM −→ [0,∞) da seção anterior é uma
estrutura de Finsler absolutamente homogênea, consideraremos a sua suavização Fε cons-
truída em (2.25) e verificaremos que objetos, como conexão de Chern e curvatura flag, de
Fε convergem pontualmente para os objetos correspondentes de F.

Agora que nossa aplicação F é diferenciável, podemos explorar mais propriedades da
aplicação F̃ε. O próximo resultado complementa o Lema 2.7 quando F é diferenciável.

Lema 2.12. F̃ε : TU −→ R tem as seguintes propriedades para todo ε ∈
(

0, ρU
16nrU

)
:

(1) F̃ε é de classe C∞ em TU \ 0;

(2) (F̃ε)
−1(rU) é uma hipersuperfície de TU, onde rU é definido em (2.14);

(3) Seja α = (α1, . . . , αn, αn+1, . . . , α2n) um multi-índice. Então

DαF̃ε −→ DαF

uniformemente sobre subconjuntos de TU \ 0 da forma W = U × V, com V sendo
um subconjunto compacto de Rn.

Demonstração. (1) Dado (x, y) ∈ TU \ 0, temos que

F̃ε(x, y) =

∫
ζε(y − z)F (x, z)dz.

59



Como as aplicações ζε : Rn −→ R e F : TU \ 0 −→ R são de classe C∞, segue que
F̃ε é de classe C∞.

(2) Segue do Lema 2.7.

(3) Dado (x, y) ∈ TU \ 0, temos que

DαF̃ε(x, y) =

∫
ζε(z)DαF (x, y − z)dz

=

∫
ζε(z)

∂|α|F (x, y − z)

∂(x1)α1 · · · ∂(xn)αn∂(y1)αn+1 · · · ∂(yn)α2n
dz

e

DαF (x, y) =
∂|α|F (x, y)

∂(x1)α1 · · · ∂(xn)αn∂(y1)αn+1 · · · ∂(yn)α2n
.

Como F é de classe C∞ em TU \ 0, então DαF (x, y) é contínua em TU \ 0. Usando
isto e fazendo cálculos com um raciocínio semelhante ao da Proposição 2.8, segue o
desejado.

Utilizaremos o sistema de coordenadas definido em (2.20) para explorar mais propri-
edades da aplicação Gε. Como na Seção 2.3, aplicaremos o Teorema da Função Implícita
à aplicação F̃ε. Vale observar que sendo F̃ε diferenciável, a aplicação φε que obteremos
também será diferenciável.

Dado (x0, y0) ∈ TU, com y0 ∈ Sε(x0, rU), podemos supor que y0 ∈ (0,∞) ×Wθ, pois
se necessário aplicamos uma mudança de coordenadas conveniente. Sejam (r0, θ

2
0, . . . , θ

n
0 )

as coordenadas de y0 no sistema de coordenadas definido em (2.20). Pelo Lema 2.12,
sabemos que ∂F̃ε

∂r
(x0, y0) > 0 e pelo Teorema da Função Implícita, existe uma aplicação

diferenciável

φε : U ×Wθ −→
(

1

2
,
2rU
ρU

)
(2.28)

satisfazendo as seguintes condições:

(i) ∂F̃ε
∂r

(x, r, θ2, . . . , θn) > 0, ∀(x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U × (1/2, (2rU)/ρU)×Wθ;

(ii) F̃ε(x, φε(x, θ2, . . . , θn), θ2, . . . , θn) = rU , ∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ;

(iii) ∂φε(x,θ2,...,θn)
∂xi

= −
∂F̃ε(x,φε(x,θ

2,...,θn),θ2,...,θn)

∂xi

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

, ∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ;

(iv) ∂φε(x,θ2,...,θn)
∂θi

= −
∂F̃ε(x,φε(x,θ

2,...,θn),θ2,...,θn)

∂θi

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

, ∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ.
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Então, dado (x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U × (0,∞)×Wθ, temos que

Gε(x, r, θ
2, . . . , θn) =

rrU
φε(x, θ2, . . . , θn)

. (2.29)

Aplicando o mesmo processo para a aplicação F, obtemos pelo Teorema da Função
Implícita uma aplicação diferenciável

φ : U ×Wθ −→
(

1

2
,
2rU
ρU

)
com as seguintes propriedades:

(i) ∂F
∂r

(x, r, θ2, . . . , θn) > 0, ∀(x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U × (1/2, (2rU)/ρU)×Wθ;

(ii) F (x, φ(x, θ2, . . . , θn), θ2, . . . , θn) = rU , ∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ;

(iii) ∂φ(x,θ2,...,θn)
∂xi

= −
∂F (x,φ(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)

∂xi

∂F (x,φ(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

, ∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ;

(iv) ∂φ(x,θ2,...,θn)
∂θi

= −
∂F (x,φ(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)

∂θi

∂F (x,φ(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

, ∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ.

Daí, dado (x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U × (0,∞)×Wθ, temos que

F (x, r, θ2, . . . , θn) =
rrU

φ(x, θ2, . . . , θn)
. (2.30)

Lema 2.13. A aplicação φε definida em (2.28) tem as seguintes propriedades:

(1) 1
φε
−→ 1

φ
uniformemente sobre U ×Wθ;

(2) φε −→ φ uniformemente sobre U ×Wθ;

(3) ∂φε
∂θi
−→ ∂φ

∂θi
uniformemente sobre U ×Wθ;

(4) ∂φε
∂xi
−→ ∂φ

∂xi
uniformemente sobre U ×Wθ;

(5) Seja α = (α1, . . . , αn, αn+2, . . . , α2n) um multi-índice. Então

Dαφε =
∂|α|φε

∂(x1)α1 · · · ∂(xn)αn∂(θ2)αn+2 · · · ∂(θn)α2n

converge uniformemente para

Dαφ =
∂|α|φ

∂(x1)α1 · · · ∂(xn)αn∂(θ2)αn+2 · · · ∂(θn)α2n

sobre U ×Wθ.
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Demonstração. (1) Fixemos r0 > 0. Sabemos pelo item (7) da Proposição 2.9 que
Gε −→ F uniformemente sobre U×{r0}×Wθ (diminuindo Sθ se necessário). Usando
as expressões em (2.29) e (2.30) segue o desejado.

(2) Como 1
φε(x,θ2,...,θn)

∈ (ρU/(2rU), 2) para todo (x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ, usando o item
(1) segue que φε −→ φ uniformemente sobre U ×Wθ.

(3) Dado (x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ, temos que

∂φε(x, θ
2, . . . , θn)

∂θi
= −

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂θi

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

e
∂φ(x, θ2, . . . , θn)

∂θi
= −

∂F (x,φ(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂θi

∂F (x,φ(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

.

Combinando o item (3) do Lema 2.12 com o item (2) segue que

∂F̃ε(x, φε(x, θ
2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)

∂θi
−→ ∂F (x, φ(x, θ2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)

∂θi

e

∂F̃ε(x, φε(x, θ
2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)

∂r
−→ ∂F (x, φ(x, θ2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)

∂r

uniformemente sobre U ×Wθ.

Como ∂F (x,φ(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

> 0,∀(x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ e U ×Wθ é compacto,
existem constantes positivas δ e a tais que se ε ∈ (0, δ), então

∂F̃ε(x, φε(x, θ
2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)

∂r
> a,

para todo (x, θ2, . . . , θn) ∈ U ×Wθ. Logo,

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂θi

∂F̃ε(x,φε(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

−→
∂F (x,φ(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)

∂θi

∂F (x,φ(x,θ2,...,θn),θ2,...,θn)
∂r

uniformemente sobre U ×Wθ, o que prova o desejado.

(4) Segue o mesmo raciocínio do item anterior trocando θi por xi.

(5) Observemos que

Dαφε =
∂|α|φε

∂(x1)α1 · · · ∂(xn)αn∂(θ2)αn+2 · · · ∂(θn)α2n

62



é formado pela soma e produto das aplicações

φε(x, θ
2, . . . , θn),

∂F̃ε(x, φε(x, θ
2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)

∂θi
,

∂F̃ε(x, φε(x, θ
2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)

∂xi
,

∂F̃ε(x, φε(x, θ
2, . . . , θn), θ2, . . . , θn)

∂r
,

e suas derivadas: no caso de φε, por suas derivadas de ordem inferior. Usando o
mesmo raciocínio do item (3) prova-se que

Dαφε −→ Dαφ

uniformemente sobre U ×Wθ.

Teorema 2.14. Considere R > 0 fixo. A aplicação Gε definida em (2.29) tem as seguintes
propriedades:

(1) (Gε)r −→ Fr uniformemente sobre U × (0, R)×Wθ;

(2) (Gε)θi −→ Fθi uniformemente sobre U × (0, R)×Wθ;

(3) (Gε)xi −→ Fxi uniformemente sobre U × (0, R)×Wθ;

(4) Seja α = (α1, . . . , αn, αn+1, . . . , α2n) um multi-índice. Então

DαGε −→ DαF

uniformemente sobre U × (0, R)×Wθ.

Demonstração. (1) Dado (x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U × (0, R)×Wθ, temos

(Gε)r(x, r, θ
2, . . . , θn) =

rU
φε(x, θ2, . . . , θn)

e

Fr(x, r, θ
2, . . . , θn) =

rU
φ(x, θ2, . . . , θn)

.

Segue do item (1) do Lema 2.13 o desejado.

(2) Dado (x, r, θ2, . . . , θn) ∈ U × (0, R)×Wθ, temos que

(Gε)θi(x, r, θ
2, . . . , θn) = − rrU

[φε(x, θ2, . . . , θn)]2
∂φε(x, θ

2, . . . , θn)

∂θi
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e

Fθi(x, r, θ
2, . . . , θn) = − rrU

[φ(x, θ2, . . . , θn)]2
∂φ(x, θ2, . . . , θn)

∂θi
.

Combinando os itens (1) e (3) do Lema 2.13 juntamente com o fato de r ∈ (0, R),

obtemos que

(Gε)θi(x, r, θ
2, . . . , θn) −→ Fθi(x, r, θ

2, . . . , θn)

uniformemente sobre U × (0, R)×Wθ.

(3) Segue o mesmo raciocínio do item anterior trocando θi por xi.

(4) Segue o mesmo raciocínio do item (2), usando os itens (1), (2) e (5) do Lema 2.13
juntamente com o fato de r ∈ (0, R).

Corolário 2.15. A aplicação Gε : TU −→ R tem as seguintes propriedades:

(1) Gε é de classe C∞ em TU \ 0;

(2) Seja α = (α1, . . . , αn, αn+1, . . . , α2n) um multi-índice. Então

DαGε =
∂|α|Gε

∂(x1)α1 · · · ∂(xn)αn∂(y1)αn+1 · · · ∂(yn)α2n

converge uniformemente para

DαF =
∂|α|F

∂(x1)α1 · · · ∂(xn)αn∂(y1)αn+1 · · · ∂(yn)α2n

sobre subconjuntos de TU \ 0 da forma U × V, sendo V um subconjunto compacto
de Rn.

Proposição 2.16. Sejam α = (α1, . . . , α2n) um multi-índice e F̌ε,λ : TVλ −→ [0,∞) a
aplicação definida em (2.24). Então,

DαF̌ε,λ −→ DαF

pontualmente sobre TVλ \ 0.

Demonstração. Consideremos (x, y) ∈ TVλ \ 0. Como

F̌ε,λ(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(z)Gψλ(ε),λ(x− z, y)dz,
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então
DαF̌ε,λ(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(z)DαGψλ(ε),λ(x− z, y)dz.

Se utilizarmos a aplicação

˜̃Fε(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(z)DαF (x− z, y)dz

juntamente com o Corolário 2.15 e a ideia da demonstração do item (4) do Lema 2.10,
segue a convergência desejada.

Observação 2.17. O resultado anterior garante que DαF̌ε,λ −→ DαF pontualmente sobre
TVλ \ 0, no sistema de coordenadas (Xλ, Yλ) = (x1

λ, . . . , x
n
λ, y

1
λ, . . . , y

n
λ) : TVλ −→ Vλ×Rn.

Consideremos um ponto (x, y) ∈ TVλ \ 0 e seja X̃ = (x̃1, . . . , x̃n) : Ũ ⊂M −→ Rn um
outro sistema de coordenadas em torno de x. Como(

F̌ε,λ ◦ (X̃−1, Ỹ −1)
)

(x, y) =
(
F̌ε,λ ◦ (X−1

λ , Y −1
λ ) ◦ (Xλ, Yλ) ◦ (X̃−1, Ỹ −1)

)
(x, y)

e (
F ◦ (X̃−1, Ỹ −1)

)
(x, y) =

(
F ◦ (X−1

λ , Y −1
λ ) ◦ (Xλ, Yλ) ◦ (X̃−1, Ỹ −1)

)
(x, y),

podemos utilizar a regra da cadeia para concluir que

DαF̌ε,λ(x, y) −→ DαF (x, y)

quando ε −→ 0 no sistema de coordenadas

(x̃1, . . . , x̃n, ỹ1, . . . , ỹn) : T Ũ −→ Ũ × Rn.

Isto mostra que a convergência acima independe do sistema de coordenadas.

Vamos recorrer agora à regra geral de Leibniz para derivadas para provarmos que
DαFε −→ DαF pontualmente sobre TM\0. Se f e g são aplicações diferenciáveis definidas
em um subconjunto aberto de Rn a valores reais e α = (α1, . . . , αn) é um multi-índice,
então

Dα(fg) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβfDα−βg, (2.31)

onde
(
α
β

)
:= α!

β!(α−β)!
, α! = α1! · · ·αn! e β ≤ α significa que βi ≤ αi, para todo i = 1, . . . , n.

A igualdade em (2.31) é conhecida como regra geral de Leibniz, ela é útil para estudarmos
derivadas parciais de ordem superior, pois simplifica a notação.
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Teorema 2.18. Seja Fε : TM −→ [0,∞) a aplicação definida em (2.25). Então,

DαFε −→ DαF

pontualmente sobre TM \ 0, onde α = (α1, . . . , α2n) é um multi-índice.

Demonstração. Consideremos (x, y) ∈ TM \ 0. Seja (x̃1, . . . , x̃n) : Ũ ⊂ M −→ Rn um
sistema de coordenadas em torno de x. Suponhamos que F e Fε, para todo ε ∈ (0, 1),

estão sendo consideradas no sistema de coordenadas

(x̃1, . . . , x̃n, ỹ1, . . . , ỹn) : T Ũ −→ Ũ × Rn.

Pela regra geral de Leibniz, temos que

DαFε(x, y) = Dα

(∑
λ∈Λ

ϕλ(x)F̌ε,λ(x, y)

)
=

∑
λ∈Λ

Dα
(
ϕλ(x)F̌ε,λ(x, y)

)
=

∑
λ∈Λ

∑
β≤α

Dβϕλ(x)Dα−βF̌ε,λ(x, y).

Usando a Proposição 2.16 e a Observação 2.17, segue que∑
λ∈Λ

∑
β≤α

Dβϕλ(x)Dα−βF̌ε,λ(x, y) −→
∑
λ∈Λ

∑
β≤α

Dβϕλ(x)Dα−βF (x, y),

quando ε tende a 0.
Notemos que se 0 6= β = (β1, . . . , β2n) ≤ α, então

∑
λ∈ΛD

βϕλ(x) = 0, pois ϕλ(x) não
depende de y e ∑

λ∈Λ

∂ϕλ(x)

∂xi
=

∂

∂xi

(∑
λ∈Λ

ϕλ(x)

)
=

∂

∂xi
(1) = 0,

para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Obtemos disto que

∑
λ∈Λ

∑
β≤α

Dβϕλ(x)Dα−βF (x, y) =
∑
β≤α

(
Dα−βF (x, y)

∑
λ∈Λ

Dβϕλ(x)

)
= DαF (x, y).

Portanto, DαFε −→ DαF pontualmente sobre TM \ 0.

Verificaremos agora que a conexão de Chern e as curvaturas flag das estruturas de Fins-
ler Fε convergem pontualmente para os objetos correspondentes da estrutura de Finsler
F. O primeiro objeto que verificaremos a convergência será a conexão de Chern. Para
isso precisaremos trabalhar com a seção distinguida, com os tensores fundamental e de
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Cartan, com os símbolos formais de Christoffel de segunda espécie e com a conexão não
linear.

Seja `ε a seção distinguida associada à estrutura de Finsler Fε. Pela Definição 1.18,
temos que

`ε = (`ε)(x,y) =
yi

Fε(x, y)

∂

∂xi

∣∣∣
x

=
yi

Fε

∂

∂xi
= (`ε)

i ∂

∂xi
,∀(x, y) ∈ TM \ 0.

Pelo item (4) do Teorema 2.11, segue que

`ε −→ `

pontualmente.
Sejam

(gε)ij = (gε)ij(x,y) =

(
1

2
F 2
ε (x, y)

)
yiyj

=

(
1

2
F 2
ε

)
yiyj

, ∀(x, y) ∈ TM \ 0,

e
(Aε)ijk = (Aε)ijk(x,y) = Fε(x, y) (Cε)ijk(x,y) = Fε (Cε)ijk ,∀(x, y) ∈ TM \ 0,

onde (Cε)ijk = 1
2

∂(gε)ij
∂yk

.

O tensor fundamental associado à estrutura de Finsler Fε é a correspondência

(x, y) ∈ TM \ 0 7→ (gε)(x,y) = (gε)ij(x,y) dx
i ⊗ dxj ∈ π∗T ∗M ⊗ π∗T ∗M

e o tensor de Cartan associado à estrutura de Finsler Fε é a correspondência

(x, y) ∈ TM \ 0 7→ (Aε)(x,y) = (Aε)ijk(x,y) dx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ∈ ⊗3π∗T ∗M.

Dado (x, y) ∈ TM \ 0, o Teorema 2.18 assegura que

(gε)(x,y) −→ g(x,y) (2.32)

e

(Aε)(x,y) −→ A(x,y) (2.33)

pontualmente.
Usando o conceito de cofatores podemos escrever os coeficientes gij e (gε)

ij na forma

gij =
polinômio(g11, . . . , g1n, . . . , gn1, . . . , gnn)

polinômio(g11, . . . , g1n, . . . , gn1, . . . , gnn)
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e

(gε)
ij =

polinômio((gε)11 , . . . , (gε)1n , . . . , (gε)n1 , . . . , (gε)nn)

polinômio((gε)11 , . . . , (gε)1n , . . . , (gε)n1 , . . . , (gε)nn)
.

Então, pelo Teorema 2.18, segue que

(gε)
ij −→ gij (2.34)

pontualmente. Essa convergência será importante para verificarmos que os símbolos for-
mais de Christoffel de segunda espécie da estrutura Fε convergem para os símbolos formais
de Christoffel de segunda espécie da estrutura F.

Denotaremos os símbolos formais de Christoffel de segunda espécie da estrutura Fε
por

(γε)
i
jk = (gε)

is 1

2

(
∂ (gε)sj
∂xk

−
∂ (gε)jk
∂xs

+
∂ (gε)ks
∂xj

)
e a conexão não linear por

(Nε)
i
j = (γε)

i
jk y

k − (Cε)
i
jk (γε)

k
rs y

rys,

onde (Cε)
i
jk = (gε)

is (Cε)sjk . Resulta do Teorema 2.18 e de (2.34) que

(γε)
i
jk −→ γijk (2.35)

e

(Nε)
i
j −→ N i

j, (2.36)

pontualmente sobre TM \ 0.

Como Fε −→ F pontualmente, segue que

(Nε)
i
j

Fε
= (γε)

i
jk (`ε)

k − (Aε)
i
jk (γε)

k
rs (`ε)

r (`ε)
s −→

N i
j

F
= γijk`

k − Ai jkγkrs`r`s (2.37)

pontualmente, onde (Aε)
i
jk = Fε (Cε)

i
jk .

Denotaremos a conexão de Chern da estrutura de Finsler Fε por ∇ε e as 1-formas de
conexão por (ωε)

i
j . Então

(ωε)
i
j = (Γε)

i
jk dx

k,
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onde

(Γε)
l
jk = (γε)

l
jk − (gε)

li

(
(Aε)ijs

(Nε)
s
k

Fε
− (Aε)jks

(Nε)
s
i

Fε
+ (Aε)kis

(Nε)
s
j

Fε

)
.

Usando as expressões em (2.33), (2.34), (2.35) e (2.37), obtemos que

(Γε)
l
jk −→ Γl jk

pontualmente sobre TM \ 0 e decorre disso que

(ωε)
i
j −→ ω i

j (2.38)

pontualmente.

Teorema 2.19. Sejam (M,F ) e (M,Fε) variedades de Finsler, sendo F uma estrutura de
Finsler absolutamente homogênea e Fε as aplicações definidas em (2.25), com ε ∈ (0, 1).

Suponha que E = Ei ∂
∂xi

é uma seção arbitrária de π∗TM. Dado (x, y) ∈ TM \ 0, temos
que

(∇ε)E −→ ∇E

pontualmente sobre T(x,y)(TM).

Demonstração. Consideremos (x, y) ∈ TM \ 0 e v ∈ T(x,y) (TM) . Então,

∇vE = ∇v

(
Ei ∂

∂xi

)
= (dEi)(x,y)(v)

∂

∂xi
+ Ei(x, y)∇v

∂

∂xi

= (dEi)(x,y)(v)
∂

∂xi
+ Ei(x, y)ω j

i (v)
∂

∂xj

=
(
(dEi)(x,y)(v) + Ej(x, y)ω i

j (v)
) ∂

∂xi

e

(∇ε)v E =
(

(dEi)(x,y)(v) + Ej(x, y) (ωε)
i
j (v)

) ∂

∂xi
.

Segue de (2.38) que (∇ε)v E −→ ∇vE quando ε −→ 0. Portanto,

(∇ε)E −→ ∇E

pontualmente.
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Agora estudaremos a curvatura flag. Denotaremos a curvatura flag da estrutura de
Finsler Fε por Kε. Dado (x, y) ∈ TM \ 0, temos que

Kε(y, V ) =
V i(yj(Rε)jikly

l)V k

gε(y, y)gε(V, V )− [gε(y, V )]2
,

onde V ∈ TxM é um vetor transversal a y, (Rε)jikl = (gε)im(Rε)
m
j kl e (Rε)

m
j kl é a hh-tensor

de curvatura da conexão de Chern ∇ε.

Nosso objetivo agora é provar que Kε(y, V ) −→ K(y, V ) pontualmente. Para isto
resta verificar que (Rε)

m
j kl −→ R m

j kl pontualmente. Como

(Rε)
i
j kl =

δ(Γε)
i
jl

δxk
−
δ(Γε)

i
jk

δxl
+ (Γε)

i
hk(Γε)

h
jl − (Γε)

i
hl(Γε)

h
jk, (2.39)

e já estudamos a convergência do objeto (Γε)
i
jk, resta provarmos que

δ(Γε)i jk
δxl

−→ δΓi jk
δxl

pontualmente.
Temos que

δ(Γε)
i
jk

δxl
=
∂(Γε)

i
jk

∂xl
− (Nε)

s
l

∂(Γε)
i
jk

∂ys
.

Como (Nε)
s
l −→ N s

l pontualmente por (2.36), basta verificarmos que

∂(Γε)
i
jk

∂xl
−→

∂Γi jk
∂xl

e
∂(Γε)

i
jk

∂ys
−→

∂Γi jk
∂ys

pontualmente. Mas essas convergências seguem diretamente do Teorema 2.18 e podemos
então enunciar o seguinte resultado.

Teorema 2.20. Sejam (M,F ) e (M,Fε) variedades de Finsler, sendo F uma estrutura de
Finsler absolutamente homogênea e Fε as aplicações definidas em (2.25), com ε ∈ (0, 1).

Dado (x, y) ∈ TM \ 0, temos que

Kε(y, V ) −→ K(y, V )

quando ε −→ 0, para todo vetor V ∈ TxM transversal a y.

Demonstração. Segue das identidades em (2.32) e (2.39).
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Capítulo 3

Um Espaço com Curvatura Flag não
Positiva

Neste capítulo exibiremos um exemplo que é inspirado no espaço hiperbólico

Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn;xn > 0} ⊂ Rn,

que munido da métrica riemanniana

aij(x
1, . . . , xn) =

δij
(xn)2

tem curvatura seccional constante igual a −1.

Para o nosso exemplo necessitaremos da seguinte definição.

Definição 3.1. Seja (M,F ) uma variedade de Finsler de classe C 0. Dizemos que F tem
curvatura flag não positiva, se existe uma família a um parâmetro de estruturas de Finsler
Fε satisfazendo:

1. Fε −→ F pontualmente;

2. Existe ε0 > 0 tal que para todo ε ∈ (0, ε0) a curvatura flag de cada estrutura de
Finsler Fε é não positiva.

Além disso, para o exemplo consideraremos o espaço R2
+ = {(x1, x2) ∈ R2;x2 > 0} ⊂

R2 munido da estrutura de Finsler de classe C 0

F : TR2
+ −→ [0,∞)

(x, y) 7−→ F (x, y) = ||y||
H(x)

=

√
(y1)2+(y2)2

H(x)
,
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onde

H : R2
+ −→ [0,∞)

x 7−→ H(x) =

x2, se x2 ∈ (0, 1]

1, se x2 ≥ 1,

e verificaremos que F tem curvatura flag não positiva. Para isso, vamos construir uma
suavização para F. Como F (x, ·) : R2\{0} −→ R é uma aplicação suave, para cada x ∈ R2

+,

então não precisamos construir sua suavização vertical, sendo suficiente construirmos sua
suavização horizontal. Na próxima seção, faremos isso de modo mais geral.

3.1 Suavização de Estruturas de Finsler de Classe C 0

Verticalmente Suaves

Seja (M,F ) uma variedade de Finsler de classe C 0. Suponhamos que para cada sistema
de coordenadas (x1, . . . , xn) : U ⊂ M −→ Rn a aplicação F : TU \ 0 −→ [0,∞) possui
as derivadas parciais de todas as ordens em relação às coordenadas y1, . . . , yn contínuas,
e que Hessy F

2(x, y) é positiva definida, para todo (x, y) ∈ TM \ 0. Repetiremos alguns
cálculos do capítulo anterior a fim de construir as estruturas de Finsler Fε obtidas por
suavização horizontal e provar que elas convergem pontualmente para F.

Seja X = (x1, . . . , xn) : U0 ⊂ M −→ Rn um sistema de coordenadas definido em M.

Escolha um subconjunto aberto U de M tal que

U ⊂ U0. (3.1)

Consideremos U com o sistema de coordenadas (x1, . . . , xn).

Sejam {(Uλ, Xλ)}λ∈Λ uma estrutura diferenciável localmente finita em M tal que Uλ
é definido como em (3.1) para todo λ ∈ Λ e {ϕλ}λ∈Λ uma partição diferenciável da
unidade subordinada à cobertura {Uλ}λ∈Λ, com δλ = distRn(∂Uλ, ∂Vλ) > 0, onde Vλ =

int(supp(ϕλ)), para todo λ ∈ Λ.

Fixemos λ ∈ Λ. Para cada ε ∈ (0, δλ) definimos a aplicação F̂ε,λ : TVλ −→ R dada por

F̂ε,λ(x, y) =

∫
ηε(x− z)F (z, y)dz,∀(x, y) ∈ TVλ.

Usando a homotetia ψλ : (0, 1) −→ (0, δλ) definida por ψλ(ε) = εδλ, podemos sem perda
de generalidade supor que ε ∈ (0, 1) e

F̂ε,λ(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(x− z)F (z, y)dz, ∀(x, y) ∈ TVλ. (3.2)
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Assim, podemos considerar para cada ε ∈ (0, 1) a aplicação Fε : TM −→ R definida
por

Fε(x, y) =
∑
λ∈Λ

ϕλ(x)F̂ε,λ(x, y),∀(x, y) ∈ TM. (3.3)

Vamos verificar que a aplicação Fε é uma estrutura de Finsler para cada ε ∈ (0, 1) e
que Fε −→ F pontualmente sobre TM. Esperamos que as notações F̂ε,λ e Fε não causem
confusão com as notações do capítulo anterior.

Lema 3.2. A aplicação F̂ε,λ : TVλ −→ R definida em (3.2) satisfaz as seguintes proprie-
dades para todo ε ∈ (0, 1) :

(1) F̂ε,λ é de classe C∞ em TVλ \ 0;

(2) F̂ε,λ(x, ·) é absolutamente homogênea, para todo x ∈ Vλ;

(3) Hessy
1
2
F̂ 2
ε,λ(x, y) é positiva definida, para todo (x, y) ∈ TVλ \ 0;

(4) F̂ε,λ −→ F pontualmente sobre TVλ.

Demonstração. (1) Segue dos fatos da aplicação ηε : Rn −→ R ser de classe C∞, e
da aplicação F : TVλ \ 0 −→ R admitir as derivadas parciais de todas as ordens
contínuas em relação às coordenadas y1, . . . , yn.

(2) Segue da aplicação F ser absolutamente homogênea.

(3) A demonstração é semelhante à do item (3) do Lema 2.10.

(4) Segue do item (ii) do Teorema 1.5, já que a aplicação F̂ε,λ(·, y) é a suavização
mollifier da aplicação F (·, y) para cada y ∈ Rn.

Teorema 3.3. A aplicação Fε : TM −→ R definida em (3.3) satisfaz as seguintes pro-
priedades para todo ε ∈ (0, 1) :

(1) Fε é de classe C∞ em TM \ 0;

(2) Fε(x, ·) é absolutamente homogênea, para todo x ∈M ;

(3) Hessy
1
2
F 2
ε (x, y) é positiva definida, para todo (x, y) ∈ TM \ 0;

(4) Fε −→ F pontualmente sobre TM.

Demonstração. Segue diretamente do lema anterior.
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O teorema anterior garante que para cada ε ∈ (0, 1) a aplicação Fε : TM −→ R é uma
estrutura de Finsler e que Fε −→ F pontualmente sobre TM.

Suporemos agora que a aplicação F : TM −→ R é uma estrutura de Finsler absoluta-
mente homogênea. Consideraremos sua suavização definida em (3.3) e verificaremos que
os objetos como conexão de Chern e curvatura flag das estruturas de Finsler Fε convergem
pontualmente para os objetos correspondentes de F.

Lema 3.4. Seja F̂ε,λ : TVλ −→ R a aplicação definida em (3.2). Para cada multi-índice
α = (α1, . . . , α2n),

DαF̂ε,λ −→ DαF

pontualmente sobre TVλ \ 0.

Demonstração. Consideremos (x, y) ∈ TVλ \ 0. Temos que

F̂ε,λ(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(z)F (x− z, y)dz,

logo

DαF̂ε,λ(x, y) =

∫
ηψλ(ε)(z)DαF (x− z, y)dz,

que é a suavização mollifier da aplicação DαF (·, y). Pelo Teorema 1.5, segue que

DαF̂ε,λ −→ DαF

pontualmente sobre TVλ \ 0.

Teorema 3.5. Seja Fε : TM −→ R a aplicação definida em (3.3). Para cada multi-índice
α = (α1, . . . , α2n),

DαFε −→ DαF

pontualmente sobre TM \ 0.

Demonstração. Segue do lema anterior.

Esse teorema nos permite reproduzir todas as convergências da Seção 2.5, quando Fε
é definida como em (3.3). Portanto, a conexão de Chern e a curvatura flag das estruturas
de Finsler Fε convergem pontualmente para os objetos correspondentes da estrutura de
Finsler F.

3.2 Exemplo

Nesta seção exporemos o exemplo introduzido no início do capítulo.
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Exemplo 3.6. Consideremos as aplicações contínuas

H : R2
+ −→ [0,∞)

x 7−→ H(x) =

x2, se x2 ∈ (0, 1]

1, se x2 ≥ 1

e

F : TR2
+ −→ [0,∞)

(x, y) 7−→ F (x, y) = ||y||
H(x)

=

√
(y1)2+(y2)2

H(x)
.

O Exemplo 1.7 pode ajudar na compreensão da suavização que construiremos.
Seja {(Ui, I|Ui)}i∈N uma estrutura diferenciável para R2

+, onde U1 = R ×
(

1
3
,∞
)
,

Ui = R×
(

1
i+2
, 1
i

)
∀i ≥ 2 e I : R2

+ −→ R2 é definida por I(x) = x.

Temos que F (x, ·) : R2 \ {0} −→ R é de classe C∞. Além disso,([
1

2
F 2(x, y)

]
yiyj

)
=

1

H2(x)

[
1 0

0 1

]
, ∀(x, y) ∈ TR2

+ \ 0,

então Hessy F
2(x, y) é positiva definida, para todo (x, y) ∈ TR2

+ \ 0. Assim, podemos usar
a suavização de F definida em (3.3).

Vamos verificar que existe uma partição diferenciável da unidade {ϕi}i∈N subordinada
à cobertura {Ui}i∈N que depende só da coordenada x2 e com distRn(∂Ui, ∂Vi) > 0, onde
Vi = int(supp(ϕi)), para todo i ∈ N.

Consideremos a variedade diferenciável R+ = {x2 ∈ R;x2 > 0} munido da estrutura
diferenciável {(Ũi, Ĩ|Ũi)}i∈N, onde Ũ1 =

(
1
3
,∞
)
, Ũi =

(
1
i+2
, 1
i

)
∀i ≥ 2 e Ĩ : R+ −→ R é

definida por Ĩ(x2) = x2. Seja {ϕ̃i}i∈N uma partição diferenciável da unidade subordinada à
cobertura {Ũi}i∈N. Denotemos Ṽi = int(supp(ϕ̃i)). Notemos que δi := distRn(∂Ũi, ∂Ṽi) > 0

para todo i ∈ N.
Para cada i ∈ N, consideramos a aplicação ϕi : R2

+ −→ R definida por ϕi(x1, x2) =

ϕ̃i(x
2). Então:

• supp(ϕi) = R× supp(ϕ̃i) ⊂ R× Ũi = Ui;

• {Ui}i∈N é localmente finita;

•
∑

i∈N ϕi(x
1, x2) =

∑
i∈N ϕ̃i(x

2) = 1,∀x = (x1, x2) ∈ R2
+.

Portanto, {ϕi}i∈N é uma partição diferenciável da unidade subordinada à cobertura {Ui}i∈N.
Além disso, se denotarmos Vi = int(supp(ϕi)), então distRn(∂Ui, ∂Vi) = δi > 0, para todo
i ∈ N.
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Para cada ε ∈ (0, 1) consideramos a aplicação Fε : TR2
+ −→ R construída em (3.3),

dada por

Fε(x, y) =
∑
i∈N

ϕi(x)F̂ε,i(x, y) = ||y||
∑
i∈N

ϕi(x)

∫
ηψi(ε)(x− z)

1

H(z)
dz,∀(x, y) ∈ TR2

+.

Como comentamos no início do capítulo, nosso objetivo é provar que F tem curvatura
flag não positiva. Para isso, precisamos garantir que

−

[
∂2

∂(x2)2

(∑
i∈N

ϕi(x)

∫
ηψi(ε)(x− z)

1

H(z)
dz

)](∑
i∈N

ϕi(x)

∫
ηψi(ε)(x− z)

1

H(z)
dz

)

+

(
∂

∂x2

(∑
i∈N

ϕi(x)

∫
ηψi(ε)(x− z)

1

H(z)
dz

))2

(3.4)

seja menor ou igual a zero, para todo x ∈ R2
+. Redefiniremos as aplicações ψi a fim de

assegurar esta condição para todo ε ∈ (0, 1). Ficará claro a importância desta desigualdade
quando calcularmos a curvatura flag de cada estrutura de Finsler.

Analisaremos alguns casos. Estamos sempre supondo que ψi(ε) < δi, para todo i ∈ N.
A tabela a seguir pode auxiliar no entendimento dos casos que serão analisados. Na
primeira parte da tabela estamos indicando que U1 = R× (1/3,∞), U2 = R× (1/4, 1/2)

e assim por diante. A segunda parte da tabela indica que V1 = (1/3 + δ1,∞), que
V2 ⊂ (1/4 + δ2, 1/2− δ2), e etc. Observemos que por exemplo [1/3, 1/2] intercepta apenas
V1 e V2. Ressaltamos que o valor δ0 será definido mais adiante.

0 · · · 1
6

1
5

1
4

1
3

1
2

1 . . .
U1 U1 U1 · · ·

U2 U2

U3 U3

U4 U4

· · · ...

0 · · · 1
6

1
5

1
4

1
3

1
2

1
2

+ δ0 1 . . .

δ1

∣∣∣ V1 V1 V1 · · ·

δ2

∣∣∣ V2 V2

∣∣∣δ2

δ3

∣∣∣ V3 V3

∣∣∣δ3

δ4

∣∣∣ V4 V4

∣∣∣δ4

· · · ...

Tabela 3.1: Vizinhanças U ′is e V ′i s.
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Caso 1: Considere x0 = (x1
0, x

2
0) ∈ R2

+, com x2
0 ∈ [1/2,∞). Temos que R× (1/2− δ2,∞) é

uma vizinhança de x0 que intercepta V1 e não intercepta nenhum dos outros V ′i s (veja a
Tabela 3.1). Assim, a expressão em (3.4) se torna

−
[

∂2

∂(x2)2

(∫
ηψ1(ε)(x− z)

1

H(z)
dz

)](∫
ηψ1(ε)(x− z)

1

H(z)
dz

)
+

(
∂

∂x2

(∫
ηψ1(ε)(x− z)

1

H(z)
dz

))2

(3.5)

para todo x ∈ R× (1/2− δ2,∞), já que ϕ1(x) = 1,∀x ∈ R× (1/2− δ2,∞).

Caso 1 a): Suponha que x2
0−ψ1(ε) ≥ 1. Neste caso, temos queH(z) = 1,∀z ∈ B(x0, ψ1(ε)).

Logo, (3.5) avaliada em x0 é igual a

−
[

∂2

∂(x2)2

(∫
ηψ1(ε)(x0 − z)dz

)](∫
ηψ1(ε)(x0 − z)dz

)
+

(
∂

∂x2

(∫
ηψ1(ε)(x0 − z)dz

))2

= 0.

Caso 1 b): Suponha que 1 ∈ (x2
0 − ψ1(ε), x2

0 + ψ1(ε)). Então, H(z) = z2, ∀z ∈ R × (x2
0 −

ψ1(ε), 1] e H(z) = 1,∀z ∈ R × [1, x2
0 + ψ1(ε)). Utilizaremos integração por partes para

verificar que a expressão em (3.5) avaliada em x0 é menor que zero sempre que ψ1(ε) < δ1.

Temos que ∫
∂ηψ1(ε)(x0 − z)

∂x2

1

H(z)
dz

=

∫
R

(∫ x20+ψ1(ε)

x20−ψ1(ε)

∂ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂x2

1

H(z)
dz2

)
dz1

= −
∫
R

(∫ x20+ψ1(ε)

x20−ψ1(ε)

∂ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂z2

1

H(z)
dz2

)
dz1

= −
∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

∂ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂z2

1

z2
dz2

)
dz1

−
∫
R

(∫ x20+ψ1(ε)

1

∂ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂z2
dz2

)
dz1

= −
∫
R

(
ηψ1(ε)(x

1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

z2

∣∣∣1
x20−ψ1(ε)

)
dz1

−
∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

(z2)2
dz2

)
dz1

−
∫
R

(
ηψ1(ε)(x

1
0 − z1, x2

0 − z2)|x
2
0+ψ1(ε)

1

)
dz1
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= −
∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

(z2)2
dz2

)
dz1

≥ −
∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

(z2)3
dz2

)
dz1

onde na última igualdade usamos que

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, ψ1(ε)) = ηψ1(ε)(x

1
0 − z1,−ψ1(ε)) = 0, ∀z1 ∈ R.

Ainda,

−
∫
∂2ηψ1(ε)(x0 − z)

∂(x2)2

1

H(z)
dz

= −
∫
R

(∫ x20+ψ1(ε)

x20−ψ1(ε)

∂2ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂(x2)2

1

H(z)
dz2

)
dz1

= −
∫
R

(∫ x20+ψ1(ε)

x20−ψ1(ε)

∂2ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂(z2)2

1

H(z)
dz2

)
dz1

= −
∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

∂2ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂(z2)2

1

z2
dz2

)
dz1

−
∫
R

(∫ x20+ψ1(ε)

1

∂2ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂(z2)2
dz2

)
dz1

= −
∫
R

(
∂ηψ1(ε)(x

1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂z2

1

z2

∣∣∣1
x20−ψ1(ε)

)
dz1

−
∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

∂ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂z2

1

(z2)2
dz2

)
dz1

−
∫
R

(
∂ηψ1(ε)(x

1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂z2

∣∣∣x20+ψ1(ε)

1

)
dz1

= −
∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

∂ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

∂z2

1

(z2)2
dz2

)
dz1

= −
∫
R

(
ηψ1(ε)(x

1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

(z2)2

∣∣∣1
x20−ψ1(ε)

)
dz1

−
∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)
2

(z2)3
dz2

)
dz1

= −2

∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

(z2)3
dz2

)
dz1

−
∫
R
ηψ1(ε)(x

1
0 − z1, x2

0 − 1)dz1

< −2

∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

(z2)3
dz2

)
dz1.
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Observe que utilizamos integração por partes três vezes nesta conta.
Defina as constantes

A1 =

∫
ηψ1(ε)(x0 − z)

1

H(z)
dz

A2 =

∫
∂ηψ1(ε)(x0 − z)

∂x2

1

H(z)
dz = −

∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

(z2)2
dz2

)
dz1

A3 = −
∫
∂2ηψ1(ε)(x0 − z)

∂(x2)2

1

H(z)
dz

A4 = −
∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

(z2)3
dz2

)
dz1.

Assim, a expressão em (3.5) avaliada em x0 é igual a

A1A3 + (A2)2

e pelos cálculos anteriores é menor do que

2A1A4 + A2A4 = A4(2A1 + A2).

Como A4 < 0, devemos verificar que (2A1 + A2) > 0. De fato,

2A1 + A2

= 2

∫
ηψ1(ε)(x0 − z)

1

H(z)
dz −

∫
R

(∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)
1

(z2)2
dz2

)
dz1

=

∫
R

[∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

(
2

z2
− 1

(z2)2

)
dz2

]
dz1

+ 2

∫
R

(∫ x20+ψ1(ε)

1

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)dz2

)
dz1

≥
∫
R

[∫ 1

x20−ψ1(ε)

ηψ1(ε)(x
1
0 − z1, x2

0 − z2)

(
2

z2
− 1

(z2)2

)
dz2

]
dz1

> 0,

porque z2 ∈ (x2
0 − ψ1(ε), 1) é maior que 1/2.

Então, a expressão em (3.5) avaliada em x0 é negativa, sempre que ψ1(ε) < δ1.

Caso 1 c): Suponha que x2
0 + ψ1(ε) ≤ 1. Como ψ1(ε) < δ1, então x2

0 ∈ [1/2, 1 − δ1]. Dado
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x ∈ R2
+ com x2 ∈ [1/2, 1− δ1], temos que a expressão em (3.5) avaliada em x é igual a

−
[(∫

ηψ1(ε)(z)
2

(x2 − z2)3
dz

)](∫
ηψ1(ε)(z)

1

(x2 − z2)
dz

)
+

(∫
ηψ1(ε)(z)

1

(x2 − z2)2
dz

)2

.

Sendo [1/2, 1− δ1] compacto, o item (iii) do Teorema 1.5 garante que a expressão acima
converge uniformemente para

− 2

(x2)3
· 1

x2
+

(
1

(x2)2

)2

= − 1

(x2)4
< −1,

sobre R × [1/2, 1 − δ1]. Como a convergência é uniforme, existe uma constante positiva
µ1 < δ1 tal que

−
[(∫

ηψ1(ε)(z)
2

(x2 − z2)3
dz

)](∫
ηψ1(ε)(z)

1

(x2 − z2)
dz

)
+

(∫
ηψ1(ε)(z)

1

(x2 − z2)2
dz

)2

< −1

2
,

para todo x ∈ R2
+ com x2 ∈ [1/2, 1 − δ1], sempre que ψ1(ε) ∈ (0, µ1). Logo, a expressão

(3.5) avaliada em x0 é menor que zero, sempre que ψ1(ε) ∈ (0, µ1).

Caso 2:) Fixe n ≥ 2. Provaremos que existe µn > 0 tal que, para todo x ∈ R2
+ com

x2 ∈
[

1
n+1

, 1
n

]
e para todo ε tal que ψn−1(ε), ψn(ε) ∈ (0, µn) a expressão em (3.4) é menor

que zero. Defina δ0 = 1/4. Então,[
1

n+ 1
,

1

n

]
⊂
(

1

n+ 1
− δn+1,

1

n
+ δn−2

)
,

e este aberto intercepta Vn−1 e Vn e não intercepta nenhum dos outros V ′i s (veja a Tabela
3.1). Assim, a expressão em (3.4) torna-se

−
[

∂2

∂(x2)2

(
ϕn−1(x)

∫
ηψn−1(ε)(z)

1

x2 − z2
dz + ϕn(x)

∫
ηψn(ε)(z)

1

x2 − z2
dz

)]
·
(
ϕn−1(x)

∫
ηψn−1(ε)(z)

1

x2 − z2
dz + ϕn(x)

∫
ηψn(ε)(z)

1

x2 − z2
dz

)
+

[
∂

∂x2

(
ϕn−1(x)

∫
ηψn−1(ε)(z)

1

x2 − z2
dz + ϕn(x)

∫
ηψn(ε)(z)

1

x2 − z2
dz

)]2

, (3.6)

para todo x ∈ R×
(

1
n+1
− δn+1,

1
n

+ δn−2

)
.

80



Defina

Cε,i(x) =

∫
ηψn−1(ε)(z)

1

(x2 − z2)i
dz −

∫
ηψn(ε)(z)

1

(x2 − z2)i
dz

e

Dε,i(x) =

∫
ηψn(ε)(z)

1

(x2 − z2)i
dz,

para i = 1, 2, 3. Usando que ϕn(x) = 1− ϕn−1(x), a expressão em (3.6) torna-se

−
[

∂2

∂(x2)2
(ϕn−1(x)Cε,1(x) +Dε,1(x))

]
(ϕn−1(x)Cε,1(x) +Dε,1(x))

+

(
∂

∂x2
(ϕn−1(x)Cε,1(x) +Dε,1(x))

)2

que é igual a

− ϕn−1(x)
∂2ϕn−1(x)

∂(x2)2
C2
ε,1(x)− 2ϕn−1(x)Cε,1(x)Dε,3(x)− 2ϕn−1(x)Cε,3(x)Dε,1(x)

+ 2ϕn−1(x)Cε,2(x)Dε,2(x) + ϕ2
n−1(x)C2

ε,2(x)− 2ϕ2
n−1(x)Cε,1(x)Cε,3(x)

+

(
∂ϕn−1(x)

∂x2

)2

C2
ε,1(x) + 2

∂ϕn−1(x)

∂x2
Cε,2(x)Dε,1(x)− 2

∂ϕn−1(x)

∂x2
Cε,1(x)Dε,2(x)

− ∂2ϕn−1(x)

∂(x2)2
Cε,1(x)Dε,1(x)

− 2Dε,1(x)Dε,3(x) +D2
ε,2(x),

para todo x ∈ R×
(

1
n+1
− δn+1,

1
n

+ δn−2

)
.

Para cada i ∈ {1, 2, 3}, o item (iii) do Teorema 1.5 garante que∫
ηψn−1(ε)(z)

1

(x2 − z2)i
dz −→ 1

(x2)i

e ∫
ηψn(ε)(z)

1

(x2 − z2)i
dz −→ 1

(x2)i

uniformemente sobre R× [1/(n+ 1), 1/n]. Combinando isso com o fato das aplicações

ϕn−1(x),
∂ϕn−1(x)

∂x2
e
∂2ϕn−1(x)

∂(x2)2

serem limitadas em R × [1/(n + 1), 1/n] e as propriedades de convergência uniforme,
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garantimos a existência de uma constante positiva µn < min{δn−1, δn} tal que

− ϕn−1(x)
∂2ϕn−1(x)

∂(x2)2
C2
ε,1(x)− 2ϕn−1(x)Cε,1(x)Dε,3(x)− 2ϕn−1(x)Cε,3(x)Dε,1(x)

+ 2ϕn−1(x)Cε,2(x)Dε,2(x) + ϕ2
n−1(x)C2

ε,2(x)− 2ϕ2
n−1(x)Cε,1(x)Cε,3(x)

+

(
∂ϕn−1(x)

∂x2

)2

C2
ε,1(x) + 2

∂ϕn−1(x)

∂x2
Cε,2(x)Dε,1(x)− 2

∂ϕn−1(x)

∂x2
Cε,1(x)Dε,2(x)

− ∂2ϕn−1(x)

∂(x2)2
Cε,1(x)Dε,1(x)

<
1

4

e

−2Dε,1(x)Dε,3(x) +D2
ε,2(x) < − 1

(x2)4
+

1

4
,

para todo x ∈ R× [1/(n+ 1), 1/n] e para todo ε tal que ψn−1(ε), ψn(ε) ∈ (0, µn).

Assim, a expressão em (3.6) é menor ou igual a

− 1

(x2)4
+

1

4
+

1

4
< −1 +

1

2
= −1

2
< 0,

para todo x ∈ R× [1/(n+ 1), 1/n] e para todo ε tal que ψn−1(ε), ψn(ε) ∈ (0, µn).

Portanto, redefinimos as aplicações ψi,∀i ∈ N, da seguinte forma:

ψi : (0, 1) −→ (0,min{µi, µi+1})
ε 7−→ ψi(ε) = εmin{µi, µi+1}.

Consequentemente, fica provado que para todo ε ∈ (0, 1) e para todo x ∈ R2
+ a

expressão em (3.4) é menor ou igual a zero (usando as aplicações ψi definidas acima).
Verificaremos agora que a curvatura flag de cada estrutura de Finsler Fε é não positiva,

para cada ε ∈ (0, 1).

Fixe ε ∈ (0, 1) e seja Θε(x) = 1∑
i∈N ϕi(x)

∫
ηψi(ε)(x−z)

1
H(z)

dz
, ∀x ∈ R2

+. Então,

(gε)ij =
δij
Θ2
ε

e

(gε)
ij = δijΘ

2
ε.

Observe que (gε)ij não depende de y, isto implica que os coeficientes (Aε)ijk do tensor de
Cartan são nulos, logo o tensor de Cartan é nulo e os coeficientes da conexão de Chern

82



coincidem com os símbolos formais de Christoffel, isto é,

(γε)
i
jk = (Γε)

i
jk.

Em outras palavras, a métrica é Riemanniana.
Vamos determinar os símbolos formais de Christoffel. Seja ϑε = log Θε, então

∂(gε)ij
∂xk

=
∂

∂xk

(
δij
Θ2
ε

)
= −δij

2Θε(Θε)xk

Θ4
ε

= −2δij
(Θε)xk

Θ3
ε

= −2δij
(ϑε)xk

Θ2
ε

.

Por definição os símbolos de Christoffel são

(Γε)
i
jk = (gε)

is1

2

(
∂(gε)sj
∂xk

− ∂(gε)jk
∂xs

+
∂(gε)ks
∂xj

)
.

Então,

(Γε)
i
jk = (gε)

ii1

2

(
∂(gε)ij
∂xk

− ∂(gε)jk
∂xi

+
∂(gε)ki
∂xj

)
= Θ2

ε

1

2

(
−2δij

(ϑε)xk

Θ2
ε

+ 2δjk
(ϑε)xi

Θ2
ε

− 2δki
(ϑε)xj

Θ2
ε

)
= −δij(ϑε)xk + δjk(ϑε)xi − δki(ϑε)xj .

Logo,
(Γε)

i
ij = −(ϑε)xj , (Γε)

i
jj = (ϑε)xi , (Γε)

i
ii = −(ϑε)xi .

Agora determinaremos os coeficientes (Rε)
i
j kl da curvatura flag. Por definição

(Rε)
i
j kl =

δ(Γε)
i
jl

δxk
−
δ(Γε)

i
jk

δxl
+ (Γε)

i
hk(Γε)

h
jl − (Γε)

i
hl(Γε)

h
jk,

onde δ
δxk

= ∂
∂xk
− (Nε)

i
k
∂
∂yi
. Como (Γε)

i
jl não depende de y, (Rε)

i
j kl torna-se

(Rε)
i
j kl =

∂(Γε)
i
jl

∂xk
−
∂(Γε)

i
jk

∂xl
+ (Γε)

i
hk(Γε)

h
jl − (Γε)

i
hl(Γε)

h
jk.

Se pelo menos três índices são iguais, segue que (Rε)
i
j kl = 0. Vamos calcular (Rε)

i
j ij.

Temos que

(Rε)
i
j ij =

∂(Γε)
i
jj

∂xi
−
∂(Γε)

i
ji

∂xj
+ (Γε)

i
hi(Γε)

h
jj − (Γε)

i
hj(Γε)

h
ji

= (ϑε)xixi + (ϑε)xjxj +
(
−(ϑε)

2
xi + (ϑε)

2
xj

)
−
(
(ϑε)

2
xj − (ϑε)

2
xi

)
= (ϑε)xixi + (ϑε)xjxj

= (ϑε)x1x1 + (ϑε)x2x2 .
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Como

∂

∂x1

(∑
i∈N

ϕi(x)

∫
ηψi(ε)(x− z)

1

H(z)
dz

)

=
∑
i∈N

ϕi(x)

∫
R

1

H(z)

(∫ x1+ψi(ε)

x1−ψi(ε)

∂ηψi(ε)(x
1 − z1, x2 − z2)

∂x1
dz1

)
dz2

= 0,

então (ϑε)x1x1 = 0. Assim, a expressão de (Rε)
i
j ij é simplificada para

(Rε)
i
j ij = (ϑε)x2x2 .

Dados x ∈ R2
+ e vetores transversais y, V ∈ TxR2

+, temos que

Kε(y, V ) =
V i(yj(Rε)jikly

l)V k

(gε)(y, y)(gε)(V, V )− [(gε)(y, V )]2
.

Assim, para verificarmos que a curvatura flag é não positiva, basta estudarmos

V i(yj(Rε)jikly
l)V k.

Notemos que (Rε)
1

2 12 = −(Rε)
1

2 21 = −(Rε)
2

1 12 = (Rε)
2

1 21 e os demais termos são todos
nulos. Assim,

V i(yj(Rε)jikly
l)V k

= V i(yj(gε)im(Rε)
m
j kly

l)V k

= V i(yj(gε)i1(Rε)
1
j kly

l)V k + V i(yj(gε)i2(Rε)
2
j kly

l)V k

= V 1(yj(gε)11(Rε)
1
j kly

l)V k + V 2(yj(gε)22(Rε)
2
j kly

l)V k

= (gε)11

(
V 1(yj(Rε)

1
j kly

l)V k + V 2(yj(Rε)
2
j kly

l)V k
)

= (gε)11

(
V 1(y2(Rε)

1
2 12y

2)V 1 + V 1(y2(Rε)
1

2 21y
1)V 2

)
+ (gε)11

(
V 2(y1(Rε)

2
1 12y

2)V 1 + V 2(y1(Rε)
2

1 21y
1)V 2

)
= (gε)11

(
V 1(y2(Rε)

1
2 12y

2)V 1 − V 1(y2(Rε)
1

2 12y
1)V 2

)
− (gε)11

(
V 2(y1(Rε)

1
2 12y

2)V 1 + V 2(y1(Rε)
1

2 12y
1)V 2

)
= (gε)11(Rε)

1
2 12

(
(V 1)2(y2)2 − 2V 1V 2y1y2 + (V 2)2(y1)2

)
= (gε)11

(
V 1y2 − V 2y1

)2
(Rε)

1
2 12.

Sendo (gε)11 > 0, o trabalho de verificar que a curvatura flag é não positiva se reduz a
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estudar (Rε)
1

2 12. Como (ϑε)x2x2(x
1, x2) é igual a

− ∂2

∂(x2)2

(∑
i∈N ϕi(x)

∫
ηψi(ε)(x− z) 1

H(z)
dz
)(∑

i∈N ϕi(x)
∫
ηψi(ε)(x− z) 1

H(z)
dz
)

(∫
ηε(x− z) 1

H(z)
dz
)2

+

(
∂
∂x2

(∫
ηε(x− z) 1

H(z)
dz
))2

(∫
ηε(x− z) 1

H(z)
dz
)2

segue de (3.4) que (Rε)
1

2 12 ≤ 0. Isto prova que a curvatura flag de cada estrutura de
Finsler Fε é menor ou igual a zero, para todo ε ∈ (0, 1). Portanto, a curvatura flag de F
é não positiva.
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Conclusões

Neste trabalho definimos uma suavização para uma estrutura de Finsler de classe
C 0 qualquer. Mostramos que esta suavização é boa no seguinte sentido: se F for uma
estrutura de Finsler absolutamente homogênea, então os objetos como a conexão de Chern
e a curvatura flag das estruturas de Finsler Fε convergem pontualmente para os respectivos
objetos de F. Isto é importante, uma vez que estamos querendo utilizar a suavização de
uma estrutura de Finsler de classe C 0 para definir objetos na variedade de Finsler de
classe C 0.

No exemplo do capítulo 3, trabalhamos com uma estrutura de Finsler de classe C 0

que é diferenciável na sua parte vertical. Isto se mostrou interessante para a criação de
um primeiro exemplo, bem como para a construção de sua suavização e a condição que
queríamos garantir sobre a curvatura flag de cada estrutura de Finsler Fε. É claro que este
trabalho se encontra em fase inicial, e um caminho natural é explorarmos propriedades
deste exemplo e tentarmos generalizar estas propriedades para um espaço de curvatura
flag não positiva de dimensão n. Vejamos outros tópicos que gostaríamos de abordar
futuramente:

• Estudar novos exemplos onde podemos aplicar as técnicas exibidas neste trabalho.

• Construir ferramentas que nos ajudarão a trabalhar com a suavização no caso geral.

Acreditamos que este trabalho possa contribuir no desenvolvimento da teoria das estru-
turas de Finsler de classe C 0. Esperamos que ele sirva de inspiração para novas pesquisas.
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Notações

Capítulo 1

α = (α1, . . . , αn) Multi-índice.
Dαf(x) ∂|α|f(x)

∂(x1)α1 ···∂(xn)αn
.

ε Constante real positiva.
B[0, ε] Bola fechada com centro em 0 e raio ε com respeito a

norma euclidiana.
Uε {x ∈ U ; dist(x, ∂U) > ε}.
η(x) Mollifier padrão.
(ηε ∗ f)(x) Convolução de ηε e f.
ηε(x) 1

εn
η
(
x
ε

)
.

π∗TM Pull-back do fibrado tangente.
π∗T ∗M Pull-back do fibrado cotangente.
gij

(
1
2
F 2
)
yiyj

.

l Seção distinguida.
Aijk Coeficientes do tensor de Cartan.
γi jk Símbolos formais de Christoffel.
N i

j Conexão não linear.
δ
δxj

∂
∂xj
−N i

j
∂
∂yi
.

δyi dyi +N i
jdx

j.

∇ Conexão de Chern.
ω i
j Coeficientes da conexão de Chern.

Γi jk
gis

2

(
δgsj
δxk
− δgjk

δxs
+ δgks

δxj

)
.

Ω i
j 2-formas da curvatura de Chern.

R,P,Q Respectivamente os hh, hv, vv−tensores de curvatura da
conexão de Chern.

K Curvatura flag.
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Capítulo 2

B‖·‖(y,R) Bola aberta com centro em y e raio R com respeito a
norma ‖ · ‖.

B‖·‖[y,R] Bola fechada com centro em y e raio R com respeito a
norma ‖ · ‖.

S‖·‖[y,R] Esfera com centro em y e raio R com respeito a norma
‖ · ‖.

BF (y,R) Bola aberta com centro em y e raio R com respeito a
norma F : Rn −→ R.

BF [y,R] Bola fechada com centro em y e raio R com respeito a
norma F : Rn −→ R.

SF [y,R] Esfera com centro em y e raio R com respeito a norma
F : Rn −→ R.

Hy Hiperplano suporte.
r max

y∈S‖·‖[0,1]
F (y).

ρ min
y∈S‖·‖[0,1]

F (y).

B‖·‖(x, v, R) Bola aberta com centro em v e raio R em TxU com res-
peito a norma ‖ · ‖.

B‖·‖[x, v, R] Bola fechada com centro em v e raio R em TxU com
respeito a norma ‖ · ‖.

S‖·‖[x, v, R] Esfera com centro em v e raio R em TxU com respeito a
norma ‖ · ‖.

BF (x, v, R) Bola aberta com centro em v e raio R em TxU com res-
peito a F.

BF [x, v, R] Bola fechada com centro em v e raio R em TxU com
respeito a F.

SF [x, v, R] Esfera com centro em v e raio R em TxU com respeito a
F.

rU max
(x,y)∈U×S‖·‖[x,0,1]

F (x, y).

ρU min
(x,y)∈U×S‖·‖[x,0,1]

F (x, y).

F̂ε(x, y)
∫
ηε(z)F (x, y − z)dz.

ζ(y) (1− ε)ηε(y) + εη 2rU
ρU

(y).

F̃ε(x, y)
∫
ζε(z)F (x, y − z)dz.

Hessy F̃ε(x, y) Hessiana de F̃ε(x, y) com x fixo.
A {(x, y) ∈ TU ;x ∈ U, ‖y‖ ∈ [1/2, 2rU/ρU ]}.
A 1

2
{(x, y) ∈ A; ‖y‖ = 1/2}.
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A 2rU
ρU

{(x, y) ∈ A; ‖y‖ = 2rU/ρU}.

Sε(x, rU) F̃ε
−1

(rU) ∩ TxU.
Gε : TU −→ R Aplicação que restrita a cada espaço tangente é uma

norma cuja esfera de raio rU é Sε(x, rU).

ψλ(ε) εδλ.

F̌ε,λ(x, y)
∫
ηψλ(ε)(x− z)Gψλ(ε),λ(z, y)dz

{ϕλ} Partição da unidade.
Fε(x, y)

∑
ϕλ(x)F̌ε,λ(x, y).

Capítulo 3

F̂ε,λ(x, y)
∫
ηψλ(ε)(x− z)F (z, y)dz.

Fε(x, y)
∑
ϕλ(x)F̂ε,λ(x, y).
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