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RESUMO

Uma estrutura de Finsler de classe C° ¢ uma fungdo continua F' : TM — [0, 00)
definida sobre o fibrado tangente de uma variedade diferencidavel M tal que sua restrigao
a cada espaco tangente é uma norma. Utilizamos a operacao convolucao entre as funcoes
mollifier padrao e F' para construir uma suavizacao para F, que é uma familia a um
parametro de estruturas de Finsler (de classe C*) F. que convergem pontualmente para
F. Verificamos que quando F' é uma estrutura de Finsler absolutamente homogénea, a
conexao de Chern e a curvatura flag das estruturas de Finsler F. convergem pontualmente

para os objetos correspondentes de F.

Palavras-chave: Estruturas de Finsler de classe C°, estruturas de Finsler, suavizacao
) )

mollifier, conexao de Chern, curvatura flag.



ABSTRACT

A C°-Finsler structure is a continuous function F' : TM — [0,00) defined on the
tangent bundle of a differentiable manifold M such that its restriction to each tangent
space is a norm. We use the convolution between the standard mollifier and F' to construct
a smoothing of F' which is a one parameter family of Finsler structures (of class C'*) F.
that converges pointwise to . We prove that when F'is an absolutely homogeneous Finsler
structure, then the Chern connection and the flag curvature of F. converges pointwise for

the corresponding objects of F.

Keywords: C°-Finsler structures, Finsler structures, mollifier smoothing, Chern connec-

tion, flag curvature.
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Introducao

O conceito de estrutura de Finsler foi apresentado por Georg Friedrich Bernhard Rie-
mann, em sua palestra intitulada Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen (On the Hypotheses which lie at the Foundations of Geometry) (vide [18]) na Uni-
versidade de Gottingen em junho de 1854. A tradugao do alemao para o inglés pode ser
encontrada em [19]. Conforme Shiing-Shen Chern afirma em [6], tais estruturas so ficaram
conhecidas como estruturas de Finsler na tese de doutorado de Paul Finsler apresentada
em 1918 (vide [12]).

A principio Riemann considerou uma estrutura de Finsler como sendo uma fungao
F' que restrita a cada espago tangente é continua e absolutamente homogénea, isto é, o
comprimento F'(A\y) de Ay é || vezes F'(y). Ele ainda pedia que a funcao restrita a cada
espaco tangente fosse diferenciavel para todo vetor nao nulo e que a matriz hessiana de
F? (obtida em relagao a uma base do espaco tangente, logo em relagio a qualquer base)
fosse positiva semidefinida. Atualmente uma estrutura de Finsler sobre uma variedade
diferenciavel M ¢é uma fungdo F' : TM — R, que ¢é diferenciavel em T'M \ 0 (fibrado
tangente sem a se¢ao nula), que ¢ positivamente homogénea e tal que a hessiana de F? &
positiva definida para todo (z,y) € TM \ 0 (vide [I] e [5]). Vale ressaltar que a definigao
de variedade diferenciavel naquela época ainda nao estava bem formulada segundo [19].
Ele ainda afirma que Riemann estava claramente tentando definir o conceito de variedade
diferenciavel pelo que expos em sua palestra.

Depois desta definicao, Riemann passa a estudar o caso onde a restricao da funcgao a
cada espaco tangente é a raiz quadrada de um produto interno. Entao, temos o que é
conhecido como métrica Riemanniana. Chern afirma em [6] que a Geometria de Finsler
nao é uma generalizagao da Geometria Riemanniana e sim a Geometria Riemanniana sem
a condi¢ao quadratica. Assim como na Geometria Riemanniana, podemos fazer uso das
ferramentas do célculo diferencial e integral na Geometria de Finsler. Varios objetos geo-
métricos da Geometria Riemanniana, tais como conexoes, curvatura e geodésicas podem
ser estudados de modo analogo na Geometria de Finsler.

Algumas pesquisas visam determinar objetos que diferenciam as variedades de Finsler
das variedades Riemannianas. Por exemplo, se considerarmos uma variedade de Fins-
ler (M, F) é sabido que F' é Riemanniana se, e somente se, o tensor de Cartan ¢ nulo

(vide [1]). Em [I0] é apresentado um teorema de comparagao de volumes para vari-
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edades de Finsler absolutamente homogéneas, isto ¢, as variedades de Finsler (M, F)

que satisfazem a condigao F(y) = F(—y). Seja (z!,...,2") um sistema de coordena-

das em M e (2!, ... 2", Zy"% — (ol 2™yt ..., y") o sistema de coordena-
das induzido em T'M. A forma volume canonica em 7'M \ 0 é definido localmente por
dV = det(g;j)dz* A ... Adz™ ANdy' A...Ady™. Se D C TM \ 0 é o conjunto dos vetores

de norma menor ou igual a 1, entao [10] prova que
Vol(D) < C(n) - vol(M)

onde Vol é o volume com respeito a dV, vol é o volume em relacao a forma de Busemann
e C(n) ¢ o volume do disco unitario em R™. A igualdade vale se, e somente se, F' ¢
Riemanniana. Portanto, o conceito de volume em (M, F') ndo ¢ unico.

Uma estrutura de Finsler de classe C° sobre uma variedade diferencidvel M é uma
aplicacao continua F' : T'M — R tal que restrita a cada espago tangente é uma norma
(vide [3]). Ha varios trabalhos na literatura que estudaram as estruturas de Finsler de
classe C. Para mais informagoes consulte as referéncias [2], [3], [7], [14] e [15].

Neste trabalho consideraremos uma estrutura de Finsler de classe C°, F': TM — R,
e construiremos uma familia a um parametro de estruturas de Finsler F. : TM — R
que convergem pontualmente para F. Veremos que as aplicagoes F. obtidas sao boas
no seguinte sentido: se F' é uma estrutura de Finsler absolutamente homogénea, entao
os objetos como a conexao de Chern e a curvatura flag das estruturas de Finsler F;
convergem pontualmente para os respectivos objetos de F. Essa construcao ¢ feita na
tentativa de obter ferramentas para estudar objetos das estruturas de Finsler de classe
C°, via aproximacao por objetos das estruturas de Finsler F., j4 que nao podemos utilizar
as ferramentas do calculo diferencial e integral diretamente. Vejamos brevemente como
serd feita a construcao das estruturas de Finsler F.

Seja (M, F') uma variedade de Finsler de classe C, isto ¢, M é uma variedade dife-
renciavel e F : TM — R ¢ uma estrutura de Finsler de classe C°. Considere um sistema
de coordenadas (z',...,2") : U C M — R" definido em M, com U compacto.

O ponto de partida é construir a suavizacao vertical da aplicacao
F:TU —R

a partir da convolugao da aplica¢do F'(z,-) : R" = T,M — R com a aplicagao n.(y) =

8%77(%), onde 7 é a aplica¢ao mollifier padrao, obtendo a aplicagao

~

F.(x,y) = /na(y —2)F(x,2)dz,¥(x,y) € TU.

Esta aplicagao apresenta boas propriedades, por exemplo ela é continua e converge uni-
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formemente para a aplicacao F' sobre subconjuntos de U x R™ da forma U x V com V
compacto. Além disso, pode-se escolher iy > 0, tal que para cada x € U o conjunto
T, M N F7Y(ry) é uma hipersuperficie de T, M difeomorfa a esfera euclidiana de raio um.

A ideia seguinte seria definir a aplicacao continua
G.:TU — R

que restrita a cada espaco tangente é uma norma cuja esfera de raio ry € T, M N ﬁg_l(ry).
O problema é que a matriz hessiana de G?(r,-) nem sempre é positiva definida. Para

resolver este problema passamos a trabalhar com a aplicacao

F.x,y) = /CE(y — 2)F(z,2)dz,¥(z,y) € TU,

onde ((y) = (1 — e)n-(y) + enzy (y). Esta perturbacao que fizemos na aplicagao 7. nos
permite definir v
G.:TU — R

de modo que restrita a cada espago tangente ¢ uma norma, cuja esfera de raio ry é
T.M N F'(ry) e a hessiana de G?(z,-) é positiva definida. A tnica propriedade que
falta para que G. seja uma estrutura de Finsler é a diferenciabilidade, que nem sempre
¢ garantida, j4 que F nao é necessariamente diferenciavel. Por isso realizamos a sua

suavizagao horizontal, obtendo a aplicacao

F.(xz,y) = /775(1’ — 2)Ge(z,y)dz,¥(x,y) € TU,,

onde U, = {z € U|dist(z,0U) > €}. Esta aplicagdo é uma estrutura de Finsler sobre
TU.. Utilizando particao diferencidvel da unidade, obteremos as estruturas de Finsler
F.:TM — R que convergem pontualmente para a aplicacao F.

Trabalhos como [§] e [I3] nos inspiram a trabalhar com a suaviza¢ao obtida a partir
da convolugao com a aplicagao 7.. Em [8], o autor estuda a teoria local das estruturas de
Finsler fracas. Seja 2 C R™ um aberto. Uma funcao Borel mensuravel F': 2 x R® — R
é uma estrutura de Finsler fraca em ) se F(x,-) é positivamente homogénea para todo
v € Qe F(z,-) é convexa quase sempre. No Teorema 4.5, o autor considera o caso
onde F' é continua e define uma suavizagao horizontal de F, no espirito da Secao 2.4
deste trabalho. Em [I3], o autor define métricas Riemannianas com coeficientes g;; em
algum espago de Sobolev local. A suavizagao destes coeficientes resulta em uma métrica
Riemanniana (de classe C*°). Esta suavizacao ¢ definida através da convolucao dos g;;'s
com mollifiers padrao. O autor mostra que se a métrica Riemanniana original for de classe
C'>, entao a conexao Riemanniana e o tensor de curvatura da suavizagao convergem para

os respectivos objetos da métrica original.
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Este trabalho esta dividido em trés capitulos e eles sao organizados da seguinte forma:
No Capitulo 1, expomos os resultados essenciais para o desenvolvimento do trabalho.
Apresentamos os conceitos de suavizagao mollifier, fun¢des convexas, estritamente conve-
xas e fortemente convexas. Apos isto, passamos para uma breve revisao das estruturas
de Finsler que abordam os conceitos de tensores fundamental e de Cartan, os simbolos
formais de Christoffel, a conexao de Chern e a curvatura flag. No Capitulo 2, construimos
as aplicagoes F. e verificamos que se as aplicacoes F, forem a suavizacao de uma estru-
tura de Finsler absolutamente homogénea, entao os objetos como a conexao de Chern e a
curvatura flag das aplicagoes F. convergem pontualmente para os objetos correspondentes
de F. Dizemos que uma estrutura de Finsler de classe C°, F : TM — R, tem curva-
tura flag nao positiva, se existe uma familia a um parametro de estruturas de Finsler F;

satisfazendo:
1. F. — F pontualmente;

2. Existe g9 > 0 tal que para todo € € (0,g9) a curvatura flag de cada estrutura de

Finsler F. é nao positiva.

No Capitulo 3 estudamos um exemplo de uma estrutura de Finsler de classe C° que tem
curvatura flag nao positiva. Este exemplo é motivado pelo espago hiperboélico de dimensao
n H* = {(z*,...,2") € R"; 2™ > 0}, que munido da métrica Riemanniana

Clij(l'l, R ,$n> =

tem curvatura seccional constante igual a -1.

15



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os pré-requisitos necesséarios para o desenvolvimento
do trabalho. Comecaremos expondo o conceito de suavizagao mollifier e em seguida
veremos algumas propriedades de funcoes convexas. Abordaremos também as estruturas
de Finsler, a conexao de Chern e a curvatura flag. Faremos uso da convencao de Einstein

para somatorios, que omite o somatorio numa soma que tem indices repetidos.

1.1 Suavizacao e Convolucao

Nesta secao definiremos a aplicagao mollifier padrao, a suavizacao mollifier e veremos
algumas propriedades. Consideraremos a suavizagao mollifier de fungoes continuas, mas
esta suavizacao pode ser feita para as fungoes localmente integraveis. Para mais detalhes
consulte [TT].

Se U ¢ um subconjunto aberto de R" e € > 0, escrevemos
U.={z €U | dist(z,0U) > e}.
Definigao 1.1. (i) Definimos n € C*®(R™) por

Coxp (i), se llol <1,
0, se |zl > 1,

n(r) =

onde a constante C' € tomada de tal forma que fR" ndr=1;

(i1) Para cada € > 0, consideramos

Chamamos n de mollifier padrao.
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Observagao 1.2. (1) A constante C' na Defini¢ao pode ser tomada como

1 (-1
exp | ——— d:v) .
</B[0,1] (||x||2 - 1)

(2) A fungdo n. da Deﬁm’gdo € C*,
/ Ne dx =/ ndr=1 e supp(n:) = B[0,e].

Definigao 1.3. Seja f : U — R wuma aplicagio continua. Definimos sua suaviza¢ao
mollifier como sendo a convolucao das aplicagoes f e n. em U,, denotada por n. * f. Isto

€,

.+ f)le) = [

U

ne( — ) (y)dy = / ne () ( — y)dy,

BJ0,¢]
para cada x € U..

Para verificar a segunda igualdade acima, basta usar o Teorema da Mudanca de Va-
riavel para a aplicacao y — = — y e que supp(n.) = BJ0, ¢].
Apresentaremos propriedades da aplicagao 7. * f, mas antes disso veremos a definicao

de multi-indice.

Defini¢ao 1.4. (i) Um vetor da forma o = (o, ..., q,), onde cada componente a; é

um inteiro nao negativo, € chamado de multi-indice de ordem

la) = o1 + -+ ap;

(11) Dado um multi-indice o, definimos

0l f(x)

D*(2) = Gy g

onde f € uma funcao definida em um subconjunto aberto de R™ a valores reais.

Teorema 1.5. (Propriedades das suavizagoes mollifier). Seja f : U C R* — R uma

funcao continua, as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) (- f) € C=(Ue);
(1) (- % f) — f pontualmente;
(i1i) (ne = f) — [ uniformemente sobre subconjuntos compactos de U.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [11]. O
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Observacao 1.6. Na demonstracio em [11] do item (i) do Teorema prova-se que

para cada x € U, e para cada multi-indice & = (o, . .., ap) vale que

D*(n. % f)(x) = D° ( [te- y)f(y>dy> = [ Do =)y = (D0 (o)

Além disso, fica claro que quando f € de classe C'™,

D%(ne * f)(x) = D” </ n(y) f(x — y)dy> = /m(y)D“f(x —y)dy = (n. * D*f)(x).

Encerraremos esta secao apresentando um exemplo.

Exemplo 1.7. Definimos a func¢ao

fr R — R
x, sex <1
z — fz)=
1, sex > 1.

A funcao f nao € diferencidvel no ponto x = 1. Vejamos o comportamento da funcao
n-(1 —y)f(y) geometricamente, para alguns valores de €.

Para £ = 1, temos

a=0.84

Figura 1.1: n(1 —y)f(y).
Imagem construida no software Geogebra.

O valor a = 0.84 na Figura[I.1] é uma aprozimagdo para a drea da regido hachurada,

ou seja, € uma aprorimacao para o valor da convolugao das aplicacoes n e f em x = 1.
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25

-05

Figura 1.2: n%(l — ) f(y).
Imagem construida no software Geogebra.

O valor a = 0.92 na Figura[I.3 é uma aproximagdo para a drea da regido hachurada,

ou seja, € uma aprorimacao para o valor da convolugcao das aplicacoes N1 e f em x = 1.
2

m(z)

05

m(l —y)f(y)

15 2 25 3

-15 -1 -05 0 05

T
a=0.98

Figura 1.3: 7]%(1 — ) f(y).
Imagem construida no software Geogebra.

O wvalor a = 0.98 na Figura € uma aproximacdo para a drea da regiao hachurada,

ou seja, € uma aprorimacao para o valor da convolucao das aplicacdes n1 e f em x = 1.
5

Assim, a medida que diminuimos o valor de £, vemos que (n. x f)(1) se aproxima de

f(1) =1.
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1.2 Funcoes Convexas, Estritamente Convexas e Forte-

mente Convexas

Apresentaremos as defini¢oes de fung¢oes convexas, estritamente convexas e fortemente

convexas e propriedades das mesmas. Estes conceitos podem ser encontrados em [20].

Definicao 1.8. Seja f : U — R wuma func¢ao definida no subconjunto convexo e nao
vazio U C R™.

(i) Dizemos que f € convezxa, se

flte+ (1 —=t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y),
para todo t € [0,1] e quaisquer z,y € U;

(11) Dizemos que f € estritamente conveza, se

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ 1 =1)f(y),
para todo t € (0,1) e quaisquer x,y € U, com x # y;

(i) Dizemos que f € fortemente convera, se existe uma constante a > 0 tal que

1
flte + (1= t)y) < tf(@) + (1 =) f(y) = Stal = )}z =yl
para todo t € (0,1) e quaisquer x,y € U.

Teorema 1.9. Sejam U C R™ um subconjunto nao vazio, aberto e convexo, e f : U — R

uma fungao duas vezes diferencidvel. Entao,

(1) f € convera se, e somente se, sua matriz hessiana é positiva semidefinida em U,
1sto €, dados x € U e £ € R", entao
0*f(x)

O0xtoxI §¢ 20

(estamos fazendo uso da convengao de Finstein);

(2) [ € estritamente convexa se sua matriz hessiana é positiva definida, isto é, dados

reU e eR"\ {0}, vale que

0°f(x)

(] .
axic‘?xﬂf &>0;
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(3) f € fortemente conveza se, e somente se, sua matriz hessiana é positiva fortemente
definida em U, isto €, existe uma constante m > 0 tal que
*f(x
_ ()

m||¢]]? < mfifj,‘v’x el e R

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [20]. O

1.3 Estruturas de Finsler

Nesta secao definiremos estrutura de Finsler e variedade de Finsler, em seguida apre-
sentaremos os tensores fundamental e de Cartan, que sao necessarios para definirmos a

conexao de Chern e a curvatura Flag. Estes conceitos podem ser encontrados em [I] e [5].

1.3.1 Definicoes e Convengoes

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n, denotaremos por T, M o espago
tangente em z € M e por T'M o fibrado tangente de M. Cada elemento de 7'M é da forma
(z,y) onde z € M ey € T,M. A projegao natural 7 : TM — M é dada por 7(z,y) = .

O espago dual de T, M é Ty M, chamado de espaco cotangente em z, a saber
"M = {A:T,M — R; A é um funcional linear}.

A variedade diferenciavel 7*M formada pelos pontos (z, A), onde x € M e A € TXM, é
chamada de fibrado cotangente de T'M. Para maiores detalhes consulte as referéncias [4],
[16], [17] e [21].

Seja X = (z!,...,2") = (z') : U — R" um sistema de coordenadas locais em torno

de x € M definido no subconjunto aberto U de M. Denotaremos, como é usual, por { a(zi }
e {dz'} as respectivas bases para T, M e T;M em relacao a X. O sistema de coordenadas
(2%) induz o sistema de coordenadas (z,y*) em TU := 7~ 'U C T M, onde as coordenadas
y' sao definidas por

Y= Yo

Sempre que nao houver perigo de confusdao nao faremos distin¢ao entre (z,y) e sua
representacao em coordenadas (z°, ). Usaremos a notagao U para indicar tanto U quanto
X(U),jaque X : U — X(U) é um difeomorfismo.

Definicao 1.10. Uma estrutura de Finsler em M ¢ uma aplicacao

F:TM — [0,00)
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que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Regularidade: F' é C™ em TM \ 0 :={(z,y) € TM;y # 0};
(i) Homogeneidade positiva: F(x, \y) = A\F(z,y), VA > 0;

(i11) Convexidade Forte: Dado (x,y) € TM\ 0, seja X : U C M — R™ um sistema

de coordenadas em torno de x e escreva y = v aii' Entao a matriz hessiana n X n

(6) = (BF] )

Observacao 1.11. (1) A condi¢do (iii) da definicao anterior independe da escolha da

€ positiva definida.

base para T, M.

(2) Se a estrutura de Finsler satisfaz F(x,—y) = F(x,y), para todo y € T, M, dizemos
que F' é absolutamente homogénea. Neste caso, temos que F(x,\y) = |A\F(z,y),

para todo A € R.

Dada uma variedade diferenciavel M e uma estrutura de Finsler F' em M, o par (M, F)
¢ chamado de variedade de Finsler.

A funcao F' seré expressa localmente por
F(z', ... 2™ b . ym).

Vamos continuar a convengao empregada na condicdo (#ii) acima, isto é, denotaremos

por Fyi, Fyi,, ..., etc. as derivadas parciais de F' com respeito as coordenadas y'.

Exemplo 1.12. A aplicagao F' : R"xR" — R definida por F(z,y) = \/(y')% + - + (y")?

é uma estrutura de Finsler em R".

Exemplo 1.13. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma métrica Riemanniana g em

M & uma familia de produtos internos {(, -), }.ear em cada espago tangente T, M tal que

o0
“ie) = \ oo a7/,

(em sistemas de coordenadas) sao de classe C'™.

as funcoes

Seja X : U C M — R™ um sistema de coordenadas em torno de x € M. Dados

881- e v =102 entdo
X

oxJ )
.0 .0 ./ 0 0 iy
(u,0)0 = <“ axw“@>x - “”]<axi’@>x ~ UV sy
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Podemos definir uma estrutura de Finsler F' em M da seguinte forma:

F(z,y) = VW e = ¥V @), Y(z,y) € TM.

E claro que F ¢é de classe C™ em T'M \ 0 e positivamente homogénea. Vamos verificar
a condigao (iii) da Definicao [L.10]
Dado (z,y) € TM \ 0, temos que

1 1
Gij(zy) = <§F2(xay)> = (§ykylakl(m)> = Qij(z)-
y'yl y'yl

Como (-, ), ¢ um produto interno, a matriz (a;j(,)) é positiva definida para cada x € M.
Logo (Gij(zy)) € positiva definida e, portanto, F' : TM — [0,00) é uma estrutura de

Finsler.

Exemplo 1.14. Sejam M uma variedade diferenciavel, a(z,y) = /a ¥y’ uma mé-

trica Riemanniana e 3(z,y) = b;)y" uma l-forma em M com sup [|B;]la < 1, onde
xeM
. Bz.y)
ella = sup =4
5|l yeTBM a(zy)

Uma métrica de Randers em M é uma aplicagao F': TM — R definida por

F(x,y) = alv,y)+ B(z,y).

Pode-se provar que F' é uma estrutura de Finsler em M. Além disso, F(z,y) =
F(z,—y), para todo (x,y) € TM se, e somente se, b;;) = 0. Assim, F' é Riemanniana se,
e somente se, F' ¢ absolutamente homogénea. Para mais detalhes veja [I] e [3].

Este exemplo mostra que existem estruturas de Finsler que nao sao Riemannianas.

O proximo resultado é conhecido como Teorema de Euler para aplicagoes homogéneas.

Ele nos forneceré ferramentas para trabalharmos com as estruturas de Finsler.

Teorema 1.15. Seja f : R" \ {0} — R wuma aplicagio diferencidvel. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

e f ¢ positivamente homogénea de grau s € N, isto €,
fy) =X fly), VA>0.
o A deriwada radial de f € s vezes f, isto €,
v fy(y) = sf(y).
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [I]. O
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Corolario 1.16. Seja f : R™\ {0} — R wma aplicagao diferencidvel e positivamente

homogénea de grau 1. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) y' fy(y) = fy);
(ii} yifyiyj (Z/) = 0.

Proposicao 1.17. Seja F : TM — [0,00) uma estrutura de Finsler. Dado (x,y) €
TM\ O, temos que

1
Gij(ey) = (§F2)  (zy)
Yy

€ invariante por redimensionamento positivo em y, 1sto €, Gijzy) = Yijx ) VA > 0.

Demonstragao. Consideremos (x,y) € TM \ 0 e A > 0. Como F(z,-) é positivamente

homogénea, entdo Fyi(x, \y) = Fyi(2,y) € Fyiyi(x, \y) = +Fyiyi (2, y). Usando estas igual-

dades e o fato de F(x,-) ser positivamente homogénea, temos que

1
ijwry) = (§F2) (=, Ay)
ylyl
= (2, \y) Fyiysi (2, \y) + Fyi(z, \y) Fyi (2, Ay)
1
= )\F(l‘, y)XFyiyj (:Ea y) + Fyi(% y)ij (177 y)

gij(xvy) :

Portanto, g;j(zy) = Gij(z ). Para todo (x,y) € TM \ 0 e para todo A > 0. ]

1.3.2 O Fibrado Vetorial 7*T'M e os Tensores Fundamental e de

Cartan

Agora apresentaremos os tensores fundamental e de Cartan, que sao objetos definidos
sobre os fibrados vetoriais @?7*T* M e ®@37*T* M, respectivamente. Abordaremos também
a se¢ao distinguida, que é um objeto definido sobre o fibrado vetorial 7*T'M. Iniciaremos,
entao abordando os fibrados vetoriais 7*TM e ©*T*M. O conceito de fibrado vetorial
pode ser encontrado em [17].

Sejam: TM\ 0 — M a projegao canoénica. O pull-back do fibrado tangente

oTM = | ({z} x (T.M\ {0}) x T, M)

zeM

¢ um fibrado vetorial sobre o fibrado tangente furado T'M \ 0. A fibra de 7*T'M sobre um

ponto (z,y), que denotaremos por 71T M|y, ¢ uma copia de T, M.
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O pull-back do fibrado cotangente

oM = | ({z} x (T.M\{0}) x T; M)

zeM

também é um fibrado vetorial sobre o fibrado tangente furado T'M \ 0, cuja fibra sobre
um ponto (z,y), que denotaremos por 71" M|, ), ¢ uma copia de Ty M.

Seja (') um sistema de coordenadas locais em M. Essas coordenadas produzem segoes

{ 0 } e {dx'}, respectivamente para 7*T'M e 7*T* M, definidas da seguinte forma:

0 0 0
5 - TM\0— 7m"TM, —(x,y):(a:,y,—.
x’L

oz’
oz oz’ x) ’

dr' : TM\O — ©°T*M,  da'(z,y) = (z,y,d(z'),).

Observe que estas segoes sao definidas localmente em x e globalmente em y.
Apresentaremos agora as defini¢coes da secao distinguida e dos tensores fundamental e
de Cartan.

Definicao 1.18. A secao distinguida ¢ ¢ uma secio de 7T M definida por

0 — ¢ Yy oy _yo _ 0
W T Pl y)orile T Fox 0 0

Dado (x,y) € TM \ 0, podemos considerar a fibra 7*TM|,,y = T,M de 7*TM e

utilizar os g;j(s,,) para definir um produto interno em T, M
Yoy (u,v) = gij(x,y)uivj, Yu,v € T, M.

Pela Proposigao |1.17, temos que gijzy) = Gijx,\y), Para todo A > 0, entao podemos
considerar em cada fibra 7T M|, 5, = T, M o mesmo produto interno. Isto nos motiva
a trabalhar com objetos que sao invariantes por redimensionamento positivo em y.

Variando o ponto (z,y) em TM \ 0 definimos a correspondéncia
(z,y) € TM\ 0 gloy) = Gijeydr’ @ da? € "T*M @ m*T*M

onde g(zy) : TeM x T, M — R é dada por g(z.y) (4, V) = gij(ay)dx' @da? (u, v) = Gijiuyu'vi.
Observe que sendo g(,,) um produto interno, temos que g ¢ uma se¢ao simétrica em
m*T*M @ 7w T* M.

Definicao 1.19. A correspondéncia g definida acima é chamada de Tensor Funda-

mental.

Observemos que pelo Exemplo se F' & definida a partir de uma métrica Rieman-

niana, segue que g;; nao depende de y.
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Agora consideremos a correspondéncia A
(,y) € TM\ 0= Ay = Aijk(Ly)dxi ® dr’ @ da* € @37 T M

onde Ay 1 ToM x T,M x T,M — R é dada por A, y)(u, v, w) = Ajjpemyu'viwk, com
._ _ 190gij

Aiji := FCij e Cijo = 55,¢-
Como Ajyj, é simétrico em relacao aos seus trés indices, temos que o tensor A, é

uma secao simétrica em ®37*T* M.
Definicao 1.20. A correspondéncia A definida acima é chamada de Tensor de Cartan.

Observagao 1.21. (1) Os tensores fundamental e de Cartan independem da escolha do

sistema de coordenadas. Para mais detalhes veja a referéncia [9).
(2) Vale que g(¢,¢) = 1. De fato, dado (z,y) € TM \ 0, temos que

k !
, T Y RV
T gx 7€I - ij(x dx’ dz’ 5
9iam) Lizy)s L)) Gij(ay)adT & ax <F(:)3,y) oz*’ F(z,y) 8xl)

g’LJ(Ivy) F(Qj, y) F(l‘, y)
y Y’
= P b ) 5 S Ty
Y’ Y’

V' b (e g) =L Fy ()
= EFi(z,y Ei(x,y
Y F(z,y) ¥

%

)

+ Fyz‘(l‘,y)ij(:L’,y)

na pendltima e na ultima igualdade usamos o Coroldrio[1.16

1.3.3 Simbolos de Christoffel e a Conexao nao Linear

Agora utilizaremos as componentes g;; do tensor fundamental, que sao fungoes em
TM \ 0 e s@o invariantes por redimensionamento positivo em g, para definirmos os sim-

bolos formais de Christoffel de segunda espécie

i s 1 (agsj agjk: n 59ks)

Tk =95 ork  Oxs oxJ

2
e a conexao nao linear
7. 7 k i k r.s
N =" 59" — C' " sy'y,
onde (97) = (gi) " e C"; = 9" Cji.
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Como preferimos trabalhar com objetos que sao invariantes por redimensionamento
positivo em y, optamos por trabalhar com
Nt . ,
) k k
?J = ’Yzjkg - Azjk’y rsgrgs)
onde A';, = FC',.
O fibrado tangente da variedade diferenciavel T'M tem uma base de coordenadas locais

que consiste dos % e dos aiyj. Se considerarmos uma mudanga de coordenadas em M

obtemos que

0 ox' 0 0% 0

o7 ~ o on | gwoza’ Oy
) o o 0
o 9ir Oyt
Assim, os vetores % se transformam de uma maneira um pouco complicada. Por outro
lado, os 8%” nao possuem esse problema. De forma analoga, o fibrado cotangente de T'M

tem uma base de coordenadas locais {dz*,dy'}, e temos as relagoes

orr .
di? = —dx*
ox’
¢ o2 4P oxP
P P
dy? = ———y/dx' + —dy’.
Y D13 ” ozt Y
Neste caso, temos que os da’ se transformam de maneira simples e os dy® nao. Assim,
vamos substituir % por
00 0
oxd oxJ T oyt
e dy® por

i g i 7.7
oy' :=dy' + N*;dz’.
Como preferimos trabalhar com objetos que sao invariantes por redimensionamento posi-

tivo em y, trabalhamos com

oyt 1
F F

(dy' + N';dz”).

Com isso introduzimos duas novas bases naturais (locais):
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o {i FaZi} para o fibrado tangente de TM \ 0,

° {d;z:i, 5}5} para o fibrado cotangente de T'M \ 0.

. y ’ /L z . ’
Ainda, dx’ é o dual natural de % e 6% é o dual natural de F a%iv isto é,

) oy’ 0
J = 0. —_— — ).
i (55) =5 © 5 (Fap) =0

onde d;; ¢ o delta de Kronecker.

1.3.4 A Conexao de Chern

A conexao de Chern V que apresentaremos agora, é uma conexao linear em 7*T M.

Por ser uma conexao linear ela deve satisfazer as seguintes propriedades:

o Vi(fE)(z,y) = (df )y (v) E(z,y) + f(z,y)(V . E)(z,y),
o V,(E1+ E2)(z,y) = (VoE1 + Vo Es)(z,y),
o (VE)(z,y) = NV,E)(z,y), para toda constante A,

o (VU1+U2E)<x7y) = (Vle + VU2E)('T7y)7

onde (z,y) € TM\ 0, v,v1,v2 € Ty (T M), E, Ey, E5 sao campos tensoriais de 7T M e
f:TM — R é uma aplicacao diferenciavel.
Uma maneira de conhecer V é através das suas 1-formas wji de conexao, que sao
definidas por:
0 ’ 0

VU% = LL)]- ('U)amz

Usando que uma conexao linear deve satisfazer as propriedades:
o Vu(E,® FEy) = (V,E) ® Ey + B, ® (V,Ey),
o V,(trk) =tr(V,E),

onde tr é o trago, obtemos que

Vedzr' = —w (v)da’.

J
Estas propriedades podem ser encontradas em [9].

As 1-formas de conexao sao determinadas por suas equacoes de estrutura.

Teorema 1.22. (Chern) Seja (M, F') uma variedade de Finsler. O pull-back do fibrado
tangente T M admite uma unica conexao linear, chamada conexao de Chern, carac-

terizada pelas sequintes equagoes de estrutura:
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* Torgao nula:
d(dz') — da? Aw;' = —da’ Aw;' = 0.

* Quase g-compatibilidade:

oy®
dgij — gkjwik - gikwjk = 2141‘;‘5?-
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [I]. O

A torcdo nula é equivalente a auséncia dos termos dy* em wji, isto é,

i _ i gk
w;' =T";da",

junto com a simetria
i i

A quase compatibilidade com a métrica implica que

i N N¥; N
Fljk = ’Yljk - Ql (Aijs?k — Ajks? + Am’s?J) )

ou equivalentemente

i 9% (09 09k | Ogks
., == — =],
kg (53:’“ S5 | ad

Vejamos como calcular a derivada covariante da secao distinguida e do tensor funda-

.0
= —
v - v (o)

mental. Temos que

Vg = V(gyda' @ dx?)
= d(gij)(v)da' @ da’ + ¢;;V,(d") ® dr? + gy;da' @ V,(da?)
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= d(g;)(v)da' ® da’ — gijwy (v)da" ® da’ — gyyda' @ wy! (v)da*
= (d(gij)(v) — gkjwik(v) - gikwjk(v))dxi ® da’ .

1.3.5 hh-, hv-, vv-Curvaturas

Nesta segao estudaremos as 2-formas da curvatura da conexao de Chern. A partir

destas 2-formas obteremos as expressoes das hh-, hv-, vv-curvaturas.

Definigao 1.23. Seja a = Y, ardx; uma r-forma de classe C* (k > 1) definida num

aberto U C R™. A diferencial exterior de a é uma (r + 1)-forma definida por

da = Z daj; N\ dxy,
I

onde I ={i; <---<i,} C{1,2,...,n} edey =dx;, N--- Ndux;,.
As 2-formas da curvatura da conexao de Chern sao

Escrevendo as 2-formas jS em termos da base das 2-formas em T'M \ 0, dada pela

base natural dual {d:pk, %} , temos que
-1 §y 1 yk 5yl

Os objetos R, P e () sao respectivamente os hh-, hv- e vo-tensores de curvatura da conexao

de Chern. Sem perda de generalidade podemos supor que

jikl - _Rjilk (1.3)
jzlk = _szkl' (1-4)
Vamos verificar que Q' = 0, o que simplifica a expressao em (1.2).
A conexao de Chern é de torcao nula, isto ¢, dz? A wji = 0, entao pela diferencial

exterior, obtemos que da’ A dwji = 0, pois d(dz’) = 0. Ainda, pela tor¢ao nula, temos que

dz? Aw;F A wl = 0. Segue disto que
pois da? A Q) = dad A dw;’ — da? AwF Aw! = 0. Assim,

j N j i j oyt 1 i ooyt oy
0=da’ N =5 jklda:]/\dxk/\d;vl—l—Pjkldx]/\dxk/\?jLﬁijldx]/\F/\?
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Os termos da direita sao de tipos diferentes, assim eles devem ser nulos. Fixando indices
j < k < I, a tltima parcela da tltima igualdade é,

i i j 5?Jk 5yl
(Qj Kl Qj i) Az A F A Nk
logo jSkl = jSlk. Segue de que QJ w = 0, o que simplifica a 2-forma 1' para

Qi1 id’“Adl+P"d’“A5—yl (1.5)

Vamos determinar féormulas para R e P em coordenadas naturais. Combinando as

formulas em (|1.1)) e (1.5 obtemos

oy

. ) 1
dwj’—wjh/\whl—ZR adat A da! + P’ = Fo

J

(1.6)

Como w;* = Fijldxl, entdo dw;’ = dI"; Adz'. Considerando as bases naturais {%, Fa%k}

e {dmk, %} , e expandindo a 1-forma dI' ;1 em fungao destes termos obtemos

ST o . 9
dw; = —Ldz* N da! + F ﬂyAdl

J dxk oyt F

Reorganizando os termos, segue que

; 6FZ 8F oy’
dwj = 5médx A dz! — Fay Fdak A 2L ol

Temos também que —w;" Aw,’ = w,’ Aw;" =T%, T dx* A dat.
Substituindo as ultimas duas igualdades no lado esquerdo de (1.6]), obtemos

TR k O 0y’
(533; +Fhkfjl)d:p /\dw—Fal - ol

Fixando k < [, a expressao acima pode ser escrita da seguinte forma

) TR . , 8P oy
jt ik i h i Th k ! ?J

e o lado direto da igualdade ((1.6) pode ser escrito como

| | . 5
(Rj'w — R;'y) da* Adat + Pyda® A %
y
F

N | —

5y
= ]klda: A dat + P bodat N =2
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onde na ultima igualdade usamos (1.3]). Assim, devemos ter

Coeri, T, z.
Ry = 51,2 - 5; + D Dy = T,
e
. ore.
% Jk
Py =~ 7y

1.3.6 A Curvatura Flag

Uma flag em x € M consiste de um vetor nao nulo y € T, M, que serve como flagpole

A curvatura flag que definiremos nao

(mastro), e de um vetor transversal V := ViZ.

depende do "comprimento" do flagpole. Assim, no lugar de y podemos usar o vetor

i . ~
(=% 8‘;, pois eles sao paralelos.

Dada uma flag em x € M, determinada pelo flagpole y = ¥ aii € T, M e pelo vetor
transversal V = V? 821-, podemos pensar neles como segoes (x,y,yi%) e (x,y, Vi 8‘;)

no fibrado vetorial 7*T'M, e definir a curvatura flag como sendo a correspondéncia que

associa a cada (z,y) € TM \ 0 o escalar

V(! Ry )V*
9y, gV, V) =gy, V)]*’

K(y,V):=

onde Rjix = giij”il.

A seguir apresentaremos algumas propriedades da curvatura flag.

Proposicao 1.24. A curvatura flag satisfaz as sequintes condigoes:
(1) K(y,V) = K((,V);

(2) K(6,V) = conittiors, onde Rix = 0 Ryl

(3) K(4,V) = K({,aV),Ya % 0.

Demonstragao. (1) Temos que

2 VY Ry )V*
F2g(y,y)g(V,V) — [g(y,V)]?
Vz’ (y’ Rjik;l%) Vk

9(£,4)g(V,V) =g (£, V)P
_ Vi(lI R g )V )
(€, 0g(V,V) —[g(t,V)]? '
( ) V)

K(y,V) =

I
= e

Portanto, K(y,V) = K (¢, V).
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(2) Por (1.7), temos que

Vil Ry () V¥
(67 f)g(V, V) - [g(£= V)P

K(ﬁ,V):g

Usando que g(¢,f) =1 e Ry = /Rl segue o desejado.
(8) Consideremos « # 0, entao

_ @VORe@VH) @ VIR
MbaV) = Cavar) g oV~ @V -GV oY)
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Capitulo 2

Construcao da Suavizacao de uma
Estrutura de Finsler de Classe OV

Neste capitulo apresentaremos a suavizagao de uma estrutura de Finsler F' : TM — R
de classe O que é uma familia a um parametro de estruturas de Finsler F, : TM — R
tais que F. — F pontualmente. Verificaremos que esta suavizacao é boa no seguinte
sentido: se F': T'M — R é uma estrutura de Finsler absolutamente homogénea, entao
os objetos como a conexao de Chern e a curvatura flag das estruturas de Finsler F;
convergem pontualmente para os respectivos objetos da estrutura de Finsler F. Iniciaremos
explorando propriedades sobre a suavizacao de fungoes convexas, que ajudarao a obter as

aplicacoes F. : TM — R.

2.1 Suavizacao de Funcoes Convexas

No resultado abaixo provaremos que se f é uma fungao convexa, entao a sua suavizagao

mollifier também é convexa, o que assegura que sua hessiana é positiva semidefinida.

Lema 2.1. Seja f : R" — R uma funcao convexa. Entao a suavizacao mollifier

(e Nla) = [ e =)y = [ ) - )y

também € uma fung¢ao convezxa.

Demonstra¢ao. Tomemos z1, 29 € R" ¢ t € [0,1]. Usando que f é convexa, temos que

(e % f)(tar + (1 —t)ze) = /n e(y) f(tey + (1 —t)zy — y)dy
= /n n:(y) f(t(z1 —y) + (1 —t)(z2 — y))dy
< [ nwltfen - o)+ Q- f(e - p)ldy
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= t/nm(y)f(xl—y dy +(1-1) /Rnna —y)dy
= e (@) + (1= 1)(ne * f)(w2).

Portanto, (7. * f)(x) é uma fungdo convexa. O

Agora estudaremos o comportamento da aplicagao mollifier n : (—1,1) — R a fim de

obter condigoes sobre a hessiana da suavizagao mollifier de fung¢oes convexas.

Exemplo 2.2. Neste exemplo analisaremos a aplicacao n : (—1,1) — R, a fim de obter
seus pontos de maximo e de inflexao.

Temos que

, __ZC’xeﬁ o o (3:1: - 1)
m(e) = (22 — 1)? i) =20 @

Assim 7/(z) = 0 se, e somente se, x = 0. Além disso, 7'(z) > 0 em (—1,0) e /(z) < 0 em
(0,1). Logo = = 0 é um ponto de maximo absoluto de 7.

Vamos determinar em quais intervalos 7 tem concavidade para cima ou para baixo.

n'(x) <0 zxe <_</§’ </§>
n'(x) >0z e (— ( \/7\/7>

Entao, n é concava para cima nos intervalos (—1, —{*/é) e (% , 1) e concava para baixo

Temos que

no intervalo <— {*/g , f/g) . Segue disto que os pontos —% e {‘/g sao pontos de inflexao
da aplicacao 7.
De forma analoga prova-se que a aplicagao 7. : (—¢,e) — R, tem o mesmo compor-

tamento da aplicagao 7.

Proposicao 2.3. Se f : R — R € uma fungao conveza, entao (n. = f)"(x) > 0. Ainda,
(e * f)"(x) =0 se, e somente se, f é afim em (x —e,x + €), onde [—¢,€] € o suporte da

aplicacao ..

Demonstragdo. Pelo Lema [2.1] temos que (7. * f) é convexa, logo (1. * f)"(z) > 0. Resta
provar que (. * f)"(x) = 0 se, e somente se, f ¢ afim em (z — e,z + ¢). Sejam —d e § os

pontos de inflexao da aplicagao n.. Como

(e * [)(x) = /Rne(x —y)f(y)dy,
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segue da Observacao [1.6] que

(e % f)'(z) = / i@ — ) f(y)dy.

Seja y — ay + b uma parametrizagdo de uma reta tangente de f em z (que pode nao

ser tinica). Entéao

(e * f)'(x) = A@yx—wvwwww—mw, (2.1)

pois resolvendo a integral [, n/(x — y)[—ay — b]dy por partes, concluimos que ela & igual
a Zero.

Suponhamos que f ¢ afim em (z — ¢,z + ¢). Entao f(y) =ay+b,Yy € (x —e, 2+ ¢)
e, assim, por (2.1)) segue que (n. * f)"(x) = 0.

Agora suponhamos que (7. * f)"(x) = 0, devemos provar que f é afim em (x —¢,z+¢).

Suponhamos por absurdo que f nao é afim em (z — ¢,z + €) e sejam

C, = /w7ﬂ$—wﬁ@%ﬂw—ﬂw

—€

Cy = /wnﬂx—wﬁwkﬂw—ﬂ@

-0

Cy = /Hfﬂm—wﬁw%%w—ﬂ@

T+e
Cy = / (@ = y)[f(y) — ay — bldy.
)

Consideremos a funcao g : R — R dada por ¢(y) = f(y) —ay —b. Entdo g é convexa,
pois é soma de fungoes convexas. Como f é convexa e y — ay + b é uma parametrizagao
de uma reta tangente de f em =z, temos que x é um ponto de minimo absoluto de g e
g(z) = 0. Disto obtemos que g|(_oo ) € N80 crescente e ¢|(; o) ¢ nao decrescente.

Vamos verificar agora que se g(z) > 0 e z > x, entdo g|(.«) ¢ estritamente crescente.
Consideremos 21, 29 € (z,00) com z; < z3. Suponhamos por absurdo que g(z1) = g(22).
Como z < z < 21 < 29, entdo 21 € (x, 29). Assim, existe t € (0,1) tal que z; = tx+(1—t)z,.
Dai

9(z1) = gltz + (1 — )2) < tg(x) + (1 — t)g(22) = (1 — g(=1) < g(21)

= g(21) < g(21)

o que é um absurdo. Como g(z1) < g(z2), segue que g(z1) < g(z9). Portanto, g é estrita-
mente crescente em (z,00). De forma anéloga prova-se que g é estritamente decrescente

em (—o00,z) se g(z) >0e z < x.
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Como g(x —0) < g(y),Vy € [x —e,z —d] enl!(zr —y) > 0,YVy € [x — e,z — §], entdo

c, > /I 2 (v —y)g(x — 0)dy = g(x — 9) /x e (z —y)dy (2.2)

—& —E&

e como g(x —§) > g(y),Vy € [v — d,z] e n(x —y) <0,Vy € [x — §, x|, entdo

Cy > / 6772’@ —y)g(x —0)dy = g(x — o) / 6?72’(56 —y)dy.

De forma anéloga obtemos que

z+9 z+0
Cy > / 0! (z —y)g(z + 8)dy = g(z + 5)/ n(x —y)dy

x+e T+te
Cy, > / 5 0 (x —y)g(x + 0)dy = g(x + 9) / ) n (x —y)dy. (2.3)
T+ T+

Como f nao é afim em (r — e, + ¢), entao a desigualdade em (2.2) é estrita ou a

desigualdade em ([2.3|) é estrita. Assim,

(% f)'(2) = / i@ — ) f(y)dy
= Ci1+Co+C3+Cy

x xr+e
S / W@ — y)dy + g(z + ) / (@ — y)dy

= g(z —90) / n!(x —y)dy + g(xz +9) / 0t (x —y)dy

~ =)+l +0)] [ atla— vy
= [9(z = 0) + g(w + O)][-nl(z — y)|[y=s.
= [g(z = 0) + g(z + 0)][nl(e) — nz(0)]
= [9(z =) + g(x + )]0
= 0.
Logo, (1. * f)"(x) > 0, o que é um absurdo. Portanto, f é afim em (x — ¢,z + ¢). O

2.2 Taxas de Crescimento de Normas em R"

Sejam F' uma norma arbitraria em R™ e ||-|| a norma Euclidiana. Usaremos as notagoes
By (y,R) e Br(y, R) para denotarmos as bolas abertas com centro em y e raio R com

respeito as normas || - || e F, respectivamente. A esfera e a bola fechada com respeito a F'
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serao denotadas por Sr[y, R| e Br|y, R], respectivamente, e assim por diante.

Uma norma F' em R"™ é completamente caracterizada por Sgly, 1], que é a fronteira
do subconjunto convexo Br|0, 1]. Para cada y € Sp[0, 1] existe um hiperplano suporte H,
de Bp[0,1] em y, que em geral nao é tnico. Fixado H,, existe uma tnica transformacao
linear L, tal que L, = F(y) em H,. Estamos interessados em encontrar um limitante
inferior positivo para o crescimento de F' em algumas dire¢oes. Para isso, faremos uso da
relacao F' > L,,.

Definimos

T = max F — max F 24
o Fy) = max F(y) (24)

e
= min Fly). 9.5
P yES“” [0,1] (y) ( )

Utilizando as relagoes
max F(y)=t- max F
yES‘H\ [O,ﬂ (y) yGSH,” [0,1} (y)
e

min F(y)=t- min F
yESH.”[O,t] (y) yESH.“[O,l] (y)

obtemos que

max F(y)= min F(y). 2.6

yESH,”[O,l} ( ) yESHAH[O,T/p] ( ) ( )

Sabemos que a derivada direcional de F' em v na direcao de ||UT|| ¢ igual a %, que
pode ser limitada inferiormente por p, devido a (2.5)). A proxima proposigao é uma versao
deste resultado para a "derivada" de F' com respeito a m, em uma vizinhanca de v. E
claro que F' nao é necessariamente diferenciavel, e adaptamos isto usando diferengas em

vez de derivadas.

Proposigao 2.4. Sejam F uma norma em R"™ e v € R™ um vetor nao nulo. Seja ||v]| = R

pR
0. 224
86(’4717"]

e considere
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onde r e p foram definidas em € , respectivamente. Entao

v p
F (w +t—> — F(w)> £t
Il 8

para todo w € By[v,e] et > 0.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, podemos supor que v = (0,...,0, R). De-
pois deste caso basta fazer uma mudanca de coordenadas ortogonais para apresentar o
resultado geral.

Denotamos B
n n.,n P
D={(y',....,y") e R%y" =0} N By, {0,51

e I = By.j[v,¢]. Notamos que

max F'(y) < max Flyy=—= min F(y) <minF 2.7
yeD (y) - yESH” [0,(pR)/(2r)] y> 2 yeSM[O,R/Z] (y> yerR <y> ( )
por (2.6 e porque £N By [0, R/2] = 0.
Seja w = (w',...,w") € E, entao
lw'| <eparai=1,...,n—1ew" € (R/2,2R). (2.8)

Um hiperplano suporte H, de Sp[0,F(w)] em w separa R™ em duas partes,
e Bp(0, F(w)) esta completamente na mesma parte da origem. Por segue que D C
Br(0, F(w)), o que implica que H,, nao intercepta D. Em particular, (0,...,0,1) nao é
paralelo a H,,, porque a projecao ortogonal de w em y™ = 0 pertence a D. Portanto, H,,
intercepta o eixo y". Esta intersecao esta na parte positiva do eixo y", pois caso contrario,
a linha que liga w e esta interse¢ao interceptaria D.

Denotamos a equacao de H,, por

alyl_{_”'_f_anyn:l’

onde

: 2
|az|§—;parai:1,...,n—1 (2.9)
)

devido ao fato de H,, nao interceptar o eixo y* em D. Para estimar a™ notemos que

w  l—dw'—...—a" ! S 1—la'w'| = —|a
“ = w" o wn ’

nflwn71|
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onde |a‘w'| < 5= e w™ € (R/2,2R), por (2.8) e (2.9). Portanto,

ns L (2.10)
a 4R .

A transformagao linear L,, tal que L, = F(w) em H, é dada por
Lu(y) = F(w)(a'y' + a®y* + - + a"y").

A derivada direcional de L,, com respeito a v/||v|| = (0,...,0,1) é dada por

(V@@MQWﬁJ»:MHM>E%HM>§ (2.11)

devido a (2.7)) e (2.10).
Usando que F' > L, junto com ([2.11)) concluimos que

v v
F w—l—t—) — Fw) > Ly, (w+t—) — Ly (w)
< o] o]
= t(VLy(y),(0,...,0,1))
p
> gV
para todo t > 0. O

2.3 Suavizagao Vertical de Estruturas de Finsler de
Classe C°

Nesta se¢ao construiremos a suavizagao vertical de uma estrutura de Finsler de classe
CP. Este processo sera feito em sistema de coordenadas.

Seja (M, F') uma variedade de Finsler de classe C° e considere um sistema de coorde-
nadas (z',...,2") em um subconjunto aberto Uy de M. Escolha um subconjunto aberto

U de Uy com fecho compacto tal que

U C U (2.12)
Consideramos U com o sistema de coordenadas (z', ..., z"). Seja
(z,y) = (%, ..., 2"y ... y") (2.13)
as coordenadas naturais de TU com respeito a (x!,... z").

Como na secao anterior, vamos trabalhar com duas normas em cada espaco tangente

T,U : F e a norma Euclidiana com respeito ao sistema de coordenadas (y',...,y"). Por
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exemplo, a bola fechada centrada em v e raio R em T,U com respeito a norma F é
denotada por Br[x,v, R] e assim por diante.

Analogamente & se¢ao anterior, definimos

ry = max F(z,y) = max F(z,y) (2.14)
(z,y)€ UXSH.H[I,D,l] (z,y)€ U><B|H|[1‘,071]
e
pu = min F(z,y). (2.15)

(zy)e UxS)). ) [x,0,1]
Entao, a seguinte versao da Proposicao [2.4] é verdadeira.

Lema 2.5. Sejam F uma estrutura de Finsler de classe C° em M, U um aberto satisfa-
zendo e (xt,. .. 2"yt . y") um sistema de coordenadas em TU como definido
em (2.19). Seja v € R™ um vetor ndo nulo com R := |[v|| e consideremos

56(0 pUR], (2.16)

’4717’(]

onde ry e py sao definidos por e (2.15), respectivamente. Entao,

v

F<x,w+t )—F(m,w)>p—Ut

8

]
para todo x € U, w € Bylz,v,e] et > 0.
Demonstragao. Anéloga a demonstracao da Proposicao [2.4} O]

A primeira tentativa para a suavizagao vertical em U seria definindo

A

F.z,y) = /ng(z)F(:v,y — 2)dz

para € dado em , que é a suaviza¢ao mollifier da aplicacdo F'(x,-). Podemos provar
que para cada x € U, T, U N F;l(rU) ¢ uma hipersuperficie em T,U tal que a proje-
cao radial em Sj[z,0,1] ¢ um difeomorfismo. Entao, poderiamos definir a suavizacao
vertical como uma estrutura de Finsler de classe C° tal que a esfera de raio ryy ¢ dada
por T,.U N Fgl(rU). Tudo funciona bem, exceto pelo fato de que essas normas nao sao

necessariamente fortemente convexas. Para solucionar este problema usaremos

Cs = (1 - 5)775 + eNzry

PU

ao invés de 7)., e a "perturbagao" devido a enz; é suficiente para garantir a convexidade

PU B
forte. A Proposicao e o Lema sao usados para provarmos o desejado. E claro que
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ha algum trabalho a ser feito, como redefinir € para tudo funcionar. Vamos fazer esses
calculos a seguir.

Primeiramente fixamos

Pu
16nry

e definimos
Fu(z,y) = /CE(Z)F(x, y— 2)dz.

E simples ver que F. é continua e F.(z,-) é diferenciavel para cada = € U. Usaremos
a notacdo Hess, F.(x,y) para denotar a Hessiana de F. com respeito a (y',...,y") (e x
fixo).

Notemos que

_max F(z,y) = T—U,
(z,y)€e UXSH,“ [z,0,1/2] 2
min F(z,y) =2ry

(z,y)e UxS)lx,0,(2rv)/pu]

A={(z,y) e TU;z € U, |lyl € [1/2, (2rv)/pul}

contém F~Y([ry/2,2ry]). Definimos

1
ay={ep e aim =1}

2r
AmﬂzﬁaweAwmz—ﬂ}
PU PU

A proposicao seguinte sera usada para garantir que Hess, F.(z,y) é positiva definida
em int(A). Antes disso, consideremos uma funcao diferenciavel f : R* \ {0} — R, £ €
R"\ {0} e {v1,...,v,} uma base de R com v, = £. Dado y € R", escreva y = y'e; = 2'v;.
Pela Regra da Cadeia obtemos

’fly) _ *fy)
a(zm)2  Oyoy!

e, (2.17)

onde & = Ele;.

Proposicao 2.6. Sejam f,g : R™ \ {0} — R aplicagoes diferencidveis com as mesmas

hipersuperficies de niveis em um nivel r, sendo r um valor reqular de f e g. Sey € f~(r)

e fyiyi(y)E'& #0, para todo & € K := ker(d(f),) \ {0} entdo:
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(i) gyiyi(Y)EE7 # 0, para todo § € K;
(it) Se g € convexa, entio gyi,i(y)&'&? > 0, para todo & € K.

Demonstra¢ao. (i) Suponhamos sem perda de generalidade que V f(y) = (a,0,...,0)

com a # 0. Como as hipersuperficies de niveis de f e g no nivel r sdo iguais, entao

Vg(y) = AV f(y) com A # 0.

Consideremos § € K e seja {vy,...,v,} uma base para R" com v; = Vf(y), v, = ¢
e é completada de forma que ker(d(g),) = span{vs,...,v,}. Escreva y = zjuv;.
Pelo Teorema da Fungao Implicita, existem uma bola B = B((23,...,24),d) e um

intervalo J = (2§ — p, 2 + p) com as seguintes propriedades:

1) Jx BCR"\ {0} e %(21,...,2'") # 0 para todo (z',...,2") € J x B;

2) Para todo (22,...,2") € B existe um tnico z! = ¢(2?,...,2") € J tal que
f2h 2200027 = f(o(22,...,2"), 2%, ..., 2") =1
Ainda, a func¢ao ¢ : B — J assim definida é de classe '™ e suas derivadas

parciais em cada ponto z = (22,...,2") € B sdo dadas por

of of oo .
8zi<¢(2>’ z) + ﬁ(qb(z), Z)ﬁzi (2) =0,

para todo i =2,...,n.

A equagao acima nos da

of of oo, .

o2+ 02,952 () = 0 (2.18)
Aplicando esta equagao no ponto (z32,...,2y), obtemos que %(zé, 2y = 0.
Derivando a equagao (2.18)) em relagao a 2™ concluimos que

’f D¢ Of of 026
0*f 96, O 96
a0 25 g (9022 5 (2 =0

Avaliando esta equagao no ponto (z3,...,2%) e usando que iﬁ(zé, o2y =0,
temos

an 2 n n

a(zn)g(qb(z()?“ ’ZO)a(Z()a azo))
of 0 oy 020 .,
= _ﬁ((b(zga 72[))7(2(2)7" 720))8(2”)2( (2]7 >ZO>7
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o que implica

0% f . of . &% .
6(Zn)2(zé,zg,...,zo)= 5 = ( O,ZO,...,zo)a(Zn) (22,...,20).

2

Usando a hipotese e a igualdade ([2.17]), obtemos que %(zé, 228,...,20) # 0. Logo,
02 n
8(2—5’)2(25,...,%) # 0.

Usando que as hipersuperficies de niveis de f e g no nivel r sao iguais, obtemos com

0 mesmo raciocinio que

0% n 0y ny_ %0 n
3(2n>2(zé’zi2)""720) = —ﬁ(zé,zg,...,zo)m(zg,...,zo).
Como ggl(zo,zg,.. 20) #0e 82% (28,...,28) # 0, entao ? DE (28,28, .., 28) #0.

Usando a mesma ideia de (2.17]) concluimos que
Gyiyi (y)gbg] 7é 0
para todo £ € K, o que prova (i).

(ii) Como g é convexa, o Teorema 1.9 garante que gy, (y)§'& > 0,V€ € R™. Segue do
item anterior que g,i,i(y)£'¢? > 0,V€ € K.
L]

O lema abaixo apresenta propriedades da aplicacao F..

Lema 2.7. E. tem as sequintes propriedades para todo ¢ € (0, 175%) :

(1) Hess, F.(z,y) ¢ positiva definida para cada (z,y) € int(A);

(2) A derivada radial de F. em relagio ay em A € estritamente positiva, isto €,

Y (EL)yi(z,y) > 0,Y(z,y) € A

(3) sup FL(z,y) < ru;

Ay
2

(4) inf Fe(a:,y) > ry;
A2rU
PU

(5) F.(z,y) < ry, para todo (z,y) € TU com ||y| < 3

(6) Fs(x,y) > ry, para todo (x,y) € TU com ||y|| > 2;—5;

Em particular, para cada x € U, temos que Fgl(rU) NT,U € uma hipersuperficie

diferencidvel em T,U tal que a projecio radial em Sy [x,0,1] € um difeomorfismo.
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Demonstragao. (1) Dados (x,y) € int(A) e £ € R™\ {0}, devemos provar que
() (@yee >o.
yiyd

Primeiramente verificaremos que dado (z,y) € int(A) vale que <F6> (x,y) > 0.
yry"

Tomemos (z,y) € int(A). Entao,

A

(FE)W (wy) = (1—¢) <F5>ynyn (a:,y)—ke(ﬁzw) ()

PU

Pela Proposicao , temos que (Fg)ynyn (x,y) > 0. Agora, usaremos o Teorema de

Fubini e a Observagao |1.6| para provar que Fan, (z,y) > 0. Temos que
yry"

()., o9
- [ (n) (y — w)F(a, w)dw
- [ ( / (77) (457) — () P, <w',w“>>dw“> dw

yn—’—% /I on !/ n / n n /
= [ () e - @) P e )
Rn—1 yn,prig U Yy

onde ¢ = (y',...,y" ) ew = (w,...,w"1).

Fixemos w’ e consideremos as aplicagoes

Ny (Y — ') (y" — (2rv)/pusy" + (2r0)/pv) — R

PU

Fla,ul,) (" = (2ro)/pusy™ + (2r0) ) — R,

Uma vez que a aplicagao nz-, (v —w', ) tem o comportamento da aplicagao mollifier
PU

do Exemplo e F(xz,w',-) ¢ uma aplicacdo convexa, entao pela Proposigao
y"+%
[0 () (@) - @) e 2 0
n_ 2Ty PU ynyn
Consideremos agora a aplicagao

F(2,0,-) : (5" — (2ro)/pusy" + (2r) [ pu) — R
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Como 0 € (y" — (2rv)/pu,y™ + (2rv)/pu), entdo F(z,0,-) é a restricao de uma
norma em uma vizinhanca da origem e por isso nao é uma aplicacao afim. Usando

novamente a Proposicao [2.3], temos que

2ry

U
[0 () (@) - 0Pl 0,0 > 0
yn,& PU ynyn
PU
Assim, existe uma vizinhanca W C R""! da origem tal que

yn 42U
/ " (nw) (v, y") — (W', w")F(z, (w',w"))dw" > 0,
y" yy"

_2ry PU
PU

para todo w’ € W. Logo,

(Fm) (z,y) > 0.
PU yryn

Portanto, (}1) (x,y) > 0.
yry"

Agora, consideremos uma base ortonormal {vy,...,v,} para R" com v, = ¢, e
escreva y = z'v;. Como a suavizagao mollifier é invariante por mudanca ortonormal

de coordenadas, segue que

<FE> (x,y) > 0.
Usando ([2.17)), concluimos que
() (@pee >0,
Yty
como queriamos.

(2) Consideremos (z,y) € A. Entao,

F(xy+%10 Fe(@y)

= /{(1—5)775 —l—ener } [ ( z+t” H)—F(x,y—z)] dz
= (1—6)/ [ (x z—l—t—)—F(x,z)}dz
BH ” [x,y,a] HyH
+ 8/ N2y (2) {F(x,y—z—i—t—)—F(w,y—z)]dz
B\|<H[75707(27’U)//)U} PU || H
> (1-— 5)/ ne(y — z)p—Utdz - 5/ N2y (2)F (x,ti) dz
By lzy.c] 8 By [:0,2r0)/pv] PV ]l
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v

Y

(1 5)pU_t_5t/ 7727»U (Z)F (x) i) dZ
8 By.l=,0,(2rv)/pu] U ||y||
A=epv,
8
EP—U _ tr
16 8 16ry ©
! t

para t > 0, onde na primeira desigualdade usamos o Lema [2.5| e na terceira desi-

gualdade usamos

2.14

. 7 , .. . . y_l ~ )
. Assim, y7zpy ¢ um limitante inferior para (F.)yi(z,y) e

portanto a derivada radial de F. em relacdo a y em A é positiva.

(3) Consideremos (x

Fg(l’,y

Portanto,

(4) Consideremos (x

,Y) € A, . Entéo,

) - / {(1_@77&(2’)—1-5172”](2/)
PU
PU
= / ne(2) [F(z,y) + F(z
By [z.0.]
te / Do (2) [F(
By [2,0,2rv)/pu] U
o Pu pu Tu
< o R
= 2 T nrg Y T 1oy 2
Tu
< —=23.
- 32

sup F}(x, y) <1y
Ay

,Y) € A2y . Entéo,

PU

/ /

enery (2)F (2, y)dz —

PU PU

vV
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| Flay - 2yis

F(z,y) + F(z, z)]dz
,2)] dz

y) + F(z,2)] dz

pu_ 2y
16nry pu

[ 0=+ enm )] Pt - 9
Ja-omerey -2 |
Ja-om@Fee- [0

ey (2)F(2,y — 2)dz

PU

enzry (2)F(x, 2)dz



> 922, _PU_TU_ v

= 6T 168 R

S R S
16 16 8 8
25

Portanto,

inf F.(x,y) > 0.

2ry
PU

(5) Segue o mesmo raciocinio do item (3).

(6) A demonstragao é semelhante a do item (4).
Agora dado y € E-'(ry) N T,U, temos que (z,y) € F~([ry/2,2ry]) € A. Logo a
derivada radial de F.(z, -) em y é positiva e, portanto, FE_I(TU)ﬂTxU ¢ uma hipersuperficie
diferenciavel em A C T,U. Se considerarmos a proje¢ao radial 7 de T,,U sobre S| [z, 0, 1], 0

Teorema da Fungao Inversa nos da que 7 restrita a F="(ry) T, U € um difeomorfismo. [

A préxima proposicao mostra que sendo F' uma aplicacao continua, podemos concluir
que F. converge uniformemente para F' sobre conjuntos da forma U x V, com V sendo

um subconjunto compacto de R".

Proposicao 2.8. F. — F uniformemente sobre subconjuntos de TU da forma W =

UxV, comV sendo um subconjunto compacto de R".

Demonstragao. Dado § > 0, devemos encontrar 3 > 0 tal que se ¢ € (0, #), entao

|F€(x7y) - F(I,y” < 6,\V/(.T,y) ew.

Como V' é compacto existe uma constante positiva N, tal que V' C By,[0, N]. Sendo

U x BH.”[O, N + 1] compacto e F' uma aplica¢ao continua, existe uma constante positiva
81 < min{1, (6py)/(16r)} tal que se (z1,w1), (x2,w2) € U x Byy[0, N +1] e

0
1@, wi) = (22, wa)l| < Br = [F2r, 1) = Flzz,ws)| < 5.

Assim, dados (z,y) € W e w € By4[0,¢] com € € (0, 1), temos y —w € By [0, N + 1]
e [|(z,y —w) = (z,y)]| = |w|| < & < Bi. Logo, |F(z,y —w) — F(z,y)| < 3.
Tomemos 8 = min{fy, py/(16nry)}. Dado (z,y) € W temos que

[Fe(zy) = Fley)l = |(L=e)F(ay) +eFay (2,y) = Fla,y) = eF(a.y) +eF(z,y)

PU
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IN

(1 —e)[Fe(z,y) — Fz,y)[ +¢ qu(l‘y) F(z,y)

IN

1—6/ w)|F(z,y —w) — F(x,y)|dw

+ = [

v (W) F(z,y —w) = F(z,y)|dw

5
< 5/ (w )dw—i—a/nzw(w)F(x,w)dw
PU
P
S —+€QTU
2 pu
< 0 pu 2ru o
- 2 16(2]pU
_ 8
2 2

para todo ¢ € (0, 3).
Portanto, FE — I uniformemente sobre subconjuntos de TU da forma W = U x V,

com V sendo um subconjunto compacto de R". O]

Para cada x € U, o Lema [2.7] garante que

S.(z,ry) == F- N rg) N T,U

é uma hipersuperficie diferenciavel de T,U, para todo ¢ € <0, T U) . Assim, para cada

<0, 175%) podemos considerar a aplicagao

G.:TU — R (2.19)

que restrita a cada espaco tangente 7,,U é uma norma, cuja esfera de raio ry é S.(x,ry).

Seja (6%,...,0") : Sy — Wy um sistema de coordenadas local definido de um sub-
conjunto aberto Sy da esfera euclidiana S" ! = {y € R™ ||y|| = 1} em um subconjunto
aberto Wy de R™7!. Se r é a coordenada radial em R™, entao (r,6?%,...,0") é um sistema

de coordenadas no cone (0,00) x Sp C R"*! e
(2. 2™ 0% 0™) 1 U x (0,00) x Sy — R™ x (0,00) x W, (2.20)

¢ um sistema de coordenadas local em T'M.

Utilizaremos o sistema de coordenadas acima para explorar algumas propriedades da
aplicagao G.. Para isso consideraremos as coordenadas deste sistema nos espagos tangentes
e aplicaremos o Teorema da Funcao Implicita & aplicacdo F.. Dado (x0,%0) € TU com
Yo € S-(zo,rv), podemos supor que yo € (0, 00) x Wy. Sejam (rg, 02, . . ., 03) as coordenadas
de yo no sistema de coordenadas definido em (2.20). Pelo item (2) do Lema sabemos
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que %(xo, ro,02%,...,00) > 0. Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe uma aplicagao

de classe >

. 1 2TU
outo): Wo — (5,22

satisfazendo as seguintes condigoes:

(1> 8(55 (Io, T, ‘927 s 7071) > 07 \V/(’/’, 927 s 76n) < (1/27 (2TU)/pU) X WG;

(ii) F.(wg, de(mo, 02, ...,0™),0% ....0") =1y, V(0% ...,0™) € Wy;

OFe (z(,be(30,02,...,0™),02,...,0™)
oo\ O0de(x0,6%,...,0™) 207 2 n
(iii) 907 T T 0P (00,0e (00,02, ,07),0%,.,07) ? V(0°,....0m) € W
or

Assim, dado (r,62,...,0") € (0,00) x Wy, temos que

Ty

¢€(,T0, 02, e ,0") '

G.(xg, 7, 0%, ...,0") =
Variando  em U, podemos considerar a aplicacao
12
b U x Wy —> <—, ﬂ) (2.21)
2" pu
tal que F.(z,¢-(x,0%,...,0™),60% ....6") = ry, Y(z,0%,...,0") € U x Wy. Entéo, dado
(x,7,0%...,0") € U x (0,00) x Wy, temos que

Ty

. 6%,...,0") = .
G (IL',T, ) ) ) ¢a($,92,...,9n)

(2.22)

Apresentaremos propriedades da aplicacao G. : TU — R.

Proposigao 2.9. A aplicagcio G. definida em satisfaz as sequintes propriedades
para todo € € (0 o ) :

? 16nry

(1) G. € continua;

(2) G.(x,-) € diferencidvel em T,U \ {0};

(3) (G:)yi € continua em U x R™\ {0};

(4) (G2)yiyi € continua em U x R™\ {0};

(5) % ¢ continua em U x R™\ {0}, para cada multi-indice « = (a, ..., ay);

(6) Dado (z,y) € TU \ 0, temos que
(Ge) iy (2, 9)8°€ > 0, V€ € ker(d(Ge(z,-)),) \ {0}
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(7) G. — F uniformemente sobre subconjuntos de TU da forma W = U x V, sendo

V' um subconjunto compacto de R™.

Demonstragao. (1) Se provarmos que a aplicagao ¢. definida em ([2.21]) é continua, segue
que a aplica¢do G. é continua, para todo (z,y) € TU com y # 0.

Dados 6 > 0 e (7, 02, ... ,07) € Ux Wy, vamos encontrar uma vizinhanca Z C U xWj
de (7, 02, ... ,8~”) tal que

o (,0%,...,0") — ¢ (F,02,...,0")| <6, (2.23)

para todo (z,0%,...,0") € Z. Seja T = ¢.(7, 02, ... ,9~”). Podemos supor que 7 — 9,
749 € (1/2,(2ry)/pv), pois caso contrario, trabalhamos com 0 < ¢ < § tal que
F—30,74+¢ € (1/2,(2ry)/pu) e provamos que ([2.23)) vale para ¢’ em vez de d.

Assim, devemos encontrar uma vizinhanga Z de (Z, 6~2, . ,6~") tal que
F—08 < d(z,0%...,0") <T+9,

para todo (z,0% ...,0") € Z.

Sabemos que ‘95} (7,02, ...,0") >0,V (x,r,02 ....,0") € Ux(1/2,(2ry)/pv) x W.

Logo a aplicacao

res EL(E@,r, 02, ...,07), re(1/2,(2r0)/pv)

¢ estritamente crescente. Como F.(Z,7,62,...,0") = ry, entdo

Fe(j,f—é,QQ,...,Q”) <Tu,

e sendo F. uma aplicacio continua, existem uma vizinhanca Z; C U de # e uma
vizinhanca Z, C W de (62,...,6") tais que

E(x,7—6,6%...,6") <ry,V(z,0%...,0") € Zy X Zs.

Mas a derivada radial de F, ¢ estritamente positiva em A. Logo, dado (x,0%,...,0") €

Z X Zy, fixo porém arbitrario, temos que
F—08 < ¢e(x,0%,...,0m),

pois F’E(,% ¢E(LE, (92, - ,(9”), 92, C ,9”) =Ty.

De forma analoga, encontra-se uma vizinhanca Z; x Z, C U x W, de (z, 02, ... ,0m)
tal que
bo(,0%, ... 0") <746, V(x,0%,...,0") € Zy X Zs.
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Tomando Z = (Z; N Zl) X (Zy N Zg), segue o desejado.

Resta provar que G. é continua nos pontos da forma (x,0) com = € U. Tome & € U.

Dado § > 0, devemos encontrar > 0 tal que se (z,y) € TU,
1(2,0) = (z,y)|| < B = Ge(z,y) <.

Consideremos a aplicagio continua f : U x R® — R definida por f(x,y) = ||y|.

Seja
Ge(z,
pp= sup Gelory) _ sup Ge(,y).
(m,y)GUXSH.H[m,O,l] ||y|| (x,y)EUXSHM[x,O,l]
Notemos que p é finito, pois
G.(z,y) _ G(z,r 0%, ...,0M _ ;‘U < 2y
| r Ge(x,0%,...,0M)

devido a (2.21)) e (2.22)).

Como as aplicagbes acima sao homogéneas, segue que

B Ge(z,y)
n= sup —_—.
(z,y)€U x Ty M\{0} [yl

Assim,

Ge(z,y) < pllyll,V(z,y) € U x T,M \ {0}.

Como esta desigualdade vale para o vetor nulo, segue que

Ge(z,y) < pllyll,¥(z,y) € U x T, M.
Agora, usando que f é continua em (Z,0) existe 8 > 0 tal que se (x,y) € TU,

1(#,0) = (2, 9)]| < B = f(z,y) = lyl| < %

Assim, se (z,y) € TU e ||(Z,0) — (z,y)| < B, entao

)
o que prova que G. é continua em (Z,0) como queriamos.
Portanto, G. : TU — R é uma aplicacao continua.
(2) Segue do fato da aplicagdo ¢.(z,-) ser de classe C°.

(3) Devemos provar que a aplicagao (G.),i(x,y) é continua em U x R™\ {0}. Para isso
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(4)

(5)
(6)

(7)

usaremos a expressao de G, dada em (2.22)), e verificaremos que (G.),(z,r, 62, ...,0")

e (Go)gi(x,m, 0%, ...,0") sao continuas em U x (0,00) x Wy. Sabemos do item (1)
que a aplicagao ¢.(x,6?,...,0") é continua, logo
v
GE’/‘ ”02"”’971 -
(Ge)r(, )= e, Lo

¢ continua em U x (0, 00) x Wj.
Resta verificar que (G.)gs (z, 7,02, ...,0™) é continua. Temos que

rry 0 (x,0%,...,0M)

(Ga)91($ar79 ""’9 ) (¢E($,92,--'79n))2 067

O Teorema da Fungao Implicita garante que

OF: (x,¢c (x,02,...,0™),0%,...0™)
8¢a(xa027"'79n) _ - - 061 :
067 T OF. (w0 (x,02,...,0m),02,...0m)
or

OF. (x,r,02,...,0") OF.(x,r02,..,0m)
or ’ 067

para todo (x,6?,...,0") € U x W,. Como as aplicagoes

e ¢ (z,0%,...,0") sao continuas, obtemos o desejado.

Segue da formula de G, dada em ([2.22)) e do fato que as derivadas das expressoes

8F (.’E,(]S (w)027'“a0n))927'“’9n)

0p:(x,0%,...,0") T
Pt 9P (,$e(2,02,...,0m) 02,...0m)

or

OF. (z,0 (2,02,...,0),02,...0") OF.(z,¢c(x,02,...,07),02,....0™)
or ) 007

sao escritas em fungoes das aplicagoes

e ¢.(x,0% ...,0") e suas derivadas.
Segue o mesmo raciocinio dos itens (3) e (4).

Consideremos (x,y) € TU \ 0. Suponhamos inicialmente que y € S.(x,ry). Sabemos
que as aplicagoes ﬁ’s(x, -) e G.(x,-) possuem as mesmas hipersuperficies de niveis no
nivel ry7, Ge(x,-) é convexa e que Hess, F.(x,y) é positiva definida pelo Lema .
Segue da Proposicao [2.6| que

(Ge)yiys (2,9)E'€" >0, V€ € ker(d(Ge(z,-)),) \ {0}

O caso geral segue do fato da aplicacdo G.(z,-) ser absolutamente homogénea.

Consideremos 0 > 0. Utilizaremos o sistema de coordenadas definido em ([2.20)) para
provar o desejado. Seja R > 0 uma constante tal que ||y|| < R,Vy € V. Suponhamos
inicialmente que V' C [0, 00) x Wy. Como Sy é compacto, entdo [1/2, (2ry)/pu] x Wy
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¢ compacto (diminuindo a vizinhanga Sy se necessario). Pela Proposicao existe
Bo > 0 tal que se € € (0, 5y), entdo

F. 02 ... 0" — F o2 ... 0" —
| (‘T7r7 ] M ) (‘/EJT7 ) M )| < 2R7

para todo (z,r,0%,...,0") € Ux[1/2,(2ry)/pu]xWe. Dado (z,r,0%,...,0") € UXV,
usando a desigualdade acima e o fato de ¢.(z,02,...,0") € (1/2,(2ry)/py), obtemos

que
|G, r, 02, ...,0™) — F(x,r,0% ...,0M)|
oo (2,0%,....0") o (2,0%,....0")
= |G (=, 0% 0m) —F(a, 02
‘G (x "oz, 02,6 Oz, 02, 6m)
_ r]Gg(ac,@(x,W,...,0”),92,...,9”)—F(x,¢€(:1:,92,...,9”),92,...,9”)|
N Ge(x, 02, ... 0m)
Fo(x,0o(x,0%,...,0),0% . ..,0") — F(x,¢-(x,0%...,0),60% . ...60"
-7 O (a, 02, ..., 0")
S
6.(z,02,...,0") 2R
< 0,

para todo ¢ € (0, fy). Logo, G. — F' uniformemente sobre U x V.

Agora seja V um subconjunto compacto qualquer. Como S"~! é compacto, existe
uma cobertura aberta {Sy,,..., Sy, } de S"~! e abertos Wy,,..., Wy, de R"! tais

que
(02,....00) : Sp, — Wy,

¢ um sistema de coordenadas que completa a coordenada radial, para i =1,..., k.
Para cada i € {1,...,k}, a Proposigao garante que existe ; > 0 tal que se
e € (0, ;), entao

\FL(z,7,07,...,00) — F(x,r,02,...,00)| <

Y A

0
2R

para todo (z,7,0%,...,00) € Ux[1/2,(2ry)/pu]xWe,. Tomando 8 = min{f3i, ..., B}

e fazendo contas como acima segue que
|G€<$,y) - F(SL’,y)’ < 57

para todo (z,y) € UxV e paratodo € € (0, 3), o que completa a prova do resultado.
O
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2.4 A Suavizagao F.: TM — [0,00)

Sabemos que a aplicagdo G, : TU — R é continua para cada ¢ € (0, py/(16nry)).
Podemos entao construir sua suavizagao horizontal e utilizando uma particao da unidade
em M definir a aplicagao F, : TM — R.

Sejam {(Uy, X)) }rea uma estrutura diferenciavel em M, localmente finita, tal que
Uy ¢é definido como em e {©r}ren uma partigao diferencidvel da unidade su-
bordinada & cobertura {Uy}iea. Para cada A € A, denotemos V) = int(supp(p,)) e
vy = distga (OV}, OU,).

Fixemos A € A. Sejam ry, e py, constantes definidas como em e , res-
pectivamente. Seja J, = min{py, /(16nry,),v\}. Para cada ¢ € (0,d,) consideramos a

aplicacao
Gey:TU, — R

definida como em ([2.19)).

A Proposicao [2.9] assegura que a aplicacao acima é continua. Assim podemos definir

a aplicagao

For(e,y) = / N(x — 2)Gen(z,y)dz, Y(z,y) € TV,

que ¢ construida a partir da suavizagao mollifier da aplica¢do G (-, y).
Como a aplicagao ¥, : (0,1) — (0,0,) definida por 1,(e) = £, ¢ uma homotetia,

podemos sem perda de generalidade supor que € € (0,1) e

Foa(z,y) = /ﬁw(e)(iﬂ — 2)Gyy(e) A (2, y)dz, Y (z,y) € TV, (2.24)
Assim, para cada € € (0,1), podemos definir a aplicagao F. : TM — [0, 00) dada por

F.(z,y) =Y oa(z)Fa(z,y). (2.25)

A€A

Vamos verificar que a aplicagao definida em ([2.25) é uma estrutura de Finsler em M

e que converge pontualmente para a aplicacao F' : TM — [0, 00).

Lema 2.10. A aplicacao definida em satisfaz as sequintes propriedades:
(1) FEM\ ¢ de classe C= em TV, \ 0;
(2) F.\(x,-) € absolutamente homogénea, para todo x € Vj;

(3) Hess, %Fg/\(x, y) € positiva definida para todo (z,y) € TVy \ 0;
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(4) FE,)\ — F' pontualmente.

Demonstragao. (1) Segue do item (5) da Proposigao e do fato da aplicagao 7; ser
de classe C'*° para todo 0 > 0.

(2) Segue do fato da aplicacao Gy, )x(2, ) ser uma norma.

(3) Consideremos (z,y) € TV, \ 0. Como

Foa(z,y) = /nm(a)(ﬂc — 2)Gy, o)1 (2, y)dz,

segue da Observacao [1.6] que

(Foaly @) = [ ool =) (Gongoa) (2.0

(FE,A)yiyj (I, y) = /TWA(E) (SL’ - Z) (G¢A(6),A)yiyj (Z, y)dz.

Assim, dado £ # 0 temos que

1 . o . L . L. )
_(FaQ,A)yiyj (z,9)€'¢ = Foa(z,y) (FE,A)yiyj (z,y)&'¢ + (FE,A)yi (z, y)gz(Fs,A)yﬂ' (z,y)¢’

F,
2
= Fs)\(xa y) /771/»\(5) (I - Z) (G’lﬁx(&),)\)yiyj (Z, y)figjdz

) 2
+ (/ 7’]1/»\(5)(1' - Z) (ka(a)»\)yi <Z7y)£zdz) '

. . . 1 2 L, . .
Vamos analisar dois casos para concluir que Hess, 2E5 \(z,y) € positiva definida.

1°) ¢ € span{y} : Entao, existe p # 0, tal que £ = py. Pelo Corolario [1.16], temos

que

(/ M) (@ = 2) (Gure1) (Z,y)f"dzf
= (/ s (@ = 2) (Guy)0) (Z’y),uyidz>2
- H (/ Ny (e) (T — 2) (Gdu(s),/\>yi (z,y)yidz)2
- (/

2
77¢A(€ Z)wa(e)ﬂ)\(zvy)d’z>

Como Gy, (),(2, ) ¢ uma norma, para todo z € Uy, segue do Teorema que
(G¢A(€)7>\(Z7 y))yiyj (Z, y)£Z§] 2 07 Vz € U)\? entao %(FEQ,)\>yiyj (‘7;7 y)§Z£] > 0.
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2°) & ¢ span{y} : Entao, existem pu € R e w € ker(d(Gy, @) (x,-))y) \ {0} tais que
¢ = py + w. Pelo item (i7) do Corolario [1.16} temos que

/77%(5)(5” ) (G%(E),A)yiyj (2, y)gigjdz = /771,1;)(5)(55 ) (Gm(a),)\)yiyj (2, y)wiwjdz-

(z, y)w'w? & positivo.

O item (6) da Proposicao garante que (wa(a),k)yiyg
Entao, pelo item (4) da mesma Proposicao, existe uma vizinhanga de x tal que
(Gw(g)’A)yiyj (z,y)w'w? > 0, para todo z nessa vizinhanga. Como Gy, )(2, *)

¢ convexa, para todo z € U, o Teorema assegura que para todo z € Uy,
(G"Z)A(E)a)\)yiyj (Z7 y)f%" > 0. Assim,

/%(s)(@" —z) (Gm(s),x)yiyj (z,y)wiwjdz > 0.

LOgO, %(EQ%A)ZJ@j (Q?, y)é'lé‘] > 0.
Portanto, Hess, %F’f»\(;p, y) € positiva definida para todo (z,y) € TV, \ 0.

(4) Consideremos (z,y) € TV). Se y = 0, entao Gy, )A(z,y) = 0,Ve e F(x,y) = 0.
Logo F.,(z,y) — F(x,y) pontualmente. Suponhamos agora que y # 0. Dado
d > 0, devemos encontrar § > 0 tal que se € € (0, ), entao

|F£,)\(:B7y) - F(Qf,y)l <.

Seja I%E(q:, Y) = [Ny, (x — 2)F(2,y)dz. Pelo item (i7) do Teorema , temos que

F.(xz,y) — F(z,y) pontualmente. Assim, existe $; > 0 tal que se € € (0, 8;), entao
= )
[Fe(a,y) = Fl,y)l < 5 (2.26)

Agora, pelo item (7) da Proposicao existe fa > 0 tal que se € € (0, 32), entao

5
Gun@a(zy) = Fzy)l < 5, ¥z € VA, (2.27)

Tomemos f = min{f;, f2}. Dado ¢ € (0, #), usando (2.26)) e (2.27)), obtemos que

Forle) ~ Fla)l
= |F€,>\('T7y) - F:WE(xuy) + F5~($,y) - F(l’,y)|
S |F€7)\(17,y) - ~8(‘I’y)| + |F€($,y) - F(l’,y)|
= ‘/%(e)(x— NG (2:y) = Fz9))dz| + [Fo(z,y) — F(z,y)|
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< /77%(8)(33 - z)|G¢A(E),>\('Z>y) - F(Zvy)’dz + ’ﬁa(ajvy) - F(a:,y)|

1) 1
< 3 /%(e)(m —z)dz + 2
= 0.

Portanto, F. »(z,y) — F(z,y) pontualmente.
[

Teorema 2.11. A aplicagao F. : TM — [0,00) definida em satisfaz as sequintes
propriedades, para todo € € (0,1) :

(1) F. € de classe C>* em T M \ 0;

(2) F.(z,-) é absolutamente homogénea, para todo x € M;

(3) Hess, s F2(x,y) € positiva definida para todo (z,y) € TM \ 0;
(4) F. — F pontualmente.

Demonstracao.

(1) Basta notar que as aplicagdes ¢y : M — Re [., : TVy \ 0 — R sdo de classe C*®
para todo A € A e para todo ¢ € (0,1).

(2) Segue do item (2) do Lema [2.10]
(3) Consideremos (z,y) € TM \ 0 e seja (i',...,3") : U € M — R” um sistema de

coordenadas em torno de z. Existe uma quantidade finita de indices A € A tais que

oa(x) # 0, digamos {A1, ..., \x}. Assim, dado £ # 0, temos que

S (F2)gp ()60 = Zwl S (B2 )y, 9)EE"

Pelo item (3) do Lema e pelo item (1) da Observagao temos que
(F2y,)gigs (@, )€€ > 0,V € {1,..., k}.

Logo,
1 o
5 () (2,9)6'¢ >0,

ja que @y, (z),..., 0 (z) € (0,1].
Portanto, Hess, 3 FZ(z,y) € positiva definida para todo (z,y) € TM \ 0.

(4) Tomemos (x,y) € TM. Seja (i',...,i") : U C M — R™ um sistema de coordenadas

em torno de z. Suponhamos que F' e F., para todo € € (0,1), estao sendo consideradas
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no sistema de coordenadas

(. &gt ) TU ¢ M — U x R™.

Entao
Fo(z,y) = Fz,y)| = )o@ Fealz,y) =Y oa(@)Fe,y)
AEA AEA
< > @) [Faala,y) — F(z,y)] .
AEA
Usando o Lema [2.10] segue o desejado. [

Este Teorema garante que F. é uma estrutura de Finsler, para todo ¢ € (0,1) e que

F. — F pontualmente.

2.5 Suavizagao em Estruturas de Finsler Absolutamente

Homogéneas

Nesta segdo suporemos que a aplicacdo F': TM — [0,00) da se¢ao anterior é uma
estrutura de Finsler absolutamente homogénea, consideraremos a sua suavizagao F. cons-
truida em e verificaremos que objetos, como conexao de Chern e curvatura flag, de
F. convergem pontualmente para os objetos correspondentes de F.

Agora que nossa aplicacao F' é diferenciavel, podemos explorar mais propriedades da

aplicacdo F.. O proximo resultado complementa o Lema quando F' é diferenciavel.

Lema 2.12. F. : TU — R tem as sequintes propriedades para todo € € <0, 16’;%) :
(1) F. ¢ de classe C® em TU \ 0;
(2) (F.)"Y(ry) € uma hipersuperficie de TU, onde ry € definido em ;
(3) Seja oo = (avq, ...,y Qpi, - - ., Qo) um multi-indice. Entao

D*F. —s D“F

uniformemente sobre subconjuntos de TU \ 0 da forma W = U x V, com V sendo

um subconjunto compacto de R™.

Demonstracao. (1) Dado (z,y) € TU \ 0, temos que

Fey) = [ Gy = 2)F@,2)dz
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Como as aplicagoes (. : R* — R e F': TU \ 0 — R sdo de classe U™, segue que

}7’6 é de classe C'.

(2) Segue do Lema[2.7]
(3) Dado (x,y) € TU \ 0, temos que

D F(zy) — / () D F(z,y — 2)d
O F(z,y — 2)

= /CE(Z> a(ml)m R 8(m")an8(y1)0‘"+1 T a<yn)a2n *

O F(x,y)

DPF@.y) = gamer ameaghe - agre

Como F' ¢ de classe C* em TU \ 0, entdo D*F(x,y) é continua em TU \ 0. Usando
isto e fazendo célculos com um raciocinio semelhante ao da Proposicao [2.8] segue o

desejado.

]

Utilizaremos o sistema de coordenadas definido em ([2.20)) para explorar mais propri-
edades da aplicacao G.. Como na Se¢ao 2.3, aplicaremos o Teorema da Func¢ao Implicita
a aplicacio F.. Vale observar que sendo F. diferenciavel, a aplicacdo ¢. que obteremos
também sera diferenciavel.

Dado (zg,y0) € TU, com yy € S.(xg,ry), podemos supor que yy € (0,00) x Wy, pois
se necessario aplicamos uma mudanga de coordenadas conveniente. Sejam (rq, 63, ..., 65)
as coordenadas de yp no sistema de coordenadas definido em (2.20)). Pelo Lema ,

sabemos que 85? =(z0,%0) > 0 e pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma aplicagao

diferenciavel

12
b U x Wy — (—, ﬂ) (2.28)
2" pu

satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) aa—l}(x,r,QQ,...,Q”) >0, V(z,r,0%...,0") € U x (1/2,(2ry)/pu) x We;

(i) Fo(z,delx,02,...,0M),0%,...,0") =1y, Y(z, 0%, ...,0") € U x Wp;

OF: (z,¢e (2,62,...,0™),62,...,0™)

8(}55(.’13702,...,9") — Az 2 n .
(Hl> ozt T 0Fe(2.6e(2,02,...,0),62,..,0™) ) V(:L‘, 0% ....0 ) e U x Wy;
or
OF e (w,¢e (2,62,...,0™),6%,...,0™)
: e (x,6%,...0™) _ 89% 2 n
(iv) 50 S T o (w0 (2,02,..,07),0%,...07) ) V(x,0%...,0") € U x Wy

or
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Entao, dado (z,r,60%,...,0") € U x (0,00) x Wy, temos que

rry

. 6%,...,0") = .
G (xyra ) ) ) gba(l‘,ez,...,@”)

(2.29)

Aplicando o mesmo processo para a aplicacao F, obtemos pelo Teorema da Fungao

Implicita uma aplicagao diferenciavel

12
¢;UxW9—>(—,ﬂ)
2 pu

com as seguintes propriedades:

(i) %—f(x,r, 02,...,0") >0, V(x,r,0%...,0") €U x (1/2,(2rv)/pu) x We;

(i) F(x,¢(x, 0% ...,0™),0% ....0") =ry, V(z,0% ...,0") € U x Wy;

OF (z,p(x,02,...,0™),0%,....0™)

8¢($,92,...,9n) _ Ozt
(111> 52 = T 9 (0.0(2,02,..07).0%,..,07) )
or

V(z,0% ...,0") € U x Wy;

OF (x,p(x,02,...,0™),0%,....0™)

. 8¢($,92,...,0n) _ 50
(W) 96 = T OF(2,0(2,02,...,07),0%,..07) )

r

Dai, dado (z,r,6%,...,0") € U x (0,00) X Wp, temos que

V((L’,92,...,9n) EUXW@.

rry

F 20 = .
(x7/r.797 79 ) ¢(x,92,...,9”)

(2.30)

Lema 2.13. A aplicacao ¢. definida em tem as sequintes propriedades:

(1) i — é uniformemente sobre U x Wy;

(2) ¢ —> ¢ uniformemente sobre U x Wy;

(3) g‘gf — % uniformemente sobre U x Wy;

(4) % — gz‘ﬁ uniformemente sobre U x Wy;
(5) Seja o = (..., Qn, Qs ..., Qon) um multi-indice. Entao

olelg,
3(;51)&1 .. .a<xn)ana(92)an+2 .. .@(Qn>a2n

Da¢€ =

converge uniformemente para

o 3Ia|¢
D% = @(xl)oq .. .8(xn)ozna(92)an+2 .. _a(9n>a2n

sobre U x Wy.
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Demonstragao. (1) Fixemos ry > 0. Sabemos pelo item (7) da Proposigao que

G. — F uniformemente sobre U x {ro} x W (diminuindo Sy se necesséario). Usando

as expressoes em ([2.29) e (2.30]) segue o desejado.

(2) Como m € (pu/(2ry),2) para todo (z,62,...,0") € U x Wy, usando o item
(1) segue que ¢. —> ¢ uniformemente sobre U x Wy.

(3) Dado (z,0% ...,0") € U x Wy, temos que

a(bg(x, 62’ o ’en) 8F5(x,¢5(x,92,...,9"),92,...,0")

_ d0°
06 T 9F(a,0e(2,6%,...,07) 62,...67)
or
¢ OF (z,4(x,0%,...07),02,...07)
2 F Z,ox,07,.. ., " Wy "
8¢($,9,...,9")__ AT
0t - OF (z,¢(x,02,...,0m),02,....0m) °
or

Combinando o item (3) do Lema com o item (2) segue que

OF.(z,¢-(2,0%,...,6™),6% ....6" . OF (z,p(x,0%,...,0™),6%, ...,0"
o0’ o0

OF.(z,¢-(2,0%,...,6™),6% ....6") . OF (z, ¢(x,02,...,0m),6%,...,0")
or or

uniformemente sobre U x W.

Como 8F(:c,¢(x,92,5;9"),92,...7(9") > 0,V(z,0%...,0") € Ux Wy e U x W, é compacto,

existem constantes positivas d e a tais que se € € (0,9), entao

OF.(x, ¢-(x,0%,...,6m),62, ...,60"

>a
or ’
para todo (z,60% ...,0") € U x Wj. Logo,
aﬁs(‘r7¢5(‘T7027"'79n)7927"'79n) 8F(a:,¢(x,92,...,6”)7027...,6")
90¢ 90¢
OF. (z,0¢ (2,02,...,07),02,...0™) OF (x,6(x,02,...,07),02,...,0™)
or or

uniformemente sobre U x Wy, o que prova o desejado.
(4) Segue o mesmo raciocinio do item anterior trocando #° por z°.

(5) Observemos que

olelg,
a(xl)al .. .a<xn)ana(02)an+2 .. .@(Qn)azn

Da¢€ =
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é formado pela soma e produto das aplicagoes

d(2,6,...,0M),
OF.(z, ¢-(x,0%,...,6m),62, ...,6"
o0 ’
OF.(z, ¢-(x,0%,...,6™),6, ...,6")
oxt ’
OF.(x,¢-(2,0%,...,6™),6%, ....6"
or ’

e suas derivadas: no caso de ¢., por suas derivadas de ordem inferior. Usando o

mesmo raciocinio do item (3) prova-se que
D%¢. — D%

uniformemente sobre U x W.
O

Teorema 2.14. Considere R > 0 fixo. A aplicagao G definida em tem as sequintes

propriedades:

(1) (G.), — F, uniformemente sobre U x (0, R) x Wp;
(2) (G.)gi — Fyi uniformemente sobre U x (0, R) X Wy;
(3) (G.)yi — Fyi uniformemente sobre U x (0, R) x Wy;

(4) Seja o = (..., Ay, Qi1 - - ., Qo) wm multi-indice. Entao
DG, — D“F

uniformemente sobre U x (0, R) x W.

Demonstragdo. (1) Dado (z,r,60%, ...,0") € U x (0, R) x W, temos

oz, r 02, 0") = v
R EX ATy
e
Fo(z.r 0% .. 0" = v .
(mﬂ“; ) ) ) ¢($,92,...,0n>

Segue do item (1) do Lema o desejado.
(2) Dado (z,r,0%,...,0™) € U x (0, R) x Wy, temos que

rry 0. (z,0%,...,0M)
[0 (,62,...,0m)] 0°

G )gi(, 7, 0%, ... 0") = —
(
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rry Ap(x,0%,...,0m)
(p(x,02,...6m)] 0’ '

Fyi(z,r,0°%,...,0") = —

Combinando os itens (1) e (3) do Lema juntamente com o fato de r € (0, R),

obtemos que
(Ggi(x,r, 0%, ...,0™) — Fyi(z,7r,0%,...,0"

uniformemente sobre U x (0, R) x Wj.
(3) Segue o mesmo raciocinio do item anterior trocando 6 por z'.

(4) Segue o mesmo raciocinio do item (2), usando os itens (1), (2) e (5) do Lema
juntamente com o fato de r € (0, R).
[

Corolario 2.15. A aplicacio G, : TU — R tem as sequintes propriedades:
(1) G é de classe C* em TU \ 0;
(2) Seja o= (1, ..., Qn, Qi1 ..., Qon) um multi-indice. Entao

aIaIGE

DG, =
a(xl)m .. .5($n)ana(y1)an+1 ce a(yn)azn

converge uniformemente para

ol
8(3;'1)0(1 N a(xn>ana<y1)an+l e a<yn)a2n

D*F =

sobre subconjuntos de TU \ 0 da forma U x V, sendo V um subconjunto compacto
de R™.

Proposigao 2.16. Sejam o = (i, ..., aq,) um multi-indice e F. : TVy — [0,00) a
aplicagao definida em . Entao,

D“F., — D*F
pontualmente sobre TV, \ 0.

Demonstracao. Consideremos (z,y) € TV, \ 0. Como

Fe,)\(xa y) = /niﬁA(E) (Z)G’llb\(s),)\(x -z, y)dZ,

64



entao
DaFe,A(%y) = /Wx(e)(z)DaGwA(a),A(% - Z,y)d2~

Se utilizarmos a aplicagao

n

(z,y) = / Biosie) () D F (x — 2, y)d

juntamente com o Corolario e a ideia da demonstracdo do item (4) do Lema [2.10]

segue a convergéncia desejada. O

Observacao 2.17. O resultado anterior garante que D"‘FE,A — D*F pontualmente sobre
TVA\ 0, no sistema de coordenadas (X, Yy) = (x}, ..., 2% yk, .. .,y%) : TVy — Vi x R™.
Consideremos um ponto (z,y) € TVA\ 0 e seja X = (&',...,3"): U C M — R" um

outro sistema de coordenadas em torno de x. Como

(Foro XLV ) () = (For o (X715 ) 0 (X3, ¥2) o (X717 7)) (2,)
(Fo(X777) (ey) = (Fo (X7 ¥ o (Xa,Y2) o (X71¥7) (),
podemos utilizar a regra da cadeia para concluir que
DF. \(z,y) — D“F(z,y)
quando € — 0 no sistema de coordenadas
(.. &gt ) TU — U x R™.

Isto mostra que a convergéncia acima independe do sistema de coordenadas.

Vamos recorrer agora a regra geral de Leibniz para derivadas para provarmos que

D*F. — D“F pontualmente sobre TM\0. Se f e g sao aplicagoes diferenciaveis definidas

em um subconjunto aberto de R™ a valores reais e a = (a4, ..., q,) é um multi-indice,
entao
(0% Q a—
D*(fg) =) ( 5) DPfD 7y, (2.31)
BLla

onde (g) = WLB)" al =aq! - a,! e B < a significa que §; < oy, paratodoi=1,...,n.
A igualdade em ([2.31)) é conhecida como regra geral de Leibniz, ela é 1til para estudarmos

derivadas parciais de ordem superior, pois simplifica a notagao.
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Teorema 2.18. Seja F. : TM — [0,00) a aplicagio definida em . Entao,
D*F, — D°F
pontualmente sobre TM \ 0, onde a = (v, ..., q,) € um multi-indice.

Demonstra¢do. Consideremos (x,y) € TM \ 0. Seja (&',...,7") : U € M — R™ um

Y Y
sistema de coordenadas em torno de x. Suponhamos que F' e F., para todo ¢ € (0, 1),
estao sendo consideradas no sistema de coordenadas

(... &% 9" ..., g") : TU — U x R™,

Pela regra geral de Leibniz, temos que

D*F.(x,y) = D" <Z§0)\($>F5,)\(3€7y))

AEA
= ZDO‘ (@) Fx(z,y))
AEA
= ) > Dlpy(x)D*PE\(x,y).
AEA B<La

Usando a Proposigao [2.16] e a Observagao [2.17] segue que

> Dlea@)D* PE(w,y) — Y Y DPea(w)D* F(x,y),

AeA <L AeA B<a

quando ¢ tende a 0.

Notemos que se 0 # 8 = (b1, .., Ban) < @, entdo >, ., DPpi(x) = 0, pois p,(z) ndo

depende de y e
dpx(x 0
Z 8371 - 0$1 (Z SO/\ ) = a!lfl (1) = 07

AEA AEA

para todo i € {1,...,n}.
Obtemos disto que

Z ZD%)\ VD PF(z,y) = Z (DO‘BF(Q:,y) ZDQ@AJ;)) = DF(x,y).
AeA B<La B<La AEA

Portanto, D*F. — D“F pontualmente sobre TM \ 0. ]

Verificaremos agora que a conexao de Chern e as curvaturas flag das estruturas de Fins-
ler F. convergem pontualmente para os objetos correspondentes da estrutura de Finsler
F. O primeiro objeto que verificaremos a convergéncia sera a conexao de Chern. Para

isso precisaremos trabalhar com a se¢ao distinguida, com os tensores fundamental e de
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Cartan, com os simbolos formais de Christoffel de segunda espécie e com a conexao nao
linear.

Seja £. a secao distinguida associada a estrutura de Finsler F.. Pela Definicao [1.18]

temos que
b= )y = o] = L = (0 i V(a) €TM 0
Pelo item (4) do Teorema segue que
b, — ¢
pontualmente.
Sejam

1 1
(ge)ij = (gs>ij(x,y) = (iFf(x,y)) = <§FE2> B V(z,y) € TM\ DO,
Yy’ y'y?

(AE)ijk = (Aa)ijk(x,y) = F.(2,y) (Os)ijk(x,y) = F: (Ca)ijk V(z,y) € TM\ 0,

3(ge),
onde (C.),; = : ;gy,zf.

O tensor fundamental associado & estrutura de Finsler F. é a correspondéncia

(2,y) €ETMN\ 0= (9:) (1y) = (9)ij(an) dz' @ dz’! € ™T*M @ 7*T*M

(z,y)

e o tensor de Cartan associado a estrutura de Finsler F. é a correspondéncia
(x,y) €TMN\O0— (A, = (A)ijrw) dr' @ dv! @ da* € @*m*T* M.
Dado (z,y) € TM \ 0, o Teorema assegura que

(92) (@) — Ya) (2.32)

pontualmente.

Usando o conceito de cofatores podemos escrever os coeficientes g% e (g.)"” na forma

i polindémio(g11, - -, Giny - - -, Inly - - - » Grn)
polindémio(gi1, -+, Giny - -+, Inls - - - » Grn)
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(4 )ij _ polindmio((g:)yy -+ (Ge) s (Ge)py s (gg)m)'
polindmio((ge )1y -5 (9e)1p s> (Ge)prs- -+ (Ge)n)

Entéo, pelo Teorema [2.18] segue que
(9:)7 — g” (2.34)

pontualmente. Essa convergéncia serd importante para verificarmos que os simbolos for-
mais de Christoffel de segunda espécie da estrutura F. convergem para os simbolos formais
de Christoffel de segunda espécie da estrutura F.

Denotaremos os simbolos formais de Christoffel de segunda espécie da estrutura F.

por

; is 1 a(gs)sj a(g€>jk a<g€)ks
()" j1 = (ge) 5( ork  Ors + OxJ )

e a conexao nao linear por

(Ne)ij = (’Y&)ijk yk - (Ca)ijk ('75)115 Yy,

onde (C’E)ijk = (g.)" (Ce) i - Resulta do Teorema [2.18 e de (2.34) que

(VE)ijk — ’Yijk (2.35)

(N)'; — Ny, (2.36)
pontualmente sobre 7'M \ 0.

Como F, — F pontualmente, segue que

(ML) . N’

T = (90) 0 () = (A 5 () () () — = = 7l — AT 6 (237)

pontualmente, onde (Ag)ijk =FI. (CE)ijk.
Denotaremos a conexao de Chern da estrutura de Finsler F. por V. e as 1-formas de
conexao por (we) ji . Entao
. . )
(WE)]’Z = (Fsy]’k dzx”,
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onde

(Fs)ljk = (’Ys)ljk - (gs)li ((A5>ijs (]\;;E)Sk - (As)jks Tel + (Ac) s TE

Usando as expressoes em ([2.33)), (2.34)), (2.35)) e (2.37)), obtemos que

!
(Fs) gk T Fljk
pontualmente sobre TM \ 0 e decorre disso que
(ws)ji — Wji (2.38)
pontualmente.

Teorema 2.19. Sejam (M, F) e (M, F;) variedades de Finsler, sendo F' uma estrutura de
Finsler absolutamente homogénea e F; as aplicacoes definidas em , com e € (0,1).
Suponha que E = E' a?ci ¢ uma segao arbitrdaria de m*TM. Dado (z,y) € TM \ 0, temos

que
(V.)E — VE

pontualmente sobre Ty, (TM).

Demonstragao. Consideremos (x,y) € TM \ 0 e v € T(,,) (T'M) . Entao,

i
v - v (p L)

7 8 7 8
i 9 i J 9
- (dE )(x,y)(v) 0% + E (x’y)wz (U)%
A 0
= (@B 0) + B (o )y (0)
e
(VB = ([E) @) + B (r.5) @), () s
ey (z,y) ’ €)j oxt
Segue de (12.38)) que (V.), E — V,E quando ¢ — 0. Portanto,
(V.)E — VE
pontualmente. O
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Agora estudaremos a curvatura flag. Denotaremos a curvatura flag da estrutura de

Finsler F. por K.. Dado (z,y) € TM \ 0, temos que

Viy/ (R iy )VF
9, 9)9:(V, V') — [g-(y, V))]*’

K.(y,V) =

onde V' € T, M & um vetor transversal a y, (R.) jiu = (ga)im(Ra)j",;l e (Ra)j”}cl ¢ a hh-tensor

de curvatura da conexao de Chern V..

Nosso objetivo agora é provar que K.(y,V) — K(y,V) pontualmente. Para isto

resta verificar que (R.),"y; — R;"; pontualmente. Como

By 0.

(R€>jikl = . Tt (Fs)ihk(rs)hjl - (FE)ihl(F€)hjk>
ox ox
e ja estudamos a convergéncia do objeto (T';)’;;, resta provarmos que 6(2‘2;”@
pontualmente.
Temos que
A Oy O
ot o ooy

Como (N.)*, — N? pontualmente por (2.36]), basta verificarmos que

L) o ATe) o
ox! - ozl © dy® - oy*

(2.39)

oy
St

pontualmente. Mas essas convergéncias seguem diretamente do Teorema e podemos

entao enunciar o seguinte resultado.

Teorema 2.20. Sejam (M, F) e (M, F.) variedades de Finsler, sendo ' uma estrutura de
Finsler absolutamente homogénea e F; as aplicacoes definidas em , com ¢ € (0,1).

Dado (x,y) € TM \ 0, temos que
Ks(y7 V) — K<y7 V)

quando € — 0, para todo vetor V € T, M transversal a y.

Demonstragao. Segue das identidades em ([2.32)) e (2.39)).
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Capitulo 3

Um Espaco com Curvatura Flag nao

Positiva

Neste capitulo exibiremos um exemplo que é inspirado no espacgo hiperbolico
H" ={(2*,...,2") € R";2" > 0} C R",
que munido da métrica riemanniana
aij(z', .. 2" = —L

tem curvatura seccional constante igual a —1.

Para o nosso exemplo necessitaremos da seguinte definigao.

Definigao 3.1. Seja (M, F) uma variedade de Finsler de classe C°. Dizemos que F tem

curvatura flag nao positiva, se existe uma familia a um pardmetro de estruturas de Finsler

F. satisfazendo:

1. F. — F pontualmente;

2. Eziste 9 > 0 tal que para todo ¢ € (0,e0) a curvatura flag de cada estrutura de

Finsler F. € nao positiva.

Além disso, para o exemplo consideraremos o espago ]R%r = {(z,2%) € R%2? > 0} C

R? munido da estrutura de Finsler de classe C°

F TIRQ+ — [0,00)
v/ ()2 +(y?)2

(z,y) — F(z,y)= Igz(/a‘tl) - H(x) ’

71



onde

H: R2 — [0,00)
z?) se 2% € (0,1]

x +— H(z)=
1, se 22 > 1,

e verificaremos que F' tem curvatura flag nao positiva. Para isso, vamos construir uma
suavizagao para F. Como F(z,-) : R*\{0} — R é uma aplicacio suave, para cada z € R?,
entao nao precisamos construir sua suavizagao vertical, sendo suficiente construirmos sua

suavizagao horizontal. Na proxima segao, faremos isso de modo mais geral.

3.1 Suavizagao de Estruturas de Finsler de Classe C"

Verticalmente Suaves

Seja (M, F) uma variedade de Finsler de classe C°. Suponhamos que para cada sistema
de coordenadas (z',...,2") : U C M — R™ a aplicagao F : TU \ 0 — [0, c0) possui
as derivadas parciais de todas as ordens em relacao as coordenadas ', ..., y" continuas,
e que Hess, F?(z,y) é positiva definida, para todo (z,y) € TM \ 0. Repetiremos alguns
calculos do capitulo anterior a fim de construir as estruturas de Finsler F. obtidas por
suavizagao horizontal e provar que elas convergem pontualmente para F.

Seja X = (z',...,2") : Uy C M — R™ um sistema de coordenadas definido em M.

Escolha um subconjunto aberto U de M tal que
U C U,. (3.1)

Consideremos U com o sistema de coordenadas (z',...,z").

Sejam {(Uy, X)) }rea uma estrutura diferenciavel localmente finita em M tal que Uy
é definido como em para todo A € A e {pr}ren uma partigao diferenciavel da
unidade subordinada a cobertura {U,}xea, com Jy = distgn (OUy, V) > 0, onde V) =
int(supp(p,)), para todo A € A.

Fixemos A € A. Para cada € € (0, d,) definimos a aplicagao F&A : TVy, — R dada por

A

F.\(z,y) = /775(1’ — 2)F(z,y)dz,V(z,y) € TV,.

Usando a homotetia ¢, : (0,1) — (0, 9,) definida por ¥, () = d,, podemos sem perda
de generalidade supor que € € (0,1) e

~

Fo\(z,y) = /nw(s)(x — 2)F(z,y)dz,¥(z,y) € TV,. (3.2)
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Assim, podemos considerar para cada € € (0,1) a aplicagdo F. : TM — R definida

por

F(z,y) =Y ea(@)Fa(z,y),V(x,y) € TM. (3.3)

AEA

Vamos verificar que a aplicagao F. é uma estrutura de Finsler para cada ¢ € (0,1) e
que F. — F pontualmente sobre T'M. Esperamos que as notagoes ng A € F. nao causem

confusao com as notagoes do capitulo anterior.

Lema 3.2. A aplicacao ﬁm :TVy, — R definida em satisfaz as sequintes proprie-
dades para todo € € (0,1) :

(1) F.y ¢ de classe C> em TV, \ 0;

(2) Fa,\(x, -) € absolutamente homogénea, para todo x € Vy;

(3) Hess, %ﬁz/\(a:, y) € positiva definida, para todo (z,y) € TV \ 0;
(4) Fg’,\ — F pontualmente sobre T'V.

Demonstra¢ao. (1) Segue dos fatos da aplicacdo 7. : R" — R ser de classe C*, e
da aplicagao F' : TV, \ 0 — R admitir as derivadas parciais de todas as ordens

continuas em relacao as coordenadas y',..., 4"
(2) Segue da aplicagao F' ser absolutamente homogénea.
(3) A demonstracao ¢ semelhante a do item (3) do Lema [2.10}

~

(4) Segue do item (ii) do Teorema , ja que a aplicacdo F.,(-,y) é a suavizacdo
mollifier da aplicagao F'(-,y) para cada y € R".
O

Teorema 3.3. A aplicacao F. : TM — R definida em satisfaz as sequintes pro-
priedades para todo € € (0,1) :

(1) F. € de classe C* em T'M \ 0;

(2) F.(z,-) € absolutamente homogénea, para todo x € M;

(3) Hess, s F2(x,y) € positiva definida, para todo (z,y) € TM \ 0;
(4) F. — F pontualmente sobre T M.

Demonstracao. Segue diretamente do lema anterior. O
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O teorema anterior garante que para cada € € (0,1) a aplicagao F. : TM — R é uma
estrutura de Finsler e que F. — F' pontualmente sobre T'M.

Suporemos agora que a aplicagao F': TM — R é uma estrutura de Finsler absoluta-
mente homogénea. Consideraremos sua suavizacao definida em e verificaremos que
os objetos como conexao de Chern e curvatura flag das estruturas de Finsler F. convergem

pontualmente para os objetos correspondentes de F.

Lema 3.4. Seja PA’E,A : TV, — R a aplicagao definida em . Para cada multi-indice

a=(aq,...,a9,),
D°E., — D°F

pontualmente sobre TV \ 0.

Demonstragao. Consideremos (x,y) € TV, \ 0. Temos que

~

Fos(@:9) = [ oo ()P (o = 2,0
logo
D Fosl5) = [ st (VD" P = 2,3
que é a suavizagao mollifier da aplicagao D*F(-,y). Pelo Teorema , segue que
D°E., — D°F
pontualmente sobre 7'V, \ 0. O

Teorema 3.5. Seja F. : TM — R a aplicagcao definida em . Para cada multi-indice

a=(aq,...,00,),
D*F. — D°F
pontualmente sobre T M \ 0.
Demonstra¢ao. Segue do lema anterior. O]

Esse teorema nos permite reproduzir todas as convergéncias da Secao 2.5, quando F;
¢ definida como em . Portanto, a conexao de Chern e a curvatura flag das estruturas
de Finsler F. convergem pontualmente para os objetos correspondentes da estrutura de
Finsler F.

3.2 Exemplo

Nesta secao exporemos o exemplo introduzido no inicio do capitulo.
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Exemplo 3.6. Consideremos as aplicacoes continuas

H: R2 — [0,00)
22, se 22 € (0,1
x +— H(z)= (©.1]
1, sez?>1

F: TRZ — [0,00)
(1,y) +— Fla,y) = = Y HE

- H(x) H(x)

O Exemplo pode ajudar na compreensao da suaviza¢ao que construiremos.
Seja {(U;, I

Ui=Rx (5,1)Vi>2el:R} — R? ¢ definida por I(z) = .
Temos que F(x,-) : R?\ {0} — R & de classe C*. Além disso,

(fren] ) =i | ¢

entao Hess, F?(x,y) ¢ positiva definida, para todo (z,y) € TR% \ 0. Assim, podemos usar
a suavizagao de F' definida em (3.3)).

Vamos verificar que existe uma partigao diferenciavel da unidade {¢;};en subordinada

U;) biey uma estrutura diferenciavel para Ri, onde U; = R x (%700),

, V(z,y) € TR\ O,

a cobertura {U; };en que depende s6 da coordenada x? e com distga(0U;, V;) > 0, onde
Vi = int(supp(y;)), para todo i € N.

Consideremos a variedade diferenciavel R, = {z? € R;z? > 0} munido da estrutura
diferenciavel {(ﬁmﬂ(ji)}z’eN, onde U; = (%,oo), U, = (w%w %) Vi>2el:R, — R&
definida por I(z?) = 2%. Seja {@; }ieny uma particao diferenciavel da unidade subordinada &
cobertura {U; };en. Denotemos V; = int(supp(y;)). Notemos que 8; := distgn (dU;, dV;) > 0
para todo i € N.

Para cada i € N, consideramos a aplicacdo ¢; : R2 — R definida por ¢;(z!,2?) =

@i(«?). Entao:
e supp(yp;) = R x supp(p;) C R x U; = Us;
e {U;}ien € localmente finita;
o Y npilat, ) =3 pi(a?) =1, Ve = (2}, 2?) e R%.

Portanto, {; }ien € uma partigao diferenciavel da unidade subordinada a cobertura {U; }ien.
Além disso, se denotarmos V; = int(supp(;)), entdao distg. (0U;, dV;) = §; > 0, para todo
1 € N.

75



Para cada € € (0,1) consideramos a aplica¢do F. : TR2 — R construida em ({3.3),
dada por

1
= S @ Psles) = bl i) [ oo = 2) = Vo) € TRE.
ieN iEN

Como comentamos no inicio do capitulo, nosso objetivo é provar que F' tem curvatura

flag nao positiva. Para isso, precisamos garantir que

[ (Z% ) [ oo = g )] (Z% ) [ oot z)Hiz)dz>

€N €N

( (Z iz / Mo (T = 2) HLﬂZ)) (3.4)

ieN

seja menor ou igual a zero, para todo z € R%. Redefiniremos as aplicagoes 1; a fim de
assegurar esta condi¢ao para todo € € (0, 1). Ficara claro a importancia desta desigualdade
quando calcularmos a curvatura flag de cada estrutura de Finsler.

Analisaremos alguns casos. Estamos sempre supondo que ¢;(¢) < §;, para todo i € N.
A tabela a seguir pode auxiliar no entendimento dos casos que serao analisados. Na
primeira parte da tabela estamos indicando que U; = R x (1/3,00), Uy =R x (1/4,1/2)
e assim por diante. A segunda parte da tabela indica que V; = (1/3 + d1,00), que

C (1/4462,1/2—05), e etc. Observemos que por exemplo [1/3,1/2] intercepta apenas

V1 e V5. Ressaltamos que o valor dy seré definido mais adiante.

0 1 1 1 1 i 1

Ux Ux Ur
Us Us
Us Us
Uy Uy

0 1 1 1 L Llyg 1

o| Vi Vi Vi
da| V2 Va |02
o3| V3 V3 |03
04| Vi Vi |04

Tabela 3.1: Vizinhancas U/s e V/'s.
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Caso 1: Considere zy = (2§, 23) € R%, com 23 € [1/2,00). Temos que R x (1/2 — d,,00) ¢
uma vizinhanga de xy que intercepta V; e nao intercepta nenhum dos outros Vs (veja a

Tabela [3.1]). Assim, a expressao em (3.4 se torna

(o ([ ot =21z | ( mote =275
o (g ([ roote =) ) 35

para todo x € R x (1/2 — dq,00), ja que ¢1(z) = 1,Vr € R x (1/2 — 45, 00).

Caso 1 a): Suponha que 23— () > 1. Neste caso, temos que H(z) = 1,Vz € B(zg, ¢1(¢)).
Logo, (3.5) avaliada em xq é igual a

[ (fomat90)] (st
(i)

= 0.

Caso 1 b): Suponha que 1 € (2f — ¥1(e), 23 + ¢1(e)). Entdo, H(z) = 2%,Vz € R x (2§ —
V1(e),1] e H(2) = 1,Vz € R x [1,23 + t:(¢)). Utilizaremos integragao por partes para
verificar que a expressao em ({3.5)) avaliada em xy é menor que zero sempre que ¢ (g) < d;.

Temos que

Oy o) (w0 —2) 1
/ Oz? H(z) dz

1:2
— / / o) a771#1(6)(37(1) _'21737%_22) 1 a2 | a2
R \Jag—v1(e) dx H(z)
33'2
— _/ / ot1(e) 5%1(6)(37(1) —,221,1,‘% _22) 1 d=2 | dx!
R \Ja—v1(e) 0z H(z)
= _/ /1 Oy (o) (g — 2, 75 — 2)id22 dst
R \ 23— (e) 02? 2
CC2
_ / / ot¥1(e) an% () (xtl) - 217]7% - ZQ) d2’2 dzl
072
- / (T]wl(s - 17'73(2)_2/2)l 1 )dZ1
R 2'2 azg—tpl(a)

1
N (o) (xg — 21, g — 27) dz* | dz'
8 </ i ™€ 0=y

2

%

77



1
1
oy A U R T RN R PR
R\ J22—¢1(c) (22)
' 112 o 1 2 1
> —/ / n (xg— 27,25 — 2°)—=dz" | dz
R xg_zpl(a) ¢1(6) 0 0 (22)3

onde na tultima igualdade usamos que

N (o) (Tg — 24, 1(€)) = Ny o) (x5 — 2, =i (e)) = 0,V2' € R.

Ainda,

/ P ey(@o—2) 1
0(x2)? H(z)

3 +11(e) 5?2 0 1,2 .2 1
= _/ / My (2) (T 2Z 45— 2°) d=? | dx!
R ¥1(e) O(x?)? H(z)
zg+iu(e 1_ o1 .2 .2y
= _/ / 0?1y (o) (0 275271'0 z%) d=? | dx!
R 0(22) H(z)
82, o (zd — 21, 22 — 22) 1
_ _/ / My () (T e Z)_deg i
B \Jog—ui(e) (%) 2
xg+ipi(e) 8277¢ © (xo Zl’x% _ ZQ)d AP
o) 2% | dz
1
_ / (877%(5)(935—2171?3—22) L )d )
- 2 2 2 <
R 0z 22 lag—un(e)

1 o A 1.1 .2 .2 1
/ T (2) (%0 Gt ) L 5:2)
a3 —1(e) 0z (22)

Oy, (o) (x5 — 2", 25 — 2%) w8+w1<e>) 1
dz
1

022

- -/ </ - GmeGosmos) d22> 02!
R \Ja3—v:(e) 022 (22)?
2
_ /R B
_ /(/1 " (z} — 21, 2% — 22 2 sz) 2!
e \Jaz 0 1(e) o b (22)3
1

|
=

— 5




Observe que utilizamos integragao por partes trés vezes nesta conta.

Defina as constantes

1
Ay = /Wl(e)(xo—z)H(z

d

z
)
Oy, (e (w0 —2) 1 '
Ay = 18 dz = — Szt — 2t a2 —
? / 0x? H(z) : /]R /xgwl(s) o) (0 = 7 2o

Py (o — 2) 1
4 = ‘/ o2E  HE)"

1
1
Ay = —/ / My o(zg — 2h o — 22)——d2? | d2t
( e O T2 )

Assim, a expressao em avaliada em x é igual a
A1As + (Ay)?
e pelos céalculos anteriores é menor do que
241 A4+ AsAy = Ay(2A1 + Ay).
Como A, < 0, devemos verificar que (24; + As) > 0. De fato,

2A; + A,

1

= 2/77w1(e)<370 — z)ﬁdz —/R (/xg_wl(g) nwl(g)(m(l) B Zl,x% B
i i e

R | Ja—1(e) ) il o

e2+41(e)

' Q/R </1 Tor(o) (@0 — 2", — z2>d22> iz
il e

R | Ja—1(e) . 7

> 0,

porque 2% € (x% —1;(¢),1) é maior que 1/2.

Entao, a expressao em (3.5)) avaliada em xz( é negativa, sempre que () < 0.

Caso 1 ¢): Suponha que 22 + v1(¢) < 1. Como 9 (¢) < 4y, entao z2 €
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z € R com z? € [1/2,1 — &;], temos que a expressao em (3.5)) avaliada em x ¢ igual a

- K/%l(e’(z)ﬁd'z)j (/Wl(s)(z)ﬁdz)
+ ( / %(M@ﬁ@) .

Sendo [1/2,1 — &;] compacto, o item (iii) do Teorema [L.5] garante que a expressao acima

converge uniformemente para

R (<:;>2>2 — Gt

sobre R x [1/2,1 — 4;]. Como a convergéncia ¢ uniforme, existe uma constante positiva

(1 < 07 tal que

- K/%@ﬂ@ﬁdz)j (/Wl(@(z)ﬁdz)
T

- 1
27

para todo € R% com 22 € [1/2,1 — &;], sempre que ¢1(g) € (0, 111). Logo, a expressio
(3.5) avaliada em xy é menor que zero, sempre que ¥ () € (0, 7).

Caso 2:) Fixe n > 2. Provaremos que existe u, > 0 tal que, para todo = € Ri com
2? € [, %] e para todo ¢ tal que ¢h,_1(€), ¥n(€) € (0, ) a expressdo em (3.4) ¢ menor
que zero. Defina §y = 1/4. Entao,

1 1 c 1 5 1+(5
n+1'n n+1 ntb, T2

e este aberto intercepta V,,_1 e V,, e nao intercepta nenhum dos outros V/'s (veja a Tabela

B.1). Assim, a expressdo em torna-se
0? 1 1
~ o Pn-1(2) [ Ms0)(2) =507+ nl@) [ Mp0)(2) 557
1 1
(%1(95)/%Ms)(@ﬂdz+90n(33)/’7wn(s)(2)x2 _ 22d2>
0 1 1 ?
+ 92 Pn-1(2) | Mppr(e)(2) 5 ——d7 + pn(2) Wn(e)(z)mdz , (3.6)

xr2 — 2

para todo z € R X (5 — 041, = + 6,-2) -

n+1
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Defina

1
D.i(x) = /Wn(a)(z) (xz_z2)z‘dz’

para i = 1,2,3. Usando que p,(z) =1 — ¢,_1(x), a expressao em (3.6 torna-se

82
{m (pn-1(x)Ceq(x) + DE,l(x))} (pn-1(x)Cer(x) + D.1(x))
+ (% (QOn_l(l’)Cg,l(I) + -Dg’l(x)))

que é igual a

%—1(93)850(”721)(2&:)03,1(55) —20p1(2)Ce1 () Dz 3(2) — 2¢0n-1(2)Ce 3(x) D1 (2)

+ 20n-1(2)Cen() Dea(x) + 05 1 (¥)C25(2) — 20,4 (2)Cen (2)Ce ()

b (2t ) 2220 0y, - 2288 0.t
1 (2)
- Wcs,l(w)l)&l(m)

- 2D€71(5L’)D573(5L’) + D?,Z(x)7

para todo x € R x (n+_1 — Opt1, % + 5n_2) :

Para cada i € {1,2,3}, o item (i7i) do Teorema |1.5| garante que

1 1
/Wm_l(f)(z)mdz — (22)i

1 1
/Wm(s)(z)md'z — (22)¢

uniformemente sobre R x [1/(n + 1),1/n]. Combinando isso com o fato das aplicagoes

Ipn-1(z) o P pp-1(7)
0x? 0(x?)?

(pn*1<x)7

serem limitadas em R X [1/(n + 1),1/n] e as propriedades de convergéncia uniforme,
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garantimos a existéncia de uma constante positiva u, < min{d,_1,9,} tal que

ot (0) T €2 (0) = 2601 (000 (9)Deale) = 2001 (0)Cut(0) D 2)

+ 20n-1(2)Cep(2) Dep(@) + 05 1 (2)C25(x) — 207, 4 (2)Cea (2)Ce 3(2)

3s0n—1(93) 2 8(,0n_1(93) 59071—1(95)
' (a— Coalw) + 275 5= Can(w)Dea(w) = 25 5= Cen (@) Dea(2)
62907%1(*%)
— ch,1($)Da,l(I)
L
4
€
5 1 1
—2Da,1(I)De,3($) + De,2($) < - (;1:2)4 + 4’

para todo x € R x [1/(n+ 1),1/n] e para todo ¢ tal que v, _1(¢),1¥,(g) € (0, fin)-
Assim, a expressao em (3.6 é menor ou igual a
! +1+1< 1+1— 1<O
(z2)4 4 4 2 2 7
para todo x € R x [1/(n+ 1),1/n] e para todo ¢ tal que v, _1(¢), 1, (g) € (0, ).

Portanto, redefinimos as aplicagoes v;, Vi € N, da seguinte forma:

wi: <071> — <O>min{,ui7/%+l})
e — (e) = emin{p, piv1}-

Consequentemente, fica provado que para todo ¢ € (0,1) e para todo z € R? a
expressao em é menor ou igual a zero (usando as aplicagoes 1; definidas acima).

Verificaremos agora que a curvatura flag de cada estrutura de Finsler F. é nao positiva,
para cada € € (0,1).

Fixe ¢ € (0,1) e seja O.(x) = - g(;i(gc)fnwl,(a)(a:—z) H%Z)dZ’vx € R?. Entao,

5
(gs)ij = @_]2

£

(gs)ij = 5@‘@?-

Observe que (g.);; ndo depende de y, isto implica que os coeficientes (A.);;x do tensor de

Cartan sao nulos, logo o tensor de Cartan é nulo e os coeficientes da conexao de Chern
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coincidem com os simbolos formais de Christoffel, isto é,

(%)ijk = (Fe)ijk‘

Em outras palavras, a métrica é Riemanniana.

Vamos determinar os simbolos formais de Christoffel. Seja 9. = log ©., entao

0ge)iy O ((51-]-) _ _5ij2@a(@g)x 25, (©:)ar 25, (V:) 2 [COr

dxk  xk \ ©2 ol CER 0?2

Por defini¢ao os simbolos de Christoffel sao

(Fa)ijk — (ga)isl (a(gs)sj a(ge)jk + 8(95)k5>‘

2 oxk ox? oxd
Entao,
T = Gy (B - A, i)
- @3% ( 25@-% + 20, (19529”’ —~ 20 (195);3')
R FUSTEE TRV LA
Logo,

(Fﬁ)iij = _(ﬁs)x% (Ff)ijj = (195)301-, (Fs)iu’ = _ws)xi-

Agora determinaremos os coeficientes (R.);");, da curvatura flag. Por defini¢ao

Z. S, O i Z.
<R5)j Kl = Sk £ 57 2 + (Fs) hk(FE)hjl - (FE) hl(rf-:)hjka

onde 5% = 2 — (N, )ika 7. Como (T'.)";; ndo depende de y, (R.);"); torna-se

<R5>j Kl = ok = - o1 =+ (Fs> hk(re)hjl - (Fs) hl(ré)hjk'
Se pelo menos trés indices sdo iguais, segue que (R.);; = 0. Vamos calcular (R.),,;.
Temos que
(Rf)j ij = or' 72— O =+ (Fe) hz’(FE)hjj - (Fa) hj(ra)hji

= ()aias + o)z + (= (03 + (92)35) — (D)3 — (9)7)
- ( )zzzz + (ﬁs)mjxj
= (ﬁ8>x111 + (ﬁg)xsz,

83



Como

1
(Z il /Wz Z)WC&)

€N

x4 (e anw (:L’l _ Zl .1'2 o 22)
= ) d 1 d 2
H (/ i (&) 8371 - :

entao (9.)g1,1 = 0. Assim, a expressao de (R.);'

;'i; € simplificada para

(Ro) i = (Ve)g2a2.

J v
Dados = € R e vetores transversais y, V € T,R? | temos que

Vi(y (Re)jmy')V*
(gs)(ya y) (g€)<V7 V) - [(gs)<y7 V)P

Assim, para verificarmos que a curvatura flag é nao positiva, basta estudarmos

K.y, V) =

Vi (Re)jiry )V

Notemos que (R.),'15 = —(R.)y'9, = —(R-),%5 = (R.)%; e os demais termos siao todos

nulos. Assim,

yj (ge)im(Rs)leLclyl)Vk
Y (9e)ir (R); ! )VE + VI (92)ia(Re) Py ) VE
Vl(yj(ga 11 (R )jlklyl)vk + VZ( j(ga)22(Ra)j2kzyl)Vk

= (g (V'@ (R )V + V3(y (R )szyl)Vk)

= (9:)n (Vl(yz(Ra)Qluy W+ VHYA(R)s' ny") Vz)

+ (g (V2 (R ay?)V! + Vz( )1221?J V?)

= (9:)u (Vl(yz(Re)211 IV =VHYH(R:)y' 10y) V2)

= (g)u (VA (Re)a vV + VQ( Re)y'1py")V?

= (g)n(Re)y o (V1) (y°)* = 2V + (V)P (y)7)
= (9:)n (Vly2 - VQ?UI)Q (Rs)2112-

Sendo (g-)11 > 0, o trabalho de verificar que a curvatura flag é nao positiva se reduz a
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estudar (R.),'}5. Como (V. ),2,2(z!, 2?) ¢ igual a

s (Sien #i(@) [ o (& = )35 dZ)( ien () [ Moy
(f ne(z — dZ)
(6 Unt o))
(1te 1)

+

segue de (3.4) que (R.),';, < 0. Isto prova que a curvatura flag de cada estrutura de
Finsler F. é menor ou igual a zero, para todo ¢ € (0, 1). Portanto, a curvatura flag de F'

¢ nao positiva.
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Conclusoes

Neste trabalho definimos uma suavizagao para uma estrutura de Finsler de classe
C° qualquer. Mostramos que esta suavizacao é boa no seguinte sentido: se F for uma
estrutura de Finsler absolutamente homogénea, entao os objetos como a conexao de Chern
e a curvatura flag das estruturas de Finsler F. convergem pontualmente para os respectivos
objetos de F. Isto é importante, uma vez que estamos querendo utilizar a suavizagao de
uma estrutura de Finsler de classe C° para definir objetos na variedade de Finsler de
classe CY.

No exemplo do capitulo 3, trabalhamos com uma estrutura de Finsler de classe C°
que é diferenciavel na sua parte vertical. Isto se mostrou interessante para a criacao de
um primeiro exemplo, bem como para a construcao de sua suavizacao e a condicao que
queriamos garantir sobre a curvatura flag de cada estrutura de Finsler F.. E claro que este
trabalho se encontra em fase inicial, e um caminho natural é explorarmos propriedades
deste exemplo e tentarmos generalizar estas propriedades para um espago de curvatura
flag nao positiva de dimensao n. Vejamos outros topicos que gostarfamos de abordar

futuramente:
e Estudar novos exemplos onde podemos aplicar as técnicas exibidas neste trabalho.
e Construir ferramentas que nos ajudarao a trabalhar com a suavizacao no caso geral.

Acreditamos que este trabalho possa contribuir no desenvolvimento da teoria das estru-

turas de Finsler de classe C°. Esperamos que ele sirva de inspiracao para novas pesquisas.
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Notacoes

Capitulo 1

a=(ay,...,ap) Multi-indice.
Do ol f(z)
f(@) BT o
€ Constante real positiva.
BJ0, €] Bola fechada com centro em 0 e raio ¢ com respeito a

norma euclidiana.

U, {z € U;dist(z,0U) > e}.

n(x) Mollifier padrao.

(ne * f)(z) Convolugao de 7. e f.

ne(x) = (%) -

T M Pull-back do fibrado tangente.
T M Pull-back do fibrado cotangente.
Yij (5F2) iy -

l Secao distinguida.

Aijk Coeficientes do tensor de Cartan.
o Simbolos formais de Christoffel.
N*, Conexao nao linear.

o 0 _ pNi O

527 da7 oy

oy’ dy' + N*;dz’.

\Y% Conexao de Chern.

wji Coeficientes da conexao de Chern.
Fijk %(%—%—i—%).

jS 2-formas da curvatura de Chern.
R, P,Q Respectivamente os hh, hv, vv—tensores de curvatura da

conexao de Chern.

K Curvatura flag.
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Capitulo 2

Byy(y, R)
Byyly, B]
Sy, B]
Br(y, R)
Brly, R]

SF[y> R]

A

Fo(z,y)
C(y)

Fo(z,y)
Hess, F.(x,y)
A

A

1
2

Bola aberta com centro em y e raio R com respeito a
norma || - ||.

Bola fechada com centro em y e raio R com respeito a
norma || - ||.

Esfera com centro em y e raio R com respeito a norma
I I

Bola aberta com centro em y e raio R com respeito a
norma F' : R" — R.

Bola fechada com centro em y e raio R com respeito a
norma F :R" — R.

Esfera com centro em y e raio R com respeito a norma
F:R* — R

Hiperplano suporte.

max F'(y).
yESH,“ [0,1] (y>

min  F(y).
yESH,“[O,l] ( )

Bola aberta com centro em v e raio R em 7,U com res-
peito a norma || - |.

Bola fechada com centro em v e raio R em T,U com
respeito a norma || - |.

Esfera com centro em v e raio R em 7,U com respeito a
norma || - |[|.

Bola aberta com centro em v e raio R em 7,U com res-
peito a F.

Bola fechada com centro em v e raio R em T,U com
respeito a F.

Esfera com centro em v e raio R em 7, U com respeito a
F.

max  F(z,y).
(z,y)€UX S [x,0,1]

min - F(z,y).
(z,y)€UX S [=,0,1]

[ n:(2)F(x,y — 2)dz.

(1—e)ne(y) +enzw (y).

[ (2)F(x,y —~z)dz.

Hessiana de F.(z,y) com z fixo.
{(z,y) e TU;z € U, |lyl| € [1/2,2ru/pul}-
{(z.y) € A;|lyl| = 1/2}.
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Azry {(z,y) € As|lyll = 2ruy/pu}-

PU
S.(z, ) E - (ro) N T,U.
G.:TU — R Aplicacao que restrita a cada espago tangente é uma

norma cuja esfera de raio ry é S.(z,ry).

Zb)\(a?) 55)\.

Fs,A(% Y) f T (e) (z — Z)Gl/),\(a),/\(za y)dz
{oa} Particao da unidade.
Fe(xvy) ZQO)\(Z')FE7)\($,Q).

Capitulo 3

ea(,y) S ey (x — 2)F(z,y)dz.

A

E
F€($7y> ZQOA(‘T)F&)\ £L‘,y).
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