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“ A persistência é o caminho do
êxito.”

(Charles Chaplin)



RESUMO

Neste trabalho, estudamos a existência, unicidade e decaimento uniforme dos seguintes sistemas

de Klein-Gordon-Schrödinger,

iψt + ∆ψ + iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ = φψχω em Ω× (0,∞),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω em Ω× (0,∞),

ψ = φ = 0 em Γ× (0,∞),

ψ(0) = ψ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φ(0) = φ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φt(0) = φ1 ∈ H1
0 (Ω),

e 

iψt + ∆ψ + iαb(x)(|ψ|2 + 1)ψ = φψχω em Ω× (0,∞),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω em Ω× (0,∞),

ψ = φ = 0 em Γ× (0,∞),

ψ(0) = ψ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φ(0) = φ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φt(0) = φ1 ∈ H1
0 (Ω).

Além disso, estudamos a estabilidade uniforme da equação da onda com condições

de fronteira dinâmica do tipo Cauchy-Ventcel posto em um meio não homogêneo e sujeito a uma

dissipação não linear localmente distribuída

ρ(x)utt − div[K(x)∇u] + a(x)g(ut) + f(u) = 0 em Ω× (0,∞),

η(x)vtt + η(x)∂νku+ η(x)vt = div[R(x)∇Tv] em Γ1 × (0,∞),

u = 0 sobre Γ0 × (0,∞),

u = v sobre Γ× (0,∞),

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0, u0|Γ
:= v0) em Ω× Γ,

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1, u1|Γ
:= v1) em Ω× Γ.

Palavras chave: Klein-Gordon-Schrödinger, dissipação localizada, taxa de decaimento

uniforme, Cauchy-Ventcel.



ABSTRACT

In this work, we study the existence, uniqueness and uniform decay of the following Klein-Gordon-

Schrödinger systems,

iψt + ∆ψ + iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ = φψχω in Ω× (0,∞),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω in Ω× (0,∞),

ψ = φ = 0 on Γ× (0,∞),

ψ(0) = ψ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φ(0) = φ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φt(0) = φ1 ∈ H1
0 (Ω),

and 

iψt + ∆ψ + iαb(x)(|ψ|2 + 1)ψ = φψχω in Ω× (0,∞),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω in Ω× (0,∞),

ψ = φ = 0 on Γ× (0,∞),

ψ(0) = ψ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φ(0) = φ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φt(0) = φ1 ∈ H1
0 (Ω).

In addition, we study the uniform stability of the wave equation with Cauchy-Ventcel

type dynamic boundary conditions placed in a inhomogeneous medium and subjected to locally

distributed nonlinear damping

ρ(x)utt − div[K(x)∇u] + a(x)g(ut) + f(u) = 0 in Ω× (0,∞),

η(x)vtt + η(x)∂νku+ η(x)vt = div[R(x)∇Tv] in Γ1 × (0,∞),

u = 0 on Γ0 × (0,∞),

u = v on Γ× (0,∞),

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0, u0|Γ
:= v0) in Ω× Γ,

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1, u1|Γ
:= v1) in Ω× Γ.

Palavras chave: Klein-Gordon-Schrödinger, Localized damping, Uniform decay rates,

Cauchy-Ventcel.
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INTRODUÇÃO

O primeiro problema abordado neste trabalho é o seguinte modelo de equações de Klein-

Gordon-Schrödinger (KGS) com dissipação localmente distribuída

iψt + ∆ψ + iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ = φψχω em Ω× (0,∞),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω em Ω× (0,∞),
ψ = φ = 0 em Γ× (0,∞),
ψ(0) = ψ0 ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω),
φ(0) = φ0 ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω),
φt(0) = φ1 ∈ H1

0 (Ω),

(1)

onde Ω é um domínio limitado de R2, com fronteira Γ suave e ω é um subconjunto aberto de Ω tal

que medida(ω) > 0, e satisfazendo a condição geométrica de controle. No que segue, α é uma

constante positiva e χω representa a função característica, isto é, χω = 1 em ω e χω = 0 em Ω\ω.

Consideremos a, b ∈ W 1,∞(Ω) ∩ C∞(Ω) funções não negativas tais que

a(x) ≥ a0 > 0 em ω, (2)

b(x) ≥ b0 > 0 em ω, (3)

de modo que a não linearidade ψ existe onde os termos de dissipação

a(x)φt e iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ (4)

são, de fato, efetivos e reciprocamente. Se a dissipação é efetiva em todo domínio, isto é, a(x) ≥

a0 > 0 em Ω e b(x) ≥ b0 > 0 em Ω, podemos considerar χω = 1 em Ω. Isto é necessário para tornar

o sistema dissipativo. De fato, a presença dos termos de dissipação em (4) não é necessária, por si

só, para garantir que a energia E(t) associada ao problema (1) (veja a definição de E(t) em (2.79))

é uma função não crescente no paramêtro t. Isto será visto mais adiante. Taxas de decaimento

uniforme para o problema (1) tem sido consideradas em resultados prévios por Cavalcanti et. al
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[26], [13]. Enquanto em [26] uma dissipação cheia é considerada em ambas as equações, em

constraste, em [13] uma dissipação cheia é considerada na equação de Schrödinger mas apenas uma

dissipação localizada foi considerada na equação da onda. A proposta do nosso segundo capítulo

é generalizar substancialmente os dois resultados anteriores considerando apenas duas dissipações

localizadas em ambas as equações, a escolha da dissipação iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ nos permite usar o

efeito regularizante introduzido por Aloui em [3] para domínios limitados, o que desempenha um

papel importante na prova, como veremos adiante.

O problema (1) tem sua origem no modelo canônico de interação de Yukawa de campos

com núcleos complexos conservativos com campos de mesons reais neutros, dado por
iψt + ∆ψ = φψ em Ω× (0,∞)
φtt −∆φ+ µ2φ = |ψ|2 em Ω× (0,∞)
ψ = φ = 0 sobre Γ× (0,∞)
ψ(0) = ψ0, φ(0) = φ0, φt(0) = φ1.

(5)

A função ψ representa o campo complexo, enquanto a função φ representa o campo

real e a constante positiva µ representa a massa de um meson. Como estamos considerando um

domínio limitado, o termo µ2φ não afeta nossos argumentos na prova da estabilidade assintótica.

Então, por simplicidade, este termo será omitido.

É importante notar que o problema (5) não é naturalmente dissipativo. Assim, a in-

trodução de mecanismos de dissipação dados pelos termos em (4) são necessários para forçar a

energia decair para zero quando t tende para o infinito. Na verdade, a equação dissipativa KGS

foi amplamente estudada, veja por exemplo as seguintes referências [37], [46], [47], [49], [59],

[60], e suas referências. A maioria dos trabalhos na literatura trata de termos dissipativos line-

ares que atuam em ambas as equações, com exceção dos trabalhos [48] e [26]. Pouco se sabe

em relação a dissipação localizada atuando na equação da onda para este sistema e, no que diz

respeito, não há resultado na literatura que trata de dissipação localizada em ambas as equações.

Uma questão natural surge a partir desse contexto: Seria possível considerar uma dissipação lo-

calizada ib(x)ψ atuando na equação de Schrödinger ao invés do mecanismo presente dado pelo

termo iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ para obter alguma taxa de decaimento? Isto é um duro problema aberto

a ser resolvido uma vez que o chamado efeito regularizante, o qual é crucial para a prova não é
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mais válido. O efeito regularizante é uma propriedade natural de todo o Rn ou domínios exteri-

ores, conforme considerado nos trabalhos de Constantin e Saut [36] ou Burq, Gérard e Tzvetkov

[23]. Foi considerado anteriormente em domínios ilimitados como uma ferramenta poderosa para

alcançar a estabilidade exponencial, como por exemplo nos trabalhos [17] e [29]. Por outro lado,

para variedades compactas o efeito regularizante foi introduzido primeiramente por Aloui [3], [4]

forçando-o precisamente por meio da dissipação mais forte iαb(x)(−∆)
1
2 b(x), acima mencionada,

onde a região ω tal que b(x) > 0 satisfaz a condição geométrica de controle (CGC). Vale ressal-

tar que os pioneiros no uso de tais propriedades para estabilizar a equação puramente Schrödinger

sujeita ao mesmo tipo de dissipação foram Bortot e Corrêa [18]. Neste trabalho adotaremos ideias

similares para nosso contexto uma vez que estamos considerando uma dissipação linear agindo na

equação de Schrödinger e também uma dissipação linear agindo na equação da onda, espera-se que

a energia do sistema decaía para zero. Provar este fato é o objetivo principal do segundo capítulo.

O segundo problema deste trabalho é o seguinte modelo de equações de Klein-Gordon-

Schrödinger com dissipação localmente distribuída

iψt + ∆ψ + iαb(x)(|ψ|2 + 1)ψ = φψχω em Ω× (0,∞),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω em Ω× (0,∞),

ψ = φ = 0 em Γ× (0,∞)

ψ(0) = ψ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φ(0) = φ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φt(0) = φ1 ∈ H1
0 (Ω),

(6)

onde Ω é um domínio limitado de R2, com fronteira Γ suave e ω é um subconjunto aberto de Ω tal

que medida(ω) > 0, e satisfazendo a condição geométrica de controle. No que segue, α é uma

constante positiva e χω representa a função característica, isto é, χω = 1 em ω e χω = 0 em Ω\ω.

Consideremos a ∈ L∞(Ω) e b ∈ L∞(Ω) funções não negativas tais que

a(x) ≥ a0 > 0 em ω, (7)

b(x) ≥ b0 > 0 em ω, (8)

de modo que a não linearidade ψ existe onde os termos de damping

a(x)φt e iαb(x)(|ψ|2 + 1)ψ (9)
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são, de fato, efetivos e reciprocamente. Se a dissipação é efetiva em todo domínio, isto é, a(x) ≥

a0 > 0 em Ω e b(x) ≥ b0 > 0 em Ω, podemos considerar χω = 1 em Ω.

No primeiro problema abordado generalizamos resultados prévios considerando duas

dissipações localizadas em ambas as equações, ou seja,

iψt + ∆ψ + iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ = φψχω em Ω× (0,∞), (α > 0)

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω em Ω× (0,∞),

e provamos o decaimento uniforme fazendo uso do método dos multiplicadores combinado com

desigualdades integrais da energia e um efeito regularizante de Aloui [3], [4].

A nossa proposta neste segundo problema é generalizar substancialmente os resultados

prévios acima mencionados considerando a estrutura de dissipação fraca iαb(x)(|ψ|2 + 1)ψ ao in-

vés de iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ assumidos em [1]. Para nosso propósito, fizemos uso da desigualdade

de observabilidade de ambas as equações lineares, a da onda e Schrödinger, (veja [10] e [39], [64]

respectivamente) combinado com outras ferramentas a fim de provar a taxa de decaimento expo-

nencial como foi considerado anteriormente em [38] para a equação de onda. Isto será esclarecido

durante a prova. É importante mencionar que o uso da desigualdade de observabilidade associada a

equação linear da onda e Schrödinger ao invés do método dos multiplicadores, nos permite conside-

rar regiões “sharp” ω satisfazendo a condição geométrica de controle. Com efeito, as desigualdades

dadas em (3.6) e (3.7) são provadas por técnicas de análise microlocal e produzem regiões “sharp”

quando comparadas com o método dos multiplicadores. Como uma consequência, nosso resultado

generaliza substancialmente nossos resultados prévios não somente ao considerar um dissipação

mais fraca, mas também com relação a naturalidade da região ω (menos dissipação possível) onde

a dissipação atua.

Gostaríamos de mencionar outros artigos em conexão com o problema (5), a saber:

Fukuda e Tsutsumi [41],[42],[43],[44], Bachelot e Chadam [7] e Hayashi e Von Wahl [52]. Nos

artigos acima a existência global única para o problema (5) é estabelecida e algumas leis de conser-

vação são verificadas. Também gostaríamos de citar alguns artigos interessantes em conexão com

o sistema de Klein-Gordon-Schrödinger (KGS) de vários pontos de vista como: [6], [8], [12], [18],
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[35], [37], [46], [50], [51], [52], [59], [60], [73], [75], [77], [78], [79], [84], [85], [87], [88] e suas

referências.

O terceiro problema desta tese consiste em estudar a estabilidade uniforme da equa-

ção da onda com condições de fronteira do tipo Cauchy-Ventcel dinâmica posto em um meio não

homogêneo e sujeito a uma dissipação não linear localmente distribuída

ρ(x)utt − div[K(x)∇u] + a(x)g(ut) + f(u) = 0 em Ω× (0,∞),

η(x)vtt + η(x)∂νku+ η(x)vt = div[R(x)∇Tv] em Γ1 × (0,∞),

u = 0 sobre Γ0 × (0,∞),

u = v sobre Γ× (0,∞),

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0, u0|Γ
) em Ω× Γ,

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1, u1|Γ
) em Ω× Γ,

(10)

onde Ω ⊂ Rn é um domínio limitado de classe C2 para n ≥ 2, com fronteira ∂Ω = Γ = Γ0∪Γ1, tal

que Γi, i = 0, 1, são subconjuntos não vazios, fechados e disjuntos de Γ, ρ : Ω→ R+, kij : Ω→ R,

1 ≤ i, j ≤ n, são funções C∞(Ω) tais que para todo x ∈ Ω e ξ ∈ Rn,

α0 ≤ ρ(x) ≤ β0, kij(x) = kji(x), α|ξ|2 ≤ ξ> ·K(x) · ξ ≤ β|ξ|2, (11)

α0, β0, α, β são constantes positivas, K(x) = (kij)i,j é uma matriz definida simétrica positiva e

η : Γ→ R+, rij : Γ→ R, 1 ≤ i, j ≤ n são funções C∞(Γ) tais que para todo x ∈ Γ e ξ ∈ Rn,

α1 ≤ η(x) ≤ β1, rij(x) = rji(x), α2|ξ|2 ≤ ξ> ·R(x) · ξ ≤ β2|ξ|2, (12)

onde α1, β1, α2, β2 são constantes positivas e R(x) = (rij)i,j é uma matriz definida simétrica posi-

tivas. Vamos definir por ω1 uma vizinhança de Γ1 contida em Ω, ω0 uma vizinhança Γ0 contida em

Ω e ω = ω1 ∪ ω0.

Bey [11] e Hemmina [53, 54] estudaram uma estabilização na fronteira para sistemas

elasto-dinâmicos e isotrópicos e equações de ondas com condições do tipo Cauchy-Ventcel. Em

[53], Hemmina mostra que sob condições de fronteira dinâmicas e em domínios “star-shaped”,

o sistema elástico com condições de Cauchy-Ventcel é exponencialmente estável; [53] também

faz um contra-exemplo mostrando que se a ≡ 0 em (10) então a energia do sistema nunca decai

exponencialmente, mesmo se a dissipação for aplicada em toda fronteira.
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Condições de fronteira dinâmica do tipo Ventcel foram estudadas por Khemmoundj e

Medjden [57]. Esses resultados foram estudados por Cavalcanti, Khemmoundj e Medjen [30] para

operadores lineares A e AT com coeficientes váriaveis (mas ainda em domínios “star-shaped”),

usando novas estimativas de energia combinadas com métodos de geometria Riemanniana dados

por Lasiecka, Triggiani e Yao [62, 63].

Nosso propósito é estudar as condições de fronteira dinâmica do tipo Ventcel como

estudado pelos autores em [30], sem precisar estar em domínios “star-shaped”, iremos provar a

estabilização para o problema (10) usando técnicas de análise microlocal. Portanto, nosso resultado

generaliza substancialmente aqueles estudados em [30], bem como complementam os trabalhos

[31], [32], [33] do cenário euclidiano para o Riemanniano.

Inspirados em Dehman, Gérard, Lebeau [39], ou Dehman, G. Lebeau e Zuazua [40],

demos uma prova direta da desigualdade inversa para o problema equivalente ao problema (10), ou

seja, provamos que para todo T > T0 existe uma constante positiva C tal que

E(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|ut(x, t)|2 + |g(ut)|2

)
dxdt+

∫ T

0

∫
Γ

|vt(x, t)|2 dΓdt, (13)

desde que os dados iniciais sejam tomados em conjuntos limitados de V×H e a não linearidade f

seja considerada como na Hipótese 4.1.

Para provar (13) e portanto o resultado de estabilidade, argumentamos por contradição

e encontramos uma sequência de {uk}k∈N de soluções fracas para o problema (4.14) tais que 1
C
≤

Ek(0) ≤ C. Para obter uma contradição precisamos provar que Ek(0) → 0 quando k → +∞.

Devemos provar isso explorando as propriedades da função f e de F , a equipartição adequada da

energia e um princípio de continuação única tal que∫ T

0

∫
ω

(
|u′n|2 + |∇Gun|

)
dxdt→ 0, (14)

quando k tende para o infinito.

Nosso desejo é propagar a convergência (14) de ω× (0, T ) para o conjunto Ω× (0, T ).

Para fazer isso, podemos usar com sucesso a análise microlocal. De fato, consideramos a medida

do defeito microlocal µ, em suma m.d.m., introduzida primeiramente por Gérard [45], associada à
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solução da equação de onda linear. Notemos que

∂tPun → 0 fortemente em H−1
loc (Ω× (0, T )),

onde Pun := u′′n − ∆Gun, assim, usando propriedades associadas a µ, podemos provar que µ se

propaga ao longo do fluxo bicaracterístico do operador de onda ∂tPun, provando a convergência

desejada.

Este trabalho organiza-se da seguinte forma: o capítulo 1 consiste dos resultados preli-

minares. Já os capítulos 2, 3 e 4 abordam, respectivamente, o primeiro, segundo e terceiro proble-

mas apresentados acima.



CAPÍTULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

1.1 Distribuições e Espaços Funcionais

Sejam x = (x1, x2, ..., xn) pontos do Rn e α = (α1, α2..., αn) n−uplas de números

inteiros não negativos. Considerando |α| = α1 + α2... + αn e α! = α1!α2!...αn!, denotaremos o

operador derivação em Rn por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

.

Seja Ω um aberto do Rn e ϕ : Ω → R. Definimos o suporte da função ϕ em Ω,

e denotamos por supp(ϕ), o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0}. Quando supp(ϕ) é

compacto, dizemos que ϕ tem suporte compacto em Ω. Denotaremos por C∞0 (Ω) o conjunto das

funções ϕ : Ω→ R que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que possuem suporte compacto.

O espaço das funções testes de Ω, D(Ω), é o espaço C∞0 (Ω) munido da seguinte noção

de convergência: Dada uma sucessão {ϕν} de funções de C∞0 (Ω) e ϕ ∈ C∞0 (Ω) dizemos que

ϕν → ϕ em D(Ω) (1.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω tal que

(i) supp(ϕν) ⊂ K, ∀ν e supp(ϕ) ⊂ K;

(ii) Dαϕν → Dαϕ uniformemente sobre K, ∀α ∈ Nn.

Uma distribuição sobre Ω é uma forma linear sobre D(Ω) que é contínua no sentido

da convergência dada em (1.1). Chamaremos por D′(Ω) o espaço vetorial das distribuições so-
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bre Ω. Diremos que {Tν}, uma sucessão de elementos de D′(Ω), converge para T ∈ D′(Ω), e

escreveremos

Tν → T em D′(Ω),

quando

〈Tν , ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Dada uma distribuição T sobre Ω e α ∈ Nn, a derivada distribucional de ordem α da

distribuição T , denotada por DαT , é dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Com essa definição, uma distribuição T ∈ D′(Ω) possui derivada distribucional de

todas as ordens, DαT ∈ D′(Ω) e além disso, a aplicação

Dα : D′(Ω) → D′(Ω)
T 7→ DαT

é linear e contínua.

1.2 Espaços Lp(Ω)

Sejam Ω um subconjunto do Rn e p um número real tal que 1 ≤ p <∞. Denotaremos

por Lp(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções mensuráveis u, definidas em Ω tais que |u|p é

Lebesgue integrável sobre Ω.

O espaço Lp(Ω) munido da norma

||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

é um espaço de Banach.

Se define por L∞(Ω) o conjunto das funções u : Ω → R tais que u é mensurável e

existe uma constante C tal que |u(x)| ≤ C para quase todo x ∈ Ω. Uma norma em L∞(Ω) é dada

por

||u||L∞(Ω) = inf{C; |u(x)| ≤ C q.s. em Ω},
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a qual o torna um espaço de Banach.

Em particular, L2(Ω), com o produto interno

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

e a norma |u|2 = (u, u), é um espaço de Hilbert.

Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Diz-se que p′ é o índice conjugado de p se
1

p
+

1

p′
= 1.

Proposição 1.1 (Desigualdade de Young) Se a e b são números reais não negativos então

ab ≤ aq

q
+
bp

p

sempre que 1 < p, q <∞ e
1

q
+

1

p
= 1.

A desigualdade de Young também pode tomar a seguinte forma

ab ≤ εaq + C(ε)bp.

Demonstração: Ver [15]. 2

Proposição 1.2 (Desigualdade de Interpolação) Se u ∈ Lq′(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ q′ ≤ q ≤ ∞,

então u ∈ Lr(Ω) para todo q′ ≤ r ≤ q e verifica-se a desigualdade

‖u‖Lr ≤ ‖u‖αLq′‖u‖
1−α
Lq ,

onde
1

r
=
α

q′
+

1− α
q

, (0 ≤ α ≤ 1).

Demonstração: Ver [15]. 2

Proposição 1.3 (Desigualdade de Hölder) Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lp
′
(Ω), com 1 ≤ p ≤ ∞.

Então uv ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

|uv| ≤ ||u||Lp(Ω)||v||Lp′ (Ω).

Demonstração: Ver [15]. 2
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Proposição 1.4 (Desigualdade de Hölder generalizada) Sejam f1, f2, ..., fk funções tais que fi ∈

Lpi(Ω), 1 ≤ i ≤ k, onde 1
p

= 1
p1

+ 1
p2

+ ...+ 1
pk
≤ 1. Então o produto f = f1f2...fk ∈ Lp(Ω) e

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1(Ω)‖f2‖Lp2(Ω)...‖fk‖Lpk(Ω).

Demonstração: Ver [15]. 2

Proposição 1.5 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v ∈ Lp(Ω) e 1 ≤ p ≤ ∞, então

||u+ v||Lp(Ω) ≤ ||u||Lp(Ω) + ||v||Lp(Ω).

Demonstração: Ver [70]. 2

Teorema 1.6 (Convergência Dominada de Lebesgue) Se uma sequência {fk} de funções integrá-

veis a Lebesgue num conjunto Ω converge quase sempre em Ω para um função f, e se |fk| ≤ ψ,

quase sempre em Ω, ∀k ∈ N, para um certa função ψ ∈ L1(Ω), então a integral
∫

Ω

f existe e

∫
Ω

fdx = lim
k→∞

∫
Ω

fk dx.

Demonstração: Ver [70]. 2

Denota-se por Lploc(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço das (classes de) funções u : Ω → R tais

que |u|p é Lebesgue integrável sobre cada subconjunto compacto de Ω.

Proposição 1.7 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

u(x)ϕ(x) dx = 0,∀ϕ ∈ C∞0 (Ω),

então u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver [24]. 2
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1.3 Espaços de Sobolev

Sejam Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ≥ 1. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω)

é o espaço vetorial de todas as funções de Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω), para todo α ≤ m.

Simbolicamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), ∀|α| ≤ m} .

Uma norma em Wm,p(Ω) é dada por

||u||pWm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx, se 1 ≤ p <∞,

e

||u||pWm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|p dx, se p =∞,

a qual o torna um espaço de Banach. No caso p = 2, escreve-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) e, munindo-o

com o produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx,

temos um espaço de Hilbert.

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω), ou seja,

C∞0 (Ω)
Wm,p(Ω)

= Wm,p
0 (Ω).

Quando Ω é limitado em alguma direção xi de Rn e 1 ≤ p < ∞, então a norma em

Wm,p
0 (Ω), dada por

||u||p =
∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx,

é equivalente a norma induzida por Wm,p(Ω).

Representa-se por W−m,p′(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω), onde 1 ≤ p < ∞ e p′ é

o índice conjugado de p. Por H−m(Ω) denota-se o dual topológico de Hm
0 (Ω).

Teorema 1.8 Sejam Ω um conjunto aberto do Rn, de classe Cm, com fronteira limitada e m um

inteiro tal que m ≥ 1, e 1 ≤ p <∞. Então temos as seguintes imersões contínuas:
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(i) se
1

p
− m

n
> 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde 1

q
= 1

p
− m

n
;

(ii) se
1

p
− m

n
= 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p,+∞[;

(iii) se
1

p
− m

n
< 0 então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Demonstração: Ver [15] 2

Teorema 1.9 (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Ω um aberto limitado bem regular do Rn,

para n ≥ 2. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) se p < n então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), ∀ 1 ≤ q < np

n−p ;

(ii) se p = n então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,+∞[;

(iii) se p > n então W 1,p(Ω)
c
↪→ C0(Ω).

Demonstração: Ver [15]. 2

1.3.1 Traço de uma função de Hm(Ω)

Se u ∈ C(Ω), podemos obter os valores de u sobre a fronteira Γ de Ω, basta para isto

tomar a restrição u|Γ . Entretanto, se u ∈ Hm(Ω), como a medida n-dimensional de Γ é zero, não

tem sentido, a priori, falar dos valores de u em Γ. O objetivo da teoria de traço é dar um significado

para u|Γ .

Conforme explicitado em [24], existe uma única aplicação

γ : Hm(Ω) −→
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ)u 7→ γu = {γ0u, γ1u, ..., γm−1u},

denominada aplicação traço, que é linear, contínua, sobrejetiva, com núcleo Hm
0 (Ω), verificando

γu =

(
u|Γ ,

∂u

∂ν
|Γ , ...,

∂m−1u

∂m−1
ν

|Γ
)
, ∀u ∈ D(Ω),
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e admitindo uma inversa à direita γ−1 linear e contínua, isto é, existe uma aplicação linear

γ−1 :
m−1∏
j=0

Hm−1
j=0 H

m−j−1/2(Γ)→ Hm(Ω),

que é contínua e satisfaz

γ(γ−1ξ) = ξ, ∀ξ ∈
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ).

Tomando, em particular, m = 1, temos a aplicação

γ0 : H1(Ω)→ H1/2(Γ)

u 7→ γ0u = u|Γ ,

que é denominada aplicação traço de ordem zero.

ConsideremosH1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} munido do produto interno

(u, v)H1(Ω) = (u, v)H1(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω),

o que o faz um espaço de Hilbert.

A aplicação

γ1 : D(Ω)→ H−1/2(Γ)

u 7→ γ1u =
∂u

∂ν
|Γ

prolonga-se, por continuidade, a uma única aplicação linear e contínua γ1 : H1(Ω) → H−1/2(Γ),

posto que D(Ω) é denso emH1(Ω).

Proposição 1.10 A aplicação traço γ0 : H1(Ω)→ H1/2(Γ) é sobrejetiva e, além disso,Ker(γ0) =

H1
0 (Ω).

Demonstração: Ver [71]. 2
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1.4 Teorema de Carathéodory

Seja Ω ⊂ Rn+1 um conjunto aberto cujos elementos são denotados por (t, x), t ∈ R, x ∈

Rn e seja f : Ω −→ Rn uma função.

Consideremos o problema de valor inicial{
x′(t) = f(t, x(t)),

x(t0) = x0.
(1.2)

Dizemos que f : Ω −→ Rn satisfaz as condições de Carathéodory sobre Ω se:

(i) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixado;

(ii) f(t, x) é contínua em x para quase todo t fixado.

(iii) para cada compacto K ⊂ Ω, existe uma função real mK(t) integrável, tal que

‖f(t, x)‖Rn ≤ mK(t),∀(t, x) ∈ K.

Teorema 1.11 (Teorema de Carathéodory) Seja f : Ω −→ Rn satisfazendo as condições de

Carathéodory sobre Ω. Então existe uma solução x(t) de (1.2) sobre algum intervalo |t − t0| ≤

β, β > 0.

Corolário 1.12 Sejam Ω = (0, T ) × B com T > 0 e B = {x ∈ Rn; |x| ≤ b}, b > 0. Seja

f : Ω −→ Rn nas condições de Carathéodory sobre Ω. Suponhamos que x(t) é uma solução de

(1.2) tal que se tenha |x(t)| ≤ M, ∀t ∈ I,M independente de I e M < b. Então, x(t) possui um

prolongamento em (0, T ).

Observação 1.13 Note que o Teorema de Caractheódory pode ser estendido para o caso complexo,

isto é, f : Ω −→ Cn.
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1.5 Topologias Fracas, Espaços Reflexivos e Separáveis

Nesta seção temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca ∗, assim como

resultados de convergência nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separabilidade dos

espaços.

Considerando E um espaço de Banach, a topologia fraca σ(E,E ′) sobre E é a topolo-

gia menos fina sobre E que torna contínuas todas as aplicações f ∈ E ′.

Seja (xn) uma sucessão convergente para x na topologia fraca σ(E,E ′). Quando não

houver possibilidade de confusão diremos apenas que (xn) converge fraco para x esse fato denota-

remos por

xn ⇀ x em E.

Proposição 1.14 Seja (xn)n∈N uma sucessão em E, então:

(i) xn ⇀ x em E se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 , ∀f ∈ E ′;

(ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ x em E;

(iii) Se xn ⇀ x em E, então ||x||E é limitada e ||x||E ≤ lim inf ||xn||E;

(iv) Se xn ⇀ x em E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [15]. 2

Sejam E um espaço de Banach e x ∈ E fixo. Considere a aplicação

Jx : E ′ −→ R
f 7→ 〈Jx, f〉 = 〈f, x〉 ,

que é linear e contínua e portanto Jx ∈ E ′′, ∀x ∈ E. Deste modo, definamos a aplicação J : E →

E ′′ tal que J(x) = Jx, a qual é chamada de injeção canônica de E em E ′′.

A topologia fraca ∗, ou σ(E ′, E), é a topologia menos fina sobre E ′ que faz contínuas

todas as aplicações Jx.
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Seja (fn) uma sucessão convergente para f na topologia fraca ∗ σ(E,E ′). Com vistas

a simplificação das notações escreveremos apenas que {fn} converge fraco ∗ para f , ou simbolica-

mente

fn
∗
⇀ f em E ′,

quando não houver possibilidade de confusão.

Proposição 1.15 Seja (fn)n∈N uma sucessão em E ′, então:

(i) fn
∗
⇀ f em E ′ se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉 , ∀x ∈ E;

(ii) Se fn → f forte, então fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′);

(iii) Se fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′), então fn
∗
⇀ f em E ′;

(iv) Se fn
∗
⇀ f em E ′, então ||fn||E′ é limitada e ||f ||E′ ≤ lim inf ||fn||E′;

(v) Se fn
∗
⇀ f em E ′ e xn → x em E, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [15]. 2

Dizemos que um espaço de Banach é reflexivo quando a injeção canônica J : E → E ′′

é sobrejetora. Um espaço métrico E é dito separável quando existe um subconjunto M ⊂ E

enumerável e denso em E.

Teorema 1.16 Seja E um espaço de Banach tal que E ′ é separável. Então E é separável.

Demonstração: Ver [15]. 2

Teorema 1.17 Seja E um espaço de Banach separável e seja (fn) uma sequência

limitada emE ′. Então existe uma subsequência (fnk) que converge na topologia fraca ∗ (σ(E ′, E)).

Demonstração: Ver [15]. 2



1.6 Espaços Funcionais a Valores Vetoriais 27

Teorema 1.18 Seja E um espaço de Banach reflexivo e seja (xn) um sequência limitada em E.

Então existe uma subsequência (xnk) que converge na topologia fraca (σ(E,E ′)).

Demonstração: Ver [15]. 2

1.6 Espaços Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta seção iremos determinar espaços envolvendo as variáveis temporal e espacial, os

quais são necessários para dar sentido a problemas de evolução.

Para t ∈ (0, T ) fixo, interpretamos a função x 7→ u(x, t) como um elemento do espaço

X. Denotaremos este elemento como u(t) ∈ X com valores no espaço X.

Sejam X um espaço de Banach e a, b ∈ R.

O espaço Lp(a, b;X, ) 1 ≤ p < +∞, consiste das funções (classes) mensuráveis sobre

[a, b] com imagem em X, ou seja, as funções u : (a, b)→ X tais que

‖u‖Lp(a,b;X) :=

(∫ b

a

‖u(t)‖pX dt
) 1

p

<∞.

O espaço L∞(a, b;X) consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [a, b] com ima-

gem em X, isto é, as funções u : (a, b) → X limitadas quase sempre em (a, b). A norma neste

espaço é dada por

‖u‖L∞(a,b;X) := sup ess ‖u(t)‖X .

O espaço Cm(a, b;X),m = 0, 1, · · · , consiste de todas as funções contínuas u :

[a, b] → X que possuem derivadas contínuas até a ordem m sobre [a, b]. A norma, neste caso,

é dada por

‖u‖ :=
m∑
i=0

max
t∈[a,b]

∣∣u(i)(t)
∣∣ .

Proposição 1.19 Sejam m = 0, 1, · · · , 1 ≤ p < +∞, X e Y espaços de Banach.
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(a) Cm(a, b;X) é um espaço de Banach sobre K.

(b) Lp(a, b;X), 1 ≤ p < +∞ e L∞(a, b;X) são espaços de Banach sobre K.

(c) C(a, b;X) é denso Lp(a, b;X) e a imersão C(a, b;X) ↪→ Lp(a, b;X) é contínua.

(d) Se X é um espaço de Hilbert com produto interno (., .)X então L2(a, b;X) é também um

espaço de Hilbert com produto interno

(u, v)L2(a,b;X) :=

∫
Ω

(u(t), v(t))Xdt.

(e) Lp(a, b;X) é separável se X for separável e 1 ≤ p < +∞.

(f) O espaço Lp(a; b;X) é reflexivo se 1 < p <∞.

(g) Se X ↪→ Y, então Lr(a, b;X) ↪→ Lq(a, b;Y ), 1 ≤ q ≤ r ≤ +∞.

Demonstração: Ver [90]. 2

Proposição 1.20 Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ +∞. Se f ∈ L1(0, T ;X) e ‖f‖X ∈

Lp(0, T ), então f ∈ Lp(0, T ;X) e ‖f‖Lp(0,T ;X) = ‖f‖Lp(0,T ).

Demonstração: Ver [83]. 2

O espaço dual de Lp(a, b;X). Consideremos Y = Lp(a, b;X). Temos a seguinte rela-

ção de dualidade Y ′ = Lq(a, b;X ′), com 1
p

+ 1
q

= 1, devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.21 Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável, 1 < p < +∞, 1
p

+ 1
q

= 1.

Então cada função v ∈ Lq(a, b,X ′) corresponde a um único funcional v̄ ∈ Y ′ dada por

〈v̄, u〉 =

∫ b

a

〈v(t), u(t)〉X dt, ∀u ∈ Y. (1.3)

Reciprocamente, para cada v̄ ∈ Y ′ corresponde exatamente uma função v ∈ Lq(a, b;X ′) dada por

(1.3). Além disso,

‖v̄‖Y ′ = ‖v‖Lq(a,b;X′) .
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Demonstração: Ver [90]. 2

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por D(a, b;X) o espaço localmente con-

vexo e completo das funções vetoriais ϕ : (a, b) → X infinitamente diferenciáveis com suporte

compacto em (a, b). Dizemos que uma sucessão

ϕν −→ ϕ em D(a, b;X)

se:

(i) Existe um compacto K de (a, b) tal que supp(ϕν) e supp(ϕ) estão contidos em K, para todo

ν;

(ii) Para cada k ∈ N,
dk

dtk
ϕν(t)→

dk

dtk
ϕ em X , uniformemente em t ∈ (a, b).

O espaço das aplicações lineares contínuas de D(a, b) = D(a, b;R) em X será deno-

tado por D′(a, b;X), ou seja, S ∈ D′(a, b;X) se S : D(a, b)→ X é linear e se θν → θ em D(a, b)

implicar que 〈S, θν〉 → 〈S, θ〉 em X . Diremos que

Sν −→ S em D′(a, b;X)

se

〈Sν , θ〉 → 〈S, θ〉 em ,∀θ ∈ D(a, b).

O espaço D(a, b;X) munido da convergência acima é denominado espaço das distruibuições veto-

riais de (a, b) com valores em X .

Denotaremos por H1
0 (a, b;X) o espaço de Hilbert

H1
0 (a, b;X) := {v ∈ L2(a, b;X); v′ ∈ L2(a, b;X); v(a) = v(b) = 0}

munido com o produto interno

((w, v)) =

∫ b

a

(w(t), v(t))Xdt+

∫ b

a

(w′(t), v′(t))Xdt.

Identificando L2(a, b;X) com o seu dual [L2(a, b;X)]′, via Teorema de Riez, obtemos

D(a, b;X) ↪→ H1
0 (a, b;X) ↪→ L2(a, b;X) ↪→ H−1(a, b;X) ↪→ D′(a, b;X),
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onde H−1(a, b;X) = [H1
0 (a, b;X)]′.

Proposição 1.22 Seja u ∈ L2(a, b;X). Então existe um único f ∈ H−1(a, b;X) que verifica

〈f, θξ〉 = (〈u′, θ〉 , ξ)X , ∀ θ ∈ D(a, b); ∀ ξ ∈ X.

Demonstração: [74]. 2

Observação 1.23 Da proposição anterior podemos identificar f com u′, de posse disso, diremos

que se u ∈ L2(a, b;X) então u′ ∈ H−1(a, b;X).

Proposição 1.24 A aplicação

g : L2(a, b;X) −→ H−1(a, b;X)
u 7−→ g(u) = u′,

onde X é um espaço de Hilbert, é linear e contínua.

Demonstração: Ver [74]. 2

1.7 Resultados Auxiliares

Teorema 1.25 (Fórmulas de Green)

1. Se γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

∇γ · ∇udx = −
∫

Ω

u∆γdx+

∫
Γ

∂γ

∂ν
uds, ∀u ∈ H1(Ω).

2. Se u, γ ∈ H2(Ω), então ∫
Ω

u∆γ − γ∆udx =

∫
∂Ω

u
∂γ

∂ν
− γ ∂u

∂ν
ds.

Demonstração: Ver [15] p.316. 2
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Teorema 1.26 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions) Sejam B0, B e B1 espaços de Banach

tais que B0 ↪→ B ↪→ B1 e:

(i) B0 e B1 são reflexivos;

(ii) A imersão B0 ↪→ B é compacta;

(iii) A imersão B ↪→ B1 é contínua.

Definamos

W = {u ∈ Lp0(0, T ;B0);u′ ∈ Lp1(0, T ;B1)},

onde 1 < p0; p1 < 1. Consideremos W munido da norma

‖u‖W = ‖u‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖u′‖Lp1 (0,T ;B1) ,

a qual o torna um espaço de Banach. Então a imersão de W em Lp0(0, T ;B) é compacta.

Demonstração: Ver [66] p. 57. 2

Teorema 1.27 (Lema de Lions) Seja (uµ) uma sucessão de funções pertencentes a Lq(Q) com

1 < q <∞. Se

(i) uµ → u quase sempre em Q;

(ii) ‖uµ‖Lq(Q) ≤ C, ∀µ ∈ N;

então uµ ⇀ u fraco em Lq(Q).

Demonstração: Ver [66] p. 12. 2

Proposição 1.28 (Lema de Gronwall) Sejam z ∈ L∞(0, T ) e ϕ ∈ L1(0, T ) tais que z(x) ≥ 0,

ϕ(t) ≥ 0 e seja c ≥ 0 uma constante. Se

ϕ(t) ≤ c+

∫ t

0

z(s)ϕ(s)ds, ∀t ∈ (0, T ),

então

ϕ(t) ≤ c.e
∫ t
0 z(s)ds, ∀t ∈ (0, T ).



1.7 Resultados Auxiliares 32

Demonstração: Ver [71]. 2

Teorema 1.29 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Sejam 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ e considere j,m

dois inteiros tais que 0 ≤ j < m. Se

1

p
=
j

n
+ a

(
1

r
− m

N

)
+

(1− a)

q

para algum a ∈ [j/m, 1] (a < 1 se r > 1 e m − j − N
r

= 0), então existe uma constante

C(N,m, j, p, q, r) tal que

∑
|α|=j

‖Dαu‖Lp(Rn) ≤ C

∑
|α|=m

‖Dαu‖Lr(Rn)

a

‖u‖1−a
Lq(Rn).

O resultado ainda é válido quando Ω é um domínio com fronteira regular, isto é,

∑
|α|=j

‖Dαu‖Lp(Rn) ≤ C‖u‖aWm,r(Ω)‖u‖1−a
Lq(Ω), ∀u ∈ D(Ω),

para todo u ∈ Wm,r(Ω) ∩ Lr(Ω), contanto que q, r <∞ ou q =∞ e n,mr <∞.

Demonstração: Ver [16]. 2

Teorema 1.30 (Teorema de Representação de Riesz-Fréchet) SejaH um espaço de Hilbert. Dada

ϕ ∈ H ′, existe f ∈ H único tal que

〈ϕ, u〉 = (f, u) , ∀u ∈ H.

Além disso,

||f ||H = ||ϕ||H′ .

Demonstração: Ver [15]. 2

Definição 1.31 Seja H um espaço de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(·, ·) : H ×H → R

é
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(i) contínua se existe uma constante C tal que

|a(u, v)| ≤ C|u||v|, ∀u, v ∈ H e

(ii) coerciva se existe uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α|v|2, ∀v ∈ H.

Teorema 1.32 (Lax-Milgram) Seja a(·, ·) : H ×H → R uma forma bilinear, contínua e coerciva.

Então para toda ϕ ∈ H ′, existe um único u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 , ∀v ∈ H.

Além disso, se a é simétrica, então u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, v〉 = min

v∈H

{
1

2
a(v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Demonstração: Ver [15]. 2

Teorema 1.33 (Teorema de Holmgren). Seja P um operador diferencial com coeficientes cons-

tantes em Rn. Seja u solução de Pu = 0 em Q1, onde Q1 é um aberto de Rn. Suponha u = 0

em Q2, onde Q2 é um subconjunto aberto e não vazio de Q1. Então u = 0 em Q3, onde Q3 é um

subconjunto aberto deQ1 que contémQ2 e tal que qualquer hiperplano característico do operador

P que intersecta Q3 também intersecta Q2.

Demonstração: Ver [66] p. 87. 2

Teorema 1.34 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Ω seja um aberto limitado do Rn,

então, para todo 1 ≤ p <∞, existe uma constante C (dependendo da medida de Ω e de p,) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Ver [15]. 2
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Proposição 1.35 (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do Rn, então, para toda função

côncava F e toda função integrável g ∈ L1(B), teremos

F

(
1

medB

∫
B

g(x)dx

)
≥ 1

medB

∫
B

F (g(x))dx.

Demonstração: Ver [81]. 2

Teorema 1.36 Considere b ∈ C∞ tal que ω = {b(x) 6= 0} controla geometricamente Ω e v é uma

solução do seguinte problema: ivt + ∆v + ib(x)(−∆)
1
2 b(x)v = 0 em Ω× (0,∞),

v = 0 em Γ× (0,∞),
v(0) = v0 em Ω.

(1.4)

Então,

(i) Existe c > 0 tal que u, definido por u(t) =
∫ T

0
S(t− τ)f(τ)d τ satisfaz

‖u‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ c‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)). (1.5)

(ii) Para toda φ ∈ C∞((0,∞)), existe c > 0 tal que v é uma solução de (1.4) com dado

inicial v0 ∈ L2(Ω) satisfazendo

‖φv‖L2(0,∞;H1(Ω)) ≤ c‖v0‖L2(Ω). (1.6)

Demonstração: Ver [3]. 2

Consideremos V e H dois espaços de Hilbert complexos, tais que V
c
↪→ H e V é denso

em H. Seja também a(u, v) uma forma bilinear, hermitiana e contínua em V × V, tal que existem

α0 e α em R, com α > 0, satisfazendo a condição de coercividade

Re[a(v, v)] + α0(v, v)H ≥ α‖v‖2
V ,∀v ∈ V.

Consideremos

D(A) = {u ∈ V ; a forma linear v 7→ a(u, v) é contínua},
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onde V está munido com a topologia de H.

Pelo teorema de Riesz, para cada u ∈ D(A) existe um únicoAu ∈ H, tal que a(u, v) =

(Au, v)H ,∀v ∈ V. Note que, desta forma definimos um operador A com domínio

D(A) = {u ∈ V ;∃f ∈ H tal que a(u, v) = (f, v)H ,∀v ∈ V } e Au = f.

Portanto, temos que D(A) é um subespaço linear de H e A : D(A) ⊂ V −→ H é um

operador de H. Assim, diremos que A é definido pela terna {V,H, a(u, v)}.

Proposição 1.37 (Teorema Espectral) Nas condições acima, obtemos:

(i) A é auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (wν)ν∈N de H constituído de vetores

próprios de A.

(ii) Se (λν)ν∈N são os valores próprios de A correspondentes aos (wν)ν∈N, então

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λν ≤ ..., e λν −→∞.

(iii) O domínio de A é dado por:

D(A) =

{
u ∈ H;

∞∑
ν=1

λ2
ν |(u, ων)H |2 <∞

}
.

(iv) Au =
∑∞

ν=1 λν(u, ων)Hων ,∀u ∈ D(A).

Demonstração: Ver [25]. 2

Seja −∆ o operador definido pela terna {H1
0 (Ω), L2(Ω), a(u, v)}, onde

a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇v dx, u, v ∈ H1
0 (Ω),

e

D(−∆) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

O teorema espectral para operadores auto-adjuntos garante a existência de um sistema

(ων) de L2(Ω) ortonormal completo constituído pelas autofunções do operador −∆, soluções do

problema de Dirichlet: {
−∆ωm = λmωm,

ωm|Γ = 0.
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Se (λν)ν∈N são os correspondentes autovalores de −∆, então

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λm < ... e λm → +∞ quando m→ +∞. (1.7)

Além disso, segue que:

(
ωm√
λm

)
é um sistema ortonormal completo em H1

0 (Ω),

(
ωm
λm

)
é um sistema ortonormal completo em H1

0 (Ω) ∩H2(Ω).

Este operador é densamente definido, injetivo e auto-adjunto. Além disso, pode ser

isometricamente estendido para −∆̃ : H1
0 (Ω) → H−1(Ω), onde H−1(Ω) é o dual topológico de

H1
0 (Ω). Esta extensão é definida por

〈−∆̃y, z〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = (∇y,∇z)L2(Ω);∀y, z ∈ H1

0 (Ω).

A partir de agora, por simplicidade, denotaremos −∆̃ por −∆. Observe que −∆ é

um operador positivo, de modo que podemos definir suas potências fracionárias. De acordo com

Lions-Magenes ([68], (2.7) e (9.1)), temos

D(−∆1/2) = H1
0 (Ω) e D(−∆1/4) = H

1
2 (Ω). (1.8)

Pela teoria espectral, segue que

D(−∆) ↪→ D((−∆)3/4) ↪→ D((−∆)1/2) = H1
0 (Ω) ↪→ D((−∆)1/4) = H

1
2 (Ω) ↪→ L2(Ω).

1.8 Resultados Utilizados de Semigrupos

Seja X um espaço de Banach e X ′ o seu espaço dual.

Definição 1.38 Um conjunto A ⊂ X ×X ′ é chamado monótono se

(x1 − x2, y1 − y2) ≥ 0 para cada [xi, yi] ∈ A, i = 1, 2.
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Um subconjunto monótono de X ×X ′ é dito ser maximal monótono se ele não tem a propriedade

de conter qualquer outro subconjunto monótono de X ×X ′.

Se A é um operador unívoco de X em X ′, então a condição de monotonia se transforma em

(x1 − x2, Ax1 − Ax2) ≥ 0, ∀x1, x2 ∈ D(A).

Demonstração: Ver [9] p.34. 2

Definição 1.39 H : X → X é dito hemicontínuo se é unívoco e, para todo x, y ∈ X, tem-se

H(x+ ty)
∗
⇀ Hx quando t→ 0, isto é, lim

t→0
〈H(x+ ty), z〉X,X′ = 〈Hx, z〉X,X′ .

Demonstração: Ver [9] p.34. 2

Definição 1.40 O operador R : X → X ′ é chamado coercivo se

lim
m→∞

(xm, x
′
m)

‖xm‖
=∞, ∀ [xm, x

′
m] ∈ R tal que lim

m→∞
‖xm‖ =∞.

Demonstração: Ver [9] p.34. 2

Teorema 1.41 Sejam H um espaço de Hilbert real e B um operador monótono, hemicontínuo e

limitado (leva limitado em limitado) de H. Seja A um operador maximal monótono de H. Então, A

+ B é um operador maximal monótono.

Demonstração: Ver [9]. 2

Seja A : D(A) ⊂ H → H um operador em um espaço de Hilbert H. Considere o

seguinte problema de valor inicial {
dU
dt

+ AU + BU 3 f,
U(0) = U0 ∈ H,

(1.9)

onde B : H → H é localmente lipschitz, isto é,

‖BU − BV ‖ ≤ L(K)‖U − V ‖, desde que ‖U‖ ≤ K, ‖V ‖ ≤ K. (1.10)



1.9 Análise Microlocal 38

Teorema 1.42 Suponha que A é maximal monótono e que 0 ∈ A0. SeU0 ∈ D(A), f ∈ W 1
1 (0, t,H)

∀t > 0 e a aplicação localmente Lipschitz satisfaz (1.10), então existe t ≤ +∞ tal que a

equação (1.9) tem uma única solução forte no intervalo [0, tmax[. Além disso, se U0 ∈ D(A) e

f ∈ L1(0, t,H) ∀t > 0 obtemos uma solução generalizada U ∈ C([0, tmax[;H) para a equação

(1.9). Em ambos os casos, se tmax < +∞, então lim
t↗tmax

‖U(t)‖H = +∞.

Demonstração: Ver [34] Teorema 7.2. 2

1.9 Análise Microlocal

Iniciamos esta seção anunciando alguns resultados devido a Burq e Gérard em [22] e

Gérard em [45].

Seja Ω um subconjunto aberto do Rn.

Definição 1.43 Seja m ∈ R. Definimos um símbolo de ordem m em Ω como uma função a :

Ω × Rn → C de classe C∞, com suporte em K × Rn, onde K é um subconjunto compacto de Ω,

que satisfaz a seguinte estimativa: para todo α ∈ Nn, β ∈ Nn, exite uma constante Cα,β > 0 tal

que

|∂αx∂
β
ξ a(x, ξ)| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β|.

Denotamos por Smc (Ω) o espaço vetorial dos símbolos de ordem no máximo m em Ω.

Proposição 1.44 Se a ∈ Smc (Ω), a fórmula

Au(x) =

∫
Rn
e2πix.ξa(x, ξ)û(ξ)dξ, (1.11)

define, para todo u ∈ C∞0 (Ω), um elemento Au de C∞0 (Ω).

A fórmula (1.11) define uma aplicação linear A : C∞0 (Ω) → C∞0 (Ω), a qual chama-

remos de operador pseudodiferencial de símbolo a. Dizemos que o operador pseudodiferen-

cial A admite um símbolo principal, denotado por σm(A), se existe uma função am = σm(A) ∈
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C∞(Ω× (Rn \{0})) com suporte, na primeira variável, compacto emK× (Rn \{0}) e homogênea

de ordem m, na segunda variável, tal que, se χ ∈ C∞(Rn) valendo 0 em uma vizinhança da origem

e 1 fora de um compacto suficientemente grande, segue que,

a(x, ξ) = am(x, ξ)χ(ξ) + r(x, ξ),

onde r ∈ Sm−1
c (Ω× Rn). Nestas condições, am = σm(A) é chamado de símbolo principal de A.

Observe que, no caso em que Ω 6= Rn a aplicação a 7→ A não é injetora, isto é, um

operador pseudodiferencial não é definido unicamente por um símbolo, por outro lado, é possível

provar a unicidade do símbolo principal.

Apesar de termos definido operadores pseudodiferenciais sobre o espaço C∞0 (Ω), é

possível estender a ação de operadores pseudodiferenciais a espaços de Sobolev. Considerando K

um subconjunto compacto contido em Ω e s ∈ R, denotamos porHs
K(Ω) o espaço das distribuições

com suporte compacto em K, onde o prolongamento com 0 fora de Ω está em Hs(Rn). Denotamos

por Hs
comp(Ω) =

⋃
K

Hs
K(Ω), onde K é tomado sobre todos os compactos de Ω.

Teorema 1.45 Seja a ∈ Smc (Ω × Rd) e seja K a projeção sobre Ω do suporte de a. Então, para

todo real s, o operador definido em (1.11) se prolonga de forma única em uma aplicação linear e

contínua de Hs
comp(Ω) em Hs−m

K (Ω).

Vamos introduzir, agora, o conceito de medida microlocal de defeito, para tal, seja

{uk}k∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω), i.e.,

sup
k∈N

∫
K

|uk(x)|2 dx < +∞,

para todo subconjunto compacto K contido em Ω.

Dizemos que uk converge fracamente para u ∈ L2
loc(Ω) quando, para todo f ∈ L2

comp(Ω),

tem-se ∫
Ω

uk(x) f(x) dx −→
k→∞

∫
Ω

u(x) f(x) dx.
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Teorema 1.46 Seja {uk}k∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para

zero em L2
loc(Ω). Então existe uma subsequência {uk} e uma medida positiva de Radon µ sobre

T 1Ω := Ω×Sn−1 tal que para todo operador pseudodiferencial A de ordem 0 sobre Ω que admite

um símbolo principal σ0(A) e para todo χ ∈ C∞0 (Ω) tal que χσ0(A) = σ0(A), tem-se

(A(χuk), χuk)L2 −→
k→+∞

∫
Ω×Sn−1

σ0(A)(x, ξ) dµ(x, ξ). (1.12)

Definição 1.47 Sob as circunstâncias do Teorema 1.46, µ é chamada de medida de defeito mi-

crolocal (m.d.m.) da sequência {uk}k∈N.

Observação 1.48 O Teorema 1.46 assegura, para toda sequência limitada {uk}k∈N em L2
loc(Ω)

que converge fracamente para zero, a existência de uma subsequência admitindo uma medida de

defeito microlocal. Observamos que de (1.12), em particular quando A = f ∈ C∞0 (Ω),∫
Ω

f(x)|uk(x)|2 dx→
∫

Ω×Sd−1

f(x) dµ(x, ξ), (1.13)

assim uk converge fortemente para 0 se, e somente se, µ = 0.

Observação 1.49 Observe que dadas duas sequências (yk) e (xk) limitadas em L2
loc(Ω) conver-

gindo fraco para zero, podemos associar a estas sequências, mesmo passando a uma subsequên-

cia, medidas microlocais de defeito µy e µx, respectivamente. Afirmamos que, se yk − xk → 0 em

L2
loc(Ω), então µy = µx.

De fato, dado A um operador pseudodiferencial de ordem zero e χ ∈ C∞0 (Ω) uma

função nas condições do Teorema 1.46, temos

(A(χxk), χxk)→
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)dµx,

(A(χyk), χyk)→
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)dµy,

com σ0(A) sendo o símbolo principal de A. Isto nos leva a

(A(χxk), χxk)− (A(χyk), χyk) −→
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy). (1.14)
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Por hipótese temos que xk − yk → 0 em L2
loc(Ω) e, como Aχ é um operador contínuo

em L2
loc(Ω) pelo Teorema 1.45, obtemos

A(χ(xk − yk))→ 0 em L2(Ω).

Assim,

(A(χxk), χxk)− (A(χyk), χyk) = (A(χxk), χxk)− (A(χyk), χxk)

+ (A(χyk), χxk)− (A(χyk), χyk)

= (A(χ(xk − yk)), χxk) + (A(χyk), χ(xk − yk))

−→ 0.

(1.15)

Logo, pela unicidade do limite, de (1.14) e (1.15) segue que∫
Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy) = 0 para todo A,

o que nos leva a concluir que µx − µy = 0 e, portanto, µx = µy.

Teorema 1.50 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω e seja {uk} uma sequência

limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m. µ. As seguintes afirma-

ções são equivalentes:

(i) Puk −→
k→+∞

0 fortemente em H−mloc (Ω) (m > 0).

(ii) supp(µ) ⊂ {(x, ξ) ∈ Ω× Sn−1 : σm(P )(x, ξ) = 0}.

Teorema 1.51 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω, verificando P ∗ = P , e seja

{uk} uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m.

µ. Vamos assumir que Puk −→
k→+∞

0 fortemente em H1−m
loc (Ω). Então, para toda função a ∈

C∞(Ω× (Rn)\{0}) de grau 1−m que é homogênea na segunda variável e com suporte compacto

na primeira variável, tem-se ∫
Ω×sd−1

{a, p}(x, ξ) dµ(x, ξ) = 0. (1.16)

A seguir, apresentaremos algumas ferramentas clássicas referentes ao campo vetorial

hamiltoniano e suas curvas bicaracterísticas no (x, ξ)−espaço cotangente para funções reais p(x, ξ).
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Definição 1.52 Seja p ∈ C∞(Ω× Rn\{0}) uma função real. Chamamos Hp um campo Hamilto-

niano de p, o seguinte campo de vetores definido em Ω× Rn\{0}:

Hp(x, ξ) =

(
∂p

∂ξ1

(x, ξ), · · · , ∂p
∂ξn

(x, ξ);− ∂p

∂x1

(x, ξ), · · · ,− ∂p

∂xn
(x, ξ)

)
.

A derivada de Lie de uma função f com respeito ao compo Hamiltoniano Hp é dado

por Hp(f) = {p, f}, onde

{p, f}(x, ξ) =
n∑
j=1

(
∂p

∂ξj

∂f

∂xj
− ∂p

∂xj

∂f

∂ξj

)
.

Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integrável do campo de vetores Hp, isto é,

é uma solução maximal s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) para equações Hamilton-Jacobi{
ẋ = pξ(x, ξ) =

∂p

∂ξ
(x, ξ), ξ̇ = −px(x, ξ) = −∂p

∂x

}
, (1.17)

onde I é um intervalo aberto de R.

Observação 1.53 Da identidade Hpp = 0 segue que a função p mantém um valor constante em

cada uma de suas curvas Hamiltonianas. Dizemos que tal curva é bicaracterística de p se esse

valor for nulo.

Observação 1.54 Seja λ uma função C∞ em T 0Ω com valores reais diferentes de zero. Como

Hλp = λHp + pHλ = λHp se p = 0,

resulta que as bicaracterísticas de λp e p concidem (módulo uma reparametrização).

Podemos agora traduzir os Teoremas (1.50) e (1.51) em termos mais geométricos.

Teorema 1.55 Seja P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre Ω que admite um

símbolo principal p. Seja {uk}k uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para

zero, com uma m.d.m. µ. Vamos assumir que Puk converge para 0 em H
−(m−1)
loc . Então o suporte

de µ, supp(µ), é uma união de curvas do tipo s ∈ I 7→
(
x(s), ξ(s)|ξ(s)|

)
, onde s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) é

uma bicaracterística de p.
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Proposição 1.56 A menos de uma mudança de variáveis, as bicaracterísticas do símbolo principal

do operador de ondas

p(t, x, τ, ξ) = −ρ(x)τ 2 +K(x) ξ · ξ, ξ = (ξ1, · · · , ξn), (1.18)

são curvas da seguinte forma

t 7→

(
t, x(t), τ,−τ

(
K(x(t))

ρ(x(t))

)−1

ẋ(t)

)
,

onde t 7→ x(t) é uma geodésica de métrica G =
(
K
ρ

)−1

sobre Ω, parametrizado pela abscissa

curvilínea.



CAPÍTULO 2

DECAIMENTO EXPONENCIAL PARA
EQUAÇÕES ACOPLADAS DE

KLEIN-GORDON-SCHRÖDINGER COM
DISSIPAÇÃO LOCALMENTE DISTRIBUÍDA

Este capítulo, realizado em parceria com Adriana Flores de Almeida e Marcelo Moreira

Cavalcanti, foi publicado em [1].

Consideremos o seguinte modelo de equações de Klein-Gordon-Schrödinger,

iψt + ∆ψ + iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ = φψχω em Ω× (0,∞),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω em Ω× (0,∞),

ψ = φ = 0 em Γ× (0,∞),

ψ(0) = ψ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φ(0) = φ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φt(0) = φ1 ∈ H1
0 (Ω),

(2.1)

onde Ω é um domínio limitado de R2, com fronteira Γ suave e ω é um subconjunto aberto de Ω

tal que medida(ω) > 0, α é uma constante positiva e χω representa a função característica, isto é,

χω = 1 em ω e χω = 0 em Ω\ω. Consideremos a, b ∈ W 1,∞(Ω) ∩ C∞(Ω) funções não negativas

tais que

a(x) ≥ a0 > 0 em ω, (2.2)

b(x) ≥ b0 > 0 em ω. (2.3)
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Além disso,

Se a(x) ≥ a0 > 0 em Ω, então consideramos χω ≡ 1 em Ω. (2.4)

Se b(x) ≥ b0 > 0 em Ω, então consideramos χω ≡ 1 em Ω. (2.5)

A energia associada ao problema (2.1) é definida por

E(t) :=
1

2

∫
Ω

(
|ψ(x, t)|2 + |∇φ(x, t)|2 + |φt(x, t)|2

)
dx. (2.6)

As seguintes hipóteses são feitas:

Hipótese 2.1 Assumimos que a, b ∈ W 1,∞(Ω) ∩ C∞(Ω) são funções não negativas tais que

a(x) ≥ a0 > 0, q.s em ω

b(x) ≥ b0 > 0, q.s em ω.

Além disso,

se a(x) ≥ a0 > 0 q.s em Ω, então consideramos χω ≡ 1 q.s em Ω,

se b(x) ≥ b0 > 0 q.s em Ω, então consideramos χω ≡ 1 q.s em Ω.

Hipótese 2.2 Assumimos que ω é uma vizinhança de Γ(x0), onde

Γ(x0) := {x ∈ Γ; (x− x0) · ν(x) > 0} (2.7)

e ν(x) é um vetor unitário normal a x ∈ Γ.

Como um exemplo de domínio Ω satisfazendo a hipótese acima vamos considerar a

figura 1:
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Figura 1

2.1 Existência e Unicidade

Verifiquemos o resultado de existência e unicidade pelo seguinte teorema:

Teorema 2.3 Dados {ψ0, φ0, φ1} ∈ {H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)}2 × H1

0 (Ω) e assumindo que a Hipótese

(2.1) vale, então, existe uma única solução regular para o problema (2.1) tal que

ψ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), ψ

′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)),

φ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), φ

′ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

e φ
′′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)).

Demonstração: Utilizaremos o método de Galerkin para provarmos a existência de solução para

o problema (2.1), que consiste em obter, usando o teorema espectral, o problema projetado em

um espaço de dimensão finita m, para cada m ∈ N. Assim obtemos um problema de valor inicial

equivalente envolvendo apenas equações diferenciais ordinárias. Pelo teorema de Carathéodory,

segue que, para todo m ∈ N, o problema correspondente possui solução local, a qual, através

das estimativas a priori, independentes de t, podem ser estendidas ao intervalo [0, T ],∀ T > 0,

obtendo-se assim um par de sequências de funções {(ψm), (φm)}m∈N que convergem para a solução

do sistema considerado inicialmente e satisfazem as condições iniciais do teorema. 2
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2.1.1 Problema Aproximado

Representemos por {wm}m∈N uma base emH1
0 (Ω)∩H2(Ω) formada por autovetores de

−∆, de acordo com o teorema espectral apresentando na Seção 1.7. Para cada m ∈ N, denotemos

por Vm = [w1, w2, ..., wm] o sub-espaço de H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) gerado pelos m-primeiros vetores da

base e definamos

ψm(t) =
m∑
j=1

gjm(t)wj e φm(t) =
m∑
j=1

hjm(t)wj,

onde {ψm(t), φm(t)} é a solução do seguinte problema de Cauchy:

(ψ
′
m(t), wj) + i(∇ψm(t),∇wj) + α(b(x)(−∆)

1
2 b(x)ψm(t), wj) = −i(φm(t)ψm(t)χω, wj),

(φ
′′
m(t), wj) + (∇φm(t),∇wj) + (a(x)φ

′
m(t), wj) = (|ψm(t)|2χω, wj),

ψm(0) = ψ0m → ψ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φm(0) = φ0m → φ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φ
′
m(0) = φ1m → φ1 em H1

0 (Ω),
(2.8)

com j = 1, 2, ...,m. O sistema aproximado (2.8) é um sistema finito de equações diferenciais or-

dinárias que tem solução local em algum intervalo [0, tm[, em virtude do teorema de Carathéodory.

A extensão dessa solução a todo intervalo [0, T ], será obtida pela primeira estimativa a

priori que iremos estabelecer abaixo.

2.1.2 Estimativas a Priori

Estimativa I:

Em (2.8), multiplicando a primeira equação por gjm(t) e somando em j, 1 ≤ j ≤ m,

obtemos

(ψ
′

m(t), ψm(t)) + i(∇ψm(t),∇ψm(t)) + α(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψm(t), ψm(t)) =

− i(φm(t)ψm(t), ψm(t)χω).
(2.9)

Como

d

dt
(ψm(t), ψm(t)) = (ψ

′

m(t), ψm(t)) + (ψm(t), ψ
′

m(t))

= (ψ
′

m(t), ψm(t)) + (ψ′m(t), ψm(t))

= 2Re(ψ
′

m(t), ψm(t)),
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temos

Re(ψ
′

m(t), ψm(t)) =
1

2

d

dt
‖ψm(t)‖2

L2(Ω).

Além disso,

α(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψm(t), ψm(t)) = α

∫
Ω

b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψm(t)ψm(t)dx

= α

∫
Ω

(−∆)
1
2 b(x)ψm(t)b(x)ψm(t)dt

= α((−∆)
1
2 b(x)ψm(t), b(x)ψm(t)).

Por outro lado, do fato do operador (−∆)
1
4 ser auto-adjunto, temos

((−∆)
1
2 b(x)ψm(t), b(x)ψm(t)) = ((−∆)

1
4 b(x)ψm(t), (−∆)

1
4 b(x)ψm(t))

= ‖(−∆)
1
4 b(·)ψm(t)‖2

L2(Ω).

Logo,

Re[α((−∆)
1
2 b(x)ψm(t), b(x)ψm(t))] = α‖(−∆)

1
4 b(·)ψm(t)‖2

L2(Ω).

Assim, tomando a parte real na equação (2.9), obtemos

1

2

d

dt
‖ψm(t)‖2

L2(Ω) + α‖(−∆)
1
4 b(·)ψm(t)‖2

L2(Ω) = 0.

Agora, notemos que para n = 2, D[(−∆)
1
4 ] ≡ H

1
2 (Ω) ↪→ L4(Ω), assim, em ω temos

α‖(−∆)
1
4 b0ψm(t)‖2

L2(ω) ≤ α‖(−∆)
1
4 b(·)ψm(t)‖2

L2(ω) ≤ α‖(−∆)
1
4 b(·)ψm(t)‖2

L2(Ω),

e de H
1
2 (Ω) ↪→ L4(Ω), segue que

1

2

d

dt
‖ψm(t)‖2

L2(Ω) +
b2

0α

c
‖ψm(t)‖2

L4(ω) ≤ 0. (2.10)

Multiplicando (2.10) por 2 e integrando de 0 a t, t ∈ [0, tm[, temos

‖ψm(t)‖2
L2(Ω) +

2b2
0α

c

∫ t

0

‖ψm(s)‖2
L4(ω) ds ≤ ‖ψ0m‖2

L2(Ω),
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observando em (2.8) que

ψm(0) = ψ0m → ψ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

segue que existe C > 0, tal que

sup
t∈(0,+∞)

ess‖ψm(t)‖2
L2(Ω) ≤ C = C(‖ψ0‖L2(Ω)),∀m ∈ N,∫ +∞

0

‖ψm(t)‖2
L4(ω) dt ≤ C = C(‖ψ0‖L2(Ω)),∀m ∈ N,

ou seja,

(ψm) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)), (2.11)

e ∫ +∞

0

‖ψm(t)‖2
L4(ω) dt ≤ C = C(‖ψ0‖L2(Ω)). (2.12)

Em (2.8), multiplicando a segunda equação por h′jm(t), ainda somando em j, 1 ≤ j ≤

m, obtemos

(φ′′m(t), φ′m(t)) + (∇φm(t),∇φ′m(t)) + (a(x)φ′m(t), φ′m(t)) = (|ψm(t)|2χω, φ′m(t)), (2.13)

e usando as desigualdades de Hölder e Young, temos

(|ψm(t)|2χω, φ′m(t)) ≤
∫
ω

|ψm(t)|2|φ′m(t)|dx

≤
(∫

ω

|ψm(t)|4 dx
) 1

2
(∫

ω

|φ′m(t)|2dx
) 1

2

(2.14)

= ‖ψm(t)‖2
L4(ω)‖φ′m(t)‖L2(ω)

= ‖ψm(t)‖L4(ω)‖ψm(t)‖L4(ω)‖φ′m(t)‖L2(ω)

≤ 1

2
‖ψm(t)‖2

L4(ω) +
1

2
‖ψm(t)‖2

L4(ω)‖φ′m(t)‖2
L2(Ω).

Assim, de (2.13) e (2.14), segue que

1

2

d

dt
‖φ′m(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇φm(t)‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2dx

≤ 1

2
‖ψm(t)‖2

L4(ω) +
1

2
‖ψm(t)‖2

L4(ω)‖φ′m(t)‖2
L2(Ω).

(2.15)
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Multiplicando (2.15) por 2 e integrando de 0 a t, t ∈ [0, tm[, temos

‖φ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2

L2(Ω) + 2

∫ t

0

∫
Ω

a(x)|φ′m(s)|2dxds ≤ ‖φ1m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φ0m(t)‖2

L2(Ω)

+

∫ t

0

‖ψm(s)‖2
L4(ω)ds+

∫ t

0

‖ψm(s)‖2
L4(ω)‖φ′m(s)‖2

L2(Ω)ds,

ou seja,

‖φ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2

L2(Ω) ≤ ‖φ1m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φ0m(t)‖2

L2(Ω) +

∫ t

0

‖ψm(s)‖2
L4(ω)ds

+

∫ t

0

‖ψm(s)‖2
L4(ω)(‖φ′m(s)‖2

L2(Ω) + ‖∇φm(s)‖2
L2(Ω))ds,

uma vez que,

2

∫ t

0

∫
Ω

a(x)|φ′m(s)|2dxds ≥ 0.

Observando em (2.8) que

φm(0) = φ0m → φ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) e φ′m(0) = φ1m → φ1 em H1

0 (Ω),

e considerando (2.12), temos

‖φ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2

L2(Ω) ≤ C +

∫ t

0

‖ψm(s)‖2
L4(ω)(‖φ′m(s)‖2

L2(Ω) + ‖∇φm(s)‖2
L2(Ω)) ds,

em que C = C(‖ψ0‖L2(Ω), ‖φ1‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)). Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos a

estimativa a saber,

‖φ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2

L2(Ω) ≤ C, (2.16)

em que C = C(‖ψ0‖L2(Ω), ‖φ1‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)). Logo,

(φm) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

(φ′m) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)).

Estimativa II:

Derivando a primeira equação do sistema (2.8), multiplicando por g′jm(t) e somando

em j, 1 ≤ j ≤ m, obtemos

(ψ′′m(t), ψ′m(t)) + i(∇ψ′m(t),∇ψ′m(t)) + α([b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψm(t)]′, ψ′m(t))

= −i([φm(t)ψm(t)χω]′, ψ′m(t)).
(2.17)
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De maneira análoga a feita anteriormente na estimativa (I), segue que

Re(ψ′′m(t), ψ′m(t)) =
1

2

d

dt
‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω)
(2.18)

e

Re α([b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψm(t)]′, ψ′m(t)) = α‖(−∆)

1
4 b(·)ψ′m(t)‖2

L2(Ω). (2.19)

Definindo I1 := −i([φm(t)ψm(t)χω]′, ψ′m(t)), temos

I1 = −i
∫

Ω

[φm(t)ψm(t)χω]′ψ′m(t)dx

= −i
∫

Ω

[φ′m(t)ψm(t) + φm(t)ψ′m(t)]χωψ′m(t)dx

= −i
∫
ω

[φ′m(t)ψm(t) + φm(t)ψ′m(t)]ψ′m(t)dx (2.20)

= −i
∫
ω

φ′m(t)ψm(t)ψ′m(t)dx− i
∫
ω

φm(t)|ψ′m(t)|2dx.

Considerando a parte real de I1, a desigualdade de Hölder generalizada, a desigualdade

ab ≤ 1
4ε
a2 + εb2, e a imersão H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω), segue que

Re(I1) = Re

(
−i
∫
ω

φ′m(t)ψm(t)ψ′m(t)dx− i
∫
ω

φm(t)|ψ′m(t)|2dx
)

≤
∣∣∣∣∫
ω

φ′m(t)ψm(t)ψ′m(t)dx

∣∣∣∣
≤

∫
ω

|φ′m(t)||ψm(t)||ψ′m(t)|dx

≤ ‖φ′m(t)‖L2(ω)‖ψm(t)‖L4(ω)‖ψ′m(t)‖L4(ω)

≤ ε‖ψ′m(t)‖2
L4(ω) + cε‖φ′m(t)‖2

L2(ω)‖ψm(t)‖2
L4(ω)

≤ ε‖ψ′m(t)‖2
L4(ω) + cε‖φ′m(t)‖2

L2(Ω)‖ψm(t)‖2
L4(ω)

≤ ε‖ψ′m(t)‖2
L4(ω) + cε‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω)‖ψm(t)‖2
L4(ω).

Tomando a parte real de (2.17), obtemos

1

2

d

dt
‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω) + α‖(−∆)
1
4 b(·)ψ′m(t)‖2

L2(Ω) ≤ cε‖ψm(t)‖2
L4(ω)‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω) + ε‖ψ′m(t)‖2
L4(ω).

(2.21)
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Para n = 2, D(−∆)
1
4 ≡ H

1
2 (Ω) ↪→ L4(Ω), assim, de maneira análoga a feita na

primeira estimativa, temos

α‖(−∆)
1
4 b0ψ

′
m(t)‖2

L2(ω) ≤ α‖(−∆)
1
4 b(·)ψ′m(t)‖2

L2(ω) ≤ α‖(−∆)
1
4 b(·)ψ′m(t)‖2

L2(Ω)

e de H
1
2 (Ω) ↪→ L4(Ω), segue que existe c > 0 tal que,

α‖b0ψ
′
m(t)‖2

L4(ω) ≤ cα‖(−∆)
1
4 b0ψ

′
m(t)‖2

L2(ω). (2.22)

Logo, de (2.21) e (2.22), temos

1

2

d

dt
‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω) +
b2

0α

c
‖ψ′m(t)‖2

L4(ω) ≤ cε‖ψm(t)‖2
L4(ω)‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω) + ε‖ψ′m(t)‖2
L4(ω),

isto é,

1

2

d

dt
‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω) +

(
b2

0α

c
− ε
)
‖ψ′m(t)‖2

L4(ω) ≤ cε‖ψm(t)‖2
L4(ω)‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω). (2.23)

Derivando a segunda equação do sistema (2.8), multiplicando por h′′jm(t) e somando

em j, 1 ≤ j ≤ m, obtemos

(φ′′′m(t), φ′′m(t)) + (∇φ′m(t),∇φ′′m(t)) + (a(·)φ′′m(t), φ′′m(t)) = ([|ψm(t)|2χω]′, φ′′m(t)). (2.24)

Definindo I2 := ([|ψm(t)|2χω]′, φ′′m(t)), temos

I2 = ([ψm(t)ψm(t)χω]′, φ′′m(t))

=

∫
ω

[ψ′m(t)ψm(t) + ψm(t)ψ′m(t)]φ′′m(t)dx.

Além disso, temos também

ψ′m(t)ψm(t) + ψm(t)ψ′m(t) = 2Re ψm(t)ψ′m(t)

≤ 2|ψm(t)||ψ′m(t)|.

Logo, pela desigualdade de Hölder generalizada e pela desigualdade ab ≤ 1
4ε
a2 + εb2,
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inferimos que

Re(I2) ≤ 2

∫
ω

|ψm(t)||ψ′m(t)||φ′′m(t)|dx

≤ 2‖ψm(t)‖L4(ω)‖ψ′m(t)‖L4(ω)‖φ′′m(t)‖L2(ω)

≤ 2ε‖ψ′m(t)‖2
L4(ω) + 2cε‖ψm(t)‖2

L4(ω)‖φ′′m(t)‖2
L2(ω)

≤ 2ε‖ψ′m(t)‖2
L4(ω) + 2cε‖ψm(t)‖2

L4(ω)‖φ′′m(t)‖2
L2(Ω).

Tomando a parte real em (2.24), vem que

1

2

d

dt
(‖φ′′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2
L2(Ω)) +

∫
ω

a(x)|φ′′m(t)|2dx

≤ 2ε‖ψ′m(t)‖2
L4(ω) + 2cε‖ψm(t)‖2

L4(ω)‖φ′′m(t)‖2
L2(Ω).

(2.25)

Somando (2.23) e (2.25), obtemos

1

2

d

dt
(‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω)) +

(
b2

0α

c
− 2ε

)
‖ψ′m(t)‖2

L4(ω)

≤ 2cε‖ψm(t)‖2
L4(ω)(‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2
L2(Ω)),

assim, concluímos que

1

2

d

dt
(‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω)) +

(
b2

0α

c
− 2ε

)
‖ψ′m(t)‖2

L4(ω) (2.26)

≤ 2cε‖ψm(t)‖2
L4(ω)(‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω)).

Multiplicando (2.26) por 2, integrando-a de 0 a t, t ∈ [0, T ] e tomando ε suficiente-

mente pequeno, deduzimos

‖ψ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2
L2(Ω) + 2c1

∫ t

0

‖ψ′m(s)‖2
L4(ω)ds

≤ ‖ψ′m(0)‖2
L2(Ω) + ‖φ′′m(0)‖2

L2(Ω) + ‖∇φ′m(0)‖2
L2(Ω)

+ c2

∫ t

0

‖ψm(s)‖2
L4(ω)[‖ψ′m(s)‖2

L2(Ω) + ‖φ′′m(s)‖2
L2(Ω) + ‖∇φ′m(s)‖2

L2(Ω) +

∫ s

0

‖ψ′m(σ)‖2
L4(ω)dσ]ds,

(2.27)

onde c1, c2 > 0.

Resta nos mostrar que os termos ψ′m(0)+φ′′m(0) são limitados na norma de L2(Ω). Para

tal, consideremos v = ψ′m(0) na primeira equação e ω = φ′′m(0) na segunda equação do sistema

(2.8).
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Assim,

(ψ′m(0), ψ′m(0)) = +i(∆ψm(0), ψ′m(0))

−α(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψm(0), ψ′m(0))− i(φm(0)ψm(0)χω, ψ

′
m(0))

Consequentemente, obtemos

‖ψ′m(0)‖2
L2(Ω) ≤ ‖∆ψm(0)‖L2(Ω)‖ψ′m(0)‖L2(Ω) + α‖b(·)(−∆)

1
2 b(·)ψm(0)‖L2(Ω)‖ψ′m(0)‖L2(Ω)

+ ‖φm(0)ψm(0)‖L2(ω)‖ψ′m(0)‖L2(ω)

≤ ‖∆ψm(0)‖L2(Ω)‖ψ′m(0)‖L2(Ω) + α‖b‖∞‖(−∆)
1
2 b(·)ψm(0)‖L2(Ω)‖ψ′m(0)‖L2(Ω)

+ ‖φm(0)ψm(0)‖L2(Ω)‖ψ′m(0)‖L2(Ω).

Logo,

‖ψ′m(0)‖L2(Ω) ≤ ‖∆ψm(0)‖L2(Ω) + α‖b‖∞‖(−∆)
1
2 b(·)ψm(0)‖L2(Ω) + ‖φm(0)ψm(0)‖L2(Ω).

Usando as desigualdades de Hölder e Young no termo ‖φm(0)ψm(0)‖L2(Ω), obtemos

‖φm(0)ψm(0)‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|φm(0)|2|ψm(0)|2dx
) 1

2

≤ ‖φm(0)‖L4(Ω)‖ψm(0)‖L4(Ω)

≤ 1

2
‖φm(0)‖2

L4(Ω) +
1

2
‖ψm(0)‖2

L4(Ω).

Assim, podemos escrever

‖ψ′m(0)‖L2(Ω) ≤ ‖∆ψm(0)‖L2(Ω)+α‖b‖∞‖(−∆)
1
2 b(·)ψm(0)‖L2(Ω)+

1

2
‖φm(0)‖2

L4(Ω)+
1

2
‖ψm(0)‖2

L4(Ω).

Observando que D[(−∆)
1
2 ] ≡ H1

0 (Ω), H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω) e as convergências em (2.8),

concluímos que existe uma constante C > 0, tal que

‖ψ′m(0)‖L2(Ω) ≤ C = C(‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)), ∀m ∈ N. (2.28)

Também,

(φ′′m(0), φ′′m(0)) = (∆φm(0), φ′′m(0))− (a(x)φ′m(0), φ′′m(0)) + (|ψm(0)|2χω, φ′′m(0)).
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e,

‖|ψm(0)|2‖L2(ω)‖φ′′m(0)‖L2(Ω) =

(∫
ω

|ψm(0)|4dx
) 1

2
(∫

Ω

|φ′′m(0)|2dx
) 1

2

= ‖ψm(0)‖2
L4(ω)‖φ′′m(0)‖L2(Ω)

≤ ‖ψm(0)‖2
L4(Ω)‖φ′′m(0)‖L2(Ω).

Portanto,

‖φ′′m(0)‖2
L2(Ω) ≤ ‖∆φm(0)‖L2(Ω)‖φ′′m(0)‖L2(Ω) + ‖a‖∞‖φ′m(0)‖L2(Ω)‖φ′′m(0)‖L2(Ω)

+ ‖ψm(0)‖2
L4(Ω)‖φ′′m(0)‖L2(Ω),

ou seja,

‖φ′′m(0)‖L2(Ω) ≤ ‖∆φm(0)‖L2(Ω) + ‖a‖∞‖φ′m(0)‖L2(Ω) + ‖ψm(0)‖2
L4(Ω).

Observando que H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), H1

0 (Ω) ↪→ L4(Ω) e as convergências em (2.8),

concluímos que existe uma constante C > 0 tal que

‖φ′′m(0)‖L2(Ω) ≤ C = C(‖∆φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)), ∀m ∈ N, (2.29)

assim, de (2.28) e (2.29) podemos aplicar o Lema de Gronwall em (2.27), logo

‖ψ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2
L2(Ω) + 2c1

∫ t

0

‖ψ′m(s)‖2
L4(ω)ds

≤ (‖ψ′m(0)‖2
L2(Ω) + ‖φ′′m(0)‖2

L2(Ω) + ‖∇φ′(0)‖2
L2(Ω))e

c3
∫∞
0 ‖ψm(s)‖2

L4(ω)
ds
< C, (2.30)

onde C = C(‖∆ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖∆φ0‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω)) > 0. De (2.30),

concluímos que 

sup
t∈(0,∞)

ess‖ψ′m(t)‖2
L2(Ω) ≤ C,

sup
t∈(0,∞)

ess‖φ′′m(t)‖2
L2(Ω) ≤ C,

sup
t∈(0,∞)

ess‖∇φ′m(t)‖2
L2(Ω) ≤ C,∫ +∞

0

‖ψ′m(s)‖2
L4(ω) ≤ C.

(2.31)



2.1 Existência e Unicidade 56

Portanto,

(ψ′m) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)), (2.32)

(φ′m) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

(φ′′m) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)),

e ∫ +∞

0

‖ψ′m(s)‖2
L4(ω)ds ≤ C. (2.33)

Estimativa III:

Retornando para (2.9) da estimativa I e tomando a parte imaginária, temos

Im(ψ′m(t), ψm(t)) + ‖∇ψm(t)‖2
L2(Ω) = −

∫
ω

φm(t)|ψm(t)|2 dx. (2.34)

Logo,

‖∇ψm(t)‖2
L2(Ω) = −Im(ψ′m(t), ψm(t))−

∫
ω

φm(t)|ψm(t)|2 dx. (2.35)

Definindo, I3 := −Im(ψ′m(t), ψm(t)), obtemos

|I3| ≤
∫

Ω

|ψ′m(t)||ψm(t)| dx

≤ ‖ψ′m(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖L2(Ω).

(2.36)

Também, I4 := −
∫
ω
φm(t)|ψm(t)|2 dx,

|I4| ≤
∫
ω

|φm(t)||ψm(t)|2 dx

≤ ‖φm(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖2
L4(Ω).

(2.37)

Assim, de (2.35), (2.36) e (2.37) segue que

‖∇ψm(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖ψ′m(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖L2(Ω) + ‖φm(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖2

L4(Ω)

≤ C‖ψ′m(t)‖L2(Ω)‖∇ψm(t)‖L2(Ω) + C‖∇φm(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖L2(Ω)‖∇ψm(t)‖L2(Ω)

≤ C‖∇ψm(t)‖L2(Ω).

Portanto,

‖∇ψm(t)‖L2(Ω) ≤ C.
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onde C := C(‖∆ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖∆φ0‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω)).

Daí, sup
t∈(0,∞)

ess‖∇ψm(t)‖2
L2(Ω) ≤ C, logo

(ψm) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)). (2.38)

Compondo a segunda equação do sistema (2.8) com ∆φ temos,

(φ′′m(t),∆φm(t)) + (∆φm(t),∆φm(t)) + (a(x)φ′m(t),∆φm(t)) ≤ (|ψm(t)|2χω,∆φm(t)). (2.39)

Assim,

‖∆φm(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖φ′′m(t)‖L2(Ω)‖∆φm(t)‖L2(Ω) + ‖a‖∞‖φ′m(t)‖L2(Ω)‖∆φm(t)‖L2(Ω)

+

∫
ω

|ψm(t)|2|∆φm(t)| dx.
(2.40)

Temos,∫
ω

|ψm(t)|2|∆φm(t)| dx ≤ ‖ψm(t)‖2
L4(Ω)‖∆φm(t)‖2

L2(ω)

≤ ‖ψm(t)‖L2(Ω)‖∇ψm(t)‖L2(Ω)‖∆φm(t)‖2
L2(Ω).

(2.41)

De (2.40) e (2.41), vem que

‖∆φm(t)‖2 ≤ (‖φ′′m(t)‖+ ‖a‖∞‖φ′m(t)‖+ ‖ψm(t)‖L2(Ω)‖∇ψm(t)‖L2(Ω))‖∆φm(t)‖L2(Ω). (2.42)

Assim,

‖∆φm(t)‖ ≤ ‖φ′′m(t)‖+ ‖a‖∞‖φ′m(t)‖L2(Ω) + ‖ψm(t)‖L2(Ω)‖∇ψm(t)‖L2(Ω)

≤ C = C(‖∆ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖∆φ0‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω)).
(2.43)

Portanto, sup
t∈(0,∞)

ess‖∆φm(t)‖2
L2(Ω) ≤ C, ou seja,

(φm) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)). (2.44)

Por outro lado, das três estimativas, obtivemos que

ψm é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

φm é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

ψ′m é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)),

φ′m é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

φ′′m é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)).

(2.45)
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Em particular, dado T > 0, temos

ψm é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

φm é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

ψ′m é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)),

φ′m é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

φ′′m é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)),

(2.46)

(note que T é fixo, porém arbitrário), o que nos permite, pelo Lema 1.17, extrair subsequências

(ψk) ⊂ (ψm) e (φk) ⊂ (φm) tais que

ψk
∗
⇀ ψ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

ψ′k
∗
⇀ u L∞(0, T ;L2(Ω)),

φk
∗
⇀ φ L∞(0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),

φ′k
∗
⇀ v L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

φ′′k
∗
⇀ w L∞(0, T ;L2(Ω)).

(2.47)

Como L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)) ↪→ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) ↪→ L∞(0, T ;L2(Ω)), segue

que

ψk ⇀ ψ L2(0, T ;L2(Ω)),

ψ′k ⇀ u L2(0, T ;L2(Ω)),

φk ⇀ φ L2(0, T ;L2(Ω)),

φ′k ⇀ v L2(0, T ;L2(Ω)),

φ′′k ⇀ w L2(0, T ;L2(Ω)).

(2.48)

Lembrando que L2(Q) ↪→ D′(Q) e que o operador derivação é contínuo em D′(Q),

resultam

u = ψ′ em L∞(0, T ;L2(Ω)),

v = φ′ em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

w = φ′′ em L∞(0, T ;L2(Ω)),

(2.49)
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ou seja,

ψk
∗
⇀ ψ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

ψ′k
∗
⇀ ψ′ L∞(0, T ;L2(Ω)),

φk
∗
⇀ φ L∞(0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),

φ′k
∗
⇀ φ′ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

φ′′k
∗
⇀ φ′′ L∞(0, T ;L2(Ω)).

(2.50)

Mas, como H1
0 (Ω)

c
↪→ L2(Ω), pelo teorema da compacidade de Aubin-Lions e de

(2.45), resulta na existência de subsequências, que ainda denotaremos por (ψk) e (φk), satisfazendo

ψk −→ ψ, φk −→ φ e φ′k −→ φ′ q.s em Q. (2.51)

Agora, note que |ψk|2χω é limitada em L2(0,∞;L2(Ω)). Com efeito, de (2.45) e (2.12)∫ ∞
0

‖|ψk(t)|2χω‖2
L2(Ω) dt ≤

∫ ∞
0

‖ψk(t)‖4
L4(ω) dt

≤ C

∫ ∞
0

‖ψk(t)‖2
L4(ω)‖∇ψk(t)‖2

L2(ω) dt

≤ C

∫ ∞
0

‖ψk‖2
L4(ω) dt

≤ C,

(2.52)

onde C := C(‖∆ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖∆φ0‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω)).

Logo,

(|ψk(t)|2χω) é limitada em L2(0,∞;L2(Ω)). (2.53)

Em particular,

(|ψk(t)|2χω) é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.54)

Mas de (2.51), temos que ψk(t)χω −→ ψ(t)χω q.s em Q e, portanto, |ψk(t)|2χω −→

|ψ(t)|2χω q.s em Q. Assim, de (2.54) e pelo lema de Lions, obtemos

|ψk(t)|2χω ⇀ |ψ(t)|2χω em L2(Q). (2.55)

Portanto, com as convergências obtidas, podemos passar o limite no problema aproxi-

mado.
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2.1.3 Passagem ao Limite

Consideremos j ∈ N fixo e k ∈ N tal que k ≥ j,multiplicando as equações do problema

aproximado (2.8) por θ ∈ D(0, T ), e integrando de 0 a T, temos∫ T

0

(ψ′k(t), wj)θ(t) dt+ i

∫ T

0

(∇ψk(t),∇wj)θ(t) dt+ α

∫ T

0

(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψk(t), wj)θ(t) dt

= −i
∫ T

0

(φk(t)ψk(t)χω, wj)θ(t) dt

(2.56)

e ∫ T

0

(φ′′k(t), wj)θ(t) dt+

∫ T

0

(∇φk(t),∇wj))θ(t) dt+

∫ T

0

(a(x)φ′k(t), wj)θ(t) dt

=

∫ T

0

(|ψk(t)|2χω, wj)θ(t) dt.
(2.57)

No primeiro termo da igualdade (2.56) sabemos que ψ′k
∗
⇀ ψ′ em L∞(0, T ;L2(Ω)),

então ∫ T

0

(ψ′k(t), ξ(t)) dt −→
∫ T

0

(ψ′(t), ξ(t)) dt,∀ξ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), (2.58)

quando k −→ ∞. Agora, tomando em particular ξ = wjθ, para todo θ ∈ D(0, T ), vemos que

ξ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e substituindo ξ em (2.58), resulta que∫ T

0

(ψ′k(t), wj)θ(t) dt −→
∫ T

0

(ψ′(t), wj)θ(t) dt,∀θ ∈ D(0, T ), quando k −→∞. (2.59)

Analogamente, observando (2.50) e (2.55) podemos verificar as demais convergências

quando k −→ ∞. Desta forma, podemos passar o limite nas equações (2.56) e (2.57) quando

k −→∞, ou seja,∫ T

0

(ψ′(t), wj)θ(t) dt+ i

∫ T

0

(∇ψ(t),∇wj)θ(t) dt+ α

∫ T

0

(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ(t), wj)θ(t) dt

= −i
∫ T

0

(φ(t)ψ(t)χω, wj)θ(t) dt, j = 1, ...,m,

e ∫ T

0

(φ′′(t), wj)θ(t) dt+

∫ T

0

(∇φ(t),∇wj))θ(t) dt+

∫ T

0

(a(x)φ′(t), wj)θ(t) dt

=

∫ T

0

(|ψ(t)|2χω, wj)θ(t) dt, j = 1, ...,m.
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Como (wj)j∈N é um sistema completo em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), por densidade, temos∫ T

0

(ψ′(t), w)θ(t) dt+ i

∫ T

0

(∇ψ(t),∇w)θ(t) dt+ α

∫ T

0

(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ(t), w)θ(t) dt

= −i
∫ T

0

(φ(t)ψ(t)χω, w)θ(t) dt,

(2.60)

para todo w ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), θ ∈ D(0, T ), e∫ T

0

(φ′′(t), w)θ(t) dt+

∫ T

0

(∇φ(t),∇w))θ(t) dt+

∫ T

0

(a(x)φ′(t), w)θ(t) dt

=

∫ T

0

(|ψ(t)|2χω, w)θ(t) dt,

para todo w ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), θ ∈ D(0, T ). Disto chegamos a

〈(ψ′(t), w), θ〉D′(0,T )×D(0,T ) + i〈(∇ψ(t),∇w), θ〉D′(0,T )×D(0,T )

+ α〈(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ(t), w), θ〉D′(0,T )×D(0,T ) = −i〈(φ(t)ψ(t)χω, w), θ〉D′(0,T )×D(0,T ),

e

〈(φ′′(t), w), θ〉D′(0,T )×D(0,T ) + 〈(∇φ(t),∇w), θ〉D′(0,T )×D(0,T )

〈(a(x)φ′(t), w), θ〉D′(0,T )×D(0,T ) = 〈(|ψ(t)|2χω, w), θ〉D′(0,T )×D(0,T ),

ou ainda,

(ψ′(t), w) + i(∇ψ(t),∇w) + α(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ(t), w)

= −i(φ(t)ψ(t)χω, w),
(2.61)

para todo w ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) em D′(0, T ), e

(φ′′(t), w) + (∇φ(t),∇w) + (a(x)φ′(t), w) = (|ψ(t)|2χω, w), (2.62)

para todo ω ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) em D′(0, T ).

Segue que todo conjunto de soluções {ψ, φ} satisfazendo as equações (2.61) e (2.62),

respectivamente, é solução do sistema (2.8).

Agora, considerando w = ϕ ∈ D(Ω) em (2.60), obtemos∫ T

0

(ψ′(t), ϕ)θ(t) dt− i
∫ T

0

(∇ψ(t),∇ϕ)θ(t) dt+ α

∫ T

0

(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ(t), ϕ)θ(t) dt

= −i
∫ T

0

(φ(t)ψ(t)χω, ϕ)θ(t) dt.
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Daí, segue que∫
Q

ψ′(t)ϕθ(t) dxdt− i
∫
Q

∆ψ(t)ϕθ(t) dxdt+ α

∫
Q

b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ(t)ϕθ(t) dxdt

= −i
∫
Q

φ(t)ψ(t)χωφθ(t) dxdt.

Logo, podemos ainda escrever

〈ψ′, ϕθ〉D′(Q)×D(Q) − i〈∆ψ, ϕθ〉D′(Q)×D(Q) + α〈b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ, ϕθ〉D′(Q)×D(Q)

= −i〈φψχω, ϕθ〉D′(Q)×D(Q).

Assim, segue que

〈ψ′ − i∆ψ + αb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ, ϕθ〉D′(Q)×D(Q) = −i〈φψχω, ϕθ〉D′(Q)×D(Q).

Da totalidade do conjunto {ϕθ;ϕ ∈ D(Ω), θ ∈ D(0, T )} em D(Q) vem que

ψ′ − i∆ψ + αb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ + iφψχω = 0 em D′(Q),

implicando em

iψ′ + ∆ψ + iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ = φψχω em D′(Q).

Analogamente mostramos que

φ′′ −∆φ+ a(x)φ′ = |ψ|2χω em D′(Q),

o que nos permite obter o sistema{
iψt + ∆ψ + iαb(x)(−∆)

1
2 b(x)ψ = φψχω em D′(Q),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω em D′(Q).

Logo,

∆ψ = −iψ′ − iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ + φψχω,

ou seja,

−∆ψ(t) ∈ L2(Ω) p. q. t t ∈ (0, T ).
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Portanto, em razão da regularidade do problema elíptico{
−∆ψ = f, f ∈ L2(Ω)

ψ|Γ = 0,

obtemos que

ψ(t) ∈ H2(Ω) e ‖ψ(t)‖H2(Ω) ≤ ‖∆ψ(t)‖L2(Ω) p. q. t t ∈ (0, T ).

Assim, tomando o supremo essencial nesta desigualdade, resulta que

ψ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)).

2.1.4 Dados Iniciais

Notemos inicialmente que, em particular, ψ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ↪→ L2(Q) e ψ′ ∈

L∞(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L2(Q). Então, ψ ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ↪→ C0([0, T ];L2(Ω)). Assim, faz sen-

tido falarmos em ψ(0) e ψ(T ).

Seja θ ∈ C1([0, T ];R), tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. De (2.59) vem que, se k > j (j

arbitrariamente fixado), então∫ T

0

(ψ′k(t), wj)θ(t) dt −→
∫ T

0

(ψ′(t), wj)θ(t) dt. (2.63)

Integrando-se por partes, temos

−(ψk(0), wj)−
∫ T

0

(ψk(t), wj)θ
′(t) dt −→ −(ψ(0), wj)−

∫ t

0

(ψ(t), wj)θ
′(t) dt. (2.64)

Agora, de (2.50) resulta que∫ T

0

(ψk(t), wj)θ
′(t) dt −→

∫ T

0

(ψ(t), wj)θ
′(t) dt, (2.65)

o que implica que

−(ψk(0), wj) −→ −(ψ(0), wj). (2.66)

Decorre daí que ψk(0) ⇀ ψ(0) em L2(Ω). Por outro lado, de (2.8) temos

ψk(0) ⇀ ψ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ↪→ H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω),

o que nos leva, por conta da unicidade do limite, a concluir que ψ(0) = ψ0.

Analogamente, mostra-se que φ(0) = φ0 e φ′(0) = φ1.
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2.1.5 Unicidade

Sejam {ψ1, φ1} e {ψ2, φ2} soluções do problema (2.1). Então, z = ψ1 − ψ2 e w =

φ1 − φ2 satisfazem
iz′ + ∆z + iα(b(x)(−∆)

1
2 b(x)ψ1 − b(x)(−∆)

1
2 b(x)ψ2) = (φ1ψ1 − φ2ψ2)χω em Ω× (0, T ),

w′′ −∆w + a(x)w′ = (|ψ1|2 − |ψ2|2)χω em Ω× (0, T ),

w = z = 0 em Γ× (0, T ),

w(0) = w′(0) = 0, z(0) = 0 em Ω.

(2.67)

Multiplicando a primeira equação de (2.67) por −iz e a segunda por w′, obtemos

(z′(t), z(t))− i(∆z(t), z(t)) + α(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ1 − b(x)(−∆)

1
2ψ2, z(t))

= −i([φ1(t)ψ1(t)− φ2(t)ψ2(t)]χω, z(t))
(2.68)

e

(w′′(t), w′(t))− (∆w(t), w′(t)) + (a(x)w′(t), w′(t)) = ([|ψ1|2 − |ψ2|2]χω, w
′(t)). (2.69)

Tomando a parte real da equação (2.68) e de (2.69) concluímos que

1

2

d

dt
‖z(t)‖2

L2(Ω) +Re[α(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ1 − b(x)(−∆)

1
2 b(x)ψ2, z(t))]

= Re[−i(φ1(t)ψ1(t)χω − φ2(t)ψ2(t)χω, z(t))]

(2.70)

e

1

2

d

dt
(‖w′(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇w(t)‖2
L2(Ω)) +

∫
Ω

a(x)|w′(t)|2 dx = ([|ψ1(t)|2 − |ψ2(t)|2]χω, w
′(t)).

(2.71)
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Observemos que

α(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ1(t)− b(x)(−∆)

1
2 b(x)ψ2(t), z(t))

= α

∫
Ω

(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ1(t)− b(x)(−∆)

1
2 b(x)ψ2(t))(ψ(t)− ψ2(t)) dx

= α

∫
Ω

(b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ1(t)ψ1(t)− b(x)(−∆)

1
2 b(x)ψ1(t)ψ2(t)

− b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ2(t)ψ1(t) + b(x)(−∆)

1
2ψ2(t)ψ2(t)) dx

= α

∫
Ω

(−∆)
1
2 b(x)ψ1(t)b(x)ψ1(t) dx+ α

∫
Ω

(−∆)
1
2 b(x)ψ2(t)b(x)ψ2(t) dx

− α
∫

Ω

(−∆)
1
2 b(x)ψ2(t)b(x)ψ1(t) dx− α

∫
Ω

(−∆)
1
2 b(x)ψ1(t)b(x)ψ2(t) dx

= ((−∆)
1
2 b(x)ψ1(t), b(x)ψ1(t)) + α((−∆)

1
2 b(x)ψ2(t), b(x)ψ2(t))

− α((−∆)
1
2 b(x)ψ2(t), b(x)ψ1(t))− α((−∆)

1
2 b(x)ψ1(t), b(x)ψ2(t))

= α((−∆)
1
4 b(x)ψ1(t), (−∆)

1
4 b(x)ψ1(t)) + α((−∆)

1
4 b(x)ψ2(t), (−∆)

1
4 b(x)ψ2(t))

− α((−∆)
1
4 b(x)ψ2(t), (−∆)

1
4 b(x)ψ1(t))− α((−∆)

1
4 b(x)ψ1(t), (−∆)

1
4 b(x)ψ2(t))

= α‖(−∆)
1
4 b(x)ψ1(t)‖2

L2(Ω) + α‖(−∆)
1
4 b(x)ψ2(t)‖2

L2(Ω)

− α((−∆)
1
4 b(x)ψ2(t), (−∆)

1
4 b(x)ψ1(t))− α((−∆)

1
4 b(x)ψ1(t), (−∆)

1
4 b(x)ψ2(t))

= α‖(−∆)
1
4 b(x)ψ1‖2

L2(Ω) + α‖(−∆)
1
4 b(x)ψ2‖2

L2(Ω)

− 2Re((−∆)
1
4 b(x)ψ1(t), (−∆)

1
4 b(x)ψ2(t))

= α‖(−∆)
1
4 b(x)ψ1(t)‖2

L2(Ω) + α‖(−∆)
1
4 b(x)ψ2(t)‖2

L2(Ω)

− α‖(−∆)
1
4 b(x)ψ1(t)‖2

L2(Ω) − α‖(−∆)
1
4 b(x)ψ2(t)‖2

L2(Ω)

= 0.

(2.72)

Notemos que, adicionando e subtraindo o termo ψ1φ1χω no lado direito da expressão
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(2.70), deduzimos que

([φ1(t)ψ1(t)− φ2(t)ψ2(t)]χω(t), ψ1(t)− ψ2(t))

= ([φ1(t)(ψ1(t)− ψ2(t)) + ψ2(t)(φ1(t)− φ2(t)]χω(t), ψ1(t)− ψ2(t))

=

∫
ω

[φ1(t)(ψ1(t)− ψ2(t)) + ψ2(t)(φ1(t)− φ2(t))](ψ1(t)− ψ2(t)) dx

=

∫
ω

(φ1(t)z(t) + ψ2(t)w(t))z(t) dx

=

∫
ω

φ1(t)|z(t)|2 dx+

∫
ω

ψ2(t)w(t)z(t) dx.

Logo, pelas desigualdades de Holder e Young, e por (2.45), podemos escrever

Re(−i[φ1(t)ψ1(t)− φ2(t)ψ2(t)]χω(t), z(t))

= Re

(
−i
∫
ω

ψ2(t)w(t)z(t) dx

)
≤
∫
ω

|ψ2(t)||w(t)||z(t)| dx

≤ ‖ψ2(t)‖L4(ω)‖w(t)‖L4(ω)‖z(t)‖L2(ω)

≤ 1

2
‖ψ2(t)‖2

L4(Ω)‖w(t)‖2
L4(Ω) +

1

2
‖z(t)‖2

L2(Ω)

≤ c

2
‖w(t)‖2

L4(Ω) +
1

2
‖z(t)‖2

L2(Ω)

≤ C(‖∇w(t)‖2
L2(Ω) + ‖z(t)‖2

L2(Ω)).

(2.73)

Também, do lado direito da equação (2.71), temos

Re([|ψ1(t)|2 − |ψ2(t)|2]χω, w
′(t))

= Re

(∫
ω

(|ψ1(t)|2 − |ψ2(t)|2)χωw
′(t) dx

)
= Re

(∫
ω

[ψ1(t)ψ1(t)− ψ2(t)ψ1(t) + ψ2(t)ψ1(t)− ψ2(t)ψ2(t)]w′(t) dx

)
= Re

(
[ψ1(t)− ψ2(t)]ψ1(t)w′(t) dx

)
+Re

(∫
ω

[ψ1(t)− ψ2(t)]ψ2(t)w′(t) dx

)
≤
∫
ω

|z(t)||ψ1(t)||w′(t)| dx+

∫
ω

|z(t)||ψ2(t)||w′(t)| dx

≤
∫
ω

(|ψ1(t)|+ |ψ2(t)|)|z(t)||w′(t)| dx.

(2.74)

Substituindo em (2.70) as expressões (2.72) e (2.73), e em (2.71) a expressão (2.74), decorre o

seguinte
1

2

d

dt
‖z(t)‖2

L2(Ω) ≤ C(‖∇w‖2
L2(Ω) + ‖z(t)‖L2(Ω)) (2.75)
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e
1

2

d

dt
(‖w′(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇w(t)‖2
L2(Ω)) +

∫
Ω

a(x)|w′(t)|2 dx

≤
∫
ω

(|ψ1(t)|+ |ψ2(t)|)|z(t)||w′(t)| dx.
(2.76)

Somando as expressões (2.75) e (2.76) e levando em conta que
∫

Ω

a(x)|w′(t)|2 dx ≥ 0,

segue que

1

2

d

dt
(‖z(t)‖2 + ‖w′(t)‖2 + ‖∇w(t)‖2) ≤ C(‖∇w(t)‖2

L2(Ω) + ‖z(t)‖2
L2(Ω))

+

∫
ω

(|ψ1(t)|+ |ψ2(t)|)|z(t)||w′(t)| dx.

Convém observar que a solução {ψ1, ψ2} ∈ L∞(0, T ;H1
0 ∩H2(Ω)). Além disso, consi-

derando a imersão de SobolevH2(Ω) ↪→ CB(Ω), ondeCB(Ω) = {u ∈ C0(Ω);u é limitada em Ω}

é um espaço de Banach, obtemos

1

2

d

dt
(‖z(t)‖2

L2(Ω)+‖w′(t)‖2
L2(Ω)+‖∇w(t)‖2

L2(Ω)) ≤ C(‖∇w(t)‖2
L2(Ω)+‖z(t)‖2

L2(Ω)+‖w′(t)‖2
L2(Ω)).

(2.77)

Multiplicando (2.77) por 2, integrando de 0 a t, t ∈ [0, T ], e observando em (2.67) que

w(0) = w′(0) e z(0) = 0 em Ω, obtemos a seguinte desigualdade

‖z(t)‖2
L2(Ω)+‖w′(t)‖2

L2(Ω)+‖∇w(t)‖2
L2(Ω) ≤ C

∫ t

0

(‖∇w(s)‖2
L2(Ω)+‖z(s)‖2

L2(Ω)+‖w′(s)‖2
L2(Ω)) ds.

Finalmente, aplicando o lema de Gronwall na expressão anterior chegamos a

‖z(t)‖2
L2(Ω) + ‖w′(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇w(t)‖2
L2(Ω) ≤ 0,∀t ∈ [0, T ].

Daí vem então que z = 0 e w = 0 e, portanto, ψ1 = ψ2 e φ1 = φ2. Assim, provamos a

unicidade de soluções do problema (2.1).

Logo, temos

ψ ∈ L∞loc(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), ψ

′ ∈ L∞loc(0,∞;L2(Ω)),

φ ∈ L∞loc(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), φ

′ ∈ L∞loc(0,∞;H1
0 (Ω)),

e φ
′′ ∈ L∞loc(0,∞;L2(Ω)).
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Agora, lembremos que da primeira estimativa a priori temos

(ψm) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)).

Assim, pela Proposição 1.15

‖ψ(t)‖L∞(0,∞;L2(Ω) ≤ lim inf
m
‖ψm(t)‖L∞(0,∞;L2(Ω)

≤ C(‖ψ0‖L2(Ω)).

Logo,

ψ é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)).

Prosseguindo de maneira análoga, segue que todas as limitações obtidas nas estimativas

a priori são válidas para {ψ, φ}, o que nos permite dizer que

ψ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), ψ

′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)),

φ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), φ

′ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

e φ
′′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)).

Assim, o teorema está provado.

2.2 Decaimento Uniforme

Nesta seção trabalharemos com soluções regulares {ψ(t), φ(t), φt(t)} para o problema

iψt + ∆ψ + iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ = φψχω em Ω× (0,∞),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω em Ω× (0,∞),
ψ = φ = 0 em Γ× (0,∞),
ψ(0) = ψ0 ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω),
φ(0) = φ0 ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω),
φt(0) = φ1 ∈ H1

0 (Ω),

(2.78)

cuja energia associada é dada por

E(t) :=
1

2

∫
Ω

(|ψ(x, t)|2 + |∇φ(x, t)|2 + |φt(x, t)|2) dx. (2.79)

DefinindoH := {H1
0 (Ω)∩H2(Ω)}2×H1

0 (Ω) no próximo teorema, provamos o decai-

mento uniforme local da energia. De fato, consideraremos os dados iniciais tomados em conjuntos
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limitados de H, ou seja, ||{ψ0, φ0, φ1}||H ≤ L, onde L é uma constante positiva. Isto é fortemente

necessário devido ao caráter não linear do sistema (2.1) e uma vez que E(t) não é naturalmente

uma função não crescente no parâmetro t. Portanto as constantes C e γ que aparecem em (2.87)

dependerão de L > 0. Vamos denotar d := c||b||∞L, onde c vem da imersão H1/2(Ω) ↪→ L4(Ω).

No que segue, por simplicidade, denotaremos ψt = ψ′.Assim, multiplicando a primeira

equação de (2.78) por ψ e integrando em Ω, temos

i

∫
Ω

ψ′(t)ψ(t) dx+

∫
Ω

∆ψ(t)ψ(t) dx+ iα

∫
Ω

b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ(t)ψ(t) dx =

∫
ω

φ(t)|ψ(t)|2 dx,

ou seja,

(ψ′(t), ψ(t)) + i(∇ψ(t),∇ψ(t)) + α

∫
Ω

b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ(t)ψ(t) dx = −i

∫
ω

φ(t)|ψ(t)|2 dx.

(2.80)

Tomando a parte real de (2.80) segue que

1

2

d

dt
‖ψ(t)‖2

L2(Ω) + α

∫ T

0

‖(−∆)
1
4 b(·)ψ(t)‖2

L2(Ω) = 0. (2.81)

Agora, multiplicando a segunda equação do problema (2.78) por φ′ e integrando em Ω,

obtemos∫
Ω

φ′′(t)φ′(t) dx+

∫
Ω

(−∆φ(t))φ′(t) dx+

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx =

∫
ω

|ψ(t)|2φ′(t) dx,

isto é,

1

2

d

dt
(‖φ′(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φ(t)‖2
L2(Ω)) +

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx =

∫
Ω

|ψ(t)|2φ′(t) dx. (2.82)

Somando as expressões (2.81) e (2.82), obtemos

1

2

d

dt
(‖ψ(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ′(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φ(t)‖2

L2(Ω)) + α

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ(t)|2 dx

+

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx =

∫
ω

|ψ(t)|2φ′(t) dx,

ou seja,

E ′(t) + α

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ(t)|2 dx+

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx =

∫
ω

|ψ(t)|2φ′(t) dx. (2.83)
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A seguir, analisaremos o último termo em (2.83). Da Hipótese (2.1), das desigualdades

de Gagliardo Nirenberg e Young, e observando que D[(−∆)
1
4 ] = H

1
2 (Ω) ↪→ L4(Ω), temos∫

ω

|ψ(t)|2φ′(t) dx ≤
∫
ω

(
1
√
a0

|ψ(t)|2
)

(
√
a0|φ′(t)|) dx

≤
∫
ω

1

2a0

|ψ(t)|4 dx+
1

2

∫
ω

a0|φ′(t)|2 dx

≤ a−1
0

2

∫
ω

|ψ(t)|4 dx+
1

2

∫
ω

a(x)|φ′(t)|2 dx

=
a−1

0 b−4
0

2

∫
ω

b4
0|ψ(t)|4 dx+

1

2

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx

≤ a−1
0 b−4

0

2

∫
ω

|b(x)ψ(t)|4 dx+
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx

≤ a−1
0 b−4

0

2

∫
Ω

|b(x)ψ(t)|4 dx+
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx

=
a−1

0 b−4
0

2
‖b(·)ψ(t)‖4

L4(Ω) +
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx

≤ a−1
0 b−1

0

2
‖b(·)ψ(t)‖2

L4(Ω)‖b(·)ψ(t)‖2
L4(Ω) +

1

2

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx

≤ a−1
0 b−4

0

2
‖b‖2
∞‖ψ(t)‖L2(Ω)‖∇ψ(t)‖L2(Ω)c‖(−∆)

1
4 b(·)ψ(t)‖2

L2(Ω)

+
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx

≤ a−1
0 b−4

0 d

2
‖(−∆)

1
4 b(·)ψ(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx,

(2.84)

onde d := c‖b‖L∞L. Logo, combinando (2.83) e (2.84), obtemos

E ′(t) + α

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ(t)|2 dx+

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx

≤ a−1
0 b−4

0 d

2

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ(t)|2 dx+

1

2

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx.
(2.85)

Dessa forma, considerando α grande o suficiente tal que β = α − a−1
0 b−4

0 d

2
> 0, segue

que

E ′(t) ≤ −1

2

∫
Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx− β
∫

Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ(t)|2 dx

≤ −k
(∫

Ω

a(x)|φ′(t)|2 dx+

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ(t)|2 dx

)
,

(2.86)

onde k = min{1
2
, β}.
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Teorema 2.4 Assuma que as Hipóteses (2.1) e (2.2) valem e, além disso, que α >
a−1

0 b−4
0 d

2
ou d

é suficientemente pequeno, então, existem C, γ constantes positivas tais que a seguinte taxa de

decaimento vale

E(t) ≤ Ce−γtE(0), para todo t ≥ 0, (2.87)

para cada solução regular do problema (2.1) na classe dada no teorema anterior, uma vez que os

dados são tomados em limitados deH.

Passo1 : Multiplicando a primeira equação do problema (2.1) por ψ e integrando em

Ω× (0, T ), obtemos∫ T

0

∫
Ω

ψ′ψ dxdt︸ ︷︷ ︸
N1

−i
∫ T

0

∫
Ω

∆ψψ dxdt+ α

∫ T

0

∫
Ω

b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψψ dxdt = −i

∫ T

0

∫
ω

φ|ψ|2 dxdt.

(2.88)

Integrando N1 por partes, temos∫ T

0

∫
Ω

ψ′ψ dxdt =

[∫
Ω

ψψ dx

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

ψψ′ dxdt.

Note que,∫ T

0

∫
Ω

ψ′ψ dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

ψψ′ dxdt = 2Re

∫ T

0

∫
Ω

ψ′ψ dxdt.

Assim,

Re

∫ T

0

∫
Ω

ψ′ψ dxdt =

[∫
Ω

|ψ|2

2
dx

]T
0

.

Logo, tomando a parte real em (2.88) segue que[∫
Ω

|ψ|2

2
dx

]T
0

+ α‖(−∆)
1
4 b(·)ψ‖2

L2(Ω) = 0. (2.89)

Agora, multiplicando a segunda equação por (q · ∇φ), onde q ∈ (W 1,∞(Ω))2, e inte-

grando em Ω× (0, T ), segue que∫ T

0

∫
Ω

φ′′(q · ∇φ) dxdt︸ ︷︷ ︸
N2

−
∫ T

0

∫
Ω

∆φ(q · ∇φ) dxdt︸ ︷︷ ︸
N3

+

∫ T

0

a(x)φ′(q · ∇φ) dxdt

=

∫ T

0

∫
ω

|ψ|2(q · ∇φ) dxdt.

(2.90)
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Integrando N2 por partes, temos∫ T

0

∫
Ω

φ′′(q · ∇φ) dxdt =

[∫
Ω

φ′(q · ∇φ) dx

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

φ′(q · ∇φ′) dxdt︸ ︷︷ ︸
N4

. (2.91)

Pondo q(x) = (q1(x), q2(x)),∇φ′ =

(
∂φ′

∂x1

,
∂φ′

∂x2

)
, aplicando a fórmula de Gauss em

N4, para k = 1, 2, e, como φ′ = 0 em Γ, segue que∫ T

0

∫
Ω

φ′(q · ∇φ′) dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

φ′

(
2∑

k=1

qk
∂φ′

xk

)
dxdt

=

∫ T

0

(
2∑

k=1

∫
Ω

1

2

∂

∂xk
(φ′)2qk dx

)
dt

= −1

2

∫ T

0

(
2∑

k=1

∫
Ω

(φ′)2 ∂qk
∂xk

dx

)
dt+

1

2

∫ T

0

(
2∑

k=1

∫
Γ

(φ′)2qkνk dΓ

)
dt

= −1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div q)(φ′)2 dxdt.

(2.92)

Assim, de (2.91) e (2.92) resulta que∫ T

0

∫
Ω

φ′′(q · ∇φ) dxdt =

[∫
Ω

φ′(q · ∇) dx

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div q)(φ′)2 dxdt. (2.93)

Por outro lado, aplicando a fórmula de Green em N3, obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

∆φ(q · ∇φ) dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∇φ · ∇(q · ∇φ) dxdt−
∫ T

0

∫
Γ

∂φ

∂ν
(q · ∇φ) dΓdt. (2.94)

Assim, usando a notação∫ T

0

∫
Ω

∇φ · ∇(q · ∇φ) dxdt =
2∑

k,j=1

∫ T

0

∫
Ω

∂φ

∂xj

∂qk
∂xj

∂φ

∂xk
dxdt,
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segue que,∫ T

0

∫
Ω

∇φ · ∇(q · ∇φ) dxdt =

∫ T

0

n∑
j=1

∫
Ω

∂φ

∂xj

∂

∂xj
(q · ∇φ) dx dt

=

∫ T

0

2∑
j=1

∫
Ω

∂φ

∂xj

∂

∂xj

(
n∑
k=1

qk
∂φ

∂xk

)
dx dt

=

∫ T

0

2∑
j,k=1

∫
Ω

∂φ

∂xj

∂qk
∂xj

∂φ

∂xk
dxdt+

∫ T

0

2∑
j,k=1

∫
Ω

∂φ

∂xj
qk

∂2φ

∂xj∂xk
dx dt︸ ︷︷ ︸

N5

.

(2.95)

Temos também da fórmula de Gauss

N5 =
1

2

2∑
j,k=1

∫ T

0

∫
Ω

∂

∂xk

(
∂φ

∂xj

)2

qk dx dt

=
1

2

∫ T

0

2∑
k=1

∫
Ω

∂|∇φ|2

∂xk
qk dx dt

= −1

2

∫ T

0

2∑
k=1

∫
Ω

|∇φ|2 ∂qk
∂xk

dx dt+
1

2

∫ T

0

2∑
k=1

∫
Γ

|∇φ|2qkνk dΓ dt

= −1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div q)|∇φ|2 dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(q · ν)|∇φ|2 dΓdt.

Como φ = 0 em Γ, temos

∂φ

∂xk
= νk

∂φ

∂ν
,∀k = 1, 2, e |∇φ|2 =

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 em Γ.

Assim,

N5 = −1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div q)|∇φ|2 dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(q · ν)

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt. (2.96)

Combinando (2.94), (2.95) e (2.96) concluímos que

−
∫ T

0

∫
Ω

∆φ(q · ∇φ) dxdt =

∫ T

0

2∑
j,k=1

∫
Ω

∂φ

∂xj

∂qk
∂xj

∂φ

∂xk
dxdt

− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div q)|∇φ|2 dxdt− 1

2

∫ T

0

∫
Γ

(q · ν)

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓ dt.

(2.97)
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Logo, de (2.90), (2.93) e (2.97), temos[∫
Ω

φ′(q · ∇φ) dx

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div q)(|φ′|2 − |∇φ|2) dxdt+

∫ T

0

2∑
j,k=1

∫
Ω

∂φ

∂xj

∂qk
∂xj

∂φ

∂xk
dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)φ′(q · ∇φ) dx dt−
∫ T

0

∫
ω

|ψ|2(q · ∇φ) dx dt =
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(q · ν)

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt.

(2.98)

Somando (2.89) e (2.98), obtemos[∫
Ω

(
|ψ|2

2
+ φ′(q · ∇φ)

)
dx

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div q)(|φ′|2 − |∇φ|2) dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

∂φ

∂xj

∂qk
∂xj

∂φ

∂xk
dxdt−

∫ T

0

∫
ω

|ψ|2(q · ∇φ) dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)φ′(q · ∇φ) dx dt

+ α

∫ T

0

‖(−∆)
1
4 b(·)ψ‖2

L2(Ω) dx dt =
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(q · ν)

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt.

(2.99)

Em (2.99), por simplicidade, omitimos as variáveis das funções sob o sinal da integral

e, além disso, usamos a convenção de soma de índices repetidos.

Fazendo q(x) = m(x) = (x− x0), para algum x0 ∈ R2, e levando em conta a hipótese

(2.2), chegamos que[∫
Ω

(
|ψ|2

2
+ φ′(m · ∇φ)

)
dx

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

(|φ′|2 − |∇φ|2) dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|∇φ|2 dxdt

−
∫ T

0

∫
ω

|ψ|2(m · ∇φ) dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)φ′(m · ∇φ) dx dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

b(x)(−∆)
1
2 b(x)ψψ dx dt

=
1

2

∫ T

0

∫
(Γx0 )

(m · ν)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓ dt.

(2.100)

Note que utilizamos o fato que
∂qk
∂xj

= 1 se k = j e
∂qk
∂xj

= 0 se k 6= j, e div q

= 2. Agora, multiplicando a segunda equação do problema (2.1) por ξφ, com ξ ∈ W 1,∞(Ω), e

integrando em Ω× (0, T ) temos∫ T

0

∫
Ω

φ′′ξφ dx dt−
∫ T

0

∫
Ω

∆φξφ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)φ′ξφ dx dt =

∫ T

0

∫
ω

|ψ|2ξφ dx dt. (2.101)

Pela fórmula de integração por partes, temos∫ T

0

∫
Ω

φ′′ξφ dx dt =

[∫
Ω

φ′ξφ dx

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

ξ|φ′|2 dx dt. (2.102)
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Por outro lado,

−
∫ T

0

∫
Ω

∆φξφ dx dt =

∫ T

0

2∑
i=1

∫
Ω

∂φ

∂xi

∂(ξφ)

∂xi
dx dt−

∫ T

0

∫
Γ

∂φ

∂ν
ξφ dΓ dt

=

∫ T

0

2∑
i=1

∫
Ω

∂φ

∂xi

∂ξ

∂xi
φ dx dt+

∫ T

0

2∑
i=1

∫
Ω

∂φ

∂xi
ξ
∂φ

∂xi
dx dt

=

∫ T

0

∫
Ω

φ(∇φ · ∇ξ) dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

ξ|∇φ|2 dx dt.

(2.103)

Ainda pela fórmula de integração por partes temos∫ T

0

∫
Ω

a(x)φ′ξφ dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

aξ

2

d

dt
|φ|2 dx dt

=

∫ T

0

d

dt

∫
Ω

aξ

2
|φ|2 dx dt

=

[∫
Ω

aξ

2
|φ|2
]T

0

dx dt.

(2.104)

Logo, substituindo (2.102), (2.103) e (2.104) em (2.101) concluímos que[∫
Ω

φξ

(
φ′ +

φa

2

)
dx

]T
0

=

∫ T

0

∫
Ω

ξ|φ′|2 dx dt−
∫ T

0

∫
Ω

φ(∇φ · ∇ξ) dx dt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξ|∇φ|2 dx dt+

∫ T

0

∫
ω

|ψ|2ξφ dx dt,

ou ainda,[∫
Ω

φξ

(
φ′ +

φa

2

)
dx

]T
0

=

∫ T

0

∫
ω

|ψ|2ξφ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

ξ(|φ′|2 − |∇φ|2) dx dt

−
∫ T

0

∫
Ω

φ(∇φ · ∇ξ) dx dt.
(2.105)

Tomando ξ = δ ∈ R em (2.105) e combinando o resultado obtido com (2.100) temos[∫
Ω

|ψ|2

2
+ φ′(m · ∇φ) + δφ

(
φ′ +

φa

2

)
dx

]T
0

+ (1− δ)
∫ T

0

∫
Ω

|φ′|2 dx dt

+ δ

∫ T

0

∫
Ω

|∇φ|2 dx dt−
∫ T

0

∫
ω

|ψ|2(m · ∇φ) dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)φ′(m · ∇φ) dx dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(·)ψ|2 dx dt

− δ
∫ T

0

∫
ω

|ψ|2φ dx dt ≤ 1

2

∫ T

0

∫
Γx0

(m · ν)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓ dt.
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Denotando

χ :=

[∫
Ω

(
|ψ|2

2
+ φ′(m · ∇φ) + δφ(φ′ +

φa

2
)

)
dx

]
(2.106)

e escolhendo δ =
1

2
, deduzimos

∫ T

0

E(t) dt+ χ− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt−
∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2(m · ∇φ) dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)φ′(m · ∇φ) dx dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(·)ψ|2 dxdt− 1

2

∫ T

0

∫
ω

|ψ|2φ dx dt

≤
∫ T

0

∫
Γx0

(m · ν)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓ dt.

(2.107)

Note que

1

2

∫ T

0

∫
Ω

|φ′|2 dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|∇φ|2 dx dt

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(|φ′|2 + |∇φ|2) dx dt

=
1

2

∫ T

0

(
2E(t)−

∫
Ω

|ψ|2 dx
)
dt

=

∫ T

0

E(t) dt− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt.

A partir de agora, denotaremos

R := sup
x∈Ω

|x− x0|. (2.108)

A seguir, vamos estimar alguns termos em (2.107).

Estimativa para I1 :=
∫ T

0

∫
ω
|ψ|2(m · ∇φ) dx dt.

Considerando (2.86), (2.108), lembrando que [D(−∆)]
1
4 = H

1
2 (Ω) ↪→ L4(Ω) e pelas

desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young, Gagliardo-Nirenberg e também a desigualdade ab ≤
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1

4ε
a2 + εb2, segue que

|I1| ≤
∫ T

0

∫
ω

|ψ|2|m · ∇φ| dx dt

≤
∫ T

0

∫
ω

|ψ|2|m||∇φ| dx dt

≤
∫ T

0

(
1

4ε

∫
ω

R2|ψ|4 dx+ ε

∫
ω

|∇φ|2 dx
)
dt

≤ R2

4ε

∫ T

0

∫
ω

|ψ|4 dx dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ R2

4εb4
0

∫ T

0

∫
ω

|b(x)ψ|4 dx dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ R2

4εb4
0

∫ T

0

‖b(x)ψ‖4
L4(ω) dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

=
R2

4εb4
0

∫ T

0

‖b(x)ψ‖2
L4(Ω)‖b(x)ψ‖2

L4(Ω) dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ R2

4εb4
0

∫ T

0

‖b‖2
∞‖ψ‖L2(Ω)‖∇ψ‖L2(Ω)‖b(x)ψ‖2

L4(Ω) dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ R2d

4εb4
0

∫ T

0

‖(−∆)
1
4 b(x)ψ‖2

L2(Ω) dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ R2d

4εb4
0

∫ T

0

(
−E

′(t)

k

)
dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ R2d

4εb4
0k

(E(0)− E(T )) + 2ε

∫ T

0

E(t) dt.

(2.109)

Estimativa para I2 :=
∫ T

0

∫
Ω
a(x)φ′(m · ∇φ) dx dt.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, empregando a desigualdade ab ≤ 1

4ε
a2 +

εb2 e considerando (2.86), (2.108), obtemos

|I2| ≤
∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′|R|∇φ| dx dt

≤
∫ T

0

(∫
Ω

1

4ε
(a(x))2|φ′|R2 dx+ ε

∫
Ω

|∇φ|2 dx
)
dt

≤ ‖a‖∞
R2

4ε

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ ‖a‖∞
R2

4εk

∫ T

0

(−E ′(t)) dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ ‖a‖∞
R2

4εk
(E(0)− E(T )) + 2ε

∫ T

0

E(t) dt.

(2.110)
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Estimativa para I3 := −α
∫ T

0

∫
Ω
|(−∆)

1
4 b(x)ψ|2 dx dt.

Por (2.86), temos

|I3| ≤ α

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ|2 dx dt

≤ α

∫ T

0

(−E ′(t))
k

dt

=
α

k
(E(0)− E(T )).

(2.111)

Estimativa para I4 := −1
2

∫ T
0

∫
ω
|ψ|2φ dx dt.

Das desigualdades de Holder, Poincaré, Gagliardo-Nirenberg e da desigualdade ab ≤
1

4ε
a2 + εb2, e também considerando (2.86), temos

|I4| ≤
1

2

∫ T

0

[(∫
ω

|ψ|4 dx
) 1

2
(∫

ω

|φ|2 dx
) 1

2

]
dt

≤ 1

2

∫ T

0

[(∫
ω

|ψ|4 dx
) 1

2
(∫

ω

λ2|∇φ|2 dx
) 1

2

]
dt

≤ 1

8ε
λ

∫ T

0

∫
ω

|ψ|4 dx+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ 1

8εb4
0

λ

∫ T

0

∫
ω

|b(x)ψ|4 dx+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ 1

8εb4
0

λ

∫ T

0

‖b(x)ψ‖4
L4(Ω) + 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ 1

8εb4
0

λ

∫ T

0

‖b(x)ψ‖2
L4(Ω)‖b(x)ψ‖2

L4(Ω) dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ 1

8εb4
0

λ

∫ T

0

‖b‖∞‖ψ‖L2(Ω)‖∇ψ‖L2(Ω)‖b(x)ψ‖2
L4(Ω) dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ 1

8εb4
0

λd

∫ T

0

‖(−∆)
1
4 b(x)ψ‖2

L2(Ω) dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ 1

8εb4
0

λd

∫ T

0

(
−E ′(t)
k

)
dt+ 2ε

∫ T

0

E(t) dt

≤ λd

8εb4
0k

(E(0)− E(T )) + 2ε

∫ T

0

E(t) dt.

(2.112)

Combinando as estimativas de (2.109) a (2.112) e escolhendo ε =
1

8
, a seguinte desi-

gualdade vale
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∫ T

0

E(t) dt ≤ |χ|+ 1

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt+
R2d

4εb4
0k

(E(0)− E(T )) + 2ε

∫ T

0

E(t) dt

+
‖a‖∞R2

4εk
(E(0)− E(T )) + 2ε

∫ T

0

E(T ) dt+
α

k
(E(0)− E(T )) +

λd

8εb4
0k

(E(0)− E(T ))

+ 2ε

∫ T

0

E(T ) dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ(x0)

(m · ν)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓ dx.

Assim,

1

4

∫ T

0

E(t) dt ≤ 1

2

∫ T

0

∫
Γ(x0)

(m · ν)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓ dx+ |χ|

+ C0(E(0)− E(T )) +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt,
(2.113)

onde

C0 =

(
2R2d+ ‖a‖∞R2b4

0k + αb4
0 + λd

b4
0k

)
.

Passo 2: Agora vamos estimar a quantidade 1
2

∫ T
0

∫
Γ(x0)

(m · ν)
(
∂φ
∂ν

)
dΓ em termos do

termo de dissipação
∫ T

0

∫
Ω
a(x)|φ′|2 dx dt.

De acordo com a prova do Lema 2.3 em Lions [67], podemos construir uma vizinhança

ω̂ de Γ(x0) tal que

ω̂ ∩ Ω ⊂ ω

e um campo vetorial h ∈ (C1(Ω))2 tal que h = ν em Γ(x0), h · ν ≥ 0 q.s em Γ e h = 0 em Ω \ ω̂,

de acordo com a figura 2.

Aplicando a identidade (2.107) com q = h,

1

2

∫ T

0

∫
Γ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓ dt ≤ 1

2

∫ T

0

∫
Γ(x0)

(h · ν)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ\Γ(x0)

(h · ν)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓ dt

=

[∫
Ω

(
|ψ|2

2
+ φ′(m · ∇φ)

)
dx

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
ω̂

(div h)(|φ′|2 − |∇φ|2) dx dt

+

∫ T

0

∫
ω̂

∂φ

∂xj

∂hk
∂xj

∂φ

∂xk
dx dt−

∫ T

0

∫
ω̂

|ψ|2(h · ∇φ) dx dt

+

∫ T

0

∫
ω̂

a(x)φ′(h · ∇φ) dx dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ|2 dx dt.

(2.114)
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Γ(x0)
Γ\Γ(x0)ω\ω̂

h = 0

ω̂ Ω\ω

@@I

h · ν = 1
��	

@@I

h · ν ≥ 0

h · ν ≥ 0

h = 0 HH
H
HH

H
HH

H
HH

HH
HH

HH��
���

���
���

����

• x0

Figura 2

Estimativa para J1 := 1
2

∫ T
0

∫
ω̂
(div h)(|φ′|2 − |∇φ|2) dx dt.

De (2.86), temos

|J1| ≤
1

2

∫ T

0

∫
ω̂

‖h‖W 1,∞|φ′|2 dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
ω̂

(div h)|∇φ|2 dx dt

≤ ‖h‖W
1,∞

2a0

∫ T

0

∫
ω̂

a(x)|φ′|2 dx dt+
‖h‖W 1,∞

2

∫ T

0

∫
ω̂

|∇φ|2 dx dt

≤ ‖h‖W
1,∞

2a0

∫ T

0

(
−E

′(t)

k

)
dt+

‖h‖W 1,∞

2

∫ T

0

∫
ω̂

|∇φ|2 dx dt

≤ ‖h‖W
1,∞

2a0k

∫ T

0

(E(0)− E(T )) dt+
‖h‖W 1,∞

2

∫ T

0

∫
ω̂

|∇φ|2 dx dt.

(2.115)

Estimativa para J2 :=
∫ T

0

∫
ω̂
∂φ
∂xj

∂hk
∂xj

∂φ
∂xk

dx dt.

Temos

|J2| ≤ ‖h‖W 1,∞

∫ T

0

∫
ω̂

|∇φ|2 dx dt. (2.116)

Estimativa para J3 := −
∫ T

0

∫
ω̂
|ψ|2(h · ∇φ) dx dt.

Considerando (2.86), (2.108), lembrando que [D(−∆)]
1
4 = H

1
2 (Ω) ↪→ L4(Ω) e pelas

desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young, Gagliardo-Nirenberg e também a desigualdade ab ≤
1

4ε
a2 + εb2, segue que

|J3| ≤
∫ T

0

∫
ω̂

|ψ|2|(h · ∇φ)| dx dt

≤ ‖h‖
2
∞d

4εb4
0k

(E(0)− E(T )) + 2ε

∫ T

0

E(t) dt.

(2.117)
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Estimativa para J4 :=
∫ T

0

∫
ω̂
a(x)φ′(h · ∇φ) dx dt.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, empregando a desigualdade ab ≤ 1

4ε
a2 +

εb2, e considerando (2.86), (2.108), obtemos

|J4| ≤
∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′||(h · ∇φ)| dx dt

≤ ‖a‖∞
‖h‖2

∞
4εk

(E(0)− E(T )) + 2ε

∫ T

0

E(t) dt.

(2.118)

Estimativa para J5 := α
∫ T

0

∫
Ω
|(−∆)

1
4 b(x)ψ|2 dx dt.

De forma análoga às estimativas anteriores, temos

J5 ≤ α

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ|2 dx dt

≤ α

k
(E(0)− E(T )).

(2.119)

Denotando

Y :=

[∫
Ω

(
|ψ|2

2
+ φ′(h · ∇φ)

)
dx

]T
0

, (2.120)

e combinando as estimativas de (2.115) a (2.119), obtemos

1

2

∫ T

0

∫
Γ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓ dt ≤ |Y |+ ‖h‖W
1,∞

2a0k
(E(0)− E(T )) +

3‖h‖W 1,∞

2

∫ T

0

∫
ω̂

|∇φ|2 dx dt

+
‖h‖2

∞d

4εb4
0k

(E(0)− E(T )) + 2ε

∫ T

0

E(t) dt

+
‖a‖∞‖h‖2

∞
4εk

(E(0)− E(T )) + 2ε

∫ T

0

E(t) dt+
α

k
(E(0)− E(T )),

(2.121)

isto é,

R

2

∫ T

0

∫
Γ(x0)

(
∂φ

∂ν

)
dΓ dt ≤ R|Y |+ 4Rε

∫ T

0

E(t) dt+RC1(E(0)− E(T ))

+
3R‖h‖W 1,∞

2

∫ T

0

∫
ω̂

|∇φ|2 dx dt,
(2.122)

onde

C1 :=

[
‖h‖W 1,∞

2a0k
+
‖h‖2

∞d

4εb4
0k

+
‖a‖∞‖h‖2

∞
4εk

+
α

k

]
.
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Combinando (2.113) e (2.122), e escolhendo ε =
1

32R
, deduzimos

1

8

∫ T

0

E(t) dt ≤ |χ|+R|Y |+ (C0 +RC1)(E(0)− E(T )) +
3R‖h‖∞

2

∫ T

0

∫
ω̂

|∇φ|2 dx dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt.

(2.123)

Então, construímos, como no Lema 2.4 em Lions [66], uma função η ∈ W 1,∞(Ω)

satisfazendo

0 ≤ η ≤ 1 q.s em Ω, η = 1 q.s em ω̂,

η = 0 q.s em Ω\ω,
|∇η|2

η
∈ L∞(ω).

Tomando ξ = η na identidade (2.105) resulta que[∫
Ω

φη

(
φ′ +

φa

2

)
dx

]T
0

=

∫ T

0

∫
ω

|ψ|2ηφ dx dt+

∫ T

0

∫
ω

η(|φ′|2 − |∇φ|2) dx dt

−
∫ T

0

∫
ω

φ(∇φ · ∇η) dx dt.

(2.124)

Em seguida, vamos analisar os termos do lado direito da igualdade acima.

Estimativa para L1 :=
∫ T

0

∫
ω
|ψ|2ηφ dx dt.

De modo análogo ao feito anteriormente, e agora considerando a desigualdade ab ≤
1
4ε
a2 + εb2, segue que

|L1| ≤
∫ T

0

∫
ω

|ψ|2|η||φ| dx dt

≤
∫ T

0

[(∫
ω

|ψ|4 dx
) 1

2
(∫

ω

|φ|2 dx
) 1

2

]
dt

≤
∫ T

0

[(∫
ω

|ψ|4 dx
) 1

2
(∫

ω

λ2|∇φ|2 dx
) 1

2

]
dt

≤ d

4εb4
0

(E(0)− E(T )) + 2λ2ε

∫ T

0

E(t) dt.

(2.125)

Estimativa para L2 :=
∫ T

0

∫
Ω
η|φ′|2 dx dt.
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De (2.86), temos

|L2| ≤
∫ T

0

∫
ω

|η||φ′|2 dx dt

≤ 1

a0

∫ T

0

∫
ω

a(x)|φ′|2 dx dt

≤ 1

a0k
(E(0)− E(T )).

(2.126)

Estimativa para L3 := −
∫ T

0

∫
Ω
φ(∇φ · ∇η) dx dt.

Pela desigualdade de Young, podemos escrever

|L3| ≤
∫ T

0

∫
ω

|φ||∇φ · ∇η| dx dt

≤
∫ T

0

(∫
ω

η

2
|∇φ|2 dx dt+

1

2η
|φ|2|∇η|2 dx

)
dt

≤ 1

2

∫ T

0

∫
ω

η|∇φ|2 dx dt+
1

2

∥∥∥∥ |∇η|2η

∥∥∥∥
L∞(ω)

∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dx dt.

(2.127)

Definindo

Z :=

[∫
ω

φη(φ′ +
φa

2
) dx

]T
0

, (2.128)

e combinando as estimativas (2.125)-(2.127) com (2.124) e (2.128), resulta∫ T

0

∫
ω

η|∇φ|2 dx dt ≤ |Z|+ d

4εb4
0k

(E(0)− E(T )) + 2λ2ε

∫ T

0

E(t) dt+
1

a0k
(E(0)− E(t))

+
1

2

∫ T

0

∫
ω

η|∇φ|2 dx dt+
1

2

∥∥∥∥ |∇η|2η

∥∥∥∥
L∞(ω)

∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dx dt,

isto é,∫ T

0

∫
ω

η|∇φ|2 dx dt ≤ |Z|+ C2(E(0)− E(T )) + 2λ2ε

∫ T

0

E(t) dt+

+
1

2

∫ T

0

∫
ω

η|∇φ|2 dx dt+
1

2

∥∥∥∥ |∇η|2η

∥∥∥∥
L∞(ω)

∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dx dt,
(2.129)

onde C2 :=

[
d

4εb4
0

+
1

a0k

]
.

Combinando (2.123) e (2.129), tomando ε =
1

32λ2
e tendo em mente que∫ T

0

∫
ω̂

η|∇φ|2 dx dt =

∫ T

0

∫
ω̂

|∇φ|2 dx dt, (2.130)
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temos

1

8

∫ T

0

E(t) dt ≤ |χ|+R|Y |+ (C0 +RC1)(E(0)− E(T )) +
3R‖h‖W 1,∞

2

∫ T

0

∫
ω̂

|∇φ|2 dx dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt

≤ |χ|+R|Y |+ (C0 +RC1)(E(0)− E(T ))

+ 3R‖h‖W 1,∞

(
|Z|+ C2(E(0)− E(T )) + 2ελ2

∫ T

0

E(t) dt

+
1

2

∥∥∥∥ |∇η|2η

∥∥∥∥
L∞(ω)

∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dx dt
)

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt.

Assim,

1

8

∫ T

0

E(t) dt ≤ |χ|+R|Y |+ 3R‖h‖W 1,∞|Z|+ (C0 +RC1 + 3RC2‖h‖W 1,∞)(E(0)− E(T ))

+
1

16

∫ T

0

E(t) dt+
3R‖h‖W 1,∞

2

∥∥∥∥ |∇η|2η

∥∥∥∥
L∞(ω)

∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dx dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt.

Logo,

1

16

∫ T

0

E(t) dt ≤ |χ|+R|Y |+ 3R‖h‖W 1,∞|Z|+ (C0 +RC1 + 3RC2‖h‖W 1,∞)(E(0)− E(T ))

+
3R‖h‖W 1,∞

2

∥∥∥∥ |∇η|2η

∥∥∥∥
L∞(ω)

∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt.

(2.131)

Por outro lado, de (2.106), (2.120) e (2.128), a seguinte estimativa vale

|χ|+R|Y |+ 3R‖h‖W 1,∞|Z| ≤ C3(E(0) + E(T )). (2.132)

onde C3 é uma constante positiva tal que C3 = C3(R, ‖a‖∞, λ, ‖h‖∞). Então, de (2.131) e (2.132),

temos ∫ T

0

E(t) dt ≤ C(E(0)) + C

(∫ T

0

∫
Ω

|φ|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt
)
, (2.133)

onde C é uma constante positiva tal que

C = C(R, ‖a‖∞, ‖h‖∞, λ, ‖h‖W 1,∞ , k, a0, b0, ‖b‖∞, d).
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Passo 3: Seja T0 > 0 considerado grande o suficiente para o nosso propósito. Temos o

seguinte lema:

Lema 2.5 Para todo T > T0 existe uma constante positiva C(T ) tal que se {ψ, φ} é uma solução

regular de (2.1), com valor inicial {ψ0, φ0, φ1}, temos∫ T

0

∫
Ω

|φ|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

|ψ|2 dx dt (2.134)

≤ C(T )

[∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ|2 dx dt

]
.

Demonstração: Provaremos por contradição. Suponha que (2.134) não se verifica e seja

{ψk(0), φk(0), φ′k(0)} uma sequência de dados iniciais onde as soluções correspondentes {ψk, φk, φ′k},

com Ek(0) uniformemente limitada em k, verifiquem

lim
k→+∞

∫ T
0

∫
Ω
|φk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|ψk|2 dx dt∫ T

0

∫
Ω
a(x)|φ′k|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|(−∆)

1
4 b(x)ψk|2 dx dt

= +∞, (2.135)

ou seja,

lim
k→+∞

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|φ′k|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|(−∆)

1
4 b(x)ψk|2 dx dt∫ T

0

∫
Ω
|φk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|ψk|2 dx dt

= 0. (2.136)

Como Ek(t) ≤ Ek(0) ≤ L, onde L é uma constante positiva, obtemos uma subsequên-

cia, ainda denotada por {ψk, φk}, que verifica

ψk
∗
⇀ ψ em L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.137)

φk
∗
⇀ φ em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (2.138)

φ′k
∗
⇀ φ′ em L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.139)

Temos também, empregando o resultado de Compacidade (Aubin-Lions), que

φk → φ fortemente em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.140)

Agora, de (2.136), (2.137) e (2.138) deduzimos que

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′k|2dx dt = 0, (2.141)
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lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψk|2dx dt = 0. (2.142)

Por outro lado, pela Hipótese (2.1), temos b(x) ≥ b0 > 0 em ω, assim, considerando

(2.142) e lembrando que D[(−∆)
1
4 ] ≡ H

1
2 (Ω) ↪→ L4(Ω) para n = 2, deduzimos

lim
k→∞

∫ T

0

∫
ω

|ψk|4 dx dt = 0. (2.143)

De maneira análoga, observando que D[(−∆)
1
4 ] ≡ H

1
2 (Ω) ↪→ L4(Ω) ↪→ L2(Ω) para

n = 2, obtemos

lim
k→∞

∫ T

0

∫
ω

|ψk|2 dx dt = 0. (2.144)

A partir de agora vamos focar nossa atenção sobre a equação da onda “acoplada”

φ′′k −∆φk + a(x)φ′k = |ψk|2χω em Ω× (0, T ). (2.145)

Vamos dividir a prova em dois casos (nos referimos ao limite φ acima):

(a) φ 6= 0.

Passando o limite quando k → +∞ em (2.145) e considerando as convergências acima,

deduzimos que 
φ′′ −∆φ = 0 em Ω× (0, T ),
φ = 0 em Γ× (0, T ),
φ′ = 0 q. s. em ω × (0, T ),

(2.146)

e, para φ′ = v, obtemos, no sentido distribucional,
v′′ −∆v = 0 em D′(Ω× (0, T )),
v = 0 em Γ× (0, T ),
v = 0 q. s. em ω × (0, T ).

Logo, segue pelo Teorema de Holmgren que v ≡ 0, isto é, φ′ ≡ 0. Retornando a

(2.146) obtemos a seguinte equação elíptica para quase todo t ∈ (0, T ) :{
−∆φ = 0 em Ω,
φ = 0 em Γ.

(2.147)

Multiplicando (2.147) por φ temos∫
Ω

|∇φ|2 dx = 0,
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o que implica que φ ≡ 0, resultando em uma contradição.

Agora, vamos considerar o outro caso.

(b) φ ≡ 0.

Definindo

ck :=

[∫ T

0

∫
Ω

|φk|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

|ψk|2 dx dt
]1/2

, (2.148)

φ̂k =
1

ck
φk e ψ̂k =

1

ck
ψk, (2.149)

obtemos∫ T

0

∫
Ω

|φ̂k|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

|ψ̂k|2 dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

|φk|2 + |ψk|2

|ck|2
dx dt

=
1

|ck|2

∫ T

0

∫
Ω

|φk|2 + |ψk|2 dx dt

=

∫ T
0

∫
Ω
|φk|2 + |ψk|2 dx dt∫ T

0

∫
Ω
|φk|2 + |ψk|2 dx dt

= 1.

(2.150)

Além disso,

Êk(t) =
1

2

[∫
Ω

|ψ̂k|2 dx+

∫
Ω

|φ̂′k|2 dx+

∫
Ω

|∇φ̂k|2 dx
]

=
1

2c2
k

[∫
Ω

|ψk|2 dx+

∫
Ω

|φ′k|2 dx+

∫
Ω

|∇φk|2 dx
]
,

isto é,

Êk(t) =
Ek(t)

c2
k

. (2.151)

Por outro lado, integrando (2.83) de 0 a T , deduzimos

Ek(T ) = Ek(0)− α
∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψk|2 dx dt (2.152)

−
∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′k|2 dx dt+

∫ T

0

∫
ω

|ψk|2φ′k dx dt.
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Do fato que Ek(t) ≥ Ek(T ) para todo t ∈ [0, T ] e considerando (2.152), obtemos∫ T

0

Ek(t) dt ≥ TEk(T )

= TEk(0)− αT
∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψk|2 dx dt

− T
∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′k|2 dx dt+ T

∫ T

0

∫
ω

|ψk|2φ′k dx dt.

(2.153)

Somando (2.133) e (2.153), usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e considerando

a Hipótese (2.1), inferimos

TEk(0) ≤ αT

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψk|2 dx+ T

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′k|2 dx− T
∫ T

0

∫
Ω

|ψk|2φ′k dx dt

+ CEk(0) + C

∫ T

0

∫
Ω

|φk|2 dx dt+ C

∫ T

0

∫
Ω

|ψk|2 dx dt

≤ αT

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψk|2 dx+ T

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′k|2 dx+ CEk(0)

+ C

∫ T

0

∫
Ω

|φk|2 dx dt+ C

∫ T

0

∫
Ω

|ψk|2 dx dt

+

(
a−1

0 b−1
0 dT

2

)∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ|2 dx dt+

1

2
T

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′k|2 dx dt.

Portanto,

TEk(0) ≤
(
α +

a−1
0 b−4

0 d

2
+

3

2

)
T

{∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψk|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′k|2 dx dt
}

+ CEk(0) + C

∫ T

0

∫
Ω

|φk|2 dx dt+ C

∫ T

0

∫
Ω

|ψk|2 dx dt.

Da última desigualdade vem que, para um T grande,

Ek(0) ≤ C(T, a0, b0, α, d)

(∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψk|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′k|2 dx dt∫ T

0

∫
Ω

|φk|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

|ψk|2 dx dt
)
.

(2.154)

Tendo em mente que Ek(t) ≤ Ek(0) para todo t ∈ [0, T ], aplicando a desigualdade
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(2.154) e dividindo ambos os lados por
∫ T

0

∫
Ω
|φk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|ψk|2 dx dt vale que

Ek(t)∫ T
0

∫
Ω
|φk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|ψk|2 dx dt

≤ C(T, a0, b0, α, d)

(∫ T
0

∫
Ω
|(−∆)

1
4 b(x)ψk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|φ′k|2 dx dt∫ T

0

∫
Ω
|φk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|ψk|2 dx dt

+1) .

(2.155)

De (2.136), temos

lim
k→+∞

∫ T
0

∫
Ω
|(−∆)

1
4 b(x)ψk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|φ′k|2 dx dt∫ T

0

∫
Ω
|φk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|ψk|2 dx dt

= 0, (2.156)

então, de (2.155) e (2.156), existe M > 0 tal que

Ek(t)

c2
k

≤ C(T, a0, b0, α, d)(M + 1), para todo t ∈ [0, T ] e para todo k ∈ N. (2.157)

Consequentemente, de (2.151) e (2.157) resulta que

Êk(t) ≤ C(T, a0, b0, α, d)(M + 1), para todo t ∈ [0, T ] e para todo k ∈ N. (2.158)

Em particular, de (2.156) deduzimos

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ̂′k|2 dx dt = lim
k→+∞

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|φ′k|2 dx dt∫ T

0

∫
Ω
|φk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|ψk|2 dx dt

= 0

e

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ̂k|2 dx dt = lim

k→+∞

∫ T
0

∫
Ω
|(−∆)

1
4 b(x)ψk|2 dx dt∫ T

0

∫
Ω
|φk|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
|ψk|2dxdt

= 0,

(2.159)

e de (2.158), para uma subsequência {ψ̂k, φ̂k}, que ainda denotaremos da mesma forma, tal que

ψ̂k
∗
⇀ ψ̂ em L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.160)

φ̂k
∗
⇀ φ̂ em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (2.161)

φ̂′k
∗
⇀ φ̂′ em L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.162)
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Temos também, pelo resultado de compacidade (Aubin-Lions), que

φ̂k → φ̂ fortemente em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.163)

Além disso, φ̂k satisfaz a equação
φ̂′′k −∆φ̂k + a(x)φ̂′k = |ψk|2

ck
χω em Ω× (0, T ),

φ̂k = 0 em Γ× (0, T ),

φ̂′k −→ 0 fortemente em L2(0, T ;L2(ω)).

Passando o limite quando k → +∞ e considerando as convergências acima, temos
φ̂′′ −∆φ̂ = 0 em Ω× (0, T ),

φ̂ = 0 em Γ× (0, T ),

φ̂′ = 0 q. s. em ω × (0, T ).

(2.164)

Então, v = φ̂′ verifica, no sentido distribucional,
v′′ −∆v = 0 em D′(Ω× (0, T )),
v = 0 em Γ× (0, T ),
v = 0 q. s. em ω × (0, T ).

Aplicando o teorema de Holmgren novamente, temos v = φ̂′ = 0. Retornando para

(2.164), obtemos, para quase todo t ∈ (0, T ), que{
−∆φ̂ = 0 em Ω,

φ̂ = 0 em Γ.
(2.165)

Multiplicando a equação acima de φ̂, deduzimos

0 = −
∫

Ω

∆φ̂ φ̂ dx =

∫
Ω

|∇φ̂|2 dx,

isto é, φ̂ = 0.

Além disso, temos também que ψ̂k satisfaz a equação
iψ̂′k + ∆ψ̂k + iαb(x)(−∆)

1
2 b(x)ψ̂k = φ̂kψkχω em Ω× (0, T ),

ψ̂k = 0 em Γ× (0, T ),

ψ̂k(0) = ψ̂0
k em Ω.

(2.166)

Agora, podemos usar o efeito regularizante de Aloui enunciado no Teorema 1.36. De

fato, primeiramente, reescrevemos a solução regular ψ̂k de (2.166) da seguinte forma: ψ̂k = zk+wk,
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onde zk é uma solução de
iz′k + ∆zk + iαb(x)(−∆)

1
2 b(x)zk = 0 em Ω× (0, T ),

zk = 0 em Γ× (0, T ),

zk(0) = ψ̂0
k em Ω,

(2.167)

e w é uma solução do problema iw′k + ∆wk + iαb(x)(−∆)
1
2 b(x)wk = φ̂kψkχω em Ω× (0, T ),

wk = 0 em Γ× (0, T ),
wk(0) = 0 em Ω.

(2.168)

Como ψ̂k é uma solução regular de (2.166), temos que (ψ̂k) e wk satisfazem as equações integrais

ψ̂k = S(t)ψ̂k(0) +

∫ T

0

S(T − τ)F (ψk)(τ) d τ (2.169)

e

wk =

∫ T

0

S(T − τ)F (ψk)(τ) d τ, (2.170)

onde S(t) é o semigrupo gerado por

A : D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)→ L2(Ω)

y 7→ Ay := i∆y − b(x)(−∆)
1
2 b(x)y,

e F (ψk) := φ̂kψkχω.

Observe que∫ T

0

∫
Ω

|F (ψk)|2 dxdt ≤
∫ T

0

(∫
ω

|φ̂k|4 dx
)1/2(∫

ω

|ψk|4 dx
)1/2

dt (2.171)

=

∫ T

0

||φ̂k(t)||2L4(ω)||ψk(t)||2L4(ω) dt

≤ C||φ̂k||2L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

∫ T

0

||ψk(t)||2L4(ω) dt.

Então, por (2.143), (2.161) e (2.171), temos

F (ψk)→ 0 fortemente em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.172)

Empregando o efeito regularizante dado em (1.5), inferimos

‖wk‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C‖F (ψk)‖L2(0,T ;L2(Ω)), (2.173)
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onde

wk =

∫ t

0

S(t− τ)F (ψk)(τ) d τ.

Além disso, ainda pelo efeito regularizante dado no Teorema 1.36 vem que

‖ϕzk‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C‖ψ̂k0‖L2(Ω), ∀ϕ ∈ C∞((0, T )). (2.174)

Agora, sejam ε > 0 e ϕ ∈ C∞((0, T )) tais que 0 ≤ ϕ ≤ 1, onde

ϕ(t) =

{
1, em [ε, T − ε],
0, em

[
0,
ε

2

]
∪
[
T − ε

2
, T
]
.

(2.175)

De (2.173), segue que

‖ψ̂k‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ ‖zk‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + ‖wk‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))

≤ ‖zk‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + C‖F (ψk)‖L2(0,T ;L2(Ω)).

(2.176)

Por outro lado, de (2.174), lembrando que ϕ = 1 em [ε, T − ε] e o fato que ψ̂k :=

zk + wk ∈ C([0, T ], D(A)), temos

‖zk‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ ‖zk‖L(0,ε;H1

0 (Ω)) + ‖ϕzk‖L2(ε,T−ε,H1
0 (Ω)) + ‖zk‖L2(T−ε,T ;H1

0 (Ω))

≤ 2εmaxt∈[0,T ]‖zk‖H1
0 (Ω) + C‖ψ̂k0‖L2(Ω).

(2.177)

Além disso, combinando (2.158), (2.176) e (2.177),

‖ψ̂k‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ 2εC + C‖ψ̂k0‖L2(Ω) + C‖F (ψk)‖L2(0,T ;L2(Ω))

≤ C(T, L),

o que nos permite dizer que

{ψ̂k} é limitada em L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.178)

uma vez que ε é arbitrário.

Recordando (2.166), temos que para quase todo t ∈ (0, T )

ψ̂′k = i∆ψ̂k − αb(x)(−∆)
1
2 b(x)ψ̂k − iφ̂kψkχω ∈ H−1(Ω).
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Portanto,

{ψ̂′k} é limitada em L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.179)

Combinando (2.178), (2.179) e a imersão H1
0 (Ω)

c
↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), pelo Teorema

de Aubin-Lions, temos

ψ̂k → ψ̂ fortemente em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.180)

Além disso, de (2.159), (2.180) e (2.144), temos

ψ̂k → ψ̃ fortemente em L2(0, T ;L2(Ω)), (2.181)

onde

ψ̃ =

{
ψ̂, em Ω \ ω,
0, em ω.

Note que se ψ̂ = 0, por (2.163), (2.181), (2.150) e observando que φ̂ = 0, temos uma

contradição.

Por outro lado, se ψ̂ 6= 0, passando o limite em (2.166), temos por (2.159) e (2.172),

que 
iψ̂′ + ∆ψ̂ = 0 em Ω× (0, T ),

ψ̂ = 0 em Γ× (0, T ),

ψ̂ = 0 q. s. em ω × (0, T ),

e, pelo teorema de unicidade de Holmgren, concluímos que ψ̂ = 0 quase sempre em Ω. Portanto,

temos ψ̂ = 0 e φ̂ = 0, o que por (2.163), (2.181), (2.150) e observando que φ̂ = 0 é uma contradi-

ção. Assim, o lema está provado. 2

Combinando (2.133) e (2.134), temos∫ T

0

E(t) dt ≤ C1E(0) (2.182)

+ C2


∫ T

0

(∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx dt+

∫
Ω

|(−∆)
1
4 b(x)ψ|2 dx

)
︸ ︷︷ ︸

:=D(t)

dt

 ,
onde C1 = C(R, ||a||∞, ‖b‖∞, ||h||∞, λ, ||h||W 1,∞ , k, n, α, β, a0, b0, d) and C2 = C2(T ).
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Tomando T0 > 0 suficientemente grande, por (2.182), temos∫ T0

0

E(t) dt ≤ C1E(0) + C2

∫ T0

0

D(t) dt,

e podemos concluir, uma vez que E(t) é não crescente, que

T0E(T0) ≤ C1E(0) + C2

∫ T0

0

D(t) dt, (2.183)

onde C1 não depende de T0, mas C2 = C2(T0).

Por outro lado, pela desigualdade da energia (2.86) temos

E(T0)− E(0) ≤ −k
∫ T0

0

D(t) dt,

assim, segue que

C2

∫ T0

0

D(t) dt ≤ −C2

k
E(T0) +

C2

k
E(0). (2.184)

Combinando (2.183) e (2.184) deduzimos(
T0 +

C2

k

)
E(T0) ≤

(
C1 +

C2

k

)
E(0),

o que implica, escolhendo T0 suficientemente grande, que

E(T0) ≤ αE(0), com 0 < α < 1.

Assim, tomando T0 suficientemente grande, para T > T0, obtemos

E(T ) ≤ E(T0) ≤ αE(0).

Portanto,

E(T ) ≤ αE(0), para todo T > T0,

onde α < 1.

Procedendo de maneira similar a feita anteriormente, de T a 2T, deduzimos queE(2T ) ≤

αE(T ), para todo T > T0, e, consequentemente,

E(2T ) ≤ α2E(0), para todo T > T0.
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Em geral,

E(nT ) ≤ αnE(0), para todo T > T0.

Vamos considerar, agora, t > T0, então t = nT0 + r para algum 0 ≤ r < T0. Portanto,

E(t) ≤ E(t− r) = E(nT0) ≤ αnE(0) = α
t−r
T0 E(0) = e

t−r
T0

lnα
E(0),

o que implica a estabilidade exponencial.



CAPÍTULO 3

ESTABILIDADE EXPONENCIAL PARA
EQUAÇÕES ACOPLADAS DE

KLEIN-GORDON-SCHRÖDINGER

Este capítulo foi realizado em parceria com Adriana Flores de Almeida e Marcelo Mo-

reira Cavalcanti e foi aceito para publicação em [2].

Consideremos o seguinte modelo de equações de Klein-Gordon-Schröndinger,

iψt + ∆ψ + iαb(x)(|ψ|2 + 1)ψ = φψχω em Ω× (0,∞),

φtt −∆φ+ a(x)φt = |ψ|2χω em Ω× (0,∞),

ψ = φ = 0 em Γ× (0,∞),

ψ(0) = ψ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φ(0) = φ0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φt(0) = φ1 ∈ H1
0 (Ω),

(3.1)

onde Ω é um domínio limitado de R2 com fronteira Γ suave e ω é um subconjunto aberto de Ω

tal que medida(ω) > 0, satisfazendo a condição geométrica de controle. No que segue, α é uma

constante positiva e χω representa a função característica, isto é, χω = 1 em ω e χω = 0 em Ω\ω.

Consideremos a ∈ L∞(Ω) e b ∈ L∞(Ω) funções não negativas tais que

a(x) ≥ a0 > 0 em ω, (3.2)

b(x) ≥ b0 > 0 em ω. (3.3)

Além disso,

Se a(x) ≥ a0 > 0 em Ω, então consideramos χω ≡ 1 em Ω,

Se b(x) ≥ b0 > 0 em Ω, então consideramos χω ≡ 1 em Ω.
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A energia associada ao problema (3.1) é definida por

E(t) :=
1

2

∫
Ω

(
|ψ(x, t)|2 + |∇φ(x, t)|2 + |φt(x, t)|2

)
dx. (3.4)

As seguintes hipóteses são feitas:

Hipótese 3.1 Assumimos que a, b ∈ L∞(Ω) são funções não negativas tais que

a(x) ≥ a0 > 0, em ω,

b(x) ≥ b0 > 0, em ω.

Além disso,

Se a(x) ≥ a0 > 0 em Ω, então consideramos χω ≡ 1 em Ω,

Se b(x) ≥ b0 > 0 em Ω, então consideramos χω ≡ 1 em Ω.

Definição 3.2 (Condição Geométrica de Controle): ω controla geometricamente Ω, isto é, existe

T0 > 0 tal que toda geodésica de Ω viajando com velocidade 1 no tempo t = 0, encontra o conjunto

ω no tempo t < T0.

Assim, o par (ω, T0) satisfaz a condição geométrica de controle (CGC) se toda geodé-

sica de Ω, viajando com velocidade 1 no tempo t = 0, encontra o conjunto aberto ω antes do tempo

T0.

Hipótese 3.3 Assuma que ω satisfaz a condição geométrica de controle. O exemplo padrão é

quando ω é uma vizinhança de Γ(x0) onde

Γ(x0) := {x ∈ Γ; (x− x0) · ν(x) > 0} (3.5)

e ν(x) é o vetor unitário normal em x ∈ Γ.
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Figura 1

Vamos considerar a figura 1 (ver [67]) como um exemplo de domínio Ω satisfazendo a hipótese

acima, embora exista uma ampla variedade de exemplos muito mais interessantes como aqueles

considerados em Bardos, Lebeau e Rauch [10].

Como uma consequência da Hipótese (3.3) segue que existe um par (ω, T0), com T0 >

0, tal que as seguintes desigualdades de observabilidade ocorrem:

||ψ0||2L2(Ω) ≤ C

∫ T

0

∫
ω

|ψ(x, t)|2 dx dt,

sobre o problema 
iψt + ∆ψ = 0 em Ω× (0, T ),
ψ = 0 em Γ× (0, T ),
ψ(0) = ψ0 ∈ L2(Ω),

(3.6)

e

||φ1||2L2(Ω) + ||∇φ0||2L2(Ω) ≤ C

∫ T

0

∫
ω

|φt(x, t)|2 dx dt,

em relação ao problema 
φtt −∆φ = 0 em Ω× (0, T ),
φ = 0 em Γ× (0, T ),
φ(0) = φ0 ∈ H1

0 (Ω),
φt(0) = φ1 ∈ L2(Ω),

(3.7)

para alguma constante positiva C = C(ω, T0) e para todo T > T0. A prova de (3.6) pode ser en-

contrada em [69] e [64], enquanto a prova de (3.7) é estabelecida em [67] e [10].
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3.1 Existência e Unicidade

Verifiquemos o resultado de existência e unicidade pelo seguinte teorema:

Teorema 3.4 Dados {ψ0, φ0, φ1} ∈ {H1
0 (Ω)∩H2(Ω)}2×H1

0 (Ω), assumindo que a Hipótese (3.1)

vale e que α ≥ 5

2a0b0

, então, existe uma única solução regular para o problema (3.1) tal que

ψ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), ψ

′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)),

φ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), φ

′ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

e φ
′′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)).

Demonstração: Utilizaremos o método de Galerkin para provarmos a existência de solução para

o problema (3.1), que consiste em obter, usando o teorema espectral, o problema projetado em

um espaço de dimensão finita m, para cada m ∈ N. Assim obtemos um problema de valor inicial

equivalente envolvendo apenas equações diferenciais ordinárias. Pelo teorema de Carathéodory,

segue que, para todo m ∈ N, o problema correspondente possui solução local, a qual, através

das estimativas a priori, independentes de t, podem ser estendidas ao intervalo [0, T ],∀ T > 0,

obtendo-se assim um par de sequências de funções {(ψm), (φm)}m∈N que convergem para a solução

do sistema considerado inicialmente e satisfazem as condições iniciais do teorema. 2

3.1.1 Problema Aproximado

Representemos por {ωm}m∈N uma base em H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) formada por autovetores

de −∆, de acordo com o teorema espectral apresentado na Seção 1.7.

Para cada m ∈ N, denotemos por Vm = [w1, w2, ..., wm] o sub-espaço de H1
0 (Ω) ∩

H2(Ω) gerado pelos m-primeiros vetores da base e definamos

ψm(t) =
m∑
j=1

gjm(t)wj e φm(t) =
m∑
j=1

hjm(t)wj,
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onde {ψm(t), φm(t)} é a solução do seguinte problema de Cauchy:

(ψ
′
m(t), wj) + i(∇ψm(t),∇wj) + α(b(x)|ψm(t)|2ψm(t), wj) + α(b(x)ψm(t), wj)

= −i(φm(t)ψm(t)χω, wj),

(φ
′′
m(t), wj) + (∇φm(t),∇wj) + (a(x)φ

′
m(t), wj) = (|ψm(t)|2χω, wj),

ψm(0) = ψ0m → ψ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

φm(0) = φ0m → φ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

φ
′
m(0) = φ1m → φ1 em H1

0 (Ω)

(3.8)

com j = 1, 2, ...,m. O sistema aproximado (3.8) é um sistema finito de equações diferenciais or-

dinárias que tem solução local em algum intervalo [0, tm[, em virtude do teorema de Carathéodory.

A extensão dessa solução a todo intervalo [0, T ], será obtida pela primeira estimativa a

priori que iremos estabelecer abaixo.

3.1.2 Estimativas a Priori

Estimativa I:

Multiplicando a primeira equação de (3.8) por gjm e somando em j, 1 ≤ j ≤ m,

obtemos

(ψ′m(t), ψm(t)) + i(∇ψm(t),∇ψm(t)) + α(b(x)|ψm(t)|2ψm(t), ψm(t))

+ α(b(x)ψm(t), ψm(t)) = −i(φm(t)ψm(t)χω, ψm(t)).
(3.9)

Tomando a parte real em (3.9) segue que

1

2

d

dt
‖ψm(t)‖2

L2(Ω) + α

∫
Ω

b(x)|ψm(t)|4 dx+ α

∫
Ω

b(x)|ψm(t)|2 dx = 0. (3.10)

Assim, como b(x) ≥ b0 > 0 quase sempre em ω, temos

α

∫
ω

b0|ψm(t)|4 dx ≤ α

∫
ω

b(x)|ψm(t)|4 dx ≤ α

∫
Ω

b(x)|ψm(t)|4 dx, (3.11)

e também,

α

∫
ω

b0|ψm(t)|2 dx ≤ α

∫
ω

b(x)|ψm(t)|2 dx ≤ α

∫
Ω

b(x)|ψm(t)|2 dx. (3.12)

Logo, de (3.10), (3.11) e (3.12), obtemos

1

2

d

dt
‖ψm(t)‖2

L2(Ω) + αb0‖ψm(t)‖4
L4(ω) + αb0‖ψm(t)‖2

L2(ω) ≤ 0. (3.13)
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Multiplicando (3.13) por 2 e integrando de 0 a t, t ∈ [0, tm], temos

‖ψm(t)‖2
L2(Ω) + 2αb0

∫ t

0

‖ψm(s)‖4
L4(ω) ds+ 2αb0

∫ t

0

‖ψm(s)‖2
L2(ω) ds ≤ ‖ψ0m‖2

L2(Ω), (3.14)

e, observando em (3.8) que

ψm(0) = ψ0m → ψ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

obtemos

‖ψm(t)‖2
L2(Ω) + 2αb0

∫ t

0

‖ψm(s)‖4
L4(ω) ds+ 2αb0

∫ t

0

‖ψm(s)‖2
L2(ω) ds ≤ C(‖ψ0‖2

L2(Ω)),∀m ∈ N.

(3.15)

De (3.15) segue que,

(ψm) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)), (3.16)

e existem C1, C2 > 0 tais que∫ ∞
0

‖ψm(s)‖4
L4(Ω) dx ≤ C1 = C(‖ψ0‖L2(Ω)), (3.17)∫ ∞

0

‖ψm(s)‖2
L2(Ω) dx ≤ C2 = C(‖ψ0‖L2(Ω)). (3.18)

Multiplicando a segunda equação de (3.8) por h′jm(t), ainda somando em j, 1 ≤ j ≤ m,

obtemos

(φ′′m(t), φ′m(t)) + (∇φm(t),∇φ′m(t)) + (a(x)φ′m(t), φ′m(t)) = (|ψm(t)|2χω, φ′m(t)). (3.19)

Vejamos que pela desigualdade de Hölder e Young e, uma vez que, a(x) ≥ a0 > 0 em

ω, temos

(|ψm(t)|2χω, φ′m(t)) =

∫
ω

|ψm(t)|2|φ′m(t)| dx

≤
(∫

ω

|ψm(t)|4 dx
) 1

2
(∫

ω

|φ′m(t)|2 dx
) 1

2

≤
(∫

ω

|ψm(t)|4 dx
) 1

2

a
− 1

2
0

(∫
ω

a0|φ′m(t)|2 dx
) 1

2

≤ 1

2a0

∫
ω

|ψm(t)|4 dx+
1

2

∫
ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx

≤ 1

2a0

∫
ω

|ψm(t)|4 dx+
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx.

(3.20)
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Assim, de (3.19) temos

1

2

d

dt
(‖φ′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2
L2(Ω)) +

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx =

∫
ω

|ψm(t)|2φ′m(t) dx. (3.21)

Então, de (3.21) e (3.20) obtemos

1

2

d

dt
(‖φ′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2
L2(Ω)) +

1

2

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx ≤ 1

2a0

∫
ω

|ψm(t)|4 dx, (3.22)

e, uma vez que
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx ≥ 0,

segue que,
1

2

d

dt
(‖φ′m(t)‖2 + ‖∇φm(t)‖2) ≤ 1

2a0

‖ψm(t)‖4
L4(ω). (3.23)

Multiplicando (3.23) por 2 e integrando de 0 a t, t ∈ [0, tm], temos

‖φ′m(t)‖2 + ‖∇φm(t)‖2 ≤ ‖φ1m‖2 + ‖∇φ0m‖2 +
1

a0

∫ t

0

‖ψm(s)‖4
L4(ω) ds, (3.24)

e observando em (3.8) que

φm(0) = φ0m → φ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), (3.25)

φ
′

m(0) = φ1m → φ1 em H1
0 (Ω), (3.26)

de (3.25), (3.26) e (3.17), concluímos que

‖φ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2

L2(Ω) ≤ C(‖ψ0‖L2(Ω), ‖φ1‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)). (3.27)

Logo,
sup

t∈(0,+∞)

ess‖φ′m(t)‖2
L2(Ω) ≤ C(‖ψ0‖L2(Ω), ‖φ1‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)),∀m ∈ N,

sup
t∈(0,+∞)

ess‖∇φm(t)‖2
L2(Ω) ≤ C(‖ψ0‖L2(Ω), ‖φ1‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)),∀m ∈ N.

(3.28)

Portanto,

(φm) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)), (3.29)

(φ′m) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)). (3.30)
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Estimativa II:

Derivando a primeira equação do sistema (3.8), multiplicando por g′jm(t) e somando

em j, 1 ≤ j ≤ m, obtemos

(ψ′′m(t), ψ′m(t)) + i(∇ψ′m(t),∇ψ′m(t)) + α([b(x)|ψm(t)|2ψm(t)]′, ψ′m(t))

+ α([b(x)ψm(t)]′, ψ′m(t)) = −i([φm(t)ψm(t)χω]′, ψ′m(t)).
(3.31)

Considerando

I1 := ([b(x)|ψm(t)|2ψm(t)]′, ψ′m(t))

= (2b(x)|ψm(t)|2ψ′m(t) + b(x)(ψm(t))2ψ′m(t), ψ′m(t))

= 2

∫
Ω

b(x)|ψm(t)|2ψ′m(t)ψ′m(t) dx+

∫
Ω

b(x)(ψm(t))2ψ′m(t)ψ′m(t) dx

= 2

∫
Ω

b(x)|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx+

∫
Ω

b(x)(ψm(t)ψ′m(t))2 dx,

(3.32)

e lembrando que

2[Re(z1z2)]2 = |z1|2|z2|2 +Re[(z1z2)]2,∀z1, z2 ∈ C,

temos

Re[(ψm(t)ψ′m(t))]2 = 2[Re(ψm(t)ψ′m(t))]2 − |ψm(t)|2|ψ′m(t)|2.

Assim, tomando a parte real de I1 vem que

Re(I1) = 2

∫
Ω

b(x)|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx+ 2

∫
Ω

b(x)[Re(ψm(t)ψ′m(t))]2 dx

−
∫

Ω

b(x)|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx,

ou seja,

Re(I1) =

∫
Ω

b(x)|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx+ 2

∫
Ω

b(x)[Re(ψm(t)ψ′m(t))]2 dx. (3.33)

Assim, como b(x) ≥ b0 > 0 em ω, temos

b0

∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx+ 2b0

∫
ω

[Re(ψm(t)ψ′m(t))]2 dx

≤
∫

Ω

b(x)|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx+

∫
Ω

b(x)[Re(ψm(t)ψ′m(t))]2 dx.

(3.34)
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Agora, seja

I2 := −i((φm(t)ψm(t)χω)′, ψ′m(t))

= −i
∫
ω

(φ′m(t)ψm(t) + φm(t)ψ′m(t))ψ′m(t) dx

= −i
∫
ω

φ′m(t)ψm(t)ψ′m(t) dx− i
∫
ω

φm(t)|ψ′m(t)|2 dx.

Considerando a parte real de I2, temos

Re(I2) = Re

(
−i
∫
ω

φ′m(t)ψm(t)ψ′m(t) dx− i
∫
ω

φm(t)|ψ′m(t)|2 dx
)

= Re

(
−i
∫
ω

φ′m(t)ψm(t)ψ′m(t) dx

)
≤
∫
ω

|φ′m(t)||ψm(t)||ψ′m(t)| dx

≤
(∫

ω

|φ′m(t)|2 dx
) 1

2
(∫

ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx
) 1

2

≤ a
− 1

2
0

(∫
ω

a0|φ′m(t)|2 dx
) 1

2
(∫

ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx
) 1

2

≤ a
− 1

2
0

(∫
ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx
) 1

2
(∫

ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx
) 1

2

≤ 1

2

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx+
1

2a0

∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx.

(3.35)

Tomando a parte real de (3.31), obtemos

1

2

d

dt
‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω) + αb0

∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx+ 2αb0

∫
ω

[Re(ψm(t)ψ′m(t))]2 dx

+ αb0‖ψ′m(t)‖2
L2(ω) ≤

1

2

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx+
1

2a0

∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx,

isto é,

1

2

d

dt
‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω) +

(
αb0 −

1

2a0

)∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx+ 2αb0

∫
ω

[Re(ψm(t)ψ′m(t))]2 dx

+ αb0‖ψ′m(t)‖2
L2(ω) ≤

1

2

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx.

(3.36)

Derivando a segunda equação do sistema (3.8), obtemos

(φ′′′m(t), φ′′m(t)) + (∇φ′m(t),∇φ′′m(t)) + (a(x)φ′′m(t), φ′′m(t)) = ([|ψm(t)|2χω)]′, φ′′m(t)). (3.37)
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Definindo I3 := ([|ψm(t)|2χω]′, φ′′m(t)), temos

I3 =

∫
ω

(ψ′m(t)ψm(t) + ψm(t)ψ′m(t))φ′′m(t) dx, (3.38)

e

ψ′m(t)ψm(t) + ψm(t)ψ′m(t) = 2Re(ψm(t)ψ′m(t)) ≤ 2|ψm(t)||ψ′m(t)|. (3.39)

Assim, tomando a parte real em (3.38) e considerando (3.39) segue que

Re(I3) ≤ 2

∫
ω

|ψm(t)||ψ′m(t)||φ′′m(t)| dx

≤ 2

(∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx
) 1

2
(∫

ω

|φ′′m(t)|2 dx
) 1

2

≤ 2

(∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx
) 1

2

a
− 1

2
0

(
a0

∫
ω

|φ′′m(t)|2 dx
) 1

2

≤ 2

a0

∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx+
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′′m(t)|2 dx.

(3.40)

Então, de (3.37) e (3.40) concluímos que

1

2

d

dt

(
‖φ′′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2
L2(Ω)

)
+

1

2

∫
Ω

a(x)|φ′′m(t)|2 dx ≤ 2

a0

∫
Ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx.

(3.41)

Somando (3.22), (3.36) e (3.41), obtemos

1

2

d

dt

(
‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω)

)
+

(
αb0 −

1

2a0

− 2

a0

)∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx+ 2b0

∫
ω

[Re(ψm(t)ψ′m(t))]2 dx

αb0‖ψ′m(t)‖2
L2(ω) +

1

2

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx+
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′′m(t)|2 dx ≤ 1

2a0

‖ψm(t)‖4
L4(ω).

(3.42)

Assim, considerando que α ≥ 5

2a0b0

, temos(
αb0 −

1

2a0

− 2

a0

)∫
ω

|ψm(t)|2|ψ′m(t)|2 dx ≥ 0 (3.43)

e, como

2αb0

∫
ω

[Re(ψm(t)ψ′m(t)]2 dx ≥ 0,

∫
Ω

a(x)|φ′m(t)|2 dx ≥ 0 e
∫

Ω

a(x)|φ′′m(t)|2 dx ≥ 0, (3.44)
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segue de (3.42), (3.43) e (3.44) que

1

2

d

dt

(
‖ψ′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2

L2(Ω)

)
+ αb0‖ψ′m(t)‖2

L2(ω) ≤
1

2a0

‖ψm(t)‖4
L4(ω).

(3.45)

Multiplicando (3.45) por 2 e integrando de 0 a t, t ∈ [0, T ], deduzimos

‖ψ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖φ′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2
L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2
L2(Ω)

+ 2αb0

∫ t

0

‖ψ′m(s)‖2
L2(ω) ds ≤ (‖ψ′m(0)‖2

L2(Ω) + ‖φ′m(0)‖2
L2(Ω) + ‖∇φm(0)‖2

L2(Ω) + ‖φ′′m(0)‖2
L2(Ω)

+ ‖∇φ′m(0)‖2
L2(Ω)) +

1

a0

∫ t

0

‖ψm(s)‖4
L4(ω) ds.

(3.46)

Resta-nos mostrar que os termos ψ′m(0)+φ′′m(0) são limitados na norma de L2(Ω). Para

tal, consideremos v = ψ′m(0) na primeira equação e ω = φ′′m(0) na segunda equação do sistema

(3.8). Assim,

(ψ′m(0), ψ′m(0)) = +i(∆ψm(0), ψ′m(0))− α(b(x)|ψm(0)|2ψm(0), ψ′m(0))

− α(b(x)ψm(0), ψ′m(0))− i(φm(0)ψm(0)χω, ψ
′
m(0)).

Consequentemente, obtemos

‖ψ′m(0)‖2
L2(Ω) ≤ ‖∆ψm(0)‖L2(Ω)‖ψ′m(0)‖L2(Ω) + α‖b‖∞‖|ψm(0)|2ψm(0)‖L2(Ω)‖ψ′m(0)‖L2(Ω)

+ α‖b‖∞‖ψm(0)‖L2(Ω)‖ψ′m(0)‖L2(Ω) + ‖φm(0)ψm(0)‖L2(ω)‖ψ′m(0)‖L2(ω).

Logo,

‖ψ′m(0)‖L2(Ω) ≤ ‖∆ψm(0)‖L2(Ω) + α‖b‖∞‖|ψm(0)|2ψm(0)‖L2(Ω)

+ α‖b‖∞‖ψm(0)‖L2(Ω) + ‖φm(0)ψm(0)‖L2(Ω).
(3.47)

Note queψm(0) ∈ H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω), logo |ψm(0)|2ψm(0) ∈ L2(Ω), pois ‖|ψm(0)ψm(0)‖ =

‖ψm(t)‖3
L6(Ω).Além disso, usando as desigualdades de Hölder e Young no termo ‖φm(0)ψm(0)‖L2(Ω),

obtemos

‖φm(0)ψm(0)‖L2(Ω) ≤ ‖φm(0)‖L4(Ω)‖ψm(0)‖L4(Ω)

≤ 1

2
‖φm(0)‖2

L4(Ω) +
1

2
‖ψm(0)‖2

L4(Ω).
(3.48)
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Assim, podemos escrever

‖ψ′m(0)‖ ≤ ‖∆ψm(0)‖L2(Ω) + α‖b‖∞‖ψm(0)‖3
L6(Ω)

+
1

2
‖φm(0)‖2

L4(Ω) +
1

2
‖ψm(0)‖2

L4(Ω).
(3.49)

Observando as imersões H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω), H1

0 (Ω) ↪→ L6(Ω) e as convergências em

(3.8), concluímos que existe uma constante C > 0 tal que

‖ψ′m(0)‖L2(Ω) ≤ C, ∀m ∈ N, (3.50)

onde C := C(‖∆ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)).

Também,

(φ′′m(0), φ′′m(0)) = (∆φm(0), φ′′m(0))− (a(x)φ′m(0), φ′′m(0)) + (|ψm(0)|2χω, φ′m(0)).

Logo,

‖φ′′m(0)‖2
L2(Ω) ≤ ‖∆φm(0)‖L2(Ω)‖φ′′m(0)‖L2(Ω) + ‖a‖∞‖φ′m(0)‖L2(Ω)‖φ′′m(0)‖L2(Ω)

+ ‖|ψm(0)|2‖L2(ω)‖φ′′m(0)‖L2(ω).

Note que,

‖|ψm(0)|2‖L2(ω)‖φ′′m(0)‖L2(ω) = ‖ψm(0)‖2
L4(ω)‖φ′′m(0)‖L2(ω) ≤ ‖ψm(0)‖2

L4(Ω)‖φ′′m(0)‖L2(Ω),

(3.51)

ou seja,

‖φ′′m(0)‖L2(Ω) ≤ ‖∆φm(0)‖L2(Ω) + ‖a‖∞‖φ′m(0)‖L2(Ω) + ‖ψm(0)‖2
L4(Ω). (3.52)

Observando as imersões H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), H1

0 (Ω) ↪→ L4(Ω) e as convergências em

(3.8), concluímos que existe uma constante C > 0 tal que

‖φ′′m(0)‖ ≤ C, ∀m ∈ N, (3.53)

onde C := C(‖∆φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)).



3.1 Existência e Unicidade 108

Por (3.46), (3.50), (3.53) e (3.17), e pelas convergências em (3.8), segue que

‖ψ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2
L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φ′m(t)‖2
L2(Ω)

+ 2αb0

∫ t

0

‖ψ′m(s)‖2
L2(ω) ds ≤ C,

(3.54)

onde C := C(‖ψ0‖L2(Ω), ‖∆ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω)).

Logo, de (3.54)

sup
t∈(0,+∞)

ess(‖ψ′m(t)‖2
L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇φm(t)‖2
L2(Ω) + ‖φ′′m(t)‖2

L2(Ω)) + ‖∇φ′m(t)‖2
L2(Ω))

≤ C.

Portanto, concluímos que

(ψ′m) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)), (3.55)

(φ′m) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)), (3.56)

(φ′′m) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)). (3.57)

Estimativa III:

Retornando para (3.9) da estimativa I e tomando a parte imaginária, segue que

Im(ψ′m(t), ψm(t)) + ‖∇ψm(t)‖2
L2(Ω) = −

∫
ω

φm(t)|ψm(t)|2 dx. (3.58)

Definindo I4 := −Im(ψ′m(t), ψm(t)), temos

|I4| ≤
∫

Ω

|ψ′m(t)||ψm(t)| dx = ‖ψ′m(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖L2(Ω). (3.59)

Também, definindo I5 := −i
∫
ω
φm(t)|ψm(t)|2 dx, obtemos

|I5| ≤
∫
ω

|φm(t)||ψm(t)|2 dx ≤ ‖φm(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖2
L4(Ω). (3.60)

Assim, de (3.55), (3.58), (3.60), e pela desigualdade de Gagliardo-Niremberg, segue

que

‖∇ψm(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖ψ′m(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖L2(Ω) + ‖φm(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖2

L4(Ω)

≤ C‖ψ′m(t)‖L2(Ω)‖∇ψm(t)‖L2(Ω) + C‖∇φm(t)‖L2(Ω)‖ψm(t)‖L2(Ω)‖∇ψm(t)‖L2(Ω)

≤ C‖∇ψm(t)‖L2(Ω).
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Portanto,

‖∇ψm(t)‖L2(Ω) ≤ C,

onde C := C(‖ψ0‖L2(Ω), ‖∆ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω)). Assim,

sup esst∈(0,+∞)‖∇ψm(t)‖L2(Ω) ≤ C. (3.61)

Logo,

(ψm) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)). (3.62)

Compondo a segunda equação do sistema (3.8) com ∆φm(t), temos

(φ′′m(t),∆φm(t)) + (∆φm(t),∆φm(t)) + (a(x)φ′m(t),∆φm(t)) ≤ (|ψm(t)|2χω,∆φm(t)). (3.63)

Assim,

‖∆φm(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖φ′′m(t)‖L2(Ω)‖∆φm(t)‖L2(Ω) + ‖a‖∞‖φ′m(t)‖L2(Ω)‖∆φm(t)‖L2(Ω) (3.64)

+

∫
ω

|ψm(t)|2|∆φm(t)| dx (3.65)

e, pela desigualdade de Hölder e a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω), segue que∫

ω

|ψm(t)|2|∆φm(t)| dx ≤ ‖ψm(t)‖2
L4(Ω)‖∆φm(t)‖L2(Ω)

≤ c‖∇ψm(t)‖2
L2(Ω)‖∆φm(t)‖L2(Ω).

(3.66)

De (3.64) e (3.66), vem que

‖∆φm(t)‖2
L2(Ω) ≤ (‖φ′′m(t)‖L2(Ω) + ‖a‖∞‖φ′m(t)‖L2(Ω) + c‖∇ψm(t)‖L2(Ω))‖∆φm(t)‖L2(Ω).

(3.67)

Dessa forma,

‖∆φm(t)‖L2(Ω) ≤ ‖φ′′m(t)‖L2(Ω) + ‖a‖∞‖φ′m(t)‖L2(Ω) + c‖∇ψm(t)‖L2(Ω). (3.68)

Portanto,

‖∆φm(t)‖L2(Ω) ≤ C, (3.69)
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onde C := C(‖ψ0‖L2(Ω), ‖∆ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω)). Então,

sup esst∈(0,+∞)‖∆φm(t)‖L2(Ω) ≤ C, (3.70)

ou seja,

(φm) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)). (3.71)

Compondo a primeira equação do sistema (3.8) com ∆ψm(t) temos

(iψ′m(t),∆ψm(t)) + (∆ψm(t),∆ψm(t)) + (iαb(x)|ψm(t)|2ψm(t),∆ψm(t))

+ (iαb(x)ψm(t),∆ψm(t)) = (φm(t)ψm(t)χω,∆ψm(t)),
(3.72)

ou seja,

(∆ψm(t),∆ψm(t)) =− (iψ′m(t),∆ψm(t))− (iαb(x)|ψm(t)|2ψm(t),∆ψm(t))

− (iαb(x)ψm(t),∆ψm(t)) + (φm(t)ψm(t)χω,∆ψm(t)).
(3.73)

Tomando a parte real em (3.73) e uma vez que Rez ≤ |z|, temos

‖∆ψm(t)‖2
L2(Ω) ≤

∫
Ω

|ψ′m(t)||∆ψm(t)| dx+ α

∫
Ω

b(x)|ψm(t)|2|ψm(t)||∆ψm(t)| dx

+

∫
Ω

αb(x)|ψm(t)||∆ψm(t)| dx+

∫
ω

|φm(t)||ψm(t)||∆ψm(t)| dx

assim,

‖∆ψm(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖ψ′m(t)‖L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω) + α‖b‖∞‖ψm(t)‖3

L6(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω)

+ α‖b‖∞‖ψm(t)‖L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω) + ‖φm(t)ψm(t)‖L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω)

≤ ‖ψ′m(t)‖L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω) + α‖b‖∞c‖∇ψm(t)‖3
L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω)

+ α‖b‖∞‖ψm(t)‖L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω) + ‖φm(t)‖2
L4(Ω)‖ψm(t)‖2

L4(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω)

≤ ‖ψ′m(t)‖L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω) + α‖b‖∞c‖∇ψm(t)‖3
L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω)

+ α‖b‖∞‖ψm(t)‖L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω)

+ c‖∇φm(t)‖L2(Ω)‖∇ψm(t)‖2
L2(Ω)‖∆ψm(t)‖L2(Ω).

(3.74)

Logo,

‖∆ψm(t)‖L2(Ω) ≤ ‖ψ′m(t)‖L2(Ω) + α‖b‖∞c‖∇ψm(t)‖3
L2(Ω) + α‖b‖∞‖ψm(t)‖L2(Ω)

+ ‖∇φm(t)‖2
L2(Ω)‖∇ψm(t)‖2

L2(Ω).
(3.75)
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Portanto, de (3.16), (3.55), (3.62) e (3.71) temos

‖∆ψm(t)‖L2(Ω) ≤ C(‖ψ0‖L2(Ω), ‖φ1‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω)). (3.76)

Daí,

sup
t∈(0,+∞)

ess‖∆ψm(t)‖L2(Ω) ≤ C.

Logo,

(ψm) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)). (3.77)

Por outro lado, das três estimativas, obtivemos que

ψm é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

φm é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

ψ′m é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)),

φ′m é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

φ′′m é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)).

(3.78)

Em particular, dado T > 0, temos

ψm é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

φm é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

ψ′m é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)),

φ′m é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

φ′′m é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.79)

(note que T é fixo, porém arbitrário), o que nos permite, pelo Lema 1.17, extrair subsequências

(ψk) ⊂ (ψm) e (φk) ⊂ (φm) tais que

ψk
∗
⇀ ψ L∞(0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),

ψ′k
∗
⇀ u L∞(0, T ;L2(Ω)),

φk
∗
⇀ φ L∞(0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),

φ′k
∗
⇀ v L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

φ′′k
∗
⇀ w L∞(0, T ;L2(Ω)).

(3.80)
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Como L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)) ↪→ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) ↪→ L∞(0, T ;L2(Ω)), segue

que

ψk ⇀ ψ L2(0, T ;L2(Ω)),

ψ′k ⇀ u L2(0, T ;L2(Ω)),

φk ⇀ φ L2(0, T ;L2(Ω)),

φ′k ⇀ v L2(0, T ;L2(Ω)),

φ′′k ⇀ w L2(0, T ;L2(Ω)).

(3.81)

Lembrando que L2(Q) ↪→ D′(Q) e que o operador derivação é contínuo em D′(Q),

resultam

u = ψ′ em L∞(0, T ;L2(Ω)),

v = φ′ em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

w = φ′′ em L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.82)

ou seja,

ψk
∗
⇀ ψ L∞(0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),

ψ′k
∗
⇀ ψ′ L∞(0, T ;L2(Ω)),

φm
∗
⇀ φ L∞(0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),

φ′m
∗
⇀ φ′ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

φ′′m
∗
⇀ φ′′ L∞(0, T ;L2(Ω)).

(3.83)

Mas, como H1
0 (Ω)

c
↪→ L2(Ω), pelo teorema da compacidade de Aubin-Lions e de

(3.78), resulta na existência de subsequências, que ainda denotaremos por (ψk) e (φk), satisfazendo

ψk −→ ψ, φk −→ φ e φ′k −→ φ′ q.s em Q. (3.84)

Daí, resulta que

|ψk(t)|2ψk(t) −→ |ψ(t)|2ψ(t) q.s em Q. (3.85)
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Temos ainda

‖|ψk(t)|2ψk‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|ψk(t)|6 dx
) 1

2

≤ ‖ψk(t)‖3
L6(Ω) ≤ C‖∇ψk(t)‖3

L2(Ω)

≤ C(‖∇ψ0‖L2(Ω)).

Daí, sup esst∈(0,+∞)‖|ψk(t)|2ψk‖L2(Ω) ≤ C(‖∇ψ0‖L2(Ω)).

Logo,

(|ψk|2ψk) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)).

Em particular,

(|ψk|2ψk) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)).

Logo,

(|ψk|2ψk) é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.86)

De (3.85), (3.86) e do Lema de Lions, concluímos que

|ψk(t)|2ψk(t) ⇀ |ψ(t)|2ψ(t) em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.87)

Agora, note que |ψk|2χω é limitada em L2(0,∞;L2(Ω)). Com efeito, de (3.17)

∫ ∞
0

‖|ψk(t)|2χω‖2
L2(Ω) dt ≤

∫ ∞
0

‖ψk(t)‖4
L4(ω) dt

≤ C,

(3.88)

onde C := C(‖∆ψ0‖L2(Ω), ‖∇ψ0‖L2(Ω), ‖∆φ0‖L2(Ω), ‖∇φ0‖L2(Ω), ‖∇φ1‖L2(Ω)).

Logo,

(|ψk(t)|2χω) é limitada em L2(0,∞;L2(Ω)). (3.89)

Em particular,

(|ψk(t)|2χω) é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.90)
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Mas de (3.85), temos que ψk(t)χω −→ ψ(t)χω q.s em Q e, portanto, |ψk(t)|2χω −→

|ψ(t)|2χω q.s em Q. Assim, de (3.90) e pelo lema de Lions, obtemos

|ψk(t)|2χω ⇀ |ψ(t)|2χω em L2(Q). (3.91)

Portanto, com as convergências obtidas, podemos passar o limite no problema aproxi-

mado (3.8).

3.1.3 Passagem ao Limite

Consideremos j ∈ N fixo e k ∈ N tais que k ≥ j, então, multiplicando as equações do

problema aproximado (3.8) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0 a T, temos∫ T

0

(ψ′k(t), wj)θ(t) dt+ i

∫ T

0

(∇ψk(t),∇wj)θ(t) dt+ α

∫ T

0

(b(x)|ψk(t)|2ψk(t), wj)θ(t) dt

+ α

∫ T

0

(b(x)ψk(t), wj)θ(t) dt = −i
∫ T

0

(φk(t), ψk(t)χω, wj)θ(t) dt

(3.92)

e ∫ T

0

(φ′′k(t), wj)θ(t) dt+

∫ T

0

(∇φk(t),∇wj))θ(t) dt+

∫ T

0

(a(x)φk(t), wj)θ(t) dt

=

∫ T

0

(|ψk(t)|2χω, wj)θ(t) dt.
(3.93)

No primeiro termo da igualdade (3.92) sabemos que ψ′k
∗
⇀ ψ′ em L∞(0, T ;L2(Ω)),

então ∫ T

0

(ψ′k(t), ξ(t)) dt −→
∫ T

0

(ψ′(t), ξ(t)) dt,∀ξ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), (3.94)

quando k −→ ∞. Agora, tomando em particular ξ = wjθ, para todo θ ∈ D(0, T ), vemos que

ξ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e, substituindo ξ em (3.94), resulta que∫ T

0

(ψ′k(t), wj)θ(t) dt −→
∫ T

0

(ψ′(t), wj)θ(t) dt,∀θ ∈ D(0, T ), quando k −→∞. (3.95)

Analogamente, observando (3.83), (3.87) e (3.91) podemos verificar as demais con-

vergências quando k −→ ∞. Desta forma, podemos passar o limite nas equações (3.92) e (3.93)
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quando k −→∞, ou seja,∫ T

0

(ψ′(t), wj)θ(t) dt+ i

∫ T

0

(∇ψ(t),∇wj)θ(t) dt+ α

∫ T

0

(b(x)|ψ(t)|2ψ(t), wj)θ(t) dt

+ α

∫ T

0

(b(x)ψ(t), wj)θ(t) dt = −i
∫ T

0

(φ(t), ψ(t)χω, wj)θ(t) dt, j = 1, ...,m,

e ∫ T

0

(φ′′(t), wj)θ(t) dt+

∫ T

0

(∇φ(t),∇wj))θ(t) dt+

∫ T

0

(a(x)φ(t), wj)θ(t) dt

=

∫ T

0

(|ψ(t)|2χω, wj)θ(t) dt, j = 1, ...,m.

Como (ωj)j∈N é um sistema completo em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), por densidade, temos∫ T

0

(ψ′(t), w)θ(t) dt+ i

∫ T

0

(∇ψ(t),∇w)θ(t) dt+ α

∫ T

0

(b(x)|ψ(t)|2ψ(t), w)θ(t) dt

+ α

∫ T

0

(b(x)ψ(t), w)θ(t) dt = −i
∫ T

0

(φ(t)ψ(t)χω, w)θ dt, j = 1, ...,m,

para todo w ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), θ ∈ D(0, T ), e∫ T

0

(φ′′(t), w)θ(t) dt+

∫ T

0

(∇φ(t),∇w))θ(t) dt+

∫ T

0

(a(x)φ(t), w)θ(t) dt

=

∫ T

0

(|ψ(t)|2χω, w)θ(t) dt,

para todo w ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), θ ∈ D(0, T ). Disto chegamos a

〈(ψ′(t), v), θ〉D′(0,T )×D(0,T ) + i〈(∇ψ(t),∇v), θ〉D′(0,T )×D(0,T )

+ α〈(b(x)|ψ(t)|2ψ(t), v), θ〉D′(0,T )×D(0,T ) + α〈(b(x)ψ(t), v), θ〉D′(0,T )×D(0,T )

= −i〈(φ(t)ψ(t)χω, v), θ〉D′(0,T )×D(0,T )

e

〈(φ′′(t), w), θ〉D′(0,T )×D(0,T ) + 〈(∇φ(t),∇w), θ〉D′(0,T )×D(0,T )

〈(a(x)φ(t), w), θ〉D′(0,T )×D(0,T ) = 〈(|ψ(t)|2χω, w), θ〉D′(0,T )×D(0,T ),

ou ainda,

(ψ′(t), v) + i(∇ψ(t),∇v) + α(b(x)|ψ(t)|2ψ(t), v)

+ α(b(x)ψ(t), v) = −i(φ(t)ψ(t)χω, vj),
(3.96)
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para todo v ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) em D′(0, T ), e

(φ′′(t), w) + (∇φ(t),∇w) + (a(x)φ′(t), w) = (|ψ(t)|2χω, w), (3.97)

para todo w ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) em D′(0, T ).

Assim, segue que todo conjunto de soluções {ψ, φ} satisfazendo as equações (3.96) e

(3.97), respectivamente, é solução do sistema (3.1).

3.1.4 Dados Iniciais

Notemos inicialmente que, em particular, ψ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ↪→ L2(Q) e ψ′ ∈

L∞(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L2(Q). Então, ψ ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ↪→ C0([0, T ];L2(Ω)). Assim, faz sen-

tido falarmos em ψ(0) e ψ(T ).

Seja θ ∈ C1([0, T ];R) tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. De (3.95) vem que, se k > j (j

arbitrariamente fixado), então∫ T

0

(ψ′k(t), wj)θ(t) dt −→
∫ T

0

(ψ′(t), wj)θ(t) dt. (3.98)

Integrando-se por partes, temos

−(ψk(0), wj)−
∫ T

0

(ψk(t), wj)θ
′(t) dt −→ −(ψ(0), wj)−

∫ t

0

(ψ(t), wj)θ
′(t) dt. (3.99)

Agora, de (3.83) resulta que∫ T

0

(ψk(t), wj)θ
′(t) dt −→

∫ T

0

(ψ(t), wj)θ
′(t) dt (3.100)

o que implica que

−(ψk(0), wj) −→ −(ψ(0), wj) (3.101)

Decorre daí que ψk(0) ⇀ ψ(0) em L2(Ω). Por outro lado, de (2.8) temos

ψk(0) ⇀ ψ0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ↪→ H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω),

o que nos leva, por conta da unicidade do limite, a concluir que ψ(0) = ψ0.

Analogamente, mostra-se que φ(0) = φ0 e φ′(0) = φ1.
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3.1.5 Unicidade

Sejam {ψ1, φ1} e {ψ2, φ2} soluções do problema (3.1). Então, z = ψ1 − ψ2 e w =

φ1 − φ2 satisfazem:
iz′ + ∆z + iα(b(x)|ψ1|2ψ1 − |ψ2|2ψ2) + iαb(x)z = (φ1ψ1 − φ2ψ2)χω em Ω× (0,∞),

w′′ −∆w + a(x)w′ = (|ψ1|2 − |ψ2|2)χω em Ω× (0,∞),

w = z = 0 em Γ× (0,∞),

w(0) = w′(0) = 0, z(0) = 0 em Ω.

(3.102)

Multiplicando a primeira equação de (3.102) por −i e a compondo com z, e a segunda

com w′, obtemos

(z′(t), z(t))− i(∆z(t), z(t)) + α(b(x)|ψ1(t)|2ψ1(t)− b(x)|ψ2(t)|2ψ2(t), z(t))

+α(b(x)z(t), z(t)) = −i(φ1(t)ψ1(t)− φ2(t)ψ2(t))χω, z(t))
(3.103)

e

(w′′(t), w′(t))− (∆w(t), w′(t)) + (a(x)w′(t), w′(t)) = ((|ψ1(t)|2 − |ψ2(t)|2)χω, w
′(t)). (3.104)

Tomando a parte real da equação (3.103) e de (3.104) concluímos que

1

2

d

dt
‖z(t)‖2

L2(Ω) +Re[α(b(x)|ψ1(t)|2ψ1(t)− b(x)|ψ2(t)|2ψ2(t), z(t))]

+ α

∫
Ω

b(x)|z(t)|2 dx = Re[−i(φ1(t)ψ1(t)χω − φ2(t)ψ2(t)χω, z(t))]
(3.105)

e

1

2

d

dt

(
‖w′(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇w(t)‖2
L2(Ω)

)
+

∫
Ω

a(x)|w′(t)|2 dx = ((|ψ1(t)|2 − |ψ2(t)|2)χω, w
′(t))].

(3.106)

Observemos que

(b(x)|ψ1(t)|2ψ1(t)− b(x)|ψ2(t)|2ψ2(t), ψ1(t)− ψ2(t))

=

∫
Ω

(b(x)|ψ1(t)|2ψ1(t)− b(x)|ψ2(t)|2ψ2(t)(ψ1(t)− ψ2(t)) dx

=

∫
Ω

(b(x)|ψ1(t)|2ψ1(t)ψ1(t)− b(x)|ψ1(t)|2ψ1(t)ψ2(t)

− b(x)|ψ2(t)|2ψ2(t)ψ1(t) + b(x)|ψ2(t)|2ψ2(t)ψ2(t)) dx

=

∫
Ω

(b(x)|ψ1(t)|4 + b(x)|ψ2(t)|4 − b(x)|ψ1(t)|2ψ1(t)ψ2(t)− b(x)|ψ2(t)|2ψ2(t)ψ1(t)) dx.

(3.107)
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Então, usando o fato que Re(z1z2) = Re(z1z2) e Rez ≤ |z|, obtemos

Re(b(x)|ψ1(t)|2ψ1(t)− b(x)|ψ2(t)|2ψ2(t), ψ1(t)− ψ2(t))

=

∫
Ω

[b(x)|ψ1(t)|4 + b(x)|ψ2(t)|4 − (b(x)|ψ1(t)|2 − b(x)|ψ2(t)|2)Re(ψ1(t)ψ2(t))] dx

≥
∫

Ω

b(x)|ψ1(t)|4 + b(x)|ψ2(t)|4 − |ψ1(t)ψ2(t)|(b(x)|ψ1(t)|2 + b(x)|ψ2(t)|2) dx

=

∫
Ω

(b(x)|ψ1(t)|4 + b(x)|ψ2(t)|4 − b(x)|ψ1(t)|3|ψ2(t)| − b(x)|ψ2(t)|3|ψ1(t)|) dx

=

∫
Ω

b(x)|ψ1(t)|3(|ψ1(t)| − |ψ2(t)|)− b(x)|ψ2(t)|3(|ψ1(t)| − |ψ2(t)|) dx∫
Ω

(b(x)|ψ1(t)|3 − b(x)|ψ2(t)|3)(|ψ1(t)| − |ψ2(t)|) dx.

(3.108)

Notemos que, adicionando e subtraindo o termo ψ2φ1χω no lado direito da expressão

(3.105), deduzimos que

([φ1(t)ψ1(t)− φ2(t)ψ2(t)]χω, ψ1(t)− ψ2(t))

= ([φ1(t)(ψ1(t)− ψ2(t)) + ψ2(t)(φ1(t)− φ2(t))]χω, ψ1(t)− ψ2(t))

=

∫
ω

[φ1(t)(ψ1(t)− ψ2(t)) + ψ2(t)(φ1(t)− φ2(t))](ψ1(t)− ψ2(t)) dx

=

∫
ω

[φ1(t)z(t) + ψ2(t)ω(t)]z(t) dx

=

∫
ω

φ1(t)|z(t)|2 dx+

∫
ω

ψ2(t)ω(t)z(t) dx.

(3.109)

Logo, pelas desigualdades de Hölder, Young e por (3.109), temos

Re(−i(φ1(t)ψ1(t)− φ2(t)ψ2(t))χω, z(t)) = Re

(
−i
∫
ω

|ψ2(t)||ω(t)||z(t)| dx
)

≤
∫
ω

|ψ2(t)||w(t)||z(t)| dx

≤ ‖ψ2(t)‖L4(ω)‖w(t)‖L4(ω)‖z(t)‖L2(ω)

≤ 1

2
‖ψ2(t)‖2

L4(Ω)‖w(t)‖2
L4(Ω) +

1

2
‖z(t)‖2

L2(Ω)

≤ c

2
‖w(t)‖2

L4(Ω) +
1

2
‖z(t)‖2

L2(Ω)

≤ C(‖∇w(t)‖2
L2(Ω) + ‖z(t)‖2

L2(Ω)).

(3.110)
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Também, do lado direito da equação (3.106), temos

Re([|ψ1(t)|2 − |ψ2(t)|2]χω, w
′(t))

= Re

(∫
ω

(|ψ1(t)|2 − |ψ2(t)|2)χωw
′(t) dx

)
= Re

(∫
ω

[ψ1(t)ψ1(t)− ψ2(t)ψ1(t) + ψ2(t)ψ1(t)− ψ2(t)ψ2(t)]w′(t) dx

)
= Re

(
[ψ1(t)− ψ2(t)]ψ1(t)w′(t) dx

)
+Re

(∫
ω

[ψ1(t)− ψ2(t)]ψ2(t)w′(t) dx

)
≤
∫
ω

|z(t)||ψ1(t)||w′(t)| dx+

∫
ω

|z(t)||ψ2(t)||w′(t)| dx

≤
∫
ω

(|ψ1(t)|+ |ψ2(t)|)|z(t)||w′(t)| dx.

(3.111)

Substituindo em (3.105) as expressões (3.108) e (3.110), e em (3.106) a (3.111), decorre

que

1

2

d

dt
‖z(t)‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

(b(x)|ψ1(t)|3 − b(x)|ψ2(t)|3)(|ψ1(t)| − |ψ2(t)|) dx+ α

∫
Ω

b(x)|z(t)|2 dx

≤ c(‖∇w(t)‖2
L2(Ω) + ‖z(t)‖2

L2(Ω))

(3.112)

e

1

2

d

dt
(‖w′(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇w(t)‖2
L2(Ω)) +

∫
Ω

a(x)|w′(t)|2 dx

≤
∫
ω

(|ψ1(t)|+ |ψ2(t)|)|z(t)||w′(t)| dx.
(3.113)

Somando as expressões (3.112) e (3.113), e levando em conta que∫
Ω

(b(x)|ψ1(t)|3 − b(x)|ψ2(t)|3)(|ψ1(t)| − |ψ2(t)|) dx ≥ 0

e

α

∫
Ω

b(x)|z(t)|2 dx ≥ 0, e
∫

Ω

a(x)|w′(t)|2 dx ≥ 0,
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segue que,

1

2

d

dt
(‖z(t)‖2

L2(Ω) + ‖w′(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇w(t)‖2

L2(Ω)) ≤ C(‖∇w(t)‖2
L2(Ω) + ‖z(t)‖2

L2(Ω))

+

∫
ω

(|ψ1(t)|+ |ψ2(t)|)|z(t)|‖w′(t)| dx

≤ C(‖∇w(t)‖2
L2(Ω) + ‖z(t)‖2

L2(Ω)) +

∫
ω

M |z(t)||w′(t)| dx

≤ C(‖∇w(t)‖2
L2(Ω) + ‖z(t)‖2

L2(Ω)) +
M

2

∫
ω

|z(t)|2 + |w′(t)|2 dx.

(3.114)

Convém observar que a solução (ψ1, ψ2) ∈ L∞(0,∞, H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)). Além disso,

considerando que pela imersão de Sobolev H2(Ω) ↪→ CB(Ω), onde

CB(Ω) = {u ∈ C0(Ω);u é limitada em Ω} é um espaço de Banach, obtemos

1

2

d

dt
(‖z(t)‖2

L2(Ω) + ‖w′(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇w(t)‖2

L2(Ω)) ≤ C(‖∇w(t)‖2
L2(Ω) + ‖z(t)‖2

L2(Ω) + ‖w′(t)‖2
L2(Ω)).

(3.115)

Multiplicando (3.115) por 2, integrando de 0 a t, t ∈ [0, T ], e observando em (3.102)

que w(0) = w′(0) = 0 e z(0) = 0 em Ω, obtemos a seguinte desigualdade

‖z(t)‖2
L2(Ω)+‖w′(t)‖2

L2(Ω)+‖∇w(t)‖2
L2(Ω) ≤ 2C

∫ t

0

(‖z(s)‖2
L2(Ω)+‖w′(s)‖2

L2(Ω)+‖∇w(s)‖2
L2(Ω)) ds.

Finalmente, aplicando o Lema de Gronwall na expressão anterior chegamos a

‖z(t)‖2
L2(Ω) + ‖w′(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇w(t)‖2
L2(Ω) ≤ 0, ∀t ∈ [0, T ].

Então, segue que z = 0 e w = 0, ou seja, ψ1 = ψ2 e φ1 = φ2.

Portanto, provamos a unicidade de soluções do problema (3.1), o que conclui a prova

do teorema.

Agora, lembremos que da primeira estimativa a priori temos

(ψm) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)).

Assim, pela Proposição 1.15,

‖ψ(t)‖L∞(0,∞;L2(Ω) ≤ lim inf
m
‖ψm(t)‖L∞(0,∞;L2(Ω)

≤ C(‖ψ0‖L2(Ω)).
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Logo,

(ψ) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)).

Prosseguindo de maneira análoga, segue que todas as limitações obtidas nas estimativas

a priori são válidas para {ψ, φ}, o que nos permite dizer que

ψ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), ψ

′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)),

φ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), φ

′ ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

e φ
′′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)).

Assim, o teorema está provado.

3.2 Decaimento Uniforme

Nesta seção vamos trabalhar com soluções regulares {ψ(t), φ(t), φt(t)} para o pro-

blema (3.1), isto é, aquelas que estão em H1
0 (Ω)∩H2(Ω)×H1

0 (Ω)∩H2(Ω)×H1
0 (Ω), e tomando

{ψ0, φ0, φ1} ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω)×H1

0 (Ω)∩H2(Ω)×H1
0 (Ω) := H, tais que ‖{ψ0, φ0, φ1}‖H ≤ L,

onde L > 0. Assim, pela primeira equação do problema (3.1), temos

ψ′ − i∆ψ + αb(x)(|ψ|2 + 1)ψ = −iφψχω. (3.116)

Multiplicando (3.116) por ψ e integrando em Ω, temos∫
Ω

ψ′ψ dx+ i

∫
Ω

|∇ψ|2 dx+ α

∫
Ω

b(x)(|ψ|4 + |ψ|2) dx = −i
∫
ω

φ|ψ|2 dx. (3.117)

Tomando a parte real em (3.117), obtemos

1

2

d

dt
‖ψ(t)‖2

L2(Ω) + α

∫
Ω

(b(x)(|ψ|4 + |ψ|2) dx = 0. (3.118)

Multiplicando a segunda equação por φ′, integrando em Ω e fazendo uso da fórmula de

Green, deduzimos

1

2

d

dt
(‖φ′‖2

L2(Ω) + ‖∇φ‖2
L2(Ω)) dx+

∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx =

∫
ω

|ψ|2φ′ dx. (3.119)
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Somando (3.118) e (3.119), obtemos

E ′(t) + α

∫
Ω

b(x)(|ψ|4 + |ψ|2) dx+

∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx =

∫
ω

|ψ|2φ′ dx. (3.120)

Agora, vamos analisar o termo a direita em (3.120). Temos, pela Hipótese 3.1, e fa-

zendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz,∣∣∣∣∫
ω

|ψ|2φ′ dx
∣∣∣∣ ≤ (∫

ω

|ψ|4 dx
) 1

2
(∫

ω

|φ′|2 dx
) 1

2

(3.121)

≤ b
− 1

2
0

(∫
ω

b0|ψ|4 dx
) 1

2

a
− 1

2
0

(∫
ω

a0|φ′|2 dx
) 1

2

≤ b
− 1

2
0

(∫
ω

b(x)|ψ|4 dx
) 1

2

a
− 1

2
0

(∫
ω

a(x)|φ′|2 dx
) 1

2

≤ 1

2a0b0

∫
Ω

b(x)|ψ|4 dx+
1

2

∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx.

Combinando (3.120), (3.121) e uma vez que α ≥ 5

2a0b0

, segue que β := α− 1
2a0b0

> 0,

e vale

E ′(t) ≤ −β
∫

Ω

b(x)|ψ|4 dx− α
∫

Ω

b(x)|ψ|2 dx− 1

2

∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx

≤ −k
[∫

Ω

b(x)(|ψ|4 + |ψ|2) dx+

∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx
]
dt, (3.122)

onde k = min{1
2
, β}.

De (3.122) deduzimos dois fatos: (i) a aplicação t ∈ (0,∞) 7→ E(t) é não crescente e,

além disso, (ii) temos a seguintes desigualdade de energia

E(t2)− E(t1) ≤ −k
∫ t2

t1

[∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx+

∫
Ω

b(x)(|ψ|4 + |ψ|2) dx

]
dt,

para 0 ≤ t1 ≤ t2 < +∞, o que é fundamental para a prova.

Agora, vamos enunciar nosso resultado de estabilidade.

Teorema 3.5 Assuma que a hipótese do Teorema 3.4 e a Hipótese 3.3 são válidas. Então, existem

C, γ constantes positivas tais que

E(t) ≤ Ce−γtE(0), para todo t ≥ 0, (3.123)
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e para toda solução regular do problema (3.1) na classe dada no teorema anterior, desde que os

dados iniciais são tomados em conjuntos limitados deH.

Seja T0 > 0 considerado suficientemente grande para nosso propósito. Vamos provar o

seguinte lema:

Lema 3.6 Para todo T > T0 existe uma constate positiva C = C(T ) tal que se {ψ, φ, φ′} é uma

solução regular de (3.1), com valores iniciais {ψ0, φ0, φ1} tomados em um limitado deH, temos

E(0) ≤ C

∫ T

0

[∫
Ω

b(x)(|ψ|4 + |ψ|2) dx+

∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx
]
dt. (3.124)

Demonstração: Vamos argumentar por contradição. Suponha que (3.124) não se verifica e seja

{ψk(0), φk(0), φ′k(0)} uma sequência de dados iniciais onde as soluções correspondentes {ψk, φk, φ′k},

com Ek(0) uniformemente limitada em k, verificam

lim
k→+∞

Ek(0)∫ T
0

∫
Ω
b(x)(|ψk|4 + |ψk|2) dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|φ′k|2 dx dt

= +∞,

ou

lim
k→+∞

∫ T
0

∫
Ω
b(x)(|ψk|4 + |ψk|2) dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|φ′k|2 dx dt

Ek(0)
= 0. (3.125)

Como Ek(t) é não crescente e Ek(0) limitada então, obtemos uma subsequência, ainda

denotada por {ψk, φk, φ′k}, que verifica

ψk
∗
⇀ ψ em L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.126)

φk
∗
⇀ φ em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (3.127)

φ′k
∗
⇀ φ′ em L∞(0, T ;L2(Ω)). (3.128)

Temos também, pelo Teorema 1.26 (Aubin-Lions) que

φk → φ fortemente em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.129)
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Retornando para (3.125) e uma vez que Ek(0) ≤ L, deduzimos que

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ′k|2dx dt = 0, (3.130)

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

b(x)(|ψk|4 + |ψk|2) dx dt = 0. (3.131)

Considere a sequência de problemas
iψ′k + ∆ψk + iαb(x)(|ψk|2ψk + ψk) = φkψkχω, em Ω× (0, T ),
φ′′k −∆φk + a(x)φ′k = |ψk|2χω, em Ω× (0, T ),
ψk = 0 em Γ× (0, T ),
φk = 0 em Γ× (0, T ),
φ′k −→ 0 em L2(0, T ;L2(ω)).

(3.132)

Definindo

ck := [Ek(0)]
1
2 ,

φ̂k =
1

ck
φk e ψ̂k =

1

ck
ψk,

inferimos que

Êk(t) =
1

2

[∫
Ω

|ψ̂k|2 dx+

∫
Ω

|φ̂′k|2 dx+

∫
Ω

|∇φ̂k|2 dx
]

=
1

2c2
k

[∫
Ω

|ψk|2 dx+

∫
Ω

|φ′k|2 dx+

∫
Ω

|∇φk|2 dx
]

=
Ek(t)

c2
k

,

isto é,

Êk(t) =
Ek(t)

Ek(0)
. (3.133)

Em particular,

Êk(0) = 1. (3.134)

Agora, considere a sequência de problemas
iψ̂′k + ∆ψ̂k + iαb(x)(|ψk|2ψ̂k + ψ̂k) = φ̂kψkχω, em Ω× (0, T ),

φ̂′′k −∆φ̂k + a(x)φ̂′k = |ψk|2
ck
χω, em Ω× (0, T ),

ψ̂k = 0 em Γ× (0, T ),

φ̂k = 0 em Γ× (0, T ),

(3.135)
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e, por (3.134), para uma subsequência {ψ̂k, φ̂k, φ̂′k}, obtemos

ψ̂k
∗
⇀ ψ̂ em L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.136)

φ̂k
∗
⇀ φ̂ em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (3.137)

φ̂′k
∗
⇀ φ̂′ em L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.138)

φ̂k → φ̂ fortemente em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.139)

Consequentemente, por (3.130) e (3.131), e uma vez que Ek(0) ≤ L, valem

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ̂′k|2dx dt = 0, (3.140)

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

b(x)

(
|ψk|4

c2
k

+ |ψ̂k|2
)
dx dt = 0. (3.141)

e de (3.140), temos

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
ω

|φ̂′k|2dx dt = 0

Considerando a imersão H2(Ω) ↪→ L∞(Ω) para n = 2 e (3.131) temos

lim
k→∞

∫ T

0

∫
Ω

|iαb(x)|ψk|2ψ̂k|2 dx dt = 0 (3.142)

e, por (3.131), temos também

lim
k→∞

∫ T

0

∫
ω

|φ̂kψk|2 dx dt = 0. (3.143)

Passando o limite quando k →∞ em (3.135) e considerando as convergências (3.130),

(3.131), (3.142) e (3.143), obtemos


φ̂′′ −∆φ̂ = 0 em Ω× (0, T ),

φ̂ = 0 em Γ× (0, T ),

φ̂′ = 0 q. s. em ω × (0, T ),

(3.144)

e


iψ̂′ + ∆ψ̂ = 0 em Ω× (0, T ),

ψ̂ = 0 em Γ× (0, T ),

ψ̂ = 0 q. s. em ω × (0, T ).

(3.145)
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Então, para φ̂′ = v em (3.144), obtemos, no sentido distribucional,
v′′ −∆v = 0 em D′(Ω× (0, T )),
v = 0 em Γ× (0, T ),
v = 0 q. s. em ω × (0, T ).

(3.146)

Pelo teorema de unicidade de Holmgren, concluímos que v ≡ 0, isto é, φ′ ≡ 0. Retor-

nando para (3.144) obtemos a seguinte equação para quase todo t ∈ (0, T ) :{
−∆φ̂ = 0 em Ω,

φ̂ = 0 em Γ.
(3.147)

Multiplicando a equação acima por φ̂, deduzimos

0 = −
∫

Ω

∆φ̂ φ̂ dx =

∫
Ω

|∇φ̂|2 dx,

ou seja, φ̂ = 0. Analogamente, pelo teorema de Holmgren concluímos que ψ̂ = 0 q. s. em Ω.

Portanto, temos que φ̂ = ψ̂ = 0 e então, as convergências dadas acima em (3.136) - (3.139) são

válidas com ψ̂ = φ̂ = φ̂′ = 0.

Para chegar a uma contradição basta provar que Êk(0) → 0 onde k → ∞. De fato,

temos

Êk(0) =
1

2

∫
Ω

[
|ψ̂k(x, 0)|2 + |φ̂′k(x, 0)|2 + |∇φ̂k(x, 0)|2

]
dx dt.

Uma vez que

Eψ̂k(0) =
1

2

∫
Ω

|ψ̂k(x, 0)|2 dx

e

Eφ̂k(0) =
1

2

∫
Ω

(
|φ̂′k(x, 0)|2 + |∇φ̂k(x, 0)|2

)
dx,

deduzimos que

Êk(0) = Eψ̂k(0) + Eφ̂k(0).

Devemos provar que Êk(0) → 0 quando k → ∞ mostrando, separadamente, que

Eψ̂k(0) → 0, quando k → ∞, Eφ̂k(0) → 0, k → ∞, e usando os resultados de observabilidade

para a equação da onda e Schrödinger, ou seja, considerando
iu′ + ∆u = 0 em Ω× (0, T ),
u = 0 em Γ× (0, T ),
u(0) = u0 em L2(Ω),

(3.148)
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e 
y′′ + ∆y = 0 em Ω× (0, T ),
y = 0 em Γ× (0, T ),
y(0) = y0 ∈ H1

0 (Ω),
y′(0) = y1 ∈ L2(Ω),

(3.149)

então, sabemos que existem constantes c1, c2 > 0 e T0 > 0 tais que

Eu(0) =
1

2

∫
Ω

|u(x, 0)|2 dx ≤ c1

∫ T

0

∫
ω

|u(x, t)|2 dx dt (3.150)

e

Ey(0) =
1

2

∫
Ω

(|y′(x, 0)|2 + |∇y(x, 0)|2) dx ≤ c2

∫ T

0

∫
ω

|y′(x, t)|2 dx dt, (3.151)

para todo T > T0, onde c1 e c2 independem dos dados iniciais.

Considere os seguintes problemas
iψ̂k
′
+ ∆ψ̂k + iαb(x)(|ψk|2ψ̂k + ψ̂k) = φ̂kψkχω em Ω× (0, T ),

ψ̂k = 0 em Γ× (0, T ),

ψ̂k(0) = ψ̂0k em Ω,

(3.152)


iv′k + ∆vk = 0 em Ω× (0, T ),
vk = 0 em Γ× (0, T ),

vk(0) = ψ̂0k em Ω,

(3.153)

e  iw′k + ∆wk = −iαb(x)(|ψk|2ψ̂k + ψ̂k) + φ̂kψkχω em Ω× (0, T ),
wk = 0 em Γ× (0, T ),
ŵk(0) = 0 em Ω.

(3.154)

Note que ψ̂k = vk + wk é a solução de (3.152), onde vk é a solução de (3.153) e wk é a

solução de (3.154). Além disso, ψ̂k = vk +wk = 0 em Γ× (0, T ) e ψ̂k(0) = vk(0) +wk(0) = ψ̂0k.

Portanto, segue que

Eψ̂k(0) = Evk(0) ≤ c1

∫ T

0

∫
ω

|vk|2 dx dt (3.155)

≤ c1

∫ T

0

∫
ω

|ψ̂k|2 + |wk|2 dx dt

≤ ĉ1

(∫ T

0

∫
Ω

b(x)|ψ̂k|2 dx dt+

∫ T

0

∫
ω

|wk|2 dx dt
)
.

Vamos definir a seguinte forma linear e contínua

T : L2(Ω)× L1(0, T, L2(Ω)) → L∞(0, T, L2(Ω))

(z0, f) 7→ T (z0, f) = z,
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onde z é a solução do problema
iz′ + ∆z = f em Ω× (0, T ),
z = 0 em Γ× (0, T ),
z(0) = z0 ∈ L2(Ω).

(3.156)

Claramente T é linear. Vamos provar que T é contínua. De fato, z é uma solução de

(3.156) assim, z satisfaz a equação integral

z(t) = S(t)z0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s) ds,

onde S(t) é o semigrupo gerado pelo operador maximal monótono A, e

A : D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω)

y 7→ Ay = −i∆y.

Então, levando em conta que ‖S(t)‖L(L2(Ω)) ≤M, temos a seguinte estimativa

‖z(t)‖2
2 ≤ c3‖z0‖2

2 + c4

(∫ t

0

‖f(s)‖2 ds

)2

≤ C(‖z0‖2
2 + ‖f‖2

L1(0,T,L2(Ω))) = C(‖(z0, f)‖2
L2(Ω)×L1(0,T,L2(Ω))),

o que mostra que T é contínua.

Desta forma, como L∞(0, T, L2(Ω)) ↪→ L2(0, T, L2(Ω)), e denotando

f(t) = −iαb(x)(|ψk(t)|2ψ̂k(t) + ψ̂k(t)) + φ̂k(t)ψk(t)χω, z0 = 0, segue, pela desigualdade de

Hölder e a continuidade de T, que

I :=

∫ T

0

∫
ω

|wk|2 dx dt

≤ ‖wk‖2
L∞(0,T,L2(Ω))

≤ C‖f‖2
L2(0,T,L2(Ω))

≤ C(T )

(∫ T

0

∫
Ω

|φ̂kψkχω − iαb(x)(|ψk|2ψ̂k + ψ̂k)|2 dx dt
)
. (3.157)

Portanto, de (3.155) e (3.157), temos

Eψ̂k(0) ≤ C(T )

(∫ T

0

∫
Ω

b(x)|ψ̂k|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

|φ̂kψkχω − iαb(x)(|ψk|2ψ̂k + ψ̂k)|2 dx dt
)

≤ C(T )

(∫ T

0

∫
Ω

b(x)|ψ̂k|2 dx dt+

∫ T

0

∫
ω

|φ̂kψk|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

|iαb(x)|ψk|2ψ̂k|2 dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

|iαb(x)ψ̂k|2 dx dt
)
.
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Logo, por (3.141), (3.142) e (3.143), obtemos

Eψ̂k(0)→ 0, (3.158)

quando k →∞. Analogamente, considere os seguintes problemas
φ̂k
′′
−∆φ̂k + a(x)φ̂k

′
= |ψk|2

ck
χω em Ω× (0, T ),

φ̂k = 0 em Γ× (0, T ),

φ̂k(0) = φ̂0k em Ω,

φ̂k
′
(0) = φ̂1k em Ω,

(3.159)


v′k + ∆vk = 0 em Ω× (0, T ),

vk = φ̂0k em Γ× (0, T ),

vk(0) = φ̂0k em Ω,

v′k(0) = φ̂1k em Ω,

(3.160)

e 
w′′k + ∆wk = −a(x)φ̂′k + |ψk|2

ck
χω em Ω× (0, T )

wk = 0 em Γ× (0, T ),
wk(0) = 0 em Ω,
w′k(0) = 0 em Ω.

(3.161)

Note que φ̂k = vk + wk é a solução de (3.159), onde vk é a solução de (3.160) e wk é a solução

de (3.161). Além disso, φ̂k = vk + ωk = 0 em Γ × (0, T ), φ̂k(0) = vk(0) + wk(0) = φ̂0k, e

φ̂′k(0) = v′k(0) + w′k(0) = φ̂1k. Então, segue que

Eφ̂k(0) = Evk(0) ≤ c1

∫ T

0

∫
ω

|v′k|2 dx dt

≤ c1

∫ T

0

∫
ω

|φ̂k
′
|2 + |w′k|2 dx dt

≤ ĉ1

(∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ̂k
′
|2 dx dt+

∫ T

0

∫
ω

|w′k|2 dx dt
)
.

(3.162)

Vamos definir a seguinte forma linear e contínua

T : R× L1(0, T, L2(Ω)) → L∞(0, T, L2(Ω))

(z0, z1, f) 7→ T (z0, z1, f) = z′,

ondeR = H1
0 (Ω)× L2(Ω) e z é a solução do problema

z′′ −∆z = f em Ω× (0, T ),
z = 0 em Γ× (0, T ),
z(0) = z0 ∈ H1

0 (Ω),
z′(0) = z1 ∈ L2(Ω).

(3.163)
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Claramente T é linear. Vamos provar que T é contínua. Com efeito, como Z =

(
z
z′

)
é a solução do problema {

Z ′ + AZ = F,
Z(0) = Z0,

(3.164)

onde A =

(
0 − I
−∆ 0

)
e F =

(
0
f

)
, temos que Z satisfaz a equação integral

Z(t) = S(t)Z0 +

∫ t

0

S(t− s)F (s) ds,

em que S(t) é o semigrupo gerado pelo operador maximal monótono A. Portanto, considerando

que ‖S(t)‖L(L2(Ω)) ≤M, chegamos na seguinte estimativa

‖z′(t)‖2
2 ≤ ‖Z(t)‖2

R

≤ c1‖(z0, z1)‖2
R + c2

(∫ t

0

∥∥∥∥( 0
f

)∥∥∥∥
R
ds

)2

≤ c3(‖(z0, z1)‖2
R + c3‖f‖2

L1(0,T ;L2(Ω))

≤ c4‖((z0, z1), f)‖2
R×L1(0,T ;L2(Ω)).

Portanto,

‖z′‖2
∞ ≤ c4‖((z0, z1), f)‖2

R×L1(0,T ;L2(Ω)),

de modo que c4 = max{c1, c3}, o que mostra que T é contínua.

Desta forma, comoL∞(0, T, L2(Ω)) ↪→ L2(0, T, L2(Ω)), e denotando f(t) = −a(x)φ̂k
′
(t)+

ψ̂k
2
(t)

ck
χω e z0 = z1 = 0, segue, pela desigualdade de Holder e a continuidade de T, que

I :=

∫ T

0

∫
ω

|w′k|2 dx dt

≤ ‖wk‖L∞(0,T,L2(Ω))

≤ C‖f‖2
L2(0,T,L2(Ω))

≤ C(T )

(∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣ |ψk|2ck
χω − a(x)φ′k

∣∣∣∣2 dx dt
)
. (3.165)

Portanto, por (3.162) e (3.165) temos

Eφ̂k(0) ≤ C(T )

(∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ̂k
′
|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣ |ψk|2ck
χω − a(x)φ̂′k

∣∣∣∣2
)

≤
(∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ̂k
′
|2 dx dt+

∫ T

0

∫
ω

|ψk|4

c2
k

dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|φ̂k
′
|2 dx dt

)
.
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Então, por (3.140) e (3.141) obtemos

Eφ̂k(0)→ 0, (3.166)

quando k →∞.

Portanto,

Êk(0) = Eψ̂k(0) + Eφ̂k(0)→ 0

quando k → +∞, o que é absurdo em vista de (3.134). Portanto, o lema está provado. 2

Tome T0 suficientemente grande. Pela desigualdade da energia deduzimos

E(T0)− E(0) ≤ −k
∫ T0

0

(∫
Ω

a(x)|φ′|2 dx+

∫
Ω

b(x)(|ψ|4 + |ψ|2) dx

)
︸ ︷︷ ︸

:=D(t)

dt (3.167)

e, pelo Lema 3.6, temos

E(0) ≤ C

∫ T0

0

D(t). (3.168)

De (3.167) segue que

C

∫ T0

0

D(t) dt ≤ −C
k
E(T0) +

C

k
E(0). (3.169)

Combinando (3.168) e (3.169), obtemos

E(T0) ≤ E(0) ≤ C

∫ T0

0

D(t) dt ≤ −C
k
E(T0) +

C

k
E(0).

Assim, (
1 +

C

k

)
E(T0) ≤ C

k
E(0).

Então,

E(T0) ≤ C

k + C
E(0),

ou seja,

E(T0) ≤ αE(0),

onde 0 < α < 1.
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Logo, tomando T0 suficientemente grande, para T > T0 obtemos

E(T ) ≤ E(T0) ≤ αE(0).

Portanto,

E(T ) ≤ αE(0), para todo T > T0,

onde 0 < α < 1.

Procedendo de forma similar como feito anteriormente para T e 2T , deduzimosE(2T ) ≤

αE(T ), para todo T > T0, e, consequentemente,

E(2T ) ≤ α2E(0), para todo T > T0.

Em geral,

E(nT ) ≤ αnE(0), para todo T > T0.

Vamos considerar, agora, t > T0, então t = nT0 + r para algum 0 ≤ r < T0. Portanto,

E(t) ≤ E(t− r) = E(nT0) ≤ αnE(0) = α
t−r
T0 E(0) = e

t−r
T0

lnα
E(0),

o que implica a estabilidade exponencial.



CAPÍTULO 4

ESTABILIZAÇÃO PARA EQUAÇÃO DA ONDA
SEMILINEAR EM UM MEIO NÃO
HOMOGÊNEO COM DISSIPAÇÃO
LOCALMENTE DISTRIBUÍDA E

CONDIÇÕES DE FRONTEIRA DINÂMICA
DO TIPO CAUCHY-VENTCEL

Este capítulo, foi realizado em parceria com Adriana Flores de Almeida, Marcelo Mo-

reira Cavalcanti e Victor Hugo Gonzalez Martinez.

Neste capítulo vamos estudar a estabilidade uniforme da equação da onda com condi-

ções de fronteira dinâmica do tipo Cauchy-Ventcel posto em um meio não homogêneo e sujeito a

uma dissipação não linear localmente distribuída

ρ(x)utt − div[K(x)∇u] + a(x)g(ut) + f(u) = 0 em Ω× (0,∞),

η(x)vtt + η(x)∂νku+ η(x)vt = div[R(x)∇Tv] em Γ1 × (0,∞),

u = 0 sobre Γ0 × (0,∞),

u = v sobre Γ× (0,∞),

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0, u0|Γ
:= v0) em Ω× (0, T )

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1, u1|Γ
:= v1) em Ω× Γ.

(4.1)

onde Ω ⊂ Rn é um domínio limitado de classe C2 para n ≥ 2, com fronteira ∂Ω = Γ = Γ0∪Γ1, tal

que Γi, i = 0, 1 são subconjuntos não vazios, fechados e disjuntos de Γ, ρ : Ω→ R+, kij : Ω→ R,

1 ≤ i, j ≤ n são funções em C∞(Ω) tais que para todo x ∈ Ω e ξ ∈ Rn,

α0 ≤ ρ(x) ≤ β0, kij(x) = kji(x), α|ξ|2 ≤ ξ> ·K(x) · ξ ≤ β|ξ|2, (4.2)
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onde α0, β0, α, β são constantes positivas, K(x) = (kij)i,j é uma matriz definida simétrica positiva

e η : Γ → R+, rij : Γ → R, 1 ≤ i, j ≤ n, são funções em C∞(Γ) tais que, para todo x ∈ Γ e

ξ ∈ Rn,

α1 ≤ η(x) ≤ β1, rij(x) = rji(x), α2|ξ|2 ≤ ξ> ·R(x) · ξ ≤ β2|ξ|2, (4.3)

onde α1, β1, α2, β2 são constantes positivas e R(x) = (rij)i,j é uma matriz definida simétrica posi-

tivas. Vamos definir por ω1 uma vizinhança de Γ1 contida em Ω, ω0 uma vizinhança Γ0 contida em

Ω e ω = ω1 ∪ ω0. No que segue consideremos os seguintes espaços

H1
Γ0

(Ω) = {u ∈ H1(Ω);u|Γ0
= 0},

V = {z = (u, v) ∈ H1
Γ0

(Ω)×H1(Γ);u|Γ = v},

H = L2(Ω)× L2(Γ).

Equipados com as normas canônicas

‖u‖H1
Γ0

= ‖∇u‖2
L2(Ω),

‖z‖2
H = ‖u‖2

L2(Ω) + ‖v‖2
L2(Γ),

‖z‖2
V =

∫
Ω

|∇u|2 dx+

∫
Γ

|∇v|2 dΓ,

V e H são dois espaços de Hilbert e V é denso em H.

Vamos assumir as seguintes hipóteses:

Hipótese 4.1 • O termo não linear f ∈ C2(R) é uma função real e satisfaz

f(0) = 0, |f j(s)| ≤ k0(1 + |s|)p−j, j = 1, 2, ∀s ∈ R, (4.4)

o que implica, em particular, que para algum C > 0,

|f(s1)− f(s2)| ≤ C
(
1 + |s1|p−1 + |s2|p−1

)
|s1 − s2|, ∀s1, s2 ∈ R. (4.5)

• Sua primitiva F (s) =
∫ s

0
f(τ)dτ verifica

0 ≤ F (s) ≤ f(s)s, ∀s ∈ R, (4.6)
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e

p ≥ 1 para n = 2, e 1 ≤ p ≤ n

n− 2
para n ≥ 3.

Hipótese 4.2 A função a = a(x) ∈ L∞(Ω) ∩ C0(Ω) é uma função não negativa de valores reais e

satisfaz a seguinte condição

a ∈ L∞(Ω) ∩ C0(Ω); a(x) ≥ a0 > 0 em ω ⊂ Ω. (4.7)

Hipótese 4.3 Seja, g : R→ R uma função contínua, monótona não crescente tal queg(s)s > 0 para todo s 6= 0,

k1|s| ≤ |g(s)| ≤ k2|s| para todo |s| ≥ 1,
(4.8)

para algumas constantes positivas k1, k2. Inspirado em [61], seja h uma função côncava, estrita-

mente crescente, com h (0) = 0, e tal que

h (s g(s))) ≥ s2 + g2(s), para |s| < 1. (4.9)

Hipótese 4.4 ω controla geometricamente Ω, isto é, existe T0 > 0, tal que toda geodésica de

métrica G(x), onde G(x) =
(
K(x)
ρ(x)

)−1

, viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo de

t = 0, encontra o conjunto ω em um tempo t < T0.

A Hipótese 4.4 é a chamada de Condição Geométrica de Controle (C.G.C.). É sabido

que a C.G.C é uma condição necessária e suficiente para a estabilização e controle da equação da

onda linear (veja [10], [21], [27], [28], [40], [80] e suas referências).

Hipótese 4.5 Para todo T > 0, a única solução v pertencente ao espaçoC((0, T );H)∩C((0, T ),V′)

para o sistema ∂
2
t v − div[(K/ρ)∇v] + V (x, t)v = 0 em Ω× (0, T ),

v = 0 em ω,
(4.10)

onde V (x, t) ∈ Ln+1
2 ((0, T ), L

n+1
2 (Ω)), é a trivial v ≡ 0.
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Observação 4.6 Observe que no caso que V ≡ 0, a Hipótese 4.5 é satisfeita pelo trabalho de

Burq [20], ou pelas notas de leitura devido a Burq e Gérard [22](veja (6.28)-(6.29) na p. 75).

Para V (t, x) ∈ L∞((0, T ), Ln(Ω)) e considerando G(x) = Id, segue pelo trabalho pioneiro

de Ruiz [82]. De acordo com Koch e Tataru [58] (veja Teorema 15), no caso mais geral onde

V ∈ L
n+1

2 ((0, T ), L
n+1

2 (Ω)) e G podem não ser identidades, o princípio de continuação vale.

Consequentemente, sob condições específicas em [58], a Hipótese 4.5 cumpre-se.

Observação 4.7 É importante observar que a Hipótese 4.4 não é verificada para toda G =

(K/ρ)−1. Veja em [5] exemplos em que essa situação ocorre. Acontece facilmente quando G(x) =

Id, neste caso as geodésicas são linhas retas e, necessariamente, eles vão encontrar a região ω.

O principal objetivo deste capítulo é provar a existência e unicidade de soluções regu-

lares e fracas para o problema (4.1) e, além disso, que essas soluções decaem uniformemente para

zero, ou seja, definindo

E(t) :=

∫
Ω

ρ(x)|∂tu(x, t)|2 +∇u(x, t)T ·K(x) · ∇u(x, t) + F (u(x, t)) dx

+

∫
Γ

η(x)|∂tv(x, t)|2 +∇v(x, t)T ·R(x) · ∇Tv(x, t) dΓ,

(4.11)

onde F (λ) =
∫ λ

0
f(s) ds, temos

E(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
, para todo t > T0, (4.12)

com lim
t→∞

S(t) = 0, em que o semigrupo de contração S(t) é uma solução da equação diferencial

d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0, S(0) = E(0), (4.13)

com q dado como em (4.117) para toda a solução fraca do problema (4.1), desde que os dados

iniciais {u0, u0|Γ
u1, u1|Γ

} sejam tomados em conjuntos limitados de V × H. Este resultado é um

resultado de estabilização local. De fato, as taxas de decaimento dadas por (4.12) são uniformes

em cada bola sobre o espaço da energia V×H com raio R > 0 mas, este resultado não garante que

as taxas decaem globalmente, isto é, que (4.12) vale independente dos dados iniciais.

Em vez de estudar o problema específico (4.1), vamos considerar o problema auxiliar,

que será descrito na sequência. Para este propósito, vamos induzir em Ω uma métrica Riemanniana
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G de modo que (Ω,G) é uma variedade Riemanniana conexa, compacta, orientável n-dimensional

com métrica G de classe C∞ e fronteira suave ∂Ω. Da mesma forma, vamos induzir em Γ uma

métrica Riemanniana g de modo que (Γ,g) é uma variedade Riemanniana conexa, compacta e

orientável, com métrica g de classe C∞.

Denotaremos ∆G o operador Laplace-Beltrami em (Ω,G) e ∇G sua conexão Rie-

manniana. Também, denotaremos ∆g o operador Laplace-Beltrami em (Γ,g) e ∇g sua conexão

Riemanniana. Considere o seguinte problema

utt −∆Gu+ f(u) + a(x)g(ut) = 0 em Ω× (0,∞),

vtt + ∂νu+ vt = ∆gv em Γ1 × (0,∞),

u = 0 em Γ0 × (0,∞),

u = v em Γ× (0,∞),

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0, u0|Γ
:= v0) em V,

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1, u1|Γ
:= v1) em H.

(4.14)

A energia associada ao problema (4.14) é dada por

E(t) :=

∫
Ω

[
1

2
|ut(x, t)|2 +

1

2
|∇Gu(x, t)|2 + F (u(x, t))

]
dx

+

∫
Γ

[
1

2
|vt(x, t)|2 +

1

2
|∇gv(x, t)|2

]
dΓ.

(4.15)

Finalmente, voltemos ao problema original (4.1) tendo em mente que ρ ∈ C∞(Ω) e

α0 ≤ ρ(x) ≤ β0. Fixe um sistema de coordenadas (x1, . . . , xn) em (Ω, G) com métrica Rieman-

niana G = 〈·, ·〉, denote Gij = 〈∂/∂xi, ∂/∂xj〉, seja Gij = Kij/ρ a matriz inversa de Gij e o

conjunto ρ =
√

det(Gij). O operador Laplace-Beltrami neste sistema de coordenadas é dado por

∆Gu =
1√

detGij

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(√
detGijG

ij ∂u

∂xj

)
=

1

ρ(x)
div(K(x)∇u),

onde ∇ é o gradiente usual correspondente a métrica Euclidiana no domínio (x1, . . . , xn). Conse-

quentemente,

ρ(x)∂2
t u− div[K(x)∇u] = 0 ⇔ ∂2

t u−∆Gu = 0.

Analogamente, tendo em mente que η ∈ C∞(Γ) e α1 ≤ η(x) ≤ β1. Fixe um sis-

tema de coordenadas (x1, . . . , xn) em (Γ, g) com métrica Riemanniana g = 〈·, ·〉, seja gij =
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〈∂/∂xi, ∂/∂xj〉, seja gij = Rij/η a matriz inversa de Rij e o conjunto η =
√

det(gij). O ope-

rador Laplace-Beltrami neste sistema de coordenadas é dado por

∆gv =
1√

det gij

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(√
det gijg

ij ∂v

∂xj

)
=

1

η(x)
div(R(x)∇Tv),

onde∇T é o gradiente tangencial usual correspondente a métrica Euclidiana no domínio (x1, . . . , xn).

Consequentemente,

η(x)∂2
t v − div[R(x)∇Tv] = 0 ⇔ ∂2

t v −∆gv = 0,

e assim, analisar o problema (4.1) é equivalente a analisar o problema auxiliar (4.14).

4.1 Existência e Unicidade

Tomando U(t) = (u, v, ut, vt)
> o problema de valor inicial (4.14) pode ser reescrito

como um problema de primeira ordem como segue
dU

dt
(t) +AU(t) = F(U(t)),

U(0) = U0,
(4.16)

onde U0 = (u0, u0
|Γ , u

1, u1
|Γ) e o operador A : D(A) ⊂ V×H→ V×H é dado por

A =


0 0 −I 0
0 0 0 −I
−∆G 0 a(x)g(·) 0
∂ν −∆g 0 I

 , (4.17)

em que D(A) = {(x, y, z, w) ∈ V×H : (z, w) ∈ V,−∆Gx+ag(z) ∈ L2(Ω),−∆gy+∂νx+ω ∈

L2(Γ)} e operador F : V×H→ V×H é dado por

F =


0 0 0 0
0 0 0 0
−f(·) 0 0 0

0 0 0 0

 . (4.18)

Teorema 4.8 Assuma que as hipóteses do termo não linear f especificadas na Hipótese 4.1 são

satisfeitas, com a restrição p ≥ 1 se n = 2 e 1 ≤ p ≤ n
n−2

se n ≥ 3 e o valor inicial

(u0, u0
|Γ , u

1, u1
|Γ) ∈ V×H. Então, o problema (4.14) possui uma única solução fraca (u, v, ut, vt) ∈

C([0, T ];V×H). Além disso, se (u0, u0
|Γ , u

1, u1
|Γ) ∈ D(A), então a solução é regular.



4.1 Existência e Unicidade 139

Demonstração: Para provarmos que A gera um semigrupo em V × H devemos mostrar que

A é maximal monótono. A fim de provarmos que A é maximal monótono, consideremos A =

−(A+B) com operadores A e B definidos por

A =


0 0 I 0
0 0 0 I

∆G 0 0 0
−∂ν ∆g 0 −I

 , (4.19)

onde D(A) = {(x, y, z, w) ∈ V×H : (z, w) ∈ V,∆Gx ∈ L2(Ω),∆gy − ∂νx− w ∈ L2(Γ)} e

B =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −a(x)g(·) 0
0 0 0 0

 , (4.20)

em que D(B) = V×H. Pelo Teorema 1.41 é suficiente mostrarmos que:

i) O operador −A é maximal monótono;

ii) −B é monótono, hemicontínuo e um operador limitado.

Prova de i): Primeiramente mostremos que −A é monótono. De fato,

(−AU,U)V×H =




−z
−w
−∆Gx

∂νx−∆gy + w

 ,


x
y
z
w




V×H

= −
∫

Ω

(∇Gz)(∇Gx) dx−
∫

Γ

(∇gw)(∇gy) dΓ +

∫
Ω

(∇Gx)(∇Gz) dx

− 〈∂νx, z〉H− 1
2 (Ω),H

1
2 (Ω)

+ 〈∂νx,w〉H− 1
2 (Ω),H

1
2 (Ω)

+

∫
Γ

(∇gy)(∇gw) dΓ +

∫
Γ

|w|2 dΓ

≥ 0.

Portanto, A é monótono.

Agora, mostremos que−A é maximal, ou seja, Im(I−A) = V×H.Dado (x0, y0, z0, w0) ∈

V×H, devemos mostrar que existe (x, y, z, w) ∈ D(A) tal que

(I − A)


x
y
z
w

 =


x0

y0

z0

w0

 , (4.21)
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ou seja, 
x
y
z
w

−


z
w

∆Gx
−∂νx+ ∆gy − w

 =


x0

y0

z0

w0

 , (4.22)

ou ainda, 
x− z = x0 ∈ H1

Γ0
(Ω),

y − w = y0 ∈ H1(Γ),

z −∆Gx = z0 ∈ L2(Ω),

2w + ∂νx−∆gy = w0 ∈ L2(Γ),

(4.23)

e então, uma vez que {
z = x− x0,

w = y − y0,
(4.24)

temos, {
x−∆Gx = z0 + x0 ∈ L2(Ω),

2y + ∂νx−∆gy = w0 + 2y0 ∈ L2(Γ).
(4.25)

Assim, podemos definir

b : V× V −→ R

dada por

b((x, y), (x̃, ỹ)) =

∫
Ω

xx̃ dx+

∫
Ω

∇Gx∇Gx̃ dx+

∫
Γ

2yỹ dΓ +

∫
Γ

∇gy∇gỹ dΓ.

Observe que b é uma forma bilinear, contínua e coerciva em V × V. De fato, que b é

bilinear é trivial. Vejamos que b é contínua e coerciva. Note que, pela desigualdade de Hölder,

temos

|b((x, y), (x̃, ỹ))| ≤
(∫

Ω

|∇Gx||∇Gx̃|dx+

∫
Γ

|∇gy||∇gỹ| dΓ +

∫
Ω

|x||x̃| dx+

∫
Γ

2|y||ỹ| dΓ

)
≤ ‖∇Gx‖2

L2(Ω)‖∇Gx̃‖2
L2(Ω) + 2‖∇gy‖2

L2(Γ)‖∇gỹ‖2
L2(Γ)

+ ‖x‖L2(Ω)‖x̃‖2
L2(Ω) + 2‖y‖2

L2(Γ)‖ỹ‖2
L2(Γ)

≤ C(‖x‖2
H1(Ω)‖x̃‖2

H1(Ω) + ‖y‖2
H1(Γ)‖ỹ‖2

H1(Γ))

≤ C(‖(x, y)‖V · ‖(x̃, ỹ)‖V)

e, portanto, b é contínua. Além disso,

b((x, y), (x, y)) =

∫
Ω

|∇Gx|2 dx+

∫
Γ

|∇gy|2 dΓ +

∫
Ω

|x|2 dx+

∫
Γ

2|y|2 dΓ

≥ 0,
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e, portanto, b é coerciva.

Dessa forma, b é uma forma bilinear, contínua e coerciva em V×V e como V ↪→ H,V

é denso em H, segue que o operador

B : D(B) ⊂ V → H

(x, y) 7→ (x−∆Gx, 2y + ∂νx−∆gy),

onde D(B) = {(x, y) ∈ V;x − ∆Gx ∈ L2(Ω), 2y + ∂νx + ∆gy ∈ L2(Γ)}, é definido pela

terna {V;H; b((x, y), (x̃, ỹ))}. Pelo teorema de Lax-Milgran podemos estender B : V → V′ e tal

extensão é um isomorfismo. Dessa forma, dado (X0, Y 0) ∈ H ⊂ V′ existe um único (x, y) ∈ V tal

que B(x, y) = (X0, Y 0) e{
x−∆Gx = z0 + x0 = X0 ∈ D′(Ω),

2y + ∂νx−∆gy = w0 + 2y0 = Y 0 ∈ D′(Γ).
(4.26)

Como x e X0 ∈ L2(Ω), segue que ∆Gx ∈ L2(Ω). Da mesma forma, como 2y e Y 0 ∈ L2(Γ), segue

que, ∂νx −∆gy ∈ L2(Γ). Além disso, uma vez que (x, y) ∈ V, ou seja, x ∈ H1
Γ0

(Ω), y ∈ H1(Γ),

segue que {
z = x− x0 ∈ H1

Γ0
(Ω),

w = y − y0 ∈ H1(Γ),
(4.27)

e z = w em Γ. Sendo assim, (x, y, z, w) ∈ D(A). Dessa forma, o sistema (4.23) tem solução única

e portanto, A é maximal monótono em V×H.

Prova de ii) Mostremos que−B é monótono, para isso considere U = (x1, y1, z1, w1)>

e V = (x2, y2, z2, w2)>,

(−BU +BV,U − V )V×H =




0
0

a(x)g(z1)
0

+


0
0

−a(x)g(z2)
0

 ,


x1 − x2

y1 − y2

z1 − z2

w1 − w2




V×H

= (a(x)g(z1)− a(x)g(z2), z1 − z2)L2(Ω)

=

∫
Ω

a(x)g(z1)[z1 − z2] dx−
∫

Ω

a(x)g(z2)[z1 − z2] dx

=

∫
Ω

a(x)(g(z1)− g(z2))[z1 − z2] dx

≥ 0,
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pela monotonicidade de g e do fato que a é não negativa.

Mostremos também que −B é hemicontínuo.

De fato, temos que provar que dada (xn) ⊂ R tal que xn → 0, então,

lim
n→+∞

(−B(U + xnV ),W )V×H = (BU,W )V×H,

para todo U = (u1, u2, u3, u4)>, V = (v1, v2, v3, v4)> e W = (w1, w2, w3, w4)> ∈ V×H, isto é,

lim
n→+∞

(ag(u3 + xnv3), w3)L2(Ω) = (ag(u3), w3)L2(Ω). (4.28)

Com efeito, definimos bn := ag(u3 + xnv3)w3, então

|bn(x)| ≤ a(x)|w3(x)|K|u3(x) + xnv3(x)|

≤ a(x)K|w3(x)||u3(x)|+ a(x)CK|w3(x)||v3(x)|,

quase sempre em Ω, ondeC é tal que |xn| ≤ C.Devido ao fato de a ∈ L∞(Ω) e u3, v3, w3 ∈ L2(Ω),

obtemos que bn ∈ L1(Ω). Além disso, definindo

h := aK|w3||u3|+ aCK|w3||v3|,

segue que h ∈ L1(Ω) e |bn(x)| ≤ h(x) quase sempre em Ω. Na sequência, observe que devido a

continuidade de g, temos que

lim
n→+∞

a(x)g(u3(x) + xn(v3(x))(w3(x)) = a(x)g(u3(x))w3(x).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

lim
n→+∞

∫
Ω

a(x)g(u3(x) + xnv3(x))w3(x) dx =

∫
Ω

a(x)g(u3(x))w3(x) dx,

e consequentemente (4.28) está provado.

Agora, mostremos que −B é limitado (leva limitados em limitados).

De fato, seja U = (u1, u2, u3, u4) ∈ V×H tal que ‖U‖V×H ≤ L, logo

‖ −BU‖2
V×H = ‖a(x)g(u3)‖L2(Ω)

≤ ‖a‖2
∞K

2‖u3‖2
L2(Ω)

≤ ‖a‖2
∞K

2L2.
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Portanto, −A é um operador maximal monótono, −B é um operador monótono, he-

micontínuo e limitado. De acordo com o Teorema 1.41 segue que A = −(A + B) é maximal

monótono em V×H.

Vamos mostrar agora que o operador não linear F : V × H → V × H dado por

F(x, y, z, w)T = (0, 0,−f(x), 0)T é um operador contínuo localmente Lipschitz.

Provemos, primeiramente, que F está bem definida.

Com efeito, note que se u1 ∈ H1
Γ0

(Ω) então f(u1) ∈ L2(Ω). De fato, por (4.5) e, como

f(0) = 0, obtemos ∫
Ω

|f(u1)|2dx ≤ C

∫
Ω

[(1 + |u1|p−1)|u1|]2dx

≤ C

(∫
Ω

|u1|2dx+

∫
Ω

(|u1|2(p−1)|u1|2dx
)
.

(4.29)

Pela imersão H1
Γ0

(Ω) ↪→ H1(Ω) ↪→ L2(Ω) temos∫
Ω

|u1|2dx = ‖u1‖2
L2(Ω) ≤ C‖u1‖2

H1
Γ0

(Ω) < +∞. (4.30)

Por outro lado, como 1 ≤ p ≤ n
n−2

, então 2 ≤ 2p ≤ 2n
n−2

, assim, vale a imersão

H1
Γ0

(Ω) ↪→ H1(Ω) ↪→ L2p(Ω), donde segue que∫
Ω

(|u1|2(p−1)|u1|2dx =

∫
Ω

|u1|2pdx = ‖u1‖2p
L2p(Ω) ≤ C‖u1‖2p

H1
Γ0

(Ω) < +∞. (4.31)

Portanto, por (4.29), (4.30) e (4.31) concluímos que f(u1) ∈ L2(Ω).

Dessa forma, dado U = (u1, u2, u3, u4) ∈ V×H temos

‖FU‖2
V×H =

∫
Ω

|f(u1)|2 dx < +∞.

Mostraremos agora que F é localmente Lipschitz, para tal, considere B um conjunto

limitado em V×H tal que U = (u1, u2, u3, u4)>, V = (v1, v2, v3, v4)> ∈ B. Desse modo,

F(U)−F(V ) = (0, 0,−f(u1) + f(v1), 0)T , (4.32)

e então,

‖F(U)−F(V )‖2
V×H ≤ ‖ − f(u1) + f(v1)‖L2(Ω). (4.33)



4.1 Existência e Unicidade 144

Observe que por (4.1), temos que

‖f(u1)− f(v1)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

|f(u1)− f(v1)|2 dx

≤ C

∫
Ω

[1 + |u1|p−1 + |v1|p−1)|u1 − v1|]2 dx

≤ C

∫
Ω

(1 + |u1|2(p−1) + |v1|2(p−1))|u1 − v1|2 dx

= C

(∫
Ω

|u1 − v1|2 dx+

∫
Ω

|u1|2(p−1)|u1 − v1|2 dx+

∫
Ω

|v1|2(p−1)|u1 − v1|2 dx
)

= C

(
‖u1 − v1‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

|u1|2(p−1)|u1 − v1|2 dx+

∫
Ω

|v1|2(p−1)|u1 − v1|2 dx
)
.

(4.34)

Usando a desigualdade de Hölder para os conjugados p−1
p

e 1
p

e pela imersão H1
Γ0
↪→

H1(Ω) ↪→ L2p(Ω) concluímos que∫
Ω

|u1|2(p−1)|u1 − v1|2 dx ≤ ‖u1‖2(p−1)

L2p(Ω)‖u1 − v1‖2
L2p(Ω)

≤ C‖u1‖2(p−1)

H1(Ω) ‖u1 − v1‖2
H1(Ω).

Além disso, temos ‖u1‖2(p−1)

H1(Ω) ≤ ‖U‖V×H ≤ R2(p−1), então segue que,∫
Ω

|u1|2(p−1)|u1 − v1|2 dx ≤ CR2(p−1)‖u1 − v1‖2
H1(Ω). (4.35)

Portanto, de (4.34) e (4.35) temos,

‖f(u1)− f(v1)‖2
L2(Ω) ≤ CR2(p−1)‖u1 − v1‖2

H1(Ω). (4.36)

Assim, de (4.33) vale que

‖F (U)− F (V )‖2
V×H ≤ Ĉ(‖u1 − v1‖2

H1(Ω)

≤ Ĉ(‖U − V ‖2
V×H).

Consequentemente, pelo Teorema 1.42, o problema de Cauchy (4.16) tem uma única

solução generalizada U = (u, v, ut, vt) no intervalo [0, Tmax). Além disso, se U0 ∈ D(A) a solução

é regular.
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Mostremos que Tmax = +∞. Com efeito, suponhamos por absurdo que Tmax < +∞,

então, pelo Teorema 1.42,

lim
t↗Tmax

‖U(t)‖V×H = +∞. (4.37)

Como a energia E(t) definida em (4.15) é não crescente, temos E(t) ≤ E(0), para

todo t ∈ [0, Tmax).

Por outro lado, de (4.1), deduzimos que

E(t) ≥ 1

2
(‖ut(t)‖2

L2(Ω) + ‖vt(t)‖2
L2(Γ) + ‖∇Gu‖2

L2(Ω) + ‖∇gv‖2
L2(Γ))

=
1

2
‖(u, v, ut, vt)‖V×H,

isto é,
1

2
‖U‖2

V×H ≤ E(t) ≤ E(0),∀t ∈ [0, Tmax),

o que contradiz (4.37). Portanto, Tmax = +∞. 2

4.2 Decaimento Uniforme

Consideremos novamente o seguinte problema

utt −∆Gu+ f(u) + a(x)g(ut) = 0 em Ω× (0,∞),

vtt + ∂νu+ vt = ∆gv em Γ1 × (0,∞),

u = 0 em Γ0 × (0,∞),

u = v em Γ× (0,∞),

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0, u0|Γ
:= v0) em Ω,

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1, u1|Γ
:= v1) em Ω.

(4.38)

Sabemos que a energia associada ao problema (4.38) é dada por

E(t) :=

∫
Ω

1

2

(
|ut(x, t)|2 + |∇Gu(x, t)|2

)
dx +

∫
Γ1

(
|vt(x, t)|2 + |∇gv(x, t)|2

)
dΓ

+

∫
Ω

F (u(x, t)) dx. (4.39)

No que segue consideremos {u(t), v(t)} soluções regulares para o problema (4.38).

Assim, multiplicando a primeira equação de (4.38) por u′ e integrando em Ω tem-se

(u′′, u′)− (∆Gu, u
′) + (a(x)g(u′), u′) + (f(u), u′) = 0. (4.40)
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Daí,

1

2

d

dt
‖u′‖2

L2(Ω) −
∫

Ω

∆Guu
′ dx+

∫
Ω

a(x)g(u′)u′ dx+

∫
Ω

f(u)u′ = 0. (4.41)

Aplicando o Teorema de Green, temos

−
∫

Ω

∆Guu
′ dx = (∇Gu,∇Gu

′)−
∫

Γ1

∂νuu
′ dΓ

= (∇Gu,∇Gu
′)−

∫
Γ1

(−v′′ − v′ + ∆gv)v′ dΓ

= (∇Gu,∇Gu
′) +

∫
Γ1

v′′v′ dΓ +

∫
Γ1

|v′|2 dΓ−
∫

Γ1

∆gvv
′ dΓ

=
1

2

d

dt
‖∇Gu‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖v′‖2

L2(Γ1) +

∫
Γ1

|v′|2 dΓ +
1

2

d

dt
‖∇gv‖2

L2(Γ1).

(4.42)

Logo, de (4.41) e (4.42) obtemos que
1

2

d

dt
[‖u′‖2

L2(Ω) + ‖∇Gu‖2
L2(Ω) + ‖v′‖2

L2(Γ1) + ‖∇gv‖2
L2(Γ1)] +

∫
Ω

f(u)u′ dx

= −
∫

Ω

a(x)g(u′)u′ dx−
∫

Γ1

|v′|2 dΓ,

ou ainda,
1

2

d

dt
[‖u′‖2

L2(Ω) + ‖∇Gu‖2
L2(Ω) + ‖v′‖2

L2(Γ1) + ‖∇gv‖2
L2(Γ1)] +

d

dt

∫
Ω

F (u) dx

= −
∫

Ω

a(x)g(u′)u′ dx−
∫

Γ1

|v′|2 dΓ.

Logo,
d

dt
E(t) ≤ 0.

Além disso, obtemos a seguinte identidade da energia

E(t2)− E(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(u′)u′ dx dt−
∫

Γ1

|v′|2 dΓ, 0 ≤ t1 ≤ t2 <∞. (4.43)

Por argumentos de densidade, a identidade acima, bem como o lema a seguir, perma-

necem válidos para toda solução fraca.

Lema 4.9 Dados L > 0 e T > T0 existe C = C(L, T ) > 0 tal que a seguinte desigualdade ocorre

E(0) ≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(u′)|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|u′|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Γ1

|v′|2 dΓ dt

)
, (4.44)

para toda solução regular de (4.38), assumindo que E(0) ≤ L.
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Demonstração: Vamos argumentar por contradição. Suponha por absurdo que (4.44) não se

verifica e seja {uk(0), u′k(0), vk(0), v′k(0)} uma sequência de dados iniciais regulares onde a solução

correspondente {uk, u′k, vk, v′k}, com Ek(0) uniformemente limitada em k, verifica

lim
k→+∞

Ek(0)∫ T
0

∫
Ω
a(x)|g(u′)|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|u′|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Γ1
|v′|2 dx dΓ

= +∞, (4.45)

ou equivalentemente,

lim
k→+∞

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|g(u′)|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|u′|2 dx dt+

∫ T
0

∫
Γ1
|v′|2 dx dΓ

Ek(0)
= 0. (4.46)

Como Ek(t) ≤ Ek(0) ≤ L, onde L é uma constante positiva, obtemos uma subsequên-

cia, ainda denotada por {uk} que verifica

uk
∗
⇀ u em L∞(0, T ;V), (4.47)

u′k
∗
⇀ u′ em L∞(0, T ;L2(Ω)), (4.48)

v′k
∗
⇀ v′ em L∞(0, T ;L2(Γ1)). (4.49)

Assim, por argumentos de compacidade clássicos segue que

uk → u fortemente em L2(0, T ;Lq(Ω)), para todo q ∈ [2, 2∗), (4.50)

vk → v fortemente em L2(0, T ;Lq(Γ1)), para todo q ∈ [2, 2∗), (4.51)

onde 2∗ =
2n

n− 2
. De (4.46) deduzimos que,

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|u′k|2 dx dt = 0, (4.52)

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(u′k)|2 dx dt = 0 (4.53)

e

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Γ1

|v′k|2 dx dΓ = 0. (4.54)
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Como a(x) ≥ a0 > 0 em ω ⊂ Ω, vem que

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
ω

|u′k|2 dx dt = 0 (4.55)

e, por (4.48), temos que

u′(x, t) = 0 q.s em ω × (0, T ). (4.56)

Temos também, de (4.54), que

v′k(x, t)→ 0 em L2(0, T ;L2(Γ1)) (4.57)

e, por (4.49),

v′(x, t) = 0 q.s em Γ1 × (0, T ). (4.58)

Além disso, de (4.50) temos

f(uk)→ f(u) q.s em Ω× (0, T ).

Da convergência acima e desde que {f(uk)} é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)) segue, pelo

Lema de Lions em (1.27), que

f(uk) ⇀ f(u) em L2(0, T ;L2(Ω)). (4.59)

Vamos dividir a prova em dois casos:

i) Caso u 6= 0:

Tome a seguinte sequência de problemas

u′′k −∆Guk + a(x)g(u′k) + f(uk) = 0 em Ω× (0, T ),

v′′k + ∂νKuk + v′k = ∆gvk em Γ1 × (0, T ),

uk = 0 em Γ0 × (0, T ),

vk = uk em Γ× (0, T ),

(uk(0), vk(0)) = (u0
k, u

0
k|Γ

:= v0
k) em Ω× Γ,

(u′k(0), v′k(0)) = (u1
k, u

1
k|Γ

:= v1
k) em Ω× Γ,

(4.60)
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com Ek(t) a energia associada ao sistema (4.60).

Passando o limite em (4.60) e levando em conta (4.53), (4.47)-(4.51), (4.56), (4.58) e

(4.59), temos {
u′′ −∆Gu+ f(u) = 0 em Ω× (0, T ),

u′(x, t) = 0 em ω × (0, T ).
(4.61)

Derivando em relação à t,{
u′′′ −∆Gu

′ + f ′(u)u′ = 0 em Ω× (0, T ),

u′(x, t) = 0 em ω × (0, T ).
(4.62)

Fazendo u′ = y, temos {
y′′ −∆Gy + V1y = 0 em Ω× (0, T ),

y = 0, em ω × (0, T ),
(4.63)

onde V1 = f ′(u) ∈ Ln+1
2 (Ω).

Observe que V1 ∈ L∞(0, T ;L
n+1

2 (Ω)), pois

|f ′(λ)|
n+1

2 ≤ C(1 + |λ|)
(p−1)(n+1)

2

e, como p ≤ n
n−2

, então p− 1 < 2
n−2

, assim (p−1)(n+1)
2

≤ n+1
n−2
≤ 2n

n−2
, se n ≥ 3, e por

H1(Ω) ↪→ Lq(Ω), q ∈
[
2,

2n

n− 2

]
para n ≥ 3,

segue o desejado.

Se n = 2, V1 ∈ L
3
2 (Ω).

De fato,

|f ′(u)|
3
2 ≤ (1 + |u|)

(p−1)3
2 . (4.64)

Como p− 1 ≥ 0, então (p−1)3
2
≥ 0 e, para n = 2, sabemos que

H1(Ω) ↪→ Lq(Ω), q ∈ [2,∞). (4.65)

Logo, H1(Ω) ↪→ L2(Ω). Assim, se (p−1)3
2

< 2, temos L2(Ω) ↪→ L
(p−1)3

2 . Logo, como u ∈ L2(Ω),

temos que u ∈ L
(p+1)3

2 (Ω) e, portanto,∫
Ω

(1 + |u|)
(p−1)3

2 <∞. (4.66)
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Se (p−1)3
2
≥ 2, então, segue de (4.65).

Logo, pela Hipótese 4.5 segue que y = u′ = 0.

Retornando para (4.61), temos

−∆Gu+ f(u) = 0, (4.67)

donde

0 = −
∫

Ω

∆Guu dx+

∫
Ω

f(u)u dx

=

∫
Ω

|∇Gu|2 dx−
∫

Γ1

∂νuu dΓ +

∫
Ω

f(u)u dx

=

∫
Ω

|∇Gu|2 dx+

∫
Γ1

|∇gv|2 dΓ +

∫
Ω

f(u)u dx.

= ‖u‖2
L2(Ω) + ‖v‖2

L2(Γ) +

∫
Ω

f(u)u dx

≥ 0.

Consequentemente, u = 0, o que é absurdo.

ii) Caso u = 0 :

Defina

αk :=
√
Ek(0); ûk :=

uk
αk

e v̂k :=
vk
αk
. (4.68)

Então de (4.60) e (4.68) temos a sequência de problemas normalizados

û′′k −∆Gûk + 1
αk
a(x)g(u′k) + 1

αk
f(uk) = 0 em Ω× (0, T ),

v̂′′k + ∂νK ûk + v̂′k = ∆gv̂k em Γ1 × (0, T ),

ûk = v̂k em Γ× (0, T ),

ûk = 0 em Γ0 × (0, T ),

(ûk(0), v̂k(0)) = (
u0
k

αk
,
v0
k

αk
) em Ω× Γ,

(û′k(0), v̂′k(0)) = (
u1
k

αk
,
v1
k

αk
) em Ω× Γ.

(4.69)

Observe que

Êk(t) =
1

α2
k

Ek(t), (4.70)

onde Êk(t) é a energia associada ao problema (4.69).
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De fato,

Êk(t) =
1

2

{∫
Ω

(
|û′k|2 + |∇Gûk|2

)
dx+

∫
Γ1

(
|v̂′k|2 + |∇gv̂k|2

)
dΓ +

1

α2
k

∫
Ω

F (uk) dx

}
=

1

2

{∫
Ω

(∣∣∣∣u′kαk
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∇G

(
uk
αk

)∣∣∣∣2
)
dx+

∫
Γ1

(∣∣∣∣∇g

(
vk
αk

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ v′kαk
∣∣∣∣2
)
dΓ

+
1

α2
k

∫
Ω

F (uk) dx

}
=

1

α2
k

Ek(t).

(4.71)

Em particular,

Êk(0) =
1

α2
k

Ek(0) = 1,∀k ∈ N. (4.72)

Vamos encontrar uma contradição provando que Êk(0)→ 0, quando k → +∞.

De (4.72), podemos extrair uma subsequência de (vk) tal que

ûk
∗
⇀ û em L∞(0, T ;V), (4.73)

û′k
∗
⇀ û′ em L∞(0, T ;L2(Ω)), (4.74)

v̂′k
∗
⇀ v̂′ em L∞(0, T ;L2(Γ1)). (4.75)

Assim, empregando resultados clássicos de compacidade, segue que

ûk → û fortemente em L2(0, T ;Lq(Ω)), para todo q ∈ [2, 2∗), (4.76)

v̂k → v̂ fortemente em L2(0, T ;Lq(Γ1)), para todo q ∈ [2, 2∗), (4.77)

onde 2∗ =
2n

n− 2
.

Além disso, de (4.46) e (4.68), temos

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|û′k|2 dx dt = 0 (4.78)

daí,

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
ω

|û′k|2 dx dt = 0, (4.79)

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
1

αk2
|g(u′k)|2 dx dt = 0, (4.80)
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e

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Γ1

|v̂′k|2 dx dt = 0. (4.81)

Note que de (4.79) e (4.81) resulta que

û′ = 0 q.s em ω × (0, T ) (4.82)

e

v̂′k → 0 em L2(Γ1 × (0, T )), (4.83)

o que implica que

v̂′ = 0 q.s em Γ1 × (0, T ). (4.84)

Por outro lado, sendo αk :=
√
Ek(0) ≤

√
L, por hipótese, então pelo Teorema de

Bolzano Weierstrass, (αk) admite uma subsequência, que ainda denotaremos por (αk), tal que

αk → α ∈ [0, R), para algum R > 0. Temos dois casos a considerar:

Caso i) : α > 0

Passando o limite em (4.69), e uma vez que αkûk = uk → 0 fortemente emL2(0, T ;L2(Ω)),

temos que {
û′′ −∆Gû = 0 em Ω× (0, T ),

û′ = 0 em ω × (0, T ),
(4.85)

e derivando em relação a t, {
û′′′ −∆Gû

′ = 0 em Ω× (0, T ),

û′ = 0 em ω × (0, T ).
(4.86)

Para y = û′, temos{
y′′ −∆Gy = 0 em Ω× (0, T ),

y = 0 em ω × (0, T ),
(4.87)

o que implica, pela Hipótese 4.5, que y = 0. Assim, retornando para (4.85) e compondo com v,

temos

0 = −
∫

Ω

∆Gûû dx =

∫
Ω

|∇Gû|2 dx−
∫

Γ1

∂ν ûû dΓ

=

∫
Ω

|∇Gû|2 dx+

∫
Γ1

|∇gv̂|2 dΓ

≥ 0.
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Consequentemente û = 0.

Caso ii) : α = 0

Se α = 0, então αk → 0, quando k → +∞. Note que podemos escrever

f(s) = f ′(0)s+R(s),

onde |R(s)| ≤ c(|s|2 + |s|p). Então,

1

αk
f(αkûk) = f ′(0)ûk +

R(αkûk)

αk
,

com
R(αkûk)

αk
≤ C(αk|ûk|2 + |αk|p−1|ûk|p).

Note que

αk|ûk|2 + |αk|p−1|ûk|p −→ 0 em L2(0, T ;L2(Ω)). (4.88)

De fato,

‖|ûk|p‖L2(0,T ;L2(Ω)) =

∫ T

0

‖|ûk|p‖2
L2(Ω) dt =

∫ T

0

∫
Ω

|ûk|2p dx dt

=

∫ T

0

‖ûk‖2p
L2p(Ω) dt = ‖ûk‖L2p(0,T ;L2p(Ω)).

(4.89)

Temos que ûk é limitada emL∞(0, T ;V), em particular, ûk é limitada emL∞(0, T ;H1
Γ0

(Ω))

e, como 1 ≤ p ≤ n

n− 2
, então H1

Γ0
(Ω) ↪→ H1(Ω) ↪→ L2p(Ω), assim, segue que ûk é limitada em

L∞(0, T ;L2p(Ω)), donde ûk é limitada em L2p(0, T ;L2p(Ω)) e, de (4.89), temos que | ûk|p é limi-

tada em L2(0, T ;L2(Ω)), e como αk −→ 0, quando k −→∞, segue (4.88).

Portanto,

1

αk
f(αkûk) −→ f ′(0)û fortemente em L2(0, T ;L2(Ω)). (4.90)

Dessa forma, passando o limite em (4.69), temos{
û′′ −∆Gû+ f ′(0)û = 0 em Ω× (0, T ),

û′ = 0 em ω × (0, T ).
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Derivando em relação a t segue que{
û′′′ −∆Gû

′ + f ′(0)û′ = 0 em Ω× (0, T ),

û′ = 0 em ω × (0, T ).

Fazendo y = û′, temos{
y′′ −∆Gy + f ′(0)y = 0 em Ω× (0, T ),

y = 0 em ω × (0, T ),

assim, como V = f ′(0) ∈ Ln+1
2 (Ω), segue pela Hipótese (4.5), que y = û′ = 0. Portanto, û = 0.

Lembre-se que nosso objetivo é mostrar que Êk(0)→ 0, quando k → +∞. Daí, todas

as convergências (4.73), (4.74) e (4.75) terão limites nulos. Para chegarmos a uma contradição com

(4.72).

De (4.74) e do fato que û′ = 0 em Ω× (0, T ) vem que

û′k ⇀ 0 em L2
loc(Ω× (0, T )). (4.91)

Então, podemos considerar a medida de defeito microlocal (m.d.m) µ associada a (û′k) (garantida

pelo Teorema 1.46 conforme observado em (1.48)).

Por outro lado, denotando

Pûk := 2ûk = ∂2
t −∆G, (4.92)

de (4.80), (4.90) e tendo em mente que û = 0 em Ω× (0, T ), temos

2ûk → 0 fortemente em L2(Ω× (0, T )), (4.93)

o que implica que

∂t2ûk → 0 fortemente em H−1
loc (Ω× (0, T )). (4.94)

Da convergência em (4.94) deduzimos dois fatos:

(i) O supp(µ) está contido no conjunto característico do operador de ondas {τ 2 =

K(x)
ρ(x)
‖ξ‖2} (pelo Teorema 1.50).
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(ii) O supp(µ) é uma união de curvas do tipo

t ∈ I∩]0,∞[7−→ m± (t) =

(
t, x(t),± 1√

1 + |G(x)ẋ|2
,± G(x)ẋ√

1 + |G(x)ẋ|2

)
, (4.95)

onde t ∈ I 7−→ x(t) ∈ Ω é uma geodésica para a métrica G =

(
K(x)
ρ(x)

)−1

. (Pelo Teorema 1.55 e

Proposição 1.56).

Dessa forma, tem-se que µ se propaga ao longo do fluxo bicaracterístico do operador P

de ondas, isto significa que se algum ponto ω0 = (t0, x0, τ0, ξ0) não pertence a supp(µ) então toda

bicaracterística começando por ω0 está fora do supp(µ).

Como por (4.79) temos que û′k → 0 fortemente em L2(ω × (0, T )) deduzimos (pela

Observação 1.48) que µ = 0 em ω × (0, T ) e, consequentemente, supp(µ) ⊂ (Ω\ω)× (0, T ).

Por outro lado, sejam t0 ∈ (0,+∞) e x uma geodésica definida perto de t0. Como as

geodésicas no interior de Ω\ω, entram necessariamente na região ω, então para cada geodésica de

métrica G, com 0 ∈ I existe t > 0 tal que m± (t) não pertence ao supp(µ), de modo que m± (t0)

também não pertece ao supp(µ). Como o tempo t0 e a geodésica x são tomadas arbitrariamente,

concluímos que supp(µ) é vazio. Isto é, µ = 0 em todo Ω× (0, T ).

Assim, por propagação, (pela Observação 1.48), tem-se que

û′k → 0 fortemente em L2(Ω× (0, T ). (4.96)

Seja θ ∈ C∞0 (0, T ) com 0 ≤ θ ≤ 1 e θ = 1 em (ε, T − ε). Multiplicando (4.69) por

θûk obtemos∫ T

0

θ(t)(û′′k(t), ûk(t)) dt−
∫ T

0

θ(t)(∆Gûk(t), ûk(t)) dt+
1

αk

∫ T

0

(a(x)g(u′k(t)), ûk(t))

+
1

αk

∫ T

0

θ(t)(f(αkûk(t)), ûk(t)) = 0.

(4.97)

Observe que,

d

dt

[
θ(t)(û′k(t), ûk(t))L2(Ω)

]
= θ(t)(û′′k(t), ûk(t))L2(Ω) + θ(t)(û′k(t), û

′
k(t))L2(Ω)

+ (û′k(t), ûk(t))L2(Ω)θ
′(t).

(4.98)
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Integrando (4.98) de 0 a T, temos∫ T

0

θ(t)(û′′k(t), ûk(t))L2(Ω) = −
∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|û′k|2 dxdt−
∫ T

0

θ′(t)(û′k(t), ûk(t))L2(Ω) dt. (4.99)

Além disso, pela fórmula de Green, temos

−
∫ T

0

θ(t)(∆Gûk(t), ûk(t))L2(Ω) =

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|∇Gûk(t)|2 dxdt−
∫ T

0

θ(t)

∫
Γ1

∂ν ûkûk dΓdt.

Logo,

−
∫ T

0

θ(t)(∆Gûk(t), ûk(t))L2(Ω) =

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|∇Gûk(t)|2 dxdt+

∫ T

0

θ(t)(v̂′′k(t), v̂k(t))L2(Γ1)

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Γ1

|∇gv̂k|2 dΓdt+

∫ T

0

θ(t)(v̂′k(t), v̂k(t))L2(Γ1).

(4.100)

Note que,

d

dt

[
θ(t)(v̂′k(t), v̂k(t))L2(Γ1)

]
= θ(t)(v̂′′k(t), v̂k(t))L2(Γ1) + θ(t)(v̂′k(t), v̂

′
k(t))L2(Γ1)

+ (v̂′k(t), v̂k(t))L2(Γ1)θ
′(t).

(4.101)

Integrando (4.101) de 0 a T, obtemos∫ T

0

θ(t)(v̂′′k(t), v̂k(t))L2(Γ1) dt = −
∫ T

0

θ(t)

∫
Γ1

|v̂′k|2 dΓdt−
∫ T

0

θ′(t)(v̂′k(t), v̂k(t))L2(Γ1) dt.

(4.102)

De (4.99), (4.100), (4.102) e (4.97) temos,

−
∫ t

0

θ(T )

∫
Ω

|û′k|2 dxdt−
∫ T

0

θ′(t)(û′k(t), ûk(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|∇Gûk(t)|2 dxdt

−
∫ T

0

θ(t)

∫
Γ1

|v̂′k(t)|2 dxdt−
∫ T

0

θ′k(t)(v̂
′
k(t), v̂k(t))L2(Γ1) +

∫ T

0

θ(t)

∫
Γ1

|∇gv̂k|2 dΓdt

+
1

αk

∫ T

0

(a(x)g(u′k(t), ûk(t))L2(Ω) dt+

∫ T

0

θ(t)(v̂′k(t), v̂k(t))L2(Γ1)

+
1

αk

∫ T

0

θ(t)(f(αkûk), ûk)L2(Ω) = 0.

(4.103)

Considerando as convergências (4.76), (4.77), (4.80), (4.96), (4.83), (4.90) e tendo em

mente que û = 0, de (4.103) deduzimos que

lim
k→+∞

∫ T−ε

ε

(∫
Ω

|∇Gûk|2 dxdt+

∫
Γ1

|∇gv̂k|2 dΓdt

)
= 0. (4.104)
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Portanto,

lim
k→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

|∇Gv̂k|2 dxdt = 0

e

lim
k→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Γ1

|∇gv̂k|2 dΓ dt = 0.

Além disso, como

lim
k→+∞

1

αk

∫ T−ε

ε

∫
Ω

f(αkûk)ûk = lim
k→+∞

1

α2
k

∫ T−ε

ε

∫
Ω

f(uk)uk dxdt = 0, (4.105)

então, por (4.105) e (4.1),

lim
k→+∞

1

α2
k

∫ T−ε

ε

∫
Ω

F (uk) dxdt = 0, (4.106)

o que implica, pelas convergências anteriores, que∫ T−ε

ε

Êk(t) dt→ 0. (4.107)

Então, pelo decrescimento da energia, para todo t ∈ [ε, T − ε], temos

Êk(T − ε) ≤ Êk(t).

Logo, ∫ T−ε

ε

Êk(T − ε) dt ≤
∫ T−ε

ε

Êk(t) dt→ 0,

quando k −→ +∞. Assim,

(T − 2ε)Êk(T − ε)→ 0. (4.108)

Por outro lado, pela identidade da energia, temos

Êk(T − ε)− Êk(ε) = −
(

1

αk

∫ T−ε

ε

∫
Ω

a(x)g(u′k)û
′
k dx dt+

∫ T−ε

ε

∫
Γ1

|v̂′k|2 dΓdt.

)
, (4.109)

assim,

Êk(ε) = Êk(T − ε) +
1

αk

∫ T−ε

ε

∫
Ω

a(x)g(u′k)û
′
k dx dt−

∫ T−ε

ε

∫
Γ1

|v̂′k|2 dΓ dt. (4.110)
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Portanto, de (4.80), (4.96), (4.81) e (4.108) segue que

Êk(ε) −→ 0, (4.111)

quando k −→ +∞. Assim, escrevendo

Êk(0) = −[Êk(ε)− Êk(0)] + Êk(ε) (4.112)

=
1

αk

∫ ε

0

a(x)g(u′k)û
′
k dx dt+

∫ ε

0

∫
Γ1

|v̂′k|2 dΓ dt+ Êk(ε), (4.113)

de (4.80), (4.96), (4.81) e (4.111), segue que

Êk(0)→ 0, quando k → +∞,

o que é absurdo, logo a prova do lema está completa. 2

Antes de enunciar nosso resultado de estabilidade definiremos algumas funções. Para

este propósito, estamos seguindo as ideias introduzidas primeiramente em Lasiecka e Tataru [61],

as quais repetiremos brevemente. Seja h : R → R uma função côncava, estritamente crescente

com h(0) = 0 e tal que

h(sg(s)) ≥ |s|2 + |g(s)|2 para |s| < 1. (4.114)

Note que tal função pode ser construída diretamente, das hipóteses de g dadas em (4.3).

Com esta função, definimos

r(·) = h

(
·

med(Q)

)
, onde Q := Ω× (0, T ). (4.115)

Observe que r é monótona crescente, então cI + r é invertível para todo c ≥ 0. Para L

uma constante positiva, colocamos

z(x) = (cI + r)−1(Lx), L := (Cmed(Q))−1, (4.116)

onde C é uma constante positiva que será estabelecida posteriormente.

Dessa forma, a função z é positiva, contínua e estritamente crescente com z(0) = 0.

Finalmente, seja

q(x) = x− (I + z)−1(x). (4.117)
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Teorema 4.10 (Taxa de decaimento uniforme). Suponha que as Hipóteses 4.2 e 4.3 sejam satisfei-

tas. Seja u a solução fraca do problema (4.38) com a energia E(t) definida como em (4.39), Então

existe T0 > 0 tal que

E(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
,∀t > T0, (4.118)

com lim
t→+∞

S(t) = 0, onde o semigrupo de contração S(t) é a solução da equação diferencial
d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0,

S(0) = E(0),
(4.119)

em que q é dado em (4.117). Aqui a constante c (da definição (4.116)) é c =
k−1 +K

med(Q)(1 + ‖a‖∞)
.

Demonstração: Seja

Σα = {(x, t) ∈ Q; |u′| > 1 q.s}, (4.120)

Σβ = Q \ Σα. (4.121)

Então, por (4.3), temos∫
Σα

a(x)(|g(u′)|2 + |u′|2) dΣα ≤
∫

Σα

a(x)(K|g(u′)u′|+ k−1|g(u′)u′|) dΣα

≤ (k−1 +K)

∫
Σα

a(x)g(u′)u′ dΣα.

(4.122)

Além disso, de (4.114) obtemos∫
Σβ

a(x)(|g(u′)|2 + |u′|2) dΣβ ≤
∫

Σβ

a(x)h(g(u′)u′) dΣβ

=

∫
Σβ

(1 + ‖a‖∞)
a(x)

1 + ‖a‖∞
h(g(u′)u′) dΣβ

(4.123)

e, como h é côncava, h(0) = 0, a(x) ≤ ‖a‖∞ + 1, h é crescente e
a(x)

1 + ‖a‖∞
< a(x) deduzimos,

respectivamente,∫
Σβ

(1 + ‖a‖∞)
a(x)

1 + ‖a‖∞
h(g(u′)u′) dΣβ ≤

∫
Σβ

(1 + ‖a‖∞)h

(
a(x)

1 + ‖a‖∞
(g(u′)u′)

)
dΣβ

≤
∫

Σβ

(1 + ‖a‖∞)h(a(x)g(u′)u′) dΣβ. (4.124)
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Dessa forma, de (4.123) e (4.124), vem que∫
Σβ

a(x)(|g(u′)|2 + |u′|2) dΣβ ≤
∫

Σβ

(1 + ‖a‖∞)h(a(x)g(u′)u′) dΣβ. (4.125)

Pela Desigualdade de Jensen, temos que

(1 + ‖a‖∞)

∫
Σβ

h(a(x)g(u′)u′) dΣβ ≤ (1 + ‖a‖∞)med(Q)h

(
1

med(Q)

∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ

)
= (1 + ‖a‖∞med(Q)r

(∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ

)
, (4.126)

onde r(s) = h

(
s

med(Q)

)
é definida em (4.115). Então, de (4.122), (4.125) e (4.126), segue que∫

Q

a(x)(|g(u′)|2 + |u′|2) dQ ≤ (k−1 +K)

∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ

+ (1 + ‖a‖∞)med(Q)r

(∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ

)
. (4.127)

Pelo Lema 4.9, temos

E(T ) ≤ E(0) ≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(u′)|2 dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|u′|2 dxdt+

∫ T

0

∫
Γ1

|v′|2 dΓdt

)
. (4.128)

Assim, de (4.127) e (4.128), vem que

E(T ) ≤ (1 + ‖a‖∞)C

[
k0

1 + ‖a‖∞

∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ

+ med(Q)r

(∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ

)
+

1

1 + ‖a‖∞

∫ T

0

∫
Γ1

|v′|2 dΓdt

]
, (4.129)

onde k0 = k−1 +K.

Agora, note que

r

(∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ

)
= h

(∫
Q

a(x)g(u′)u′

med(Q)
dQ

)
≤ h

(∫
Q
a(x)g(u′)u′ dQ+

∫ T
0

∫
Γ1
|v′|2 dΓdt

med(Q)

)

= r

(∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ+

∫ T

0

∫
Γ1

|v′|2 dΓdt

)
.

(4.130)
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Assim, de (4.130) e (4.129), obtemos

E(T ) ≤ (1 + ‖a‖∞)C

[
k0

(1 + ‖a‖∞)

∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ+
1

1 + ‖a‖∞

∫ T

0

∫
Γ1

|v′|2 dΓdt

+ med(Q) r

(∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ+

∫ T

0

∫
Γ1

|v′|2 dΓdt

)]
.

(4.131)

Definindo

L =
1

Cmed(Q)(1 + ‖a‖∞)
,

c =
k0

med(Q)(1 + ‖a‖∞)
,

obtemos

z(E(t)) ≤
∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ−
∫ T

0

∫
Γ1

|v′|2 dΓdt

= E(0)− E(T ),

(4.132)

onde a função z é definida em (4.116).

De fato, aplicando z em ambos os lados de (4.131), temos

z(E(T )) ≤ z

(
1

L
(cI + r)

(∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ+

∫ T

0

∫
Γ1

|v′|2 dΓ dt

))
= (cI + r)−1

[
L

(
1

L
(cI + r)

)(∫
Q

a(x)g(u′)u′ dQ+

∫ T

0

∫
Γ1

|v′|2 Γ dt

)]
= E(0)− E(T ).

Lembramos que a desigualdade acima é válida para T fixo suficientemente grande, isto

é, para todo T > T0, para algum T0 > 0. Para finalizar a prova do Teorema, vamos invocar o

seguinte resultado devido a Lasiecka e Tataru.

Lema 4.11 Seja z uma função positiva e crescente tal que z(0) = 0. Como z é crescente, podemos

definir uma função crescente q, q(x) = x − (I + z)−1(x). Considere a sequência sm de números

positivos que satisfaz

sm+1 + z(sm+1) ≤ sm.

Então, sm ≤ S(m), onde S(t) é a solução da equação diferencial
d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0,

S(0) = s0.
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Além disso, se z(x) > 0 para x > 0, então lim
t→+∞

S(t) = 0.

Demonstração: Ver [61]. 2

Com este resultado em mente, substituímos T (respectivamente 0) em (4.132) por

m(T + 1) (respectivamente mT ) para obter

E(m(T + 1)) + z(E(m(T + 1))) ≤ E(mT ) para m = 0, 1, ....

Aplicando o Lema 4.11 com sm = E(mT ), resulta em

E(mT ) ≤ S(m), para m = 0, 1, ....

Finalmente, usando a dissipatividade de E(t), temos para t = mT + τ, 0 ≤ τ ≤ T,

E(t) ≤ E(mT ) ≤ S(m) = S

(
T − τ
T

)
≤ S

(
t

T
− 1

)
, para t > T,

onde usamos acima o fato que S(·) é dissipativo. Com isto, a prova do Teorema está completa. 2
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