UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
(Doutorado)

JANAINA PEDROSO ZANCHETTA

Decaimento Uniforme para Equacoes de
Klein-Gordon-Schrodinger e para Equacao da Onda com
Fronteira Dinamica do Tipo Cauchy-Ventcel

Maringa

2019



JANAINA PEDROSO ZANCHETTA

Decaimento Uniforme para Equacoes de
Klein-Gordon-Schrodinger e para Equacao da Onda com
Fronteira Dinamica do Tipo Cauchy-Ventcel

Tese apresentada ao Programa de Pds-Graduagdao em Matemaética
do Departamento de Matemaética, Centro de Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual de Maringd, como requisito parcial para
obtencao do titulo de Doutor em Matematica.

Area de concentracio: Anilise.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Moreira Cavalcanti

Maringa

2019



Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicacdo (CIP)
(Biblioteca Setorial BSE-DMA-UEM, Maringé, PR, Brasil)

Zanchetta, Janaina Pedroso
z27d Decaimento uniforme para equacgdes de Klein-Gordon-
Schrédinger e para equagdo da onda com fronteira dindmica do
tipo Cauchy-Ventcel / Janaina Pedroso Zanchetta. —-- Maring4,
2019.
171 £. : il.

Orientador: Prof.° Dr.° Marcelo Moreira Cavalcanti.

Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Maringé,
Centro de Ciéncias Exatas, Programa de Pds-Graduagido em
Matemdtica - Area de Concentracdo: Andlise, 2019.

1. Klein-Gordon-Schrddinger. 2. Dissipagdo localizada.
3. Taxa de decaimento uniforme. 4. Cauchy-Ventcel. 5. Klein-
Gordon-Schrédinger. 6. Localized damping. 7. Uniforme decay
rates. 6. Cauchy-Ventcel. I. Cavalcanti, Marcelo Moreira,
orient. II. Universidade Estadual de Maringd. Centro de
Ciéncias Exatas. Programa de Pds—-Graduagdo em Matemdtica -
Area de Concentracdo: Andlise. III. Titulo.

CDD 22.ed. 515.35

Edilson Damasio CRB9-1.123




JANAINA PEDROSO ZANCHETTA

DECAIMENTO UNIFORME PARA EQUACOES DE KLEIN-GORDON-SCHRODINGER
E PARA EQUACAO DA ONDA COM FRONTEIRA DINAMICA DO TIPO CAUCHY-
VENTCEL

Tese apresentada ao Programa de Pés-Graduacdo em Matematica do Departamento de
Matematica, Centro de Ciéncias Exatas da Universidade Estadual de Maringa, como parte dos

requisitos necessarios para a obten¢do do titulo de Doutor em Matematica tendo a Comissio

Julgadora composta pelos membros:

COMISSAO JULGADORA:

a N (h pa /4:~C/
Prof. Dr. ¥arcelo Moreira Cavalcanti
A/Universidade Estadual de Maringa (Presidente)

Prof. Dr. Waldemar Donizete Bastos
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” — S. J. Rio Preto

ke e i Frae Yo K%z%h/dw‘ Fes
Profa. Dra. Andréa Cristina Prokopczyk Arita
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” = S. J. Rio Preto

—

Prof. Dr. juan Amadeo Sorgaho Palomino
DMA/Universidade Estadtial de Maringa

vodd A

Profa. Dra. Claudete Matilde Webler Martins
DMA/Universidade Estadual de Maringa

Aprovada em: 12 de fevereiro de 2019.

Local de defesa: Auditério do Departamento de Matematica. Bloco F67. campus da
Universidade Estadual de Maringa.



A minha familia
dedico.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus por ter me amparado em todos os momentos desta trajetdria e me

dado a forca necessdria para chegar até aqui.

Agradeco a toda minha familia pelo apoio e incentivo. Aos meus pais por todo amor

e cuidado e aos meus irmaos pelo carinho e companheirismo.

Ao meu noivo Felipe, por estar sempre ao meu lado e por todo amor e compreensao

ao longo desta jornada.

Ao professor Marcelo Moreira Cavalcanti, por aceitar me orientar neste trabalho,
pelos ensinamentos, experi€éncias compartilhadas e por toda paciéncia, dedicacio, ajuda e amizade

ao longo deste percurso.

Aos meus professores de graduacdo e pés-graduacdo da UNESP. Em especial, ao

professor Luis Antonio Fernandes de Oliveira e a professora Andréa Cristina Prokopczyk Arita.

Aos professores e funcionarios da UEM que contribuiram para minha formacdo. Em

especial, a professora Valéria Cavalcanti e a secretdria do PMA Licia Kato.

Aos professores Juan, Claudete, Andréa e Waldemar por aceitarem compor a banca

examinadora.

Ao carinho e apoio dos meus amigos que mesmo longe fizeram a diferenga nesta
jornada. Aos amigos que fiz durante o doutorado, por tornarem esta trajetéria mais leve. Em
especial, Adriana, Vanderléa, Claudia, Giseli, Luana, Maria, Victor, Emanuela e Alisson, pelos

6timos momentos juntos e por toda paciéncia e ajuda durante este periodo.

A CAPES pelo apoio financeiro.



“ A persisténcia é o caminho do
éxito.”

(Charles Chaplin)



RESUMO

Neste trabalho, estudamos a existéncia, unicidade e decaimento uniforme dos seguintes sistemas

de Klein-Gordon-Schrodinger,

(ithy + AP + iab(x)(—A)2b(2)1) = iy, em Q x (0, 00),
bt — Ad + a(x)ds = |Y*xe em Q x (0, 00),
v=¢=0emT x (0,00),

P(0) = 1ho € Hy(Q) N H*(Q),
¢(0) = ¢o € Hy(Q) N H*(Q),
L ¢:(0) = ¢1 € Hy(Q),

e
(i) + AP +iab(x)([$]* + 1)1 = oy, em Q x (0,00),
b — Ad + a(x)dy = |¥|*xw em Q x (0, 00),
v=¢p=0emT x (0,00),
¥(0) = o € Hy(Q2) N H*(),
¢(0) = ¢o € Hy(Q2) N H*(Q),
(0:(0) = ¢1 € Hy(Q).

Além disso, estudamos a estabilidade uniforme da equacdo da onda com condi¢des
de fronteira dindmica do tipo Cauchy-Ventcel posto em um meio ndo homogéneo e sujeito a uma

dissipa¢do ndo linear localmente distribuida

(p(z)uy — div[K (2)Vu] + a(x)g(us) + f(u) =0 em Q x (0,00),
n(x)vy +n(x)0, v+ n(x)vy = div[R(z)Vrv] em T’y x (0, 00),
u = 0sobre I'y x (0,00),
u=wvsobre I x (0,00),

(u(z,0),v(z,0)) = (uo, uo_ = vp) em Q x I,

((ut(z,0),v¢(2,0)) = (wr,ur, :=wv1) em Q x T

Palavras chave: Klein-Gordon-Schrodinger, dissipagdo localizada, taxa de decaimento

uniforme, Cauchy-Ventcel.



ABSTRACT

In this work, we study the existence, uniqueness and uniform decay of the following Klein-Gordon-

Schrodinger systems,

and

(ithy + AY + iab(x)(—A)2b(2)1h = ¢ty in Q x (0, 00),
b — AP+ a(x)dy = [1]*xw in Q x (0, 00),
p=¢=0o0nT x (0,00),

¥(0) = o € Hy(Q) N H*(Q),

¢(0) = ¢ € Hy(Q) N H*(Q),

(#:(0) = ¢1 € Hy(Q),

(i) + A+ iab(z) ([ + 1)1 = ¢x. in Q x (0,00),
b — Ad + a(x)py = |Y|*xw in Q x (0, 00),
w=¢=0o0nT x (0,00),
¥(0) = tho € Hy(2) N H*(),
¢(0) = ¢o € Hy(Q2) N H*(),

L¢:(0) = ¢1 € Hy(Q).

In addition, we study the uniform stability of the wave equation with Cauchy-Ventcel

type dynamic boundary conditions placed in a inhomogeneous medium and subjected to locally

distributed nonlinear damping

Cauchy-Ventcel.

(p(z)uy — div[K (2)Vu] + a(z)g(us) + f(u) =0 in Q x (0, 00),
n(x)vy + n(x)0,u + n(z)v, = div[R(x)Vrv] in I'y x (0, 00),
u=0o0n I’y x (0,00),
u=wvonl x (0,00),

(u(z,0),v(x,0)) = (uo, uo,, :=vp) in Q@ x T,

((w(,0), ve(x,0)) = (u1,uy, :=v1) in Q x T

Palavras chave: Klein-Gordon-Schrodinger, Localized damping, Uniform decay rates,
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INTRODUCAO

O primeiro problema abordado neste trabalho € o seguinte modelo de equagdes de Klein-

Gordon-Schrodinger (KGS) com dissipagdo localmente distribuida

(it + A + iab(z) (—A)2b(z))) = gy, em Q x (0, 00),
b — Ad + alx)dy = |1]*x. em Q x (0, 00),
Yp=¢=0em I'x (0,00),
¥(0) = tho € Hy(Q) N H?*(Q),
$(0) = ¢o € Hy(Q) N H*(Q),

[ #:(0) = ¢y € Hy(),

onde 2 é um dominio limitado de R?, com fronteira I" suave e w é um subconjunto aberto de € tal

ey

que medida(w) > 0, e satisfazendo a condi¢do geométrica de controle. No que segue, a é uma
constante positiva e x,, representa a func¢éo caracteristica, isto é, y, = lem w e y, = 0 em Q\w.

Consideremos a, b € W>°(Q2) N C*°(£2) fungdes ndo negativas tais que

a(x) > ap > 0emw, @)

b(x) > by > 0 em w, 3)
de modo que a ndo linearidade v existe onde os termos de dissipagcao
a(@)dr e iab(z)(—A)2b(a)y 4)

sdo, de fato, efetivos e reciprocamente. Se a dissipacdo é efetiva em todo dominio, isto é, a(z) >
ap > 0em Qeb(x) > by > 0em 2, podemos considerar y,, = 1 em €. Isto é necessério para tornar
o sistema dissipativo. De fato, a presenca dos termos de dissipa¢do em (4) ndo € necessdria, por si
s0, para garantir que a energia F/(t) associada ao problema (1) (veja a defini¢do de F(t) em (2.79))
¢ uma fun¢do ndo crescente no paramétro t. Isto serd visto mais adiante. Taxas de decaimento

uniforme para o problema (1) tem sido consideradas em resultados prévios por Cavalcanti et. al
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[26], [13]. Enquanto em [26] uma dissipa¢do cheia é considerada em ambas as equagdes, em
constraste, em [ | 3] uma dissipagdo cheia é considerada na equagao de Schrodinger mas apenas uma
dissipac¢do localizada foi considerada na equagdo da onda. A proposta do nosso segundo capitulo
¢ generalizar substancialmente os dois resultados anteriores considerando apenas duas dissipacdes
localizadas em ambas as equagdes, a escolha da dissipagdo iab(z)(—A)2b(z)t nos permite usar o
efeito regularizante introduzido por Aloui em [3] para dominios limitados, o que desempenha um

papel importante na prova, como veremos adiante.

O problema (1) tem sua origem no modelo candnico de interagdo de Yukawa de campos

com nucleos complexos conservativos com campos de mesons reais neutros, dado por

ity + A = ¢rem Q x (0, 00)

b — AG + ¢ = [1h]? em Q x (0, 00)
1 =¢ =0 sobre I' x (0,00)

¥(0) = vo, ¢(0) = o, $:(0) = 1.

(&)

A fungdo ) representa o campo complexo, enquanto a fun¢do ¢ representa o campo
real e a constante positiva 1 representa a massa de um meson. Como estamos considerando um
dominio limitado, o termo z2¢ ndo afeta nossos argumentos na prova da estabilidade assintética.

Entao, por simplicidade, este termo serd omitido.

E importante notar que o problema (5) ndo é naturalmente dissipativo. Assim, a in-
troducdo de mecanismos de dissipacdo dados pelos termos em (4) sdo necessdrios para forcar a
energia decair para zero quando ¢ tende para o infinito. Na verdade, a equacgdo dissipativa KGS
foi amplamente estudada, veja por exemplo as seguintes referéncias [37], [46], [47], [49], [59],
[60], e suas referéncias. A maioria dos trabalhos na literatura trata de termos dissipativos line-
ares que atuam em ambas as equacgdes, com excecdo dos trabalhos [48] e [26]. Pouco se sabe
em relacdo a dissipagdo localizada atuando na equacgdo da onda para este sistema e, no que diz
respeito, ndo ha resultado na literatura que trata de dissipacdo localizada em ambas as equacoes.
Uma questio natural surge a partir desse contexto: Seria possivel considerar uma dissipacado lo-
calizada ib(x)v atuando na equagdo de Schrodinger ao invés do mecanismo presente dado pelo
termo icb(z)(—A)2b(z)y) para obter alguma taxa de decaimento? Isto é um duro problema aberto

a ser resolvido uma vez que o chamado efeito regularizante, o qual € crucial para a prova nao é
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mais valido. O efeito regularizante é uma propriedade natural de todo o R™ ou dominios exteri-
ores, conforme considerado nos trabalhos de Constantin e Saut [36] ou Burq, Gérard e Tzvetkov
[23]. Foi considerado anteriormente em dominios ilimitados como uma ferramenta poderosa para
alcancar a estabilidade exponencial, como por exemplo nos trabalhos [17] e [29]. Por outro lado,
para variedades compactas o efeito regularizante foi introduzido primeiramente por Aloui [3], [4]
forgando-o precisamente por meio da dissipacdo mais forte iovh(z)(—A)2b(z), acima mencionada,
onde a regido w tal que b(x) > 0 satisfaz a condi¢do geométrica de controle (CGC). Vale ressal-
tar que os pioneiros no uso de tais propriedades para estabilizar a equac¢do puramente Schrodinger
sujeita a0 mesmo tipo de dissipacdo foram Bortot e Corréa [18]. Neste trabalho adotaremos ideias
similares para nosso contexto uma vez que estamos considerando uma dissipagao linear agindo na
equacao de Schrodinger e também uma dissipac¢ao linear agindo na equacdo da onda, espera-se que

a energia do sistema decaia para zero. Provar este fato € o objetivo principal do segundo capitulo.

O segundo problema deste trabalho € o seguinte modelo de equagdes de Klein-Gordon-

Schrodinger com dissipagdo localmente distribuida

(10 + A +dab() ([ + 1)1 = ¢ox, em Q x (0, 00),
b — AP + a(x) Py = [P]*x em Q x (0, 00),
p=¢=0emI x (0,00)
¥(0) = o € Hy() N H*(2),
¢(0) = ¢o € Hy(Q2) N H*(),

(0:(0) = ¢1 € Hy(Q),

(6)

onde 2 é um dominio limitado de R?, com fronteira I" suave e w é um subconjunto aberto de € tal
que medida(w) > 0, e satisfazendo a condi¢do geométrica de controle. No que segue, o é uma
constante positiva e x,, representa a funcgéo caracteristica, isto é, y, = lem w e y, = 0 em Q\w.

Consideremos a € L>(2) e b € L*>(£2) fun¢des ndo negativas tais que

a(x) > ap > 0em w, (7)

b(x) > by > 0 em w, (8)
de modo que a ndo linearidade 1) existe onde os termos de damping

a(x)py e dab(z)(JY® + 1)y 9)
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sdo, de fato, efetivos e reciprocamente. Se a dissipacdo ¢ efetiva em todo dominio, isto é, a(x) >

ap > 0em Qe b(x) > by > 0em 2, podemos considerar x,, = 1 em (.

No primeiro problema abordado generalizamos resultados prévios considerando duas

dissipacgdes localizadas em ambas as equacdes, ou seja,

iy + A+ iab(z)(—A)2b(z) = Gy em Q x (0,00), (a > 0)

¢tt - A¢ + a('x)¢t = W‘QXw cm Q X (07 OO),

e provamos o decaimento uniforme fazendo uso do método dos multiplicadores combinado com

desigualdades integrais da energia e um efeito regularizante de Aloui [3], [4].

A nossa proposta neste segundo problema € generalizar substancialmente os resultados
prévios acima mencionados considerando a estrutura de dissipacdo fraca iab(z)(|¢)|? + 1)¢ ao in-
vés de iab(z)(—A)zb(x)1p assumidos em [1]. Para nosso propdsito, fizemos uso da desigualdade
de observabilidade de ambas as equacoes lineares, a da onda e Schrodinger, (veja [10] e [39], [64]
respectivamente) combinado com outras ferramentas a fim de provar a taxa de decaimento expo-
nencial como foi considerado anteriormente em [38] para a equagdo de onda. Isto serd esclarecido
durante a prova. E importante mencionar que o uso da desigualdade de observabilidade associada a
equacao linear da onda e Schrodinger ao invés do método dos multiplicadores, nos permite conside-
rar regides “sharp” w satisfazendo a condicao geométrica de controle. Com efeito, as desigualdades
dadas em (3.6) e (3.7) s@ao provadas por técnicas de andlise microlocal e produzem regides “sharp”
quando comparadas com o método dos multiplicadores. Como uma consequéncia, nosso resultado
generaliza substancialmente nossos resultados prévios ndo somente ao considerar um dissipacao
mais fraca, mas também com relacdo a naturalidade da regido w (menos dissipacio possivel) onde

a dissipacao atua.

Gostariamos de mencionar outros artigos em conexao com o problema (5), a saber:
Fukuda e Tsutsumi [41],[42],[43],[44], Bachelot e Chadam [7] e Hayashi e Von Wahl [52]. Nos
artigos acima a existéncia global tnica para o problema (5) € estabelecida e algumas leis de conser-
vagdo sdo verificadas. Também gostariamos de citar alguns artigos interessantes em conexao com

o sistema de Klein-Gordon-Schrodinger (KGS) de varios pontos de vista como: [6], [8], [12], [18],
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[351, [571, [46], [501, [511, 1521, [591, [601, [751, 1751, [771, 1781, [791, [841, [85], [87], [85] e suas

referéncias.

O terceiro problema desta tese consiste em estudar a estabilidade uniforme da equa-
cdo da onda com condig¢des de fronteira do tipo Cauchy-Ventcel dindmica posto em um meio nao

homogéneo e sujeito a uma dissipacao nao linear localmente distribuida

( p(x)ugy — div[K (2)Vu] + a(z)g(us) + f(u) =0 em Q x (0, 00),
n(x)vy + n(x)0, v+ n(z)vy = div[R(x)Vrv] em I'y x (0, 00),
u = 0sobre T’y x (0, 00),

(10)

u=wvsobre I' x (0,00),

(u(,0), v(x, 0)) = (up, g ) em @ x T,

\(Ut(I,O),Ut(.T, 0)) = (u17u1|r) em {2 X F7

onde 2 C R™ é um dominio limitado de classe C? paran > 2, com fronteira Q0 = I" = I, UT', tal
que I';, 2 = 0, 1, s3o subconjuntos ndo vazios, fechados e disjuntosde I', p : @ — R, k;; : Q@ = R,

1 <4, j < n, sdo fungdes C'*({2) tais que paratodo z € Qe & € R,
ag < p(x) < Bo,  kij(x) = kji(z), alé]? < ¢r K(z)- & < Bl¢)7, (11)

v, Bo, av, f sdo constantes positivas, K (z) = (k;;);; ¢ uma matriz definida simétrica positiva e

n:T'—= Ry, :I' =R, 1<4,j <nsdo fungdes C(I') tais que paratodo x € I'e £ € R™,
oy < n(x) < B, Tij(SC) = Tji(ﬂﬂ), Oé2|f|2 < fT ) R(:c) €< 52‘5’27 (12)

onde «, 31, s, o sd0 constantes positivas e R(z) = (ri;)i; € uma matriz definida simétrica posi-
tivas. Vamos definir por w; uma vizinhanga de I'; contida em 2, wy uma vizinhanga 'y contida em

Qew=w Uuwyp.

Bey [1 1] e Hemmina [53, 54] estudaram uma estabiliza¢do na fronteira para sistemas
elasto-dinamicos e isotrépicos e equacdes de ondas com condi¢des do tipo Cauchy-Ventcel. Em
[53], Hemmina mostra que sob condicdes de fronteira dindmicas e em dominios “star-shaped”,
o sistema eldstico com condicdes de Cauchy-Ventcel é exponencialmente estavel; [53] também
faz um contra-exemplo mostrando que se ¢ = 0 em (10) entdo a energia do sistema nunca decai

exponencialmente, mesmo se a dissipagado for aplicada em toda fronteira.
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Condicdes de fronteira dinamica do tipo Ventcel foram estudadas por Khemmoundj e
Medjden [57]. Esses resultados foram estudados por Cavalcanti, Khemmoundj e Medjen [30] para
operadores lineares A e A7 com coeficientes variaveis (mas ainda em dominios “star-shaped”),
usando novas estimativas de energia combinadas com métodos de geometria Riemanniana dados

por Lasiecka, Triggiani e Yao [62, 63].

Nosso prop6sito € estudar as condig¢des de fronteira dindmica do tipo Ventcel como
estudado pelos autores em [30], sem precisar estar em dominios “star-shaped”, iremos provar a
estabilizacdo para o problema (10) usando técnicas de andlise microlocal. Portanto, nosso resultado
generaliza substancialmente aqueles estudados em [30], bem como complementam os trabalhos

[31], [32], [33] do cendrio euclidiano para o Riemanniano.

Inspirados em Dehman, Gérard, Lebeau [39], ou Dehman, G. Lebeau e Zuazua [40],
demos uma prova direta da desigualdade inversa para o problema equivalente ao problema (10), ou

seja, provamos que para todo 7' > Tj existe uma constante positiva C' tal que

<C’/ / ) (lue(z, 0> + |g(w)?) da:dt—i—/ /l”Ut x,t)|* dldt, (13)

desde que os dados iniciais sejam tomados em conjuntos limitados de V x H e a ndo linearidade f

seja considerada como na Hipétese 4.1.

Para provar (13) e portanto o resultado de estabilidade, argumentamos por contradi¢io
e encontramos uma sequéncia de {uy }xen de solugdes fracas para o problema (4.14) tais que é <
Ex(0) < C. Para obter uma contradi¢io precisamos provar que F;(0) — 0 quando k — +o0.
Devemos provar isso explorando as propriedades da funcdo f e de F', a equiparti¢do adequada da

energia e um principio de continuacio tnica tal que

T
/ / (Ju, | + [Vauy|) dadt — 0, (14)
0 w

quando k tende para o infinito.

Nosso desejo é propagar a convergéncia (14) de w x (0,7") para o conjunto 2 x (0, 7).
Para fazer isso, podemos usar com sucesso a andlise microlocal. De fato, consideramos a medida

do defeito microlocal y, em suma m.d.m., introduzida primeiramente por Gérard [45], associada a
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solu¢do da equagdo de onda linear. Notemos que
d;Pu,, — 0 fortemente em H,,'(Q x (0,T)),

onde Pu, := u! — Agu,, assim, usando propriedades associadas a p, podemos provar que /. se
propaga ao longo do fluxo bicaracteristico do operador de onda 9, Pu,,, provando a convergéncia

desejada.

Este trabalho organiza-se da seguinte forma: o capitulo 1 consiste dos resultados preli-
minares. J& os capitulos 2, 3 e 4 abordam, respectivamente, o primeiro, segundo e terceiro proble-

mas apresentados acima.



CapriTULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

Sejam x = (x1, 23, ...,x,) pontos do R" e & = (ay, ay..., ;) n—uplas de nimeros
inteiros ndo negativos. Considerando || = a1 + @s... + o, € a! = aqlas!...,!, denotaremos o

operador derivagdo em R" por
olal

T 027 0232 Oxon

DO(

Seja €2 um aberto do R" e ¢ : 2 — R. Definimos o suporte da fungdo ¢ em (2,
e denotamos por supp(y), o fecho em 2 do conjunto {z € Q;¢(x) # 0}. Quando supp(yp) é
compacto, dizemos que ¢ tem suporte compacto em 2. Denotaremos por C§°(€2) o conjunto das

funcdes ¢ : 2 — R que sdo infinitamente diferencidveis em () e que possuem suporte compacto.

O espago das fungoes testes de 2, D(€2), € o espago C5°(2) munido da seguinte no¢do

de convergéncia: Dada uma sucessio {p, } de fungdes de C5°(Q2) e ¢ € C§°(2) dizemos que
v, — pem D(Q) (1.1)
se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de {2 tal que

(i) supp(yp,) C K,Vve supp(p) C K;

(i) D%p, — D%y uniformemente sobre K, Vo € N”.

Uma distribui¢do sobre §) é uma forma linear sobre D({2) que é continua no sentido

da convergéncia dada em (1.1). Chamaremos por D'(Q2) o espago vetorial das distribui¢ées so-
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bre ). Diremos que {7}, uma sucessdo de elementos de D’(€2), converge para T € D'(Q)), e
escreveremos

T, — T em D'(Q),
quando

(T,,0) = (T,p), Yo € D(Q).

Dada uma distribui¢ao 7" sobre €2 e a € N", a derivada distribucional de ordem « da

distribui¢cdo 7', denotada por DT, é dada por

<DaT7 50> = (_1)|a‘ <T7 Da90> , Vp e D(Q)

Com essa defini¢cdo, uma distribui¢do 7' € D’'(f2) possui derivada distribucional de

todas as ordens, D*T" € D'(2) e além disso, a aplica¢io

D*:D(Q) — D(Q)
T + D°T

é linear e continua.

1.2 Espacos L7 ()

Sejam €2 um subconjunto do R™ e p um niimero real tal que 1 < p < co. Denotaremos
por LP()) o espaco vetorial das (classes de) fun¢des mensurdveis u, definidas em ) tais que |u|? é

Lebesgue integravel sobre ().

O espago LP(£2) munido da norma

o = ( [ |u<x>|pda:>;

Se define por L>°(2) o conjunto das fungdes u : 2 — R tais que u é mensuravel e

¢ um espaco de Banach.

existe uma constante C' tal que |u(x)| < C' para quase todo x € 2. Uma norma em L>({2) é dada
por

|[ul| Lo () = inf{C; |u(x)| < C g.s. em Q},
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a qual o torna um espaco de Banach.

Em particular, L?(€2), com o produto interno

(1, v) = /Q w(@)o(x)da

e anorma |u|> = (u,u), € um espago de Hilbert.

1 1
Seja 1 < p < oo. Diz-se que p’ € o indice conjugado de p se — + — = 1.
p P

Proposicao 1.1 (Desigualdade de Young) Se a e b sdo niimeros reais ndo negativos entdo

a? bP
ab < —+ —
q p

1 1
sempre que 1 < p,qg<ocoe—+—=1.
q P

A desigualdade de Young também pode tomar a seguinte forma

ab < ea? + C(e)br.
Demonstracao: Ver [15]. O

Proposicdo 1.2 (Desigualdade de Interpolacio) Se v € L7 (Q) N LI(Q) com 1 < ¢ < q < o0,

entdo u € L"(Q)) para todo ¢ < r < q e verifica-se a desigualdade

lullzr < ullfo llullz:,

onde — = — + , (0<a<).

Demonstracao: Ver [15]. O

Proposi¢do 1.3 (Desigualdade de Holder) Sejam u € LP(Q) e v € LY (Q), com 1 < p < oc.
Entdo uv € L*(Q) e

/Q juv] < |ful e llel o .

Demonstracao: Ver [15]. O
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Proposicao 1.4 (Desigualdade de Holder generalizada) Sejam f1, fs, ..., fi. fungdes tais que f; €
LPi(Q),1 <i <k, onde i = p% + p% +...+ pik < 1. Entdo o produto f = fifs...fr € LP(Q) e

1 fllzey < Ml @)l fall ooy L fill ok ) -

Demonstracao: Ver [15]. O

Proposicdo 1.5 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v € LF(Q) e 1 < p < o0, entdo

l[u+v|| o) < ||ullzr@) + |[v]]zr@)-

Demonstracao: Ver [70]. O

Teorema 1.6 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Se uma sequéncia { fi.} de fungdes integrd-
veis a Lebesgue num conjunto Q) converge quase sempre em $) para um funcdo f, e se | f| < 1,

quase sempre em ), Vk € N, para um certa fungdo ) € L*(Q), entdo a integral / f existe e
Q

/fdx = lim | fi dx.
Q k—oo Jq

Demonstracao: Ver [70]. O

Denota-se por L} (), 1 < p < oo, 0 espago das (classes de) fungdes u : 2 — R tais

que |u|?P é Lebesgue integravel sobre cada subconjunto compacto de €.

Proposi¢ao 1.7 (Du Bois Raymond) Seja u € L}, () tal que

loc

/Qu(x)cp(x) dr =0,Yp € C(Q),

entdo u = 0 quase sempre em ).

Demonstracao: Ver [24]. O
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1.3 Espacos de Sobolev

Sejam € um aberto do R", 1 < p < oo em > 1. O espago de Sobolev W™P?())
¢ o espago vetorial de todas as fungdes de LP(() tais que D%u € LP(S2), para todo a@ < m.

Simbolicamente,

WmP(Q) ={u € LP(Q); D € LP(Q), V|a| < m}.
Uma norma em WP (Q)) é dada por

[l /Q|Dau(m)|p dr, se 1 < p < oo,

la|<m

||ul|? moo(q) = Z supess |D%u(x)|P dzx, se p = oo,
la|<m z€Q

a qual o torna um espago de Banach. No caso p = 2, escreve-se W™2(Q) = H™(2) e, munindo-o

com o produto interno

(u, V) pm(Q) = Z /QDO‘U(:E)DO‘U(QU) dz,

|laj<m

temos um espacgo de Hilbert.

Define-se o espago W,"" () como sendo fecho de C§°(€2) em W™P(Q), ou seja,

—————Wmp(

9 _ om
G () = Wy ().

Quando €2 € limitado em alguma dire¢do z; de R" e 1 < p < o0, entdo a norma em

Wi (€2), dada por

fulp = 3° / Dou(a) P d,

laj=m

¢ equivalente a norma induzida por WP ((2).

Representa-se por W=7 (Q2) o dual topolégico de W)""(Q2), onde 1 < p < coep' é

o indice conjugado de p. Por H ™ ({2) denota-se o dual topoldgico de HJ*(€2).

Teorema 1.8 Sejam ) um conjunto aberto do R", de classe C™, com fronteira limitada e m um

inteiro tal que m > 1, e 1 < p < oo. Entdo temos as seguintes imersoes continuas:
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1
(i) se — — " < 0 entdo WmP(Q) — L(Q), onde é =
p n

1_m.
P n’

1
(ii) se phe % = 0 entdo W™P(Q) — L%(Q), V¥ q € [p, +o0];

1
(iii) se = — = < 0 entdo W™P(Q) — L®(Q).
p n
Demonstracao: Ver [15] O

Teorema 1.9 (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja () um aberto limitado bem regular do R",
paran > 2. Entdo as seguintes imersdes sdo compactas:
(i) sep < nentdo W'P(Q) < LI(Q), V1< ¢< o

C

(ii) se p = n entdo W'?(Q) — LY(Q), Vq € [1,+00];

(iii) se p > n entdo WP(Q) — C°(Q).

Demonstracao: Ver [15]. O

1.3.1 Traco de uma funcio de H"(f2)

Se u € C(Q2), podemos obter os valores de u sobre a fronteira I de (2, basta para isto
tomar a restricdo u,. Entretanto, se u € H™({2), como a medida n-dimensional de I" & zero, ndo
tem sentido, a priori, falar dos valores de © em I'. O objetivo da teoria de traco é dar um significado

para uj,..

Conforme explicitado em [24], existe uma dnica aplicacio

m—1

v Hm(Q) — H Hm_j_1/2(r)u = TU = {70“7 mnu, ..., Vm—lu}7
7=0

denominada aplicagdo trago, que € linear, continua, sobrejetiva, com nicleo H}"(£2), verificando

m—1
YU = (uh“?% 0 = ),VUED(Q),

8]} ’I‘ PIRRRE) W ‘F
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e admitindo uma inversa a direita ! linear e continua, isto €, existe uma aplicagio linear

—_

m—

v [ Bt H VAT — HM(Q),

J=0
que € continua e satisfaz

m—1
Yy =& vee [ HVAD).
j=0
Tomando, em particular, m = 1, temos a aplicacao

Yo H'(Q) = H'A(I)
U YU = U,

que € denominada aplicacdo trago de ordem zero.

Consideremos H'(Q) = {u € H*(); Au € L?(Q)} munido do produto interno

(u, U)'Hl(ﬂ) = (u, U)HI(Q) -+ (Au, AU)LQ(Q),
o que o faz um espacgo de Hilbert.
A aplicagdo

v : D(Q) = HV4(I)

= 8u|
U U= —
i 81/F

prolonga-se, por continuidade, a uma tnica aplicagdo linear e continua v, : H'(Q) — H~/?(T"),

posto que D(Q) é denso em H' ().

Proposi¢do 1.10 A aplicacéo traco vy : H'(Q) — H'/?(T') é sobrejetiva e, além disso, Ker(y) =
H} ().

Demonstracao: Ver [71]. O
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1.4 Teorema de Carathéodory

Seja Q € R™! um conjunto aberto cujos elementos sdo denotados por (¢, x),t € R, x €

R™ e seja f : 2 — R"™ uma funcdo.
Consideremos o problema de valor inicial

{x’(t) = f(t, (1)),

1.2
ZL’(to) = Xy. ( )

Dizemos que f : {2 — R" satisfaz as condi¢des de Carathéodory sobre € se:

(i) f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada x fixado;
(ii) f(t,z) é continua em x para quase todo ¢ fixado.

(iii) para cada compacto K C €2, existe uma fung@o real mx (t) integréavel, tal que

£t 2)||en < mi(t),¥(t,x) € K.

Teorema 1.11 (Teorema de Carathéodory) Seja f : () — R" satisfazendo as condi¢des de

Carathéodory sobre ). Entdo existe uma solugdo x(t) de (1.2) sobre algum intervalo |t — to| <

B, 8> 0.

Corolério 1.12 Sejam Q@ = (0,T7) x BcomT > 0e B = {z € R"|z| < b},b > 0. Seja
f: Q — R" nas condigoes de Carathéodory sobre ). Suponhamos que x(t) é uma solugdo de
(1.2) tal que se tenha |z(t)| < M,Vt € I, M independente de I e M < b. Entdo, x(t) possui um

prolongamento em (0,T).

Observacao 1.13 Note que o Teorema de Caractheddory pode ser estendido para o caso complexo,

istoé, f:Q— C".
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1.5 Topologias Fracas, Espacos Reflexivos e Separaveis

Nesta secdo temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca *, assim como
resultados de convergéncia nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separabilidade dos

espacos.

Considerando E um espaco de Banach, a ropologia fraca o(E, E') sobre E é a topolo-

gia menos fina sobre F que torna continuas todas as aplicagdes f € E'.

Seja (x,) uma sucessdo convergente para x na topologia fraca o(FE, E’). Quando ndo
houver possibilidade de confusdo diremos apenas que (z,,) converge fraco para x esse fato denota-
remos por

T, —~xemkE.

Proposicao 1.14 Seja (z,)nen uma sucessio em F, entdo:

(i) ©, — x em E se, e somente se, (f,r,) — (f,x), Vf € E';

(ii) Se x,, —» x em E, entdo x,, — x em E;

(iii) Se x, — x em E, entdo ||z||g é limitada e ||z||p < iminf ||z, ||g;

(iv) Sex, ~xem Ee f, — femE' entdo (f,,x,) — (f,x).

Demonstracao: Ver [15]. O

Sejam £ um espago de Banach e x € £ fixo. Considere a aplicagdo

J, B — R
o= L f)=(f2),

que € linear e continua e portanto J, € E”, Vx € E. Deste modo, definamos a aplica¢do J : £ —

E" tal que J(z) = J,, a qual é chamada de injecdo canénica de F em E".

A topologia fraca x, ou o(E’, E'), é a topologia menos fina sobre £’ que faz continuas

todas as aplicacdes J,.
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Seja (f,) uma sucessdo convergente para f na topologia fraca x o(F, E’). Com vistas
a simplificagdo das notagdes escreveremos apenas que { f,, } converge fraco  para f, ou simbolica-

mente

fo = fem B,

quando nao houver possibilidade de confusao.
Proposicio 1.15 Seja (f,,)nen uma sucessdo em E', entdo:

(i) fo— fem E' se, e somente se, (f,,x) — (f,x), Vo € E;
(ii) Se f, — f forte, entdo f, — femo(E'  E");
(iii) Se f, — femo(E',E"), entdo f, — f em E';
(iv) Se f, = f em E', entdo || f,|| € limitada e || f||z < liminf ||f, ||z

(v) Se f, = fem E' e x,, — x em E, entdo (fr,Tn) = (f, x).

Demonstracao: Ver [15]. O

Dizemos que um espaco de Banach € reflexivo quando a inje¢ao canénica J : £ — E”
€ sobrejetora. Um espaco métrico £ € dito separdvel quando existe um subconjunto M C E

enumeravel e denso em FE.

Teorema 1.16 Seja E um espago de Banach tal que E' é separdvel. Entdo E é separdvel.

Demonstracao: Ver [15]. O

Teorema 1.17 Seja E um espaco de Banach separdvel e seja (f,) uma sequéncia

limitada em E'. Entdo existe uma subsequéncia ( f,,, ) que converge na topologia fraca x (o (E', E)).

Demonstracao: Ver [15]. O
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Teorema 1.18 Seja F um espaco de Banach reflexivo e seja (z,) um sequéncia limitada em FE.

Entdo existe uma subsequéncia (x,, ) que converge na topologia fraca (o(E, E")).

Demonstracao: Ver [15]. O

1.6 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secdo iremos determinar espacos envolvendo as varidveis temporal e espacial, os

quais sdo necessdrios para dar sentido a problemas de evolugao.

Parat € (0,7) fixo, interpretamos a fungdo = +— u(x,t) como um elemento do espaco

X. Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espago X.
Sejam X um espago de Banache a,b € R.

O espago LP(a,b; X,) 1 < p < 400, consiste das fungdes (classes) mensurdveis sobre

[a, b] com imagem em X, ou seja, as fungdes u : (a,b) — X tais que

b :
il = ([ TuOlFcar)” <o

O espaco L>(a, b; X) consiste das fun¢des (classes) mensurdveis sobre [a, b] com ima-
gem em X, isto é, as fungdes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste
espaco é dada por

[l o ey = supess [lu(®)]|x -

O espago C"(a,b; X),m = 0,1,---, consiste de todas as fung¢des continuas u :
[a,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma, neste caso,
¢ dada por

m

= @@,
lulli= 3 o [u(0)

Proposicao 1.19 Sejamm = 0,1,--- ,1 < p < 400, X e Y espacos de Banach.
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(a) C™(a,b; X) € um espaco de Banach sobre K.
(b) LP(a,b;X),1 <p < +o0e L>(a,b; X) sdo espacos de Banach sobre K.
(c) C(a,b; X) édenso LP(a,b; X) e aimersdo C(a,b; X) — LP(a,b; X) é continua.

(d) Se X é um espago de Hilbert com produto interno (.,.)x entdo L*(a,b; X) é também um

espaco de Hilbert com produto interno

(1, 0) 2anx) = / (u(t), (1)) x .

Q

(e) LP(a,b; X) é separdvel se X for separdvel e 1 < p < 400.
(f) O espago LP(a;b; X) é reflexivo se 1 < p < 0.

(g) Se X — Y, entdo L"(a,b; X) — L% a,b;Y), 1 <qg<r < +oo.
Demonstracao: Ver [90]. O

Proposi¢iio 1.20 Sejam X um espaco de Banach e 1 < p < +o00. Se f € L'(0,T;X) e || f||x €
LP(0,T), entdo f € LP(0,T; X) e || f||Lro:0) = 1f lr0.1)-

Demonstracao: Ver [33]. O

O espago dual de L*(a, b; X'). Consideremos Y = LP(a, b; X ). Temos a seguinte rela-

¢do de dualidade Y’ = L9(a,b; X'), com }D + % = 1, devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.21 Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < 400, i + % = 1.
Entdo cada fun¢do v € L(a,b, X') corresponde a um vinico funcional v € Y’ dada por
b
(0,u) = / (v(t),u(t)) ( dt, YueY. (1.3)

Reciprocamente, para cada v € Y’ corresponde exatamente uma fungdo v € L%(a, b; X') dada por

(1.3). Além disso,

1ollyr = 0]l Lagapixry -
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Demonstracao: Ver [90]. O

Seja X um espaco de Banach. Denotaremos por D(a, b; X) o espaco localmente con-
vexo e completo das fungdes vetoriais ¢ : (a,b) — X infinitamente diferencidveis com suporte

compacto em (a, b). Dizemos que uma sucessio
0, — @ em D(a,b; X)
se:
(i) Existe um compacto K de (a, b) tal que supp(y,) e supp(yp) estdo contidos em K, para todo

2

d* d*
(ii) Paracadak € N, %go,,(t) — opeem X, uniformemente em ¢ € (a, b).

O espago das aplicacoes lineares continuas de D(a,b) = D(a,b;R) em X serd deno-
tado por D'(a, b; X ), ou seja, S € D'(a,b; X) se S : D(a,b) — X élinear e se 6, — 6 em D(a, b)
implicar que (S,0,) — (S,0) em X. Diremos que

S, — SemD'(a,b; X)

S€

(S,,0) — (S,0) em ,V0 € D(a,b).

O espago D(a, b; X)) munido da convergéncia acima é denominado espago das distruibuicdes veto-

riais de (a,b) com valores em X.

Denotaremos por H} (a,b; X) o espago de Hilbert
Hi(a,b; X) :={v € L*(a,b; X); v' € L*(a,b; X); v(a) = v(b) = 0}
munido com o produto interno
b b
(o) = [ () o@)xds + [ (w0
Identificando L?(a, b; X) com o seu dual [L?(a, b; X)]', via Teorema de Riez, obtemos

D(a,b; X) — Hy(a,b; X) — L*(a,b; X) < H *(a,b; X) < D'(a,b; X),
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onde H '(a,b; X) = [H}(a,b; X)]'.
Proposicao 1.22 Seja u € L*(a,b; X). Entdo existe um tinico f € H'(a,b; X) que verifica

(f,06) = (v, 0),8)x, ¥ 0 €D(a,b); Ve X

Demonstracao: [74]. O

Observacao 1.23 Da proposicdo anterior podemos identificar f com u', de posse disso, diremos

que se u € L*(a,b; X ) entdo v’ € H '(a,b; X).

Proposicao 1.24 A aplicacdo

g : L*a,b;X) — H '(a,b;X)
u —  g(u) =,
onde X é um espaco de Hilbert, é linear e continua.
Demonstracao: Ver [74]. O

1.7 Resultados Auxiliares

Teorema 1.25 (Formulas de Green)
1. Sey € H*(Q), entdo
oy 1
Vv Vudr = — | ulMyde + | ——uds, Yu € H ().
Q 0 r Ov
2. Sewu,y € H*), entdo

Ay — vAudr = — — y—ds.
/qu YAudz aﬂuay 781/8

Demonstracao: Ver [15] p.316. g
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Teorema 1.26 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions) Sejam B, B e B, espagos de Banach

tais que By — B — Bj e:
(i) By e B sdo reflexivos;
(ii) A imersdo By — B é compacta;
(iii) A imersdo B — B é continua.

Definamos

W = {U < LPO(O,T;B(]);U, € Lp1<O,T; Bl)};

onde 1 < py; p1 < 1. Consideremos W munido da norma
/
[ully = HUHLPO(O,T;BO) + [u ||LP1(0,T;B1) J
a qual o torna um espago de Banach. Entdo a imersdo de W em L (0,T; B) é compacta.

Demonstracao: Ver [660] p. 57. a

Teorema 1.27 (Lema de Lions) Seja (u,) uma sucessdo de fungdes pertencentes a LI(Q) com

1 <q<oo. Se

(i) w, — u quase sempre em ();
(i) ||u#||Lq(Q) <C, VueN;
entdo u,, — u fraco em L(Q)).

Demonstracao: Ver [660] p. 12. a

Proposi¢io 1.28 (Lema de Gronwall) Sejam » € L>(0,T) e ¢ € L'(0,T) tais que 2(z) > 0,
o(t) > 0 e seja c > 0 uma constante. Se

o(t) <c+ /Otz(s)cp(s)ds, vt € (0,7,

entdo

o(t) < c.edo#ds gt ¢ 0,7).
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Demonstracao: Ver [71]. O

Teorema 1.29 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Sejam 1 < p,q,r < 00 e considere j,m
dois inteiros tais que 0 < j < m. Se

I 1 m (1—-a)
= —|—a(T N)+ .

N

para algum a € [j/m,1] (a < 1ser > lem — j— = = 0), entdo existe uma constante

C(N,m, j,p,q,r) tal que

a

YDl < O D IDullirgny |l afany:

|al=j laf=m

O resultado ainda ¢é vdlido quando §) é um dominio com fronteira regular, isto é,

Y ID%ullo@ny < Cllulliym oy llull fofey, Yu € D),

laf=j

para todo w € W™ (Q) N L"(§2), contanto que q,r < 00 ou ¢ = 00 e n,mr < oo.

Demonstracao: Ver [16]. O

Teorema 1.30 (Teorema de Representacdo de Riesz-Fréchet) Seja H um espago de Hilbert. Dada
p € H', existe f € H tinico tal que

(p,u) = (f,u), Yu € H.

Além disso,

Al = [l ]ar-

Demonstracao: Ver [15]. O

Definicio 1.31 Seja H um espago de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(-,-) : H x H — R

é
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(i) continua se existe uma constante C' tal que

la(u,v)| < Clullv], Yu,v € H e

(ii) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > alv)?, Yo € H.

Teorema 1.32 (Lax-Milgram) Seja a(-,-) : H x H — R uma forma bilinear, continua e coerciva.

Entdo para toda ¢ € H', existe um vinico u € H tal que
a(u,v) = (p,v), Yv € H.

Além disso, se a é simétrica, entdo u se caracteriza pela propriedade

veEH

weHe %a(u,v) ~ {o,v) = min {%a(v,v) - <<p,v>} |

Demonstracao: Ver [15]. O

Teorema 1.33 (Teorema de Holmgren). Seja P um operador diferencial com coeficientes cons-
tantes em R". Seja u solucdo de Pu = 0 em )1, onde ()1 é um aberto de R". Suponha v = 0
em (s, onde (o é um subconjunto aberto e ndo vazio de (). Entdo u = 0 em (3, onde Q3 é um
subconjunto aberto de ()1 que contém ()5 e tal que qualquer hiperplano caracteristico do operador

P que intersecta (Q3 também intersecta ()-.

Demonstracao: Ver [66] p. 87. O

Teorema 1.34 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que €2 seja um aberto limitado do R",

entdo, para todo 1 < p < 00, existe uma constante C (dependendo da medida de ) e de p,) tal que

||u||Lp(Q) < C'HVuHLp(Q),Vu € Wol’p(Q).

Demonstracao: Ver [15]. O
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Proposicao 1.35 (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do R", entdo, para toda fungdo

concava F e toda fungdo integrdavel g € L'(B), teremos

F(meldB / g(a:)dx) > = | Pl

Demonstracao: Ver [31]. O

Teorema 1.36 Considere b € C™ tal que w = {b(x) # 0} controla geometricamente ) e v é uma

solucdo do seguinte problema:

v + Av + ib(z)(—A)2b(z)v = 0 em Q2 x (0,00),
v=0 em [' x (0,00), (1.4)
v(0) = v em Q.

Entdo,

(i) Existe ¢ > 0 tal que u, definido por u(t) = fOT S(t — 1) f(T)d T satisfaz

lullz20,mm1@) < el fllz2omr2@)- (1.5)

(ii) Para toda ¢ € C*((0, 00)), existe ¢ > 0 tal que v é uma solugdo de (1.4) com dado

inicial vy € L*() satisfazendo

PVl £2(0,00; 1 (02)) < V0] L2(02)- (1.6)

Demonstracao: Ver [3]. O

Consideremos V' e H dois espagos de Hilbert complexos, tais que V' <% H eV édenso
em H. Seja também a(u, v) uma forma bilinear, hermitiana e continua em V' x V/ tal que existem

ap e aem R, com a > 0, satisfazendo a condi¢do de coercividade

Rela(v,v)] + ao(v,v)r > allv|ly,, Yo € V.

Consideremos

D(A) = {u € V; aforma linear v — a(u,v) é continua},
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onde V' estd munido com a topologia de H.

Pelo teorema de Riesz, para cada u € D(A) existe um tnico Au € H, tal que a(u,v) =

(Au,v) g, Vv € V. Note que, desta forma definimos um operador A com dominio

D(A) ={u e V;3f € Htalque a(u,v) = (f,v)g, Vo € V} e Au=f.

Portanto, temos que D(A) é um subespago linearde He A : D(A) C V — H é um

operador de H. Assim, diremos que A € definido pela terna {V, H, a(u,v)}.

Proposicao 1.37 (Teorema Espectral) Nas condicdes acima, obtemos:
(i) A é auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (w,),en de H constituido de vetores
proprios de A.

(ii) Se (\,),en sdo os valores proprios de A correspondentes aos (w,),cn, entdo
D<M <. <A <..,,eN — 0.

(iii) O dominio de A é dado por:

D(A) = {u € H;ZAzl(u,wy)HF < oo} .

v=1

(iv) Au =372 A\ (u,w,) gw,, Yu € D(A).

Demonstracao: Ver [25]. O

Seja —A o operador definido pela terna { H} (), L*(Q), a(u,v)}, onde

a(u,v) = / VuVvdz, u,v € Hy(Q),
0

D(—=A) = Hy(Q) N H*(Q).

O teorema espectral para operadores auto-adjuntos garante a existéncia de um sistema
(w,) de L?(Q) ortonormal completo constituido pelas autofun¢des do operador —A, solugdes do

problema de Dirichlet:

_Awm = )\mwrm
wm‘p =0.
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Se (A, )ven sdo os correspondentes autovalores de —A, entdo

O< << <A\, <..e )\, = +ooquando m — +o0. (1.7)

Além disso, segue que:

W i
(—m> é um sistema ortonormal completo em H} (1),

VA

(:J—m> € um sistema ortonormal completo em H&(Q) NH 2(9)

Este operador é densamente definido, injetivo e auto-adjunto. Além disso, pode ser
isometricamente estendido para —A : H}(Q) — H~'(Q), onde H(Q) é o dual topoldgico de

H{ (). Esta extensdo € definida por
<_Ay7Z>H*1(Q),H3(Q) = (Vy, Vz)1200); Yy, 2 € Hy ().

A partir de agora, por simplicidade, denotaremos —A por —A. Observe que —A é
um operador positivo, de modo que podemos definir suas poténcias fraciondrias. De acordo com

Lions-Magenes ([68], (2.7) e (9.1)), temos
D(—AY?) = H(Q) e D(—AYY) = H2(Q). (1.8)
Pela teoria espectral, segue que

D(=A) = D((=A)**) = D((=A)"?) = Hy(Q) = D((=A)"*) = H2(Q) = L*(Q).

1.8 Resultados Utilizados de Semigrupos

Seja X um espago de Banach e X’ o seu espago dual.

Definicao 1.38 Um conjunto A C X x X' é chamado monétono se

(1 — x2,y1 — y2) > 0 para cada |x;,y;| € A,i=1,2.
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Um subconjunto mondtono de X x X' é dito ser maximal mondtono se ele nio tem a propriedade
de conter qualquer outro subconjunto mondtono de X x X'.

Se A é um operador univoco de X em X', entdo a condi¢do de monotonia se transforma em

(131 — .Z‘Q,Al’l — AZ’Q) >0, Vxl,xg c D(A)
Demonstracao: Ver [Y] p.34. O

Definicao 1.39 H : X — X ¢ dito hemicontinuo se é univoco e, para todo x,y € X, tem-se

H(z +ty) > Hx quando t — 0, isto é, PH& (Hx+1ty),2)x xr = (Hx, 2) /-
% ’ b
Demonstracao: Ver [9] p.34. O

Definicao 1.40 O operador R : X — X' é chamado coercivo se

/
lim —<xm’ Tm)

=00, V [tm,2),] € R tal que lim ||x,,|| = oco.
m—oo |2, || m—00

Demonstracao: Ver [V] p.34. a

Teorema 1.41 Sejam H um espaco de Hilbert real e B um operador mondtono, hemicontinuo e
limitado (leva limitado em limitado) de H. Seja A um operador maximal monétono de H. Entdo, A

+ B é um operador maximal monotono.

Demonstracao: Ver [9]. O

Seja A : D(A) C ‘H — H um operador em um espacgo de Hilbert . Considere o

seguinte problema de valor inicial

U LA B
{dﬁ U+BU S f, 19)

U0)=U, € H,

onde B : H — H € localmente lipschitz, isto &,

IBU —BV| < L(K)|U = V||, desde que ||U| <K,||V| <K. (1.10)
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Teorema 1.42 Suponha que A é maximal mondtono e que 0 € A0. Se Uy € D(A), f € W(0,t,H)
Vt > 0 e a aplicagcdo localmente Lipschitz satisfaz (1.10), entdo existe t < oo tal que a
equacdo (1.9) tem uma tinica solugdo forte no intervalo |0, tq.[. Além disso, se Uy € D(A) e

f e LY0,t,H) Vt > 0 obtemos uma solucdo generalizada U € C([0,tmqee|; H) para a equacéo

(1.9). Em ambos os casos, se t,,q, < +00, entdo /llim |U(t)||n = +oc.
t 7t

max

Demonstracao: Ver [34] Teorema 7.2. O

1.9 Analise Microlocal

Iniciamos esta se¢do anunciando alguns resultados devido a Burq e Gérard em [22] e

Gérard em [45].

Seja €2 um subconjunto aberto do R™.

Definicao 1.43 Seja m € R. Definimos um simbolo de ordem m em ) como uma funcdo a :
Q x R" — Cde classe C*, com suporte em K x R", onde K é um subconjunto compacto de €1,
que satisfaz a seguinte estimativa: para todo o € N", 3 € N", exite uma constante C, g > 0 tal
que

1020, a(x, )] < Cas(1+ (€))7,

Denotamos por SI*(2) o espago vetorial dos simbolos de ordem no mdximo m em ).
Proposicao 1.44 Se a € S7'(Q2), a formula
Au(z) = / ¥ a(x, £)u(€)de, (1.11)

define, para todo u € C§°(2), um elemento Au de C3°(Q2).

A férmula (1.11) define uma aplicagdo linear A : C3°(Q) — C§°(Q2), a qual chama-
remos de operador pseudodiferencial de simbolo a. Dizemos que o operador pseudodiferen-

cial A admite um simbolo principal, denotado por o,,(A), se existe uma fungéo a,, = 0,,(A) €
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C>®(Q2 x (R™\{0})) com suporte, na primeira varidvel, compacto em K x (R™\ {0}) e homogénea
de ordem m, na segunda varidvel, tal que, se Y € C*°(R") valendo 0 em uma vizinhang¢a da origem

e 1 fora de um compacto suficientemente grande, segue que,

a(z,§) = am(z, §)x(§) + r(z,8),

onde r € ST (2 x R™). Nestas condig¢des, a,, = 0,,(A) € chamado de simbolo principal de A.

Observe que, no caso em que {2 # R" a aplicacdo a — A nao é injetora, isto é, um
operador pseudodiferencial ndo € definido unicamente por um simbolo, por outro lado, é possivel
provar a unicidade do simbolo principal.

7

Apesar de termos definido operadores pseudodiferenciais sobre o espago C5°(€2), é
possivel estender a acdo de operadores pseudodiferenciais a espacos de Sobolev. Considerando /K
um subconjunto compacto contido em Q2 e s € R, denotamos por H3(€2) o espago das distribuicdes
com suporte compacto em /£, onde o prolongamento com 0 fora de (2 estd em H*(R"). Denotamos

por H},, (Q) = U H; (), onde K é tomado sobre todos os compactos de 2.
K

Teorema 1.45 Seja a € S™(Q) x R?) e seja K a projecdo sobre Q) do suporte de a. Entdo, para
todo real s, o operador definido em (1.11) se prolonga de forma tinica em uma aplicagdo linear e

continua de H:,. (2) em H;- ™ (€2).

comp

Vamos introduzir, agora, o conceito de medida microlocal de defeito, para tal, seja

{us. }ren uma sequéncia limitada em L2 (), i.e.,

sup/ lug (2)|* do < +o0,
keN J K

para todo subconjunto compacto K contido em (2.

Dizemos que u;, converge fracamente parau € L? _(€) quando, paratodo f € L2 (),

loc comp

tem-se

/Quk(x) f(x)de — [ u(z) f(x)dx.

k—o00 Q
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2

() que converge fracamente para

Teorema 1.46 Seja {uy }ren uma sequéncia limitada em L

2

ie(82). Entdo existe uma subsequéncia {uy} e uma medida positiva de Radon (1 sobre

zero em L
TQ := Q x S"! tal que para todo operador pseudodiferencial A de ordem () sobre Q) que admite
um simbolo principal oo(A) e para todo x € C§°(2) tal que xo¢(A) = 0¢(A), tem-se

(A(xur), Xuk) 2 — oo(A)(x, &) du(x, §). (1.12)

k—+o00 Qxgn—1

Definicao 1.47 Sob as circunstancias do Teorema 1.46, 1 é chamada de medida de defeito mi-
crolocal (m.d.m.) da sequéncia {uy,} ken-
Observagio 1.48 O Teorema 1.46 assegura, para toda sequéncia limitada {uy,}ren em L7 (Q)
que converge fracamente para zero, a existéncia de uma subsequéncia admitindo uma medida de
defeito microlocal. Observamos que de (1.12), em particular quando A = f € C§°(1),

[ @huta)ae s [ f@)duteg), L1y

Q Qxgd-1

assim uy, converge fortemente para 0 se, e somente se, | = (.

2
loc

Observacio 1.49 Observe que dadas duas sequéncias (y*) e (%) limitadas em L2 (Q2) conver-
gindo fraco para zero, podemos associar a estas sequéncias, mesmo passando a uma subsequén-
cia, medidas microlocais de defeito p, e |1, respectivamente. Afirmamos que, se y* — z* — 0 em
L2

loc

(), entdo pu, = .

De fato, dado A um operador pseudodiferencial de ordem zero e x € C§°(£2) uma
funcdo nas condi¢des do Teorema 1.46, temos

(A<X3Ck)7XiUk) — 1 §d-1 UO(A)de7

(ACy™), xy*) — i Sd_laoﬂ4)duy,

com oy(A) sendo o simbolo principal de A. Isto nos leva a

(Mw%wﬂ%ﬂwﬂwﬂ—%ﬂﬁfwwwr%) (1.14)
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Por hipétese temos que =¥ — y* — 0 em L2 (Q) e, como Ax é um operador continuo

2
em L;, .

(2) pelo Teorema 1.45, obtemos
Alx (2 —y*)) = 0em L*(9).

Assim,

(A(xa"), xa*) = (Axy®), xy*) = (A(xa"

=
8
N
|
=
o
<
=
>
8
N

(1.15)

— 0.

Logo, pela unicidade do limite, de (1.14) e (1.15) segue que

/ oo(A)d(ps — 1) = 0 paratodo A,
Qxgd-1

0 que nos leva a concluir que p, — p,, = 0 €, portanto, i, = [i,,.

Teorema 1.50 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Q) e seja {uy} uma sequéncia

limitada em L3, .(Q) que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m. 1. As seguintes afirma-

loc

coes sdo equivalentes:

(¢) Pup, — 0 fortemente em H,,"(2) (m > 0).

k—4o00

(i1) supp(p) C {(z,€) € @ x "1 00(P)(,6) = O}

Teorema 1.51 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre (), verificando P* = P, e seja
{ur} uma sequéncia limitada em L3, () que converge fracamente para O e admite uma m.d.m.
. Vamos assumir que Puy k—) 0 fortemente em H, llozm(Q) Entdo, para toda fun¢do a &
—+00

C>(Q2 x (R")\{0}) de grau 1 — m que é homogénea na segunda varidvel e com suporte compacto

na primeira varidvel, tem-se
| feneodueo-o (1.16)
Qxsd—1

A seguir, apresentaremos algumas ferramentas cldssicas referentes ao campo vetorial

hamiltoniano e suas curvas bicaracteristicas no (z, {) —espago cotangente para fungdes reais p(z, £).
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Definicdo 1.52 Sejap € C=(Q2 x R"\{0}) uma fungdo real. Chamamos H,, um campo Hamilto-

niano de p, o seguinte campo de vetores definido em ) x R™"\{0}:

Ip Ip . Op Ip
Hyfo.6) = (G20 g (08— g0 € = 5 (0,6)).

A derivada de Lie de uma fungdo f com respeito ao compo Hamiltoniano H), é dado

por Hy(f) = {p, f}, onde

" [/ Op Of Op Of
. [3(2,8) = 2_; (agj Ox; Oz, 6’5])

Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integrdvel do campo de vetores H,, isto é,

é uma solugcdo maximal s € 1 — (x(s), &(s)) para equagdes Hamilton-Jacobi

{o =m0 = Zw0. é=-neo=-3} (1.17)

onde I é um intervalo aberto de R.

Observacao 1.53 Da identidade H,p = 0 segue que a fungcdo p mantém um valor constante em
cada uma de suas curvas Hamiltonianas. Dizemos que tal curva é bicaracteristica de p se esse

valor for nulo.

Observacio 1.54 Seja \ uma funcdo C°° em T°C) com valores reais diferentes de zero. Como
xp = AHp, +pHy = \H,, sep =0,

resulta que as bicaracteristicas de \p e p concidem (modulo uma reparametrizacdo).
Podemos agora traduzir os Teoremas (1.50) e (1.51) em termos mais geométricos.

Teorema 1.55 Seja P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre () que admite um
simbolo principal p. Seja {uy }, uma sequéncia limitada em L} () que converge fracamente para

zero, com uma m.d.m. p. Vamos assumir que Puy converge para 0 em H,_ (m

loc . Entdo o suporte

de p, supp(iL), é uma unido de curvas do tipo s € I — (:1:( ), & e) )|> onde s € I — (x(s),&(s)) é

uma bicaracteristica de p.
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Proposicao 1.56 A menos de uma mudanca de varidveis, as bicaracteristicas do simbolo principal

do operador de ondas
p(t,I,T,f) :—p<$)T2—|—K((L’)§~§, é.: (51,"' 7§n)7 (118)
sdo curvas da seguinte forma
K@)\,
t (t,x(t),T, -7 ( (2(D) ) :c(t)) ,

K
p

~1
onde t — x(t) é uma geodésica de métrica G = ( ) sobre ), parametrizado pela abscissa

curvilinea.



CAPITULO 2

DECAIMENTO EXPONENCIAL PARA
EQUACOES ACOPLADAS DE
KLEIN-GORDON-SCHRODINGER COM
DISSIPACAO LOCALMENTE DISTRIBUIDA

Este capitulo, realizado em parceria com Adriana Flores de Almeida e Marcelo Moreira

Cavalcanti, foi publicado em [1].

Consideremos o seguinte modelo de equacdes de Klein-Gordon-Schrodinger,

(ithy + AP + iab(x)(—A)2b(2)1h) = iy, em Q x (0, 00),
bt — Ad + a(x)dy = |Y*xe em Q x (0, 00),
v=¢p=0emI x (0,00),

P(0) = 1hy € Hy(Q) N H*(Q),
¢(0) = ¢ € Hy(Q2) N H*(9),
L ¢:(0) = ¢1 € Hy(Q),

(2.1)

onde €2 é um dominio limitado de R?, com fronteira I" suave e w é um subconjunto aberto de ()
tal que medida(w) > 0, o é uma constante positiva e y,, representa a fungéo caracteristica, isto &,
Xo = lemw e x, = 0 em Q\w. Consideremos a,b € WH>(Q) N C*°(Q) fun¢des ndo negativas

tais que

a(x) > ay > 0emw, (2.2)

b(x) > by > 0emw. (2.3)
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Além disso,

Se a(x) > ap > 0 em €2, entdo consideramos y,, = 1 em ). (2.4)

Se b(x) > by > 0 em (2, entdo consideramos y,, = 1 em (2. (2.5)

A energia associada ao problema (2.1) é definida por

B() =5 | (W@ 0 + V(. 0F + koo, ) de 2.6

As seguintes hipéteses sdo feitas:

Hipétese 2.1 Assumimos que a,b € WH>(Q) N C>(Q) sdo fungdes ndo negativas tais que

a(x) >ay >0, gsemw

b(x) > by >0, gqsemuw.
Além disso,

se a(x) > ag > 0 q.s em ), entdo consideramos x, = 1 q.s em Q,

se b(x) > by > 0 q.s em ), entdo consideramos x, = 1 q.s em Q.

Hipoétese 2.2 Assumimos que w € uma vizinhanga de T'(x°), onde
[(xg) :={z €T;(x —2°) - v(x) > 0} (2.7)

e v(x) € um vetor unitdrio normal a x € T.

Como um exemplo de dominio 2 satisfazendo a hipdtese acima vamos considerar a

figura 1:
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Figura 1

2.1 Existéncia e Unicidade
Verifiquemos o resultado de existéncia e unicidade pelo seguinte teorema:

Teorema 2.3 Dados {1y, ¢o, 01} € {HH(Q) N H*(Q)}? x HY(Q) e assumindo que a Hipdtese

(2.1) vale, entdo, existe uma vinica solugcdo regular para o problema (2.1) tal que

W € L¥(0,00; Hy(Q) N H*(Q)), " € L=(0, 005 L*(K2)),
¢ € L™(0,00; Hy (Q) N H*(Q)), ¢ € L>(0, 00; Hy (),

ed € L>®(0,00; L*()).

Demonstracao: Utilizaremos o método de Galerkin para provarmos a existéncia de solucio para
o problema (2.1), que consiste em obter, usando o teorema espectral, o problema projetado em
um espaco de dimensao finita m, para cada m € N. Assim obtemos um problema de valor inicial
equivalente envolvendo apenas equacOes diferenciais ordindrias. Pelo teorema de Carathéodory,
segue que, para todo m € N, o problema correspondente possui solug¢do local, a qual, através
das estimativas a priori, independentes de ¢, podem ser estendidas ao intervalo [0, 7],V T > 0,
obtendo-se assim um par de sequéncias de fun¢des { (¢, ), (dm) }men que convergem para a solu¢ao

do sistema considerado inicialmente e satisfazem as condic¢des iniciais do teorema. O
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2.1.1 Problema Aproximado

Representemos por {wy, }men uma base em H} ()N H?(2) formada por autovetores de
—A, de acordo com o teorema espectral apresentando na Secdo 1.7. Para cada m € N, denotemos
por V,,, = [wy, w, ..., wy,] 0 sub-espago de H}(2) N H?(2) gerado pelos m-primeiros vetores da

base e definamos
Zgjm w; e Gm(t) Zhjm w;,

onde {1,,(t), ¢n(t)} € a solucdo do seguinte problema de Cauchy.

(1), ;) + (Vb (1), Vawy) + a(b() (= A) 2b() o (1), 105) = =i (£) () Xesr w5),
(& (), w)) + (Vi (t), Vag) + (a() g, (8), wy) = ([m(8)PXwr w)),
U (0) = o — g em Hg(Q) N H?(),
$n(0) = Gom — o em Hy(Q2) N H*(),
(0) = P1m — ¢1 em Hj(Q),

(2.8)
com j = 1,2,...,m. O sistema aproximado (2.8) é um sistema finito de equacdes diferenciais or-

dindrias que tem solugdo local em algum intervalo [0, ¢,,[, em virtude do teorema de Carathéodory.

A extensdo dessa solucdo a todo intervalo [0, 7, serd obtida pela primeira estimativa a

priori que iremos estabelecer abaixo.

2.1.2 Estimativas a Priori

Estimativa I:

Em (2.8), multiplicando a primeira equagio por ¢;,,(t) e somando em j,1 < j < m,

obtemos

(W (1), P (£)) + 6V (1), Vb (1)) + a(b(@)(=2)2b(@) by (£), o (1) =
= U(Pm () (1), Ym (t)Xer)-

(2.9)

Como

!/

D) 00)) = (W (0), 0o 1)) + (1), 65 1)
= W0 (0)) + T, 1), 1)

’

= 2R6(’¢m (t), wm (t>>>
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temos
Re(W (1), n(0)) = 5 (1) 2oy

Além disso,

b(w) (—A)Zb(2) Y (1) o (£ dix

/
=« / (= A) b (1)) rn Bt
(= A)Zb() (), b(a) b (t))-

Por outro lado, do fato do operador (—A)i ser auto-adjunto, temos

(—A)2b(2) P (£), b(@) b (1) = ((—A)Tb(x) (1), (—A)Tb() (1))
= (=27 (B) 220

Logo

Rela((—A)2b(2)thu(t), b() ()] = af (= A)1b(- )t (t)][22(0)

Assim, tomando a parte real na equagdo (2.9), obtemos
& D)0y + -2 (1)) =
Agora, notemos que para n = 2, D[(—A)1] = Hz(Q) — L4(£), assim, em w temos
ol (=2)2bom D)2 < All(=A) 800 (D72 < @ll(=A) () (D)]F2(0)
ede Hz(Q) — LY(1), segue que

Zdtme( iz + —me( s < 0. (2.10)

Multiplicando (2.10) por 2 e integrando de 0 a ¢, t € [0, t,,,[, temos

202 [*
0 [ ) ey s < oo

[%m (B)1172 (0
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observando em (2.8) que
@Dm(O) = ¢0m — ?ﬂo em H&(Q) N HQ(Q),
segue que existe C' > 0, tal que

sup ess|[{m ()| 72y < C = C([¢ollr2(0)), ¥m € N,

te(0,+00)

+oo
/0 @)y d < C = C(ltbull2(ay), ¥ € N,

ou seja,
(¢) élimitadaem L™(0,00; L*(Q)), (2.11)
e
+o00o
[ 1on®lBa i < € = Cllnlize) @12
0
Em (2.8), multiplicando a segunda equacgdo por h;m(t), ainda somandoem 7,1 < j <
m, obtemos

(& (1), (1) + (Vo (t), Vor, (1) + (a(2) 9, (1), 81, (1)) = ([¥m()*Xw, G (1), (2.13)

e usando as desigualdades de Holder e Young, temos

(O 0(®) < [ TP Y01

< ( / [t (t |4dx) ( / |67 ( Qdm) (2.14)

= [ ¢m ()| 21 100 (0) | 22w

= [[m @O 2@ 1Pm )l 24 ) |67, (O] 22w

1 1

§||¢m(t)||%4(w) + 5||¢m<t)||%4(w)||¢lm(t)|‘%2(9)

IN

Assim, de (2.13) e (2.14), segue que

1d
3 10Ol + 5 9oy + [ a@lehu (o) da

1 ] (2.15)
< §||¢m(75)||%4(w) + 5||77Z}m(t)||%4(w)||¢fm(t)||%2(fl)
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Multiplicando (2.15) por 2 e integrando de 0 a ¢, t € [0, ¢,,[, temos
160l + IVom(Oley +2 [ [ a5 drds < o O+ Vom0

t
+/0 ||wm(8)||%4(w)d5+/0 1 ()1 197 () [ 72

ou seja,
105, (D1 720) + IV 720) < Nd1m®l720) + [Vdom (®)l|72(0) /me M)

/0 % ()1 Ly (160 ()1 Z20) + 1V (5) 1220 s

// s)|2dxds > 0.

Observando em (2.8) que

uma vez que,

Gm(0) = dom — G0 em Hy(Q) N H?*(Q) e ¢,.(0) = ¢1,, — 1 em HJ(Q),

e considerando (2.12), temos

16 (Ol Z2(@) + 1V ()220 < C+/O 1% ()1 Ly (10 () L) + 1V (5)][22(0y) dis

em que C' = C(||[Yo]| 20 [|01]l 2(0)> [[V ol £2(n))- Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos a

estimativa a saber,
165 ()1 720y + IV Om () 720) < C, (2.16)
em que C' = C([[vollz2(). |91/l 220, [V @0l 12(0))- Logo,
() élimitadaem L>°(0,00; Hy(S2)),

(¢.) €limitadaem L*(0,00; L*(2)).

m

Estimativa I1:

Derivando a primeira equacao do sistema (2.8), multiplicando por g}m(t) e somando

em 7,1 < 7 < m, obtemos
(Vi (), ¥ () + (VY (1), VY, (1) + a([b(@) (= A) 2b(2) i (B)], ¥r, (1))
—i([Gm ()P ()Xo, Ura (1))

l\)\»—l

(2.17)
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De maneira andloga a feita anteriormente na estimativa (/), segue que

1d

Re(/n(6), ¥/ (8) = 52 140 (0) 200 (2.18)
Re a([b(x)(—A)2b(2)¢m ()], ¥4, () = all(=A)1b(-)¢h, (1) | 22(q- (2.19)

Definindo [; := —i([¢, () (t)xw]', Y0, (1)), temos

L= i / (G (£ (1) X T (D)

= i [ 1000 (®) + om0 (T D
= i [ 0,00 (0) + 0n 001,07, D (2.20)
— i [ GO D~ [ on (Ol 0

Considerando a parte real de [, a desigualdade de Holder generalizada, a desigualdade

ab < £a® + eb?, e aimersdo H}(Q) — L?(12), segue que

Relt) = e (=i [ i@ i [ onluoP)

IN

/ & (o (0 (B

[ 16 Olln 45, 0o

160, ()20 Nom ()l Dl 21
e () a0y + €<l ()l (D c
ety (Ol + colldn Ol 22 epllm (2

ellUr (O s + el VO (0 Z2(@)1m

IN AN IA

IN

||%4(w)

)
(

IN

|7 4)-

Tomando a parte real de (2.17), obtemos

1 d ’ 1 / / /
E%me(m\%%m +all(=A)Tb( ), ()72 ) < cellttm ()21 IV (01720 + €l ) 171
(2.21)
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Paran = 2, D(—A)1 = H2(Q) — L*(Q), assim, de maneira andloga a feita na

primeira estimativa, temos

all(=A) bt ()22 < all(=A) 1B (D122 < @ll(=A) 1B ()220

ede Hz(Q) — L), segue que existe ¢ > 0 tal que,
allbot (£) 171y < call(=2) b0t (6)][72(0)- (2.22)
Logo, de (2.21) e (2.22), temos

1d b2a
ﬁnw;@(t)ll%m + °7||¢§n(t)lli4(w) < cellUm® 4y IV O 01720y + el (Ol
isto &,
1d, , 2 bga ' 2 2 / 2
S lm@lza@) + | =~ =& ) 1¥m®lzsw) < cll¥m®lzaw IVOR Bz (2.23)

Derivando a segunda equagéo do sistema (2.8), multiplicando por 17, (t) e somando

em 7,1 < j < m, obtemos
(@ (), (1) + (VO (), V(1) + (al-) o (1), 61 (1) = ([0m (D)X (1) (2:24)

Definindo I := ([|[¢m(t)|*x0], @7 (t)), temos

L = ([UnO)ym®)x.] 1)

N / [0 (09 (8) + o (D)1, (D] 0], (1),

Além disso, temos também

U (O Um (t) + Pm ()07, (1) = 2Re b (8)4,,(2)
< 20 ()[4, (1)]-

Logo, pela desigualdade de Holder generalizada e pela desigualdade ab < 4%&2 + eb?,
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inferimos que

Re(1y)

IN

2 [ Wn Ol @00 1ds

20 (Ol 1 18 () 0 ) 120

2 15, () 250y + 2l ()2 6 () o)
2 [ (D210 + 221 (1) 0 61 ) B

IN A

IN

Tomando a parte real em (2.24), vem que

1d
5 7 19D 1Z20) + IV (D)1 Z2) +/wa(x)l¢i;(t)|2dx

< 26|, (D)1 21y + 2¢e 1©m B[y 100 ) 17200y
(2.25)

Somando (2.23) e (2.25), obtemos

2

1d , , , bsa ,
5 0Oy + 160 iy + 1960 ) + (2 =2 ) I Ol
< 26, [ l100 19O ey + IO

assim, concluimos que

2

// / b /
5 O+ MOl + 190 Ole) + (5 = 2¢) a0l 220
< 2l (1) 34 (I 00 (O 2y + 1500 3y + 10 3

Multiplicando (2.26) por 2, integrando-a de 0 a ¢t,¢ € [0,7] e tomando ¢ suficiente-

mente pequeno, deduzimos

t
[r (OI720) + 19m O 20) + VO ()1 72y + 201/0 107, (8) 174y ds
<[5, (0)1 7200 + 105, (0)172() + V61, (0) 172
/Ilwm )12 180 (20 + 100 ()1 720y + VD ()] 720 /uw )74y dolds,
(2.27)

onde ¢, co > 0.

Resta nos mostrar que os termos ¢, (0) + ¢/, (0) sdo limitados na norma de L?((2). Para
tal, consideremos v = ¢/ (0) na primeira equagdo e w = ¢ (0) na segunda equagdo do sistema

(2.8).
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Assim,

Consequentemente, obtemos

19 ()20 < 1A% (0) |20 145, (0) 22(@) + llb(-) (= A)25(- )¢ (0) |2 145, (0) 20
+ 1[6m (0)m (0] L2 195, (0) ] 2
< AP (0] 222 ¥ ()l 220 + allbllso][(=A)
+ 116 (0)10m (0) [ 2 (@) 17 (0) | 2

[N

() m (0)] 2@ 197, (0) | 220y

Logo,
10, (0) 22y < 1A% (0)| 2y + Allblloo | (—A)20(- )8 (0) | () + |G (0)8 (0) | 20

Usando as desigualdades de Holder e Young no termo || ¢y, (0)4,(0)|| .2(q), obtemos

[on@nO@lie = ([ 16 OPlnO)Fds)
IOl Ol
< 16n O + 51emONe,

IN

Assim, podemos escrever
1 1 1
195,022 < 1A% (O] 20 +llblloo [l (=2) 20 )¥m (O 22+ 5 | 6m () [0 5 [14m () 171

Observando que D[(—A)z] = HE(Q), HL(Q) — L*() e as convergéncias em (2.8),

concluimos que existe uma constante C' > 0, tal que
145, (0)ll22(2) < € = C([IViollz @), Vil @), Veolliz @), Vm e N. (2.28)

Também,

(@ (0), ¢, (0)) = (A (0), 67,(0)) — (a ()4}, (0), 6,(0)) + (112 (0)[*Xe, 61,(0)).
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<,

1m0 16Ol 2y = ( / 6 (0) 4dx) ( / 6 (0 |dx)

= [[¥m(0)[Zs) 167 (O) 22
< [ m(0)[Zs o) €0 (0l 2()

Portanto,

16 (0 172(0) < 186 (0| 2o € (0) ] 220 + Nallooll 67 (0) z2() 167, (0) 220
+ {19 (0| Zs(y 197 (0) [ 20

ou seja,

167 (Ol z2(2) < 186 (0)llL2(2) + llallocll$r (Ol z2() + 1¥m (0210

Observando que H{(Q)) — L2(Q), H} () — L*) e as convergéncias em (2.8),

concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que

00, (0) L2y < C = C(||Adoll 20, V1l 20y, Vol r2()),  Vm €N, (2.29)

assim, de (2.28) e (2.29) podemos aplicar o Lema de Gronwall em (2.27), logo

t
140, (D1 22) + |om O Z2) + IV (D)1 72() + 261/ [0 (81 21
0

c3 [2° || (s 24 ds
< ([ (0) 32y + (161 (0) 22y + [V (0) |22y )e* 0 ¥ Miscr®™ < (2.30)

onde C' = C([|A¢ol| L2, [Vollz2), 1Al L2, [Vdoll L2, [Vérllr2@) > 0. De (2.30),

concluimos que

sup_ess|éi (O < C
te(0,00)
sup )688|\¢m(t)Hi2 <,
te (0,00
' / 2.31
sup ess||Vo,, ()HLz <, ( )
te(0,00)
+oo , )
| @k <c
\ /0
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Portanto,
(¢! ) élimitadaem L°°(0,00; L*(Q)), (2.32)
(¢,) élimitadaem L>°(0,00; Hy(S2)),
(¢) élimitadaem L>(0,00; L*()),
e
400 )
| W@l < 233
Estimativa III:

Retornando para (2.9) da estimativa I e tomando a parte imagindria, temos
I (0,0 (®) + 90Ol = = [ om0t (234
Logo,
IVl 0) = =T (0 G8) = [ GOl (0) (235)

Definindo, I3 := —Im(], (), ¥ (1)), obtemos

L) < / 8 (D)l (2)] dz

(2.36)
< W Olle2@ 1m () r2(9)-
Também, Iy := — [ ém(t)|Un(t)]? do,
11 [ on®llim () do .

< NGO z20) [ () [ 74 -
Assim, de (2.35), (2.36) e (2.37) segue que
IV (O 20y < N (Ol 2@ [m (8) | 2 () + N1 dm (D)]] 220 10m ()1 240
< Cllbr, ()l 2@ IV ()| 2) + CIIV O ()] L2y [180m () | 20 [ Vo (8) | L2 (0
< OV (t) || 22

Portanto,

[V ()] r20) < C-
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onde C := C(||Avo||z2(), VYol z2), |AG0l 22@), IV doll 22y, [V érllL2))-

Dai, sup ess”Vzﬁm(t)H%g(Q) < C, logo
te(0,00)

(,)  élimitadaem L°°(0, 00; Hy(S2)). (2.38)

Compondo a segunda equagao do sistema (2.8) com A¢ temos,
(@ (), A (1)) + (Adin(t), Apm (1)) + (al@) D, (), Apm(t)) < ([ (1) X, Ad(t)). (2.39)
Assim,
1AGm (O)1720) < N6 ()l 2@ | Adm ()220 + lallool87 (8] 2@ | AGm (1) | 2y

2.40
" / o (1) 2| Ao (1) iz (2.40)

Temos,
/ o OPIAG O] dz < [ s | A8 22,
< [ ¢m ()| 2@ | Vo (0) | 220 | Adm () 1 72y

De (2.40) e (2.41), vem que

(2.41)

1AGm O < (7 O + lalloo |65 O + [1¥m )l 2@ | VEm (D) | 2@) | A () 220 (2:42)

Assim,

[AGm ()] < 95 (O] + llallcol| @5 (D) lL2) + [[9m (O | L2 IV (E) | 22() 043
< C = C([[Av%o|| L2, | Vol L2y, [[A¢ol L20), V@0l L2y, V1| L2(0))-

Portanto, sup ess||Aq§m(t)H%2(Q) < C, ou seja,
te(0,00)

() € limitadaem L>(0,00; Hy(Q) N H*()). (2.44)

Por outro lado, das trés estimativas, obtivemos que
U 6 limitadaem L>(0,00; H}(Q)),
¢m € limitadaem L*(0, 00; HE(Q) N H2()),

¢! élimitadaem L*°(0,00; L*(12)), (2.45)

é limitadaem L>(0, c0; H,(Q2)),

L(

¢ élimitada em 0, 00; L*(2)).
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Em particular, dado 7" > 0, temos

Um
Pm
Vi
O
G

é limitadaem L>(0,T; Hy(9)),
é limitadaem L™(0,T; Hy () N H*(Q)),
(2)), (2.46)

¢ limitada em

(

(
é limitadaem L>(0,T; L
L>(0,T; Hy(Q2)),
(

é limitadaem L>(0, T; L*(2)),

(note que T' € fixo, porém arbitrdrio), o que nos permite, pelo Lema 1.17, extrair subsequéncias

(Vi) € (¥m) € (dk) C (dn) tais que

que

resultam

b = L0, Hy (),
vp —u L%(0,T; L*(9)),
o = ¢ L(0,T; Hy(Q) N H?(Q)), (2.47)
¢, — v L(0,T; Hy(Q)),

S L(0,T; LA(Q)).

Como L>(0,T; H)(Q2) N H*()) — L>(0,T; Hy () < L>(0,T; L*(Q)), segue

vk =1 L*0,T;L*(Q)),
v —u L0, T5 L*(Q)),
o — ¢ L*(0,T; L*(Q)

¢ —v L ()

L —w  L*0,T; L*(Q)).

)
), (2.48)
)

L*0,T; L?

)

Lembrando que L?(Q) — D'(Q) e que o operador derivagio é continuo em D'(Q),

u=1" em L>*(0,T;L*Q)),
v=¢ em L>(0,T;H;(Q)), (2.49)

w=¢" em L>(0,T;L*)),
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ou seja,

Up = L%(0,T5 Hy (),
v = L%(0,T5 L (),
o — ¢ L>(0,T; Hy(Q) N H*(1)), (2.50)
G — ¢ L=(0,T; Hy (),
P L0, T L Q).
Mas, como H(Q) < L2(Q), pelo teorema da compacidade de Aubin-Lions e de

(2.45), resulta na existéncia de subsequéncias, que ainda denotaremos por (¢, e (¢y), satisfazendo

by — U, gp—> ¢ e ¢, —> ¢ qsem Q. (2.51)

Agora, note que |1);|*x,, € limitada em L?(0, oo; L*(€2)). Com efeito, de (2.45) e (2.12)
| Pxalem de < [ ool d
0 0

scﬁ (2o IV (1) 22

(2.52)
<C [ Il
<C,
onde C':= C([| Aol 2@, Vol 2, [Adoll 20, Vol 2@ Vil r2(q))-
Logo,
(|x(t)]*xw) € limitadaem L*(0, 00; L*(9)). (2.53)
Em particular,
(|1 (t)[*xw) € limitadaem L*(0,T; L*(Q)). (2.54)

Mas de (2.51), temos que ¥y (t)x — ¥(t)x. q.8 em Q e, portanto, |t (t)[*x. —

|¥(t)[*xw g.5 em Q. Assim, de (2.54) e pelo lema de Lions, obtemos
e X = (O X0 em  L*(Q). (2.55)

Portanto, com as convergéncias obtidas, podemos passar o limite no problema aproxi-

mado.
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2.1.3 Passagem ao Limite

Consideremos j € N fixoe k € Ntal que £ > j, multiplicando as equagdes do problema

aproximado (2.8) por § € D(0,T), e integrando de 0 a 7', temos
T T T X
| O i [ (T, V)o@ di o [ ba)-A) )i, w00 d
0 0 0

i / (60 (D)0 () w0))0(E) dt
(2.56)

/ (G1(1), wy)6(t) dt + / (Vou(t). Vuoy))6(2) dt + / (a(2) (1), w))O(t) dt
0 0 0 (2.57)

- / (18 (6) X 0,)0(0) .

No primeiro termo da igualdade (2.56) sabemos que 1}, — 1’ em L>(0,T; L*()),
entao

/ (P (1), £(t)) dt — / ))dt, V¢ € L0, T; L* (1)), (2.58)

quando £k — oo. Agora, tomando em particular £ = w;#, para todo § € D(0,T), vemos que

&€ LY(0,T; L*(Q)) e substituindo £ em (2.58), resulta que

/ (Y. (t), w;)0(t) dt —> / t)dt,¥0 € D(0,T), quando k — co. (2.59)

Analogamente, observando (2.50) e (2.55) podemos verificar as demais convergéncias
quando £k — oo. Desta forma, podemos passar o limite nas equagdes (2.56) e (2.57) quando

k — 00, ou seja,

/0 (W/(t), wy)O(t) dt + i / (Vi(t), Vuy)O(t) di + o / (b(a)(—A) b )b (), wy)O(t) di
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Como (w;)jen € um sistema completo em HJ(2) N H?(Q), por densidade, temos

/ (Y (t), w)0(t) dt+i/ (V(t), Vw)o(t) dt+a/ (b(:z;)(—A)%b(:z:)w(t),w)@(t) dt
0 0 0 (2.60)

= / (1) (1) X 0)0(1) dt.

paratodo w € H}(Q) N H?*(Q),0 € D(0,T), e

/ (0,600 di + / (Volt), Vu)(e) di + / () (1), w)o(0)
-/ (00 P w)0(0) i,
para todo w € H}(Q) N H2(Q),8 € D(0,T). Disto chegamos a
(01, 0), 0) o1y Do) + H{(V(E), V), 0oy oy

+ @<<b(x)(_A>%b(x)¢(t)aw)a9>D'(0,T)><D(0,T) = _i<(¢<t>¢(t>xwuw)u‘9>D’(O,T)><D(O,T)7

(6" (1), w), 0) pro.r)x oy + ((Vé(t), Vw), 0) pror)xp(o,1)

((a(x)¢' (), w), 0) 0.1y« D0,y = (W)X ), ) 10,1y x D01

ou ainda,

N[

(@' (1), w) +i(Vip(t), Vw) + a(b(z)(=A)2b() (1), w)

= —i(()(t) X W),

(2.61)

para todo w € Hj(Q2) N H*(Q) em D'(0,7), e
(" (1), w) + (Vo(t), Vw) + (a(2)¢'(t), w) = ([(t)*Xw, w), (2.62)
paratodo w € HJ(Q2) N H?() em D'(0,T).

Segue que todo conjunto de solugdes {1, ¢} satisfazendo as equagdes (2.61) e (2.62),

respectivamente, € solucdo do sistema (2.8).

Agora, considerando w = ¢ € D(2) em (2.60), obtemos
/0 (W/(t), 9)O(t) dt — i / (V(t), V)bt dt + o / (b(a)(—A) b2 (1), ©)B(t) d

=i / (1) (E)xar 2)0(1) .
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Dai, segue que

N

/ ' () pd(t) daedt — z/ AY(t)pb(t) dedt + 04/ b(x)(—A)2b(x))(t)pd(t) dedt
Q Q Q
— i [ GO (O.09(t) dude.
Q
Logo, podemos ainda escrever
(W', 00) o) p(@) — 1{AY, ©8) pr(Q)xD(Q) + a<b($)(—A)éb(l’W7 ©0) D1(Q)xD(Q)

= —i{PVXw, 9) D/(Q)x D(Q)-

Assim, segue que
(' = iAG + ab(a)(=A)2b(2) ¢, 98) (@)xp(@) = —H{SVXe; ) Dr(Q)xD(@)-

Da totalidade do conjunto {¢0; ¢ € D(R2),0 € D(0,7)} em D(Q) vem que

Y — iAY + ab(z)(—A)2b(z)y + igx., = 0 em D'(Q),
implicando em
i + A+ iab(z)(—A)2b(a)) = ¢y, em D'(Q).

Analogamente mostramos que

"= A¢+a(x)d = [U]'x. em D'(Q),

0 que nos permite obter o sistema

iy + A+ iab(2)(—A)2b(x) = ¢vox., em D'(Q),
Du — Aéb + a($)¢t = W|2Xw em Dl(@)-

Logo,

[SIE

AY = =iy’ —iab(z)(—=A)2b(x)y) + P¥Xu,

ou seja,

—Ap(t) € L*(Q) p.q.t t € (0,7).
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Portanto, em razdo da regularidade do problema eliptico

—Ay = f, fel*Q)
Y =0,

obtemos que
U(t) € H(Q) e ([0l < 1A00) [ 12) p- .t t € (0,T).

Assim, tomando o supremo essencial nesta desigualdade, resulta que

W e L=(0,T; Hy(2) N H?(52)).
2.1.4 Dados Iniciais

Notemos inicialmente que, em particular, ¢» € L>®(0,T; H}(Q)) — L*(Q) e ¢ €
L>=(0,T; L*(2)) — L*(Q). Entdo, v» € H'(0,T; L*(R2)) — C°([0,T7]; L*(Q2)). Assim, faz sen-
tido falarmos em (0) e ¥(7').

Seja 0 € C1([0,T];R), tal que #(0) = 1 e 6(T) = 0. De (2.59) vem que, se k > j (j
arbitrariamente fixado), entao
[ wiwwpena — [ @ 263
Integrando-se por partes, temos
—(1r(0), w5) = /OT(wk(t), w;)6'(t) dt — —(4(0), w;) — /Ot(%b(t),wj)@’(t) dt.  (2.64)
Agora, de (2.50) resulta que

[ s — [ @ 2.65)
o que implica que
(l0),wy) — —((0), ). .66
Decorre daf que 4 (0) — (0) em L2(Q). Por outro lado, de (2.8) temos
Dl0) 0 em HY(Q) 1 () < HA(Q) = L),

0 que nos leva, por conta da unicidade do limite, a concluir que ¥(0) = ¢°.

Analogamente, mostra-se que ¢(0) = ¢% e ¢'(0) = ¢'.
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2.1.5 Unicidade

Sejam {11, 1} e {19, P} solugdes do problema (2.1). Entdo, z = 91 — ¢y e w =
@1 — @9 satisfazem
i/ + Az +ia(b(x)(—A)2b(x)s — b(x)(—A)2b()ihs) = (d19r — daths)xw em Q x (0,T),
w’ — Aw + a(@)w’ = ([Y1]* — [¢2[*)x. em Q x (0, T),
w=z=0emI x (0,7),

w(0) =w'(0) =0,2(0) =0 em (.
(2.67)

Multiplicando a primeira equagdo de (2.67) por —iz e a segunda por w’, obtemos

(/(1), 2(1)) — (A1), 2(1)) + a(b(w) (=A) 2b(w)br — ba)(=A) 24, (1))

(2.68)
= —i([P1(t)1(t) — P2(t)2(t)]xws 2(1))
(w"(t),w'(t)) = (Aw(t),w'(t)) + (al@)w'(t), ' (1) = (|1 ]* = [P ]xe, w'().  (2.69)
Tomando a parte real da equagdo (2.68) e de (2.69) concluimos que
1d 2 NS _ A)3h
5 7z 1EOz2(0) + Rela(b(@)(=A)2b(z)¢r = bz)(=A)2b(2)d2, 2(t))] (2.70)
= Re[—i(1(t) 1 () Xw — P2(t)V2(t) Xw, 2(1))]

3 i I Ol + 1T ) + [ @l OF o = ([a(®F = el w'(B),

(2.71)
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Observemos que

a(b(x)(—A)2b(a)in (t) — b(x)(—A)2b(x)a(t), 2(1))
—a / () (— A)Eb() 6 (1) — b() (— A)2b(x) () (9) — 0alD)) dix

= a [ () (~2) a8 — ble) ()b (7200
— b(w) (=) 2b(@) () (1) + b(x) (— A)2s()s(F)) da
=a/g< A)zb(z)s (1)b(x) 1 (£) do + o [ (=A)2b(x)a(t)b(x)is(t) da
—a [ (A b)) RE s = a [ (~A) ) (Db Ta0) da

) b(@)a(t), b(a)ia(t))
— a((=A)2b(@)a(t), b@)en (1)) — a((—A)2b(z)un (1), b(z)us (1))
)+ al(—A)b(x)a(t), (—A)b(x)n(t))

)P (1)) — al(—A)b(x)ehi (1), (—A)ib(x)a(t))

=a||<—A>%b<x>w1<t>||Lz<m+a||< A)ib() ()20

()1 (1) = al(—A)ib(x) e (1), (—A)Th(x)is(t)
= af[(-A ﬁb(xwlup +a||<—A>%b<x> sl

w\»—A

:a\»@\

I
—~
—

|
b

[N

B[ S
—~
&
~—
<
i
—~
~
~—
S
—~
&
~—
<
iy
—~
~
~—
+
Q
—~
—~
|
b

(SIS

~

(2.72)

)
= af|(=A)Tb(@)en (1|2 + ll(=2) b(2)tha(1) | 720

Notemos que, adicionando e subtraindo o termo )1 ¢;x,, no lado direito da expressao
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(2.70), deduzimos que

([01(D) 1 (1) = G2 ()2 () xes (1), 1 (8) — a(t))
= ([02() (91.(8) = ¥2(t)) + a(t)(D1(1) = P2(t)]xws (1), Y1.(£) — a(?))
= /[¢1 (£) (@1 (1) — (1)) + Ya(t)(D1(1) — d2(8))] (¥ () — W2(1)) dv

/¢x>m+wx (1))2(0) do

/6251 )|2(¢ |2d55+/¢2

Logo, pelas desigualdades de Holder e Young, e por (2.45), podemos escrever

Re(—if(0101(0) = 600 20)
(i)
/Wsz|V|M

< N2 s lw )l 2@ 12 (@) 22 (2.73)
1

< IOl + 12Ol ey

< S0 Baey + 510 ey

< O(IVw®) ) + 12(0)[32(@):

Também, do lado direito da equagdo (2.71), temos

Re((lon (O — lalt) Phxwn ' ()
:zaz(/knuan?—wda@ﬂ%xww%wdx)

= e (| 100500 ~ a0 + 000 — )l 1)

= e ({at) — val0in 0 ds) + e [ 01(0) = a0 o) o
< [ Ol Oldr+ [ 1@l

< [ Qo] + L@/ 0)] d

Substituindo em (2.70) as expressoes (2.72) e (2.73), e em (2.71) a expressdo (2.74), decorre o

(2.74)

seguinte

S22 < CUIVwIIT2) + 128 2() (2.75)
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e
1d / 2 2 ! 2
5 77 W Oz + IVwt)liz) + [ alz)lw' @) de
« (2.76)
< /(|¢1(t)|+|¢2(t)|)|2(t)||lU’(t)|d$-
Somando as expressdes (2.75) e (2.76) e levando em conta que / a(z)|w' (t)*dx > 0,
Q
segue que

1d
5 77 IFOIF + [ @ + [Ve@lP) < CUIVe®) 7@ + [20]:q)
+/(W1(?f)\ +[¢2(ON]2(0)][w' (1) de.
Convém observar que a solugio {1y, 1o} € L=(0,T; Hi N H?(2)). Além disso, consi-

derando a imersdo de Sobolev H?(2) — C5(2), onde C5(Q2) = {u € C°(2);u é limitada em O}

¢ um espaco de Banach, obtemos

2dt(ll 2O HIw Oz H IV Z2@) < CUNVwb)IZ2@)+ 120720 +Iw' (OZ2@)-
(2.77)

Multiplicando (2.77) por 2, integrando de 0 a ¢, t € [0, T, e observando em (2.67) que

w(0) = w'(0) e 2(0) = 0 em €2, obtemos a seguinte desigualdade
t
120720+ 1w Ol 7o) HIVW ) 72) < C/O (IVw(s)l ) T 12() 1720w (5)172(0) ds.
Finalmente, aplicando o lema de Gronwall na expressdo anterior chegamos a
1211720y + ' ()72 0) + IVw(®)IZ2q) < 0,5t € [0,T1.
Dai vem entdo que z = 0 e w = 0 e, portanto, 1, = Y5 € ¢1 = ¢9. Assim, provamos a
unicidade de solugdes do problema (2.1).
Logo, temos
¢ S Lloc(07 o0; H(}(Q) N H2< )) 1/} S Lloc(07 o0, LQ(Q))a
e € Lis,(0,00; L*(2)).
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Agora, lembremos que da primeira estimativa a priori temos

(Y) € limitadaem L>(0, 00; L2()).

Assim, pela Proposicao 1.15
[ 0csz2(0) < T inf 9 (B)]l 2 0.0;22(0)
< C(IYollz2)-
Logo,
¢ élimitadaem L*(0, 00; L*(12)).

Prosseguindo de maneira andloga, segue que todas as limitagdes obtidas nas estimativas

a priori sdo validas para {1, ¢}, o que nos permite dizer que
Y e L2(0,00; HY(Q) N HA(Q)), ¥ € L=(0,00; L*(Q)),
¢ € L®(0,00; H(Q) N H*(Q)), ¢ € L=(0, 00; H (),
ed € L=(0,00; L*()).

Assim, o teorema estd provado.

2.2 Decaimento Uniforme

Nesta seco trabalharemos com solugdes regulares {1(t), ¢(t), ¢+(t)} para o problema

(ithy + A + iab(x)(—A)2b(x)d) = ¢y, em Q x (0,00),
O — Ao+ a(x)(bt = W’QXw em €) X (07 OO)>
p=¢=0em I' x (0,00),

0(0) = o € H() 0 H(Q), 279
#(0) = ¢ € Hy(Q) N H*(Q),
[ ¢(0) = ¢1 € Hy(9),
cuja energia associada é dada por
B(0) =5 [ (0 0P + V(.0 + |on(w, ) do- 2.79)
Q

Definindo H := {HJ () N H(Q)}? x H () no préximo teorema, provamos o decai-

mento uniforme local da energia. De fato, consideraremos os dados iniciais tomados em conjuntos
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limitados de #, ou seja, ||{¢o, o, ®1}||% < L, onde L é uma constante positiva. Isto é fortemente
necessdrio devido ao cardter ndo linear do sistema (2.1) e uma vez que E/(t) ndo é naturalmente
uma fun¢do ndo crescente no parametro ¢. Portanto as constantes C' e v que aparecem em (2.87)

dependerio de L > 0. Vamos denotar d := c||b||» L, onde ¢ vem da imersio H'/?(Q) — L*(Q).

No que segue, por simplicidade, denotaremos ¢; = v)’. Assim, multiplicando a primeira

equagio de (2.78) por ¢ e integrando em (2, temos

/ (B0 de + / A0 de + i / () (— A)Eb(x)p (D (E) dr = / o)1) d,

Q

ou seja,

(0. 6(0) + (VU0 T6(0) + | Ha) =A@yt do = =i [ ololui)f .
(2.80)

Tomando a parte real de (2.80) segue que

ST

1d T
51Ol +a [ IR0 e = @231)

Agora, multiplicando a segunda equac@o do problema (2.78) por ¢’ e integrando em 2,

obtemos
/Q¢ ()¢'(t) d:c+/ﬂ(—A¢(t))q§(t) da:—l—/ﬂa(x)\qb(t)\ dq;:/w|q/;(t)| & (1) de
isto é,
37519 Ol + V0000 + / a(@)|¢/(t)? do = / BOPS ) dr. 282)

Somando as expressoes (2.81) e (2.82), obtemos

335 Oy + 1@ ey + 1900 a0) + o [ (A b0 do

+/ﬂa(:p)|¢’(t)|2dx=/w|¢(t)| ¢'(t) dx

SO de + / ()¢ (8)? dz = / WOPE (O A (283)

ou seja,

»Js\»—A

+a/|
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A seguir, analisaremos o ultimo termo em (2.83). Da Hipoétese (2.1), das desigualdades

1 1

de Gagliardo Nirenberg e Young, e observando que D[(—A)i] = H2(Q) < L*(Q), temos

/wlw(t)\%’(t)dxé/w(\/%_O\w(t)|2> (Vaol¢'(1)]) dx

< [ qelvoltds+ 5 [l ds
o [words s [a@lerd

_1b_

=0 [l de+ 5 [ @l oF ds

_1”_ /|b )4 da + = /a(x)|¢’(t)|2dx
5 | el

—1
bO /|b t)[*dx + = z)|¢' ()| dx (2.84)
1bO4 1 / 2

= OO + 5 [ al@lo @) da

< %Hm>uma@mm VOl + 3 [ al@lo @ do

< O 02| O el (~ A B0
1 2

+§L«ww@rm
ag by td

< B ey + 5 [ a@I O de

onde d := ¢||b|| L~ L. Logo, combinando (2.83) e (2.84), obtemos
+a/ |(— )* dw + / a(x)|¢ (1) dx
% b 4d/ (- (O dr + / a(2)|6/ (1)[? do.
N

Dessa forma, considerando « grande o suficiente tal que § = o — J’AQL > 0, segue

E’()s——/ D))t |2dx—ﬁ/|
<k ([a@iopars [ 1-a)

(2.85)

»w

que

N»—‘

(t)|? dx

Fm)

(2.86)

N»—-

onde k = min{3, 5}.
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~1p—4q

1
Teorema 2.4 Assuma que as Hipoteses (2.1) e (2.2) valem e, além disso, que o > %TO oud

¢ suficientemente pequeno, entdo, existem C|y constantes positivas tais que a seguinte taxa de

decaimento vale
E(t) < Ce™™E(0), paratodot >0, (2.87)

para cada solugdo regular do problema (2.1) na classe dada no teorema anterior, uma vez que os

dados sdo tomados em limitados de H.

Passol : Multiplicando a primeira equacio do problema (2.1) por 1) e integrando em

), obtemos
) T
/ /@Z)@dedt—l/ /A¢¢dxdt+a/ / V2b(x) ) dedt = / /¢|2/)|2dxdt.
0 w
(2.88)
Integrando NV, por partes, temos
T _ _ T T o
/ /w'dzdxdt: [/ @Z)wdw} —/ /W/J’dzdt.
0 Jo Q 0 0 Jo
Note que,
T B T o T B
/ /Wwdxdt—i—/ /¢¢’dxdt—2Re/ /w’z/zdxdt.
0 Jo 0 Jo 0o Jo

Assim,

Yo WP, 1"

Re/ /w'wdxdt: [/—da:}

o Ja o 2 0
Logo, tomando a parte real em (2.88) segue que

2 T

[ a] s al-a)iveutg o 289)
0

Agora, multiplicando a segunda equagdo por (q - V@), onde ¢ € (W1*>(Q))?, e inte-
grando em 2 x (0,7, segue que

/OT/Qob”(i. Vo) dxdt—\/OT/QAqﬁ(‘qr-V@ dxdf—l—/OTa(x)qS’(q.V@ dudt

= [ [ it voyaoar

(2.90)
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Integrando N por partes, temos

/ /(]5” q-Vo)drdt = [/(b q-Vo) d:c] / /<;§ q-V¢')dxdt. 2.91)

/ /
Pondo ¢(z) = (q1(x), g2(2)), V¢’ = (§¢ ,g—¢> , aplicando a férmula de Gauss em
I )

Ny, parak = 1,2, e,como ¢’ = 0em I, segue que

2

/ /¢ q-V¢)drdt = / / < qka—¢y> dxdt
[ (3 Laggrma)
_ _5/ (Z/(dy)?% dx) dt+%/0T (i/F(czﬁ’)quk df) dt
:__/ /dwq )2 dxdt.

Assim, de (2.91) e (2.92) resulta que

/0 ) /Q ¢"(q- Vo) dudt = { /Q ¢(q-V) dx} / / div q)(&')? dud. (2.93)

Por outro lado, aplicando a férmula de Green em N3, obtemos

/ /Ad)q Vo) dxdt = / /qu V(g-Vo¢)dxdt — / / (q-Vo)dldt. (2.94)

Assim, usando a notagdo

//w V(g V) drdt =

9¢ Oqr 0¢
/0 / Oz Ox; Oxy, dadt,

k,j=1
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segue que,
T
_ ~_ 09
- / / or, o, (Z qa_> dadt

_/0 j;l/a_xaa_%a_ifkd vt / Z/@xj 8xjag;kdxdt'

J/

(2.95)
Temos também da féormula de Gauss
—_— dx dt
Z/O /8xk (8%) O
2
_1/ /8|V¢‘ au da dt
2
1
:_—/ /|V¢]28q’“ dv dt + = / Vo qevy dT dt
2 r
k=1
1
- / v woparar+ 2 [ [ vivopara
2 0 (9] 2 0 r
Como ¢ = 0 em I', temos
oo 3¢> 2
_ =1,2 T.
2 =12, e o = |%2] em
Assim,
T T 2
No=—3 [ [awawopaas 5 [ [wn|52] aar (2.96)
2 Jo Ja 2 o Jr ov
Combinando (2.94), (2.95) e (2.96) concluimos que
T T 2
_/ /Agb(q-qu))dmdt:/ Z/%%a—d)d dt
o Ja 0 Oz Ox; Oxy,
7,k=1 (297)

2

0¢ dl’dt.

ov

_%/OT/Q(d@'Uq)]Vqﬂdedt—%/OT/F(Q.I/)
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Logo, de (2.90), (2.93) e (2.97), temos

' ! TS~ [ 0 dgp O
[/ ¢/(Q'V¢)das1 +%/ /(div@(‘qﬂz—\V¢\2)dxdt+/ Z/ﬁ_ia_zé)_:id 2 dt
/ / (q-Vo) d:cdt—/ /|¢\ q-Vo)drdt = / / ‘_

Somando (2.89) e (2.98), obtemos

U (W s ) dxr+1/T/(div 0)(|¢'* — [Vo|*) dz dt
/ /%%%d dt—/ /\wr q-Vo) d:cdt+/ / "(q-Vo)dxdt (2.99)

+a/ (=) B2y vt = /O/F(q'”_

Em (2.99), por simplicidade, omitimos as varidveis das funcdes sob o sinal da integral

dl'dt.
(2.98)

M»—‘

dl'dt.

e, além disso, usamos a conveng¢ao de soma de indices repetidos.

Fazendo ¢(z) = m(x) = (z — xy), para algum z, € R?, e levando em conta a hipétese

(2.2), chegamos que

[/ <W ¢(m ) } //|<Z>|2 IVol) dxdt+/ /!V¢|2dxdt
/ J open-wo dxd”/ JREZERE df”d”a/ JRCIENEIB I
/ /F m-v (—V) dr dt.
O g,

Note que utilizamos o fato que — = 1sek = je — = 0se k # 7, e divq
0z Oz,

= 2. Agora, multiplicando a segunda equagio do problema (2.1) por £¢, com & € WH>(Q), e

(2.100)

integrando em 2 x (0, 7T") temos

/ /gb”fgbdmdt—/ /A¢§¢dxdt+/ / r)¢'Epdr dt = /T[J|w|2§¢dxdt. (2.101)

Pela férmula de integracdo por partes, temos

[ [#esaar= | ¢/§¢dx]:— [ [doraa 2102
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Por outro lado,

_/OT[?A¢€¢dxdt:/ /gzaai? da dt—/ / ¢€¢dth
:/OTEQ:/nggfqbd dt+/T22:/ax §o dudt (2.103)
=1 ' ’ 7 [

T
:/ /qﬁ(ngS-V{)dxdtJr/ /§|V¢|2dxdt.
0o Jao 0 Jo
Ainda pela férmula de integrac@o por partes temos
2
/ [ aterscodrar - / [ % o v
2
/ dt/ |p|” dx dt (2.104)
_ ag 12
= {/Q 5 & ]0 dx dt.
Logo, substituindo (2.102), (2.103) e (2.104) em (2.101) concluimos que
[/¢§(¢+ ) ] / /§]¢|2dxdt—/ /¢V¢ V&) dx dt
Q
—/ /§|V¢|2dxdt+/ /|¢y codu dt,
0 Q 0 w
ou ainda,

T T
[oe(0+5)a } - [ [wreoavars [ [ e1r - 19opyarar
Q 0 w 0 Q
- (2.105)
—/ /¢(V¢-V§)dwdt.
0o Ja
Tomando £ = § € R em (2.105) e combinando o resultado obtido com (2.100) temos
T
U |¢|2+¢ (m - V¢)+(5¢(q§ +¢ ) dx] +(1—6)/ /\¢’|2dxdt
0 Jo
+5/ /|V¢|2dxdt—/ /|¢|2m-V¢)dxdt
/ / (m- Vo) dxdt+a/ /| —A)ab()|? dz di
¢
-0 dx d — . — | dI'dt.
/0 [ 1o ts2/0 /<m u)(ay) t
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Denotando
_ > , | ¢a
X = UQ (T +¢'(m- Vo) + dp(¢" + 7)) dx] (2.106)

1
e escolhendo § = 3 deduzimos

/TE()dt+X——/ /|¢|2dxdt—/ /|¢| m Vo) dr dt
/ / (m - Vo) dxdt+a/ /| A)ib( ¢|2dxdt——/ /|¢| ¢ dz dt

g/o /on(m-l/) <$) dr dt.

(2.107)
Note que
//|¢|2d dt + - //|V¢|2dxdt
//|¢|2+|v¢| ) da dt
-0 (260~ [ opar) a
2 /o
T 1
:/ E(t)dt——/ /W!dedt.
0 2)y Jo
A partir de agora, denotaremos
R :=sup |z — . (2.108)

zeQ
A seguir, vamos estimar alguns termos em (2.107).
Estimativa para [ := fOT L1 (m - Vo) da dt.

Considerando (2.86), (2.108), lembrando que [D(—A)]1 = Hz(Q) — L*(Q) e pelas

desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young, Gagliardo-Nirenberg e também a desigualdade ab <
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—a® + eb?, segue que
4e

T
ni< [ [ wkm- voldear
0 w

< [ [1tmivoldra
S/T <4 /R2|¢|4d:c+e/|v¢|2dx>
/ /|¢\4dxdt+2e/ E(t)dt
<L b4/ /|b w|4dxdt+25/ E(t) dt

R2 T
< B [ i@ [ Bya 2109
0J0 0
Rz [T ) ) T
— it | @ @0l oy dt + 2 | Bt a
0J0 0
2 T T
< it | PP 190l )y e 2 [ e
Rd 1 , T
< o [N b it 22 [ oy

R%d E'(t) T
<= dt+2¢ [ BE(t)dt
= debj Jo ( k ) " /0 )

< 4}§b§k(E(O) — E(T)) + 2¢ /0 E(t) dt.

Estimativa para [, := fo Joa(z)¢' (m - Vo) dx dt.

1
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, empregando a desigualdade ab < 4—a2 +
€

eb? e considerando (2.86), (2.108), obtemos
ni< [ [ awireasi
<[ (/ @)1 ds 4z [ 9oar) a
T
< flafl o // |qb|2dxdt+25/ E(t)dt (2.110)
R r
_|ya\|m4€k/0( E())dt+2e/0 B(t) dt

< |]a\|wﬁ—k(E(O) — B(TY) +2g/0 Bt) dt
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Estimativa para I3 := —a fo Jo 1= A)ib(z)[? dz dt.

Por (2.86), temos

|| <@/ /y A)ib(z)y|? do dt
g@/ CEO) @.111)
= Z(B(0) - E(D)).

Estimativa para [; := —3 OT [P da dt.

Das desigualdades de Holder, Poincaré, Gagliardo-Nirenberg e da desigualdade ab <

1
—a? + eb?, e também considerando (2.86), temos

i
sy _(/w|¢|4dx); ([1oras)’ ] at
(e (o]

/\/D-T/w|¢]4dx+25/0TE(t)dt
ot [ [wwet e [ pwa

T
/||b ¢||L4 +25/0 E(t)dt 2.112)

T
1) e o D) 2 i+ 22 / E(t) dt

[\)

IA
DO |

A
& -

I/\ I/\

O»Jk

/\

/ T
< o / Tl V6l e 2 | B
0

N T
(=) ()2t + 22 / E(t) dt

1 Tr—FE't) r
< —)\d dt + 2 E(t)dt
< 51 /( 7 ) w2 [

Mgy — B(TY) + 26 / B di

1
Combinando as estimativas de (2.109) a (2.112) e escolhendo ¢ = 3’ a seguinte desi-

gualdade vale
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/OE()dt<|X\+ //|¢\2dxdt+4Rka(E(0)—E(T>>+zg/0 E(t) dt

||aﬂ§€R (E(0)— E(T)) + 25/ E(T)dt + E(E(O) — E(T)) + %(E(O) — E(T))

2
—1—25/ T)dt + = / / (m-v (—) dl' dz.
0 [(zo) ov

Assim,
1/T 1/T/ (&b)Q
— Elt)dt < — m-v)| =—1 dl'dx +
i, Eoasg [ meon (G i

+%ME®—EH%+%AQAWFMﬁ,

2R%d + ||a|| oo R2b3K + abd + Ad
Co = bik

(2.113)

onde

Passo 2: Agora vamos estimar a quantidade 1 [ Sy (V) (22) dr em termos do

termo de dissipagdo fo Jo a(2)|')? dx dt.

De acordo com a prova do Lema 2.3 em Lions [67], podemos construir uma vizinhanga

w de I'(xg) tal que

wNQCw

e um campo vetorial h € (C*(Q))? tal que h = vem I'(zo),h-v > 0qsemTeh=0em Q\ &,

de acordo com a figura 2.

Aplicando a identidade (2.107) com g =

(S waet [ o8] w i wn (2 s

_U (W #m W) ] //dwh )(|¢'* = [V¢|*) da dt
/ /%%g—id dt—/ /\wl2<h-v¢)dm
J J
o Jee

¢ (h- Vo) dxdt+a/ /y A)ib(z)y[? dz dt.
(2.114)
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Figura 2

Estimativa para .J, := 1 [ [ (div h)(|¢'|* — |Vo|?) dz dt.

2

De (2.86), temos

1 [T 1 (7
PARS 5/ /||h||W1,oo|¢’|2dxdt+§/ /(dw )|V d dt
o Jo
Al [F |y,
“ gzﬂ / /a(m)|¢/|2dxdt+ 17l / /|V¢|2dxdt
0 0
Al [F _Et) h o
0 0

[Pl [T B Ihllwmo 2
g—/o (B(0) — B(T))dt + == /0 /w|v¢y dz dt.

2&0[@

A

IA

(2.115)

IN

Estimativa para Jy := fOT L %%% dx dt.

Temos

T
| < ||h||W1,oo/ /!V¢|2dxdt. 2.116)
0 w

Estimativa para J; := — fOT S 1P (h- V) dx dt.

Considerando (2.86), (2.108), lembrando que [D(—A)]i = H2(Q) — L) e pelas
desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young, Gagliardo-Nirenberg e também a desigualdade ab <

—a® + eb?, segue que
4de

T
73] s/o /wwh-w)mxdt

A5

. 2.117)
< i (E(O) — E(D) + 22 /0 B(t) dt.
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Estimativa para J, := fOT [, a(z)d'(h- V) dxdt.

1
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, empregando a desigualdade ab < 4—a2 +
€

eb?, e considerando (2.86), (2.108), obtemos

|J4’</ / z)|d'||(h - V)| dx dt

e T (2.118)
< la]lee——=(E(0) — E(T)) + 25/ E(t)dt.
dek 0
Estimativa para J; := afOT [ [(=A)5b(x)p|? da dt.
De forma andloga as estimativas anteriores, temos
J5<a/ /| A)ib(z)y[? dz dt
(2.119)
a
< — E(T)).
< 2(E(0) - B(T))
Denotando .
2
Y = [/ <|@/}| +¢'(h- V¢)) } , (2.120)
Q 0

e combinando as estimativas de (2.115) a (2.119), obtemos

e 09\ 17| [ 1. 3| Allwr [T 2
— — dl' dt < |Y - _(F — E(T ELLALE dx dt
| /F(m)(ay) < v+ B ) - py) + e [ wop ao

+ —”4@ ','%kdw(m — B(T)) + 2 / zor

0

2 T
+ M(E(O) — E(T)) + 25/ E(t)dt + g(E(O) — E(T)),
dek 0 k
(2.121)
isto €,
T
_/ / ( ) dr dt < R|Y|+4Rs/ E(t) dt + RCL(E(0) — E(T))
F(zo) 0 (2.122)
+—3R”h”W”"/ /|V¢|2dxdt
onde

[Pllwrse | [[RI3d | llallsllP]3 |
! { 2aok sk T 4k &
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1
Combinando (2.113) e (2.122), e escolhendo ¢ = R’ deduzimos

T T
1/ E(t)dt <|x|+ R|Y|+ (Co+ RCy)(E(0) — E(T)) + %/ / |Vo|? da dt
8 0 2 0 w
e )
+ 5/0 /Q‘TM dx dt.

Entdo, construimos, como no Lema 2.4 em Lions [66], uma fungdo n € W (Q)

(2.123)

satisfazendo

0<n<1qgsem Qn=1qsemuw,

n=0 qgs em Q\w,
[Vn|®
n

€ L®(w).

Tomando ¢ = 7 na identidade (2.105) resulta que

,, Qa ' g 2 g "2 2
— | d = dzd — dzd
fon(o+5)ao] = [ [rwrnosars [ [ oo =1vop s -

—/OT/UJ¢(V¢~Vn)dxdt.

Em seguida, vamos analisar os termos do lado direito da igualdade acima.
Estimativa para L; := fOT I, 1 Pne dx dt.

De modo andlogo ao feito anteriormente, e agora considerando a desigualdade ab <

L] < /OTL|w|2|n||¢|dxdt
S/OT _(/NWIA‘dw)é (/w|¢!2dx>1 dt
S/OT (/w |¢I4dx)é (/w/\2|ng|2dx)é] dt

d
4eb

1

2 2
10" + €b, segue que

(2.125)

IN

(E(0) — B(T)) + 2X\% /T E(t)dt.

=N

Estimativa para L, := fOT Jonld')? dx dt.
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De (2.86), temos

T
i< [ [ o aca
< —/ / (z)]¢|? dx dt (2.126)

< - aok — B(T)).

Estimativa para L3 := — fo Jo®(Vé - Vn)dz dt.
Pela desigualdade de Young, podemos escrever
T
Li< [ [ 1elve- valdear
0 w

T 1
< [1( [ Biwordsde s oo ac) a @.127)
0 w 2 277

1 T 1 2 T
< -/ /77\V¢\2d:cdt+—H|vn| / /!qﬁ\zdxdt.
2 0 w 2 n Loo(w) 0 w

Definindo .
Z = {/ on(d' + %)dx} , (2.128)
w 0

e combinando as estimativas (2.125)-(2.127) com (2.124) e (2.128), resulta

1

//n[V¢|2d:r;dt<]Z\+ Z4k(E(O)—E(T))+2)\2 / E()dt+ﬂ(E(O)—E(t))

2
/ /nyv¢|2d dt + = HIWI /|¢|2dazdt
(w)

isto €,
/ /77|V¢|2dxdt<|Z|+Cz( (0) — E(T)) + 2\% /TE()dt+

//|V¢|2d dt + - HW"P w)/ /|¢|2dxdt

d 1
Onde CQ = [Fbé + ao_k:| .

(2.129)

Combinando (2.123) e (2.129), tomando € = e tendo em mente que

1
32)2

T T
/ /n|V¢|2d:cdt:/ /|V¢|2dxdt, (2.130)
0 @ 0 w
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temos

1/TE(t)dtg |X|+R|Y|+(CO+RC1)(E(O)—E(T))Jr%/ /|ng5|2dxdt

8
+%/0 /Q|¢|2dxdt
< |x|+ R|Y|+ (Co + RC1)(E(0) — E(T))

+ 3R|| Ry (|Z| + Co(E(0) — B(T)) + 2e)? /OT E(t)dt

1 2 T 1 T
+ = Hﬂ / /|¢|2d:pdt) + —/ /|¢|2d:pdt.
Lo(w) YO Jw 2J)o Jo

Assim,

1 T
g/ E(t)dt <[x|+ RIY[+ 3R[[hllwr<|Z] + (Co + RCy + 3RCh|h|lwr)(E(0) — E(T))
0

T
3R|| Al / / 2
— E(t)dt dx dt
tig ) Bwars " o do
I )
+ = |Y|* dx dt.
2J)o Ja
Logo,
1 T
- / B()dt < x| + RIY|+ 3R hllws | Z] + (Co+ RCy + 3RCa hllyw.e ) (E(0) — E(T))
0
3R h/ 1,00 2
L 3Al 2”W W"' / /|¢]2da:dt+ / /|w|2dxdt
(2.131)
Por outro lado, de (2.106), (2.120) e (2.128), a seguinte estimativa vale
X[ + RIY |+ 3R|[h[lwr|Z| < C3(E(0) + E(T)). (2.132)

onde C5 é uma constante positiva tal que C3 = C5(R, ||a||o0, A, ||2||0). Entdo, de (2.131) e (2.132),

/OTE( )dt < C(E(0)) +C </ /|q§|2dxdt+/ / ]w|2dxdt) (2.133)

onde C' é uma constante positiva tal que

temos

C= C(Rv ”a’HOCH ||h||007 )‘v ”h”Wl"x’? k7 aop, b07 ||bH007 d)
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Passo 3: Seja 7;, > 0 considerado grande o suficiente para o nosso propodsito. Temos o

seguinte lema:

Lema 2.5 Para todo T > T, existe uma constante positiva C(T') tal que se {¢, ¢} é uma solugdo

regular de (2.1), com valor inicial {1, ¢o, ¢1}, temos

/T/ ]gz5|2dxdt+/T/ ||? d dt (2.134)
()¢ dw dt + [(—=A)ib(z)|? du dt | .
e [ fawneraa [* f -2

Demonstracao: Provaremos por contradicdo. Suponha que (2.134) nio se verifica e seja
{¥x(0), #£(0), ¢,.(0) } uma sequéncia de dados iniciais onde as solu¢des correspondentes {x, ¢x, ¢} },

com Ej(0) uniformemente limitada em &, verifiquem

fo fQ’Qbk,Q dxdt‘i‘fo fﬂwk|2d:€dt

fim = +o0, (2.135)
k_)+oof Jo ol ’¢k|2d$dt+f0 Jo [(=A)3b(2) |2 da di
ou seja,
' 1?2 dx dt 2 dx dt
Jo Joa@IG4P dedt + J) Jo |(=2)ib(e)unf dedt _ 0156
S o Joloe2dzdt+ f) [, |¢k|2dxdt

Como Ej(t) < Ex(0) < L, onde L é uma constante positiva, obtemos uma subsequén-

cia, ainda denotada por {1y, ¢x }, que verifica

Yy, = ¢ em L=(0, T; L*(Q)), (2.137)
¢ — ¢ em L2(0,T; Hy(9)), (2.138)
¢, — ¢ em L>=(0,T; L*(Q)). (2.139)

Temos também, empregando o resultado de Compacidade (Aubin-Lions), que
¢r — ¢ fortemente em L*(0, T; L*(12)). (2.140)
Agora, de (2.136), (2.137) e (2.138) deduzimos que

lim // )| |2da dt = 0, (2.141)

k—+o0
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»M»—‘

x) | *dx dt = 0. (2.142)

lim / /[
k—4o00

Por outro lado, pela Hipétese (2.1), temos b(x) > by > 0 em w, assim, considerando

1

(2.142) e lembrando que D[(—A)1] = Hz () < L*(Q) para n = 2, deduzimos
Jim / / ||t dx dt = 0. (2.143)

De maneira andloga, observando que D[(—A)i] = Hz(Q) — L*(Q) — L*(Q) para
n = 2, obtemos

T
lim/ /\z/;k|2da:dt—0. (2.144)

k—o0 0

A partir de agora vamos focar nossa atengdo sobre a equagao da onda “acoplada”

O — Ay, + a(x)d), = |*x. em Q x (0,7). (2.145)

Vamos dividir a prova em dois casos (nos referimos ao limite ¢ acima):

(@) ¢ #0.

Passando o limite quando £ — +o00 em (2.145) e considerando as convergéncias acima,

deduzimos que
¢ —Ap=0emQ x (0,7),
¢p=0emT x (0,7), (2.146)
¢ =0qs.em wx (0,7),

e, para ¢’ = v, obtemos, no sentido distribucional,

v — Av=0em D/(Q X (O,T)),
U:OGmFX (O;T)7
v=0q.s.em wx (0,7).

Logo, segue pelo Teorema de Holmgren que v = 0, isto é, ¢’ = 0. Retornando a
(2.146) obtemos a seguinte equagdo eliptica para quase todo t € (0,7) :

(e

Multiplicando (2.147) por ¢ temos

/ Vo2 dr =0,
[9]
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o que implica que ¢ = 0, resultando em uma contradi¢do.
Agora, vamos considerar o outro caso.
(b) » = 0.
Definindo
1/2
Cp = {/ / | |* da dt —l—/ / [Yg|? dx dt} , (2.148)
1 1
O = g@bk e Yp=—y, (2.149)
obtemos
T T 2 2
/ / |¢k|2da:dt+/ / |[x|? da dt = / / 9 +2’wk’ dx dt
0o Jo 0o Ja |c
3 / / \pr|” + |k |* d dt
"~ al? (2.150)
Y SO+ el dr dt
foT Jo |6x]? + [t|? da dt
=1.
Além disso,
E _ 1 72 U2 )
K(t) = 3 [ou|"dx + [ o7 dx + | [Vr|"da
Q Q Q
1
— o | [l e [ipacs [ vopad,
2¢; LJa Q Q
isto €,
- EL(t
Ep(t) = ’“5 ) (2.151)
Ck
Por outro lado, integrando (2.83) de 0 a 7', deduzimos
E(T) = E,(0) — a/ / (= A)ib(2) Y| da dt (2.152)

/ / |¢k|2dxdt+/ /|¢k| &, dx dt.
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Do fato que Ej(t) > Ex(T) paratodo t € [0, 7] e considerando (2.152), obtemos

/ "Bt dt > TEL(T)

— TE(0 —aT//\
—T// ]gbk]dedtJrT/ /\wk|¢kdxdt

Somando (2.133) e (2.153), usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e considerando

N»—‘

(z)y |2 dz dt (2.153)

a Hipdtese (2.1), inferimos

TE(0 <aT/ /\ A)ib( wk\2d:z:+T/ / ()|} do — T /T/Q|z/1k|2qb§€dxdt
+0Ek(0)+0/ /|¢k\2dxdt+0/ /\wk\2dxdt
<aT/ /\ A)ib(x wk\Zda:JrT/ / ()] 0|2 dar + C'Ex(0)
+0/ /]¢k]2dxdt+(7/ /\wk]2d:vdt

( o'ty 1dT)/ /| (z)|? dx dt + IT/OT/Qa(x)m;Fdxdt.

Portanto,

TE(0) < (a+ 1b°4d —) {/ /| ¢k|2d:cdt+/T/Qa(x)|¢;|2dxdt}
+0Ek(o)+c/0 /ngkadedtJrC/O /Q|wk]2d:vdt.

Da ultima desigualdade vem que, para um 7’ grande,

E,(0) < O(T, ag, by, a, d) (/ /| wk|2d:17dt+/OT/Qa(x)|gb;€|2dxdt
/0 /Q\¢k\2dxdt+/o /ka\?dxdt).

Tendo em mente que Ey(t) < E(0) para todo ¢ € [0,7], aplicando a desigualdade

MH

(2.154)
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(2.154) e dividindo ambos os lados por fOT Jo l0x|? dz dt + fOT Joy [t0k]? dzz dt vale que
Ey(t)
I o |ewl? dadt + [T [, \wk|2dazdt
2dxdt ' 12 dx dt 2.155
< (T, ag, by, a, d) (fo Jol(= )¢l do +f0 Jo o@)|if do ( )
fo fQ |gz$k|2 dx dt + fo Joy [t0]? da dt
+1).
De (2.136), temos
fo Jo l(= (2)y]? da dt + fo Jq a(2)|¢|? da dt 2.156)
W s fQ \qﬁk\?d:c dt + [\ [ [l da dt ’
entdo, de (2.155) e (2.156), existe M > 0 tal que
Ey(t)
2 < C(T,ag, by, v, d)(M + 1), paratodo t € [0,T] e para todo k € N. (2.157)
e
Consequentemente, de (2.151) e (2.157) resulta que
Ek(t) < C(T,ag, by, c,d)(M + 1), paratodo t € [0,7] e paratodo k € N. (2.158)
Em particular, de (2.156) deduzimos
' |? dx dt
lim / / ()| G2 dwdt = lim — Jo Jo ()64 dr
k=00 koo [0 [ |on|? da dt + fo Jo [0n]? da dt
=0
e
] 2 dx dt
lim / /\ )ib(z)i)? dodt = lim o JaI(= Z)9ul” d
ko0 ko0 f Jo |¢k|2d:c dt + fo Jo [ 2dzdt — (2.159)

=0,

e de (2.158), para uma subsequéncia {zﬁk, ¢Ak}, que ainda denotaremos da mesma forma, tal que

b = em L(0,T; L*(Q)),
Or — ¢ em L(0,T; Hy()),

Oh = ¢ em L*(0,T; L*(2)).

(2.160)
(2.161)

(2.162)



2.2 Decaimento Uniforme 90

Temos também, pelo resultado de compacidade (Aubin-Lions), que

¢r — ¢ fortemente em L(0,T; L*(Q2)). (2.163)

Além disso, gisk satisfaz a equagdo

O — Ay + al(z) ), = Ly, em Q x (0,7),
or=0emI x (0,7),
¢, — 0 fortemente em L2(0,T; L*(w)).

Passando o limite quando £ — +oc e considerando as convergéncias acima, temos

¢ — Ap=0emQ x (0,7,

~

¢p=0emI x (0,7), (2.164)
¢ =0q.s.em wx(0,7).
Entdo, v = qg’ verifica, no sentido distribucional,

V" —Av=0em D'(Q2x(0,7)),
v=0emI x (0,7),
v=0q.s.em wx (0,7).
Aplicando o teorema de Holmgren novamente, temos v = é’ = 0. Retornando para

(2.164), obtemos, para quase todo t € (0,7, que

. (2.165)

—Aq@:o em (2,
p=0emlI".

Multiplicando a equacao acima de qB, deduzimos

oz_/ﬂmgdx:/gwggpdx,

~

isto é, ¢ = 0.
Além disso, temos também que zﬁk satisfaz a equacdo

i, + Ay + iab(x) (—A)2b(x)Pr = Grthixe em Q x (0,7),
r=0em T x (0,7, (2.166)

Q/AJ;C(O) = em Q.

Agora, podemos usar o efeito regularizante de Aloui enunciado no Teorema 1.36. De

fato, primeiramente, reescrevemos a solucao regular ﬂk de (2.166) da seguinte forma: ﬁk = 2pt+wg,
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onde z;, é uma solugdo de

iz, + Az + iab(x)(=A)2b(z)z, = 0 em Q x (0,7),
zr=0emI x (0,7), (2.167)
2£(0) = Y em Q,

e w € uma solucdo do problema

iw}, + Awg + iab(x)(—A)2b(z)wy, = drbrxew em Q x (0,7),
wy,=0emT x (0,7), (2.168)
wg(0) =0em €.

Como wAk € uma solucdo regular de (2.166), temos que (1/;;6) e wy, satisfazem as equagdes integrais

Uy = S()0x(0) + /OTS(T —T)F () (T)dT (2.169)

wg = /0 S(T —7)F(Y)(T)d T, (2.170)

onde S(t) é o semigrupo gerado por

A D(A) = H(Q) N H2(Q) — L*(Q)

y = Ay =iy — b(x)(—A)2b(z)y,

e F(yr) = drthiXe-

Observe que
T T A 1/2 1/2
/ /|F(wk)|2dxdt§/ (/ |q§k|4dx) (/ |z/zk|4da:> dt 2.171)
0 Q 0 w w
T A
= [ GO (Ol
R T
§C||¢k||2Loo(o,T;Hg(n))/0 ||k ()] -
Entao, por (2.143), (2.161) e (2.171), temos

F(¢) — 0 fortemente em L*(0,T; L*(Q)). (2.172)

Empregando o efeito regularizante dado em (1.5), inferimos

HwkHLQ(o,T;Hg(Q)) < C||F(¢k)||L2(o,T;L2(Q)), (2.173)
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onde
t
wy, = / St —T1)F () (T)dT.
0
Além disso, ainda pelo efeito regularizante dado no Teorema 1.36 vem que
||<PZkHL2(o,T;H3(Q)) < CH%OHLQ(Q» Vo € C((0,7)). (2.174)
Agora, sejame > 0e p € C*((0,7)) tais que 0 < ¢ < 1, onde
1, em[e, T — ¢,
PH=1" 0, em o.5]ulr-:.1]. @.175)
2 2
De (2.173), segue que
‘WkHLQ(o,T;Hl(Q)) < z&ll 20,102 ) + Wkl 20,082 (0))
’ ’ ’ (2.176)

< H%HH(U,T;H&(Q)) + CHF<¢7€)HL2(0,T;L2(Q))'

Por outro lado, de (2.174), lembrando que ¢ = 1 em [¢,T — ¢] e o fato que 1, :=

2z +wy, € C([0,T],D(A)), temos

126l 20,3 ) < N2kl Logmp) + 102kl L2er—e @) + 126l L2 0—emmp @)

< 2emaxiefo 1|2l 13 @) + Clldkoll L2(@)-
Além disso, combinando (2.158), (2.176) e (2.177),

k]| 220520y < 26C + Cllnoll 2@y + CIF (i)l 20722052
< C(T, L),

0 que nos permite dizer que
{4} € limitada em L2(0, T; HL(Q)),

uma vez que ¢ € arbitrario.

Recordando (2.166), temos que para quase todo ¢ € (0,7)

Uy = iAPy — ab(w)(—A)2b(x)dy, — idpix. € HH(SQ).

(2.177)

(2.178)
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Portanto,

{4} é limitada em L2(0,T; H™'(52)). (2.179)

Combinando (2.178), (2.179) e a imersdo H{ () < L2(Q) < H~1(Q2), pelo Teorema

de Aubin-Lions, temos

Yp — ¥ fortemente em L*(0, T; L*(Q)). (2.180)

Além disso, de (2.159), (2.180) e (2.144), temos

Yx — ¥ fortemente em L*(0, T; L*(Q)), (2.181)
onde
~ @Z, em O\ w,
77/) =
0, em w.
Note que se 1& = 0, por (2.163), (2.181), (2.150) e observando que ngS = 0, temos uma
contradicao.
Por outro lado, se zﬂ # (, passando o limite em (2.166), temos por (2.159) e (2.172),
que

i) + Ah=0em Q x (0,7),

~

Yp=0emI x (0,7),

~

v =0q.s.em w x (0,7),
e, pelo teorema de unicidade de Holmgren, concluimos que zﬂ = 0 quase sempre em §2. Portanto,
temos zﬂ =0e é = 0, o que por (2.163), (2.181), (2.150) e observando que <§ = 0 é uma contradi-

cdo. Assim, o lema esté provado. a

Combinando (2.133) e (2.134), temos

T
‘/E@ﬁgaE@ (2.182)
0

e /OT (/Qa(;c)|¢'|2dxdt+/ﬂ|(—A)ib<x)¢|2dx> it

:=D(t)

onde C7 = C(R, ||al]oo, [|blloc, [|P]loos A, [|B]|wies, k&, 1y vy B, ag, b, d) and Cy = Co(T).
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Tomando 7j > 0 suficientemente grande, por (2.182), temos

To TO
%/EWﬁSQE@+@ D) dt,
0

0

e podemos concluir, uma vez que E(t) é ndo crescente, que

To
TyE(Ty) < CLE(0)+Cy [ D(t)dt, (2.183)
0

onde (' ndo depende de Ty, mas Cy = Cy(Tp).

Por outro lado, pela desigualdade da energia (2.86) temos

E(Ty) - BO) <k [ D),

assim, segue que

To C, C,
Gy [ D(t)dt < ——2E(Th) + —2E(0). (2.184)
0

Combinando (2.183) e (2.184) deduzimos
C: C
(To + f) E(Ty) < (01 + f) E(0),
o que implica, escolhendo 7 suficientemente grande, que

E(Ty) < aE(0), com0 < a < 1.

Assim, tomando 7Tj suficientemente grande, para T' > T, obtemos

E(T) < B(Ty) < aE(0).

Portanto,

E(T) < aE(0), paratodo T > Ty,

onde ov < 1.

Procedendo de maneira similar a feita anteriormente, de 7" a 27", deduzimos que £(27") <

aE(T), para todo T' > Ty, e, consequentemente,

E(2T) < o®E(0), paratodo T > Ty.
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Em geral,
E(nT) < a"E(0), paratodoT > Tp.

Vamos considerar, agora, t > Ty, entdo t = n'ly + r para algum 0 < r < Tj,. Portanto,

t—

E(t) < E(t—r) = E(nTy) < a"E(0) = aT E(0) = e ™ E(0),

o que implica a estabilidade exponencial.



CAPITULO 3

ESTABILIDADE EXPONENCIAL PARA
EQUACOES ACOPLADAS DE
KLEIN-GORDON-SCHRODINGER

Este capitulo foi realizado em parceria com Adriana Flores de Almeida e Marcelo Mo-

reira Cavalcanti e foi aceito para publicagdo em [2].

Consideremos o seguinte modelo de equagdes de Klein-Gordon-Schrondinger,

(i) + A +iab(x)([P]* + 1)1 = vy, em Q x (0,00),
Gt — Ad +a(x) ¢y = []*x, em Q x (0, 00),
Yp=¢=0emI x (0,00),
¥(0) = o € Hy() N H*(2),
¢(0) = ¢o € Hy(Q2) N H*(Q),
(9:(0) = ¢1 € Hy(Q),

onde 2 é um dominio limitado de R? com fronteira I" suave e w é um subconjunto aberto de (2

(3.1)

tal que medida(w) > 0, satisfazendo a condi¢do geométrica de controle. No que segue, o é uma
constante positiva e y,, representa a funcdo caracteristica, isto é, y, = lemw e y, = 0 em Q\w.

Consideremos a € L>(£2) e b € L>°(Q2) fungdes ndo negativas tais que

a(x) > ap >0 emw, (3.2)

b(x) > by >0 emw. (3.3)
Além disso,

Se a(z) > ap > 0 em €, entdo consideramos x,, = 1 em €,

Se b(z) > by > 0 em €2, entdo consideramos x,, = 1 em 2.
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A energia associada ao problema (3.1) € definida por

E(t) = % /Q ([, OF + [Vo(z, OF + [6:(x, 1)) dr. (3.4)

As seguintes hipdteses sdo feitas:

Hipétese 3.1 Assumimos que a,b € L>(2) sdo fungdes ndo negativas tais que

a(x) > ayp >0, emw,

b(xz) > by >0, emw.
Além disso,

Se a(x) > ag > 0 em (), entdo consideramos x, =1 em(,

Se b(x) > by > 0 em S, entdo consideramos x,, = 1 em ).

Definicao 3.2 (Condicdo Geométrica de Controle): w controla geometricamente S, isto é, existe
Ty > 0 tal que toda geodésica de () viajando com velocidade 1 no tempo t = 0, encontra o conjunto

w no tempo t < Ty,

Assim, o par (w, Tp) satisfaz a condi¢ao geométrica de controle (CGC) se toda geodé-
sica de 2, viajando com velocidade 1 no tempo t = 0, encontra o conjunto aberto w antes do tempo

Th.

Hipotese 3.3 Assuma que w satisfaz a condi¢cdo geométrica de controle. O exemplo padrdo é

quando w é uma vizinhanca de T'(z%) onde
[(z0) :={x €T;(x —2°) -v(z) > 0} (3.5)

e v(x) € o vetor unitdrio normal em x € T.
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Figura 1

Vamos considerar a figura 1 (ver [67]) como um exemplo de dominio €2 satisfazendo a hipétese
acima, embora exista uma ampla variedade de exemplos muito mais interessantes como aqueles

considerados em Bardos, Lebeau e Rauch [10].

Como uma consequéncia da Hipétese (3.3) segue que existe um par (w, T), com Ty >

0, tal que as seguintes desigualdades de observabilidade ocorrem:

T
||¢0||%2(Q) SC/O /|@/J($,t)|2d:1:dt,

sobre o problema
ithy + Ay = 0em Q x (0,7),
=0emTI x (0,7), (3.6)
(0) = o € LX),

T
11720y + [V @oll720) < C/o /!¢t(x,t)|2d:cdt,

em relagcdo ao problema
O —Ap=0em x (0,7,
¢p=0emI x (0,7),
¢(0) = ¢0 S H&(Q%
¢ (0) = ¢1 € L*(),

para alguma constante positiva C' = C'(w, 1) e para todo T' > Tj. A prova de (3.6) pode ser en-

(3.7)

contrada em [69] e [64], enquanto a prova de (3.7) € estabelecida em [67] e [10].
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3.1 Existéncia e Unicidade

Verifiquemos o resultado de existéncia e unicidade pelo seguinte teorema:

Teorema 3.4 Dados {1o, ¢o, &1} € {H(Q)NH?(Q)}? x HY(Q), assumindo que a Hipdtese (3.1)

vale e que o > , entdo, existe uma tinica solucdo regular para o problema (3.1) tal que

apbo
€ L(0,00; Hy(Q) N H*(Q)), ¥ € L™(0, 00; L*(Q)),
¢ € L=(0,00; Hy(Q) N H(Q)), ¢ € L=(0,00; Hy (),

ed € L>(0,00; L*(Q)).

Demonstracao: Utilizaremos o método de Galerkin para provarmos a existéncia de solu¢do para
o problema (3.1), que consiste em obter, usando o teorema espectral, o problema projetado em
um espago de dimensdo finita m, para cada m € N. Assim obtemos um problema de valor inicial
equivalente envolvendo apenas equagdes diferenciais ordindrias. Pelo teorema de Carathéodory,
segue que, para todo m € N, o problema correspondente possui solucdo local, a qual, através
das estimativas a priori, independentes de ¢, podem ser estendidas ao intervalo [0,7],V T > 0,
obtendo-se assim um par de sequéncias de fun¢des {(¢,), (dm ) }men que convergem para a solugdo

do sistema considerado inicialmente e satisfazem as condic¢des iniciais do teorema. O

3.1.1 Problema Aproximado

Representemos por {w,, }meny uma base em Hj(Q2) N H?(Q)) formada por autovetores

de —A, de acordo com o teorema espectral apresentado na Sec¢ao 1.7.

Para cada m € N, denotemos por V,,, = [wy, ws, ..., w,,] 0 sub-espaco de H} () N

H?($2) gerado pelos m-primeiros vetores da base e definamos

m

Ym(t) = Zgjm(t)wj e Gm(t) =D hjm(thw;,

J=1
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onde {¢,,(t), ¢ (t)} é a solugdo do seguinte problema de Cauchy:

(0 (), w5) + i (Vo (t), V) + a(b(@) [ () Pm (1), w;) + a(b(a)m(t), w))
= _Z(¢m( )wm( )XWawj)a
(601,10 + (Fml8), T, + (a0 1), 1) = (Wi 1) P ) .
m(0) = tom — Yo em Hg(Q) N H*(Q)

W
Om(0) = ¢om — o em HO(Q) N H?*(Q)
[ 6,,(0) = 1 — 61 em HE(Q)

com j = 1,2, ...,m. O sistema aproximado (3.8) € um sistema finito de equacdes diferenciais or-

dindrias que tem solugdo local em algum intervalo [0, ¢,,[, em virtude do teorema de Carathéodory.

A extensdo dessa solug@o a todo intervalo [0, 7], serd obtida pela primeira estimativa a

priori que iremos estabelecer abaixo.

3.1.2 KEstimativas a Priori

Estimativa I:

Multiplicando a primeira equagdo de (3.8) por g, € somando em 5,1 < 7 < m,

obtemos
(@0, (8), Y (£)) + i (Vo (), Vb (£)) + (b() [thm () [P0 (1), 1 () 39)
A (b(@) (1), (£)) = —i(Sn () () X o (1)), |
Tomando a parte real em (3.9) segue que
3l Ol +a [ Molun®l data [ dalenOPde=0. @10
Assim, como b(x) > by > 0 quase sempre em w, temos
a/b0|z/zm(t)|4dx < a/b(x)|z/1m(t)\4da: < a/gb(a:)\wm(t)]‘lda:, 3.11)
e também,
bo|wm ()|? dx < b m(t)]? do < b m(t)|? dx. 3.12
o [wlon@P s <a [HalonOPdr <a [ Halvn (0P do (3.12)

Logo, de (3.10), (3.11) e (3.12), obtemos

Wm( M zz(@) + bolltm (0)][7s) + abolltm(t) 122 < 0. (3.13)
2dt
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Multiplicando (3.13) por 2 e integrando de 0 a ¢, ¢ € [0, ¢,,], temos

t t
[9m(0) 720 +2abo/0 % (8) 1740 d8+2abo/0 [ () 720y ds < [Yomllz2i),  B-14)
e, observando em (3.8) que
Um(0) = Yom — Yo em Hy(Q) N H*(Q),
obtemos

t t
[ ()17 + 2abo/0 1% ()12 ds + 20460/O [ ()17 ds < Cllt0ll720y), ¥m € N.

(3.15)
De (3.15) segue que,
() élimitadaem L>°(0, 00; L*(Q)), (3.16)
e existem C, Cy > 0 tais que
| 1on ey do < 6= Cllsnllizn), G.17)
| 1n ey e < o = vl (3.18)

Multiplicando a segunda equacdo de (3.8) por h;m(t), ainda somandoem 7,1 < 7 < m,

obtemos
(6 (1), (1)) + (Vm(t), VI, (1)) + (a(2) ), (1), 81, (1) = ([¥m(D)]*Xws 01 (1)). (3.19)

Vejamos que pela desigualdade de Holder e Young e, uma vez que, a(x) > ag > 0 em

w, temos

([ (B X & / o ()21 ()|

<(/ Wm“”““) (/ |¢>;n<t>|2dx>é
(/w Wm(t)'éld‘”)é“ﬁ (/w a0|¢;n(t)!2dx>é (3.20)

1 1

< o [ ool e+ 5 [ @l ao
1 1

< g [ 1ot de 5 [ aleh 0 do

IN
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Assim, de (3.19) temos
ld 2 2 / 2 2
5 73 U PmOlz2@) + IVOm(®)lz2() + i a(r)|¢y, (O dz = [ [ ()] ¢, (t) dz. (3.21)
Entéo, de (3.21) e (3.20) obtemos
1d, ., 2 2 1 )2 |4
5 73 U Ollz20) +IVOm)12@) +5 | al@)lén () dz < 5— |wm )[*dz,  (3.22)
2dt 2 Ja
€, uma vez que
1
5 [ a@lé, 0 dr= 0
2 Ja
segue que,
1
2 )< — t)] 24 2
35 (I + 1V0n 1) < 5 ¥m Bl (3.23)
Multiplicando (3.23) por 2 e integrando de 0 a ¢, ¢ € [0, ¢,,,], temos
1 t
16O + [90n(OIF < ol + [T00mI + 2= [ In@lfads, G20
e observando em (3.8) que
G (0) = gom — o em Hy(Q) N H*(Q), (3.25)
¢ (0) = 1 — 1 em HL(Q), (3.26)
de (3.25), (3.26) e (3.17), concluimos que
165, (N1 72() + [Vom)1720) < Clll1oll 2, l01]l 220, [V ol 2 (@) - (3.27)
Logo,
sup essl|df (1) 320y < Clltoll sz 1912y, |V oll ), ¥m € N,
te(0,+00) (3.28)
o s Von (Ol < Ol 1612 [Vonlizan), ¥ € N
Portanto,
(¢n) ¢élimitadaem L0, 00; Hy(9)), (3.29)
(¢/,) ¢élimitadaem L>°(0,00; L*(9)). (3.30)
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Estimativa II:

Derivando a primeira equacao do sistema (3.8), multiplicando por g}m(t) e somando

em 7,1 < j < m, obtemos

(U (1), 10 (1)) + (VA (1), V(1) + al[b(2) [1hm (8)Pm (1)), 11 (1))

(3.31)
+ a([b(@) ()] 15, () = —i([Fm () Vm(E)xu], Ura (1))
Considerando
I = ([0(2) [th () P1bm (1)), 47, (1))
= (26(2) [t ()20, (£) + (@) (P (£))*2, (1), 07, (1))
(3.32)

2 [ b(@) [ () P, ()00, () da + [ b() (b (£)) 00, ()20, (1) dax

S— 5
S—~—

2

b (1) P11 (1) i+ / () (6 (£) 0, (0))? i

e lembrando que

2[Re(:1%2)]? = |21 %] 22|* + Rel(2172)]%, V21, 2 € C,

temos
Re[ (¥ ()00,(0)) = 2[Re(Wmn ()3, (1)) = [m (6) 47, (8) -
Assim, tomando a parte real de ; vem que
Re() =2 | W@l OF 10 do +2 | o)l Re(wn (07,0 da
— [ o (P 0 da
ou seja,

Re() = [ @) (@F4, (0 do +2 [ o) Re(bnOT @) dz. 333
Q Q
Assim, como b(x) > by > 0 em w, temos

b / [ (6P 000 (D)2 iz + 20 / (Re(tn ()0, (D)] i

- (3.34)
< / b (1) P10 (1) i+ / b() [ Re (e (1) 00, ()2 .
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Agora, seja

I = _i<<¢m<t)wm(t)xwyaw;n(t))
= =i [ @000 + 02103, 7,0) d

— i [ GO0 do i [ onOlu, (0 do.
Considerando a parte real de /5, temos

Relty) = e (i [ d0unT 0 e~ [ ontolit, (0 ds )

= e (=i [ SO T o)

< / 160 (1) [ ()] 61, (1))

<(/ |<zs:ﬂ<t>|2da:)é ([ omtories <t>|2dx)§ (335)
< [ aldut m) (/\wm Pl <>|2d:c)
<’ ([ atolol |2dx) ([ omtoPies <>|2dx)1

1
<5 [ @l @Pdot o [ 1n®PILOF de
Q ao Jw
Tomando a parte real de (3.31), obtemos

33710 Ol )+ b [ [0 @F 165, (OF da + 20t | (Re(un (07, D) da
1 1
+ablldnOli < 5 [ a@in®Fde+ g [ 0, OFL0OF
isto é,

5l Ol + (b= 5= ) [ 10mOPILOF o+ 200 [ 1Relun O, @) do

1
b Ol < 5 [ a@le (0 do
(3.36)

Derivando a segunda equacao do sistema (3.8), obtemos

(& (1), (1)) + (V1. (2), Vor, (1) + (a(@)¢r, (8), &1, (1) = ([[0m(B) X)), 6 (t).  (3.37)
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Definindo I3 := ([|¢m(t)[*x0], @1, (1)), temos

Iy = / (6 (D) + ()T (1) i, (3.38)

U (D) (8) + Y (007, () = 2Re(om ()10, (1)) < 2[hm (8)[[¢, (D)) (3.39)
Assim, tomando a parte real em (3.38) e considerando (3.39) segue que

Rell) <2 [ [ Olln 6501 do

<2 (/Iwm )P |9 ( |2dac) </|¢" |2dx)
( [0t 0 as) o (o [ 1m0 ar)

<= [P0 P b+ 5 [ @ o

(3.40)

Entdo, de (3.37) e (3.40) concluimos que

d /! / ]' /! 2 !/
= (Il + 10O 20y + 5 / a(o)|of (O dr < = / [ (8) P10 (1) 2 e
(3.41)

DN | —

Somando (3.22), (3.36) e (3.41), obtemos

5T <|I¢ ()||i2(9 + 160, 172) + 1V OIl2) + 160, OI2) + 1V, (t)lliz(m)

2dt
" (abo - - —) [ om0 i+ 2 | (Re(in 70
bl Ol + 5 [ @@l do+ 5 [ a@lofOF do < 5 on Ol
0l1%m L2(w) 92 0 m 9 0 m = 2aq m L4 (w)
(3.42)
Assim, considerando que o > L, temos
2&0[)0
(abo— - —) [ 1@ 0P a0 (3.43)

e, como

Zabo/[Re(wm( N P dz > 0, /Qa(x)\¢;n(t)|2dx >0 e /Qa(x)w;;(t)ﬁdx >0, (3.44)
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segue de (3.42), (3.43) e (3.44) que

() ey + 10Dty + 196 (D) ey + DNy + V6Dl e
+ bl (O < 5 I9m@ i
(3.45)
Multiplicando (3.45) por 2 e integrando de 0 a ¢, ¢ € [0, T'], deduzimos
195 1220y + 160 Ol 72@) + VO O)l72() + 00O Z2) + VOO Z20)
t
+ 2ab0/ 100, ()1 7200y ds < (1, (072 + 8001720y + 1V m(0)1 721y + N6 (0)[1 2210

IV (0)]2a ) + / lm ()1
(3.46)

Resta-nos mostrar que os termos 1/, (0)+ ¢! (0) sdo limitados na norma de L?((). Para
tal, consideremos v = ¢/, (0) na primeira equacdo e w = ¢! (0) na segunda equagdo do sistema

(3.8). Assim,
(¥ (0), 97, (0)) = +i(At(0), ¥7,,(0)) — a(b(@) [ (0) " (0), ¢1,(0))
— a(b(2)¢m(0), 9, (0)) = i(dm(0)1hm (0) X, 11, (0)).
Consequentemente, obtemos
147 (0) 7200y < 1A% (0) [ 2200 ¥ ()| £2(0) + tl[Bl o118 (0)* (0) | 20 197 (0) | 22
+ a[[blloo [9m (0] 22 (@) 147 (0] 2(@) + [Em (0) o (O) ] 22 19 (0) [ 2
Logo,
97 (0| 22(2) < 1A% (0)l[ 22(62) + [[Dlloo | [121n (0) P40 (0) [ 220
+ [blloo[[¥m (0) [ 22(2) + |9m (0)¥m (0) 20

(3.47)

Note que ¢y, (0) € Hg(2) < L*(€2), 10go [ (0) [*hm (0) € L*(€2), pois || [thm (0)hm (0)[| =
[4m () [|35 ) - Além disso, usando as desigualdades de Holder e Young no termo ||y, (0)¢n (0)]] 22 (0

obtemos

[16m (0)¢m (0| 220y < dm(0) ]| o) [[¢m (O)]| 24

1 5 1 ) (3.48)
< SlomO)zaq) + 511YmO0)Izsq).
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Assim, podemos escrever
175 (O] < 124 (0)llz2(@) + @llbllsol|¥m (0[50

1 ) 1 ) (3.49)
+ §||¢m(0)||L4(Q) + §||¢m(0)||L4(Q)‘

Observando as imersdes H(Q) — LY(Q), H}(Q) — L5() e as convergéncias em
(3.8), concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que
195 (O)l[22() < €, ¥m €N, (3.50)

onde C' := C(|| Aol 20y, VY0l 2005 [ VPo | L2 )-

Também,
(@ (0), 87, (0)) = (A (0), ¢7,(0)) — (a(2)9},(0), 87, (0)) + (1 (0)*Xa, 87, (0)).
Logo,

16m (0 1Z2(0) < 186w (0|20 € (0)l]22(0) + Nalloo |7 (0) z2() 17, (0) | 220

+ 19 (0)1* [l 2200) €7 (0) ] 2
Note que,

1 (0) | 2 |6 ()| 220y = 18 (O) | L €0 (O) |2y < N0 (O 6 (0) | 22
(3.51)

ou seja,
167, (0) | 2(2) < N1 AGm(0)]|2(2) + lallool| 07, (0) | L2 () + 190 (0) 174 (3.52)

Observando as imersdes H}(2) — L?(Q), H Q) — L*(Q) e as convergéncias em

(3.8), concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que
l¢m (0)] < C, Vm €N, (3.53)

onde C' := C(||A¢oll 2, Vb1l z20): [ Vol L2(0))-
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Por (3.46), (3.50), (3.53) e (3.17), e pelas convergéncias em (3.8), segue que
[4r )20y + 0m (D T20) + VO 72() + |6m O 72 + VL Ol72(0)

t
+20by [0, (6) e ds < €.
0

onde C' := C(||vol| 2, 1A%l 2(), VYol L2y, |ollz2@): [Vl L2@))-

(3.54)

Logo, de (3.54)

sup _ess([[¢7, ()72 + 16m(OI72) + IV ()72 + 167 (Ol 2) + IV (0)I720)

t€(0,+00)

<C.
Portanto, concluimos que
(¢! ) élimitadaem L°°(0,00; L*(Q)), (3.55)
(¢.,) ¢élimitadaem L>(0,00; H}(9)), (3.56)
(¢) élimitadaem L>(0,00; L*(12)). (3.57)
Estimativa III:
Retornando para (3.9) da estimativa I e tomando a parte imagindria, segue que
Im (9, (t), o () + | V() ][12(0) = — /w O () [t (1) do. (3.58)
Definindo I, := —Im(¥! (1), ¥, (t)), temos
1] < /Q | O ()] daz = {4, (D)]] L2 [[$m () [ L2() - (3.59)
Também, definindo I5 := —i [ ¢, (t)]tm(t)|? dz, obtemos
15| < /w |6 (O)[9m () d < (b (8) | 2 180 ()| (- (3.60)
Assim, de (3.55), (3.58), (3.60), e pela desigualdade de Gagliardo-Niremberg, segue
que

IV ()] 220 < N0 (0220 [[9m ()] £2() + Ndm ()] L2 (@) [¥m () 1740y
< Cllby, (O 2@ IV () | 2) + CIV G ()] L2 [[80m (8) |20 Vo (8) | L2 (0
< ClIVYm () 2
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Portanto,

IVm ()l 2) < C,

onde €' := C(||[vollz2(), [ Aol 2, [Vl r2(9) |90l 20y, V1l 22(0))- Assim,

SUP €8S 0+ o0) | VU (1) | 20 < C. (3.61)

Logo,
(¥,) € limitada em L“(O,oo;H&(Q)). (3.62)

Compondo a segunda equagéo do sistema (3.8) com A¢,,(t), temos
(D (1), A (1)) + (Adin(t), A (1)) + (a(2) D, (£): A (1)) < ([ (1) Xeos A (1)) (3.63)
Assim,

[AGm (1) 1720y < 160 (0|20 | AGm (D)l 2() + lallsall @, (Dl 2@ |1 Adm (Bl L2y (3.64)
+ / |9 ()| A, ()| de (3.65)

e, pela desigualdade de Holder e a imersdo Hj(Q) < L*(€2), segue que

/|¢m(t)|2|A¢m(t)|dx < [ m@)[Ls0) | AGm (1) L2y
< | VY ()l (0) | Adm () [ 22(0)-

(3.66)

De (3.64) e (3.66), vem que

1AGm ()I720) < (167 (O)llz2@) + lalloo |65 (0l 22(2) + el Viim (8) | 2@ | A (8) | L2(s)-
(3.67)

Dessa forma,
[AGm ()] 2() < 16, (D)l 2(@) + llallolldr, ()l 22 @) + I Viom ()] L2(q)- (3.68)

Portanto,

|AGm ()| L20) < C, (3.69)
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onde C' := C([[¢hollz2(), [|A%oll22(), VYol z2(9): |90l z2(0), [[V @1 12(0)). Entdo,
sup esste(0,+oo)||A¢m(t)||L2(Q) <C, (3.70)

ou seja,

() €limitadaem L>(0,00; Hy(Q) N H*()). (3.71)

Compondo a primeira equagio do sistema (3.8) com A, (t) temos
(5 (), Athin (1)) + (At (L), Athin (1)) + (ieb(@) [ () Ui (), Atbin(£))
+ (1ab(2) P (), Ahin(t)) = (m (E)Vm (t) Xews Db (1)),

(3.72)

ou seja,
(At (8), Apin () = = (i3, (1), At (t)) — (i0b(2) [t (8) P90 (£), At (1))
= (1ab(@)m(t), Atm(t)) + (D (1) Pm (1) X, Atm(t))-

(3.73)

Tomando a parte real em (3.73) e uma vez que Rez < |z|, temos

80l < | WA O] o+ a | o)l 0 Flaim (0] At (0] da
+ [ b Ol 01 d + [ 16,Ol1n01 A0 (0] ds

assim,

1S (0)Baay < 100 (0260 I A (Ol 20 + bl () e A (D] 2260y
bl ()l 22060 | Al () 20 + b)) 2 | Mo (8 50
< 1t Ol 2@ 1AGm () L2y + bl ool T () | Atom (D)l 200
- bl 8200 |G (8) 200 + 1m0 | A () 120
< 1t Ol 2@ 1A () L2y + bl ool T () | At (D] 200
+ bl ltom ()l 2000 1A () 220

+ el V()22 | Vi (01172 (0 | A (1) | 2
(3.74)

Logo,
1A% (B) |22y < 15 ()| z2(@) + llblloocl| Vebm (E)][72(0) + @llbllocllm ()] 2(o)
+ IVom Ol 22 | Vem ()20

(3.75)
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Portanto, de (3.16), (3.55), (3.62) e (3.71) temos

| AV ()] 2200 < C([Y0ll2)s D11 2005 [ VPl 2005 [V doll 22 )- (3.76)

Dai,
sup  ess||Avy, (1) L2 < C.

te(0,400)

Logo,

() élimitadaem L>(0,00; Hj(Q) N H*(Q)). (3.77)

Por outro lado, das trés estimativas, obtivemos que

Y élimitadaem L°°(0,00; Hy () N H?()),

¢ élimitadaem L>(0, 00; Hy(Q) N H*(Q)),

¢!, élimitadaem L*(0, 00; L*(Q)), (3.78)
¢! élimitadaem L>(0,00; Hy(Q2)),

¢! élimitadaem L>(0,00; L*(12))

Em particular, dado 7' > 0, temos

VY  élimitadaem L°°(0,T; Hy(Q) N H*(Q)),

¢ €limitadaem L>°(0,T; Hy (Q) N H*(Q)),

Y, élimitadaem L™(0,T; L*(2)), (3.79)
¢! élimitadaem L>(0,T; Hy(Q)),

¢! élimitadaem L>(0,T;L*(Q)),

m

(note que 7' é fixo, porém arbitrdrio), o que nos permite, pelo Lema 1.17, extrair subsequéncias

(V) C (Ym) € () C (¢nm) tais que

vk = L0, T Hy () N H*(Q)),
Y —u L2(0,T; L),

o = ¢ L(0,T; Hy(2) N H*()), (3.80)
¢ — v L>(0,T; Hy(Q)),

S aw L(0,T; LA(Q)).
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Como L>(0,T; HY () N H3(Q)) — L>(0,T; H} () < L>(0,T; L*(Q)), segue

que
v = L0,T5 L)),
v —u L0,T;L*(Q)),
o = ¢ L*(0,T5L*(Q)), (3.81)
¢, — v L*0,T;L*(Q)),
r—=w L*0,T;L*(Q)).
Lembrando que L*(Q) < D'(Q) e que o operador derivagio é continuo em D'(Q),
resultam
u=1" em L*(0,T;L*(Q)),
v=¢ em L>(0,T;Hy()), (3.82)
w=¢" em L>(0,T;L*Q)),
ou seja,

vk =y L0, T Hy(Q) N H*(Q)),
U = L¥(0,T5 L*(Q),
Gm — ¢ L>(0,T; Hy(2) N H?*()), (3.83)
O = ¢ L0, T Hy(Q)),
G = ¢ L0, T; L))
Mas, como H((Q) < L2(Q), pelo teorema da compacidade de Aubin-Lions e de

(3.78), resulta na existéncia de subsequéncias, que ainda denotaremos por (¢,) e (¢ ), satisfazendo

Yy — Y, ¢ — b e o, — ¢ qsem Q. (3.84)

Dai, resulta que

[r(O)PUe(t) — [W(O)e(t) a.sem Q. (3.85)
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Logo,

Temos ainda

466 (8) Penl 2oy (/w%iwg

< k)25 < ClIVER®72(0)
< C(IVibol 2 (@))-

Daf, sup ess;c (g, ¢ o) l[|1Uk(0)* Ukl L2(0) < C([[V¥oll22(0))-

Logo,
(|ex[*)  élimitadaem L>(0, 00; L*(Q)).

Em particular,

(|tbe*vr)  élimitadaem L>(0,T; L*(Q)).

(|tx*) € limitadaem L?(0,T; L*(2)). (3.86)
De (3.85), (3.86) e do Lema de Lions, concluimos que

ok (8) P (t) = [(8)P0(t) em  L*(0,T; L*()). (3.87)

Agora, note que |¢;|*x,, € limitada em L?(0, co; L?(€2)). Com efeito, de (3.17)

A\wwmawamﬁsé ()],

(3.88)
<C,
onde C' := C(|| Aol 2@y, Vol 2@y, | A¢oll 2y, Vol L2, VA1 L2(0))-
Logo,
(| (t)|*xw) € limitadaem L*(0, 00; L*(9)). (3.89)

Em particular,

(| (t)]*xw) € limitadaem L*(0,T; L*()). (3.90)
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Mas de (3.85), temos que ¥y, (t)x — ¥(t)x. q.8 em Q e, portanto, |t (t)[*x. —
|¥(t)[*xw g.s em Q. Assim, de (3.90) e pelo lema de Lions, obtemos

k()X = [0(#)]*xe em  L*(Q). (3.91)

Portanto, com as convergéncias obtidas, podemos passar o limite no problema aproxi-

mado (3.8).

3.1.3 Passagem ao Limite

Consideremos j € N fixo e £ € N tais que k£ > j, entdo, multiplicando as equacdes do

problema aproximado (3.8) por § € D(0,T) e integrando de 0 a 7', temos

/0 (W4 (1), w))0(t) dt + i / (T (t), Y )O(t) di + a / () | (8) P (8), )62 dit
—i—a/o (b(x)Yi(t), w;)0(t) dt = —z’/o (Dr(t), Yi(t) Xw, w;)0(t) dt

(3.92)
e
T T T
| @irwppodes [ (vo0, vus e+ [ (e, wew) a
0 0 0 T (393)
- | (0P a

No primeiro termo da igualdade (3.92) sabemos que ¢}, — v’ em L>=(0,T; L*(Q)),

entao

/ (Vr(1),£(8)) dt — / ) dt, V¢ € LY(0,T; L*(Q)), (3.94)

quando & — oo. Agora, tomando em particular £ = w;#, para todo § € D(0,T"), vemos que

£e€ LY0,T; L*(Q)) e, substituindo & em (3.94), resulta que

T
/ (. (t), w;)0(t) dt —> / t)dt,v0 € D(0,T), quando k — oo. (3.95)

Analogamente, observando (3.83), (3.87) e (3.91) podemos verificar as demais con-

vergéncias quando £k — oo. Desta forma, podemos passar o limite nas equagdes (3.92) e (3.93)
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quando k£ — o0, ou seja,
/0 (8 (8), w))0(t) di + i / (V(t), Tuy)(t) dt + / () (8) 2o (8), w;)B(E)
ta / (b(a ) (1), w)) (1) i = —i / (O(t), W(t) X w)(E) i, j = 1, ...,

[ o s o, vunoe i [ awon,we
= [ Rt =1,
Como (w;);en € um sistema completo em HX () N H2(52), por densidade, temos
[ n i [ oo v o [ o@woro. e
va [ 0w, =i [ @ovon =1,
para todo w € H1(Q) N H2(Q),0 € D(0,T), e
/ (), w)(e) di + / (Vo(t), Vo) di + / ()6 (0), w)o )
= [ (v woto
para todo w € H1(Q) N H2(2),8 € D(0, T). Disto chegamos a

(' (1),0),0) pro,ryxpo/r) + 1{(Vap(t), Vv),0) pror)x Dio,1)
+ a((b(x) [ (1) (t),v), 0) promyx Do,y + a{(D()1(t), v), 0) 0.1y« D(0.T)
= —i{(¢(1)Y(t)Xw>v), ) pr0.1)xD(0,T)

((¢"(t), w), 0) o<1y + {(VO(t), VW), 0) pr 0,y x D(0,1)
{(a(@)e(t), w),0) por)xp0r) = {1V ()Xo ), 0) pr(0.1) < D(OT)
ou ainda,
(¥'(1),0) +i(VY(t), Vo) + a(b(z) (1) (), v)
+a(b(z)(t),v) = —i(d(t)(t)Xw: v)),

(3.96)
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paratodov € H} () N H*(Q) em D'(0,T), e

(¢" (1), w) + (V(t), Vw) + (a(z)¢/ (1), w) = ([ (1)[*xw, w), (3.97)
para todo w € H}(Q) N H*(Q2) em D'(0,T).

Assim, segue que todo conjunto de solugdes {1, ¢} satisfazendo as equagdes (3.96) e

(3.97), respectivamente, € solucdo do sistema (3.1).

3.1.4 Dados Iniciais

Notemos inicialmente que, em particular, v € L>*(0,T; H}(Q)) — L*(Q) ey’ €
L>(0,T; L*(Q)) — L*Q). Entdo, v € H'(0,T; L*(Q)) — C°([0,T]; L*(QQ)). Assim, faz sen-
tido falarmos em #(0) e (7).

Seja 0 € CY([0,T]; R) tal que 0(0) = 1 e 6(T) = 0. De (3.95) vem que, se k > j (]
arbitrariamente fixado), entdo
[ s — [ @ (3.98)
Integrando-se por partes, temos
~0) ~ [ 0.0 @ — ) - [ @O0 a6

Agora, de (3.83) resulta que

T T
| wo.wpe e — [ wo.wed (3.100)
0 0
o que implica que
Decorre daf que 1;,(0) — 1(0) em L?(Q). Por outro lado, de (2.8) temos
Yp(0) = ¢° em Hg(Q) N H*(Q) = Hy () — L*(Q),
0

0 que nos leva, por conta da unicidade do limite, a concluir que ¥ (0) = ¢°.

Analogamente, mostra-se que ¢(0) = ¢% e ¢'(0) = ¢'.
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3.1.5 Unicidade

Sejam {11, 1} e {19, P} solugdes do problema (3.1). Entdo, z = 91 — Yy e w =
@1 — ¢ satisfazem:

i’ + Az + ia(b(z)| 21 — [1ha|*1e) + iab(x)z = (P1101 — Pathe) X em Q X (0, 00),
w” — Aw + a(z)w' = ([t * = [¢2]*)x. em Q x (0, 00),
w=z=0emI x (0,00),
w(0) = w'(0) =0,2(0) = 0em €.
(3.102)

Multiplicando a primeira equagdo de (3.102) por —z e a compondo com z, € a segunda

com w’, obtemos
(2'(1), 2(1) = i(A2(t), 2(t)) + a(b(@)[r () P11 (8) — b(2) [Wa () [Peha(t), 2(1))
+a(b(z)z(t), 2(1) = —1(P1(t)Y1(t) — P2(t)Y2(t)) Xw, 2(t))

(3.103)

(w" (1), w'(t) = (Aw(t), w'(t)) + (alz)w'(t), w'(t) = (V1O = [12()*)xw, (1)), (3.104)

Tomando a parte real da equacdo (3.103) e de (3.104) concluimos que

D) + Rela(bla) o (4 (2) — b()ia(1) (1), ()]
2dt (3.105)
[ MO do = Rel=iér(3ia(t)x. = a0} alt) o (0)

331 (1Ol +190lxg) + [ @l OF do = (1010 = a6 P w' O

(3.1006)

Observemos que
(b(x)[r ()P (t) — bla) [Wa () Pa (), ¥ (1) — a(t))
= /Q (b(a) [ (8) 4 (8) = () [Wa () Pba(t) (1 (8) — (1)) dx

- / () |1 (8) P (882 0) — D) [ (1) P ()0 D)
— b)) P (£ (D) + () [th2 (8) ()2 0)

= /Q(b(x)!% ()" + () [ ()] — (@) [th1 (1) P (D)9a(t) — b(2)[ea (1) Pea(t)n (1)) da.
(3.107)
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Entdo, usando o fato que Re(z123) = Re(Z122) e Rez < |z|, obtemos
Re(b(x) 11 (6) 1 () — b(@) [t (6)*a(t), 11 (t) — ¥a(t))
= /Q[b(x)h/fl(lfﬂ4 + (@) [ ()]* = (b(2)|[r (1)]* = b(a) W2 (t)*) Re (v (£)02(1))] da

> /Qb(x)h/n(ff)l4 + (@) [ (O)] — [ (Oa(B)] (b(2) [ (D) + b(a)[va(t)]*) da
= /Q(b(ﬂﬁ)lwl(t)\4 +b(@) [ ()] = b(@) [ (6)P[2(t)] = b(a)[¢a(t) Pl (t)]) da
= /Qb<:c>|w1<t>!3<|w1<t>| = [1h2(B)]) = b(@) [ () (|1 ()] — [¥2(2)]) dz
/Q(b(x)lwl(t)l?’ = b(@)[a () ) (|1 (8)] — [¢a(t)]) d

(3.108)

Notemos que, adicionando e subtraindo o termo /51 X, no lado direito da expressao

(3.105), deduzimos que
([@1(8)hr (1) = ba(t)tha (1)) X, 1 (1) — (t))
= ([@1(8)(@r(t) = a(t)) + a(8) (D1 (1) = Ba(t))] X 1 () — a(t))
= / [61(8) (W1 (£) = v2(t)) + v2(t) (61(t) — G2())] (V1 (£) — ta(t)) dov

(3.109)
/¢x><www><n35w
/ ¢1 |Z |2 dilf + / 'QZJQ
Logo, pelas desigualdades de Holder, Young e por (3.109), temos
wa@mmw—@@wwnmw»=&(4/wwmwmmmm)
g/wmwmwmawwx
< [12(®) o 0 (®) | s 120 22 5110

1 1
< 5||?/)2(t)||%4(Q)||w(t)||2L4(Q) + 5”2(15)”%2(9)

c 1
< Sl + 5120 ey
< C(IVw(t)|Z2i) + 12(0)1720))-
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Também, do lado direito da equagdo (3.106), temos
Re((lir () — [2(t) Pl /(1)
= e ([ (a0 = oo v (1) o
= e ([ (01000 = a0 + 00 0) — vt ') o )
= Re (1) ~ v ) )+ Fe [0 - Bsowae) O
< [ 1Ol O]+ [ EOlaolold
< [0+ WDl 0]

Substituindo em (3.105) as expressdes (3.108) e (3.110), eem (3.106) a (3.111), decorre
que

31Oz + [ G@IOF =Bl (a(0)] - el do + o [ sl do

0
< e([[Vw(t) |72 + 12(0)[172(0))

(3.112)

1 () sy + V() ) + La<w>!w’<t>|2 d
(3.113)
< / (a(®)] + [l (1)] da

Somando as expressoes (3.112) e (3.113), e levando em conta que

/Q(b(x)!wl(t)l?’ = b(@)[¢2 () ) ([ (8)] — [ (t)]) dz > 0

a/ﬁb(x)\z(t)\zdz >0, e /Qa(x)]w’(t)\de >0,
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segue que,
1d

577 12Ol + 10 Ol 22 + IVe@)llz20) < CUV@@)Z20) + 1201720

+ [ (@] + @Dl 0] da
< CAITOR s + 1OE@) + [ Mzl (0] do

M :
< CIVw®)llz20) + 12Ol Z20) + 7/ [2(0)]* + [w'(t)|* da.
(3.114)

Convém observar que a solu¢@o (1q,1) € L=(0,00, Hj(2) N H*(Q)). Além disso,
considerando que pela imersdo de Sobolev H?(Q2) — Cp(f2), onde

Cs(Q) = {u € C°(Q); u é limitada em 2} é um espago de Banach, obtemos

ld 2 V112 2 2 2 V112

5 73 UZONZ20) + [ D)2z + IVwt)lz2(0) < CUINVwO)z) + 1202 + ' ()lIz2))-
(3.115)

Multiplicando (3.115) por 2, integrando de 0 a ¢,t € [0, 7], e observando em (3.102)

que w(0) = w'(0) = 0 e z(0) = 0 em €2, obtemos a seguinte desigualdade
t
120172+ 1w’ ()| 220y HIVW ()2 < 20/0 (12() 1720 Hlw' ()l 72y + 1 Vew(s) 20y ds
Finalmente, aplicando o Lema de Gronwall na expressdo anterior chegamos a

12122 + 1w B[220y + VW (@)l[12i0) < 0, ¥t € [0,T].

Entdo, segue que z = 0 e w = 0, ou seja, Y1 = 1y € P = ¢Ps.

Portanto, provamos a unicidade de solu¢des do problema (3.1), o que conclui a prova

do teorema.
Agora, lembremos que da primeira estimativa a priori temos
(¢) élimitadaem L>(0,00; L*(Q)).
Assim, pela Proposi¢ao 1.15,

[ oo 0.00:2(0) < D {[4hyn (8) | Low (0,002 ()

< Cl[¢ollz2(@)-
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Logo,
(¢) élimitadaem L>(0,00; L*(Q)).

Prosseguindo de maneira anédloga, segue que todas as limitagdes obtidas nas estimativas

a priori sdo validas para {1, ¢}, o que nos permite dizer que

) € L(0,00; Hy () N H?()), ¢ € L™(0, 00; L*(€2)),
¢ € L>(0,00; Hy(Q) N H*(2)), ¢ € L>(0,00; Hy (),

ed € L=(0,00; L*()).

Assim, o teorema esta provado.

3.2 Decaimento Uniforme

Nesta secdo vamos trabalhar com solucdes regulares {1 (), ¢(t), ¢;(t)} para o pro-
blema (3.1), isto €, aquelas que estdo em Hj} (Q) N H(Q) x HL(Q) N H?(Q) x H(2), e tomando
{w07 ¢07 (bl} € H&(Q) N H2<Q) X H&(Q) N HQ(Q) X H(}(Q> = H’ tais que ”{w(% ¢07 ¢1}||H < L7

onde L > (. Assim, pela primeira equacao do problema (3.1), temos
¢ —iAY + ab(z)([¢]? + 1) = —igtx.,. (3.116)
Multiplicando (3.116) por ¢ e integrando em 2, temos
[ oTdesi [ [Vopdr+a [ sl +oPyae =i [ ouan. @)
Tomando a parte real em (3.117), obtemos

il Olxe +a [ @@l + 0P de =0, o

Multiplicando a segunda equacéo por ¢, integrando em € e fazendo uso da férmula de

Green, deduzimos

&lg‘

10 + VOl o+ [ a@lofde = [oPorae. @119

N | —
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Somando (3.118) e (3.119), obtemos
E'(t) + oz/ b(x)(||* + ||?) do + / a(x)|¢'|? dv = / [V|?¢ dx. (3.120)
Q Q w

Agora, vamos analisar o termo a direita em (3.120). Temos, pela Hipdtese 3.1, e fa-

zendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

/I¢|2¢’d:c < (/ |¢I4da:>2 (/ |¢’|2dx)2 (3.121)
o ([ wlottan) ot ([ alerpac)’

<
< ot ([omiar) o ([awipa)
1 4 1 /2
< go M@l e+ 5 [ el
Combinando (3.120), (3.121) e uma vez que o > 2a5b , segue que 3 := o — 2aéb0 > 0,
000
e vale
B0 < -p [l d-a [ solePdo - [ a@lePs
Q Q Q
< —k U b(a:)(\w]4+Wﬁdm%—/a(az)\qﬁ’]?dx} i, (3.122)
Q Q

onde k = min{3}, 5}.

De (3.122) deduzimos dois fatos: (i) a aplicagdo t € (0,00) — E(t) é ndo crescente e,

além disso, (i1) temos a seguintes desigualdade de energia

B(ts) - E(t) <~k | ) { [ a@iep s+ [ )it + 0P|

t1

para 0 < t; <ty < 400, 0 que é fundamental para a prova.

Agora, vamos enunciar nosso resultado de estabilidade.

Teorema 3.5 Assuma que a hipotese do Teorema 3.4 e a Hipotese 3.3 sdo vdlidas. Entdo, existem

C, v constantes positivas tais que

E(t) < Ce ™E(0), paratodot >0, (3.123)



3.2 Decaimento Uniforme 123

e para toda solugdo regular do problema (3.1) na classe dada no teorema anterior, desde que os

dados iniciais sdo tomados em conjuntos limitados de H.

Seja T, > 0 considerado suficientemente grande para nosso propdsito. Vamos provar o

seguinte lema:

Lema 3.6 Para todo T > T existe uma constate positiva C' = C(T) tal que se {1, ¢, ¢’} é uma

solugdo regular de (3.1), com valores iniciais {1, ¢o, ¢1} tomados em um limitado de H., temos

E(0) < C/OT [/Q b(:v)(]w\4+]w\Q)dx+[2a(x)]¢’\2dx] . (3.124)

Demonstracdo: Vamos argumentar por contradi¢do. Suponha que (3.124) ndo se verifica e seja
{¥%(0), ¢x(0), ¢,.(0) } uma sequéncia de dados iniciais onde as solu¢des correspondentes { ., ¢, @} },
com Fj(0) uniformemente limitada em k, verificam
£ (0)
SH T 1 b(@) (el + [el?) dodt + [T [,y a(x)| )2 dedt

ou

fo Jo 0(@) ([ + vnl?) dudt + [ [, a( 2)|¢4|* dw dt

(3.125)

Como Ej(t) é ndo crescente e Ey(0) limitada entdo, obtemos uma subsequéncia, ainda

denotada por {t, ¢k, @)}, que verifica

Y = em L>(0,T; L*()), (3.126)
¢ — ¢ em L>(0,T; Hy(2)), (3.127)
¢, = ¢ em L>®(0,T; L*(9)). (3.128)

Temos também, pelo Teorema 1.26 (Aubin-Lions) que

¢r — ¢ fortemente em L*(0,T; L*(12)). (3.129)
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Retornando para (3.125) e uma vez que Ey(0) < L, deduzimos que

lim / / )| b)) 2dx dt = 0, (3.130)
k—+o0
lim / / Y([]* + [¥]?) da dt = 0. (3.131)
k—4o00

Considere a sequéncia de problemas

iy, 4+ Ay, + 1ab(x) [k PV + k) = drtbrxw, em Q x (0,T),

O — D¢y + a(x)dy, = Vil xw, em Q x (0,7,

dp = 0em T x (0,7), (3.132)
¢r=0emI x (0,7,

¢, — 0 em L*(0,T; L*(w)).

Definindo

inferimos que

N | —

72 2112 712
[tk [dedns [ vipal
1
— o | [k [1gpars [ 1vap i
k

_ L)
a
isto €,
. Ex(t)
EL(t) = . 3.133
Em particular,
E(0) = 1. (3.134)

Agora, considere a sequéncia de problemas

Z?ﬁk + A@ﬁk + ’iOzb( )(’wk’ T/AJ]{ + 1&]{) = éklﬂkxw, em ) X (O, T),
O — Ay + a(w)d, = 0y, em Q x (0, 7),

Y =0emT x (0,7),

¢ =0emD x (0,7),

(3.135)
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e, por (3.134), para uma subsequéncia {ty, g%}, obtemos

e b em L2(0,T; L*(Q)), (3.136)
dr = ¢ em L®(0,T; HM(Q)), (3.137)
¢ = ¢ em L(0,T; L*(Q)), (3.138)
¢r — ¢ fortemente em L2(0,T; L*(Q)). (3.139)

Consequentemente, por (3.130) e (3.131), e uma vez que F;(0) < L, valem

lim // )| 2z dt = 0, (3.140)

k—+o0

lim / / ('wk |@Ek|2) dedt = 0. (3.141)
k——+o0
T A
. /12 _
kgrfoo/o /w\qﬁk\ dxdt =0

Considerando a imersdo H?(Q) < L>(2) paran = 2 e (3.131) temos

e de (3.140), temos

T
lim/ /\mb(x)wk\%ky?dxdt—o (3.142)
Q

k—o0 0

e, por (3.131), temos também
T ~
lim / / |pribw | da dt = 0. (3.143)
k—o00 0 w

Passando o limite quando £ — oo em (3.135) e considerando as convergéncias (3.130),

(3.131), (3.142) e (3.143), obtemos

¢ — Adp=0em Q x (0,T),
¢p=0emT x (0,7), (3.144)
¢ =0q.s.em wx (0,7),

i) + A =0em Q x (0,7),
b =0emT x (0,7), (3.145)
=0 q.s.em w x (0,7).
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Entao, para gg’ = v em (3.144), obtemos, no sentido distribucional,

,U// — Av=0em D,(Q X (O>T))7
el (3.146)
v=0gq.s.em wx (0,7).

Pelo teorema de unicidade de Holmgren, concluimos que v = 0, isto é, ¢’ = 0. Retor-
nando para (3.144) obtemos a seguinte equagio para quase todo ¢t € (0,7) :

{ —Ag%zOemQ,

S Dem: (3.147)

Multiplicando a equagdo acima por ngS, deduzimos

0:—/9Aq§g5dx:/Q|Vg£|2dx,

ou seja, qAb = (. Analogamente, pelo teorema de Holmgren concluimos que 1& =0gq. s. em Q.
Portanto, temos que ngS = @Z = 0 e entdo, as convergéncias dadas acima em (3.136) - (3.139) sdo

validas com ¢ = ¢ = ¢/ = 0.

Para chegar a uma contradi¢do basta provar que Ek(()) — 0 onde £ — oo. De fato,

temos

N 1 N ~ ~

Ek<o>:§/ 164, O)F + 1642, 0) + [Vu(z, 0)12] da .

Q
Uma vez que
1 .
B (0) = 5 | 1ulw,0)F da

€

1 ~, -
B5,00= 5 [ (1600 + [Van(a. 0) d
Q
deduzimos que

Ex(0) = By, (0) + Ej, (0).

Devemos provar que Ej(0) — 0 quando k& — oo mostrando, separadamente, que
E; (0) — 0, quando k — oo, E; (0) — 0, k — oo, e usando os resultados de observabilidade

para a equacdo da onda e Schrodinger, ou seja, considerando

iv'+ Au=0emQ x (0,7),
w=0emT x (0,7), (3.148)
u(0) = ug em L?(2),



3.2 Decaimento Uniforme 127
e
y'+Ay=0emQ x (0,7),
y=0emI x (0,7,
3.149
y(0) = yo € HY(), (149
y'(0) = y1 € L*(Q),
entdo, sabemos que existem constantes ¢y, co > 0 e Ty > 0 tais que
1 T
E,(0) = 5/ lu(z,0)|* dv < cl/ / lu(z,t)|? do dt (3.150)
Q 0 w
e
1 / 2 2 4 / 2
E,(0) =5 | ([, 0)[" + [Vy(z,0)[) dz < c y'(z, )" dz dt, (3.151)
Q 0 w
para todo 17" > Tj, onde c; e ¢, independem dos dados iniciais.
Considere os seguintes problemas
. / ~ . ~ ~ ~
i+ Ay, + iab(@) ([Ur*n + 1) = drbrxw em Q x (0,T),
Y =0emI x (0,7, (3.152)
V(0) = 1bo, em €,
v, + Avp, =0em Q x (0,7,
v, =0 emAF x (0,7), (3.153)
’Uk(O) = wﬂk em Q,
e
iwy, + Awy = —iad(z) (| * Ve + i) + dxthrxw em Q x (0,7),
wy=0em I x (0,7, (3.154)

wi(0) = 0 em .

Note que @DA;C = v + wy € a solucdo de (3.152), onde vy, € a solugdo de (3.153) e wy € a

solugdo de (3.154). Além disso, ¢, = vy +wy, = 0em I’ x (0, T) e 1(0) = v4(0) + wg(0) = Y.

Portanto, segue que

T
B (0) = B, (0) < o / / oy ? d dt

T
< cl/ /|1/)k|2+|wk|2dxdt
0 w

IN

Vamos definir a seguinte forma linear e continua
T:L*Q) x L0, T, L*(R2)) — L>(0,T,L*(Q))

(ZOJf) = T(Z()’f) =z,

é </0T/9b(x)|@/5k|2dxdt+/oT/w|wk|2dxdt>.

(3.155)
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onde z € a solucdo do problema
i+ Az = femQ x (0,7),
z=0emI x (0,7), (3.156)
Z(O) =2p € LQ(Q)

Claramente 7' € linear. Vamos provar que 71’ € continua. De fato, z € uma solucio de

(3.156) assim, z satisfaz a equacao integral
z(t) = S(t)zo + /Ot S(t—s)f(s)ds,
onde S(t) é o semigrupo gerado pelo operador maximal monétono A, e
A:D(A)=Hy(Q)NH*(Q) C L*(Q) — L*Q)

y — Ay =—iAy.

Entdo, levando em conta que ||S(t)||z(z2(0)) < M, temos a seguinte estimativa

t 2
callol2 + s ( [ 15 eas
0

Cllzollz + 1% 0.7, 222)) = C Ul (05 O 0:1,22(00)):

l=()113

IN

A

0 que mostra que 7' € continua.
Desta forma, como L>(0,T, L*(Q)) < L*(0,T, L*(2)), e denotando
F(t) = —iab(@) (@) 206 () + V() + dr()br()xw, 20 = 0, segue, pela desigualdade de

Holder e a continuidade de T, que

T
I = / /\wk\zdxdt
0 w

< ”wkH%w(o,T,LQ(Q))
< ClflZe 0102

T fad ~ ~
C(T) (/O /Q\d)kwkxw —iab(x)(|r|*y +wk)!2d:cdt) . (3.157)

IN

Portanto, de (3.155) e (3.157), temos

T T
012 s . 2,7 AP
() ( /0 /Q () |2 da it + /0 /Q (Getbixe — iab(@) ([ 20k + B0 dxdt)
T T T
C(T) (/0 /Qb(x)|@5k|2dmdt+/0 /w|g5kwk|2dxdt—|—/o /Q|mb(a;)|¢k|2zﬁk|2dxdt

T
: P
+ /0 /Q]zab(x)wﬂ da:dt).

<
=
—~
o
S~—
IA

IN
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Logo, por (3.141), (3.142) e (3.143), obtemos
Ewk(O) — 0, (3.158)

quando k£ — oo. Analogamente, considere os seguintes problemas

O — Ady+a(2)dy =Ly, emQ x (0,7),
¢or=0emI x (0,7,

. - (3.159)
¢k/(0) = @i, em 2,
b (0) = d1x em £,
v, + Avy =0em 2 x (0,7,
v = ¢or em I x (0, 7)),
A 3.160
vk (0) = ¢9k em ), ( )
v, (0) = ¢y em
e
wy + Awy, = —a(z) @), + %Xw em ) x (0,7)
wr =0em " x (0,7), (3.161)
wg(0) = 0 em £,
w;,(0) = 0 em €.

Note que gzgk = v + wy, € a solugdo de (3.159), onde vy € a solucdo de (3.160) e wy, € a solucdo
de (3.161). Além disso, ¢p = vy + wp = O em I x (0,7), 9x(0) = vx(0) + wi(0) = o, €
(52(0) = 0},(0) + w},(0) = ¢15. Entdio, segue que

T
B, (0) = F,y (0) Scl/o /w|u;|2dxdt

T
Scl/ /|¢k’|2+\w;\2dxdt (3.162)
0 w

T T
<q (/ /a(x)\¢k/|2dxdt+/ /|w§€|2dxdt> :
0 Q 0 w

Vamos definir a seguinte forma linear e continua
T:RxLY0,T,L*(Q)) — L>(0,T,L*())
(20,21, f) = T(20,21,[) =74,

onde R = H{(2) x L*(2) e z é a solugdo do problema

2 —Az=femQ x (0,7T),
z=0emI x (0,7),
2(0) = 2o € H}(Q),
Z(0) = z; € L*(Q).

(3.163)
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Claramente 7' € linear. Vamos provar que 7' € continua. Com efeito, como Z =

¢ a solugdo do problema

7'+ AZ = F,
Z(O) = Zo,
0 -1 0 . ~ .
onde A= ( Ao )€ F= f) temos que Z satisfaz a equacao integral

Z(t)=S(t)Zy + /tS(t —s)F(s)ds,

(+)

(3.164)

em que S(t) é o semigrupo gerado pelo operador maximal monétono A. Portanto, considerando

que ||S(t)|lz(z2() < M, chegamos na seguinte estimativa

IO < 12®)|%

eill(zo 20l + (/Ot (?) Rds>2

e3(ll(z0, 20) 1% + esll F Il 0 7220

IN

IN

IN

IN

C4|| ((207 Zl)v f)”?zxLl(O,T;L?(Q))'

Portanto,
12112, < eall ((z0, 21), Az rr 0220

de modo que ¢4 = max{cy, c3}, 0 que mostra que 7" é continua.

Desta forma, como L>(0, T, L*(Q)) < L*(0, T, L*(Q2)), e denotando f(t) =

W ( ) = yw € 20 = 21 = 0, segue, pela desigualdade de Holder e a continuidade de T, que

/ / \wh,|* de dt
0 w

Hwk || L2 (0,T,L2(Q))

< ClflZzor.2@

([}

dx dt) )
Portanto, por (3.162) e (3.165) temos

(// r¢k\2dxdt+//‘— a(@)d;

I

IN

2

IN

| A

)

(T
( )| b |2d9cdt+/ Wk|4d dt+/ / )| b |2dxdt>

!/

—a(x)dr (1)+

(3.165)
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Entao, por (3.140) e (3.141) obtemos
quk(()) — 0, (3.166)
quando k£ — oo.
Portanto,
Ew(0) = E; (0) + E; (0) = 0
quando k — +00, o que € absurdo em vista de (3.134). Portanto, o lema estd provado. a
Tome 7 suficientemente grande. Pela desigualdade da energia deduzimos
To
E(Ty) — E(0) < —k/ (/ a(x)|d'|* dx + / b(z)(|]* + W\Z)dx> dt (3.167)
0 Q Q
::B(t)
e, pelo Lema 3.6, temos
To
E(0)<C D(t). (3.168)
0
De (3.167) segue que
To C C
C D(t)dt < _EE<TO) + EE(()) (3.169)
0
Combinando (3.168) e (3.169), obtemos
o C C
E(Ty)) < E(0)<C D(t)dt < —EE(TO) + EE(O).
0
Assim,
C C
14+ — | E(1Ty) < —FE(0).
(1+5) B < TEO
Entdo,
BT < —C B(0)
0) = L + C )

ou seja,

E(Ty) < aE(0),

onde 0 < o < 1.
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Logo, tomando 7 suficientemente grande, para ' > 7}, obtemos

E(T) < B(Ty) < aE(0).

Portanto,

E(T) < aE(0), paratodo T > Ty,

onde ) < a < 1.

Procedendo de forma similar como feito anteriormente para 7" e 27", deduzimos F(27) <

aFE(T), para todo T' > Ty, e, consequentemente,

E(2T) < o®E(0), paratodo T > Ty.

Em geral,
E(nT) < a"E(0), paratodoT > T.

Vamos considerar, agora, t > Tg, entdo ¢t = nly 4 r para algum 0 < r < Tj. Portanto,

t—r t—

E(t) < E(t—7) = E(nTy) < a"E(0) =a® E(0) =T "“E(0),

o que implica a estabilidade exponencial.



CAPITULO 4

ESTABILIZACAO PARA EQUACAO DA ONDA
SEMILINEAR EM UM MEIO NAO
HOMOGENEO COM DISSIPACAO

LOCALMENTE DISTRIBUIDA E
CONDICOES DE FRONTEIRA DINAMICA
DO TIPO CAUCHY-VENTCEL

Este capitulo, foi realizado em parceria com Adriana Flores de Almeida, Marcelo Mo-

reira Cavalcanti e Victor Hugo Gonzalez Martinez.

Neste capitulo vamos estudar a estabilidade uniforme da equa¢do da onda com condi-
coes de fronteira dindmica do tipo Cauchy-Ventcel posto em um meio ndo homogéneo e sujeito a

uma dissipacdo ndo linear localmente distribuida

( p(x)uy — div[K (2)Vu] + a(z)g(us) + f(u) =0 em Q x (0, 00),
n(z)vy + ()0, u + n(x)v, = div[R(z)Vrv] em Ty x (0, 00),
u = 0sobre I'y x (0,00), @.1)
u = v sobre I' x (0, c0),
(u(z,0),v(z,0)) = (uo, uo_ = vp) em 2 x (0,7

((ue(z,0),0¢(2,0)) = (wr,ur, :=wvi) em Q2 x T

onde 2 C R™ é um dominio limitado de classe C? para n > 2, com fronteira 9Q = I' = I UT,, tal
que I';,7 = 0, 1 sdo subconjuntos ndo vazios, fechados e disjuntos de I', p : 2 — R, k;; : Q@ — R,

1 <i,7 < n sdo fungdes em C'*°({2) tais que paratodo x € Qe & € R”,

ap < p(z) < Bo,  kij(z) = kji(z), alg]? <& K(x)- & < BIEP, (4.2)
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onde ay, [y, o, § sdo constantes positivas, K (z) = (k;;); ; € uma matriz definida simétrica positiva

en: I = Ry, ry; - I' = R, 1 <145 <n, sdo fungdes em C'*(I") tais que, para todo z € I' e

& e R,

ay <nz) < Br,  rglx) =rjx),  aléP <& R(x) - € < Bofé]?,

4.3)

onde oy, 31, ag, f2 sdo constantes positivas e R(x) = (7;);; € uma matriz definida simétrica posi-

tivas. Vamos definir por w; uma vizinhanca de I'; contida em {2, wy uma vizinhanga Iy contida em

Qe w = w; Uwy. No que segue consideremos os seguintes espagos

Hy (Q) = {u € H'(Q);w,,, =0},
V={z=(u,v) € H%O(Q) X Hl(F);u|F =},

H = L*(Q) x L*(I).
Equipados com as normas canonicas

lull g, = [9ul132(0)-
2l = lullZagey + o020,

2|13 = / (Vul? do + / |Vol|?dr,
Q r
V e H sdo dois espacos de Hilbert e V € denso em H.
Vamos assumir as seguintes hipdteses:

Hipoétese 4.1 e O termo ndo linear f € C*(R) é uma funcdo real e satisfaz

F0) =0, [F(s) < ko(L+1s])", j=1,2, Vs €R,

o que implica, em particular, que para algum C' > 0,
|f(s1) = f(s2)| < C (1 + [s1P" + s2P71) [s1 — 52|, V51,52 € R.
e Sua primitiva F(s) = [ f(7)dr verifica

0< F(s) < f(s)s, Vs € R,

4.4)

4.5)

(4.6)
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p>1 para n=2, e 1§p§%pam n > 3.
n —

Hipétese 4.2 A funcdo a = a(z) € L>(Q) N C°(Q) é uma funcdo ndo negativa de valores reais e

satisfaz a seguinte condigcdo

a € L=(Q)NC°Q); alx) > ag>0emw C Q. 4.7)

Hipoétese 4.3 Seja, g : R — R uma funcdo continua, mondtona ndo crescente tal que
g(s)s > 0 para todo s # 0,
(4.8)
ki|s| < |g(s)| < ko|s| para todo |s| > 1,

para algumas constantes positivas ki, ks. Inspirado em [01], seja h uma fun¢do concava, estrita-

mente crescente, com h (0) = 0, e tal que

h(sg(s))) > s*+ g*(s), para|s| < 1. 4.9)

Hipotese 4.4 w controla geometricamente 2, isto é, existe T, > 0, tal que toda geodésica de

-1
métrica G(x), onde G(x) = (ﬁg) , viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo de

t = 0, encontra o conjunto w em um tempo t < 1.

A Hipétese 4.4 é a chamada de Condicio Geométrica de Controle (C.G.C.). E sabido
que a C.G.C € uma condicdo necessdria e suficiente para a estabilizac@o e controle da equagdo da

onda linear (veja [10], [21], [27], [28], [40], [80] e suas referéncias).

Hipétese 4.5 ParatodoT > 0, a tinica solucdo v pertencente ao espaco C'((0,T); H)NC'((0,7T), V")

para o sistema
v — div[(K/p)Vv] + V(z,t)v = 0em Q x (0,T),
(4.10)

v=0emuw,

2(Q)), é a trivial v = 0.

onde V(z,t) € L™= ((0,T), L
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Observacao 4.6 Observe que no caso que V= 0, a Hipotese 4.5 ¢é satisfeita pelo trabalho de
Burq [20], ou pelas notas de leitura devido a Burq e Gérard [22](veja (6.28)-(6.29) na p. 75).
Para V(t,z) € L*((0,T),L™"(Y)) e considerando G(x) = I, segue pelo trabalho pioneiro
de Ruiz [82]. De acordo com Koch e Tataru [55] (veja Teorema 15), no caso mais geral onde

n+1

Ve L= ((0,7), LRTH(Q)) e G podem ndo ser identidades, o principio de continuagdo vale.

Consequentemente, sob condicoes especificas em [58], a Hipotese 4.5 cumpre-se.

Observacio 4.7 E importante observar que a Hipdtese 4.4 ndo é verificada para toda G =
(K/p)~L. Veja em [5] exemplos em que essa situacdo ocorre. Acontece facilmente quando G(z) =

14, neste caso as geodésicas sdo linhas retas e, necessariamente, eles vdo encontrar a regidao w.

O principal objetivo deste capitulo é provar a existéncia e unicidade de solugdes regu-
lares e fracas para o problema (4.1) e, além disso, que essas solu¢des decaem uniformemente para

zero, ou seja, definindo

E(t) := /Q p(x)|0wu(x, t)|? + Vu(z, )" - K(x) - Vu(z,t) + F(u(z,t)) de

+ /Fn(:v)]atv(x, |2 + Vo(z, )" - R(x) - Vo(w, t) dT, i
onde F()\) = fOA f(s)ds, temos
E(t)<S (%0 — 1> ,para todo t > T, (4.12)
com tlggo S(t) = 0, em que o semigrupo de contragdo S(¢) é uma soluc@o da equagdo diferencial
%S(t) +q(S(t)) =0, S(0) = E(0), (4.13)

com ¢ dado como em (4.117) para toda a solucdo fraca do problema (4.1), desde que os dados
iniciais {uo, Uo, U1, ullr} sejam tomados em conjuntos limitados de V x H. Este resultado é um
resultado de estabilizacdo local. De fato, as taxas de decaimento dadas por (4.12) sdo uniformes
em cada bola sobre o espaco da energia V x H com raio R > 0 mas, este resultado ndo garante que

as taxas decaem globalmente, isto €, que (4.12) vale independente dos dados iniciais.

Em vez de estudar o problema especifico (4.1), vamos considerar o problema auxiliar,

que sera descrito na sequéncia. Para este propdsito, vamos induzir em 2 uma métrica Riemanniana
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G de modo que (€2, G) é uma variedade Riemanniana conexa, compacta, orientavel n-dimensional
com métrica G de classe C*° e fronteira suave 0€). Da mesma forma, vamos induzir em I" uma
métrica Riemanniana g de modo que (I',g) é uma variedade Riemanniana conexa, compacta e

orientavel, com métrica g de classe C'*°.

Denotaremos Ag o operador Laplace-Beltrami em (2, G) e Vg sua conexdo Rie-
manniana. Também, denotaremos A, o operador Laplace-Beltrami em (I',g) e V sua conexdo
Riemanniana. Considere o seguinte problema
(uy — Agu+ f(u) + a(z)g(u;) =0 em Q x (0,00),

Vtt —|—8l,u—|—vt = AgU em Fl X (0,00),
u=0em [y x (0,00),

4.14
u=wvem I'x (0,00), @.14)

(U(.Z', O),U(l‘, 0)) = (U07U0|F = UO) em V7

((u(z,0),v¢(2,0)) = (w1, wq :=v1) em H.
A energia associada ao problema (4.14) € dada por
1 1
E@wz/[;m@wﬁ+§wgm@wF+Fw@wﬂdx

“ (4.15)

1 1
+/[4wuﬁﬁ++un¢W]ﬂt
L2 2

Finalmente, voltemos ao problema original (4.1) tendo em mente que p € C*(Q2) e
ap < p(z) < py. Fixe um sistema de coordenadas (z1,...,z,) em (€2, G) com métrica Rieman-
niana G = (-,-), denote G;; = (9/dx;,0/0z;), seja G¥ = K,;/p a matriz inversa de G;; e o

conjunto p = y/det(G;;). O operador Laplace-Beltrami neste sistema de coordenadas é dado por

1
Agu = det G;:GY = ——div(K(x)Vu),
¢ \KEEZEZ&m(V ) = e v
onde V € o gradiente usual correspondente a métrica Euclidiana no dominio (z1, ..., x,). Conse-
quentemente,

p(2)0fu — div[K (z)Vu] = 0 & 0?u — Agu = 0.

Analogamente, tendo em mente que € C*°(I') e ay < n(x) < f;. Fixe um sis-

tema de coordenadas (z1,...,z,) em (I',g) com métrica Riemanniana g = (-,-), seja g;; =
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(0)0z;,0/0z;), seja g = R;;/n a matriz inversa de R;; e o conjunto 7 = +/det(g;;). O ope-

rador Laplace-Beltrami neste sistema de coordenadas é dado por

. Ov 1
Agv = det g;: 9" — | = ——div(R(x)V7v),
. retg” Z e, ( 9ii9 axj) RGN
onde V é o gradiente tangencial usual correspondente a métrica Euclidiana no dominio (x1, . .., ;).
Consequentemente,

n(x)0}v — div[R(x)Vv] =0 & 02v — Ayu =0,

e assim, analisar o problema (4.1) é equivalente a analisar o problema auxiliar (4.14).

4.1 Existéncia e Unicidade

Tomando U(t) = (u,v,us,v;) o problema de valor inicial (4.14) pode ser reescrito

como um problema de primeira ordem como segue

dU

S+ AU = FU), w16

U0) =0°,

onde U? = (u?, u| ,ut, u| ) e o operador A : D(A) C V x H — V x H é dado por
0 0 -1 0
0 0 0 -1
AT cae 0 a0 | 1D

d, —A 0 I

emque D(A) = {(z,y,2,w) E VxH: (z2,w) € V,—Agz+ag(z) € L*(Q), —Agy +d,x+w €
L*(T")} e operador F : V x H — V x H é dado por

0 000
0 000

F=| _5 0 0 o (4.18)
0 000

Teorema 4.8 Assuma que as hipoteses do termo ndo linear f especificadas na Hipotese 4.1 sdo
satisfeitas, com a restricio p > 1l sen = 2el < p < % se n > 3 e o valor inicial
(u®, u?r, ul, u|1 ) € V x H. Entdo, o problema (4.14) possui uma tinica solucdo fraca (u, v, us, v;) €

C([0,T); V x H). Além disso, se (u°,up ,u', u‘ ) € D(A), entdo a solugdo € regular.
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Demonstracao: Para provarmos que A gera um semigrupo em V x H devemos mostrar que
A é maximal monétono. A fim de provarmos que A é maximal monétono, consideremos A =

—(A + B) com operadores A e B definidos por

0 0 I 0
0 0 0 I

A=l ae 0 0 0 | (4.19)
~8, Ay 0 —I

onde D(A) = {(z,y,2,w) € VxH: (z,w) € V,Agz € L*(Q),Agy — d,x —w € L*(T)} e

: (4.20)

o O O O

em que D(B) =V x H. Pelo Teorema 1.41 é suficiente mostrarmos que:
i) O operador —A é maximal monétono;
i) —B é mondtono, hemicontinuo e um operador limitado.

Prova de i): Primeiramente mostremos que —A € monétono. De fato,

—z x
_ —w Yy
(_AU7 U)VXH — _AGx ’ >
0, — Agy +w w -
= — /(ng)(vgx) dx — /(ng)(ng) dl’ + /(VG:L’)(VG,Z) dx
Q r Q
2
— (O, Z>H*%(Q),H%(Q) + <8”I’w>H*%(Q),H%(Q) + /F(ng)(ng) dal’ + /r |w|* dT’
> 0.

Portanto, A é mondtono.

Agora, mostremos que — A é maximal, ou seja, Im(I/—A) = VxH. Dado (o, yo, 20, wo) €

V x H, devemos mostrar que existe (z,y, z,w) € D(A) tal que

(I —A) = : (4.21)

S ve 8
<@
(=)
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ou seja,
T z To
) o w _ Yo
z Agz = o , 4.22)
w _ayx + Agy —w Wo
ou ainda,
r—z =z € Hf (),
—w=y,c H(T
y—w=yo € H(L), (4.23)
z—NAgx =2 € LQ(Q),
2w+ 9,x — Agy = wy € L*(T),
e entdo, uma vez que
S (4.24)
w=1Y — Yo,
temos,
— Agr = € L*(Q
x G = 2o + X (Q), 2 425)
2y + 0y — Agy = wy + 2y € L*(T).

Assim, podemos definir

b:VxV—R

dada por

b((z,y), (7.5)) = /

x%dx—k/VGxVGfdx—i-/Zy@dF—i—/ngVgng.
Q Q r

r

Observe que b é uma forma bilinear, continua e coerciva em V x V. De fato, que b é
bilinear ¢ trivial. Vejamos que b é continua e coerciva. Note que, pela desigualdade de Holder,

temos
e, @)l < ([ VaelVetlds + [ (Wil Taitar+ [ lolizds+ [ 20ar)
Q T Q r
< Vel Ve e + 2 Valan Vel
+ HJJHLQ(Q)HSEH%Z’(Q) + 2”9”%?@)“3?”%2@)
< Cllle oWy + I 1)

< C(l[(@ y)llv - 12, 9)llv)

e, portanto, b é continua. Além disso,

b((z,y), (z,y)) = /|VGx|2dx+/\ng|2dF+/ ]x|2dx+/2]y|2dF
Q r Q r

2 07



4.1 Existéncia e Unicidade 141

e, portanto, b é coerciva.

Dessa forma, b € uma forma bilinear, continua e coercivaem V x Ve como V — H,V

¢ denso em HI, segue que o operador

B:DB)cV — H

(.ZC, y) = ({E - AGZL’, 29 + aux - Agy)u

onde D(B) = {(z,y) € Vix — Agz € L*(Q),2y + 9,z + Agy € L*(I")}, é definido pela
terna {V; H; b((z,y), (Z,7))}. Pelo teorema de Lax-Milgran podemos estender B : V — V' ¢ tal
extensdo € um isomorfismo. Dessa forma, dado (X, Y?) € H C V' existe um tdnico (z,y) € V tal

que B(x,y) = (X%, Y") e

{x—AGxZZ(H-fo:XO € D'(Q), (4.26)

2y + 0,x — Agy = wo + 2y = Y° € D'(T).
Como z e X" € L?(Q), segue que Agz € L*(2). Da mesma forma, como 2y e Y € L*(T), segue
que, 9,z — Agy € L*(I'). Além disso, uma vez que (z,y) € V, ou seja, v € Hp (Q),y € H'(D),
segue que

{z:x—xoeH%O(Q% (4.27)

w=y—yo € H(I),
e z =wemI'. Sendo assim, (z,y, z,w) € D(A). Dessa forma, o sistema (4.23) tem solucdo tnica

e portanto, A € maximal monétono em V x H.

Prova de ii) Mostremos que — B é mon6tono, para isso considere U = (1, y1, 21, w;) "

eV = ([EQ, Y2, 22, U)Q)T,

0 0 T1 — To
B0+ BV~ Vivas = || e || ot || St
0 0 w1 — Wo VH
= (a(z)g(21) — a(x)g(22), 21 — 22)L2(Q)
_ / a(@)g(21) 1 — 2] die — / a(@)g(22) 21 — 1] da

= a(z)(g(21) — g(22))[21 — 22) dx

Y
o
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pela monotonicidade de g e do fato que a € ndo negativa.
Mostremos também que — B é hemicontinuo.

De fato, temos que provar que dada (x,,) C R tal que z,, — 0, entdo,

lim (=B(U + z,V),W)yxu = (BU, W)yxmu,

n——+o0o

para todo U = (uy, ug, uz, uyg) ,V = (v1,02,v3,04)" € W = (wy, wa, w3, wy)" €V x H, isto é,

lim (ag(us + 2,v3), ws) 20y = (ag(us), ws)r2(q)- (4.28)

n—-+o0o

Com efeito, definimos b, := ag(us + ,,v3)ws, entdo

|bn ()]

IN

a(x)|ws ()| Klus(z) + znvs(z)]
< @) K|ws(@)||us(2)] + alz) C K |ws(x)[lvs(2)],

quase sempre em €, onde C' é tal que |z,,| < C. Devido ao fatode a € L>(Q2) e uz, vz, w3 € L*(Q),

obtemos que b,, € L'(£2). Além disso, definindo
h = aK|ws||us| + aCK |ws||vs],

segue que h € L'(Q) e |b,(x)| < h(x) quase sempre em 2. Na sequéncia, observe que devido a

continuidade de g, temos que

lim _a(x)g(us(x) + xn(vs(2)) (ws(2)) = alr)g(us(z))ws(z).

n—-+00

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

lim [ a(z)g(us(x) + 203(z))ws(2) do = / a(x)g(us(z))ws(z) d,
e consequentemente (4.28) estd provado.

Agora, mostremos que — 3 € limitado (leva limitados em limitados).

De fato, seja U = (uq, ug, us, uy) € V x Htal que ||Ullyxm < L, logo

I = BUIxe = lla(x)g(us)l e

IA

lallSe K2 llus 220

IA

a5 KL
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Portanto, —A é um operador maximal moné6tono, —B é um operador monétono, he-
micontinuo e limitado. De acordo com o Teorema 1.41 segue que A = —(A + B) é maximal

monoétono em V x H.

Vamos mostrar agora que o operador ndo linear & : V x H — V x H dado por

F(z,y,z,w)" =(0,0,—f(z),0)" é um operador continuo localmente Lipschitz.
Provemos, primeiramente, que F estd bem definida.

Com efeito, note que se u; € Hy () entdo f(u;) € L*(). De fato, por (4.5) e, como

f(0) = 0, obtemos

/Q )Pz < C / (1 fer [P |2

(4.29)
< c(/ ]u1|2d:c+/(|u1\2(p1)\u1]2dx).
0 0
Pela imersdo Hy, () — H'(Q) — L*(Q) temos
/ jur Pz = B < Cllunliy ) < +oo. (4.30)
Q
Por outro lado, como 1 < p < %, entdo 2 < 2p < %, assim, vale a imersio

H} (Q) — H'(Q) — L*7(€2), donde segue que
/Q(|u1‘2(p1)\u1’2da: = /Q |uy [P da = Hu1||2L’§p(Q) < C’Huﬂﬁ%o () < 4o0. (4.31)
Portanto, por (4.29), (4.30) e (4.31) concluimos que f(u1) € L*(9).
Dessa forma, dado U = (uy, ug, us, uys) € V x H temos

| FUI s = / )P < oo,
[9]

Mostraremos agora que F € localmente Lipschitz, para tal, considere B um conjunto

limitado em V x H tal que U = (uy, ug, uz, ug) ',V = (v1,v9,v3,v4)" € B. Desse modo,
F(U) = F(V) = (0,0, = f(u1) + f(v1),0)", (4.32)

e entao,

IF ) = FV)Gsw < | = Flua) + f(v1)llz20)- (4.33)
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Observe que por (4.1), temos que
1 (1) = f(oD)l L2 = /Q [f(u1) = f(v1)[* de
= C/[l + P for P uy — o] da
Q

<C [ @ oD+ PO - v o
Q

=C (/ luy — vy |* da ~|—/ |u1|2(”_1)|u1 — v |*dx +/ |vl|2(p_1)|u1 — v1|2d:1:)
Q Q Q

=C (Hul — v 720 +/ up 2PV |uy — 1) da +/ o1 2P~V Juy — )2 dw) :
Q Q
(4.34)

Usando a desigualdade de Holder para os conjugados 7% e % e pela imersao H%O —

H'(Q) — L?(Q) concluimos que

_ 2(p—1
/Q 20Dy — vy Pde < 28 s — o1 angey

IN

2(p—1
Cllus[[357 05 Il = 1371 .

Além disso, temos HulH?;f&;; < U |lyxz < R*P~, entdo segue que,

/ |ur "Dy — 0* de < CR®D [lug — w11 - (4.35)
Q

Portanto, de (4.34) e (4.35) temos,

1f(wr) = f(0) 720y < CRPP™ D [lur — v |7 - (4.36)

Assim, de (4.33) vale que

A

IF@) = FWV)f < Clllun = villEn o)

< O(|U = V|2m)-

Consequentemente, pelo Teorema 1.42, o problema de Cauchy (4.16) tem uma tnica
solugdo generalizada U = (u, v, ug, v;) no intervalo [0, Tiax ). Além disso, se U® € D(A) a solugdo

¢ regular.
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Mostremos que 7},,x = +00. Com efeito, suponhamos por absurdo que 7y,,x < +00,

entdo, pelo Teorema 1.42,

i (U (8) v = +oo. (4.37)

Como a energia F(t) definida em (4.15) é ndo crescente, temos F(t) < E(0), para

todo ¢ € [0, Tinax)-

Por outro lado, de (4.1), deduzimos que

E(t) > %(||ut(t)||%2(9) +lvelz2my + IVeullza) + 1 Verllzzr)
= %H(u,v,ut,vt)HVxH,
isto &,
%HUH%/xH < E(t) < E(0),Vt € [0, Thnax),
o que contradiz (4.37). Portanto, T},,x = +00. H

4.2 Decaimento Uniforme

Consideremos novamente o seguinte problema

(uy — Agu+ f(u) + a(z)g(u) =0 em Q x (0, 00),
Vi + Oyu + vy = Agv em I'y x (0, 00),
u=0em Iy x (0,00),

(4.38)
u=wvem I' x (0,00),
(u(z,0),v(z,0)) = (uo, ug,, :=vo) em £,

((w(,0), ve(x,0)) = (u1,uy, :=wv1) em €.

Sabemos que a energia associada ao problema (4.38) é dada por

E(t) ::/Q% (|ut(x,t)|2 + |VGu(x,t)|2) dr + / (\Ut(a:,t)P—i— \ng(x,m?) dl’

It

n /Q Fu(a,1)) dx. (4.39)

No que segue consideremos {u(t),v(t)} solugdes regulares para o problema (4.38).

Assim, multiplicando a primeira equacdo de (4.38) por u’ e integrando em {2 tem-se

(" u') — (Agu,u) + (a(x)g(u'),u') + (f(u),u) = 0. (4.40)
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Dai,

1
2515““ 1220 —/Aguu da:+/ a(z)g(u')u da:+/f . (4.41)

Aplicando o Teorema de Green, temos

—/ Aguu’ dr = (Vgu, Vgu') —/ o,uu’ dl’
Q r

= (Vgu,Vgu') — / (—v" —v" 4+ Agv)v' dT
Iy

(4.42)
- (Vgu,VGu')—i—/ " 'dF+/ \v’\zdF—/ Agvv'dl’
r r r
1d 9 1d, , "o 1d
= 5 iIVeulse + 5 Wy + [ WPAr + IVl
Logo, de (4.41) e (4.42) obtemos que
1d
— [l 72) + IVeullza @) + Wl 2w, + 1Vevllza,)] + f u)u' dz

2dt

= —/a(:z:)g(u’)u' dr — |v’|2 dr,

Q I
ou ainda,
ld "2 2 d
2@ + IV atlagy + 16 Baqey) + IVgolary) + 2 | Fw) do
Q
= —/ a(x)g(u)u' dv — | |v')*dT.
Q IR
Logo,
d
—E(t) <0.

B <

Além disso, obtemos a seguinte identidade da energia
E(ty) — / / N'dedt — [ |V]PdT, 0<t; <ty < oo. (4.43)
ry

Por argumentos de densidade, a identidade acima, bem como o lema a seguir, perma-

necem validos para toda solucgdo fraca.

Lema 4.9 Dados L > 0eT > Ty existe C = C(L,T) > 0 tal que a seguinte desigualdade ocorre

T
<0(// o) lg(u’ |2d:cdt+// Wdeas [ [ ppara), @
0 1N

para toda solugdo regular de (4.38), assumindo que FE(0) < L.
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Demonstracao: Vamos argumentar por contradicdo. Suponha por absurdo que (4.44) ndo se
verifica e seja {ug(0), u;.(0), v (0), v}, (0) } uma sequéncia de dados iniciais regulares onde a solugao

correspondente {uy, u), vk, v}, }, com Ej(0) uniformemente limitada em k, verifica

E
(0) = oo, (4.45)
k—>+°° f Jo a(@)]g(uw)|? du dt + fo Jo a(@)|uw'? da dt + fo fr |02 dx dT
ou equivalentemente,
)2 dx dt + /|? dx dt + V' |2 dx dl
o SO i+ e e 7y WP
k—+00 EL(0)

Como Ej(t) < Ex(0) < L, onde L é uma constante positiva, obtemos uma subsequén-

cia, ainda denotada por {uy} que verifica

up — wem L*=(0,T;V), (4.47)
u, = o em L>(0,T; L*(2)), (4.48)
v, — v'em L®(0,T; L*(T)). (4.49)

Assim, por argumentos de compacidade classicos segue que

up — u fortemente em L*(0,T; L%(12)), paratodo q € [2,2%), (4.50)

vy — v fortemente em L*(0,T; LY(T';)), para todo g € [2,2), (4.51)

2
onde 2* = _n2 De (4.46) deduzimos que,
n p—

lim / / (z)|uf|* dx dt = 0, (4.52)
k——+o0
lim / / up)? do dt =0 (4.53)
k—+o0

T
lim / / |0}, |2 dz dT" = 0. (4.54)
IR

k—+o00 0
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Como a(z) > ap > 0emw C 2, vem que
T
lim / / |u},|? dov dt = 0
k=400 /g w
e, por (4.48), temos que

u'(z,t) =0 q.sem w x (0,7).

Temos também, de (4.54), que
vip(z,t) = 0 em L*(0,T; L*(T}))
e, por (4.49),

V'(x,t) =0 gqsem T’y x (0,7).

Além disso, de (4.50) temos

flug) = f(u) gsem Q x (0,7).

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

Da convergéncia acima e desde que { f(u)} € limitada em L?(0, T’; L*(2)) segue, pelo

Lema de Lions em (1.27), que

fup) = f(u) em L*(0,T; L*(R)).

Vamos dividir a prova em dois casos:
i) Caso u # 0:

Tome a seguinte sequéncia de problemas

vy 4 Oyeur, +v), = Aguem I'y x (0,7),

up, =0em 'y x (0,7,

vy =ugem I x (0,7),

(ur(0), v (0))
0

| (44(0), v,(0))

0,0 ._,0

B U= vp)em Q x I,
1,1

Uy Up, = vy)em Q x I,

=
=

(u’k’ — Agug + a(z)g(u},) + f(ur) =0em Q2 x (0,7,

(4.59)

(4.60)
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com F(t) a energia associada ao sistema (4.60).

Passando o limite em (4.60) e levando em conta (4.53), (4.47)-(4.51), (4.56), (4.58) e
(4.59), temos

v — Agu+ f(u) =0em Q x (0,7), 461)
u(z,t) =0emw x (0,7). '
Derivando em relagdo a ¢,
u" — Agu' + f'(u)u’ =0em Q x (0,7), 4.62)
v (z,t) =0emw x (0,7).
Fazendo v’ = y, temos
y' — Agy+Viy=0em Q x (0,7), 4.63)
y =0, emw x (0,7), '
onde V; = f'(u) € L™z ().
Observe que V; € L*(0,T; L" (1)), pois
ntl (r=1)(n+1)
N2 < CA+[A])
e, como p < 5 entaop—l<%,assim%§2—f%§%,senz&epor
1 2n
H (Q) — LY(NQ),q € |2, 5| paran > 3,
n JR—
segue o desejado.
Sen =2V, € L2(Q).
De fato,
3 »-1)3 1)3
/()% < (1 Jul) (4.64)
Como p — 1 > 0, entdo (=13 1)3 > (0 e, paran = 2, sabemos que
H'(Q) — LY(Q),q € [2,00). (4.65)

Logo, H'(Q) < L*(2). Assim, se (=13 ) < 2, temos L*(Q)) — (Q),

(+)

temos que u € L (Q2) e, portanto,

/(1 +u) "2 < . (4.66)
Q
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Se (p_Tl)?’ > 2, entdo, segue de (4.65).
Logo, pela Hipétese 4.5 segue que y = v’ = 0.

Retornando para (4.61), temos

—Agu+ f(u) =0, (4.67)

donde

O:—/QAGuudij/Qf(u)udx

—/]VGu|2dx— &,uudf—i-/f(u)udx
Q Iy Q

_/ ]VGu|2dx+/ |ng|2dF+/f(u)udx.
Q 1N Q

= ulZagqy + 020 + / fwudz

> 0.

Consequentemente, © = 0, o que € absurdo.
ii) Casou =0

Defina

ag =/ Ex(0); Uy := — e v := —. (4.68)

Entdo de (4.60) e (4.68) temos a sequéncia de problemas normalizados

(@] — Ay, + La(z)g(up) + L f(ur) = 0em Q x (0,7),

by, + Oyl + 0 = Agty em I'y x (0, 7)),

t =0em 'y x (0,7), (4.69)
(@ (0), 94(0)) = (a— an) em O x T,
(113,(0), 97,(0)) = (gk, 22) em Q@ x T
Observe que
Ey(t) = %Ek(w, (4.70)

onde Ej(t) é a energia associada ao problema (4.69).
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De fato,

~ . . . . 1
Ex(t) = 5 {/Q (Jt]* + |Vain]?) dz —I—/ (|041* + [Vgix|?) dl + a—z/QF(uk)da:}

I

1 ), |? w\ | o\ P |
— - B4 Ve (2 dz + Ve )| +[%| | ar @.71)
2 Q \ |k 873 I e73 (673
+ 2 [ Py de b = L a0
a? Joo " a2
Em particular,
~ 1
Ew(0) = —En(0) = LVk € N. 4.72)
k

Vamos encontrar uma contradi¢do provando que Ek(O) — 0, quando k£ — +-00.

De (4.72), podemos extrair uma subsequéncia de (vy) tal que

~ *

iy — dem L>(0,T;V), (4.73)
i, - 4 em L>(0,T; L*()), (4.74)
o, = 0'em L™(0,T; L*(Ty)). (4.75)

Assim, empregando resultados classicos de compacidade, segue que

i, — 1 fortemente em L*(0,T; L(12)), para todo ¢ € [2,2%), (4.76)
o — 0 fortemente em L*(0,T; LY(T';)), para todo q € [2,2%), (4.77)
onde 2% = 2n .
n—2
Além disso, de (4.46) e (4.68), temos
T
lim a(x)|a),|* dx dt = 0 (4.78)
dai,
T
lim / / |4),|* dx dt = 0, (4.79)
k—+oco /o w

T
1
lim / /a(x)—Zyg(u;)dexdtzo, (4.80)
0 Jo Qg

k—4o00
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e
T
lim / |0 |* o dt = 0. (4.81)
k——+oc0 0 I,
Note que de (4.79) e (4.81) resulta que
=0 qsem wx (0,7) (4.82)
e
o, — 0 em L*(T'; x (0,7)), (4.83)
o que implica que
o' =0 qsem I'y x (0,7). (4.84)

Por outro lado, sendo « := /FEx(0) < V'L, por hipétese, entdo pelo Teorema de
Bolzano Weierstrass, («y) admite uma subsequéncia, que ainda denotaremos por («y), tal que

ar — « € [0, R), para algum R > 0. Temos dois casos a considerar:
Casoi):a>0

Passando o limite em (4.69), e uma vez que a1y, = uy, — 0 fortemente em L*(0, T'; L*(2)),

temos que
@ — Agt=0emQ x (0,7), (4.85)
W =0emw x (0,7), |

e derivando em relacdo a ¢,
0" — Agt' =0em Q x (0,7), (4.86)
@' =0emw x (0,7T). |

Para Yy = ’IjL/7 temos

Y — Agy =0em Q x (0,7), (4.87)
y=0emw x (0,7), .

o que implica, pela Hipotese 4.5, que y = 0. Assim, retornando para (4.85) e compondo com v,

temos
0:—/Aga@dx _ /|VGa\2dx— 9,4t dT
Q Q I'1

_ /|Vga\2dx+ Vb2 dT
Q Iy

0.

v
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Consequentemente @ = 0.

Casoii): v =0

Se a = 0, entdo o, — 0, quando £ — +o00. Note que podemos escrever
f(s) = f'(0)s + R(s),

onde |R(s)| < ¢(|s|* + |s|?). Entdo,

1 . ) Rat
L fonie) = 0y + 000,
Qo Qg
com
Rlait R 1
B0 g lanf? + el i),
(073
Note que
aglte* + |ag P AR — 0em L*(0,T; L*(Q2)). (4.88)

De fato,

T T
N Voranay = [ Masl ey de = [ [ lanf> doat

. (4.89)
_/ k][ 20y 4t = [l 2007220 2.
0

Temos que 1y, é limitada em L (0, T'; V), em particular, 4, é limitada em L>(0,T; H{ (22))

e,como 1 < p <

n 5 entdo Hf () — H'(Q) — L*P(Q), assim, segue que 1y, € limitada em

L>(0,T; L*(Q)), donde 1y, é limitada em L?(0, T; L*()) e, de (4.89), temos que | y|? € limi-

tadaem L?(0,T; L*(Q2)), e como o — 0, quando k — oo, segue (4.88).

Portanto,

1
a—f(akﬁk) — f/(0)a fortemente em L*(0, T; L*(12)). (4.90)
K

Dessa forma, passando o limite em (4.69), temos

0" — Agtu+ f'(0)a=0em Q x (0,7,
W =0emw x (0,7).
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Derivando em relacdo a ¢ segue que

{u @+ f'(0)d = 0em Q x (0,7T),

ﬂ’:()emwx(, )

Fazendo y = @/, temos

y' —Acy+ f(0)y =0em Q x (0,T),
y=0emw x (0,7,

assim, como V = f/(0) € L"% (12), segue pela Hipétese (4.5), que y = @’ = 0. Portanto, @& = 0

Lembre-se que nosso objetivo € mostrar que Ek((]) — 0, quando £ — +o0. Dali, todas

as convergéncias (4.73), (4.74) e (4.75) terao limites nulos. Para chegarmos a uma contradi¢ao com
(4.72).

De (4.74) e do fato que &' = 0 em §2 x (0,7") vem que

iy, — 0em L} (Q x (0,T)). (4.91)

Entdo, podemos considerar a medida de defeito microlocal (m.d.m) y associada a (u

..) (garantida
pelo Teorema 1.46 conforme observado em (1.48)).

Por outro lado, denotando

Pﬁk = Dﬂ/k :atz—A(;,

(4.92)
de (4.80), (4.90) e tendo em mente que & = 0 em 2 x (0,7"), temos
Oy, — 0 fortemente em L*(Q x (0,7)) (4.93)
o que implica que
0,04, — 0 fortemente em H,, ' (Q2 x (0,7T)). (4.94)

Da convergéncia em (4.94) deduzimos dois fatos:

(i) O supp(u) estd contido no conjunto caracteristico do operador de ondas {7
%HﬁHQ} (pelo Teorema 1.50).
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(ii) O supp(y) € uma unido de curvas do tipo

t € IN)0, col— m % (t) = ( ! L Gl ) (4.95)

;o(t), £ ;
bt V1+H|G@)EP 1+ ]|G(z)]?

-1
onde t € [ — z(t) € Q é uma geodésica para a métrica G = < K (x)> . (Pelo Teorema 1.55 e

Proposicdo 1.56).

Dessa forma, tem-se que p se propaga ao longo do fluxo bicaracteristico do operador P
de ondas, isto significa que se algum ponto wy = (g, o, 70, {) ndo pertence a supp(u) entdo toda
bicaracteristica comegando por wy estd fora do supp(u).

Como por (4.79) temos que i) — 0 fortemente em L?(w x (0,7)) deduzimos (pela

Observacdo 1.48) que = 0 em w x (0,7") e, consequentemente, supp () C (Q\w) x (0,7).

Por outro lado, sejam ¢y, € (0, 4+00) e = uma geodésica definida perto de t,. Como as
geodésicas no interior de {2\w, entram necessariamente na regido w, entdo para cada geodésica de
métrica G, com 0 € I existe ¢ > 0 tal que m =+ (¢) ndo pertence ao supp(u), de modo que m =+ (%)
também ndo pertece ao supp(u). Como o tempo ¢, e a geodésica = sdo tomadas arbitrariamente,

concluimos que supp(u) é vazio. Isto é, n = 0 em todo €2 x (0, 7).

Assim, por propagacdo, (pela Observacao 1.48), tem-se que

i), — 0 fortemente em L*(Q2 x (0, 7). (4.96)

Sejaf € C°(0,T) com0 <6 <1lef =1em (¢,T — ). Multiplicando (4.69) por
01, obtemos

| oot aed - [ oo@ain®.a0)d - [ a@glu o). i)
0 L. k0 (4.97)
1

+ A 0(t)(f(awtix(t)), tx(t)) = 0.

Observe que,

D) 1), (1)) ey] = OB, 00)) )+ 0(0) (1), (1))

+ (U (1), @ () 20 (1)

(4.98)
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Integrando (4.98) de 0 a T, temos
T T T
| o0, e == [ o) [ fiRdrit— [ 000, w0) im0 de @499
Além disso, pela formula de Green, temos
T T T
- /O 0(1) (Aain(t), (1)) 2y = /0 o(t) /Q Vi (1) dudt — /O 0(0) | i drt.

Logo,

T T T
- [ oBaint) in®)e = [ 60) [ Vain® dudt+ [ 0060, 00
0 0 Q 0
T T
+ [ [ waapdrars [ o, 0)ewy,
0 Iy 0
(4.100)
Note que,
0G0, 00(0)) 1)) = O GL(E), B6(0)) sy + O (3400), ()
(040, () 2 0'(1).
Integrando (4.101) de 0 a T, obtemos

[ ooyt = [ o) [ e aca - [ oo, aemee, o
(4.102)

(4.101)

De (4.99), (4.100), (4.102) e (4.97) temos,

_/t (T )/ \fbk\2d:cdt—/ o' (t t), U (t))L2(0) dt-i‘/oT@(t)/Q]VGﬁk(t)]dedt
/ / [0 |2dxdt—/ ARICAGE vk(t))m(plw/:e(t)/rl\vg@kmrdt

T N SR UI a WCICIOR A P
‘f‘aik ; Q(t)(f(akﬂk),ﬂk),;z(g):().

(4.103)
Considerando as convergéncias (4.76), (4.77), (4.80), (4.96), (4.83), (4.90) e tendo em

mente que ¢ = 0, de (4.103) deduzimos que

T—e
lim ( / Vi dzdt + |Vg®k|2dfdt) = 0. (4.104)
Q I

k—+o00 c
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Portanto,

T—¢
Q

k—4o00 c
€
T—e
lim |Vgiy|?dl dt = 0.
k—+o0 c I

Além disso, como

T—e T—e
lim —/ /f gty )y = lim —/ /f g )uy dedt = 0, (4.105)
k—+oo Qv k—+o00 Oék

entdo, por (4.105) e (4.1),

T—e
lim —/ / (ug) dzdt = 0, (4.106)

k—+4o00 ak

o que implica, pelas convergéncias anteriores, que

T—¢
/ Ej(t) dt — 0. (4.107)

Entdo, pelo decrescimento da energia, para todo t € [¢, T — €], temos
En(T —¢) < Ey(t).
Logo,
T—e _ T—e _

quando k — +00. Assim,

(T — 26)EW(T — &) — 0. (4.108)

Por outro lado, pela identidade da energia, temos

T—e T—e
Eu(T —¢) — Ej(e < / / da;dt+/ |@k|2dth.), (4.109)
Qa € N}

assim,

T—e T—¢
Ey(e) = Ex(T / / g(uj, ukdxdt—/ A |97 |? dT dt. (4.110)
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Portanto, de (4.80), (4.96), (4.81) e (4.108) segue que

Ej(e) — 0, 4.111)
quando £ — +00. Assim, escrevendo
Ey(0) = [Ek< ) = Ex(0)] + Ex(e (4.112)
1 ~
I A ukdde/ (02D dt + Be(e), @.113)
Ak Jo IN]

de (4.80), (4.96), (4.81) e (4.111), segue que

~

E(0) — 0, quando k — 400,
o que € absurdo, logo a prova do lema estd completa. a

Antes de enunciar nosso resultado de estabilidade definiremos algumas funcdes. Para

este propdsito, estamos seguindo as ideias introduzidas primeiramente em Lasiecka e Tataru [61],

as quais repetiremos brevemente. Seja h : R — R uma funcio cdncava, estritamente crescente
com h(0) = 0 e tal que

h(sg(s)) > |s|* + |g(s)|* para |s| < 1. (4.114)

Note que tal fun¢@o pode ser construida diretamente, das hipéteses de g dadas em (4.3).

Com esta funcao, definimos

r(-)=nh (med(Q)) ,onde Q:=Qx (0,7). (4.115)

Observe que r ¢ mondtona crescente, entdo c/ + r € invertivel para todo ¢ > 0. Para L

uma constante positiva, colocamos
() = (e +7)7 (Lz), L= (Cmed(Q)) ™", (4.116)

onde C' € uma constante positiva que serd estabelecida posteriormente.

Dessa forma, a func@o z é positiva, continua e estritamente crescente com z(0) = 0.
Finalmente, seja

qz) =z — (I +2)"(z). (4.117)
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Teorema 4.10 (Taxa de decaimento uniforme). Suponha que as Hipoteses 4.2 e 4.3 sejam satisfei-
tas. Seja u a solucdo fraca do problema (4.38) com a energia E(t) definida como em (4.39), Entdo

existe Ty > 0 tal que

()<S(——1),Vt>T0, (4.118)
Ty
com 1tlier S(t) = 0, onde o semigrupo de contragdo S(t) é a solu¢do da equagdo diferencial
—+00

L5(0) + (1)) = 0

dt 1 e (4.119)

5(0) = E(0),

P+ K

em que q € dado em (4.117). Aqui a constante c (da definicdo (4.116)) é c =

med(Q)(1+ [lafl)’

Demonstracao: Seja

Yo = {(z,t) € Q;|u/| > 1q.s}, (4.120)

S5 = Q\ .. (4.121)

Entao, por (4.3), temos

/ (@) (g () + |o/[2) dSe < / () (K g (' | + kg ]) ds

(4.122)
< (k' + K)/ a(z)g(u')u' dX,.
Além disso, de (4.114) obtemos
[ a@lg@)P + )iz < [ atahig)
= o @) (4.123)
= 14 ||al|oo) ——=—h Nu') d%
[ @ el bt @,
5
‘o . a(z) .
e, como h é concava, h(0) = 0,a(z) < |lal|o + 1, h é crescente e ————— < a(z) deduzimos,

lallo
respectivamente,

[l S ass < [ s fadon (70— ) @

lallo 1+ [lafloo

< / (1 + [Jalloo)h(a(z)g(u)u") dSg. (4.124)

Yig
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Dessa forma, de (4.123) e (4.124), vem que

[ a@ o) + By dss < [ (1 allhla(lg(u)) s (4.125)

X

Pela Desigualdade de Jensen, temos que

@+ o) [ ettt < (4 falomea@h (o [ oot )
— (14 afomed(Q)r ( /Q a(m)g(u')u’d@), (4.126)

S

med(Q)

onde r(s) = h ( > € definida em (4.115). Entdo, de (4.122), (4.125) e (4.126), segue que

/ a(@) (g + WP dQ < (k7 + K) / a(2)g(u ' dQ
Q

Q

+ (14 ||al|oo)med(Q)r (/Q a(z)g(u')u' dQ) . (4.127)

Pelo Lema 4.9, temos

E(T) < E(0)<C (// u)|? dadt
/ / yu|2dxdt+/ |v’]2d1“dt). (4.128)
0 I

Assim, de (4.127) e (4.128), vem que

B(T) < <1+||a||oo>0[ v [ g dQ

1+ lall Jo

1 T
+ med(Q)r (/ a(z)g(u')u' dQ) + —/ \v/\Qdth} . (4.129)
Q 1+ flalles Jo Jr,
onde ko = k! + K.

Agora, note que

(rtemntia) = ( [ % i)

, (an x)g(u)u' dQ + fOT Je, V2 dth)

IN

med(0) (4.130)

:7"</Qa(a:)g(u’)u’dQ~l—/0T 5 ]v’\zdl“dt).



4.2 Decaimento Uniforme 161

Assim, de (4.130) e (4.129), obtemos

E(T) < (1+ [lallo)C [ﬁ%éa(w)g(u’)u’d@—l—m/o /F /| drdt

. (4.131)
AV /2
+ med(Q) r (/Q a(x)g(u')u' dQ +/0 . V'] dth)] )
Definindo
I 1
Cmed(Q)(1 + llafl)’
c = ko
med(Q)(1 + ||all«)’
obtemos
T
AV /12
ABW) < [ atwant i [ [ i ara @132)

— B(0) - E(T),

onde a fun¢do z é definida em (4.116).

De fato, aplicando z em ambos os lados de (4.131), temos

2(E(T)) < = (%(cl+r) (/Qa(x)g(u')u’dQ—i—/oT/Fl W\?det))
=(cl+7r)" [L <%(c1+r)) (/Q a(x)g(u ) dQ+/OT 5 |v’|2th>}

= FE(0) — E(T).
Lembramos que a desigualdade acima € valida para 7" fixo suficientemente grande, isto
€, para todo 1" > T, para algum 7, > 0. Para finalizar a prova do Teorema, vamos invocar o

seguinte resultado devido a Lasiecka e Tataru.

Lema 4.11 Seja z uma fungdo positiva e crescente tal que z(0) = 0. Como z € crescente, podemos
definir uma funcdo crescente q,q(x) = x — (I + z)~(z). Considere a sequéncia s,, de niimeros
positivos que satisfaz

Sm+1 + Z(Sm+1> S Sm -

Entdo, s,, < S(m), onde S(t) é a solu¢do da equagdo diferencial

S50 +4(5() =0,

S(O) = S0-
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Além disso, se z(x) > 0 para x > 0, entdo tliin S(t) =0.
—+00

Demonstracao: Ver [61]. O

Com este resultado em mente, substituimos 7' (respectivamente 0) em (4.132) por

m(T + 1) (respectivamente m71’) para obter

E(m(T + 1)) + 2(E(m(T + 1)) < E(mT) param = 0,1, ...

Aplicando o Lema 4.11 com s,, = E(mT), resulta em

E(mT) < S(m), param = 0,1, ....

Finalmente, usando a dissipatividade de E(t), temos parat = mT + 7,0 < 7 < T,

E(t) < E(mT) SS(m):S(T;T) gs(%q) , parat > T,

onde usamos acima o fato que S(+) é dissipativo. Com isto, a prova do Teorema estd completa. O
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