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Numeros de Ramsey multipartidos via estruturas discretas

Resumo

Este trabalho aborda a versao multipartida dos nimeros de Ramsey, com énfase na ob-
tencao de classes exatas. Como ferramentas, utilizaremos conceitos e resultados da teoria
dos designs combinatérios bem como da teoria dos grafos. Em particular, computaremos
o numero de Ramsey multipartido para grafos estrela utilizando o indice cromético de cer-
tos grafos multipartidos completos, estendendo assim resultados de Burr e Roberts (1973),
Chvatal e Harary (1972) e Irving (1974). Além disso, abordaremos o problema na versao
multicolorida onde um dos grafos é ou um caminho, ou um ciclo, ou um emparelhamento e
os demais grafos sao todos estrelas. Neste caso, obtemos varias classes exatas, estendendo
resultados de Parsons (1974), Cockayne e Lorimer (1975), Lawrence (1973) e Omidi, Raeisi e
Rahimi (2018). Na literatura, vérios numeros de Ramsey foram obtidos utilizando-se exata-
mente de uma classe de designs. Em contraste a isto, um dos principais resultados desta tese
utiliza-se de duas classes de designs para obter uma classe exata dos nimeros de Ramsey.

Algo que parece ser sem precedentes na literatura e estende a construcao de Exoo, Harborth

e Mengersen (1991).

Palavras chave: Teoria de Ramsey. Numero de Ramsey. Grafo multipartido. Grafo estrela.

Grafo fortemente regular. Matriz de Hadamard.



Multipartite Ramsey numbers via discrete structures

Abstract

This thesis deals with the multipartite version of Ramsey numbers, with an emphasis on
obtaining exact classes. As tools, we will use concepts and results from combinatorial design
theory as well as graph theory. In particular, we will compute the multipartite Ramsey
number for star graphs using the chromatic index of certain complete multipartite graphs,
thus extending results of Burr and Roberts (1973), Chvatal and Harary (1972) and Irving
(1974). In addition, we will address the problem in the multicolored version where one of
the graphs is either a path, or a cycle, or a matching and the other graphs are all stars. In
this case, we obtain several exact classes, extending results of Parsons (1974), Cockayne and
Lorimer (1975), Lawrence (1973) and Omidi, Raeisi and Rahimi (2018). In the literature,
several Ramsey numbers were obtained using exactly one class of designs. In contrast to this,
one of the main results of this thesis uses two classes of designs to obtain an exact class of
Ramsey numbers. Something that seems to be unprecedented in the literature and extends

the construction of Exoo, Harborth and Mengersen (1991).

Keywords: Ramsey theory. Ramsey number. Multipartite graph. Star graph. Strongly

regular graph. Hadamard matrix.
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INTRODUCAO

Numero de Ramsey classico

Suponha que a relacao “conhecer” entre as pessoas seja simétrica, isto é, se A conhece
B, entao B conhece A. Um simples argumento mostra que, em qualquer conjunto com
seis pessoas, obrigatoriamente existem trés delas que se conhecem duas a duas, ou trés que
sao estranhas entre si. Por outro lado, é possivel exemplificar uma configuracao com cinco
pessoas, tal que a propriedade “se conhecem duas a duas ou sao estranhas entre si” nao é

verificada em qualquer subconjunto com trés delas. Deste modo:

Uma festa precisa ter no minimo seis pessoas para garantir que existam trés delas

que se conhecem duas a duas, ou trés que sao estranhas entre si.

A reflexdo acima é naturalmente ampliada a uma descrigao intuitiva dos niimeros de Ramsey,

atribuida ao lendario Paul Erdds, conforme segue.

Qual é o menor inteiro r = r(t,n) onde podemos garantir que, em toda festa com
r pessoas, existem t delas que se conhecem duas a duas ou n que sao estranhas

entre si?

Embora pareca ser um questionamento simples, surpreendentemente nao existe uma res-
posta geral e precisa para esta pergunta levantada por volta de 1930. Poucos valores exa-
tos sao conhecidos. Mais especificamente, para n > t > 2, foram determinados apenas
r(3,3) =6, r(3,4) = 9, r(3,5) = 14, r(3,6) = 18, r(3,7) = 23, r(3,8) = 28, r(3,9) = 36,
r(4,4) = 18 e r(4,5) = 25 ao longo dos tultimos 90 anos.

O problema pode ser modelado via grafos. De fato, seja K, o grafo completo sobre n

vértices, entao r(t,n) corresponde ao menor nimero r tal que toda bicoloragao de arestas
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do grafo completo K, contém um subgrafo K; monocromatico azul ou um K, vermelho.
Chamamos r(t,n) de nimero de Ramsey. Seu estudo foi sistematizado no século passado
e recebe este nome devido ao influente trabalho [73] do matemadtico, filésofo e economista
britanico Frank Plumpton Ramsey (1903-1930), embora o mesmo nao tenha sido o primeiro
a abordar o tema. Parte da relevancia de Frank Plumpton Ramsey na teoria, que posteri-
ormente recebeu seu nome, se deve ao fato dele ter mostrado que o nimero r(t,n) estd bem
definido, isto é, mostrado que existe um nimero suficientemente grande r(¢,n) que satisfaz
a definicao. Essa garantia da existéncia inspirou o renomeado matematico Theodore Samuel
Motzkin a descrever a teoria na frase: desordem completa € impossivel. Uma frase famosa que
retrata de maneira compacta e enigmatica o fato de que mesmo sob a acao de um determi-

nado particionamento, um sistema suficientemente grande preserva um subsistema especifico

fixado.

A complexidade dos calculos fomentou a teoria, fazendo com que se tornasse um ramo de
pesquisa de destaque em combinatéria. Com isso, surgiram na literatura variacoes naturais
do problema, como por exemplo, o nimero de Ramsey generalizado r(G1, G) que é o menor
inteiro r de modo que toda bicoloragao de arestas de K, contém um subgrafo G; azul ou
G5 vermelho. Além disto, um argumento indutivo atesta uma versao multicolorida para o
problema, isto é, para quaisquer grafos arbitrarios G, ..., Gy, existe um niimero r suficiente-
mente grande de modo que toda k-coloracao de arestas de K, contém um G; monocromatico
de cor ¢ para algum ¢ = 1,...,k. O menor nimero r com tal propriedade é chamado de
nimero de Ramsey multicolorido generalizado e denotado por r(Gy, ..., Gy), mas por simpli-
cidade, alguns autores costumam omitir uma das palavras “multicolorido” e “generalizado”
ou até mesmo as duas, chamando (G, ..., Gy) simplesmente por nimero de Ramsey. Exis-
tem centenas de artigos que abordam esta versao para as mais diversas classes de grafos,

dentre eles, citamos: [10, 11, 15, 19, 20, 21, 22, 30, 32, 38, 42, 46, 52, 55, 59, 61, 63, 64, 72, 73].

Numero de Ramsey bipartido

Outra variante famosa nos nimeros de Ramsey é a variante bipartida, a qual deriva da

seguinte questao.
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Dados inteiros positivos m e n, qual é o menor inteiro b de modo que em toda
festa contendo b homens e b mulheres, ou garantimos que existe um grupo de m
homens e m mulheres onde cada homem conhece cada mulher deste grupo, ou
garantimos que exista um grupo de n homens e n mulheres de modo que cada

homem nao conhece nenhuma mulher deste grupo?

Assim como antes, este problema também pode ser moldado em termos de grafos e co-
loragoes. De fato, a pergunta acima corresponde a encontrar o menor inteiro b, de modo que
toda bicoloragao de arestas do Ky possui um subgrafo K, ,, monocromatico azul ou um kK, ,
vermelho. Tal nimero é chamado de niumero de Ramsey bipartido e frequentemente denotado
por b(m,n). A complexidade de determinar tais niimeros ndo é menor que na versao classica.
Na verdade, até hoje poucos valores exatos sao conhecidos, a saber, b(2,2) =5, b(2,3) =9,
b(2,4) = 14, b(2,5) = 17 e b(3,3) = 17. Assim como o caso cldssico, o nimero de Ramsey
bipartido também pode ser naturalmente estendido a uma versao multicolorida com grafos bi-

partidos arbitrarios. Alguns artigos que estudam esta versao sao [6, 17, 23, 24, 33, 35, 40, 45].

Numero de Ramsey multipartido

A variante do nimero de Ramsey em grafos bipartidos inspirou outra mais geral: tra-
balhar com grafos multipartidos como grafos hospedeiros. Mais especificamente, investigar
k-coloracoes em grafos multipartidos completos balanceados. Neste caso, ha duas variaveis a
considerar: o nimero de classes e a quantidade de vértices nessas classes. Duas observacoes

interessantes sao destacadas abaixo.

1. Se fixarmos apenas um vértices em cada classe, entao investigar k-coloragoes em grafos
multipartidos completos balanceados corresponde, na verdade, a investigar k-coloragoes
em grafos completos. Deste modo, fixar uma quantidade arbitraria s de vértices estende

o numero de Ramsey cldssico que investiga apenas o caso s = 1.

2. Se fixarmos apenas duas classes, entao investigar k-coloracoes em grafos multipartidos
completos balanceados equivale a investigar k-coloracoes em grafos bipartidos completos
balanceados. Assim, fixar uma quantidade arbitraria ¢ de classes engloba o ntimero de

Ramsey bipartido, ao qual é restrito ao caso ¢ = 2.
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As duas observagoes feitas acima naturalmente induzem duas variacées do niumero de
Ramsey as quais generalizam os nimeros de Ramsey clédssico e bipartido. Tais generalizacoes
foram introduzidas e sistematizadas por Burger, Grobler, Stipp e van Vuuren [12, 13, 14].
Ressaltamos que nosso trabalho se desenvolve neste ambito multipartido e a maioria dos
resultados originais que apresentaremos aqui serao desenvolvidos sob esta perspectiva. Alguns

artigos que também trabalham neste ambito sdo [4, 5, 12, 13, 14, 28, 54, 56, 67, 68, 69, 78|.

Vale a pena frisar que a teoria de Ramsey é muito vasta e possui varias outras variantes
que também sao amplamente estudadas, mas que nao serao abordadas aqui. Por exemplo,
as referéncias [2, 31, 53] apresentam alguns resultados assintdticos recentes para outras trés
versoes dos nimeros de Ramsey envolvendo grafos e podem ser adotadas pelo leitor interes-

sado em conhecer variantes aqui nao tratadas.

Esquema e contribuicoes desta monografia

Baseado no conhecimento introdutério dos nimeros de Ramsey que adquirimos, descre-

veremos sucintamente como esta monografia sera esquematizada.

No primeiro capitulo, veremos alguns conceitos fundamentais para o desenvolvimento
do trabalho. Iniciaremos estudando brevemente a teoria dos grafos, fixando notagoes im-
portantes e destacando algumas classes especiais. Dentre elas, grafos t-fatoraveis, grafos
hamiltonianos e grafos fortemente regulares. Na segunda parte, discutiremos mais sobre al-
gumas variantes dos nimeros de Ramsey. Além disso, exibiremos alguns lemas técnicos que

nos servirao de ferramenta durante toda a monografia.

No segundo capitulo, falaremos brevemente sobre designs combinatérios. Embora esta
rica teoria exerca imensa importancia na combinatéria devido a sua gama de aplicagoes,
faremos nesta tese apenas uma breve introducao destacando algumas pontes com os niimeros
de Ramsey. Nossa énfase serd dada em designs associados a matrizes de Hadamard pelo fato
de tal estrutura desempenhar papel fundamental na determinacao de classes exatas, conforme

veremos no decorrer do trabalho.

No terceiro capitulo, abordaremos a versao bicolorida do nimero de Ramsey multipartido

envolvendo grafos do tipo Kj,. Apresentaremos limitantes superiores utilizando argumentos
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de densidade e limitantes inferiores usando matrizes de Hadamard e grafos fortemente regu-
lares. Como consequeéncia, serao construidas classes exatas para certos nimeros de Ramsey
em grafos multipartidos utilizando nao apenas uma, mas sim duas classes de designs. Isto
parece ser inédito na literatura. Destacamos que a maioria dos resultados deste capitulo

foram recentemente publicados em [68].

O quarto capitulo sera basicamente dividido em duas partes. Na primeira, determina-
remos o numero de Ramsey multipartido para um nimero arbitrario de estrelas, utilizando
fortemente o conceito de indice cromatico. Por sua vez, na segunda parte, exibiremos uma
fatoragao de grafos utilizando como ferramenta a célebre distancia de Lee. Embora esta
distancia tenha inumeras aplicacoes na teoria dos codigos, esta parece ser a primeira vez
em que ela é aplicada no ambito de fatoracao de grafos. Destacamos que os resultados da
primeira se¢ao do Capitulo 4 foram recentemente publicados em [67], enquanto que os resul-
tados da segunda secao integram parte do trabalho [70], no qual desenvolve-se uma pesquisa

corrente ainda em construcao.

O quinto e tultimo capitulo desta monografia concentrara estimativas dos nimeros de
Ramsey multipartidos para grafos estrela versus outros grafos (emparelhamentos, caminhos
e ciclos). Neste sentido, exibiremos vérias classes exatas que generalizam resultados de Coc-
kayne e Lorimer [22] e Omidi, Raeisi e Rahimi [59] (estrelas versus emparelhamentos), La-
wrence [52] (estrelas versus ciclos) e Parsons [61] (estrelas versus caminhos). Assim como os
Capitulos 3 e 4, o quinto capitulo também serd basicamente formado por resultados originais.
No entanto, tais resultados ainda nao foram publicados e estao exclusivamente redigidos nesta

tese.
Para nao ter dificuldade com a leitura deste trabalho, é recomendéavel que o leitor tenha
como pré-requisito cursos introdutorios de algebra linear e analise combinatoria.

Adotamos um estilo de escrita onde cada resultado cuja referéncia nao estda acompanhada
pelo nome do autor indica que a referéncia contém a prova, mas o autor nao foi necessaria-

mente o primeiro a mostra-lo.



CapiTULO 1

Teoria de Ramsey para grafos

Desde a sua origem, a teoria de Ramsey tem sido um ramo da pesquisa em combinatéria de
grande destaque. A grosso modo, nela estuda-se a estrutura minima necesséaria de um sistema
que, sob a acao de um determinado particionamento, preserva um subsistema especifico. Sua
origem data dos anos 30 e recebe este nome devido ao influente trabalho [73] do matemético,

filésofo e economista britanico Frank Plumpton Ramsey (1903-1930).

Dividiremos este capitulo em duas secoes. Na primeira, trabalharemos com alguns con-
ceitos da teoria dos grafos indispensaveis na nossa pesquisa. Ja na segunda se¢ao, introduzi-
remos algumas variantes dos nimeros de Ramsey, dentre as quais, a variante multipartida,
que ¢ onde se concentram a maioria dos nossos resultados. Vale a pena destacarmos que este
capitulo tem carater introdutorio e serve de base para os resultados presentes nos Capitulos 3,
4 e 5 (estes sim contendo resultados originais). Neste sentido, o leitor que tem familiaridade
com o assunto pode omitir este capitulo em uma primeira leitura e usa-lo como referéncia

nos demais, sempre que achar necessario.

1.1 Grafos

Mesmo ainda sem ser sistematizada, as primeiras aplicacoes da teoria dos grafos datam do
século XVIII quando o prestigiado matematico Leonhard Euler resolveu o famoso problema
das sete pontes de Konigsberg. Desde entao, diversas aplicacoes foram descobertas nas mais
diversas areas. A grosso modo, a teoria dos grafos estuda objetos combinatérios que sao
um bom modelo para muitos problemas em varios ramos da matematica, da informatica,

da engenharia e da indtustria. Muitos dos problemas sobre grafos tornaram-se célebres pelo
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desafio intelectual e porque tém importantes aplicacoes praticas. Nesta secao, estudaremos
brevemente esta rica teoria exibindo apenas conceitos relevantes para a nossa pesquisa. Para
o leitor que tiver interesse no tema em um contexto mais aprofundado, sugerimos os livros

8, 18].

1.1.1 Conceitos preliminares

Comegaremos ja pela defini¢ao formal. Um grafo é um par G = (V, E), onde V' denota um
conjunto nao vazio finito e £/ é uma familia formada por subconjuntos de dois elementos de
V. Chamaremos os elementos de V' de vértices (de G)) enquanto que os elementos de E serao
chamados de arestas (de G). Quando apenas o grafo G é dado, denotaremos por V(G) e
E(G) o conjunto de vértices e arestas de G, respectivamente. A titulo de exemplifica¢ao, um

exemplo simples de grafo é dado pelo par
G = ({1,2,3,4},{{1,2},{1,3},{2,3},{2,4}}). (1.1)

E comum ilustrarmos um grafo dispondo os vértices em um plano e ligando dois vértices
se, e somente se, eles formam uma aresta no grafo. Assim, o grafo G definido em (1.1) pode

ser ilustrado pela Figura 1.1.

3 4

Figura 1.1: um grafo qualquer

Para ndés, os grafos ({1,2,3,4}, {{1,2},{3,4}}) e ({a,b,c,d},{{a,b}{c,d}}) sao essenci-
almente iguais, pois podem ser ilustrados pela mesma figura. Esta esséncia motiva a proxima

definigao.

Defini¢ao 1.1. Dois grafos G = (V, E) e G' = (V' E') sao ditos isomorfos se existe uma

correspondéncia entre seus conjuntos de vértices que preserva adjacéncia, isto é, se existe
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uma bijecao 0 : V! — V tal que {z,y} € E’ se, e somente se, {0(z),0(y)} € E. Neste caso

denotamos G ~ G’ e dizemos que G’ é uma cdpia de G.

Claramente a relacao = entre grafos é uma relacao de equivaléncia. Visto que grafos
isomorfos apresentam rigorosamente as mesmas caracteristicas, entao a grosso modo podemos
tratar dois grafos isomorfos como iguais.

Um grafo G' = (V’, E’) é dito ser um subgrafo de G = (V, E) quando V' C V e E' C E.
Para fins teéricos, tratamos grafos isomorfos a G’ também como subgrafos de G. Neste

sentido, uma definigdo mais abrangente é apresentada abaixo.

Defini¢ao 1.2. Um grafo G' = (V', E’) é um subgrafo de G = (V, E) se existe uma funcao
injetora 6 : V! — V tal que {0(x),0(y)} € E sempre que {x,y} € E'. Neste caso, denotamos

G' C G e dizemos que G contém G'.

Na defini¢ao acima, considere o grafo (G") = (6(V'),0(E’)) onde (V') = {f(v) : v € V'}
e O(E') = {{0(x),0(y)} : {x,y} € E'}. Note que G' = (V',E’) é isomorfo a 6(G") =
O(V"),0(E")) com O(V') C V e O(E') C E. Isto justifica nossa ideia intuitiva de subgrafo
tratado no pardgrafo prévio a definigdo formal. Neste sentido, dado G’ = (V’, E’) um sub-
grafo de G = (V, E), daqui em diante iremos assumir sem maiores mengoes e sem perda de
generalidade que V' Cc Ve E' C E.

Seja H = (V', E') um subgrafo de G = (V, E'). O subgrafo de G definido por (V, E — E’)
sera denotado por H ¢ chamado de grafo complementar de H em relagao a G.

Sejam G um grafo, vy, vy vértices distintos de G e ey, ey arestas distintas de GG. Dizemos
que:
(1) v1 e vy sa0 adjacentes se {vy,v2} € E(G).
(12) vy € €1 s@o incidentes se vy € ey, isto é, se e; = {vy,v} para algum v € V(G).
(112) e1 e ey sao adjacentes se e; Ney # (), isto é, se existe um vértice v em G que incide tanto

em e; como em e,.

Dado vy um vértice de um grafo (G, chamamos o conjunto de vértices adjacentes a vy de

vizinhan¢a de vy e o denotamos por Ng(vp). A cardinalidade deste conjunto é chamada de
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grau de vy em G e denotado por dg(vp), isto é,
dc(vo) = [Ne(vo)| = [{v € V(G) : {v, v} € E(G)}].

Além disso, denotamos o menor e o maior grau dos vértices de G por §(G) e A(G), respec-

tivamente. Em termos matematicos,
5(G) = min{dg(v) : v € V(G)},

A(G) = max{dg(v) : v € V(G)}.

Quando 0(G) = A(G), G é dito ser um grafo reqular. Mais especificamente, diremos que G
é k-regular quando o grau de todo vértice de GG for exatamente k. Neste sentido, dados dois
grafos G e H, G ¢ dito ser um k-fator de H quando G ¢ um subgrafo k-regular de H com
V(G)=V(H).

Para finalizar nossas preliminares, definiremos agora o conceito de subgrafo induzido.

Definigao 1.3. Dados G um grafo e V5 C V(G) um subconjunto de vértices de G. O subgrafo
de G induzido por Vp, denotado por G[Vp], é o subgrafo de G definido da seguinte forma:
(1) o conjunto de vértices de G[Vp] é Vp.

(12) o conjunto de arestas de G[Vy| é {{v1,v2} € E(G) : v1,v9 € Vi }.

Na definigdo acima, note que o conjunto de arestas de G[Vy] é formado por todas as
arestas de GG que incidem apenas em vértices de V. Em particular, se considerarmos G o

grafo definido em (1.1) (ilustrado na Figura 1.1), entao para Vy = {2, 3,4} temos

G[VO] = ({2’ 3, 4}7 {{27 3}7 {27 4}})

1.1.2 Alguns tipos de grafos

Alguns grafos serao muito utilizados no decorrer da monografia e desta forma é conveniente

defini-los previamente. Faremos isto nesta subsecao.
Um grafo G = (V, E) é dito ser completo quando dois vértices quaisquer sao adjacentes,

isto é, quando F = {{z,y} : z,y € V,x # y}. Tal grafo serd denotado por K, onde n é

a quantidade de vértices. Um caminho P,, é um grafo isomorfo ao grafo J, onde V(J) =
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{1,2,...,m} e E(J) = {{1,2},{2,3},...,{m — 1,m}}. Um ciclo C,, é um grafo isomorfo
ao grafo H, onde V(H) = {1,2,...,m} e E(H) = {{1,2},{2,3},...,{m — 1,m},{m, 1}}.

[lustragoes para estes trés tipos de grafos sao dadas nas Figuras 1.2, 1.3 e 1.4.

1 6
1 4 2 4 6 8
> 5 /\M/
1 3 5 7
2 3 3 7

Figura 1.2: completo Kj Figura 1.3: ciclo Cg Figura 1.4: caminho Py

Outro tipo de grafo importante para bom entendimento do contexto deste trabalho é o
grafo multipartido. Um grafo é dito ser m-partido (ou bipartido para m = 2) se podemos
particionar seu conjunto de vértices em m classes, digamos Vi, Vs, ..., V,,, de modo que nao
ha vértices de uma mesma classe que sao adjacentes. Mais ainda, se dois vértices de classes
distintas sao sempre adjacentes, dizemos que o grafo é multipartido completo ou m-partido

completo. Neste caso, o denotamos por K, ,. . n, onde n; = |V;| para todo i =1,2,...,m.

m

Note que, se r; = n,, para alguma permutacao « de {1,2,...,m}, entdo Ky, ny.  n, =

K

r1ra,mm- Deste modo, a ordem dos elementos ny,ng,...,n, nao é relevante na definigao

de Ky, no,..nm- Quandony = ny = ... = n,, = s, denotamos K, simplesmente por K,,s.
Além disso, grafos bipartidos da forma K, serao chamados de estrelas. Seguem nas Figuras
1.5, 1.6 e 1.7 ilustracoes do grafo estrela K;7 e dos grafos multipartidos completos K55 e

K30, respectivamente.

Dado um inteiro positivo m e um grafo arbitrario GG, denotaremos por mG o grafo obtido
a partir da uniao de m copias disjuntas do grafo G. A titulo de exemplificacao, ilustramos
na Figura 1.8 um grafo 3Kj;.

Dado um grafo GG, dizemos que duas arestas de G sao independentes se elas nao sao
adjacentes. De modo mais geral, um subconjunto W de arestas é dito ser um conjunto de

arestas independentes, se suas arestas sao duas a duas independentes, isto é, se e; N ey = ()



1.1 Grafos 19

=

Figura 1.5: estrela K 7. Figura 1.6: bipartido K55. Figura 1.7: 3-partido K3yo

NN NN

Figura 1.8: grafo 3K

ONOOTDNWN

para quaisquer e, es € W com ey # es.

Na literatura, também é comum encontrarmos conjuntos de arestas independentes em um
grafo sendo chamados de emparelhamentos. Deste modo, embora seja um pouco de abuso
na notagao, estenderemos o termo emparelhamento para nomear grafos do tipo mK,, onde
m > 1 é um inteiro. Neste sentido, ilustramos nas Figuras 1.9 e 1.10 dois emparelhamentos

3K, e 6K5, respectivamente.

S

Figura 1.9: emparelhamento 3K, Figura 1.10: emparelhamento 6 K5
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Outra propriedade que usaremos neste trabalho é o conceito de conexidade. Um grafo G
é dito ser conexo se, para quaisquer dois vértices u e v, G possui como subgrafo um caminho
ligando u a v. A titulo de exemplificacao, os grafos nas Figuras 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6 e

1.7 sao conexos. Ja os grafos ilustrados nas Figuras 1.8, 1.9 e 1.10 nao sao conexos.

Observe na Figura 1.8 que o grafo 3K pode ser ilustrado a partir de trés “partes conexas”.
Na verdade, estas “partes conexas” sao formalmente chamadas de componentes conexas. De
modo geral, uma componente conera de um grafo G é um subgrafo maximal conexo de G,
isto é, um subgrafo conexo que nao esta contido propriamente em nenhum outro subgrafo
conexo de G. Segue diretamente da definicao que todo grafo conexo apresenta uma unica
componente conexa. Além disso, é facil ver que o grafos das Figuras 1.8 e 1.9 apresentam

exatamente trés componentes conexas cada, enquanto que o grafo da Figura 1.10 possui seis.

1.1.3 Grafos t-fatoraveis e indice cromatico

Dado um grafo arbitrario G, qual é o nimero minimo de conjuntos necessarios para partici-
onar as arestas de G' em conjuntos de arestas independentes? A resposta para esta pergunta

tem tamanha importancia no ambito de aplicacoes a ponto de receber um nome especial.

Definigao 1.4. Dado G um grafo, o indice cromdtico de G, denotado por x'(G), é o niimero
minimo de conjuntos necessarios para particionar as arestas de G em conjuntos de arestas

independentes.

E claro que arestas adjacentes nao estao em um conjunto de arestas independentes. Assim,
uma estimativa trivial para o indice cromatico é A(G) < x/(G). Vizing [79] mostrou que tal

estimativa é étima ou quase étima.

Teorema 1.5. (Vizing [79]) Para todo grafo G, temos A(G) < ¥'(G) < A(G) + 1.

O Teorema de Vizing garante que x'(G) = A(G) ou x'(G) = A(G) + 1. Quando
X'(G) = A(G), diremos que G é um grafo de classe 1. Por outro lado, se '(G) = A(G) + 1,
diremos que G ¢é de classe 2. De modo geral, nao é uma tarefa simples descobrir se G é de
classe 1 ou 2, tanto que, na literatura, existem varios artigos que se dedicam unicamente

nesta classificagdo. Por exemplo, o artigo [41] classifica grafos multipartidos completos e nos
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sede resultados fundamentais em demonstragoes no decorrer do nosso trabalho. Dois dos

resultados pertinentes em nossa pesquisa sao dados nos dois proximos teoremas.

Teorema 1.6. (Hoffman e Rodger [41]) Se G é um grafo multipartido completo com um

nimero par de vértices, entao G é de classe 1, isto é, \'(G) = A(G).

Teorema 1.7. (Konig [50]) Todo grafo bipartido é de classe 1, isto é, x'(G) = A(G) para
todo grafo bipartido G.

Outro conceito de fundamental importancia nos nossos estudos é a fatoragao de grafos.

Para ver tal conceito, precisamos antes definir soma direta.

Definicao 1.8. Dados grafos G,Gy,...,Gy. Dizemos que G é a soma direta dos grafos
Gi,...,Gy se:

(1) V(G;) C V(G) para todoi =1,... k.

(n) B(G) =Y, E(Gy) e E(G;) N E(G;) =0 para todo 1 <i < j < k.

Neste caso, denotamos G = G| @ ... & Gi. Em particular, se H é um subgrafo de G, entao

G=HoH"

Diremos que um grafo G ¢é t-fatordvel se ele pode ser escrito como a soma direta de
t-fatores (de G), isto é, G é t-fatordvel se existem grafos t-regulares G, ..., Gy tais que
G=G &...05 G, com V(G;) = V(G) para todo ¢ = 1,... k. Neste caso, dizemos que
G=G&...»G, éuma t-fatoracdo de G.

E imediato que todo grafo t-fatoravel é um grafo kt-regular para algum inteiro positivo
k. Mas e quanto a sua reciproca? Serd que todo grafo kt-regular é t-fatoravel? A resposta
é negativa. Por exemplo, tomando ¢ = 1, temos que o grafo K3 é um grafo 2-regular, no
entanto, nao é 1-fatoravel. Um fato interessante é que a reciproca é verdadeira para o caso

t = 2, conforme teorema abaixo.

Teorema 1.9. (Petersen [71]) Um grafo G é 2-fatordvel se, e somente se, G é 2k-regular

para algum inteiro positivo k.

Uma consequéncia quase imediata é a extensao do teorema acima de ¢ = 2 para t par,

conforme coroldrio abaixo.
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Corolario 1.10. Seja t um inteiro positivo par. Um grafo G é t-fatoravel se, e somente se,

G é tk-regular para algum inteiro positivo k.

Demonstracao: Se GG é t-fatoravel, entao existem t-fatores de GG, digamos G, ..., Gy, tais
que G =G @ ... D Gj. Deste modo, para todo v € V(G),

k

da(v) =) de,(v) =D t=tk, (1.2)

i=1
logo G é tk-regular. Para mostrar a reciproca, suponha agora que G é tk-regular. Como ¢
é par, segue pelo Teorema 1.9 que G é 2-fatordvel. Assim, existem 2-fatores de GG, digamos
Hy,...,H,, tais que G = H; & ... ® H,,. De modo andlogo ao feito em (1.2), verifica-se
que G é 2m-regular e portanto tk = 2m, isto é, m = (t/2)k. Deste modo, podemos par-
ticionar os m grafos Hy,...,H,, em k conjuntos, digamos Ay, ..., Ay, contendo t/2 grafos
cada. Para cada i = 1,...,k, defina G; como sendo a soma direta de todos grafos em A;.
Como A; possui exatamente t/2 2-fatores de G, segue que G; é um t-fator de G. Além disso,

G=H®..®H,=G®...0G G Logo G é t-fatoravel. O

Para t impar, nao é uma tarefa simples determinar se uma classe de grafos kt-regulares
sao t-fatoraveis ou nao. Na verdade, caracterizar grafos t-fatoraveis ainda é um problema em
aberto. Para o caso t = 1, o problema corresponde em classificar os grafos nas classes 1 e 2.
De fato, nao é dificil de verificar que um grafo k-regular G é 1-fatordvel se, e somente se, G
¢ de classe 1. Em particular, podemos usar o Teorema 1.6 para construir exemplos de grafos

regulares 1-fatoraveis.

1.1.4 Grafos hamiltonianos e panciclicos

Comecaremos com o seguinte questionamento.

Questao 1.11. E possivel uma banda musical fazer uma turné por todos os estados do Brasil

(0 que nao inclui o distrito federal) sem repetir nenhum estado durante o percurso da viagem?

Usando o método de tentativa e erro, é possivel verificar que a resposta é afirmativa,

conforme podemos ver pela Figura 1.11.
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Figura 1.11: um caminho por todos os estados do Brasil

Observe que o Amapéa e o Rio Grande do Sul sao os tnicos estados do Brasil que fazem
fronteira tnica (isto é, com apenas um estado). Deste modo, é possivel mostrar que qualquer
trajeto no territério nacional que passa por todos os estados sem repetir nenhum tem que
comecar e terminar no Amapé e no Rio Grande do Sul (ndo necessariamente nesta ordem).
Note que estes dois estados sao distantes um ao outro, assim, se houvesse a necessidade da
banda retornar ao ponto de origem, entao o trajeto sem repetir nenhum estado pode nao ser
uma boa opcao. Por outro lado, se a viagem fosse restrita apenas aos estados do Sudeste,
entao seria possivel passar por todos os estados partindo de qualquer ponto e chegando em

um estado vizinho, conforme Figura 1.12.

Figura 1.12: um ciclo Cy

Caminhos e ciclos que percorrem todos os vértices de um grafo sao chamados de cami-
nhos hamiltonianos e ciclos hamiltonianos, respectivamente. De modo mais geral, temos a

definicao abaixo.
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Definigao 1.12. Um grafo é dito ser hamiltoniano se possui (como subgrafo) um ciclo ha-
miltoniano, isto é, um ciclo que passa por todos os seus vértices. Do mesmo modo, um grafo

é dito ser semi-hamiltoniano se possui um caminho hamiltoniano.

O lema abaixo pode ser visto como uma ferramenta para identificar se um grafo é semi-

hamiltoniano. O usaremos em nossos resultados no Capitulo 5.

Lema 1.13. (Broersma, Li e Zhang [11]) Todo grafo conexo G contém um caminho P; onde

t = min{20(G) + 1, |V(G)|}.
Outro resultado relevante para nossa pesquisa é o célebre Teorema de Dirac.

Teorema 1.14. (Dirac [25]) Se G é um grafo com §(G) > |V (G)|/2, entao G é hamiltoniano.

Um grafo semi-hamiltoniano G possui um caminho de ordem |[V(G)|. Em particular,
G possui também um caminho de ordem t para todo t = 2,3,...,|V(G)|. A mesma ideia
nao se aplica para grafos hamiltonianos, isto é, um grafo ter um ciclo de ordem |V (G)| nao
garante que este grafo possui ciclos de tamanhos menores. Grafos com tal caracteristica sao

chamados de panciclicos.

Definicao 1.15. Um grafo GG é dito ser panciclico se G possui como subgrafo um ciclo C}

(de tamanho t) para todo t = 3,4,...,|[V(G)|.

E claro que todo grafo panciclico é hamiltoniano, mas nem todo grafo hamiltoniano é

panciclico. Neste sentido, uma extensao do Teorema de Dirac é dada abaixo.

Teorema 1.16. (Bondy [9]) Se G é um grafo tal que §(G) > |[V(G)|/2, entdo ou G é

panciclico ou |V(G)| é par e G ¢ isomorfo ao grafo bipartido K|y ) 2,jv(c)/2-

1.1.5 Grafos fortemente regulares

J& vimos que grafos regulares sao grafos onde o grau de todos os vértices é constante. Uma

classe especial dentro desta categoria sao os grafos fortemente regulares.

Defini¢ao 1.17. Um grafo G = (V(G), E(G)) é dito ser um grafo fortemente regular com
parametros (v, k, A, i), ou simplesmente, um (v, k, A\, u)-GFR se:
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(1) G possui v vértices;

(12) G é regular de ordem k;

(112) Dados vértices vy, vy € V(G) com {v1,v2} € E(G), entdao |Ng(vi) N Ng(va)| = A;
(1) Dados vértices vy, vy € V(G) com {vy, v} € E(G), entdao |Ng(v1) N Ng(v2)| = p.

A titulo de exemplificacao, o grafo de Petersen ilustrado na Figura 1.13 é um grafo
fortemente regular com parametros (10,3,0,1). Ja o grafo de Paley ilustrado na Figura 1.14 é
um grafo fortemente regular com parametros (13,6,2,3). Outro exemplo é o grafo bipartido

completo K, m, 0 qual é um (2m,m, 0, m)-GFR.

""
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’.@"r' “\"e'~
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Figura 1.13: grafo de Petersen Figura 1.14: grafo de Paley

Algumas classes de grafos fortemente regulares estao diretamente ligadas a designs com-
binatérios. Por exemplo, quando A = p, sabe-se que existe um (v, k, A\, \)-GFR se, e somente
se, existe um (v, k, A)-design com polaridade e sem pontos absolutos (ver [43]). Conexdes
como esta permitem retratarmos tais grafos como uma classe especial de designs. Para o
leitor interessado em mais dessas conexdes, sugerimos a leitura de [43] bem como suas res-
pectivas referéncias. De qualquer modo, falaremos um pouco mais sobre estas conexoes no

Capitulo 2.

Para parametros arbitrarios v,k, A\ e u, nem sempre existe um (v, k, A, u)-GFR. Uma

condigao necesséria (porém nao suficiente) é dada pela seguinte relagao.
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Proposigao 1.18. [44] Se existe um (v, k, A, 1)-GFR, entao

k(k—X—=1)=p(v—k—1).

E possivel mostrar que o grafo complementar de um grafo fortemente regular também &

fortemente regular. Os parametros deste grafo sao especificados pela relagao abaixo.

Proposigao 1.19. [44] Se G é um (v, k, A\, u)-GFR, entao o complementar de G (em relacao
a K,) éum (v,v —k —1,0—2— 2k + p,v — 2k + \)-GFR.

Vimos na Figura 1.14 um grafo fortemente regular com parametros (13,6,2,3). A Pro-
posi¢ao 1.19 garante que o complementar deste grafo também é um (13,6,2,3)-GFR. Sera que
este ¢ um fenomeno isolado ou ocorre para alguma classe de grafos? A proposicao abaixo

responde parcialmente a esta pergunta.

Proposicao 1.20. Seja G um (v, k, A, u)-GFR. Entao o complementar de G também é um

grafo fortemente regular com parametros (v, k, A, 1) se, e somente se, k = (v —1)/2, A =

(v=>5)/depu=(v—1)/4.

A demonstracao do resultado acima é uma simples aplicacao das Proposicoes 1.18 e 1.19.

Note que a Proposicao 1.20 garante que, se G e seu complementar sao grafos fortemente
regulares com parametros (v, k, A, i), entdo v = 1 (mod 4). Assim, v é da forma v = 4n — 3
para algum inteiro positivo n e consequentemente k =2n —2, A=n—2e pu=n—1. Em

particular, vale o resultado abaixo.

Corolario 1.21. Se G é um (4n — 3,2n — 2,n — 2,n — 1)-GFR, entao o complementar de G
também é um (4n — 3,2n — 2,n — 2,n — 1)-GFR.

Para ¢ poténcia de primo com ¢ = 1 (mod 4), considere F, o corpo finito com ¢ elementos.
O grafo de Paley P, ¢ o grafo cujo conjunto de vértices ¢ dado por F, e dois vértices v; e

vy sdo adjacentes se, e somente se, existe z € F, tal que v; — vy = 2? (ver [16]). Pode-se

mostrar que o grafo de Payley P, é um (g, 54, 42, 1)-GFR (ver Exemplo 3.13 em [44]).

Deste modo, em complemento ao Corolédrio 1.21, temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.22. Se 4n—3 é poténcia de primo, existe um (4n—3,2n—2,n—2,n—1)-GFR.
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1.2 Numeros de Ramsey

Em 1930, Frank Plumpton Ramsey [73] publicou um resultado popularmente conhecido como
Teorema de Ramsey e, a partir dai, surgiu o que hoje chamamos de numeros de Ramsey.
Com o passar dos anos, as conexoes e aplicagoes descobertas neste ambito impulsionaram a
pesquisa e assim a computacao de tais nimeros ganhou maior visibilidade. Com esta inten-
sificagao, surgiram também muitas versoes e generalizacoes do problema, dentre as quais, a
variante multipartida, que é onde se concentram nossos resultados. Nesta secao, discutiremos

um pouco sobre as principais variantes dos nimeros de Ramsey.

1.2.1 Numero de Ramsey classico

Suponha que a relacao “conhecer” entre as pessoas seja simétrica, isto é, se x conhece y,

entao y conhece x. Consideremos a questao abaixo.

Questao 1.23. Dados inteiros positivos ¢ e n, existe um nimero (suficientemente grande) r
de modo que podemos garantir que, em toda festa com r pessoas, existem ¢ que se conhecem

duas a duas ou n que sao estranhas entre si?

A pergunta acima pode ser moldada em termos de grafos. Mas, para isto, precisamos do

conceito de coloracao.

Definicao 1.24. Dado um grafo GG, uma k-coloracao de arestas de G é uma funcao v :
E(G) — M, onde M é um conjunto qualquer com cardinalidade k. Em outras palavras,
uma k-coloracao de arestas de G é uma fungao que associa cada aresta de G a uma cor, onde

dispomos de um conjunto com k cores.

Algumas observacoes podem ser destacadas na definicdo acima. A primeira delas é que,
na literatura, também é comum trabalharmos com coloragoes de vértices, mas como nao
abordaremos este conceito nesta monografia, entao vamos chamar uma k-coloracao de arestas
de G simplesmente por k-coloracdo de GG, ou ainda, quando k = 2, bicoloracio de G. A
segunda observacao se refere a nomenclatura. A funcao ¢ : EF(G) — M é chamada de

coloragao pois podemos associar os elementos de M a cores (no sentido literal da palavra).
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Neste caso, a funcao ¢ : E(G) — M pode ser ilustrada pelo grafo G colorindo cada aresta
e € E(G) pela cor ¢(e) € M (ver Figura 1.15, caso disponha de uma versao colorida desta

monografia).

E D

Figura 1.15: uma bicoloracao do K¢ nas cores azul e vermelho

Retomemos ao problema da festa descrito na Questao 1.23. Mencionamos que o problema
podia ser moldado em termos de grafos e agora ja conseguimos explicar o porqué. De fato, se
associarmos as r pessoas da festa aos vértices do grafo completo K, e pintarmos a aresta que
liga duas pessoas (vértices) pela cor 1 se elas se conhecem ou pela cor 2 se elas sao estranhas
entre si, entdo o menor r que satisfaz a pergunta da festa corresponde ao r(¢,n) definido

abaixo.

Definig¢ao 1.25. Sejam inteiros t,n > 2. O nimero de Ramsey r = r(t,n) é o nimero minimo
de vértices necessarios para garantimos que toda bicoloracao do K, possui um subgrafo K,

monocromatico na cor 1 ou um K,, monocromatico na cor 2.

Uma pergunta natural que surge ¢é se o numero de Ramsey esta bem definido, isto é, existe
um r = r(t,n) suficientemente grande que satisfaz a definicao? A resposta é afirmativa e

decorre do teorema abaixo.

Teorema 1.26. (Ramsey [73]) Dados inteiros ¢,n > 2, o nimero de Ramsey r(t,n) existe e
satisfaz a relagao

r(t,n) <r(t—1,n)+r(t,n—1). (1.3)
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A existéncia do numero 7 (¢, n) segue diretamente de (1.3) aplicando o principio da inducao.
Em particular, a relagao (1.3) garante nao apenas a existéncia do nimero, mas também uma
estimativa superior para o mesmo, conforme segue no teorema abaixo cuja demonstracao é

imediata usando a Relacao de Stifel.

Teorema 1.27. (Ramsey [73]) Para todos inteiros ¢,n > 2,

r(tn) < (“”_2). (1.4)

t—1

Apesar de os numeros de Ramsey serem estudados hd quase um século, os calculos deles
revelaram-se muito intrigantes e desafiadores. Surpreendentemente, poucos valores exatos sao
conhecidos. De acordo com [72], para n >t > 3, os tnicos valores que foram determinados
sao r(3,3) =6, r(3,4) =9, r(3,5) = 14, r(3,6) = 18, r(3,7) = 23, r(3,8) = 28, r(3,9) = 36,
r(4,4) =18 e r(4,5) = 25.

A estimativa (1.4) tem a vantagem de ser geral, mas muitos casos podem ser refinados. O
trabalho [72] faz um resumo da literatura a partir de centenas de referéncias e é atualizado
periodicamente de acordo com a descoberta de novos resultados. Na sua atual versao (2017),
exibe a Tabela 1.1 com as estimativas de r(t,n) conhecidas até a data de publicacao. Para
melhor entendimento da dinamica desta tabela, deixamos em negrito as atualizacoes feitas
na ultima versdo (2017) em relagao a peniltima (2014). Observe que apenas um limite
superior foi modificado. Note também que a diferenca entre as estimativas inferior e superior
conhecidas na literatura aumentam a medida que os valores de n e t crescem. Paran =t = 10,
por exemplo, até hoje sé foi mostrado que 798 < r(10,10) < 23556. Neste sentido, vale a
pena destacar que qualquer melhora nesta tabela, por menor que possa parecer, representa

um avanco significativo para a area.

O numero r(t,n) corresponde originalmente a parte cldssica da teoria de Ramsey, no
entanto, existem variagoes deste problema na literatura, como por exemplo, investigar o

comportamento de mais de duas cores. A definigdo abaixo retrata esta generalizacao.

Definicao 1.28. Dados k,nq,no, ..., n; inteiros maiores ou iguais a dois, o numero de Ram-
sey multicolorido r(ny,na, . ..,ng) é o menor inteiro r tal que toda k-coloragao do grafo K,

contém um subgrafo K,,, monocromatico da cor ¢ para algum i = 1,2, ... k.
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Tabela 1.1: estimativas para o nimero r(t,n)

t\ n 4 5 6 7 8 9 10
3 9 14 18 23 28 36 40-42
4 181 25 36-41 49-61 59-84 73-115 92-149
5 43-48 | 5H8-87 80-143 | 101-216 | 133-316 | 149-442
6 102-165 | 115-298 | 134-495 | 183-780 | 204-1171
7 205-540 | 217-1031 | 252-1713 | 292-2826
8 282-1870 | 329-3583 | 343-6090
9 265-6588 | 581-12677
10 798-23556

Assim como no caso k = 2, a principio nao podemos garantir a existéncia do nimero
r(ni,ng,...,ng). No entanto, usando argumentos indutivos, o trabalho [73] mostra que o

nimero de Ramsey multicolorido também existe e satisfaz a relagao

r(ni,ng, ..., ng_1,nk) < r(ng,ng,.. (1.5)

~;nk—27r(nk—1,nk)).

Apesar de termos apresentado o nimero de Ramsey em sua forma classica usando grafos
completos, o conceito pode ser generalizado um pouco mais usando grafos de um modo
., Gg)

é definido como sendo o menor r de modo que toda k-coloracao do grafo K, contém um

geral, isto é, dados grafos quaisquer G, Go, ..., Gg, o numero de Ramsey 7(G1, Go, .

subgrafo G; monocromatico da cor ¢ para algum ¢ = 1,2, ... k. Por simplicidade, denotamos

r(G,G,...,G) por r(G; k).
—_——

k vezes
A partir da existéncia do nimero r(ng, ne,...,n), garantimos também a existéncia do
r(G1,Ga, ..., Gy). De fato, como cada G; é subgrafo de um grafo completo K,,, vale a relac¢ao

r(G1,Ga, ..., Gy) <r(Kp, Kn,, ..., Kpy,) =r(ng,ng, ..., ng). (1.6)

Assim como para duas corres, o numero de Ramsey para k cores também é dificil de ser
calculado até mesmo computacionalmente. Tanto que, para & > 2, o tnico valor nao trivial
conhecido na Definicao 1.28 é r(3,3,3) = r(K3;3) = 17 (calculado em [32]). Observe que,

neste caso, vale a igualdade na estimativa superior r(Ks; k) < [k!(e — e + 3)/2] exibida
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no trabalho [42]. Outro trabalho que estima o numero r(Kj; k) é [46]. Tal trabalho contém
também estimativas para o r(Ky; k) e determina o valor exato do r(Ps; k) e do r(Py; k) para

todo k > 2.

Apesar da dificuldade em determinar o valor exato do nimero de Ramsey, muitas esti-
mativas e classes exatas foram obtidas para os mais diversos grafos. O leitor interessado em

maiores detalhes pode consultar [72] e suas referéncias.

1.2.2 Numero de Ramsey bipartido

Na segao anterior, descrevemos o numero de Ramsey r(m,n) como sendo o menor nimero
de pessoas necessarias em uma festa para garantirmos que existem m delas que se conhecem
mutualmente ou n delas que sao estranhas entre si. Agora, vamos continuar assumindo
que a relagao conhecer é simétrica, mas dividiremos as pessoas em dois conjuntos de mesmo
tamanho. Suponha que em uma festa o nimero de homens e mulheres seja 0 mesmo, digamos
b. Dados inteiros m,n > 2, qual é o menor nimero b = b(m,n) que nos garante que, nesta
festa, existem m homens que conhecem mutualmente m mulheres, ou ainda, que exista um
grupo de n homens e n mulheres de modo que toda mulher (do grupo) nao conhece nenhum

dos homens (do grupo) e vice-versa?

O problema das festas descrito acima pode ser moldado via grafos bipartidos conforme

definicao abaixo.

Definicao 1.29. Dados grafos bipartidos K, m, € Ky, n,, 0 ntimero de Ramsey bipartido
b( Koy mys Ky ny) € 0 menor inteiro b tal que toda bicoloracao do Kpp contém um Ky, i,

monocromatico de cor 1 ou um K, ,, monocroméatico de cor 2.

Na notagao usada acima, o numero b(K,, m,, K, ) corresponde ao b(m,n) definido no pro-
blema das festas. Neste sentido, denotaremos o nimero de Ramsey bipartido b(K,, m, Kpn)
simplesmente por b(m,n).

Em 1998, Hatting e Henning [40] mostraram que o numero b(m,n) estd bem definido e

estabeleceram a relagao

b(m,n) <b(m—1,n)+b(m,n—1)
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usando argumentos andlogos aos do Teorema 1.26. Além disso, mostraram também que

b(m,n) < (m M ”)

m

e garantiram a existéncia do nimero b(K,, m,, Kn, n,) Uma vez que
b( Koy mas Ky o) < b(max{my, ms}, max{ni,na}).

Poucas instancias do nimero de Ramsey bipartido sdo conhecidas, dentre elas, b(2,2) = 5,
b(3,3) =17, b(2,3) = 9 e b(2,4) = 14. Os dois primeiros resultados foram apresentados em
[6] enquanto que os dois ultimos se devem ao trabalho [40]. Recentemente, a igualdade
b(2,5) = 17 foi determinada em [23].

Assim como o numero de Ramsey classico, o nimero de Ramsey bipartido também pode
ser expandido a multicoloragoes. De modo geral, dados grafos K, m, . Ky ma»- - -, Knym,, cOM
k > 2, definimos b(Ky, mys Kngmas - - Knym,) como sendo o menor inteiro b de modo que
toda k-coloracao do grafo bipartido K3 possui um K,,, ,,, monocromético da cor ¢ para algum
i=1,2,...,k.

Nao faremos maiores mencgoes a versao bipartida dos niimeros de Ramsey neste trabalho.
Destacamos apenas que os artigos [6, 17, 23, 24, 33, 35, 40, 45| trabalham exclusivamente

com esta versao e podem ser adotadas como referéncia para o leitor interessado no tema.

1.2.3 Numero de Ramsey multipartido

Discutimos anteriormente os nimeros de Ramsey nas versoes classica e bipartida. Agora, exi-
biremos generalizacoes destas versoes para o ambito multipartido. Tais generalizacoes foram
introduzidas em 2004 por Burger, Grobler, Stipp e van Vuren [12, 13, 14]. Em particular,
em [12, 13] sdo investigadas bicoloragoes em grafos multipartidos completos e é levantado o

seguinte questionamento.

Questao 1.30. Dado um grafo multipartido K, «,, e um inteiro positivo s, qual é o menor

inteiro ¢ de modo que toda bicoloragao do K. contém um K, ,, monocromatico?

Tanto em [12] quanto em [13], foi mostrado que este nimero ¢ suficientemente grande

realmente existe e foram dadas algumas estimativas para o mesmo. Por sua vez, em [56] o
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problema foi trabalhado em um contexto multicolorido e muitos dos resultados de [12, 13]

foram generalizados para um numero arbitrario de cores.

Apesar de as primeiras referéncias no tema terem trabalhado apenas com grafos multi-
partidos completos, este conceito foi naturalmente ampliado a grafos arbitrarios, conforme a

definicao abaixo.

Definicao 1.31. Sejam k e s inteiros positivos com k > 2. Dados grafos G1,Ga,...,Gg, o
numero de Ramsey multipartido por classes Ms(G1, G, ..., Gy) é o menor inteiro ¢ de modo
que toda k-coloracao do K., possui um subgrafo G; monocromatico na cor ¢ para algum

i=1,2,...,k.
Algumas observagoes importantes na definicao acima devem ser destacadas.

Observagao 1.32. Como o grafo multipartido K. é isomorfo ao grafo completo K., entao
o numero de Ramsey multipartido M;(Gy, Gs,...,G}) corresponde ao ntimero classico, isto
é,

Ml(Gl, GQ, ey Gk) = T(Gl, GQ, Ce ,Gk)
Sob esta perspectiva, podemos ver o nimero de Ramsey por classes como uma generalizacao

do nimero de Ramsey cléssico.

Observagao 1.33. Por simplicidade, quando os grafos G, Gy, . .., G sdo iguais (isomorfos)
a um grafo G, denota-se M (G1,Go,...,Gy) simplesmente por M (G;k). Além disso, é
comum chamar esta versao dos numeros de Ramsey simplesmente por niumero de Ramsey
multipartido, mesmo existindo uma outra variante multipartida para o problema, conforme

veremos na sequeéncia.

O ntmero M(G1, Gs, ..., G) nao é a unica versao dos nimeros de Ramsey onde os grafos
hospedeiros sao multipartidos. Historicamente, em 1975, Beineke e Schwenk [6] pesquisaram
coloragoes em grafos bipartidos e introduziram o nimero de Ramsey bipartido para duas
cores. Em 2001, Day, Goddard, Henning e Swart [24] expandiram a ideia e trabalharam
com a versao multicolorida. Em 2004, Burger e van Vuuren [14] também trabalharam com o

problema no contexto multipartido, mas ao contrario da Defini¢ao 1.31, fixaram a quantidade
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de classes e variaram a cardinalidade delas. Uma defini¢ao precisa que engloba a todas estas

versoes é dada abaixo.

Definicao 1.34. Sejam k e c inteiros positivos com k& > 2. Dados grafos G1, G, ..., Gy, 0
numero de Ramsey multipartido por tamanhos m.(G1,Gs, ..., Gy) é o menor inteiro s (caso
exista) de modo que toda k-coloracao do K.ys possui um G; monocromético na cor i para

algum:=1,2,..., k.

Observe que o caso ¢ = 2 na defini¢ao acima corresponde ao nimero de Ramsey bipartido
b(G1,Gs, . ..,Gy) abordado na subsegao anterior. Neste sentido, esta variante multipartida
¢ uma generalizacao da versao bipartida. Nos trabalhos [67, 69] exibimos algumas classes
exatas para esta versao generalizada. No entanto, optamos por nao as abordar nesta tese.
Sendo assim, aqui nos limitaremos a trabalhar apenas com a versao multipartida exibida na
Definicao 1.31. Neste sentido, dedicaremos o resto desta secao na exibicao de resultados que
nos servirao como ferramenta para a construcao de classes exatas nos Capitulos 3, 4 e 5.
Deste modo, o leitor pode omitir a leitura em um primeiro momento e retomar sempre que

achar necessario, a titulo de referéncia, nas futuras demonstragoes.

Comecaremos exibindo um resultado que naturalmente caracteriza os nimeros Ramsey

como um problema extremal em fatoracao de grafos.

Proposicao 1.35. Dados inteiros s > 1, ¢ > 2 e grafos Gy, ..., Gg, temos My(G1,...,Gg) >
c se, e somente se, existem grafos Hy, ..., Hy tais que K.xs = H; ® ... ® Hy com G; Q; H;
para todoi=1,..., k.

Demonstracao: Se M (Gy,...,Gk) > ¢, entao pela definicdo do numero de Ramsey mul-
tipartido, existe uma k-coloracao do K.« sem (; monocromatico na cor i, para todo ¢ =
1,..., k. Definindo H; o grafo induzido pela cor i, temos que K.xs = H1®...® Hy e G; SZ H;
paratodoi=1,...,k.

Por outro lado, se existem grafos Hy,..., Hy tais que K.xs = H1 ® ... ® Hy e G; ,Q_ H;
para todo ¢ = 1,..., k. Defina a k-coloragao ¢ : F(K.xs) — {1,...,k}, onde

P(e) =i <= e € E(H,;).
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Temos que ¢ estd bem definida pois {E(H,), ..., E(Hy)} é uma particao de E(K.xs). Além
disso, na coloracao ¥ nao ha G; monocromatico na cor ¢ para todo ¢ = 1,..., k. Portanto,

MS(Gl,...,Gk) > C. O

Os dois préximos lemas nos afirmam que o conceito de indice cromético pode desempenhar
um papel fundamental nas estimativas de nimeros de Ramsey quando os grafos envolvidos

sao estrelas.

Lema 1.36. Dados inteiros k,nq,...,n; > 2 e um grafo G, denote S = Zle n;. Se tivermos
X' (G) < S —k, entdo existem grafos Gy,...,Gy tais que G = G1®... &Gy e K1, € G; para
todoi=1,...,k. (Equivalentemente, existe uma k-coloragio de G sem K ,, monocromatico

na cor i para todoi =1,... k).

Demonstracao: Como \'(G) < S — k, podemos particionar as arestas de G em S — k
conjuntos de arestas independentes, digamos Ay, ..., Ag_. Mas S—k = Zle(ni —1), assim
podemos particionar {Aj,..., As 1} em k familias, digamos By, ..., By, onde |B;| = n; — 1
para todo i € {1,...,k}.

Para cada i = 1,...,k, defina o grafo G; = (V(G;), E(G;)) onde V(G;) = V(G) e
E(G;) = Uaep, Aj- Note que G = G1 @ ... @ Gy. Além disso, como duas arestas em um
mesmo A; nao sdo adjacentes, segue que, para cada vértice v existem no maximo |B;| arestas

em J A,€B; A; que incidem em v, isto é, existem no maximo n; — 1 arestas em E(G;) que

incidem em v. Assim, K ,, nao é um subgrafo de G; e, portanto, o lema ¢ valido. O

Lema 1.37. Dados um grafo Z e inteiros s,k > 1,¢,nq,...,n; > 2, denote S = Zle n;. Se

existem grafos G e H tais que K., =G @ H com x'(G) < S—ke Z ¢ H, entdo

Ms(Kl,np RN 7K17nk’ Z) > C.

Demonstracao: Como x'(G) < S — k, entdo o lema anterior garante que existem grafos
Gi,...,Gp taisque G =G & ... Gy com K, € G; para todo i = 1,..., k. Assim, segue
que Koy =GOH=G1®.. G, ®H com Z ¢ H e Ky,, £ G; para todoi =1,...,k.
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Portanto, a Proposigao 1.35 assegura que M(K ,,, ..., Kin,, Z) > c. O

J& mencionamos que a literatura sobre o niimero de Ramsey cléssico é muito vasta. Sendo
assim, relacionar a versao multipartida a classica pode ser muito 1til pois permite resgatar
muitos resultados ja estabelecidos a esta nova variante. Neste sentido, exibiremos agora
dois lemas técnicos que nos permitirao estimar nimeros de Ramsey multipartidos utilizando
estimativas ja conhecidas para a versao classica. Veremos que tais lemas desempenham papel

fundamental em muitos resultados, incluindo a determinacao de algumas classes exatas.

Lema 1.38. (Monte Carmelo e Sanches [56]) Dados inteiros s > 1, k > 2 e grafos G, . .., Gk,
temos
’VT(Gl,

fG’ﬂ < M,(Gh, ..., Gh).

Lema 1.39. Dados um inteiro positivo s e um grafo conexo H com |V(H)| > s + 1. Para

quaisquer grafos G, ..., Gy, vale a estimativa

T’(Gl,...,Gk,H)
M. < .
S(G17 7Gk)_’7 s -‘

Demonstragao: Denote ¢ = M (G, ...,Gy) — 1. Pela escolha de ¢, existe uma k-coloragao
¢ do K.y, sem copia monocromatica do grafo GG; na cor i para todo i = 1,..., k. Como
K. = K.xs ® cK,, podemos complementar a k-coloracao ¢ de K s para uma (k + 1)-
coloragao do K, colorindo ¢Kj pela cor (k+ 1). Como H nao é um subgrafo de cK, (pois

H é conexo e |[V(H)| > s+ 1), segue que 7(Gy,...,Gk, H) > cs, donde
T(Gl,...,Gk,H) 268+1:(MS(Gl,...,Gk)—l)S—l—l,
ou seja,

T(Gl,...,Gk,H)—l
S

MS(Gly"'aGk)S + 1.

Tomando o menor inteiro em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos a estimativa

,Gk,H>—1J —|—1S [T(Gl,,Gk,H)—"

S S

Mo(Gh, ..., Gy < V(Gl"

completando a demonstragao. O
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O 1ltimo resultado que apresentaremos neste capitulo afirma que encontrar o valor do
nimero de Ramsey multipartido M(Gy,...,Gg) quando s = 2 corresponde ao problema
de Ramsey na versao cldssica com uma cor a mais. Destacamos que este resultado ja foi
mostrado por Magnant e Yusko [54] no caso particular & = 2. A demonstrac¢ao para o caso

geral que exibiremos aqui é uma extensao natural.

Proposicao 1.40. Para quaisquer grafos Gy, ..., G, temos

Gi.. . G K
MQ(G17"'7G1€) = ’Vr( - u 172)-“

2

Demonstragao: A estimativa My(Gy,...,Gy) < (T(Gl, e Gk,Km)/ﬂ ¢ um caso parti-
cular do Lema 1.39 com s = 2 ¢ H = K;,. Vamos mostrar entdo que My(Gy,...,Gg) >
(T(Gl, oo, G, K1,2>/2—‘. Para isto, considere n = r(Gy, ..., G, K1 2) — 1. Pela escolha de n,
existe uma (k + 1)-coloragao do grafo completo K, sem G; monocromdtico na cor i, para
todoi=1,...,k e sem K;» monocromatico na cor (k+ 1). Note que o conjunto de arestas
do K, coloridas pela cor (k4 1) é um conjunto de arestas independentes pois nao contém
o grafo K;,. Portanto, podemos selecionar um subconjunto de arestas independentes de

E(K,) contendo todas as arestas da cor (k + 1) e formado por exatamente |n/2| arestas.

Se n é impar, considere Vj o conjunto formado pelo tnico vértice do K, que nao incide
em nenhuma das [n/2]| arestas previamente selecionadas. Ja se n é par, considere V, = .
Denote por K, [V (K, )—Vy] o subgrafo de K,, induzido pelos vértices de V(K,,) — Vj e por
W o subgrafo de K,[V(K,) — Vo] formado pelas |n/2] arestas independentes selecionadas.
Note que
K, [V(K,) = Vol = W @ Kinj2)xa- (1.7)

Como todas as arestas do K, coloridas pela cor (k + 1) estdo em W, segue de (1.7) que
podemos induzir uma k-coloragao no grafo K|, 2)x2 sem G; monocromatico na cor 4, para

todo i =1,...,k. Portanto,

Mg(Gl,...7Gk) Z Ln/ZJ —I—l = ’_(n+1)/2-‘ = ’_T’(Gh...,Gk,KLQ)/Z-“



CapriTULO 2

Design combinatodrio

A teoria de designs é um ramo de pesquisa ativo na combinatoria, possuindo conexdes com
as mais diversas areas dentro da matematica, tais como: teoria dos grupos, teoria dos grafos,
teoria dos numeros, corpos finitos, geometrias finitas, entre outros. Os resultados pioneiros
desta teoria datam dos séculos XVIII e XIX e contam com a contribuicao de nomes como
Euler, Kirkman, Cayley, Hamilton, Sylvester e Moore. No entanto, segundo Stinson [76], as

bases desta teoria foram sistematizadas apenas na década de 1930 por Bose e sua escola.

Além de expor algumas relagoes com temas classicos, Bose ressaltou também a im-
portancia do tema na teoria dos cédigos corretores de erros, a qual foi posteriormente muito
estudada. Hoje em dia, aplicacoes sao conhecidas também em areas como criptografia, comu-
nicagao dtica, sistemas de armazenamento, comunicagao sem fio, entre outras (recomendamos
ver [7]).

Apesar da grande importancia da teoria de designs combinatérios dentro da matemaética,
destacamos que este capitulo descreve apenas alguns resultados relevantes para a nossa pes-
quisa e tem carater introdutério nesta monografia. Neste sentido, antecipamos que todos os
resultados presentes aqui ja sao conhecidos na literatura. Assim, omitiremos a maioria das
demonstragoes e citaremos apenas referéncias onde tais provas podem ser encontradas. Para

o leitor interessado em um conhecimento mais aprofundado sobre esta rica teoria, indicamos

os livros [7, 44, 76, 80].
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2.1 Conceito e resultados basicos

Muitos conceitos matematicos podem ser moldados em termos de conjuntos. Por exemplo,
na geometria euclidiana, as retas e os planos podem ser vistos como conjuntos de pontos do
espaco que satisfazem certas propriedades geométricas. Ja em topologia, os abertos também
sao conjuntos de pontos satisfazendo certos axiomas. Por sua vez, na teoria dos grafos, as
arestas sao conjuntos formados por dois vértices e os vértices nada mais sao do que um
conjunto nao-vazio finito qualquer. O conceito de design segue este mesmo modelo, isto é,

também ¢é definido em termos de conjuntos.

Definicao 2.1. Dado X um conjunto finito e S uma familia de subconjuntos de X. Um par
(X, B) é dito ser um (v, k, \)-design se:

(1) X possui v elementos. Os elementos de X s@o chamados de pontos.

(1) Cada B €  satisfaz |B| = k. Os elementos de  sao chamados de blocos.

(12) Cada par de elementos de X esta contido em exatamente A blocos.

Além disso, usualmente denotamos por b o nimero de blocos do design.

Quando o conjunto X e os parametros v, k e \ estiverem implicitos ou forem irrelevantes

no contexto, chamaremos um (v, k, A)-design simplesmente de design.

A existéncia de algumas classes de designs é muito relevante ao estimar certos ntimeros
de Ramsey, conforme podemos ver em [19, 36, 55, 62, 63, 64]. Exibiremos alguns resultados
do género no Capitulo 3, resultados estes publicados em [68]. Destacamos que nossa pesquisa
neste ambito engloba também o trabalho [69], no qual apresentamos conexoes de designs com
a versao multipartida por tamanhos dos nimeros de Ramsey, mas conforme mencionado, nao

abordaremos esta versao nesta tese.

Observagao 2.2. Algumas referéncias definem o termo design em um contexto mais geral,
como por exemplo, substituindo a propriedade (22) pela propriedade:

(1) Cada subconjunto com t elementos de X estd contido em exatamente A blocos.

Neste caso, o par (X, 3) é chamado de t-(v, k, \)-design. No entanto, no decorrer do nosso

texto, trabalharemos apenas com o caso em que t = 2.

Vejamos dois simples exemplos.
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Exemplo 2.3. Considere X = {1,2...,7} e 8 ={By, By, ..., Bz} a familia de subconjuntos
de X definida por By = {1,2,3}, By = {3,4,5}, B3 = {1,5,6}, By = {1,4,7}, Bs = {2,5,7},
Bs ={3,6,7} e By = {2,4,6}. Observe que cada um desses conjuntos pode ser representado
por uma das retas ou pelo circulo na Figura 2.1. Tal ilustracao é conhecida como Plano de

Fano e, por simples inspecao, podemos verificar que corresponde a um (7,3,1)-design.

1

5 4 3
Figura 2.1: Plano de Fano

Exemplo 2.4. Considere o par (X, 3) definido por

X ={1,2,...,9), 3 ={By,Bs,..., B,
B, ={1,2,3}, By ={4,5,6}, Bs ={7,8,9}, B, ={1,4,7},
Bs ={2,5,7}, Bs = {3,6,9}, B; ={1,5,9}, Bs ={2,6,7},
By = {3,4,8}, Byo =1{1,6,8}, By ={2,4,9} e By = {3,5,7}.

Também por inspegao, verifica-se que (X, 3) é um (9,3,1)-design.

Definimos um (v, k, A)-design para inteiros positivos arbitrarios, no entanto, nos parece
ser intuitivo que nem sempre é possivel construir designs com parametros arbitrarios, deste

modo, é natural o questionamento abaixo.

Questao 2.5. Para quais parametros v, k e \, existe um (v, k, A)-design?

Esta pergunta, embora simples, é uma das mais intrigantes na teoria e tem fundamental
importancia devido as intimeras aplicagoes.

Embora nao exista uma classificagdo de quando existe e quando nao existe um (v, k, A)-
design para valores v,k e A arbitrarios, ha na literatura algumas condi¢oes necessarias e

outras suficientes (ver [44] e [80]). Citamos uma condigao necesséria abaixo.
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Proposicao 2.6. [44] Suponha que 8 é um (v, k, A)-design com b blocos. Entao todo ponto
estd contido em um mesmo numero de blocos, digamos r blocos. Além disso, r satisfaz as

equacoes
r(k—1)=Av—1) (2.1)
bk = vr. (2.2)

A equagao (2.1) nos garante, por exemplo, que se A é impar e v é par, entdo para que exista
um (v, k, A)-design é necessario que k seja par. Deste modo, nao existe um (2m, 2n+1,2s+1)-

design para quaisquer inteiros positivos m,n e s.

Para qualquer conjunto finito X, observe que (X,{X?}) é um (v, k, A)-design onde v =
k = ]X| e A = 1. Chamamos tal design de trivial. Note que se |X| > 2, o design trivial
possui mais pontos do que blocos. Sera que isto ocorre nos designs nao triviais também? A

resposta é negativa, pois designs nao triviais satisfazem a proposicao abaixo.

Proposigao 2.7. (Desigualdade de Fisher [44]) O nimero de blocos de um design nao trivial

¢ maior ou igual ao nimero de pontos.

Conforme podemos ver no Exemplo 2.3, existem designs onde vale a igualdade na Desi-
gualdade de Fisher. Designs com esta propriedade sao denominados designs simétricos, isto
¢, um design ¢é dito simétrico se possui o mesmo nimero de pontos e blocos.

Designs simétricos recebem um tratamento especial dentro da teoria de designs. O sim-
ples fato de termos v = b garante uma série de propriedades adicionais que nao valem nos
demais designs. Uma delas se refere a cardinalidade da intersecao de blocos, conforme segue

no préximo resultado.

Proposicao 2.8. [76] Dado (X, ) um (v, k, \)-design simétrico com = {By, B, ..., By},
vale a igualdade | B; N B;| = X para quaisquer blocos distintos B; e B;.

O resultado acima nos garante que o nimero de elementos na interseccao de dois blocos
arbitrarios de um design simétrico é sempre o mesmo. Em particular, esta propriedade
¢ atingida no Exemplo 2.3. Por outro lado, no design nao-simétrico do Exemplo 2.4, a
cardinalidade da interseccao de dois blocos pode ser 0 ou 1, isto é, a propriedade é “quase
atingida”. Neste caso, dizemos que o design é quase-simétrico. Em termos mais rigorosos,

temos a definicao abaixo.
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Definigao 2.9. Um (v, k, A)-design é dito ser quase-simétrico se existem dois valores x e y

tais que |B; N B;| = x ou |B; N B;| = y para quaisquer blocos distintos B; e B;.

Conforme mencionado no inicio deste capitulo, nao discutiremos a fundo os resultados
da teoria de designs. Neste sentido, por enquanto nos limitamos apenas em informar que
designs quase-simétricos estao intimamente ligados com outros conceitos combinatérios tais
como planos afins e grafos fortemente regulares (ver [34, 44, 58]). Por sua vez, o conceito
de grafo fortemente regular servird como base para alguns dos nossos resultados no Capitulo
3, incluindo aqueles em [68] e [69]. Outra estrutura que usaremos em nossos resultados é a

matriz de Hadamard, a qual descreveremos brevemente na préxima segao.

2.2 Matriz de Hadamard

A desigualdade de Fisher (Proposigao 2.7) afirma que o nimero b de blocos em um design
nao trivial é sempre maior ou igual ao nimero de pontos v deste design. Além disso, vimos
que existem casos onde a igualdade é atingida, como no (7,3,1)-design exibido no Exemplo
2.3. Visto que designs simétricos satisfazem b = v, entao podemos caracterizar esta classe de

designs a partir de uma simples aplicagao da Proposicao 2.6.
Proposicao 2.10. [76] Um (v, k, \)-design ¢é simétrico se, e somente se,

k(k—1) = Av —1). (2.3)

Pela proposicao acima, dois dos trés parametros v, k e A de um design simétrico sao livres

e o terceiro é determinado pela igualdade (2.3).

Talvez a categoria mais especial de designs simétricos seja o caso A = 1, isto é, designs
com parametros (k(k — 1) + 1,k,1). Esta classe de designs corresponde a uma estrutura
muito famosa no estudo de geometrias finitas chamada de plano projetivo. Tal caracterizacao
decorre do fato de (X, ) ser um (v, k, 1)-design com k > 2 se, e somente se, (X, /) é um

plano projetivo (ver Teorema 2.21 do livro [44]).

Existem varias conexoes entre planos projetivos e nimeros de Ramsey, como por exemplo,

as estabelecidas em [17, 19, 36, 55, 63]. J4 estudamos brevemente algumas destas relagoes
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em [66]. No entanto, no nosso trabalho atual nao abordaremos planos projetivos, mas sim

outra classe de designs simétricos, as chamadas matrizes de Hadamard.

2.2.1 Definicao algébrica

Definicao 2.11. Uma matriz quadrada H de ordem n é dita ser uma matriz de Hadamard
quando:
(1) toda entrada de H é igual a 1 ou -1;

(n) HHT = nl,, onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

Visto que as entradas de H devem ser formadas pelos elementos 1 e -1, entdo o item ()
da definicao acima pode ser substituido pela seguinte condicao:
(1) os vetores formados pelas linhas de H sao dois a dois ortogonais, isto é, possuem produto
escalar nulo.
Outra propriedade que decorre ainda é:

(12") os vetores formados pelas colunas de H sao dois a dois ortogonais.

A titulo de exemplificacao, exibimos abaixo matrizes de Hadamard de ordens 1, 2 e 4,

respectivamente. Destacamos que com ordem 3 nao existe.
Exemplo 2.12.

-1 -1 -1 -1

( 1 1 1 -1 1 -1
)

1 -1 -1 -1 1 1

1 -1 -1 1

Segue das propriedades (#') e (1”) que a permutacao de linhas ou de colunas em uma
matriz de Hadamard ainda a deixa de Hadamard. Do mesmo modo, se multiplicarmos uma
linha ou uma coluna de uma matriz de Hadamard por —1, entao a matriz resultante também

continua sendo de Hadamard. Neste sentido, surge o conceito de normalizacao.

Definicao 2.13. Uma matriz de Hadamard é dita ser normalizada se todas as entradas da

primeira linha e da primeira coluna desta matriz sao iguais a 1.
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Observe que as matrizes de ordem 1 e 2 no Exemplo 2.12 sao normalizadas, por sua vez,
a matriz de ordem 4 nao é. No entanto, podemos a normalizar multiplicando a primeira e a

terceira linha por -1, gerando

11 1 1
1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

O fato de podermos normalizar qualquer matriz de Hadamard assegura que existe uma
matriz de Hadamard de ordem n se, e somente se, existe uma matriz de Hadamard normali-

zada de ordem n. Um questionamento natural é dado abaixo.

Questao 2.14. Para quais valores de n existe uma matriz de Hadamard (normalizada) de

ordem n?

Como os vetores formados pelas linhas distintas de uma matriz de Hadamard devem ter
produto escalar nulo, entao uma condicao imediata é que, para n > 1, a ordem da matriz
nao pode ser impar, isto ja explica a nao existéncia de uma matriz de Hadamard de ordem
3. Utilizando argumento um pouco mais elaborado, é possivel mostrar que se existe uma
matriz de Hadamard de ordem n > 3, entdao n = 0 (mod 4). Acredita-se que a reciproca
deste resultado é verdadeira. Na verdade, esta é uma emblematica conjectura que perdura a

varias décadas.

Conjectura 2.15. (Jacques Hadamard, 1893) Para n > 3, existe uma matriz de Hadamard

de ordem n se, e somente se, n = 0 (mod 4).

Embora nao saibamos sobre a existéncia de uma matriz de Hadamard de ordem n para
n (multiplo de 4) arbitrério, na literatura existem construgoes de vérias classes, algumas das
principais exibidas por Paley [60]. Os casos remanescentes costumam ser tratados de modo
isolado. Neste sentido, os artigos [26, 27, 48] exibem matrizes de Hadamard de ordem 956,
764 e 428, respectivamente. Segundo [27], os tinicos valores n < 1000 para os quais nao se
sabe ainda a veracidade da conjectura sao n=668, 716 e 892. Para o leitor mais interessado

no assunto, sugerimos a leitura de [75].
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2.2.2 Caracterizagao via designs simétricos

Seja (X, ) um (v, k, \)-design com X = {zy,29,...,2,} e f = {B1, B, ..., By}. Podemos
associar uma matriz de incidéncia a este design indexando as linhas dessa matriz pelos b
blocos de [ e as colunas pelos v elementos de X. Neste caso, para cada B; € 3 e para cada

r; € X, a entrada a;; da matriz ¢ definida por

1 se T; € B;;
0 se x; & B;.

@ij =
Em particular, a matriz de incidéncia de um design simétrico é quadrada pois, neste caso,

b = v. Vejamos um exemplo simples.

Exemplo 2.16. Considere (X, ) o (7,3,1)-design exibido no Exemplo 2.3. A matriz de

incidéncia deste design é, a menos de permutacao de linhas ou colunas,

1110000
0011100
1000110
1001001
0100101
00100171
0101010

Observe que se trocarmos 0 por -1 e adicionarmos uma primeira linha e uma primeira

coluna formado apenas pelo elemento 1, obtemos a seguinte matriz
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L T = S G T
—_
|
—_
|
—_
|
—_
[S—y
—_
|
—_

Note que os vetores formados pelas linhas da matriz acima sao dois a dois ortogonais,
gerando assim uma matriz de Hadamard normalizada de ordem 8. Um questionamento

natural segue.

Questao 2.17. A construcao da matriz de Hadamard acima foi coincidéncia ou existe alguma

forte relagao com designs?

A construcao acima nao é um caso isolado. De modo geral, se considerarmos a matriz de
incidéncia de um (4¢ — 1,2t — 1,¢ — 1)-design (simétrico), trocarmos o elemento 0 por -1 e
adicionarmos uma linha e uma coluna de 1’s a esta matriz, entao a matriz quadrada de ordem
4t resultante ¢ uma matriz de Hadamard. Um fato interessante é que a reciproca também é
verdadeira. Isto é, seja H uma matriz de Hadamard de ordem 4t na forma normalizada e A

uma matriz quadrada com ordem 4t — 1 de modo que

Se trocarmos todos as estradas -1 da matriz A por 0, a matriz resultante serd a matriz de
incidéncia de um (4t — 1,2t — 1,¢ — 1)-design.
Em termos mais precisos, seja J a matriz quadrada de ordem 4t — 1 com todas as entradas

sendo 1. Considere duas matrizes D e A com esta mesma ordem tais que

2D = A+ J. (2.4)
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E possivel mostrar algebricamente que D é a matriz de incidéncia de um (4t —1,2t—1,t—1)-

design se, e somente se,

¢ uma matriz de Hadamard (recomendamos ver [77]). Em particular, esta caracterizagao

assegura o seguinte resultado.

Teorema 2.18. [77] Existe um (4¢t—1,2t—1,t—1)-design (simétrico) se, e somente se, existe

uma matriz de Hadamard de ordem 4¢.

O resultado acima permite tratarmos matrizes de Hadamard como um caso particular de
designs simétricos. No inicio desta subsecao, ja construimos uma matriz de Hadamard via
design exibido no Exemplo 2.3. A titulo de exemplificacao, agora faremos o inverso, isto €,

construiremos um design a partir de uma matriz de Hadamard.

Exemplo 2.19. Considere H a matriz de Hadamard normalizada de ordem 12 abaixo

—_ —_ —_ —_ —_ —_
—_ —_ —_ —_ —_
— — — = — —
—_ —_ —_ —_ —_ —_
| I = I = | w = R
—_ —_ —_ —_ —_ —_
—_ —_ —_ —_ —_
—_ —_ —_ —_ —_
—_ [ I R
—_ —_ —_ —_ —_
—_ —_ —_ —_ —_ —_
—_ —_ —_ —_ —_
—_ —_ —_ —_ —_

Il
P S S e T e T e T e T = WO = WO =S =

—_
|
—_
—_
—
—_
|
—_

-1 -1 1 -1 -1

Eliminando a primeira linha e a primeira coluna desta matriz, obtemos uma matriz quadrada
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A de ordem 11. Aplicando equacao (2.4), chegamos na matriz D abaixo, a qual é a matriz

de incidéncia de um (11,5,2)-design (simétrico)

0101110007120
00101110001
10010111000
01001011100
001 001O011T1F0
D=1000100101T11
10001001011
1 1T00010O01O01
11100010010
01110001001
10111000100

2.2.3 Matriz de Hadamard simétrica

De acordo com a Conjectura 2.15, acredita-se existir uma matriz de Hadamard de ordem
4t para todo inteiro positivo t. Embora esta conjectura ainda perdure hé mais de 100 anos,
existem na literatura muitas classes ja conhecidas. Tanto que, para t < 250, s6 nao se conhece
ainda uma matriz de Hadamard de ordem 4t para t = 167,179, 223. Ja para t < 500, segundo

[27], a conjectura ainda estd aberta para 13 casos:
t=167,179,223,251,283, 311, 347, 359, 419, 443, 479, 487, 491. (2.5)

Coincidéncia ou nao, todos estes nimeros sao primos e congruentes a 3 (mod 4).

Embora menos badalada, existe uma versao mais forte para a conjectura de Hadamard.

Conjectura 2.20. Para n > 3, existe uma matriz de Hadamard simétrica de ordem n se, e

somente se, n = 0 (mod 4).

Por ser uma versao mais forte, é natural que o niimero de casos abertos na Conjectura 2.20

seja maior do que na Conjectura 2.15. Segundo [3], é conhecida uma matriz de Hadamard
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Tabela 2.1: Construgoes de matrizes de Hadamard simétricas

ordem hipétese
2t t inteiro positivo
p+1 p' = 3 (mod 4) poténcia de primo
2(p' +1) p' =1 (mod 4) poténcia de primo
(a—1)2 a e a — 2 poténcias de primos
4k? existe um (2k? — k, k, 1)-design
h? h a ordem de uma matriz de Hadamard
k k o produto da ordem de outras matrizes de Hadamard simétricas

simétrica de ordem 4t para todo inteiro positivo ¢ < 100, exceto para 6 casos:
t =59,65,67,81,89,93.

Em contraste com os valores que exibimos em (2.5), os menores valores em aberto para
esta versao nao sao todos primos e nem todos congruentes a 3 (mod 4). Porém, sao todos

nimeros impares.

Em nossa pesquisa, utilizamos fortemente como hipotese a existéncia de classes de de-
signs para determinar com exatidao certos nimeros de Ramsey. Dentre estas classes, inclui-se
matrizes de Hadamard. No entanto, as propriedades desta classe de designs por si s6 nao
foram suficientes para o éxito em nossos resultados. Felizmente, conforme [68], veremos no
Capitulo 3 que a hipotese adicional de simetria na matriz em questao permite a construcao
de classes exatas para os numeros de Ramsey. Neste sentido, vale a pena destacar algumas
construcgoes de matrizes de Hadamard simétricas ja conhecidas na literatura. Seguem na Ta-
bela 2.1 algumas classes listadas no apéndice em [77]. Ressaltamos ainda que existem muitas
outras construcoes que nao colocamos nesta tabela por envolver conceitos nao trabalhados
aqui nesta tese. Para o leitor interessado em uma leitura mais aprofundada sobre este tema,

sugerimos a referéncia [77].



CapriTULO 3

Numeros de Ramsey via designs

combinatorios

Nosso objetivo agora é estudar o nimero de Ramsey M, (K> ,,;2) bem como algumas de suas
conexoes com certos designs combinatérios. Mais especificamente, usaremos propriedades de
matrizes de Hadamard e grafos fortemente regulares para construir uma estimativa inferior
para o My(Ks,;2). Apds isto, iremos em busca de estimativas superiores para verificar o
quao perto nossos resultados estao do valor exato. Veremos que as estimativas inferior e
superior obtidas diferem em apenas uma unidade. Deste modo, qualquer refinamento desses
limitantes, por menor que seja, produz a computacao de valores exatos. Neste sentido,
buscaremos condigoes (hipdteses) para o refinamento do limitante superior em uma unidade
e assim produzir classes exatas. Deste modo, ficara provado que nossa construcao é, sob

certas hipoteses, 6tima.

Destacamos que todos os resultados nao referenciados nas duas primeiras segoes deste

capitulo constam no artigo [68].

3.1 Construcao do limite inferior

Muitas das estimativas que conhecemos para os ntimeros de Ramsey foram obtidas a partir
de certas classes de designs combinatérios, tais como planos projetivos ([46, 63]), design
resoluveis ([29]), grafos fortemente regulares ([30]), conjuntos diferenga (]20]), designs que
admitem polaridade ([35, 64]), entre outros. Para o leitor interessado em maiores detalhes

sobre algumas destas conexoes, salientamos que varias delas sao brevemente descritas em
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[37, 65]. Destacamos um destes célebres resultados no teorema abaixo.

Teorema 3.1. (Exoo, Harborth e Mengersen [30]) Para todo inteiro n > 2, temos

r(Kan;2) = 4n — 2 se, e somente se, existe um (4n — 3,2n — 2,n —2,n — 1)-GFR.

Em particular, o teorema acima afirma que a existéncia de um grafo fortemente regular
com parametros (4n — 3,2n — 2,n —2,n — 1) produz a estimativa M;(Ks,;2) > 4n — 2. Tal
fato pode ser generalizado para o nimero M(K>,;2). Mas neste caso, apenas a existéncia
de grafos fortemente regulares nao é capaz de produzir boas estimativas. No entanto, a
combinacao de tal estrutura com matrizes de Hadamard faz com que a existéncia destas duas
classes de designs produza limitantes 6timos. Acreditamos que esta construgao pode ser
encarada como o principal resultado desta monografia. De fato, segundo nossas pesquisas,
esta parece ser a primeira vez onde uma classe exata para um nimero de Ramsey é produzida

a partir da existéncia de nao apenas uma, mas sim duas classes de designs.

Para construgao do limite inferior, faremos uso dos dois lemas abaixo.

Lema 3.2. Seja G um (4n — 3,2n — 2,n — 2,n — 1)-GFR. Dados vértices distintos a e b,
denote
G1={ceV(G)—{a,b} : {a,c} € E(G),{b,c} € E(G)};
Gy = {c e V(G) —{a,b} : {a,c} & E(G), {b,c} € E(G)};
Gy = {c € V(G) —{a,b} : {a,c} € E(G),{b,c} € E(G)};
Gy ={c e V(G) —{a,b}: {a,c} & E(G),{b,c} € E(G)}.
Temos |G;| <n — 1 para todo i = 1,2, 3,4.

Demonstracao: Denote por G o complementar do grafo G em relacio ao grafo completo
Kyn_3. Pela hipétese e pelo Coroldrio 1.21, G e G sdo (4n — 3,2n — 2,n — 2,n — 1)-GFR.

Deste modo, convém dividirmos a demonstragao em dois casos.

Caso 1: Se {a,b} € E(G). Entao o fato de G ser um (4n—3,2n—2,n—2,n—1)-GFR implica
que |G| = n—2. Além disso, como {a, b} & E(G) e G também é um (4n—3,2n—2,n—2,n—1)-

GFR, temos que |G2| =n — 1. Sendo G um grafo (2n — 2)-regular,

|Gi| + |G| + {0} = da(a) =2n =2 e |Gi| + |Gu| + [{a}| = da(b) = 2n = 2,
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donde concluimos que |G3| = |G4| =n — 1.

Caso 2: De modo andlogo, se tivermos {a,b} ¢ F(G), entao |G| =n —1e |Gy] =n — 2.
Além disso, como |G1| + |G3| = dg(a) = 2n — 2 e |G1] + |G4| = dg(b) = 2n — 2, obtemos
|G| = |G4| =n — 1. 0

Lema 3.3. Seja M = (m,; ;) uma matriz de Hadamard de ordem m. Dados inteiros distintos

1,7 com 1 <14,7 <m, denote
L ={ke{l,2,....m} :m;, =1em;; =1};
L={ke{l,2,....m}:mi=—1em; =—1};
Iy={ke{l,2,....m} mipy=1em; =—1}
ILi={ke{1,2,....m} :m; =—1em;, =1}

Temos |I1| + |Ia] + |I5] + | 14| = m e || + | 2| = m/2.

Demonstracao: Note que {1y, I5, I3, I} é uma particao do conjunto {1,2,...,m}. Assim,
[+ |Lo] + [I3] + |1a| = m. (3.1)

Além disso, como M ¢é uma matriz de Hadamard e i # j, temos que Y~ m;y - mj; = 0.
Portanto,

|| + || — |I3| — |14] = 0. (3.2)

Somando as igualdades (3.1) e (3.2), concluimos que |I;| + |Is| = m/2. O

De posse dos dois lemas acima, estamos aptos a demostrar uma das nossas principais

construcoes, conforme resultado abaixo.

Teorema 3.4. Suponha que exista um (4n — 3,2n — 2,n — 2,n — 1)-GFR e uma matriz de

Hadamard simétrica de ordem m, entao
Mm<KQ,m(n—1)+l; 2) > 4n — 2.

Demonstracao: Seja G um (4n—3,2n—2,n—2,n—1)-GFR e M = (m, ;) uma matriz de Ha-

damard simétrica de ordem m. Denote os vértices de G por {1,2,...,4n—3} e as 4n—3 classes
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de vértices do grafo K(ay—g)xm por Ly, Lo, ..., Lyy—3 onde L; = {(i,1),(,2),...,(i,m)} para
cadai=1,2,...,4n — 3.

Considere a bicoloracao de arestas v : E(K(4p—3)xm) — {—1,1} definida por

m; se {a,b} € E(G);

o ({(a,0), (b, 1)}) =
-m;; se {a,b} & E(G).

Observe que 1) estd bem definida pois M é uma matriz simétrica com m;; € {—1,1} para

todo 1 <14,5 <m.

Afirmagao: Na bicoloracao 1, dois vértices distintos do K(4,—3)xn estao simultaneamente
ligados a no méximo outros m(n — 1) vértices por uma mesma cor.

Dados vértices distintos v; = (a,i) e vy = (b,j) e uma cor w € {—1, 1}, seja d(vy,ve, w) 0
nimero de vértices do K,—3)xm que estao simultaneamente ligados a vy = (a,1) e vy = (b, 7)
pela cor w. Devemos mostrar que §(vy, v, w) < m(n — 1). Para isto, dividiremos a demons-
tracao em trées casos:

(1) a#bei=j;
(1) a=bei#y;
() a £bei+#j.

Caso (1) Vamos estimar a quantidade de vértices (¢, k) que estdo simultaneamente ligados a
v = (a,1) e vo = (b,7) pela cor w. Se w = m;y, devemos ter {a, c}, {b,c} € E(G). Por outro
lado, se w = —m, i, devemos ter {a, c}, {b,c} ¢ E(G). Mas G é um (4n—3,2n—2,n—2,n—1)-
GFR, assim, de ambas as formas temos no maximo n — 1 possibilidades para c e, portanto,
no méaximo m(n — 1) possibilidades para (¢, k). Isto garante que d(vy,v9, w) < m(n — 1).

Caso (n) Considerando a notacao do Lema 3.3, temos que o niimero de vértices simultanea-
mente ligados a v; = (a,i) e vo = (a,j) pela cor w é |I1|(2n — 2) + |I2|(2n — 2) pois o grau

do vértice a tanto em G quanto em G é 2n — 2. Assim, pelo Lema 3.3,
(5(1)1,’02,10) = (‘Ill + ‘IQD(QTL — 2) = m(n — 1)

Caso (u1) Se w = 1, para que um vértice (c, k) esteja simultaneamente ligado a vy = (a,i) e

ve = (b, 7) pela cor w é necessério e suficiente que um dos casos abaixo ocorra:
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a) {a,c} € E(G), {b,c} € E(G), mi, =1 em; =1,

b) {a,c} & E(G), {b,c} & E(G), miy, = —1 e myy = —1;
) (¢} € B(G), {b,c) & B(G), my =1 my = 1.
Q) fa,c} ¢ B(C), {b.c} € B(G), mox = —Temyy =1

Deste modo, usando as notagoes dos Lemas 3.2 e 3.3, segue que
6(v1,v2,1) = |G1|[I1| + |Ga| I2| + |Gs|1s] + [Gal[L4].

Mas o Lema 3.2 garante que |G;| < (n — 1) para todo i = 1,2,3,4 e o Lema 3.3 afirma que
(L] + |Io| + [I3] 4 14| = m, logo

0(vr, vz, 1) < (n = 1)(Ma| + [fof + [Ls| + [1a]) = m(n —1).

Por outro lado, se w = —1, para que o vértice (¢, k) esteja simultaneamente ligado a v; = (a, 1)
e v = (b, 7) pela cor w é necessério e suficiente que um dos casos abaixo ocorra:

a) {a,c} € E(G), {b,c} € E(G
b) {a,c} ¢ E(G), {b,c} & E(G

c) {a,c} € E(G), {b,c} & E(G), miy = —1em;; =1;
d) {a,c} &€ E(G), {b,c} € E(G), miy =1 emj; =—1.

Pelo mesmo argumento utilizado quando w = 1, obtemos

), i =—1em;r=—1;
)

s My =1em;y =1

0(v1,v2, —1) = [G[|L2] 4 |Ga|| ] + |G| Lu| + |Gl |13]
< (n—=1)(L] + [L| + [13] + [14])
=m(n—1).
Em todos os possiveis casos, garantimos que §(vy, v, w) < m(n — 1). Portanto, na bico-

loracao ) nao ha K y,(,—1)41 monocromatico. Isto mostra que Mm(Kg,m(n_l)H; 2) >4n—2.0

3.2 Construcao do limite superior

Sabemos que existe uma matriz de Hadamard simétrica M de ordem 1, a saber, M = (1).

Deste modo, o Teorema 3.4 afirma que a existéncia de um grafo fortemente regular com
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parametros (4n — 3,2n — 2,n — 2,n — 1) garante o limitante M;(Ks,,;2) > 4n — 2. Por
outro lado, ja sabemos pelo Teorema 3.1 que este limitante é 6timo. Neste sentido, surge
um questionamento natural: serda que a construgao exibida no Teorema 3.4 é 6tima para m

arbitrario ou apenas m = 17

Em busca de respostas para esta pergunta, podemos utilizar o proximo resultado como
ferramenta. Tal resultado foi inicialmente apresentado na dissertacdo [66] e posteriormente

publicado em [68]. Neste sentido, omitiremos sua demonstracao.

Teorema 3.5. Dados s, k,ni,ns,...,n; inteiros positivos com k£ > 2. Se ¢ é um inteiro

positivo tal que

kes (%) > i(n —1) (‘;) (3.3)

entao MS(KQ,TU) K2,n2a Ce K27nk) S C.

Como consequéncia imediata da ferramenta acima, as seguintes estimativas foram obtidas

em [66] e [68].

Teorema 3.6. Dados k,nq,ns,...,n; inteiros positivos com k > 2, denote S = Zle n;.

Valem as estimativas:
(Z) Ml(Kan, K2,n17 ey K2,n1) S ]C(S —k + 1) -+ 2.
(1) Para todo s > 2, My(Kopn,, Kopys-o s Kon,) < [

k(S—lH—l)—lerQ‘
S

Vimos no Teorema 3.4 que, sob certas hipoteses nas variaveis m e n, vale a estimativa
4n — 2 < Mo (Ko pn—1)+1; 2)- (3.4)
Por outro lado, uma simples aplicacao do Teorema 3.6 assegura que
M (Ko mm-1)41:2) < 4n —1 (3.5)

para todo m > 2. Como estes limites diferem em apenas uma unidade, entao para cada
instancia m e n fixada (satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.4), ou vale a igualdade na
desigualdade (3.4) ou na desigualdade (3.5). Note que para m = 1, o Teorema 3.1 garante

que a igualdade vélida é no limite inferior. Neste sentido, surge o indagamento: sera que é
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possivel refinar em uma unidade o limite superior (3.5) ou o limite inferior s6 vale quando
m =17
O préximo resultado nos auxiliara a mostrar que se m é suficientemente grande em relagao

a n, entao a estimativa (3.5) pode sim ser melhorada.

Proposigao 3.7. Dados inteiros s,n > 2 tais que s > 2y/n + 1, temos

S

dn —4
M, (Ko, 2) < [ n 1 +2.

Demonstragao: Denote ¢g = [(4n —4)/s| + 2. Pelo Teorema 3.5, é suficiente mostrarmos

(F) (%)

s°c* — (25 +4n — 2)sc+ s> +2s +4n — 4 > 0.

que ¢ = ¢q satisfaz a inequagao

ou equivalentemente,

Sejam 3 =2s+4n —2 e v = s> + 2s + 4n — 4. Considere a funcao f(c) = s?c®> — Bsc+ 7
para ¢ € R. Precisamos mostrar que f(cg) > 0. Como f é uma fungao quadrética cuja maior

raiz é (ﬁ ++/ % — 47)/(23), entao basta mostrarmos que
co > (B+/B2—47)/(2s).

A hipdtese s > 2v/n + 1 implica que (s — 1)* > 4n. Consequentemente, a inequagao
s —2s —4n + 15/4 > 0 é vélida. Equivalentemente, (3 —4)? > 3% — 4y + 1. Combinando

os argumentos acima, verifica-se que

5 VT [0 JFY) | 5P
2s - 25 25 ’

Co =

Portanto, a prova estda completa. O

De posse do resultado acima, conseguimos melhorar a estimativa (3.5) em uma unidade

quando m > 4n, conforme segue.
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Corolario 3.8. Dados inteiros n,m com m > 4n, temos
Mm(KQ,m(n—l)—i-l; 2) <d4dn —2.

Demonstragao: Basta verificarmos que m > 24/m(n — 1) + 1+1 e aplicarmos a Proposicao
3.7, isto é, basta mostrarmos que (m — 1)® > 4m(n — 1) 4+ 4. Mas isto é claramente valido

pois m > 4n. O

Uma combinagao do Teorema 3.4 com o Corolario 3.8 produz um dos principais resultados

do artigo [68], resultado este retratado abaixo.

Teorema 3.9. Suponha que exista um (4n — 3,2n — 2,n — 2,n — 1)-GRF e uma matriz de

Hadamard simétrica de ordem m com m > 4n, entao
Mm(K2,m(nfl)+1; 2) =4n — 2.

Segundo os Teoremas 3.1 e 3.9, a existéncia de um (4n—3,2n—2,n—2,n—1)-GRF e uma
matriz de Hadamard simétrica de ordem m produz a igualdade M,,(Ksmn—1)+1;2) = 4n —2
para m = 1 e para m > 4n, respectivamente. Mas o que sera que acontece quando m
estd no intervalo 1 < m < 4n? Neste caso, as estimativas inferior e superior exibidas nos
Teoremas 3.4 e 3.6 diferem em uma unidade e o Corolario 3.8 nao é aplicavel. No entanto,
acreditamos que a construcao do Teorema 3.4 também é 6tima neste caso, isto €, temos a

seguinte conjectura.

Conjectura 3.10. Suponha que exista um (4n — 3,2n —2,n — 2,n — 1)-GRF e uma matriz

de Hadamard simétrica de ordem m, entao

Mm(KQ,m(n—l)—H; 2) =4n — 2.

3.3 Classes exatas

Observe que a hipdtese do Teorema 3.9 envolve grafos fortemente regulares e matrizes de
Hadamard. Por sua vez, conforme ja mencionado no Capitulo 2, tais estruturas entao inti-

mamente ligadas com designs quase-simétricos e designs simétricos, respectivamente. Neste



3.3 Classes exatas 58

sentido, nosso objetivo agora é determinar algumas classes exatas numéricas para os nimeros
de Ramsey utilizando como ferramenta o Teorema 3.9 juntamente com classes de designs ja

conhecidas na literatura.

Vimos na Proposigao 1.22 que existe um grafo fortemente regular com parametros (4n —
3,2n — 2,n — 2,n — 1) quando 4n — 3 é poténcia de primo. Deste modo, uma aplicagao do

Teorema 3.9 assegura o resultado abaixo.

Teorema 3.11. Sejam p,r e « inteiros positivos com p primo e p® = 1 (mod 4). Se existe

uma matriz de Hadamard simétrica de ordem 4r com 4r > p®, entao
M4T(K2,r(pafl)+l; 2) = pa + 1.

Demonstragao. Seja n = (p* + 3)/4 e m = 4r. Entao n é um inteiro com 4n — 3 poténcia
de primo, logo a Proposigao 1.22 assegura que existe um (4n — 3,2n — 2,n — 2,n — 1)-GFR.
Além disso, as hipé6teses 4r > p® e p® = 1 (mod 4) implicam que m = 4r > p* + 3 = 4n.

Portanto, a demonstracao segue do Teorema 3.9. [

Jacques Hadamard conjecturou em 1893 que para todo inteiro positivo r existe uma matriz
de Hadamard de ordem 4r. Vimos na Conjectura 2.20 uma versao mais forte na qual afirma
existir uma matriz de Hadamard simétrica com tal ordem. De acordo com [3], o menor valor
de r para o qual ainda nao se sabe se existe uma matriz de Hadamard simétrica de ordem
4r é r = 59. Note que se esta conjectura for valida, entao a relevancia dos Teoremas 3.4, 3.9

e 3.11 aumenta. Em particular, teremos o resultado abaixo.

Conjectura 3.12. Para inteiros positivos p,r, a com p primo, p® = 1 (mod 4) e 4r > p°,
vale a igualdade

M4T(K2,r(pafl)+l; 2) = pa + 1.

Mesmo que a Conjectura 2.20 nao seja valida, ainda assim existem varias classes de
matrizes de Hadamard simétricas, dentre as quais, aquelas que destacamos na Tabela 2.1.
Portanto, uma simples aplicagao do Teorema 3.11 garante as classes exatas abaixo.
Teorema 3.13. Sejam p,r e « inteiros positivos com p primo, p® = 1 (mod 4) e 4r > p°.

Se 4r satisfaz uma das hipéteses da Tabela 3.1, entao

M4T(K2,r(p°‘—1)+l; 2) = pa + 1.



3.3 Classes exatas

99

Tabela 3.1: hipdtese adicional ao Teorema 3.13

4r= hipétese adicional
2t t inteiro positivo
¢ +1 ¢' = 3 (mod 4) poténcia de primo
2(¢"+1) ¢ =1 (mod 4) poténcia de primo
(a—1)2 a e a — 2 poténcias de primos
4K* existe um (2k% — k, k, 1)-design
h? h a ordem de uma matriz de Hadamard
k k o produto da ordem de matrizes de Hadamard simétricas




CapriTULO 4

Niuimero de Ramsey multipartido para

estrelas

H& varios trabalhos dedicados ao estudo dos nimeros de Ramsey envolvendo estrelas, isto
é, grafos bipartidos do tipo K;,. Particularmente interessante, este tema esta diretamente
relacionado com o grau dos vértices. De fato, um grafo G' nao contém uma estrela K, se, e

somente se, A(G) < n — 1. Neste sentido, temos que:

O maior valor ¢ para o qual podemos particionar K; em dois grafos GG; e G5 tais

que A(G1) <neA(Gy) <nét=r(Ki, K, — 1.

Relagoes como a destacada logo acima fazem com que o nimero de Ramsey para estrelas
esteja diretamente relacionado com temas na teoria dos grafos nos quais os graus dos vértices
desempenham papel importante, como por exemplo, grafos t-fatoraveis e indices cromaticos,
abordados brevemente no Capitulo 1. Utilizaremos algumas destas relagoes no decorrer deste

capitulo dividindo-o em duas secoes independentes.

Na primeira secao, determinaremos o valor do nimero de Ramsey multipartido para
estrelas, estendendo inclusive alguns resultados classicos na literatura. Destacamos que parte

dos resultados presentes nesta segao foram recentemente publicados em [67].

Na segunda secao, exibiremos uma relacao de fatoragoes de grafos com a métrica de Lee,
estabelecendo assim uma rara conexao entre ambos os temas. Os resultados desta secao

integram uma pesquisa corrente ainda nao finalizada, cuja versao preliminar é dada em [70].
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4.1 Calculo do valor exato

Em 1972, Chvatal e Harary [21, 38| calcularam o nimero de Ramsey para duas estrelas
arbitrarias r(Ki ., K1,,m). No entanto, conforme mencionado por Irving [46], “muitos dos
mais interessantes problemas aparecem no caso k£ > 2”. Em particular, Irving utilizou o
indice cromatico de grafos completos para calcular o nimero (Ko, ..., K;2). Neste mesmo
trabalho, Irving determinou também o valor de r(Kys,...,K;13). Todos estes resultados

foram estendidos por Burr e Roberts [15], conforme segue.

Teorema 4.1. (Burr e Roberts [15]) Dados inteiros positivos k,ny,...,n; > 2, denote S =

S n;. Entdo

S—k+1 seS—kealgum n; sao pares.
T(Kl,nla ce 7K1,nk) =

S—k+2 seni,ng,...,ng sao impares ou S — k é impar.

Em particular, o teorema acima assegura que
S—k’—f-]_ ST(KLnl?""KLnk) SS—]{?—I—Z

para parametros arbitrarios. Tal estimativa pode ser facilmente estendida para o ambito dos

numeros de Ramsey multipartidos conforme resultado abaixo.
Proposigao 4.2. Dados inteiros s > 1, k,ny,...,n; > 2, seja S = Zle n;. Temos
[(S—k)/s| +1 < My(Kiny,. .., Kin,) < [(S—k)/s| +2. (4.1)
Demonstracgao: O limite inferior segue do Lema 1.38 e do Teorema 4.1, notando que
[(S—k+1)/s] = |(S—k)/s|] + 1.

Resta entao mostrarmos o limite superior. Seja ¢ = | (S — k)/s| + 2. Tome uma k-coloracao
do grafo K..s. Para cada 1 < ¢ < k, considere H; o subgrafo de K.., induzido pela cor
i. Fixando um vértice v de K.ys e denotando por d;(v) o grau de v em H;, note que
Zle d;(v) = (¢ — 1)s. Logo, pela escolha de ¢,

k k

Y di(w)=(c—1)s>(S—k) = (n;—1).

=1 =1



4.1 Célculo do valor exato 62

Assim d;(v) > nj; — 1 para algum j com 1 < j < k. Deste modo, existe uma coépia mono-

cromética do K, na cor j e, portanto, My(Kip,,..., K1) <c=[(S—k)/s|] +2. O

O limitante inferior produzido no resultado acima foi uma simples aplicacao do Lema 1.38

e do Teorema 4.1. Podemos refina-lo usando o Lema 1.36 e o Teorema 1.5.
Proposicao 4.3. Sejam inteiros s > 1, k,nq,...,n, > 2. Para S = Zle n;,
[(S—k—=1)/s] +2 < MKy, ., K1)
Demonstracao: Seja ¢ = [(S —k —1)/s| + 1. Pelo Teorema de Vizing (Teorema 1.5),
X (Kexs) SA(Kexs) +1=(c—1s+1=|(S—k—-1)/s|]s+1<5—k.

Assim, pelo Lema 1.36, existe uma k-coloracao do grafo K., sem copia monocromatica de

K, na cor i para todo i = 1,..., k. Em outras palavras, M,(K1,,,...,Ki,,) >c+1. O

Quando s nao divide S—k, vale [(S—k—1)/s| = |(S—k)/s|. Deste modo, uma simples

aplicacao das Proposigoes 4.2 e 4.3 garante a classe exata a seguir.

Corolario 4.4. Dados inteiros s > 1, k,nq,...,ng > 2, denote S = Zle n;. Se s nao divide
S — k, entao
MS<K1,n17 ey Kl,nk) = L(S - ]{I)/SJ + 2.

Em vista do resultado acima, podemos assumir, daqui em diante, que s divide S — k.
Neste caso, a estimativa x'(K.xs) < s(c—1)+1 obtida via Teorema de Vizing (Teorema 1.5)
nao ¢ forte o suficiente para calcular o valor exato do My (K, ..., K1 ,,). No entanto, seu
refinamento em uma nica unidade revela-se proveitoso na obtencao de novas classes exatas.
Deste modo, conhecer o valor exato do nimero x'(K.xs) pode ser muito 1til. Neste sentido,

uma forte ferramenta para o nosso estudo ¢é o resultado abaixo.

Teorema 4.5. (Hoffman e Rodger [41]) Dados inteiros ¢ > 2 e s > 1, o grafo K., é de classe

1 se, e somente se, ¢s é par. Em particular, se cs é par, entdo x'(K.xs) = A(Kexs) = (c—1)s.

Munidos do Teorema 4.5, podemos exibir a seguinte classe exata.
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Proposicao 4.6. Dados inteiros s > 1, k,nqy,...,n, > 2, denote S = Zle n;. Suponha que

s divide S — k. Se (S — k)/s é impar ou s é par, entao
Ms(Kl,n17 e 7K1,nk) = (S — k)/s —+ 2.

Demonstragao: O limite superior é um caso particular da Proposicao 4.2 enquanto que o
limite inferior é uma variacdo da Proposi¢ao 4.3. De fato, denotando ¢ = (S — k)/s + 1,
temos por hipétese que cs é par. Logo, o Teorema 4.5 afirma que x/'(K.xs) = A(Kexs) =
(¢ —1)s = S — k. Deste modo, uma aplicacdo do Lema 1.36 garante a existéncia de uma
k-coloragao do K.«s sem copia monocromatica do K ,, na cor ¢ para todo i = 1,...,k e,

portanto, My(Ki pny,. .., Kin,) > c+1=(5S—k)/s+2. O

Ambas as classes exatas apresentadas até agora (Corolario 4.4 e Proposigao 4.6) atingem
o limite superior na estimativa (4.1). Um questionamento natural que poderia ser feito a esta
altura é se isto sempre ocorre, mas ja anteciparemos que a resposta é negativa. Exibiremos
agora uma classe exata que atinge o limite inferior em (4.1). Ressaltamos que este resultado ja
foi previamente relatado na dissertagao [66], mas devido a sua importancia no nosso contexto,
sua demonstracao sera apresentada novamente. A importancia desse resultado é intensificada
pelo fato de ser o tinico caso onde o limite superior em (4.1) nao é atingido. Isto é um fato

novo que nao sabifamos durante a dissertacao e sera provado no decorrer desta secao.

Proposicao 4.7. Dados inteiros s > 1, k,ny,...,n, > 2 com algum n; par e s impar, denote

S =% n;. Se (S —k)/s é um inteiro par, entao
MS(K17n17""K17nk) = (S—]{})/S—l-l (42)

Demonstracao: A Proposigao 4.2 produz My (K., ..., K1) > (S —k)/s + 1. Vamos
mostrar entdo que M(Ky ;. .., Kip,) < (S —k)/s+ 1 Para isto, denote ¢ = (S —k)/s+ 1
e suponha por absurdo que My(K,,,...,K1,,) > c¢. Deste modo, existe uma k-coloragao
do K s que nao contém cépia monocromatica do K ,, da cor 7 para todo i =1,2,... k.
Para cada i = 1,...,k, seja H; o subgrafo de K.« induzido pela cor i e d;(v) o grau de

um vértice v em H;. Como K ,, € H;, segue que d;(v) < n; — 1 para todo v € V(K xs).
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Observe que Zle d;(v) = (c—1)s, logo

(c—1)s = Z Z =S —k=(c—1)s. (4.3)

Deste modo, a desigualdade acima forca que d;(v) = n; — 1 para todo v € V(K.xs) e todo
i=1,2,... k.
Fixe j € {1,...,k} de modo que n; seja par (tal j existe por hipétese). Note que

20E(H;)| =Y di(v)=> (nj—1)=cs(n; — 1) = (S_k+1)3(nj—1). (4.4)

s
veV (H;) VEV (Keoxs)

Donde segue que ((S —k)/s+ 1)s(n; — 1) é par (pois ¢ igual a 2|E(H;)|). Absurdo, pois os
nimeros ((S —k)/s+1), s e (n; — 1) sdo todos fmpares. Portanto, M(K1p,,. .., Kin,) <
c=(S—k)/s+ 1, completando a demonstragao. O

O Corolario 4.4 e as Proposicgoes 4.6 e 4.7 determinam o valor exato do nimero de Ramsey
M (Kypy, ..., Ki,,) exceto quando (S — k)/s é um inteiro par, s é impar e n; é impar para
todo i = 1,...,k. Felizmente, também ¢é possivel calcular My (K ,,,..., K1, ) para este
caso remanescente. Faremos isto de dois modos, primeiro exibiremos uma demonstracao
construtiva publicada no artigo [67]. Em seguida falaremos de uma demonstracao alternativa

mais curta feita de maneira existencial utilizando resultados da literatura.

Proposicao 4.8. Dados inteiros s > 1, k,nq,...,n; > 2 com n; impar paratodoi=1,...,k,

denote S = Y% n;. Se (S — k)/s é um inteiro par e s é fmpar, entao
MS(KLTLN Tt 7K17nk) = (S - ]{7)/8 + 2.

Demonstragao: A Proposicao 4.2 garante o limite superior. Deste modo, basta mostrarmos
que My(Kypy,..., K1) > (S —k)/s + 2. Para isto, tome ¢ = (S — k)/s e denote as g + 1
classes de vértices do Kgy1)xs por L, ..., Lg, Lo, onde L, = {(a,1),...,(a,s)} para todo
a =1,...,q,00. Para mostrar o desejado, precisamos construir uma k-coloracao do grafo
K (44+1)xs sem copia monocromdtica do K7 ,, na cor ¢ para todo ¢ = 1,..., k. Tal coloracao
seré definida por uma composigao de trés fungoes auxiliares, as quais exibiremos a seguir em

trés passos, sendo uma em cada passo.
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Passo 1: Inicialmente, considere a (S — k)-coloracao v : E(Kgy1)xs) — Zg—i definida

por

(a+c)s+b+d sea,c<g;
@b({(a, b), (c, d)}) = 2as +b+d se ¢ = 00;
2cs +b+d se a = oQ;
onde T denota a classe de  médulo S — k.
A quantidade de cores incidentes em um vértice (a,b) difere nos casos a # 0o e a = 0.
Descreveremos essa diferenca com mais detalhes nas duas préximas afirmagoes.
Afirmacao 1: Paracadaa=1,...,qecadab=1,...,s, as S — k(= ¢s) arestas incidentes
no vértice (a,b) possuem S — k cores diferentes.
Para provar esta afirmacgao, suponha por absurdo que existam dois vértices distintos,
digamos (¢1,d1) e (c2,dy) com ¢; # a # co, que estejam ligados ao vértice (a,b) por uma

mesma cor. Em particular,
¢({(a7 b)v (017 d1>}) = ¢<{<a7 b)v <C27 d2)}) (45>

Vamos dividir nossa anéalise em trés casos e encontrar um absurdo em cada um deles.

1. Se ¢; = 00 e ¢y = 0o. Neste caso, (4.5) implica d; = dy, isto é, d; = dy. Como ¢; = ¢,

obtemos a contradigao (c¢q,d;) = (¢, dy).

2. Sec; < qecy <gq. Como a,cy,cy < g, temos que (4.5) implica (¢; — ¢g)s = dy — dj.
Mas |dy — dy| < s, assim, dy — d; = 0. Consequentemente, (¢; — ¢3)s = 0. Observe que
a condicao |(c; —c2)s| < (¢—1)s < S —k implica (¢; —c)s = 0, isto é, ¢; = ¢o. Assim,

novamente obtemos a contradigao (¢, d;) = (2, ds).

3. Se ¢; = o0 e ¢ < q. Neste caso, (4.5) implica (a — ¢3)s = dy — di. Procedendo como

no caso 2, encontramos o absurdo a = cs.

Afirmagao 2: Para cada b € {1,..., s}, na (S —k)-coloracao v, as S — k arestas incidentes no
vértice (00, b) sdo coloridas por exatamente (S — k)/2 cores, sendo duas arestas de cada cor.

Além disso, o conjunto dessas (S — k)/2 cores é Ay = {b+2js +1:1<j<¢q/2,1 <1<s}.
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Para mostrarmos a Afirmacao 2, tome vértices distintos de K(gi1)xs, digamos (ci,d;)

e (2,dp) com ¢ > ¢y, tais que ¥({(00,b), (c1,d1)}) = ¥ ({(00,b), (c2,d2)}). Em particular,

2(c1 — c3)s = dy — dy. Como |dy—d;| < s, temos dy—d; = 0 e consequentemente m =
0. Assim, existe um inteiro z tal que 2(c; —cg)s = 2(S —k) = z¢s. Em particular, 2(c; —cy) =
zq. Como 1 < ¢, ¢ < ¢, entdo duas situagoes podem ocorrer: ¢; —ce = 0 ou |¢; — 2| = ¢/2.
Mas (c1,dq) e (cq,dy) sao distintos e d; = dy. Assim, devemos ter ¢; # ¢o. De |¢; — co| = q/2
e ¢y > ¢1 obtemos (c2,ds) = (¢1 + q/2,dy). Por outro lado, se (¢q,dy) = (¢1 + q/2,d;), temos
¥ ({(00,b), (c1,d1)}) = ¥ ({(c0,b), (c2,d2)}). Deste modo, para vértices distintos (c1,d;) e

(co,dy) (com ¢y > ¢y),

P ({(00,b), (c1,d1)}) = ¥ ({(00,b), (c2,d2)}) <= (2, d2) = (1 + /2, dy).

Portanto, as S — k arestas incidentes no vértice (0o, b) sdo de (S — k)/2 cores, sendo duas de
cada cor. Resta mostrar que o conjunto de cores é Ay, mas isto é consequéncia das igualdades

¢({(mvb)7 (clvdl)}) = B—'— 2¢18 + dl € ¢({(m7b)v (Clvdl)}) = ¢<{(Ooab>7 (Cl - Q/2’d1)}) Se
1 > Q/2

Passo 2: Considere a funcao w : Zg_ — Zg_j, definida como segue: dado T € Zg_; com
1 <z <8 —k(=qs), existem unicos inteiros mer com 0 <m<qg—1e 1l <r <s tais que
x=ms+7r Definaw(@) =T=ms+trseméparew(@) =T —5=(m—1)s+7rsemé
fmpar. Note que a imagem de w é dada por Im(w) = {2ms+r:0<m < ¢q/2—1,1 <r < s}
e |Im(w)| = (g/2)s = (S — k)/2.

Afirmagdo 3: Na (S — k)/2-coloragao w o ¢ : E(K(g41)xs) —> Im(w), um vértice (a,b) esta
conectado por cada cor a exatamente dois vértices.

Para mostrar esta afirmagdo, tome T € I'm(w). Note que w™(Z) = {T,T + 5}, assim, se
a < g, segue pela Afirmagao 1 que na (S —k)/2-coloragao wo1, o vértice (a, b) estd conectado
a exatamente dois vértices pela cor Z. Por outro lado, se a = 0o, observe que apenas um
elemento de w™(Z) = {Z,T+5} estd no conjunto A, = {b+2js+1:1<j <q/2,1<j<s}.
Deste modo, segue pela Afirmagao 2 que na (S — k)/2-coloragao w o 1), o vértice (00, b) estd

conectado a exatamente dois vértices pela cor 7.
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Passo 3: Note que (ny —1)/2,...,(ny — 1)/2 s@o inteiros satisfazendo

k

S (0~ 1)/2= (S — k)/2 = [Im(w)].

i=1
Assim, podemos selecionar uma funcao ¢ : Im(w) — {1,...,k} de modo que |[¢p~1(i)] =
(n; —1)/2 para todo i =1,... k.

Apos os trés passos acima, estamos prontos para apresentar a k-coloracao desejada. Con-
sidere a k-coloracao ¢ o (wov) : E(Kgy1)xs) — {1,...,k}. Como na (S — k)/2-coloragao
w o 1, todo vértice esta conectado a exatamente dois outros vértices por uma mesma cor

Z € Im(w), segue que na k-coloracio ¢ o (w o 1)), todo vértice de Kgy1)xs estd conectado a

exatamente outros 2|¢ ()| = n;—1 vértices pela cor i parai = 1,..., k. Assim, a k-coloragao
¢ o (wo 1)) ndo contém cépia monocromatica do K ,, na cor i, para todo ¢ = 1,..., k. Isto
garante que My(Ky,,, ..., K1p,) > q¢+2= (S —k)/s+ 2 e conclui a demonstragao. O

Observe que a demonstracao da proposicao anterior é construtiva no sentido que ela exibe
explicitamente a lei da coloragao que garante o limitante inferior. Demonstracoes construtivas
na combinatéria costumam ser mais bem vistas do que demonstracoes existenciais, pois
possibilitam uma investigagdo mais precisa de propriedades. De fato, conhecer “a cara”
do nosso objeto de estudo pode facilitar mais a pesquisa do que saber apenas que tal objeto
existe. Isto justifica nossa opgao pela apresentacao da demonstracao construtiva. No entanto,
poderiamos também ter feito de modo existencial, utilizando o Teorema 1.9. Uma vez que

esta segunda prova ¢é mais simples, vamos exibi-la abaixo.

Demonstracao alternativa da Proposigao 4.8: Seja ¢ = (S—k)/s. Devemos mostrar que
My (K, ..., Kip,) = q+2. O limite superior decorre da Proposigao 4.2. Basta mostrarmos
entdao que My (K1, ..., Kin,) > q+ 1.

Note que o grafo K(441)xs € gs-regular. Sendo ¢ par, segue pelo Teorema 1.9 que existem
2-fatores de K(g41)xs, digamos Hy, ..., H,, tais que Kg41)xs = H1 © ... ® H,. Fixando um

vértice v, observamos que

qs = zu:dHi(v) = ZU:Q = 2u,
i=1 i=1
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logo u = ¢qs/2 = (S —k)/2 = Zle(ni —1)/2. Como cada (n; — 1)/2 ¢ inteiro (pois n; é
fmpar), podemos particionar o conjunto dos u grafos Hy,..., H, em k conjuntos, digamos
Ay, ..., Ay, onde |A;| = (n; — 1)/2 para cadai = 1,... k.

Para cada i =1,...,k, defina GG; como sendo a soma direta de todos grafos em A;. Como

A; possui exatamente (n; — 1)/2 2-fatores de K(4y1)xs, segue que G; é um (n; — 1)-fator de
K (44+1)xs- Em particular, G; nao contém o grafo K,,.

Uma vez que Kgiiyxs = H1® ... & H, = G1 & ... ® G, com K;,, ¢ G; para todo
i =1,...,k, a Proposi¢do 1.35 garante que M (Ki,,,...,K1,,) > ¢+ 1, completando a

demonstracao. 0

Finalmente, quando todos os grafos G; forem grafos estrela, o numero My (G, ...,Gy)
pode ser determinado usando o Corolédrio 4.4 ou uma das Proposicoes 4.6, 4.7 e 4.8. Note
que a combinacao desses quatro resultados produz o teorema abaixo, um dos principais

resultados desta monografia e do artigo [67].
Teorema 4.9. Dados inteiros s > 1, k,ny,...,n; > 2, denote S = Zle n;. Vale a igualdade

Sk 11 se (S —k)/s épar, s éimpar e

S

Ms<Kln17'--7K1nk): algum niépar;

Lka

. J + 2 caso contrario.

O teorema acima generaliza alguns resultados na literatura. Por exemplo, o caso parti-
cular s = 1 e k = 2 recai no valor r(Kj ,, K1,,) calculado por Chvatal e Harary [21, 38]. O
caso s =lcomny =Ny = ...=np =20un; =Ny = ... =n, = 3 recal nos nimeros
r(Ki2,...,K12) e r(Kys,..., K1 3) computados por Irving [46]. Por sua vez, o caso s = 1

produz o Teorema 4.1 exibido por Burr e Roberts [15].

4.2 Uma conexao com a distancia de Lee

Vimos na secao anterior que o nimero My(K ,,, ..., K1 ,,) pode ser determinado utilizando o
Corolario 4.4 e as Proposicoes 4.6, 4.7 e 4.8. No entanto, estes resultados nao sao inteiramente

independentes no sentido que tanto o Corolario 4.4 quanto a Proposicao 4.6 foram obtidos
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através de dois resultados que nao provamos aqui, a saber, os Teoremas 1.5 e 4.5. Neste

sentido, surge a pergunta:

Serd que ¢é possivel determinar o valor de M(Ky,,, ..., Ki,,) de maneira cons-

trutiva sem utilizar os teoremas existenciais da literatura?

Para s = 1, uma demonstragio alternativa é a exibida por Burr e Roberts [15] (ver Teorema
4.1). Um fato curioso é que o caso s = 2 pode ser imediatamente determinado usando a
Proposicao 1.40 e o Teorema 4.1. De fato, uma simples aplicacao destes dois resultados

(analisando a paridade das variaveis) revela a igualdade

MZ(KLnl’_,,’KLnk) _ ’V’(KLM;~--,2K1,nk;K1,2>-‘ _ ’75—54—3—‘ _ \‘S;kJ —0—2.

Observe que mesmo nao utilizando os Teoremas 1.5 e 4.5 nesta demonstracao alternativa,
ainda assim usamos um resultado da literatura (Teorema 4.1). Dedicaremos o resto desta

secao para exibir uma demonstracao autossuficiente para a estimativa
Mo(Kinyy. s Kig) = [(S— k) /2] + 2. (4.6)

No entanto, demonstragao autossuficiente nao é a maior motivacao para a criacao desta secao.
Na verdade, veremos que algumas instancias dos nimeros de Ramsey podem ser determinadas
de maneira construtiva utilizando a célebre distancia de Lee. Esta conexao entre niimeros de

Ramsey e distancia de Lee parece ser interessante por si so.

Uma ferramenta que utilizaremos é descrita abaixo.

Lema 4.10. Dados inteiros s > 1, k,ny,...,n; > 2, denote S = Zle n;. Se X' (Kexs) =
A(Kexs) para c = [(S —k)/s] + 1, entdo Ms(Kypny,..., Kin,) = [(S—k)/s] +2.

Demonstracao: O limite superior segue da Proposicao 4.2 enquanto que o limite inferior

¢ uma simples aplica¢ao do Lema 1.36 uma vez que x'(Koxs) = A(Kexs) = (c—1)s < S—k. O

Pelo lema acima, segue que para a igualdade (4.6) ser valida, é suficiente que tenha-
mos Y (Kexa) = A(K.x2) para todo inteiro ¢ > 2. J& sabemos que isto é verdadeiro con-

forme vimos no Teorema 4.5. No entanto, lembre-se que nosso objetivo aqui é calcular
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My (K, .., Kip,) de maneira construtiva e autossuficiente via distancia de Lee. Mostra-
remos que X'(K.x2) = A(Kx2) para todo inteiro ¢ > 2 dividindo nos casos ¢ par e ¢ impar.

Comecaremos com 0 caso ¢ par por ser mais simples e nao precisar de lemas auxiliares.
Proposicao 4.11. Se ¢ é par, entao x'(K.x2) = A(Kexa).

Demonstracao: Para mostrar o resultado, devemos mostrar que as arestas do K.y» podem
ser particionadas em A(K.yx2) = 2(c — 1) conjuntos de arestas independentes.

Denote as ¢ classes de vértices do grafo multipartido K.ys por Ly, ..., L. 1, Lo onde para
cadai € {l,...,c—1,00}, L; é da forma L; = {(i,1), (¢,2)}. Escreva n = 2(c— 1) e considere

a n-coloragao ¢ : E(K.x2) — Z, definida por

2(i1 +iz) +j1 +J2 sedyig <ce— 1
({1, (@2, 52)}) = i + 1+ je se iy = 00;
dis + J1 + Ja se i1 = 00;
onde Z denota a classe de z médulo n. A demonstracao estara completa se mostrarmos que
»=10), v=1(1),..., v (n — 1) sao conjuntos de arestas independentes.
Suponha por absurdo que algum destes conjuntos de arestas nao é independente, entao

existem vértices distintos (a,b), (i1,71) e (i, Jj2) com i1 # a # i tais que

Y ({(a,0), (i1, 1)}) = ¥({(a.b), (i2, j2)}). (4.7)

Para encontrarmos a contradicao, dividiremos a demonstracao em quatro casos:
Da<c—1,4 =00eity =00;
2)a<c—1,1<c—1ein<c—1;

)
)
Ja<c—1,ip=00eiy <c—1;
4) a

Caso 1: Neste caso, a igualdade (4.7) implica j; = jo, assim j; = jo. Mas i; = iy, 0 que
contradiz o fato dos vértices (i, ji1) e (i2, j2) serem distintos.

Caso 2: Como a,iy,is < ¢ — 1, (4.7) implica 2(i; — i2) = jo — j1. Mas |jo — j1| < 2, assim

J2 — 71 = 0 e consequentemente 2(i; — i) = 0. Como |2(iy — ia)| < 2(c — 2) < n, segue que

iy — iz = 0. Um absurdo pois (i1, j1) # (ia, Jo)-
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Caso 3: Neste caso, (4.7) implica 2(a — i3) = j» — j1. Procedendo como no Caso 2, verifica-se
o absurdo a = 5.

Caso 4: Como a = oo, (4.7) implica 4(i; — i3) = ja — j1. Novamente, como |j, — ji| < 2,
entao jo — 71 = 0 e consequentemente m = 0. Deste modo, existe um inteiro positivo
z tal que 4(iy —iy) = nz = 2(c — 1)z. Em particular, (¢ — 1) divide 2(i; — i3). Mas (c—1) é
fmpar (por hipdtese), assim (¢ — 1) divide (i1 —i3). Como |i; —is| < ¢ — 2, temos i; —iz =0

e consequentemente o absurdo (iy, j1) = (i2, j2). O

De posse da proposi¢ao acima e do Lema 4.10, falta provarmos apenas que x'(K.x2) =
A(K.x2) quando ¢ é impar. Neste caso, precisaremos de uma construgao mais elaborada, a

qual faremos via distancia de Lee.

Definicao 4.12. Dado um inteiro positivo m, tome T e 7 elementos de Z,, com 0 < x,y < m.

A distancia de Lee entre T e iy é definida por

A distancia de Lee possui uma ampla gama de aplicagoes na construcao de codigos,
como por exemplo, os cédigos de Berlekamp, de Preparata e de Kerdock. Recomendamos a
referéncia [74] para o leitor interessado no assunto visto que nosso objetivo aqui é aplicar a
distancia de Lee, nao na teoria de c6digos, mas sim na fatoracao de grafos. Isso parece ser
inédito na literatura.

Dado m € N, considere a relacdao de ordem 0 < 1 < ... < m—1 em Z,,. Embora
esta relacao nao seja compativel com as propriedades aritméticas, ela é suficiente para nosso
objetivo. Se T,y € Zy,, denotaremos min{Z, 5} =T se T <y e min{Z, 5} =y se § < 7.

Trabalharemos com duas operacoes auxiliares em Z,,. A operacao

d: Ly X Loy — Loy
(7,7) — di(T,7)

induzida pela distancia de Lee (satisfazendo d(Z,7y) = min{z — y,y — z}) e a operacao
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f: 2y X Ly, — 7, definida por

T se d(T,Y) =y —T#T — 7
f@y)=Q 7 se d(T,Y) =T —Y#Y—T;
min{f? g} s€ d(fa g) =T y - g_f

Observe que f(7,7) € {Z,y}. Além disso, vale também

Para m = 2¢ par, podemos particionar Zs. nos conjuntos
ch:{ﬁvﬁa'“?zc_Z} € chz{i,g,...ﬂc—l}.

Grosseiramente falando, Z5. e ZS. correspondem aos elementos “pares” e “impares” de Zo,
) 2c 2c y

respectivamente. Vejamos dois lemas importantes.

Lema 4.13. Dados 7,7 € Zy. com ¢ impar e T # 7. Se d(T,7) € ZS,., entao

c+1 _ c—1 _

5 (@-9)#0 e (@ -7 #0.

Demonstragao: Suponha por absurdo que ﬂ(w —7) = 0. Multiplicando ambos os lados

da igualdade por 4, temos 2(Z — %) = 0. Como Z # ¥, entdo T —y = §y — T = ¢, assim

d(z,y) = ¢ € Z3,, um absurdo. Desta forma, <t (z —7) # 0. A outra desigualdade segue de

modo analogo. ad

Lema 4.14. Dados T,7,Z € Zsy. com ¢ impar e § # z. Se d(y,z) € Z§,., entao

c+1 c —|— 1 o

@) TE T 4T
Demonstragao: Suponha por absurdo que <2 (z — ) + 7 = <1(z — 7) + 7. Multiplicando
ambos os lados da igualdade por 4, temos 2y = 2z. Como ij # Z, entao Z2 —y =y — z = C.
Desta forma, d(7,z) = ¢ € Z3,., um absurdo. O
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De posse dos lemas técnicos acima, vamos apresentar agora o principal resultado desta
secao: particionaremos as arestas do K..s em conjuntos de arestas independentes via distancia
de Lee. Acreditamos que a maior beleza deste resultado nao esta no seu enunciado, mas sim,
na sua demonstracao cirurgica na qual utiliza a célebre distancia de Lee. Conforme ja menci-
onado, embora a distancia de Lee naturalmente apareca no ambito da teoria dos codigos na
construcao de codigos especiais, a fatoracao de grafos via distancia de Lee parece ser inédita

na literatura.
Proposicao 4.15. Se ¢ é impar, entao x'(K.x2) = A(Kexa).

Demonstragao: Devemos mostrar que as arestas do K.xo podem ser particionadas em
A(K.x2) = 2¢ — 2 conjuntos de arestas independentes.

Denote V (K.x2) = Zs. onde dois vértices T, 7 estao na mesma classe de vértices se, e so-
mente se, d(Z,7) = 1 e f(T,7) € ZS,, ouseja, as classes sdo: {1,2},{3,4},...,{2c— 3,2c — 2}
e {2¢ —1,0}.

Considere a (2¢ — 2)-coloragao v : F(K.x2) — Zs:\{1,2c — 1} definida pela lei

(S li@m @y sed@mn) € T e f(@.T) € T
) + 1@ ) - T se dE.7) € T, ¢ [(7,9) € T,
p({m9h) =1 d=7) se d@p) € BT} e f@7) €28, (49)
—d(z,7) se d(z,7) € Z\T} e f(7.7) € 75,
| f(@.9) se d(@,7) =1 (aqui, f(7,7) € Zs5,).

Primeiramente, vamos mostrar que v estd bem definida.

Afirmacao 1: v ({Z,7}) = v({y,7}). De fato, para vértices T,y em Zs, em classes distintas,
temos d(Z,7) = d(y,T) e f(Z,7y) = f(y,T), logo a afirmagao é valida.

Afirmacao 2: w({f, y}) # +1 para toda aresta {Z,y}. De fato, suponha por absurdo que
existam vértices distintos 7,y € Zy. tais que ¢ ({Z,y}) = £1. Em particular, ¢ ({Z,7}) € Z3,,
logo T e ¥ nao satisfazem nem as duas primeiras nem a iltima condigao descrita em (4.9), pois
nestes casos, terfamos v ({Z,7}) € Z5.. Deste modo, ¢ ({Z,y}) = £d(7, 7). Mas a condicao
w({f, y}) = +1 obrigaria d(Z,7) = 1. Um absurdo, pois 7 e ¥ satisfazem a terceira ou a

quarta condi¢do em (4.9). Portanto, ¥ ({Z,y}) # +1.
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Segue das Afirmacoes 1 e 2 que ¥ é uma funcao bem definida. Para concluir a de-
monstragio, mostraremos que {¥~1(i) : i € Zy\{1,2¢c — 1}} é uma particio de E(K,x2)
em conjuntos de arestas independentes (emparelhamentos). Para mostrar isto, suponha por
absurdo que algum destes conjunto de arestas, digamos ¥ ~!(iy), nao ¢ independente. Entao

existem vértices distintos T, 7, Z tais que w({f, 7} =1ip e w({f, Z}) = ip. Em particular,

v({z,7}) =v ({7, 7}). (4.10)

Para encontrarmos a contradicao, vamos dividir o problema em trés casos e analisar seus

respectivos subcasos.

Caso 1: d(y,7) € Z3, e d(7,),d(T,Z) = 2;
Caso 2: d(7,%) € Z5, ¢ d(z,5),d(7,7) >
Caso 3: d(7,z) =1e/oud(z,y) =1

Caso 1: Como d(y,z) € Z3., podemos assumir sem perda de generalidade que § € Z$§,
ez € Z3.. SeT € 7§, entdao d(z,y) € Z5. e d(T,z) € Z3.. Assim, segue da defini¢ao
de ¢ que v({Z,7}) € Z5, e v({z,z}) € Z3, (pois d(z,z) € Z3\{1}). Isto contradiz
v({z,7}) = v({Z,z}). Do mesmo modo, se tivermos T € Z$,, encontramos o absurdo

v({Z,7}) € Z3, e v ({Z,7}) € Zs,.

Caso 2: Neste caso, temos ¥,z € Z5. ou Y,z € Z3.. Deste modo, é conveniente dividir este

caso em quatro subcasos.

Subcaso 2.1: T € L5, e Y,z € 75,;
Subcaso 2.2: T € 13, e Y,z € Ls,;
Subcaso 2.3: T € 1§, e Y,z € L§,;

Subcaso 2.4: T € L5, e Y,z € 75,
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De qualquer modo, usando (4.8) verifica-se que qualquer igualdade acima implica § = Z, um

absurdo.

Nos subcasos 2.3 e 2.4, temos que d(Z,7), d(T,Z) € ZS,, assim, (4.10) implica que

S H-2=0 se f(T,y) =T e [(7,2) =T;
FF-2=0 se f(7.9) =7 e f(T,2) =%
HFT-2)+z=G-2)+7 se f(T.Y)=Te f(T,2) =7
FE-P+T=FE-2)+7 se f@7) =7 f@T7) =7
Como d(7,z) € Z5,, todas as igualdades acima contradizem ou o Lema 4.13 ou o Lema
4.14.

Caso 3- Suponha que d(Z,%) = 1. Vamos dividir este caso em trés subcasos.
Subcaso 3.1: d(T,7) = 1;

Subcaso 3.2: d(z,y) € Z5.\{1};

Subcaso 3.3: d(z,y) € Zs,.

<

No subcaso 3.1, a igualdade (4.10) implica f(Z,y) = f(Z,z). Como f(Z,y) € {Z,y} e
f(x,2) € {z,z}, temos f(T,y) = f(T,Z) = T. Segue pela igualdade (4.8) que d(T,7) =7 —T
ed(T,z) =7z -7 Mas d(7,z) = 1 = d(T,¥), assim, § — T = Z — T, isto é, J = Z, um absurdo.

No subcaso 3.2, temos ¢ ({Z,y}) € Z3. ¢ v({z,z}) = [f(T,Z) € Z5,., contradizendo
v({7,7}) = v ({7.7}).

Por conveniéncia, vamos dividir o subcaso 3.3 em outros quatro subcasos.

Subcaso 3.53.1: f
Subcaso 3.3.2: f
Subcaso 3.3.3: f

Subcaso 3.3.4: f

(T
(z
(T
(T

7

|

No subcaso 3.3.1, como d(Z,z) = 1, temos T = f(T,Z) € Z5,. Mas f(T,y) € Z3., entao
f(Z,y) =7 € Z3.. Deste modo, {T — 7,y — T} C Z3.. Isto contradiz d(Z,7y) € Z5,.

No subcaso 3.3.2, temos z = f(T,z) € Z5,, assim, T = z + 1 € Z5.. Como f(T,y) € Z5,
e T € 75, segue que § € Z5,. Desta forma, {T — 7,7 — T} C Z3,.. Isto também contradiz

d(z,y) € Zs,.
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No subcaso 3.3.3, a igualdade (4.10) implica 2 (y—7) =0se f(z,y) =T e S (T—y) =0
se f(7,y) =7y. Como d(T,y) € ZS,, ambas igualdades contradizem o Lema 4.13.

No subcaso 3.3.4, como f(7,Z) = Z e d(T,z) = 1, temos por (4.8) que Z =7 — 1. Deste
modo, assim como no subcaso 3.3.3, aqui também temos que (4.10) implica %@ -7)=0
se f(T,y) =T e %(T —7) = 0se f(z,7) = y. Isto também contradiz o Lema 4.13 pois

d(z,y) € Z5,. Portanto, encontramos uma contradigao para todos os possiveis casos e isto

completa a demonstracao. O

Dado um grafo arbitrario G, para cada k-coloracao de arestas v deste grafo podemos con-
siderar uma tabela M = M (¢, G) de ordem |V (G)| por |V (G)| definida do seguinte modo:
(1) As linhas e colunas de M sao indexadas pelos vértices de G.

(1) Se {v1, v2} é uma aresta de G, entdo na linha vy e na coluna vy de M ¢ colocado 9 ({vy, v2}).

(112) Se {v1, v2} nao é uma aresta de G, entao nao é plotado nada na linha vy e coluna vy de M.

Exemplo 4.16. A Tabela 4.1 ilustra M para a coloragao v definida em (4.9) no caso ¢ =
7. Observe que M é simétrica pois Y ({Z,7}) = ¢¥({y,Z}). Além disso, cada elemento de

Z14\{1,13} aparece exatamente uma tnica vez em cada linha e em cada coluna da tabela.

Para cada ¢ no contradominio de v, é facil ver que ¥ ~'(i) é um conjunto de arestas
independentes de G se, e somente se, ¢ aparece no maximo uma vez em cada linha e em
cada coluna de M (1, G). Neste sentido, olhando para a Tabela 4.1, fica mais facil enxergar
o porque de fato {1)~1(i) : i € Z,\{1,13}} é uma particio de E(K7x2) em conjuntos de
arestas independentes, fato este que verificamos na demonstracao da Proposicao 4.15 para
¢ > 3 impar arbitrario.

Observe na Tabela 4.1 que cada cor em Zi4\{1,13} induz um 1-fator de K7y o. Tal
propriedade vale de modo mais geral, isto é, para toda cor ¢ tomada no contradominio de
Y (definida em 4.9), ¥~1(i) produz um 1-fator de K,x». Em particular, ¢ induz uma 1-
fatoracao do K,..s. Mas existem muitas fatoragoes presentes na literatura, neste sentido,
um questionamento natural é querer saber se a 1-fatoracao produzida pela coloracao v tem

alguma propriedade especial em relacao as demais.
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1/2|3|4 /5|6 |7|8|9|10(11(12|13|0
1 8132|5107 |4|9|12|11|6 |0
2 2 10|11 4|9 |12| 7|6 |5 |0]|3]38
3812 1034|512 769|011
4 | 3|10 412|116 |90 |7 |8]|5 ]2
5211|104 12(3(6|5]0(7 |89
6 | 5] 4|3 ]12 60|11 8|92 |7]10
7011019 |4 |11|12|6 03|85 |27
8 | 7]12|5]6|3]0 812 |11|10| 9 |4
9 |4 |7|12/9 |6 |11]|0 |38 2 1 3|10(5
100096 | 7,0[5]|8]3]2 10| 4 |11 |12
1112|516 | 7[0|9|8|11]2]|10 43
12(11/0 (9|8 |7 2|5 |10]3]| 4 126
13163058 |7]2|9]10[11] 4|12
0|0 |8 |11|2|9|10|7|4|5|12|3 |6

Tabela 4.1: M (v, K7x2) para 1 definido em (4.9)

Uma 1-fatoracao de um grafo G é dita perfeita quando a soma direta de quaisquer dois 1-

fatores é um ciclo hamiltoniano de GG. Neste ambito, Kotzig [51] propos a seguinte conjectura.

Conjectura 4.17. (Kotzig, 1964) Para todo inteiro positivo n, existe uma 1-fatoragao per-

feita do grafo completo Ko,.

Embora tal conjectura seja relativamente famosa e perdure ha varias décadas, existem
poucas classes para o qual tal existéncia é conhecida. Uma dessas classes é quando n é primo
fmpar, mostrado por Anderson [1] e Nakamura [57] de maneira independente (mais tarde

Kobayashi [49] constatou que as respectivas construgoes eram, na verdade, isomorfas).

Calculos preliminares, ainda nao publicados, indicam que a 1-fatoracao produzida em
(4.9) é perfeita quando ¢ é primo impar. Isto reforga a beleza da conexao que estabelecemos
entre fatoragoes de grafos e distancia de Lee através da fungao ). A demonstracgao para tal

fato é extensa e foge um pouco do escopo desta monografia. Neste sentido, acreditamos que
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poderemos relaté-la em um trabalho futuro (ver [70]). Na verdade, nosso principal objetivo
com esta observacao é mostrar ao leitor uma das possiveis aplicacoes que podemos fazer a
partir de demonstragoes inovadoras, mesmo que estas demonstracoes sejam para resultados

j& conhecidos. No nosso caso, a Proposicao 4.15.



CAPiTULO 5

Niuimero de Ramsey multipartido para

estrelas versus outros grafos

Um tépico de forte destaque dentro da teoria é a computacao dos numeros de Ramsey
envolvendo grafos estrela. De fato, existem dezenas de artigos que buscam estimar o valor
do nimero de Ramsey r(K; ,,G) para as mais diferentes classes de grafos G, como, por
exemplo, caminhos P,,, ciclos C,,, emparelhamentos m K5, leques [?m, arvores T}, rodas W,,,
ventiladores F},, entre outros. O leitor interessado em consultar quais artigos trabalham com
algum desses grafos, em especifico, pode consultar as referéncias presentes na Secao 5.5 de
[72].

Nosso objetivo neste capitulo é estender algumas destas estimativas sob duas perspectivas:
1) trabalhar com o grafo hospedeiro multipartido (em vez do completo);
2) trabalhar com um ndmero arbitrério de estrelas (em vez de apenas uma).
Mais especificamente, analisaremos o numero M(Ky ,,, ..., Ki,,,G) para certos grafos G.
Note que o caso particular s = k = 1 corresponde ao célebre r(K;,,G). Neste sentido, é
esperado que muitos resultados cldssicos referentes ao r(Kj ., G) possam ser ampliados para
o ambito multipartido e multicolorido. Veremos no decorrer do capitulo que esta expectativa
poderd ser parcialmente comprovada. Vale a pena destacarmos que existem outros trabalhos
que também investigam estrelas monocroméaticas em coloragoes de grafos multipartidos, como
por exemplo, [4, 36, 67].

Para melhor compreensao do leitor, optamos por dividir este capitulo em tres secoes. Na
primeira, trabalharemos com o caso em que G é um caminho P,,. Na segunda, estudaremos

o ciclo C,, impondo como hip6tese m impar na maioria dos resultados. Por fim, na terceira
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se¢ao examinaremos o caso em que G é uma cépia do emparelhamento m K.

5.1 Estrelas versus caminho

Conforme mencionado, nosso objeto de estudo nesta segao é o nimero My (K, ..., K, G)
quando G é uma cépia do caminho P,,. Em particular, o caso s = k = 1 corresponde ao
classico r(Kj ,,, Pp), nimero este ja calculado por Parsons [61]. Um fato interessante é que,
embora seja possivel determinar o valor exato de r(Kj,, P,,), ndo é conhecida uma forma
explicita para tal valor. Mais especificamente, a estratégia adotada por Parsons para resolver
o problema foi determinar algumas classes exatas e trabalhar com uma relacao de recorréncia

que recaisse nestas classes. A saber, a relacao
T(Kl,nv Pm) = maX{T(Kl,na Pm—l); T(Kl,n—m+17 Pm) +m — 1}

Em outras palavras, para determinar o valor explicito de r(Kj,, Py,), é necessario antes
conhecer o valor de instancias menores. Este fato de determinar precisamente niimeros de
Ramsey via relagoes de recorréncia é um fenémeno raro, potencializando assim a beleza do

resultado.

O valor de r(K 4, Py,) € conhecido explicitamente para m > n, conforme resultado abaixo.

Teorema 5.1. (Parsons [61]) Dados inteiros m > n > 2.
() Se 2n < m, entao (K1, Pn) = m.

(1) Sen <m < 2n —1, entdo r(Ky,, Py) =2n — 1.

Ao tratarmos com a versao multipartida e com multiplas estrelas, nao foi possivel de-
terminar o valor exato do nimero My (K ,,, ..., Ki,,, Pn) para instancias arbitrarias. De
qualquer modo, conseguimos generalizar varias classes exatas exibidas em [61] e estabelecer
estimativas proximas as 0timas nos casos remanescentes. Comecaremos esta secao exibindo
uma classe exata para My(Kin,,..., Ki,,, Pn) em que o caso particular s = k = 1 corres-

ponde & parte (2) do Teorema 5.1.

Teorema 5.2. Dados inteiros s,k > 1 e m,nq,...,n, > 2, denote S = Zle n;. Se m >

2(S —k+s), entao My(Kypy,..., Kin,, Pm) = [m/s].
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Demonstragao: Tome ¢ = [(m — 1)/s]|, note que K..s contém menos que m vértices. Em

particular, K., nao contém copia de P,, e, portanto,
M (Kynys- o, Koy, Pn) > [(m—=1)/s| +1=[m/s].

Para mostrar que My(Ky p,, ..., K14, Pm) < [m/s], considere uma (k + 1)-coloragao do
grafo Ky, s1xs. Suponha que nao ha K ,, monocromdtico na cor i para todo ¢ = 1,... k.
Vamos utilizar o Teorema de Dirac (Teorema 1.14) para mostrar que, neste caso, deve haver
um F,,, monocromatico na cor k + 1.

Para cada vértice v e cada indice i = 1,...,k + 1, denote por d;(v) o nimero de arestas
da cor i que incidem no vértice v. Como d;(v) < n; — 1 para todo i = 1,...,k, temos

k

da (v) = d(v) = 3 di(v) > ([m/s] = 1)s — (S — k). (5.1)

i=1

Por hipétese, [m/s]s — [m/s]|s/2 > m/2 > S — k + s, assim, segue de (5.1) que
i1 (v) 2 [m/s]s = (S —k+5) = [m/s]s/2 = |V(Km/s1xs)|/2.

Como o vértice v é arbitrério, segue pelo Teorema de Dirac (Teorema 1.14) que o subgrafo
(de Kfm/s1xs) induzido pela cor k + 1 é hamiltoniano, isto é, possui um ciclo que passa por
todos os seus vértices. Em particular, como m < [m/s]s = |V (K[m/s1xs)|, segue que ha um
P,, na cor k+ 1. Portanto, M (K1 ,,, ..., Kin,, Pn) < [m/s], completando a demonstragao.
g

Um primeiro questionamento motivado pelo ultimo resultado é indagar a importancia da
hipétese m > 2(S — k + s), isto é, serd que essa hipdtese realmente é necessaria? Ou ainda,

sera que ela pode ser enfraquecida?

Em busca de respostas para estas perguntas, vamos analisar o caso particular s = k = 1.
Neste caso, Parsons [61] mostrou que M; (K., Py) = 2n — 1 quando n < m < 2n — 1. Em
particular, M (K, P,) # m paran < m < 2n — 2. Isto quer dizer que, pelo menos no
caso s = k =1, a hipdtese m > 2(S — k + s) (m > 2n para s = k = 1) parece ser realmente
necessaria. Na verdade, essa necessidade nao se resume apenas ao caso s = k = 1, mas sim,

para s e k arbitrarios. Isto fica claro no préximo resultado. De fato, calculos elementares
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asseguram que [(S — k + [m/2])/s| > [m/s| quando m < 2(S — k — s). Assim, seguird
do préximo resultado que My(Ky s ..., Kip,, Prn) # [m/s] quando m < 2(S — k — s). Isto

quer dizer que a hipétese m > 2(S — k + s) no Teorema 5.2 ndo tem muita margem para ser

melhorada.
Proposigao 5.3. Dados inteiros s,k > 1 e m,ny,...,n, > 2, denote S = Zf:1 n,;. Temos
S—k+|m/2
MS(Kl,nli"'7K1,nk,Pm)2 ’V S|~ / J—‘

Demonstragao: Tome ¢ = | (S —k+ [m/2] —1)/s|. Como [(S—k+ |m/2])/s]| =c+1, a
demonstragao estard completa se mostrarmos que M (K ;- .., K1, Pn) > ¢+ 1. Faremos
isto utilizando o Lema 1.37, isto é, exibiremos grafos G e H tais que K.xs = G & H com
X(G)<S—keP, ¢ H.

Note que, se cs < m, entao K.y, tem menos que m vértices e neste caso temos trivialmente
M (K, Kip,, Pn) > ¢ (pois P, SZ K xs). Vamos assumir entao que ¢s > m. Neste
caso, podemos particionar os cs vértices do K., em dois conjuntos, digamos A e B com
Al = [m/2] =1 e |B| > |A].

Considere H = (V(H), E(H)) o subgrafo de K.« definido por V(H) = V(K .xs) = AUB
e E(H) = {{u,v} € E(K.xs) : u € A;v € B}. Note que um caminho qualquer em H oscila
os vértices entre A e B. Assim, como |A| < |B|, um caminho em H possui no maximo
|A| + (JA] + 1) vértices. Como 2|A| +1 =2(|m/2] — 1) +1 <m — 1, segue que P,,  H.

Seja G o complementar de H em relacao ao K..,. Para aplicar o Lema 1.37, resta

mostrarmos que }'(G) < S — k. Mas pelo Teorema de Vizing (Teorema 1.5),

X'(G) SAG)+1 < (IB|-1)+1=cs—|A| = [(S—k+|m/2]—1)/s|s—(Im/2] —1) < S—k.

Portanto, o resultado segue pelo Lema 1.37. O

A parte (2) do Teorema 5.1 foi generalizada no Teorema 5.2. A parte (x2) também pode
ser ampliada para o contexto multipartido dos nimeros de Ramsey. Mas para mostrarmos

isso, precisamos de um lema técnico exibido em [61].

Lema 5.4. (Parsons [61]) Dado um inteiro j > 3, seja G um grafo contendo um caminho P;
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que passa por todos os vértices de G. Denote este P; pela sequéncia de vértices vy, vq, ..., v;

e suponha que dg(v1) > (j —1)/2 e dg(v;) > (j — 1)/2, entéo C; C G.

Demonstracao: Suponha por absurdo que G nao contém C;. Em particular, v; nao é

adjacente a v;. Sejam v;,, Vs, ..., v;, Vértices adjacentes a v; em G com
2< 1<t < ... <, <5 —1.

Entao, para [ = 1,2,...,r, v; nao é adjacente a v;,41. De fato, caso contrario G iria conter

um ciclo C,, através da sequéncia de vértices

Uil7vil_1’ s 7U17Uil+17vil+2’ s 7U]€7Uil'
Sejam vy, vy, - . ., v, vértices adjacentes a v; em G. Entao
V1, V115 Vlgy o+« 5Vl s Ui 415 Vig+15 -+ -5 Vit 1 (52)

sao todos distintos. E ainda, como 7 e s sdo estritamente maiores que (j—1)/2 (por hipdtese),

segue de (5.2) que

4 j—1 j—1 .
JZT+3+1>T T+1:j.

Um absurdo, portanto G' contém um ciclo Cj. O

A parte (22) do Teorema 5.1 apresenta uma classe exata quando n < m < 2n — 1. Como
estamos trabalhando com parametros s e k arbitrarios, nosso desejo inicial era estender este
resultado de modo a obter uma classe exata para m variando em um intervalo que depen-
desse nao de n, mas sim dos parametros s,k e S(= Zle n;). Apdés uma andlise minuciosa,
percebemos que as hipéteses que precisavamos para estimar My (K, ..., K1, , Py) diver-
gem para o limitante inferior e para o limitante superior. Além disso, os limitantes inferior
e superior nao coincidem para s > 2. Deste modo, optamos por dividir o resultado em dois

casos. Assim as diferentes hipdteses para o limitante inferior e para o limitante superior sao

frisadas, conforme podemos ver no resultado abaixo.

Teorema 5.5. Dados inteiros s,k > 1 e m,ny,...,ng > 2, denote S = Zle n;.
(1) Se (S —k+1) <m, entdo |2(S —k)/s| +1 < M(Kin,,-.., King, Po).
(u) Sem < 2(S — k) +4s — 3, entdo My(Kin,, ..., Kin, Pn) < [2(S —k—1)/s| +3.
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Demonstragao: Parte (1) Seja ¢ = |2(S — k)/s|. Para mostrar o item (), basta aplicar o
Lema 1.37 exibindo grafos G e H tais que K.xs = G® H, X'(G) < S —ke P, £ H. A ideia
aqui é parecida com a que fizemos na demonstragao da Proposicao 5.3.

Como |V (Kexs)| = es < 2(S — k), podemos particionar os vértices de K.xs em dois
conjuntos, digamos A e B, onde ambos possuem no méaximo (S — k) vértices. Considere
G = (V(G), E(G)) o subgrafo bipartido de K.y, definido por V(G) = V(K.xs) = AUB e
E(GQ) = {{u,v} € E(K.s) : u € Ajv € B}. Tome H o complementar de G em relagao
ao grafo K..,. Note que K.y = G ® H, deste modo, poderemos aplicar o Lema 1.37 se
mostrarmos que X'(G) < S—ke P, Z H.

Como cada componente conexa de H estd totalmente contida ou em A ou em B, segue que
um caminho em H tem no méximo max{|A|, |B|} vértices. Mas da maneira que tomamos os
conjuntos A e B e da hipétese (S —k+1) < m, temos max{|A|, |B|} <S—k <m—1. Deste
modo, H nao possui um caminho com m vértices, isto é, P,, € H. Por fim, note que G é um
grafo bipartido, assim, segue pelo Teorema 1.7 que x'(G) = A(G) < max{|A|,|B|} < S — k.
Portanto, o Lema 1.37 estabelece que M(Kip,, ..., Kin,, Pn) > c+1=[2(S —k)/s| + 1,

mostrando o primeiro item do teorema.

A partir de agora vamos “esquecer” a definicdo do parametro ¢ e dos grafos G e H ado-
tados no item anterior para que possamos utilizar essas mesmas notacoes no proximo item.
Usaremos notagoes usuais, pois acreditamos que o leitor tenha mais facilidade na compre-

ensao quando as notagoes sao fixadas.

Parte (u) Sejac = [2(S—k—1)/s|+3. Suponha por absurdo que M(K1 5y, ..., K1y, Pr) >
c. Entao existem grafos G e H tais que Koxs = GO H, A(G) < S—ke P, £ H Em

particular,
S(H)=(c—1)s=AG) > ([2(S—k—=1)/s| +2)s = (S—k) > S —k+2s—2. (5.3)

Sejam vy, ...,v; os vértices de um caminho maximo P; em H. Naturalmente, podemos

supor que v; e v; correspondem aos vértices extremais deste caminho. Além disso, como



5.1 Estrelas versus caminho 85

P,, € H, segue por (5.3) que
m—1>7j>6H)+1>S—k+2s—1. (5.4)

Denote por vjiq,...,v.s 08 cs — j vértices de K., (e de H) que ndo estdo no caminho P,

que tomamos inicialmente. De (5.4), temos
cs—j<ecs—(S—k+2s—1)=([2(5—k—1)/s] +3)s—(S—k+2s—1). (55)
Mas [2(S — k —1)/s] = [ (2(S — k) — 3)/s] + 1, assim, segue de (5.3) e (5.5) que
cs—5 < ([(2(S—k)=3)/s| +4)s—(S—k+25s—1) < S —k+2s—2<0(H). (506)

Como cs — j < 6(H), cada vértice vjiq,...,v.s ¢ adjacente (com relagao ao grafo H)
a pelo menos um vértice que esta fora do conjunto {vji1,...,v.}. Em particular, existe
io € {1,...,7} tal que {v;41,v;,} é uma aresta de H.

Denote por W o subgrafo de H induzido pelos vértices vy,...,v;. Pela maximalidade
do caminho P; em H, segue que os vértices extremais v; e v; nao sao adjacentes a nenhum
dos vértices vj41, ...,V (com relacdo ao grafo H). Deste modo, temos dy (vi) = dg(v1) e
dw (v;) = dy(v;). Assim, usando a desigualdade (5.4) e a hipdtese m < 2(S — k) + 4s — 3,

segue que paral=1¢el =7,
dw(v) >06(H)>S—k+2s—2>(m—-1)/2>(m—-2)/2>(j —1)/2.

Segue da desigualdade acima e do Lema 5.4 que os vértices vy,...,v; formam um ciclo C;
em W. Como W C H e {vj41,v,} ¢ uma aresta de H com iy € {1,...,j}, segue que
os vértices vy, ..., v;,vj41 formam um caminho em H com j + 1 vértices e isto contraria a

maximalidade de j. Absurdo, portanto My(Kip,, ..., K1, Pn) < c= [2(S—k—1)/s]+3. O

Observe que os limitantes inferior e superior apresentados no teorema anterior nao coin-
cidem quando s > 2. No entanto, eles sao iguais quando s = 1. Outro fato curioso é que
este valor exato obtido para s = 1 vale quando m estd no intervalo (S —k +1) < m <
2(S—k+1)—1. Lembre-se que se m é estritamente maior que 2(S —k+1) — 1, entéo o valor

de My(Kypy,. .., Kin,, Pm) ja foi determinado no Teorema 5.2. Em outras palavras, o caso
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s = 1 nos Teoremas 5.2 e 5.5 produz uma generalizacao do Teorema 5.1 para um numero

arbitrario de estrelas, conforme o corolario abaixo.

Corolario 5.6. Dados inteiros £k > 1 e m,nq,...,n, > 2, denote S = Zle n;.
(1) Sem > 2(S — k+1), entdo r(Kyp,, ..., Kin,, Pm) = m.
() Se (S—k+1)<m<2(S—k+1)—1,entao r(Kiny,-- - Kin, Pn) =2(S — k) + 1.

Em adi¢ao ao Teorema 5.1, Parsons [61] mostrou também que (K, Pn) < n+m — 1.
Além disso, verificou que este limitante é 6timo em alguns casos. Veremos agora que este
resultado também pode ser generalizado para o ambito dos nimeros de Ramsey multipartidos

e para um numero arbitrario de estrelas.

Proposicao 5.7. Dados inteiros s,k > 1 e m,nq,...,n, > 2, denote S = Zle n;. Vale o

limite superior

Ck+m—1
ALMLWHWKMWBﬂg{S tm W+L
S

Demonstragao: Seja ¢ = [(S —k+m —1)/s| + 1. Tome uma (k + 1)-coloragao arbitraria
de K.«s. Assim como antes, para cada vértice v e cada indice ¢ = 1, ...,k + 1, denotaremos

por d;(v) o nimero de arestas da cor i que incidem no vértice v.

Suponha que nao ha cépia monocromatica do grafo K ,, na cor ¢ para todo ¢ =1,...,k.
Em particular, temos d;(v) < n; — 1 para todo vértice v e todo indice i = 1,..., k. Assim,
k
dea(v) = d(v) = > di(v) > (c=1)s— (S—k) = [(S—k+m—1)/s]s— (S—k) >m— 1.
i=1

Portanto, K.y, contém um P,, monocromatico na cor k+ 1 e

Ckam—1
MAKMUHWKMMRMSC—[S tm W+L

S

Conforme ja mencionado, o caso particular s = k = 1 na proposi¢ao anterior corresponde
a estimativa r(Ki,, P,) < n+ m — 1 exibida por Parsons [61]. Neste mesmo trabalho,
Parsons verifica ainda sua otimalidade sob certas hipdteses. Tal fato nos leva a crer que

o limite exibido na Proposicao 5.7 também possa ser étimo para algumas instancias além



5.1 Estrelas versus caminho 87

daquelas ja apresentadas no caso s = 1. As proximas construgoes nos revelarao que estas

expectativas sao correspondidas.

Nossa estratégia de demonstracdo na Proposigdo 5.3 e no Teorema 5.5 (item (1)) foi
construir dois grafos G e H de modo que K. s = G® H, X'(G) < S —ke P, £ H. Para
construir um grafo H que nao contém P,,, nosso método na Proposigao 5.3 foi considerar H
como sendo um subgrafo de K, .. que fosse bipartido e uma das suas duas classes tivesse no
maximo |m/2|—1 vértices. Ja no item (2) do Teorema 5.5, contamos com a ajuda da hipdtese
(S — k+ 1) < m para construirmos um grafo H onde suas componentes conexas tivessem
menos que m vértices. E claro que tudo isso foi feito de modo que pudéssemos ter controle
sobre o indice cromdtico de G (complementar de H em relacao ao K.x,). Nossa ideia agora
é tirar a hipotese (S —k+ 1) < m e construir um grafo H contendo o maior nimero possivel
de componentes conexas de tamanho menor que m e que ao mesmo tempo tenhamos 6(H) o
maior possivel. Isso faz com que A(G) (e consequentemente x’'(G)) seja menor e potencializa
nosso resultado. Como consequéncia da ideia acima, obtivemos o limitante inferior descrito

abaixo que é 6timo para certas instancias, conforme veremos mais adiante.

Proposicao 5.8. Dados inteiros s,k > 1 e m,ny,...,n, > 2, denote S = Zle n;. Vale a

estimativa

S—k+m—-3+s
MK Ky, Br) > — 1)+ 1.
(i K Pa) 2 | S8 1)

Demonstracao: Para facilitar a demonstracao, denote w = L%@‘S’HJ ec=wlm-—1).
Devemos mostrar que My(Kq ... K1, Pn) > ¢+ 1. Se ¢ < 2 entdo o resultado é trivial.

Assumiremos entao que ¢ > 2 e exibiremos grafos G e H tais que K.xs = GBH, X'(G) < S—k
e P, ¢ H. Deste modo, a demonstracao seguira pelo Lema 1.37.

Afirmagao: K.ys contém ws copias disjuntas do grafo completo K, 1 (isto é, wsK,, 1 C
K.xs). Para mostrar esta afirmagao, denote as ¢ classes de vértices do K.xs por Lq,..., L.
onde para cada i = 1,...,¢, L; é da forma L, = {vi,v,...,v'}. Para inteiros a e 8 com
I1<a<sel<pB<w, considere A = {v) : (8 —1)(m —1) < j < B(m —1)}. Note que
{Ag 1 <a<s,1 < <w} éuma partigao dos vértices de K ys. Além disso, para cada

a e 3, o subgrafo de K, induzido pelos vértices de A? é isomorfo ao grafo completo K, ;.

Como « varia de 1 a s e § varia de 1 a w, segue que wsK,, 1 C K xs.
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Defina H = wsK,,_1 e G o complementar de H em relacao ao grafo K..s. Entao K..s =
G® H e P, Z H (pois cada componente conexa de H possui menos que m vértices), deste
modo, para aplicarmos o Lema 1.37, resta mostrarmos que x'(G) < S — k.

Pelo Teorema de Vizing (Teorema 1.5), temos x'(G) < A(G)+1 = ((c—1)s—6(H)) + 1.
Mas 6(H) = m — 2, assim

S—k+m—-3+s
s(m—1)

X’(G)gcs—s—m+3—{ J(m—l)s—s—m—i—i’)gS—k.

Deste modo, uma aplicacao do Lema 1.37 garante o resultado. ad

Calculos elementares mostram que, quando s > 2 e s(m—1) divide S—k+m—3+s, entao
o limite inferior apresentado na Proposicao 5.8 coincide com o limite superior apresentado
na Proposicao 5.7. Deste modo, podemos afirmar que ambas as estimativas sao étimas sob
certas hipdteses. O nosso préximo resultado produz um limite inferior que também é 6timo
para muitas instancias. Para percepcao de tal fato, sugerimos que o leitor o compare com a

Proposicao 5.7.

Proposicao 5.9. Dados inteiros s,k > 1 e m,nq,...,ng > 2, denote S = Zle n;. Sejam
(pelo algoritmo da divisdo) inteiros ¢, r tais que ((S —k+m— 3)/3] = q(m — 2) +r com

0<r<m-—2. Seq>r,entao

S—k+m—3
My(Kynys- ey Koyngs Pr) > { +m w 1.

s
Demonstragao: Tome ¢ = |(S—k+m—4)/s|+1 = [(S—k+m—3)/s|. Novamente vamos
mostrar que M(Ky ..., Kin,, Pn) > c¢+1 utilizando o Lema 1.37, isto é, exibiremos grafos
Ge Htaisque Koy =GO H, X'(G)<S—keP, LH.

Note que ¢ = [(S—k+m—3)/s| = g(m—2)+r = (g—r)(m—2)+r(m—1). Deste modo,
como ¢ — 1 > 0 (por hipdtese), os vértices de uma cépia do K. podem ser particionados em
q conjuntos, sendo ¢ — r conjuntos com m — 2 vértices cada e os outros r conjuntos com
m — 1 vértices cada. Consequentemente, podemos particionar os vértices do K.y em s(q—r)
conjuntos de ordem m — 2 e sr conjuntos de ordem m — 1. Note ainda que esta particao
pode ser tomada de modo que vértices pertencentes a mesma classe (de vértices) de K.y

estejam em conjuntos distintos na particao. Assim, o grafo K.« contém uma copia do grafo
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H, onde H = s(q — r)Ky—2 + srK,,—1. Além disso, P,, € H pois cada componente conexa
de H possui menos que m vértices.
Defina G como sendo o complementar de H em relagao ao K.y,. Para aplicarmos o Lema

1.37, resta mostrarmos que x'(G) < S — k. O Teorema de Vizing (Teorema 1.5) garante que

X(G) <AG)+1=((c—1)s—(H)) + 1.

Mas §(H) > m — 3, logo
Y(G)<(c—=1Ds—m+4=|(S—k+m—4)/s|]s—m+4<5—k.

Portanto, segue pelo Lema 1.37 que My (K ;. .., Kip,, Pn) > c+ 1= (ww +1. 0O

S
Os limitantes produzidos pelas Proposi¢oes 5.7 ¢ 5.9 coincidem ou possuem uma dife-
renga de até duas unidades. Podemos refinar ainda mais estas estimativas quando estamos

trabalhando com apenas uma estrela, o que produz o valor exato de M,(K ,, P,,) quando n

é suficientemente grade.

Teorema 5.10. Dados inteiros s > 1, n > 2 e m > 3, tome (pelo algoritmo da divisao)

inteiros ¢, 7 tais que [(n+m —3)/s| =¢(m —2)+r com 0 <r <m —2. Se ¢ > r, entdo

(n4+m—3)/s+1 se s divide (n +m — 3) e
M (K1, Pr) = (m — 1) nao divide (n — 2 + s);

[(n4+m—2)/s]+1 caso contrério.

Demonstragao: De maneira andloga ao que fizemos na Proposicao 5.9, a condicao ¢ > r
assegura que M,(K1,, Pn) > [(n +m —3)/s| + 1. De fato, assim como foi feito naquela
proposicao, se definirmos j = ((n +m — i%)/ﬂ7 o grafo Ky, contém uma cépia de H :=
s(q — 1)Ko + srK,,_1. Além disso, definindo por G o complementar de H em rela¢do ao
Kjys, temos que A(G) < n — 1. Em particular, G ndo contém K;, e H ndo contém P,

assim, My(Ky,,, Pn) > j + 1. Portanto, combinando com a Proposigao 5.7,
[(n+m—=3)/s| +1 < My(Ki,, Py) < [(n+m—2)/s] + 1. (5.7)

Note que os limitantes superior e inferior exibidos acima coincidem quando s nao divide

(n +m — 3). Deste modo, o valor exato segue para este caso. Resta analisarmos quando
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s divide (n +m — 3). Para isto, defina ¢ = (n +m — 3)/s + 1. Dividiremos o resto da
demonstragao em dois casos: (2) se (m — 1) divide c¢s; (1) se (m — 1) nao divide cs.

Note que (m — 1) divide cs se, e somente se, (m — 1) divide (n — 2+ s). Assim, devemos
mostrar que M(K1,, Pn) = ¢+ 1 no caso (1) e My(Kyp, P,,) = ¢ no caso (u). Mas por (5.7),
temos ¢ < My(K p, P) < ¢+ 1, assim, basta mostrarmos que M,(K ,,, P,) > ¢+ 1 no caso
(1) e Ms(Kyp, Prn) < cno caso ().

Caso (1) Como (m — 1) divide cs, entdo K. possui cs/(m — 1) copias disjuntas do grafo
completo K, (isto vale pois ¢ > m — 1, uma vez que, por hipétese, ¢ — 1 = g(m — 2) +r
e ¢ > 1). Definindo H = (cs/(m — 1))Km,1 e G o complementar de H em relacao ao K.y,

temos

AG)=(c—1)s—6H)=(c—1)s—(m—2)=n—1.
Assim, G néo contém um K ,. Como H nao contém um P,,, temos M, (K., Py) > c+ 1.

Caso (1) Suponha por absurdo que M (K ., Py,) > c. Entao existem grafos G e H tais que
Kews =G@® H, K1, £ G e P, ¢ H onde podemos supor sem perda de generalidade que
V(G| = [V(H)| = [V (Kexs)l-

Como K;, € G, temos que A(G) <n — 1. Assim,

S(H) = (c—1)s — AG) > (c—1)s — (n—1) =m — 2.

De 0(H) > m — 2, segue que cada componente conexa de H possui no minimo m — 1
vértices. Temos assim dois possiveis casos:
(1) todas as componentes conexas de H possuem exatamente m — 1 vértices;

(2) existe uma componente conexa de H com pelo menos m vértices.

No caso (1), como §(H) > m — 2, segue que cada componente conexa de H é isomorfa
ao grafo completo K,,_;. Assim, (m — 1) divide |V(H)|, mas |V(H)| = |V (K.xs)| = cs e
(m — 1) nao divide ¢s. Absurdo.

No caso (2), seja W uma componente conexa de H com pelo menos m vértices. Pelo Lema
1.13, W contém um caminho P; onde t=min{26(W) + 1, |V (W)|}. Como W é uma compo-
nente conexa de H, temos §(W) > §(H) > m — 2, assim t=min{20(W) + 1, |[V(W)|} > m
pois m > 3. Em particular, W contém um P,,. Absurdo, pois W C H e P,, € H. Isto
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completa a demonstracao. O

No teorema acima, a tnica hipdtese necessaria para calcular o valor de My(Ky ., Py,) é
g > r onde ¢ e r correspondem ao quociente e o resto da divisao de ’—(n +m —3)/ 3-‘ por
m — 2, respectivamente. Para m fixado, note que r é limitado superiormente por m — 3.
Deste modo, para n suficientemente grande sempre teremos ¢ > r. O quao grande n precisa

ser esta retratado no corolario abaixo.
Coroldrio 5.11. Sejam inteiros s > 1, n > 2 e m > 3 tais que n > (s(m —-2)— 1) (m — 3),
temos

(n+m—3)/s+1 se s dividen+m —3 e
M (K1, Pr) = (m — 1) nao divide (n — 2 + s);
[((n+m—2)/s]+1 caso contrério.

Demonstracao: Considere, pelo algoritmo da divisao, inteiros ¢, r tais que
[(n+m—=3)/s] =q(m—2)+rcom0<r<m-—2.

O resultado seguird do Teorema 5.10 se mostrarmos que ¢ > r, ou ainda, como r < m — 3,
basta mostrarmos que ¢ > m — 3.

Denote z = [(n 4+ m — 3)/s]. Note que ¢ = |z/(m — 2)]. Assim,
g>m—3<=|z/(m—-2)| >m—-3<=z/(m—2)>m—3.

Deste modo, basta mostrarmos que z > (m — 2)(m — 3), ou ainda, pela defini¢ao de z, é
suficiente que tenhamos (n+m —3)/s > (m — 2)(m — 3). Mas isto equivale a nossa hipotese

n > (s(m —-2)— 1) (m — 3). Portanto, ¢ > r vale e o resultado segue do Teorema 5.10. O

O caso s = 1 do corolario acima recai em uma outra classe exata computada por Parsons

[61], conforme mencionado no teorema abaixo.
Teorema 5.12. (Parsons [61]) Dados inteiros m,n > 2 com n > (m — 3)?, temos

n+m—2 sem — 1 nao divide n — 1;
T(Kl,’rupm):
n+m-—1 sem—1divide n — 1.
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5.2 Estrelas versus ciclo impar

Nosso objetivo nesta se¢ao é estudar o nimero My(Ky ., ..., K1 ,,,G) quando G é uma cépia
do ciclo C,,. Em particular, o caso s = k = 1 corresponde ao classico (K, Cp,). Numero

este estimado em diversos artigos, embora ainda em aberto na literatura.

Para m > 2n, Lawrence [52] calculou (K ,,, Cy,) = m. Neste mesmo trabalho, Lawrence
mostrou que (K, Cp,) = 2n+1 param < 2n, desde que m seja impar. O caso remanescente
(K1, Cr) comm < 2n e m par é o caso que se revela ser mais desafiador e por isso costuma
ser tratado com m fixado. O caso m = 4 ja é bastante intrigante, desafiando a comunidade
académica desde os anos 70. Chen, Cheng e Zhang [19] e Parsons [62, 63] utilizaram como
ferramenta planos projetivos para determinar classes exatas para (K ,,Cy). Os trabalhos
[35, 36] também utilizam esta classe especial de designs e determinam algumas classes exatas
para b(Ky ,, Cy) e My(Ky,, Cy). Param = 6, a literatura ¢ ainda mais escassa. Recentemente

foram computados os valores de r(K7 ,, Cg) para n < 11 (ver [10]).

Quando m é um numero par pequeno (em relagdo aos n;’s), até mesmo o caso particular
s = k =1 do numero My (K, .., Kin,,Cpn) permanece um problema aberto. Assim, é
intuitivo pensar que o caso geral seja um problema ainda mais complexo e desafiador (de fato,
célculos preliminares confirmam nossa intuigao). Neste sentido, faremos aqui algo semelhante
ao feito em Lawrence [52], isto é, trabalharemos com m grande e/ou m fmpar. Com esta
hipdtese, Lawrence [52] obteve sucesso ao determinar o valor exato do nimero (K, Cp,),
mas como estamos trabalhando em um ambiente mais geral, nossos resultados sao um pouco
mais modestos. Mais especificamente, conseguimos generalizar parcialmente os resultados,
encontrando algumas classes exatas e, nos demais casos, limitantes inferiores e superiores que

diferem em apenas uma unidade.

Comegaremos nossos resultados calculando o valor exato de M(K1 4y, ..., Kip,, Cn) para

m suficientemente grande.

Proposicao 5.13. Dados inteiros s,k > 1, ny,...,np > 2 e m > 3, denote S = Zle n;. Se

m>2(S—k+s)+ 1, entao Ms(Ky - Kin, Cn) = [m/s].

Demonstracao: A demonstracao é analoga a feita no Teorema 5.2 possuindo apenas algu-
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mas diferencas técnicas.

Tome ¢ = [(m—1)/s]. Como K,.ys contém menos que m vértices, entao K.xs nao contém

Cm, logo
MKy o, Kip,,Cn) > [(m—1)/s] +1=[m/s].
Para mostrar que Ms(K .-, Kin, Cn) < [m/s], considere uma (k + 1)-coloragao do
Km/s1xs € suponha que nao ha K ,, monocromatico na cor ¢ para todo 7 = 1,...,k. Neste

caso, devemos mostrar que ha um (), monocromatico na cor k + 1.
Para cada vértice v e cada indice i = 1,...,k + 1, denote por d;(v) o nimero de arestas
da cor i que incidem no vértice v. Como d;(v) < n; — 1 para todo i = 1,...,k, temos

dp1(v) = d(v) — Zdi(v) > ([m/s] —1)s— (S —k)=[m/s|s— (S —k+s). (5.8)

=1

Da hipétese m > 2(S — k+s) + 1, temos [m/s|s — [m/s]s/2>m/2 > S — k+ s, isto é,
[m/s]s — (S —k+s)>[m/s]s/2. (5.9)
Deste modo, as equagoes (5.8) e (5.9) produzem
dia (V) > [m/81/2 = [V (Kinjsr )l /2.

Como o vértice v é arbitrario, o Teorema 1.16 garante que o subgrafo de K7y, /s1xs induzido
pela cor k 4 1 é panciclico. Em particular, como m < [m/s]s = |V(Kpn/sxs)|, segue que
hé um ciclo C,, na cor k + 1. Portanto, My (K1 ,,, ..., Ki,,,Cn) < [m/s], completando a

demonstracao. O

A Proposicao 5.13 determina My (K, ..., Ki,,,Cn) quando m > 2(S —k+s)+1. Para

a situacao remanescente, um limitante superior é descrito abaixo.
Proposicao 5.14. Dados inteiros s,k > 1, ny,...,np > 2 e m > 3, denote S = Zle n;. Se

m < 2(S —k+s)+1, entao

S

My(Kip,,. . Ky, Cr) < [Mw +9. (5.10)
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Demonstracao: Tome ¢ = ’—(2(8 —k)+ 1)/5] + 1. Suponha por absurdo que
M5<K1,n17 e Kl,nkv Cm) >c+ 1.

Entdo existem grafos G' e H tais que K(c11)xs = G® H com A(G) < S—keC,, £ H. Deste

modo, para cada vértice v de K.i1)xs,

dg(v) = cs —dg(v) > es — (S — k). (5.11)
Note ainda que
(c _21>S - F(S_Sﬁwg > S -k (5.12)

Assim, combinando (5.11) e (5.12),
du(v) = cs = (S —k)>cs = (c—=1)s/2 = (c+ 1)s/2 = [V(K(e11)xs)|/2 = [V(H)|/2.
Logo, o Teorema 1.16 garante que H ¢é panciclico. Mas
V(H)|=(c+1)s=([(2(S—k)+1)/s] +2)s >2(S — k) + 1425 > m,

assim Cy, C H, um absurdo. Portanto, Ms(Ky ;... Kin,, Cm) < c+ 1. O

O caso particular s = k = 1 da Proposicao 5.14 revela que (K, Cp,) < 2n + 1 quando
m < 2n + 1. Conforme [52], vale a igualdade nesta expressao ao adicionarmos a hipétese
m impar. Seguindo esta analogia, sera que a hipétese m impar na Proposicao 5.14 também
garante a igualdade em (5.10)7 O préximo resultado estabelece que com m fmpar e mais

algumas hipéteses adicionais, a igualdade em (5.10) de fato é vélida.

Proposicao 5.15. Dados inteiros s,k > 1, ny,...,npy > 2 e m > 3 impar, denote S =
Zle niec=[(2(S—k)+1)/s| +1. Se c e cs/2 sdao ambos pares e m < 2(S — k + s) + 1,
entao

2(5—-k)+1
B Ko o) = [HE 1)

S

Demonstragao: O limite superior My (K1, ..., K15, Cn) < [(2(S—k)+1)/s] +2 decorre
da Proposi¢ao 5.14. Para mostrar o limitante inferior, aplicaremos o Lema 1.37 exibindo

grafos G e H tais que Koxs = G® H com X'(G) <S—keC, ¢ H.
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Divida as ¢ classes de vértices de K, .., em dois conjuntos, digamos A e B, contendo
¢/2 classes de vértices cada (podemos fazer isto pois ¢ é par). Considere os grafos G =
(V(G),E(G)) e H = (V(H),E(H)) definidos por V(G) = V(H) = V(K.s), E(H) =
{{u,v} :u € Ajv € B} e E(G) = E(K.xs) — E(H). Note que K.xs = G @ H. Além disso,
como H é um grafo bipartido e m é fmpar, entdo C,, ¢ H. Para aplicarmos o Lema 1.37,

resta mostrarmos que Y'(G) < S — k.

Note que o grafo G' é formado por duas componentes conexas isomorfas ao K. oy, assim

X'(G) = X'(Kcj2xs). Usando o Teorema 4.5 e a hipdtese cs/2 par, segue que
X'(G) = A(Kepaxs) = (¢/2—1)s = ([(2(S—k)+1)/s| —1)s/2 = [ (2(S—k))/s]s/2 < S— k.

Portanto, uma simples aplicacao do Lema 1.37 assegura o resultado. O

Retomemos ao caso s = k = 1. Neste contexto, as hip6teses da Proposicao 5.15 revelam
que r(Ky , Cp) = 2n+ 1 quando m ¢é impar, m < 2n+ 1 e n é par. Mas conforme [52], ndo
é necessario que n seja par para que tenhamos r(Ki,,C,,) = 2n + 1 quando m é fmpar e

m < 2n + 1. Neste sentido, o caso remanescente n impar é englobado no resultado abaixo.

Proposicao 5.16. Sejam inteiros s,k > 1, m > 3 impar e nq,...,n; > 3 também todos
impares, denote S = Zle niec=[(2(S—k)+1)/s| +1. Se c é par, cs/2 é fmpar e
m < 2(S —k+s)+ 1, entao

2(5 — k) + 1
MKy Kip,, Co) = [%w +2. (5.13)

Demonstracgao: O limite superior decorre da Proposicao 5.14. Vamos mostrar entao que
MKy, Kip,,Cn) > c.

A ideia da demonstragao é parecida com a apresentada na Proposicao 5.15. De fato,
como c é par, entao aqui também podemos considerar G' e H os grafos construidos la. Em
particular, também valem K..; = G @ H e C,, € H pois m é impar. No entanto, nao
podemos garantir que x'(G) < S — k pois, para isto, precisariamos da hipdtese cs/2 par, o
que nao ocorre. Deste modo, nao podemos aplicar o Lema 1.37. Nossa estratégia entao sera
mostrar que G pode ser escrito da forma G = G; @ ... ® Gy, com K, ,i_ (G; para cada
i=1,..., k.
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Note que G é um grafo regular de grau (¢/2 — 1)s. Além disso, por hipdtese, ¢ é par e
cs/2 é impar. Consequentemente s é impar e ¢s/2 — s é par, isto é, G é um grafo regular de
grau par. Pelo Teorema 1.9, G é 2-fatoravel, assim, G' pode ser particionado em exatamente
(¢/2 — 1)s/2 2-fatores. Observe que

<c/22_1)3 _ (0_42)3 _ qz(s—jwﬂ_l)iz {MJZ . ¥:Z <n2_1)

i=1

Assim, como cada (n; —1)/2 é inteiro (por hipétese cada n; é impar), podemos particionar os
(¢/2—1)s/2 2-fatores de G' em k conjuntos, digamos Ay, ..., Ag, de modo que |4;| < (n;—1)/2

para todoi=1,..., k.

Para cada ¢« = 1,...,k, defina GG; como a uniao de todos os 2-fatores de A;. Assim
G =G ®...0 G, com A(G;) = 2|A;| < n; — 1. Em particular, K;,, ¢ G; para todo
i=1,...,k e, portanto, My(K1,,,..., Kin,,Cn) > c. O

Observe que na demonstracao da classe exata exibida na Proposicao 5.16 usamos forte-
mente a hipétese de que nq, ..., n, sao impares. O préximo resultado ressalta a importancia
dessa hipdtese mostrando que, se algum n; é par, entdo a expressao (5.13) pode nao ser
verdadeira. Vale a pena ressaltar que, assim como na Proposi¢ao 5.14, no proximo resultado

também nao precisamos que m seja necessariamente impar.

Proposicao 5.17. Dados inteiros s,k > 1, m > 3, ny,...,n, > 2 com algum n; par, denote
S=3F nec= [(2(S — k) +1)/s] + 1. Se ¢ é par, ¢s/2 é fmpar e m < 2(S —k +s) + 1,
entao

25—k
M( Ky, Kip,, Cn) < [%W + 2.

Demonstragao: Embora o limite superior apresentado aqui seja s6 um pouco melhor do
que o apresentado na Proposicao 5.14, a demonstragao aqui é muito mais técnica e requer
uma analise mais cuidadosa.

Seja w = [2(S — k)/s| + 2. Suponha por absurdo que My (K1, .., Kin,,Cn) > w.
Entao existem grafos G e H tais que Kyxs = G® H com A(G) < S—keC, ¢ H. E
ainda, podemos supor que G é escrito na forma G = G; @ ... ® Gy com K1, € G, para todo

i=1,... k.
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Para cada vértice v € V(Kupxe),
dg(v) = (w—1)s —dg(v) > (w—1)s — (S — k) =ws — (S — k + s). (5.14)
Como ws/2 = [2(S — k)/s +2]s/2 > S — k + s, segue por (5.14) que
dg(v) > ws — (S —k+8) > ws —ws/2 =ws/2 = |V(Kyxs)|/2 = |V(H)|/2.

Logo, o Teorema 1.16 assegura que H é panciclico ou H é isomorfo ao grafo bipartido completo

K van . Mas H nao pode ser panciclico pois C, SZ H e H contém m ou mais vértices
2 ’ 2

(de fato, |V(H)| = ws > m ja que m < 2(S — k + s) + 1). Deste modo, H ¢ isomorfo ao

grafo bipartido completo Kvimn van . Em particular, §(H) = |[V(H)|/2 = ws/2 e assim
2 ’ 2

s—sz(G):(w—ns—a(H):%—s: q@hz)g—szs—k. (5.15)

Como a primeira e a ultima expressao na desigualdade (5.15) coincidem, entao vale a igual-

dade em todas as suas desigualdades. Em particular, A(G) = S — k e também
([25-9) o)z o5
5 2

[2(S —k)/s] s/2=5—k=(2(5S—k)/s)s/2,

donde

isto é, [2(S — k)/s| = 2(S — k)/s. Em outras palavras, s divide 2(S — k) e assim, ¢ = w.
Em particular, H ¢ isomorfo ao grafo bipartido completo Kes cs. Deste modo, como Kexs =

G ® H, segue que G é composto por duas componentes conexas isomorfas ao K¢/ox..

Sabemos que G = G1®...®Gy com dg,(v) < n;—1 para todo vérticevetodoi =1,... k.

Assim, como G é regular e A(G) = S — k, entao para cada vértice v € K.y temos

k k

 (ni—1)=S—k=AG) =dg(v) =) de,(v) < Z(n —-1),

i=1 i=1
logo dg,(v) = n; — 1 para todo vértice v € K x5 e todo i =1,... k.

Para um j € {1,...,k} fixado com n; é par, denote por |E;| o nimero de arestas de G;
que estao em uma componente conexa de GG previamente fixada (lembre-se que G é composto
por duas componentes conexas isomorfas ao K./2x). Segue pelo Teorema de Euler que

20E;| =) da,(v) =) (n; — 1) = cs/2(n; — 1).

(%
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Mas ¢s/2 e (nj; — 1) s@o ambos impar por hipétese, um absurdo. Portanto,

2(8 — k
Ms(Kl,nla'-le,nkaCm) S w = ’VM—‘ +27

S

concluindo a demonstragao. O

As Proposicoes 5.15 e 5.16 determinam classes onde o limitante superior em (5.10) é
atingido. Por sua vez, quando ¢ é par, a Proposi¢ao 5.17 melhora o limite superior (5.10) no
caso remanescente. Para ¢ fmpar (e m < 2(S — k + s) + 1), a tnica estimativa que temos
até agora ¢é o limitante superior “geral” que decorre da Proposicao 5.14. Veremos agora que

podemos refinar tal limitante.

Proposicao 5.18. Dados inteiros s,k > 1, nq,...,n, > 2 e m > 3, denote S = Ele n; e
c=[(2(S—k)+1)/s| + 1. Secéimpar e m <2(S —k+s) + 1, entdo

S

MKy, Kip,, Cn) < [M-‘ + 2.

Demonstracao: A ideia da demonstracao é essencialmente a mesma que na Proposicao
5.17. De fato, usando a mesma notacdo w = [2(S — k)/s| 4+ 2 e supondo por absurdo
que My (K14, Kip,,Cn) > w, aqui também temos que existem grafos G e H tais que
Kyxs = G@® H com A(G) < S —keC, ¢ H. Assim como foi feito 14, podemos utilizar
os mesmos argumentos para concluir que w = ¢ e H é isomorfo ao grafo bipartido com-
pleto Ke . O fato de Ke e ser um subgrafo de Kcxs implica que dois vértices de uma
mesma classe de K..s nao podem estar em classes de vértices distintas de K o o Assim,
cada classe de vértices de K. esta inteiramente contida em uma das classes de K es os. Em

particular, s divide (cs)/2, donde devemos ter ¢ par, contrariando a hipdtese. Portanto,

My(Kipy,- oo Kipy, Cr) <w = [2(S = k)/s| + 2. 0

Apresentamos nas Proposicoes 5.17 e 5.18 um pequeno refinamento do limitante supe-
rior (5.10). Pudemos observar nas respectivas demonstracoes que, apesar da melhora ser
muito pequena, o esfor¢co para obter tais refinamentos foram elevados. Neste sentido, o lei-
tor poderia estar se indagando se valeu a pena tanto esfor¢o técnico em um refinamento

tao pequeno. O préximo resultado nos mostra que o valor exato do numero de Ramsey
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My(Kipy,y- .., Kin,, Cn) esta muito préximo das estimativas apresentadas aqui. Deste modo,

qualquer refinamento, por menor que possa parecer, é sim muito significativo.

Proposicao 5.19. Dados inteiros s,k > 1, ny,...,npy > 2 e m > 3 impar, denote S =

k .
> n;. Vale a estimativa

S

2’7(5 — k)—‘ + 1 S Ms(Kl,nn te 7K17nk’Cm)'

Demonstragao: Tome w = 2[(S—k)/s|. Vamos mostrar que M (K1, ..., Kin,,Cn) > w
usando o Lema 1.37. Para isto, basta exibirmos grafos G' e H tais que K,xs = G @& H com
X(G)<S—-keC, ¢ H.

Divida as w classes de vértices de K, xs em dois conjuntos, digamos A e B, contendo w /2
classes de vértices cada (podemos fazer isto pois w é par). Considere os grafos G e H definidos
por V(G) =V(H) =V(Kyxs), E(H) = {{u,v} :u € A,v € B} e E(G) = E(Kyxs) — E(H).
Note que Ky xs = G ® H. Além disso, como H é um grafo bipartido e m é impar, entao
Cy, € H. Por fim, pelo Teorema de Vizing (Teorema 1.5),

X (G) <AG)+1= (%—1)34—1: <{S_k-‘ —1)s+1: {MJS—Fl < S —k.

S S

Deste modo, uma aplicagdo do Lema 1.37 garante que M(Ky,,, ..., Kip,,Cn) > w e com-

pleta a demonstracao. ad

Observe que nem todas as estimativas exibidas nos resultados acima impoem como hipotese
uma determinada paridade para m. No entanto, devido a complexidade do caso m par, no
inicio desta se¢ao nos propomos estimar o nimero My(Ky ., ..., Kip,,Cy,) apenas no caso

m é impar. Neste sentido, um resumo dos nossos resultados é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 5.20. Dados inteiros s,k > 1, ny,...,nx > 2 e m > 3 impar, denote S = Zle n;
ec=[(2(5—Fk)+1)/s] +1.
(1) Sem > 2(S — k+ s) + 1, entao
MKy, .., Kip,,Cn) = [m/s];
(1) Sem <2(S—k+s)+1ececs/2sao ambos pares, entao
M(Kipy,- oo Ky, Cr) = [(2(S = k) + 1) /s| + 2;
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(1) Se m < 2(S —k+s)+1, ¢ é par, ¢s/2 é impar e ny,...,n; sdo todos impares, entao
M( Ky, Ky, C) = [(2(S — k) + 1) /s| + 2;
(ww) Caso contrério,

2[(S —k)/s| +1 < My(K1pys -, King C) < [2(S — k) /s| +2.

Demonstracao: Os itens (2), (#2) e (12) foram mostrados nas Proposigoes 5.13, 5.15 e 5.16,

respectivamente. Resta verificarmos o item (wv).

O limite inferior do item () decorre da Proposi¢ao 5.19. Além disso, se nenhuma das
hipéteses dos itens (2), (22) e (12) forem satisfeitas, entdao obrigatoriamente uma das condigdes
abaixo vale:

(a) m <2(S—k+s)+1, cépar, cs/2 é impar e algum n; é par;
(b) m <2(S—k+s)+1ecéimpar.

Deste modo, as Proposigdes 5.17 e 5.18 garantem o limite superior do item (wv). O

Particularmente interessante, os limites inferior e superior apresentados no item () do
Teorema 5.20 podem coincidir dependendo do resto r da divisao de S — k por s. Mais

especificamente, coincidem quando 1 < r < s/2 e diferem por uma unidade caso contrério.

Observe que s = 1 é o unico caso onde nao existe 7 com 1 < r < s/2. Neste caso, o

Teorema 5.20 pode ser sintetizado da seguinte maneira.

Corolario 5.21. Dados inteiros k > 1, ny,...,ng > 2 e m > 3 impar, denote S = Zle n;.
(1) Se m > 2(S — k) + 3, entao
r(Kingy - s King, Cm) = m;
(12) Se m < 2(S — k) + 3 com S — k fmpar ou nq, ..., n; todos impares, entao
Py ey Ky, o) = 2(S — k) + 3;
(12) Se m < 2(S — k) +3 e S — k e algum n; sdo pares, entao
20S —k)+1<r(Kins- s K1y Cm) <2(S — k) + 2.

Duas observacoes importantes podem ser destacadas no Corolario 5.21. A primeira é que
se k = 1, entao a hipétese do item (u22) nunca ¢é satisfeita. Deste modo, o Corolédrio 5.21
determina o valor exato do (K7, Cy,), valor este ja calculado em [52]. A segunda observacao

se refere as hipdteses presentes nos itens (u2) e (122). Observe que elas se assemelham aos dois
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casos retratados por Burr e Roberts no Teorema 4.1, indicando assim uma possivel estreita
relac@o entre os numeros de Ramsey (K, ..., Kin, Cm) € 7(Kiny, ..., Kip,) quando m

é impar.

5.3 Estrelas versus emparelhamentos

Nosso objetivo nesta segao ¢ estudar o nimero My(Ky ,,, ..., Ki,,,G) quando G é um em-
parelhamento, isto é, um grafo da forma m K, para algum inteiro positivo m. Em particular,
quando s = 1 este ntimero ja foi calculado por Cockayne e Lorimer [22]. Resultado este gene-
ralizado recentemente (em 2018) por Omidi, Raeisi e Rahimi [59] para um nimero arbitrario

de estrelas e emparelhamentos.

Motivados pelos dois trabalhos citados acima, dividiremos esta secao em duas subsecoes.
Na primeira, estudaremos o ntimero M(Kj ., ..., Kin,, mK2) com uma certa riqueza de
detalhes. Mais especificamente, apresentaremos varias classes exatas e, nos casos remanes-
centes, exibiremos limitantes inferiores e superiores que diferem em apenas uma unidade. Ja
na segunda subsecao, trabalharemos em um ambito mais geral, isto €, estimaremos o niimero
M (K, Kip,, mKs,...,m;jK,) onde o nimero de emparelhamentos é arbitrario, as-
sim como o numero de estrelas. Neste caso também sera possivel obter bons resultados,

incluindo a determinacao do valor exato quando s = 2.

5.3.1 Classes exatas para um unico emparelhamento

Conforme ja mencionado, o valor do ntimero My(K,,,...,Ki,,,mKs) quando s = 1 ja
foi determinado por Cockayne e Lorimer [22]. Em particular, quando m é suficientemente

grande, tal valor é dado pelo teorema abaixo.

Teorema 5.22. (Cockayne e Lorimer [22]) Dados k,m > 1, ny,...,n; > 2 inteiros, denote

S = Zle n;. Sem > S —k+1, entao (K, ..., Kin, mKy) = 2m.

O resultado acima pode ser ampliado para o ambito dos nimeros de Ramsey multipartidos

conforme segue.
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Teorema 5.23. Dados s, k,m > 1, ny,...,ng > 2 inteiros, denote S = Zle n;. Se m >

S —k+s, entdo My(Ky s .., Kip,, mKs) = [2m/s].

Demonstracao: O limitante inferior My (K, ..., K14, mKs) > [2m/s] decorre imedia-

tamente do fato que o grafo K([2,,/s1-1)xs nao contém 2m vértices. De fato,
([2m/s] = 1)s = |(2m —1)/s]s < 2m — 1.

Deste modo, mKy € K(fam/s]-1)xs € trivialmente M (K1, ..., Ki,,, mKy) > [2m/s] — 1.

A demonstracao do limite superior requer uma analise mais apurada. Suponha por ab-
surdo que M(Kqpys -y K1y, mEKs) > [2m/s], entdo existe uma (k + 1)-coloragao do grafo
Kam/s1xs sem copia monocromdtica do Ky ,, na cor ¢ para ¢ = 1,2,...,k e sem cépia do
mK, na cor k+ 1. Para todo v € V(Kyam/s1xs) €@ = 1,...,k+ 1, denote por d;(v) o nimero
de vértices de Kfopm/s)xs ligados a v pela cor i. Assim, temos d;(v) < n; — 1 para todo
t=1,...,k. Logo,

k

dpi1(v) = ([2m/s] — 1)s — Zdi(v) > ([2m/s] —1)s — (S — k). (5.16)

i=1
A hipétese m > S — k + s equivale a 2m/s > (m + S — k + s)/s. Deste modo, vale
[2m/s] —1 > (m+ S — k)/s. Portanto, segue da desigualdade (5.16) que

dpy1(v) > (m+S —k)—(S—k)=m. (5.17)

Seja A o nimero maximo de arestas em um emparelhamento AK5 na cor k+ 1. Obrigato-
riamente A < m, pois assumimos que nao ha um mKs na cor k+1. Considere um emparelha-
mento AKX, de KTy s1xs colorido na cor k+1. Denote Z = V(AKy) e W = V(Kpam/s]xs) — Z.
Note que

(W = [V (Kp2mysixs)| = 2] 2 2m — 2X > 2, (5.18)

assim, podemos tomar dois vértices distintos w; e wy em W.

Para cada w € W — {wy, w2}, nenhuma das arestas {w,w;} e {w, ws} recebe a cor k + 1,
pois isto contrariaria a maximalidade de A. Pelo mesmo motivo, {w;, ws} nao é colorida pela
cor k + 1. Portanto, como consequéncia de (5.17), w; estd conectado pela cor k + 1 a no

minimo m elementos de Z. O mesmo vale para ws.
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Sejam 1, ..., x,, vértices distintos em Z ligados a w; pela cor k+ 1. Como Z = V(AK>),
existem unicos yi,...,y, € Z tais que {z;,y;} € E(AK3) para ¢ = 1,...,k. Note que
para cada i = 1,...,k, ndo podemos ter a aresta {ws,y;} na cor k 4 1, pois neste caso,
terfamos um (A 4+ 1)K5 na cor k + 1 removendo a aresta {z;,y;} e adicionando as arestas
{wy,z;} e {wq,y;} do MK, original, o que contraria a maximalidade de A. Logo, wy estd
conectado pela cor k + 1 a no minimo m elementos de Z — {yi,...,yn} ao qual possui
2\ — m elementos. Assim 2\ — m > m, contrariando o fato m > A, um absurdo. Portanto,

Ms(Kl,nla“'aKl,nkamKQ) = |_2m/s-| (|

O resultado acima determina o valor exato do nimero M(K1 ., .., K1, mK>) sempre
que m > S — k + s. Deste modo, a partir de agora podemos trabalhar com m < S —k + s
sem que de fato essa condigao seja uma hipdtese, uma vez que trata-se apenas do caso

remanescente ao que ja estudamos. Neste sentido, obtemos um limitante superior “geral”.

Proposicao 5.24. Dados s, k,m > 1, nq,...,n; > 2 inteiros, denote S = Zle n;. Se

m < S —k+ s, entao

Chtm—1
MS(Kl,nl,...,Kl,nk,mm)gLS tm J+2.

s
Demonstragao: A ideia da demonstracao serd essencialmente a mesma utilizada no Teorema
5.23.

Suponha por absurdo que My (K1, ..., Ki,,,mKy) > |[(S—k+m —1)/s| + 2. Entéo
existe uma (k + 1)-coloracao do K(|(s—kt+m—1)/s|+2)xs Sem cOpia monocromética do K ,, na
cor ¢ parai = 1,2,... k e sem copia do mKy na cor k+1. Paratodot=1,...,k+1 e todo
vértice v, denote por d;(v) o nimero de vértices do K(|(s—k+m—1)/s|+2)xs ligados a v pela cor
i. Assim como em (5.17), aqui também temos dy1(v) > m. De fato,

de1(v) = ([(S—k+m—1)/s] +1)S—Zdi(0) > [(S—k+m)/s|s—(S—k)>m. (5.19)

i=1
Definindo A\, Z e W como foi feito na demonstragao no Teorema 5.23 e prosseguindo de
maneira andloga, aqui também encontramos o absurdo 2A — m > m. A tnica diferenca que

vale a pena ser frisada é o modo como obtemos a desigualdade |W| > 2 (ver desigualdade
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(5.18)). No Teorema 5.23 isto seguiu naturalmente, ja na nossa atual demonstracdo isto é

decorréncia da hipotese S — k + s > m. De fato,
(W[ = ([(S—k+m—1)/s]+2)s—2X = ([(S—k+m)/s]+1)s—2X > S—k+m+s—2\. (5.20)

Como S —k+ s >m, temos |[W| > S —k+s+m—2\>2m—2\> 2. ]

O resultado anterior nos afirma que My(Kip,, ..., K1, mKs) < [(S—k+m—1)/s| +2
sempre que S — k + s > m. O préximo resultado nos garante que tal estimativa é étima ou

quase 6tima quando S — k é suficientemente grande.

Proposicao 5.25. Dados s,k > 1, m,ny,...,n, > 2 inteiros, denote S = Zle n;. Se
S —k>(s—1)(m—2), entdo

S—k+m-—3
MS(Kl,n17' s 7K1,nkamK2) Z \‘ J +2

s
Demonstracao: Seja ¢ = [(S — k+ m —3)/s]| + 1. Mostraremos que
Ms(Kl,np e 7K17nk’ ng) Z c+ 1.
Para isto, faremos uso do Lema 1.37 exibindo grafos G e H tais que K.xs = GO H, X'(G) <
S—kemkK, Q H.
A hipétese S —k —1 > (s — 1)(m — 2) obriga que ¢ > m — 1. De fato,

{(S—k—lmm—mJHZ {(s—l)(m—2>+<m—2>

S S

CcC =

J—i—lzm—l.

Deste modo, podemos selecionar um conjunto Vy com m — 1 vértices pertencentes a m — 1
classes de vértices distintas do K.xs. Denote Vi = V(K xs) — Vp e considere G = K.[Vi] 0
subgrafo do K, s induzido por V. A distribuicao dos vértices de V; em classes distintas do

K.y assegura que
AG) =V-(s=1)=ecs—(m—-1)—(s—1)=(c—1)s —m+2.
Como ¢ = |[(S —k+m —3)/s| + 1, segue que

AG)=1(S—k+m—=3)/s]s—m+2<S5—k—1.
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Aplicando o Teorema de Vizing (Teorema 1.5), obtemos x'(G) < A(G) +1 < 5 — k.

Seja H o grafo complementar de G em K., . Note que K.«s = G& H. Além disso, como
G = Kexs[Vi] e Vi = V(K xs) — Vo, segue que toda aresta do grafo H incide em algum vértice
de V5. Como |Vo| = m — 1, entdo H possui no méximo m — 1 arestas independentes, isto é,

mKs, ¢ H. Portanto, o resultado segue pelo Lema 1.37. O

Note que para s > 2, a desigualdade S — k > (s — 1)(m — 2) implica que S — k + s > m.
Deste modo, uma simples combinagao das Proposigoes 5.24 e 5.25 assegura a classe exata
destacada no corolario abaixo.

Corolario 5.26. Dados £k > 1, s,m,nq,...,n; > 2 inteiros, denote S = Zle n;. Se

S—k>(s—1)(m—2)e(S—k+m—1)#0,1(mod s), entao
S—k—i—m—lJ
+ 2.

Ms(Kl,n17"'aKl,nk7mK2) = \‘ s

Conforme observado por Cockayne e Lorimer [22] e Omidi, Raeisi e Rahimi [59], o nimero
de Ramsey (K, ..., K14, mK>) estd diretamente relacionado ao nimero de Ramsey para

estrelas. Mais especificamente, vale a igualdade
(K1, Kin,, mKy) = max{R+m — 1,2m}, (5.21)

onde R = r(Ky,,...,Kip,) (se k=1, naturalmente R = ny + 1).

Observe que uma combinagao do Teorema 4.1 com a igualdade (5.21) produz o valor
de 7(Kipyy. -y Kin,,mKsy). Observe ainda que o Teorema 4.1 foi generalizado no Teo-
rema 4.9 para o ambito dos nimeros de Ramsey multipartidos. Neste sentido, é natural
nos questionarmos: sera que o Teorema 4.9 pode nos auxiliar na determinacao do numero
M (Ky ..., Kin,,mKs)? Nossa expectativa é parcialmente correspondida através da se-

guinte relacao.
Proposicao 5.27. Dados inteiros s, k,m > 1, ny,...,ng > 2, temos

Ms(Kl,nly .. ,Kl’nk,ng) Z Ms(Kl,np c. 7K1,nk) + L(m - 1)/SJ . (522)

Demonstragao: Parap = My(K,,,...,Ki,,)—1lep = [(m—1)/s]|, defina G = K., e H

o grafo complementar de G em relacdo a K (p1,)xs. Em particular, K,y p)xs = GO H. Assim,
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para mostrarmos a estimativa My(Ky,,, ..., Ki,,,mK) > p+ p + 1, basta aplicarmos a
Proposigao 1.35 verificando que valem as duas afirmagoes abaixo:

(1) G pode ser escrito da forma G = G, @ ... ® Gy com K;,,, € G; para todoi =1,...,k;
(w) mKy, ¢ H.

A parte (2) segue imediatamente dos fatos G = K, ¢ My(Kq ..., K1) > p. Para
verificar a parte (u2), observe que K(,4,)xs possui exatamente p’s vértices que nao sao inci-
dentes a nenhuma aresta de G = K,,. Denotando por W o conjunto destes p’s vértices,
temos pela construcao de G' e H que toda aresta de H incide em W. Portanto, H possui no
méximo |W| arestas independentes. Como |[W| = p's = |(m —1)/s|s < m — 1, segue que

mK, ¢ H. Logo (u) é valido, completando a demonstragao. O

Sabemos pelo Teorema 4.1 que (K ,,,...,K1,,) > S —k + 1. Deste modo, quando
S — k > m, temos por (5.21) que

T<K1,n1> ce Kl,nk,ng) = T<K1,n17 e Kl,nk) +m — 1.

Neste sentido, é natural indagarmos se também vale a igualdade em (5.22) quando S — k ¢é
suficientemente grande em relacao a m. Uma resposta econdmica para esta pergunta ¢ nem
sempre. De fato, tome por exemplo s=m=4e¢ S —k > 6 com S—k =3 (mod 4). Entdo

o Corolario 5.26 assegura que
My(Kiys - ooy Kipy mEo) = [(S — k) /4] + 3.
Por outro lado, o Teorema 4.9 nos garante que
M(Kipy, .. Kip) + [(m—1)/s] = |(S—k)/4]| +2.
Em particular, neste caso temos
My(Kipy sy Kipy mEo) # My(Ki oy, ..o, K1) + [ (m —1)/5]

e portando a desigualdade em (5.22) pode ser estrita.

A partir de agora e durante o resto desta subsegao, fixaremos a notagao habitual para

introduzirmos quatro novas variaveis com o objetivo de auxiliar nossos calculos na aritmética
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modular moédulo s. Mais especificamente, fixados inteiros s,m,k > 1, ny,ng, ..., np > 2,

continuaremos denotando S = ) ;| n, mas agora consideraremos também os tinicos inteiros

q,q,r e r' (pelo algoritmo da divisdo) tais que

S—k=sq¢g+rcom0<r<s, (5.23)
m—1=s¢ +1r" com0<r <s. (5.24)
Ja determinamos o valor exato do My(Ky,,,...,Ki,,, mKs) quando m > S — k + s no

Teorema 5.23. Por outro lado, se S — k + s > m, ficard evidente no proximo resultado que o
valor das nossas melhores estimativas inferiores e superiores possuem uma diferenca maxima

de apenas uma unidade.

Teorema 5.28. Dados inteiros s, k,m > 1 e ny,...,ng > 2, denote S = Zle n; e q,q,re
r’ parametros definidos em (5.23) e (5.24). Suponha que S — k + s > m.

(1) Ser+1r'=0,entdo ¢+ ¢ +1 < M(Kypy,..., Kip,,mKs) <q+q + 2.

() Se 1 <r+7r' <s—1, entdo My(K1py,-.., Kin,mKsy) =q+q¢ + 2.

(12) Se s <r 471’ entdo g+ ¢ +2 < M(Ky s ..., Ky, mKs) <qg+q + 3.

Demonstracgao: Pelas Proposigoes 4.2 e 5.27,

m—1 S—k m—1
MS(Kl,n17"'aK1,nk7mK2) 2 MS(K].,TL17"')K1,TL]C)+\‘ J Z \‘ N J+1+ \‘SJ :q+q/+]‘

S

Por sua vez, a Proposicao 5.24 assegura que

S—k+m-1 s+r)+(¢s+1
Ms(Kl,m,...,Kl,nk,sz)s{J+2={(q )+ (g )

_|_ !
; J+2 = g+ +2+ Y r J

s
Note que |(r+7')/s| =0se0<r+71" <s—1e|[(r+7)/s| =1ses<r+7r. Assim,

para completar a demonstracao basta mostrarmos o seguinte:

Afirmagao: Se 1 <r+1', entdo My(K1py,. .., Kin,mKsy) > q+q + 2.
Dividiremos a demonstragao desta afirmacao em trés casos.

Caso 1: quando (¢ + 1)s é par;

Caso 2: quando r > 1;

Caso 3: quando r’ > 1 com (¢ + 1)s impar.

Em todos os casos, mostraremos que My (Kq,,..., Ki,,,mK2) > ¢+ ¢ + 2 aplicando o
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Lema 1.37, isto ¢, exibiremos grafos G e H tais que Kgyq41)xs = G ® H com mK, ,@ He
X'(G) < S —k.

Caso 1: Considere G = K(441)xs ¢ H o grafo complementar de G em relacao a Kgqq11)xs-
Deste modo, K(g1¢41)xs = G ® H. Observe que x'(G) < S —k é uma consequéncia imediata
do Teorema 4.5. De fato, como (g + 1)s é par, este teorema nos garante que G = K(g11)xs €

de classe 1. Assim,

X(G)=AG)=qs<qgs+r=5—k

Resta mostrarmos que mKs, Q H. Note que K(g4441)xs POssui exatamente ¢'s vértices
que nao sao incidentes a nenhuma aresta de G = K(g41)xs- Seja W o conjunto destes ¢'s
vértices. Pela construcao de G e H, toda aresta de H incide em W. Portanto, H possui no

méximo |W| arestas independentes. Como |[W| = ¢'s < ¢'s+r' = m—1, segue que mKy ¢ H.

Caso 2: Considere G e H como no Caso 1. Assim como antes, a maneira com que os grafos G
e H sao construidos garante que K gy 41)xs = GOH e mKy ¢ H. A tinica diferenca é que no
Caso 1 usamos a hipétese (¢ + 1)s par e o Teorema 4.5 para mostrarmos que x'(G) < S — k.
J& na nossa atual demonstracao, este fato ¢ uma consequéncia imediata da hipotese r > 1 e

do Teorema 1.5. De fato,

X(G)<AG)+1=gs+1<gs+r=5—k.

Caso 3: Diferentemente dos Casos 1 e 2, fixe agora um vértice v e defina G o subgrafo de
K(g+1)xs induzido pelos vértices V(K (g41)xs) — {v}. Note que G é um grafo multipartido
completo com um numero par de vértices (pois (¢ + 1)s é impar, por hipétese), assim, o

Teorema 1.6 garante que G é um grafo de classe 1 e, portanto,
X (G)=A(G)=qs<gs+r=S5—k.

Definindo H como o grafo complementar de G em relacao a K(gq41)xs, Daturalmente
K(grq¢+1)xs = GO H. Além disso, de modo andlogo aos casos anteriores, podemos verificar que

mKs ¢ H. De fato, a hiptese r’ > 1 garante a estimativa [W| = ¢'s+1 < ¢'s+r' <m—1. O
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Conforme ja mencionado, os limitantes inferiores e superiores apresentados no Teorema
5.28 possuem uma diferenca maxima de apenas uma unidade. Neste sentido, podemos afirmar
que vale a igualdade no limite inferior ou no limite superior. O nosso préximo resultado
complementa o item (2) do Teorema 5.28, afirmando que na maioria dos casos vale a igualdade

no limite superior.

Proposicao 5.29. Dados inteiros s,k,m > 1 e ny,...,ng > 2, denote S = Zle n; eq,q,r

e r’ parametros definidos em (5.23) e (5.24). Suponha que S —k+s>mer+1r' =0.

1. My(Kipys-os Ky, mEs) = g+ ¢ + 2, exceto possivelmente quando s é impar com

(S — k)/s par e algum n; par.

2. Se s é fmpar com (S — k)/s par e algum n; par, entdo My (K ,,, ..., Ki,,,mK;) =
g+ ¢ + 1, pelo menos quando m = 1.

Demonstracao: A demonstracao é uma simples aplicacao do Teorema 4.9 e da Proposicao

5.27 notando que quando m = 1, temos My (K1, ..., Kin,, mKs) = M(Ky ..., Kip,). O

Uma simples aplicacao do Corolério 5.26 assegura que
Ms(Kl,nla---yKl,nkamK2) :q+q/+3 (525)

quando S —k > (s — 1)(m —2) e r + 1" > s+ 1. Em outras palavras, para que a igualdade
(5.25) seja valida, é suficiente que tenhamos:

() r+1">s+1;

(12) S — k suficientemente grande em relacdo a s e m (no caso, S — k > f(s,m), onde

f(s,m) = (s = 1)(m — 2)).

O nosso préximo resultado mostra que se a hipGtese (1) é satisfeita, entdo para que
tenhamos a igualdade (5.25), ndo precisamos ter S — k suficientemente grande em relagao
a s e m, mas sim em relagdo a apenas s (independentemente de m). Tal afirmagao decorre
imediatamente do teorema abaixo notando que [(s — 7+ 1)/(¢ +1)] = 1 quando S — k é

suficientemente grande em relagao a s.
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Teorema 5.30. Dados inteiros s, k,m > 1 e ny,...,ng > 2, denote S = Zle n;eq,q,r
e 1/ parametros definidos em (5.23) e (5.24). Ser+1' > s+ 1+ [(s—r+1)/(g+1)] e
S —k+ s> m, entao

MKy Ky, mKy) =q+¢ + 3.

Demonstragao: O limite superior segue do Teorema 5.28, resta mostrarmos entao que
Ms(Kl,nla s >K1,nk7 mK2) 2 q + q/ + 3
Denote n = [(s—r+1)/(g+1)]. Em particular, temos n(g+1) > s —r+ 1. Deste modo,

calculos elementares asseguram que
(s—n)(¢+2)<S—k+s—n—-1<s(g+2). (5.26)

De fato, a segunda desigualdade vale pois S —k = sq¢+r com r < s, enquanto que a primeira

segue de n(q+ 1) > s —r + 1. Mais detalhadamente,
(s—n)(q+2) = (S—k—r)—ng+2(s—n) = (S—k+s—n)+(s—r—n(¢g+1)) < S—k+s—n—1.

Pela desigualdade (5.26), podemos tomar um grafo multipartido completo G com S — k +
s —n — 1 vértices particionados em ¢ + 2 classes, onde cada classe possui entre s —n e s

vértices. Em particular, segue pelo Teorema de Vizing (Teorema 1.5) que
X (G)<AG)+1<(V(G)] = (s—n))+1=S5—k.

Seja H o grafo complementar de G em relacao ao K(g4q42)xs- Note que Kgigia)xs = G
H e x'(G) < S—k. Deste modo, para mostrarmos que My (K, ..., Kin, mK2) > q+¢'+3,

basta verificarmos que mK, ¢ H e aplicar o Lema 1.37.

Denote por W o conjunto dos vértices de K44y 12)xs que nao sao vértices de G. Pela
construcao de G' e H, toda aresta de H incide em algum vértice de W, deste modo H possui

no méaximo |W| arestas independentes. Como S — k = gs + r,
W = |V(K(grqg+2)xs)| = [V(G)| = (gs+¢'s+2s) = (S—k+s—n—1) = —r+¢'s+(s+n+1).
Da hipétese r + 1’ > s+ 1 + n, segue que

Wl=q¢s—r+(s+1+n)<gds—r+0"+r)=¢s+r"=m—-1.
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Como H possui no méaximo |W| arestas independentes e [W| < m — 1, segue que mK, ¢ H.

Portanto, o limite inferior segue do Lema 1.37. O

5.3.2 Classes exatas para varios emparelhamentos

Em 2018, Omidi, Raeisi e Rahimi [59] calcularam o nimero de Ramsey cldssico para um
nimero arbitrario de estrelas e emparelhamentos, estendendo assim o trabalho de Cockayne
e Lorimer [22]. Um detalhe interessante sobre tal fato é que este valor foi determinado de
maneira peculiar, através de uma relagao precisa com o nimero de Ramsey para estrelas,

conforme segue.

Teorema 5.31. (Omidi, Raeisi e Rahimi [59]) Dados k, j,n1,...,ng, my, ..., m; inteiros po-
sitivos com my > ... > m;, denote S = Zle n;, M = Zle mier =1r(Kin,. .., Kin,)
Temos

r+M—7+1 sej>2m <r<2ms,
(K- K, MKy, ... ,miKy) = S — k e algum n; sao pares;

max{r —1,m} +M —j+1 caso contrério.
(5.27)

Nosso objetivo agora ¢é estender na medida do possivel o resultado acima para o ambito
dos nimeros de Ramsey multipartidos. No Teorema 5.23, calculamos o valor do nimero
M( Ky, ..., Ky, mKs) quando m > S — k + s. Veremos a seguir que tal resultado pode
ser ampliado para um numero arbitrario de emparelhamentos. Mas para isto, precisaremos

do resultado auxiliar abaixo.

Lema 5.32. Sejam inteiros positivos s, k,j,n1,...,nk, my,...,m; com my > ... > mj,

denote S = Zle ni, M=37_mier=r(Kin,. ..,Kin) Sem <r entdo

T<K1,n17 .. .,Klmk,le% N ,mng) S S - k + M —] + 2. (528)
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Demonstragao: Como m; < r, o Teorema 5.31 estabelece que

r+M—7+1 sej>2,r<2my,S—k
(Kipys oo Ky, mi Ko, oo myKy) = e algum n,; sao pares;

r+M-—j caso contrario.
(5.29)

Pelo Teorema 4.1, r = S — k+ 1 quando S — k e algum n; sdo pares e r = S — k + 2 caso

contrario. Assim, (5.28) segue de (5.29). 0

Munidos do lema acima, agora sim estamos aptos a estender o Teorema 5.23. Repare que

este corresponde ao caso particular 7 = 1 do resultado abaixo.
Teorema 5.33. Dados s, k, j,ny,...,ng, my,...,m; inteiros positivos com m; > ... > m;,
denote S = Zle n;e M = Zgzl m;. Se my > S — k + s, entdo

MS(KLM,...,Kljnk,leg,...,mng) = ’V S
Demonstracao: Denote r = r(Ky,,,...,Ki,,) e v’ = (K1, Kiny, ..., Ki,,). Analisare-
mos de maneira separada os casos s =1 e s > 2.

Para s = 1, consideraremos dois subcasos: m; > S —k+1lem; =5 —k+ 1.

Se my > S — k+1, o Teorema 4.1 assegura que my > r. Assim, segue do Teorema 5.31

que T(Kl,nla e Kl,nk7le27 ce ,mng) =my + M —] + 1.
Ja no caso m; =S — k + 1, observe que m; > r — 1. Assim, temos por (5.27) que

r+M—7+1 sej>2m <r<2mo,
(Koo Ky, miKo, ... omiKy) = S — k e algum n; sao pares;
my+ M — j+ 1 caso contrario.
Mas r = S — k+ 1 = my quando S — k e algum n; sdo pares (pelo Teorema 4.1), logo
r(Kingy oo K, ma Ko, oo ,miKy) =my + M — j+ 1.
A partir daqui podemos supor s > 2. Neste caso, m; > S —k+s>S—k+2>r. Deste
modo, temos pelo Teorema 5.31 que 7(K1,, ..., Kipn, miKo, ... ,miKy) =mi+ M —j+1
e assim, uma simples aplicacao do Lema 1.38 assegura o limitante inferior

s —‘ SM5<Kl,n17"'7Kl,nkam1K27"'amjK2)'
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Mostraremos agora o limitante superior. Para isto, faremos uso da seguinte afirmacao.
Aﬁrmagdo: T(Kl,s, Kl,nl? ceey Kl,nka leQ, e ,mng) S mq + M —j + 1

De fato, se m; > r’, entao o Teorema 5.31 garante que
(K, Kings ooy Kimg,ma Ko, oo ,miKs) =mqy + M — 5+ 1.
Por outro lado, se m; < 1/, entdo o Lema 5.32 assegura que
(K, Kings ooy Kimg,maKa, oo ,miKy) < S —k+M—j+s+1. (5.30)

Novamente pelo Teorema 4.1, temos r’ < S—k+s+1. Deste modo, as hipdteses S—k+s < my
e mp < r’ implicam que devemos ter m; = S — k + s. Logo, segue da desigualdade (5.30)
que 7(Kq 5, K1y ooy Kinpymu Ko, ... ,miKy) <my + M — j+ 1 e, portanto, a afirmacao é
verdadeira.

Por fim, uma aplicagao da afirmacao acima e do Lema 1.39 com H = K, assegura o

limitante superior

M—j5+1
Ms(Kl,”l’"‘7K1,nk7le27---,mjK2) S ’le‘i_ .]+ -"

S

completando a demonstracao. O

O teorema anterior determina o valor do nimero M (K ;. .., K14, mu Ko, ... ,m;Ky)
quando my; > S — k+s. Para o caso m; < S —k+ s, nao temos ainda ferramentas suficientes
para calcular o valor exato. No entanto, podemos estima-lo de maneira satisfatoria. Mais
especificamente, para este caso remanescente temos um limitante inferior e um limitante

superior que difere em apenas uma unidade, conforme segue.

Teorema 5.34. Dados s, k, j,ny,...,ng, my,...,m; inteiros positivos com m; > ... > m;,
denote S = Zle n;e M = Zgzl m;. Se my < S — k + s, entao
[S —k+M-—-j5+1

S

S—k+M-—j+1
—‘SMS(KLnl;---,Kl,nk;le%'--amjKQ)S’V + J+ —‘—Fl

s
Demonstracao: Denote r = r(Ky,,, ..., Kipn,) e ' = r(Kig, Kipns-..y Kin,). Combi-

nando os Teoremas 4.1 e 5.31,

T(Kl’nl,...,Kl’nk,leQ,...,mng)Z(T—l)‘i‘M—j—FlZS—k‘i‘M—j‘i‘l.
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Logo, o Lema 1.38 assegura o limite inferior

[S—k+M—j+1
S

—‘ S MS(K177L17 ey KLnk,leQ, Ce ,mng).

Para provarmos o limite superior, observe que a hipdtese S — k + s > my implica (pelo

Teorema 4.1) que ' > m;. Logo, pelo Lema 5.32, temos
T(Kl,saKl,nly'"aKl,nk7le27"'7mjK2) S S—k+M—]+8—|— 1.

Assim, uma aplicacao do Lema 1.39 com H = K, 5 assegura o limitante superior

—k+M-—-7+1
S—k+ j+-‘+17
S

Ms(Kl,nU s 7Kl,nkam1K27 cee 7mjK2) S ’V

completando a demonstragao. O

Conforme mencionado, o valor exato do nimero My(Kj ,,,. .., Kin,,miKs, ..., m;K>)
para s = 1 j4 foi calculado por Omidi, Raeisi e Rahimi [59] (ver Teorema 5.31). Particular-

mente interessante, o caso s = 2 segue abaixo.

Proposicao 5.35. Dados k, j,ni,...,ng,my, ..., m; inteiros positivos com m; > ... > m;,

k J
denote S=>"_n, M => 1 mijer=r(Ki,,...,Ki,, Ki2). Temos

sej>2,m <r < 2mg

-
r+Mj+1-‘
2

MQ(KLnl, ey Kl’nk,m1K27 oo ,mng) = < e (S —k + 1) é par;
max{r—1,mi }+M—j+1
2

—‘ caso contrario.

(5.31)
Demonstragao: Pela Proposicao 1.40,

MQ(KL’M? Ce 7K17774k7 leQ, Ce ,mng) =

’V’I“(Klmll, e 7K17nk7 Kl,g,leg, e ,m]-Kg)—‘
B .

Assim, uma aplica¢ao imediata do Teorema 5.31 assegura o resultado. ad

Uma simples analise do Teorema 4.1 assegura que

S—k+3 se S — k é par;
T<K1,TL17"'7K1,TL]CJK1,2) - (532>
S—k+2 se S — k é fmpar.
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Além disso, pelo Teorema, 4.9,
My(Kipys-- s Kip) = [(S—k)/2] + 2. (5.33)
Desta forma, uma combinagao das igualdades (5.32) e (5.33) produz a relagao
r(Kingy e King, K12) =2 Mo(Ki gy ooy Ky ) — 1
Em particular, a Proposicao 5.35 pode ser reescrita da forma abaixo.

Teorema 5.36. Dados k,j,ni,...,ng, my,...,m; inteiros positivos com m; > ... > m;,

denote S = Zle ng, M = 2521 mi e My = My(Ky,,,...,K1,,). Temos

My + [(M —j)/2] se j >2,my < 2Ms — 1 < 2m,

M2<K1,n17 c. 7K1,nk7le27 c. ,mjKQ) = € (S —k+ 1) é par;

’VmaX{QMg —2mq}+M—j+1

3 caso contrario.

Os Teoremas 5.31 e 5.36 determinam o valor de My (K, .., K14, muKs, ... ,m;Ky)
para s = 1 e s = 2, utilizando como parametro o nimero My(Ky,,,...,K1,,). Neste

sentido, um questionamento natural é dado abaixo.

Questao 5.37. Para s > 1 arbitrério, serda que Ms(K1 ., ..., Kin, m1Ks, ..., m;Ks) pode

ser determinado em funcdo do parametro M (K, ..., Kip,)?

Nao temos resposta para esta pergunta. Se for afirmativa, entao o Teorema 4.9 torna-se
uma forte ferramenta visto que o mesmo determina precisamente o valor de My (K, - -, K1)

para s arbitrario. Pesquisas futuras neste tema nao estao descartadas.
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