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“ What lies behind us and what lies ahead of
us are tiny matters to what lies within us.”

(Ralph Waldo Emerson)



RESUMO

A presente tese tem como objetos de estudo dois problemas: 1o) uma equação semi-

linear do tipo de onda de sexta ordem; 2o) um sistema termoelástico acoplado. Para o estudo da

existência e unicidade de solução utilizamos a teoria de semigrupos de operadores lineares em am-

bos os problemas. Nosso foco principal é obter a controlabilidade desses sistemas. Para o primeiro

problema obtemos primeiramente a controlabilidade aproximada do sistema linear associado por

meio de um resultado de C0-semigrupo devido a H. Leiva (ver [18]), o qual permite reduzir o

problema de controlabilidade ao estudo da controlabilidade de uma família de sistemas de dimen-

são finita. Obtida a controlabilidade do problema linear, adaptamos um resultado de [19], onde

foi estudado a controlabilidade aproximada de sistemas semilineares com impulso, para obter a

controlabilidade aproximada do sistema semilinear.

Para o segundo problema, estudamos a controlabilidade exata utilizando a técnica de

multiplicadores para obter uma desigualdade de observabilidade motivados por [1], onde foi estu-

dado o sistema com apenas uma temperatura. Para colocar o problema com duas temperaturas nos

inspiramos em [31].

Palavras chave: Semigrupos de operadores lineares, controlabilidade aproximada,

controlabilidade exata, equação do tipo de onda, sistema termoelástico.



ABSTRACT

The present thesis has as object of study two problems: 1o) a sixth order wave type

semilinear equation, 2o) a coupled thermoelastic system. For the study of the existence and uni-

queness of solution we use the theory of semigroups of linear operators in both problems. Our

main focus is obtain the controllability of these systems. For the first problem firstly we get the

approximate controllability of the associated linear system through of a C0-semigroup result due to

H. Leiva (see [18]) which reduces the controllability problem to the study of the controllability of

a family of finite dimension systems. Obtained the controllability of the linear problem we adapted

a result of [19] where the approximate controllability of semilinear impulse systems was studied to

get the approximate controllability of the semilinear system.

For the second problem we study the exact controllability using the technique of mul-

tipliers to obtain an inequality of observability motivated by [1] where the system with only one

temperature was studied. To pose the problem with two temperatures in the we inspired by [31].

Palavras chave: Linear operators semigroups, approximate controllability, exact con-

trollability, wave type equation, thermoelastic system.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

No estudo de problemas envolvendo equações diferenciais parciais dependentes do

tempo existem algumas técnicas matemáticas que podem ser utilizadas para estudar a controla-

bilidade destes sistemas. Existem também alguns tipos diversos de controlabilidade, aqui estamos

interessados em controlabilidade aproximada e controlabilidade exata. O problema de controlabi-

lidade de sistemas de equações de evolução consiste em: dados T > 0 e Ω ⊂ Rn um subconjunto

aberto, podermos obter, para todo dado inicial, controles conduzindo o sistema a um estado dese-

jado no instante T , no caso de controlabilidade exata, ou conduzindo o sistema a uma vizinhança

de um estado desejado no instante T , no caso de controlabilidade aproximada. Os controles são

funções que podem agir sobre a fronteira Γ de Ω (ou numa parte de Γ) no caso de problemas na

fronteira, ou podem agir sobre Ω (ou sobre um subconjunto de Ω) no caso de problemas internos.

Em geral, a obtenção da controlabilidade depende da escolha do espaço dos dados iniciais, do

espaço dos controles e do tempo de controle.

Neste trabalho estudamos dois problemas: um sistema semilinear do tipo de onda de

sexta ordem e um sistema linear termoelástico acoplado. Para o primeiro problema estudamos

controlabilidade aproximada e para o segundo, controlabilidade exata. Em ambos os problemas,

fizemos o estudo utilizando operadores abstratos, considerando operadores lineares não limitados

em espaços de Hilbert convenientes. A principal ferramenta aqui empregada é a teoria de semigru-

pos de operadores lineares. Para a obtenção da controlabilidade aproximada do primeiro problema

aplicamos uma técnica muito utilizada por H. Leiva ([18], [19], [20]), onde o problema de contro-

labilidade é reduzido ao estudo da controlabilidade de uma família de sistemas de dimensão finita.
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Já a controlabilidade exata do segundo problema foi obtida por meio da técnica presente em [1], a

qual utiliza multiplicadores para obter uma desigualdade de observabilidade.

A organização deste trabalho é feita como se segue.

1.1 Preliminares

No Capítulo 2 apresentamos definições e resultados referentes aos espaços de Sobolev, teoria de

distribuições, análise funcional e semigrupos lineares.

1.2 Controlabilidade Aproximada para Sistemas Lineares e Se-
milineares: Uma Aplicação para uma Equação do Tipo de
Onda de Sexta Ordem

No Capítulo 3, nas seções 3.1 e 3.2, estudamos a controlabilidade aproximada de equações lineares

da forma

z′ = Az(t) +Bu(t), t > 0, (1.1)

e de equações semilineares

z′ = Az(t) +Bu(t) + F (z(t), u(t)), t > 0, (1.2)

onde Z, U são espaços de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z é o gerador de um C0-semigrupo

{T (t)}t≥0 em Z, B ∈ L(U,Z), u ∈ L2(0, τ ;U) e o termo não linear F : Z × U −→ Z é uma

função Lipschitziana.

Os resultados apresentados nestas duas primeiras seções podem ser encontrados em [5] e [36].

Na seção 3.3, aplicamos os resultados estudados nas duas seções anteriores para obter a controlabi-

lidade da seguinte equação semilinear do tipo de onda de sexta ordem com condições de fronteira

de Dirichlet:
ytt = a∆y −∆2y −∆2ytt + u(t, x) + f(t, y, yt, u(t, x)) em (0, τ)× Ω,
y = ∆y = 0 em (0, τ)× Γ,
y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x) em Ω,

(1.3)
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onde Ω é um aberto limitado de Rn com fronteira de classe C4, o controle u ∈ L2([0, τ ];L2(Ω)),

y0, y1 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e o termo não linear f : [0, τ ]× R× R× R→ R é uma função contínua

tal que existem constantes c0, c1, c2, c3 ∈ R satisfazendo

|f(t, z, v, u)| ≤ c0 + c1|z|+ c2|v|+ c3|u|, ∀(t, z, v, u) ∈ [0, τ ]× R× R× R.

A equação do tipo (1.3)1 foi introduzida por Philip Rosenau em [33] com f tendo ca-

racterizações específicas. Essa equação possui muitas características similares a equação de Bous-

sinesq, a qual pode ser expressa das seguintes maneiras:

ytt + γyxxxx − yxx = β(y2)xx

e,

ytt − γyxxtt − yxx = β(y2)xx.

Equações de Boussinesq foram estudadas, por exemplo, em [25] e [38].

Em [34] e [39] foi estudado o problema de existência e unicidade de solução para a

equação

ytt − ayxx + uxxxx + uxxxxtt = α | yx |px,

com dados iniciais tomados em espaços de Sobolev de ordem fracionária.

Em nosso trabalho, o problema (1.3) será considerado como uma equação abstrata num

espaço de Hilbert adequado, a saber,H2(Ω)∩H1
0 (Ω)×H2(Ω)∩H1

0 (Ω). A fim de obter a existência

e unicidade de solução aplicaremos um lema devido a H. Leiva, publicado em [18], obtendo que o

sistema (1.3) gera um C0-semigrupo. Aplicando, então, a teoria de semigrupos lineares obtemos

a existência e unicidade de solução. O lema citado é frequentemente utilizado nos trabalhos de H.

Leiva, trata-se de um resultado muito importante por trazer uma caracterização específica para o

C0-semigrupo, a qual é primordial para desenvolver os resultados de controlabilidade.

Estudamos primeiramente o sistema linear correspondente (f ≡ 0 em (1.3)), obtendo a

controlabilidade por meio de uma caracterização algébrica. A controlabilidade aproximada do sis-

tema linear juntamente com as hipóteses sobre f nos permitirá obter a controlabilidade aproximada

de (1.3) utilizando a proposta de [19].
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1.3 Controlabilidade Exata para um Sistema Termoelástico com
Controle Somente nas Componentes Térmicas

No Capítulo 4, estudamos a controlabilidade exata para o sistema termoelástico
ρ1ztt − γ1∆ztt + a11∆2z + a12∆2ξ + c11∆ψ + c12∆ϕ = 0 em Q,
ρ2ξtt − γ2∆ξtt + a21∆2z + a22∆2ξ + c21∆ψ + c22∆ϕ = 0 em Q,
b11ψt + b12ϕt − c11∆ψ − c12∆ϕ+ a(ψ − ϕ)− c11∆zt − c12∆ξt = div(u) em Q,
b21ψt + b22ϕt − c21∆ψ − c22∆ϕ− a(ψ − ϕ)− c21∆zt − c22∆ξt = div(v) em Q,

(1.4)

com condições de fronteira



y ≡ 0 ≡ ∂y

∂ν
em Σ,

ξ ≡ 0 ≡ ∂ξ

∂ν
em Σ,

ψ ≡ 0 ≡ ϕ em Σ,

(1.5)

e condições iniciais{
z(t = 0) = z0, zt(t = 0) = z1, ξ(t = 0) = ξ0, ξt(t = 0) = ξ1 em Ω,
ψ(t = 0) = ψ0, ϕ(t = 0) = ϕ0 em Ω, (1.6)

onde Ω ⊂ R2 é um conjunto aberto e limitado com fronteira Γ suficientemente regular, (x, y)

denota um ponto de Ω, t a variável de tempo, Q = (0, T )×Ω e Σ = (0, T )×Γ. Os deslocamentos

são denotados por z e ξ e as temperaturas por ψ e ϕ. O operador div denota o divergente dos vetores

(que são os termos de controle) u(x, y) = [u1(x, y), u2(x, y)] e v(x, y) = [v1(x, y), v2(x, y)], isto

é, div(u) =
∂u1

∂x
+
∂u2

∂y
e div(v) =

∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
.

Definindo o espaço H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω) por

H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω) =


H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) se γ1, γ2 > 0,

H1
0 (Ω)× L2(Ω) se γ1 > 0, γ2 = 0,

L2(Ω)×H1
0 (Ω) se γ1 = 0, γ2 > 0,

L2(Ω)× L2(Ω) se γ1 = γ2 = 0,

mostramos a boa colocação do sistema termoelástico não controlado (u ≡ 0 ≡ v em (1.4)) para

dados iniciais (z0, ξ0, z1, ξ1, ψ0, ϕ0) ∈ H ≡ [H2
0 (Ω)]2 ×H1

0,ρ1,γ1
(Ω)×H1

0,ρ2,γ2
(Ω)× [L2(Ω)]2.

A existência, unicidade e regularidade de solução é dada por meio da teoria de semi-

grupos de operadores lineares.
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Para obter a controlabilidade exata do problema (1.4) − (1.6) no intervalo de tempo

[0, T ], provaremos que para (z0, ξ0, z1, ξ1, ψ0, ϕ0) e (zT0 , ξ
T
0 , z

T
1 , ξ

T
1 , ψ

T
0 , ϕ

T
0 ) dados iniciais e finais,

respectivamente, no espaçoH ≡ [H2
0 (Ω)]2×H1

0,ρ1,γ1
(Ω)×H1

0,ρ2,γ2
(Ω)×[L2(Ω)]2, existem controles

adequados u, v ∈ [L2(0, T ;L2(Ω))]2 tal que a solução correspondente (z, ξ, zt, ξt, ψ, ϕ) de (1.4)−

(1.6) satisfaz no tempo final T ,

(z(T ), ξ(T ), zt(T ), ξt(T ), ψ(T ), ϕ(T )) = (zT0 , ξ
T
0 , z

T
1 , ξ

T
1 , ψ

T
0 , ϕ

T
0 ).

Desta forma, o deslocamento será controlado exatamente pelo meio indireto de colocar o termo de

controle na componente térmica.

Trabalhamos com o problema (1.4)− (1.6) escrito na forma matricial:

RZtt −G∆Ztt + A∆2Z + C∆Ψ = 0 em Q,
BΨt − C∆Ψ + aNΨ− C∆Zt = div U em Q,

Z ≡ 0 ≡ ∂Z

∂ν
em Σ,

Ψ ≡ 0 em Σ,
Z(t = 0) = Z0, Zt(t = 0) = Z1, Ψ(t = 0) = Ψ0 em Ω,

(1.7)

onde

Z =

[
z
ξ

]
, Ψ =

[
ψ
ϕ

]
, R =

[
ρ1 0
0 ρ2

]
, G =

[
γ1 0
0 γ2

]
, U =

[
u
v

]
,

A = [aij]2×2, B = [bij]2×2, C = [cij]2×2, N = [(−1)i+j]2×2.

Impomos algumas condições sobre o sistema,

H1 : As matrizes A, B e C são definidas positivas;

H2 : Os parâmetros a, ρ1, ρ2, γ1, γ2, a11, a12, a22, b11, b12, b22, c11, c12 e c22 são positivos;

H3 : b11b22 − b2
12 > 0;

H4 :


c21 < −

b11b22 − b2
12

b12

, se b12 > 0;

c21 > −
b11b22 − b2

12

b12

, se b12 < 0.

O principal resultado deste capítulo é o seguinte:
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Teorema 1.1 O problema (4.4) é exatamente controlável no tempo arbitrário T > 0. Isto é,

para qualquer T > 0 e dados [Z0, Z1,Ψ0], [ZT
0 , Z

T
1 ,Ψ

T
0 ] ∈ H, podemos encontrar uma fun-

ção controle U ∈ [L2(0, T ;L2(Ω))]4 tal que a solução correspondente [Z,Zt,Ψ] de (4.4) satisfaz

[Z(T ), Zt(T ),Ψ(T )] = [ZT
0 , Z

T
1 ,Ψ

T
0 ].

A metodologia aplicada na demonstração do teorema acima consiste no argumento

clássico de mostrar a sobrejetividade da aplicação de controlabilidade LT (veja, por exemplo, o

Lema 4.9 para a definição desta aplicação). Estabelecer a sobrejetividade para LT é equivalente a

obter a seguinte desigualdade de observabilidade para alguma constante CT > 0:

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt ≥ CT

∥∥∥∥∥∥
 W0

W1

Θ0

∥∥∥∥∥∥
2

H

, (1.8)

onde Θ é a componente térmica do seguinte sistema termoelástico retrógado, adjunto com respeito

a (1.7): 

RWtt −G∆Wtt + A∆2W + C∆Θ = 0 em Q,
BΘt + C∆Θ− aNΘ− C∆Wt = 0 em Q,

W ≡ 0 ≡ ∂W

∂ν
em Σ,

Θ ≡ 0 em Σ,
W (T ) = W0, Wt(T ) = W1, Θ(T ) = Θ0 em Ω,

onde

W =

[
w
χ

]
, Θ =

[
θ
ζ

]
, R =

[
ρ1 0
0 ρ2

]
, G =

[
γ1 0
0 γ2

]
,

A = [aij]2×2, B = [bij]2×2, C = [cij]2×2, N = [(−1)i+j]2×2.

Para obter (1.8) fazemos uso de uma técnica de multiplicadores com o multiplicador escolhido

sendo A−1
D Θ, onde o operador AD denota o Laplaciano com condições de fronteira de Dirichlet.



CAPÍTULO 2

PRELIMINARES

Neste capítulo apresentamos alguns resultados e definições da teoria de distribuições,

espaços de Sobolev, Análise funcional e semigrupos de operadores lineares. Muitas demonstra-

ções foram omitidas, mas indicamos referências para a verificação. Os resultados presentes neste

capítulo serão utilizados nos capítulos seguintes.

2.1 Espaços Funcionais

2.1.1 Distribuições

Sejam x = (x1, x2, ..., xn) pontos do Rn e α = (α1, α2..., αn), n-uplas de números

inteiros não negativos. Considerando |α| = α1 + α2... + αn e α! = α1!α2!...αn! denotaremos o

operador derivação em Rn por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

.

Seja Ω um aberto do Rn e ϕ : Ω→ R. Definimos o suporte da função ϕ em Ω e deno-

tamos por supp(ϕ) o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0}. Quando supp(ϕ) é compacto,

dizemos que ϕ tem suporte compacto em Ω. Denotaremos por C∞0 (Ω) o conjunto das funções

ϕ : Ω→ R que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que possuem suporte compacto.

O espaço das funções testes de Ω, D(Ω), é o espaço C∞0 (Ω) munido da seguinte noção

de convergência: Dada uma sucessão {ϕν} de funções de C∞0 (Ω) e ϕ ∈ C∞0 (Ω) dizemos que

ϕν → ϕ em D(Ω) (2.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω tal que
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(i) supp(ϕν) ⊂ K, ∀ν e supp(ϕ) ⊂ K;

(i) Dαϕν → Dαϕ uniformemente sobre K, ∀α ∈ Nn.

Uma distribuição sobre Ω é uma forma linear sobre D(Ω) que é contínua no sentido da

convergência dada em (2.1). Denotaremos por D′(Ω) o espaço vetorial das distribuições sobre Ω.

Diremos que {Tν}, uma sucessão de elementos deD′(Ω) converge para T ∈ D′(Ω) e escreveremos

Tν → T em D′(Ω)

quando

〈Tν , ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Dada uma distribuição T sobre Ω e α ∈ Nn, a derivada distribucional de ordem α da

distribuição T , denotada por DαT , é dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Com essa definição, uma distribuição T ∈ D′(Ω) possui derivada distribucional de

todas as ordens e DαT ∈ D′(Ω) e além disso a aplicação

Dα : D′(Ω) → D′(Ω)
T 7→ DαT

é linear e contínua.

2.1.2 Espaços Lp(Ω)

Sejam Ω um subconjunto do Rn e p um número real tal que 1 ≤ p <∞. Denotaremos

por Lp(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções mensuráveis u, definidas em Ω tais que |u|p é

Lebesgue integrável sobre Ω. O espaço Lp(Ω) munido da norma

||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

é um espaço de Banach.
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Se define por L∞(Ω) o conjunto das funções u : Ω → R tais que u é mensurável e

existe uma constante C tal que |u(x)| ≤ C para quase todo x ∈ Ω. Uma norma em L∞(Ω) é dada

por

||u||L∞(Ω) = inf{C; |u(x)| ≤ C q.s. em Ω}

a qual o torna um espaço de Banach.

Em particular, L2(Ω), com o produto interno

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx

e a norma |u|2 = (u, u), é um espaço de Hilbert.

Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Diz-se que p′ é o índice conjugado de p se
1

p
+

1

p′
= 1.

Proposição 2.1 (Desigualdade de Young) Se a e b são números reais não negativos então

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′

sempre que 1 < p <∞ e
1

p
+

1

p′
= 1.

Demonstração: Ver [3]. 2

Observação 2.2 ([3], p. 92) A desigualdade de Young também pode ser utilizada na forma

ab ≤ εap + Cεb
p′ , com Cε = ε−

1
p−1 .

Proposição 2.3 (Desigualdade de Hölder) Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lp
′
(Ω) com 1 < p < ∞.

Então uv ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

|uv| ≤ ||u||Lp(Ω)||v||Lp′ (Ω).

Demonstração: Ver [3]. 2

Proposição 2.4 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v ∈ Lp(Ω) e 1 ≤ p <∞ então

||u+ v||Lp(Ω) ≤ ||u||Lp(Ω) + ||v||Lp(Ω).

Demonstração: Ver [27]. 2
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2.1.3 Espaços de Sobolev

Sejam Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ≥ 1. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω)

é o espaço vetorial de todas as funções de Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω), para todo α ≤ m.

Simbolicamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), ∀|α| ≤ m} .

Uma norma em Wm,p(Ω) é dada por

||u||pWm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx, se 1 ≤ p <∞,

e

||u||Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|, se p =∞,

a qual o torna um espaço de Banach. No caso p = 2, escreve-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) e munindo-o

com o produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx,

temos um espaço de Hilbert.

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω), ou seja,

C∞0 (Ω)
Wm,p(Ω)

= Wm,p
0 (Ω).

Teorema 2.5 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω ⊂ Rn aberto e limitado. Se 1 ≤ p < ∞ então

existe uma constante C = C(Ω, p) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇p‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Em particular, a expressão ‖∇p‖Lp(Ω) é uma norma em W 1,p
0 (Ω), a qual é equivalente a norma

induzida por W 1,p(Ω).

Demonstração: Ver [3]. 2
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Quando Ω é limitado em alguma direção xi de Rn e 1 ≤ p < ∞ então a norma em

Wm,p
0 (Ω) dada por

||u||p =
∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx

é equivalente a norma induzida por Wm,p(Ω).

Representa-se por W−m,p′(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω), onde 1 ≤ p < ∞ e p′ é

o índice conjugado de p. Por H−m(Ω) denota-se o dual topológico de Hm
0 (Ω).

Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado com fronteira Γ bem regular. A seguir, caracterizamos

o espaço Lp(Γ), 1 ≤ p ≤ ∞, e o espaço Hs(Γ), para s ∈ R, s ≥ 0. Com D(Γ) representamos o

espaço vetorial das funções reais v definidas em Γ, possuindo derivadas parciais contínuas de todas

as ordens.

Denotando por dΓ a medida sobre Γ induzida pela medida de Lebesgue, definimos o

espaço Lp(Γ) como sendo o espaço das funções somáveis sobre Γ para a medida dΓ com a norma

‖v‖pLp(Γ) =

∫
Γ

|v(x)|p dΓ, 1 ≤ p <∞,

‖v‖L∞(Γ) = sup
x∈Γ

ess |v(x)|, p =∞.

Consideramos {(U1, ϕ1), . . . , (Uk, ϕk)} um sistema de cartas locais para Γ, e funções testes

θ1, θ2, . . . , θk no Rn tais que

supp(θi) ⊂ Ui, i = 1, 2, . . . , k,
k∑
i=1

θi(x) = 1, x ∈ Γ.

Dada uma função φ definida em Γ, para todo i = 1, 2, . . . , k, seja

φi(x) =

{
(θiφ)(ϕ−1

i (x′, 0)) se x′ ∈ Ω0 = (0, 1)n−1,
0 se x′ ∈ Rn−1 \ Ω0.

Definimos o espaço Hs(Γ), para s ∈ R, s ≥ 0, como sendo o espaço vetorial das funções φ

definidas em Γ tais que φi ∈ Hs(Rn−1) para todo i = 1, 2, . . . , k, munido da norma

‖φ‖2
Hs(Γ) =

k∑
i=1

‖φi‖Hs(Rn−1).

Temos que Hs(Γ) é um espaço de Hilbert sendo D(Γ) denso em Hs(Γ).

Para mais detalhes dos espaços definidos acima, veja [28].
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Teorema 2.6 (Green) Se u ∈ H2(Ω) e w ∈ H1(Ω) então∫
Ω

(∆u)w dx+

∫
Ω

∇u∇w dx =

∫
Γ

∂u

∂ν
w dΓ.

Demonstração: Ver [7]. 2

Definição 2.7 Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto, limitado e bem regular. Definimos a aplicação

traço (de ordem m), por

γ : Hm(Ω) −→
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ)

u 7−→ (γ0u, γ1u, ..., γm−1u),

onde γj : Hm(Ω)→ Hm−j− 1
2 (Γ); γjξ =

∂jξ

∂νj

∣∣∣∣
Γ

, ∀ξ ∈ D(Ω).

Em [6], verifica-se que a aplicação traço (de ordem m) é linear, contínua, sobrejetiva e

ker(γ) = γ−1({0}) = Hm
0 (Ω).

Exemplo 2.8 1) A aplicação traço (de ordem 1), é dada por

γ : H1(Ω) −→ H1/2(Γ)
u 7−→ γu = γ0u,

com ker(γu) = H1
0 (Ω);

2) A aplicação traço (de ordem 2) de u sobre Γ, é dada por

γ : H2(Ω) −→ H3/2(Γ)×H1/2(Γ)
u 7−→ γu = (γ0u, γ1u),

com ker(γu) = H2
0 (Ω).

Agora, definimos

H0(Ω) = {u ∈ L2(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}

munido do produto interno

(u, v)0 = (u, v)L2(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω); ∀u, v ∈ H0(Ω),

que o faz um espaço de Hilbert.
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Proposição 2.9 (1a Fórmula de Green Generalizada): Para todo u ∈ H0(Ω) e todo v ∈ H2(Ω)

tem-se:

(∆u, v)L2(Ω) − (u,∆v)L2(Ω) = 〈γ1u, γ0v〉H−3/2(Γ),H3/2(Γ) − 〈γ0u, γ1v〉H−1/2(Γ),H1/2(Γ).

Demonstração: Ver [6]. 2

2.2 Espaços de Funcionais à Valores Vetoriais

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por D(0, T ;X) o espaço localmente con-

vexo completo das funções vetoriais ϕ : (0, T ) → X infinitamente diferenciáveis com suporte

compacto em (0,T). Dizemos que uma sucessão (ϕν) ⊂ D(0, T ;X) converge para ϕ ∈ D(0, T ;X)

e denotamos:

ϕν −→ ϕ, em D(0, T ;X)

se

(i) Existe um compacto K de (0,T) tal que supp(ϕν) e supp(ϕ) estão contidos em K, para todo

ν;

(ii) Para cada k ∈ N,
dk

dtk
ϕν →

dk

dtk
ϕ em X , uniformemente em t ∈ (0, T ).

O espaço das aplicações lineares contínuas de D(0, T ) = D(0, T ;R) em X será de-

notado por D′(0, T ;X), ou seja, S ∈ D′(0, T ;X) se S : D(0, T ) → X é linear e se θν → θ em

D(0, T ) implicar que 〈S, θν〉 → 〈S, θ〉 em X . Diremos que

Sν −→ S, em D′(0, T ;X),

se

〈Sν , θ〉 → 〈S, θ〉, ∀θ ∈ D(0, T ).

O espaçoD′(0, T ;X) equipado com a convergência acima é denominado espaço das distruibuições

vetoriais de (0, T ) com valores em X .
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Denota-se por L2(0, T ;X) o espaço das (classes de) funções vetoriais u : (0, T )→ X

mensuráveis em (0, T ), (0, T ) dotado da medida de Lebesgue, tais que∫ T

0

||u(t)||2Xdt <∞.

Em particular, se X é um espaço de Hilbert, então L2(0, T,X) munido do produto

interno

(u, v)L2(0,T,X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt

também é um espaço de Hilbert.

2.3 Operadores em Espaços de Hilbert

Nesta seção, quando não mencionado, Z representa um espaço de Hilbert real com

produto interno (·, ·) e norma ‖ · ‖.

Teorema 2.10 (de Representação de Riesz-Fréchet) Seja Z um espaço de Hilbert. Dada ϕ ∈ Z ′

(espaço dual de Z), existe uma única f ∈ Z tal que

〈ϕ, u〉 = (f, u) , ∀u ∈ Z.

Além disso,

‖f‖Z = ‖ϕ‖Z′ .

Demonstração: Ver [3]. 2

Definição 2.11 Seja Z um espaço de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a : Z × Z → R é

(i) contínua se existe uma constante C tal que

|a(u, v)| ≤ C‖u‖Z‖v‖Z , ∀u, v ∈ Z;

(ii) coerciva se existe uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α‖v‖2
Z , ∀v ∈ Z.
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Teorema 2.12 (Lax-Milgram) Seja a uma forma bilinear, contínua e coerciva. Então para toda

ϕ ∈ Z ′ existe um único u ∈ Z tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 , ∀v ∈ Z.

Além disso, se a é simétrica então u se caracteriza pela propriedade

u ∈ Z e
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, v〉 = min

v∈Z

{
1

2
a(v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Demonstração: Ver [3]. 2

Teorema 2.13 Sejam V e Z espaços de Hilbert com V ↪→ Z(imersão contínua), sendo V denso

em Z. ConsidereA um operador definido pela terna {V, Z, a}. Se a é uma forma bilinear, contínua

e coerciva em V , então, para cada f ∈ Z, existe um único u ∈ D(A) tal que Au = f .

Demonstração: Ver [7]. 2

Teorema 2.14 Seja A um operador definido pela terna {V, Z, a} com V ↪→ Z, V denso em Z e

a uma forma bilinear e contínua. Suponhamos que V está contido estritamente em Z e que a seja

coerciva. Então, A é um operador não limitado de Z.

Demonstração: Ver [7]. 2

Definição 2.15 Seja A um operador linear em um espaço de Hilbert Z. Assuma que o domínio

de A, D(A), é denso em Z. Então, o operador adjunto A∗ : D(A∗) ⊂ Z → Z de A é definido

da seguinte maneira: o domínio D(A∗) de A∗ consiste de todos y ∈ Z tal que existe y∗ ∈ Z

satisfazendo

〈Ax, y〉 = 〈x, y∗〉, ∀x ∈ D(A).

Para cada y ∈ D(A∗) o operador adjunto A∗ é definido, em termos de y∗, por

A∗y = y∗.
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Proposição 2.16 Seja Z um espaço de Hilbert e A : Z → Z um operador linear limitado bijetivo

com A−1 limitado. A inversa (A∗)−1 existe e

(A∗)−1 = (A−1)∗.

Demonstração: Ver [16]. 2

Definição 2.17 Sejam E e F espaços vetoriais normados. Denotamos por L(E,F ) o espaço dos

operadores lineares e contínuos de E em F , munido da norma

‖T‖L(E,F ) = sup
x∈E;‖x‖E≤1

‖Tx‖F .

Quando E = F escrevemos simplesmente L(E) = L(E,E).

Definição 2.18 Um operador P ∈ L(Z) é uma projeção se P 2 := PP = P e um operador

projeção é chamado ortogonal se P ∗ = P .

Definição 2.19 Seja {En}n∈N uma sequência de subespaços fechados de Z. Dizemos que Z é uma

soma Hilbertiana dos En quando:

(i) os En são dois a dois ortogonais, ou seja, (u, v) = 0, para todo u ∈ En e para todo v ∈ Em,

com n 6= m;

(ii) O espaço vetorial gerado pelos subespaços En é denso em Z, ou seja, o conjunto das com-

binações lineares finitas de elementos de En é denso em Z.

Se Z é uma soma Hilbertiana dos En denotamos

Z =
⊕
n

En.

Demonstrações para os próximos resultados desta seção podem ser encontradas em [7].

Teorema 2.20 Sejam Z =
⊕

nEn e PEn : Z → En, a projeção de Z sobre En, definida por

PEnu = un. Então,
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a) u =
∞∑
n=1

un, ou seja, lim
n→∞

n∑
k=1

uk = u, para todo u ∈ Z;

b) ‖u‖2 =
∞∑
n=1

‖un‖2 (Identidade de Bessel-Parseval).

Prova-se também que a projeção PEn : Z → En ⊂ Z é um operador linear e contínuo.

Definição 2.21 Seja {en}n∈N uma sequência de elementos de Z tal que

(i) ‖en‖ = 1 para todo n ∈ N;

(ii) (en, em) = 0 para todo n 6= m;

(iii) O espaço gerado pelos en, n ∈ N, é denso em Z.

Nestas condições, dizemos que {en}n∈N é uma base Hilbertiana de Z.

Proposição 2.22 Seja {en}n∈N uma base Hilbertiana de Z. Então,

u =
∞∑
n=1

(u, en)en e ‖u‖2 =
∞∑
n=1

|(u, en)|2.

Quando Z admite uma base Hilbertiana, podemos obter uma sequência, {En}n∈N, de

subespaços fechados de Z de modo que Z =
⊕

nEn.

Teorema 2.23 Todo espaço de Hilbert separável admite uma base Hilbertiana.

Definição 2.24 Um conjunto de vetores A ⊂ Z é dito ortogonal quando (u, v) = 0 para todo

u, v ∈ A com u 6= v. Um conjunto é dito ortonormal quando for ortogonal e, além disso, ‖u‖ = 1

para todo u ∈ A.

Definição 2.25 Seja A um conjunto ortonormal no espaço de Hilbert Z. A é dito completo se não

existir outro conjunto ortonormal contendo A, ou seja, A deve ser o conjunto ortonormal maximal.

Proposição 2.26 Seja Z um espaço de Hilbert não trivial. Então, qualquer conjunto ortonormal

pode ser extendido a um conjunto ortonormal completo.
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2.4 Mais Alguns Resultados

Nesta seção enunciamos mais alguns resultados utilizados no texto.

Teorema 2.27 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Sejam X um espaço métrico completo não

vazio e S : X → X uma contração, isto é,

d(Sx1, Sx2) ≤ kd(x1, x2), ∀x1, x2 ∈ X, com k < 1.

Então S tem um único ponto fixo, x = S(x).

Demonstração: Ver [16], p. 300. 2

O resultado a seguir é uma consequência do Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 2.28 Sejam E um espaço vetorial normado e F ⊂ E um subespaço vetorial tal que

F 6= E. Então, existe f ∈ E ′, f 6= 0, tal que

〈f, x〉 = 0, ∀x ∈ F.

Demonstração: Ver [3]. 2

O próximo resultado é uma consequência do Teorema da Aplicação Aberta.

Teorema 2.29 Sejam E e F espaços de Banach e T : E −→ F um operador linear, contínuo e

bijetivo. Então,

(i) T−1 é um operador linear e contínuo de F sobre E;

(ii) Existem m,M > 0 tais que m‖x‖E ≤ ‖Tx‖F ≤M‖x‖E , para todo x ∈ E.

Demonstração: ver [7]. 2
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Teorema 2.30 (Operador Linear Fechado) Seja T : D(T ) −→ F um operador linear, onde

D(T ) ⊂ E e E, F são espaços normados. Então T é fechado se, e somente se, tem a seguinte

propriedade: Se xn → x, onde {xn}n∈N ⊂ D(T ), e Txn → y, então x ∈ D(T ) e Tx = y.

Demonstração: Ver [16]. 2

Lema 2.31 Sejam E e F espaços de Banach e T : E −→ F . Se D(T ) = E então T é fechado se,

e somente se, T é contínuo.

Demonstração: Ver [7]. 2

Teorema 2.32 Sejam E e F espaços de Banach e A : D(A) ⊂ E → F um operador linear não

limitado que é densamente definido e fechado. As seguintes propriedades são equivalentes:

(i) A é sobrejetivo, isto é, Im(A) = F ;

(ii) Existe uma constante c tal que

‖υ‖ ≤ c‖A∗υ‖, ∀υ ∈ D(A∗);

(iii) ker(A∗) = {0} e Im(A∗) é fechado.

Demonstração: Ver [3], p. 47. 2

Teorema 2.33 (da Regularidade Elíptica) Seja Ω ⊂ Rn um aberto de classe C2 com fronteira Γ

limitada. Seja f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω) satisfazendo∫

Ω

∇u∇ϕ+

∫
Ω

uϕ =

∫
Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Então, u ∈ H2(Ω) e ‖u‖H2(Ω) ≤ c‖f‖L2(Ω), onde c é uma constante dependendo somente de Ω.

Além disso, se Ω é de classe Cm+2 e f ∈ Hm(Ω), então

u ∈ Hm+2(Ω) com ‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c‖f‖Hm(Ω).

Em particular, se f ∈ Hm(Ω) com m >
n

2
então u ∈ C2(Ω̄). Se Ω é de classe C∞ e f ∈ C∞(Ω̄),

então u ∈ C∞(Ω̄).
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Demonstração: Ver [3], p. 298. 2

Exemplo 2.34 1) Seja Ω ⊂ Rn um aberto de classe C2 com fronteira Γ limitada. Segue da

regularidade elíptica que dado g ∈ L2(Ω), a solução v do problema{
∆v = g em Ω;
v = 0 em Γ,

pertence a H2(Ω) e

‖v‖H2(Ω) ≤ c‖g‖L2(Ω),

com a constante c independente de g.

2) Seja Ω ⊂ Rn um aberto de classe C4 com fronteira Γ limitada. Segue da regularidade

elíptica que dado g ∈ L2(Ω), a solução v do problema{
∆2v = g em Ω;
v = ∆v = 0 em Γ,

pertence a H4(Ω) e

‖v‖H4(Ω) ≤ c‖g‖L2(Ω),

com a constante c independente de g.

Proposição 2.35 Sejam X , B e Y espaços de Banach tais que X ⊂ B ⊂ Y com injeção com-

pacta e F um conjunto de funções. Se F é limitado em Lp(0, T ;X) com 1 ≤ p < ∞ e
∂F

∂t
={

∂f

∂t
; f ∈ F

}
é limitado em L1(0, T ;Y ) então F é relativamente compacta em Lp(0, T ;B). Se F

é limitada em L∞(0, T ;X) e
∂F

∂t
é limitada em Lr(0, T ;Y ), com r ≥ 1, então F é relativamente

compacta em C(0, T ;B).

Demonstração: Ver [35], p. 85. 2

O próximo resultado pode ser encontrado em [22], p. 492.

Teorema 2.36 (Teorema da Divergência) Seja Ω ⊂ Rn aberto e limitado, com fornteira Γ sufi-

cientemente regular. Considere X : Ω ⊂ Rn → Rn; X = (a1, a2, . . . , an) com ai : Ω → R,
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i = 1, 2, . . . , n, um campo de vetores de classe C1 e ν = (ν1, ν2, . . . , νn) o campo de vetores

unitários normais apontando para fora de Ω. Nestas condições,∫
Ω

divX dΩ =

∫
Γ

X · ν dΓ,

onde divX =
∂a1

∂x1

+
∂a2

∂x2

+ . . .+
∂an
∂xn

.

2.5 Semigrupos Fortemente Contínuos de Operadores Lineares
Limitados

Nesta seção, quando não mencionado, consideramos X um espaço de Banach e Z um

espaço de Hilbert.

Definição 2.37 Seja X um espaço de Banach. Uma família {T (t)}t≥0 de operadores lineares

e limitados de X em X é um semigrupo fortemente contínuo (ou, C0-semigrupo) se satisfaz as

seguintes condições:

(i) T (0) = I;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0;

(iii) Para todo x0 ∈ X , T (t)x0 é fortemente contínuo em t = 0, ou seja,

lim
t→0+
‖T (t)x0 − x0‖X = 0.

Definição 2.38 O gerador infinitesimal A de um semigrupo {T (t)}t≥0, em um espaço de Banach

X , é o operador definido por:

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

,

sempre que o limite existe. O domínio de A, D(A), é o conjunto formado pelos elementos de X

para o qual o limite existe.

O próximo teorema apresenta algumas propriedades importantes dos C0-semigrupos.
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Teorema 2.39 Seja {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo sobre um espaço de Banach X . As seguintes

propriedades são satisfeitas:

(a) ‖T (t)‖ é limitada em todo intervalo limitado de [0,+∞);

(b) T (t) é fortemente contínuo em todo t ∈ [0,+∞), ou seja, se t ∈ [0,+∞) então

lim
s→t

T (s)x = T (t)x, ∀x ∈ X;

(c) Para todo x ∈ X , vale que

lim
t→0+

1

t

∫ t

0

T (s)x ds = x.

Demonstração: Ver [10]. 2

Teorema 2.40 Se {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo então existem M ≥ 1 e ω ∈ R tais que

‖T (t)‖L(X) ≤Mewt, ∀t ≥ 0.

Demonstração: Ver [37], p. 41. 2

Definição 2.41 Um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 é dito do tipo (M,ω) com M ≥ 1 e ω ∈ R se para

cada t ≥ 0

‖T (t)‖L(X) ≤Meωt.

Um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 é chamado um C0-semigrupo de contrações se é do tipo (1, 0), isto é,

se para cada t ≥ 0

‖T (t)‖L(X) ≤ 1.

Algumas propriedades a respeito do gerador infinitesimal A de um C0-semigrupo são

dadas pelo próximo teorema. Antes, enunciamos a seguinte definição:
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Definição 2.42 Seja T um C0-semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. Considerando A0 = I ,

A1 = A e, supondo que An−1 esteja definido, definimos An por:

D(An) =
{
x ∈ X;x ∈ D(An−1) e An−1x ∈ D(A)

}
,

Anx = A
(
An−1x

)
, ∀x ∈ D(An).

Teorema 2.43 (a) Se x ∈ D(A) então T (t)x ∈ D(A), para todo t ≥ 0;

(b) d
dt

(T (t)x) = AT (t)x = T (t)Ax, para todo x ∈ D(A), t > 0;

(c) dn

dtn
(T (t)x) = AnT (t)x = T (t)Anx, para todo x ∈ D(An), t > 0;

(d) T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)Ax ds, para todo x ∈ D(A);

(e)
∫ t

0

T (s)x ds ∈ D(A), A
∫ t

0

T (s)x ds = T (t)x − x, para todo x ∈ X e D(A) é denso em

X;

(f) A é um operador linear fechado;

(g)
∞⋂
n=1

D(An) é denso em X .

Demonstração: Ver [10]. 2

Proposição 2.44 Se A é o gerador de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, então para todo x ∈ D(An),

S(t)x ∈ Cn−k([0,∞), D(Ak)), k = 0, 1, . . . , n.

Demonstração: Ver [13], p. 19. 2

Definição 2.45 Seja A um operador linear sobre um espaço de Banach X . O conjunto resolvente

de A é definido por

ρ(A) = {λ ∈ C; λI − A : D(A)→ X é bijetor e (λI − A)−1 ∈ L(X)},

onde L(X) é o espaço de todos os operadores lineares e limitados de X em X . Para λ ∈ ρ(A), o

operador (λI −A)−1 é chamado operador resolvente. O conjunto σ(A) = C\ρ(A) é denominado

o espectro de A.
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Observação 2.46 (1) Se ρ(A) 6= ∅ então A é fechado, ou seja, seu gráfico

G(A) = {(x,Ax); x ∈ D(A)}

é um subespaço fechado de X × X . De fato, se ρ(A) 6= ∅ então existe λ ∈ C tal que λI − A :

D(A) → X é bijetor e (λI − A)−1 ∈ L(X). Consideremos {xn} ⊂ D(A) tal que xn → x e

Axn → y. Devemos mostrar que x ∈ D(A) e Ax = y. Note que

λxn − Axn → λx− y

e,

xn = (λI − A)−1(λI − A)xn = (λI − A)−1(λxn − Axn).

Ou seja, x = (λI −A)−1(λx− y). Isto é, x ∈ D(A) e λx−Ax = λx− y. Ou ainda, x ∈ D(A) e

Ax = y.

(2) Se A é fechado então, pelo Teorema do Gráfico Fechado, temos que o conjunto resolvente de

A é

ρ(A) = {λ ∈ C; λI − A : D(A)→ X é bijetor}

De fato, como A é fechado, pelo Teorema do Gráfico Fechado, A é contínuo. Assim, λI − A é um

operador linear e contínuo e, sendo λI − A bijetor segue que (λI − A)−1 é linear e contínuo. Ou

seja, (λI − A)−1 ∈ L(X).

Definição 2.47 A família R(λ : A) = (λI − A)−1, λ ∈ ρ(A), de operadores lineares limitados é

chamada resolvente de A.

Definimos, para todo λ > 0, a aproximação de Yosida de A por

Aλ = λAR(λ : A) = λ2R(λ : A)− λI.

Teorema 2.48 Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 em X . Se Aλ é a

aproximação de Yosida de A então

T (t)x = lim
λ→∞

eAλtx, para x ∈ X.
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Demonstração: Ver [32], p. 21. 2

Observação 2.49 Um C0-semigrupo com gerador infinitesimal A é igual a eAt quando A é um

operador limitado. Veja [32], p. 32. Quando A é um operador não limitado, o teorema acima nos

mostra em que sentido T (t) é "igual"a eAt.

Para o espaço de Banach X consideremos o seu dual X ′ . Denotamos x∗ ∈ X ′ aplicado

em x ∈ X por 〈x∗, x〉 ou 〈x, x∗〉. Para cada x ∈ X definimos o conjunto dualidade

F (x) = {x∗ ∈ X; 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2}.

Definição 2.50 Um operador linear A é dissipativo se para cada x ∈ D(A) existe um x∗ ∈ F (x)

tal que Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0.

Observação 2.51 No caso em que X = H é um espaço de Hilbert com produto interno 〈., .〉, um

operador linear A : D(A) ⊂ H → H é dissipativo se, para cada x ∈ D(A), 〈x,Ax〉 ≤ 0. Ver

[37], p. 59.

Teorema 2.52 Seja A um operador linear com domínio D(A) denso em um espaço de Hilbert H .

SeA é dissipativo e 0 ∈ ρ(A), entãoA é o gerador infinitesimal de umC0-semigrupo de contrações

em H .

Demonstração: Ver [26] , p. 3. 2

Lema 2.53 Se A é um operador limitado em X então A∗ é um operador limitado em X
′

e ‖A‖ =

‖A∗‖.

Demonstração: Ver [32], p. 38. 2

Corolário 2.54 Seja X um espaço de Banach reflexivo e {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo com gera-

dor infinitesimal A. Definindo T ∗ : [0,∞) → L(X
′
) por T ∗(t) = [T (t)]∗, ∀t ≥ 0, temos que

{T ∗(t)}t≥0 é um C0-semigrupo com gerador infinitesimal A∗.
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Demonstração: Ver [32], p. 41. 2

O próximo lema é de extrema importância para este trabalho. É o resultado que uti-

lizaremos para provar que o operador, no problema que estudaremos no Capítulo 3, gera um C0-

semigrupo.

Lema 2.55 ([18]) Sejam Z um espaço de Hilbert separável e {An}n≥1, {Pn}n≥1 duas famílias de

operadores lineares e limitados em Z com {Pn}n≥1 uma família completa de projeções ortogonais

tais que:

AnPn = PnAn, n ≥ 1.

Defina a seguinte família de operadores lineares

T (t)z =
∞∑
n=1

eAntPnz, z ∈ Z, t ≥ 0.

Então:

(a) T (t) é um operador linear e limitado se ‖eAnt‖ ≤ g(t), n = 1, 2, . . ., para alguma função

contínua a valores reais g(t) ≥ 0, t ≥ 0.

(b) Sob a condição anterior {T (t)}t≥0 é um semigrupo fortemente contínuo no espaço de Hilbert

Z, cujo gerador infinitesimal A é dado por

Az =
∞∑
n=1

AnPnz, z ∈ D(A),

com

D(A) =

{
z ∈ Z;

∞∑
n=1

‖AnPnz‖2 <∞

}
.

(c) O espectro, σ(A), de A é dado por

σ(A) =
∞⋃
n=1

σ(An),

onde An = AnPn : R(Pn)→ R(Pn),R(Pn) = Im(Pn).



2.5 Semigrupos Fortemente Contínuos de Operadores Lineares Limitados 36

Demonstração: (a) Suponhamos que existe g : [0,∞) → R contínua tal que ‖eAnt‖ ≤ g(t),

n = 1, 2, ..., logo

‖T (t)z‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

eAntPnz

∥∥∥∥∥
2

≤
∞∑
n=1

‖eAntPnz‖2 ≤
∞∑
n=1

‖eAnt‖2‖Pnz‖2

≤
∞∑
n=1

g(t)2‖Pnz‖2

= g(t)2

∞∑
n=1

‖Pnz‖2

= g(t)2‖z‖2.

Assim, ‖T (t)z‖ ≤ g(t)‖z‖ e, portanto, ‖T (t)‖ = sup
‖z‖=1

‖T (t)z‖ ≤ g(t). Isso mostra que T (t) é

limitado. A linearidade de T (t) segue da linearidade de Pn. Portanto, T (t) ∈ L(Z). Ou seja, T (t)

é linear e limitado.

(b) Vamos provar, primeiramente, que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo. Temos

(i) T (0)z =
∞∑
n=1

eAn0Pnz =
∞∑
n=1

Pnz = z. Logo, T (0) = I;

(ii)

T (t)T (s)z =
∞∑
n=1

eAntPnT (s)z =
∞∑
n=1

eAntPn

(
∞∑
m=1

eAmsPmz

)

=
∞∑
n=1

eAnteAnsPnz

=
∞∑
n=1

eAn(t+s)Pnz

= T (t+ s)z;

(iii)

‖T (t)z − z‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

eAntPnz −
∞∑
n=1

Pnz

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

(eAnt − I)Pnz

∥∥∥∥∥
2
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≤
∞∑
n=1

‖eAnt − I‖2‖Pnz‖2

=
N∑
n=1

‖eAnt − I‖2‖Pnz‖2 +
∞∑

n=N+1

‖eAnt − I‖2‖Pnz‖2

≤ sup
1≤n≤N

‖eAnt − I‖2

N∑
n=1

‖Pnz‖2 + k

∞∑
n=N+1

‖Pnz‖2,

onde k ≥ sup
n≥1;0≤t≤1

‖eAnt − I‖2. Agora, note que
∞∑
n=1

‖Pnz‖2 = ‖z‖2 (ou seja, a série é conver-

gente). Assim, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

∞∑
n=N+1

‖Pnz‖2 <
ε

2k
.

Também, podemos escolher t ≤ 1 tal que sup
1≤n≤N

‖eAnt − I‖2 ≤ ε

2‖z‖2
. Logo,

‖T (t)z − z‖2 ≤ ε

2‖z‖2

N∑
n=1

‖Pnz‖2 +
kε

2k

=
ε

2‖z‖2
‖z‖2 +

ε

2

= ε.

Portanto,

lim
t→0+
‖T (t)z − z‖ = 0, ∀z ∈ Z.

De (i), (ii) e (iii) segue que {T (t)}t≥0 é um semigrupo fortemente contínuo.

Agora, seja A o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0 e D(A) seu domínio. Logo, para z ∈ D(A),

temos, por definição, que

Az = lim
t→0+

T (t)z − z
t

= lim
t→0+

∞∑
n=1

eAntPnz −
∞∑
n=1

Pnz

t
= lim

t→0+

∞∑
n=1

(eAnt − I)Pnz

t
.

Como eAmt é um C0-semigrupo cujo gerador infinitesimal é Am, segue que
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PmAz = Pm

 lim
t→0+

∞∑
n=1

(eAnt − I)Pnz

t

 = Pm

(
∞∑
n=1

lim
t→0+

(eAnt − I)

t
Pnz

)

=
∞∑
n=1

Pm

(
lim
t→0+

(eAnt − I)

t
Pnz

)
= lim

t→0+

(eAnt − I)

t
Pmz

= AmPmz.

Assim,

Az =
∞∑
n=1

PnAz =
∞∑
n=1

AnPnz.

Na sequência, considere

D =

{
z ∈ Z;

∞∑
n=1

‖AnPnz‖2 <∞

}
.

Vamos mostrar que D(A) = D. Seja z ∈ D(A). Pelo que foi feito, temos PnAz = AnPnz. Assim,

∞∑
n=1

‖AnPnz‖2 =
∞∑
n=1

‖PnAz‖2 = ‖Az‖2 <∞ (pois, z ∈ D(A)).

Logo, z ∈ D. O que mostra que D(A) ⊂ D.

Seja, agora, z ∈ D então
∞∑
n=1

AnPnz = y ∈ Z. Seja zk =
k∑

n=1

Pnz, então

lim
t→0+

T (t)zk − zk
t

=
k∑

n=1

AnPnz.

De fato,

lim
t→0+

T (t)zk − zk
t

= lim
t→0+

∞∑
n=1

eAntPnzk −
∞∑
n=1

Pnzk

t

= lim
t→0+

∞∑
n=1

(eAnt − I)Pnzk

t
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=
∞∑
n=1

lim
t→0+

(eAnt − I)

t
Pnzk

=
∞∑
n=1

AnPnzk

=
∞∑
n=1

AnPn

(
k∑

m=1

Pmz

)

=
k∑

n=1

AnPnz.

Portanto, zk ∈ D(A) e Azk =
k∑

n=1

AnPnz. Por fim, como lim
k→∞

zk = lim
k→∞

k∑
n=1

Pnz =
∞∑
n=1

Pnz = z,

temos

Az = A
(

lim
k→∞

zk

)
= lim

k→∞
Azk =

∞∑
n=1

AnPnz = y.

Logo, z ∈ D(A) e Az = y. Com isto, provamos que D ⊂ D(A). Concluímos, então, que

D(A) = D.

(c) Provar o item (c) é equivalente a provar que

∞⋃
n=1

σ(An) ⊂ σ(A) e σ(A) ⊂
∞⋃
n=1

σ(An).

Para provar a primeira parte, mostraremos que ρ(A) ⊂
∞⋂
n=1

ρ(An). De fato, seja λ ∈ ρ(A). Então,

(λI − A)−1 : Z → D(A) é um operador linear limitado. Precisamos mostrar que

(λI − Am)−1 : R(Pm)→ R(Pm)

existe e, é limitado para m ≥ 1.

Suponhamos que (λI − Am)Pmz = 0, então

(λI − A)Pmz =
∞∑
n=1

(λI − An)PnPmz = (λI − Am)PmPmz

= (λI − Am)Pmz

= 0.
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O que implica que Pmz = 0. Logo, λI − Am é injetor.

Agora, dado y ∈ R(Pm) queremos mostrar que existe w ∈ R(Pm) tal que (λI −Am)w = y. Note

que, como λ ∈ ρ(A), existe z ∈ Z satisfazendo

(λI − A)z =
∞∑
n=1

(λI − An)Pnz = y.

Aplicando Pm em ambos os lados dessa equação obtemos

Pm(λI − A)z = (λI − Am)Pmz = (λI − Am)Pmz = Pmy = y.

Portanto, (λI−Am) : R(Pm)→ R(Pm) é uma bijeção. Como Am é fechado, então, pelo Teorema

do Gráfico Fechado

λ ∈ ρ(Am) = {λ ∈ C; λI − Am é bijeção} = {λ ∈ C; (λI − Am)−1 é limitada},

para todo m ≥ 1. Assim, provamos que

ρ(A) ⊂
∞⋂
n=1

ρ(An)⇔
∞⋃
n=1

σ(An) ⊂ σ(A).

Agora, vamos provar que

σ(A) ⊂
∞⋃
n=1

σ(An).

Recordemos que se λ ∈ σ(A), então ocorre algum dos seguintes casos:

(1) λ ∈ σp(A) = {λ ∈ C; A− λI não é injetor};

(2) λ ∈ σr(A) = {λ ∈ C; A− λI é injetor, masR(A− λI) 6= Z};

(3) λ ∈ σc(A) = {λ ∈ C; A− λI é injetor, R(A− λI) = Z, masR(A− λI) 6= Z}.

Assim,

(1) Se A− λI não é injetor, então existe z ∈ Z não nulo tal que (A− λI)z = 0. Logo,

0 = Pn00 = Pn0(A− λI)z = Pn0

[
∞∑
n=1

(An − λI)Pnz

]
= Pn0An0Pn0z − λPn0Pn0z

= An0Pn0z − λPn0z

= (An0 − λI)Pn0z.
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Note que existe n0 tal que Pn0z 6= 0, pois se Pnz = 0 para todo n ∈ N, então z =
∞∑
n=1

Pnz =

0, o que é absurdo já que z 6= 0. Assim, λ ∈ σ(An0) e, portanto, λ ∈
∞⋃
n=1

σ(An).

(2) SeR(A− λI) 6= Z então existe z0 ∈ Z não nulo tal que

〈z0, (A− λI)z〉 = 0, ∀z ∈ D(A).

Mas, como (A− λI)z =
∞∑
n=1

(An − λI)Pnz segue que

〈
z0,

∞∑
n=1

(An − λI)Pnz

〉
= 0, ∀z ∈ D(A).

Agora, como z0 6= 0 então existe n0 tal que Pn0z0 6= 0. Consequentemente,

0 =

〈
z0,

∞∑
n=1

(An − λI)Pnz

〉
= 〈z0, (An0 − λI)Pn0z〉 = 〈z0, (An0 − λI)Pn0Pn0z〉

= 〈z0, Pn0(An0 − λI)Pn0z〉

= 〈Pn0z0, (An0 − λI)Pn0z〉.

Assim,R(An0 − λI) 6= Pn0Z. Portanto, λ ∈ σ(An0) ⊂
∞⋃
n=1

σ(An).

(3) Suponhamos que A − λI é injetor, R(A− λI) = Z e R(A − λI) ( Z e, suponhamos, por

absurdo, que λ ∈

(
∞⋃
n=1

σ(An)

)c

. Note que

(
∞⋃
n=1

σ(An)

)c

⊂

(
∞⋃
n=1

σ(An)

)c

=
⋂
n≥1

(σ(An))c =
⋂
n≥1

ρ(An).

Logo, λ ∈ ρ(An), para todo n ≥ 1. Então,

An − λI : R(Pn)→ R(Pn)

é inversível, com (An − λI)−1 limitada.

Em consequência, para todo z ∈ D(A) obtemos que

Pj(A− λI)z = (Aj − λI)Pjz, j = 1, 2, . . . ,
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ou ainda,

(Aj − λI)−1Pjz(A− λI)z = Pjz, j = 1, 2, . . .

Agora, posto que D(A) é denso em Z, podemos estender o operador

(Aj − λI)−1Pjz(A− λI)

a um operador limitado Tj definido sobre Z, tal que

Tjz = (Aj − λI)−1Pjz(A− λI)z = Pjz, ∀z ∈ Z, j = 1, 2, . . . .

e,

‖Tj‖ = ‖Pj‖ ≤ 1, j = 1, 2, . . . .

ComoR(A− λI) = Z, temos que

‖(Aj − λI)−1‖ ≤ 1, j = 1, 2, . . . . (2.2)

Agora, vamos mostrar queR(A− λI) = Z. De fato, dado z ∈ Z, definamos y como

y =
∞∑
j=1

(Aj − λI)−1Pjz.

De (2.2) temos que y está bem definido. Vejamos, agora, que y ∈ D(A) e (A−λI)y = z. Sabemos

que

y ∈ D(A)⇔
∞∑
j=1

‖AjPjy‖2 <∞.

Por outro lado, temos que
∞∑
j=1

‖AjPjy‖2 =
∞∑
j=1

‖Aj(Aj − λI)−1Pjz‖2 =
∞∑
j=1

‖[I − λ(Aj − λI)−1]Pjz‖2.

Assim,
∞∑
j=1

‖AjPjy‖2 ≤
∞∑
j=1

[(‖I‖+ |λ|‖(Aj − λI)−1‖)‖Pjz‖]2 ≤
∞∑
j=1

(1 + |λ|)2‖Pjz‖2

= (1 + |λ|)2‖z‖2 <∞.

Logo, y ∈ D(A) e (A − λI)y = z. Portanto, R(A − λI) = Z. O que é uma contradição. Logo,

λ ∈
∞⋃
n=1

σ(An). 2

O próximo lema é uma recíproca do lema anterior e foi obtido de [36].
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Lema 2.56 Seja Z um espaço de Hilbert separável e {An}n≥1, {Pn}n≥1 duas famílias de opera-

dores lineares e limitados em Z, com {Pn}n≥1 uma família completa de projeções ortogonais, tais

que

AmPn = PnAm, m, n = 1, 2, . . . . (2.3)

Se o operador

Az =
∞∑
n=1

AnPnz, z ∈ D(A),

com

D(A) =

{
z ∈ Z;

∞∑
n=1

‖AnPnz‖2 <∞

}
,

gera um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, então

T (t)z =
∞∑
n=1

eAntPnz, z ∈ Z.

Demonstração: Se z0 ∈ Z, então Pnz0 ∈ D(A) e a solução do problema{
z′(t) = Az(t),
z(0) = Pnz0,

(2.4)

é dada por zn(t) = T (t)Pnz0.

Do Teorema de Hille-Yosida podemos deduzir que se um operador comuta com o gerador de um

C0-semigrupo então este operador comuta com o semigrupo. Portanto, de (2.3) obtemos

T (t)z0 =
∞∑
n=1

PnT (t)z0 =
∞∑
n=1

T (t)Pnz0. (2.5)

Por outro lado, como zn(t) é uma solução de (2.4), obtemos

z
′

n(t) = Azn(t) = AT (t)Pnz0 =
∞∑
m=1

AmPmT (t)Pnz0 = AmT (t)Pnz0 = AnZn(t).

Assim,

zn(t) = eAntPnz0 = T (t)Pnz0

e, de (2.5) concluímos que

T (t)z0 =
∞∑
n=1

eAntPnz0.

2
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2.5.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X um operador linear. Iniciamos

com o problema de Cauchy abstrato homogêneo{
x
′
= Ax(t), t > 0,

x(0) = x0.
(2.6)

Por solução de (2.6) entende-se toda função x : R+ → X , contínua para t ≥ 0, continuamente

diferenciável para t > 0, tal que x(t) ∈ D(A) para todo t > 0 e que satisfaz (2.6).

Observação 2.57 (i) Se A é o gerador de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, o problema (2.6) tem

uma única solução para todo x0 ∈ D(A) e esta solução é dada por x(t) = T (t)x0 (ver

[32], p. 100). Tanto para x0 ∈ D(A) quanto para x0 ∈ D(An) ⊂ D(A), a regularidade da

solução é dada pela Proposição 2.44.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 e x0 ∈ X então existe uma

única função x : R+ → X dada por x(t) = T (t)x0 para cada t ≥ 0, solução moderada

(veremos mais sobre esta solução no decorrer desta seção) de (2.6) e sendo {T (t)}t≥0 um

C0-semigrupo é imediato que x ∈ C([0,∞), X). Ver [32], p. 105.

Além das considerações da observação anterior, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.58 Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 então para cada

x0 ∈ D(A) existe uma única função x : R+ → X dada por x(t) = T (t)x0 para cada t ≥ 0

solução clássica de (2.6) e

x ∈ C([0,∞);D(A)) ∩ C1([0,∞), X).

Demonstração: Ver [37], p. 46. 2

Observação 2.59 Note que se {T (t)}t≥0 é umC0-semigrupo de contrações então ‖x(t)‖ ≤ x0, ∀t ≥

0 e, do item (ii) do Teorema 2.43,
∥∥∥∥dx(t)

dt

∥∥∥∥ ≤ ‖Ax0‖, ∀t ≥ 0.
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Agora, consideremos o problema de Cauchy não homogêneo, para uma equação linear,

no espaço de Banach X:

{
x′ = Ax(t) + f(t), t > 0,
x(0) = x0, x0 ∈ X.

(2.7)

onde, f : [0, T ) −→ X e A : D(A) ⊂ X −→ X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo

{T (t)}t≥0 em X .

Definição 2.60 Uma função x : [0, T ) −→ X é uma solução clássica do problema (2.7) se é

contínua em [0, T ), continuamente diferenciável em (0, T ), x(t) ∈ D(A) para todo 0 < t < T e,

além disso, satisfaz (2.7) em [0, T ).

Definição 2.61 Sejam A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, x0 ∈ X e f ∈

L1(0, T ;X). A função x ∈ C([0, T ], X) dada por

x(t) = T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s) ds; 0 ≤ t ≤ T, (2.8)

é denominada solução moderada (solução mild) do problema (2.7) em [0, T ].

Teorema 2.62 Se f ∈ L1(0, T ;X) então para todo x0 ∈ X , o problema de Cauchy (2.7) tem, no

máximo, uma solução (clássica). Se tem solução, esta solução é dada por (2.8).

Demonstração: Ver [32], p. 106. 2

Considerando A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, fechado e densamente

definido em X e f ∈ L1(0, T ;X), de [2] temos que se A é o gerador infinitesimal de um C0-

Semigrupo e u0 ∈ X , então o problema (2.7), tem uma única solução moderada

x(t) = S(t)x0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds, (2.9)

com x ∈ C([0, T ], X). Na sequência, o objetivo é estabelecer uma equivalência entre a função

x dada em (2.9) e a solução fraca de (2.7), e dar uma caracterização relacionada a semigrupos de

classe C0.
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Denotaremos por A∗ o adjunto de A (note que o domínio de A é denso em X , então faz

sentido falar de seu adjunto) e 〈·, ·〉 a dualidade em X .

Definição 2.63 A função x ∈ C([0, T ];X) é uma solução fraca de (2.7) se, e somente se, para

todo v ∈ D(A∗) a função 〈v, x(t)〉 é absolutamente contínua em [0, T ] e

d

dt
〈v, x(t)〉 = 〈A∗v, x(t)〉+ 〈v, f(t)〉, (2.10)

para quase todo t ∈ [0, T ].

Teorema 2.64 Seja f ∈ L1(0, T ;X). Existe, para cada x0 ∈ X , uma única solução fraca x(t) de

(2.7) se, e somente se, A é gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0. Neste caso, x(t)

é dado por (2.9).

Demonstração: Ver [2]. 2

Agora, consideremos o problema de Cauchy abstrato, para uma equação não linear, no

espaço de Banach X:

{
x′ = Ax(t) + f(t, x(t)), t > t0,
x(0) = x0, x0 ∈ X,

(2.11)

onde A : D(A) ⊂ X −→ X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 em X ,

f : U ⊂ R+ × X → X satisfaz uma condição de Lipschitz em X , U aberto, f contínua em t e

(t0, t1) ∈ U .

Definição 2.65 (a) Um solução clássica do problema (2.11) em [t0, t1) é uma função derivável

x : [t0, t1) → X tal que x(t0) = x0, (t, x(t)) ∈ U , x′(t) ∈ X , x(t) ∈ D(A) e satisfaz a equação

diferencial para todo t ∈ (t0, t1).

(b) Uma solução moderada em [t0, t1) é uma função contínua x(t) tal que (t, x(t)) ∈ U , t 7→

f(·, x(·)) ∈ L1((t0, t1), X) e

x(t) = T (t− t0)x0 +

∫ t

t0

T (t− s)f(s, x(s)) ds.
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Os teoremas que finalizam esta subseção foram obtidos de [36].

Teorema 2.66 (Existência Local) Seja Ω ⊂ X um aberto, z0 ∈ Ω e f : R+ × Ω → X contínua

satisfazendo a seguinte condição de Lipschitz: para cada τ ∈ R+, existe k = k(τ) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖X ≤ k‖x− y‖X , ∀t ∈ [0, τ ], x, y ∈ Ω.

Então, para τ > 0 suficientemente pequeno, existe uma única solução moderada de (2.11) em

[0, τ).

Demonstração:

Seja τ > 0, C = C([0, τ ], X) e considere B uma vizinhança fechada de x0 em Ω.

Definimos S como

(Sx)(t) = T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s, x(s)) ds,

para 0 ≤ t ≤ τ e x ∈M = {v ∈ C; v(0) = x0, v([0, τ ]) ⊂ B}. Note queM é um espaço métrico

completo e Sx ∈ C.

Considere a métrica em C dada por d(u, v) = sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖. Sejam M e ω tais que ‖T (t)‖ ≤

Meωt. Então,

‖Sx− Sv‖C = sup
0≤t≤τ

‖Sx(t)− Sv(t)‖ = sup
0≤t≤τ

∥∥∥∥∫ t

0

T (t− s)[f(s, x(s))− f(s, v(s))] ds

∥∥∥∥
≤ sup

0≤t≤τ

∫ t

0

‖T (t− s)‖‖f(s, x(s))− f(s, v(s))‖ ds

≤ sup
0≤t≤τ

[
Meωt

∫ t

0

‖f(s, x(s))− f(s, v(s))‖ ds
]

= Meωτ
∫ t

0

‖f(s, x(s))− f(s, v(s))‖ ds

≤ Meωτk(τ)

∫ t

0

‖x(s)− v(s)‖ ds

≤ Meωτk(τ)

∫ t

0

sup
0≤s≤τ

‖x(s)− v(s)‖ ds

= Meωτk(τ)τ‖x− v‖C.

Além disso, Meωtk(τ)τ → 0, quando τ → 0+ (pois, podemos assumir k(τ) limitada por k(1) para

τ < 1).
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Vejamos, agora, que S(M) ⊂ M. Sem perda de generalidade, suponhamos que B é limitado.

Temos

‖Sx− x0‖C ≤ sup
0≤t≤τ

‖T (t)x0 − x0‖+ sup
0≤t≤τ

∥∥∥∥∫ t

0

T (t− s)f(s, x(s)) ds

∥∥∥∥ = J1(τ) + J2(τ).

Note que J1(τ)→ 0, quando τ → 0, pois

lim
τ→0

sup
0≤t≤τ

‖T (t)x0 − x0‖ = lim
t→0
‖T (t)x0 − x0‖ = 0.

Também, J2(τ)→ 0, quando τ → 0, de fato

J2(τ) ≤ sup
0≤t≤τ

[
Mewt

∫ t

0

‖f(s, x(s))‖ ds
]

= Mewτ
∫ τ

0

‖f(s, x(s))‖ ds

≤ Mewτ
∫ τ

0

sup
0≤t≤τ

‖f(t, x(t))‖ ds

= τMewτ sup
0≤t≤τ

‖f(t, x(t))‖

= τMewτ sup
0≤t≤τ

[‖f(t, x(t))− f(t, x0) + f(t, x0)‖]

≤ τMewτ
{

sup
0≤t≤τ

‖f(t, x0)‖+ k(τ) sup
0≤t≤τ

‖x(t)− x0)‖
}
−→ 0, quando τ −→ 0.

Portanto, S(M) ⊂ M para τ suficientemente pequeno. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,

S tem um único ponto fixo. Ou seja, existe um único x ∈M tal que Sx = x. Ou ainda, tal que

x(t) = T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s, x(s)) ds,

com x(0) = x0 (pois, z ∈M). Portanto, existe um única solução moderada de (2.11) em [0, τ). 2

Teorema 2.67 (Existência Global) Seja x0 ∈ X e f : R+ × X → X contínua e satisfazendo a

seguinte condição de Lipschitz: para cada τ > 0, existe k = k(τ) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖X ≤ k‖x− y‖X , ∀t ∈ [0, τ ], x, y ∈ X.

Então, (2.11) tem uma única solução moderada definida para todo τ ∈ R+.



2.5 Semigrupos Fortemente Contínuos de Operadores Lineares Limitados 49

Demonstração: Sejam S, M e ω como na demonstração do teorema anterior. Ou seja, S é

definido como

(Sx)(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s, x(s)) ds

e, M e ω são tais que ‖T (t)‖ ≤Meωt. Afirmamos que

‖Snx(t)− Snv(t)‖ ≤ [Mk(t)eωtt]n sup
0≤s≤t

x(s)− v(s)

n!
, (2.12)

para todo t > 0, x, v ∈ C([0, t]X).

Podemos assumir que t −→ k(t) é monótona não decrescente.

Para n = 1 temos que (2.12) vale. Com efeito,

‖Sx(t)− Sv(t)‖X ≤ sup
0≤s≤t

‖Sx(s)− Sv(s)‖X = ‖Sx− Sv‖C

≤ Mk(t)eωtt sup
0≤s≤t

‖x(s)− v(s)‖.

Suponhamos que (2.12) vale para n = m, então para m+ 1 temos

‖Sm+1x(t)− Sm+1v(t)‖ = ‖S(Smx(t)− Smv(t)‖

=

∥∥∥∥∫ t

0

T (t− s)[f(s, Smx(s))− f(s, Smv(s))] ds

∥∥∥∥
≤ Meωt

∫ t

0

k(s)‖Smx(s)− Smv(s)‖ ds

≤ Meωt
∫ t

0

k(s)[Mk(s)eωss]m sup
0≤r≤s

‖x(r)− v(r)‖
m!

ds

≤ [Meωtk(t)]m+1 sup
0≤r≤t

‖x(r)− v(r)‖
∫ t

0

sm

m!
ds

= [Mk(t)eωtt]m+1 sup
0≤r≤t

‖x(r)− v(r)‖
(m+ 1)!

.

Portanto, (2.12) vale para n = m + 1. Assim, temos por indução que (2.12) vale para todo inteiro

positivo n.

Agora, seja τ > 0 arbitrário, porém fixo. Escolhemos n suficientemente grande tal que

α =
[Meωtk(τ)τ ]n

n!
< 1.

Então, por (2.12)

‖Snx− Snv‖C ≤ α‖x− v‖C ,
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para todo x, v ∈ C = C([0, τ ], X). Portanto, S tem um único ponto fixo em C e, assim, o problema

(2.11) tem uma única solução moderada contínua sobre [0, τ ]. O resultado segue visto que τ > 0

foi tomado arbitrário. 2



CAPÍTULO 3

CONTROLABILIDADE APROXIMADA PARA
SISTEMAS LINEARES E SEMILINEARES:

UMA APLICAÇÃO PARA UMA EQUAÇÃO DO
TIPO DE ONDA DE SEXTA ORDEM

Neste capítulo, nas Seções 3.1 e 3.2, apresentamos resultados sobre a controlabilidade

aproximada de equações lineares da forma

z′ = Az(t) +Bu(t) (3.1)

e de equações semilineares

z′ = Az(t) +Bu(t) + F (z(t), u(t)), (3.2)

onde Z, U são espaços de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z é o gerador de um C0-semigrupo

{T (t)}t≥0 em Z, B ∈ L(U,Z), u ∈ L2(0, τ ;U) e o termo não linear F : Z × U −→ Z é uma

função Lipschitziana.

Esses resultados foram obtidos ou adaptados de [36] e são referentes a um técnica

utilizada para obter a controlabilidade de sistemas que tem a forma citada acima. Tal técnica reduz

o problema de controlabilidade de equações do tipo (3.1) e (3.2) ao estudo da controlabilidade

de uma família de sistemas de dimensão finita. Optamos por colocar as demonstrações desses

resultados para um melhor entendimento da aplicação feita na Seção 3.3. Em [5] e [36] pode-

se encontrar esses resultados de uma forma mais completa. Eles também podem ser vistos, por

exemplo, em [14], [19] e [20].
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Na Seção 3.3, aplicamos os resultados estudados para obter a controlabilidade de uma

equação semilinear do tipo de onda de sexta ordem.

3.1 Controlabilidade Aproximada para Sistemas Lineares

Nesta seção apresentamos alguns resultados sobre a controlabilidade aproximada do

sistema de controle linear

z′ = Az(t) +Bu(t), t > 0,

onde Z, U são espaços de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z é o gerador de um C0-semigrupo

{T (t)}t≥0 em Z, B ∈ L(U,Z) e u ∈ L2(0, τ ;U).

De acordo com o Teorema 2.64, o problema de valor inicial{
z′ = Az(t) +Bu(t), t > 0,
z(0) = z0,

(3.3)

admite uma única solução moderada dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)Bu(s) ds, t ∈ [0, τ ]. (3.4)

Iniciamos com as definições de controlabilidade exata e controlabilidade aproximada.

Definição 3.1 O sistema (3.3) é dito exatamente controlável sobre [0, τ ] se para cada z0, z1 ∈ Z

existe u ∈ L2(0, τ ;U) tal que a solução moderada z(t) de (3.3) correspondente a u verifica:

z(τ) = z1.

Definição 3.2 O sistema (3.3) é dito aproximadamente controlável sobre [0, τ ] se para cada

z0, z1 ∈ Z e ε > 0 existe u ∈ L2(0, τ ;U) tal que a solução moderada z(t) de (3.3) correspondente

a u verifica: ‖z(τ)− z1‖ < ε.

Observação 3.3 Note que todo sistema exatamente controlável é, em particular, aproximadamente

controlável.



3.1 Controlabilidade Aproximada para Sistemas Lineares 53

Figura 3.1: Controlabilidade Exata e Controlabilidade Aproximada

Definição 3.4 Para o sistema (3.3) definimos os seguintes conceitos:

(a) A aplicação de controlabilidade (para τ > 0) é definida por

Bτ : L2(0, τ ;U) −→ Z

u 7−→
∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s) ds.

(b) A aplicação Grammian LBτ : Z −→ Z é definida por LBτ = BτBτ∗, onde Bτ∗ denota o

operador adjunto do operador Bτ .

Embora o interesse nesta seção seja o estudo de controlabilidade aproximada, utili-

zamos esse espaço para enunciar um resultado sobre controlabilidade exata que faremos uso no

Capítulo 4, tal resultado é uma adaptação do resultado apresentado em [36], o qual foi provado

para sistemas semilineares.

Teorema 3.5 O sistema (3.3) é exatamente controlável sobre [0, τ ] se, e somente se, Im(Bτ ) = Z.

Demonstração: Suponhamos que (3.3) é exatamente controlável sobre [0, τ ]. Dado z ∈ Z pode-

mos encontrar z0, z1 ∈ Z tais que

z1 = T (τ)z0 + z. (3.5)

Logo, existe um controle u ∈ L2(0, τ ;U) tal que zu(0) = z0 e zu(τ) = z1. Assim,

z1 = zu(τ) = T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds. (3.6)
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Substituindo (3.5) em (3.6) obtemos

T (τ)z0 + z = T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds.

Então,

z =

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds = Bτu.

Assim, Im(Bτ ) = Z.

Suponhamos, agora, Im(Bτ ) = Z. Consideremos z ∈ Z tal que

z = z1 − T (τ)z0, (3.7)

com z0, z1 ∈ Z. Então, existe um controle u ∈ L2(0, τ ;U) tal que

Bτu = z. (3.8)

Substituindo (3.7) em (3.8) obtemos

z = z1 − T (τ)z0 =

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds.

Logo,

zu(τ) = T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds.

Assim, obtemos uma solução zu(·) de (3.3) tal que zu(τ) = z1 e zu(0) = z0. Ou seja, (3.3) é

exatamente controlável sobre [0, τ ]. 2

Na sequência voltamos ao estudo de controlabilidade aproximada.

O próximo teorema pode ser demonstrado de maneira semelhante ao teorema anterior.

Teorema 3.6 O sistema (3.3) é aproximadamente controlável sobre [0, τ ] se, e somente se, Im(Bτ ) =

Z.

Uma demonstração para os dois próximos resultados pode ser encontrada em [10], p.

144 e p. 148, respectivamente.

Lema 3.7 A aplicação de controlabilidade e aplicação Grammian satisfazem o seguinte:
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(i) Bτ ∈ L(L2(0, τ ;U), Z) e Bt ∈ L(L2(0, τ ;U), L2(0, τ ;Z)) para 0 ≤ t ≤ τ ;

(ii) (Bτ∗z)(s) = B∗T ∗(τ − s)z em [0, τ ];

(iii) LBτ ∈ L(Z) e LBτ z = BτBτ∗z =

∫ τ

0

T (τ − s)BB∗T ∗(τ − s)z ds.

Teorema 3.8 O sistema (3.3) é aproximadamente controlável sobre [0, τ ] se, e somente se, alguma

das seguintes afirmações vale:

(i) ker(Bτ∗) = {0};

(ii) 〈LBτ z, z〉 > 0, z 6= 0 em Z;

(iii) B∗T ∗z = 0⇒ z = 0.

Para os próximos resultados desta seção, consideramos que o semigrupo {T (t)}t≥0

gerado pelo operador A é dado por

T (t)z =
∞∑
j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0, (3.9)

de acordo com o Lema 2.55. Também, assumiremos a seguinte hipótese:

PjBB
∗ = BB∗Pj, j = 1, 2, . . . . (3.10)

As duas próximas proposições são resultados de [36].

Proposição 3.9 Sob a Hipótese (3.10), o operador

LBτ z = BτBτ∗z =

∫ τ

0

T (s)BB∗T ∗(s)z ds,

pode ser escrito como

LBτ =
∞∑
j=1

LBτj Pj,

onde

LBτj y = BτjBτ∗j y =

∫ τ

0

eAjsBjB
∗
j e
A∗j sy ds, y ∈ Im(Pj).

O operador Bj : U → Im(Pj) é tal que Bj ≡ PjB.
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Demonstração: Da definição do operador LBτ e da representação (3.9) obtemos

LBτ z =

∫ τ

0

(
∞∑
j=1

eAjsPj

)
BB∗

(
∞∑
k=1

eA
∗
ksPkz

)
ds

=

∫ τ

0

∞∑
j=1

eAjsBjB
∗
j e
A∗j sPjz ds

=
∞∑
j=1

∫ τ

0

eAjsBjB
∗
j e
A∗j sPjz ds

=
∞∑
j=1

LBτj Pjz.

2

Proposição 3.10 (i) O sistema (3.3) é aproximadamente controlável sobre [0, τ ] se, e somente

se, cada um dos seguintes sistemas

z
′
= Ajz +Bju(t), z(t) ∈ Im(Pj), t ≥ 0, j = 1, 2, 3, . . . , (3.11)

é aproximadamente controlável.

(ii) O sistema (3.3) é aproximadamente controlável sobre [0, τ ] se, e somente se,

〈LBτj y, y〉 > 0, ∀y 6= 0 com y ∈ Im(Pj), j = 1, 2, 3, . . . .

Demonstração:

(i) Suponhamos, por absurdo, que o sistema (3.3) é aproximadamente controlável sobre [0, τ ] e

que existe j tal que o sistema

z
′
= Ajz +Bju(t), z ∈ Im(Pj), t ≥ 0,

não é aproximadamente controlável sobre [0, τ ]. Então, pelo item (iii) do Teorema 3.8, existe

zj ∈ Im(Pj) tal que

B∗j e
A∗j tzj = 0, t ∈ [0, τ ] e zj 6= 0.
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Por outro lado, também pelo item (iii) do Teorema 3.8, temos que

B∗T ∗(t)z = 0, ∀t ∈ [0, τ ]⇒ z = 0.

Agora, tomando z = Pjzj = zj , obtemos

B∗T ∗(t)z = B∗
∞∑
n=1

eA
∗
ntPnz = B∗eA

∗
j tPjzj = B∗j e

A∗j tzj = 0.

Isto implica que zj = 0, o que é uma contradição. Portanto, (3.11) é aproximadamente

controlável para todo j. Reciprocamente, suponhamos que para todo j, o sistema (3.11) é

aproximadamente controlável. Note que LBτj é a aplicação Grammian associada a (3.11).

Então, pelo item (ii) do Teorema 3.8, temos que

〈LBτj y, y〉 > 0, ∀y 6= 0, y ∈ Im(Pj), j = 1, 2, 3, . . . .

Note que, para todo z ∈ Z (z 6= 0) existe J ∈ N tal que PJz 6= 0. Então, pela Proposição

3.9 temos, ∀z ∈ Z, que

〈LBτ z, z〉 =

〈
∞∑
j=1

LBτj Pjz,
∞∑
i=1

Piz

〉
=
∞∑
j=1

〈LBτj Pjz, Pjz〉 > 0.

Portanto, (3.3) é aproximadamente controlável.

(ii) Suponhamos que o sistema (3.3) é aproximadamente controlável, então pelo item (i) desta

proposição, cada um dos seguintes sistemas

z
′
= Ajz +Bju(t), z ∈ Im(Pj), t ≥ 0, j = 1, 2, . . . , (3.12)

é aproximadamente controlável. Logo, pelo item (ii) do Teorema 3.8,

〈LBτj y, y〉 > 0, ∀y 6= 0, y ∈ Im(Pj), j = 1, 2, . . . . (3.13)

Reciprocamente, se (3.13) vale então, pelo item (ii) do Teorema 3.8, segue que (3.12) vale

e, pelo item (i) desta proposição, temos que (3.3) é aproximadamente controlável.

2

O próximo teorema é uma adaptação de um resultado de [36], o qual foi provado para

sistemas lineares discretos.
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Teorema 3.11 O sistema (3.3) é aproximadamente controlável sobre [0, τ ] se, e somente se,

lim
α→0+

α(αI + LBτ )
−1z = 0, ∀z ∈ Z. (3.14)

Neste caso, uma sequência de controles que transfere o estado inicial z0 a uma ε-vizinhança de um

estado final z1 é dada por

uα = Bτ∗(αI + LBτ )
−1(z1 − T (τ)z0).

Demonstração: Suponhamos que o sistema (3.3) é aproximadamente controlável em [0, τ ]. Então,

pelo item (ii) do Teorema 3.8, para z ∈ Z, z 6= 0, temos que

〈LBτ z, z〉 > 0. (3.15)

Suponhamos, por absurdo, que existe z0 ∈ Z tal que

lim
α→0+

α(αI + LBτ )
−1z0 = y0 6= 0. (3.16)

Então,

lim
α→0+

αLBτ (αI + LBτ )
−1z0 = LBτy0, (3.17)

e,

lim
α→0+

αz0 − α[α(αI + LBτ )
−1z0] = LBτy0. (3.18)

Note que (3.17) é imediato. Vamos verificar (3.18). De (3.16) temos que

lim
α→0+

α(αI + LBτ )
−1z0 = lim

α→0+
y0.

Assim,

lim
α→0+

(αI + LBτ )α(αI + LBτ )
−1z0 = lim

α→0+
(αI + LBτ )y0. (3.19)

Ou ainda,

lim
α→0+

α[α(αI + LBτ )
−1z0] + lim

α→0+
αLBτ (αI + LBτ )

−1z0] = lim
α→0+

αy0 + lim
α→0+

LBτy0.

Dessa última igualdade e de (3.17), segue que

lim
α→0+

α[α(αI + LBτ )
−1z0] = lim

α→0+
αy0. (3.20)
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Ainda, de (3.19)

lim
α→0+

αz0 = lim
α→0+

αy0 + lim
α→0+

LBτy0. (3.21)

De (3.20) e (3.21), temos

lim
α→0+

αz0 − lim
α→0+

α[α(αI + LBτ )
−1z0] = lim

α→0+
αz0 − lim

α→0+
αy0 = lim

α→0+
LBτy0 = LBτy0.

Com isso, mostramos que vale (3.18). Agora, de (3.20), temos

lim
α→0+

αz0 − lim
α→0+

α[α(αI + LBτ )
−1z0] = lim

α→0+
αz0 − lim

α→0+
αy0 = 0. (3.22)

De (3.18) e (3.22) temos que

LBτy0 = 0,

uma contradição com (3.15). Portanto, provamos (3.14). Reciprocamente, suponhamos que

lim
α→0+

α(αI + LBτ )
−1z = 0, ∀z ∈ Z.

Queremos provar que Im(Bτ ) = Z. Equivalentemente, devemos provar que, para cada z ∈ Z,

existe uma sequência de controles {uα} ⊂ L2(0, τ ;U) tal que

lim
α→0+

Bτuα = z.

Para cada z ∈ Z, definimos a família de controles

uα = Bτ∗(αI + LBτ )
−1z.

Então,

Bτuα = BτBτ∗(αI + LBτ )
−1z = (αI + LBτ − αI)(αI + LBτ )

−1z (3.23)

= z − α(αI + LBτ )
−1z. (3.24)

Disto e de (3.14), obtemos

lim
α→0+

Bτuα = z.

Portanto, o sistema (3.3) é aproximadamente controlável. Além disso, por definição, o sistema

(3.3) é aproximadamente controlável sobre [0, τ ] se para cada z0, z1 ∈ Z existe u ∈ L2(0, τ ;U) tal

que a solução moderada z(t) de (3.3) correspondente a u satisfaz

‖z(τ)− z1‖ < ε.
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Considerando uα = Bτ∗(αI + LBτ )
−1(z1 − T (τ)z0), temos

‖z(τ)− z1‖ =

∥∥∥∥T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)B[Bτ∗(αI + LBτ )
−1(z1 − T (τ)z0)(s)] ds− z1

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)BB∗T ∗(τ − s)(αI + LBτ )
−1(z1 − T (τ)z0) ds− z1

∥∥∥∥
=

∥∥T (τ)z0 + BτBτ∗(αI + LBτ )
−1(z1 − T (τ)z0) ds− z1

∥∥
=

∥∥T (τ)z0 + z1 − T (τ)z0 − α(αI + LBτ )
−1(z1 − T (τ)z0)− z1

∥∥
=

∥∥α(αI + LBτ )
−1(z1 − T (τ)z0)

∥∥ < ε,

por (3.14), para α pequeno. 2

Na sequência, apresentamos uma caracterização algébrica para a controlabilidade de

sistemas lineares. Tal caracterização é dada por meio de um teorema, devido a Kalman, fundamen-

tal na teoria de controle de sistemas lineares de dimensão finita.

Sejam m,n ∈ N∗ e T > 0. Consideremos o sistema linear de dimensão finita

z′(t) = Az(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ]. (3.25)

Para nos referirmos ao sistema (3.25), usamos a notação (A,B), onde A é uma matriz real de

ordem n×n e B é uma matriz real de ordem n×m . As funções z e u são tais que z : [0, T ]→ Rn

e u : [0, T ]→ Rm. Na prática, m ≤ n.

O teorema a seguir pode ser encontrado em [17], p. 81 ou em [29], p. 11. Aplicações

deste teorema podem ser vistas, por exemplo, em [5], p. 111, [14], [20] e [21].

Teorema 3.12 O sistema (A,B) é exatamente controlável sobre [0, T ] se, e somente se

Rank[B|AB| · · · |An−1B] = n.

3.2 Controlabilidade Aproximada para Sistemas Semilineares

Nesta seção estudamos a controlabilidade para equações não lineares do tipo

z′ = Az(t) +Bu(t) + F (z(t), u(t)), t > 0,
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onde Z, U são espaços de Hilbert,A : D(A) ⊂ Z → Z é o gerador de umC0-semigrupo {T (t)}t≥0

em Z, B ∈ L(U,Z), u ∈ L2(0, τ ;U) e o termo não linear F : Z × U → Z é uma função contínua

Lipschitziana. Ou seja, para z1, z2 ∈ Z e u1, u2 ∈ U temos que

‖F (z2, u2)− F (z1, u1)‖ ≤ L{‖z2 − z1‖+ ‖u2 − u1‖}.

Do Teorema 2.66, sabemos que o problema de valor inicial{
z′ = Az(t) +Bu(t) + F (z(t), u(t)), t > 0,
z(0) = z0.

(3.26)

admite uma única solução moderada dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)Bu(s) ds+

∫ t

0

T (t− s)F (z(s), u(s)) ds, t ∈ [0, τ ]. (3.27)

Definição 3.13 O sistema (3.26) é aproximadamentecontrolvel sobre [0, τ ] se para cada

z0, z1 ∈ Z, ε > 0, existe u ∈ L2(0, τ ;U) tal que a solução moderada correspondente, z(t), de

(3.26), satisfaz z(0) = z0 e ‖z(τ)− z1‖ < ε.

Definimos o operador BτF : L2(0, τ ;U)→ Z por

BτFu =

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s) ds+

∫ τ

0

T (τ − s)F (z(s), u(s)) ds,

onde z(t) é a solução de (3.26) correspondente ao controle u.

As três próximas proposições são adaptações de resultados de [36], os quais foram

provados para sistemas semilineares discretos.

Proposição 3.14 O sistema (3.26) é aproximadamente controlável em [0, τ ] se, e somente se,

Im(BτF ) = Z.

Demonstração: Suponhamos que (3.26) é aproximadamente controlável, então para ε > 0,

z, z0, z1 ∈ Z tais que z1 = T (τ)z0 + z, existe u ∈ L2(0, τ ;U) satisfazendo zu(0) = z0 e

‖zu(τ)− z1‖ < ε. Temos

zu(τ) = T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s) ds+

∫ τ

0

T (τ − s)F (zu(s), u(s)) ds.



3.2 Controlabilidade Aproximada para Sistemas Semilineares 62

Assim,

‖BτFu− z‖ =

∥∥∥∥∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s) ds+

∫ τ

0

T (τ − s)F (z(s), u(s)) ds+ T (τ)z0 − z1

∥∥∥∥
= ‖zu(τ)− z1‖ < ε.

Portanto, Im(BτF ) = Z. Agora, suponhamos que Im(BτF ) = Z. Seja z ∈ Z tal que z = z1−T (τ)z0

com z0, z1 ∈ Z. Então, existe um controle u tal que ‖BτFu− z‖ < ε. Assim,

‖BτFu+ T (τ)z0 − z1‖ = ‖zu(τ)− z1‖ < ε.

Desta forma, obtemos uma solução zu(.) de (3.26) tal que zu(0) = z0 e ‖zu(τ) − z1‖ < ε. Logo,

(3.26) é aproximadamente controlável. 2

Agora, se definimos o operador G : L2(0, τ ;U)→ Z por

G(u) =

∫ τ

0

T (τ − s)F (z(s), u(s)) ds

então

BτF = Bτu+Gu. (3.28)

Suponhamos que F é uma função que satisfaz o seguinte

〈G ◦ Bτ∗z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0, (3.29)

temos o seguinte resultado:

Proposição 3.15 Se o sistema (3.3) é aproximadamente controlável e (3.29) é satisfeito, então o

sistema não linear (3.26) é aproximadamente controlável.

Demonstração: Como (3.3) é aproximadamente controlável, pelo item (ii) do Teorema 3.8

〈LBτ z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0.

Suponhamos que Im(BτF ) ( Z. Pelo Teorema 2.28, existe z0 ∈ Z, z0 6= 0, tal que 〈BτFu, z0〉 = 0,

∀u ∈ L2(0, τ ;U). Em particular, 〈BτF ◦ Bτ∗z0, z0〉 = 0. Logo,

0 = 〈BτF ◦ Bτ∗z0, z0〉 = 〈LBτ z0, z0〉+ 〈G ◦ Bτ∗z0, z0〉 > 0.
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Essa contradição prova que Im(BτF ) = Z. Logo, pela Proposição 3.14, (3.26) é aproximadamente

controlável. 2

Outro resultado que mostra que a controlabilidade aproximada de (3.3) se preserva sob

certa perturbação não linear é o seguinte:

Proposição 3.16 Se o sistema (3.3) é aproximadamente controlável, Im(G) é relativamente com-

pacta e, para todo z ∈ Z e α > 0, existe uα ∈ L2(0, τ ;U) tal que

uα = Bτ∗(αI + LBτ )
−1(z −G(uα)), (3.30)

então o sistema não linear (3.26) é aproximadamente controlável.

Demonstração: Como (3.3) é aproximadamente controlável, do item (ii) do Teorema 3.8 temos

que

〈LBτ z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0,

de onde segue que

‖z‖‖(αI + LBτ )z‖ ≥ 〈z, (αI + LBτ )z〉 > α‖z‖2, z 6= 0.

Logo, ‖(αI + LBτ )z‖ ≥ α‖z‖, z 6= 0. Portanto, α‖(αI + LBτ )
−1z‖ ≤ ‖z‖, z 6= 0, e então

sup
α∈(0,1]

α‖(αI + LBτ )
−1z‖ ≤ 1. (3.31)

Por outro lado, pelo Teorema 3.11,

lim
α→0+

α(αI + LBτ )
−1z = 0. (3.32)

Queremos provar que Im(BτF ) = Z. Ou seja, que dado z ∈ Z, existe {uα} ⊂ L2(0, τ ;U) tal que

lim
α→0+

BτFuα = z. (3.33)

De (3.28) segue que, provar (3.33) é equivalente a provar que

lim
α→0+

[Bτuα +G(uα)] = z. (3.34)
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Ou ainda, que

lim
α→0+

Bτuα = z − lim
α→0+

G(uα). (3.35)

Agora, da hipótese (3.30) temos

Bτuα = BτBτ∗(αI + LBτ )
−1(z −G(uα))

= LBτ (αI + LBτ )
−1(z −G(uα))

= [(αI + LBτ )(αI + LBτ )
−1 − αI(αI + LBτ )

−1](z −G(uα))

= [I − α(αI + LBτ )
−1](z −G(uα))

= z −G(uα)− α(αI + LBτ )
−1(z −G(uα)).

Assim,

Bτuα +G(uα) = z − α(αI + LBτ )
−1(z −G(uα)).

Logo, (3.34) se cumpre se, e somente se

lim
α→0+

α(αI + LBτ )
−1(z −G(uα)) = 0. (3.36)

Como Im(G) é relativamente compacta (ou seja, Im(G) = Z), podemos supor, sem perda de

generalidade, que ∃y ∈ Z tal que

lim
α→0+

G(uα) = y. (3.37)

Note que

α(αI + LBτ )
−1(G(uα)) = α(αI + LBτ )

−1y + α(αI + LBτ )
−1(G(uα)− y). (3.38)

De (3.31), (3.32), (3.37) e (3.38) , obtemos

lim
α→0+

α(αI + LBτ )
−1G(uα) = 0. (3.39)

De (3.32) e (3.39) temos (3.36) e, consequentemente, obtemos (3.33). Portanto, (3.26) é aproxi-

madamente controlável. 2

Na sequência, adaptamos um resultado de [19], onde foi estudado a controlabilidade

aproximada de sistemas semilineares com impulso, para obter um resultado de controlabilidade

aproximada para (3.26). Vamos assumir as seguintes hipóteses sobre o sistema (3.26):
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(I) F é limitada.

(II) O sistema linear associado {
zt(t) = Az(t) +Bu(t),
z(0) = z0,

(3.40)

é aproximadamente controlável em [τ − δ, τ ] para todo δ ∈ (0, τ).

Veremos que essas hipóteses são suficientes para obter a controlabilidade aproximada

do sistema (3.26). Ou seja, se o sistema linear associado ao sistema (3.26) é aproximadamente

controlável e F (o termo não linear) é limitada então o sistema (3.26) é aproximadamente contro-

lável.

Definição 3.17 Para o sistema (3.40) definimos os seguintes conceitos: as aplicações de controla-

bilidade Gτδ : L2(τ − δ, τ ;U)→ Z e Gδ : L2(0, δ;U)→ Z definidas por

Gτδu =

∫ τ

τ−δ
T (τ − s)Bu(s) ds,

Gδv =

∫ δ

0

T (s)Bv(s) ds,

satisfazem a seguinte relação

Gτδu =

∫ τ

τ−δ
T (τ − s)Bu(s) ds =

∫ δ

0

T (s)Bu(τ − s) ds = Gδu(τ − .).

O adjunto desses operadores, G∗τδ : Z → L2(τ − δ, τ ;U) e G∗δ : Z → L2(0, δ;U) são dados por

(G∗τδz)(t) = B∗T ∗(τ − t)z, t ∈ [τ − δ, τ ],

(G∗δz)(t) = B∗T ∗(t)z, t ∈ [0, δ].

Os operadores Grammian são dados por

Qτδ = GτδG
∗
τδ =

∫ τ

τ−δ
T (τ − t)BB∗T ∗(τ − t) dt,

Qδ = GδG
∗
δ =

∫ δ

0

T (t)BB∗T ∗(t) dt.
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Os dois próximos teoremas são análogos dos Teoremas 3.6, 3.8 e 3.11, enunciados

agora com novas notações referentes ao sistema (3.40).

Teorema 3.18 As seguintes afirmações são equivalentes para a controlabilidade aproximada do

sistema linear (3.40) em [τ − δ, τ ]:

(a) Im(Gτδ) = Z;

(a) ker(G∗τδ) = {0};

(b) 〈Qτδz, z〉 > 0, z 6= 0, z ∈ Z;

(c) lim
α→0+

α(αI +Qτδ)
−1z = 0.

Teorema 3.19 Temos Qδ > 0 se, e somente se, o sistema linear (3.40) é aproximadamente contro-

lável em [τ − δ, τ ]. Além disso, dado um estado inicial y0 e um estado final z1, podemos encontrar

uma sequência de controles {uδα}0<α≤1 ⊂ L2(τ − δ, τ ;U):

uα = G∗τδ(αI +GτδG
∗
τδ)
−1(z1 − T (τ)y0), α ∈ (0, 1],

tal que as soluções y(t) = y(t, τ − δ, y0, u
δ
α) do problema de valor inicial{

yt = Ay +Buα(t), y ∈ Z, t > 0,
y(τ − δ) = y0,

(3.41)

satisfaz

lim
α→0+

y(τ, τ − δ, y0, uα) = z1,

isto é,

lim
α→0+

y(τ) = lim
α→0+

{
T (δ)y0 +

∫ τ

τ−δ
T (τ − s)Buα(s) ds

}
= z1.

O próximo teorema foi adaptado de [19], para sistemas semilineares sem impulso.

Teorema 3.20 Sob as condições (I) e (II), o sistema semilinear (3.26) é aproximadamente con-

trolável em [0, τ ].
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Demonstração: Dado um estado inicial z0, um estado final z1 e ε > 0, queremos encontrar

um controle uδα ∈ L2(0, τ ;U) conduzindo o sistema de z0 à uma ε-vizinhança de z1 no tempo τ .

Especificamente, queremos encontrar um controle uδα ∈ L2(0, τ ;U) tal que

lim
α→0+

{
T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Buδα(s) ds+

∫ τ

0

T (τ − s)F (zα(s), uδα(s)) ds

}
= z1.

Considere qualquer u ∈ L2(0, τ ;U) e a solução correspondente z(t) = z(t, 0, z0, u) do problema

semilinear (3.26). Para α ∈ (0, 1] definimos o controle uδα ∈ L2(0, τ ;U) como

uδα(t) =

{
u(t) se 0 ≤ t ≤ τ − δ,
uα(t) se τ − δ < t ≤ τ,

onde

uα(t) = B∗T ∗(τ − t)(αI +GτδG
∗
τδ)
−1(z1 − T (δ)z(τ − δ)), τ − δ ≤ t ≤ τ.

Note que a solução correspondente zδα(t) = z(t, 0, z0, u
δ
α) do problema semilinear (3.26) no tempo

τ pode ser escrita como

zδα(τ) = T (τ)z0 +

∫ τ

0

T (τ − s)Buδα(s) ds+

∫ τ

0

T (τ − s)F (zδα(s), uδα(s)) ds

= T (δ)

{
T (τ − δ)z0 +

∫ τ−δ

0

T (τ − δ − s)Buδα(s) ds

+

∫ τ−δ

0

T (τ − δ − s)F (zδα(s), uδα(s)) ds

}
+

∫ τ

τ−δ
T (τ − s)Buδα(s) ds

+

∫ τ

τ−δ
T (τ − s)F (zδα(s), uδα(s)) ds

= T (δ)z(τ − δ) +

∫ τ

τ−δ
T (τ − s)Buδα(s) ds+

∫ τ

τ−δ
T (τ − s)F (zδα(s), uδα(s)) ds.

A solução correspondente yδα(t) = y(t, τ − δ, z(τ − δ), uα) do problema linear (3.41) no tempo τ

é dada por

yδα(τ) = T (δ)z(τ − δ) +

∫ τ

τ−δ
T (τ − s)Buα(s) ds.

Portanto,

‖zδα(τ)− yδα(τ)‖ ≤
∫ τ

τ−δ
‖T (τ − s)‖‖F (zδα(s), uδα(s))‖ ds.

Considerando M = sup
0≤t≤τ

‖T (t)‖ e k = sup
Z×U
‖F (z, u)‖ obtemos a seguinte estimativa

‖zδα(τ)− yδα(τ)‖ ≤Mkδ.
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Assim,

‖zδα(τ)− z1‖ ≤Mkδ + ‖yδα(τ)− z1‖.

Do Teorema 3.19, existe α > 0 tal que

‖yδα(τ)− z1‖ ≤
ε

2
.

Assim, tomando δ < min
{
τ, ε

2Mk

}
, obtemos, para o controle correspondente uδα, que

‖zδα(τ)− z1‖ ≤ ε.

2

3.3 Controlabilidade Aproximada para uma Equação do
Tipo de Onda Semilinear de Sexta Ordem

Nesta seção provamos a controlabilidade aproximada interior do seguinte sistema semi-

linear com condições de fronteira de Dirichlet
ytt = a∆y −∆2y −∆2ytt + u(t, x) + f(t, y, yt, u(t, x)) em (0, τ)× Ω,
y = ∆y = 0 em (0, τ)× Γ,
y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x) em Ω,

(3.42)

onde Ω é um aberto limitado de Rn com fronteira Γ de classe C4, a > 0, o controle u ∈

L2([0, τ ];L2(Ω)), y0, y1 ∈ H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) e o termo não linear f : [0, τ ] × R × R × R → R

é uma função contínua tal que existem constantes c0, c1, c2, c3 ∈ R satisfazendo

|f(t, z, v, u)| ≤ c0 + c1|z|+ c2|v|+ c3|u|, ∀(t, z, v, u) ∈ [0, τ ]× R× R× R.

A equação do tipo (3.42)1 foi introduzida por Philip Rosenau em [33] com f tendo ca-

racterizações específicas. Essa equação possui muitas características similares a equação de Bous-

sinesq, a qual pode ser expressa das seguintes maneiras:

ytt + γyxxxx − yxx = β(y2)xx

e,

ytt − γyxxtt − yxx = β(y2)xx.



3.3 Controlabilidade Aproximada para uma Equação do Tipo de Onda Semilinear de Sexta
Ordem 69

Equações de Boussinesq foram estudadas, por exemplo, em [25] e [38].

Em [34] e [39] foi estudado o problema de existência e unicidade de solução para a

equação

ytt − ayxx + uxxxx + uxxxxtt = α | yx |px,

com dados iniciais tomados em espaços de Sobolev de ordem fracionária.

Em nosso trabalho, o problema (3.42) será considerado como uma equação abstrata

num espaço de Hilbert adequado, a saber, H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) × H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω). Os dados iniciais

são tomados em H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), conforme já descrito na apresentação do problema.

Provaremos, primeiramente, que o sistema linear correspondente ao sistema (3.42) é

aproximadamente controlável. Tal controlabilidade juntamente com as hipóteses sobre f nos per-

mitirá obter a controlabilidade aproximada de (3.42).

Iniciamos com a formulação abstrata do problema para a qual é necessário recordar al-

gumas propriedades do operador Laplaciano. Tais propriedades podem ser encontradas, por exem-

plo, em [9], p. 46.

Seja X = L2(Ω) e considere o operador linear não limitado A : D(A) ⊂ X → X

definido por Aφ = −∆φ onde D(A) = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω). Então, os autovalores λj de A tem

multiplicidade γj igual a dimensão dos autoespaços correspondentes e 0 < λ1 < λ2 < . . . <

λn −→∞. Além disso, temos as seguintes propriedades:

(a) Existe um conjunto ortonormal completo {φj,k} de autovetores de A;

(b) Para todo x ∈ D(A), temos

Ax =
∞∑
j=1

λj

γj∑
k=1

〈x, φj,k〉φj,k =
∞∑
j=1

λjEjx,

onde 〈·, ·〉 é o produto interno usual em L2(Ω) e

Ejx =

γj∑
k=1

〈x, φj,k〉φj,k,

o que significa que o conjunto {Ej}∞j=1 é uma família completa de projeções ortogonais em

X e x =
∞∑
j=1

Ejx, x ∈ X;
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(c) −A gera um semigrupo analítico {e−At} dado por

e−Atx =
∞∑
j=1

e−λjtEjx;

(d) Os espaços de potências fracionárias Xr são dados por

Xr = D(Ar) =

{
x ∈ X;

∞∑
n=1

λ2r
n ‖Enx‖2 <∞

}
, r ≥ 0,

com a norma

‖x‖r = ‖Arx‖ =

{
∞∑
n=1

λ2r
n ‖Enx‖2

}1/2

, x ∈ Xr,

Arx =
∞∑
n=1

λrnEnx.

Também, para r ≥ 0, definimos Z1 = X1 ×X1 = [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]× [H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)], o

qual é um espaço de Hilbert munido com a norma dada por∥∥∥∥[ wv
]∥∥∥∥2

Z1

= ‖w‖2
1 + ‖v‖2

1.

3.3.1 Formulação Abstrata do Problema Linear

Nesta subseção escolhemos o espaço onde o problema linear
ytt = a∆y −∆2y −∆2ytt + u(t, x) em (0, τ)× Ω,
y = ∆y = 0 em (0, τ)× Γ,
y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x) em Ω,

(3.43)

será colocado como um sistema de controle abstrato em um espaço de Hilbert. Seja X = L2(Ω)

e considere o operador linear não limitado A : D(A) ⊂ X → X definido por Aφ = −∆φ com

D(A) = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω). O produto interno e a norma em X serão denotados por (·, ·) e ‖ · ‖,

respectivamente, e definidos por

(z, w) =

∫
Ω

zw dx, ‖z‖ =
√

(z, z).

Escreveremos, algumas vezes, simplesmente L2, H2, H1
0 e H2 ∩H1

0 ao invés de L2(Ω), H2(Ω),

H1
0 (Ω) e H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).
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Consideremos a equação em (3.43) escrita na forma

ytt − a∆y + ∆2y + ∆2ytt − u = 0. (3.44)

Suponhamos que y é uma solução de (3.43) e que y ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ}. Como,

em particular, y ∈ H2(Ω) e y = 0 em Γ, considerando v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), então v ∈ H1(Ω) e,

pela fórmula de Green, vale que

(∇y,∇v) = −(∆y, v). (3.45)

Também, pela fórmula de Green, como ∆y ∈ H2(Ω) e ∆y = 0 em Γ, temos

(∆2y, v) = −(∇∆y,∇v) = −(∇v,∇∆y). (3.46)

E, novamente pela fórmula de Green, temos

(∆y,∆v) = (∆v,∆y) = −(∇v,∇∆y), (3.47)

pois, ∆y ∈ H1(Ω), v ∈ H2(Ω) e v = 0 em Γ. Portanto, de (3.46) e (3.47), segue que

(∆2y, v) = (∆y,∆v). (3.48)

Agora, voltando a equação (3.44) e tomando o produto em L2(Ω) por yt, temos

(ytt, yt)− (a∆y, yt) + (∆2y, yt) + (∆2ytt, yt)− (u, yt) = 0. (3.49)

Considerando a hipótese de que y ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ}, estamos nas condições

para aplicar (3.45) e (3.48) em (3.49), obtendo

(ytt, yt) + (a∇y,∇yt) + (∆y,∆yt) + (∆ytt,∆yt)− (u, yt) = 0. (3.50)

Definamos as aplicações a0, b0 e c0 por:

a0 : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) −→ R

(w, v) 7−→ a(∇w,∇v) = a

∫
Ω

∇w∇v dx;
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b0 : [H2(Ω)×H1
0 (Ω)]2 −→ R

(w, v) 7−→ (∆w,∆v) =

∫
Ω

∆w∆v dx;

c0 : [H2(Ω)×H1
0 (Ω)]2 −→ R

(w, v) 7−→ (w, v) + (∆w,∆v) =

∫
Ω

(wv + ∆w∆v) dx.

Claramente, a0, b0 e c0 são bilineares. Também, são contínuas. De fato, para a0, temos:

|a0(w, v)| = |a(∇w,∇v)| ≤ a‖∇w‖L2‖∇v‖L2 = a‖w‖H1
0
‖v‖H1

0
, ∀w, v ∈ H1

0 (Ω).

Para b0, temos:

|b0(w, v)| = |(∆w,∆v)| ≤ ‖∆w‖L2‖∆v‖L2 = ‖w‖H2∩H1
0
‖v‖H2∩H1

0
, ∀w, v ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).

Para c0, temos:

|c0(w, v)| = |(w, v) + (∆w,∆v)| ≤ ‖w‖L2‖‖v‖L2 + ‖∆w‖L2‖∆v‖L2

≤ 2(‖w‖2
L2 + ‖∆w‖2

L2)1/2(‖v‖2
L2 + ‖∆v‖2

L2)1/2

≤ c‖w‖H2‖v‖H2

≤ c‖w‖H2∩H1
0
‖v‖H2∩H1

0
, ∀w, v ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).

Além disso, a0, b0 e c0 são coercivas. Com efeito:

a0(w,w) = a(∇w,∇w) = a‖∇w‖2
L2 = a‖w‖2

H1
0
, ∀w ∈ H1

0 (Ω);

b0(w,w) = (∆w,∆w) = ‖∆w‖2
L2 = ‖u‖2

H2∩H1
0
, ∀w ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω);

c0(w,w) = (w,w) + (∆w,∆w) = ‖w‖2
L2 + ‖∆w‖2

L2

≥ ‖∆w‖2
L2

= ‖w‖2
H2∩H1

0
, ∀w ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).

Sendo a0, b0 e c0 formas bilineares contínuas e coercivas, podemos aplicar Lax-Milgran a cada

uma delas. Para a0, temos que, dado g ∈ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), existe uma única w ∈ H1
0 (Ω) tal que

a0(w, v) = 〈g, v〉, ∀v ∈ H1
0 (Ω).



3.3 Controlabilidade Aproximada para uma Equação do Tipo de Onda Semilinear de Sexta
Ordem 73

Ou seja,

a

∫
Ω

∇w∇v dx =

∫
Ω

gv dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Ou ainda,

a(∇w,∇v)L2 = (g, v)L2 , ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Em particular,

a(∇w,∇ϕ)L2 = (g, ϕ)L2 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Ou também,

a〈∇w,∇ϕ〉D′(Ω),D(Ω) = 〈g, ϕ〉D′(Ω),D(Ω), ∀ϕ ∈ D(Ω).

Logo,

−a〈∆w,ϕ〉D′(Ω),D(Ω) = 〈g, ϕ〉D′(Ω),D(Ω), ∀ϕ ∈ D(Ω).

Portanto,

a∆w = g, w ∈ H1
0 (Ω).

Como w = 0 em Γ e g ∈ L2(Ω), segue da regularidade elíptica, que w ∈ H2(Ω) e ‖w‖H2 ≤

c‖g‖L2 . Logo, temos a seguinte bijeção:

a∆ : H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) −→ L2(Ω).

Agora, para b0 temos que, dado g ∈ L2(Ω) ↪→ [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]

′ , existe uma única w ∈ H2(Ω) ∩

H1
0 (Ω) tal que

b0(w, v) = 〈g, v〉, ∀v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Ou seja, ∫
Ω

∆w∆v dx =

∫
Ω

gv dx, ∀v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Ou ainda,

(∆w,∆v)L2(Ω) = (g, v)L2(Ω) , ∀v ∈ H
2(Ω) ∩H1

0 (Ω). (3.51)

Em particular,

(∆w,∆ϕ)L2(Ω) = (g, ϕ)L2(Ω) , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Ou também,

〈∆w,∆ϕ〉D′(Ω),D(Ω) = 〈g, ϕ〉D′(Ω),D(Ω), ∀ϕ ∈ D(Ω).
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Logo,

〈∆2w,ϕ〉D′(Ω),D(Ω) = 〈g, ϕ〉D′(Ω),D(Ω), ∀ϕ ∈ D(Ω).

De onde podemos concluir que

∆2w = g, w ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω). (3.52)

Considere, agora, H0(Ω) = {ϕ ∈ L2(Ω); ∆ϕ ∈ L2(Ω)}. Pela 1a Fórmula de Green Generalizada,

para ϕ ∈ H0(Ω) e ψ ∈ H2(Ω), temos que

(∆ϕ, ψ)L2(Ω) − (ϕ,∆ψ)L2(Ω) = 〈γ1ϕ, γ0ψ〉H−3/2(Γ),H3/2(Γ)

−〈γ0ϕ, γ1ψ〉H−1/2(Γ),H1/2(Γ) .

Note que de (3.52), ∆(∆w) ∈ L2, pois g ∈ L2. Então, fazendo ϕ = ∆w ∈ H0(Ω) e ψ = v ∈

H2(Ω), temos

(
∆2w, v

)
L2(Ω)

− (∆w,∆v)L2(Ω) = 〈γ1∆w, γ0v〉H−3/2(Γ),H3/2(Γ) (3.53)

−〈γ0∆w, γ1v〉H−1/2(Γ),H1/2(Γ) .

De (3.52), ∆2w = g. Substituindo em (3.51), temos

(∆w,∆v)L2(Ω) =
(
∆2w, v

)
L2(Ω)

, ∀v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Desta forma, de (3.53),

(
∆2w, v

)
L2(Ω)

−
(
∆2w, v

)
L2(Ω)

= −〈γ0∆w, γ1v〉H−1/2(Γ),H1/2(Γ) .

Logo,

〈γ0∆w, γ1v〉H−1/2(Γ),H1/2(Γ) = 0.

A igualdade acima vale para todo v ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω). Como γ1 : H2(Ω)→ H1/2(Γ) é sobrejetor

temos

γ0∆w = 0 em H−1/2(Γ).

Ou seja,

∆w = 0 em Γ.
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Como g ∈ L2(Ω) e {
∆2w = g, em Ω
w = ∆w = 0 em Γ,

segue, da regularidade elíptica, que w ∈ H4(Ω) e ‖w‖H4 ≤ c‖g‖L2 . Portanto, temos a bijeção

∆2 : {η ∈ H4; η = ∆η = 0 em Γ} −→ L2(Ω)

Finalmente, para c0 temos que, dado g ∈ L2(Ω), analogamente ao caso anterior, existe uma única

w ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) tal que

(I + ∆2)w = g.

Também, como no caso anterior, pela 1a Fórmula de Green Generalizada, obtemos que ∆w = 0

em Γ. E, pela regularidade elíptica, concluímos que w ∈ H4(Ω) e

‖w‖H4 ≤ ‖g − w‖L2 . (3.54)

Assim, temos a seguinte bijeção

I + ∆2 : {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} −→ L2(Ω).

Na sequência, note que, sendo a0, b0 e c0 formas bilineares e contínuas, existem ope-

radores A0 ∈ L(H1
0 (Ω)) e B0, C0 ∈ L(H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)) tais que

a0(w, v) = (A0w, v), ∀w, v ∈ H1
0 (Ω);

b0(w, v) = (B0w, v), ∀w, v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω);

c0(w, v) = (C0w, v), ∀w, v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Voltando à equação (3.50), podemos escrevê-la em termos das formas bilineares a0, b0 e c0, como

c0(ytt, yt) + a0(y, yt) + b0(y, yt)− (u, yt) = 0.

Reescrevendo, em termos dos operadores, temos

(C0ytt, yt) + (A0y, yt) + (B0y, yt)− (u, yt) = 0.

Logo,

(C0ytt + A0y +B0y − u, yt) = 0.
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Portanto,

C0ytt + (A0 +B0)y − u = 0.

Ou ainda,

C0ytt = −(A0 +B0)y + u, em L2(Ω). (3.55)

Sendo, as formas bilineares a0, b0 e c0 contínuas e coercivas, os operadores A0, B0 e C0 são

isomorfismos nos seguintes espaços:

A0 : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω);

B0, C0 : H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) −→ [H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)]
′

Conforme o que foi feito anteriormente para obtermos (3.50) a partir da equação original, tomamos

y ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ}. Então, em particular, y ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) e, assim,

podemos aplicar os operadores A0 e B0 em y. Além disso, A0y ∈ H−1(Ω) e B0y ∈ [H2(Ω) ∩

H1
0 (Ω)]

′ . Considerando a cadeia de imersões contínuas e densas

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]

′
,

temos que A0y ∈ [H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω)]

′ . Logo, (A0 + B0)y ∈ [H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω)]

′ e podemos aplicar

C−1
0 a (A0 + B0)y. Também, observando que u ∈ L2(Ω) temos, pela cadeia de imersões, que

u ∈ [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]

′ . Assim, de (3.55), temos

ytt = C−1
0 [−(A0 +B0)y] + C−1

0 u.

Seja z =

[
y
v

]
com v = yt. Então,

z′ =

[
v
ytt

]
=

[
v

C−1
0 [−(A0 +B0)y] + C−1

0 u

]
=

[
0 I

C−1
0 [−(A0 +B0)] 0

] [
y
v

]
+

[
0
C−1

0

] [
u
]
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Desta forma, o sistema (3.43) pode ser escrito como um sistema de equações diferenciais ordinárias

de 1a ordem no espaço de Hilbert Z1 = X1 ×X1 como

z′(t) = Az(t) +Bu(t), z(t) ∈ Z1, t ∈ (0, τ ], (3.56)

onde u ∈ L2([0, τ ]), U), U = X = L2(Ω), X1 = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), A : D(A) ⊂ Z1 −→ Z1;

A =

[
0 I

C−1
0 [−(A0 +B0)] 0

]
é um operador não limitado e B : U −→ Z1; B =

[
0
C−1

0

]
é um

operador limitado.

As afirmações de que A é um operador não limitado e que B é um operador limitado serão verifi-

cados antes do término desta subseção. Antes, note que

D(A) = {(y, v) ∈ [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]2; (v, C−1

0 [−(A0 +B0)y]) ∈ [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]2}.

Mas, tínhamos que y ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ}, logo

D(A) = {(y, v) ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} ×H2(Ω) ∩H1
0 (Ω);

(v, C−1
0 [−(A0 +B0)y]) ∈ [H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)]2}

= {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} ×H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Já vimos que

(A0w, v) = a0(w, v) = a(∇w,∇v) = (−a∆w, v), (3.57)

desde que w, v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω). Também,

(B0w, v) = b0(w, v) = (∆w,∆v) = (∆2w, v) (3.58)

e,

(C0w, v) = c0(w, v) = (w, v) + (∆w,∆v) = (w, v) + (∆2w, v) = ((I + ∆2)w, v), (3.59)

desde que w ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0} e v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Então, tomando w ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0} temos, de (3.57), (3.58) e (3.59), que

A0w = −a∆w, B0w = ∆2w e C0w = (I + ∆2)w.



3.3 Controlabilidade Aproximada para uma Equação do Tipo de Onda Semilinear de Sexta
Ordem 78

Portanto, podemos escrever o operador A como

A =

[
0 I

(I + ∆2)−1(a∆−∆2) 0

]
.

Ou ainda, fazendo A = −∆,

A =

[
0 I

(I + A2)−1(−aA− A2) 0

]
.

Agora, vamos verificar que o operador A : {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} ×

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ⊂ Z1 −→ Z1; A =

[
0 I

(I + A2)−1(−aA− A2) 0

]
é um operador não limitado.

De fato, dado z = (y, v) ∈ D(A), temos

Az =

[
0 I

(I + A2)−1(−aA− A2) 0

] [
y
v

]
=

[
v

(I + A2)−1(−aA− A2)y

]

= (v, (I + A2)−1(−aA− A2)y)T .

Assim,

‖Az‖[H2∩H1
0 ]2 = ‖v‖H2∩H1

0
+ ‖(I + A2)−1(−aA− A2)y‖H2∩H1

0
. (3.60)

Vimos anteriormente que a aplicação

I + A2 : {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} −→ L2(Ω),

é uma bijeção. Como y ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} então (−aA− A2)y ∈ L2(Ω). Logo,

pela bijeção acima, existe um único w ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} tal que

(I + A2)w = (−aA− A2)y.

Ou seja, existe um único w ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} tal que

w = (I + A2)−1(−aA− A2)y.

Voltando em (3.60), temos

‖Az‖(H2∩H1
0 )2 = ‖v‖H2∩H1

0
+ ‖w‖H2∩H1

0
(3.61)

= ‖v‖H2∩H1
0

+ ‖∆w‖L2 .
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Considerando

a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) −→ R

(w, v) 7−→ (∇w,∇v) =

∫
Ω

∇w∇v dx,

temos, de maneira análoga ao que foi feito para a0, que a é uma forma bilinear, contínua e coerciva.

Logo, pelo Teorema 2.14, o operador A = −∆ : H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) −→ L2(Ω) é não

limitado de L2(Ω). Assim, para toda constante c > 0, existe ξc ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) tal que

‖∆ξ‖L2 > c‖ξ‖L2 . (3.62)

Portanto, de (3.61) concluímos que A é um operador não limitado.

Já o operador B : U → Z1; B =

[
0
C−1

0

]
, é um operador limitado. Com efeito,

Bu =

[
0
C−1

0

]
[u] =

[
0

C−1
0 u

]
. (3.63)

Assim,

‖Bu‖Z1 = ‖Bu‖[H2∩H1
0 ]2 = ‖0‖H2∩H1

0
+ ‖C−1

0 u‖H2∩H1
0
. (3.64)

Sabemos que

C0 = I + ∆2 : {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} −→ L2(Ω)

é bijeção. Logo, dado u ∈ L2(Ω), existe um único w ∈ {η ∈ H4(Ω); η = ∆η = 0 em Γ} tal que

(I + ∆2)w = u.

Ou seja,

w = (I + ∆2)−1u.

Assim,

‖C−1
0 u‖H2∩H1

0
= ‖(I + ∆2)−1u‖H2∩H1

0
= ‖w‖H2∩H1

0
≤ ‖w‖H4

≤ ‖u− w‖L2

≤ ‖u‖L2 + ‖w‖L2

≤ c‖u‖L2 .
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Portanto, de (3.64),

‖Bu‖Z1 ≤ c‖u‖L2 .

Ou seja, o operador B : U → Z1 é limitado.

3.3.2 Existência e Unicidade de Solução do Problema Linear

Na Seção 3.3.1 foi visto que o problema
ytt = a∆y −∆2y −∆2ytt + u(t, x) em (0, τ)× Ω,
y = ∆y = 0 em (0, τ)× Γ,
y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x) em Ω,

pode ser escrito como um sistema de controle abstrato no espaço de Hilbert Z1 = X1 ×X1 como{
z′(t) = Az(t) +Bu(t), z(t) ∈ Z1, t ∈ (0, τ ];
z(0) = z0,

(3.65)

onde u ∈ L2([0, τ ]), U), U = X = L2(Ω), X1 = D(A) = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), z =

[
y
v

]
,

A =

[
0 I

(I + A2)−1(−aA− A2) 0

]
é um operador não limitado com D(A) = {η ∈ H4; η =

∆η = 0 em Γ} ×D(A), B =

[
0

(I + A2)−1

]
, B : L2(Ω)→ Z1 é um operador linear limitado.

Consideramos a seguinte família de projeções ortogonais completa em Z1:

Pj = diag(Ej, Ej) =

[
Ej 0
0 Ej

]
.

Portanto, para z ∈ Z1 temos

z =
∞∑
j=1

Pjz e ‖z‖2 =
∞∑
j=1

‖Pjz‖2, z ∈ Z.

O próximo resultado nos dá a boa colocação do problema no espaço de energia Z1.

Teorema 3.21 O operador A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo dado por

T (t)z =
∞∑
j=1

eAjtPjz, z ∈ Z1, t ≥ 0,

onde {Pj}j≥1 é uma família completa de projeções ortogonais no espaço de Hilbert Z1 dado por

Pj =

[
Ej 0
0 Ej

]
, j = 1, 2, . . . ,∞, eAj = RjPj, Rj =

[
0 1

(1 + λ2
j)
−1(−aλj − λ2

j) 0

]
, j ≥ 1.
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Demonstração: Considere o operador I + A2 : {η ∈ H4; η = ∆η = 0 em Γ} → L2(Ω), com

A = −∆. Podemos escrever

(I + A2)θ = ψ ⇔ θ = (I + A2)−1ψ; θ ∈ {η ∈ H4; η = ∆η = 0 em Γ}, ψ ∈ L2(Ω).

Logo, considerando λ2
j um autovalor de A2, temos

(I + A2)wj = (1 + λ2
j)wj ⇐⇒ wj = (I + A2)−1(1 + λ2

j)wj

⇐⇒ wj = (1 + λ2
j)(I + A2)−1wj

⇐⇒ (I + A2)−1wj = (1 + λ2
j)
−1wj.

Portanto, (1 + λ2
j)
−1 é um autovalor de (I + A2)−1. Desta forma,

(I + A2)−1z = (I + A2)−1

∞∑
j=1

Ejz =
∞∑
j=1

(I + A2)−1Ejz =
∞∑
j=1

(1 + λ2
j)
−1Ejz.

Logo,

Az =

[
0 I

(I + A2)−1(−aA− A2) 0

] [
y
v

]
=

[
v

(I + A2)−1(−aAy − A2y)

]

=


∞∑
j=1

Ejv

∞∑
j=1

(1 + λ2
j)
−1Ej

(
−a

∞∑
n=1

λnEny −
∞∑
i=1

λ2
iEiy

)


=


∞∑
j=1

Ejv

∞∑
j=1

(1 + λ2
j)
−1Ej(−aλjEjy − λ2

jEjy)


=
∞∑
j=1

[
Ejv

(1 + λ2
j)
−1Ej(−aλjEjy − λ2

jEjy)

]

=
∞∑
j=1

[
0 1

(1 + λ2
j)
−1(−aλj − λ2

j) 0

] [
Ej 0
0 Ej

] [
y
v

]

=
∞∑
j=1

RjPjz
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=
∞∑
j=1

RjPjPjz

=
∞∑
j=1

AjPjz,

onde Aj = RjPj . É fácil ver que AjPj = PjAj .

Note que a equação característica de Rj é dada por

det(Rj − λI) =

∣∣∣∣ −λ 1
(1 + λ2

j)
−1(−aλj − λ2

j) −λ

∣∣∣∣ = λ2 − (1 + λ2
j)
−1(−aλj − λ2

j).

Logo,

det(Rj − λI) = 0⇐⇒ λ2 =
−aλj − λ2

j

1 + λ2
j

⇐⇒ λ = ±

√
aλj + λ2

j

1 + λ2
j

i

⇐⇒ λ = ±ki,

onde k =

√
aλj + λ2

j

1 + λ2
j

.

Para determinar eRjt devemos encontrar p(x) = ax + b tal que p(ki) = e(ki)t, ou seja,

tal que

aki+ b = e0·t(cos(kt) + sen(kt)i)

Logo, devemos tomar a =
sen(kt)

k
e b = cos(kt). Assim,

eRjt = p(Rj) =
sen(kt)

k

[
0 1
−k2 0

]
+ cos(kt)

[
1 0
0 1

]
=

[
cos(kt) sen(kt)

k

−ksen(kt) cos(kt)

]
.

Agora, considere z = (z1, z2)T ∈ Z1 = X1 ×X1 tal que ‖z‖Z1 = 1. Temos

‖z‖2
Z1

= ‖(z1, z2)T‖2
Z1

= ‖z1‖2
X1 + ‖z2‖2

X1

=
∞∑
j=1

λ2
j‖Ejz1‖2 +

∞∑
j=1

λ2
j‖Ejz2‖2.

Como ‖z‖Z1 = 1 então

λ2
j‖Ejz1‖2 ≤ 1 e λ2

j‖Ejz2‖2 ≤ 1, j = 1, 2, 3, . . . .
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Assim,

‖eAjtz‖2
Z1

= ‖eRjtPjz‖2
Z1

=

∥∥∥∥[ cos(kt) sen(kt)
k

−ksen(kt) cos(kt)

] [
Ej 0
0 Ej

] [
z1

z2

]∥∥∥∥2

Z1

=

∥∥∥∥[ cos(kt)Ejz1
sen(kt)
k

Ejz2

−ksen(kt)Ejz1 cos(kt)Ejz2

]∥∥∥∥2

Z1

=
∞∑
n=1

λ2
n

∥∥∥∥En(cos(kt)Ejz1 +
sen(kt)

k
Ejz2

)∥∥∥∥2

X

+
∞∑
n=1

λ2
n‖En(−ksen(kt)Ejz1 + cos(kt)Ejz2)‖2

X

= λ2
n

∥∥∥∥cos(kt)Enz1 +
sen(kt)

k
Enz2

∥∥∥∥2

X

+λ2
n‖ − ksen(kt)Enz1 + cos(kt)Enz2‖2

X

≤
(
| cos(kt)|λn‖Enz1‖+

∣∣∣∣sen(kt)

k

∣∣∣∣λn‖Enz2‖
)2

+ (|ksen(kt)|λn‖Enz1‖+ | cos(kt)|λn‖Enz2‖)2

≤
(
| cos(kt)|+

∣∣∣∣sen(kt)

k

∣∣∣∣)2

+ (|ksen(kt)|+ | cos(kt)|)2

≤ (1 + t)2 + (kt+ 1)2

≤ 2(1 + t)2,

visto que t ≥ 0 e 0 ≤ k ≤ 1. Logo, pelo Lema 2.55, A gera um semigrupo fortemente contínuo

{T (t)}t≥0. 2

Agora, note que Bu ∈ L1(0, T ;Z1). De fato, de acordo com os resultados do final da

seção 3.3.1, temos∫ T

0

‖Bu(t)‖Z1 dt =

∫ T

0

‖0‖H2∩H1
0
dt+

∫ T

0

‖C−1
0 u(t)‖H2∩H1

0
dt

=

∫ T

0

‖C−1
0 u(t)‖H2∩H1

0
dt

≤ c

∫ T

0

‖u(t)‖L2 dt,

a última integral é finita visto que u(t) ∈ L2(Ω), ∀t ∈ (0, T ). Disso e do fato de que A é o gerador

de um C0-semigrupo temos, pelo Teorema 2.64, que para todo z0 ∈ Z1, o problema (3.65) possui

uma única solução fraca z(t) e essa solução é dada por
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z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)Bu(s) ds, t ∈ [0, τ ].

3.3.3 Controlabilidade Aproximada do Sistema Linear

Nesta subseção obtemos a controlabilidade aproximada do sistema linear (3.65).

Proposição 3.22 O adjunto do operador B é dado por

B∗ =
[

0 (I + A2)−1
]
. (3.66)

Demonstração: Note que I + A2 : H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)→ L2(Ω) é um operador linear bijetivo com

inversa limitada. Logo, pela Proposição 2.16, [(I+A2)∗]−1 existe e [(I+A2)∗]−1 = [(I+A2)−1]∗.

Assim, podemos calcular B∗ como segue:

〈Bu, z〉Z1 =

〈[
0

(I + A2)−1u

]
,

[
y
v

]〉
Z1

= 〈(I + A2)−1u, v〉H2∩H1
0

= 〈u, [(I + A2)−1]∗v〉U

=

〈
u,
[

0 [(I + A2)∗]−1
] [ y

v

]〉
U

=

〈
u,
[

0 (I + A2)−1
] [ y

v

]〉
U

.

Portanto, B∗ é como dado em (3.66).

2

Teorema 3.23 O sistema (3.65) é aproximadamente controlável.

Demonstração: É fácil ver que PjBB∗ = BB∗Pj , j = 1, 2, . . .. Assim, podemos aplicar a Propo-

sição 3.10, obtendo que a controlabilidade aproximada de (3.65) é equivalente a controlabilidade

de cada um dos seguintes sistemas de dimensão finita

z′(t) = Ajz(t) +Bju(t), z(t) ∈ Im(Pj), t ≥ 0, j = 1, 2, 3, . . . . (3.67)
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Note que

Bju = PjBu =

[
Ej 0
0 Ej

] [
0

(I + A2)−1u

]
=

[
0

Ej(I + A2)−1u

]

=

 0

Ej

(
∞∑
n=1

(1 + λ2
n)−1Enu

) 
=

[
0

(1 + λ2
j)
−1Eju

]
=

[
0

(1 + λ2
j)
−1

] [
Eju

]
= Dj

[
Eju

]
.

Mas a controlabilidade do sistema (3.67) é equivalente a controlabilidade de cada um dos seguintes

sistemas de dimensão finita

z′ = Rjz +Dju, z ∈ R2, u ∈ R, (3.68)

onde Rj =

[
0 1

(1 + λ2
j)
−1(−aλj − λ2

j) 0

]
é tal que Aj = RjPj e Dj =

[
0

(1 + λ2
j)
−1

]
.

Agora, note que

RjDj =

[
(1 + λ2

j)
−1

0

]
.

Assim,

[Dj : RjDj] =

[
0 (1 + λ2

j)
−1

(1 + λ2
j)
−1 0

]
Logo,

Rank[Dj : RjDj] = 2.

Portanto, pelo Teorema 3.12, (3.68) é exatamente controlável (em particular, aproximadamente

controlável), consequentemente, (3.65) é aproximadamente controlável.

De fato, de acordo com o item (iii) do Teorema 3.8, a controlabilidade de (3.67) e (3.68) são

equivalentes, respectivamente, ao seguinte:

B∗j e
A∗j tz = 0, ∀t ∈ [0, τ ] ⇒ z = 0, z ∈ Im(Pj);

D∗j e
R∗j tz = 0, ∀t ∈ [0, τ ] ⇒ z = 0, z ∈ R2.
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Por outro lado, temos que

B∗j e
A∗j tz = D∗j e

R∗j tPjz = 0, ∀t ∈ [0, τ ]⇒ Pjz = z = 0.

2

3.3.4 Formulação Abstrata e Existência e Unicidade de Solução do Problema
Semilinear

O sistema (3.42) pode ser escrito como uma equação diferencial ordinária abstrata de

segunda ordem em Z1 = X1 ×X1 como{
ytt = a∆y −∆2y −∆2ytt + u+ f e(t, y, yt, u), t ∈ (0, τ ]
y(0) = y0, yt(0) = y1

(3.69)

onde f e : [0, τ ]× Z1 × U → L2(Ω) é definida por

f e(t, z, u)(x) = f(t, y(x), y′(x), u(x)).

Note que, de fato, f e(t, z, u) ∈ L2(Ω), visto que

‖f e(t, z, u)‖L2(Ω) =

{∫
Ω

|f e(t, z, u)(x)|2 dx
}1/2

=

{∫
Ω

|f(t, y(x), yt(x), u(x))|2 dx
}1/2

≤
{
k′
∫

Ω

(c2
0 + c2

1|y(x)|2 + c2
2|y′(x)|2 + c2

3|u(x)|2) dx

}1/2

= k
{
c2

0 med(Ω) + c2
1‖y‖2

L2(Ω) + c2
2‖y′‖2

L2(Ω) + c2
3‖u‖2

L2(Ω)

}1/2

< ∞,

pois y, y′, u ∈ L2(Ω).

Com a mudança de variáveis v = y′, analogamente ao que fizemos para a equação

linear, podemos escrever a equação de segunda ordem (3.69) como uma equação diferencial ordi-

nária de primeira ordem no espaço de Hilbert Z1 = X1 ×X1 como segue:{
zt(t) = Az(t) +Bu(t) + F (t, z(t), u(t)), z ∈ Z1, t ∈ (0, τ ]
z(0) = z0

(3.70)
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onde u ∈ L2([0, τ ]), U), U = X = L2(Ω), X1 = D(A) = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), z =

[
y
v

]
,

A =

[
0 I

(I + A2)−1(−aA− A2) 0

]
é um operador não limitado com D(A) = {η ∈ H4; η =

∆η = 0 em Γ} ×D(A), B =

[
0

(I + A2)−1

]
, B : L2(Ω) → Z1 é um operador linear limitado e

F (t, z, u) =

[
0

(I + A2)−1f e(t, z, u)

]
, F : [0, τ ]× Z1 × U → Z1, é o termo não linear.

Para estudar a existência e unicidade de solução da equação (3.70) primeiramente note

que F satisfaz a seguinte condição de Lipschitz:

‖F (t, z2, u2)− F (t, z1, u1)‖Z1

=

∥∥∥∥[ 0
(I + A2)−1f e(t, z2, u2)

]
−
[

0
(I + A2)−1f e(t, z1, u1)

]∥∥∥∥
Z1

=

∥∥∥∥[ 0
(I + A2)−1[f e(t, z2, u2)− f e(t, z1, u1)]

]∥∥∥∥
Z1

= ‖0‖X1 + ‖(I + A2)−1[f e(t, z2, u2)− f e(t, z1, u1)]‖X1

≤ c‖f e(t, z2, u2)− f e(t, z1, u1)‖L2

= c

[∫
Ω

| f e(t, z2, u2)(x)− f e(t, z1, u1)(x) |2 dx

]1/2

= c

[∫
Ω

| f(t, y2(x), y′2(x), u2(x))− f(t, y1(x), y′1(x), u1(x)) |2 dx

]1/2

≤ c

[∫
Ω

(c0 + c1 | y2(x) | +c2 | y′2(x) | +c3 | u2(x) | −c0 − c1 | y1(x) | −c2 | y′1(x) |

−c3 | u1(x) |)2 dx
]1/2

≤ c

[∫
Ω

(c1 | y2(x)− y1(x) | +c2 | y′2(x)− y′1(x) | +c3 | u2(x)− u1(x) |)2
dx

]1/2

≤ c

[∫
Ω

c2
1 | y2(x)− y1(x) |2 +c2

2 | y′2(x)− y′1(x) |2 +c2
3 | u2(x)− u1(x) |2 dx

]1/2

= c

[
c2

1

∫
Ω

| y2(x)− y1(x) |2 dx+ c2
2

∫
Ω

| y′2(x)− y′1(x) |2 dx

+c2
3

∫
Ω

| u2(x)− u1(x) |2 dx

]1/2

≤ c

{[∫
Ω

| y2(x)− y1(x) |2 dx

]1/2

+

[∫
Ω

| y′2(x)− y′1(x) |2 dx

]1/2

+

[∫
Ω

| u2(x)− u1(x) |2 dx

]1/2
}
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= c[‖y2 − y1‖L2 + ‖y′2 − y′1‖L2 + ‖u2 − u1‖L2 ]

≤ c[‖y2 − y1‖H2∩H1
0

+ ‖y′2 − y′1‖H2∩H1
0

+ ‖u2 − u1‖L2 ]

= c[‖z2 − z1‖Z1 + ‖u2 − u1‖L2 ], ∀t ∈ [0, τ ], z1, z2 ∈ Z1, u1, u2 ∈ U.

Então, aplicando o Teorema 2.67, temos que, dado z0 ∈ Z1 e u ∈ L2([0, τ ];U), a equação (3.70)

possui uma única solução moderada em [0, τ), dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)Bu(s) ds+

∫ t

0

T (t− s)F (s, z(s), u(s)) ds, t ∈ [0, τ ].

3.3.5 Controlabilidade Aproximada do Problema Semilinear

Finalmente, apresentamos nesta subseção, o principal resultado em relação ao problema (3.42).

Teorema 3.24 O sistema (3.42) é aproximadamente controlável em [0, τ ].

Demonstração: Vimos no Teorema 3.23 que o sistema linear correspondente ao sistema (3.42) é

aproximadamente controlável em [0, δ], para todo 0 < δ < τ . Além disso, para F dada em (3.70),

temos

‖F (t, z, u)‖Z1 = ‖0‖X1 + ‖(I + A2)−1f e(t, z, u)‖X1

=

{
∞∑
n=1

λ2
n‖En[(I + A2)−1f e(t, z, u)]‖L2(Ω)

}1/2

,

para todo (t, z, u) ∈ [0, τ ]× Z1 × U .

A última expressão é finita, pois (I + A2)−1f e(t, z, u) ∈ X1. Assim, as hipóteses (I) e (II) do

Teorema 3.20 são satisfeitas e, consequentemente, temos a controlabilidade aproximada de (3.42).

2



CAPÍTULO 4

CONTROLABILIDADE EXATA PARA UM
SISTEMA TERMOELÁSTICO COM

CONTROLE SOMENTE NAS COMPONENTES
TÉRMICAS

Sejam Ω ⊂ R2 aberto e limitado com fronteira Γ suficientemente regular e T > 0.

Denotamos por (x, y) um ponto de Ω, t a variável de tempo, Q = (0, T )×Ω e Σ = (0, T )× Γ. Os

deslocamentos são dados por z e ξ e as temperaturas por ψ e ϕ. Neste capítulo, inspirados em [1]

e [31], estudamos o problema de controlabilidade exata para o seguinte sistema termoelástico com

duas temperaturas e com as funções de controle u, v ∈ [L2(0, T ;L2(Ω))]2:


ρ1ztt − γ1∆ztt + a11∆2z + a12∆2ξ + c11∆ψ + c12∆ϕ = 0 em Q,
ρ2ξtt − γ2∆ξtt + a21∆2z + a22∆2ξ + c21∆ψ + c22∆ϕ = 0 em Q,
b11ψt + b12ϕt − c11∆ψ − c12∆ϕ+ a(ψ − ϕ)− c11∆zt − c12∆ξt = div(u) em Q,
b21ψt + b22ϕt − c21∆ψ − c22∆ϕ− a(ψ − ϕ)− c21∆zt − c22∆ξt = div(v) em Q,

(4.1)

com condições de fronteira



z ≡ 0 ≡ ∂z

∂ν
em Σ,

ξ ≡ 0 ≡ ∂ξ

∂ν
em Σ,

ψ ≡ 0 ≡ ϕ em Σ,

(4.2)
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e condições iniciais{
z(t = 0) = z0, zt(t = 0) = z1, ξ(t = 0) = ξ0, ξt(t = 0) = ξ1 em Ω,
ψ(t = 0) = ψ0, ϕ(t = 0) = ϕ0 em Ω. (4.3)

O operador div denota o divergente dos vetores u(x, y) = [u1(x, y), u2(x, y)] e v(x, y) =

[v1(x, y), v2(x, y)], isto é, div(u) =
∂u1

∂x
+
∂u2

∂y
e div(v) =

∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
. Como usual, [ν1, ν2]

é a normal unitária apontando para fora da fronteira. Definindo o espaço H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω)

por

H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω) =


H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) se γ1, γ2 > 0,

H1
0 (Ω)× L2(Ω) se γ1 > 0, γ2 = 0,

L2(Ω)×H1
0 (Ω) se γ1 = 0, γ2 > 0,

L2(Ω)× L2(Ω) se γ1 = γ2 = 0,

pode-se mostrar a boa colocação do sistema termoelástico não controlado (u ≡ 0 ≡ v em (4.1))

para dados iniciais (z0, ξ0, z1, ξ1, ψ0, ϕ0) ∈ H ≡ [H2
0 (Ω)]2 ×H1

0,ρ1,γ1
(Ω)×H1

0,ρ2,γ2
(Ω)× [L2(Ω)]2.

Para obter a controlabilidade exata do problema (4.1) − (4.3) no intervalo de tempo [0, T ], prova-

remos que para (z0, ξ0, z1, ξ1, ψ0, ϕ0) e (zT0 , ξ
T
0 , z

T
1 , ξ

T
1 , ψ

T
0 , ϕ

T
0 ) dados iniciais e finais, respectiva-

mente, no espaçoH ≡ [H2
0 (Ω)]2×H1

0,ρ1,γ1
(Ω)×H1

0,ρ2,γ2
(Ω)× [L2(Ω)]2, existem controles adequa-

dos u, v ∈ [L2(0, T ;L2(Ω))]2 tais que a solução correspondente (z, ξ, zt, ξt, ψ, ϕ) de (4.1) − (4.3)

satisfaz no tempo final T ,

(z(T ), ξ(T ), zt(T ), ξt(T ), ψ(T ), ϕ(T )) = (zT0 , ξ
T
0 , z

T
1 , ξ

T
1 , ψ

T
0 , ϕ

T
0 ).

Desta forma, o deslocamento será controlado exatamente pelo meio indireto de colocar o termo de

controle na componente térmica.

Note que o problema (4.1)− (4.3) pode ser escrito como

RZtt −G∆Ztt + A∆2Z + C∆Ψ = 0 em Q,
BΨt − C∆Ψ + aNΨ− C∆Zt = div U em Q,

Z ≡ 0 ≡ ∂Z

∂ν
em Σ,

Ψ ≡ 0 em Σ,
Z(t = 0) = Z0, Zt(t = 0) = Z1, Ψ(t = 0) = Ψ0 em Ω,

(4.4)

onde

Z =

[
z
ξ

]
, Ψ =

[
ψ
ϕ

]
, R =

[
ρ1 0
0 ρ2

]
, G =

[
γ1 0
0 γ2

]
, U =

[
u
v

]
,
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A = [aij]2×2, B = [bij]2×2, C = [cij]2×2, N = [(−1)i+j]2×2.

Impomos algumas condições sobre o sistema,

H1 : As matrizes A, B e C são definidas positivas;

H2 : Os parâmetros a, ρ1, ρ2, γ1, γ2, a11, a12, a22, b11, b12, b22, c11, c12 e c22 são positivos;

H3 : b11b22 − b2
12 > 0;

H4 :


c21 < −

b11b22 − b2
12

b12

, se b12 > 0;

c21 > −
b11b22 − b2

12

b12

, se b12 < 0.

4.1 Formulação Abstrata do Problema

Em nossa prova de controlabilidade, o problema (4.1)− (4.3) e seu adjunto (que vamos

calcular neste capítulo) serão considerados como equações de evolução abstrata num certo espaço

de Hilbert. Para desenvolver esses modelos de operadores seguimos trabalhos sobre problemas

similares como em [1]:

• Definimos o operador Å : D(Å) ⊂ L2(Ω)→ L2(Ω) sendo Å = ∆2, com domínio

D(Å) = H4(Ω) ∩H2
0 (Ω). (4.5)

Å é então positivo definido, auto-adjunto e temos as caracterizações

D(Å
1
4 ) = H1

0 (Ω);

D(Å
1
2 ) = H2

0 (Ω); (4.6)

D(Å
3
2 ) = H3(Ω) ∩H2

0 (Ω).

Em particular, da segunda caracterização em (4.6) e da fórmula de Green resulta que para

todo z, ξ ∈ D(Å
1
2 ),

〈Åz, ξ〉[
D

(
Å

1
2

)]′
×D

(
Å

1
2

) =
(

Å
1
2 z, ξ

)
L2(Ω)

= (∆z,∆ξ)L2(Ω) (4.7)
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e,

‖z‖2

D

(
Å

1
2

) =
∥∥∥Å

1
2 z
∥∥∥2

L2(Ω)
= ‖∆z‖2

L2(Ω). (4.8)

• Definimos AD : D(AD) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω) sendo AD = −∆, com condições de fronteira de

Dirichlet, ou seja,

D(AD) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω). (4.9)

AD é, também, positivo definido, auto-adjunto e

D
(
A

1
2
D

)
= H1

0 (Ω). (4.10)

Além disso, dessa caracterização e do teorema de Green resulta que para todo z, ξ ∈ D
(
A

1
2
D

)
,

〈ADz, ξ〉[
D

(
A

1
2
D

)]′
×D

(
A

1
2
D

) =
(
A

1
2
Dz, A

1
2
Dξ
)
L2(Ω)

= (∇z,∇ξ)[L2(Ω)]2 (4.11)

e,

‖z‖2

D

(
A

1
2
D

) =
∥∥∥A 1

2
Dz
∥∥∥2

L2(Ω)
= ‖∇z‖2

[L2(Ω)]2 . (4.12)

• Para γ1, γ2 ≥ 0 definimos os operadores Pρi,γi : D(Pρi,γi) ⊂ L2(Ω)→ L2(Ω), i = 1, 2, sendo

Pρ1,γ1 ≡ ρ1 + γ1AD e Pρ2,γ2 ≡ ρ2 + γ2AD. (4.13)

Além disso, definimos o operador PRG : D(PRG) ⊂ [L2(Ω)]2 → [L2(Ω)]2 por

PRG ≡ R +GAD =

[
Pρ1,γ1 0

0 Pρ2,γ2

]
=

[
ρ1 + γ1AD 0

0 ρ2 + γ2AD

]
, (4.14)

com R =

[
ρ1 0
0 ρ2

]
e G =

[
γ1 0
0 γ2

]
.

Consideramos quatro casos:

(i) No caso que γ1, γ2 > 0, consideramos o espaço H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω), que em alguns

lugares deste capítulo escreveremos apenas H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

, equivalente a H1
0 (Ω) ×

H1
0 (Ω) com os produtos internos

(z, ξ)H1
0,ρ1,γ1

(Ω) ≡ ρ1(z, ξ)L2(Ω) + γ1(∇z,∇ξ)L2(Ω)

(z, ξ)H1
0,ρ2,γ2

(Ω) ≡ ρ2(z, ξ)L2(Ω) + γ2(∇z,∇ξ)L2(Ω), (4.15)
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e com seu dual denotado por H−1
0,ρ1,γ1

(Ω) × H−1
0,ρ2,γ2

(Ω). De (4.10) e (4.11) e duas

extensões por continuidade, temos

Pρi,γi ∈ L(H1
0,ρi,γi

(Ω), H−1
0,ρi,γi

(Ω)), i = 1, 2, (4.16)

satisfazendo

〈Pρi,γiz, ξ〉H−1
0,ρi,γi

×H1
0,ρi,γi

= (z, ξ)H1
0,ρi,γi

. (4.17)

Além disso, os operadores Pρi,γi sãoH0,ρi,γi-elípticos. Isto é, existem constantes c1, c2 >

0 tais que ∣∣∣〈Pρi,γiz, ξ〉H−1
0,ρi,γi

×H1
0,ρi,γi

∣∣∣ ≤ ci‖z‖H1
0,ρi,γi
‖ξ‖H1

0,ρi,γi
, (4.18)

para todo z, ξ ∈ H1
0,ρi,γi

, i = 1, 2, e constantes k1, k2 > 0 tais que

〈Pρi,γiz, z〉H−1
0,ρi,γi

×H1
0,ρi,γi

≥ ki‖z‖2
H1

0,ρi,γi

, ∀z ∈ H1
0,ρi,γi

, i = 1, 2. (4.19)

A verificação de (4.18) e (4.19) é simples. Basta aplicar a desigualdade de Cauchy-

Schwartz no lado direito de (4.17). Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgran, os opera-

doress Pρi,γi são invertíveis e

P−1
ρi,γi
∈ L(H−1

0,ρi,γi
(Ω), H1

0,ρi,γi
(Ω)), i = 1, 2. (4.20)

Também, os operadores Pρi,γi : D(Pρi,γi) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω), i = 1, 2, são positivos

definido, auto-adjuntos e

D
(
P

1
2
ρi,γi

)
= H1

0,ρi,γi
.

De (4.17) segue que(
P

1
2
ρi,γiz, P

1
2
ρi,γiξ

)
L2(Ω)

= (z, ξ)H1
0,ρi,γi

, ∀z, ξ ∈ H1
0,ρi,γi

, i = 1, 2. (4.21)

Agora, para V =

[
v
ξ

]
, V =

[
v

ξ

]
∈ H1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ2,γ2
, temos
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(V, V )H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

=

([
v
ξ

]
,

[
v

ξ

])
H1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ2,γ2

= (v, v)H1
0,ρ1,γ1

+ (ξ, ξ)H1
0,ρ2,γ2

= (v, v)H1
0,ρ1,γ1

+ (ξ, ξ)H1
0,ρ2,γ2

= ρ1(v, v)L2(Ω) + γ1(∇v,∇v)L2(Ω) + ρ2(ξ, ξ)L2(Ω) + γ2(∇ξ,∇ξ)L2(Ω)

=

([
ρ1 0
0 ρ2

] [
v
ξ

]
,

[
v

ξ

])
+

([
γ1 0
0 γ2

] [
∇v
∇ξ

]
,

[
∇v
∇ξ

])
= (RV, V )[L2(Ω)]2 + (G∇V,∇V )[L2(Ω)]2 .

(4.22)

Note que PG ∈ L(H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

, H−1
0,ρ1,γ1

×H−1
0,ρ2,γ2

) satisfazendo

〈PRGV, V 〉[H−1
0,ρ1,γ1

×H−1
0,ρ2,γ2

]×[H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

] = (V, V )H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

. (4.23)

De fato, de (4.16), temos

‖PRGV ‖H−1
0,ρ1,γ1

×H−1
0,ρ2,γ2

=

∥∥∥∥[ Pρ1,γ1 0
0 Pρ2,γ2

] [
z
ξ

]∥∥∥∥
H−1

0,ρ1,γ1
×H−1

0,ρ2,γ2

=

∥∥∥∥[ Pρ1,γ1zPρ2,γ2ξ

]∥∥∥∥
H−1

0,ρ1,γ1
×H−1

0,ρ2,γ2

= ‖Pρ1,γ1z‖H−1
0,ρ1,γ1

+ ‖Pρ2,γ2ξ‖H−1
0,ρ2,γ2

≤ c1‖z‖H1
0,ρ1,γ1

+ c2‖ξ‖H1
0,ρ2,γ2

≤ c(‖z‖H1
0,ρ1,γ1

+ ‖ξ‖H1
0,ρ2,γ2

)

= c

∥∥∥∥[ zξ
]∥∥∥∥

H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

= c‖V ‖H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

.
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Note, também, que de (4.18),∥∥∥〈PRGV, V 〉[H−1
0,ρ1,γ1

×H−1
0,ρ2,γ2

]×[H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

]

∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
〈[

Pρ1,γ1 0
0 Pρ2,γ2

] [
z
ξ

]
,

[
z

ξ

]〉
[H−1

0,ρ1,γ1
×H−1

0,ρ2,γ2
]×[H1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ2,γ2
]

∥∥∥∥∥
= 〈Pρ1,γ1z, z〉H−1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ1,γ1

+ 〈Pρ2,γ2ξ, ξ〉H−1
0,ρ2,γ2

×H1
0,ρ2,γ2

≤ c(‖z‖H1
0,ρ1,γ1

‖z‖H1
0,ρ1,γ1

+ ‖ξ‖H1
0,ρ2,γ2

‖ξ‖H1
0,ρ2,γ2

)

≤ c(‖z‖H1
0,ρ1,γ1

+ ‖ξ‖H1
0,ρ2,γ2

)(‖z‖H1
0,ρ1,γ1

+ ‖ξ‖H1
0,ρ2,γ2

)

= c‖V ‖H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

‖V ‖H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

.

E, de (4.19),

〈PRGV, V 〉[H−1
0,ρ1,γ1

×H−1
0,ρ2,γ2

]×[H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

]

= 〈Pρ1,γ1z, z〉H−1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ1,γ1

+ 〈Pρ2,γ2ξ, ξ〉H−1
0,ρ2,γ2

×H1
0,ρ2,γ2

≥ k(‖z‖2
H1

0,ρ1,γ1

+ ‖ξ‖2
H1

0,ρ2,γ2

)

= k‖V ‖H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,γ2

.

Logo, o operador PRG é [H1
0,ρ1,γ1

× H1
0,ρ2,γ2

]-elíptico. Portanto, pelo Teorema de Lax-

Milgran, o operador PRG é invertível e

P−1
RG ∈ L(H−1

0,ρ1,γ1
×H−1

0,ρ2,γ2
, H1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ2,γ2
). (4.24)

Sendo os operadores Pρi,γi : D(Pρi,γi) ⊂ L2(Ω)→ L2(Ω), i = 1, 2, positivos definido

e auto-adjuntos, temos

PRG : D(PRG) ⊂ [L2(Ω)]2 → [L2(Ω)]2

positivo definido, auto-adjunto e

D(P
1
2
RG) = H1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ2,γ2
. (4.25)

De (4.22) e (4.23) segue que

(P
1
2
RGV, P

1
2
RGV )[L2(Ω)]2 = (V, V )H1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ2,γ2
, ∀V, V ∈ H1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ2,γ2
, (4.26)

e,

‖P
1
2
RGV ‖[L2(Ω)]2 = ‖R

1
2V ‖2

[L2(Ω)]2 + ‖G
1
2∇V ‖2

[L2(Ω)]2 = ‖V ‖2
H1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ2,γ2

. (4.27)
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(ii) Para γ1 > 0 e γ2 = 0, temos Pρ1,γ1 ≡ ρ1 + γ1AD, Pρ2,γ2 ≡ ρ2 e PRG ≡
[
Pρ1,γ1 0

0 ρ2

]
.

Neste caso, consideramos

H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,0

(Ω) = H1
0,ρ1,γ1

(Ω)× L2(Ω),

equivalente a H1
0 (Ω)× L2(Ω) com o produto interno

(V, V )H1
0,ρ1,γ1

×H1
0,ρ2,0

= (RV, V )[L2(Ω)]2 + (G∇V,∇V )[L2(Ω)]2 ,

onde V =

[
v
ξ

]
, V =

[
v

ξ

]
∈ H1

0,ρ1,γ1
×H1

0,ρ2,0
, R =

[
ρ1 0
0 ρ2

]
e G =

[
γ1 0
0 0

]
.

Denotamos o dual do espaço H1
0,ρ1,γ1

(Ω)× L2(Ω) por H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)× L2(Ω).

As propriedades (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) e (4.27) continuam válidas.

(iii) No caso que γ1 = 0 e γ2 > 0, temos Pρ1,γ1 ≡ ρ1, Pρ2,γ2 ≡ ρ2 + γ2AD e PRG ≡[
ρ1 0
0 Pρ2,γ2

]
. Consideramos

H1
0,ρ1,0

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω) = L2(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω),

equivalente a L2(Ω)×H1
0 (Ω) com o produto interno

(V, V )H1
0,ρ1,0

×H1
0,ρ2,γ2

= (RV, V )[L2(Ω)]2 + (G∇V,∇V )[L2(Ω)]2 ,

onde V =

[
v
ξ

]
, V =

[
v

ξ

]
∈ H1

0,ρ1,0
×H1

0,ρ2,γ2
, R =

[
ρ1 0
0 ρ2

]
e G =

[
0 0
0 γ2

]
.

Denotamos o dual do espaço L2(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω) por L2(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω).

As propriedades (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) e (4.27) também continuam válidas neste

caso.

(iv) Para γ1, γ2 = 0, Pρi,γi ≡ ρi, i = 1, 2, e PRG ≡
[
ρ1 0
0 ρ2

]
. Neste caso, consideramos

H1
0,ρ1,0

×H1
0,ρ2,0

= H−1
0,ρ1,0

×H−1
0,ρ2,0

= [L2(Ω)]2.

com o produto interno

(V, V )H1
0,ρ1,0

×H1
0,ρ2,0

= (RV, V )[L2(Ω)]2 ,

onde V =

[
v
ξ

]
, V =

[
v

ξ

]
∈ H1

0,ρ1,0
×H1

0,ρ2,0
, R =

[
ρ1 0
0 ρ2

]
.
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As propriedades (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) e (4.27) também continuam válidas neste caso.

Na sequência, construiremos um espaço de Hilbert e um produto interno neste espaço

em conformidade com a energia do sistema. Para determinar a energia da equação (4.1) não con-

trolada tomamos o produto em L2(Ω), das equações em (4.1) (com u ≡ 0 ≡ v), por zt, ξt, ψ e ϕ,

respectivamente:

∫
Ω

(ρ1zttzt − γ1∆zttzt + a11∆2zzt + a12∆2ξzt + c11∆ψzt + c12∆ϕzt)dxdy = 0,

∫
Ω

(ρ2ξttξt − γ2∆ξttξt + a21∆2zξt + a22∆2ξξt + c21∆ψξt + c22∆ϕξt)dxdy = 0,

∫
Ω

(b11ψtψ + b12ϕtψ − c11∆ψψ − c12∆ϕψ + a(ψ − ϕ)ψ − c11∆ztψ − c12∆ξtψ)dxdy = 0,

∫
Ω

(b21ψtϕ+ b22ϕtϕ− c21∆ψϕ− c22∆ϕϕ− a(ψ − ϕ)ϕ− c21∆ztϕ− c22∆ξtϕ)dxdy = 0.

Aplicando a fórmula de Green, obtemos

∫
Ω

(ρ1zttzt + γ1∇ztt∇zt + a11∆z∆zt + a12∆ξ∆zt − c11∇ψ∇zt − c12∇ϕ∇zt)dxdy = 0,

∫
Ω

(ρ2ξttξt + γ2∇ξtt∇ξt + a21∆z∆ξt + a22∆ξ∆ξt − c21∇ψ∇ξt − c22∇ϕ∇ξt)dxdy = 0,

∫
Ω

(b11ψtψ + b12ϕtψ + c11∇ψ∇ψ + c12∇ϕ∇ψ + a(ψ − ϕ)ψ + c11∇zt∇ψ

+c12∇ξt∇ψ)dxdy = 0,∫
Ω

(b21ψtϕ+ b22ϕtϕ+ c21∇ψ∇ϕ+ c22∇ϕ∇ϕ− a(ψ − ϕ)ϕ+ c21∇zt∇ϕ

+c22∇ξt∇ϕ)dxdy = 0.
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Ou ainda,

1

2

d

dt

∫
Ω

(ρ1|zt|2R2 + γ1|∇zt|2R4 + a11|∆z|2R2)dx+

∫
Ω

(a12∆ξ∆zt − c11∇ψ∇zt

−c12∇ϕ∇zt)dxdy = 0,

1

2

d

dt

∫
Ω

(ρ2|ξt|2R2 + γ2|∇ξt|2R4 + a22|∆ξ|2R2)dx+

∫
Ω

(a21∆z∆ξt − c21∇ψ∇ξt

−c22∇ϕ∇ξt)dxdy = 0,

1

2

d

dt

∫
Ω

b11|ψ|2R2dx+

∫
Ω

(b12ϕtψ + c11|∇ψ|2R4 + c12∇ϕ∇ψ + a|ψ|2R2 − aϕψ + c11∇zt∇ψ

+c12∇ξt∇ψ)dxdy = 0,

1

2

d

dt

∫
Ω

b22|ϕ|2R2dx+

∫
Ω

(b21ψtϕ+ c21∇ψ∇ϕ+ c22|∇ϕ|2R4 − aψϕ+ a|ϕ|2R2 + c21∇zt∇ϕ

+c22∇ξt∇ϕ)dxdy = 0.

Somando as quatro últimas equações acima, obtemos

1

2

d

dt

∫
Ω

(ρ1|zt|2R + ρ2|ξt|2R + γ1|∇zt|2R2 + γ2|∇ξt|2R2 + a11|∆z|2R + 2a12∆z∆ξ + a22|∆ξ|2R

+ b11|ψ|2R + 2b12ψϕ+ b22|ϕ|2R)dxdy +

∫
Ω

(c11|∇ψ|2R2 + 2c12∇ψ∇ϕ+ c22|∇ϕ|2R2

+ a|ψ − ϕ|2)dxdy = 0

Portanto, a energia associada ao problema (4.1)− (4.3) é

1

2

∫
Ω

(ρ1|zt|2R + ρ2|ξt|2R + γ1|∇zt|2R2 + γ2|∇ξt|2R2 + a11|∆z|2R + 2a12∆z∆ξ + a22|∆ξ|2R

+ b11|ψ|2R + 2b12ψϕ+ b22|ϕ|2R)dxdy = 0.

(4.28)

Consideramos, então, o seguinte produto interno emH = [H2
0 (Ω)]2 ×H1

0,ρ1,γ1
(Ω)×H1

0,ρ2,γ2
(Ω)×

[L2(Ω)]2:(
(z, ξ, zt, ξt, ψ, ϕ), (z, ξ, zt, ξt, ψ, ϕ)

)
H =ρ1(zt, zt)L2(Ω) + ρ2(ξt, ξt)L2(Ω) + γ1(∇zt,∇zt)L2(Ω)

+ γ2(∇ξt,∇ξt)L2(Ω) + a11(∆z,∆z)L2(Ω)

+ 2a12(∆z,∆ξ)L2(Ω) + a22(∆ξ,∆ξ)L2(Ω)

+ b11(ψ, ψ)L2(Ω) + 2b12(ψ, ϕ)L2(Ω) + b22(ϕ, ϕ)L2(Ω).
(4.29)
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Conforme veremos adiante, o problema (4.1)− (4.3) está bem colocado no espaçoH.

Considerando V =

[
z
ξ

]
, V =

[
z

ξ

]
, Ψ =

[
ψ
ϕ

]
, Ψ =

[
ψ
ϕ

]
, e os operadores Å e PRG,

podemos escrever (4.29), matricialmente, da seguinte maneira: V
Vt
Ψ

 ,
 V
Vt
Ψ


H

=
(
AÅ

1
2V,Å

1
2V
)

[L2(Ω)]2
+
(
P

1
2
RGVt, P

1
2
RGVt

)
[L2(Ω)]2

+
(
BΨ,Ψ

)
[L2(Ω)]2

.

(4.30)

Esse produto interno induz a seguinte norma no espaçoH:

‖[V, Vt,Ψ]‖H =
(
AÅ

1
2V,Å

1
2V
)

[L2(Ω)]2
+
∥∥∥P 1

2
RGVt

∥∥∥2

[L2(Ω)]2
+ (BΨ,Ψ)[L2(Ω)]2 . (4.31)

Observação 4.1 Note que a norma definida em (4.31) é equivalente a norma usual de H, que é

dada por

‖[V, Vt,Ψ]‖H = ‖∆V ‖2
[L2(Ω)]2 + ‖∇Vt‖2

[L2(Ω)]2 + ‖Ψ‖2
[L2(Ω)]2 . (4.32)

Com efeito,

(I)
(
AÅ

1
2V,Å

1
2V
)

[L2(Ω)]2
é equivalente a ‖∆V ‖2

[L2(Ω)]2 . De fato,

(
AÅ

1
2V,Å

1
2V
)

[L2(Ω)]2
= a11‖∆z‖2

L2(Ω) + 2a12(∆z,∆ξ)L2(Ω) + a22‖∆ξ‖2
L2(Ω)

≤ c(‖∆z‖2
L2(Ω) + ‖∆ξ‖2

L2(Ω))

= c ‖∆V ‖2
[L2(Ω)]2 .

Por outro lado, usando uma desigualdade do tipo ab ≤ ε
2
a2 + 1

2ε
b2 temos(

AÅ
1
2V,Å

1
2V
)

[L2(Ω)]2

= a11‖∆z‖2
L2(Ω) + 2a12(∆z,∆ξ)L2(Ω) + a22‖∆ξ‖2

L2(Ω)

≥ a11‖∆z‖2
L2(Ω) − 2|a12||(∆z,∆ξ)L2(Ω)|+ a22‖∆ξ‖2

L2(Ω)

≥ a11‖∆z‖2
L2(Ω) − 2|a12|

(
ε

2
‖∆z‖2

L2(Ω) +
1

2ε
‖∆ξ‖2

L2(Ω)

)
+ a22‖∆ξ‖2

L2(Ω)

= (a11 − |a12|ε)‖∆z‖2
L2(Ω) +

(
a22 −

|a12|
ε

)
‖∆ξ‖2

L2(Ω).
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Tomando ε > 0 de forma que a11−|a12|ε > 0 e a22− |a12|ε > 0

(
basta tomar ε =

|a12|
a22

+ a11
|a12|

2

)
,

e c = min{a11 − |a12|ε, a22 − |a12|ε }, obtemos(
AÅ

1
2V,Å

1
2V
)

[L2(Ω)]2
≥ c ‖∆V ‖2

[L2(Ω)]2 .

(II)
∥∥∥P 1

2
RGVt

∥∥∥2

[L2(Ω)]2
é equivalente a ‖∇Vt‖2

[L2(Ω)]2 . De fato,∥∥∥P 1
2
RGVt

∥∥∥2

[L2(Ω)]2
=
∥∥∥R 1

2Vt

∥∥∥2

[L2(Ω)]2
+
∥∥∥G 1

2∇Vt
∥∥∥2

[L2(Ω)]4

= ρ1‖zt‖2
L2(Ω) + γ1‖∇zt‖2

[L2(Ω)]2 + ρ2‖ξt‖2
L2(Ω) + γ2‖∇ξt‖2

[L2(Ω)]2

≤ c ‖∇Vt‖2
[L2(Ω)]2 .

Por outro lado,

‖∇Vt‖2
[L2(Ω)]4 = ‖∇zt‖2

[L2(Ω)]2 + ‖∇ξt‖2
[L2(Ω)]2

≤ c
(
‖zt‖2

L2(Ω) + ‖∇zt‖2
[L2(Ω)]2 + ‖ξt‖2

L2(Ω) + ‖∇ξt‖2
[L2(Ω)]2

)
≤ c

(
ρ1‖zt‖2

L2(Ω) + γ1‖∇zt‖2
[L2(Ω)]2 + ρ2‖ξt‖2

L2(Ω) + γ2‖∇ξt‖2
[L2(Ω)]2

)
= c

∥∥∥P 1
2
RGVt

∥∥∥2

[L2(Ω)]2
.

(III) Usando a mesma idéia da equivalência em (I) pode-se mostrar que (BΨ,Ψ)[L2(Ω)]2 é equi-

valente a ‖Ψ‖2
[L2(Ω)]2 .

De (I), (II) e (III) temos a equivalência das normas (4.31) e (4.32).

Por fim, o problema (4.4) pode ser escrito na forma abstrata{
Vt = AV + BU,
V (0) = V0,

(4.33)

onde

V =

 Z
Zt
Ψ

 , BU =

 0
0

div U

 , V0 =

 Z0

Z1

Ψ0


e,

A =

 0 I 0

−P−1
RGAÅ 0 P−1

RGCAD
0 −B−1CAD −B−1CAD − aB−1N

 ,
com A : D(A) ⊂ H → H; D(A) = {[Z0, Z1,Ψ0] ∈ [D(Å

1
2 )]2 × [D(Å

1
2 )]2 × [D(AD)]2; ÅZ0 ∈

H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

} e B ∈ L
(

[L2(0, T ;L2(Ω))]4, [D(Å
1
2 )]2 × [L2(Ω)]2 × {[D(A

1
2
D)]2}′

)
.
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4.2 Existência, Unicidade e Regularidade de Soluções

Nesta seção mostramos a existência e unicidade de solução para o problema (4.33), ou

equivalentemente, para o problema (4.4). Também, mostramos a existência e unicidade de solução

para o problema adjunto com respeito ao problema (4.4) e, obtemos a regularidade destas soluções.

Proposição 4.2 A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações no espaço de energia

H.

Demonstração: Vamos mostrar, primeiramente, que o operador A : D(A) ⊂ H → H é dissipa-

tivo. Para V ∈ D(A), temos

(AV, V )H =

 0 I 0

−P−1
RGAÅ 0 P−1

RGCAD
0 −B−1CAD −B−1CAD − aB−1N

 Z
Zt
Ψ

 ,
 Z
Zt
Ψ


H

=

 Zt
−P−1

RGAÅZ + P−1
RGCADΨ

−B−1CADZt −B−1CADΨ− aB−1NΨ

 ,
 Z
Zt
Ψ


H

=
(
AÅ

1
2Zt,Å

1
2Z
)

[L2(Ω)]2
+
(
−P

1
2
RGP

−1
RGAÅZ, P

1
2
RGZt

)
[L2(Ω)]2

+
(
P

1
2
RGP

−1
RGCADΨ, P

1
2
RGZt

)
[L2(Ω)]2

+
(
−BB−1CADZt,Ψ

)
[L2(Ω)]2

+
(
−BB−1CADΨ,Ψ

)
[L2(Ω)]2

+
(
−aBB−1NΨ,Ψ

)
[L2(Ω)]2

=
(

Å
1
2Zt, AÅ

1
2Z
)

[L2(Ω)]2
−
(
AÅ

1
2Z,Å

1
2Zt

)
[L2(Ω)]2

+ (Ψ, CADZt)[L2(Ω)]2

− (CADZt,Ψ)[L2(Ω)]2 − (CADΨ,Ψ)[L2(Ω)]2 − (aNΨ,Ψ)[L2(Ω)]2

= −
[(
CA

1
2
DΨ, A

1
2
DΨ
)

[L2(Ω)]2
+ (aNΨ,Ψ)[L2(Ω)]2

]
.

Note que os dois últimos termos acima são não negativos. De fato,

(aNΨ,Ψ)[L2(Ω)]2 = a‖ψ‖2
L2(Ω) − 2a(ψ, ϕ)L2(Ω) + a‖ϕ‖2

L2(Ω) = a‖ψ − ϕ‖2
L2(Ω) ≥ 0.



4.2 Existência, Unicidade e Regularidade de Soluções 102

Também,

(CA
1
2
DΨ, A

1
2
DΨ)[L2(Ω)]2

=

([
c11 c12

c21 c22

] [
∇ψ
∇ϕ

]
,

[
∇ψ
∇ϕ

])
[L2(Ω)]2

= c11(∇ψ,∇ψ)L2(Ω) + c12(∇ϕ,∇ψ)L2(Ω) + c21(∇ψ,∇ϕ)L2(Ω) + c22(∇ϕ,∇ϕ)L2(Ω)

= c11

[(
∂ψ

∂x

)2

+

(
∂ψ

∂y

)2
]

+ 2c12

(
∂ψ

∂x

∂ϕ

∂x
+
∂ψ

∂y

∂ϕ

∂y

)
+ c22

[(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2
]

= ∇ΨTC∇Ψ.

Sendo C uma matriz positiva definida,

∇ΨTB∇Ψ > 0.

Logo,

−
[(
CA

1
2
DΨ, A

1
2
DΨ
)

[L2(Ω)]2
+ (aNΨ,Ψ)[L2(Ω)]2

]
< 0.

Portanto, A é dissipativo.

Agora, note que, dado [F1, F2, F3] ∈ H existe um único [Z, Y,Ψ] ∈ D(A) tal que

−A[Z, Y,Ψ] = [F1, F2, F3],

isto é,  0 −I 0

P−1
RGAÅ 0 −P−1

RGCAD
0 B−1CAD B−1CAD + aB−1N

 Z
Y
Ψ

 =

 F1

F2

F3

 . (4.34)

De fato, de (4.34) temos
−Y = F1,

P−1
RGAÅZ − P−1

RGCADΨ = F2,
B−1CADY +B−1CADΨ + aB−1NΨ = F3.

(4.35)

De (4.35)1, Y = −F1 (∈ [H2
0 (Ω)]2). Substituindo em (4.35)3 obtemos{

B−1CADΨ + aB−1NΨ = F3 +B−1CADF1,
Ψ = 0 em Γ.

Por Lax-Milgran e regularidade elíptica, existe uma única Ψ ∈ [H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω)]2 solução do

problema acima. Em virtude da classe de Ψ, substituindo em (4.35)2, obtemos{
AÅZ = PRGF2 + CADΨ,

Z = 0 =
∂Z

∂ν
em Γ.
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Por Lax-Milgran, existe um único Z ∈ [H2
0 (Ω)]2 solução do problema acima. De fato, considere a

aplicação
a : [H2

0 (Ω)]2 × [H2
0 (Ω)]2 −→ R

(Z, Z̃) 7−→
∫

Ω

AÅ
1
2ZÅ

1
2 Z̃ dx.

Temos que a é bilinear, contínua e coerciva. Pelo Teorema de Lax-Milgran, existe uma única

Z ∈ [H2
0 (Ω)]2 tal que a(Z, Z̃) = 〈F, Z̃〉, para todo Z̃ ∈ [H2

0 (Ω)]2, com F = PRGF2 + CADΨ, ou

seja, ∫
Ω

AÅ
1
2ZÅ

1
2 Z̃ dx =

∫
Ω

FZ̃ dx.

Logo, existe uma única Z ∈ [H2
0 (Ω)]2 tal que AÅZ = F (podemos escrever isto, pois por

regularidade elíptica, Z ∈ [H4(Ω)]2). Como F ∈ H−1
0,ρ1,γ1(Ω) × H−1

0,ρ2,γ2(Ω) temos que ÅZ ∈

H−1
0,ρ1,γ1(Ω)×H

−1
0,ρ2,γ2(Ω). Mostramos, então, queA é dissipativo e 0 ∈ ρ(A). Portanto, pelo Teorema

2.52, A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações. 2

Com a proposição acima temos a boa colocação do problema (4.33) no espaço H.

Podemos, agora, escrever a solução V de (4.33), explicitamente, como:

V (t) = eAtV0 +

∫ t

0

eA(t−s)BU(s)ds.

Veremos (na Observação 4.7) que B ∈ L([L2(0, T ;L2(Ω))]4, [D(A∗)]′), logo, temos que a solução

V do problema (4.33) é tal que

V ∈ C([0, T ]; [D(A∗)]′).

Na sequência vamos calcular o operador adjunto do operador A, denotado por A∗.

Proposição 4.3 O adjunto A∗ de A é dado por

A∗ =

 0 −I 0

P−1
RGAÅ

1
2 0 −P−1

RGCAD
0 B−1CAD −B−1CAD − aB−1N

 , (4.36)

com D(A∗) = D(A).

Demonstração: Definimos o operador τ : H → H por

τ =

 0 −I 0

P−1
RGAÅ

1
2 0 −P−1

RGCAD
0 B−1CAD −B−1CAD − aB−1N

 ,
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com D(τ) = D(A).

Então, para [Z,Zt,Ψ], [Z̃, Z̃t, Ψ̃] ∈ D(A) temosA
 Z
Zt
Ψ

 ,
 Z̃

Z̃t
Ψ̃


H

=

 0 I 0

−P−1
RGAÅ 0 P−1

RGCAD
0 B−1CAD −B−1CAD − aB−1N

 Z
Zt
Ψ

 ,
 Z̃

Z̃t
Ψ̃


H

=

 Zt
−P−1

RGAÅZ + P−1
RGCADΨ

−B−1CADZt −B−1CADΨ− aB−1NΨ

 Z
Zt
Ψ

 ,
 Z̃

Z̃t
Ψ̃


H

=
(
AÅ

1
2Zt,Å

1
2 Z̃
)

[L2(Ω)]2
+
(
−P

1
2
RGP

−1
RGAÅZ, P

1
2
RGZ̃t

)
[L2(Ω)]2

+
(
P

1
2
RGP

−1
RGCADΨ, P

1
2
RGZ̃t

)
[L2(Ω)]2

+
(
−BB−1CADZt, Ψ̃

)
[L2(Ω)]2

+
(
−BB−1CADΨ, Ψ̃

)
[L2(Ω)]2

+
(
−aBB−1NΨ, Ψ̃

)
[L2(Ω)]2

=
(

Å
1
2Zt, AÅ

1
2 Z̃
)

[L2(Ω)]2
+
(

Å
1
2Z,−AÅ

1
2 Z̃t

)
[L2(Ω)]2

+
(

Ψ, CADZ̃t

)
[L2(Ω)]2

−
(
Zt, CADΨ̃

)
[L2(Ω)]2

−
(

Ψ, CADΨ̃
)

[L2(Ω)]2
+
(

Ψ,−aNΨ̃
)

[L2(Ω)]2

=
(
AÅ

1
2Z,−Å

1
2 Z̃t

)
[L2(Ω)]2

+
(
P

1
2
RGZt, P

1
2
RGP

−1
RGAÅZ̃

)
[L2(Ω)]2

−
(
P

1
2
RGZt, P

1
2
RGP

−1
RGCADZ̃

)
[L2(Ω)]2

+
(
BΨ, B−1CADṼt

)
[L2(Ω)]2

−
(
BΨ, B−1CADΨ̃

)
[L2(Ω)]2

+
(
BΨ,−B−1aNΨ̃

)
[L2(Ω)]2

=

 Z
Zt
Ψ

 ,
 0 −I 0

P−1
RGAÅ 0 −P−1

RGCAD
0 B−1CAD −B−1CAD − aB−1N

 Z̃

Z̃t
Ψ̃


H

=

 Z
Zt
Ψ

 , τ
 Z̃

Z̃t
Ψ̃


H

.

Portanto, D(τ) ⊂ D(A∗) e A∗|D(τ) = τ .

Agora, vamos calcular a inversa A−1 de A ∈ L(H, D(A)) e seu adjunto (A∗)−1 ∈ L(H, D(A∗)).

Consideraremos os operadores

Ξ = (P−1
RGAÅ)−1P−1

RGCAD(B−1CAD + aB−1N)−1B−1CAD,

Υ = −(P−1
RGAÅ)−1P−1

RGCAD(B−1CAD + aB−1N)−1.
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Então,

A−1 =

 Ξ −(P−1
RGAÅ)−1 Υ

I 0 0
−(B−1CAD + aB−1N)−1B−1CAD 0 (−B−1CAD − aB−1N)−1

 .
E,

(A∗)−1 =

 Ξ (P−1
RGAÅ)−1 Υ

−I 0 0
−(B−1CAD + aB−1N)−1B−1CAD 0 (−B−1CAD − aB−1N)−1

 .
Logo, para [Z0, Z1,Ψ0] ∈ H, temos

(A∗)−1

 Z0

Z1

Ψ0

 =

 ΞZ0 + (P−1
RGAÅ)−1Z1 + ΥΨ0

−Z0

−(B−1CAD + aB−1N)−1B−1CADZ0 + (−B−1CAD − aB−1N)−1Ψ0

 ,
Portanto,

D(A∗) ⊂ [H2
0 (Ω)]2 × [H2

0 (Ω)]2 × [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]2. (4.37)

Além disso,

Å[(P−1
RGAÅ)−1P−1

RGCAD(B−1CAD + aB−1N)−1B−1CADZ0 + (P−1
RGAÅ)−1Z1

− (P−1
RGAÅ)−1P−1

RGCAD(B−1CAD + aB−1N)−1Ψ0]

= Å(AÅ)−1PRGP
−1
RGCAD(B−1CAD + aB−1N)−1B−1CADZ0 + Å(AÅ)−1PRGZ1

− Å(AÅ)−1PRGP
−1
RGCAD(B−1CAD + aB−1N)−1Ψ0

= A−1Å(Å)−1CAD(B−1CAD + aB−1N)−1B−1CADZ0 + A−1Å(Å)−1PRGZ1

− A−1Å(Å)−1CAD(B−1CAD + aB−1N)−1Ψ0

= A−1CAD(B−1CAD + aB−1N)−1B−1CADZ0 + A−1PRGZ1

− A−1CAD(B−1CAD + aB−1N)−1Ψ0.

(4.38)

De (4.37) e (4.38) segue que

D(A∗) ⊂ D(A).

Concluímos, então, que D(A∗) = D(A). Portanto, o adjunto A∗ é como dado em (4.36). 2

De acordo com o Corolário 2.54 podemos considerar A∗ (dado na Proposição 4.3) e

seu semigrupo associado {eA∗t}t≥0. Temos o seguinte resultado:
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Corolário 4.4 Para dados finais [W0,W1,Θ0] ∈ H, a função [W,Wt,Θ] ∈ C([0, T ],H) definida

por  W (t)
Wt(t)
Θ(t)

 ≡ eA
∗(T−t)

 W0

W1

Θ0

 , (4.39)

é solução fraca do seguinte sistema retrógado (adjunto com respeito à (4.4))



RWtt −G∆Wtt + A∆2W + C∆Θ = 0 em Q,
BΘt + C∆Θ− aNΘ− C∆Wt = 0 em Q,

W ≡ 0 ≡ ∂W

∂ν
em Σ,

Θ ≡ 0 em Σ,
W (T ) = W0, Wt(T ) = W1, Θ(T ) = Θ0 em Ω,

(4.40)

onde

W =

[
w
χ

]
, Θ =

[
θ
ζ

]
, R =

[
ρ1 0
0 ρ2

]
, G =

[
γ1 0
0 γ2

]
,

A = [aij]2×2, B = [bij]2×2, C = [cij]2×2, N = [(−1)i+j]2×2.

Observação 4.5 Note que para dados [W0,W1,Θ0] ∈ D(A), o sistema (4.40) pode ser escrito

abstratamente como


PRGWtt = −A∆2W − C∆Θ em H−1

0,ρ1,γ1
×H−1

0,ρ2,γ2
,

Θt = B−1C∆Wt − (B−1C∆− aB−1N)Θ em [L2(Ω)]2,

W (T ) = W0, Wt(T ) = W1, Θ(T ) = Θ0

(4.41)

Relativo ao problema adjunto, temos a seguinte regularidade adicional:

Proposição 4.6 A componente Θ da solução [W,Wt,Θ] do sistema retrógado (4.40) satisfaz Θ ∈[
L2
(

0, T ;D
(
A

1
2
D

))]2

. De fato, temos a seguinte relação válida para todo [W0,W1,Θ0] ∈ H:

1

2

[
‖[W (0),Wt(0),Θ(0)]2H − ‖[W0,W1,Θ0]‖2

H
]

= −
∫ T

0

(aNΘ,Θ)[L2(Ω)]2dt−
∫ T

0

(BA
1
2
DΘ, A

1
2
DΘ)[L2(Ω)]2dt.

(4.42)
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Demonstração: Para [W0,W1,Θ0] ∈ D(A∗) temos

d

dt

∥∥∥∥∥∥
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

∥∥∥∥∥∥
2

H

=

 d

dt

 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

 ,
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)


H

+

 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

 , d
dt

 W (t)
Wt(t)
Θ(t)


H

= 2

 d

dt

 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

 ,
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)


H

.

Assim,

1

2

d

dt

∥∥∥∥∥∥
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

∥∥∥∥∥∥
2

H

=

−A∗
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

 ,
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)


H

=

 0 I 0

−P−1
RGAÅ 0 P−1

RGCAD
0 −B−1CAD B−1CAD + aB−1N

 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

 ,
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)


H

=

 Wt(t)

−P−1
RGAÅW (t) + P−1

RGCADΘ(t)
−B−1CADWt(t) +B−1AADΘ(t) + aB−1NΘ(t)

 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

 ,
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)


H

= (AÅ
1
2Wt,Å

1
2W )[L2(Ω)]2 − (P

1
2
RGP

−1
RGAÅW,P

1
2
RGWt)[L2(Ω)]2 + (P

1
2
RGP

−1
RGCADΘ, P

1
2
RGWt)[L2(Ω)]2

− (BB−1CADWt,Θ)[L2(Ω)]2 + (BB−1CADΘ,Θ)[L2(Ω)]2 + (aBB−1NΘ,Θ)[L2(Ω)]2

= (AÅW,Wt)[L2(Ω)]2 − (AÅW,Wt)[L2(Ω)]2 + (CADΘ,Wt)[L2(Ω)]2 − (CADWt,Θ)[L2(Ω)]2

+ (CADΘ,Θ)[L2(Ω)]2 + (aNΘ,Θ)[L2(Ω)]2

= (aNΘ,Θ)[L2(Ω)]2 + (CA
1
2
DΘ, A

1
2
DΘ)[L2(Ω)]2 .

(4.43)

Conforme a demonstração da Proposição 4.2, os dois últimos termos acima são não negativos.

Integrando (4.43) de 0 a T em ambos os lados e usando os dados finais de (4.40) temos, ao menos

para [W0,W1,Θ0] regular:

1

2

∥∥∥∥∥∥
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

∥∥∥∥∥∥
2

H

∣∣∣∣T
0

=

∫ T

0

(aNΘ,Θ)[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

(CA
1
2
DΘ, A

1
2
DΘ)[L2(Ω)]2dt.
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Logo,

1

2

[
‖[W (0),Wt(0),Θ(0)]‖2

H − ‖[W (T ),Wt(T ),Θ(T )]‖2
H
]

= −
∫ T

0

(aNΘ,Θ)[L2(Ω)]2dt−
∫ T

0

(CA
1
2
DΘ, A

1
2
DΘ)[L2(Ω)]2dt.

Por um argumento de densidade, temos que o resultado é válido para [W0,W1,Θ0] ∈ H. 2

4.3 A Aplicação de Controlabilidade LT e sua Adjunta L∗T

Nesta seção estudamos algumas propriedades da aplicação de controlabilidade LT e de sua adjunta

L∗T .

Observação 4.7 Da Proposição 4.3, D(A∗) = D(A). Sabemos que [(D(A
1
2
D))

′
]2 ↪→ [(H2(Ω) ∩

H1
0 (Ω))2]

′
e que B em (4.33) é tal que B ∈ L

(
[L2(0, T ;L2(Ω))]4, [D(Å

1
2 )]2 × [L2(Ω)]2×

[(D(A
1
2
D))

′
]2
)

segue, então, que B ∈ L([L2(0, T ;L2(Ω))]4, [D(A∗)]′).

Proposição 4.8 O operador B∗eA∗(T−t) ∈ L(H, [L2(0, T ;L2(Ω))]4)) e, para todo [W0,W1,Θ0] ∈

H, temos

B∗eA∗(T−t)
 W0

W1

Θ0

 = −∇Θ(t), (4.44)

onde Θ é a componente térmica da solução [W,Wt,Θ] do problema adjunto (4.40).

Demonstração: Da Observação 4.7 temos B ∈ L([L2(0, T ;L2(Ω))]4, [D(A∗)]′). Vamos calcular

seu adjunto B∗ ∈ L(D(A∗), [L2(0, T ;L2(Ω))]4)): Para U ∈ [L2(0, T ;L2(Ω))]4 e [W0,W1,Θ0] ∈

D(A∗), 〈
BU,

 W0

W1

Θ0

〉
[D(A∗)]′×D(A)

=

A−1BU,A∗
 W0

W1

Θ0


H
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=

 −(P−1
RGAÅ)−1P−1

RGCAD(B−1CAD + aB−1N)−1 divU
0

(−B−1CAD − aB−1N)−1 divU

 ,
 −W1

P−1
RGAÅW0 − P−1

RGCADΘ0

B−1CADW1 −B−1CADΘ0 − aB−1NΘ0


H

=− (AÅ
1
2 (P−1

RGAÅ)−1P−1
RGCAD(B−1CAD + aB−1N)−1 divU,Å

1
2W1)[L2(Ω)]2

+ (B(−B−1CAD − aB−1N)−1 divU,B−1CADW1 −B−1CADΘ0 − aB−1NΘ0)[L2(Ω)]2

=− (CAD(B−1CAD + aB−1N)−1 divU,∆W1)[L2(Ω)]2

+ ((−B−1CAD − aB−1N)−1 divU,CADW1 − CADΘ0 − aNΘ0)[L2(Ω)]2

=((−B−1CAD − aB−1N)−1 divU+, (−CAD − aN)Θ0)[L2(Ω)]2

=((−CAD − aN)−1B divU+, (−CAD − aN)Θ0)[L2(Ω)]2

=(B divU,Θ0)[L2(Ω)]2

=(U,−B∇Θ0)[L2(Ω)]4

=

U,B∗
 W0

W1

Θ0


H

.

Disto e de (4.39) podemos escrever

B∗eA∗(T−t)
 W0

W1

Θ0

 = B∗
 W (t)
Wt(t)
Θ(t)

 = −∇Θ(t).

Tomando a norma em [L2(0, T ;L2(Ω))]4, obtemos∥∥∥∥∥∥B∗eA∗(T−t)
 W0

W1

Θ0

∥∥∥∥∥∥
[L2(0,T ;L2(Ω))]4

= ‖ − ∇Θ(t)‖[L2(0,T ;L2(Ω))]4 =

∫ T

0

‖ − ∇Θ(t)‖[L2(Ω)]4 .

Da Proposição 4.6, Θ ∈
[
L2
(

0, T ;D
(
A

1
2
D

))]2

. Logo,

B∗eA∗(T−.) ∈ L(D(A∗), [L2(0, T ;L2(Ω))]4).

Por um argumento de densidade,

B∗eA∗(T−.) ∈ L(H, [L2(0, T ;L2(Ω))]4).

2
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Lema 4.9 O operador LT ≡
∫ T

0

eA(T−t)BU(t) dt é tal que LT ∈ L([L2(0, T ;L2(Ω))]4,H). Além

disso, L∗T tem a forma clássica

L∗T

 W0

W1

Θ0

 (·) = B∗eA∗(T−·)
 W0

W1

Θ0

 . (4.45)

Demonstração: Novamente da Observação 4.7, B ∈ L([L2(0, T ;L2(Ω))]4, [D(A∗)]′). Logo,

LT ∈ ([L2(0, T ;L2(Ω))]4, [D(A∗)]′). Portanto, L∗T ∈ (D(A∗), [L2(0, T ;L2(Ω))]4). Além disso,〈
LTU,

 W0

W1

Θ0

〉
[D(A∗)]′×D(A∗)

=

A−1LTU,A∗
 W0

W1

Θ0


H

=

A−1

∫ T

0

eA(T−t)BU(t) dt,A∗
 W0

W1

Θ0


H

=

∫ T

0

A−1eA(T−t)

 0
0

divU

 ,A∗
 W0

W1

Θ0


H

dt

=

∫ T

0

eA(T−t)

 0
0

divU

 ,
 W0

W1

Θ0


H

dt

=

∫ T

0

(
BeA(T−t) divU,Θ0

)
[L2(Ω)]2

dt

=

∫ T

0

(
U,−BeA∗(T−t)∇Θ0

)
[L2(Ω)]4

dt.

(4.46)

Vimos na demonstração da Proposição 4.8 que (U,−B∇Θ0)[L2(Ω)]4 =

U,B∗
 W0

W1

Θ0


H

, as-

sim, de (4.46),〈
LTU,

 W0

W1

Θ0

〉
[D(A∗)]′×D(A∗)

=

∫ T

0

(
U,−BeA∗(T−t)∇Θ0

)
[L2(Ω)]4

dt

=

∫ T

0

U,B∗eA∗(T−t)
 W0

W1

Θ0


[L2(Ω)]4

dt
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=

U,B∗eA∗(T−t)
 W0

W1

Θ0


[L2(0,T ;L2(Ω))]4

=

U,L∗T
 W0

W1

Θ0


[L2(0,T ;L2(Ω))]4

.

Portanto,

L∗T

 W0

W1

Θ0

 (·) = B∗eA∗(T−·)
 W0

W1

Θ0

 .
Da Proposição 4.8, temos, BeA∗(T−t) ∈ L(H, [L2(0, T ;L2(Ω))]4). Logo,

L∗T ∈ L(H, [L2(0, T ;L2(Ω))]4).

Portanto,

LT ∈ L([L2(0, T ;L2(Ω))]4,H).

2

4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata

Para mostrar a controlabilidade exata do problema (4.4) aplicaremos a metodologia

que se baseia no argumento clássico de mostrar a sobrejetividade da aplicação de controlabilidade

LT ∈ L([L2(0, T ;L2(Ω))]4,H) (veja Teorema 3.5), ou equivalentemente (de acordo com o Te-

orema 2.32), mostrar a injetividade do operador L∗T ∈ L(H, [L2(0, T ;L2(Ω))]4). Note que, da

Proposição 4.8 e do Lema 4.9,

L∗T

 W0

W1

Θ0

 (t) = B∗eA∗(T−t)
 W0

W1

Θ0

 = −∇Θ(t).

Portanto, mostrar a injetividade do operador L∗T é equivalente a mostrar a seguinte desigualdade

(de observabilidade) para alguma constante CT > 0:

∫ T

0

‖∇Θ(t)‖2
[L2(Ω)]4dt ≥ CT

∥∥∥∥∥∥
 W0

W1

Θ0

∥∥∥∥∥∥
2

H

. (4.47)



4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata 112

Para mostrar (4.47), recorremos a uma técnica de multiplicadores, com o multiplicador escolhido

sendo A−1
D Θ. Antes, note que

D(A∗) = {[Z0, Z1,Ψ0] ∈ [D(Å
1
2 )]2 × [D(Å

1
2 )]2 × [D(AD)]2; ÅZ0 ∈ H−1

0,ρ1,γ1
(Ω)×H−1

0,ρ2,γ2
}.

E,

D
(
(A∗)2

)
= {[Z0, Z1,Ψ0] ∈ D(A∗); A∗[Z0, Z1,Ψ0] ∈ D(A∗)}.

Assim, para [Z0, Z1,Ψ0] ∈ D ((A∗)2),

A∗
 Z0

Z1

Ψ0

 =

 −Z1

P−1
RGAÅZ0 − P−1

RGCADΨ0

B−1CADZ1 −B1CADΨ0 − aB−1NΨ0

 ∈ D(A∗). (4.48)

Logo,

• ÅZ1 = F ∈ H−1
0,ρ1,γ1

(Ω) × H−1
0,ρ2,γ2

. Como Å
−1

: [(D(Å
1
4 ))2]

′ → [D(Å
3
4 )]2 ⊂ [H3(Ω)]2,

então Z1 = Å
−1
F ∈ [H3(Ω)]2.

• P−1
RGAÅZ0 − P−1

RGCADΨ0 = F com F ∈ [D(Å
1
2 )]2. Assim, AÅZ0 = PRGF + CADΨ0.

Como PRGF + CADΨ0 ∈ L2(Ω) temos que Z0 ∈ [D(Å)]2.

• B−1CADZ1 − B1CADΨ0 − aB−1NΨ0 = F com F ∈ [D(AD)]2. Logo, B−1CADΨ0 =

F + aB−1NΨ0 +B−1CADZ1. Como F + aB−1NΨ0 +B−1CADZ1 ∈ [H1
0 (Ω)]2 temos que

Ψ0 ∈ [H3(Ω)]2.

Portanto,

D
(
(A∗)2

)
⊂ [D(Å)]2 × [H3(Ω)]2 × [H3(Ω)]2,

com a inclusão sendo contínua. Assim, se [W0,W1,Θ0] ∈ D ((A∗)2) então a solução [W,Wt,Θ]

de (4.40) é um elemento de C([0, T ], [D(Å)]2 × [H3(Ω)]2 × [H3(Ω)]2). Ou seja,

W ∈ C([0, T ];D(Å)),

Wt ∈ C([0, T ]; [H3(Ω)]2),

Θ ∈ C([0, T ]; [H3(Ω)]2).

Portanto, tomamos dados [W0,W1,Θ0] ∈ D ((A∗)2), obtendo a regularidade necessária para justi-

ficar as contas que faremos no decorrer deste capítulo.
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Também, precisaremos do seguinte Teorema de Green, encontrado em [23], p. 68, válido para

funções ω e ω̃ suficientemente regulares:∫
Ω

(∆2ω)ω̃ dΩ =a(ω, ω̃) +

∫
Γ

[
∂∆ω

∂ν
+ (1− µ)

∂B2ω

∂τ

]
ω̃ dΓ

−
∫

Γ

[∆ω + (1− µ)B1ω]
∂ω̃

∂ν
dΓ,

(4.49)

onde a forma bilinear a(·, ·) é definida por

a(ω, ω̃) ≡
∫

Ω

[ωxxω̃xx + ωyyω̃yy + µ(ωxxω̃yy + ωyyω̃xx) + 2(1− µ)ωxyω̃xy]dΩ, (4.50)

com µ ∈ (0, 1
2
) é uma constante chamada raio de Poisson (conhecida no estudo da placa de Kir-

chhoff) e os operadores limitados Bi são dados por

B1 ≡2ν1ν2
∂2ω

∂x∂y
− ν2

1

∂2ω

∂y2
− ν2

2

∂2ω

∂x2
,

B2 ≡(ν2
1 − ν2

2)
∂2ω

∂x∂y
+ ν1ν2

(
∂2ω

∂y2
− ∂2ω

∂x2

)
.

(4.51)

Passo 1: Primeiramente, obtemos um resultado de regularidade de traço para o sistema adjunto

(4.40), que não segue da teoria clássica de traços de Sobolev e que é crítico na obtenção da estima-

tiva (4.47).

Lema 4.10 A componenteW da solução [W,Wt,Θ] de (4.40) satisfaz Å
1
2W |Γ ∈ [L2(0, T ;L2(Γ))]2

com a seguinte estimativa:∫ T

0

(AÅ
1
2W,Å

1
2W )[L2(Γ)]2dt

≤ C

(∫ T

0

[(AÅ
1
2W,Å

1
2W )[L2(Ω)]2 + ‖P

1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2 + ‖A
1
2
DΘ‖2

[L2(Ω)]2 ]dt+ ‖[W0,W1,Θ0]‖2
H

)
.

(4.52)

Demonstração: Iniciamos multiplicando a primeira equação de (4.40) por

∇W · hT =


∂w

∂x

∂w

∂y
∂χ

∂x

∂χ

∂y

[ h1

h2

]
=

[
wxh1 + wyh2

χxh1 + χyh2

]
,
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onde h(x, y) ≡ [h1(x, y), h2(x, y)] ∈ [C2(Ω)]2 é um campo de vetores tal que h|Γ = [ν1, ν2] (vetor

normal exterior à Γ) e, posteriormente, integrando de 0 a T , obtemos a seguinte equação∫ T

0

(RWtt −G∆Wtt + A∆2W + C∆Θ,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt = 0.

Podemos reescrever a equação acima como∫ T

0

(RWtt,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

(−G∆Wtt,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt

+

∫ T

0

(A∆2W,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

(C∆Θ,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt = 0.

(4.53)

Vamos estimar cada uma das quatros integrais de (4.53):

(i) Para começar,∫ T

0

(RWtt,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt

= (RWt,∇W · hT )[L2(Ω)]2
∣∣T
0
−
∫ T

0

(RWt,∇Wt · hT )[L2(Ω)]2dt

= (RWt,∇W · hT )[L2(Ω)]2
∣∣T
0
− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

[div(ρ1w
2
th) + div(ρ2χ

2
th)dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

[ρ1w
2
t + div(ρ2χ

2
t )][h1x + h2y]dΩdt.

(4.54)

De fato,∫ T

0

(RWt,∇Wt · hT )[L2(Ω)]2dt

=

∫ T

0

∫
Ω

(RWt)
T∇Wt · hTdΩdt

=

∫ T

0

∫
Ω

([
ρ1 0
0 ρ2

] [
wt
χt

])T [
ρ1wt ρ2χt

] [ wxh1 + wyh2

χxh1 + χyh2

]
dΩdt

=

∫ T

0

∫
Ω

ρ1wt(wxh1 + wyh2) + ρ2χt(χxh1 + χyh2)dΩdt

=

∫ T

0

∫
Ω

1

2
div(ρ1w

2
th) +

1

2
div(ρ2χ

2
th)− 1

2
ρ1w

2
t (h1x + h2y)−

1

2
ρ2χ

2
t (h1x + h2y)dΩdt

=

∫ T

0

∫
Ω

1

2
[div(ρ1w

2
th) +

1

2
div(ρ2χ

2
th)]− 1

2
[ρ1w

2
t + ρ2χ

2
t [h1x + h2y]dΩdt.

Agora, pelo Teorema da Divergência, temos
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∫
Ω

div(ρ1w
2
th)dΩdt =

∫
Γ

[(ρ1w
2
th) · n]dΓ = 0,

pois wt = 0 em Γ. Analogamente, ∫
Ω

div(ρ2χ
2
th)dΩ = 0.

Assim, de (4.54), segue que∫ T

0

(RWtt,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt

= (RWt,∇W · hT )[L2(Ω)]2
∣∣T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(ρ1w
2
t + div ρ2χ

2
t )(h1x + h2y)dΩdt.

(4.55)

(ii) Para a segunda integral em (4.53), temos∫ T

0

(−G∆Wtt,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt

= (−G∆Wt,∇W · hT )[L2(Ω)]2
∣∣T
0

+

∫ T

0

(G∆Wt,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt

= (G∇Wt,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]2
∣∣T
0
−
(
∂GWt

∂ν
,∇W · hT

)
[L2(Ω)]2

∣∣∣∣∣
T

0

−
∫ T

0

(G∇Wt,∇(∇Wt · hT ))[L2(Ω)]2dt+

∫
Γ

(
∂GWt

∂ν
,∇Wt · hT

)
[L2(Γ)]2

= (G∇Wt,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]2
∣∣T
0
−
∫ T

0

(G∇Wt,∇(∇Wt · hT ))[L2(Ω)]2dt,

(4.56)

pois

∇W · hT =

[
wxh1 + wyh2

χxh1 + χyh2

]
=


ν2

1

∂w

∂ν
+ ν2

2

∂w

∂ν

ν2
1

∂χ

∂ν
+ ν2

2

∂χ

∂ν

 = 0 em Γ

e,

∇Wt · hT =

[
wxh1 + wyh2

χxh1 + χyh2

]
=


ν2

1

∂wt
∂ν

+ ν2
2

∂wt
∂ν

ν2
1

∂χt
∂ν

+ ν2
2

∂χt
∂ν

 = 0 em Γ.
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Agora, note que

(G∇Wt,∇(∇Wt · hT ))[L2(Ω)]2

=

([
γ1∇wt
γ2∇χt

]
,

[
∇(h1wtx + h2wty)
∇(h1χtx + h2χty)

])
[L2(Ω)]2

=



(
γ1
∂wt
∂x

, γ1
∂wt
∂y

)
(
γ2
∂χt
∂x

, γ2
∂χt
∂y

)
 ,

(
∂

∂x
(h1wtx + h2wty),

∂

∂y
(h1wtx + h2wty)

)
(
∂

∂x
(h1χtx + h2χty),

∂

∂y
(h1χtx + h2χty)

)



[L2(Ω)]2

=

∫
Ω

[γ1wtx(h1xwtx + h1wtxx + h2xwty + h2wtyx) + γ1wty(h1ywtx + h1wtxy + h2ywty

+ h2wtyy) + γ2χtx(h1xχtx + h1χtxx + h2xχty + h2χtyx) + γ2χty(h1yχtx + h1χtxy

+ h2yχty + h2χtyy)dΩ

=

∫
Ω

[γ1h1xw
2
tx + γ1h1wtxwtxx + γ1h2xwtxwty + γ1h2wtxwtyx + γ1h1ywtxwty

+ γ1h1wtywtxy + γ1h2yw
2
ty + γ1h2wtywtyy + γ2h1xχ

2
tx + γ2h1χtxχtxx + γ2h2xχtxχty

+ γ2h2χtxχtyx + γ2h1yχtxχty + γ2h1χtyχtxy + γ2h2yχ
2
ty + γ2h2χtyχtyy]dΩ.

(4.57)

Também,

div(γ1|∇wt|2h) =γ1 div

{[(
∂wt
∂x

)2

+

(
∂wt
∂y

)2
]
h1,

[(
∂wt
∂x

)2

+

(
∂wt
∂y

)2
]
h2

}

=γ1

[
∂

∂x
(w2

tx + w2
ty)h1

]
+ γ1

[
∂

∂y
(w2

tx + w2
ty)h2

]
=2γ1wtxwtxxh1 + 2γ1wtywtyxh1 + γ1w

2
txh1x + γ1w

2
tyh1x

+ 2γ1wtxwtxyh2 + 2γ1wtywtyyh2 + γ1w
2
txh2y + γ1w

2
tyh2y.

(4.58)

div(γ2|∇χt|2h) =γ2 div

{[(
∂χt
∂x

)2

+

(
∂χt
∂y

)2
]
h1,

[(
∂χt
∂x

)2

+

(
∂χt
∂y

)2
]
h2

}

=γ2

[
∂

∂x
(χ2

tx + χ2
ty)h1

]
+ γ1

[
∂

∂y
(χ2

tx + χ2
ty)h2

]
=2γ2χtxχtxxh1 + 2γ2χtyχtyxh1 + γ2χ

2
txh1x + γ2χ

2
tyh1x

+ 2γ2χtxχtxyh2 + 2γ2χtyχtyyh2 + γ2χ
2
txh2y + γ2χ

2
tyh2y.

(4.59)



4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata 117

Comparando (4.57), (4.58) e (4.59), obtemos∫ T

0

(G∇Wt,∇(∇Wt · hT ))[L2(Ω)]2dt

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

[div(γ1|∇wt|2h) + div(γ2|∇χt|2h)]dΩdt

−
∫ T

0

∫
Ω

[
γ1w

2
tyh1x

2
+
γ1w

2
txh2y

2
+
γ2χ

2
tyh1x

2
+
γ2χ

2
txh2y

2

]
dΩdt

+

∫ T

0

∫
Ω

[
γ1w

2
txh1x

2
+
γ1w

2
tyh2y

2
+
γ2χ

2
txh1x

2
+
γ2χ

2
tyh2y

2

]
dΩdt

+

∫ T

0

∫
Ω

[γ1wtxwtyh2x + γ1wtxwtyh1y + γ2χtxχtyh2x + γ2χtxχtyh1y]dΩdt.

(4.60)

Para w, χ ∈ H4(Ω) com w = χ = 0 em Γ e
∂w

∂ν
=
∂χ

∂ν
= 0 em Γ, de [24], p. 23, temos

wx = ν1
∂w

∂ν
, wy = ν2

∂w

∂ν
, wxx = ν2

1

∂2w

∂ν2
, wxy = ν1ν2

∂2w

∂ν2
, wyy = ν2

2

∂2w

∂ν2
,

χx = ν1
∂χ

∂ν
, χy = ν2

∂χ

∂ν
, χxx = ν2

1

∂2χ

∂ν2
, χxy = ν1ν2

∂2χ

∂ν2
, χyy = ν2

2

∂2χ

∂ν2
.

(4.61)

Disto e do fato que wt ∈ H2
0 (Ω), temos∫

Ω

div(γ1|∇wt|2h)dΩ =

∫
Γ

(γ1|∇wt|2h) · n dΓ =

∫
Γ

[γ1(w2
tx + w2

ty)(ν1, ν2)](ν1, ν2) dΓ

=

∫
Γ

γ1(w2
tx + w2

ty)(ν
2
1 + ν2

2) dΓ

= 0.

(4.62)

Da mesma forma, ∫
Ω

div(γ2|∇χt|2h)dΩ = 0. (4.63)

De (4.56), (4.60), (4.62) e (4.63), obtemos∫ T

0

(−G∆Wtt,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt = (G∇Wt,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]2
∣∣T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

[
γ1w

2
tyh1x

2
+
γ1w

2
txh2y

2
+
γ2χ

2
tyh1x

2
+
γ2χ

2
txh2y

2

]
dΩdt

−
∫ T

0

∫
Ω

[
γ1w

2
txh1x

2
+
γ1w

2
tyh2y

2
+
γ2χ

2
txh1x

2
+
γ2χ

2
tyh2y

2

]
dΩdt

−
∫ T

0

∫
Ω

[γ1wtxwtyh2x + γ1wtxwtyh1y + γ2χtxχtyh2x + γ2χtxχtyh1y]dΩdt.

(4.64)



4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata 118

(iii) Para lidar com o termo de quarta ordem em (4.53) usamos o Teorema de Green (4.49) e o

fato que ∇W · hT = 0 em Γ, obtendo∫ T

0

(A∆2W,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt

=

∫ T

0

a(AW,∇W · hT )dt−
∫ T

0

∫
Γ

(A∆W + (1− µ)B1AW )
∂(∇W · hT )

∂τ
dΓdt.

(4.65)

De (4.51) e(4.61)

B1(AW ) = 2ν1ν2
∂2AW

∂x∂y
− ν2

1

∂2AW

∂y2
− ν2

2

∂2AW

∂x2

=


2ν1ν2

∂2(a11w + a12χ)

∂x∂y
− ν2

1

∂2(a11w + a12χ)

∂y2
− ν2

2

∂2(a11w + a12χ)

∂x2

2ν1ν2
∂2(a21w + a22χ)

∂x∂y
− ν2

1

∂2(a21w + a22χ)

∂y2
− ν2

2

∂2(a21w + a22χ)

∂x2



=

 2ν1ν2a11wxy + 2ν1ν2a12χxy − ν2
1a11wyy − ν2

1a12χyy − ν2
2a11wxx − ν2

2a12χxx

2ν1ν2a21wxy + 2ν1ν2a22χxy − ν2
1a21wyy − ν2

1a22χyy − ν2
2a21wxx − ν2

2a22χxx



=


(2ν2

1ν
2
2a11 − ν2

1ν
2
2a11 − ν2

1ν
2
2a11)

∂2w

∂ν2
+ (2ν2

1ν
2
2a12 − ν2

1ν
2
2a12 − ν2

1ν
2
2a12)

∂2χ

∂ν2

(2ν2
1ν

2
2a21 − ν2

1ν
2
2a11 − ν2

1ν
2
2a21)

∂2w

∂ν2
+ (2ν2

1ν
2
2a22 − ν2

1ν
2
2a22 − ν2

1ν
2
2a22)

∂2χ

∂ν2


= 0.

(4.66)

Também, na fronteira Γ, temos

∇W · hT =

[
ν1wx + ν2wy
ν1χx + ν2χy

]
=


ν2

1

∂w

∂ν
+ ν2

2

∂w

∂ν

ν2
1

∂χ

∂ν
+ ν2

2

∂χ

∂ν

 =


∂w

∂ν

∂χ

∂ν

 =
∂W

∂ν
,

e,

∆W =

[
∆w
∆χ

]
=

[
wxx + wyy
χxx + χyy

]
=


ν2

1

∂2w

∂ν2
+ ν2

2

∂w2

∂ν2

ν2
1

∂2χ

∂ν2
+ ν2

2

∂2χ

∂ν2

 =


∂w2

∂ν2

∂2χ

∂ν2

 =
∂W 2

∂ν2
.
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Assim, de (4.65) ∫ T

0

(A∆2W,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt

=

∫ T

0

a(AW,∇W · hT )dt−
∫ T

0

(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2dt.

(4.67)

A primeira integral do lado direito pode ser reescrita, utilizando (4.51), da seguinte maneira∫ T

0

a(AW,∇W · hT )dt

=

∫ T

0

∫
Ω

{(AWxx)
T (∇W · hT )xx + (AWyy)

T (∇W · hT )yy + µ[(Awxx)
T (∇W · hT )yy

+ (AWyy)
T (∇W · hT )xx] + 2(1− µ)(AWxy)

T (∇W · hT )xy}dΩdt.

(4.68)

Note que

(∇W · hT )xx =

[
(h1wx + h2wy)xx
(h1χx + h2χy)xx

]
=

[
(h1xwx + h1wxx + h2xwy + h2wyx)x
(h1xχx + h1χxx + h2xχy + h2χyx)x

]
=

[
h1xxwx + 2h1xwxx + h1wxxx + h2xxwy + 2h2xwyx + h2wyxx
h1xxχx + 2h1xχxx + h1χxxx + h2xxχy + 2h2xχyx + h2χyxx

]
,

(4.69)

(∇W · hT )yy =

[
(h1wx + h2wy)yy
(h1χx + h2χy)yy

]
=

[
(h1ywx + h1wxy + h2ywy + h2wyy)y
(h1yχx + h1χxy + h2yχy + h2χyy)y

]
=

[
h1yywx + 2h1ywxy + h1wxyy + h2yywy + 2h2ywyy + h2wyyy
h1yyχx + 2h1yχxy + h1χxyyh2yyχy + 2h2yχyy + h2χyyy

]
,

(4.70)

(∇W · hT )xy

=

[
(h1wx + h2wy)xy
(h1χx + h2χy)xy

]
=

[
(h1xwx + h1wxx + h2xwy + h2wyx)y
(h1xχx + h1χxx + h2xχy + h2χyx)y

]
=

[
h1xywx + h1xwxy + h1ywxx + h1wxxy + h2xywy + h2xwyy + h2ywyx + h2wyxy
h1xyχx + h1xχxy + h1yχxx + h1χxxy + h2xyχy + h2xχyy + h2yχyx + +h2χyxy

]
.

(4.71)



4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata 120

Subtituindo (4.69), (4.70) e (4.71) em (4.68), obtemos∫ T

0

a(AW,∇W · hT )dt =

∫ T

0

∫
Ω

{
[
a11wxx + a12χxx a21wxx + a22χxx

]
[
h1xxwx + 2h1xwxx + h1wxxx + h2xxwy + 2h2xwyx + h2wyxx
h1xxχx + 2h1xχxx + h1χxxx + h2xxχy + 2h2xχyx + h2χyxx

]
+
[
a11wyy + a12χyy a21wyy + a22χyy

][
h1yywx + 2h1ywxy + h1wxyy + h2yywy + 2h2ywyy + h2wyyy
h1yyχx + 2h1yχxy + h1χxyyh2yyχy + 2h2yχyy + h2χyyy

]
+ µ

[
a11wxx + a12χxx a21wxx + a22χxx

][
h1yywx + 2h1ywxy + h1wxyy + h2yywy + 2h2ywyy + h2wyyy
h1yyχx + 2h1yχxy + h1χxyyh2yyχy + 2h2yχyy + h2χyyy

]
+ µ

[
a11wyy + a12χyy a21wyy + a22χyy

][
h1xxwx + 2h1xwxx + h1wxxx + h2xxwy + 2h2xwyx + h2wyxx
h1xxχx + 2h1xχxx + h1χxxx + h2xxχy + 2h2xχyx + h2χyxx

]
+ 2(1− µ)

[
a11wxy + a12χxy a21wxy + a22χxy

][
h1xywx + h1xwxy + h1ywxx + h1wxxy + h2xywy + h2xwyy + h2ywyx + h2wyxy
h1xyχx + h1xχxy + h1yχxx + h1χxxy + h2xyχy + h2xχyy + h2yχyx + +h2χyxy

]}
dΩdt.

Ou ainda,∫ T

0

a(AW,∇W · hT )dt

=

∫ T

0

∫
Ω

[a11(h1xxwxwxx + 2h1xw
2
xx + h1wxxxwxx + h2xxwywxx + 2h2xwyxwxx + h2wyxx

wxx) + a12(h1xxwxχxx + 2h1xwxxχxx + h1wxxxχxx + h2xxwyχxx + 2h2xwyxχxx + h2wyxx

χxx) + a21(h1xxχxwxx + 2h1xχxxwxx + h1χxxxwxx + h2xxχywxx + 2h2xχyxwxx + h2χyxx

wxx) + a22(h1xxχxχxx + 2h1xχ
2
xx + h1χxxxχxx + h2xxχyχxx + 2h2xχyxχxx + h2χyxxχxx)

+ a11(h1yywxwyy + 2h1ywxywyy + h1wxyywyy + h2yywywyy + 2h2yw
2
yy + h2wyyywyy)

+ a12(h1yywxχyy + 2h1ywxyχyy + h1wxyyχyy + h2yywyχyy + 2h2ywyyχyy + h2wyyyχyy)

+ a21(h1yyχxwyy + 2h1yχxywyy + h1χxyywyy + h2yyχywyy + 2h2yχyywyy + h2χyyywyy)

+ a22(h1yyχxχyy + 2h1yχxyχyy + h1χxyyχyy + h2yyχyχyy + 2h2yχ
2
yy + h2χyyyχyy)

+ µa11(h1yywxwxx + 2h1ywxywxx + h1wxyywxx + h2yywywxx + 2h2ywyywxx + h2wyyy

wxx) + µa12(h1yywxχxx + 2h1ywxyχxx + h1wxyyχxx + h2yywyχxx + 2h2ywyyχxx

+ h2wyyyχxx) + µa21(h1yyχxwxx + 2h1yχxywxx + h1χxyywxx + h2yyχywxx + 2h2yχyywxx
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+ h2χyyywxx) + µa22(h1yyχxχxx + 2h1yχxyχxx + h1χxyyχxx + h2yyχyχxx + 2h2yχyyχxx

+ h2χyyyχyy) + µa11(h1xxwxwyy + 2h1xwxxwyy + h1wxxxwyy + h2xxwywyy

+ 2h2xwyxwyy + h2wyxxwyy) + µa12(h1xxwxχyy + 2h1xwxxχyy + h1wxxxχyy

+ h2xxwyχyy + 2h2xwyxχyy + h2wyxxχyy) + µa21(h1xxχxwyy + 2h1xχxxwyy

+ h1χxxxwyy + h2xxχywyy + 2h2xχyxwyy + h2χyxxwyy) + µa22(h1xxχxχyy + 2h1xχxxχyy

+ h1χxxxχyy + h2xxχyχyy + 2h2xχyxχyy + h2χyxxχyy) + 2(1− µ)a11(h1xywxwxy

+ h1xw
2
xy + h1ywxxwxy + h1wxxywxy + h2xywywxy + h2xwyywxy + h2yw

2
yx

+ h2wyxywxy) + 2(1− µ)a12(h1xywxχxy + h1xwxyχxy + h1ywxxχxy + h1wxxyχxy

+ h2xywyχxy + h2xwyyχxy + h2ywyxχxy + h2wyxyχxy) + 2(1− µ)a21(h1xyχxwxy

+ h1xχxywxy + h1yχxxwxy + h1χxxywxy + h2xyχywxy + h1xχ
2
xy + h2xχyywxy

+ h2yχyxwxy + 2(1− µ)a22(h1xyχxχxy + h1xχ
2
xy + h1yχxxχxy

+ h1χxxyχxy + h2xyχyχxy + 2h2xχyyχxy + h2yχ
2
xy + h2χyxyχxy)]dΩdt.

(4.72)

Agora, observamos que∫ T

0

∫
Ω

[h · ∇(a11w
2
xx + 2a21wxxχxx + a22χ

2
xx + a11w

2
yy + 2a12χyywyy + a22χ

2
yy

+ 2µa11wxxwyy + 2µa12wyyχxx + 2µa21χyywxx + 2µa22χyyχxx + 2(1− µ)a11w
2
xy

+ 4(1− µ)a12wxyχxy + 2(1− µ)a22χ
2
xy)]dΩdt

=

∫ T

0

∫
Ω

[2a11h1wxxxwxx + 2a12h1wxxxχxx + 2a21h1χxxxwxx + 2a22h1χxxxχxx

+ 2a11h1wxyywyy + 2a12h1wxyyχyy + 2a21h1χxyywyy + 2a22h1χxyyχyy

+ 2µa11h1wxxxwyy + 2µa11h1wxyywxx + 2µa12h1wyyxχxx + 2µa12h1χxxxwyy

+ 2µa21h1χyyxwxx + 2µa21h1χyywxxx + 2µa22h1χyyxχxx + 2µa22h1χyyχxxx

+ 4(1− µ)a11h1wxywxyx + 4(1− µ)a12h1wxyxχxy + 4(1− µ)a12h1wxyχxyx

+ 4(1− µ)a22h1χxyχxyx + 2a11h2wxxwxxy + 2a12h2wxxyχxx + 2a21h2χxxywxx

+ 2a22h2χxxχxxy + 2a11h2wyywyyy + 2a12h2wyyχyyy + 2a21h2χyywyyy

+ 2a22h2χyyχyyy + 2µa11h2wxxywyy + 2µa11h2wyyywxx + 2µa12h2wyyyχxx

+ 2µa12h2χxxywyy + 2µa21h2χyyywxx + 2µa21h2χyywxxy + 2µa22h2χyyyχxx
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+2µa22h2χyyχxxy+4(1−µ)a11h2wxywxyy+4(1−µ)a12h2wxyyχxy+4(1−µ)a12h2wxyχxyy

+4(1− µ)a22h2χxyχxyy]dΩdt.

Logo, a junção de todos os termos em (4.72) que possuem derivada de terceira ordem é igual

a ∫ T

0

∫
Ω

[h · ∇(a11w
2
xx + 2a21wxxχxx + a22χ

2
xx + a11w

2
yy + 2a12χyywyy + a22χ

2
yy

+ 2µa11wxxwyy + 2µa12wyyχxx + 2µa21χyywxx + 2µa22χyyχxx + 2(1− µ)a11w
2
xy

+ 4(1− µ)a12wxyχxy + 2(1− µ)a22χ
2
xy)]dΩdt.

(4.73)

Observamos, também, que os termos em (4.72) que possuem no máximo derivada de se-

gunda ordem podem ser majorados por ‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2 , pois h(x, y) ≡ [h1(x, y), h2(x, y)] ∈

[C2(Ω]2. Vejamos dois exemplos:

1) ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

[a11h1xxwxxwx]dΩdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∫
Ω

|wxx||wx|dΩdt

≤ c

(∫ T

0

∫
Ω

|wxx|2dΩdt

) 1
2
(∫ T

0

∫
Ω

|wx|2dΩdt

) 1
2

= c

(∫ T

0

‖wxx‖2
L2(Ω)dt

) 1
2
(∫ T

0

‖wx‖2
L2(Ω)dt

) 1
2

≤ c

(∫ T

0

‖wxx‖2
L2(Ω)dt

) 1
2
(∫ T

0

‖w‖2
H2(Ω)dt

) 1
2

≤ c

(∫ T

0

‖wxx‖2
L2(Ω)dt

) 1
2
(∫ T

0

‖wxx‖2
L2(Ω)dt

) 1
2

= c

∫ T

0

‖wxx‖2
L2(Ω)dt

≤ c

∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

L2(Ω)dt.
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2) ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

[a21h1xxwxχxx]dΩdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∫
Ω

|wx||χxx|dΩdt

≤ c

∫ T

0

∫
Ω

[|wx|2 + |χxx|2]dΩdt

= c

∫ T

0

[‖wx‖2
L2(Ω) + ‖χxx‖2

L2(Ω)]dΩdt

≤ c

∫ T

0

[‖w‖2
H2(Ω) + ‖χxx‖2

L2(Ω)]dΩdt

≤ c

∫ T

0

[‖wxx‖2
L2(Ω) + ‖χxx‖2

L2(Ω)]dΩdt

= c

∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

L2(Ω)dt.

Das deduções acima, de (4.72) e (4.73), concluímos que∫ T

0

a(AW,∇W · hT )dt

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

[h · ∇(a11w
2
xx + 2a21wxxχxx + a22χ

2
xx + a11w

2
yy + 2a12χyywyy + a22χ

2
yy

+ 2µa11wxxwyy + 2µa12wyyχxx + 2µa21χyywxx + 2µa22χyyχxx + 2(1− µ)a11w
2
xy

+ 4(1− µ)a12wxyχxy + 2(1− µ)a22χ
2
xy)]dΩdt+O

(∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt

)
,

(4.74)

onde O
(∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt

)
representa uma série de termos que pode ser majorada

por
∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt.

Também, note que

1

2

∫ T

0

∫
Ω

{div[h · (a11w
2
xx + 2a21wxxχxx + a22χ

2
xx + a11w

2
yy + 2a12χyywyy + a22χ

2
yy

+ 2µa11wxxwyy + 2µa12wyyχxx + 2µa21χyywxx + 2µa22χyyχxx + 2(1− µ)a11w
2
xy

+ 4(1− µ)a12wxyχxy + 2(1− µ)a22χ
2
xy)]}dΩdt

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

∂

∂x
[a11h1w

2
xx + 2a21h1wxxχxx + a22h1χ

2
xx + a11h1w

2
yy + 2a12h1χyywyy



4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata 124

+ a22h1χ
2
yy + 2µa11h1wxxwyy + 2µa12h1wyyχxx + 2µa21h1χyywxx + 2µa22h1χyyχxx

+ 2(1− µ)a11h1w
2
xy + 4(1− µ)a12h1wxyχxy + 2(1− µ)a22h1χ

2
xy]dΩdt

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

∂

∂y
[a11h2w

2
xx + 2a21h2wxxχxx + a22h2χ

2
xx + a11h2w

2
yy + 2a12h2χyywyy

+ a22h2χ
2
yy + 2µa11h2wxxwyy + 2µa12h2wyyχxx + 2µa21h2χyywxx + 2µa22h2χyyχxx

+ 2(1− µ)a11h2w
2
xy + 4(1− µ)a12h2wxyχxy + 2(1− µ)a22h2χ

2
xy]dΩdt

=

∫ T

0

∫
Ω

[a11h1xw
2
xx + 2a11h1wxxwxxx + 2a21h1xwxxχxx + 2a21h1wxxxχxx

+ 2a21h1wxxχxxx + a22h1xχ
2
xx + 2a22h1χxxχxxx + a11h1xwyy + 2a11h1wyywyyx

+ 2a12h1xχyywyy + 2a12h1χyyxwyy + 2a12h1χyywyyx + a22h1xχ
2
yy + 2a22h1xχ

2
yy

+ 2a22h1χyyχyyx + 2µa11h1xwxxwyy + 2µa11h1wxxxwyy + 2µa11h1wxxwyyx

+ 2µa12h1xwyyχxx + 2µa12h1wyyxχxx + 2µa12h1wyyχxxx + 2µa21h1xχyywxx

+ 2µa21h1χyyxwxx + 2µa21h1χyywxxx + 2µa22h1xχyyχxx + 2µa22h1χyyxχxx

+ 2µa22h1χyyχxxx + 2(1− µ)a11h1xw
2
xy + 4(1− µ)a11h1wxywxyx

+ 4(1− µ)a12h1xwxyχxy + 4(1− µ)a12h1wxyxχxy + 4(1− µ)a12h1wxyχxyx

+ 2(1− µ)a22h1xχ
2
xy + 4(1− µ)a22h1χxyχxyx + a11h2yw

2
xx + 2a11h2wxxwxxy

+ 2a21h2ywxxχxx + 2a21h2wxxyχxx + 2a21h2wxxχxxy + a22h2yχ
2
xx + 2a22h2χxxχxxy

+ a11h2yw
2
yy + 2a11h2wyywyyy + 2a12h2yχyywyy + 2a12h2χyyywyy + 2a12h2χyywyyy

+ a22h2yχ
2
yy + 2a22h2χyyχyyy + 2µa11h2ywxxwyy + 2µa11h2wxxywyy

+ 2µa11h2wxxwyyy + 2µa12h2ywyyχxx + 2µa12h2wyyyχxx + 2µa12h2wyyχxxy

+ 2µa21h2yχyywxx + 2µa21h2χyyywxx + 2µa21h2χyywxxy + 2µa22h2yχyyχxx

+ 2µa22h2χyyyχxx + 2µa22h2χyyχxxy + 2(1− µ)a11h2yw
2
xy + 4(1− µ)a11h2wxywxyy

+ 4(1− µ)a12h2ywxyχxy + 4(1− µ)a12h2wxyyχxy + 4(1− µ)a12h2wxyχxyy

+ 2(1− µ)a22h2yχ
2
xy + 4(1− µ)a22h2χxyχxyy]dΩdt.

(4.75)

A equação obtida em (4.75) é tal que a junção dos termos que possuem derivadas de terceira

ordem coincide com (4.73). Além disso, os demais termos (que envolvem no máximo deri-

vada de segunda ordem) podem ser majorados por
∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt. Então, de (4.74),
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segue que∫ T

0

a(AW,∇W · hT )dt

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

div{h[a11w
2
xx + 2a21wxxχxx + a22χ

2
xx + a11w

2
yy + 2a12χyywyy + a22χ

2
yy

+ 2µa11wxxwyy + 2µa12wyyχxx + 2µa21χyywxx + 2µa22χyyχxx + 2(1− µ)a11w
2
xy

+ 4(1− µ)a12wxyχxy + 2(1− µ)a22χ
2
xy]}dΩdt+O

(∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt

)
.

(4.76)

Aplicando o Teorema da Divergência, obtemos∫ T

0

a(AW,∇W · hT )dt

=
1

2

∫ T

0

∫
Γ

[a11w
2
xx + 2a21wxxχxx + a22χ

2
xx + a11w

2
yy + 2a12χyywyy + a22χ

2
yy

+ 2µa11wxxwyy + 2µa12wyyχxx + 2µa21χyywxx + 2µa22χyyχxx + 2(1− µ)a11w
2
xy

+ 4(1− µ)a12wxyχxy + 2(1− µ)a22χ
2
xy]dΓdt+O

(∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt

)
.

(4.77)

Agora, lembrando que a12 = a21, temos que

(A∆W )TAW =
[
a11∆W + a12∆χ a21∆w + a22∆χ

] [ ∆w
∆χ

]
= a11∆2w + 2a12∆χ∆w + a22∆2χ

= a11(w2
xx + 2wxxwyy + w2

yy) + 2a12(χxxwxx + χxxwyy + χyywxx

+ χyywyy) + a22(χ2
xx + 2χxxχyy + χ2

yy)

= a11w
2
xx + 2a11wxxwyy + a11w

2
yy + 2a12χxxwxx + 2a12χxxwyy

+ 2a12χyywxx + 2a12χyywyy + a22χ
2
xx + 2a22χxxχyy + a22χ

2
yy.

Utilizando (4.61) podemos, facilmente, mostrar que (A∆W )T∆W coincide com a expressão

entre colchetes em (4.77), em Γ. Ou seja,

a11w
2
xx + 2a11wxxwyy + a11w

2
yy + 2a12χxxwxx + 2a12χxxwyy + 2a12χyywxx + 2a12χyywyy

+ a22χ
2
xx + 2a22χxxχyy + a22χ

2
yy

= a11w
2
xx + 2a21wxxχxx + a22χ

2
xx + a11w

2
yy + 2a12χyywyy + a22χ

2
yy + 2µa11wxxwyy

+ 2µa12wyyχxx + 2µa21χyywxx + 2µa22χyyχxx + 2(1− µ)a11w
2
xy + 4(1− µ)a12wxyχxy

+ 2(1− µ)a22χ
2
xy, em Γ.
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Ou ainda,

2a11wxxwyy + 2a12χxxwyy + 2a12χyywxx + 2a22χxxχyy − 2µa11wxxwyy + 2µa12wyyχxx+

2µa21χyywxx + 2µa22χyyχxx + 2(1− µ)a11w
2
xy + 4(1− µ)a12wxyχxy + 2(1− µ)a22χ

2
xy

= 0, em Γ.

(4.78)

Portanto, de (4.77), temos∫ T

0

a(AW,∇W · hT )dt =
1

2

∫ T

0

(A∆W,∆W )[L2(Γ)]2dt+O
(∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt

)
.

Substituindo a igualdade acima em (4.67), obtemos∫ T

0

(A∆2W,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt =− 1

2

∫ T

0

(A∆W,∆W )[L2(Γ)]2dt

+O
(∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt

)
.

(4.79)

(iv) Para a quarta integral em (4.53), temos∫ T

0

(C∆Θ,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt =−
∫ T

0

(C∇Θ,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]4dt

+

∫ T

0

(
∂C∆Θ

∂ν
,∇W · hT )

)
[L2(Γ)]2

dt.

Sendo ∇W · hT = 0 em Γ segue que∫ T

0

(C∆Θ,∇W · hT )[L2(Ω)]2dt = −
∫ T

0

(C∇Θ,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]4dt. (4.80)

Para terminar a demonstração, reescrevemos (4.53) em termos de (4.55), (4.64), (4.79) e (4.80):

(RWt,∇W · hT )[L2(Ω)]2
∣∣T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(ρ1w
2
t + div ρ2χ

2
t )(h1x + h2y)dΩdt+

(G∇Wt,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]2|T0 +

∫ T

0

∫
Ω

[
γ1w

2
tyh1x

2
+
γ1w

2
txh2y

2
+
γ2χ

2
tyh1x

2
+
γ2χ

2
txh2y

2

]
dΩdt

−
∫ T

0

∫
Ω

[
γ1w

2
txh1x

2
+
γ1w

2
tyh2y

2
+
γ2χ

2
txh1x

2
+
γ2χ

2
tyh2y

2

]
dΩdt

−
∫ T

0

∫
Ω

[γ1wtxwtyh2x + γ1wtxwtyh1y + γ2χtxχtyh2x + γ2χtxχtyh1y]dΩdt

− 1

2

∫ T

0

(A∆W,∆W )[L2(Γ)]2dt+O
(∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt

)
−
∫ T

0

(C∇Θ,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]4dt = 0.
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Logo,

− 1

2

∫ T

0

(A∆W,∆W )[L2(Γ)]2dt

= −
∫ T

0

(C∇Θ,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]4dt+O
(∫ T

0

‖Å
1
2W‖2

[L2(Ω)]2dt

)
+O

(∫ T

0

‖PRGWt‖2
[L2(Ω)]2dt

)
+ (RWt,∇W · hT )[L2(Ω)]2

∣∣T
0 + (G∇Wt,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]2

∣∣T
0
.

(4.81)

Agora, note que∣∣∣∣−∫ T

0

(C∇Θ,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]4dt

∣∣∣∣ ≤ c

[∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+

∫ T

0

‖∆W‖2
[L2(Ω)]2dt

]
.

(4.82)

Além disso, como W (T ) = W0 e Wt(T ) = W1, temos

(RWt,∇W · hT )[L2(Ω)]2
∣∣T
0 + (G∇Wt,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]2

∣∣T
0

= (RW1,∇W0 · hT )[L2(Ω)]2 − (RWt(0),∇W (0) · hT )[L2(Ω)]2 + (G∇W1,∇(∇W0 · hT ))[L2(Ω)]2

− (G∇Wt(0),∇(∇W (0) · hT ))[L2(Ω)]2 ≤ c(‖R
1
2W1‖2

[L2(Ω)]2 + (A∆W0,∆W0)[L2(Ω)]2

+ ‖G
1
2∇W1‖2

[L2(Ω)]2‖R
1
2Wt(0)‖2

[L2(Ω)]2 + (A∆W (0),∆W (0))[L2(Ω)]2 + ‖G
1
2∇Wt(0)‖2

[L2(Ω)]2),

(4.83)

visto que

‖∇W0 · hT‖2
[L2(Ω)]2 =

∫
Ω

∣∣∣∣[ w0xh1 + w0yh2

χ0xh1 + χ0th2

]∣∣∣∣2 dΩ

=

∫
Ω

[|w0xh1|2 + |w0yh2|2 + |χ0xh1|2 + |χ0th2|2]dΩ

≤ c

∫
Ω

[|w0x|2 + |w0y|2 + |χ0x|2 + |χ0t|2]dΩ

≤ c‖W0‖2
[H2(Ω)]2

≤ c‖∆W0‖2
[L2(Ω)]2

≤ c(A∆W0,∆W0)[L2(Ω)]2 .

Analogamente,

‖∇(∇W0 · hT )‖2
[L2(Ω)]4 ≤ c(A∆W0,∆W0)[L2(Ω)]2 .

De (4.39) e do fato do semigrupo {eA∗t}t≥0 ser de contração,

‖[W (t),Wt(t),Θ(t)]‖2
H ≤ ‖[W0,W1,Θ0]‖2

H.
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Ou ainda,

(A∆W (0),∆W (0))[L2(Ω)]2 + ‖R
1
2Wt(0)‖2

[L2(Ω)]2 + ‖G
1
2∇Wt(0)‖2

[L2(Ω)]2 + (BΘ(0),Θ(0))[L2(Ω)]2

≤ (A∆W0,∆W0)[L2(Ω)]2 + ‖R
1
2W1‖2

[L2(Ω)]2 + ‖G
1
2∇W1‖2

[L2(Ω)]2 + (BΘ0,Θ0)[L2(Ω)]2 .

Disto e de (4.83) segue que

(RWt,∇W · hT )[L2(Ω)]2
∣∣T
0 + (G∇Wt,∇(∇W · hT ))[L2(Ω)]2

∣∣T
0
≤ c‖[W0,W1,Θ0]‖2

H. (4.84)

De (4.81), (4.82) e (4.84) segue que∫ T

0

(AÅ
1
2W,Å

1
2W )[L2(Γ)]2dt

≤ C

{∫ T

0

[(A∆W,∆W )[L2(Γ)]2dt+ ‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2 + ‖A
1
2
DΘ‖2

[L2(Ω)]4 ]dt+ ‖[W0,W1,Θ0]‖2
H

}
,

o que encerra a demonstração. 2

Passo 2: (Demonstração da desigualdade (4.47)) Multiplicamos a primeira equação de (4.40) por

A−1
D Θ e integramos no tempo e espaço obtendo

∫ T

0

(RWtt −G∆Wtt + A∆2W + C∆Θ, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt = 0 (4.85)

e estimamos essa equação.

(A.1) Para
∫ T

0

(RWtt −G∆Wtt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt, temos

∫ T

0

(RWtt −G∆Wtt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt = (RWt, A

−1
D Θ)[L2(Ω)]2

∣∣T
0
−
∫ T

0

(RWt, A
−1
D Θt)[L2(Ω)]2dt

+(−G∆Wt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2

∣∣T
0

+

∫ T

0

(G∆Wt, A
−1
D Θt)[L2(Ω)]2dt

= (RWt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2

∣∣T
0 + (G∇Wt,∇A−1

D Θ)
∣∣T
0

−
∫ T

0

[(RWt, A
−1
D Θt)[L2(Ω)]2 − (G∆Wt, A

−1
D Θt)[L2(Ω)]2 ]dt.

(4.86)

Pela segunda equação de (4.41), temos

A−1
D Θt = A−1

D B−1C∆Wt − A−1
D (B−1C∆− aB−1N)Θ

= −B−1CWt + (aB−1NA−1
D +B−1C)Θ.
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Substituindo em (4.86), obtemos∫ T

0

(RWtt −G∆Wtt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt

= (RWt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2

∣∣T
0 + (G∇Wt,∇A−1

D Θ)[L2(Ω)]4
∣∣T
0
−
∫ T

0

[(RWt,−B−1CWt)[L2(Ω)]2

+ (RWt, (aB
−1NA−1

D +B−1C)Θ)[L2(Ω)]2 − (G∇Wt,−∇B−1CWt)[L2(Ω)]4

− (G∇Wt,∇(aB−1NA−1
D +B−1C)Θ)[L2(Ω)]4 ]dt

=

∫ T

0

(PRGWt, B
−1CWt)[L2(Ω)]2dt−

∫ T

0

[(RWt, (aB
−1NA−1

D +B−1C)Θ)[L2(Ω)]2

+ (G∇Wt,∇(aB−1NA−1
D +B−1C)Θ)[L2(Ω)]4 ]dt+ (RWt, A

−1
D Θ)[L2(Ω)]2

∣∣T
0

+(G∇Wt,∇A−1
D Θ)[L2(Ω)]4

∣∣T
0

=

∫ T

0

[
−b12c21

d
(ρ1‖wt‖2 + γ1‖∇wt‖2 + ρ2‖χt‖2 + γ2‖∇χt‖2) +

b22c11

d
(ρ1‖wt‖2 + γ1‖∇wt‖2)

+
b11c22

d
(ρ2‖χt‖2 + γ2‖∇χt‖2) +

(
ρ1wt,

b22c12χt − b12c22χt
d

)
−
(
γ1∆wt,

b22c12χt − b12c22χt
d

)
+

(
ρ2χt,

−b12c11wt + b11c21wt
d

)
−
(
γ2∆χt,

−b12c11wt + b11c21wt
d

)]
dt

−
∫ T

0

[(RWt, (aB
−1NA−1

D +B−1C)Θ)[L2(Ω)]2 + (G∇Wt,∇(aB−1NA−1
D +B−1C)Θ)[L2(Ω)]2 ]dt

+ (RWt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2

∣∣T
0 + (G∇Wt,∇A−1

D Θ)[L2(Ω)]4
∣∣T
0
,

com d = b11b22 − b2
12.

Logo,∣∣∣∣∫ T

0

(RWtt −G∆Wtt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt+

b12c21

d

∫ T

0

(
ρ1‖wt‖2 + γ1‖∇wt‖2 + ρ2‖χt‖2

+γ2‖∇χt‖2
)
dt
∣∣

=

∣∣∣∣∫ T

0

[
b22c11

d
(ρ1‖wt‖2 + γ1‖∇wt‖2) +

b11c22

d
(ρ2‖χt‖2 + γ2‖∇χt‖2)

+

(
ρ1wt,

b22c12χt − b12c22χt
d

)
−
(
γ1∆wt,

b22c12χt − b12c22χt
d

)
+

(
ρ2χt,

−b12c11wt + b11c21wt
d

)
−
(
γ2∆χt,

−b12c11wt + b11c21wt
d

)]
dt

−
∫ T

0

[(RWt, (aB
−1NA−1

D +B−1C)Θ)[L2(Ω)]2 + (G∇Wt,∇(aB−1NA−1
D +B−1C)Θ)[L2(Ω)]2 ]dt

+(RWt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2|T0 + (G∇Wt,∇A−1

D Θ)[L2(Ω)]4
∣∣T
0

∣∣∣ .
(4.87)
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Note que pelo Teorema de Green e o fato que wt ∈ [H1
0 (Ω)]2, para qualquer t ∈ [0, T ],

(G∇Wt(t),∇A−1
D Θ(t))[L2(Ω)]4 = (GWt(t),Θ(t))[L2(Ω)]2

≤ Cε‖Wt‖2
[C([0,T ],L2(Ω))]2 +

ε

2
‖Θ(t)‖2

[L2(Ω)]2 .
(4.88)

Além disso, para T ≥ t ≥ 0,

(RWt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2 ≤

ε

2
‖R

1
2Wt(t)‖2

[L2(Ω)]2 + Cε‖A−1
D Θ(t)‖2

[L2(Ω)]2

≤ ε

2
‖R

1
2Wt(t)‖2

[L2(Ω)]2 + Cε‖A−1
D Θ(t)‖2

[H1
0 (Ω)]2

≤ ε

2
‖R

1
2Wt(t)‖2

[L2(Ω)]2 + Cε‖Θ(t)‖2
[H−1

0 (Ω)]2

≤ ε

2
‖R

1
2Wt(t)‖2

[L2(Ω)]2 + Cε‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1

0 (Ω))]2
.

(4.89)

De (4.87), (4.88), (4.89) e usando a contração do semigrupo {eA∗t}t≥0, temos∣∣∣∣∫ T

0

(RWtt −G∆Wtt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt+

b12c21

d

∫ T

0

(
ρ1‖wt‖2 + γ1‖∇wt‖2 + ρ2‖χt‖2

+γ2‖∇χt‖2
)
dt
∣∣

≤ c

{∫ T

0

[‖R
1
2Wt‖[L2(Ω)]2‖∇Θ‖[L2(Ω)]4 + ‖G

1
2∇Wt‖[L2(Ω)]4‖∇Θ‖[L2(Ω)]4 ]dt

+Cε‖Wt‖2
[C([0,T ],L2(Ω))]2 +

ε

2
‖Θ(t)‖2

[L2(Ω)]2 +
ε

2
‖R

1
2Wt(t)‖2

[L2(Ω)]2 + Cε‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1

0 (Ω))]2

}
≤
∫ T

0

[ε‖R
1
2Wt‖2

[L2(Ω)]2 + cε‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4 + ε‖G

1
2∇Wt‖2

[L2(Ω)]4 + cε‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4 ]dt

+
ε

2
‖[W0,W1,Θ0]‖2

H + Cε(‖Wt‖2
[C([0,T ],L2(Ω))]2 + Cε‖Θ‖2

[C([0,T ],H−1
0 (Ω))]2

).

Ou ainda,∣∣∣∣∫ T

0

(RWtt −G∆Wtt, A
−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt+

b12c21

d

∫ T

0

(
ρ1‖wt‖2 + γ1‖∇wt‖2 + ρ2‖χt‖2

+γ2‖∇χt‖2
)
dt
∣∣

≤ ε

(∫ T

0

[‖R
1
2Wt‖2

[L2(Ω)]2 + ‖G
1
2∇Wt‖2

[L2(Ω)]4 ]dt+
1

2
‖[W0,W1,Θ0]‖2

H

)
+ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1

0 (Ω))]2

)
.

(4.90)

(A.2) Para o termo
∫ T

0

(A∆2W,A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt, aplicamos (4.49) e usamos que A−1

D Θ = 0 em Γ,

obtendo∫ T

0

(A∆2W,A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt =

∫ T

0

a(AW,A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt−

∫ T

0

∫
Γ

(
A∆W

∂A−1
D Θ

∂ν

)
dΓdt.

(4.91)
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Lembrando que [H
1
2 (Γ)]2 ↪→ [L2(Γ)]2 e também que a aplicação traço γ̂1 : [H2(Ω)]2 → [H

1
2 (Γ)]2

é contínua, temos∥∥∥∥∂A−1
D Θ

∂ν

∥∥∥∥2

[L2(Γ)]2
= ‖γ1(A−1

D Θ)‖2
[L2(Γ)]2 ≤ ‖γ1(A−1

D Θ)‖2

[H
1
2 (Γ)]2

≤ c‖A−1
D Θ‖2

[H2(Γ)]2

≤ ‖∆A−1
D Θ‖2

[L2(Ω)]2

= c‖Θ‖2
[L2(Ω)]2

≤ c‖Θ‖2
[H1

0 (Ω)]2

≤ c‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2 .

Assim,∫ T

0

∫
Γ

(
A∆W

∂A−1
D Θ

∂ν

)
dΓdt ≤

∫ T

0

[‖A∆W‖[L2(Γ)]2‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2 ]dt

≤ ε

2C

∫ T

0

[‖A∆W‖2
[L2(Γ)]2 + cε

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4 ]dt,

(4.92)

onde escolhemos a constante C sendo a mesma presente em (4.52).

Também, como µ ∈ (0, 1
2
), temos que

a(AW,A−1
D Θ) =

∫
Ω

[AWxxA
−1
D Θxx + AWyyA

−1
D Θyy + µ(AWxxA

−1
D Θyy + AWyyA

−1
D Θxx)

+ 2(1− µ)AWxyA
−1
D Θxy]dΩ

=

∫
Ω

[(AWxx + µAWyy)A
−1
D Θxx + (µAWxx + AWyy)A

−1
D Θyy

+ 2(1− µ)AWxyA
−1
D Θxy]dΩ

≤
∫

Ω

[A(Wxx +Wyy)A
−1
D Θxx + A(Wxx +Wyy)A

−1
D Θyy + AWxyA

−1
D Θxy]dΩ

=

∫
Ω

[A∆WA−1
D Θxx + A∆WA−1

D Θyy + AWxyA
−1
D Θxy]dΩ

=

∫
Ω

[−AWΘxx − AWΘyy + AWxyA
−1
D Θxy]dΩ

=

∫
Ω

[−AW∆Θ + AWxyA
−1
D Θxy]dΩ

=

∫
Ω

[−A∆WΘ + AWxyA
−1
D Θxy]dΩ.
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Logo,

|a(AW,A−1
D Θ)| ≤ c{‖∆W‖2

[L2(Ω)]2‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4 + ‖∆W‖2

[L2(Ω)]2‖A−1
D Θxy‖2

[L2(Ω)]2}

≤ c{‖∆W‖2
[L2(Ω)]2‖∇Θ‖2

[L2(Ω)]4 + ‖∆W‖2
[L2(Ω)]2‖A−1

D Θ‖2
[H2(Ω)]2}

≤ c{‖∆W‖2
[L2(Ω)]2‖∇Θ‖2

[L2(Ω)]4 + ‖∆W‖2
[L2(Ω)]2‖Θ‖2

[L2(Ω)]2}

≤ c{‖∆W‖2
[L2(Ω)]2‖∇Θ‖2

[L2(Ω)]4 + ‖∆W‖2
[L2(Ω)]2‖∇Θ‖2

[L2(Ω)]2}

≤ c‖∆W‖2
[L2(Ω)]2‖∇Θ‖2

[L2(Ω)]4

≤ c(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4 .

(4.93)

De (4.91), (4.92), (4.93) e do Lema 4.10, obtemos∣∣∣∣∫ T

0

(A∆2W,A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt

∣∣∣∣ ≤ c

∫ T

0

[(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2 + ‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4 ]dt

+
ε

2C

∫ T

0

‖A∆W‖2
[L2(Γ)]2 + cε

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4 ]dt

≤ ε

2

∫ T

0

(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2dt+ cε

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt

+
ε

2

(∫ T

0

[(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2 + ‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2

+ ‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4 ]dt+ ‖[W0,W1,Θ0]‖2

H) + cε

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt

≤ ε

(∫ T

0

[(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2 + ‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2 ]dt

+
1

2
‖[W0,W1,Θ0]‖2

H

)
+ cε

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt.

(4.94)

(A.3) Por fim, para o termo
∫ T

0

(C∆Θ, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt, temos∫ T

0

(C∆Θ, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt = −

∫ T

0

(CΘ,Θ)[L2(Ω)]2dt. (4.95)

(A.4) De (4.85), temos

0 =

∫ T

0

(RWtt −G∆Wtt + A∆2W + C∆Θ, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt

=

∫ T

0

(RWtt −G∆, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

(A∆2W + C∆Θ, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt

+

∫ T

0

(C∆Θ, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt.



4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata 133

Logo, ∣∣∣∣∫ T

0

(RWtt −G∆, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ T

0

(A∆2W + C∆Θ, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt +

∫ T

0

(C∆Θ, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt

∣∣∣∣ . (4.96)

Consideremos

k = −b12c21

d
= − b12c21

b11b22 − b2
12

.

De (4.90), temos∣∣∣∣∫ T

0

(RWtt −G∆, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt− k

∫ T

0

(
ρ1‖wt‖2

L2(Ω) + γ1‖∇wt‖2
L2(Ω)

+ρ2‖χt‖2
L2(Ω) + γ2‖∇χt‖2

L2(Ω)

)
dt
∣∣∣

≤
(∫ T

0

[‖R
1
2Wt‖2

[L2(Ω)]2 + ‖G
1
2∇Wt‖2

[L2(Ω)]2 ]dt+
1

2
‖[W0,W1,Θ0]‖2

H

)
c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],L2(Ω))]2

)
.

Portanto,

k

∫ T

0

(ρ1‖wt‖2
L2(Ω) + γ1‖∇wt‖2

L2(Ω) + ρ2‖χt‖2
L2(Ω) + γ2‖∇χt‖2

L2(Ω))dt

≤
∣∣∣∣∫ T

0

(RWtt −G∆, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt

∣∣∣∣+ ε

(∫ T

0

[‖R
1
2Wt‖2

[L2(Ω)]2 + ‖G
1
2∇Wt‖2

[L2(Ω)]2 ]dt

+
1

2
‖[W0,W1,Θ0]‖2

H

)
+ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2

)
.

Substituindo k e (4.96) nesta última expressão, obtemos

− b12c21

b11b22 − b2
12

∫ T

0

(ρ1‖wt‖2
L2(Ω) + γ1‖∇wt‖2

L2(Ω) + ρ2‖χt‖2
L2(Ω) + γ2‖∇χt‖2

L2(Ω))dt

≤
∣∣∣∣∫ T

0

(A∆2W + C∆Θ, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

(C∆Θ, A−1
D Θ)[L2(Ω)]2dt

∣∣∣∣
+ ε

(∫ T

0

[‖R
1
2Wt‖2

[L2(Ω)]2 + ‖G
1
2∇Wt‖2

[L2(Ω)]2 ]dt+
1

2
‖[W0,W1,Θ0]‖2

H

)
+ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2

)
.

(4.97)
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De (4.94), (4.95) e (4.97), obtemos

− b12c21

b11b22 − b2
12

∫ T

0

(ρ1‖wt‖2
L2(Ω) + γ1‖∇wt‖2

L2(Ω) + ρ2‖χt‖2
L2(Ω) + γ2‖∇χt‖2

L2(Ω))dt

≤ ε

(∫ T

0

[(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2 + ‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2 ]dt+
1

2
‖[W0,W1,Θ0]‖2

H

)
+ cε

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+

∫ T

0

(CΘ,Θ)[L2(Ω)]2dt+ ε

(∫ T

0

[‖R
1
2Wt‖2

[L2(Ω)]2

+ ‖G
1
2∇Wt‖2

[L2(Ω)]2 ]dt +
1

2
‖[W0,W1,Θ0]‖2

H

)
+ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2

+‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2

)
.

Ou ainda, (
− b12c21

b11b22 − b2
12

− 2ε

)∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt

≤ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2

)
+ ε

(∫ T

0

[(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2 + ‖[W0,W1,Θ0]‖2
H

)
.

(4.98)

(A.5) Para majorar a norma da componente W , multiplicamos a primeira equação de (4.41) por W

e integramos de 0 a T obtendo∫ T

0

(PRGWtt,W )[L2(Ω)]2dt = −
∫ T

0

(A∆2W,W )[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

(C∆Θ,W )[L2(Ω)]2dt.

Logo,

(P
1
2
RGWtt, P

1
2
RGW )[L2(Ω)]2

∣∣∣T
0
−
∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt

= −
∫ T

0

(A∆2W,W )[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

(C∇Θ,∇W )[L2(Ω)]2dt.

Assim,∫ T

0

(A∆2W,W )[L2(Ω)]2dt

= (P
1
2
RGWtt, P

1
2
RGW )[L2(Ω)]2

∣∣∣T
0
−
∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

(C∇Θ,∇W )[L2(Ω)]2dt

≤ ε‖P
1
2
RGWt(t)‖2

[L2(Ω)]2 + cε‖P
1
2
RGW (t)‖2

[L2(Ω)]2 +

∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt
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+ cε

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2dt+ ε

∫ T

0

‖∆W‖2
[L2(Ω)]2dt

≤ ε‖[W0,W1,Θ0‖2
H + cε‖P

1
2
RGW (t)‖2

[L2(Ω)]2 +

∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt

+ cε

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2dt+ ε

∫ T

0

(A∆2W,W )[L2(Ω)]2dt.

Portanto,

(1− ε)
∫ T

0

(A∆2W,W )[L2(Ω)]2dt ≤
∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt+ cε

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2dt

+‖P
1
2
RGW‖

2
[C([0,T ],L2(Ω))]2

)
+ ε‖[W0,W1,Θ0‖2

H.

(4.99)

Somando (4.98) e (4.99), obtemos(
− b12c21

b11b22 − b2
12

− 2ε

)∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt+ (1− ε)
∫ T

0

(A∆2W,W )[L2(Ω)]2dt

≤ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2

)
+ ε

(∫ T

0

[(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2 + ‖[W0,W1,Θ0]‖2
H

)
+

∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt

+ cε

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖P

1
2
RGW‖

2
[C([0,T ],L2(Ω))]2

)
+ ε‖[W0,W1,Θ0‖2

H.

Ou ainda,(
− b12c21

b11b22 − b2
12

− 2ε− 1

)∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt+ (1− 2ε)

∫ T

0

(A∆2W,W )[L2(Ω)]2dt

≤ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2

+‖P
1
2
RGW‖

2
[C([0,T ],L2(Ω))]2

)
+ 2ε‖[W0,W1,Θ0‖2

H.

(4.100)

Note que devemos ter

b12c21

b11b22 − b2
12

− 2ε− 1 > 0⇒ ε < − b12c21

2(b11b22 − b2
12)
− 1

2

e,

− b12c21

2(b11b22 − b2
12)
− 1

2
> 0⇒ − b12c21

b11b22 − b2
12

> 1.

Também,

1− 2ε > 0⇒ ε <
1

2
.
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Logo, devemos tomar 0 < ε < min

{
1

2
,

b12c21

2(b11b22 − b2
12)
− 1

2

}
. Ainda, a condição H4 sobre o

problema (4.4) implica que − b12c21

2(b11b22 − b2
12)

> 1. Assim, tomando

D = min

{
b12c21

2(b11b22 − b2
12)
− 2ε− 1, 1− 2ε

}
em (4.100), obtemos∫ T

0

(A∆2W,W )[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt

≤ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]4dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2

+‖P
1
2
RGW‖

2
[C([0,T ],L2(Ω))]2

)
+

2ε

D
‖[W0,W1,Θ0‖2

H.

Disto e da definição de norma emH, obtemos∫ T

0

‖[W (t),Wt(t),Θ(t)]‖2
H

=

∫ T

0

(A∆W,∆W )[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

‖P
1
2
RGWt‖2

[L2(Ω)]2dt+

∫ T

0

(B∇Θ,∇Θ)[L2(Ω)]2dt

≤ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 +‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2 + ‖P

1
2
RGW‖

2
[C([0,T ],L2(Ω))]2

)
+

2ε

D
‖[W0,W1,Θ0‖2

H.

(4.101)

Da demonstração da Proposição 4.6,

‖[W (0),Wt(0),Θ(0)‖2
H ≤ ‖[W (t),Wt(t),Θ(t)‖2

H, ∀t ∈ [0, T ]. (4.102)

Da relação (4.42), de (4.101) e (4.102), obtemos

T

[
‖[W0,W1,Θ0‖2

H − 2

∫ T

0

(aNΘ,Θ)[L2(Ω)]2dt− 2

∫ T

0

(B∇Θ,∇Θ)[L2(Ω)]2dt

]
= T‖[W (0),Wt(0),Θ(0)]2H

≤
∫ T

0

‖[W (t),Wt(t),Θ(t)‖2
Hdt

≤ c

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2dt+ ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2

+‖P
1
2
RGW‖

2
[C([0,T ],L2(Ω))]2

)
+

2ε

D
‖[W0,W1,Θ0‖2

H.

(4.103)
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Tomando ε suficientemente pequeno em (4.103), segue que

‖[W0,W1,Θ0‖2
H ≤ cT

(∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2dt+ ‖P

1
2
RGW‖

2
[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2

+‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2

)
.

(4.104)

A desigualdade (4.47) é finalmente obtida de (4.104) e da seguinte proposição:

Proposição 4.11 A desigualdade (4.104) implica a existência de uma constante CT tal que a so-

lução correspondente [W,Wt,Θ] de (4.40) satisfaz

‖P
1
2
RGW‖

2
[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Wt‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2 ≤ CT

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2dt.

Demonstração: Suponhamos que o resultado é falso. Então, existe uma sequência

{[W n
0 ,W

n
1 ,Θ

n
0 ]}∞n=1 ⊂ D(A) e uma sequência de soluções correspondentes {[W n,W n

t ,Θ
n]}∞n=1 ⊂

C([0, T ], D(A)) satisfazendo

‖P
1
2
RGW

n‖2
[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖W n

t ‖2
[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θn‖2

[C([0,T ],H−1(Ω))]2 = 1, ∀n, (4.105)

∫ T

0

‖∇Θ‖2
[L2(Ω)]2dt −→ 0, quando n −→∞. (4.106)

De (4.104) e (4.106) temos que a sequência {[W n
0 ,W

n
1 ,Θ

n
0 ]}∞n=1 é limitada uniformemente em n.

Logo, existe uma subsequência, a qual ainda denotaremos por {[W n
0 ,W

n
1 ,Θ

n
0 ]}∞n=1 e

[W̃0, W̃1, Θ̃0] ∈ H tal que {[W n
0 ,W

n
1 ,Θ

n
0 ]}∞n=1 converge fraco para [W̃0, W̃1, Θ̃0] emH.

De (4.39) e do fato do semigrupo {eA∗t}t≥0 ser de contração, temos

‖[W n,W n
t ,Θ

n]‖H ≤ ‖[W n
0 ,W

n
1 ,Θ

n
0 ]‖H.

Logo, a sequência {[W n,W n
t ,Θ

n]}∞n=1 também é limitada uniformemente em n. Portanto, existe

uma subsequência, a qual ainda denotaremos por {[W n,W n
t ,Θ

n]}∞n=1 que converge fraco estrela

(notação: ∗⇀) em L∞(0, T ;H). Assim, existe [W̃ , W̃t, Θ̃] ∈ L∞(0, T ;H) tal que

[W n,W n
t ,Θ

n]
∗
⇀ [W̃ , W̃t, Θ̃] em L∞(0, T ;H). (4.107)
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Além disso, [W̃ , W̃t, Θ̃] é solução de (4.40) com dados finais [W̃0, W̃1, Θ̃0]. De (4.107),

W n ∗
⇀ W̃ em [L∞(0, T ;H2

0 (Ω))]2,

W n ∗
⇀ W̃t em L∞(0, T ;H1

0,ρ1,γ1
(Ω)×H1

0,ρ2,γ2
(Ω)),

Θn ∗
⇀ Θ̃ em [L∞(0, T ;L2(Ω))]2. (4.108)

Das convergências acima temos {W n}n∈N limitada em [L∞(0, T ;H2
0 (Ω))]2 e {W n

t }n∈N limitada

em L∞(0, T ;H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω)). Pela Proposição 2.35, temos

W n −→ W̃ em C([0, T ], H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω)). (4.109)

Note que

‖P
1
2
RGW

n − P
1
2
RGW̃‖[C([0,T ],L2(Ω))]2 = ‖P

1
2
RG(W n − W̃ )‖[C([0,T ],L2(Ω))]2

= ‖W n − W̃‖C([0,T ],H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω)).
(4.110)

Logo, de (4.109), segue que

P
1
2
RGW

n −→ P
1
2
RGW̃ em [C([0, T ], L2(Ω))]2. (4.111)

Agora, para [W n
0 ,W

n
1 ,Θ

n
0 ] ∈ D(A) = {[V0, V1,Θ0] ∈ [H2

0 (Ω)]2 × [H1
0,ρ1,γ1

(Ω) × H1
0,ρ2,γ2

(Ω)] ×

[L2(Ω)]2; ÅV0 ∈ H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)} temos que a solução [W n,W n
t ,Θ

n] ∈ C([0, T ], D(A))

e [W n
t ,W

n
tt ,Θ

n
t ] ∈ C([0, T ],H). Logo,

W n ∈ [C([0, T ], H2
0 (Ω))]2,

W n
t ∈ [C([0, T ], H2

0 (Ω))]2,

Θn ∈ [C([0, T ], H2
0 (Ω) ∩H1

0 (Ω))]2,

ÅW n ∈ C([0, T ], H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)).

E,

W n
t ∈ [C([0, T ], H2

0 (Ω))]2,

W n
tt ∈ C([0, T ], H−1

0,ρ1,γ1
(Ω)×H−1

0,ρ2,γ2
(Ω)),

Θn ∈ [C([0, T ], L2(Ω))]2.
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Também, temos que a solução [W n,W n
t ,Θ

n] de (4.40) satisfaz{
RWtt −G∆Wtt + A∆2W + C∆Θ = 0,
BΘt + C∆Θ− aNΘ− C∆Wt = 0.

Logo,

PRGW
n
tt = −C∆(∆W n)− A∆Θn. (4.112)

Na sequência, consideremos a extensão

P ∗RG : [L2(Ω)]2 −→ {[H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]

′}2

Z 7−→ P ∗RGZ : H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω)→ R ;

〈P ∗RGZ, V 〉{[H2(Ω)∩H1
0 (Ω)]

′}2×[H2(Ω)∩H1
0 (Ω)]2 = (Z, PRGV )L2(Ω), a qual é invertível e é uma isometria.

De (4.108), {W n}n∈N é limitada em [L∞(0, T ;H2
0 (Ω))]2. Logo, {∆W n}n∈N é limitada

em [L∞(0, T ;L2(Ω))]2. O que implica {∆W n}n∈N limitada em [L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]

′
)]2.

Consequentemente, {C∆2W n}n∈N é limitada em [L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]

′
)]2.

Novamente, de (4.108), {Θn}n∈N é limitada em [L∞(0, T ;L2(Ω))]2. Logo, {∆Θn}n∈N é limi-

tada em [L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω)]

′
]2. Assim, {A∆Θn}n∈N é limitada em [L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩

H1
0 (Ω)]

′
]2. Como PRGW

n
tt = −C∆(∆W n) − A∆Θn, segue que W n

tt é limitada em

[L∞(0, T ;L2(Ω))]2. Mais uma vez, de (4.108), {W n
t }n∈N é limitada em L∞(0, T ;H1

0,ρ1,γ1
(Ω)×

H1
0,ρ2,γ2

(Ω)). Como H1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H1
0,ρ2,γ2

(Ω) ↪→ [L2(Ω)]2, pela Proposição 2.35, temos

W n
t −→ W̃t em [C([0, T ], L2(Ω))]2. (4.113)

Ainda, de (4.108), {Θn}n∈N é limitada em [L∞(0, T ;L2(Ω))]2 e {W n
t }n∈N é limitada em

L∞(0, T ;H1
0,ρ1,γ1

(Ω) × H1
0,ρ2,γ2

(Ω)). Logo, {∆Θn}n∈N é limitada em [L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩

H1
0 (Ω)]

′
]2 e {∆W n

t }n∈N é limitada em L∞(0, T ;H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)). Como

Θt = B−1A∆Wt − (B−1A∆− aB1N)Θ,

segue que {Θn}n∈N é limitada em [L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]

′
]2. Pela cadeia de imersões

[L2(Ω)]2 ↪→ H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω) ↪→ {[H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]

′}2

temos, pela Proposição 2.35, que

Θn −→ Θ̃ em C([0, T ], H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)). (4.114)
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De (4.111), (4.113), (4.114) e tomando o limite em (4.105),

‖P
1
2
RGW̃‖

2
[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖W̃t‖2

[C([0,T ],L2(Ω))]2 + ‖Θ̃‖2
[C([0,T ],H−1(Ω))]2 = 1, ∀n. (4.115)

Na sequência vamos mostrar que W̃ = 0, W̃t = 0 e Θ̃ = 0, obtendo uma contradição com (4.115).

Para Θ̃, pela desigualdade de Poincaré, temos

0 ≤
∫ T

0

‖Θn‖2
[L2(Ω)]2dt ≤

∫ T

0

‖∇Θn‖2
[L2(Ω)]4dt. (4.116)

De (4.106) e (4.116), {Θn}n∈N é limitada em [L∞(0, T ;L2(Ω))]2. Logo, existe z ∈

[L2(0, T ;L2(Ω))]2 tal que

Θn ⇀ z em [L2(0, T ;L2(Ω))]2 ↪→ L2(0, T ;H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)). (4.117)

De (4.114),

Θn ⇀ Θ̃ em C(0, T ;H−1
ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)) ↪→ L2(0, T ;H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)). (4.118)

De (4.113), (4.114) e unicidade do limite fraco, z = Θ̃ em L2(0, T ;H−1
0,ρ1,γ1

(Ω) × H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)).

Mas z ∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]2), logo

Θn ⇀ Θ̃ em [L2(0, T ;L2(Ω))]2. (4.119)

De (4.116)

Θn −→ 0 em [L2(0, T ;L2(Ω))]2. (4.120)

De (4.119), (4.120) e da unicidade do limite fraco segue que Θ̃ = 0 em [L2(0, T ;L2(Ω))]2. Como

[L2(0, T ;L2(Ω))]2 ↪→ L2(0, T ;H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)), de (4.114), temos

Θ̃ = 0 em C([0, T ], H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)). (4.121)

Temos, então, que [W̃ , W̃t, 0] é uma solução fraca de (4.40), logo{
RW̃tt + A∆2W = 0,
−C∆Wt = 0.

(4.122)

De (4.122)2 e do fato que W̃t ∈ C([0, T ], H−1
0,ρ1,γ1

(Ω)×H−1
0,ρ2,γ2

(Ω)) segue que{
∆W̃t = 0 em Ω,

W̃t = 0 em Γ.
(4.123)
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Portanto, W̃t = 0 em Ω. O que implica W̃tt = 0 em Ω. Assim, de (4.123) e (4.40)
∆2W̃ = 0 em Ω,

W̃ = 0 em Γ,

∂W̃

∂ν
= 0 em Γ.

O que implica W̃ = 0 em Ω.

Mostramos que W̃ = 0, W̃t = 0 e Θ̃ = 0. Uma contradição com (4.115). 2

Com a proposição anterior concluímos a validade da desigualdade (4.47) para dados

[W0,W1,Θ0] em D ((A∗)2). A controlabilidade exata do problema (4.4) é obtida da desigualdade

(4.47) e por um argumento de densidade, tal controlabilidade é apresentada no principal teorema

deste capítulo:

Teorema 4.12 O problema (4.4) é exatamente controlável no tempo arbitrário T > 0. Isto é,

para qualquer T > 0 e dados [Z0, Z1,Ψ0], [ZT
0 , Z

T
1 ,Ψ

T
0 ] ∈ H, podemos encontrar uma fun-

ção controle U ∈ [L2(0, T ;L2(Ω))]4 tal que a solução correspondente [Z,Zt,Ψ] de (4.4) satisfaz

[Z(T ), Zt(T ),Ψ(T )] = [ZT
0 , Z

T
1 ,Ψ

T
0 ].

Demonstração: Já vimos que a desigualdade (4.47) é válida para dados [W0,W1,Θ0] ∈ D ((A∗)2).

Para [W0,W1,Θ0] ∈ H obtemos que a desigualdade (4.47) é válida usando um argumento de den-

sidade. De fato, como D ((A∗)2) é denso em H temos que dado [W0,W1,Θ0] ∈ H existe uma

sequência [W n
0 ,W

n
1 ,Θ

n
0 ] ⊂ D ((A∗)2) tal que

[W n
0 ,W

n
1 ,Θ

n
0 ] −→ [W0,W1,Θ0] em H. (4.124)

De (4.47), ∫ T

0

‖∇Θn(t)‖2
[L2(Ω)]4dt ≥ CT

∥∥∥∥∥∥
 W n

0

W n
1

Θn
0

∥∥∥∥∥∥
2

H

, (4.125)

onde Θn é a componente térmica da solução [W n,W n
t ,Θ

n] correspondente aos dados [W n
0 ,W

n
1 ,Θ

n
0 ].

Tomando o limite em (4.125) e considerando (4.124), obtemos∫ T

0

‖∇Θ(t)‖2
[L2(Ω)]4dt ≥ CT

∥∥∥∥∥∥
 W0

W1

Θ0

∥∥∥∥∥∥
2

H

, (4.126)
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ou seja, a desigualdade (4.47) é válida para dados [W0,W1,Θ0] ∈ H. Portanto, conforme

vimos anteriormente, a validade de (4.126) é equivalente a sobrejetividade de LT ∈

L([L2(0, T ;L2(Ω))]4,H). Isto prova que o problema (4.4) é exatamente controlável. De fato, con-

siderando a forma abstrata (4.33) do problema (4.4) e sendo LT sobrejetora, dado V ∈ H tal que

V = V1 − eAtV0, (4.127)

com V0, V1 ∈ H, existe um controle U ∈ [L2(0, T ;L2(Ω))]4 tal que

LTU = V. (4.128)

Substituindo (4.127) em (4.128) obtemos

V = V1 − eAtV0 =

∫ T

0

eAtBU(t)dt.

Logo,

VU(T ) = eAtV0 +

∫ T

0

eAtBU(t)dt.

Assim, obtemos uma solução VU(·) de (4.33) tal que VU(T ) = V1 e VU(0) = V0. Ou seja, (4.33) é

exatamente controlável. Sendo (4.33) a formulação abstrata do problema (4.4) com V =

 Z
Zt
Ψ


e V0 =

 Z0

Z1

Ψ0

, o resultado segue.

2
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