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RESUMO

A presente tese tem como objetos de estudo dois problemas: 1°) uma equagdo semi-
linear do tipo de onda de sexta ordem; 2°) um sistema termoeléstico acoplado. Para o estudo da
existéncia e unicidade de solucdo utilizamos a teoria de semigrupos de operadores lineares em am-
bos os problemas. Nosso foco principal € obter a controlabilidade desses sistemas. Para o primeiro
problema obtemos primeiramente a controlabilidade aproximada do sistema linear associado por
meio de um resultado de C-semigrupo devido a H. Leiva (ver [18]), o qual permite reduzir o
problema de controlabilidade ao estudo da controlabilidade de uma familia de sistemas de dimen-
sdo finita. Obtida a controlabilidade do problema linear, adaptamos um resultado de [19], onde
foi estudado a controlabilidade aproximada de sistemas semilineares com impulso, para obter a

controlabilidade aproximada do sistema semilinear.

Para o segundo problema, estudamos a controlabilidade exata utilizando a técnica de
multiplicadores para obter uma desigualdade de observabilidade motivados por [1], onde foi estu-
dado o sistema com apenas uma temperatura. Para colocar o problema com duas temperaturas nos

inspiramos em [31].

Palavras chave: Semigrupos de operadores lineares, controlabilidade aproximada,

controlabilidade exata, equac¢do do tipo de onda, sistema termoeldstico.



ABSTRACT

The present thesis has as object of study two problems: 1°) a sixth order wave type
semilinear equation, 2°) a coupled thermoelastic system. For the study of the existence and uni-
queness of solution we use the theory of semigroups of linear operators in both problems. Our
main focus is obtain the controllability of these systems. For the first problem firstly we get the
approximate controllability of the associated linear system through of a Cj-semigroup result due to
H. Leiva (see [|8]) which reduces the controllability problem to the study of the controllability of
a family of finite dimension systems. Obtained the controllability of the linear problem we adapted
aresult of [19] where the approximate controllability of semilinear impulse systems was studied to

get the approximate controllability of the semilinear system.

For the second problem we study the exact controllability using the technique of mul-
tipliers to obtain an inequality of observability motivated by [|] where the system with only one

temperature was studied. To pose the problem with two temperatures in the we inspired by [31].

Palavras chave: Linear operators semigroups, approximate controllability, exact con-

trollability, wave type equation, thermoelastic system.
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CapriTULO 1

INTRODUCAO

No estudo de problemas envolvendo equagdes diferenciais parciais dependentes do
tempo existem algumas técnicas matemdticas que podem ser utilizadas para estudar a controla-
bilidade destes sistemas. Existem também alguns tipos diversos de controlabilidade, aqui estamos
interessados em controlabilidade aproximada e controlabilidade exata. O problema de controlabi-
lidade de sistemas de equagdes de evolucdo consiste em: dados 7" > 0 e {2 C R"™ um subconjunto
aberto, podermos obter, para todo dado inicial, controles conduzindo o sistema a um estado dese-
jado no instante 7', no caso de controlabilidade exata, ou conduzindo o sistema a uma vizinhanca
de um estado desejado no instante 7', no caso de controlabilidade aproximada. Os controles sdo
funcdes que podem agir sobre a fronteira [' de {2 (ou numa parte de I') no caso de problemas na
fronteira, ou podem agir sobre €2 (ou sobre um subconjunto de {2) no caso de problemas internos.
Em geral, a obten¢do da controlabilidade depende da escolha do espago dos dados iniciais, do

espaco dos controles e do tempo de controle.

Neste trabalho estudamos dois problemas: um sistema semilinear do tipo de onda de
sexta ordem e um sistema linear termoeléstico acoplado. Para o primeiro problema estudamos
controlabilidade aproximada e para o segundo, controlabilidade exata. Em ambos os problemas,
fizemos o estudo utilizando operadores abstratos, considerando operadores lineares nio limitados
em espacos de Hilbert convenientes. A principal ferramenta aqui empregada € a teoria de semigru-
pos de operadores lineares. Para a obten¢do da controlabilidade aproximada do primeiro problema
aplicamos uma técnica muito utilizada por H. Leiva ([18], [19], [20]), onde o problema de contro-

labilidade € reduzido ao estudo da controlabilidade de uma familia de sistemas de dimensao finita.
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J4 a controlabilidade exata do segundo problema foi obtida por meio da técnica presente em [1], a

qual utiliza multiplicadores para obter uma desigualdade de observabilidade.

A organizagdo deste trabalho € feita como se segue.

1.1 Preliminares

No Capitulo 2 apresentamos definicdes e resultados referentes aos espacos de Sobolev, teoria de

distribui¢cdes, andlise funcional e semigrupos lineares.

1.2 Controlabilidade Aproximada para Sistemas Lineares e Se-
milineares: Uma Aplicacao para uma Equacao do Tipo de
Onda de Sexta Ordem

No Capitulo 3, nas se¢des 3.1 e 3.2, estudamos a controlabilidade aproximada de equacdes lineares
da forma

2= Az(t) + Bu(t), t > 0, (1.1)

e de equagdes semilineares
2\ = Az(t) + Bu(t) + F(z2(t),u(t)), t > 0, (1.2)

onde Z, U sdo espagos de Hilbert, A : D(A) C Z — Z é o gerador de um Cj-semigrupo
{T(t)}ssoem Z, B € L(U,Z), u € L*(0,7;U) e o termo ndo linear F : Z x U — Z é uma

funcdo Lipschitziana.
Os resultados apresentados nestas duas primeiras se¢oes podem ser encontrados em [5] e [36].

Na sec¢do 3.3, aplicamos os resultados estudados nas duas se¢des anteriores para obter a controlabi-
lidade da seguinte equacdo semilinear do tipo de onda de sexta ordem com condicdes de fronteira
de Dirichlet:

Yt = aAy - A2y - AQytt + U(t, SL’) + f(tv Y, Y, U(t, .T)) cm (07 T) X Qa
y=Ay=0 em (0
y(0,2) = yo(x), 4:(0, 2) = y1(x) e
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onde ) é um aberto limitado de R™ com fronteira de classe C*, o controle u € L?([0, 7]; L*(Q)),
Yo, y1 € H*(Q2) N HL(Q) e o termo ndo linear f : [0,7] x R x R x R — R € uma fungfo continua

tal que existem constantes ¢y, c1, 2, c3 € R satisfazendo

\f(t, z,v,u)| < o+ ar|z] + calv] + cslul, V(¢ z,v,u) € [0,7] x R x R x R.

A equagdo do tipo (1.3); foi introduzida por Philip Rosenau em [33] com f tendo ca-
racterizacoes especificas. Essa equac@o possui muitas caracteristicas similares a equacao de Bous-

sinesq, a qual pode ser expressa das seguintes maneiras:

Yt + YYzzzx — Yzz = ﬁ(yQ)zm

Yt — VYzatt — Yzx = 5(92);535

Equacgdes de Boussinesq foram estudadas, por exemplo, em [25] e [38].

Em [34] e [39] foi estudado o problema de existéncia e unicidade de solucao para a
equacao
Yt — QY + Upgrr T Ugzzatt = O | Yz |Z;;7

com dados iniciais tomados em espagos de Sobolev de ordem fraciondria.

Em nosso trabalho, o problema (1.3) serd considerado como uma equagao abstrata num
espaco de Hilbert adequado, a saber, H?(Q)NHJ () x H*(Q)N HJ (). A fim de obter a existéncia
e unicidade de solucdo aplicaremos um lema devido a H. Leiva, publicado em [ 8], obtendo que o
sistema (1.3) gera um Cp-semigrupo. Aplicando, entdo, a teoria de semigrupos lineares obtemos
a existéncia e unicidade de solu¢do. O lema citado € frequentemente utilizado nos trabalhos de H.
Leiva, trata-se de um resultado muito importante por trazer uma caracterizacao especifica para o

Cp-semigrupo, a qual é primordial para desenvolver os resultados de controlabilidade.

Estudamos primeiramente o sistema linear correspondente (f = 0 em (1.3)), obtendo a
controlabilidade por meio de uma caracterizacdo algébrica. A controlabilidade aproximada do sis-
tema linear juntamente com as hipdteses sobre f nos permitird obter a controlabilidade aproximada

de (1.3) utilizando a proposta de [19].
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1.3 Controlabilidade Exata para um Sistema Termoelastico com
Controle Somente nas Componentes Térmicas

No Capitulo 4, estudamos a controlabilidade exata para o sistema termoelastico

przw — NAzy + a1 A%z + a12A% + 11 AY + c1pAp = 0 em (),
P&t — V2 A& + ag1 A%z + age A€ + 91 Ath + coaAp = 0 em (), (1.4)
b11¢t =+ blggpt — CHA@D — CIQAQD —+ a(@b — QD) — CHAZt — ClgAgt = le(ﬂ) cm Q, ’
ba1¢s + baopr — a1 AY — A — CLW - <P) — Az — coAE = div(ﬁ) em (),
com condi¢des de fronteira
(
y=0= % em X,
15,
55058—5 em >, (1.5)
 v=0=¢p em2,
e condicdes iniciais
{ Z(t = 0) = 20, Zt(t = 0) = Z1, g(t = 0) = 60, gt(t = O) = 51 cm Q, (1 6)
Y(t =0) =1y, p(t =0) = o em (), '

onde 2 C R? é um conjunto aberto e limitado com fronteira I" suficientemente regular, (z,y)
denota um ponto de 2, ¢ a varidvel de tempo, @ = (0,7) x Qe ¥ = (0,7 x I'. Os deslocamentos
sdo denotados por z e £ e as temperaturas por ¢ e ¢. O operador div denota o divergente dos vetores

(que s@o os termos de controle) w(z,y) = [ui(z,y),us(x,y)] e v(z,y) = [v1(z,y), va(z, y)], isto

é, div(T) = % + %—1;2 e div(7) = % N 83_22'
Definindo o espago H; , . (Q) x Hg ,, ., () por
Hy() x Hy() seyi,72 >0,
Hy, 0 (Q) x Hy o () = HY Q) x L2(Q) sevy; > 0,7, =0,

L*(Q) x Hy(Q) sey = 0,7 >0,
LY(Q) x L*(2) sey1 =12 =0,

mostramos a boa colocag@o do sistema termoeldstico ndo controlado (z = 0 = v em (1.4)) para

dados iniciais (20, &0, 21, &1, %0, wo) € H = [H(Q)]* x Hy ,, ., (Q) x Hy,, ., () x [L*(Q)]*.

0,p2,72
A existéncia, unicidade e regularidade de soluc@o é dada por meio da teoria de semi-

grupos de operadores lineares.
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Para obter a controlabilidade exata do problema (1.4) — (1.6) no intervalo de tempo
[0, T'], provaremos que para (2, &9, 21, 1, %o, po) € (28, &L, 21, €5 4L, pl) dados iniciais e finais,

(Q)x H}

0.pems () X [L?(Q)]?, existem controles

respectivamente, no espago H = [Hg(Q)]*x Hj ,

adequados u,v € [L*(0,T; L*(2))]? tal que a solugdo correspondente (z, &, 2, &, 1, @) de (1.4) —

(1.6) satisfaz no tempo final 7',

(2(T), &(T), 2(T), &(T), ¥(T), (T)) = (25, &5 21,61, ¥ Po )-

Desta forma, o deslocamento serd controlado exatamente pelo meio indireto de colocar o termo de

controle na componente térmica.

Trabalhamos com o problema (1.4) — (1.6) escrito na forma matricial:

( RZtt — GAZtt =+ AAzz =+ CA\IJ = O cm Q,
BU, — CAV + aNV — CAZ, = divU em Q,
A
Z=0= 8— em X, (1.7)
ov
U = em X,
\ Z(t—O) Zo, Zt(t—O) Zl, \I/(tZO) = \PO cm Q,

onde

(3 2]

A= [aij]2x2, B = [bij]2><2; C= [Cij]2><27 N = [(—1)i+j]2x2-

S{IN
1

Impomos algumas condi¢des sobre o sistema,
Hy : As matrizes A, B e C sdo definidas positivas;
Hy : Os pardametros a, pi, p2, V1, V2, 11, 12, G2, bi1, bia, baa, ci1, C12 € cop sdo positivos;

H3 : bllbgg — b%Q > 0;
bllb22 - b%z

Co1 < —b—, se blg > 0,
H4 . 12
biibas — b7
Co1 —b—m, se b12 < 0.
12

O principal resultado deste capitulo € o seguinte:
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Teorema 1.1 O problema (4.4) é exatamente controldvel no tempo arbitrdrio T > 0. Isto €,
para qualquer T > 0 e dados [Zy, Z1, V|, [ZL, Z], Wl € H, podemos encontrar uma fun-
¢cdo controle U € [L*(0,T; L*(Q))]* tal que a solugdo correspondente [Z, Z;, V] de (4.4) satisfaz
Z(T), 2T, W(T)] = (2, 2T, W

A metodologia aplicada na demonstracdo do teorema acima consiste no argumento
classico de mostrar a sobrejetividade da aplicagdo de controlabilidade L (veja, por exemplo, o
Lema 4.9 para a defini¢do desta aplicagcdo). Estabelecer a sobrejetividade para L € equivalente a

obter a seguinte desigualdade de observabilidade para alguma constante C > 0:

2

T W()
/O VO pedt = Cr ||| Wh : (1.8)

©o |||y

onde O é a componente térmica do seguinte sistema termoeldstico retrégado, adjunto com respeito

a(L.7):

( Rth — GAth + AAQW + CABG =0 cm Q,
BO, + CAO —aNO — CAW, =0 em (),
W=0= 8_W em X,
0=0 em X,

(L W(T) =Wy, W(T) =Wy, O(T) =0, em (),

_ | w _ 0 _ | P 0 ol m 0
S B b3 B K R B
A=

[aij]2x2, B = [bij]2><27 C= [Cij]2><27 N = [(—1)i+j]2x2-

onde

Para obter (1.8) fazemos uso de uma técnica de multiplicadores com o multiplicador escolhido

sendo A;'©, onde o operador Ap denota o Laplaciano com condigdes de fronteira de Dirichlet.



CAPITULO 2

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos alguns resultados e defini¢des da teoria de distribuicoes,
espacos de Sobolev, Andlise funcional e semigrupos de operadores lineares. Muitas demonstra-
coes foram omitidas, mas indicamos referéncias para a verificacdo. Os resultados presentes neste

capitulo serdo utilizados nos capitulos seguintes.

2.1 Espacos Funcionais

2.1.1 Distribuicoes

Sejam x = (1,9, ...,2,) pontos do R" e & = (v, @s..., ), n-uplas de niimeros
inteiros ndo negativos. Considerando || = ay + ag... + o, € al = aqlas!...a,! denotaremos o

operador derivagdo em R" por
olel

D* =
0x 1 0xy?...0xen

Seja €2 um aberto do R" e ¢ : {2 — R. Definimos o suporte da fungdo ¢ em {2 e deno-
tamos por supp(p) o fecho em 2 do conjunto {z € 2; ¢(z) # 0}. Quando supp(y) é compacto,
dizemos que ¢ tem suporte compacto em (2. Denotaremos por C3°(€2) o conjunto das funcdes
v : 2 — R que sdo infinitamente diferenciaveis em €2 e que possuem suporte compacto.

O espago das fungoes testes de 2, D(€2), € o espago C3°(2) munido da seguinte nogdo

de convergéncia: Dada uma sucessdo {y, } de fungdes de C5°(2) e ¢ € C°(2) dizemos que
v, — pem D(Q) (2.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2 tal que
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(i) supp(p,) C K, Yvesupp(p) C K;

(i) D%p, — D*p uniformemente sobre K, Va € N,

Uma distribuigdo sobre €2 € uma forma linear sobre D({2) que € continua no sentido da
convergéncia dada em (2.1). Denotaremos por D'(€2) o espaco vetorial das distribui¢cdes sobre ).

Diremos que {7}, }, uma sucessao de elementos de D’(£2) converge para 7' € D’'({2) e escreveremos
T, = TemD'(Q)

quando

(T, 0) = (T, ), Yo € D(Q).

Dada uma distribuicdo 7" sobre (2 e @ € N”, a derivada distribucional de ordem « da

distribuicdo 7', denotada por DT, é dada por

(DT, p) = (=1) (T, D*p) , Y € D(Q).

Com essa defini¢do, uma distribui¢do 7' € D’({2) possui derivada distribucional de

todas as ordens e D*T" € D'(Q2) e além disso a aplicagdo

D(Q)

D> :D'(Q)
T DT

%
H
¢ linear e continua.

2.1.2 Espacos LP(1)

Sejam (2 um subconjunto do R™ e p um ndmero real tal que 1 < p < oo. Denotaremos
por LP(2) o espago vetorial das (classes de) fun¢des mensurdveis u, definidas em €2 tais que |u|? é

Lebesgue integravel sobre ). O espago L”(2) munido da norma

o = ( [ |u<x>|pda:>’l’

¢ um espaco de Banach.
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Se define por L>°(2) o conjunto das fungdes u : € — R tais que u é mensurdvel e
existe uma constante C' tal que |u(x)| < C' para quase todo x € 2. Uma norma em L>({2) é dada
por

||| (@) = inf{C; |u(x)| < C q.s. em Q}

a qual o torna um espaco de Banach.

Em particular, L2(Q), com o produto interno

(u,v) = /Qu(x)v(x) dx

e anorma |u|®> = (u, u), é um espago de Hilbert.

1 1
Seja 1 < p < oo. Diz-se que p’ € o indice conjugado de p se — + — = 1.
p P

Proposicao 2.1 (Desigualdade de Young) Se a e b sdo niimeros reais ndo negativos entao
ab b

ab < — + —

p p

/

1 1
sempre que 1 <p <ooe—-+— =1
p P

Demonstracao: Ver [3]. O

Observacao 2.2 ([3], p. 92) A desigualdade de Young também pode ser utilizada na forma

’ __1_
ab < ea? + CH’, com C,=¢ »1,

Proposicdo 2.3 (Desigualdade de Holder) Sejam v € LP(Q) e v € LP(Q) com 1 < p < .
Entdo uv € L'(Q) e

/Qluv| < |lul|zo@l|vl] L () -

Demonstracao: Ver [3]. O

Proposicao 2.4 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v € LP(Q2) e 1 < p < o0 entdo

w4+ v|ze) < |Jullre@) + [Vl 2r@)-

Demonstracao: Ver [27]. O
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2.1.3 Espacos de Sobolev

Sejam 2 um aberto do R", 1 < p < cocem > 1. O espaco de Sobolev W™P()
é o espaco vetorial de todas as fungdes de LP((2) tais que D*u € LP(S)), para todo o < m.

Simbolicamente,

WmP(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(Q), V|a| < m}.
Uma norma em W™?(2) é dada por

[Kl— /Q|Dau(:p)|p dr, se 1 < p < o0,

laf<m

HUHWWW(Q) = Z Sug ess |D%u(z)|, sep = oo,

la<m faS
a qual o torna um espaco de Banach. No caso p = 2, escreve-se W™?(Q)) = H™(2) e munindo-o

com o produto interno

(u, ) gm0y = Z /QDau(x)Dav(x) dx,

laj<m

temos um espacgo de Hilbert.

Define-se o espago ;""" () como sendo o fecho de C§°(£2) em W™P((2), ou seja,

——WmP(Q

(O M (0))

Teorema 2.5 (Desigualdade de Poincaré) Seja () C R™ aberto e limitado. Se 1 < p < oo entdo

existe uma constante C = C(S), p) tal que
HuHLp(Q) < OvaHLP(Q), Yu € Wol’p(Q).

. - , 1 P
Em particular, a expressdo ||Vp||r») é uma norma em Wy*(2), a qual é equivalente a norma

induzida por W17 (Q).

Demonstracao: Ver [3]. O
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Quando {2 € limitado em alguma dire¢do z; de R" e 1 < p < oo entdo a norma em

WP (§2) dada por

P = 32 [ IDu(@) da

|al=m
¢ equivalente a norma induzida por W™P(€).
Representa-se por W ~"* (Q) o dual topolégico de W"*(Q2),onde 1 < p < coep' é

o indice conjugado de p. Por H~"™({)) denota-se o dual topoldgico de HJ*(€2).

Seja 2 C R™ um aberto limitado com fronteira I bem regular. A seguir, caracterizamos
o espago LP(I'), 1 < p < o0, e 0 espago H*(I'), para s € R, s > 0. Com D(I") representamos o
espaco vetorial das fungdes reais v definidas em I, possuindo derivadas parciais continuas de todas

as ordens.

Denotando por dI' a medida sobre I' induzida pela medida de Lebesgue, definimos o

espaco LP(I") como sendo o espago das fun¢des somdveis sobre I" para a medida dI" com a norma

ol ey = / (@) dT, 1< p < oo,

HUHLOO (r) = Supess lv(z)], p = oo.
zel’

Consideramos {(Uy, ¢1), ..., (Uk, o)} um sistema de cartas locais para I', e funcdes testes

01,0, ...,0, no R" tais que

k
supp(6;) C Uy, i = 1,2,...,k, Y Oi(x) =1,z €T,

i=1

Dada uma funcio ¢ definida em I, paratodo: = 1,2, ..., k, seja

[ (0:0) (g (2',0)) sex’ € Qy=(0,1)"1
o) ={ § erems )

Definimos o espagco H*(I'), para s € R, s > 0, como sendo o espago vetorial das func¢des ¢

definidas em I tais que ¢; € H*(R""!) paratodoi = 1,2, ..., k, munido da norma

[El Z 4]

Temos que H*(I") é um espago de Hilbert sendo D(I") denso em H*(I).

Hs (Rn 1

Para mais detalhes dos espacgos definidos acima, veja [28].
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Teorema 2.6 (Green) Se uw € H*(Q2) e w € H(Q) entdo

/(Au)w dx + / VuVw dr = / @w dar.
Q Q r Ov

Demonstracao: Ver [7]. O

Definicao 2.7 Seja Q2 C R"™ um subconjunto aberto, limitado e bem regular. Definimos a aplicagdo

trago (de ordem m), por

m—1
v HMQ) — [ HEED)
j=0
u — (Vou, U, ... Vm—lu)a
m m—j—2 ajf re)
onde y; : H™(Q2) — H™ 77 2('); ;€ = i | VE € D).
r

Em [6], verifica-se que a aplicagdo traco (de ordem m) € linear, continua, sobrejetiva e

ker(v) =771 ({0}) = Hg" ().

Exemplo 2.8 1) A aplicagdo traco (de ordem 1), é dada por

v: HY(Q) —  HYT)
uo e U=,

com ker(yu) = H}(Q);

2) A aplicagdo traco (de ordem 2) de u sobre T, é dada por

v H*2Q) — H3() x HY(T)
u = yu=(Yu, Nu),

com ker(yu) = HZ(Q).
Agora, definimos
HO(Q) = {u € L*(Q); Aue L*(Q)}
munido do produto interno
(u,v)0 = (U, v)r2(0) + (Au, Av)p2(q); Yu,v € HO(Q),

que o faz um espacgo de Hilbert.
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Proposicao 2.9 (12 Férmula de Green Generalizada): Para todo u € H°(Y) e todo v € H?*(Q)

tem-se:

(Au, v)r2@) — (u, Av)r2) = (N, 70'U>H*3/2(F),H3/2(F) - <'70u>71U>H*1/2(F),H1/2(F)'

Demonstracao: Ver [6]. O

2.2 Espacos de Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,7"; X) o espago localmente con-
vexo completo das fungdes vetoriais ¢ : (0,7') — X infinitamente diferencidveis com suporte
compacto em (0,T). Dizemos que uma sucessio (¢,) C D(0,T’; X') converge para ¢ € D(0,T; X)
e denotamos:

Pv — ¥, cm D(07T7X>

Se€

(i) Existe um compacto K de (0,T) tal que supp(ip,) e supp(p) estdo contidos em K, para todo
2

k dk:

(i) Paracada k € N, p em X, uniformemente em ¢ € (0, 7).

R v _) _
FTEASRETT

O espaco das aplicacdes lineares continuas de D(0,7") = D(0,7;R) em X serd de-
notado por D'(0,7; X), ou seja, S € D'(0,7;X)se S : D(0,T) — X é linear e se #, — 6 em
D(0,T) implicar que (S, 6,) — (S,0) em X. Diremos que

S, — S, em D'(0,T; X),

Se€

(S,,8) — (S,0), VY8 € D(0,T).

O espaco D' (0, T; X) equipado com a convergéncia acima é denominado espaco das distruibuicoes

vetoriais de (0,7") com valores em X.
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Denota-se por L2(0,T; X) o espago das (classes de) fungdes vetoriais u : (0,7) — X

mensuraveis em (0,7"), (0,7") dotado da medida de Lebesgue, tais que
T
/ () et < oo
0

Em particular, se X é um espago de Hilbert, entdo L?(0,7’, X) munido do produto

interno
T
(U>U)L2(0,T,X) :/ (u(t),v(t))xdt
0

também € um espaco de Hilbert.

2.3 Operadores em Espacos de Hilbert

Nesta sec¢do, quando ndo mencionado, Z representa um espaco de Hilbert real com

produto interno (-, -) e norma || - ||.

Teorema 2.10 (de Representacdo de Riesz-Fréchet) Seja Z um espaco de Hilbert. Dada ¢ € Z'

(espaco dual de 7)), existe uma vnica f € Z tal que
(pou) = (f,u), Vue Z

Além disso,

£z = llellz

Demonstracao: Ver [3]. O

Definicao 2.11 Seja Z um espaco de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a : Z X Z — R é

(i) continua se existe uma constante C' tal que

|a(u, v)| < Cllullzllvllz, Yu,v € Z;

(ii) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > a|jv||3, Yo € Z.
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Teorema 2.12 (Lax-Milgram) Seja a uma forma bilinear, continua e coerciva. Entdo para toda

p € Z' existe um tinico u € Z tal que
a(u,v) = (p,v), Yv € Z.
Além disso, se a é simétrica entdo u se caracteriza pela propriedade

weEZe %a(u,v) — (¢, v) = min {%a(v,v) - <g0,v>} |

veZ

Demonstracao: Ver [3]. O

Teorema 2.13 Sejam V e Z espacos de Hilbert com V' — Z(imersdo continua), sendo V' denso
em Z. Considere A um operador definido pela terna {V, Z, a}. Se a é uma forma bilinear, continua

e coerciva em V, entdo, para cada f € Z, existe um tinico u € D(A) tal que Au = f.

Demonstracao: Ver [7]. O

Teorema 2.14 Seja A um operador definido pela terna {V,Z a} comV — Z, V denso em Z e
a uma forma bilinear e continua. Suponhamos que V' estd contido estritamente em Z e que a seja

coerciva. Entdo, A é um operador ndo limitado de Z.

Demonstracao: Ver [7]. O

Definicao 2.15 Seja A um operador linear em um espaco de Hilbert Z. Assuma que o dominio
de A, D(A), é denso em Z. Entdo, o operador adjunto A* : D(A*) C Z — Z de A ¢ definido
da seguinte maneira: o dominio D(A*) de A* consiste de todos y € Z tal que existe y* € Z

satisfazendo

(Az,y) = (z,y"), Yo € D(A).

Para cada y € D(A*) o operador adjunto A* é definido, em termos de y*, por

A*y =vy".
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Proposicao 2.16 Seja Z um espaco de Hilbert e A : Z — Z um operador linear limitado bijetivo

com A limitado. A inversa (A*)™! existe e
(A*)—l — (Afl)*.
Demonstracao: Ver [106]. O
Definicio 2.17 Sejam E e F espagos vetoriais normados. Denotamos por L(E, F) o espago dos
operadores lineares e continuos de E em F', munido da norma
1Tl ey = sup  ||Tz|r.

zeE;||z)| p<1

Quando E = I escrevemos simplesmente L(E) = L(E, E).

Defini¢ao 2.18 Um operador P € L(Z) é uma projecdo se P*> := PP = P e um operador

projecdo é chamado ortogonal se P* = P.

Definicao 2.19 Seja {E, },cn uma sequéncia de subespagos fechados de Z. Dizemos que Z é uma

soma Hilbertiana dos E,, quando:

(i) os E, sdo dois a dois ortogonais, ou seja, (u,v) = 0, para todo u € E,, e paratodov € E,,,

comn # m;

(ii) O espago vetorial gerado pelos subespagos E,, é denso em Z, ou seja, o conjunto das com-

binagoes lineares finitas de elementos de F,, é denso em Z.

Se Z € uma soma Hilbertiana dos FE,, denotamos
Z=E..

Demonstragdes para os proximos resultados desta se¢do podem ser encontradas em [7].

Teorema 2.20 Sejam Z = @, E, e Py, : Z — E,, a projecdo de Z sobre E,, definida por

Pg, u = u,. Entdo,
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a) u= Zun ou seja, nhrgoZuk = u, para todo u € Z;

n=1

b) ||u|* = Z |u,||? (Identidade de Bessel-Parseval).

n=1

Prova-se também que a projecdo Pg, : Z — E, C Z é um operador linear e continuo.

Definicao 2.21 Seja {e,, }nen uma sequéncia de elementos de 7 tal que

(i) ||len|| = 1 para todo n € N;
(ii) (en,em) = 0 para todo n # m;

(iii) O espago gerado pelos e,, n € N, é denso em Z.
Nestas condi¢des, dizemos que {e,, },en € uma base Hilbertiana de Z.
Proposicio 2.22 Seja {e, }nen uma base Hilbertiana de Z. Entdo,

oo
Z u, e,)en e ||ul]? = Z\ u, e,)]
n=1

Quando Z admite uma base Hilbertiana, podemos obter uma sequéncia, { F, } ,en, de

subespacos fechados de Z de modo que Z = &, E,,.
Teorema 2.23 Todo espago de Hilbert separdvel admite uma base Hilbertiana.

Definicao 2.24 Um conjunto de vetores A C Z é dito ortogonal quando (u,v) = 0 para todo

u,v € A comu # v. Um conjunto é dito ortonormal quando for ortogonal e, além disso,

para todo u € A.

Definicao 2.25 Seja A um conjunto ortonormal no espaco de Hilbert Z. A é dito completo se ndo

existir outro conjunto ortonormal contendo A, ou seja, A deve ser o conjunto ortonormal maximal.

Proposicao 2.26 Seja Z um espaco de Hilbert ndo trivial. Entdo, qualquer conjunto ortonormal

pode ser extendido a um conjunto ortonormal completo.
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2.4 Mais Alguns Resultados

Nesta sec@o enunciamos mais alguns resultados utilizados no texto.

Teorema 2.27 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Sejam X um espaco métrico completo ndo

vazio e S : X — X uma contragdo, isto é,
d(Sxy, Swo) < kd(xq,22), Vry, 29 € X, comk < 1.

Entdo S tem um tinico ponto fixo, x = S(x).

Demonstracao: Ver [16], p. 300. a

O resultado a seguir € uma consequéncia do Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 2.28 Sejam E um espaco vetorial normado e F C E um subespago vetorial tal que

F +# E. Entdo, existe f € E', f # 0, tal que

(f,x) =0, Yx € F.
Demonstracao: Ver [3]. O
O proximo resultado € uma consequéncia do Teorema da Aplicagdo Aberta.

Teorema 2.29 Sejam F e I espacos de Banach e T' : E — F um operador linear, continuo e

bijetivo. Entdo,

(i) T~ é um operador linear e continuo de F sobre E;

(ii) Existem m, M > 0 tais que m||z||g < | Tx|r < M| x|

B, paratodo r € E.

Demonstracao: ver [7]. O
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Teorema 2.30 (Operador Linear Fechado) Seja T' : D(T) — F um operador linear, onde
D(T) C E e E, F sdo espagcos normados. Entdo T é fechado se, e somente se, tem a seguinte

propriedade: Se x,, — x, onde {x,}nen C D(T'), e Tx,, — y, entdo x € D(T) e Tx = y.
Demonstracao: Ver [16]. O

Lema 2.31 Sejam E e F espagos de Banache T : E — F. Se D(T') = E entdo T é fechado se,

e somente se, T’ é continuo.

Demonstracao: Ver [7]. O

Teorema 2.32 Sejam E e F espagos de Banach e A : D(A) C E — F um operador linear néo

limitado que é densamente definido e fechado. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
(i) A é sobrejetivo, isto é, Im(A) = F;
(ii) Existe uma constante c tal que
Jof] < el|A%f], Vv e D(AY);
(iii) ker(A*) = {0} e Im(A*) é fechado.

Demonstracao: Ver [3], p. 47. O

Teorema 2.33 (da Regularidade Eliptica) Seja Q) C R" um aberto de classe C*? com fronteira T
limitada. Seja f € L*(Q) e u € H} () satisfazendo

/VuV@+/ugp=/fgo, Vi € H ().
Q Q Q

Entdo, u € H*(Q) e ||ullp2@) < || f]lL2), onde c é uma constante dependendo somente de Q.

Além disso, se §) é de classe C™ 2 e f € H™(R), entdo
u € H™2(Q) com wll gmr2y < |l fllam -

Em particular, se f € H™(§2) com m > g entdo u € C*(Q). Se Q) é de classe C* e f € C>=(1)),

entdo u € C=(Q).
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Demonstracao: Ver [3], p. 298. O

Exemplo 2.34 1) Seja Q C R"™ um aberto de classe C* com fronteira I limitada. Segue da

regularidade eliptica que dado g € L*(RY), a solugéo v do problema

{Av:g em ()

v=20 em I,
pertence a H*(Q) e
[v][r2() < cllgllr2@),

com a constante c independente de g.

2) Seja Q C R"™ um aberto de classe C* com fronteira ' limitada. Segue da regularidade

eliptica que dado g € L*(Q), a solugcéo v do problema

A%y =g em (;
v=Av=0 em T,

pertence a H*(Q)) e
[l zs0) < ellgllza @),

com a constante c independente de g.

Proposicao 2.35 Sejam X, B e Y espacos de Banach tais que X C B C Y com injecdo com-

OF
pacta e F' um conjunto de fungées. Se F' é limitado em LP(0,T;X) com1 < p < o0 e e

0
{a—{; fe F} é limitado em L' (0, T;Y') entdo F é relativamente compacta em LP(0,T; B). Se F

é limitada em L>°(0,T;X) e e é limitada em L7 (0,T;Y), comr > 1, entdo I é relativamente
compacta em C(0,T; B).

Demonstracao: Ver [35], p. 85. g

O proximo resultado pode ser encontrado em [22], p. 492.

Teorema 2.36 (Teorema da Divergéncia) Seja () C R" aberto e limitado, com fornteira I sufi-

cientemente regular. Considere X : Q C R" — R"; X = (ay,as,...,a,) coma; : @ — R,
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i = 1,2,...,n, um campo de vetores de classe C* e v = (v1,1,...,1,) 0 campo de vetores

unitdrios normais apontando para fora de ). Nestas condigoes,

/dideQ:/X-de,
Q T

. 8@1 8a2 8an

X=—"4+ =24 42

onde div A + ot + + oz,
2.5 Semigrupos Fortemente Continuos de Operadores Lineares

Limitados

Nesta secdo, quando ndo mencionado, consideramos X um espaco de Banach e Z um

espaco de Hilbert.

Definicao 2.37 Seja X um espago de Banach. Uma familia {T'(t)}:>o de operadores lineares
e limitados de X em X ¢ um semigrupo fortemente continuo (ou, Cy-semigrupo) se satisfaz as

seguintes condigoes:

(i) T(0) = I;
(ii) T(t+s) =T(t)T(s), paratodot,s > 0;
(iii) Para todo xo € X, T(t)xq € fortemente continuo em t = 0, ou seja,

t—0t

Definicdo 2.38 O gerador infinitesimal A de um semigrupo {T'(t)}1>0, em um espago de Banach

X, é o operador definido por:
T _
Axr = lim W)z -z

t—0+ t ’
sempre que o limite existe. O dominio de A, D(A), é o conjunto formado pelos elementos de X

para o qual o limite existe.

O préximo teorema apresenta algumas propriedades importantes dos Cy-semigrupos.
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Teorema 2.39 Seja {T'(t)}1>0 um Co-semigrupo sobre um espaco de Banach X. As seguintes

propriedades sdo satisfeitas:

(a) |T(t)

é limitada em todo intervalo limitado de |0, +00);
(b) T'(t) é fortemente continuo em todo t € |0, +00), ou seja, se t € [0,+00) entdo

IimT(s)x =T(t)z, Vx € X;

s—t
(c) Paratodo x € X, vale que

1
lim — [ T(s)zds=x.

t—0+ ¢ 0

Demonstracao: Ver [10]. O

Teorema 2.40 Se {T'(t)}>¢ € um Cy-semigrupo entdo existem M > 1 e w € R tais que

1T ) |lex) < Me™, Vi > 0.

Demonstracao: Ver [37], p. 41. a

Definicdo 2.41 Um Cy-semigrupo {T'(t)}+>o € dito do tipo (M,w) com M > 1 e w € R se para
cadat > 0

IT(®)llecx) < Me*.

Um Cy-semigrupo {T'(t) }+>0 € chamado um Cy-semigrupo de contragées se é do tipo (1,0), isto é,
se para cadat > (

1T ]eex) < 1.

Algumas propriedades a respeito do gerador infinitesimal A de um Cj-semigrupo sio

dadas pelo proximo teorema. Antes, enunciamos a seguinte defini¢ao:
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Definicdo 2.42 Seja T' um Cy-semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. Considerando A° = I,

Al = A e, supondo que A"! esteja definido, definimos A™ por:
DA™ ={z e X;x € D(A" ) e A" 'x € D(A)},

Atz = A (A '2), Vo e D(AY).

Teorema 2.43 (a) Se x € D(A) entdo T (t)x € D(A), paratodot > 0;

(b) L(T(t)x) = AT(t)x = T(t)Ax, para todo x € D(A), t > 0;

(c) %(T(t)x) = A"T'(t)x = T(t)A"x, para todo x € D(A™), t > 0;

t
(d) T(t)x —x = / T(s)Axz ds, para todo x € D(A);
0

¢ ¢
(e) / T(s)x ds € D(A), A/ T(s)x ds = T(t)x — z, para todo x € X e D(A) é denso em
0 0
X;

(f) A é um operador linear fechado,

(g) ﬂ D(A™) é denso em X.

n=1

Demonstracao: Ver [10]. O

Proposicao 2.44 Se A é o gerador de um Cy-semigrupo {T'(t)}i>o, entdo para todo x € D(A™),
S(t)x € C"*([0,00), D(A¥)), k =0,1,...,n.

Demonstracao: Ver [13], p. 19. a

Definicao 2.45 Seja A um operador linear sobre um espaco de Banach X. O conjunto resolvente
de A é definido por

p(A) ={N € C; \[ — A: D(A) — X ébijetore (A — A)™* € L(X)},
onde L(X) € o espaco de todos os operadores lineares e limitados de X em X. Para \ € p(A), o

operador (\I — A)~' é chamado operador resolvente. O conjunto o(A) = C\p(A) é denominado

o0 espectro de A.
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Observacio 2.46 (1) Se p(A) # & entdo A é fechado, ou seja, seu grdfico
G(A) ={(z, Az); = € D(A)}

é um subespago fechado de X x X. De fato, se p(A) # & entdo existe A € C tal que \I — A :
D(A) — X é bijetor e (N — A)™' € L(X). Consideremos {x,} C D(A) tal que z,, — = e

Az, — y. Devemos mostrar que x € D(A) e Az = y. Note que

e, — Ax, = Ax —y

Ty = (M — AN — Az, = (M — A Az, — Axy,).

Ou seja, v = (A — A)"*(A\x —y). Isto é, v € D(A) e \v — Ax = A\x —y. Ou ainda, * € D(A) e

Axr =y.

(2) Se A é fechado entdo, pelo Teorema do Grdfico Fechado, temos que o conjunto resolvente de
Aé

p(A) ={A € C; A\l — A: D(A) — X é bijetor}
De fato, como A é fechado, pelo Teorema do Grdfico Fechado, A é continuo. Assim, A\I — A é um

operador linear e continuo e, sendo \I — A bijetor segue que (\I — A)~! é linear e continuo. Ou

seja, (N[ — A)™' € L(X).

Defini¢ao 2.47 A familia R(\ : A) = (M — A)~', X € p(A), de operadores lineares limitados é

chamada resolvente de A.

Definimos, para todo A > 0, a aproximacao de Yosida de A por
Ay = MR A) = XR(A: A) — AL
Teorema 2.48 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}+>0 em X. Se A, é a

aproximagdo de Yosida de A entdo

T(t)x = lim ez, parax € X.

A—00
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Demonstracao: Ver [32], p. 21. O

Observacao 2.49 Um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal A é igual a e** quando A é um
operador limitado. Veja [32], p. 32. Quando A é um operador ndo limitado, o teorema acima nos

mostra em que sentido T'(t) é "igual"a e™'.

Para o espago de Banach X consideremos o seu dual X . Denotamos z* € X aplicado
emz € X por (z*,z) ou (x,x*). Para cada x € X definimos o conjunto dualidade
F(z) ={z" € X; («",2) = [l2|* = [l2"|*}.

Defini¢ao 2.50 Um operador linear A é dissipativo se para cada x € D(A) existe um x* € F(x)

tal que Re(Ax,z*) < 0.

Observacio 2.51 No caso em que X = H é um espaco de Hilbert com produto interno (.,.), um
operador linear A : D(A) C H — H é dissipativo se, para cada © € D(A), (x, Az) < 0. Ver
[371, p. 59.

Teorema 2.52 Seja A um operador linear com dominio D(A) denso em um espago de Hilbert H.
Se A é dissipativo e 0 € p(A), entdo A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes

em H.

Demonstracao: Ver [260], p. 3. O

Lema 2.53 Se A é um operador limitado em X entdo A* é um operador limitado em X' e ||A|| =

1A
Demonstracao: Ver [32], p. 38. O

Corolario 2.54 Seja X um espago de Banach reflexivo e {T'(t)}+>o um Cy-semigrupo com gera-
dor infinitesimal A. Definindo T* : [0,00) — L(X') por T*(t) = [T(t)]*, Vt > 0, temos que

{T*(t) }1>0 € um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal A*.
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Demonstracao: Ver [32], p. 41. O

O préximo lema é de extrema importincia para este trabalho. E o resultado que uti-
lizaremos para provar que o operador, no problema que estudaremos no Capitulo 3, gera um Cjy-

semigrupo.

Lema 2.55 ([/8]) Sejam Z um espago de Hilbert separdvel e { Ay, }n>1, { Pn}n>1 duas familias de
operadores lineares e limitados em Z com { P, },>1 uma familia completa de proje¢des ortogonais
tais que:

A,P,=P,A,, n>1.

Defina a seguinte familia de operadores lineares
T(t)z = ZeA"tPnz, zeZ, t>0.

n=1

Entdo:

(a) T(t) é um operador linear e limitado se ||e’t|| < g(t), n = 1,2,..., para alguma fungdo

continua a valores reais g(t) > 0, t > 0.

(b) Sob a condi¢do anterior {T (t)}>0 € um semigrupo fortemente continuo no espago de Hilbert

Z, cujo gerador infinitesimal A é dado por

Az =Y " APz, z € D(A),

n=1

con

D(A) = { € 2 3 [ AnPusl < oo} .

n=1

(¢) O espectro, o(A), de A é dado por
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Demonstragio: (a) Suponhamos que existe g : [0,00) — R continua tal que |e?!|| < g(#),

n=1,2,...,logo

1T (t)z||* = Antp 2

< Z le Paz|® < Z le 1121 Pz
Zg N Pzl

= g(t)QZ 12 2]1*
= g(t)*|]=II*.

IN

Assim, ||T'(t)z]| < g(t)||z|| e, portanto, | T'(¢)|| = sup ||T(t)z]] < g(t). Isso mostra que T'(¢) é
llzll=1

limitado. A linearidade de T'(t) segue da linearidade de P,. Portanto, T'(t) € £(Z). Ou seja, T'(t)

¢ linear e limitado.

(b) Vamos provar, primeiramente, que {7'(t) };>0 é um Cy-semigrupo. Temos

(1) T(0)z = Z OB,z = Z P,z = z. Logo, T'(0) = I,

n=1 n=1
(i)
o0 o0 [e.9]
s)z = Z e P T(s)z = Z et p, (Z gAms mz>
n=1 n=1 m=1
o0
= ZeA"teA"sPnz
n=1
(o)
= ZeA"(HS)P z
n=1

= T(t+s)z;
(i4i)

IT(t)z — 2|I*
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IA

9]
>l =171 Paz)?
n=1

(e 9]

N
= S et — IRzl S [lett — 1P| Pz ?
n=1

n=N-+1

N 00
< sup et —IIP> PPk > 1Pzl
n=1

1<n<N n=N-+1

oo
onde k > sup |le" — I|*>. Agora, note que Z |P.z||* = ||z||* (ou seja, a série é conver-
n>1;0<t<1

gente). Assim, dado € > 0, existe NV € N tal que

n=1

[e.e]

Pzl < <.
> 1Pl <

n=N+1

€

Também, podemos escolher ¢ < 1 tal que sup HeA"t -1 H2 < Logo,

1<n<N 2|z

N
€ ke
Tz — 2|2 < —— P, 2|2+ —
T =21 < g MRl + g

€
= I=1* +
2|21

= €.

€

2

Portanto,

lim [|[T(t)z — 2|| =0, Vz € Z.
t—0t
De (7), (ii) e (4ii) segue que {7'() }+>o € um semigrupo fortemente continuo.

Agora, seja A o gerador infinitesimal de {7'(¢) };>0 € D(A) seu dominio. Logo, para z € D(A),

temos, por defini¢do, que

Z eAntp o — Z P,z Z(eA"t — )P,z
T(t)z — — — —
Az = lim —( )2~z = lim =1 n=1 = lim =1 )
t—0+ t t—0+ t t—0+ t

Como eA™! ¢ um Cy-semigrupo cujo gerador infinitesimal é A,,, segue que
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o0

E (et — )P,z - e
— nt ]
P, Az =P, | lim "= —- P, ( lim (G—)Pnz>

t—0+ t

— t—0+ t
Ant [
= lim (e )sz
t—0t t
= A, P,z

Assim,

Na sequéncia, considere

D= {z € 7, Z | A, Ppz|* < oo} :

n=1

Vamos mostrar que D(A) = D. Seja z € D(A). Pelo que foi feito, temos P, Az = A, P, z. Assim,
Z | AnPpz||? = Z | P, Az||? = ||Az||> < 0o (pois, z € D(A)).

Logo, z € D. O que mostra que D(A) C D.

Seja, agora, z € D entdo Z APz =1y € Z. Seja z, = Z P, z, entdo

n=1 n=1
T(t)z, — =z i

. k— %k

lim — = E_ AP,z

De fato,

00 00
E eAntPnZk — E P,z
= n=1

T(t)zk — Zk

lim —22% % — iy 2=L

t—0+ t t—0+ t
Z(GA"t — ])Pnzk
n=1

= lim
t—0+ t
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k k
Portanto, z;, € D(A) e Az, = ZAnPnz. Por fim, como klim 2z, = lim P,z = Z P,z =z,
—00

k—)oo
n=1
temos

k—o0

Az =A <lim zk> = kh_}ngo Az = iAnPnz =.
n=1

Logo, z € D(A) e Az = y. Com isto, provamos que D C D(A). Concluimos, entdo, que
D(A) = D.

(¢) Provar o item (c) é equivalente a provar que

o(A,) Ca(A)eo(A) C UO’(A_)
n=1 n=1
Para provar a primeira parte, mostraremos que p(A) C ﬂ p(A,). De fato, seja A € p(A). Entio,
n=1

M — AV Z — D(A) é um operador linear limitado. Precisamos mostrar que
p q
(A — A_m)*1 : R(Pn) — R(Pp)

existe e, € limitado para m > 1.

Suponhamos que (Al — A,,) P,z = 0, entdo

(M = A)Ppz =Y (M —A,)P,Pnz = (M = Ay)PyPyz

n=1
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O que implica que P,,z = 0. Logo, A\I — A,, é injetor.

Agora, dado y € R(P,,) queremos mostrar que existe w € R(P,,) tal que (A — A,,)w = 3. Note

que, como A € p(A), existe z € Z satisfazendo

o0

(M —A)z=> (M — A,)Pz=y.

n=1

Aplicando P, em ambos os lados dessa equagdo obtemos
Pp(M — A)z = (M — Ap) Pz = (M — APz = Py = y.

Portanto, (\] — A,,) : R(P,,) — R(P,,) é uma bije¢do. Como A,, é fechado, entio, pelo Teorema
do Gréfico Fechado

M€ p(Ay,) ={) € C; M — A, ébijecio} = {\ € C; (A — A,,)"" é limitada},

para todo m > 1. Assim, provamos que

Agora, vamos provar que

Recordemos que se A € o(A), entdo ocorre algum dos seguintes casos:

(1) A€ o,(A) ={A € C; A— Al ndo ¢ injetor};

(2) A €0,(A)={)\ € C; A— ) éinjetor, mas R(A — \) # Z};

(3) A€ 0.(A) ={\eC; A— X éinjetor, R(A— X)) = Z, mas R(A— ) # Z}.
Assim,

(1) Se A — I ndo € injetor, entdo existe z € Z ndo nulo tal que (A — AI)z = 0. Logo,

[e.e]

D (An = AP,z

n=1

0=PFP,,0="P,(A—=A)z=P,, = P, APz — APy P2

= A, Pnyz— APz

= (A, — M) Py, 2.
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2

3)

o0
Note que existe n tal que P,z # 0, pois se P,z = 0 paratodo n € N, entdo z = Z P,z =

n=1

0, o que € absurdo ja que z # 0. Assim, A € o(A4,,) e, portanto, \ € U a(A,).

n=1

Se R(A — A\I) # Z entdo existe zy € Z nao nulo tal que

(z0, (A= X)z) =0, Vz € D(A).
Mas, como (A — X\ )z = Z(A_” — M) P,z segue que

n=1

<ZO, i(A_n— AI)Pnz> =0, Vz € D(A).

n=1

Agora, como 2 # 0 entdo existe ng tal que P, 2y # 0. Consequentemente,

n=1

0= <zo, > (A, - M)Pnz> = (20, (Any = M) Prgz) = (20, (Ang = M) P Py 2)

- <ZO’ Pno(Ano - )‘I>Pnoz>

(Pry20y (Ang — M) Py 2).

Assim, R(A,, — Al) # P,,Z. Portanto, A € 0(A,,) C U a(A,).
n=1

Suponhamos que A — AI é injetor, R(A — M) = Z e R(A — A\I) C Z e, suponhamos, por
absurdo, que \ € (U 0<A_n)) . Note que
n=1

(Uam) < (Uetm) = N - o
Logo, A € p(A,), para todo n > 1. Entio,

A, = M :R(P,) = R(P,)

é inversivel, com (A, — A\I)~! limitada.

Em consequéncia, para todo z € D(A) obtemos que

P(A=X)z=(A; — NPz, j=1,2,...,
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ou ainda,

(A; = A 'Piz(A= M)z =Pz, j=1,2,...
Agora, posto que D(A) é denso em Z, podemos estender o operador
(A — M)~ Pyz(A — AT)
a um operador limitado 7} definido sobre Z, tal que

Tiz=(A; = AX)'"Piz(A=XN)z=Piz, V2 € Z, j=1,2,....

1Tl =Pl <1, j=12,....
Como R(A — X)) = Z, temos que

I(A, = AD)7Y <1, j=1,2,.... (2.2)
Agora, vamos mostrar que R(A — A\I) = Z. De fato, dado z € Z, definamos y como

y=) (4 —A)"'F.
j=1

De (2.2) temos que y estd bem definido. Vejamos, agora, que y € D(A) e (A—AI)y = z. Sabemos
que

y€D(A) &)y 4Pyl < co.

Por outro lado, temos que

> 1A Pyl? = ZHA J— AT PP = ZHI A(A; = AN Pz |
j=1
Assim,
ZIIA y||2<z I+ M = ADT DIPzI? <Y (L + AD?(IP2]
j=1

= (L4 D22l < oo
Logo, y € D(A)e (A — Al)y = z. Portanto, R(A — A\I) = Z. O que é uma contradi¢do. Logo,
re | Ja(4n). O
n=1

O préximo lema € uma reciproca do lema anterior e foi obtido de [36].
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Lema 2.56 Seja Z um espago de Hilbert separdvel e { A, }n>1, {Pn}n>1 duas familias de opera-
dores lineares e limitados em Z, com { P, },>1 uma familia completa de projecdes ortogonais, tais
que

APy = PyAy, mn=1,2,.... (2.3)

Se o operador

Az =Y " APz, z € D(A),

n=1

D(A) = { € 7 3 [ AnPusl < oo} ,

n=1

com

gera um Cy-semigrupo {T'(t) }+>o, entdo

T(t)z = Z e'Pz 2 € 7.

n=1

Demonstracdo: Se zy € Z, entdo P,zy € D(A) e a solugio do problema

L0 e

¢ dada por z,(t) = T'(t) P, zo.

Do Teorema de Hille-Yosida podemos deduzir que se um operador comuta com o gerador de um

Cy-semigrupo entdo este operador comuta com o semigrupo. Portanto, de (2.3) obtemos

ZPT )20 = ZT )P, 2. (2.5)

Por outro lado, como z,,(¢) é uma solucdo de (2.4), obtemos
2 (t) = Az, (t) = AT(t) Pozg = Z A P T(t) Pozg = AT (1) Pozg = AnZy(t).

Assim,

zn(t) = AP 2y = T(t)P,zo

e, de (2.5) concluimos que

oo
= g et P 2.
n=1
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2.5.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Seja X um espago de Banache A : D(A) C X — X um operador linear. Iniciamos

com o problema de Cauchy abstrato homogéneo

{ x = Azx(t), t>0, (2.6)

z(0) = .
Por solug@o de (2.6) entende-se toda fungdo = : Ry — X, continua para ¢ > 0, continuamente

diferencidvel para ¢t > 0, tal que z(t) € D(A) paratodo ¢t > 0 e que satisfaz (2.6).

Observacio 2.57 (i) Se A é o gerador de um Cy-semigrupo {T'(t)}1>o, 0 problema (2.6) tem
uma tinica solu¢do para todo xy € D(A) e esta solucdo é dada por x(t) = T(t)xq (ver
[32], p. 100). Tanto para xoy € D(A) quanto para xy € D(A™) C D(A), a regularidade da

solucdo é dada pela Proposicdo 2.44.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t)}+>0 e xo € X entdo existe uma
tnica fungdo v : Ry — X dada por x(t) = T(t)x¢ para cada t > 0, solugdo moderada
(veremos mais sobre esta solugcdo no decorrer desta sec¢do) de (2.6) e sendo {T'(t)}+>0 um

Co-semigrupo é imediato que x € C([0,00), X). Ver [32], p. 105.
Além das consideracdes da observagdo anterior, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.58 Se A ¢é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}>¢ entdo para cada
o € D(A) existe uma unica fungdo x : R, — X dada por x(t) = T(t)xo para cadat > 0

solugdo cldssica de (2.6) e

z € C([0,00); D(A)) N C*([0,00), X).
Demonstracao: Ver [37], p. 46. a

Observacio 2.59 Note que se {T'(t) }:+>0 é um Co-semigrupo de contragdes entdo ||z(t)|| < xq, Vt >
dx(t)

0 e, do item (ii) do Teorema 2.43, pm

‘ < ||Azo|, Vt > 0.
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Agora, consideremos o problema de Cauchy nao homogéneo, para uma equacao linear,

no espago de Banach X:

{ o' = Ax(t) + f(t), t >0,

z(0) = xg, x9 € X. 27

onde, f : [0,7) — X e A: D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo
{T(t)}tZD em X.

Definicdo 2.60 Uma funcdo = : [0,T) — X ¢é uma solugdo cldssica do problema (2.7) se é
continua em [0, T), continuamente diferencidvel em (0,T), z(t) € D(A) para todo 0 <t < T e,

além disso, satisfaz (2.7) em [0, T).
Definicdo 2.61 Sejam A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t)}i>0, z0 € X e f €
LY0,T; X). A fungdo x € C([0,T], X) dada por
t
x(t) = T(t)zo +/ T(t—s)f(s)ds; 0<t<T, (2.8)
0

é denominada solu¢do moderada (solugdo mild) do problema (2.7) em [0, T).

Teorema 2.62 Se f € L'(0,T; X) entdo para todo xo € X, o problema de Cauchy (2.7) tem, no

mdximo, uma solucdo (cldssica). Se tem solucdo, esta solugdo é dada por (2.8).

Demonstracao: Ver [32], p. 106. O

Considerando A : D(A) € X — X um operador linear, fechado e densamente
definido em X e f € L'(0,T; X), de [2] temos que se A € o gerador infinitesimal de um Cl-

Semigrupo e uy € X, entdo o problema (2.7), tem uma tinica solu¢do moderada

x(t) = S(t)xo + /Ot S(t—s)f(s)ds, (2.9)

com z € C([0,7],X). Na sequéncia, o objetivo é estabelecer uma equivaléncia entre a func¢ao
x dada em (2.9) e a solugdo fraca de (2.7), e dar uma caracterizagdo relacionada a semigrupos de

classe ().
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Denotaremos por A* o adjunto de A (note que o dominio de A € denso em X, entdo faz

sentido falar de seu adjunto) e (-, -) a dualidade em X.

Definicdo 2.63 A funcdo x € C([0,T]; X) € uma solucdo fraca de (2.7) se, e somente se, para
todo v € D(A*) a funcdo (v, x(t)) é absolutamente continua em [0, T e

o, 2(6) = (A%, 2(0)) + (v, £(1), 2.10)

para quase todo t € [0, T.

Teorema 2.64 Seja f € L'(0,T; X). Existe, para cada xo € X, uma tinica solugdo fraca x(t) de
(2.7) se, e somente se, A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}+>o. Neste caso, z(t)

€ dado por (2.9).

Demonstracao: Ver [2]. O

Agora, consideremos o problema de Cauchy abstrato, para uma equagao nio linear, no

espaco de Banach X:

{ o = Ax(t) + f(t,z(t)), t > to, 2.11)

z(0) = zg, xy € X,

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {7'(¢)}:>o em X,
f:U C R" x X — X satisfaz uma condi¢do de Lipschitz em X, U aberto, f continua em t e

(to,t1) € U.

Definicdo 2.65 (a) Um solugdo cldssica do problema (2.11) em [to,t1) é uma fungdo derivdvel
x : [to,t1) — X tal que x(to) = w0, (t,z(t)) € U, 2'(t) € X, z(t) € D(A) e satisfaz a equagio

diferencial para todo t € (g, t1).
(b) Uma solugdo moderada em [to,t,) é uma fun¢do continua x(t) tal que (t,z(t)) € U, t —

JC () € Li((to, 1), X) e

x(t) =Tt —to)xo + / T(t—s)f(s,z(s)) ds.

to
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Os teoremas que finalizam esta subse¢ao foram obtidos de [36].

Teorema 2.66 (Existéncia Local) Seja Q@ C X um aberto, zy € Qe f : RT x Q — X continua

satisfazendo a seguinte condi¢do de Lipschitz: para cada T € RY, existe k = k(1) tal que

1t 2) = Fy)llx < Elle —ylx, V€0, 7], ,y € Q.

Entdo, para 7 > 0 suficientemente pequeno, existe uma vnica solu¢do moderada de (2.11) em

[0, 7).

Demonstracao:

SejaT > 0,C = C([0,7],X) e considere B uma vizinhanca fechada de x, em (2.

Definimos S' como
t
(S)) = Tle)o0-+ [ Tt = 9)f(s,2(5)) s,
0
para0 <t <tex e M ={v e€C; v(0) =, v(][0,7]) C B}. Note que M é um espago métrico

completoe Sx € C.

Considere a métrica em C dada por d(u,v) = sup ||u(t) —v(t)||. Sejam M e w tais que ||7'(¢)]| <

te[0,7]
Me*t. Entdo,
¢
Sz — Sv|le = sup [[Sz(t) — Sv(?)]| = sup / T(t—s)[f(s,2(s)) = f(s,v(s))] ds
0<t<r o<t<r ||Jo

< s [T . a(6) - £, 0(6))] ds
< s (s [, = o) ds
= e [ 006) = TG0t s

< ek [ ats) — o)l ds

< k() [ sup ) - (o)l ds

0 0<s<t

= Me“"k(r)7||z —v||c.

Além disso, Me“'k(7)T — 0, quando 7 — 0™ (pois, podemos assumir & (7) limitada por k(1) para

T <1).
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Vejamos, agora, que S(M) C M. Sem perda de generalidade, suponhamos que B ¢ limitado.

Temos

/0 T(t—s)f(s,z(s)) ds|| = Ji(1) + J2(7).

|Sz — xol|le < sup ||T'(t)xo — zo|| + sup
0<t<r 0<t<r

Note que J;(7) — 0, quando 7 — 0, pois

lim sup ||T(t)zo — xo| = lim ||T(t)xo — zo|| = 0.
T—0 0<t<r t—0

Também, J5(7) — 0, quando 7 — 0, de fato

nr) < s [t [Csts. st s

0<t<r

— M / 1 (s, 2())]| ds
< Mevr / " sup |1t ()] ds

0<t<r

= TMe"" sup || f(t, z(t))]|

0<t<r

= 7Me"" sup [|f(t,z(t)) — f(t, z0) + f(t,20)]|]

0<t<r

IN

it { sup 17t a0l + k(r) sup [fo6) — )l | — 0. quando 7 — 0.

0<t<r 0<t<r

Portanto, S(M) C M para 7 suficientemente pequeno. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,

S tem um unico ponto fixo. Ou seja, existe um unico z € M tal que Sz = x. Ou ainda, tal que

2(t) = T(t)ao + / T(t — 5)f(s,2(s)) ds,

com z(0) = zg (pois, z € M). Portanto, existe um tnica solu¢do moderada de (2.11) em [0, 7). O

Teorema 2.67 (Existéncia Global) Seja xyp € X e f : Rt x X — X continua e satisfazendo a
seguinte condi¢cdo de Lipschitz: para cada T > 0, existe k = k() tal que

||f(t,f[') - f(tay)HX S k||x_y||X7 Vt € [O’T]’ T,y € X.

Entdo, (2.11) tem uma tinica solu¢d@o moderada definida para todo 7 € R*.
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Demonstracao: Sejam S, M e w como na demonstracdo do teorema anterior. Ou seja, S é

definido como
(Sx)(t) =T(t)zo + /0 T(t—s)f(s,z(s)) ds

e, M e w sdo tais que ||T(¢)|| < Me“'. Afirmamos que

1Sz (t) — S™v(t)|| < [ME(t)et]" sup M, (2.12)

0<s<t TL'

paratodot > 0, z,v € C([0,t]X).
Podemos assumir que t — k(t) € mondtona ndo decrescente.

Para n = 1 temos que (2.12) vale. Com efeito,

15(t) = Sv()|x < sup [|Sz(s) = Sv(s)lx =[Sz —Svllo

0<s<t
< Mk(t)e*'t sup [z(s) — v(s)]].

0<s<t

Suponhamos que (2.12) vale para n = m, entdo para m + 1 temos
I8™ () = S™ ()| = [IS(S™(t) — S™u(t)]|
t
[ 7= 955 (s) = Fs. 5™ (s)) s
0

t
< Mewt/ k(s)||S™x(s) — S™v(s)]| ds
0
t _
S Mewt/ k(S)[Mk(S)@wSS]m sup Mds
0 0<r<s m!
t .m
< [Me#k(t)])™ ! sup [Ja(r) — o(r)]| 8—, ds
0<r<t o M

_ wtyym1 |(r) = v(r)l
= [Mk(t)e“"t] Osgurgtm.

Portanto, (2.12) vale para n = m + 1. Assim, temos por induggo que (2.12) vale para todo inteiro

positivo n.

Agora, seja 7 > 0 arbitrario, porém fixo. Escolhemos 7 suficientemente grande tal que

wt n
o [Me“k(T)T] <1
n!

Entdo, por (2.12)

15"z = S"v|le < ez = vlle,
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para todo x,v € C = C([0, 7], X). Portanto, .S tem um dnico ponto fixo em C e, assim, o problema
(2.11) tem uma tnica solugdo moderada continua sobre [0, 7]. O resultado segue visto que 7 > 0

foi tomado arbitrario. O



CAPIiTULO 3

CONTROLABILIDADE APROXIMADA PARA
SISTEMAS LINEARES E SEMILINEARES:
UMA APLICACAO PARA UMA EQUACAO DO
TIPO DE ONDA DE SEXTA ORDEM

Neste capitulo, nas Secdes 3.1 e 3.2, apresentamos resultados sobre a controlabilidade

aproximada de equagdes lineares da forma
2" = Az(t) + Bu(t) (3.1)
e de equagdes semilineares
2" = Az(t) + Bu(t) + F(2(t),u(t)), (3.2)

onde Z, U sdo espagos de Hilbert, A : D(A) C Z — Z é o gerador de um Cj-semigrupo
{T(t)}ssoem Z, B € L(U,Z), u € L*(0,7;U) e o termo ndo linear F : Z x U — Z é uma

funcdo Lipschitziana.

Esses resultados foram obtidos ou adaptados de [36] e sdo referentes a um técnica
utilizada para obter a controlabilidade de sistemas que tem a forma citada acima. Tal técnica reduz
o problema de controlabilidade de equagdes do tipo (3.1) e (3.2) ao estudo da controlabilidade
de uma familia de sistemas de dimensao finita. Optamos por colocar as demonstracdes desses
resultados para um melhor entendimento da aplicacdo feita na Se¢do 3.3. Em [5] e [36] pode-
se encontrar esses resultados de uma forma mais completa. Eles também podem ser vistos, por

exemplo, em [14], [19] e [20].
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Na Secdo 3.3, aplicamos os resultados estudados para obter a controlabilidade de uma

equacdo semilinear do tipo de onda de sexta ordem.

3.1 Controlabilidade Aproximada para Sistemas Lineares

Nesta secdo apresentamos alguns resultados sobre a controlabilidade aproximada do
sistema de controle linear

2/ = Az(t) + Bu(t), t > 0,

onde Z, U sdo espacos de Hilbert, A : D(A) C Z — Z é o gerador de um Cj-semigrupo
{T(t)}soem Z, B € L(U,Z) eu € L*(0,7;U).

De acordo com o Teorema 2.64, o problema de valor inicial

2 = Az(t) + Bu(t), t > 0,
{ 2(0) = 2, (3.3)
admite uma tnica solu¢do moderada dada por
t
z(t) = T(t)2o +/ T(t — s)Bu(s) ds, t € [0, 7]. (3.4)
0

Iniciamos com as defini¢des de controlabilidade exata e controlabilidade aproximada.

Definicdo 3.1 O sistema (3.3) é dito exatamente controldvel sobre [0, | se para cada zy,z, € Z
existe w € L*(0,7;U) tal que a solucdo moderada z(t) de (3.3) correspondente a u verifica:

2(1) = 2.

Definicdo 3.2 O sistema (3.3) é dito aproximadamente controldvel sobre [0,T] se para cada
20,21 € Z e € > 0existeu € L*(0,7; U) tal que a solucdo moderada z(t) de (3.3) correspondente

a wverifica: ||z(1) — z1|| < e

Observacao 3.3 Note que todo sistema exatamente controldvel é, em particular, aproximadamente

controldvel.
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Znp == (U) n = _(0)

Figura 3.1: Controlabilidade Exata e Controlabilidade Aproximada

Definicao 3.4 Para o sistema (3.3) definimos os seguintes conceitos:

(a) A aplicagdo de controlabilidade (para T > 0) é definida por
B™: L*0,7;U) — Z
u — / T (1 — s)Bu(s) ds.
0

(b) A aplicacdo Grammian Lg- : 7 — Z é definida por Lz = B™B™, onde B™ denota o

operador adjunto do operador B.

Embora o interesse nesta se¢ao seja o estudo de controlabilidade aproximada, utili-
zamos esse espago para enunciar um resultado sobre controlabilidade exata que faremos uso no
Capitulo 4, tal resultado é uma adaptacdo do resultado apresentado em [36], o qual foi provado

para sistemas semilineares.

Teorema 3.5 O sistema (3.3) é exatamente controldvel sobre [0, T| se, e somente se, Im(B7) = Z.

Demonstracdo: Suponhamos que (3.3) é exatamente controldvel sobre [0, 7]. Dado z € Z pode-
mos encontrar zy, z; € Z tais que

21 =T(7)z0 + 2. (3.5)

Logo, existe um controle u € L*(0, 7; U) tal que 2,(0) = 2 € 2,(7) = 2. Assim,

21 = 2z(7) =T(7)20 + /OT T(T — s)Bu(s)ds. (3.6)
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Substituindo (3.5) em (3.6) obtemos
T(T)zo+2=T(1)z0 + / T(1T — s)Bu(s)ds.
0

Entao,

z = /T T(1 — s)Bu(s)ds = B u.
0
Assim, Im(B7) = Z.
Suponhamos, agora, Im(B7) = Z. Consideremos z € Z tal que
z =z —T(T)z0, (3.7)
com 2y, z; € Z. Entdo, existe um controle v € L*(0,7; U) tal que
B'u = z. (3.8)
Substituindo (3.7) em (3.8) obtemos
2=z —T(T)z = /T T(1 — s)Bu(s)ds.
0

Logo,
2u(T) =T(7)20 + / T(1 — s)Bu(s)ds.
0
Assim, obtemos uma solug@o z,(-) de (3.3) tal que z,(7) = 21 e z,(0) = 2. Ou seja, (3.3) é
exatamente controldvel sobre [0, 7]. O

Na sequéncia voltamos ao estudo de controlabilidade aproximada.

O préximo teorema pode ser demonstrado de maneira semelhante ao teorema anterior.

Teorema 3.6 O sistema (3.3) é aproximadamente controldvel sobre |0, T se, e somente se, Im(B™) =

Z.

Uma demonstragio para os dois préximos resultados pode ser encontrada em [10], p.

144 e p. 148, respectivamente.

Lema 3.7 A aplicacgdo de controlabilidade e aplicacdo Grammian satisfazem o seguinte:
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(i) B" € L(L*(0,7;U), Z) e B' € L(L*(0,7;U), L*(0,7; Z)) para 0 < t < 7;
(ii) (B™z)(s) = B*T*(1 — s)zem [0, 7];
(iii) L € L(Z) e Lg-z =B Bz = / T(t —s)BB*T*(1 — s)z ds.
0

Teorema 3.8 O sistema (3.3) é aproximadamente controldvel sobre [0, T| se, e somente se, alguma

das seguintes afirmagoes vale:

(i) ker(B™) = {0},
(ii) (Lp-z,2) >0, z# 0em Z;
(iii) B*T*2 = 0= 2 = 0.
Para os préximos resultados desta segdo, consideramos que o semigrupo {7'(t)};>o

gerado pelo operador A é dado por

T(t)z=>» eY'Piz, z€ 2, t>0, (3.9)

Jj=1

de acordo com o Lema 2.55. Também, assumiremos a seguinte hipdtese:

P,BB* =BB*F;, j=1,2,.... (3.10)
As duas préximas proposicdes sao resultados de [36].

Proposicao 3.9 Sob a Hipdtese (3.10), o operador
Lg-z=B"B"z= / T(s)BB*T*(s)z ds,
0
pode ser escrito como
Lg-=) L P,
j=1

onde

Lpry = BiBj*y = / e*B;Bre'i*y ds, y € Im(P).
0

O operador B; : U — Im(P;) é tal que B; = P;B.
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Demonstracdo: Da defini¢cdo do operador Lp- e da representagdo (3.9) obtemos

Lgz = / <Z AJSP>BB* (Z ASsz> ds
= /ZeASBB* *Pjz ds
S / N BBl Pz ds
j=1"0
= >_LeF.
j=1

Proposicao 3.10 (i) O sistema (3.3) é aproximadamente controldvel sobre |0, T| se, e somente

se, cada um dos seguintes sistemas
2 = Ajz+ Byu(t), 2(t) € Im(P;), t >0, j=1,2,3,. (3.11)
é aproximadamente controldvel.
(ii) O sistema (3.3) € aproximadamente controldvel sobre |0, T| se, e somente se,

<L3;y,y) >0, Vy#O0comy € Im(Pj), j=1,2,3,....

Demonstracao:

(i) Suponhamos, por absurdo, que o sistema (3.3) é aproximadamente controldvel sobre [0, 7] e

que existe j tal que o sistema
2 = Ajz+ Bu(t), z € Im(P)), t >0,

ndo é aproximadamente controldvel sobre [0, 7]. Entdo, pelo item (iii) do Teorema 3.8, existe
z; € Im(P;) tal que
B;eA;tzj =0,te0,7]ez #0.
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(i)

Por outro lado, também pelo item (7ii) do Teorema 3.8, temos que
B*T*(t)z=0, Vt € [0,7] = 2 = 0.
Agora, tomando z = P;z; = z;, obtemos
o0
B*T*(t)z = B* Z et P,z = B*eYi'Pjz; = BjeAJ*'tz]- = 0.

n=1

Isto implica que z; = 0, o que é uma contradi¢do. Portanto, (3.11) é aproximadamente
controlavel para todo j. Reciprocamente, suponhamos que para todo j, o sistema (3.11) é
aproximadamente controldvel. Note que LB;, ¢ a aplicacdo Grammian associada a (3.11).

Entdo, pelo item (7i) do Teorema 3.8, temos que
(Ls;y,y) >0, Yy #0, y € Im(Fy), j =1,2,3,....

Note que, paratodo z € Z (z # 0) existe J € N tal que Pyz # 0. Entdo, pela Proposi¢cido

3.9 temos, Vz € Z, que

(Lgrz,2) = <ZLBTPZZPZ>:§:LBTPZPZ > 0.

Portanto, (3.3) é aproximadamente controldvel.

Suponhamos que o sistema (3.3) é aproximadamente controldvel, entdo pelo item (z) desta

proposicao, cada um dos seguintes sistemas
2 = A;z+ Byu(t), z€Im(P), t >0, j =1,2,... (3.12)
¢ aproximadamente controlavel. Logo, pelo item (7i) do Teorema 3.8,
(ngr_y,y> >0,Vy#0, yeIm(P), j=1,2,.... (3.13)

Reciprocamente, se (3.13) vale entdo, pelo item (ii) do Teorema 3.8, segue que (3.12) vale

e, pelo item (4) desta proposi¢do, temos que (3.3) é aproximadamente controldvel.
O

O préximo teorema € uma adaptacao de um resultado de [36], o qual foi provado para

sistemas lineares discretos.
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Teorema 3.11 O sistema (3.3) é aproximadamente controldvel sobre [0, T| se, e somente se,

lim a(al + Lg-)"'2=0, Vz € Z. (3.14)

a—0t

Neste caso, uma sequéncia de controles que transfere o estado inicial zy a uma e-vizinhanca de um

estado final z, é dada por

Uq = B (al + L) (21 — T(7)20).

Demonstracdo: Suponhamos que o sistema (3.3) é aproximadamente controldvel em [0, 7|. Entdo,
pelo item (¢i) do Teorema 3.8, para z € Z, z # 0, temos que

(Lg-z,2) > 0. (3.15)

Suponhamos, por absurdo, que existe zy € Z tal que

lim a(al + Lgr) 20 = yo # 0. (3.16)
a—0t
Entao,
lim alg-(al + LBT)_IZO = Lp-yo, (3.17)
a—0t
¢,
lim azy — ala(al + Lg-)"'z0] = Lg-yo. (3.18)
a—0t

Note que (3.17) é imediato. Vamos verificar (3.18). De (3.16) temos que

lim a(al + Lgr) 'z = lim .

a—0+ a—0+
Assim,
allrgl+(af + L)ool + Lpr) 'z = alirgl+(a[ + L )yo. (3.19)
Ou ainda,
alirglJr afa(al + L) 2] + ali}rng aLp-(al + L) 2] = oéli_%l+ ayo + allnol+ Li-yp.

Dessa ultima igualdade e de (3.17), segue que

lim afa(al + L) 'z = lim ayp. (3.20)

a—0t a—0t
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Ainda, de (3.19)

lim azp = lim ayg+ lim Lg-yg. (3.21)
a—0t a—0t a—0+
De (3.20) e (3.21), temos
li — I I+ Lg-) 'z = 1i — i = lim Lgryo = Lgryo.
0% = g elelal o Ler) el = Jig a0 = T, avo = I, et = Lot

Com isso, mostramos que vale (3.18). Agora, de (3.20), temos

. . —1 T IRRT _
O}L%L azy — alirg{r ala(al + Lg-)" 2] = algon+ oz alg& ay = 0. (3.22)

De (3.18) e (3.22) temos que

Lp-yo = 0,
uma contradi¢do com (3.15). Portanto, provamos (3.14). Reciprocamente, suponhamos que

lim a(al + Lg-) "'z =0, Vz € Z.

a—0t
Queremos provar que Im(B7) = Z. Equivalentemente, devemos provar que, para cada z € Z,

existe uma sequéncia de controles {u,} C L?*(0,7;U) tal que

lim B"u, = z.
@
a—0t

Para cada z € Z, definimos a familia de controles
Uq = B™(ad + Lg-) "'z
Entao,

Bu, =B B (al + Lg-) 'z = (al + Lg —al)(al + Ly-) "'z (3.23)

= z—alal+ Lg-) 'z (3.24)

Disto e de (3.14), obtemos
lim B u, = z.
a—0T
Portanto, o sistema (3.3) é aproximadamente controldvel. Além disso, por defini¢do, o sistema

(3.3) é aproximadamente controlével sobre [0, 7] se para cada 2y, 2; € Z existe u € L*(0,7; U) tal

que a solu¢do moderada z(t) de (3.3) correspondente a u satisfaz

|z(1) — z1]| <e.
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Considerando u, = B™(al + Lg-) "' (21 — T(7)20), temos

|z(1) — 21| = H T)zo + /T T(1 — 8)B[B™(al + Lg-) "'z — T(7)2)(s)] ds — =

= H T)z0 —|— T(t — s)BB*T*(1 — s)(al + Lg-) (21 — T'(7)20) ds — =

(7)
= ||T(7)z + BTBT*(OJ + Lp-) (21 — T(7)z0) ds — ||
= ||T(T)z0+ 21 = T(7)z0 — aal + Lp-) " (z1 — T'(7)z0) — z1||
(

= Ha ol + Lg-) "z — T(T)Z())H <e€
por (3.14), para a pequeno. 0

Na sequéncia, apresentamos uma caracterizacao algébrica para a controlabilidade de
sistemas lineares. Tal caracterizacdo € dada por meio de um teorema, devido a Kalman, fundamen-

tal na teoria de controle de sistemas lineares de dimensao finita.

Sejam m,n € N* e T' > (. Consideremos o sistema linear de dimensao finita
Z'(t) = Az(t) + Bu(t), t € [0,T]. (3.25)

Para nos referirmos ao sistema (3.25), usamos a notagdo (A, B), onde A é uma matriz real de
ordem n X n e B é uma matriz real de ordem n X m . As fungdes z e u séo tais que z : [0, 7] — R"

w: [0,T] — R™. Na pratica, m < n.

O teorema a seguir pode ser encontrado em [!7], p. 81 ou em [29], p. 11. Aplicacdes

deste teorema podem ser vistas, por exemplo, em [5], p. 111, [14], [20] e [21].

Teorema 3.12 O sistema (A, B) é exatamente controldvel sobre [0,T] se, e somente se
Rank|B|AB|---|A"'B] = n.

3.2 Controlabilidade Aproximada para Sistemas Semilineares

Nesta sec@o estudamos a controlabilidade para equagdes nao lineares do tipo

2= Az(t) + Bu(t) + F(z(t),u(t)), t > 0,
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onde Z, U sdo espagos de Hilbert, A : D(A) C Z — Z é o gerador de um Cy-semigrupo {7'(t) }+>0
em Z,B € L(U,Z),u € L*(0,7;U) e o termo ndo linear F' : Z x U — Z é uma fungdo continua

Lipschitziana. Ou seja, para z1, 2o € Z € u1, us € U temos que
1F (22, u2) = F(z1,u)[| < L{[l22 — 21| + [z — wi[}-

Do Teorema 2.66, sabemos que o problema de valor inicial

{ 2= Az(t) + Bu(t) + F(2(t),u(t)), t > 0,

20 = 2 (3.26)

admite uma unica solu¢do moderada dada por

2(t) =T (t)z0 + /OtT(t — s)Bu(s) ds + /Ot T(t — s)F(z(s),u(s)) ds, t € [0, 7]. (3.27)

Definicdo 3.13 O sistema (3.26) ¢ aproximadamentecontrolvel sobre [0, 7] se para cada
20,21 € Z, € > 0, existe u € L?(0,7;U) tal que a solugdo moderada correspondente, z(t), de

(3.26), satisfaz z(0) = zp e ||2(7) — z1|| < e

Definimos o operador B : L*(0,7;U) — Z por

Bru = / T (T — s)Bu(s) ds + / T (T — s)F(2(s),u(s)) ds,
0 0
onde z(t) é a solugdo de (3.26) correspondente ao controle u.

As trés proximas proposi¢des sdo adaptacdes de resultados de [36], os quais foram

provados para sistemas semilineares discretos.

Proposicio 3.14 O sistema (3.26) é aproximadamente controldvel em [0,T] se, e somente se,

Im(By) = Z.

Demonstracdo: Suponhamos que (3.26) é aproximadamente controldvel, entdo para ¢ > 0,
z, 20, 21 € Z tais que 21 = T(7)zg + 2, existe u € L*(0,7;U) satisfazendo z,(0) = z e

|2 (T) — 21| < €. Temos

2u(T) =T(T)20 + /OT T(t — s)Bu(s) ds + /OT T (1 — s)F(zu(8),u(s)) ds.
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Assim,

1Bru— 2| = \

/OT T(1T — s)Bu(s) ds + /OT T(T—s)F(2(s),u(s)) ds+ T(7)z0 — 21

= |lzu(7) — 21| < e

Portanto, Im(B%) = Z. Agora, suponhamos que Im(B%) = Z. Seja z € Z talque z = z; — T'(7) 2
com zy, z; € Z. Entdo, existe um controle u tal que |[Bru — z|| < €. Assim,

|IBru+T(7)z0 — z1|| = ||2u(T) — 21| < €.

Desta forma, obtemos uma solug@o z,(.) de (3.26) tal que z,(0) = 2o e ||z.(7) — 21]] < €. Logo,

(3.26) ¢ aproximadamente controlavel. O

Agora, se definimos o operador G : L?(0,7;U) — Z por

entao

B = B"u + Gu. (3.28)

Suponhamos que F' é uma fungdo que satisfaz o seguinte
(GoB™z,2z) >0,Vz€ Z, z#0, (3.29)

temos o seguinte resultado:

Proposicdo 3.15 Se o sistema (3.3) é aproximadamente controldvel e (3.29) € satisfeito, entdo o

sistema ndo linear (3.26) é aproximadamente controldvel.

Demonstracdo: Como (3.3) é aproximadamente controldvel, pelo item (i) do Teorema 3.8
(Lprz,z) >0,Vz€ Z, z#0.

Suponhamos que Im(B7.) C Z. Pelo Teorema 2.28, existe 2y € Z, zy # 0, tal que (BLu, 29) = 0,

Vu € L*(0,7;U). Em particular, (B% o B™zy, z9) = 0. Logo,

0= (Bj o Bz, 20) = (Lpr 20, 20) + (G 0 B™ 2, 29) > 0.
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Essa contradi¢do prova que Im(B%.) = Z. Logo, pela Proposicao 3.14, (3.26) é aproximadamente

controlavel. O

Outro resultado que mostra que a controlabilidade aproximada de (3.3) se preserva sob

certa perturbagdo ndo linear € o seguinte:

Proposicao 3.16 Se o sistema (3.3) € aproximadamente controldvel, Im(G) € relativamente com-

pacta e, para todo z € Z e o > 0, existe u, € L*(0,7;U) tal que
o = B™(al + Lg-) 'z — G(ua)), (3.30)

entdo o sistema ndo linear (3.26) é aproximadamente controldvel.

Demonstracdo: Como (3.3) é aproximadamente controldvel, do item (i) do Teorema 3.8 temos
que

(Lprz,z) >0,Vz€ Z, z#0,

de onde segue que
Izl + Ls-)z]| = (2, (ol + Lgr)2) > all2|f*, =z #0.
Logo, ||(al + Lg-)z|| > alz||, 2z # 0. Portanto, a||(al + Lg-)~'z|| < ||z||, z # 0, € entdo

sup af|(al + Lg-)"'2|| < 1. (3.31)
a€(0,1]

Por outro lado, pelo Teorema 3.11,

lim a(al + Lg-) "tz = 0. (3.32)

a—0t

Queremos provar que Im(B7.) = Z. Ou seja, que dado z € Z, existe {u,} C L?(0,7;U) tal que

lim Bru, = z. (3.33)

a—0t

De (3.28) segue que, provar (3.33) é equivalente a provar que

lim [B"uy + G(uq)] = 2. (3.34)

a—0t
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Ou ainda, que

lim B u, =z — lim G(u,). (3.35)

a—0t a—0t

Agora, da hipétese (3.30) temos
B'u, = B B™(al + Lg-) (2 — G(uy))
= Lg-(al + Lpr) "' (2 — G(ua))
= [(af + Lg-)(al + L)' — al(al + Lg-) " ')(z — G(ua))
= [ —alal + L) 7Y(z = G(ua))
= 2—G(uy) — alal + Lp-) " (2 — G(ua)).
Assim,
B ug + Glua) = 2 — alal + L) " (z — G(uy)).

Logo, (3.34) se cumpre se, € somente se

lim a(al + L)'z — G(uy)) = 0. (3.36)
a—0t
Como Im(G) é relativamente compacta (ou seja, Im(G) = Z), podemos supor, sem perda de

generalidade, que Jy € 7 tal que

h%lJr G(uq) = y. (3.37)
Note que
alal + Lpr) " (G(ua)) = alal + L) "'y + alal + L) " (G(ua) — y). (3.38)

De (3.31), (3.32), (3.37) e (3.38) , obtemos

lim a(al + L) 'G(uy) = 0. (3.39)

a—07t
De (3.32) e (3.39) temos (3.36) e, consequentemente, obtemos (3.33). Portanto, (3.26) é aproxi-

madamente controlavel. O

Na sequéncia, adaptamos um resultado de [19], onde foi estudado a controlabilidade
aproximada de sistemas semilineares com impulso, para obter um resultado de controlabilidade

aproximada para (3.26). Vamos assumir as seguintes hipdteses sobre o sistema (3.26):
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(I) F' € limitada.

(IT) O sistema linear associado

¢ aproximadamente controlavel em [T — §, 7| para todo § € (0, 7).

Veremos que essas hipdteses s@o suficientes para obter a controlabilidade aproximada
do sistema (3.26). Ou seja, se o sistema linear associado ao sistema (3.26) é aproximadamente
controldvel e F (o termo ndo linear) é limitada entdo o sistema (3.26) é aproximadamente contro-

lavel.

Definicao 3.17 Para o sistema (3.40) definimos os seguintes conceitos: as aplicagdes de controla-

bilidade G5 : L*(1 — 6, 7;U) — Z e G5 : L*(0,6;U) — Z definidas por
Grsu = / T(t — s)Bu(s) ds,
T—0

5
Gsv :/0 T(s)Bv(s) ds,

satisfazem a seguinte relacdo
T 1)
Grsu = / T(t — s)Bu(s) ds = / T(s)Bu(r — s) ds = Gsu(t — .).
T—0 0
O adjunto desses operadores, G5 : Z — L*(1 — 0,7;U) e G% : Z — L*(0,6; U) sdo dados por
(Grs2)(t) = B*T* (1 —t)z, t € [T = 9§, 7],

(G32)(t) = B*T*(t)z, t € [0,0].

Os operadores Grammian sdo dados por

Qﬁzaﬁgz/ T(r — ) BB*T (v — 1) dt,
T—0

4
%:@@:/ﬁwwywww
0
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Os dois proximos teoremas sdao andlogos dos Teoremas 3.6, 3.8 e 3.11, enunciados

agora com novas notagdes referentes ao sistema (3.40).

Teorema 3.18 As seguintes afirmacoes sdo equivalentes para a controlabilidade aproximada do

sistema linear (3.40) em [T — §, 7]:

(@) In(G.5) = Z;
(a) ker(G7;) = {0}
(b) <QT5Za Z> > Oa < 7é 07 S Z;

(c) lim a(al +Q.s) 'z =0.
a—0t

Teorema 3.19 Temos Qs > 0 se, e somente se, o sistema linear (3.40) é aproximadamente contro-
lavel em [T — §, T|. Além disso, dado um estado inicial yo e um estado final z,, podemos encontrar

uma sequéncia de controles {u }oco<1 C L* (1 — §,7;U):
o = Grs(al + GrsGrs) ™ (21 — T(T)yo), a € (0,1],

tal que as solucées y(t) = y(t,7 — 5, yo, u®) do problema de valor inicial

yy = Ay + Buy(t), y € Z, t > 0,
3.41
{ y(T - 5) = Yo, ( )
satisfaz
ozlig)l‘k y(Ta T — 57 Yo, ua) = Z1,
isto é,

lim y(7) = lim {T(a)y0+ / TéT(T—s)Bua(s) ds} .

a—0t a—0t

O préximo teorema foi adaptado de [19], para sistemas semilineares sem impulso.

Teorema 3.20 Sob as condigdes (I) e (I1), o sistema semilinear (3.26) é aproximadamente con-

troldvel em [0, T].
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Demonstracdo: Dado um estado inicial zy3, um estado final z; e ¢ > 0, queremos encontrar
um controle u®, € L*(0,7;U) conduzindo o sistema de 2, & uma e-vizinhanga de 2; no tempo .

Especificamente, queremos encontrar um controle u? € L?(0, 7; U) tal que

lim {T(T)Zo + /O T (1 — s)Bu’(s) ds + /OTT(T — 8)F(2q(s),u’ (s)) ds} = 2.

a—0t

Considere qualquer u € L*(0,7;U) € a solugdo correspondente z(t) = z(t,0, 29, u) do problema

semilinear (3.26). Para o € (0, 1] definimos o controle u’, € L2(0, 7; U) como

s Jou(t) se0<t<T1 -4,
u(t)_{ua(t) seT—0<t<T

onde

U (t) = B*T*(1 — t)(al + Gr5G5) (21 — T(8)z(t —9)), T—6 <t < T

Note que a solugdo correspondente 22 () = z(t,0, zp, u%) do problema semilinear (3.26) no tempo

T pode ser escrita como
2(1) = T(T)ZO—I—/TT(T—S)Bui(S) ds+/TT(T—s)F(zi(s),ui(s))ds
0 . 0
= T(9) {T(T—(S)Zo+/ T(t — 8 — s)Bul(s) ds
T—0 T
T — 06— 8)F(22(s),u’(s)) ds T — 5)Bu’(s) ds
[T s rEe e dsf [ T - B d
[ T = 9FCIE ) ds
= 2(1 — ' T — 5)Bu’(s) ds ' T —8)F(22(s),ul(s)) ds.
= TERr =0+ [ T-9Bi(s)ds+ [ Tlr= PG00 d

A solugdo correspondente y°(t) = y(t, 7 — 0, 2(7 — &), u,) do problema linear (3.41) no tempo 7
¢ dada por
(1) =T(8)z(T — 8) + / T(1 — s)Bug/(s) ds.
T—6
Portanto,

120 (T) = ga(m)Il < /_6 IT(r = $)IIF (za(s), ue ()| ds.

Considerando M = sup ||T(t)|| e kK = sup ||F(z,u)|| obtemos a seguinte estimativa
0<t<r ZxU

12a(7) = ya(T)Il < MEé.
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Assim,
120(7) — 21|l < MES + [lyo (1) — 2.
Do Teorema 3.19, existe o > 0 tal que
€
Iy (r) = =l < <

Assim, tomando ¢ < min {T obtemos, para o controle correspondente u’, que

TR

lza(r) = 2l <.

3.3 Controlabilidade Aproximada para uma Equacao do
Tipo de Onda Semilinear de Sexta Ordem

Nesta secdo provamos a controlabilidade aproximada interior do seguinte sistema semi-

linear com condic¢des de fronteira de Dirichlet

Yie = aAy - AQy - AQytt + U(t, ZL’) + f(tu Y, Ye, u(ta IL‘)) cm (07 T) X Q?
y=Ay=0 em (0,7)x7T, (3.42)
y(0,2) = yo(z), (0, 2) = y1 () em (),

onde ) é um aberto limitado de R™ com fronteira I" de classe C*, a > 0, o controle u €
L2([0,7]; L3(2)), yo,y1 € HJ(2) N H?(N) e o termo ndo linear f : [0,7] x Rx R xR — R

€ uma funcdo continua tal que existem constantes cg, ¢y, 2, c3 € R satisfazendo

|f(t,z,0,u)| < o+ c1|z| + co|v| + eslul, V(¢, z,v,u) € [0,7] x R x R x R.

A equacio do tipo (3.42); foi introduzida por Philip Rosenau em [33] com f tendo ca-
racterizacOes especificas. Essa equac@o possui muitas caracteristicas similares a equacao de Bous-

sinesq, a qual pode ser expressa das seguintes maneiras:

Y + VYYzzzx — Yzz = B(QQ)xx

Yt — VYzatt — Yzz = /6(y2>a:x
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Equagdes de Boussinesq foram estudadas, por exemplo, em [25] e [38].

Em [34] e [39] foi estudado o problema de existéncia e unicidade de solu¢do para a
equagdo
Yt — QYza + Upgge + Uzzzatt = | Yz 37

com dados iniciais tomados em espacos de Sobolev de ordem fraciondria.

Em nosso trabalho, o problema (3.42) serd considerado como uma equagio abstrata
num espago de Hilbert adequado, a saber, H%(Q) N HJ () x H*(Q) N H (). Os dados iniciais

sdo tomados em H?(Q) N H} (), conforme j& descrito na apresentagdo do problema.

Provaremos, primeiramente, que o sistema linear correspondente ao sistema (3.42) é
aproximadamente controldvel. Tal controlabilidade juntamente com as hipdteses sobre f nos per-

mitird obter a controlabilidade aproximada de (3.42).

Iniciamos com a formulag@o abstrata do problema para a qual € necessario recordar al-
gumas propriedades do operador Laplaciano. Tais propriedades podem ser encontradas, por exem-

plo, em [9], p. 46.

Seja X = L*(Q) e considere o operador linear ndo limitado A : D(A) ¢ X — X
definido por Ap = —A¢ onde D(A) = H?*(Q) N H}(S2). Entdo, os autovalores \; de A tem
multiplicidade +; igual a dimensdo dos autoespagos correspondentes e 0 < A\ < Ay < ... <

An — 0. Além disso, temos as seguintes propriedades:

(a) Existe um conjunto ortonormal completo {¢; ; } de autovetores de A;

(b) Paratodo z € D(A), temos

[e’] Vi [e%e]
Ar=7) ) ;(% Gik)Pjk = Z; B,
=1 Jj=

7=1
onde (-, ) é o produto interno usual em L?(Q) e
v

Ejl' = Z<x7 ¢j,k>¢j7k’7

k=1
o que significa que o conjunto {£;}3°, é uma familia completa de projegdes ortogonais em

Xex:Zij,xEX;

=1
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(c) —A gera um semigrupo analitico {e~“*} dado por

[e.9]
e Ay = g e_Athjx;

=1

(d) Os espacos de poténcias fracionarias X" sao dados por
X"=D(A") = {:c € X;Z/\iTHEanZ < oo} , >0,
n=1
com a norma
o0 1/2
[zl = [|A™]| = {Z AiTHEanZ} , T € X,
n=1
Az=> NE,u
n=1

Também, para r > 0, definimos Z; = X' x X' = [H*(Q) N H}(Q)] x [H2(2) N H§ ()], 0

qual € um espaco de Hilbert munido com a norma dada por

]

3.3.1 Formulacao Abstrata do Problema Linear

2
= [[wlli + [lv]l3.
Z1

Nesta subsecao escolhemos o espagco onde o problema linear
Y = aly — A%y — A%y, +u(t,z) em (
y(O,I> :yO(m)Jyta)?x) :?Jl(I) em Qa

,7) x T, (3.43)

serd colocado como um sistema de controle abstrato em um espago de Hilbert. Seja X = L*(Q)
e considere o operador linear ndo limitado A : D(A) C X — X definido por Ap = —A¢ com
D(A) = H?*(Q2) N H}(Q2). O produto interno e a norma em X serdo denotados por (-,-) e || - ||

respectivamente, e definidos por

(z,w):/sz dz, ||z]| = V(2 2).

Escreveremos, algumas vezes, simplesmente L, H?, H} e H?> N H} ao invés de L?(Q), H?*(Q),

HL(Q) e H2(Q) N HL(9).
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Consideremos a equacdo em (3.43) escrita na forma
g — aly + A%y + APy — u = 0. (3.44)

Suponhamos que y é uma solugio de (3.43) e que y € {n € H*(2); n = Anp = 0em I'}. Como,
em particular, y € H?(Q2) e y = 0 em I, considerando v € H?(2) N H}(2), entdo v € H' () e,

pela férmula de Green, vale que
(Vy, Vv) = —(Ay,v). (3.45)
Também, pela formula de Green, como Ay € H 2(Q) e Ay =0em I, temos
(A?y,v) = —(VAy, Vo) = —(Vou, VAy). (3.46)
E, novamente pela férmula de Green, temos
(Ay, Av) = (Av, Ay) = —(Vuv, VAy), (3.47)
pois, Ay € H'(Q), v € H*(Q) e v = 0 em I'. Portanto, de (3.46) e (3.47), segue que
(A?y,v) = (Ay, Av). (3.48)
Agora, voltando a equacdo (3.44) e tomando o produto em L?(£2) por y;, temos
(Yee y2) — (@Dy, ye) + (A%, y) + (A% ye) — (w, ) = 0. (3.49)

Considerando a hipétese de que y € {n € H*(Q); n = An = 0 em I'}, estamos nas condi¢des
para aplicar (3.45) e (3.48) em (3.49), obtendo

(Yets ye) + (aVy, V) + (Ay, Aye) + (Ayw, Aye) — (u, y¢) = 0. (3.50)
Definamos as aplicagdes ag, by € ¢ por:

a: HNQ) x H(Q) — R

(w,v) +— a(Vw, Vo) —a/VwVv dx;
Q
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bo : [HX(Q) x HY(Q)2 — R

(w,v) — (Aw,Av)—/AwAv dx;
0

co: [H*(Q) x H(Q))? — R
(w,v) — (w,v) + (Aw, Av) = /Q(wv + AwAv) dx.

Claramente, ag, by € cg sdo bilineares. Também, sdo continuas. De fato, para a, temos:
|ao(w, v)| = |a(Vw, V)| < a| V|2 V]2 = allwll g 0]l ag, Yw,v € Hy(Q).
Para by, temos:
[bo(w, v)| = [(Aw, Av)| < [|Aw] 2| Av]lze = [lwllgzamg 0]l a2amg. Yo, v € H?(Q) N Hy ().
Para ¢, temos:

leo(w, v)| = |(w,v) + (Aw, Av)|

IN

lwllzzllvllzz + [[Aw] 2 || Av]| 22

IA

2(|wlze + | Awl|Z2) 2 (vl 72 + [|Av][72) 2

IA

cllwllz2[|v]] a2

IN

el sy ol sy Yoo, 0 € HE(9) 0 H(9).
Além disso, ag, by e ¢y sdo coercivas. Com efeito:
ao(w, w) = a(Vw, Vw) = a||Vw||3, = a||w||§lé, Yw € H();
bo(w, w) = (Aw, Aw) = [|Aw|Z2 = [Jullfpan g, Yw € H*(Q) N Hy ();
co(w,w) = (w,w) + (Aw, Aw) = [Jwl72 + [|Aw|»

> [Aw]z

= el oo € H(Q) 0 HY(Q).

Sendo ag, by e ¢y formas bilineares continuas e coercivas, podemos aplicar Lax-Milgran a cada

uma delas. Para a, temos que, dado g € L?(2) — H (), existe uma dnica w € HJ () tal que

ag(w,v) = (g,v), Yo € Hj(Q).
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Ou seja,
a/ VwVu dx = / gv dz, Yv € H} ().
Q Q
Ou ainda,

a(Vw,Vv)2 = (g,v)2, Yo € Hy(Q).

Em particular,

a’(vwv VSD)L2 = (97 SO)L% V(,D S D(Q)

Ou também,

a(Vw, Vo) pra)p@) = (9, ©)p@) o), Ve € D).
Logo,

—a{Aw, )p)p0) = (9 9)p@)p@), Ve € D(Q).
Portanto,

aAw = g, w € Hy ().
Comow = Oem I'e g € L?(N), segue da regularidade eliptica, que w € H?*(Q) e ||w]|gyz <
c|lgl|z2- Logo, temos a seguinte bijecao:
al : H*(Q)N Hy(Q) — L*(Q).

Agora, para by temos que, dado g € L?(Q) < [H?(Q) N H(Q)]', existe uma tnica w € H?(Q) N
H{ () tal que

bo(w,v) = {g,v), Yo € H*(Q) N Hy ().
Ou seja,

/QAwAv dx = /ng dz, Yv € H*(2) N Hy ().
Ou ainda,
(Aw, Av) 12y = (9, 0) 120y » Yo € HA(Q) N Hy(9Q). (3.51)

Em particular,

(Aw, Ap)r2) = (9, P)r2(0) » Vo € D(€Y).
Ou também,

(Aw, Ap)pra)p@) = (9, ©)pr) D), Ve € D).
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Logo,
(AW, ©)pr).p) = (9, )pr().p@), Ve € D(Q).

De onde podemos concluir que
A*w =g, we H*(Q)N Hy(Q). (3.52)
Considere, agora, Ho(Q) = {p € L*(Q); Ap € L*(Q)}. Pela 1* Férmula de Green Generalizada,
para ¢ € H°(Q) ey € H?(RQ), temos que
(Agp, 1/1)/;2(9) — (o, A1/1)L2(Q) = <’7190770¢>H—3/2(r),H3/2(r)
— (Yo, 71¢>H—1/2(F),H1/2(F) .
Note que de (3.52), A(Aw) € L?, pois g € L?. Entdo, fazendo ¢ = Aw € Ho(Q) ey =v €
H?($2), temos
(A%w,v) L) (Aw, Av) oy = (1AW, Y0V) y-s/2(p) grs/2(ry (3.53)
— (YoAw, 71U>H—1/2(r),H1/2(r) :
De (3.52), A%w = g. Substituindo em (3.51), temos
(Aw, Av) 2y = (AW, 0) 15 ), Yo € H(Q) N H(Q).

Desta forma, de (3.53),

(A%w,0) o ) = (A%0,0) gy = = (AW MV) sy sz -

Logo,

oAW1V vy, iy = 0
A igualdade acima vale para todo v € H2(Q2) N H(Q2). Como v, : H2(Q) — H'/2(T') é sobrejetor
temos

YoAw = 0 em HY*(T).

Ou seja,

Aw=0emT.
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Como g € L*(Q) e
Aw = g, em ()
w=Aw=0 emT,

segue, da regularidade eliptica, que w € H*(Q) e ||w|| g+ < c||g|| 2. Portanto, temos a bijegao
A*:{ne HYn=An=0emT} — L*(Q)

Finalmente, para ¢, temos que, dado g € L?(2), analogamente ao caso anterior, existe uma tnica
w € H*(Q) N HY(Q) tal que
I+ A*w = g.

Também, como no caso anterior, pela 1* Féormula de Green Generalizada, obtemos que Aw = 0

em I'. E, pela regularidade eliptica, concluimos que w € H*(Q2) e
[wl[gs < lg = wllz2. (3.54)
Assim, temos a seguinte bijecao
I+ A*:{ne HY(Q); n=An=0em T} — L*(Q).
Na sequéncia, note que, sendo ag, by e ¢y formas bilineares e continuas, existem ope-
radores Ay € L(H} () e By, Co € L(H*(Q) N H(9)) tais que

ap(w,v) = (Aow,v), Yw,v € Hy(Q);
bo(w,v) = (Bow,v), Yw,v € H*(Q)N Hy(Q);

co(w,v) = (Cow,v), Yw,v € H*(Q) N H ().
Voltando a equacdo (3.50), podemos escrevé-la em termos das formas bilineares ag, by € ¢y, como
co(Yets Ye) + ao(y, ye) + bo(y, ) — (u, yi) = 0.
Reescrevendo, em termos dos operadores, temos
(Coyre, ye) + (Aoy, ye) + (Boy, ye) — (u, ) = 0.

Logo,
(Coyu + Aoy + Boy — u,y¢) = 0.
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Portanto,

Coysr + (Ao + Bo)y —u = 0.

Ou ainda,

Coyu = — (Ao + Bo)y + u, em L*(Q). (3.55)

Sendo, as formas bilineares ag, by e ¢y continuas e coercivas, os operadores Ay, By e Cj sao

isomorfismos nos seguintes espagos:

AO:H(%(Q) — H_l(Q);

By, Co: HH(Q)NH}Q) — [HX(Q)NHHQ)]

Conforme o que foi feito anteriormente para obtermos (3.50) a partir da equacéo original, tomamos
y € {n € H(Q); n = Anp = 0 em I'}. Entdo, em particular, y € H?*(2) N H}(Q) e, assim,
podemos aplicar os operadores Ay e By em y. Além disso, Agy € H1(Q) e Byy € [H*(Q2) N

H}(Q)]'. Considerando a cadeia de imersdes continuas e densas
H(Q) N Hy(Q) = Hy(Q) — LX(Q) — H™H(Q) < [H*(Q) N Hy(Q)],

temos que Agy € [H%(Q) N H(Q)]'. Logo, (Ao + Bo)y € [H*(2) N H(Q)] e podemos aplicar
Cy'a (Ay + By)y. Também, observando que u € L?(f2) temos, pela cadeia de imersdes, que

w € [H?(Q) N H(Q)]'. Assim, de (3.55), temos

Yir = C()_l[—(Ao + Bo)y] + Co_lu

Seja z = { z } com v = y,;. Entdo,

(%
!/
z _=
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Desta forma, o sistema (3.43) pode ser escrito como um sistema de equagdes diferenciais ordindrias

de 1% ordem no espago de Hilbert Z; = X! x X! como
2 (t) = Az(t) + Bu(t), z(t) € Zy, t € (0, 7], (3.56)

onde u € L*([0,7]), U), U= X =L*Q), X' = H*Q) N H\Q), A:D(A) C Z, — Zy;
A= !
Co '[=(Ao + Bo)] 0
operador limitado.

€ um operador nao limitadoe B : U — Z;; B = [ o1 } é um
0

As afirmacdes de que .4 é um operador nao limitado e que B é um operador limitado serdo verifi-

cados antes do término desta subse¢do. Antes, note que
D(A) = {(y,v) € [H*(Q) N Hy(Q)*; (v, Cy ' [ (Ao + Bo)y]) € [H*(2) N Hy(Q))}-
Mas, tinhamos que y € {n € H*(Q); n = An=0emT}, logo

D(A) = {(y.,v) e {ne H'(Q); n=An=0em T} x H*(Q) N Hy();
(v, C ' [=(Ao + Bo)yl) € [H*(2) N Hy ()]°}

= {ne H'(Q); n=An=0emT'} x H*(Q) N Hy(Q).

Ja vimos que

(Apw, v) = ap(w,v) = a(Vw, Vv) = (—alAw,v), (3.57)

desde que w,v € H*(2) N H}(2). Também,

(Bow,v) = by(w,v) = (Aw, Av) = (Aw, v) (3.58)

(Cow,v) = co(w,v) = (w,v) + (Aw, Av) = (w,v) + (A%w,v) = ((I + A%)w,v),  (3.59)

desde que w € {n € H*(Q); n=An=0}ev € H*(Q) N H}(Q).

Entdo, tomando w € {n € H*(); n = An = 0} temos, de (3.57), (3.58) e (3.59), que

Ayw = —alAw, Byw = A’w e Cow = (I + A?)w.
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Portanto, podemos escrever o operador .4 como
A— 0 1
T T+ A% aA - A% 0 |-

Ou ainda, fazendo A = — A,

. 0 I
T (T + A% Y (—aA—-A?) 0|
Agora, vamos verificar que o operador A : {n € H*Q); n = An = 0 em I'} x
0 I
2 1 . _
HOQNH) € 20— 26 A= | (o aa gty ¢
De fato, dado z = (y,v) € D(A), temos

} € um operador nao limitado.

Az = (I+A2)‘1?—aA—A2) é] [‘Z] N [(I+A2)‘1(U—GA—A2)9

= (v,(I + A Y (—ad — ADy)T.

Assim,

[ Azl[ig2nm2 = o]l g2am + [[(1 + A —aA - AQ)ZJHH?mH&- (3.60)

Vimos anteriormente que a aplica¢io
I+A*: {ne HQ); n=An=0em T} — L*(Q),

é uma bije¢do. Como y € {n € H*(Q); n = An = 0em '} entdo (—aA — A%)y € L*(Q). Logo,

pela bije¢do acima, existe um tnico w € {n € H*(Q); n = An = 0em '} tal que
(I + A?)w = (—aA — A?)y.
Ou seja, existe um dnico w € {n € H*(Q); n = An = 0em I'} tal que
w= (I + A*) " (—aA — A?)y.
Voltando em (3.60), temos

[ Azl (m2nmyz = vllgzam + [wllrzam (3.61)

= vl + [[Aw]| 2.
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Considerando

a:Hy(Q) x Hy() — R
(w,v) +— (Vw,Vv) = / VwVo dz,
Q
temos, de maneira andloga ao que foi feito para a(, que a € uma forma bilinear, continua e coerciva.

Logo, pelo Teorema 2.14, o operador A = —A : H*(Q) N Hy(Q) C L*(Q) — L*(Q) é ndo

limitado de L?(£2). Assim, para toda constante ¢ > 0, existe &, € H?(Q) N HJ () tal que
IAE][2 > cll€]|ze- (3.62)

Portanto, de (3.61) concluimos que .4 é um operador ndo limitado.

Jaooperador B: U — Z1; B = { 00_1 1, € um operador limitado. Com efeito,
0

0 0
Bu = { 051 ] [u] = { Cglu ] ) (3.63)
Assim,

1Bullz, = || Bulligznm = 101l z2ams + 105 ull 2 (3.64)

Sabemos que

Co=IT+A*:{nec H'(Q); n=An=0em '} — L*(Q)
é bijecdo. Logo, dado u € L?(12), existe um tnico w € {n € H*(Q); n = An = 0em '} tal que
(I + A*w = u.

Ou seja,

w = (I+ A% .

Assim,

I1C5 "l zamy = 11+ A% ulleamy = lwllpzam < llwllms
< lu— w2
< lullze + [lwll
< cfullge.
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Portanto, de (3.64),

|Bul[z, < cllul>-

Ou seja, o operador B : U — Z; € limitado.

3.3.2 Ecxisténcia e Unicidade de Solucao do Problema Linear

Na Secdo 3.3.1 foi visto que o problema

Y = alAy — A%y — A%y, +u(t,z) em  (0,7) x Q,
y=A4Ay=0 em (0,7)xT,
y(0,7) = yo(), 1 (0, 2) = ya(x)  em

pode ser escrito como um sistema de controle abstrato no espago de Hilbert Z; = X! x X! como

{ S(8) = A=(t) + Bu(t), =(t) € 71, t € (0,7
2(0) = 2z

onde u € L2([0,7]),U), U = X = L*(Q), X' = D(A) = H2(Q) N H(Q), z = {y }

(3.65)

Y

v
A= [ (I—i—AQ)_l(()—aA—AQ) é } é um operador ndo limitado com D(A) = {n € H%;n =
An=0emI'} x D(A), B = [ (1 +212)_1 ], B : L*(Q)) — Z, é um operador linear limitado.

Consideramos a seguinte familia de proje¢des ortogonais completa em Z:

P; = diag(Ej, E;) = { B } :

0 E

Portanto, para z € Z; temos
o0 o0
2= Pize =) Pzl z€ 2
J=1 J=1

O préximo resultado nos d4 a boa colocagdo do problema no espago de energia 7.

Teorema 3.21 O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo dado por

T(t)z = ZeAjtsz, z€ 7, t>0,

j=1
onde {P;};>1 é uma familia completa de projecdes ortogonais no espago de Hilbert Z, dado por

b 0 1
(1+ A?)_l(—a)\j — )\JQ) 0

J

{E‘ 0 Li> 1.

0 Ej}’jzl’Q’“"OO’eAj:Rija Rj:[
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Demonstragiio: Considere o operador [ + A% : {n € H*; n = Anp=0em '} — L*(2), com

A = —A. Podemos escrever
(I+A0 =9y =0=I+A)"; 0c{ne H n=An=0emT}, v € L*(Q).
Logo, considerando A7 um autovalor de A*, temos

(I + AQ)’U}]' = (1 + )\?)U)j — w; = ([ + Az)il(l + )\]2)11}]
= wy=(1+X)I+ 4% w

= (I+A) wj=0+ )\?)*1

Portanto, (1 4+ A?)~" é um autovalor de (I + A®)~". Desta forma,

(I+AH e = (1 + A% ZE z= Z (I+ A 'E;z= Z(l + ) Bz
j=1 j=1
Logo,
_ 0 Iy
AZ= | (14 A% (—ad — A7) 0 } { v ]
B v
LU+ A (—ady — A%y)
ZEjU
— J=1
d 1+ X)E; (—az MEny = A?Eiy>
[ j=1 n=1 i=1
ZE]'U
> (14 X)) Ej(—a)Ejy — N Ejy)
[ J=1 A
_ i { E v
= 1+ A%)" a)\ Ejy — N Eyy) |
e LA E; 0y
N 1 + )\2 )\ — )\2) 0 0 Ej v

]:1

= Z RijZ
j=1
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= iR]PJPJZ
j=1

= ZAijZ7
j=1

onde A; = R;P;. E ficil ver que A;P; = P;A;.
Note que a equacdo caracteristica de I?; € dada por

-2 1
(1+ /\g)’l(—a)\j — A?) —-A

—a); — \? ah; + \?
det(R: — M) = A\ = J J \ = + J g .
et(R; ) =0+ T = 1/—1+)\?z
< A\ = *ki,
A+ A2
onde k = |9 %
14+ X2

Para determinar e/%? devemos encontrar p(z) = az + b tal que p(ki) = ¢

det(R; — \I) = ‘ =X = (1+ X)) (—ar; = X)),

Logo,

)t ou seja,

tal que
aki +b = " (cos(kt) + sen(kt)i)

kt
Logo, devemos tomar a = sen(kt) e b = cos(kt). Assim,
Rt v sen(kt)[ 0 1 10
e =p(R;) = | —2 o + cos(kt) 01

cos(kt) —Senlikt)
—ksen(kt) cos(kt) |-

Agora, considere z = (21, 22)T € Z; = X' x X! tal que ||z]|z, = 1. Temos
1212, = (21, 22) 17, = Nallz + ll22l50
oo o0
= Y NIEBzP+ ) X Bz
j=1 Jj=1
Como ||z]|z1 = 1 entdo

A?HEMH? <le A§|1Ejz2y|2 <1,j=12.3,....
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Assim,

2

B

le 2117, = lle™* Pzl

[ 05 2]

k;sen k:t ) cos(kt)
_ H{ cos(kt)E;z sen(kt) E;z ]
t

Z1

k
—ksen( k:t E 21 cos(kt) E 29
2

sen(k )E

= Z A2 Jzz)

+ Z A2 || B, (—ksen(kt)E; 21 + cos(kt)E;2)||%

(COS kt)E;z +

X

2

sen(kt)
k X

+A2|| — ksen(kt)E,z; + cos(kt) B, 2%

sen(kt 2
el

+ (|ksen(kt) |\, || Ep 21 || + |cos(kt)|)\nHEnz2||)2
kt
(| cos(kt)| + sen]i )

(L+¢)* 4 (kt + 1)

= X\ |cos(kt)Epz + E, 2z

IA

(| cos(kt) | Anl| Enze|| +

IN

DQ + (|ksen(kt)| 4 | cos(kt)|)?

IN

IN

2(1+ )%,

vistoquet > 0e 0 < k < 1. Logo, pelo Lema 2.55, A gera um semigrupo fortemente continuo

{T(1)}i20- O

Agora, note que Bu € L'(0,T; Z;). De fato, de acordo com os resultados do final da

secdo 3.3.1, temos

T T T
/ |Bu(t)||, dt / = / 1G5 ) sy
0 OT 0
- / 1G5 ) gory dt
’ T
< o[ Juto)le d
0

a dltima integral € finita visto que u(t) € L?(Q), Vt € (0,T). Disso e do fato de que A € o gerador
de um Cj-semigrupo temos, pelo Teorema 2.64, que para todo zy € Z;, o problema (3.65) possui

uma tnica solugdo fraca z(t) e essa solugdo é dada por
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2(t) =T(t)zo + /OtT(t — s)Bu(s) ds, t € [0, 7].

3.3.3 Controlabilidade Aproximada do Sistema Linear

Nesta subsec¢do obtemos a controlabilidade aproximada do sistema linear (3.65).

Proposicao 3.22 O adjunto do operador B é dado por

B*=[0 (I+4%7"']. (3.66)

Demonstragio: Note que I + A% : H*(Q) N H(2) — L?(Q) € um operador linear bijetivo com
inversa limitada. Logo, pela Proposi¢do 2.16, [(1 + A%)*] ! existe e [([ + A?)*]~! = [(I + A?)~']*.

Assim, podemos calcular B* como segue:

B2 = ([ oy | [2]) = A o
= A T

= <u, [ 0 [(I+ A%t }

S

= <u,[0 (I 4 A%)~" ] {

Portanto, B* é como dado em (3.66).

Teorema 3.23 O sistema (3.65) é aproximadamente controldvel.

Demonstraciio: E ficil ver que P;BB* = BB*P;,j = 1,2,.... Assim, podemos aplicar a Propo-
si¢do 3.10, obtendo que a controlabilidade aproximada de (3.65) é equivalente a controlabilidade

de cada um dos seguintes sistemas de dimensao finita

Z'(t) = Ajz(t) + Bju(t), z(t) € Im(P;), t >0, j=1,2,3,.... (3.67)
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Note que
- - [ E; 0 0
0 0
o I E]([ + A2)_1U
[ 0
- | E (Zu + Ai)lEnu>
L n=1
- [ 0
B L <1+)\?)_1EJU
[ 0
= _<1+)\?)—1}[EJ’U]
= Dj [ Eju } .

Mas a controlabilidade do sistema (3.67) € equivalente a controlabilidade de cada um dos seguintes

sistemas de dimensao finita

Y= R;z+ Dju, z € R* u€R, (3.68)

onde R; = 0 1 étalque A, = R.P;e D; = 0
TN (e —A2) 0 WeA =P =1 1+ |
Agora, note que
2\—1
mo,= [0

Assim,

. B 0 (T+ M)t

[Dj : Rij] - { (1 +)\J2')71 0

Logo,

Rank[Dj . Rij] = 2.

Portanto, pelo Teorema 3.12, (3.68) é exatamente controldvel (em particular, aproximadamente

controldvel), consequentemente, (3.65) é aproximadamente controldvel.
De fato, de acordo com o item (ii7) do Teorema 3.8, a controlabilidade de (3.67) e (3.68) sdo
equivalentes, respectivamente, ao seguinte:

B;‘eA;tz =0,Vtel[0,7] = z2=0, z€Im(P));

Die'i'z=0,Vte[0,7] = z=0, z€R%
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Por outro lado, temos que

B;eA;'tz =D Pz =0, YVt € [0,7] = Pjz =2 =0.

3.3.4 Formulacao Abstrata e Existéncia e Unicidade de Solucao do Problema
Semilinear

O sistema (3.42) pode ser escrito como uma equagdo diferencial ordindria abstrata de

segunda ordem em Z; = X! x X! como

(3.69)

{ yu = aldy — A%y — Ay +u+ [ty yp,u), t € (0,7]
y(0) = vo, y:(0) = 11

onde f¢: [0,7] X Z; x U — L*(Q) é definida por

fo(t z,u) (@) = f(ty(@),y (2), ulz)).

Note que, de fato, f¢(t, z,u) € L*(), visto que
1/2
er(t7 z,u)||L2(Q) = {/ |f6(t, Z, u)(x)P dx}
Q
1/2
= {1t e o i

1/2
< {k: [+ @ + @ + ) dx}

1/
= & { S med(©) + EylZz() + BNY 220 + Ellulzey |

< oo,

pois y, v, u € L*(Q).

Com a mudancga de varidveis v = 7/, analogamente ao que fizemos para a equagio
linear, podemos escrever a equagdo de segunda ordem (3.69) como uma equacéo diferencial ordi-

ndria de primeira ordem no espaco de Hilbert Z; = X! x X! como segue:

{ z(t) = Az(t) + Bu(t) + F(t, 2(t), u(t)), z € Z1, t € (0,7] (3.70)

2(0) = z
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onde u € L%([0,7]),U), U = X = L*Q), X! = D(A) = H2(Q) N HY(Q), z = [y ]

v
A= [ (I_i_AQ)_l?_aA_AQ) é } ¢ um operador ndo limitado com D(A) = {n € H%n =
An=0emI'} x D(A), B = [ (1 +E)42)1 }, B : L*(Q2) — Z; é um operador linear limitado e

0
F(t,zu) = [ (I + A%t z,u

Para estudar a existéncia e unicidade de solucdo da equagdo (3.70) primeiramente note

) }, F:[0,7] x Zy x U — Zy, é o termo ndo linear.

que F' satisfaz a seguinte condi¢do de Lipschitz:

|1F(t, 22, u2) — F(t, 21, u1) || 2,
B H{ (I+A2)1?f€<t,zQ,u2) ] B { (1+A2)1(?fe(t, R ]

VA

0
B H |: (I + AQ)_l[fe(tv Z27u2) - fe(thlvul)] :| Z
= [10llxr + 1(Z + A%) 7 f(t, 22, u2) = f2(E 21, )] |

<c|lfe(t, 22, u2) — fO(t, 21, u1) || L2

—| [ 1 £t @) - @) P ]

1/2

- 1/2
=c /Qlf(t7yz(x)7yé(x)7Uz(x)) — ft, (@), (), w(2)) [* dfv]

<e / (co+ 1 | ya(@) | +ea | (@) | +es | ua(@) | —co— 1 | (@) | —cz | wi(a) |
Q

—c3 | uy () |)? dx} 1/2

1/2
<c /Q(Cl | o) = y1 () | +e2 | wh(2) =y (@) | +es | us(e) —wi(2) |)° dx]

1/2
<c /QC? | y2(2) — (@) P +63 [ () — yr(@) [P +c3 | ua(z) — (@) [* do

=cld [ Im@) —n@ [ do+d / (@) — () P do

+c§/Q | ug () — uy () |2 d:c] v

< { 1) - n@ P a] T [ 1) - s P a] "

4 [/Qym(m)—ul(m) 2 dx] 1/2}
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= clllyz = vallez + vy — yillee + [Jue — ua| 2]
<y = villwznmy + 1vs = Yillgeam + lue — uall 2]

= c[|lz2 — 21|z + |Juz — uq||z2], Yt € [0,7], 21,22 € Z1, uy,us € U.

Entdo, aplicando o Teorema 2.67, temos que, dado zy € Z; e u € L*([0, 7]; U), a equagdo (3.70)

possui uma unica solu¢do moderada em [0, 7), dada por

2(t) =T (t)zo —|—/0 T(t — s)Bu(s) ds —l—/o T(t —s)F(s,z(s),u(s)) ds, t € [0, 7].

3.3.5 Controlabilidade Aproximada do Problema Semilinear

Finalmente, apresentamos nesta subse¢ao, o principal resultado em relagéo ao problema (3.42).

Teorema 3.24 O sistema (3.42) é aproximadamente controldvel em [0, T|.

Demonstracdo: Vimos no Teorema 3.23 que o sistema linear correspondente ao sistema (3.42) é
aproximadamente controldvel em [0, d], para todo 0 < 6 < 7. Além disso, para F' dada em (3.70),

temos
IE® z,u)llze = 0llx + [I(7 4+ A7t 2,u)] x

N 1/2
_ {Z N2 EW[(I + A% e, z,u>]HL2<m} )

n=1
para todo (¢, z,u) € [0,7] x Z; x U.
A tltima expressdo € finita, pois (I + A%)~!f¢(¢,z,u) € X'. Assim, as hipéteses (I) e (IT) do
Teorema 3.20 sdo satisfeitas e, consequentemente, temos a controlabilidade aproximada de (3.42).

O



CAPITULO 4

CONTROLABILIDADE EXATA PARA UM
SISTEMA TERMOELASTICO COM
CONTROLE SOMENTE NAS COMPONENTES
TERMICAS

Sejam  C R? aberto e limitado com fronteira I' suficientemente regular e 7 > 0.
Denotamos por (z,y) um ponto de €2, ¢ a varidvel de tempo, @ = (0,7) x Qe ¥ = (0,7) x I'. Os
deslocamentos sdo dados por z e £ e as temperaturas por 1) e ¢. Neste capitulo, inspirados em [ ]
e [31], estudamos o problema de controlabilidade exata para o seguinte sistema termoeldstico com

duas temperaturas e com as fungdes de controle u, v € [L%(0,T; L*(Q2))]*

P12 — 1Az + a11A%2 + a19A%E + 11 AV + c1pAp =0 em (),
pa&ir — V2 A& + a Az + 4 A*E + e A+ cAp =0 em (), 4.1
bi1 + biawr — c11AY — c12Ap + a(w - <P) — 1Az — c12AE = div(ﬂ) em (), '
bo1)y + baopr — o A — cooAp — () — ) — Az — c22AE = div(D) em Q,
com condi¢des de fronteira
( 0
z=0= a—i em X,
0
55058—5 em X (4.2)
v
Yv=0=¢ em2,
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e condicdes iniciais

{ 2(t=0) =20, 2(t =0) =21, £(t=0) =&, &(t=0)=¢& em(, 4.3)
Y(t=0) = th, p(t =0) =0 em (). '

O operador div denota o divergente dos vetores u(z,y) = [ui(x,y),us(z,y)] e T(z,y) =
[v1(z,y), vo(z,y)], isto é, div(u) = % + %—722 e div(v) = % %—Q?}j Como usual, [vq, o]

¢ a normal unitaria apontando para fora da fronteira. Definindo o espago H& Q) x H& o ()

o (

por
H}(Q) x HY Q) sevy1,72 >0,
H(Q) x L*(2) sey; > 0,72 =0,
L*(Q) x Hy(2) sevy; =0,7v >0,
L*(Q) x L2()) sevy =72 =0,

Hl

0,p1,m

(Q) x Hy

0,02,72

(©2) =

pode-se mostrar a boa colocagdo do sistema termoeldstico ndo controlado (z = 0 = 7 em (4.1))

(Q) x HE (Q) x [L2(Q)]%

0,02,72

para dados iniciais (29, &, 21, &1, %0, o) € H = [HE(Q)]* x H

0701,71
Para obter a controlabilidade exata do problema (4.1) — (4.3) no intervalo de tempo [0, 7], prova-
remos que para (29, o, 21, &1, Yo, o) € (20, &L, 28, €8 ¢E, ob) dados iniciais e finais, respectiva-

mente, no espago H = [H(Q)]* x Hy , . (Q) x Hy

0.pams (2) X [L?(Q)]?, existem controles adequa-

dos w, v € [L*(0,T; L*(Q2))]? tais que a solugdo correspondente (2, &, 2, &, 1, ) de (4.1) — (4.3)

satisfaz no tempo final 7',

(2(T), &(T), 2(T), &(T), ¥(T),p(T)) = (25, &5 21, &1, ¥, #0)-

Desta forma, o deslocamento serd controlado exatamente pelo meio indireto de colocar o termo de

controle na componente térmica.

Note que o problema (4.1) — (4.3) pode ser escrito como

RZtt — GAZtt + AA2Z + CA\I/ = O cm Q,
BY, — CAV +aNV — CAZ, =divU em Q,
z=0=% em Y, (44)
ov
U = em .,
\ Z(t:()):Zo, Zt(tZO):Zh \I/(tZO):\PO emQ,

onde

SIS
| I

o=[i) o (5] ne[5 2] e [3 )|
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A= [@ij]sz, B = [bij]2><2; C= [Cij]2><27 N = [(—1)i+j]2x2-

Impomos algumas condicdes sobre o sistema,

Hy : As matrizes A, B e C sdo definidas positivas;

Hy : Os pardametros a, pi, p2, V1, V2, 11, G12, G2, bi1, bi2, b, ci1, C12 € cop A0 positivos;

Hs b11bgg — b%Q > 0;

H4Z

o bllb22 - b%g

Co1 < b , S€ big > 0;
12
bllb22 - b2
Co1 —b—12, se blg < 0.
12

4.1 Formulacao Abstrata do Problema

Em nossa prova de controlabilidade, o problema (4.1) — (4.3) e seu adjunto (que vamos

calcular neste capitulo) serdo considerados como equagdes de evolugdo abstrata num certo espaco

de Hilbert. Para desenvolver esses modelos de operadores seguimos trabalhos sobre problemas

similares como em [1]:

e Definimos o operador A : D(A) C L*(Q) — L*() sendo A = A2, com dominio

D(A) = HY(Q) N HZ(Q). (4.5)

A é entdo positivo definido, auto-adjunto e temos as caracterizagoes

D(A*) = H3(Q): (4.6)
D@A?) = H3Q)n H2(Q).

Em particular, da segunda caracterizacdo em (4.6) e da formula de Green resulta que para

o1
todo z,£ € D(A?),

T o BT C R
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1 2
2

o =

= 1Az2]72q)- (4.8)

L2(Q

e Definimos Ap : D(Ap) C L*(Q)) — L*(Q) sendo Ap = —A, com condi¢des de fronteira de
Dirichlet, ou seja,

D(Ap) = HQ(Q) N H&(Q). (4.9)
Ap é, também, positivo definido, auto-adjunto e
ch)zﬂam. (4.10)

1
Além disso, dessa caracterizacdo e do teorema de Green resulta que paratodo z,£ € D (Ag) ,

<AD275> {D(A%)}?D(A%) = (A%ZvAla)f) Q) = (Vzavf)[ﬂ(ﬂ)]? (4.11)
c,
12
I 1) = | 424 0, = 19202 (4.12)

e Para 1,7 > 0 definimos os operadores P, .. : D(P,, ..) C L*(Q) — L*(Q2), i = 1,2, sendo
PPIv’Yl =01 + ’YlAD e .Pp%,y2 = P2 + ’}/QAD. (413)

Além disso, definimos o operador Pr¢ : D(Pre) C [L*(Q)]* — [L*(Q2)]? por

P 0 p1+mAp 0
Pre =R+ GAp=| "7 = : 4.14
e P |: 0 PP2N2 :| |: 0 p2 + 2 AD ( )
com R = pr 0 eG = n 0 .
0 p2 0 7

Consideramos quatro casos:

(i) No caso que 71,2 > 0, consideramos o espago H& . (Q) x H} (€2), que em alguns

0,p2,72

lugares deste capitulo escreveremos apenas x H} equivalente a H} () x

»P1,Y1 0,02,72°

H}(92) com os produtos internos

(2.0m, @ = ,z8re) +71(Vz Vg
<27£>H&p2’72(ﬂ) = p2(2, 2 +12(Vz, VE) 2, (4.15)
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e com seu dual denotado por Hy . () x Hy} (). De (4.10) e (4.11) e duas

0,p1,7 102572

extensoes por continuidade, temos

Py~ € L(Hy,, . (Q),Hy) (), i=1,2, (4.16)

0,0i,7i

satisfazendo

(P iz, §) g1 (4.17)

1
0,p4:74 XHO,P@%;

= (Z, S)Hé

WP

Além disso, os operadores P, -, sdo H ,, ~,-¢elipticos. Isto €, existem constantes ¢, ¢ >

0 tais que
(Porer€uzt | <cllzlag, Wellay, (4.18)
para todo z,£ € H&Pia"ﬁ’ 1 = 1,2, e constantes ki, ko > 0 tais que
2 1 .
(P %5 Z>H0_v;i”YiXHévPir’Yi 2 ki|’ZHH(§’pi%> Vz € HO,p,L-,'yN 1=1,2. (4.19)

A verificagdo de (4.18) e (4.19) é simples. Basta aplicar a desigualdade de Cauchy-
Schwartz no lado direito de (4.17). Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgran, os opera-

doress P, ., sdo invertiveis e

Ploe L(Hy: (Q),Hy, . (Q),i=1,2. (4.20)

PisYi 0,04,7vi 72 20,0iy7i

Também, os operadores P, ., : D(P, ..) C L*(Q) — L*(Q2), i = 1,2, sdo positivos

definido, auto-adjuntos e

De (4.17) segue que

1 1
(P Phoit) , = (2 8)my, V2,6 € HY

L2() 0,047

i=1,2. 4.21)

WPy Vi

Agora, para V = { g } LV = { % ] € Hj 0 X Hp,, ., temos
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<I

0 P11 XHO 12572

([ e

= (v U)ngﬂ (3 5)1{5{)272
=0y,  + (&, (4.22)

= p1(0,0) 2 + 71(Vv, VO) 1200) + p2(&, ) 12(0) + 12(VE, VE) 12(a

(©)
(U5 AL ED (00 2] we] =)
= (RV. V)22 + (GVV,VV)[12(q)2

1 1 1 :
x Hy 0 Ho oy X Hp,, ., ) satisfazendo

Note que P € L(Hj, .,

0,p1571 0,p2,72

Hl
001,71 % 0, 1P2572 o1 < 0,p2,~/2]

De fato, de (4.16), temos

HPRGVHHj1 xHL

0,p1,71 0,p2,72

{Pﬂh% 0 ] |:Z:|
0 szw 5

!H o]
p2’72€

Pl'YlZHH_ - +H 272§’|H(;p o

-1 -1
HO,m,vl xHy 102572

L 1
0791,"/ ><HO ,P2,72

<alellm, . +eléln,,

< clllzllng,  + ey, )
~J¢]
5 Hé l'VlXHéPQ 72
= Vg, ey,
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Note, também, que de (4.18),

H(PRGV,VNH—1 xHg L IX[H H}

0,p1,71 0,02,72 1,71 X 0,/32,72]

K w2 e [ED)
O B JLE L s, msh, i, i,

= <Pp1771Z7E>H&;1W1xHé,plm + <Pp2ﬁ2€’g>

-1 1
HO,Pz,Wz XHOvPQ»'\/Q

<cllellmg,  Wlmy, Nl IElm, )

1P2,72
ey, U=, + €, )

0,02,72
IV |y
HO,plﬁ/l

< c(llzllmg

0,p1,7M1

= |Vl

1
0,p1,71 *H,

1
0,p2,72 XHO

sP257Y2 )

E, de (4.19),

P V V —1 —1 1 1
< RGY >[H0»01:’YlXHO’PQ»’YQ]X[HO’PI»’YIXHOvPQa’YQ]

L + <pp2,’72§>5>H—1 x H1

=(P, ~ 2, 2) ;-1
< PL,Y1LS >H 0,p2.79 0,279

0,p1,71
> k(llelfy, el )

V2
= K[V

0,p1,71

1
XHO,PLW

1 .
XH07P2772

Logo, o operador Prg é [H} x H}

. 092, -€liptico. Portanto, pelo Teorema de Lax-

Milgran, o operador Pg € invertivel e

Ppbe L(HG) . x Hy ) Hy X H ), (4.24)

0,p2,727 *70,p1,m1 0,p2,72

Sendo os operadores P,, .. : D(P,,.,) C L*(Q) — L*(2), i = 1,2, positivos definido

e auto-adjuntos, temos
Pra : D(Pre) C [L2(Q)) — [LA(Q))?

positivo definido, auto-adjunto e

1
D(P2) = H&pml X H&pm. (4.25)
De (4.22) e (4.23) segue que
(PEV. PRV )22 = (V) V)H&mmH&pz,m’ VV,V € Hg?mm X H&mm, (4.26)
c,
1 1 1
1PEV iep = IR2V 2 + 1G2VV e = IVIE: - (427)

0,0p1,71 0,p2,72
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.. P
(ii) Paray; > 0ey, =0, temos P, -, = p1 + V1Ap, Pyny = p2€ Pra = [ "6”1 pO ]
2

Neste caso, consideramos

Hl

0,p1,7m

(Q) x H},, () = H]

0,p1,m

() x L*(9),
equivalente a H}(2) x L?(2) com o produto interno

(Va V)Hl

0,p1,71

= (RV, V)22 + (GVV,VV) 12002,

_ |, 0 _|m?0
=] e [7 0]

(Q) x L3(Q) por Hy: () x L*(Q).

0,01,71

1
XHOyﬂQ,O

ondeV:{z},V:{gleHé

Denotamos o dual do espago H_}

»P1,7Y1

P11

As propriedades (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) e (4.27) continuam vélidas.

(iii) No caso que v; = 0 e v > 0, temos P, ., = p1, Py, = p2 + 724p € Pra =

P1 0
0 P

} . Consideramos
P2,72

Hé,pho(Q) x H}

0,02,72

() = L*(Q) x Hyp, , (),

equivalente a L?(Q2) x H}(2) com o produto interno

(‘/’ V)H&,P1,OXH5,p2,W2 - (RV’ V)[LZ(Q)]Q + (GV‘/, vv)[LZ(Q)]Z’

B ) - v _ P1 0 — 0 0
onde V' = {5]7‘/— {E} € Ho o X Hopypr B = l 0 pQ}eG— [0 72]'

Denotamos o dual do espaco L?(Q) x H} ,_ (Q) por L*(Q) x Hy} _ (Q).

0,02,72 0,p2,72

As propriedades (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) e (4.27) também continuam vélidas neste

caso.

pr 0

(iv) Paravy,72 =0, P, , = pi, 1 = 1,2, € Ppg = [ 0 } . Neste caso, consideramos
2

H&,pho X Hg,pz,ﬂ = H(i,l]ﬁ,o X H(;plz,() = [L2(Q)]2

com o produto interno

(V:V)m

1
0,01,0%H0 55,0

== (RV, V) [LQ(Q)]Q y

v| = v pr 0
OndCV:|: :|7V:|:g}EH&pI’OXH&p%O,R:[0 p2:|'
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As propriedades (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) e (4.27) também continuam vélidas neste caso.

Na sequéncia, construiremos um espago de Hilbert e um produto interno neste espago
em conformidade com a energia do sistema. Para determinar a energia da equagdo (4.1) ndo con-
trolada tomamos o produto em L?(f2), das equagdes em (4.1) (com @ = 0 = ), por 2, &, € ¢,

respectivamente .

(
/(plzttzt — 1 Azyz + an A%zz + ap A%z + e Az + craApz)dady = 0,
Q
/(P2§tt€t — A& + agi A2, + agn APEE + et AYE, + Coa A&y )drdy = 0,
Q

/(bnwt?/} + b2t — i AYY — 1A 4 a(Y — ) — e Az — c12AGp)dxdy = 0,
Q

/(521¢ts0 + baoprp — a1 AP — coaApp — a(h — ) — ca1 Azip — cpA&p)dady = 0.
L Jo

Aplicando a férmula de Green, obtemos

(
/(plzttzt + 1 V2uVa + annAzAz + a19AEA 2 — c;i VYV 2, — 12V eV iz )dady = 0,
Q
/(szttft + 12 VELVE 4 a1 AzAE 4 ae AEAE — 1 VPV E — VeV E)dady = 0,
0

/(bll¢t¢ + bi2ps) + c.i VOV Y + c1oVeVY + a(y) — o) + c1i V2 VY
Q
+c12VENVY)drdy = 0,

/(521?/%%0 + baorp + cn VoV + VeV — a(t) — ) + caVz Ve
Q

+c22VENV p)dxdy = 0.
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Ou ainda,
(1d
2 dt (Pl|zt|R2 + 71|V2t|1R4 + a11|AZ|R2)d$ + [ (a12A8Az — e VYV iz
Q

—c19V eV z)dxdy = 0,

1d

5% (pz’ftléz + 72|V§t|]%§4 + a22|A€|]§2)dI + /(azlAZAft — 621V¢V§t
Q

Q
—caVpVE)dxdy = 0,

1d

2 dt bll|w|R2d=T + /(bm@ﬂ/i + CU|V'LN%4 + 012V90V¢ + CL"LN%@ — aaplp -+ chthdJ

+c12VEVY)dady = 0,

1d

2 dt b22|90|R2d.%' + /(bglthO + CglvaQO + CQQ‘V@’%zl — GZDQO + a|<p\f&2 —+ 021Vthg0
Q

[ +c22VEVp)dedy = 0.

Somando as quatro dltimas equagdes acima, obtemos

Ld

2dt

+ bu|¢‘%§ + 2b122/1g0 + bgngOh%)dl’dy + /(011|V¢|]§2 + 2012V'¢V§0 + 022|Vg0|§§2
Q

+alyy — pF)dxdy = 0

(P 2elf + p2l&elz + 1|V 2elRe + 12| VENR + a11|Az[R 4 2a012A2A8 + az|AEJR
Q

Portanto, a energia associada ao problema (4.1) — (4.3) é

1
> /(Pl!zt\ﬁ + p2l&lz + NI Valie + 12| VER: + a11|Az|E + 2a12A2A8 + as|AE[R
Q

2 (4.28)
+bu[Y[z + 2019t + byo| o) dzdy = 0.
Consideramos, entéo, o seguinte produto interno em # = [H§(Q)]* x H; , ., () x H ,, ., (€) X

[L2())*:
((z.& 2,80,0,9), (2,6, 7,6, 0,9)),, =, (20, %) 2() + p2(&, €D o) + 11(Vae, VE) 120
+72(VE&, VE) 12() + a11 (A2, AZ) 120
+ 2a12(Az, A) 12(0) + a22(AE, AE) 120

+ b1 (v, V) r2(0) + 2b12(V, B) 120) + ba2 (0, P)r2(0)-
4.29)
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Conforme veremos adiante, o problema (4.1) — (4.3) estd bem colocado no espago H.

2}772 lg},q’: “ﬁ},ﬁz [g},eosoperadoresAePRg,

podemos escrever (4.29), matricialmente, da seguinte maneira:

Considerando V' = [

V V 1 1 1 1
I/ _ A2 R27/ 2 2 17 U
i wl) - (4d%v, A7) - (PicVi PicV:) poiaye T (BT D e
H
(4.30)
Esse produto interno induz a seguinte norma no espago .:
ol o1 1 2
1V, Vi, ], = <AA2V,A2V> e prggvt ey T B Ve (4.31)

Observacdo 4.1 Note que a norma definida em (4.31) é equivalente a norma usual de H, que é
dada por
2 2 2
1V Ve, Wl = 1AV 2y + IVVEll 2y + 11202 - (4.32)

Com efeito,

ol ol—
(1) (AA2 V,A® V) é equivalente a ||AVH[2L2(Q)]2. De fato,

(L2 ()

ol ol __
<AA2V'7A2V> ) = a,11||AZ||%2(Q) + 20,12(AZ, Ag)LQ(Q) + a22||A€||%2(Q)

[L2(9)]
< c([|Az]|Z2) + 18] 72(0)
= C||AV||[2L2(Q)}2~

Por outro lado, usando uma desigualdade do tipo ab < %aQ + %bz temos

ol ol
<AA2V,A2V)
1202
= a1 [|Az[| 720 + 2012(A%2, AE) r2() + az2l| A2 (0
> a1 [|Az||72 ) — 2lar2]|(Az, A&) 2] + azal| AE|| 720
€ 1
> anll&slg - Honl (518clExe + 186N ) + anl Al

a2
€

— (a1 = el el + (0 = 20} 16l
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laiz] + ail
lai2] a2 laiz]
Tomando € > 0 de forma que ay1—|aiz|e > 0 e aznp—"> > 0 | basta tomar ¢ = - |

9123 " obtemos
€

ec— min{a11 — ‘alg‘ﬁ, agy —

ol ol
(ad?v,4°7) sy 2 AV e
1 2 9
(1) HPI%GW - é equivalente a ||V'Vi||j2q). De fato,
1 2 2
HP}%GVt 2@ HRQ% (L2(Q))2 + H ‘ [L2(Q)

= pillzelZe ) + 1l Vel + 2l Ze @) + 2l VENT 2@
< CHV‘/;?”[L%Q)]? :
Por outro lado,

”v‘/;l|[L2(Q = = |V} 2@z T ||V§t|’[L2 Q)2
2 2
<c <||Zt||L2(Q) + “vth[L?(Q)]? + ||§tHL2 o T ||v§t||[L2(Q)]2>

(pl”thL2(Q) "‘VIHVZtH[L?(Q)P +P2H§tHL2 +72|’V§t||[L2(Q )

1 2

2
RGVt

2@
(Ill) Usando a mesma idéia da equivaléncia em (I) pode-se mostrar que (B, W) ;5 o2 € equi-

valente a ”\IJH[QL?(Q)P'
De (I), (I1)e (I11I) temos a equivaléncia das normas (4.31) e (4.32).

Por fim, o problema (4.4) pode ser escrito na forma abstrata

V, = AV + BU,

{ V(0) = Vi, (4.33)
onde
7z 0 Zo
V=|2|,BU-= 0 Vo= | 24
U divU U,
e,
0 I 0
A= | —PplAA 0 PRtCAp :
0 —B_ICAD —B_ICAD —aB™'N

com A : D(A) C H — H; D(A) = {[Zo, 71, W] € [D(AD)]2 x [D(AT)]2 x [D(Ap)]%: AZ €
Hip () x Hik, be Be £(11200,T: (@) [DAD] x (L) x {[D(AR)Y).
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4.2 Existéncia, Unicidade e Regularidade de Solucoes

Nesta se¢do mostramos a existéncia e unicidade de solugdo para o problema (4.33), ou
equivalentemente, para o problema (4.4). Também, mostramos a existéncia e unicidade de solucdo

para o problema adjunto com respeito ao problema (4.4) e, obtemos a regularidade destas solugdes.

Proposicao 4.2 A ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes no espaco de energia

H.

Demonstracdo: Vamos mostrar, primeiramente, que o operador A : D(A) C H — H é dissipa-

tivo. Para V' € D(A), temos

0 I 0 z1 [z
(AV, V), = | | —PriAA 0 PriCAp Z || Z
| 0 -BCAp —BWCAp-aB N || U | | ¥ ]|/,
- 2 ,
_ RGAAZ + PrlCApY |z
i —BfchDZt BICALW —aB INY | | U |)
. 2 . 1 1 o 1
_ ( ARRZ,, A 2) oays * (“PRGPRAABZ. PG
-1
+ (PigPrdCApY, Pig ) eyt (BB CADZL ) g
—1 -1
+(=BB'CApY, ) 1, + (~aBBT'NV, ) 1,
ol ol
_ _ 2 2
_ (A 7, AR? Z){ s <AA 7 A Zt> sy (¥ CADZ) e
= (CADZ W) gy = (CADY, W)y = (AN, W)

_ {(CA,%\I/,AE\I/) o+ (aNfo,\If)[LQ(Q)P} .

2

Note que os dois ultimos termos acima sao nao negativos. De fato,

(aN, W) 2 = allPll7zq) — 20(¢, 9) 2 @) + alllliz ) = alld — @lliz) = 0.
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Também,
(CALY, AR W) 202
_ C11 C12 V¢ v¢
C21 C22 VQO ’ VSO (L2(Q)]2
= c11(VY, V) 120y + c12(Vo, Vi) 120y + c21(VY, V) 120 +022(V907 V@)L?(Q
oY oY oY (9(,0 oY 8@ 8@ 8@
(033) +((’934) e 12( Ty ) T2 |\ar) T\ 5y

oz dx dy 8
= VUuiCvy.

=1

I—I

Sendo C' uma matriz positiva definida,
VUTBVY > 0.

Logo,

_ [(CAE\IJ,AE\I/) (N, ) | < 0.

[L2(Q)]?
Portanto, A € dissipativo.

Agora, note que, dado [F}, Iy, F3] € H existe um tnico [Z,Y, ¥] € D(A) tal que

_“4[27 Y> \II] = [F17F2>F3]a

isto é,
0 -1 0 A F
PrlAA 0 —PRlCAp Y |=|F (4.34)
0 B 'CAp B 'CAp+aB 'N v F3
De fato, de (4.34) temos
-Y = F17
PRlAAZ — PRLOADY = 5, (4.35)

B 1CApY + B 'CAp¥Y +aB !NV = Fj.
De (4.35)1, Y = —F; (€ [HZ(2)]?). Substituindo em (4.35)3 obtemos
{ B71CApY +aB !NV = F; + BT'1CApF,,
UV=0emI"
Por Lax-Milgran e regularidade eliptica, existe uma dnica W € [H*(Q2) N H}(Q)]? solugdo do

problema acima. Em virtude da classe de U, substituindo em (4.35),, obtemos

A
Z—O—a—emf

{ AAZ = PreFy + CApY,
ov
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Por Lax-Milgran, existe um tnico Z € [HZ(Q2)]? solugdo do problema acima. De fato, considere a

aplicacao
a: [Hy QP x [Hi(Q)P — R

- ol o1
(Z,7) — /AAQZAQZ dz.
Q
Temos que a € bilinear, continua e coerciva. Pelo Teorema de Lax-Milgran, existe uma unica

Z € [H3(Q))? tal que a(Z, Z) = (F, Z), paratodo Z € [H3(Q)]%, com F = PreFy + CAp¥, ou

seja,

[akiziizan- [ rzan

Q Q
Logo, existe uma dnica Z € [H3(Q)]* tal que AAZ = F (podemos escrever isto, pois por
regularidade eliptica, Z € [H*(Q)]*). Como F € Hy o % Hy, o temos que AZ e

-1 —1
0,01,71(€) X HO,PQWQ(Q)'

2.52, A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes. a

Mostramos, entdo, que .4 é dissipativo e 0 € p(.A). Portanto, pelo Teorema

Com a proposi¢do acima temos a boa colocagdo do problema (4.33) no espago H.

Podemos, agora, escrever a solu¢do V' de (4.33), explicitamente, como:
t
V(t) = etV +/ e BU (s)ds.
0

Veremos (na Observagio 4.7) que B € L([L?(0,T; L*(Q))]*, [D(A*)]'), logo, temos que a solugio
V' do problema (4.33) é tal que
Ve C([0, T]; [D(AM)]).

Na sequéncia vamos calcular o operador adjunto do operador A, denotado por A*.

Proposicao 4.3 O adjunto A* de A é dado por
0 -1 0

0 _PriCAp , (4.36)
0 B™'CAp —B'CAp—aB™'N

com D(A*) = D(A).

Demonstracao: Definimos o operador 7 : H — H por
0 —1I 0
o1
T= | PhaAA? 0 —Pr4CAp :
0 B_chD _B_chD —aB™'N
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com D(7) = D(A).

Entdo, para [Z, Z;, U

A

o 1 o ~ 1 1 o ~
— (4A%z,-A Zt)[ apt (PécZ: PiaPrtAAZ)
L2(Q)]?

Y

H
I

— RéAA 0 PrtCAp Z
C

_BCANZ — BCANY — aBINT | | @
(AA 7, A Z)
(

1 1 ~
PiZi, P PrdCApZ)

B-chD\if)

Zy

B*ICAD\IJ,@) . <—aBB*1N\II,\iI>

Z Z U] e ) temos

e N N

0 A

0 B'CAp —-B 'CAp—aB™'N v

Z, Z
Py, AAZ + PRlC AR 7,

ESTENNEN

~——— el
X

1 1 ~
_p2 PLARZ PZ Z)
L2()]2 +< RGTRGEERE T RGZL ) 12 gy

~LOApT, PRGZt> + (—BB‘lCADZt,\T/>
2@ (2@

202
+ (\If OADZ>
1202

— (\If (JAD\TJ> n (\1/ —aN\i;>
L2()]2 [L2(52)]2 L2(@)2

[L2 ()

(L2 ()

+ (B\I/, B*ICADVt)
2@ [

+ (B\D, —B—laN\if>

L2(Q)]?

(L2 ()
0 -1 0

| PRiAA 0 —PptCAp
0 B_chD —B_lCAD—aB_lN
Z

y T Zt
T

[L2 ()

e N\

Portanto, D(7) C D(A*) e A*|[pr) =

Agora, vamos calcular a inversa A~! de A € L(H, D(A)) e seu adjunto (A*)~' € L(H, D(A*)).

Consideraremos os operadores

—_
—
—

T

— (PLAA) ' PLACAR(B™'\CAp +aB 'N)"'B™'C Ap,

= —(PpiAA) ' PRACAp(B'CAp +aB'N)™!
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Entao,
= — (P AA)! T
A= I 0 0
—(B7'CAp +aB 'N)"'B71CAp 0 (-B7'CAp —aB™'N)™!
E,
= (PriAA)! T
(A = T 0 0
—(B7'CAp +aB7'N)"'B-1CAp 0 (-B7'CAp —aB™'N)~!
Logo, para [Zy, Z1, Vo] € H, temos
Z =70 + (PraAA) 1 Z, + 1,
(A*)_l Zl = _ZO )
Uy —(B’IC'AD + CLBilN)ilBichDZO + (—Bilc’AD — CLBilN)illpo
Portanto,
D(A") C [Hg ()] x [H5(Q)* x [H*(Q) N Hy(Q)]*. (4.37)

Além disso,
A[(PRdAA) ' PRlCAp(B™'CAp +aB™'N)'B'CApZy + (PrAA) ' Z,
— (PraAA) ' PLACAR(B™'CAp + aB™'N) 1]
= A(AA) ' Pra PRlCAp(B™'CAp +aB™'N) !B 'CApZy + A(AA) " Pra 7,
A(AA) ' Pra PrlCAp(B™'CAp +aB™'N)™1,

)
. o (4.38)
(A)"'CAp(B'CAp +aB'*N)'B'CApZy + A A(A) ' Pra 7,

— A(AA
= A7'A
— AT'A(A)T'CAp(BT'CAp +aB7IN) 1,
= A'CAp(B™*CAp +aB™'N)'B'CApZy + A~ Pra 7,
— A'CAp(B™'CAp +aB™'N)'W,,.
De (4.37) e (4.38) segue que
D(A*) C D(A).

Concluimos, entdo, que D(A*) = D(.A). Portanto, o adjunto A* é como dado em (4.36). O

De acordo com o Corolério 2.54 podemos considerar 4* (dado na Proposicdo 4.3) e

. . * .
seu semigrupo associado {e"!};>,. Temos o seguinte resultado:
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Corolario 4.4 Para dados finais [Wy, Wy, 0] € H, a fungcdo [W,W,,0] € C([0,T],H) definida

por
W (t) Wo
Wit) | =T wy | (4.39)
O(t) SN

é solugdo fraca do seguinte sistema retrégado (adjunto com respeito a (4.4))

( Rth - GAth + AAQW =+ CA@ =0 em Q,
BO, + CA© —aNO — CAW, =0 em @),

W=0=— em %, (4.40)

0= em Y,
L W(T) =Wy, W(T) =Wy, O(T) =0y em ),

_ | w _ 0 _ | P 0 ' 0
N A F
A=

[aij]2><27 B = [bij]2><27 C= [Cij]2><27 N = [(—1)i+j]2x2.

onde

Observacio 4.5 Note que para dados Wy, W1,00] € D(A), o sistema (4.40) pode ser escrito

abstratamente como

PRGth = —AAQW — CAO em H&;L’Yl X HOj/L{Yz’
©; = BT'CAW, — (B7'CA —aB™'N)© em [L*(Q)]? (4.41)

W(T) =Wy, Wi(T) =Wy, 6(T) = 6q

Relativo ao problema adjunto, temos a seguinte regularidade adicional:

Proposicao 4.6 A componente © da solugdo [W, Wy, ©| do sistema retrégado (4.40) satisfaz © €
1 2
[L2 <0, ;D (A%))} . De fato, temos a seguinte relagdo vdlida para todo [Wy, W1, 0] € H.:

[IW(0), W(0), ©(0)J3, — I [Wo, Wi, ©9] 3]

DN | —

T T, (4.42)
:—/0 (“NQ@)[L?(Q)PC”—/O (BApO, ApO) 1202 dt.
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Demonstracdo: Para [Wy, Wy, 0] € D(A*) temos

ST W ? g [ W (t) wie)y ] 4 we
S w || =5 | W || W) | W) | | W)
o) |, o(t) o |/, o(t) o |/,
g | W W (t)
=2| = Wt(t> ) Wt(t)
“lew | [ewn ]/,
Assim,
w1117
La ||
2dt|| | o) .,
W (t) W (t)
(o[ R] [H])
o(t) o) |/ 4
0 I 0 W (t) W (t)
= | | —PriAA 0 PraCAp Wi(t) | | Wa(t)
|0 —B~'CAp BlCAD+(lBlN] [ o(t) {@t) DH
I W, (t) W (t) W (t)
= —PRLAAW (t) + PRACApO(t) ] Wt(t)], Wi(t) )
| —B'CApW,(t) + B*AApO(t) + aB 'NO(t) o(t) O(t) N

1

o 1 o L 1 ° 1 1 1
AR W, APW) 2y — (Pig Pre AAW, PecWo) ez + (PaPraCAp®, PraWe)iws o)

(

— (BB~'CApW,, O) 1202 + (BBT'CApO, O) 1202 + (BB 'NO, O)12(0)2
(AAW, W)@y — (AAW, Wo) 2z + (CApO, Wiz — (CApW:, ©)r2(yp2
(

+ (CApO, @)[L2(Q)]2 + (CLN@, @)[Lz(g)]z

(CLN@, @)[p(g)p + (CA%@a AE)@)[LQ(Q)]Q'
(4.43)

Conforme a demonstracao da Proposi¢do 4.2, os dois ultimos termos acima sdo ndo negativos.

Integrando (4.43) de 0 a 7" em ambos os lados e usando os dados finais de (4.40) temos, a0 menos

para [Wy, Wy, ©¢) regular:

W(t)
W, (t) ]
o(t)

2

1 T

T T ) .
:/ (aN@,@)[Lz(Q)Pdt—i—/ (CA%@,AE@)[LZ(Q)]Zdt.
0 0 0
H
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Logo,
1
5 LII7(0), W (0), OO, = [I[W(T), Wu(T), (D)7
T T ) )
0 0
Por um argumento de densidade, temos que o resultado é valido para [W,, Wy, ©g] € H. a

4.3 A Aplicaciao de Controlabilidade L7 e sua Adjunta L7

Nesta secdo estudamos algumas propriedades da aplicacdo de controlabilidade £ e de sua adjunta

Lh.

Observacao 4.7 Da Proposicdo 4.3, D(A*) = D(A). Sabemos que [(D(A%))']2 — [(H*(Q) N
HYQ)Y e que B em (4.33) é tal que BEE([LQ(O,T; L2(Q)]4 [D(A)]? x [L2(Q)]?x

D=

1

[(D(A,%))'P) segue, entdo, que B € L([L?*(0,T; L*())]*, [D(A*)]).

Proposicio 4.8 O operador B*e*"T=0) ¢ L(H,[L?*(0,T; L*>(Q))]*)) e, para todo [Wy, Wy, 0] €

H, temos

B*G,A*(Tft) W, _ —VG(t), (4.44)
O

onde © é a componente térmica da solugcdo [W, Wy, ©| do problema adjunto (4.40).

Demonstragdo: Da Observacio 4.7 temos B € L([L2(0,T; L*(2))]*, [D(A*)]'). Vamos calcular
seu adjunto B* € L(D(A*),[L*(0,T; L*(Q))]*)): Para U € [L%(0,T; L*(2))]* e [Wo, W1, 00 €

D(A*),
Wo
<BU, W, >
Ch

= (AIBU, A*

[D(A)]" xD(A)

Wo
Wi
O 2
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— (PRt AR) ' PRACAR(B™'CAp + aB 'N) "t divU
= 0 7
(—=B"\CAp — aB~'N) "' div U
—-W;
PrbAAW, — PRtCAp©,
B 'CApW, — B 'CAp©, — aB 'NO,

H
= — (AA* (Pt AA) ' PRdCAp(B™'CAp 4+ aB 'N)  divU, A* W) 22

+ B( 710141) - aBilN)il diVU, BichDI/Vl - BichD@o - aBilN@o)[Lz(Q)]

(
(
(CAD( 710AD —|— aBilN)il diVU, AWl)[LQ(Q)]Q
(

+ ((-=B7'CAp —aB™'N) ' divU, CApW; — CAp©Oy — aNOg) 12(q)2

(=B7'CAp —aB™'N)~"divU+, (—CAp — aN)Oo) 122

(~=CAp —aN)"'BdivU+, (—CAp — aN)Oq) 122

Bdiv U @0) [L2()]2

(
(
(
(U, —BVO) 120y

—|T,B | W,

O Y

Disto e de (4.39) podemos escrever

Wo W(t)
B AT | Wy | =B | Wi(t) | = -VO(t).
9% 0
Tomando a norma em [L?(0,T; L?(£2))]*, obtemos
) Wo T
B*eA (Tit) Wl - H - VQ(t)H[LQ(O7T;L2(Q))]4 - / H - V(_)(t)H[L2(Q)]4
Oo 0

[L2(0,75L2()))*
Da Proposi¢io 4.6, © € [LQ (O, T;D (A%))] 2. Logo,

B e T € L(D(A"), [L*(0,T; L*())]").
Por um argumento de densidade,

B e =) € £(H,[L*0,T; LA(Q))]%).
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T
Lema 4.9 O operador L = / eATDBU(t) dt é tal que L € L([L*(0,T; L*(Q))]*, H). Além
0

disso, L. tem a forma cldssica

WO WO
ol wy | (=BT Wy | (4.45)
Cf O

Demonstracio: Novamente da Observacio 4.7, B € L([L?*(0,T; L*(Q))]*, [D(A*)]'). Logo,
Lr € ([L2(0,T; L2(Q)]*, [D(A*)]). Portanto, £ € (D(A*), [L*(0,T; L*(2))]*). Além disso,

— W . Wo
<£TU, W > = | A LU, A | W
O0 1/ ipasy xpean) S 1/ %
T o W
=AY [ ATUBUM) dt, A | WL
0 @0 Y
T 0 Wy ]
:/ A—le.A(T—t) 0 ,A* Wl dt
0 div D o)), “
T 0 Wo
= / AT 0 || W dt
0 leU @0 y
T —
= / (BT div U, ©0) 2y dt
0
T — *
= / (U, =Bet" TIV0y) o g -
0
Vimos na demonstragio da Proposi¢do 4.8 que (U, —BVOq) 2@« = | U,B* | W , as-
Oo ”
sim, de (4.46),
| W T )
<£TU, Wi > = / (U, =B T7IVO) 4 s dt
0
0 17 peasy <oy
T ) W
:/ U, B*eA (T—-1) Wl dt
0 O,

(L2 ()]
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Wo
— U’ B*e.A*(Tft) Wl
o [L2(0,T;L2())]4
W
— (]7 E; W1
9 [L2(0,T5L2(%))]4
Portanto,
WQ WO
ET Wl () = B*G'A*(Tﬁ) Wl
Op O
4

Ly € L(H,[L*(0,T; L*())]").

Portanto,

Lr € L([L*0,T; L*(Q)]* H).

4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata

Para mostrar a controlabilidade exata do problema (4.4) aplicaremos a metodologia
que se baseia no argumento cldssico de mostrar a sobrejetividade da aplicagdo de controlabilidade
Lr € L([L*(0,T; L*(Q))]*, H) (veja Teorema 3.5), ou equivalentemente (de acordo com o Te-
orema 2.32), mostrar a injetividade do operador £ € L(H,[L*(0,T;L*(2))]*). Note que, da

Proposicao 4.8 e do Lema 4.9,

Wo Wo
Lo | Wy | () =BT | Wy | = -Ve(t).
@0 @0

Portanto, mostrar a injetividade do operador L. é equivalente a mostrar a seguinte desigualdade

(de observabilidade) para alguma constante Cp > 0:

2

T WQ
/ IVO(t) ||[2L2 (@adt = Cr W . (4.47)
0

9 | |I,,
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Para mostrar (4.47), recorremos a uma técnica de multiplicadores, com o multiplicador escolhido

sendo A,'O. Antes, note que

[
o
X
S
%
o
X
3
P
>
e
>o
N
m

D(A*) = {[Zy, Z,, V] € [D(A Hyl  (Q)x Hy: V.

0,01,7m 0,02,72

E,
D ((A*)?) = {[Zo, Z1, Vo) € D(A*); A*[Zy, Z1, Vo] € D(A")}.

Assim, para [Zy, Z1, Wo] € D ((A*)?),

Zo —7Z
A | 72, | = PRlAAZy — PRlCApY, € D(A"). (4.48)
0, B'CApZ, — B'CApY, —aB~'N,

Logo,

o AZ = F e Hy!  (Q) x Hy . ComoA " : [(D(A%)?]’ — [D(AD)? c [H* Q)7

0,01,m 0,p2,72°

entio Z, = A 'F ¢ [H3(Q)]2.

[e] o l [e]
o PLlAAZy — PRtCApYy = F com F € [D(A?)]%. Assim, AAZy = PpgF + CApV,,.

Como PraF + CApW,y € L*(Q) temos que Z, € [D(A)]2.

° B’lCADZl — BchD\IIO — CLBilN\IIO = FcomF € [D(AD)]2 LOgO, BichD\IJO =
F+aB *NVy+ B 'CApZ,. Como F +aB 'NV,+ B 'CApZ, € [H}(2)]? temos que
U, € [HS(Q)P

Portanto,
D ((A")?) C [D(A)? x [H*Q)]” x [HYQ)],

com a inclusdo sendo continua. Assim, se [y, W1, 0] € D ((A*)?) entdo a solugdo [W, W, O]
de (4.40) é um elemento de C'([0, T, [D(A)]2 x [H3(Q)]? x [H3(Q)]?). Ou seja,

W e C([0,T]; D(A)),

Wy € C([0, T]; [H*(Q)]%),

© € C([0,T]; [H3(Q)]).
Portanto, tomamos dados [Wo, W1, O] € D ((.A*)?), obtendo a regularidade necessdria para justi-

ficar as contas que faremos no decorrer deste capitulo.
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Também, precisaremos do seguinte Teorema de Green, encontrado em [23], p. 68, vdlido para

fungdes w e w suficientemente regulares:

A B
/(A%)Ej dQ :a(w,@)+/ 08w | g _ n2B2 1 5 ar
Q r 87/ 87—

o (4.49)
w0
- []A 1 — p) Byw|—dl’
J1aw+ (1= B,
onde a forma bilinear a(-, -) é definida por
a(w,w) = /[wm@m + WyyWyy + 1(WaaWyy + WyyWas) + 2(1 — p)wyy ey |dS2, (4.50)
Q

com p € (0, %) ¢ uma constante chamada raio de Poisson (conhecida no estudo da placa de Kir-
chhoff) e os operadores limitados B; sao dados por

0*w ,'w 0w

oxdy Vlf)_yQ TR

0w Pw  Pw
B2 E(V% — V%)ax—ay + 1o (a_yQ — w) .

Bl 52V1 Uy

(4.51)

Passo 1: Primeiramente, obtemos um resultado de regularidade de traco para o sistema adjunto
(4.40), que ndo segue da teoria cldssica de tragos de Sobolev e que € critico na obtengdo da estima-

tiva (4.47).

o1
Lema 4.10 A componente W da solugdo [W, W, O] de (4.40) satisfaz A>W |r € [L?(0,T; L*(T")))?

com a seguinte estimativa:
r 1
/ (AA2 W,A? W)[LQ(F)Pdt
0

r o1 1 1
<C </0 [(AAZW, A W) 120y + (| P Willfzye + 1ABON2q2ldt + [[[Wo, Wh, @0}“%) ,
(4.52)

Demonstracdo: Iniciamos multiplicando a primeira equagdo de (4.40) por

ow Ow
T Ox 8_y ha | | wyhy +wyhy
VIW-hE=1 oy ox {hg}_{xxhﬁxyhz ’

%ay
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onde h(z,y) = [hi(z,y), ha(z,y)] € [C*(22)]? é um campo de vetores tal que h|r = [V, 1] (vetor

normal exterior a I') e, posteriormente, integrando de 0 a 7', obtemos a seguinte equagao
T
/ (Rth - GAth —|— AA2W + OA@, VW : hT)[LQ(Q)]th = O
0
Podemos reescrever a equacdo acima como
T

T
/0 (RWy, VIV - hT)[L2(Q)]2dt + /0 (—-GAWy, VIV - hT)[LQ(Q)}th

T T
+ / (AAN*W, VWV - hT)[Lz(Q)]zdt + / (CAO, VIV - hT)[Lz(Q)}zdt =0.
0 0
Vamos estimar cada uma das quatros integrais de (4.53):

(1) Para comegar,
T
/ (Rth, VW - h/T)[L2(Q)}2dt
0

— (RWt, VW : ]’LT)[L2(Q)]2

T
) - / (RWy, VW, - BT) 120y 2dt

0
T
= (RW;, VIV - hT)[L2(Q)]2{0T - %/ /[div(plwfh) + div(pax2h)dt
1 [T o Jo
3 /0 /Q[plwf + div(pax;)][h1a + hoy)dQdt.
De fato,
T
T
- / / (RW,)" VW, - h' dQadt

T
Wy wghi + wyho
dQdt
/ /([ 0 102} [Xt 1) [plwt pQXt} [ Xoh1 + xyhe }

:/ / plwt(wxhl + wth) + pQXt(Xxhl + thQ)det

2

(4.53)

(4.54)

1 1 1
/ / div(prwih) + 5 5 div(pax;h) — 2p1w3(h1x + hay) = 5 P27 (hig + hay)dQdt

1
/ / [div(p1w;h) + = 5 div(pax;h)] — [mwt + pax; [Ps + hay)dQdt.

Agora, pelo Teorema da Divergéncia, temos
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/ div(pyw;h)dQdt = /[(plwfh) -n|dl’ =0,
Q

T

pois wy; = 0 em I'. Analogamente,
/ div(pox7h)dQ = 0.
Q
Assim, de (4.54), segue que

T
/ (Rth, VW . hT)[L2(Q)]2dt
0

- (4.55)
T .
= (RWt, VIV . hT)[LQ(Q)P ‘0 + 5 / /Q(plwf + div pgxf)(hlx + hgy)det.
0
(ii) Para a segunda integral em (4.53), temos
T
/ (~GAW,y, VIV - BT (et
0
T
— (—GAW, VW - B )|t + / (GAW,, VIV - BT 20yt
0
aGW, '
— VWL VW W]y — (SO oW ) (4.56)
v @

T OGW,
— / (GVWt, V(VW,: . hT))[L2(Q)]2dt + / (Wt, VW, - hT>
0 T

(L2 (M)

T
— (GYW, V(YW - W) e | — / (GVWL, V(YW - 7)) et
0

pois

,ow 0w
T A I U O B
o Xah Fxghe | o 9 B
1/2—X—|—1/2—X
Lov 2 0v
c,
A A V%%—ng%
T | Weli +wyhe | _
VW, -h —|:Xxh1+th2:|— =0em I
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Agora, note que

(GVW,N(VW, - h ))[Lz
_ <[ Y1 Vwy ] { (hlwm + howyy) 1)
’YQVXt (h1th + hZXty) [L2()]2
0 0 0 0
(’Yl 81111;’% au;) (%(hlwm + howyy), 8_y(h1wtz + hzwty))
Oxt Ox
72 3$ y V2 ay

= /[Pylwtx(hlxwtx + hlwtrx + h?xwty + h2wtyx) + ’ylwty(hflywtx + hlwtzy + h'Zywty
Q

0 0
(%(hlxtﬂc + h2Xty)7 a_y(hlxm + h'QXty))

[L2(2))?
+ h2wtyy) + 72th<h1:cth + thtxx + h2:L‘Xty + h2Xtyx) + 72Xty(h1thx + thtxy
+ h2thy + hQXtyy)dQ
= / [’YIhlxthx + Vlhlwtxwtxw + 71h2xwt$wty + N h2wtxwtyar + 4! hlywta:wty
Q
+ /Ylhlwtywta:y + ’71h2ywt2y + ’Ylh2wtywtyy + ’Yth:L‘X?z + ’72h1Xt:L’XtJ:ac + 72h2xXt:1:Xty

+ Y2ho Xt Xtye + V2h1y X Xty + V21 Xty Xtay + V2hoyXi, + Y2hoXey Xeyy]dQ
(4.57)

Também,

ow, \ 2 ow, \ > Ow, \” A
. 21\ il i — —
div(y[Vwe[*h) =7 dw{ [( Oz ) - ( Ay ) ] " [( Ox ) i < dy ) "
=7 2(wQ +wi )| +m Q(UJQ +wp, )
81_ tx ty ay tz ty

:2’71wta:wt:czh1 + 271wtywty:vhl + Vlwfzhlx + ’71wt2yh1x

+ 271wtaswt;cyh2 + zvlwtywtyyha + Vlngth + f}/lw?thy-
(4.58)

; . o\’ e\ axe\’ e\’
27\ oxt oxe
div (72| Vxi[*h) =72 dlv{ [( ax> + ( o) |\ o) gy ) |
=2 0 <X2 + X2 )hl + 7 a(XQ + X2 )hg (4.59)
ax tx ty 8y tx ty .

=29 Xtz Xtez 1 + 292Xty Xtyzh1 + VQX?gchla; + '72Xt2yhla:

+ 292 XtaXtayh2 + 272Xty Xeyyhe + V2Xiehay + V2X5yhay-
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Comparando (4.57), (4.58) e (4.59), obtemos
T
/ (GYW,, V(YW - 7)) o dt
0

1 T
5 [ il V) + divisa Py asea
0 Q

i /T / {%wiyhlx L nwkhey | pxhhe wx?xhw} dQdt (4.60)
0 Q

2 2 2

T 2 2
o Jo 2 2 2 2

T
+ / /[Vlwmwtyh2x + fYtha:wtyhfly + 72Xt:1:Xtyh2x + VQXta:Xtyhly]det-
0 Q

0 0
Para w, y € H*(Q) comwzszemFeg—w:a—X:OemF,de[ ], p. 23, temos
v v
Ow Ow , 0%w 0w  0%w
Wy = V=), Wy = Vo——, Wyy =V} ——=, Wyy = VVo——rs, Wyy = Vy—s,
! aV Y 2 61/ 1 aVQ Y 172 87/2 vy 2 87/2 (4 61)
dx dx 207X X 20%X '

Xz = V1$; Xy = V2$7 Xzz = VIW’ Xzy = V1V2W, Xyy = V2W-
Disto e do fato que w; € HZ(£2), temos
/ div (7, [Vun|2h) A2 / (11| Vaw2R) - m T = / (w2, + w2) (v, 0)] (11, ) dT
Q r r

=/%@%+w@@?ﬁ@dF
T
0

(4.62)
Da mesma forma,
/ div(ys|Vx:|*h)d2 = 0. (4.63)
Q
De (4.56), (4.60), (4.62) e (4.63), obtemos
r T
/ (—GAWy, VW - hT)[Lz(Q)]zdt = (GVW,, V(VW - hT))[Lz(Q)]z |0
0
.\ /T/ leith N ”ylwthQy N Vgfoyhu N ’YQX%th:| IOt
0 Ja
(4.64)
o Ja 2 2 2 2

T
- / /[’Ylwt:thth:v + Vlwtmwtyhly + 72XtacXtyh2:t + 72Xthtyh1y]det-
0 Q
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(iii) Para lidar com o termo de quarta ordem em (4.53) usamos o Teorema de Green (4.49) e o

fato que VIV - hT = 0 em T", obtendo

T
/0 (AAQW, VW . h/T)[L2(Q)}2dt

. ) . oV ) (4.65)
= a(AW, YW - h*)dt — AAW + (1 — p) BiAW ) ——=dl'dt.
T
0 o Jr
De (4.51) e(4.61)
?AW O?AW AW
B{(AW) =2 — 2 2z
1(AW) =21, 0x0y " 0y? "2 g
[ O 52(611110 + aj2x) _ 2 82(a11w + as2x) _ 2 82(a11w + a12x)
1 0xdy ! 0y? 2 0x?
Y 02(a21w + (IQQX) _ 1/2 82((12111} + CLQQX) B V2 82(a21w + (ZQQX)
i 1 0xdy ! Oy? 2 0x?
[ 20110011 Wyy + 20109012 X0y — VA1 WYy — V212X — V311 Wey — V3G12 X2z
| 20110091 Wgy + 20112022 Xay — Vi1 Wyy — V3G22Xyy — V321 Way — V3022 Xz
[ 2. 92 2. 2 2 9 Pw 2 2 2 2 2 2 2
(2uvivyay — vivia — v 1/2a11)—2 + (2uivias — viviass — Vi 1/2(112)—2
ov ov
d*w 0?
I (2v3viay — viviay, — 1/121122&21)% + (21/%1/%@22 — V12y22a22 - 1/121/22@2)8—;2(
=0.
(4.66)
Também, na fronteira I', temos
,ow 0w ow
v nT — { VW, + VoW, } B ov ov B ov B a_W
N 7 SR N 0
Yov 2ov ov
c,
2 0*w 2 Ow? Ow?
AW { Aw } { Weg + Wyy } Loz R ow? ov? oW?
R IOV I S
Lov2 2 9p2 ov?
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Assim, de (4.65)

T
/ (AA*W, VW - BT (p2(0)2dt
" or T (4.67)
= / a(AW, VW - h")dt — / (AAW, AW) p2(q2dt.
0 0

A primeira integral do lado direito pode ser reescrita, utilizando (4.51), da seguinte maneira
T
/ a(AW, VW - h1)dt
0

= /OT A{(waz)T(VW . hT)q;x + (AWyy)T(VW . hT)yy + ,U[(waz)T(VW ) hT)yy

+ (AWyy)T(VW ) hT)a:m] + 2(1 - M)(Achy)T(VW ) hT)ﬂCy}det-
(4.68)

Note que

[ (hlwm + hQ’lUy)zm
L (hIXw + h?Xy)x;v
[ (

_ hlxwx + hlwrz + h2xwy + thyx)x (4 69)
(hla:Xx + thacac + h?ny + h?ny):L’ '

[ hlxxwm + 2hlmwxm + hlwxwm + h2xmwy + 2h2xwyx + h2wyxr
L hlwacX;v + thacX:vac + thza::v + thach + 2h2:vaa: + hQXya:ac

(VW - b1, =

[ (hwg + hawy),,
L (h1Xa: + hQXy)yy
[ (hlyw:v + hlwxy + h2ywy + h2wyy)y

= 4.70
L (hlyXa: + tha:y + thXy + hQny)y ( )

[ hlyywz + 2h1ywzy + hlwzyy + hgyy’wy + 2h2ywyy + hgwyyy
PiyyXa + 2h1yXay + PiXayyhoyy Xy + 2hoyXyy + haXyyy

Y

(VW - n"),,

[ (hyw, + howy) y

| (RiXa + haXy)ay

[ (hipwy + hiwey + hozwy + howy,),

| (hieXe + PaXes + hoaXy + haXye )y

[ Paywe + higWey + hiyWay + RiWaay + Nogywy + hogWyy + Noywye + Aoy,

| PiayXe + PiaXay + Py Xee + 21 Xazy + hoay Xy + hoeXyy + P2y Xye + HhaXyay
4.71)
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Subtituindo (4.69), (4.70) e (4.71) em (4.68), obtemos

T T
/ a(AW, VW - h")dt = / /{[ 11 Weg + A12Xze 021 Wae + 022X a2 ]
0 0o Ja

[ MWy 4 2h12We0 + hiWers + RogaWy + 2hopwye + howye,

| PizaXa + 2MeXer + 2 Xaze T h2zaXy + 2022 Xye + PaXyer

+ [ A11Wyy + Q12X yy  A21Wyy + A22Xyy }

[ hiyyWe + 2h1yWay + haWayy + hoyywy + 2haywy, + howyy, ]

PiyyXe + 2R1yXay + i Xayyhoyy Xy + 202y Xy + haXyyy

+u [ 11 Wyg + A12Xze 021 Wae + 022Xz ]

[ Py Wy + 2h1yWay + NiWeyy + hoyywy + 2hoywyy + hotwyy, 1
hiyyXe + 2R1yXay + i Xayyhoyy Xy + 202y Xy + haXyyy

+ [ a11Wyy + A12Xyy  A21Wyy + A22Xyy ]

[ MaaWe + 2h10Wan + M Wage + hagaWy + 2ha0Wys + hawye,

| MazaXe + 2MeXee + PiXaze T P2z Xy T 2h22 Xye + h2Xyaa }

+2(1 — p) [ 11 Wey + A12Xay 21 Wy + A22 X2y }

hlxywm + hlzwxy + hlywm + hlwmy + hzxy’wy + thwyy + thwyx + hgwyxy dOdt
hlmyXa: + hlmXﬂcy + hlmem + thm:y + thyXy + h2a:ny + h2yny + +h2nyy '

Ou ainda,
T
/ a(AW, VW - hT)dt
0

= /T / [a11 (P12pWeWay + 2h1502 4 BiWareWas 4 RopatyWey + 2hopWymWay + hotym,
o Ja

Wyz) + @12(P12We Xaz + 2M2Wez Xaw + P1Ware Xaw + PozaWyXae + 2h2eWye Xax + hoWyzy

Xaz) + 021 (P22 XoWer + 20 XeeWae + P1XazsWaz + Roze XyWaz + 2ho2 XyeWar + hoXyow

Wae) + @22(M1zaXaXae + 2P1eX 2y + P1Xawe Xez + howe Xy Xaz + 2howXyaXaz + RoXyzz Xaz)

+ a11(hayyWawyy + 2h1yWaywyy + hiweyywyy + hoyywywy, + 2h2yw§y + howyyywyy)

+ a12(hayyWa Xyy + 2h1yWay Xyy + PaWayy Xyy + hayyWyXyy + 2haywyyXyy + hawyyyXyy)

+ 21 (hayy XaWyy + 2h1y XayWyy + h1XayyWyy + hayyXyWyy + 2hayXyyWyy + haXyyywyy)

+ a22(hayyXa Xyy + 201y XayXyy + M1 XayyXyy + hayy XyXyy + 2h2yXZy + haXyyy Xyy)

+ pa11 (h1yy W Wes + 2Ry Wy Way 4+ A Wayy W + oy Wy Wey + 2RoyWyy Wy + hatyy,

Waz) + 1012(P1yyWe Xaw + 2Py Way Xaa + M Wayy Xaz + RoyyWyXaz + 2hoyWyy Xax

+ thyyyXa:x) + ,Ua21(h1yszwxm + 2h1yXxywx:1: + thzyywxx + h2yywaxz + Zthnywa:x
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+ haXyyyWaz) + 1022 (P1yy XaXez + 21y Xay Xaw + P XayyXaz T Py Xy Xaz + 2RoyXyyXax
4 hoXyyy Xyy) + 1011 (P12sWaWyy + 2h1 W0 Wy + MWWy + RopaWytwy,

+ 2ha0 Wy Wy + haWyeaWyy) + 1012 (MW Xyy + 2h1eWan Xyy + 1 Waza Xyy

+ hozaWyXyy + 2R20Wya Xyy + PoWywz Xyy) + 11021 (P1zeXaWyy + 2010 XeaWyy

+ P XaaaWyy + Poza XyWyy + 2P0 XyaWyy + hoXyeaWyy) + 11022(P1za XaXyy T 2h10 Xae Xyy
+ 1 Xaae Xyy + P2ze Xy Xy + 2020 Xya Xyy T heXyaa Xyy) + 2(1 — p)ans (hizywzwyy,

+ hlxwiy + N1y WaaWay + M WegyWey + RopyWyWay + ogtyyWey + hgywzx

+ hoWyayWay) + 2(1 = (1)a12(M1ayWe Xay + MaWayXay + MyWeeXay + h1Wazy Xay

+ NowyWy Xay + hosWyy Xay + PoyWya Xay + PoWyayXay) + 2(1 — 1) a1 (R1zy Xz Way

+ Mo XayWay + M1y XaaWey + M1 XaayWay + PoeyXyWay + P1aXay, + Mo XyyWay

+ oy XyaWay + 2(1 — 11)a2s(MiayXeXay + M1aXay + P1yXesXay

+ thoc:chocy + thyXyX:L‘y + QthnyX:cy + h?yXiy + hZnyyXxy)]det-
4.72)

Agora, observamos que

T
/0 /Q[h - V(a11wl, + 2021 War Xaz + 022X g + A11W,, + 2012XyyWyy + A22X,

+ 2011 WepWyy + 2[1012Wyy X + 21021 XyyWaz + 2022 Xyy Xz + 2(1 — M)auwiy
+ 4(1 — p)aroWayXay + 2(1 — M)a22X§y)]det

= /OT /Q[2a11h1wxmwm + 20121 Weze Xaz + 202171 X zzaWaz + 202201 X ewe Xaa

+ 20117 WeyyWyy + 201201 Wayy Xy + 202101 XayyWyy + 202201 Xayy Xyy

+ 201011 by WeaaWyy + 21011 1 Wayy Wy + 20101201 Wyya X e + 201200 XozaWyy

+ 2pa91 1 Xyya W + 20021 Pt Xyy Wags + 2002201 Xyya Xaa + 2002201 Xyy Xaae
+4(1 — p)ar hiweyWay, + 4(1 — )12 Ways Xy + 4(1 — p)a12P1Way Xaya

+ 4(1 — p)agahy Xay Xayz + 2011 RoWarpWaspy + 2012h0Wapy Xaw + 2021 ho X ary W

+ 202002 Xaz Xy + 2011 M0WyyWyyy + 2a12h0Wyy X yyy + 2a21h2 Xy Wy,

+ 2a29h2 Xy Xyyy T+ 200011 hoWegyWyy + 211011 oWy Wep + 2pa12hoWyyy X s

+ 2,ua12hZX:mywyy + 2#&21 hQnyywxx + 2[1(121 h2nywxxy + 2,ua22h2nyszx
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+2ﬂa22h2nyme + 4(1 - ,U/)althU}mywxyy + 4(1 - ﬂ>a12h2wxymey + 4(1 - u>a12h2wxyXxyy
+4(1 — p)asohoXay Xayy|dS2dE.

Logo, a juncdo de todos os termos em (4.72) que possuem derivada de terceira ordem € igual

a

T
/0 /Q[h - V(anwl, + 201 Wep Xaw + 20X o0 + anwzy + 2012 XyyWyy + a22X12/y
+ 2ua11wmzwyy + QNG12wyyXxx + 2ﬂa21nywzz + 2,ua22nysz + 2<1 - M)allwiy

+ 41 = p)arawey Xay +2(1 — ,U)a22X?:y)]det-
(4.73)

Observamos, também, que os termos em (4.72) que possuem no méximo derivada de se-
o1
gunda ordem podem ser majorados por ||A* WH[2L2(Q)]2, pois h(z,y) = [h(z,y), ha(z,y)] €

[C%(Q]2. Vejamos dois exemplos:

1)

T T
//[anhlmwmwgg]dﬂdt'g/ /|wm||wm|d(2dt
o Ja o Ja
T 3 T 3
<e / / |wm|2det> ( / / |w$|2det>
0o Ja o Ja
T

1 1

2 T 2
=c(éwmmmmmﬁ) (ArmﬂémwQ

T 3 T 3
2 2
[ Mwalee) ([ ol
0 0
T 1 T 1
2 2
<c /|mmhmw0 (/|mmmmmg
0 0

T
:cArmmmmmt

Tol
<o [ IR gt
0
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2)

T
/ / a21h1xwmem7 det‘ < |waXm?|det
0 Q

|wac|2 + |Xa:a:|2]d9dt
Q
T

llwallZ2() + IXaz 72 (0)ldQt

T
|w||H2 + ”Xw:cH%Q(Q)]det

<c [Ilmeizm) + [IXaall 22 ()2t

T L1
||A2W\|%2(Q)dt.

I
gc\\\c\

Das dedugdes acima, de (4.72) e (4.73), concluimos que

T

/ a(AW, VW - hT)dt

0

= / /[h - V(anw?, + 2001 Wey Xaz + 20X 20 + anwzy + 2012 Xy Wyy + azzxiy

+ 2Ma11wzxwyy + 2,ua12wyyXa:az + 2Ma21nywa:ac + 2Ma22nyX:v:C + 2(]- - H)allwzy

T
+4(1 = p)a19WayXay + 2(1 — p)agex>,)]dQdt + O (/0 ||A2W||[2L2(Q)]2dt) ;

4.74)

T
onde O < /0 ||A2WH[2L2(Q)]2dt> representa uma série de termos que pode ser majorada

T 1
pOI'/O HA2WH[2L2(Q)Pdt

Também, note que

T
3 /o /Q{div[h (@ w2, + 2091 Wen X oz + 22Xy + a11w§y + 2a12XyyWyy + a22X§y
+ 2:uallwa:a:wyy + 2Ma12wyme + QNCLQInywx:E + 2/~La22nyXxm + 2(1 - M)allw?gy

+4(1 = p)ar2wey Xay + 2(1 = p)azx;, ) }dQdt

0
= / / %[anhﬂﬂix + 2091 M Wy Xz + A22P1 X0 + allhlwzy + 2a12h1 XyyWyy
0o Ja
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+ a22h1X§y + 2011 M WepWyy + 20001201 Wyy Xow + 200021 P1 X yy Wae + 21a2201 X yy Xaw
+2(1 = parthiw?, + 4(1 = p)arohiWayXay + 2(1 — p)asshix2,)dQdt
T
+ % /0 /Q %[&11h2wix + 2a21 hoWye Xow + G22h2Xix + a11h2w§y + 2a12h2 X yyWyy
+ a22h2X§y + 2pa11 how e Wyy + 2pa12hoWyy X 20 + 211021 Mo X yyWae + 2000222 X yy X oo
+2(1 - H)anhzwf;y + 4(1 = p)ar2hoWay X ey + 2(1 — M)@22h2Xiy]det
= /OT /Q[anhuw?m + 2011 P WpgWage + 2021 13 Wap Xae + 2021 M Wegs Xan
+ 2091 M Wy Xaws + a22hla:X3;$ + 20221 Xox Xazz + Q11 012Wyy + 201101 Wy Wyy
+ 2a12M12 X yy Wyy + 201201 X yyaWyy + 2a12h1 X yyWyye + a/22h1$X§y + 2a22h1xX§y
+ 2a22h1 Xyy Xy T 21011 P13Wa0Wyy + 200011 M WegaWyy + 20011 MW Wyys
+ 2001212 Wyy Xaw + 2101201 Wyye X oo + 20001201 WYy Xaza + 21021 M0 Xy Was
+ 2pa91 Py Xyya W + 20091 1 Xy Waza + 2pa22R10 X yy Xaw + 2102201 Xyyo Xaw
+ 2paehi XyyXaee + 2(1 — M)Gnhlmwiy + 4(1 — p) a1 bWy Way,
+ 4(1 — p)arohiaWey Xay + 4(1 — p)ar12hi Waya Xay + 4(1 — p) @120 Way Xaya
+2(1 — /L)a22h1xXiy +4(1 — p)asohi Xay Xays + althywix + 2011 oWy Wagy
+ 2021 hoy Wiy Xae + 2021 hoWegy X ez + 2021 MoWas Xaay + a22h2yX3:x + 2a22h2 X ww Xaay
+ a hgyUJZy + 2011 hoWyyWyyy + 21200y XyyWyy + 201202 X yyy Wyy + 20122 X4y Wyyy
+ Ggahiay Xy + 2a22h9 Xy Xyyy T 211011 oy Wartyy + 241011 gWagy Wy,
+ 2pa11 how e Wyyy + 20120y Wyy X2z + 2pa12R0Wyyy X2z + 2pa12R2 WYy X 22y
+ 2021 hoy XyyWae + 21021 ho XyyyWae + 21021 ho Xy Waay + 21a22h2y Xy Xaa
+ 20a22h2 X yyy Xaa + 2102202 X yy Xaay + 2(1 — p)arihaywl, + 4(1 — p)ar hotgy ey,
+4(1 = p)arzhoyWay Xay + 41 — p)a12hoWayy Xy + 4(1 — 11)@1272Way Xayy

+2(1— [L)agzhgyXiy +4(1 — p)asahoXay Xayy|dS2dt.
(4.75)
A equagdo obtida em (4.75) € tal que a jungdo dos termos que possuem derivadas de terceira
ordem coincide com (4.73). Além disso, os demais termos (que envolvem no maximo deri-

T 1
vada de segunda ordem) podem ser majorados por / HAEWH[QLQ(Q)]th. Entido, de (4.74),
0
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segue que

T
/ a(AW, VW - h1)dt
0

IR
=5 /0 /lev{h[anw?m + 2091 Wy Xaw + Q22X + Canzy + 2a12XyyWyy + G22X32/y
+ 2,ua11wxxwyy + 2ﬂa12wyyXxx + 2Ma21nywxx + 2ﬂa22nych + 2(1 - M)allwiy

oo
+ 41 = p)ar2Way Xay +2(1 — M)QZQXiy]}det +0 (/ ||A2W||[2L2(Q)]2dt) '
0
(4.76)

Aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos

T
/ a(AW, VW - h')dt
0

1 T
=3 /0 /F[anwix + 2021 Wy Xax + 022X g + A11W,, + 2012XyyWyy + A22X,
+ 2:ua'llwgcocUJyy + 2#a12wyme: + 2/“1'21nych:0 + 2,ua22nyXoc:c + 2(1 - y’)allwiy
T,
+ 4(1 = p)ar2Way Xay + 2(1 — H)G%Xiy]drdt +0 (/0 ||A2W”[2L2(Q)]2dt) :
4.77)

Agora, lembrando que a5 = as, temos que

(AAW)TAW = |: allAW+a12AX a21Aw + (IZQAX ] |: Aw }

Ax

= CLHAZU) -+ 2a12Awa + (J,QQAzX

= all(wix + mezwyy + wiy) + 2a12(szwzx + XaaWyy + XyyWaz
+ nywyy) + a22(Xg2mc + 2XaoXyy + XZy)

2 2
= 011W,, + 2a11wxxwyy + allwyy + 2a12chwxx + 2&12Xa::13wyy

+ 212X yy Wz + 2012XyyWyy + A22X oy + 202X a2 Xyy + (122X32,y-

Utilizando (4.61) podemos, facilmente, mostrar que (AAW)T AW coincide com a expressdo

entre colchetes em (4.77), em I". Ou seja,

allwigg + 2a11wacxwyy + allwzy + 2a12X:m:wxz + 2a12szwyy + 2a12nywxz + 2@12nywyy
2 2

+ 22Xy T 2022 Xaz Xyy T 22X,

= G11’w§;x + 2021 Wez Xza + Cl22X?;x + anw;y + 2012 X yy Wyy + CLQQX?/y + 20011 Wep Wy

+ 201012Wyy Xaw + 2HA21 XyyWao + 200022 Xy Xaw + 2(1 = prannwy, + 4(1 = 1) @12Way Xay

+2(1 — p)agexs,, em T.



4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata 126

Ou ainda,

2a11wxxwyy + 2a12Xxxwyy + 2al2nywmc + 2@22Xxnyy - 2,uallwmcwyy + 2Ma12wyyXx:c+
201021 XyyWaa + 21022 X yy Xaw + 2(1 — pr)ariw’, + 4(1 = p)arowey Xay + 2(1 — p1)agzx’,

=0, em I
(4.78)

Portanto, de (4.77), temos

1 T

T T L
/0 a(AW,VW-hT)dt:§/0 (AAV[/,AW)[LQ(F)]adtJr(’)(/O ||A2W||[2L2(Q)]2dt>.

Substituindo a igualdade acima em (4.67), obtemos

T 1 T
/ (AA’W, VW - hT) 2 qpdt = — 3 / (AAW, AW ) 122 dt
0 0

T 4.79)
+ O (/0 ||A2W||[2L2(Q)Pdt> .
(iv) Para a quarta integral em (4.53), temos
T T
/ (OA@, VW . hT)[L2(Q)]2dt = — / (OV@, V(VW . hT))[L2(Q)]4dt
0 0
r A
+/ (ac @,VW-hT)> dt.
o \ OV 2y
Sendo VW - hT = 0 em I segue que
T T
/ (CAO, VW - b)) p2qypdt = — / (CVO,V(VW - b)) r2(oyadt. (4.80)
0 0

Para terminar a demonstragdo, reescrevemos (4.53) em termos de (4.55), (4.64), (4.79) e (4.80):

e .
(RW,, VIV - hT)[LQ(Q)}z ‘g + 5 / /(plwt2 + div pox?) (hie + hay,)d2dt+
0o Ja

T wi, Mz 2 h 2 hig 2 h
(GYW,, V(YW - b)) 2T + / / {% ; e Wighay | T2Xiy M | D2Xiwl2y | e g
0 Q

2 2 2
2 2
_/T/ [71wt;$h1x +’Ylwtyh2y+72X?$h1x+’72Xtyh2y
0o Ja

] dQdt
2 2

T
- / /[’71wtmwtyh2m + ’ylwt:cwtyhly + 72Xt:cXtyh2w + '72Xt:cXtyh1y]det
0 Q

1 T

T
0 0

T

o1
||A2W||[2L2(Q)]2dt>
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Logo,

T
/ (AAW, AW )y di
0

) I

T

T 1
/ (CVO,V (VW - hT)) 2 udt + O (/ |\A2W|\[2L2(Q)]2dt)
0 0

+0O < |PRGWtH[L2 Q)]zdt) (RWt, VIV . h [L2 )2 ‘O GVWt, V(VW . hT>>[L2(Q)]2|Z; .
(4.81)

Agora, note que

T

T T
‘—/0 (CV@aV(VW'hT))[m(mrdt‘ <c UO ||v®H[2L2(Q)]4dt+/O HAWH%LQ(Q)Pdt} :
(4.82)

Além disso, como W(T') = Wy e Wi(T') = Wy, temos

(RWe, VW - A7) 22 [§ + (GYWe, VYW - RT))paape

- (RWl, VW() : ]’LT)[L2(Q)]2 - (RWt(O), VW(O) . hT)[L2(Q)]2 + (GVWl, V(VWO . ]’LT))[LQ(Q)]Q
- (GVWt(O), V<VW(O> : hT))[L2(Q)]2 S C(HR%W1H[2L2(Q)]2 + (AAWO, AWO)[LQ(Q)P

1 1 1
+IGEVWAIf e |R2 W (0) 172y + (AAW(0), AW (0)) 202 + |G2 VI (0)l[2 )
(4.83)

visto que

h he 1|7
IVWo - AT ([Fa a2 :/QH Woalta 7 Woy 21 dQ

Xozh1 + Xothe

_ / [wou a2 + [woyhal? + [xoshe |” + [xoths|2)dS2
Q

e [ Twasf? + fon? + xouf? + ol
Q
< || Wollfre a2
< || AW F2 2

< (AAWy, AWG) 120
Analogamente,

||V<VWO . hT)||[2L2(Q)]4 < C(AAWO, AWO)[LZ(Q)P

De (4.39) e do fato do semigrupo {e"*};> ser de contragio,

I (2), Wa(t), ©®)]I[3, < I [Wo, Wi, ©ol 3.
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Ou ainda,
1 1

(AAW(0), AW (0)) 202 + [[RZW(0) [[FL2 e + [G2VIVL(0)][F2(ay2 + (BO(0), ©(0)) 202

S (AAWO, AWO)[LZ(Q)]Q + ||R%W1||[2L2(Q)]2 + HG%VW]_H[QLQ(Q)]Q —|— (B@O, 60)[L2(Q)]2-
Disto e de (4.83) segue que

T
(RWy, VW - B2z [§ + (GYW, VIV - BT)) 22|, < el [Wo, Wi, O]l (4.84)
De (4.81), (4.82) e (4.84) segue que
T o1 1
/ (AAQW,AZW)[L2(F)]2dt
0
T 1 1

<C {/0 [(AAW, AW )2yt + (| PaaWill oy + 1 AROIF2 e )dt + [1[Wo, Wh@o]”?{} )

0 que encerra a demonstragao. 0

Passo 2: (Demonstracdo da desigualdade (4.47)) Multiplicamos a primeira equagio de (4.40) por

A7'© e integramos no tempo e espago obtendo

T
/ (RWy — GAW, + AN*W + CAg, AE)l@)[Lz(Q)pdt =0 (4.85)
0
e estimamos essa equacao.

T
(A.1) Para / (RWy — GAWY, Agl@)[m(m]zdt, temos
0

T T
/ (Rth - GAth, Al_)l@)[LQ(Q)Pdt - (RWt, ABl@)[LQ(Q)}Q ’g - / (RWt, Al_)l@t)[LQ(Q)Pdt
0 0

T
+(—GAWt7 Az)l@)[LQ(Q)]Q ’g ‘l— / (GAWt, ABl@t)[LQ(Q)]th
0
= (RW, Ap'O) iy |1 + (GY W3, VA'O)|

T
- / [(RWt, Az)l@t)[LQ(Q)}Z - (GAWt, ABl(at)[[g(Q)P]dt
0
(4.86)
Pela segunda equagdo de (4.41), temos
A0, = A'BTICAW, — AN (B™'CA — aB™'N)©

=B 'CW,+ (aB"'NA;' + B~'C)6.
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Substituindo em (4.86), obtemos
T
/ (Rth — GAth, ABlg)[LQ(Q)]th
0

= (RWy, Ap'O) 2@y |1+ (GVW,, VAR'O) 2y, — /0 T[(RWt,—B*OWt)[Lz(m]
+ (RW,, (aB™'NAR' + B710)0) 20y — (GVW,, =V B 1CWy)120s
— (GYW,, V(B INAR + B71C)0) 2y dt
:/OT(PRGWt,B LOW3) 2 (pdt — /OT [(RW,, (aB™'N AR + B™10)0) 122
+(GYW,, V(aB™'NAG + B7'C)0)z(qildt + (RWy, AR O) 22|,

o

HGVW,, VALO) 12y yOT

T
—b12C21 b22611
= [ [P ol Tl gl + 22l Tl + P2 o+ 9
0

biyc booc — by booc — by
11d22 (pZHXtH2 +’72HVXtH2) + (plwt, 22C12 Xt - 12 22Xt> _ (%Awt’ 22C12 Xt - 12 22Xt>
4 (psz —5120117«Utd+ b11021wt> B (’72AXt, —512011wtd+ bllcQth>:| di

T
—/0 [(RW;, (aBT'NAL' + B7'C)O) 12y + (GVW,, V(aB ' NAL" + B7'C)O) 12(q)2]dt
+ (RW, A5 0) 2oz |7+ (GY Wi, VAL ©) 2o,

comd = b11b22 — b12.

Logo,

T b c T
[ = Gawi, gyt + 22 [ (P + ol Tl + ol
0 0

72| Vxe||?) dt|

r baacit 2 2 bi1ca2 2 2
¥ (prllwell” + [ Vw][7) + (p2llxell” + 22l Vxell®)
0

d
baocia Xt — b12C22 Xt basCraXe — biaCaaXs
+ plwt7 d —_ f}/lAwt’ d
+ <P2Xta —512011wtd+ 611021wt) — (VQAXt, _512611wtd—i— b11621wt)} dt

T
—/ (RW,, (aB'NAG' + BC)O) s + (GVW,, V(aB  NAG! + B~'C)0) 2 2 )dt
0

+(RWy, Ap'O)a@ely + (GYW, VAL'O) iz |

(4.87)
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Note que pelo Teorema de Green e o fato que w; € [H& (2)]2, para qualquer ¢ € [0, 77,

(4.88)
< Ce ||Wt|| (C(0,T],L2(Q) ||@< )H[QLQ(Q)P
Além disso, paraT >t > 0,
(RW:, Ap'©) iz < SIREWD By + CellAD O gy
< SIREW Ol + Cell A5 Oy e s
< SIBAWAD) e + COW sy |
< SIREWO) 2@ + CON oy e s

De (4.87), (4.88), (4.89) e usando a contragdo do semigrupo {e"*};>, temos

T T
bisc
/ (RWy — GAW,y, AR O) 122 dt + 12d21/ (pullwel? + I Vwe||? + pellxl?
0 0

+72[IVxil?) dt|
S C {/ [HR WtH[LQ(Q ]QHV@H[LQ ]4 + HGQVWtH L2 4Hv®H[L2(Q)]4]dt

€l
+CeHWt||[C([O,T],L2(Q))]2 + §H@<t>‘|[L2(Q)P + 5”R2Wt(t)|’[2L2(Q)]2 + CﬁH@H?C([O,T],Hgl(ﬂ))]?}

T
1 1
g/o el REW,|aqe + I VOt + €l G2 VWil ays + | VOIPraayldt

_H[W(N le @O]HH + C (HWtH [C(]0,T],L2(£2))]2 + C ”@H[c ([0,7),Hy (e ))]2)'

Ou ainda,

T T
_ bisc
/(Rth—GAVVtt,A919)[L2(Q)}2dt+ Hdm/ (prllwel” + I Vwel|” + pallxel?
0 0

+72 || Vxe||?) dt|

v 1 , (4.90)
< ([ URAWlR sy + NGHT Wil + 51100, Wi, Gl )

T
v [ VOl + 1Wilegomasons + 100 )

T
(A.2) Para o termo / (AA*W, A5'O) 12 (02 dt, aplicamos (4.49) e usamos que A;'© = 0em T,
0

obtendo

T T T 8/1_1@
/ (ADN*W, AL'O) 2 (o2dt = / a(AW, Ap'O)r2q)2dt — / / <AAW 8D ) dI'de.
0 0 o Jr

14
4.91)
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Lembrando que [H2(I')]2 < [L2(I')]? e também que a aplicacio trago 3 : [H2(€2)]2 — [Hz(I')]2
é continua, temos

2

-1
Haf‘g; © s = A O < I AFO, ), < AT Ol
< A4 Oy e
= c[|® ]Iz
< CH@H[2H3(9)12
< CHV@H%LZ(Q)]Z'
Assim,
T -1 T
/0 /r <AAW812I;@) dldt < /O AAW [ iz20y2 [ VO T2 (2]t

(4.92)

T

T
€
< %/ [HAAWH[QLQ(F)]Z + CE/ ||V@||[2L2(Q)}4]dt’
0 0
onde escolhemos a constante C' sendo a mesma presente em (4.52).

Também, como 4 € (0, 5), temos que

G<AW7 Aﬁl@) = /Q[AWMADl@m + AWyyAlslgyy + :“<AWMA151@W + AWyyAf)l@m)
+2(1 — ) AW, A O,,]d0
= /[(AWM + ,UAWyy>A1_31@m + (WAW + AWyy)A;@yy
Q
+2(1 — p) AW, A5 O,,)dQ
< /[A(Wm + Wyy)Af)l@m + A(Wm + Wyy)A;@yy + AWryA;@xy]dQ
Q
= / [AAWAL'O,, + AAWAL'O,, + AW,,AL'0,,]d0
Q
= / [~AWO,, — AWO,, + AW,,A;'0,,]d0
Q
_ / [—AWAG + AW,,A5'0,,]d
Q

- /Q [~ AAWO + AW,,A5'0,,]d0.
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Logo,
la(AW, AL'O)| < C{“AWH[QL?(Q)P||v®||[2L2(Q)]4 + ”AWH[QL?(Q)P||A51@xy||[2L2(Q)}2}

< C{||AW||[2L2(Q)P||v®||[2L2(Q)]4 + “AWH[QL?(Q)P||A51@||[2H2(Q)}2}
< C{“AWH[QL?(Q)P||v®||[2L2(Q)]4 + ||AW||[2L2(Q)PH@H[ZL?(Q)P} (4.93)
< AW |[F20y2 IV OIlFz2ays + 1AW 122 VOl 22 } .
< C”AW||[2L2(Q)]2||v®H[2L2(Q)]4
< c(AAW, AW) 122 ||v®H[2L2(Q)]4'

De (4.91), (4.92), (4.93) e do Lema 4.10, obtemos

T T
/O (AAZVV’ AD1@>[L2(Q)]2dt‘ < C/O [(AAW, AW)[LQ(Q)]Q + HV@”{QLz(Q)]4]dt

T

€

T
b [ AW e + 0 [ 1901yl
0 0

€ T

T
< 5/ (AAW, AW)[LQ(Q)]th + CE/ ||V@||[2L2(Q)]4dt
0 0

€ T 1
+5 ([ 1aaw awyuap + 1PR Wil
T
+ ||v®||[2L2(Q)]4]dt+ ||[W0,W1,@0]||3{)—|—c€/0 ||V@||[2L2(Q)]4dt
T 1
<e (/ [(AAW, AW )22 + 1 PRaWille 2 ldt
0

1 T
+§||[W07 le @O]H%L) + Ce/o ||V@||[2L2(Q)]4dt
(4.94)

T
(A.3) Por fim, para o termo / (CAB, ABl@)[ £2(q)2dt, temos
0

T T
0 0

(A.4) De (4.85), temos

T
0= / (RWy — GAW, + AN*W + CAB, AL'O) 12 (qpdt
OT T
= / (RWy — GA, AR'O) 2yt + / (AA’W + CAB, A O)p2(opdt
0 0

T
0
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Logo,
T
/ (Rth — GA, ADl@)[Lz(Q)]zdt'
° , (4.96)
= / (AA2W+CA@,ABIG)[L2(Q)]2dt +/ (CA@,ABl@)U}(Q)Pdt .
0 0
Consideremos
b — _b12021 _ bi2ca1
d b11bag — b%z

De (4.90), temos

T

T
/O (Rth_GAaADl@)[LQ(Q)]th_k/O (pIHthLQ )+ 7l Vw220

o2l Xy + 2l Vel )

T
< (/ [IREW; |12 2@ + ||G2VWt||[L2(Q pldt + < H[WOaWb@O]HH)
T
¢ (/0 HV@H[2L2(Q)]4dt + ”th[QC([O,T},LQ(Q))]Q + H@H[ZC([O,T],L?(Q))]Z) :
Portanto,
T
k/o <p1||thL2(Q) + %Hth“Lz + p2HXt||L2 + 72||VXt||L2(Q )dt

T
< / (RWy — GAaADle))[LQ(Q)Pdt‘ +e (/ IR W, )? 2 T IGEVIV)? 22l dt
0

1 T
+§||[Woa W, 90]||92L¢) t+c (/ ||v®||[2L2(Q)]4dt + HWtH[QC([O,T],LQ(Q))]? + ||®||[20([0,T},H—1(Q))}2) :
0

Substituindo & e (4.96) nesta dltima expressdo, obtemos

biaca1 T
" b — 1%, /o (pluthB(Q)+71uthHL2 "’P?”XtHB(Q +72HVXtHL2(Q))
12

T T
< / (AA2W + CAO, Agl@)[Lz(Q)}zdt + / (CA@, ADIG))[Lz(Q)Pdt‘
0 0

T 1 4.97)
1 1
te€ (/0 [||R2Wt||[2L2(Q)]2 + ||G2VWt||[2L2(Q)]2]dt+ §||[W07W1790]||92L1)

T
+c (/0 ||v®H[2L2(Q)}4dt + ”WtH[zC([O,T],LQ(Q))]? + H@”[QC([O,T},Hl(Q))P) :
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De (4.94), (4.95) e (4.97), obtemos

biaCa1 T
" il — 02 (1 llwell72g) + 1l VWil 20y + p2llxilF2) + 22l Vil 72 o)) dt
12 J0

T i )
<e (/0 (AAW, AW e + (1P Wellfzaoyeldt + 5 [[[Wo, W, @0]%)
T ) T T 1 )
+ Ce/o Hv®||[L2(Q)]4dt —+ /0 (C@, @)[L2(Q)]2dt + € (/0 [||R§Wt||[L2(Q)]2
1 1 T
GV Wilfa et 5 IWo, W1, @0]||31> +e (/O VO e dt + Willioqo.m 22

HIOl ooz -

Ou ainda,

(2 ) [ ekt
bllb22_b12 RG"VI[L2(Q)]

<c (/ ”V@H[m jedt + HWtH (c(o),L2@)2 + HG)H[QC([O,T},Hl(Q))P> (4.98)

+ € </ [(AAW, AW)[L2(Q)]2 -+ ||[WO7 Wl, @0]”%) .
0

(A.5) Para majorar a norma da componente W, multiplicamos a primeira equacéo de (4.41) por W

e integramos de 0 a 7" obtendo
T T T
/0 (PreWit, W)ir2)2dt = — /0 (AA*W, W) 2 @)2dt + /0 (CAO, W) 12qpdt.
Logo,

1 1 T T 1
(PaWa, PagWz@ | = / 1P Wil oy2dt
0

T T
= —/ (AAQW, W)[Lz(Q)Pdt—f—/ (CV@,VW)[LQ(Q)]th.
0 0
Assim,
T
/ (AAQW, W)[L2(Q)}2dt
0

= (PEcWu, PEcW) 12002

T T 1 T
0 —/O ||P]%GWt||[2L2(Q)Pdt+/O (CV@,VW)[L2(Q)]2dt

1 1 r
< €| PRaWi() P2z + cell PAeW ()72 0ye + / 1P Willfz oy dt
0
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T T
+ Ce / ||V@||[2L2(Q)]2dt + 6/ ||AW||[2L2(Q)]2dt
0 0
T

1 1
< ¢|[Wo, Wi, @0||'2H + Ce”PEGW(t)H[QL?(Q)P + / ||P1§GWt||[2L2(Q)}2dt
0

T T
+ Ce / ||V@||[2L2(Q)]2dt + 6/ (AAQW W)[L2(Q)]2dt
0 0

Portanto,

T T 1 T
(1—¢) /0 (AD2W, W )yaoypdt < /0 | PR WillPaqyadt + . ( /0 G-~

1
1 PEW oz xcane ) + €l Wo, Wi, Ol

(4.99)

Somando (4.98) e (4.99), obtemos
biaca1 T 3 2 ’ 2
77 32 — 26 ”PRGWtH[LQ(Q)]th + (1 — 6) (AA VV, W)[L2(Q)]2dt
b11baa — b7y 0 0

T
<c </O IVOIZ2yadt + Williqom,r2 2 + H@”[QC([O,T],Hl(Q))P)

T

T 1
+e(/0 [(AAW, AW )2y + ||[W0,W1,@0]||§{) +/0 ||P}§GWt||[2L2(Q)]2dt

T 1
+ Ce (/ ||V@||[2L2(Q)]4dt + ||P§GW||[20([0,T],L2(Q))]2) + €| [[Wo, Wi, O3,
0
Ou ainda,
biacar g 3 2 ! 2
| PR Wil qedt + (1= 2€) [ (AN W, W)z oydt
b11bg2 — b7, 0 0

T
sc (/0 “V®||[2L2(Q)}4dt + ||VV’5||[2C([O,T]7L2(Q))}2 + ||@||[20([0,T],H—1(Q))]2

1
1 PR W oy sz ) + 2€llWo, W, Ool,
(4.100)

Note que devemos ter

biaco1 b1oCay 1
R 9 1> 0= e< 2 C
bi1bag — b3, 2(by1byy — b3,) 2
e,
512621 1 b12021
—_— = — > (= ——— > 1.
2(b11b22 — b%Q) 2 b11b22 — b%z
Também,

1
1—2e>0:>e<§.
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. [1 bi2ca 1 ) )
Logo, d t 0<e< -, == _ _ ~ 1 Ainda, dicdo H, sob
0go, devemos tomar € mm{2 2(b11b22 — b%) 5 inda, a condi¢ao i1, sobre o
b12co1

problema (4.4) implica que — 5 > 1. Assim, tomando

(b11bag — b3y)

. b12C21 }
D=minq ————— —2¢—1, 1 — 2¢
{2(511522 — b1y)

em (4.100), obtemos

T

T 1
/0 (ADZW, W) 2oyt + /0 1PheWillf2 et

T

<c (/0 VO 2 e dt + Wil o122 + 1€Moo, m-1 )2
1 9 2¢ 9

+||PRGW||[C([O,T},LQ(Q))P) + EH[WOa Wi, O[3

Disto e da defini¢do de norma em 7, obtemos

T
|, wio. ek
0
T T 1 T
= / (AAVV, AW)[LZ(Q)}Zdt_’_/ ”PJ%GWtH[QLQ(Q)Pdt +/ (BV@,V@)[Lz(Q)Pdt
0 0 0

T 1
<c (/0 ”v®||[2L2(Q)}2dt + HWt||[2C([0,T],L2(Q))]2 +H®||[2C([O,T},H—1(Q))P + ||P1§GW||[20([0,T],L2(Q))}2)

2e
+ EH[WOaWb@oH?{-

(4.101)
Da demonstracao da Proposic¢do 4.6,
I[W(0), W(0), ©(0) I3, < I[W(£), Wa(t), ©()3,, vt € [0,TT]. (4.102)
Da relagdo (4.42), de (4.101) e (4.102), obtemos
T T
T [H[Wo,Wl,@oH% — 2/ (aN®©, O)2(q)dt — 2/ (BVO,VO)2q)edt
0 0
= T[[W(0), W(0), ©(0)]3,
T
< [ I wa. el (4,103

T
S & (/0 ||V@||[2L2(Q)}2dt + HWt”[zc([07T]7L2(Q))}2 + H@H[QC([O7T]7H,1(Q))]Q

1 2¢
+||P1%GW”[20([0,T],L2(Q))]2> + EH[WOv Wi, Ooll3,-
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Tomando e suficientemente pequeno em (4.103), segue que

T 1
1[Wo, Wi, ©0ll3; < er (/0 ||v®||[2L2(Q)]2dt + ||P}%GWH[QC([O,T],L?(Q))]Q + ||Wt||[20([0,T},L2(Q))]2

+H@H[20([0,T],H*1(Q))P) '
(4.104)

A desigualdade (4.47) é finalmente obtida de (4.104) e da seguinte proposicao:

Proposicao 4.11 A desigualdade (4.104) implica a existéncia de uma constante C tal que a so-

lugdo correspondente [W, W, O] de (4.40) satisfaz

T
1
”P}%GWH[QC([O,T],LQ(Q))]Q + ||WtH[2C([0,T},L2(Q))]2 + ||@||[2C([O,T],H—1(Q))]2 < OT/O HVGH[QL?(Q)]th'

Demonstracao: Suponhamos que o resultado ¢é falso. Entdo, existe uma sequéncia
{IWg, Wi, 5]}, € D(A)euma sequéncia de solugdes correspondentes {[W™, W/, ©™]}>° | C

C([0,T7, D(.A)) satisfazendo

1
1PAW " e o, 2@ + W feqom 2@z + 10" feqom a1 @y = 1, ¥n, (4.105)

T
/ HV@H[ZLQ(Q)Pdt — 0, quando n — oo. (4.106)
0

De (4.104) e (4.106) temos que a sequéncia {[W', W', ©3]}5° , é limitada uniformemente em 7.
Logo, existe uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos por {[W[, W, ©p]}>

n=1 ©
[Wo, Wi, O] € H tal que {[W, W, ©2]}2, converge fraco para [Wy, Wi, O] em 7.

De (4.39) e do fato do semigrupo {e" '}, ser de contragio, temos
W, Wi 0l < [IWG' W, ©6] Il

Logo, a sequéncia {[WW", W/, ©"]}>° | também €& limitada uniformemente em n. Portanto, existe
uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos por {[W" W} ©"]}> | que converge fraco estrela

(notagdo: ) em L>°(0,T; H). Assim, existe [W, Wi, O] € L>(0,T;H) tal que

(W™, W, 0" = [W, W,,0] em L=(0,T;H). (4.107)
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Além disso, [W, Wi, O] é solugdo de (4.40) com dados finais [Wj, Wi, (:)vo] De (4.107),

Wr S W oem [L(0,T; HY ()P,

*

W W, em L>(0,T; H} Q) x Hy,,..(Q),

»P1,71 (

O" 5 O em [L®(0,T; L*(Q)). (4.108)

Das convergéncias acima temos {W"}, <y limitada em [L>(0,T; H2(Q))]* e {W },en limitada

em L>(0,T; H} Q) x H}

0,p2,72

orn ( (©2)). Pela Proposi¢do 2.35, temos

W™ — W em C([0,T], H},, . (Q) x HE . (Q). (4.109)

»P1,Y1 (

Note que

1 1~ 1 —~
| PeeW"™ = PacWllicqor.c2@2 = 1PegW™ = W)llieqo,m,z2 )2

B (4.110)
= HWn - WHC([O,T],H(}MM (QxH; ) -, ()
Logo, de (4.109), segue que
P2W" — PZW em [C([0,T), L3())]2. @.111)
Agora, para [W§', W', ©4] € D(A) = {[Vo, V1,00] € [H(Q)]* x [Hj,, -, () x Hy,, ., (Q)] x

[L2(Q)]%; AV e Hyl  (Q)x Hy !

0,01,7m 0,02,72

e Wi, Wi, 0] € C([0,T], H). Logo,

(©2)} temos que a solucdo [W™, W;*, 0" € C([0,T], D(.A))

W e [C([0,T], Hy ()7,

Wi e [C([0,T], Hy ()],

o € [C([0,T], H(%2) N Hy ()P,

AW™ € C(0,T], Hy p, -, () x Hy, 1, (2)).
Wy e [C([0,T], Hy ()7,

Wi € C([0,T), Hy p, 1, () x H, -, (),

e e [C([0,T], L*(Q)]*.
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Também, temos que a solucdo [W™, W} ©"] de (4.40) satisfaz

Rth - GAth + AA2W + CA@ = O,
BO, + CA©G —aNO — CAW, = 0.

Logo,
PrcW})i = —CA(AW™) — AAO™. 4.112)

Na sequéncia, consideremos a extensao

Prg: [LX(QP — {[H*(2) N Hs ()]} .
7 s PigZ:Hl, (Q)xH., (Q)—R’

(PraZ. V)@@ yexipz@nm @2 = (£, PreV ) 12(9), @ qual € invertivel e € uma isometria.

De (4.108), {W"},en € limitada em [L>(0,T; HZ(Q))]?. Logo, {AW"},eny € limitada
em [L>®(0,T; L*(Q2))]%. O que implica {AW™},,ci limitada em [L>(0, T'; [H?(2) N H(Q)])]>.
Consequentemente, { CA?W™},,cy é limitada em [L(0, T; [H?(Q) N HA(Q)])]2.

Novamente, de (4.108), {©"},en € limitada em [L>(0,T; L*(Q2))]*. Logo, {A©®"}, ey € limi-
tada em [L®°(0,T; [H?(Q) N HL(Q)]']?. Assim, {AAO"},cy é limitada em [L°°(0,T; [H?(2) N
HYQ)]]2. Como PrgWi = —CA(AW?") — AAO", segue que W7 é limitada em

[L>(0,T; L*(£2))]*. Mais uma vez, de (4.108), {W/"}nen € limitada em L>°(0,T; Hy , . (Q2) X
H; -, (). Como Hg , . (Q) x Hg ,, . (2) = [L*(€)]?, pela Proposigdo 2.35, temos
W — W, em [C(]0,T], L*(Q))]>. (4.113)

Ainda, de (4.108), {©"},en € limitada em [L°°(0,T; L*(Q))]* e {W/'},en é limitada em
L>(0,T; Hy -, (Q) x Hp,, (). Logo, {AO"},en é limitada em [L(0,T; [H?*(€2) N
HY D] e {AW} en € limitada em L>=(0, T; Hy L (Q) x HyL . (Q)). Como

0,p1,71 0,p2,72

0, = B'AAW, — (B"'AA — aB'N)6,
segue que {O"},,cy € limitada em [L>(0, T; [H?(Q) N HL(2)]']?. Pela cadeia de imersdes

[L*(Q)]* — Hp,

0,p1,m

(Q) % Hyp, 1, () = {[H*(2) N Hy ()]}’

0,p2,72

temos, pela Proposicao 2.35, que

©" — © em C([0,T], Hy ! . (Q) x Hyl  (Q)). (4.114)

0,p1,71 0,p2,72



4.4 Desigualdade de Observabilidade e Controlabilidade Exata 140

De (4.111), (4.113), (4.114) e tomando o limite em (4.105),

1~ — ~
”P}%GW||[20([07T]7L2(Q))]2 + HWtH[QC'([O,T},L?(Q))]? + H®H[2C([O,T],H—1(Q))]2 =1, Vn. (4.115)
Na sequéncia vamos mostrar que W= 0, ﬁv/t = 0e© =0, obtendo uma contradi¢do com (4.115).

Para ©, pela desigualdade de Poincaré, temos

T T
0§/0 |y®"||fL2(QH2dt§/o VO™ |2 et (4.116)
De (4.106) e (4.116), {O©"},en € limitada em [L>(0,T;L*(Q2))]?. Logo, existe z €

[L2(0,T; L*(9))]? tal que

0" — z em [L*(0,T; L*(Q)]* — L*(0,T; Hy! () x HyL _ (Q)). (4.117)

0,p1,71 0,p2,72

De (4.114),

O" =6 em C(0,T; H;' (Q) x Hy} (Q)) < L*0,T; Hy! _(Q) x Hy! _(9)). (4.118)

pPL,YL 0,02,72 0,p1,m 0,p2,72

De (4.113), (4.114) e unicidade do limite fraco, z = © em L2(0,T; Hy\ _ (Q) x HyL ().

0,01,71 0,02,72
Mas z € L*(0,T; [L*(Q)]?), logo
O" — © em [L*(0,T; L*(Q)))% (4.119)
De (4.116)
0" — 0 em [L*(0,T; L*(Q))]%. (4.120)

De (4.119), (4.120) e da unicidade do limite fraco segue que © = 0 em [L2(0, T; L%(2))]2. Como
[L2(0,T; L*(Q))]? — L*(0,T; Hy ! _ (Q) x Hy L (Q)), de (4.114), temos

0,p1,m 0,02,72
6 =0 em C([0,T], Hyl, . (Q) x Hy} . (Q). (4.121)

Temos, entdo, que [W, W, 0] é uma solug@o fraca de (4.40), logo

RWy + ANW =0
’ 4.122
De (4.122), e do fato que W, € C([0, T}, Hy, 0, (Q) x Hy ) (€2)) segue que
AW, =0 em €, (4.123)
Wt =0em I
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Portanto, W, = 0 em €2. O que implica W;, = 0 em 2. Assim, de (4.123) e (4.40)

AW =0 em €,
W=0em I,
ow
E =0em I
O que implica W =0em .
Mostramos que W =0, I/IN/} =0eO=0.Uma contradi¢do com (4.115). a

Com a proposi¢do anterior concluimos a validade da desigualdade (4.47) para dados
[Wo, Wi, O] em D ((A*)?). A controlabilidade exata do problema (4.4) € obtida da desigualdade
(4.47) e por um argumento de densidade, tal controlabilidade é apresentada no principal teorema

deste capitulo:

Teorema 4.12 O problema (4.4) é exatamente controldvel no tempo arbitrdrio T > 0. Isto é,
para qualquer T > 0 e dados [Zy, Z1, %], [ZL, Z], 9] € H, podemos encontrar uma fun-
¢cdo controle U € [L*(0,T; L*(Q))]* tal que a solugcdo correspondente [Z, Z;, V] de (4.4) satisfaz
(1), Z(T), W(T)] = 2], 71, W)

Demonstragio: Ja vimos que a desigualdade (4.47) é vélida para dados [W,, Wy, ©g] € D ((A*)?).
Para [Wy, W1, ©¢] € H obtemos que a desigualdade (4.47) é vdlida usando um argumento de den-
sidade. De fato, como D ((A*)?) é denso em H temos que dado [Wy, Wy, O] € H existe uma
sequéncia [WW', W', ©8] C D ((.A*)?) tal que

[W(?, Wln, @g] — [Wo, Wl, @0] em H. (4.124)
De (4.47),
T wE ?
| IVe Ol et = x| | wr ]| @.125)
0 @61 »

onde ©" é a componente térmica da solugdo [, W}, ©"] correspondente aos dados [W(', W, ©p].

Tomando o limite em (4.125) e considerando (4.124), obtemos

2

T W
| IveW Ry = cx || Wi [l (4126
0

9 | |I,,
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ou seja, a desigualdade (4.47) é vélida para dados [W,, W1,00] € H. Portanto, conforme
vimos anteriormente, a validade de (4.126) é equivalente a sobrejetividade de Lr €
L([L*(0,T; L*(2))]*, H). Isto prova que o problema (4.4) € exatamente controlavel. De fato, con-

siderando a forma abstrata (4.33) do problema (4.4) e sendo L1 sobrejetora, dado V' € H tal que

V=V -, (4.127)
com Vp, Vi € H, existe um controle U € [L2(0,T; L*(2))]* tal que
LrU=1V. (4.128)
Substituindo (4.127) em (4.128) obtemos
T —
V=V -l = / e BU (t)dt.
0

Logo,

T
Ve(T) = eV + / eAMBU(t)dL.
0

Assim, obtemos uma solucdo Vi;(-) de (4.33) tal que Vi(T") = V; e V7(0) = V4. Ou seja, (4.33) é

A
exatamente controldvel. Sendo (4.33) a formulacdo abstrata do problema (4.4) com V = | Z,
v
Zo
eVo=| 41 |,oresultado segue.
W
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