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Resumo

Neste trabalho, estudamos como dados analiticos de uma semirraiz C; de uma curva
C determinam dados analiticos da prépria curva C.

Mais especificamente, considerando o conjunto de valores de diferenciais A; de Cj,
mostramos como podemos determinar parte do conjunto de valores de diferenciais A de
C. Como consequéncia deste fato, podemos obter um limitante superior para o nimero
T de Tjurina de C' em termos do semigrupo I' = (vg, vy,...,v,) de C e relacionar T com
o numero de Tjurina de Cj;.

Particularmente, para o caso em que mdc(vy,...,v,_1) = 2, mostramos que T se
expressa unica e exclusivamente em termos de I', generalizando um resultado de Luengo
e Pfister (1990), bem como respondemos de modo mais geral a uma questao de Watari
(2019).

Palavras-chaves: curvas irredutiveis planas, semirraizes, lacunas especiais, nimero de

Tjurina.






In this work we study how the analytical data of a semiroot C; of an irreducible
plane curve C determine the analytical data of C' itself.

More specifically, considering the set of values of differentials A; of C; we show how
we can determine part of the set of values of differentials A of C. As a consequence of this
fact, we can obtain a upper bound for the Tjurina number T of C' by means the semigroup
I' = (vo,v1,...,9,) of C' and we relate T with the Tjurina number of C;.

Specifically, for the case gcd(vo, ..., v,-1) = 2, we show that T can be express solely
in terms of T" that generalizes a result by Luengo e Pfister (1990) and we answer in a more
general way a question ask by Watari (2019).

Key-words: irreducible plane curves, semiroots, special gaps, Tjurina number.






Lista de simbolos

O indice f presente em alguns dos simbolos abaixo tem a fung¢ao de indicar que
tal simbolo estd associado a uma curva C;. Ao longo do texto, alguns destes simbolos
poderao ser apresentados sem o indice a fim de aliviar a notagdo. Tenha em mente que ao
omitirmos o indice fica entendido que tal simbolo estd associado a uma curva C, a qual

deve estar fixada em tal contexto e jamais estara relacionado a uma de suas semirraizes.

C{z,y} anel das séries de poténcias convergentes p. 1
mult(f) multiplicidade da série de poténcias f p. 1
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Introducao

A partir da década de 20 do século passado, matematicos conseguiram grandes avan-
¢os ao utilizar técnicas e ferramentas algébricas para estudar propriedades geométricas
de certos objetos, o que deu um novo rumo para a Geometria Algébrica e a Teoria de
Singularidades.

Um assunto que ilustra esta associacao de ideias de subareas distintas da Matematica
foi o da classificagao topoldgica e analitica de curvas irredutiveis planas.

No caso da classificacao topologica de curvas planas a questao pode ser traduzida
em termos de invariantes discretos (todos equivalentes) e que caracterizam totalmente
a classe topoldgica, como por exemplo, os expoentes caracteristicos, o semigrupo I' de
valores, etc. As referéncias Brieskorn e Knorrer (1986) e Zariski (2006) abordam muito
bem tal assunto.

Abhyankar e Moh (1973), introduzem o conceito de raizes aproximadas, que sao
casos particulares de semirraizes, de uma curva irredutivel plana Cy. As semirraizes
de C} sao também curvas planas irredutiveis cujo semigrupo permite recuperar parte do
semigrupo de valores da curva C e cujo nimero de Milnor, um invariante topolégico, pode
ser relacionado com o nimero de Milnor de Cy. Em Popescu-Pampu (2003) encontramos
uma boa abordagem do assunto.

A classificacao analitica é um problema mais fino e nao pode ser resolvido por meio
de um conjunto discreto de invariantes. No entanto, podemos fixar uma classe topologica
e estratifica-la por meio de invariantes analiticos de modo a considerar a classificacao
analitica em cada um dos estratos. Dentre os invariantes analiticos mais considerados na
literatura destacamos o nimero de Tjurina T e o conjunto de valores de diferenciais A.
O conjunto A é um invariante mais fino que T, no sentido de que A e I' o determinam.
Em Hefez e Hernandes (2011) é apresentada uma solugao para a classificacdo analitica de
curvas irredutiveis planas utilizando estratificacao da classe topoldgica fixa pelo conjunto
A.

No presente trabalho estamos interessados em abordar os invariantes analiticos men-

cionados anteriormente. Mais precisamente a linha mestra de nossos estudos é o enten-



dimento de como os invariantes analiticos de uma semirraiz influencia nos respectivos

invariantes analiticos da curva original.
O trabalho esta estruturado como descrito a seguir.

O Capitulo 1 é dedicado a apresentar os resultados conhecidos na literatura e que
utilizaremos no trabalho. Abordamos sucintamente alguns resultados gerais com respeito
a séries de poténcias, os conceitos de curvas planas, parametrizagoes e semirraizes que se-
rao considerados no texto. Reservamos uma secao para reunir os principais resultados que
utilizaremos relacionados a classificagdo topoldgica, analitica e os invariantes correspon-
dentes. As nocgoes de residuos e formas logaritmicas, exploradas por Saito, sdo incluidas
na ultima se¢do do capitulo. Os resultados que nao julgamos classicos sao apresentados

sempre mencionando uma referéncia em que o leitor os podera encontrar.

No Capitulo 2 apresentamos os resultados principais deste trabalho. Explorando
resultados de Briancon, Maisonobe e Torreli mostramos como os conjuntos de valores
do moédulo de residuos, do ideal cofator e o conjunto A se determinam mutuamente.
Tais resultados, juntamente com o conhecimento de uma funcao que introduzimos na
Secao 2.2, possibilitam descrever elementos de A que sao obtidos por meio do respectivo
conjunto associado a uma semirraiz. Estes resultados permitem obter uma estimativa
para o numero de elementos de A \ I' para qualquer curva que possui uma semirraiz

previamente fixada.

Utilizando os resultado do Capitulo 2, apresentamos no Capitulo 3, resultados que
fornecem um limitante superior para T utilizando informacoes topoldgicas, tal resultado
pode ser considerado como um analogo ao sugerido por Dimca e Greuel (2018) em que
os autores sugerem um limitante inferior para T. O resultado que apresentamos também
permite estabelecer um limitante superior para T utilizando o nimero de Tjurina de uma
semirraiz. No caso particular de curvas Cy com semigrupo I' = (v, ..., v4_1,v4) com
ng = mdc(vg, . ..,v,-1) = 2 € g > 2, mostramos que o nimero de Tjurina C; é sempre o
mesmo e descrito em termos topoldgicos, fato que mostramos nao ocorrer se n, > 2. Tal
resultado é uma generalizagdo do apresentado por Luengo e Pfister (1990) para curvas
com semigrupo (2p, 2q,ve) e responde de maneira mais geral a uma questao apresentada

por Watari (2019). Finalizamos o capitulo, apresentando explicitamente uma construgao



que permite obter diferenciais que atingem as ordens prescritas para uma classe de curvas

com semigrupo (4ug, duy, 2uy, ug).






Capitulo 1

Preliminares

Curvas planas é um assunto muito rico em Geometria Algébrica e na Teoria de
Singularidades com uma vasta literatura sobre o assunto.

Neste capitulo vamos nos limitar a apresentar os principais resultados que utili-
zaremos no decorrer deste trabalho, indicando referéncias em que uma justificativa dos
mesmos possa ser encontrada. Dentre as principais referéncias para este capitulo destaca-
mos os livros: Brieskorn e Knorrer (1986) e especialmente, a referéncia Hefez (2003) que
serd amplamente citada, nao se limitando a este capitulo.

Antes de abordarmos curvas planas analiticas irredutiveis, tema central deste tra-
balho, recordemos alguns resultados referentes as séries de poténcias.

Embora grande parte dos conceitos e resultados deste capitulo sejam validos em um

contexto mais geral, vamos nos restringir apenas ao caso que nos sera util.

1.1 Séries de Poténcias

Denotamos por C{xz,y} o anel de séries de poténcias convergentes nas variaveis = e
y com coeficientes em C. Dado f € C{x,y}, podemos escrever f = i P=FP+P+--,
onde cada P; € C[z,y] é um polinémio homogéneo de grau i. =

Temos que C{z,y} é um dominio Noetheriano local e de fatoragiao unica cujo ideal
maximal é M = (z,y). Deste modo, um elemento f = iPZ- € C{z,y} ¢ invertivel se, e
somente se, Py # 0. =

Seja f € C{x,y} \ {0} tal que f = P, + P,11 + -, onde cada P; é um polinémio
homogéneo de grau j e P, # 0. O polindmio homogéneo P, é chamado a forma inicial de
f. O natural n é chamado de multiplicidade de f e é denotado por mult(f). Se f =0,
definimos mult(f) = oo.

Sejam f,g € C{z,y}. Temos que mult(f - g) = mult(f) + mult(g), bem como
mult(f £ g) > min{mult(f), mult(g)}, com igualdade sempre que mult(f) # mult(g).

Dizemos que f € C{z,y} é y—regular se mult(f(0,y)) = mult(f).

Dado f € C{x,y} com mult(f) = n, sempre existe um automorfismo linear 7" de
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C{z,y} tal que T'(f) é y—regular. De fato, se f = > P, (P, # 0) é a expansio de f em
j=n
polinébmios homogéneos, entao

Pn(x7y> = Z bljxly]
i+j=n
Se b;; = 0 para todo ¢ # 0, entdo f ja é y—regular.
Suponha que exista b;; # 0 para algum ¢ > 0.
Considerando as coordenadas ' = T'(y) =y e 2’ = T(z) = © — ey, com € € C,

temos que mult(Py(z',y')) = k e o coeficiente de (y/)" em P,(2',1/) é
cle) = D (—=1)bye".
i+j=n

Como existe b;; # 0 para algum i > 0, o polinémio ¢(g) é nao constante. Escolhendo
¢ € C de modo a nao anular ¢(¢), temos que f(2',y') é y'—regular.
O teorema a seguir, demonstrado por Weierstrass em 1860 para séries de poténcias

em C{x,...,z,} e apresentado aqui para r = 2 é fundamental na teoria de curvas planas.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Preparaciao de Weierstrass) Sejam f(x,y) € C{z,y}
uma série de poténcias y—reqular e n = mult(f). Entdo, exristem unicos elementos

u(z,y) € C{x,y} e bj(x) € C{z}, i=1,...,n, tais que

f,y) = (4" + 0@y + o+ ba(@)) - ul,y)

com b;(0) =0 e u(0,0) # 0.

Demonstragao: Veja o Teorema 1 da se¢do 8.2 de Brieskorn e Knorrer (1986).
Al

O polinémio y™ + by (x)y" ' + - -+ + b, (x) € C{z}]y] destacado no teorema anterior

¢ chamado de Polin6mio de Weierstrass associado a f(z,y).

Observagao 1.1.2 Pelo exposto acima, dada f € C{z,y} existe um automorfismo linear

T e uma unidade u de C{x,y} tais que u-T(f) € C{x,y} € um polinomio de Weierstrass.
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1.2 Curvas Planas

Sejam U um conjunto aberto em C? e X C U. Dizemos que X ¢ analitico em o € U

se existir uma vizinhanga V de xg em U e f € C{z,y} tais que

XNV={zeV; f(z) =0}.

Temos que X ¢é um subconjunto analitico de U quando X ¢ analitico em todo ponto
xg €U.

Sejam U e U’ abertos em C?, X C U e X’ C U’ subconjuntos analiticos. Os
conjuntos X e X’ definem o mesmo germe de conjunto analitico em zy € X N X’ se existe

uma vizinhanca V' C X N X’ de z( tal que
Xnv=XnWw

Escrevemos (X, zg) para o germe de conjunto de X em xy. Neste caso, X é chamado
de representante do germe (X, zy).

Dado um ideal nao nulo (f) C M = (z,y) C C{x,y}, um germe de conjunto dado
por Cy ={z € U| f(z) = 0} em que U é uma vizinhanga de 0 € C? é chamado de (germe
de) curva analitica plana.

Dizemos que C; ¢ irredutivel se f € C{z,y} é irredutivel. Neste caso, diremos
simplesmente que C'y ¢ um ramo plano.

No restante deste trabalho, vamos nos ater somente ao caso de ramos planos.

Dadas duas curvas planas Cy e Cj, temos que Cy = C}, se, e somente se, (f) = (h)
ou, equivalentemente, f = u-h em que v € C{z,y} é uma unidade. Note que deste modo,
podemos definir a multiplicidade de uma curva Cy por mult(Cy) = mult(f).

Neste trabalho estaremos interessados em objetos invariantes segundo duas relagoes

de equivaléncia: a topoldgica e a analitica.

Definicao 1.2.1 Sejam C; e C, curvas planas. Dizemos que Cy é analiticamente

equivalente a C; quando existem vizinhangas da origem U,V C C* e um difeomorfismo
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analitico ¢ : U — V tal que ¢(CyNU) = Cy N V. Quando a aplicagio ¢ é apenas um

homeomorfismo dizemos que Cy é topologicamente equivalente a C,.

A equivaléncia analitica pode ser expressa de varios modos, uma destas maneiras se

baseia no objeto que definimos a seguir.

Definicao 1.2.2 Seja C; uma curva plana, o anel local de Cy é o anel quociente
C
0, = {o,y}
(f)

Veja que o anel local de uma curva estd realmente bem definido, pois se Cy = Cj,

entao O = Oy.

Teorema 1.2.3 Sejam C; e Cy curvas planas. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. C € analiticamente equivalente a C,,.
2. Of €isomorfo a Oy como C—dlgebra.

3. As séries [ e g sio K—equivalentes, isto é, existem um automorfismo ® de C{z,y}

e uma unidade u de C{z,y}, tais que u - ®(f) = g.

Demonstragao: A demonstragao pode ser encontrada em (HEFEZ, 2003, Secoes 3.5 e

4.1). Para a equivaléncia 1.<2. pode-se consultar ainda o Corolario V.1.2 de Sebastiani

(2004).

Em virtude da Observacao 1.1.2 e do teorema anterior, dada uma curva plana CY,
a menos de equivaléncia analitica, podemos supor que f € C{z}[y] é um polinémio de
Weierstrass.

Uma vez que, como vimos anteriormente, um ramo plano C; pode ser dado pelo
germe de conjunto {(aq,az) € U; f(a1,as) = 0} onde U é uma vizinhanca da origem em
C? e f € C{x}[y] irredutivel, é natural estudar as solugdes de f(z,y) = 0.

Se f € C{z}[y] é um polinémio de Weierstrass com mult(f) = n, entdo existe um

algoritmo, que utiliza o poligono de Newton de f, que permite encontrar uma solugao

para f(z,y) = 0 até a ordem desejada (BRIESKORN; KNORRER, 1986, Secdo 8.3).
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Mais ainda, as solucdes de f(z,y) = 0 sdo da forma @(z7) = > bz . Se tomarmos
>n

t = xw, entdo temos que f (t", o(t)) = 0 (BRIESKORN; KNORRER, 1986, Teorema 1,
Secao 8.3).

Definicao 1.2.4 O par (1", (1)) = |t",>_ bit' | € C{t} x C{t} descrito acima é cha-
>n

mado de Parametrizacdo de Newton-Puiseux de Cy, ou simplesmente parametri-

zacgao de f.

Se p(xw) = Zbix% ¢ uma das raizes de f € C{x}[y], temos que (BRIESKORN;
i>n

KNORRER, 1986, Teorema 2, Secao 8.3)
{¢(¢z7); ¢ €Go}

¢ o conjunto de todas as raizes de f(z,y) =0, onde Gy = {¢ € C; (" = 1} e mult(f) = n.

Em particular,

fly) =TI (y— ¢ (cav)).

¢eGo

1.3 Classificacao topolégica de ramos planos

A classificagao topolégica de ramos planos (como germes imersos em C?) foi dada
por Brauner, Burau e Zariski em meados dos anos 30 do século passado, veja (ZARISKI,
1932). A topologia local de um ramo plano pode ser descrita por meio de varios conjuntos
de invariantes discretos distintos, mas que se determinam mutuamente, por exemplo: os
expoentes caracteristicos, o semigrupo de valores, os pares de Puiseux, a sequéncia de

multiplicidades em uma resolugdo canonica da curva, etc.

Nesta se¢ao, vamos apresentar sucintamente as principais propriedades dos expoen-

tes caracteristicos e do semigrupo de valores.

Seja f uma série de poténcias irredutivel de multiplicidade n com parametrizacao
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de Newton-Puiseux dada por

r = t"

y = @)= at', an#0, m=n.

i>m

Definimos duas sequéncias (¢;) e (f;) de niimeros naturais associadas & C'y como segue:

g0 = fo=m;
p; = min{i; i £ 0mode;_1 e a; #0}, se g;_1 # 1; (1.1)

g = de(Ej_l,Bj):de(ﬁo,...,ﬂj).

Uma vez que €; < €;_; e €; divide €;_;, para todo j > 1, temos que existe g € N tal
que £, = 1, isto ¢, a sequéncia (g;) é finita e decrescente. Consequentemente a sequéncia

(B;) é crescente e para em f,.

Definig¢ao 1.3.1 Os expoentes caracteristicos de f (ou de Cy) sio os (g+1) niumeros

naturais (Bo, B1, - - ., By). O nimero g = g € chamado de género da curva.

Com as notagoes acima, podemos escrever a parametrizacao de f como segue:

z = t"

B2—1 . Bg—1 (1.2)
y = p(t")+ Y at' - D at'+ )y ait

i=p1 i=Bg-1 i2>fBg

onde p(t) € Clt] e ag, ---ap, # 0. Pela definicio dos J3}s, podemos facilmente deduzir
que os coeficientes da parametrizacao acima possuem a seguinte propriedade: se 7 e j sao
inteiros tais que ;-1 <1 < f3;, e se €;_; nao divide 7, entao a; = 0.

Reciprocamente, dada qualquer sequéncia crescente de ntmeros naturais primos
entre si fy, ..., By, tal que os inteiros definidos por €; = mdc(fo, . .., §;) sdo estritamente

decrescentes, entao esta sequéncia corresponde a expoentes caracteristicos de algum ramo

plano C; (HEFEZ, 2003, Teoremas 6.13 e 6.14).



1.3 Classificagao topoldgica de ramos planos 7

O fecho integral O; do anel local O da curva Cy ¢ um dominio de valorizagio discreta
e Oy é isomorfo a C{t}, cuja valorizagdo normalizada ¢ dada por v;(a(t)) = mult(a(t))
para todo a(t) € O em que v;(0) = oco.

Uma vez que a sequéncia

0 — (f) — C{z,y} — C{t,o(t)} — 0
h o h(t",0(t))

é exata, temos que Oy ~ C{t", p(t)} C C{t} ~ O; em que (", ¢(t)) é uma parametrizagio
de f.

No que segue, vamos identificar O com C{t", ¢(t)}.

Dado h € C{x,y} temos que h(t",p(t)) € Oy C Of e temos, veja (HEFEZ, 2003,
Teorema 4.17), que

Definicao 1.3.2 O semigrupo de wvalores associado ao ramo Cy € o conjunto

Iy ={vs(h); he Clz,y}\(f)} CN.

Listaremos agora algumas propriedades do semigrupo de uma curva irredutivel.
Todo semigrupo I'y de uma curva irredutivel Cy possui um condutor, isto ¢, existe
um elemento py € I'y tal que todo natural k > py pertence a I'y e uy — 1 ¢ I'y. Temos

C
que fiy coincide com o ntimero de Milnor de f, ou seja, iy = I(f,, f;) = dime {z.4}

(fas fy)
(HEFEZ, 2003, Teorema 7.18). Temos que §(IN\I'y) = % Além disso, temos que v € I'y

se, e somente se, uy — 1 — v ¢ I'y (HEFEZ, 2003, Proposicao 7.6).

O semigrupo I' é finitamente gerado, isto é, existem my,...,m, € IN\ {0} tais que
Iy = (my,....my) :=mN+---+mNem; & (mq,...,m_1,mis1,...,m,). Nestas
condigoes, {my,...,m,} é um sistema minimo de geradores de I';.

O menor elemento de I'y \ {0} é o inteiro mult(f) = n = v,.

Sejam (t", p(t)) com p(t) = Zaiti uma parametrizacao e (8o, b1, ..., ;) 0s expo-

i>n
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entes caracteristicos de C'y. Para cada j =1, ..., g definimos

Pi(t)y= > bt e G;={CeC; (7 =1}

n<i<f;

Note que G; ¢ o grupo das €;—ésimas raizes da unidade e

GoDG D--DG,={1}.

Observacao 1.3.3 Definindo ng := 1, denotamos por n; a ordem do grupo quociente
i gi_

J 1, isto €, nj = “iml o definimos ng := 1. Temos:

G £

i)n; >1paral <j<g;

i) nonang - - - g, = €9 = n. Em particular, nony - - -ngy = n;
€

= &;.

ZZZ) Nig1:--Ng =
g

Se ¢ € GGO, indicamos P;(t) := P;(Ct).
j—1

Definicao 1.3.4 Para cada j =1,...,g9 denotamos

fitey) = 11 (v = P;(Ca™)) € Cla}ly).
CGG?EI

Note que o grau de f; € C{z}[y| com respeito a variavel y é gr(f;) = LI [
€j-1
é irredutivel por ser o polindmio minimal de Pj(x%) sobre o corpo de fragoes C((z)) de

C{x}.
Considere os inteiros vg = fop =n e v; = v¢(f;) se j =1,...,g. O resultado a seguir

permite obter geradores minimais de I'y.

Teorema 1.3.5 (1) Temos que v = 31 e para cada j = 2,...,g temos
T
vi=), Bt B (1.3)

=1 Ci-1
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(2) Se gry(h) <ny-...-nj = ;, entdo vy(h) € (vo, ...,v;). Em particular,
J

Iy = (vo,...,v).

(3) Temos que £; = mdc(g;_1,v;).

Demonstracao: A justificativa pode ser encontrada em Hefez (2003, Teorema 6.12). Em
particular, para a afirmacao (1) o resultado segue da avaliacdo v¢(f;), em que f; é como
descrito na Defini¢ao 1.3.4.

Destaquemos alguns pontos da justificativa que serao retomados mais adiante neste

trabalho.

Se (£, p(t)) com ¢(t) = > a;t' ¢ uma parametrizagio para C, temos que

1>v0

fi,0(t) = H (Z at' — Z az‘Citi) = H ( Z a;i(1 — ¢t + Z aiti) .
_Go  \wot v <i<B; _Go  \wo<i<B; B <i
CeGFl Cecj,l

(1.4)
Pelo Lema 6.10 de Hefez (2003), temos que

L . a 1— Br tﬂk + (t.0.8. se c G B G
Y a(1=-0) 4> at' = g (L =) ( ) ¢ k-1 \ Gk

vo<i< B, B;<i

G/Bjtﬁj + (tOS) se C c Gj*l;

com (Pk #1se ( € Gy_1\ Gy e (t.0.8.) indica termos de ordem superior.

€k — €
Como cada conjunto Gy, \ G4 admite B kL Classes distintas de Gj_1, expan-
€j-1
dindo a expressao (1.4), obtemos
v v; j k
fj(t % So(t)) = Cjaﬁjt T+ Z (p?c + Cjak—vj+5j>t (15)
’Uj<k‘

j—1
Ep_1 — € ;
em que v; = Z uﬂk"‘ﬂj, ¢; € C\{0} e pj, ¢ um polindmio em a; com i < k—v;+f;.
k=1 Jj—1
Al

Do teorema anterior, segue que v; € o menor elemento nao nulo de I'y que nao ¢
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divisivel por €;_;. Temos também que

Uj-i-l:njvj_ﬁj—f_ﬁj-f-h j:O,...,g, (16)
que, por sua vez, nos permite concluir o seguinte:

Teorema 1.3.6 Se Cy é um ramo plano, entao I'y e seus expoentes caracteristicos se
determinam mutuamente.

Demonstragao: Veja Hefez (2003, Teorema 6.13).
Al

O resultado abaixo apresenta uma forma particular de representarmos um elemento

em termos dos geradores de I'y.

Lema 1.3.7 Dados 'y = (vo,...,v,) e m € IN, temos que existem tnicos 0 < s; < n;
g
parai=1,...,9 e Sg € 7, tais quem:Zsivi.

i=0
Além disso, m € I'y se, e somente se, sp > 0. Temos também que m € I'; se, e

somente se jiy —1 —m & I'y.
Demonstragao: Veja (HEFEZ, 2003, Proposicao 7.2).

g
Quando m = Zsivi ¢ I'y expresso como no lema anterior, isto é, com sy < 0,
. V4 120 / .
dizemos que m ¢ uma lacuna de I'y. Temos que o nimero de lacunas em semigrupo

de curva irredutivel plana é sempre %, em que fiy é o condutor do semigrupo (HEFEZ,

2003, Proposicao 7.6, (iii)).

Podemos expressar o condutor p¢ de I'y = (vp, . .., v,) de diversas maneiras:
g
pr =Y (n;— L)v; — vo + 1, veja (7.1) de Hefez (2003); (1.7)
i=1
pr = ngv, — By — vy + 1, Corolario 7.14 de Hefez (2003); (1.8)
g
pr =Y (gi-1 —€:)Bi — Bo + 1, Coroldrio 7.15 de Hefez (2003); (1.9)
i=1

vp(fy) = pr+vo—1eve(fy) = ps+ vy — 1, Corolario 7.16 de Hefez (2003).  (1.10)
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Como mencionamos no inicio desta se¢ao, o semigrupo de uma curva, assim como os
expoentes caracteristicos, sdo invariantes topologicos completos. Essencialmente temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.3.8 (Brauner-Barau-Zariski) Dois ramos planos sao topologicamente equi-
valentes se, e somente se, eles possuem os mesmos expoentes caracteristicos ou, equiva-

lentemente, possuem o mesmo semigrupo de valores.

Demonstragao: Veja Brieskorn e Knorrer (1986, Teorema 12, p. 438).

Al
1.4 Semirraizes
Como antes, consideramos
f=y"+bi(@)y" 4+ balx) € C{z}{y]
irredutivel, mult(f) = n, b;(0) = --- = b,(0) = 0 e com semigrupo I'y = (v, ..., v,).

Além disto, mantemos as notagdes de (1.1), ou seja, os expoentes caracteristicos de f

serdo denotados por fo, ..., [, € ¢; = mdc(By, - . ., B;).

Defini¢ao 1.4.1 Um polindmio q; € C{z}]y] serd dito k—semirraiz de f quando g

for monico, gr(qx) = o e Vf(Qk) = V.
€

Dada uma série f com parametriza¢ido dada como em (1.2), segue da Definigao 1.3.4

e do Teorema 1.3.5, que fi(z,y) = ][] (y — Pk(Zx%D é uma k—semirraiz de f para

k=1,...,9. Denominaremos tais semirraizes de semirraizes caracteristicas de f.

Teorema 1.4.2 Seja f € C{x}[y|] como no inicio desta segio. As seguintes condigies
sao equivalentes:

(1) fr é uma k—semirraiz de f.

v Vg
(2) fi € irredutivel, com semigrupo I'y := Ty, = <0 ) bl

b Bt

teristicos de fr sdo e
€k—1 €k-1

ey e 0s expoentes carac-
€k—1 Ek—1




12 1 Preliminares

Demonstragao: Veja Popescu-Pampu (2003, p. 9, Teorema 5.1).

Note que se fi ¢ uma k—semirraiz de f e f; é uma j—semirraiz de f;, entao f; é
uma j—semirraiz de f também.

O resultado a seguir sera usado nos proximos capitulos.

Corolario 1.4.3 Todo elemento h € C{x}[y| pode ser escrito de forma tinica como

— . . i, L, flg flg+l
h = Z bl1,---,lg+1 1 fggfg )

il,...,ig+1

gr(h)
gr(f)

elementos de C{z}. Além disso,

onde 0 < 744y < l 1 < < ng para todo 1 < k < g e os coeficientes b, .., SGo

(1) O grau em y de quaisquer duas parcelas distintas desta soma sao distintos.

(2) Temos que Vf(bil,.‘.,ig+1ffl U fgig) ;é Vf(bjl,...,ngrl fl T fgg) se (7;17 cee 77:9) 7é (jla s 7jg)'

Demonstragao: Veja Popescu-Pampu (2003, p. 10, Corolario 5.4).

Além disto, temos:

Proposicao 1.4.4 Sejam f; uma j—semirraiz de fi, e fr uma k—semirraiz de um ele-
mento f € C{z}[y], tais que (t;ol,gpj(t)) : (taljol,gpk(t)> e (t,p(t)) sio suas res-
pectivas parametrizagoes. Se f; (tsfjgl,gpk(t)> = ate’%l + (t.0.s.), entao f;(t,¢(t)) =
at’ + (t.o.s.).

Em particular, para qualquer h € C{z}ly] com gr(h) < gr(fx), se temos que
h (tf:gl, cpk(t)> = bt 4 (t.o.s.), entdo h(t™, p(t)) = bt*/M) + (t.0.5.) com

vi(h) = ex—1vy, (h).

Demonstracao: Uma vez que f; também é uma j—semirraiz de f, seguindo a demons-

tragao do Corolario 5.3, Proposigao 6.5 de Popescu-Pampu (2003) e da secao 8.1 de Hefez
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(2003), temos que se p(t) = > a;t’, entdo para todo 0 < i < j:

1>V

Bi
ag (1— (51 )% + (t.os.) se( € G\ Gy
o) — (et =4 < ) 1

ag,t% + (t.0.5.) se ¢ € Gj_q,
B B
-1 ag; (1 — <5j1> tek-1 4 (t.O.S.) se ( € G \ Gi;
oult) = o3 (67 ) =
A
ag,t=1 + (t.0.s.) se ¢ € Gj_1,

_Bi
com (-1 #1se (€ Gi_1 \G;.

Como f;(z,y) = ][] (y — ©j (ijvgl>> temos de modo andlogo ao item 1 do

45
leg

j—1
Teorema 1.3.5, que

i, ot) = [T (pt) = @;(Ct1)) = at™ + (t.0:5.);
(elo

= (1.11)
5 (700) =TT (o) = (57)) =atm7 + (vos),

- TG
Ceg

-1
com a # 0.

Em particular, para h € C{z}[y] com gr(h) < gr(fx), temos pelo Corolario 1.4.3

que

P 'il ik—l
h = Z bi17-~-7ik—1 1 " k-1

015wy bh—1

com 0 <i; <njparatodoj=1,....,k—1eb;, ,_, € C{z}

Uma vez que fi,..., fr_1 sdo semirraizes de f; e f simultaneamente, segue do re-
. ) . ; i
sultado anterior que existe uma tnica parcela bil,,..,ik_l e f kk_f tal que

k—1

Vf(h) = Vf(bi1,---,ik—1 fl T I::k—_ll) = Z ijvj + v - Ordx(bi1,...,ik—1> €
=1
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k—1
; o .Uy Vo
v, (h) =V (bi17~~:ik—1f]1:l T lilill) = Z ng : + ' Ord"f(bihmikq)’
j=1 k—1 €k—1

ou seja,

vi(h) = ex—1vy, ().

Além disso, usando (1.11) para cada semirraiz da parcela destacada acima, segue que se

h (t %(t)) _ ) 1 (t.0.5.), entdo h(t*0, o)) = b ™) + (t.0.5.).
Al

O Teorema 1.4.2 permite obtermos algumas relacoes entre o semigrupo I's e o semi-
grupo ['.
Note que para j =1,...,k — 1 temos

mde ( Bo 53'1)
€51 _ mdc(ﬁo,-~-75j—1) _ S
£j mdc(Bo, - . ., B;) - (50 ﬁj>'

n]’:

e
€k—1 Ek—1

Deste modo, o condutor de I'y, isto ¢, o nimero de Milnor de f, é

k=1 v; v
=1 €k—1 €k—1

Assim, temos a seguinte relacao entre os niimeros de Milnor de f e f:

9 g k—1 v v
pr—1=> (nj—lv;—ve = > (n; — Dvj+ep | D (n — 1) — —
i=1 i i1 Ek—1 Ek—1
J Jj=k J
g
= > (n;—1)vj +ep (e — 1). (1.13)
j=k

1.5 Equivaléncia analitica

Nesta secao destacaremos alguns invariantes analiticos, que foram abordados na
literatura, para ramos planos.
Conforme vimos na Secao 1.2, a equivaléncia analitica de ramos planos pode ser

expressa por meio do isomorfismo entre seus anéis locais.
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Mather e Yau (1982), mostraram que o ideal (f, f,, f,) € C{x,y}, mais especifi-
C{z,y}
{f: fo fy)

Como Oy é um invariante analitico completo, temos que (f,, f,) € Oy também é um tal

Oy C{z,y}

= dimg——+—- é um invariante analitico
(for fy) ’

<f7 fxv fy>
chamado de nimero de Tjurina de f ou de Cy.

camente a algebra de Tjurina , determina a classe analitica da curva Cf.

invariante. Em particular, T; = dim¢

Por outro lado, Zariski (1966) considerando uma parametrizagao (tﬂo, > aiti) de
1>p1
C'¢, mostrou que se existe

A=min{i; a; #0ei+ Fy ¢ I's},

entao A\ é um invariante analitico, que chamaremos invariante de Zariski de CY.

Os invariantes T e A podem ser recuperados por meio do semigrupo de valores e de

um outro invariante analitico que passaremos a descrever.

No que segue vamos denotar
O = C{x, y}dr + C{z, y}dy

o C{z,y}—mobdulo das 1—formas holomorfas em C2.

Dado f € C{z,y} denotamos:

F(f) =19 +C{z,y}-df.

O modulo de diferenciais de Kahler de Cy é o O y—mobdulo

Ql

Qf = Qof/(g = %



16 1 Preliminares

Vamos indicar por T; o submoédulo de torgao de €y, isto €,

T ={w € Qy; hw =0 para algum h € O, \ {0}}.

Como antes, vamos considerar f € C{z,y} irredutivel, ou seja, O é um dominio.

Seja (x(t),y(t)) uma parametrizagao para Cy. A aplicacao

: Q — Of
vr d d (1.14)

adr +bdy — t-[a(x(t),y(t) - 2'(t) + b(x(t), y(¢)) - ¥/ (t)]

¢ um homomorfismo de Op—moédulos em que identificamos Oy com

Cl{z(t),y(t)} C C{t} ~ O

O resultado abaixo nos d4 uma caracterizagao para os elementos de torcao de €2y.
Lema 1.5.1 Com as notagoes anteriores, temos que Ker(¢y) = Ty.

Demonstracao: Veja Hefez e Hernandes (2001, Segao 7.1, Proposicao 1).

Vamos considerar o conjunto

Ap={vi(w) = (¥ (w)); w € QU \T;} CN

que denominaremos conjunto de valores de §2¢. Note que Ay é um I'f—monomddulo
ou ideal relativo de I'y, ou seja, o + & € Ay para todo o € I'y e todo £ € Ay. Além disso,

temos que

vi(h) = mult(h(x(t),y(t))) = mult(h'(x(t), y(t))) + 1

= mult(t - [ (e(t), y(0)) - ' (2) + by (a(t), y(0)) - o/ () = vy(dh),

para todo h € Oy \ {0} ndo unidade. Deste modo, temos que I'f \ {0} C Ay.
O conjunto Ay ¢ um importante invariante analitico para ramos planos, que se

relaciona com o invariante A de Zariski e com o ntimero de Tjurina T; por meio das
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relagoes:

Ao =min(A\Ty) e tp=pp—8(A\Ty) (1.15)

em que 'y = (vp, ..., v,) é 0 semigrupo de valores de C'y e p15 é o condutor de I'y (HEFEZ;
HERNANDES, 2001).

O conjunto Ay pode ser obtido por meio do algoritmo 4.10 descrito em Hefez e
Hernandes (2007).

O seguinte resultado responde a questao da equivaléncia analitica de ramos planos.

Teorema 1.5.2 (Hefez-Hernandes) Seja Cy um ramo plano com semigrupo dado por
't = (vo,...,vy) e conjunto de valores de diferenciais Ay, entdo Cy € analiticamente

equivalente a um ramo plano com parametrizagdo

(t,t") se Ap\Ty=0 ou

(tvo, " + t)\ + Z aﬂf’) se A+ Vg = MZH(Af \ Pf)
)

i%(Af—Uo

Mais ainda, wm ramo plano com parametrizacao (t”o, ot 4 Z biti) € ana-
i¢(Ap—vo)
liticamente equivalente a C; se, e somente se, existe ¢ € C com ™ = 1 tal que

a; = ¢b; para todo i & (Ay — vp).

Demonstracao: Veja Hefez e Hernandes (2011).

1.6 Residuos logaritmicos

Nesta se¢ao vamos apresentar sucintamente alguns resultados sobre residuos loga-
ritmicos, as principais referéncias sao Saito (1980) e Pol (2018).

Embora os trabalhos de Saito (1980) e Pol (2018) considerem hipersuperficies nao
necessariamente irredutiveis, vamos aqui focar em curvas planas irredutiveis.

No que segue, como antes, C'y denota uma curva analitica plana irredutivel definida

por um polindémio de Weierstrass f € C{x}[y].
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1
Definigao 1.6.1 (Saito) Dizemos quew € —-Q' é uma forma logaritmica, se existem

S
P,Q € C{x,y} com Q & (f) ew € Q' tais que

Pd !
Qu = L4+
f
O C{z, y}—mobdulo de todas as formas logaritmicas ¢ denotado por Q(log C).
Se X = Aaa — Ba— com A, B € C{z,y} é um campo de vetores em C?, entao temos
Yy x

X(f) = Afy, — Bfs € (fs, f,). Caso X(f) € (f), dizemos que Cf é invariante por X, ou
que X é um campo de vetores logaritmicos sobre Cf.

O C{z,y}—mbdulo dos campos de vetores logaritmicos sobre Cy é denotado por
Der(log Cy).

Saito (1980) mostrou que os C{z,y}—mdbdulos Q(log Cy) e Der(log Cf) se determi-
nam mutuamente e sao gerados por dois elementos. Mais ainda, temos o isomorfismo de
C{x, y}—mbdulos

Der(logCy) — Qlog Cy)

(1.16)

0 0 Adz + Bdy
A— — B— _—.
oy ox — f

Observagao 1.6.2 Note que, pela Definicio 1.6.1, dado w € f - Q(log Cf) existem
P.QeCl{x,y}, Q & (f) ew € Q! tais que

Qu = Pdf + fu' € F(f)

ou equivalentemente, W € Ty em que W denota a classe de w € Q' em Q.

Portanto,
_ [-Q(log Cy)
F(f)

Além disso, segue do isomorfismo (1.16) que

Ty

onde A denota o produto exterior de 1—formas.
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Definicao 1.6.3 Dado w € f - Q(log Cy) tal que

Qw = Pdf + fu,

chamamos de residuo de w o elemento

res(w) = € Frac(Oy)

Q| ~

em que H denota a classe de H € C{z,y} em Oy e Frac(O;) é o corpo de fragies de Oy.

O conjunto

Ry =res(f-Qlog Cy)) = {res(w); we f-Qlog Cy)} C Frac(Oy)

¢ um Oy—moddulo denominado médulo de residuos logaritmicos de Cy.

Note que se w € f-Q(log C}), entao os elementos P,Q € C{z,y}, Q ¢ (f) ew € Q!

satisfazendo

Qu = Pdf + fu'
nao sao unicos.

De fato, se w = Adx + Bdy € f - Q(log Cf) entdo, pela observagao anterior, existe
M € C{z,y} tal que
wANdf

Afy_fo:dx/\dy_

Mf. (1.17)
Como df = fydx + f,dy, temos que

fowo = Afde + Bfody = Adf — (Af, — Bf.)dy = Adf — fMdy,
fw = Af,dx+ Bf,dy = Bdf + (Af, — Bf,)dx = Bdf + fMdx.  (1.18)

No entanto, note que de (1.17) temos que

Afy=Bfs
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em Oy, ou seja,

ae|IsN
&

no corpo de fragoes de Oy.
De fato, Saito (1980, pagina 275) mostra que res(w) estd bem definido. Além disso,
por um resultado de Saito (1980, pdgina 276) temos que O C R;.

Eyf}.

No que segue, denotaremos

QI

Af = Vf(Rf) = {l/f(P) — l/f(@);

Além disto, Pol (2018, Corolario 3.32) mostra que

Y e Af < = §é Af. (1.19)

Ad
Como vimos, se w = Adz+Bdy € f-Q(log Cf) é tal que w A df

— Af,~Bf, = Mf,
dz N dy fy—=Bf f
entdo de (1.18)

vi(res(w)) = vs(B) = vi(fy).

Uma vez que v¢(f,) =y — 1 + 0o, veja (1.10), temos que

vi(res(w)) = vs(B) = (s =1+ o),

em que vg = min (I'y \ {0}) = mult(f).



Capitulo 2

Lacunas especiais

Neste capitulo, vamos considerar um ramo plano C'y com I'y = (v, vy, ..., v,), g > 2
e estudar a relacao entre os invariantes analiticos de um ramo Cj, := (', definido por uma

semirraiz f; com k =1,..., g e os invariantes analiticos de C.

Como vimos em (1.15), os invariantes analiticos A; e Ty de um ramo Cy podem ser
obtidos por meio de I'y e Ay. Mais especificamente A\f e Tf dependem de Af \ 'y, que

chamaremos de conjunto das lacunas especiais de C.

Enquanto a Proposigao 1.4.4 garante que €;,_1I'y C I'y, veremos que o mesmo nao
ocorre com o conjunto de valores de diferenciais, ou seja, ndo podemos garantir que
er—1Ax C Ay, em que I'y e Ay sao respectivamente o semigrupo e o conjunto de valores

de diferenciais associados a uma semirraiz fj.

Na primeira secao deste capitulo, apresentamos resultados que relacionam formas
logaritmicas, diferenciais de tor¢ao e o chamado ideal cofator. Para tanto, vamos explorar
resultados apresentados em Briangon, Maisonobe e Torrelli (2007). Na sequéncia vamos
mostrar como o conjunto Ay \I'y determina elementos de Af\I'; e, em particular, podemos
descrever um subconjunto de Ay \ I'y comum a toda curva plana com semigrupo I'y e que

possui fr como k—semirraiz.

2.1 Formas logaritmicas, diferenciais de torcao e ideal

cofator

Nesta secao vamos explorar algumas propriedades relacionadas a elementos de

f-Qlog Cf) em que f € C{z}[y] é um polindmio de Weierstrass irredutivel com grau n.

Como antes, denotamos F(f) = f- Q' + C{z,y} - df e de acordo com o apresentado

no capitulo anterior,
_ [ -Q(log Cf)

=5
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Dado w = Adx + Bdy € f - Q(log Cf) temos que

d
ﬂw%:;?é:A@—Bﬁ:Mf

para algum M € C{z,y}, ou seja, M € (J(f): f) em que J(f) = (fz, f,) C C{x,y}.

Definigao 2.1.1 O ideal (J(f): f) € denominado de ideal cofator de f (ou C;).

Algumas vezes, chamaremos P¢(w) de polar de f com respeito a w.

Pp(w)
f

Demonstracao: Seja w = Adz+ Bdy. Temos que w € F(f) C f-Q(log Cy) se, e somente

Proposicao 2.1.2 Temos que w € F(f) se, e somente se,

€ J(f).

se,

Adz + Bdy = w = R - df + (Pdz + Qdy) - f,

ouseja, A=Rf, + Pfe B=Rf,+Qf.
Py(w)
f

=Pf,—Qf, € J(f), entao

Consequentemente, temos que

Pr(w)
f

=Pfy—Qfe € J(f)

Reciprocamente, se

f : (Pfy - sz) = Afy - Bf;t?

ou seja,

(fP=A)-fy=(fQ = B)- [

Como f, e f, ndo tém fatores comuns, temos que existe R € C{z, y} tal que fQ—B =

Rf, e fP— A= Rf,. Segue assim que w € F(f).
Al

A proposicao anterior permite obtermos uma outra demonstracao de um resultado

obtido por Michler (2001), que apresentamos abaixo.

(J(f): f)
J(f)

= dimC‘Tf = Ty.

Proposicao 2.1.3 O submddulo de torcao Ty e

(J(f): f)
J(f)

sao C—espagos vetoriais iso-

morfos. Em particular, dimg
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0!
Demonstragao: Dado w € Q', vamos denotar por  a classe residual de w em Q; = %
f-Q(log Cy)
e lembremos que Ty = ———————.
! F(f)

Consideremos a aplicacao

em que M f =Af, — Bf,.
Vamos mostrar que 7' estd bem definida. Supondo que existam elementos

A, Ay, B, By € C{z,y} tais que

Afy - fo = Mf = AOfy - BOfoca

entao teriamos que

(A - Ao)fy = (B - B(])fx

e consequentemente existe P € C{x,y} tal que A — Ay = Pf, e B— By = Pf,. Desta

forma,

(A= Ag)dx + (B — By)dy = Pdf =0,

ou seja, Adx + Bdy = Apdx + Bydy.

Claramente 7' ¢ C—linear.

Dado Adx + Bdy € T}, temos que existe H € C{z,y} \ (f) de tal forma que
H - (Adx + Bdy) = [ - (Pdx + Qdy) + Gdf com P,Q,G € C{z,y}.

Assim,

H<Afy _Bf:v) = f ’ (Pfy _ny)'

Como f éirredutivel e H ¢ (f) segue que Af,—Bf, = fM paraalgum M € C{z,y}.
Deste modo, T define um epimorfismo de C—espagos vetoriais e, pela proposi¢ao
anterior, ker(T) = J(f) donde segue o isomorfismo anunciado.

Do Teorema 1 de Zariski (1966) segue que T; = dim¢(T) e concluimos o resultado.
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No restante desta secao vamos mostrar que o conjunto de valores do moédulo de

residuos

Ap={vp(B) — (b — 1 +v9); w= Adx + Bdy € f-Q(log Cf)}

é totalmente determinado pelo conjunto de valores do ideal cofator de f,

vi((J(f) = f)) =A{ve(M); M € C{z,y} com Mf e J(f)}

e consequentemente, pelo que expusemos na Se¢ao 1.6 do Capitulo 1, os conjuntos Ay,
Areve((J(f): f)) se determinam mutuamente.

Sew € F(f) C f-Qlog Cy), entdo w = Rdf + f - (Pdx+Qdy) com P,Q, R € C{x,y}
e Pr(w) = f - (Pf, — Qf;) donde seque pela Defini¢ao 1.6.3, que

{vp(res(w)); we F(N)} = {v(R); ReClz,y}} =T,

o (1) w e 50} = t(Pfy — @1x P.Q € o} = I

O conjunto v¢(J(f)) pode ser descrito utilizando o seguinte resultado de Yavorski.

Teorema 2.1.4 (Yavorski) Seja B = {h € C{z}[y]; gry(h) < gry(f)} tal que

i) ve(h) € Tp\{py =147 v €Ty}

it) ve(h;) # ve(h;) para todo hi, h; € B, h; # h;.

C{z}y]
J(f)

Demonstragao: Veja! Yavorski (1990, Secao 3.1).

— — C
Entdo, temos que B =< h € i h e B} ¢ uma base para

Deste modo, temos como consequéncia o seguinte corolario.

Corolario 2.1.5 Com as notacoes anteriores, temos

{vp(res(w)) #0; w e F(f)} =Ty \{0} = v (J(f)) — (uy — 1).

INo trabalho referido dd-se o nome de Anel Local de uma curva Cy ao quociente
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Demonstracgao: Do teorema anterior, decorre que

vi(J(f) =A{pp =1 +7 v € Tp\ {0} = T\ {0} + (uy — 1)

e o resultado segue das observacoes feitas acima.

Para as andlises que seguem vamos considerar

Ps = {heC{z}lyl; gry(h) <s}

E(f) = Ppdr+Pp1dy, n= gry(f)§
S(f) = C{a,ydf + C{z,y}fde C F(f);
W) = Cla}-df + 91 f C 7).

Proposigao 2.1.6 Com as notacoes anteriores temos que

Q' =e(f)@S(f) e Q' =E(f)H(/).

Demonstragao: Dado w = Adx+ Bdy € Q' como gr,(f) = n—1, pela divisdo euclidiana
de B por f,, escrevemos B = Q) f, + By com By € P,,_;.

Assim, usando que df = fydx + f,dy temos que
w = Adz+ Qf,dy+ Bydy = Adz + Q(df — fodz) + Bidy = (A — Qf,)dx + Bidy + Qdf.
Agora escrevendo A — Qf, = Pf + Ay com A; € P, obtemos
w = Ajdx + Bidy + Qdf + Pfdx
com Ajdx + Bidy € E(f) e Qdf + Pfdx € G(f), ou seja,

Ql =E(f) + (/).
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Sew € E(f)NSG(f), entdo existem A € P,,, B € P,_1, P,Q € C{x,y} tais que
Adzx + Bdy = w = Qdf + P fdx,

ouseja, A=Qf, +Pf e B=Qf,
Como B € P,,_1, devemos ter Q = 0 e como A € P,,, segue que P = 0, isto é, w = 0.

Portanto,

Ql =£(f) @ (/).

Para verificar a segunda igualdade do enunciado, dado w = Adx + Bdy € Q!,
escrevemos B = Qif + By com B; € P,. Entao, dividindo B; por f, escrevemos
Bl = Qofy + Bo com Bo S :Pn,1 e Qo S C{[B}

Assim,

w = Adr+ Qifdy+ Qofydy + Body = Adx + Q1 fdy + Qo(df — fodx) + Boydy
= (A= Qofz)dx + Body + Qodf + Q1 fdy.

Escrevendo A — Qo f, = Pif + Ag com Ay € P,,, obtemos
com Agdx + Body € E(f) e Qodf + (Pidx + Q1dy) f € H(f), ou seja, Q' = E(f) + H(f).
O fato de a soma ser direta segue de forma analoga ao caso anterior.

Al

Observacgao 2.1.7 Note que se w € G(f), entio w = Qdf + Rfdzx, Q,R € C{z,y} e

{vp(res(w)); we S(f)} ={v(Q); Q € C{z,y}} =Ty = {vp(w); we IF(f)}.

Se w = Adx — Bdy € F(f) com Pr(w) = Mf, entao vs(res(w)) = vy (B) — ve(fy)
nao tem relagdo com v¢(M). No entanto, o mesmo nao ocorre se w € E(f). Em verdade,
veremos que se w € E(f) N f-Q(log Cy), entao os valores v¢(B) e vp(M) se determinam

mutuamente.
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Fixemos f € C{x}[y] um polindmio de Weierstrass de grau n = v, irredutivel com
L'y = (vo,v1,...,04).

Sabemos que se ¢ (x%) € C{x%} é¢ uma raiz de f, entdo tomando 1 uma raiz
n—ésima primitiva da unidade, temos que {gpi = (n’x%) pi=1,. } ¢ o conjunto de

todas as raizes de f e
n

flxy) =Tl — @)

i=1

Vamos denotar por K = C ((:c%)) o corpo de fragoes de C {m%} e

PE = {h € K[y]; gry(h) < s}.

Vamos nos basear nas ideias de Briangon, Maisonobe e Torrelli (2007) e aprofundar
a analise de um de seus resultados.

Denotemos

que tem grau n — 1 em y.

Note que

Além disto, temos que f, =>_ [y — ¢;),
im1 =1
i

fylor) = 11 (er — ©;) = Puler)

z:

[y
ol
Bl

=

fao(or) = =1 L1 (0r = 05) = =0k Prlipn) = =1, - fu(on)-

[y
ol
Bl

Temos que C = {®;, i =1,...,n} é base para o K —espaco vetorial PX. De fato, se
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0= Zaiq)i(y) com «; € K, entao
i=1

0=0(pr) = ioﬁ@z‘(%) = axPr (k)

e consequentemente oy = 0.

Assim, € é um conjunto linearmente independente. Além disto, dado h(y) € PX,

temos que h(y) é totalmente determinado por sua avaliagdo em n pontos distintos.

Como

h(r) = ZZ:; (gl((f;})) ®;(r)

para todo ¢, com k= 1,...,n, temos que

) =3 (2 ) o)

i=1 i

e assim € ¢é base para PX. Mais especificamente, € corresponde & base dos polindmios de

interpolagao de Lagrange do conjunto {(¢;,0) € K x K; i=1,...,n}.

h(p; o =
No que segue, dado h € PE vamos denotar h; = (I)((S;)) € K, isto é, h = E h;®;.
i\ i=1

Agora, seja w = Adx — Bdy € E(f) N f - Q(log Cf) com
Pi(w) = Bf, + Af, = M, (2.1)

A€ P, eBe®P, . Noteque, em particular, temos que M € P, C PX .

No que segue vamos mostrar que as valoragoes de M e de B com respeito a f, se

determinam mutuamente.

O resultado a seguir pode ser encontrado em Briangon, Maisonobe e Torrelli (2007,

Lema 2.2) que reproduziremos aqui para comodidade do leitor.

Proposicao 2.1.8 (BRIANCON; MAISONOBE; TORRELLI, 2007) Sejam M = M;®;,

=1

B=) B;j®; € P eA=> A;®; € PE satisfazendo (2.1), entdo temos que A; = By

j=1 j=1
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€
(i (P
MZ: l J) 'Bz_ ((l ]>.B>’
;<wi—s@j z:: vi—wi)
i J#i
para todo i =1,...,n.

Demonstracao: Temos que

me = (Son) (S(58)0) - (Snn) (S-v0)- £ mas
j=1 i=1 Nt j=1 i=1 1<i,j<n
Afy = (ZAJ‘I’J‘) ( (é”iiﬂ)@) = (Zqu)j> (Z‘Pi) = > A9 0
j=1 i=1 LA j=1 i=1 1<i,j<n
De (2.1) segue que
Y (A= Bjp)) -0 @ =3 M®pf =) My —¢1) - Oy (2.2)
1<i,5<n k=1 k=1

onde a tultima igualdade ¢é valida para todo 1 <[ < n.
Dividindo (2.2) por ®; e avaliando em ¢; concluimos que A; = ¢} B; para 1 <1 < n.

Note que, para ¢ # j, temos

0= 1 1 = LR S | DR A
P05 = f ((y_(pixy—(pj)) ! (w—%(y—% y—%‘)) %’—%‘((I)Z 25)

(2.3)
B.(¢. — o n
Deste modo, para i # j, segue que Z [M (®; — CIDJ-)] = Z M;D;.
1<ig<n L Pi T Py i=1
i
Consequentemente,
() 5 £(52)
’ =1 \¥Yi — ¥j ' j=1 i — Py !
j#i J#L

Utilizando o resultado acima, procederemos uma analise mais profunda, direcionada

a nossos propositos e que nao foi realizada pelos autores da proposi¢ao anterior.
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Denotemos por R = (r;;) a matriz n x n com entradas

<% <pj> se 1#£]
Pi — Py

n /
;( @k) se 1=].
ki

A matriz R é uma matriz magica, isto é, a soma dos elementos das linhas e das

colunas é constante, neste caso igual a zero. Além disso, temos pela proposicao anterior

que i i i i
M, By
=R
M, B,
Em particular,
i=1
M n B ) .
Lembremos que M, = M B, = M Agora vamos analisar a ordem
D, (on) D;(1)

dos termos iniciais em (2.5).

Como vi(M) = mult(M(t", pn(t))), vi(B) = mult(B(t", ¢;(t))) e denotando ¢ :=
vi(fy) = pf — 1+ n, temos

I/f(]M)

M(z,p,) = d-xz~» +(t.os.)

Bi(ps) = fylw,p:) = c-nian + (tos.) (2.6)

ve(B)

B(z,g;) = b-n"Pz7n 4 (tos.),

para determinados b, c,d € C* em que 1 é uma raiz n—ésima primitiva da unidade.
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Denotando, ¢, — ¢; = ujx%, com u;(0) # 0, temos para j # n = vy:

. u .
Trj = (SO" 903) S N —@(1 + (t.0.8.)).

On — Pj nr o u; nw

Assim, de (2.5), temos:

d ol (14 (ros) <_mi(1 ¢ (o L2+ (t.o.s.)))
c-xﬁ(l—i—(t.o.s.)) -1\ N c-nlcxn(l%—(tos))
m, b (1+(tos))
+ —(1 4+ (t.o.s. )
(i:1 nx< ( >>> ( c- xﬁ(l + (t.0.8.)) )
ou ainda,
vy (M)—C n—l b Df(i)fc
d-x~ 4+ (tos.) = Z(—mz 7'l 94 Z mi| o (t.0.8.). (2.7

Nosso objetivo é mostrar que S # 0 e consequentemente teremos a relagdo

vi(M)=vp(B) —vi(x)ed= Snb

Como denotado no Capitulo 1, temos

{1} ={yeC ryr=9"=1}=G,e
GoC---CGj={yeCr=1}C---CGy={y€eC; 750:fy”:1}:{77,772,...,77”_1,1:773}.

Se By < --- < [, denotam os expoentes caracteristicos de C}, entao em

Op — P = uij], u; uma unidade, temos que m; = [ para 7/ € Gy_1 \ G (HEFEZ,
2003, Lemas 6.8 e 6.10) e $Gy = .

Assim,

n—1 g—1 g—1
dYomi=) ( > ﬁjﬂ) =2 (g —€ir)Bim=py—14+n=¢

=1 J=0 \neG;\Gj+1 Jj=0

em que a pentltima igualdade segue de (1.9).
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n—1
Assim, S =( — Z min' B~ ou ainda,
i=1

S-S (@-H- ( 5 n)) 2.9

J=0 n€Gi\Gjt1

em que § := v¢(B) — (.

Como v¢(B) € T'y = (vy,...,v,), segue do Lema 1.3.7 que existem tnicos
g
Ei
0<s <n = — Lo sp € N tais que v¢(B) = ZS{U@% No entanto, uma vez que
&i i=0

g g

(=pr—1+n= z:(nZ — 1)v;, veja (1.7), temos que 6 = Z(sl —n; + 1)v; + Soug € como
=1 i=1

n" = 1 para todo n € Gq, temos

g
n° =n"coma =3 (s —n;+ 1),
i=1
Para obter a relagdo desejada entre vp(M) e vp(B), vamos utilizar a seguinte pro-

priedade das raizes da unidade

-1 se €
Z = PR (2.9)
nEGk\GQ
er—1 se e |7

Os proximos lemas nos conduzirao ao resultado desejado.

Lema 2.1.9 Suponha que ezista ;1 « e seja k = o Ihax 1{i; i fa}, entdo
19—

gj—¢cip se k+1<j<g

Z "= se j=k

N€EG;\Gj41 A
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Demonstracao: Como ¢; | a para todo j > k + 1, temos por (2.9) que

e—l= 2 = 3 v+ > oat= 3 0 tem—l

neGi\Gy n€EG;\Gjt1 n€G;+1\Gy n€G\Gjt1
ou seja,
o ‘
Z N =& = &j41, ]:k+1aag_1
n€Gi\Gjt1

epara j =k

(0% (0% (0% (0%

= > 0= > "t > = X} el
n€GK\Gy NEGK\Grt1 n€GL+1\Gy NEGK\Grt1

isto é,

Z n* = —€pq1-

NE€EGE\Gri1

Agora, para j < k, €, { @ e consequentemente

1= > 9= > '+ > = > -1

neG;\Gy n€G;\Gj1 n€G;+1\Gy n€G;\Gjt1

isto é,

o on*=0, j<k
n€G;\Gjt1

Al

O préximo resultado garante que a hipotese do lema anterior é satisfeita para o valor
g

g
o= Z(sl —n; + 1)v; com vp(B) = ZSM-
i=0

i=1

g9
Lema 2.1.10 Seja B € P,_1 com vy(B) = Zsivi, 0 <s; <n;esy e N. FEuxiste
i=0
g

ke{0,...,9—1} tal que ep f o em que a« = > (s; — n; + 1)v;.
i=1

Demonstracao: Considerando {fi,...,f,} C C{z}[y] semirraizes de f temos que
gry(fi) = o _ nony - --n;—1. Como gry(B) < n — 1, pelo Corolario 1.4.3, podemos
€i—1
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expressar de modo tnico
— 51 s 11 ig.
B =a,f; "'fg“FZ%fl cee fas
2

Vf(B) :Vf(a’ﬁffl'“f;g) < Vf(a’ifih”'f;g) para todo ¢ = (ilw"aig) 7& (517”'759) =5
Se €, | o para todo k € {0,...,g — 1}, entao deveriamos ter s; = n; — 1 para todo
j=1,...,9. De fato, se g,_1 | «, entdo como ¢,_; | v; para todo ! =0,...,¢9—1, devemos

ter que £,_1 | (nyg — 1 — s4)v,. Se sy # ny, — 1, entao
(ng — 1= 85)vg = vg =ng_10g—1 + By — Byg—1 > ng_10g-1.

Da expressao (1.8) temos que €,_1(ptg — 1) = ny_1v4-1 — By4—1 — Vo €, consequente-
mente,

(ng — 1= 8g)vg > ng_1vg-1 > €4-1(ptg — 1).

Uma vez que €51 | (ng — 1 —s,)vg € (ng — 1 — s5)vy > 4-1(p1g — 1), segue que

(ng —1—s,)vy € (Vo,...,V5-1).
Mas n, = min{a € N\ {0}; av, € (v, ...,v,_1)}. Portanto, devemos ter s, = n, — 1.
Repetindo o argumento para k& = g — 2,...,0 temos que s; = n; — 1 para todo

j=1,...,9.
Mas, deste modo, pelo Corolario 1.4.3 item (1),

g
gry(B) > gry(fi* - o) = (i = Vniy ---mg =n — 1,
iz

contrariando o fato de que B € P,,_;.
Al

Agora estamos aptos a mostrar o resultado que haviamos proposto. Para tanto,
vamos considerar k = ,hax 1{z’; e; 1 a}, cuja existéncia foi garantida no lema anterior.
<i<g—

Deste modo, com as notagoes ja introduzidas, temos:
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Proposigao 2.1.11 Sejam A € P, e B,M € P, tais que Pf(w) = Bf, + Af, = MF,
onde w = Adx — Bdy. Entao,

b
Mt ga(t) = FEEO0 4 (to.s),

B(t", on(t)) = bt""P 4 (t.o.s.)

e ve(B) = vp(M) + vy.

g—1
Demonstracdo: Como de (2.8) S = (¢ — > (BjH : ( > 775) ), em que
Jj=0 n€G;\Gj+1
0 =v¢(B) — (1t — 1 +n), e usando o fato de que, sendo k = [ thax 1{z’; g 16},
<i<g-

gj—€jp1 se k+1<j<yg

o __
2, = , se j=k

—E&
n€G;\Gjt1 AR

temos de (1.9) que

g—1
S = Mf—1+N—Z(5j+1'( Z 775))
J=0 n€G\Gj+1
9 g—1
= D (G —e)Bi— | —eriBrn+ D (65 —€41)Bjn

i=1 j=k+1
g
= 61 1— + (ek — €rt1)Brt1 + Z ei1—e)Bi— | —enmBen+ Y (521 —25)B;
i=k+2 j=k+2

™M= 1 Mw

k
(€i-1 —&i)Bi + erBr+1 = x (Z wﬁi + 5k+1> = epUr41 7 0,

i=1 Ek

i=1

onde a ultima igualdade segue de (1.3).

b
Como S # 0, segue de (2.7) que v§(B) = vp(M) + vy, d = 5b e, portanto, de (2.6)
n

b
M, pn(t)) = W}%t”f M) | (t.0..),

B(t", on(t)) = bt P 4 (t.0s.).
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Utilizando o resultado anterior temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.12 Seja f € C{z}]y] irredutivel com gr(f) = vy, semigrupo 'y = (vg, ..., v,)
e condutor piy. Temos que Ay \ {0} = vy (J(f) : f)) — (uy —1).

Demonstracao: Segue do Corolario 2.1.5, que I'y C Ay e

LyNA{O} + (py = 1) Cvp(J(S) Cop ((J(S) - f))-

Vamos inicialmente mostrar que N C Ay e N\ {0} + (uf — 1) C v ((J(f) : f)).

Para tanto, seja [ € N\ T';.

C{z}y]
()

se f, e f, denotam a classe de f,, f, € C{z}[y] em O; como v;(f,) = ur — 1+ vy e

Temos que | € Ay. De fato, sendo O; ~ C{t} o fecho integral de O =

vi(fe) = pp — 1 4 vy, veja (1.10), temos que vp(t'f,) = |+ pur — 1+ vy e
vi(t'f,) = L+ puy — 1 4 vp, entdo existem A, B € O, tais que t'f, = A e t'f, = B,

isto é,

ou ainda, existe M € C{z,y} tal que Af, — Bf, = Mf ou, equivalentemente,

B
w=Adr+ Bdy € f-Qlog Cf) e res(w) = 7 permitindo concluir que [ € Ay.
y
Agora note que v¢(B) =l + py — 1+ vy € I'y e, pela Proposi¢do 2.1.6, podemos

escrever
w = Adx + Bdy = Aydx + Body + Rdf + (Pdx + Qdy) f € E(f) & H(f),
com Agdxr + Body € E(f) e R € C{z}. Assim, B = By + Rf, + Qf e

L4+ pup—14vg=vB) =v¢(Bo+ Rfy, + Qf) =vi(Bo+ Rfy).

Nao podemos ter vf(Rf,) = v¢(R) + pty — 1 +v9 =l + p1f — 1 + v, pois neste caso

terfamos que | = vy(R) € I'y. Vamos verificar que também nao podemos ter v;(Rf,) =



2.1 Formas logaritmicas, diferenciais de tor¢ao e ideal cofator 37

vr(By) e consequentemente
vi(B) = vi(Bo + Rf,) = min{v(Bo), vi(Rf))} = v(Bo).
Se v(By) = v¢(Rf,), entdo denotando v¢(R) := soup temos por (1.7) e (1.10) que

g
Vf(BQ) = SoUgy + Z(nz - 1)’0Z

=1

e, pelo Corolario 1.4.3, podemos escrever
By = a(z)f{" - f3* + Bi(,y),

g

com gry(Bo) > gry(fi* - fy2) e vi(Bo) = vela(z)fi" -+ fie) = > av; + agvg, onde
i—1

agvy = ve(a(z)).

Devemos ter

g
Z a;V; + Aoy = Z(nl — 1)Uz + Sovo

i=1 i=1
e, pelo Lema 1.3.7, concluimos que a; = (n; — 1), i =1,..., g, e consequentemente temos
uma contradi¢do uma vez que gr,(By) < n — 1 e por outro lado

g g 1 1 1
ar,(Bo) 2 gr, (- ) = 30 1) =zn<— ) —n(1- )=t
i1 €  &i-1 €o

i=1 61*1

Portanto, v¢(By) = v¢(B) =1+ puy — 1 + .

Em particular, usando a Proposicao 2.1.11, temos que, para todo [ € IN'\ I'y, existe

uma diferencial wy € Q' tal que

wo = Aodz + Body € E(f) N f - Qlog Cf), Ps(wo) = Mof com My € (J(f) : f)
vi(Mo) =vp(By) —vo=vp(B) —vo=1+pr—1+v9—vo =1+ p;—1
(2.10)

Portanto, I + py — 1 € ve((J(f): f)). Mostrando que devemos ter N C Ay e
NAAO} +pp =1 Cvp ((J(f) : 1))



38 2 Lacunas especiais

Agora, seja a € Ay com «a < 0, entdo existe
w = Adz + Bdy = Aodz + Body + Qdf + Pfdx € f-Q(log Cf)

B
com wy = Aodx + Body € E(f),Q, P € C{xz,y} tais que 0 > a = v¢(res(w)) = vy <f>’
y

ou seja,

vi(B) = vi(Bo + Qfy) <vi(fy)-

Em particular, devemos ter v(B) = vs(By) e
a =vy(resw)) = vy(res(wo)) = vy(Bo) = (ty = 1+ o).

Deste modo, usando a Proposicao 2.1.11, temos que, para cada a € Ay com o < 0,

existe uma diferencial wy € Q' tal que

wo = Aodz + Body € E(f) N f - Qlog Cy), Ps(wo) = Mof com My € (J(f) : f)

vi(My) =vp(By) —vo=a+pr—14+vg—vg=a+pus—1.
(2.11)

Reciprocamente, se oo+ pup — 1 € vp ((J(f) : f)) com a < 0, entdo existe
w = Adz + Bdy = Aydz + Body + Qdf + Pfdz € f - Q(log Cy)

com wy = Agdr+ Body € E(f) e Q, P € C{x,y} tais que M f = Py(w) = Ps(wo)+Pf,f =
(Mo+ Pf,) f e vp(M) = a+ g — 1.

Como a < 0 temos que o+ pf — 1+ vy < v¢(fy) < ve(Pf,). Consequentemente,
pela Proposicao 2.1.11, temos v¢(M) = vs(My) = v(By) — vo, ou seja, v¢(By) = o+ iy —
14wy < ve(fy).

Assim, v¢(B) = v4(By + Qfy,) = v;(Bo) e, por (1.18), vi(res(w)) = vy <B> —

fy
o (2] =a
! £y

Portanto, Ay \ {0} = vy (J(f) : f)) — (g — 1).
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Como consequéncia, temos o seguinte resultado.

Corolario 2.1.13 Seja f € C{x}ly] irredutivel. Temos que os conjuntos Ay, As e

v ((J(f): f)) se determinam mutuamente.

Demonstracao: Por (1.19) temos que Ay e Ay sdo mutuamente determinados e, pelo

resultado anterior, temos que Ay e vy ((J(f) : f)) se determinam mutuamente.

Vamos finalizar esta se¢ao apresentando um outro resultado de Briangon, Maisonobe
e Torrelli (2007) que utilizaremos na continuacio deste trabalho. E conveniente aborda-lo
neste ponto por termos apresentado ideias semelhantes nos resultados anteriores.

Vamos manter as notacoes introduzidas antes da Proposi¢ao 2.1.8.

Inicialmente notemos que se f € C{x}[y] é um polindémio de Weierstrass de grau
n = vy e irredutivel, temos que f,, f, € P, C PX C K[y].

Como f, e f, sdo primos entre si, temos que dado H € K|y| sempre existem A, B €
K[y] tais que

Bf,+Af,=H. (2.12)

A proposicao abaixo corresponde a Proposicao 2.16 de Briangon, Maisonobe e Tor-

relli (2007).

Proposicao 2.1.14 Se B = ZBZ@Z», H= Z H®, ¢ PE e A= ZAZ-CI% € PX satisfa-
i=1 i=1 i=1
zem (2.12), entdo

NE
S
|
S
=
|
M=
—
—
S
|
S
~—
sy
~
|

7 (0 = ) Pil0i) ®5(2;)
- S () )

Demonstracao: Como f,(¢;) = Pi(pi) e folpi) = —;Pi(p;) de (2.12) temos

i — 5

(2": P;(;) — Pilys) "

LS.

Yl

S e
©
N
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H(pi) = A(pi)@i(0i) — Blwi)p;®i(i0:), ou seja,
Y OH® =) [Ai®i(p) — Bip®i(i)] @
i=1 i=1

e, consequentemente, H; = A;®;(¢;) — B ®;(¢;), donde segue que

H;
()

A = Big + (2.13)

Usando as ideias da demonstracao da Proposicao 2.1.8, mais especificamente a ana-

lise que antecede (2.2), em rela¢do a expressao (2.12), obtemos

> (Ai—Bi)) ®-®;=H=) H;-® = (ZHl(I)zf> ch (2.14)
1<i,j<n i=1 ,

=1

Uma vez que

isto é,

por (2.13) e (2.14) temos

H; H;
Bilgh = ¢}) - ;- @ + L= L,
152‘2,]‘:@ ’ ’ 19’%‘2§n P (i) ! 1§iz,j:§n P;(¢;) ’
isto é,
Y. Bilyi =) i @i= > ( R )'Hz"@i'@j-
1<i,j<n 1<i,j<n Di(p;)  DPilyps)

Note que se ¢ = j, entdo as parcelas de ambos os lados sao nulas. Assim,

Pi(pi) — D5(p;)
(¢ = @) By B By = ( ) a0,
2 e 1= 2 0050 j

i#j i#j
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Como, para i # j temos de (2.3) que ¢; - ¢; = / (®; — ®,), entao
Yi — Pj
@} %) ( Di(pi) — Pi(w)) )
gzg <% ¥ ( 2 gzg (0i = ;) Pi(9i) 5 (;) ( 2
i#j i#]
Sendo {®, k=1,...,n} uma base de PX devemos ter
i — b Pj Pi(pi) — 25())
. B = . H;
; (% %) ; << %) ]> ; (i — ©5) Pi(pi) ;5 (;)
i it i
. Z(( ®i(pi) — @j(p)) > H)
j=1 (SOZ - @J)q)i(‘:ol)(bj (SDJ) ’
i
Al

Vamos comparar vs(H) e vg(B). Para tanto, se denotarmos por 8 a matriz n x n

com entradas

_ (I)i(%‘) — (‘PJ) i .
I R R e R
! (i) — Dilion) ;
i;i (902' —9%) ( ) k(%" ) ’

temos pela proposicao anterior que

B, H,

B, H,

em que R é a matriz descrita em (2.4).

Em particular,
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Proposicao 2.1.15 Com as notagoes do ultimo resultado, temos que
vi(H) <vp(B) +pp — 1+ f,
em que B, denota o ultimo expoente caracteristico de C'.

Demonstragao: Se n é uma raiz n—ésima primitiva da unidade, entao

Vf(B)
B(z,;) = " Pz 4 (tos),

v (H)

H(z,¢;) = dnJ”f(H) + (t.0.8.) e

Di(p;) = ansz + (t.0.8.),

com b,c,d € C\ {0}.

Vimos que
bS Vf<B) ¢

Zrn]B = —

nx

+ (t.0.s.) (2.15)

em que S # 0 é determinado como na Proposicao 2.1.11 e ¢ = p1y — 1 + wy.

Se o, — p; = ujx% + (t.0.s.), entdo para j # n temos m; € {f1,...,5,} e

iy <
o Onlpon) — Pi(e;) el )z + (t.o.s.)
’ (n = 95)Pnln) P5(¢;) (ujz= + (t.o.s.))(c%jcx% + (t.0.8.))
1 — ¢ —(¢+m;)
- ( 7 ) x4 (tos.).
cu,ni<
Assim,

, vy ()
" " 1 — ¢ ~(ctmy) dnve(H g o (t.0.s.)
E snjH; = E [(cu ]<> +(tOS):| <
= - 37 eni€xw + (t.0.8.)

J=1
_ n 1— n]( d ., () 1/f(H)—2(—m,j
= ; (ujn2J<> ( v " + (t.0.8.). (2.16)
De (2.15) e (2.16), temos que existe ao menos um indice j = 1,...,n tal que

Jj=1

vs(H) _n% <y (Z Sm'Hj) =vy (ZTMBJ') —uBocon ; - z
j=1
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ou seja,

vi(H) = (uy —14+n) —m; <vp(B)—n

l/f(H)Svf(B)+uf—1+n—n+mjSuf(B)+uf—1+ﬁg.

2.2 Lacunas Especiais e Semirraizes

Seja f uma semirraiz de f com k=1,..., g, em que ['y = (vp, ..., v,).

Lembremos que JF(fx) C fi - Qlog Cx) C Q' e

- Q1 Ol
‘J'f :fk (Ogck) c

* F(fr) F(fe) s

e

Além disso, pela Proposigao 2.1.6 aplicada a f, temos que Q' = &(f) ® G(fx) com
1

S(fr) C F(fr). Deste modo, dado w € existe w € E(fx) tal que W = w.

Rt
F(fx)

Vamos analisar vp(w) com w € E(f;) tal que w €

1

F(fr)

Inicialmente note que o caso em que k = 1, nos da que f; = y + a(x) e E(f1) =

C{x}dx + C{z}dy e consequentemente

vi(E(f1)) = {vo + kvo, vy + kvo, k € N} C T'y.

Deste modo, no que segue vamos supor que k > 1.

Dado w = Adx — Bdy € &(fx), isto é, A;B € C{x}[y] com gr(A) < Yo
€k-1
gr(B) < 8& — 1 e considerando a divisao euclidiana de Py, (w) por fj, podemos escrever
k-1

comHeP v eMeP v ;.

ck—1 cg—1
Além disto, como em (1.18), temos que

(fi)yw = Py (w)dx — Bdfy, = Hdx + M frdx — Bdfy. (2.18)



44 2 Lacunas especiais

Em (2.17) temos duas possibilidades: H = 0 ou H # 0. Na primeira situagdo, ou
seja, quando H = 0, temos que w € E(fx) N fir - Qlog C%), isto é, w é uma diferencial
logaritmica com respeito a f e, consequentemente, v,(w) = 00, ou seja, nao temos
como associar v¢(w) com v,(w). No entanto, como veremos, mesmo w sendo logaritmica
em relagdo a fj, poderemos determinar v;(w). Tal valor estard relacionado com certos
elementos 0 € Z* \ Ay que descreveremos no momento oportuno.

Na situacdo em que H # 0, temos uma diferencial w € Q'\ f - Q(log Cy) e veremos
como podemos definir uma funcdo que nos permitird associar a cada elemento de Ay \ I',
um unico elemento A\ I'y.

Analisamos estas duas situagoes nas subsecoes a seguir e, posteriormente, veremos

como obter elementos de Ay \ I'y a partir de elementos de Ay \ I'y.

2.2.1 Valores de diferenciais em fj, - Q2(log Cy)

Quando, em (2.17), temos H = 0 a diferencial w é logaritmica. Assim, no que segue,
vamos analisar v¢(w) com w € fi - Q(log Cy) para alguma semirraiz fj de f com k > 1.

Pelo exposto acima, podemos considerar w € E(fx) N fi - Q(log Ck).

Observagao 2.2.1 Sejoa w = Adx — Bdy € E(fx) N fi - Qlog Ck) com Py (w) = M fy,

M € P v ;. Podemos escrever M = My + Ms onde My é uma combinacao linear dos
€k—1

elementos da base dada no Teorema 2.1.4 ¢ My € J(fx). Assim, temos que vi(M;) #
v(Ms) e :

o se v (M) = v(My), entio vy (M) € {y €Tk; v <} U{p—1+1, 0<1¢T%}.
o se (M) = v(Ms), devemos ter vg(M) € {ur — 1 +; v €T\ {0}}.

Os resultados apresentados anteriormente permitem obter o que segue.

Teorema 2.2.2 Seja w = Adx — Bdy € E(fx) N fi - Qlog Ck) tal que Py (w) = M f.

Temos que

vi(w) = v —ep1(pe — 1= vp (M)

v
= U, — Ep_1 (,uk -1+ 670 — I/fk<B)> )
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Em particular,

Vg (E(fk) N fk . Q(log Ck)) C {Uk — Ek_15; oerl” \Ak}

Demonstragao: Inicialmente, note que, sob as hip6teses do teorema, a expressao (2.18)
se torna

(fr)yw = M frdz — Bdfy. (2.19)

_v0
Se <t5k1,gpk(t)> é uma parametrizacdo para Cj, entao, aplicando a Proposi¢ao

2.1.11 a fi, temos que existe 0 < j < k — 2 tal que

M <t5k31 , Sok(t)> — 75]U;+1 (M) + (t.O.S.)

B(t%l,gok(t)) = 0P 4 (tos.)

v
e vy(B) = vp(M) + ——.
€k—1

Por outro lado, se (t"°, ¢(t)) é uma parametrizacao de C, entdo, pela Proposicao

1.4.4, temos que
€j’Uj+1b

M (%", p(t)) = L2 4 (tos)
n

B(t™, o) = P 1 (tos.)

e, consequentemente, v(M frdx — Bdfy,) = vi(B) + v, = vg(M) + vy, + vp, uma vez que a
aplicacdo dada em (1.14) nos d& v (M frdx — Bdfy,) = ab(ejv;11 — v )t""B) + (t.0.8.) em
que fr(t™,¢(t)) = at’™ + (t.0.s.) e a,b € C\ {0}.

Portanto, como v¢((fr)y) = ek—1v((fr)y) = €r—1 (Mk -1+ UO), temos de (2.19)
€k—1

que

vp(w) = vp+vp(B) —ep (uk 14 )

(Y
= Vg — k-1 (,uk -1+ 0 ka(B)>
€k—1

= e — et (e — 1 — vy (M) (2.20)
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Uma vez que M € (J(fx) : fx), temos do Teorema 2.1.12 que —(pux — 1 — vy, (M)) €
Ay, e por (1.19) temos que
ME — 1— I/fk(M) ¢ Ak (221)

Se
ve(M)e{vely, v<up} U{pme—1+1, 0<l¢Ty}

temos que
pe — L —vp(M) € {p, =1 =7 >0; y €T} U{=l 0 <l ¢ Ty}
Assim, como devemos ter (2.21), segue que
e — 1 —vp(M) e{l; le N*\ Ay} U{=1; 1 € N\T}}. (2.22)

Se
vi(M) € {pme —14+7; v € T \ {0}},

entao

e — 1— I/k(M) € {—l; l e Iy \ {0}} (223)

Assim, de (2.22) e (2.23) temos que pur — 1 + (M) := 9§ € Z* \ A e, portanto, de
(2.20) segue que

Uy (S(fk) N fk . Q(log Ck)) C {Uk — €k,1(5; oer” \ Ak}

Al

Observagao 2.2.3 Note que § ({l; | € N*\ Ay }U{—1; L e N\ T}}) = T, em que T € 0

numero de Tjurina de Cj. De fato,

His Le N VA + 8-l e AT = (B =50\ T + 5 = — s\ T =,

em que a ultima igualdade seque de (1.15).
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Corolario 2.2.4 Temos que
{Uk —ep_10; 6 € N* \Ak ou —6 €N \ Fk} Cuvy (E(fk) N fr- Q(log Ck)) .

Demonstragao: Seja § < 0 tal que —6 € IN\ I'y. Do Teorema 2.1.12 aplicado a f,
mais precisamente de (2.10), temos que existe uma diferencial wy = Agdx + Body €
8(fk) N fk . Q(lOg Ck) tal que Pfk (U)Q) = Mofk € Vk(Mo) = /Jf — 1 + (—5)

Pelo Teorema 2.2.2, temos que
I/f(’wO) = UV — sk_l(,uk —1- I/k(MO)) = UV — sk_l(,uk —1- ([Lk -1 + (—5))) = VU — 519—16-

Se 0 € IN* \ Ay, entdao de (1.19) temos que —0 € A;. Aplicando o Teorema 2.1.12 a
fr, de (2.11) segue que existe uma diferencial wy = Agdx + Body € E(fi) N fr - Qlog Ck)
tal que Py, (wo) = Mofi e vg(My) = puy — 1+ (—0), donde segue novamente do Teorema
2.2.2 que vp(wy) = v — €—10.

Al

Como consequéncia do resultado anterior temos:

Corolario 2.2.5 Para todo § € {l; | € N*\ A }U{—1; I € N\ T} temos
g
ZSﬂ)Z’ — €10 € Af \ Ff
i—k

emque 0 <s; <n;,k+1<j<gel< s, <ny.

Demonstracgao: Pelo exposto anteriormente e do Corolario 2.2.4, temos que, para cada
d e {l; 1 € N*\ A JU{—1; | € N\ Ty}, existe w € E(fx) N fir - Qlog Cy) tal que
vi(w) = v, — 10 € Ay

Como

g g
o= Zsivi — €410 = V5 ( ,j’“_l H ff%u) €Ay

i—k i=k+1
é suficiente mostrar que o ¢ I'y.
Vamos mostrar inicialmente, para 6 € {l; | € N*\ A }U{-I; | € IN\ I'x}, que
v — €10 ¢ L'y
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Caso 1: § € IN*\ Ay.

A justificativa dada abaixo, necessita apenas que § ¢ I'y, o que nos serd util em

resultados posteriores.

Como T’y \ {0} C Ax temos que, em particular, 0 ¢ [y, e, assim, podemos expressar

de modo tnico (veja Lema 1.3.7)

k—1
V4 v
0= ri—— —rg— >0
i=1  Ck—1 €k—1
com(0<r,<n;,i=1,....k—1eryg>0.

k—1
Se v, —€p_10 = v — <Z TV — rovo> € I'y, entdo, como vy —€;_10 < vy, deveriamos
i=1

k—1 k—1
ter v, — <Z7’ﬂ/i—7“ovo> = U — €4_10 = Zaivi com 0 <o <n,t=1,....k—1e
i=1 i=0
agp > 0 e assim
k—1
V. = Z(OZZ + Ti)vi + (Oé() — 7”0)1}0.
i=1

k—1
Como ¢j_; divide Z(ai + r;)v; + (g — 19)vo, deveriamos ter que €;_; divide vy,
i=1
algo que nao pode ocorrer. Portanto, vy —ex_16 ¢ I'y.

Caso 2: 6 =—1, € N\ T.

k—1
V; Vo .
Podemos escrever — = E a———og—, 0< s <n;,i=1,....k—1leay>0.
i €k—1 €k—1
=1

k—1
Assim, vy, — €10 = v, + Z a;v; — agug ¢ Ty
i=1

Portanto, para todo § € {l; I € N*\A,}U{—I; | € N\TI';}, temos que vy—¢&j_16 ¢ T';.

Mostraremos agora que o ¢ I';.

Se § € {l; I € IN*\ Ax}, entdo como vy — €510 ¢ I'y, temos que v, — €510 =

k-1
Z%Ui—aovo com0<a;<n;,1=1,....,k—1eqay>0. Deste modo,
i=1
g g k-1
a= > svi+(sp—Dopg+op—ep10= > s+ (s — Do+ Y vy — agug ¢ Ty
i=kt+1 i=k+1 =1

Se 0 € {=I; | € N\ I}, entdo, como visto no Caso 2, temos que vy — 510 =
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k-1

Uk + Zaifui —ovg ¢ Ty e
i=1

g g k—1
o= Z $iv; + (g — Vv + v — 10 = Z S;U; + Z a;v; — agug ¢ Ty
i=k+1 i=k i=1

Em particular, destacamos:

Corolario 2.2.6 Temos que
v (E(fi) N fi - Qog Cr)) N (Ap\Ty) ={vkg —er-10; d € N*\ Ay ou —0 € N\ T}
Demonstracao: Pelo Teorema 2.2.2, temos que
vi (E(fx) N fi - Qlog Cr)) C {vy — ex—10; 0 € Z" \ Ax}.
Se —0 =y € I'y, entao vy — €410 = vy + €17y € I'y. Assim,
v (E(fe) N fe- Qlog Ck)) N (Af\Ty) C {vp —ep—10; 6 e N*\ Ay ou —d € IN\ '}
A outra inclusao segue dos Corolérios 2.2.4 e 2.2.5.

2.2.2 Valores de diferenciais em Q! \ fi - Q(log Cy)

Como mencionado anteriormente (veja o Teorema 1.4.2) dada uma k—semirraiz fj

. . Vo Vk—1
de f com 1 < k < g, temos que C} admite semigrupo I', = ( ——,...,—— ) e 0s
€k—1 €k—1
- - o Br—1
expoentes caracteristicos de Cj sao —, ..., :
€k—1 €k—1

Deste modo, temos que

Ek—lrk + <Uk7a SR >Ug> = Ffa

C{z,y}

{fx)
existe i € C{z}[y] com gr(h') < gr(fi) e B = h tal que v;(h') = ex_1vx (). '

ou seja, €11y C I'y. Mais especificamente, temos que dado h € Of, = , entao
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O objetivo desta subsecao é obter um resultado similar para o conjunto Ay de uma
curva com semigrupo I'y fixo, ou seja, gostarfamos de descrever elementos de Ay \ I'y que
sdo determinados a partir de Ay \ T'y.

Uma primeira constatacao, como ilustra o exemplo a seguir, é que pode ocorrer de

ee1(Me \Tx) € Ap \ Ty

Exemplo 2.2.7 Seja Cy com f = y®—42°y% —8x"y® — (22 +182'9)y* —8x13y3 + (2021 —
8z1)y? + (8210 + 827 — 162®)y + 2'® — 621 + 212%° — 22! que admite parametrizagio
(88,118 + 120 4+ ¢21). Temos que I'y = (8,18, 75).

Considere a 2—semirraiz fo = y* — 225y* — 427y — 2% + 2% em que (t*,1° +1°) ¢
uma de suas parametrizagoes e I's = (4,9).

Aplicando o Algoritmo 4.10 descrito em Hefez e Hernandes (2007) obtemos:

A \Ty = {14,19,23}

Ap\T; = {28,37,45,46,53,55,61,63,65,69,71,73,77,79,81,85,87,89,95,97, 103,105, 113, 121}.

Uma vez que £1 = 2, temos que 38 =2-19 ¢ Ay \ T'y.

Note que considerar um elemento v de Ay \ I'y é equivalente a considerar w; €
Q'\ fi - Qlog Cy).

Como antes, podemos assumir que
w1 = Adx — de + wao

com w = Adx — Bdy € E(fx) e w2 € §(fx) C F(fr) com 8& = gry(fr).
k-1
Como w; ¢ fr - Q(log Cy) temos que vg(wy) = vp(Ade — Bdy) = 0, € Ay. Uma
vezque A€P w e BeP w  temos que P, (w) = A(fx)y + B(fi)e = H + M fi com

€k—1 €k—1

He®P w  MeP v ;e

€k—1 €k—1

Observe que tal andlise corresponde a considerar H # 0 em (2.18).

Além disso, temos v ( Py, (w)) = vx(H) e 0 = vip(w) = vp(H) — (1, — 1).
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De fato, como v ((fr)y) = i — 1 + ﬂ, temos que
€k—1

o f{dar—k.ﬁlj}¢ir ——130Uk
B (fr)y

e assim v (w) = vp(H) — (g — 1).
Por outro lado, como (fx), € (fx), s@o coprimos em C((x))[y|, existem A’, B’ €
C((#))ly] tais que
A'(fi)y + B'(fi)e = M fi.

Uma vez que M € T%A devemos ter que gr(A’) < 8:: e gr(B') < 512:: — 1, ou
seja, A’ € vaio NC((x))]y] e B' € ‘Pljvio,l NC((x))[y]-

Desta f]:)_rlma, existe @ € C{z} tka_l1 que Ag = QA € “PEL)’ By = QB € ‘ngfo_l e
QM EeP o _,. .

Aplicando a Proposicao 2.1.11 para o ramo f, ao considerarmos a relacao

Ao(fr)y + Bo(fi)s = QM [,

E . .
temos a existéncia de um indice 0 < j < k—1 tal que v, (QMx — JZZHB0> > v(By) =
v (QMzx) e consequentemente v¢(B') = v¢(M) + .

Note que temos

(A= A)(fi)y + (B = B)(fr) = H,

com A— A" e PK, , B— B € Pk, 71eH€va70CTKvO .

k-1 k-1 €k—1 k1

Pela Proposigao 2.1.15 aplicada a fi, temos que

vi(H) < ve(B = B') + i — 1 + f’;’j,

ou seja,

Vf(f{) S;Vf<13-—-l3q +‘5k—1(ﬂk —-1) +'6k_1.

Como k < g, temos que [;_1 < Ok e consequentemente

vi(H) <vp(B = B) + ep-1(pe = 1) + B
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Por (1.8) temos que p, — 1 = ng_1vp_1 — B — o e, por (1.6), temos que v, — [ =
Ek—1

vi(H) 4+ vy < vp(B — B') + v.

Agora procedemos algumas analises:
Caso I: vy(B — B') = min{vs(B),v;(B')}.

Neste caso,

vi(H) + vy < vp(B) 4+ v, e ve(H) +vg < vp(B') + v, = vp(M) + vy + vy

Como gr(H) < gr(fx), segue da Proposicao 1.4.4 e de (2.24) que
vi(w) = vi(Hdz) —vi((fi)y) = €r-10r € Ay
Note que €416, € Ay \ I'y se, e somente se, 6, € Ay \ T'y.

Caso II: vy (B — B') > min{vs(B),v¢(B’)}.

Neste caso vf(B) = vy(B') = v(M) + vo. Além disso, do mesmo modo como

procedemos no Teorema 2.2.2, temos

l/f(Mfkdl‘ — Bdfk) = l/f(B) + Vi = l/f(M) + Vo + V-

A andlise se subdivide em dois subcasos:
Subcaso II.1: vi(H) 4+ vy < vy(B) + vy.
Temos de (2.24), tal como no Caso I, que vf(w) = x_10x € Ay.

Subcaso I1.2: v;(H) + vy > vp(B) + vy.



2.2 Lacunas Especiais e Semirraizes 53

De (2.24) temos que

vi(w) = vi(M frdr — Bdfy) — vi((fi)y)

U,
= Vf(Bdfk> — Ek—1 (,uk -1+ é—?k01>

v
= U — Ek—1 (,uk: -1+ %70 — Vk(B)> = B + ep—1vk(B),
—1

em que a pentltima igualdade segue do fato que v¢(B) = e4_1v4(B) pois B € P v 4
€k—1

(veja a Proposigao 1.4.4).
Note que v (B) — o vp(M) € Iy e deste modo, pelo Lema 1.3.7, temos que
€k—1
v
a:=pp — 1+ —— —v(B) ¢ T}
Ek—1
Temos ainda um ultimo desdobramento:

De (1.19) temos —a € Ay, e do Teorema 2.1.12 aplicado a fj, temos que v (M) €
vk((J(fx) : fr)). Deste modo, existe w' € E(fi) N fi - Qlog Cy) tal que vi(w) = ve(w')

(veja (2.11) e o Corolario 2.2.5). Mais ainda, do Corolario 2.2.6, temos que
I/f(w) = yf(w’) S (8(fk) N fr- Q(log Ck)) N Af \ I'y.

I1.2.ii: o € Ak \ Fk

Temos, assim como no Caso 1 do Corolario 2.2.5, que

v
vi(w) = v — €100 = v — €1 (Mk -1+ 670 - Vk(B>> = Bk +era(B) € Ap\ Ty
k-1

Claramente as condigoes I1.2.i e I1.2.ii sdo disjuntas e consequentemente nao pro-
duzem mesmo elemento em Ay.

Os casos e subcasos acima serao utilizados no que segue para garantirmos que po-

demos associar A \ I'y bijetivamente a um subconjunto de Ay \ I';.

Observando o Caso I e o Subcaso II.1 temos que a condicao vy (H)+vy < v(B)+uy

nos dé que vp(w) = €,_10 = ep_1vx(w) em que & = vp(w) = ve(H) — (u — 1) € Ay
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Note que

v,
l/f(H) + vy < l/f(B) + v = €1 (l/k(H) + €k:> < 6k_1yk(B) + Ui

U
< Ek-1 <5k + U — 1+ €0> < 5k—1Vk(B) + Uk
k—1

(Y
<~ ek,l(ék — Vk(B)) < Vg — €k-1 (uk -1+ €0>
k—1

e sk_l(ék — Vk<B)) < ﬁk, (225)

em que a ultima equivaléncia decorre de (1.6) e (1.8) aplicada a fj.

Veja que a condigao e;_1(0; — vk(B)) < Bx envolve o valor v (B), que pode variar

ao considerarmos 1—formas com o mesmo valor d;, como ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.2.8 Considere a curva plana C; do Ezemplo 2.2.7 e a 2—semirraiz
fo=y* — 2252 — 427y — 2° + 20 que admite a parametrizacio oy = (4,89 + t19).

Temos que
2 2 g 4
wy = Yy“dr — dxydy e wy = 9x"ydr — ( 4x° — §:cy dy

sao tais que

VQ(U)l) = VQ(U)Q) =23 € A2 \ FQ

e va(B1) = 13 > 12 = 15(Bsy) em que w; = A;dx — Bidy para i = 1,2.
Como queremos estabelecer uma func¢ao injetora
pkAk\Fk —>Af\Ff

devemos descrevé-la em termos de 6 € Ay \ I'y. Para tanto, utilizaremos a seguinte

funcao, que foi considerada por Delorme (1978) para um ramo C/:

@fZAf — FfU{OO}

§ +— max{vy(B); § = v;(Adx — Bdy)}.
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Delorme (1978, Secao 4) mostra que tal funcao estd bem definida e que seus valores
correspondem a invariantes analiticos para C'y.

Determinar o valor da funcao ©f nao é uma tarefa facil. Vejamos alguns exemplos.

g
Exemplo 2.2.9 Seja 6 € I'y = (v, v1,...,vy) € escrevamos § = ZSZ‘% com 0 < s; < ny,
i=0

i=1,...,9 e sop € N. Fizemos fi,..., f, semirraizes de f.

1,

g9

Se sg # 0, entdo § = vy (H ffixs”_ldzv> e deste modo, ©(J) = oo.
i=1

Se sg =0, entdo

g g g g g
0= Vg <d <H fzsz>> =Vy Z S H fisif;j_l(fj)mdx + Z Sj H fisif;j_l(fj)ydy
i=1 i=1

i—1 i—1 i=1
J £ J i#]

g
Usando (1.6) e (1.8) para f;, concluimos que vy | [] ffif;j_l(fj)y =0—vj+v; —
i=1

i
B =0 — B;. Assim, se r = max{j; s; # 0}, entao

Exemplo 2.2.10 Pelo Teorema 1.5.2, se temos Af \ Ty # 0 e A+ vy = min(Ay \ Ty),
em que I'y = (vo,v1,...,0,), entdo Cy € analiticamente equivalente a uma curva com

parametrizagio o = (£, 1" +t* + (t.0.s.)) e temos que
vi(viyde — voxdy) = A + vp.

Se vi(Adx — Bdy) = X+ vy, entdo € necessdrio que vp(B) + vy = vp(A) + vy <
vi(Adx — Bdy).
Caso vg(B) > vy, entdo uma andlise sobre o valor vi(Adx — Bdy) indica que este

supera X\ + vg. Portanto, temos que © (X + vg) = vp.

O Exemplo 2.2.9 indica que a funcdo Oy : Ay — I'y U {oo} nao é injetora. Observe
que se 6 ¢ I'y, entdao Of(0) # oo.

Ainda denotando por ©; a restri¢do da funcao anterior a Ay \ I'y temos:
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Lema 2.2.11 A func¢io ©¢: Ap \ 'y — I'y € injetora.

Demonstracao: Sejam 01,02 € Af\I'y com 0, # 5. Sem perda de generalidade, podemos
supor que 01 < a.

Se ©¢(1) = O(d2), entdo existem w; = A;dr— B;dy, com v¢(B;) = ©¢(8;), ve(w;) =
0; para t =1, 2.

Deste modo, existe ¢ € C tal que vy(By — c¢By) > vy(By) = O(d1).

Assim, w = wy — cwy = (Ay — cAg)dx — (By — ¢Bs)dy é tal que v(w) = ve(wy) = 01,

contrariando a maximalidade de ©¢(6;).

Al
Utilizando a func¢ao ©y, : Ay \ T'y — T’y para o ramo C} definimos
pr: M \Tp — A\ Ty
(2.26)
Ek—10k se  ep_1(0k — O(0k)) < B
(Sk —

Bk + 5k—1@k(5k) se €k—1(5k — @(5k)) > ﬁk

O fato de © estar bem definida implica 0 mesmo para a funcao py.
Considerando uma diferencial dada por w = Adx + Bdy com v (B) = O (o) e
Py (w) = H + M f;, satisfazendo (2.25), pelas andlises feitas no inicio desta subsecao,
Vo Vo

devemos ter vy (M) = v (B) — —— = Oy (d;) — —— € 'y e consequentemente, pelo Lema
€k—1 €k—1

1.3.7, temos py — 1 + o Ok (0x) ¢ T'y. Além disso, a andlise numérica feita no Caso
€

I do Corolario 2.2.5, permite concluir que

Br + €k-109k(0) = v — €1 (Mk -1+ 5:0 - @k(5k)> ¢ Ly
-1

Note que e;_1(0x — Or(dx)) < B € equivalente a ey,_10, < f1 + x_10x(0)) e assim,

a fungao p; também pode ser definida por

pi(0r) = min{e—10x, By, + ex-10x(dx) }-

Claramente o minimo do conjunto anterior nao pode ser atingido simultaneamente.
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Deste modo,
pr(61) = pr(ds) <= €r_161 = €102 ou By +&,_10x(61) = Br + €x-101(d2).
Segue do Lema 2.2.11 que a fungdo p € injetora, ou seja,
(A \Tr) C A\ Ty e fpp(Ap \ ) = 8(Ar \ T'x).

Note que, pelo Exemplo 2.2.9 aplicado a T'y, temos que, se 0y, € 'y, entao O (dx) = 0o
ou @k(ék) Z 5k — ﬁk_l

. De qualquer modo, e;_10x < Br_1 + €x-10% (%) e, consequente-
Ek—1
mente, min{eg_ 1k, B + €x-10k(0k)} = €x_10k. Assim, podemos estender a funcgao py a

Aj, de modo que pk(Fk) =¢ep_11, C Ff.

Observagao 2.2.12 Para um valor suficientemente grande de S, por exemplo, se By >

v
Ek—1 (uk —1- 5k_0>; temos que pp(Ap \ T'x) = ex—1(Ax \ T'g).
—1
v

De fato, dado 6 € Ay \ Ty temos que 6p < pur — 1 € Op(dx) > 0 Assim,
k-1

ek-1(0k — Or(dr)) < e (Mk -1- %) < Bk, sequindo que py(0x) = €r—10) para todo
k1
O0p € Ay, \ T..

Neste caso, temos as sequintes inclusoes de conjuntos

ZF

A\ (A UTY)
. Sk—lAk \ Ff
J Ff \ 5k—1Ak

A . ep—1lk = 1A N Ty

No que segue, vamos denotar
L,lg = {5k & Ak \ Fk; 5k—1(5k — @k(5k)) < ﬁk},

Li = {5k S Ak \ Fk; 5k—1(5k — @k((sk)) > Bk}

Temos que

pe(Ly) =1Ly C A\ Ty e
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Vo

pe(L}) = {Uk — €k—1 (mc -1+
Ek—1

— @k((sk)> ; Ok € Li} = {Br +k-10k(0k); 0k € LE} C Ay \Ty.

Procedendo uma analise numérica, como no Corolario 2.2.5, temos que

g
> sivi 4 pr(Ly) C A\ Ty

i=k

para 0 <s;<n;; 1=k+1,...,9e0< s, <np—2.

2.2.3 A influéncia de A, em Ay

Vamos reunir as principais conclusoes das duas ultimas subsec¢oes de modo a des-
crever elementos de Ay em termos de Ayg.
O Corolério 2.2.5 e as analises da subsegao precedente permitem obter o seguinte

resultado:

Teorema 2.2.13 Para qualquer ramo C¢ que admite f, com k > 1 como semirraiz temos,

sequindo as notagoes anteriores, que

g g9
Ek:—lL]lg U {Z S;V; + pkz(Li)} U {Z SiV; + U — Ek_15} C Af \ Ff

i=k i=k

em que

0<s;<mng;i=k+1,...,9, 0<sp,<np—2e
de{l, le N\ AyJU{—1l, 1 € N\T}}.

Em particular, temos que
B(Af\Ty) > 8Ly + ex(ne — 1)(BLF + ),

em que Ty denota o numero de Tjurina de Cy.

Demonstracao: Do exposto no final da subse¢ao anterior temos

g
€]€,1L,1C U {Zsﬂ)i +pk(Li)} C Af\Ff

i=k
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e
g
{3 st (D | = = e o ndE = exlon 222
i=k
g
Do Corolario 2.2.5, temos {Z Siv; + U — €k1(5} C Af\T's e, pela Observagao 2.2.3,
i=k

segue que

g
t {Z SiU; + Vg — €k—15} = (g — D)npy - “Ng Tk = ex(ne — 1)
i=k

Para concluir a demonstragao resta mostrar que

g g
{3 st o -t} 0 [acth O {3 s+ i f] =0

i=k i=k

g
Claramente {Z S;U; + v — €k1(5} Nep_1Li = 0. Suponha, por absurdo, que
i=k

Zg: SiV; + Vg — €10 = zg:n-vi + U — Ep1Q,
i=k i=1
onde vy, — ex_1a € pp(L2) e & conforme o enunciado.

Pelo Lema 1.3.7, devemos ter 6 = « e, em particular, vy —ep_10 = v, — €1_1a. Pelo
Corolario 2.2.6, existe Adx + Bdy = w € E(fx) N fi - Qlog Cy) tal que Py, (w) = M fy e
Mk—l—kE::—l/k(B):d

Como v, — g1 € pp(L3), entdo existe uma diferencial A'dr + B'dy = w' €
'\ fi - Qlog C) tal que vy(w') = vy — g1 e Py (w') = H + M f, H# 0. Sendo
Ok = v (w'), entdo a = pyp — 1 + 511:01 — Ok(0k) e vp(B') = Ok (k).

Uma vez que 0 = «, devemos ter v(B) = O(dr) = v,(B’). Entdo existe uma

constante ¢ € C de forma que vi(B' — cB) > ©f(d;). Assim, obtemos uma diferencial
wy; = Aydx + Bidy = w' — w = (A" — cA)dz + (B' — ¢B)dy,

com vg(wy) = vg(w') = 0k, mas vg(By) > Ok(dx), 0 que contradiz a definigdo de O ().
Al

Exemplo 2.2.14 Consideremos a familia de curvas planas Cy, dada parametricamente
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por (t8, 1 +t243"0 01 a;t") com as # 0. Qualquer membro desta familia possui semigrupo
(8,18, 75), admite a 2—semirraiz parametrizada por (t*,t7+t'%) com semigrupo Ty = (4,9)

e conjunto de lacunas especiais Ao \ T'y = {14, 19,23} (vide Exemplo 2.2.7).

Variando os possiveis valores para ve(B) de modo que vo(Adx — Bdy) € Ay \ Ty

encontramos:

O,(14) = 4, ©,(19) =8 e ©,(23) = 13.

A saber, 1—formas que atingem tais valores sdo, respectivamente

wy = Yydr — 4xdy,
4
we = Yzydr — <4x2 — gy) dy,

wy = Yyide — drydy = yw,.

4 4
Note que v, <9x2ydas - <4:v3 - 9xy> dy> = 23, mas v, (4933 - Qxy) =12< 13 =
©5(23), o que ilustra que podemos obter vdrias 1—formas com mesmo valor § e que ndo

nos dao o valor ©5(9).

Como [ =21 e e1 = mdc(8,18) = 2 temos:

Ly = {6€ M\ Ty 20 —05(8)) < 21} = {14,23}
Ly = {6€ A\ Ty 2(5 —0,(9)) > 21} = {19}.

Além disto,

D = {IleN\AJ}U{-l; e N\Ty}

= {1,2,3,5,6,7,10,11,15}0U{—1, -2, =3, =5, —6, —7, —10, —11, —14, =15, —19, —23}.

Uma vez que g = 2 e ny = 2, pelo resultado anterior, temos que sao subconjuntos
de Ag, \ Ty, :
215 = {28, 46},

p(L3) = {37},
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{02—515; 5€D} = {75—25, (SED}
_ {73,71,69,65,63,61,55,53,45)
U {77,79,81,85,87,89,95,97,103, 105,113, 121}.

Assim, §(Ag, \ T'y,) > 24.
Aplicando o Algoritmo 4.10 descrito em Hefez e Hernandes (2007) podemos explici-

tar 1-formas que atingem os valores descritos, a saber:

v, (wi) =28, vy, (ywr) = 46,

{vs (r'ywy); 0<i<6e0<j<2} = {37,45,53,55,61,63,69,71,73,77,79,
81,85,87,89,95,97,103,105, 113, 121},

1
vy, <y2w1 — 4x7d:c> = 62.

Utilizando a anélise realizada apds o Exemplo 2.2.7, podemos descrever precisamente
os elementos de Ay \ I'y menores que v por meio de Ay, \ I'y e da funcao py, descrita em

(2.26).
Teorema 2.2.15 Com as notagoes anteriores, temos que
{ve A v<u} ={epm1ve < s v € T\ {0} }Upr (Ap\Tx)U{vr —e—10k; 0 € IN*\ Ag}.
Demonstracgao: Claramente
{er—17e < vk e € T\ {0} C{y € Tp \{0}; v <w} C{v €A v <wi}

Segue da definicao da funcao pi que pi(Ar \ T'x) C Ap\ Ty
Seja 0, € Ay \ T, = LLUL?, em particular &, < py, — 1.
Se 0y € L}, entao pr(dx) = ex_10k < ep_1(p — 1) = vx — B, — vo < Vg, em que a

ultima igualdade decorre de (1.6) e (1.8).
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~ U
Se 514: € Lz, entao pk(ék) = Bk +5k—1®k(5k) = Vi —Ek—1 (,uk -1+ {—:kiol — @k(ék)> <

Uk, UImMa vez que Eﬂk < Op — O(0k) < pp — 1 — Ok ().
k-1
Assim, pp(Ak \Tk) C{v € Ay v <}

Do Corolario 2.2.6, segue que
{vp —ep-10; 0 € N*\ A} C{y € Ap; v < i}
Resta mostrarmos a inclusao
(v €Ay v <o} C{erme <or W € T\ {0} Upr (Ap \Tr) U{or — 105 6 € N"\ Ay}

k-1
Consideremos v € Ay com v < v,. Se v € Iy \ {0}, entdo v = Y sy =
i=0

=1,
(]
Ek—1 ( E Si> € ep_1lk.

Szu;onglfa_lque v € Ap\ Ty, v < vy, ou seja, v = vp(w) para algum w € Q.

Podemos considerar que w = Adx — Bdy € E(fx) \ F(fx)-

Se w € fi - Q(log Cy), entdo, pelo Corolario 2.2.6, temos que v = v — £;x_1; com
Ok € IN*\ Ay

Agora se w € E(fi) \ fr - Q(log Cy), entao v (w) # 0, ou seja, existe [y € Ay tal que

Retomando a andlise feita apds o Exemplo 2.2.7, temos as possibilidades:
(a) v = l/f(’w) = €1€_1lo se €k_1(l0 — l/k(B)) < Bk
v
(b) v =ve(w) = v — e, @ = pp — 1 + 0 vp(B) ¢ Ty se e_1(lo — vi(B)) > Bk

Ek—1
Na situagao dada em (a): Se [y € Ty, entao

v e {Ekfllk < Vg, I, € Fk}

Se ly € A \ Fk, entao Ekfl(lo — @k(l(])) < €k,1(l0 — Vk(B>) < Bka isto é, ly € L}C e
v = pi(lo) € pr(Ar \ Th).
Por outro lado, se estamos na situacao (b), isto é, v = v¢(w) = v — gg_1 com

a=pu,— 1+ 5:01 —(B) ¢ Ty e ex_1(lp — vi(B)) > B, entdao, como v < vy, segue que
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a > 0. Assim, podemos ter v € Ay \ ['y ou @ ¢ Ag.

Se av ¢ Ay, entdo v € {v, — ex_10k; I € N*\ Ay}

Resta analisar o caso em que v = vy — &1 com a = i, — 1+€& —v(B) € Ap\Tg
e ex_1(lo — vi(B)) > Bk. o

Vamos mostrar que v € p(L3) em que L3 = {6 € A \Tk; €x—1(6x — Or(k)) > B}

Se vg(B) = O(lp), entao devemos ter Iy ¢ I'y. De fato, se ly € I'y, entdo, do Exemplo
2.2.9, terfamos v4(B) = oo, isto é, v = vy(w) = vi(Adx) € Ty ou g4_1(lp — vx(B)) <
Br—1 < Br. De qualquer forma teriamos contradi¢oes com nossas hipoteses.

Deste modo, se v,(B) = Ok (ly), entdo ly € A \ 'y e temos v = vy — ex_1a = pr(lo)-

Suponha que v,(B) < Ok(ly). Deste modo, existe uma 1—forma diferencial wy =
Apdx — Body € E(f) \ fx - Q(log Ck) com vy (wo) = ly e vx(By) = O(lp) tal que w — wy =
(A — Ap)dx — (B — By)dy satisfaz vi(w —wy) =13 > ly e vg(B) = v (B — By) < Ok (ly).

Se vx(B) < Ok(ly), repetimos o argumento.

Afirmamos que, apés um numero finito de procedimentos como o descrito, obtemos
w = Adx — Bdy € &(fi) \ fi - Qlog C)) com v () =1 e O(1) = vu(B) = v(B).

De fato, apds j—iteragoes obtemos

J J J
w—Zwi—(A— Ai)dx—(B— Bl->dy
i=0 i=0 i=0

J J
com Vg (w—sz) :lj>'~'>l1>loel/k(B):I/k (B_ZBz §®k(l3)
i=0 i=0
Se o procedimento nao encerrar em um nimero finito de passos, obteremos

" <w_i§%wi) — 0o e n(B) = u (B—i&),

1=0

ou seja, w' =w — Y _w; € E(fi) N fi - Qlog Cy).
i=0
Pelo visto Teorema 2.2.2 e por (2.21), teriamos que

uma contradigao.
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Deste modo, existe W = Adz — Bdy € E(fi)\ fr-Qlog Ci) com Iy < | = v (@) < o0

Além disso, temos que
ex—1(1 — O5(1) > er1(lo — O4(1)) = ex-1(lp — v&(B)) > By,

e, em virtude do Exemplo 2.2.9, podemos afirmar que Zgé .

Chegamos a conclusao de que existe w € E(fx) \ fr - Q(log Cy) tal que v (w) =1 €
Vo ~

A\ T, ve(B) = 04(1), ep1(l — O4(D)) > Br e a = pu — 1 + —— — O,(0).

€k—1
Assim, por meio da fungdo py, obtemos que v = v, — g1 = pi(l) € pp(L3),

provando o teorema.
Al



Capitulo 3

Aplicacoes

Neste capitulo vamos apresentar algumas consequéncias e aplicagoes dos resultados

obtidos no capitulo anterior.

Entre as consequéncias obtidas, podemos apresentar um limitante superior para o
numero de Tjurina T em termos de dados topoldgicos, que, para o caso de curvas com

semigrupo I' = (v, vy,...,v,) com g > 2, é melhor que o nimero de Milnor p.

Uma outra questao abordada é uma indagacao formulada por Watari com respeito
a semigrupos com n, = 2. Para tais semigrupos, mostramos que o niimero T é sempre
o0 mesmo para qualquer curva com tal semigrupo e é expresso em termos dos dados do
semigrupo.

Além destas questoes, apresentamos também um modo de obter elementos de !
cujas valoragoes descrevem os elementos de A¢\I'y para uma classe de curvas que admitem

semigrupos da forma I'y = (dug, 4uq, 2ug, ug).

3.1 Sobre as questoes de Watari e Dimca-Greuel e

outras conclusoes

Nesta secao vamos extrair dos resultados apresentados no capitulo anterior conclu-
soes que permitem relacionar invariantes analiticos de uma semirraiz fj com os correspon-
dentes invariantes analiticos de Cy. Dentre estas consequéncias, obtemos um limitante
superior em termos topoldgicos mais preciso para o nimero de Tjurina para curvas com
semigrupo I' = (vg, vy, ..., v,) com g > 2, bem como uma resposta a uma questao formu-

lada por Watari (2019):

Questao (Watari): O ntmero de Tjurina para curvas com semigrupos I' = (vo, ..., v,)
Ei_
en; =t =2 para todo i = 2,..., g depende apenas de dados topolégicos?
&g

Antes de abordar as questoes acima, facamos algumas observagoes que decorrem do

Teorema 2.2.15.
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Corolario 3.1.1 Se B, > g1 <,uk —-1- UO), entdo
k-1

{veAs; v <} ={ep1y <wvg; v € A JU{v, —ep_10; 6 € N"\ Ag}.

Demonstracido: Da Observagao 2.2.12, temos que pg(Ax \T'x) = e—1(Ax \ T'x) € o resul-

tado segue do Teorema 2.2.15.
Al

Seja (tﬁo,gof(t) => aﬂf’) uma parametrizagdo de Newton-Puiseux de Cf e fj
i>B1
uma semirraiz caracteristica de f, ou seja, fr tem parametrizacao de Newton-Puiseux

_Po_ i .
(tfkl,gok(t) = > a1 |. Deste modo, temos (tﬁo,gof(t) = (1) + Y aitz>,
B1<i< By, 1>
ou seja, podemos interpretar a parametrizacao de C'y como uma “deformacao” da para-
metrizacao de C}.
Como consequéncia dos resultados apresentados, podemos obter um conjunto co-

mum de lacunas especiais para toda curva, com semigrupo fixo, que admite f, como

k—semirraiz, a saber, o conjunto descrito no Teorema 2.2.13.

Exemplo 3.1.2 Em Hefez e Hernandes (2003) sio apresentados todos os possiveis con-
guntos Ay \ I'y para curvas planas com semigrupo I'y = (6,9,19). Tais curvas podem ser

parametrizadas por

(tG, O+t aiti) : (3.1)

i>11
Consideremos a semirraiz caracteristica fo com parametrizagao (t%,t).

Para tal classe de curvas temos:
50:502710:6, 61:1)1:9, 62:10, 81:3, 82:1, n1:26n2:3.

Como Ny =T9\ {0} = IN\ {0, 1}, ndo temos contribui¢ao para As \ T'y dada pela
fungdo py : Ao\ T'y — Ay \ Ty

No entanto, pelo Corolario 2.2.5, temos que

Af\FfD{SQUZ_Sld; 1§52§2€(5::i:1},
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ou seja,

Af \ Ff D) {16,22,35,41}

para qualquer curva com parametriza¢io como (3.1), o que estd de acordo com o descrito
no referido trabalho. De fato, os possiveis conjuntos Af\I'y para curvas comT'y = (6,9, 19)

sao (conforme Teorema 1 de Hefez e Hernandes (2003)):

( N

{16,22,29, 35,41}
{16,22,29,32, 35,41}
{16,22, 26, 32, 35,41}
{16,22,26,29, 32, 35,41}

\, V.

Em Hefez e Hernandes (2007) é apresentado o conceito de diferencial ndo ezata
minimal para uma curva Cy, que abreviaremos por DNEM. A saber w € Q' ¢ DNEM se

vi(w) € Ap\Tfeve(w) ¢ v+ Ty para todo v € Ay \ {vy(w)}.

Corolario 3.1.3 Para toda curva plana irredutivel com semigrupo I'y = (v, ..., v,) nao
ha elementos em Ag \ I'y da forma v; — svg com s > 0 e i < g. Em particular, hd no

mdximo vy — (g + 1) DNEM’s.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.2.15, se v € Ay \T'f, €,.1 1 v e v < v;, entdo devemos
ter que v = v; —e;_1a com « ¢ I';. Como ¢, ¢ 'y, segue que ndo hé elementos em Ay
da forma v; — svg com s > 0e i < g.

Se 71 e 72 sao DNEM, entao 71 # 72 (mod vg). De fato, se ;3 > 72 e tivéssemos
Y1 = Y2 mod vy, entao y; = o+ sy com s > 0 contrariando o fato de 7 ser DNEM. Como
todo elemento em Af\T's se expressa de forma tinica como 257: 8;U; — Sop com 0 < 5; < ng,
i #0e sy >0 (veja o Lema 1.3.7) cada DNEM pode coZr:r:esponder a apenas uma das
vo — 1 =mny---ny — 1 possiveis g—uplas nao nulas (sq,...,s,).

Mas, como vimos, ndo ha elementos em Ay \ I'; e, consequentemente, DNEM'’s

correspondentes a g—uplas da forma (0,...,1,...,0) em que a Unica entrada nao nula é

a i—ésima. Portanto, podemos ter, no maximo, v — 1 — g = vy — (¢ + 1) DNEM’s.
Al
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Em Dimca e Greuel (2018), os autores apresentam uma questao a respeito de um
limitante inferior para o ntimero de Tjurina T; de uma curva plana (ndo necessariamente
irredutivel) em termos do nimero de Milnor p; da curva. Mais precisamente, eles ques-

tionam:

Questao: (Dimca-Greuel) Para qualquer curva plana tem-se
3
—pp < T
4Nf f

No caso em que a curva é irredutivel temos por (1.15) que Ty = pur —4(Af \T'y) e

assim:

3/Lf<4Tf < 3(,uf—Tf)<Tf

= 3(Ap\Ty) <y — (A \Ty)

= A N\Ty) < py.

Tal questao foi respondida afirmativamente, para o caso irredutivel por Alberich-

Carraminana et al. (2019) e simultaneamente por Genzmer e Hernandes (2019).

Enquanto a questdao de Dimca-Greuel se preocupa com um limitante topoldgico
inferior para T, os resultados apresentados no capitulo anterior permitem, para o caso

irredutivel, estabelecer um limitante superior para Ty melhor que p¢, para o caso em que

g =2
Proposicao 3.1.4 Seja Cy uma curva plana irredutivel com semigrupo I'y = (v, ..., v,).
n v+ v
SegEQ,entdOnguf—g#g—(ng_2)<1 0_[1]_3)
2 Ng Vo

Demonstracao: Pelo Teorema 2.2.13 aplicada a f;, temos e, =1, €41 =ny €

t(As\Ty) > ﬁL; + (ng — 1)ﬁL§ + (ng — 1)1,

V

HL; + L2 + (ng — 1)1, (3.2)
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Como

ﬁ(Ag \ Fg) = tpy (Ag \ Fg) = ﬁpg(L;ULf;) = ﬁpg(L;) + ﬁpg(Lz) = ﬁL; + JjL?;

temos que

EAL\Ty) = 8(Ag\Ty) + (ng — D)7y
= $(Ag\Ty) + 15 + (ng — 2)74 (3.3)

= g+ (ng - 2)Tg>

em que a tltima igualdade segue de (1.15).

vy v
Temos que os elementos de §(A,\I'y), se houverem, sao lacunas maiores que L4 —O,
Ng Ny
v v
veja (1.15). Assim, no conjunto D = {1, = 0}, nenhuma lacuna pode pertencer
Ng Ny
V1 + v
aAy\I'y. Como gD = L
g

Dmrg:{kvo, ﬂ’ U1+'UO; k:1,.-.,[vl}—|—1},
Ng Ny g

V1 + v v ~
! 0 _ {1} — 3 que nao podem pertencer a A,.

- H .
entao, das Eg lacunas de I'y, existem
Yo

g

Assim, obtemos que (A, \ I'y) < % — (UI;UO - {Ul} — 3) e como, por (1.15),
Vo
temos T, = py — §(Ay \ I'y), segue que T, > % + (v1 ;UO — {vl} — 3> e, deste modo, de
Vo

(3.3) temos

HAPATY) 2 sty + (g = 2T 2 2y + (g = 2) (D52 = [ 2] - 3).

Como tp = iy — (Af \ I'y), temos

n V1 + v v
=t (2] )
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A proposicao anterior também permite relacionar o nimero de Tjurina de Cy e Cj.

Corolario 3.1.5 Temos que

Tp < iy — (g + (g — 2)7g).

Demonstracao: Decorre diretamente da desigualdade (3.3) apresentada na demonstra-

¢ao da proposicao anterior.
Al

No que segue, vamos mostrar que se g > 2 e ny = 2, entao a desigualdade anunciada
na Proposicao 3.1.4 ¢ sempre uma igualdade, o que responde, em particular, a questao
formulada por Watari (2019).

O caso em que g = 2 foi mostrado por Luengo e Pfister (1990) utilizando métodos
distintos do que abordamos neste trabalho.

Se I'y = (vg,...,vq), com g > 2 e ny, = 2, entdo, pelo Lema 1.3.7, temos que as
lacunas de I'; sao da forma

g—1 g—1

Z 8;V; — SpUp Ou vy + Z S;V; — SoUo,
i=1 i=1

com(0<s;, <n;parat=1,...,9—1esy>0.
Teorema 3.1.6 Para toda curva Cy com semigrupo I'y = (vg, ..., vs) comg > 2 en, =2,
temos que

=1

1 {9
TfZMf—MgZUg+§ (Z(”i—l)vi—vo) .

Demonstracao: Lembremos que ny = €51 = 2. Do Teorema 2.2.15 para k = g temos
que

{v e Ay \ Ly v < Ug} = Pg(Ag \ FQ>U{% —ngyd; 6 € IN* \ Ag}-

Além disto, pelo Corolario 2.2.5, usando k = g e n, = 2 obtemos que

{Ug+2l; ZGIN\Fg}CAf\Ff.



3.1 Sobre as questoes de Watari e Dimca-Greuel e outras conclusoes 71

Agora note que qualquer lacuna de I'y maior que v, isto é, aquelas expressas da
g—1
forma v, + Z 5iU; — SoUg > Vg, satisfaz
i=1

g—1 g—1
(% Vo
O<Z$ivi—sov0:2 Zsi —so— | .
i=1 i=1

€g—1 E€g—1

g—1
. V; Vo
Comoogsi<ni,para2:1,...,g—1eso>0,seguequeE §;—— — 5

i=1 Eg-1 €g—1
N\T,.

S

Deste modo, qualquer lacuna maior que v,, pertence a {v, +2[;1 € IN\ I';}.

Portanto,

A\Ty = {vyeA\Ty v <vdU{y € Ap\Ty; v > vy}

= pg(A\ T )U{vy —20; 0 € N*\ AjJU{v, +21; e N\T,}  (3.4)
e, consequentemente,

ﬁ(Af \Ff) = ﬁpg(Ag \Fg) + £(IN* \Ag) ‘Hj(]N\Pg)
= ﬂ(Ag \Fg) +ﬁ(]N* \Ag) "’ﬁ(lN\Fg)
_ Mg | Hg

= HN\T,) + N \Ty) =22 20—y,

Segue assim que

o= pp—BA\Ty) =1y — py
g1 g1 v U
= v+ (ni— v —vo+1— Z(ni—l)é—§+1
i=1

i=1

= v, + ; (gz_:l(nl —1)v; — vo) )

=1

Temos assim que, para qualquer curva plana irredutivel com semigrupo dado por

'y = (vg,...,v4), com g > 2 e n, = 2, o nimero de Tjurina depende apenas de I'y, ou
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seja, de informacoes que retratam a classe topolégica de C. Isto responde a questao posta
por Watari (2019). Observe que a questao formulada por Watari se refere ao que se pode
dizer sobre o nimero de Tjurina para curvas com semigrupo em que ng = -+ = Ny, = 2,
ou seja, um caso particular do que consideramos.

No caso em que g = 2, isto é, I'y = (v, v1,v2) temos que se n, = 2, entdo T5 =

L — (1)20 — 1) (1)21 — 1), resultado ja obtido por Luengo e Pfister (1990).

Segue de (3.4) estabelecido na demonstragao do teorema anterior o seguinte resul-
tado.
Corolario 3.1.7 Se Cf é uma curva plana irredutivel com semigrupo I'y = (vo, ..., v,),

g=>2eng =2, entao

Ap\ T = pg(Ag \ Tg)U{vy —26; 6 € N*\ A }U{v, +25; 6 € N\ Ty}

Embora para as curvas que admitem o semigrupo I'y = (vg,...,v,) com g > 2
e ny = 2 tenhamos sempre o mesmo valor para o nimero de Tjurina, nao se pode di-

zer o mesmo para o conjunto Ay \ I'y, embora sua cardinalidade dependa apenas de

r, = <1;], ey 092_1 > Tal fato se constata pela descrigdo do conjunto A\ I'y dada no
Corolario 3.1.7, em que os elementos de Ay \ I'y dependem de A, \ I'y.

Vamos ilustrar a variacao de Ay \ I'y por meio dos seguintes exemplos:

Exemplo 3.1.8 Vamos analisar curvas com mesmo semigrupo I'y = (8,18, 75) e variar a
2—semirraiz. Pelo Coroldrio 5.1.7, temos que qualquer curva C, dada no Evemplo 2.2.14

que possui semigrupo (8,18,75) e 2—semirraiz parametrizada por (t*,t° + t1°) admite
ATy, = {28,37,45,46,53,55, 61,63, 65,69, 71, 73, 77,79, 81,85, 87,89, 95,97, 103, 105, 113, 121}

A curva Cy dada pela parametrizagio (¢%,t'% + t2Y) também possui semigrupo I' =
(8,18,75). Temos que a curva Cy, dada parametricamente por (t*,t°) é uma 2—semirraiz
para Cf.

Neste caso, temos Ay \ T = 0, isto é, Ay = T3\ {0} e assim, pelo Coroldrio 3.1.7,
temos que

A\T; = {75-20; 6 € N*\ Ay JU{75+26; 6 € N\ T},
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Como N\ Ty ={1,2,3,5,6,7,10,11, 14, 15,19, 23}, temos

Ap\[; = {29,37,45,47,53,55,61, 63, 65,69, 71,73, 77, 79, 81, 85,87, 89, 95,97, 103, 105,113, 121}.

Exemplo 3.1.9 Neste exemplo, vamos considerar curvas Cy com semigrupo dado por
[y = (8,18,v9) que admitem a 2—semirraiz fo dada parametricamente por (t*, ¢ + ') e

estudar a variagio de Ay \ T'y.

Inicialmente, lembremos que os Exemplos 2.2.7 e 2.2.14 nos dao que I'y = (4,9),

Ao \ Ty = {14,19,23}, bem como O5(14) =4, ©5(19) = 8 e O9(23) = 13.

Para que fy represente uma 2—semirraiz, as possiveis parametrizacoes de C'y sdo:

7) (ts, 8+ at? + > aiti) com a # 0.

i>20

Neste caso, Py =19, v9 = 73 e como &1 = 2 temos:

de N\ Ty £1(6 — ©3(0))

14 2(14 — 4) > 19 = B,
19 2(19 — 8) > 19 = 3,
23 2(23 — 13) > 19 = 3,

Assim, Ly =0 e L2 = Ay \ Ty = {14,19,23}. Pelo Coroldrio 3.1.7, temos
A\T; = po(L2) U {73 —25; 6 € D} = {27,35,45} U {73 —25; 6 € D}

em que D € descrito no FExemplo 2.2.14.
i) <t8, 8+ 20 a4+ Y a#‘) com a # 0.
i>21

Neste caso, temos Po = 21, v9 =75 e e = 2. Assim:
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o€ A2 \ FQ 61(5 — 62(5))

14 2(14 — 4) < 21 = f3,
19 2(19 — 8) > 21 = /3,
23 2(23 — 13) < 21 = 3,

Segue, como jd visto no Exemplo 2.2.14, que L} = {14,23} e L3 = {19} e deste
modo

Ap\T; = {28,37,46} U {75 —26; 6 € D}.

i11) (ts, 18 4+ 420 4 ag,t72 + Z aiti) com ag, # 0 e 23 < [y impar.
i>P2
Neste caso, seque que vy = b4 + (o, €1 = 2 e temos

0 ¢ A2 \ Fg 61(5 — 62(5))

14 2(14 — 4) < B,
19 2(19 — 8) < 3,
23 2(23 — 13) < s

Assim, temos L = Ay \ Ty e L2 = ().

Donde, do Coroldrio 3.1.7, seque que
A\ Ty ={28,38,46} U {54 + 2 — 26; § € D}.
Revendo o Teorema 2.2.13, temos para k = g que
ngL; U {8qvy + pg(Lf])} U {(sg+ vy —ngd} T A\ Ty
com0<s,<nyg—2e

de{le N\ A U{-l; le N\T,}
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para toda curva C'y com semigrupo I'y = (vg,...,v,), g > 2 e uma g—semirraiz fixa. Em
particular, uma vez que #{l; 1 € W*\ A} U {—; 1 € N\T,} = p, — (A, \ T,) = T,
temos

HAF\Ty) > 8L+ (ng — D(HLg + 1),

Como vimos, se n, = 2, entao temos igualdade na expressao acima para toda curva
com semigrupo I'y fixo.

Vamos mostrar que tal propriedade nao é valida para outros semigrupos da forma

(vo,...,vy) com n, > 3.

Proposicao 3.1.10 Seja I' = (v, ...,v,) com g > 2 en, > 3, entdo sempre existe uma

curva Cy com I'y =T tal que
B(A;\Ty) > §L, 4 (ng — 1)(1L2 + T,).
Demonstracao: Para provar o resultado é suficiente garantir que existe d € Ay \I'y com
d ¢ ngL; U {s4v, + pg(Lg)} U {(sy + 1)vy — ngo},

com 0<s,<n,—2ede{l; e N*\A,} U{-Il; l € N\T,} para alguma curva com
semigrupo I' = (vp, ..., vy).
Dada uma curva C; com semigrupo I'y = I' podemos parametriza-la por (£*°, ¢(t))

com p(t) = Z a;t". Consideremos sua g—semirraiz caracteristica f, que admite parame-
1>v0
20 i

trizagao (t"g , gog(t)) em que pg(t) = Y a;t™. A saber, temos que

vo§i<,89

folw,y) = 11 (y—wg(cx%»,

4
leg

g—1

conforme a Definicao 1.3.4.

Agora consideremos w = voxdf, — v, f,dx € F(C,). Vamos analisar ¢r(w), em que

Yy é dada em (1.14).
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Inicialmente note que, de (1.5),

fo o) =TI ((t) =0, (Ct")) = coapt + 3 (0f + coh—v,15,)t"

= Go k>v
S g

g—1

em que ¢, # 0 e pj é um polindémio em a; com i < k — v, + f3,.

Deste modo, temos que

E0df, (19, (1)) = vy, 4 Y (4 o, o, ot

k>vg

fg(tU07 @(t))votvo_l = CgvoaﬁgtVO‘H’g—l + Z (pZ + Cgak—vg+ﬁg)votvo+k_l'
k>vg

Assim,

w(t™,p(t)) = vot™df, (1, p(t)) — vy fy(t™°, o(t))vet™

= o D (P gy, )k = vt

k>vg

ou seja, a imagem de w pela aplicacao ¢y dada em (1.14) é

V() =vo Y- (pf + Cokuy1p, ) (k= vg)t0.

k>vg

Consideremos a divisao euclidiana de vy por vy, isto €, v, = q-vo+r com 0 < r < vy.

Vamos considerar a curva C'y dada pela parametrizacao

(t”0,¢ (t") +ag,t’ + > a tJ) (3.5)

.7>/Bg

com ag, # 0, a; = —p?ﬂgfﬁgc;l para 3, <j < fy+re

—1
aﬁngT 7é pvg—i-r

Obviamente I'y =I" e Cy admite f, como g—semirraiz.
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Para esta curva temos

V(W) = vor (ph e + g, 40) 1070 4 (t0.5),

ou seja,

vi(w) = vy +v9+1r =105+ vy + vy — quo = 20, — (¢ — 1)vy.

Como vy > vy = nvy + P2 — B1 > nvy > 201 > 20, temos que ¢ = [Ug] > 2e
assim, v¢(w) = 2v, — (¢ — 1)vg ¢ T'y.

Como ny > 2, entdo 2v, — (¢ — L)vg ¢ nyL,,.

Note que os elementos de s,v,4p,(L2) sao da forma syvg+v,—ng (,ug -1+ % - G)g(l)>
com | € Ay \ T, satisfazendo n,(I — ©4(1)) > f,.

Se 2v, — (¢ — D)vg = (sg + 1)vg —ng (g — 1+ L. ®g(1)>, entdo deveriamos ter
g
sg=1e

(=12 =y =1+ 2 —0,(1) = (—2)=2 =y, — 1 —O,(0).

g g Ng

Mas, enquanto (q — 2)% e I'y, temos que puy, — 1 — O,4(l) ¢ T'y. Deste modo,
20, — (g — )00 & 540, + py(L2)

Agora, suponha que tivéssemos 2v, — (¢ — 1)vg € {(s4 + 1)v, — nyd} de modo que
def{l; le N*\ A U{-; e N\T,}.

Se 2v, — (¢ —1)vg = (s4+ 1)v,+nyl com | € N\ T, entdo devemos ter s, = 0. Mas,
deste modo, vy =n, [ 1+ (¢ — I)ZZ , 0 que ¢ um absurdo, pois €,_1 = n, nao divide v,.
Se 2v, — (¢ —1)vg = (s4+ 1)vy —nyd com 6§ € {l; | € N*\ A,} ¢ Ty, teriamos s, = 1
e (q— 1)% = § uma contradicao.
Portzinto, para a curva C; descrita em (3.5), temos que 2v, — (¢ — 1)vy é uma lacuna

especial nao prevista no subconjunto dado pelo Teorema 2.2.13 e assim,

ﬁ(Af \ Ff) > ﬁLgly + (ng - 1)(11[{(2; + Tg)'
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Vamos ilustrar o resultado anterior.

Exemplo 3.1.11 Consideremos o semigrupo I' = (6,9,19) em que g = 2 e ny = 3 que
foi considerado no Exemplo 3.1.2.

Qualquer curva com semigrupo I' admite parametrizagdo

(tG, P+t > aﬁ)

i>11

e 2—semirraiz fo = y*> — 2® dada parametricamente por (tz, t3).

Temos que

fa (tG, O+t aiti) = 2t" + (1 + 2a11)t*° + (2a1; + 2a12)t*" + (t.0.5.).
i>11

Considerando w = 6xdfy — 19 fodx, temos
Yr(w) = 6(1 + 2a11)(20 — 19)t*° + 6(2a1; + 2a12)(21 — 19)#*" + (t.0.5.).

1
Assim, considerando ayy # —5 temos que ve(w) = 26 ¢ {16,22,35,41} em que o

ultimo conjunto € o descrito no Teorema 2.2.13.

3.2 Semigrupos da forma (4ug, duq,2us, us3)

Nesta secao tratamos de ramos planos que admitem semigrupos da forma
<4U0, 4U1, QUQ, U3>‘

Tais semigrupos podem ser considerados como uma generalizacao dos semigrupos
da forma I' = (2p,2q,2pq + d), mdc(p,q) = 1 e d =1 (mod 2), que foram objeto de
estudo de Luengo e Pfister (1990) os quais provaram que §(A\I') = (p —1)(¢ — 1) =
fe. A generalizacao aqui é entendida da seguinte forma: se C; tem como semigrupo
(dug, duy, 2us, v3), entdo a 3—semirraiz f3 tem como semigrupo (2ug,2u;, us) € assim ja

sabemos quantas lacunas especiais admite C'5. Saber quais lacunas especiais a 3—semirraiz
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possui é 1itil pois, como vimos no capitulo anterior, tais lacunas determinam parcialmente

as lacunas especiais de C'.

Lembremos que, para semigrupos com n, = 2, os elementos de Ay \ I'y sdo descritos

em termos de Ay, I'y e dos valores da funcao py, que pode nao ser de facil descricao.

Além disso, a descricao de Af\I'; ndo evidencia diferenciais que atingem determinado

valor.

Nesta secao vamos descrever como obter diferenciais que determinam os valores de

Af\ Ty para curvas com semigrupo I'y = (dug, duq, 2ug, ug).

Para curvas com este semigrupo, temos

vg =¢€9 =4ug =Py, €1 =4, 9 =2, g3 =1; (3.6)
ny = ug, Ng =Nz = 2; (3.7)
v1 = 4duy = P1, ugvr = upduy = uvy; (3.8)
2us = v9 = (up — 1)vg + B2 <= P2 = v9 + v1 — UyVp; (3.9)
Us = V3 = 209 + B3 — By <= [3 = v3 — 2v3 + Po; (3.10)
pr=vs+ve + (ug — 1)vg —vg + 1. (3.11)

Pelo Teorema 1.5.2, temos que toda curva com semigrupo I'y = (4ug, 4uy, 2us, us)

admite parametrizacao da forma
pr(t) = [t "+ + > at
P>\
com ag, # 0 # ag, e A < fs.

A classe que consideraremos consiste das curvas tais que A = 5. Para curvas com
A < (9 uma andlise similar foi realizada e, em virtude do grande niimero de andlises, casos

e calculos, decidimos nao incluir neste trabalho.

Deste modo, temos que

pr(t) = (£, " + ¢ + (topi) + agt™ + (t.os.)) (3.12)
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com ag, # 0, (t.0.p.i.) indica termos de ordem par intermediarios e (t.0.s.) indica, como

antes, termos de ordem superior.

Note que as semirraizes caracteristicas f;, ¢ = 2,3, de qualquer curva na classe

considerada admitem as respectivas parametrizagoes

pa(t) = (E%,8");  fa=y" —a™

os(t) = (tQuO,t2“1+tﬁ22+ > aité).

B2<i<B3
Além disto, temos que

FQ = <U0,U,1>, ﬂ(AQ\Fg):O (&

Fg = <2UO,2U1,U,2>7 ﬁ(Ag \ Fg) = (UO — 1)(U1 — 1)

Note que f3 determina ainda uma curva com ny = 2. Mais especificamente, curvas

consideradas por Luengo e Pfister (1990).

Antes de descrever diferenciais que determinam os valores de Ay \ I'y, vamos apre-

sentar diferenciais que nos fornecem os valores de Az \ I's.

No que segue, uma diferencial se destacara e merece uma notagao prépria:
wy = vyydxr — voxdy.

Observe que
vo(B1 — 62)t572+2u071

5 + (t.0.8.).

wy (p3(t)) =
Por (3.9), temos ﬁ; + 2ug = ug + 2uy — (ug — 1)2up ¢ I's e consequentemente
Ug + 2’&1 — (U,l — 1)2U0 c A3 \ Fg.

Mas ainda, temos que

Vs (x“ybwl) =us+ (b+1)2u; — (ug — 1 — a)2uy € A3\ I's,
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paral<a<u; —1le0<b<uy—1.

Deste modo, obtemos os (ug — 1)(u; — 1) elementos de A3\ I's e correspondentes

diferenciais que assumem tais valores.

Note ainda que tal fato esta em consonéncia com o Corolario 2.2.6 e o Corolario 3.1.7.
De fato, como Ay \ T'y = 0, temos que Az \ T's = v5 (E(f2) N fo - Qlog C3)) \ T's e 2%y wy,

com0<a<u —1e0<b<uy— 1, descrevem os elementos de E(f3) N fa - Q(log Cy),

wy A dfy . .
uma vez que ———— = Uy fa, cujos valores sdo lacunas de I's.
dz N\ dy
Vamos agora focar nas curvas Cy com semigrupo I'y = (dug, 4uq, 2uq, us) € que

podem ser parametrizadas como (3.12).

Novamente, pelo Corolario 2.2.6 e o Corolario 3.1.7, temos que

Ap\Ty = ps (A3 \Ts5) U vy (E(f3) N fs- Qlog C5)) \ Ty

Como diferenciais que contribuem para Az \ I's sdo da forma
2 yPw, 0<a<u —1e0<b<uy—1,

segue do Exemplo 2.2.10 que se 6, = v3(x%yPw;) = vs(x%y®) + ﬂ; + 2ug, entao

O3(0ap) = v3(z%Y®) + 2uy.

Consequentemente

a0 — O4(0) = 22 = fr <

ou seja,

p3 (A3 \T'3) =9 (A3 \I'3) =2(A3\ I'3),
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isto é,

vi(z®y w) = 2u3(x*yPw)
= 2uy+ (b+ Dduy — (u1 — 1 — a)duy

= v+ (b+ v — (ug — 1 —a)yy

comO0<a<u; —1lel0<b<uy—1.
Assim, ja descrevemos (ug — 1)(u; — 1) diferenciais e suas respectivas contribuigoes

para A\ I'y.

Observacao 3.2.1 Lembremos que, pelo Lema 1.3.7, toda lacuna par de I'y é da forma
avy + vy — dvg com a € {0,1}, 0 < v < wug e d > 0. Em particular, toda lacuna maior

que va + vy € da forma v(z%yPwi) com 0 <a<u; —1e0<b<ug—1.

Se continudssemos com tal método, seria natural descrever os elementos do conjunto
E(f3) N f3 - Q(log C3) e, destes, coletar aqueles que contribuem com lacunas de I'y. No
entanto, descrever elementos de f3 - Q(log C3) ndo é uma tarefa facil. Deste modo, vamos
mudar a estratégia e descrever como podemos obter elementos de Q! que, embora possam
nao pertencer a f3-Q(log C3), contribuem para os demais elementos de Af\I'y que restam.

No que segue, para facilitar as consideragoes, vamos introduzir as seguintes notagoes:

Definicao 3.2.2 Dado P(t) € C{t} \ {0} denotamos por E;(P(t)) o menor expoente de
P(t) divisivel por e;, mas nao divisivel por €;_1. Caso ndo exista tal expoente, indicamos
E;(P(t)) = 00. O coeficiente do termo de expoente E;(P(t)) em P(t) serd denotado por
Ci(P(1)).

Se h € C{z,y}, entdo E;(h) e C;(h) indicam E;(h(ps)) e Ci(h(pf)) respecti-
vamente. Do mesmo modo, se w € Q' entdo E;(w) e C;(w) denotam E;(¢s(w)) e

Ci(¢f(w)), em que s é a aplicacdo dada em (1.14).

Exemplo 3.2.3 Considerando fy = y“° — 2" e w; = viydx — voxdy, temos que

fa(ps) = ugt™ + (t.0.p.i.) + ugagt™> 77 4 (t.o.s.)
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w(wl) = uO(Bl — Bg)tﬁ2+4u0 + (tOp?/) + UoCLBs (61 — Bg)tﬁ3+4u0 + (tOS)

Deste modo, temos que

(
Es(f2) = va + B3 — B2, C3(f2) = uoag,;
(
(

S

2(w1) = Ba + 4ug, Co(wr) = up(Br — Ba);

3(wi) = B3 + 4uy, Cs(wi) = upag,(B1 — Fs3).

S

Do mesmo modo, expandindo as expressoes em t, temos que

Es(z'y’ fo
E3(Iiyjf2

E, (xiyj wy

) = dugi +dwj + Ex(fo) = vi(a'y fo);

) = Adugi +4uj + Es(fa) = vy(a'y fo) + B3 — Bo;
) = vp(a'yw);

Ey(z'y'wi) = vp(a'y'wi) + B3 — Pa.

Com o objetivo de construir novas diferenciais que fornecerao lacunas especiais nao
obtidas por z%y’w,, vamos usar a semirraiz caracteristica fs.
Para cada r € {0,...,up — 2} consideremos Wy, = y" fow.
Vamos analisar ws,, e destacar o termo de ordem FE3(ws,). Temos que
) 3 R q
V(W) = (7 +192 + (t.o.pi) + ap,t? + (t.0.8.) (upt"? + (t.0.p.i.) + upag,t2 752 1 (t.0.s.))

[uo(Br — B2)t?2 40 4 (t.0.p.i.) + uoag, (B — B3)tP* 40 + (t.0.8.)]

ug(ﬁl - Bg)twﬁ”ﬁﬁﬁﬁo + (t.o.pd.) + u%a53(251 — By — ,Bg)trﬂﬁ”ﬁﬁ”&’ + (t.0.8.).

Como u3(B1 — Ba2) # 0 e va+rvy + Ba+ By > v2+ g, temos que os termos de ¥ ¢ (ws,,.)
menores que vy +1v; + 33+ By pertencem a I'y ou sao lacunas pares que, pela Observacao

3.2.1, j4 foram obtidas pelas diferenciais da forma z'y/w;, 0 <i < u;—2e 0 < j < up—2.
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Deste modo, existe aym; € Q! com a; € C e n; da forma

riyfw, com 0<i<u; —2e0<j<uy—2ou (3.13)

dz'y f¥) com 0<i0<j<uy—1le0<k<I, (3.14)

satisfazendo

Vi(Way — anmy) > vy(Way) = ve(m).

Se vy(wWe, — aamy) < ve + rv; + B3 + Bo, entdo novamente existe agny € Q' com

as € C e 1y da forma (3.13) ou (3.14) tal que

Vf(@zr — iy — Qgnp) > Vf(er —aym) = Vf(772)-

Procedendo sistematicamente deste modo, apdés um numero finito s, de passos,

obtemos

S2
Wy = Way — > oy
=1
com
vi(wa,) > ve + 101 + P+ o
Vamos mostrar que temos igualdade na expressao acima.

Para tanto, como Cs(ws,) = ulag,(28; — B2 — B3) # 0, basta mostrar que as

diferenciais 1, com [ =1, ..., sy possuem Es5(n;) > E3(ws,) = vy + 1v1 + B3 + So.
No que segue, vamos comparar o valor Eg(n;) com E3(ws,) = ve + rv1 + 5+ [o.

Note que para todo valor | = 1,...,sy temos vs(n) > vy + 11 + B2 + By e que
vi(m) = ve + 1oy + o + Bo # vy(z'y?wy) para quaisquer 0 < i < wup — 2,0 < j <wug— 2.

De fato, se v¢(m) = ve(z'y?w; ), entdo como S = v + v — ugvy, temos de (3.9) que

vi(z'ywy) = v+ (5 + 1vy — (ug — Vg + ivg = vy + 1oy + Bo + By = vs(m)

= 2v9+ (r+ vy — (ug — 1)vo,
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é equivalente a
(J+ Doy +ivg=ve+ (r+1)vy < (j—r)vy +ivy = vg,

o que nao pode ocorrer, pois mdc(vg, v1) = 4 1 vs.
Além disso, como vimos Es(x'yiw;) = vs(x'y/wi) + B3 — Ba.
Assim, para toda diferencial 7, da forma z'y/w; com vs(n) > ve + rv1 + Ba + fo,

temos, pelo Exemplo 3.2.3, que

Es(m) = vi(m)+ B85 — B
> v+ v+ Bo 4 By + B — B

= vy +1rv+ f3+ Bo = Es(ws,).

Agora, vamos analisar Egz(n;) para n = d(z'y’f¥) com i > 0,0 < j < ug—1e
0 <k <1 tal que v¢(n) > vo + 101 + B2 + So.
Se (k = OJ e [j = UJ, entdo E3(n) = oo.

Se e , entao

Es(m) =vi(m) +ps—v1 > va+rvy+ Po+ o+ Fs— v

> vy + 11 + B3 + o = Es(Ws,).

Agora vamos analisar o caso em que .

Note que v;(n) = vi(d(z'y? f2)) = va + jur +ivg = v2 + rv1 + B2 + By = vy(Wa,) néo
pode ocorrer, pois 4 = mdc(vg, v1) 1 B2. Logo, podemos assumir v () = vy(d(a'y fo)) >

Vg + 11 + Py + Sy = vf(Wa,). Assim, procedendo como no Exemplo 3.2.3, temos

Es(m) = ivg+ juy+va+ B — fa > va +rv1 + Bo+ o + Bz — B
= vy +rvy + B3+ o = E3(wa,).
S2
Assim, é possivel obter diferenciais wy, = ws, — Zaml de forma que vy(wy,) =

=1
vy + 1rv1 + B3 + vg, para 0 < r < ug — 2.
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Temos de (3.8), (3.9), (3.10) e do Lema 1.3.7 que

Vot PBs+ 1 U9 = 2094 B3+ vg — ve + 101 = v3 + B2+ 0o — V2 + 10

= v3+vy+7rv1 — (ug — 1)vy = v3+ (r+ 1)vy — (ug — 1)wg

¢ uma lacuna de I'y para todo 0 < r < ug — 2.

Deste modo, para cada r € {0,...,uy — 2}, temos u; — 1 elementos em Ay \ I'f nao

considerados anteriormente e dados por Vf<$iw27r) com 0 <7 <wu; —2.

Assim, obtemos mais (ug — 1)(u; — 1) novas lacunas especiais. Note ainda, que as

diferenciais z'ws, ndo pertencem necessariamente a fy - Q(log Cs).

Para continuar nossa andlise, lembremos que nyve = 2vy € (v, v1). Nao podemos
ter 2vy = Rwvy, uma vez que vy > nqv; e, pelo Lema 1.3.7, devemos ter 0 < R < n; — 1.

Consequentemente, usando que n; = ug, podemos escrever
209 = Rv; + Svg, com 0 < R<wuy—1eS>0. (3.15)

Agora analisaremos a diferencial voy“ = w;.

Temos que

Yr(voy" twr) = wo(t + 72 4 (t.o.pd.) + agt? + (t.0.8.)) 0 Hug(Br — Ba)tP2T 1 (t.0.p.i.)
+upag, (B — Bs)t7 T 4 (t.0.5.)]
= uguo(By — Bo)tlmom Tt 4 (fop i)

+ugag,vo(Br — Bg)tlHo At 4 (t o).

Veja que, de (3.9), temos (ug — 1)vy + fa + dug = va + vp.

Denotando w3 = voy“ tw; — (81 — f2) fodx, temos

wf(@?)) — 'UOUO(BI _ 62)t(u0—1)v1+52+4u0 + (t.O.p.i.) + Voo g, (61 . BS)t(uo—l)v1+53+v0
+ (tOS) — U()U()(ﬁl - 52)tv2+v0 + (tOpl)

— VoUpQ g, (Bl — Bg)tv2+ﬁ3+v0 + (tOS)
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Temos que E3(w3) = (ug — 1)vy + B3 +vg e ve(ws) > (ug — 1)v1 + P2 + vo = v2 + vp.

S3
Vamos apresentar um ntimero finito s3 de diferenciais 7; tais que v <"J13 - Z aml> =
=1
(uo — 1)v1 + B3 + vo, em que oy € C.
Além disso, como no caso de W, temos que um termo de 1 ¢(ws) com ordem inferior
a (ug — 1)vy + B3 + vo coincide com a ordem de n; = d(x'y/ f5);1 > 0,0 < j <wug—1e
0 <k <1, oucom aordem de 1, = z'y/w;, com 0 <i<u; —2e0<j<uy—2 (vejaa

Observagao 3.2.1).

Como analisado anteriormente, considerando v¢(n,) > v(ws) > (ug — 1)vy + B2+ vg

e examinando as possibilidades para 7;, temos:

E3(d($iyj)) = Vf(d(ﬁiyj)) + 03 —v1 > (up—1Dvs+ Pa+vo+ s — 11

Ug 1 U1+B3+U0:E3(Qf)3);

ES(d<xiZ/jf2)) = Vf(d<$iyjf2)) + 03— 02 > (up— 1)vi + B2+ v+ B3 — 3o

Es(z'yw) = vp(@'y’wi) + B3 — B2 > (ug— L)vy + B2+ vo + B3 — o

(
(
(
(
(
(

- 1)
—1)

up — LYoy + vg + B3 = Es(ws);
-1

uo — L)v1 + vo + 3 = Es(w@s).

Deste modo, podemos obter um nimero finito s3 de diferenciais n;, [ = 1,...,s3 de

s3
modo que w3 = w3 — » oy com oy € C e vp(ws) = Es(w;). De (3.9), (3.10) e (3.15)
=1
segue que

vi(ws) = (uo—1)vy +v9+ P35 = vy — o+ v3 — 205+ F2 + 1y

= w3+ v+ vy — Ruy — Svg = v3 + v9 + vg — Rup — Svg + upvy — uqvg
v3 + vy — (S — 1)vg se R=0

v3 4+ vy + (up — R)vy — (u1 + S — 1)y se R #D0.

Note que v¢(ws) é uma lacuna especial nao obtida anteriormente, bem como as
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lacunas

; vs+vg— (S —1—1)vg com 0<i<S—-2s5¢eR=0
Vf($w3)=

vs+va+ (ug—Rvy — (w1 +S—1—1i)vg com 0<i<u;+S—2 se R#0.

Observe ainda que a quantidade de lacunas obtidas a partir de w3 depende dos
valores de R e S.

Por fim, vamos obter lacunas especiais a partir das diferenciais dadas pelas expres-

soes Wy ; = y' (viz**twy — (81 — B2) fady) para 0 < i < ug — 2. Temos que

V(W) = (" +172 + (t.0.p.d.) + agt™ + (t.0.8.))" - {uovl(ﬁl — [2)t " + (t.0.p.i.)
+U0’U16L53 (Bl — 63)t53+u1v0 + (tOS) — Uovl(ﬁl — 62)tv2+vl + (tOpl)

— U(ﬂ)l(ﬂl — 62)@/33tv2+’837ﬁ2+v1 + (tOS)} .

Note que vy(Wy;) > v + (i + 1)vy, E3(Wy;) = va+ (i + 1)vy + B3 — B2 ¢ Cs(wy;) =
UpV1G3, (52 - 53)-

Além disso, vy + (i + 1)v; > vy 4+ vy. Deste modo, como nas andlises anteriores,
para todo termo de w,; com ordem inferior a E3(w,;), existe uma diferencial 7, da forma
d(z"y/ f¥) comr >0,0<j <wug—1,0<k <1 ouda forma 2"y/w;, com 0 <r < uy — 2
e 0 <7 < wuy— 2, que atinge a ordem do termo mencionado. Vamos mostrar que existe
um numero finito s4 de diferenciais 7;,, 1 < | < s4, como descrito anteriormente, com
vi(m) > ve + (i + 1)vy e Es(n) > Es(Wa;).

Como antes temos:

Es(d(z"y’)) = vp(d(z"y’)) + B3 — i > va + (i + Doy + B3 — B > Es(wa);
E3(d(z"y' f2) = vi(d(a"y' fa)) + B3 — Ba > va + (i + 1)vy + B3 — Bo = E3(Wyy);
Es(2"yw,) = l/f(x"ijl) + B3 — Ba > va + (i + 1)vy + f3 — B2 = E3(Wy;).
54
Desta forma, podemos obter 7; com 1 < [ < s4 tais que wy; = Wa; — Zam; com

=1
a; € C e que satisfaz ve(wy ;) = Es(Wy;) = va + (1 + 1)vy + B3 — Po.
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Como v3 = 2vy + B3 — [y € 2v9 = Ruy + Svy, temos

vi(wy;) = Ez(Wy;) =ve+ (i +1)v + 3 — B
= v3+ve+ (i + 1)vy — 20,
v3+ v+ (i +1— R)vy — Svg se 1+1>R
v+ v+ (ugp— R+1+4)v; — (ug1 +S)vy se i+1<R.

Note que v¢(w,4;) nos dd uma lacuna especial que nao foi considerada anteriormente,

bem como as lacunas:

vi(ziwy ;) = vy +ve+ (i +1— R)vy — (S — j)vo, 0<j<sS—-1 sei+1>R

vi(@dwg;) =vs+va+ (ug— R+1+d)v; — (w1 +S —j)vg, 0<j<u;+S—-1 sei+1<R.

Vamos proceder a contagem das lacunas especiais obtidas anteriormente, isto é:

Vf(xaybwl) = v+ b+ —(ur—a—1Dvy, 0<a<u; —2e0<b<uy—2;
vi(z®weyp) = vs+(b+1vi —(u1—a—1vy, 0<a<u; —2e0<b<uy—2
. v3+va—(S—1—¢c)vg, 0<c<S—2eR=0
l/f(.]?U)3) =
vs3+va+ (up—R)vy —(u1 +S—1—¢c)vg, 0<c<u; +S5—2eR#O0;
J v3+va+ (b+1—R)vy —(S—d)vg, 0<d<S—1emax{0,R—1} <b<wuy—2
I/f(m w4,b) =
v3tve+ (ug+b+1—Rvy —(u +S—d)vg, 0<d<u;+S—-1e0<b<R-1

Se , entao 4us = 2v9 = Svg = 4Suy e o nimero de lacunas especiais obtidas

Se , entao 4uy = 2vy = v1 + Svy = 4(u; + Suy) e as lacunas especiais obtidas
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tém quantidade igual a:

Se , entdo 4uy = 2vs = Rvy + Svy = 4(Ruy + Sug) e teremos obtido um

numero de lacunas especiais igual a:

Como o semigrupo da semirraiz caracteristica fa é (2ug,2uq, us), cujo condutor é
pe = us + (ug — 1)2up — 2up + 1 = ug + 2(ug — 1)(u; — 1) — 1, segue do Teorema 3.1.6
que obtemos todas as lacunas especiais para C; e, consequentemente, temos descrito

diferenciais cujas ordens correspondem aos elementos de Ay \ I'y.

Exemplo 3.2.4 Considere a curva C; dada pela parametrizagio (t*2,¢'6 + 22 +%3) cujo
semigrupo € I'y = (12,16, 54,109) que satisfaz as hipdteses desta secio. Neste caso, temos
[y =(6,8,27), #(A;\T'y) = 38, A = By = 22, ngvg = Ru1+Svg = g € fo = y> — 2t —3a®,
observe que fs mdo € uma semirraiz caracteristica. Temos as sequintes lacunas especiais

e as respectivas diferenciais que nos permitem determind-las:

v3+ove+203 =195 | 183 171 159 147 135 123 111 99 87 75 63 51 39 27 15 3
v3 +v2 +v1 =179 167 155 143 131 119 107 95 83 71 59 47 35 23 11
v3 + v2 = 163 151 139 127 115 103 91 79 67 55 43 31 19 7
v3 4 2v1 = 141 129 117 = 105 93 81 69 57 45 33 21 9
v3 +v1 =125 113 101 89 T 65 53 41 29 17 5
vz = 109 97 85 73 61 49 37 25 13 1
v 4 2v1 = 86 74 62 50 38 26 14 2
vz +v1 =70 58 46 34 22 10
vo = 54 42 30 18 6
2v1 = 32 20 8
v = 16 4
0
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vi(wi)) = wg+v1 — (ug — 1)vg = 34;
vi(y-wi1) = wvz+ (14 1)v1 — (ug — 1)vp = 50;
vi(z3 w1+ (3/8)f2dy) = w3z +wv2+ (uo — R+ 1)v1 — (ug + S)vg = 71;
vi(y- (2 w1+ (3/8)f2dy)) = wz+v2+ (1+uo— R+ 1)vs — (u1 + S)vo = 87;
vi(f2 w1+ (27/8)x%dy) = wvsz+v1 — (u1 — 1)ve = 89;
vi(y- (f2-w1+ (27/8)2%dy)) = wvs+ (1+1)v1 — (u1 — 1)ve = 105.

Exemplo 3.2.5 Considere a curva C; dada pela parametrizagio (t*2,¢*6 + ' +'9) cujo
semigrupo € I'y = (12,16,50,101) que satisfaz as hipdteses desta se¢ao. Neste caso,
Iy = (6,8,25), #(Af\I'y) = 36, A = B2 = 18, ngvy = Ruy + Svy = v1 + Ty e temos
3 3 3 4 ~ . . . sy .
fo=y 5T YT, observe que fs ndo é uma semirraiz caracteristica. Temos as sequintes

lacunas especiais e as respectivas diferenciais que nos permitem determind-las:

vz +wve+2vp =183 | 171 159 147 135 123 111 99 87 75 63 51 39 27 15 3
vz +v2+wvy =167 | 155 143 131 119 107 95 8 71 59 47 35 23 11
vz 4+ vg = 151 139 127 115 103 91 79 67 55 43 31 19 7
v3 + 2v1 = 133 121 109 = 97 85 73 61 49 37 25 13 1
v3 + v = 117 105 93 81 69 57 45 33 21 9
vz = 101 89 T 65 53 41 29 17 5
vo + 2v1 = 82 70 58 46 34 22 10
v + v1 = 66 54 42 30 18 6
v = 50 38 26 14 2
2v1 = 32 20 8
v = 16 4
0
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vy(w1)
ve(y - w1)
vi(a® - w1 + (1/8) fady)

ve(y - (2® - w1 + (1/8) f2dy))

vi(f2 w1+ (3/2)y’z’dx)

vi(y - (f2- w1+ (3/2)x"dx))

ve + vy — (u1 — 1)vg = 30;
vz + (1 + 1)v1 — (u1 — 1)vo = 46;
v + v2 + (uop — R+ 1)vi — (u1 + S)ve = 67;

v +v2 + (1 +up — R+ 1)vy — (u1 4+ S)vog = 83;

U3 + U1 — (’LL] - 1)’00 = 81;

V3 + (1 —|— 1)’U1 - (u1 - 1)’U() = 97.

Exemplo 3.2.6 Considere a curva C; dada pela parametrizagio (1'%, + % + %) cujo

semigrupo € I'y = (12,16,58,117) que satisfaz as hipdteses desta se¢ao. Neste caso,
Iy = (6,8,29), #(Ay \ ') = 40, A = By = 26, navy = Rvy + Svy = 2v1 + Tug e temos

fo =y —a* =325, observe que fo ndo é uma semirraiz caracteristica. Temos as sequintes

lacunas especiais e as respectivas diferenciais que nos permitem determind-las:

vz +v2 +2v1 =207 | 195 183 171
vz +v2+v1 =191 | 179 167 155
v3 + vy = 175 163 151 139
v3 4+ 2v1 = 149 137 125 @ 113
vy +v1 = 133 121 109 97
vz = 117 105 93 81
v2 + 2v1 = 90 78 66 54
v +v1 =74 62 50 38
vy = 58 46 34 22

2u1 = 32 20 8

v =16 4

159 147 135 123 111 99 87 (75 63 51 39 27 15 3
143 131 119 107 95 83 71 59 47 35 23 11

127 115 103 = 91 79 67 55 43 31 19 7

101 89 7 65 53 41 29 17 5

85 73 61 49 3r 25 13 1

69 57 45 33 21 9

42 30 18 6

26 14 2

10
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vy(ws)

vy(y - wi)

vy (@® - w1 + (5/8) f2dy)
vs(y - («® - w1+ (5/8) f2dy))
ve(y? - w1 + (5/6) fadx)
vi(f2 w1 + (15/2)a" dx)

vi(y - (f2 - w1 + (45/8)x8dy))

vg + v1 — (u1 — 1)ve = 38

v+ (14 1)vy — (u1 — 1)vg = 54

vz +v2 4+ (uo — R+ 1)vy — (u1 + S)vo =75

vz +v2+ (14+ug— R+ 1)vy — (u1 + S)vg =91
v +v2+ (wo— R)v1 — (U1 + 85 —1)vg =71

vs + 01 — (us — 1)vo = 97

v3+ (1 4+ 1)vy — (u1 — 1)vg = 113.
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