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Resumo

Neste trabalho, estudamos como dados analíticos de uma semirraiz Ci de uma curva

C determinam dados analíticos da própria curva C.

Mais especificamente, considerando o conjunto de valores de diferenciais Λi de Ci,

mostramos como podemos determinar parte do conjunto de valores de diferenciais Λ de

C. Como consequência deste fato, podemos obter um limitante superior para o número

τ de Tjurina de C em termos do semigrupo Γ = 〈v0, v1, . . . , vg〉 de C e relacionar τ com

o número de Tjurina de Ci.

Particularmente, para o caso em que mdc(v0, . . . , vg−1) = 2, mostramos que τ se

expressa única e exclusivamente em termos de Γ, generalizando um resultado de Luengo

e Pfister (1990), bem como respondemos de modo mais geral a uma questão de Watari

(2019).

Palavras-chaves: curvas irredutíveis planas, semirraízes, lacunas especiais, número de

Tjurina.





Abstract

In this work we study how the analytical data of a semiroot Ci of an irreducible

plane curve C determine the analytical data of C itself.

More specifically, considering the set of values of differentials Λi of Ci we show how

we can determine part of the set of values of differentials Λ of C. As a consequence of this

fact, we can obtain a upper bound for the Tjurina number τ of C by means the semigroup

Γ = 〈v0, v1, . . . , vg〉 of C and we relate τ with the Tjurina number of Ci.

Specifically, for the case gcd(v0, . . . , vg−1) = 2, we show that τ can be express solely

in terms of Γ that generalizes a result by Luengo e Pfister (1990) and we answer in a more

general way a question ask by Watari (2019).

Key-words: irreducible plane curves, semiroots, special gaps, Tjurina number.





Lista de símbolos

O índice f presente em alguns dos símbolos abaixo tem a função de indicar que

tal símbolo está associado a uma curva Cf . Ao longo do texto, alguns destes símbolos

poderão ser apresentados sem o índice a fim de aliviar a notação. Tenha em mente que ao

omitirmos o índice fica entendido que tal símbolo está associado a uma curva Cf , a qual

deve estar fixada em tal contexto e jamais estará relacionado a uma de suas semirraízes.

C{x, y} anel das séries de potências convergentes p. 1

mult(f) multiplicidade da série de potências f p. 1

M = 〈x, y〉 ideal maximal do anel C{x, y} p. 1

Cf curva plana definida pela série f ∈ C{x, y} p. 3
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〈f〉
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εj mdc(β0, . . . , βj) p. 6

Of fecho integral do anel local Of p. 7
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λ invariante de Zariski p. 15

Ω1 C{x, y}−módulo das 1-formas holomorfas p. 15

F(f) f · Ω1 + C{x, y} · df p. 15

Ωf = ΩOf/C = Ω1

F(f) módulo de diferenciais de Kähler de Cf p. 15

Tf submódulo de torção de Ωf p. 16

Λf conjunto de valores de Ωf p. 16

f · Ω(log Cf )
{
w ∈ Ω1; w ∧ df
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∈ 〈f〉

}
p. 18

res(ω) resíduo de ω p. 19

Rf módulo de resíduos logarítmicos de Cf p. 19
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Pf (ω) polar da 1-forma ω p. 22

(J(f) : f) ideal cofator de f p. 22

Ps elementos de C{x}[y] com grau em y menor que s p. 25



E(f) denota o conjunto Pndx+ Pn−1dy p. 25

G(f) denota o conjunto C{x, y}df + C{x, y}fdx p. 25

H(f) denota o conjunto C{x} · df + Ω1 · f p. 25
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))
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PKs elementos de K[y] com grau em y menor que s p. 27

Θf função Θf : Λk → Γf ∪ {∞} p. 54

ρk função ρk : Λk \ Γk → Λf \ Γf p. 56

(t.o.p.i.) termos de ordem par intermediários p. 80

Ei(h) menor expoente divisível por εi, mas não divisível por
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Introdução

A partir da década de 20 do século passado, matemáticos conseguiram grandes avan-

ços ao utilizar técnicas e ferramentas algébricas para estudar propriedades geométricas

de certos objetos, o que deu um novo rumo para a Geometria Algébrica e a Teoria de

Singularidades.

Um assunto que ilustra esta associação de ideias de subáreas distintas da Matemática

foi o da classificação topológica e analítica de curvas irredutíveis planas.

No caso da classificação topológica de curvas planas a questão pode ser traduzida

em termos de invariantes discretos (todos equivalentes) e que caracterizam totalmente

a classe topológica, como por exemplo, os expoentes característicos, o semigrupo Γ de

valores, etc. As referências Brieskorn e Knörrer (1986) e Zariski (2006) abordam muito

bem tal assunto.

Abhyankar e Moh (1973), introduzem o conceito de raízes aproximadas, que são

casos particulares de semirraízes, de uma curva irredutível plana Cf . As semirraízes

de Cf são também curvas planas irredutíveis cujo semigrupo permite recuperar parte do

semigrupo de valores da curva Cf e cujo número de Milnor, um invariante topológico, pode

ser relacionado com o número de Milnor de Cf . Em Popescu-Pampu (2003) encontramos

uma boa abordagem do assunto.

A classificação analítica é um problema mais fino e não pode ser resolvido por meio

de um conjunto discreto de invariantes. No entanto, podemos fixar uma classe topológica

e estratificá-la por meio de invariantes analíticos de modo a considerar a classificação

analítica em cada um dos estratos. Dentre os invariantes analíticos mais considerados na

literatura destacamos o número de Tjurina τ e o conjunto de valores de diferenciais Λ.

O conjunto Λ é um invariante mais fino que τ, no sentido de que Λ e Γ o determinam.

Em Hefez e Hernandes (2011) é apresentada uma solução para a classificação analítica de

curvas irredutíveis planas utilizando estratificação da classe topológica fixa pelo conjunto

Λ.

No presente trabalho estamos interessados em abordar os invariantes analíticos men-

cionados anteriormente. Mais precisamente a linha mestra de nossos estudos é o enten-



dimento de como os invariantes analíticos de uma semirraiz influencia nos respectivos

invariantes analíticos da curva original.

O trabalho está estruturado como descrito a seguir.

O Capítulo 1 é dedicado a apresentar os resultados conhecidos na literatura e que

utilizaremos no trabalho. Abordamos sucintamente alguns resultados gerais com respeito

à séries de potências, os conceitos de curvas planas, parametrizações e semirraízes que se-

rão considerados no texto. Reservamos uma seção para reunir os principais resultados que

utilizaremos relacionados à classificação topológica, analítica e os invariantes correspon-

dentes. As noções de resíduos e formas logarítmicas, exploradas por Saito, são incluídas

na última seção do capítulo. Os resultados que não julgamos clássicos são apresentados

sempre mencionando uma referência em que o leitor os poderá encontrar.

No Capítulo 2 apresentamos os resultados principais deste trabalho. Explorando

resultados de Briançon, Maisonobe e Torreli mostramos como os conjuntos de valores

do módulo de resíduos, do ideal cofator e o conjunto Λ se determinam mutuamente.

Tais resultados, juntamente com o conhecimento de uma função que introduzimos na

Seção 2.2, possibilitam descrever elementos de Λ que são obtidos por meio do respectivo

conjunto associado a uma semirraiz. Estes resultados permitem obter uma estimativa

para o número de elementos de Λ \ Γ para qualquer curva que possui uma semirraiz

previamente fixada.

Utilizando os resultado do Capítulo 2, apresentamos no Capítulo 3, resultados que

fornecem um limitante superior para τ utilizando informações topológicas, tal resultado

pode ser considerado como um análogo ao sugerido por Dimca e Greuel (2018) em que

os autores sugerem um limitante inferior para τ. O resultado que apresentamos também

permite estabelecer um limitante superior para τ utilizando o número de Tjurina de uma

semirraiz. No caso particular de curvas Cf com semigrupo Γ = 〈v0, . . . , vg−1, vg〉 com

ng = mdc(v0, . . . , vg−1) = 2 e g ≥ 2, mostramos que o número de Tjurina Cf é sempre o

mesmo e descrito em termos topológicos, fato que mostramos não ocorrer se ng > 2. Tal

resultado é uma generalização do apresentado por Luengo e Pfister (1990) para curvas

com semigrupo 〈2p, 2q, v2〉 e responde de maneira mais geral a uma questão apresentada

por Watari (2019). Finalizamos o capítulo, apresentando explicitamente uma construção



que permite obter diferenciais que atingem as ordens prescritas para uma classe de curvas

com semigrupo 〈4u0, 4u1, 2u2, u3〉.





Preliminares

Capítulo 1

Curvas planas é um assunto muito rico em Geometria Algébrica e na Teoria de

Singularidades com uma vasta literatura sobre o assunto.

Neste capítulo vamos nos limitar a apresentar os principais resultados que utili-

zaremos no decorrer deste trabalho, indicando referências em que uma justificativa dos

mesmos possa ser encontrada. Dentre as principais referências para este capítulo destaca-

mos os livros: Brieskorn e Knörrer (1986) e especialmente, a referência Hefez (2003) que

será amplamente citada, não se limitando a este capítulo.

Antes de abordarmos curvas planas analíticas irredutíveis, tema central deste tra-

balho, recordemos alguns resultados referentes às séries de potências.

Embora grande parte dos conceitos e resultados deste capítulo sejam válidos em um

contexto mais geral, vamos nos restringir apenas ao caso que nos será útil.

1.1 Séries de Potências

Denotamos por C{x, y} o anel de séries de potências convergentes nas variáveis x e

y com coeficientes em C. Dado f ∈ C{x, y}, podemos escrever f =
∞∑
i=0

Pi = P0 +P1 + · · · ,

onde cada Pi ∈ C[x, y] é um polinômio homogêneo de grau i.

Temos que C{x, y} é um domínio Noetheriano local e de fatoração única cujo ideal

maximal é M = 〈x, y〉. Deste modo, um elemento f =
∞∑
i=0

Pi ∈ C{x, y} é invertível se, e

somente se, P0 6= 0.

Seja f ∈ C{x, y} \ {0} tal que f = Pn + Pn+1 + · · · , onde cada Pj é um polinômio

homogêneo de grau j e Pn 6= 0. O polinômio homogêneo Pn é chamado a forma inicial de

f . O natural n é chamado de multiplicidade de f e é denotado por mult(f). Se f = 0,

definimos mult(f) =∞.

Sejam f, g ∈ C{x, y}. Temos que mult(f · g) = mult(f) + mult(g), bem como

mult(f ± g) ≥ min{mult(f),mult(g)}, com igualdade sempre que mult(f) 6= mult(g).

Dizemos que f ∈ C{x, y} é y−regular se mult(f(0, y)) = mult(f).

Dado f ∈ C{x, y} com mult(f) = n, sempre existe um automorfismo linear T de
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C{x, y} tal que T (f) é y−regular. De fato, se f =
∞∑
j=n

Pj, (Pn 6= 0) é a expansão de f em

polinômios homogêneos, então

Pn(x, y) =
∑
i+j=n

bijx
iyj.

Se bij = 0 para todo i 6= 0, então f já é y−regular.

Suponha que exista bij 6= 0 para algum i > 0.

Considerando as coordenadas y′ = T (y) = y e x′ = T (x) = x − εy, com ε ∈ C,

temos que mult(Pk(x′, y′)) = k e o coeficiente de (y′)n em Pn(x′, y′) é

c(ε) =
∑
i+j=n

(−1)ibijεi.

Como existe bij 6= 0 para algum i > 0, o polinômio c(ε) é não constante. Escolhendo

ε ∈ C de modo a não anular c(ε), temos que f(x′, y′) é y′−regular.

O teorema a seguir, demonstrado por Weierstrass em 1860 para séries de potências

em C{x1, . . . , xr} e apresentado aqui para r = 2 é fundamental na teoria de curvas planas.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Preparação de Weierstrass) Sejam f(x, y) ∈ C{x, y}

uma série de potências y−regular e n = mult(f). Então, existem únicos elementos

u(x, y) ∈ C{x, y} e bi(x) ∈ C{x}, i = 1, . . . , n, tais que

f(x, y) =
(
yn + b1(x)yn−1 + · · ·+ bn(x)

)
· u(x, y)

com bi(0) = 0 e u(0, 0) 6= 0.

Demonstração: Veja o Teorema 1 da seção 8.2 de Brieskorn e Knörrer (1986).

O polinômio yn + b1(x)yn−1 + · · ·+ bn(x) ∈ C{x}[y] destacado no teorema anterior

é chamado de Polinômio de Weierstrass associado à f(x, y).

Observação 1.1.2 Pelo exposto acima, dada f ∈ C{x, y} existe um automorfismo linear

T e uma unidade u de C{x, y} tais que u ·T (f) ∈ C{x, y} é um polinômio de Weierstrass.
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1.2 Curvas Planas

Sejam U um conjunto aberto em C2 e X ⊂ U . Dizemos que X é analítico em x0 ∈ U

se existir uma vizinhança V de x0 em U e f ∈ C{x, y} tais que

X ∩ V = {z ∈ V ; f(z) = 0}.

Temos que X é um subconjunto analítico de U quando X é analítico em todo ponto

x0 ∈ U .

Sejam U e U ′ abertos em C2, X ⊂ U e X ′ ⊂ U ′ subconjuntos analíticos. Os

conjuntos X e X ′ definem o mesmo germe de conjunto analítico em x0 ∈ X ∩X ′ se existe

uma vizinhança V ⊂ X ∩X ′ de x0 tal que

X ∩ V = X ′ ∩ V.

Escrevemos (X, x0) para o germe de conjunto de X em x0. Neste caso, X é chamado

de representante do germe (X, x0).

Dado um ideal não nulo 〈f〉 ⊂ M = 〈x, y〉 ⊂ C{x, y}, um germe de conjunto dado

por Cf = {z ∈ U | f(z) = 0} em que U é uma vizinhança de 0 ∈ C2 é chamado de (germe

de) curva analítica plana.

Dizemos que Cf é irredutível se f ∈ C{x, y} é irredutível. Neste caso, diremos

simplesmente que Cf é um ramo plano.

No restante deste trabalho, vamos nos ater somente ao caso de ramos planos.

Dadas duas curvas planas Cf e Ch temos que Cf = Ch se, e somente se, 〈f〉 = 〈h〉

ou, equivalentemente, f = u ·h em que u ∈ C{x, y} é uma unidade. Note que deste modo,

podemos definir a multiplicidade de uma curva Cf por mult(Cf ) = mult(f).

Neste trabalho estaremos interessados em objetos invariantes segundo duas relações

de equivalência: a topológica e a analítica.

Definição 1.2.1 Sejam Cf e Cg curvas planas. Dizemos que Cf é analiticamente

equivalente a Cg quando existem vizinhanças da origem U, V ⊂ C2 e um difeomorfismo
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analítico φ : U → V tal que φ(Cf ∩ U) = Cg ∩ V. Quando a aplicação φ é apenas um

homeomorfismo dizemos que Cf é topologicamente equivalente à Cg.

A equivalência analítica pode ser expressa de vários modos, uma destas maneiras se

baseia no objeto que definimos a seguir.

Definição 1.2.2 Seja Cf uma curva plana, o anel local de Cf é o anel quociente

Of = C{x, y}
〈f〉

.

Veja que o anel local de uma curva está realmente bem definido, pois se Cf = Cg,

então Of = Og.

Teorema 1.2.3 Sejam Cf e Cg curvas planas. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Cf é analiticamente equivalente à Cg.

2. Of é isomorfo a Og como C−álgebra.

3. As séries f e g são K−equivalentes, isto é, existem um automorfismo Φ de C{x, y}

e uma unidade u de C{x, y}, tais que u · Φ(f) = g.

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada em (HEFEZ, 2003, Seções 3.5 e

4.1). Para a equivalência 1.⇔2. pode-se consultar ainda o Corolário V.1.2 de Sebastiani

(2004).

Em virtude da Observação 1.1.2 e do teorema anterior, dada uma curva plana Cf ,

a menos de equivalência analítica, podemos supor que f ∈ C{x}[y] é um polinômio de

Weierstrass.

Uma vez que, como vimos anteriormente, um ramo plano Cf pode ser dado pelo

germe de conjunto {(α1, α2) ∈ U ; f(α1, α2) = 0} onde U é uma vizinhança da origem em

C2 e f ∈ C{x}[y] irredutível, é natural estudar as soluções de f(x, y) = 0.

Se f ∈ C{x}[y] é um polinômio de Weierstrass com mult(f) = n, então existe um

algoritmo, que utiliza o polígono de Newton de f , que permite encontrar uma solução

para f(x, y) = 0 até a ordem desejada (BRIESKORN; KNÖRRER, 1986, Seção 8.3).
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Mais ainda, as soluções de f(x, y) = 0 são da forma ϕ(x 1
n ) =

∞∑
i≥n

bix
i
n . Se tomarmos

t = x
1
n , então temos que f (tn, ϕ(t)) = 0 (BRIESKORN; KNÖRRER, 1986, Teorema 1,

Seção 8.3).

Definição 1.2.4 O par (tn, ϕ(t)) =
tn, ∞∑

i≥n
bit

i

 ∈ C{t} × C{t} descrito acima é cha-

mado de Parametrização de Newton-Puiseux de Cf , ou simplesmente parametri-

zação de f .

Se ϕ(x 1
n ) =

∞∑
i≥n

bix
i
n é uma das raízes de f ∈ C{x}[y], temos que (BRIESKORN;

KNÖRRER, 1986, Teorema 2, Seção 8.3)

{
ϕ
(
ζx

1
n

)
; ζ ∈ G0

}

é o conjunto de todas as raízes de f(x, y) = 0, onde G0 = {ζ ∈ C; ζn = 1} e mult(f) = n.

Em particular,

f(x, y) =
∏
ζ∈G0

(
y − ϕ

(
ζx

1
n

))
.

1.3 Classificação topológica de ramos planos

A classificação topológica de ramos planos (como germes imersos em C2) foi dada

por Brauner, Burau e Zariski em meados dos anos 30 do século passado, veja (ZARISKI,

1932). A topologia local de um ramo plano pode ser descrita por meio de vários conjuntos

de invariantes discretos distintos, mas que se determinam mutuamente, por exemplo: os

expoentes característicos, o semigrupo de valores, os pares de Puiseux, a sequência de

multiplicidades em uma resolução canônica da curva, etc.

Nesta seção, vamos apresentar sucintamente as principais propriedades dos expoen-

tes característicos e do semigrupo de valores.

Seja f uma série de potências irredutível de multiplicidade n com parametrização
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de Newton-Puiseux dada por


x = tn

y = ϕ(t) =
∑
i≥m

ait
i, am 6= 0, m ≥ n.

Definimos duas sequências (εi) e (βi) de números naturais associadas à Cf como segue:

ε0 = β0 = n;

βj = min{i; i 6≡ 0 mod εj−1 e ai 6= 0}, se εj−1 6= 1; (1.1)

εj = mdc(εj−1, βj) = mdc(β0, . . . , βj).

Uma vez que εj < εj−1 e εj divide εj−1, para todo j ≥ 1, temos que existe g ∈ N tal

que εg = 1, isto é, a sequência (εi) é finita e decrescente. Consequentemente a sequência

(βj) é crescente e para em βg.

Definição 1.3.1 Os expoentes característicos de f (ou de Cf) são os (g+1) números

naturais (β0, β1, . . . , βg). O número gf = g é chamado de gênero da curva.

Com as notações acima, podemos escrever a parametrização de f como segue:


x = tn

y = p(tn) +
β2−1∑
i=β1

ait
i + · · ·+

βg−1∑
i=βg−1

ait
i +

∑
i≥βg

ait
i,

(1.2)

onde p(t) ∈ C[t] e aβ1 · · · aβg 6= 0. Pela definição dos β′js, podemos facilmente deduzir

que os coeficientes da parametrização acima possuem a seguinte propriedade: se i e j são

inteiros tais que βj−1 < i < βj, e se εj−1 não divide i, então ai = 0.

Reciprocamente, dada qualquer sequência crescente de números naturais primos

entre si β0, . . . , βg, tal que os inteiros definidos por εj = mdc(β0, . . . , βj) são estritamente

decrescentes, então esta sequência corresponde à expoentes característicos de algum ramo

plano Cf (HEFEZ, 2003, Teoremas 6.13 e 6.14).
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O fecho integral Of do anel local Of da curva Cf é um domínio de valorização discreta

e Of é isomorfo à C{t}, cuja valorização normalizada é dada por νf (α(t)) = mult(α(t))

para todo α(t) ∈ Of em que νf (0) =∞.

Uma vez que a sequência

0 −→ 〈f〉 −→ C{x, y} −→ C{tn, ϕ(t)} −→ 0

h 7−→ h(tn, ϕ(t))

é exata, temos que Of ≈ C{tn, ϕ(t)} ⊂ C{t} ≈ Of em que (tn, ϕ(t)) é uma parametrização

de f .

No que segue, vamos identificar Of com C{tn, ϕ(t)}.

Dado h ∈ C{x, y} temos que h(tn, ϕ(t)) ∈ Of ⊂ Of e temos, veja (HEFEZ, 2003,

Teorema 4.17), que

νf (h) := νf (h(tn, ϕ(t))) = I(f, h) := dimC

C{x, y}
〈f, h〉

.

Definição 1.3.2 O semigrupo de valores associado ao ramo Cf é o conjunto

Γf = {νf (h); h ∈ C{x, y} \ 〈f〉} ⊆ N.

Listaremos agora algumas propriedades do semigrupo de uma curva irredutível.

Todo semigrupo Γf de uma curva irredutível Cf possui um condutor, isto é, existe

um elemento µf ∈ Γf tal que todo natural k ≥ µf pertence à Γf e µf − 1 /∈ Γf . Temos

que µf coincide com o número de Milnor de f , ou seja, µf = I(fx, fy) = dimC

C{x, y}
〈fx, fy〉

(HEFEZ, 2003, Teorema 7.18). Temos que ](N\Γf ) = µf
2 . Além disso, temos que γ ∈ Γf

se, e somente se, µf − 1− γ /∈ Γf (HEFEZ, 2003, Proposição 7.6).

O semigrupo Γf é finitamente gerado, isto é, existem m1, . . . ,mr ∈ N \ {0} tais que

Γf = 〈m1, . . . ,mr〉 := m1N + · · · + mrN e mi /∈ 〈m1, . . . ,mi−1,mi+1, . . . ,mr〉. Nestas

condições, {m1, . . . ,mr} é um sistema mínimo de geradores de Γf .

O menor elemento de Γf \ {0} é o inteiro mult(f) = n = v0.

Sejam (tn, ϕ(t)) com ϕ(t) =
∞∑
i≥n

ait
i uma parametrização e (β0, β1, . . . , βg) os expo-
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entes característicos de Cf . Para cada j = 1, . . . , g definimos

Pj(t) =
∑

n≤i<βj
bit

i e Gj = {ζ ∈ C; ζεj = 1}.

Note que Gj é o grupo das εj−ésimas raízes da unidade e

G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gg = {1}.

Observação 1.3.3 Definindo n0 := 1, denotamos por nj a ordem do grupo quociente
Gj−1

Gj

, isto é, nj = εj−1

εj
e definimos n0 := 1. Temos:

i) nj > 1 para 1 ≤ j ≤ g;

ii) n0n1n2 · · ·niεi = ε0 = n. Em particular, n0n1 · · ·ng = n;

iii) ni+1 · · ·ng = εi
εg

= εi.

Se ζ ∈ G0

Gj−1
, indicamos Pj(ζt) := Pj(ζt).

Definição 1.3.4 Para cada j = 1, . . . , g denotamos

fj(x, y) =
∏

ζ∈ G0
Gj−1

(
y − Pj(ζx

1
n )
)
∈ C{x}[y].

Note que o grau de fj ∈ C{x}[y] com respeito a variável y é gr(fj) = n

εj−1
e fj

é irredutível por ser o polinômio minimal de Pj(x
1
n ) sobre o corpo de frações C((x)) de

C{x}.

Considere os inteiros v0 = β0 = n e vj = νf (fj) se j = 1, . . . , g. O resultado a seguir

permite obter geradores minimais de Γf .

Teorema 1.3.5 (1) Temos que v1 = β1 e para cada j = 2, . . . , g temos

vj =
j−1∑
k=1

εk−1 − εk
εj−1

βk + βj. (1.3)
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(2) Se gry(h) < n1 · . . . · nj = n

εj
, então νf (h) ∈ 〈v0, . . . , vj〉. Em particular,

Γf = 〈v0, . . . , vg〉.

(3) Temos que εj = mdc(εj−1, vj).

Demonstração: A justificativa pode ser encontrada em Hefez (2003, Teorema 6.12). Em

particular, para a afirmação (1) o resultado segue da avaliação νf (fj), em que fj é como

descrito na Definição 1.3.4.

Destaquemos alguns pontos da justificativa que serão retomados mais adiante neste

trabalho.

Se (tv0 , ϕ(t)) com ϕ(t) =
∞∑
i≥v0

ait
i é uma parametrização para Cf , temos que

fj(tv0 , ϕ(t)) =
∏

ζ∈ G0
Gj−1

 ∞∑
v0≤i

ait
i −

∑
v0≤i<βj

aiζ
iti

 =
∏

ζ∈ G0
Gj−1

 ∑
v0≤i<βj

ai(1− ζ i)ti +
∑
βj≤i

ait
i

 .
(1.4)

Pelo Lema 6.10 de Hefez (2003), temos que

∑
v0≤i<βj

ai(1− ζ i)ti +
∑
βj≤i

ait
i =


aβk(1− ζβk)tβk + (t.o.s.) se ζ ∈ Gk−1 \Gk

aβj t
βj + (t.o.s.) se ζ ∈ Gj−1,

com ζβk 6= 1 se ζ ∈ Gk−1 \Gk e (t.o.s.) indica termos de ordem superior.

Como cada conjunto Gk \ Gk+1 admite εk − εk+1

εj−1
classes distintas de Gj−1, expan-

dindo a expressão (1.4), obtemos

fj(tv0 , ϕ(t)) = cjaβj t
vj +

∑
vj<k

(pjk + cjak−vj+βj)tk (1.5)

em que vj =
j−1∑
k=1

εk−1 − εk
εj−1

βk+βj, cj ∈ C\{0} e pjk é um polinômio em ai com i < k−vj+βj.

Do teorema anterior, segue que vj é o menor elemento não nulo de Γf que não é
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divisível por εj−1. Temos também que

vj+1 = njvj − βj + βj+1, j = 0, . . . , g, (1.6)

que, por sua vez, nos permite concluir o seguinte:

Teorema 1.3.6 Se Cf é um ramo plano, então Γf e seus expoentes característicos se

determinam mutuamente.

Demonstração: Veja Hefez (2003, Teorema 6.13).

O resultado abaixo apresenta uma forma particular de representarmos um elemento

em termos dos geradores de Γf .

Lema 1.3.7 Dados Γf = 〈v0, . . . , vg〉 e m ∈ N, temos que existem únicos 0 ≤ si < ni

para i = 1, . . . , g e s0 ∈ Z, tais que m =
g∑
i=0

sivi.

Além disso, m ∈ Γf se, e somente se, s0 ≥ 0. Temos também que m ∈ Γf se, e

somente se µf − 1−m /∈ Γf .

Demonstração: Veja (HEFEZ, 2003, Proposição 7.2).

Quando m =
g∑
i=0

sivi /∈ Γf expresso como no lema anterior, isto é, com s0 < 0,

dizemos que m é uma lacuna de Γf . Temos que o número de lacunas em semigrupo

de curva irredutível plana é sempre µf2 , em que µf é o condutor do semigrupo (HEFEZ,

2003, Proposição 7.6, (iii)).

Podemos expressar o condutor µf de Γf = 〈v0, . . . , vg〉 de diversas maneiras:

µf =
g∑
i=1

(ni − 1)vi − v0 + 1, veja (7.1) de Hefez (2003); (1.7)

µf = ngvg − βg − v0 + 1,Corolário 7.14 de Hefez (2003); (1.8)

µf =
g∑
i=1

(εi−1 − εi)βi − β0 + 1, Corolário 7.15 de Hefez (2003); (1.9)

vf (fy) = µf + v0 − 1 e νf (fx) = µf + v1 − 1, Corolário 7.16 de Hefez (2003). (1.10)



1.4 Semirraízes 11

Como mencionamos no início desta seção, o semigrupo de uma curva, assim como os

expoentes característicos, são invariantes topológicos completos. Essencialmente temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.3.8 (Brauner-Barau-Zariski) Dois ramos planos são topologicamente equi-

valentes se, e somente se, eles possuem os mesmos expoentes característicos ou, equiva-

lentemente, possuem o mesmo semigrupo de valores.

Demonstração: Veja Brieskorn e Knörrer (1986, Teorema 12, p. 438).

1.4 Semirraízes

Como antes, consideramos

f = yn + b1(x)yn−1 + · · ·+ bn(x) ∈ C{x}[y]

irredutível, mult(f) = n, b1(0) = · · · = bn(0) = 0 e com semigrupo Γf = 〈v0, . . . , vg〉.

Além disto, mantemos as notações de (1.1), ou seja, os expoentes característicos de f

serão denotados por β0, . . . , βg e εj = mdc(β0, . . . , βj).

Definição 1.4.1 Um polinômio qk ∈ C{x}[y] será dito k−semirraiz de f quando qk

for mônico, gr(qk) = n

εk−1
e νf (qk) = vk.

Dada uma série f com parametrização dada como em (1.2), segue da Definição 1.3.4

e do Teorema 1.3.5, que fk(x, y) =
∏

ζ∈ G0
Gk−1

(
y − Pk(ζx

1
n )
)
é uma k−semirraiz de f para

k = 1, . . . , g. Denominaremos tais semirraízes de semirraízes características de f .

Teorema 1.4.2 Seja f ∈ C{x}[y] como no início desta seção. As seguintes condições

são equivalentes:

(1) fk é uma k−semirraiz de f .

(2) fk é irredutível, com semigrupo Γk := Γfk =
〈
v0

εk−1
, . . . ,

vk−1

εk−1

〉
e os expoentes carac-

terísticos de fk são β0

εk−1
, . . . ,

βk−1

εk−1
.
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Demonstração: Veja Popescu-Pampu (2003, p. 9, Teorema 5.1).

Note que se fk é uma k−semirraiz de f e fj é uma j−semirraiz de fk, então fj é

uma j−semirraiz de f também.

O resultado a seguir será usado nos próximos capítulos.

Corolário 1.4.3 Todo elemento h ∈ C{x}[y] pode ser escrito de forma única como

h =
∑

i1,...,ig+1

bi1,...,ig+1f
i1
1 · · · f igg f ig+1 ,

onde 0 ≤ ig+1 ≤
[
gr(h)
gr(f)

]
, 1 ≤ ik < nk para todo 1 ≤ k ≤ g e os coeficientes bi1,...,ig+1 são

elementos de C{x}. Além disso,

(1) O grau em y de quaisquer duas parcelas distintas desta soma são distintos.

(2) Temos que νf (bi1,...,ig+1f
i1
1 · · · f igg ) 6= νf (bj1,...,jg+1f

j1
1 · · · f jgg ) se (i1, . . . , ig) 6= (j1, . . . , jg).

Demonstração: Veja Popescu-Pampu (2003, p. 10, Corolário 5.4).

Além disto, temos:

Proposição 1.4.4 Sejam fj uma j−semirraiz de fk e fk uma k−semirraiz de um ele-

mento f ∈ C{x}[y], tais que
(
t

v0
εj−1 , ϕj(t)

)
,
(
t

v0
εk−1 , ϕk(t)

)
e (tv0 , ϕ(t)) são suas res-

pectivas parametrizações. Se fj
(
t

v0
εk−1 , ϕk(t)

)
= at

vj
εk−1 + (t.o.s.), então fj(tv0 , ϕ(t)) =

atvj + (t.o.s.).

Em particular, para qualquer h ∈ C{x}[y] com gr(h) < gr(fk), se temos que

h
(
t

v0
εk−1 , ϕk(t)

)
= btνk(h) + (t.o.s.), então h(tv0 , ϕ(t)) = btνf (h) + (t.o.s.) com

νf (h) = εk−1νfk(h).

Demonstração: Uma vez que fj também é uma j−semirraiz de f , seguindo a demons-

tração do Corolário 5.3, Proposição 6.5 de Popescu-Pampu (2003) e da seção 8.1 de Hefez
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(2003), temos que se ϕ(t) =
∑
i≥v0

ait
i, então para todo 0 < i < j:

ϕ(t)− ϕj(ζtεj−1) =


aβi

(
1− ζ

βi
εj−1

)
tβi + (t.o.s.) se ζ ∈ Gi−1 \Gi;

aβj t
βj + (t.o.s.) se ζ ∈ Gj−1,

ϕk(t)− ϕj
(
ζt

εj−1
εk−1

)
=


aβi

(
1− ζ

βi
εj−1

)
t

βi
εk−1 + (t.o.s.) se ζ ∈ Gi−1 \Gi;

aβj t
βj
εk−1 + (t.o.s.) se ζ ∈ Gj−1,

com ζ
βi
εj−1 6= 1 se ζ ∈ Gi−1 \Gi.

Como fj(x, y) =
∏

ζ∈ G0
Gj−1

(
y − ϕj

(
ζx

εj−1
v0

))
temos de modo análogo ao item 1 do

Teorema 1.3.5, que

fj(tv0 , ϕ(t)) =
∏

ζ∈ G0
Gj−1

(ϕ(t)− ϕj(ζtεj−1)) = atvj + (t.o.s.);

fj

(
t

v0
εk−1 , ϕk(t)

)
=

∏
ζ∈ G0

Gj−1

(
ϕk(t)− ϕj

(
ζt

εj−1
εk−1

))
= at

vj
εk−1 + (t.o.s.),

(1.11)

com a 6= 0.

Em particular, para h ∈ C{x}[y] com gr(h) < gr(fk), temos pelo Corolário 1.4.3

que

h =
∑

i1,...,ik−1

bi1,...,ik−1f
i1
1 · · · f

ik−1
k−1

com 0 ≤ ij < nj para todo j = 1, . . . , k − 1 e bi1,...,ik−1 ∈ C{x}.

Uma vez que f1, . . . , fk−1 são semirraízes de fk e f simultaneamente, segue do re-

sultado anterior que existe uma única parcela bi1,...,ik−1f
i1
1 · · · f

ik−1
k−1 tal que

νf (h) = νf (bi1,...,ik−1f
i1
1 · · · f

ik−1
k−1 ) =

k−1∑
j=1

ijvj + v0 · ordx(bi1,...,ik−1) e
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νfk(h) = νfk(bi1,...,ik−1f
i1
1 · · · f

ik−1
k−1 ) =

k−1∑
j=1

ij
vj
εk−1

+ v0

εk−1
· ordx(bi1,...,ik−1),

ou seja,

νf (h) = εk−1νfk(h).

Além disso, usando (1.11) para cada semirraiz da parcela destacada acima, segue que se

h
(
t

v0
εk−1 , ϕk(t)

)
= btνk(h) + (t.o.s.), então h(tv0 , ϕ(t)) = btνf (h) + (t.o.s.).

O Teorema 1.4.2 permite obtermos algumas relações entre o semigrupo Γf e o semi-

grupo Γk.

Note que para j = 1, . . . , k − 1 temos

nj = εj−1

εj
= mdc(β0, . . . , βj−1)

mdc(β0, . . . , βj)
=
mdc

(
β0

εk−1
, . . . ,

βj−1

εk−1

)

mdc

(
β0

εk−1
, . . . ,

βj
εk−1

) .

Deste modo, o condutor de Γk, isto é, o número de Milnor de fk, é

µk := µfk =
k−1∑
j=1

(nj − 1) vj
εk−1

− v0

εk−1
+ 1. (1.12)

Assim, temos a seguinte relação entre os números de Milnor de f e fk:

µf − 1 =
g∑
j=1

(nj − 1)vj − v0 =
g∑
j=k

(nj − 1)vj + εk−1

k−1∑
j=1

(nj − 1) vj
εk−1

− v0

εk−1


=

g∑
j=k

(nj − 1)vj + εk−1(µk − 1). (1.13)

1.5 Equivalência analítica

Nesta seção destacaremos alguns invariantes analíticos, que foram abordados na

literatura, para ramos planos.

Conforme vimos na Seção 1.2, a equivalência analítica de ramos planos pode ser

expressa por meio do isomorfismo entre seus anéis locais.
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Mather e Yau (1982), mostraram que o ideal 〈f, fx, fy〉 ⊆ C{x, y}, mais especifi-

camente a álgebra de Tjurina C{x, y}
〈f, fx, fy〉

, determina a classe analítica da curva Cf .

Como Of é um invariante analítico completo, temos que 〈fx, fy〉 ⊆ Of também é um tal

invariante. Em particular, τf = dimC

Of

〈fx, fy〉
= dimC

C{x, y}
〈f, fx, fy〉

é um invariante analítico,

chamado de número de Tjurina de f ou de Cf .

Por outro lado, Zariski (1966) considerando uma parametrização
tβ0 ,

∑
i≥β1

ait
i

 de

Cf , mostrou que se existe

λ = min{i; ai 6= 0 e i+ β0 /∈ Γf},

então λ é um invariante analítico, que chamaremos invariante de Zariski de Cf .

Os invariantes τ e λ podem ser recuperados por meio do semigrupo de valores e de

um outro invariante analítico que passaremos a descrever.

No que segue vamos denotar

Ω1 = C{x, y}dx+ C{x, y}dy

o C{x, y}−módulo das 1−formas holomorfas em C2.

Dado f ∈ C{x, y} denotamos:

df = fxdx+ fydy;

F(f) = f · Ω1 + C{x, y} · df.

O módulo de diferenciais de Kähler de Cf é o Of−módulo

Ωf := ΩOf/C = Ω1

F(f) .
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Vamos indicar por Tf o submódulo de torção de Ωf , isto é,

Tf = {w ∈ Ωf ; hω = 0 para algum h ∈ Of \ {0}}.

Como antes, vamos considerar f ∈ C{x, y} irredutível, ou seja, Of é um domínio.

Seja (x(t), y(t)) uma parametrização para Cf . A aplicação

ψf : Ωf −→ Of

adx+ bdy 7−→ t · [a(x(t), y(t)) · x′(t) + b(x(t), y(t)) · y′(t)]

(1.14)

é um homomorfismo de Of−módulos em que identificamos Of com

C{x(t), y(t)} ⊂ C{t} ≈ Of .

O resultado abaixo nos dá uma caracterização para os elementos de torção de Ωf .

Lema 1.5.1 Com as notações anteriores, temos que Ker(ψf ) = Tf .

Demonstração: Veja Hefez e Hernandes (2001, Seção 7.1, Proposição 1).

Vamos considerar o conjunto

Λf = {νf (ω) := νf (ψf (ω)); ω ∈ Ωf \ Tf} ⊂ N

que denominaremos conjunto de valores de Ωf . Note que Λf é um Γf−monomódulo

ou ideal relativo de Γf , ou seja, α + ξ ∈ Λf para todo α ∈ Γf e todo ξ ∈ Λf . Além disso,

temos que

νf (h) = mult(h(x(t), y(t))) = mult(h′(x(t), y(t))) + 1

= mult(t · [hx(x(t), y(t)) · x′(t) + hy(x(t), y(t)) · y′(t)]) = νf (dh),

para todo h ∈ Of \ {0} não unidade. Deste modo, temos que Γf \ {0} ⊆ Λf .

O conjunto Λf é um importante invariante analítico para ramos planos, que se

relaciona com o invariante λ de Zariski e com o número de Tjurina τf por meio das
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relações:

λ+ v0 = min(Λf \ Γf ) e τf = µf − ](Λf \ Γf ) (1.15)

em que Γf = 〈v0, . . . , vg〉 é o semigrupo de valores de Cf e µf é o condutor de Γf (HEFEZ;

HERNANDES, 2001).

O conjunto Λf pode ser obtido por meio do algoritmo 4.10 descrito em Hefez e

Hernandes (2007).

O seguinte resultado responde à questão da equivalência analítica de ramos planos.

Teorema 1.5.2 (Hefez-Hernandes) Seja Cf um ramo plano com semigrupo dado por

Γf = 〈v0, . . . , vg〉 e conjunto de valores de diferenciais Λf , então Cf é analiticamente

equivalente a um ramo plano com parametrização

(tv0 , tv1) se Λf \ Γf = ∅ outv0 , tv1 + tλ +
∑

i/∈(Λf−v0)
ait

i

 se λ+ v0 = min(Λf \ Γf ).

Mais ainda, um ramo plano com parametrização
tv0 , tv1 + tλ +

∑
i/∈(Λf−v0)

bit
i

 é ana-

liticamente equivalente a Cf se, e somente se, existe c ∈ C com cλ−v1 = 1 tal que

ai = ci−λbi para todo i /∈ (Λf − v0).

Demonstração: Veja Hefez e Hernandes (2011).

1.6 Resíduos logarítmicos

Nesta seção vamos apresentar sucintamente alguns resultados sobre resíduos loga-

rítmicos, as principais referências são Saito (1980) e Pol (2018).

Embora os trabalhos de Saito (1980) e Pol (2018) considerem hipersuperfícies não

necessariamente irredutíveis, vamos aqui focar em curvas planas irredutíveis.

No que segue, como antes, Cf denota uma curva analítica plana irredutível definida

por um polinômio de Weierstrass f ∈ C{x}[y].
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Definição 1.6.1 (Saito) Dizemos que ω ∈ 1
f
·Ω1 é uma forma logarítmica, se existem

P,Q ∈ C{x, y} com Q /∈ 〈f〉 e ω′ ∈ Ω1 tais que

Qω = Pdf + fω′

f
.

O C{x, y}−módulo de todas as formas logarítmicas é denotado por Ω(log Cf ).

Se X = A
∂

∂y
−B ∂

∂x
com A,B ∈ C{x, y} é um campo de vetores em C2, então temos

X(f) = Afy − Bfx ∈ 〈fx, fy〉. Caso X(f) ∈ 〈f〉, dizemos que Cf é invariante por X, ou

que X é um campo de vetores logarítmicos sobre Cf .

O C{x, y}−módulo dos campos de vetores logarítmicos sobre Cf é denotado por

Der(log Cf ).

Saito (1980) mostrou que os C{x, y}−módulos Ω(log Cf ) e Der(log Cf ) se determi-

nam mutuamente e são gerados por dois elementos. Mais ainda, temos o isomorfismo de

C{x, y}−módulos

Der(log Cf ) −→ Ω(log Cf )

A
∂

∂y
−B ∂

∂x
7−→ Adx+Bdy

f
.

(1.16)

Observação 1.6.2 Note que, pela Definição 1.6.1, dado ω ∈ f · Ω(log Cf ) existem

P,Q ∈ C{x, y}, Q /∈ 〈f〉 e ω′ ∈ Ω1 tais que

Qω = Pdf + fω′ ∈ F(f)

ou equivalentemente, ω ∈ Tf em que ω denota a classe de ω ∈ Ω1 em Ωf .

Portanto,

Tf = f · Ω(log Cf )
F(f) .

Além disso, segue do isomorfismo (1.16) que

f · Ω(log Cf ) =
{
ω ∈ Ω1; ω ∧ df

dx ∧ dy
∈ 〈f〉

}
,

onde ∧ denota o produto exterior de 1−formas.
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Definição 1.6.3 Dado ω ∈ f · Ω(log Cf ) tal que

Qω = Pdf + fω′,

chamamos de resíduo de ω o elemento

res(ω) = P

Q
∈ Frac(Of )

em que H denota a classe de H ∈ C{x, y} em Of e Frac(Of ) é o corpo de frações de Of .

O conjunto

Rf = res(f · Ω(log Cf )) = {res(ω); ω ∈ f · Ω(log Cf )} ⊂ Frac(Of )

é um Of−módulo denominado módulo de resíduos logarítmicos de Cf .

Note que se ω ∈ f ·Ω(log Cf ), então os elementos P,Q ∈ C{x, y}, Q /∈ 〈f〉 e ω′ ∈ Ω1

satisfazendo

Qω = Pdf + fω′

não são únicos.

De fato, se ω = Adx + Bdy ∈ f · Ω(log Cf ) então, pela observação anterior, existe

M ∈ C{x, y} tal que

Afy −Bfx = ω ∧ df
dx ∧ dy

= Mf. (1.17)

Como df = fxdx+ fydy, temos que

fxω = Afxdx+Bfxdy = Adf − (Afy −Bfx)dy = Adf − fMdy,

fyω = Afydx+Bfydy = Bdf + (Afy −Bfx)dx = Bdf + fMdx. (1.18)

No entanto, note que de (1.17) temos que

Afy = Bfx
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em Of , ou seja,
A

fx
= B

fy

no corpo de frações de Of .

De fato, Saito (1980, página 275) mostra que res(ω) está bem definido. Além disso,

por um resultado de Saito (1980, página 276) temos que Of ⊂ Rf .

No que segue, denotaremos

∆f := νf (Rf ) =
{
νf (P )− νf (Q); P

Q
∈ Rf

}
.

Além disto, Pol (2018, Corolário 3.32) mostra que

γ ∈ Λf ⇐⇒ −γ /∈ ∆f . (1.19)

Como vimos, se ω = Adx+Bdy ∈ f ·Ω(log Cf ) é tal que
ω ∧ df
dx ∧ dy

= Afy−Bfx = Mf ,

então de (1.18)

νf (res(ω)) = νf (B)− νf (fy).

Uma vez que νf (fy) = µf − 1 + v0, veja (1.10), temos que

νf (res(ω)) = νf (B)− (µf − 1 + v0),

em que v0 = min (Γf \ {0}) = mult(f).
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Capítulo 2

Neste capítulo, vamos considerar um ramo plano Cf com Γf = 〈v0, v1, . . . , vg〉, g ≥ 2

e estudar a relação entre os invariantes analíticos de um ramo Ck := Cfk definido por uma

semirraiz fk com k = 1, . . . , g e os invariantes analíticos de Cf .

Como vimos em (1.15), os invariantes analíticos λf e τf de um ramo Cf podem ser

obtidos por meio de Γf e Λf . Mais especificamente λf e τf dependem de Λf \ Γf , que

chamaremos de conjunto das lacunas especiais de Cf .

Enquanto a Proposição 1.4.4 garante que εk−1Γk ⊂ Γf , veremos que o mesmo não

ocorre com o conjunto de valores de diferenciais, ou seja, não podemos garantir que

εk−1Λk ⊂ Λf , em que Γk e Λk são respectivamente o semigrupo e o conjunto de valores

de diferenciais associados à uma semirraiz fk.

Na primeira seção deste capítulo, apresentamos resultados que relacionam formas

logarítmicas, diferenciais de torção e o chamado ideal cofator. Para tanto, vamos explorar

resultados apresentados em Briançon, Maisonobe e Torrelli (2007). Na sequência vamos

mostrar como o conjunto Λk\Γk determina elementos de Λf \Γf e, em particular, podemos

descrever um subconjunto de Λf \Γf comum a toda curva plana com semigrupo Γf e que

possui fk como k−semirraiz.

2.1 Formas logarítmicas, diferenciais de torção e ideal

cofator

Nesta seção vamos explorar algumas propriedades relacionadas a elementos de

f ·Ω(log Cf ) em que f ∈ C{x}[y] é um polinômio de Weierstrass irredutível com grau n.

Como antes, denotamos F(f) = f ·Ω1 +C{x, y} · df e de acordo com o apresentado

no capítulo anterior,

Tf = f · Ω(log Cf )
F(f) .
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Dado w = Adx+Bdy ∈ f · Ω(log Cf ) temos que

Pf (ω) := ω ∧ df
dx ∧ dy

= Afy −Bfx = Mf

para algum M ∈ C{x, y}, ou seja, M ∈ (J(f) : f) em que J(f) = 〈fx, fy〉 ⊂ C{x, y}.

Definição 2.1.1 O ideal (J(f) : f) é denominado de ideal cofator de f (ou Cf).

Algumas vezes, chamaremos Pf (w) de polar de f com respeito a w.

Proposição 2.1.2 Temos que ω ∈ F(f) se, e somente se, Pf (ω)
f
∈ J(f).

Demonstração: Seja ω = Adx+Bdy. Temos que ω ∈ F(f) ⊂ f ·Ω(log Cf ) se, e somente

se,

Adx+Bdy = ω = R · df + (Pdx+Qdy) · f,

ou seja, A = Rfx + Pf e B = Rfy +Qf .

Consequentemente, temos que Pf (ω)
f

= Pfy −Qfx ∈ J(f).

Reciprocamente, se Pf (ω)
f

= Pfy −Qfx ∈ J(f), então

f · (Pfy −Qfx) = Afy −Bfx,

ou seja,

(fP − A) · fy = (fQ−B) · fx.

Como fx e fy não têm fatores comuns, temos que existeR ∈ C{x, y} tal que fQ−B =

Rfy e fP − A = Rfx. Segue assim que ω ∈ F(f).

A proposição anterior permite obtermos uma outra demonstração de um resultado

obtido por Michler (2001), que apresentamos abaixo.

Proposição 2.1.3 O submódulo de torção Tf e (J(f) : f)
J(f) são C−espaços vetoriais iso-

morfos. Em particular, dimC

(J(f) : f)
J(f) = dimC Tf = τf .
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Demonstração: Dado ω ∈ Ω1, vamos denotar por ω a classe residual de ω em Ωf = Ω1

F(f)

e lembremos que Tf = f · Ω(log Cf )
F(f) .

Consideremos a aplicação

T : (J(f) : f) −→ Tf

M 7−→ Adx+Bdy

em que Mf = Afy −Bfx.

Vamos mostrar que T está bem definida. Supondo que existam elementos

A,A0, B,B0 ∈ C{x, y} tais que

Afy −Bfx = Mf = A0fy −B0fx,

então teríamos que

(A− A0)fy = (B −B0)fx

e consequentemente existe P ∈ C{x, y} tal que A − A0 = Pfx e B − B0 = Pfy. Desta

forma,

(A− A0)dx+ (B −B0)dy = Pdf = 0,

ou seja, Adx+Bdy = A0dx+B0dy.

Claramente T é C−linear.

Dado Adx+Bdy ∈ Tf , temos que existe H ∈ C{x, y} \ 〈f〉 de tal forma que

H · (Adx+Bdy) = f · (Pdx+Qdy) +Gdf com P,Q,G ∈ C{x, y}.

Assim,

H · (Afy −Bfx) = f · (Pfy −Qfy).

Como f é irredutível eH /∈ 〈f〉 segue que Afy−Bfx = fM para algumM ∈ C{x, y}.

Deste modo, T define um epimorfismo de C−espaços vetoriais e, pela proposição

anterior, ker(T ) = J(f) donde segue o isomorfismo anunciado.

Do Teorema 1 de Zariski (1966) segue que τf = dimC(Tf ) e concluímos o resultado.
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No restante desta seção vamos mostrar que o conjunto de valores do módulo de

resíduos

∆f = {vf (B)− (µf − 1 + v0); ω = Adx+Bdy ∈ f · Ω(log Cf )}

é totalmente determinado pelo conjunto de valores do ideal cofator de f ,

νf ((J(f) : f)) = {νf (M); M ∈ C{x, y} com Mf ∈ J(f)}

e consequentemente, pelo que expusemos na Seção 1.6 do Capítulo 1, os conjuntos Λf ,

∆f e νf ((J(f) : f)) se determinam mutuamente.

Se ω ∈ F(f) ⊂ f ·Ω(log Cf ), então ω = Rdf+f ·(Pdx+Qdy) com P,Q,R ∈ C{x, y}

e Pf (w) = f · (Pfy −Qfx) donde seque pela Definição 1.6.3, que

{νf (res(ω)); ω ∈ F(f)} = {νf (R); R ∈ C{x, y}} = Γf

e {
νf

(
Pf (ω)
f

)
; ω ∈ F(f)

}
= {νf (Pfy −Qfx); P,Q ∈ C{x, y}} = νf (J(f)).

O conjunto νf (J(f)) pode ser descrito utilizando o seguinte resultado de Yavorski.

Teorema 2.1.4 (Yavorski) Seja B = {h ∈ C{x}[y]; gry(h) < gry(f)} tal que

i) νf (h) ∈ Γf \ {µf − 1 + γ; γ ∈ Γf};

ii) νf (hi) 6= νf (hj) para todo hi, hj ∈ B, hi 6= hj.

Então, temos que B =
{
h ∈ C{x}[y]

J(f) ; h ∈ B

}
é uma base para C{x}[y]

J(f) .

Demonstração: Veja1 Yavorski (1990, Seção 3.1).

Deste modo, temos como consequência o seguinte corolário.

Corolário 2.1.5 Com as notações anteriores, temos

{νf (res(ω)) 6= 0; ω ∈ F(f)} = Γf \ {0} = νf (J(f))− (µf − 1).

1No trabalho referido dá-se o nome de Anel Local de uma curva Cf ao quociente C{x}[y]
J(f) .
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Demonstração: Do teorema anterior, decorre que

νf (J(f)) = {µf − 1 + γ; γ ∈ Γf \ {0}} = Γf \ {0}+ (µf − 1)

e o resultado segue das observações feitas acima.

Para as análises que seguem vamos considerar

Ps = {h ∈ C{x}[y]; gry(h) < s};

E(f) = Pndx+ Pn−1dy, n = gry(f);

G(f) = C{x, y}df + C{x, y}fdx ⊂ F(f);

H(f) = C{x} · df + Ω1 · f ⊂ F(f).

Proposição 2.1.6 Com as notações anteriores temos que

Ω1 = E(f)⊕ G(f) e Ω1 = E(f)⊕H(f).

Demonstração: Dado ω = Adx+Bdy ∈ Ω1 como gry(f) = n−1, pela divisão euclidiana

de B por fy, escrevemos B = Qfy +B1 com B1 ∈ Pn−1.

Assim, usando que df = fxdx+ fydy temos que

ω = Adx+Qfydy +B1dy = Adx+Q(df − fxdx) +B1dy = (A−Qfx)dx+B1dy +Qdf.

Agora escrevendo A−Qfx = Pf + A1 com A1 ∈ Pn, obtemos

ω = A1dx+B1dy +Qdf + Pfdx

com A1dx+B1dy ∈ E(f) e Qdf + Pfdx ∈ G(f), ou seja,

Ω1 = E(f) + G(f).
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Se ω ∈ E(f) ∩ G(f), então existem A ∈ Pn, B ∈ Pn−1, P,Q ∈ C{x, y} tais que

Adx+Bdy = ω = Qdf + Pfdx,

ou seja, A = Qfx + Pf e B = Qfy.

Como B ∈ Pn−1, devemos ter Q = 0 e como A ∈ Pn, segue que P = 0, isto é, w = 0.

Portanto,

Ω1 = E(f)⊕ G(f).

Para verificar a segunda igualdade do enunciado, dado ω = Adx + Bdy ∈ Ω1,

escrevemos B = Q1f + B1 com B1 ∈ Pn. Então, dividindo B1 por fy escrevemos

B1 = Q0fy +B0 com B0 ∈ Pn−1 e Q0 ∈ C{x}.

Assim,

ω = Adx+Q1fdy +Q0fydy +B0dy = Adx+Q1fdy +Q0(df − fxdx) +B0dy

= (A−Q0fx)dx+B0dy +Q0df +Q1fdy.

Escrevendo A−Q0fx = P1f + A0 com A0 ∈ Pn, obtemos

ω = A0dx+B0dy +Q0df + (P1dx+Q1dy)f

com A0dx+B0dy ∈ E(f) e Q0df + (P1dx+Q1dy)f ∈ H(f), ou seja, Ω1 = E(f) + H(f).

O fato de a soma ser direta segue de forma análoga ao caso anterior.

Observação 2.1.7 Note que se w ∈ G(f), então w = Qdf +Rfdx, Q,R ∈ C{x, y} e

{νf (res(ω)); ω ∈ G(f)} = {νf (Q); Q ∈ C{x, y}} = Γf = {νf (ω); ω ∈ F(f)}.

Se ω = Adx − Bdy ∈ F(f) com Pf (ω) = Mf , então νf (res(ω)) = νf (B) − νf (fy)

não tem relação com νf (M). No entanto, o mesmo não ocorre se ω ∈ E(f). Em verdade,

veremos que se w ∈ E(f) ∩ f · Ω(log Cf ), então os valores νf (B) e νf (M) se determinam

mutuamente.
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Fixemos f ∈ C{x}[y] um polinômio de Weierstrass de grau n = v0 irredutível com

Γf = 〈v0, v1, . . . , vg〉.

Sabemos que se ϕ
(
x

1
n

)
∈ C

{
x

1
n

}
é uma raiz de f , então tomando η uma raiz

n−ésima primitiva da unidade, temos que
{
ϕi = ϕ

(
ηix

1
n

)
; i = 1, . . . , n

}
é o conjunto de

todas as raízes de f e

f(x, y) =
n∏
i=1

(y − ϕi).

Vamos denotar por K = C
((
x

1
n

))
o corpo de frações de C

{
x

1
n

}
e

PKs = {h ∈ K[y]; gry(h) < s}.

Vamos nos basear nas ideias de Briançon, Maisonobe e Torrelli (2007) e aprofundar

a análise de um de seus resultados.

Denotemos

Φi = f

y − ϕi
=

n∏
j=1
j 6=i

(y − ϕj) ∈ K[y]

que tem grau n− 1 em y.

Note que

Φi(ϕk) =


0 se k 6= i

n∏
j=1
j 6=k

(ϕk − ϕj) se k = i.

Além disto, temos que fy =
n∑
i=1

n∏
j=1
j 6=i

(y − ϕj),

fy(ϕk) =
n∏
j=1
j 6=k

(ϕk − ϕj) = Φk(ϕk)

e

fx(ϕk) = −ϕ′k
n∏
j=1
j 6=k

(ϕk − ϕj) = −ϕ′kΦk(ϕk) = −ϕ′k · fy(ϕk).

Temos que C = {Φi, i = 1, . . . , n} é base para o K−espaço vetorial PKn . De fato, se
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0 =
n∑
i=1

αiΦi(y) com αi ∈ K, então

0 = 0(ϕk) =
n∑
i=1

αiΦi(ϕk) = αkΦk(ϕk)

e consequentemente αk = 0.

Assim, C é um conjunto linearmente independente. Além disto, dado h(y) ∈ PKn ,

temos que h(y) é totalmente determinado por sua avaliação em n pontos distintos.

Como

h(ϕk) =
n∑
i=1

(
h(ϕi)
Φi(ϕi)

)
Φi(ϕk)

para todo ϕk com k = 1, . . . , n, temos que

h(y) =
n∑
i=1

(
h(ϕi)
Φi(ϕi)

)
Φi(y)

e assim C é base para PKn . Mais especificamente, C corresponde à base dos polinômios de

interpolação de Lagrange do conjunto {(ϕi, 0) ∈ K ×K; i = 1, . . . , n}.

No que segue, dado h ∈ PKn vamos denotar hi = h(ϕi)
Φi(ϕi)

∈ K, isto é, h =
n∑
i=1

hiΦi.

Agora, seja ω = Adx−Bdy ∈ E(f) ∩ f · Ω(log Cf ) com

Pf (ω) = Bfx + Afy = Mf, (2.1)

A ∈ Pn e B ∈ Pn−1. Note que, em particular, temos que M ∈ Pn−1 ⊂ PKn−1.

No que segue vamos mostrar que as valorações de M e de B com respeito à f , se

determinam mutuamente.

O resultado a seguir pode ser encontrado em Briançon, Maisonobe e Torrelli (2007,

Lema 2.2) que reproduziremos aqui para comodidade do leitor.

Proposição 2.1.8 (BRIANÇON; MAISONOBE; TORRELLI, 2007) SejamM =
n∑
i=1

MiΦi,

B =
n∑
j=1

BjΦj ∈ PKn−1 e A =
n∑
j=1

AjΦj ∈ PKn satisfazendo (2.1), então temos que Ai = Biϕ
′
i
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e

Mi =

 n∑
j=1
j 6=i

(
ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

) ·Bi −
n∑
j=1
j 6=i

((
ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

)
·Bj

)
,

para todo i = 1, . . . , n.

Demonstração: Temos que

Bfx =

 n∑
j=1

BjΦj

( n∑
i=1

(
fx(ϕi)
Φi(ϕi)

)
Φi

)
=

 n∑
j=1

BjΦj

( n∑
i=1
−ϕ′iΦi

)
=

∑
1≤i,j≤n

−ϕ′iBj · Φi · Φj

Afy =

 n∑
j=1

AjΦj

( n∑
i=1

(
fy(ϕi)
Φi(ϕi)

)
Φi

)
=

 n∑
j=1

AjΦj

( n∑
i=1

Φi

)
=

∑
1≤i,j≤n

Aj · Φi · Φj .

De (2.1) segue que

∑
1≤i,j≤n

(Aj −Bjϕ
′
i) · Φi · Φj =

n∑
k=1

MkΦkf =
n∑
k=1

Mk(y − ϕl) · Φk · Φl, (2.2)

onde a última igualdade é válida para todo 1 ≤ l ≤ n.

Dividindo (2.2) por Φl e avaliando em ϕl concluímos que Al = ϕ′lBl para 1 ≤ l ≤ n.

Note que, para i 6= j, temos

Φi · Φj = f2 ·
(

1
(y − ϕi)(y − ϕj)

)
= f2 ·

(
1

ϕi − ϕj

(
1

y − ϕi
− 1
y − ϕj

))
= f

ϕi − ϕj
(Φi − Φj)

(2.3)

Deste modo, para i 6= j, segue que
∑

1≤i,j≤n
i 6=j

[
Bj(ϕ′j − ϕ′i)
ϕi − ϕj

(Φi − Φj)
]

=
n∑
i=1

MiΦi.

Consequentemente,

Mi =

 n∑
j=1
j 6=i

(
ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

) ·Bi −
n∑
j=1
j 6=i

((
ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

)
·Bj

)
.

Utilizando o resultado acima, procederemos uma análise mais profunda, direcionada

a nossos propósitos e que não foi realizada pelos autores da proposição anterior.
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Denotemos por R = (rij) a matriz n× n com entradas

rij =



−
(
ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

)
se i 6= j

n∑
k=1
k 6=i

(
ϕ′i − ϕ′k
ϕi − ϕk

)
se i = j.

(2.4)

A matriz R é uma matriz mágica, isto é, a soma dos elementos das linhas e das

colunas é constante, neste caso igual a zero. Além disso, temos pela proposição anterior

que 

M1

...

Mn


= R



B1

...

Bn


.

Em particular,

Mn =
n∑
i=1

rniBi. (2.5)

Lembremos que Mn = M(x, ϕn)
Φn(ϕn) e Bi = B(x, ϕi)

Φi(ϕi)
. Agora vamos analisar a ordem

dos termos iniciais em (2.5).

Como νf (M) = mult(M(tn, ϕn(t))), νf (B) = mult(B(tn, ϕi(t))) e denotando ζ :=

νf (fy) = µf − 1 + n, temos



M(x, ϕn) = d · x
νf (M)
n + (t.o.s.)

Φi(ϕi) = fy(x, ϕi) = c · ηiζx ζ
n + (t.o.s.)

B(x, ϕi) = b · ηiνf (B)x
νf (B)
n + (t.o.s.),

(2.6)

para determinados b, c, d ∈ C∗ em que η é uma raiz n−ésima primitiva da unidade.
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Denotando, ϕn − ϕj = ujx
mj
n , com uj(0) 6= 0, temos para j 6= n = v0:

rnj = −
(
ϕ′n − ϕ′j
ϕn − ϕj

)
= −mj

nx
−
u′j
uj

= −mj

nx
(1 + (t.o.s.)).

Assim, de (2.5), temos:

d · x
νf (M)
n (1 + (t.o.s.))

c · x ζ
n (1 + (t.o.s.))

=
n−1∑
i=1

−mi

nx
(1 + (t.o.s.))b · η

iνf (B)x
νf (B)
n (1 + (t.o.s.))

c · ηiζx ζ
n (1 + (t.o.s.))


+

(
n−1∑
i=1

mi

nx
(1 + (t.o.s.))

)b · x νf (B)
n (1 + (t.o.s.))

c · x ζ
n (1 + (t.o.s.))

 ,
ou ainda,

d · x
νf (M)−ζ

n + (t.o.s.) =


n−1∑
i=1

(−mi)ηi(νf (B)−ζ) +
n−1∑
i=1

mi︸ ︷︷ ︸
S

 · bn · x
νf (B)−ζ

n

x
+ (t.o.s.). (2.7)

Nosso objetivo é mostrar que S 6= 0 e consequentemente teremos a relação

νf (M) = νf (B)− νf (x) e d = S · b
n

.

Como denotado no Capítulo 1, temos

{1} = {γ ∈ C; γεg = γ1 = 1} = Gg e

Gg ⊂ · · · ⊂ Gj = {γ ∈ C; γεj = 1} ⊂ · · · ⊂ G0 = {γ ∈ C; γε0 = γn = 1} = {η, η2, . . . , ηn−1, 1 = ηn0 }.

Se β0 < · · · < βg denotam os expoentes característicos de Cf , então em

ϕn − ϕj = ujx
mj
n , uj uma unidade, temos que mj = βk para ηj ∈ Gk−1 \ Gk (HEFEZ,

2003, Lemas 6.8 e 6.10) e ]Gk = εk.

Assim,

n−1∑
i=1

mi =
g−1∑
j=0

 ∑
η∈Gj\Gj+1

βj+1

 =
g−1∑
j=0

(εj − εj+1)βj+1 = µf − 1 + n = ζ

em que a penúltima igualdade segue de (1.9).
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Assim, S = ζ −
n−1∑
i=1

miη
i(νf (B)−ζ), ou ainda,

S = ζ −
g−1∑
j=0

βj+1 ·

 ∑
η∈Gj\Gj+1

ηδ

 (2.8)

em que δ := νf (B)− ζ.

Como νf (B) ∈ Γf = 〈v0, . . . , vg〉, segue do Lema 1.3.7 que existem únicos

0 ≤ si < ni = εi−1

εi
e s0 ∈ N tais que νf (B) =

g∑
i=0

sivi. No entanto, uma vez que

ζ = µf − 1 + n =
g∑
i=1

(ni − 1)vi, veja (1.7), temos que δ =
g∑
i=1

(si − ni + 1)vi + s0v0 e como

ηv0 = 1 para todo η ∈ G0, temos

ηδ = ηα com α =
g∑
i=1

(si − ni + 1)vi.

Para obter a relação desejada entre νf (M) e νf (B), vamos utilizar a seguinte pro-

priedade das raízes da unidade

∑
η∈Gk\Gg

ηγ =


−1 se εk - γ

εk − 1 se εk | γ.

(2.9)

Os próximos lemas nos conduzirão ao resultado desejado.

Lema 2.1.9 Suponha que exista εi - α e seja k = max
0≤i≤g−1

{i; εi - α}, então

∑
η∈Gj\Gj+1

ηα =



εj − εj+1 se k + 1 ≤ j < g

−εj+1 se j = k

0 se 0 ≤ j < k.
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Demonstração: Como εj | α para todo j ≥ k + 1, temos por (2.9) que

εj − 1 =
∑

η∈Gj\Gg

ηα =
∑

η∈Gj\Gj+1

ηα +
∑

η∈Gj+1\Gg

ηα =
∑

η∈Gj\Gj+1

ηα + εj+1 − 1,

ou seja, ∑
η∈Gj\Gj+1

ηα = εj − εj+1, j = k + 1, . . . , g − 1

e para j = k

−1 =
∑

η∈Gk\Gg

ηα =
∑

η∈Gk\Gk+1

ηα +
∑

η∈Gk+1\Gg

ηα =
∑

η∈Gk\Gk+1

ηα + εk+1 − 1,

isto é, ∑
η∈Gk\Gk+1

ηα = −εk+1.

Agora, para j < k, εj - α e consequentemente

−1 =
∑

η∈Gj\Gg

ηα =
∑

η∈Gj\Gj+1

ηα +
∑

η∈Gj+1\Gg

ηα =
∑

η∈Gj\Gj+1

ηα − 1,

isto é, ∑
η∈Gj\Gj+1

ηα = 0, j < k.

O próximo resultado garante que a hipótese do lema anterior é satisfeita para o valor

α =
g∑
i=1

(si − ni + 1)vi com νf (B) =
g∑
i=0

sivi.

Lema 2.1.10 Seja B ∈ Pn−1 com νf (B) =
g∑
i=0

sivi, 0 ≤ si < ni e s0 ∈ N. Existe

k ∈ {0, . . . , g − 1} tal que εk - α em que α =
g∑
i=1

(si − ni + 1)vi.

Demonstração: Considerando {f1, . . . , fg} ⊂ C{x}[y] semirraízes de f temos que

gry(fi) = v0

εi−1
= n0n1 · · ·ni−1. Como gry(B) < n − 1, pelo Corolário 1.4.3, podemos
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expressar de modo único

B = asf
s1
1 · · · f sgg +

∑
i

aif
i1
1 · · · f igg ;

νf (B) = νf (asf s1
1 · · · f sgg ) < νf (aif i11 · · · f igg ) para todo i = (i1, . . . , ig) 6= (s1, . . . , sg) = s.

Se εk | α para todo k ∈ {0, . . . , g − 1}, então deveríamos ter sj = nj − 1 para todo

j = 1, . . . , g. De fato, se εg−1 | α, então como εg−1 | vl para todo l = 0, . . . , g−1, devemos

ter que εg−1 | (ng − 1− sg)vg. Se sg 6= ng − 1, então

(ng − 1− sg)vg ≥ vg = ng−1vg−1 + βg − βg−1 > ng−1vg−1.

Da expressão (1.8) temos que εg−1(µg − 1) = ng−1vg−1 − βg−1 − v0 e, consequente-

mente,

(ng − 1− sg)vg > ng−1vg−1 > εg−1(µg − 1).

Uma vez que εg−1 | (ng − 1− sg)vg e (ng − 1− sg)vg > εg−1(µg − 1), segue que

(ng − 1− sg)vg ∈ 〈v0, . . . , vg−1〉.

Mas ng = min{a ∈ N \ {0}; avg ∈ 〈v0, . . . , vg−1〉}. Portanto, devemos ter sg = ng − 1.

Repetindo o argumento para k = g − 2, . . . , 0 temos que sj = nj − 1 para todo

j = 1, . . . , g.

Mas, deste modo, pelo Corolário 1.4.3 item (1),

gry(B) ≥ gry(fn1−1
1 · · · fng−1

g ) =
g∑
i=1

(ni − 1)ni−1 · · ·n0 = n− 1,

contrariando o fato de que B ∈ Pn−1.

Agora estamos aptos a mostrar o resultado que havíamos proposto. Para tanto,

vamos considerar k = max
0≤i≤g−1

{i; εi - α}, cuja existência foi garantida no lema anterior.

Deste modo, com as notações já introduzidas, temos:
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Proposição 2.1.11 Sejam A ∈ Pn e B,M ∈ Pn−1 tais que Pf (ω) = Bfx + Afy = Mf ,

onde ω = Adx−Bdy. Então,

M(tn, ϕn(t)) = εkvk+1b

n
tνf (M) + (t.o.s.),

B(tn, ϕn(t)) = btνf (B) + (t.o.s.)

e νf (B) = νf (M) + v0.

Demonstração: Como de (2.8) S = ζ −
g−1∑
j=0

βj+1 ·

 ∑
η∈Gj\Gj+1

ηδ

, em que

δ = νf (B)− (µf − 1 + n), e usando o fato de que, sendo k = max
0≤i≤g−1

{i; εi - δ},

∑
η∈Gj\Gj+1

ηδ =



εj − εj+1 se k + 1 ≤ j < g

−εj+1 se j = k

0 se j < k,

temos de (1.9) que

S = µf − 1 + n−
g−1∑
j=0

βj+1 ·

 ∑
η∈Gj\Gj+1

ηδ


=

g∑
i=1

(εi−1 − εi)βi −

−εk+1βk+1 +
g−1∑
j=k+1

(εj − εj+1)βj+1


=

k∑
i=1

(εi−1 − εi)βi + (εk − εk+1)βk+1 +
g∑

i=k+2
(εi−1 − εi)βi −

−εk+1βk+1 +
g∑

j=k+2
(εj−1 − εj)βj


=

k∑
i=1

(εi−1 − εi)βi + εkβk+1 = εk

(
k∑
i=1

(εi−1 − εi)
εk

βi + βk+1

)
= εkvk+1 6= 0,

onde a última igualdade segue de (1.3).

Como S 6= 0, segue de (2.7) que νf (B) = νf (M) + v0, d = Sb

n
e, portanto, de (2.6)

M(tn, ϕn(t)) = εkvk+1b

n
tνf (M) + (t.o.s.),

B(tn, ϕn(t)) = btνf (B) + (t.o.s.).
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Utilizando o resultado anterior temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.12 Seja f ∈ C{x}[y] irredutível com gr(f) = v0, semigrupo Γf = 〈v0, . . . , vg〉

e condutor µf . Temos que ∆f \ {0} = νf ((J(f) : f))− (µf − 1).

Demonstração: Segue do Corolário 2.1.5, que Γf ⊂ ∆f e

Γf \ {0}+ (µf − 1) ⊂ νf (J(f)) ⊂ νf ((J(f) : f)) .

Vamos inicialmente mostrar que N ⊂ ∆f e N \ {0}+ (µf − 1) ⊂ ν ((J(f) : f)).

Para tanto, seja l ∈ N \ Γf .

Temos que l ∈ ∆f . De fato, sendo Of ≈ C{t} o fecho integral de O = C{x}[y]
〈f〉

se fx e fy denotam a classe de fx, fy ∈ C{x}[y] em Of como νf (fy) = µf − 1 + v0 e

νf (fx) = µf − 1 + v1, veja (1.10), temos que νf (tlfx) = l + µf − 1 + v1 e

νf (tlfy) = l + µf − 1 + v0, então existem A,B ∈ Of tais que tlfx = A e tlfy = B,

isto é,
A

fx
= tl = B

fy
,

ou ainda, existe M ∈ C{x, y} tal que Afy − Bfx = Mf ou, equivalentemente,

ω = Adx+Bdy ∈ f · Ω(log Cf ) e res(ω) = B

fy
, permitindo concluir que l ∈ ∆f .

Agora note que νf (B) = l + µf − 1 + v0 ∈ Γf e, pela Proposição 2.1.6, podemos

escrever

w = Adx+Bdy = A0dx+B0dy +Rdf + (Pdx+Qdy)f ∈ E(f)⊕H(f),

com A0dx+B0dy ∈ E(f) e R ∈ C{x}. Assim, B = B0 +Rfy +Qf e

l + µf − 1 + v0 = νf (B) = νf (B0 +Rfy +Qf) = νf (B0 +Rfy).

Não podemos ter νf (Rfy) = νf (R) + µf − 1 + v0 = l + µf − 1 + v0, pois neste caso

teríamos que l = νf (R) ∈ Γf . Vamos verificar que também não podemos ter νf (Rfy) =
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νf (B0) e consequentemente

νf (B) = νf (B0 +Rfy) = min{νf (B0), νf (Rfy)} = νf (B0).

Se νf (B0) = νf (Rfy), então denotando νf (R) := s0v0 temos por (1.7) e (1.10) que

νf (B0) = s0v0 +
g∑
i=1

(ni − 1)vi

e, pelo Corolário 1.4.3, podemos escrever

B0 = a(x)fa1
1 · · · fagg +B1(x, y),

com gry(B0) ≥ gry(fa1
1 · · · fagg ) e νf (B0) = νf (a(x)fa1

1 · · · fagg ) =
g∑
i=1

aivi + a0v0, onde

a0v0 = νf (a(x)).

Devemos ter
g∑
i=1

aivi + a0v0 =
g∑
i=1

(ni − 1)vi + s0v0

e, pelo Lema 1.3.7, concluímos que ai = (ni − 1), i = 1, . . . , g, e consequentemente temos

uma contradição uma vez que gry(B0) < n− 1 e por outro lado

gry(B0) ≥ gry(fn1−1
1 · · · fng−1

g ) =
g∑
i=1

n

εi−1
(ni−1) =

g∑
i=1

n

(
1
εi
− 1
εi−1

)
= n

(
1− 1

ε0

)
= n−1.

Portanto, νf (B0) = νf (B) = l + µf − 1 + v0.

Em particular, usando a Proposição 2.1.11, temos que, para todo l ∈ N \ Γf , existe

uma diferencial w0 ∈ Ω1 tal que


ω0 = A0dx+B0dy ∈ E(f) ∩ f · Ω(log Cf ), Pf (ω0) = M0f com M0 ∈ (J(f) : f)

νf (M0) = νf (B0)− v0 = νf (B)− v0 = l + µf − 1 + v0 − v0 = l + µf − 1.
(2.10)

Portanto, l + µf − 1 ∈ νf ((J(f) : f)). Mostrando que devemos ter N ⊂ ∆f e

N \ {0}+ µf − 1 ⊂ νf ((J(f) : f)).
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Agora, seja α ∈ ∆f com α < 0, então existe

ω = Adx+Bdy = A0dx+B0dy +Qdf + Pfdx ∈ f · Ω(log Cf )

com ω0 = A0dx + B0dy ∈ E(f), Q, P ∈ C{x, y} tais que 0 > α = νf (res(ω)) = νf

(
B

fy

)
,

ou seja,

νf (B) = νf (B0 +Qfy) < νf (fy).

Em particular, devemos ter νf (B) = νf (B0) e

α = νf (res(ω)) = νf (res(ω0)) = νf (B0)− (µf − 1 + v0).

Deste modo, usando a Proposição 2.1.11, temos que, para cada α ∈ ∆f com α < 0,

existe uma diferencial w0 ∈ Ω1 tal que


ω0 = A0dx+B0dy ∈ E(f) ∩ f · Ω(log Cf ), Pf (ω0) = M0f com M0 ∈ (J(f) : f)

νf (M0) = νf (B0)− v0 = α + µf − 1 + v0 − v0 = α + µf − 1.
(2.11)

Reciprocamente, se α + µf − 1 ∈ νf ((J(f) : f)) com α < 0, então existe

ω = Adx+Bdy = A0dx+B0dy +Qdf + Pfdx ∈ f · Ω(log Cf )

com ω0 = A0dx+B0dy ∈ E(f) e Q,P ∈ C{x, y} tais queMf = Pf (ω) = Pf (ω0)+Pfyf =

(M0 + Pfy) f e νf (M) = α + µf − 1.

Como α < 0 temos que α + µf − 1 + v0 < νf (fy) ≤ νf (Pfy). Consequentemente,

pela Proposição 2.1.11, temos νf (M) = νf (M0) = νf (B0)−v0, ou seja, νf (B0) = α+µf −

1 + v0 < νf (fy).

Assim, νf (B) = νf (B0 + Qfy) = νf (B0) e, por (1.18), νf (res(ω)) = νf

(
B

fy

)
=

νf

(
B0

fy

)
= α.

Portanto, ∆f \ {0} = νf ((J(f) : f))− (µf − 1).
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Como consequência, temos o seguinte resultado.

Corolário 2.1.13 Seja f ∈ C{x}[y] irredutível. Temos que os conjuntos Λf , ∆f e

νf ((J(f) : f)) se determinam mutuamente.

Demonstração: Por (1.19) temos que Λf e ∆f são mutuamente determinados e, pelo

resultado anterior, temos que ∆f e νf ((J(f) : f)) se determinam mutuamente.

Vamos finalizar esta seção apresentando um outro resultado de Briançon, Maisonobe

e Torrelli (2007) que utilizaremos na continuação deste trabalho. É conveniente abordá-lo

neste ponto por termos apresentado ideias semelhantes nos resultados anteriores.

Vamos manter as notações introduzidas antes da Proposição 2.1.8.

Inicialmente notemos que se f ∈ C{x}[y] é um polinômio de Weierstrass de grau

n = v0 e irredutível, temos que fx, fy ∈ Pn ⊂ PKn ⊂ K[y].

Como fx e fy são primos entre si, temos que dado H ∈ K[y] sempre existem A,B ∈

K[y] tais que

Bfx + Afy = H. (2.12)

A proposição abaixo corresponde à Proposição 2.16 de Briançon, Maisonobe e Tor-

relli (2007).

Proposição 2.1.14 Se B =
n∑
i=1

BiΦi, H =
n∑
i=1

HiΦi ∈ PKn−1 e A =
n∑
i=1

AiΦi ∈ PKn satisfa-

zem (2.12), então

A =
n∑
i=1

(
Biϕ

′
i + Hi

Φi(ϕi)

)
Φi e

 n∑
j=1
j 6=i

ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

 ·Bi −
n∑
j=1
j 6=i

((
ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

)
·Bj

)
=

 n∑
j=1
j 6=i

Φj(ϕj)− Φi(ϕi)
(ϕi − ϕj)Φi(ϕi)Φj(ϕj)

 ·Hi

−
n∑
j=1
j 6=i

((
Φj(ϕj)− Φi(ϕi)

(ϕi − ϕj)Φi(ϕi)Φj(ϕj)

)
·Hj

)
.

Demonstração: Como fy(ϕi) = Φi(ϕi) e fx(ϕi) = −ϕ′iΦi(ϕi) de (2.12) temos
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H(ϕi) = A(ϕi)Φi(ϕi)−B(ϕi)ϕ′iΦi(ϕi), ou seja,

n∑
i=1

HiΦi =
n∑
i=1

[AiΦi(ϕi)−Biϕ
′
iΦi(ϕi)] Φi

e, consequentemente, Hi = AiΦi(ϕi)−Biϕ
′
iΦi(ϕi), donde segue que

Ai = Biϕ
′
i + Hi

Φi(ϕi)
. (2.13)

Usando as ideias da demonstração da Proposição 2.1.8, mais especificamente a aná-

lise que antecede (2.2), em relação à expressão (2.12), obtemos

∑
1≤i,j≤n

(Ai −Biϕ
′
j) · Φi · Φj = H =

n∑
i=1

Hi · Φi =
(

n∑
i=1

Hi · Φi · f
)
· 1
f
. (2.14)

Uma vez que

1 =
n∑
j=1

1
Φj(ϕj)

Φj =
n∑
j=1

1
Φj(ϕj)

f

(y − ϕj)
,

isto é,
1
f

=
n∑
j=1

1
Φj(ϕj)

1
(y − ϕj)

,

por (2.13) e (2.14) temos

∑
1≤i,j≤n

Bi(ϕ′i − ϕ′j) · Φi · Φj +
∑

1≤i,j≤n

Hi

Φi(ϕi)
· Φi · Φj =

∑
1≤i,j≤n

Hi

Φj(ϕj)
· Φi · Φj,

isto é,

∑
1≤i,j≤n

Bi(ϕ′i − ϕ′j) · Φi · Φj =
∑

1≤i,j≤n

(
1

Φj(ϕj)
− 1

Φi(ϕi)

)
·Hi · Φi · Φj.

Note que se i = j, então as parcelas de ambos os lados são nulas. Assim,

∑
1≤i,j≤n
i 6=j

(ϕ′i − ϕ′j) ·Bi · Φi · Φj =
∑

1≤i,j≤n
i6=j

(
Φi(ϕi)− Φj(ϕj)

Φi(ϕi)Φj(ϕj)

)
Hi · Φi · Φj.
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Como, para i 6= j temos de (2.3) que Φi · Φj = f

ϕi − ϕj
(Φi − Φj), então

∑
1≤i,j≤n
i6=j

(
ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

)
·Bi · (Φi − Φj) =

∑
1≤i,j≤n
i6=j

(
Φi(ϕi)− Φj(ϕj)

(ϕi − ϕj)Φi(ϕi)Φj(ϕj)

)
·Hi · (Φi − Φj) .

Sendo {Φk, k = 1, . . . , n} uma base de PKn , devemos ter
∑

j=1
j 6=i

(
ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

) ·Bi −∑
j=1
j 6=i

((
ϕ′i − ϕ′j
ϕi − ϕj

)
·Bj

)
=

∑
j=1
j 6=i

Φi(ϕi)− Φj(ϕj)
(ϕi − ϕj)Φi(ϕi)Φj(ϕj)

 ·Hi

−
∑
j=1
j 6=i

((
Φi(ϕi)− Φj(ϕj)

(ϕi − ϕj)Φi(ϕi)Φj(ϕj)

)
·Hj

)
.

Vamos comparar νf (H) e νf (B). Para tanto, se denotarmos por S a matriz n × n

com entradas

sij =



− Φi(ϕi)− Φj(ϕj)
(ϕi − ϕj)Φi(ϕi)Φj(ϕj)

i 6= j

∑
k=1
k 6=i

Φi(ϕi)− Φk(ϕk)
(ϕi − ϕk)Φi(ϕi)Φk(ϕk)

i = j,

temos pela proposição anterior que

R



B1

...

Bn


= S



H1

...

Hn


,

em que R é a matriz descrita em (2.4).

Em particular,
n∑
j=1

rnjBj =
n∑
j=1

snjHj.
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Proposição 2.1.15 Com as notações do último resultado, temos que

νf (H) ≤ νf (B) + µf − 1 + βg

em que βg denota o último expoente característico de Cf .

Demonstração: Se η é uma raiz n−ésima primitiva da unidade, então

B(x, ϕj) = bηjνf (B)x
νf (B)
n + (t.o.s.),

H(x, ϕj) = dηjνf (H)x
νf (H)
n + (t.o.s.) e

Φj(ϕj) = cηjζx
ζ
n + (t.o.s.),

com b, c, d ∈ C \ {0}.

Vimos que
n∑
j=1

rnjBj = bS

cnx
x
νf (B)−ζ

n + (t.o.s.) (2.15)

em que S 6= 0 é determinado como na Proposição 2.1.11 e ζ = µf − 1 + v0.

Se ϕn − ϕj = ujx
mj
n + (t.o.s.), então para j 6= n temos mj ∈ {β1, . . . , βg} e

snj = Φn(ϕn)− Φj(ϕj)
(ϕn − ϕj)Φn(ϕn)Φj(ϕj)

= c(1− ηjζ)x ζ
n + (t.o.s.)

(ujx
mj
n + (t.o.s.))(c2ηjζx

2ζ
n + (t.o.s.))

=
(

1− ηjζ
cujηjζ

)
x
−(ζ+mj)

n + (t.o.s.).

Assim,

n∑
j=1

snjHj =
n∑
j=1

[(
1− ηjζ

cujηjζ

)
x

−(ζ+mj)
n + (t.o.s.)

]dηjνf (H)x
νf (H)
n + (t.o.s.)

cηjζx
ζ
n + (t.o.s.)


=

n∑
j=1

(
1− ηjζ

ujη2jζ

)(
d

c2 η
jνf (H)

)
x
νf (H)−2ζ−mj

n + (t.o.s.). (2.16)

De (2.15) e (2.16), temos que existe ao menos um índice j = 1, . . . , n tal que

νf (H)− 2ζ −mj

n
≤ νf

 n∑
j=1

snjHj

 = νf

 n∑
j=1

rnjBj

 = νf (B)− ζ − n
n

,
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ou seja,

νf (H)− (µf − 1 + n)−mj ≤ νf (B)− n

νf (H) ≤ νf (B) + µf − 1 + n− n+mj ≤ νf (B) + µf − 1 + βg.

2.2 Lacunas Especiais e Semirraízes

Seja fk uma semirraiz de f com k = 1, . . . , g, em que Γf = 〈v0, . . . , vg〉.

Lembremos que F(fk) ⊂ fk · Ω(log Ck) ⊂ Ω1 e

Tfk = fk · Ω(log Ck)
F(fk)

⊂ Ω1

F(fk)
= Ωfk .

Além disso, pela Proposição 2.1.6 aplicada a fk, temos que Ω1 = E(fk)⊕ G(fk) com

G(fk) ⊂ F(fk). Deste modo, dado $ ∈ Ω1

F(fk)
existe w ∈ E(fk) tal que w = $.

Vamos analisar νf (w) com w ∈ E(fk) tal que w ∈ Ω1

F(fk)
.

Inicialmente note que o caso em que k = 1, nos dá que f1 = y + a(x) e E(f1) =

C{x}dx+ C{x}dy e consequentemente

νf (E(f1)) = {v0 + kv0, v1 + kv0, k ∈ N} ⊂ Γf .

Deste modo, no que segue vamos supor que k > 1.

Dado w = Adx − Bdy ∈ E(fk), isto é, A,B ∈ C{x}[y] com gr(A) <
v0

εk−1
e

gr(B) < v0

εk−1
−1 e considerando a divisão euclidiana de Pfk(w) por fk, podemos escrever

A(fk)y +B(fk)x = Pfk(w) = H +Mfk (2.17)

com H ∈ P v0
εk−1

e M ∈ P v0
εk−1

−1.

Além disto, como em (1.18), temos que

(fk)yw = Pfk(w)dx−Bdfk = Hdx+Mfkdx−Bdfk. (2.18)
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Em (2.17) temos duas possibilidades: H = 0 ou H 6= 0. Na primeira situação, ou

seja, quando H = 0, temos que w ∈ E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck), isto é, w é uma diferencial

logarítmica com respeito a fk e, consequentemente, νk(w) = ∞, ou seja, não temos

como associar νf (w) com νk(w). No entanto, como veremos, mesmo w sendo logarítmica

em relação a fk, poderemos determinar νf (w). Tal valor estará relacionado com certos

elementos δ ∈ Z∗ \ Λk que descreveremos no momento oportuno.

Na situação em que H 6= 0, temos uma diferencial w ∈ Ω1 \ fk ·Ω(log Ck) e veremos

como podemos definir uma função que nos permitirá associar a cada elemento de Λk \Γk,

um único elemento Λf \ Γf .

Analisamos estas duas situações nas subseções a seguir e, posteriormente, veremos

como obter elementos de Λf \ Γf a partir de elementos de Λk \ Γk.

2.2.1 Valores de diferenciais em fk ·Ω(logCk)

Quando, em (2.17), temos H = 0 a diferencial w é logarítmica. Assim, no que segue,

vamos analisar νf (w) com w ∈ fk · Ω(log Ck) para alguma semirraiz fk de f com k > 1.

Pelo exposto acima, podemos considerar w ∈ E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck).

Observação 2.2.1 Seja w = Adx − Bdy ∈ E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck) com Pfk(w) = Mfk,

M ∈ P v0
εk−1

−1. Podemos escrever M = M1 + M2 onde M1 é uma combinação linear dos

elementos da base dada no Teorema 2.1.4 e M2 ∈ J(fk). Assim, temos que νk(M1) 6=

νk(M2) e :

• se νk(M) = νk(M1), então νk(M) ∈ {γ ∈ Γk; γ < µk} ∪̇ {µk − 1 + l, 0 < l /∈ Γk}.

• se νk(M) = νk(M2), devemos ter νk(M) ∈ {µk − 1 + γ; γ ∈ Γk \ {0}}.

Os resultados apresentados anteriormente permitem obter o que segue.

Teorema 2.2.2 Seja w = Adx−Bdy ∈ E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck) tal que Pfk(w) = Mfk.

Temos que

νf (w) = vk − εk−1(µk − 1− νfk(M))

= vk − εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1
− νfk(B)

)
.
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Em particular,

νf (E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck)) ⊂ {vk − εk−1δ; δ ∈ Z∗ \ Λk}.

Demonstração: Inicialmente, note que, sob as hipóteses do teorema, a expressão (2.18)

se torna

(fk)yw = Mfkdx−Bdfk. (2.19)

Se
(
t

v0
εk−1 , ϕk(t)

)
é uma parametrização para Ck, então, aplicando a Proposição

2.1.11 a fk, temos que existe 0 ≤ j ≤ k − 2 tal que

M
(
t

v0
εk−1 , ϕk(t)

)
= εjvj+1b

n
tνk(M) + (t.o.s.)

B
(
t

v0
εk−1 , ϕk(t)

)
= btνk(B) + (t.o.s.)

e νk(B) = νk(M) + v0

εk−1
.

Por outro lado, se (tv0 , ϕ(t)) é uma parametrização de Cf , então, pela Proposição

1.4.4, temos que

M (tv0 , ϕ(t)) = εjvj+1b

n
tνf (M) + (t.o.s.)

B (tv0 , ϕ(t)) = btνf (B) + (t.o.s.)

e, consequentemente, νf (Mfkdx−Bdfk) = νf (B) + vk = νf (M) + vk + v0, uma vez que a

aplicação dada em (1.14) nos dá ψf (Mfkdx− Bdfk) = ab(εjvj+1 − vk)tνf (B) + (t.o.s.) em

que fk(tv0 , ϕ(t)) = atvk + (t.o.s.) e a, b ∈ C \ {0}.

Portanto, como νf ((fk)y) = εk−1νk((fk)y) = εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1

)
, temos de (2.19)

que

vf (w) = vk + νf (B)− εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1

)

= vk − εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1
− νfk(B)

)
= vk − εk−1 (µk − 1− νfk(M)) . (2.20)
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Uma vez que M ∈ (J(fk) : fk), temos do Teorema 2.1.12 que −(µk − 1− νfk(M)) ∈

∆fk e por (1.19) temos que

µk − 1− νfk(M) /∈ Λk. (2.21)

Se

νk(M) ∈ {γ ∈ Γk, γ < µk} ∪̇ {µk − 1 + l, 0 < l /∈ Γk}

temos que

µk − 1− νk(M) ∈ {µk − 1− γ > 0; γ ∈ Γk} ∪̇ {−l; 0 < l /∈ Γk}.

Assim, como devemos ter (2.21), segue que

µk − 1− νk(M) ∈ {l; l ∈ N∗ \ Λk} ∪̇ {−l; l ∈ N \ Γk}. (2.22)

Se

νk(M) ∈ {µk − 1 + γ; γ ∈ Γk \ {0}},

então

µk − 1− νk(M) ∈ {−l; l ∈ Γk \ {0}}. (2.23)

Assim, de (2.22) e (2.23) temos que µk − 1 + νk(M) := δ ∈ Z∗ \ Λk e, portanto, de

(2.20) segue que

νf (E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck)) ⊂ {vk − εk−1δ; δ ∈ Z∗ \ Λk}.

Observação 2.2.3 Note que ] ({l; l ∈ N∗ \ Λk}∪̇{−l; l ∈ N \ Γk}) = τk, em que τk é o

número de Tjurina de Ck. De fato,

]{l; l ∈ N∗ \ Λk}+ ]{−l; l ∈ N \ Γk} =
(
µk
2 − ](Λk \ Γk)

)
+ µk

2 = µk − ](Λk \ Γk) = τk

em que a última igualdade segue de (1.15).
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Corolário 2.2.4 Temos que

{vk − εk−1δ; δ ∈ N∗ \ Λk ou − δ ∈ N \ Γk} ⊂ νf (E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck)) .

Demonstração: Seja δ < 0 tal que −δ ∈ N \ Γk. Do Teorema 2.1.12 aplicado a fk,

mais precisamente de (2.10), temos que existe uma diferencial w0 = A0dx + B0dy ∈

E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck) tal que Pfk(w0) = M0fk e νk(M0) = µf − 1 + (−δ).

Pelo Teorema 2.2.2, temos que

νf (w0) = vk − εk−1(µk − 1− νk(M0)) = vk − εk−1(µk − 1− (µk − 1 + (−δ))) = vk − εk−1δ.

Se δ ∈ N∗ \ Λk, então de (1.19) temos que −δ ∈ ∆f . Aplicando o Teorema 2.1.12 a

fk, de (2.11) segue que existe uma diferencial w0 = A0dx+B0dy ∈ E(fk) ∩ fk ·Ω(log Ck)

tal que Pfk(w0) = M0fk e νk(M0) = µf − 1 + (−δ), donde segue novamente do Teorema

2.2.2 que νf (w0) = vk − εk−1δ.

Como consequência do resultado anterior temos:

Corolário 2.2.5 Para todo δ ∈ {l; l ∈ N∗ \ Λk}∪̇{−l; l ∈ N \ Γk} temos

g∑
i=k

sivi − εk−1δ ∈ Λf \ Γf

em que 0 ≤ sj < nj, k + 1 ≤ j ≤ g e 1 ≤ sk < nk.

Demonstração: Pelo exposto anteriormente e do Corolário 2.2.4, temos que, para cada

δ ∈ {l; l ∈ N∗ \ Λk}∪̇{−l; l ∈ N \ Γk}, existe w ∈ E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck) tal que

νf (w) = vk − εk−1δ ∈ Λf .

Como

α :=
g∑
i=k

sivi − εk−1δ = νf

f sk−1
k

g∏
i=k+1

f sii w

 ∈ Λf

é suficiente mostrar que α /∈ Γf .

Vamos mostrar inicialmente, para δ ∈ {l; l ∈ N∗ \ Λk}∪̇{−l; l ∈ N \ Γk}, que

vk − εk−1δ /∈ Γf .
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Caso 1: δ ∈ N∗ \ Λk.

A justificativa dada abaixo, necessita apenas que δ /∈ Γk, o que nos será útil em

resultados posteriores.

Como Γk \ {0} ⊂ Λk temos que, em particular, δ /∈ Γk e, assim, podemos expressar

de modo único (veja Lema 1.3.7)

δ =
k−1∑
i=1

ri
vi
εk−1

− r0
v0

εk−1
> 0

com 0 ≤ ri < ni, i = 1, . . . , k − 1 e r0 > 0.

Se vk−εk−1δ = vk−
(
k−1∑
i=1

rivi − r0v0

)
∈ Γf , então, como vk−εk−1δ < vk, deveríamos

ter vk −
(
k−1∑
i=1

rivi − r0v0

)
= vk − εk−1δ =

k−1∑
i=0

αivi com 0 ≤ αi < ni, i = 1, . . . , k − 1 e

α0 ≥ 0 e assim

vk =
k−1∑
i=1

(αi + ri)vi + (α0 − r0)v0.

Como εk−1 divide
k−1∑
i=1

(αi + ri)vi + (α0 − r0)v0, deveríamos ter que εk−1 divide vk,

algo que não pode ocorrer. Portanto, vk − εk−1δ /∈ Γf .

Caso 2: δ = −l, l ∈ N \ Γk.

Podemos escrever −δ =
k−1∑
i=1

αi
vi
εk−1

−α0
v0

εk−1
, 0 ≤ αi < ni, i = 1, . . . , k− 1 e α0 > 0.

Assim, vk − εk−1δ = vk +
k−1∑
i=1

αivi − α0v0 /∈ Γf .

Portanto, para todo δ ∈ {l; l ∈ N∗\Λk}∪̇{−l; l ∈ N\Γk}, temos que vk−εk−1δ /∈ Γf .

Mostraremos agora que α /∈ Γf .

Se δ ∈ {l; l ∈ N∗ \ Λk}, então como vk − εk−1δ /∈ Γf , temos que vk − εk−1δ =
k−1∑
i=1

αivi − α0v0 com 0 ≤ αi < ni, i = 1, . . . , k − 1 e α0 > 0. Deste modo,

α =
g∑

i=k+1
sivi + (sk − 1)vk + vk − εk−1δ =

g∑
i=k+1

sivi + (sk − 1)vk +
k−1∑
i=1

αivi − α0v0 /∈ Γf .

Se δ ∈ {−l; l ∈ N \ Γk}, então, como visto no Caso 2, temos que vk − εk−1δ =



2.2 Lacunas Especiais e Semirraízes 49

vk +
k−1∑
i=1

αivi − α0v0 /∈ Γf e

α =
g∑

i=k+1
sivi + (sk − 1)vk + vk − εk−1δ =

g∑
i=k

sivi +
k−1∑
i=1

αivi − α0v0 /∈ Γf .

Em particular, destacamos:

Corolário 2.2.6 Temos que

νf (E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck)) ∩ (Λf \ Γf ) = {vk − εk−1δ; δ ∈ N∗ \ Λk ou − δ ∈ N \ Γk}.

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.2, temos que

νf (E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck)) ⊂ {vk − εk−1δ; δ ∈ Z∗ \ Λk}.

Se −δ = γ ∈ Γk, então vk − εk−1δ = vk + εk−1γ ∈ Γf . Assim,

νf (E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck)) ∩ (Λf \ Γf ) ⊂ {vk − εk−1δ; δ ∈ N∗ \ Λk ou − δ ∈ N \ Γk}.

A outra inclusão segue dos Corolários 2.2.4 e 2.2.5.

2.2.2 Valores de diferenciais em Ω1 \ fk ·Ω(logCk)

Como mencionado anteriormente (veja o Teorema 1.4.2) dada uma k−semirraiz fk
de f com 1 ≤ k ≤ g, temos que Ck admite semigrupo Γk =

〈
v0

εk−1
, . . . ,

vk−1

εk−1

〉
e os

expoentes característicos de Ck são β0

εk−1
, . . . ,

βk−1

εk−1
.

Deste modo, temos que

εk−1Γk + 〈vk, . . . , vg〉 = Γf ,

ou seja, εk−1Γk ⊂ Γf . Mais especificamente, temos que dado h ∈ Ofk = C{x, y}
〈fk〉

, então

existe h′ ∈ C{x}[y] com gr(h′) < gr(fk) e h′ = h tal que νf (h′) = εk−1νk(h′).
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O objetivo desta subseção é obter um resultado similar para o conjunto Λf de uma

curva com semigrupo Γf fixo, ou seja, gostaríamos de descrever elementos de Λf \ Γf que

são determinados a partir de Λk \ Γk.

Uma primeira constatação, como ilustra o exemplo a seguir, é que pode ocorrer de

εk−1(Λk \ Γk) 6⊂ Λf \ Γf .

Exemplo 2.2.7 Seja Cf com f = y8−4x5y6−8x7y5−(2x9 +18x10)y4−8x13y3 +(20x14−

8x15)y2 + (8x16 + 8x17 − 16x18)y + x18 − 6x19 + 21x20 − x21 que admite parametrização

(t8, t18 + t20 + t21). Temos que Γf = 〈8, 18, 75〉.

Considere a 2−semirraiz f2 = y4 − 2x5y2 − 4x7y − x9 + x10 em que (t4, t9 + t10) é

uma de suas parametrizações e Γ2 = 〈4, 9〉.
Aplicando o Algoritmo 4.10 descrito em Hefez e Hernandes (2007) obtemos:

Λ2 \ Γ2 = {14, 19, 23}

Λf \ Γf = {28, 37, 45, 46, 53, 55, 61, 63, 65, 69, 71, 73, 77, 79, 81, 85, 87, 89, 95, 97, 103, 105, 113, 121}.

Uma vez que ε1 = 2, temos que 38 = 2 · 19 /∈ Λf \ Γf .

Note que considerar um elemento γ de Λk \ Γk é equivalente a considerar w1 ∈

Ω1 \ fk · Ω(log Ck).

Como antes, podemos assumir que

w1 = Adx−Bdy + w2

com w = Adx−Bdy ∈ E(fk) e w2 ∈ G(fk) ⊂ F(fk) com v0

εk−1
= gry(fk).

Como w1 /∈ fk · Ω(log Ck) temos que νk(w1) = νk(Adx − Bdy) = δk ∈ Λk. Uma

vez que A ∈ P v0
εk−1

e B ∈ P v0
εk−1

−1 temos que Pfk(w) = A(fk)y + B(fk)x = H +Mfk com

H ∈ P v0
εk−1

, M ∈ P v0
εk−1

−1 e

(fk)yw = Pfk(w)−Bdfk = Hdx+Mfkdx−Bdfk. (2.24)

Observe que tal análise corresponde a considerar H 6= 0 em (2.18).

Além disso, temos νk(Pfk(w)) = νk(H) e δk = νk(w) = νk(H)− (µk − 1).
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De fato, como νk((fk)y) = µk − 1 + v0

εk−1
, temos que

w = Hdx+Mfkdx−Bdfk
(fk)y

e assim νk(w) = νk(H)− (µk − 1).

Por outro lado, como (fk)x e (fk)y são coprimos em C((x))[y], existem A′, B′ ∈

C((x))[y] tais que

A′(fk)y +B′(fk)x = Mfk.

Uma vez que M ∈ P v0
εk−1

−1 devemos ter que gr(A′) < v0

εk−1
e gr(B′) < v0

εk−1
− 1, ou

seja, A′ ∈ PKv0
εk−1
∩ C((x))[y] e B′ ∈ PKv0

εk−1
−1 ∩ C((x))[y].

Desta forma, existe Q ∈ C{x} tal que A0 = QA′ ∈ P v0
εk−1

, B0 = QB′ ∈ P v0
εk−1

−1 e

QM ∈ P v0
εk−1

−1.

Aplicando a Proposição 2.1.11 para o ramo fk, ao considerarmos a relação

A0(fk)y +B0(fk)x = QMfk,

temos a existência de um índice 0 ≤ j < k−1 tal que νk
(
QMx− εjvj+1

n
B0

)
> νk(B0) =

νk(QMx) e consequentemente νf (B′) = νf (M) + v0.

Note que temos

(A− A′)(fk)y + (B −B′)(fk)x = H,

com A− A′ ∈ PKv0
εk−1

, B −B′ ∈ PKv0
εk−1

−1 e H ∈ P v0
εk−1
⊂ PKv0

εk−1
.

Pela Proposição 2.1.15 aplicada a fk, temos que

νk(H) ≤ νk(B −B′) + µk − 1 + βk−1

εk−1
,

ou seja,

νf (H) ≤ νf (B −B′) + εk−1(µk − 1) + βk−1.

Como k ≤ g, temos que βk−1 < βk e consequentemente

νf (H) < νf (B −B′) + εk−1(µk − 1) + βk.
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Por (1.8) temos que µk−1 = nk−1vk−1−βk−
v0

εk−1
e, por (1.6), temos que vk−βk =

εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1

)
, então

νf (H) + v0 < νf (B −B′) + vk.

Agora procedemos algumas análises:

Caso I: νf (B −B′) = min{νf (B), νf (B′)}.

Neste caso,

νf (H) + v0 < νf (B) + vk e νf (H) + v0 < νf (B′) + vk = νf (M) + v0 + vk.

Como gr(H) < gr(fk), segue da Proposição 1.4.4 e de (2.24) que

νf (w) = νf (Hdx)− νf ((fk)y) = εk−1δk ∈ Λf .

Note que εk−1δk ∈ Λf \ Γf se, e somente se, δk ∈ Λk \ Γk.

Caso II: νf (B −B′) > min{νf (B), νf (B′)}.

Neste caso νf (B) = νf (B′) = νf (M) + v0. Além disso, do mesmo modo como

procedemos no Teorema 2.2.2, temos

νf (Mfkdx−Bdfk) = νf (B) + vk = νf (M) + v0 + vk.

A análise se subdivide em dois subcasos:

Subcaso II.1: νf (H) + v0 < νf (B) + vk.

Temos de (2.24), tal como no Caso I, que νf (w) = εk−1δk ∈ Λf .

Subcaso II.2: νf (H) + v0 > νf (B) + vk.
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De (2.24) temos que

νf (w) = νf (Mfkdx−Bdfk)− νf ((fk)y)

= νf (Bdfk)− εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1

)

= vk − εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1
− νk(B)

)
= βk + εk−1νk(B),

em que a penúltima igualdade segue do fato que νf (B) = εk−1νk(B) pois B ∈ P v0
εk−1

−1

(veja a Proposição 1.4.4).

Note que νk(B) − v0

εk−1
= νk(M) ∈ Γk e deste modo, pelo Lema 1.3.7, temos que

α := µk − 1 + v0

εk−1
− νk(B) /∈ Γk.

Temos ainda um último desdobramento:

II.2.i: α /∈ Λk \ Γk.

De (1.19) temos −α ∈ ∆fk e do Teorema 2.1.12 aplicado a fk, temos que νk(M) ∈

νk((J(fk) : fk)). Deste modo, existe w′ ∈ E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck) tal que νf (w) = νf (w′)

(veja (2.11) e o Corolário 2.2.5). Mais ainda, do Corolário 2.2.6, temos que

νf (w) = νf (w′) ∈ νf (E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck)) ∩ Λf \ Γf .

II.2.ii: α ∈ Λk \ Γk.

Temos, assim como no Caso 1 do Corolário 2.2.5, que

νf (w) = vk − εk−1α = vk − εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1
− νk(B)

)
= βk + εk−1νk(B) ∈ Λf \ Γf .

Claramente as condições II.2.i e II.2.ii são disjuntas e consequentemente não pro-

duzem mesmo elemento em Λf .

Os casos e subcasos acima serão utilizados no que segue para garantirmos que po-

demos associar Λk \ Γk bijetivamente a um subconjunto de Λf \ Γf .

Observando oCaso I e o Subcaso II.1 temos que a condição νf (H)+v0 < νf (B)+vk
nos dá que νf (w) = εk−1δk = εk−1νk(w) em que δk = νk(w) = νk(H)− (µk − 1) ∈ Λk.
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Note que

νf (H) + v0 < νf (B) + vk ⇐⇒ εk−1

(
νk(H) + v0

εk−1

)
< εk−1νk(B) + vk

⇐⇒ εk−1

(
δk + µk − 1 + v0

εk−1

)
< εk−1νk(B) + vk

⇐⇒ εk−1(δk − νk(B)) < vk − εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1

)
⇐⇒ εk−1(δk − νk(B)) < βk, (2.25)

em que a última equivalência decorre de (1.6) e (1.8) aplicada a fk.

Veja que a condição εk−1(δk − νk(B)) < βk envolve o valor νk(B), que pode variar

ao considerarmos 1−formas com o mesmo valor δk, como ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.2.8 Considere a curva plana Cf do Exemplo 2.2.7 e a 2−semirraiz

f2 = y4 − 2x5y2 − 4x7y − x9 + x10 que admite a parametrização ϕ2 = (t4, t9 + t10).

Temos que

w1 = 9y2dx− 4xydy e w2 = 9x2ydx−
(

4x3 − 4
9xy

)
dy

são tais que

ν2(w1) = ν2(w2) = 23 ∈ Λ2 \ Γ2

e ν2(B1) = 13 > 12 = ν2(B2) em que wi = Aidx−Bidy para i = 1, 2.

Como queremos estabelecer uma função injetora

ρk : Λk \ Γk −→ Λf \ Γf

devemos descrevê-la em termos de δk ∈ Λk \ Γk. Para tanto, utilizaremos a seguinte

função, que foi considerada por Delorme (1978) para um ramo Cf :

Θf : Λf −→ Γf ∪ {∞}

δ 7−→ max{νf (B); δ = νf (Adx−Bdy)}.
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Delorme (1978, Seção 4) mostra que tal função está bem definida e que seus valores

correspondem a invariantes analíticos para Cf .

Determinar o valor da função Θf não é uma tarefa fácil. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.2.9 Seja δ ∈ Γf = 〈v0, v1, . . . , vg〉 e escrevamos δ =
g∑
i=0

sivi com 0 ≤ si < ni,

i = 1, . . . , g e s0 ∈ N. Fixemos f1, . . . , fg semirraízes de f .

Se s0 6= 0, então δ = νf

( g∏
i=1

f sii x
s0−1dx

)
e deste modo, Θf (δ) =∞.

Se s0 = 0, então

δ = νf

(
d

( g∏
i=1

f sii

))
= νf

 g∑
j=1

sj

g∏
i=1
i 6=j

f sii f
sj−1
j (fj)xdx+

g∑
j=1

sj

g∏
i=1
i 6=j

f sii f
sj−1
j (fj)ydy

 .

Usando (1.6) e (1.8) para fj, concluímos que νf

 g∏
i=1
i 6=j

f sii f
sj−1
j (fj)y

 = δ− vj + vj −

βj = δ − βj. Assim, se r = max{j; sj 6= 0}, então

Θf (δ) ≥ δ − βr.

Exemplo 2.2.10 Pelo Teorema 1.5.2, se temos Λf \ Γf 6= ∅ e λ + v0 = min(Λf \ Γf ),

em que Γf = 〈v0, v1, . . . , vg〉, então Cf é analiticamente equivalente a uma curva com

parametrização ϕ = (tv0 , tv1 + tλ + (t.o.s.)) e temos que

νf (v1ydx− v0xdy) = λ+ v0.

Se νf (Adx − Bdy) = λ + v0, então é necessário que νf (B) + v1 = νf (A) + v0 <

νf (Adx−Bdy).

Caso νf (B) > v0, então uma análise sobre o valor νf (Adx − Bdy) indica que este

supera λ+ v0. Portanto, temos que Θf (λ+ v0) = v0.

O Exemplo 2.2.9 indica que a função Θf : Λf → Γf ∪ {∞} não é injetora. Observe

que se δ /∈ Γf , então Θf (δ) 6=∞.

Ainda denotando por Θf a restrição da função anterior à Λf \ Γf temos:
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Lema 2.2.11 A função Θf : Λf \ Γf → Γf é injetora.

Demonstração: Sejam δ1, δ2 ∈ Λf\Γf com δ1 6= δ2. Sem perda de generalidade, podemos

supor que δ1 < δ2.

Se Θf (δ1) = Θf (δ2), então existem wi = Aidx−Bidy, com νf (Bi) = Θf (δi), νf (wi) =

δi para i = 1, 2.

Deste modo, existe c ∈ C tal que νf (B1 − cB2) > νf (B1) = Θf (δ1).

Assim, w = w1− cw2 = (A1− cA2)dx− (B1− cB2)dy é tal que νf (w) = νf (w1) = δ1,

contrariando a maximalidade de Θf (δ1).

Utilizando a função Θk : Λk \ Γk → Γk para o ramo Ck definimos

ρk : Λk \ Γk −→ Λf \ Γf

δk 7−→


εk−1δk se εk−1(δk −Θ(δk)) < βk

βk + εk−1Θk(δk) se εk−1(δk −Θ(δk)) > βk.

(2.26)

O fato de Θk estar bem definida implica o mesmo para a função ρk.

Considerando uma diferencial dada por w = Adx + Bdy com νk(B) = Θk(δk) e

Pfk(w) = H + Mfk satisfazendo (2.25), pelas análises feitas no início desta subseção,

devemos ter νk(M) = νk(B)− v0

εk−1
= Θk(δk)−

v0

εk−1
∈ Γk e consequentemente, pelo Lema

1.3.7, temos µk − 1 + v0

εk−1
−Θk(δk) /∈ Γk. Além disso, a análise numérica feita no Caso

I do Corolário 2.2.5, permite concluir que

βk + εk−1Θk(δk) = vk − εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1
−Θk(δk)

)
/∈ Γf .

Note que εk−1(δk − Θk(δk)) < βk é equivalente a εk−1δk < βk + εk−1Θk(δk) e assim,

a função ρk também pode ser definida por

ρk(δk) = min{εk−1δk, βk + εk−1Θk(δk)}.

Claramente o mínimo do conjunto anterior não pode ser atingido simultaneamente.
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Deste modo,

ρk(δ1) = ρk(δ2) ⇐⇒ εk−1δ1 = εk−1δ2 ou βk + εk−1Θk(δ1) = βk + εk−1Θk(δ2).

Segue do Lema 2.2.11 que a função ρ é injetora, ou seja,

ρk(Λk \ Γk) ⊂ Λf \ Γf e ]ρk(Λk \ Γk) = ](Λk \ Γk).

Note que, pelo Exemplo 2.2.9 aplicado a Γk, temos que, se δk ∈ Γk, então Θk(δk) =∞

ou Θk(δk) ≥ δk −
βk−1

εk−1
. De qualquer modo, εk−1δk ≤ βk−1 + εk−1Θk(δk) e, consequente-

mente, min{εk−1δk, βk + εk−1Θk(δk)} = εk−1δk. Assim, podemos estender a função ρk a

Λk de modo que ρk(Γk) = εk−1Γk ⊂ Γf .

Observação 2.2.12 Para um valor suficientemente grande de βk, por exemplo, se βk >

εk−1

(
µk − 1− v0

εk−1

)
, temos que ρk(Λk \ Γk) = εk−1(Λk \ Γk).

De fato, dado δk ∈ Λk \ Γk temos que δk ≤ µk − 1 e Θk(δk) ≥
v0

εk−1
. Assim,

εk−1(δk − Θk(δk)) ≤ εk−1

(
µk − 1− v0

εk−1

)
< βk, seguindo que ρk(δk) = εk−1δk para todo

δk ∈ Λk \ Γk.

Neste caso, temos as seguintes inclusões de conjuntos

Γf

εk−1 Γk

εk−1 Λk

Λf

Λf \ (εk−1Λk ∪ Γf )
εk−1Λk \ Γf

Γf \ εk−1Λk

εk−1Γk = εk−1Λk ∩ Γf

No que segue, vamos denotar

L1
k = {δk ∈ Λk \ Γk; εk−1(δk −Θk(δk)) < βk};

L2
k = {δk ∈ Λk \ Γk; εk−1(δk −Θk(δk)) > βk}.

Temos que

ρk(L1
k) = εk−1L

1
k ⊂ Λf \ Γf e
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ρk(L2
k) =

{
vk − εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1
−Θk(δk)

)
; δk ∈ L2

k

}
= {βk + εk−1Θk(δk); δk ∈ L2

k} ⊂ Λf \ Γf .

Procedendo uma análise numérica, como no Corolário 2.2.5, temos que

g∑
i=k

sivi + ρk(L2
k) ⊂ Λf \ Γf

para 0 ≤ si < ni; i = k + 1, . . . , g e 0 ≤ sk ≤ nk − 2.

2.2.3 A influência de Λk em Λf

Vamos reunir as principais conclusões das duas últimas subseções de modo a des-

crever elementos de Λf em termos de Λk.

O Corolário 2.2.5 e as análises da subseção precedente permitem obter o seguinte

resultado:

Teorema 2.2.13 Para qualquer ramo Cf que admite fk com k > 1 como semirraiz temos,

seguindo as notações anteriores, que

εk−1L
1
k ∪̇

{ g∑
i=k

sivi + ρk(L2
k)
}
∪̇
{ g∑
i=k

sivi + vk − εk−1δ

}
⊂ Λf \ Γf

em que

0 ≤ si < ni; i = k + 1, . . . , g, 0 ≤ sk ≤ nk − 2 e

δ ∈ {l, l ∈ N∗ \ Λk}∪̇{−l, l ∈ N \ Γk}.

Em particular, temos que

](Λf \ Γf ) ≥ ]L1
k + εk(nk − 1)(]L2

k + τk),

em que τk denota o número de Tjurina de Ck.

Demonstração: Do exposto no final da subseção anterior temos

εk−1L
1
k ∪̇

{ g∑
i=k

sivi + ρk(L2
k)
}
⊂ Λf \ Γf
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e

]

{ g∑
i=k

sivi + ρk(L2
k)
}

= (nk − 1)nk+1 · · ·ng]L2
k = εk(nk − 1)]L2

k.

Do Corolário 2.2.5, temos
{ g∑
i=k

sivi + vk − εk−1δ

}
⊂ Λf \Γf e, pela Observação 2.2.3,

segue que

]

{ g∑
i=k

sivi + vk − εk−1δ

}
= (nk − 1)nk+1 · · ·ngτk = εk(nk − 1)τk.

Para concluir a demonstração resta mostrar que

{ g∑
i=k

sivi + vk − εk−1δ

}
∩
[
εk−1L

1
k ∪̇

{ g∑
i=k

sivi + ρk(L2
k)
}]

= ∅.

Claramente
{ g∑
i=k

sivi + vk − εk−1δ

}
∩ εk−1L

1
k = ∅. Suponha, por absurdo, que

g∑
i=k

sivi + vk − εk−1δ =
g∑
i=1

rivi + vk − εk−1α,

onde vk − εk−1α ∈ ρk(L2
k) e δ conforme o enunciado.

Pelo Lema 1.3.7, devemos ter δ = α e, em particular, vk − εk−1δ = vk − εk−1α. Pelo

Corolário 2.2.6, existe Adx + Bdy = w ∈ E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck) tal que Pfk(w) = Mfk e

µk − 1 + v0

εk−1
− νk(B) = δ.

Como vk − εk−1α ∈ ρk(L2
k), então existe uma diferencial A′dx + B′dy = w′ ∈

Ω1 \ fk · Ω(log Ck) tal que νf (w′) = vk − εk−1α e Pfk(w′) = H + M1fk, H 6= 0. Sendo

δk = νk(w′), então α = µk − 1 + v0

εk−1
−Θk(δk) e νk(B′) = Θk(δk).

Uma vez que δ = α, devemos ter νk(B) = Θk(δk) = νk(B′). Então existe uma

constante c ∈ C de forma que νk(B′ − cB) > Θk(δk). Assim, obtemos uma diferencial

w1 = A1dx+B1dy = w′ − w = (A′ − cA)dx+ (B′ − cB)dy,

com νk(w1) = νk(w′) = δk, mas νk(B1) > Θk(δk), o que contradiz a definição de Θk(δk).

Exemplo 2.2.14 Consideremos a família de curvas planas Cfa dada parametricamente
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por (t8, t18+t20+∑i≥21 ait
i) com a21 6= 0. Qualquer membro desta família possui semigrupo

〈8, 18, 75〉, admite a 2−semirraiz parametrizada por (t4, t9+t10) com semigrupo Γ2 = 〈4, 9〉

e conjunto de lacunas especiais Λ2 \ Γ2 = {14, 19, 23} (vide Exemplo 2.2.7).

Variando os possíveis valores para ν2(B) de modo que ν2(Adx − Bdy) ∈ Λ2 \ Γ2

encontramos:

Θ2(14) = 4, Θ2(19) = 8 e Θ2(23) = 13.

A saber, 1−formas que atingem tais valores são, respectivamente

w1 = 9ydx− 4xdy,

w2 = 9xydx−
(

4x2 − 4
9y
)
dy,

w3 = 9y2dx− 4xydy = yw1.

Note que ν2

(
9x2ydx−

(
4x3 − 4

9xy
)
dy
)

= 23, mas ν2

(
4x3 − 4

9xy
)

= 12 < 13 =

Θ2(23), o que ilustra que podemos obter várias 1−formas com mesmo valor δ e que não

nos dão o valor Θ2(δ).

Como β2 = 21 e ε1 = mdc(8, 18) = 2 temos:

L1
2 = {δ ∈ Λ2 \ Γ2; 2(δ −Θ2(δ)) < 21} = {14, 23}

L2
2 = {δ ∈ Λ2 \ Γ2; 2(δ −Θ2(δ)) > 21} = {19}.

Além disto,

D = {l ∈ N \ Λ2}∪̇{−l; l ∈ N \ Γ2}

= {1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 15}∪̇{−1,−2,−3,−5,−6,−7,−10,−11,−14,−15,−19,−23}.

Uma vez que g = 2 e n2 = 2, pelo resultado anterior, temos que são subconjuntos

de Λfa \ Γfa :

2L1
2 = {28, 46},

ρ(L2
2) = {37},
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{v2 − ε1δ; δ ∈ D} = {75− 2δ; δ ∈ D}

= {73, 71, 69, 65, 63, 61, 55, 53, 45}

∪ {77, 79, 81, 85, 87, 89, 95, 97, 103, 105, 113, 121}.

Assim, ](Λfa \ Γfa) ≥ 24.

Aplicando o Algoritmo 4.10 descrito em Hefez e Hernandes (2007) podemos explici-

tar 1-formas que atingem os valores descritos, a saber:

νfa(w1) = 28, νfa(yw1) = 46,

{νfa(xiyjw2); 0 ≤ i ≤ 6 e 0 ≤ j ≤ 2} = {37, 45, 53, 55, 61, 63, 69, 71, 73, 77, 79,

81, 85, 87, 89, 95, 97, 103, 105, 113, 121},

νfa

(
y2w1 −

1
4x

7dx
)

= 65.

Utilizando a análise realizada após o Exemplo 2.2.7, podemos descrever precisamente

os elementos de Λf \ Γf menores que vk por meio de Λk \ Γk e da função ρk descrita em

(2.26).

Teorema 2.2.15 Com as notações anteriores, temos que

{γ ∈ Λf ; γ < vk} = {εk−1γk < vk; γk ∈ Γk\{0}}∪̇ρk(Λk\Γk)∪̇{vk−εk−1δk; δk ∈ N∗\Λk}.

Demonstração: Claramente

{εk−1γk < vk; γk ∈ Γk \ {0}} ⊂ {γ ∈ Γf \ {0}; γ < vk} ⊂ {γ ∈ Λf ; γ < vk}.

Segue da definição da função ρk que ρk(Λk \ Γk) ⊂ Λf \ Γf .

Seja δk ∈ Λk \ Γk = L1
k∪̇L2

k, em particular δk ≤ µk − 1.

Se δk ∈ L1
k, então ρk(δk) = εk−1δk ≤ εk−1(µk − 1) = vk − βk − v0 < vk, em que a

última igualdade decorre de (1.6) e (1.8).
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Se δk ∈ L2
k, então ρk(δk) = βk+εk−1Θk(δk) = vk−εk−1

(
µk − 1 + v0

εk−1
−Θk(δk)

)
<

vk, uma vez que βk
εk−1

< δk −Θk(δk) ≤ µk − 1−Θk(δk).

Assim, ρk(Λk \ Γk) ⊂ {γ ∈ Λf ; γ < vk}.

Do Corolário 2.2.6, segue que

{vk − εk−1δ; δ ∈ N∗ \ Λk} ⊂ {γ ∈ Λf ; γ < vk}.

Resta mostrarmos a inclusão

{γ ∈ Λf ; γ < vk} ⊂ {εk−1γk < vk; γk ∈ Γk \{0}}∪̇ρk(Λk \Γk)∪̇{vk− εk−1δ; δ ∈ N∗ \Λk}.

Consideremos γ ∈ Λf com γ < vk. Se γ ∈ Γf \ {0}, então γ =
k−1∑
i=0

sivi =

εk−1

(
k−1∑
i=0

si
vi
εk−1

)
∈ εk−1Γk.

Suponha que γ ∈ Λf \ Γf , γ < vk, ou seja, γ = νf (w) para algum w ∈ Ω1.

Podemos considerar que w = Adx−Bdy ∈ E(fk) \ F(fk).

Se w ∈ fk · Ω(log Ck), então, pelo Corolário 2.2.6, temos que γ = vk − εk−1δk com

δk ∈ N∗ \ Λk.

Agora se w ∈ E(fk) \ fk ·Ω(log Ck), então νk(w) 6= 0, ou seja, existe l0 ∈ Λk tal que

νk(w) = l0.

Retomando a análise feita após o Exemplo 2.2.7, temos as possibilidades:

(a) γ = νf (w) = εk−1l0 se εk−1(l0 − νk(B)) < βk.

(b) γ = νf (w) = vk − εk−1α, α = µk − 1 + v0

εk−1
− νk(B) /∈ Γk se εk−1(l0 − νk(B)) > βk.

Na situação dada em (a): Se l0 ∈ Γk, então

γ ∈ {εk−1lk < vk; lk ∈ Γk}.

Se l0 ∈ Λk \ Γk, então εk−1(l0 − Θk(l0)) ≤ εk−1(l0 − νk(B)) < βk, isto é, l0 ∈ L1
k e

γ = ρk(l0) ∈ ρk(Λk \ Γk).

Por outro lado, se estamos na situação (b), isto é, γ = νf (w) = vk − εk−1α com

α = µk − 1 + v0

εk−1
− νk(B) /∈ Γk e εk−1(l0 − νk(B)) > βk, então, como γ < vk, segue que
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α > 0. Assim, podemos ter α ∈ Λk \ Γk ou α /∈ Λk.

Se α /∈ Λk, então γ ∈ {vk − εk−1δk; δk ∈ N∗ \ Λk}.

Resta analisar o caso em que γ = vk−εk−1α com α = µk−1+ v0

εk−1
−νk(B) ∈ Λk\Γk

e εk−1(l0 − νk(B)) > βk.

Vamos mostrar que γ ∈ ρk(L2
k) em que L2

k = {δk ∈ Λk \Γk; εk−1(δk−Θk(δk)) > βk}.

Se νk(B) = Θk(l0), então devemos ter l0 /∈ Γk. De fato, se l0 ∈ Γk, então, do Exemplo

2.2.9, teríamos νk(B) = ∞, isto é, γ = νf (w) = νf (Adx) ∈ Γf ou εk−1(l0 − νk(B)) ≤

βk−1 < βk. De qualquer forma teríamos contradições com nossas hipóteses.

Deste modo, se νk(B) = Θk(l0), então l0 ∈ Λk \ Γk e temos γ = vk − εk−1α = ρk(l0).

Suponha que νk(B) < Θk(l0). Deste modo, existe uma 1−forma diferencial w0 =

A0dx−B0dy ∈ E(fk) \ fk ·Ω(log Ck) com νk(w0) = l0 e νk(B0) = Θ(l0) tal que w−w0 =

(A− A0)dx− (B −B0)dy satisfaz νk(w − w0) = l1 > l0 e νk(B) = νk(B −B0) ≤ Θk(l1).

Se νk(B) < Θk(l1), repetimos o argumento.

Afirmamos que, após um número finito de procedimentos como o descrito, obtemos

w̃ = Ãdx− B̃dy ∈ E(fk) \ fk · Ω(log Ck) com νk(w̃) = l̃ e Θk(l̃) = νk(B̃) = νk(B).

De fato, após j−iterações obtemos

w −
j∑
i=0

wi =
A− j∑

i=0
Ai

 dx−
B − j∑

i=0
Bi

 dy

com νk

w − j∑
i=0

wi

 = lj > · · · > l1 > l0 e νk(B) = νk

B − j∑
i=0

Bi

 ≤ Θk(lj).

Se o procedimento não encerrar em um número finito de passos, obteremos

νk

(
w −

∞∑
i=0

wi

)
=∞ e νk(B) = νk

(
B −

∞∑
i=0

Bi

)
,

ou seja, w′ = w −
∞∑
i=0

wi ∈ E(fk) ∩ fk · Ω(log Ck).

Pelo visto Teorema 2.2.2 e por (2.21), teríamos que

µk − 1 + v0

εk−1
− νk

(
B −

∞∑
i=0

Bi

)
= µk − 1 + v0

εk−1
− νk(B) = α /∈ Λk,

uma contradição.
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Deste modo, existe w̃ = Ãdx− B̃dy ∈ E(fk)\fk ·Ω(log Ck) com l0 ≤ l̃ = νk(w̃) <∞

e νk(B) = νk(B̃) = Θk(l̃).

Além disso, temos que

εk−1(l̃ −Θk(l̃)) ≥ εk−1(l0 −Θk(l̃)) = εk−1(l0 − νk(B)) > βk,

e, em virtude do Exemplo 2.2.9, podemos afirmar que l̃ /∈ Γk.

Chegamos à conclusão de que existe w̃ ∈ E(fk) \ fk · Ω(log Ck) tal que νk(w̃) = l̃ ∈

Λk \ Γk, νk(B) = Θk(l̃), εk−1(l̃ −Θk(l̃)) > βk e α = µk − 1 + v0

εk−1
−Θk(l̃).

Assim, por meio da função ρk, obtemos que γ = vk − εk−1α = ρk(l̃) ∈ ρk(L2
k),

provando o teorema.
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Capítulo 3

Neste capítulo vamos apresentar algumas consequências e aplicações dos resultados

obtidos no capítulo anterior.

Entre as consequências obtidas, podemos apresentar um limitante superior para o

número de Tjurina τ em termos de dados topológicos, que, para o caso de curvas com

semigrupo Γ = 〈v0, v1, . . . , vg〉 com g ≥ 2, é melhor que o número de Milnor µ.

Uma outra questão abordada é uma indagação formulada por Watari com respeito

a semigrupos com ng = 2. Para tais semigrupos, mostramos que o número τ é sempre

o mesmo para qualquer curva com tal semigrupo e é expresso em termos dos dados do

semigrupo.

Além destas questões, apresentamos também um modo de obter elementos de Ω1

cujas valorações descrevem os elementos de Λf \Γf para uma classe de curvas que admitem

semigrupos da forma Γf = 〈4u0, 4u1, 2u2, u3〉.

3.1 Sobre as questões de Watari e Dimca-Greuel e

outras conclusões

Nesta seção vamos extrair dos resultados apresentados no capítulo anterior conclu-

sões que permitem relacionar invariantes analíticos de uma semirraiz fk com os correspon-

dentes invariantes analíticos de Cf . Dentre estas consequências, obtemos um limitante

superior em termos topológicos mais preciso para o número de Tjurina para curvas com

semigrupo Γ = 〈v0, v1, . . . , vg〉 com g ≥ 2, bem como uma resposta a uma questão formu-

lada por Watari (2019):

Questão (Watari): O número de Tjurina para curvas com semigrupos Γ = 〈v0, . . . , vg〉

e ni = εi−1

εi
= 2 para todo i = 2, . . . , g depende apenas de dados topológicos?

Antes de abordar as questões acima, façamos algumas observações que decorrem do

Teorema 2.2.15.
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Corolário 3.1.1 Se βk > εk−1

(
µk − 1− v0

εk−1

)
, então

{γ ∈ Λf ; γ < vk} = {εk−1γ < vk; γ ∈ Λk}∪̇{vk − εk−1δ; δ ∈ N∗ \ Λk}.

Demonstração: Da Observação 2.2.12, temos que ρk(Λk \ Γk) = εk−1(Λk \ Γk) e o resul-

tado segue do Teorema 2.2.15.

Seja
tβ0 , ϕf (t) =

∑
i≥β1

ait
i

 uma parametrização de Newton-Puiseux de Cf e fk

uma semirraiz característica de f , ou seja, fk tem parametrização de Newton-Puiseuxt β0
εk−1 , ϕk(t) =

∑
β1≤i<βk

ait
i

εk−1

. Deste modo, temos
tβ0 , ϕf (t) = ϕk(tεk−1) +

∑
i≥βk

ait
i

,
ou seja, podemos interpretar a parametrização de Cf como uma “deformação” da para-

metrização de Ck.

Como consequência dos resultados apresentados, podemos obter um conjunto co-

mum de lacunas especiais para toda curva, com semigrupo fixo, que admite fk como

k−semirraiz, a saber, o conjunto descrito no Teorema 2.2.13.

Exemplo 3.1.2 Em Hefez e Hernandes (2003) são apresentados todos os possíveis con-

juntos Λf \ Γf para curvas planas com semigrupo Γf = 〈6, 9, 19〉. Tais curvas podem ser

parametrizadas por t6, t9 + t10 +
∑
i≥11

ait
i

 . (3.1)

Consideremos a semirraiz característica f2 com parametrização (t2, t3).

Para tal classe de curvas temos:

ε0 = β0 = v0 = 6, β1 = v1 = 9, β2 = 10, ε1 = 3, ε2 = 1, n1 = 2 e n2 = 3.

Como Λ2 = Γ2 \ {0} = N \ {0, 1}, não temos contribuição para Λf \ Γf dada pela

função ρ2 : Λ2 \ Γ2 −→ Λf \ Γf .

No entanto, pelo Corolário 2.2.5, temos que

Λf \ Γf ⊃ {s2v2 − ε1δ; 1 ≤ s2 ≤ 2 e δ = ±1},
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ou seja,

Λf \ Γf ⊃ {16, 22, 35, 41}

para qualquer curva com parametrização como (3.1), o que está de acordo com o descrito

no referido trabalho. De fato, os possíveis conjuntos Λf\Γf para curvas com Γf = 〈6, 9, 19〉

são (conforme Teorema 1 de Hefez e Hernandes (2003)):

{16, 22, 29, 35, 41}

{16, 22, 29, 32, 35, 41}

{16, 22, 26, 32, 35, 41}

{16, 22, 26, 29, 32, 35, 41}.

Em Hefez e Hernandes (2007) é apresentado o conceito de diferencial não exata

minimal para uma curva Cf , que abreviaremos por DNEM. A saber w ∈ Ω1 é DNEM se

νf (w) ∈ Λf \ Γf e νf (w) /∈ γ + Γf para todo γ ∈ Λf \ {νf (w)}.

Corolário 3.1.3 Para toda curva plana irredutível com semigrupo Γf = 〈v0, . . . , vg〉 não

há elementos em Λf \ Γf da forma vi − sv0 com s > 0 e i ≤ g. Em particular, há no

máximo v0 − (g + 1) DNEM’s.

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.15, se γ ∈ Λf \ Γf , εi−1 - γ e γ < vi, então devemos

ter que γ = vi − εi−1α com α /∈ Γi. Como εi−1α /∈ Γf , segue que não há elementos em Λf

da forma vi − sv0 com s > 0 e i ≤ g.

Se γ1 e γ2 são DNEM, então γ1 6≡ γ2 (mod v0). De fato, se γ1 > γ2 e tivéssemos

γ1 ≡ γ2 mod v0, então γ1 = γ2 +sv0 com s > 0 contrariando o fato de γ1 ser DNEM. Como

todo elemento em Λf \Γf se expressa de forma única como
g∑
i=1

sivi−s0v0 com 0 ≤ si < ni,

i 6= 0 e s0 > 0 (veja o Lema 1.3.7) cada DNEM pode corresponder a apenas uma das

v0 − 1 = n1 · · ·ng − 1 possíveis g−uplas não nulas (s1, . . . , sg).

Mas, como vimos, não há elementos em Λf \ Γf e, consequentemente, DNEM’s

correspondentes a g−uplas da forma (0, . . . , 1, . . . , 0) em que a única entrada não nula é

a i−ésima. Portanto, podemos ter, no máximo, v0 − 1− g = v0 − (g + 1) DNEM’s.
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Em Dimca e Greuel (2018), os autores apresentam uma questão a respeito de um

limitante inferior para o número de Tjurina τf de uma curva plana (não necessariamente

irredutível) em termos do número de Milnor µf da curva. Mais precisamente, eles ques-

tionam:

Questão: (Dimca-Greuel) Para qualquer curva plana tem-se

3
4µf < τf?

No caso em que a curva é irredutível temos por (1.15) que τf = µf − ](Λf \ Γf ) e

assim:

3µf < 4τf ⇐⇒ 3(µf − τf ) < τf

⇐⇒ 3](Λf \ Γf ) < µf − ](Λf \ Γf )

⇐⇒ 4](Λf \ Γf ) < µf .

Tal questão foi respondida afirmativamente, para o caso irredutível por Alberich-

Carramiñana et al. (2019) e simultaneamente por Genzmer e Hernandes (2019).

Enquanto a questão de Dimca-Greuel se preocupa com um limitante topológico

inferior para τf , os resultados apresentados no capítulo anterior permitem, para o caso

irredutível, estabelecer um limitante superior para τf melhor que µf , para o caso em que

g ≥ 2.

Proposição 3.1.4 Seja Cf uma curva plana irredutível com semigrupo Γf = 〈v0, . . . , vg〉.

Se g ≥ 2, então τf ≤ µf −
ng
2 µg − (ng − 2)

(
v1 + v0

ng
−
[
v1

v0

]
− 3

)
.

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.13 aplicada a fg, temos εg = 1, εg−1 = ng e

](Λf \ Γf ) ≥ ]L1
g + (ng − 1)]L2

g + (ng − 1)τg

≥ ]L1
g + ]L2

g + (ng − 1)τg. (3.2)
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Como

](Λg \ Γg) = ]ρg (Λg \ Γg) = ]ρg(L1
g∪̇L2

g) = ]ρg(L1
g) + ]ρg(L2

g) = ]L1
g + ]L2

g

temos que

](Λf \ Γf ) ≥ ](Λg \ Γg) + (ng − 1)τg

= ](Λg \ Γg) + τg + (ng − 2)τg (3.3)

= µg + (ng − 2)τg,

em que a última igualdade segue de (1.15).

Temos que os elementos de ](Λg\Γg), se houverem, são lacunas maiores que v1

ng
+ v0

ng
,

veja (1.15). Assim, no conjunto D =
{

1, . . . , v1

ng
+ v0

ng

}
, nenhuma lacuna pode pertencer

a Λg \ Γg. Como ]D = v1 + v0

ng
e

D ∩ Γg =
{
k
v0

ng
,
v1

ng
,
v1 + v0

ng
; k = 1, . . . ,

[
v1

v0

]
+ 1

}
,

então, das µg2 lacunas de Γg, existem
v1 + v0

ng
−
[
v1

v0

]
− 3 que não podem pertencer a Λg.

Assim, obtemos que ](Λg \ Γg) ≤
µg
2 −

(
v1 + v0

2 −
[
v1

v0

]
− 3

)
e como, por (1.15),

temos τg = µg − ](Λg \ Γg), segue que τg ≥
µg
2 +

(
v1 + v0

2 −
[
v1

v0

]
− 3

)
e, deste modo, de

(3.3) temos

](Λf \ Γf ) ≥ µg + (ng − 2)τg ≥
ng
2 µg + (ng − 2)

(
v1 + v0

2 −
[
v1

v0

]
− 3

)
.

Como τf = µf − ](Λf \ Γf ), temos

τf ≤ µf −
ng
2 µg − (ng − 2)

(
v1 + v0

2 −
[
v1

v0

]
− 3

)
.
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A proposição anterior também permite relacionar o número de Tjurina de Cf e Cg.

Corolário 3.1.5 Temos que

τf ≤ µf − (µg + (ng − 2)τg).

Demonstração: Decorre diretamente da desigualdade (3.3) apresentada na demonstra-

ção da proposição anterior.

No que segue, vamos mostrar que se g ≥ 2 e ng = 2, então a desigualdade anunciada

na Proposição 3.1.4 é sempre uma igualdade, o que responde, em particular, à questão

formulada por Watari (2019).

O caso em que g = 2 foi mostrado por Luengo e Pfister (1990) utilizando métodos

distintos do que abordamos neste trabalho.

Se Γf = 〈v0, . . . , vg〉, com g ≥ 2 e ng = 2, então, pelo Lema 1.3.7, temos que as

lacunas de Γf são da forma

g−1∑
i=1

sivi − s0v0 ou vg +
g−1∑
i=1

sivi − s0v0,

com 0 ≤ si < ni para i = 1, . . . , g − 1 e s0 > 0.

Teorema 3.1.6 Para toda curva Cf com semigrupo Γf = 〈v0, . . . , vg〉 com g ≥ 2 e ng = 2,

temos que

τf = µf − µg = vg + 1
2

g−1∑
i=1

(ni − 1)vi − v0

 .
Demonstração: Lembremos que ng = εg−1 = 2. Do Teorema 2.2.15 para k = g temos

que

{γ ∈ Λf \ Γf ; γ < vg} = ρg(Λg \ Γg)∪̇{vg − ngδ; δ ∈ N∗ \ Λg}.

Além disto, pelo Corolário 2.2.5, usando k = g e ng = 2 obtemos que

{vg + 2l; l ∈ N \ Γg} ⊂ Λf \ Γf .



3.1 Sobre as questões de Watari e Dimca-Greuel e outras conclusões 71

Agora note que qualquer lacuna de Γf maior que vg isto é, aquelas expressas da

forma vg +
g−1∑
i=1

sivi − s0v0 > vg, satisfaz

0 <
g−1∑
i=1

sivi − s0v0 = 2
g−1∑
i=1

si
vi
εg−1

− s0
v0

εg−1

 .

Como 0 ≤ si < ni, para i = 1, . . . , g − 1 e s0 > 0, segue que
g−1∑
i=1

si
vi
εg−1

− s0
v0

εg−1
∈

N \ Γg.

Deste modo, qualquer lacuna maior que vg, pertence a {vg + 2l; l ∈ N \ Γg}.

Portanto,

Λf \ Γf = {γ ∈ Λf \ Γf ; γ < vg}∪̇{γ ∈ Λf \ Γf ; γ > vg}

= ρg(Λg \ Γg)∪̇{vg − 2δ; δ ∈ N∗ \ Λg}∪̇{vg + 2l; l ∈ N \ Γg} (3.4)

e, consequentemente,

](Λf \ Γf ) = ]ρg(Λg \ Γg) + ](N∗ \ Λg) + ](N \ Γg)

= ](Λg \ Γg) + ](N∗ \ Λg) + ](N \ Γg)

= ](N \ Γg) + ](N \ Γg) = µg
2 + µg

2 = µg.

Segue assim que

τf = µf − ](Λf \ Γf ) = µf − µg

= vg +
g−1∑
i=1

(ni − 1)vi − v0 + 1−
g−1∑
i=1

(ni − 1)vi2 −
v0

2 + 1


= vg + 1
2

g−1∑
i=1

(ni − 1)vi − v0

 .

Temos assim que, para qualquer curva plana irredutível com semigrupo dado por

Γf = 〈v0, . . . , vg〉, com g ≥ 2 e ng = 2, o número de Tjurina depende apenas de Γf , ou
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seja, de informações que retratam a classe topológica de Cf . Isto responde à questão posta

por Watari (2019). Observe que a questão formulada por Watari se refere ao que se pode

dizer sobre o número de Tjurina para curvas com semigrupo em que n2 = · · · = ng = 2,

ou seja, um caso particular do que consideramos.

No caso em que g = 2, isto é, Γf = 〈v0, v1, v2〉 temos que se ng = 2, então τf =

µf −
(
v0

2 − 1
)(

v1

2 − 1
)
, resultado já obtido por Luengo e Pfister (1990).

Segue de (3.4) estabelecido na demonstração do teorema anterior o seguinte resul-

tado.

Corolário 3.1.7 Se Cf é uma curva plana irredutível com semigrupo Γf = 〈v0, . . . , vg〉,

g ≥ 2 e ng = 2, então

Λf \ Γf = ρg(Λg \ Γg)∪̇{vg − 2δ; δ ∈ N∗ \ Λg}∪̇{vg + 2δ; δ ∈ N \ Γg}.

Embora para as curvas que admitem o semigrupo Γf = 〈v0, . . . , vg〉 com g ≥ 2

e ng = 2 tenhamos sempre o mesmo valor para o número de Tjurina, não se pode di-

zer o mesmo para o conjunto Λf \ Γf , embora sua cardinalidade dependa apenas de

Γg =
〈
v0

2 , . . . ,
vg−1

2

〉
. Tal fato se constata pela descrição do conjunto Λf \ Γf dada no

Corolário 3.1.7, em que os elementos de Λf \ Γf dependem de Λg \ Γg.

Vamos ilustrar a variação de Λf \ Γf por meio dos seguintes exemplos:

Exemplo 3.1.8 Vamos analisar curvas com mesmo semigrupo Γf = 〈8, 18, 75〉 e variar a
2−semirraiz. Pelo Corolário 3.1.7, temos que qualquer curva Cfa dada no Exemplo 2.2.14
que possui semigrupo 〈8, 18, 75〉 e 2−semirraiz parametrizada por (t4, t9 + t10) admite

Λfa\Γfa = {28, 37, 45, 46, 53, 55, 61, 63, 65, 69, 71, 73, 77, 79, 81, 85, 87, 89, 95, 97, 103, 105, 113, 121}.

A curva Cf dada pela parametrização (t8, t18 + t21) também possui semigrupo Γ =

〈8, 18, 75〉. Temos que a curva Cf2 dada parametricamente por (t4, t9) é uma 2−semirraiz

para Cf .

Neste caso, temos Λ2 \ Γ2 = ∅, isto é, Λ2 = Γ2 \ {0} e assim, pelo Corolário 3.1.7,

temos que

Λf \ Γf = {75− 2δ; δ ∈ N∗ \ Λ2}∪̇{75 + 2δ; δ ∈ N \ Γ2}.
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Como N \ Γ2 = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 19, 23}, temos

Λf\Γf = {29, 37, 45, 47, 53, 55, 61, 63, 65, 69, 71, 73, 77, 79, 81, 85, 87, 89, 95, 97, 103, 105, 113, 121}.

Exemplo 3.1.9 Neste exemplo, vamos considerar curvas Cf com semigrupo dado por

Γf = 〈8, 18, v2〉 que admitem a 2−semirraiz f2 dada parametricamente por (t4, t9 + t10) e

estudar a variação de Λf \ Γf .

Inicialmente, lembremos que os Exemplos 2.2.7 e 2.2.14 nos dão que Γ2 = 〈4, 9〉,

Λ2 \ Γ2 = {14, 19, 23}, bem como Θ2(14) = 4, Θ2(19) = 8 e Θ2(23) = 13.

Para que f2 represente uma 2−semirraiz, as possíveis parametrizações de Cf são:

i)
t8, t18 + at19 +

∑
i≥20

ait
i

 com a 6= 0.

Neste caso, β2 = 19, v2 = 73 e como ε1 = 2 temos:

δ ∈ Λ2 \ Γ2 ε1(δ −Θ2(δ))

14 2(14− 4) > 19 = β2

19 2(19− 8) > 19 = β2

23 2(23− 13) > 19 = β2

Assim, L1
2 = ∅ e L2

2 = Λ2 \ Γ2 = {14, 19, 23}. Pelo Corolário 3.1.7, temos

Λf \ Γf = ρ2(L2
2) ∪̇ {73− 2δ; δ ∈ D} = {27, 35, 45} ∪̇ {73− 2δ; δ ∈ D}

em que D é descrito no Exemplo 2.2.14.

ii)
(
t8, t18 + t20 + at21 +

∑
i>21

ait
i

)
com a 6= 0.

Neste caso, temos β2 = 21, v2 = 75 e ε1 = 2. Assim:
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δ ∈ Λ2 \ Γ2 ε1(δ −Θ2(δ))

14 2(14− 4) < 21 = β2

19 2(19− 8) > 21 = β2

23 2(23− 13) < 21 = β2

Segue, como já visto no Exemplo 2.2.14, que L1
2 = {14, 23} e L2

2 = {19} e deste

modo

Λf \ Γf = {28, 37, 46} ∪̇ {75− 2δ; δ ∈ D}.

iii)
t8, t18 + t20 + aβ2t

β2 +
∑
i>β2

ait
i

 com aβ2 6= 0 e 23 ≤ β2 ímpar.

Neste caso, segue que v2 = 54 + β2, ε1 = 2 e temos

δ ∈ Λ2 \ Γ2 ε1(δ −Θ2(δ))

14 2(14− 4) < β2

19 2(19− 8) < β2

23 2(23− 13) < β2

Assim, temos L1
2 = Λ2 \ Γ2 e L2

2 = ∅.

Donde, do Corolário 3.1.7, segue que

Λf \ Γf = {28, 38, 46} ∪̇ {54 + β2 − 2δ; δ ∈ D}.

Revendo o Teorema 2.2.13, temos para k = g que

ngL
1
g ∪̇ {sgvg + ρg(L2

g)} ∪̇ {(sg + 1)vg − ngδ} ⊆ Λf \ Γf

com 0 ≤ sg ≤ ng − 2 e

δ ∈ {l ∈ N∗ \ Λg} ∪̇ {−l; l ∈ N \ Γg}
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para toda curva Cf com semigrupo Γf = 〈v0, . . . , vg〉, g ≥ 2 e uma g−semirraiz fixa. Em

particular, uma vez que ]{l; l ∈ N∗ \ Λg} ∪̇ {−l; l ∈ N \ Γg} = µg − ](Λg \ Γg) = τg,

temos

](Λf \ Γf ) ≥ ]L1
g + (ng − 1)(]L2

g + τg).

Como vimos, se ng = 2, então temos igualdade na expressão acima para toda curva

com semigrupo Γf fixo.

Vamos mostrar que tal propriedade não é válida para outros semigrupos da forma

〈v0, . . . , vg〉 com ng ≥ 3.

Proposição 3.1.10 Seja Γ = 〈v0, . . . , vg〉 com g ≥ 2 e ng ≥ 3, então sempre existe uma

curva Cf com Γf = Γ tal que

](Λf \ Γf ) > ]L1
g + (ng − 1)(]L2

g + τg).

Demonstração: Para provar o resultado é suficiente garantir que existe d ∈ Λf \Γf com

d /∈ ngL1
g ∪̇ {sgvg + ρg(L2

g)} ∪̇ {(sg + 1)vg − ngδ},

com 0 ≤ sg ≤ ng − 2 e δ ∈ {l; l ∈ N∗ \ Λg} ∪̇ {−l; l ∈ N \ Γg} para alguma curva com

semigrupo Γ = 〈v0, . . . , vg〉.

Dada uma curva Cf com semigrupo Γf = Γ podemos parametrizá-la por (tv0 , ϕ(t))

com ϕ(t) =
∞∑
i≥v0

ait
i. Consideremos sua g−semirraiz característica fg que admite parame-

trização
(
t
v0
ng , ϕg(t)

)
em que ϕg(t) =

∑
v0≤i<βg

ait
i
ng . A saber, temos que

fg(x, y) =
∏

ζ∈ G0
Gg−1

(
y − ϕg

(
ζx

ng
v0

))
,

conforme a Definição 1.3.4.

Agora consideremos w = v0xdfg − vgfgdx ∈ F(Cg). Vamos analisar ψf (w), em que

ψf é dada em (1.14).
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Inicialmente note que, de (1.5),

fg (tv0 , ϕ(t)) =
∏

ζ∈ G0
Gg−1

(
ϕ(t)− ϕg

(
ζtng

))
= cgaβgt

vg +
∑
k>vg

(pgk + cgak−vg+βg)tk

em que cg 6= 0 e pgk é um polinômio em ai com i < k − vg + βg.

Deste modo, temos que

tv0dfg(tv0 , ϕ(t)) = cgvgaβgt
v0+vg−1 +

∑
k>vg

(pgk + cgak−vg+βg)ktv0+k−1

e

fg(tv0 , ϕ(t))v0t
v0−1 = cgv0aβgt

v0+vg−1 +
∑
k>vg

(pgk + cgak−vg+βg)v0t
v0+k−1.

Assim,

w(tv0 , ϕ(t)) = v0t
v0dfg(tv0 , ϕ(t))− vgfg(tv0 , ϕ(t))v0t

v0−1

= v0
∑
k>vg

(pgk + cgak−vg+βg)(k − vg)tk+v0−1,

ou seja, a imagem de w pela aplicação ψf dada em (1.14) é

ψf (w) = v0
∑
k>vg

(
pgk + cgak−vg+βg

)
(k − vg)tk+v0 .

Consideremos a divisão euclidiana de vg por v0, isto é, vg = q ·v0 +r com 0 < r < v0.

Vamos considerar a curva Cf dada pela parametrização

tv0 , ϕg(tng) + aβgt
βg +

∑
j>βg

ajt
j

 (3.5)

com aβg 6= 0, aj = −pgj+vg−βgc−1
g para βg < j < βg + r e

aβg+r 6= −pgvg+rc
−1
g .

Obviamente Γf = Γ e Cf admite fg como g−semirraiz.
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Para esta curva temos

ψf (w) = v0r
(
pgvg+r + cgaβg+r

)
tvg+v0+r + (t.o.s.),

ou seja,

νf (w) = vg + v0 + r = vg + v0 + vg − qv0 = 2vg − (q − 1)v0.

Como vg ≥ v2 = n1v1 + β2 − β1 > n1v1 ≥ 2v1 > 2v0, temos que q =
[
vg
v0

]
≥ 2 e

assim, νf (w) = 2vg − (q − 1)v0 /∈ Γf .

Como ng > 2, então 2vg − (q − 1)v0 /∈ ngL1
g.

Note que os elementos de sgvg+ρg(L2
g) são da forma sgvg+vg−ng

(
µg − 1 + v0

ng
−Θg(l)

)
com l ∈ Λg \ Γg satisfazendo ng(l −Θg(l)) > βg.

Se 2vg − (q − 1)v0 = (sg + 1)vg − ng
(
µg − 1 + v0

ng
−Θg(l)

)
, então deveríamos ter

sg = 1 e

(q − 1) v0

ng
= µg − 1 + v0

ng
−Θg(l) ⇐⇒ (q − 2) v0

ng
= µg − 1−Θg(l).

Mas, enquanto (q − 2) v0

ng
∈ Γg, temos que µg − 1 − Θg(l) /∈ Γg. Deste modo,

2vg − (q − 1)v0 /∈ sgvg + ρg(L2
g).

Agora, suponha que tivéssemos 2vg − (q − 1)v0 ∈ {(sg + 1)vg − ngδ} de modo que

δ ∈ {l; l ∈ N∗ \ Λg}∪̇{−l; l ∈ N \ Γg}.

Se 2vg− (q− 1)v0 = (sg + 1)vg +ngl com l ∈ N \Γg, então devemos ter sg = 0. Mas,

deste modo, vg = ng

(
l + (q − 1) v0

ng

)
, o que é um absurdo, pois εg−1 = ng não divide vg.

Se 2vg− (q− 1)v0 = (sg + 1)vg−ngδ com δ ∈ {l; l ∈ N∗ \Λg} 6⊂ Γg, teríamos sg = 1

e (q − 1) v0

ng
= δ uma contradição.

Portanto, para a curva Cf descrita em (3.5), temos que 2vg− (q−1)v0 é uma lacuna

especial não prevista no subconjunto dado pelo Teorema 2.2.13 e assim,

](Λf \ Γf ) > ]L1
g + (ng − 1)(]L2

g + τg).
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Vamos ilustrar o resultado anterior.

Exemplo 3.1.11 Consideremos o semigrupo Γ = 〈6, 9, 19〉 em que g = 2 e n2 = 3 que

foi considerado no Exemplo 3.1.2.

Qualquer curva com semigrupo Γ admite parametrização

t6, t9 + t10 +
∑
i≥11

ait
i


e 2−semirraiz f2 = y2 − x3 dada parametricamente por (t2, t3).

Temos que

f2

t6, t9 + t10 +
∑
i≥11

ait
i

 = 2t19 + (1 + 2a11)t20 + (2a11 + 2a12)t21 + (t.o.s.).

Considerando w = 6xdf2 − 19f2dx, temos

ψf (w) = 6(1 + 2a11)(20− 19)t26 + 6(2a11 + 2a12)(21− 19)t27 + (t.o.s.).

Assim, considerando a11 6= −
1
2 temos que νf (w) = 26 /∈ {16, 22, 35, 41} em que o

último conjunto é o descrito no Teorema 2.2.13.

3.2 Semigrupos da forma 〈4u0,4u1,2u2, u3〉

Nesta seção tratamos de ramos planos que admitem semigrupos da forma

〈4u0, 4u1, 2u2, v3〉.

Tais semigrupos podem ser considerados como uma generalização dos semigrupos

da forma Γ = 〈2p, 2q, 2pq + d〉, mdc(p, q) = 1 e d ≡ 1 (mod 2), que foram objeto de

estudo de Luengo e Pfister (1990) os quais provaram que ](Λ \ Γ) = (p − 1)(q − 1) =

µ2. A generalização aqui é entendida da seguinte forma: se Cf tem como semigrupo

〈4u0, 4u1, 2u2, v3〉, então a 3−semirraiz f3 tem como semigrupo 〈2u0, 2u1, u2〉 e assim já

sabemos quantas lacunas especiais admite C3. Saber quais lacunas especiais a 3−semirraiz
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possui é útil pois, como vimos no capítulo anterior, tais lacunas determinam parcialmente

as lacunas especiais de Cf .

Lembremos que, para semigrupos com ng = 2, os elementos de Λf \Γf são descritos

em termos de Λg, Γg e dos valores da função ρg, que pode não ser de fácil descrição.

Além disso, a descrição de Λf\Γf não evidencia diferenciais que atingem determinado

valor.

Nesta seção vamos descrever como obter diferenciais que determinam os valores de

Λf \ Γf para curvas com semigrupo Γf = 〈4u0, 4u1, 2u2, u3〉.

Para curvas com este semigrupo, temos

v0 = ε0 = 4u0 = β0, ε1 = 4, ε2 = 2, ε3 = 1; (3.6)

n1 = u0, n2 = n3 = 2; (3.7)

v1 = 4u1 = β1, u0v1 = u04u1 = u1v0; (3.8)

2u2 = v2 = (u0 − 1)v1 + β2 ⇐⇒ β2 = v2 + v1 − u1v0; (3.9)

u3 = v3 = 2v2 + β3 − β2 ⇐⇒ β3 = v3 − 2v2 + β2; (3.10)

µf = v3 + v2 + (u0 − 1)v1 − v0 + 1. (3.11)

Pelo Teorema 1.5.2, temos que toda curva com semigrupo Γf = 〈4u0, 4u1, 2u2, u3〉

admite parametrização da forma

ϕf (t) =
t4u0 , t4u1 + tλ +

∑
i>λ

ait
i


com aβ2 6= 0 6= aβ3 e λ ≤ β2.

A classe que consideraremos consiste das curvas tais que λ = β2. Para curvas com

λ < β2 uma análise similar foi realizada e, em virtude do grande número de análises, casos

e cálculos, decidimos não incluir neste trabalho.

Deste modo, temos que

ϕf (t) =
(
t4u0 , t4u1 + tβ2 + (t.o.p.i.) + aβ3t

β3 + (t.o.s.)
)

(3.12)
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com aβ3 6= 0, (t.o.p.i.) indica termos de ordem par intermediários e (t.o.s.) indica, como

antes, termos de ordem superior.

Note que as semirraízes características fi, i = 2, 3, de qualquer curva na classe

considerada admitem as respectivas parametrizações

ϕ2(t) = (tu0 , tu1) ; f2 = yu0 − xu1 ;

ϕ3(t) =
t2u0 , t2u1 + t

β2
2 +

∑
β2<i<β3

ait
i
2

 .
Além disto, temos que

Γ2 = 〈u0, u1〉, ] (Λ2 \ Γ2) = 0 e

Γ3 = 〈2u0, 2u1, u2〉, ] (Λ3 \ Γ3) = (u0 − 1)(u1 − 1).

Note que f3 determina ainda uma curva com n2 = 2. Mais especificamente, curvas

consideradas por Luengo e Pfister (1990).

Antes de descrever diferenciais que determinam os valores de Λf \ Γf , vamos apre-

sentar diferenciais que nos fornecem os valores de Λ3 \ Γ3.

No que segue, uma diferencial se destacará e merece uma notação própria:

w1 := v1ydx− v0xdy.

Observe que

w1 (ϕ3(t)) = v0(β1 − β2)
2 t

β2
2 +2u0−1 + (t.o.s.).

Por (3.9), temos β2

2 + 2u0 = u2 + 2u1 − (u1 − 1)2u0 /∈ Γ3 e consequentemente

u2 + 2u1 − (u1 − 1)2u0 ∈ Λ3 \ Γ3.

Mas ainda, temos que

ν3
(
xaybw1

)
= u2 + (b+ 1)2u1 − (u1 − 1− a)2u0 ∈ Λ3 \ Γ3,
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para 0 ≤ a < u1 − 1 e 0 ≤ b < u0 − 1.

Deste modo, obtemos os (u0 − 1)(u1 − 1) elementos de Λ3 \ Γ3 e correspondentes

diferenciais que assumem tais valores.

Note ainda que tal fato está em consonância com o Corolário 2.2.6 e o Corolário 3.1.7.

De fato, como Λ2 \ Γ2 = ∅, temos que Λ3 \ Γ3 = ν3 (E(f2) ∩ f2 · Ω(log C2)) \ Γ3 e xaybw1,

com 0 ≤ a < u1 − 1 e 0 ≤ b < u0 − 1, descrevem os elementos de E(f2) ∩ f2 · Ω(log C2),

uma vez que w1 ∧ df2

dx ∧ dy
= u0v1f2, cujos valores são lacunas de Γ3.

Vamos agora focar nas curvas Cf com semigrupo Γf = 〈4u0, 4u1, 2u2, u2〉 e que

podem ser parametrizadas como (3.12).

Novamente, pelo Corolário 2.2.6 e o Corolário 3.1.7, temos que

Λf \ Γf = ρ3 (Λ3 \ Γ3) ∪̇ νf (E(f3) ∩ f3 · Ω(log C3)) \ Γf .

Como diferenciais que contribuem para Λ3 \ Γ3 são da forma

xaybw1, 0 ≤ a < u1 − 1 e 0 ≤ b < u0 − 1,

segue do Exemplo 2.2.10 que se δab = ν3(xaybw1) = ν3(xayb) + β2

2 + 2u0, então

Θ3(δab) = ν3(xayb) + 2u0.

Consequentemente

ε2(δab −Θ3(δab)) = 2β2

2 = β2 < β3,

ou seja,

ρ3 (Λ3 \ Γ3) = ε2 (Λ3 \ Γ3) = 2 (Λ3 \ Γ3) ,
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isto é,

νf (xaybw1) = 2ν3(xaybw1)

= 2u2 + (b+ 1)4u1 − (u1 − 1− a)4u0

= v2 + (b+ 1)v1 − (u1 − 1− a)v0

com 0 ≤ a < u1 − 1 e 0 ≤ b < u0 − 1.

Assim, já descrevemos (u0 − 1)(u1 − 1) diferenciais e suas respectivas contribuições

para Λf \ Γf .

Observação 3.2.1 Lembremos que, pelo Lema 1.3.7, toda lacuna par de Γf é da forma

αv2 + γv1 − δv0 com α ∈ {0, 1}, 0 ≤ γ < u0 e δ > 0. Em particular, toda lacuna maior

que v2 + v0 é da forma νf (xaybw1) com 0 ≤ a < u1 − 1 e 0 ≤ b < u0 − 1.

Se continuássemos com tal método, seria natural descrever os elementos do conjunto

E(f3) ∩ f3 · Ω(log C3) e, destes, coletar aqueles que contribuem com lacunas de Γf . No

entanto, descrever elementos de f3 ·Ω(log C3) não é uma tarefa fácil. Deste modo, vamos

mudar a estratégia e descrever como podemos obter elementos de Ω1 que, embora possam

não pertencer a f3 ·Ω(log C3), contribuem para os demais elementos de Λf \Γf que restam.

No que segue, para facilitar as considerações, vamos introduzir as seguintes notações:

Definição 3.2.2 Dado P (t) ∈ C{t} \ {0} denotamos por Ei(P (t)) o menor expoente de

P (t) divisível por εi, mas não divisível por εi−1. Caso não exista tal expoente, indicamos

Ei(P (t)) = ∞. O coeficiente do termo de expoente Ei(P (t)) em P (t) será denotado por

Ci(P (t)).

Se h ∈ C{x, y}, então Ei(h) e Ci(h) indicam Ei(h(ϕf )) e Ci(h(ϕf )) respecti-

vamente. Do mesmo modo, se w ∈ Ω1, então Ei(w) e Ci(w) denotam Ei(ψf (w)) e

Ci(ψf (w)), em que ψf é a aplicação dada em (1.14).

Exemplo 3.2.3 Considerando f2 = yu0 − xu1 e w1 = v1ydx− v0xdy, temos que

f2(ϕf ) = u0t
v2 + (t.o.p.i.) + u0aβ3t

v2+β3−β2 + (t.o.s.)



3.2 Semigrupos da forma 〈4u0, 4u1, 2u2, u3〉 83

e

ψ(w1) = u0(β1 − β2)tβ2+4u0 + (t.o.p.i.) + u0aβ3(β1 − β3)tβ3+4u0 + (t.o.s.).

Deste modo, temos que

E2(f2) = v2, C2(f2) = u0;

E3(f2) = v2 + β3 − β2, C3(f2) = u0aβ3 ;

E2(w1) = β2 + 4u0, C2(w1) = u0(β1 − β2);

E3(w1) = β3 + 4u0, C3(w1) = u0aβ3(β1 − β3).

Do mesmo modo, expandindo as expressões em t, temos que

E2(xiyjf2) = 4u0i+ 4u1j +E2(f2) = νf (xiyjf2);

E3(xiyjf2) = 4u0i+ 4u1j +E3(f2) = νf (xiyjf2) + β3 − β2;

E2(xiyjw1) = νf (xiyjw1);

E3(xiyjw1) = νf (xiyjw1) + β3 − β2.

Com o objetivo de construir novas diferenciais que fornecerão lacunas especiais não

obtidas por xaybw1, vamos usar a semirraiz característica f2.

Para cada r ∈ {0, . . . , u0 − 2} consideremos w̃2,r = yrf2w1.

Vamos analisar w̃2,r e destacar o termo de ordem E3(w̃2,r). Temos que

ψf (w̃2,r) = (tβ1 + tβ2 + (t.o.p.i.) + aβ3t
β3 + (t.o.s.))r(u0t

v2 + (t.o.p.i.) + u0aβ3t
v2+β3−β2 + (t.o.s.))

· [u0(β1 − β2)tβ2+4u0 + (t.o.p.i.) + u0aβ3(β1 − β3)tβ3+4u0 + (t.o.s.)]

= u2
0(β1 − β2)trβ1+v2+β2+β0 + (t.o.p.i.) + u2

0aβ3(2β1 − β2 − β3)trβ1+v2+β3+β0 + (t.o.s.).

Como u2
0(β1−β2) 6= 0 e v2 +rv1 +β2 +β0 > v2 +v0, temos que os termos de ψf (w̃2,r)

menores que v2 + rv1 +β3 +β0 pertencem a Γf ou são lacunas pares que, pela Observação

3.2.1, já foram obtidas pelas diferenciais da forma xiyjw1, 0 ≤ i ≤ u1−2 e 0 ≤ j ≤ u0−2.
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Deste modo, existe α1η1 ∈ Ω1 com α1 ∈ C e η1 da forma

xiyjw1 com 0 ≤ i ≤ u1 − 2 e 0 ≤ j ≤ u0 − 2 ou (3.13)

d(xiyjfk2 ) com 0 ≤ i, 0 ≤ j ≤ u0 − 1 e 0 ≤ k ≤ 1, (3.14)

satisfazendo

νf (w̃2,r − α1η1) > νf (w̃2,r) = νf (η1).

Se νf (w̃2,r − α1η1) < v2 + rv1 + β3 + β0, então novamente existe α2η2 ∈ Ω1 com

α2 ∈ C e η2 da forma (3.13) ou (3.14) tal que

νf (w̃2,r − α1η1 − α2η2) > νf (w̃2,r − α1η1) = νf (η2).

Procedendo sistematicamente deste modo, após um número finito s2 de passos,

obtemos

w2,r = w̃2,r −
s2∑
l=1

αlηl

com

νf (w2,r) ≥ v2 + rv1 + β3 + β0.

Vamos mostrar que temos igualdade na expressão acima.

Para tanto, como C3(w̃2,r) = u2
0aβ3(2β1 − β2 − β3) 6= 0, basta mostrar que as

diferenciais ηl com l = 1, . . . , s2 possuem E3(ηl) > E3(w̃2,r) = v2 + rv1 + β3 + β0.

No que segue, vamos comparar o valor E3(ηl) com E3(w̃2,r) = v2 + rv1 + β3 + β0.

Note que para todo valor l = 1, . . . , s2 temos νf (ηl) ≥ v2 + rv1 + β2 + β0 e que

νf (η1) = v2 + rv1 + β2 + β0 6= νf (xiyjw1) para quaisquer 0 ≤ i ≤ u1 − 2, 0 ≤ j ≤ u0 − 2.

De fato, se νf (η1) = νf (xiyjw1), então como β2 = v2 + v1 − u1v0, temos de (3.9) que

νf (xiyjw1) = v2 + (j + 1)v1 − (u1 − 1)v0 + iv0 = v2 + rv1 + β2 + β0 = νf (η1)

= 2v2 + (r + 1)v1 − (u1 − 1)v0,
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é equivalente a

(j + 1)v1 + iv0 = v2 + (r + 1)v1 ⇔ (j − r)v1 + iv0 = v2,

o que não pode ocorrer, pois mdc(v0, v1) = 4 - v2.

Além disso, como vimos E3(xiyjw1) = νf (xiyjw1) + β3 − β2.

Assim, para toda diferencial ηl da forma xiyjw1 com νf (ηl) > v2 + rv1 + β2 + β0,

temos, pelo Exemplo 3.2.3, que

E3(ηl) = νf (ηl) + β3 − β2

> v2 + rv1 + β2 + β0 + β3 − β2

= v2 + rv1 + β3 + β0 = E3(w̃2,r).

Agora, vamos analisar E3(ηl) para ηl = d(xiyjfk2 ) com i ≥ 0, 0 ≤ j ≤ u0 − 1 e

0 ≤ k ≤ 1 tal que νf (ηl) ≥ v2 + rv1 + β2 + β0.

Se k = 0 e j = 0 , então E3(ηl) =∞.

Se k = 0 e j > 0 , então

E3(ηl) = νf (ηl) + β3 − v1 ≥ v2 + rv1 + β2 + β0 + β3 − v1

> v2 + rv1 + β3 + β0 = E3(w̃2,r).

Agora vamos analisar o caso em que k = 1 .

Note que νf (ηl) = νf (d(xiyjf2)) = v2 + jv1 + iv0 = v2 + rv1 + β2 + β0 = νf (w̃2,r) não

pode ocorrer, pois 4 = mdc(v0, v1) - β2. Logo, podemos assumir νf (ηl) = νf (d(xiyjf2)) >

v2 + rv1 + β2 + β0 = νf (w̃2,r). Assim, procedendo como no Exemplo 3.2.3, temos

E3(ηl) = iv0 + jv1 + v2 + β3 − β2 > v2 + rv1 + β2 + β0 + β3 − β2

= v2 + rv1 + β3 + β0 = E3(w̃2,r).

Assim, é possível obter diferenciais w2,r = w̃2,r −
s2∑
l=1

αlηl de forma que νf (w2,r) =

v2 + rv1 + β3 + v0, para 0 ≤ r ≤ u0 − 2.
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Temos de (3.8), (3.9), (3.10) e do Lema 1.3.7 que

v2 + β3 + rv1 + v0 = 2v2 + β3 + v0 − v2 + rv1 = v3 + β2 + v0 − v2 + rv1

= v3 + v0 + rv1 − (u0 − 1)v1 = v3 + (r + 1)v1 − (u1 − 1)v0

é uma lacuna de Γf para todo 0 ≤ r ≤ u0 − 2.

Deste modo, para cada r ∈ {0, . . . , u0 − 2}, temos u1 − 1 elementos em Λf \ Γf não

considerados anteriormente e dados por νf (xiw2,r) com 0 ≤ i ≤ u1 − 2.

Assim, obtemos mais (u0 − 1)(u1 − 1) novas lacunas especiais. Note ainda, que as

diferenciais xiw2,r não pertencem necessariamente a f2 · Ω(log C2).

Para continuar nossa análise, lembremos que n2v2 = 2v2 ∈ 〈v0, v1〉. Não podemos

ter 2v2 = Rv1, uma vez que v2 > n1v1 e, pelo Lema 1.3.7, devemos ter 0 ≤ R < n1 − 1.

Consequentemente, usando que n1 = u0, podemos escrever

2v2 = Rv1 + Sv0, com 0 ≤ R ≤ u0 − 1 e S > 0. (3.15)

Agora analisaremos a diferencial v0y
u0−1w1.

Temos que

ψf (v0y
u0−1w1) = v0(tv1 + tβ2 + (t.o.p.i.) + aβ3t

β3 + (t.o.s.))u0−1[u0(β1 − β2)tβ2+4u0 + (t.o.p.i.)

+u0aβ3(β1 − β3)tβ3+4u0 + (t.o.s.)]

= u0v0(β1 − β2)t(u0−1)v1+β2+4u0 + (t.o.p.i.)

+u0aβ3v0(β1 − β3)t(u0−1)v1+β3+4u0 + (t.o.s.).

Veja que, de (3.9), temos (u0 − 1)v1 + β2 + 4u0 = v2 + v0.

Denotando w̃3 = v0y
u0−1w1 − (β1 − β2)f2dx, temos

ψf (w̃3) = v0u0(β1 − β2)t(u0−1)v1+β2+4u0 + (t.o.p.i.) + v0u0aβ3(β1 − β3)t(u0−1)v1+β3+v0

+(t.o.s.)− v0u0(β1 − β2)tv2+v0 + (t.o.p.i.)

− v0u0aβ3(β1 − β2)tv2+β3+v0 + (t.o.s.).
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Temos que E3(w̃3) = (u0− 1)v1 + β3 + v0 e νf (w̃3) > (u0− 1)v1 + β2 + v0 = v2 + v0.

Vamos apresentar um número finito s3 de diferenciais ηl tais que νf
(
w̃3 −

s3∑
l=1

αlηl

)
=

(u0 − 1)v1 + β3 + v0, em que αl ∈ C.

Além disso, como no caso de w̃2,r, temos que um termo de ψf (w̃3) com ordem inferior

a (u0 − 1)v1 + β3 + v0 coincide com a ordem de ηl = d(xiyjfk2 ); i ≥ 0, 0 ≤ j ≤ u0 − 1 e

0 ≤ k ≤ 1, ou com a ordem de ηl = xiyjw1, com 0 ≤ i ≤ u1 − 2 e 0 ≤ j ≤ u0 − 2 (veja a

Observação 3.2.1).

Como analisado anteriormente, considerando νf (ηl) ≥ νf (w̃3) > (u0− 1)v1 + β2 + v0

e examinando as possibilidades para ηl, temos:

E3(d(xiyj)) = νf (d(xiyj)) + β3 − v1 > (u0 − 1)v1 + β2 + v0 + β3 − v1

> (u0 − 1)v1 + β3 + v0 = E3(w̃3);

E3(d(xiyjf2)) = νf (d(xiyjf2)) + β3 − β2 > (u0 − 1)v1 + β2 + v0 + β3 − β2

= (u0 − 1)v1 + v0 + β3 = E3(w̃3);

E3(xiyjw1) = νf (xiyjw1) + β3 − β2 > (u0 − 1)v1 + β2 + v0 + β3 − β2

= (u0 − 1)v1 + v0 + β3 = E3(w̃3).

Deste modo, podemos obter um número finito s3 de diferenciais ηl, l = 1, . . . , s3 de

modo que w3 = w̃3 −
s3∑
l=1

αlηl com αl ∈ C e νf (w3) = E3(w̃3). De (3.9), (3.10) e (3.15)

segue que

νf (w3) = (u0 − 1)v1 + v0 + β3 = v2 − β2 + v3 − 2v2 + β2 + v0

= v3 + v2 + v0 −Rv1 − Sv0 = v3 + v2 + v0 −Rv1 − Sv0 + u0v1 − u1v0

=


v3 + v2 − (S − 1)v0 se R = 0

v3 + v2 + (u0 −R)v1 − (u1 + S − 1)v0 se R 6= 0.

Note que νf (w3) é uma lacuna especial não obtida anteriormente, bem como as
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lacunas

νf (xiw3) =


v3 + v2 − (S − 1− i)v0 com 0 ≤ i ≤ S − 2 se R = 0

v3 + v2 + (u0 −R)v1 − (u1 + S − 1− i)v0 com 0 ≤ i ≤ u1 + S − 2 se R 6= 0.

Observe ainda que a quantidade de lacunas obtidas a partir de w3 depende dos

valores de R e S.

Por fim, vamos obter lacunas especiais a partir das diferenciais dadas pelas expres-

sões w̃4,i = yi(v1x
u1−1w1 − (β1 − β2)f2dy) para 0 ≤ i ≤ u0 − 2. Temos que

ψf (w̃4,i) = (tv1 + tβ2 + (t.o.p.i.) + aβ3t
β3 + (t.o.s.))i ·

[
u0v1(β1 − β2)tv2+v1 + (t.o.p.i.)

+u0v1aβ3(β1 − β3)tβ3+u1v0 + (t.o.s.)− u0v1(β1 − β2)tv2+v1 + (t.o.p.i.)

− u0v1(β1 − β2)aβ3t
v2+β3−β2+v1 + (t.o.s.)

]
.

Note que νf (w̃4,i) > v2 + (i+ 1)v1, E3(w̃4,i) = v2 + (i+ 1)v1 + β3 − β2 e C3(w̃4,i) =

u0v1aβ3(β2 − β3).

Além disso, v2 + (i + 1)v1 > v2 + v0. Deste modo, como nas análises anteriores,

para todo termo de w̃4,i com ordem inferior a E3(w̃4,i), existe uma diferencial ηl da forma

d(xryjfk2 ) com r ≥ 0, 0 ≤ j ≤ u0 − 1, 0 ≤ k ≤ 1 ou da forma xryjw1, com 0 ≤ r ≤ u1 − 2

e 0 ≤ j ≤ u0 − 2, que atinge a ordem do termo mencionado. Vamos mostrar que existe

um número finito s4 de diferenciais ηl, 1 ≤ l ≤ s4, como descrito anteriormente, com

νf (ηl) > v2 + (i+ 1)v1 e E3(ηl) > E3(w̃4,i).

Como antes temos:

E3(d(xryj)) = νf (d(xryj)) + β3 − β1 > v2 + (i+ 1)v1 + β3 − β1 > E3(w̃4,i);

E3(d(xryjf2)) = νf (d(xryjf2)) + β3 − β2 > v2 + (i+ 1)v1 + β3 − β2 = E3(w̃4,i);

E3(xryjw1) = νf (xryjw1) + β3 − β2 > v2 + (i+ 1)v1 + β3 − β2 = E3(w̃4,i).

Desta forma, podemos obter ηl com 1 ≤ l ≤ s4 tais que w4,i = w̃4,i −
s4∑
l=1

αlηl com

αl ∈ C e que satisfaz νf (w4,i) = E3(w̃4,i) = v2 + (i+ 1)v1 + β3 − β2.
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Como v3 = 2v2 + β3 − β2 e 2v2 = Rv1 + Sv0, temos

νf (w4,i) = E3(w̃4,i) = v2 + (i+ 1)v1 + β3 − β2

= v3 + v2 + (i+ 1)v1 − 2v2

=


v3 + v2 + (i+ 1−R)v1 − Sv0 se i+ 1 ≥ R

v3 + v2 + (u0 −R + 1 + i)v1 − (u1 + S)v0 se i+ 1 < R.

Note que νf (w4,i) nos dá uma lacuna especial que não foi considerada anteriormente,
bem como as lacunas:

νf (xjw4,i) = v3 + v2 + (i+ 1−R)v1 − (S − j)v0, 0 ≤ j ≤ S − 1 se i+ 1 ≥ R

νf (xjw4,i) = v3 + v2 + (u0 −R+ 1 + i)v1 − (u1 + S − j)v0, 0 ≤ j ≤ u1 + S − 1 se i+ 1 < R.

Vamos proceder a contagem das lacunas especiais obtidas anteriormente, isto é:

νf (xaybw1) = v2 + (b+ 1)v1 − (u1 − a− 1)v0, 0 ≤ a ≤ u1 − 2 e 0 ≤ b ≤ u0 − 2;

νf (xaw2,b) = v3 + (b+ 1)v1 − (u1 − a− 1)v0, 0 ≤ a ≤ u1 − 2 e 0 ≤ b ≤ u0 − 2;

νf (xcw3) =


v3 + v2 − (S − 1− c)v0, 0 ≤ c ≤ S − 2 e R = 0

v3 + v2 + (u0 −R)v1 − (u1 + S − 1− c)v0, 0 ≤ c ≤ u1 + S − 2 e R 6= 0;

νf (xdw4,b) =


v3 + v2 + (b+ 1−R)v1 − (S − d)v0, 0 ≤ d ≤ S − 1 e max{0, R− 1} ≤ b ≤ u0 − 2

v3 + v2 + (u0 + b+ 1−R)v1 − (u1 + S − d)v0, 0 ≤ d ≤ u1 + S − 1 e 0 ≤ b < R− 1.

Se R = 0 , então 4u2 = 2v2 = Sv0 = 4Su0 e o número de lacunas especiais obtidas

é:

2(u0 − 1)(u1 − 1) + S − 1 + (u0 − 1)S = u2 + 2(u0 − 1)(u1 − 1)− 1.

Se R = 1 , então 4u2 = 2v2 = v1 +Sv0 = 4(u1 +Su0) e as lacunas especiais obtidas



90 3 Aplicações

têm quantidade igual a:

2(u0 − 1)(u1 − 1) + u1 + S − 1 + (u0 − 1)S = u2 + 2(u0 − 1)(u1 − 1)− 1.

Se R > 1 , então 4u2 = 2v2 = Rv1 + Sv0 = 4(Ru1 + Su0) e teremos obtido um

número de lacunas especiais igual a:

2(u0− 1)(u1− 1) + u1 +S− 1 + (R− 1)(u1 +S) + (u0−R)S = u2 + 2(u0− 1)(u1− 1)− 1.

Como o semigrupo da semirraiz característica f2 é 〈2u0, 2u1, u2〉, cujo condutor é

µ2 = u2 + (u0 − 1)2u1 − 2u0 + 1 = u2 + 2(u0 − 1)(u1 − 1) − 1, segue do Teorema 3.1.6

que obtemos todas as lacunas especiais para Cf e, consequentemente, temos descrito

diferenciais cujas ordens correspondem aos elementos de Λf \ Γf .

Exemplo 3.2.4 Considere a curva Cf dada pela parametrização (t12, t16 + t22 + t23) cujo

semigrupo é Γf = 〈12, 16, 54, 109〉 que satisfaz as hipóteses desta seção. Neste caso, temos

Γ2 = 〈6, 8, 27〉, ](Λf \Γf ) = 38, λ = β2 = 22, n2v2 = Rv1 +Sv0 = 9v0 e f2 = y3−x4−3x5,

observe que f2 não é uma semirraiz característica. Temos as seguintes lacunas especiais

e as respectivas diferenciais que nos permitem determiná-las:

v3 + v2 + 2v1 = 195 183 171 159 147 135 123 111 99 87 75 63 51 39 27 15 3

v3 + v2 + v1 = 179 167 155 143 131 119 107 95 83 71 59 47 35 23 11

v3 + v2 = 163 151 139 127 115 103 91 79 67 55 43 31 19 7

v3 + 2v1 = 141 129 117 105 93 81 69 57 45 33 21 9

v3 + v1 = 125 113 101 89 77 65 53 41 29 17 5

v3 = 109 97 85 73 61 49 37 25 13 1

v2 + 2v1 = 86 74 62 50 38 26 14 2

v2 + v1 = 70 58 46 34 22 10

v2 = 54 42 30 18 6

2v1 = 32 20 8

v1 = 16 4

0
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νf(w1) = v2 + v1− (u1− 1)v0 = 34;

νf(y ·w1) = v2 + (1+ 1)v1− (u1− 1)v0 = 50;

νf(x
3 ·w1 + (3/8)f2dy) = v3 + v2 + (u0−R+ 1)v1− (u1 + S)v0 = 71;

νf(y · (x3 ·w1 + (3/8)f2dy)) = v3 + v2 + (1+ u0−R+ 1)v1− (u1 + S)v0 = 87;

νf(y
2 ·w1 + (1/2)f2dx) = v3 + v2 + (u0−R)v1− (u1 + S − 1)v0 = 67;

νf(f2 ·w1 + (27/8)x6dy) = v3 + v1− (u1− 1)v0 = 89;

νf(y · (f2 ·w1 + (27/8)x6dy)) = v3 + (1+ 1)v1− (u1− 1)v0 = 105.

Exemplo 3.2.5 Considere a curva Cf dada pela parametrização (t12, t16 + t18 + t19) cujo

semigrupo é Γf = 〈12, 16, 50, 101〉 que satisfaz as hipóteses desta seção. Neste caso,

Γ2 = 〈6, 8, 25〉, ](Λf \ Γf ) = 36, λ = β2 = 18, n2v2 = Rv1 + Sv0 = v1 + 7v0 e temos

f2 = y3−3
2x

3y−x4, observe que f2 não é uma semirraiz característica. Temos as seguintes

lacunas especiais e as respectivas diferenciais que nos permitem determiná-las:

v3 + v2 + 2v1 = 183 171 159 147 135 123 111 99 87 75 63 51 39 27 15 3

v3 + v2 + v1 = 167 155 143 131 119 107 95 83 71 59 47 35 23 11

v3 + v2 = 151 139 127 115 103 91 79 67 55 43 31 19 7

v3 + 2v1 = 133 121 109 97 85 73 61 49 37 25 13 1

v3 + v1 = 117 105 93 81 69 57 45 33 21 9

v3 = 101 89 77 65 53 41 29 17 5

v2 + 2v1 = 82 70 58 46 34 22 10

v2 + v1 = 66 54 42 30 18 6

v2 = 50 38 26 14 2

2v1 = 32 20 8

v1 = 16 4

0
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νf(w1) = v2 + v1− (u1− 1)v0 = 30;

νf(y ·w1) = v2 + (1+ 1)v1− (u1− 1)v0 = 46;

νf(x
3 ·w1 + (1/8)f2dy) = v3 + v2 + (u0−R+ 1)v1− (u1 + S)v0 = 67;

νf(y · (x3 ·w1 + (1/8)f2dy)) = v3 + v2 + (1+ u0−R+ 1)v1− (u1 + S)v0 = 83;

νf(y
2 ·w1 + (1/6)f2dx) = v3 + v2 + (u0−R)v1− (u1 + S − 1)v0 = 63;

νf(f2 ·w1 + (3/2)y2x3dx) = v3 + v1− (u1− 1)v0 = 81;

νf(y · (f2 ·w1 + (3/2)x7dx)) = v3 + (1+ 1)v1− (u1− 1)v0 = 97.

Exemplo 3.2.6 Considere a curva Cf dada pela parametrização (t12, t16 + t26 + t27) cujo

semigrupo é Γf = 〈12, 16, 58, 117〉 que satisfaz as hipóteses desta seção. Neste caso,

Γ2 = 〈6, 8, 29〉, ](Λf \ Γf ) = 40, λ = β2 = 26, n2v2 = Rv1 + Sv0 = 2v1 + 7v0 e temos

f2 = y3−x4−3x5, observe que f2 não é uma semirraiz característica. Temos as seguintes

lacunas especiais e as respectivas diferenciais que nos permitem determiná-las:

v3 + v2 + 2v1 = 207 195 183 171 159 147 135 123 111 99 87 75 63 51 39 27 15 3

v3 + v2 + v1 = 191 179 167 155 143 131 119 107 95 83 71 59 47 35 23 11

v3 + v2 = 175 163 151 139 127 115 103 91 79 67 55 43 31 19 7

v3 + 2v1 = 149 137 125 113 101 89 77 65 53 41 29 17 5

v3 + v1 = 133 121 109 97 85 73 61 49 37 25 13 1

v3 = 117 105 93 81 69 57 45 33 21 9

v2 + 2v1 = 90 78 66 54 42 30 18 6

v2 + v1 = 74 62 50 38 26 14 2

v2 = 58 46 34 22 10

2v1 = 32 20 8

v1 = 16 4

0
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νf(w1) = v2 + v1− (u1− 1)v0 = 38

νf(y ·w1) = v2 + (1+ 1)v1− (u1− 1)v0 = 54

νf(x
3 ·w1 + (5/8)f2dy) = v3 + v2 + (u0−R+ 1)v1− (u1 + S)v0 = 75

νf(y · (x3 ·w1 + (5/8)f2dy)) = v3 + v2 + (1+ u0−R+ 1)v1− (u1 + S)v0 = 91

νf(y
2 ·w1 + (5/6)f2dx) = v3 + v2 + (u0−R)v1− (u1 + S − 1)v0 = 71

νf(f2 ·w1 + (15/2)x7dx) = v3 + v1− (u1− 1)v0 = 97

νf(y · (f2 ·w1 + (45/8)x8dy)) = v3 + (1+ 1)v1− (u1− 1)v0 = 113.
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