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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma breve revisao de alguns conceitos importantes
acerca do problema de Quadrados Minimos, do Método de Levenberg-Marquardt e do pro-
blema de Otimizagao de Menor Valor Ordenado (LOVO). Posteriormente, abordamos uma
nova estratégia para solucao de problemas LOVO irrestritos com convergéncia para pontos
fracamente criticos, através de uma variacao do método classico de Levenberg-Marquardt.
Sao apresentados resultados relevantes acerca da convergéncia do método. Além das contri-
buigoes ja citadas, sao sugeridos dois novos parametros de damping e uma estratégia hibrida.
Ao final da dissertacao sao apresentados dados sobre o desempenho do novo método, em com-
paragao com uma variagao do Método de Gauss-Newton para problemas LOVO, ja conhecido

na literatura.

Palavras-chave: Método de Levenberg-Marquardt, Otimizagao de Menor Valor

Ordenado, Quadrados Minimos Nao Linear.
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ABSTRACT

In this work, we present a brief review of some important concepts about Least
Squares problems, Levenberg-Marquardt method and the Low Order-Value Optimization
problem (LOVO). Subsequently, we develop a new strategy for solving unconstrained LOVO
problems with convergence to weakly critical points, throught a variation of the classical
Levenberg-Marquardt method. Relevant results are presented on the convergence of the
method. In addition, two new damping parameters are suggested, also a hybrid strategy. At
the end of the dissertation, the new method is compared to a variation of the Gauss-Newton

Method for LOVO problems, already known in the literature.

Keywords: Levenberg-Marquardt Method, Low Order-Value Optimization, Non-

linear Least Squares.
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CAriTULO 1

INTRODUCAO

Sejam Fj;,i = 1,...,r, funcoes reais definidas em €2 C R™ e p um inteiro tal que
p € {1,...,r}. O problema de Otimizagao de Menor Valor Ordenado (LOVO) consiste em
minimizar a soma das funcoes, tomados os p menores valores. Tal problema foi proposto ini-
cialmente por Andreani et al [3], os quais também desenvolveram parte substancial da teoria
classica e proveram algumas aplicagoes praticas, como alinhamento de proteinas, estimagao

robusta de parametros e a busca por padroes ocultos em um determinado conjunto de dados.

Sejam y1,1s, ...,y € R dados obtidos através da observacao de determinado
fenomeno, y = ®(z,t) uma funcao de ajuste e F; = (®(z,t;) — y;)* o erro quadratico obtido
na observacao 7, ao adotarmos o parametro x € ). Assim, caso p = r, o problema LOVO
coincide com o problema classico de quadrados minimos nao-linear. Agora, suponha que
r — p observacoes provém de erros de observagao e que desejamos eliminar sua influéncia
na determinacao da funcao de ajuste. Dessa forma, este subproblema LOVO pode ser visto
como uma generalizacao do método de quadrados minimos nao-linear, capaz de eliminar a

influéncia de pontos que discrepam dos demais.

Ao generalizar o problema de quadrados minimos nao linear, a Otimizacao de
Menor Valor Ordenado torna-se uma ferramenta valiosa em diversas areas, podendo ser
empregada em inimeros problemas praticos advindos das Ciéncias, Economia, Tecnologia,

entre outras.

No Capitulo 2 apresentamos alguns resultados basicos de acerca de Algebra Linear
e Otimizacao, focando principalmente em conceitos relacionados a Matrizes e Minimizacao

Irrestrita, bem como um algoritmo de descida com busca linear, baseado em [10, 16].
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No Capitulo 3 introduzimos o problema de quadrados minimos linear e o caso
nao linear, bem como alguns conceitos necessarios para sua compreensao, incluindo exemplos
praticos.

No Capitulo 4 apresentamos o Método de Levenberg-Marquardt, muito utilizado
no contexto de problemas de quadrados minimos nao-lineares, e alguns resultados classicos
[13, 15]. Desenvolvemos também a construgao de boas estimativas para parametros de dam-
ping, baseados em [5, 7]. Além disso, sdo propostos dois novos parametros e uma estratégia
hibrida. Ao final do capitulo ha4 uma contribuicao original: desenvolvemos uma variacao do
Método de Levenberg-Marquardt com Busca Linear, assim como hipoteses e resultados de

convergéncia para tal método.

No Capitulo 5 introduzimos o problema LOVO, o subproblema de quadrados
minimos nao-linear generalizado, algumas defini¢oes e resultados importantes, assim como
um algoritmo para o problema irrestrito, com convergéncia para pontos fracamente criticos,
apresentado em [3]. Também é apresentado um algoritmo desenvolvido em [2| para problemas

LOVO, baseado no Método de Gauss-Newton.

A principal contribuicao reside no Capitulo 6, onde propomos uma nova aborda-
gem ao problema LOVO irrestrito, através da adaptacao do método de Levenberg-Marquardt
com Busca Linear. Além do algoritmo, apresentamos hipoteses e resultados de convergéncia

para pontos fracamente criticos.

Por fim, no Capitulo 7 sao apresentados dados relativos a performance do novo
método, em comparagao com o algoritmo baseado em Gauss-Newton, ao serem aplicados em
problemas LOVO criados a partir de problemas de quadrados minimos lineares e nao lineares.
Considerando o algoritmo proposto, sao avaliados os desempenhos de diversos parametros de
damping distintos presentes na literatura, bem como para dois novos parametros sugeridos

neste trabalho.



CAPITULO 2

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos defini¢oes e resultados basicos importantes para a

compreensao e o desenvolvimento deste trabalho.

Na Secdo 2.1, sdo abordados conceitos referentes a Algebra Linear, em especial,
a desigualdade geral de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz, normas matriciais, positividade de
uma matriz, além de abordarmos brevemente algumas decomposicoes classicas de matrizes,
tais como LU, LU com Pivotacao Parcial, LDV, LDL? e Cholesky. Os principais resultados

desta segao podem ser encontrados em [17] e [22].

J& a Secao 2.2 contempla diversos resultados de Otimizacao, principalmente, con-
ceitos ligados & minimizacao irrestrita. Também sao apresentados um algoritmo de descida
com busca linear e as defini¢oes de série e polinomio de Taylor. Por fim, é retomado o Método
do Gradiente e o Método de Newton-Raphson. Para esta se¢ao, nossas principais referéncias

sao [10] e [16].

2.1 Uma breve revisao de Algebra Linear

A anélise e solucao de sistemas de equagoes algébricas é um problema fundamental
que permeia todas as ciéncias matematicas, encontrando respaldo em diversas aplicacoes,
desde simples questoes de economia doméstica a arduos e volumosos problemas de Mineragao
de Dados (Data Mining).

Apesar do Papiro de Rhind (cerca de 1.650 a.C.) ja descrever diversos problemas
envolvendo equagoes lineares segundo Milies [18, p.3| e Santos [20, p.7]|, Meyer [17, p.1] afirma

que o primeiro relato conhecido de anélise de equagoes simultaneas se encontra no livro chinés
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Chiu-chang Suan-chu, escrito por volta do ano 200 a.C. Neste livro, encontra-se um método
de resolucao de sistemas lineares o qual consistia da manipulagao de varas de bambu coloridas
sob regras pré-determinadas. Posteriormente, tal método difundiu-se no Japao e chegou a

Europa, onde se tornou conhecido como Eliminagao Gaussiana, gragas ao matematico alemao

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) [17, p.1-2].

Vale ainda destacar que, apesar dos “tracos” encontrados do desenvolvimento da
Algebra Linear em escritos babilonicos e chineses desde a Antiguidade, esta area da matema-

tica s6 atingiu a devida consisténcia teoérica no século XIX, com o trabalho dos mateméticos

ingleses Arthur Cayley (1821-1895) e James Joseph Sylvester (1814-1897) |20, p.4].

2.1.1 A desigualdade geral de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz

O teorema apresentado a seguir é um importante resultado sobre espagos vetoriais
com produto interno, pois relaciona o produto interno de dois vetores com o produto da norma

induzida desses vetores. Lembre que, se V é espago vetorial sobre R ou C com produto interno

(x,y), x,y € V, entao ||z|| = \/(x,z) define uma norma sobre V.

Teorema 2.1. (Desigualdade geral de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz) Se V € um espago

vetorial com produto interno, entao:

[{z o) < ll=[ll1yll;

para todo x,y € V. Note que a igualdade se verifica se e somente se y = ax, onde a =

(, v}/l

Demonstracao: Ver |17, Teorema 5.3.4]. O

2.1.2 Normas Matriciais

Em Algebra Linear, um dos principais topicos a serem abordados é a chamada

Norma Matricial, a qual constitui um métrica para matrizes.

Definicao 2.2. [17, Definigao 5.2.3] Seja M(C) o conjunto de todas as matrizes complexas
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de ordens finitas. Uma norma matricial ¢ uma fungao || - || : M(C) — R, que satisfaz as

seguintes propriedades:
i) IAl[Z0e[|A][ =0 <= A =0;
ii) ||cAl|l = ||| A||, para todo escalar «;
iii) ||A+ BJ|| < ||A4]| + || B||, para matrizes de mesma dimensao;

iv) ||AB]| < ||A||||B||, para matrizes compativeis com a multiplicacao.

Lembre que, dada uma norma vetorial definida em CP, onde p = m - n, podemos
induzir uma norma matricial no espaco vetorial das matrizes complexas de dimensao m X n
Cm*m_ definindo
4] = max [|Az]l

ll=[|=1
para A € C™*" e x € C".
Tal conceito nos sera tutil para definirmos a 2-Norma, a norma matricial induzida

pela norma vetorial euclidiana.

Definigao 2.3. [6, Defini¢ao 1.39] Seja A € C™*". Chamamos de matriz transposta conju-

gada de A, e denotamos por A*, a matriz [A]T. Isto é, A* € C"*™ cujos elementos sao dados

por [A*];; = [Al;:.

Definigao 2.4. [17, Defini¢ao 5.2.7] Considere o espago vetorial C™*". Chamamos de 2-

Norma matricial, & norma matricial induzida pela norma euclidiana, dada por

1Allz = max [|Az[[2 = v/ Amaz,

|l2|2=1

onde \,,.; € 0 maior valor de A tal que A*A — \I é singular, isto é, o maior autovalor de A*A.

Teorema 2.5. Seja A € C™*™ uma matriz nao singular. Entao,

B 1
||A 1||2 = . =V Amina
Hrﬂm || Az||
xl|2=1

onde Apin, € 0 menor autovalor da matriz A*A.
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Demonstragao: Ver [17, Teorema 5.2.8|. 0

Os tltimos dois resultados desta se¢ao estabelecem relagoes importantes entre a

2-Norma de uma matriz e seus autovalores.

Teorema 2.6. Seja A € R™™ uma matriz nao singular com autovalores oy > g9 > -+ > 0,,.

Entao:
) o1 = max 14zl = l14lL;
z||lo=
) o0 = min [[Adlly =
i) 0, = min ||Az|l; = ———.
flalla=t (A
Demonstracao: Ver [17, Teoremas 5.12.4 e 5.12.5]. 0

Definigao 2.7. [6, Defini¢ao 1.41] Seja A € C"*™. Dizemos que A é hermitiana se A = A*,

ou equivalentemente, se [A];; = [Ali.

Teorema 2.8. (Teorema de Courant-Fischer) Seja A € C™™ uwma matriz hermitiana, com
autovalores o1 > 09 > -+ > 0,. Considere V um subespaco k-dimensional sobre C arbitrdrio.
Os autovalores de A sao dados por:
0; = max min  z"Ax, e (2.1)
dimV=i zeV,||z||2=1

o; = min max 2 Ax. (2.2)
dimV=n—i+1 zeV,||z|l2=1

Desse modo, quando i = n na expressao (2.1) e quando i =1 em (2.2), V = C", estes casos

se reduzem as equagoes:

Demonstragao: Ver [17, Teorema 7.5.5]|. ad
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2.1.3 Decomposicao de Matrizes

Agora, abordaremos algumas decomposicoes cléssicas de matrizes quadradas. Con-

sidere A € R™". Caso possamos escrever
A=1LU,

onde L € R™ ™ ¢ uma matriz triangular inferior com diagonal unitariae U € R™*" é triangular

superior, dizemos que A admite decomposi¢ao LU.

Teorema 2.9. (Decomposi¢io LU) Seja A € R™™ uma matriz cujas submatrizes principais
sao todas nao singulares. FExiste uma matriz triangular inferior unitdria L € R™™ e uma

matriz triangular superior U € R™ " tais que A = LU, e esta decomposi¢cao € unica.
Demonstracao: Ver |22, Teorema 1.7.19]. O

Conhecida a decomposicao LU da matriz A, a solu¢ao do sistema linear Ax = b,

torna-se relativamente simples, bastando resolver os sistemas triangulares:

Segundo Meyer [17, p.146], a vantagem desta abordagem consiste no fato de que
uma vez computada a decomposicao LU de A, qualquer outro sistema linear do tipo Az = b,

pode ser resolvido utilizando apenas n? multiplicagoes/divisdes e n? — n adigoes/subtragoes.

Contudo, pode ocorrer que A € R™*" nao admita decomposicao LU, como é o caso
de matrizes nao singulares nas quais ocorrem pivos nulos ao aplicar o processo de Eliminacao
Gaussiana. Neste caso, se A é nao singular, existe uma matriz de permutacao P tal que

PA = LU, tal fatoragao é chamada de decomposigao LU com Pivotagao Parcial.

Teorema 2.10. (Decomposi¢cao LU com Pivota¢ao Parcial) Seja A € R™™ uma matriz nao
singular. Existem matrizes de permutacao Py, Py € R™" tais que PLAP, admite decomposi-

cao LU, isto é, PLAP, = LU. Note que apenas P, ou Py € necessdrio.

Demonstracao: Ver [8, Teorema 2.5| ad
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Dada a decomposi¢ao LU = PA, resolver o sistema linear Ax = b é relativamente

simples, basta fazer b = Pb e resolver os sistemas triangulares:

Ly =b,

Uzr =y.

Consideremos agora o caso em que A € R™*™ é matriz singular e possui decompo-
sicao LU. Note que, por definicao, a matriz L possui diagonal principal unitaria. Entretanto,
a matriz U nao possui necessariamente diagonal principal unitaria, o que da uma certa assi-
metria a esta decomposi¢ao. Dada a matriz triangular superior U, podemos decompo-la em
U= DV, em que D € R"™" é matriz diagonal e V' € R"*" é matriz triangular superior com

diagonal unitaria:

U1 U2 ... Uip U1 0 0 1 Zﬁ %
0 0 ... Upy 0 0 ... Upn 0 0 ... 1

Tal decomposicao é chamada de decomposicao LDV.

Teorema 2.11. (Decomposi¢ao LDV) Seja A € R™™ uma matriz cujas submatrizes prin-
cipais sao todas nao singulares. Existem uma matriz triangular inferior unitdria L € R™™",
uma matriz diagonal D € R™™ e uma matriz triangular superior unitaria V € R™*" tais que

A= LDV, e esta decomposi¢io € unica.

Demonstragao: Ver [22, Teorema 1.7.28|. O

Caso A seja simétrica e admita decomposigao LDV, obtemos a chamada decom-

posicao LDLT:

Teorema 2.12. (Decomposi¢io LDLT ) Seja A € R™"™ uma matriz simétrica cujas submatri-
zes principais sao todas nao singulares. Entdao A pode ser escrita como o produto A = LDL”,
onde L € R™" é uma matriz triangular inferior unitdria, D € R™"™ é uma matriz diagonal

e tal decomposicao € unica.
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Demonstragao: Ver [22, Teorema 1.7.30]. O

Antes de apresentarmos a tultima decomposi¢ao de matrizes, necessitamos intro-

duzir o conceito de matriz definida positiva. Tal assunto seré aprofundado na subsegao 2.1.4.

Definigao 2.13. [17, p.559] Uma matriz simétrica A € R™ ™ ¢é dita definida positiva se

2T Az > 0 para todo vetor z € R™ nao nulo.

Teorema 2.14. (Decomposicao de Cholesky) Seja A € R™™ uma matriz definida positiva.
Entao A pode ser decomposta de maneira tinica como o produto A = RTR, onde R € R™*" ¢
uma matriz triangular superior, cujas entradas da diagonal principal sao todas positivas. A

matriz R é chamada de Fator de Cholesky de A.

Demonstragao: Ver [22, Teorema 1.4.7]. 0

2.1.4 Positividade de uma Matriz Simétrica
A definigao a seguir caracteriza a chamada positividade de uma matriz simétrica.

Definigao 2.15. [12, p.495-496] Seja A € R™ "™ uma matriz simétrica de ordem n. Dizemos

que A é:

i) semidefinida positiva, e denota-se por A > 0, se 27 Az > 0, Vx € R™.

ii) definida positiva, e denota-se por A > 0, se 27 Ax > 0, Vo € R", z # 0.
iii) semidefinida negativa, e denota-se por A <0, se z7 Az <0, Vo € R™.
iv) definida negativa, e denota-se por A < 0, se z1 Az < 0, Vo € R", z # 0.
v) indefinida, quando existem z,y € R™ tais que 27 Az < 0 < yT Ay.

No caso especifico das matrizes definidas positivas, podemos ainda caracteriza-las

da seguinte maneira:
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Observagao 2.16. [17, p.559| Seja A € R™ ™ uma matriz simétrica de ordem n. As afirma-

¢oes a seguir sao equivalentes:
i) A é definida positiva,
i) 27 Az > 0, Vo € R™, x # 0;
iii) Todos os autovalores de A sao positivos;
iv) A é semidefinida positiva e ndo singular.
v) A = BTB, para alguma matriz nio singular B.

Apesar da fatoracao A = BT B nao ser tnica, existe apenas uma tnica matriz
triangular superior com entradas diagonais positivas R tal que A = RTR, isto é, se A ¢é
matriz definida positiva, entao A admite Decomposi¢ao de Cholesky e o Fator de Cholesky

associado a A é a matriz R, conforme [17, p.559].

2.2 Uma breve revisao de Otimizacao

Apesar de muitas vezes nao percebermos, interagimos com problemas de otimiza-
¢ao constantemente. A busca por solucoes 6timas para problemas simples do dia-a-dia, como
a quantidade ideal de comida a ser preparada para o jantar de modo que nao haja desperdicio

de alimentos, por exemplo, podem constituir problemas interessantes de otimizagao.

Reavaliar processos de extracao, producao, transporte, acondicionamento e en-
trega, buscando reduzir quer seja o valor de custo ou o impacto ambiental da atividade, sao

apenas alguns dos problemas mais famosos com os quais a Otimizagao se depara.

De modo geral, a area de Otimizagao se ocupa do estudo de problemas matema-
ticos, reais ou tedricos, nos quais se busca maximizar ou minimizar uma fung¢ao de vérias

variaveis, através da escolha metddica de valores dentro de um conjunto factivel.
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2.2.1 Minimizadores locais e globais

Considere o seguinte problema genérico de Otimizagao:

min f(x), (2.3)

z€Q

onde f:R" - R e CR™

Defini¢ao 2.17. [10, Definigao 1.1] Um ponto z, € 2 é dito minimizador local de (2.3) se
existe € > 0 tal que f(x) > f(x,) para todo x € Q tal que ||z — .|| < e. Caso f(x) > f(x.)

para todo x € ) tal que ||z — z.|| < ¢, dizemos que x, é minimizador local estrito de (2.3).

Defini¢ao 2.18. [10, Defini¢ao 1.2] Um ponto z, € Q é dito minimizador global de (2.3)
se f(z) > f(z.) para todo z € Q. Caso f(x) > f(z.) para todo z € Q, dizemos que z, ¢

minimizador global estrito de (2.3).

O teorema a seguir garante de existéncia de minimizador global, sob hipoteses de

compacidade de €2 e continuidade de f em ().

Teorema 2.19. (Teorema de Bolzano- Weierstrass) Se Q0 é compacto e f : Q@ — R € continua,

entao existe x, minimizador global de (2.3).

Demonstragao: Ver [16, Teorema 1.3.1]. O

2.2.2 Condicoes de Otimalidade para Problemas de Minimizacao

Irrestrita

Considere o problema de minimizagao irrestrita:

min f(x), (2.4)

TeR™
onde f:R"™ — R.
Os proximos dois teoremas estabelecem as condi¢oes necessarias para minimiza-

dores locais, isto é, condi¢oes que todos os minimizadores locais devem satisfazer. Contudo,

vale relembrar dois importantes resultados para fungoes de uma variavel:
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Lema 2.20. Se f : R — R ¢ funcgio de classe C' e x, é minimizador local de f, entdo

f'(x.) =0,

Demonstragao: Ver [11, Segao 9.7, Teorema 1]. O

Lema 2.21. Se f : R — R € funcgio de classe C? e x, é minimizador local de f, entdo

fl(xe) =0 e f'(z.) > 0.

Demonstragao: Ver [11, Segao 9.7, Teorema 2. O

Teorema 2.22. (Condi¢ao Necessdria de 1* Ordem) Seja f : R™ — R uma fungdao de classe

C'. Se z, é minimizador local de f, entio V f(z.) = 0.

Demonstracao: Seja d € R" uma dire¢ao arbitraria e defina ¢ : R — R como ¢(t) =
f(z + td). Dado que x, é minimizador local de f, temos que ¢ = 0 é minimizador local de
¢ e, portanto, pelo Lema 2.20, ¢'(0) = 0. Derivando ¢, temos que ¢'(t) = V f(x, + td)'d.
Calculando a expressao anterior em ¢ = 0, obtemos ¢/'(0) = V f(x,)?d = 0. Da arbitrariedade

na escolha de d € R", podemos concluir que V f(x,) =0 O

Teorema 2.23. (Condigao Necessdria de 2 Ordem) Seja f : R™ — R uma fungao de classe

C?%. Se . € minimizador local de f, entao Vf(x,) =0 e V*f(z.) > 0.

Demonstracao: A primeira parte da demonstracao segue de imediato do Teorema 2.22.
Como no demonstracao anterior, seja d € R" uma diregao arbitraria e defina ¢ : R — R
como ¢(t) = f(z + td). Derivando ¢ duas vezes, obtemos ¢ (t) = d' V2 f(x, + td)d. Assim,
pelo Lema 2.21, ¢"(0) = d?V?f(x,)d > 0. Portanto, pela arbitrariedade na escolha de
d € R", temos que V2f(z,) >0 O

Antes de enunciarmos o préximo teorema de minimizacao irrestrita, iremos res-

gatar o conceito de Formula de Taylor.
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Teorema 2.24. (Formula de Taylor infinitesimal) Dado um intervalo I C R, seja f : I — R

uma func¢ao n vezes derivdvel no ponto a € I. A funcao r : J — R, definida no intervalo

J={heR;a+h €I} pela igualdade

" (n)
flatn) = @)+ Plap+ DD W),
, . r(h) , ) o
satisfaz }ILIH(I)W = 0. Reciprocamente, se p(h) é um polinémio de grau < n tal que r(h) =
—

(h)

fla+h)—p(h) cumpre }llir% Th— =0, entao p(h) é o Polinémio de Taylor de ordem n de f
N n

no ponto a, isto €,

p(h) = Z%a)h

Demonstracao: Ver [14, Segao 9.1, Teorema 1]. 0

No caso especifico em que a = 0, o Polinomio de Taylor de ordem n de f no ponto

a ¢ chamado de Polinomio de Maclaurin de ordem n de f.

Exemplo 2.25. Na Figura 2.1 estao representados os polinémios de Maclaurin de ordem 1,

3, 5 e 7 da funcdo f(z) = sen(x).

2
\ f(x) = sen(x)

Figura 2.1: Polinémios de Maclaurin de graus 1, 3, 5 e 7 da fungao seno.

Teorema 2.26. (Condi¢ao Suficiente de Otimalidade) Seja f : R™ — R € fung¢do de classe
C%. Sex, € R" € tal que Vf(z.) =0 e V2f(z,) > 0, entio x. é minimizador local estrito
de f.
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Demonstragao: Considere o conjunto © = {s € R";||s||s = 1} e defina a fungdo v: © — R
dada por v(s) = s"V2f(z,)s. E facil ver que v é uma fun¢do continua e, dado que © é um
conjunto compacto, o Teorema 2.19 garante que v admite valor méximo e minimo em ©O.

Seja a € R o valor minimo de v em ©. Por hipotese, V2f(z,) > 0, logo v(s) =

sTV2f(x,)s > a > 0. Seja d € R™ uma direcao arbitraria. Note que Hdﬁ € 0, logo

d'V? f(z.)d > alld|]3. (2.5)

Considere a expansao em Série de Taylor da fungao f em torno de z,, dada por

1
Pl d) = () + V() d+ Ld V() d+ (), (2.6
. r(d) o
onde lim 5 = 0. Por hipotese, V f(z,) = 0. Logo, por (2.6),
lall2—0 ||d][3
«t+d)— « 1 d" d d
et d) —f) 1Ay )
113 2[dl[2 Idll2 — [Id][3
(2.7)
S @ r(d)
— 2 |3
r(d) .
Uma vez que lim 5 =0e —% <0, todo d € R" com ||d||; suficientemente
ldl2—0 [|d]3
pequeno satisfaz |T¢(1ﬁ)2 > —4
2

Deste modo, para d € R™ com |[|d||s suficientemente pequeno, (2.7) garante que

Ty +d) — [, a a_ a
BT e R L
Logo,
fla.+d) = f(e) > Sl >0,
e assim f(z, 4+ d) > f(z.). Portanto, =, ¢ minimizador local estrito de f. O

Considerando ainda o problema de minimizagao irrestrita (2.4), seja y € R™ tal
que Vf(y) # 0. O Teorema 2.22 afirma que y nao é minimizador local de f em R™, logo,
pela contrapositiva, em toda vizinhanca de y existe um ponto, digamos z € R", tal que
f(2) < f(y). Nos interessa, portanto, caracterizar as possiveis dire¢oes a partir de y nas

quais é possivel encontrar z, isto €, dire¢oes nas quais é possivel diminuir o valor da funcao.
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Definigao 2.27. [16, p.100] Sejam z,d € R™. Dizemos que d é dire¢io de descida a partir
de z se existe € > 0 tal que, para todo t € (0,¢], temos que f(z + td) < f(x).

Lema 2.28. Se Vf(z)Td < 0, entdo d ¢ dire¢ao de descida a partir de x.
Demonstracao: Ver [16, Lema 6.1.1]. O

O teorema que sera apresentado a seguir estabelece a chamada Condigao de De-
créscimo Suficiente, ou Condi¢ao de Armijo. Essencialmente, tal condigao exige que o de-
créscimo no valor da fungao seja de certa forma proporcional ao tamanho do passo dado |10,

p.25].

Teorema 2.29. (Condicao de Armijo) Sejam o € (0,1) uma constante e x, d € R", satisfa-
zendo V f(z) # 0 eV f(z)Td < 0. Entao existe e = (), tal que f(x+td) < f(x)+atV f(z)Td
para todo t € (0, €.

Demonstragao: Por hipétese, temos que V f(x)Td < 0, logo V f(z)Td # 0. Portanto

Vi (a)"d = lim LET D = F@)

t—0 t

Logo,
- fle+td) — f(z)
%1—{% tV f(x)Td

Deste modo, existe ¢ > 0 tal que para todo ¢ € (0, €],

fla+td) — fa)
vV f(x)Td =

= 1.

isto &, f(x + td) < f(x) + atV f(z)Td, para todo t € (0, €. O

A seguir, apresentamos um algoritmo basico de descida com Backtracking. Este
algoritmo foi baseado no Algoritmo 6.1.5, proposto por [16]. Um algoritmo semelhante pode

ser encontrado em [10, Algoritmo 4.2].
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Algoritmo 1: ALGORITMO DE DESCIDA COM BACKTRACKING
Entrada: f(z), Vf(z), uma aproximagao inicial zo € R", constantes o € (0,1), 5> 0

e e (0,1).
Saida: z, € R™, minimizador de f(z).
1 inicio
2 k< 0;
3 se Vf(zx) =0 entao
4 Pare.
5 senao
6 Escolha dj, € R™ tal que:
|ldill2 = BIIV f (i )l]2 (2.8)
V(@) di < 0|V f (x| ]2]|dx] 2 (2.9)
Fagcat =1
7 enquanto f(zy + tdy) > f(xy) + atV f(x)Tdy faga
8 Escolha novo t € [0.1¢, 0.9¢].
9 fim
10 Faca:
Thi1 < Tk + tdy
k< k+1
11 fim
12 fim

13 retorna xy,

As expressoes (2.8) e (2.9) sio conhecidas como Condicao Beta e Condicio do An-
gulo, respectivamente. Tais condi¢oes devem ser satisfeitas pela direcao de descida escolhida,

de modo a inibir o mau comportamento do algoritmo. Mais especificamente:

e A Condicao Beta impede que as dire¢oes de descida tomadas sejam desnecessariamente
pequenas ([16], p.102), exigindo que ||dg||2 seja maior que determinada fragao do gra-

diente da funcao aplicada no iterando z.
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e A Condicao do Angulo impede que a direcéo dj, seja “quase” ortogonal a V f(z;) ([10],
p.26). Deste modo, as diregoes admissiveis formam um espécie de cone agudo com eixo

na semi-reta gerada por —V f(z) [16, p.103].

O teorema a seguir, bem como sua demonstracao, ja sao conhecidas, conforme
[16, Teorema 6.1.6]. A fim de notacao, utilizamos o simbolo C., para indicar subconjunto

infinito.
Teorema 2.30. Se z, € ponto limite de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1, entdo

Vf(z.) = 0.

Demonstragao: Para cada k € N, denotamos s, = xp 1 — 7, = td; para todo k € N. Seja

Ki Cs N tal que khr}r(l x, = x,. Deste modo, temos dois casos:
361
1) lim ||s = 0;
) Jim [lsellz = 0
ii) Existem um subconjunto infinito Ky Co, K7 e € > 0 tais que ||sg||o > € para todo
ke K.
Suponhamos que valha i). Entao, dividimos a prova em dois casos:

a) Existe K3 C,, K tal que sy = dy, isto é, t = 1.

Pela validade da Condigao Beta,

d
llls _ . sl

= 0.
keKs [

g <1
19 (eIl = Jim (195 o)l < Jim

Portanto, ||V f(z.)||2 =0 e assim Vf(z,) = 0.

b) Para todo k € K1, k > ko, temos t < 1.

Neste caso, para todo &k € K, k > kg existe 5y um maultiplo de s; tal que
ISl < 10]|si|l2 e f(xr + 58) > f(xr) + aVf(x,)Ts,. Desta maneira, ¢ facil ver que

klirl? [5%|]2 = 0 e que a sequéncia {33}k, satisfaz a Condigao do Angulo,
5461

V(@) 55 < =0lV £ (@)l 21552, (2.10)
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para todo k € K1, k > ky.

Seja v um ponto de acumulacao de ﬁ Entao existe Ky Co K, tal que
lim ic = v. Portanto, por (2.10),
ks |5k |2
Vf(z) v = lim Vf(z,) v = lim Vf(z)" o —0 lim ||V f(zg)||2. (2.11)
k€, k€K lISklle = keka

Assim, para todo k € Ky, f(zx +355) — f(zr) = Vf(ze + &sk) sk, & € (0,1). Portanto,
como a Condigdao de Armijo falha em 33, V f(zy + &35r) > oV f(x1,)T5E, para todo k € Kj.
Isto &, para todo k € Ky, Vf(z.)Tv > aV f(z.)Tv. Logo, V f(z.)Tv > 0 e por (2.11) segue
Vf(z,)Tv=0. Se Vf(x,) #0, por (2.11), para j € K, e k suficientemente grande,

0= V() v< 0|V f(zi)ll2 <O0.

Portanto, V f(z.) = 0.

Suponhamos agora a validade de ii). Pela validade da Condi¢ao de Armijo,

f@p+sk) < fan) + aVif(e) sk,
< fwr) — ||V f(z)l]2l]skl]2,
< f(wr) — abe| |V f ()| ]2,

para todo k € Ks. Portanto, f(xgi1) — f(xg) < —abe||V f(xr)||2, ou seja,

fxr) = f(py1)

abe

2 [V f(@i)ll2-

Passando o limite para k € K, e pela continuidade de f, kllt}I{l |V f(zk)|]2 = 0.
€K
Portanto V f(z.) = 0. 0

2.2.3 0O Método do Gradiente

Seja f : R™ — R uma funcao de classe C'. Considere o problema irrestrito:

;rel]%r}l f(z). (2.12)
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Um dos métodos mais difundidos para resolucao deste tipo de problema é o método
classico do Gradiente, também conhecido como método de Cauchy. No contexto do Algoritmo
1, este método consiste na escolha de dj, como sendo a diregao —V f(zy) a partir de xy, para

cada iteracgao k.

A escolha desta direcao justifica-se pelo fato de que a direcao oposta ao gradiente
de f é a dire¢do de maior decréscimo da funcdo. Note ainda que dy = —V f(zy) satisfaz
naturalmente as condigoes (2.8) e¢ (2.9). Portanto, a convergéncia do método ¢ garantida

pelo Teorema (2.30).

A seguir, apresentamos um algoritmo para o método de Cauchy baseado em |10,

Algoritmo 6.1], com a Condi¢ao de Armijo.

Algoritmo 2: ALGORITMO DE CAUCHY
Entrada: f(z), Vf(x), a € (0,1) e uma aproximacao inicial zg € R™.

Saida: z, € R", minimizador de f(x).

1 inicio

2 k< 0;

3 se Vf(xy) =0 entao

4 Pare.

5 senao

6 Faca dy = —V f(xy);

7 Faca t = 1;

8 enquanto f(zy + tdy) > f(zg) + atV f(zx)"dy faga
9 Escolha novo t € [0.1t, 0.9¢].
10 fim
11 Faca zj 1 < xp + tdy;
12 Faca k +— k+ 1;
13 fim
14 fim

15 retorna xy




20 2 Preliminares

2.2.4 0O Método de Newton

Seja f : R® — R uma funcao de classe C2. Considere o problema de minimizacao

irrestrito

min f(x). (2.13)

zeR™
Tomando o Polinémio de Taylor de segunda ordem de f ao redor de xj, temos

uma aproximagao para o valor de f(z), numa vizinhanca deste ponto,
1
flx) = flay) + Vf(ae) (2 — ) + 5(37 — 2) V2 f () (2 — ), (2.14)

onde Vf(x) e V2f(x) sao o gradiente e a hessiana de f, respectivamente.

Assim, nosso objetivo serd minimizar (2.14), modelo local de f(z). Tomando

d = = — xy, podemos resolver o problema (2.13) através da solugao do problema aproximado
. T L
Inin flxg) + Vf(zg) d+ §d Ve f(xg)d. (2.15)
Pelo Teorema 2.22, temos que a dire¢cao de minimizagao satisfaz

O () + 9 @ d+ 2T f(w)d) =0,
Logo, Vf(zx) + V2f(xx)d = 0. Portanto,
V2 f(xr)d = =V f(a).

Deste modo, desde que V2f(z;) seja nao singular, a direcdo de minimizacao a
partir e x; é dada por

dy = — (V2 f(2)) " V(). (2.16)

Assim, podemos caracterizar o Método de Newton pela iteragao
Tpy1l = Tp — (VQf(:vk))AVf(xk). (2.17)
O teorema a seguir estabelece a convergéncia do método.
Teorema 2.31. Seja f : R™ — R duas vezes diferencidvel e x, € R™ tais que:

i) V2f(x) é continua numa vizinhanca aberta Q C R™ de x,;
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i) V() =0;
i) V2 f(xz,) € definida positiva;
i) existe L > 0 tal que ||[V2f(x) — V2f(x,)|| < L||z — .||, para todo x € .

Considerando a itera¢io dada em (2.17), temos que:

i) se o ponto inicial xy estd suficientemente proximo de x,, a sequéncia de iteragoes con-

verge para T;
it) a ordem de convergéncia é quadrdtica;

iii) a sequéncia da norma dos gradientes {||V f(xy)||} converge quadraticamente para zero.

Demonstragao: Ver [19], Teorema 3.5. 0

Na sequéncia, apresentamos um algoritmo para o Método de Newton baseado em

[10, Algoritmo 6.2], com Armijo.
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Algoritmo 3: ALGORITMO DE NEWTON
Entrada: f(z), Vf(x), V*f(z), « € (0,1) e uma aproximagao inicial zy € R™.

Saida: z, € R", minimizador de f(z).

1 inicio

2 k< 0;

3 se Vf(zx) = 0 entao

4 Pare.

5 senao

6 Faca dy = — (V2 f(24)) "V f(p);
7 enquanto f(zy + tdy) > f(xy) + atV f(x)Tdy faga
8 ‘ Escolha novo t € [0.1¢,0.9¢].

9 fim
10 Faca zj 1 < zp + tdy;

11 Faca k +— k+1;

12 fim

13 fim

14 retorna xy,

2.2.5 0O Meétodo de Newton-Raphson Multidimensional

Seja f : R®™ — R uma funcao de classe C? e considere o problema de encontrar
um minimizador de f. Pelo Teorema (2.22), qualquer minimizador z, € R" de f satisfaz a
condigao Vf(x) = 0.

Definindo F' : R* — R™ como F(z) = V f(z), nosso problema inicial é equivalente
a resolver o sistema de equagoes F'(z) = 0, o qual pode ser ou nao linear e cuja solugdo nem

sempre poderd ser obtida de maneira direta.

Desta maneira, dado x;, € R"™, podemos considerar a aproximacao dada pelo

polindmio de Taylor de grau 1 da fung¢ao F' em torno do ponto xj e resolver o sistema linear

onde J(x)) denota a matriz jacobiana de F avaliada em xj. Note que J(xy) € R™*™. Caso
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J(xy) seja nao singular, o sistema pode ser resolvido fazendo

LTp+1 = T — (J(Zﬂk))ilF(lL'k), (2.18)

obtendo assim uma nova aproximacao para a raiz da fungao F. A expressao (2.18) corres-

ponde a uma iteracao do método de Newton-Raphson Multidimensional.

Retornando ao nosso problema inicial, podemos reescrever (2.18) como

Th41 = T — (V2f(1k))_lvf($k)a

e portanto, obtivemos a mesma iteragao dada pelo Método de Newton (2.17). Dada esta
equivaléncia entre os métodos, a convergéncia de Newton-Raphson segue de imediato do

Teorema 2.31.

O Método de Newton-Raphson também é chamado de Método de Newton para
zeros de fungoes. Segundo Martinez e Santos |16, p.74] e Santos Fonseca |21, p.1]|, o método
foi proposto inicialmente em 1669 pelo matematico britanico Isaac Newton (1643-1727) para
encontrar raizes de fungoes polinomiais. Posteriormente, em 1690, foi estendido para fungoes
reais quaisquer por Joseph Raphson (c. 1648-1715). Sua generalizagdo para sistemas de
equacoes nao lineares surgiu apenas em 1740, com o trabalho do matemético Thomas Simpson

(1710-1761).

A seguir, apresentaremos um algoritmo bésico para este método. Este algoritmo

¢ uma adaptagao de |5, Algoritmo 3|, [16, p.74-75] e |21, p.38-39].
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Algoritmo 4: ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON MULTIDIMENSIONAL

Entrada: F(x), J(z) e uma aproximacao inicial zo € R™.

Saida: z, € R", raiz de F(z).

1 inicio

2 k<+0;

3 se F(zx) = 0 entao

4 Pare.

5 senao

6 Faca dj, = —(J(xk))_lF(Ik);
7 Faca zy41 < o + di;

8 Faca k < k + 1,

9 fim
10 fim

11 retorna xy




CAPITULO 3

UMA INTRODUCAO AO PROBLEMA DE

QUADRADOS MINIMOS

Neste capitulo, abordamos conceitos fundamentais acerca do problema de qua-

drados minimos.

Na Secao 3.1, tratamos de alguns aspectos tedricos e uma interpretacao geométrica
do problema de quadrados minimos linear. Na Secao 3.2, enfatizamos o estudo do caso nao
linear e suas particularidades. J& na Secao 3.3, sao apresentados os métodos de Newton e
Gauss-Newton para o problema de quadrados minimos nao linear. As principais referéncias

deste capitulo sao [1], [10], [16] e [19].

3.1 O problema de quadrados minimos

O problema de quadrados minimos é um caso particular de problema otimizagao,

onde desejamos minimizar a fungao objetivo

f@) = 3 ), (3.)

onde cada r; : R — R é uma funcao suave, denominada residual. Neste capitulo assumimos
que m > n.

Segundo Nocedal e Wright [19, p.247|, problemas de quadrados minimos surgem
em diversas areas de aplicagoes, dentre elas, Quimica, Fisica, Economia, entre outras; e
podem ser, de fato, uma das maiores fontes de problemas de minimizagao irrestrita. Tais

problemas surgem da necessidade de mensurar a discrepancia entre os dados obtidos ex-
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perimentalmente e o modelo tedrico que descreve o sistema, um problema recorrente em
atividades que envolvam modelagem. Neste sentido, ao minimizar a func¢do (3.1), obtemos

os parametros do modelo que melhor se adequam aos dados.

De modo a facilitar a compreensao do problema, considere o vetor residual

R : R" — R™, cujas entradas correspondem a cada um dos residuais r;, considerados em

(3.1),

r1(z)
TolT
R = | )
T'm ()
Deste modo, podemos reescrever (3.1) como
1 2
fl@) = 5lIR()]l2- (3.2)

A matriz jacobiana J(z) de f, composta pelas derivadas parciais de primeira

ordem dos residuais r;, 1 = 1,...,m, é dada por
V’I"l (l’)T
aTi VTQ(Z')T
J(I) |: 8% :|7,1,...,m - :
Jj=1,...,n
Vrn(z)"

Assim, as derivadas primeira e segunda de f podem ser escritas em fun¢ao de

J(x). De fato,
V()= Zri(x)Vn-(x) = J(z)"R(x), (3.3)

onde S(z) = Y7 (@) V2ri(z).
Frequentemente, obter as derivadas parciais dos residuais e a matriz jacobiana da
fungao (3.2) é relativamente simples, obtendo facilmente o gradiente de f (3.3) e o termo

J(x)TJ(z) de sua hessiana (3.4), sem a necessidade de calcularmos as segundas derivadas
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de cada fungao r;. Entretanto, o célculo de V?r;(z), necessério ao termo S(z) de (3.4),
pode ser algo muito dispendioso, principalmente em problemas de grande porte. Felizmente,
muitas vezes o termo J(z)TJ(x) é mais importante que S(x) em (3.4), uma vez que, ou os
residuais tém comportamento semelhante a fungoes afim proximo a solugao (isto é, quando
V2r; sdo relativamente pequenos) ou porque os residuos sao muito pequenos (isto é, ;(x) sdo

relativamente pequenos) [19, p.246-247].

3.1.1 O caso linear

O problema de minimizar (3.1), ou sua forma equivalente (3.2), muitas vezes de
dificil solugao, pode se beneficiar das caracteristicas inerentes aos seus residuais.

Um caso particular e bem delimitado, quando as fungoes r;, 7 = 1, ..., m, sao todas
lineares, é dito problema de quadrados minimos linear. Nesta situacao, a fungao R : R™ — R"
pode ser escrita como R(z) = Az — b, onde A € R™*™ e b € R™. Deste modo, obtemos o

Antes de prosseguirmos, considere as seguintes defini¢oes:

Defini¢ao 3.1. [17, p.170-171] Seja A € R™*™ uma matriz real de dimensdao m x n. O
espago imagem ou espago coluna de A é o subespago vetorial Im(A) C R™, gerado pela
imagem da fungao g : R" — R™ dada por g(z) = Az, isto ¢, Im(A) = {Az : x € R"} =
span{Ay, As, ..., A}, onde Ay, As, ..., A, sdo as colunas da matriz A.

Definicao 3.2. [17, p.174] Seja A € R™*™ uma matriz real de dimensao m x n. O nicleo
ou espago nulo de A & o subespago vetorial Nuc(A) C R™ dado por Nuc(A) = {z € R™ :
Az = 0}. Em outras palavras, o nicleo de A é o conjunto de todas as solugdes do sistema

homogéneo Ax = 0.

Nas condigoes de (3.5), analisemos o sistema linear

Az = b, (3.6)
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onde z € R™.

O sistema linear (3.6) admite solugdo se e somente se b € I'm(A), isto ¢, b deve
ser escrito como combinagao linear das colunas da matriz A. A Figura 3.1 nos fornece uma

interpretacao geométrica deste conceito no espaco R3.

Figura 3.1: Solugao do problema de quadrados minimos linear, caso onde b € Im(A).

Assim, se b € Im(A) e A é nao singular, a solugio é dada por x = A~'b.
Caso b ¢ I'm(A), nosso objetivo consiste em determinar T € R™ tal que a distancia
entre AT e b seja minima.

Os resultados de Algebra Linear enunciados a seguir estabelecem a existéncia da

solugao do problema (3.5).

Lema 3.3. Um vetor x € R™ € solugao do problema de quadrados minimos (3.5) se e somente

se satisfaz as chamadas equagoes normais, descritas abaizo:

AT Az = ATh. (3.7)
Demonstracao: Ver [1, Lema 7.2.1]. 0
Teorema 3.4. Para qualquer matriz A € R™*" | existe ao menos uma solu¢do para as equa-
¢oes normais (3.7). Além disso, a solugao € inica se e somente se Nuc(A) = 0.
Demonstracao: Ver |1, Teorema 7.2.1]|. O

Note que Nuc(A) = 0 se e somente se A é matriz nao singular.

O teorema a seguir estabelece uma relagao entre o sistema linear (3.6) e a solugao

do problema (3.5):
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Teorema 3.5. (Teorema do Ponto mais Proximo) Sejam V um espago vetorial com produto
interno, M um subespaco de V e b € V. O unico vetor em M que estd mais prozimo de b é

p = Pub, a projecao ortogonal de b sobre M.
Demonstragao: Ver [17, Teorema 5.13.13|. O
Aplicando o Teorema 3.5, M = Im(A) e V.= R™, a solucao T de (3.5) é tal que

AT é a projecao ortogonal de b sobre Im(A).

A Figura 3.2 ilustra o resultado anterior para o caso em que b ¢ Im(A) e V = R3.

b

min [|Ax-b||

Figura 3.2: Solugao do problema de quadrados minimos linear, caso onde b ¢ Im(A).

Note que o problema de minimizagao irrestrita (3.5) é equivalente ao problema

1
min ~||Az — b||5. (3.8)

zeR™ 2

A Condigao Necessaria de 1* Ordem (Teorema 2.22), afirma que:

1
v (llaz =) =

1 1
\Y% (ﬁzTATAx — 2T ATh + EbTb) =0,

AT Az — ATh =0,
AT Az = ATb,
e assim obtivemos as mesmas equagoes normais indicadas em (3.7). Portanto, pelo Teorema

3.4, tal problema sempre admite solugao.
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Conforme demonstrado por Benatti [5, p.51], independentemente do posto da
matriz A, o problema (3.8) também satisfaz a Condigao Necesséaria de 2* Ordem (Teorema

2.23), uma vez que
1
v’ (5\\Ax —~ bug) = V(AT Az — ATh) = ATA >0,

e assim, a func¢ao objetivo é convexa. Portanto, todo ponto que satisfaz as equagoes normais

(3.7) é minimizador do problema.

3.1.2 O caso nao linear

Neste se¢ao abordamos brevemente o problema de quadrados minimos nao linear,
um caso muito mais amplo que o anterior. De fato, basta que qualquer uma das funcoes

coordenadas do vetor residual R(x) nao seja linear para que o problema se torne nao linear.

Como discutido anteriormente, os problemas de quadrados minimos surgem fre-
quentemente da necessidade em se avaliar a discrepancia entre os dados coletados e a previsao
dada pelo modelo teérico do fenémeno. Nao raro, tais modelos nao sao lineares. Deste modo,

estamos interessados agora no problema (3.2), onde
R(z)=0 (3.9)

é um sistema nao linear.

Note que tal sistema pode ou nao ter solugao. Caso exista solu¢ao z, € R" de (3.9),
entdo ha uma equivaléncia entre os problemas (3.9) e (3.2). Caso contrario, necessitaremos

de métodos iterativos para resolver (3.2).

3.1.3 Meétodos classicos para o problema de quadrados minimos nao

linear

Considere o problema de quadrados minimos nao linear:

min f(x) = || R (3.10)

reR™
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Relembre que, por (3.3) e (3.4), podemos escrever

V()= J(@)" R(),
Vif(w) = J(2)" I () + S(@),

onde J(z) é a matriz jacobiana de f e S(z) é um termo que depende das fungoes coordenadas

de R(x) e de suas derivadas segundas.

O Método de Newton

Considerando o Método de Newton discutido na subsecao 2.2.4, a direcao de

Newton dYY, diregdo de minimizagdo a partir de zy, para o problema (3.10) satisfaz

Assim como discutido na abordagem inicial do Método de Newton, a diregao di
¢ de descida, e estd unicamente determinada contanto que a hessiana V2f(z) é definida po-
sitiva. Caso contrario, o sistema (3.11) admite infinitas solugoes, porém elas nao satisfazem,
necessariamente, as condi¢oes dadas pela Definicao 2.27 ou pelo Lema 2.28, as quais caracte-
rizam as diregoes de descida a partir de x. De fato, caso V2 f(x}) seja semidefinida positiva,

a diregao dj) pode ser ortogonal ao gradiente V f(zy), e terfamos
Vf(xr)Tdy = =V () "V (1) V f2x) = 0. (3.12)

Conforme analisado no inicio da Secao 3.1, a determinagao do termo S(x) pode
ser algo muito dispendioso, principalmente em problemas de grande porte. Dianted este
obstaculo, foram desenvolvidas diversas técnicas para aproximacao desta matriz, gerando
os chamados Métodos Quase-Newton. Basicamente, tais métodos podem ser definidos pela

iteragao

Hyd@™ =V f(xy,),
) ox (3.13)
Tpp1 = T +d

onde H; € R™™ geralmente tem boas propriedades, como simetria (Hy, = H]'), conforme

[10, p.39] e [16, p.77].
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Ainda neste intuito, podemos reduzir o custo computacional do problema (3.10)
tomando uma aproximagao linear para R(z), derivando dai o Método de Gauss-Newton que

serd visto a seguir.

O Método de Gauss-Newton

Novamente, considere o problema de minimizagao irrestrita dado em (3.10). To-
mando a aproximacgao linear da fungao R(z), dada pelo polindmio de Taylor de primeira

ordem de R ao redor de xj, temos que
R(z) = R(xy) + J(xp)d, (3.14)

numa vizinhanga de x, onde d = x — xy.

Esperamos que, localmente, ||R(z)||2 =~ ||R(xk) + J(x)d||2, e assim a solugao do

problema (3.10) pode ser aproximada através da solugao de

1
min o[ R(wy) + J (@x)d];. (3.15)

Pelo Teorema 2.22, a diregao de minimizagao deve satisfazer

2 (%HR(:%) + J<xk>d||§) ~o0.

Portanto,

5 (%(Rm)TR(:vk) + 2" T (w) R(zy) + " (”“"’“>T‘](“>d)> -

J(z) " R(zy) + J(z)" I (21)d = 0, (3.16)

A diregao determinada por (3.16) ¢ denominada de dire¢io de Gauss-Newton dg™N.

O teorema a seguir estabelece um resultado de convergéncia para o Método de

Gauss-Newton.

Teorema 3.6. Seja xq o ponto inicial de um algoritmo para o Método de Gauss-Newton.

Suponha que o conjunto de nivel I' = {x : f(x) < f(zo)} € limitado e que cada fungdo
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residual m;(x), i = 1,...,n € Lipshitz continuamente diferencidvel em uma vizinhanca €
de I'. Considere ainda que eziste uma constante v > 0 tal que ||J(z)z|]2 > v||z||2 para
todo x € ). Se as iteragoes xy sao geradas pelo Método de Gauss-Newton com passo ay

satisfazendo
Z) f(l’k + OékdeN) S f(ZL’k) + claka(xk)ngN,
ZZ) Vf(fl?k -+ OékdeN)TdeN Z Cgi(.CCk)TdeN,

com 0 < ¢ <cy <1, entao

Jim J(z1) ' R(zp) = 0.

Demonstracao: Ver [19, Teorema 10.1]. 0



CAPITULO 4

O METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT

Dando continuidade ao estudo de métodos iterativos para problemas de quadrados
minimos nao lineares, apresentamos neste capitulo conceitos elementares acerca do Método

de Levenberg-Marquardt.

Este método de otimizagao foi publicado inicialmente em 1944 (ver [13]) pelo esta-
tistico americano Kenneth Levenberg (1919-1973), enquanto ainda trabalhava no Frankford
Arsenal, uma antiga fabrica de muni¢oes do Exército dos Estados Unidos da América. Pos-
teriormente, o algoritmo foi redescoberto em 1963 (ver [15]) pelo também estatistico Donald
Marquardt (1929-1997), o qual empregou o método para resolver problemas de ajuste de
modelos quimicos nao lineares de dados laboratoriais da gigante multinacional DuPont [4,
p.3].

Na Secao 4.1 sao apresentados o Método de Levenberg-Marquardt, alguns resul-
tados teoricos e um algoritmo cléssico. Na secao seguinte, ¢ desenvolvida uma estratégia
de construcao de parametros de damping, sao apresentados alguns parametros conhecidos
na literatura, assim como sao propostos dois novos parametros de damping e uma estratégia
hibrida. Por fim, na Se¢ao 4.3 propomos uma variacao do algoritmo de Levenberg-Marquardt
com Busca Linear, assim como apresentamos resultados de convergéncia. As principais refe-

réncias deste capitulo sao [5], [7] [15] e [19].
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4.1 O Método de Levenberg-Marquardt para problemas

de quadrados minimos nao lineares

Inicialmente, seja R : R" — R™ uma funcao residual e considere o problema de

quadrados minimos nao linear

min f(z) = 3|IRE)IE. (1.1)

reR?

Dado um ponto inicial zy, o método de Levenberg-Marquardt aplicado ao pro-
blema (4.1) visa encontrar, a cada iteragao k, uma diregdo d()\;) € R™ que seja solugdo do

sistema linear

(J ()" T (zr) + XN )d(Ny) = —J (z)" R(xy), (4.2)

onde J(z) € R™™ & a matriz jacobiana de R(z) e A € R, ¢ uma constante denominada
parametro de Levenberg-Marquardt ou parametro de damping. A diregao de Levenberg-

Marquardt d()\) também serd denotada por dX.

Note que, diferentemente do que acontece no método de Gauss-Newton, o qual
pode nao estar bem definido caso a matriz J(zy)? J () nao seja definida positiva, se A\, > 0,
a corregao Al aplicada na diagonal de J(x;)? J(z1), a torna ndo singular. Sendo assim,
em cada iteracdo k o sistema linear (4.2) tem solucao e esta é tnica. Consequentemente, o

método estd bem definido.

Lema 4.1. Sejam A € R™" e A € R%.. A matriz AT A+ X € definida positiva.

Demonstragao: Como
vT AT Av = (Av)T (Av) = ||Av|]53 >0
para todo vetor v € R”, AT A é semidefinida positiva. Seja A € R* fixado. Assim, temos que
VI (ATA + M v =0T AT Av + v = ||Av||5 + A|v][5 > 0

para todo vetor nao-nulo v € R". Portanto, a matriz AT A + A\l é definida positiva. a
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Uma outra forma de interpretarmos o método de Levenberg-Marquardt segue.
m

Seja S(z) = Zri(x)v2ri(x) e considere o modelo quadratico da func¢ao objetivo f(z), em
i=1
uma vizinhang¢a do ponto xj, aproximando sua matriz hessiana

m

Vif(z) = Z Vri(@)Vri(z)" + ) i) Viri(x) = J(x) T (z) + S(=),

i=1
por

Obtendo-se assim o modelo

me(d) = %R(MR(%) + J ()" R(xn)d + %(J(a:k)TJ(a:k) ). (4.3)

Observe que, ao minimizar (4.3) obtemos a mesma dire¢ao d(\g) apontada em (4.2).

d*M obtida pelo método de Levenberg-

Vale salientar ainda que se A\, = 0, a direcao
Marquardt coincide com a direcao de Gauss-Newton d“V, definida em (3.16). Neste caso,
se J(xy)T J(zr) € uma boa aproximacao para a matriz hessiana, entao o método apresentara
taxa de convergéncia quadratica, partindo de um ponto suficientemente proximo da solugao.
Entretanto, se \;, tender ao infinito, teremos que a direcao d*™ tenderd & direcao de maxima

descida —V f(xy), a qual denotaremos por —gi, porém sua norma tendera a zero, conforme

estabelecido nos teoremas abaixo.

Teorema 4.2. Seja d(\) a solugao de (4.2) para um dado valor \. Entao ||d(N\)|]3 € uma

fungao continua decrescente na varidvel A, tal que /\lim [d(N)||3 = 0.
—00

Demonstragao: Ver [15, Teorema 2|. O

Teorema 4.3. Sejay(\) o dngulo entre d(\) (dire¢ao de Levenberg-Marquardt) e —g (direcao
de mdzima descida). Entao y(\) € uma fun¢do continua mondtona decrescente na varidvel

A tal que )\lim v(A) = 0. Além disso, d(\) rotaciona na dire¢io —g quando A — 0.
—00
Demonstragao: Ver [15, Teorema 3. O

Em seguida, apresentamos um algoritmo para o Método de Levenberg-Marquardt

Classico, baseado em [15, p.438|, e um resultado de convergéncia para o método.
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Algoritmo 5: LEVENBERG-MARQUARDT CLASSICO
Entrada: R(x), J(x), uma aproximagao inicial xy € R", um valor inicial A\g € R,

parametros de atualizacao ki1, ko > 1, uma tolerancia € > 0.

Saida: z. € R", ponto estacionario de f(z) = 1||R(z)|[3.

1 inicio
2 k < 0;
3 | enquanto J(z)T R(z;) > € faga
4 Obtenha d()\g) solugao de:

(J ()" T (zr) + Med)d(N) = —J (zi)" R(p);
5 Faca z,, = zy + d(\g);
6 se R(z,) < R(zy) entao
7 Lk+1 = Tn;
8 Apr1 = 2—’;
9 senao
10 Akt1 = AgRa.
11 fim
12 Faca:

k<« k+1.

13 fim
14 fim

15 retorna xy

dLM

Lema 4.4. A direcao de Levenberg-Marquardt € uma solugao do subproblema de regiao

de confianca

1
mdin §HJ($)d+ R(z)||5, sujeito a ||d||» < A, (4.4)
se e somente se € factivel e existe uma constante A > 0 tal que
i) (J(x)TJ(x) + )\I)dLM = —J(z)TR(x),

i) MA = [[d"]|2) = 0.
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Demonstragao: Ver [19, Lema 10.2]. 0

Teorema 4.5. Sejam zo € R™ o ponto inicial do Algoritmo 5, n € (0,3), p >0 e~y > 1.
Suponha que o conjunto de nivel I' = {x : f(x) < f(zo)} € limitado e que cada fungdo
residual mi(z), i = 1,...,n € Lipshitz continuamente diferencidvel em uma vizinhanga € de
I'. Considere o polinomio my, dado em (4.3) e assuma que, para cada iteragao k, a solu¢ao

aprozimada dy, do problema (4.4) satisfaz

i) fz) = f(@e + di) > n(mg(0) — mye(dy)),

i1) mi(0) = mi(dy) > pal|J ()T Ra)||> min (A [ <fck>TR<xk>H2>7

ST @) T T ()2

iit) [|dell2 < 7A.

Deste modo,

lim Vf(zy) = kh_}m J(zp)' R(xy) = 0.

k—o0

Demonstracao: Ver [19, Teorema 10.3]. O

4.2 O parametro de damping

Conforme visto no inicio deste capitulo, a estratégia inovadora do Método de
Levenberg-Marquardt consiste essencialmente na “correcao” da singularidade da matriz
J(xy)T J(zy) através da adigao de um valor )\, > 0, chamado parametro de damping, em
sua diagonal principal. Entretanto, caso a matriz J ()" J(zy) seja definida positiva, basta
resolver o sistema (J(zy)"J(2x))dp = —J(zx)" R(zy,), obtendo-se a dire¢ao d“~ do Método

de Gauss-Newton.

Computacionalmente, uma das maneiras mais eficientes para se determinar a posi-
tividade de uma matriz é aplicar o processo de Decomposi¢ao de Cholesky, o qual, como visto
no Teorema 2.14, somente é aplicado para matrizes definidas positivas. Caso a decomposic¢ao

falhe, deve-se encontrar A, > 0 tal que J(z3)" J(xx) + A\xl seja definida positiva.
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Pelos Teoremas (4.2) e (4.3), o parametro de damping tem influéncia direta na de-
terminagao da diregao d(A) obtida pelo método de Levenberg-Marquardt e, por consequéncia,

na convergéncia do algoritmo.

Assim, é crucial determinar boas escolhas para A, de modo que a cada iteracao,
o parametro A\, escolhido seja suficientemente grande, reduzindo o valor da funcao objetivo
e, simultaneamente, o passo tomado nao seja muito pequeno, garantindo a convergéncia da
sequéncia. Neste sentido, adotaremos as estratégias apresentadas por Benatti [5] e Davis e

Whitting [7], as quais discutiremos a seguir.

4.2.1 Estratégias para a escolha do parametro de damping

Inicialmente, considere o caso em que a fun¢do R(x) é zero residual, isto é, existe
r € R" tal que R(x) = 0. Defina A\, = wik, para algum w; > 0. De modo a simplificar a

notacao, o indice k sera omitido no resto desta secao.

Defina a funcao

¢(w) = f(z+d(w)). (4.5)
satisfazendo
1
(J(z)"J(z) + ;D)d(w) = —J(2)"R(z), (4.6)
onde f(z) = 3||R(x)||* ¢ D = diag(oy, o, ..., ay), com a; > 0,7 =1,...,n, constantes reais

positivas quaisquer. Nosso objetivo serda determinar w, raiz da fungdo ¢(w), satisfazendo
(4.6).
Contudo, a equagao (4.6) nao esté definida para w = 0. Deste modo, tomaremos

a seguinte equagao em substituigdo a anterior, a qual ndo apresenta a restrigao w # 0.
(w(J(w)TJ(x)) + D)d(w) = —w(J(2)"R(x)) (4.7)

Por (4.6) e (4.7), conclui-se d(0) = 0. Note ainda que, de fato, a fungao (4.5)
possui um zero, dado que R(x) é zero residual e, consequentemente, f(z) também o é. Nossa
estratégia consistira em aplicar o Método de Newton-Raphson, visto na Subsecao 2.2.5, para

determinar um zero da fungao ¢(w).
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Portanto, considere o polinémio de Maclaurin de grau 1 da func¢éo ¢(w), apresen-

tado na Subsegao 2.2.2,
P(w) = ¢(0) + ¢'(0)w. (4.8)

Derivando a expressao (4.5) e substituindo em w = 0, obtemos:

¢ (w) = V(e +dw) dw),
¢ (0) = Vf(z +d(0)"d'(0) = Vf(z)"d(0), (4.9)
¢ (0) = (J(2)" R(x))d'(0).

Por outro lado, derivando implicitamente (4.7) e substituindo em w = 0, temos:

(J@)"I(@))dw) + («(I(@)"I(2) + D)d (@) = —(J(@)" R()),

(w(J(x)TJ(x)) + D) d(w) = —J(2)"R(z) — (J(2)" J(x))d(w),

(4.10)
Dd'(0) = —J(2)" R(z) — (J(2)" J(x))d(0),
Dd'(0) = —J(x)" R(z).
Considere v = —d'(0). Note que v depende explicitamente da matriz diagonal D, uma vez
que d'(0) & solugao do sistema (4.10).
Dado que as entradas diagonais [D]; = «;, i = 1,...,n, de D sdo positivas; se

(J(x)"R(z)), = 0, podemos tomar [v]; = V@ R@l - Agsim, por (4.9) e (4.10), o zero da

fungao ¢ (w) satisfaz
¢(0) + ¢/ (0)w = 0,
f(@) + w(J(@)"R(z)) d(0) =0,
f@) —w(J(@) " R@)) v =0,

w(J(2)"R(x)) v = f(x),

(4.11)
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Considere agora o caso em que R(x) ndo é zero residual. De modo anélogo
ao anterior, considere a funcdo ¢(w) = f(z + d(w)), com a restri¢do
(J(2)"J(z) + L1D)d(w) = —J(x)"R(z). Contudo, ao invés do Método de Newton-Raphson,
aplicaremos o Método de Cauchy apresentado na Subsegao 2.2.3.

Deste modo, dado um certo w, uma nova aproximacao para o minimizador de ¢

é dado por

h=w—iglw), (4.12)
= w =tV f(z+dw))"d W),

onde t > 0 é o tamanho do passo a ser dado na dire¢ao oposta ao gradiente de ¢. Substituindo

w =0 em (4.12), temos
wh = =tV f(2)Td (0) = tV f(2)To = t(J ()T R(z)) .

Deste modo,

A= — = —_— (4.13)

w* t(J(z)TR(z)) v
Assim como reitera Benatti (|5, p.62), apesar das expressoes (4.11) e (4.13) pa-
recem totalmente distintas, a expressao A para o caso em que R(x) é funcao zero residual, é

um caso particular da equagao (4.13), obtida tomando o passo ¢ como sendo

o
((J(x)TR(x))Tv>

Deste modo, dada a liberdade na escolha de t, podemos utilizar (4.11) para ambos os casos,

t =

sendo R(z) fungao zero residual ou nao.

Tendo por base a expressao (4.13), diversos autores propuseram novas formas
de calcular o parametro de damping, ao explorar diferentes alternativas para a matriz de

escalamento Dy, e, por conseguinte, diferentes escolhas de vy.

Na Tabela 4.1, indicamos alguns parametros de damping presentes na literatura,
como [5, 9, 13, 23|, por exemplo. Tais parametros serao futuramente empregados nos testes

numeéricos presentes no Capitulo 7.
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Sigla Autoria Parametro de damping
J(zp)TR 2

PD1 Levenberg, ver [13] Ak = () R)ll2

f(xr)

PD2 | Levenberg modificado, ver [13], [5] e = || (zx) T R(zr)| |3

PD3 | Levenberg modificado 2, ver [13], [5] e = || (zx) T R(zp)||2

PD4 Yamashita e Fukushima, ver [23] A = ||R(zx)|3 = 2f ()

PD5 Fan e Yuan, ver [9] Ak = [|R(zk)|l2 = V2 f(x)

T
PD6 Benatti, ver [5] A = 201 (o) Rl

3k

Tabela 4.1: Parametros de damping presentes na literatura.

Como nossa contribuicao, também analisamos o desempenho numérico de nossas

estimativas para o parametro de damping, apresentadas na Tabela 4.2:

Sigla Autoria Parametro de damping
PD7 | Schwertner 01 \p = %}Exk)

2
PDS | Schwertner 02 | A, = @)z _ 2/(@)

3k 3k

Tabela 4.2: Parametros de damping propostos.

Conforme visto no inicio deste capitulo, a cada iteracao do método de Levenberg-
Marquardt, o parametro de damping A\r é um valor real positivo. Contudo, tal valor pode
se aproximar arbitrariamente de zero, de modo que a matriz J(xy)? J(zx) + A\xl, apesar de
definida positiva (Lema 4.1), pode apresentar mal condicionamento. Deste modo, propomos

as seguintes estratégias hibridas baseadas em PD7 e PDS, conforme descrito na Tabela 4.3.
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Sigla Autoria Parametro de damping

2 T
PD7H1 | Schwertner 01, hibrido 01 | Ay = max { #, 102}

2/ () 1}

PD7H2 | Schwertner 01, hibrido 02 Ak = max { %

2 T
PD7H3 | Schwertner 01, hibrido 03 | Ax = max {f(k), 10}

2
PD8H1 | Schwertner 02, hibrido 01 | A = max { @), 10—2}

2
PD8H2 | Schwertner 02, hibrido 02 Ak = max { f(@) ) 1}

2
PD8H3 | Schwertner 02, hibrido 03 Ak = max{ /(@) ) 10}

Tabela 4.3: Parametros de damping hibridos.

4.3 Algoritmo de Levenberg-Marquardt com Busca Li-

near

Baseando-se na estratégia apresentada na secao anterior, podemos reestruturar o
Algoritmo 5 (p.37), adequando-o a esta nova forma de atualizacdo do parametro de dam-
ping. Além disso, podemos adotar a Condigdo de Armijo (Teorema 2.29), a qual assegura
que haja um decréscimo mondétono no valor da funcao objetivo, tornando-o de certa forma,

proporcional ao tamanho do passo.
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Algoritmo 6: LEVENBERG-MARQUARDT COM BUSCA LINEAR
Entrada: R(x), J(x), uma aproximagao inicial xy € R", uma constante o € (0, 1),

uma tolerancia € > 0.

Saida: z, € R, ponto estacionério de f(z) = 1||R(z)|[3.

1 inicio
2 k < 0;
3 | enquanto J(z)' R(z;) > € faga
4 Calcule \g;
5 Obtenha d(\;) solugao de:
(J(@r)" T (xx) + M) d(A) = =T (23)" R(x); (4.14)
6 Facat =1;
7 enquanto f(zy + tdy) > f(xy) + atV f(x)Tdy faga
8 Escolha novo t € [0.1¢, 0.9¢].
9 fim
10 Faca:
Tpy1 < Tp + td(Ag)
k< k+1
11 fim
12 fim

13 retorna xy,

Para que possamos garantir a convergéncia do Algoritmo 6, precisamos considerar

as seguintes hipoteses:

Hipotese 4.6. A escolha de \ € limitada inferiormente e superiormente por constantes
nao-negativas, isto €, existem constantes Ly, Lmaxz € Ry, com Lpyin < Lpge, tais que

)\ S [mea Lmax]~

Hipotese 4.7. Seja o1(x) o maior autovalor da matriz J(z)T J(x). Entao, eviste M € R tal

que o1(x) < M, para todo x € R™.
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Hipotese 4.8. O dngulo v, (\) entre a diregao de Levenberg-Marquardt e a dire¢do de mdzima
descida € limitado superiormente por um constante positiva ¥ tal que 0 < v,(\) <7 < 7,

para todo X\ € [Lyin, Limaz] € para todo x € R™.

Os exemplos 4.9 e 4.10 mostram que a adogao das Hipoteses (4.6), (4.7) e (4.8)

nao resulta num conjunto vazio de problemas.

Exemplo 4.9. Considere o problema irrestrito de minimizar f(z) = ||R(z)||3, onde

21 + 1 0
Ry =| "
0 21,’2 + 1
20 4$1+2 5
Logo J(z) = e Vf(z) = J(x)TR(z) = . Como J(z)TJ(x) ¢ nao
0 2 4I2+2

singular, podemos tomar L,,;, = 0 e L., € Ry qualquer. O maior autovalor da matriz

J(z)TJ(x) é 4, assim basta tomar M > 4 qualquer. Agora,

(J(2)"J(z) + A)d(N) = —J (z)" R(x),

4+ A 0 dy (A —4x; — 2

)
(A)
(A)
dy(N) o0 —Agy — 2
(A)
(A)
(A)

i dg A ] i 0 4_‘_% | _4172 -9
aN) | _ | s
| d2 )\ ] 712_2;2
Desse modo d(\) = —H%J(x)TR(as). Assim,
cos () = —— @) AR V@ V@) I

T IVF@IBIANN ~ V@ISVl — ZIVI@)IE

Portanto, 7,(A) = 0, para todo = € R". Consequentemente, basta tomar 7 tal que 0 <7 <
/2.
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Exemplo 4.10. Considere o problema irrestrito de minimizar f(z) = i||R(z)||3, com

R(x) = Az + b, onde A € R"*" e b € R". Neste caso, J(z) =Ae
Vf(r) = J(@)"'R(z) = AT[Ax + b = AT Az + ATb

Se A tem posto completo, isto é, posto(A) = n, podemos tomar L, = 0 e
Lpe: € Ry. Caso contrério, basta tomar L,,;,, > 0 € Lpae > Liin. S€ja fimee O maior
autovalor de AT A. Assim, basta tomar M > fi;,4,. Como AT A é normal e simétrica, existe
uma matriz ortogonal Q tal que AT A = QDQT, onde D ¢ uma matriz diagonal com entradas

diagonais positivas. Desta forma,

d(\) = —(J(@)TJ(x) + )~ (@) R(x),
= —(QDQ" + )~
= -Q(D +A1)"'Q"J(2)" R(x),
=-Q(D+ ) v,

1

J(2)" R(x),

onde v = QT J(z)T R(z).
Considere as fungoes fimin, thmaz : M(R) — R que associam cada matriz real ao

seu menor e maior autovalores, respectivamente. Note ainda que
-1
ldN)llz = [[(D + M)~ J(2)" R(z)||2 e

[l = [|7(z)" R(z)|,

pois () é uma matriz ortogonal. Assim, pela definigao de ~,()), o Teorema de Courant-Fischer

(Teorema 2.8), afirma que

—dNTV () 0T (D+A)TQTI(2) " R(x)  WT(D+ M) w

52X = ORIV F@h = ORI R@E 40l
ponin (DA Ylelle— pomin (P +AD Yl pomin (P +A1) ™)
T D+ ADTI@TR@) (D +A) T bl @) T R@) 2~ (I(D+ AL ]
Mmm<(D + )\])71)
>

[maz <(D + AI)_1> '
(4.15)
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Aplicando o Teorema 2.6,

1 1 1
“mi"((DJrM) ) B Mmm((DJrM)) " Hmar(D) + N
| ' (4.16)

ponaa (D 4+ A1) ™) ) DT

Substituindo (4.16) na desigualdade (4.15), obtemos

> 0,

cos vz (A) > Mmm<(D i )\[)_1) _ tmin (D) + A
R (

pimaa (D +AD) 1) #imaa(D) £

uma vez que todos os autovalores de D sao positivos. Portanto, v,(A\) # 7/2, para todo
xr € R™, para todo A\ € [Lyin, Limaz]. Deste modo, existe 7 suficiente proximo de 7/2, tal que

0 <7:(N\) <7 < 7/2, para todo x € R™, para todo A € [Luin, Limaz]-

Lema 4.11. Suponha que o Algoritmo (6) seja implementado de modo a satisfazer as Hipd-

teses (4.6), (4.7) e (4-8). Entao existem constantes 5> 0 e 6 € (0,1) tais que:
Hd(Ne)ll2 = BIIV f (zx)|2,
V fai) d(A) < =0V f i)l |2]1d(A) 2.
Demonstragao: De fato, como V f(z) = J(z)TR(z), por (4.14),
(J(2)" J(z) + M)d(X) = =V f(z),
[17(2)" () + M| [2lld(N)]]2 = |V f(@)]]2,

a0l > 7

1
()T J(z) + M| IV f(2)]]2,

IV f(@)]]2-

1
2 @I @)l + A

Pela definicao da 2-Norma, temos

Al >~ 19/

As Hipoteses (4.6) e (4.7) garantem que

1

M+ X
1

>_ -
o M+Lmax

ld(M)]l2 =

IV f(@)ll2
IV f(2)]]2
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1
M _I_ Lma:c ‘
Pela definigao de 7, (), temos que

Portanto, basta tomar § =

V@)
NGB

Pelo Teorema 4.3 e pela Hipotese (4.6), vale que 7,(A) < e (Lmin), para todo X € [Lin, Limaz]

c0s Yz(A)

e todo x € R™. Desse modo, como a funcao cosseno é continua e decrescente no intervalo

[0,7/2], a Hipotese (4.8) garante
€08 Yz (A) > 08 Ve (Lmin) > €087, VA € [Limin, Limaz) € Vo € R™.

Portanto,

—Vf(x)"d(N)
IV f (@) ]21ld(A)]]2

Note que cos(7) # 0, pela Hipotese (4.8). Assim, tomando 6 = cos(7), a condi¢ao do angulo

> cosY <= Vf(2) d(N) < —cosF||Vf()][2]d(N)]]2-

é satisfeita. O

Teorema 4.12. Se xz, € ponto limite de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 6 sob as

Hipdteses (4.6), (4.7) e (4.8), entao V f(x,) = 0.

Demonstracao: Pelo Lema 4.11, existem constantes 5 > 0 e # € (0,1) satisfazendo as
condigbes (2.8) e (2.9) na escolha da dire¢ao dj do Algoritmo 1. O Teorema 2.30, garante

que se x, é ponto limite de uma sequéncia gerada por este algoritmo, entdo Vf(x,) =0. O



CAPITULO 5

O PROBLEMA DE OTIMIZACAO DE MENOR

VALOR ORDENADO

Este capitulo encontra-se dividido em trés secoes. Na Secao 5.1 abordamos a
definicao do problema LOVO, sua fundamentacao teodrica, assim como o subproblema LOVO
de quadrados minimos generalizado. Na sequéncia, apresentamos um algoritmo LOVO com
convergéncia para pontos fracamente criticos. Por fim, na Se¢ao 5.3, é descrito o Método e
Gauss-Newton para problemas LOVO. Caso o leitor tenha interesse, indicamos a leitura dos

trabalhos [2], [3] e [24], os quais apresentam grande parte da teoria deste capitulo.

5.1 O problema LOVO

O problema de Otimizagdo de Menor Valor Ordenado (LOVO) foi proposto ini-
cialmente por Andreani et al [3], em 2005. Logo no ano seguinte, Yano defendeu sua tese
de doutorado no tema (ver [24]). Nesta secao, apresentamos o problema LOVO, as defini-
¢oes basicas, bem como alguns resultados classicos e um algoritmo para o problema LOVO
irrestrito. A referéncia desta segdo é [3].

Dadas r fungoes F; : Q@ - R, i=1,...,r,onde Q C R" e p € {1,2,...,r} um

inteiro, definimos a funcao de Menor Valor Ordenado S, : @ — R por

onde {i1<x), . ,Z}(l’)} = {1, c. ,7“} e El(a;) <... < Ep(x) <... < Fjir,-(x)-
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Definimos o problema de Otimizagao de Menor Valor Ordenado (LOVO) como

min S,(x). 5.1
nin () (1)
Se as funcoes Fj, ¢ = 1,...,r, sao continuas, entao a fungao S, é continua. Con-

tudo, mesmo que estas fungoes sejam diferenciaveis, normalmente a funcao .S, é nao-suave.

O problema LOVO pode ainda ser definido de outra maneira. Considere o con-

junto {1,2,...,r}. Tal conjunto contém exatamente m = (r) = —" _ subconjuntos distintos
P p!(r—p)!
C1,C,, ..., C,, com cardinalidade p. Definimos entao a familia de fungoes

filz) = ZFJ(I),W =1,....m,Vr e

JE€C;
e a funcao

fmm(m) = min{fl(x>7f2(x)7 s fm(x)}

Note que fiin(z) = Sp(x) para todo = € €. Assim, o problema LOVO consiste em

min fyin (). (5.2)

€N

A Figura 5.1 apresenta um gréfico da fungao f,,;, para o caso em que a familia de
fungoes f; : R — R, i =1,...,m, possui m = 3 elementos. Note que os pontos de intersecao
entre os tracos das fungoes f; e fy, assim como fy e f3, sao pontos nos quais f,,;, nao é

diferenciavel.

Figura 5.1: Gréafico da funcao f,,;, para m = 3 fungdes reais arbitrarias.
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5.1.1 Uma generalizagao do problema de quadrados minimos nao

linear

Sejam yq,vs, ...,y € R valores obtidos através da observacao de determinado
fenomeno e y = ®(x,t) uma funcdo de ajuste. Denote por F; o erro quadratico obtido pela
funcao de ajuste na i-ésima observacao, isto é, F; = (®(x,t;) — y;)®. Portanto, a estimativa
do parametro x através do método de quadrados minimos nao-linear, vem da solucao do
problema

r

min 2 Fi(x). (5.3)

Considere agora que r — p valores provém de erros de observacao e que desejamos
eliminar sua influéncia na solugao do problema (5.3) e, portanto, do ajuste. Os parametros
do modelo através da solu¢ao do problema LOVO é traduzido por

min 5(x)

ou, equivalentemente,

Desta forma, o subproblema LOVO apresentado anteriormente é uma generaliza-
¢ao do método de quadrados minimos nao-linear, o qual possui a particularidade de ser capaz

de eliminar a influéncia de “outliers’, isto é, de pontos que discrepam dos demais.

5.2 Algoritmo LOVO com convergéncia para pontos fra-

camente criticos

Antes de definirmos o algoritmo LOVO, precisamos fixar a notagao de alguns

termos.

Defini¢ao 5.1. [3, p.4]| Para cada = € Q, o conjunto I,,;,(x) ¢ o conjunto de indices das

fungoes f; que minimizam a fungao f,,;, no ponto x, isto é,

Lpin(z) ={i € 1,...,m|fi(z) = foin(z)}.
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Lema 5.2. Sejam A C Q e z, € A. Se x, é um minimizador global de fm(z) sujeito
ax € A, entio x. € minimizador de fi(x) sujeito a x € A, para todo i € Ipin(xs). Em
particular, tomando A = ), se x, é minimizador global de (5.2) entao x, é um minimizador

de fi(x) para todo i € Lyin(xy).

Demonstracao: Ver |3, Lema 2.1]. O

Teorema 5.3. Se z, € Q é minimizador local de (5.2) entao, para cada i € Ipin(xy), T, €

minimizador local de f;(x) sujeito a x € Q.

Demonstragao: Ver |3, Teorema 2.1]. O

Definigao 5.4. [3, p.6] Seja x, € Q. Dizemos que:

a) x, é fortemente critico se, para todo i € I, (), z. € ponto estacionério de f;.

b) z. é fracamente critico se existe ¢ € I, (2,) tal que z, é ponto estacionério de f;.

Como visto anteriormente, o problema LOVO é um problema de otimizagao nao-
suave. Nos casos (5.1) e (5.2), uma alternativa viavel para sua solugao ¢ a adaptagao de méto-
dos essencialmente suaves. Assim, a cada vez que V f,,;,(x) é requerida, podemos substitui-la
por V fi(x), com i € I,;,(x). De modo analogo, podemos proceder desta maneira caso o mé-
todo exija informagoes acerca da hessiana de f,,;,. Tal como afirmam Andreani et al 3, p.06],
tal estratégia pode ser catastrofica se aplicada a problemas nao-suaves, entretanto, neste caso
especifico, as consequéncias sao menos graves e, necessariamente, temos convergéncia para

pontos fracamente criticos.

No algoritmo definido a seguir, adaptado de [3, Algoritmo Ul]|, assumiremos que

as fungoes f; sao continuamente diferenciaveis em todo x € R™.

Teorema 5.5. O Algoritmo 7 estd bem definido e termina em x; somente se xy € fracamente

critico.

Demonstracao: Ver [3, Teorema 3.1]. O



O METODO DE GAUSS-NEWTON PARA PROBLEMAS LOVO 53

Teorema 5.6. Se x, é ponto limite de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 7, entao x,

¢ fracamente critico. Além disso, se lllrfr%xk =z, e 0o mesmo i = v(k) € Lpin(zg) € es-
€

colhido para infinitos indices k € K, entao i € Ipn(z.) e Vfi(x,) = 0. Finalmente,

lim [V fugey (i) [[2 = 0.

Demonstragao: Ver |3, Teorema 3.2]. O

Algoritmo 7: LOVO IRRESTRITO COM CONVERGENCIA PARA PONTOS FRACAMENTE

CRITICOS
Entrada: Vf(z), 0 € (0,1), « € (0,1), M > 1, 8 > 0, tone > 0 e uma aproximagao

inicial ¢y € R"

Saida: z, € R", ponto fracamente critico de fin (7).

1 inicio
2 k < 0;
3 repita
4 Escolha v(k) € Lnin(Tk);
5 Obtenha d tal que:

V for(ax) i < =0l dr[a] |V foy (1) |2 (5.4)

ldill2 = BIIV fo(@r)]]2 (5.5)
6 Calcule t, > 0, ;1 € R”, tal que:
fmin(xk—&—l) S fmzn(xk) + atkva(k:)(xk)Tdk
tk: Z tone ou fmzn(zk + Edk> > fmzn(xk) + aﬁva(k)<xk)Tdka com E S Mtk
7 Faca:
k< k+1;

s | até [[Vf, (zk)|l2 = 0;

9 fim

10 retorna xy
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5.3 O Método de Gauss-Newton para problemas LOVO

O algoritmo descrito nesta segao foi proposto por Andreani et al 2, Algoritmo 1],
para problemas do tipo OVO (Otimizagao de Valor Ordenado), do qual o problema LOVO é
um caso particular. Aqui, iremos enfatizar o uso deste algoritmo para problemas LOVO.

Os pontos limites das sequéncias geradas por este algoritmo sao pontos estacio-
narios do problema LOVO. Isto é, sdo pontos fracamente criticos de fiin(z) [2, p.4]. Além
disso, assim como os demais algoritmos para problemas OVO que usam iteragoes variantes

de Newton, a convergéncia do algoritmo geralmente é superlinear |2, p.3].

Observagao 5.7. [19, p.619] Seja (zx)rey uma sequéncia em R™ que converge para ..

Dizemos que a ordem de convergéncia é superlinear se

koo [z — 2]

para todo k suficientemente grande.

Antes de descrevermos o algoritmo, faz-se necesséario adotar algumas convencoes.
Dadas 7 funcoes F; : Q — R, i =1,...,r, de classe C'(Q), onde Q C R" sejap € {1,2,...,7}
um ndmero inteiro. Assim, como vimos em (5.2), o problema LOVO consiste em

com
fmin(T) = min{ Z Fi(z),i=1,... ,m},
JeC;
onde m = (;) e cada C; é um subconjunto distinto de cardinalidade p do conjunto {1,... r}.

Fixado zy, € Q e dado vy, € L,in (), lembremos que

OF;. (z OF;. (zg
OF;. (1) OFj, ()
Fj, (zx) Oplon) - Opln)
Rvk(xk) — 32‘ e Jvk<xk) — 8‘1 . 8'n ,
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onde ji, ja, ..., Jr € Cy,. Note ainda que Vf,, (z3) = Jy, (v1)" Ry, (71), e assim, a diregio de

Gauss-Newton d do problema de minimizar f,, (z), com z € Q, é dada por
T (@) Toy (@r)d = =Ty (21)" Ry ().

Finalmente, estamos em condigoes de descrever o algoritmo do Método de Gauss-
Newton para problemas LOVO. Como dito anteriormente, tal algoritmo foi proposto em |2,

Algoritmo 1].

Algoritmo 8: LOVO GAUSS-NEWTON
Entrada: R(x), J(z), « € (0,1), >0, ¢ > 0 e uma aproximagao inicial z, € R"

Saida: z, € R", ponto fracamente critico de f,,(2).

1 inicio
2 k < 0;
3 repita
4 Escolha v(k) € L (xk);
5 Caso a matriz J,, (z3)7 J,, (z) seja definida positiva, obtenha dj solugdo de:
T (@) Toy (wr)di = — Ty (21)" R (1)
Caso contrario, obtenha dj resolvendo:
(o ()" Toy (1) + BI)di = — oy (21)" Ruy, ()
Facat =1
6 enquanto [, (xg + tdy) > fom(xr) + ozt(J(xk)TR(xk))Tdk faca
7 Escolha novo t € [0.1¢,0.9¢].
8 fim
9 Faca:
k< k+1;
10 | até || ], (zx)" Ry (zi)ll2 < &
11 fim

12 retorna xy




CAPITULO 6

O METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT

PARA PROBLEMAS LOVO

O conteudo deste capitulo constitui a maior contribuicao deste trabalho. Nele,
apresentamos uma variacao original do Método de Levenberg-Marquardt para problemas
LOVO, assim como diversos resultados que garantem a convergéncia do método. Mais espe-
cificamente, este capitulo aborda a adaptagao da teoria do Método de Levenberg-Marquardt,
apresentada no Capitulo 4, ao contexto dos problemas LOVO, discutida no Capitulo 5. Pos-
teriormente, é apresentado um algoritmo de Levenberg-Marquardt com Busca Linear para
problemas LOVO irrestritos e com convergéncia para pontos fracamente criticos, baseado no

Algoritmo 6, proposto no Capitulo 4.
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6.1 O Método de Levenberg-Marquardt para problemas

LOVO

Considere r fungoes Fi, Fs, ..., F,, continuamente diferenciaveis em {2 C R", isto

6, F; € CH(),i=1,2,...,r. Sejap e {1,2,...,r} um inteiro dado.

No intuito de facilitar a compreensao, reintroduziremos alguns conceitos, agora

com notagao simplificada. Para tal, lembremos as fungoes vetoriais R(x) e J(x) definidas em

QCR”

Considere ainda o conjunto I,;,(x) = {i € {1,...

Ipin(x), denotamos:

OF ()
ox1
OF(x)

o1

OF,(z)
ox1

OF ()
Oz
OF>(x)
OTn

OF,(x)

Oz,

;Y fi(z) = fomin(x)}. Assim, dado i €

e O vetor coluna R'(x) := R|¢,(x), isto &, [R'(x)]; = Fj(x) para todo j € C;.

e A funcao fi(z) = 1||R'(2)|f3.
e A matriz J'(z) := J|c,(x), isto &, [J'(x)];; =

Com as notagoes acima, V fi(z) = J(z)" R'(z).

OF;(x)

B:Jcl

paratodo j € Ciel=1,...,n.
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6.1.1 Algoritmo de Levenberg-Marquardt para problemas LOVO e

alguns resultados

O algoritmo a seguir é uma contribuigao nossa e corresponde a uma adaptacao do

método de busca linear com Levenberg-Marquardt, no contexto do problema LOVO irrestrito.

Algoritmo 9: LOVO LEVENBERG-MARQUARDT IRRESTRITO COM CONVERGENCIA

PARA PONTOS FRACAMENTE CRITICOS
Entrada: R(z), J(x), uma aproximagao inicial xy € R", uma constante a € (0,1) e

uma tolerancia € > 0.

Saida: z, € R”, ponto fracamente critico de f,;,(z).

1 inicio
2 k< 0;
3 repita
4 Escolha i = v(k) € Lnin(Tk) ;
5 Calcule \g;
6 Obtenha d'(\;) solugao de:
(' (z)" T (zx) + M T )d' () = =T ()" R ()5 (6.1)
Faca t = 1;
7 enquanto f'(zy + td'(\)) > fi(xr) + atV fi(zg)Td'(\y,) faga
8 Escolha novo t € [0.1¢, 0.9¢].
9 fim
10 Facga:
Tpy1 < T +td'(\g);
k< k+1;
1| até ||V (x|l < €

12 fim

13 retorna xy,
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O teorema a seguir apresenta algumas particularidades importantes acerca das
sequéncias geradas pelo Algoritmo 9. Note que, na notacao atual, a fungao angular a qual
que mede o angulo entre os vetores d*(\) (diregao de Levenberg-Marquardt) e —g° (diregao

de maxima descida) ¢ denotada por ~*(\).

Teorema 6.1. Seja x, ponto limite de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 9. Suponha que
Ilir}r% x = T, e um mesmo indice i = v(k) € Iyn(xy) € escolhido para infinitos indices k € K,
€

entao:

1. 1€ ]mm(x*);
2. ||d'(N)||3 € uma fungdo continua decrescente na varidvel X, tal que )\lim ||d"(\]|5 = 0;
—00

3. A fungao angular v*()\) € continua mondtona decrescente na varidvel X e Alim 7(A) = 0.
—00

Além disso, d'(\) rotaciona na dire¢io de —g', quando X\ — oco.

Demonstragao: Seja (zx)reny uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 9 cujo limite é z,.

Defina a sequéncia infinita K = {kq, k1, ko, ...} de indices tal que existe i € {1,2,...,m}

com i = v(k) para todo k € K e ]llrfr% xr = 2. Observe que o indice ¢ e a sequéncia infinita
€

K existem uma vez que o conjunto de indices {1,2,...,m} é finito.

Vamos provar o item 1.

Considere a fungao fi(z) = 3||R'(2)|[3 = %ZFJQ(x) Por hipotese, como as

JE€C;
fungoes F; sdo continuamente diferenciaveis, claramente f* € C'. A continuidade de f°

garante que
lim f*(zy) = f'(.)
Como i € Ipin(xy), pela definigao deste conjunto, para todo k € K,

fix) < ), V1€ {1,2,...,m}.

Aplicando os limites em ambos os lados da desigualdade anterior, concluimos que f*(z,) <

fY(z,) para todo [ € {1,2,...,m} e todo k € K. Portanto, i € I, (.).
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A sequir, provamos o item 2.

Inicialmente, note que para todo elemento da subsequéncia (zy)rer, a diregao

d'(\) & dada por
d'(\) = —[J"(zp)" T (zg) + M) T (2) " R (21,), com i fixo. (6.2)

Dado que a matriz J*(zy)T J¢(z;) + A ¢ definida positiva, sua inversa existe e assim d'(\) é
uma funcdo continua sobre a variavel \. Como a fungdo norma || - ||2 é continua, segue que

||d?(\)||3 é funcao continua sobre A.

Uma vez que a matriz J(zy)" Ji(zy) ¢ simétrica e normal, existe uma matriz
ortogonal Q tal que QT J!(xy)T Ji(2,)Q = D, onde D é uma matriz diagonal com entradas

diagonais positivas. Portanto,
J ()T T (z) = [QT)'DQ™ = QDQ". (6.3)
Assim, de (6.2) e (6.3),

d'(\) = = [T ()" T () + M) T ()T R (),
= —[QDQ" + |7 J'(xx) "R (),
— —[Q[D + AQT) " T (x) R (),
= QT VD + MJQ T (z) R (1),
— —Q[D + M|7'Q" J (wx) T R ().

Definindo v = QT J*(z)" R*(z}), temos

di(\) = —Q[D + AI] ‘v
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Escrevendo D; = [D];;,

| (V][5 = 'V d'(N),
= [-Q[D + M7 [-Q[D + A7),
= [ [D + M7'QTI[Q[D + A1),
=0T [D+ N'QTQ[D + M|

= vT[[D+ AP
oy
4 2°
JEC; (DJ + )\)
Finalmente,
2
. U5
I NIE= D 75— (6.4)
? JGZC (Dj + A)?

Tomando A — oo na equagao (6.4), claramente )\lim |[d"(M)||3 = 0. Desse modo, ||d*(\)]|3 ¢
—00

uma funcao continua decrescente.

Por fim, provamos o item 3.

Sabemos que f'(z Z F 2(z). Logo, a direcdo de méxima descida —g* do
JjeC;
problema m%gn fi(z) é dada por
TeR™

—g' = —Vfi(x ZF ), =1,...,n,

jec, al'l
3 £y 2
jeC 1

| jeC;

= —J(2)" R (x).

Precisamos mostrar que a func¢ao angular v*(\) é continua monétona decrescente na variavel
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2
A. De fato, escrevendo x = Ji ()T Ri(z) e w = Z D 11)\)2’
J

JE€C;

(=g
A (N)][2]] = g*[l2”
_ [=QID + M ] [T ()" R ()]

cos v ()

w?|[r|2 ’

v [D + M]TMQT T (ak)" R ()
w2 |2
oI [D + M|t

w?[x]2

Y

?

Derivando a expressao acima em relagao a A, obtemos

2 2
3 —1 (s V5
—w?2 w2 E . > ( E —]3>
1 (jeCi Dj+A JEC; (Dj +A)

s 7N = Tk -

9
)

Calculando o MMC dos denominadores das fragoes que compoem o numerador,

3 1 v? v?
(jeCi Dj+A jec; (Dj +A)?
0 ) 1 1
— cosY () = w2
ax 57 (N 4]z w

Realizando as simplificacoes necessarias, obtemos finalmente

J J
| W
P ‘ 1 \Z it )\ = (D; + )3

—cosY'(N\) = 5 . 6.5
a5 087" (V) Tl 3 (6.5)
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2 02
Na equagao (6.5), tome o produto ( Z o A) <Z m> . Assim,
J

jeC; j JEC;

v? v? v 202
2T > = =+ L2 -
DA )\ g (D + ) (D1 + M)t (D1+A)(D2+ A)
L A N
(D1 4+ M) (D, + A)3 (D2 + A (D1 + A3 (Dg+ \)*
- S Uyt
(D + M) (D, + N)? (Dp, + A\) (D1 + >\)
+ Uﬁv% + .. 4+ v—é.
(D + AN)(Dg + N)3 (D, + N4

Calculando o MMC dos denominadores na expressao (6.6),

v v (D + N (D A
(]GC Dj + /\> (; (D; + \)? ) (D + N Dy + AL (D, + A)4+
viv3(Dy + A)*(Dg+ A) ... (Dp + N\)*
(D1 + N4 (Da + N ... (D, + A
vi(Dy + M) (Dyy + A
(D1 + MN4(Dg+ N*... (D, + N

(X T wen)(Xs T

JeCs  J'€Cy,j'#j

J€C:  j'eCij'#j

(6.6)

[1;+ N0

JeC;

De modo anélogo, obtemos a expressao

o 1 o)

2 _ UJQ' 2<J€C J'€C:,j'#j
“ T (Z (Dj+A)2> [T+

JeC;

i+ )\)3>

(6.7)
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Portanto, de (6.5), (6.7) e (6.8), obtemos

(ZU 11 D,+A><Z 11 D+)\>

J€C;  j'€Ci,j'#j5 JjeC;  j'€Cij'#j

9 cos v (\) = +
o2 o AT+ )
jeC;
2 (6.9)
< >oui 11 o+ W)
_ \jeGi  jieCui'#i
we T](D; + )
JeC;
2
Note que ( H (Dj/+)\)> ( H (Dj/+)\)3> — ( H (Dj/+)\)2> . Deste modo,
J'€Cy,j'#j J'€Cy,j'#j J'€Cj'#j
podemos reescrever o numerador da expressao (6.9) como sendo
1\ 2 1\ 2
JeC; J'€Cs,5'#5 JeC; J'€Ci,j'#j (6.10)

(z(( 1 (Dj,m) (( T <Dj,ﬂ>3)>.
Jj€C; J'€C:HI'#J J'€CI'#j

A Desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz afirma que (6.10) é positivo.
Como o denominador de (6.9) e a constante ¢ também sao positivas, podemos concluir que
m cosy*(\) assume apenas valores positivos. Consequentemente, a fungao v*(\) é mon6tona

decrescente.

Agora, vamos analisar o comportamento de 7*(\) quando A — oco. Considere
a matriz J¢(zy)TJ¢(zy) + M. Para valores muito grandes de ), esta matriz ¢ dominada
pela diagonal AI. Entao, pela expressao (6.1), quando A — oo temos que

d'(A) — w = _/{’i. Portanto d’(\) e —g' tornam-se proporcionais no limite e v*(\)

tende a zero, assim como conclui Marquardt no caso andlogo para o Método de Levenberg-
Marquardt classico [15, Teorema 3|. No entanto, se tomarmos A = 0 na equagao (6.1),
obtemos a diregao de Gauss-Newton e o dngulo formado entre d*(\) e —g’ pertence ao inter-
valo aberto (0,7/2). Segue que ~v*(\) é fungao continua mon6tona decrescente na variavel A

tal que lim +*(\) = 0. O
A—00
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As hipoteses listadas a seguir s@o importantes para assegurar a convergéncia do
Algoritmo 9 para pontos fracamente criticos. Mais especificamente, tais hipoteses nos permite
garantir a existéncia de constantes § > 0 e 6 € (0, 1) que satisfagam as chamadas Condi¢ao
B (lldll> > BIIV f(zx)ll2) e Condigdo do Angulo (Vf(xx)"dx < —0|[Vf(a)||2]ldk||2), na
determinacao da direcao dip. A Condicao [ visa determinar um tamanho minimo para a
direcao dj, de modo a auxiliar a Condi¢cao de Armijo na busca do passo, impedindo que
0s passos se aproximem muito rapidamente de zero [10, p.25]. J& a Condi¢ao do Angulo
nos é tutil, pois define um cone agudo com eixo na semirreta gerada por —V f(zy), formado
por diregoes de descida admissiveis e tais que os cossenos do angulos formado entre estas

dire¢oes e V f(x) estejam uniformemente separadas de 0, impedindo assim a convergéncia

para pontos nao estacionarios [16, p.103].

Deste modo, considere as seguintes hipoteses:

Hipotese 6.2. A escolha de A € limitada inferiormente e superiormente por constantes
nao-negativas, isto €, existem constantes Liyin, Lmax € Ry, com Ly < Ljee tais que

)\ S [Lmz'm Lmax]~

Hipotese 6.3. Suponha que x, € ponto limite de uma sequéncia (Ty)ken gerada pelo Algo-
ritmo 9 tal que um mesmo indice i = v(k) € Inn(x) € escolhido para infinitos indices k € K

e lim x, = x,. Considere ainda que:
kinK

i) Eriste M € R tal que ot (x) < M para todo x € R™; onde ct(x) é o maior autovalor da
matriz J'(z)T J ().

i) O dngulo v.(\) entre a dire¢ao de Levenberg-Marquardt e a dire¢io de mdzima descida
¢ limitado superiormente por um constante positiva v¢ tal que 0 < 75(\) < yi < 5 para

todo A € [Luin, Limaz| € para todo x € R™.

Lema 6.4. Suponha que o Algoritmo (9) € implementado de forma a satisfazer as Hipdteses

(6.2) e (6.3). Entao existem constantes 3 >0 e 6 € (0,1) tais que:

' (Ne)ll2 = BIIVf (zr)] |2,

V (@r) d (M) < =0V (i) lfa]ld" (A |2
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Demonstragao: De fato, combinando V fi(z) = J(z)T R(z) e (6.1),
(J' ()" T (@) + M) d'(N) = =V f'(x),

17 ()" T (@) + M fa[[d" (V)2 = [[V ()12,

1" (V)] IVF (@)ll2,

1
2 2 T T @) + A,
V5 @)l

1
> :
@) T @)z + A

Pela definicao da 2-Norma,

€Wl > — IV F @)l

Assim, aplicando as Hipoteses (6.2) e (6.3),

) 1 .
(2 > (2
1l 2 197 @l
> ‘ .
> IV F @l
Portanto, basta tomar 5 = _
’ N M + Lmam .
Pela defini¢ao de 7% ()\), temos que
—Vfi(z)"d'(\)

cos,(A) = IV fi(2)]|2]|dE(N)]]2

O Teorema 6.1 e a Hipotese (6.2) implicam que v:(\) < 4.(Lyin), para todo
A € [Lin, Limaz] € para todo x € R™. Desse modo, como a fungdo cosseno é continua e
decrescente no intervalo [0,7/2], a Hipotese (6.3) garante que para todo A € [Limin, Limaz] €
para todo z € R",

o8 V4(A) = co8V:(Limin) > cos .
Portanto,

—V (@) d'(N)
IV (@) |2l (A)]]2

> cos 7 <= Vfi(2)"d (\) < — cos 1|V F(@) o |a (V)

Note que cos(y?) # 0, pela Hipotese (6.3). Assim, tomando § = cos(7?), a condicao do angulo

¢é satisfeita. O
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Teorema 6.5. Se x, € ponto limite de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 9 sob as Hipo-

teses (6.2) e (6.3), entao V fi(x,) = 0.

Demonstragao: Pelo Lema 6.4, existem constantes § > 0 e 6 € (0,1), satisfazendo as
chamadas condi¢oes 8 e do angulo 6, na escolha da diregao d()\;). Entao, o Algoritmo 9
pode ser visto como um algoritmo de descida com busca linear, assim como o Algoritmo 1.

Portanto, pelo Teorema 2.30, temos V f*(z,) = 0. O



CAPITULO 7

EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos alguns experimentos numéricos comparando o Mé-
todo de Gauss-Newton, devido a Andreani et al [2, Algoritmo 1], e a adapta¢ao do Método
de Levenberg-Marquardt no contexto dos problemas LOVO, proposto no Capitulo 6. Para
fins de comparacao, os testes envolvendo este tltimo método foram realizados com diversas

escolhas para o parametro de damping.

Para a realizacao dos testes, consideramos uma familia com 6 funcoes modelo,
as quais encontram-se explicitadas na Tabela 7.1. Os testes foram executados em conjuntos
contendo 100, 1000 e 5000 pontos, com uma taxa de confianca de 90%, isto ¢, apenas 10%
de todos os pontos considerados consistiam de avaliagoes erradas dos modelos. Os conjuntos
com dados de 100 e 1000 pontos foram obtidos através da avaliacao da funcao modelo em
um mesmo intervalo. Deste modo, podemos ver o conjunto maior como um refinamento das
informagoes presentes no menor. J& para o caso dos conjuntos com 5000 pontos, foram con-
siderados intervalos cinco vezes maiores que os originais. Durante a execucao dos algoritmos,
foram tomados como critérios de parada a norma do gradiente da fungao objetivo menor que
uma tolerancia (¢ = 107*), o niimero maximo de iteragdes (K, = 500) e o tempo maximo

de execucao (1 hora).

Nas tabelas apresentadas na Secao 7.2, encontram-se os dados relativos a cada
teste numérico. O Método de Gauss-Newton para problemas LOVO esté indicado pela
sigla. GN, ja o Método de Levenberg-Marquardt pela sigla LM. Os diferentes parametros
de damping testados estao indicados pelas siglas PD1, PD2, ..., PD7, PD7HI1, ..., PDS,
PD8H1, ..., PD8H3, conforme indicado na Tabela 7.1.
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Sigla Autoria Parametro de damping
|| ()" Rz )13
\p =
PD1 Levenberg, ver [13] k Flan)
PD2 Levenberg modificado, ver [13], [5] e = || (zk)T R(zk)| |3
PD3 | Levenberg modificado 2, ver [13], [5] e = || (z) T R(zk)]||2
PD4 Yamashita & Fukushima, ver [23] e = [|R(z)|3 = 2f ()
PD5 Fan & Yuan, ver [9] A = ||R(zk)||l2 = V2 f(2)
T
PD6 Benatti, ver [5] A = 2||J(xk)3kR(wk)||2
PD7 Schwertner 01 A = m
3k
2 T
PD7H1 Schwertner 01, hibrido 01 Ak = max { #a 102}
2 T
PD7H2 Schwertner 01, hibrido 02 Al = max {?ij(;k), 1}
2 T
PD7H3 Schwertner 01, hibrido 03 A = max {?Jj]ik), 10}
Rl _ 2f(x)
PDS Schwertner 02 A= 2 =
chwertner i % 3%
2
PDS8H1 Schwertner 02, hibrido 01 Ak = max{ J;gj) ; 10_2}
2
PD8H2 Schwertner 02, hibrido 02 Ak = max { éggx) ) 1}
2
PD8H3 Schwertner 02, hibrido 03 Ak = max{ ];(;) ; 10}

Tabela 7.1: Parametros de damping empregados nos testes numéricos.

Os algoritmos foram implementados na linguagem Python 3.

Os scripts em

Python 3, bem como os arquivos contendo os dados, estao disponibilizados no repositério

aberto:

https://github.com/aschwertner/LOVO_LM.git
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7.1 Funcoes testadas e resultados

A Tabela 7.2 apresenta todas as informagoes essenciais acerca das fungoes modelo

adotadas para gerar os dados empregados nos testes.

Modelo Expressao Matematica Parametros adotados Intervalo dos dados
[—10.0,10.0]
Polinomial de Grau 1 r(z) =ax+b a = —3.2531, b = 15.2347
[—50.0, 50.0]
a =1.12548, b = 2.53168 [—10.0,10.0]
Polinomial de Grau 3 r(x) = axd 4+ br? + cx +d
c=3.14724, d = 0.589134 [—50.0, 50.0]
a =5.3127, b = —0.252 [—14.0, —6.0]
Exponencial r(r) = aeb™tc +d

c=—0.755, d = —25.64 [—30.0, 10.0]

a = 40.5367, b = 2.345 [—0.5.0.5]

Senoidal(Tipo 1) r(xz) = asin(bx + ¢) + d
c=—5.234, d=24.12 [—2.5,2.5]
a=13.535, b= —11.86
[—0.5,0.5]
Senoidal(Tipo 2) r(z) = asin(bx) + ccos(dx) + e ¢ =12.8239, d = —6.30077 25,25
e = 4.82982 o
. () a a = —10.5772, b = —4.52081 [2.0,6.0]
ogistico "2) = T prre

14 ebre c = 19.6434 [—6.0, 14.0]

Tabela 7.2: Modelos utilizados para os testes.

Note que a coluna “Intervalo dos dados” apresenta dois intervalos para cada mo-
delo, tais intervalos foram tomados para gerar os dados referentes aos testes com 100 e 1000

pontos, e com 5000 pontos, respectivamente.

7.1.1 Analise dos Resultados

A seguir, apresentamos um breve comentario sobre os resultados evidenciados
pelos testes. Para facilitar a escrita e nao tornar a leitura cansativa, serao utilizadas as

abreviagoes “pts.” e “its.”, para as palavras “pontos” e “iteracoes”.
e Polinomial de Grau 1

Analisando-se os dados apresentados nas Tabelas 7.4, 7.5 e 7.6, podemos concluir

que ambos os métodos obtiveram sucesso na determinagao dos possiveis parametros para o
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modelo, nos trés cenarios possiveis (100, 1000 e 5000 pts.). O Método de Gauss-Newton
conseguiu resolver o problema LOVO no menor nimero de iteragoes (100 pts.: 3 its.; 1000
pts.: 3 its.; 5000 pts.: 5 its.). Destacaram-se ainda LM PD7 (100 pts.: 5 its.; 1000 pts.: 4
its.; 5000 pts.: 9its.) e LM PD7H1 (100 pts.: 5 its.; 1000 pts.: 4 its.; 5000 pts.: 9 its.), sendo

que ultimo registrou o menor tempo de execugao.

Contudo, convém destacar que LM PD2 nao encontrou a solu¢ao em nenhum dos
casos tratados, excedendo o nimero méaximo de iteragoes, e dada a grandeza da norma do
gradiente nas dltimas iteragoes, é provavel que os ultimos iterandos nao estivessem proximos
de algum ponto fracamente critico. De fato, ao analisar estes iterandos, nota-se que apesar de
ser aceito passo 1 na Busca de Armijo, a direcao de descida dada por PD2 nao era suficiente
para que houvesse um bom decréscimo no valor da norma do gradiente da funcao objetivo,
de modo a convergir dentro do limite de iteracoes proposto. Tal comportamento repetiu-se

em praticamente todos os testes realizados com este parametro de damping.

e Polinomial de Grau 3

Assim como pode ser visto nas Tabelas 7.7, 7.8 e 7.9, GN convergiu para a solucao
do problema no menor nimero de iteragoes (100 pts.: 3 its.; 1000 pts.: 3 its., 5000 pts.: 11

its.), sendo também o mais veloz.

Para o problema com 100 pontos, LM PD7 se destaca por realizar apenas 5 ite-
ragoes, enquanto LM PD1 levou 69 iteracoes. Ja para o segundo problema, LM PD7 e LM
PDT7HI convergem em apenas 4 iteragoes, apenas uma a mais que GN. Por fim, LM PDS e
LM PD8H1, resolveram o problema LOVO com 5000 pontos em 15 iteragoes, em detrimento
de LM PD6 que levou 141 iteragoes e também aos paradmetros de damping PD1, PD2 e PD3,

que atingiram o niimero maximo de iteragoes.

e Exponencial

Para o conjunto de 100 pontos (Tabela 7.10), GN atingiu um ponto fracamente
critico com 12 iteracoes e os parametros de damping com melhor desempenho foram PD7

e PDTHI1, os quais convergiram em 25 iteragoes. Como nos casos anteriores LM PD2 nao
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convergiu para uma solu¢ao dentro do nimero de iteracoes admissivel. Os parametros PD4
e PD8 falharam durante a execugao do algoritmo, uma vez que para as iteragoes 250 e
39, respectivamente, erros numéricos afetam a positividade da matriz J(zg)"J(zr) + A,

tornando-a singular.

Ao analisarmos o problema com 1000 pontos (Tabela 7.11), o desempenho numé-
rico dos parametro PD7 e PD7H1 nos chamam a atencao pois atingem um ponto estacionério

em apenas 9 iteragoes, enquanto GN leva 19 iteracoes e é cerca de 3.5 vezes mais lento.

Na Tabela 7.3 estao discriminados alguns dados de cada iteracao realizada pelos
métodos de Gauss-Newton e Levenberg-Marquardt com parametro de damping PD7. Observe
que em ambos os casos, a ordem de convergéncia é quadratica, contudo, as escolhas das
diregoes realizadas por LM, além de reduzir o valor gradiente aplicando no iterando mais

rapidamente, mostram-se mais consistentes, uma vez que as variagoes abruptas nos termos

|7r1 — 2o

da sequéncia definida por 5
[EE I

} , sao menos frequentes.
kEN

Para o caso em que sao avaliados 5000 pontos, conforme a Tabela 7.12, nenhum
método conseguiu resolver o problema. O método de Gauss-Newton falhou devido a um
erro de overflow, ja o método de Levenberg-Marquardt falhou para todos os parametros de
damping testados, atingindo o tempo méaximo de execucao no caso de PD6 e o niimero maximo
de iteragoes nos demais casos. Ao analisarmos a norma do gradiente na tltima iteracao, nota-
se que a mesma ¢ relativamente pequena para PD3, PD4, PD5, PD7TH2, PD7H3, PD8H2 e

PD8H3, o que pode indicar o algoritmo estava convergindo muito lentamente.
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Meét.| It. Iterando z;, Hﬁ;:l—_xj*bh ||ﬁ;:1_xfr|%|2
0 [0.0,0.0,0.0,0.0] — —
1 [3.21184902, 0.0, 0.0, 3.21184902] 1.11685341 * 10° 0.04323018
2 [0.22318091, —1.19381991, —9.59915072, 0.22318091] 9.59259488 x 101 0.03324534
3 [0.78092905, —0.98332093, —9.47467209, —1.55628518] | 9.36293582 % 1071 0.03382756
4 [0.86603981, —0.97076128, —9.40820663, —1.60146979] | 9.97157346 * 107! 0.0384778
5 [1.0369841, —0.94604865, —9.26016208, —1.69400697] | 9.94050827 x 10~* 0.03846728
6 [0.94425659 — 0.94002455 — 9.08640542 — 1.7182833] | 9.83128738 10! 0.03827231
7 [1.03558059, —0.93404543, —9.09938117, —1.7428143] 1.01312733 % 10° 0.04011695
8 [1.20195292, —0.91028249, —8.92708922, —1.84206471] | 9.93511815 % 10~} 0.03883049
9 [1.51822436, —0.86443745, —8.54694584, —2.04899826] | 9.86394883 x 107! 0.0388041
N 10 | [2.03686504, —0.77886791, —7.68352967, —2.49701734] | 9.70889364 x 101 0.03872093
11 [1.99868244, —0.77858536, —7.66077093, —2.4990291] | 9.99708382 * 10! 0.04106573
12 [3.64197372, —0.4894547, —4.37635352, —4.55972764] | 8.83045840 x 10~ ! 0.03628409
13 [3.75091, —0.48918438, —4.40216377, —4.56657944) 1.00004839 * 10° 0.04653403
14 | [4.79518229, —0.21269284, —0.48519241, —11.58390267] | 6.58596182 x 101 0.03064417
15 | [3.04301118, —0.27505467, —0.5574836, —23.95758101] | 1.21308695 % 101 0.00857041
16 | [3.15201923, —0.25127336, —0.22577078, —25.47938593] | 9.36264584 * 102 0.05452757
17 | [3.1503522, —0.25190324, —0.23102529, —25.65104678] | 6.92096780 x 10~2 0.4305125
18 | [3.14995189, —0.25199996, —0.23228641, —25.64000181] | 6.25282299 x 10~* 0.05619896
19 [3.14994534, —0.252, —0.23228492, —25.64] 0.0 0.0
0 [0.0,0.0,0.0,0.0] — —
1 [2.82163488,0.0,0.0,2.82163488] 1.10094389 0.04257563
2 [1.40710093, —0.53415837, —3.99129832, 1.40710093] 9.61355644 * 1071 0.03376874
3 [2.65127906, —0.36588784, —2.24061411, —4.71360383] | 7.68345855 * 1071 0.02807394
LM | 4 [3.00660455, —0.34194286, —1.2985471, —15.80340139] | 4.70506472 % 10~! 0.02237461
PD7| 5 | [3.16010786, —0.29375349, —0.83702334, —20.88738661] | 4.83868475 x 10~! 0.04890482
6 | [3.31728078,—0.25519257, —0.34033995, —24.62663892] | 2.11971295 x 10—+ 0.04427658
7 | [3.33125541, —0.25235158, —0.29398219, —25.56078378] | 7.82490794 x 102 0.07710796
8 | [3.33283961, —0.25199858, —0.28870483, —25.64002365] | 3.81176082 x 10~4 0.00480028
9 [3.33283419, —0.252, —0.28872287, —25.64] 0.0 0.0

Tabela 7.3: Convergéncia dos métodos de Gauss-Newton (GN) e Levenberg-Marquardt (LM)

com damping PD7, para o teste Exponencial com 1000 pontos.
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e Senoidal (Tipo 1)

Para o conjunto de 100 pontos, LM PD7 convergiu em apenas 18 iteragoes, en-
quanto GN levou 108 iteragoes, sendo este ultimo cerca de 6.7 vezes mais lento. Como
podemos ver na Tabela 7.13, dos 14 parametros de damping distintos testados, 10 parame-
tros obtiveram sucesso em encontrar a solu¢ao do problema. Note ainda que GN realizou
mais iteracoes que 70% dos parametros que obtiveram sucesso. Os parametros PD2, PD4,

PD7H3 e PD8H3, excederam o ntimero maximo de iteragoes.

Ao analisar a Tabela 7.14, GN convergiu em apenas 4 iteragoes, enquanto que LM
PD7 e LM PDT7HI o fizeram em 12 iteragoes. Dado que os intervalos para 100 e 1000 pontos
sao 0s mesmos, pode-se supor que o maior numero de informacoes dadas sobre o modelo neste
segundo caso, auxiliou tais métodos a terem um melhor desempenho. Assim como no caso
anterior, os parametros PD2 e PD4 também nao convergiram, entretanto, PD7H3 e PD8H3

conseguiram encontrar uma solucao com 334 iteracoes e 381 iteragoes, respectivamente.

Para o problema com 5000 pontos, GN, LM PD7 e LM PD7H1 continuaram
apresentando os melhores resultados, convergindo em 14 iteragoes. Ao analisarmos a Tabela
7.15, pode-se notar que PD7H2 também apresenta boa convergéncia, com apenas 16 iteragoes.
Por outro lado, LM PD1 e LM PD3 necessitam de 287 e 256 iteracoes, respectivamente, para

determinar uma solugao. J& LM PD2 e LM PD4 excederam o niimero méaximo de iteracoes.

e Senoidal (Tipo 2)

Neste problema, apenas GN, LM PD1 e LM PD6 conseguiram resolver o problema
para 100 pontos, com 28, 253 e 224 iteracgoes, respectivamente. Conforme a Tabela 7.16, os

demais parametros de damping excederam o niimero maximo de iteragoes.

No caso do conjunto de dados com 1000 pontos (Tabela 7.17), PD7, PD7HI1 e
PDT7H2 convergem em apenas 10 iteragoes, enquanto GN leva 23 iteracoes, PD7TH3 demora
12 iteragoes e PD6 converge com 406 iteragoes. Os demais parametros de damping atingiram

o nimero maximo de iteragoes.

Por fim, ao analisarmos a Tabela 7.18, o problema com 5000 pontos é resolvido

por GN em 39 iteragoes, enquanto LM PD3 necessita de apenas 29 iteragoes. O parametro
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PD7 apresenta desempenho semelhante a GN, necessitando de 38 iteragoes. Ja LM PD2
e LM PD5 atingem o niimero maximo de iteracoes e LM PD1 excede o tempo méaximo de

execucao proposto.

e Logistico

Conforme exposto na Tabela 7.19, o problema com 100 pontos foi resolvido por
praticamente todos os algoritmos, com excecao do parametro PD2, que atingiu o limite
maximo de iteragoes. Com respeito ao numero de iteragoes, GN convergiu para uma solugao

com apenas 8 iteracoes, j& PD7 atingiu um ponto fracamente critico em 12 iteragoes.

Ja no caso em que sao considerados 1000 pontos (Tabela 7.20), PD7 e PD7H1
resolvem este problema com apenas 9 iteracgoes, 12 vezes mais rapidamente que GN, o qual

leva pouco mais de 64 segundos para executar as 52 iteragoes necessarias.

Por outro lado, ao trabalharmos com 5000 pontos (Tabela 7.21), os métodos néao
chegam a realizar a primeira iteragao, uma vez que a norma do gradiente ¢ da ordem de
1071°, valor muito abaixo de nosso critério de parada. Contudo, ao alterarmos o ponto inicial
para o = (1.0,0.0,0.0), GN consegue resolver o problema LOVO em apenas 2 iteragoes,
j& os parametros de damping PD5, PD7, PD7H1 e PD8 convergem para uma solucao em 5
iteragoes. Vale a pena notar que este é o nico problema para o qual LM PD2 conseguiu

encontrar uma solugao.

7.2 Tabelas

A seguir, sao apresentadas tabelas com os dados referentes a cada teste numérico

7

realizado. No corpo das tabelas s@o utilizadas as abreviagoes “Sol.”, “N°. It.” e “T. (s)”, as

quais significam “Solucao”, “Numero de Iteracoes” e “Tempo em segundos”, respectivamente.
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100 pontos
Meétodo
Sol. Ne. It. T. (s)
GN [—3.2531, 15.2347] 3 0.105859
PD1 [—3.2531, 15.23469923] 44 0.247535
Nuamero méaximo de iteracoes atingido!
PD2
Norma do gradiente: 6854.380694

PD3 [—3.2531,15.2346999] 25 0.151996
PD4 [—3.2531, 15.23469997] 129 0.706702
PD5 [—3.2531,15.23470001] 7 0.055723
PD6 [—3.2531, 15.2347] 10 0.106863
LM | PD7 [—3.2531,15.2347] 5 0.045540
PDT7H1 [—3.2531, 15.23470003] 5 0.042755
PD7TH2 [—3.2531, 15.23469992] 6 0.048989
PDT7TH3 [—3.2531, 15.23469981] 9 0.105394
PD8 [—3.2531,15.2347] 14 0.106038
PD8H1 [—3.2531, 15.23470004] 14 0.106612
PD8H2 [—3.2531, 15.2347] 15 0.105657
PD8H3 [—3.2531,15.23469914] 17 0.105693

Tabela 7.4: Desempenho dos algoritmos para o modelo Polinomial de Grau 1 para 100 pontos,

com ponto inicial zy = (0.0,0.0).
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1000 pontos
Meétodo
Sol. Ne. It. T. (s)
GN [—3.2531,15.2347] 3 2.012894
PD1 [—3.2531, 15.23469991] 49 8.377822
Nuamero méaximo de iteracoes atingido!
PD2
Norma do gradiente: 69046.231041

PD3 [—3.2531, 15.23469995] 25 13.231418
PD4 [—3.2531,15.2347] 129 66.442164
PD5 [—3.2531, 15.2347] 5 3.013325
PD6 [—3.2531, 15.2347] 10 5.517157
LM | PD7 [—3.2531, 15.23469995] 4 2.455991
PDT7H1 [—3.2531, 15.23469995] 4 2.442593
PD7H2 [—3.2531, 15.2347] 5 2.947074
PD7TH3 [—3.2531, 15.23469999] 6 3.447363
PDS8 [—3.2531,15.2347] 14 7.547038
PD8H1 [—3.2531,15.2347] 14 7.621730
PD8H2 [—3.2531, 15.23470001] 14 7.622357
PD8H3 [—3.2531, 15.23469995] 15 8.121022

Tabela 7.5: Desempenho dos algoritmos para o modelo Polinomial de Grau

pontos, com ponto inicial zo = (0.0, 0.0).

1 para 1000
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Método 5000 pontos
Sol. Ne. It. T. (s)
GN [—3.2531, 15.2347] 5 26.652711
PD1 [—3.25309994, 15.2346975] 95 433.362808
Numero méaximo de iteracoes atingido!
PD2
Norma do gradiente: 108202.988044
PD3 [—3.2531, 15.2347] 67 302.656063
PD4 [—3.2531,15.23469999] 140 627.057011
PD5 [—3.2531, 15.2347] 11 52.450256
PD6 [—3.2531, 15.2347] 34 157.438272
LM | PD7 [—3.2531, 15.2347] 9 43.601339
PD7H1 [—3.2531, 15.2347] 9 43.588809
PD7H2 [—3.2531, 15.2347] 10 48.003442
PDT7H3 [—3.2531, 15.23469999] 13 61.569564
PD8 [—3.2531, 15.2347] 19 88.095573
PD8H1 [—3.2531, 15.2347] 19 88.094177
PD8H2 [—3.2531, 15.23469999] 21 97.336551
PD8H3 [—3.25309999, 15.23469971] 26 119.797291

Tabela 7.6: Desempenho dos algoritmos para o modelo Polinomial de Grau 1 para 5000

pontos, com ponto inicial zy = (0.0, 0.0).
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100 pontos
Meétodo
Sol. Ne. Tt. T. (s)
GN [1.125481,2.531678,3.147236,0.589134] 3 0.034963
PD1 [1.125481,2.53167803, 3.14723602, 0.58913205] 69 0.434630
Numero méaximo de iteracoes atingido!

bz Norma do gradiente: 8659252.028610
PD3 [1.125481,2.53167801, 3.14723601, 0.58913335] 29 0.209846
PD4 [1.125481,2.531678,3.147236,0.589134] 19 0.135640
PD5 [1.125481,2.531678, 3.147236, 0.58913397] 5 0.052243
PD6 [1.125481,2.531678,3.147236,0.589134] 12 0.106925
LM | PD7 [1.125481,2.531678,3.147236,0.589134] 5 0.049327
PD7H1 [1.125481,2.531678,3.147236,0.589134] 6 0.050495
PD7H2 [1.125481,2.531678, 3.147236,0.58913371] 10 0.054577
PD7H3 | [1.125481,2.53167804, 3.14723603,0.58913161] 9 0.107872
PD8 [1.125481,2.531678, 3.14723596, 0.58913375] 8 0.107702
PD8HI1 | [1.125481,2.53167802, 3.14723586, 0.58913305] 8 0.108521
PD8H2 [1.125481,2.531678, 3.147236, 0.58913391] 10 0.106788
PD8H3 | [1.125481,2.53167803, 3.14723602, 0.58913237] 13 0.107537

Tabela 7.7: Desempenho dos algoritmos para o modelo Polinomial de Grau 3 para 100 pontos,

com ponto inicial zo = (0.0,0.0,0.0,0.0).
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1000 pontos
Sol. Ne. It. T. (s)

Método

GN [1.125481,2.531678, 3.147236, 0.589134] 3 1.908246
PD1 [1.125481,2.531678, 3.147236,0.58913381] 90 44.818915

Nuamero méaximo de iteracoes atingido!

PD2

Norma do gradiente: 81099066.430522
PD3 1.125481,2.531678, 3.147236, 0.589134 35 17.565545
PD4 1.125481,2.531678, 3.147236,0.589134 19 9.828387

[ ]
[ ]
PD5 | [1.125481,2.531678,3.147236,0.589134] 5 2.855866
PD6 | [1.125481,2.531678,3.147236,0.589134] 14 | 7.324220
LM | PD7 | [1.125481,2.531678,3.147236,0.58913399) 4
PD7HI | [1.125481,2.531678, 3.147236, 0.58913399)] 4 2.362329
PD7H2 | [1.125481,2.531678,3.147236,0.589134] 5 2.851239
PD7H3 | [1.125481,2.531678, 3.147236,0.58913398] 6 3.416607
9
9

2.413086

PDS [1.125481,2.531678, 3.147236, 0.589134] 4.833584
PD8H1 [1.125481,2.531678, 3.147236, 0.589134] 4.826819
PD8H2 [1.125481,2.531678, 3.147236, 0.589134] 10 5.317053
PD8H3 | [1.125481,2.531678,3.147236,0.58913392] 10 5.329230

Tabela 7.8: Desempenho dos algoritmos para o modelo Polinomial de Grau 3 para 1000

pontos, com ponto inicial zy = (0.0, 0.0,0.0,0.0).



TABELAS

81

5000 pontos
Meétodo
Sol. Ne. It. T. (s)
GN [1.125481,2.531678, 3.147236,0.589134] 11 51.517229
Numero méaximo de iteracgoes atingido!
bl Norma do gradiente: 2215.664853
Numero méaximo de iteracoes atingido!
bz Norma do gradiente: 167202111.745127
Numero méaximo de iteragoes atingido!
b3 Norma do gradiente: 1947.807213
PD4 [1.125481,2.531678, 3.147236, 0.589134] 31 138.241856
PD5 [1.125481,2.531678, 3.147236, 0.589134] 20 91.401425
LM | PD6 [1.125481,2.531678, 3.147236,0.589134] 141 621.220938
PD7 [1.12551715,2.53155621, 3.1448488,0.59190148] 23 104.250589
PD7H1 | [1.12551715,2.53155621, 3.1448488,0.59190148] 23 104.256350
PD7H2 | [1.12551715,2.53155621, 3.1448488,0.59190148] 24 108.354452
PD7TH3 | [1.12551715,2.53155621,3.1448488,0.5919015] 24 108.031295
PDS8 [1.125481,2.531678, 3.147236,0.589134] 15 68.954953
PD8H1 [1.125481,2.531678, 3.147236,0.589134] 15 69.093730
PD8H2 | [1.12546573,2.53125387, 3.14440377,0.58718087] 16 73.581539
PD8H3 | [1.12543905,2.53056059, 3.14032112, 0.58652329] 21 95.408044

Tabela 7.9: Desempenho dos algoritmos para o modelo Polinomial de Grau 3 para 5000

pontos, com ponto inicial zy = (0.0, 0.0,0.0,0.0).



82 7 Experimentos Numéricos

100 pontos
Sol. Ne. It. T. (s)

Meétodo

GN [9.67494675, —0.252, —1.35443956, —25.63999991] 12 0.106459
PD1 [2.77473237, —0.25200029, —0.10545855, —25.63995646] 92 0.604968

Nuamero méaximo de iteracoes atingido!

PD2
Norma do gradiente: 6822.296610
PD3 [1.3143019, —0.252,0.64179451, —25.63999983| 103 0.707909
PD4 Falhou! Matriz nao definida positiva.
PD5 [2.10933185, —0.252,0.16872894, —25.64] 27 0.207104
PD6 [1.41970308, —0.252, 0.56465243, —25.64) 54 0.408147
LM | PD7 [3.92662318, —0.252, —0.45267963, —25.64] 25 0.307541
PD7H1 [3.92662318, —0.252, —0.45267963, —25.64000002] 25 0.306738

PD7H2 | [3.92399775, —0.25200015, —0.45201305, —25.63997772] 33 0.349665
PD7H3 | [3.31752846, —0.25200036, —0.28412535, —25.63994626] 96 0.708670

PDS8 Falhou! Matriz nao definida positiva.
PD8H1 [1.26094854, —0.252, 0.6832359, —25.63999961 | 39 0.407838
PD8H2 [1.25865447, —0.25200017, 0.6850543, —25.63997434] 47 0.432719
PD8H3 [1.24497612, —0.25200035, 0.69597854, —25.639948| 110 0.821605

Tabela 7.10: Desempenho dos algoritmos para o modelo Exponencial para 100 pontos, com

ponto inicial zo = (0.0,0.0,0.0,0.0).
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1000 pontos
Meétodo
Sol. Ne. It. T. (s)

GN [3.14994534, —0.252, —0.23228492, —25.64] 19 18.155945

PD1 [2.78047763, —0.25200003, —0.10752301, —25.63999549] 105 54.815678
Numero méaximo de iteracoes atingido!
PD2
Norma do gradiente: 9782.533701

PD3 [1.31201815, —0.252, 0.64353366, —25.64] 118 61.839602
PD4 [1.21403916, —0.252,0.72114723, —25.64] 253 132.895697

PD5 [3.35830099, —0.252, —0.29633501, —25.64] 14 7.732650

PD6 [1.41685929, —0.252, 0.56665753, —25.64] 56 33.679803

LM | PD7 [3.33283419, —0.252, —0.28872287, —25.64] 9 5.419249

PDT7H1 [3.33283419, —0.252, —0.28872287, —25.64000001] 9 5.420480

PD7H2 | [3.33283218, —0.25200001, —0.28872237, —25.63999896] 11 6.418732
PD7H3 | [3.33147286, —0.25200002, —0.2883146, —25.63999729] 20 11.030430
PD8 [1.25399535, —0.252, 0.68876545, —25.64] 31 22.155629
PD8H1 [1.25399527, —0.252, 0.68876551, —25.64] 31 22.071200
PD8H2 [1.2539704, —0.25200001, 0.68878523, —25.63999892) 32 22.682760
PD8H3 [1.2533817, —0.25200003, 0.68925451, —25.63999601] 40 26.787572

Tabela 7.11: Desempenho dos algoritmos para o modelo Exponencial para 1000 pontos, com

ponto inicial zo = (0.0,0.0,0.0,0.0).
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5000 pontos

Método
Sol. Ne. Tt. | T. (s)
GN Falhou! Erro de Overflow.
D Numero méximo de iteragdes atingido!
1
Norma do gradiente: 182,666156
Numero méaximo de iteracoes atingido!
PD2
Norma do gradiente: 8899,21724
Numero méximo de iteragoes atingido!
PD3
Norma do gradiente: 0,002485
Numero méaximo de iteragoes atingido!
PD4
Norma do gradiente: 0,016574
Numero méximo de iteragdes atingido!
PD5

Norma do gradiente: 0,023525

PD6 Falhou! Tempo méximo de execugao atingido!

Numero méximo de iteragoes atingido!

PD7
Norma do gradiente: 70.894313
LM Numero méaximo de iteragoes atingido!
PD7H1
Norma do gradiente: 17.1506335
Numero méximo de iteragoes atingido!
PD7H2
Norma do gradiente: 0.020630
Niimero méximo de iteragoes atingido!
PD7TH3
Norma do gradiente: 0.005883
Numero méaximo de iteracoes atingido!
PDS8
Norma do gradiente: 38.786088
Niimero méximo de iteragoes atingido!
PD8H1
Norma do gradiente: 37.620207
Numero méaximo de iteracoes atingido!
PD8H2
Norma do gradiente: 0.153775
Numero méximo de itera¢oes atingido!
PD8H3

Norma do gradiente: 0.011494

Tabela 7.12: Desempenho dos algoritmos para o modelo Exponencial para 5000 pontos, com

ponto inicial zo = (0.0,0.0,0.0,0.0).
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100 pontos
Método
Sol. Ne. It. T. (s)
GN [—4.62228501,.96099116, 5.9810296, 54.66424742] 108 0.810164
PD1 [40.53491566, 2.34506672, 7.33235701, 24.12182799] 90 0.604968
Nuamero méaximo de iteragoes atingido!
PD2
Norma do gradiente: 6054.300176
PD3 [40.53588799, —2.34503036, 2.09241354, 24.12083187] 166 1.046664
Nuamero méaximo de iteracoes atingido!
PD4
Norma do gradiente: 3083.666480
PD5 [40.53667953, —2.34500076, —10.47396311, 24.12002097] 96 0.607413
PD6 [40.53666959, —2.34500114, —4.19077773, 24.12003115] 44 0.322381
A PD7 [40.53669995, 2.345, 7.33237061, 24.12000006] 16 0.119594
PDT7H1 [40.53651296, 2.34500699, 7.33236919, 24.12019162] 18 0.137377
PD7TH2 [40.53470153, 2.34507473, 7.33235537, 24.12204736] 243 1.437511
Nuamero méaximo de iteracoes atingido!
PDTH3
Norma do gradiente: 0.063714
PDS8 [40.5367, —2.345,2.09240735, 24.12] 56 0.415863
PD8H1 [40.53640498, —2.34501103, 2.0924096, 24.12030224] 58 0.435731
PD8H2 [40.53468843, —2.34507522, 2.09242269, 24.12206078| 284 1.7403340
Nuamero maximo de iteragoes atingido!
PDS8H3
Norma do gradiente: 0.074577

Tabela 7.13: Desempenho dos algoritmos para o modelo Senoidal (Tipo 1) para 100 pontos,

com ponto inicial zo = (1.0, 1.0, 1.0, 1.0).
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1000 pontos
Meétodo
Sol. Ne. It. T. (s)
GN [—0.77020757,97.89359038, —11.1561248, 54.86377487] 84 54.730941
PD1 [40.53651413, 2.34500691, 7.3323692, 24.12019047] 123 66.668952
Numero maximo de iteragoes atingido!

b2 Norma do gradiente: 60683.494326

PD3 [40.5367, —2.345, 2.09240735, 24.12] 191 105.924230

PD4 Numero méaximo de iteracoes atingido!

Norma do gradiente: 31262.209174
PD5 [40.5367,2.345,7.33237061, 24.12] 36 19.247519
PD6 [40.5367, —2.345, —4.19077796, 24.12] 46 27.963433
M PD7 [40.5367,2.345,7.33237061, 24.12) 12 6.618232

PD7H1 [40.53669838, 2.34500006, 7.3323706, 24.12000166] 12 6.621149
PD7H2 [40.53648818,2.34500787,7.33236901, 24.12021705] 42 21.849049
PD7H3 [40.53648189, 2.34500811, 7.33236896, 24.1202235] 334 171.866487

PD8 [40.5367, —2.345,2.09240735, 24.12] 58 38.290948
PD8H1 [40.53667948, —2.34500076, 2.0924075, 24.12002103] 58 38.214715
PD8H2 | [40.53650946, —2.34500708, 2.09240879, 24.12019525] 90 54.717686
PD8H3 | [40.53648535, —2.34500798, 2.09240898, 24.12021996] 381 204.13667

Tabela 7.14: Desempenho dos algoritmos para o modelo Senoidal (Tipo 1) para 1000 pontos,
com ponto inicial zy = (1.0,1.0, 1.0, 1.0).
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5000 pontos
Meétodo
Sol. Ne. It. T. (s)
GN [18.70405868, 3.73152002, 2.59924567, 1.86299439] 14 78.570088
PD1 [40.5366658, 2.34500024, 1.04918526, 24.11996481] 287 1336.242692
Nuamero méaximo de iteragoes atingido!
b2 Norma do gradiente: 1389.992044
PD3 [40.53669953, 2.345,1.04918531, 24.11999951] 256 1222.902665
PD4 Nuamero maximo de iteragoes atingido!
Norma do gradiente: 44.561831
PD5 [40.5367,2.345,1.04918531, 24.12] 51 211.733412
PD6 [40.53669929, 2.345,1.04918531, 24.11999931] 50 206.846086
M PD7 [40.5367, —2.345,2.09240735, 24.12] 14 71.954003
PD7H1 [40.5367, —2.345,2.09240735, 24.12] 14 65.746305
PD7H2 [40.53669987, —2.345,2.09240735, 24.11999994] 16 81.184821
PD7H3 [40.53669977, —2.345, 2.09240735, 24.11999978] 33 145.348243
PDS8 [40.5367,2.345,1.04918531, 24.12] 49 231.536584
PD8H1 [40.53669948, 2.345,1.04918531, 24.1199995] 50 237.0060432
PD8H2 | [40.53669873,2.34500001, 1.04918531, 24.11999875] 61 294.617120
PD8H3 | [40.53665265, 2.34500033, 1.04918524, 24.11995129] 138 619.365303

Tabela 7.15: Desempenho dos algoritmos para o modelo Senoidal (Tipo 1) para 5000 pontos,

com ponto inicial zy = (1.0,1.0,1.0,1.0).
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100 pontos
Sol. Ne. It. T. (s)

Método

[—6.31896963, —20.16163018, 12.8251189,
GN 28 0.205536
4.43782843, —2.18673255]

[1.30158205 - 103, 1.25376964 - 10~2,1.06984756 - 101,
PD1 253 3.512366
6.09056718, 2.46013828]

Nuimero méximo de iteragoes atingido!

PD2
Norma do gradiente: 698.322380
Nuamero méaximo de iteragoes atingido!
PD3
Norma do gradiente: 0.549613
Nuimero méximo de iteragoes atingido!
PD4
Norma do gradiente: 24.561983
Nimero méaximo de iteragoes atingido!
PD5

Norma do gradiente: 0.802211

[9.14700729 - 102, 1.78406444 - 1072,1.06984756 - 10*,
PD6 224 1.40844
6.09056715, 2.46013823]

Nimero méaximo de iteragoes atingido!

PD7
Norma do gradiente: 0.030271
LM
Nuamero méaximo de iteragoes atingido!
PD7H1
Norma do gradiente: 0.030271
Nuimero méximo de iteragoes atingido!
PD7TH2
Norma do gradiente: 0.036325
Nuamero méaximo de iteragoes atingido!
PD7TH3
Norma do gradiente: 0.182500
Nuimero méximo de iteragoes atingido!
PD8
Norma do gradiente: 0.147130
Nuamero méaximo de iteragoes atingido!
PD8H1
Norma do gradiente: 0.147130
Niamero méaximo de iteragoes atingido!
PD8H2
Norma do gradiente: 0.1471230
Nimero méaximo de iteragoes atingido!
PD8H3

Norma do gradiente: 0.210834

Tabela 7.16: Desempenho dos algoritmos para o modelo Senoidal (Tipo 2) para 100 pontos,
com ponto inicial zg = (5.0,5.0,5.0,5.0,5.0).
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1000 pontos
Método
Sol. Ne. It. T. (s)
[—1.9347969, —30.02984379, 11.72168703,
GN 23 15.268214
5.35908927, 4.56569784]
Nuamero maximo de iteracoes atingido!
PD1
Norma do gradiente: 0.000179
Numero méximo de iteragoes atingido!
PD2
Norma do gradiente: 8183.953621
D Niimero méximo de iteragoes atingido!
3
Norma do gradiente: 0.006045
Numero méximo de iteragoes atingido!
PD4
Norma do gradiente: 257.717991
Nuamero méaximo de iteragoes atingido!
PD5
Norma do gradiente: 3.550304
[2.11437118 - 103, 7.78940997 - 103, 1.05820001 - 10%,
PD6 406 244.72609
6.15986727, 2.78765965]
[13.535, —11.86, 12.8239,
PD7 10 6.218296
6.30077, 4.82982]
LM
[13.535, —11.86, 12.8239,
PD7H1 10 6.220834
6.30077, 4.82982]
[13.53499999, —11.86, 12.82389991,
PD7H2 10 6.247277
6.30077006, 4.82982015]
[13.535,—11.86,12.82389994,
PDT7H3 12 7.421560
6.30077004, 4.8298201]
Numero méximo de iteragoes atingido!
PDS8
Norma do gradiente: 1.547905
Nuamero maximo de iteragoes atingido!
PD8H1
Norma do gradiente: 1.547905
Numero méximo de iteragoes atingido!
PD8H2
Norma do gradiente: 1.547905
Nuamero méaximo de iteragoes atingido!
PD8H3
Norma do gradiente: 1.547905

Tabela 7.17: Desempenho dos algoritmos para o modelo Senoidal (Tipo 2) para 1000 pontos,

com ponto inicial zo = (5.0,5.0,5.0,5.0,5.0).
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5000 pontos
Sol. Ne. It. T. (s)

Meétodo

[4.17751493, 4.5585277, 4.00583654,
GN 39 200.243135
5.73524163, 5.13502768]

PD1 Falhou! Tempo méximo de execugao atingido!

Numero méaximo de iteracoes atingido!
Norma do gradiente: 1961.968976

[4.85234377,4.57892232, 4.86747609,
PD3 29 133.992000
5.69819619,4.95116078]

[4.24195139, 4.55441717,4.17780306,
PD4 44 198.835192
5.72755911,5.16562759]

PD2

Nuimero méximo de iteragoes atingido!
Norma do gradiente: 44.447555

[4.7661643,4.56834657, 4.82972822,
PD6 37 204.364287
5.70265406, 5.05764927]

[4.17751493, 4.5585277, 4.00583654,
PD7 38 199.131515
5.73524163, 5.13502768]

LM [4.17751493, 4.5585277, 4.00583654,
PD7H1 38 169.470308
5.73524163, 5.13502768]

[4.17751493, 4.5585277, 4.00583654,
PD7TH2 38 177.690588
5.73524163, 5.13502768]

[4.17751493, 4.5585277, 4.00583654,
PD7H3 39 172.691716
5.73524163, 5.13502768]

[4.76616435,4.56834657,4.82972814,
PD8 36 173.571812
5.70265406, 5.05764925

[4.76616435, 4.56834657, 4.82072814,
PDSH1 36 | 150.452836
5.70265406, 5.05764925]

[4.76616435, 4.56834657, 4.82972814,
PD8H2 36 165.153008
5.70265406, 5.05764925]

[4.76616435,4.56834657,4.82972814,
PD8H3 36 156.833659
5.70265406, 5.05764925

PD5

Tabela 7.18: Desempenho dos algoritmos para o modelo Senoidal (Tipo 2) para 5000 pontos,
com ponto inicial zo = (5.0,5.0,5.0,5.0,5.0).
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100 pontos
Meétodo
Sol. Ne. It. T. (s)
GN [—10.5772, —4.52081, 19.6434] 8 0.106527
PD1 [—10.57721548, —4.52074336, 19.64311313] 49 0.305148
Numero méaximo de iteracoes atingido!
PD2
Norma do gradiente: 139.949964

PD3 [—10.57720157, —4.52080284, 19.64336918] 53 0.332963
PD4 [-10.5772, —4.52081, 19.6434] 224 1.352620
PD5 [—10.57720665, —4.52078045, 19.64327274] 34 0.218241
PD6 [—10.5772, —4.52080999, 19.64339996] 21 0.151216
LM | PD7 [—10.57720026, —4.52080765, 19.64338983] 12 0.106045
PD7H1 | [—10.57720129, —4.52080445,19.64337612] 13 0.107661
PD7H2 | [—10.57721906, —4.52072799, 19.64304695) 53 0.344844
PD7H3 | [—10.57722287, —4.52071155, 19.64297619) 420 2.511331
PD8 [—10.5772, —4.52080997, 19.64339985] 20 0.136464
PD8H1 | [—10.57720109, —4.52080529, 19.64337974] 21 0.143546
PD8H2 [—10.577219, —4.52072825, 19.64304806] 61 0.405484
PD8H3 | [—10.57722252, —4.52071306, 19.64298269) 428 2.533959

Tabela 7.19: Desempenho dos algoritmos para o modelo Logistico para 100 pontos, com

ponto inicial zy = (0.0,0.0,0.0).
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1000 pontos
Meétodo
Sol. Ne. It. T. (s)
GN [—10.5772, —4.52080999, 19.64339996] 52 64.039182
PD1 [—10.57720188, —4.52080135, 19.64336288] 54 27.482617
Numero méaximo de iteracoes atingido!
bz Norma do gradiente: 250.466654
PD3 [—10.57720005, —4.52080977, 19.64339903] 52 27.066106
PD4 [—10.5772, —4.52080999, 19.64339997] 226 116.990977
PD5 [—10.57720027, —4.52080863, 19.64339412] 17 9.530740
PD6 [—10.57720011, —4.52080931, 19.64339702] 21 12.480539
PD7 [—10.5772, —4.52080999, 19.64339995] 9 5.317855
PD7H1 | [—10.57720017, —4.52080921, 19.64339659] 9 5.130045
PD7TH2 [—10.5772012, —4.5208045, 19.64337638] 15 8.13716
LM | PDTH3 | [-10.57720181, —4.52080166, 19.64336418] 60 30.815881
PD8 [—10.57719998, —4.52080989, 19.64339952] 20 10.868267
PD8H1 | [-10.57720093, —4.5208054, 19.64338024] 20 10.872850
PD8H2 | [—10.57720208, —4.52080044, 19.64335894] 26 13.852144
PD8H3 | [-10.57720178,—4.5208018,19.64336481] 71 36.483479

Tabela 7.20: Desempenho dos algoritmos para o modelo Logistico para 1000 pontos, com

ponto inicial zy = (0.0,0.0,0.0).
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5000 pontos

Meétodo

Sol. Ne. It. T. (s)
GN [0.0,0.0,0.0] 0 4.014437
PD1 [0.0,0.0,0.0] 0 3.851189
PD2 [0.0,0.0,0.0] 0 3.847559
PD3 [0.0,0.0,0.0] 0 3.819020
PD4 [0.0,0.0,0.0] 0 3.847733
PD5 [0.0,0.0,0.0] 0 3.833313
PD6 [0.0,0.0,0.0] 0 3.844449
PD7 [0.0,0.0,0.0] 0 3.838295
M PD7H1 | [0.0,0.0,0.0] 0 3.853158
PD7H2 | [0.0,0.0,0.0] 0 3.914814
PD7H3 | [0.0,0.0,0.0] 0 3.831182
PD8 [0.0,0.0,0.0] 0 3.914235
PD8H1 | [0.0,0.0,0.0] 0 3.913872
PD8H2 | [0.0,0.0,0.0] 0 3.849020
PD8H3 | [0.0,0.0,0.0] 0 3.847608

Tabela 7.21: Desempenho dos algoritmos para o modelo Logistico para 5000 pontos, com

ponto inicial zg = (0.0, 0.0,0.0).
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5000 pontos
Meétodo
Sol. Ne. It. T. (s)

GN [4.54220755,0.49111652, 17.56182617] 2 13.833576
PD1 [8.44993112 - 1075, —1.15560333, 4.27720328 - 10~] 33 167.160442
PD2 [1.21091853 - 1074, —1.34899182, 5.02368440 - 10~1] 131 | 649.585568

PD3 [5.94468155 - 1075, —1.16014369, 4.56289663 - 10~1] 9 48.319645

PD4 [9.39132411 - 1071, —1.21905025, 5.62095706 - 10~!] 8 43.303053

PD5 [3.26782714 - 1075, —4.19209250 - 10~1, 3.84968257 - 107!] 5 28.487410

PD6 [4.61031920 - 1078, —1.23884210, 6.29550703 - 101] 8 43.397223

PD7 | [2.52340910- 10711, —3.06284228 - 107}, 4.26358584 - 107 5 28.393891
PD7H1 | [1.32624891 1078, —3.06284228 - 10~',4.26358584 - 10~] 5 28.617207
PD7H2 | [1.03696998 - 1076, —3.22243513 - 10~1,4.18344537 - 1071] 6 33.579359
PD7H3 | [2.92608442-107%, —4.47369988 - 107!, 3.69078932 - 10~1] 13 68.151358
LM | PDS8 [4.58839428 - 1077, —5.13852112 - 10~!,4.91624563 - 10~!] 5 28.577758
PD8H1 | [8.16018276 1079, —5.13972117 - 10~1,4.91630444 - 1071] 6 33.47947
PD8H2 | [1.33634538 - 10~%, —5.50538858 - 10~!,4.31305604 - 10~] 8 43.341238
PD8H3 | [9.87202145-10%, —6.91363394 - 107!, 3.88107399 - 10~1] 24 122.170345

Tabela 7.22: Desempenho dos algoritmos para o modelo Logistico para 5000 pontos, com

ponto inicial zg = (1.0, 0.0,0.0).



CAPITULO 8

CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS

FUTUROS

Esta dissertagao teve como foco o estudo do problema de Otimizagao de Menor
Valor Ordenado (LOVO), onde dadas uma familia F composta por r € N fungdes reais
definidas em Q € R, e um inteiro p € {1,2,...,r}, desejamos minimizar a soma das fungdes,

tomados os p menores valores, isto é, pretendemos resolver o problema de minimizacao

p
min S,(x) = Y Fi, (@),
j=1

onde F' € F, {i;j(v),i2(), ..., i, (2)} = {1,2,...,7} e Fj (o) (2) < Fiy)() < -+ < Fi (o) <
-+ < Fj (»y(x). De modo particular, nos debrugamos sobre uma generalizacao do problema

de quadrados minimos nao linear, o qual pode ser visto como um subproblema LOVO.

Apo6s uma breve revisao de conceitos relativos a Algebra Linear e Otimizagao,
introduzimos o problema de quadrados minimos linear e nao linear, assim como os métodos

de Newton e Gauss-Newton para o caso nao linear.

Em seguida, apresentamos a teoria do Método de Levenberg-Marquardt e um
algoritmo classico. Propomos dois novos parametros de damping baseados na estratégia
apresentada na Secao 4.2, além de seis estratégias hibridas. Também desenvolvemos uma
variagao de Levenberg-Marquardt com Busca Linear, o qual apresenta convergéncia global,

sob determinadas hipoteses.

Ao abordarmos o problema LOVO e o subproblema de quadrados minimos nao

linear generalizado, estudamos algoritmos com convergéncia para pontos fracamente criticos,
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uma vez que a convergéncia para pontos fortemente criticos é, de fato, um problema muito

complexo, fugindo ao escopo deste trabalho.

No ambito do problema LOVO irrestrito, sugerimos a implementac¢ao de uma mo-
dificacao do Método de Levenberg-Marquardt com Busca Linear, o qual converge globalmente
para pontos fracamente criticos caso o problema satisfaga as hipoteses de convergéncia. Vale
destacar que sistemas lineares satisfazem naturalmente tais hipdteses e portanto, hd um con-
junto nao trivial de problemas cujas especificidades satisfazem as condigoes de convergéncia

global.

Por fim, ao analisarmos comparativamente os dados relativos a performance do
método proposto e do Método de Gauss-Newton, evidencia-se que os problemas lineares foram
solucionados mais rapidamente por este tltimo. J& ao observarmos os dados relacionados
ao conjunto de problemas nao lineares, ha uma tendéncia de que o Método de Levenberg-
Marquardt com Busca Linear resolva mais rapidamente, em termos de tempo e nimero de
iteragoes, os problemas de maior dimensao, principalmente ao escolher os parametros PD7
e PD7H1. Tal comportamento justifica-se pois o método de Levenberg-Marquardt associa o
baixo custo computacional do método de Gauss-Newton (as segundas derivadas da funcao
objetivo nao sao necessérias) a boa defini¢ao dos iterandos (as diregoes d(\;) sempre estao

bem definidas, dada positividade da matriz J(z)? J(zx) + M I).

Na Tabela 8.1, estao reunidas informacoes acerca do desempenho dos métodos de
Gauss-Newton e Levenberg-Marquardt com Busca Linear. Note que entre os algoritmos mais
robustos (maior ntimero de sucessos), encontram-se GN, LM PD6, LM PD7, LM PD7H1 e
LM PD7H2. Dentre os algoritmos que apresentam maior velocidade de execugao (em termos
de menor nimero de iteragoes e menor tempo), destacam-se principalmente GN, LM PD7,
LM PD7HI1. Deste modo, podemos concluir que os parametros de damping propostos PD7
(Schwertner 01) e PD7H1 (Schwertner 01, hibrido 01) apresentaram os melhores desempenhos

quando comparados a Gauss-Newton.
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Sigla Desempenho
Ne. de Sucessos (%) | Velocidade (Iteragoes) | Velocidade (Tempo)
GN 8 (94,74 %) 11 8
PD1 15 (78,95 %) 0 0
PD2 1 (5,26 %) 0 0
PD3 15 (78,95 %) 1 2
PD4 12 (63,16 %) 0 0
PD5 15 (78,95 %) 0 0
PD6 18 (94 74 %) 0 0
PD7 7 (89,47 %) 6 5
PD7H1 7 (89,47 %) 5 3
PD7H2 7 (89,47 %) 1 0
PD7H3 6 (84,21 %) 0 0
PDS 6 (84,21 %) 0 0
PD8H1 6 (84,21 %) 0 0
PDSH?2 6 (84,21 %) 0 0
PDSH3 15 (78,95 %) 0 0

Tabela 8.1: Performance dos métodos empregados nos testes numéricos.

Tendo em vista o aprofundamento dos temas contemplados nesta dissertacao,
pode-se tratar o Método de Levenberg-Marquardt como um caso particular do Método de
Regiao de Confianga, estendendo resultados classicos desta abordagem para o contexto dos
problemas LOVO. Outras propostas de extensao poderiam incluir o estudo de condicoes
para convergéncia a pontos fortemente criticos, o estudo do comportamento do método em
conjuntos de dados espacados de maneira heterogénea, ou ainda, a solucao de problemas

LOVO mal escalados.
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