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RESUMO

Esta é uma pesquisa de carater qualitativo, com base no paradigma interpretativo. Seu objetivo
¢ analisar, por meio da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), as técnicas mobilizadas por
18 estudantes do 2° ano do curso de Licenciatura em Matemaética de uma universidade ao Norte
do Estado do Parana para a resolucdo de tarefas visuais. Também foram analisadas as
habilidades de visualizacdo de acordo com Alan J. Bishop - Processamento Visual (VP) e
Interpretacdo da Informacédo Figurativa (IFI) - no que diz respeito aos registros das técnicas
desses estudantes. Os dados analisados foram coletados por meio do registro escrito das
resolucdes dos estudantes para cinco tarefas matematicas que lhes foram propostas. Para a
analise dos dados foi utilizado o conceito de praxeologia da Teoria Antropoldgica do Didatico.
Com base nessa teoria, para cada uma das tarefas matematicas aplicadas aos participantes foi
construido um Modelo Praxeoldgico de Referéncia (MPR). Apos a coleta de dados, esse modelo
foi confrontado com o Modelo Praxeolégico Dominante (MPD), elaborado com base nas
técnicas que mais ocorreram nas resolucdes dos participantes. Os dados analisados revelaram
que das 90 possiveis resolucbes para as tarefas propostas, foram apresentadas pelos
participantes 31 resolugdes a contento. Entre essas resolugcfes, 11 foram ndo-visuais, 10 foram
visuais e 10 foram parcialmente visuais. Além disso, constatou-se que todas as técnicas
utilizadas pelos participantes, nas 31 resolugdes, apresentaram evidéncias de que para sua
elaboracdo foi mobilizada a habilidade de visualizacdo IFI, e em 20 delas houve indicio do VP.
Foi constatado, ainda, que nas tarefas que exigiam a utilizacdo de técnicas visuais para sua
resolucdo, apenas 14 participantes (menos de um sexto) conseguiram elaborar resolucbes
consistentes.

Palavras-chave: Visualizacdo Matematica; Teoria Antropolégica do Didatico; Formagéo
Inicial de Professores; Geometria.



ABSTRACT

This is a qualitative based research, grounding on the interpretative paradigm. Its aim is to
analyze, through the Anthropological Theory in Didactic (ATD), the techniques deployed by
18 students in 2" grade from Mathematics degree, from a University from the north of Parana
State, for visual task assignments. The abilities of displaying were also analyzed according to
Alan J. Bishop - Visual Processing (VP) and Interpretation of Figurative Information (IFI) —
regarding the students’ technique record. The analyzed data were collected by the student’s
resolution written record for five mathematical assignments that were propounded to them. For
the data analysis, it was used the concept of Praxeology of the Anthropological Theory in
Didactic. Based on this theory, for each one of the mathematical assignments applied to the
participants, were built a Reference Praxeological Model (RPM). After the gathering of data,
this model was confronted with the Dominant Praxeological Model (DPM) stablished according
to the techniques that occurred the most in the participants’ solvings. The analyzed data
revealed that, from the 90 possible answers to the proposed tasks, the participants satisfactorily
presented 31 resolutions. Among the mentioned resolutions, 11 were non-visual, 10 were visual
and 10 were partly visual. Furthermore, it was ascertained that all the techniques used by the
participants in the 31 resolutions, showed evidences that, for its elaboration, it was engaged the
ability of visualizing IFI and, in 20 of them, there were indication of VP. It was also assured
that on the assignments that demanded the usage of visual techniques for its resolution, only 14
participants could devise consistent resolutions.

Keywords: Mathematical Visualization, Anthropological Theory in Didactic, Teachers™ Initial
Training, Geometry.
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1. INTRODUCAO

A elaboracdo do tema que norteou esta pesquisa se deu a partir dos estudos a respeito
da visualizagdo matematica realizados no Grupo de Pesquisa em Ensino de Geometria —
GPEG!, da Universidade Estadual de Maringa. Desde a criacdo desse grupo, pelo orientador
desta pesquisa, ele tem se dedicado a estudar a influéncia da visualizagdo no ensino da
Geometria. Esses estudos tiveram continuidade quando o grupo ficou sob a coordenacdo da
coorientadora deste trabalho.

Ainda na graduacdo, ao comecar a frequentar as reuniées do grupo e conhecer mais a
respeito dos Vvarios conceitos dados para o termo “visualizacdo”, pude refletir sobre o quanto
de minhas préprias limitacbes em matematica eram decorrentes de minha dificuldade em
visualizar (no sentido que sera dado a esta palavra nesta pesquisa), que me impediam de recorrer
as estratégias visuais para a resolucdo de problemas matematicos que diariamente me eram
apresentados enquanto académica do curso de Matematica. Nessa perspectiva, conhecer mais a
respeito dos estudos no campo da visualizacdo me fez perceber que a visualizacdo matematica
pode ser uma ferramenta a mais na busca pela aprendizagem em matematica.

Diante de tantos desafios no aprender e ensinar matematica, é parte do trabalho do
professor munir seus alunos com o maior leque possivel de recursos que os ajudem na busca
pelo conhecimento. Nessa perspectiva, os resultados revelados por pesquisas relacionadas ao
tema da visualizacdo, como em Presmeg (1986) e Vale (2016), que apontam que a visualizacéo
pode ser uma estratégia a mais no leque de possibilidades para se resolver um problema
matematico, colaborando para a aprendizagem em matematica, tendem a fortalecer e incentivar
cada vez mais o0 surgimento de pesquisas como a que apresentamos aqui.

Diante dos inumeros desafios que sdo propostos a um aluno durante toda sua formacao,
é requerido que ele esteja pronto a enfrentar cada um deles. No que se refere ao ambito da
Matematica, e em particular ao da Geometria, diversas sdo as habilidades necessarias para
atender a cada uma das diferentes demandas que séo solicitadas a um aluno. Interpretacéo,
transposicao entre representacdes, calculo mental, generalizacédo e abstracdo séo algumas delas.

As metodologias de ensino adotadas, tal como a forma como sdo abordados os
contetdos matematicos ao longo da formacdo de um aluno, podem contribuir para que este
individuo seja mais flexivel e munido com diferentes recursos para enfrentar as situagdes

desafiadoras para o ensino da Matematica. Neste contexto, a visualizacdo matematica emerge

! Link de acesso a pagina de identificagdo do grupo[dgp.cnpq.br/dgp/espelhogrupo/198278] Acesso em: 09.09.2020
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como uma possibilidade de ampliacdo no leque de estratégias que um aluno pode utilizar ao
resolver problemas matematicos.

Neste trabalho, fundamentados em Bishop (1983), concebemos o termo Visualizacdo
como o processo composto por duas habilidades: a interpretacdo da informacéo figurativa (IFI)
e 0 processamento visual (VP), conforme descritas por Bishop (1983). Devido a sua
importancia neste trabalho, dedicamos uma se¢do no Capitulo 2 a descri¢do detalhada destes
dois constructos. A partir dessa concep¢do do termo de visualizagdo, e conforme descreve
Presmeg (1986), chamaremos de visualizadores aqueles individuos que preferem utilizar
métodos visuais ao resolverem problemas matematicos que podem ser solucionados por
métodos visuais ou ndo visuais. J& 0s ndo-visualizadores sdo aqueles individuos que, tendo a
possibilidade de resolver um problema matematico por diversos metodos, preferem utilizar os
gue ndo sao visuais (PRESMEG, 1986). Para Presmeg (1986), o que determina se um método
de solucgdo é visual ou ndo visual é a presenca ou a auséncia de imagens visuais como parte
essencial do trabalho de resolugdo. Tais conceitos serdo abordados com mais detalhes
posteriormente neste trabalho, no capitulo de fundamentacéo tedrica.

A fim de agregar os aportes tedricos para uma analise das técnicas e dos resultados
escolhidos pelos participantes para justificarem suas resolugdes, adotamos a Teoria
Antropolégica do Didatico (CHEVALLARD, 1999). Segundo a Teoria Antropoldgica do
Didatico, toda atividade humana pode ser descrita em termos de tarefas t, de diferentes tipos T
e que podem ser justificadas por alguma tecnologia 6, que decorre de uma teoria ®. Esse
modelo, chamado quarteto praxeolégico, forneceu uma organizacdo que permitiu analisar os
dados de pesquisa de modo amplo, considerando a complexidade do sistema em que estavam
inseridos quando foram coletados, vendo a sala de aula como um sistema antropoldgico.

Esta teoria nos permite realizar uma analise praxeoldgica das tarefas implementadas.
No momento da escolha das tarefas, como de costume na TAD, elaboramos um Modelo
Praxeoldgico de Referéncia contendo, para cada uma das tarefas, uma caracterizacdo de seu
tipo, uma técnica visual que poderia ser utilizada para sua solucédo, a tecnologia que justifica
esta técnica e a teoria que fundamenta a tecnologia. Com a implementagéo das tarefas, foi
possivel identificar diferentes técnicas utilizadas pelos participantes para resolver cada uma
delas. No capitulo de anélise dos dados discorremos sobre cada uma delas.

Este trabalho propde realizar uma analise praxeoldgica de como licenciandos em
Matematica resolvem tarefas visuais de geometria, investigando quais sdo as técnicas

mobilizadas pelos participantes. Diante disso, buscou-se responder em um determinado
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contexto a seguinte questao de pesquisa: “Quais as técnicas mobilizadas por licenciandos em
Matematica ao resolverem tarefas visuais?”.

Para ajudar a responder esta pergunta, foi tracado como objetivo geral analisar as
técnicas mobilizadas por estudantes do curso de Matemaética, mediante tarefas visuais. Para
iss0, necessitamos dos seguintes objetivos especificos:

¢ identificar um Modelo Praxeoldgico de Referéncia das tarefas aplicadas;
e investigar evidéncias das habilidades de visualizacdo (Processamento Visual e

Interpretacdo da Informacéo Figurativa) nas resolucfes apresentadas;

e elaborar um Modelo Praxeoldgico Dominante, entre os participantes da pesquisa, das
tarefas aplicadas;
e confrontar os modelos praxeoldgicos de referéncia e dominante;

Nesta pesquisa investigamos uma turma do 22 ano de Licenciatura em Matematica
durante uma aula da disciplina Teoria e Préatica Pedagogica |. Aplicamos aos estudantes cinco
tarefas matematicas, que serdo apresentadas no Capitulo 5, para investigar quais as técnicas
adotadas pelos licenciandos para resolvé-las.

Para apresentar o percurso deste estudo, o organizamos em cinco capitulos, a saber:

Capitulo 1 — Introducdo — neste capitulo apresentamos este trabalho, bem como sua
organizacéo, o problema de pesquisa e 0s objetivos.

Capitulo 2 — Concebendo a Visualizacdo Matematica - apresentamos nesse capitulo os
referenciais teoricos utilizados como fundamento para a analise descrita neste trabalho no que
diz respeito a visualizacdo matematica. E apresentado um estado da arte referente ao campo das
pesquisas brasileiras em visualizacdo matematica e das pesquisas brasileiras que associam
visualizagdo matematica e Teoria Antropoldgica do Didatico. Sdo abordadas as principais
concepcdes de visualizacdo e sdo apresentados 0s conceitos desenvolvidos por Alan J. Bishop
e Norma Presmeg, nossos principais referenciais.

Capitulo 3 — Tarefas Matematicas e seu potencial no ensino — neste capitulo
apresentamos o significado do termo “tarefa matematica”, assim como do termo “tarefas
visuais”, com énfase em seu potencial como ferramenta para a aprendizagem de matematica.

Capitulo 4 — A Teoria Antropoldgica do Didatico —nesse capitulo apresentamos
conceitos e os principais termos referentes a Teoria Antropoldgica do Didatico que
fundamentaram a realizacdo da analise praxeoldgica aqui descrita.

Capitulo 5 — Procedimentos Metodoldgicos — nesse capitulo apresentamos a

metodologia adotada para o desenvolvimento deste trabalho, definindo as caracteristicas da
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pesquisa qualitativa e do paradigma interpretativo. Descrevemos o ambiente em que foi feita a
recolha de dados, os seus participantes, as técnicas e 0s procedimentos metodolégicos adotados.

Capitulo 6 — Descricdo e Analise dos Dados — sdo apresentadas neste capitulo as tarefas
selecionadas para a coleta dos dados, tal como os motivos para escolhé-las e o Modelo
Praxeoldgico de Referéncia adotado. Além disso, sdo abordados os dados coletados, tal como
a descricdo da analise realizada. Enfim, apresentamos o Modelo Praxeolégico Dominante
dentre os participantes.

Capitulo 7 — ConsideracGes Finais — no capitulo final tecemos nossas consideracfes

sobre o estudo realizado, apresentando algumas reflexdes.
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2. CONCEBENDO A VISUALIZACAO MATEMATICA

Apresentamos neste capitulo um levantamento das pesquisas brasileiras relacionadas a
visualizacdo matematica, a fim de situar nosso trabalho no campo de pesquisa referente a este
tema, com o interesse de investigar a literatura ja existente em nosso pais e apresentar o
diferencial de nossa pesquisa.

Além disso, discorremos sobre algumas das concepc¢Bes encontradas na academia a
respeito da visualizacdo, discutindo a relacdo entre esta habilidade e a aprendizagem
matematica. Também apresentamos a concepc¢do adotada neste trabalho para fundamentar a

analise dos dados.

2.1 Visualizacdo Matematica: panorama das pesquisas brasileiras

Nesta secdo apresentamos um mapeamento das pesquisas brasileiras em visualiza¢do na
Educacdo Matematica, contendo um panorama geral da forma como as questfes referentes a
visualizacdo vém sendo abordadas nos trabalhos desenvolvidos no Brasil. Nosso objetivo com
esta secdo é destacar o diferencial de nosso trabalho diante de uma analise das pesquisas
brasileiras desenvolvidas no mesmo campo tedrico a que ele pertence: o campo da visualizacao
na Educacdo Matematica associada a Teoria Antropoldgica do Didatico.

No panorama da pesquisa internacional em visualizagdo apresentado por Presmeg
(2006), a pesquisadora aponta que somente com a ascensdo do construtivismo e a énfase no
meio social e cultural da educacdo nos anos 80 é que foi despertado o interesse relacionado a
importancia do visual e de suas manifestacbes nas transformagdes dos conhecimentos
matematicos. Diante dessa nova perspectiva para a pesquisa em visualizagdo, nos anos 1990,
com o reconhecimento da visualizacdo na Educacdo Matematica, passam a surgir trabalhos que
problematizam aspectos que antes ndo eram abordados, como por exemplo o curriculo; a
influéncia da visualizacdo na aprendizagem matematica; as relacBes entre imagem e
representacéo.

Compreendendo a importancia de conhecer o campo tedrico sobre o qual construimos
este trabalho, realizamos um mapeamento das pesquisas brasileiras sobre visualizagdo
matematica. Para a elaboracdo deste panorama, consideramos como fonte o Catalogo de Teses
e Dissertacdes da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - CAPES,

uma vez que este portal contém informacdes sobre teses e dissertagcdes publicadas em todo o
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pais e é conhecido pelos pesquisadores em geral como uma das fontes mais abrangentes para
localizar teses e dissertagoes.

Embora o portal da CAPES contenha pesquisas de diversos anos, para este estudo
consideramos o periodo compreendido entre 1990 a 2019, por se tratar do periodo em que
surgem as primeiras pesquisas sobre a Visualiza¢do na educacdo matematica, conforme aponta
Presmeg (2006). Nossa base de dados foi construida com as palavras chave: visualizagéo
matematica; visualizacdo no ensino e aprendizagem de matematica; visualizacdo no ensino; e
aprendizagem de geometria; tarefas matematicas e; Teoria Antropoldgica do Didatico.

Em nossa busca inicial, de maneira ampla, buscamos todos os trabalhos compreendidos
no periodo citado, 1990 a 2019, que estivessem relacionados ao tema visualizagdo. Para isso,
buscamos no portal pelo termo “visualizacdo” e restringimos nossa busca ao campo da
Educacdo Matematica. Foram localizados 198 trabalhos que atenderam a essa busca e que
foram, portanto, nossa base de dados para essa analise. O Quadro 1 apresenta a quantidade de

trabalhos publicados em cada ano:

Quadro 1 - Teses e dissertacOes brasileiras sobre visualizacdo publicadas por ano

2007 7

2008 9

2009 9

2010 15
2011 19
2012 14
2013 18
2014 24
2015 13
2016 23
2017 23
2018 24
Total 198

Fonte: os autores

Observa-se que, embora nossa busca tenha sido realizada a partir do ano 1990, foram
encontradas teses e dissertacdes abordando a visualizagcdo matematica publicadas somente a
partir de 2007. Fato esse que nos permite perceber que, embora no exterior este tema ja estivesse

sendo debatido na Educacdo Matematica desde 1990, como aponta Presmeg (2006), as
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primeiras publicacbes a nivel de pesquisas de pds-graduacdo surgem no Brasil varios anos
depois. Pode-se notar ainda que a quantidade de trabalhos publicados abrangendo este tema,
embora ainda seja pequena, vém crescendo com o passar dos anos. Esse crescimento, ndo linear,
revela o aumento do interesse na pesquisa pelas habilidades visuais e sua influéncia no ensino
e aprendizagem de matemaética.

Analisando os trabalhos obtidos em nossa busca, observamos que 26 tratam de pesquisas
de cunho estritamente teorico, abordando aspectos epistemologicos ou até mesmo filoséficos
da visualizacdo. Ja os outros 172 trabalhos sdo pesquisas aplicadas em sala de aula, com o
objetivo de analisar caracteristicas, potencialidades ou limitacbes das habilidades de
visualizacdo. A fim de conhecer mais sobre o contexto em que as pesquisas tém sido realizadas,
apresentamos o Quadro 2, contendo a quantidade de trabalhos desenvolvidos em cada nivel de

escolaridade.

Quadro 2 - Contexto de aplicacio das pesquisas em visualizagdo matematica

[EEN

2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
Total
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59 41 18 15

Fonte: os autores

Estes dados revelam que a maior parte das pesquisas brasileiras ja realizadas no campo
da visualizacdo séo aplicadas no contexto do Ensino Bésico, principalmente no Ensino Médio.
Conforme dito anteriormente, em sua maioria, esses trabalhos tratam da elaboracao e aplicacdo

de sequéncias didaticas abrangendo diversas tarefas, com o objetivo de investigar o
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desenvolvimento da visualizagdo. Também podem ser encontrados trabalhos que abordam a
insercdo de objetos e figuras visuais no ensino de matematica.

Em segundo lugar, aparecem 41 trabalhos publicados no Ensino Superior. Nessa
categoria consideramos os trabalhos aplicados nos cursos de graduacéo em geral, excluindo os
que foram aplicados no curso de Licenciatura em Matematica, o qual foi abordado na categoria
“Formacdo inicial de professores”, totalizando 18 trabalhos. J& o contexto da formagao
continuada de professores, por sua vez, aparece como o cenario menos escolhido para aplicagédo
de pesquisas em visualizacdo, com apenas 15 trabalhos.

Por fim, restringimos nossa pesquisa aos trabalhos que, assim como este, analisam o
fendmeno da visualizacdo com o aporte teérico da Teoria Antropolégica do Didatico. Adotando
este critério, foram encontrados apenas 3 trabalhos, apresentados no Quadro 3 em ordem

cronoldgica de publicacdo. Em seguida, fazemos uma breve sintese de cada um deles.

Quadro 3 - Trabalhos em visualizacdo e Teoria Antropolégica do Didatico

Prototipagem rapida de PCOC na

. . . Sheila Aline Dos Santos
impressora 3D para o ensino e aprendizagem

2016/Dissertacao

de integrais duplas e triplas SIE
Analises dos contelidos de sistemas de
representacdo no curso de licenciatura em Cesario Antonio Neves . .
x . A . . 2018/Dissertacao
expressao grafica da UFPE a luz da teoria Junior

antropoldgica do didatico
Aplicacéo de Modelos de PCOC na

Aprendizagem da Geometria Espacial no Marcio Silveira Ramos 2018/Dissertagao
Ensino Médio
Fonte: os autores

Prototipagem réapida de PCOC na impressora 3D para o ensino e aprendizagem de integrais

duplas e triplas

Silva (2016) organiza seu trabalho em dois momentos: no primeiro deles, chamado de
Pesquisa Interna, sdo pesquisados e analisados problemas propostos na praxeologia de Integrais
Duplas e Triplas que requerem a visualizacao no registro grafico como estratégia de realizacéo,
permitindo a producdo de materiais didaticos Uteis no ensino-aprendizagem de Calculo
Diferencial e Integral. Essa producdo € baseada no conceito de Projetos de Construcdo de
Objetos Concretos, chamado de PCOC.

Nessa primeira etapa a pesquisadora realiza uma analise institucional a fim de

compreender 0s objetos de estudo propostos no ensino-aprendizagem de Integrais Duplas e
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Triplas, dando énfase nos problemas que possam motivar a construcdo de objetos concretos
utilizando ambientes computacionais de aprendizagem. Essa andlise envolve, aléem dos
elementos institucionais, o estudo das ferramentas de uma impressora 3D e dos softwares que
dialogam com ela. Como fundamentacéo, a autora aponta “a Abordagem Instrumental, a Teoria
Antropoldgica do Didatico e a Teoria de Registros de RepresentacGes Semidticas” (SILVA,
2016, p; 8).

Na segunda etapa, Silva (2016) realiza a experimentacdo de uma sequéncia didatica
organizada com base na analise institucional desenvolvida na Pesquisa Interna, com o objetivo
de colocar em prética a utilizagdo dos PCOC pelos estudantes do curso de Calculo Diferencial
Integral na UESC como instituigdo de referéncia.

A visualizacdo aparece nesse trabalho tendo em vista que o objetivo da autora é:

Pesquisar e elaborar PCOC acessiveis por meio de prototipagem rapida na impressora
3D podendo servir de instrumentos auxiliares na resolucao de problemas propostos na
praxeologia de integrais duplas e triplas que requerem a visualizacdo no registro
grafico como estratégia de realizagdo (SILVA, 2016, p. 22).

Utilizando a Teoria de Registros de Representacdo Semidtica, a autora propde uma
investigacdo referente ao uso da prototipagem rapida como um instrumento na resolucéo de
problemas de Integral dupla ou tripla que requerem visualizacdo no registro gréafico. Os
resultados obtidos nesse trabalho mostram que a utilizagdo de modelos concretos, como 0s
PCOC, na realizacdo de tarefas de Integrais na praxeologia modelada proporcionou
oportunidades para além da simples manipulacdo de um ostensivo concreto pelo estudante, pois
0 conduziram a acessar outros conhecimentos de base na contextualizacdo e compreensao dos
conceitos de Integrais Duplas e Triplas. Apesar disso, a pesquisadora relata também que
existem vantagens e desvantagens na utilizacdo desses modelos como instrumentos auxiliares

na realizacdo dos tipos de tarefas propostas no dispositivo desta pesquisa.

Analises dos contetidos de sistemas de representacdo no curso de licenciatura em expressao
gréafica da UFPE a luz da teoria antropologica do didatico

Esse trabalho teve como objetivo caracterizar a Relagdo Institucional entre o professor
e 0 objeto Sistemas de Representagéo, no nivel do Ensino Superior do curso Licenciatura em
Expressédo Grafica da UFPE.

Utilizando como lentes tedricas a Teoria Antropoldgica do Didatico, Neves Junior

(2018) apresenta em seu trabalho uma caraterizacdo da Relagéo Institucional da Instituicdo
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Licenciatura em Expressdo Gréfica, baseando-se na analise documental do Projeto Pedagdgico
do Curso (2014).

Para que essa analise fosse desenvolvida, foram percorridas trés etapas, iniciando com
a analise do perfil curricular de 17 professores, buscando informac6es da formacao profissional
e das disciplinas que ministram na Licenciatura. Com essas informagoes, forma escolhidos 6
participantes para as proximas etapas. Na etapa a seguinte, os professores analisaram um
conjunto de atividades envolvendo Sistemas de Representacéo. Por fim, na terceira etapa foram
realizadas entrevistas.

Segundo Neves Junior (2018), os dados levantados na pesquisa apontam que todos 0s
professores consideram importante o estudo de Sistemas de Representacdo na Licenciatura,
mesmo aqueles que se consideram despreparados em alguma area desse contetdo. O
pesquisador também afirma que foi possivel perceber que ha diferenca quanto a preferéncia dos
professores entre os diferentes conteldos e disciplinas relacionadas aos Sistemas de
Representacdo. Além disso, percebeu-se que as particularidades nas trajetdrias académica e
profissional de cada professor influenciam em sua préatica pedagdgica.

Em relacdo a visualizacdo, embora ndo seja o foco principal do trabalho, Neves Junior
(2018) aponta que dentre os campos da Geometria e dos Sistemas de Representacdo existe um
destaque para a importancia da habilidade de visualizacdo espacial e a necessidade de se

trabalhar no seu desenvolvimento.

Aplicacdo de Modelos de PCOC na Aprendizagem da Geometria Espacial no Ensino Médio

Em seu trabalho, Ramos (2018) tem como objetivo desenvolver uma pesquisa na area
do ensino dos conceitos de S6lidos Geométricos. Para isso, investiga alunos do 2° ano do
Ensino Médio utilizando, assim como Silva (2016), os modelos de Projetos de Construcéo de
Objetos Concretos (PCOC), vistos como recursos didaticos para o estimulo e incentivo de
interesse dos alunos no acesso aos conceitos geométricos.

O pesquisador investiga as praxeologias e ecologias de geoespaco propostas nos livros
didaticos do Ensino Médio. Além disso, faz uma anélise dos tipos de registros de representacdo
predominantes no estudo da Geometria Espacial e analisa como sdo propostas as possiveis
mobilizacGes de representactes de Sélidos Geométricos nesses registros.

Para o inicio de sua investigacdo, Ramos (2018) realiza um estudo histérico dos Solidos
Geométricos por meio de uma revisao de Literatura, a fim de identificar o que ja foi produzido

sobre ensino e aprendizagem de Sélidos Geométricos. Como aportes tedricos, o pesquisador



22

fundamenta-se na Teoria Antropoldgica do Didatico e de Registros de Representacdo
Semidtica, tendo como metodologia a Analise Institucional & Sequéncia Didéatica (AI&SD).

Os Resultados dessa investigacdo mostraram que os modelos de PCOC, evidenciados
como recursos didaticos, se constituem como ferramentas importantes e auxiliares na realizagédo
das tarefas abordando a Geometria Espacial pelos alunos, contribuindo para a aprendizagem
desses conceitos.

Com a andlise realizada foi possivel perceber que apesar do crescimento no nimero de
pesquisas brasileiras em visualizagdo matematica, ainda é pequeno o numero de trabalhos
aplicados no contexto da formacéo inicial e formacéo continuada de professores. Em relacéo a
integracdo da Teoria Antropoldgica do Didatico como ferramenta para uma investigacdo em
visualizacdo matematica, a pesquisa mostrou gque mesmo nos trabalhos onde esses temas
aparecem, a investigacdo das habilidades visuais ndo é o foco do estudo. Os trés trabalhos
analisados combinam a TAD com a Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica,
enfatizando os aspectos visuais referentes as representacées e/ou uso de materiais figurativos,
mas ndo visualizacao no sentido proposto nesta pesquisa. Na se¢do a seguir, discorremos sobre
as diversas concepcdes a respeito da visualizacdo matematica, apresentando os conceitos

propostos por diferentes autores.

2.2 A visualizagéo sob diferentes perspectivas

Os estudos no campo da visualizagdo tém se tornado cada vez mais reconhecidos devido
aos resultados apresentados em pesquisas nesta area e que, seguindo essa perspectiva,
relacionam o desenvolvimento da habilidade de visualizar com a aprendizagem em matematica.
Um exemplo disso encontra-se nos trabalhos da pesquisadora Isabel Vale, que tem apresentado
resultados inspiradores tanto para os professores que atuam em sala de aula quanto para os
pesquisadores da area, no que se refere ao uso de estratégias visuais e 0 ensino de matematica
(VALE |.; BARBOSA A.; PIMENTEL T., 2014; VALE; PIMENTEL, 2016; VALE;
BARBOSA, 2018), nos quais enfatiza a importancia de a estratégia “procurar ver” para resolver

problemas, impulsionar a criatividade e aprender conceitos e resultados matematicos

[...] defendemos a estratégia procurar ver como estratégia complementar poderosa
para resolver problemas, e ainda para impulsionar a criatividade, dando a todos os
alunos a oportunidade de a experienciar numa aula de matematica (VALE;
PIMENTEL, 2016, p. 9).
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Os mesmos autores apontam que os alunos que utilizam estratégias visuais podem
progredir na compreensdo de conceitos e procedimentos matematicos, dando sentido aos
conteudos envolvidos nos problemas a medida que os resolvem sozinhos ou em discussdes
coletivas. Afirmam ainda que os desenhos e outros suportes visuais sdo de particular
importancia para os alunos com dificuldades em matemética, ajudando-os a seguir um
raciocinio ou a compartilh&-lo com seus colegas (VALE; BARBOSA, 2018).

Nesta mesma perspectiva, Buratto (2012) afirma que a aprendizagem é:

Voltada para a melhoria das condi¢des do pensamento espacial para que o
aluno possa pensar em novas relagbes com o conceito matematico,
interligadas com o visual no ensino da matematica, aumentando as habilidades
para a interpretacdo das transformacgfes projetivas de modo a facilitar o
entendimento de futuros conceitos geométricos (BURATTO,2012, p. 62, grifo
N0sso).

Tais resultados tém impulsionado as pesquisas a respeito da visualizacao, difundindo
esse conceito na literatura referente a educacdo matematica. Com o crescente interesse voltado
ao campo da visualizacdo matematica, diversos autores vém apresentando suas préprias
definicbes para este termo. Estas definicdes revelam concepgbes divergentes, que tanto
associam a visualizacdo a diferentes conceitos como também enfatizam diferentes aspectos que
a compOem. Observa-se ainda que, apesar de serem grandes 0s avancos da pesquisa cientifica
referindo-se a visualizacdo, ainda ocorrem casos onde nota-se que esse termo é empregado num
contexto em que se atribui um significado oriundo da forma como se compreende a visualizacdo
no senso comum, comumente restrita apenas ao ato de ver.

Bishop (1989) ja observava que, apesar de a visualizacdo ser um tépico ha muito tempo
presente nas pesquisas, mesmo em um passado recente ao ano da publicac¢do de seu trabalho,
este tema ainda ndo era sentido como uma area significativa de pesquisa na Educacdo
Matematica. Somente por volta de 1973 € que se nota uma mudanca no foco dos trabalhos e
passa-se a considerar a visualizacdo matematica na perspectiva educacional, tendo como base
0 campo teorico da psicologia voltada para aspectos relacionados ao ensino e aprendizagem dos
conceitos matematicos e geométricos.

Dentre os estudos iniciais destacam-se aqueles realizados pelo proprio Bishop (1973,
1983, 19884, 1988b) e que deram um importante passo em dire¢do ao avanco da visualizacéo
como um campo de pesquisa. Ja nos anos 70, Bishop revelava seu interesse em relacdo a esse

tema. Ainda nessa época, ao observar a literatura, o pesquisador percebeu que a construcéo do
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conceito de visualizagdo conceito interage com as ideias de imaginagdo, habilidade espacial e
intuicéo.

Também Norma Presmeg tem grande contribuicdo no desenvolvimento dessa area de
pesquisa. Seu trabalho Visualization in high school mathematics, publicado em 1986, foi um
dos primeiros trabalhos aplicados envolvendo este tema, o que o faz uma das principais
referéncias para os pesquisadores até os dias de hoje. Nele, tendo como objetivo identificar
alunos visualizadores e ndo-visualizadores e discutir a respeito de um ensino visual por parte
dos professores, Presmeg acompanha os participantes (alunos e professores) por cerca de 8
meses, fazendo observagdes, entrevistas e aplicando tarefas. Neste trabalho, a partir da
experiéncia da pesquisa, Presmeg apresenta sua concep¢do de visualizagdo como sendo uma
relacdo entre imagens, uma vez que, para ela, uma imagem visual é um “esquema mental”
representando informacdes reais ou espaciais (PRESMEG, 1986).

Algum tempo depois, Zimmermann e Cunningham (1991) apontam que o0s estudos
fundamentados na psicologia tendem a limitar a visualizagdo apenas a uma atividade mental.
Para esses autores, no ponto de vista da visualizacdo matematica, a restricao de que as imagens
devem ser manipuladas mentalmente, sem o auxilio de lapis e papel, parece artificial. Nesta
perspectiva, eles afirmam que seu interesse € voltado a capacidade do aluno de desenhar um
diagrama apropriado (com lapis e papel, ou em alguns casos, com um computador) para
representar um conceito ou problema matematico e usa-lo para alcancar compreensao ou
auxiliar na resolucéo de um problema.

Portanto, de acordo com essa concep¢ao, tem-se que na matematica a visualizacdo nao
¢ um fim em si, mas um meio para um fim: o entendimento (ZIMMERMANN;
CUNNINGHAM, 1991). Assim, pode-se perceber que ndo se fala em visualizar um diagrama,
mas em visualizar um conceito ou um problema, o que abrange entender o problema em termos
de um diagrama ou imagem visual. Dessa forma, para esses autores, a visualiza¢cdo matematica
é definida como o processo de formar imagens e usa-las para descoberta e compreensdo
matematica.

Enriquecendo o campo teérico a respeito das representacdes matemaéticas, Dreyfus
(1991) afirma que as imagens que visualizamos em nossa mente sdo o produto de abstracoes e
variacdes do que vimos, o que faz com que os seus elementos estejam fortemente misturados e
imersos em interpretacdes. Também corroborando com o que ja parece ha algum tempo ser
consenso na literatura, este pesquisador afirma que a visualizagdo se mostra eficaz para apoiar

a intuicdo e a formacéo de conceitos na aprendizagem da matematica. Assim, tendo como foco
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contribuir para a aprendizagem em matematica, Dreyfus sintetiza em poucos tdpicos as
principais dificuldades em relacéo a visualizacéo, conforme mencionado em Costa (2000).

As dificuldades mencionadas por Dreyfus tém relacdo tanto com a forma de olhar para
uma figura -sob diferentes perspectivas- quanto com a forma de interpretar tais imagens de
acordo com uma estrutura conceitual adequada. Fundamentado nessas constatacdes, 0
pesquisador define a visualizagdo sob as lentes da Educacdo Matemética e afirma que a
visualizacdo, ao ser analisada do ponto de vista educacional, se desdobra em duas direcdes: a
primeira diz respeito a interpretacdo e compreensdo de modelos visuais, e a segunda aborda a
capacidade de traduzir em informacdo de imagens visuais o0 que é dado de forma simbdlica
(DREYFUS, 1991 apud COSTA, 2000).

Devido ao crescente numero de pesquisas voltadas ao campo da visualiza¢do desde a
década de 1970, a pesquisadora Norma Presmeg apresenta entdo, em 2006, um panorama dos
trabalhos desenvolvidos neste campo de pesquisa. Para isso, restringiu sua analise aos trabalhos
apresentados nos encontros internacionais anuais do Grupo de Psicologia da Educacdo
Matematica (Psychology of Mathematics Education — PME) das duas décadas anteriores.

O trabalho de Presmeg aborda uma revisdao de como essa terminologia emerge na
literatura, fazendo uma descricdo de como ocorreu 0 encaminhamento das discussfes até que
este tema ganhasse a forca necessaria para se tornar um campo de pesquisa. Apresenta também
as principais linhas de pesquisa nesta area e, por fim, a autora expde treze grandes questdes de
pesquisa, elaboradas com base em alguns temas de artigos recentes que apontam para a
necessidade de outras pesquisas sobre tdpicos relacionados a visualizacdo na educacédo
matematica.

Desde entdo, essas questdes tém direcionado diversas outras pesquisas € Varios autores
tém se empenhado em produzir trabalhos que tragam alguma contribuicdo no sentido de
respondé-las e assim cobrir as lacunas ainda existentes nessa tao recente area. Mas apesar de
toda essa discussdo no campo tedrico da Educacdo Matematica, percebe-se, em varios
trabalhos, o uso do termo “visualizacdo” referindo-se a capacidade de ver ou de enxergar com
0 6rgdo da visdo. Uma consulta as bibliotecas digitais e catalogos de teses e dissertacfes, onde
se tem acesso a trabalhos académicos, permite encontrar artigos, até mesmo no campo da
educacdo matematica, em que ocorre tal uso. Chamamos este tipo de concep¢do de senso
comum, a qual opdem-se ao sentido atribuido ao termo visualizacéo neste trabalho.

O quadro a seguir apresenta uma sintese das concepg¢des apresentadas até aqui, as quais

associamos suas categorias:



Quadro 4 - Concepc¢des em visualizacbes

Presmeg
(1986, p. 297, grifo nosso)

Bishop
(1988, p. 8, traducgéo nossa, grifo
Nnosso)

Zimmermann e Cunningham
(1991, pg. 3, grifo nosso).

Dreyfus apud Costa
(2000, pg. 169, grifo nosso)

Senso comum

Relacdo entre imagens, sendo que
“uma imagem visual é definida como
um esquema mental representando
informagdes reais ou espaciais”.
“Este construto interage na literatura
de pesquisa com as ideias de
imaginacéo, capacidade espacial e
intuicdo, mas é certo que a
visualizacdo ndo tem sido sentida
como uma area de pesquisa
significativa em educacdo matematica
em um passado recente.
“Visualizagcdo matematica € o processo
de formacao de imagens (mentais, ou
com l&pis e papel, ou com o auxilio de
tecnologias) usando essas imagens de
forma eficaz para a descoberta e
compreensdo da matemética”
“Visualiza¢do do ponto de vista da
Educacdo Matemadtica inclui duas
direces: a interpretacéo e
compreensdo de modelos visuais € a
capacidade de traduzir em informacéo
de imagens visuais o que é dado de
forma simbélica”.
Ver/enxergar com o 6rgdo da visao

Fonte: os autores
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Esquema mental

Imaginar e intuir

Compreender conceitos
matematicos

Traduzir em linguagem
simbolica

Enxergar

Conhecer e identificar cada uma dessas concepcBes implica em refletir a respeito da

forma como se constréi cada uma delas, evidenciando como cada uma dessas concepgdes é

elaborada a partir de uma determinada perspectiva sob a qual observa-se o fenémeno

visualizacdo. Buratto (2012) enfatiza que:

Quando conseguimos distinguir e compreender as diferencas existentes entre
definicBes e, a0 mesmo tempo, observar as percepg¢des das relagfes de proximidade
dos elementos neste mesmo campo, ou seja, nesta mesma area de pesquisa, é porque
temos como referéncia que o tema visualiza¢do esta relacionado aos mais diversos
ramos da matematica e que também expressa detalhes qualitativos ou quantitativos na
histéria, na filosofia, na psicologia, na pedagogia e em outras areas do conhecimento
(BURATTO, 2012, pg. 61).

Acreditamos que, conforme aponta Buratto (2012), o tema da visualizacdo esta

relacionado aos mais diversos campos, ndo s6 da matematica, mas muito além dela. Desta

forma, cada uma das concep¢des que se podem encontrar na literatura é o produto de uma

analise feita, seja essa analise fundamentada por argumentos de ordem tedrica, ou empirica.

Assim, o que se define por visualizacdo expressa uma evidéncia do fundamento sobre o qual se
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construiu o que se entende por visualizar, por este fato pode-se perceber que cada concepgéo
destaca um aspecto ou componente diferente da visualizacao.

As concepcdes de visualizacdo elencadas nesta secéo servirdo como base para analisar
os dados que emergiram durante a realizacdo da pesquisa. As categorias aqui apresentadas
fundamentardo a discussdo que se realizara nos capitulos apresentados a seguir. A proxima
secdo apresenta alguns conceitos elaborados por Alan J. Bishop e que também fundamentam a

analise que se realizara neste trabalho.

2.3 Alan J. Bishop: os constructos da visualizagéo

A partir de uma reviséo da literatura, conforme apresentado na secdo anterior, percebe-
se 0 leque de concepcBes e conceitos empregados na tentativa de definir o fenémeno da
visualizacdo. Diante dessa gama de defini¢bes, surge a necessidade de restringirmos nosso
olhar, a fim de realizar a analise dos dados desta pesquisa.

Como mencionado, um dos maiores responsaveis pela expansdo do campo de pesquisa
em visualizacdo foi o pesquisador Alan J. Bishop, um dos precursores do movimento que
surgiria em prol das investigacbes em habilidades visuais. Segundo Presmeg (2008), a revisdo
da pesquisa em habilidades espaciais no campo da psicologia, feita por Bishop ja em 1980, ndo
somente apresentou o estado da arte deste campo naquele tempo, mas fez muito além disso. Em
consonancia com a preocupac¢do que demonstrou em varias de suas pesquisas para melhorar o
ensino e aprendizagem de matematica, neste trabalho Bishop identificou elementos salientes e
topicos dos estudos em visualizacdo que poderiam, e viriam a ser desenvolvidos e investigados
nas pesquisas em educacao matematica para muitos anos por vir.

Sempre afirmando o seu interesse em promover pesquisas relevantes para além do
campo tedrico, mas que atingissem também a atividade do professor em sua profissdo, Presmeg
(2008) aponta que a escrita de Bishop “reflete sua constante preocupacao de que a pesquisa em
educacdo matematica deve ser relevante para os detalhes basicos do trabalho do professor na
sala de aula de matematica™ (PRESMEG, 2008, p. 85, traducdo nossa).

Fundamentado nesses objetivos, Bishop propde entdo analisar a visualizagcdo por meio
de dois tipos de constructos, com a intencdo de criar distingbes mais refinadas para a anélise
das tarefas utilizadas nas pesquisas em visualizagdo e também para a analise dos resultados da

pesquisa sobre aspectos espaciais da educacdo matematica. Esses dois constructos referem-se a

2“Bishop’s writing reflects his constant concern that research in mathematics education should be relevant to the
nitty-gritty details of the teacher’s work in the mathematics classroom.” (PRESMEG, 2008, p. 85).
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duas habilidades que, segundo ele, compdem a visualizagdo. S&o eles: a interpretacdo de
informac&o figurativa, no original interpreting figural information, também conhecida como
IFI, e 0 processamento visual, no original: visual processing, também chamado de VP. Esses
dois constructos, assim como o seu uso, foram elaborados em 1983, no artigo “Space and
Geometry” (BISHOP, 1983).

Essas duas habilidades colaboram para que a visualizacdo fosse analisada do ponto de
vista do processo, ou seja, da atividade que desperta. Uma vez que, de acordo com Bishop
(1989), a visualizacdo desperta a atividade de manipulacdo de imagens visuais, mentais ou
fisicas. Essa manipulacdo ocorre por meio dessas duas habilidades, o IFl e 0 VP.

De acordo com Bishop (1983), a interpretacdo da informacdo figurativa (IFI) refere-se
a acdo de compreender as representacdes visuais e 0 vocabulario espacial usados no trabalho
geométrico, como graficos, quadros e diagramas de todos os tipos. A IFI é uma habilidade que
depende da compreensdo do contetido e do contexto e que se relaciona particularmente com a
forma do material de estimulo. Desse modo, conforme analisa Fernandéz (2013), a
interpretacdo da informacdo figurativa é o processo de compreender e interpretar as
representacdes visuais para extrair a informacdo que estas contém, o que inclui a manipulacao
e a transformacéo de representacdes e de imagens visuais.

J& o processamento visual (\VP) é descrito por Bishop como uma caracteristica mais
dindmica, pois envolve a visualizacdo e a traducéo de relacGes abstratas e de informagdes néo-
naturais em termos visuais, como por exemplo manipular e transformar representacfes e
imagens visuais. Em contraste com o IFI, o VP ndo se relaciona com a forma do material de
estimulo, porque é uma habilidade de processo, e ndo de contetido (BISHOP, 1983). Conforme
expande Fernandéz (2013), o processamento visual abrange tanto o processo de conversao da
informacdo abstrata ou ndo figurativa em imagens visuais quanto o processo de transformacao
de algumas imagens visuais ja formadas em outras. Se trata de uma “capacidade de processo
que ndo se refere a forma do estimulo do material apresentado. Sua natureza é privada e pessoal,
sendo o processo inverso do anterior”® (FERNANDEZ, 2013, p. 24, tradug&o nossa).

Para a analise realizada neste trabalho, fundamentados em Bishop (1983),
conceberemos o termo visualizagdo como o processo composto por essas duas habilidades, a

interpretacdo da informacao figurativa (IFI) e o processamento visual (VP), conforme descritas

3«Se trata de una capacidad de proceso y no se refiere a la forma del estimulo del material presentado. Su
naturaleza es privada y personal siendo el proceso inverso del anterior” (FERNANDEZ, 2013, p. 24).
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por Bishop (1983). Sendo assim, na proxima secdo discorreremos sobre as caracteristicas dos
visualizadores e dos ndo-visualizadores na perspectiva de Presmeg fundamentada em Bishop.

2.4 Visualizadores versus nao-visualizadores

Trilhando 0 mesmo caminho de seu orientador, Bishop, a pesquisadora Norma Presmeg
une-se a ele na missao de investigar a visualizacdo sob a perspectiva da Educacdo Matematica.
Conforme a propria autora aponta, apesar nao ter adotado os constructos IFI e VP apresentados
por Bishop, como pontos centrais de seu trabalho, estes foram fundamentais na fundamentagéo

de sua prépria investigacao,

Embora esses constructos ndo tenham se tornado centrais em minha prépria
pesquisa (Presmeg, 1985), as cuidadosas distingdes analiticas defendidas por
meu orientador de dissertagdo, Alan Bishop, constituiram um modelo
exemplar que tentei seguir para levar suas ideias adiante e adapta-las para
minha investigacdo (PRESMEG, 2008, p. 85, tradu¢do nossa).*

A partir do modelo proposto por Bishop e apds realizar sua prépria investigacao,
Presmeg (1986) propde uma diferenciacdo entre alunos visualizadores e ndo-visualizadores,
tendo como base o conceito que chamou de Visualidade Matematica. Para essa autora, a
Visualidade Matemaética € o grau de preferéncia que uma pessoa tem por usar métodos visuais
ao tentar resolver problemas matematicos que podem ser resolvidos tanto por métodos visuais
guanto por métodos nao visuais.

Para Presmeg (1986), um método visual de solucdo é aquele que envolve imagens
visuais, com ou sem um diagrama, como uma parte essencial do método de solugdo, mesmo
que métodos de raciocinios algébricos também sejam empregados. Em contrapartida, um
método ndo visual de solucdo é aquele que ndo envolve imagens visuais como parte essencial
do método de solucdo. Portanto, o que determina se um método de solu¢do € visual ou nédo
visual é a presenca ou a auséncia de imagens visuais como parte essencial do trabalho de
resolucéo.

A partir deste conceito, a autora caracteriza que um individuo € um visualizador se ele
prefere utilizar métodos visuais ao resolver problemas matematicos que podem ser resolvidos

por métodos visuais ou ndo visuais. Ja os ndo-visualizadores sdo aqueles individuos que, tendo

4Although these constructs did not turn out to be central in my own research (Presmeg, 1985), the careful
analytical distinctions advocated by my dissertation supervisor, Alan Bishop, comprised an exemplary model that
| attempted to follow in taking his ideas further and adapting them to my investigation” (PRESMEG, 2008, p. 85).
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a possibilidade de resolver um problema matematico por diversos métodos, optam por utilizar
aqueles que séo néo visuais (PRESMEG, 1986). Nesse trabalho, intitulado Visualization in high
school mathematics, a autora aponta para a importancia de se investigar as habilidades e as
limitacOes, tanto dos visualizadores quanto dos ndo-visualizadores ja que, segundo Presmeg, 0s

alunos visualizadores tendem a ter dificuldades em comunicar conceitos, conforme relata:

Outro aspecto que se mostrou caracteristico da solucdo de problemas de muitos
visualizadores nas entrevistas baseadas em tarefas foi a dificuldade de comunicar os
conceitos de matematica. Os visualizadores tropecaram na terminologia e nédo
conseguiam se lembrar dos termos-chave. Com esta limitacdo, eles geralmente
recorriam a gestos ou desenhavam diagramas (PRESMEG, 1986, pg. 45, traducéo
nossa)°.

Assim, a habilidade de visualizagdo passa a ser vista como intrinsecamente relacionada
a uma preferéncia e ndo a uma capacidade ou uma caracteristica inata. O que, conforme aponta
Presmeg (1986), pode desenvolver-se ao longo dos anos escolares por meio de uma
metodologia adequada. Segundo a pesquisadora, professores visuais tendem a desenvolver suas
aulas por meio de um ensino mais visual, fazendo conexdes entre o curriculo de matemaética e
de outras areas. Além disso, incluem em suas aulas outros assuntos, conteddos matematicos
aprendidos em anos anteriores e, acima de tudo, aspectos do mundo real. Deste modo, em sua
pesquisa, a autora enfatiza que professores visuais expressam em Seu ensino muitas
caracteristicas comumente associadas a criatividade.

Por outro lado, verificou-se também em Presmeg (1986) que um ensino nao-visual pode
ter um efeito inibidor sobre a aprendizagem e a criatividade, levando os visualizadores a
acreditar que o sucesso na matematica depende da memorizacdo automatica de regras e
férmulas. A autora destaca ainda que um ensino intermediario, que formaliza os conceitos sem
excluir das aulas os aspectos visuais, pode ser a chave para despertar alunos mais
visualizadores. Tendo em vista que, em sua pesquisa fica evidente que os professores que
costumavam usar métodos visuais, mas que também enfatizavam a importancia da abstracdo e
da generalizacéo, colaboraram para que os visualizadores superassem algumas das dificuldades
associadas a concretude de uma imagem ou diagrama.

Para a analise realizada nesta pesquisa, fundamentados em Presmeg (1986),

identificamos as técnicas de resolucdo das tarefas matematicas apresentadas pelos participantes

5It was also found that visual methods are often more time-consuming that nonvisual methods. Another aspect
which was found to be characteristic of the problem solv-ing of many visualisers in the task-based interviews
was a difficulty in communicating the concepts of mathematics Visualisers stumbled over terminology, could not
remember key terms. In these straits they typically resorted to gestures or drew diagrams (PRESMEG, 1986, p.
45).
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classificando-as em métodos visuais, métodos parcialmente visuais e métodos nao-visuais.
Consideramos como método visual as técnicas de resolu¢do que empregam imagens visuais,
com ou sem diagramas, como uma parte essencial do método, sem que estejam associadas a
métodos de raciocinio algébrico; chamamos de método parcialmente visual as técnicas de
resolugdo que utilizaram imagens visuais, com ou sem diagramas, em parceria com algum
método de raciocinio algébrico; ja 0s métodos que ndo empregavam imagens visuais como uma

parte essencial da solugédo, forma denominados métodos nao-visuais.
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3. TAREFAS MATEMATICAS E SEU POTENCIAL NO ENSINO

Neste capitulo apresentamos a concepcéo de tarefas matematicas que adotamos neste
trabalho. Discorremos sobre os diferentes tipos de tarefas e enfatizamos a relevancia de um

ensino que aborde tarefas matematicas visuais.

3.1 Tarefas matematicas como uma ferramenta para o ensino

Nesta secdo sera apresentada uma discussdo a respeito das tarefas matematicas e de seu
potencial enquanto ferramentas para o ensino de matematica. O contexto de uma sala de aula
de matematica abrange diversos aspectos que sdo considerados importantes no que se refere ao
ensino e aprendizagem de matematica. Nesse ambiente, sdo muitos os fatores que poderiam ser
citados. No ambito desta pesquisa, destacamos as tarefas matematicas. De acordo com Joana
Brocardo, “as tarefas matematicas que se propdem aos alunos sdo determinantes para o tipo de
aprendizagem matematica que se lhes proporciona” (EIEM 2014, p. 3). Assim sendo,
apresentamos a seguir uma reflexdo a respeito do termo “tarefa matematica” e das implicacdes
de suas inser¢Ges em uma sala de aula de matematica.

Para que iniciemos essa discussao, é preciso antes delimitarmos a que estamos nos
referindo quando falamos de tarefas matemaéticas. De acordo com Stein e Smith (1998), uma
tarefa matematica é um segmento da atividade da sala de aula cujo objetivo € concentrar a
atencdo dos alunos para o desenvolvimento de uma ideia matematica particular. Na definicdo
apresentada por estes autores, nota-se a presenca do termo “atividade”. Tal uso chama a atengéo
para o fato de que estes termos, tarefa e atividade, embora muitas vezes empregados como
sindnimos, possuem significados distintos. Ao analisar a literatura referente a este campo,
percebe-se evidéncias deste fato.

Ponte (2014) destaca a importancia de que seja feita a diferenciagdo dos conceitos aos
quais tais termos se referem. Com base em Christiansen e Walther (1986), Ponte afirma que
uma atividade pode incluir a execucdo de varias tarefas. De forma que a tarefa representa o
objetivo de cada uma das agOes em que se desdobra uma atividade. Desta forma, as tarefas
matematicas séo propostas pelo professor, interpretadas pelo aluno e podem (ou ndo) dar origem
a diferentes atividades no momento de sua execugéo.

Devido a esta concepc¢éo de tarefas matematicas como uma ferramenta para o despertar
da atividade dos alunos, diversos autores tém discutido a importancia de que haja uma reflexao,
por parte dos professores, ao escolherem quais tarefas matematicas propdem aos seus alunos.

Isso se deve a todas as evidéncias da relevancia que as tarefas exercem no processo de
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aprendizagem em matematica (CYRINO; JESUS, 2014; PONTE, 2014; STEIN; SMITH, 1998;
CANAVARRO, 2012).

Segundo Ponte (2005), as tarefas matematicas podem ser classificadas em quatro tipos:
problema, exercicio, exploratdria e investigativa. Nesta perspectiva, o autor afirma que existem
duas dimensdes fundamentais a serem consideradas em uma tarefa matemaética, sdo elas: o grau
de desafio matematico e o grau de estrutura. O grau de desafio matematico esta relacionado
com a percepcao da dificuldade de uma questéo e varia entre dois polos de desafio, 0 “reduzido”
e 0 “elevado”. J& 0 grau de estrutura € uma dimensdo que apenas recentemente comecou a
receber atencdo, e varia entre 0s polos “aberto” e “fechado”. Deste modo, temos que uma tarefa
é fechada quando seu enunciado expressa claramente o que se pede, por outro lado, é aberta se
comporta um certo grau de indeterminacéo entre o que € dado e o que é pedido.

Na Figura 1, Ponte (2005) expressa a forma como tarefas do tipo problema, exercicio,

exploracdo e investigagédo relacionam-se com cada um dos polos citados:

Figura 1 - Classificacdo Das tarefas de acordo com seu grau de desafio e abertura

Desafio reduzido

F 3
Exercicio Exploracio
Fechado < » Aberto
Problema Investigacdo
4

Desafio elevado

Fonte: Ponte (2005)

Analisando a figura 1, podemos notar que, de acordo com Ponte (2005), um exercicio é
uma tarefa fechada e de desafio reduzido, na qual o aluno possui um caminho imediato para
resolvé-la. J& um problema é uma tarefa também fechada, porém com nivel elevado de desafio.
Assim, apesar de saber exatamente 0 que se tem e 0 que se pede no enunciado, o aluno néo
possui um caminho imediato para obter a solu¢do. Uma tarefa de investigacéo, por outro lado,
é uma tarefa aberta com grau de desafio elevado. Em tarefas desse tipo, o aluno ndo possui de
imediato o que se pede e qual caminho deve seguir pois, embora a tarefa forneca informacoes,
ainda deixa muito trabalho para o aluno fazer, tanto em termos de elaboracéo de uma estratégia

de resolugdo quanto em termos da formulacdo especifica das proprias questdes a resolver.
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Existem ainda as tarefas abertas e faceis, chamadas de tarefas de exploracdo, as quais diferem
das tarefas de investigacdo, pois tém como caracteristica o fato de que nelas é possivel ao aluno
comecar a trabalhar logo, uma vez que ndo exigem planejamento.

Fica, entdo, a cargo do professor a responsabilidade de escolher tarefas matematicas
condizentes com 0s seus objetivos de ensino, para que estes sejam alcancados pelos alunos.
Cabe ao professor fazer uma analise para além dos contetdos, levando em consideragdo que as
tarefas matematicas “envolvem processos cognitivos relativos a compreensdo, ao
estabelecimento de estratégias e procedimentos, ¢ a validacao” (CYRYNO; JESUS, 2014, p.
753).

Prosseguindo neste caminho, pode-se ainda caracterizar as tarefas matematicas de
diferentes modos e de acordo com diferentes critérios. Segundo Ponte (2005), as tarefas
matematicas podem ser caracterizadas de acordo com seu grau de abertura, de desafio
cognitivo, de relagdo com a realidade e de duracgdo. E importante ressaltar que independente
das formas de se organizar essa classificacdo, o ponto principal a que se deve deter ¢ o fato de
que tarefas matematicas diferentes oferecem diferentes oportunidades para os alunos pensarem,
colaborando assim para o desenvolvimento de ideias matematicas. De acordo com Stein e Smith
(1998):

Tarefas que pedem aos alunos a execugdo de um procedimento memorizado, de
maneira rotineira, representam um certo tipo de oportunidade para os alunos
pensarem; tarefas que exigem que os alunos pensem conceptualmente e que 0s
estimulem a fazer conexdes representam um tipo diferente de oportunidade para os
alunos pensarem. O efeito cumulativo, dia ap6s dia, de exploracéo, na sala de aula, de
diferentes tipos de tarefas, conduz ao desenvolvimento de ideias implicitas nos alunos
sobre a natureza da Matematica(...). (STEIN SMITH, 1998, p. 22).

Dai segue a importancia de que o professor crie um leque de oportunidades para seus
alunos, donde o acumulo, dia ap6s dia, dessa exploracao de diferentes situacdes, culmine em
um ambiente favorével para a aprendizagem.

Jesus, Cyrino e Oliveira (2014) citam em seu trabalho que varios pesquisadores vém
apontando para o fato de que existe uma relacdo entre o tipo de tarefas matematicas propostas
pelo professor e o tipo de pensamento matematico que os seus alunos desenvolvem. Essa
relacdo reside no fato de que as tarefas sdo tidas como instrumentos para influenciar o que 0s
alunos aprendem e de que modo essa aprendizagem se realiza, ja que diferentes tarefas podem

apresentar diferentes niveis de demanda cognitiva. Desta forma,
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Conhecer os niveis de demanda cognitiva de tarefas pode permitir ao professor:
diferenciar as demandas cognitivas de tarefas; identificar quais tipos de tarefas
oferecem oportunidades suficientes para o aluno pensar; reconhecer que o nivel de
pensamento no qual o aluno trabalha pode determinar o que ele ird aprender [...]
(JESUS; CYRINO; OLIVEIRA, 2014, p. 299).

Conhecendo essa relacdo, passa-se a considerar a importancia de se explorar o potencial
das tarefas matematicas como um meio para o desenvolvimento do pensamento matematico
criativo.

Vale, Barbosa e Pimentel (2014) apontam a importancia de se identificar e desenvolver
tarefas matematicas que tenham potencial para desenvolver, nos futuros professores, as
dimensbes do pensamento criativo - a fluéncia, a flexibilidade e a originalidade. Isso €
necessario para que assim eles passem a elaborar estratégias de ensino que oportunizem esse
tipo de desenvolvimento também em seus alunos. Segundo esses autores, ja ndo é mais
necessario que o aluno apenas realize calculos, memorize fatos e procedimentos ou resolva
problemas rotineiros. E preciso, agora, que se formem alunos capazes de reconhecer e definir
problemas, gerar varios caminhos para chegar a uma solucdo, identificar os mais eficientes ou
elegantes e comunicar os resultados.

Vale, Barbosa e Pimentel (2014), também afirmam que ao falar em pensamento criativo
“parece consensual que se considerem trés componentes/dimensdes da criatividade: fluéncia,
flexibilidade e originalidade” (VALE; BARBOSA; PIMENTEL, 2014, p.125). Nesse contexto,
tem-se que a fluéncia € caracterizada como a capacidade de gerar um grande nimero de ideias
de estratégias para solucionar um problema, apresentando fluxo de associaces e utilizacdo de
conhecimentos basicos; a flexibilidade é a capacidade de produzir estratégias ou ideias de
diferentes categorias ou percepcdes sobre 0 mesmo problema ou coisa, pode ser percebida pela
facilidade que um aluno tem de mudar de ideia; j& a originalidade € a capacidade de criar ideias
ou produtos incomuns, inovadores ou extremamente diferentes.

Estas capacidades ndo somente nascem com o individuo, mas também podem ser
cultivadas e desenvolvidas desde que sejam proporcionadas as oportunidades de aprendizagem
apropriadas para despertar o potencial criativo, inovador e critico. Esse cultivo esta fortemente
arraigado as decisdes que um professor toma ao selecionar as tarefas matematicas que propde
(VALE, 2012). Escolher uma boa tarefa matematica é parte fundamental nesse processo. Para
Vale, Barbosa e Pimentel (2014), uma tarefa matematica € considerada boa quando serve para
introduzir ideias matematicas fundamentais, quando apresenta um desafio intelectual para os

alunos e quando lhes permite usar varias abordagens no caminho de sua solucéo.
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Além disso, a autora ainda faz uma distin¢do entre o que chama de tarefas desafiantes
e tarefas ricas. De acordo com Vale, Barbosa e Pimentel (2014), uma tarefa desafiante €
interessante e talvez até agradavel, mas nem sempre facil de lidar ou atingir. Este tipo de tarefa
matematica deve envolver ativamente os alunos na construgdo de uma diversidade de ideias e
estilos de aprendizagem. Esses desafios devem permitir responder a situacdo com flexibilidade
e imaginacdo. A existéncia desse desafio é de grande importancia em uma aula de matematica,
ja que conforme apontam os autores, uma aula “rotineira” pode facilmente deixar os alunos
desmotivamos e entediados. Ja uma tarefa rica € usada quando se quer promover nos alunos
uma criatividade matematica complexa. Elas ddo aos alunos a oportunidade de aprenderem
escolhendo a partir de um conjunto de capacidades matematicas e ndo matematicas, e usando

estas de forma integrada, criativa e significativa.

3.2 O potencial das tarefas matematicas visuais

Nesta secdo apresentamos algumas das potencialidades do uso das tarefas matematicas
visuais como um objeto propulsor da atividade e da criatividade matematica.

Consideraremos como uma tarefa matematica visual qualquer tarefa matematica cuja
solucdo possa ser obtida por uma estratégia visual, mesmo que essa ndo seja a Unica
possibilidade de resolugdo. Uma tarefa matematica visual ndo apresenta, necessariamente, uma
figura em seu enunciado, mas possibilita a sua constru¢do como um dos caminhos para a
solucéo.

Conforme salientado na secdo 3.1, ao selecionar as tarefas matematicas que ird propor
em sua aula, o professor toma a decisdo de quais oportunidades oferecerd a seus alunos.
Destacamos aqui a possibilidade de selecionar tarefas matematicas que possuam certo grau de
abertura a fim de dar aos alunos a oportunidade de que selecionem quais caminhos desejam
seguir para a resolucdo, uma vez que a exploracdo de diversos caminhos descobertos pelo
proprio aluno, ou apresentados pelo professor, pode colaborar para 0 aumento da gama de
estratégias de um aluno quando este se depara com um problema.

Diante disso, Vale et al. (2012) afirma que na matematica a visualizagdo é uma
componente importante para ser explorada e que pode ser desenvolvida através de experiéncias
que requerem esse tipo de pensamento (e.g. Vale et al., 2012). Disto decorre a importancia de
selecionar tarefas matematicas que possam ser resolvidas por diversas estratégias, incluindo as

estratégias visuais. Ja que, segundo esses autores:



37

Uma estratégia visual pode ser um modo diferente de encarar um problema complexo
e de obter uma solugdo mais simples, além de que tarefas com caracteristicas visuais
podem ajudar os alunos a ultrapassar algumas dificuldades com conceitos e
procedimentos matematicos, resolvendo com sucesso uma dada situagao problematica
(VALE etal., 2012, p.7).

A mesma autora, com base em uma pesquisa realizada em 2016, afirma que em sua
investigacdo pdde-se perceber que os alunos que utilizam estratégias visuais, na maioria dos
casos, o fazem depois de uma maior anélise e reflexdo sobre o problema, ou até mesmo, em
alguns casos, como uma opgéo alternativa de solugdo que descobrem posteriormente, e que
consideram mais bonita ou elegante (VALE, 2016). Nesta perspectiva, tem-se que:

[...] as estratégias visuais, em certas ocasides, sdo eficientes no sentido de que ajudam
o0 solucionador na organizagdo e compreensdo mais profunda das questdes que se
colocam com a tarefa e da propria estrutura matemética subjacente ao problema
(VALE, 2016, p. 21).

Neste trabalho selecionamos para a coleta de dados cinco tarefas matematicas visuais,
que serao descritas no Capitulo 4, tendo em vista o objetivo de analisar, do ponto de vista da
visualizagdo, quais técnicas de resolucdo seriam mobilizadas pelos participantes. Para

realizarmos essa andlise, utilizamos a Teoria Antropoldgica do Didatico como recurso

metodoldgico.
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4. A TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO

S&o apresentados a seguir alguns conceitos da Teoria Antropoldgica do Didatico,
denotada por TAD, que serdo posteriormente utilizados como lentes tedricas por meio das quais
olharemos os dados. Essa teoria foi adotada para este trabalho pelo fato de possuir os aportes
tedricos necessarios para que se realizasse uma analise praxeoldgica das técnicas utilizadas por
licenciandos em Matematica ao resolverem tarefas matematicas visuais. O que caminha ao

encontro do que aponta seu proprio autor, Chevallard, segundo o qual a TAD deve:

(...) ser encarada como um desenvolvimento e uma articulacdo das nocbes cuja
elaboracdo visa permitir pensar de maneira unificada um grande nimero de
fendmenos didaticos, que surgem no final de multiplas anélises (CHEVALLARD,
1999, p. 25).

A Teoria Antropoldgica do Didatico propée um modelo epistemoldgico para o estudo
da atividade humana em sua dimensdo institucional. O modelo proposto pela TAD é um
prolongamento da Teoria da Transposicdo Didatica, que surge para explicar a Transposi¢do
Didatica (TD) no ecossistema da sala de aula, ampliando-o para rela¢6es entre objetos de ensino
que irdo para além da sala de aula (MENEZES; SANTOS, 2008), uma vez que “0S sistemas
que buscamos compreender e explicar em bases cientificas sdo, por assim dizer, ‘sistemas
antropologicos’, ou seja, sistemas que envolvem intrinsecamente seres humanos”
(CHEVALLARD, 2013, p. 3).

Cabe aqui, portanto, que sejam apresentados 0s principais conceitos desta teoria, 0s
quais utilizaremos para analise dos dados obtidos na pesquisa, que se apresentard
posteriormente.

Segundo Chaachoua e Bittar (2019), o tema central da TAD é o dos saberes e das
instituicbes. Para Chevallard (1989), todo saber é saber de uma instituicdo, ou seja, um
determinado saber nunca existe por si s6, mas é construido em uma certa sociedade e ancorado
por uma ou mais institui¢es. Para que se compreenda como isso ocorre, é necessario entdo que
se apresente ao que nos referimos quando falamos em instituigdo sob a perspectiva da TAD.

Segundo Chevallard (1992) uma instituicdo |1 é um dispositivo social que impGe as
pessoas que ocupam uma posicao em I, modos de fazer e de pensar proprios. Nesta perspectiva
0 termo instituicdo passa a ter um sentido bem mais amplo do que o que lhe € geralmente
atribuido. Passa-se entdo a considerar, por exemplo, uma sala de aula como uma instituigéo,
sendo caracterizada pelo fato de ser composta por pessoas que compartilham de um modo

proprio de pensar e agir. Um outro exemplo que pode ser dado e que demonstra o quanto o



39

sentido de instituicdo para TAD difere de seu sentindo usual é o da instituicdo livro didatico.
Um livro didatico é uma instituicdo paraa TAD, pois se adequa a definicao, no sentido de impor
as pessoas uma forma de pensar e de agir.

A partir do conceito de instituicdo, pode-se refletir a respeito da forma como as
condigdes de existéncia de um saber variam de instituicdo para instituicdo. Desta reflexdo
emerge o termo “ecologia dos saberes”, que se refere ao estudo das condigdes de existéncia de

um saber em uma determinada instituicdo. De acordo com Chaachoua e Bittar (2019):

A ecologia de saberes ¢ um meio de questionar a realidade: O que existe e por qué?
Mas também, o que ndo existe, e por qué? E o que poderia existir? Sob quais
condicBes? Inversamente, dado um conjunto de condices, quais objetos podem viver
ali ou, ainda, quais objetos sdo impedidos de viver nestas condi¢bes?
(CHAACHOUA, BITTAR, 2019, p.30).

Tais questionamentos permitem analisar a prdpria realidade em busca de compreender
0 gue existe, por que existe ou ndo existe, bem como qual a razdo de ndo existir. Assim, é
possivel reconhecer e identificar as particularidades que caracterizam as diversas organizagoes,
advindas de diferentes institui¢des. De acordo com Chevallard (2013), “a ecologia dos saberes
ensinados é regida por leis especificas, pois ela é moldada pelas condi¢es e limitacGes
peculiares da relagdo didatica” (CHEVALLARD, 2013, p, 12).

Fortemente associado a ecologia dos saberes, situa-se 0 conceito de transposicao
didatica, que faz parte também de um modelo tedrico proposto para analise do sistema didatico.
De acordo com Chacchoua e Bittar (2019):

A transposicdo didatica estuda o processo que permite que um saber passe de uma
instituicdo para outra instituicdo de ensino. Assim, ela coloca em evidéncia o
problema da legitimagao de objetos do saber ensinados e a apari¢ao sistematica de um
salto entre um saber ensinado e as referéncias que o legitimam. Salto devido as
restricBes que pesam sobre o funcionamento do sistema de ensino. (CHACCHOUA,
BITTAR, 2019, p. 30).

Segundo Chevallard (1991), o termo “transposi¢do didatica”, foi empregado nesse
sentido inicialmente, pelo sociologo francés Michel Verret (1975), em sua tese de doutorado.
Para Verret, didatica “¢ a transmissdo de um saber adquirido. Transmissdo dos que sabem para
os que ainda ndo sabem. Daqueles que aprenderam para aqueles que aprendem” (VERRET,
1975, p.139). Nesse sentido, a préatica didatica também se desdobraria em duas: a pratica do
saber e a pratica do seu ensino. Na préatica do ensino, as imposicdes de rotinizacdo e de
institucionalizacdo estariam diretamente relacionadas com a configuracdo dos conteldos

trabalhados na escola.
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De acordo com Leite (2004), apesar de haver uma identificacdo dos componentes
centrais da teoria de Chevallard com os de Verret, estes diferenciam-se pelo lugar de onde fala
Chevallard e no qual este pretende afirmar com o seu trabalho — o campo da didatica das
matematicas — o qual impde novas questdes e novos referenciais tedricos. Assim, para
Chevallard:

Um contetdo de saber que tenha sido definido como saber a ensinar, sofre, a partir de
entdo, um conjunto de transformac@es adaptativas que irdo torna-lo apto a ocupar um
lugar entre os objetos de ensino. O ‘trabalho’ que faz de um objeto de saber a ensinar,
um objeto de ensino, é chamado de transposicdo didatica (CHEVALLARD, 1991, p.
39, tradugdo nossa)®.

O termo, portanto, refere-se a modificacdo que um objeto sofre ao passar de um objeto
de saber a ensinar para um objeto de ensino. Mas o que é um objeto para a TAD? Paraa TAD
tudo é objeto, segundo Chevallard “é um objeto qualquer entidade, material ou imaterial, que
existe para pelo menos um individuo. Tudo é, portanto, objeto” (CHEVALLARD, 2009, p. 1,
traducdo nossa)’. Assim, pessoas, conceitos, representacdes ou até mesmo ideias, sdo objetos.
A teoria caracteriza ainda trés tipos particulares de objetos que sdo fundamentais para a TAD:
as instituicdes, os individuos e as posi¢oes que os individuos ocupam nas institui¢des.

Cabe ainda apresentar uma outra nogdo fundamental da teoria: a de pessoa. Segundo
Chevallard (2009), uma pessoa é o par formado por um individuo X e o sistema de suas relacdes
pessoais com um objeto O, o qual pode-se denotar por R(X,0). Desta forma, a palavra “pessoa”
como aqui empregada abrange todo individuo. Este, com o tempo, evolui seu sistema de
relacOes pessoais, de forma que objetos que ndo existiam para ele comecam a existir, e objetos
que existiam podem deixar de existir. Nesse caminho, o relacionamento pessoal de X muda.
Nessa evolucdo, o invariante € o individuo; o que muda é a pessoa. Assim, conforme afirma
Chaachoua e Bittar (2019), a relacdo pessoal de um individuo X com um objeto O pode ser
descrita como o conjunto de interacdes que podem ocorrer de X com O: seguré-lo, usa-lo, falar

sobre ele, sonhar com ele. Nesse sentido, estes autores expdem que:

A aprendizagem é uma modificacdo da relagdo de um individuo X com O. Ou essa
relacdo comeca “a existir” (se ela ainda ndo existia), ou essa relagao ¢ modificada (se
ela ja existia). Essa aprendizagem muda a pessoa (ndo o individuo) (CHACCHOUA,;
BITTAR, 2019, p. 31).

&Un contenu de savoir ayant été designé comme savoir a enseigner subit des lors un ensemble de transformations
adaptatives qui vont le rendre apte & prendre place parmi les objets d’enseignement. Le ‘travail’ qui d’un objet
de savoir a enseigner fait un objet d’enseignement est appelé la transposition didactique” (Chevallard, 1991).
7“est objet toute entité, matérielle ou immatérielle, qui existe pour au moins un individu. Tout est donc objet”
(CHEVALLARD, 2009)
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Se faz ainda necessério considerar que esta relacdo de aprendizagem estd sujeita a
instituicdo em que tal individuo esta inserido, uma vez que a institui¢do, & medida que impde
seu proprio modo de pensar e agir, constitui um sistema de condicGes e restricdes sob as quais
se forma e evolui a relacdo pessoal de um individuo X com o objeto O. A relacdo institucional,
por sua vez, depende da posi¢ao que a pessoa ocupa na instituicdo I. Deste modo, toda agéo do
homem esté inserida no contexto de uma instituicdo e pode ser descrita por meio de uma tarefa.
Salientamos que o termo “tarefa”, como empregado pela TAD, é entendido como a descri¢ao
de qualquer acdo humana, o que o difere do termo “tarefa matematica”, que ¢ utilizado neste
texto conforme o que foi apresentado no Capitulo 3.

Segundo a Teoria Antropolégica do Didatico, toda atividade humana pode ser descrita
em termos de tarefas t, de diferentes tipos T e que podem ser justificadas por alguma tecnologia

0 que decorre de uma teoria ®, ou seja,

A TAD considera que, em Ultima instancia, toda atividade humana consiste em
resolver uma tarefa t de algum tipo T, por meio de uma técnica t, justificada por uma
tecnologia 6 que permite simultaneamente pensa-la, produzi-la e que, por sua vez, é
justificada por uma teoria ® (CHAACHOUA; BITTAR, 2019, p. 32).

Esta organizacdo implementada a atividade humana é chamada por Chevallard (1999)
de organizacgdo praxeoldgica ou praxeologia, e é denotada por [T, t, 6, ®]. Segundo o autor, “A
nocgdo de praxeologia esta no coracdo do TAD” (CHEVALLARD, 2009, p. 4), pois permite
generalizar vérias nogoes culturais comuns e estender a TAD para outras areas do conhecimento
para além da Matematica.

O termo “praxeologia”, deriva das palavras gregas “praxis” e “logos”, que significam,
respectivamente, pratica e razdo. Assim, o préprio nome enfatiza a distin¢do que se faz entre os
dois blocos que comp&em o quarteto praxeolégico [T, t, 8, ®], o bloco préatico-técnico [T, 1],
composto pelo tipo de tarefa e suas técnicas e o bloco tecnolégico-teorico [0, @], formado pela
tecnologia e a teoria que a fundamenta.

Este modelo prop6e uma forma de organizagéo do saber, tendo em vista que:

Na atividade matematica, como em qualquer outra atividade, existem duas partes, que
ndo podem viver uma sem a outra. De um lado estdo as tarefas e as técnicas e, de
outro, as tecnologias e teorias. A primeira parte ¢ o que podemos chamar de “pratica”,
ou em grego, a praxis. A segunda é composta por elementos que permitem justificar
e entender o que é feito, € 0 &mbito do discurso fundamentado — implicito ou explicito
— sobre a préatica, que os gregos chamam de logos (CHEVALLARD; BOSCH,;
GASCON, 2001, p. 251).
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Portanto, para a TAD, as ag0es sdo descritas por meio de tarefas que podem ser do
mesmo ou de diferentes tipos. Por exemplo, a tarefa “caminhar na praia” pode fazer parte de
um conjunto de tarefas do tipo “caminhar ao ar livre”. Assim, o tipo de tarefa, denotado por T,
é descrito por meio de um verbo de acdo (caminhar) e um complemento (ar livre). De modo
que o tipo de tarefa “caminhar ao ar livre” diferencia as tarefas que o compoem de tarefas de
outros tipos como correr ou nadar.

Mas além da diferenciacdo entre os tipos de tarefas, € importante observar que mesmo
dentro do conjunto de um tipo de tarefas, cada tarefa (deste conjunto) demanda sua prépria
técnica. Como no exemplo dado, “caminhar na praia” ou “caminhar em um parque” fazem parte
do conjunto de tarefas do tipo “caminhar ao ar livre”, porém a primeira pode ser realizada com
0s pés descalcos, ja para a segunda, pode ser mais adequado utilizar um par de ténis. Portanto,
cada tarefa demanda sua prépria técnica.

A tecnologia 6, por sua vez, desempenha o papel de justificar a técnica e de garantir sua
validade. Ja a teoria ®, completa o0 quarteto praxeoldgico tendo como objetivo justificar a
tecnologia. Expandindo o exemplo, “caminhar ao ar livre” 0 ato de executar esta tarefa
utilizando a técnica “fazé-lo descal¢o”, pode ser justificado pelo fato de que caminhar descalgo
ajuda a descarregar a eletricidade estatica, equilibra nosso corpo e estimula as areas reflexas
auxiliando na satde dos 6rgdos, 0 que neste caso desempenharia o papel de tecnologia. Sendo
justificada pela teoria da Medicina.

Aplicando esta organizacdo a exemplos do cotidiano, percebe-se que muitas vezes as
técnicas sdo reproduzidas e passadas de geracdo em geracdo sem que a tecnologia que as
justifica seja apresentada explicitamente. J& na Matematica, o rigor exigido das demonstracdes
torna mais evidente a presenca de cada um desses elementos. Por exemplo, dada uma tarefa do
tipo “calcular a medida da hipotenusa de um tridngulo retangulo”, uma técnica de resolugéo é
aplicar o teorema de Pitagoras, por meio da formula “a? = b? + ¢2”, em que “a” é a medida
da hipotenusa e “b” e “c” sdo as medidas dos catetos. Mas observemos que a formula em si, se
apresentada a uma pessoa que ndo conhece o teorema, ndo passara de uma sentenca desprovida
de significado. Assim, neste caso, o teorema desempenha o papel de tecnologia que justifica a
técnica de utilizar a formula “a? = b? + ¢?” para obter a medida da hipotenusa de um tridngulo
retangulo, conhecidos os seus catetos. Por fim, a tecnologia do teorema de Pitagoras tem sua
validade sustentada pela teoria da Geometria Plana.

O quadro 5 sintetiza as noc¢des basicas da praxeologia, conforme proposto pela TAD e

fundamenta a organizagédo praxeologica que se realiza no Capitulo 4:
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Quadro 5 - Nocdes Bésicas de praxeologia

Atividade humana descrita por

T: tipo de tarefa meio de um verbo de acdo e um
complemento.

Método ou estratégia utilizada
para a execucdo de uma tarefa.
Justificativa que valida a
utilizacdo de uma técnica.
Fundamentacéo tedrica que
justifica determinada tecnologia.

Bloco
Pratico-técnico

T: técnica

Bloco 0: tecnologia

Tecnoldgico-tedrico

®: teoria

Fonte: os autores

Todas essas noc¢des fundamentais nos propdem um modelo para analise das situacfes
que diariamente ocorrem ao nosso redor, num contexto educacional. Analisar a realidade por
meio dos parametros fornecidos pela TAD nos permite perceber fatos recorrentes sob uma nova
perspectiva, 0 que desperta diversas indagacdes.

Aplicando as questdes emergentes a um contexto de sala de aula, levanta-se uma
reflexdo a respeito dessa instituicdo. As relacdes ali presentes, a metodologia adotada, tal como
0 ambiente composto pelo professor e por seus alunos podem fazer viver ou morrer um saber,
podendo colaborar ou ndo para a transformacao da relacdo pessoal de um individuo com um
objeto. E importante refletir a respeito da influéncia das diferentes instituicdes em que um aluno
é inserido ao longo de sua formacéo.

Segundo Chaachoua e Bittar (2019, p. 37), “A elabora¢do de um modelo de referéncia
praxeolégico tornou-se uma etapa incontornavel da maior parte dos trabalhos desenvolvidos no
ambito da TAD”. Conforme esses autores, 0 MPR é uma importante ferramenta para conduzir
analises didaticas, pois permite analisar as relacdes institucionais. De acordo com Barbosa
(2017), para aplicacdo da TAD é preciso que, num primeiro momento, o docente ou pesquisador
determine e caracterize quais as praxeologias matematicas a serem estudadas. Para isso, deve
delinear e analisar o objetivo da investigacdo situando os tipos de tarefas matematicas e o grau
de desenvolvimento dos elementos técnica, tecnologia e teoria.

Ja 0 Modelo Praxeologico Dominante é construido a partir das praxeologias que mais
ocorrem na instituicdo onde situa-se a investigacdo. Sua elaboracdo permite identificar os
elementos do quarteto praxeoldgico e a relagdo desses com os sujeitos da instituicdo analisada.

Na analise descrita no Capitulo 6, apresentamos as tarefas selecionadas para a analise
de dados realizada. Na sequéncia, elaboramos um Modelo Praxeolédgico de Referéncia, cujo
objetivo é analisar as praxeologias contidas nas tarefas escolhidas para a coleta de dados,
verificando se essas possibilitam o alcance do objetivo deste trabalho.
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A partir dai, apresentamos uma anéalise praxeoldgica das técnicas que os participantes
utilizaram para resolver as tarefas matematicas aplicadas aos participantes. Nessa anélise, para
cada uma das tarefas sdo identificados os quatro elementos do quarteto praxeoldgico, com o
objetivo de analisar aspectos referentes a visualizacdo dos participantes, identificando as
habilidades de Interpretacdo da Informagao Figurativa e de Processamento Visual. Também séo
analisadas quais das técnicas utilizadas sdo métodos visuais, ndo-visuais, ou parcialmente
visuais. Por fim, é elaborado um Modelo Praxeoldgico Dominante, contendo as técnicas que
mais ocorreram nas resolucdes dos participantes. Ao final de cada MPD apresentamos uma

comparacao da técnica contida no MPD com a técnica apresentada no MPR.



45
5. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Apresentamos neste capitulo a metodologia adotada para o desenvolvimento deste
trabalho. Descrevemos o ambiente em que foi desenvolvido, os seus participantes, as técnicas
e 0s procedimentos metodoldgicos adotados.

A proposta desta pesquisa é parte de um projeto maior, realizado pelo Grupo de Pesquisa
em Ensino de Geometria — GPEG. A presente proposta foi avaliada e aprovada pelo Comité
Permanente de Etica em Pesquisa com Seres Humanos — COPEP®, segundo o parecer
3.268.310. Além disso, todos os alunos participantes entregaram o Termo de Consentimento
Livre e Esclarecido, devidamente assinado.

Os dados foram coletados por meio dos registros escritos das resolucdes das tarefas
matematicas propostas aos participantes. A andlise destes dados seguiu as determinacdes
propostas pela pesquisa qualitativa sob o paradigma interpretativo e foram analisados de acordo

com a Teoria Antropoldgica do Didatico.

5.1 Abordagem qualitativa e o paradigma interpretativo
Em consonancia aos seus objetivos, esta pesquisa possui carater qualitativo, em um

paradigma interpretativo e os dados serdo analisados por meio da TAD.

Segundo Denzin e Lincoln (2011, p.3), os pesquisadores qualitativos “estudam coisas
dentro de seus contextos naturais, tentando entender, ou interpretar, os fendbmenos em termos
dos significados que as pessoas lhes atribuem.”. A pesquisa qualitativa é aplicada aos casos
onde se pretende realizar o estudo de um objeto ou situacdo cujos dados ndo se podem traduzir
de maneira mensuravel, ou seja, quantitativa. O método qualitativo abre um leque de
possibilidades e tem seu foco voltado ao estudo de casos em que se deseja analisar aspectos
implicitos, o que se faz, pelo pesquisador, de maneira interpretativa a partir das lentes tedricas
pelas quais observa o caso estudado, a partir de seu referencial.

De acordo com Coutinho (2005), um paradigma de investigacao pode ser definido como
um conjunto articulado de postulados, valores conhecidos, teorias comuns e regras que Sao
aceitos por uma comunidade cientifica em um dado momento histdrico. Assim, ao assumir um
paradigma, assume-se também um compromisso com o quadro tedrico e metodoldgico

concordante com a natureza da investigacao.

& Av. Colombo, 5790, UEM-PPG-Comités de Etica. CEP: 87020-900, Maringa-PR. [ (44) 3011-4444 / 3011-
4597. copep@uem.br
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Bogdan e Biklen (1994) afirmam que no paradigma interpretativo é o interesse do
pesquisador que determina o objetivo do estudo, com base em seu préprio desejo de conhecer
determinada situacdo e compreendé-la a partir das percep¢des e acdes dos participantes da
investigacdo. Neste caso, 0 caminho tracado pelo pesquisador € aberto, flexivel e emergente,
de forma que existe a liberdade de se tomar certas decisoes no decorrer deste caminho baseando-
se nos dados que surgem no campo da pesquisa. Neste tipo de investigacao, os autores colocam
que, diferentemente da pesquisa quantitativa, pode-se eleger um nimero de casos reduzidos
para se investigar no campo qualitativo.

Neste mesmo caminho Erickson (1986) aponta que o carater interpretativo de uma
pesquisa visa a particularizacdo dos resultados, e ndo sua generalizagdo. Assim, a analise dos
dados no paradigma interpretativo requer do pesquisador que este percorra 0 processo de
organizar sistematicamente as transcri¢des das fontes da investigacdo e, diante disso, apresente
suas considerag@es como o fruto de uma analise que associa os dados observados aos conceitos
presentes no referencial tedrico adotado (BOGDAN, BIKLEN, 1994).

Portanto, conforme afirma Coutinho (2015), o paradigma interpretativo adota uma
posicdo relativista, onde assume-se a existéncia de mdaltiplas realidades sob a forma de
constru¢des mentais. Assim, “este paradigma pretende substituir as nog¢des cientificas de
explicacéo, previséo e controlo do paradigma positivista pelas de compreensao, significado e
acdo0” (COUTINHO, 2015, pg.17).

5.2 Contexto e participantes da pesquisa

Os dados analisados nesta pesquisa foram coletados, com autorizacdo dos participantes,
durante a disciplina de Teoria e Pratica Pedagogica I, do curso de Licenciatura em Matematica
de uma Universidade ao Norte do Parana. Esses dados foram coletados como parte de uma
pesquisa maior do Grupo de Pesquisa em Ensino de Geometria - GEPG, onde foi constatada a
possibilidade de analisar as técnicas mobilizadas pelos participantes no que se refere a
visualizagdo matematica. Assim, tendo em vista 0 crescente e recente interesse dos
pesquisadores da area da Educacdo Matematica em relacdo ao campo da visualizacéo, optou-se
por realizar esta investigagéo.

A coleta dos dados foi realizada no primeiro semestre do ano de 2019, por meio da
aplicacdo de cinco tarefas matemaéticas durante uma aula da turma noturna da disciplina de
Teoria e Préatica Pedagdgica I. Essa disciplina, ministrada no 22 ano do curso de licenciatura da

universidade pesquisada, possui carga horaria de 102 horas e tem como objetivos:
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e conhecer as principais tendéncias da Educacdo Matemaética escolar;

e considerar a natureza do conhecimento matematico e as dimensdes socios culturais,
psicoldgicas e metodoldgicas do ensino e aprendizagem;

e possibilitar ao aluno conhecimento sobre as especificidades dos alunos com
necessidades educacionais especiais;

e organizar e refletir sobre situac@es didaticas para o ensino da matematica nos terceiros

e quartos ciclos do Ensino Fundamental.

A aplicacéo das atividades foi realizada proxima ao término do semestre, tal escolha se
deu somente pelo tempo de organizagédo e desenvolvimento desta pesquisa, ndo sendo relevante
0 conteldo nem o cronograma da disciplina no momento da coleta de dados.

Os participantes dessa pesquisa foram 18 alunos da turma da disciplina Teoria e Pratica
Pedagdgica |, do segundo ano do curso de Licenciatura em Matematica. Essa turma foi
escolhida pois no terceiro semestre de graduagdo os alunos ja possuem um rigor maior para
justificar suas resolucfes dos problemas matematicos que resolvem. Além disso, como ainda
se trata da primeira metade do curso, nessa fase 0s alunos estdo num periodo de transicao entre
a realidade que enfrentavam na escola e o formalismo requerido pela matematica académica.
Outra facilidade advinda da opg&o por essa turma repousa no fato de que a coorientadora deste
trabalho era a docente da turma. Sendo assim, prontamente concedeu espaco em sua aula para
arealizacdo desta pesquisa. Ressaltamos que a docente ndo tinha o habito de desenvolver tarefas
visuais em sala de aula, uma vez que a visualizacao e o estudo de aspectos/habilidades visuais
nédo fazem parte do programa da disciplina. Neste contexto, os participantes dessa pesquisa sao
todos os 18 alunos de uma turma da disciplina mencionada. Com o intuito de preservar a

identidade dos participantes, eles foram denominados nesta investigacdo por Al, A2, ..., Al8.

5.3 Metodologia para analise dos dados

Os dados foram analisados com o auxilio da Teoria Antropoldgica do Didatico. Para
isso, num primeiro momento, foram selecionadas as tarefas matematicas. O critério adotado
para tal escolha foi de que as tarefas matematicas a serem aplicadas fossem tarefas matematicas
visuais, como definido na secdo 2.5, que permitissem a identificacdo de visualizadores e de
ndo-visualizadores. Conforme o objetivo proposto por esse trabalho, analisar, por meio da TAD,
as técnicas mobilizadas por estudantes do 2° ano de Licenciatura em Matematica, mediante
tarefas visuais, identificando os possiveis visualizadores e 0s ndo-visualizadores, escolhemos

tarefas matematicas abertas e que permitissem que suas resolugdes fossem elaboradas por meio
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de diferentes técnicas. Além disso, foi analisado o grau de dificuldade de cada uma delas, a fim
de que fossem escolhidas tarefas matematicas que pudessem ser resolvidas contando apenas
com a matematica do ensino basico, uma vez que dado o objetivo, almejavamos que todos 0s
participantes conseguissem resolver as questdes propostas.

Com base na TAD, as tarefas matemaéticas selecionadas foram analisadas antes da
aplicacdo e foi elaborado um Modelo Praxeoldgico de Referéncia para cada uma delas. Com
esse modelo foi possivel identificar o quarteto praxeoldgico em cada questdo, para descrever
qual o seu tipo e uma técnica que poderia ser utilizada para resolvé-la. Para a elaboracao deste
modelo, foram priorizadas técnicas que poderiam ser classificadas como métodos visuais de
resolucédo, segundo Presmeg (1986), ja que na andlise se pretende destacar os aspectos visuais
de cada técnica mobilizada pelos participantes.

A partir das técnicas descritas no MPR, foi possivel identificar a tecnologia e a teoria
que as justificam. Assim, construimos o quarteto praxeoldgico de cada tarefa matematica, que
foi utilizado posteriormente como referéncia para a anélise dos dados coletados.

Inicialmente, durante 0 momento da coleta de dados, o objetivo da pesquisa ndo foi
apresentado aos participantes, para evitar que eles fossem influenciados no momento de sua
resolucdo. Foi pedido a eles que detalhassem suas respostas 0 maximo que pudessem, afim de
que seu registro na folha de tarefas fosse mais rico o possivel.

Com os dados ja coletados, sua andlise teve inicio na identificacdo de cada um dos
componentes do quarteto praxeoldgico nos registros fornecidos pelos participantes, para que
fossem identificadas as técnicas que foram mobilizadas por eles.

Identificadas as técnicas, foram analisados e discutidos os aspectos concernentes a
visualizacdo em cada uma delas. A partir da andlise realizada, foi construido um Modelo
Praxeoldgico Dominante contendo as técnicas que mais ocorreram em cada uma das tarefas
matematicas aplicadas, para que assim fosse possivel confrontar o modelo obtido com o Modelo
Praxeoldgico de Referéncia, elaborado no inicio desta pesquisa, o qual é apresentado no
Capitulo 6.
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6. DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

Nesta secdo apresentamos as cinco tarefas matematicas selecionadas para a coleta dos
dados, tal como o Modelo Praxeoldgico de Referéncia utilizado para uma primeira analise das
tarefas matematicas escolhidas. Na sequéncia, sdo apresentadas as técnicas utilizadas pelos
participantes da pesquisa para resolverem cada uma das tarefas matematicas aplicadas. Por fim,

apresentamos o0 Modelo Praxeol6gico Dominante para cada uma das tarefas matematicas.

6.1 Tarefas matematicas selecionadas para a coleta de dados

Apresentamos a seguir as cinco tarefas matematicas selecionadas para a analise dos
dados. Essas tarefas foram escolhidas por possuirem um grau de abertura que permita que sua
resolucdo seja feita por diferentes caminhos, sejam eles algébricos ou visuais. Assim, todas as
tarefas matematicas aplicadas se enquadram no que entendemos como tarefas matematicas
visuais, que foi descrito no Capitulo 3.

No momento da aplicacdo dessas tarefas matematicas, os participantes foram
devidamente orientados a respeito da pesquisa e instruidos a apresentar suas resolucfes de
forma clara e sem se preocupar com possiveis erros ou acertos, uma vez que para a pesquisa o
mais importante era a estratégia e o processo de resolucéo. O tema da pesquisa nao foi divulgado
aos participantes, a fim de ndo influenciar nos dados a serem coletados, ja que um ponto
importante da analise € investigar a preferéncia dos alunos por determinada estratégia.

A folha de questdes entregue aos alunos esta disponivel no Anexo A e contém uma
instrucdo para que os participantes resolvam as tarefas matematicas justificando todas as
passagens e fornecendo a maior quantidade possivel de detalhes em sua solucdo. Além disso,
foi descrito que os participantes deveriam utilizar para a resolucéo as técnicas/resultados que
eles preferissem e/ou achassem mais viaveis.

A organizagdo praxeoldgica de cada uma dessas tarefas é apresentada posteriormente
no Capitulo 6, onde é apresentado o tipo de cada uma das tarefas matematicas, uma técnica

visual de solucéo, sua tecnologia e teoria.
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6.1.1 Tarefa 1

1) Na figura abaixo, sejam ABCD um retangulo, M o ponto médio do lado BC e N o ponto
médio do lado CD. Sabendo que PMCN é um retangulo, que o lado AB mede 12 cm e o lado

BC mede 6 cm, compare as areas dos quadrilateros APMB com o quadrilatero ADNP.

Figura 2 - Enunciado da tarefa 1

D N C

Fonte: os autores

Nesta tarefa, elaborada pelos autores desta pesquisa, se tem como objetivo a comparagao
entre as areas de dois trapézios. N&o é solicitado que se calcule o valor numérico dessas areas
para que tal comparacdo seja realizada. Escolhemos essa tarefa pelo fato de ela possibilitar que
seu objetivo seja alcancado por diferentes caminhos, incluindo aqueles que sdo estritamente

visuais. Uma técnica visual de resolucdo desta tarefa é apresentada na se¢édo 6.1.2.

6.1.2 Tarefa 2
2) Os donos de um terreno quadrado querem que sua area seja duplicada, mas de tal maneira

que sua forma continue sendo um quadrado. Como podem proceder?

Esta tarefa contém o classico problema da Geometria Plana, de duplicar a area de um
quadrado qualquer. Assim como a primeira, esta tarefa também oferece a possibilidade de ser
resolvida por diferentes caminhos, tanto algébricos como visuais. Neste caso, a inexisténcia de
uma imagem que represente a situacdo-problema possibilita que o aluno construa uma
representacdo propria de acordo com suas necessidades, 0 que permite uma analise da forma

como a estratégia de cada um dos participantes aborda, ou ndo, uma figura.
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6.1.3 Tarefa 3

3) Utilizando o circulo de centro O a seguir, obtenha os valores de x e y.

Figura 3 - Enunciado da tarefa 3

Fonte: Marmo (1964)

A tarefa 3 foi retirada do livro Curso de Desenho - Vol. 1, do professor Carlos Marmo®,
e prop0e calcular a medida de dois segmentos de reta x e y. A figura apresentada no problema,
na forma como foi construida, permite que 0s segmentos x e y sejam observados sob diversas

perspectivas, possibilitando assim diferentes estratégias de solucdo.

6.1.4 Tarefa 4

4) Dado um triangulo qualquer, temos que uma mediana separa o tridngulo em duas regides

triangulares. Qual é a relacdo entre suas areas?

A tarefa apresentada foi retirada de Gerénimo e Franco (2010). Assim como a Tarefa 1,
essa tarefa também tem como objetivo a comparacéo entre a area de duas figuras. Porém neste
caso, a imagem nao é apresentada no enunciado da tarefa. Deste modo, faz-se necessario que o
participante represente a imagem, caso entenda ser necessario. Ponto que também sera

analisado.

SMARMO, Carlos. Curso de Desenho. Sdo Paulo: Editora Moderna, 1964
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6.1.5 Tarefa 5

5) Obtenha os valores dos angulos x e y, sabendo que os pontos A e B pertencem a
circunferéncia de centro O.

Também retirada do livro Curso de Desenho - Vol. 1, do professor Carlos Marmo, esta
tarefa tem como objetivo que se calcule os valores numéricos de x e de y, que neste caso
representam a medida de dois angulos. A figura permite que os angulos sejam vistos sob
diferentes perspectivas, possibilitando que sejam usadas diversas propriedades, tanto de
angulos quanto de circunferéncia, permitindo que diversas estratégias sejam adotadas para a

obtencdo do resultado.

6.2 Modelo Praxeol6gico de Referéncia

Apresentamos nesta secdo 0os Modelos Praxeoldgicos de Referéncia — MPR que foram
elaborados para cada uma das tarefas aplicadas durante a coleta dos dados. Este modelo,
conforme proposto por Chevallard (2009), propde uma organizagdo para 0 que se espera de
uma tarefa no momento de sua escolha. Assim, sdo elencados os elementos do bloco pratico-
técnico e do bloco tecnoldgico-tedrico, formando os quatro componentes da praxeologia: tipo
de tarefa, técnica, tecnologia e teoria [T, t, 0, ®, respectivamente].

Neste trabalho, tendo em vista o objetivo de investigar o uso de técnicas visuais,
optamos por colocar no MPR, como opc¢ao de solugdo para as tarefas, técnicas que utilizam de
métodos visuais, conforme definido por Presmeg (1986). Assim, as técnicas apresentadas nesta
secdo, que serviram como referéncia para analise que se apresentara posteriormente, envolvem

imagens visuais -com ou sem um diagrama- como uma parte essencial do método de solucéo.
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O objetivo da elaboracdo deste modelo é fornecer um referencial para discutir a
presenca/auséncia de visualizadores e de técnicas visuais de resolucao para as tarefas propostas
nesta pesquisa. Denotamos por MPR1 o Modelo Praxeoldgico de Referéncia da Tarefa 1, da
mesma forma denotamos por MPR2, MPR3, MPR4 e MPR5, o Modelo Praxeoldgico de
Referéncia das demais tarefas, respectivamente. Os tipos de tarefa, técnicas, tecnologias e
teorias referentes a cada tarefa foram denotadas por, [T,,T,,05,0,], ..., [Ts, Ts, 05, 03],

respectivamente, conforme apresentado a seguir.

6.2.1 MPR1

t;: Na figura abaixo, sejam ABCD um retangulo, M o ponto médio do lado BC e N o ponto
médio do lado CD. Sabendo que PMCN é um retangulo, que o lado AB mede 12 cm e o lado
BC mede 6 cm, compare as areas dos quadrilateros APMB com o quadrilatero ADNP.

Figura 4 - Imagem da Tarefa 1

D N C

Fonte: os autores

T,: Comparar a area de duas figuras geométricas.

7,: A técnica de resolucdo proposta consiste em observar que, como M e N sdo pontos médios
dos lados BC e CD, respectivamente, e que PMCN é um retangulo (hipoteses), O ponto P é o
ponto médio da diagonal AC. Assim, tracando a diagonal AC, ela passa por P e deste modo
tanto o retangulo maior ABCD quanto o retangulo menor PMCN ficam divididos em duas

partes.
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Figura 5 - Aplicacdo da técnica t;na Tarefa 1

D N C

Fonte: os autores

Assim, conclui-se que a area de ADNP é igual a area do triangulo ACD menos a area do
triangulo PCN. Da mesma forma, a area de APMB é igual a area do triangulo ABC menos a
area do triangulo PMC. Mas a diagonal de qualquer retangulo divide o retangulo em dois
tridangulos congruentes, logo, as areas de PCN e PMC sao iguais, assim, as areas de APMB e
ADNP sdo iguais.

0,: A técnica utilizada é justificada pelas propriedades que as perpendiculares pelos pontos
médios de dois lados consecutivos de um retangulo passam pelo seu centro, que no caso é o
ponto P; que a diagonal de um retangulo passa pelo seu centro e que duas figuras congruentes
possuem mesma area, que desempenham aqui o papel de tecnologia.

0,: A teoria que justifica a tecnologia neste caso é a Geometria Plana.

6.2.2 MPR2

t,: Os donos de um terreno quadrado querem que sua area seja duplicada, mas de tal maneira
que sua forma continue sendo um quadrado. Como podem proceder?
T,: Duplicar a area de um quadrado.
T, Apresentamos a seguir uma técnica de resolucdo para a Tarefa 2, a qual classificamos como
um método visual de solugdo. Num primeiro momento, constroi-se a representagdo de um
quadrado qualquer, com o objetivo de traduzir o enunciado da tarefa em uma imagem visual,
como no primeiro desenho da Figura 5. Em seguida, traca-se as diagonais do quadrado, segundo
desenho da Figura 5.

Uma maneira de construir o terceiro desenho da Figura 5 é trancando paralelas a

diagonal AC, pelos pontos B e D, bem como paralelas a diagonal BD, pelos pontos A e C.
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Figura 6 - Aplicacdo da técnica 7, a Tarefa 2

P
D C D C D C
A B A B A B
R

Fonte: os autores

Desta forma, conserva-se o quadrado e duplica-se a sua area.
0,: A tecnologia que justifica esta técnica repousa em resultados da Geometria Euclidiana
Plana: que as diagonais de um guadrado se encontram no ponto médio O e formam um angulo
de 90° e, portanto, pelo caso LAL, os quatro triangulos AOB, BOC, COD e DOA sdao
congruentes. Como retas paralelas se equidistam, temos que AOBR, BOCQ, CODP e AODS
sdo quadrados que possuem os lados do quadrado ABCD como diagonais e assim, AOB é
congruente 8 ARB, BOC é congruente a BQC, COD é congruente a CPD e DOA é congruente
a ASD.

Outro resultado da Geometria Plana, garante que figuras congruentes possuem mesma
area. Assim, a area do quadrado ABCD é metade a area do quadrado PQRS.

0,: A teoria que fundamenta esta tecnologia é a Geometria Plana.

6.2.3 MPR3

t5: Utilizando o circulo de centro O a seguir, obtenha os valores de x e y.
T5: Obter a medida de dois segmentos.

75: O primeiro passo da técnica utilizada na resolucéo desta tarefa consiste em tracar a outra
diagonal no retangulo contido na circunferéncia, como feito na Figura 6. A fim de facilitar a

descricdo da técnica, daremos nomes a alguns pontos de destaque, conforme mostra a figura 5.
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Figura 7 - Técnica T3 aplicada a Tarefa 3

Q P

Fonte: os autores

Em seguida, percebe-se que o triangulo OQR é retangulo e tem, como seus catetos, um
lado de medida y e outro de medida 3. A hipotenusa é o lado OQ, que é raio da circunferéncia
e, portanto, mede 5. Identificando essa relacéo, é possivel aplicar a formula do Teorema de
Pitagoras, ou observar que este € um dos triangulos pitagdricos e assim obter y = 4. A partir dai,
observando o triangulo retangulo OPR, podemos identificar como catetos um lado de medida 3
e outro de medida y, que agora sabemos ser 4. Aplicando novamente o Teorema de Pitagoras,
obtemos o valor da medida da hipotenusa x, que é 5. Dessa forma, x=5¢ey = 4.

05: A tecnologia que justifica essa técnica sdo as propriedades do paralelismo e
perpendicularidade entre retas e 0 Teorema de Pitagoras.

05: A teoria que fundamenta essa tecnologia é a Geometria Plana.

6.2.4 MPR4

t,: Dado um triangulo qualquer, temos que uma mediana separa o tridangulo em duas regides
triangulares. Qual € a relacdo entre suas areas?

T,: Comparar a area de duas figuras geométricas.

T,: A técnica empregada na solucdo desta tarefa consiste, primeiramente, em interpretar e
traduzir as informacdes dadas no enunciado escrito em lingua portuguesa para a sua
representacdo visual, conforme o desenho que esta na Figura 7. Observa-se que para qualquer
triangulo, por definicdo de mediana, D é ponto médio de BC, logo BD é congruente a CD.

Tracando a altura AE conforme a Figura 7, por definicdo a area de ABD é igual a

M e aarea de ADC ¢ igual a M. Como BD e DC possuem a mesma medida,

temos que as areas de ABD e ADC sao iguais.
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Figura 8 - Técnica t, aplicada a Tarefa 4
A

D C

W
m

Fonte: os autores

0,: A tecnologia empregada nesta técnica repousa sobre a férmula para o célculo da area de
qualquer triangulo e na definicdo de mediana.

0,: A teoria que justifica a tecnologia utilizada é a Geometria Plana.

6.2.5 MPR5

ts: Obtenha os valores dos angulos x e y, sabendo que os pontos A e B pertencem a

circunferéncia de centro O.
Figura 9 - Técnica 5 aplicada a Tarefa 5

Fonte: os autores

Ts: Calcular o comprimento de angulos.
T5: A técnica proposta para a resolucdo desta tarefa consiste em identificar que os segmentos

OA e OB sao raios da circunferéncia, e por isso sdo congruentes. Desse modo, temos que 0
triangulo AOB ¢é isosceles, o que implica que o angulo OBA é congruente a OAB e portanto,
mede 30°. Observa-se que o angulo x é o suplementar de OBA menos 90°, e por isso mede 60°.

Podemos observar ainda que, como a soma dos angulos internos de um triangulo na Geometria
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Euclidiana mede 180° e OBA = OAB medem 30°, a medida de AOB € igual & 120°. Assim, como
0 angulo y é suplementar a AOB, temos que y mede 60°.

Os: A tecnologia que justifica a técnica apresentada repousa nas propriedades do tridngulo
isdsceles e da congruéncia entre angulos.
0s: A teoria em que se fundamenta a técnica é a Geometria Plana.

6.3 Analise das técnicas mobilizadas pelos participantes

Nesta secdo serdo apresentadas as técnicas mobilizadas pelos participantes ao resolver
cada uma das tarefas. Denotaremos por 7;; as técnicas utilizadas pelos participantes na
resolucdo das tarefas propostas, onde i representa a tarefa em que foi aplicada aquela técnica
(de 1 a5) e j denota as diferentes técnicas de resolucdo da tarefa. Salientamos que a escolha de
J serviré apenas para distinguir as diversas formas de resolucgdes, isto €, a escolha ndo tem como
objetivo classificar as técnicas em nenhuma ordem de importancia.

A analise de cada tarefa é apresentada a fim de evidenciar quais foram as técnicas que
emergiram nas resolucdes dos participantes. Além disso, consideramos importante comentar 0s
erros cometidos pelos participantes que ndo chegaram a uma solucdo correta para o que foi
solicitado. Sendo assim, no inicio de cada secdo mencionamos brevemente quais foram 0s
principais equivocos identificados no registro dos participantes que ndo alcangaram o objetivo

da tarefa e que, por isso, ndo tiveram suas resolucdes consideradas para a analise das técnicas.

6.3.1 Técnicas utilizadas na resolugdo da Tarefa 1

Conforme descrito na se¢do anterior, classificamos a Tarefa 1 como uma tarefa do tipo
T;: “Comparar a area de duas figuras geométricas”. As referidas figuras sdo dois trapézios
distintos, onde a distin¢do foi representada na figura do enunciado, mas ndo havia referéncia
explicita a ela.

Dos 18 participantes da pesquisa, todos apresentaram alguma solucéo para a Tarefa 1.
Desse total, 6 alunos utilizaram algum método por meio do qual ndo conseguiram chegar a
solucgéo ou apresentaram como resposta algo diferente do que era solicitado na tarefa. Nao foi
possivel classificar o tipo de técnica utilizada por esses participantes pois apresentaram
resolucdes incompletas ou apresentaram solugdes ndo condizentes com aquela que foi proposta

no enunciado da tarefa.
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Os registros desses alunos, em sua maioria, mostram conclusdes sem justificativas, onde
ndo é possivel identificar o tipo de raciocinio que os levou a chegar as (quando houve) respostas
apresentadas.

Ja no registro dos alunos que apresentaram as justificativas, mas de modo incorreto, é
possivel inferir que os erros cometidos decorrem da auséncia ou limitagdo das habilidades de
visualizacdo. Os participantes A; e Ag, por exemplo, assumem que 0s segmentos AD e AP

possuem a mesma medida, como apresentado pelo participante As na figura 8:

Figura 10 - Resolucdo apresentada por As
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Fonte: coleta de dados

Essa afirmacdo evidencia a suspeita de que ao olharem para a imagem esses
participantes ndo visualizaram os conceitos ali presentes, mas apenas inferiram com base
naquilo que acreditam ver. Em termos de visualizacdo, esse erro indica uma limitacdo na
habilidade de Processamento Visual, uma vez que esses participantes fazem suas suposigoes
sem levar em conta 0s argumentos de ordem geométrica que também sdo abrangidos pelos
elementos da figura, mas que nao sdo explicitos em termos visuais.

Outro erro recorrente e que também invalidou algumas solucGes é a dificuldade em
identificar e utilizar corretamente o vocabulario compreendido na situacdo apresentada na
tarefa. Problemas ao usar as notagdes e erros na escrita matematica dos participantes podem ser
uma evidéncia de dificuldades na Interpretagdo da Informacdo Figurativa — IFI, ja que esta
habilidade esta relacionada a compreensdo do contetdo e do contexto.

Dentre os demais alunos, todos chegaram a conclusao correta, e entre as suas resolugdes

surgiram trés tipos de técnicas, que serdo apresentadas a seguir:
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e 7,4 Aplicar a formula para o célculo da area de um Trapézio

Figura 11 - Técnica de resolucao 7,4 aplicada por A,
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Fonte: coleta de dados

Essa foi uma das técnicas que mais apareceram dentre os participantes da pesquisa. Esta
técnica consiste em aplicar a formula para o célculo da area de um trapézio. Nela, o aluno
identifica que os quadrilateros APMB e ADNP sao trapézios. Assim sendo, identifica cada um
dos seus elementos (base maior, base menor e altura) e, por fim, aplica a formula, ja que as
medidas necessarias sao facilmente obtidas por meio do enunciado da tarefa.

Os participantes que aplicaram este método de resolucdo obtiveram o valor numérico da
area de cada um dos quadrilateros, compararam esses valores, identificaram que eram iguais e
assim chegaram a conclusao de que os dois quadrilateros possuiam a mesma area. A aplicacéo
dessa técnica € ilustrada pela Figura 9, extraida da folha de tarefas do participante por A,.

Observa-se que neste método de resolucdo a figura é utilizada somente para obter 0s
dados necessarios para que se realize um procedimento algébrico de resolucdo, ou seja, a
aplicacdo de uma formula. A imagem fornecida pelo enunciado da tarefa ndo é explorada a fim
de solucionar o problema por meios geométricos. Identifica-se que, para os participantes que
optaram por essa técnica, a figura é observada, os quadrilateros séo identificados como dois
trapézios e em seguida a formula € aplicada.

N&o consideramos esta técnica como um método visual de solugdo, pois essa ndo tem a
figura como parte essencial do método de solugdo, como requer Presmeg (1986). Tal fato se faz

evidente ao percebermos que esta técnica ndo necessita obrigatoriamente da figura para ser
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aplicada, podendo ser utilizada em uma tarefa que disponibilize somente dados numéricos.
Portanto, classificamos a técnica t,; como um método nao-visual de solugéo.

A técnica 14, foi utilizada por 5 dos 18 participantes, séo eles: A,, A, Ag, A11 € Aqs.
Identificamos nos registros fornecidos pelos participantes que aplicaram essa técnica a presenga
da habilidade IFI — interpretagdo da informacdo figurativa, conforme descrita por Bishop
(1983), uma vez que os alunos que a utilizaram demonstraram compreender a representacao
visual e o vocabulario utilizado no enunciado da tarefa, o que fica evidente pelo fato de que os
alunos identificaram na imagem que as areas que precisavam comparar eram de trapézios. Nao
foi possivel identificar evidéncias do VP — Processamento Visual no registro feito pelos

participantes que adotaram essa técnica.

e T,,: Particionar a figura e calcular a &rea de cada uma das partes

A segunda técnica de resolucdo que foi utilizada pelos participantes consiste em
particionar o retdngulo ABCD em figuras menores para calcular a area de cada uma das partes.
Assim, somando a area de cada uma das partes que formam APMB e ADNP, pode-se fazer a
comparacdo que é solicitada. A particdo € feita para que formulas mais simples, como a do
calculo da érea do retangulo e do triangulo possam ser aplicadas.

Essa foi a técnica mais utilizada entre os participantes. 6 dos 18 alunos escolheram esse
método de resolucdo. Foram eles: Az, Ag, A1, A13,A17 € Aig. Os participantes que adotaram
esse método de resolugdo particionaram a figura de duas formas diferentes. A maioria deles,
conforme ilustrado na Figura 10, tracou o segmento que liga o ponto P ao ponto médio do lado

AD e ao ponto médio do lado AB, respectivamente:

Figura 12 - Particéo feita por A4q
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Apenas o0 participante A;, realizou uma particdo diferente dos demais. Esse aluno
particionou a &rea referente aos trapézios APMB e ADNP em seis triangulos retangulos

congruentes, como se mostra na Figura 11:

Figura 13 - particédo feita por A4,
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Fonte: coleta de dados

No caso dessa técnica de resolucdo, de modo geral, se percebe que a figura é analisada
sob diferentes perspectivas, a fim de fornecer informac@es adicionais sobre o problema, uma
vez que o ato de particionar a figura repousa sobre o resultado de que a soma da &rea das partes
é igual a area do todo.

E possivel observar que alguns dos alunos que utilizaram essa técnica percebem a
congruéncia entre os retangulos e os triangulos obtidos nas particdes, como é o caso de A;3,
apresentado a seguir, que registra o fato de que a figura foi dividida em quatro retangulos de
mesma area, sendo que um deles foi dividido em duas partes iguais. A partir dai, esse
participante calcula apenas uma vez a area de cada tipo de parte e soma a medida das partes que

compde os quadrilateros que deseja analisar, conforme apresentado em seu registro.
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Figura 14 - Técnica de resolucédo 7., aplicada por A3
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Fonte: coleta de dados

A5 explica a forma como particionou a figura e, por fim, calcula a soma da area do
retingulo PMCN com a area obtida dos dois trapézios, como uma forma de verificar sua analise,
observando se esse resultado seria igual a area total de ABCD inicialmente calculada por ele.
Percebemos, nesse caso, que o aluno visualiza a congruéncia entre as figuras que formam as
areas de APMB e ADNP, porém prefere fundamentar sua analise nos nimeros obtidos por meio
do célculo da area, deixando evidente que demonstra maior seguranga em apresentar uma prova
numérica. Neste caso, observamos que, apesar de visualizar algumas das propriedades que
podem ser extraidas da figura fornecida na tarefa, o participante prefere fundamentar sua prova
em argumentos numeéricos, indicando uma Visualidade Matematica intermediaria.

No entanto, em outros casos, fica evidente que a congruéncia entre as partes da figura
ndo é percebida, ja que os alunos preferem calcular a area de cada uma delas, como no caso de
A, g, apresentado na Figura 13, onde destacamos as partes em que o aluno efetua operacdes para

calcular a rea de figuras congruentes:
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Figura 15 - Técnica de resolucdo 7., aplicada por A5
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Fonte: coleta de dados

Também no caso de A;,, que realizou a particdo apresentada anteriormente, ele percebe
a congruéncia entre os triangulos que compéem ADNP e também a congruéncia entre 0s
triangulos que compdem APMB, porém nédo percebe a congruéncia entre as partes de ADNP e

APMB, o que se mostra pelo fato de calcular as areas DPX e APY, como apresentado na Figura

14:

Figura 16 - Técnica de resolucdo 7, aplicada por A,
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Fonte: coleta de dados

Conforme definido no Capitulo 2, a técnica de resolucdo t,, € um metodo parcialmente
visual, pois utiliza a imagem em parceria com algum método de raciocinio algéebrico.
Identificamos nessa técnica a presenca da habilidade IFI, conforme descrita por Bishop

(1983), uma vez que os alunos que a utilizaram demonstraram compreender a representacéo



65

visual e o vocabulério utilizado no enunciado da tarefa. Também identificamos a presenca de
Processamento Visual, pois identifica-se nos registros que houve a visualizagéo de algumas
informac@es ndo naturais em termos visuais, como por exemplo, visualizar e depois representar
a imagem particionada. Também no desenho apresentado na Figura 14, feito por A,,, percebe-
se que, além de particionar a figura, esse participante extrai uma parte da figura e a analisa

separadamente, uma outra evidéncia do VP.

e 7,4 analisar geometricamente a imagem.

Utilizada apenas por um participante, denominado por A,, essa foi a Unica técnica em
que ndo se utilizam férmulas ou célculos. Neste caso, 0 participante consegue solucionar o
problema mobilizando somente recursos visuais, demonstrando uma visualidade matematica
aprimorada. Apesar de cometer alguns erros no que se refere ao uso incorreto de nota¢oes e ndo
apresentar as justificativas necessarias para validar seus argumentos, a estratégia utilizada por
A, é um caminho para a solucdo da tarefa, pois por meio dela o participante consegue alcancar
0 objetivo proposto na tarefa e soluciona o problema:

Figura 17 - Técnica de resolucdo 7,5 aplicada por A,
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Fonte: coleta de dados

Analisando a resolucdo de A,, constatou-se que esse participante, no seu segundo ano
de graduacdo, ainda ndo apresenta o formalismo requerido pelas demonstracfes matematicas.
Com base em seu registro, percebe-se que, ao afirmar “Tome N’ o ponto médio do segmento
AB, observe que N’=N" o participante deseja expressar que ambos os pontos, N e N’, dividem
os lados maiores do retangulo em duas partes iguais. De modo analogo, é feita a analise para o0s

lados menores do retangulo com M e M’. O participante registra ainda que as areas dos



66

tridngulos retangulos que denotou por APN’ ¢ APM’ sdo iguais. Em seguida, volta o seu olhar
para os retaingulos N'PBM e DNM’P, os quais ele justifica terem a mesma area pelo fato de
ambos estarem definidos entre os pontos médios de segmentos congruentes, pois AD = BCe
AB = DC. Com isso conclui que as areas dos quadrilateros APMB e ADNP sdo iguais.

Apesar da falta de formalismo nas justificativas, identifica-se nesta estratégia que o
participante fundamenta o seu raciocinio somente em argumentos visuais e em propriedades
geométricas. Em nenhum momento faz-se o uso de argumentos algébricos ou numeéricos.
Consideramos essa técnica um método visual de solucéo, pois tem a figura como parte essencial
para que seja aplicada. Identificamos que houve interpretacdo de informacéao figurativa, uma
vez que o participante demonstra ter compreendido tanto o vocabulario quanto as
representacdes visuais contidas na tarefa. Também identificamos a presenca da habilidade VP
na manipulacéo feita sobre a figura e nas relagOes abstratas e propriedades identificadas pelo
participante e foram utilizadas no desenvolvimento de sua analise.

O Quadro 6 sintetiza a analise da Tarefa 1, apresentando a classificacdo de cada técnica,
quais habilidades de visualizacéo foram identificadas em sua aplicacéo e os participantes que a

aplicaram:

Quadro 6 - Classificacdo das técnicas aplicadas a Tarefa 1

T11 néo-visual IFI A4,A7,A9,A11, A12

Tqo parcialmente visual IFl e VP A3, 46,710, A13, A7,
A18

T13 visual IFl e VP Az

Fonte: os autores

Por meio dos dados levantados é possivel perceber que das trés técnicas que emergiram
dentre as resolucgdes dos participantes, prevaleceu a quantidade de alunos que adotou técnicas
ndo-visuais ou parcialmente visuais, sendo somente um participante a utilizar como técnica um
método visual de solugdo. Todos os participantes que foram abordados na analise mostraram
em suas resolucdes a presenca da Interpretacdo da Informacéo Figurativa, porém somente em
7 participantes foi identificada a mobilizagdo do Processamento Visual para solucionar a tarefa

proposta.
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6.3.2 Técnicas utilizadas na resolugdo da Tarefa 2

De acordo com o que foi descrito na secdo 6.2, a Tarefa 2 pode ser classificada como
uma tarefa do tipo T,: “Duplicar a area de um quadrado qualquer”. Dos 18 alunos que
participaram da pesquisa, 11 ndo apresentaram solucdo ou apresentaram alguma solucéo por
meio da qual ndo conseguiram resolver a tarefa. Dentre 0s que esbogaram algumas tentativas
em sua folha de registro, ndo foi possivel classificar o tipo de técnica utilizada, pois estes
apresentaram resolucdes incompletas ou utilizaram argumentos equivocados e ndo chegaram a
solugdo. Um erro comum entre aqueles que resolveram a tarefa, mas o fizeram de forma
equivocada, é afirmar que para obter um quadrado de area duplicada basta dobrar a medida dos

lados do quadrado inicial, como apresentado por A;,:

Figura 18 - Resolucéo do participante A14
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Fonte: coletas de dados

Também o participante Ag afirma em seu registro que “se temos um terreno na forma
de quadrado de 2 cm, para duplicarmos basta multiplicarmos por 2”. Esse participante apresenta
ainda o desenho de um quadrado inicial com lado 2 cm e um segundo quadrado, ja ampliado,
com lado 4 cm indicando que seguiu 0 mesmo raciocinio de A,,.

Houve também participantes que adotaram um caso particular para analisar o problema
contido natarefa e que, por ndo encontrarem um valor exato para o lado do quadrado ampliado,
recorreram a aproximacdes, ou chegaram a conclusé@o de que se o terreno tivesse o dobro da

area, entdo ele ndo seria quadrado, como apresentado na Figura 17:



68

Figura 19 - Resolucdes de A5 e A3, respectivamente
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Fonte: coleta de dados

Ja os 7 alunos, Ay, Ay, Ag, A1p,A11,A12 € Ay, apresentaram solugdes corretas para as

tarefas. Em suas resoluc@es surgiram trés tipos de técnicas, que serdo apresentadas a seguir:

e T,,: Analisar algebricamente

Técnica utilizada pelos participantes Aq, A1, A;; € A;c. Sua caracteristica principal é a
ndo utilizacdo de imagens como um objeto de fundamentacdo para a resolucdo. Neste tipo de
resolucdo o aluno, ou ndo apresenta nenhum tipo de desenho, como € o caso de A, ou apenas
ilustra a figura do quadrado sem utiliza-la, fundamentando seu método de resolu¢do em uma
demonstracdo algébrica, como fazem Ag A,y e A;s.

Nesta técnica temos que, sabendo que a area de um quadrado € obtida por meio do
quadrado da medida de seu lado, o participante toma um quadrado qualquer de lado x. A partir
dai, supBe que o quadrado a ser obtido deve ter um lado de tamanho ax, em que o é o valor pelo
qual se deve multiplicar a medida x dos lados, para que se obtenha o quadrado de area duplicada.
Assim, como a area do quadrado inicial é x?2, o participante observa que a area duplicada sera,
portanto, 2x2, mas essa area também pode ser vista como (ax)?. Assim, igualando estes termos,
pode-se isolar o, donde se obtém a = +/2, valor pelo qual deve-se multiplicar a medida dos
lados para que a duplicacdo desejada seja feita.

A Figura 18 apresenta o registro completo feito por A4, este participante ndo desenha

nenhuma imagem:
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, Figura 20 - Técnica de resolucéo t,, aplicada por A,
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Fonte: coleta de dados

Ja o participante A, diferente do anterior, representa a situacdo contida no enunciado
da tarefa utilizando uma figura, como € apresentado na Figura 19. Observe que, ao representar
0 contexto enunciado na tarefa, o participante comete um equivoco comum aos demais
participantes que utilizaram essa técnica, ele retrata o valor V2, que deve multiplicar a medida
do comprimento do lado do quadrado a ser expandido, como se fosse a medida a ser somada a

este lado:

Figura 21 - Representacéo de A4,
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Fonte: coleta de dados

O registro indica que o participante ndo tem clareza sobre a forma como o resultado
obtido (v/2) deve ser inserido na figura representativa da tarefa para que a ampliagao do terreno
seja feita de forma correta, referindo-se ao resultado como acréscimo, o que ndo é correto.

O mesmo equivoco pode ser notado no registro do participante Aq. Este, por sua vez, da
inicio a seu raciocinio aplicando a situag@o expressa no enunciado da tarefa a casos particulares,

conforme apresentado na Figura 20:
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Figura 22 - Técnica de resolucao 7,4 aplicada por Aq

uf }'\’-/Lu‘.;mla dois c\'mp’f)

f@f(cL; ‘?U" (' nec ({5)'[{0
gurv\(njhf /\}'5- hl '//‘.Cd’[.j)
P PP éo ‘]UJJJ}Jo/ P ok

ng,m/ (IO)vJO i 2¢t Q Moy

area (U)/ esse N2 3 Mg
ep UM l:)Jg Py

]IF(’( )JD coM

f 2 '\5 2 mMas Tambem  po
oulto halo, (st -2, que dobryry > area

Fonte: coleta de dados

Por meio da andlise de dois casos particulares, o participante constroi sua analise porém,
assim como A, ,, demonstra néo ter clareza ao situar o valor obtido (+/2) no contexto geométrico
do problema. Essa dificuldade pode ser uma evidéncia de que estes participantes possuem uma
limitacdo na habilidade de visualizacdo VP, pois mesmo tendo obtido a devida solucéo para a
tarefa, ndo identificam a que se refere esse valor.

Também o participante A;5, seguindo 0 mesmo raciocinio dos demais, ilustra o
enunciado da questdo por meio de um quadrado de lado x, no qual insere as informacdes que
vao sendo obtidas ao longo de sua resolugdo. O raciocinio empregado é registrado de forma
escrita, como apresenta A,s, na Figura 21. O participante organiza as informacgdes dadas na
tarefa e as confronta com o que se deseja obter: uma area de 2x2 como ele apresenta. Em
seguida, efetua um raciocinio aritmético “que nimero ao quadrado resulta em 2?”, obtendo o

valor desejado (v/2), o qual também insere na figura de maneira equivocada:
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Figura 23 - Técnica de resolucéo 7,4 aplicada por A5
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Fonte: coleta de dados

Esta técnica foi classificada como um método ndo visual de solugdo, pois nela o
participante, quando faz uma imagem visual, ndo a utiliza em seu raciocinio. Para que esta
técnica seja aplicada é necessario apenas que se conhega a relagdo: “a area de um quadrado é 0
quadrado da medida de seu lado”.

Em relacdo as habilidades de visualizacdo, identificamos nessa técnica a presenca,
mesmo que de modo limitado, da habilidade IFI, conforme descrita por Bishop (1983), pois 0s
alunos representaram tanto em desenho quanto algebricamente a area descrita em lingua
portuguesa no enunciado, demonstrando compreender o vocabulério utilizado no enunciado da
tarefa. Apesar disso, revelaram dificuldade em identificar de que forma o resultado /2 obtido
deve ser aplicado ao contexto da tarefa a fim de obter o desejado terreno ampliado. Ja o
Processamento Visual ndo pbde ser identificado, uma vez que nesta técnica ndo ha evidéncias

de que houve manipulacédo na figura.
e T,,: Analisar a figura associada a um raciocinio algébrico

Apesar de também representar utilizando uma figura e associd-la a argumentos
algébricos, consideramos esta técnica diferente da técnica anterior pelo fato de ser construida
por um raciocinio completamente distinto do raciocinio que a fundamenta. O participante A-,
0 Unico a empregar a técnica 7,,, que sera descrita em seguida, revela que obteve o valor
v/2 empregando como linha de raciocinio “encontrar um valor maior que zero que quando
elevado ao quadrado resulta em 27, ele apresenta em seu registro um raciocinio diferente. Essa

técnica esté exposta na Figura 22:
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Figura 24 - técnica de resolugéo t,, aplicada por A4,
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Fonte: coleta de dados

O participante esboca a figura de um quadrado de lados medindo x e observa que sua
area mede x2. Observando ainda este mesmo quadrado, o participante obtém, utilizando o
Teorema de Pitdgoras (sem citad-lo ou apresentar as contas no registro), a medida de sua
diagonal, v2x2. Este valor é analisado pelo participante, que percebe que a medida v2x2
também pode ser vista como “raiz de duas vezes a area”, assim, ele infere que para um quadrado
de area 2x2, teremos uma diagonal de medida 2x. A partir dessa informacédo, o participante
utiliza novamente o Teorema de Pitagoras (agora registrando) para obter a medida do lado do
novo quadrado. Dessa forma, o aluno ndo s6 obtém o valor da medida do lado do quadrado de
area duplicada, que é v2x2 = v2x, mas também percebe que o lado do novo quadrado deve ter
0 mesmo tamanho da diagonal do quadrado inicial.

Consideramos essa técnica um método parcialmente visual de solucdo, pois o
participante desenha imagens e as utiliza para seguir sua linha de raciocinio. A representacdo
dos dois terrenos, tal como o registro da identificacdo dos elementos geométricos apontam que
houve a presenca da habilidade de Interpretacdo da Informagdo Figurativa, ja a utilizacéo da
diagonal e a percep¢do do padrdo na figura e nos valores algébricos relacionados a area

investigada (diagonal v2x? e diagonal 2x) evidenciam a utilizacdo do Processamento Visual.

e T,5: Obter 0 valor que deve ser acrescido aos lados

Essa técnica foi utilizada por dois participantes, sdo eles: A, e A;,. Ela se caracteriza

por possuir uma argumentacdo puramente algébrica. A Figura 23 contém o registro feito pela
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participante A;,, a qual faz o desenho da figura e apresenta em lingua portuguesa sua

argumentacao:

Figura 25 - Aplicacdo da técnica 7,3 pelo participante 4;,
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Fonte: coleta de dados

Apesar de ilustrar o contexto retratado na tarefa por meio de uma figura, o participante
ndo a utiliza a fim de extrair argumentos geométricos para sua técnica de resolucdo. Seu método
de resolucgdo consiste em considerar a area do quadrado inicial A = a.a = a? e supor que a
area do quadrado expandido serda A’ = (a + x).(a + x) = x? + 2ax + a%. Assim, como
deseja-se que a area expandida seja o dobro da area inicial, queremos que A’ = 2a? - x? +
2ax + a? = 2a?. A partir dessa igualdade, o participante chega a seguinte equagéo: x? =
2ax — a? = 0. Aplicando, entdo, a formula conhecida no Brasil como de Bhaskara, o
participante obtém o valor que deve ser acrescido ao lado para que se obtenha um quadrado de

area igual a duas vezes a &rea do quadrado inicial, como expressa na Figura 24:
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Figura 26 - Conclusado apresentada pelo participante A;, ao aplicar a técnica 7,5
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Fonte: coleta de dados

O participante observa corretamente que um dos valores obtidos é negativo e que,

portanto, ndo se enquadra ao contexto apresentado na tarefa, descartando-o. Podemos notar que
o valor obtido pode ser simplificado para “— a + v/2a”, e que se somarmos a medida desse

acréscimo a medida “a” do lado do quadrado inicial, obtemos o valor V2a, o mesmo valor
obtido pelos demais participantes aplicando outras técnicas.

O participante A, também aplica essa técnica com a mesma argumentacao.
Diferentemente do participante anterior, ndo apresenta nenhuma figura em seu registro, o que
evidencia o fato de que essa técnica ndo tem como parte essencial a presenca de uma figura,
podendo ser aplicada mesmo em sua auséncia. O registro desse participante revela que, ao
desenvolver seu raciocinio, ele particulariza sua solucédo ao considerar um quadrado de medida

igual a 1 unidade de area, como apresenta a figura 25:
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Figura 27 - Aplicacéo da técnica 7,5 pelo participante A,
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Fonte: coleta de dados

Seguindo 0s mesmos passos do participante anterior, A, obtém também uma equacéo

de segundo grau, e aplicando Bhéaskara, obtém o valor do acréscimo necessario para a

duplicagdo desejada: “~1 + v/2” no quadrado considerado, de 4rea 1, conforme expresso por

ele em seu registro apresentado na Figura 26:

Figura 28 - Conclusdo Do participante A, ao aplicar a técnica 7,5
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Fonte: coleta de dados

O participante encerra seu registro concluindo que, para que se mantenha a configuragao
geométrica da figura, é preciso aumentar o seu lado numa proporcdo de 41%. Né&o fica

explicitado nesse registro se a afirmativa do participante se refere ao quadrado analisado por
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ele (de area 1) ou se por meio desse argumento ele visualiza a generaliza¢do que este argumento

permite. Apresentamos na figura 27 seu comentario:

Figura 29 - Comentario de A,
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Fonte: coleta de dados

Classificamos essa técnica como um método ndo visual de solucao, ja que para esse tipo
de estratégia a figura ndo é uma parte essencial, o que fica evidente pela auséncia de imagens
na resolucdo de A,. E possivel verificar a presenca da habilidade de visualizacéo IFI, uma vez
que os participantes que utilizaram essa técnica demonstram ter dominio sobre o vocabulario
contido no enunciado da tarefa e também ao registrar seu raciocinio em lingua portuguesa. Por
outro lado, ndo foi possivel identificar a presenca do processamento visual (VP) uma vez que,
apesar de identificarem a figura e de que forma deveria ser feito o acréscimo para que se
mantivessem as propriedades do quadrado, os participantes fundamentaram sua argumentacao
em procedimentos puramente algébricos, ndo utilizando argumentos geométricos para obter o
valor necessario para sua resolucao.

Apresentamos no Quadro 7 uma sintese dos dados analisados na Tarefa 2, indicando a
classificacdo de cada técnica, as habilidades de visualizacdo nela identificadas e os participantes
que a utilizaram em sua resolugéo:

Quadro 7 - Classificacéo das técnicas aplicadas a Tarefa 2

Ty néo-visual IFI A9, A10, A11, A15
T2 parcialmente visual IFl e VP A7
Ty3 nado-visual IFI AdeAl2

Fonte: os autores

Podemos notar que, no caso da Tarefa 2, dentre as trés tecnicas identificadas nas

resolucbes dos participantes, foi predominante a quantidade de alunos que adotaram técnicas
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ndo-visuais como método de solucdo. Em relacdo as habilidades de visualizacdo, todos 0s
participantes mostraram em suas resolucGes a presenca da Interpretacdo da Informacéo
Figurativa, porém somente 1 participante utilizou técnicas que abrangiam o Processamento

Visual para solucionar a tarefa proposta.

6.3.3 Técnicas utilizadas na resolugdo da Tarefa 3

De acordo com o que foi apresentado na se¢do 6.3.2, a Tarefa 3 foi classificada como
uma tarefa do tipo “obter a medida de dois segmentos”, esses segmentos foram dados por meio
de uma figura, de modo que, a partir das informacdes contidas na figura, os alunos
desenvolvessem suas técnicas para a obtencdo dos valores desejados. Dos 18 participantes da
pesquisa, apenas 3 apresentaram em seu registro o desenvolvimento de uma técnica que 0s
conduziu ao resultado correto. Foram eles: A, Ag € Aq;.

Em relacdo aos outros 15 participantes, 10 deles, ou deixaram em branco ou
apresentaram em Sseus registros apenas um esboco de algumas tentativas sem conclusdo, onde
fica evidenciado que ndo obtiveram uma técnica definida por meio da qual solucionariam a
tarefa proposta. Os outros 5 alunos (A, Ag, A15, A4 € Ajg) apresentaram em suas tentativas
suposicdes errdneas, que os conduziram a solucgdes incorretas.

As tentativas desses 5 alunos ndo serdo analisadas, uma vez que sua andlise nao faz parte
do objetivo desta pesquisa, porém, consideramos importante mencionar brevemente o equivoco
cometido por eles: houve trés participantes (Ag, A;4 € A;¢) que afirmaram que o segmento y é
o lado de um quadrado e que, portanto, mediria 3. Ja 0s outros 2 participantes (A; e A;,)
supuseram que o0 segmento Yy fosse raio da circunferéncia afirmando, assim, que esse segmento
possui medida 5. Ambas as afirmativas estdo incorretas e conduziram a raciocinios
equivocados. Ressaltamos que essas suposi¢cdes evidenciam dificuldades nas habilidades de
visualizacdo, pois revelam que esses participantes olham para a figura mas ndo se detém a
analise das informac0es nela apresentadas a fim de associarem-nas as propriedades e conceitos
que podem ser extraidos e utilizados para fundamentar as suposi¢oes feitas ao longo da analise.

Dos 3 participantes que obtiveram a solucao correta para a tarefa matematica proposta,

houve a aplicagdo de trés técnicas distintas, as quais apresentamos a seguir:

e 73,: Analisar as diagonais do retangulo contido na figura
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Essa técnica de solugdo foi utilizada pelo participante A4, e consiste na técnica que foi
apresentada na secdo 6.2, no Modelo Praxeoldgico de Referéncia para esta tarefa.

Apresentamos na Figura 28 o registro de A,;, no qual o participante expde seu raciocinio:

Figura 30 - Aplicagéo da técnica 73, pelo participante A4
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Fonte: coleta de dados

Observa-se nesse registro que o participante insere na figura um ponto P e a seguir traca
0 segmento OP. Ao perceber que a diagonal tracada é também raio da circunferéncia, apresenta
um comentério onde registra que essa diagonal possui medida 5, assim, por congruéncia, temos
gue x = 5. Em seguida, aplica o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo cujos catetos
medem 3 ey, e a hipotenusa x = 5, donde obtémy = 4.

Classificamos esta técnica como um método visual de solucdo, fundamentado no que
foi apresentado em Presmeg (1986), uma vez que a figura € parte essencial desta técnica de
solucdo e sem ela ndo seria possivel extrair uma das principais informacdes necessarias para a
resolucdo desta tarefa, a de que a diagonal OP do retangulo € raio da circunferéncia.

Além disso, foi possivel identificar a presenca da habilidade IFI, pois fica evidente no
registro feito pelo aluno que ele compreende o vocabulério descrito no enunciado e também se
referiu em lingua portuguesa a elementos apresentados em linguagem figurativa utilizando
corretamente termos como “diagonal” e “segmento de reta”.

Também podemos afirmar que houve a mobilizacdo da habilidade de Processamento
Visual (VP), pois o participante que adotou esta técnica visualizou e extraiu da imagem
apresentada informac6es ndo naturais, as visualizando e traduzindo para a lingua portuguesa, o
que se evidencia pela percepcdo das propriedades e conceitos envolvidos na tarefa, como por

exemplo a congruéncia e o teorema de Pitagoras.

e T73,: Analisar a simetria da figura
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Técnica utilizada apenas pelo participante A,, € tem como ponto inicial a analise da
simetria da figura. Num primeiro momento, o participante faz a reflexdo do retangulo contido
na circunferéncia em torno do raio vertical contido na figura, que é perpendicular ao didmetro
tracado na figura. A partir dai o participante analisa ambos os retdngulos e traca, no novo
retangulo, a diagonal OB, paralela a diagonal j& apresentada na figura. Nesse momento, percebe
que a diagonal tracada é raio da circunferéncia. Assim, pela congruéncia das duas figuras,
conclui que o segmento x tem medida 5. Em seguida, o participante aplica o teorema de
Pitagoras e obtém a medida do segmento y:

Figura 31 - Aplicagdo da técnica 73, pelo participante A,
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Fonte: coleta de dados

Esta técnica de resolucdo foi classificada como um método de solucdo parcialmente
visual, pois é construida a partir da simetria inicial desenhada pelo participante, que € associada
a utilizacdo do teorema de Pitagoras. A partir da visualizacdo desses argumentos geometricos,
0 participante obtém o valor da incégnita y, por meio de um calculo aplicando o teorema. Em
relacdo as habilidades de visualizagdo, podemos afirmar que houve a presencga da habilidade
IFI, revelada em todo o registro do participante, o qual evidencia que este compreendeu o
vocabulario do enunciado da tarefa e também soube interpretar corretamente os elementos
apresentados na figura. Também podemos afirmar que houve a mobilizacdo da habilidade de

Processamento Visual (VP), pois o participante visualiza na imagem apresentada informagdes
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ndo naturais, como por exemplo a simetria, as visualizando e traduzindo em linguagem

algébrica.

e T33: Aplicar o teorema de Pitagoras

Essa técnica de resolucgéo foi utilizada pelo participante Ao, € tem como caracteristica a

utilizacdo do teorema de Pitagoras como ferramenta para a obtencdo da medida dos segmentos

X e y. Apresentamos na Figura 30 a resolucao construida pelo participante Ag:

Figura 32 - Aplicagéo da técnica 733 pelo participante Aq
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Fonte: coleta de dados

O participante dé inicio a sua técnica tracando a outra diagonal do retangulo contido na
figura. Ao fazer isso, ele identifica que essa diagonal é também um raio da circunferéncia e que
portando mede 5, 0 que registra puxando na figura uma seta onde escreve “raio”. Sabendo disso,
0 participante aplica o teorema de Pitagoras no tridngulo formado abaixo da diagonal tracada,
cujos lados medem 3, 5 e y, e assim obtém o valor de y = 4. Em seguida, toma o triangulo
inferior a diagonal x, que possui lados com medida X, 3 e 4 e aplica novamente o teorema de
Pitagoras, donde obtém x = 5.

Podemos notar que nesta técnica o participante obtém os valores de x e y por meio de
um célculo a partir da aplicacdo do teorema de Pitdgoras. N&o sdo utilizadas propriedades ou

conceitos geométricos que auxiliam na obtencdo desses valores, como nas técnicas analisadas
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anteriormente. A figura é utilizada somente a fim de tracar o segmento que falta para ser
aplicado o Teorema de Pitagoras, ao traca-la, o participante percebe que por se tratar de um
raio, ja sabe sua medida e assim, facilmente resolve o problema por meio de dois célculos.

Classificamos essa técnica como um método parcialmente visual de solucéo, pois nela
é possivel perceber que o participante tem a figura como uma parte necessaria da resolucéo,
pois extrai dela as informacdes necessarias para que dé continuidade a sua resolucdo. As
informacdes retiradas da figura s@o entdo associadas ao teorema e, depois de realizados 0s
calculos, a solucdo é obtida.

A andlise da figura permite ao participante identificar que a diagonal tracada € raio da
circunferéncia, uma informacéo que ndo é natural em termos visuais. Para que se tenha essa
conclusdo € preciso ter compreensdo das definicBes de uma circunferéncia, raio, centro etc.
Além disso, ao visualizar a figura, o participante identifica em seus elementos um contexto
propicio para a aplicagdo do teorema por ele utilizado. Essas sdo evidéncias da mobilizagdo da
habilidade de visualizacdo VP, uma vez que o processamento visual é identificado pela
visualizacdo e traducao de relacdes abstratas e de informacgdes ndo-naturais em termos visuais.
Também a Interpretacdo da Informacdo Figurativa é identificada pela clara compreensdo do
contetido e do contexto abordado tanto na figura quanto no enunciado da tarefa.

Apresentamos no Quadro 8 a classificagdo de cada técnica, as habilidades de

visualizacdo nela identificadas e quais os participantes que a utilizaram em sua resolugéo:

Quadro 8 - Classificacdo das técnicas aplicadas a Tarefa 3

T31 visual IFl e VP All
T3 parcialmente visual IFl e VP A4
T33 parcialmente visual IFl e VP A9

Fonte: os autores

Nesta tarefa identificamos que em todas as técnicas foram utilizadas as habilidades de
visualizagdo IFIl e VP. Além disso, ndo foram encontrados participantes que chegaram a solugao

requerida na tarefa utilizando como estratégia técnicas ndo-visuais de solucéo.

6.3.4 Técnicas utilizadas na resolugéo da Tarefa 4

A quarta tarefa apresentada aos participantes, pode ser classificada como uma tarefa do

tipo T,: “comparar a area de duas figuras geométricas”, conforme citado anteriormente. Nessa
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tarefa os participantes deveriam analisar a relacdo entre as duas &reas formadas ao se tragar a
mediana de um triangulo qualquer. Dos 18 participantes analisados, todos apresentaram alguma
tentativa de solucédo para o que foi proposto. Desses, 7 participantes ndo obtiveram uma solugédo
para a tarefa, sdo eles: Ay, Ay, A4, A12, A1, A1p € As. Entre 0s 7 citados, todos exceto A,,
apresentaram registros incompletos, onde ndo concluiram sua analise. J& o participante A,
apresentou uma resolucdo onde considerou incorretamente a mediana, analisando-a como um
segmento paralelo a base do triangulo, com extremidade nos pontos médios de seus lados. Por

isso, aplica uma anélise equivocada:

Figura 33 - Resolucéo do participante A, paraa Tarefa 4_, ,
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Fonte: coleta de dados

Dentre os outros 11 participantes, todos responderam corretamente a tarefa proposta.
Porém, 8 deles (A;g, A13,A16,A1,Ag, As, Ais € Ag ) Nd0 apresentaram as justificativas de sua
andlise.

O participante Ac, por exemplo, apresenta a seguinte solucéo:

Figura 34- Solugdo do participante As
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A resposta apresentada por este participante: “dois tridngulos iguais € com mesma area”
sugere que, mesmo tendo apresentado uma resposta, ele pode n&do ter compreendido
corretamente 0 que foi proposto no enunciado da tarefa. Apesar de escrever a resposta
“triangulos com mesma area”, o fato de o participante também escrever “dois tridngulos iguais”
pode indicar que a visualizacdo de A para o enunciado do problema ndo é o que se propde.
Acreditamos que Ag pode ter visualizado a resposta por meio de uma figura parecida com o que

foi apresentado na resolucéo de A;s.

Figura 35 - Solucdo apresentada por A;s
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Fonte: coleta de dados

Constata-se que A;s desenha a mediana como se fosse uma altura. Sabemos que a
mediana de um triangulo s6 coincide com sua altura no caso dos triangulos equilatero ou
isdsceles (se a mediana for referente ao unico lado distinto). No caso de um triangulo escaleno,
a mediana e a altura ndo coincidem e também os triangulos obtidos a partir da divisdo da area
do triangulo inicial pela mediana serdo diferentes, apesar de terem a mesma area. De maneira
idéntica, também os participantes Ag, A1, Ayg, Ag, A1 € Aj3, assim como Ag, ndo esbocam
nenhum desenho. Acreditamos, pelo que foi apresentado, que esses 8 participantes nao
compreendiam corretamente o conceito de mediana.

Os outros 3 participantes, A;, Ag e A;;, €Xpuseram seus argumentos para demonstrar
como obtiveram suas respostas. Analisando suas respostas, identificamos a presenca de trés

técnicas distintas, as quais apresentamos a seguir:
e T1,,: Analisar algebricamente

Técnica de resolucdo utilizada pelo participante A,.Esse participante apresenta

corretamente sua argumentacéo, porem restringe sua analise ao caso particular de um triangulo
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retdngulo. A, representa em uma figura o contexto apresentado no enunciado da tarefa,
aplicando-o ao caso de um tridngulo retangulo, no qual traca a mediana. Analisando a figura,
extrai as medidas necessarias para sua resolucdo algébrica. Em seguida, registra a medida da
base de dos triangulos formados e compara a area do triangulo inicial ABC com a area de um
dos triangulos, o qual chama de MBC. Ao calcular, o participante nota que a area de MBC ¢
metade da area de ABC e infere que, portanto, a &rea dos triangulos formados pela mediana de
ABC sdo iguais, medindo a metade da area de ABC. Apresentamos na Figura 34 a resolucédo de

A, para a tarefa 4:
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Figura 36- Técnica 74, ?Iicada pelo participante 4,
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Fonte: coleta de dados

Em sua técnica, apesar de apresentar um raciocinio algébrico, o participante também
utiliza da figura como parte de sua resolucdo, a fim de extrair informacdes que utiliza
algebricamente. Assim, consideramos a técnica apresentada por A, como um método
parcialmente visual de solucdo, ja que associa a utilizacdo da imagem com argumentos de
natureza algébrica.

Além disso, consideramos que houve a mobilizacdo da habilidade IFI, embora seja
evidente que existem limitagdes quanto as habilidades visuais, pois o participante identifica e
representa os elementos matematicos citados no enunciado da tarefa e os transpde para
linguagem algébrica, porém faz isso restringindo o contexto abordado na tarefa apenas ao caso
de um tridngulo retangulo. O fato de restringir o problema a um caso particular pode indicar
uma dificuldade na visualizagdo do problema, ou pelo menos de uma técnica de resolucéo para
a tarefa abordando um caso geral, como lhe é solicitado. Em relacdo a habilidade de
Processamento Visual, também consideramos que houve sua mobilizagdo, pois o participante

extrai das figuras informagdes ndo naturais em termos visuais, como por exemplo identificar a
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altura no tridngulo que registra e as medidas adequadas para o célculo da area dos triangulos
necessarios.

e T,,: Analisar a partir do padrdo nos exemplos

Essa técnica foi utilizada pelo participante Ay e tem como caracteristica principal a
separacdo em trés casos para serem analisados, o caso de um triangulo escaleno, o de um
triangulo isosceles e o de um triangulo equilatero. O participante separa em sua andlise cada
um destes casos e para cada um deles identifica a mediana do tridngulo inicial, a base e a altura
dos triangulos formados. A partir dai, calcula a area dos dois tridngulos obtidos e conclui que

para todos 0s casos a area € a mesma:

Figura 37 — Técnica 7,4, aplicada por Aq
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Fonte: coleta de dados

Assim como na técnica T, , 0 participante utiliza da figura associada a aplicacdo da
férmula para o calculo da area de um triangulo qualquer. As figuras sdo necessarias a aplicacao
dessa técnica pois € por meio da analise de cada tipo de triangulo que o participante visualiza e
extrai 0s elementos necessarios para utilizar a formula. Consideramos essa técnica como um
método parcialmente visual de solucéo, ja que tem a figura como parte importante na analise
abordada neste tipo de resolucéo.

Em relacdo as habilidades de visualizagdo, identificamos a presenca tanto da IFI quanto do
VP. A interpretacdo da informagdo figurativa se evidencia na elaboracdo dos desenhos que

representam graficamente o que € expresso no enunciado em lingua portuguesa. Ja o VP é
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identificado na utilizacdo de propriedades e associar corretamente as informac6es extraidas dos

elementos gréaficos aos valores aplicados na formula.
e T,3: Analisar geometricamente

Utilizada pelo participante A,;, essa técnica de resolugdo tem como caracteristica a
auséncia do registro de célculos ou operacdes algébricas. O participante apenas utiliza um
desenho e descreve em lingua portuguesa a justificativa de sua analise. A Figura 36 apresenta

sua resolucdo:

Figura 38 — Técnica 7,3 aplicada por A,
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Fonte: coleta de dados
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Por meio de um registro sucinto, o participante representa a figura de um triangulo de

veértices ABC, no qual traca a mediana e identifica que esta divide sua base em dois segmentos

de medida ’Z—C Uma linha pontilhada revela que o participante registra identificar a altura dos

triangulos. Apesar de ndo mencionar explicitamente a quais tridngulos a linha tracejada se
refere, A;; escreve um comentario ao lado da figura “h ¢ a mesma”, por meio do qual pode-se
inferir que o participante percebe que o segmento pontilhado ¢ a altura tanto de ABC quanto de
ABM e MBC.

Percebendo que os dois triangulos originados pela mediana possuem mesma base e
mesma altura, o participante conclui: “A mediana separa o tridngulo original em dois triangulos
com mesma base e mesma altura, assim, tem mesma area”. A conclusdo apresentada evidéncia
a argumentacdo puramente geométrica que fundamenta o raciocinio expresso por esse
participante. N&o sdo apresentados calculos nem argumentos algebricos nessa resolucdo. Deste
modo, classificamos esta técnica como um método visual de resolucdo, uma vez que tem na
figura uma parte essencial da resolugdo, associada somente a argumentos de natureza

geomeétrica.
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Também podemos identificar nesse participante a presenca das habilidades de
visualizacdo, pois demonstra compreender o enunciado expresso na tarefa, representando-o em
uma figura, uma evidéncia de que houve a mobilizacdo da habilidade IFI.

Também no que se refere ao VP, é possivel evidenciar sua presenca nesta técnica pois
0 participante representa um triangulo em seu desenho, e a partir dele visualiza propriedades e
conceitos validos para qualquer tridngulo, generalizando sua resposta.

Apresentamos no Quadro 9 a classificacdo de cada técnica das trés técnicas analisando,
tal como as habilidades de visualizacao identificadas em sua aplicacéo e os participantes que a

utilizaram:

Quadro 9- Classificacdo das técnicas aplicadas a Tarefa 4

T4 parcialmente visual IFl e VP A7
Ty parcialmente visual IFl e VP A9
Ty3 visual IFl e VP All

Fonte: os autores

Todas as técnicas utilizadas na resolucdo desta tarefa mobilizaram as habilidades de
visualizagdo IFI e VP. Assim como na Tarefa 3, ndo foram encontrados nos registros dos
participantes, estratégias que obtiveram sucesso e que chegaram a solucdo da tarefa proposta

apenas utilizando métodos algébricos ou aritméticos, sem utilizar alguma figura.

6.3.5 Técnicas utilizadas na resolugdo da Tarefa 5

Conforme descrito na secéo anterior, classificamos a Tarefa 5 como uma tarefa do tipo
Ts, “Calcular o comprimento de angulos”, em que esses angulos foram representados em uma
figura. Dos 18 participantes investigados, houve apenas 2 (A;3 e A;¢) que ndo apresentaram
nenhuma tentativa de resolucdo para o problema proposto. Além desses, 4 participantes
(As, As, Ag e A;5) apresentaram em seus registros a escolha de algum método por meio do qual
chegaram a uma solucdo incorreta. Esses participantes manipularam os angulos contidos na
figura algebricamente, porém, no decorrer de suas analises, surgiram dificuldades na
interpretacdo da figura, o que os levou a cometer equivocos que os impediram de chegar ao

resultado correto. O participante Ag, por exemplo, optou pela seguinte resolugéo:
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Figura 39 - Resolucdo de Ag paraa Tarefab
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Fonte: coleta de dados

Por algum motivo ndo aparente na resolucdo, encontrou 70° como medida do angulo
ABO, concluindo que o que ele representou por um pequeno retangulo mede 70°, e assim
concluiu que x = 20°. Nesse caso, como y é o suplementar de um angulo que mede 80° o
participante Ag concluiu que y = 100°.

Houve ainda 4 participantes (A3, A,7,A;g e A;4) que apresentaram a resposta correta
para a tarefa, porém ndo registraram justificativas suficientes para que fosse possivel em nossa
analise identificar qual técnica fundamentou seu raciocinio. Sendo assim, comentamos
brevemente a seguir as resolucdes desses participantes.

O participante A, utiliza termos equivocados, mas aparenta ter resolvido o problema de
uma maneira visual, ja que ndo apresenta nenhuma justificativa algébrica. A Figura 38 contém

0 registro apresentado por esse participante:
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Figura 40 - Resolucdo de A5 para a Tarefas
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Neste caso, A; prolonga a reta tangente pelo ponto A e o lado BO, que provavelmente
¢ o0 que se refere como “projetando os tridngulos com retas”. Seu comentario expressa que ele
acredita estar justificando a solucdo, porém ela foi feita intuitivamente. Também A,, aparenta
ter resolvido a tarefa de maneira visual e intuitiva, pois ndo apresenta nenhuma justificativa
para sua resposta.

Ja o participante A;g apresenta a tentativa de uma justificativa algébrica, mas se
equivoca nas contas. Aparentemente, apesar de ter concluido o valor de y corretamente, ele

forca a resposta de x, pois provavelmente ja a tinha intuido:

Figura 41 - Resolucéo de A4 para a Tarefa

Forgou uma
resposta que
acreditava ser
a correta.

Fonte: coleta de dados
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O participante A4, por sua vez, prolonga a reta tangente em A e B, construindo um
triangulo. A fim de comentar sua resolugdo, chamaremos de ‘C’ o vértice formado pelas retas
tracadas pelo participante, como mostra a Figura 40:

Figura 42 - Resolucéo de A4 para a Tarefas
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Fonte: coleta de dados

Embora néo descrito pelo participante, acreditamos que sua resolugdo fundamenta-se
no teorema que garante que CA e CB sdo congruentes, a partir do qual, a principio, é possivel
afirmar que o triangulo ABC ¢ isosceles. Além disso, assim como concluiu A, pode-se inferir
que o angulo CAB mede 60°. Dessa forma, como ABC é isosceles, 0 &ngulo ABC também mede
60° e, portanto, o tridangulo ABC é equilatero. A partir dai, pela existéncia dos angulos retos
em A e em B, 0 angulo AOB mede 120° e, por consequéncia, y = 60°. Tendo obtido os valores
desses angulos, conclui-se também que x = 60°.

Apesar de o participante A,, chamar varios resultados de definicdo, pelo menos dois
asteriscos feitos por ele sugerem a utilizacdo correta dos resultados, como por exemplo a
definicdo de reta perpendicular e angulos opostos (pelo vértice) citados por ele. Embora nao
tenha formulado adequadamente suas justificativas, acreditamos que este foi o raciocinio que
fundamentou a resolucéo de A;,4, 0 qual poderia ser classificado como um método visual de
solucéo.

Além dos participantes comentados até aqui, houve 8 participantes que apresentaram
registro da técnica que o0s conduziu a obterem a resposta correta para a tarefa. Dentre esses, trés

técnicas emergiram, as quais analisamos a seguir:

e 7c,: Analisar a complementaridade e suplementaridade dos angulos
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Essa foi a técnica utilizada por 5 dos participantes investigados. S&o eles A4, A,, Ag, A
e A;;. Essa técnica consiste em analisar a complementaridade e suplementaridade dos angulos
representados na figura. Conforme esperado pelos pesquisadores, essa técnica coincide com a
técnica descrita no Modelo Praxeoldgico de Referéncia 5, apresentado no Capitulo 4, a qual

retomamos brevemente.

Figura 43 - Imagem da Tarefa 5

Fonte: Marmo (1964)

Inicialmente identifica-se que os segmentos OA e OB sdo raios da circunferéncia, e por
isso sdo congruentes. Desse modo, temos que o tridngulo AOB é isésceles, 0 que implica que
0 angulo OBA é congruente & OAB e, portanto, mede 30°. Observa-se que o angulo x é o
suplementar de OBA mais 90°, e por isso mede 60°. Podemos observar ainda que, como a soma
dos angulos internos de um triangulo, na Geometria Euclidiana, mede 180° e OBA = OAB
medem 30°, a medida de AOB € igual a 120°. Assim y, que é o suplementar de AOB, mede 60°.

Nos registros feitos pelos participantes, percebe-se que eles analisaram, num primeiro
momento, o triangulo AOB. Todos os participantes registraram a congruéncia dos angulos A e
B. Porém nenhum desses 4 participantes registra que tal congruéncia ocorre pelo fato de que o
triangulo AOB é isdsceles, ja que os seus lados AO e OB sao raios da circunferéncia. Assim, a
afirmacdo referente a congruéncia pode ter sido feita somente pelo que a representagdo
aparenta, sem levar em consideracdo as propriedades envolvidas. Apresentamos a seguir, a

técnica t54 aplicada por Ag.
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Figura 44 - Registro feito por A
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Fonte: coleta de dados

Nota-se no registro de Ay uma evidéncia de visualizacdo na utilizacdo da imagem
fornecida pelo enunciado da questdo como apoio na elaboracdo do raciocinio. Isso pode ser
observado pelas representacfes dos angulos feitas pelo proprio participante ao deduzir novas
informac0es a partir dos dados contidos na figura.

Dentre os participantes que aplicaram essa técnica, apenas A, apresentou uma pequena
variacdo, o qual diferentemente dos demais, utiliza a propriedade que garante que dois angulos

opostos pelo vértice sdo congruentes. Conforme apresentou em seu registro:
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Figura 45 - Técnica 75, aplicada por 4,
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O participante A,,, por sua vez obtém a resposta correta, porém em sua fundamentagéo

confunde alguns conceitos, conforme descrevemos apds apresentarmos sua resolucéo:

Figura 46 - Resolugdo de A, para Tarefa 5
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Fonte: coleta de dados
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A, utiliza em sua justificativa uma nomenclatura equivocada, o que pode decorrer de
conceitos errdneos, como por exemplo, “semelhantes” ao invés de “congruentes” ¢ também
“complement0” ao invés de “suplemento”. Além disso, esse participante ndo registra que o
triangulo ABO ¢ isosceles, o que justificaria sua afirmativa de que a medida do angulo ABO é
30°. Apesar disso, no entanto, seu desenho indica que resolveu a tarefa de uma maneira visual,
ndo contendo registro da utilizacéo de calculos algébricos.

Conforme apresentado na secdo 4.3.5, essa técnica é um método visual, de acordo com
Presmeg (1986), pois aborda a imagem apresentada como uma parte essencial da resolucéo,
sem a qual ndo é possivel aplicar o método. Também as representacGes dos angulos séo
amplamente exploradas para o registro do raciocinio empregado. Apesar disso, percebe-se que
dos 5 participantes que empregaram essa técnica, 4 registraram sua associacao dos argumentos
visuais a provas algébricas para a medida dos angulos obtidos, mesmo nos casos em que a
deducéo torna 6bvio esse valor.

Identificamos a presenca da habilidade IFI, conforme descrita por Bishop (1983), uma
vez que os participantes demonstraram compreender a representacdo visual contida no
enunciado da tarefa, tal como o vocabulario utilizado. O que fica evidente pelo fato que os
alunos identificaram na imagem, a figura do triangulo, angulos, pontos e os demais objetos
matematicos ali representados.

Foi possivel também identificar evidéncias do VP no registro feito pelos participantes
que adotaram essa técnica, pois estes demonstraram visualizar e traduzir relagfes abstratas e
informacdes ndo naturais em termos visuais, como por exemplo expressar a congruéncia entre

dois angulos, ou aplicar uma propriedade como no caso de A;.

e T, aplicar o teorema do angulo inscrito

Essa técnica consiste em analisar a figura buscando relacionar um angulo inscrito na
circunferéncia com o seu angulo central correspondente, para que se possa aplicar o teorema da
Geometria Euclidiana segundo o qual a medida de um angulo inscrito é a metade da medida do
angulo central correspondente a ele.

Esse método de resolucdo foi utilizado apenas por dois participantes, sdo eles Aq € A;5.

Apresentamos a seguir a resolugédo de Ag:
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Figura 47 - Técnica 75, aplicada por Ag
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Fonte: coleta de dados

Prolongando o segmento AO, o participante identifica o angulo OAB com o seu angulo
central correspondente, identificando sua medida 60°. A partir dai, como esse angulo é oposto
ao angulo y, concluiu que y também mede 60°. Mas se y mede 60°, entdo pelo mesmo teorema,
tem-se que o angulo ABO mede 30° e, a partir dai, conclui-se que, como x + 90° + 30° =
180°, entdo x = 60°.

A mesma técnica é empregada por A,,, porém nesse caso o teorema é aplicado somente
para o angulo OAB, por meio do qual se obtém a medida de y. J&4 a medida de x é obtida

algebricamente, como apresentado na Figura 46:
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Figura 48 - Técnica 75, aplicada por A4,
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Fonte: coleta de dados

Consideramos essa técnica de resolucdo como um método visual, pois nela a figura é
utilizada como parte fundamental, no qual a técnica depende do apoio visual oferecido pela
figura. Identificamos que houve IFI, uma vez que 0s participantes que utilizaram essa técnica
demonstraram ter compreendido o vocabulario e as representacdes visuais contidas na tarefa.
Também identificamos a presenca da habilidade VP na manipulacéo feita sobre a figura e nas
relacOes abstratas e propriedades identificadas pelos participantes que foram utilizadas no

desenvolvimento de sua analise, como por exemplo ao aplicarem o teorema do angulo inscrito.

e Tc3: analisar os argumentos visuais em parceria com estratégias algébricas

Uma outra técnica de resolugdo utilizada na solugdo da Tarefa 5 foi aplicada pelo

participante A,:
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Figura 49 - Aplicacéo da técnica 53 pelo participante A4
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Na primeira coluna o participante registra alguns célculos algébricos que ele utiliza com

0 objetivo de encontrar uma equacao envolvendo x e y, o que é feito corretamente, de modo que

ele chega a conclusdo de que x + y = 120°.

Ja na segunda coluna, A, busca encontrar uma segunda equacgédo nas variaveis x e y, a

fim de montar e resolver um sistema com duas equacdes e duas incognitas.

Para isso, o participante utiliza de um resultado que n&o é valido para qualquer figura,

mas que, coincidentemente, é verdadeiro para o caso desta tarefa, a saber, a medida de AOB é

o dobro da medida de ACB. Como o participante ndo apresenta justificativa para este resultado,

ndo é possivel identificar se seu raciocinio foi desenvolvido corretamente. Além disso,

A, comete um equivoco na utilizacdo de um sinal negativo no termo expresso apos a igualdade

na (por ele chamada de) Equacdo 2, conforme mostra a Figura 47. Devido a esse erro, 0

participante obtém valores diferentes da resposta correta para x e y.
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Classificamos essa técnica de resolucdo como um método parcialmente visual, pois
utiliza incialmente a figura, porém desenvolve a solugdo por meio de calculos algébricos. Nesse
caso, tanto a analse visual feita no inicio da resolucéo quanto os célculos sdo fundamentais para
aplicacdo dessa técnica, o que justifica sua classificacdo como parcialmente visual.

No que se refere as habilidades de visualizacdo, € possivel perceber evidéncias da IFI,
0 que se revela pela correta interpretacdo do problema, identificacéo e utilizacdo do vocabulério
empregado na tarefa e das figuras abordadas. No registro do participante nota-se ainda a
presenca do VP, o que se evidencia pela manipulacéo que o participante faz na figura contida
no enunciado da questdo, ampliando o desenho e inserindo informagdes.

Encerram-se aqui as técnicas utilizadas pelos participantes na resolucao da Tarefa 5. Por
meio do Quadro 10, sintetizamos os dados analisados na Tarefa 5. No quadro sdo apresentadas
as duas técnicas identificadas, qual sua classificacdo em relacdo ao tipo de método e quais 0s

participantes que a utilizaram:

Quadro 10 - Classificacéo das técnicas aplicadas a Tarefa 5

Tsq visual IFl e VP A1, A2, A6, A10, Al1
Ts2 visual IFl e VP A9, A12
Ts3 parcialmente visual IFl e VP A,

Fonte: os autores

Analisando o quadro podemos notar que, em relacéo aos participantes que apresentaram
seus registros das técnicas utilizadas chegando a resultados corretos, todos obtiveram solucao
para a tarefa proposta por meio de um método visual. Além disso, ambas as técnicas emergentes

mobilizaram as habilidades de visualizagdo IFI e VVP.

6.4 Modelo Praxeol6gico Dominante

Ap0s a andlise das técnicas elaboradas pelos participantes em suas resolugdes propostas
para as tarefas de 1 a 5, apresentamos a seguir o Modelo Praxeol6gico Dominante (MPD) na
instituicdo analisada, a turma de 18 alunos do segundo ano de licenciatura em Matemaética da
Universidade pesquisada. Esse modelo foi construido a partir das técnicas que mais ocorreram
em cada uma das tarefas aplicadas aos participantes da pesquisa.

Conforme o que foi descrito no Capitulo 4, por meio da analise do MPD ¢é possivel

perceber alguns aspectos relacionados as relagdes inseridas no contexto da instituicdo em que
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foi realizada esta pesquisa, como por exemplo a relagcdo pessoal dos participantes com 0s
objetos matemaéticos abordados nas tarefas ou a relagdo entre a didatica da universidade
pesquisada e o saber nela ensinado.

Assim como apresentado na se¢do 6.2, no Modelo Praxeoldgico de Referéncia (MPR),
apresentaremos a seguir no Modelo Praxeoldgico Dominante (MPD), para as cinco tarefas
aplicadas nesta pesquisa, uma retomada de seu enunciado (t;) seguida de seu tipo (T;), técnica
(T35), tecnologia (85;) e teoria ©;5, agora abordando a técnica que mais ocorreu na resolugéo dos
participantes para cada uma das tarefas. Na notacdo utilizada, i refere-se ao nimero da tarefa,
conforme elencado na secéo 6.1, e j refere-se ao nimero da técnica, conforme foi apresentado
em sua identificacdo, na secdo 6.3 de analise das técnicas. A identificacdo de cada técnica foi
mantida, conforme o que foi estabelecido na secédo 6.3.

Em relacdo as tarefas 3 e 4, conforme visto nas analises, em ambas surgiram trés técnicas
diferentes de solugéo, sendo que cada uma delas foi aplicada por apenas um participante. Deste
modo, para essas duas tarefas, ndo houve uma técnica predominante. Por este motivo, as tarefas
3 e 4 nédo foram incluidas na elaboracdo deste MPD. Séo apresentados, portanto, os modelos
MPD1, MPD2, e MPD5, que sdo os modelos praxeoldgico dominante das tarefas 1, 2 e 5,
respectivamente.

Ao término da apresentacdo do MPD de cada uma das tarefas, 1, 2 e 5, € feito um resgate
da técnica que foi sugerida no MPR, a fim de identificar semelhancas e diferencas entre a
técnica de solucdo elaborada pelos pesquisadores e a técnica dominante entre os participantes

da pesquisa.

6.4.1 MPD1

t,: Na figura a seguir, sejam ABCD um retangulo, M o ponto médio do lado BC e N o ponto
médio do lado CD. Sabendo-se que PMCN é um retangulo, que o lado AB mede 12 cm e o lado

BC mede 6 cm, compare as areas dos quadrilateros APMB com o quadrilatero ADNP.
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Figura 50 - Enunciado da Tarefa 1

D N C

Fonte: os autores

T,: Comparar a area de duas figuras geométricas.
T,,: Particionar a figura e calcular a area de cada uma das partes.

Essa técnica consiste em particionar o retangulo ABCD em figuras menores para que
em seguida seja calculada a area de cada uma das partes. Assim, somando a area das partes que
formam APMB e ADNP, pode-se fazer a comparacgdo que é solicitada. A particdo € feita para
que férmulas mais simples, como a do calculo da area do retangulo e do tridngulo, possam ser
aplicadas.

6,,: A tecnologia que justifica esta técnica repousa no resultado que a soma das areas das partes
é igual a soma da area total de uma figura geométrica. O resultado obtido é fundamentado pelos
calculos das areas obtidas.

0,,: A teoria que justifica a tecnologia neste caso é a Geometria Plana.

A técnica sugerida no MPR consiste em completar o trago da diagonal AC. Assim, como
a diagonal de qualquer retangulo o divide em dois tridngulos congruentes, temos que as areas
de PCN e PMC séo iguais e, portanto, as areas de APMB e ADNP também sdo iguais. Sua
tecnologia repousa estritamente em argumentos geométricos de ordem visual.

J& a técnica t,,, dominante entre os participantes, foi classificada como um método
parcialmente visual, pois utiliza aimagem em parceria com um método de raciocinio algébrico.
Nas resolucgdes dos participantes que aplicaram esta técnica percebe-se que alguns, apesar de
visualizarem as propriedades contidas na figura, preferem fundamentar sua prova em
argumentos numéricos. Outros, no entanto, deixam evidente que a congruéncia entre as partes

em que decompdem a figura ndo é percebida, pois preferem calcular a area de cada uma delas.

6.4.2 MPD2
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t,: Os donos de um terreno quadrado querem que sua area seja duplicada, mas de tal maneira
que sua forma continue sendo um quadrado. Como podem proceder?
T,: Duplicar a &rea de um quadrado.
T,1: Analisar algebricamente.

Esta técnica consiste em, sabendo que a area de um quadrado é obtida por meio do quadrado
da medida de seu lado, toma-se um quadrado qualquer de lado x. A partir dai, supbe-se que 0
quadrado a ser obtido deve ter um lado de tamanho ax, em que a é o valor pelo qual deve-se
multiplicar a medida x dos lados, para que se obtenha o quadrado de area duplicada.

Assim, como area do quadrado inicial é x2, observa-se que a area duplicada sera, portanto,

2x2. Assim, tem-se que 2x% = (ax)?2. Isolando a, obtém-se que o = /2, valor pelo qual deve-
se multiplicar a medida dos lados para que a duplicacdo desejada seja feita. A caracteristica
principal desta técnica é o fato de que nédo é necessario utilizar imagens para sua aplicacéo.
0,,: a tecnologia que fundamenta esta técnica repousa em um raciocinio puramente aritmético
“que numero ao quadrado resulta em 2?7, também € necessario que se tenha compreensédo da
defini¢do de quadrado, do conceito de area e da formula para area do quadrado.

0,,: A teoria que fundamenta esta tecnologia é a Geometria Plana.

A técnica apresentada no MPR proposto para esta tarefa consiste em tomar um quadrado
qualquer e tragar suas diagonais. Em seguida, tragcam-se retas paralelas a essas diagonais
passando pelos vértices do quadrado. Desta forma, obtém-se um novo quadrado com area igual
ao dobro da area do primeiro, o que pode ser demonstrado por alguns resultados da Geometria
Euclidiana, como foi apresentado na segdo 6.2.

A técnica 4, por sua vez, ndo exige que se tenha uma figura para que ela seja aplicada,
sendo apenas necessario que se conheca a formula para o célculo da area do quadrado. E
possivel, no entanto, que haja visualizacdo mesmo nado tendo sido apresentada uma figura na
resolucdo de alguns participantes, ja que o fato de ndo se tratar de um método visual de solucéao
ndo exclui a possibilidade de que o participante para aplicar a técnica tenha visualizado uma

figura, uma vez que a visualizag&o é um processo mental.
6.4.3 MPD5

ts: Obtenha os valores dos angulos x e y, sabendo que os pontos A e B pertencem a

circunferéncia de centro O.
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Figura 51 - Imagem da Tarefa 5

Fonte: os autores

Ts: Calcular o comprimento de angulos.
Tsq. analisar a complementaridade e suplementaridade dos angulos.

A técnica dominante na resolucdo desta tarefa coincide com a técnica apresentada no
MPR e consiste em identificar que os segmentos OA e OB sdo raios da circunferéncia, e por
isso sdo congruentes. Desse modo, temos que o triangulo AOB ¢é isosceles, o que implica que
0 angulo OBA é congruente & OAB, e portanto mede 30°. Observa-se que o angulo x é o
suplementar de OBA menos 90°, e por isso mede 60°. Podemos observar ainda que como a soma
dos angulos internos de um triangulo, na Geometria Euclidiana mede 180° ¢ OBA = OAB
medem 30°, a medida de AOB é igual a 120°. Assim, como o angulo y é suplementar & AOB,
temos que y mede 60°.

Os: A tecnologia que justifica a técnica apresentada repousa nas propriedades do triangulo
isdsceles e da congruéncia entre angulos.
Os: A teoria em que se fundamenta a técnica é a Geometria Plana.

Apesar desta técnica de resolu¢do, dominante entre os participantes da pesquisa,
coincidir com a técnica apresentada no MPR, evidencia-se nas analises que 0s registros
apresentados pelos participantes revelam que ao analisarem os triangulos contidos na figura e
registrarem a congruéncia de alguns angulos, nenhum deles justifica tais inferéncias. Por isso,
existe possibilidade de que essas afirmacbes tenham sido feitas somente pelo que a

representacdo aparenta, sem que os participantes tenham visualizado as abordadas pela figura.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa teve como objetivo analisar as técnicas mobilizadas por estudantes do
curso de Matematica, mediante tarefas visuais, a partir da aplicacdo de cinco tarefas
matematicas.

Para cada uma dessas tarefas foi elaborado um Modelo Praxeoldgico de Referéncia, o
qual foi analisado cuidadosamente enfatizando a descri¢do de uma possivel técnica de solugéo
e de sua tecnologia, para refletir sobre as resolu¢des que poderiam ser apresentadas pelos
participantes e o0s conceitos que poderiam ser utilizados por eles. O Modelo Praxeoldgico
Dominante, por sua vez, nos permitiu refletir sobre as escolhas e preferéncias dos participantes,
confrontando-as com as técnicas visuais apresentadas no MPR.

A metodologia qualitativa dessa pesquisa, num paradigma interpretativo, aliada ao
referencial teorico, direcionou a aplicacdo e escolha das tarefas, conforme foi mencionado. A
conducéo da aplicacdo e a elaboracao da folha de registros foi feita a fim de que os dados para
a anélise fossem consistentes.

Na anélise da Tarefa 1 foi possivel identificar na resolucéo dos participantes a utilizagéo
de trés técnicas distintas. A primeira delas foi classificada como uma técnica ndo-visual, a
segunda como parcialmente visual e a terceira como visual. Apesar de 0s trés niveis de
visualidade matematica serem contemplados nessas técnicas, constatou-se que, dos 12
participantes que apresentaram uma resolucdo em que foi possivel identificar uma técnica, a
maioria (6) dos participantes preferiu optar pela técnica de resolucdo classificada como
parcialmente visual, em detrimento de 5 que optaram por utilizar uma técnica néo-visual e
apenas 1 que utilizou uma técnica visual. Deste modo, essa foi a técnica incluida no MPD.

Como discutido, os registros dos participantes tornam evidente que até mesmo quando
visualizam as relagcdes e propriedades presentes nas imagens, esses participantes preferem
fundamentar seus argumentos em provas numeéricas. Nota-se ainda que o Unico participante que
optou por utilizar uma técnica visual para resolver a Tarefa 1 apresenta dificuldade na utilizago
das notacGes matematicas e outros aspectos da linguagem matematica formal, o que pode estar
associado ao fato de os participantes ainda estarem cursando o segundo ano da licenciatura em
Matematica, ou a propria dificuldade que individuos visualizadores expressam ao formalizarem
suas percepgoes.

Contemplando ainda a Tarefa 1, em relagdo as habilidades de visualizacdo, todos os

participantes mostraram em suas resolucdes a presenca da Interpretacdo da Informacéo
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Figurativa, porém somente em 7 participantes foi identificada a mobiliza¢do do Processamento
visual.

Na Tarefa 2 também houve a identificacdo de trés técnicas distintas, mas neste caso foi
predominante a quantidade de alunos que adotaram como método de solucdo a técnica
classificada como ndo-visual, a qual foi incluida no MPD. A maioria (4 de 7) dos participantes
ndo utilizou imagens para resolver a tarefa, o que ndo anula a possibilidade de que tenham
utilizado a visualizacdo em sua resolucdo, ja que a visualizacdo abrange habilidades mentais e
ndo requer a presenca de imagens fisicas. Esse fato fica evidente quando se analisam os aspectos
referentes aos constructos IFI e VP, uma vez que foi constatado que todos os participantes
mostraram em suas resolucdes a presenca da Interpretacdo da Informacdo Figurativa, porém
somente 1 participante utilizou o Processamento Visual para solucionar a tarefa proposta.

No caso da Tarefa 3, em que apenas trés alunos apresentaram resolucdo, constatou-se
que cada um deles utilizou um tipo de técnica diferente. N&o foi possivel neste caso apresentar
um MPD, ja que ndo houve técnica predominante dentre os participantes. Esta é uma tarefa que
requer a visualizacdo para sua solucdo, o que justifica o fato de que, dos trés participantes que
resolveram a tarefa, nenhum utilizou técnica classificada como ndo-visual. Além disso, fica
evidente a importancia da visualizacdo para o desenvolvimento das técnicas que surgiram, ja
que em todas elas foram utilizadas as habilidades de visualizagéo IFl e VVP.

Também na Tarefa 4 ndo houve predominancia de um tipo de técnica, ja que os trés
participantes cujo registro foi possivel analisar apresentaram 3 técnicas distintas. Todos 0s
participantes que obtiveram sucesso e que chegaram a solucdo da tarefa proposta utilizaram
técnicas que foram classificadas como visuais ou parcialmente visuais. Ndo houve nenhum
participante que solucionou a tarefa apenas utilizando métodos algébricos ou aritméticos, sem
utilizar figuras, mesmo sendo possivel, neste caso, resolver a tarefa sem a necessidade de uma
representacdo figural. Percebe-se, no caso desta tarefa, a falta de conhecimento sobre o conceito
de mediana.

Assim como na Tarefa 3, todas as técnicas utilizadas na resolucdo da Tarefa 4,
mobilizaram as habilidades de visualizagdo IFI e VP. Além disso, das trés técnicas utilizadas
para sua resolucdo, 2 foram classificadas como ndo-visuais, e 1 como visual.

A Tarefa 5, assim como a Tarefa 3, € uma tarefa em que a visualizacéo é necessaria para
sua solucdo. Nesta tarefa, 8 alunos apresentaram suas resolu¢fes. No entanto, a analise feita
revela que apesar de todos os participantes que apresentaram suas solugdes terem optado por
utilizar argumento visuais, eles consideram necessario também fornecer provas algébricas para

justificar seus argumentos.
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O namero reduzido de participantes que apresentaram resolucao para as tarefas 3,4 e 5
— trés, trés e oito participantes, respectivamente — pode ser um indicativo de uma dificuldade
da maioria dos participantes em tracar estratégias e apresentar técnicas para resolver tarefas que
abordem aspectos visuais. Apesar disso, ndo foram exploradas neste trabalho, por ndo fazer
parte dos objetivos, as razdes dessa dificuldade, apenas comentamos brevemente quais 0s erros
mais comuns nos registros.

Todas as técnicas utilizadas na resolucdo de cada uma dessas trés tarefas foram
classificadas como métodos visuais, assim ndo houve o registro de nenhum participante que
resolveu a tarefa sem a mobilizagdo das habilidades de visualizagdo, o que pode indicar certa
dificuldade em visualizar por parte daqueles que ndo apresentaram resolucdo. Dai, decorre a
importancia de se proporcionar aos alunos um leque de estratégias variadas para que tenham
diversos caminhos e habilidades a que recorrer no momento da resolucdo de uma tarefa
matematica.

Desse modo, com base nos dados analisados, podemos destacar que mesmo que a
maioria (20 de 31) das resolucbes apresentadas pelos participantes tenham apresentado
evidéncias de pelo menos uma das habilidades de visualizacdo — VP e IFI — e optado por utilizar
técnicas visuais ou parcialmente visuais em suas resoluc@es, eles ainda ndo consideram o0s
argumentos visuais suficientes para demonstra-las, associando-as a calculos ou demonstracées
algébricas, 0 que pode estar relacionado a muitos fatores, dentre 0s quais destacamos o rigor e
formalismo exigidos nas demonstracfes matematicas. Um estudante pode nao perceber que
mesmo uma demonstracdo utilizando apenas aspectos visuais tem todo o rigor necessario de
uma demonstracdo matematica, como pode ser observado, por exemplo, na resolucao feita por
A, na Tarefa 1, que poderia ter sido rigorosa se o participante conhecesse melhor os
formalismos matematicos.

Ressaltamos como um apontamento para pesquisas futuras a investigacdo dos fatores
que influenciam a escolha dos alunos e os faz optar por determinados tipos de técnicas de
resolucédo de tarefas em detrimento de outros. Em termos da TAD, pode-se ainda investigar a
nivel institucional as relagGes inseridas no contexto em que se situam o0s participantes da
investigacdo e sua influéncia no que se refere a abordagem da visualizagdo no curriculo no

curso de matematica e ao desenvolvimento nos estudantes.
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ANEXOS
ANEXO A: FOLHA DE TAREFAS
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA

PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGAO PARA A CIENCIAE A
MATEMATICA

Nome:

Resolva as tarefas a seguir justificando todas as passagens e fornecendo a maior quantidade
possivel de detalnes em sua solucdo. Vocé pode utilizarpara a resolugdo as
técnicas/resultados que vocé preferir e/ou achar mais viavel.

1) Na figura abaixo, sejam ABCD um retangulo, M o ponto médio do lado BC e N o
ponto médio do lado CD. Sabendo que PMCN é um retangulo, que o lado AB mede 12 cm e 0
lado BC mede 6 cm, compare as areas dos quadrilateros APMB com o quadrilatero ADNP.

D N C

2) Os donos de um terreno quadrado querem que sua area seja duplicada, mas de tal maneira
gue sua forma continue sendo um quadrado. Como podem proceder?

3) Utilizando o circulo de centro ‘O’ a seguir, obtenha os valores de x e y.
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4

o

4) Dado um triangulo qualquer, temos que uma mediana separa o triangulo em duas
regides triangulares. Qual é a relacdo entre suas areas?
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5) Obtenha os valores dos angulos xey, sabendo que os pontos A e B pertencem a
circunferéncia de centro O.
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ANEXO B: TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO
Gostariamos de convida-lo a participar da pesquisa de mestrado que esta sendo desenvolvida
sob a orientagdo do Prof. Dr. Valdeni Soliani Franco e coorientagdo da Prof. Dr.* Mariana Moran
Barroso, do Curso de Mestrado do Programa de Po6s-Graduagdo em Educacdo para a Ciéncia ¢ a
Matematica da Universidade Estadual de Maringa.

O objetivo da pesquisa ¢ elaborar e analisar o modelo praxeoldgico presente nas resolucdes de
tarefas feitas por licenciando em Matematica. Para o desenvolvimento desta pesquisa ¢ muito importante
sua colaboragdo, pois pretendemos analisar os dados coletados por meio de do questionario que sera
entregue a voceé.

Informamos que os dados serdo lidos apenas pelos pesquisadores e o sigilo do pesquisado sera
garantido. Também ndo haverd nenhum tipo de pagamento acerca dos dados coletados. No geral, a
investigacdo ndo acarretara danos inaceitaveis ou duradouros, visto que se desenvolvera por meio de
protocolos seguros. Ressaltamos que as informagdes obtidas serdo utilizadas somente para os fins desta
pesquisa, ¢ serdo tratadas com o mais absoluto sigilo e confidencialidade, de modo a preservar a
identidade dos participantes. Apos as transcrigdes das entrevistas as gravacdes serdo excluidas. Os
beneficios esperados por esta pesquisa estdo relacionados a uma reflexdo acerca das habilidades
desenvolvidas ao longo do curso de matematica. Caso vocé tenha mais davidas ou necessite maiores
esclarecimentos, estaremos a disposi¢cdo nos enderegos a seguir. Este termo devera ser preenchido em
duas vias de igual teor, sendo uma delas devidamente preenchida e assinada por cada participante.

Além da assinatura nos campos especificos pelo pesquisador ¢ pesquisado, solicitamos que
sejam rubricadas todas as folhas deste documento. Isto deve ser feito por ambos (pelo pesquisador e por
vocé, como sujeito ou responsavel pelo sujeito de pesquisa) de tal forma a garantir o acesso ao
documento completo.

Eu, (nome por extenso do sujeito de

pesquisa) declaro que fui devidamente esclarecido e concordo em participar VOLUNTARIAMENTE

da pesquisa coordenada pelos professores Dr. Valdeni Soliani Franco e Dr.? Mariana Moran Barroso.
Data:

Assinatura ou impressao datiloscopica

Eu, Natalia Alcazar de Matos, declaro que forneci todas as informagdes referentes ao projeto de pesquisa
supra nominado.
Data:

Assinatura do pesquisador

Qualquer duvida com relagdo a pesquisa podera ser esclarecida com os pesquisadores, conforme os
enderecos abaixo:

Nome: Valdeni Soliani Franco

Enderego: Av. Colombo, 3790, Bloco F67, sala 007, Jardim Universitario, Maringa - PR.CEP: 87020 -
900

Telefone/e-mail: (44) 3011-4933 — vsfranco@uem.br

Nome: Natalia Alcazar de Matos

Enderego: Av. Tamandaré, 710, Apto 404, Zona 01, Maringa - PR. CEP: 87013-210

Telefone/e-mail: (44) 99866-5412 — nalcazarm@gmail.com

Nome: Mariana Moran Barroso

Enderego: Av. Colombo, 3790, Bloco F67, sala 224, Jardim Universitario, Maringa - PR.CEP: 87020 -
900

Telefone/e-mail: (44) 3011-4933 — marianamoranbar@gmail.com
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Qualquer duvida com relacdo aos aspectos éticos da pesquisa podera ser esclarecida com o Comité
Permanente de Etica em Pesquisa (COPEP) envolvendo Seres Humanos da Universidade Estadual de
Maringa, no enderego a seguir:

COPEP/UEM Universidade Estadual de Maringd. Av. Colombo, 5790. Campus Sede da UEM. Bloco
da Biblioteca Central (BCE) da UEM. CEP: 87020 - 900. Maringa - PR. Tel.: (44) 3261-4444 E-mail:
copep@uem.br



