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Resumo

Em Mecanica Classica e Fisica Moderna, as mudancas de referenciais sao governa-
das pelas transformagoes de Galileo e pelas transformagoes de Lorentz-Poincaré, respec-
tivamente. Do ponto de vista fisico, estas transformacoes sao entidades completamente
distintas. No presente trabalho, exploramos as estruturas das algebras de Lie dos grupos
de Galileo e de Poincaré para encontrar as diferencas mateméticas essenciais entre estes

dois grupos.

Palavras-chave: Grupo Galileano, Grupo de Poicaré, Grupos de Lie de matrizes,

Decomposicao de Levi.



Abstract

In Classical Mechanics and Modern Physics, the changes in references are governed
by the Galileo transformations and the Lorentz-Poincaré transformations, respectively.
From a physical point of view, these transformations are completely different entities. In
the present work, we explore the structures of the Lie algebras of the Galileo and Poincaré

groups to find the essential mathematical differences between these two groups.

Key words: Galilean Group, Poicaré Group, Matrix Lie Groups, Levi’s decomposi-

tion.
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INTRODUCAO

Galileo Galilei foi um grande fisico e astronomo que revolucionou a fisica. Foi ele quem
definiu o principio de que as leis da fisica sao as mesmas em qualquer referencial inercial.
O grupo de Galileo é o objeto matematico fundamental desse principio, também conhecido
por relatividade de Galileo. Na relatividade galileana, as mudancas de referenciais sao
dadas por isometrias em um espaco euclidiano tridimensional que mantém o tempo em
uma quarta dimensao - transformagoes de Galileo.

Por muito tempo, pensou-se que a Mecanica Classica descrevia os conceitos de veloci-
dade e forca para todos os observadores. Porém, Hendrik Lorentz e outros comprovaram
que as equagoes do eletromagnetismo de Maxwell nao se comportam de acordo com
a transformacao de Galileo quando o sistema de referéncia muda. As observacoes do
fenomeno do eletromagnetismo podiam deferir para dois observadores que estivessem se
movendo um em relagao ao outro. A partir dos trabalhos de Henri Poincaré, a questao
do tempo teve que ser reformulada.

Diante dessas descobertas, Albert Einstein entao propos a chamada Teoria da Re-
latividade Restrita ou Teoria Especial da Relatividade - em substituicao a relatividade
galileana - onde nela se admite que a velocidade da luz é uma constante e que as mu-
dancas de referenciais sao governadas pelas transformacoes de Lorentz em um espago de
Minkowski. Com a estrutura pseudo-riemanniana de Minkowski, a Relatividade Restrita
rompeu com o paradigma euclidiano, mudando completamente a forma de ver o universo.

Do ponto de vista fisico, portanto, os grupos de Galileo e de Poincaré sao entidades
essencialmente distintas, as quais sustentam formas dissociadas de interpretar os even-
tos universais. No presente trabalho, procuramos entender as diferencas matematicas
fundamentais entre estes dois grupos de transformagoes.

Em principio, verificamos que o Grupo Galileano e o Grupo de Poincaré sao grupos
de Lie de mesma dimensao e podem ser descritos em forma de matrizes. Surgiu entao
a questao da possibilidade desses grupos serem matematicamente da mesma forma, ou
seja, de serem grupos de Lie isomorfos ou localmente isomorfos, visto que seus espacos
tangentes sao linearmente iguais. A estratégia adotada para responder a esta questao

consistiu em explorar as dlgebras de Lie dos grupos, em especial, estudar as decomposicoes



SUMARIO vii

de Levi destas dlgebras. O resultado da andlise mostrou uma incompatibilidade entre as
estruturas das algebras de Lie, revelando uma diferenga fundamental entre os grupos de
transformacoes.

Com isso podemos comprovar que, além da diferenca fisica, os grupos em questao
também diferem entre si matematicamente. Para chegar a este importante resultado
foram usados conceitos da teoria de Lie, como a nogao de radical e decomposicao de
Levi. Estes conceitos abordados dentro de cada grupo despertam curiosidade quanto as

suas interpretagoes fisicas.



CapriTULO 1

Preliminares

Para melhor compreensao do presente trabalho é preciso estabelecer algumas prelimi-
nares. Neste capitulo trataremos de expor algumas defini¢oes, proposigoes e teoremas
fundamentais para os capitulos seguintes. Tais conceitos foram retirados de [1] e [2]. Na
secao 1.1 introduzimos as ideias béasicas de grupos, grupos de Lie de matrizes e algebras
de Lie de matrizes. Ja na secao 1.2 abordamos sobre produto semi-direto e formas bi-
lineares e por fim chegamos na secao 1.3 onde tratamos de alguns conceitos gerais de

algebras de Lie.

1.1 Grupos de Matrizes

Definicao 1.1.1. Seja G # &. Dizemos que G é um grupo se existe uma operagao

»o»

interna 7 "satisfazendo as sequintes propriedades:

e z-(y-2)=(x-y)- 2z para todos x,y,z € G.
o FKristee € G tal que e-x = x-e = x para todo x € G.

e Para cada v € G, existe v € G tal quex -2 ' =271 -2 =e.

Definicao 1.1.2. Um grupo G ¢é dito abeliano se xy = yx, para todos x,y € G.

Definicao 1.1.3. Sejam G e H dois grupos. Uma aplica¢ao ¢ : G — H é um homomor-
fismo se satisfaz ¢(xy) = ¢(x)d(y) para todos x,y € G.

Um homomorfismo injetor é chamado de monomorfismo, enquanto que um homo-
morfimo bijetor é chamado de isomorfismo. Um isomorfismo ¢ : G — G é chamado de

automorfismo.

Exemplo 1.1.4. Denote por M, (R) o conjunto das matrizes n X n com entradas reais.
Seja GL(n,R) C M,(R) o subconjunto das matrizes n x n invertiveis, munido com a

operacao de multiplicagao de matrizes. E um grupo chamado grupo linear geral.
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Definicao 1.1.5. Um grupo de Lie de Matrizes ¢ qualquer subgrupo fechado de
GL(n,R) (considerando a topologia de GL(n,R) ).

Exemplo 1.1.6. Além do préprio GL(n,R) (ja que GL(n,R) é fechado em si mesmo) ,
podem ser citados o grupo ortogonal O(n,R) das matrizes em GL(n,R) que preservam
o produto interno usual (,) em R" e o grupo ortogonal especial SO(n,R) das matrizes
em O(n,R) com determinante 1.

De modo geral podemos definir O(n,R) = {A € GL(n,R) tais que (Az, Ay) = (z,y)
para todos xz,y € R™}. Onde (-,-) é produto interno canénico. O(n,R) munido da
operagao produto de matrizes é um grupo. De fato Id, € O(n,R), pois (Id,z, Id,y) =
(z,y) para todos z,y € R". Logo O(n,R) # (). Veja que se A,B € O(n,R) entdo
(ABzx, ABy) = (A(Bx), A(By)) = (Bx, By) = (z,y) para todos =,y € R".Assim AB €
O(n,R), donde temos que a operagao estd bem definida e ainda a transitividade é herdada
de GL(n,R). Além disso se A € O(n,R) entao (A™'z, A7ly) = (A(A7 ), A(A~y)) =
(x,y) para todos x,y € R". Logo A~' € O(n,R). Portanto O(n,R) é um grupo.
Pela continuidade do produto interno, segue que O(n,R) é fechado. Usando o fato de
que determinante do produto de matrizes é o produto dos determinates é facil ver que
SO(n,R) é um grupo de Lie de matrizes.

Definicao 1.1.7. Seja A uma matriz n Xn com entradas reais. Define-se a exponencial
de A, denotada e”, a matriz dada pela série de poténcias:

A= AN A A A

m=0 m)!

Definicao 1.1.8. Seja G um grupo de Lie de matrizes. A dlgebra de Lie, denotada

por g, € o conjunto das matrizes A tais que et* € G para todo t € R.

A élgebra de Lie g de um grupo de Lie de matrizes G pode ser identificada com o

espaco vetorial dos vetores tangentes a identidade I, ou seja, A € g se e somente se

A= 5% (t) |+=o0 onde v(t) é uma curva diferenciavel em G com v(0) = 1.

Exemplo 1.1.9. A dlgebra de Lie de GL(n,R) é o espago das transformagoes lineares de
R™(matrizes n x n), denotado por gl(n,R); a de O(n,R é o espago so(n, R) das matrizes
antisimétricas (A" + A = 0); a de SO(n,R) também é so(n, R).

A dimensao de um grupo de Lie de matrizes é definida como a dimensao de sua

2 _
dlgebra. Assim a dimensao de GL(n,R) é n? e a de O(n,R) e SO(n,R) é i

Definigao 1.1.10. Seja G um grupo de Lie de matrizes e g sua dlgebra de Lie. O col-

chete de Lie de matrizes em g ¢ definido pelo comutador:
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[A,B]=AB—BA, ABecg

O colchete de Lie da algebra de Lie g de um grupo de Lie de matrizes G se relaciona

com o produto de G pela expressao:

82 tA _sB _—tA
A Bl = —— e
14, B] Gtas(e erre™)

parat = s = 0. Esse colchete ¢ uma forma bilinear, antissimétrica e respeita a identidade

de Jacobi:

[Xv [K Z]] + [Yv [Z7 X“ + [Z> [Xv Y“ =0
para todos X,Y, Z € g.

Definigao 1.1.11. Seja g uma dlgebra de Lie, g € chamada abeliana se [A, B] = 0 para
todos A, B € g.

Definicao 1.1.12. Sejam g e b duas dlgebras de Lie de matrizes. Uma transformagao

linear 7 : g — b € um homomorfismo de dlgebras de Lie se :

7[A, B] = [7(A), 7(B)]
para todos A, B € g.

Um isomorfismo 7 : g — g é dito um automorfismo de g. O conjunto dos auto-
morfismos de g com a operagao de composicao forma um grupo, chamado grupo de

automorfismos de g e denotado por Aut(g).

Proposicao 1.1.13. Sejam G e H grupos de Lie de matrizes com dlgebras de Lie g e b,
respectivamente. Se ¢ : G — H é um homomorfismo diferencidvel, entao a diferencial

di¢ g — b de ¢ na identidade I é um homomorfismo de dlgebras de Lie de matrizes.

Demonstracdo. Sejam A, B € g temos:

82
doi[A, B] = d¢1(%6m65367“‘ |t=s=0)

0 0 _
— Ed(bl(%etAesBe tA ‘s:(]) ‘t:o

_2 a¢( tA _sB —tA)

= 0:0 ) limsmo
9 0

e G )
0

= 5¢(6M)d¢1(3)¢(6’m) |t=0
= dg;(A)dey (B) — diy (B)des(A)
= [d¢1(A),d¢(B)]

Logo, a diferencial d¢; : g — b é um homomorfismo de algebras de Lie de matrizes. [l
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1.2 Produto semi-direto e formas bilineares

Definicao 1.2.1. Sejam G e H dois grupos, com H um grupo métrico. Dado um homo-
morfismo p: G — Aut(H), define-se o produto semidireto G x, H por

(915 h1) %, (92; h2) = (9192; h1p(g1)(h2))

e o produto semidireto G x? H por

(915 P1) % (92; ha) = (9192; p(92)(h1)h2)

Nao € dificil ver que G X, H e G x” H sao grupos, onde, em ambos 0s casos, o elemento

identidade é (1g; 1) e o elemento inverso de (g;h) €

(g:h) " = (g " plg™ )R

Esses dois tipos de produto semidireto contém copias de suas componentes, pois G x 1y
¢ um subgrupo isomorfo a G enquanto que 1g X H é um subgrupo normal isomorfo a H.
Note que se p(g) = Idy para todo g € G, entdao ambos G x, H e G x” H coincidem com
o produto direto G x H.

Definicao 1.2.2. Seja V um espago vetorial real. Uma forma bilinear sobre V é uma

funcao f:V xV — R que € linear em cada uma das varidveis.

Denotamos por B(V,R) o conjunto de todas as formas bilineares sobre V' . Munido
com as operagoes de soma de fungoes e de multiplicagao por escalar, B(V,R) é um espago
vetorial real.

Toda forma bilinear sobre um espaco de dimensao n esta associada a uma matriz real

n X n, conforme a seguinte definicao.

Definigao 1.2.3. Sejam V' um espago vetorial real de dimensao n e B = {vy,...,v,} uma
base de V. Para cada f € B(V, R), a matriz de f na base B € definida por

[fls = (f(vi,v))i; € M, (R)

A correspondéncia f € B(V,R) — [fls € M, (R) é um isomorfismo linear entre os
espagos vetoriais B(V, R) e M,(R). A principal importancia desta correspondéncia é que

podemos representar a forma bilinear f pela sua matriz [f]|s usando a férmula

f(u,v) = [u]g[f]s[v]s

onde [v]g denota a matriz coluna formada pelas coordenadas do vetor v na base B e [u]j
denota a transposta de [u]g, ou seja, a matriz linha das coordenadas de u na base B. Se

B’ é outra base de V e M é a matriz de mudanca de bases de B para B, entao

[flsr = M'[f]sM.
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Definigao 1.2.4. Uma forma bilinear f € B(V,R) ¢é dita simétrica se f(u,v) = f(v,u)
para todos u,v € V .

Em termos da representagdo matricial, uma forma bilinear f € B(V,R) é simétrica

se e somente se sua matriz [f]p é simétrica em qualquer base B de V' .

Defini¢ao 1.2.5. Uma forma bilinear f € B(V,R) € dita degenerada se eziste um ele-

mento nao nulo v € V' que satisfaz f(v,u) =0 para todo u € V.

Uma forma bilinear f € B(V,R) é degenerada se e somente se det[f]g = 0 para
qualquer base B de V' .

Definicao 1.2.6. Um produto interno sobre um espaco vetorial real V' é uma forma
bilinear simétrica que € positiva definida, ou seja, f(u,u) > 0 sempre que u # 0. Logo,

um produto interno é uma forma bilinear simétrica e nao degenerada.

1.3 Algebras de Lie

Muito mais geral que as dlgebras de Lie de matrizes sao as algebras de Lie. Naturalmente
as algebras de Lie de matrizes sao algebras de Lie. Veremos alguns conceitos desta toeria

mais abrangente, que se aplicam no caso particular das dlgebras de Lie de matrizes.

Definicao 1.3.1. Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial g munido de um produto
(as vezes chamado de colchete ou comutador):

[J:gxg—g
Satisfazendo:
o E bilinear.
e Anti-simétrico, ou seja, [X,Y] = —[Y, X] para todos X,Y € g.

o QObedece a identidade de Jacobi:
X, Y, 2]+ [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] =0
para todos X,Y,Z € g.

Definicao 1.3.2. Um subespaco h C g é uma subdlgebra de g se para todos X,Y € b,
(X, Y]eb.
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Definicao 1.3.3. Um subespaco b C g é um tdeal de g se para todo Y € b, X € g,
[X,Y] € b. Dito de outra forma:

[g,0] = ger {[X,Y]: X €g,Y €b} Cb.

Onde ger indica o espaco gerado por [X,Y]. g e 0 sdo ditos ideais triviais. E facil ver
que todo ideal de g é uma subalgebra de g, mas a reciproca nao ¢ valida, como veremos

a seguir no exemplo.

Exemplo 1.3.4. Seja 7: g — h um homomorfismo de algebras, entao:
e ker(r) é um ideal g.
e /m(7) é uma subdlgebra de b.

A partir daqui para dois subconjuntos A e B de g (g sempre tomada como uma

algebra de Lie) denotaremos por [A,B] o subespago gerado por:
{X,)Y]: X €AY € B}.

Definimos por inducao, os seguintes subespagos de g:

g = [V, g

Esses subespacos sao ideais de g. De fato, pois se | e m sao ideais de g entao pela
identidade de jacobi segue que [l,m]| também é ideal de g. Logo g, g% sdo ideais
de g. Essa série de ideais é conhecida como série derivada de g. Cada componente dessa

série ¢ dita uma algebra derivada de g.

Exemplo 1.3.5. e Se g é abeliana entdo g = 0.

0 *x =x 0 0 =
e g= 0 0 = g = 00 0 g =0.
0 0 0 0 0 0

Definicao 1.3.6. Uma dlgebra de Lie é soluvel se alguma de suas dlgebras derivadas se

anula, ou seja,
g(ko) -0

para algum ko > 1 e logo g*) = 0 para todo k > ky.
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Exemplo 1.3.7. e Toda &lgebra abeliana ¢ soluvel.
e Toda algebra de matrizes triangulares superiores é soluvel.

Proposicao 1.3.8. Seja g uma dlgebra de Lie e h C g um ideal. Se by e g/b sdo soliveis

entdo g € soluvel.

Demonstracdo. Se g/b é soliivel, existe k; tal que (g/h)* = {0}. Do fato que 7(g¥)) =
(g/5)*), temos 7(g¥)) = 0. Isto quer dizer que g*) estd contido em b, pois sua projecao

6 0. Como b é soliivel deve existir ky de modo que h*2) = {0}. Donde segue
g(k1+k2) — <g(k1))(k2) C h<k2) = {0}.

Portanto g ¢é soluvel.
O

Proposicao 1.3.9. Sejam g uma dlgebra de Lie e hy,hy € g ideais soliveis (como

dlgebras de Lie). Entao hy + hy também € ideal solivel de g.

Demonstracao. Nao é dificil notar que a soma de ideais é ideal. Agora, para mostrarmos
que tal soma de dois ideais soluveis b, e hy usamos um dos teoremas do isomorfismo de

algebras de Lie:
(b1 4 b2)/b2 ~ b1/b1 N by

Dado que b; é solivel entao b /h; N by é solivel e daf segue que (hy + ha)/ha é solivel.
de modo que hy é solivel entao pela proposicao 1.3.8 b1 + ho é soluvel.
m

Proposicao 1.3.10. Seja g dlgebra de Lie de dimensao finita, existe em g um unico ideal

solivel v C g que contém todos ideais soliveis de g.

Demonstracao. Seja n a dimensao maxima dos ideais soliveis de g e seja v um ideal
soluvel com dimt = n. Afirmamos que todo ideal solivel de g esté contido em t. De fato,
se b é ideal soluvel, pela proposigao 1.3.10 t 4 g é soluvel. Dai temos dim(v + ) = dime
pela maximilidade da dimensao. Logo t+ g C v e h C t. Portanto segue que t contém

todos os ideais solaveis de g, e é claro que é tnico. O]

Definigao 1.3.11. O ideal v da proposicio 1.3.10 é chamado de radical solivel (ou
radical) de g e € denotado por v(g).

Definicao 1.3.12. Uma dlgebra de g € dita semisimples se v(g) = 0. Ou seja, g nao

contém ideais soluveis além de 0.
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Teorema 1.3.13. (Teorema da decomposicio de Levi) Seja g uma dlgebra de Lie de
dimensao finita e v(g) o seu radical solivel. Entao, existe uma subdlgebra s de g tal que

g=-1t(g) ®s. Comos=g,/t(g),s € semisimples.

Omitimos a demonstragao deste resultado, devido a mesma necessitar de conceitos
que sobrecarregariam estas preliminares, para detalhes por completo consulte o Teorema

da decomposicao de Levi em [2].



CapriTULO 2

Grupos de Isometrias

Agora estando em condigoes adequadas, vamos introduzir dois grupos de isometrias. O
primeiro grupo, chamado Grupo Galileano, decorre da teoria da relatividade da fisica
classica desenvolvida por Galileo Galilei. Nesta teoria, o grupo Galileano é formado
por todas as transformagoes Galileanas de um espago euclidiano quadridimensional dito
espaco Galileano. O segundo grupo, chamado Grupo de Poicaré, decorre da teoria da
relatividade de Albert Einsten e é formado pelas isometrias de um espaco de Minkowski
de dimensao 4. Em ambos os grupos o espaco quadridimensional representa o tempo e o

espaco. Veremos adiante alguns detalhes e suas construgoes.

2.1 Grupo Galileano

Inicialmente precisamos conhecer a estrutura Galileana. Segundo [3] a estrutura galileana

consiste dos seguintes elementos:

e O universo ¢ representado por um espaco afim de dimensao 4, denotado por A*.
Cada ponto de A* é chamado de evento. Tomando o grupo dos deslocamentos

paralelos no universo A* temos o espaco vetorial euclidiano R*.

e O Tempo, visto como um funcional linear (nao-nulo) v : R* — R do espago vetorial
dos deslocamentos paralelos do universo para o ”eixo de tempo”real. O intervalo de
tempo do evento A € A* ao evento B € A* ¢ dado por y(B — A). Se y(B— A) =0,

entao dizemos que os eventos A e B sao simultaneos.

e A distancia entre dois eventos simultaneos ¢ definida como d(A, B) = ||B — 4|,

onde A e B sao eventos simultaneos.

Para que um vetor u pertenca ao ntcleo de 7 é necessario e suficiente que para todo
A € A* o evento B = A + u é simultaneo com A. Com efeito u € kery <> y(B — A) =
v(A4+u—A) =~(u) = 0. Portanto o conjunto dos eventos simultaneos a um dado evento

estd em correspondéncia biunivoca com o nicleo do funcional linear . De maneira que
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o nticleo de v é um subespaco de dimensao trés em R*, segue que um conjunto maximo
de eventos simultaneos forma um subespaco afim de dimensao 3 em A*. Tal subespaco é
chamado de espaco de eventos simultaneos e é representado como A3. Dessa forma, cada
espaco de eventos simultaneos munido com a distancia entre eventos simultaneos é um
espaco euclidiano tridimensional E3.

Um espaco afim A* munido com uma estrutura galileana é chamado de espaco ga-
lileano. Uma transformagao suave (C'*°) de um espago galileano para outro espago que
preserva sua estrutura galileana é chamada de transformacao galileana generalizada. Este
conceito é desenvolvido em [3] e engloba transformagoes afins e nao afins, ao contrario
do que é feito tradicionalmente na fisica, por exemplo em [4]. Logo, uma transformagcao
galileana generalizada é uma transformacao de A* que preserva intervalos de tempo e
distancias entre eventos simultaneos. O conjunto de todas as transformagoes galileanas
de um espaco galileano munido com a operagao de composicao é um grupo, chamado de
grupo galileano global e é denotado por GAL(4).

Vamos descrever o grupo galileano de um espaco galileano com tempo v : R* — R,
para isso consideramos uma base ortonormal {uy; us; u3} de Ker(y). Escolhemos uy € R*
de modo que y(up) = 1. Como ug ¢ Ker(y), temos que {ug; ui;ug; usz} forma uma base
ordenada de R*. Fixamos essa base em R* e consideramos um sistema de coordenadas
(O;ug; uy; ug; uz) de Ay. Entao R? se identifica com o produto direto R x Ker(y) ey é a

projecao da primeira coordenada.

v:Rx Ker(y) = R
(t,z) —>t

Além disso, cada evento A de A* também pode ser escrito em coordenadas na forma
A = (t;x1; 295 23) = (t; ). Note que dois eventos A = (t;x) e B = (s;y) sao simultaneos
se e somente se t = s. Logo, o conjunto dos eventos da forma (0;z) correspondem ao
espaco de eventos simultaneos da origem O do sistema de coordenadas, o qual pode ser
identificado com o espaco vetorial R?. Portanto, o espaco dos eventos simultaneos com
um evento (£;0) corresponde ao conjunto dos eventos da forma (¢; ) com x € R3. Dessa
forma, uma transformagao g : Ay — A pode ser escrita como g(t;z) = (g1(t; x); g2(t; x)),
com g, : A* 2 Re gy : A* — R3.

Teorema 2.1.1. Uma transformagao galileana g tem a forma:

g(t,x) = (t+k,R(t)(x) + a(t)) (2.1)

onde k € uma constante firada, R € C*(R; O(3,R)) e a € C*(R;R?).
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Demonstragdo. Sejam A = (t;x) e B = (s;y) dois eventos em At e ¢ = (g1;92) uma
transformacao galileana. Como g preserva intervalos, temos que:

1(9(B) —g(A)) =~(B — A).
Dai segue que

g1(t,x) — g1(s,y) =t — s. Dessa forma, para B = (0;0), obtemos a expressao de g;

g1(t,x) =t+ ¢1(0,0)

onde ¢1(0,0) € R é uma constante. Para determinar g,, fixamos ¢t € R e consideramos a
transformagao go(t; ) : R* — R3. Como g preserva a distancia entre eventos simultaneos,
segue que gs(t;+) é uma transformacdo afim em R3, ou seja, go(t;+) é a composicao de

uma transformagao ortogonal e uma translagao, ou seja,

g2(t;z) = R(t)(x) + a(t,0), reR?
com R € C*(R;O(3;R)) e a € C(R; R3). O

O produto e a inversao de elementos de GAL(4) podem ser caracterizados a partir da

expressao 2.1. Com efeito, dadas duas transformacoes galileanas g e h,

g(t,x) = (t+ s, R(t)(x) + a(t))
h(t,z) = (t+r,S(t)(z)+ B(t))
temos que
goh(t,x) =gt +r S(t)(x)+ B(t))
= (t+r+s R(t+7r)(SE)(x)+B(t+7)) +alt+7)) (2.2)
=(t+r+s,R-rSt)(x)+ R-r(t)(B(t)) + a-r(t))

Nao ¢ dificil ver que o elemento identidade de GAL(4) é a transformagao identidade

e(t;z) = (t; x), enquanto que o elemento inverso de g é a transformagao
g (ta) = (t—s,R(t —s)"(z) + R(t —5)"a(t — 5))

A expressao 2.2 incita que GAL(4) tem uma estrutura de produto semidireto dos

grupos R, (R; O(3;R) e C°(R; R?). A seguir determinaremos esse produto semidireto.

Proposigao 2.1.2. Para cada R € C*(R; O(3,R)), defina p(R) : C*(R;R?) — C*(R; R?)
por

p(R)(a(t)) = R(t)(a(t));a € CF(R;RY), ¢ € R.
Entdo p(R) é um automorfismo de C°(R;R?). A aplicagio p : C®(R;O0(3,R)) —
AutC>(R; R?) definida por p(R) é um homomorfismo de grupos.
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Demonstragdo. Dadas as curvas a, f € C™(R,R?) temos que:

p(R)(e+ 8) = R(t)(a(t) + (1))

para todo t € (R). Logo, p(R)(a + B) = p(R)(a) + p(R)(S) e, portanto p(R) é um
homomorfismo de grupos. Agora, tome S € C*°(R; O(3,R)) definida por S(t) = R(t)™!
para todo t € R. E facil ver que p(S) = p(R)™" e, portanto, p(R) é um automorfismo.
Agora sejam R, S € C*(R;O(3,R)) e a € C*°(R,R?). Temos que

p(RS)(@)(t) = RS(t)(a(t))

= R(t)S(t)((t))
= p(R) 0 p(S)(a)()
paratodo t € R.Logo, p(RS) = p(R)op(S) e, portanto, p : C*(R; O(3,R)) — AutC>*(R,R3)
¢ um homomorfismo de grupos. O
Considere o produto semidireto C*(R; O(3,R)) x, C*(R,R?) com o produto:

(R, ) %, (5, 8) = (RS, a + p(R)(B))
onde p: C*(R;O(3,R)) = AutC*>(R,R?) é o homomorfismo obtido anteriormente. [

Proposi¢ao 2.1.3. Para cada t € R, defina 0(t) : C°(R;O(3,R)) x, C°(R,R?) —
C=(R;0(3,R)) x, C*(R,R?) por

0(t)(R,a) = (R - t,a )

Entao (t) é um automorfismo de C*(R; O(3,R)) x, C*(R,R*). A aplicagio 6 : R —
Aut(C=(R; O(3,R)) x, C>(R,R?)) definida por 6(t) é um homomorfismo de grupos.

Demonstragdo. Dados (R, ), (S, 3) € C*(R; O(3,R)) x, C>(R,R?), temos que:
O(t)((R,a) x, (5,5)) = 0(t)(RS, a + p(R)(5))

= (RS -t,(a+ p(R)(B)) - t)
=(R-tS - t,a-t+p(R)(B) 1)
= (R-tS - t,a-t+ p(R-1)(8 1))
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= ((R-t,a-t) %, (S-t,0-1))
= 0(t)(R, @) *, 0(t)(S, B)

Logo 6(t) ¢ um homomorfismo. E fécil ver que §(—t) é a aplicacdo inversa de 6(t).
Portanto, #(t) é um automorfismo. Agora, dados ¢t,s € Re (R, o) € C*(R;O(3,R)) %,
C>(R,R?), temos que:

O(t+ s)(R,a) =(R-(t+s),a-(t+5s))

= ((R-5)-t,(a-5)-1)
= 0(t) 0 6(s)(R, @)
Logo, 0(t 4+ s) = 6(t) o 0(s) e, portanto,  é um homomorsimo de grupos. O

Enfim, considere o produto semidireto R x? C*(R;O(3,R)) x, C*(R,R?) com o
produto:
(5, R, ) ¥* (r, 8, 8) = (s +1,0(r)(R, ) %, (S, 5))
= (S—FT,(R"T‘,O{'T) *p (Saﬁ))
=(s+r,R-rS;a-r+p(R-r)(B))

Teorema 2.1.4. O grupo galileano GAL(4) € isomorfo ao produto semidireto R x°
C*(R; O(3,R)) x, C*(R,R?) definido acima.

Demonstragdo. Defina ¢ : R x? C*°(R; O(3,R)) x, C*°(R,R3) — GAL(4) por
o(s, R, a)(t,z) = (t+ s, R(t)(x) + «(t))

para todo (s, R, a) € Rx?C>®(R; O(3,R))x,C®(R,R3) e (t,z) € A*. Pela expressao geral
de uma transformacao galileana em 2.1, segue que ¢ estd bem definida e é sobrejetiva.
Além disso, se ¢(s, R, ) = ¢(r, S, ), entao

(t+ s, R(t)(z)+at) = (t+7rSt)(z)+ B(t))

para todo (t,z) € A*. Em particular, para (¢,0), temos (t + s, a(t)) = (t +r, 5(t)), logo,
s=rea=pf. Assim, para todo (¢,7) € A?, segue que R(t)(x) = S(t)(z) e, portanto,
R = S. Isso mostra que ¢ é também injetiva. Resta mostrar que ¢ é um homomorfismo.
De fato, dados (s, R, a), (1, S, 8) € Rx?C>(R; O(3,R)) x,C>®(R,R?) e (t,z) € A, temos
que

¢((s, R, ) #” (r, S, B)(t, x) = ¢((s +r, R- S, a -7 + p(R)(8)))(t, x)
=({t+s+r,R-rS(t)(x)+ (a -7+ p(R-7r)(B))(t))
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=(t+s+r,R-rS(t)(x) +a-rt)+ R -r(t)(B(t)))
= (t+s+7, RS -7)(t)(x) +at) + p(R)(B-7)(t))
= ¢(s,R,a) 0 ¢(r, 8, B)(t, v)
Logo ¢((s, R, ) #* (r, S, 8)(t,x) = é(s, R, ) 0 &(r, S, B)(t, ). U

Na teoria da relatividade restrita de Galileo, uma transformagao galileana tem a forma
especial
o(s, R, a)(t,x) = (t+ 5, R(x) + tv +y),

onde R ¢ uma matriz ortogonal constante e a(t) = tv + y ¢ uma reta em R®. O grupo
formado por essas transformagoes galileanas é chamado de grupo galileano e sera de-
notado por Gal(4). Entao, o grupo galileano Gal(4) da teoria da relatividade galileana é
um subgrupo do grupo galileano global GAL(4).

De acordo com o teorema 2.1.4, o grupo galileano Gal(4) é isomorfo ao subgrupo
R x? O(3,R) x, ¢3 do produto semidireto R x? C°(R, O(3,R)) x, C=(R,R?), onde /3

denota o espaco vetorial das retas em R3. Entao
Gal(4) ~ R x? O(3,R) x, {3

por meio do isomorfismo ¢ : R x? O(3,R) x, f3 — Gal(4) construido no Teorema 2.1.4,
considerando as restrigoes adequadas de todas as fungoes envolvidas.

Note que £ é isomorfo 4 R? x R? com o isomorfismo linear r : R? x R? — ¢35 dado por
r(y,v)(t) = tv + y,t € R. Veja também que a élgebra de Lie de ¢3 é o préprio £3. Como
a dimensao de R é 1, a de O(3;R) é 3 e a de 3 é 6, temos que a dimensao de Gal(4) é
10.

Além da representagao por um produto semidireto, mais interessante para nosso tra-
balho é o fato de que o grupo galileano Gal(4) também é representado por um grupo de

Lie de matrizes. Como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.1.5. O grupo galileano Gal(4) é isomorfo ao grupo de matrizes da forma

10 0 0 0
s 1 0 0 0
Y1 u1
Yo U2 R
Ys Us

com R € O(3;R), o qual € um grupo de Lie de matrizes.
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Demonstracao. Defina a aplicagdo ¢ : Gal(4) — GL(5,R) por

1 0 0 0 O
s 1 0 0 0
¢(¢(87R’T(yvv))) = ARG

Y2 U2 R
Ys U3
1 0 0
= s 1 0
y v R

onde v = (vy,v9,v3) € ¥y = (y1,%2,¥3). Evidentemente ¢ é uma fungao injetiva. Além

disso, sua imagem é um subgrupo fechado de GL(5,R), pois se 1 (0(sp, Ry, 7(Yn, vn))) con-
100

vergepara | s 1 0 | ,entdoS € O(3,R), logo (0(sn; Ru;7(Yn;vn))) — ¥(0(s; S;r(y;v))).
y v S

Agora, dados ¢(s; R;r(y;v)); o(r; S;r(z;u)) € Gal(4), temos que

o(s, R,r(y,v)) o o(r, S,7(z,u)(t, x) = ¢(s +r, RS, r(x, w))(t, x)
comz = R(z)+rv+yew= R(u)+v. Assim,

¢(¢(87 R, T(y, U)) o ¢(T7 S, 7"(2, u) = 1/1(05(3 + 7, RS, 7“(33, w))) = 1/1(05(3 + 7, RS, 7“(95, w)))

1 0 0 1 0 0 10
= s+r 1 0 = s 1 0 r 1 0
R(z)+rv+y R(u)+v RS y v R z u S

= Y(0(s; Rsr(y;0)))0(0(r; S;r(251)))

Logo,i) é um homomorfismo de grupos. Como ¢ ¢ injetiva, segue que Gal(4) é isomorfo

a imagem de 1, que é um grupo de Lie de matrizes. O

Em resumo, temos os seguintes isomorfismos de grupos:
R x? O(3,R) x1, l3 <+ Gal(4) < G
onde

G={| s 1 0 | €GLGR): RecOBR)
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Observamos que a composi¢ao ¢ o ¢ é também um difeomorfismo de R x? O(3,R) x, 43
em (,0 que fornece & R x?O(3,R) x, {3 uma estrutura de grupo de Lie de matrizes. Essa
mesma estrutura é recebida pelo grupo galileano Gal(4), o que o torna um grupo de Lie.
Sobre a topologia do grupo galileano, é facil ver Gal(4) nao é conexo, pois O(3;R)
nao o é. Porém, como R e {3 sdo conexos e que O(3;R) possui duas componentes co-
nexas, segue que Gal(4) possui duas componentes conexas representadas pelas matrizes
1 00 -1 0 0
010 |e 0 1 0 | de O(3;R).

0 01 0 01
A seguir vamos encontrar a dlgebra de Lie gal(4) de Gal(4). A representac¢ao matricial

de gal(4) segue imediatamente do teorema 2.1.5.

Corolario 2.1.6. A dlgebra de Lie gal(4) do grupo galileano Gal(4) € isomorfa a dlgebra
de Lie de matrizes

00 0
g= s 0 0 | €eGL(B,R): X €50(3,R)
y v X

Demonstracao. Note que g é a algebra de Lie do grupo de matrizes G. Dai o resultado

segue pela Proposicao 1.1.13. O]

2.2 Grupo de Poincaré

Antes de chegar ao grupo de Poincaré é preciso entender o espago de Minkowski e o grupo
ortogonal generalizado. Segundo [5] o espago-tempo de Minkowski é um espago vetorial

de dimensao 4 equipado com a forma bilinear (-, -); 3 definida por

(T, y)13 = —ToYo + T1y1 + T2y2 + T3Ys3

onde = = (g, x1,%2,73) € y = (Yo, Y1, Y2, y3) Sa0 escritos em uma base ortonormal.
De modo semelhante ao Grupo Galileano a componente zy do vetor z é chamada de
componente temporal equanto que as outras trés componentes x,xs, r3 sao chamadas
de componentes espaciais. A forma (-,-); 3 ¢ simétrica e ndo degenerada, com assinatura
(—,+,+,+). Devido a esse fato, o espaco-tempo de Minkowski é usualmente denotado

13 para enfatizar a assinatura. E comum num abuso de linguagem chamar essa

por R~
forma de produto interno de Minkowski, mas é facil observar que (-,-);3 nao se trata
de um produto interno, pois é indefinida. No entanto, essa forma possui propriedades

capazes de classificar os vetores de R'*3, chamados de eventos, em trés tipos distintos:

e O evento z é do tipo tempo se (x,x)13 < 0;
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e O evento z ¢ do tipo espago se (z,x);3 > 0;

e O evento z ¢é do tipo luz se (z,z); 3 =0.

A forma (-,-); 3 define uma métrica, que é chamada métrica de Lorentz ou de Min-
kowski. Essa métrica estabelece o conceito de ortogonalidade hiperbélica em R!'*3. De
maneira muito analogo a ortogonalidade euclidiana dizemos que dois vetores x e y sao
ortogonais se (z,y)1,3 = 0.

A partir da forma (-, -)1 3, define-se também a norma de Minkowski || - || 3 e a distancia
de Minkowski d; 3 dadas por

H z H1,3= ’ <fcal’>1,3 \ € d1,3(x7y) =|| r—y ||1,3

para quaisquer z,y € R'™3. Novamente se trata de um abuso de linguagem, pois ]l 5
nao é uma norma e d; 3 nao ¢ uma distancia, uma vez que (-, -); 3 ¢ uma forma indefinida
(implicando que ||-||, 5 nao é subaditiva). No entanto, a norma e a distancia de Minkowski
dao boas nocoes e constroem o conceito de isometria em R*3,

O grupo ortogonal generalizado ¢ um grupo de Lie de matrizes que depende de uma
forma bilinear simétrica sobre R"™ a qual nao se trata de um produto interno. O grupo
de Lorentz é um subgrupo de um grupo ortogonal generalizado que age no espaco qua-

dridimensional.

Definicao 2.2.1. Sejam k e n numeros inteiros positivos, com n > k e consideremos o
espago euclidiano R*™ munido com o produto interno usual (-,-). Definimos a funcao
(Vo - REFE X REF 5 R pela formula

<$= y>k,n = —T1Y1 — .. — TkYk T Thr1Yk+1 T oo + ThinYktn

onde © = (21, ..., Tpsn) €Y = (Y1, s Yrin) SG0 coordenadas da base canonica C de RFF™,
Definimos também a funcao || - ||x.n : R*¥™ — R por

[2llkn = /T {2 2)sem |

Proposigao 2.2.2. A fungdo (-, )i, definida acima € uma forma bilinear simétrica nao

s

degenerada sobre R*™. Sua matriz [(-,-)k.n], com respeito a base canénica C de R¥™ ¢

—I; O
[<-,'>k,n1c=< . In)

onde 0 € o bloco nulo e I,,, € 0o bloco matriz identidade de ordem m.
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Demonstragao. Dados x,7y, 2 € RF™ e a € R, temos

k+n k+n
(ax + z,y)k :—aijyj—l—a Z Ty — Zz]y]—l—szyJ
j=k+1
k+n k+n
( Zx]y]+ Z xjyj> Zz]y]qLszyj
j=k+1

= a(z, Y)pn + <z,y>>k,n

Analogamente segue para a segunda entrada. Logo, (-, ), ¢ uma forma bilinear sobre

R¥*" . Da comutatividade dos niimeros reais segue que

k+n k+n
Z%yy + Z LjYj = Zy]%-F Z Yir; = (Y, L)k
Jj=k+1 Jj=k+1

Portanto, (-,-)x,, ¢ simétrica. A expressao da matriz [(-, )], segue diretamente da
defini¢ao de matriz associada a uma forma bilinear. Por fim, (-,-)x, ¢ nao degenerada
pois det (-, ) pn), = £1.

]
Proposicao 2.2.3. Considere a forma quadrdtica ¢(z) = (x,x)k, associada d forma
bilinear (-, )x.n. Existem vetores nao nulos x,y,z € R*™ tais que
q(z) >0, qy) =0, q(z) <0
Demonstracao. Podemos escrever explicitamente ¢(z) na forma
k+n
a(x) = Z T+ DT
j=k+1
Como se trata de nimeros reais, x2 > 0 para todo j. Dessa forma,
k+ )
5€ z] 1 J Z]g k1T J entao g(z) > 0;
+ .
se Zfl r5 = Z{;:ZH 27 entdo q(z) =0 ;
+ ~
se y @i >y @k entdo g(z) < 0.
Nao é dificil encontrar vetores que satisfazem essas condigoes. n

Apresentamos agora o operador linear auto-adjunto que representa a forma bilinear

<.’ .>k7n‘
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Proposicao 2.2.4. Seja T : R¥™ — R¥™ o operador linear auto-adjunto tal que
(x,9)rn = (T(x),y), para todo z,y € R¥"™. Entdo

-1 0
T)e = ( 0 I, )

e [Tle = [T)z" . Se B é uma base ortonormal de R¥*™ com respeito ao produto interno
(), entao [T]s = [(--)knls-

Demonstracao. Temos que

k k+n
(T, Yk = — Z%‘yj + Z ZjY;
j=1 j=k+1
(§]
k k+n
(T(@), y)en = — > T(@)jy;+ Y T(x);y
=1 j=k+1

para todos z,y € R*™. Logo, T'(z); = —zj,se 1 <j<k,eT(z);=x; ,se k+1<j<

k + n. Portanto, na base canonica C, a matriz de T' é a matriz diagonal

[Tle = ( _OIk IO )

que corresponde & matriz [(-, -)knlc. Agora

[Tkmc:(‘o[’“ f)(‘of f):(fo f):zm

de onde temos [T]e = [T]z'. Agora, seja B = x1,--+ , 744, uma base ortonormal de

. . k
R**™ com respeito ao produto interno (-,-). Escrevemos T'(z;) = > J:? a;;x; para cada

i=1,...,k+n,ouseja, [T]g = (®;)i ;. Temos que
(@i, @)k = (T(@:), ;) = ay
para todos 1 <i,j < k+n. Logo,[(-, )knlz = [T]5 O

Seja A uma matriz real (k + n) x (k+ n). De modo andlogo ao grupo ortogonal,

dizemos que A preserva a forma bilinear (-, ), se

<A(l‘), A<y)>k,n = <$v y>k,n

para todo z,y € R¥*". O que motiva o seguinte teorema:
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Teorema 2.2.5. Denote por O(k;n) o conjunto das matrizes reais (k+n) x (k+n) que

preservam a forma bilinear (-, )gn. Entao O(k;n) é um grupo de Lie de matrizes em

GL(k+n;R).

Demonstracdo. Dados A, B € O(k;n) e z,y € R¥™" temos que

(AB(x), AB(y))kn = (A(B(2)), A(B(y)))kn = (B(x), By))kn = (2, Y) ki

. Logo, AB € O(k;n). Se z € ker(A), entao

(@, Y)km = (A@), AW))km = (0,9)kn = 0

para todo y € R¥™. Visto que T é inversivel e (-,-) é ndo degenerada, segue que x = 0.

Logo, A é inversivel. Além disso,

(A7 (@), A7 (Y = (AAT(2), AAT (1)) = (2, Y1

Portanto, A~' € O(k;n), mostrando que O(k;n) é um subgrupo de GL(k + n;R).
Agora, suponha que uma matriz A € GL(k + n; R) é o limite de uma sequéncia (A, )nen

em O(k;n). Dados z,y € R¥™ segue por continuidade que

<A(ZL‘), A(y)>k,n = <llmn—>ooAn(x)a limn—moAn(y))k,n
= 1Moo (An(2), An(Y)) ko
= iMoo (T, Y) ko

= <I, y>k,n

Logo, A € O(k;n) e, portanto, O(k;n) é fechado em GL(k+n;R), sendo assim um grupo
de Lie. N

O grupo de Lie de matrizes O(k;n) é chamado de grupo ortogonal generalizado. Esse
nome se deve ao fato das matrizes serem ortogonais com respeito a forma biliniar (-, -)5 ,

conforme a seguinte definicao.

Definicao 2.2.6. Dois vetores x,y € R¥T™ sdo ortogonais com respeito ¢ forma bilinerar
(s Vem S€ (T, Y)kn = 0. Um vetor x € R¥™ & unitdrio com respeito a forma (-,-).n
se |zllkn = 1, ou seja, se (v, ), = £1. Um conjunto de vetores xy, ..., ), em R¥™ ¢
chamado ortonormal com respeito a forma (-, )rn e 0s vetores sao ortogonais e unitdrios

com respeito a forma (-, Vgn-
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Se A € My ,(R), A= (A;;), denote por AY) o j-ézimo vetor coluna de A dado por
A17‘7
AW —
AkJrn,j

O resultado seguinte mostra que os vetores coluna de uma matriz do grupo ortogonal

generalizado formam um conjunto ortonormal com respeito a forma (-, -)x .

Teorema 2.2.7. Seja A € GL(k+n;R). Entao A € O(k;n) se e somente se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:
o (AW AUN, =0, sei# j,
o (AW ADY, =1 sel1<i<k,
o (A AW, =1 sek+1<j<k+n
Demonstragao. Seja A € O(k;n). Notemos que
(AW ADY = (Ales), Ae)) = (€0 €5)km

onde ¢; denota o vetor de R¥*™ com 1 na l-ézima entrada e 0 nas outras. Pela definicao

de (-, )k, temos que
(A ADY = (e, e)en = 0,5 0 # j,

(A(i),A(j)>k,n = (e, €i)kn = —1,se 1 <i<Kk,
(AD AD) = (eje5)kn =156 k+1<j<k+n.

Por outro lado, se A € GL(k + n;R) satisfaz as condigdes acima, x = Zf;n aie; e

k ~ o
Yy = El;" fBie; sdo vetores arbitrarios de R*", temos que

k+n k+n

(A(w), A(?J))kn = (Z a; Ale;), Z 61'A(ei)>k,n

k+n k+n
- <Z a; AD Z BADY,
=1 i=1
k+n k+n
= Z o Zﬂj (AD, AG)y,
i=1  j=1
k+n

=1
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k+n

k
=- Z%ﬂz‘ + Z i f;
i=1

i=h+1
= <ZL', y)k,n
Portanto, A € O(k;n). O

Teorema 2.2.8. Seja A € GL(k+n;R). Entio A € O(k;n) se e somente se AlgA = g,

onde g = [T)c é a matriz do operador linear auto-adjunto da proposi¢ao 2.2.4.

Demonstragdo. Sejam A € O(k;n) e x,y € R¥™. Pela Proposicao 2.2.4, temos que
(A(2), A(Y))wn = [A@)]e[T]e[Ay)]e = [2]eA[T]cAlyle

Por outro lado

(A@), AW)kn = (. Y)ra = [zle[Tle(yle

Como z,y € R*™ sdo arbitrdrios, segue que A![T]¢cA = [T]c. Reciprocamente, se
A'T]ecA = [Tc, entdo usamos as mesmas igualdades acima para concluir que (A(x), A(y)),,, =
(*,Y)r.,, Para todo z,y R¥*". Portanto A € O(k;n). O

Corolario 2.2.9. Se A € O(k;n), entdo detA = %1.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.8.7, temos que det(A'[T)|cA) = det[T)c, de onde segue
que (detA)* = 1. Logo, det(A) = +1. O

Proposicao 2.2.10. O conjunto SO(k;n) = {A € O(k;n) : detA = 1} é um subgrupo de
Lie de matrizes de O(k;n).

Demonstragio. Se A, B € SO(k;n), entao det(AB™') = det Adet B~ = 1.

Logo, SO(k;n) é um subgrupo de O(k;n). Resta mostrar que SO(k;n) é fechado. Com
efeito, considerando a restricao a O(k;n) da fungao determinante, det : O(k;n) — R,
temos que SO(k;n) = det~'(1). Segue pela continuidade da fungao determinante que

SO(k;n) é fechado, pois é a imagem inversa de um conjunto fechado (um ponto). O]

O grupo de Lie de matrizes SO(k;n) serda chamado grupo ortogonal generalizado

especial.

Teorema 2.2.11. A dlgebra de Lie so(k,n) de O(k,n) (e de SO(k;n)) é

so(k,n) = {X € My:,(R) : gX'g = —-X}

-1
ondegz( Ok ]O )
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Demonstragao. Dados Y € so(n, k) e s € R, temos que

— t t
oKX — 5(9X'9) — p9(sX)'yg

de onde segue que

S — St
()™ =ge*t g

Logo, e*X € O(n, k). Visto que dete* = %) > 0, segue que dete*X = 1 e, portanto,
e’® € SO(n, k). Por outro lado, considere uma curva diferencidvel v(s) em O(n, k) com

v(0) = I. Entao, v(s)™' = gy(s)'g, de onde segue que

—(8)77 (s) = g(+' (s))'g.

Dessa forma, —'(0) = g(7'(0))%g. Se v(s) = e*¥ € O(n, k), entdo —X = gX'g,ou seja,
X € so(k,n). Portanto, so(k,n) é a algebra de Lie de O(k,n) e de SO(n, k). O

O grupo de simetria do espaco-tempo de Minkowski é representado pelo grupo de
Poincaré. Veremos com detalhes sobre esse grupo adiante. Por definicao, uma matriz
A € O(1;n) preserva a forma bilinear (-,-);,. Logo,A preserva também a chamada

distancia de Lorentz d, , dada por

ln = \/| (x—y,x—yhm |

No entanto, O(1;n) nao contém todas as transformagoes de R'*" que preservam dy ,,.

dl,n(xay) = ||ZL‘ -y

Esse papel cabe ao grupo de Poincaré, o grupo das transformacoes de R que preservam
a distancia de Mincowski (isometrias). Adiante apresentamos o grupo de Poincaré como
um grupo de Lie de matrizes, mostrando sua descri¢ao a partir O(1;n).

Para cada € R, definimos a translacao 7T}, : R — R por

T.(y)=x+y, ye&R*™

Seja P(1;n) o conjunto das transformagoes afins de R da forma

T=T,0A

com z € R ¢ A € O(1;n), onde A é identificada com uma transformagao linear de
R*m,

Proposicao 2.2.12. O conjunto P(1;n) é um grupo com a operagdo de composi¢cio de

transformagoes.

Demonstracao. Inicialmente perceba que Ao T, = T4, o A para todo z € R'™"e A €
O(1,n). Desse modo, Ty =T, 0 A e Ty =T, o B, entao:



2.2 Grupo de Poincaré 24

TioTy=T,0A0T, 0B
=T,0Ty0AB
= :v—i—AyoAB

com z+ Ay € R™"e AB € O(1,n). Logo Ty oT, € P(1,n). O elemento neutro de P(1,n)

é naturalmente e = T o I1,,,. Pois

Tioe=T,0Ao0Tyol1,,

= Lgz4+A400° A'[1+7L
=T,0A

Para todo Tx o A € P(1,n).Se T, 0o A € P(1,n) temos

(TyoA)o(T_410A ) =T, 0T ,0AA™ =¢

(T_pg1,0A o (TpoA) =T 4 1,0Ty 1,0 A ' A=¢

Logo T_4-1,0 A1 é 0 elemento inverso de T,,0 A. Como a composicao é associativa segue
que P(1,n) é um grupo.
O

Proposicao 2.2.13. O grupo de Poincaré P(1,n) € isomorfo ao grupo de matrizes (2 +
n) x (24 n), denotado por Py, da forma:

1 0 -0

X1

T14n
Com A € O(1,n). Esse grupo de matrizes é um grupo de Lie de matrizes.
Demonstracao. Defina a aplicagdo ¢ : P(1,n) — M,,,2(R) por
1 0 -+ 0

x1

p(Ty0 A) =

T14n

Sejam Ty =T, 0 A e T, =T, 0 B, temos que:
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YTy oTy) =y(Ty0AoT, 0 DB)

= (Ty1ay 0 AB)
1 0 --- 0
B 1+ leiln Ay
B : AB
Tiqn T+ leiln Al il
1 0 --- 0 1 0 --- 0
B I hn
- A : B
Li4n Yi4n

Logo, 1 é um homomorfismo. Note que a aplicacao 1 é injetiva e, assim, ¢ é um
isomorfismo entre P(1,n) e ¥(P(1,n)). A imagem de ¢ é um subgrupo fechado de
GL(2 + n,R), porque tem a mesma topologia de R x O(1,n), isto é, é o cartesiano
de dois espagos topolégicos fechados. Portanto, P(1;n) é isomorfo a um grupo de Lie de

matrizes P ,. L]

Em [6] é mostrado que qualquer transformacao 7" satisfaz (T'(z), T(y))1.. = (%, Y)1n
para todos z,y € R se e somente se T € P(1,n). Omitimos tal demonstracao por nao

ser o foco desse trabalho. Ao invés disso, apresentamos a algebra de Lie de P(1,n).

Proposicao 2.2.14. A dlgebra de Lie de P(1,n), denotada por p(1,n) € isomorfa ao

conjunto de matrizes da forma :

T14n

onde Y € so(1,n).

Demonstragao. Basta observar que p ¢ a algebra de lie do grupo P ,.Dai o resultado
segue pela proposicao 1.1.13.
O
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Comparacao e Resultados

Denotaremos a algebra p(1, 3) por p e como ja inserido anteriormente a dlgebra de Gal(4)

continuard sendo denotada por g.

Proposicao 3.0.1. O radical solivel r(g) de g € o espago das matrizes da forma:

0 0 0 0 O
s 0 000
h U1

Yo V2 0

Ys U3

Demonstragao. Primeiramente note que r(g) é um ideal de g. Com efeito,

0 O 0O 0 0 0 O 0 0000 0
s 0 t 0 0 0 O 0 0000 0
Y1 U1 o wr owy = vt 0 —1 =
Yo Vs 0 Wa U X vt 0 0 * ok 0
|\ U3 U3 w3 U ] vat 0 * ok
00 0O
0 00O00O0
=| % x €r(g)
* % 0
* %

Agora, devemos observar que r(g) é soluvel; de fato, pois:

( 3

* O
o O

*
*
e}

*
*
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0O 0 000
00 00O
r(g) = * 0
* 0 0
\ * 0 J

r(g)” = {0}
Por fim, resta saber se (g) ¢ o maior ideal soluvel. Para verificar isso tentaremos aumen-
tar a dimensao de r(g) com cada um dos elementos da base do conjunto complementar
de r(g), nesse caso so(3,R).

Tomando como base de s0(3,R) as matrizes:

0 -1 0 00 -1 0 O
a; = 1 0 0 , A9 = 0 0 0 ,a3 = 0 -1
0O 0 0 1 0 O 0
Agora testaremos se o conjunto :
0O 0 0 0 O
s 0 0 0 O
A1:< Y1 U1 >C9
Yo Vg aq
Ys U3
¢ um ideal. Pois bem, vejamos:
(/0 00 0 O 0 00 0 0] 00 0 0 0
0O 0 0 O t 0 0 0 O 0 0 0 0 0
Yy U ) w; U = * x Xop— Xig —Xoo+ X1 — X3
Y2 V2 a1 Wy U2 X * ox X — Xoo X+ X X3
|\ ¥z vs w3 Ug | * ok —Xgo +X51 0
¢ A
Da mesma forma,
0O 0 0 0 O
s 0 0 0 O
A2:< Y1 U1 >C9
Yo Vg Qa2
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nao é um ideal de g pois:

0 0 0 0 O 0
s 0 0 0 O t
1 v ) w1
Yo V2 Qa2 Wa
| \ Y3 U3 w3

Do mesmo modo,

Az =
nao é um ideal de g pois:
0 00 0 0 0
s 0 0 0 O t
(ARG , w1
Y2 U2 as Wa
|\ Y3 U3 w3

0O 0 0 O
0O 0 0 O
Uy
(%) X
Uus
¢ Ay
0O 0 O
s 0
< Y1 n1
Y2 U2
Ys Vs
0O 0 0 0
0 0 0 O
Uy
U2 X
us
¢ As

as

* %X ¥ O O

o O

*

*

*

0 0 0
0 0 0
—X31 — X2 —X32 —Xz3— X
—Xo3 0 Xo1
X1 — Xzz3 +Xp2 X31
0 0 0
0 0 0
0 — X3 X2
—X31 —X3z— Xoz — X33+ Xoo
Xo1 Xop— X33 —Xoz+ X

Devido a arbitrariedade de X e pela unicidade do radical solivel concluimos que r(g) de

fato é o maior ideal soluvel de g

]

Proposicao 3.0.2. O radical solivel de p, denotado por r(p) € o espago das matrizes da

forma:

0 0000
<1

29 0
Z3

24

Cp

Demonstracao. Inicialmente, note que r(p) é um ideal pois:

0 0 00O
<1
29 0 ,
Z3

L 24

00000
K

ks Y
ks

Ka

0

0000
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Além disso r(p) é soluvel, ja que:

0 0 00O
<1
r(p) = | = 0 ,r(p) = {0}
<3
24

A demonstracao sera semelhante a anterior. Primeiro tomaremos a base do subespaco

complementar de 7(p) e testaremos cada elemento dessa base. O conjunto complementar

de r(p) ¢ s0(1,3) cuja base é:

0100
1000

b: 7b:

! 0000 2
0000
0000
0010

b: ’b:

: 0100 b
0000

Para b; o cunjunto:

nao é um ideal de p. Pois

0 00 0 0 0 00
21 k1
<2 by ) ko
23 ks
|\ *4 k4

Para by o cunjunto:

0 010 0
00 0O 0
b3 =
1 0 00 0
0 00O 1
0 00O 0
0 001 0
,be =
0 00O 0
0100 0
0O 00 0O
<1
29 by > Cp
<3
24
0 0] 0 0
* Yo — Yo
Y = x Y11 — Yoo
* —Y3o
] * —Yio
0O 00 0O
<1
29 by > Cp
<3

24

0 01
0 00
000
000
00 O
0 0
00 -1
01 O
0
Yoo — Y1
Yio — Yo
—Y5
—Yy

0
Yas3
Yi3

0

0

0
You
Yi4

0

0

¢ By
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nao é um ideal de p. Pois

0 00 0 O 0 00
21 ky
29 by | ko
23 ks
[\ 2 ka

Para b3 o cunjunto:

nao é um ideal de p. Pois

0O 00 00 0 00
21 kq
29 b3 , | ko
23 ks
|\ 2 ky

Para b4 o cunjunto:

oo

nao é um ideal de p. Pois

Para b5 o cunjunto:

0 00 0 O 0 00
21 ky
29 b, s ko
Z3 ks
|\ 2 ky

21
z9
Z3

Z4

21
22
Z3

Z4

21
Z9
z3

24

bs

by

*

*

*

*

*

0 0 0 0
Y31 —Yis Ya Yz —Yi Vi
—Yo3 0 —Yn 0 ¢ By
Yin— Vs Yo Yiz—VYa1 Yuu
—Yi3 0 —Yu 0
2
0 0 0 0
Yy —Yiu Yo Yiz Yyu—Yn
—Yoy 0 0 =Yy ¢ B;
—Y3 0 0 —Y3
Yin—Yu Yo Y3 Yiu—Yy

=
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nao é um ideal de p. Pois

0 00 0O 0 00 0O 0 0 0 0 0
2 Ky * 0 —Yius 0 =Y
<2 bs ) ) Y = * Yy Yo —Yo Yiz Yig— Yo ¢ B;
23 ks * 0 —Y34 0 —Y3
[\ #4 k4 | * Yor Yoo —Vag Yoz Yoy — Vi
Finalmente, para bg o cunjunto:
0 00 0 O
21
Bg = < &) be > Cp
<3
24
também nao é um ideal de p. Pois
0 00 0O 0000 0] 0 0 0 0 0
21 k1 * 0 0 —Y14 Y13
29 be N Y = *x 0 0 —Yoy Yos
23 ks * =Yy —Yi —VYiz—Yz —Yiu+ Vs
|\ 24 k4 ] * Yoo Yoo Yy -V Yo+ Yy
¢ Be
Portanto, pela arbitrariedade de Y e pela unicidade do radical soluvel concluimos, que
r(p) é o ideal solivel de p. O

Corolario 3.0.3. As decomposicoes de Levi de g e p sao respectivamente r(g) ® s0(3,R)
er(p) ®so(l,3).

Demonstragao. Segue diretamente das proposigoes 3.0.1 e 3.0.2. O]
Corolario 3.0.4. As dlgebras de Lie g e p nao sao isomorfas.

Demonstracao. De fato. Pelo teorema 1.3.13 num isomorfismo de algebras de Lie, os
radicais soluveis devem ser isomorfos, visto que ambas as algebras de Lie terao a mesma
decomposigao. Segue imediatamente das proposigoes 3.0.1 e 3.0.2 que os radicais de g e

p sao de dimensoes diferentes (7 e 4). Portanto segue o resultado. O
Corolario 3.0.5. Os grupos de Galileo Gal(4) e de Poincaré P(1,3) ndo sao isomorfos.

Demonstragao. Se existisse um isomorfismo de grupos, pela proposicao 1.1.13 a diferen-
cial seria um isomorfimo de algebras. Pelo corolario anterior nao se verifica. Portanto

segue a tese. ]
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Conclusoes e Feedback

No inicio do trabalho, devido as semelhangas dos grupos, tentamos deduzir algum iso-
morfismo entre eles. Tal tarefa foi se mostrando trabalhosa e novas estratégias tiveram
de ser adotadas. A melhor escolha foi analisar as algebras de Lie, levando o foco para
outro campo.

Em razao de suas semelhancas, comegamos acreditar haver um isomorfismo entre as

algebras de Lie desses grupos.Uma tentativa realizada por nossa parte, foi a aplicacao:

O:g—p
0O 0 0 0 O 0O 0 0 0 O
t 0 0 0 O t 0 v vy vs
Y1 U1 — | N wn
Y2 U2 X Ya Vo X
Ys Us Ys U3

Essa aplicagdo estd bem definida, isto é, ®(g) C p, além disso é linear. Porém nao
se configura um homomorfismo de algebras. A coordenada que falhou foi justamente a
coordenada tempo. Conseguir um isomorfismo entre as algebras se mostrou uma tarefa
ardua.

Na contramao de tal ideia, trabalhamos com a nao existéncia de um isomorfismo.
Novamente com um novo objetivo, uma estratégia tomada foi analisar os centros de
cada dlgebra, porém verificamos que ambas tem centros triviais. Com a ajuda da teoria
mais geral de algebras de Lie, finalmente obtemos a comprovacao da impossibilidade do
isomorfismo entre a algebra de Lie do grupo Galielano e a algebra de lie do grupo de
Poincaré.

Esse resultado foi recebido com muito entusiamo, pois além de resolver a questao das
algebras, deu luz quanto ao comportamento dos grupos. Caso houvesse um isomorfismo
entre os grupos, as algebras de Lie seriam isomorfas, o que claramente nao ocorre.

Ficamos em divida quanto as interpretacoes fisicas dessas entidades, mas uma questao

interessante a se pensar é : Qual significado fisico da impossibilidade de isomorfismo entre
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as algebras? Outro questionamento é: Qual o significado fisico dos radicais soliveis das
algebras de Lie?

Para esssas e demais questoes nao podemos responder. Quanto aos nossos objetivos,
sim. Coseguimos estudar cada grupo, via suas algebras de Lie. Podemos comprovar que
as algebras de Lie do Grupo de Galileo e do Grupo de Poicaré nao sao isomorfas, o que
implicou que os grupos nao se comportam da mesma forma matematica. Esperamos que

este trabalho seja de bom proveito para futuros estudos, tanto fisicos como matematicos.
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