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parcial para obtenção do t́ıtulo de Mestre em

Matemática.
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Resumo

Em Mecânica Clássica e F́ısica Moderna, as mudanças de referenciais são governa-

das pelas transformações de Galileo e pelas transformações de Lorentz-Poincaré, respec-

tivamente. Do ponto de vista f́ısico, estas transformações são entidades completamente

distintas. No presente trabalho, exploramos as estruturas das álgebras de Lie dos grupos

de Galileo e de Poincaré para encontrar as diferenças matemáticas essenciais entre estes

dois grupos.

Palavras-chave: Grupo Galileano, Grupo de Poicaré, Grupos de Lie de matrizes,

Decomposição de Levi.



Abstract

In Classical Mechanics and Modern Physics, the changes in references are governed

by the Galileo transformations and the Lorentz-Poincaré transformations, respectively.

From a physical point of view, these transformations are completely different entities. In

the present work, we explore the structures of the Lie algebras of the Galileo and Poincaré

groups to find the essential mathematical differences between these two groups.

Key words: Galilean Group, Poicaré Group, Matrix Lie Groups, Levi’s decomposi-

tion.
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Introdução

Galileo Galilei foi um grande f́ısico e astronômo que revolucionou a f́ısica. Foi ele quem

definiu o pŕıncipio de que as leis da f́ısica são as mesmas em qualquer referencial inercial.

O grupo de Galileo é o objeto matemático fundamental desse prinćıpio, também conhecido

por relatividade de Galileo. Na relatividade galileana, as mudanças de referenciais são

dadas por isometrias em um espaço euclidiano tridimensional que mantêm o tempo em

uma quarta dimensão - transformações de Galileo.

Por muito tempo, pensou-se que a Mecânica Clássica descrevia os conceitos de veloci-

dade e força para todos os observadores. Porém, Hendrik Lorentz e outros comprovaram

que as equações do eletromagnetismo de Maxwell não se comportam de acordo com

a transformação de Galileo quando o sistema de referência muda. As observações do

fenômeno do eletromagnetismo podiam deferir para dois observadores que estivessem se

movendo um em relação ao outro. A partir dos trabalhos de Henri Poincaré, a questão

do tempo teve que ser reformulada.

Diante dessas descobertas, Albert Einstein então propôs a chamada Teoria da Re-

latividade Restrita ou Teoria Especial da Relatividade - em substituição à relatividade

galileana - onde nela se admite que a velocidade da luz é uma constante e que as mu-

danças de referenciais são governadas pelas transformações de Lorentz em um espaço de

Minkowski. Com a estrutura pseudo-riemanniana de Minkowski, a Relatividade Restrita

rompeu com o paradigma euclidiano, mudando completamente a forma de ver o universo.

Do ponto de vista f́ısico, portanto, os grupos de Galileo e de Poincaré são entidades

essencialmente distintas, as quais sustentam formas dissociadas de interpretar os even-

tos universais. No presente trabalho, procuramos entender as diferenças matemáticas

fundamentais entre estes dois grupos de transformações.

Em prinćıpio, verificamos que o Grupo Galileano e o Grupo de Poincaré são grupos

de Lie de mesma dimensão e podem ser descritos em forma de matrizes. Surgiu então

a questão da possibilidade desses grupos serem matematicamente da mesma forma, ou

seja, de serem grupos de Lie isomorfos ou localmente isomorfos, visto que seus espaços

tangentes são linearmente iguais. A estratégia adotada para responder a esta questão

consistiu em explorar as álgebras de Lie dos grupos, em especial, estudar as decomposições
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de Levi destas álgebras. O resultado da análise mostrou uma incompatibilidade entre as

estruturas das álgebras de Lie, revelando uma diferença fundamental entre os grupos de

transformações.

Com isso podemos comprovar que, além da diferença f́ısica, os grupos em questão

também diferem entre si matematicamente. Para chegar a este importante resultado

foram usados conceitos da teoria de Lie, como a noção de radical e decomposição de

Levi. Estes conceitos abordados dentro de cada grupo despertam curiosidade quanto as

suas interpretações f́ısicas.
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Preliminares

Para melhor compreensão do presente trabalho é preciso estabelecer algumas prelimi-

nares. Neste caṕıtulo trataremos de expor algumas definições, proposiçoes e teoremas

fundamentais para os caṕıtulos seguintes. Tais conceitos foram retirados de [1] e [2]. Na

seção 1.1 introduzimos as ideias básicas de grupos, grupos de Lie de matrizes e álgebras

de Lie de matrizes. Já na seção 1.2 abordamos sobre produto semi-direto e formas bi-

lineares e por fim chegamos na seção 1.3 onde tratamos de alguns conceitos gerais de

álgebras de Lie.

1.1 Grupos de Matrizes

Definição 1.1.1. Seja G 6= ∅. Dizemos que G é um grupo se existe uma operação

interna ”·”satisfazendo as seguintes propriedades:

� x · (y · z) = (x · y) · z para todos x, y, z ∈ G.

� Existe e ∈ G tal que e · x = x · e = x para todo x ∈ G.

� Para cada x ∈ G, existe x−1 ∈ G tal que x · x−1 = x−1 · x = e.

Definição 1.1.2. Um grupo G é dito abeliano se xy = yx, para todos x, y ∈ G.

Definição 1.1.3. Sejam G e H dois grupos. Uma aplicação φ : G→ H é um homomor-

fismo se satisfaz φ(xy) = φ(x)φ(y) para todos x, y ∈ G.

Um homomorfismo injetor é chamado de monomorfismo, enquanto que um homo-

morfimo bijetor é chamado de isomorfismo. Um isomorfismo φ : G → G é chamado de

automorfismo.

Exemplo 1.1.4. Denote por Mn(R) o conjunto das matrizes n× n com entradas reais.

Seja GL(n,R) ⊂ Mn(R) o subconjunto das matrizes n × n invert́ıveis, munido com a

operação de multiplicação de matrizes. É um grupo chamado grupo linear geral.
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Definição 1.1.5. Um grupo de Lie de Matrizes é qualquer subgrupo fechado de

GL(n,R) (considerando a topologia de GL(n,R) ).

Exemplo 1.1.6. Além do próprio GL(n,R) (já que GL(n,R) é fechado em si mesmo) ,

podem ser citados o grupo ortogonal O(n,R) das matrizes em GL(n,R) que preservam

o produto interno usual 〈, 〉 em Rn e o grupo ortogonal especial SO(n,R) das matrizes

em O(n,R) com determinante 1.

De modo geral podemos definir O(n,R) = {A ∈ GL(n,R) tais que 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉
para todos x, y ∈ Rn}. Onde 〈·, ·〉 é produto interno canônico. O(n,R) munido da

operação produto de matrizes é um grupo. De fato Idn ∈ O(n,R), pois 〈Idnx, Idny〉 =

〈x, y〉 para todos x, y ∈ Rn. Logo O(n,R) 6= ∅. Veja que se A,B ∈ O(n,R) então

〈ABx,ABy〉 = 〈A(Bx), A(By)〉 = 〈Bx,By〉 = 〈x, y〉 para todos x, y ∈ Rn.Assim AB ∈
O(n,R), donde temos que a operação está bem definida e ainda a transitividade é herdada

de GL(n,R). Além disso se A ∈ O(n,R) então 〈A−1x,A−1y〉 = 〈A(A−1x), A(A−1y)〉 =

〈x, y〉 para todos x, y ∈ Rn. Logo A−1 ∈ O(n,R). Portanto O(n,R) é um grupo.

Pela continuidade do produto interno, segue que O(n,R) é fechado. Usando o fato de

que determinante do produto de matrizes é o produto dos determinates é fácil ver que

SO(n,R) é um grupo de Lie de matrizes.

Definição 1.1.7. Seja A uma matriz n×n com entradas reais. Define-se a exponencial

de A, denotada eA, a matriz dada pela série de potências:

eA =
∑∞

m=0
Am

m!
= I + A+ A2

2!
+ A3

3!
+ ...

Definição 1.1.8. Seja G um grupo de Lie de matrizes. A álgebra de Lie, denotada

por g, é o conjunto das matrizes A tais que etA ∈ G para todo t ∈ R.

A álgebra de Lie g de um grupo de Lie de matrizes G pode ser identificada com o

espaço vetorial dos vetores tangentes à identidade I, ou seja, A ∈ g se e somente se

A =
∂

∂t
γ(t) |t=0 onde γ(t) é uma curva diferenciável em G com γ(0) = I.

Exemplo 1.1.9. A álgebra de Lie de GL(n,R) é o espaço das transformações lineares de

Rn(matrizes n× n), denotado por gl(n,R); a de O(n,R é o espaço so(n,R) das matrizes

antisimétricas (At + A = 0); a de SO(n,R) também é so(n,R).

A dimensão de um grupo de Lie de matrizes é definida como a dimensão de sua

álgebra. Assim a dimensão de GL(n,R) é n2 e a de O(n,R) e SO(n,R) é
n2 − n

2
.

Definição 1.1.10. Seja G um grupo de Lie de matrizes e g sua álgebra de Lie. O col-

chete de Lie de matrizes em g é definido pelo comutador:
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[A,B] = AB −BA, A,B ∈ g

O colchete de Lie da álgebra de Lie g de um grupo de Lie de matrizes G se relaciona

com o produto de G pela expressão:

[A,B] =
∂2

∂t∂s
(etAesBe−tA)

para t = s = 0. Esse colchete é uma forma bilinear, antissimétrica e respeita a identidade

de Jacobi:

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

para todos X, Y, Z ∈ g.

Definição 1.1.11. Seja g uma álgebra de Lie, g é chamada abeliana se [A,B] = 0 para

todos A,B ∈ g.

Definição 1.1.12. Sejam g e h duas álgebras de Lie de matrizes. Uma transformação

linear τ : g→ h é um homomorfismo de álgebras de Lie se :

τ [A,B] = [τ(A), τ(B)]

para todos A,B ∈ g.

Um isomorfismo τ : g → g é dito um automorfismo de g. O conjunto dos auto-

morfismos de g com a operação de composição forma um grupo, chamado grupo de

automorfismos de g e denotado por Aut(g).

Proposição 1.1.13. Sejam G e H grupos de Lie de matrizes com álgebras de Lie g e h,

respectivamente. Se φ : G → H é um homomorfismo diferenciável, então a diferencial

dIφ : g→ h de φ na identidade I é um homomorfismo de álgebras de Lie de matrizes.

Demonstração. Sejam A,B ∈ g temos:

dφI [A,B] = dφI(
∂2

∂t∂s
etAesBe−tA |t=s=0)

=
∂

∂t
dφI(

∂

∂s
etAesBe−tA |s=0) |t=0

=
∂

∂t

∂

∂s
φ(etAesBe−tA) |t=s=0

=
∂

∂t

∂

∂s
(φ(etA)φ(esB)φ(e−tA))

=
∂

∂t
φ(etA)dφI(B)φ(e−tA) |t=0

= dφI(A)dφI(B)− dφI(B)dφI(A)

= [dφI(A), dφI(B)]

Logo, a diferencial dφI : g→ h é um homomorfismo de álgebras de Lie de matrizes.
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1.2 Produto semi-direto e formas bilineares

Definição 1.2.1. Sejam G e H dois grupos, com H um grupo métrico. Dado um homo-

morfismo ρ : G→ Aut(H), define-se o produto semidireto Gnρ H por

(g1;h1) ∗ρ (g2;h2) = (g1g2;h1ρ(g1)(h2))

e o produto semidireto Gnρ H por

(g1;h1) ∗ρ (g2;h2) = (g1g2; ρ(g2)(h1)h2)

Não é dif́ıcil ver que GnρH e GnρH são grupos, onde, em ambos os casos, o elemento

identidade é (1G; 1H) e o elemento inverso de (g;h) é

(g;h)−1 = (g−1, ρ(g−1)(h−1))

Esses dois tipos de produto semidireto contém cópias de suas componentes, poisG×1H

é um subgrupo isomorfo a G enquanto que 1G×H é um subgrupo normal isomorfo a H.

Note que se ρ(g) = IdH para todo g ∈ G, então ambos GnρH e GnρH coincidem com

o produto direto G×H.

Definição 1.2.2. Seja V um espaço vetorial real. Uma forma bilinear sobre V é uma

função f : V × V → R que é linear em cada uma das variáveis.

Denotamos por B(V,R) o conjunto de todas as formas bilineares sobre V . Munido

com as operações de soma de funções e de multiplicação por escalar, B(V,R) é um espaço

vetorial real.

Toda forma bilinear sobre um espaço de dimensão n está associada a uma matriz real

n× n, conforme a seguinte definição.

Definição 1.2.3. Sejam V um espaço vetorial real de dimensão n e B = {v1, ..., vn} uma

base de V . Para cada f ∈ B(V,R), a matriz de f na base B é definida por

[f ]B = (f(vi, vj))i,j ∈Mn(R)

A correspondência f ∈ B(V,R) → [f ]B ∈ Mn(R) é um isomorfismo linear entre os

espaços vetoriais B(V,R) e Mn(R). A principal importância desta correspondência é que

podemos representar a forma bilinear f pela sua matriz [f ]B usando a fórmula

f(u, v) = [u]tB[f ]B[v]B

onde [v]B denota a matriz coluna formada pelas coordenadas do vetor v na base B e [u]tB
denota a transposta de [u]B, ou seja, a matriz linha das coordenadas de u na base B. Se

B′ é outra base de V e M é a matriz de mudança de bases de B para B′, então

[f ]B′ = M t[f ]BM.
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Definição 1.2.4. Uma forma bilinear f ∈ B(V,R) é dita simétrica se f(u, v) = f(v, u)

para todos u, v ∈ V .

Em termos da representação matricial, uma forma bilinear f ∈ B(V,R) é simétrica

se e somente se sua matriz [f ]B é simétrica em qualquer base B de V .

Definição 1.2.5. Uma forma bilinear f ∈ B(V,R) é dita degenerada se existe um ele-

mento não nulo v ∈ V que satisfaz f(v, u) = 0 para todo u ∈ V .

Uma forma bilinear f ∈ B(V,R) é degenerada se e somente se det[f ]B = 0 para

qualquer base B de V .

Definição 1.2.6. Um produto interno sobre um espaço vetorial real V é uma forma

bilinear simétrica que é positiva definida, ou seja, f(u, u) > 0 sempre que u 6= 0. Logo,

um produto interno é uma forma bilinear simétrica e não degenerada.

1.3 Álgebras de Lie

Muito mais geral que as álgebras de Lie de matrizes são as algebras de Lie. Naturalmente

as álgebras de Lie de matrizes são álgebras de Lie. Veremos alguns conceitos desta toeria

mais abrangente, que se aplicam no caso particular das álgebras de Lie de matrizes.

Definição 1.3.1. Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g munido de um produto

(as vezes chamado de colchete ou comutador):

[, ] : g× g→ g

Satisfazendo:

� É bilinear.

� Anti-simétrico, ou seja, [X, Y ] = −[Y,X] para todos X, Y ∈ g.

� Obedece a identidade de Jacobi:

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

para todos X, Y, Z ∈ g.

Definição 1.3.2. Um subespaço h ⊂ g é uma subálgebra de g se para todos X, Y ∈ h,

[X, Y ] ∈ h.
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Definição 1.3.3. Um subespaço b ⊂ g é um ideal de g se para todo Y ∈ b, X ∈ g,

[X, Y ] ∈ b. Dito de outra forma:

[g, b] = ger {[X, Y ] : X ∈ g, Y ∈ b} ⊂ b.

Onde ger indica o espaço gerado por [X, Y ]. g e 0 são ditos ideais triviais. É fácil ver

que todo ideal de g é uma subálgebra de g, mas a rećıproca não é válida, como veremos

a seguir no exemplo.

Exemplo 1.3.4. Seja τ : g→ h um homomorfismo de álgebras, então:

� ker(τ) é um ideal g.

� Im(τ) é uma subálgebra de h.

A partir daqui para dois subconjuntos A e B de g (g sempre tomada como uma

álgebra de Lie) denotaremos por [A,B] o subespaço gerado por:

{[X, Y ] : X ∈ A, Y ∈ B} .

Definimos por indução, os seguintes subespaços de g:

g(0) = g

g
′
= [g, g]

...

g(k) = [g(k−1), g(k−1)]

Esses subespaços são ideais de g. De fato, pois se l e m são ideais de g entao pela

identidade de jacobi segue que [l,m] também é ideal de g. Logo g
′
, · · · , g(k) são ideais

de g. Essa série de ideais é conhecida como série derivada de g. Cada componente dessa

série é dita uma álgebra derivada de g.

Exemplo 1.3.5. � Se g é abeliana então g
′
= 0.

� g =


 0 ∗ ∗

0 0 ∗
0 0 0


 ; g

′
=


 0 0 ∗

0 0 0

0 0 0


 ; g

′′
= 0.

Definição 1.3.6. Uma álgebra de Lie é solúvel se alguma de suas álgebras derivadas se

anula, ou seja,

g(k0) = 0

para algum k0 ≥ 1 e logo g(k) = 0 para todo k ≥ k0.
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Exemplo 1.3.7. � Toda álgebra abeliana é solúvel.

� Toda álgebra de matrizes triangulares superiores é solúvel.

Proposição 1.3.8. Seja g uma álgebra de Lie e h ⊂ g um ideal. Se h e g/h são solúveis

então g é solúvel.

Demonstração. Se g/h é solúvel, existe k1 tal que (g/h)k1 = {0}. Do fato que π(g(k)) =

(g/h)(k), temos π(g(k1)) = 0. Isto quer dizer que g(k1) está contido em h, pois sua projeção

é 0. Como h é solúvel deve existir k2 de modo que h(k2) = {0}. Donde segue

g(k1+k2) = (g(k1))(k2) ⊂ h(k2) = {0} .

Portanto g é solúvel.

Proposição 1.3.9. Sejam g uma álgebra de Lie e h1, h2 ∈ g ideais solúveis (como

álgebras de Lie). Então h1 + h2 também é ideal solúvel de g.

Demonstração. Não é dif́ıcil notar que a soma de ideais é ideal. Agora, para mostrarmos

que tal soma de dois ideais solúveis h1 e h2 usamos um dos teoremas do isomorfismo de

álgebras de Lie:

(h1 + h2)/h2 ≈ h1/h1 ∩ h2

Dado que h1 é solúvel então h1/h1 ∩ h2 é solúvel e dáı segue que (h1 + h2)/h2 é solúvel.

de modo que h2 é solúvel então pela proposição 1.3.8 h1 + h2 é solúvel.

Proposição 1.3.10. Seja g álgebra de Lie de dimensão finita, existe em g um único ideal

solúvel r ⊂ g que contém todos ideais solúveis de g.

Demonstração. Seja n a dimensão máxima dos ideais solúveis de g e seja r um ideal

solúvel com dimr = n. Afirmamos que todo ideal solúvel de g está contido em r. De fato,

se h é ideal solúvel, pela proposição 1.3.10 r + g é solúvel. Dáı temos dim(r + h) = dimr

pela maximilidade da dimensão. Logo r + g ⊂ r e h ⊂ r. Portanto segue que r contém

todos os ideais solúveis de g, e é claro que é único.

Definição 1.3.11. O ideal r da proposição 1.3.10 é chamado de radical solúvel (ou

radical) de g e é denotado por r(g).

Definição 1.3.12. Uma álgebra de g é dita semisimples se r(g) = 0. Ou seja, g não

contém ideais solúveis além de 0.
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Teorema 1.3.13. (Teorema da decomposição de Levi) Seja g uma álgebra de Lie de

dimensão finita e r(g) o seu radical solúvel. Então, existe uma subálgebra s de g tal que

g = r(g)⊕ s. Como s ≈ g�r(g), s é semisimples.

Omitimos a demonstração deste resultado, devido a mesma necessitar de conceitos

que sobrecarregariam estas preliminares, para detalhes por completo consulte o Teorema

da decomposição de Levi em [2].



Caṕıtulo 2

Grupos de Isometrias

Agora estando em condições adequadas, vamos introduzir dois grupos de isometrias. O

primeiro grupo, chamado Grupo Galileano, decorre da teoria da relatividade da f́ısica

clássica desenvolvida por Galileo Galilei. Nesta teoria, o grupo Galileano é formado

por todas as transformações Galileanas de um espaço euclidiano quadridimensional dito

espaço Galileano. O segundo grupo, chamado Grupo de Poicaré, decorre da teoria da

relatividade de Albert Einsten e é formado pelas isometrias de um espaço de Minkowski

de dimensão 4. Em ambos os grupos o espaço quadridimensional representa o tempo e o

espaço. Veremos adiante alguns detalhes e suas construções.

2.1 Grupo Galileano

Inicialmente precisamos conhecer a estrutura Galileana. Segundo [3] a estrutura galileana

consiste dos seguintes elementos:

� O universo é representado por um espaço afim de dimensão 4, denotado por A4.

Cada ponto de A4 é chamado de evento. Tomando o grupo dos deslocamentos

paralelos no universo A4 temos o espaço vetorial euclidiano R4.

� O Tempo, visto como um funcional linear (não-nulo) γ : R4 → R do espaço vetorial

dos deslocamentos paralelos do universo para o ”eixo de tempo”real. O intervalo de

tempo do evento A ∈ A4 ao evento B ∈ A4 é dado por γ(B−A). Se γ(B−A) = 0,

então dizemos que os eventos A e B são simultâneos.

� A distância entre dois eventos simultâneos é definida como d(A,B) = ‖B − A‖,
onde A e B são eventos simultâneos.

Para que um vetor u pertença ao núcleo de γ é necessário e suficiente que para todo

A ∈ A4 o evento B = A + u é simultâneo com A. Com efeito u ∈ kerγ ↔ γ(B − A) =

γ(A+u−A) = γ(u) = 0. Portanto o conjunto dos eventos simultâneos a um dado evento

está em correspondência biuńıvoca com o núcleo do funcional linear γ. De maneira que
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o núcleo de γ é um subespaço de dimensão três em R4, segue que um conjunto máximo

de eventos simultâneos forma um subespaço afim de dimensão 3 em A4. Tal subespaço é

chamado de espaço de eventos simultâneos e é representado como A3. Dessa forma, cada

espaço de eventos simultâneos munido com a distância entre eventos simultâneos é um

espaço euclidiano tridimensional E3.

Um espaço afim A4 munido com uma estrutura galileana é chamado de espaço ga-

lileano. Uma transformação suave (C∞) de um espaço galileano para outro espaço que

preserva sua estrutura galileana é chamada de transformação galileana generalizada. Este

conceito é desenvolvido em [3] e engloba transformações afins e não afins, ao contrário

do que é feito tradicionalmente na f́ısica, por exemplo em [4]. Logo, uma transformação

galileana generalizada é uma transformação de A4 que preserva intervalos de tempo e

distâncias entre eventos simultâneos. O conjunto de todas as transformações galileanas

de um espaço galileano munido com a operação de composição é um grupo, chamado de

grupo galileano global e é denotado por GAL(4).

Vamos descrever o grupo galileano de um espaço galileano com tempo γ : R4 → R,

para isso consideramos uma base ortonormal {u1;u2;u3} de Ker(γ). Escolhemos u0 ∈ R4

de modo que γ(u0) = 1. Como u0 /∈ Ker(γ), temos que {u0;u1;u2;u3} forma uma base

ordenada de R4. Fixamos essa base em R4 e consideramos um sistema de coordenadas

(O;u0;u1;u2;u3) de A4. Então R4 se identifica com o produto direto R×Ker(γ) e γ é a

projeção da primeira coordenada.

γ : R×Ker(γ)→ R
(t, x) 7−→ t

Além disso, cada evento A de A4 também pode ser escrito em coordenadas na forma

A = (t;x1;x2;x3) = (t;x). Note que dois eventos A = (t;x) e B = (s; y) são simultâneos

se e somente se t = s. Logo, o conjunto dos eventos da forma (0;x) correspondem ao

espaço de eventos simultâneos da origem O do sistema de coordenadas, o qual pode ser

identificado com o espaço vetorial R3. Portanto, o espaço dos eventos simultâneos com

um evento (t; 0) corresponde ao conjunto dos eventos da forma (t;x) com x ∈ R3. Dessa

forma, uma transformação g : A4 → A pode ser escrita como g(t;x) = (g1(t;x); g2(t;x)),

com g1 : A4 → R e g2 : A4 → R3.

Teorema 2.1.1. Uma transformação galileana g tem a forma:

g(t, x) = (t+ k,R(t)(x) + α(t)) (2.1)

onde k é uma constante fixada, R ∈ C∞(R;O(3,R)) e α ∈ C∞(R;R3).
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Demonstração. Sejam A = (t;x) e B = (s; y) dois eventos em A4 e g = (g1; g2) uma

transformação galileana. Como g preserva intervalos, temos que:

γ(g(B)− g(A)) = γ(B − A).

Dáı segue que

g1(t, x)− g1(s, y) = t− s. Dessa forma, para B = (0; 0), obtemos a expressão de g1

g1(t, x) = t+ g1(0, 0)

onde g1(0, 0) ∈ R é uma constante. Para determinar g2, fixamos t ∈ R e consideramos a

transformação g2(t; ·) : R3 → R3. Como g preserva a distância entre eventos simultâneos,

segue que g2(t; ·) é uma transformação afim em R3, ou seja, g2(t; ·) é a composição de

uma transformação ortogonal e uma translação, ou seja,

g2(t;x) = R(t)(x) + α(t, 0), x ∈ R3

com R ∈ C∞(R;O(3;R)) e α ∈ C∞(R;R3).

O produto e a inversão de elementos de GAL(4) podem ser caracterizados a partir da

expressão 2.1. Com efeito, dadas duas transformações galileanas g e h,

g(t, x) = (t+ s, R(t)(x) + α(t))

h(t, x) = (t+ r, S(t)(x) + β(t))

temos que

g ◦ h(t, x) = g(t+ r, S(t)(x) + β(t))

= (t+ r + s, R(t+ r)(S(t)(x) + β(t+ r)) + α(t+ r))

= (t+ r + s, R · rS(t)(x) +R · r(t)(β(t)) + α · r(t))

(2.2)

Não é difićıl ver que o elemento identidade de GAL(4) é a transformação identidade

e(t;x) = (t;x), enquanto que o elemento inverso de g é a transformação

g−1(t, x) = (t− s, R(t− s)−1(x) +R(t− s)−1α(t− s))

A expressão 2.2 incita que GAL(4) tem uma estrutura de produto semidireto dos

grupos R, (R;O(3;R) e C∞(R;R3). A seguir determinaremos esse produto semidireto.

Proposição 2.1.2. Para cada R ∈ C∞(R;O(3,R)), defina ρ(R) : C∞(R;R3)→ C∞(R;R3)

por

ρ(R)(α(t)) = R(t)(α(t));α ∈ C∞(R;R3), t ∈ R.

Então ρ(R) é um automorfismo de C∞(R;R3). A aplicação ρ : C∞(R;O(3,R)) →
AutC∞(R;R3) definida por ρ(R) é um homomorfismo de grupos.
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Demonstração. Dadas as curvas α, β ∈ C∞(R,R3) temos que:

ρ(R)(α + β) = R(t)(α(t) + β(t))

= R(t)(α(t)) +R(t)(β(t))

= ρ(R)(α(t)) + ρ(R)(β(t))

= [ρ(R)(α) + ρ(R)(β)](t)

para todo t ∈ (R). Logo, ρ(R)(α + β) = ρ(R)(α) + ρ(R)(β) e, portanto ρ(R) é um

homomorfismo de grupos. Agora, tome S ∈ C∞(R;O(3,R)) definida por S(t) = R(t)−1

para todo t ∈ R. É fácil ver que ρ(S) = ρ(R)−1 e, portanto, ρ(R) é um automorfismo.

Agora sejam R, S ∈ C∞(R;O(3,R)) e α ∈ C∞(R,R3). Temos que

ρ(RS)(α)(t) = RS(t)(α(t))

= R(t)S(t)(α(t))

= ρ(R) ◦ ρ(S)(α)(t)

para todo t ∈ R.Logo, ρ(RS) = ρ(R)◦ρ(S) e, portanto, ρ : C∞(R;O(3,R))→ AutC∞(R,R3)

é um homomorfismo de grupos. �

Considere o produto semidireto C∞(R;O(3,R))oρ C
∞(R,R3) com o produto:

(R,α) ∗ρ (S, β) = (RS, α + ρ(R)(β))

onde ρ : C∞(R;O(3,R))→ AutC∞(R,R3) é o homomorfismo obtido anteriormente.

Proposição 2.1.3. Para cada t ∈ R, defina θ(t) : C∞(R;O(3,R)) oρ C
∞(R,R3) →

C∞(R;O(3,R))oρ C
∞(R,R3) por

θ(t)(R,α) = (R · t, α · t)

Então θ(t) é um automorfismo de C∞(R;O(3,R)) oρ C
∞(R,R3). A aplicação θ : R →

Aut(C∞(R;O(3,R))oρ C
∞(R,R3)) definida por θ(t) é um homomorfismo de grupos.

Demonstração. Dados (R,α), (S, β) ∈ C∞(R;O(3,R))oρ C
∞(R,R3), temos que:

θ(t)((R,α) ∗ρ (S, β)) = θ(t)(RS, α + ρ(R)(β))

= (RS · t, (α + ρ(R)(β)) · t)

= (R · tS · t, α · t+ ρ(R)(β) · t)

= (R · tS · t, α · t+ ρ(R · t)(β · t))



2.1 Grupo Galileano 13

= ((R · t, α · t) ∗ρ (S · t, β · t))

= θ(t)(R,α) ∗ρ θ(t)(S, β)

Logo θ(t) é um homomorfismo. É fácil ver que θ(−t) é a aplicação inversa de θ(t).

Portanto, θ(t) é um automorfismo. Agora, dados t, s ∈ R e (R,α) ∈ C∞(R;O(3,R)) oρ

C∞(R,R3), temos que:

θ(t+ s)(R,α) = (R · (t+ s), α · (t+ s))

= ((R · s) · t, (α · s) · t)

= θ(t) ◦ θ(s)(R,α)

Logo, θ(t+ s) = θ(t) ◦ θ(s) e, portanto, θ é um homomorsimo de grupos.

Enfim, considere o produto semidireto R oθ C∞(R;O(3,R)) oρ C
∞(R,R3) com o

produto:

(s, R, α) ∗θ (r, S, β) = (s+ r, θ(r)(R,α) ∗ρ (S, β))

= (s+ r, (R · r, α · r) ∗ρ (S, β))

= (s+ r, R · rS, α · r + ρ(R · r)(β))

Teorema 2.1.4. O grupo galileano GAL(4) é isomorfo ao produto semidireto R oθ

C∞(R;O(3,R))oρ C
∞(R,R3) definido acima.

Demonstração. Defina φ : Roθ C∞(R;O(3,R))oρ C
∞(R,R3)→ GAL(4) por

φ(s, R, α)(t, x) = (t+ s, R(t)(x) + α(t))

para todo (s, R, α) ∈ RoθC∞(R;O(3,R))oρC
∞(R,R3) e (t, x) ∈ A4. Pela expressão geral

de uma transformação galileana em 2.1, segue que φ está bem definida e é sobrejetiva.

Além disso, se φ(s, R, α) = φ(r, S, β), então

(t+ s, R(t)(x) + α(t)) = (t+ r, S(t)(x) + β(t))

para todo (t, x) ∈ A4. Em particular, para (t, 0), temos (t+ s, α(t)) = (t+ r, β(t)), logo,

s = r e α = β. Assim, para todo (t, x) ∈ A4, segue que R(t)(x) = S(t)(x) e, portanto,

R = S. Isso mostra que φ é também injetiva. Resta mostrar que φ é um homomorfismo.

De fato, dados (s, R, α), (r, S, β) ∈ RoθC∞(R;O(3,R))oρC
∞(R,R3) e (t, x) ∈ A4, temos

que

φ((s, R, α) ∗θ (r, S, β)(t, x) = φ((s+ r, R · rS, α · r + ρ(R·)(β)))(t, x)

= (t+ s+ r, R · rS(t)(x) + (α · r + ρ(R · r)(β))(t))
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= (t+ s+ r, R · rS(t)(x) + α · r(t) +R · r(t)(β(t)))

= (t+ s+ r, R(S · r)(t)(x) + α(t) + ρ(R)(β · r)(t))

= φ(s, R, α) ◦ φ(r, S, β)(t, x)

Logo φ((s, R, α) ∗θ (r, S, β)(t, x) = φ(s, R, α) ◦ φ(r, S, β)(t, x).

Na teoria da relatividade restrita de Galileo, uma transformação galileana tem a forma

especial

φ(s, R, α)(t, x) = (t+ s, R(x) + tv + y),

onde R é uma matriz ortogonal constante e α(t) = tv + y é uma reta em R3. O grupo

formado por essas transformações galileanas é chamado de grupo galileano e será de-

notado por Gal(4). Então, o grupo galileano Gal(4) da teoria da relatividade galileana é

um subgrupo do grupo galileano global GAL(4).

De acordo com o teorema 2.1.4, o grupo galileano Gal(4) é isomorfo ao subgrupo

R oθ O(3,R) oρ `3 do produto semidireto R oθ C∞(R, O(3,R)) oρ C
∞(R,R3), onde `3

denota o espaço vetorial das retas em R3. Então

Gal(4) ≈ Roθ O(3,R)oρ `3

por meio do isomorfismo φ : R oθ O(3,R) oρ `3 → Gal(4) constrúıdo no Teorema 2.1.4,

considerando as restrições adequadas de todas as funções envolvidas.

Note que `3 é isomorfo á R3×R3 com o isomorfismo linear r : R3×R3 → `3 dado por

r(y, v)(t) = tv + y, t ∈ R. Veja também que a álgebra de Lie de `3 é o próprio `3. Como

a dimensão de R é 1, a de O(3;R) é 3 e a de `3 é 6, temos que a dimensão de Gal(4) é

10.

Além da representação por um produto semidireto, mais interessante para nosso tra-

balho é o fato de que o grupo galileano Gal(4) também é representado por um grupo de

Lie de matrizes. Como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.1.5. O grupo galileano Gal(4) é isomorfo ao grupo de matrizes da forma
1 0 0 0 0

s 1 0 0 0

y1 v1

y2 v2 R

y3 v3


com R ∈ O(3;R), o qual é um grupo de Lie de matrizes.
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Demonstração. Defina a aplicação ψ : Gal(4)→ GL(5,R) por

ψ(φ(s, R, r(y, v))) =


1 0 0 0 0

s 1 0 0 0

y1 v1

y2 v2 R

y3 v3



=

 1 0 0

s 1 0

y v R


onde v = (v1, v2, v3) e y = (y1, y2, y3). Evidentemente ψ é uma função injetiva. Além

disso, sua imagem é um subgrupo fechado de GL(5,R), pois se ψ(θ(sn, Rn, r(yn, vn))) con-

verge para

 1 0 0

s 1 0

y v S

 , então S ∈ O(3,R), logo ψ(θ(sn;Rn; r(yn; vn)))→ ψ(θ(s;S; r(y; v))).

Agora, dados φ(s;R; r(y; v));φ(r;S; r(z;u)) ∈ Gal(4), temos que

φ(s, R, r(y, v)) ◦ φ(r, S, r(z, u)(t, x) = φ(s+ r, RS, r(x,w))(t, x)

com x = R(z) + rv + y e w = R(u) + v. Assim,

ψ(φ(s, R, r(y, v)) ◦ φ(r, S, r(z, u) = ψ(φ(s+ r, RS, r(x,w))) = ψ(φ(s+ r, RS, r(x,w)))

=

 1 0 0

s+ r 1 0

R(z) + rv + y R(u) + v RS

 =

 1 0 0

s 1 0

y v R


 1 0 0

r 1 0

z u S


= ψ(θ(s;R; r(y; v)))ψ(θ(r;S; r(z;u)))

Logo,ψ é um homomorfismo de grupos. Como ψ é injetiva, segue que Gal(4) é isomorfo

à imagem de ψ, que é um grupo de Lie de matrizes.

Em resumo, temos os seguintes isomorfismos de grupos:

Roθ O(3,R)oρ `3 ↔ Gal(4)↔ G

onde

G =


 1 0 0

s 1 0

y x R

 ∈ GL(5,R) : R ∈ O(3,R)
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Observamos que a composição ψ ◦ φ é também um difeomorfismo de R oθ O(3,R)oρ `3

em G,o que fornece à RoθO(3,R)oρ `3 uma estrutura de grupo de Lie de matrizes. Essa

mesma estrutura é recebida pelo grupo galileano Gal(4), o que o torna um grupo de Lie.

Sobre a topologia do grupo galileano, é fácil ver Gal(4) não é conexo, pois O(3;R)

não o é. Porém, como R e `3 são conexos e que O(3;R) possui duas componentes co-

nexas, segue que Gal(4) possui duas componentes conexas representadas pelas matrizes 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 e

 −1 0 0

0 1 0

0 0 1

 de O(3;R).

A seguir vamos encontrar a álgebra de Lie gal(4) de Gal(4). A representação matricial

de gal(4) segue imediatamente do teorema 2.1.5.

Corolário 2.1.6. A álgebra de Lie gal(4) do grupo galileano Gal(4) é isomorfa à álgebra

de Lie de matrizes

g =


 0 0 0

s 0 0

y v X

 ∈ GL(5,R) : X ∈ so(3,R)


Demonstração. Note que g é a álgebra de Lie do grupo de matrizes G. Dáı o resultado

segue pela Proposição 1.1.13.

2.2 Grupo de Poincaré

Antes de chegar ao grupo de Poincaré é preciso entender o espaço de Minkowski e o grupo

ortogonal generalizado. Segundo [5] o espaço-tempo de Minkowski é um espaço vetorial

de dimensão 4 equipado com a forma bilinear 〈·, ·〉1,3 definida por

〈x, y〉1,3 = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3

onde x = (x0, x1, x2, x3) e y = (y0, y1, y2, y3) são escritos em uma base ortonormal.

De modo semelhante ao Grupo Galileano a componente x0 do vetor x é chamada de

componente temporal equanto que as outras três componentes x1, x2, x3 são chamadas

de componentes espaciais. A forma 〈·, ·〉1,3 é simétrica e não degenerada, com assinatura

(−,+,+,+). Devido a esse fato, o espaço-tempo de Minkowski é usualmente denotado

por R−1+3 para enfatizar a assinatura. É comum num abuso de linguagem chamar essa

forma de produto interno de Minkowski, mas é fácil observar que 〈·, ·〉1,3 não se trata

de um produto interno, pois é indefinida. No entanto, essa forma possui propriedades

capazes de classificar os vetores de R1+3, chamados de eventos, em três tipos distintos:

� O evento x é do tipo tempo se 〈x, x〉1,3 < 0;
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� O evento x é do tipo espaço se 〈x, x〉1,3 > 0;

� O evento x é do tipo luz se 〈x, x〉1,3 = 0.

A forma 〈·, ·〉1,3 define uma métrica, que é chamada métrica de Lorentz ou de Min-

kowski. Essa métrica estabelece o conceito de ortogonalidade hiperbólica em R1+3. De

maneira muito análogo a ortogonalidade euclidiana dizemos que dois vetores x e y são

ortogonais se 〈x, y〉1,3 = 0.

A partir da forma 〈·, ·〉1,3, define-se também a norma de Minkowski ‖ · ‖1,3 e a distância

de Minkowski d1,3 dadas por

‖ x ‖1,3=
√
| 〈x, x〉1,3 | e d1,3(x, y) =‖ x− y ‖1,3

para quaisquer x, y ∈ R1+3. Novamente se trata de um abuso de linguagem, pois ‖x‖1,3
não é uma norma e d1,3 não é uma distância, uma vez que 〈·, ·〉1,3 é uma forma indefinida

(implicando que ‖·‖1,3 não é subaditiva). No entanto, a norma e a distância de Minkowski

dão boas noções e constroem o conceito de isometria em R1+3.

O grupo ortogonal generalizado é um grupo de Lie de matrizes que depende de uma

forma bilinear simétrica sobre Rn a qual não se trata de um produto interno. O grupo

de Lorentz é um subgrupo de um grupo ortogonal generalizado que age no espaço qua-

dridimensional.

Definição 2.2.1. Sejam k e n números inteiros positivos, com n > k e consideremos o

espaço euclidiano Rk+n munido com o produto interno usual 〈·, ·〉. Definimos a função

〈·, ·〉k,n : Rk+n × Rk+n → R pela fórmula

〈x, y〉k,n = −x1y1 − ...− xkyk + xk+1yk+1 + ...+ xk+nyk+n

onde x = (x1, ..., xk+n) e y = (y1, ..., yk+n) são coordenadas da base canônica C de Rk+n.

Definimos também a função ‖ · ‖k,n : Rk+n → R por

‖x‖k,n =
√
| 〈x, x〉k,n |

Proposição 2.2.2. A função 〈·, ·〉k,n definida acima é uma forma bilinear simétrica não

degenerada sobre Rk+n. Sua matriz [〈·, ·〉k,n]C com respeito à base canônica C de Rk+n é

[〈·, ·〉k,n]C =

(
−Ik 0

0 In

)

onde 0 é o bloco nulo e Im é o bloco matriz identidade de ordem m.
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Demonstração. Dados x, y, z ∈ Rk+n e a ∈ R, temos

〈ax+ z, y〉k,n = −a
k∑
j=1

xjyj + a

k+n∑
j=k+1

xjyj −
k∑
j=1

zjyj +
k+n∑
j=1

zjyj

= a

(
−

k∑
j=1

xjyj +
k+n∑
j=k+1

xjyj

)
−

k∑
j=1

zjyj +
k+n∑
j=1

zjyj

= a〈x, y〉k,n + 〈z, y〉〉k,n.

Analogamente segue para a segunda entrada. Logo, 〈·, ·〉k,n é uma forma bilinear sobre

Rk+n. Da comutatividade dos números reais segue que

〈x, y〉k,n = −
k∑
j=1

xjyj +
k+n∑
j=k+1

xjyj = −
k∑
j=1

yjxj +
k+n∑
j=k+1

yjxj = 〈y, x〉k,n.

Portanto, 〈·, ·〉k,n é simétrica. A expressão da matriz [〈·, ·〉k,n]C segue diretamente da

definição de matriz associada a uma forma bilinear. Por fim, 〈·, ·〉k,n é não degenerada

pois det [〈·, ·〉k,n]C = ±1.

Proposição 2.2.3. Considere a forma quadrática q(x) = 〈x, x〉k,n associada à forma

bilinear 〈·, ·〉k,n. Existem vetores não nulos x, y, z ∈ Rk+n tais que

q(x) > 0, q(y) = 0, q(z) < 0.

Demonstração. Podemos escrever explicitamente q(x) na forma

q(x) = 〈x, x〉k,n = −
k∑
j=1

x2j +
k+n∑
j=k+1

x2j .

Como se trata de números reais, x2j ≥ 0 para todo j. Dessa forma,

se
∑k

j=1 x
2
j <

∑k+n
j=k+1 x

2
j então q(x) > 0;

se
∑k

j=1 x
2
j =

∑k+n
j=k+1 x

2
j então q(x) = 0 ;

se
∑k

j=1 x
2
j >

∑k+n
j=k+1 x

2
j então q(x) < 0 .

Não é dif́ıcil encontrar vetores que satisfazem essas condições.

Apresentamos agora o operador linear auto-adjunto que representa a forma bilinear

〈·, ·〉k,n.
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Proposição 2.2.4. Seja T : Rk+n → Rk+n o operador linear auto-adjunto tal que

〈x, y〉k,n = 〈T (x), y〉, para todo x, y ∈ Rk+n. Então

[T ]C =

(
−Ik 0

0 In−k

)

e [T ]C = [T ]−1C . Se B é uma base ortonormal de Rk+n com respeito ao produto interno

〈·, ·〉, então [T ]B = [〈·, ·〉k,n]B.

Demonstração. Temos que

〈x, y〉k,n = −
k∑
j=1

xjyj +
k+n∑
j=k+1

xjyj

e

〈T (x), y〉k,n = −
k∑
j=1

T (x)jyj +
k+n∑
j=k+1

T (x)jyj

para todos x, y ∈ Rk+n. Logo, T (x)j = −xj, se 1 ≤ j ≤ k, e T (x)j = xj , se k + 1 ≤ j ≤
k + n. Portanto, na base canônica C, a matriz de T é a matriz diagonal

[T ]C =

(
−Ik 0

0 In

)

que corresponde à matriz [〈·, ·〉k,n]C. Agora

[T ]C[T ]C =

(
−Ik 0

0 In

)(
−Ik 0

0 In

)
=

(
Ik 0

0 In

)
= Ik+n

de onde temos [T ]C = [T ]−1C . Agora, seja B = x1, · · · , xk+n uma base ortonormal de

Rk+n com respeito ao produto interno 〈·, ·〉. Escrevemos T (xi) =
∑k+n

j=1 αijxj para cada

i = 1, ..., k + n, ou seja, [T ]B = (αij)i,j. Temos que

〈xi, xj〉k,n = 〈T (xi), xj〉 = αij

para todos 1 ≤ i, j ≤ k + n. Logo,[〈·, ·〉k,n]B = [T ]B.

Seja A uma matriz real (k + n) × (k + n). De modo análogo ao grupo ortogonal,

dizemos que A preserva a forma bilinear 〈·, ·〉k,n se

〈A(x), A(y)〉k,n = 〈x, y〉k,n

para todo x, y ∈ Rk+n. O que motiva o seguinte teorema:
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Teorema 2.2.5. Denote por O(k;n) o conjunto das matrizes reais (k+ n)× (k+ n) que

preservam a forma bilinear 〈·, ·〉k,n. Então O(k;n) é um grupo de Lie de matrizes em

GL(k + n;R).

Demonstração. Dados A,B ∈ O(k;n) e x, y ∈ Rk+n, temos que

〈AB(x), AB(y)〉k,n = 〈A(B(x)), A(B(y))〉k,n = 〈B(x), B(y)〉k,n = 〈x, y〉k,n

. Logo, AB ∈ O(k;n). Se x ∈ ker(A), então

〈x, y〉k,n = 〈A(x), A(y)〉k,n = 〈0, y〉k,n = 0

para todo y ∈ Rk+n. Visto que T é inverśıvel e 〈·, ·〉 é não degenerada, segue que x = 0.

Logo, A é inverśıvel. Além disso,

〈A−1(x), A−1(y)〉k,n = 〈AA−1(x), AA−1(y)〉k,n = 〈x, y〉k,n

. Portanto, A−1 ∈ O(k;n), mostrando que O(k;n) é um subgrupo de GL(k + n;R).

Agora, suponha que uma matriz A ∈ GL(k + n;R) é o limite de uma sequência (An)n∈N

em O(k;n). Dados x, y ∈ Rk+n, segue por continuidade que

〈A(x), A(y)〉k,n = 〈limn→∞An(x), limn→∞An(y)〉k,n

= limn→∞〈An(x), An(y)〉k,n

= limn→∞〈x, y〉k,n

= 〈x, y〉k,n.

Logo, A ∈ O(k;n) e, portanto, O(k;n) é fechado em GL(k+n;R), sendo assim um grupo

de Lie.

O grupo de Lie de matrizes O(k;n) é chamado de grupo ortogonal generalizado. Esse

nome se deve ao fato das matrizes serem ortogonais com respeito a forma biliniar 〈·, ·〉k,n,

conforme a seguinte definição.

Definição 2.2.6. Dois vetores x, y ∈ Rk+n são ortogonais com respeito à forma bilinerar

〈·, ·〉k,n se 〈x, y〉k,n = 0. Um vetor x ∈ Rk+n é unitário com respeito à forma 〈·, ·〉k,n
se ‖x‖k,n = 1, ou seja, se 〈x, x〉k,n = ±1. Um conjunto de vetores x1, ..., xk em Rk+n é

chamado ortonormal com respeito a forma 〈·, ·〉k,n se os vetores são ortogonais e unitários

com respeito à forma 〈·, ·〉k,n.
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Se A ∈Mk+n(R), A = (Ai,j), denote por A(j) o j-ézimo vetor coluna de A dado por

A(j) =

 A1,j

...

Ak+n,j


O resultado seguinte mostra que os vetores coluna de uma matriz do grupo ortogonal

generalizado formam um conjunto ortonormal com respeito a forma 〈·, ·〉k,n.

Teorema 2.2.7. Seja A ∈ GL(k+n;R). Então A ∈ O(k;n) se e somente se as seguintes

condições são satisfeitas:

� 〈A(i), A(j)〉k,n = 0, se i 6= j,

� 〈A(i), A(i)〉k,n = −1, se 1 ≤ i ≤ k,

� 〈A(j), A(j)〉k,n = 1, se k + 1 ≤ j ≤ k + n

Demonstração. Seja A ∈ O(k;n). Notemos que

〈A(i), A(j)〉k,n = 〈A(ei), A(ej)〉k,n = 〈ei, ej〉k,n

onde el denota o vetor de Rk+n com 1 na l-ézima entrada e 0 nas outras. Pela definição

de 〈·, ·〉k,n, temos que

〈A(i), A(j)〉k,n = 〈ei, ej〉k,n = 0, se i 6= j,

〈A(i), A(j)〉k,n = 〈ei, ei〉k,n = −1, se 1 ≤ i ≤ k,

〈A(j), A(j)〉k,n = 〈ej, ej〉k,n = 1, se k + 1 ≤ j ≤ k + n.

Por outro lado, se A ∈ GL(k + n;R) satisfaz as condições acima, x =
∑k+n

i=1 αiei e

y =
∑k+n

i=1 βiei são vetores arbitrários de Rk+n, temos que

〈A(x), A(y)〉k,n = 〈
k+n∑
i=1

αiA(ei),
k+n∑
i=1

βiA(ei)〉k,n

= 〈
k+n∑
i=1

αiA
(i),

k+n∑
i=1

βiA
(i)〉k,n

=
k+n∑
i=1

αi

k+n∑
j=1

βj〈A(i), A(j)〉k,n

=
k+n∑
i=1

αiβi〈A(i), A(i)〉k,n
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= −
k∑
i=1

αiβi +
k+n∑
i=k+1

αiβi

= 〈x, y〉k,n.

Portanto, A ∈ O(k;n).

Teorema 2.2.8. Seja A ∈ GL(k+ n;R). Então A ∈ O(k;n) se e somente se AtgA = g,

onde g = [T ]C é a matriz do operador linear auto-adjunto da proposição 2.2.4.

Demonstração. Sejam A ∈ O(k;n) e x, y ∈ Rk+n. Pela Proposição 2.2.4, temos que

〈A(x), A(y)〉k,n = [A(x)]tC[T ]C[A(y)]C = [x]tCA
t[T ]CA[y]C

Por outro lado

〈A(x), A(y)〉k,n = 〈x, y〉k,n = [x]tC[T ]C[y]C

Como x, y ∈ Rk+n são arbitrários, segue que At[T ]CA = [T ]C. Reciprocamente, se

At[T ]CA = [T ]C, então usamos as mesmas igualdades acima para concluir que 〈A(x), A(y)〉k,n =

〈x, y〉k,n para todo x, y Rk+n. Portanto A ∈ O(k;n).

Corolário 2.2.9. Se A ∈ O(k;n), então detA = ±1.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.8.7, temos que det(At[T ]CA) = det[T ]C, de onde segue

que (detA)2 = 1. Logo, det(A) = ±1.

Proposição 2.2.10. O conjunto SO(k;n) = {A ∈ O(k;n) : detA = 1} é um subgrupo de

Lie de matrizes de O(k;n).

Demonstração. Se A,B ∈ SO(k;n), então det(AB−1) = detAdetB−1 = 1.

Logo, SO(k;n) é um subgrupo de O(k;n). Resta mostrar que SO(k;n) é fechado. Com

efeito, considerando a restrição a O(k;n) da função determinante, det : O(k;n) → R,

temos que SO(k;n) = det−1(1). Segue pela continuidade da função determinante que

SO(k;n) é fechado, pois é a imagem inversa de um conjunto fechado (um ponto).

O grupo de Lie de matrizes SO(k;n) será chamado grupo ortogonal generalizado

especial.

Teorema 2.2.11. A álgebra de Lie so(k, n) de O(k, n) (e de SO(k;n)) é

so(k, n) =
{
X ∈Mk+n(R) : gX tg = −X

}
onde g =

(
−Ik 0

0 In

)
.
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Demonstração. Dados Y ∈ so(n, k) e s ∈ R, temos que

e−sX = es(gX
tg) = eg(sX)tg

de onde segue que

(esX)−1 = gesX
t

g.

Logo, esX ∈ O(n, k). Visto que detesX = etr(sX) > 0, segue que detesX = 1 e, portanto,

esX ∈ SO(n, k). Por outro lado, considere uma curva diferenciável γ(s) em O(n, k) com

γ(0) = I. Então, γ(s)−1 = gγ(s)tg, de onde segue que

−γ(s)−2γ
′
(s) = g(γ

′
(s))tg.

Dessa forma, −γ′(0) = g(γ
′
(0))tg. Se γ(s) = esX ∈ O(n, k), então −X = gX tg,ou seja,

X ∈ so(k, n). Portanto, so(k, n) é a álgebra de Lie de O(k, n) e de SO(n, k).

O grupo de simetria do espaço-tempo de Minkowski é representado pelo grupo de

Poincaré. Veremos com detalhes sobre esse grupo adiante. Por definição, uma matriz

A ∈ O(1;n) preserva a forma bilinear 〈·, ·〉1,n. Logo,A preserva também a chamada

distância de Lorentz d1,n dada por

d1,n(x, y) = ‖x− y‖1,n =
√
| 〈x− y, x− y〉1,n |

No entanto, O(1;n) não contém todas as transformações de R1+n que preservam d1,n.

Esse papel cabe ao grupo de Poincaré, o grupo das transformações de R1+n que preservam

a distância de Mincowski (isometrias). Adiante apresentamos o grupo de Poincaré como

um grupo de Lie de matrizes, mostrando sua descrição a partir O(1;n).

Para cada x ∈ R1+n, definimos a translação Tx : R1+n → R1+n por

Tx(y) = x+ y, y ∈ R1+n.

Seja P (1;n) o conjunto das transformações afins de R1+n da forma

T = Tx ◦ A

com x ∈ R1+n e A ∈ O(1;n), onde A é identificada com uma transformação linear de

R1+n.

Proposição 2.2.12. O conjunto P (1;n) é um grupo com a operação de composição de

transformações.

Demonstração. Inicialmente perceba que A ◦ Tx = TAx ◦ A para todo x ∈ R1+ne A ∈
O(1, n). Desse modo, T1 = Tx ◦ A e T2 = Ty ◦B, então:
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T1 ◦ T2 = Tx ◦ A ◦ Ty ◦B
= Tx ◦ TAy ◦ AB
= Tx+Ay ◦ AB

com x+Ay ∈ R1+ne AB ∈ O(1, n). Logo T1 ◦T2 ∈ P (1, n). O elemento neutro de P (1, n)

é naturalmente e = T0 ◦ I1+n. Pois

T1 ◦ e = Tx ◦ A ◦ T0 ◦ I1+n
= Tx+A0 ◦ AI1+n

= Tx ◦ A

Para todo Tx ◦ A ∈ P (1, n).Se Tx ◦ A ∈ P (1, n) temos

(Tx ◦ A) ◦ (T−A−1 ◦ A−1) = Tx ◦ T−x ◦ AA−1 = e

e

(T−A−1x ◦ A−1) ◦ (Tx ◦ A) = T−A−1x ◦ TA−1x ◦ A−1A = e

Logo T−A−1x ◦A−1 é o elemento inverso de Tx ◦A. Como a composição é associativa segue

que P (1, n) é um grupo.

Proposição 2.2.13. O grupo de Poincaré P (1, n) é isomorfo ao grupo de matrizes (2 +

n)× (2 + n), denotado por P1,n, da forma:
1 0 · · · 0

x1
... A

x1+n


Com A ∈ O(1, n). Esse grupo de matrizes é um grupo de Lie de matrizes.

Demonstração. Defina a aplicação ψ : P (1, n)→Mn+2(R) por

ψ(Tx ◦ A) =


1 0 · · · 0

x1
... A

x1+n


Sejam T1 = Tx ◦ A e T2 = Ty ◦B, temos que:
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ψ(T1 ◦ T2) = ψ(Tx ◦ A ◦ Ty ◦B)

= ψ(Tx+Ay ◦ AB)

=


1 0 · · · 0

x1 +
∑1+n

i=1 A1iyi
... AB

x1+n +
∑1+n

i=1 A1+n,iyi



=


1 0 · · · 0

x1
... A

x1+n




1 0 · · · 0

y1
... B

y1+n


Logo, ψ é um homomorfismo. Note que a aplicação ψ é injetiva e, assim, ψ é um

isomorfismo entre P (1, n) e ψ(P (1, n)). A imagem de ψ é um subgrupo fechado de

GL(2 + n,R), porque tem a mesma topologia de R1+n × O(1, n), isto é, é o cartesiano

de dois espaços topológicos fechados. Portanto, P (1;n) é isomorfo a um grupo de Lie de

matrizes P1,n.

Em [6] é mostrado que qualquer transformação T satisfaz 〈T (x), T (y)〉1,n = 〈x, y〉1,n
para todos x, y ∈ R1+n se e somente se T ∈ P (1, n). Omitimos tal demonstração por não

ser o foco desse trabalho. Ao invés disso, apresentamos a álgebra de Lie de P (1, n).

Proposição 2.2.14. A álgebra de Lie de P (1, n), denotada por p(1, n) é isomorfa ao

conjunto de matrizes da forma :

p =


0 0 · · · 0

x1
... Y

x1+n


onde Y ∈ so(1, n).

Demonstração. Basta observar que p é a álgebra de lie do grupo P1,n.Dáı o resultado

segue pela proposição 1.1.13.



Caṕıtulo 3

Comparação e Resultados

Denotaremos a álgebra p(1, 3) por p e como ja inserido anteriormente a álgebra de Gal(4)

continuará sendo denotada por g.

Proposição 3.0.1. O radical solúvel r(g) de g é o espaço das matrizes da forma:
0 0 0 0 0

s 0 0 0 0

y1 v1

y2 v2 0

y3 v3


Demonstração. Primeiramente note que r(g) é um ideal de g. Com efeito,


0 0 0 0 0

s 0 0 0 0

y1 v1

y2 v2 0

y3 v3

 ,


0 0 0 0 0

t 0 0 0 0

w1 u1

w2 u2 X

w3 u3



 =


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

v1t 0

v2t 0 0

v3t 0

−


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

∗ ∗
∗ ∗ 0

∗ ∗



=


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

∗ ∗
∗ ∗ 0

∗ ∗

 ∈ r(g)

Agora, devemos observar que r(g) é solúvel; de fato, pois:

r(g) =




0 0 0 0 0

∗ 0 0 0 0

∗ ∗
∗ ∗ 0

∗ ∗
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r(g)′ =




0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

∗ 0

∗ 0 0

∗ 0




r(g)” = {0}

Por fim, resta saber se r(g) é o maior ideal solúvel. Para verificar isso tentaremos aumen-

tar a dimensão de r(g) com cada um dos elementos da base do conjunto complementar

de r(g), nesse caso so(3,R).

Tomando como base de so(3,R) as matrizes:

a1 =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 , a2 =

 0 0 −1

0 0 0

1 0 0

 , a3 =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0


Agora testaremos se o conjunto :

A1 =

〈


0 0 0 0 0

s 0 0 0 0

y1 v1

y2 v2 a1

y3 v3


〉
⊂ g

é um ideal. Pois bem, vejamos:


0 0 0 0 0

s 0 0 0 0

y1 v1

y2 v2 a1

y3 v3

 ,


0 0 0 0 0

t 0 0 0 0

w1 u1

w2 u2 X

w3 u3



 =


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

∗ ∗ X21 −X12 −X22 +X11 −X23

∗ ∗ X11 −X22 X12 +X21 X13

∗ ∗ −X32 +X31 0



/∈ A1

Da mesma forma,

A2 =

〈


0 0 0 0 0

s 0 0 0 0

y1 v1

y2 v2 a2

y3 v3


〉
⊂ g
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não é um ideal de g pois:


0 0 0 0 0

s 0 0 0 0

y1 v1

y2 v2 a2

y3 v3

 ,


0 0 0 0 0

t 0 0 0 0

w1 u1

w2 u2 X

w3 u3



 =


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

∗ ∗ −X31 −X12 −X32 −X33 −X11

∗ ∗ −X23 0 X21

∗ ∗ X11 −X33 +X12 X31


/∈ A2

Do mesmo modo,

A3 =

〈


0 0 0 0 0

s 0 0 0 0

y1 v1

y2 v2 a3

y3 v3


〉
⊂ g

não é um ideal de g pois:


0 0 0 0 0

s 0 0 0 0

y1 v1

y2 v2 a3

y3 v3

 ,


0 0 0 0 0

t 0 0 0 0

w1 u1

w2 u2 X

w3 u3



 =


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

∗ ∗ 0 −X31 X12

∗ ∗ −X31 −X32 −X23 −X33 +X22

∗ ∗ X21 X22 −X33 −X23 +X32



/∈ A3

Devido a arbitrariedade de X e pela unicidade do radical solúvel conclúımos que r(g) de

fato é o maior ideal solúvel de g

Proposição 3.0.2. O radical solúvel de p, denotado por r(p) é o espaço das matrizes da

forma: 
0 0 0 0 0

z1

z2 0

z3

z4

 ⊂ p

Demonstração. Inicialmente, note que r(p) é um ideal pois:


0 0 0 0 0

z1

z2 0

z3

z4

 ,


0 0 0 0 0

k1

k2 Y

k3

k4



 =


0 0 0 0 0

∗
∗ 0

∗
∗

 ⊂ B(p)
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Além disso r(p) é solúvel, já que:

r(p) =


0 0 0 0 0

z1

z2 0

z3

z4

 , r(p)′ = {0}

A demonstração será semelhante a anterior. Primeiro tomaremos a base do subespaço

complementar de r(p) e testaremos cada elemento dessa base. O conjunto complementar

de r(p) é so(1, 3) cuja base é:

b1 =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , b2 =


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 , b3 =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0



b4 =


0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 , b5 =


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 1 0 0

 , b6 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


Para b1 o cunjunto:

B1 =

〈


0 0 0 0 0

z1

z2 b1

z3

z4


〉
⊂ p

não é um ideal de p. Pois


0 0 0 0 0

z1

z2 b1

z3

z4

 ,


0 0 0 0 0

k1

k2 Y

k3

k4



 =


0 0 0 0 0

∗ Y21 − Y12 Y22 − Y11 Y23 Y24

∗ Y 11− Y22 Y12 − Y21 Y13 Y14

∗ −Y32 −Y31 0 0

∗ −Y42 −Y41 0 0

 /∈ B1

Para b2 o cunjunto:

B2 =

〈


0 0 0 0 0

z1

z2 b2

z3

z4


〉
⊂ p
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não é um ideal de p. Pois


0 0 0 0 0

z1

z2 b2

z3

z4

 ,


0 0 0 0 0

k1

k2 Y

k3

k4



 =


0 0 0 0 0

∗ Y31 − Y13 Y32 Y33 − Y11 Y34

∗ −Y23 0 −Y21 0

∗ Y11 − Y33 Y12 Y13 − Y31 Y14

∗ −Y43 0 −Y41 0

 /∈ B2

Para b3 o cunjunto:

B3 =

〈


0 0 0 0 0

z1

z2 b3

z3

z4


〉
⊂ p

não é um ideal de p. Pois


0 0 0 0 0

z1

z2 b3

z3

z4

 ,


0 0 0 0 0

k1

k2 Y

k3

k4



 =


0 0 0 0 0

∗ Y41 − Y14 Y42 Y43 Y44 − Y11
∗ −Y24 0 0 −Y21
∗ −Y31 0 0 −Y31
∗ Y11 − Y44 Y12 Y13 Y14 − Y41

 /∈ B3

Para b4 o cunjunto:

B4 =

〈


0 0 0 0 0

z1

z2 b4

z3

z4


〉
⊂ p

não é um ideal de p. Pois


0 0 0 0 0

z1

z2 b4

z3

z4

 ,


0 0 0 0 0

k1

k2 Y

k3

k4



 =


0 0 0 0 0

∗ 0 −Y13 −Y12 0

∗ Y31 Y32 − Y23 Y33 − Y22 Y34

∗ Y21 Y22 − Y33 Y23 − Y32 Y24

∗ 0 −Y43 −Y42 0

 /∈ B4

Para b5 o cunjunto:

B5 =

〈


0 0 0 0 0

z1

z2 b5

z3

z4


〉
⊂ p
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não é um ideal de p. Pois


0 0 0 0 0

z1

z2 b5

z3

z4

 ,


0 0 0 0 0

k1

k2 Y

k3

k4



 =


0 0 0 0 0

∗ 0 −Y14 0 −Y12
∗ Y41 Y42 − Y24 Y43 Y44 − Y22
∗ 0 −Y34 0 −Y32
∗ Y21 Y22 − Y44 Y23 Y24 − Y42

 /∈ B5

Finalmente, para b6 o cunjunto:

B6 =

〈


0 0 0 0 0

z1

z2 b6

z3

z4


〉
⊂ p

também não é um ideal de p. Pois


0 0 0 0 0

z1

z2 b6

z3

z4

 ,


0 0 0 0 0

k1

k2 Y

k3

k4



 =


0 0 0 0 0

∗ 0 0 −Y14 Y13

∗ 0 0 −Y24 Y23

∗ −Y41 −Y42 −Y43 − Y34 −Y44 + Y33

∗ Y31 Y32 Y33 − Y44 Y34 + Y43



/∈ B6

Portanto, pela arbitrariedade de Y e pela unicidade do radical solúvel conclúımos, que

r(p) é o ideal solúvel de p.

Corolário 3.0.3. As decomposições de Levi de g e p são respectivamente r(g)⊕ so(3,R)

e r(p)⊕ so(1, 3).

Demonstração. Segue diretamente das proposições 3.0.1 e 3.0.2.

Corolário 3.0.4. As álgebras de Lie g e p não são isomorfas.

Demonstração. De fato. Pelo teorema 1.3.13 num isomorfismo de álgebras de Lie, os

radicais solúveis devem ser isomorfos, visto que ambas as álgebras de Lie terão a mesma

decomposição. Segue imediatamente das proposições 3.0.1 e 3.0.2 que os radicais de g e

p são de dimensões diferentes (7 e 4). Portanto segue o resultado.

Corolário 3.0.5. Os grupos de Galileo Gal(4) e de Poincaré P (1, 3) não são isomorfos.

Demonstração. Se existisse um isomorfismo de grupos, pela proposição 1.1.13 a diferen-

cial seria um isomorfimo de álgebras. Pelo corolário anterior não se verifica. Portanto

segue a tese.



Caṕıtulo 4

Conclusões e Feedback

No ińıcio do trabalho, devido as semelhanças dos grupos, tentamos deduzir algum iso-

morfismo entre eles. Tal tarefa foi se mostrando trabalhosa e novas estratégias tiveram

de ser adotadas. A melhor escolha foi analisar as álgebras de Lie, levando o foco para

outro campo.

Em razão de suas semelhanças, começamos acreditar haver um isomorfismo entre as

álgebras de Lie desses grupos.Uma tentativa realizada por nossa parte, foi a aplicação:

Φ : g −→ p
0 0 0 0 0

t 0 0 0 0

y1 v1

y2 v2 X

y3 v3

→


0 0 0 0 0

t 0 v1 v2 v3

y1 v1

y2 v2 X

y3 v3


Essa aplicação está bem definida, isto é, Φ(g) ⊂ p, além disso é linear. Porém não

se configura um homomorfismo de álgebras. A coordenada que falhou foi justamente a

coordenada tempo. Conseguir um isomorfismo entre as álgebras se mostrou uma tarefa

árdua.

Na contramão de tal ideia, trabalhamos com a não existência de um isomorfismo.

Novamente com um novo objetivo, uma estratégia tomada foi analisar os centros de

cada álgebra, porém verificamos que ambas tem centros triviais. Com a ajuda da teoria

mais geral de álgebras de Lie, finalmente obtemos a comprovação da impossibilidade do

isomorfismo entre a álgebra de Lie do grupo Galielano e a álgebra de lie do grupo de

Poincaré.

Esse resultado foi recebido com muito entusiamo, pois além de resolver a questão das

álgebras, deu luz quanto ao comportamento dos grupos. Caso houvesse um isomorfismo

entre os grupos, as álgebras de Lie seriam isomorfas, o que claramente não ocorre.

Ficamos em d́ıvida quanto as interpretações f́ısicas dessas entidades, mas uma questão

interessante a se pensar é : Qual significado f́ısico da impossibilidade de isomorfismo entre
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as álgebras? Outro questionamento é: Qual o significado f́ısico dos radicais solúveis das

álgebras de Lie?

Para esssas e demais questões não podemos responder. Quanto aos nossos objetivos,

sim. Coseguimos estudar cada grupo, via suas álgebras de Lie. Podemos comprovar que

as álgebras de Lie do Grupo de Galileo e do Grupo de Poicaré não são isomorfas, o que

implicou que os grupos não se comportam da mesma forma matemática. Esperamos que

este trabalho seja de bom proveito para futuros estudos, tanto f́ısicos como matemáticos.
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