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Desenho nio demonstra, apenas mostra.



Resumo

Planos quase-hiperbdlicos sdo semiplanos superiores abertos, com estrutura do
grupo de Lie bidimensional ndo abeliano, munidos com uma norma invariante a es-

querda F' em cada espago tangente.

Neste trabalho vamos classificar os caminhos minimizantes em planos quase - hi-

perbdlicos seguindo as ideias de I. A. Gribanova [9].

Iniciaremos esse trabalho apresentando algumas defini¢oes e resultados sobre a te-
oria da medida, equagdes diferenciais e andlise convexa que serdo utilizados no de-
correr deste trabalho. Seguiremos estudando sistemas de controle e o Principio do
Maximo de Pontryagin (PMP). Para classificar os caminhos minimizantes em planos
quase-hiperbodlicos, utilizaremos um sistema de controle onde a func¢do de custo é o
comprimento de arco e o conjunto de controle é a esfera unitdria. Com isso, o pro-
blema de encontrar os caminhos minimizantes desse espago se torna um problema de
tempo 6timo, e por meio do PMP, encontraremos os possiveis caminhos minimizantes.
Analises mais aprofundadas determinardo os caminhos minimizantes. Terminaremos
esse trabalho estudando um pouco a respeito dos caminhos minimizantes dos planos
quase-hiperbolicos quando cada plano tangente estd munido com uma norma assimé-

trica invariante a esquerda.

Palavras-chave: Caminhos minimizantes, plano quase-hiperboélico, norma assimétrica.



Abstract

Quasihyperbolic planes are open upper semiplanes, with a two-dimensional non-abelian

Lie group structure, endowed with a left-invariant norm F' on each tangent space.

In this work we will classify the minimizing paths on quasihyperbolic planes fol-

lowing the ideas of I. A. Gribanova [9].

We will start this work by presenting some definitions and results on measure the-
ory, differential equations and convex analysis that will be used throughout this work.
We will continue with a study of control systems and the Pontryagin’s Maximum Prin-
ciple (PMP). In order to classify the minimizing paths on quasihyperbolic planes, we
will use a control system where the cost function is the arc length and the control region
is the unit sphere. Thereby, the problem of finding the minimizing paths of this space
becomes a time-optimal problem and through the use of PMP we will find the possi-
ble minimizing paths. Further analysis will determine the minimizing paths. We will
end this work by studying a little about the minimizing paths of the quasihyperbolic

planes when each tangent plane is equipped with a left-invariant asymmetric norm.

Keywords: Minimizing paths, quasihyperbolic plane, asymmetric norm.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os planos quase-hiperbolicos sdo semiplanos superiores abertos, isto é,
S={(z,y) eR?* | y >0},
com a estrutura do grupo de Lie, cujo produto é dado por

(a,b) - (x,y) = (bx + a, by)

munido com uma norma invariante a esquerda ' em cada espago tangente. Temos que
(S,-) é o grupo de Lie bidimensional ndo abeliano. Assim, os planos quase-hiperbélicos

sdo uma generaliza¢do dos planos hiperbdlicos, onde a norma F' é a norma euclidiana.

O foco principal desse trabalho é o estudo dos caminhos minimizantes no plano
quase-hiperbolico. Para isso consideremos um sistema de controle cuja fun¢do de custo
é a fungdo de comprimento de arco, o que resulta em um problema de tempo 6timo.
Usaremos o Principio do Méximo de Pontryagin (PMP) para encontrar as curvas que
sdo candidatas a caminhos minimizantes. Vamos demonstrar alguns lemas e proposi-

¢des que nos permitirdo caracterizar os caminhos minimizantes.
Antes de detalharmos o trabalho, iremos apresentar um breve histérico da teoria.

O estudo de geodésicas em variedades diferencidveis munidas com estruturas que

generalizam métricas Riemannianas e sub-Riemannianas com uso do PMP tém se di-
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fundido bastante, principalmente no contexto de geometria invariante. Um livro texto

sobre teoria geral de geometria sub-Riemanniana com uso do PMP é [1].

Uma estrutura de Finsler de classe C° em uma variedade diferencidvel M é uma
funcdo continua F' : T'M — R do fibrado tangente de M a valores reais tal que sua res-
tricdo a cada espago tangente é uma norma assimétrica. Se a restrigdo for uma norma,

dizemos que F' é uma estrutura de Finsler de classe C" simétrica.

O trabalho central nesta dissertacdo devido a I. A. Gribanova [9] é um dos primeiros
que classificam caminhos minimizantes em grupos de Lie munidos com estruturas de
Finsler de classe C" simétricas invariantes a esquerda. Depois disso, surgiram diversos
trabalhos nessa dire¢do, onde os autores estudam o problema de caracterizacdo de geo-
désicas em grupos de Lie munidos com estruturas sub-Finsler de classe C° invariantes
a esquerda (veja, [2], [31, [4], [5], [6], [7], [10], [12], [17], [18]). Uma estrutura sub-Finsler
de classe C” em uma variedade diferencidvel M é uma generalizagdo de métrica sub-
Riemanniana, com o produto interno definido na distribui¢cdo D sendo substituido por

uma norma assimétrica que varia continuamente em D (veja [13]).

Em [8], os autores introduzem o campo geodésico estendido em estruturas de Fins-
ler de classe C° que satisfazem condi¢des minimas para a aplicagdo do PMP. O campo
geodésico estendido generaliza o campo geodésico de geometria Riemanniana e de
Finsler, e é definido no fibrado cotangente de M. Com isso, define-se um objeto siste-
maético para o estudo de geodésicas nessa classe de variedades, que incluem espagos

homogéneos munidos com estruturas de Finsler de classe C° G-invariante.

Agora descrevemos como o trabalho esta organizado. No primeiro capitulo vamos
estudar alguns temas, cujos resultados e defini¢des serdo utilizados ao longo desse tra-
balho. Na primeira secdo estudaremos teoria da medida, afim de definir a integral
de Lebesgue que sera utilizada para explicitar certos caminhos que sdo candidatos a
serem minimizantes. Na seguinte secdo sobre equagdes diferenciais, apresentaremos
os teoremas de existéncia e unicidade de Carathéodory que serdo necessarios para o
formalismo Hamiltoniano do problema de otimizagédo e é indispensédvel para a formu-
lagdo do PMP. Por fim a terceira segdo trata de andlise convexa, onde apresentaremos
as defini¢cOes e proposi¢cdes que serdo pecas chaves para a demonstracdo de que as
candidatas a caminhos minimizantes sdo de fato minimizantes no capitulo 4. Cabe sa-

lientar que ndo demonstraremos muitos dos resultados expostos neste capitulo, mas
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citaremos as referéncias onde as demonstra¢des podem ser encontradas.

No capitulo seguinte, iremos estudar a teoria de sistemas de controle. Iniciaremos
apresentando a teoria geral e alguns resultados. Seguiremos com o estudo da fungdo de
custo e faremos uma interpretacdo geométrica do problema. Assim poderemos entdao
enunciar o Principio do Méximo de Pontryagin, o qual serd utilizado no capitulo 4 para
encontrar as curvas que poderdo ser minimizantes. Terminaremos esse capitulo com
uma aplicagdo do PMP em um exemplo que ndo tem solu¢do natural através da teoria

classica de equacgdes diferenciais, o qual também é um problema de tempo 6timo.

No dltimo capitulo, finalmente estudaremos os caminhos minimizantes no plano
quase-hiperbolico. Formularemos o nosso problema apresentando o sistema de con-
trole que com a funcdo de controle transformara o problema de encontrar os caminhos
minimizantes em problemas de tempo 6timo. Nesta parte usaremos o PMP para apre-
sentar os extremais de Pontryagin, que sdo as curvas que serdo candidatas a caminhos
minimizantes. Vamos definir a norma F*, que é a norma dual de F' composta com
a rotagdo em 7 radianos. Veremos que as candidatas a caminhos minimizantes serdo
de dois tipos, as dadas explicitamente por uma integral e as obtidas pelas esferas da
norma F*. Seguiremos demonstrando alguns lemas e proposi¢des a respeito dessas
curvas, principalmente acerca das interse¢oes entre tais curvas, a fim de demonstrar o
teorema que ird explicitar tais curvas como os caminhos minimizantes. Por fim termi-
naremos esse trabalho estudando o caso das estruturas de Finsler de classe C° invari-

ante a esquerda cuja restri¢do aos planos tangentes é um norma assimétrica.



CAPITULO 2

PRELIMINARES

2.1 Teoria da Medida

Nesta se¢do faremos uma apresentacdo dos conceitos e resultados relacionados com
a teoria da medida que serdo necessarios para a compreensao deste trabalho. Nao serdo

feitas demonstragdes, todavia essas podem ser encontradas em [16].

Vamos iniciar a se¢do apresentando a defini¢do de o —4algebra em um conjunto.

Definicdo 2.1 (0 —algebra). Seja X um conjunto. Uma o—éalgebra em X é uma colecdo

> de subconjuntos de X que satisfaz as seguintes propriedades:

e,
it)Se E € ), entdo E° € ), onde E° é o complementar de £ em X

i1i) Se { By, }nen € uma colegdo enumeravel de elementos de ), entdo a unido desses

elementos pertence a ) _, ou seja, se { E,, },en C ), entdo,

UEe) .

neN

Da primeira e segunda propriedades temos que X € ) .
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Segue da identidade de De Morgan que

(UE)r=E;

neN neN

e da segunda e terceira propriedades temos que a intersecdo enumerdvel de elementos

de > também pertencea ) .

Sempre existem duas c—dlgebras em X: a trivial > = {0, X}, que é a menor
o—élgebra de X, e a o—algebra do conjunto das partes de X, >~ = P(X), que é a
maior o —algebra de X.

Segue que se ) é uma o—élgebra em X, entdo dizemos que (X, ) ) é um espago

mensuravel. Se E € >, chamamos E de mensuravel ou conjunto mensuravel.

Definigéo 2.2 (c—Algebra de Borel). Se (X, 7) é um espaco topolégico, entdo a o —algebra
o(7) gerada por todos os abertos de 7 é chamada de o—algebra de Borel de (X, 7), ou

simplesmente o —algebra de Borel de X se a topologia de X estiver implicita.

Uma classe de fung¢des muito tteis sdo as fun¢des mensuraveis. Podemos definir

tais fungdes por meio dos conjuntos mensurdveis de uma o—algebra.

Defini¢ao 2.3 (Funcdao Mensuravel). Sejam (X, ) ,) e (Y,)_,) espagos mensuraveis.

Uma fungdo f : X — Y é dita mensurdvel se para todo conjunto mensuréavel £ € > _,,

FUE) = {z € X|f(2) € E},
for um conjunto mensuravel de ) ;.

Quando tomamos (X, 71) e (Y, 72) espagos topoldgicos e consideramos o (1) € (1)
suas respectivas o-dlgebras de Borel, temos que toda fun¢do continua é mensurével.
De fato, segue da definigdo de o-dlgebra de Borel que todo aberto da topologia é um
elemento dessa o-dlgebra.

Algumas propriedades bem conhecidas para fun¢des continuas sdo validas para
fun¢des mensuréaveis.

Sejam (X, ) ,), (Y,> ;) e (Z,) ;) espacos mensuréveis, f : X — Y, g: X — Y
eh : Y — Z fungdes mensuraveis e £ um conjunto mensurdvel de X. Entdo a

composicdo ho f e arestricdo f|g sdo fungdes mensurdveis, e se considerarmos Y = R,
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entdo a soma f + g, o produto f - g e o quociente f/g (desde que g ndo se anule) sao

também funcoes mensuraveis.

Em um espago mensuravel, podemos definir uma aplicacdo chamada de medida.

Definicdo 2.4 (Medida). Seja (X, ) }) um espa¢o mensuravel. Uma aplicagdo p: X —
[0, +o0] é dita ser uma medida em X se satisfaz as seguintes propriedades:

i) w(0) = 0;

it)(c—Aditividade) Se {E,,},en é uma colecdo enumeravel de conjuntos mensura-

veis dois a dois disjuntos, entdo

M(U E,) = ZN(En)-

neN neN

Chamamos a tripla (X, , ) de espaco de medida ou espago com medida. Sao

consequéncias diretas dessa defini¢do os seguintes resultados.

A monotonicidade: se A e B sdo conjunto mensuréveis tais que A C B, entdo
pn(A) < p(B). De fato, como A C Blogo B = AU (BN A°). Entdo pela segunda

propriedade temos

w(B) = p(A) + (BN A%) = p(A),

onde a tltima desigualdade segue do fato de u ser ndo negativa.

A subaditividade: se { E, },en € uma cole¢do enumeravel de conjuntos mensuraveis

ndo necessariamente disjuntos, entdo

() B <3 nlE).

neN neN

De fato, defina os conjuntos mensuraveis {G,, },en da seguinte forma: G; = E; e

(;i::E%—-(LJf%), Visz

Entao temos que {G), },en € uma colegdo de conjuntos mensuraveis dois a dois disjun-

tos, G, C E, e
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(U En) = (U Gn)-

neN neN

Portanto, da segunda propriedade e da monotonicidade de i temos,

N(U E,) = M(U Gn) = ZN(Gn) < ZH(EYL>

neN neN neN neN
Quando consideramos X = R", n = 1,2, ---, uma importante medida é a chamada
medida de Lebesgue que generaliza as ideias de comprimento, drea e volume em X
paran = 1,2 e 3 respectivamente. Vamos apresentar agora uma série de resultados
para chegarmos a definicdo de medida de Lebesgue.
Seja I = [a,b] C R. O comprimento de I, £(I), é dado por L(/) = b — a. Se I ndo for

limitado (do tipo [a, 00) ou (—o0, b]) entdo L(I) = oo.

Definicdo 2.5 (Medida exterior). Uma medida exterior em X é uma fungédo pu* : P(X) —
[0, o0] tal que:

i) pr (@) =0;

i1) (Monétona) Se A C B, entdo p*(A) < pu*(B)

i11) (Subaditividade) Se { E,, } ,en € uma cole¢do enumerével de conjuntos mensura-

veis ndo necessariamente disjuntos, entdo

M*(U E,) < ZU*(En)

neN neN

Por meio de uma medida exterior podemos definir uma o—algebra.

Teorema 2.6. Seja A C X um subconjunto qualquer e (* uma medida exterior. Definimos

Y ={ECX|u(A) =p (ANE) + " (AN E°), VAC X}.

o
Entdo ) . é uma o—dlgebra em X gerada pela medida exterior p*. Além disso, a fungdo
i, — [0, 00| dada por p(E) = p*(E) é uma medidaem (X, ,.). Portanto (z,}_ ., j1)

é um espaco de medida.

Quando consideramos X = R podemos definir a medida exterior de Lebesgue.
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Defini¢do 2.7 (Medida exterior de Lebesgue). Seja A C R e {I,,},eny uma familia enu-
merével de intervalos que cobrem 4, isto é, A C U,en/,. Definimos a medida exterior
de Lebesgue m* como sendo o infimo do somatério dos comprimentos dos intervalos

que cobrem A, ou seja,

m*(A) = inf {Z L(I,); AC unean} :
neN
Proposicao 2.8. A medida exterior de Lebesgue de um intervalo I é o seu comprimento, isto é,

m*(I) = L(I).

Considerando a medida exterior de Lebesgue m* do Teorema temos a medida

de Lebesgue m.

Defini¢do 2.9 (Medida de Lebesgue). A medida exterior m* da Defini¢do 2.7 quando
restrita & c—élgebra ), ., segundo o Teorema 2.6 é chamada de medida de Lebesgue

em R. Os conjuntos F C R tais que
m*(A) =m*"(ANE)+m" (AN E°),

para todo A C R sdo chamados de conjuntos Lebesgue mensuraveis e a c—4lgebra

> ..«» definida por esses conjuntos, é chamada de oc—algebra de Lebesgue.

As medidas de Lebesgue em R™ podem ser definidas de modo andlogo.

Dizemos que uma certa propriedade é valida quase sempre (q.s.) em um conjunto
E C R, se existe um certo subconjunto Ey de £ tal que a medida de Ej é zero, isto é,

m(Ep) = 0 e a propriedade é valida para todo z € E N E§.

Dizemos que uma fungdo f : (R*,> ;) — (R™,),) é Lebesgue mensuréavel se f

for mensurdvele ), e ), forem o—éalgebras de Lebesgue.

Vamos definir a integral de Lebesgue. Comegaremos com a defini¢do de uma fun-

¢do simples.

Definic¢do 2.10 (Funcdo Simples). Seja ¢ uma fungdo real definida sobre o espaco men-
surdvel (X, ). Dizemos que ¢ é uma fungdo simples se ela for mensurédvel e assumir
apenas um numero finito de valores na imagem. Assim, se ¢ for simples e assumir os

valores ¢y, - - - , ¢c,, entdo a representa¢do candnica de ¢ é
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6= axe
h=1

onde E, = {x € X | ¢(z) = ¢, } é mensurdvel e xg, é a funcgdo caracteristica de £y, isto

7z

€

1 se xz € E,

XE, =
0 se x ¢ E.

Para uma funcdo simples ¢ definida sobre um conjunto E Lebesgue mensuravel
com m(E) < oo, temos que a "drea" sob ¢ pode ser encontrada por meio dos "retangu-
los" definidos pelo gréafico dessa. Assim temos que a integral de tal fungdo ¢ definida

sobre F é

[ o= ickmwk).

Assim podemos definir a integral de Lebesgue.

Seja f uma fungdo real e limitada definida sobre um conjunto mensurdvel de me-

dida de Lebesgue finita . Definimos a integral inferior de Lebesgue por

/f—sup{/gb\ ¢ é uma funcdo simplese ¢ < f em E,},
JE E

e a integral superior de Lebesgue por

/f:inf{/¢| ¢ é uma fungdo simplese f < ¢ em E,}.
E E

Como f é limitada e I tem medida finita entdo a integral superior e inferior de

Lebesgue sdo finitas.

Definigao 2.11 (Integral de Lebesgue). Dizemos que f é Lebesgue integravel em £ se

Zfzéf,

e a integral de Lebesgue de f em E é esse valor comum.

Temos que a integral de Lebesgue de uma func¢do f parte da ideia de aproximar a
drea sob a fungdo por meio de uma parti¢do da sua imagem.

O seguinte teorema nos dd uma relagdo entre fun¢des Riemann e Lebesgue integra-

veis.
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Teorema 2.12. Seja f uma fungdo real limitada definida sobre o intervalo compacto |a, b]. Se f
¢ Riemann integrdvel sobre [a, b], entdo f é Lebesgue integrdvel sobre [a, b] e as duas integrais

coincidem.

Também temos uma caracteriza¢do para as fungdes Lebesgue integraveis.

Teorema 2.13. Seja f uma fungido mensurdvel limitada definida sobre um conjunto E de me-

dida finita. Entdo f é Lebesgue integrdvel sobre E.

A integral de Lebesgue possui diversas vantagens sobre a integral de Riemann,
sendo a mais importante delas, para esse trabalho, que por meio da integral de Lebes-
gue podemos integrar fungdes que ndo podemos integrar pela a integral de Riemann.
Assim toda vez que falarmos em "integrar uma fungdo" neste trabalho nos referimos a

integral de Lebesgue.
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2.2 Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Nesta secdo vamos apresentar alguns resultados da teoria de equagdes diferenciais,
como teoremas de existéncia e unicidade que sdo generalizacdes de teoremas cldssicos
deste assunto. Ndo serdo feitas demonstra¢des, todavia essas podem ser encontradas
em [11].

Seja t um escalar, D um aberto de R"*! cujos elementos de D s&o escritos como (z, t)

e f: D — R" uma fungdo continua. Uma equagdo diferencial é uma relacdo da forma

2'(t) = f(x(t),1), (2.2-1)
onde 2/(t) = 4.
Uma solugao de ¢ uma funcao z(t) de classe C' definida sobre um intervalo

I, tal que (z(t),t) € D.
Seja (zo,tp) € D. Um problema de valor inicial (P.V.I.) consiste em encontrar um
intervalo I e uma fungdo z(¢) tal que ¢y € I e z(t) é uma solugdo de que satisfaga

x(tg) = xo. Com isso um P.V.I. é escrito como

2'(t) = f(x(t),t), x(to) =mx, t € 1. (2.2-2)

Neste caso dizemos que z(t) é uma solugdo do P.V.I. (2.2-2).

Vamos apresentar alguns resultados que garantem a existéncia e a unicidade de tais

solugdes.

Lema 2.14. O P.V.I. (2.2-2)) é equivalente a

x(t) = xo + /t flz(r), 1) dr, (2.2-3)

to

desde que f(x,t) seja continua.

O seguinte teorema nos garante a existéncia (mas ndo a unicidade) de solugéo se f

for continua.

Teorema 2.15 (Existéncia - Peano ). Se f é continua em D, entdo para qualquer (zo,t) € D,
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existe ao menos uma solucado de (2.2-2).

Antes de apresentar o resultado referente a unicidade, precisamos definir o que é

uma fungdo localmente lipschitziana.

Defini¢ado 2.16. Uma fungdo f(z,t) definida sobre D é dita ser localmente lipschitziana
em relagdo a z, se para qualquer subconjunto compacto U C D, existe uma constante

k = ky tal que

[f(z,) = f(y, )] < kule—yl,
para todo (z,1), (y,t) € U.

Proposigdo 2.17. Se f for de classe C em relagiio a - em D, entdo f é localmente lipschitziana.

Assim se tivermos um P.V.I. e a fungdo f for localmente lipschitziana, o teorema a

seguir garante a unicidade da solugéo.

Teorema 2.18 (Unicidade - Picard-Lindelof). Seja f uma fungio continua em D e local-
mente lipschitziana com respeito a x em D. Considere (xo,to) € D. Sexy : [; — Re

xg : Iy —> R sdo solugdes de (2.2-2)), entdio x1(t) = z5(t) para t € I; N L.

Como vimos na segdo anterior podemos considerar uma classe mais ampla de fun-
¢Oes, as fungdes mensurdveis. Vamos encerrar esta segdo apresentando alguns resul-
tados que falam a respeito da solugdo de quando f ndo for necessariamente
continua. O nosso problema serd encontrar uma fung¢do absolutamente continua x(t)
definida em um intervalo real / tal que (x(t),t) € D para todo t € I e satisfaca a

equacdo (2.2-1) quase sempre.

2

Definigao 2.19. Seja / um intervalo da reta R. Uma fungdo f : ] — R" é absoluta-
mente continua em [ se para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal que para uma colecdo finita

de subintervalos [r;,s;] de [ ,i=1,2,---  k, tal que

k

lei_ri‘ <(5,

i=1

entao
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Observamos que as fungdes absolutamente continuas sdo diferencidveis quase sem-

pre.

Vamos apresentar as condi¢des de Carathéodory.

Definicdo 2.20 (Condigdes de Carathéodory). Seja D um subconjunto aberto de R+,
Dizemos que f : D — R" satisfaz as condi¢des de Carathéodory em D se f é men-
surdvel em relagdo a ¢ para z fixo, continua em relagdo a = para ¢ fixo e para cada

subconjunto compacto U de D, existe uma funcao integravel my () tal que

|f(z,t)] <my(t), (z,t)eU.

Temos que para fung¢des f que satisfagam as condi¢des de Carathéodory, os teore-
mas de existéncia e unicidade para o P.V.I. (2.2-2)) sdo anadlogos, com a igualdade sendo

substituida pela igualdade quase sempre.

Teorema 2.21 (Existéncia - Carathéodory). Se D é um aberto de R"! e f satisfaz as con-
digoes de Carathéodory em D, entdo para qualquer (xg,ty) € D existe ao menos uma solugio

absolutamente continua de (2.2-2)).

Teorema 2.22 (Unicidade - Carathéodory). Seja D um aberto de R" e suponha que f satis-
faga as condicdes de Carathéodory em D. Além disso, suponha que para qualquer subconjunto

compacto U C D, exista uma fungdo integrdvel ki (t) tal que

1f(z,t) — fly, )| < ku(@®)|z —y|, Y(z,t),(y,t) € U.

Seja (xo,to) € D. Sexy : I — Rexy : [y — R sdo solugdes de 2.2-2), entdo x1(t) = xo(t)
parat € Iy N Is.
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2.3 Analise Convexa

Nesta se¢cdo vamos apresentar algumas defini¢des e resultados relacionados a ana-
lise convexa que serdo necessdrios para a compreensao deste trabalho. Néo serdo feitas

demonstracdes, todavia essas podem ser encontradas em [15]].

Vamos iniciar essa segdo apresentando a defini¢do de um conjunto afim.

Definic¢do 2.23 (Conjunto Afim). Seja M C R". Dizemos que M é um conjunto afim se,

(I-Nz+dy=2+ ANy —x) € M,

para todo z,y € M e A € R. Portanto um conjunto afim contém a reta que passa por

quaisquer dois de seus pontos.

Alguns exemplos de conjuntos afins sdo ) , R”, conjuntos unitdrios {z}, retas e
planos em R™. Um outro exemplo sdo os subespacos de R", que sdo conjuntos afins
que contém a origem. Subconjuntos de R" que contém a origem e sdo paralelos a um

conjunto afim sdo subespagos de R".

Por meio dos subespacos conseguimos definir a dimensdo de um conjunto afim.

Definicdo 2.24. A dimensdo de um conjunto afim é definida como a dimensao do su-
bespaco paralelo a esse. A dimensédo de () é —1 e a dimensdo de um conjunto unitario

é 0.

Chamamos os conjuntos afins de dimens&o 0, 1 e 2 de pontos, retas e planos respec-

tivamente. Um conjunto afim de dimensdo (n — 1) em R" é chamado de hiperplano.

Podemos representar um hiperplano por meio de uma equacdo, de certa forma

Unica.

Teorema 2.25. Dados o € R e b € R™ ndo-nulo, o conjunto

H(b,a) ={z € R"| (x,b) = a},

é um hiperplano em R™. Além disso, todo hiperplano pode ser representado desta forma, com b

e o tnicos a menos de multiplicagdo destes por um escalar nio-nulo.



2.3 Anélise Convexa 24

Por meio de interse¢des de hiperplanos podemos representar os conjuntos afins.

Teorema 2.26. Todo subconjunto afim de R"™ é uma intersegdo finita de hiperplanos.

Temos que a intersegdo arbitrdria de conjuntos afins também é um conjunto afim.
Dessa ideia podemos escrever o menor conjunto afim que contém um subconjunto

qualquer de R™.

Definicao 2.27 (Envoltéria Afim). Seja S C R" qualquer. Existe um tnico e menor
conjunto afim que contém S, a saber, a interse¢do de todos os conjuntos afins que o

contém. Esse conjunto afim é chamado de envoltéria afim de S e sera denotado por

aff(S).

Vamos agora definir o que é um conjunto convexo e a sua relacdo com conjuntos

afins.

Definic¢do 2.28. Um subconjunto C' de R™ é dito convexo se

1-Nz+AyeC

para todo z,y € C' e A € [0, 1]. Portanto, um conjunto convexo contém o segmento de

reta fechado entre quaisquer dois de seus pontos.

Temos que a defini¢do de conjuntos convexos é mais geral que a de conjuntos afins.
Observe que todo conjunto afim é convexo, mas nem todo conjunto convexo é afim.

Por exemplo, uma bola é um conjunto convexo que ndo é um conjunto afim.

Um tipo de conjunto convexo muito importante é o semi-espaco.

Definigao 2.29. Sejam o € R e b € R" ndo-nulo. Os conjuntos

{r e R"|(x,b) < a}, {zeR"(x,b) > a},

sdo chamados de semi-espacos fechados e os conjuntos

{r e R"|(z,b) < a}, {xeR"|(z,b) >a},

sdo chamados de semi-espagos abertos.
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Temos que todo semi-espago é um conjunto convexo. Dessa defini¢do temos que
todo hiperplano H é fronteira de dois semi-espagos distintos, os quais chamaremos de

semi-espagos associados a H.

Existem outras maneiras de caracterizar conjuntos convexos.

Defini¢ao 2.30. Dados z1,--- ,z, € R", a soma vetorial

AT+ Ay

é chamada de combinac¢do convexa de z1, ..., x,, se 0s coeficientes reais )\; sdo ndo ne-
gativos e

At =1

Teorema 2.31. Um subconjunto C' de R™ é convexo se, e somente se, C' contém todas as com-

binagdes convexas finitas de seus elementos.

Temos que a intersecdo arbitraria de conjuntos convexos também é um conjunto

convexo. Além disso, os conjuntos convexos satisfazem algumas outras propriedades.

Proposicao 2.32. Sejam C' C R"™ um conjunto convexo, b € R" e o € R. Temos que a

translagdo de C por b e a homotetia por o, ou seja, 0s conjuntos

C+b={r+beR"zeC}

aC ={az € R"|x € C}
sdo conjuntos convexos.

Uma importante defini¢do surge quando consideramos a = —1.

Definigao 2.33. Um conjunto convexo C' é dito simétrico em relacdo a origem se —C' =

C.

O seguinte teorema relaciona transformagdes lineares e conjuntos convexos.

Teorema 2.34. Sejam C' C R", D C R™ conjuntos convexos e A uma transformagdo linear de

R"™ em R™. Temos que

A(C)={Az e R"|z € C}
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é um conjunto convexo em R™ e
A™YD) = {x € R"|Ax € D}

é um conjunto convexo em R".

Notemos que a notagdo A~! denota a imagem inversa e ndo implica que a inversa

da transformacao linear existe.

Coroldrio 2.35. A projegio ortogonal de um conjunto convexo C em um subespaco L é um

conjunto convexo.

Coroldrio 2.36. A rotagio R, de um conjunto convexo C por um dngulo o em relagido a um

eixo orientado é um conjunto convexo.

Os resultados anteriores nos garantem como obter um conjunto convexo a partir de
um existente, mas como podemos conseguir conjuntos convexos originais? Uma boa

maneira é por meio de fung¢des convexas.

Definic¢ao 2.37 (Fun¢des Convexas). Seja f uma fungdo real cujo dominio é um sub-

conjunto S C R". O conjunto

{(z,0) |z €S, a> f(x)},

é chamada de epigrafo de f e denotado por epi(f). Dizemos que f é uma fungao

convexa se epi( f) é um subconjunto convexo de R" .

Segue da definicdo que f é convexa em S se e s6 se

(1 =Nz, a) + Ay, 5) = (1 = Nz + Ay, (1 = N+ AB) € epi(f)

sempre que (z, ®), (v, 5) € epi(f) e A € [0,1]. Em outras palavras, temos que

(I-=XNz+XIyes

F{A =Nz +Xy) < (1= XNa+ A3
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sempre que z,y € S, f(z) <a, f(y) < feAe]0,1].

Esse resultado é expresso no seguinte teorema:

Teorema 2.38. Seja f : C' — R, onde C' é um subconjunto convexo de R". Entdo f é convexa

em C se, e somente se,

F(A =Nz +Ay) < (1 =N f(z) +Af(y)
para todo x,y € Ce X € [0, 1].

Temos o seguinte tipo de fun¢des convexas que serdo importantes no nosso traba-

lho.

Definic¢ao 2.39 (Fungdes Estritamente Convexas). Seja f : C' — R, onde C é um sub-

conjunto convexo de R”. Entdo f é estritamente convexa em C se

(L =Nz+Ay) < (1 =A)f(z) +Af(y)
para todo z,y € C'e A € [0, 1].

Exemplos de fung¢des convexas sdo as normas || - || em R”, pois toda norma satisfaz

as seguintes condicdes:
Simetria: || \z|| = |A||]z][;
Desigualdade triangular: ||z + y|| < ||z|| + ||y]]-

Logo, para todo z,y € R" e X € [0, 1] temos

(1 =X+ Myl| < (1= M[z]| + Allyl]

Quando estamos considerando conjuntos convexos, o conceito de interior de um
conjunto pode ser compreendido de maneira mais conveniente, como o interior rela-

tivo.

Definicao 2.40 (Interior Relativo). O interior relativo de um subconjunto convexo C' de
R", denotado por ri(C'), é definido como o interior de C' quando considerado como um

subconjunto da sua envoltéria afim (af f(C')). Em simbolos,

ri(C)={z €aff(C)|Ie>0, B(x,e)Naff(C)cCC}.
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Segue dessa defini¢do que C é dito ser relativamente aberto se 7i(C') = C. Note que
ri(C) € C C C, onde C é o fecho de C em R". Assim a diferenca rb(C) = C' — ri(C) é
chamada de fronteira relativa de C. Para um conjunto convexo C' de dimensao n temos
que af f(C') = R", entdo por defini¢do ri(C') = int(C) onde int(C') é o interior de C'.

Dessa forma podemos definir alguns tipos de conjuntos convexos.

Definic¢do 2.41 (Conjunto estritamente convexo). Um subconjunto convexo C' de R" é

dito estritamente convexo se,

(1 =Xz + Ay € ri(C),

para todo x,y € C e A € (0,1). Portanto um conjunto estritamente convexo contém em
seu interior relativo o segmento de reta aberto entre quaisquer dois pontos pertencen-

tes ao seu fecho.

Definicdo 2.42 (Conjunto Estritamente Convexo em z, € 76(C')). Um subconjunto con-

vexo C' de R é dito estritamente convexo em z se,

(1 —=XNzo+ Ay € ri(C),
paratodoy € Ce X € (0,1).
Veremos agora quando podemos separar dois conjuntos.

Defini¢ao 2.43. Sejam C; e C, subconjuntos de R”. Um hiperplano H separa C; e C
se C esta contido em um dos dois semi-espagos (fechados) associados a H e C; esta

contido no semi-plano (fechado) oposto.

O seguinte teorema nos permite separar conjuntos afins e convexos.

Teorema 2.44. Seja C' um subconjunto convexo relativamente aberto e ndo vazio de R" e M
um conjunto afim ndo-vazio em R™ que ndo intersecta C. Entdo temos que existe um hiperplano

H tal que M C H e C estd contido em um dos dois semi-espagos associados a H.

O préximo resultado nos permite separar conjuntos convexos.

Teorema 2.45. Seja Cy e Cy subconjuntos convexos nio vazios de R". Para que exista um

hiperplano separando C, e C5 é necessdrio e suficiente que
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ri(Cr) Nri(Cy) = 0.

Com esse teorema conseguimos uma outra caracteriza¢do para conjuntos convexos

fechados, e conjuntos convexos relativamente abertos, isto é, C' = 7i(C).

Teorema 2.46. Um conjunto convexo fechado (respectivamente aberto) é iqual a intersecdo de

todos os semi-espagos fechados (respectivamente abertos) que o contém.

Vamos definir o que é um hiperplano suporte.

Definic¢ao 2.47. Seja C' um subconjunto convexo de R". Um semi-espago suporte H
de C' é um semi-espago que contém C' e existe a0 menos um ponto na interse¢do da
fronteira do semi-espaco com 76(C'). Um hiperplano suporte de C' é um hiperplano

que é a fronteira de um semi-espaco suporte de C.

Em outras palavras um hiperplano suporte de C' é o hiperplano H (b, «) tal que
(y,b) < a, paratodoy € C e (z,b) = «, para ao menos um z € rb(C). Assim dizemos

que H (b, &) é um hiperplano suporte de C' em z.

Veremos agora quando existe tal hiperplano suporte.

Teorema 2.48. Seja C' um conjunto convexo e D um subconjunto convexo ndo-vazio de C
(por exemplo D pode ser um conjunto unitdrio). Para que exista um hiperplano suporte de C

contendo D é necessdrio e suficiente que

Dnri(C) = 0.

A partir do teorema anterior podemos garantir que se C' é um conjunto convexo de

R" e zy é um ponto da rb(C'), entdo existe um hiperplano suporte H (b, «) de C' tal que

(x0,b) = .

Notemos que esse resultado s6 nos garante a existéncia mas ndo a unicidade. Por
exemplo, se C' possuir um "bico" em z, pertencente a rb(C'), entdo existem infinitos

hiperplanos suportes a C' que contém ;.

Daqui em diante vamos estudar conjuntos convexos diretamente relacionados com

este trabalho.
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Vamos considerar conjuntos convexos limitados em R? com a origem em seu inte-
rior tais que af f(C) = R% Em alguns casos, consideramos C' simétricos em relacdo a

origem.

Seja rb(C') a curva simples e fechada dada pela fronteira relativa de C, que neste
caso estamos considerando af f(C') = R?. Temos que a fronteira relativa coincide com
a fronteira usual, isto é, rb(C) = 9(C).

Vamos denotar por C’ a curva obtida pela intersecao de 9(C') com o semiplano
superior, isto €,

" ={(z,y) € 9(C) |y = 0}.

Para o que segue consideremos a funcao
T 3T

que associa a cada 6 € [—%, 2], o ponto p € 9(C) tal que o angulo entre o vetores (1,0)
e 7 é A radianos. Notemos que por essa associaco fica definida uma relagio de ordem
para os pontos de p € J(C) — {B(—7%)}. Sejam (x1,y1), (v2,72) € I(C). Dizemos que
B(61) = (z1,11) =< (22,y2) = (62) se, e somente se, 0; < 65.

Notemos que por essa fungdo o ponto p € d(C), com 7 vertical apontando para

baixo fica associado a dois valores angulares, porém isso ndo prejudicard as analises.

Agora que ja definimos a aplica¢do (3 e a relagdo de ordem vamos definir a seguinte

aplicacdo
T 37 T 3T ~ A~
gbl (91,92) S —5,7 X —577 | 0, <O0yp — (9,0+ 271'),

tal que ¢(01, 0;) mede o dngulo entre o vetor (1,0) e o vetor 5(60;)5 (62 ), onde § € (-%,%)
é a inclinagdo de uma reta suporte de 9(C') em p; (ponto tal que p; é vertical e apontado

para baixo).

A aplicacdo ¢ é continua e satisfaz as seguintes propriedades, quando considera-

mos a relagdo de ordem "<" definida acima.

Proposicdo 2.49. Sejam 6,05, 05 com (601,02), (61,65) € Dom(¢). Se 65 < 65, entdo

Qb(@l, 02) < ¢(91, 63)
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Demonstracao: Tomemos W como sendo a reta orientada entre 5(6;) e
[(03). Pela convexidade de C o arco ﬁ(/ﬁl)_ﬁ(Tg) estd contido no semi-plano fechado a
direita da reta orientada 5(6;)3(fs) e como (6,) € m pois 0; < 6, < 603, entdo
segue que ¢(61,02) < ¢(61,065).

De modo andlogo mostramos o seguinte resultado quando consideramos a desi-

gualdade contraria.

Proposicdo 2.50. Sejam 6,65, 05 com (04,61), (65,61) € Dom(¢). Se 65 > 65, entio
@(02,01) > ¢(03,01).

Os dois tltimos resultados apresentam uma relagdo entre os angulos de vetores que
compartilham um mesmo extremo (inicial ou final). O préximo resultado nos garante
uma relacdo entre os angulos de vetores os quais o extremo final de um vetor coincide

com o inicial do préximo.

Proposicdo 2.51. Sejam 6,05, 05 com (601,02), (62,05) € Dom(¢). Se 6, < 05 < 05, entio
Gb(el, 02) S ¢(027 03)
Demonstragdo: Pela Proposicao[2.49 e pelas desigualdades 6; < 6, < 3 obtemos

¢(917 92) S ¢(917 93)7

e pela Proposicao2.50|e das desigualdades segue que
¢(01,03) < (62, 05).

Portanto obtemos ¢(61,02) < ¢(62,03).

Por meio da fungdo ¢ conseguimos definir outras duas importantes fungdes.
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Definigdo 2.52. Seja 6 € [—Z,2). Considere §; uma sequéncia tendendo a ¢ pela di-
reita, com 0; > 6. Pela Proposigdo temos que ¢(6,6;) é uma sequéncia mondtona
(ndo crescente) e limitada, logo convergente. Chamaremos de ¢,,,,(¢) o limite dessa

sequéncia, ou seja,

quaz(Q) = inf ¢<9, 61)

0;,>0

s

Definigdo 2.53. Seja 0 € (—%, %r]. Considere ¢; uma sequéncia tendendo a 6 pela es-
querda, com 6; < 6. Pela Proposigao temos que ¢(6;,6) é uma sequéncia monoé-
tona (ndo decrescente) e limitada, logo convergente. Chamaremos de ¢, (#) o limite

dessa sequéncia, ou seja,

Omin(0) = sup ¢(6;,0).

0;<6
O seguinte resultado nos fornece uma desigualdade entre as fungdes ¢4z € Pmin

para um ponto qualquer 3(0) € 9(C), desde que tais fung¢des estejam definidas para 6.

Proposigdo 2.54. Se § € (—5,2F), entio a seguinte desigualdade é vdlida,

¢mm(9) S ¢ma:r: (9) .

Demonstragido: A desigualdade ¢, < ¢ sSegue da Proposicao e da defini-

¢do das fungdes. De fato, se §;, 0, — 6 sdo sequéncias tais que 0; < 0 e 6, > 0, entdo

pela Proposigdo temos

Gmin(0) = sup ¢(0;,6) < inf ¢(6,0;) = Gmas(6).
0;<0 0>0

Notemos que a igualdade ¢, (0) = ¢rmaz(0) 56 acontece se existir uma tnica reta

suporte de C' em (z,y).

O seguinte resultado nos permite comparar as fungdes ¢4z, Prmin € ¢-

3

Proposicao 2.55. Sejam 01,0, € (=5, 5"). Se 6 > 0y, entdo

quax(eQ) S ¢(92a 91) S ¢mm(91)
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Demonstra¢ao: Pela defini¢do de ¢,,,,, da Proposicdo e da hipétese 0, > 0,

segue que

¢max(02) = Qi-r>1£2 ¢(02a 91) < ¢(927 91)
Da definigao de ¢,,,,, da Proposi¢do e da hipétese 0, > 0,, segue que

P(02,01) < sup ¢(0;,01) = Pmin(01).

9¢<91

Portanto temos que

Pmaz(02) < (02,01) < Prin(61).
n

O proximo resultado nos da uma informacgao sobre a 9(C') quando esta tiver trés

pontos colineares.

Proposicdo 2.56. Se 5(6;) € 0(C), i = 1,2, 3, sdo pontos colineares tais que 6, < 0y < 0,
isto é,

¢(617 92) - ¢<927 63)7
entao B(07)3(0) € I(C).

Demonstracdo: Vamos mostrar que

m = 5(91)5@3),

L —

isto é, o arco 3(6)5(63) C 0(C), é igual ao segmento afim entre 5(6,) e 3(03).

Tomando as fungdes ¢,.in, € dmas, temos pela Proposicao que sdo validas as

seguintes desigualdades

¢maw(91) S ¢(91a 92) S ¢mzn(92) S quax(eQ) S ¢(027 93) S qum(e?))

Vamos mostrar que se 3(¢') € m, entdo 3(0) € 5(61)3(05).

—
De fato, como 3(6’) pertence ao arco 5(6;)5(63) tomemos 6’ ¢ {6;,0-,05}, pois caso

contrdrio ndo hd o que mostrar. Assim temos dois casos andlogos para considerar
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0, <0 <Oy, <Bs30ub, <0y <0 <05

Faremos os calculos para o primeiro caso e o segundo segue de maneira analoga.

Pelas Proposigdes e seguem as desigualdades
o(01,02) < (0, 02) < o(6,03) < B(02,03).
Como ((6;), i = 1,2, 3 sdo colineares temos que

P(01,02) = ¢(02,03),

e pelas desigualdades acima segue que ¢(61,65) = ¢(0',602) = ¢(02,03). Logo B(0') €
B(6:)5(05).

Portanto obtemos que m C B(6,)5(65).

Como mostramos que o segmento contém o arco, temos que existe um aplicacdo

continua definida por
/\ —

[ B(01)B(0s) — B(61)5(05)
x = f(z) ==
Afirmamos que a aplicacdo f é sobrejetora.

De fato, suponha que f ndo seja sobrejetora. Entdo existe (z,y) € [((61)5(63), tal
que (z,y) ¢ f(m Note que (z,y) # 5(61) e (x,y) # [(63). Se considerarmos a

aplicagdo,

7+ 5(00)505) — £ (B(01)5s) )

obtida pela restri¢io do contradominio da aplicagdo f a sua imagem, entdo f é conti-

A
nua. Porém /(6,)5(05) é conexo e Im(f) ndo seria conexo. Assim obtemos uma contra-

dicdo. Portanto f <m) = 3(601)B(03).

Podemos interpretar geometricamente as fungdes ¢.,q,(0) € ¢min() como sendo as
angulacdes méxima e minima respectivamente das retas suportes de C' em (3(f), em

relagdo ao eixo z pelo seguinte resultado.

Proposigdo 2.57. Se ¢ € [¢min(0), Pmas(0)], entdo ¢ é a angulacio de uma reta suporte de C
em [3(6).
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Demonstra¢ao: Faremos a demonstracdo pela contrapositiva. Se r é uma reta que
ndo é suporte de C' que passa por 3(f) € 9(C) com angulacdo ¢, mostraremos que
¢ & [Pmin(0), Pmaz(0)]. De fato, como r ndo é reta suporte de C, entdo r intersecta C' em
dois pontos distintos 3(#) e 3(#’) de tal forma que os pontos do arco aberto B/(QW
pertencem a um semi-plano aberto enquanto que os demais pontos de 9(C') pertencem

ao outro semi-plano.
Assim temos dois casos andlogos para considerar: #' > 6 ou ¢’ < 6.

Caso1: Se ¢ > 6, entdo ¢ = ¢(6,6’). Tomemos uma sequéncia de pontos ¢; tendendo

a 0 pela esquerda tais que 6’ > ¢; > 6. Pela Proposicao temos que

¢ =¢(0,0") > ¢(6,0;),

mas pela defini¢do de ¢,,,4,(0) temos
¢ - ¢(97 0/> > ¢max(0)7

ou seja, ¢ ¢ [¢mzn(9)a ¢mam(0)]'

O caso 2 é anélogo.

Podemos descrever as retas suporte de C' em () pela notagdo de hiperplano bas-
tando saber as suas angulagdes ¢. Tomemos b = (b1, by) = £(—sen(¢), cos(¢)) € R? um

vetor unitdrio, ortogonal a reta suporte e a o valor satisfazendo a igualdade
(b, 5(6)) = .

Assim podemos escrever r = H (b, a).

Para pontos simétricos em 0(C), isto é, 5(61) = (x1,y1) e B(62) = B(O, + ) =
(—x1, —y1), sdo validos os seguinte resultados:
Proposicdo 2.58. Suponha que C' seja simétrico em relagdo a origem. Se r1 = H(b, ) é uma

reta suporte de C em [3(0,), entdo a reta ro = H(—b, o) é suporte de C em [3(65).

Demonstragdo: Se r; = H (b, o) é suporte de C, entdo pela definigdo de hiperplano

suporte temos que
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(2, 9), (b1,b2)) < v,

para todo (z,y) € C. Como C é simétrico, se (x,y) € C, entdo (—z, —y) € C. Logo

a > <<_'Ta _y)7 (b1762)> = (—(x,y), (b17b2)> = ((x,y), _(bb b2)> = ((x,y), (_blv _62)>'

Assim pela defini¢do de hiperplano suporte segue que H(—b, «v) é suporte de C.

Resta mostrar que ry = H(—b, a) é suporte em 3(f:). De fato, temos que r; = H(b, )

é suporte em 3(6;), ou seja,

(B(61),0) = ((w1,91), (b1, b2)) = .
Entao
(B(02), =b) = ((—x1, =11), (=b1, =b2)) = ((x1,51), (b1, b2)) = a,

e pela defini¢do temos que r, = H(—b, o) é suporte em 3(62).

Temos que se (b, (1,0)) = cos(¢ — 5), entdo (—b,(1,0)) = cos(¢ + 7). Logo se

[Gmin(01), Pmaz(01)] € 0 intervalo dos angulos para as retas suportes de C' em (3(6;),
entao [Pmin(02) + T, Pmas(62) + 7] é 0 intervalo dos dngulos para as retas suportes de C'
em B(6:) = B0 + 7).

Desse resultado e da desigualdade ¢,,in(0) < ¢uma:(f) segue a seguinte diferenca.

Proposicdo 2.59. Suponha que C' seja simétrico em relagdo a origem e 3(6;) e B(02) simétricos

em O(C'), com 6y > 6,. Entdo

¢mm(02) - (bmam(el) S .

Demonstragio: De fato, segue do tltimo resultado que

¢maw(‘92> - ¢mar<91) + .
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Logo da desigualdade ¢,,in(0) < ¢pmaz(0) temos

¢mzn(02) S ¢ma:(;(92) = ¢mzn(02) S ¢ma:(;(91) + 7T = ¢mzn(92) - ¢ma:(;(91) S .



CAPITULO 3

PRINCIPIO DO MAXIMO DE PONTRYAGIN

Neste capitulo vamos apresentar a teoria de sistemas de controle bem como alguns
resultados a respeito desses. Faremos uma interpretacdo geométrica do nosso pro-
blema, e com isso introduzir as ideias do Principio do Méximo de Pontryagin (PMP)
[3.8] a ser exposto neste capitulo. Terminaremos esse capitulo com um exemplo, o
qual ndo é possivel resolvé-lo de modo usual através da teoria cldssica de equacdes

diferenciais.

3.1 O Espaco de Fase e as Func¢des de Controles Admissi-

veis

Seja X o espaco vetorial n—dimensional real R". Iremos chamar tal espago de es-

paco de fase. Tomemos

T = (%1,1‘2,"' 7:[‘.71) ean

e vamos considerar que este objeto se move e esse movimento sera interpretado como

a mudanga das varidveis x;, i = 1,--- ,n, em relagdo ao tempo ¢.
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Como queremos estudar o comportamento do nosso objeto, vamos assumir que
essas mudancas de varidveis podem ser controladas, isto é, o deslocamento do nosso

objeto depende de certos controles. Tais controles serdo o nosso foco neste capitulo.

Um subconjunto U C R” serd chamado de conjunto de controle e seus elementos,

chamados de controle, serdo denotados por

u = (uy,ug, - ,u.) €U CR".

Para problemas reais é importante considerarmos o conjunto U como um subcon-
junto fechado ou mesmo compacto de R". Essas hip6teses sobre a regido U vém da
interpretagdo fisica desses tipos de problemas, pois nesses casos as coordenadas u;,
j = 1,2, --r representam valores que ndo podem ser arbitrdrios e devem respeitar os

limites fisicos desses problemas.

Para esses tipos de problemas podemos considerar, por exemplo, o conjunto U
como sendo o cubo r-dimensional de aresta 2c, centrado na origem, isto é, o conjunto

de controle U é o conjunto de pontos u € R" tais que,

|uj| <g, j:1a27"'7n'

Notemos que neste caso as coordenadas u;, j = 1,2, ---r ndo apresentam relacdes

entre si.

Um outro exemplo de conjunto U para esses casos é a esfera de raio ¢ centrada na

origem, isto é, o conjunto de controle U é o conjunto de pontos u € R? tais que

2 2 2 _ 2
uj] + uy +uz =c".

Notemos que neste caso as coordenadas u; , us € us apresentam uma relagdo entre
Si.
Assim temos que para problemas reais, em razdo da modelagem do problema, po-

dem existir ou ndo relagdes entre as coordenadas de u no conjunto de controle.

Entretanto, daqui em diante, vamos simplesmente nos referir a U como o conjunto

de controle e u € U por controle.

Sejam [ um intervalo fechado de R, isto é, I = [t¢, 1] e u(t) uma aplicagdo tal que a
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imagem de [ esteja contida em U, ou seja,

u(t) = (ur(t), us(t), -+ ,u.(t)) €U, Vtel

Chamaremos a aplicagdo u(t) de fungdo de controle.

Dependendo do problema que nos propomos a resolver, vamos precisar impor cer-
tas condigdes sobre as fungdes de controle u(t). Algumas dessas propriedades sdo, por
exemplo, continuidade por partes, mensurabilidade, «(t) ser limitada, entre outras.
Com isso, as fungdes de controle que satisfizerem essas propriedades serdo chamadas
de fungdes de controles admissiveis. Neste trabalho, as funcoes de controle admissi-
veis u(t) serdo mensurdveis e limitadas. Em razdo da escolha dessas propriedades, as

fun¢des de controles admissiveis satisfazem as propriedades a seguir.

Propriedade 3.1. Se u(t) é uma fungio de controle admissivel, v € U um controle arbitrdrio e

t',t" € I sdo tais que ty < t' < t" < ty, entdo a fungdo de controle u,(t) definida por

(0 v, se t' <t <t
Uy(t) =
u(t), se to<t<t out'<t<ty,

também é uma funcdo de controle admissivel.

Propriedade 3.2. Se o intervalo I for particionado em um niimero finito de subintervalos

disjuntos I;, © = 1,--- ,n e em cada um desses subintervalos estiver definida uma fungio de
controle admisstvel u;(t), i = 1,--- ,n, entdo a fungdo de controle u(t) dada pela concatenagio
dew;(t),i=1,--- n,istoé,

un(t), se tel,,
também é uma funcgdo de controle admissivel.
Propriedade 3.3. Se u(t) for uma fungio de controle admissivel definida no intervalo I e

I' C I for um subintervalo, entdo a restricio (u|p)(t) de u(t) a I' também é uma fungio de

controle admissivel.

Propriedade 3.4. Se u(t) for uma fungio de controle admissivel definida no intervalo [ty,t] e

a € R, entdo a fungdo de controle u.,(t) obtida de u(t) por uma translagdo sobre o tempo, isto
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S

Usa(t) =u(t —a), tE€lto+a,ty+al,
também é uma fungio de controle admissivel.
Para o que segue vamos apresentar alguns fatos sobre equagdes diferencias cujo

lado direito é mensurdvel. Denote z = (21,---,2,) € R eu = (uy,---,u,) € U.

Primeiro consideremos o sistemas de equagdes diferenciais da forma,

dZZ' .
%:hi(zi,~~ JZn U t), =1+ n, (3.1-1)
cujas fungdes h; sdo de classe C" nas variaveis z;, i = 1,--- ,n, u e t e sdo de classe C"!
com respeitoa z;, i = 1,--- ,n,, isto é, as fung¢des
Oh; .
hi(21>"' 7Zn7uat> € 82'(21,“. 7Zn7u7t); 1) = 17 , 1,
j

sdo continuas. Seja u(t) uma dada funcdo de controle mensuravel limitada arbitraria
definida sobre o intervalo /. Vamos considerar as fun¢des absolutamente continuas

z(t),i=1,---,n, as quais satisfazem as equagdes

dz:
% =hi(zi(t), -, zo(t),u(t),t), i=1,---,n, q.s.

Dessa forma, pelas condi¢des impostas para a func¢do h(z, u(t), t), temos que a mesma
satisfaz as condigdes de Carathéodory, pois é composi¢do de fungdes continuas e men-
surdveis definidas sobre o intervalo fechado /. Assim temos, pela teoria de E.D.O. nas
condic¢oes de Carathéodory, que as solugdes z;(t), i = 1,--- ,n, do sistema cor-
respondentes & fungéo de controle u(t) e as condigdes iniciais z;(ty) = 20,1 =1,--- ,n,
existem e sdo Unicos.

De modo geral, temos pelos teoremas de existéncia e unicidade de Carathéodory
(Teoremas e que as solugdes do sistema podem nio estar definidas
para o intervalo / inteiro, mas sim para um subintervalo. No caso do sistema
ser linear em relagdo a z;(t), ¢« = 1,--- ,n, com z(t) podendo variar ao longo de R”,

entdo a solucdo do sistema estd definida para o intervalo I todo.
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3.2 Apresentacdo do Problema Fundamental

Na se¢do anterior consideramos que o nosso objeto visto como um ponto = do es-
pago de fase X C R" se movimenta, e esse movimento pode ser controlado pela fungao

de controle u(t) definida no conjunto de controle U.

Agora vamos assumir que essa movimentagao serd dada por uma fungado x(t) com
t € Iex(l) C X, aqual pode ser descrita por meio de um sistema de equagoes dife-

renciais,

dl’i
dt

= fi(ajlaan”' s Ly U, Uy v v 7“7“) = fi(xau)7 1= 1a27"' , I (32_2)

ou na forma vetorial

onde f(z,u) = (fi(z,u), fo(z,u), -, fu(x,u)). As fungdes f;, i = 1,2,---n, estdo defi-
nidas paraz € X eu € U.

Vamos assumir que as fungdes f;, i = 1,2, --n, que ditam o movimento do nosso
objeto sdo de classe C" nas varidveis = e u e de classe C' com respeito a z, isto é, as

funcoes

fi(xlam%'” 7ZI7n7U> e j(xl7x27"' ,.ZUT“U); Zu] = 1727"' , 1,
J

sdo definidas e continuas em X x U, onde U ¢é o fecho do conjunto U em R".

Notemos que o sistema (3.2-2) é autdbnomo, pois o lado direito das equagdes ndo

dependem do tempo t.

Se uma certa fun¢ado de controle admissivel u = u(t) é escolhida, o sistema (3.2-2)

assume a forma

dx
pri fz,u(t)), (3.2-3)

e para uma posigdo inicial do nosso objeto, isto é, uma condigdo inicial z(ty) = =z
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qualquer, temos (3.2-3)) satisfaz as condi¢es dos teoremas de existéncia e unicidade
de Carathéodory. Com isso temos que o movimento do nosso objeto ou a aplicagdo
z(t) que é solugdo de (3.2-3), fica unicamente determinado para um certo intervalo de

tempo.

A solugdo z(t) obtida, serd chamada de trajetéria ou solu¢do do sistema (3.2-3),
correspondente a fungdo de controle admissivel u(t) e com condigdo inicial =y = z(to).

Daqui em diante vamos dizer que uma certa fun¢do de controle admissivel u(t),
transfere o nosso objeto de uma posicdo para outra, isto é, da posi¢do 7, € R" para a
posicdo £; € R™ no espago de fase, se a solugdo z(t) do sistema correspondente
a funcdo de controle u(t) satisfaz as seguintes condigdes:

i) z(to) = Zo;

i) x(t1) = 21;

iii) z(t) satisfaz o sistema quase sempre.

Agora que ja temos nossos objetos bem definidos, podemos partir para as condi¢des
do nosso problema.

Suponhamos que queremos deslocar nosso objeto da posigdo 7, para a posigdo 7,
e queremos fazer esse deslocamento da melhor forma possivel. Para avaliar como esse
deslocamento estd sendo feito iremos considerar uma fungdo adicional, que pode ser
interpretada como o custo para se fazer tal deslocamento.

A partir desse custo, podemos avaliar as fung¢des de controle u(t), a fim de obtermos

a melhor fungdo de controle, a qual fard o melhor deslocamento do nosso objeto.

Assim vamos supor que nos é dada uma certa fun¢do adicional fy(x,u), a qual

satisfaz as mesmas condic¢des das fung¢des f;(x,u), i = 1,--- ,n que definem o sistema
(3.2-2)), isto é, fo(z,u) e suas derivadas parciais g—i‘z, 1 =1,--+,nsdo continuas em todo

o produto cartesiano X x U.

Se tomarmos fj(z, u) como nossa funcdo de custo, temos que o problema de deslocar
0 nosso objeto da melhor forma possivel se resume em encontrar a fungdo de controle u(t)
que minimiza o custo total, ou em outras palavras, o nosso problema pode ser descrito

como:

No espaco de fase X, dois pontos z; e #; sdo dados. Dentre todas as func¢des de

controles admissiveis u(t), que transferem o ponto da posicao 7, para a posi¢do 7, se
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tal controle existir, encontre um para o qual o funcional:

J= /t (@), u(t) dt, (3.2-4)

assume o menor valor possivel.

E importante ressaltarmos que os limites ¢, e ¢; ndo sdo valores fixos, mas depen-

dem da fungao de controle u(t) escolhida, pois sdo definidos pelas relagdes x(ty) = <o

Com isso diremos que uma func¢éo de controle u(¢) é uma funcdo de controle 6tima
e correspondentemente, a solu¢do z(¢) é uma solugdo 6tima ou trajetéria 6tima, se a
funcdo de controle u(t) atinge a solu¢do do problema descrito acima, isto é, se u(t)
minimiza o funcional dentre as fung¢des de controle cujas solugdes z(t) corres-
pondentes que ligam zj a 7.

Daqui em diante iremos trabalhar condi¢des necessarias para este problema de oti-
mizacdo e apresentar o teorema central deste capitulo, a saber, o Principio do Maximo

de Pontryagin.

Faremos isso adicionando uma nova coordenada z, ao espago de fase X. Temos
que as coordenadas z;, ¢ = 1,--- ,n do nosso objeto variam de acordo com o sistema
definido em (3.2-3), enquanto que a nova coordenada z, do nosso objeto ird variar de

acordo com a equagao:
d$0

dt = fO(xly'IZv T ,an,U),
onde a funcdo f, é a nossa fungao de custo.

Assim podemos reescrever o sistema (3.2-3) adicionando a fun¢édo f, e a nova coor-

denada z( da seguinte forma

dl’i
dt

= filxy, 29, - ,xp,uq, U, ey uy) = filz,u), i=0,1,2,--- n. (3.2-5)

Notemos que o lado direito do novo sistema ndo depende da coordenada .

Podemos escrever a nova coordenada do nosso objeto como,

X = (20,21, T2, -+ ,%n) = (20, 2) € R x X,

onde x pertence ao espaco vetorial (n + 1)—dimensional X, o qual chamaremos de
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espaco de fase estendido, e dessa forma o sistema (3.2-5) pode ser escrito na forma

vetorial como

dx
—_— = f
dt (x7 U),
onde f(x,u) é um vetor em X com coordenadas fy(z,u), fi(z,u), -, fu(z, u).

Voltemos a tomar a fungdo de controle admissivel u(t) a qual a sua solugdo x(t),
correspondente ao sistema com condigdo inicial z(¢y) = @, transfere nosso objeto
da posigdo z, para a posi¢do z; no espago de fase X.

Vamos considerar a nova condigdo inicial xo = (0, 7) para o nosso objeto no espago
X e com isso temos, novamente, pelos teoremas de existéncia e unicidade de Carathéo-
dory, que o sistema apresenta uma tUnica solugdo x(t), a qual estara definida

para um intervalo de tempo que tem a seguinte forma:

zo(t) = [, folw(r),u(r)) dr,
xr = x(t).

(3.2-6)
Notemos que quando tomarmos ¢ = ¢;, a solugdo x(¢) assume os valores,

xo(t1) = /t 1 folz(r),u(r)) dr = J,

xr = Ji(tl) = [fh

isto é, a solugdo x(¢) do sistema correspondente a fungdo de controle u(t) e com
condigdo inicial xo = (0, (), passa pelo ponto x; = (J, z1) no tempo ¢t = t;.

A partir dessas informagdes, podemos interpretar a solugdo x(¢) de maneira geomé-
trica da seguinte forma: No espaco de fase estendido X considere o ponto xo = (0, o)
e II a reta paralela ao eixo z e que passa pelo ponto (0, z;). Dentre todas as fungdes
de controle u(t), cujas as suas solugdes correspondentes x(¢) ao sistema com
condigdo inicial x(¢y) = Xo, intersectam a reta 1I, queremos encontrar uma cujo ponto

x; = (J, z1) de intersegdo com II tem a menor coordenada z, possivel.

Vamos estudar o problema de deslocar o nosso objeto da melhor forma possivel,

por meio dessa formulagdo geométrica.

Vamos agora apresentar algumas proposi¢des a respeito das fun¢des de controle e
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trajetorias 6timas.

A primeira proposicdo segue do fato de que o sistema (3.2-3) é autonomo e da pro-

priedade3.4]das fungdes de controle admissivel.

Proposicdo 3.5. Se u(t) definido sobre o intervalo [to, t1] é uma fungio de controle admissivel,
que transfere o nosso objeto da posigdo xy para a posicdo x1 no espago de fase X, e assume o

valor J para o funcional (3.2-4)), entdo para qualquer valor real a a nova fungio de controle,

ura(A) = u(A + a),

definida no intervalo [\g, M| = [to — a,t1 — a], é também uma fungdo de controle admissivel, e

que assume o mesmo valor J para o funcional (3.2-4).

Demonstragio: De fato, temos pela condigdo 3.4{que a fung¢do de controle u,(\) é

admissivel no intervalo [\, \{| e satisfaz

Usa(Ao) = usqe(to — a) = u(to — a+ a) = u(ty),
Usa(MN) = uie(t1 —a) = u(ty —a+a) = u(ty).

Assim a sua respectiva solugdo z,,(A) de (3.2-3) com condigdo inicial z,(\g) = o,
satisfaz .,(\) = z(A + a).

Por fim tomando a mudanca de variavel ¢ = A 4+ a obtemos:

A t1—a
[ foloa0) 1) A = / (e + B u(h+ ) dy
:/t_+ " o), ulr)) dr

= /t 1 folz(m),u(r))dr =J

Em outras palavras, uma translacdo por a em relagdo ao tempo ndo ird alterar o

valor do funcional (3.2-4), ou seja, o custo para o deslocamento serd 0 mesmo.

Portanto podemos transladar o nosso tempo inicial ¢, para qualquer lugar sobre o

eixo t. Em razdo dessa propriedade, é comum trabalharmos considerando ¢, = 0.
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A segunda proposicdo nos permite "colar" controles admissiveis a fim de obter ou-

tro controle admissivel e somar os valores dos funcionais (3.2-4)).

Proposicdo 3.6. Se 7;, j = 0,1,--- , k é uma colegio finita de pontos do espago de fase X, e
existem fungdes de controles admissiveis u;(t), i = 1,--- , k, que transferem o nosso objeto da
posi¢do T;_y para a posigio ;, e assumem os valores J; para o funcional 3.2-4),i =1,--- .k,
entdo existe uma fungio de controle admisstvel u(t) que transfere o nosso objeto da posicio

para a posigio &y, e assume o valor

S+ Jy+ -+ T,
para o funcional (3.2-4).

Demonstragido: De fato, temos que cada fun¢do de controle admissivel u;(t), i =
1,---,k, estd definido sobre um intervalo de tempo I;. Porém, pela proposicdo anterior,
podemos transladar esses intervalos, a fim de os deixarmos lado a lado, isto é, pode-
mos fazer uma translagdo em relagdo ao tempo e definirmos cada func¢do de controle
admissivel u;(t) no intervalo [¢;_1,t;], onde ty < t; < - -+ < ;.

Agora definimos uma nova fungdo de controle «(t) da seguinte forma,

.

Ul(t), se t e [to,tl];
us(t), se t € [ty,ta);

| w(t), se te [tr1,ts],

ou seja, u(t) é a colagem das fung¢des de controles admissiveis u;(t), i = 1,--- , k. Pela
propriedade 3.2| de fung¢des de controle admissiveis, temos que u(t) é admissivel. Com
isso temos que a sua solucdo correspondente z(t) do sistema (3.2-3) com condicao ini-

cial z(tg) = x¢ fica definida como:

5]1(75), se t e [to,tl];

j’Q(t), se t e [tl,tg];

| Zu(t), se t € [ti, til,

onde 7;(t) é a solugdo correspondente a u;(t) do sistema (3.2-3) com as respectivas
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condicdes iniciais Z; _1(t;_1) = &;_1, 1 =1,--- | k.

Por fim o funcional (3.2-4) assume o valor:

S fola (), u(t) dt = [ fola(),u(t)) dt+ -+ [ ())dt
= [} folwr(t), ur(t)) dt + - f 1), up(t)) dt
=S+ + Jp

A terceira e tltima proposicdo nos garante que qualquer subintervalo de uma tra-

jetéria 6tima, serd também uma trajetéria 6tima.

Proposicado 3.7. Seja u : [to, t1] — U uma fungdo de controle admisstvel 6tima do problema
(3.2-3) com a respectiva trajetdria 6tima que transfere o objeto da posigio o = x(ty) para a
posicio 1 = x(t1). Se I' = [1p, 71| C I, entdo a fungio de controle admisstvel (u|;)(t) que é
a restrigdo de u(t) ao intervalo I', tem como solugdo de a trajetéria otima (x|p)(t) que

transfere o nosso objeto da posicio x(1y) para a posicio x(7y).

Demonstragio: Segue da propriedade [3.3]de fungdes de controles admissiveis que
(u|r)(t) € uma fungdo de controle admissivel e da teoria de sistemas de equagdes dife-
renciais, a restri¢do de uma solugdo ainda é uma solugéo, ou seja, como (z|;/)(t) é uma
restricdo da solucdo z(t), segue que (z|)(t) é uma solucdo correspondente a fung¢do de
controle (u|;/)(t).

Resta mostrar que (u|;/)(t) é uma fungdo de controle 6tima.

Vamos separar o intervalo I = [to, t;] em trés subintervalos, isto é

[to,tl] = [to,Tg] U [T(),Tl] U [Tl,tl],

e tomando as restri¢des de u(t) a cada um desses intervalos, obtemos trés fun¢des de
controle u;(t), ua(t) = (ulr)(t)), us(t), cada qual com a sua respectiva trajetoria = (¢),
To(t) = (x|r)(t), 25(t). Temos pela proposi¢do anterior que dados u;(t), i = 1,2,3, a
variagdo de 7, assume o valor J;, i = 1,2, 3, respectivamente para o funcional (3.2-4).

Entdo temos que para o controle u(t), J = zo(t1) — xo(to) assume o valor

J:J1+J2+J3,
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para o funcional (3.2-4). Por hipétese, temos que u(t) é uma funcdo de controle ad-
missivel 6tima, ou seja, u(t) é uma fungdo de controle admissivel que transfere nosso

objeto da posigdo 7z, para 7 e assume o menor valor possivel para o funcional (3.2-4).

Suponha por absurdo que us(t) = (u|r)(t) ndo seja uma funcdo de controle admissi-
vel 6tima. Temos entdo que existe uma outra fungdo de controle admissivel, digamos,
u5(t), com trajetéria correspondente () ao sistema e que assume para o funci-
onal um valor Jj, com J, < .Jo. Mas pela proposi¢do anterior podemos construir
uma fungado de controle admissivel v(t), que transfere o nosso objeto da posigdo 7 para

a posicdo 77 da seguinte maneira:

Ul(t), se t e [to,To];
v(t) =S uh(t), se t€[r,nl;

ug(t), se t € [m,t1],

a qual vai assumir para o funcional (3.2-4) o valor

J =0+ Jy+ Js.

Porém obtemos uma contradicdo, pois como J;, < J,, entdo J' < J, o que contra-
diz a minimalidade do valor J obtido pelo controle 6timo u(t) no funcional (3.2-4).

Portanto temos que us(t) = (u|r)(t) € uma fungao de controle admissivel 6tima.
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3.3 O Principio do Maximo de Pontryagin

Nesta secdo vamos apresentar o Principio do Méximo de Pontryagin, o qual nos
apresenta condi¢Oes necessarias para encontrar as solu¢des 6timas para o nosso pro-
blema, isto é, encontrar as fun¢des de controle admissiveis 6timas u(t) e consequen-
temente as trajetorias 6timas x(¢) correspondente a essas, os quais transferem nosso
objeto de uma posicdo inicial z(ty) = 7y para uma posigdo final z(t;) = #; e minimi-
zam o funcional (3.2-4).

Para formular o teorema, além do sistema que descreve o movimento do nosso

objeto no espaco de fase estendido, isto €, o sistema

d[EZ‘
dt

= filv,u), i=0,1,2,--- ,n, (3.3-7)

vamos precisar de um sistema auxiliar de varidveis ¢, 11, - - , 1, que serd definido

por

dyi i Ofalz,u)

as '2071727"'7 .

a=0
Assim, se escolhermos uma fungdo de controle admissivel u(¢) definida no inter-
valo [ty, t1] que tem x(¢) como solugdo correspondente ao sistema (3.3-7) com condigdo

inicial x(#y) = xo, entdo o sistema auxiliar assume a seguinte forma

dy; N~ Ofala(t), ult))

Vo, i=0,1,2,-+ n. (3.3-8)

a=0
Lembremos que as fungdes f,(z,u) ndo dependem do valor da coordenada adicio-
nal zy. Além disso temos que o sistema (3.3-8)) é linear e homogéneo.

Portanto, quando fornecida uma condicdo inicial ¥(t,) = ¥y, temos pelos teoremas
de existéncia e unicidade de Carathéodory e que o sistema (3.3-8) admite uma

tnica solucgdo VU (¢) absolutamente continua dada por

‘Ij(t> = (¢O(t)v 7vbl(t)a T >¢n(t))a
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onde a aplicagdo vetorial U(¢) vai estar definida no mesmo intervalo I = [ty, t;].

A fim de formularmos o teorema, vamos combinar os sistemas (3.3-7) e (3.3-8) em

apenas um sistema por meio de uma nova func¢do H de varidveis z;, 1; e u;, com

i=0,1,---,nek=1,---,r. Defina

H(V,2,u) = H(T, £(z,u) = Y tafalz,u). (3.3-9)
a=0

Por meio da nova fungdo H(V, =, u), podemos escrever os sistemas (3.3-7) e (3.3-§),

na forma do seguinte sistema Hamiltoniano:

- 2" —-0.1.2.... 3-
dt awz7 Z O? ) ) 7n7 (33 10)
dy;  OH .
o __axi’ 1=0,1,2,--- ,n. (3.3-11)

Assim, fixando uma funcdo de controle admissivel u(t) definida sobre o intervalo
[to,t1] e uma condigdo inicial x(ty) = X, podemos encontrar a solu¢do ou trajetéria
correspondente x(¢) por meio do sistema (3.3-10). A partir da fun¢do de controle u(t)
e de sua trajetéria x(¢) correspondente, podemos encontrar a solugdo V() correspon-
dente ao sistema (3.3-11). Lembremos que pelo teorema de existéncia e unicidade de
Carathéodory 2.21]e2.22] as solugdes obtidas x(t) e ¥(t) dos sistemas (3.3-10) e (3.3-11)

sdo fun¢des absolutamente continuas.

Notemos que para valores fixos de ¥ e de x, a funcdo H que define o0 nosso sistema
Hamiltoniano se torna uma fun¢do do parametro v € U. Vamos utilizar o supremo

desta fung¢do, e vamos denota-lo por M(V, z) , ou seja,

MV, z) = sup H(V, z,u).

uelU
Se a fungdo H atinge o seu supremo dentro da regido de controle U, entdao M(V, z)
serd na verdade o maximo da funcdo #H para valores fixos de ¥ e x. Este é o caso

quando U é compacto.

Teorema 3.8 (Principio do Maximo de Pontryagin - PMP). Seja u(t) uma fungio de con-

trole admisstvel definida no intervalo [to,t1], cuja trajetoria correspondente x(t) ao sistema



3.3 O Principio do Maximo de Pontryagin 52

(3.3-10) com condigdo inicial x(ty) = xo, intersecta a reta 11 no tempo final t,. Para u(t) ser
uma fungdo de controle 6tima (e x(t) uma trajetéria 6tima), é necessdrio que exista uma fungio

vetorial absolutamente continua e nio nula,

U(t) = (Po(t), 1), -+, vn(t)),

a qual é a solugdo do sistema (3.3-11)) correspondente a u(t) e x(t) satisfazendo as seguintes

condigoes:
i) A fungido H(V(t),x(t), w) de varidvel u € U, atinge seu mdximo no ponto u = u(t) quase
sempre no intervalo [ty, t1], isto é,

HOU(), x(1), ut)) = MOU(E),x()) q.5; (3.3-12)

it) No tempo final t, as relagoes:

¢0(t1> S 0, M(\Ij(tl)7x(t1)) = 07 q.S.; (33'13)

sdo satisfeitas.
Além disso, se as fungdes WU(t), x(t) e u(t) satisfazem os sistemas (3.3-10) e (3.3-11) e a
condigdo 1), as fungdes Vo (t) e M(V(t),x(t)) sdo constantes. Entdo as relagdes (3.3-13) podem

ser verificadas em qualquer tempo t € [ty,t1] e ndo apenas em t;.

A demonstracdo desse teorema pode ser encontrada [14].

Definic¢do 3.9. Um caminho z(t) = (z1(t), -+, x,(t)) que satisfaz as condi¢des de PMP

¢ um extremal de Pontryagin.

Vamos encerrar esse capitulo apresentando um exemplo do uso do teorema apre-

sentado acima.
Exemplo 3.10. Vamos considerar que nosso objeto se move de acordo com a seguinte

equacao:

o
dt

:u’

onde u é 0 nosso controle e pertence ao conjunto de controle
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U={ueR;u <1}.

Assim, no espago de fase X, o qual é o espaco vetorial de dimensédo dois de coor-

dx

denadas z; = z e z, = 7, a equagdo de movimento do nosso objeto pode ser reescrita

como o sistema

dl‘l . dZL‘Q .
Slem, Tleu (3.3-14)

Vamos considerar que nosso objeto se encontra na posigdo inicial 7, do espago de
fase X e queremos levé-lo até a origem (0, 0) no menor tempo possivel.

Nesses tipos de problemas, a fungdo de custo fy(z, u) é definida como

folx,u) =1 Y(z,u) € X x U,

e o funcional se torna,

J:tl—to.

Com isso o problema de deslocamento se torna um problema de minimizar o intervalo
de tempo do deslocamento. A esses problemas damos o nome de problemas de tempo
otimo.

Para podermos utilizar o PMP, as hip6teses do mesmo devem ser satisfeitas. Neste
caso, devemos apresentar a fun¢do H relativa ao sistema Hamiltoniano, bem como as
varidveis auxiliares 1, i = 0, 1, 2, e seu sistema de equagdes.

Assim temos que a fungdo H(v, z, u) é dada por

H(Y, 2, u) = o + Y122 + Pau, (3.3-15)

onde as variaveis v;, i = 0, 1, 2 satisfazem (3.3-11))

bo_ OM o OM o w OM

it~ Owe dt 0w O dt 0wy

Como o sistema (3.3-14) ndo depende da varidvel z, a varidvel v, sera constante, e

como nao serd utilizada no restante do problema, ela se torna supérflua.
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Agora integrando com relac¢do a ¢ as equagdes de v, e 1, obtemos

77[)1 =C € 77[)2 = —Clt+02,

onde ¢; e ¢y sdo constantes reais.

Devemos, pela condigdo i) do Teorema atingir o maximo da fungdo H quase
sempre. Como por hipétese —1 < u < 1, entdo H atinge seu méximo em v = 1 se

Wy > 0ewu = —1sey < 0. Assim

u(t) = sign(e(t)) = sign(—cit + c3). (3.3-16)

Portanto para que a fungdo de controle u(t) definida no intervalo [ty, 1] seja uma
fungdo de controle 6tima, é necessario que esta seja uma funcdo constante por partes
que assume os valores £1, e que tenha no méximo dois intervalos de tempo no qual é
constante. Isso segue do fato de que a reta —c;¢ + ¢, troca de sinal no méximo uma vez

no intervalo de tempo [to, t1].

Agora que ja temos as fungdes de controles 6timas, vamos em busca das trajetéria
Otimas.

Temos pelo sistema que para o intervalo de tempo no qual u(t) = 1, a

trajetdria obtida por integragdo em relacdo a ¢ seré:

I‘Q(t):/]_ dt:t+82,

t? 1 s
Il(t)—/l‘g dt—/(t—i-é’g) dt:§+82t+81:§(t2+282t—|—$§)—|—(31——2):

2
Sa

1
= §(t + 52)2 -+ (81 — 5),

onde s; e s, sdo constantes de integragdo. A partir dessas duas equagdes podemos

escrever

1
T = 5(:52)2 + s, (3.3-17)

52

onde s = 51 — 32 ¢ uma constante. Assim para o intervalo de tempo no qual u(t) =1,

temos que a trajetéria correspondente x(t) serd um arco da pardbola (3.3-17).
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A Flgura apresenta alguns elementos da familia de parabolas (3.3-17)).

Figura 3.1: Familia de Pardbolas (3.3-17)

De modo anédlogo, para o intervalo de tempo no qual u(t) = —1, a trajetéria obtida

por integracdo em relacdo a ¢ do sistema (3.3-14) sera:

zo(1) —/—1 dt = —t + s5,

(55)*
2

t? 1
z1(t) = /xz dt = /(—t+s;) dt = ——+sht+s) = -5 (8% — 2sht + (s5)%) + (s + )

2
(s)*
2

1
= —5(=t+ )"+ (51 + =),

onde s} e s, sdo constantes de integracdo. E a partir dessas duas equagdes podemos

escrever

T, = —%(@)2 + 5, (3.3-18)

12
A 82 Z
onde s’ = s} + — ¢ uma constante.

A Figura 3.2 apresenta alguns elementos da familia de parabolas (3.3-18).

DN
)

Figura 3.2: Familia de Parabolas (3.3-18))
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Portanto temos que essas sdo as trajetOrias 6timas correspondentes aos intervalos

constantes do controle 6timo u(t).

Notemos que nas parabolas do sistema (3.3-17)), 0 nosso objeto se move para cima,

em razao de
dl’Q

et
dt

)

enquanto que nas parabolas do sistema (3.3-18), o nosso objeto se move para baixo, em

razdo de
dx
d—; = 1.
Como vimos, a fung¢do de controle 6tima u(t) é composta por no méaximo dois in-
tervalos constantes de valores +1. Assim se a fungdo de controle u(t) tem valor inicial
u(ty) = 1 e no tempo final assume o valor u(¢;) = —1, entdo a sua trajetéria correspon-
dente z(t) consiste de dois arcos de pardbola , sendo o primeiro respeitando e
o segundo (3.3-18), e esse ultimo passando pela origem em razdo deste ser a posi¢do

tinal do nosso objeto no espago fase X.

De maneira andloga, se o controle u(t) tem valor inicial u(ty) = —1 e no tempo final
assume o valor u(t;) = 1, entdo a sua trajetdria correspondente, x(¢), consiste de dois
arcos de parabola, sendo o primeiro respeitando (3.3-18) e o segundo (3.3-17), e esse

altimo passando pela origem.

E se u(t) for constante e igual a 1 para todo ¢ € [ty, t1], entdo a trajetdria correspon-
dente x(t) consiste apenas de um arco de parabola no espago de fase X, respeitando
(3.3-17) com s = 0. Do mesmo modo, se u(t) = —1 para todo t € [to, t1], entdo a trajeto-
ria correspondente x(t) consiste apenas de um arco de pardbola no espago de fase X,
respeitando com s = 0.

Analisando as trajetérias 6timas, temos trés comportamentos distintos para as mes-
mas dependendo da posi¢do do ponto inicial z(ty) = z, com relagdo a curva AOB,
sendo a curva AOB a unido dos dois arcos de pardbola AO e BO que se encontram na
origem, onde,

AO = {(z1,22) € Xz, = %% e xy <0},
2

BO = {(z1,29) € X1 = —% e xy > 0}.

Assim temos trés possiveis casos para a posicdo inicial z(¢;) = zo: se encontra acima
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da curva AOB, ou abaixo, ou pertence a essa.

Figura 3.3: A curva AOB algumas trajetérias z(t)

No caso de z(ty) = z( se encontrar acima da curva AOB, a trajetoria x(t) comeca
com o arco de pardbola respeitando até encontrar o arco AO, e entdo se move
sobre esse até a origem. Em outras palavras, se z(f,) = x( se encontrar acima da curva
AOB, o nosso objeto se move sob o controle de u(t) = —1 até encontrar o arco AO, e

entdo o controle se torna u(t) = 1 até o objeto alcancgar a origem.

No caso de z(ty) = x( se encontrar abaixo da curva AOB, a trajetéria x(t) comeca
com arco de pardbola respeitando até encontrar o arco BO, e entdo se move
sobre esse até a origem. Em outras palavras, se x(ty) = zo se encontrar abaixo da curva
AOB, o nosso objeto se move sob controle de u(t) = 1 até encontrar o arco BO, e entdo

o controle se torna u(t) = —1 até o objeto alcangar a origem.

No caso de z(ty) = x( pertencer a curva AOB, a trajetéria z(t) consiste de um dos
arcos AO ou BO. Em outras palavras, se x(t,) = zo se encontrar sobre o arco AO, o
nosso objeto se move sobre o controle de u(t) = 1 até o objeto alcangar a origem; Se
x(ty) = xo se encontrar sobre o arco BO, o nosso objeto se move sobre o controle de

u(t) = —1 até o objeto alcangar a origem.

Temos pelo Teorema 3.8/ que as tnicas trajetérias 6timas sdo as que foram descritas
acima. Temos também que para cada ponto inicial z(¢y) = 2, do espago de fase X,
existe apenas uma trajetéria passando por esse e indo até a origem, isto é, uma vez que
a condigdo inicial é dada a trajetéria corresponde é tinica. Assim como para cada ponto
do espaco X existe uma Unica trajetéria, esta é 6tima.

Podemos interpretar a solucdo do problema de tempo 6timo do exemplo descrito
acima da seguinte forma por meio de uma funcdo auxiliar v; Seja v(z1,22) = v(x) a

funcédo definida no espaco de fase X dada por:
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() +1, se x estd abaixo de AOB, ousobre o arco AO,
v\Tr) =
—1, se x estda acima de AOB, ou sobre o arco BO.
Entdo para cada trajetéria 6tima z(t) , o valor da sua fungdo de controle correspon-

dente u(t) é igual ao valor de v(x(t)).
Com isso podemos substituir u(t) por v(z) no sistema (3.3-14) e obter
d[El dl’g

% = T2, E = U(l'l,xz)a (3.3-19)

cuja solucdo com condigdo inicial z(¢y) = x( arbitraria determinam as trajetorias 6timas

z(t) que levam nosso objeto para a origem.



CAPITULO 4

CAMINHOS MINIMIZANTES NO PLANO
QUASE-HIPERBOLICO

Neste capitulo classificaremos os caminhos minimizantes em planos quase-hiperb6-
licos. Na primeira segdo, caracterizaremos as estruturas de Finsler de classe C° invari-
antes a esquerda. Na secdo seguinte, encontraremos os extremais de Pontryagin, que
sdo os candidatos a caminhos minimizantes dadas pelo PMP. Na terceira se¢do de-
monstraremos que os extremais sdo de fato minimizantes. Por fim na tltima sec¢do

estudaremos um pouco o caso assimétrico.

No semi-plano superior,
S ={(z,y) e R%ly > 0},
vamos considerar a estrutura de grupo, cujo produto é dado por
(a,b) - (z,y) = (bx + a, by).

Temos que (S, -) é o grupo de Lie bidimensional, ndo-abeliano, simplesmente conexo,

com elemento neutro e = (0, 1) e o elemento inverso dado por

(@0 = (5.5)
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Vamos, neste capitulo, encontrar caminhos minimizantes desse espaco, usando

para isso o Principio do Maximo de Pontryagin.

4.1 Estruturas de Finsler de Classe C' invariantes a es-

querda

Nesta secdo, caracterizaremos as estruturas de Finsler de classe C° no plano quase-

hiperbélico invariantes a esquerda.

Defini¢ao 4.1. O espaco tangente 7(, 1S de S em (z,y) é o espago vetorial cujos ele-
mentos sdo vetores (v,w) € R? com origem em (z,y) e extremidade em (z + v,y + w).

Sua soma e produtos por escalar sdo definidos de maneira usual.

Definicado 4.2. O fibrado tangente de S é definido por
TS = S X ]R2 - {((l’,y)7 (va))7 <x7y) € S7 (U7w> S T(m,y)S}

Defini¢ao 4.3. Uma estrutura de Finsler de classe C° é uma funcdo continua @ : S x

R? — R do fibrado tangente a valores reais tal que ®((z, y), -) € uma norma em 7, ,)S.

Definigao 4.4. Seja (5, -) um grupo. Definimos a translagio a esquerda L, ) por (a,b) €
S por
Lay: S — S
(2.9) — (a,b)- (2,y).
Defini¢do 4.5. Dizemos que uma estrutura de Finsler ® de classe C é invariante a

esquerda se

O((z,9), (v, w)) = ®((a,b) - (2, 9), (dL(ap)) (@) (v, 0))- (4.1-1)

Notemos aqui que no artigo original [9], o plano quase-hiperbélico foi definido
como um G-espago de Busemann (S, -) munido com uma estrutura de Finsler de classe

C" invariante a esquerda.

Lema 4.6. Uma estrutura de Finsler ® de classe C° é invariante a esquerda se, e somente se,

(I)(($a y)> (Uv 'LU)) = y_lF(U7 w)7 (41'2)
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onde F é uma norma em R2. Neste caso F (v, w) = ®((0,1), (v,w)).

Demonstragdo: Temos que a diferencial da translacdo a esquerda L, em (z,y) na
dire¢do de (v, w) pode ser calculada considerando a reta r(t) em 7}, ,)S, passando por

(x,y) na diregdo do vetor (v, w), isto §,
r(t) = (r+tv,y +tw), teR.

Logo

d
(dL(a,b))(w,y)(Ua w) =

77 =0 (0@ +t0) 4 a, b(y + tw)) = b(v, w). (4.1-3)

Supondo que ¢ é invariante a esquerda, entdo por (4.1-1) segue que
CI)(('I’ y)7 (Ua ’LU)) = Cb((aa b) : (37, y)7 6(1)7 w))

Seja F'(v,w) = ®((0,1), (v,w)). Considerando (z,y) = (0, 1) na equagdo acima obte-
mos

®((a,b) - (0,1),b(v,w)) = ®((0,1), (v,w)) = F(v,w).

Como ®((a,b),-) é uma norma, segue que

F(v,w).

0((a,b). (v,0)) = —

Substituindo (a, b) por (z,y), temos o desejado.
Reciprocamente, supondo que ® é uma estrutura de Finsler de classe C" definida

por
CI)«xay)?(va)) = )

onde F' é uma norma, entdo ¢ é invariante a esquerda com F'(v,w) = ®((0,1), (v, w)).

De fato,

(I)((av b) ’ ("L‘a y)a (dL(a,b))(a:,y) (U, w)) = q)((bx +a, by)? b(”? w)) =

_WQW_F%”—¢mwwmm>
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4.2 Extremais de Pontryagin

Prosseguiremos agora o estudo para encontrar os caminhos minimizantes de (.5, -)

munido com uma estrutura de Finsler de classe C" invariante a esquerda

F(v,w)
y

o((2,9), (v, w)) =

Mais precisamente, dados (z1,y1), (2, y2) € S nosso objetivo é encontrar caminhos
absolutamente continuos v : [0,1] — S, v(t) = (z(t),y(t)) que ligam (x1,y1) a (2, y2) €

que minimizam o funcional comprimento de arco

E@/(t)

QQ\
—~
~+
~—
~—
QU

/0 D(x(t), y(t), 2'(0), 4/ (1)) dt = /

Nesta secdo, usaremos o Principio do Maximo de Pontryagin para determinar seus

extremais que sdo os candidatos a caminhos minimizantes.

Tomemos o sistema
(t)us
(t)ua(?),

onde u(t) e us(t) sdo fungdes mensuraveis, definidas no conjunto de controle U dado

Y (4.2-4)
Yy

pela esfera de raio um, centrada na origem da norma £, isto ¢,

U = {(u1,uz) € R* F(uy,up) = 1}.

Temos que esse sistema torna o nosso problema de encontrar os caminhos minimi-
zantes um problema de tempo 6timo. De fato, se (x(t),y(t)) € uma solugao absoluta-

mente continua satisfazendo o sistema (4.2-4), entao

PE(0),y/(1) _ Flytm (), yum(®)

y(t) y(t)

Note que a estrutura de grupo é transitiva, ou seja, dados (z1,y1) e (z2,¥2), existe

(a,b) € S tal que (a,b) - (x1,y1) = (x2,y2). Além disso, o comprimento de uma curva
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absolutamente continua (z(t), y(t)) com
=1 g.s.
é igual ao comprimento da sua translagdo a esquerda

(a,0) - (x(t), y(t)) = (ba(t) + a, by(1)).

7

De fato, se [ é o comprimento de (z(¢),y(t)), o comprimento de (a,b) - (x(t), y(t)) é
dado por

CR((ba(t) +a), (by(0))) . [CEO(),0y'() , [TF@O.®) [
/0 by(t) dt_/o by () dt_/o () dt—/o 1dt =1.

Logo podemos considerar as trajetérias (z(t), y(t)) com condigdo inicial o elemento
neutro e = (0,1), isto é, (z(0),y(0)) = (0, 1).

Agora iremos considerar a teoria desenvolvida na se¢do 3.3 para o nosso problema
de minimizagdo de comprimento de arco. Ja temos o sistema de controle ea

funcdo de custo y ' F (v, w), entdo podemos definir a fun¢do do Hamiltoniano como

H(z,y,¥1,09,ur,u2) = Yryus + Yoyus
= y(P1uy + Paus).

Seja u(t) = (u1(t), u2(t)) uma fungdo de controle mensurédvel. Pelos Teoremas [2.21

e seja (x(t),y(t)) a trajetoria correspondente a (4.2-4). Assim obtemos que ¢(t) =

(¢1(t), 12(t)) € uma funcdo absolutamente continua que satisfaz o sistema

/ OH _
Yy (1) oz = U (4.2-5)
wé(t) _%_I; — —wl'LLl - w2u27

quase sempre.

Fixando (z,y) e (¢1,12) a fungdo de maximo é definida

M(xuy)¢l7¢2) :( ma;‘iUH(%yﬂﬁhl/)%UhW)

up,u2

Temos pelo PMP que para u(t) ser uma fungdo de controle 6tima, isto é, para a
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trajetéria (x(t),y(t)) ser minimizante e satisfazer o sistema (4.2-4) é necessario que
exista uma fungao ¢ (t) = (¢1(t),¢2(t)) ndo nula satisfazendo o sistema(4.2-5) para
quase todo t € I, tal que a fun¢do H atinga seu maximo em (uy,uz) = (u1(t), us(t))

quase sempre, isto €,

H(t) == H(@(t), y(t), 1 (1), o (t), ua(t), ua(t)) = M(t) = M(2(t), y(t), 11 (t), (1), g5
(4.2-6)

Tomemos um valor inicial arbitrario, porém fixado, da fungdo v (¢), ou seja,

1/1(0) = (¢1(0)7¢2<0>) = (¢1, ¢2)-

Temos pelo sistema (4.2-5) que ¢/ (t) = 0 quase sempre. Assim

wl(t) = (Z)l q.s.

Portanto temos dois casos a considerar: i) ¢; = 0 e ii) ¢1 # 0.

Caso i): ¢1 = 0. Neste caso a equagado para ;(t) pelo sistema (4.2-5) se torna:

Py(t) = —0us (t) — ha(t)ua(t) = —tha(t)ua(t).

A soma dessa equagdo multiplicada por y(¢) e a segunda equacado do sistema (4.2-4)

multiplicada por #(t) nos fornece

Yy (t)y(t) + ' () a(t) = —a(t)ua(t)y(t) + ua(t)y(t)2(t) =0,

ou seja, temos que (¢»(t)y(t)) = 0. Assim a fungdo produto »(t)y(t) é constante e

igual ao seu valor inicial quase sempre. Logo,

Ya(t)y(t) = ¥2(0)y(0) = ¢o - 1 = ¢.s. (4.2-7)

Neste caso, substituindo (4.2-7) em (4.2-6) obtemos

M=M(t)= max y(t)(0-u;+va(t)us) = max y(t)a(t)ug = max ¢ous. (4.2-8)

(u1,u2)€U (u1,u2)€EU (u1,u2)€U
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Temos que ¢2 # 0. De fato, se ¢, = 0, entdo ¢(0) = (0, 0), o que contradiz o fato de
Y (t) ser uma fungdo ndo nula. Assim, como M (t) é constante, temos que M > 0.

Notemos que M (t) depende apenas do valor mdximo que u, pode assumir em U.
Para encontrar esse valor vamos definir a fung¢do /* : R* — R por

F*(z,y) = max (zus —yuy). (4.2-9)

(u1,u2)€U

7

Temos que F* é uma norma. De fato, se (z,v), (z1,41), (z2,y2) € R? e k € R, entdo F*

satisfaz as seguintes propriedades:

i) F*(x,y) > 0, pois como F' é uma norma e u; e u, podem assumir valores positivos
e negativos, segue que

max (xus —yuy) > 0.
(u1,u2)€U( 2 Y 1) -

Além disso temos que F*(x,y) = 0 se, e somente se, (x,y) = (0,0).

it) F*(kx, ky) = |k|F*(x,y). Primeiramente note que (u1,u2) € U se, e somente se,

(—uy, —ug) € U. Com isso se k > 0, entdo

max (kxus — kyuy) = max  k(zus — yuq),
(u1,ug)EU( 2 y 1) (u1,u2)eU ( 2 y 1)

ese k < 0entdo

max (kxus — kyuy) = max (kx(—ug) — ky(—uy)) = max (—k)(zus — yuy),
(u1,u2)€U( 2 4 1) (u1,u2)€U( ( 2) y( 1)) (u1,ug)EU( )( 2 Y 1)

onde a primeira igualdade decorre da simetria da norma F'. Portanto

max k TUo — YU — max _k TUs — YU — max k TUo — VU ’
(ULW)GU( 9 — Yuy) (uhw)eU( )(zug — yuy) (ul7u2)€U| |[(Tug — yuy)

e pela propriedade da fun¢do max temos,

F*(kx,ky) = max |k|(zus —yuy) = |k|( max (zus — yuy) = |k|F*(x,y).

(u1,u2)eU ui,u2)eU
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iti) ['* satisfaz a desigualdade triangular, pois

F*((z1,91) + (v2,92)) = maX(ul,uz)eU((l’l + w2)uy — (Y1 + y2)u1)
< MaX(y, up)ev (T1U2 — Y1U1) + MAX (4 u)ev (T2lle — Yolr)

= F*(x1,11) + F*(x2, y2),

novamente pela propriedade da fun¢do max.
Portanto temos que a fun¢do F™* é uma norma.

Assim temos que 0 maximo para u, em U é u’ obtido por
2

wy = F*(1,0). (4.2-10)

Segue entdo de (4.2-8) que a equagdo
by = M, u; € R, (4.2-11)

determina uma reta L, suporte ao conjunto de controle U, paralela a reta uy = 0. De
fato, a reta L e o conjunto U possuem ao menos o ponto (uj,u;) em comum, onde
u; é obtido de F(uj,u}) = 1. Além disso, o conjunto U estd inteiramente contido no

semiplano fechado L~, definido por,
L™ ={(v,w) € R{w < uj},

pois para qualquer ponto (uy, us) € U, temos us < uj.

Se a intersecdo entre a reta suporte (¢.2-11) e o conjunto U for o conjunto unitario
que contém apenas (uj, u;), entdo o sistema (4.2-4) admite uma tinica solucado. De fato,

se LNU = {(u}, u})}, entdo a fungdo de controle 6tima, u(t), é constante e dada por
u(t) = (w (), ua(t)) = (uj,u3), Ve € L.

Usando essa informacao no sistema (4.2-4)) e considerando a condi¢éo inicial (z(0), y(t)) =
(0,1), temos para y(t) que

* * 1 *
y'(t) = y(thus = — = y(t)u; = —— dy = u; dt,

y(t)
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pois y(t) > 0, e resolvendo por varidveis separaveis temos

1 ust
/—dyz/u% dt = In(y(t)) + c = ust = y(t) = <.
y(t) e
Usando a condigdo inicial, temos que
euSO
y(0) = =e=1=c=0,
eC
o que implica y(t) = e2".
Para z(t) temos,
dx o ust
7(t) = y(Oui = — = e"'u] = 2(t) = (— + d)uj,
dt ud

e usando a condigdo inicial, segue que

eu20 . 1 1
z(0) = ( *+d)u1$0:—*+d:>d:——*.
Uy Uy Uy

Logo z(t) = Z—i(e“? — 1). Portanto a trajetéria 6tima neste caso é dada por

2
(et 1), y(t) = e, (4.2-12)
ou ainda, podemos interpretar essa trajetria como a semirreta,

u*
1
o(t) = —=(y—=1), y>0.
U
No caso geral, temos que a intersecdo entre a reta L e o conjunto U pode néo ser
unitdria, e sim um segmento, que chamaremos de A, (isso acontece, por exemplo, se a
métrica F' ndo for estritamente convexa em (uj, u})).

Assim temos que toda fun¢do mensurdvel u;(¢) tal que (ui(t),u}) € A, determina

uma trajetOria 6tima.

Temos por (#.2-4) que y(t) = e*2t, pois y/(t) ndo depende de u*(t) e que
p q p P 1 q

t
x(t) :/ wh(t)e'2! dt.
0
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Portanto, no caso geral temos que a trajetéria 6tima é dada por

t
z(t) = / wi(r)e"2™ dr, y(t) = e'!, (4.2-13)
0
com ponto inicial (0,1), fun¢do de controle (u(t),u2(t)) = (uj(t),u;) e a funcdo do
sistema auxiliar (¢ (t),¥2(t)) = (0,(t)) satisfazendo as condicoes (4.2-7).

Observacgao 4.7. Se (z(t),y(t)) é uma solugdo do tipo (4.2-13)), entdo sua reversa também
satisfaz (4.2-13).

De fato, sem perda de generalidade podemos parametrizar (x(t), y(¢)) no intervalo

[0, a]. Considere a reversa parametrizada por

Entao

(=2 --(5%)
ds’ ds/) dt’ dt

Com isso, (uf(s),us) da reversa é igual a —(aj(s),as) = (uj(a —t),u}) ao longo de
[0,a]. Portanto a5 € A* = —A e u} = —uj, ou seja, (Z(s),y(s)) satisfaz (4.2-13). Por

isso podemos considerar u3 > 0 em muitas passagens sem perda de generalidade, pois

em (Z(s), y(s))-

uma curva é minimizante se, e somente se, sua reversa for minimizante também. Isso
ndo podera ser feito no caso assimétrico.

Caso ii): ¢ # 0.

Como temos que ¢ (t) = 11 # 0, vamos multiplicar e dividir o lado direito da equa-

cao referente a 2'(t) do sistema (4.2-4) por essa constante, bem como somar e subtrair

a parcela M, obtendo
?'(t) == lyOua(t)e(t) — (y(E)ua(t)ea(t) + y(t)ur (t)¢1)]
= =5 [W(Oua(t)tha(t) + y(6) (—ua()a(t) — ur(t)en)]
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Agora integrando de ambos os lados em relacgdo a ¢, temos que

—2(t)d1 + ¢ = y(t)iha(t).

Lembrando das condigdes iniciais (x(0), y(0)) = (0,1) e (¢1(0), ¥2(0)) = (¢1, ¢2), pode-

mos determinar c:

—2(0)¢1 + ¢ = y(0)¥2(0) = =091 + ¢ = 19 = ¢ = ¢s.
Logo
y(t)ha(t) = ¢a — dra(t). (4.2-14)

Agora usando (4.2-14) na funcdo de maximo (4.2-6)), temos

M =M(t) = max ¢ruy(t) + (¢2 — dra(t))uz) = max (r(t), u(t)) , (4.2-15)

(u1,u2)€lU uelU

onde (-, -) é o produto interno usual em R? e

u(t) = (ui(t),us(t)) e r(t) = (r(t), r2(t)) = (91y(t), ¢2 — dr:(1)). (4.2-16)

Temos que y(t) nunca se anula e ¢; # 0. Logo temos que r(t) # 0 para todo ¢t o que

implica M (t) = M > 0.
Temos por (4.2-4), (4.2-5) e [@.2-15) que se multiplicarmos (¢1, ¢2) por uma constante

positiva k, a trajetéria continua a mesma, mas M serd multiplicada por k. Assim se

tomarmos k = -+, temos a condicdo inicial

1
M

¢ P2

$(0) = (62(0),12(0)) = (55, 22),

o que implica M (t) = 1.
Temos agora por (4.2-15) que 7(t) pertence a fronteira C' da regido

U* = {(z,y) € R* Fy(z,y) < 1},
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onde Fy (x,y) é a fungdo suporte de Minkowski sobre U,

Fy(z,y) = max (xuy + yus).
(ul,ug)EU

De ([4.2-15) e (.2-16) podemos escrever

Fu(ry(t), o2 — dprz(t)) = 1. (4.2-17)

Agora usando (#.2-9) podemos reescrever (4.2-17) como
F* (¢ — ¢ra(t), —pry(t)) = 1

e como F* é uma norma,

_ %’ y(t)) = L (4.2-18)

Temos a seguinte interpretacdo para a norma F™*. Seja A = (x,y) € S. Queremos

F(a(t)

entender o que é F™*(A). Para isso vamos rotacionar o ponto A por 7, obtendo assim o

ponto A" = (—y, z). Dessa forma podemos escrever

F*(A) = max (A", u) .

uelU
Agora para encontrar o0 maximo, vamos analisar as curvas de nivel da fungdo g :
R? — R definida por

g<a1’ 7:62) = ((—y,a:), ('&17722» )

) —
que sdo retas ortogonais ao vetor A’.

Dentre as retas que sdo curvas de nivel da func¢do g, o nivel maximo é uma reta L
que é uma reta suporte da regido U. Assim os pontos u* € U que fard F™* atingir seu

méximo, serd tal que u* € LN U. Logo
F*(A) = F(z,y) = ((=y, ), (u1, uz)) = (A", u").

A partir desta analise e de (4.2-18), temos que a candidata a trajetéria 6tima (z(¢), y()),
estard contida na fronteira da regido dada pela intersecdo de S com a figura obtida pela

~ U* _ . ~ &
rotagdo de 7 por —* seguida de uma translagao pelo vetor (22, 0).
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Portanto, lembrando que estamos trabalhando sobre o grupo de Lie (.5, -), podemos
tomar as trajetérias 6timas comecando em qualquer ponto (z,y) € S. Dessa forma os

extremais de Pontryagin no plano quase-hiperbdlico serdo curvas de dois tipos:

As obtidas pela fronteira de F,
F(x—a,y) =k, comy>0, k>0, —c0<a< +oo, (4.2-19)

e as obtidas pelas equagdes

t
z(t) = 20 + Yo / ui(T)e™2” dr, y(t) = yoe?’, (4.2-20)
0

onde (zo,v0) € S e (uj(t),us) € A.
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4.3 Caminhos Minimizantes em Planos Quase - hiperb6-

licos

Nesta secdo, mostraremos que os extremais de Pontryagin sdo caminhos minimi-

zantes.

Veremos diversos resultados sobre a intersecao desses extremais.

Lema 4.8. Se F*(z,y) = 1 ¢é localmente estritamente convexa nos pontos de intersegio com

0 eixo das abcissas, entdo as curvas dos tipos (£.2-19) e (4.2-20) ou sio disjuntas ou possuem

apenas um pOTltO em comum.

Demonstracdo: Sejam ¢, e t, valores reais arbitrdrios tais que o > ¢ e (x(t;), y(:)),
i = 1,2, os pontos correspondentes sobre a curva do tipo (4.2-20). Temos que o coefici-

ente angular da reta que passa por esses dois pontos é

z(ta) — x(t1)

1 zlts) —xlt)
0 y(ta) —y(t1)

Notemos que o denominador y(t2) — y(t1) # 0, pois (x(t), y(t)) satisfaz (4.2-20) e y(t) é

estritamente crescente.

Desenvolvendo a equacdo do coeficiente angular e usando propriedades de inte-

grais definidas temos,

1 1 2 * ukt h * ut
7= P Py {xo +yo/0 uy(t)e2” dt — (3:0 +yo/0 uy(t)e" dt)}

1

1 2 * uy
0 M/ wi(t)e"2" dt. (4.3-21)
t1

Podemos escrever A = L, L5, onde
* * * *
Ly = (ulm?u2) e L= (u1M>u2)v

(note que L; = L, no caso de A ser apenas um ponto). Assim temos que uj(t) €

[u3,,, ul,]. Por (4.3-21) temos
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1 ]. t2 * t2 U*
= — - ul(t)e"! dt > — uf, 2t dt = 17
9 eu2t2 eu2t1 6u2t2 eu2t1 m ’U/;
1 1
Uy o
? > Ui,
De modo analogo obtemos
U _
0 < U
e dessa forma escrevemos
u*
* 2 *
Assumindo que k > 0 é arbitrario, vamos tomar |zo| = % = z={r5;- Vamos mostrar
2 )

que se 0 satisfaz (4.3-22)). Entdo a reta

1
T = -y + o,
Hy 0
é uma reta suporte do conjunto F} = {(z,y) € R?*|F*(x,y) = k} no ponto (zo,0), ou
seja, 0 conjunto estd contido em um dos semiplanos fechados definido pela reta. Para

isso basta mostrar que a diferenca

1
T =T = Y, (4.3-23)

tem sinal definido para todo (z,y) € F}.

De fato, se F*(z,y) < k, temos pela defini¢ao (4.2-9) da norma F'* e pela simetria de

F em relagdo a origem que a desigualdade
lyu; — zug| < k (4.3-24)

é vélida para todo (u;,uy) € U. Tomemos u) = uj e uf = %2 Temos por (4.3-22) que

(u),uh) € Ae F(u),ul) = 1. Substituindo em (4.3-24) obtemos

[y — wup] = w35 — | < k= ula.

Como uy > 0 temos |4 — x| < |zo| e —|zo| < § — 2 < |l
Se zy > 0, entdo a primeira desigualdade implica que z — zy — 3y < 0. Se 7y < 0,

entdo a segunda desigualdade nos dé = — zy — 5y > 0.
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Notemos que a mesma andlise poderia ser feita ap6s uma translagdo horizontal de

F}! e da reta suporte em relacdo ao vetor (a,0), ou seja, (z —a) = %y + g € areta suporte
de {(z,y) € R% F*(x,,y) = k}. Com isso, para muitas anélises poderemos considerar
a=0.

Agora suponha que um caminho minimizante do tipo e outro do tipo
tenham dois pontos em comum, 3(6;) = (z;,v;), ¢ = 1,2. Aqui estamos assumindo que
a = 0eque (x1,y1) < (22,92), ou seja, 6; < 6,. Tais pontos definem uma reta orien-
tada /. Tomemos a reta !’ paralela a [ passando pelo ponto A de intersecdo da curva
F*(xz,y) = k com o eixo z. Afirmamos que [’ ndo é uma reta suporte de I} = {(z,y) €
R? | F*(x,y) < k} no ponto A.

Considere A = 5(0), que pertence ao semi-eixo x positivo. O caso A = (7), segue

de modo analogo. Para o que segue utilizaremos as Proposi¢des [2.54) 2.55 e 2.57]

Seja ¢maq(0) @ angulacdo maxima das retas suportes ao conjunto F;; em A. Temos
que a reta r; ligando A e (1, y1) ndo é reta suporte de F} em A, pois por hipétese F* é
localmente estritamente convexa em A. Logo a angulagdo ¢(0, ¢,) da reta 7, satisfaz a
desigualdade estrita ¢,,,,(0) < ¢(0, 61).

Sejam @in (01) € Gmas(61) as angulagdes minima e méxima respectivamente das re-
tas suportes de F}} em [3(61) = (21, Y1) € Pmin(f2) a angulagdo minima das retas suportes
de F} em [3(02) = (22, y2) € ¢(01, 02) a angulacdo da reta [.

Assim as seguintes desigualdades sdo validas

¢(07 91) < ¢mzn(91) S (bmam(el) S ¢(917 02) S ¢mzn(92)

Logo ¢min(01) < Pmax(0) < ¢(0,61) < ¢(6:,62), de onde segue que a reta I, com angu-
lagao ¢(#:, 62), ndo é reta suporte de F} em A.

Dessa forma temos uma contradi¢do, pois pela primeira parte da demonstragao
terfamos que a reta I’ é suporte de F}} em A, ou seja, ¢(01,02) € [pmin(0), Prmaz(0)].

Portanto ndo existem dois pontos de intersegado entre curvas do tipo (4.2-19) e @.2-20),

ou seja, tais curvas ou sdo totalmente disjuntas ou possuem apenas um ponto em co-

mum.

Coroldério 4.9. Se a hipdtese do Lema 4.8 ndo for satisfeita, isto é, se F™* ndo for localmente
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estritamente convexa nos pontos de intersegio com o eixo x, entdo uma curva do tipo (4.2-19)
e do tipo (4.2-20) podem ter dois pontos em comum. Neste caso elas também compartilham o

segmento entre esses dois pontos.

Demonstragdo: Novamente consideremos a = 0 para a curva F}. Sejam A um
ponto de intersecdo de F}’ com o eixo z e [3(61) e 5(62) dois pontos que pertencem a

curvas do tipo (£.2-19) e (4.2-20). Sem perda de generalidade podemos assumir 3(6;) <

$(62), ou seja, 0; < 5. Seja I’ a reta paralela a 5(6,)3(62) que passa por A. Entdo I’ é
uma reta suporte ao conjunto F;; em A, pois (4.3-23) tem sinal definido em F};.

Consideraremos A = 3(0). O caso de A = () é andlogo.

z

Notemos que ¢(01,02) € [Pmin(0), Pmaz(0)], pois I’ é uma reta suporte de F} em A.

Assim

#(01,02) < Gmaz(0) < ¢(0,601) < (64, 62)

devido as Proposigéese ou seja, ¢(0,61) = Pas(0) = ¢(61,62), de onde temos
que os pontos A, 3(6;) e 5(62) sdo colineares.

Segue da Proposigdo que os pontos A, 3(6) e B(6,) pertencem a um segmento
de reta contido em F} e, portanto, o segmento 3(6;)[3(6s) esta contido na curva do tipo
EZD)

Resta mostrar que o segmento ((6;)3(6-) esta contido na curva do tipo ([#2-20).

Suponha por absurdo que o arco m sobre a curva do tipo seja

diferente do segmento 5(61)5(62). Assim, existe a0 menos um ponto P = (z,y) €

B(01)3(65) tal que P = (z,y) ¢ B(01)B(6).

Assim temos dois casos a considerar: P pertence ao semi-plano aberto da direita ou

ao da esquerda em relagdo a reta orientada [ que contém o segmento3(6;)3(6s).

Se P pertence ao semi-plano da esquerda, entdo a angulagdo ¢(5(6;), P) da reta

ligando 3(6,) e P é maior que ¢(6:, 02), isto §,

¢ma:p(0> - ¢(91; 92) < ¢(6(91)7P)7

o que é um absurdo, pois como 3(;) e P pertencem a curva do tipo (4.2-20), entdo a

angulacdo ¢(5(0,), P) deveria ser uma angula¢do de uma reta suporte a F,) em A, ou

seja, ¢(ﬁ(91), P) € [¢mm(0)’ ¢max(0)]
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Se P pertence ao semi-plano da direita, entdo a angulagdo ¢(P, 3(:)) da reta li-

gando P e 3(02) é maior que ¢(6,,6>), isto &,

(bmam(()) = ¢(91;62) < ¢<P7ﬁ<92))7

o que também é um absurdo.

L —

Assim B(61)8(6,) = B(01)5(05).

Portanto, temos que o segmento 3(6;)5(6>) pertence a ambas as curvas.

n
Lema 4.10. Toda curva do tipo (4.2-20) é um caminho minimizante.
Demonstra¢ao: Suponha que duas curvas do tipo
t
zi(t) = x5 + yi/o ui(r)e"tdr , yi(t) =yt i=1,2, (4.3-25)

se intersectam nos pontos A’ = (z/,y') e A” = (2”,y") com

(@', y) = (z;(t;n), vi(tin)), (2", y") = (xi(tia), yi(ti2)), tix <tiz, 1=1,2

Vamos denotar por p;(A’, A”),i = 1,2 os comprimentos de arcos das curvas (z;(t), v:(t)),

i=1,2de A’ a A”. Pelo Lema4.6temos,

ti2 F ! t / t ti2 F ; u*i T eugf ’ iu*eu;r
p(A/,A”) — ('1'7,( )7yz( )) dT _ (y ( 1, ( ) _ ) Y 2 ) dT
ti1 Y t; yiet2’

i1

Porém F(kuy, kuy) = |k|F(uy,up) e ye“2™ > 0. Logo

ti2 e F(ul (7), ul ti
oty = [ IEETUINE) e [ ),
ti1 (

ti1

Mas lembremos que (uj (1), u3) € A e que A esté contido na fronteira do conjunto
de controle

U= {(Ul,UQ) € R2|F(U17U2) = 1}
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Entao
tio 1 1" 1 /
p(A', A" = / 1 dr =t;5—t;1 = —log (y_> — — log( y_>
tin Ugy Yi Uy Yi
onde
1 / 1 1
ti,l = — lOg( y—) e ti’g = — 10g< y—),
Uy Yi Uy Yi

seguem da defini¢do de y;(t) em {#.3-25). Lembrando que y; > 0, temos

p(A', A") = ui;(log y" —log y').
Assim temos que p;(A’, A”) = pa(A’, A”) e 0 comprimento de arco entre os pontos
A" e A” independem da curva considerada. Além disso, pelo Lema temos que as
curvas do tipo e do tipo néo se intersectam em dois pontos (a menos
que F*(z,y) = 1 ndo seja estritamente localmente convexa nos pontos de intersecao
com o eixo z, mas neste caso as curvas do tipo e do tipo comparti-
lham o segmento entre os dois pontos). Disso segue que as curvas do tipo sdo

caminhos minimizantes entre quaisquer de seus pontos.

Lema 4.11. Se a fungio F*(x,y) é estritamente convexa, entdo duas curvas do tipo (4.2-19)

sdo disjuntas ou tem apenas um ponto em comum.

Demonstracdo: Suponha que o lema é falso. Como cada curva do tipo (4.2-19)
resulta de uma translagdo horizontal e homotetia na curva ¢’ = {(x,y) € R?|F*(z,y) =
1,y > 0}, vamos considerar duas curvas distintas C e C; obtidas pelas transformagdes

v, =1,2na curva (', dadas por

%(%y) = (ail’ + aiaaiy) L= 1a 27

que se intersectam nos pontos ¢; = (Z1,71) € c2 = (T2, 7P2), &1 # 2. Assim tomando
as imagens inversas desses pontos pela inversa da aplicagdo 7, temos pontos sobre a

curva (' tais que

) = En ) = (a7 N(E — ar), a0 ') = A = (v, ) 0= 1,2, (4.3-26)
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Temos 0 mesmo para a aplicagdo 7,
Yot (e) = v (F i) = (0 (Ti — a2), 05 ' Gi) = By = (ki + b, ky) i =1,2,  (43-27)

onde k = ajo, ! > 0eb = (a; —az)ay !, com —oco < b < +o0o. Assim, com esses valores,
podemos escrever as coordenadas dos pontos B;,i = 1,2 em fun¢do das coordenadas
dos pontos A;,¢ = 1, 2. Disso segue que A; # A, e By # By, pois ¢; # cy. Além disso,
nao podemos ter simultaneamente k = 1e b =0, pois nesse caso teriamos que 1 = 72,

o que resulta em C; = (5, 0 que é um absurdo. Logo, A; # By e Ay # Bo.

Seja [, a reta que liga A, e Ay, e [, a reta que liga B, e B,. Temos que [; é paralela a

lo, pois I, é resultante de I, por composi¢do de homotetias e transla¢des horizontais.

Como F*(z,y) é estritamente convexa, temos que toda reta pode intersectar C’ em
no maximo dois pontos de C’. Se l; = I, teriamos a existéncia de uma reta que conteria
mais que dois pontos de C’. Assim [y # Iy, A; # By e Ay # B;.

Assim os seguintes trés casos sdo possiveis para a disposicdo dos pontos A;, As, B,

e B, sobre a curva C:

1) Exatamente um dos pontos B; ou B, estd entre A; e A;. Nesse caso, suponha,
para fixar as ideias, que B, estd entre A; e A;. Como a reta [; divide o plano cartesiano
em dois semi-planos, logo ela também divide a curva F*(z,y) = 1 em duas compo-
nentes (uma componente em cada semi-plano), de onde segue que B; e B, estdo em
componentes distintas, assim a reta I, possui pontos em ambos os semi-planos. Por-
tanto segue que [, intersecta a reta [; em algum ponto, o que contraria o fato de /; ser

paralela a l;. A andlise para B, entre A, e A, segue de modo andlogo.
2) Os arcos A; A, e By B sdo disjuntos.

Suponha sem perda de generalidade que o arco A; A; vem antes de antes B, B,, isto

([N
~

P =p5(0) < Ay = p(61) < Ay = (02) < By = 5(9/1) < By = 5(95) =< Py = B(m),
(4.3-28)

ou

Py =p(0) < Ay = f(61) < Ay = B(02) < By = B(0) < By = (6}) < P, = f(n),
(4.3-29)
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onde 3 é a fungdo definida em [2.3-4]
Assim 0 < 6 < 6, < 0] <0 <moul <0 <6, <0, <0 < respectivamente nos
casos (£.3-28) e (#.3-29) e P, e P, sdo os pontos de interse¢do da curva C’ com o eixo z.

Note que se [; for paralela a l5, entdo ¢(6, 65) = ¢(6', 05) (caso {¢.3-28)) ou ¢(6,, 62) =
¢(04,07) + 7 (caso (4.3-29)). Mostraremos que essas igualdades ndo ocorrem.

Pela Proposicdo temos as seguintes desigualdades estritas para as angulag¢des
das retas sobre a curva C’ para o caso (4.3-28))

¢(0, 91) < ¢(91, 92) < ¢(92, 6/1) < (b(HID 65) < (b(@é, 7'(').

Essas desigualdades sdo estritas, pois a reta que liga dois pontos de C’ ndo pode conter

um terceiro. Entdo ¢(61, 62) # ¢(01, 65), o que é um absurdo.

Para o caso (4.3-29) sdo validas as seguintes desigualdades estritas pelo mesmo

motivo

¢(0,01) < §(61,02) < ¢(02,03) < $(05,0,) < $(67, ).

Como P, e P, sdo pontos simétricos temos que
Gmin(T) = Pmaz(0) < 7. (4.3-30)
Pelas desigualdades temos ¢(6:,0:) < ¢(,0}) e por f£.3-30| concluimos que
¢(05,01) — (61, 6) <

o que é um absurdo, pois isso contraria o fato de /; ser paralela a /5.

3) O arco A; A incluir o arco B; B,. Assuma sem perda de generalidade que z; > .

Fagamos a seguinte troca de coordenadas no plano R? = {(z,y)|z,y € R}:

' = xzcos(p) —ysen(p), y = xsen(p) + ycos(p), (4.3-31)

onde:

Ty — T2

cos(ip) = == sen(p) = F— e r=/(ar— a2+ (1 - pe)?
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No novo plano (2/,y') os pontos A} e B, i = 1,2, tém coordenadas:

T r T

[E; _ l’iml — T2 . y1y2 — U o :Ei(xl - 372) - yl(yQ - yl) (43_32)

X1 — T2

— (ky) 22 (4.3-33)
T

k(IL’Z(J?l - Iz) ; yi<y2 — yl)) + bxl ;mZ = kx; + bCOS(SO)

— T — X x — T + 111 — 1T x — 1T
y/lleeryl_l_yl 1T 2 _ 1Y2 1ylry1 1— W0 2 _ 1yzry1 2 (4.3-34)

TolY — ToY1 + Y21 — Yo2T2 Yo — T1 — X9 /
= = I3 + Yo =Y
r r r
T1— X2 (35192 — 1+ nxy — y1$2)

r

=k + bsen(yp)

(4.3-35)

(kyr)' = (ks +B) 22—+ (ky)

TolYo — TolY1 + YoZ1 — yﬂz)
T

= kyy + bsen(p) = k( + bsen(yp) = (ky2)
Notemos que:

o @ m) @ —we) + (g2 =) (2 — ) _ (e —2)° + (42 — 9)*)r _
b r (21— 22)* + (y2 — 11)?

Logo z) > «f.

Uma interpretacdo geométrica para essa troca de coordenadas é se imaginarmos
que rotacionamos nosso sistema de coordenadas de modo a deixar a reta orientada
Al A}, paralela ao eixo x, pois y; = y; e x] > ).

As retas [y e [; ndo contém 0, pois A, A, By e B estdo no semiplano superior e a
fungédo 3 é injetora.

< . . =
Como F*(0,0) = 0 < 1 e a fungdo F*(z,y) é estritamente convexa, o arco A;A; e
—_—
o ponto O estdo em semi-planos definidos pela reta /; distintos. O arco A; A, inclui o
—
arco B;B,. Isso implica que a distancia euclidiana da origem de O a [, é maior que

. ~ . . —— e .

a distancia até [;. Por (4.3-31) e o fato dos arcos A;A; e B; B, estarem no semi-plano

superior, temos que as retas [ e I, estdo simultaneamente em um dos semi-planos

y' > 0ouy <0.Além disso

|(Fyr)'| > |yl (4.3-36)
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Pelo posicionamento relativo dos pontos A, A,, B e B!, temos que
P p 17 Ag, Dy 2 q

k> 1. (4.3-37)

No plano (2/,y’), o arco @ inclui o arco @ Como =z > 5, 0s seguintes casos
sdo possiveis para a disposi¢do dos pontos A; e B;, i = 1,2. Trabalhando primeiro o
caso y' > 0. Vamos denotar por r; a reta orientada A} B e r; a reta orientada A}, B).

3a (kxe +0) < 2 < 2y < (kz; + b)’. Neste caso vamos usar as fungdes ¢, e
®maz j& definidas no sistema de coordenadas (z', ). Tomemos os pontos P| e P, como
os pontos de intersecdo da curva F*(z,y) = 1 com o eixo z/. Portanto S(0) = P] e
pm) = By

No sentido anti-horario da curva, temos a seguinte ordem para os pontos em rela-

¢do as hipoteses até agora assumidas
Pl =5(0) < Ay = p(61) < By = 5(61) < By = B(6) < Ay = f(6:) < Py = B().

Assim 0 < 0, < 0] < 0 < 0, < 7. Pela Proposicao2.51|temos as seguintes desigual-

dades para as angulacdes das retas sobre a curva C":
¢(0,61) < ¢(01,61) < B0, 05) < ¢(03,02) < $(62, 7). (4.3-38)

Observemos que as desigualdade sdo estritas, em razdo de que a reta que liga dois

pontos de C’ ndo pode conter um terceiro.

Em vista de (4.3-34) e da desigualdade (4.3-36) temos

iy (k) —
Sen(¢<91701)) - d(All, Bi) > O’
pois (ky1) > v}, d(A1By) > 0e
cos(o(0r, 0)) = TN — 1
o (A}, By) ’

pois (kzy +b) > 2 e d(A}, B}) > 0. Entdo ¢(6,, ¢}) pertence ao primeiro quadrante e

0 < ¢(Al, B}) < 5. De modo analogo segue para ¢(05, 03) que
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) ' (k)
sen(ot 00)) = =k <o,
25472

ois (kys) > yh e d(Bj, A,) > 0e
p 2

.’E,Q — (k:@ + b),

cos(@l0, 02)) = = rpr

> 0,

pois zf, > (kxy +b) e d(B), Ay) > 0. Entdo ¢(6,,6;) pertence ao quarto quadrante e

3 < G(Bj, Ay) < 2. Disso segue que

3T

gbmax(O) < ¢(01,0’1) < < ?

S ¢(0/2a 02) < gbmin(ﬂ-)a

b |

o que implica

¢mzn(P2/) - ¢max(P1/) > ™,

um absurdo, pois pela simetria de P| e Pj temos que ¢pin(T) — Prmaz(0) < 7.

3b 2y, < (kxg +b) <} < (kx; +b)'.

Neste caso, e a condigdo de F*(0,0) < 1 implicam que a reta 5, ligando A}
e B), earetar;, ligando A} e B}, separam em semi-planos distintos os arcos entre seus
pontos geradores e a origem, O. Logo r, deve intersectar o semi eixo positivo de 3/ e r;

deve intersectar o semi eixo negativo de y'. Assim a origem O = (0,0) deve pertencer

a regido entre as retas ry e ;.

A equacdo da reta que liga A, e B) pode ser obtida a partir do seguinte determi-
quag q ga Ag 2 P P g

nante:

zy (ki)' + xyy +y(kxa +b) — z(kys) — vh(kze +b) — yay, =0
y((kzy +b)' — x5) — 2((ky2) — y5)) + (25 (ky2)" — yo(kxo + b)) = 0.

Por hipétese, segue que (ks + b)' — 25, > 0, e por (4.3-36) temos que (kys)' — vy > 0.

Logo a reta 7, tem inclinagdo positiva, e por intersectar o semi-eixo positivo y’, temos
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que o ponto de interse¢do com o eixo z’ deve ser negativo. Assim:

b (ky2) — (kxa + b)'yy < 0.

Aplicando (4.3-32) e (#.3-34) obtemos

xh(kyh + bsen ) — (kb + beos p)yh < 0

= wykyy + bl sen p — kabyh — beos pyy < 0

= bxly sen p — beos pys < 0,
ou seja,
b(zgsen(p) — yhcos(p)) < 0 (4.3-39)
e segue de (4.3-31) que:
'y sen(p) — ya cos()
= (22 cos(p) — yasen(p)) sen(p) — (w2 sen(p) + ya cos(p)) cos(y)
= x5 cos(ip) sen(p) — yo sen®(p) — wysen () cos(p) — ya cos* ()

= —yasen’(ip) — ya cos’(p) = —ya(sen’ (i) + cos®(p)) = —y2 < 0

Portanto
) sen(ip) — g cos() = —g» < 0

e b > 0 por (4.3-39).

De maneira anédloga temos que a equagdo da reta que liga A} e B} pode ser obtida

a partir do seguinte determinante:

T v 1
(kxy +b) (ky1) 1(=0
x Y 1

e mostraremos que b < 0, 0 que nos dara a contradi¢do desejada. A equacdo de r; fica
wy(kyr)" + zyy + y(key +0)" = x(kyr)’ — g (ke +0)' —yay =0

y((kxy +0)" = 27) — 2((kyr)" — 1)) + (@ (kyr)" — v (kzy + b)) = 0.
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Por hipétese, (kx; + b) — 2} > 0, e por (4.3-36) (ky1)" — y; > 0. Logo a reta tem
inclinagdo positiva, e por intersectar o semi-eixo negativo y’, temos que o ponto de

intersecdo com o eixo ' deve ser positivo. Assim:

2y (ky)" — (kxy +0)'yy > 0.

Aplicando (4.3-32) e {.3-34) obtemos

z) (ky} + bseng) — (kx| + beos)y; >0

= ) ky) + b sen ¢ — ka'jy; — beos py; > 0

= bxfy sen p — beos pyy > 0,
logo
b(x sen(p) — y; cos(p)) > 0 (4.3-40)
e segue de que:
xy sen(yp) — v cos()
= (1 cos(p) — yrsen(i)) sen(p) — (w1 sen() + y1 cos(p)) cos(¢p)
= 1 cos(p) sen(p) — y1 sen’(p) — 21 sen () cos(p) — y1 cos*(p)

= —y1sen’(p) — y1 cos’(p) = —yi(sen’(¢) + cos®(p)) = —y1 < 0.

Portanto

thsen(p) — yhcos(p) = —y1 < 0

e b < 0 por (4.3-40), o que nos d4 a contradigao desejada.

3¢ (kxo+b) < af, < (kx1+0b) < 2. Segue de maneira analoga ao caso 3b e podemos
concluir que a primeira condicdo fornece b > 0 e a segunda, b < 0, o que é novamente
impossivel.
3d Suponha que
zy < (kxg +b) < (kx1 +0) < 2. (4.3-41)
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Note que a distancia euclidiana de A; a A, satisfaz

A primeira igualdade é devido (4.3-31), que é uma isometria euclidiana, e a segunda
igualdade é devido a (4.3-34). Por outro lado, B, e B,, que sdo relacionadas com 4, e
A, através de uma homotetia e translacdo (ver [£.3-26| e [4.3-27), satisfazem

kdE(Ala AQ) - dE(B17 BQ) - dE(B17 Bé)? (43-43)

onde a dltima igualdade é novamente devido (4.3-31). Mas

dp(By, By) = (kx1 + b)) — (kxy +b) < 2} — 25 = dp(A1, As), (4.3-44)

onde a primeira equagdo é pelo fato de B] e Bj estarem na mesma horizontal (4.3-35)
e a desigualdade é devido a (4.3-41). Mas note que terfamos kdg(A;, As) < dp(A1, Az),
o que nos dé a contradi¢do desejada, pois k > 1 (veja (4.3-37)). Logo o caso 3d nado

ocorre.

Resta trabalharmos com o caso de y; < 0, isto é, pela equagdo (4.3-34) é o caso
r1Y2 — 2271 < 0. Em outra palavras a base gerada pelos vetores dos pontos, O—/ll> e O—A;,
tem orienta¢do negativa, isto é, o angulo orientado no sentido da ordem dos vetores da
base tem o sentido horario. Mas os casos 3a,3b, 3c e 3d para a disposi¢do dos pontos
Al e Bl,i = 1,2, no semi-plano y' < 0, podem ser analisados de maneira idéntica ao

caso de y' > 0, o que conclui a demonstragao deste caso e do lema

Lema 4.12. Suponha que a fungido F*(x,y) ndo é estritamente convexa. Se duas curvas dis-
tintas do tipo (4.2-19)) tem dois pontos em comum, entdo elas também contém o segmento afim

entre estes dois pontos.

Demonstragido: De fato, suponha que as curvas m; = 71(C”) e my = 12(C") do tipo
(4.2-19) se intersectam nos pontos Cy = (Z1,71) € Cy = (T2, 72), com C; # Cy

Seguindo a mesma notacdo do Lema temos que existem pontos A;, B, € '
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tais que

Ai = (zi,y:) e Bi=(kzi+0bky;) i=12.

Segue que A; # As e By # Bs, pois () # (s, e também notemos que ndo pode
ocorrer simultaneamente k = 1 e b = 0.

Seja [; a reta que liga A; e Ay e [, a reta que liga By e B,. Temos que [; é paralela
a ly e como F*(z,y) ndo é estritamente convexa, podemos ter [; = l,. Afirmamos que
Ay, Ay, By e By sdo colineares ou @ e @ sdo disjuntos. De fato, suponha, sem
perda de generalidade, que A; < A, e considere {i, j} = {1, 2}. Se s6 o ponto B, estiver

contido no arco A, 4, e B; = B; (o B; < B; é analogo), entdo

¢(017 02) < ¢(97{7 92) < ¢<0:7 9;>7

onde A; = 3(61), Ay = B(0:), B; = B(0;) e B; = B(0;). Mas ¢(0,,02) = ¢(0;,0}). Logo
B, € A1 Aj ely = ly. Os outros casos quando somente um dos pontos B; ou B, pertence

a A; A; seguem de modo andlogo.

Se B B; estiver contido em A; A; e [; # I3 entdo

¢<917 6;) < (b(e/la 9;) < ¢(6é7 92)

é satisfeita (compare com (4.3-38)) e a demonstragdo do caso 3 do Lema pode
ser feita de modo andlogo para obtermos uma contradi¢do. Logo l; = [y e C,C, esta
contido em m; e m,. Portanto |; = [ ou ZTAQ e 51792 sdo disjuntos. Vamos trabalhar
com cada caso individualmente.

Caso 1: Se A; e B;, i = 1,2, pertencem a uma mesma reta, podemos ter A; = B, ou
Ay, = By, 0 que nos da trés pontos distintos sobre C’, ou entdo teriamos quatro pontos
sobre C".

Em qualquer caso teriamos ao menos trés pontos distintos e colineares sobre (”, e
pela Proposicdo tais pontos pertencem a um segmento de reta contido em 9(C).

Portanto os pontos A; e B, com i = 1,2 pertencem a um segmento de reta contido
em (', e como as transformagdes v;, i = 1,2, levam segmentos em segmentos, temos

que o segmento C;C5 estd contido em m; e mo.

Caso 2: Suponha que os arcos A; A, e BB, sejam disjuntos. Os segmentos A4; A, e
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By By sdo paralelos pela construcdo dos seus pontos.

Sejam P, = ($(0) e P, = () pontos de C’. Assumindo, sem perda de generalidade,

que o arco A; A; vem antes do arco B; B;, temos duas possibilidades

P = 3(0) < Ay = B(61) < Ay = B(02) < By = B(0)) < By = p(0;) < P» = 3(m)
(4.3-45)

ou

Py =5(0) < Ay = B(61) < Ay = B(62) < By = B(63) < By = B(6;) < P> = B(n),
(4.3-46)
oqueimplica0 < 0; <0y <0 <0y <mel < <y <0y <0 <mrespectivamente.

Analisaremos o caso Neste caso, temos que

P(61,62) < ¢(0s,67) < (01, 05)

e ¢(01,6:) = ¢(0,0;). Com isso ¢(61,62) = ¢(02,07), A1, Az, By (e portanto B5) sdo
colineares, e analogamente ao caso 1 temos que C,C45 estd contido em m e ms.

Analisaremos o caso

Pela Proposi¢ao[2.51]temos as seguintes desigualdades para as angulagoes das retas

sobre a curva C’

¢max(0) S ¢(Oa91> S ¢(91792> S ¢(9270,2> S ¢(9/270/1) S ¢(0/177T) S ¢mm(7r)

o
Mas ¢(05,6)) = ¢(61,62) + m, pois o vetor BoB; tem a mesma dire¢do, mas sentido

= . .
oposto de A; A;. Como P, e P, sdo pontos simétricos temos pela Proposicao que

(Z)mzn(W) - ¢ma:p(0) S Tr.

Note que

Grmaz(0) < 9(0,01) < ¢(01,02) < Pp(61,02) + 71 = ¢(05,07) < (0], 7) < Prin (),
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de onde seguem as igualdades
¢(0,01) = ¢(01,62) e ¢(05,01) = o(01, ).

Disso temos que P, A; e A, sdo colineares e da mesma forma P, B, e B,, porém

em retas distintas. Logo, pela Proposicdo temos que
P1A2:P1A2 e BQ.PQ:BQPQ.

Portanto os pontos A; e B; com i = 1,2 pertencem a segmentos de reta contidos em
C’, e como as transformacgodes v;, i = 1,2, levam segmentos em segmentos, temos que o

segmento C';C; estd contido em m; e my.

Os resultados do Lema [.6| ao Lema e o Principio do Méximo de Pontryagin

implicam o seguinte:

Teorema 4.13. Nos planos quase-hiperbélicos, a familia das curvas do tipo .2-19) e (@.2-20)

é a familia dos caminhos minimizantes em (S, ).

Demonstragio: Pelo principio do Maximo de Pontryagin, aplicado no sistema

2(t) = y(ua(t) e y'(t) = y(t)ua(t),

temos que os candidatos a caminhos minimizantes de (S,-) sdo as curvas do tipo

(4.2-19),
F(x—ay)=k, y>0, k>0, —oco<a<+4+

e as do tipo (¢.2-20),
t . )
ot) =0t o0 [ GO dh y(0) = o',
0

com yy > 0, —oo < a < oo e (uj(t), us) € A.

Pelo Lema resta mostrar que todo segmento das curvas do tipo (4.2-19) sdo
caminhos minimizantes. Notemos que temos que considerar dois casos: F*(z,y) = 1

ser estritamente convexa, ou nao.
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e Se [*(z,y) = 1 for estritamente convexa, entdo as curvas do tipo (4.2-19) e do
(.2-20) ndo compartilham mais que um ponto devido ao Lema Pelo Lema

temos que todo intervalo das curvas do tipo (4.2-20) sdo caminhos minimizantes e pelo
Lema[4.11]as curvas do tipo (#.2-19), ndao compartilham mais que um ponto. Logo todo

segmento das curvas do tipo (¢.2-19) sdo caminhos minimizantes.

e Se F*(x,y) = 1 ndo for estritamente convexa, entdo pelo Corolario 4.9 temos que
as curvas do tipo e do tipo podem compartilhar dois pontos. Mas neste
caso, elas compartilham também o segmento afim entre eles. Entdo este intervalo é um
caminho minimizante. Pelo Lema4.12} se duas curvas do tipo tem dois pontos

em comum, entdo elas compartilham o segmento afim entre esses dois pontos.

Com isso, todos os possiveis casos foram analisados, o que demonstra o teorema.

Encerraremos esta se¢do com um exemplo desses caminhos minimizantes.

Exemplo 4.14. Consideremos a norma F' definida por:

e Se (z,y) pertence ao primeiro ou terceiro quadrante, entdo F'(x,y) se comporta

como a norma do maximo, isto é,se z,y < 0 ou z,y > 0, entdo
F(z,y) = max{|z], [y|};

e Se (z,y) pertence ao segundo ou quarto quadrante, entdao F(x,y) se comporta

como a norma euclidiana, isto é, se x < 0 < you y < 0 < x, entdo
F(z,y) = Va? +y%

Temos que a esfera de raio 1 dessa norma pode ser representada geometricamente
como na Figura[d.1]

Encontraremos agora F™* a partir da sua interpretacdo geométrica. Para isso con-
sideremos as oito sub-regides do plano delimitadas pelos eixos coordenados e pelas
retas r = y e v = —y, enumeradas no sentido anti-hordrio a iniciar pela delimitada
pelo semi eixo positivo = e pela reta x = y. Assim podemos estudar F*(x,y) para (x,y)

pertencendo a cada uma dessas regides.
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(1
v

Figura 4.1: Esfera de raio 1 da norma F.

Se A = (z,y) pertence as regides um e dois, isto é, z,y > 0, entdo A’ = (—y,z)
pertence as regides trés e quatro, onde /' se comporta como a norma euclidiana. Logo
analisando as curvas de nivel da fungdo (A4’, -) temos que o ponto u* que ird maximizar

. o — .
nossa fungdo sera o ponto na fronteira de F' na diregdo do vetor 0A’. Assim temos que

F*(xjy): (—y,l‘),% :\/q;2+y27

ou seja, para pontos que pertencem as regides um e dois, /¥ é a norma euclidiana.

Se A = (x,y) pertence as regides cinco e seis, isto é, z,y < 0, entdo A’ = (—y,z)
pertence as regides sete e oito, onde F' se comporta como a norma euclidiana. Logo a
norma [ se comportard de modo andlogo ao caso anterior, ou seja, para pontos que

2

pertencem as regides cinco e seis, F™* é a norma euclidiana.

Se A = (z,y) pertence as regides trés e quatro, isto é, x < 0 < y, entdo A’ = (—y, z)
pertence as regides cinco e seis, onde F' se comporta como a norma do méximo. Logo
analisando as curvas de nivel da funcdo (A4’,-) temos que o ponto que ird maximizar

nossa fungdo serd o ponto u* = (—1, —1). Assim temos que

F*(may> = <(—y,:1:), (_17 _1)> = ‘l‘| + ’?/‘7

7

ou seja, para pontos que pertencem as regides trés e quatro, /™* é a norma da soma.

Se A = (z,y) pertence as regides sete e oito, isto é, y < 0 < z, entdo A" = (y, —x)
pertence as regides um e dois, onde F' se comporta como a norma do maximo. Logo
a norma F* se comportard de modo andlogo ao caso anterior com u* = (1,1), ou seja

z

para pontos que pertencem as regides sete e oito, /'* é a norma da soma.

Assim temos a interpretagdo geométrica da esfera de raio 1 da norma F* na Figura

4.2
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Figura 4.2: Esfera de raio 1 da norma F™.

Um exemplo de caminho minimizante do tipo (4.2-19) considerandoa =0e k =1
é a representada na Figura 4.3

2
”\

(T s EEE ERY
0s

Figura 4.3: Exemplo de curva do tipo (4.2-19).

Temos que u5 = 1. Vejamos uma curva do tipo (4.2-20). Logo A neste caso corres-
ponde ao segmento ligando o ponto (0, 1) ao ponto (1, 1).
Assim um exemplo de caminho minimizante do tipo (4.2-20) é dado pela fung¢ao de

controle 6tima

Y

= %
—
~
N~—
I
[\)

_l_
N

e tomando (¢, yo) = (0, 1) pode ser representada graficamente pela Figura

Figura 4.4: Exemplo de curva do tipo (4.2-20).
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4.4 O caso Assimétrico

Na secdo anterior consideramos as estruturas de Finsler ® de classe C° invariante
a esquerda com ®((x,y),-) sendo uma norma em 7, ,)S. Vamos considerar agora as
estruturas de Finsler de classe C° assimétricas, isto é, com ®((z, y), -) sendo uma norma
assimétrica em 7, ,)S e invariantes a esquerda. O caso assimétrico ndo foi estudado
no trabalho original de Gribanova. Entretanto o mesmo foi estudado em [3] utilizando
trigonometria convexa. Tentaremos aqui obter alguns resultados adaptando as técnicas

do trabalho da Gribanova.
Definigao 4.15. Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Dizemos que uma apli-
cacdo F': V — R é uma norma assimétrica se ela satisfizer as seguintes propriedades:
i) F(v) > 0 paratodov € V e F(v) = 0 se, e somente se, v = 0;
it) F(kv) = kF(v) paratodov € V ek > 0;
it1) F(v+w) < F(v) + F(w) para todo v,w € V.
Defini¢do 4.16. Uma estrutura de Finsler de classe C° assimétrica em S é uma funcdo

continua ® : S x R*> — R do fibrado tangente S x R? de S a valores reais tal que

®((x,y),-) € uma norma assimétrica em 7{, ,)S.

Assim vamos considerar agora o plano quase-hiperbélico como sendo S munido

com uma estrutura de Finsler ® de classe C° assimétrica e invariante a esquerda.
Notemos que a demonstragido do Lema [£.6|ndo sofre muitas alteragdes.
Lema 4.17. Uma estrutura de Finsler ® de classe C° assimétrica é invariante a esquerda se, e

somente se,

(I)((ZE, y)? (U7 w)) = y_lF(U7 ’LU)7 (44_47)
onde F é uma norma assimétrica em R?. Neste caso F(v,w) = ®((0,1), (v, w)).

Demonstragio: E andloga ao caso simétrico.

Prosseguiremos agora o estudo para encontrar os caminhos minimizantes de (.5, -)

munido com um estrutura de Finsler de classe C° assimétrica e invariante a esquerda




4.4 O caso Assimétrico 93

Tomemos novamente o sistema
(4.4-48)

onde u;(t) e uy(t) sdo fungdes mensurdveis, definidas sobre o conjunto de controle U

dado pela esfera de raio um, centrada na origem da norma assimétrica F, isto é,
U = {(u1,us) € R* F(uy,up) = 1}.

Temos que esse sistema continua tornando o nosso problema de encontrar os cami-
nhos minimizantes um problema de tempo 6timo. A demonstragdo é analoga ao caso
simétrico.

Ainda podemos considerar as trajetérias (z(¢), y(¢)) com condigdo inicial o elemento
neutro e = (0,1), isto é, z(0) = 0 e y(0) = 1. Entretanto devemos observar que

se (x(t),y(t)) é um caminho que liga (z1,y1) a (z2,y2), entdo o caminho reverso a
((t)
((t)

Notemos que o sistema de controle e a fungdo de custo y~'F(v,w) conti-

,y(t)) que liga (z2,92) a (z1,%1) ndo tem, em geral, 0 mesmo comprimento de
Y

)
(t)) pois a norma é assimétrica.

nuam os mesmos que nas segdes anteriores, assim podemos definir a mesma fungao

Hamiltoniana, isto é,

H(z,y, 11,2, u1,u9) = y(rur + ous).

Em razdo disso temos que ¢ (t) = (¢1(t),12(t)) satisfaz o mesmo sistema das se¢des

anteriores

Vi) =55 =0,
Uh(t) = =5 = —prur — aus,

(4.4-49)

quase sempre.

Fixando (z,y) e (¢1,19) a fungdo de maximo ainda é definida como

M(:Cay7w17’l/}2): max H<x7y7w17w27u17u2)'

(u1,u2)€U
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Novamente pelo PMP, para u(t) ser uma fungdo de controle 6tima, isto é, para a tra-
jetéria (x(t),y(t)) ser minimizante e satisfazer o sistema é necessdrio que exista
uma fungdo ¥ (t) = (¢1(t), ¥2(t)) ndo nula satisfazendo para quase todo ¢t € I tal

que a fungdo H atinga seu maximo em (uy, ug) = (u1(t), uz(t)) quase sempre, isto é,

— M(a(t), y(t), va(t), da(t)) = M > 0,q.5.

Tomando um valor inicial arbitrario, porém fixado, da fungao (), ou seja, 1/(0) =
(¢1, ¢2), temos que considerar dois casos: ¢; = 0 e ¢; # 0, por uma andlise analoga ao

das seg¢des anteriores.

Caso i): ¢; = 0. Neste caso a funcdo de maximo continua a mesma, isto é,

M(t) = max ¢ous. (4.4-51)

(u1,u2)eU
Ainda temos que ¢, # 0 e M(t) depende apenas do valor maximo ou minimo que u;
pode assumir em U dependendo se ¢, é positivo ou negativo respectivamente. Para
encontrar esse valor vamos novamente definir a fungdo F* : R? — R por

F*(z,y) = max (zus —yuy). (4.4-52)

(ul,uz)EU

Temos dessa vez que F™* é uma norma assimétrica. De fato, se (x,y), (z1,v1), (z2,92) €

R%e k € R, entdo F* satisfaz as seguintes propriedades:

i) F*(x,y) > 0, pois como F' é uma norma assimétrica, u; e u, ainda podem assumir

valores estritamente positivos e negativos, de modo que

max (xus —yuy) > 0.
(ul,uz)EU( 2 y 1)

Além disso temos que F*(x,y) = 0 se, e somente se, (x,y) = (0,0).

it) F*(kx,ky) = kF*(x,y). Se k > 0 entdo

max (kxus — kyuy) = max k(zus — yuq),
(ul,uz)EU( 2 y 1) (u1,u2)€U ( 2 y 1)
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F*(kx,ky) = max k(zus —yui) =k max (zug —yui) = kF*(x,y),

(u1,u2)€U (u1,u2)eU
pois k > 0.

i11) F* satisfaz a desigualdade triangular, pois

F*((z1,y1) + (72,72)) = maXy, uy)ev((T1 + T2)us — (Y1 + y2)u1)
< MaX(y, up)ev (T1U2 — Y1U1) + MAX (4, uy)cv (Talle — Yoty )

= F*(l'l,yl) + F*($27y2)7

z

pelas propriedades da fun¢do maximo. Portanto, temos que a fun¢do F™* é uma norma

assimétrica. Além disso, 0 méximo para u, em U é uj obtido por
uy = F*(1,0) (4.4-53)

e o minimo é dado por

W = F*(~1,0). (4.4-54)

Segue entdo de (4.4-51) que a equacdo
pouy =M, u; € R, (4.4-55)

ainda determina uma reta L, suporte ao conjunto de controle U e paralela a reta u, = 0.
Assim temos novamente que considerar a intersegdo A entre a reta suporte (4.4-55)
e o conjunto U.

Se A for um conjunto unitério, entdo a trajetoria 6tima é dada pela semirreta,

u*
Uy

A deducdo é analoga ao caso simétrico.

Se A ndo for um conjunto unitdrio, temos que toda fungdo mensuravel (), tal que
(uj(t),us) € A, determina uma trajetéria 6tima e neste caso geral temos que a trajetéria
6tima é dada por

t
x(t) = / wi(r)e™ dr, y(t) = 2!, (4.4-56)
0
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com ponto inicial (0, 1), fungdo de controle (u; (), ua(t)) = (ui(t), u3) e a funcdo auxiliar
(1(t),9a(t)) = (0,14(t)) satisfazendo as condi¢des do PMP.
Caso ii): ¢ # 0.

Neste caso a fun¢do de maximo continua a mesma, isto é,

M(t) = max ¢runy(t) + (d2 — ¢r(t))uz) = max (r(t), u(t)) , (4.4-57)

(ul,ug)GU

onde (-, -) é o produto interno usual em R? e
u(t) = (ur(t), ua(t)) r(t) = (ri(t), r2(t)) = (D1y(t), @2 — dr2(t)). (4.4-58)

Temos que y(¢) nunca se anula e ¢; # 0. Logo temos que r(¢) # 0 para todo ¢. Como
U é a esfera da norma F' de raio um, a funcdo de méximo é constante e estritamente
positiva, ou seja, M (t) = M > 0.

Temos de (4.4-48), (4.4-49) e ([@.4-57) que se multiplicarmos ¢; e ¢, por uma cons-

tante positiva £, a trajetéria continua a mesma, mas M serd multiplicada por &.

Assim se tomarmos k = -, temos a condicdo inicial

1
M7

¢1 P2

$(0) = (61(0),12(0)) = (55, 22),

e M(t) =1.

Temos agora por (4.4-57) que r(t) pertence a fronteira C' da regido

U* = {(z,y) € R% Fy(z,y) < 1},

onde Fy (x,y) é a fungdo suporte de Minkowski sobre U,

Fy(z,y) = max (xuy + yus).
(u1,u2)€U

De (@.4-57) e (4.4-58) podemos escrever

Fy(ory(t), 2 — dr(t)) = 1. (4.4-59)
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Agora usando (4.4-52) podemos reescrever (4.4-59) como
F*(¢g — r(t), —dry(t)) = 1, (4.4-60)

e como [ é uma norma assimétrica temos dois sub casos a considerar: ¢; > 0e ¢; < 0.

Se ¢, > 0, entdo (4.4-60) se torna

F(j;f— —a(t), —y(t)) = Q% o P (—(o(t) = 22), —y(t) = ~. (4.4-61)

Se ¢, < 0, entdo (4.4-60) se torna

F*(¢2 — prz(t), —1y(t)) =1

= F*(—m—% T 2(t)), —bry(t)) = 1
. 02
= i (a(t) ~ 2.y() =1
= F*(a(t) — %, y(t)) = —é. (4.4-62)

Note que F*(Z, ) = maxX(y, u)ev (—Ju1 + Tuz) = Fy(—¢,2). No caso ¢ > 0, temos que
(x(t),y(t)) é tal que
P2

F g — =) —y(®) = Fu(y(®)

P2 1
22— z(t) = —
5 )
ou seja, a candidata a trajetéria 6tima (x(t), y(t)), neste caso, estard contida na fron-
teira da regido dada pela interse¢do de S com a figura obtida pela rotagdo de % por

seguida de uma translagdo pelo vetor (%, 0).

De modo andlogo, se ¢; < 0, temos que a candidata a trajetéria 6tima (z(t), y(t))
estard contida pela intersecdo de S com a figura obtida pela rotacdo de @—ﬂ por -
seguida de uma translagdo pelo vetor (%, 0).

Lembre-se que estamos trabalhando no grupo de Lie em S e podemos tomar as

trajetérias 6timas comecando em qualquer ponto (z,y) € S. Dessa forma os caminhos

minimizantes no plano quase-hiperbdlico serdo curvas de trés tipos:
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As obtidas pelas esferas correspondentes a F™,
F(x—a,y) =k, comy>0, k>0, —oc0<a< -+o0, (4.4-63)

as obtidas pela inversdo das esferas correspondentes a fronteira de F™*, em rela¢do a

origem, isto é
F*'(—z+a,—y)=k, comy>0, k>0, —o0o<a<+o0 (4.4-64)
e as obtidas pelas equagdes
t * *
ot) =0+ 90 [ il dt, y(o) = e’ (4.4-65)
0

onde (zo,y0) € S e (uj(t),us) € A. Encerraremos esta se¢dao com um exemplo desses

caminhos minimizantes.

Exemplo 4.18. Consideremos a norma assimétrica F' definida por:

e Se (x,y) pertence ao primeiro quadrante, entdo F'(x, y) se comporta como a norma

do maximo, isto é, se x,y > 0, entdo
F(z,y) = max{|z|, [y[};

e Se (z,y) pertence ao segundo ou quarto quadrante, entdo F'(z,y) se comporta

como a norma euclidiana, isto é,se t < 0 < youy < 0 < x, entdo
Fz,y) = Va* + y*

e Se (z,y) pertence ao terceiro quadrante, entdo F'(x,y) se comporta como a norma

da soma, isto é, se x,y < 0, entdo
F(z,y) = [z| + |yl;

Temos que a esfera de raio 1 dessa norma pode ser representada geometricamente

na Figura 4.5

Notemos que essa norma coincide com a norma do Exemplo exceto pelo ter-
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Figura 4.5: Esfera de raio 1 da norma assimétrica F'.

ceiro quadrante.

Encontraremos agora F™* a partir da sua interpretacdo geométrica. Para isso con-
sideremos as oito sub-regides do plano delimitadas pelos eixos e pelas retas © = y e
r = —y, enumeradas no sentido anti-horério a iniciar pela delimitada pelo semi eixo
positivo z e pela reta z = y. Assim podemos estudar F*(x,y) para (z, y) pertencendo a
cada uma dessas regides.

Notemos que para os pontos que pertencem ao primeiro, terceiro e quarto qua-
drante a fungdo F* ird se comportar de maneira andloga ao do Exemplo restando
analisar apenas os pontos pertencentes as regides trés e quatro.

Se A = (z,y) pertence a regido trés, isto é, z < 0 < y e |z| < |y|, entdo A’ = (—y, z)
pertence a regido cinco, onde F' se comporta como a norma da soma. Logo, analisando
as curvas de nivel da fungdo (A4’, -) temos que o ponto que ird maximizar nossa fungao

serd o ponto u* = (—1,0). Assim

Fi(z,y) = ((=y,2), (=1,0)) = |yl,

ou seja, para pontos que pertencem a regido trés, temos F*(z,y) = |y|.

Se A = (z,y) pertence a regido quatro, isto é, z < 0 < ye |z| > |y|, entdo A’ = (—y, )
pertence a regido seis, onde F' se comporta como a norma da soma. Logo, analisando
as curvas de nivel da funcdo(A’, -) temos que o ponto que ird maximizar nossa funcao

serd o ponto u* = (0, —1). Assim

Fr(,y) = ((=y, ), (0, -1)) = [z],

ou seja, para pontos que pertencem a regido quatro, temos F*(xz,y) = |z|.
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Podemos assim interpretar que para os pontos pertencem as regides trés e quatro,
temos que F™* serd a norma do maximo.

Assim temos a interpretagdo geométrica da esfera de raio 1 da norma [ na Figura

4.6

s \
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Figura 4.6: Esfera de raio 1 da norma assimétrica F*.

Um caminho minimizante do tipo (4.4-63) com a = 0 e kK = 1 é o representado na
Figura

2
2
151
0s{ \
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Figura 4.7: Exemplo de curva do tipo (4.4-63).

Um exemplo de caminho minimizante do tipo (4.4-64) com ¢ = 0 e k = 1 é repre-
sentado na Figura

.

Figura 4.8: Exemplo de curva do tipo (4.4-64).

Temos que se ¢ > 0, entdo u; = 1, logo A neste caso corresponde ao segmento

ligando o ponto (0, 1) ao ponto (1, 1).



4.4 O caso Assimétrico 101

Assim um exemplo de caminho minimizante do tipo (4.4-65) é dado pela fungao de

controle 6tima

)

\V)
N

tomando (z¢,y0) = (0, 1) e pode ser representada graficamente pela Figura

Figura 4.9: Exemplo de curva do tipo (.4-65) com ¢, > 0.

Temos que se ¢ < 0, entdo uy = —1, logo A neste caso corresponde ao conjunto
unitério {(0, —1)}.

Assim um outro exemplo de caminho minimizante do tipo é dado pela
func¢do de controle 6tima constante uj(t) = 0 e tomando A = (zg,y9) = (1,1) e pode ser

representada graficamente pela Figura[4.10|

Figura 4.10: Exemplo de curva do tipo (¢.4-65) com ¢, < 0.



CAPITULO 5

CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho estudamos os caminhos minimizantes em planos quase-
hiperbdlicos. Para isso usamos o principio do maximo de Pontryagin, que foi estu-
dado no capitulo trés, para apresentar os extremais de Pontryagin como candidatos a
caminhos minimizantes. No capitulo quatro, quando consideramos F' uma norma, es-
tudamos as possiveis interse¢des entre os extremais de Pontryagin a fim de caracteriza-
los como caminhos minimizantes. Assim classificamos tais caminhos em dois tipos, os
obtidos por esferas da norma F* e os obtidos por integrais (4.2-20). Ao final
desse capitulo apresentamos os candidatos a caminhos minimizantes, isto é, os ex-
tremais de Pontryagin para quando consideramos /' uma norma assimétrica. Assim
conseguimos apresentar trés tipos de candidatos a caminhos minimizantes, um tipo
obtido por integrais ({#.4-65), que dependem do valor de ¢, e dois tipos obtidos por
esferas da norma assimétrica F™*, que se distinguem pelo valor de ¢;, sendo os do tipo
(4.4-63) para ¢, < 0 e os do tipo para ¢; > 0. Ressaltamos que esses ultimos
trés tipos sdo apenas candidatos a caminhos minimizantes, pois nédo foi feita a anélise

a fim de caracteriza-los como tais.
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