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“...Você pode se render
Sem uma oração

Mas, nunca pode realmente orar
Sem uma rendição

Você pode lutar
Sem nunca vencer

Mas, você nunca vencerá
Sem antes lutar...”

(Neil Peart)



RESUMO

Esta tese teve como objetivo principal estabelecer condições suficientes para obtenção de estabili-

dade orbital de soluções tipo ondas viajantes de equações dispersivas tipo Benjamin-Bona-Mahony,

de maneira simplificada. Em particular, estudamos a estabilidade de ondas associadas à equação

de Kawahara regularizada, através de um critério simplificado, sem que fosse necessário conhecer-

mos a matriz Hessiana associada a um certo funcional de Lyapunov, convenientemente definido a

partir da equação envolvida. Seguimos os passos de [5] e [18] para resultados para obtenção da es-

tabilidade orbital da solução tipo onda viajante da equação de Kawahara modificada regularizada,

também sem que fosse necessário conhecer todas as entradas principais da matriz Hessiana. A boa-

colocação das duas equações supracitadas, foi provada através de um resultado mais geral sobre o

problema de Cauchy associado à equação de Kawahara generalizada regularizada, onde seguimos

a abordagem de [6], [10] e [11]. Por fim, utilizamos as condições de estabilidade estabelecidas em

[5], para obtenção da estabilidade orbital de soluções tipo ondas viajantes da equação de Kawahara

modificada. As equações abordadas possuem solução com perfil dnoidal e os critérios de estabi-

lidade foram satisfeitos analisado o espectro não positivo de um operador linearizado ao redor da

onda, onde utilizados os critérios definidos em [9].

Palavras chave: Estabilidade orbital, Ondas viajantes periódicas, Equação de Kawahara

regularizada, Equação de Kawahara modificada, Equação dispersiva regularizada, Equação Benjamim-

Bona-Mahony.



ABSTRACT

This thesis had as main goal to establish sufficient conditions to obtain orbital stability of traveling

wave solutions of dispersive equations type Benjamin-Bona-Mahony, in a simplified manner. In

particular, we studied the stability of waves associated with the regularized Kawahara equation,

using a simplified criterion, without it being necessary to know the Hessian matrix associated with

a certain Lyapunov functional, conveniently defined from the equation involved. We followed the

steps of [5] and [18] for results to obtain the orbital stability of the traveling wave solution of the

modified Kawahara equation, also without having to know all the main inputs of the Hessian matrix.

The well-posedness of the two aforementioned equations was proven through a more general result

on the Cauchy problem associated with the regularized generalized Kawahara equation, where

we follow the [6], [10] and [11]. Lastly, we used the stability conditions established in [5], to

obtain the orbital stability of traveling wave solutions of the modified Kawahara equation. The

equations approached have a solution with a dnoidal profile and the stability criteria were satisfied

by analyzing the non-positive spectrum of a linearized operator around the wave, using the criteria

defined in [9].

Key Words: Orbital stability, periodic traveling waves, regularized Kawahara equa-

tion, modified Kawahara equation, regularized dispersive equation, Benjamin-Bonn-Mahony equa-

tion.
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INTRODUÇÃO

O estudo de equações diferenciais dispersivas tem despertado muito interesse devido à

quantidade de fenômenos que podem ser modelados por equações deste tipo. Por exemplo, elas sur-

gem em problemas de: ótica não linear, dinâmica de fluidos, física de plasma, fluxos de água, ondas

eletromagnéticas, entre outros. Uma vez que uma equação modela um problema, diversos estudos

relacionados a tais problemas e suas soluções tornam-se relevantes, como a própria determinação

de existência de soluções, sua boa-colocação em algum espaço conveniente e ainda estudos quali-

tativos como por exemplo, a estabilidade de soluções considerando pequenas perturbações.

A importância em estudos de estabilidade é crucial para o bom funcionamento e con-

trole de sistemas relacionados aos fenômenos descritos pelas equações envolvidas em cada caso.

Uma situação interessante de aplicação do estudo de estabilidade se dá considerando o caso de

linhas de transmissão de energia, que com aumento da demanda de energia sobre os sistemas elé-

tricos, tem tornado necessário o avanço em técnicas de controle para amortecer as perturbações nos

sistemas.

Nossos estudos envolvem equações diferenciais parciais dispersivas não lineares e são

baseados em teorias clássicas sobre estabilidade orbital de soluções ondas viajantes solitárias como

[2] , [12] e [19]. Como nosso interesse é no caso de ondas viajantes periódicas, trabalhos como de

[8] tornam-se essenciais para este desenvolvimento.

Utilizamos as palavras de Natali, em [35], para descrever informalmente o que acontece

em fenômenos relacionados às equações dispersivas.

"A existência de soluções que mantêm sua forma enquanto viaja com velocidade cons-
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tante é um dos fenômenos mais fascinantes determinados por equações dispersivas.

Estas soluções especiais (em geral, chamadas ondas viajantes) surgem devido ao equi-

líbrio perfeito entre os efeitos não lineares e dispersivos no meio."

Acreditamos que estas palavras descrevam ou justifiquem o que motivou as observa-

ções, no ano de 1834, feitas por John Scott Russel sobre tais ondas enquanto andava à cavalo ao

lado do estreito Canal Union perto de Edimburgo, na Escócia. Ele observou que ondas, criadas na

superfície de um canal de águas rasas, se propagavam com velocidade constante c, e sem mudar

seu formato, ver [40]. A equação obtida empiricamente por Russel, onde ele relaciona a velocidade

c da onda com sua altura, amplitude, e a força de gravidade g, é dada por

c2 = g(h+ a).

Esta equação foi questionada, pois apesar de ter sido relacionada a teorias sobre ondas existentes

na época, as características sobre a dispersão contrariavam algumas destas mesmas teorias.

No ano de 1895, dois cientistas holandeses Korteweg e de-Vries, descreveram tais fenô-

menos formalmente, ou seja, com bases teóricas, em [32], e obtiveram a equação

ut + uux + uxxx = 0,

onde u é uma função suave em relação às variáveis x e t, com domínio em R2 e imagem em

R. O termo uux representa a não linearidade e uxxx é o termo dispersivo, o equilíbrio entre eles

que proporciona soluções ondas viajantes estáveis. A equação descrita recebeu o nome Equação

Korteweg de-Vries (KdV daqui em diante) para homenageá-los.

A equação KdV, juntamente com a a equação de Schrödinger não linear, são as mais

importantes equações não lineares dispersivas. Em particular, a KdV como esperado, descreve um

modelo de ondas em águas rasas. Entre suas propriedades, encontra-se a presença de simetrias

e leis de conservação, onde destacamos a simetria por translações, e as leis de conservação de

energia e de massa. Propriedades estas, que foram essenciais para o desenvolvimento das teorias

de estabilidade já mencionadas, baseadas no cálculo variacional.

Variações da equação de Kawahara generalizada, inclusive no contexto periódico, é o

foco do nosso trabalho. A equação de Kawahara, foi determinada por T. Kawahara , ver [30], e
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surge a partir de análises da equação KdV. A equação de Kawahara generalizada tem a forma,

ut + upux + (γuxx − µuxxxx)x = 0,

onde p ∈ N denota a potência da não linearidade e γ ≥ 0 e µ > 0 são parâmetros que controlam

o termo de dispersão de terceira e quinta ordem, respectivamente. A equação de Kawahara, onde

p = γ = µ = 1 na equação acima, foi estabelecida como um modelo para ondas de água com baixa

amplitude em relação ao comprimento de onda.

Mais precisamente, estudamos a estabilidade de soluções das equações:

(I) Equação de Kawahara modificada regularizada:

ut + ux + u2ux − (γuxx − uxxxx)t = 0;

(II) Equação de Kawahara regularizada:

ut + ux + uux − (uxx − uxxxx)t = 0;

(III) Equação de Kawahara modificada:

ut + u2ux + (uxx − uxxxx)x = 0.

Sobre estas equações, até este momento não conhecíamos resultados de estabilidade

orbital. No entanto, para a equação de Kawahara a estabilidade orbital foi obtida por [16], [20] e

[35], onde este último obteve um resultado mais amplo.

De um modo geral as equações acima possuem a forma,

ut + (f(u))x − (Mu)x = 0, (1)

e para o caso regularizado,

ut + ux + (f(u))x + (Mu)t = 0, (2)

onde, f : R −→ R é uma função suave e u : R × R −→ R é uma função periódica na variável

espacial, com período L > 0, fixado. M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no

sentido periódico e é definido como um multiplicador de Fourier, dado por

M̂g(k) = θ(k)ĝ(k), k ∈ Z,
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onde θ representa uma função par e contínua em R, satisfazendo a condição

v1|k|m ≤ θ(k) ≤ v2|k|m, m >
1

3
,

para todo k ∈ Z e para alguns vi > 0, para i = 1, 2.

Como já observado por Russel, as ondas aqui tratadas são invariantes por translações,

em relação ao grupo R. Com isso, uma solução tipo onda viajante de (1) possui a forma

u(x, t) = φ(x− ct),

onde c ∈ R é a velocidade da onda. Note que ao substituirmos esta forma na equação (1) e

integrando posteriormente, obtemos a equação diferencial ordinária

−Mφ+ (f(φ))− cφ+ A = 0, (3)

onde A é uma constante de integração. Observe, pela equação obtida, que uma solução em geral

depende da velocidade c e de A, ou seja, φ := φ(c,A).

O estudo sobre a estabilidade orbital de tais soluções surge justamente para entender o

comportamento de ondas em relação à órbita gerada por translações, a partir de um dado inicial u0.

Formalmente, diz-se que uma solução φ é orbitalmente estável no espaço energiaX = H
m
2
per([0, L]),

com relação ao fluxo periódico de (1), se para qualquer ε > 0, existe δ > 0 tal que para qualquer

u0 em X satisfazendo ‖ u0 − φ ‖X< δ, a solução u(t) de (1) com dado inicial u0(x) = u(x, 0)

existe globalmente e satisfaz ρ(u(t), φ) < ε, para todo t > 0. Aqui ρ(u(t), φ) é a semi-distância

entre u ∈ X e a órbita de φ, a qual está formalmente definida no Capítulo 1.

A teoria de estabilidade, inicialmente foi desenvolvida para o estudo de ondas viajantes

solitárias, que são ondas u(x, t) = φ(x − ct), cujo perfil φ satisfaz lim
x−→±∞

φ(n)(x) = 0, ∀n ∈ N.

Aqui, φ(n)(x) denota a n-ésima derivada de φ(x). E assim, para o caso de ondas solitárias, A ≡ 0.

E considerando que a equação (1), com condição inicial u(0) = u0 ∈ X := H
m
2
per([0, L])) seja bem

colocada em X , podemos supor que (1) possua pelo menos três quantidades conservadas P, F, e

M. Quantidades estas relacionadas à Energia, Momento e Massa, respectivamente.

Considerando propriedades destas quantidades, como o fato de serem conservadas em

relação ao fluxo das respectivas equações e também por serem invariantes por translações, é que a
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teoria por Grillakis, Shatah, Strauss e Weinstein, para obtenção de estabilidade foi desenvolvida.

Assim, com o intuito de minimizar a energia P, define-se o funcional conservado G(u) = P (u) +

cF (u), de forma que a onda φ solução de (3), seja um ponto crítico de G. E então, obtém-se a

estabilidade mostrando que a onda viajante φ é um mínimo local do funcional P restrito a um

certo vínculo Q, também definido como combinação de quantidades conservadas. Com isso, o

operador linearizado ao redor da onda φ, L := G′′(φ), desempenha um papel crucial na análise de

estabilidade, a qual será obtida pelo método variacional.

No caso periódico, as ondas viajantes são ondas u(x, t) = φ(x − ct), cujo perfil φ é

periódico, com período fixo L > 0 e satisfaz φ(0) = φ(L) e φ′(0) = φ′(L). Portanto, nem sempre

A = 0. Para o caso onde A 6= 0, a onda φ não é um ponto crítico do funcional G. Tornando-se

necessário impor alguma condição sobre a onda viajante, e este problema foi contornado conside-

rando que φ possua média zero, isto é M(φ) = 0, ver [8].

Abordagens do caso onde A 6= 0, são mais recentes e a partir desta consideração a

teoria de estabilidade foi adaptada de forma que o funcional G foi estendido, tornando-se

G(u) = P (u) + cF (u) + AM(u).

Entre os primeiros trabalhos a fazer tal consideração foi [24], em que o autor estudou a estabilidade

da GKdV. Em [36], os autores consideraram também A 6= 0 e provaram a estabilidade das equa-

ções 3-KdV e logarítmica Schrödinger, baseados nos trabalhos de Weinstein em [42] e [43]. Tanto

em [24], como em [36], não foi utilizada a forma explícita da solução φ. Porém, as abordagens são

distintas.

Stuart, em [41], determinou condições suficientes para a estabilidade orbital de ondas

estacionárias solitárias para ut = JP ′(u(t)) em um espaço de Hilbert. Aqui, P é a quantidade re-

lacionada à energia associada à equação (1) e J é um operador invertível, limitado e antissimétrico.

No entanto, os resultados estabelecidos por ele, tratavam de equações com duas simetrias: rotação

e translação. Esta abordagem motivou os autores em [5], que modificando os argumentos em [41],

estabeleceram um critério razoável para obtenção de estabilidade orbital de soluções tipo ondas

viajantes periódicas da equação (1) em X. Tal estabilidade pode ser obtida através de um funcional
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de Lyapunov, definido a partir do funcional G e do vínculo Q = aF + bM. Sob estas condições,

uma das dificuldades para obtenção da estabilidade orbital que é determinar a matriz Hessiana as-

sociada ao funcional G, é substituída pela existência de uma certa função Φ, que satisfaz algumas

condições de ortogonalidade em relação a um certo conjunto estabelecido a partir da quantidade Q.

Estes argumentos foram base para a demonstração da estabilidade orbital da equação de Kawahara

modificada, no Capítulo 4 desta tese.

Os resultados estabelecidos em [5], também puderam ser estendidos para o caso re-

gularizado. Com isso, em [18], os autores apresentaram um resultado interessante para equações

dispersivas regularizadas com f(u) = u2

2
. No entanto, foi preciso construir uma superfície su-

ave das ondas periódicas para obter, usando manipulações adequadas com a matriz Hessiana de

G(φ(c,A)), obtendo uma função que não depende de derivadas de F (φ(c,A)) e M(φ(c,A)).

No Capítulo 3, baseados nos trabalhos [5], [18], [22] , [25], [37] e [41] , estabele-

cemos um critério simplificado para obtenção de estabilidade orbital de soluções ondas viajantes

periódicas de equações na forma

ut + ux + uux + (Mu)t = 0, (4)

sem que haja necessidade de conhecer a positividade associada à uma matriz Hessiana ou a Jaco-

bianos. Definimos um funcional de Lyapunov

V (u) = G(u)−G(φ) +N(Q(u)−Q(φ))2,

onde N > 0 é uma constante e Q(u) = −K(u) + (c − 1 − A)M(u), e a quantidade K(u) =

F (u) − P (u). Este funcional remove a necessidade da já mencionada positividade. O que é um

grande avanço para obtenção de estabilidade de equações importantes que não possuem superfície

de ondas, como a equação de Kawahara regularizada por exemplo. A hipótese (H) necessária para

obtenção de tais resultados, além das condições da Φ, impõe o seguinte:

(H) Considere m > 1
3
. Seja (c0, A0) ∈ (0,+∞) × R fixo. Suponhamos que φ ∈

C∞per([0, L]) uma solução onda viajante, L−periódica de (4), com L > 0. O operador autoadjunto

L possui apenas um autovalor negativo, o qual é simples. Além disso, zero é um autovalor simples

associado à autofunção φ′ = ∂φ
∂x
.
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Para obtenção das condições impostas na hipótese (H), apresentamos soluções explíci-

tas das equações estudadas, obtidas com a ajuda do programa Maple 17, onde substituímos o ansatz

(ver [38]) nas equações diferenciais ordinárias associadas a cada equação. E com isso, para deter-

minarmos as propriedades espectrais, foi possível fazer uso da teoria desenvolvida por [9] para o

caso periódico.

Diante do que foi exposto, a organização deste trabalho apresenta-se da seguinte ma-

neira:

No Capítulo 1, apresentamos notações e resultados sobre espaçoes de Sobolev, estabi-

lidade orbital e teoria espectral, necessários para a obtenção da estabilidade orbital de soluções tipo

ondas periódicas das equações acima.

No Capítulo 2, estabelecemos a estabilidade orbital da equação de Kawahara modifi-

cada regularizada. Antes disso, provamos a boa colocação para a equação de Kawahara generali-

zada regularizada seguindo os passos de [6]. A boa colocação local é obtida utilizando a equação de

Duhamel associada ao problema de Cauchy e o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Para a boa co-

locação global é essencial que a norma de u seja conservada em X. Este resultado de boa-colocação

pode ser utilizado também para a equação de Kawahara regularizada, cuja estabilidade foi provada

no quarto capítulo.

No Capítulo 3, como já mencionamos, estabelecemos um critério simplificado para

obtenção da estabilidade orbital de soluções periódicas equações do tipo (4), ou seja, da forma

ut + ux + uux + (Mu)t = 0.

Neste caso, não é necessária a existência de uma superfície de ondas.

O resultado obtido, foi útil para provarmos a estabilidade orbital de soluções ondas vi-

ajantes da equação de Kawahara regularizada. Para provarmos a condição dada na hipótese (H),

a qual trata das propriedades espectrais do operador L associado à equação de Kawahara regulari-

zada, utilizamos os critérios de positividade de [9]. A solução desta equação é dada explicitamente

pelo ansatz

φ(x) = a+ bdn2

(
2K(k)

L
x, k

)
+ ddn4

(
2K(k)

L
x, k

)
,
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onde dn é a função elíptica de Jacobi dnoidal, e K é a integral elíptica completa de primeiro tipo

e os coeficientes a, b e d dependem suavemente do módulo elíptico k ∈ (0, 1), assim como c e

a constante de integração A, a qual surge na equação diferencial associada à equação, fazendo

u = u(x, t) = φ(x− ct), onde c > 0 é a velocidade de propagação da onda viajante φ.

No Capítulo 4, provamos a estabilidade orbital de soluções ondas viajantes da equação

de Kawahara modificada, dada por

ut + u2ux + (γuxx − uxxxx)x = 0,

com γ ≥ 0.Os resultados de estabilidade aqui apresentados são baseados nos argumentos utilizados

por [5]. A da solução desta equação é dada explicitamente pelo ansatz

φ(x) = a+ bdn2

(
2K(k)

L
x, k

)
,

bem como a equação de Kawahara modificada regularizada, ver detalhes em [38]. Os coeficientes

a e b dependem suavemente do módulo elíptico k ∈ (0, 1), assim como a velocidade da onda c e a

constante de integração A.

A partir dos resultados obtidos no Capítulo 4, foi publicado o trabalho [3]. Este re-

sultado é o primeiro encontrado na literatura sobre estabilidade orbital da equação de Kawahara

modificada.



CAPÍTULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

1.1 Notações e Preliminares

Neste capítulo, encontram-se notações e resultados necessários para o desenvolvimento

desta tese. Utilizaremos as notações padrões com relação às equações diferenciais parciais. Al-

gumas teorias importantes utilizadas ao longo do trabalho foram abordadas no Apêndice (Capítulo

5). Em particular, na Seção 5.1, mencionamos conceitos importantes sobre espaços de Sobolev

periódicos, para mais detalhes consultar [23].

Consideremos P = C∞per([0, L]), o conjunto de todas as funções f : R −→ R que

são periódicas de classe C∞ e com período L > 0, e P ′ o conjunto das distribuições periódicas.

Assim, para s ∈ R, o Espaço de Sobolev de ordem s, denotado por Hs
per([0, L]) é o conjunto de

todas f ∈ P ′ tal que

‖ f ‖2
Hs
per([0,L])= L

∞∑
k=−∞

(1 + |k|2)s|f̂(k)|2 <∞,

onde f̂ denota a transformada de Fourier de f.

Observamos que o espaço Hs
per([0, L]), munido do produto interno

〈f, g〉Hs
per([0,L]) = L

∞∑
k=−∞

(1 + |k|2)sf̂(k)ĝ(k),

é um Espaço de Hilbert.

Para o caso particular s = 0, temos L2
per([0, L]) := H0

per([0, L]), o qual é um espaço de



1.1 Notações e Preliminares 10

Hilbert munido do produto interno

〈f, g〉L2
per([0,L]) =

∫ L

0

f(x)g(x)dx, ∀ f, g ∈ L2
per([0, L]),

e norma ‖ · ‖L2
per([0,L]) . Por simplicidade, quando for claro, utilizaremos a notação 〈·, ·〉 e ‖ · ‖,

para representar respectivamente, o produto interno e a norma em L2
per([0, L]).

A norma

‖ f ‖Hn
per([0,L])=

(
n∑
j=0

‖ f (j) ‖L2
per([0,L])

) 1
2

, ∀f ∈ Hn
per([0, L])

é equivalente à norma definida em Hs
per([0, L]), no caso em que s = n, com n ∈ N.

Dadas duas sequências α = (αk)k∈Z e β = (βk)k∈Z de números complexos e s um

número real. Definimos o espaço de `2
s,L := `2

s,L(Z) da seguinte forma

`2
s,L(Z) = {α = (αk)k∈Z; ‖ α ‖`2s,L := L

∞∑
k=−∞

(1 + |k|2)s|αk|2 <∞},

desta forma, `2
s,L é um espaço de Hilbert com relação ao produto interno

〈α, β〉`2s,L = L
∞∑

k=−∞

(1 + |k|2)sαkβk.

Assim, f ∈ Hs
per([0, L]) se, e somente se, (f̂(k))k∈Z ∈ `2

s,L, e ainda ‖ f ‖Hs
per

=‖ f̂ ‖`2s,L .

Definição 1.1 Sejam α = (αk)k∈Z e β = (βk)k∈Z duas sequências de números complexos e s um

número real. A convolução de α e β é a sequência α ∗ β, dada por

(α ∗ β)k =
∞∑

j=−∞

αk−jβj.

Uma vez que as principais notações por nós utilizadas foram estabelecidas, nas próxi-

mas seções seguiremos da seguinte maneira: apresentaremos, na Seção 1.2, informações gerais so-

bre as equações dispersivas, em particular sobre algumas generalizações da equação de Kawahara,

que é foco dos nossos estudos, ainda destacamos o caso regularizado. Na Seção 1.3, enunciaremos

condições suficientes para obtenção de estabilidade orbital, resultados estes estabelecidos em [18]

como uma extensão para o caso de equações regularizadas, das condições impostas por [5]. Fina-

lizaremos este capítulo, com resultados estabelecidos em [9], que serão úteis para determinarmos

propriedades espectrais, as quais são essenciais para obtenção dos resultados sobre estabilidade.
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1.2 Equações Diferenciais Dispersivas Regularizadas

O objetivo principal deste trabalho é obter estabilidade orbital de soluções periódicas

tipo ondas viajantes das equações:

(1) Equação de Kawahara modificada regularizada,

ut + ux + u2ux − (uxx − uxxxx)t = 0;

(2) Equação de Kawahara regularizada,

ut + ux + uux − (uxx − uxxxx)t = 0;

(3) Equação Kawahara modificada, dada por

ut + u2ux + (γuxx − uxxxx)x = 0, γ ≥ 0.

As equações acima são equações diferenciais parciais dispersivas não lineares, em par-

ticular as equações (1) e (2), são equações regularizadas.

Aqui, apresentaremos condições suficientes para determinarmos a estabilidade orbital

de soluções periódicas tipo ondas viajantes de equações dispersivas regularizadas, baseados na

abordagem feita em [18], da forma

ut + ux + (f(u))x + (Mu)t = 0, (1.1)

onde f : R −→ R é uma função suave e u : R×R −→ R é uma função periódica na variável espa-

cial, com período L > 0, o qual pode ser fixado ou não. O operadorM é um operador diferencial

ou pseudo-diferencial no sentido periódico e é definido como um Multiplicador de Fourier, por

M̂g(k) = θ(k)ĝ(k), k ∈ Z, (1.2)

onde θ representa uma função par e contínua em R, satisfazendo a condição

v1|k|m ≤ θ(k) ≤ v2|k|m, m >
1

3
, (1.3)

para todo k ∈ Z e para alguns números reais vi > 0, onde i = 1, 2.
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Em particular, nas três equações dadas temosM = ∂4
x − ∂2

x, com isso temos m = 4.

Nosso interesse aqui é em equações com não linearidade da forma f(u) = up+1

p+1
, p ∈ N.

Observamos que equações da forma (1.1) abrangem uma grande classe de equações

diferenciais, dentre as quais citamos:

– Equação generalizada Benjamin-Ono regularizada (rGBO), dada por

ut + ux + upux + (Hu)t = 0,

onde p ≥ 1 é um inteiro eH é a Transformada de Hilbert;

– Equação generalizada Benjamin-Bona-Mahony, dada por

ut + ux + upux − uxxt = 0,

onde p ≥ 1 é um inteiro. No caso, p = 1 torna-se a equação Benjamin-Bona-Mahony (BBM), dada

por

ut + ux + uux − uxxt = 0.

Salientamos que, a estabilidade de soluções e a boa colocação das equações rGBO e BBM, foram

estabelecidas em [10], os autores utilizaram teoria clássica de estabilidade como [1], [12] e [19] .

A partir destas teorias, inclusive para o caso periódico, diversos resultados vem sendo

estabelecidos nas últimas décadas. Em particular, Stuart em [41], apresenta resultados para ondas

estacionárias de equações cujas soluções possuem propriedades referentes a duas simetrias: por

translações e por rotações. Tais resultados foram aplicados por exemplo em [17] e [37]. Baseado

em [41], os autores em [5] adaptaram a teoria de estabilidade para soluções ondas viajantes que são

invariantes por translações. As vantagens de tais resultados são que a condição de positividade da

matriz Hessiana associada a um funcional de Lyapunov definido convenientemente, considerando

quantidades conservadas relacionadas às equações em questão, é substituída por uma condição que

não exige a existência de uma superfície de ondas, o que nem sempre é possível de ser feito como

no caso da equação de Kawahara. Para o caso regularizado, os resultados de [5] foram estendidos

em [18], considerando equações do tipo (1.1) com não linearidade f(u) = u2

2
. Isto é,

ut + ux + uux + (Mu)t = 0.
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Porém, no Capítulo 3 apresentamos um critério simplificado para a obtenção

de estabilidade destas equações, apresentando um grande avanço, pois, nosso resultado impõe me-

nos condições e ainda não exige a existência nem mesmo de uma curva de soluções ondas viajantes.

A abordagem sobre estabilidade de [18] servirá como referência para provarmos os

resultados desejados em relação às equações (1) e (2), e serão aqui apresentados. Para a equa-

ção (3), ou seja, para a equação de Kawahara Modificada os resultados aplicados são os mesmos

estabelecidos em [5], e serão mencionados no Capítulo 4.

Observação 1.2 Neste capítulo consideraremos, com o objetivo de definirmos condições sufici-

entes para a estabilidade orbital de soluções ondas viajantes de equações do tipo (1.1), que o

problema de Cauchy, {
ut + ux + (f(u))x + (Mu)t = 0

u(x, 0) = u0(x),
(1.4)

onde, x ∈ [0, L], é bem-posto em X = H
m
2
per([0, L]), onde m satisfaz (1.3).

Antes de apresentarmos as condições suficientes para a obtenção da estabilidade, pre-

cisamos de algumas informações importantes relacionadas às equações dispersivas regularizadas.

A equação (1.1) admite pelo menos três quantidades conservadas, que são dadas por

P (u) =
1

2

∫ L

0

(uMu−W (u))dx, (1.5)

F (u) =
1

2

∫ L

0

(uMu+ u2)dx (1.6)

e

M(u) =

∫ L

0

udx, (1.7)

onde W é a primitiva de f, ou seja, W ′ = f.

Suponhamos agora que a equação (1.1) admita soluções ondas viajantes da forma

u(x, t) = φ(x − ct), onde c > 0 é uma constante e representa a velocidade de propagação da
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onda, e ainda φ : R −→ R é uma função periódica, de período L > 0. Assim, ao substituirmos esta

forma na Equação (1.1), obtemos a equação

−c(Mφ)′ − (c− 1)φ′ + [f(φ)]′ = 0,

e ao integrarmos encontramos

cMφ+ (c− 1)φ− f(φ) + A = 0, (1.8)

aqui A é uma constante de integração.

A partir das quantidades conservadas definidas em (1.5), (1.6) e (1.7), definimos o

funcional de Lyapunov

G(u) = P (u) + (c− 1)F (u) + AM(u). (1.9)

Ou ainda,

G(u) = cF (u)−K(u) + AM(u),

em que K é uma quantidade conservada dada por K(u) = F (u)− P (u).

Consideremos ainda, a quantidade

Q(u) = aF (u) + bM(u), (1.10)

onde a e b são números reais que podem ser determinados posteriormente.

Notemos que,

G′(φ(c,A)) = cMφ(c,A) + (c− 1)φ(c,A) − f(φ(c,A)) + A, (1.11)

sendo que φ(c,A) é uma solução do tipo onda viajante da equação (1.8), logo G′(φ(c,A)) = 0. Com

isso, podemos definir o operador linearizado L := G′′(φ(c,A)) ao redor da onda φ(c,A), onde G′′

denota a segunda derivada de Fréchet de G.

Assim,

L := G′′(φ) = cM+ (c− 1)− f ′(φ). (1.12)

Daqui para frente utilizaremos a notação φ para representar a onda φ(c,A), salvo em alguma situação

que seja necessário mencionar os parâmetros c e A.
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O operador L desempenha um papel crucial para obtenção da estabilidade orbital da

onda φ. Como pode ser visto com mais detalhes na Seção 4.1, de [15], L é o único operador

autoadjunto tal que

[G′′(φ)u, v] = 〈Lu, v〉, u ∈ C∞per([0, L]), v ∈ X,

onde [·, ·] representa a dualidade em X ′. Ainda, considerando a injeção natural de X em X ′ em

relação ao produto interno em L2
per([0, L]), isto é,

[Iu, v] = 〈u, v〉, u, v ∈ X,

temos que

G′′(φ)v = Lv, ∀v ∈ C∞per([0, L]).

Dessa forma, com o intuito de garantir a existência de minimizadores de G, baseados

no Cálculo Variacional, torna-se conveniente impor restrições sobre o operador L.

1.3 Condições para obtenção de estabilidade orbital

Para obtenção resultados sobre estabilidade consideremos a hipótese a seguir.

Hipótese 1.3 Considere m > 1
3
. Seja (c0, A0) ∈ (0,+∞) × R fixo. Suponhamos que φ ∈

C∞per([0, L]) uma solução onda viajante, L−periódica de (1.8), com L > 0. O operador auto-

adjunto L possui apenas um autovalor negativo, o qual é simples. Além disso, zero é um autovalor

simples associado à autofunção φ′ =
∂φ

∂x
.

Faremos referência, quando necessário, a esta hipótese como (H). Baseados em [5], [22] e [41], os

autores em [18], provaram que se a hipótese (H) for satisfeita e se existir uma função Φ, satisfa-

zendo condições de ortogonalidade em um conjunto conveniente, então L é estritamente positivo.

Este resultado associado a um funcional de Lyapunov convenientemente definido nos garante a

estabilidade orbital de φ sobre o fluxo periódico de (1.1).

Antes de apresentarmos tal resultado, precisamos de algumas definições, entre elas a

definição formal de estabilidade orbital.
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Definição 1.4 Sejam u, v ∈ X := H
m
2
per([0, L]), definimos ρ como a semi-distância entre u e v, por

ρ(u, v) = inf
y∈R
‖ u− v(·+ y) ‖X .

Podemos observar que a semi-distância ρ é definida entre u e a órbita de v. Agora, con-

siderando a onda periódica φ := φ(c0,A0) ∈ X dada em (H), definimos formalmente a estabilidade

orbital da seguinte forma.

Definição 1.5 Dizemos que uma solução φ L-periódica é orbitalmente estável em X, pelo fluxo

periódico de (1.1), se dado ε > 0 existe δ > 0, tal que para qualquer u0 ∈ X satisfazendo

‖ u0 − φ ‖X< δ,

a solução u(t) de (1.1) existe globalmente e satisfaz

ρ(u(t), φ) < ε, ∀t > 0.

Para um dado ε > 0, definimos a ε-vizinhança da órbitaOφ = {φ(·+ y); y ∈ R}, como

Uε := {u ∈ X; ρ(u, φ) < ε} , (1.13)

onde ρ é a semi-distância da Definição 1.4. Considere também o conjunto

Υ0 = {u ∈ X; 〈Q′(φ), u〉 = 0} , (1.14)

aqui 〈·, ·〉 representa o produto interno em L2
per([0, L]) e Q como definido em 1.10. Observe que Υ0

é exatamente o espaço tangente para {u ∈ X;Q(u) = Q(φ)} em φ.

Proposição 1.6 Suponhamos que (H) seja válida e que existe Φ ∈ X := H
m
2
per([0, L]) tal que

〈LΦ, ϕ〉 = 0, para todo ϕ ∈ Υ0 e

B := 〈LΦ,Φ〉 < 0.

Então, existe uma constante τ > 0, tal que

〈Lv, v〉 ≥ τ ‖ v ‖2
X ,

para todo v ∈ Υ0 tal que 〈v, φ′〉 = 0.
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Demonstração: Ver Proposição 4.1 em [5]. 2

O resultado acima fornece o resultado de positividade sobre o operador L sem que

seja necessário conhecer a matriz Hessiana associada ao funcional G. Assim, por argumentos de

densidade temos que [G′′(φ)v, v] ≥ τ ‖ v ‖2
X , para todo v ∈ Υ0∩φ′⊥. Em [15], o Lema 4.7 mostra,

usando o isomorfismo de Riez sobre o produto interno, que se forem mantidas as condições de

ortogonalidade da Proposição 1.6, o resultado de positividade obtido é válido em X.

No Capítulo 3, apresentamos uma função Φ satisfazendo as hipóteses deste teorema,

para equações tipo BBM, e aplicamos tal critério para provar a estabilidade da equação de Kawahara

regularizada, o que mostra a importância do critério que foi estabelecido, visto que esta equação

não possui superfície de ondas.

Considerando a validade da Proposição 1.6 prova-se a existência de constantes positi-

vas, cruciais para a construção de um conveniente funcional de Lyapunov.

Lema 1.7 Sob as hipóteses da Proposição 1.6, existem constantes positivas N > 0 e τ > 0 tais

que

〈Lv, v〉X + 2N〈Q′v, v〉2X ≥ τ ‖ v ‖2
X ,

para todo v ∈ {φ′}⊥ = {u ∈ X; 〈u, φ′〉X = 0}.

Demonstração: Ver Lema 2.5, em [18]. 2

Definamos o funcional V : X −→ R, satisfazendo

V (u) = G(u)−G(φ)−N(Q(u)−Q(φ))2, (1.15)

onde G e Q são dadas por (1.9) e (1.10), e a constante N satisfaz as condições dadas pelo Lema

1.7.

Considerando que a equação aqui tratada possui a simetria por translação definimos,

como em [4], funcional de Lyapunov neste contexto.

Definição 1.8 Uma função V : X −→ R é um funcional de Lyapunov para a órbita Ωφ ⊂ X , se

satisfaz as propriedades:
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(i) Existe ε > 0 tal que V : Uε −→ R é de classe C2 e, para todo v ∈ Ωφ vale V (v) = 0 e

V ′(v) = 0.

(ii) Existe ς > 0, tal que para todo v ∈ Uε, vale

V (v) ≥ ς(ρ(v,Ωφ))2.

(iii) Para todo v ∈ Uε, temos

〈V ′(v), ∂xv〉 = 0.

(iv) Se u(t) for uma solução global para o problema de Cauchy associado à equação (1.1) com

dado inicial u0, então V (u(t)) = V (u0), para todo t ≥ 0.

Lema 1.9 Considerando as hipóteses da Proposição 1.6, existem α > 0 e D > 0 tais que

V (u) ≥ Dρ(u, φ)2,

para todo u ∈ Uα.

Demonstração: Ver demonstração Lema 4.3, Capítulo 4. 2

Sob as hipóteses da Proposição 1.6, considerando que G e Q são invariantes por trans-

lação por serem definidos como combinação das quantidades conservadas P, F e M, definidas em

(1.5)-(1.7), e ainda que sendo φ solução de (1.1) temos 〈Q′(φ), φ′〉 = 0, pode-se provar a seguinte

proposição.

Proposição 1.10 Suponhamos que o problema de Cauchy (1.4) seja globalmente bem colocado,

em um Espaço de Sobolev conveniente Hs
per([0, L]), s ≥ m

2
. Então, existe N > 0, tal que o

funcional definido em (1.15) é um funcional de Lyapunov para a órbita Ωφ = {φ(·+ y); y ∈ R}.

Demonstração: Ver Proposição 3.5, em [5]. 2

Com isso, obtemos o resultado principal aqui, ou seja, sob as condições da Proposição

1.6, é possível definir o Funcional de Lyapunov (1.15) e garantirmos a estabilidade orbital.
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Teorema 1.11 Suponhamos que as hipóteses da Proposição 1.6 sejam válidas, ou seja, suponha

que a hipótese (H) seja válida. Além disso para L, definido em (3.9). Suponha que exista Φ ∈ X

tal que 〈LΦ, ϕ〉 = 0, para todo ϕ ∈ Υ0, e I = 〈LΦ,Φ〉 < 0, então a solução onda viajante

periódica φ de (1.1) é orbitalmente estável no sentido da Definição 1.5 com órbita Ωφ.

Demonstração: Ver Proposição 4.8 em [4], por exemplo. 2

Observação 1.12 O resultado apresentado no Capítulo 3 deste trabalho, em particular destaca-

mos o Teorema 3.11, é um corolário da Proposição 1.11, para o caso particular da equação (1.1),

quando f(u) =
u2

2
, onde para obtermos o resultado de estabilidade não é necessário que tenha-

mos uma família parametrizada de ondas periódicas que dependam dos parâmetros c e A. Um

resultado similar para o caso não-regularizado, foi apresentado em [5], no Corolário 4.11. Resul-

tados como esse não são comuns em geral, para estabelecer resultados de estabilidade orbital de

ondas periódicas, o conhecimento prévio de tal família faz-se necessário.

Apresentamos ainda um importante resultado sobre a regularidade das soluções ondas

viajantes de (1.1), essencial para a existência da função Φ satisfazendo o resultado anterior.

Teorema 1.13 Sejam > 1
3
. Se φ ∈ X é uma solução da equação (1.8), no sentido de distribuições,

então φ ∈ Hn
per([0, L]), para todo n ∈ N.

Demonstração: Ver Proposição 3.1, [18]. 2

Para obtenção da estabilidade das ondas φ, exigidas na hipótese (H), é necessário deter-

minar informações sobre o espectro não positivo do operador linearizado L, conveniente em cada

caso, definido ao redor da onda. Para isso, usaremos os resultados estabelecidos em [9], os quais

serão apresentados brevemente na próxima seção deste capítulo.
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1.4 Propriedades Espectrais

Considerando que a equação (1.8) possua uma solução φ, o operador linearL : D(L) −→

L2
per([0, L]), definido em um subespaço denso de L2

per([0, L]) dado por

L := cM+ (c− 1)− φp. (1.16)

Aqui enunciaremos alguns resultados de [9], os quais são propriedades de positividade

impostas aos coeficientes de Fourier de φ, com o objetivo de determinar as propriedades espectrais

de L exigidas em (H). Denotaremos por σess(L) o espectro essencial do operador L, o qual é vazio

visto que L é autoadjunto.

Proposição 1.14 O operador L definido em (1.16) é fechado, não-limitado e autoadjunto sobre

L2
per([0, L]). Seu espectro consiste em um conjunto enumerável infinito de autovalores (que se

acumulam no infinito), isto é, tem-se σess(L) = ∅ . Além disso, 0 é um autovalor de L associado à

autofunção φ′.

Demonstração: Ver Proposição 3.1.1 em [34], página 35. 2

Definição 1.15 Seja uma sequência de números reais a = (an)n∈Z, diz-se que ela está na classe

Pólya Frequency (2), a partir daqui PF(2), estrita e discreta, se:

i) an > 0, para todo n ∈ Z;

ii) an1−m1an2−m2 − an1−m2an2−m1 ≥ 0, para n1 < n2 e m1 < m2;

iii) a desigualdade dada em (ii), ocorrer estritamente sempre que os intervalos (n1, n2) e (m1,m2)

se interceptarem.

A definição acima é uma discretização do caso contínuo com funções reais g : R −→

R, onde g está na classe PF(2), se:

i) g(x) > 0, para todo x ∈ R;

ii) g(x1 − y1)g(x2 − y2)− g(x1 − y2)g(x2 − y1) ≥ 0, para x1 < x2 e y1 < y2;
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iii) a desigualdade dada em (ii), ocorre estritamente sempre que os intervalos (x1, x2) e (y1, y2) se

interceptarem.

O Lema a seguir fornece uma condição suficiente para que um função g esteja na classe

PF(2).

Lema 1.16 Suponha que g seja uma função positiva e duas vezes diferenciável sobre R e ainda

que satisfaça
∂2

∂x2
(log g(x)) < 0, para x 6= 0.

Então, g ∈ PF (2).

Demonstração: Ver demonstração em [2], Lema 11. 2

Teorema 1.17 A convolução de duas sequências pares em PF(2) estrito e discreto está em PF(2)

estrito e discreto.

Demonstração: Ver demonstração em [28]. 2

Teorema 1.18 Seja φ uma solução onda viajante periódica positiva e par para (1.8). Suponhamos

φ̂ > 0 e φ̂p ∈ PF(2) estrito e discreto, então o operador L, definido em (1.16) possui um único

autovalor negativo e este autovalor é simples. Além disso, o autovalor 0 também é simples.

Demonstração: Ver demonstração do Teorema 3.33, em [9]. 2



CAPÍTULO 2

BOA COLOCAÇÃO E ESTABILIDADE DE
SOLUÇÕES PERIÓDICAS PARA A

EQUAÇÃO DE KAWAHARA MODIFICADA
REGULARIZADA

Neste capítulo, mostraremos que soluções do tipo ondas viajantes periódicas da equação

de Kawahara modificada regularizada são orbitalmente estáveis, no sentido da Definição 1.5. Nos

basearemos em argumentos de [5], [17], [18] e [41], os quais foram desenvolvidos a partir de

adaptações da teoria estabelecida em [19], e foram mencionados no Capítulo 1.

Antes de provarmos a estabilidade, provaremos que o problema de Cauchy associado à

equação de Kawahara generalizada regularizada é bem posto em X. É válido observar que, consi-

derando que outro problema a ser abordado no Capítulo 3 tem sua boa colocação demonstrada de

maneira análoga ao da equação de Kawahara modificada regularizada, a demonstração será feita

para um resultado mais geral.

2.1 Equação de Kawahara Generalizada Regularizada

A equação de Kawahara generalizada regularizada é dada por

ut + ux + upux + (uxxxx − uxx)t = 0, (2.1)

ou ainda,

ut + ux +

(
up+1

p+ 1

)
x

+ (uxxxx − uxx)t = 0,
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onde p ≥ 1 é um inteiro e u : R× R −→ R é uma função suave periódica, de período L > 0, na

variável espacial x. Em particular, para a equação de Kawahara generalizada o operador diferencial

M é dado por

M = ∂4
x − ∂2

x,

satisfazendo assim a condição (1.2). Com isso temos θ(k) = k4, e o espaço energia da equação

(2.1) é X = H2
per([0, L]).

A equação (2.1) admite solução periódica do tipo ondas viajantes. Ou seja, soluções

da forma u(x, t) = φ(x − ct), onde c > 0 é a velocidade de propagação da onda. Substituindo-se

esta forma em (2.1), e integrando de 0 a L, encontramos a equação diferencial ordinária associada

à (2.1), dada por

(c− 1)φ− 1

p+ 1
φp+1 − c (φ′′ − φ′′′′) + A = 0, (2.2)

onde A é uma constante de integração.

Formalmente, a equação (2.1) admite três quantidades conservadas, dadas por

P (u) =

∫ L

0

(
u2
xx

2
+
u2
x

2
− up+2

(p+ 1)(p+ 2)

)
dx, (2.3)

F (u) =
1

2

∫ L

0

(u2
xx + u2

x + u2)dx, (2.4)

e

M(u) =

∫ L

0

udx. (2.5)

Agora, fazendo K(u) = F (u)− P (u), obtemos

K(u) =
1

2

∫ L

0

(
u2 +

2up+2

(p+ 1)(p+ 2)

)
dx. (2.6)

Observação 2.1 É importante salientar que F (u) =‖ u ‖2
H2
per([0,L]) . Provaremos que as quan-

tidades (2.3)-(2.6) são conservadas em relação ao tempo, em particular o fato da norma de u

em H2
per([0, L]) ser conservada é essencial para provar a boa colocação global do problema de

Cauchy associado à equação (2.1).
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Ainda, a partir de (2.3), (2.4) e (2.5) definimos o funcional de Lyapunov

G(u) = P (u) + (c− 1)F (u) + AM(u). (2.7)

Notemos, que G′(φ) = 0, considerando que φ = φ(c,A) é solução da equação (2.2). e definimos o

operador linearizado

L := G′′(φ(c,A)) = cM+ (c− 1)− φp(c,A). (2.8)

Para determinarmos a estabilidade orbital de soluções periódicas tipo onda viajante de (2.1), para

algum p, determinaremos as propriedades espectrais do operador L, seguindo os argumentos de

[9]. Com isso, o funcional G desempenha papel crucial para obtenção dos resultados desejados,

pois o método para provar a estabilidade orbital de φ, baseia-se em provarmos que φ é um mínimo

de G. No entanto, para isso ainda definiremos Q, a qual é uma quantidade conservada auxiliar

conveniente, de forma a nos auxiliar na obtenção da estabilidade desejada.

No entanto, antes da prova da estabilidade é necessário provar que o problema de Cau-

chy associado à equação (2.1) é globalmente bem colocado em H2
per([0, L]). Para isto seguiremos

os passos apresentados por [6], [11] e [15].

2.2 Boa-colocação Global da Equação de Kawahara Generali-
zada Regularizada

Consideremos o problema de Cauchy periódico associado à equação (2.1){
ut + ux + upux + (uxxxx − uxx)t = 0,

u(x, 0) = u0(x),
(2.9)

onde p ≥ 1 é um inteiro.

Mostraremos que (2.9) está bem colocado no espaço energia X := H2
per([0, L0]), onde

L0 > 0 é o período da função u na variável espacial. Isto é, provaremos a existência e unicidade de

solução em X.

Observe inicialmente que a equação (2.1), dada por

ut + ux + upux + (uxxxx − uxx)t = 0,
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pode ser escrita da forma

(1 + ∂4
x − ∂2

x)ut = −∂x
(
u+

up+1

p+ 1

)
.

Podemos então aplicar a transformada de Fourier, em relação à variável x, em ambos

os lados da última igualdade e assim

(1 + k4 + k2)ût(k) = −ik(u+
up+1

p+ 1
)̂(k), k ∈ Z, (2.10)

ou ainda,

ût(k) =
−ik

1 + k2 + k4
(u+

up+1

p+ 1
)̂(k), k ∈ Z. (2.11)

Fazendo,

K =
−ik

1 + k2 + k4
, k ∈ Z (2.12)

e assim, considerando que ̂(K ∗ u)(k) = Kû(k), de (2.11), obtemos

ut = K ∗ (u+
up+1

p+ 1
). (2.13)

Integrando esta última igualdade de 0 a t, resulta que

u(x, t)− u(x, 0) =

∫ t

0

(K ∗ (u+
up+1

p+ 1
))(x, τ)dτ.

Mas, u(x, 0) = u0(x) daí

u(x, t) = u0(x) +

∫ t

0

(K ∗ (u+
up+1

p+ 1
))(x, τ)dτ, (2.14)

que é a forma de Duhamel associada ao problema de Cauchy 2.9.

Teorema 2.2 Para cada u0 ∈ X existe T > 0 e uma única solução de (2.14), tal que u ∈

C([0, T ], X).

Demonstração: Consideremos um tempo T > 0 a ser convenientemente definido posteriormente.

Definamos o seguinte espaço

S := C([0, T ], X),
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munido da norma

‖ u ‖S= sup
t∈[0,T ]

‖ u(t) ‖X .

Seja

A : S −→ S

u 7−→ A(u) = u0 +

∫ t

0

(
K ∗ (u+

up+1

p+ 1
)

)
dτ.

Utilizaremos agora o Teorema do Ponto Fixo de Banach, com o objetivo de provarmos a existência

local de solução para (2.9). Para tanto, vejamos que existe r0 > 0 e T > 0 tais que A(u) ∈ Br0 ,

onde

Br0 = {u ∈ S; ‖ u ‖S ≤ r0}.

Além disso, mostraremos também que A : Br0 −→ Br0 é uma contração.

De fato, sabendo-se que
(1 + k2)2k2

(1 + k2 + k4)2
≤ 1, para todo k ∈ Z, ao tomarmos um

w ∈ Br0 , temos

‖ K ∗ w ‖2
X = L0

+∞∑
k=−∞

(1 + k2)2|K̂(k)|2|ŵ(k)|2

= L0

+∞∑
k=−∞

(1 + k2)2 | − ik|2

(1 + k2 + k4)2
|ŵ(k)|2

≤ L0

+∞∑
k=−∞

|ŵ(k)|2 =‖ w ‖2 .

Isto é,

‖ K ∗ w ‖X ≤ ‖ w ‖, ∀ w ∈ Br0 . (2.15)

Considerando que para s > 1
2
, H2

per é uma álgebra de Banach, e então existe C1 > 0 satisfazendo

‖ u
p+1

p+ 1
‖X ≤ C1 ‖ u ‖p+1

X , ∀ p ∈ Z. (2.16)

Com estas informações, tomando-se u0 ∈ X obtemos por (2.15) e (2.16), em particular
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para w = u+
up+1

p+ 1
que

‖ A(u(t)) ‖X ≤ ‖ u0 ‖X +

∫ t

0

‖ K ∗ (u+
up+1

p+ 1
) ‖X dτ

≤ ‖ u0 ‖X +

∫ t

0

(‖ u ‖X + ‖ u
p+1

p+ 1
‖X)dτ

≤ ‖ u0 ‖X +

∫ t

0

(‖ u ‖X +C1 ‖ u ‖p+1
X )dτ

≤ ‖ u0 ‖S +T (‖ u ‖S +C1 ‖ u ‖p+1
S ), ∀ t ∈ [0, T ].

Ou seja

‖ A(u) ‖S ≤ ‖ u0 ‖S +T (‖ u ‖S +C1‖ u ‖p+1
S ). (2.17)

O que mostra que A : S −→ S está bem definido.

Resta mostrarmos que A é uma contração. Mas, de (2.15) e do Teorema do Valor

Médio, que garante a existência de θ ∈ (0, 1), segue que

‖ K ∗ (up+1 − vp+1) ‖2
X ≤ ‖ up+1 − vp+1 ‖2

X

≤ (p+ 1)2 ‖ |θv + (1− θ)u|p(u− v) ‖2
X

≤ C2(‖ v ‖X + ‖ u ‖X)2p ‖ u− v ‖2
X ,

onde C2 > 0. De onde concluímos que

‖ K ∗ (up+1 − vp+1) ‖X ≤
√
C2(‖ v ‖X + ‖ u ‖X)p ‖ u− v ‖X . (2.18)

Assim, para todo t ∈ [0, T ] vale

‖ A(u(t))− A(v(t)) ‖X ≤
∫ t

0

‖ u− v ‖X dτ +
√
C2

∫ t

0

(‖ u ‖X + ‖ v ‖X)p ‖ u− v ‖X dτ

≤
∫ t

0

‖ u− v ‖S dτ +
√
C2

∫ t

0

(‖ u ‖S + ‖ v ‖S)p ‖ u− v ‖X dτ

≤ T ‖ u− v ‖S [1 +
√
C2(‖ u ‖S + ‖ v ‖S)p].

Portanto, segue que

‖ A(u)− A(v) ‖S ≤ T ‖ u− v ‖S [1 +
√
C2(‖ u ‖S + ‖ v ‖S)p]. (2.19)
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Com isso, ao tomarmos quaisquer u, v ∈ Br0 , segue desta última desigualdade que

‖ A(u)− A(v) ‖S ≤ T ‖ u− v ‖S [1 + (2r0)p
√
C2]. (2.20)

De (2.17) temos,

‖ A(u) ‖S ≤ ‖ u0 ‖X +T (r0 + C1r
p+1
0 ). (2.21)

Agora, convenientemente podemos escolher r0 = 2 ‖ u0 ‖X e T =
1

2
(1 + C3r

p
0)−1, tomando

C3 = max{C1, 2
p
√
C2}. Com isso da desigualdade (2.21) segue que

‖ A(u) ‖S ≤ r0

2
+

1

2
(1 + C3r0

p)−1(r0 + C3r
p+1
0 ) = r0. (2.22)

Dessa forma, ao substituirmos os valores escolhidos para r0 e T em (2.20) resulta

‖ A(u)− A(v) ‖S ≤ 1

2
(1 + C3r0

p)−1 ‖ u− v ‖S (1 + C3r0
p)

=
1

2
‖ u− v ‖S,

donde concluímos que A : Br0 −→ Br0 é uma contração. E assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de

Banach, existe uma única solução u ∈ Br0 , tal que A(u) = u.

Com objetivo de provar a unicidade de solução, suponhamos que existam u, v ∈ X

satisfazendo (2.14), com dados iniciais u0 e v0, respectivamente. De (2.15) e (2.18), temos

‖ u(t)− v(t) ‖X ≤ ‖ u0 − v0 ‖X +

∫ t

0

‖ u(τ)− v(τ) ‖X (1 +
√
C2(‖ u ‖S + ‖ v ‖S)p)dτ

= ‖ u0 − v0 ‖X +(1 +
√
C2(‖ u ‖S + ‖ v ‖S)p)

∫ t

0

‖ u(τ)− v(τ) ‖X dτ.

E então, pela desigualdade de Gronwall

‖ u(t)− v(t) ‖H2
per
≤ ‖ u0 − v0 ‖H2

per
exp{[1 +

√
C2(‖ u ‖S + ‖ v ‖S)p]t}, (2.23)

para todo t ∈ [0, T ]. Como por hipótese u0 = v0, concluímos que u = v em S e está provada a

unicidade. 2

Uma vez provado o Teorema 2.2, temos a boa colocação local do problema de Cauchy

2.9. No entanto, desejamos garantir que este problema esteja bem posto globalmente. Para isto,

precisaremos garantir que as energias relacionadas à equação de Kawahara generalizada regulari-

zada dadas por (2.3), (2.4) e (2.5) sejam conservadas.
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Lema 2.3 Os funcionais P , F, K e M são conservados.

Demonstração: Com efeito, temos por (2.11) que

ut = −(1 + ∂4
x − ∂2

x)
−1∂x(u+

up+1

p+ 1
). (2.24)

Considerando

Λ = (1 + ∂4
x − ∂2

x)
1
2 , (2.25)

temos que Λ−2 ∈ B(L2
per([0, L0]), H4

per([0, L0])) e assim, ut ∈ X = H2
per([0, L0]), visto que

igualdade (2.24) torna-se

ut = −Λ−2∂x(u+
up+1

p+ 1
),

e assim F (ut) < +∞. Além disso,

∂

∂t
F (u) =

1

2

∫ L0

0

∂

∂t
(u2

xx + u2
x + u2) dx

= −
∫ L0

0

Λ2 u Λ−2∂x (u+
up+1

p+ 1
) dx

= −
∫ L0

0

u ∂x (u+
up+1

p+ 1
) dx

= −1

2

∫ L0

0

∂x (u2 +
2

p+ 2
up+2) dx = 0.

De onde concluímos que a quantidade F é conservada em relação ao tempo. Em parti-

cular, isto implica que a norma de u em X é conservada, visto que ‖ u ‖2
H2
per([0,L0])=

1

2

∫ L0

0
(u2

xx +

u2
x + u2) dx = F (u).

A prova de que as quantidades K, P e M são conservadas seguem como no Lema 3.2,

em [6]. 2

Com estes resultados, podemos provar que o problema de Cauchy 2.9 é globalmente

bem colocado em X = H2
per([0, L0]).

Teorema 2.4 Para cada u0 ∈ X, o problema de Cauchy 2.9 é globalmente bem posto em X com

u ∈ C(R, X).

Demonstração: Inicialmente mostraremos que a solução de (2.14), com dado inicial u0, pode ser
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estendida para todo R. Para isso, seja v0 = u(T ) e considere a equação integral

v(x, t) = v0 (x) +

∫ t

0

K ∗ (v +
vp+1

(p+ 1)
)(x, τ) dτ, (2.26)

onde K =
−ik

1 + k2 + k4
, definido em (2.12) para todo k ∈ Z.

Pelo Teorema 2.2 existem T1 > 0 e uma única solução v para a equação (2.26) tal que

v ∈ C([0, T1], X). Definamos então,

B(x, t) :=

{
u(x, t), se 0 ≤ t < T

v(x, t− T ), se T ≤ t ≤ T + T1.
(2.27)

Seguindo os passos da demonstração do Teorema 3.3, em [6], concluímos que para

todo 0 < s < T1 temos que B é a extensão única da solução de u de (2.14) ao intervalo [0, T +T1].

E assim,

T1 =
1

2
(1 + C3 ‖ v0 ‖pX)−1.

Como B é uma solução do problema de Cauchy (2.9) e a norma de B em X de é

conservada no tempo, visto que ‖ u ‖2
X= F (u), temos

‖ B(t) ‖2
X=‖ v0 ‖X‖ u(T ) ‖X=‖ v0 ‖X‖ u0 ‖X ,

ou ainda,

‖ B(t) ‖X=‖ u(T ) ‖X=‖ u0 ‖X ,

daí

T1 =
1

2
(1 + C3 ‖ u0 ‖pX)−1 = T.

O que nos faz concluir que u pode ser estendida à C([0, T + T1], X) = C([0, 2T ]), X .

Ao repetirmos este processo, u pode ser estendida à C([0,+∞), X). Finalmente, considerando

que K não depende de t, u em

u(x, t) = u0(t) +

∫ t

0

K ∗
(
u+

up+1

p+ 1

)
(x, τ)dτ

é reversível no tempo e consequentemente pode ser estendida por toda reta, então u ∈ C([0,R], X).

Isto mostra que o problema de Cauchy 2.9 é bem colocado globalmente em X = H2
per([0, L0]),

como queríamos mostrar. 2
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2.3 Estabilidade de Soluções Para a Equação de Kawahara Mo-
dificada Regularizada

O objetivo aqui é provar a estabilidade orbital da equação de Kawahara modificada re-

gularizada no sentido da Definição 1.5. Esta equação é um caso particular da equação de Kawahara

generalizada regularizada, onde p = 2. Assim, é da forma

ut + ux + u2ux − (uxx − uxxxx)t = 0, (2.28)

onde u : R× R −→ R é periódica, de período L > 0, na variável espacial x.

Com isto, o Teorema 2.4 fornece o resultado de boa colocação global para o problema

de Cauchy associado à equação de Kawahara Modificada Regularizada, dado por{
ut + ux + u2ux − (uxxt − uxxxxt) = 0,
u(x, 0) = u0(x).

(2.29)

no Espaço de Sobolev Periódico X := H2
per([0, L]).

A estratégia utilizada para provar a estabilidade orbital da equação (2.28) será usar a

teoria de estabilidade apresentada no Capítulo 1. Ou seja, usaremos como referência as abordagens

em [5] e [18], onde este último traz uma adaptação da teoria espectral desenvolvida em [5], para o

caso regularizado. Citamos ainda como referências [41], que serviu como base para os trabalhos

supracitados.

Supondo que a equação (2.28) possua soluções tipo ondas viajantes do tipo u(x, t) =

φ(x − ct), onde c > 0 é a velocidade de propagação da onda, ao substituirmos φ em (2.28), e

integrando posteriormente, encontraremos a equação diferencial ordinária dada por

(c− 1)φ− 1

3
(φ3)− c(φ′′ − φ′′′′) + A = 0, (2.30)

onde A é uma constante de integração.

A equação de Kawahara modificada regularizada admite ao menos três quantidades

conservadas

P (u) =
1

2

∫ L

0

(u2
xx + u2

x −
1

6
u4)dx, (2.31)
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F (u) =
1

2

∫ L

0

(u2
xx + u2

x + u2)dx, (2.32)

e

M(u) =

∫ L

0

udx. (2.33)

Considerando as quantidades conservadas (2.31)-(2.33) definimos o funcional de Lyapunov

G(u) = P (u) + (c− 1)F (u) + AM(u), (2.34)

Notemos que G′(φ) = 0, ou seja, se φ é uma solução de (2.30), então φ é um ponto crítico de G.

Podemos então definir o operador linearizado ao redor da onda φ, por

G′′(φ) := L = cM+ (c− 1)− φ2. (2.35)

Nosso objetivo é mostrar que φ é um mínimo de G, com isso as propriedades do espec-

tro não positivo do operador L são essenciais para provarmos o resultado desejado, dada a relação

em (2.35).

A onda φ, que satisfaz (2.30) possui solução explícita, de acordo com [38], com perfil

dnoidal dado pelo ansatz

φ(x) = a+ b

(
dn2(

2K(k)

L
x, k)− E(k)

K(k)

)
. (2.36)

onde a e b dependem suavemente da velocidade de propagação da onde c > 0. Aqui, dn representa

a Função Elíptica de Jacobi do tipo dnoidal, e K = K(k) é a integral elíptica completa de primeiro

tipo, E = E(k) é a integral elíptica completa de segundo tipo e ambas são dependentes do módulo

elíptico k ∈ (0, 1), para obtenção de mais detalhes desta solução ver [14] e [31].

Uma vez que a solução explícita dada por (2.36) pode ser determinada, é possível usar

a abordagem feita em [9], com o objetivo de conhecer o comportamento do espectro não positivo

do operador L definido em (2.35), resultados estes já apresentados preliminarmente.

2.3.1 Condições Básicas para Estabilidade Orbital

Considerando os dados sobre a equação (2.28), e ainda que o seu problema de Cauchy

associado está bem colocado em X, estamos aptos a provar a estabilidade orbital desejada.
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Figura 2.1: Gráfico c = c(k, L), com período L0 = 228
100
π fixado e k ∈ (0, 1).

Referente à onda φ solução de (2.28), para um dado ε > 0, a ε-vizinhança da órbita

Oφ = {φ(·+ y); y ∈ R}, como Uε, como em (1.13), considere tambémQ(u) e Υ0, dados em (1.10)

e (1.14), respectivamente. Provaremos que a hipótese (H), é válida.

Com o auxílio do programa Maple 17, ao substituirmos o ansatz (2.36) na equação

(2.30), obtivemos

a =

√
10 c

10L2
(80K2k2 + L2 − 160K2 + 240E K), (2.37)

b =
24
√

10 cK2

L2
, (2.38)

e

A =
−
√

10c

300L6
((−512000c(k4 +

k2

5
+ 1)(K2 + 1)K6) +

(−19200cL2(k4 − k2 + 1)K4 + 2160(c− 10

9
)(k2 + 1)L4K2 + (29c− 30)L6)),

onde k ∈ (0, 1) é o módulo elíptico.

Através do mesmo processo, determinamos uma expressão para a velocidade da onda

c, onde

c =
10L4

3840(k2 − k4 − 1)K4(k) + 9L4
. (2.39)
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Figura 2.2: Gráfico φ(x), para k0 = 0, 2 ∈ (0, kL) e L0 = 228
100
π.

Facilmente vemos, de acordo com as expressões dos coeficientes obtidos, que é neces-

sário que c > 0, para isso devemos tomar L > 0, suficientemente grande para que c > 0, para

algum k ∈ (0, 1). Observamos que c −→ c0, para algum c0 > 1, quando L −→ +∞. Em particu-

lar, para L ≥ 228
100
π, existe kL ∈ (0, 1), tal que c = c(k, L) > 0, para todo k ∈ (0, kL). plotamos o

gráfico de c, considerando um período fixo L = 228
100
π.

Além disso, como k é um parâmetro livre, o ansatz (2.36) estabelece uma curva suave

de soluções suaves periódicas para a equação (2.30), k 7−→ φ := φ(c(k),A(k)), onde k ∈ (0, kL).

Para que a hipótese (H) seja satisfeita, resta analisarmos as propriedades espectrais

relacionadas ao operador L definido em (2.35).

A Proposição 1.14 fornece que o operador L é auto adjunto, além disso a solução

explícita φ dada pelo ansatz (2.36), e (2.37)-(2.39) é uma função par e periódica, visto que possui

perfil dnoidal. Também é positiva, para todo k ∈ (0, 1) e possui período fixo L > 0. Ilustramos

através da Figura 2.2, o gráfico de φ(x), considerando k ∈ (0, kL).

Dessa forma, podemos utilizar o Teorema 1.18, para estabelecer que o operador L

possui um único autovalor negativo o qual é simples e zero é um autovalor simples cuja autofunção

é φ′. Conforme [31], a solução φ da equação (2.30), possui expansão de Fourier

φ(x) = a+
+∞∑
n=1

nβ csch

(
nπK(k′)

K(k)

)
cos

(
2πnx

L

)
, (2.40)

aqui β =
bπ2

K2(k)
(ver detalhes no apêndice) e k′ =

√
1 + k2 é o complementar do módulo elíptico

k.
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Figura 2.3: Gráfico H(x), k0 ∈ (0, kL) e L0 = 228
100
π.

Consequentemente, os coeficientes de Fourier de φ, são dados por

φ̂(n) =

a, n = 0,
β

2
n csch

(
nπK(k′)

K(k)

)
, n 6= 0.

(2.41)

Considerando,

gk(x) =
β

2
x csch

(
xπK(k′)

K(k)

)
, x ∈ R,

podemos então, definir a função

H(x) =
∂2

∂x2
(log gk(x)).

Com isso, podemos observar pelo gráfico representado na Figura 2.3 desta função, considerando

k0 ∈ (0, kL), que para todo x ∈ R, H(x) < 0. Então, de acordo com a Proposição 1.18, obtemos o

resultado esperado para L, de onde concluímos que a hipótese (H) é válida.

Agora determinaremos Φ, de modo que 〈LΦ, ϕ〉 ≥ 0, para todo ϕ ∈ Υ0, dado por

(1.14), e ainda satisfaça 〈LΦ,Φ〉 = 0, como exigido no Proposição 1.6. Como φ := φ(c(k),A(k)),

podemos considerar Φ =
∂φ

∂k
, onde φ é solução de (2.30), que satisfaz

−A = cMφ+ (c− 1)φ− 1

2
φ2. (2.42)

Derivando esta igualdade em relação à variável k, resulta

−∂A
∂k

=
∂c

∂k
Mφ+ cM∂φ

∂k
+
∂c

∂k
φ+ (c− 1)

∂φ

∂k
− φ.∂φ

∂k
,
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e assim,

−∂A
∂k
− ∂c

∂k
(Mφ+ φ) = cM∂φ

∂k
+ (c− 1)

∂φ

∂k
− φ.∂φ

∂k

= cMΦ + (c− 1)Φ− φΦ

= LΦ.

Por outro lado, considerando Q(u) = νF (u) + µM(u), dada por (1.10), e tomando

ν =
∂c

∂k
e µ =

∂A

∂k
, obtemos

Q′(φ) =
∂c

∂k
(Mφ+ φ) +

∂A

∂k
= −LΦ.

O que nos fornece 〈LΦ, ϕ〉 = −〈Q′(φ), ϕ〉 = 0, para todo ϕ ∈ Υ0. Ainda,

B = 〈LΦ,Φ〉 = 〈−Q′(φ),Φ〉 = − ∂c
∂k

∂

∂k
F (φ)− ∂A

∂k

∂

∂k
M(φ).

Utilizando a solução explícita dada por (2.36), é possível deduzir que M(φ) = aL,

onde a é dado por (2.37). De fato,

M(φ) =

∫ L

0

(a+ b(dn2(
2K(k)

L
x, k)− E(k)

K(k)
))dx

= aL− bLE(k)

K(k)
+ b

∫ L

0

dn2(
2K(k)

L
x, k)dx

= aL− bLE(k)

K(k)
+ bL

E(k)

K(k)
= aL.

Também com o auxílio de [14] e do programa Maple 17, obtemos

F (φ) =‖ φ ‖2
H2
per([0,L])=

1

126L7 − 53760(k4 − k2 + 1)L3K4(k)
f(k, L),

onde f(k, L) é uma complicada função que envolve potências de k e L. Assim,

B =
4096000

81

1

(g(k)K4(k) + L4)4(k − 1)2(k + 1)2k2
(G(k, L)),

onde g(k) = −1280
3

(k4 − k2 + 1) e G(k, L), ver Figura 2.4, que representa o gráfico da função

B = B(k, L), k ∈ (0, 1) e L = 228
100
π.

Com todos estes resultados estabelecidos, podemos provar a estabilidade orbital das

soluções de (2.30).
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Figura 2.4: Gráfico B = 〈LΦ,Φ〉, com L0 = 228
100
π.

Teorema 2.5 As ondas periódicas em (2.36) são orbitalmente estáveis no sentido da Definição 1.5

com relação ao fluxo periódico de (2.28).

Demonstração: Seja φ uma solução onda viajante de (2.30), dada pelo ansatz (2.36), periódica

de período fixo L > 0. Pelo exposto anteriormente, φ satisfaz a hipótese (H) e Φ = ∂φ
∂k
, satisfaz as

hipóteses da Proposição 1.6.

Além disso, como Q′(φ) = ν(φ +Mφ) + µ, a periodicidade de φ e o Teorema Fun-

damental do Cálculo, nos fornecem que 〈Q′(φ), φ′〉 = 0. Com isso, podemos considerar N > 0,

como definido pelo Lema 1.7, e definir o funcional V : X −→ R, como em (1.15), ou seja,

V (u) = G(u)−G(φ) +N(Q(u)−Q(φ))2.

Como, V (φ) = 0 e sendo φ um ponto crítico de G, segue que V ′(φ) = 0. O funcional

V é um funcional de Lyapunov para a órbita Ωφ e segue do Teorema 1.11 que φ é orbitalmente

estável em relação ao fluxo da equação de Kawahara modificada regularizada, dada em (2.28). 2



CAPÍTULO 3

ESTABILIDADE ORBITAL DE SOLUÇÕES
PERIÓDICAS PARA UMA CLASSE DE

EQUAÇÕES DISPERSIVAS
REGULARIZADAS: UM CRITÉRIO

SIMPLES

3.1 Condições Iniciais

Neste capítulo, nosso objetivo é apresentar um conjunto simplificado de condições que

sejam suficientes para obtenção de estabilidade orbital de soluções do tipo ondas viajantes asso-

ciadas a equações tipo Benjamin-Bona-Mahony, daqui por diante BBM. De uma forma geral, tais

equações podem ser escritas da seguinte forma

ut + ux + uux + (Mu)t = 0, (3.1)

onde, u : R × R −→ R é uma função real L-periódica na variável espacial. Na equação (3.1),

M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no sentido periódico e é definido como um

multiplicador de Fourier por (1.2), isto é

M̂g(k) = θ(k)ĝ(k), k ∈ Z.

Aqui, θ representa uma função par e contínua em R, satisfazendo (1.3), assim

v1|k|m1 ≤ θ(k) ≤ v2|k|m1 , m1 >
1

3
,

para todo k ∈ Z e para alguns números reais vi > 0, tal que i = 1, 2.
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Equações da forma (3.1) abrangem uma grande classe de equações diferenciais disper-

sivas, por exemplo :

- A equação Benjamin-Ono Regularizada (rBO), dada por

ut + ux + uux + (Hu)t = 0,

onde H é a transformada de Hilbert no contexto periódico. A equação rBO descreve a Picnoclina

no oceano profundo, e o sistema de duas camadas criado pelo influxo de água doce de um rio para

o mar (ver [26] e referências nele);

- A equação Benjamin-Bona-Mahony, dada por

ut + ux + uux − uxxt = 0,

que é a equação regularizada da KdV, que modela ondas de gravidade de superfície longas de

pequena amplitude propagando-se unidirecionalmente em 1+1 dimensões;

- A equação de Kawahara Regularizada, dada por

ut + ux + uux − uxxt + uxxxxt = 0,

que modela a propagação de ondas com baixa amplitude em uma dimensão.

A boa colocação do problema de Cauchy associado às equações rBO e rBBM, assim

como a estabilidade orbital, foram estabelecidas em [10], baseados em critérios para obtenção

de estabilidade de soluções tipo ondas viajantes estabelecidos pelos autores de [19]. Na última

seção deste capítulo, apresentaremos a estabilidade da equação de Kawahara regularizada, como

aplicação do resultado que será estabelecido aqui.

Equações do tipo (3.1) admitem as quantidades conservadas

P (u) =
1

2

∫ L

0

(uMu− 1

3
u3) dx, (3.2)

F (u) =
1

2

∫ L

0

(uMu+ u2) dx (3.3)
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e

M(u) =

∫ L

0

u dx. (3.4)

A partir das quantidades acima é possível através de combinações definir outras. Em

particular, fazendo K(u) = F (u)− P (u), obtemos

K(u) =
1

2

∫ L

0

(u2 +
1

3
u3)dx. (3.5)

Esta quantidade auxiliar será útil no desenvolvimento do nosso resultado principal.

Consideremos agora u(x, t) = φ(x − ct) uma solução tipo onda viajante da equação

(3.1), onde c > 0 é uma constante e representa a velocidade da onda φ : R −→ R, a qual é uma

função periódica, de período L > 0. Notemos que, ondas viajantes são ondas que se propagam com

velocidade constante c sem alterar sua forma. Substituindo a forma u(x, t) = φ(x−ct) na Equação

(3.1), e integrando em seguida de 0 a L, obtemos

cMφ+ (c− 1)φ− 1

2
φ2 + A = 0, (3.6)

onde A é uma constante de integração.

A partir das quantidades conservadas definidas em (3.2), (3.3) e (3.4), podemos ainda,

definir o funcional de Lyapunov como definido em (1.9), o que nos fornece

G(u) =
1

2

∫ L

0

[c (uMu)− 1

3
u3 + (c− 1)u2 + 2Au]dx. (3.7)

Observemos que, se φ(c,A) é uma solução do tipo onda viajante da equação diferencial ordinária

(3.6), então

G′(φ(c,A)) = cMφ(c,A) + (c− 1)φ(c,A) −
1

2
φ2

(c,A) + A = 0. (3.8)

De onde concluímos que φ(c,A) for um ponto crítico do Funcional G. E com o objetivo de mostrar

que φ é um mínimo local de G, definimos o operador linearizado em torno da onda

L := G′′(φ(c,A)) = cM+ (c− 1)− φ(c,A). (3.9)

O número de autovalores não-positivos de L (considerando multiplicidades), exercem

um papel crucial para garantirmos a existência de minimizadores de G. Onde, faz-se necessário
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garantir a validade de

G(u)−G(φ(c,A)) ≥ C ρ(u, φ(c,A))
2,

onde C > 0 e ρ é a semidistância entre a evolução e a onda φ(c,A) definida em um conveniente

espaço de Hilbert, conforme Definição 3.1. Para obter essa positividade, torna-se necessário impor

convenientes restrições ao operador L.

Em alguns trabalhos já desenvolvidos, sobre a equação (3.1) e suas respectivas ge-

neralizações, vemos que é necessário obter, além de conhecer a quantidade e multiplicidade de

autovalores não-positivos do operador L, o comportamento do sinal da matriz Hessiana associada

ao funcional de Liapunov G, em termos dos parâmetros (c, A) de um conveniente conjunto aberto

do R2. Por exemplo, se A ≡ 0 na equação (3.6), em [10] os autores provam a estabilidade orbital

de ondas periódicas explícitas de (3.1), quando M = −∂2
x e M = H∂x, combinando a teoria

espectral desenvolvida em [9], juntamente com o fato que a matriz Hessiana

d′′(c) =
∂2

∂2c
(P (φ(c,0)) + (c− 1)F (φ(c,0)))

=
∂

∂c
(F (φ(c,0))

é positiva.

O objetivo neste capítulo é estabelecermos um novo critério para estabilidade orbital,

de tal forma que não seja necessário estudar a positividade da matriz Hessiana ou do Jacobiano.

Para tanto, com base nos trabalhos [5], [37] e [41], utilizaremos o funcional de Lyapunov, dado por

V (u) = G(u)−G(φ) +N(Q(u)−Q(φ))2, (3.10)

onde N > 0 é uma constante, G é definido em (3.7). Observe que o Funcional V acima é o mesmo

definido em (1.15), porém o funcional auxiliar aqui utilizado não é o mesmo dado em (1.10).

Assim, consideremos agora

Q(u) := −K(u) + (c− 1− A)M(u). (3.11)

É importante mencionar, que essa nova funcionalidade remove a suposição de positi-

vidade mencionada na teoria de estabilidade orbital e estabelece um critério simples para obter a
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estabilidade orbital de ondas periódicas para a equação (3.1). O que de, fato, é um grande avanço,

considerando por exemplo a Equação Kawahara Regularizada que não admite superfície de ondas.

Para obtenção dos resultados desejados é necessário assumir a seguinte hipótese:

(H0) Assuma que m1 >
1
3
. Considere (c0, A0) ∈ (1,+∞)× R fixado. Suponha que

φ := φ(c0,A0) ∈ X := H
m1
2

per ([0, L0])

é uma solução periódica não-trivial de (3.6) no sentido de distribuições cujo período fixado é

L0 > 0. Além disso, suponha que o operador auto-adjunto

L0 := L(c0,A0) = c0M+ (c0 − 1)− φ(c0,A0), (3.12)

possua apenas um autovalor negativo o qual é simples e zero é um autovalor cuja autofunção é φ′.

Com a hipótese (H0) em mente, sabe-se da literatura corrente que se φ for par e

ker(L′) = [φ′] é possível construir uma superfície suave

(c, A) ∈ O 7→ φ(c,A) ∈ Hn
per([0, L0]), n ∈ N, (3.13)

de soluções periódicas para a (3.6), cujo período fixado é L0. Isto significa, que para qualquer (c, A)

pertencente a uma vizinhança aberta O ⊂ (1,+∞) × R de (c0, A0), φ(c,A) é uma solução da (3.6)

com período L0. Além disso, a hipótese (H) é também adequada para obter o espectro não positivo

do operador linearizado L(c,A) em (3.9), uma vez que é válida a convergência L(c,A) −→ L(c0,A0),

no sentido de Kato (ver detalhes em [29]). Nossa análise não requer esse tipo de construção de

ondas periódicas. De fato, obtivemos uma melhoria considerável em comparação com resultados

semelhantes na literatura atual, pois nosso método determina a estabilidade orbital de ondas perió-

dicas sem conhecer o comportamento da matriz hessiana associada à função (c, A) 7−→ G(φ(c,A)),

conforme exigido em [9], [10], [19],[22], [25], [36] e em outras referências relacionadas. Em um

resultado mais recente, os argumentos em [18] não exigiram informações sobre a matriz Hessi-

ana mencionada para concluir a estabilidade em um primeiro momento. No entanto, os autores

precisaram construir a superfície suave das ondas periódicas como em (3.13) para obter, usando

manipulações adequadas com a matriz Hessiana de G(φ(c,A)), uma função s(φ) que não depende
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de derivadas de F (φ(c,A)) e M(φ(c,A)), com (c, A) ∈ O. Ao assumir que a suposição (H0) é vá-

lida, a afirmação no Corolário 3.5 em [18] diz que, para determinar a estabilidade orbital das ondas

periódicas, é necessário provar que s(φ) > 0. Em alguns casos, a positividade de s (a partir da-

qui) torna-se uma tarefa difícil, pois são necessárias informações adicionais sobre a onda φ como

soluções explícitas (consulte a Seção 4 em [18]).

Este capítulo, está organizado da seguinte forma: na próxima seção, apresentaremos

nossos resultados sobre a teoria da estabilidade orbital das ondas periódicas. E a seção subsequente

é dedicada a uma aplicação, onde estabeleceremos a estabilidade orbital de soluções tipo ondas

viajantes da equação de Kawahara regularizada.

3.2 Estabilidade Orbital de Ondas Periódicas

O resultado principal deste capítulo é o Teorema 3.11, que associado a teoria espectral

apresentada no Capítulo 1, nos fornece o resultado de estabilidade orbital de soluções tipo ondas

viajantes para equações como em (3.1). A definição de estabilidade orbital foi dada em Definição

1.5, aqui definimos formalmente a semi-distância ρ,

Definição 3.1 Sejam u e v funções em X := H
m1
2

per ([0, L0]), consideraremos ρ a semi-distância

entre u e a órbita de v, por

ρ(u, v) = inf
y∈R
‖ u− v(·+ y) ‖X .

Observe que, a grosso modo, a distância entre u e v é medida através da semi-distância entre u e a

órbita de v, gerada por translações.

Nesta seção, simplificaremos a notação considerando φ = φ(c0,A0) ∈ X a onda perió-

dica satisfazendo (H0).

Observação 3.2 É importante salientar que para provar a estabilidade orbital de soluções ondas

viajantes de equações do tipo (3.1), é necessário provarmos a existência e unicidade de tais so-

luções, ou seja a boa colocação do problema de Cauchy associado a (3.1), com dados iniciais
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u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, L]. Para estabelecer os critérios aqui desejados, consideraremos que o

referido problema de Cauchy é bem-posto em X .

Definição 3.3 Dado ε > 0, define-se a ε - vizinhança da órbita Oφ = {φ(·+ y), y ∈ R} como

Uε := {u ∈ X; ρ(u, φ) < ε}.

Considere ainda o funcional

Q(u) := −K(u) + (c0 − 1− A0)M(u), u ∈ X, (3.14)

onde K(u) e M(u) estão definidos em (3.5) e (3.4), respectivamente.

No que segue, definimos

Υ0 = {u ∈ X; 〈Q′(φ), u〉 = 0},

onde 〈·, ·〉 denota o produto escalar em L2
per([0, L0]). Note que Υ0 é o espaço tangente para {u ∈

X;Q(u) = Q(φ)} em φ.

Considerando todas as notações, segue o teorema principal apresentado em [18].

Teorema 3.4 Suponha que a hipótese (H0) seja válida. Além disso para L0, definido em (3.12),

suponha que exista Φ ∈ X tal que 〈L0Φ, ϕ〉 = 0, para todo ϕ ∈ Υ0, e I = 〈L0Φ,Φ〉 < 0. Então,

φ é orbitalmente estável em X em relação ao fluxo periódico de (3.1).

Demonstração: Ver Teorema 2.3, em [18]. 2

Apresentaremos o nosso resultado principal deste capítulo, o qual estabelece uma me-

lhoria considerável em relação aos critérios utilizados para determinar a estabilidade orbital das

ondas periódicas relacionadas à equação (3.1).

Teorema 3.5 Suponha que a hipótese (H0) seja verdadeira. A onda periódica φ é orbitalmente

estável no espaço energia X , se 〈L0(1 + φ), 1 + φ〉 < 0.

Demonstração: De fato, considerando a validade da hipótese (H0), e
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Q(u) = −K(u) + (c0 − 1− A0)M(u)

= −1

2

∫ L0

0

(u2 +
u3

3
)dx + (c0 − 1− A0)

∫ L0

0

u dx,

ao derivarmos esta quantidade, obtemos

Q′(u) = −u− u2

2
+ (c0 − 1− A0),

onde A0 é dado na equação (3.6), ou seja, −A0 = c0Mφ+ (c0 − 1)φ− φ2

2
. Com isso,

Q′(φ) = −φ− φ2

2
+ (c0 − 1− A0)

= −φ− φ2

2
+ (c0 − 1) + c0Mφ+ (c0 − 1)φ− φ2

2

= c0Mφ+ (c0 − 1)φ− φ2 + (c0 − 1)− φ

= L0(φ) + L0(1) = L0(1 + φ) = L0(Φ).

Então, como 〈Q′(φ), ϕ〉 = 0, temos que 〈L0Φ, ϕ〉 = 〈L0(1 + φ), ϕ〉 = 0, para todo

ϕ ∈ Υ0. Supondo ainda que, 〈L0Φ,Φ〉 = 〈L0(1 + φ), 1 + φ〉 < 0, pelo Teorema (3.4), tem-se a

estabilidade orbital de φ, no espaço energia X. Assim, o teorema está demonstrado. 2

Observação 3.6 Além disso, um cálculo direto nos fornece o critério simples como

〈L0(1 + φ), 1 + φ〉 = (c0 − 1− A0)L0 + (c0 − 2− 2A0)M(φ)

−
∫ L0

0

(c0φMφ+ (c0 +
1

2
)φ2)dx

= (c0 − 1− A0)L0 + (c0 − 2− 2A0)M(φ)− 2c0F (φ)− 1

2

∫ L0

0

φ2dx,

onde F e M são dados por (3.3) e (3.4), respectivamente.

Observação 3.7 Abaixo enunciamos um Teorema, que se apresenta como o Corolário 3.5 de [18],

com o objetivo de que seja observado que nele é necessário assumir que (c0 − 1 − 2A0) 6= 0,

para definir a função s(φ). Nossa análise não impõe tal hipótese, fornecendo assim um cenário

mais geral. Antes disso, definimos formalmente a quantidade s(φ) exatamente como no artigo

supracitado.
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Definição 3.8 Considerando que c0 − 1− 2A0 6= 0, definimos a quantidade

s(φ) = (2c0(c0 − 1) + 2A0 + 1)M(φ) + c0

∫ L0

0

φMφ dx

+(2A0(c0 + 1)− c0 + 1)L0.

Teorema 3.9 Suponha que a afirmação (H0) seja válida e seja s(φ) como acima definida. Se

c0 − 1− 2A0 6= 0 e s(φ) > 0, então a onda periódica φ é orbitalmente estável em X.

Demonstração: ver prova em [18], Corolário 3.5. 2

Observação 3.10 É interessante observar que a hipótese (H0) deste trabalho, é praticamente a

mesma de [18], porém aqui tomamos c0 > 1, o que significa que em particular, c0 ∈ R/{0}. Não

alterando assim a validade dos resultados de [18] aqui enunciados.

3.3 Aplicações

3.3.1 Estabilidade de Soluções Tipo Ondas Viajantes da Equação de Kawahara
Regularizada

Nesta seção, mostraremos que soluções do tipo ondas viajantes da equação de Kawahara

regularizada são orbitalmente estáveis em X no sentido da Definição 1.5. Para tanto, utilizaremos

o método simplificado apresentado na seção anterior, onde mostraremos que uma solução φ da

equação de Kawahara é um mínimo local do funcional G, com G definido como uma combinação

linear das quantidades P, F e M , admitidas pela equação e são conservadas em relação ao tempo.

Primeiramente apresentaremos a equação de Kawahara regularizada e as informações

necessárias para aplicação da teoria espectral. Antes disso, precisamos provar a validade da hi-

pótese (H0). Ou seja, mostraremos a existência de soluções tipo onda viajante φ := φ(c0,A0), da

equação diferencial ordinária associada à equação em questão, onde φ é periódica na variável es-

pacial x, com período L0 > 0 fixado. Como tal solução é explicita, poderemos utilizar a teoria

desenvolvida por [9], para provar as propriedades espectrais do operador linearizado L0, obtido a

partir do funcional G. Com a validade da hipótese (H), podemos aplicar o Teorema 3.11 e assim,

obter o resultado de estabilidade desejado.
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A Equação de Kawahara Regularizada

A equação de Kawahara regularizada é dada por

ut + ux + uux − (uxx − uxxxx)t = 0, (3.15)

onde u : R× R −→ R é periódica, de período L > 0, na variável espacial x. Em particular aqui

M = ∂4
x − ∂2

x, e assim satisfaz as condições (1.2) e (1.3), com m1 = 4, o que nos leva a provar

a estabilidade desejada no Espaço de Sobolev X = H2
per([0, L]). A equação (3.15), na forma não

regularizada, foi definida por Kawahara, em [30], como modelos para ondas unidimensionais de

baixa amplitude.

Formalmente, no contexto periódico, a equação (3.15) admite as quantidades conser-

vadas (3.2)-(3.4), mais especificamente

P (u) =
1

2

∫ L

0

(u2
xx + u2

x −
1

3
u3) dx, (3.16)

F (u) =
1

2

∫ L

0

(u2
xx + u2

x + u2) dx (3.17)

e

M(u) =

∫ L

0

u dx. (3.18)

Vamos supor que a equação (3.15) tenha solução tipo ondas viajantes, isto é, soluções

da forma u(x, t) = φ(x − ct), onde c > 0 é a velocidade de propagação da onda e φ : R −→ R é

uma função periódica, de período L > 0. Ao substituirmos esta forma em (3.15), obtemos

cφ′ − cφ′ − 1

2
(φ2)′ − cφ′′′ + cφ′′′′′ = 0.

De forma que ao integrarmos esta última equação de 0 a x, percebemos que φ deve satisfazer a

equação diferencial ordinária

(c− 1) φ− 1

2
φ2 − c(φ′′ − φ′′′′) + A = 0, (3.19)

onde A é uma constante de integração.



3.3 Aplicações 48

Considerando que φ seja uma solução de (3.19) e também as quantidades definidas

(3.16)-(3.18), temos que

P ′(u) + (c− 1)F ′(u) +M ′(u)

= Mu− u2

2
+ (c− 1)(Mu+ u) + A

= cMu− u2

2
+ (c− 1)u+ A.

E assim,

G′(φ) = cMφ− 1

2
φ2 + (c− 1)φ+ A

= cMφ− 1

2
φ2 + (c− 1)φ− (c− 1) φ+

1

2
φ2 − cMφ = 0.

de onde podemos concluir φ é um ponto crítico de um funcional de Lyapunov definido porG(u) :=

P (u) + (c − 1)F (u) + AM(u), onde A é dada em (3.19). Com o intuito de mostrar que φ é um

mínimo local de G para que possamos provar a estabilidade orbital de φ, vamos analisar o operador

linearizado em torno da onda definido por

L := G′′(φ) =M+ (c− 1)− φ, (3.20)

em que G′′ representa a segunda derivada do funcional G no sentido de Fréchet. Com estas in-

formações em mente, provaremos que a hipótese (H0) é satisfeita. Primeiramente, mostraremos

que existe (c0, A0), de forma que φ := φ(c0,A0) é uma solução periódica não trivial de (3.19), com

período L0 > 0 fixo.

Antes de analisarmos a estabilidade desejada, lembramos que a equação (3.15) é da

forma dada em (2.1), onde p = 1. Portanto, o problema de Cauchy{
ut + ux + uux − (uxx − uxxxx)t = 0

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ R,
(3.21)

é globalmente bem posto em X, conforme Teorema 2.4, para m = 2.

A equação (3.19) possui soluções do tipo ondas viajantes L0 periódicas com perfil

dnoidal dadas por,

φ(x) = α1+α2

[
dn2

(
2K

L0

x, k

)
− E

K

]
+α3

[
dn4

(
2K

L0

x, k

)
− (2− k2)

2E

3K
+

1− k2

3

]
, (3.22)
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onde dn é a Função Elíptica de Jacobi, denominada dnoidal, k ∈ (0, 1) é o módulo e α1, α2, α3 são

parâmetros que dependem suavemente de k. Também, K = K(k) e E = E(k), são as integrais

elípticas de Jacobi de primeiro e segundo tipos, respectivamente. É válido ressaltar que o ansatz

(3.22), foi obtido segundo [38]. E com ajuda do programa Maple 17, substituindo (3.22) em (3.19),

chegamos aos seguintes coeficientes

α1 =
c0{−10816(k4 − k2 + 1)K4 + L2

0[520(k2 − 2)K2 + 1560E K + 17L2
0}

507L4
0

− 1,

α2 =
1120 K2 c0 [(208k2 − 416)K4 + L2

0]

13L4
0

e

α3 =
26880 c0 K

4

L4
0

.

Notemos que o parâmetro c0 é livre, o que nos possibilita escolher convenientemente a

velocidade da onda c0 > 1.

A partir dos coeficientes acima e utilizando o mesmo processo, determinamos a cons-

tante de integração A0, da equação diferencial ordinária (3.19), expressa por

A0 =
c2

0

514098 L0

[91716911104(k8 − 314

7
k6 +

1221

7
k4 − 314

7
+ 1)K8 +

−8818933760L2
0(k2 + 1)(k2 + 3k + 1)(k2 − 3k + 1)K6 +

230770176L4
0(k4 − k2 + 1)K4(k)− 902720L6

0(k2 + 1)K2(k)− 256088L0] + c0 −
1

2
.

Com isso A0 = A(c0), constante em relação à variável espacial x, é uma função suave

que depende de c0 e do par (k, L0), para algum. Onde (k, L0) deve satisfazer a seguinte equação

implícita, obtida substituindo os coeficientes no ansatz (3.22),

89989120

31
(k2 + 1)(k2 − 2)(k2 − 1

2
)K6 − 908544

31
L2(k4 − k2 + 1)K4 + L6 = 0. (3.23)
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Figura 3.1: Gráfico L(k).

Agora, fazendo L := L(k), considerando a equação implícita (3.23), e plotando no

Maple 17, obtemos o gráfico de L(k) representado na Figura 3.1.

É válido salientar que, ao considerarmos c0 > 1, é necessário que exista um par (k0, L0)

que tal que φ = φ(c0,A0) seja solução da equação (3.23).

Com isto em mente, fazendo Y = L2 na equação (3.23), obtemos

89989120

31
(k2 + 1)(k2 − 2)(k2 − 1

2
)K6 − 908544

31
Y (k4 − k2 + 1)K4 + Y 3 = 0,

ou seja, uma equação de terceiro grau e assim, a garantia que existe ao menos uma solução

(k0, L0) ∈ (0, 1)× (0,+∞).

Então, podemos concluir de acordo com o Teorema da Função Implícita, que existe um

intervalo I ⊂ (0, 1) e um outro J ⊂ (0,+∞), com (k0, L0) ∈ I × J, onde a função k 7→ L(k) é

suave e (k, L(k)) para todo k ∈ I.

Concluímos até aqui que para m > 1
3
, existe k0 ∈ I ⊂ (0, 1) e L0 ∈ J ⊂ (0,+∞),

tal que φ = φ(c0,A0) é solução da equação (3.19), onde c0 > 1 é um parâmetro livre e A0 depende

de (c0, k0, L0), com o par (k0, L0) satisfazendo a equação implícita (3.23). Observamos ainda,

que estes termos devem satisfazer também as condições do Teorema 3.11, o que será analisado

posteriormente. Visto que, na sequência analisaremos as propriedades espectrais do operador L0.
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Propriedades Espectrais

Para a segunda parte da hipótese (H0), é necessário provarmos determinadas proprie-

dades do operador linearizado L associado ao funcional de Lyapunov G, dado por

L0 := c0(∂4
x − ∂2

x) + (c0 − 1)− φ(c0,A0). (3.24)

Tais propriedades serão obtidas, segundo a abordagem feita em [9], a qual foi breve-

mente descrita na Seção 1.4, do Capítulo 1. Ressaltamos, que isto é possível por conhecermos

a solução explícita da equação (3.19), dada por (3.22). O fato do operador L0 ser autoadjunto,

decorre diretamente da Proposição 1.14.

Para analisarmos o espectro não positivo do operador L0 utilizaremos o Teorema 1.18.

Mais especificamente, tais propriedades são obtidas se φ̂ > 0 e φ̂p pertencem a classe PF(2) estrito

e discreto. Resultado que será estabelecido utilizando-se o Lema 1.16. No entanto, tais resultados

exigem que a onda viajante φ seja periódica, positiva e par.

Considerando que a solução φ em (3.22) possui perfil dnoidal, e a função dnoidal é par

com período 2K (ver detalhes no Apêndice), onde K é a Integral Elíptica de Jacobi completa de

primeiro tipo, temos que φ é par e periódica, de período L0 > 0. Além disso, a equação (3.19)

possui a propriedade da Invariância Galileana, o que nos possibilita analisar o espectro de um

operador Lµ, ao redor da onda φ + µ, com µ ∈ R tomado convenientemente, onde φ + µ é par,

positiva e periódica e o operador Lµ preserva as propriedades espectrais do operador L0.

Considere agora, a solução φ em (3.22), com expansão de Fourier dada por

φ(x) = α1 + γ

+∞∑
n=1

n csch

(
nπK ′

K

)
cos

(
2kπ

L
x

)
, (3.25)

onde

γ =
α2π

2

K
+
α3π

2

k2K2

[
2(2− k2)

3
+
n2π2

6K

]
.

Assim, os coeficientes de Fourier são dados por

φ̂(x) =

{
α1, n = 0
γ
2
n csch(nπK

′

K
), n 6= 0.

(3.26)
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Figura 3.2: Gráfico η(x) = µ+ φ(x), com µ = 50.

Agora, pela Invariância Galileana já mencionada, seja µ ∈ R e considere o η := µ+φ,

ou ainda, φ = η − µ, onde φ = φ(c0,A0) é a solução de (3.19). Note que η é solução de

c0η
′′′′ − c0η

′′ + (c0 − 1 + µ)η − 1

2
η2 + Aµ = 0, (3.27)

onde Aµ = A0 − µ(c0 − 1)− µ2

2
. Destacamos que,

Lµ := c0M+ (c0 − 1 + µ)− η

= c0M+ (c0 − 1) + µ− η

= c0M+ (c0 − 1)− φ

= L0.

E assim, as propriedades espectrais de L0 podem ser obtidas, caso seja conveniente, analisando o

espetro de Lµ.

Com isto em mente, definamos

g(x) :=
γ

2
x csch

(
xπK ′

K

)
, x ∈ R. (3.28)

Considere agora, µ suficientemente grande tal que η̂(0) = α1 + µ > g(0).
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Figura 3.3: Gráfico H(x).

Assim, mais uma vez utilizando o Maple 17, obtivemos o gráfico da Figura 3.3 e veri-

ficamos que H(x) =
∂2

∂2
x

(log g(x)) < 0, para todo x ∈ R, tal que x > 0.

Portanto, concluímos que g pertence à classe PF(2), conforme Lema 1.16. E assim a

função h, definida por

h(x) =

{
h(0) = a+ µ,

g(x) se x ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞).
(3.29)

Fornecendo-nos que h(n) = η̂(n), para todo n ∈ Z e h(n) pertence à classe discreta de PF(2), e

do Teorema 1.18 segue que Lµ possui um único autovalor negativo o qual é simples e além disso,

zero é um autovalor simples com autofunção
∂η

∂x
. Mas, Lµ = L0 e

∂η

∂x
=
∂φ

∂x
.

Podemos então concluir que a hipótese (H) é válida, a qual é exigida Teorema 3.11,

e assim para obtenção da estabilidade orbital de φ em X = H2
per([0, L0]) resta-nos mostrar que

〈L0(1 + φ), 1 + φ〉 < 0.

Teorema 3.11 A onda periódica φ é orbitalmente estável no espaço energia X.

Demonstração: Seja φ = φ(c0,A0) uma solução tipo onda viajante da equação diferencial (3.19)

dada explicitamente pelo ansatz (3.22), diante da validade da hipótese (H), anteriormente provada,

consideremos Φ = 1 + φ e vamos mostrar que 〈L0(Φ),Φ〉 < 0.
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Lembremos que, L0 = c0M+ (c0− 1)− φ e a solução da equação (3.19) nos fornece

−A0 = c0Mφ+ (c0 − 1)φ− 1

2
φ2, (3.30)

onde A0 a constante . Ainda, ao multiplicarmos igualdade acima por φ, obtemos

1

2
φ3 = c0φMφ+ (c0 − 1)φ2 + A0φ.

Com isso, temos

L0(1 + φ) = −A0 −
1

2
φ2 + (c0 − 1)− φ.

Consequentemente,

〈L0(1 + φ), 1 + φ〉

=

∫ L0

0

(c0 − 1) + c0(Mφ) + (c0 − 2)φ− φ2 + (c0 − 1)φ+ c0φ(Mφ) + (c0 − 2)φ2 − φ3dx

= (c0 − A0 − 1)L0 + (c0 − 2− 2A0)

∫ L0

0

φ dx−
∫ L0

0

c0 φMφ+ (c0 +
1

2
) φ2dx.

Assim,

〈L0(1 +φ), 1 +φ〉 = (c0−A0− 1)L0 + (c0− 2− 2A0)M(φ)− 2c0F (φ)− 1

2

∫ L0

0

φ2dx, (3.31)

onde M e F, são dadas por (3.18) e (3.17), respectivamente. Considerando que φ é dada explicita-

mente por (3.22), e utilizando [14], temos que

M(φ) = α1L0. (3.32)

Para obtermos F (φ) =‖ φ ‖2
H2
per([0,L0]), precisamos também da ajuda do programa

Maple 17, chegando a

F (φ) =
1

L11
0

f(k0, L0, c0), (3.33)

em que f é uma complicada função positiva que depende de c0 que é um parâmetro livre, de k0 e

L0 = L(k0), onde o par (k0, L0) satisfaz a equação implícita (3.23). De modo que ao resolvermos

tal equação encontramos

L0 = L(k0) = (
104

31
q(k0))

1
2 .
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Figura 3.4: Gráfico 〈L0(1 + φ), 1 + φ〉.

Aqui q(k0) é uma função positiva complicada, a qual é a razão entre duas funções contendo várias

potências de k0 ∈ I ⊂ (0, 1).

Finalmente, substituindoL0, M(φ) e F (φ) em (3.31) resulta que 〈L0(1+φ), 1+φ〉 < 0,

como podemos observar no gráfico da função obtida e plotado pelo Maple 17, para um c0 > 1 e

k0 ∈ I, ver Figura 3.4.

Portanto, a onda φ é um mínimo local deG e assim, concluímos sua estabilidade orbital

em X = H2
per([0, L0]). 2



CAPÍTULO 4

ESTABILIDADE DE SOLUÇÕES PARA A
EQUAÇÃO DE KAWAHARA MODIFICADA

4.1 Equação de Kawahara Modificada

O objetivo neste capítulo é provar a estabilidade orbital de soluções periódicas tipo ondas

viajantes da equação de Kawahara Modificada, dada pela equação

ut + u2ux + γuxxx − uxxxxx = 0, (4.1)

onde u : R× R −→ R é periódica, com período L > 0 na variável espacial x e γ ≥ 0. A equação

(4.1) modela propagação de ondas em uma linha de transmissão não linear (ver [27]).

Uma solução tipo onda viajante u(x, t) = φ(x − ct), onde c > 0 é a velocidade de

propagação da onda e φ : R −→ R é uma função L-periódica. Ao substituirmos esta forma em

(4.1), obtemos

cφ′ − 1

3
(φ3)′ − γφ′′′ + φ′′′′′ = 0.

De forma que ao integrarmos esta última equação, encontramos

cφ− 1

3
φ3 − γφ′′ + φ′′′′ + A = 0, (4.2)

onde A é uma constante de integração.

A equação de Kawahara Modificada é uma equação diferencial dispersiva, e tem a

forma

ut + (f(u))x − (Mu)x = 0, (4.3)
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onde f : R −→ R uma função suave, u como descrita acima e com período L > 0 na variável

espacial. Ainda,M é um operador diferencial ou pseudo diferencial satisfazendo (1.2) e (1.3). Em

[5] e [41], os autores impõem condições suficientes para determinar estabilidade de soluções do

tipo ondas viajantes para a equação (4.3), com isso tais referências serão base para obtenção do

resultado desejado aqui.

Formalmente, equações do tipo (4.3) admitem as quantidades conservadas

P (u) =
1

2

∫ L

0

(uMu−W (u))dx,

F (u) =
1

2

∫ L

0

u2dx, (4.4)

e

M(u) =

∫ L

0

udx, (4.5)

onde W denota a primitiva de f , ou seja, W ′ = f.

Dessa forma, a equação (4.1) possui as quantidades conservadas F (u) e M(u), como

dadas em (4.4) e (4.5), respectivamente. Enquanto a quantidade P (u) torna-se

P (u) =
1

2

∫ L

0

(u2
xx + γu2

x −
1

6
u4)dx. (4.6)

Assim, ao considerarmos as quantidades conservadas (4.4)-(4.6), podemos definir o

funcional de Lyapunov,

G(u) = P (u) + cF (u) + AM(u), (4.7)

onde A é a constante de integração obtida na equação (4.2).

Observemos agora, que a solução φ de (4.2) é um ponto crítico de G, isto é, G′(φ) = 0.

Podemos assim, definir o operador linearizado L em torno da onda φ como

L := G′′(φ) = ∂4
x − γ ∂2

x + c− φ2. (4.8)

Quando na equação (4.3), f(u) = up+1 a equação obtida é a equação de Kawahara

generalizada, dada por

ut + upux + γuxxx − uxxxxx = 0, (4.9)
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onde p ≥ 1 é um inteiro. Para o caso p = 1, temos a equação de Kawahara, ou seja,

ut + uux + γuxxx − uxxxxx = 0. (4.10)

Os autores em [7] e [35], mostraram a estabilidade orbital de soluções periódicas tipo

onda viajante explícita da forma

φ(x) = α1 + α2

(
dn2

(
2K

L
x, k

)
− E

K

)
+ α3

(
dn4

(
2K

L
x, k

)
− (2− k2)

2E

3K
+

1− k2

3

)
,

(4.11)

onde α1, α2 e α3 são parâmetros reais. Aqui, dn representa a função elíptica de Jacobi do tipo

dnoidal, e K = K(k) é a integral elíptica completa de primeiro tipo, E = E(k) é a integral elíptica

completa de segundo tipo e ambas são dependentes do módulo elíptico k ∈ (0, 1). Para obtenção

de mais detalhes desta solução ver [14] e [31].

A equação de Kawahara Modificada (4.1) é um caso particular da equação de Kawahara

generalizada (4.9), com p = 2. E a solução periódica explícita para a equação (4.2) é dada por

φ(x) = α1 + α2

(
dn2

(
2K(k)

L
x, k

)
− E(k)

K(k)

)
, (4.12)

onde α1 e α2 dependem suavemente da velocidade de propagação da onda c > 0.

Uma vez que a solução explícita dada por (4.12) está determinada, é possível usar a

abordagem feita em [9], com o objetivo de determinar o comportamento do espectro não positivo

do operador L definido em (4.8). Com isso, podemos usar as recentes abordagens feitas em em

[5] e [41] para estabelecer um resultado de estabilidade orbital para soluções positivas e periódicas

associadas à equação (4.1).

Observamos que o resultado estabelecido em [9], que aqui será utilizado, consta no

Capítulo 1 e destacamos a aplicação do Lema 1.16 e do Teorema 1.18.

4.2 Condições Básicas para Estabilidade Orbital

Para mostrar que uma solução tipo onda viajante da equação (4.1) é orbitalmente estável,

seguiremos os argumentos em [5].
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Considere o problema de Cauchy associado à equação (4.1), isto é{
ut + u2ux + γuxxx − uxxxxx = 0,
u(x, 0) = u0(x).

(4.13)

O problema de Cauchy (4.13) é localmente bem posto no espaço energiaX = H2
per([0, L]).

Este resultado foi provado em [33]. Para o caso γ = 0, podemos considerar além deste já citado,

que a boa colocação também decorre de resultados apresentados em [21], onde os autores utilizam

estimativas Strichartz. A boa colocação global em X, pode ser obtida combinando a teoria local

com a desigualdade de Gagliardo-Niremberg.

Considere agora o funcional Q : X −→ R, dado por

Q(u) = νF (u) + µM(u), (4.14)

onde ν e µ são números reais que podem ser escolhidos posteriormente. E ainda, F e M , estão

definidos em (4.4) e (4.5).

Para um dado ε > 0, definimos a ε-vizinhança da órbitaOφ = {φ(·+ y); y ∈ R}, como

Uε := {u ∈ X; ρ(u, φ) < ε} , (4.15)

onde ρ é a semi-distância da Definição 3.1. Considere também o conjunto

Υ0 = {u ∈ X; 〈Q′(φ), u〉 = 0} , (4.16)

aqui 〈·, ·〉 representa o produto interno em L2
per([0, L]). Observe que Υ0 é exatamente o espaço

tangente para {u ∈ X;Q(u) = Q(φ)} em φ.

Com o objetivo de provar a estabilidade desejada, seguimos as estratégias apresentadas

em [17], [37] e [41]. Primeiramente, mostraremos que o operador L, definido em (4.8), é estri-

tamente positivo quando restrito ao espaço Υ0 ∩ {φ′}⊥. Com este objetivo, suponhamos que a

hipótese seguinte seja válida:

(H) Existe uma solução L-periódica φ ∈ C∞per([0, L]) de (4.2), com período L > 0 fixo.

Além disso, o operador auto adjunto L, possui um único autovalor negativo que é simples e zero é

um autovalor simples cuja autofunção é φ′.
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Lema 4.1 Suponha que a hipótese (H) seja válida. Considere Φ uma função suave de tal forma

que 〈LΦ, ϕ〉 = 0, para todo ϕ ∈ Υ0 e I := 〈LΦ,Φ〉 < 0. Assim, existe a > 0 tal que

〈Lv, v〉 ≥ a ‖ v ‖2
X , para todo v ∈ Υ0 ∩ {φ′}⊥.

Demonstração: Ver Proposição 4.12 em [17]. 2

O Lema 4.1 é útil para estabelecer o resultado a seguir.

Lema 4.2 Considerando válidas as hipóteses do Lema 4.1, existem N > 0, e τ > 0 tais que

〈Lv, v〉+ 2N〈Q′(φ), v〉2 ≥ τ ‖ v ‖2
X ,

para todo v ∈ {φ′}⊥ .

Demonstração: Dado v ∈ {φ′}⊥ defina z = v − ζw, onde w =
Q′(φ)

‖ Q′(φ) ‖L2
per

e ζ = 〈v, w〉.

Como 〈Q′(φ), φ′〉 = 0, temos

〈z, φ′〉 = 〈v, φ′〉 − 1

‖ Q′(φ) ‖2
L2
per

〈v,Q′(φ)〉〈Q′(φ), φ′〉 = 0.

E por outro lado,

〈Q′(φ), z〉 = 〈Q′(φ), v − ζw〉

= 〈Q′(φ), v − v〉〈Q
′(φ), Q′(φ)〉
‖ Q′(φ) ‖L2

per

= 0.

Assim, z ∈ Υ0 ∩ {φ′}⊥. Além disso, como

〈Lv, v〉 = ζ2〈Lw,w〉+ 2ζ〈Lw, z〉+ 〈Lz, z〉,

do Lema 4.1, segue que

〈Lv, v〉 ≥ ζ2〈Lw,w〉+ 2ζ〈Lw, z〉+ a ‖ z ‖2
X . (4.17)

Usando as desigualdade de Cauchy-Schwarz e de Young, temos

|2ζ〈Lw, z〉| ≤ a

2
‖ z ‖2

X +
2ζ2

a
‖ Lw ‖2

X ,
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donde segue que,

2ζ〈Lw, z〉 ≥ −a
2
‖ z ‖2

X −
2ζ2

a
‖ Lw ‖2

X . (4.18)

Escolhendo N > 0 dependendo apenas de φ tal que

〈Lw,w〉 − 2

a
‖ Lw ‖2

X +2N ‖ Q′(φ) ‖L2
per
≥ a

2
‖ w ‖2

X . (4.19)

Lembrando que z = v − ζw e w =
Q′(φ)

‖ Q′(φ) ‖L2
per

, temos

〈Lv, v〉+ 2N〈Q′(φ), v〉2 = 〈Lv, v〉+ 2Nζ2 ‖ Q′(φ) ‖L2
per
,

assim, usando (4.17)-(4.19), segue a desigualdade

〈Lv, v〉+ 2Nζ2 ‖ Q′(φ) ‖L2
per
≥ a ‖ z ‖2

X +
a

2
ζ2 ‖ w ‖2

X +2ζ〈Lw, z〉+
2ζ

a
‖ Lw ‖2

X

≥ a

2
(ζ2 ‖ w ‖2

X + ‖ z ‖2
X)

≥ τ ‖ v ‖2
X ,

onde τ > 0 é uma constante que não depende de v ∈ {φ′}⊥. E assim, a demonstração está

completa. 2

Agora, considere N > 0 a constante obtida no Lema 4.2 e defina o funcional modifi-

cado de Lyapunov V : X −→ R da forma

V (u) = G(u)−G(φ) +N(Q(u)−Q(φ))2, (4.20)

onde G é o funcional definido em (4.7). Dessa forma, temos que V (φ) = 0 e além disso, como φ é

solução de (4.2), segue que A = −cφ+ 1
3
(φ3) + γφ′′ − φ′′′′ e assim V (φ′) = 0.

Lema 4.3 Considerando as hipóteses do Lema 4.1, existem α > 0 e D > 0 tais que

V (u) ≥ Dρ(u, φ)2,

para todo u ∈ Uα.
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Demonstração: Da definição de V , segue que

〈V ′′(u)v, v〉 = 〈G′′(u)v, v〉+ 2N(Q(u)−Q(φ))〈Q′′(u)v, v〉+ 2N〈Q′(u), v〉2,

para todo u, v ∈ X . Daí, para u = φ

〈V ′′(φ)v, v〉 = 〈G′′(φ)v, v〉+ 2N(Q(φ)−Q(φ))〈Q′′(u)v, v〉+ 2N〈Q′(φ), v〉2

= 〈Lv, v〉+ 2N〈Q′(φ), v〉2.

Portanto, decorre do Lema 4.2, que existe τ > 0 tal que

〈V ′′(φ)v, v〉 ≥ τ ‖ v ‖2
X , (4.21)

para todo v ∈ {φ′}⊥. Por outro lado, da expansão de Taylor de V em torno de φ, segue que

V (u) = V (φ) + 〈V ′(φ), u− φ〉+
1

2
〈V ′′(φ)(u− φ), u− φ〉+ h(u), (4.22)

onde lim
u→φ

h(u)

‖u−φ‖2X
= 0. Dessa forma, pode-se escolher α1 > 0 tal que

|h(u)| ≤ τ

4
‖ u− φ ‖2

X , (4.23)

para todo u ∈ Bα1 , onde Bα1 = {u ∈ X; ‖ u− φ ‖X < α1}.

Considerando que V (φ) = 0 e V ′(φ) = 0, temos de (4.21)− (4.23) que

V (u) =
1

2
〈V ′′(φ)(u− φ), u− φ〉+ h(u)

≥ 1

2
τ ‖ u− φ ‖2

X −
1

4
τ ‖ u− φ ‖2

X

=
1

4
τ ‖ u− φ ‖2

X .

Portanto, V (u) ≥ τ

4
ρ(u, φ)2, para todo u ∈ Bα1 tal que (u − φ) ∈ {φ′}⊥. Agora,

definamos a aplicação suave S : X × R −→ R, dada por

S(u, r) = 〈u(· − r), φ′〉.

Considerando que S(φ, 0) = 0 e
∂S

∂r
(φ, 0) = −〈φ′, φ′〉 6= 0, nós garantimos, do Teo-

rema da Função Implícita, a existência de α2 > 0, δ0 > 0 e uma única função de classe C1, dada
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por r : Bα2(φ) −→ (−δ0, δ0) tal que r(φ) = 0 e S(u, r(u)) = 0, para todo u ∈ Bα2(φ). A prova é

concluída com argumentos similares aos apresentados por [24], no Lema 4.6 e por [12], no Lema

5.6. 2

O Lema 4.3 é essencial para provar a estabilidade orbital desejada. V é um funcional

de Lyapunov conveniente para trabalhar com nosso problema. O teorema a seguir é o resultado de

estabilidade.

Teorema 4.4 Suponha que as hipóteses do Lema 4.1 sejam válidas, então φ é orbitalmente estável

em X pelo fluxo periódico da equação (4.1), dada por

ut + u2ux + γuxxx − uxxxxx = 0. (4.24)

Demonstração: Considere α > 0 como a constante obtida no Lema 4.3. Como V é contínua

em φ, então para um dado ε > 0, existe δ ∈ (0, α) tal que se ‖ u0 − φ ‖X < δ, dada a relação

V (u0) = V (u0)− V (φ) < Dε2, onde D > 0 é a constante obtida no Lema 4.3.

A continuidade em relação ao tempo da função ρ(u(t), φ) < α permite escolher T > 0

de forma que

ρ(u(t), φ) < α, para todo t ∈ [0, T ). (4.25)

Assim, obtemos u(t) ∈ Uα, para todo t ∈ [0, T ). Combinando o Lema ?? e o fato de que V (u(t)) =

V (u0) para todo t ≥ 0, temos

ρ(u(t), φ) < ε, para todo t ∈ [0, T ). (4.26)

Agora, resta provarmos que ρ(u(t), φ) < α, para todo t ∈ [0,+∞), de onde concluiremos a

estabilidade orbital. De fato, considere T1 > 0 como o supremo dos valores de T > 0 tal que seja

válida (4.25). Suponhamos por contradição que T1<+∞. Escolhendo ε < α
2

, obtemos de (4.26)

que ρ(u(t), φ) < α
2

, para todo t ∈ [0, T1). Como t ∈ [0,+∞) 7−→ ρ(u(t), φ) é contínua, existe

T0 > 0 tal que ρ(u(t), φ) < 3
4
α < α, para todo t ∈ [0, T1 + T0), o que contraria a maximalidade de

T1. Portanto, T1 = +∞ e o teorema está provado. 2
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4.3 Estabilidade de Ondas Periódicas da Equação de Kawahara
Modificada

Nesta seção, aplicaremos os argumentos desenvolvidos na Seção 4.2 com o objetivo de

obter a estabilidade orbital para a equação (4.1) no caso onde γ = 0, isto é,

ut + u2ux − uxxxxx = 0. (4.27)

Considerando uma solução tipo onda viajante periódica na forma u(x, t) = φ(x− ct),

com c > 0 e substituindo na equação (4.27), obtemos

φ′′′′′ + cφ′ − 1

3
(φ3)′ = 0.

Integrando, obtemos que (φ) é solução da equação diferencial ordinária não-linear

φ′′′′ + cφ− 1

3
(φ3) + A = 0. (4.28)

Como foi mencionado na Seção 4.1, a equação (4.28) admite solução explícita L-

periódica dada pelo ansatz

φ(x) = α1 + α2

(
dn2

(
2K(k)

L
x, k

)
− E(k)

K(k)

)
, (4.29)

onde

α1 =
8
√

10K(k)[K(k)k2 − 2K(k) + 3E(k)]

L2
, (4.30)

α2 =
24
√

10K(k)2

L2
. (4.31)

α1 e α2 foram obtidos usando o programa Maple 17.

Além disso, é interessante observarmos que se L > 0 for fixo, k é um parâmetro livre

e estabelece uma curva suave de soluções periódicas para a equação (4.28), k 7−→ φ := φ(c(k),A(k))

tal que

c(k) =
384(k4 − k2 + 1)K4(k)

L4
(4.32)
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e

A(k) =
−2048

√
10(k2 − 2)K(k)6(2k2 − 1)(k2 + 1)

3L6
. (4.33)

É importante salientar, que a razão para considerarmos γ = 0 na equação (4.1) é porque

o caso γ 6= 0 possui uma solução onda viajante periódica similar a obtida em (4.29) com um perfil

fechado dependendo da função elíptica de Jacobi do tipo dnoidal. Neste caso, a onda periódica tem

constantes α1, α2, c e A complicadas, que assim como as acima apresentadas dependem do módulo

elíptico k ∈ (0, 1) e período L > 0. Em particular, para γ = 1, obtemos

φ(x) = α + β

(
dn2

(
2K(k)

L
x, k

)
− E(k)

K(k)

)
,

onde

α =
8
√

10K(k)[K(k)((k)2 − 2) + 240E(k)]

L2
+

√
10

10
,

β =
24
√

10K(k)2

L2

e

c =
384(k4 − k2 + 1)K(k)4

L4
+

1

10L4
,

A questão sobre a estabilidade desta onda periódica pode ser tratada por um meio simi-

lar com as modificações necessárias.

Considerando ainda a equação (4.27), obteremos as propriedades espectrais relaciona-

das ao operador L = ∂4
x + c−φ2, que são exigidas em (H). Para fazer isto, utilizaremos o Teorema

1.18 resultado de [9], para mais detalhes ver Seção 1.4.

Proposição 4.5 Suponha que φ seja uma solução positiva e par da equação (4.28), tal que φ̂ > 0

e ∂2

∂x2
(log g(x)) < 0, x 6= 0, onde g é uma função real tal que g(n) = φ̂(n), n ≥ 0. Então, o

autovalor L possui um único autovalor negativo o qual é simples e zero é um autovalor simples

cuja autofunção é φ′.

Com estes dados estabelecidos, podemos provar a estabilidade orbital da onda φ que

satisfaz a equação (4.1), através do próximo resultado.
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Figura 4.1: Gráfico G(x) = ∂2

∂x2
(log gk(x)), para k =

√
2

2
.

Teorema 4.6 As ondas periódicas em (4.29) são orbitalmente estáveis no sentido da Definição 1.5.

Demonstração: Com efeito, de acordo com [31], a solução φ dada por (4.29) tem expansão de

Fourier

φ(x) = α +
∞∑
n=1

nΓcsch

(
nπK(k′)

K(k)

)
cos(

2πnx

L
), (4.34)

onde Γ =
bπ2

K2(k)
e k′ =

√
1− k2.

Portanto, como pode ser visto em (5.15), os coeficientes de Fourier de φ são dados por

φ̂(n) =

a, n = 0,
Γ

2
n csch

(
nπK(k′)

K(k)

)
, n 6= 0.

(4.35)

Considere

gk(x) =
Γ

2
x csch

(
xπK(k′)

K(k)

)
=

12
√

10

L2
π2 xcsch

(
xπK(k′)

K(k)

)
, x ∈ R.

Assim, é possível ver pelo gráfico da função G(x), apresentado na Figura 4.6, para

k =
√

2
2

, que

G(x) =
∂2

∂x2
(log gk(x)) < 0,
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Figura 4.2: Gráfico f(k).

para todo x ∈ R. Usando a Proposição 4.5, obtemos que L possui um único autovalor negativo

que é simples e zero é um autovalor simples cuja autofunção é φ′. Donde se conclui que neste caso

a hipótese (H) é válida.

O próximo passo é determinar Φ, como indicado no Lema 4.1. Com isto em mente,

considere Φ =
∂φ

∂k
e observe que da equação (4.28)

LΦ = − ∂c
∂k
φ− ∂A

∂k
. (4.36)

A igualdade acima nos leva a escolher ν =
∂c

∂k
e µ =

∂A

∂k
, visto que c e A, dadas em

(4.32) e (4.33) respectivamente, dependem suavemente apenas do módulo k. Assim, obtemos

Q(u) =
∂c

∂k
F (u) +

∂A

∂k
M(u)

e

LΦ = −Q′(φ).

Portanto, temos

〈LΦ, ϕ〉 = 〈−Q′(φ), ϕ〉 = 0,

para todo ϕ ∈ Υ0 e

I = 〈LΦ,Φ〉 = 〈−Q′(φ),Φ〉 = − ∂c
∂k

∂

∂k
F (φ)− ∂A

∂k

∂

∂k
M(φ).
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Utilizando a solução explícita dada por (4.29), é possível deduzir que

M(φ) = α1L e F (φ) =
480K3(k)

L4
[k2L+ 2L(

k4 − k2 + 1

3
)K(k)],

de onde obtemos

〈LΦ,Φ〉 = − 1

L7
f(k),

onde f é uma complicada função positiva que depende suavemente do módulo k ∈ (0, 1), ver

Figura 4.2. Isto prova a condição exigida no Lema 4.1. Finalmente, do Teorema 4.4, concluímos

que φ é estável em X = H2
per([0, L]) pelo fluxo periódico de (4.27). 2



CAPÍTULO 5

APÊNDICES

5.1 Espaços de Sobolev Periódicos

Considerando que os resultados deste trabalho estão relacionados a soluções periódicas

de equações da forma (1.1), nesta seção serão apresentados conceitos e resultados relacionados

a funções periódicas. Destacamos aqui o conceito de transformada de Fourier para funções pe-

riódicas o qual é necessário para definirmos os espaços de Sobolev periódicos. Além disso, os

coeficientes de Fourier são essenciais para um importante resultado de positividade com objetivo

de determinarmos propriedades espectrais.

Como principal referência, utilizamos Iório e Iório, e assim em [23] encontram-se mais

detalhes.

Definição 5.1 A transformada de Fourier de uma função f ∈ L1(R), denotada por f̂ , é definida

por

f̂(ξ) =

∫
R
f(x)e−2πixξdx, onde ξ ∈ R.

O Teorema de Plancherel possibilita definir a transformada de Fourier de uma função

f ∈ L2(R). Para maiores detalhes, sugerimos [39] e [44].

Seja L > 0 um número real fixado. Uma função f : R −→ C é dita periódica de

período L se, para todo x ∈ R, vale f(x + L) = f(x). O conjunto de todas as funções f :

R −→ C, infinitamente diferenciáveis e periódicas com período L será denotado por P = C∞per =

C∞per([0, L]). Aqui, P ′ denota o espaço das distribuições periódicas, ou seja, é o conjunto de todos
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os funcionais lineares contínuos definidos de P em C. O valor de ψ ∈ P ′ em φ ∈ P é

ψ(φ) = [ψ, φ].

Definimos agora a Transformada de Fourier para funções periódicas.

Definição 5.2 Seja k ∈ Z e a função Θk(x) = e
2πixk
L , para todos x ∈ R. A Transformada de

Fourier de ψ ∈ P ′ é a função ψ̂ : Z −→ C dada por

ψ̂(k) =
1

L
[ψ,Θ−k],

para todo k ∈ Z.

O espaço das sequências rapidamente decrescentes, denotado por S(Z), é o conjunto de

todas a sequências de valores complexos α = (αk)k∈Z, tais que

∞∑
k=−∞

|k|j|αk| <∞, ∀ j = 0, 1, 2, . . . .

A transformada de Fourier inversa de α = (αk)k∈Z ∈ S(Z) é uma função α̌ ∈ P dada

por,

α̌(x) =
∞∑
−∞

αkΘk.

Toda função ψ ∈ LP ([0, L]), p ≥ 1, é um elemento de P ′, o qual é definido por

[ψ, φ] =
1

L

∫ L

0

ψ(x)φ(x)dx,

onde φ ∈ P .

Se ψ ∈ Lp([0, L]), p ≥ 1, então para cada k ∈ Z,

ψ̂(k) =
1

L

∫ L

0

ψ(x)e
−2ikπx

L , ∀ k ∈ Z.

Define-se o espaço `2, como o espaço das sequências α = (αn)n∈Z, de forma que

`2 = {α; ‖ α ‖`2 := (
∞∑

n=−∞

|an|2)
1
2 <∞}.
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Para s ∈ R, o espaço de Sobolev Hs
per([0, L]) := Hs

per é definido como sendo o con-

junto de todas as distribuições periódicas f ∈ P ′ tal que,

‖ f ‖2
Hs
per

= L

∞∑
k=−∞

(1 + |k|2)s|f̂(k)|2 <∞.

O espaço Hs
per([0, L]) munido do produto interno

〈f, g〉Hs
per([0,L]) = L

∞∑
k=−∞

(1 + |k|2)sf̂(k)ĝ(k),

é um espaço de Hilbert.

Para caso particular s = 0, definimos L2
per([0, L]) := H0

per([0, L]), o qual é um espaço

de Hilbert munido do produto interno

〈f, g〉L2
per([0,L]) =

∫ L

0

f(x)g(x)dx, ∀ f, g ∈ L2
per([0, L])

e norma ‖ · ‖L2
per([0,L]) .

Temos ainda que, para todo s ∈ R, o dual topológico deHs
per([0, L]) é (Hs

per([0, L]))′, o

qual é isometricamente isomorfo ao espaço H−sper([0, L]). Para f ∈ H−sper([0, L]) e g ∈ Hs
per([0, L]),

o par dualidade é dado por

[f, g]H−sper([0,L]),Hs
per([0,L]) = L

∞∑
k=−∞

f̂(k)ĝ(k).

Considerando s > r, onde r, s ∈ R, temos que Hs
per([0, L]) ↪→ Hr

per([0, L]), segue daí

e de H0
per([0, L]) = L2

per([0, L]) que para todo s ≥ 0,

Hs
per([0, L]) ↪→ L2

per([0, L]).

E ainda, para todo mi ∈ [1,+∞], i = 1, 2, com m1 ≥ m2, é válido que

H1
per([0, L]) ↪→ Lm1

per([0, L]) ↪→ Lm2
per([0, L]),

onde

Lmper([0, L]) := {f ; f é L− periódica e f|[0,L]
∈ Lm([0, L])}

e

‖ f ‖Lmper([0,L])=‖ f ‖Lm([0,L]),

para todo f ∈ Lmper([0, L]).
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5.2 Funções Elípticas de Jacobi

Considerando que as equações estudadas neste trabalho possuem solução com perfil

dnoidal, apresentamos algumas propriedades sobre as Funções Elípticas de Jacobi. Para uma leitura

mais completa sobre tais funções sugerimos [13] e [14].

Definição 5.3 Considere ϕ ∈ [0, π
2
] e k ∈ (0, 1). A Integral Elíptica de Primeiro Tipo é dada por∫ y

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

=

∫ ϕ

0

dθ√
1− k2sen2θ

≡ F (ϕ, k), (5.1)

onde y = senϕ. No caso y = 1, a integral elíptica é dita completa e assim,∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

=

∫ π
2

0

dθ√
1− k2sen2θ

≡ K(k), (5.2)

torna-se a Integral de Elíptica Completa de Primeiro Tipo. Além disso, k é denominado módulo

elíptico e k′ =
√

1− k2 é o módulo elíptico complementar. O parâmetro ϕ é denominado argu-

mento da integral elíptica.

Definimos também a Integral Elíptica de segundo tipo.

Definição 5.4 A Integral Elíptica de Segundo Tipo é dada por∫ y

0

√
1− k2t2

1− t2
dt =

∫ ϕ

0

√
1− k2sen2θdθ ≡ E(ϕ, k), (5.3)

aqui também y = senϕ, assim como k ∈ (0, 1). A Integral Elíptica Completa de Segundo tipo é

dada por ∫ 1

0

√
1− k2t2

1− t2
dt =

∫ π
2

0

√
1− k2sen2θdθ ≡ E(k). (5.4)

Para definirmos algumas funções elípticas relacionadas com as integrais acima definidas, é rele-

vante observarmos que lim
k→0+

K(k) = lim
k→0+

E(k) =
π

2
, lim
k→1−

K(k) = +∞(k) e lim
k→1−

E(k) = 1.

Consideremos a seguinte função

u(y1; k) ≡
∫ y1

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

=

∫ ϕ1

0

dθ√
1− k2sen2θ

≡ F (ϕ1, k), (5.5)
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onde ϕ1 ∈ [0, π
2
], e y1 = sen(ϕ1). Para k fixo, u é uma função estritamente crescente na variável

y1. Ainda para k fixado, a inversa da função u é definida como a função senoidal, dada por

sn(u; k) ≡ sen(ϕ1) = y1,

onde ϕ1 = am(u; k) é a função amplitude de u. A partir da função senoidal define-se as funções

elípticas denominadas de cnoidal e dnoidal, e dadas por

cn(u; k) ≡
√

1− y2
1 =

√
1− sn2(u; k)

e

dn(u; k) ≡
√

1− k2y2
1 =

√
1− k2sn2(u; k),

respectivamente. As funções senoidal, cnoidal e dnoidal são normalizadas fazendo-se uso de

sn(0; k) = 0, cn(0; k) = 1 e dn(0; k) = 1. Temos ainda, que as a função cn(; k) e dn(; k) são

pares enquanto sn(; k) é ímpar. Além disso, estas funções são periódicas, de forma que

sn(u+ 4K; k) = sn(u; k),

cn(u+ 4K; k) = cn(u; k)

e

dn(u+ 2K; k) = dn(u; k).

5.3 Coeficientes de Fourier

As soluções das equações apresentadas aqui possuem perfil dnoidal. Mais especifica-

mente, as equações de Kawahara Modificada e equação de Kawahara Modificada Regularizada

possuem soluções do tipo

φ1(x) = α1 + α2dn
2

(
2Kπ

L
x, k

)
. (5.6)

Enquanto, a equação de Kawahara Regularizada possui solução da forma

φ2(x) = β1 + β2dn
2

(
2Kπ

L
x, k

)
+ β3dn

4

(
2Kπ

L
x, k

)
, (5.7)
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onde dn é a Função Elíptica de Jacobi, ver [13] e [14], denominada dnoidal, k ∈ (0, 1) é o módulo

elíptico, α1, α2, β1, β2 e β3 são parâmetros que dependem suavemente de k. K = K(k) é a

integral elíptica completa de primeiro tipo e L > 0 é o período da função. Como objetivamos

determinar as propriedades espectrais de L através do Teorema 1.18, faz-se necessário calcularmos

os coeficientes de Fourier das soluções (5.12) e (5.13), que são os coeficientes a0, an e bn, onde

φ(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(
2nπx

L

)
+ bnsen

(
2nπx

L

)]
.

Como dn é uma função par, bn = 0 para todo n ∈ Z+. Para determinar a0 e an,

utilizaremos [31] que fornece expressões para estes coeficientes. Donde,

dn2

(
2Kx

L
, k

)
=
E

K
+

2π2

K2

∞∑
n=1

nqn

1− q2n
cos

(
2nKπ

L
x

)
,

ondeE = E(k) é a integral elíptica de Jacobi completas de segundo tipo, k′ =
√

1− k2 é o modulo

elíptico complementar e q = exp(−πk
′

k
). Denotaremos, aqui K ′ = K(k′).

Para determinar potências pares da função dnoidal a expressão é

k2r+2dn2r+2

(
2Kx

L
, k

)
= P(r)

d +
2π2k2

K2

∞∑
n=1

nqn

1− q2n
R(r)
d,n cos

(
2nKπ

L
x

)
, r = 1, 2, 3, ...,

onde Prd eRr
d,n são expressões dadas em [31].

Assim, para r = 1, ou seja, dn4
(

2K
L
x, k
)

é dado por

dn4

(
2K

L
x, k

)
=

2E

3K
(2− k2)− 1− k2

3

+
2π2

3k4K2
{
∞∑
n=1

nqn

1− q2n

[
2(2− k2) +

n2π2

2K2

]
cos

(
2nKπ

L
x

)
}.

Com estas expressões em mente, reescrevemos de forma conveniente (5.12), tornando-

se

φ1(x) = α1 + α2

(
dn2

(
2K

L
x, k

)
− E

K

)
. (5.8)

Logo, a expansão de Fourier de φ1 é dada por

φ1(x) = α1 +
∞∑
n=1

nΓcsch

(
nπK ′

K

)
cos

(
2nkπ

L
x

)
,
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onde Γ = α2π2

K2 . Considerando que q = exp(−πK
′

K
) e csch(z) =

2

ez − e−z
, z ∈ C, obtemos

qn

1− q2n
=

1

2
csch

(
nπK ′

K

)
,

e os coeficientes de Fourier são da forma

φ̂1(x) =

{
α1, n = 0,
Γ
2
n csch(nπK

′

K
), n 6= 0.

(5.9)

Seguindo os mesmos passos, a solução (5.13), torna-se

φ2(x) = β1 + β2

(
dn2

(
2K

L
x, k

)
− E

K

)
+ β3

(
dn4

(
2K

L
x, k

)
− (2− k2)

2E

3K
+

1− k2

3

)
.

(5.10)

Assim,

φ2(x) = β1 + γ
∞∑
n=1

ncsch

(
nπK ′

K

)
cos

(
2kπ

L
x

)
,

e os coeficientes de Fourier são

φ̂2(x) =

{
β1, n = 0
γ
2
n csch(nπK

′

K
),

(5.11)

onde γ =
β2π

2

K2
+
β3π

2

k2K2

[
2(2− k2)

3
+
n2π2

6K

]
.

As soluções das equações apresentadas aqui possuem perfil dnoidal. Mais

especificamente, as equações de Kawahara Modificada e equação de Kawahara Modificada Regu-

larizada possuem soluções do tipo

φ1(x) = α1 + α2dn
2

(
2Kπ

L
x, k

)
. (5.12)

Enquanto, a equação de Kawahara Regularizada possui solução da forma

φ2(x) = β1 + β2dn
2

(
2Kπ

L
x, k

)
+ β3dn

4

(
2Kπ

L
x, k

)
, (5.13)

onde dn é a Função Elíptica de Jacobi, ver [13] e [14], denominada dnoidal, k ∈ (0, 1) é o módulo

elíptico, α1, α2, β1, β2 e β3 são parâmetros que dependem suavemente de k. K = K(k) é a

integral elíptica completa de primeiro tipo e L > 0 é o período da função. Como objetivamos
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determinar as propriedades espectrais de L através do Teorema 1.18, faz-se necessário calcularmos

os coeficientes de Fourier das soluções (5.12) e (5.13), que são os coeficientes a0, an e bn, onde

φ(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(
2nπx

L

)
+ bnsen

(
2nπx

L

)]
.

Como dn é uma função par, bn = 0 para todo n ∈ Z+. Para determinar a0 e an,

utilizaremos [31] que fornece expressões para estes coeficientes. Donde,

dn2

(
2Kx

L
, k

)
=
E

K
+

2π2

K2

∞∑
n=1

nqn

1− q2n
cos

(
2nKπ

L
x

)
,

ondeE = E(k) é a integral elíptica de Jacobi completas de segundo tipo, k′ =
√

1− k2 é o modulo

elíptico complementar e q = exp(−πk
′

k
). Denotaremos, aqui K ′ = K(k′).

Para determinar potências pares da função dnoidal a expressão é

k2r+2dn2r+2

(
2Kx

L
, k

)
= P(r)

d +
2π2k2

K2

∞∑
n=1

nqn

1− q2n
R(r)
d,n cos

(
2nKπ

L
x

)
, r = 1, 2, 3, ...,

onde Prd eRr
d,n são expressões dadas em [31].

Assim, para r = 1, ou seja, dn4
(

2K
L
x, k
)

é dado por

dn4

(
2K

L
x, k

)
=

2E

3K
(2− k2)− 1− k2

3

+
2π2

3k4K2
{
∞∑
n=1

nqn

1− q2n

[
2(2− k2) +

n2π2

2K2

]
cos

(
2nKπ

L
x

)
}.

Com estas expressões em mente, reescrevemos de forma conveniente (5.12), tornando-

se

φ1(x) = α1 + α2

(
dn2

(
2K

L
x, k

)
− E

K

)
. (5.14)

Logo, a expansão de Fourier de φ1 é dada por

φ1(x) = α1 +
∞∑
n=1

nΓcsch

(
nπK ′

K

)
cos

(
2nkπ

L
x

)
,

onde Γ = α2π2

K2 . Considerando que q = exp(−πK
′

K
) e csch(z) =

2

ez − e−z
, z ∈ C, obtemos

qn

1− q2n
=

1

2
csch

(
nπK ′

K

)
,
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e os coeficientes de Fourier são da forma

φ̂1(x) =

{
α1, n = 0,
Γ
2
n csch(nπK

′

K
), n 6= 0.

(5.15)

Seguindo os mesmos passos, a solução (5.13), torna-se

φ2(x) = β1 + β2

(
dn2

(
2K

L
x, k

)
− E

K

)
+ β3

(
dn4

(
2K

L
x, k

)
− (2− k2)

2E

3K
+

1− k2

3

)
.

(5.16)

Assim,

φ2(x) = β1 + γ

∞∑
n=1

ncsch

(
nπK ′

K

)
cos

(
2kπ

L
x

)
,

e os coeficientes de Fourier são

φ̂2(x) =

{
β1, n = 0
γ
2
n csch(nπK

′

K
),

(5.17)

onde γ =
β2π

2

K2
+
β3π

2

k2K2

[
2(2− k2)

3
+
n2π2

6K

]
.



CAPÍTULO 6

COMENTÁRIOS E ESTUDOS FUTUROS

Ainda existem muitos problemas envolvendo equações diferenciais dispersivas com não

linearidades em aberto. Os métodos aqui utilizados, estabelecidos em [5] e [18], podem ser aplica-

dos para obtenção de estabilidade orbital de outras equações, ou mesmo para melhorar condições

em resultados já estabelecidos.

Em especial, o critério de estabilidade aqui apresentado no Capítulo 3, traz um grande

avanço no estudo de estabilidade orbital de equações regularizadas com não-linearidade f(u) =

u2

2
, principalmente para equações onde não é possível construir superfícies ou curvas de ondas,

como foi o caso da equação de Kawahara regularizada. Por este motivo, este método poderá ser

amplamente aplicado. Inclusive em problemas com A ≡ 0 ou com média zero.

Considerando ainda que, os critérios acima mencionados são baseados em resultados

de [41], onde o próprio autor menciona que os resultados podem ser ampliados, é de nosso interesse

tentar estabelecer critérios que possam ser aplicados em um conjunto de equações ainda maior. Isto

também acontece com os resultados estabelecidos em [22] e [25].

Durante nossos estudos, tivemos contatos com outras ferramentas, ainda que não te-

nham sido úteis aqui, se mostraram interessantes para futuros trabalhos como por exemplo as

Transformações de Miúra.

Outras equações que surgiram ao longo dos estudos, despertaram nosso interesse para

uma busca maior de conhecimento. Destaco aqui a equação Rosenau-KdV e Rosenau-Kawahara.
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