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RESUMO

Esta tese teve como objetivo principal estabelecer condi¢des suficientes para obtencdo de estabili-
dade orbital de solugdes tipo ondas viajantes de equacdes dispersivas tipo Benjamin-Bona-Mahony,
de maneira simplificada. Em particular, estudamos a estabilidade de ondas associadas a equacao
de Kawahara regularizada, através de um critério simplificado, sem que fosse necessario conhecer-
mos a matriz Hessiana associada a um certo funcional de Lyapunov, convenientemente definido a
partir da equacdo envolvida. Seguimos os passos de [5] e [ 18] para resultados para obtengado da es-
tabilidade orbital da solucao tipo onda viajante da equacdo de Kawahara modificada regularizada,
também sem que fosse necessdrio conhecer todas as entradas principais da matriz Hessiana. A boa-
colocagdo das duas equagdes supracitadas, foi provada através de um resultado mais geral sobre o
problema de Cauchy associado a equagdo de Kawahara generalizada regularizada, onde seguimos
a abordagem de [6], [10] e [ 1]. Por fim, utilizamos as condi¢des de estabilidade estabelecidas em
[5], para obtencao da estabilidade orbital de solucdes tipo ondas viajantes da equacao de Kawahara
modificada. As equacdes abordadas possuem solu¢cdao com perfil dnoidal e os critérios de estabi-
lidade foram satisfeitos analisado o espectro nao positivo de um operador linearizado ao redor da

onda, onde utilizados os critérios definidos em [9].

Palavras chave: Estabilidade orbital, Ondas viajantes periddicas, Equacao de Kawahara
regularizada, Equacdo de Kawahara modificada, Equacdo dispersiva regularizada, Equacdo Benjamim-

Bona-Mahony.



ABSTRACT

This thesis had as main goal to establish sufficient conditions to obtain orbital stability of traveling
wave solutions of dispersive equations type Benjamin-Bona-Mahony, in a simplified manner. In
particular, we studied the stability of waves associated with the regularized Kawahara equation,
using a simplified criterion, without it being necessary to know the Hessian matrix associated with
a certain Lyapunov functional, conveniently defined from the equation involved. We followed the
steps of [5] and [ 18] for results to obtain the orbital stability of the traveling wave solution of the
modified Kawahara equation, also without having to know all the main inputs of the Hessian matrix.
The well-posedness of the two aforementioned equations was proven through a more general result
on the Cauchy problem associated with the regularized generalized Kawahara equation, where
we follow the [6], [10] and [11]. Lastly, we used the stability conditions established in [5], to
obtain the orbital stability of traveling wave solutions of the modified Kawahara equation. The
equations approached have a solution with a dnoidal profile and the stability criteria were satisfied
by analyzing the non-positive spectrum of a linearized operator around the wave, using the criteria

defined in [9].

Key Words: Orbital stability, periodic traveling waves, regularized Kawahara equa-
tion, modified Kawahara equation, regularized dispersive equation, Benjamin-Bonn-Mahony equa-

tion.
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INTRODUCAO

O estudo de equacdes diferenciais dispersivas tem despertado muito interesse devido a
quantidade de fendmenos que podem ser modelados por equagdes deste tipo. Por exemplo, elas sur-
gem em problemas de: dtica ndo linear, dindmica de fluidos, fisica de plasma, fluxos de 4gua, ondas
eletromagnéticas, entre outros. Uma vez que uma equagdo modela um problema, diversos estudos
relacionados a tais problemas e suas solu¢des tornam-se relevantes, como a prépria determinagao
de existéncia de solucgdes, sua boa-coloca¢do em algum espago conveniente e ainda estudos quali-

tativos como por exemplo, a estabilidade de solu¢gdes considerando pequenas perturbagdes.

A importancia em estudos de estabilidade € crucial para o bom funcionamento e con-
trole de sistemas relacionados aos fendmenos descritos pelas equacdes envolvidas em cada caso.
Uma situagdo interessante de aplicacdo do estudo de estabilidade se dd considerando o caso de
linhas de transmissdo de energia, que com aumento da demanda de energia sobre os sistemas elé-
tricos, tem tornado necessdrio o avango em técnicas de controle para amortecer as perturbacdes nos

sistemas.

Nossos estudos envolvem equacdes diferenciais parciais dispersivas nao lineares e sdo
baseados em teorias cldssicas sobre estabilidade orbital de solu¢des ondas viajantes solitdrias como
[2], [12] e [19]. Como nosso interesse € no caso de ondas viajantes periddicas, trabalhos como de

[8] tornam-se essenciais para este desenvolvimento.

Utilizamos as palavras de Natali, em [35], para descrever informalmente o que acontece

em fendmenos relacionados as equacdes dispersivas.

"A existéncia de solucoes que mantém sua forma enquanto viaja com velocidade cons-
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tante é um dos fendmenos mais fascinantes determinados por equagoes dispersivas.
Estas solucoes especiais (em geral, chamadas ondas viajantes) surgem devido ao equi-

librio perfeito entre os efeitos ndo lineares e dispersivos no meio."

Acreditamos que estas palavras descrevam ou justifiquem o que motivou as observa-
coes, no ano de 1834, feitas por John Scott Russel sobre tais ondas enquanto andava a cavalo ao
lado do estreito Canal Union perto de Edimburgo, na Escdcia. Ele observou que ondas, criadas na
superficie de um canal de dguas rasas, se propagavam com velocidade constante ¢, € sem mudar
seu formato, ver [40]. A equacdo obtida empiricamente por Russel, onde ele relaciona a velocidade

c da onda com sua altura, amplitude, e a for¢a de gravidade g, € dada por
2 _
¢ =g(h+a).

Esta equacgdo foi questionada, pois apesar de ter sido relacionada a teorias sobre ondas existentes

na época, as caracteristicas sobre a dispersdo contrariavam algumas destas mesmas teorias.

No ano de 1895, dois cientistas holandeses Korteweg e de-Vries, descreveram tais feno-

menos formalmente, ou seja, com bases tedricas, em [32], e obtiveram a equagdo
Ut + Uy + Uy = 07

onde u é uma funcdo suave em relacdo as varidveis = e ¢, com dominio em R? e imagem em
R. O termo uu, representa a ndo linearidade e u,,, € o termo dispersivo, o equilibrio entre eles
que proporciona solucdes ondas viajantes estdveis. A equacdo descrita recebeu o nome Equagdo

Korteweg de-Vries (KdV daqui em diante) para homenagea-los.

A equacdo KdV, juntamente com a a equacdo de Schrodinger ndo linear, sdo as mais
importantes equagdes ndo lineares dispersivas. Em particular, a KdV como esperado, descreve um
modelo de ondas em 4guas rasas. Entre suas propriedades, encontra-se a presenga de simetrias
e leis de conservacdao, onde destacamos a simetria por translacdes, e as leis de conservacdo de
energia e de massa. Propriedades estas, que foram essenciais para o desenvolvimento das teorias

de estabilidade j4 mencionadas, baseadas no cdlculo variacional.

VariacOes da equacdo de Kawahara generalizada, inclusive no contexto periddico, é o

foco do nosso trabalho. A equacdo de Kawahara, foi determinada por T. Kawahara , ver [30], e
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surge a partir de andlises da equacdo KdV. A equagdo de Kawahara generalizada tem a forma,
Uy + upux + (ﬁyuxx - ,uuxzxx>x = 07

onde p € N denota a poténcia da ndo linearidade e v > 0 e p > 0 sdo pardmetros que controlam
o termo de dispersdo de terceira e quinta ordem, respectivamente. A equagdo de Kawahara, onde
p = v = i = 1 naequagdo acima, foi estabelecida como um modelo para ondas de 4gua com baixa

amplitude em relagdo ao comprimento de onda.

Mais precisamente, estudamos a estabilidade de solucdes das equacoes:

(I) Equacao de Kawahara modificada regularizada:

Uy + Uy + Uy — (Vlag — Ugpaa) = 0;
(IT) Equacao de Kawahara regularizada:
(IIT) Equacdo de Kawahara modificada:

2

Sobre estas equacdes, até este momento nao conheciamos resultados de estabilidade
orbital. No entanto, para a equagcdo de Kawahara a estabilidade orbital foi obtida por [16], [20] e

[35], onde este tltimo obteve um resultado mais amplo.

De um modo geral as equagdes acima possuem a forma,

ug + (f(u))x - (Mu)x =0, (D
e para o caso regularizado,
up + ugy + (f(u))s + (Mu), = 0, (2)

onde, f : R — R é uma fungdo suave e © : R x R — R é uma funcio periddica na varidvel
espacial, com periodo L > 0, fixado. M € um operador diferencial ou pseudo-diferencial no

sentido periddico e é definido como um multiplicador de Fourier, dado por

Mg(k) = 6(k)g(k), k€,
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onde ¢ representa uma func¢ao par e continua em R, satisfazendo a condi¢ao
m m 1
'U1’k'| S@(k) S’Ug’k’ , m > g,
para todo k£ € Z e para alguns v; > 0, para: = 1, 2.

Como ja observado por Russel, as ondas aqui tratadas sdo invariantes por translagdes,

em relacdo ao grupo R. Com isso, uma solucdo tipo onda viajante de (1) possui a forma

u(z,t) = ¢z — ct),

onde ¢ € R é a velocidade da onda. Note que ao substituirmos esta forma na equagéo (1) e

integrando posteriormente, obtemos a equacio diferencial ordindria

~Mo+(f(¢)) —co+ A=0, 3)

onde A € uma constante de integragdo. Observe, pela equagdo obtida, que uma solugdo em geral

depende da velocidade c e de A, ou seja, ¢ := ¢ 4).

O estudo sobre a estabilidade orbital de tais solu¢des surge justamente para entender o
comportamento de ondas em relacdo a Orbita gerada por translacdes, a partir de um dado inicial w.
Formalmente, diz-se que uma solucdo ¢ € orbitalmente estdvel no espaco energia X = Hp%er ([0, L)),
com relagdo ao fluxo periddico de (1), se para qualquer € > 0, existe > 0 tal que para qualquer
up em X satisfazendo || up — ¢ ||x< 6, a solugdo u(t) de (1) com dado inicial ug(z) = u(x,0)
existe globalmente e satisfaz p(u(t), ¢) < e, para todo t > 0. Aqui p(u(t), ¢) é a semi-distancia

entre u € X e a Orbita de ¢, a qual estd formalmente definida no Capitulo 1.

A teoria de estabilidade, inicialmente foi desenvolvida para o estudo de ondas viajantes
solitdrias, que sdo ondas u(x,t) = ¢(xz — ct), cujo perfil ¢ satisfaz min;m ¢™(x) = 0,¥n € N.
Aqui, ™ (z) denota a n-ésima derivada de ¢(z). E assim, para o caso de ondas solitdrias, A = 0.
E considerando que a equag@o (1), com condigdo inicial u(0) = ug € X := HZ%T([O, L])) seja bem
colocada em X, podemos supor que (1) possua pelo menos trés quantidades conservadas P, F', e

M. Quantidades estas relacionadas a Energia, Momento e Massa, respectivamente.

Considerando propriedades destas quantidades, como o fato de serem conservadas em

relacdo ao fluxo das respectivas equacoes e também por serem invariantes por translagdes, € que a
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teoria por Grillakis, Shatah, Strauss e Weinstein, para obtengdo de estabilidade foi desenvolvida.
Assim, com o intuito de minimizar a energia P, define-se o funcional conservado G(u) = P(u) +
cF(u), de forma que a onda ¢ solugdo de (3), seja um ponto critico de G. E entdo, obtém-se a
estabilidade mostrando que a onda viajante ¢ € um minimo local do funcional P restrito a um
certo vinculo (), também definido como combina¢do de quantidades conservadas. Com isso, 0
operador linearizado ao redor da onda ¢, £ := G”(¢), desempenha um papel crucial na andlise de

estabilidade, a qual serd obtida pelo método variacional.

No caso periddico, as ondas viajantes sd3o ondas u(z,t) = ¢(z — ct), cujo perfil ¢ é
periédico, com periodo fixo L > 0 e satisfaz ¢(0) = ¢(L) e ¢'(0) = ¢'(L). Portanto, nem sempre
A = 0. Para o caso onde A # 0, a onda ¢ ndo é um ponto critico do funcional . Tornando-se
necessario impor alguma condi¢@o sobre a onda viajante, e este problema foi contornado conside-

rando que ¢ possua média zero, isto € M (¢) = 0, ver [8].

Abordagens do caso onde A # 0, sdo mais recentes e a partir desta consideragdo a

teoria de estabilidade foi adaptada de forma que o funcional G foi estendido, tornando-se
G(u) = P(u) + cF(u) + AM (u).

Entre os primeiros trabalhos a fazer tal consideracdo foi [24], em que o autor estudou a estabilidade
da GKdV. Em [36], os autores consideraram também A # 0 e provaram a estabilidade das equa-
coes 3-KdV e logaritmica Schrodinger, baseados nos trabalhos de Weinstein em [42] e [43]. Tanto
em [24], como em [36], ndo foi utilizada a forma explicita da solu¢do ¢. Porém, as abordagens sao

distintas.

Stuart, em [4 1], determinou condi¢des suficientes para a estabilidade orbital de ondas
estaciondrias solitdrias para u; = JP'(u(t)) em um espaco de Hilbert. Aqui, P é a quantidade re-
lacionada a energia associada a equacdo (1) e J € um operador invertivel, limitado e antissimétrico.
No entanto, os resultados estabelecidos por ele, tratavam de equagdes com duas simetrias: rotagao
e translacdo. Esta abordagem motivou os autores em [5], que modificando os argumentos em [4 1],
estabeleceram um critério razodvel para obten¢do de estabilidade orbital de solu¢des tipo ondas

viajantes periddicas da equacdo (1) em X. Tal estabilidade pode ser obtida através de um funcional
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de Lyapunov, definido a partir do funcional G e do vinculo () = aF' + bM. Sob estas condigdes,
uma das dificuldades para obtencao da estabilidade orbital que € determinar a matriz Hessiana as-
sociada ao funcional GG, € substituida pela existéncia de uma certa fungcdo ®, que satisfaz algumas
condi¢des de ortogonalidade em relagcdo a um certo conjunto estabelecido a partir da quantidade ().
Estes argumentos foram base para a demonstragcdo da estabilidade orbital da equacdo de Kawahara

modificada, no Capitulo 4 desta tese.

Os resultados estabelecidos em [5], também puderam ser estendidos para o caso re-
gularizado. Com isso, em [!&], os autores apresentaram um resultado interessante para equacoes
dispersivas regularizadas com f(u) = “—22 No entanto, foi preciso construir uma superficie su-
ave das ondas periddicas para obter, usando manipulacdes adequadas com a matriz Hessiana de

G(¢(c,a)), obtendo uma fungio que ndo depende de derivadas de F'(¢ (. a)) € M (¢, a))-

No Capitulo 3, baseados nos trabalhos [5], [18], [22], [25], [37] e [4]] , estabele-
cemos um critério simplificado para obtencdo de estabilidade orbital de solu¢gdes ondas viajantes

periddicas de equacdes na forma
g + g + uty + (Mu), = 0, 4

sem que haja necessidade de conhecer a positividade associada a uma matriz Hessiana ou a Jaco-

bianos. Definimos um funcional de Lyapunov

V(u) = G(u) — G(9) + N(Qu) — Q(¢))*,

onde N > 0 ¢ uma constante ¢ Q(u) = —K(u) + (¢ — 1 — A)M(u), e a quantidade K (u) =
F(u) — P(u). Este funcional remove a necessidade da ja mencionada positividade. O que é um
grande avango para obten¢do de estabilidade de equagdes importantes que ndo possuem superficie
de ondas, como a equacdo de Kawahara regularizada por exemplo. A hipétese (H) necesséria para
obtenc¢do de tais resultados, além das condi¢des da ®, impde o seguinte:

1

(H) Considere m > 3. Seja (cp, Ag) € (0,+00) x R fixo. Suponhamos que ¢ €

C;gr([o, L]) uma solugd@o onda viajante, L—periddica de (4), com L > 0. O operador autoadjunto

L possui apenas um autovalor negativo, o qual € simples. Além disso, zero € um autovalor simples

associado a autofungdo ¢’ = %.
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Para obtencao das condi¢des impostas na hipétese (H), apresentamos solugdes explici-
tas das equacdes estudadas, obtidas com a ajuda do programa Maple 17, onde substituimos o ansatz
(ver [38]) nas equacdes diferenciais ordindrias associadas a cada equagdo. E com isso, para deter-
minarmos as propriedades espectrais, foi possivel fazer uso da teoria desenvolvida por [9] para o

caso periddico.

Diante do que foi exposto, a organizacdo deste trabalho apresenta-se da seguinte ma-

neira:

No Capitulo 1, apresentamos notagdes e resultados sobre espagoes de Sobolev, estabi-
lidade orbital e teoria espectral, necessarios para a obtencdo da estabilidade orbital de solucdes tipo

ondas periddicas das equagdes acima.

No Capitulo 2, estabelecemos a estabilidade orbital da equacdo de Kawahara modifi-
cada regularizada. Antes disso, provamos a boa colocacdo para a equacdo de Kawahara generali-
zada regularizada seguindo os passos de [6]. A boa colocacao local € obtida utilizando a equacao de
Duhamel associada ao problema de Cauchy e o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Para a boa co-
locagdo global € essencial que a norma de u seja conservada em X. Este resultado de boa-colocagdo
pode ser utilizado também para a equacdo de Kawahara regularizada, cuja estabilidade foi provada

no quarto capitulo.

No Capitulo 3, como ja mencionamos, estabelecemos um critério simplificado para

obtencdo da estabilidade orbital de solugdes periddicas equagdes do tipo (4), ou seja, da forma
U + Uy + uuy, + (Mu), = 0.
Neste caso, ndo € necessdria a existéncia de uma superficie de ondas.

O resultado obtido, foi util para provarmos a estabilidade orbital de solu¢des ondas vi-
ajantes da equacdo de Kawahara regularizada. Para provarmos a condi¢do dada na hipétese (H),
a qual trata das propriedades espectrais do operador £ associado a equacdo de Kawahara regulari-
zada, utilizamos os critérios de positividade de [9]. A solucdo desta equagdo é dada explicitamente

o(x) = a + bdn? (ﬂémx k) + ddn* (%(k)x k;) ,

pelo ansatz
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onde dn € a fun¢do eliptica de Jacobi dnoidal, e K € a integral eliptica completa de primeiro tipo
e os coeficientes a, b e d dependem suavemente do médulo eliptico £ € (0, 1), assim como ¢ e
a constante de integracdo A, a qual surge na equagdo diferencial associada a equagdo, fazendo

u=u(z,t) = ¢(x — ct), onde ¢ > 0 é a velocidade de propagacio da onda viajante ¢.

No Capitulo 4, provamos a estabilidade orbital de solu¢cdes ondas viajantes da equagao

de Kawahara modificada, dada por
U + u2ux + (7“11 - ua:xzz)z = 07

com y > 0. Os resultados de estabilidade aqui apresentados sdo baseados nos argumentos utilizados

por [5]. A da solucdo desta equagdo € dada explicitamente pelo ansatz

2K (k)

¢(z) = a + bdn® (Tx, k) ,

bem como a equacdo de Kawahara modificada regularizada, ver detalhes em [38]. Os coeficientes
a e b dependem suavemente do médulo eliptico k& € (0, 1), assim como a velocidade da onda c e a

constante de integracdo A.

A partir dos resultados obtidos no Capitulo 4, foi publicado o trabalho [3]. Este re-
sultado € o primeiro encontrado na literatura sobre estabilidade orbital da equagdao de Kawahara

modificada.



CapriTULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

1.1 Notacoes e Preliminares

Neste capitulo, encontram-se notacdes e resultados necessarios para o desenvolvimento
desta tese. Utilizaremos as notagdes padroes com relacdo as equacOes diferenciais parciais. Al-
gumas teorias importantes utilizadas ao longo do trabalho foram abordadas no Apéndice (Capitulo
5). Em particular, na Secdo 5.1, mencionamos conceitos importantes sobre espagos de Sobolev

periddicos, para mais detalhes consultar [23].

Consideremos P = O

per

([0, L]), o conjunto de todas as fung¢des f : R — R que
sdo periddicas de classe C'™° e com periodo L > 0, e P’ o conjunto das distribui¢oes periddicas.
Assim, para s € R, o Espago de Sobolev de ordem s, denotado por H%,.([0, L]) é o conjunto de

per

todas f € P’ tal que

[alF:

H,, ([0,L) = LZ 1+ |k[*)° )| < 00,

k=—00
onde J?denota a transformada de Fourier de f.

Observamos que o espago H..([0, L]), munido do produto interno

om0y =L Y (L+ k) F(k)G(R),

k=—00

¢ um Espaco de Hilbert.

Para o caso particular s = 0, temos L?,,.([0, L]) := H}, ([0, L]), o qual é um espago de

per
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Hilbert munido do produto interno

L P
) (o) = / f@)g@de, ¥ g€ 120, 1)),

e norma || - ||z

per

(0,.]) - Por simplicidade, quando for claro, utilizaremos a notagdo (-,-) e || - ||,

para representar respectivamente, o produto interno e a norma em L2,.([0, L]).

A norma

1
2

H f ||H§5r([07L]): Z || f(J) HL?,eT([O,L]) ; vf € H;Ler<[07L]>
=0

¢ equivalente a norma definida em H?_ ([0, L]), no caso em que s = n, comn € N.

per

Dadas duas sequéncias o = (ag)kez € B = (Bk)rez de nimeros complexos e s um
nimero real. Definimos o espago de (2 ; := (% (Z) da seguinte forma

CZ) ={a=(aez; | alle, =L Y 1+ k)l < oo},

k=—o0

desta forma, Ei ;€ um espaco de Hilbert com rela¢do ao produto interno

@B, =L S (1+ k) auBr
k=—00

~

Assim, f € H?, ([0, L]) se, e somente se, (f(k))rez € (2, e ainda || f ||zs, =l fH@L :

per

Definicdo 1.1 Sejam o = (oy)iez e B = (Bk)kez duas sequéncias de niimeros complexos e s um
niimero real. A convolugdo de o e [ é a sequéncia o x 3, dada por
o0
(O{ % B)k = E ak—jﬁj-
Jj=—00

Uma vez que as principais notacdes por nos utilizadas foram estabelecidas, nas proxi-
mas secoes seguiremos da seguinte maneira: apresentaremos, na Secao 1.2, informacdes gerais so-
bre as equacdes dispersivas, em particular sobre algumas generalizacdes da equacdo de Kawahara,
que € foco dos nossos estudos, ainda destacamos o caso regularizado. Na Secdo 1.3, enunciaremos
condicdes suficientes para obten¢do de estabilidade orbital, resultados estes estabelecidos em [ 18]
como uma extensao para o caso de equacgdes regularizadas, das condi¢cdes impostas por [5]. Fina-
lizaremos este capitulo, com resultados estabelecidos em [9Y], que serdo tteis para determinarmos

propriedades espectrais, as quais sao essenciais para obtengao dos resultados sobre estabilidade.
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1.2 Equacoes Diferenciais Dispersivas Regularizadas

O objetivo principal deste trabalho € obter estabilidade orbital de solucdes periddicas
tipo ondas viajantes das equagoes:

(1) Equacao de Kawahara modificada regularizada,

e+ Uy + Uy — (Upe — Usaar)r = 0;
(2) Equacao de Kawahara regularizada,

Up + Uy + WUy — (Uzy — Usgaz )t = 0;
(3) Equacgdo Kawahara modificada, dada por

As equacgdes acima sao equagoOes diferenciais parciais dispersivas nao lineares, em par-

ticular as equagdes (1) e (2), sao equacdes regularizadas.

Aqui, apresentaremos condi¢des suficientes para determinarmos a estabilidade orbital
de solucdes periddicas tipo ondas viajantes de equacdes dispersivas regularizadas, baseados na

abordagem feita em [1&], da forma
ug + g + (f(u))z + (Mu), = 0, (1.1)

onde f : R — R é uma funcio suave e u : R x R — R € uma funcio periddica na varidvel espa-
cial, com periodo L > 0, o qual pode ser fixado ou ndo. O operador M € um operador diferencial

ou pseudo-diferencial no sentido periddico e € definido como um Multiplicador de Fourier, por
My(k) = 0(k)g(k), k€ Z, (1.2)
onde ¢ representa uma funcgio par e continua em R, satisfazendo a condi¢ao
1
vk < 0(k) < wvolk™,  m > 3 (1.3)

para todo k£ € Z e para alguns nimeros reais v; > 0, onde : = 1, 2.
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Em particular, nas trés equagdes dadas temos M = 9! — 92, com isso temos m = 4.

e

Nosso interesse aqui é em equagdes com ndo linearidade da forma f(u) = i PE N.

Observamos que equagdes da forma (1.1) abrangem uma grande classe de equagdes
diferenciais, dentre as quais citamos:

— Equacdo generalizada Benjamin-Ono regularizada (rGBO), dada por
g + Uy + uPu, + (Hu) = 0,

onde p > 1 € um inteiro e H € a Transformada de Hilbert;

— Equacdo generalizada Benjamin-Bona-Mahony, dada por
up + Uy + uPuy — g = 0,

onde p > 1 € um inteiro. No caso, p = 1 torna-se a equacdo Benjamin-Bona-Mahony (BBM), dada
por

U + Uy + UUy — Uggr = 0.

Salientamos que, a estabilidade de solucdes e a boa colocacao das equacdes rGBO e BBM, foram

estabelecidas em [10], os autores utilizaram teoria classica de estabilidade como [1], [12] e [19] .

A partir destas teorias, inclusive para o caso periddico, diversos resultados vem sendo
estabelecidos nas ultimas décadas. Em particular, Stuart em [4 1], apresenta resultados para ondas
estaciondrias de equacdes cujas solucdes possuem propriedades referentes a duas simetrias: por
translacoes e por rotagdes. Tais resultados foram aplicados por exemplo em [17] e [37]. Baseado
em [41], os autores em [5] adaptaram a teoria de estabilidade para solu¢des ondas viajantes que sao
invariantes por translagdes. As vantagens de tais resultados sdo que a condi¢do de positividade da
matriz Hessiana associada a um funcional de Lyapunov definido convenientemente, considerando
quantidades conservadas relacionadas as equagdes em questao, € substituida por uma condi¢do que
ndo exige a existéncia de uma superficie de ondas, o que nem sempre € possivel de ser feito como
no caso da equagdo de Kawahara. Para o caso regularizado, os resultados de [5] foram estendidos

em [ 18], considerando equagdes do tipo (1.1) com ndo linearidade f(u) = “—22 Isto é,

g + Uy + ut, + (Mu), = 0.
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Porém, no Capitulo 3 apresentamos um critério simplificado para a obten¢do
de estabilidade destas equacdes, apresentando um grande avango, pois, nosso resultado impde me-

nos condi¢des e ainda ndo exige a existéncia nem mesmo de uma curva de solucdes ondas viajantes.

A abordagem sobre estabilidade de [1&] servird como referéncia para provarmos os
resultados desejados em relagdo as equacdes (1) e (2), e serdo aqui apresentados. Para a equa-
cdo (3), ou seja, para a equacdo de Kawahara Modificada os resultados aplicados sdo os mesmos

estabelecidos em [5], e serdao mencionados no Capitulo 4.

Observacao 1.2 Neste capitulo consideraremos, com o objetivo de definirmos condi¢des sufici-
entes para a estabilidade orbital de solugcoes ondas viajantes de equagoes do tipo (1.1), que o

problema de Cauchy,

{Ut +ug + (f(u)e + (Mu)y =0 (1.4)

u(w,0) = uo(x),
onde, v € [0, L], é bem-posto em X = Hp%([o, L)), onde m satisfaz (1.3).

Antes de apresentarmos as condi¢des suficientes para a obtencao da estabilidade, pre-

cisamos de algumas informagdes importantes relacionadas as equagdes dispersivas regularizadas.

A equacdo (1.1) admite pelo menos trés quantidades conservadas, que sd@o dadas por

L
Pu) = % / (M — W (w))dz, (15)
0
1 L
F(u) = 5/ (uMu + u*)dz (1.6)
0
€
L
M) = / ud, (1.7)
0

onde W é a primitiva de f, ou seja, W’ = f.

Suponhamos agora que a equagdo (1.1) admita solucdes ondas viajantes da forma

u(z,t) = ¢(x — ct), onde ¢ > 0 é uma constante e representa a velocidade de propagagio da
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onda, e ainda ¢ : R — R € uma funcdo periddica, de periodo L > 0. Assim, ao substituirmos esta

forma na Equacdo (1.1), obtemos a equagdo
—c(M@)' = (c = 1)¢" + [f(9)] =0,
e ao integrarmos encontramos
cMop+ (c—1)p— f(¢) +A=0, (1.8)

aqui A € uma constante de integracao.

A partir das quantidades conservadas definidas em (1.5), (1.6) e (1.7), definimos o

funcional de Lyapunov

G(u) = P(u) + (¢ — 1)F(u) + AM (u). (1.9)

Ou ainda,

em que K é uma quantidade conservada dada por K (u) = F'(u) — P(u).

Consideremos ainda, a quantidade
Q(u) = aF(u) + bM (u), (1.10)

onde a e b s@o nimeros reais que podem ser determinados posteriormente.

Notemos que,

G'(P(c,n)) = c M(e.ay + (¢ = 1)pie,a) — f(@e,n)) + A, (1.11)

sendo que ¢ 4) é uma solugdo do tipo onda viajante da equagio (1.8), logo G'(¢(c,4)) = 0. Com
isso, podemos definir o operador linearizado £ := G"(¢(c,4)) ao redor da onda ¢ 4), onde G"

denota a segunda derivada de Fréchet de G.

Assim,

L:=G"(¢p)=cM+(c—1)— fl(¢). (1.12)

Daqui para frente utilizaremos a notagdo ¢ para representar a onda ¢, 4), salvo em alguma situagio

que seja necessario mencionar os parimetros c e A.
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O operador £ desempenha um papel crucial para obtencdo da estabilidade orbital da
onda ¢. Como pode ser visto com mais detalhes na Secdo 4.1, de [15], £ € o unico operador

autoadjunto tal que

[G"(P)u,v] = (Lu,v), ueC

per

([0,L]), ve X,

onde [, -] representa a dualidade em X’. Ainda, considerando a inje¢do natural de X em X’ em

relagdo ao produto interno em L2,,.([0, L]), isto €,

[Zu,v] = (u,v), wu, veX,

temos que

G"(p)v = Lv, Vv e C2.([0,L]).

per

Dessa forma, com o intuito de garantir a existéncia de minimizadores de (G, baseados

no Célculo Variacional, torna-se conveniente impor restricdes sobre o operador L.

1.3 Condicoes para obtencao de estabilidade orbital

Para obtencao resultados sobre estabilidade consideremos a hipétese a seguir.

1

Hipétese 1.3 Considere m > 3. Seja (co, Ag) € (0,+00) x R fixo. Suponhamos que ¢ <

C2 ([0, L]) uma solucdo onda viajante, L—periddica de (1.8), com L > 0. O operador auto-

per

adjunto L possui apenas um autovalor negativo, o qual é simples. Além disso, zero € um autovalor
99
or’

simples associado a autofuncdo ¢' =

Faremos referéncia, quando necessario, a esta hipétese como (H). Baseados em [5], [22] e [41], os
autores em [ 18], provaram que se a hipétese (H) for satisfeita e se existir uma fungdo &, satisfa-
zendo condicdes de ortogonalidade em um conjunto conveniente, entdo L € estritamente positivo.
Este resultado associado a um funcional de Lyapunov convenientemente definido nos garante a

estabilidade orbital de ¢ sobre o fluxo periddico de (1.1).

Antes de apresentarmos tal resultado, precisamos de algumas defini¢des, entre elas a

defini¢ao formal de estabilidade orbital.
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Definicao 1.4 Sejam u,v € X := Hﬁr([o, L]), definimos p como a semi-distdncia entre u e v, por
plu,v) = inf u—ov(-+y) |x.

Podemos observar que a semi-distancia p é definida entre u e a 6rbita de v. Agora, con-
siderando a onda periddica ¢ := ¢(c, 4,) € X dada em (H), definimos formalmente a estabilidade

orbital da seguinte forma.

Definicao 1.5 Dizemos que uma solucdo ¢ L-periodica é orbitalmente estdvel em X, pelo fluxo

periodico de (1.1), se dado € > 0 existe 6 > 0, tal que para qualquer uy € X satisfazendo
| uo — ¢ [ x< 0,
a solugdo u(t) de (1.1) existe globalmente e satisfaz

p(u(t),¢) <e, Vt>O0.

Para um dado € > 0, definimos a e-vizinhanga da 6rbita O, = {¢(- + v); y € R}, como
U. . ={ueX; plu,¢) <e}, (1.13)

onde p € a semi-distancia da Defini¢do 1.4. Considere também o conjunto
To = {u € X;(Q'(¢),u) =0}, (1.14)

aqui (-, -) representa o produto interno em L2, ([0, L]) e Q como definido em 1.10. Observe que 7

é exatamente o espaco tangente para {u € X; Q(u) = Q(¢)} em ¢.

Proposicao 1.6 Suponhamos que (H) seja vdlida e que existe ® € X := Hp%er([o, L)) tal que
(LD, p) =0, paratodo p € Ty e
B := (LD, P) < 0.

Entdo, existe uma constante T > 0, tal que
(Lo, v) > 7 ||v %,

para todo v € Y tal que (v, ¢’) = 0.
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Demonstracao: Ver Proposi¢cdo 4.1 em [5]. O

O resultado acima fornece o resultado de positividade sobre o operador £ sem que
seja necessario conhecer a matriz Hessiana associada ao funcional GG. Assim, por argumentos de
densidade temos que [G”(¢)v,v] > 7 || v ||%, paratodo v € Yy N¢'". Em[15], o Lema 4.7 mostra,
usando o isomorfismo de Riez sobre o produto interno, que se forem mantidas as condi¢cdes de

ortogonalidade da Proposi¢do 1.6, o resultado de positividade obtido € vdlido em X.

No Capitulo 3, apresentamos uma fungdo ¢ satisfazendo as hipoteses deste teorema,
para equacdes tipo BBM, e aplicamos tal critério para provar a estabilidade da equacao de Kawahara
regularizada, o que mostra a importancia do critério que foi estabelecido, visto que esta equagao

ndo possui superficie de ondas.

Considerando a validade da Proposi¢ao 1.6 prova-se a existéncia de constantes positi-

vas, cruciais para a constru¢do de um conveniente funcional de Lyapunov.

Lema 1.7 Sob as hipoteses da Proposicdo 1.6, existem constantes positivas N > 0 e 7 > 0 tais
que

(Lv,v)x +2N(Qv,v)% > 7 || v [[%,

para todov € {¢'}+ = {u € X; (u,¢')x = 0}.

Demonstracao: Ver Lema 2.5, em []5]. O

Definamos o funcional V' : X — R, satisfazendo

V(u) = G(u) - G(¢) = N(Q(u) - Q(¢)), (1.15)

onde G e () sdo dadas por (1.9) e (1.10), e a constante /N satisfaz as condi¢des dadas pelo Lema

1.7.

Considerando que a equagdo aqui tratada possui a simetria por translagdo definimos,

como em [4], funcional de Lyapunov neste contexto.

Definicio 1.8 Uma fungdo V : X — R é um funcional de Lyapunov para a orbita 0y C X , se

satisfaz as propriedades:
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(i) Existe ¢ > 0 tal que V : U. — R ¢ de classe C* e, para todo v € Qg vale V(v) = 0 e
V'(v) =0.

(ii) Existe ¢ > 0, tal que para todo v € U, vale

V(v) > <(p(v,))*.

(iii) Para todo v € U, temos

(V'(v),0,v) = 0.

(iv) Se u(t) for uma solugcdo global para o problema de Cauchy associado a equagdo (1.1) com

dado inicial ug, entdo V (u(t)) = V(uo), para todo t > 0.

Lema 1.9 Considerando as hipéteses da Proposicdo 1.6, existem o« > 0 e D > 0 tais que
V(u) > Dp(u, ¢),

para todo u € U,.

Demonstracao: Ver demonstracdo Lema 4.3, Capitulo 4. a

Sob as hipéteses da Proposicdo 1.6, considerando que G e () sdo invariantes por trans-
lagdo por serem definidos como combina¢do das quantidades conservadas P, [’ e M, definidas em
(1.5)-(1.7), e ainda que sendo ¢ solugdo de (1.1) temos (Q'(¢), ¢') = 0, pode-se provar a seguinte

proposigao.

Proposicao 1.10 Suponhamos que o problema de Cauchy (1.4) seja globalmente bem colocado,
em um Espago de Sobolev conveniente Hy. ([0, L]), s > 3. Entdo, existe N > 0, tal que o

funcional definido em (1.15) é um funcional de Lyapunov para a orbita 0y = {¢(- +y);y € R}.

Demonstracao.: Ver Proposigcdo 3.5, em [5]. 0

Com isso, obtemos o resultado principal aqui, ou seja, sob as condi¢des da Proposi¢ao

1.6, é possivel definir o Funcional de Lyapunov (1.15) e garantirmos a estabilidade orbital.
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Teorema 1.11 Suponhamos que as hipéteses da Proposicdo 1.6 sejam vdlidas, ou seja, suponha
que a hipotese (H) seja vdlida. Além disso para L, definido em (3.9). Suponha que exista ® € X
tal que (LD, p) = 0, para todo p € Yy, e I = (LP,P) < 0, entdo a solucdo onda viajante
periodica ¢ de (1.1) é orbitalmente estdvel no sentido da Defini¢do 1.5 com orbita .

Demonstracao: Ver Proposicdo 4.8 em [4], por exemplo. O

Observacao 1.12 O resultado apresentado no Capitulo 3 deste trabalho, em particular destaca-
mos o Teorema 3.11, é um coroldrio da Proposigcdo 1.11, para o caso particular da equagdo (1.1),
quando f(u) = %2 onde para obtermos o resultado de estabilidade ndo é necessdrio que tenha-
mos uma familia parametrizada de ondas periodicas que dependam dos pardmetros c e A. Um
resultado similar para o caso ndo-regularizado, foi apresentado em [5], no Coroldrio 4.11. Resul-

tados como esse ndo sdo comuns em geral, para estabelecer resultados de estabilidade orbital de

ondas periddicas, o conhecimento prévio de tal familia faz-se necessdrio.

Apresentamos ainda um importante resultado sobre a regularidade das solucdes ondas

viajantes de (1.1), essencial para a existéncia da funcio ® satisfazendo o resultado anterior.

Teorema 1.13 Sejam > % Se ¢ € X é uma solugdo da equagdo (1.8), no sentido de distribuigoes,
entdo ¢ € H,, ([0, L]), para todon € N.

Demonstracao: Ver Proposicdo 3.1, [18]. a

Para obten¢do da estabilidade das ondas ¢, exigidas na hipétese (H), € necessério deter-
minar informacdes sobre o espectro ndo positivo do operador linearizado £, conveniente em cada
caso, definido ao redor da onda. Para isso, usaremos os resultados estabelecidos em [9], os quais

serdo apresentados brevemente na proxima secao deste capitulo.
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1.4 Propriedades Espectrais

Considerando que a equac@o (1.8) possua uma solug@o ¢, o operador linear £ : D(L) —

L2 ([0, L]), definido em um subespago denso de L?_ ([0, L]) dado por

per per

Li=cM+(c—1)—¢". (1.16)

Aqui enunciaremos alguns resultados de [9], os quais sdo propriedades de positividade
impostas aos coeficientes de Fourier de ¢, com o objetivo de determinar as propriedades espectrais
de L exigidas em (H). Denotaremos por o.s(L) o espectro essencial do operador £, o qual é vazio

visto que £ é autoadjunto.

Proposicao 1.14 O operador L definido em (1.16) é fechado, ndo-limitado e autoadjunto sobre
LIQM([O, L)). Seu espectro consiste em um conjunto enumerdvel infinito de autovalores (que se
acumulam no infinito), isto é, tem-se o.ss(L) = (). Além disso, 0 é um autovalor de L associado a

autofuncdo ¢'.

Demonstracao: Ver Proposigcdo 3.1.1 em [34], pdgina 35. O

Definicdo 1.15 Seja uma sequéncia de niimeros reais a = (ay,)nez, diz-se que ela estd na classe

Polya Frequency (2), a partir daqui PF(2), estrita e discreta, se:
i) a, > 0, para todo n € 7,
i) Qpy—my Ong—my — Ony—myOny—my, = 0, parang < ng e my < my;

iii) a desigualdade dada em (ii), ocorrer estritamente sempre que os intervalos (ny,nz) e (my, ms)

se interceptarem.

A defini¢@o acima € uma discretizacdo do caso continuo com fungdes reais g : R —
R, onde g esta na classe PF(2), se:
i) g(x) > 0, para todo = € R;

ii) g(x1 — y1)g(x2 — y2) — g(21 — y2)g9(w2 — y1) > 0, para x; < vy e Y1 < Ya;
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i11) a desigualdade dada em (i7), ocorre estritamente sempre que os intervalos (x1, z2) e (y1,y2) se

interceptarem.

O Lema a seguir fornece uma condi¢ao suficiente para que um fungao g esteja na classe

PF(2).

Lema 1.16 Suponha que g seja uma fungdo positiva e duas vezes diferencidvel sobre R e ainda

que satisfaca

82
@(logg(:p)) <0, paraz #0.
Entdo, g € PF(2).
Demonstracao: Ver demonstracdo em [2], Lema 11. O

Teorema 1.17 A convolucdo de duas sequéncias pares em PF(2) estrito e discreto estd em PF(2)
estrito e discreto.

Demonstracao: Ver demonstracdo em [25]. O

Teorema 1.18 Seja ¢ uma solugdo onda viajante periodica positiva e par para (1.8). Suponhamos
¢ > 0e P € PF(2) estrito e discreto, entdo o operador L, definido em (1.16) possui um iinico
autovalor negativo e este autovalor é simples. Além disso, o autovalor O também é simples.

Demonstracao: Ver demonstracdo do Teorema 3.33, em [9]. a



CAPITULO 2

BOA COLOCACAO E ESTABILIDADE DE
SOLUCOES PERIODICAS PARA A
EQUACAO DE KAWAHARA MODIFICADA
REGULARIZADA

Neste capitulo, mostraremos que solucdes do tipo ondas viajantes periddicas da equagao
de Kawahara modificada regularizada sao orbitalmente estaveis, no sentido da Defini¢do 1.5. Nos
basearemos em argumentos de [5], [17], [18] e [4]], os quais foram desenvolvidos a partir de

adaptagdes da teoria estabelecida em [19], e foram mencionados no Capitulo 1.

Antes de provarmos a estabilidade, provaremos que o problema de Cauchy associado a
equacdo de Kawahara generalizada regularizada é bem posto em X. E vilido observar que, consi-
derando que outro problema a ser abordado no Capitulo 3 tem sua boa coloca¢do demonstrada de
maneira andloga ao da equacdo de Kawahara modificada regularizada, a demonstracio seré feita

para um resultado mais geral.

2.1 Equacao de Kawahara Generalizada Regularizada

A equagdo de Kawahara generalizada regularizada ¢ dada por

Up + Uy + upur + (u:p:pxx - ux:p)t = 07 (21)
ou ainda,
U Uy Uggger — Ugz )t = 07
s + +(P+1)x+( )t
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onde p > 1 é um inteiro e u : R Xx R — R é uma fung¢do suave periddica, de periodo L > 0, na
variavel espacial z. Em particular, para a equacdo de Kawahara generalizada o operador diferencial
M é dado por

M=t — 2,

satisfazendo assim a condigdo (1.2). Com isso temos (k) = k*, e o espaco energia da equagdo

2.1)é X = HZ,([0, L),

A equacgdo (2.1) admite solucdo periddica do tipo ondas viajantes. Ou seja, solugdes
da forma u(z,t) = ¢(x — ct), onde ¢ > 0 é a velocidade de propagacdo da onda. Substituindo-se
esta forma em (2.1), e integrando de 0 a L, encontramos a equacgdo diferencial ordindria associada
a (2.1), dada por

1
(c—=1)¢— m(b”“ —c(¢" = ¢")+A=0, 22)

onde A € uma constante de integracao.

Formalmente, a equacao (2.1) admite trés quantidades conservadas, dadas por

Ly, 2 2 p+2
u u u
Pu:/ (ﬂ—i——x——)d@", 2.3
R A I N RS [ E) >
1 L
F(u) = 5/ (u2, +u2 + u?)dz, (2.4)
0
e
L
M(u) = / udzx. (2.5)
0
Agora, fazendo K (u) = F(u) — P(u), obtemos
1 [F 2P t?
K(u) = —/ (u2 + —> dz. (2.6)
=5 0 P+1Lp+2)
Observagiio 2.1 E importante salientar que F(u) =|| u ||%. (o.0)) - Provaremos que as quan-

tidades (2.3)-(2.6) sdo conservadas em relacdo ao tempo, em particular o fato da norma de u

em ngr([O, L]) ser conservada é essencial para provar a boa colocagdo global do problema de

Cauchy associado a equacdo (2.1).
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Ainda, a partir de (2.3), (2.4) e (2.5) definimos o funcional de Lyapunov
G(u) = P(u) + (¢ — 1)F(u) + AM (u). (2.7

Notemos, que G'(¢) = 0, considerando que ¢ = ¢ 4) € solucdo da equagdo (2.2). e definimos o
operador linearizado

Li=G"(¢ea) =cM+(c—1)=¢ . (2.8)

Para determinarmos a estabilidade orbital de solug¢des periddicas tipo onda viajante de (2.1), para
algum p, determinaremos as propriedades espectrais do operador £, seguindo os argumentos de
[9]. Com isso, o funcional G desempenha papel crucial para obten¢do dos resultados desejados,
pois o método para provar a estabilidade orbital de ¢, baseia-se em provarmos que ¢ é um minimo
de . No entanto, para isso ainda definiremos (), a qual é uma quantidade conservada auxiliar

conveniente, de forma a nos auxiliar na obtencao da estabilidade desejada.

No entanto, antes da prova da estabilidade € necessério provar que o problema de Cau-
chy associado a equagio (2.1) é globalmente bem colocado em H?2 ([0, L]). Para isto seguiremos

per

os passos apresentados por [0], [ 1] e [15].

2.2 Boa-colocacao Global da Equacao de Kawahara Generali-
zada Regularizada

Consideremos o problema de Cauchy periddico associado a equagdo (2.1)

{ut + Uy + upuz + (uxcm:a: - uxx)t - 07 (29)

u(z,0) = ug(x),

onde p > 1 € um inteiro.

Mostraremos que (2.9) estd bem colocado no espago energia X := H2, ([0, Ly]), onde

per

Lo > 0 € o periodo da funcdo u na varidvel espacial. Isto €, provaremos a existéncia e unicidade de

solucdo em X.

Observe inicialmente que a equacdo (2.1), dada por

Up + Uy + upur + (urp:mm: - ux:r)t = 07
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pode ser escrita da forma

1404 — 02 o il

Podemos entdo aplicar a transformada de Fourier, em relacdo a varidvel x, em ambos

os lados da ultima igualdade e assim

p+1
(1+ K+ Bty (k) = —ik(u+p+1)A(k), ke, (2.10)
ou ainda,
. —ik ubtt
ut(k):1+k2+k4(u+p+1) (k), keZ. (2.11)
Fazendo,
—ik

e assim, considerando que (K * u)(k) = Ku(k), de (2.11), obtemos

Vas

=K
Uy *(u+p+1

). (2.13)

Integrando esta dltima igualdade de 0 a ¢, resulta que

u(z,t) — u(z,0) = /0 (K * (u+ e 1))(x,7)d7.
Mas, u(z,0) = ug(x) dai
u(z,t) = ug(x) + /Ot(K * (u + ;Lj_ﬂl))(m, T)dr, (2.14)

que € a forma de Duhamel associada ao problema de Cauchy 2.9.

Teorema 2.2 Para cada uy € X existe T' > 0 e uma uinica solu¢do de (2.14), tal que u €
c([o, 71, X).
Demonstracao: Consideremos um tempo T > 0 a ser convenientemente definido posteriormente.

Definamos o seguinte espaco

S:=C([0,T], X),
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munido da norma

[ulls= sup || u(t) |x -
t€[0,T]

Seja

A:S— S

t up—i—l
Alu) = K .
u— A(u) u0+/0 ( *(u+p+1)>d7

Utilizaremos agora o Teorema do Ponto Fixo de Banach, com o objetivo de provarmos a existéncia
local de solugdo para (2.9). Para tanto, vejamos que existe ro > 0 e T > 0 tais que A(u) € B,,,
onde

B, ={ueS;|ul|s<ro}

Além disso, mostraremos também que A : B,, — B,, é uma contragdo.
(14 k*)%k?

m < 1, para todo k € Z, ao tomarmos um

De fato, sabendo-se que

w € B,,, temos

I K+wlx = Lo Z (L+ k)| K (k)| (k)

k=—00
_ k|2
- L ey o
Okz_:oo * 1+k2+k4)2|w< )
< Lo Z (k) =] w
k=—00
Isto é,
| Kxwl|x <] w |, Vw € B,y,. (2.15)

Considerando que para s > , H ger € uma dlgebra de Banach, e entdo existe C'y > ( satisfazendo

uPH »
| Ix < CillulX™, VpeZ (2.16)

p+1

Com estas informagoes, tomando-se uy € X obtemos por (2.15) e (2.16), em particular
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paraw = u + 1 que
t up+1
[ A@®) llx < lluollx +/ || B (u+ ) [l dr
0 p+1
t up+1
< d
< ol + [ Ul + 1357 lar

t
< wo llx +/O (Il lx +Cu [ |15 )dr
< luo lls +T( wlls +Cr [ |[5™), ¥t € [0,T].
Ou seja
I A@) [ls < [l uo s +T(1| w lls +Call w [1E7). (2.17)

O que mostra que A : S — S estd bem definido.

Resta mostrarmos que A é uma contragcdo. Mas, de (2.15) e do Teorema do Valor

Médio, que garante a existéncia de 0 € (0, 1), segue que

[ (e B e
< (p+ 1 0v+ 1= 0)uf(u—0) |
< Colllvllx + 1w llx)® [T u—vI%,
onde Cy > 0. De onde concluimos que
K (=0 ) flx < VO(llvllx + T ullx)” [u—vllx . (2.18)

Assim, para todo t € [0,T] vale

t t
[ u=vlxdr /@ [ulx+ 1o lxp vl dr
0 0
t t
[ hu=visar+ V& [(ulls + 1 vlloru=vlxdr
0 0

< Tlu=vls T+ VO(ulls + [l vlls)].

IN

I Alu(t)) = A(v(®)) [1x

VAN

Portanto, segue que

I A@w) = A@) lls < T lu=wvlls [L+VCo(ll ulls + [ v [|s)7). (2.19)
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Com isso, ao tomarmos quaisquer u, v € B, , segue desta ultima desigualdade que

I A(w) = Aw) lls < Tllu—v s [L+ (2r0)"/Co). (2.20)

De (2.17) temos,
| A(u) lls < |l uo lx +7" (ro + Cirf™). (2.21)
Agora, convenientemente podemos escolher ro = 2 || ug ||x e T = %(1 + C3rh) =1, tomando

C3 = max{C, 2P/Cy}. Com isso da desigualdade (2.21) segue que

T 1
| A(u) |s < 50 + 5 (L4 Care?) ™o + Cor™) = o, (2.22)

Dessa forma, ao substituirmos os valores escolhidos para ro e T' em (2.20) resulta

1
| A(u) — Av) |ls < 5(1 + Csro”) " | u— v ||s (14 CsroP)

donde concluimos que A : B,, — B,, é uma contragdo. E assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de

Banach, existe uma tinica solu¢do u € B,,, tal que A(u) = u.

Com objetivo de provar a unicidade de solucdo, suponhamos que existam u, v € X

satisfazendo (2.14), com dados iniciais ug e vy, respectivamente. De (2.15) e (2.18), temos

[u() —o@) lIx < fluo—wollx +/O | u(r) = o(r) lx (L4 V/Colll wlls + || v [ls))dr
= Jluo—vo llx +(1+ VColl uls + || v Hs)”)/o lu(7) = v(7) [[x dr.

E entdo, pela desigualdade de Gronwall

[ u(t) = o(t) Iz, < | wo = vo llaz,, exp{[L +v/Calll u lls + || v l|s)Tt, (2.23)

per per

para todo t € [0, T]. Como por hipdtese uy = vy, concluimos que uw = v em S e estd provada a

unicidade. O

Uma vez provado o Teorema 2.2, temos a boa colocagdo local do problema de Cauchy
2.9. No entanto, desejamos garantir que este problema esteja bem posto globalmente. Para isto,
precisaremos garantir que as energias relacionadas a equagdo de Kawahara generalizada regulari-

zada dadas por (2.3), (2.4) e (2.5) sejam conservadas.



2.2 Boa-colocagao Global da Equacdo de Kawahara Generalizada Regularizada 29

Lema 2.3 Os funcionais P, F, K e M sdo conservados.
Demonstracao: Com efeito, temos por (2.11) que

_ 4 a2y-1
wp == (1405 = 0) et

). (2.24)

Considerando

A=(1+08" -8z, (2.25)

temos que A=* € B(L2,.([0, Lo]), H,,,([0, Lo])) e assim, u, € X = H

per per

([0, Lo)), visto que

igualdade (2.24) torna-se
p+1

=—A"?0,
Ut (u + b1

),

e assim F(u;) < —+oo. Além disso,

2F(u) _ ! v — (W2, +ul +u?) dz
ot 2, ot
Lo Tas
_ _/ A uA20, (u+ L) da
0 p+ 1
Lo Tas
= — Op (u+ d
/0 u 0y (u Y 1) x

1/L°a(2+ 2 di = 0
= — e (U + ——u r = 0.
2 Jo p+2

De onde concluimos que a quantidade F' é conservada em relacdo ao tempo. Em parti-
. . . . . 2 1 Lo 2
cular, isto implica que a norma de w em X é conservada, visto que || u (|32 o ro)= 5 Jo* (ud, +
per ’

2
u? + u?) dr = F(u).

A prova de que as quantidades K, P e M sdo conservadas seguem como no Lema 3.2,

em [0]. O

Com estes resultados, podemos provar que o problema de Cauchy 2.9 é globalmente

bem colocado em X = H2, ([0, Lo)).

per

Teorema 2.4 Para cada vy € X, o problema de Cauchy 2.9 é globalmente bem posto em X com
u e C(R,X).

Demonstracao: [nicialmente mostraremos que a solucdo de (2.14), com dado inicial u,, pode ser
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estendida para todo R. Para isso, seja vo = u(T') e considere a equacdo integral

t Pl
v(z,t) = vy (x +/ K x(v+ x,T) dT, (2.26)
(@) = (@) + [ Koot o))
—ik
onde K = 1—i—k—22+k4’ definido em (2.12) para todo k € Z.

Pelo Teorema 2.2 existem 17 > 0 e uma uinica solugdo v para a equagdo (2.26) tal que

v € C([0,T}], X). Definamos entdo,

B(z.1) u(zx,t), se 0 < t< T 2.27)
x,t) = )
v, t=T), se T<t < T+T.

Seguindo os passos da demonstragcdo do Teorema 3.3, em [0], concluimos que para
todo 0 < s < T} temos que B é a extensdo tinica da solucdo de u de (2.14) ao intervalo [0, T +T1].
E assim,

1
T = 5(1 +Cs || vo %)~

Como B é uma solugcdo do problema de Cauchy (2.9) e a norma de B em X de é

conservada no tempo, visto que || u ||%= F(u), temos

I B() 5=l vo llx ]l w(T) lx=ll vo x|l uo llx,

ou ainda,

I B(@) [x=[l w(T) llx=Il uo ||x,

1
L= 5(1 +Cs || uo |%)' =T

O que nos faz concluir que u pode ser estendida a C ([0, T + T1], X) = C([0,2T)), X.
Ao repetirmos este processo, u pode ser estendida a C([0,+00), X). Finalmente, considerando

que K ndo depende de t, u em

u(e, ) = uo(t) + /Ot K * (u + ) (z, 7)dr

p+1
é reversivel no tempo e consequentemente pode ser estendida por toda reta, entdou € C([0,R], X).
Isto mostra que o problema de Cauchy 2.9 é bem colocado globalmente em X = H2, ([0, L)),

per

conio querl’amos mostrar. O
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2.3 Estabilidade de Solucoes Para a Equacao de Kawahara Mo-
dificada Regularizada

O objetivo aqui € provar a estabilidade orbital da equagdo de Kawahara modificada re-
gularizada no sentido da Defini¢do 1.5. Esta equacdo é um caso particular da equacao de Kawahara

generalizada regularizada, onde p = 2. Assim, € da forma
U + Ug + UQUx - (u:c:(: - uzxxx)t = 07 (228)

onde u : R x R — R € periddica, de periodo L > 0, na varidvel espacial x.

Com isto, o Teorema 2.4 fornece o resultado de boa colocagdo global para o problema

de Cauchy associado a equagdo de Kawahara Modificada Regularizada, dado por

2, _ —
{ Up + Uy + U Uy — (Uggt — Uaaat) = 0, (2.29)

u(x,0) = up(z).

no Espago de Sobolev Periédico X := H2, ([0, L]).

per

A estratégia utilizada para provar a estabilidade orbital da equagdo (2.28) serd usar a
teoria de estabilidade apresentada no Capitulo 1. Ou seja, usaremos como referéncia as abordagens
em [5] e [18], onde este ultimo traz uma adaptacdo da teoria espectral desenvolvida em [5], para o
caso regularizado. Citamos ainda como referéncias [4 1], que serviu como base para os trabalhos

supracitados.

Supondo que a equagao (2.28) possua solugdes tipo ondas viajantes do tipo u(z,t) =
¢(z — ct), onde ¢ > 0 é a velocidade de propagacdo da onda, ao substituirmos ¢ em (2.28), e

integrando posteriormente, encontraremos a equacao diferencial ordindria dada por

(= 1)6 — 5(6") — (9" — 9") + A =0, 2.30)

onde A € uma constante de integracao.

A equacdo de Kawahara modificada regularizada admite ao menos trés quantidades
conservadas

L
P(u) = = / (u2, +u2 — Zut)dz, (2.31)
0
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L
F(u) = %/ (uZ, + uZ + u*)dr, (2.32)
0
e
L
M(u) = / udzx. (2.33)
0

Considerando as quantidades conservadas (2.31)-(2.33) definimos o funcional de Lyapunov
G(u) = P(u) + (¢ — 1)F(u) + AM (u), (2.34)

Notemos que G'(¢) = 0, ou seja, se ¢ é uma solucdo de (2.30), entdo ¢ é um ponto critico de G.

Podemos entdo definir o operador linearizado ao redor da onda ¢, por

G"(¢) =L=cM+ (c—1) —¢* (2.35)

Nosso objetivo é mostrar que ¢ € um minimo de GG, com isso as propriedades do espec-
tro ndo positivo do operador L sdo essenciais para provarmos o resultado desejado, dada a relagdo

em (2.35).

A onda ¢, que satisfaz (2.30) possui solucdo explicita, de acordo com [38], com perfil

dnoidal dado pelo ansatz

2K (k)
L

z, k) — %) : (2.36)

o(r)=a+b (dnz(
onde a e b dependem suavemente da velocidade de propagacao da onde ¢ > 0. Aqui, dn representa
a Func@o Eliptica de Jacobi do tipo dnoidal, e K = K (k) é a integral eliptica completa de primeiro
tipo, £ = E(k) é a integral eliptica completa de segundo tipo e ambas sdo dependentes do médulo

eliptico k£ € (0, 1), para obten¢do de mais detalhes desta solugdo ver [14] e [31].

Uma vez que a solugdo explicita dada por (2.36) pode ser determinada, € possivel usar
a abordagem feita em [9], com o objetivo de conhecer o comportamento do espectro nao positivo

do operador £ definido em (2.35), resultados estes ja apresentados preliminarmente.

2.3.1 Condicoes Basicas para Estabilidade Orbital

Considerando os dados sobre a equacgdo (2.28), e ainda que o seu problema de Cauchy

associado estd bem colocado em X, estamos aptos a provar a estabilidade orbital desejada.
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6004
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Figura 2.1: Grifico ¢ = ¢(k, L), com perfodo Ly = 2287 fixado e k € (0, 1).

Referente a onda ¢ solugdo de (2.28), para um dado £ > 0, a e-vizinhanga da 6rbita
Oy ={¢(- +vy);y € R}, como U, como em (1.13), considere também () e 15, dados em (1.10)

e (1.14), respectivamente. Provaremos que a hipétese (H), é valida.

Com o auxilio do programa Maple 17, ao substituirmos o ansatz (2.36) na equagdo

(2.30), obtivemos

v10 ¢

T (80K?k?* + L* — 160K + 240F K), (2.37)

a =

244/10 cK*

b= i

(2.38)

—v10c k?
= —-51 4 _ 1 2 1 6
S ((=5120000(k* + T+ 1)K + DE®) +
10
c__

(—=19200cL?(k* — k* + 1) K* + 2160( 5 )(k* + 1) L*K? + (29¢ — 30)L%)),

onde k € (0,1) é o médulo eliptico.

Através do mesmo processo, determinamos uma expressao para a velocidade da onda

¢, onde
10L*

T 3840(k% — k* — 1)K4(k) + 9L*

c (2.39)
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Figura 2.2: Grafico ¢(x), para ko = 0,2 € (0,kz) e Lo = 5.

Facilmente vemos, de acordo com as expressdes dos coeficientes obtidos, que € neces-
sério que ¢ > 0, para isso devemos tomar L > 0, suficientemente grande para que ¢ > 0, para
algum k € (0, 1). Observamos que ¢ —> cg, para algum ¢y > 1, quando L — +oc0. Em particu-

228

lar, para L > 1557, existe kz, € (0,1), tal que ¢ = c(k, L) > 0, para todo k € (0, k). plotamos o

gréafico de ¢, considerando um periodo fixo L = %w.

Além disso, como k£ € um parametro livre, o ansatz (2.36) estabelece uma curva suave

de solugdes suaves periddicas para a equacdo (2.30), k —— ¢ := P(c(r),ak)), onde k € (0, kz).

Para que a hipétese (H) seja satisfeita, resta analisarmos as propriedades espectrais

relacionadas ao operador £ definido em (2.35).

A Proposi¢do 1.14 fornece que o operador £ € auto adjunto, além disso a solucdo
explicita ¢ dada pelo ansatz (2.36), e (2.37)-(2.39) é uma funcdo par e periddica, visto que possui
perfil dnoidal. Também € positiva, para todo k& € (0,1) e possui periodo fixo L > 0. Ilustramos

através da Figura 2.2, o gréfico de ¢(z), considerando k € (0, ky,).

Dessa forma, podemos utilizar o Teorema 1.18, para estabelecer que o operador £
possui um tnico autovalor negativo o qual € simples e zero € um autovalor simples cuja autofungdo

¢ ¢'. Conforme [31], a solugdo ¢ da equagdo (2.30), possui expansdo de Fourier
+oo
K(K 2
o(x) =a+ ;nﬁ csch (%) cos (WTW) , (2.40)
2

K27T(k) (ver detalhes no apéndice) e £ = v/1 + k? é o complementar do médulo eliptico

aqui f =
k.
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Figura 2.3: Gréfico H(x), ko € (0,kz) e Lo = %ﬂ'.
Consequentemente, os coeficientes de Fourier de ¢, sdo dados por
N a, n = 0,
= K(k 241

¢(n) g n csch (%) , n#0. @41

Considerando,
K(K
ge(z) = g x csch (MT]E;))) , TeR,

podemos entdo, definir a funcio

82

H(w) = 5 (105 gi(@))

Com isso, podemos observar pelo grafico representado na Figura 2.3 desta fungdo, considerando

ko € (0,kr), que paratodo z € R, H(z) < 0. Entdo, de acordo com a Proposi¢do 1.18, obtemos o

resultado esperado para £, de onde concluimos que a hipétese (H) é valida.

Agora determinaremos ®, de modo que (LP, ) > 0, para todo ¢ € Y, dado por

(1.14), e ainda satisfaga (LP, P) = 0, como exigido no Proposigdo 1.6. Como ¢ := Pk Ak));

0
podemos considerar & = a—z, onde ¢ € solucdo de (2.30), que satisfaz

—A=cMo+ (c—1)p— %qs?.

Derivando esta igualdade em relacdo a varidvel k, resulta

04 ey 6 a0
“ok = oMot Mgt et e —oon

(2.42)
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€ assim,
0A  Oc B 0¢ 0¢ 0¢
= cMP+(c—1)0—¢pd
= L.
Por outro lado, considerando Q(u) = vF(u) + uM (u), dada por (1.10), e tomando
Oc
v=or en= e obtemos

e 0A

Q(¢) = 5-(Mo +¢) + 5 = —LO.

O que nos fornece (LP, p) = —(Q'(4), ) = 0, para todo ¢ € Y. Ainda,

dc 0 0A 0

B=(LD,®) =(-Q(¢),®) = —%%F(@ — %%M(@-

Utilizando a solugdo explicita dada por (2.36), é possivel deduzir que M(¢) = al,
onde a é dado por (2.37). De fato,

M(o) = /O(aer(an(%(k)x,k)—m))dx

E(k Lo, 2K (k
= aL—bLL—l—b/ dn’( ( )x,k)dx
0

K(k) L
_ E(k) E(k)
= al — bLm + bLm =al.

Também com o auxilio de [14] e do programa Maple 17, obtemos

1
F(o)=| ¢ |3 =
() =l 6 llaz.. om0 126L7 — 53760(k* — k2 + 1) L3K4(k)

f(k, L),

onde f(k, L) é uma complicada fun¢io que envolve poténcias de k e L. Assim,

4096000 1
81 (g(R)KA(k) + LY4(k — 1)2(k + 1)2k2(

B G(k,L)),

onde g(k) = —2(k* — k* + 1) e G(k, L), ver Figura 2.4, que representa o gréfico da fungio

B=B(k L), ke (0,1)eL =27

Com todos estes resultados estabelecidos, podemos provar a estabilidade orbital das

solucdes de (2.30).
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02 0. 06 0.8 1
E
~2.x 107

-1.x 1084

Figura 2.4: Grifico B = (L®, @), com Ly = 2237,

Teorema 2.5 As ondas periodicas em (2.36) sdo orbitalmente estdveis no sentido da Definicdo 1.5

com relagdo ao fluxo periodico de (2.28).

Demonstracao: Seja ¢ uma solug@o onda viajante de (2.30), dada pelo ansatz (2.36), periddica

o¢

o5 satisfaz as

de periodo fixo L > 0. Pelo exposto anteriormente, ¢ satisfaz a hipétese (H) e & =

hipdteses da Proposicao 1.6.

Além disso, como Q'(¢) = v(¢ + M¢) + p, a periodicidade de ¢ e o Teorema Fun-
damental do Cdlculo, nos fornecem que (Q’'(¢), ¢') = 0. Com isso, podemos considerar N > 0,

como definido pelo Lema 1.7, e definir o funcional V' : X — R, como em (1.15), ou seja,
V(u) = G(u) — G(¢) + N(Q(u) — Q(¢))*.

Como, V(¢) = 0 e sendo ¢ um ponto critico de GG, segue que V'(¢) = 0. O funcional
V' € um funcional de Lyapunov para a érbita (2, e segue do Teorema 1.11 que ¢ € orbitalmente

estavel em relacdo ao fluxo da equacdo de Kawahara modificada regularizada, dada em (2.28). O



CAPITULO 3

ESTABILIDADE ORBITAL DE SOLUCOES
PERIODICAS PARA UMA CLASSE DE
EQUACOES DISPERSIVAS
REGULARIZADAS: UM CRITERIO
SIMPLES

3.1 Condicoes Iniciais

Neste capitulo, nosso objetivo € apresentar um conjunto simplificado de condi¢des que
sejam suficientes para obten¢do de estabilidade orbital de solu¢des do tipo ondas viajantes asso-
ciadas a equagdes tipo Benjamin-Bona-Mahony, daqui por diante BBM. De uma forma geral, tais

equagdes podem ser escritas da seguinte forma
g + up + vy, + (Mu), =0, (3.1)

onde, u : R x R — R € uma funcdo real L-periédica na varidvel espacial. Na equacdo (3.1),
M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no sentido periddico e é definido como um

multiplicador de Fourier por (1.2), isto é
Mg(k) = 0(k)g(k), k € Z.

Aqui, 6 representa uma funcio par e continua em R, satisfazendo (1.3), assim

1
U1|k’|m1 < H(k’) < 7)2|k3|m1, my > g,

para todo k£ € Z e para alguns nimeros reais v; > 0, tal que 7 = 1, 2.
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Equacdes da forma (3.1) abrangem uma grande classe de equacdes diferenciais disper-

sivas, por exemplo :

- A equacdo Benjamin-Ono Regularizada (rBO), dada por
U + Uy + vty + (Hu)y = 0,

onde H € a transformada de Hilbert no contexto periddico. A equagdo rBO descreve a Picnoclina
no oceano profundo, e o sistema de duas camadas criado pelo influxo de d4gua doce de um rio para

o mar (ver [20] e referéncias nele);
- A equacdo Benjamin-Bona-Mahony, dada por
Up + Uy + UlUy — Uggr = 0,
que € a equacao regularizada da KdV, que modela ondas de gravidade de superficie longas de

pequena amplitude propagando-se unidirecionalmente em 1+1 dimensdes;

- A equacdo de Kawahara Regularizada, dada por
U + Uy + Uy — Uggt T Ugzazt = O’

que modela a propagac¢do de ondas com baixa amplitude em uma dimensao.

A boa colocag@o do problema de Cauchy associado as equacdes rBO e rBBM, assim
como a estabilidade orbital, foram estabelecidas em [10], baseados em critérios para obten¢do
de estabilidade de solucdes tipo ondas viajantes estabelecidos pelos autores de [19]. Na dltima
secdo deste capitulo, apresentaremos a estabilidade da equacdo de Kawahara regularizada, como

aplicagdo do resultado que serd estabelecido aqui.

Equacdes do tipo (3.1) admitem as quantidades conservadas

1 [r 1
Plu) = - / (uMu ~ Su®) d, (3.2)
0

L
F(u) = —/ (uMu + u*) dx (3.3)
0
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L
M(u):/ u dz. (3.4)
0

A partir das quantidades acima é possivel através de combinagdes definir outras. Em

particular, fazendo K (u) = F(u) — P(u), obtemos

Lty 1
K(u):§/0 (u —i-gu )dz. (3.5)

Esta quantidade auxiliar serd util no desenvolvimento do nosso resultado principal.

Consideremos agora u(z,t) = ¢(z — ct) uma solucdo tipo onda viajante da equagao
(3.1), onde ¢ > 0 é uma constante e representa a velocidade da onda ¢ : R — R, a qual € uma
funcao periddica, de periodo L > (. Notemos que, ondas viajantes sdo ondas que se propagam com
velocidade constante ¢ sem alterar sua forma. Substituindo a forma u(z,t) = ¢(z — ct) na Equagéo

(3.1), e integrando em seguida de 0 a L, obtemos
1
cMp+ (c—1)p — §¢2 +A=0, (3.6)

onde A é uma constante de integrag@o.

A partir das quantidades conservadas definidas em (3.2), (3.3) e (3.4), podemos ainda,

definir o funcional de Lyapunov como definido em (1.9), o que nos fornece

L
G(u) = %/0 [c (uMu) — %u?’ + (¢ — 1)u* + 2Au]dx. (3.7)

Observemos que, se ¢ 4) € uma soluc¢do do tipo onda viajante da equac@o diferencial ordindria
(3.6), entdo

G'(¢(e,n)) = c M(eay + (¢ — 1) e, a) — %(b%m) +A=0. (3.8)
De onde concluimos que ¢ 4y for um ponto critico do Funcional . E com o objetivo de mostrar

que ¢ é um minimo local de (G, definimos o operador linearizado em torno da onda

L= G”(gf)(c’A)) =cM+ (C — 1) — ¢(c,A)- 3.9)

O numero de autovalores ndo-positivos de £ (considerando multiplicidades), exercem

um papel crucial para garantirmos a existéncia de minimizadores de (G. Onde, faz-se necessario
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garantir a validade de
G(”) - G((b(C,A)) > C p(u7 ¢(C,A))27

onde C' > 0 e p € a semidistincia entre a evolucd@o e a onda ¢(. 4y definida em um conveniente
espaco de Hilbert, conforme Defini¢do 3.1. Para obter essa positividade, torna-se necessario impor

convenientes restri¢des ao operador L.

Em alguns trabalhos ja desenvolvidos, sobre a equacdo (3.1) e suas respectivas ge-
neralizacdes, vemos que € necessdrio obter, além de conhecer a quantidade e multiplicidade de
autovalores ndo-positivos do operador £, o comportamento do sinal da matriz Hessiana associada
ao funcional de Liapunov GG, em termos dos pardmetros (¢, A) de um conveniente conjunto aberto
do R2. Por exemplo, se A = 0 na equagio (3.6), em [10] os autores provam a estabilidade orbital
de ondas periddicas explicitas de (3.1), quando M = —9? e M = H0,, combinando a teoria

espectral desenvolvida em [9], juntamente com o fato que a matriz Hessiana

82
e

(P(¢c0) + (¢ = 1) F(dco))
9,

= %(F(¢(c,0))

d'(c) =

€ positiva.

O objetivo neste capitulo € estabelecermos um novo critério para estabilidade orbital,
de tal forma que nao seja necessario estudar a positividade da matriz Hessiana ou do Jacobiano.

Para tanto, com base nos trabalhos [5], [37] e [4 1], utilizaremos o funcional de Lyapunov, dado por

V(u) = G(u) = G(¢) + N(Q(u) — Q(9))*, (3.10)
onde N > 0 é uma constante, GG € definido em (3.7). Observe que o Funcional V' acima é o mesmo

definido em (1.15), porém o funcional auxiliar aqui utilizado ndo é o mesmo dado em (1.10).

Assim, consideremos agora

Qu) = —K(u)+ (c—1—A)M(u). (3.11)

E importante mencionar, que essa nova funcionalidade remove a suposi¢do de positi-

vidade mencionada na teoria de estabilidade orbital e estabelece um critério simples para obter a
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estabilidade orbital de ondas periddicas para a equacdo (3.1). O que de, fato, € um grande avancgo,

considerando por exemplo a Equacao Kawahara Regularizada que nao admite superficie de ondas.
Para obtencao dos resultados desejados € necessario assumir a seguinte hipotese:

Hy) Assuma que m; > <. Considere (cy, Ag) € (1,+00) x R fixado. Suponha que
3
¢ = ¢(007A0) €X = HIE([O’ LO])

¢ uma solugdo periddica nao-trivial de (3.6) no sentido de distribui¢des cujo periodo fixado ¢

Lo > 0. Além disso, suponha que o operador auto-adjunto
Ly := £(CO,AO) = coM + (Co - 1) — ¢(CO,AO)’ (3.12)

possua apenas um autovalor negativo o qual é simples e zero € um autovalor cuja autofungéo é ¢'.

Com a hipdtese (Hp) em mente, sabe-se da literatura corrente que se ¢ for par e

ker(L,) = [¢'] é possivel construir uma superficie suave

(c,A) € O = Pay € H,,..([0, Lo]), n €N, (3.13)

per

de solugdes periddicas para a (3.6), cujo periodo fixado é L. Isto significa, que para qualquer (¢, A)
pertencente a uma vizinhanga aberta O C (1, +00) x R de (co, Ag), ¢(c,4) € uma solugdo da (3.6)
com periodo Ly. Além disso, a hipétese (H) é também adequada para obter o espectro ndo positivo
do operador linearizado L. 4y em (3.9), uma vez que € vilida a convergéncia L. 4y — L(cy,40)»
no sentido de Kato (ver detalhes em [29]). Nossa andlise ndo requer esse tipo de construcao de
ondas periddicas. De fato, obtivemos uma melhoria considerdvel em comparagdo com resultados
semelhantes na literatura atual, pois nosso método determina a estabilidade orbital de ondas perio-
dicas sem conhecer o comportamento da matriz hessiana associada a funcéo (c, A) —— G(¢(c,4)),
conforme exigido em [9], [10], [19],[22], [25], [36] e em outras referéncias relacionadas. Em um
resultado mais recente, os argumentos em [|8] ndo exigiram informacdes sobre a matriz Hessi-
ana mencionada para concluir a estabilidade em um primeiro momento. No entanto, os autores
precisaram construir a superficie suave das ondas periddicas como em (3.13) para obter, usando

manipulagoes adequadas com a matriz Hessiana de G(¢(..4)), uma func@o s(¢) que ndo depende
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de derivadas de F'(¢(c,a)) € M(d(,a)), com (¢, A) € O. Ao assumir que a suposi¢do (H,) é va-
lida, a afirmacdo no Coroldrio 3.5 em [ 18] diz que, para determinar a estabilidade orbital das ondas
periddicas, é necessdrio provar que s(¢) > 0. Em alguns casos, a positividade de s (a partir da-
qui) torna-se uma tarefa dificil, pois sdo necessarias informag¢des adicionais sobre a onda ¢ como

solugdes explicitas (consulte a Se¢do 4 em [18]).

Este capitulo, estd organizado da seguinte forma: na préxima sec¢io, apresentaremos
nossos resultados sobre a teoria da estabilidade orbital das ondas periddicas. E a se¢do subsequente
¢ dedicada a uma aplicac@o, onde estabeleceremos a estabilidade orbital de solucdes tipo ondas

viajantes da equacao de Kawahara regularizada.

3.2 Estabilidade Orbital de Ondas Periodicas

O resultado principal deste capitulo é o Teorema 3.11, que associado a teoria espectral
apresentada no Capitulo 1, nos fornece o resultado de estabilidade orbital de solucdes tipo ondas
viajantes para equagdes como em (3.1). A definicdo de estabilidade orbital foi dada em Defini¢ao

1.5, aqui definimos formalmente a semi-distancia p,

mi
2

Definicdo 3.1 Sejam u e v fungoes em X = HpZ ([0, Ly]), consideraremos p a semi-distdncia

entre u e a orbita de v, por

pluv) = inf [ u—v(-+y) lx -

Observe que, a grosso modo, a distancia entre u e v € medida através da semi-distancia entre u € a

orbita de v, gerada por translacoes.

Nesta se¢do, simplificaremos a notag¢do considerando ¢ = ¢, 4,) € X a onda peri6-

dica satisfazendo (Hy).

Observacio 3.2 E importante salientar que para provar a estabilidade orbital de solugées ondas
viajantes de equagodes do tipo (3.1), é necessdrio provarmos a existéncia e unicidade de tais so-

lucoes, ou seja a boa colocacdo do problema de Cauchy associado a (3.1), com dados iniciais
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u(z,0) = up(z), = € [0, L]. Para estabelecer os critérios aqui desejados, consideraremos que o

referido problema de Cauchy é bem-posto em X.

Definiciio 3.3 Dado ¢ > 0, define-se a ¢ - vizinhanga da orbita Oy = {¢(- +y),y € R} como

U. :={u € X;p(u,9) < e}.

Considere ainda o funcional
Q(u) == —K(u)+ (co—1—A)M(u), uelX, (3.14)

onde K (u) e M (u) estdo definidos em (3.5) e (3.4), respectivamente.

No que segue, definimos

T0 = {u € X; <Q,<¢)7u> = 0}7

2

onde (-, -) denota o produto escalar em L. .

X;Q(u) = Q(9)} em 6.

([0, Lo]). Note que Yy é o espago tangente para {u €

Considerando todas as notagdes, segue o teorema principal apresentado em [ | 8].

Teorema 3.4 Suponha que a hipétese (Hy) seja vdlida. Além disso para Lo, definido em (3.12),
suponha que exista ® € X tal que (Ly®P, ) = 0, para todo p € Yy, e I = (LD, P) < 0. Entdo,
@ € orbitalmente estdvel em X em relacdo ao fluxo periodico de (3.1).

Demonstracao: Ver Teorema 2.3, em []5]. O

Apresentaremos o nosso resultado principal deste capitulo, o qual estabelece uma me-
lhoria considerdvel em relacdo aos critérios utilizados para determinar a estabilidade orbital das

ondas periddicas relacionadas a equagao (3.1).

Teorema 3.5 Suponha que a hipdtese (Hy) seja verdadeira. A onda periddica ¢ é orbitalmente
estdvel no espaco energia X, se (Lo(1+ @), 1+ ¢) < 0.

Demonstracdo: De fato, considerando a validade da hipdtese (H,), e
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Qu) = —K(u)+(co—1— Ag)M(u)
1

Lo ud Lo
= ——/ (u* + —)dz —I—(co—l—AO)/ u dz,
2 Jo 3 0

ao derivarmos esta quantidade, obtemos

2

Q(u) = —u—% 4o —1— A),

2
onde A é dado na equagdo (3.6), ou seja, — Ay = coMo + (co — 1) — % Com isso,

2

Q@) = ~6-L 4 (co—1-A)

2
2 2
= —¢—% +(CO_1>+COM¢+(CO_1)¢_%

= Mo+ (co—1)¢—¢" +(co—1) — ¢
= Lo(¢) + Lo(1) = Lo(1 + ¢) = Lo(D).

Entdo, como (Q'(¢), ) = 0, temos que (Lo®,p) = (Lo(1 + @), ) = 0, para todo
@ € Yo. Supondo ainda que, (LoP, ) = (Lo(1 + ¢),1 + ¢) < 0, pelo Teorema (3.4), tem-se a

estabilidade orbital de ¢, no espaco energia X. Assim, o teorema estd demonstrado. O

Observacao 3.6 Além disso, um cdlculo direto nos fornece o critério simples como

(Lo(L+¢),14+¢) = (co—1—Ag)Lo+ (co —2—2A0)M ()

Lo
—/ (copMe + (co + %)Cbg)dl'
0 1 Lo
— (o —1— Ag)Lo + (co — 2 — 240)M(8) — 2e0F(¢)) — §/ $d,
0

onde F' e M sdo dados por (3.3) e (3.4), respectivamente.

Observacao 3.7 Abaixo enunciamos um Teorema, que se apresenta como o Coroldrio 3.5 de [15],
com o objetivo de que seja observado que nele é necessdrio assumir que (co — 1 — 2Ay) # 0,
para definir a fungdo s(¢). Nossa andlise ndo impde tal hipdtese, fornecendo assim um cendrio
mais geral. Antes disso, definimos formalmente a quantidade s(¢) exatamente como no artigo

supracitado.
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Definicao 3.8 Considerando que co — 1 — 2Ay # 0, definimos a quantidade

S6) = (2eolco— 1) + 240 + )M () + o / "M da
0

—I—(QA()(CO + 1) — o+ 1)L0

Teorema 3.9 Suponha que a afirmacdo (Hy) seja vdlida e seja s(¢) como acima definida. Se
co—1—2A0 # 0es(¢p) > 0, entdo a onda periddica ¢ é orbitalmente estdvel em X.

Demonstracao: ver prova em [18], Coroldrio 3.5. O

Observacdo 3.10 E interessante observar que a hipétese (Hy) deste trabalho, é praticamente a
mesma de [ 18], porém aqui tomamos cy > 1, 0 que significa que em particular, ¢y € R/{0}. Nao

alterando assim a validade dos resultados de [ 5] aqui enunciados.

3.3 Aplicacoes

3.3.1 Estabilidade de Solucoes Tipo Ondas Viajantes da Equacao de Kawahara
Regularizada

Nesta secdo, mostraremos que solucdes do tipo ondas viajantes da equacao de Kawahara
regularizada sao orbitalmente estaveis em X no sentido da Definicdo 1.5. Para tanto, utilizaremos
o método simplificado apresentado na secdo anterior, onde mostraremos que uma solug¢do ¢ da
equagdo de Kawahara € um minimo local do funcional G, com G definido como uma combinagao

linear das quantidades P, F' e M, admitidas pela equacdo e sdo conservadas em relagdo ao tempo.

Primeiramente apresentaremos a equacdo de Kawahara regularizada e as informacdes
necessdrias para aplicacdo da teoria espectral. Antes disso, precisamos provar a validade da hi-
pétese (Hy). Ou seja, mostraremos a existéncia de solugdes tipo onda viajante ¢ = ¢(¢,,4,), da
equacao diferencial ordindria associada a equacdo em questdo, onde ¢ € periddica na varidvel es-
pacial x, com periodo L, > 0 fixado. Como tal solucdo é explicita, poderemos utilizar a teoria
desenvolvida por [9], para provar as propriedades espectrais do operador linearizado £, obtido a
partir do funcional G. Com a validade da hipétese (H), podemos aplicar o Teorema 3.11 e assim,

obter o resultado de estabilidade desejado.
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A Equacao de Kawahara Regularizada

A equacdo de Kawahara regularizada € dada por

onde u : R x R — R ¢ periddica, de periodo L > 0, na varidvel espacial x. Em particular aqui
M = 9} — 9?2, e assim satisfaz as condi¢des (1.2) e (1.3), com m; = 4, 0 que nos leva a provar
a estabilidade desejada no Espago de Sobolev X = H?, ([0, L]). A equagdo (3.15), na forma ndo

regularizada, foi definida por Kawahara, em [30], como modelos para ondas unidimensionais de

baixa amplitude.

Formalmente, no contexto periddico, a equacao (3.15) admite as quantidades conser-

vadas (3.2)-(3.4), mais especificamente

1 k 2 2 1 3
P(u) == [ (uy, +u; —su’)dz, (3.16)
2 Jo 3
1 L
F(u) = 5/ (u2, + u2 +u*) do (3.17)
0
€
L
M (u) :/ u dz. (3.18)
0

Vamos supor que a equacao (3.15) tenha solucgdo tipo ondas viajantes, isto é, solu¢cdes
da forma u(z,t) = ¢(x — ct), onde ¢ > 0 € a velocidade de propagacdo daondae ¢ : R — R é

uma func¢do periddica, de periodo L > 0. Ao substituirmos esta forma em (3.15), obtemos

1
Cgb, _C(b/ _ §<¢2)/ _C¢///+C¢///// —0.

De forma que ao integrarmos esta ultima equacdo de 0 a x, percebemos que ¢ deve satisfazer a

equacao diferencial ordindria

(c—l)gb—%¢2—c(¢”—¢””)+A:0, (3.19)

onde A é uma constante de integracao.
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Considerando que ¢ seja uma solucdo de (3.19) e também as quantidades definidas
(3.16)-(3.18), temos que
P'(u) + (¢ — 1) F'(u) + M'(u)
2
= Mu—%—l—(c—l)(./\/lu—l—u)—i-A
u2
= cMu—E—i-(c—l)u—i-A.

E assim,

G'(p) = cM(b—%¢2+(c—1)¢+A

- c./\/lqﬁ—%(bQ—l—(c—l)(b—(c—1)¢+%¢2—c./\/l<z§:0.

de onde podemos concluir ¢ é um ponto critico de um funcional de Lyapunov definido por G (u) :=
P(u) 4+ (¢ — 1)F(u) + AM(u), onde A é dada em (3.19). Com o intuito de mostrar que ¢ é um
minimo local de G para que possamos provar a estabilidade orbital de ¢, vamos analisar o operador

linearizado em torno da onda definido por
L:=G"(¢p)=M+(c—1)— ¢, (3.20)

em que G” representa a segunda derivada do funcional GG no sentido de Fréchet. Com estas in-
formacgdes em mente, provaremos que a hipdtese (Hy) € satisfeita. Primeiramente, mostraremos
que existe (co, Ag), de forma que ¢ := ¢(c,,4,) € uma solugdo periédica néo trivial de (3.19), com

periodo Ly > 0 fixo.

Antes de analisarmos a estabilidade desejada, lembramos que a equacdo (3.15) € da

forma dada em (2.1), onde p = 1. Portanto, o problema de Cauchy

{Ut + Uy + Wy — (Uga — Usgag )t =0 (3.21)

u(z,0) = up(z), Vo € R,
¢ globalmente bem posto em X, conforme Teorema 2.4, para m = 2.

A equacdo (3.19) possui solucdes do tipo ondas viajantes L, periddicas com perfil

dnoidal dadas por,

2K E 2K 2F 1—Kk?
_ 2 _ = 422 — (2 - KH=— 22
o(r) = artas [dn (Lo a:,k:) K] +a3 {dn (Lo :E,k:) ( k )3K + 3 , (3.22)




3.3 Aplicacdes 49

onde dn é a Fungdo Eliptica de Jacobi, denominada dnoidal, & € (0, 1) é o médulo e oy, g, avg sdo
parimetros que dependem suavemente de k. Também, K = K (k) e E = E(k), sdo as integrais
elipticas de Jacobi de primeiro e segundo tipos, respectivamente. E vilido ressaltar que o ansatz
(3.22), foi obtido segundo [38]. E com ajuda do programa Maple 17, substituindo (3.22) em (3.19),

chegamos aos seguintes coeficientes

co{—10816(k* — k? + 1) K* + L3[520(k* — 2)K* + 1560F K + 17L3}
507Lg

L,

ap =

1120 K2 ¢ [(208k? — 416) K* + L]
B 1314

a2
26880 ¢y K*
g = ————.
1
Ly
Notemos que o parametro ¢, € livre, o que nos possibilita escolher convenientemente a

velocidade da onda ¢y > 1.

A partir dos coeficientes acima e utilizando o mesmo processo, determinamos a cons-

tante de integragdo Ay, da equagdo diferencial ordindria (3.19), expressa por

2 314 1221 314
Ay = —2  [91716911104(k% — — kS + — k4 — — 4+ KB
0 514098 Lo[ ( 7t 7 VK +

—8818933760L5 (k* + 1)(k* + 3k + 1)(k* — 3k + 1) K°® +

1
230770176 Lg(k* — k* + 1) K*(k) — 902720L5 (k* + 1) K?(k) — 256088 Lo] + co — 5

Com isso Ay = A(cp), constante em relagdo a varidvel espacial x, € uma fungdo suave
que depende de ¢, e do par (k, Ly), para algum. Onde (k, L) deve satisfazer a seguinte equacgao

implicita, obtida substituindo os coeficientes no ansatz (3.22),

89989120
31

(K + (K~ 2)(K ~ )K®

908544
31

L*(K* — K+ 1)K*+ L° = 0. (3.23)
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Figura 3.1: Gréfico L(k).

Agora, fazendo L := L(k), considerando a equag@o implicita (3.23), e plotando no

Maple 17, obtemos o grifico de L(k) representado na Figura 3.1.

E vilido salientar que, ao considerarmos ¢, > 1, é necessario que exista um par (ko, L)
que tal que ¢ = @, 4,) seja solugdo da equagio (3.23).
Com isto em mente, fazendo Y = L? na equacdo (3.23), obtemos

89989120
31

1 44
(K* + 1) (k* — 2)(k* — 5)K6 — 902‘?

Y(E* -+ 1)K*+Y? =0,

ou seja, uma equagdo de terceiro grau e assim, a garantia que existe a0 menos uma solucio

(ko, Lo) € (0,1) x (0, 4+00).

Entao, podemos concluir de acordo com o Teorema da Funcdo Implicita, que existe um
intervalo / C (0,1) e um outro J C (0,+00), com (ko, Ly) € I x J, onde a fungdo k — L(k) é

suave e (k, L(k)) paratodo k € I.

Concluimos até aqui que para m > 3, existe kg € I C (0,1) e Ly € J C (0,400),
tal que ¢ = ¢(¢,,4,) € solucdo da equagio (3.19), onde ¢y > 1 € um pardmetro livre e Ay depende
de (co, ko, Lo), com o par (ko, Lg) satisfazendo a equacéo implicita (3.23). Observamos ainda,
que estes termos devem satisfazer também as condi¢des do Teorema 3.11, o que serd analisado

posteriormente. Visto que, na sequéncia analisaremos as propriedades espectrais do operador L.
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Propriedades Espectrais

Para a segunda parte da hipétese (Hy), € necessdrio provarmos determinadas proprie-

dades do operador linearizado £ associado ao funcional de Lyapunov G, dado por

Lo :=co(Ty — 2) 4 (co — 1) — B(ey,a0). (3.24)

Tais propriedades serdo obtidas, segundo a abordagem feita em [9], a qual foi breve-
mente descrita na Secdo 1.4, do Capitulo 1. Ressaltamos, que isto é possivel por conhecermos
a solucdo explicita da equagdo (3.19), dada por (3.22). O fato do operador L, ser autoadjunto,

decorre diretamente da Proposicao 1.14.

Para analisarmos o espectro ndo positivo do operador £ utilizaremos o Teorema 1.18.
Mais especificamente, tais propriedades sdo obtidas se qg >0e QASP pertencem a classe PF(2) estrito
e discreto. Resultado que serd estabelecido utilizando-se o Lema 1.16. No entanto, tais resultados

exigem que a onda viajante ¢ seja periddica, positiva e par.

Considerando que a solucdo ¢ em (3.22) possui perfil dnoidal, e a fun¢@o dnoidal é par
com periodo 2K (ver detalhes no Apéndice), onde K ¢é a Integral Eliptica de Jacobi completa de
primeiro tipo, temos que ¢ € par e periddica, de periodo Ly > 0. Além disso, a equacdo (3.19)
possui a propriedade da Invaridncia Galileana, o que nos possibilita analisar o espectro de um
operador £, ao redor da onda ¢ + p, com 1 € R tomado convenientemente, onde ¢ + p € par,

positiva e periddica e o operador £,, preserva as propriedades espectrais do operador Ly.

Considere agora, a solucao ¢ em (3.22), com expansao de Fourier dada por

+o00 /
o(r) =aq + 7271 csch (m;(K > cos <21€T7T x) , (3.25)

n=1

onde

Qom?  azm? [2(2 — k?) n27r2]
= :

K + k2 K? 3 + 6K
Assim, os coeficientes de Fourier sao dados por

~ ~0
d(z) = {O“’ ) " (3.26)

3 n csch(™ n # 0.
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Figura 3.2: Gréfico n(z) = p + ¢(x), com p = 50.

Agora, pela Invariancia Galileana ja mencionada, seja ;1 € R e considere o ) := p + ¢,

ou ainda, ¢ =1 — p, onde ¢ = P, 4,) € a solugdo de (3.19). Note que 7 € solugio de

1
Con//// . 007]// + (CO — 14+ ’u)n _ 5772 + A# = [)7 (3.27)

2
onde A, = Ag — pu(co— 1) — M_. Destacamos que,
K 2

L, = coM+(co—1+pn)—n
= oM+ (co—1)+p—n
= coM+(co—1)—¢
= L.

E assim, as propriedades espectrais de £, podem ser obtidas, caso seja conveniente, analisando o

espetro de £,,.

Com isto em mente, definamos

g(x) == Yz csch

2

K/
(m;( ) z € R. (3.28)

Considere agora, i suficientemente grande tal que 7(0) = ag + > g(0).
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Figura 3.3: Gréfico H(x).

Assim, mais uma vez utilizando o Maple 17, obtivemos o gréfico da Figura 3.3 e veri-
2

0
ficamos que H(z) = ﬁ(log g(x)) <0, paratodo x € R, talque z > 0.

T

Portanto, concluimos que g pertence a classe PF(2), conforme Lema 1.16. E assim a

funcao h, definida por

) h0) =a+pu,
he) = {g(a:) se x € (—oo,—1] U][1,400). (5-29)

Fornecendo-nos que h(n) = 1)(n), para todo n € Z e h(n) pertence a classe discreta de PF(2), e
do Teorema 1.18 segue que £, possui um tnico autovalor negativo o qual é simples e além disso,
zero € um autovalor simples com autofungdo % Mas, L, = Ly e % = %

Podemos entdo concluir que a hipdtese (H) € vélida, a qual € exigida Teorema 3.11,

e assim para obtengdo da estabilidade orbital de ¢ em X = H2 ([0, Ly]) resta-nos mostrar que

(Lo(1+¢),1+¢) < 0.

Teorema 3.11 A onda periddica ¢ é orbitalmente estdvel no espaco energia X.

Demonstracdo: Seja ¢ = ¢(c,,4,) uma solugio tipo onda viajante da equacdo diferencial (3.19)
dada explicitamente pelo ansatz (3.22), diante da validade da hipétese (H), anteriormente provada,

consideremos ¢ = 1 + ¢ e vamos mostrar que (Lo(P), ) < 0.
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Lembremos que, Ly = copM + (co — 1) — ¢ e a solugdo da equacdo (3.19) nos fornece
1
—Ag = coMo + (co — 1) — §<Z52, (3.30)
onde Ay a constante . Ainda, ao multiplicarmos igualdade acima por ¢, obtemos

1

§¢3 = cepMo + (co — 1)¢” + Ag¢h.
Com isso, temos

Ly
Lo(1+¢) = —A0—§¢ +(co—1) = ¢.

Consequentemente,

(Lo(1+0),1+4¢)
= /0 0<CO — 1) + (M) + (co = 2)¢ — ¢ + (co — 1)¢ + cop(M¢) + (co — 2)¢* — ¢*dx

Lo Lo 1
= (CO — AO — 1)LO -+ (CO -2 2140) ¢ dx — / Co ¢M¢ + (Co + 5) ¢2d$
0 0
Assim,

Lo
0

onde M e F' sdo dadas por (3.18) e (3.17), respectivamente. Considerando que ¢ € dada explicita-

mente por (3.22), e utilizando [ 4], temos que

Para obtermos F'(¢) =|| ¢ || ([0.Lo))» Precisamos também da ajuda do programa
Maple 17, chegando a
1
F(¢) = 7 f(ko, Lo, co), (3.33)
0

em que f é uma complicada fungdo positiva que depende de ¢y que é um parametro livre, de kj e
Lo = L(kg), onde o par (ko, L) satisfaz a equagdo implicita (3.23). De modo que ao resolvermos

tal equacdo encontramos

Lo = L{ko) = (5ra(ho)*

N
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°] 0.5 1
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-2 = 10 o
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-6.= 10t -

Figura 3.4: Grifico (Lo(1+ ¢), 1 + ¢).

Aqui (ko) é uma funcdo positiva complicada, a qual é a razdo entre duas fun¢des contendo varias

poténcias de kg € Z C (0, 1).

Finalmente, substituindo Ly, M (¢) € F'(¢) em (3.31) resulta que (Lo(14¢), 1+¢) < 0,
como podemos observar no grafico da fungdo obtida e plotado pelo Maple 17, paraum ¢y > 1 e

ko € I, ver Figura 3.4.

Portanto, a onda ¢ ¢ um minimo local de G e assim, concluimos sua estabilidade orbital

em X = H2 ([0, Lo)). O

per



CAPITULO 4

ESTABILIDADE DE SOLUCOES PARA A
EQUACAO DE KAWAHARA MODIFICADA

4.1 Equacao de Kawahara Modificada

O objetivo neste capitulo € provar a estabilidade orbital de solugdes periddicas tipo ondas

viajantes da equacdo de Kawahara Modificada, dada pela equacao

U + U,QUI + YUgzr — Uzzazze = 07 (41)
onde u : R x R — R € periddica, com periodo L > 0 na varidvel espacial x e v > 0. A equacdo
(4.1) modela propagacdo de ondas em uma linha de transmissao nao linear (ver [27]).

Uma solugdo tipo onda viajante u(z,t) = ¢(z — ct), onde ¢ > 0 é a velocidade de
propagacdo da onda e ¢ : R — R é uma funcdo L-periédica. Ao substituirmos esta forma em

(4.1), obtemos

1, ..
C¢/ _ §(¢d)l _ Py¢/// _|_ ¢///// — O
De forma que ao integrarmos esta ultima equacgdo, encontramos
1
cp — 5(753 —7¢" + "+ A=0, (4.2)

onde A € uma constante de integracao.

A equagdo de Kawahara Modificada € uma equacdo diferencial dispersiva, e tem a

forma

U + (f(u>)m - (Mu)x =0, (4.3)
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onde f : R — R uma funcdo suave, u como descrita acima e com periodo L > 0 na varidvel
espacial. Ainda, M é um operador diferencial ou pseudo diferencial satisfazendo (1.2) e (1.3). Em
[5] e [41], os autores impdem condi¢des suficientes para determinar estabilidade de solucdes do
tipo ondas viajantes para a equagdo (4.3), com isso tais referéncias serdo base para obtengao do

resultado desejado aqui.

Formalmente, equagdes do tipo (4.3) admitem as quantidades conservadas

L
P(u) = %/ (uMu — W (u))dz,
0
1 L
F(u) = = / w?dr, (4.4)
2 Jo
e
L
M (u) :/ udzx, 4.5)
0

onde W denota a primitiva de f, ou seja, W' = f.

Dessa forma, a equag@o (4.1) possui as quantidades conservadas F'(u) e M (u), como
dadas em (4.4) e (4.5), respectivamente. Enquanto a quantidade P(u) torna-se

1 1

L
P(u) = 5/ (u2, + yu? — 6u4)dx. (4.6)
0

Assim, ao considerarmos as quantidades conservadas (4.4)-(4.6), podemos definir o
funcional de Lyapunov,

G(u) = P(u) + cF(u) + AM (u), 4.7)
onde A é a constante de integragcdo obtida na equagao (4.2).

Observemos agora, que a solucdo ¢ de (4.2) é um ponto critico de G, isto é, G'(¢) = 0.

Podemos assim, definir o operador linearizado £ em torno da onda ¢ como
L:=G"(¢) =0} —~ 0 +c— ¢ (4.8)
Quando na equagdo (4.3), f(u) = uP™' a equagdo obtida é a equagdo de Kawahara

generalizada, dada por

uy + uPuy, + VUzrr — Urpzre = 0, (4.9)
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onde p > 1 € um inteiro. Para o caso p = 1, temos a equacdo de Kawahara, ou seja,

Os autores em [7] e [35], mostraram a estabilidade orbital de solucdes periddicas tipo

onda viajante explicita da forma

2K E 2K 2F 1 —k?
o(x) = ar + as (dn2 (Tx, k:) - §> + as <dn4 <T$’ kz) —(2- k:2)3—K + 3 ) ,

(4.11)

onde a1,y € a3 sdo pardmetros reais. Aqui, dn representa a funcdo eliptica de Jacobi do tipo
dnoidal, e K = K (k) é a integral eliptica completa de primeiro tipo, £ = F(k) é a integral eliptica
completa de segundo tipo e ambas sdo dependentes do médulo eliptico k € (0, 1). Para obtencdo

de mais detalhes desta solucdo ver [14] e [31].

A equacdo de Kawahara Modificada (4.1) € um caso particular da equagdo de Kawahara
generalizada (4.9), com p = 2. E a solu¢do periddica explicita para a equacdo (4.2) € dada por

d(z) = a1 + ay (dn2 (%(Mx k:) - %) , (4.12)

onde a; e s dependem suavemente da velocidade de propagacdo da onda ¢ > 0.

Uma vez que a solucao explicita dada por (4.12) estd determinada, é possivel usar a
abordagem feita em [?], com o objetivo de determinar o comportamento do espectro nao positivo
do operador L definido em (4.8). Com isso, podemos usar as recentes abordagens feitas em em
[5] e [41] para estabelecer um resultado de estabilidade orbital para solu¢des positivas e periddicas

associadas a equacdo (4.1).

Observamos que o resultado estabelecido em [9], que aqui serd utilizado, consta no

Capitulo 1 e destacamos a aplicacdo do Lema 1.16 e do Teorema 1.18.

4.2 Condicoes Basicas para Estabilidade Orbital

Para mostrar que uma solug¢do tipo onda viajante da equacao (4.1) € orbitalmente estavel,

seguiremos os argumentos em [5].
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Considere o problema de Cauchy associado a equagdo (4.1), isto é

(4.13)

U + u2uw + VUzzr — Ugzzer = 07
u(z,0) = up(x).

O problema de Cauchy (4.13) é localmente bem posto no espago energia X = H2, ([0, L]).
Este resultado foi provado em [33]. Para o caso 7 = 0, podemos considerar além deste ja citado,
que a boa colocagdo também decorre de resultados apresentados em [2 1], onde os autores utilizam
estimativas Strichartz. A boa colocagdo global em X, pode ser obtida combinando a teoria local

com a desigualdade de Gagliardo-Niremberg.

Considere agora o funcional () : X — R, dado por
Qu) = vF(u) + pM(u), (4.14)

onde v e p sdo numeros reais que podem ser escolhidos posteriormente. E ainda, /' e M, estdo

definidos em (4.4) e (4.5).

Para um dado € > 0, definimos a e-vizinhanga da orbita O, = {¢(- +y); y € R}, como
Us. :i={ue X;pu,¢) < e}, (4.15)
onde p € a semi-distancia da Defini¢do 3.1. Considere também o conjunto

Yo ={u € X;(Q'(¢),u) =0}, (4.16)

2
per

aqui (-,-) representa o produto interno em L2, ([0, L]). Observe que 7; é exatamente o espago

tangente para {u € X; Q(u) = Q(¢)} em ¢.

Com o objetivo de provar a estabilidade desejada, seguimos as estratégias apresentadas
em [17], [37] e [41]. Primeiramente, mostraremos que o operador £, definido em (4.8), é estri-
tamente positivo quando restrito ao espaco 1y N {¢’ }L. Com este objetivo, suponhamos que a

hipdtese seguinte seja valida:

(H) Existe uma solugdo L-periédica ¢ € Cr, ([0, L]) de (4.2), com periodo L > 0 fixo.
Além disso, o operador auto adjunto £, possui um tnico autovalor negativo que € simples e zero é

um autovalor simples cuja autofuncio € ¢'.
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Lema 4.1 Suponha que a hipotese (H) seja vdlida. Considere ® uma fung¢do suave de tal forma

que (LD, o) = 0, para todo ¢ € 1y e T := (LD, P) < 0. Assim, existe a > 0 tal que

(Lv,v) > a || v ||%, paratodov € Yy N {d'}".

Demonstracao: Ver Proposicdo 4.12 em [17].

O Lema 4.1 € util para estabelecer o resultado a seguir.

Lema 4.2 Considerando vdlidas as hipoteses do Lema 4.1, existem N > 0, e 7 > 0 tais que
(Lo, v) +2N(Q"(¢),v)* > 7 | v ||,

para todov € {¢/}" .

Q'(¢)
I Q" (9) llzz,,

Demonstracio: Dado v € {¢/}" defina 2 = v — Cw, onde w =
Como (Q'(¢), ¢') = 0, temos

1

- W< Q(@NQ'(9).¢) =0.

<Z7 ¢/> = <U, ¢/>
E por outro lado,

(Q(¢),2) = (Q(¢),v—Cuw)
- o TR
= 0.
Assim, z € 7, N {¢/}". Além disso, como
(Lv,v) = C{Lw,w) + 2((Lw, 2) + (L2, 2),
do Lema 4.1, segue que

(Lv,v) > C{Lw,w) +2({Lw, 2) +a | 2 |5 -

Usando as desigualdade de Cauchy-Schwarz e de Young, temos

a 202
12¢(Lw, z)| < > Iz 1% t—- | Lw ||%

e ( = (v,w).

4.17)
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donde segue que,

a s 2¢7 2
2(Lw,2) > 5 | 2 Ik —=— || Lw |k @18
Escolhendo N > 0 dependendo apenas de ¢ tal que

2 , a
(Lw,w) == || Lw |5 +2N [ Q(9) [z, = 5 | wlx - (4.19)

Q'(¢)
Q" (@) ez,

(Lv,v) +2N(Q'(¢),v)" = (Lv,v) + 2N || Q'(9) |1z,

per

Lembrandoque z = v — (wew = , temos

assim, usando (4.17)-(4.19), segue a desigualdade

p a 2
(£o,0) +2NC | Q0) Iz, > all = [+ [ w [ +20(Lw, )+ 2 | L |5
a
(w5 + 12 11%)

7l v %

v

v

onde 7 > 0 é uma constante que nido depende de v € {¢'}*. E assim, a demonstragio estd

completa. O

Agora, considere N > 0 a constante obtida no Lema 4.2 e defina o funcional modifi-

cado de Lyapunov V : X — R da forma

V(u) = G(u) = G(¢) + N(Q(u) — Q(¢))*, (4.20)
onde G ¢é o funcional definido em (4.7). Dessa forma, temos que V' (¢) = 0 e além disso, como ¢ é

solugdo de (4.2), segue que A = —c¢ + %(gb?’) +7¢" — ¢"" e assim V(¢') = 0.

Lema 4.3 Considerando as hipoteses do Lema 4.1, existem o > 0 e D > 0 tais que

V(u) > Dp(u, ¢)?,

para todo u € Ul,.
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Demonstracao: Da definicdo de V, segue que

(V" (w)v,v) = (G"(w)v,v) + 2N (Q(u) — Q())(Q" (w)v,v) + 2N(Q' (u), v),

para todo u,v € X. Dai, parau = ¢

(V'(p)v,0) = (G"(¢)v,v) + 2N (Q(¢) — Q(d))(Q" (w)v,v) + 2N(Q' (), v)*
= (Lv,v) +2N(Q'(¢),v)>.

Portanto, decorre do Lema 4.2, que existe 7 > 0 tal que
(V(@)v,v) 27 [ vl 4.21)

para todo v € {¢'}*+. Por outro lado, da expansdo de Taylor de V' em torno de ¢, segue que

1
V() = V(9) + (V(¢)su =) + 5 {V"(9)(u = ¢),u = §) + h(u), (4.22)
onde lim % = 0. Dessa forma, pode-se escolher «r; > 0 tal que
u—sg 1 Plix
-
Al < 7 Tu =@l (4.23)

paratodou € B,,,onde B,, = {u € X;||u—9¢ | x < a1}

Considerando que V(¢) = 0e V'(¢) = 0, temos de (4.21) — (4.23) que

V) = SV6)u=9)u-6)+ b
1 1

> Srlu—olk - lu-olk
1
= lu-olk.

Portanto, V' (u) > %p(u, $)?, para todo u € B,, tal que (u — ¢) € {¢'}*+. Agora,

definamos a aplicacdo suave S : X x R — R, dada por

S(u,r) = (u(- =), ¢).

S
Considerando que S(¢,0) = 0 e E(qﬁ, 0) = —(¢',¢’) # 0, ndés garantimos, do Teo-

rema da Fungdo Implicita, a existéncia de as > 0, §yp > 0 ¢ uma tunica funcio de classe C*, dada
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por 1 : Ba,(¢) — (—0dp, dp) tal que 7(¢p) = 0 e S(u,r(u)) = 0, para todo u € B,,(¢). A prova é
concluida com argumentos similares aos apresentados por [24], no Lema 4.6 e por [12], no Lema

5.6. a

O Lema 4.3 ¢ essencial para provar a estabilidade orbital desejada. V' € um funcional
de Lyapunov conveniente para trabalhar com nosso problema. O teorema a seguir € o resultado de

estabilidade.

Teorema 4.4 Suponha que as hipoteses do Lema 4.1 sejam vdlidas, entdo ¢ é orbitalmente estdvel

em X pelo fluxo periédico da equacdo (4.1), dada por

Demonstracao: Considere o > 0 como a constante obtida no Lema 4.3. Como V € continua
em ¢, entdo para um dado ¢ > 0, existe 6 € (0,«a) tal que se || up — ¢ ||x < J, dada a relacdo

V(ug) = V(ug) — V(¢) < De?, onde D > 0 € a constante obtida no Lema 4.3.

A continuidade em relagdo ao tempo da fun¢do p(u(t), ¢) < a permite escolher 7" > 0
de forma que

p(u(t), ¢) < a, paratodot € [0,T). (4.25)

Assim, obtemos u(t) € U,, paratodot € [0,7"). Combinando o Lema ?? e o fato de que V' (u(t)) =

V(up) para todo ¢ > 0, temos
p(u(t), p) <€, paratodot € [0,T). (4.26)

Agora, resta provarmos que p(u(t),¢) < a, para todo t € [0,400), de onde concluiremos a
estabilidade orbital. De fato, considere 77 > 0 como o supremo dos valores de 7" > 0 tal que seja
valida (4.25). Suponhamos por contradi¢ao que 71<+o0c. Escolhendo € < £, obtemos de (4.26)
que p(u(t),¢) < §, paratodo t € [0,77). Como t € [0,+00) — p(u(t), ¢) é continua, existe
To > 0 tal que p(u(t), ¢) < 3o < a, paratodo ¢ € [0, T} + Tp), 0 que contraria a maximalidade de

T7. Portanto, 77 = 400 e o teorema estd provado. O
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4.3 Estabilidade de Ondas Periddicas da Equaciao de Kawahara
Modificada

Nesta se¢do, aplicaremos os argumentos desenvolvidos na Se¢do 4.2 com o objetivo de

obter a estabilidade orbital para a equacgdo (4.1) no caso onde v = 0, isto &,

Up + Uty — Upggze = 0. 4.27)

Considerando uma solugdo tipo onda viajante periddica na forma u(z,t) = ¢(z — ct),

com ¢ > ( e substituindo na equacao (4.27), obtemos
¢HW + C¢/ _ l((b?))/ =0
3 :
Integrando, obtemos que (¢) € solugdo da equacdo diferencial ordindria ndo-linear

¢/1// + ¢ — %@53) + A=0. (4.28)

Como foi mencionado na Secdo 4.1, a equagdo (4.28) admite solucdo explicita L-

periddica dada pelo ansatz

o(r) = ag + ay <dn2 (2KL(I€)x, k) - %) , (4.29)
onde
. 8VI0K (k)[K (k)k* — 2K (k) + 3E (k)] 430)
1= 12 , .
24v/10K (k)?
= 5 (4.31)

a1 € ap foram obtidos usando o programa Maple 17.

Além disso, € interessante observarmos que se L > 0 for fixo, k£ € um parametro livre
e estabelece uma curva suave de solugdes periddicas para a equacdo (4.28), k —— ¢ := P(c(k), A(k))

tal que

384(k* — k2 4+ 1)K (k)

c(k) (4.32)
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_ —2048v/10(k? — 2)K (k)5(2k* — 1)(k* + 1)
B 3L6

A(k) . (4.33)

E importante salientar, que a razdo para considerarmos v = 0 na equagio (4.1) é porque
o0 caso v # 0 possui uma solucéo onda viajante periddica similar a obtida em (4.29) com um perfil
fechado dependendo da funcao eliptica de Jacobi do tipo dnoidal. Neste caso, a onda peridédica tem
constantes oy, a, ¢ e A complicadas, que assim como as acima apresentadas dependem do médulo

eliptico k£ € (0,1) e periodo L > 0. Em particular, para v = 1, obtemos

o(z) = a+ 3 (dn2 (wm k) — %) ,

L K (k)
onde
_ 8VI0K (K)[K (k)((k)* —2) + 240E(k)] | /10
a= 72 BT
24V 10K (k)?
B = — 7z
c

L OBBA(R - KPR 1

¢ L BTV

A questao sobre a estabilidade desta onda periddica pode ser tratada por um meio simi-

lar com as modificacdes necessarias.

Considerando ainda a equacgdo (4.27), obteremos as propriedades espectrais relaciona-
das ao operador £ = 9% + ¢ — ¢?, que sio exigidas em (H). Para fazer isto, utilizaremos o Teorema

1.18 resultado de [9], para mais detalhes ver Secdo 1.4.

Proposicao 4.5 Suponha que ¢ seja uma solucdo positiva e par da equacdo (4.28), tal que gzg >0
e aa—;(log g(z)) < 0,2 # 0, onde g é uma fungdo real tal que g(n) = ¢(n),n > 0. Entdo, o
autovalor L possui um tinico autovalor negativo o qual é simples e zero é um autovalor simples

cuja autofungdo é ¢'.

Com estes dados estabelecidos, podemos provar a estabilidade orbital da onda ¢ que

satisfaz a equagao (4.1), através do proximo resultado.
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Figura 4.1: Grifico G(z) = aa—;z(log gr(z)), para k = \/Ti

Teorema 4.6 As ondas periodicas em (4.29) sdo orbitalmente estdveis no sentido da Definicdo 1.5.

Demonstracao: Com efeito, de acordo com [31], a solugdo ¢ dada por (4.29) tem expansdo de

Fourier
- K(K 2
o(x) = a+ ;nfcsch <m;((li) )> cos( ng), (4.34)
et - _op - TR
ondeI' = - 0 ek = .
Portanto, como pode ser visto em (5.15), os coeficientes de Fourier de ¢ sdo dados por
X a, n =0,
=q 0 K(K 4.35
¢(n) 5N csch (WTIS;))) , n#0. (4.35)
Considere
r K(K
gr(x) = 57 csch (%)
12/1 K(K
= 2/2_07r2 xesch <MT/S;))) , reR
Assim, é possivel ver pelo grdfico da fungcdo G(x), apresentado na Figura 4.6, para
k= \/75, que
82
G(x) = 55 (log gi(z)) <O,

0x?
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Figura 4.2: Gréfico f(k).

para todo x € R. Usando a Proposicdo 4.5, obtemos que L possui um tinico autovalor negativo

que é simples e zero é um autovalor simples cuja autofungdo é ¢'. Donde se conclui que neste caso

a hipotese (H) é vdlida.

O proximo passo é determinar ®, como indicado no Lema 4.1. Com isto em mente,

0
considere ¢ = a—ﬁ e observe que da equacdo (4.28)

LO = —%gﬁ — % (4.36)
A igualdade acima nos leva a escolher v = % e = g—jlj, visto que c e A, dadas em
(4.32) e (4.33) respectivamente, dependem suavemente apenas do modulo k. Assim, obtemos
Qu) = 00 F(u) + 22 M (w)
e
LD = —Q'(¢)

Portanto, temos

para todo p € 1y e

dc 0 DA 0
F(9) = 5= M(9).
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Utilizando a solucdo explicita dada por (4.29), é possivel deduzir que

3 4 12
M@ =ml e F(o) = R yer op M e
de onde obtemos
1

onde f é uma complicada fungdo positiva que depende suavemente do médulo k € (0,1), ver
Figura 4.2. Isto prova a condi¢do exigida no Lema 4.1. Finalmente, do Teorema 4.4, concluimos

que ¢ é estavel em X = H?, ([0, L]) pelo fluxo periédico de (4.27). 0

per



CAPITULO 5

APENDICES

5.1 Espacos de Sobolev Periodicos

Considerando que os resultados deste trabalho estdo relacionados a soluc¢des periddicas
de equacdes da forma (1.1), nesta secdo serdo apresentados conceitos e resultados relacionados
a funcdes periddicas. Destacamos aqui o conceito de transformada de Fourier para fungdes pe-
riddicas o qual € necessdrio para definirmos os espacos de Sobolev periddicos. Além disso, os
coeficientes de Fourier sdo essenciais para um importante resultado de positividade com objetivo

de determinarmos propriedades espectrais.

Como principal referéncia, utilizamos I6rio e I6rio, e assim em [23] encontram-se mais

detalhes.

Defini¢iio 5.1 A transformada de Fourier de uma fungdo f € L'(R), denotada por fA, é definida
por

]?(f) = /Rf(:t)e_%mgdx, onde & € R.

O Teorema de Plancherel possibilita definir a transformada de Fourier de uma fungdo

f € L*(R). Para maiores detalhes, sugerimos [39] e [44].

Seja L > 0 um numero real fixado. Uma fungdo f : R — C é dita periddica de
periodo L se, para todo x € R, vale f(x + L) = f(x). O conjunto de todas as funcgdes f :
R — C, infinitamente diferencidveis e periédicas com periodo L serd denotado por P = C°°. =

per

C> ([0, L]). Aqui, P’ denota o espago das distribui¢des periddicas, ou seja, € o conjunto de todos

per
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os funcionais lineares continuos definidos de P em C. O valorde ) € P em ¢ € P é

(9) = [, .

Definimos agora a Transformada de Fourier para func¢des periddicas.

2mizk

Definicdo 5.2 Seja k € Z e a fungdo Oy(x) = e = , para todos © € R. A Transformada de

Fourier de ) € P’ é a fungcdo 12 : Z — C dada por

D) = 716,04,

para todo k € Z.

O espaco das sequéncias rapidamente decrescentes, denotado por S(Z), é o conjunto de

todas a sequéncias de valores complexos o = (o, )rez, tais que

> IkPlax] <00, ¥V j=0,1,2,....

k=—0oc0

A transformada de Fourier inversa de o = (ay)rez € S(Z) é uma fungio & € P dada

por,
Toda fungdo ¢ € L7 ([0, L]), p > 1, é um elemento de P’, o qual € definido por
1 (L
wél= 7 [ vl
0
onde ¢ € P.

Se v € L*([0, L]),p > 1, entdo para cada k € 7Z,

L )
(k) = %/O b(x)e L, Y kel

Define-se o espago /2, como o espago das sequéncias o = (ay, ),cz, de forma que

oo

C={os]lafle= (> laa*)? < oo}

n=—oo
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Para s € R, o espaco de Sobolev H%, ([0, L]) := H2,, é definido como sendo o con-

per per

junto de todas as distribui¢des periddicas f € P’ tal que,

=LY (4RI < oc.

k=—00

2
Hs

per

IS

O espago H?,,.([0, L]) munido do produto interno

per

(Fr 9 mgqomy =LY (14 [k F(k)G(R),

k=—o0

¢ um espago de Hilbert.

Para caso particular s = 0, definimos L?_ ([0, L]) := H° ([0, L]), o qual é um espago

per per

de Hilbert munido do produto interno

L
(f9) 30z = / f(@)g@de, Y fg € 12,.(0,1)
0
€ norma H . HL%ET([QL]) .

Temos ainda que, para todo s € R, o dual topolégicode H%,,.([0, L]) é (H%,,.([0, L]))’, o

per per
qual € isometricamente isomorfo ao espago H,5 ([0, L]). Para f € H,5([0,L]) e g € H,,,.([0, L]),
o par dualidade é dado por
s 9l oz qomy = L D F(R)G(R).

k=—o00

Considerando s > r, onde r, s € R, temos que H?,, ([0, L]) — H’. ([0, L]), segue dai

per per

ede H° ([0, L]) = L?,,([0, L]) que para todo s > 0,

per per

HE ([0, L]) — L2_.([0, L)).

per per
E ainda, para todo m; € [1,4o00], i = 1, 2, com my > msy, é vélido que

H,o, ([0, L]) = Ly ([0, L)) = Ly ([0, L]),

per per per
onde

Ly, ([0, L]) := {f; f é L — periddica e fy, ,, € L"™([0, L])}

per

I f ez, qo.p=Il f lzm o,
para todo f € L ([0, L]).

per
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5.2 Funcoes Elipticas de Jacobi

Considerando que as equagOes estudadas neste trabalho possuem solu¢do com perfil
dnoidal, apresentamos algumas propriedades sobre as Funcdes Elipticas de Jacobi. Para uma leitura

mais completa sobre tais fungdes sugerimos [13] e [14].

Defini¢ao 5.3 Considere ¢ € [0, 7] e k € (0,1). A Integral Eliptica de Primeiro Tipo é dada por

Y dt 4 db
= | =tk 5.1
/0 V(1 =82)(1 - k?) /0 1 — k2sen?6 (0, k), SRY

onde y = seny. No caso y = 1, a integral eliptica é dita completa e assim,

t J—
/\/1—t2 1 — k212) /\/WZ K(k), (5.2)

torna-se a Integral de Eliptica Completa de Primeiro Tipo. Além disso, k é denominado médulo

eliptico e k' = /1 — k? é o mddulo eliptico complementar. O pardmetro p é denominado argu-

mento da integral eliptica.

Definimos também a Integral Eliptica de segundo tipo.

Definicao 5.4 A Integral Eliptica de Segundo Tipo é dada por
1-— k2t2 ?
/ = / V1 — k2sen?0df = E(p, k), (5.3)
aqui também y = senyp, assim como k € (0,1). A Integral Eliptica Completa de Segundo tipo é
dada por

1—1¢2

1,242 3
LR / V1= k2sen20d = E(k). (5.4)
0

Para definirmos algumas fungdes elipticas relacionadas com as integrais acima definidas, € rele-

vante observarmos que lim K (k) = kh%lJr E(k) = g, klim K(k) = +oo(k) e klim E(k)=1.
— —1- —1-

k—0t

Consideremos a seguinte funcao

o dl
, [ Y F(ek), 55
uluni & / V-1 k) /0 ey L Pk )
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onde ¢; € [0,5], e y1 = sen(y1). Para k fixo, u é uma func@o estritamente crescente na variavel

y1. Ainda para k fixado, a inversa da func¢do u € definida como a funcao senoidal, dada por
sn(u; k) = sen(p1) = yi,

onde p; = am(u; k) é a fungdo amplitude de u. A partir da fungdo senoidal define-se as fungdes

elipticas denominadas de cnoidal e dnoidal, e dadas por

en(u; k) =1/1—y2 = /1 — sn?(u; k)

dn(u; k) = /1 — k22 = /1 — k2sn2(u; k),

respectivamente. As fungdes senoidal, cnoidal e dnoidal sdo normalizadas fazendo-se uso de
sn(0;k) = 0, en(0;k) = 1 e dn(0; k) = 1. Temos ainda, que as a fun¢do cn(; k) e dn(; k) sdo

pares enquanto sn(; k) é impar. Além disso, estas fungdes sdo periddicas, de forma que
sn(u+ 4K; k) = sn(u; k),

en(u+ 4K k) = en(u; k)

dn(u + 2K; k) = dn(u; k).

5.3 Coeficientes de Fourier

As solugdes das equacdes apresentadas aqui possuem perfil dnoidal. Mais especifica-
mente, as equacdes de Kawahara Modificada e equacdo de Kawahara Modificada Regularizada

possuem solugdes do tipo

61(z) = a1 + andn? (2[;%, k) . (5.6)

Enquanto, a equagdo de Kawahara Regularizada possui solu¢cdo da forma

6ulo) = -+ e (27 ak ) o pet (2 T0k). 67
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onde dn ¢ a Fung¢ao Eliptica de Jacobi, ver [13] e [14], denominada dnoidal, k£ € (0, 1) é o mddulo
eliptico, oy, ag, B1, B2 e [3 sdo pardmetros que dependem suavemente de k. K = K(k) é a
integral eliptica completa de primeiro tipo e L > 0 € o periodo da funcdo. Como objetivamos
determinar as propriedades espectrais de £ através do Teorema 1.18, faz-se necessario calcularmos

os coeficientes de Fourier das solucdes (5.12) e (5.13), que sdo os coeficientes ag, a, € b, onde
o(z) = 204 i ay, CoS 2nme + b,sen 2nm
2 &=t L ! L ]

Como dn é uma fungdo par, b, = 0 para todo n € Z*. Para determinar aq € a,,

utilizaremos [ 1] que fornece expressodes para estes coeficientes. Donde,

2Kx E 2P~ ng” 2nKn
2 2 :
dn (T, ]{}) = E -+ K2 1_ an COS < 7 Z‘) s

n=1

onde F = F(k) é aintegral eliptica de Jacobi completas de segundo tipo, £’ = /1 — k? é o modulo

eliptico complementar e ¢ = exp( ”ng/). Denotaremos, aqui K’ = K (k).

Para determinar poténcias pares da funcdo dnoidal a expressao é

. o (2K o 2m kR SN ngt 2nKn
K22 dn®r (T,k)zpd)Jr = Zl_qznnfi}bcos< : x) r=1,2,3, ..,

n=1

onde P; e Ry, sdo expressoes dadas em [31].

Assim, para r = 1, ou seja, dn* (%x, k) ¢ dado por

2K 2F 1—k?
dn* (Tx k) = (2K -

n

2 = g o M2 2nKn
+3]{:4K2{Zl—q2" [2(2—k)+2K2 COS( 7 x)}

Com estas expressdes em mente, reescrevemos de forma conveniente (5.12), tornando-

2K E
gbl(l’) = -+ (0%)] (dn2 <T.r, kj) — E) . (58)

Logo, a expansao de Fourier de ¢, é dada por

- nm K’ 2nkm
O(z) = o —i—Znchch ( 7 ) cos ( 7 {E) ,

n=1

Se€
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onde ' = af(—’f Considerando que ¢ = exp(%K/) e csch(z) = ———, z € C, obtemos
62 —_ e*Z
q" 1 nr K’
= = §csch I ,
e os coeficientes de Fourier sdo da forma
n aq, n =2y,
61(z) = o (5.9)
Tnesch(®25), n#0.

Seguindo os mesmos passos, a solugdo (5.13), torna-se

P2(x) = Br + e (dn2 <%x k;) - E) + B3 (dn4 (%x k;) SNCRE L kz) .

L K 3K 3
(5.10)
Assim,
> nr K’ 2k
P2(x) = B + ”yzlncsch ( e ) oS (Tx> ,
e os coeficientes de Fourier sdo

~ Bi, n=0
T) = , 5.11
0 () {%n csch(%), ( )

onde v = e +l<:2K2 5 + 6K

As solucgdes das equacdes apresentadas aqui possuem perfil dnoidal. Mais

Bom?  Pam? {2(2 — k?) n27r2]

especificamente, as equacdes de Kawahara Modificada e equacdo de Kawahara Modificada Regu-

larizada possuem solugdes do tipo

61(z) = a1 + andn? (22(%, k;> . (5.12)

Enquanto, a equagao de Kawahara Regularizada possui solu¢cdo da forma

2K 2K
93(z) = By + Badn? ( L”x, k;) + Bydn? (Tﬁx /<;> , (5.13)
onde dn é a Fungdo Eliptica de Jacobi, ver [13] e [14], denominada dnoidal, k& € (0, 1) é o médulo
eliptico, a1, an, 51, B2 e [ sdo pardmetros que dependem suavemente de k. K = K(k) é a

integral eliptica completa de primeiro tipo e L > 0 é o periodo da funcdo. Como objetivamos
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determinar as propriedades espectrais de £ através do Teorema 1.18, faz-se necessdrio calcularmos

os coeficientes de Fourier das solucdes (5.12) e (5.13), que sdo os coeficientes ag, a, € b,, onde
6(z) aop . i cos 2nmx b 2nmx
r)=— G nSEN .
2 ! L L

Como dn é uma funcdo par, b, = 0 para todo n € Z". Para determinar ag € a,,

utilizaremos [ 1] que fornece expressodes para estes coeficientes. Donde,
2Kz E 2r° S~ ng* 2nKm
dn( k:) K+K221—QQ"COS( 7 x),

onde £ = F(k) é aintegral eliptica de Jacobi completas de segundo tipo, k' = v/1 — k? é o modulo

%), Denotaremos, aqui K’ = K (k).

eliptico complementar e ¢ = exp(—

Para determinar poténcias pares da funcdo dnoidal a expressao é

2K o 2k & ", 2nK
g () = Py P S R s (M) =125
n=1

onde P; e R}, sdo expressoes dadas em [31].

Assim, para r = 1, ou seja, dn* (2, k) € dado por

2K 2K 1 — k2
4 (=7 — 2= (9_ 2\
d”(ka) sk -3
2,2

2 O~ ng” oy M 2nKm
+3!{:4K2{;1—q2n [2(2—1{: )+ ZKQ} cos< 7 x)}

Com estas expressoes em mente, reescrevemos de forma conveniente (5.12), tornando-

se
2K E
= dn’® | =—z.k) ——=). 5.14
o1 () a1+az(n (Lx, ) K) (5.14)
Logo, a expansado de Fourier de ¢, é dada por
G K' 2nk
$1(x) = ay + ;nfcsch (m;{ ) Cos ( nLﬂx) )
a 71' —nK’ 2
onde I' = 22%5-. Considerando que g = exp(=7—) e csch(z) = ———, 2 € C, obtemos

e —e~
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e os coeficientes de Fourier sdo da forma

n aq, n = 07
¢1($) = {F nrK’'

sncsch(™z=), n#0.

Seguindo os mesmos passos, a solugdo (5.13), torna-se

Ga(x) = p1 + Ba (dn2 <%x k) - E) + B3 (dn4 (%x k) —(2- k:2)§ +

L K

Assim,

- nm K’ 2k
Go(x) = P1 + fynzzgncsch ( e ) cos <T:1:> ,

e os coeficientes de Fourier sao

Ba() = {61’ e

an csch(™=-),

Bom? Pam? {2(2 — k?) n27r2]

ondey ==+ 5k 35 6K

3

(5.15)

1—k2>

(5.16)

(5.17)



CAPITULO 6

COMENTARIOS E ESTUDOS FUTUROS

Ainda existem muitos problemas envolvendo equagdes diferenciais dispersivas com nao
linearidades em aberto. Os métodos aqui utilizados, estabelecidos em [5] e [ 18], podem ser aplica-
dos para obten¢do de estabilidade orbital de outras equagdes, ou mesmo para melhorar condi¢des

em resultados ja estabelecidos.

Em especial, o critério de estabilidade aqui apresentado no Capitulo 3, traz um grande
avanco no estudo de estabilidade orbital de equagdes regularizadas com nao-linearidade f(u) =
“2—2, principalmente para equag¢des onde ndo € possivel construir superficies ou curvas de ondas,
como foi o caso da equacdo de Kawahara regularizada. Por este motivo, este método podera ser

amplamente aplicado. Inclusive em problemas com A = 0 ou com média zero.

Considerando ainda que, os critérios acima mencionados sao baseados em resultados
de [41], onde o préprio autor menciona que os resultados podem ser ampliados, € de nosso interesse
tentar estabelecer critérios que possam ser aplicados em um conjunto de equagdes ainda maior. Isto

também acontece com os resultados estabelecidos em [22] e [25].

Durante nossos estudos, tivemos contatos com outras ferramentas, ainda que ndo te-
nham sido uteis aqui, se mostraram interessantes para futuros trabalhos como por exemplo as

Transformagdes de Mitra.

Outras equagdes que surgiram ao longo dos estudos, despertaram nosso interesse para

uma busca maior de conhecimento. Destaco aqui a equacao Rosenau-KdV e Rosenau-Kawahara.
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