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RESUMO

Esta dissertacao tem como objetivo estudar o produto tensorial nao abeliano de gru-
pos, bem como alguns de seus resultados importantes. Em especial, exibiremos algumas
condicoes de finitude para o produto tensorial nao abeliano de grupos. Além disso, apre-
sentaremos uma relacao de classes de grupos que sao fechadas sob a formagao de produto

tensorial nao abeliano.

Palavras-chave: Produto tensorial nao abeliano de grupos, subgrupo comutador,

grupo finitamente gerado, F'C-grupo, grupo solivel.



ABSTRACT

This dissertation aims to study the non-abelian tensor product of groups, as well as
some of its important results. In particular, we present some finite conditions for the non-
abelian tensor product of groups. Furthermore, we show a relation of classes of groups

that are closed under the formation of a non-abelian tensor product.

Key words: Non-abelian tensor product, commutador subgroup, finitely generated

group, F'C-group, solvable group.
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INTRODUCAO

O produto tensorial ndo abeliano de grupos foi introduzido por Brown e Loday em |[3]
e [4] dentro do contexto da teoria de homotopia e, de certa forma, generaliza o produto
tensorial de Z-modulos. O estudo de produtos tensoriais nao abelianos nao se limitou
apenas a area de topologia, pois muitos matematicos tém investigado este assunto sob um
ponto de vista puramente algébrico. Sejam G e H grupos que agem sobre si mesmos por
conjugacgao, e que agem um sobre o outro através de agoes que satisfazem as seguintes

condicgoes:
A -1
g"" = (g% )™, (1)

PO = () 2)

com g,g1 € G e h,hy € H. Quando isso ocorre dizemos que os grupos G e H agem
compativelmente um sobre o outro. Nesta situacgao, o produto tensorial nao abeliano de
G e H, o qual é denotado por G ® H, é o grupo gerado por todos os simbolos g ® h, com

g € G e h € H, satisfazendo as relagoes:

g1 @h = (¢ @ h") (g1 ® h),

g®hhy = (& hi)(g" ®h™M),

para todos g,g1 € G e h,hy € H. Quando G = H e as agdes sao por conjugacao, as
condigoes (1) e (2) sao satisfeitas, e assim o o quadrado tensorial nao abeliano G ® G é

sempre definido.

Em [16] Rocco introduziu uma construgao de grupo o qual esté relacionado ao produto
tensorial nao abeliano de grupos e é definido como segue: sejam G e H grupos agindo
compativelmente um sobre o outro, H¥ uma copia de H isomorfo por ¢ : H — H? onde

escrevemos (h)p = h? para qualquer h € H. Definimos n(G, H) como sendo o grupo

n(G, H) = (G, H?|[g, h¥]" = [¢", (h9)?], [g, h?]"T = [g", (h")?],Yg, g1 € G e h,hy € H).
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G« H?
em outras palavras, n(G,H) = ZETT onde

(R)G+H? >

R = {[97 h(p]gl [ggl7 (hm)[p]ila [97 hcp]hf [ghla (h‘hl)w} o ; Vg>gl €Ge ha hl S H}7

com (R)%*” sendo o fecho normal de R em G * H¥. A relagio entre os grupos n(G, H)
e G ® H estd no fato de que existe um isomorfismo « : [G,H?] — G ® H tal que
(lg, h*])a = g ® h, para todos g € G e h € H. Por tal motivo, dedicaremos uma parte
deste trabalho a n(G, H). Quando G = H e as agdes sao por conjugacdo, n(G,G) é o
grupo (@) introduzido em [15].

Nesta dissertacao investigamos o produto tensorial nao abeliano de grupos dando
énfase as questoes relacionadas & finitude e as propriedades de fecho. A respeito da
finitude, em |7] Ellis mostra que G® H ¢ finito se G e H sao finitos, mas na demonstracao
apresentada, sao usadas ferramentas de homologia. Até que Thomas em [19] consegue
demonstrar o mesmo resultado usando apenas argumentos de teoria de grupos. Vale
destacar também o trabalho feito por Bastos, Nakaoka & Rocco em [1], onde estabeleceram
alguns critérios de finitude para o produto tensorial nao abeliano. Esses autores provaram

0 seguinte:

Teorema A. Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro. Nestas
condigoes, temos que G ® H € finito se, e somente se, o conjunto {g®@h | g€ G, h € H}
é finito.

Suponha que G e H sao grupos que agem um sobre o outro. O deriwativo de G sob a
agdo de H ¢ o subgrupo Dy(G) = ({g7'¢" | g € G, h € H}). De modo analogo, definimos
o derivativo de H sob a agao de G como sendo Dg(H) = ({h™'h9 | g € G, h € H}).
No caso em que G e H sao FC-grupos, Bastos et al. [1] apresentaram uma condigao

necessaria e suficiente para o produto tensorial nao abeliano ser finito como segue:

Teorema B. Sejam G e H FC-grupos que agem compativelmente um sobre o outro.
Entao o produto tensorial nao abeliano G @ H ¢é finito se, e somente se, Dy (G), Dg(H)
e (G/Dy(G))® @z (H/Dg(H))® sdo finitos.

Com relagao as propriedades que sao preservadas pelo produto tensorial nao abeli-
ano de grupos, comecemos citando novamente Ellis e seu trabalho [7], que provou que
o produto tensorial nao abeliano de p-grupos é também p-grupo. Visscher [20] mostrou
que o produto tensorial nao abeliano de grupos soluveis (respectivamente nilpotentes) ¢

também solavel (respectivamente nilpotente). Quase ao mesmo tempo, Nakaoka em [13|
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provou esses resultados encontrando uma expressao para a série central inferior e para a
série derivada do produto tensorial. Em [11, 12], Moravec mostrou que a classe dos gru-
pos policiclicos é também fechada sob a formacao do produto tensorial nao abeliano, bem
como a classe dos grupos localmente finitos. Por fim, Donadze, Ladra e Thomas [6] esta-
beleceram uma lista de outras propriedades que sao fechadas sob a formacao do produto
tensorial nao abeliano de grupos, sendo elas: supersolubilidade, nilpotencia-por-finito,
solubilidade-por-finito, localmente soluvel, localmente nilpotente, localmente policiclico e
localmente supersolivel. Além disso, exibiram um condi¢@o necesséria e suficiente para o

produto tensorial nao abeliano de grupos finitamente gerados ser finitamente gerado.

Estruturamos este trabalho da seguinte forma. O primeiro capitulo tem como objetivo
nos auxiliar com as propriedades e defini¢coes referentes a teoria introdutoéria de grupos
que serao necessarios para o desenvolvimento desta dissertacao. Também apresentaremos

o conceito de produto tensorial de modulos.

No segundo capitulo apresentaremos alguns exemplos e propriedades do produto ten-
sorial nao abeliano de grupos. Além disso, veremos que, sob certas condigoes, é possivel
relacionar este novo conceito ao produto tensorial de Z-moédulos. Também estudaremos o
grupo n(G, H) que nos dara uma outra forma de olhar para o estudo do produto tensorial

nao abeliano de grupos.

No terceiro capitulo trataremos dos critérios de finitude para o produto tensorial nao

abeliano de grupos. Em especial, apresentaremos as demonstragoes dos Teoremas A e B.

Dedicaremos o ultimo capitulo para estudar as propriedades de fecho do produto

tensorial ndo abeliano de grupos conforme o artigo [6].



CAriTULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados necessérios para as con-
clusoes desejadas desta monografia. Muitos resultados terao suas demonstragoes omitidas,

mas para cada um deles indicaremos uma referéncia que os trata de forma mais completa.

Antes de prosseguirmos consideramos necessario citar que adotaremos a notagao (x)f,

ao invés de f(x), para uma aplicacdo qualquer f de dominio X e x € X.

1.1 Calculo com Comutadores

Baseamos esta segao em [17] e [14], mas seguindo as notagoes de [14]. Isto ¢, dados
elementos g e h de um grupo G, o conjugado de g por h é o elemento ¢" = h~'gh. Seguem

algumas outras defini¢oes e notacoes.

Definicao 1.1. Sejam G um grupo, g, h,l elementos de G, e A, B, C subgrupos de G.
O comutador de g por h é o elemento [g, h] = g~*h~'gh. Ainda, definimos [g, h,] como
sendo o comutador de [g, h] por [, isto &, [[g, h],l]. O subgrupo comutador de A e B é dado
por:

(A, Bl = ({lg, hl[g € A, h € H}).

De forma analoga ao comutador de trés elementos, o subgrupo comutador de A, B e C

[A, B, C] ¢é definido por [[A, B], C].

Denotaremos o subgrupo comutador [G,G] por G’ e o chamaremos de subgrupo de-
rivado de GG. Podemos também generalizar a definicao acima para um nimero finito de
elementos e subgrupos de G, isto é, se [, ... ,l, € Ge (4, ... ,C,, < G, com n,m € N,

entao

(I, ) =l bl Ll



1.1 Calculo com Comutadores 5

(Chy oo O] = [[Chy v, Cont], Ol

O resultados a seguir podem ser demonstrados diretamente da definicao de comutador
e podem ser encontrados em [14, 5.1.5]. Exibiremos eles pois os mesmos nos possibilitarao

operar mais facilmente dentro dos subgrupos comutadores.

Proposicao 1.2. Sejam z,y, z elementos de um grupo G. Entao:

(i) [z,y] = [y, ]~
(ii) [xy, 2] = [x,2]"[y, 2] e [x,y2] = [, 2][z, y]*;

(iii) [a:’y—l] _ ([x,y}y:l)_l e [:L'_l,y] — ([m,y]x”)

-1

Lema 1.3. (Identidade de Hall-Witt) Se x,y, z € G, entdo vale a sequinte identidade:
[z, y~" 2y, 27l a7 )" = L

Lema 1.4. (Lema dos Trés Subgrupos) Sejam A, B,C subgrupos de G. Se N <1 G e
[A,B,C],[B,C,A] C N, entao [C; A, B] C N.

Demonstra¢ao. Comecemos com o caso de N = {1}. Pela Identidade de Hall-Witt temos

que para quaisquer x € A, y € Be z € C,

1 1 -1

[2,y™ 2Py, 27 e[z gl = 1= [z

1 2] = 1 por hipotese. Assim, [z,27'] € Cg(B) para todos

onde [v,y7 ', 2] = [y, 2~
r € Aez € C; portanto, [C, A, B] = {1}. Para o caso de N # {1}, consideremos
A= AN/N,B = BN/N eC = CN/N. Note que no grupo quociente G /N e considerando

{1} = N < G/N, temos

[A,B,

Q

_[AN BN CN _[A,B,C]N_{l}
N’ N’ N | N Uk

De modo andlogo temos [B, C, A] = {1}. Portanto,

_ [C,A BIN

028 =Ny camcn

como queriamos. O
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Note que se A, B, C' sdo subgrupos normais de G, e N = [A, B, C][B, C, A], temos pelo
lema anterior que [C, A, B] C [A, B,C][B,C, Al.

Proposigao 1.5. (|14, pagina 124|) Sejam H e K dois subgrupos de G e X e Y subcon-
juntos de G. Entao,

(i) [H, K] < (H, K);
(ii) Se H = (X), entio [V, H] = [Y, X]H;

(iii) Se H = (X) e K = (Y), entio [H, K| = [X,Y]|!E;

1.2 Solubilidade e Nilpoténcia de Grupos

Nesta secao queremos explorar algumas propriedades referentes aos conceitos de gru-
pos soluveis e nilpotentes. Além disso, veremos um pouco sobre grupos supersoluveis
e algumas propriedades de comutadores. Seguiremos aqui nos baseando em [17] e [6].

Primeiramente vejamos as defini¢oes principais referentes a esta secao.

Definicao 1.6. Seja G um grupo. Dizemos que uma sequéncia finita de subgrupos
G=Hy>H > .. >H,={1},

é uma série subnormal (respectivamente, série normal) de G se H;11 < H; (respectiva-
mente, H; < G) para qualquer i € {0, ... ;n — 1}. Os grupos quocientes H;/H; 1, com

i€{0, ... ,n—1}, sdo chamados de fatores da série.

Definigao 1.7. Seja G um grupo. Podemos definir os subgrupos v;(G), com i € N, como
segue:

N(G) =G ; 7in(G) = [u(G), G,

onde 7 € N.

Vale observar que o subgrupo v;(G) é caracteristico em G e v;.1(G) < v(G), para

qualquer i € N. Assim podemos criar uma cadeia de subgrupos de G

(G =G> %(G)> - >7(G) > -

Essa série é chamada de série central inferior de G.
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Lema 1.8. ([14], pag. 126) Vale que [1;(G),7;(G)] < 7i+;(G) € 7i(75(G)) < vi5(G) para

quaisquer i, 53 > 0.
Dado x € R, denotaremos o piso de x e o teto de = por |x]| e [z] respectivamente.

Proposicao 1.9. Se G € nilpotente de classe n, entao G' também € nilpotente de classe

no Mmdrimo L%J
Demonstragao. Pelo Lema 1.8 vale que

(G') < va(G).
para qualquer k € N. Assim, se n = 2s, entao

Ys+1(G") < Yms2(G) = {1}

se n for impar temos (%W = "T“ e

%TH(G') < Yo (G) = {1}.

Portanto G’ tem classe no maximo 2 — 1 = | 2| se n for impar e
2 2

n

5 se n for par, isto ¢,

a classe de G’ é no maximo L%J O

Defini¢ao 1.10. Seja G um grupo. Se para algum n € N tivermos v, (G) = {1}, o grupo
G é chamado de nilpotente. Ainda, o menor natural ¢ tal que 7.1(G) = {1} é chamado

de classe de nilpoténcia de G e denotado por cl(G).

Vejamos agora uma definicao de grupo solavel.

Definicao 1.11. Um grupo G é dito ser solivel se podemos construir uma série subnormal
de G
G:Hozle ZHn:{l},

onde H;/H,; . é abeliano para qualquer i =0, ... ,n — 1.
Temos um tipo de série que, se for finita, caracteriza a solubilidade de um grupo.

Definicao 1.12. Dado um grupo G, definamos

GO=G; G =(GYY seieZ’.
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Note que G+Y g GO se i € Z*. Chamamos a série
G=G0>aV=1G,G]>G% =[aV,gY] > ... >@"t) = [gW,g"] > ...

de série derivada de GG. O resultado a seguir nao serd demonstrado, mas deixamos como

referéncia [17, Teorema 5.23].

Proposicao 1.13. Um grupo G ¢ solivel se, e somente se, G = {1} para algum n € N.

Segue deste ultimo resultado que se GG é soluvel, podemos encontrar um menor natural

n tal que G™ = {1}. Tal elemento n ¢ chamado de comprimento derivado de G.

As defini¢oes a seguir nos fornecem casos especiais dentro dos grupos soliveis.
Definicao 1.14. Um grupo G é dito ser policiclico se existe uma série subnormal de G
G=Hy>H > - >H,={1},

onde H;/H; ., é ciclico para qualquer i =0, ... ,n — 1.

Podemos pedir ainda mais: que H; seja normal em G para qualquer ¢ € N para entao

formar os grupos supersoluveis, como a seguir.

Definicao 1.15. Um grupo G é dito ser supersoliuvel se existe uma série normal
{1}=Hy<H,<---<Hs 1 <H; =G,
em que H,,/H; é ciclico, para i € {1, ... ;s — 1}.

Observemos que grupos policiclicos sao finitamente gerados. De fato, sendo G um

grupo policiclico, existe uma série subnormal
G=Hy>H > --- >H,={l},

onde H;/H;,; é ciclico para qualquer i = 0, ... ,n. Para cada i € {0,1, ... ;n — 1},
seja h; € H; tal que (h;H;,1) gera H;/H;,1. Podemos decompor um elemento g de G da
seguinte forma: Como Hy = G, existem jo € N e b; € H; tais que g = h%obl. Do mesmo
modo, existem j; € N e by € H, satisfazendo b; = h]f by, isto €, g = héo h]f ba. Procedendo

de forma analoga, é possivel decompor g como
g=hPh o B,
onde b, € H,, = {1}. Assim, concluimos que G ¢é gerado por {hg, hy, ... ,h,_1}.

Dando prosseguimento, vejamos algumas propriedades de grupos soltuveis e nilpotentes.
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Proposigao 1.16. ([14], pag. 121,122) Seja G um grupo, H, N subgrupos de G, com N

normal em G. Nestas condi¢oes temos:

(i) Se G € nilpotente de classe ¢, entdo H e G/N sao nilpotentes de classe no mdximo

C;

(1) Se G é solivel de comprimento derivado |, entdo H e G/N sao soliveis de compri-

mento derivado no mdzximo .

Proposigao 1.17. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Se H ¢ G/H sdo

soliveis, entao G € soluvel.

Demonstrac¢ao. Da hipotese segue que existe uma série subnormal

G * *
=Kz e > K= {H),
tal que K;/K! , ¢ abeliano para qualquer ¢ € {0,1, ... ,n — 1}. Pelo Teorema da

Correspondéncia, para cada K existe K; < G, tal que
G=Ky> - >K,=H,

e Ki/Ki1 =2 K /K7 seie{0,1, ... ,n—1}, que é abeliano. Observemos também que

por hipotese, H é soluvel. Assim, existe uma série subnormal
H=A4> - > A ={1},

onde A;/A;i; é abeliano para todo j € {0,1, ... ,l —1}. E claro que a cadeia de
subgrupos de G:

G=Ky> -+ 2K, >A > -+ > A = {1},
é subnormal com todos os fatores abelianos. Portanto, G' é soluvel. O
A demonstragao do resultado a seguir é analoga & da Proposicao 1.17 e serd omitida.

Proposicao 1.18. Se H < G € ciclico e G/H e supersolivel, entio G € supersolivel.

Proposicao 1.19. Seja H < Z(G) e suponha que G/H ¢é nilpotente de classe c. Entdo

G € nilpotente de classe no minimo ¢ e no mdximo ¢ + 1.



1.2 Solubilidade e Nilpoténcia de Grupos 10

Demonstra¢ao. Primeiro vamos provar por indugao sobre r que v, (G/H) = ~.(G)H/H
para qualquer 7 > 1. E claro que vale para » = 1. Suponha que vale v, (G/H) =
v (G)H /H; logo

-(6) - g

_ <{[91H,92H] | H € 7”(?}[’92}1 © %}>

) <{[91’92]H| 91,02 H € WD

H
Tn+1 (G)H
—H .

Assim temos que para r = ¢+ 1, v.41(G)H/H = {1}, e portanto, v..1(G) C H. Dali,
como H C Z(G), segue que v.42(G) = {1}. Assim, G é nilpotente de classe couc+1. O

Lema 1.20. Sejam G ¢ H grupos quaisquer.

(i) Se G € supersolivel e se existir um homomorfismo sobrejetor f : G — H, entdo H

€ supersolivel;

(i1) Se G € policiclico e se existir um homomorfismo sobrejetor f : G — H, entdo H é

policiclico.
Demonstragao. (i) Seja
{1}:G0<1G1<1"'<]GS_1<G5:G,

uma série normal de G tal que cada fator é ciclico. Consideremos a seguinte sequéncia

em H:

{1} = (Go)f < (G1)f <+~ <(Gen)f < (G)f = H.

Sejam (g;)f € (G;)f e h € H. Como f é sobrejetora, existe g € G tal que (g)f = h.
Logo h™Y(g:))fh = (9 'g:9)f € (G;)f para qualquer ¢ € {1,2, ... ;s — 1}; com isso
concluimos a normalidade dos subgrupos da sequéncia. Prosseguindo com os resultados,
dado 7 € {1,2, ... ,n — 1} definamos a aplicagao ¢; : Gi+1/G; — (Giy1)f/(G:) f, em que
(9:Gi)ei = (9:) f(G;) f para quaisquer g; € G;. Observemos que ; esta bem definida, pois
se 1G; = g2G;, entao g; = gog para algum g € G, logo

(01Gi)pi = (91) F(Gi) f = (929) f(Gi) f = (92) f(Gi) f-
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Observemos também que ; ¢ um homomorfismo sobrejetor. Além disso, se G;41/G; =
(a;41Gy), entdo (a;41)f(Gi)f gera (Git1)f/(Gi)f. De fato, dado h(G;)f elemento de

(Gis1)f/(Gy) [, existe (gn)f € (Giyr)f em que h(G;)f = (gn)f(G;)f. Tomando r tal que
alG; = gnGy, entao (a;) f7(Gy) f = (gn) f(Gy)f = h(G;) f. Portanto, H é supersolavel.

(74) Analogo ao item anterior. O

Proposicao 1.21. (i) Se G € um grupo supersolivel, entdo quaisquer subgrupos e gru-

pos quocientes de G sao supersoliveis.

(11) Se H e J sao supersoliveis, entdo o produto direto H x J € um grupo supersolivel.
Demonstracao. Consideremos uma série normal de G
Gi=G>Gy> --- > G, = {1},

em que G;/G;;; é ciclico para qualquer i =1, ... ,n — 1.

(i) Dado um subgrupo H de GG, queremos provar que existe uma série normal
H=H >H,> --->H, ={1},

em que todos os fatores sao ciclicos. Tomando H; = HNG; e r = n, teremos que HNG;<{H
por G ser normal em G. Ainda, (HNG,)/(HNGj11) = (Gj1(HNG,))/Gjs1 < Gj/Gita
o que garante que H;/H; , ¢ ciclico para qualquer j = 1, ... ,n. Tomando N G e
considerando o homomorfismo natural de G em G/N, estamos nas condigdes do Lema

1.20 para concluir o desejado.

(ii) Sejam
{1}=H,<Hy< -+ <H,=H
e
{I}=h << - Qdp=J
séries normais de H e J tais que H; 1/ H; e Ji41/J; sdo ciclicos para todos i € {1, ... ,n—1}
ele{l, ...,m—1}. Consideremos a seguinte cadeia de subgrupos de H x J:

{1} <H x{1} < -+ <H, x{l}=Hx{1}<HxJ; < --- <HXJ,=HXx.J.

Nao ¢ dificil verificar que cada termo dessa cadeia é normal em H x J e que todos os

fatores sao ciclicos. Portanto H x J é supersoliuvel. O
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Note que temos um resultado analogo para grupos policiclicos, isto é

Proposicao 1.22. (i) Se G € um grupo policiclico, entdo quaisquer subgrupos e grupos

quocientes de G sao policiclicos.

(11) Se H e J sao policiclicos, entao o produto direto H x J também é um grupo polici-

clico.

Demonstracao. Analoga a da proposicao anterior.

1.3 Grupos Livres

Definicao 1.23. Um grupo F' é dito livre sobre um subconjunto X C F’ se, para qualquer
grupo G e qualquer aplicagao 6 : X — G, existe um tnico homomorfismo ¢’ : F' — G de

modo que (z)0' = (z)6, para todo = € X, ou seja, o diagrama

XtoF

G

é comutativo, onde 7 : X — F' é a aplicacao inclusao. O conjunto X é chamado de uma

base de I

Se F' é livre sobre um conjunto X, entao F' é gerado por X. Definimos também o posto
de um grupo livre sobre um conjunto X como sendo a cardinalidade de X. Note que esta
definicao faz sentido uma vez que, se tomarmos Fi e F, grupos livres sobre os conjuntos
X1 e Xy, respectivamente, entao F; e F5 sao isomorfos se, e somente se, X; e X5 possuem
a mesma cardinalidade (vide [9, pag. 3|). Outro fato importante que devemos expor é
que subgrupos de grupos livres também sao grupos livres, e isso ¢ mostrado com detalhes

em |9, pag. 22|
Proposicao 1.24. |9, pag. 7| Todo grupo é imagem homomdrfica de algum grupo livre.

Observemos que essa proposicao nos incentiva a relacionar grupos com quocientes de
grupos livres. Assim, consideremos G um grupo qualquer e um epimorfismo ¢ : F' — G,

onde F' é um grupo livre com base X. Temos que G = F//Ker(¢). Agora, seja o conjunto
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R C F tal que (R)f = Ker(¢), podemos escrever G como (X | R). A esta construcio
damos o nome apresentacao livre do grupo GG, ou apenas apresentacio de GG. Os elementos
de X sao chamados de geradores e os elementos de R, relatores. Um grupo G é chamado

finitamente apresentado se possuir uma apresentacao (X | R) na qual X e R sdo finitos.

As vezes, é conveniente substituir R, em (X | R), pelo conjunto de equacdes R = 1,
isto &, {r = 1; r € R}, chamado de conjunto de relagoes definidoras para G. Uma relagao
definidora pode até assumir a forma "u = v", onde u,v € F(X), correspondente ao relator

wo~!, ou também, uv=! =1

Proposigao 1.25. |9, pagina 42 | Todo grupo tem wma apresentacao livre e todo grupo

finito € finitamente apresentado.

Seguem alguns exemplos de apresentagoes livres.

Exemplo 1.26. O grupo Z, esta relacionado a apresentacao livre (a|a? = 1) = (a|a?) e

o grupo diedral de ordem 2n possui apresentagao
D, = (zyla®=1,¢y"=1,y" =y ")

Dada uma apresentagao G = (X | R), uma aplica¢do de X para um grupo H pode ser
estendida para um homomorfismo de G em H? O resultado a seguir fornece uma condigao

necessaria e suficiente para tal fato ocorrer.

Teorema 1.27. (Teste da Substituigao, |9, pag. 44|) Dados uma apresenta¢io G =
(X|R), um grupo H e uma aplicagiao 0 : X — H, temos que 0 se estende a um homo-
morfismo 0 : G — H se, e somente se, para quaisquer x € X er € R, o resultado da

substitui¢ao de x por (x)0 na expressao de r € a identidade de H.

Sejam G e H grupos com apresentagoes G = (X | R) e H = (Y | S). A partir destes
grupos podemos construir um outro, o qual é denotado por G * H, e dado pela seguinte
apresentacao:

GxH:=(X,Y | R,YS).
Este grupo é chamado de produto livre de G por H.

Proposicao 1.28. (|14, pag. 167]) Seja G« H o produto livre de dois grupos nao triviais.
Entao, o subgrupo comutador |G, H| € normal em G x H. Ainda, |G, H] é um grupo livre

sobre o conjunto X = {[g,h]| g € G, h€ H, g,h # 1}
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1.4 Produto Tensorial de Mdodulos

Sejam (M, +) um grupo abeliano e A um anel com unidade. Nomearemos as fungoes
de dominio M x A e contra dominio M, como multiplicacdo por escalar & direita. Se
f for uma multiplica¢do por escalar a direita, a € A e m € M, escreveremos ((a,m))f

simplesmente como a - m ou ainda am quando nao houver falta de clareza.

Definicao 1.29. Seja A um anel com unidade. Um A-mddulo a direita é um grupo
abeliano (M, +) junto com uma multiplicagdo por escalar a direita f : M x A — M que

satisfaz as seguintes condigoes para quaisquer a,b € A e m,n € M:
(i) m-(a+b)=m-a+m-b;
(ii)) (m+n)-a=m-a+n-a
(iii) m - (ab) = (m - a) - b;
(iv) m-14 =m.

Observemos que poderiamos definir multiplicacao por escalar a esquerda e modulo &
esquerda da mesma forma que definimos acima. Também vale destacarmos que podemos

"olhar" qualquer grupo abeliano como um Z-modulo.

Exemplo 1.30. Seja (G, +) um grupo abeliano e defina uma multiplica¢ao por escalar

- G X Z — G tal que:

g+g+ - +g , n>0

n—vezes
g-n=40 ,n=20
—9—9— - —g ,n<0

\ —n—vezes

para quaisquer g € G e n € Z. Com essa multiplicagao por escalar é facil ver que G é um

Z-mobdulo.

Assim como em espacos vetoriais podemos definir subespagos, nos moédulos podemos

fazer o mesmo da seguinte forma.

Definicao 1.31. Se M for um A-moédulo, um subconjunto nao vazio N de M é um

submodulo de M se para todos m,n € N e a € A valem:
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(i) m+ne€N;
(ii) n-a € N.

Definicao 1.32. Sejam M e N A-modulos e g : M — N um homomorfismo de grupos.

Se para quaisquer a € A e m € M valer que

dizemos que g é um homomorfismo de maodulos.

Definigao 1.33. Sejam A um anel comutativo com unidade, M, N e P A-mo6dulos. Se
uma aplicacao f: M x N — P satisfaz:
(m+m/,n)f = (m,n)f+(m' n)f;
(m,n+n')f = (m,n)f+(m,n)f;
(ma,n)f = (m,na)f = (m,n)fa;

para quaisquer m,m’ € M, n,n’ € N e a € A, dizemos que f é uma aplicacao A-bilinear.

Observacao 1.34. Note quese m € M en € N,
(0,n)f = (m,0)f =0.
Queremos agora definir o produto tensorial de modulos. Para mais detalhes veja [18].

Definigao 1.35. Sejam A um anel comutativo com unidade e M e N A-mo6dulos. O
produto tensorial de M e N é o par (T,h), onde T' é um grupo abeliano e h é uma
aplicacao A-bilinear h : M x N — G tal que, para quaisquer A-médulo G e aplicacao
A-bilinear f : M x N — G, existe um tnico A-homomorfismo f : T — G que faz o

diagrama comutar

A boa defini¢ao e a existéncia dos produtos tensoriais de médulos vem do seguinte

teorema que pode ser encontrado em [18, pag. 71].
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Teorema 1.36. Se A ¢ um anel comutativo com unidade, M e N dois A-mddulos, entao

o produto tensorial de M e N existe e € unico a menos de isomorfismos.

Considerando (T, h) o produto tensorial dos A-mé6dulos M e N, o teorema anterior nos
permite associarmos T a M e N. Assim, denotamos T como M ® 4 N ou simplesmente,
M ® N quando nao houver falta de clareza. Ainda, a aplicacao A-bilinear h é escrita
como (m,n)h = m ® n, para todo (m,n) € M x N. Vale mencionarmos que por h ser

A-bilenar, temos que
(mt+m)@n = (m@n)+(m' ®n);
m®n+n) = (men)+(men);
(ma)®n = m® (na) =(men)a;
para quaisquer m,m’ € M, n,n' € N e a € A.

Exemplo 1.37. Sejam m,n € Z, com mdc(m,n) = 1. Vejamos que

z & L 0
mZ = nZ
De fato, é suficiente mostrarmos que @ ® b = 0 para todos @ € Z/mZ e b € Z/nZ.
Pela identidade de Bezout temos que existem u,v € Z tais que mu + nv = 1. Por ® ser

Z-bilinear vale que:

QI

®
o
Il

(@a-1)®b
= (a(mu+nv)) @b
= amu®b+anv®b
= amu®b+a® bnv
= (@mu®b+a® (bn)v
= 0®b4+a®0=0
A seguir apresentamos algumas propriedades de produtos tensoriais de modulos.

Proposigao 1.38. Sejam M, P, N e () A-modulos. Entao
(Z) M@AAgM €A®AN2N,
(1)) MRIINGQ)ZEMIN)OM®RQ) e MEP)QN=Z(M®N)D (PR N);

(iii) M @4 N =Ny M.



CAPITULO 2

PRODUTO TENSORIAL NAO ABELIANO

DE (GRUPOS

2.1 Conceitos Basicos e Propriedades

Antes de apresentarmos a definicao de produto tensorial nao abeliano de grupos,
relembremos que uma ag¢ao de um grupo G sobre um grupo H é um homomorfismo
a: G — Aut(H), onde Aut(H) denota o grupo de automorfismos de H. Dados g € G e
h € H, escreveremos (h)(g)a = h9, representando assim uma agao a direita de H. Quando
a é o homomorfismo trivial, ou seja, hY = h para quaisquer h € H e g € GG, dizemos que
G age trivialmente sobre H. A acdo de um grupo G nele mesmo dada por g% = g; 'ggi,

para todos g, g1 € G, é chamada de agao por conjugacao.

Sejam G e H grupos munidos com uma acao de GG sobre H e de H sobre (G. Suponha-
mos ainda que cada grupo age sobre si mesmo por conjugacao. Nessas condigoes, temos
uma ac¢ao do produto livre G *« H sobre G e H de forma natural. Dizemos que as agoes
de G sobre H e de H sobre G sao compativeis se para quaisquer g,g; € G e h,hy € H

temos:

g™ = (g7 )M (2.3)
R = (R yo)h (2.4)

Quando G e H sao grupos que agem um sobre o outro compativelmente, Brown e
Loday |3, 4| definiram o produto tensorial nao abeliano de G e H como sendo o grupo

gerado por todos os elementos da forma g ® h, com g € G e h € H, que satisfazem:
(991) ® h = (¢ @ h*")(g1 ® h), (2.5)

9@ (hh1) = (g ® h1)(g"™ ® h™), (2.6)
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para todos g,g1 € G e h,hy € H. Indicaremos tal grupo por G ® H. Assim,
GoH={goh|geG, he H} | R),
onde R é o conjunto

{((gg1)@h) " (¢" @h?) (g1 @), (9@ (hh1)) " (g@h1)(g" @K") | g,91 € G e h,hy € H}.

Observemos que se G = H e se tomarmos todas as agoes por conjugacao, entao as

acoes sao compativeis. De fato, se g, h, g1 € G, entao

. _1 —_ —_ —_ —_ —_ —_
g = g = (g7 hgr) g (g har) = (97 h T g1)g(g1 tha)

= (g7 )" (hgr) = g7 (g% )ean = (g )My

Assim, podemos falar do produto tensorial G ® G. Este grupo é chamado de quadrado

tensorial nao abeliano de G.

A definicao do produto tensorial nao abeliano G ® H, de certa forma, relaciona g ® h
com o comutador de g com h, uma vez as relagdes (2.5) e (2.6) lembram as identidades

de comutadores vistas na Proposicao 1.2, isto é,

[zy, 2] = [z, 2)"[y, 2] e [v,y2] = [z, 2][x, y]"

Observacao 2.1. Outro fator que devemos observar é que 1 ® h é o elemento unidade de

G ® H para qualquer h € H. De fato,
(g@h)lgen =g@h=gl®@h=(g'®@h")(1®h),

e por G ® H ser um grupo segue que 1 ® h = lggy. Analogamente podemos concluir que

g ® 1 =1ggy para qualquer g € G.
Vejamos agora alguns exemplos de produtos tensoriais nao abelianos.

Exemplo 2.2. Considere G = (a|a?) e H = (b|b") com p primo, e suponha que H
age trivialmente sobre G e G age sobre H por h®* = h™!, com h € H. Estas acoes sao

compativeis, pois

a -1
g = g = g
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Ainda,

Temos também que

(A7) = eyt = () = 7t

Da mesma forma,

hlhl — = ((hhl_l)l)iu7

para quaisquer ¢ € G e h,hy € H. Pela definicao de G ® H, temos que o mesmo ¢é
gerado pelo conjunto {a ® b,a ® b?, ... ;a ® P~'}. Agora, provemos por inducio que
a®b" = (a®b)" parar € {1,2, ...,p—1}. E claro que isso vale para r = 1. Considerando

que vale para algum k < p — 1, entdo pela equagao (2.6)
a@ b =a@ b = (a®b)(a’ @ (")) = (a®@b)(a®b*) = (a@b)(a®b)* = (a® b
Assim, G ® H = (a ® b), e ainda por (2.5)

1@b=a*®b=(a"®@b)(a®b) = (a@t¥ ")(a®b) = (a®b).

Dessa forma concluimos que G ® H possui ordem 1 ou p. Queremos agora construir um
isomorfismo entre G ® H e Z,. Para tal, consideremos uma aplica¢do o' com dominio
{9@h; g€ G, he H} e contradominio Z, tal que (1® h)a/ = 0 para qualquer h € H e
(a®b™)a’ =7 paracadan € {1, ... ,p}. Nao é dificil ver que esta aplicacdo é consistente
com as relagoes definidoras de G ® H, e assim, podemos Aplicar o Teste da Substituicao
1.27 e concluir que o se estende a um homomorfismo o : G® H — Z,, onde (a®b)a = 1.

Como Im(a) = Z,, temos que « deve ser um isomorfismo. Portanto, G ® H = Z,,.

Exemplo 2.3. Seja Z, = (x| 2P), com p um nimero primo diferente de 2, e consideremos
K = (a,b|a* b? [a,b]). Suponha que Z, age trivialmente sobre K e K age sobre Z, por
b 1

¢ = 27! e 2 = 27!, Temos que essas acoes sao compativeis. Temos que o produto

tensorial nao abeliano Z, ® K ¢ gerado pelo conjunto

{" ®a, 2" @b, 2™ @ab|m=1,2, ... p—1}.
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Queremos agora reduzir este conjunto gerador o méximo possivel. Para isso vamos mostrar
por indugao que 2" ® a = (z ® a)" para qualquer n € N. De fato, para n = 1 nao ha o

que fazer. Suponha que vale para algum n > 1 e provemos que vale para n + 1. Assim,
"M@= (") ®d)(r®a)=2"®ad(r®ad=(rRad" (z®a) = (r®a)".

Como queriamos. Disto segue que 2 ® a = (z ® a)? = 1. Procedendo de forma analoga

é possivel provar que
"Rb=(x®b)™, 2" Rab= (z ®ab)™
param = 1,2, ... ,p. Além disso,
rRab=(z@b)(2"®d") = (z@b)(s" ' ®a) = (z @ b)(r @ a)P (2.7)

Até agora, isso nos mostra que Z, ® K ¢ gerado por * ® a e x ® b. Entretanto podemos

reduzir ainda mais o conjunto gerador. Observemos primeiramente que

(z®ab)? = (z®@ab)(z@ba) = (z@b)(z* ®a")(z @ a)(z® ® b*)
(z®b) (2" @ a)(z ® a)(2"~ @ b)

= (z@b)(r®a)(z® )( @b
(z@b)(zr@a)lf(z@b) ' =(z@b)(r@b)P " =

Isto é, temos que a ordem de x®ab divide 2 e p. Como mdc(2,p) = 1, segue que x®@ab = 1.
Assim, por (2.7) temos (z ® b) = (z ® a)~ =Y. Portanto Z, ® K ¢ gerado por z ® a (ou
r ® b). Podemos entao pensar em uma possivel existéncia de um isomorfismo de Z, ® K

com Z,. Para tal, consideremos o seguinte conjunto
X={"®dt|mijcZ,0<m<p—-1,0<ij<1}

e a aplicagdo « : X — Z, definida por (z™ ® a't/)a = 2™ onde g;; = 0 sei = j e

€ij = 1 se i # j. Entao, para todos m,n € {0,1, ... ,p—1} ei,j € {0,1}, temos

(z™2" @ a'V)a = g(mHE = gmes pneig — (2™ ® a'V)a(2" ® a'b)a

= (2™ @ (a'V)"")a(z" @ 'tV ).
Além disso, se m € {0,1, ... ,p—1} e i, j,k,l € {0,1}, entdo

(2™ @ d'Va"t)a = (2™ @ a"TFY ) a = (2™ @ aT b ) = 3"k
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Por outro lado,

(@™ ® a*th)a((@™)" @ (a'V) P )a = 2" (@) @ ' )a

meg1 .(—1)"F:lme;

Xz

_ mm(ek,l‘F(*l)sk’l&‘,j)

Nos falta somente verificar que
Eeigejy = Ekil T (_l)sk'lgi,j (2'8)
Temos que considerar 4 casos:
1) sei=jek =1 entdo teremos €;;, = €y, € &z,,.c,, = 0= g + (—1)"F'e;
2) sei=jek#I, entdo teremos g;p # ;7. Assim, e.,, ., = 1 = epy + (=1)le;;
3) sei# jek=I entao teremos g; # &;;. Assim, &.,, .., =1 = epy + (=1)le;

4) sei#jek+#I entao ep, + (—1)0ig;; =14 (—=1)'1 =0.

Agora, para calcular e, , .., temos que observar dois casos
(i) sei =k, entao j =1I. Logo e, ,, = €00 =0
(ii) se i # k, entdo j # l. Logo Ecipesy = €11 =0
Portanto (2.8) acontece e podemos concluir entdo que

(z™ ® a'b "t o = (2™ @ a*B) (™) @ (a*)* )

Dessa forma, « satisfaz as condigoes para aplicarmos o Teste da Substituigao (Teorema
1.27). Assim, « se estende a um homomorfismo & : Z, ® K — Z,. Dai, por (z® a)& = z,

Z,® K =(z®a)e(r®a)’ =1, aaplicacdo & ¢ um isomorfismo.

Definigao 2.4. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro e L um
grupo qualquer. Dizemos que uma aplicagao ¢ : G x H — L é uma biderivacao se para

todos g, g1 € Ge h,hy € H
(991, 7)¢ = (g, 1) (g1, h)¢ (2.9)

(9, hh1)d = (g, )¢ (g™ 1" )¢ (2.10)
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Observacgao 2.5. Pelo Teste da Substituicao podemos perceber que uma biderivagao
¢ : G x H — L determina um tnico homomorfismo ¢* : G ® H — L, tal que para

quaisquer g € Geh € H, (9® h)¢p* = (g,h)¢ .

Daqui para frente, salvo mengao contraria, G e H denotarao grupos que agem com-
pativelmente um sobre o outro. Dedicaremos o resto desta secao a apresentar algumas

propriedades dos produtos tensoriais nao abelianos.

Proposicao 2.6. [4] Os grupos G e H agem sobre G @ H de maneira que se g,g91 € G e
h, hl - H,
(r@h)? =gi@h?, (g@h)"=g"@hl.

Com isso, podemos definir uma a¢ao de G+ H em G ® H dada por
(g@h) =g @h,
ondege G,he HeteGx*H.

Demonstragao. Dado g € G, defina a aplicagao ¢, : Gx H — G®H colocando (g1, h)¢p, =
g7 ®@h9 para todos g1 € G e h € H. Vejamos agora que ¢, ¢ uma biderivagao para qualquer

g € G. Com efeito, se g,91,92 € G e h € H, entao

(9192, 1))dy = (9192)° @ B9 = glg§ @ h9 = ((g7)% @ (h?)%) (g5 @ h?)
= ((g7)9 929 @ (h9)9 '929) (g8 @ hY) = (g9 @ h929) (g8 @ hY)

= (gih’ hg2)¢g (92, h)¢g-

Analogamente se g, 91 € G e h,hy € H, temos

(g1, hh1))py = ¢! @ (hh1)? = g{ @ h9h{ = (g] @ h{)((g{)" @ (h?)")
= (gf @ h)((g])? ™9 @ hi?h?h]) = (g @ hY) (g™ @ h9)

= (gla hl)¢g(9?17 hh1)¢g'

Logo ¢, determina um tnico homomorfismo o, : G ® H — G ® H tal que (g1 ® h)a, =
g{ ® hY para quaisquer g; € G e h € H. Observemos que aya_, = 1 = a_,a,. Portanto
o, € um automorfismo e faz sentido a seguinte aplicagao

a:G@ — Aut(G® H)

gl—>Oég
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que ¢ um homomorfismo pois ay,g4, = g4 @4, para quaisquer gi,gs € G. Assim obtemos
uma agao de G sobre G ® H tal que (g1 @ h)? = ¢¢ @ h9. Procedendo analogamente temos

o0 outro caso. O

Proposigao 2.7. [5| Erxiste um tnico isomorfismo 6 : G @ H — H @ G onde (g ® h)f =
(h® g)~! para todos g € G e h € H.

Demonstragao. Considere a aplicagio ¢ : G x H — H ® G dada por ((g,h))d = (h@g)~L.

Observemos que ¢ ¢ uma biderivacao. De fato, para quaisquer g;,g9, € G e h € H, temos

(9192:0)9 = (h®@g1ga) " = ((h® g2)(h* ® g?)) "
= (W2 @gP) " (h®g)™" = (972, h)d(g2, h) .

De modo anélogo mostramos que (g, hiha)d = (g, ho)d(g"2, hi2)p para quaisquer g € G e
hi,he € H. Desta forma, pela observacao anterior, ¢ determina um tinico homomorfismo
0:GoH — H®G, onde (g h)f = (h® g)~! para quaisquer g € G e h € H. De forma
analoga, existe um tinico homomorfismo p: HQG — G® H tal que (h®@ g)u = (9@ h)~!
para todos g € G e h € H. Note que Ou = Idggy e pf = Idyga. Portanto € é um

isomorfismo. O

Proposigao 2.8. [5| Sejam o : G — A e f: H — B homomorfismos de grupos e suponha
que A e B agem compativelmente um sobre o outro e que o e B preservam as agoes, isto
€

(h9)B = (hB)\°,

(¢"a = (ga)™?,
para quaisquer g € G e h € H. Nessas condigoes, existe um unico homomorfismo a ® [ :
GRH — A® B, onde (9@ h)(a® f) = (9)a® (h)B para todos g € G e h € H. Além

disso, se a e 3 sao sobrejetoras, entdo a ® [ também €.

Demonstragao. Consideremos a aplicagao ¢ : G x H - A® B dada por (g,h)¢ = (g)a®
(h)p, para todos g € G e h € H. Temos que ¢ é uma biderivagao. De fato,

(9192, )¢ = (9192)a @ (h)B = ((91)(g2)a) ® (h)B
((g1)a?* @ (h)3Y92) ((g2)x @ (R) )
= ((¢7)a® (h*”)B)((g2)a @ (h)B)
(g7

, h9)p(ga, h) o,
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para quaisquer g1, g2 € G e h € H. Analogamente temos (g, hiha)d = (g, ha)d(g"?, h32) ¢
para todo g € G e hy, hy € H. Disto segue que existe um tnico homomorfismo a ® 3 :
G®H — A® B tal que (g® h)¢ = (9)a ® (h)S para todos g € G e h € H. Além disso,
se a e [ sao sobrejetoras, dados a € Ae b € B, existem g € G e h € H tais que (g)a = a
e (h)B =b, ouseja, (§@h)(a®p)=a®b. Como{a®bla€ Aebe B} gera A® B,

segue a sobrejetividade de o ® . O

Proposigao 2.9. |5, Proposigao 3| Sejam G e H grupos que agem compativelmente entre

si. Para quaisquer g,g1 € G e h,hy € H valem
(i) (g7 @h)?=(g@h)~ =(g@n )"
(i) (@) @ h)(g®h) = (91 @ )M = (g1 ® h)T"9" = (91 @ hy)" "
(iii) (97'g") @ by = (g@h) (g ® h)™
() 1@ (h™7h) = (g @ h)" (g © h)
(0) lg®@h.gr @] =g"'g" @ "y "I
Demonstra¢ao. (i) Primeiramente observemos que
1oh=g"g@h=((g") @h)(gah) =(g" @h) (g h)
g@l=g@hh=(g@h)(g"®h™") = (g@h)(g®h )"
para todos g € G ¢ h € H. Ou seja,

(g7 @h) =(geh) " =(gahn )"

(ii) Sejam u,v € G e x,y € H. Primeiramente apliquemos (2.5) e (2.6) em uv ® xy.

Assim,

wery = (u@ry)’(very) = ((v©y)(u®r)’)"((vey)(ve )

= (u®y) ' (ue)"(vey)(ve ).
Ainda, aplicando (2.6) e (2.5) em uv ® xy

woey = (woy)(wor) = (uey) ©ey)(ue) (o)

= (Wey)’ vey)(lver)?ver)
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Comparando as igualdades temos que

(u@z)”*(vey)=(vey)(ue )™

Substituindo u por ¢¢ h , U pOr g, T por hﬁ’flhil e y por h, a igualdade anterior

fica

1 —1p

(g " @h{ MYgeh) = (geh) (gl " el )™ (211)
Mas
(gf " @ (g h) = (@ h)? (g @ h) = (91 ® h)(g @ h)
(g@h) (gl " @h{ ") = (9@ h)(gr @ hy)T M
Assim, (2.11) se torna
(g@h) Mg @h)(g@h) = (g1 ® hy)? "o

Além disso, observando que

g—lh—l

_ /-1 h —h g 'h"th h
—(9 9

—13—1 —1p—1
A (7 A E 9" =gl g

9

g lgh

_ —1
= 97" ¢" =gl
e YT = (pg Y ek = (99" = B9'9" | obtemos
(r @ hy)? W0 = g T @ T g @ R = (g @ b)Y

“lhlgh _ p-9n g thTlgh _ 3 h-9n
e hi = hf

Sabendo também que gy = g , podemos concluir de

forma andloga que (g1 ® hy)? " '9" = (g, ® hy)" " Portanto,
(g@h) g @h)(g@h) = (g1 ® )" = (g @ 7)) 9" = (g1 @ hy)""

(iii) Para todos g € G e h,hy € H, temos
(g D)@ r ) = (6" @ h (g hi )"
Mgeht ) = (g @ m) Mg pT)
9 ® (hh1)h~ )
" @ (b))
g@h™)"(g® (hhn))
g@h)"g® (hh1))  (item (i)
Mg @ h) T g @ h)(g @ h)™
9@ h) g @ h) T g @ ha)(g @ W)™

g® hy) M (g k)T g ® h)(g @ h)™

(7'M @h =

;“
,_.
Q
>
~ —~ —~ ~~ ~—
—~
Na}
D‘
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= ((9oh) Ng@h) (g h)(goh)™
(9@ h)(g®@h)™  (item (ii))

= (g@h) g h)M

(iv) Anéalogo ao item anterior
(v) Para todos g € G e h,h; € H, temos pelos itens (ii) e (iii)

lg@h g @h] = (9@h) (1 @h) (9@ h)(g1 @ h)
= (g@h) " (g1 ®h) (g@h)(g1 ® h1))
= (g@h) g h)h"M

= g 'd"@n"m
0

Definicao 2.10. Dados grupos P e M, dizemos que um homomorfismo de grupos p :
M — P juntamente com uma acao de P sobre M é um mddulo cruzado se as seguintes

condicoes sao satisfeitas:
(mP) p=p~* ((m)p) p
(m) ™" = m~mym

para todos p € P m,m; € M.

Lema 2.11. [4] O nicleo de um mdédulo cruzado p : M — P € um subgrupo central de

M e Im(p) < P.

Demonstragao. Sejam m’ € Ker(u) e m € M. Da definicao de modulo cruzado segue
que m™ = m(™)® = m! = m, isto ¢, Ker(u) ¢ um subgrupo central de M. Sendo agora
p€ Pecéelm(u), existe m € M tal que ¢ = (m)u. Nessas condigoes (por p ser modulo

cruzado) segue & = p~tep = p~H((m)pu)p = (MP)u € Im (). 0

Proposigao 2.12. [4| Sejam G e H grupos que agem compativelmente. Valem as sequin-

tes propriedades com respeito ao grupo G @ H:
(i) Existem homomorfismos de grupos A\ : G H — G e p: G® H — H tais que

(goh)A=g"'g" e (g@h)p="h"h
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para quaisquer g € G e h € H;

(11) O homomorfismo X €, juntamente com a agao de G sobre G @ H definida na Pro-
posicao 2.6, um modulo cruzado. Analogamente,  com a ac¢ao de H sobre G @ H

definida na Proposi¢cao 2.6 € um modulo cruzado;
(iii) Sege G,he Hete G H, entaio t)AR@h=t""" e g@ (t)u = t79¢;
(iv) (AR (t1)p = [t, t1] para todos t,t; € G H;
(v) As agoes de G sobre Ker(u) e de H sobre Ker(\) sao triviais.

Demonstragao. (i) considere a aplicagdo o : G x H — @, onde para qualquer par
(9,h) € G x H, ((g,h))a = g~1g". Vamos mostrar que o é uma biderivagao. Para

quaisquer g,g; € G e h € H temos

(991, ) = (991) " (99)" = g7'97" (q191") 9" (q191") 9"

_ -1 _

= (g7 (") " g'gl = (g7) g7 g gl
(") (™) " gl = (9™ (™) 9o
(g7, h?))e (g1, h))ex.

De forma anéloga podemos mostrar a seguinte identidade

(9. hln)) @ = ((g. hn))ex (g™, h"))er,

para quaisquer g € GG e h, h; € H. Logo existe um tinico homomorfismo A\ : G® H —
G em que (g ® h)A = g7 'g" com g € G e h € H. Para u procedemos de maneira

analoga.

(ii) Ja sabemos que A e 1 s@o homomorfismos. Nos resta provar que as duas condigoes
da Definicao 2.10 valem para todos os geradores de G ® H e todo g € G. Sejam
G ®heGE®Heqge G, segue que

(r@h))X = (gfoh)A=(¢])" (¢)" = g1 %" "
= 0.7 = (97'at) =g (97'90) g
= g (@ ®h)Ag.
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Para a segunda condigdo observemos o item (ii) da Proposigao 2.9. Para quaisquer

g1 ®hy,g®h € G® H temos
(9 @ h) P = (g @ h)” 7 = (g2 h) " (@ h) (g®h).
Analogamente mostra-se que p também é um modulo cruzado.
(iii) segue diretamente dos itens (iii) e (iv) da Proposi¢ao 2.9.
(iv) E uma consequéncia do item (v) da Proposicdo 2.9.

(v) Para demonstrar que G age trivialmente sobre Ker(u) tomemost € Ker(u)eg € G.

Pelo item (iii) temos que
g (=9 1y =lggg =t 1.

Logo t9 = t. O caso de H agir trivialmente sobre Ker()) é demonstrado de forma

analoga.

Teorema 2.13. [4] Se G e H agem trivialmente um sobre o outro, entio
G@H =G, H.

Demonstragao. Primeiramente observemos que do item (v) da Proposigao 2.9 segue que
G ® H ¢é abeliano, uma vez que GG e H atuam trivialmente um sobre o outro. Ainda, pelo
mesmo motivo, A e p sdo homomorfismos triviais. Assim, pelo item (v) da Proposigao
2.12 temos que G e H agem trivialmente sobre G ® H. Defina agora a aplicacao 6 :
G x H*® — G ® H pondo (g, h) § = g ® h para quaisquer g € G e h € H*. Vejamos
agora que # estd bem definida. Com efeito, se g,x € G e h,y € H sao tais que g = T e

h = g, entao existem ¢ € G’ e d € H' satisfazendo g = cx e h = dy. Logo,

gRh = cx®dy=(c®dy)*(z® dy)
= ((c®y)(c®d)!)" ((z@y)(rd)")
= (c®y)(c@d)*(z@y)(r®d)’

= (c®y)(cod)(z®y)(zd).
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Ainda, temos que dados r,s € G e t,u € H

rslot = rislrset=(s")sat=((s)" ®t) (s®1)
= () eot)set)=(s"at) (sot)=(s"'®t)(s®t)

— (81®t) S®t) 8®t:1G®H.

Segue de forma analoga que r ® [t,u] = lggy. Dessa forma, temos que c® y = c® d =
r®d = lgen, ou seja, g ® h = x ®y. Por fim, temos que a aplicacao # ¢ Z-bilinear e,
isso se deve por G e H agirem trivialmente um sobre o outro. De fato, fagamos um dos

casos e os outros podem ser mostrados de forma analoga. Sejam ¢g,¢9; € Ge h € H,
(991, 1)0 = gg1 @ h = (g@h)" (g1 @ h) = (9@ h) (91 @ h) = (g, 1)0 (91, h)0

Assim, existe um homomorfismo 6 : G* @z H® — G ® H tal que (g® ﬁ)é = g ® h para
todos g€ G' e h € H'.
Seja também f : G x H — G @z H® em que (9,h)f = g ® h para todos g € G e
h € H. Provemos que definida dessa maneira f é uma biderivagao. De fato, se g, 91 € G
eh hi € H
(991,h).f = gg1 @ h = (g ® h) (g1 ® h)

(g, h™) f (g1, h)f = (9. W) f (g1, ) f = (g @ h)(g1 @ h)

Provamos de forma analoga que (g, hhi)f = (g,h1)f(g™,h™)f. Portanto existe um
homomorfismo f : G ® H — G® ®; H® tal que (g ® h)f = § ® h para todos g € G e
h e H. Ainda, f0 = ldggm € 0f = Idgasg e €, consequentemente G ® H & G @7 H,

como queriamos. O

Para finalizar esta se¢ao vejamos um exemplo de um produto tensorial nao abeliano

de grupos.

Exemplo 2.14. Consideremos o produto tensorial nao abeliano entre os grupos Z e
Dg, onde um age sobre o outro através das acoes triviais e sobre si mesmos através da
conjugacao. Com isso, é possivel aplicar o teorema anterior para concluir que Z ® Dg é
isomorfo a Z ®z D. Agora, observando que D = Z, x Zy, segue que pela Proposicao
1.35,

Z® Dy =7 Qg (Lo X Lo) = (L Ry L) X (L Qg L) = Lo X L.
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2.2 O Grupo n(G, H)

Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro. Nosso objetivo
nesta se¢ao é apresentar uma constru¢ao de grupo que aparece em [16, 13| e que esta
relacionado com o produto tensorial nao abeliano de grupos. Além disso, veremos algumas

das propriedades principais dessa construcao.

Definicao 2.15. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro, H?
uma copia de H isomorfo por ¢ : H — H¥, onde escrevemos (h)p = h¥ para qualquer

h € H. Definimos n(G, H) como sendo o grupo
(G H? [, h71 = [0, (0)7), [9. 077 = [g", (B")7], Y9, 01 € G e b, € H),

em outras palavras,

G+ H?

77(07 H) = W?

onde
R = {[g. ¥} [g", (h)?) %, [g, b7 [g", (h")?] ™5 Vg, € G e hohy € HY,
e (RYG*H7” ¢ o fecho normal de R em G * H.

Vale citar que ha uma outra construc¢ao de grupo devida a Ellis e Leonard [8] que é
isomorfa a (G, H). Além disso, quando G = H e as agdes s@o por conjugagao, n(G, Q)
¢ 0 grupo

<G7 G‘P | [g17g2<»0]93 = [gi]?)? (933)@] = [91795]93({;7 v91792ag3 S G>7

denotado por v(G), o qual foi introduzido por Rocco em [15].

Exemplo 2.16. Consideremos os grupos G' e H com apresentacoes G = (a|a3) e o grupo
H = (b|b*). Suponha que G age trivialmente sobre H e que H age sobre G da seguinte
forma: a® = a~!(= a?). Logo, n(G, H) é dado por:
NG, H) = (a,b?]d® =1, °)? =1, [a,b*]" = [a,b?], [a, b“"]“2 = la, b%],
[a, 67" = [a*, 7], [a®,0%]" = [a*,07], [a*, 6] = [a®,07],
[a?, 01" = [a, b%]).

Agora observemos que

[a?, 0] = [a, b%][a, b?] = [a, b¥][a, b¥] = [a, b7]>.
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Assim,

1 = [1,b7] = [a® b¥] = [a?, b°]%[a, b¥] = [a?, b¥][a, b?] = [a, b¥]?[a, b7]

= [a,b?)?.
Ou seja, [a,b?]7! = [a?,b%]. Logo, podemos escrever n(G, H) como:
(G, H) = (a,b%|a* =1, (0°)° =1, [0,0°]" = [0, 6°], [0, b]"" = [a,0°]7").

Agora, consideremos V = (z,y| 2 v [z,y]) = C3 x C3 e um automorfismo a de V
tal que (z)a = zy e (y)a = y~!. Tomando (o) < Aut(V) e uma acido de () sobre
V dada por v* = (v)a' para quaisquer i € Z e v € V, é possivel definir o produto
semidireto () x V. Afirmamos que (o) x V = n(G, H). De fato, considere a aplicagio
0 :{a,b¥} = (o) x V dada por (a)f = (Lawqy, ) e (b9)0 = (o, 1y). Podemos aplicar
o Teste da Substitui¢ao (uma vez que 6 satisfaz as relagoes definidoras de n(G, H)) para
concluir que existe um homomorfismo 60, : n(G, H) — (a) x V que estende . Se provarmos
que existe um homomorfismo 0y : (o) x V. — n(G, H) que é inverso de #; temos o
requerido. Assim, defina 6, : (o) x V — (G, H) colocando ((af, z'y?))0s = a'[a, b?) (b¥)¢
para todos i,j € {0,1,2} e ¢ € {0,1}. Temos que 6, é um homomorfismo e claramente
0102 = IdyG,m), € 0201 = Idyxv, o que ¢ suficiente para garantirmos um isomorfismo

entre (a) X V e n(G, H).

Observacao 2.17. Tomando 0 : G — n(G,H) e ¥ : H — n(G, H) como sendo ho-
momorfismos candnicos, mostremos que sao injetores. De fato, suponha que G seja
dado pela apresentacao livre (X|R) e H? por (Y|S). Consideremos também a aplica¢ao
p: X UY — G definida por (a)p=a,se a € X e (a)p =1, se a € Y. Note que podemos
estender p para um epimorfismo p; : G * H? — G e ¢ facil ver que (R)“*#* C Ker(p,).
Desta forma p; induz um homomorfismo ¢ : (G, H¥) — G que satisfaz 00’ = Id. Por-
tanto 6 é injetora. De modo analogo mostramos que ¢ é injetora. Com isso, podemos

identificar G e H¥ com as imagens de 6 e¢ ¥ em 7n(G, H) respectivamente.

Defini¢ao 2.18. Um subgrupo M de G é chamado de H-subgrupo de G se m" € M para

quaisquer m € M e h € H.

Proposicao 2.19. Se M é um H-subgrupo normal de G e N um G-subgrupo normal de

H, entao as sequintes propriedades sao vdlidas:
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(i) [M,N?]<n(G, H);

(i) [yi(M), (v;(N))?] <n(G, H), para todos i,j > 1;

(iii) (MO, (NDY?] <n(G, H), para todos i,5 > 0.

Demonstracao. (i) Dasrelagbes definidoras de n(G, H), temos que [m, n¥]9 = [m?, (n?)¥]

(iii)

para quaisquer m € M, n € N e g € GG. Como M <G e N é um G-subgrupo se-
gue que [m,n?]9 = [mq,ny] para algum m; € M e n{ € N¥, isto é, G normaliza
[M, N¥]. Da mesma forma podemos concluir que H¥ normaliza [M, N¥], e portanto,

[M,N*] <n(G, H).

Como v;(M) char M e M < G, entao v;(M) < G. Observemos inicialmente que
(M) = M. Logo v1(M) é um H-subgrupo de G. Suponha agora ~,_1(M) que seja
um H-subgrupo de G. Assim, dado © = [z;_1,m]| € (M), onde z;,_1 € ~;_1(M)
em € M, temos z" = [z;_1,m|" = [z |,m"] € [v;i_1 (M), M] = ~;(M) para todo
h € H. Analogamente ~,;(N) é um G-subgrupo de H. Portanto, pelo item anterior
temos [3:(M), (1;(N))] < (G, H).

Anélogo ao item anterior.

|

Observagao 2.20. Denotaremos o subgrupo normal [G, H¥] de n(G, H) por 7(G, H).
Ainda, n(G, H) pode ser decomposto como n(G,H) = 7(G, H)GH¥. Isso se deve por

G U H? gerar n(G, H), por 7(G, H) ser normal em 7n(G,H), e também por h¥g =

[g71, (h~1®]7gh¥ para quaisquer g € G e h € H.

Teorema 2.21. Existe um isomorfismo o : 7(G, H) — G ® H tal que ([g, h¥])a =g & h,

para todos g € G e h € H.

Demonstracao. Consideremos o produto livre Gx H?. Segue do Lema 1.28 que o subgrupo

|G, H?] de G * H¥ & livre, livremente gerado pelos elementos [g, h?], onde g € G\ {1} e

h € H\ {1}. Sejam os conjuntos

R = {[g,h]™"[¢", (h*)?], [9. h?]¥" [, (W)?]'; g,z € G\ {1} e hyy € H \ {1}},

S = {lggr, h#17 g, (h)?1lg1, b, [g, (hha)?] g, BSNIg™ , (B™)9);
9,91 € G\ {1}, h,hy € H\ {1}}.



2.2 O Grupo n(G, H) 33

Como [G, H?] é¢ um subgrupo normal de G« H¥, R e S sdo subconjuntos de [G, H?].
Afirmacao: (S)%H1 q G x HY.

De fato, sejam s = [gg1, h¥] g, (h91)#][g1, h¥] um elemento de S e z € G. Pelas

identidades de comutadores

S.Z’

onde

lgg1, h7] 7 1g™, (h9)# )% (g1, h#)"
(lggn. W71 e, B2, b1~ 7 ([g, (9?2, (R, (B)#) )
(lgr, h#1° [, b, h#] )

(Itggn)z, b9, h#) 1) " ([(g™ ), (h)#) [, (ho)?] ")
(g1, h) [z, h?) )

([, 2#[(gg0)=, h7171) ([(9™ ), (h)?][, (h)7] )

[, (h)] (g™ ), () ?)[(g™ ), (h)*] " [(gn) . h¥]
[(gg1)z, h?] 7 [g"®, (h97)?] ([gr, h¥] [z, h¥] 7T

[, 1#) ( [(gg0)2, 7#) 7 (g ), (h9)9] ( [, (ho)?] !

7%, (h)] (g™, (h)#] ) [(g%), (h)#] [(gg1)a, h]
(lgga, h#] g%, (h2)?] [y, h#]) ) [, h#]

[, 1#] ([(gg0)z, 121 (g™, (9] 1 [(9™)a, () [(ggn)r, h?]

sy ) [, h?] !

(8[1(991)%(hgl)¢]—1[(991)x,h¢]52) [z,h?] 1

sio= [z, (B)?] 7 g, (h)¢] " (g™, (h)7]
Sg = [gglxvhw]i [ggle(hgw) Hglxvhw]'

Logo s* € (S)@H?] Para y € H temos

s = [gg1, h¥] " [g%, (W9)?)" [g1, BF)P"

991,97 lggr, (hy)?1) " (9, y#T g™, (h"9)?))
91,971 g1, (hy)*])

g1, (hy)?1 " gg1, v%1) (97,97 o, (R9)?))
91,971 g1, (hy)?])

(
(l
(l
(
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= (lggr, (hy)*] (991, 97)) 9%, (B*)?][g" gt (h*)#] "
[(g")2%, (h*)91)?Y[gY, (B¥)?][gt, (W) 2] (g%)%1, ((h¥)#1) %]~
(Lo v g™, (R y)?]) gt (R*)9][g?, (h¥)#] "
(g1 v%] g1, (hy)?))

— (991 Hog1,y7lg" gt (h*)?]) (9”97, (h¥)#]

(g")°%, (h)91)?)[g?, (B¥)?]) g, (h*)2] 7 ([(9%)%F, ((R¥)91)%] 7
g y¢) 7 g™ (hy)*]) gt (h¥)7]

([g?, (h")?1 " g1, 571 g, (hy)?))
= 8334[9y (hy)@]_lss[gi’,(hy)w]%

[
[

onde
s3 = [gg1, (hy)?] ' gg1, y*)lg" g, (W¥)9]
s = [g¥gl, (R)?](g")%, (R¥)*)9] (g}, (h¥)¥]
ss = [(gV)%, ((R)#)?) " g, y#] " g%, (h9y)¥]
se = [g7, (h")?] g1, 4*] g1, (hy)?].

(G H?]

Dessa forma, temos que s¥° € (S) . De forma analoga podemos provar que o con-

jugado de um elemento de S da forma [g, (hhy)?] g, hT] [g", (W"1)#] por um elemento
qualquer de G * H¥ pertence a (S)%#”] donde segue que (S)I&H*1 < G * H?.
Afirmagao: (R)®H* = (S)IGH7],

Consideremos r, " elementos de R da forma:
r=1lg, h¥]7(g", (7)%], ' = [g, h¥] ™" [g”, (h¥)7).
Segue que
o= lg 07 (0] = (lg W, h7)Y) g, (7))

- [l’, h@] ([gx, h(p]_l[gx7 (hx)w] [l‘, h(p]) [ZE, hp]_l

gl
onde s = [gx, h?]7g*, (h*)?][x, h¥] € S. Também,

o= (g2 (g (h)9) = ([g.v°] 7 g, (h)?) g, (h¥)¥]
= [g, (hy)¥] '[g,v¥][g", (h¥)?] = &' € S.
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Assim, R C (S)I&H*1 e § ¢ (R)“*H? . Ainda por (S)FH 1 G+ H? temos que (R)*H1” =
(S)e!

Das afirmacdes anteriores podemos concluir que n(G, H) = (G x H?)/({S)[&H]) e

portanto, 7(G, H) = [G, H?]/({(S)I%#H*]). Com isso, 0 homomorfismo ¢ : [G, H¥] = G®H
tal que ([g,h¥])Y = g ® h para quaisquer g € G ¢ h € H induz um homomorfismo
a: 7(G,H) - G ® H. Por outro lado, a aplicagdo v : G x H — 7(G, H) dada por
(g9,h)y = [g, h?] &€ um biderivacao, e assim induz um homomorfismo f: G H — 7(G, H).

Por fim, nao ¢é dificil ver que a8 = Id, (g n) ¢ Ba = Idggy como querfamos. O
Observagao 2.22. Nem sempre temos que J < G e K < H implicardo em [J, K¥] =
J ® K. Como exemplo, consideremos o grupo diedral de ordem 8, onde

Dg = {1,a,a* a® b,ba,ba’, ba’}
eat =1, =1eab =ba"" sei=1,23. Agora em n(Ds, Dg), temos [a?, (a?)¥] =
[a,a?]* = [a*,a®] = 1, assim [(a®), (a*)?] = {1}. Mas (a*) ® (a®) = (¢*) @z (a®) =
Ly Q7 Ly = Liy.

Proposicao 2.23. Em n(G, H) valem as sequintes propriedades:

(i) Para quaisquer g,x € G e h,y € H as sequintes identidades sao verdadeiras:
(a) [g, h?]|l=v] = [g, h«p]aflmy = [g, h#]W V)7,
(b) [g, he]=v? 1™ = [g, he]" "% = [g, he]W )7,
(c) lg~ 9" y?] = g, 7] g, h¥]"";
(d) [z, (h™9h)¥] = [g, h¥]~"[g, h*];
(e) llg. h?. [z, 9%]] = [97"g"", (y~*)*];
() llg, h¢), fe,y#1 71 = [g71 9", (v~ ")l
(11) Existem homomorfismos de grupos X\ : 7(G,H) — G e p: 7(G, H) — H tais que
(l9: kDA = g7 g" e ([g, W) = h™9h;
(111) [(t)A, ((t1)p)?] = [t, t1] para todos t,t, € T(G, H).
(iv) [(1)A, h¥] =t " e [g, (t)p)¥] = t~9¢ para quaisquer g € G, h € H et € 7(G, H).

Demonstracao. Seguem diretamente do Teorema 2.21 e das Proposigoes 2.9 e 2.12. ]
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Definigao 2.24. O subgrupo ({g7'¢"|g € G,h € H}) de G ¢ denotado por Dy(G).

Chamamos este subgrupo de subgrupo derivativo de G por H.

Observagao 2.25. Se tivermos que G e H agem compativelmente um sobre o outro,

entdo Dy (G) = Im(X) e Dg(H) = Im(p).

Proposicao 2.26. [13] Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro.

Entao:

(i) Dg(G) é um H-subgrupo normal de G e Dg(H) € um G-subgrupo normal de H.

(i) Para quaisquer i > 1 e j > 0 temos que vi(Dy(G)) e Dy(G)Y) sido H-subgrupos
normais de G e vi(Dg(H)) e Dg(H)Y) sio G-subgrupos normais de H.

(iii) Dy(G)D = (7(G, H))\ e Dg(H)Y = (7(G, H)®)u para qualquer i > 0.
(iv) g = g e KON = B®Or para todos g € G, h € H et € 7(G, H).

Demonstragao. (i) Como as ag¢oes sao compativeis, para quaisquer g,z € G e h € H,

temos

1

(g—lgh)x — (g:e)—lgx:c* hz __ (gx)—l(gx)h”” c DH(G),

e isso implica Dy (G) < G. Ainda, se g € G e h,y € H,

(971" = (¢")g" ™ = (¢) "N (g")"" € Du(G).

Portanto, Dy (G) é um H-subgrupo de G. De forma analoga podemos provar que Dg(H)
¢ um G-subgrupo normal de H.

(ii)) Uma vez que para qualquer i € N, v;(Dy(G)) é um subgrupo caracteristico
de Dy (G), e por Dy(G) ser um H-subgrupo normal de G, segue que v;(Dg(G)) deve
também ser um H-subgrupo normal de GG. De forma analoga mostramos os outros casos.

(iii) Vamos provar por indugéo sobre n € N que Dy (G)™ = (7(G, H)™)\. Sabemos
que (7(G,H))\ = Dy(G), assim vale para n = 0. Suponha agora que Dy(G)™ =
(7(G, H)™)\ para algum n € N, logo:

(r(G,H)™\ = ([7(G, H)™, (G, H)™])\ = [(7(G, H)™)\, (r(G, H)™))]
= [Du(&)™, Dy (G)™] = Du(G)" Y.
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Portanto, Dy (G)® = (7(G, H)P)\ para qualquer i € N. Analogamente mostramos que
Dg(H) = (7(G, H))u pata todo i > 0.
(iv) Provemos que ¢g* = ¢®# para quaisquer ¢ € G e t € 7(G, H). De fato, se

reGeye€ H, entao

Ainda,

g vl = (xgx—l)yflxy _ (xy”gyflx—yfl)xy _ (x—lxy”gyflx—yflx)y

1 —lgy

= x Yxgx a¥ =g"

Disto segue que g(9"* DA = (9" Di para todos g,x € G ey € H. Uma vez que 7(G, H) =
{lg,h%]|g € G, h € H), concluimos que g®* = g para todos g € G et € 7(G, H

).
Analogamente mostramos que h"* = h®# para todos h € H e t € 7(G, H). O

A proposicao a seguir segue diretamente do Teorema 2.21.

Proposigao 2.27. Sejam g € G, h € H en € N. As sequintes identidades sao vdlidas:
(i) lg, (")?] = [Ti5 [9", h#);
(ii) 19", h#] = ITialg, (h")%);

Proposigao 2.28. [13]| Sejama : G — A e 8 : H — B dois homomorfismos de grupos, em
que A e B sao tais que agem compativelmente um sobre o outro e ainda o e B preservam

as agoes. Nessas condigoes valem:

(i) Existe um homomorfismo v : n(G,H) — n(A, B) em que (g)y = (9)a e (h¥)y =
((R)B)¥;

(i) Se ac e B sao sobrejetoras entdo v também € e

(a) Ker(y) = (Ker(a), (Ker(B))?)[Ker(a), H?)|G, (Ker(8))%];

(b) Se v € a restricao de v em 7(G, H), entao a sequéncia de grupos a sequir €

exata

1 — [Ker(a), H?]|G, (Ker(5))%] ney 7(G, H) N 7(A,B) — 1
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Demonstragao. (i) Suponha que @ : G — A e f : H — B sao homomorfismos que
preservam as agoes. Observemos que existe um homomorfismo o : G H? — n(A, B) que

¢ induzido por «a e 3, isto ¢, tal que (g)o = (g)a e (h?)B = ((h)B)¥. Lembramos que

G * H?

n(Gv H) = @W?

onde
R= {[g, hw}m[gm’ (hgl)so]—17 [g, hso]hw [gh17 (hlu)sa]—l; Vg,q1 € Geh, h € H}.

Agora, se mostrarmos que (R)*#* C Ker(o) entao valera que existe um homomorfismo

v :n(G, H) = n(A, B) induzido por ¢. Para todos g,z € G e h € H temos

(l9", (B Do = [(g°)ev, (B")B)*] = [((9)e) ™, (((R)B) )]
= [(9)e. (B = ([g, h*]")o.

Desta forma ([g, h?]*[¢%, (h*)¥]7')o = 1, e portanto

9. 7)"1g", (B)?] " € Ker(o).
Analogamente, se g € G e h,y € H,

lg. 1" [g”, (h*)?] 7" € Ker(o).

(ii) Se « e ( sdo sobrejetoras, é facil ver que y também é. Ainda,

(a) Para facilitar notagdes coloquemos
M = Ker(a), N = Ker(f) e K= (M,N¥)[M, H?]|G, N¥].

Note que K C Ker(y) e M é um H-subgrupo normal de G e N um G-subgrupo normal
de H. Dessa forma, K <n(G, H), e portanto, v induz um epimorfismo 7 : n(G, H)/K —
n(A, B) tal que (Kg)¥ = (g)a e (Kh?)y = ((h)3)¥. Vamos mostrar agora que 7 admite
um homomorfismo inverso. Por a e 5 serem sobrejetoras, dados a € A e b € B existem
go € G e hy, € H tais que (g,)a = a e (hy)8 = b. Dessa forma faz sentido pensarmos
na aplicagdo 6 : AU BY — n(G,H)/K, onde (a)§ = Kg, e (b¥)0 = Kh{. Provemos que
0 esta bem definida. Se g,,, 94, € G sdo tais que (go, ) = (ga,) = a, entdo teremos
(9195, ) = 1 0 que nos leva a g, 9, € Ker(a) C K, isto ¢ (g4,)0 = Kga, = Kga, =

(9a,)0. O mesmo vale para elementos em BY. Além disso, como as restri¢oes de § a A e
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a B s@o homomorfismos, havera um tnico homomorfismo 6* : A+ B — n(G,H)/K que

estende #. Agora, observemos que

((ga)r) = a™ e (b)) = () B)\ o) = b

portanto,

([a, 0] [a™, (0™)¥]70" = ([a,0"]")0" ([a™, (b")¥]7)0"

= [Kga, KRY)S9 [Kgat K (h)™)?] ™ =1

De forma analoga podemos mostrar que ([a, bw]bllp [ab, (b°1)¥]71)#* = 1. Podemos concluir
que existe um homomorfismo 6 : n(A, B) — n(G, H)/K induzido por #*. Claramente
07 =1 e 70 = 1. Por fim, provemos que K = Ker(y). Com efeito, se existe x € Ker(y)
tal que x ¢ K, entdo K # K, e por 7 ser injetora (Kz)y # (K)y = 1. Mas 1 # (Kz)y =
()7, que é uma contradigdo uma vez que = € Ker(y). Portanto K = Ker(7y).

(b) Defina 4 a restri¢ao de v em 7(G, H). Por « e 3 serem sobrejetoras e v é definida,
temos que 7' é um epimorfismo de 7(G, H) em 7(A, B), onde [g,h?] — [(9)a, ((h)3)?].
Agora, como L = [M, H?|[G, N?] C Ker(v') e por L ser normal em [G, H?] segue ' induz
um epimorfismo 7/ de 7(G, H)/L em 7(A, B). Como em (a) podemos mostrar que existe
um homomorfismo inverso ¢ : 7(A, B) — 7(G, H)/L de modo que [a,b?] — L|ga, h{],
onde g, € G e hy, € H sio tais que (g,)a = a e (hy)8 = b. Desta forma temos 7/ um

isomorfismo, e analogo ao item (a), L = Ker(v'), isto é, a sequéncia abaixo é exata

1 — [Ker(a), H?]|G, (Ker(8))?] ney (G, H) RN 7(A,B) — 1



CAPITULO 3

CONDICOES DE FINITUDE PARA O

PRODUTO TENSORIAL NAO ABELIANO

O estudo de condic¢oes de finitude para G ® H comegou com Brown e Loday em
[4] onde provaram que o quadrado tensorial nao abeliano de um grupo finito também é
finito. Quase ao mesmo tempo, Ellis conseguiu generalizar este resultado em [7], onde,
usando argumentos homologicos, provou que G e H serem finitos implica em G ® H
também ser. Nesse mesmo ano, Brown, Johnson & Robertson indagaram em [5] se esse
resultado poderia ser provado somente com argumentos algébricos. SO entao, 23 anos
depois, Thomas nos forneceu uma demonstracao para tal resultado livre de homologia
em [19]. Entretanto, existem grupos infinitos cujo produto tensorial ndo abeliano de
grupos é finito (veja Exemplo 3.8). Assim, é interessante estudar condigdes para que
o produto tensorial ndo abeliano de grupos (nao necessariamente finitos) seja finito. O
objetivo deste capitulo é apresentar o estudo realizado por Bastos, Nakaoka e Rocco em
[1], onde apresentam algumas condigoes de finitude para o produto tensorial ndo abeliano

de grupos.

3.1 Um Ciritério de Finitude Geral

Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro. Dados um subgrupo
N de G e um subgrupo K de H, vamos denotar o conjunto {[n,k?]|n € N, k € K} por
Ts(N, K). Obviamente, este conjunto gera o subgrupo [N, K¥] de [G, H?].

Antes de prosseguirmos, ¢ necessario esclarecer que um grupo G ¢é dito ser central-por-
finito se existe um subgrupo normal C' de G tal que C' é central em G e G/C é finito.

Além disso, lembremos os seguintes resultados:
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Teorema 3.1. (Schur, [14, pag. 287]) Se G é um grupo com G/Z(G) finito, entao G’

também € finito.

Lema 3.2. (Poincaré, [17, pag. 14|) Dada uma familia finita de subgrupos de um grupo G
que possuem indice finito em G, entdo a intersecao dos elementos dessa familia também

tem indice finito.

Definicao 3.3. Seja G um grupo e N um subconjunto de G. Dizemos que N € um

subconjunto normal de G se g-'ng € N para quaisquer g € G en € N.

Proposicao 3.4. Seja X um subconjunto normal de um grupo G. Se X for finito, entao

(X)) € central por finito.

Demonstracao. Seja x um elemento qualquer de X. Note que por X ser normal, vale que

29 € X para qualquer g € G. Entdo |2%| < |X| e, consequentemente,
[G: Cq(z)] = 2% < |X|] VoeX.

Pelo Lema de Poincaré 3.2, o indice [G :(,cx Ca(x)] ¢ também finito. Chamemos o
subgrupo (,cx Ca(x)) N(X) de A. Queremos mostrar que A ¢ central em (X) e (X)/A
é finito. Que A é central em (X) segue diretamente de como foi definido. Agora, por

|G : N,ex Ca(z)] ser finito, o indice [(X) : A] também é. Isso conclui a demonstragio. O

Segue agora uma primeira condi¢ao de finitude para o produto tensorial nao abeliano

de grupos mostrado em [1].

Proposicao 3.5. Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro,
N <G e K < H tais que N é um K-subgrupo e K um N -subgrupo. Nessas condigoes,
se To(N, K) € um conjunto finito, entao o subgrupo [N, K¥] de n(G, H) € finito.

Demonstracao. Primeiramente observemos que como N é um K-subgrupo e K um N-
subgrupo, entao Ty (N, K) é um subconjunto normal de (N, K¢), donde [N, K?]|<((N, K?).
Pela Proposigao 3.4 segue que [N, K¥] também ¢é central-por-finito. Assim, pelo Teorema
de Schur 3.1, o subgrupo derivado [N, K]’ é finito. Disto segue que se o grupo quociente
[N, K?]/[N, K¥]' for finito, entao [N, K¥] também é. Por tal motivo estudemos o grupo
[N, K?]/[N, K¥]', o qual é abeliano.

Sejam agora S = [N, K¥, K¥] e Q = (S[N, K?]')/[N, K¥]'. Queremos provar que () ¢é
normal em (N, K¢)/[N, K¥]" ¢ também finito. Para tal, sejam m € [N, K%], k,h € K ¢
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n € N. Observamos que, modulo [N, K¥]', os elementos m e [k~%,n~!] comutam. Desta

forma,

[m, k9" = n'm kT Pmkfnk™%n " 'nk? (mod [N, K¥))
= n'm 'k ?mlk?, n 7 nk?  (mod [N, K¥])
= o 'm TP, n T mnk?  (mod [N, K¥))
= [m", k%] (mod [N, K?]).

Ainda,

[m, k°)"" = h™Pm™'k~Pmk¥h¢ (mod [N, K¥])

= h ?m 'hPh Pk Yh?hT¥mh¥h ¢k¥h?  (mod [N, K¥]')

= [m"", (k"] (mod [N, K?]).
Assim, para a normalidade de @) basta observar que [N, K¥] < (N, K¥). Ainda mais,
notemos que S é gerado por X = {[n,h* k?] | n € N,h,k € K}, o qual ¢ finito uma vez
que T & finito e [n, h?, k?] = [n, h?]7L[n*, (h*)¥] € T7IT, para todos n € N, h,k € K,
onde T = Tgy(N,K) e T = {t7! | t € T}. Disto segue que @) é finitamente gerado e,
como @ < [N, K¥|/[N,K¢?]', @Q também é abeliano. Assim, para a finitude de @) basta

garantirmos que seus geradores tém ordem finita.
Para este fim sejam n € N, h,k € K, m = [n, h¥] e n; = n~'n". Queremos provar que
[n, h?, k?]* = [n% k] (mod [N, K¥]') para qualquer i € N. Observemos que [m, k¥] =
[n, h?, k¥] = [nq, k¥]. Desta forma, modulo [V, K¥]', temos:
[n,h?, k%12 = [n1, k?|[m, k%] = m ™ ny, k¥]k~Pmk?

m = m, k?)kTPmk? = [m?, k¥]

[, k€)™ [m, k) = [, k210 0y, k9]

= [ny, k?)" [ng, k%] = [n3, k7).
Agora suponha que vale para algum i. Entao, modulo [V, K¥],

0, B2, K22 = [, P, B9, B, R

[, k2] [m?, k7]
[nl ) k¢] [mQ’ k¢]

= [nl 7k¢]nl[ %71{:@]

— [ 2142 kgo]
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Portanto, para todo i € N temos [n, h?, k?]*[N, K¢]' € {t{N,K¥]) | t € T}, o qual ¢ um
conjunto finito. Logo o grupo @) é abeliano finitamente gerado de tor¢ao, o que nos deixa
concluir que @ é finito. Por fim, considerando o grupo quociente R = ([N, K?]/[N, K¥]')/Q,
temos que os elementos de (K¥[N, K¥]'/[N, K¥]')/Q comutam com os elementos de R.

Dado = € [N, K¥], vamos escrever T para a classe lateral =[N, K¥])'. Agora queremos

provar por indugao sobre i € N que [n, k¥]' = [n, (k')?] (mod @), para quaisquer n € N,

k € K ei € N. Para i =1 nao ha o que fazer. Se agora supormos que [n, k?}7 = [n, (k7)?]

modulo @, entao

[n, k¢t = n=lk=vnk?[n, k¥)) = n=tk=?nn, (k9)?]k¥ = [n, (k7+1)%].

Disto temos que [n,k¥]'Q € {tQ |t € T} para todos n € N, k € K ei € N, ou
seja, os geradores de R tém ordem finita. Assim, como R ¢é abeliano finitamente gerado,
concluimos que ¢é finito. Portanto, uma vez que R e ) sdo finitos, o grupo [N, K¥¢]/[N, K¥]
¢ finito (veja diagrama abaixo). Temos assim, a finitude do subgrupo [NV, K¥], como

queriamos.

[N, K¥]

SIN, K¢’

SO[N, K

S [N, K*]

a

Teorema 3.6. Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro. Nestas

condigoes, temos que Ty (G, H) € finito se, e somente se, |G, H?] € finito.

Demonstracao. Segue diretamente da proposicao anterior considerando N = G e K =

H. d
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O corolario que segue também ja foi provado por Ellis em [7] e Thomas em [19].

Corolario 3.7. Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro. Se G

e H sao finitos, entdo |G, H¥| € finito.

Demonstragao. Se G e H sao finitos, é facil ver que Ty (G, H) também é. Assim, segue

diretamente do Teorema 3.6 que [G, H¥] é finito. O

O Teorema 3.6 também abre um novo leque na pesquisa de condigoes de finitude para
o produto tensorial nao abeliano de grupos, uma vez que nao exige mais que os grupos que
formam o produto tensorial nao abeliano sejam finitos. Porém, isso de nada adiantaria se
nao houvessem grupos infinitos cujo produto tensorial nao abeliano fosse finito. Por isso

vale observarmos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.8. Seja p um nimero primo. Consideremos o grupo de Pruffer A = Z,~, e
Cy = (c|* = 1). Definamos Dy~ como sendo o produto semidireto de A por Cy através

da acao definida por

para qualquer a € A. Dados primos p, ¢, podemos construir os grupos Dy« € Dy, 08
quais sao infinitos. Supondo que esses grupos agem trivialmente um sobre o outro, é

possivel aplicarmos o Teorema 2.13 para concluir que
Dye @ Dyoo = Db, @5, Dk, = Cy @7, Cy =2 Cs.
Disto segue que o produto tensorial nao abeliano dos grupos Dy~ e Dy ¢ finito.

Continuemos a explorar mais critérios de finitude do produto tensorial nao abeliano

de grupos presentes em [1].

Proposicao 3.9. Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro de
tal forma que Dy(G) e Dg(H) sejam finitos. Suponha também que exista um conjunto
X =A{lg1,h7], ..., [gr h?]} C T (G, H) que gera |G, H?], tais que hy, ... , h, sao elementos

de tor¢ao de H. Nessas condigoes, o produto tensorial nao abeliano [G, H?] € finito.

Demonstra¢ao. Coloquemos N = [Dg(G), H¥], e consideremos o seguinte grupo

G, H?]

Q="
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Vamos mostrar que Q e N sdo finitos, e disto seguira a finitude de [G, H?]. Segue da
hipotese que @ é gerado por {Ng;, h7]|i =1, ...,r}. Além disso, @) é abeliano pois, pela
Proposicao 2.23 item (¢i7), temos [G, H?|' = [Dy(G), Dg(H)¥] < N. Para todos g € G,
h € H e q € N, a seguinte relagao é valida modulo NV:

q—1
H[th, h?] (Proposicao 2.27)
=0
n—1 .
[Tlotg7 "), p]
1=0
n—1 ]
—1,h" _ i
[Tlg. h#1 " lg72 9" 1)
=0
n—1 ]
H[g’ hw]g*lghz
=0
n—1 .
[1lg, p#]1"97 (Proposicao 2.23)
=0
n—1
[Tlg: (0)71 g, 1¥)lg. ()]
=0
n—1
[1lg, »¢]
i—0

lg, h*]".

g, (h)?]

Desta forma, como hy, ... ,h, tém ordem finita, entdao as classes [g;, hY]N também
tém ordem finita, para qualquer ¢ = 1, ... ,r. Portanto, () é finito. Além disso, N é
finitamente gerado. Para concluir o resultado devemos provar que N ¢é finito. Para isso,

consideremos o seguinte grupo:

N

" Du (@), Delinye]

Como, por hipotese, os derivativos Dy (G) e Dg(H) sao finitos, a Proposi¢ao 3.5 nos

garante que [Dy(G), Dg(H)¥| também é. Disto, é suficiente mostrar que R é finito. Para
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quaisquer a € Dy(G), h € H e m € N, modulo [Dg(G), Dg(H)?], vale:

[a™ h¥] = H[a, (h"")?]  (Proposicao 2.27)
i=1

[ la. (r"n")#h7)

[a, h¥][a, (K" h71)7)

Il
=Tl

[a, h#)[a", (™ R)?)

TR
= s
E}
>
=

= [a, h¥]™.

Assim, como Dy (G) é finito e R é abeliano finitamente gerado, concluimos que R é finito.

Portanto [G, H?] ¢ finito. O

Antes de apresentarmos o préximo critério de finitude precisamos do seguinte resultado
de Donadze, Ladra e Thomas, o qual fornece uma condicao necessaria e suficiente para que

o produto tensorial nao abeliano de grupos finitamente gerados seja finitamente gerado.

Proposigao 3.10. [6, Proposigao 5.1] Sejam G e H grupos finitamente gerados que agem
compativelmente um sobre o outro. Nestas condi¢oes temos que G ® H € finitamente

gerado se, e somente se, Dg(G) e Dg(H) também sao finitamente gerados.

Demonstra¢ao. Primeiramente observemos que se G ® H ¢é finitamente gerado, entao
Dy (G) e Dg(H) também o sdo, pois s@o imagens homomorficas de G ® H (Proposigao

2.12, item (i)).

Reciprocamente, suponha que G seja gerado por zy, ...,z; € G e H por vy, ...,y, €
H. Acrescentando os inversos de z;, ¢ € {1, ...,t}, ao conjunto gerador de G e fa-
zendo o mesmo para os geradores y; de H, com j € {1, ...,r}, temos que G = (X)

e H = (Y), com X = {z1, ...,z,} e Y = {y1, ...,ym}. Consideremos também que
D¢ (H) seja gerado pelos elementos hy % hy, ..., k" h,, ¢ Dy(G) gerado pelos elementos
(g) g™, ..., (g;)*l(g;)hg, onde g1, ..., Gp, 91, 9y € G e hy, oo hy by, . k€ H.
Vamos provar que G ® H ¢é finitamente gerado. Para isso, consideremos o conjunto W

formado pelos elementos

T®Y, g®h, g@h, 2@ (h "), ((g)) " (gl)")” v,
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ondexe X, yeY, le{l, ... .p},se{l, ... ,q},e,€{-1,1} e ps € {—1,1}. Vamos
mostrar que W é um conjunto gerador de G ® H. Para tal, observe que os elementos de
G ® H podem ser escritos como um produto finito de elementos da forma (z ® y)*, em
quer € X,y €Y ezeGxH, e isso segue das relagoes definidoras de G ® H. Assim,
se mostrarmos que um elemento (z ® y)* pode ser escrito como um produto finito de
elementos de W, entao G ® H é finitamente gerado. Dessa forma, devemos observar que

a Proposigao 2.9 fornece as seguintes identidades para quaisquer g,x € G e h,y € H,

(goh)y = (gah)((g'd")®y) (3.4)

(geh) = (z@(hh)(geh) ™ (3.5)

Em particular, estas igualdades ocorrem para todos g®@ h € W,z € X ey € Y. Va-
mos mostrar que os elementos da forma ¢ '¢" ® y e + ® h™9h também pertencem a
(W). Como g~l¢g" € Dy(G), segue que podemos escrevé-lo como produto finito de
geradores de Dp(G), ou seja g7'¢" = §((g.)"(g))")", onde s € {1, ... ,q}, § €

H@) TN, - (0)7 (94" }) e e € {—1,1}. Pelo item ii) da Proposicdo 2.9,

(979" ey = g ((9;)‘1(9;)'*‘) ®y
B ATV AN _ N\ €
= (Goy@7wr) (((g;) 1(92)"3) ® y)
= (o) “@e@ o) (W) 6)") @y).
Procedendo indutivamente de maneira analoga para § ® y, concluimos que (¢~ '¢") @y €
(W). De modo andlogo mostramos que z ® h™9h € (W). Dado um elemento z qualquer

de G * H temos que z pode ser escrito como z = y;Z ou z = ;2 , onde ¢ € {1, ... ,n},

jge{l, ... ;mjeze {XUY)CG=xH. Entao, por (3.4) e (3.5)

(z@y)" = (@oy) (@7 (@) ®y))"

(x@y)" = ((zi0y ") (zey) ).
Observando que Z possui uma fatoracao finita em termos de X e Y, podemos seguir de

modo analogo ao que foi mostrado para concluir o desejado. O

Como consequéncia das Proposicoes 3.9 e 3.10, obtemos o seguinte resultado.
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Corolario 3.11. Se G e H sao grupos finitamente gerados que agem compativelmente
um sobre o outro tais que H € de tor¢ao e os derwativos Dy (G) e Dg(H) sao finitos,

entao [G, H¥] € finito.

Demonstragao. Por G, H, Dy(G) e Dg(H) serem finitamente gerados, a Proposigao
3.10 nos garante que [G, H¥| é finitamente gerado. Assim, estamos nas condigdes da

Proposi¢ao 3.9, que nos assegura a finitude de [G, H¥| como queriamos. O

3.2 Produto Tensorial nao Abeliano de FC-grupos

A fim de prosseguirmos nos estudos de critérios de finitude para o produto tensorial
nao abeliano de grupos, precisamos dedicar um pouco do nosso tempo para conhecer
os F'C-grupos. Isso se deve ao fato de Rocco, Bastos e Nakaoka [1| terem conseguido
encontrar uma caracterizacao para a propriedade de finitude do produto tensorial nao

abeliano de F'C-grupos.

Definicao 3.12. Um grupo G ¢é dito ser F'C'-grupo se qualquer elemento de G possuir
um numero finito de conjugados em G. Em outras palavras, se [G : Cs(g)] € finito para

todo g € G.

Vejamos alguns exemplos de F'C-grupos:
Exemplo 3.13. Se um grupo é abeliano ou se é finito, entao é um F'C-grupo.

Exemplo 3.14. Se o centro de um grupo G tem indice finito, entao G deve ser um

FC-grupo. Isso se deve a Cg(g) > Z(G) para qualquer g € G.

Para o préximo resultado precisamos saber o que é um grupo residualmente finito e o

que é o "core" de um grupo.

Definicao 3.15. Um grupo G é dito ser residualmente finito se para todo elemento g de

G, com g # 1, existe um subgrupo normal N, de G tal que g ¢ N, e G/N, é finito.

Definicao 3.16. Sejam G um grupo e X um subgrupo de GG. Definimos o "core” de X

em G como sendo o subgrupo ﬂgEG g 'Xg.

Nao ¢é dificil ver que o "core" de X é um subgrupo normal de G que esta contido em

X.
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Proposicao 3.17. (|14, pag. 36|) Sejam G um grupo e X um subgrupo de G com indice

finito. Entao o "core” de X em G também tem indice finito.

Proposigao 3.18. (Baer) Se G é um FC-grupo, entao G/Z(G) € um grupo residualmente
finito de tor¢ao.

Demonstra¢ao. Vejamos primeiramente que G/Z(G) é residualmente finito. Para tal,
considere g € G\ Z(G). Tomando {t;, ... ,t,} uma transversal a direita de Cs(g) em
G, temos g ¢ (), Cc(t;). Observemos também que dados a,h € G,

C(;(ah) = C(;(a)h.

Logo, temos que
A= ﬂ m Ca(t:)" = ﬂ ﬂ Ca(t}).
heG i=1 heG i=1

Desta forma é possivel ver que A é normal em G e G/A é finito por G ser FC-grupo.

Além disso,

G/Z(G)

A/Z(G)
Suponha que ¢Z(G) € A/Z(G), logo existe z € Z(G) tal que gz € A, isto é,

~ G
=T

gzl; = t;,gz = gt; = 19,

para qualquer ¢ € {1, ... ,n} que é uma contradi¢do. Com isso concluimos que G/Z(G)

¢é residualmente finito.

Mostremos agora que G/Z(G) é de tor¢ao. Considere g € G e {t; ... ,tx} uma
transversal a direita de Cg(g) em G . Por G ser F'C-grupo, B = Cs(t1) N -+ N Cq(ty)
tem indice finito em G, o que nos possibilita concluir que o "core" de B também tem
indice finito em G pela Proposicao 3.17. Assim, ¢ pertence ao "core" de B para algum
m € N, ou seja, g™ comuta com todos t;, i € {1, ... ;k}. Mas os t;’s e Cg(x) geram G, o

que implica em ¢" € Z(G). Portanto, G/Z(G) ¢ de torgao. O

Proposicao 3.19. (Lema de Dietzmann) Em um grupo G, qualquer subconjunto normal

finito consistindo de elementos de ordem finita, gera um subgrupo normal finito.

Demonstra¢ao. Seja X = {xy1,x2, ... ,z,} um subconjunto normal de G em que cada
x; tem ordem finita. Provemos que o subgrupo N = (X) é normal e finito. Quanto a

normalidade de N nao ha o que fazer. Para a finitude de N observemos primeiramente
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que por X ser um subconjunto finito e normal, |zV| = [N : Cy(z;)] < n para qualquer
i€ {l, ... ,n}. Considerando K = NI ,Cn(z;) < Z(N), podemos aplicar o Lema de
Poincaré 3.2 para concluir que |[N/K| é finito. Mas, por K < Z(N), temos |N/Z(N)|
também finito. Pelo Teorema de Schur 3.1 segue a finitude de N’. Por fim, observemos
que N/N' é finito, pois é abeliano e finitamente gerado por elementos de ordem finita.

Portanto, N também deve ser finito. O

Proposicao 3.20. Um grupo de tor¢ao G é um FC-grupo se, e somente se, para cada

subconjunto finito X, existe um subgrupo normal finito de G que contém X.

Demonstracao. Se G é um F(C-grupo e X um subconjunto finito de G, temos que o
conjunto dos conjugados de elementos de X é um subconjunto normal e finito de GG. Logo,
pelo Lema de Dietzmann 3.19, X gera um subgrupo finito normal de G. Reciprocamente,
tomando x € GG, por hipdtese existe um subgrupo normal finito F' em G de tal forma que

x € F. Disto segue que o conjunto de conjugados de x em G é finito. O

Definicao 3.21. Dados um grupo G e um subgrupo H de G, dizemos que H é totalmente

invariante se para qualquer endomorfismo « de G, a(H) < H.

Proposicao 3.22. (B.H. Neumann) Se G € um FC-grupo, entao G' € um grupo de tor¢ao.
Além disso, o conjunto dos elementos de ordem finita de G é um subgrupo totalmente

invariante que contém G'.

Demonstragao. Pela Proposigao 3.18, G/Z(G) é de torgao, e por ser também um FC-
grupo, segue da Proposicao 3.20 que G/Z(G) é localmente finito. Assim, tomando X
um subgrupo finitamente gerado de G, segue que X Z(G)/Z(G) é um subgrupo finito de
G/Z(G). Disto, e por existir um isomorfismo de X/X N Z(G) em XZ(G)/Z(G), segue
que X/ X NZ(G) é finito e assim, X/Z(X) é finito. Pelo Teorema de Schur 3.1, temos que
X' é finito. Portanto, como GG é a uniao de todos X, entao G’ é a uniao de todos tais X',
e assim, segue que G’ é de torgao. Agora vamos mostrar que o conjunto dos elementos de
ordem finita de G é um subgrupo totalmente invariante de G. Sejam z e y elementos de
G tais que 2™ = y" = 1, com m,n > 0. Assim, a classe lateral (zy~!)™"G’ coincide com
a classe G’ em G/G', isto é (zy~!)™ € G’ . Como G’ ¢ de torgao, segue que existe [ > 0,
tal que ((xy~1)™)! = (zy=1)™" = 1. Note que se tivermos um endomorfismo o de G e

x € G tal que 2™ = 1 para algum m > 0, entao
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como queriamos. a

Definicao 3.23. Um grupo G é dito ser BFC-grupo se existir um inteiro positivo n de

modo que qualquer elemento de G nao possui mais do que n conjugados.

Teorema 3.24. (B.H. Neumann) Um grupo G é BFC-grupo se, e somente se, G' for
finito.

Demonstrac¢ao. Suponha que G’ seja finito de ordem d, disto segue que dado um elemento
g € G, o numero de comutadores da forma [g,z]|, com x € G, nado pode ser maior que
d. Assim, o numero de conjugados de g nao pode exceder d. Logo, G é um BFC-
grupo. Reciprocamente, suponha que G seja um BFC-grupo e d € N um limitante
da cardinalidade das classes de conjugacao de G de tal forma que exista a € G com
exatamente d conjugados, isto ¢, [G : Cg(a)] = d. Seja {t;, ... ,t;} uma transversal a
direita de Cg(a) em G. Definindo C' como sendo a intersecao dos centralizadores de ;,
i =1, ... ,d, temos que o indice de C' em G é finito. Tomando {s;, s2, ... ,s.} uma

transversal & direita de C' em G e N o seguinte subgrupo normal de G:
N :={a,s1, ... ,5)°,

temos que N é um F(C-grupo finitamente gerado. Logo, pelas Proposicoes 3.18 e 3.20,
Z(N) tem indice finito em N, o que nos garante que N’ ¢ finito ( Teorema 3.1). Assim,
definindo H como sendo o conjunto de todos os elementos de ordem finita de N, segue da
Proposigao 3.22 que H é um subgrupo de N que contém N'. Assim, H/N’ é um subgrupo
de N/N’, que é abeliano finitamente gerado, ou seja, H/N’ é finitamente gerado, abeliano

e de torgdo. Portanto, H/N' é finito, e por N’ também ser finito, temos a finitude

de H. Disto, basta mostrarmos que G’ C N. Se r € C, entao (ra)' = wa' para
qualquer ¢ = {1, ... ,d}. Disto segue que temos d elementos distintos da forma xa' e
estes representam todos os conjugados de za. Tomando y € C, existe ¢ € {1, ... ,d} tal

que (za)¥ = za', o que implica em ¥ = za'ia™V e
[z,y] = 27 '2¥ = 27 'wa"a¥ = a"a”V € N.

Logo C' < N, e por G = CN, temos valida a cadeia de subgrupos G’ < C'N < N, o que

conclui a demonstragao. O

Estamos agora capacitados a estudar um pouco do produto produto tensorial nao

abeliano de F'C-grupos apresentado em |[1].
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Lema 3.25. Se G e H sao FC-grupos que agem compativelmente um sobre o outro e

Dy (G) e Dg(H) sao finitos, entao |G, (Dg(H))?| e [Du(G), H?] sdo finitos.

Demonstra¢ao. Como Dy (G) é finito, existem ¢y, ... ,tx € [G, H?] tais que Dy(G) =
({(t1)A, ..., (tx)A}), onde A é o homomorfismo descrito na Proposi¢ao 2.23. Assim:

k

To(Du(G), H) = | J{[t)Av7] | y € H}. (3.6)
i=1
Agora, tomando ¢ € [G,H?] dado por t = [g1,h]] --- [gs, h¥], com g1, ... ,g. € G e
hy, ..., h. € H, vale que se y € H, entao
= [g1, (h)*?] -+ g7, (RY)7].

Para quaisquer ¢ € G e y € H temos que ¢ = g(g '¢g¥) é um elemento de gDy (G),
isto ¢, variando y € H, ¢¥ € gDg(G) que é um conjunto finito por hipotese. Dessa
forma, por H ser também um FC-grupo, temos que {tV | y € H} é finito, o que garante
a finitude dos conjuntos {t;'tY | y € H} = {[(t)\y*] | y € H} para i = 1, ... ,k.
Portanto, T (Dy(G), H) é finito. Assim, a finitude de [Dy(G), H?] decorre diretamente

da Proposigao 3.9. Temos que a finitude de [G, (Dg(H))?] segue de forma analoga. O

Teorema 3.26. Sejam G e H FC-grupos que agem compativelmente um sobre o outro.
Entao o produto tensorial nao abeliano |G, H?] € finito se, e somente se, Dy (G), D (H)

e (G/Dy(G))® @z (H/Dg(H))® sdo finitos.

Demonstrag¢ao. Observemos que as agoes de G em H e de H em G induzem agcoes triviais
de G/Dy(G) em H/Dg(H) e de H/Dg(H) em G/Dg(G). Ainda, considerando o : G —
G/Dy(G) e 8: H— H/Dg(H) como sendo homomorfismos canonicos, pelo item (i) da

Proposigao 2.28 existe um homomorfismo sobrejetor
v: |G, H?| = [G/Du(G), (H/Da(H))"),

tal que [Dy(G), H?][G, (Dg(H))?] = Kery. Logo, podemos construir a seguinte sequén-
cia exata:

P
(1} = [D(G). HA)G. (De(H))?] — (6. ] — [DHCjG), (500 ] 5 (1) (37

Sabemos também que pelos Teoremas 2.13 e 2.21,

D@ (Djmﬂ (%@)) “e (ﬁ) 38

I
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Assim, se [G, H?] for finito, e por existirem epimorfismos de [G, H¥] nos derivativos Dg(H )
e Dy (G), segue a finitude dos mesmos. Ainda, pela sequéncia exata (3.7) e pela equagao
(3.8), temos (G/Dy(G))® ®z (H/Dg(H))® finito. Reciprocamente, se Dy (G), Dg(H)
e (G/Dg(G))® @z (H/Dg(H))® sdo finitos, o Lema 3.25 nos garante que o subgrupo
(D (G), H?]|G, (Dg(H))¥] ¢ finito e novamente pela sequéncia exata (3.7) e pelo isomor-
fismo (3.8) temos a finitude de [G, H¥]. O

Da Proposigao 2.23 com H = G, temos o epimorfismo

A [GGY] — G
l9,h?] — g 'h=g,h].

Logo,
©
[G’G ] ~Y G/.

Ker)

Assim, se [G, G¥] ¢é finito, entdo G’ = [G, G¥]/Ker\ também ¢é finito. Usaremos isso na

demonstracao do seguinte corolario:

Corolario 3.27. Se G é um grupo, entio [G,G¥| € finito se, e somente se, G € um

BFC-grupo e G @7 G ¢ finito.

Demonstragao. Se [G,G?] é finito, como vimos acima segue que G’ também ¢ finito.
Observando o Teorema 3.24 temos que G é um BFC-grupo. Sabemos também que o

homomorfismo canoénico de G em G/G’ induz o homomorfismo sobrejetor
¢ [G,G7] = [G™,(G™)"].

Assim, [G?, (G)¥] ¢ finito, e como [G, (G™)¥] & G ®7 G™ segue a finitude de G ®y,
G%. Reciprocamente, se G ¢ um BFC-grupo e G* ®; G & finito, temos que G’ & finito
pelo Teorema 3.24. Logo, uma vez que Dg(G) = G’, podemos aplicar o Teorema 3.26

para concluir que [G, G¥] é finito. O



CAPITULO 4

PROPRIEDADES DE FECHO DO PRODUTO

TENSORIAL NAO ABELIANO

No capitulo anterior vimos que a propriedade de finitude é fechada sob a formacao do
produto tensorial nao abeliano de grupos. Visscher [20] (veja também [13]) mostrou que
se Dg(H) ou Dy (G) é soluvel (respectivamente nilpotente), entdo G @ H é soluvel (res-
pectivamente nilpotente). O objetivo deste capitulo é apresentar o estudo de Donadze,
Ladra e Thomas feito em [6] em que apresentam outras propriedades de fecho do pro-
duto tensorial nao abeliano de grupos. No trabalho desenvolvido por estes autores duas
extensoes centrais tiveram um papel fundamental. A fim de apresenté-las tomemos G e
H grupos que agem compativelmente um sobre o outro. Segue da Proposicao 2.12 que

existem homomorfismos de grupos A: G @ H — Dy (G) e p: G ® H — Dg(H) tais que
(goh)A=g'g" e (g@h)u' =h"h

para quaisquer ¢ € G e h € H. Além disso, Ker(\) e Ker(u) sdo centrais em G ® H.

Assim temos as seguintes extensoes centrais

{1} 5 A GeH S Dy(G) — {1}, (4.5)
{1} 5 B™S Go H Dg(H) — {1}, (4.6)

onde A = Ker(\) e B= Ker(u). Donadze, Ladra e Thomas fizeram uso dessas extensoes
centrais para demonstrar de forma mais simples que o produto tensorial nao abeliano de

grupos nilpotentes (soltveis) é também nilpotente (soluvel).

Teorema 4.1. Se G e H agem compativelmente um sobre o outro, entdo valem as se-

guintes afirmagoes:
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(i) Se Dy (G) € solivel de comprimento derivado l, entdo G ® H € solivel de compri-

mento deriwado | ou | + 1;

(i1) Se Dy(QG) € nilpotente de classe ¢, entao G @ H € nilpotente de classe ¢ ou ¢+ 1.
Demonstracao. Consideremos a seguinte extensao central:
(1} 5 A GeH S Dy(G) — {1},

onde (@ h)p =g lg", comgehe G H,e A= Ker(¢).
(i) Segue imediatamente do fato que G ® H/A = Dy (G) e que A é central em G ® H.

(ii) Para provar este item vamos usar a extensao central acima e Proposi¢ao 1.17. Por
A ser abeliano, entao é soluvel de comprimento derivado no méaximo 1 e, portanto, G ® H

é soluvel de comprimento derivado no maximo [/ 4+ 1 e no minimo /.

(iii) Observemos que G ® H/A = Dy (G) é nilpotente de classe c e A < Z(G ® H).
Assim podemos aplicar a Proposicao 1.19 para concluir que G ® H é nilpotente de classe

couc+ 1. O

Observemos que os itens (ii) e (iii) do resultado anterior nos garantem que se G e H
sao nilpotentes (respectivamente, soluveis), entdo G ® H também é nilpotente (respecti-

vamente, solivel), uma vez que estas propriedades sao fechadas para subgrupos.

Continuemos no estudo dos resultados presentes em [6]. Temos que se pedirmos G
nilpotente, o produto tensorial nao abeliano de G por H é nilpotente de classe no méximo
c(Dg(G)) + 1. Mas sera que € possivel encontrar uma limitagao melhor para a classe de

nilpoténcia de G ® H? A resposta é afirmativa, como mostra o resultado a seguir.

Proposicao 4.2. Sejam GG e H grupos nilpotentes de classe n e que agem compativelmente

um sobre o outro. Nessas condigoes, G @ H € nilpotente de classe no mdximo n.

Demonstracao. Para demonstrar esta proposicao basta verificarmos que

Y1 (G ® H) = {1}. Para isso, mostremos que x 'yx = y para qualquer z € 7,(G ®
H) ey € G® H. Para tal, consideremos g ® h sendo conjugado por [¢1 ® hi, g2 ®
hay -+ ,gn @ hyl, sendo g,q1, ... g, € G e h,hy, ... ,h, € H. Assim, pela Proposigao

2.9 e lembrando que por hipotese G e H sao nilpotentes de classe n, temos, considerando
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<g ® h)[g1®h1,92®h2, <, gn®hn] a:

a = (g X h)[[glJll]v[gQ,hQ], o lgn,hnl]
g[[glyhl],[gz,th ’[gn’h”” ® h[[gl7h1]a[g27h2]7 7[gn,hn”

—1 h —1 _h — - — _
fr— g[gl lgll 792 1g227 =t Gn 192”] ® h[hl glh17h2 g2h27 7hngnhn]
= g®h.

Disto segue o requerido. O

Na demonstragao apresentada acima nao usamos o fato que 7,-1(G) # {1}. Por
tal motivo poderfamos melhorar o resultado anterior pedindo somente que G e H sejam
nilpotentes; neste caso, cl(G ® H) < max{cl(G),cl(H)}.

Na Proposicao 1.9 vimos que se GG é nilpotente de classe n, entao G’ é nilpotente
de classe no méaximo |n/2|. Isso nos faz pensar se algo parecido ocorre com a classe
de nilpoténcia do quadrado tensorial nao abeliano de um grupo nilpotente e, de fato,
acontece, conforme veremos a seguir:

Proposicao 4.3. Se G ¢ nilpotente de classe n, entio G ® G também € nilpotente de

classe no mdzximo {%W

Demonstragao. Para facilitar notagao consideremos (%W = ¢. Vamos mostrar que o (¢+1)-
ésimo termo da série central inferior, v,41(G ® G), ¢é trivial. Para tal, observemos que

pelo Lema 1.8, temos
[1(G"), Gl = [14(12(G)), G] < [124(G), G] < [1(@G), G] = {1},
ou seja, Y,(G’) é central em G. Assim, sendo um gerador de v,(G ® G) dado por
t=1[91®91,02 @ gy, -, 9g @ g]
onde g1, ... ,9¢: 91, - 9y € G, e tomando a ® b € G ® G, segue da Proposigao 2.9

(a ® b)t _ (a ® b)[g1®g£,g2®g’2,---79q®9f1]

= (a® b)[[g1,g’1]7[92,g§}7~- 199,951

! ! ’
-1 91 —1 92 -1 _9q
91 91 +92 9275---:9q Yq
= a®b,
_ ’ _ / B g/ 3 .
uma vez que [gl Yolt g g9, .. » 94 Yga*| € 7,(G"), o qual & central em G. Isso conclui a

demonstracao. O
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Vejamos alguns exemplos de que podemos ter do quadrado tensorial.

Exemplo 4.4. Se G ¢ nilpotente de classe 2, entao G ® G é abeliano. De fato, pela

proposicao anterior segue que G ® G tem classe 1, ou seja, G ® G é abeliano.

Exemplo 4.5. Se G for abeliano nao trivial, entao G ® G = G ®z G que também ¢é

abeliano nao trivial.

O proximo resultado foi mostrado por Moravec em [11]. Observamos que a demonstra-
¢ao dele faz uso de argumentos de Homologia. Recentemente, Bastos, Nakaoka & Rocco

conseguiram provar em |[2| este mesmo resultado somente com argumentos algébricos.

Teorema 4.6. [11] Sejam G e H dois grupos que agem compativelmente um sobre o outro.

Se G e H forem policiclicos, entao G ® H também é.

Usando este teorema, Donadze, Ladra e Thomas provaram o seguinte:

Teorema 4.7. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Se G e

H sao supersoliveis, entao G ® H € supersolivel.

Demonstracao. Consideremos a extensao central:
{1} 5 A5 GoH D Dy(G) — {1},

em que A = Ker()). Por hipotese, G e H sao supersoluveis e, consequentemente, polici-
clicos. Dessa forma G ® H é policiclico pelo Teorema 4.6. Assim, A é um grupo abeliano

finitamente gerado, donde é possivel exibi-lo como um produto direto de um niimero fi-
n

nito de grupos ciclicos, digamos, A = H A;. E claro que cada A; é um subgrupo ciclico
i=1
normal de G ® H, pois A < Z(G ® H). Nao ¢é dificil ver que a sequéncia abaixo é uma

extensao central
G H wy G H

1-ab 5, St

em que By = HA“ os homomorfismos w; e f; dados por (tBg)w; = tA e (a)fiy = aBs
=2
para quaisquer t € G® H e a € A;. Como

GRH GoH
= = Du(G),

Y

G® H/B,y
ABy/By,  ABy, A
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¢ possivel aplicar a Proposi¢ao 1.18 para concluir que G ® H/Bs é supersolavel. Consi-

derando agora a extensao central

GoH ., G&H
B3 4 32 _>{1}7

(1} > A, 53

n
onde B; = HAi e fo e wy sao definidos de forma andloga a f; e wy, respectivamente,
i=3
teremos G ® H/Bjs supersoliuvel. Repetindo este processo indutivamente n vezes, conclui-
mos que G ® H/B,, = G ® H/A, é supersoluvel, com A, ciclico. Logo, novamente pela

Proposicao 1.18, podemos concluir que G ® H é supersolivel. O

Inspirados nos Teoremas 4.1 e 4.7 , Donadze, Ladra e Thomas investigaram quais
outras propriedades sao fechadas sob a formacao de produtos tensoriais nao abelianos de

grupos.

Proposicao 4.8. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro e supo-

nha que P € uma propriedade de grupos que satisfaz as sequintes condigoes:

(i) Se um grupo J tem a propriedade P, entio qualquer subgrupo normal de J tem a

propriedade P;

(1) Se um grupo J tem a propriedade P, entio qualquer extensio central de J tem a

propriedade P.
Nessas condigoes, se G ou H tem a propriedade P, entao G ® H também possui.

Demonstracao. Suponhamos sem perda de generalidade que G tem a propriedade P; logo
por (i), Dg(G) também possui. Assim, considerando a extensdo central (4.5), de (ii),

podemos concluir que G ® H tem a propriedade P. O

Definicao 4.9. Sejam P e () duas propriedades de grupos. Dizemos que um grupo G é
P-por-@) se existir um subgrupo normal N de G tal que N tem a propriedade P e G/N
tem a propriedade Q).

Como consequéncia da proposicao anterior temos o seguinte corolario:

Corolario 4.10. Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro. As

sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
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(i) Se G ou H € solivel-por-finito, entdo G @ H também é;
(11) Se G ou H € nilpotente-por-finito, entao G @ H também é.

Demonstragao. (i) Primeiro vamos provar que a propriedade solivel-por-finito satisfaz as
condigoes (i) e (ii) da Proposigao 4.8. Para isso seja J um grupo soluvel-por-finito. Entao
existe um subgrupo solavel normal S de J tal que J/S é finito. Disso, obtemos a seguinte

sequéncia exata:

{1} - S —=J—= F = {1},

onde F' = J/S. Queremos provar primeiramente que qualquer subgrupo normal de J é

soltivel por finito. Assim, seja N < .J. Existe uma sequéncia exata:
{1} = SNN —- N — F; — {1},

em que F} é um subgrupo de F' e, portanto, finito. Como SN N é soluvel e normal em N
e N/(SNN) = F; é finito, podemos concluir que N é solavel-por-finito. Agora, provemos
que qualquer extensao central de J é soluvel-por-finito. Tomando uma extensao central
de J arbitréaria

(y>c—=EL T {1,

podemos pensar na extensio central {1} — C — (S)f~! — S — {1}. E claro que (S)f™!
¢ normal em F e é soluvel pois é uma extensdo central de um grupo soluvel (Proposigao

1.17). Para mostrar que E/(S)f~! ¢ finito observemos que as extensoes centrais anteriores

nos fornecem que E/C = Je (S)f~'/C = S. Disto temos

E_ . _EIC _J_,
@Sy s

Logo E/(S)f~! ¢ finito, e concluimos que E ¢ soluvel-por-finito. Agora, pela Proposicao

4.8, se G ou H ¢ soluvel-por-finito, entdo G ® H também é. A demonstragao do item (ii)

segue de forma anéloga. O

Para o proximo resultado, observamos que dada uma propriedade P de grupos, um

grupo é localmente P se qualquer subgrupo finitamente gerado possui a propriedade P.

Lema 4.11. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro e suponha

que P € uma propriedade de grupos que satisfaz as sequintes condigoes:

(a) P € fechado sob subgrupos e imagens homomdrficas;
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(b) P € fechado sob a constru¢ao de produtos tensoriais nao abelianos de grupos.
Nessas condigoes, se G e H forem localmente P, entao G @ H € localmente P.

Demonstra¢ao. Por definicao precisamos mostrar que qualquer subgrupo finitamente ge-
rado de G ® H possui a propriedade P. Assim, seja X um subgrupo finitamente gerado
de G® H e sejam zq, ... ,x, geradores de X, onde x; = H;Z:l Gij @ hij, comi =1, ... n.
Defina agora G; como sendo o subgrupo de G gerado pelos elementos g;;’s e H; o subgrupo
de H gerado pelos h;;’s. Pelo item (a) Gy e H; tém a propriedade P; assim, pelo item (b)
G, ® Hy satisfaz P. Pelo Teorema 1.27 existe um homomorfismo ¢ : G; ® Hy - G ® H
tal que (g1 ® h1)Y = g1 ® hy, para quaisquer g; € Gy e hy € H;. Pelo item (a), Im(v)
tem a propriedade P e como claramente X C Im(t), podemos concluir que X tem a

propriedade P, como queriamos. O

A partir deste lema podemos provar o seguinte resultado:

Proposicao 4.12. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro, as

sequintes propriedades sao validas:

(i) Se G e H sao localmente nilpotentes, entio G @ H também é;
(i) Se G e H sao localmente soliveis, entao G ® H também é;
(1) Se G e H sao localmente supersoliveis, entao G @ H também é;
(iv) Se G e H sao localmente policiclicos, entio G @ H também é;

(v) Se G e H sao localmente finitos, entao G @ H também é.

Demonstragao. (i) Sabemos que todo subgrupo e toda imagem homomorfica de um grupo
nilpotente sao nilpotentes. Além disso, pela Proposi¢ao 4.1, o produto tensorial nao abe-
liano de grupos nilpotentes é nilpotente. Assim, pelo Lema 4.11, se G e H sao localmente

nilpotentes, entao G ® H também é.

Os demais itens seguem de forma analoga. O
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