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Resumo

Palavras-chave: s-nimeros em espacos quase-Banach, s-niimeros multilineares, nu-
meros de entropia, nimeros de aproximacao, nimeros de Kolmogorov, nimeros de Gel-

fand.

Este trabalho visa estudar alguns s-ntimeros associados a operadores lineares e multi-
lineares continuos entre espagos quase-Banach. Para o caso linear, estamos interessados
principalmente em demonstrar algumas propriedades operatorias, relacdo com compaci-
dade e algumas estimativas (para o caso de dimensdo finita) que esses niimeros possuem.

Para o caso multilinear, definimos os niimeros de aproximacao, Kolmogorov e Gelfand
de um operador multilinear continuo do modo mais natural possivel, a fim de que os dois

primeiros tenham de fato a propriedade de serem sequéncias de s-niimeros.



Abstract

Key words: s-numbers on quasi-Banach spaces, multilinear s-numbers, entropy num-

bers, approximation numbers, Kolmogorov numbers, Gelfand numbers.

This work aims to study some s-numbers of continuous linear and multilinear operators
between quasi-Banach spaces. For the linear case, we are interested mainly in demonstra-
ting some operative properties, relation with compactness and some estimates (for finite
dimension case) that these numbers have.

For the multilinear case, we define the approximation numbers, Kolmogorov and Gel-
fand of a continuous multilinear operator in the most natural way possible, in order to

that the first two actually have the property of being sequences of s-numbers.
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INTRODUCAO

A teoria axiomética de s-niameros foi introduzido por Albrechet Pietstch no contexto
de espacgos de Banach. Este trabalho visa um estudo introdutorio sobre a teoria axioméa-
tica de alguns s-ntimeros em espagos quase-Banach, para o caso de operadores lineares
e multilineares continuos. Também estudaremos os niimeros de entropia (que nao sao s-
nimeros) mas que possuem propriedades muito interessantes, e a0 mesmo tempo analogas
com a teoria axiomatica de s-nimeros.

Nosso estudo foi baseado principalmente no trabalho de Gerhold "Entropy-, Appro-
ximation- and Kolmogorov Numbers on quasi-Banach Spaces" [12], e é focado em de-
monstrar propriedades operatorias, relacao com compacidade de operadores e algumas
estimativas (para o caso de dimensao finita) que esses nimeros possuem, além de introdu-
zir o conceito de s-nlimeros multilineares. Isto é, estamos interessados de modo geral, em
fazer um apanhado de resultados relativos a teoria axiomatica de s-niimeros para espacos
quase-Banach.

Para iniciar nossos estudos, dedicamos o primeiro capitulo a definicoes e resultados
necessarios para a teoria que se segue, principalmente focados em espagos quase-Banach e
p-Banach. Sentimos a necessidade de organizar uma sequéncia de resultados, mesmo que
béasica, sobre esses espacos, pois normalmente nao os encontramos em um tnico texto.

No segundo capitulo, tratamos de definir o que sao os s-niimeros associados a um
operador linear e limitado 7' : X — Y entre os espacos quase-Banach X e Y. Definimos
também, ntimeros de entropia, aproximagao, Kolmogorov e Gelfand, mostrando que os
trés ultimos, para o caso linear, de fato sao s-ntmeros. Nesse capitulo, também esten-
demos alguns resultados a respeito de numeros de Gelfand em espacos de Banach para
espacos quase-Banach, além de mostrar algumas relacoes com compacidade que esses
niimeros possuem.

J& no capitulo 3 discutimos algumas desigualdades entre os ntimeros definidos no ca-
pitulo 2. A motivacao para esse estudo é a desigualdade de Carl, que relaciona alguns
s-nimeros e nimeros de entropia. Comecamos o capitulo apresentando algumas rela-

coes com teoria espectral para introduzir uma estimativa muito conhecida de ntimeros de



SUMARIO 2

entropia usando autovalores de um operador linear entre espacos quase-Banach. Poste-
riormente apresentamos algumas relacoes ja conhecidas entre ntimeros de aproximacgao,
Kolmogorov e entropia, além de apresentar um estudo mais recente de Vybiral, Kolleck
e Hinrichs para desigualdade de Carl usando nimeros de Gelfand. Tais desigualdades
sao muito importantes para o que se segue na teoria, principalmente para demonstrar
estimativas desses niimeros para o caso de espacos quase-Banach de dimensao finita.

No capitulo 4 estao algumas estimativas dos s-niimeros definidos no texto, além do
numero de entropia, para o caso do operador identidade entre os espacos quase-Banach de
dimensao finita £} e ;. Também inserimos nesse capitulo estimativas recentes relativas
aos numeros de Gelfand, onde faz-se o uso do Teorema de Carl.

No quinto e dltimo capitulo, introduzimos o conceito de s-ntimeros relativos a opera-
dores multilineares continuos entre espacos quase-Banach, generalizando a definicao dada
por Fernandez, Mastylo e Brandani recentemente em [9]. Com isso, conseguimos mostrar
usando estratégias parecidas com as do caso linear, que os niimeros de aproximagao e de
Kolmogorov sao s-niimeros, porém nao podemos garantir que os nimeros de Gelfand sao
s-numeros. Também mostramos algumas desigualdades entre esses ntimeros e relacoes

com compacidade que facilmente conseguimos generalizar do caso linear.



CAriTULO 1

CONCEITOS INICIAIS

Nesse capitulo faremos um breve apanhado do que diz respeito a defini¢coes, exemplos
e alguns resultados de espacos quase-normados. Introduziremos também o conceito de
espaco p-normado e mostraremos que em um certo sentido existe uma equivaléncia entre
trabalhar com espacos quase-normados e p-normados, para uma p-norma adequada. Tais
resultados sao de fundamental importancia para nosso estudo, e normalmente nao sao
encontrados em um mesmo texto, e devido a isso, sentimos a necessidade de criar uma
sequéncia para apresenta-los.

Salvo mencao contraria, sempre denotaremos K como corpo dos niimeros reais ou dos
nimeros complexos. As defini¢oes a seguir podem ser encontradas em |8, Sec. 1] e [12,
Sec. 1].

1.1 Espacos quase-Banach

Definigao 1.1. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K. A fungao ||.|| : X — [0, 00)

€ dita ser uma quase-norma se satisfazer as sequintes condicoes:
i) ||z|] =0 = 0;
i) [[Az|] = [AL|]]
i) |z +yl| < C(||lz|| + |lyl]), para algum C > 1, e para todos x,y € X e A € K.

Veja que esta definicao difere da de norma apenas pela desigualdade triangular, que

nesse caso, recebe o nome de desigualdade quase-triangular em (77).

Definicao 1.2. As bolas aberta e fechada centradas em a € X e raio v > 0 com respeito

a essa quase-norma sao respectivamente:

B,, ={rxeX||lzr—a|| <r}, B, ={reX|lz—a|ll <r}.



1.1 Espacos quase-Banach 4

Por simplicidade escrevemos Bx e Bx para as bolas unitdrias abertas e fechadas, respec-

tivamente, do espaco X com respeito a essa quase-norma.

Observacdo 1.3. E fdcil ver que X € um espaco vetorial topoldgico de Hausdorff com

respeito a topologia gerada pelas bolas abertas da quase-norma.

Um fato curioso sobre quase-normas ¢ que elas nao induzem naturalmente métricas,
falhando na desigualdade triangular, como esperado. Entretanto, tal topologia é metri-

zavel, como veremos na Observacao 1.9.

Proposicao 1.4. Munidos dessa noc¢ao de topologia, podemos definir convergéncia de

forma natural e ver que:
i) A sequéncia {x,}, C X converge a x € X < lim ||z, — z|| = 0;
n—oo
ii) A sequéncia {x,}, C X é de Cauchy se lim ||z, — x,|| =0.
m,n—o0

Definicao 1.5. Dizemos que o espaco vetorial quase-normado X € um espaco quase-

Banach se for completo com respeito a topologia induzida por essa quase-norma.

Exemplo 1.6. Consideremos K=R ou K=C e 0 < p < 00. Os conjuntos da forma

0 ={x = (21,22, ..., 7,); x; € K},

n 1/p
equipados com ||z||, = (Z |$1|p> sGo espagos quase-Banach, tomando a constante
i=1
Cc=2r"

Demonstraremos tal fato a seguir no texto.
Considerando 1 < p < oo as quase-normas viram normas e temos (C”, ||z|[,) ou (R, ||z]|,)
espacos de Banach muito conhecidos em Analise Funcional, assim, fica explicito que nor-

mas sao também quase-normas.

Observagao 1.7. Se olharmos para 0 < p < 1 vemos que a quase-norma ||.||, cumpre
a desigualdade ||z + y||P < ||z||P + ||y|[P. Essa desigualdade é chamada de desigualdade

p-triangular e € o que motiva nossa prorima definicao.
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1.2 Espacos p-Banach

Definicao 1.8. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K. A funcao ||.|| : X — [0, 00)
é dita ser uma p-norma se satisfazer as condigées i) e ii) da Definicdo (1.1) e em adicdo,

existir 0 < p < 1 cumprindo iii)':
i) ||z +yl[P < [l|[” + [ly||P

Observagao 1.9. Toda p-norma induz naturalmente uma métrica fazendo d(z,y) =
||z — y||?, assim podemos herdar naturalmente as definigoes e resultados cldssicos sobre
topologia em espacos métricos, e fica subentendido que o leitor os conheca.

Diremos que um espagco p—normado € p—Banach quando for completo com relacio a

métrica dita acima.

Observacao 1.10. Todo espaco de Banach é também p— Banach, pois naturalmente toda

norma € uma p— norma, para p = 1.

Exemplo 1.11. Consideremos 0 < p < 1. Os espacos

5; ={z = (21,29, ..., %y, ); z; € K},

b, = 0,(N) = {x = (z1, 2, ..., T, ),Z |z;|P < 00 z; € K},
i=1

equipados com ||z|| = (31—, |xi\p)1/p, ellz]] = (O, |xi|p)1/p respectivamente, sao espa-

cos p — Banach.

Antes de demonstrar tal fato, precisamos do

Lema 1.12. Considere a e b niimeros reais nao negativos. Entao (a4 b)P < aP 4 bP.

¢ ed=

Demonstracao: De fato, tome ¢ =
a+b a+b

e note que
ct+d=1¢e 0<c<1,0<d<1

ComoO<p<l1 temos1<c<c’el<d<dP, de onde segue

a P b P
1<
_(a—i-b) +<a—i—b>
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Demonstracao: A demonstracao do Exemplo 1.11 foi dividida em alguns passos:
(1) Primeiramente, dados x, y nimeros reais ou complexos e 0 < p < 1, entao |z+y|P <
2P + [yl

De fato, como | . | € uma norma sobre R ou C temos
|z +yl” < (lz] + [y])",
substituindo a = |z| e b = |y| no Lema 1.12 chegamos no almejado
[z +yl” < (J=] + )" < |z + |y[”.

(4i) Para £}, utilizamos o item (i), isto ¢é,
n

e+ yll? =Y i + wil” = lws + P + o2+ olP + . + [0 + ynl?

=1
< Jar P+ gl 2o+ gl 4 2l lyal? = Y il D Lyl = el P+ lylP
=1 =1

(¢4i) Para o caso geral, dados © = (21, 22, ..%0, -..), ¥ = (Y1, Y2, -, Yn, -..) € Cp.

Pelo item anterior
n n n
Z |z +yil” < Z |i|” + Z vil”,
i=1 i=1 i=1
vale para todo n € N, de onde,

n n n
; ) 1P < 1 P i |P
,}LTOEW +ylP < Jggozl\le +JE&2‘%| < 0.
= 1= =

Isso mostra que se z,y € ¢, entdo x+y € {, e vale a desigualdade p—triangular, como

querfamos.

Por outro lado, para a completude desse espaco, considere (2(™),, uma sequéncia de

Cauchy em ¢,, onde a cada m € N, (xg-m))j ¢ uma sequéncia em K. como
m k m
27 =) < [l = 2O,

e (z™),, é de Cauchy, a cada j € N fixado, (xgm))m ¢ uma sequéncia de Cauchy em K,

logo converge a algum elemento de K, que chamaremos z;. Defina z = (x;);, mostraremos
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que z € 7 e que (z(™),, converge a x em £,
De fato, primeiramente, do fato que toda sequéncia de Cauchy é limitada em um

espaco métrico, existe um limitante o > 0, e Vm, k € N

m k m m
>l = PP <l — 2O < [l 4 |27 < 20 (1.1)
j=1

Perceba que a primeira desigualdade ocorre por que consideramos a soma finita, até

s € N qualquer. Tomando entao m — oo temos

D lay -4l < 20

J=1

Agora, olhando para £, ja mostramos que vale a desigualdade p-triangular, resultando

S S S
k k
D lal” =D a1 < ey — T < 20,
J=1 J=1 J=1

para s € N e k € N. Assim, tomando k — oo

em

S

Dl < 20+ (a7,
j=1

para todo s € N. Logo, = (z;); € {,. Resta-nos mostrar que a sequéncia (z™),,
converge a x em (7.

Dado € > 0, como (:U(m)) é de Cauchy, existe ng € N tal que se m, k > ng, entao

Y

DO M

1
S P
m k m
(eri- >—w§>\p) < [ — 2|, <
j=1

para todo s € N, Tomando & — oo e m > ng segue que

1

s »
} : (m) €
(jl K xj|p> : 2

Como tal afirmacao vale para todo s € N, tomando o limite de s — co e m > nyg
temos

lat™) — =], <e,

Ccomo queriamos.
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Teorema 1.13. Seja 0 < p < 1 e Q um conjunto mensurdvel a Lebesque (@ C R™ ou
Q C C"). Seja f uma fungao de Q para R ou C, o espago de fungoes LP € definido como

o espaco de todas as funcgoes de mddulo p—integrdvel a Lebesgue, isto €,

[ 1#pd < o
Q

Nesse espaco, definimos a p—norma.

1/p
1]l = (/ﬂ|f|pdu> .

Nessas condicoes, tal espagco € p— Banach.

Assim como ¢,, é fato sabido que L” para 1 < p < oo é um espaco de Banach.
Curiosamente, quando olhamos para 0 < p < 1, assim como no exemplo anterior, tal
espaco ¢ também p—Banach.

Demonstracio: B facil ver as propriedades (i) e (i) de p-norma. Para a desigualdade p-
triangular, usaremos novamente a subaditividade da func¢ao f(z) = 2 quando 0 < p < 1.
Usando a desigualdade triangular de modulo e substituindo a = |f| > 0e b= |g| > 0

no Lema 1.12, vale a desigualdade

|f+gl” < (fI+ gD < [P+ [gl”

Como f, g sao de médulo p—integravel a Lebesgue, temos que a soma também é, e

[ +arans [+ loran= [ 1rdu+ [ loPan

em outras palavras,

vale

1+ gllze < 1AL + llgllZs-

Com relagao a completude desse espaco, o intuito é generalizar o caso p > 1, encon-
trado em |3, Theo. 4.8]. A ideia geral é utilizar o fato que L é um espago métrico, com
a métrica definida em Observacao 1.9. Logo, basta mostrar que qualquer sequéncia de
Cauchy possui uma subsequéncia que converge.

De fato, seja (f,), uma sequéncia de Cauchy em LP, podemos escolher a cada k € N,
£ = zik e extrairmos um subsequéncia (f,, ), da seguinte forma:

Primeiramente para ¢; = %, encontramos n; € N tal que se m,n > n; entao

1
Hfm - fn||LP S 5
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Assim, fixamos f,,. Para f,,, tome e; = 2%, e novamente encontramos ny > ny tal
que se m,n > ng, vale
1
1 = fallis < o,
em particular,
1

||fn2 - fm”LP < 5

Procedendo indutivamente, encontramos f,, tal que

1

ankJrl fHkHL” —ﬁ

Mostraremos agora, que tal subsequéncia converge em LP. Por simplicidade, denote
fn. = fx- Defina go(z) := 0 e para todon > 1

= Z | fre1(z) — fil,
k=1

e veja que

ga(@)P <D | fia(@) = fil”.
k=1

de onde, g € LP, pois a diferenca fri1 — fr €P, e

/Q|g”|pd” < Z/Q | ferr (@) = flPdp < Z [ frr1 = fellzr < Z o5 <L
s

Como consequéncia do Teorema da Convergéncia Monotona, g, () converge pontual-

mente a um limite, que chamaremos de g(x) := lim,_, g,(7) em quase todo ponto de 2

/Ig|”du= 1im/|gn|”du7
Q n—oo Q

Por outro lado, para todo m > n > 2, fazendo uma soma telescépica, e usando a

e,

isto é, g € LP.

deigualdade triangular do médulo seguidas vezes, veja que

() = fo ()] < [fm (@) = fna ()| 4 o4 [ g (2) \fZ!ka — fi(@)] (1.2)
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Mas, para q.t.p. em 2

D frna(@) = filz)| = i|fk+1($) — @)+ ) fen (@) = fu@) + D ferr(2) = fil@)],
isto é,
9(x) = gna (@) + D> _|fera (@) = (@) + D fesa (@) = ful@)].
k=n k=m

Assim, em 1.2 temos em q.t.p. de €.

|[fm () = fu(@)] < 9(2) = gna(2),

de onde vemos que (fi(x)); é de Cauchy em K que é completo, e podemos chamar de

f(x) :=lim, o fn(x). Logo, tomando o limite em m na desigualdade acima, segue

|f(z) = fulz)] < g(z) Yn>2.

Como g é p-integravel, temos que f — f, estd em LP, de onde f € LP. Finalmente,
resta-nos mostrar que || f, — f||z» tende a zero. Isso se deve ao Teorema da Convergéncia
Dominada, pois |f, — f|P < g’ € L' e |fu(z) — f(z)]? — 0 em q.t.p. de Q. O

O proximo Lema serd usado diretamente para provar que toda p—norma é também

quase-norma, portanto é de fundamental importancia em nosso trabalho.
Lema 1.14. Dados 0 < p <1 e a,b dois numeros reais nao negativos, vale
VPl 4 b) > (aP + bP)P,
Demonstragao: Isso sai diretamente do fato que a funcao real f(z) = 2P (x > 0) é

concava, isto ¢, f(ta+ (1 —t)b) > tf(a)+ (1 —t)f(b) Va,b>0et € [0,1]. B

Assim, dados a,b > 0 e tomando t = % temos

isto é,
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277 (@ + b)P > (af +b),

portanto,

2%_1(a+b) > (aP + bP)'/?P.

O proximo resultado nos permite catalogar varios exemplos de espagos quase-Banach.

Teorema 1.15. Toda p-norma € também uma quase-norma, tomando C' = 251,

Demonstracao: Usando a desigualdade p—triangular, basta mostrar que para todo x,y €

X, existe uma constante C' > 1 cumprindo

[l +yll < (2]P + [yl < Cll«]] + lyl])-

Para isso, tomamos a = ||z|| > 0 e b= |]y|| > 0 no Lema 1.14 e segue imediatamente

o desejado
1
20~ ([l + Myl = (P + [yl ),

basta tomar C' = 2» " pois, 251 > 1 para todo 0 < p < 1. O

Observacao 1.16. Pelo Teorema 1.15, e o Coroldrio 1.27 (que veremos adiante), con-
sequimos fazer uma lista de vdrios epacos que sao além de p-Banach, quase-Banach.

/p

1
n
i) £y = {2 = (1,72, ...,1,); v; € K} equipado com ||z|[, = (Z |z |P 8GO espagos
i=1
quase-Banach se 0 < p < oo, em particular p-Banach quando 0 < p < 1.

it) 0 = {x = (x1,22,...,xn); T € K} e ||2]|e := maxi<;<, |7;| temos um espago de

Banach e portanto quase-Banach com C = 1.

i11) L, = 0,(N) = {x = (21, 29, ...,xn,.);z |z;|P < 0o x; € K} equipado com ||z||, =
i=1
0 1/p
(Z ]mi\p> sao espacos quase-Banach se 0 < p < oo, em particular p-Banach
i=1

quando 0 < p < 1.

i) loo = loo(N) = {z = (21,29, ..., Zp, ..);SUP;ey |Ti| < 00 z; € K} equipado com

||Z||co := Sup;en |zi| € um espago de Banach, e portanto quase-Banach.
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v) LP = {f: Q= K; [, |fIPdp < o0}, equipado com || f||r» = ([, |f|Pdp)'/? como no
Lema 1.13 é um espago p-Banach quando 0 < p <1 e portanto quase-Banach. No

caso geral, valeu que tal espaco € quase-Banach no caso geral 0 < p < oo.
vi) L>* = {f : Q — K;f é limitada em q.t.p. de Q} equipado com ||f||p=~ :=
inf{C; |f(x)| < C em q.t.p. de Q}.

Veja que nos casos acima, quando restringimos p > 1, as desigualdades p-triangulares
viram desigualdades triangulares, e entao temos espacos de Banach. Assim, toda a teoria

que se desenvolvera vale para esses espacos com qual ja temos afinidade.

1.3 Topologia

Nesta secao veremos alguns resultados de topologia em espacos quase-normados e
apresentaremos uma das ferramentas mais importantes nesse sentido, o Teorema de Aoki-
Rolewics. Esse teorema pode ser encontrado em [12, Theo. 3, p. 5] ou em |7, Theo. 1.1,
p. 20].

Teorema 1.17. (Aoki-Rolewics versao quase-norma). Seja X um espago vetorial e ||.||

uma quase-norma. Entao existe uma p-norma ||.||o equivalente a quase-norma dada.

Demonstracao: Defina

[|z[lo = inf  {[JolP o+ ]+ 2wl P

r=x1+T2+...+Tm

o infimo sobre todas as combinacoes possiveis que gerem x. Vamos mostrar que tal regra
satisfaz as condicoes de p-norma.
Primeiramente, para mostrar que ||z||g = 0 <= z = 0 usaremos o fato que prova-

remos em 1.3:
[z|] = [|lz1 + 22 + o + 2| < Collza||P + [[2z2l[P + oo+ [|zm|[7,

onde 2 < (Cj, assim:

||zl] = inf |lz1taot. Fan|| < Co _ inf {ffz|[P+|[zo] P4 A zm] P} = [l2llo,
r=x1+x2+...+Tm r=x1+x2+...+Tm

logo, se ||z||o = 0, entao ||z|| = 0, de onde = = 0.
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O segundo item sai imediatamente por propriedade de infimo. Para o item iii) da

definicao de p-norma, veja que

P = inf hql||? hal|P + ... h Pl
oyl =, b (P el ell?)

Onde, h; = z; + y; para todo i € {1,2,...,m + n} completando com zeros caso

necessario. Usando que se A C B entao inf B < inf A, temos:

P < inf Py P Py P
lotyllb< bl ol P+ ),

e do fato de que
inf a+ b < inf a+ inf b,
a€AbEB acA beB
implica em

P < inf P |l inf P4 lyallPY (1.3
lotllf< it Pt ol (Pl (13)

_ p p
= |l=lfo + lyllo-
Para mostrar a equivaléncia, exibiremos duas constantes positivas K; e K tais que:

Kil|-llo < [ < Ka|-[]o-

A desigualdade K;||.|[o < [|.|| é verificada facilmente, tomando K; = 1 e vendo que:
lello=_ inf  {llz1|P + |22l + ... + [[on][P}P < inf {]lzg P} = ||2]].
r=x1+x2+...+Tm T=x1

Para a segunda desigualdade, vamos precisar mostrar alguns fatos:

Afirmacao 1.18.

oy 2+ 2l < mmax Gl

onde Cy = 2C' e C € a constante da quase-norma.

Para m =1 a afirmagao € dbuvia, pois 2 < Cy, assim:
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[|za]| < Colfa ]

Suponha por hipétese de inducao, que tal desigualdade vale para m = k.
< ]|
[le + 22 + ... + 2l < max Gl

Para k4 1, temos:

H.%‘l +.1'2—|—...+£L'k+l'k+1H S C(HSEl +£L’2+—|—l’kH + ‘|Z’k+1|’)

< 2Cmax{lar + 2z + .+ il o} < Comax{ max CGlla, o1

< Gl (| < s
< max{ max | Cllanal} < | mae Gl (1.4

Defina
0 =0
N(z) = { , se x

Ck se CF'<||z|| < Ck.
Obs: Note que se z # 0, sempre existe o namero desejado acima, de onde N(z) fica

bem definido, e, vale a desigualdade:
Co 'N(z) <||z]| < N(2).

Afirmacéao 1.19. ||z, + 23 + ... + 2, || < Co(N(21)P + N(22)? + ... + N(2,,)P) /7.

Por inducgao, para m = 1 temos:

|21 < N(w1) < Co(N(21)?)"7,

pois 2 < Cy. Suponha tal afirmacao valida para m =k — 1, isto €,

|21 + 29 + ... + 21| < Co(N(21)P + N(22)? + ... + N(zp_y)P)'/?

Para m = k, vamos separar em dois casos:
12 Caso: Suponha N(z;) # N(x;) sempre que i # j, i,j = 1,2, .., k. Nesse caso, podemos

supor sem perda de generalidade (reenumerando caso necessdrio) que:
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Disso, seque que
Como isto vale para todo j = 1,2, ..., k, e jd provamos no item (1.4) que
[loy + 22+ il < max G|l

de onde:
l|lz1 + 29 + ..+ 2p|| < Co(N(21)” + N(w2)? + ... + N(23)P) 7.

Note que a sequnda desigualdade em 1.5 é facilmente demonstrada, vendo que
N(z,)=Ch >CV = N(z;), onde j=2,3,.. k.

Disto, seque que: Iy > 1, +7 —1 e,

CoN (1) = CoCl > CoCH™! = CyCl I~ = CIN(xy).

2% Caso: Suponha que exista algum N(x;) = N(xj41) (reenumerando caso necessdrio)
onde ) =1,2,...k—1.

Note, primeiramente que:
2 + 5] < Comax{||a, 21|} < CoCy < Cg™,

pois N(z;) = N(zj41) = C'(l)j. Como N(x) é a menor poténcia de Cy, tal que C¥™' <

|z|| < C&, temos que:
N (@) + zj51) < Cf* = N(zj + 2j00)" < (CFFP = (Ch)lw
= 2bi+1 =29h =924 4 94 = CF + CY = N(2;) + N(zj41).
Usando, finalmente a hipotese de inducao, temos que:

Hilfl + 2o+ ...+ (.’Ej + .’L‘j_H) + ... —|—l’k|’

< Co(N(z1)P + N(xo)P + ... + N(zj + zjp1)P + ... + N(a:k))l/p
< Co(N(21)? 4+ N(22)? + .. + N ()P + N(xj51)? 4 ... + N(a))"/?
< Co(CoN(21)? + N(22)? 4 ... + N(;)P + N(xj41)" + ... + N(23))"?.
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Note que nos dois casos temos essa desigualdade, o que conclui a afirmacao.

Dito isso, relembrando que C = 2, e que, Cy > 2 chegamos em:

|z|| = [|l21 + 2o + ... + 33| | < CF ((%ﬁl))ﬁ (%ﬁ?))ﬁ .t (%‘z’“))p)w.

A\ P
Como <%‘?)> < ||z;||P, aplicando o infimo sobre combinagoes de x na desigualdade

acima, obtemos

[|z]| = inf ||| < inf  {JJeall” + [aal]” + o+ 2wl P37 = |2,

r=x1+x2+...4+T

o que conclui a demonstracao. O
Perceba que essa equivaléncia é muito importante, pois ganhamos uma nova ferra-
menta para analisar propriedades como convergéncia, compacidade, dentre outras, rela-

cionadas a quase-normas, COmo se segue no

Corolario 1.20. Seja X um espago vetorial, ||.|| uma quase-norma sobre X e ||.||, sua
p-norma equivalente, A C X um subconjunto qualquer e (z,), C X. FEntdao valem as

sequintes equivaléncias:
i) A é aberto em (X, ||.||x). se e sd se € aberto em (X, ||.|[,);
ii) A € fechado em (X,||.||x). se e sd se € fechado em (X, ||.||,);
iii) (xn)n converge em (X,||.||x). se e so se converge em (X,|].||5):
w) (z)n € de Cauchy em (X,||.||x) se, e so se, € de Cauchy em (X, ||.|[,);

v) O fecho de A € X com ||.|| € igual ao fecho de A com ||.||,, isto €, Al :Z”'Hp;

vi) A e X é compacto (X, ]|.||) se, e somente se, é compacto em (X, ||.|[,)-

Demonstra¢ao: A demonstragdo dos itens i) ao v) sdo imediatas e recaem diretamente

da existéncia das constantes ki, ks > 0, demonstrada no teorema anterior, cumprindo:
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Fall-llp < [ < Fal[[]-

No item vi), suponha que A é aberto com a p-norma, entdao dado {A,}rer uma cober-
tura de abertos de A em (X, ||.||), pelo item i) {A} ez € uma cobertura de abertos de A
em (X, |[|.]|,), de onde existe uma subcobertura finita {A4;}7 ,, e, novamente pelo item i)

esta é uma subcobertura finita de A em (X ||.||). A reciproca segue o mesmo raciocinio. O

Recordaremos agora alguns resultados importates sobre esses espacos métricos, mas

sem demonstra-los, pois estes sao fundamentais para a teoria que se segue.

Definigao 1.21. Seja (M, d) um espaco métrico. Dizemos que A é relativamente com-

pacto se o fecho de A for compacto.

Definicao 1.22. Dado ¢ > 0, e x1,x2,...,z, pontos de A. Dizemos que o conjunto

Ui, B(w;,e) € uma e—rede de A se
AcC U B(zy,¢€).
i=1

Proposicao 1.23. (M, d) for completo, entao A € relativamente compacto se, e somente

se, para todo € > 0, existir uma e—rede de A.

1.4 Operadores lineares continuos

Nesta secao apresentaremos os conceitos necessarios relativos a operadores lineares

continuos entre espacos quase-Banach que utilizaremos no texto.

Definicao 1.24. Sejam T : X — Y um operador linear entre os espagos quase-normados
(X A[x) e (Y, [Llv), dizemos que:

i) T é continuo se existir ¢ > 0 tal que ||T(x)||y < c.||T(x)||x
No caso afirmativo escrevemos T € L(X,Y), o conjunto de todos os operadores

lineares continuos entre X e Y.
ii) posto(T) := dim(Im(T)), a dimensao da imagem de T.

ii) T é compacto se para qualquer subconjunto limitado A C X tivermos T(A) rela-
tivamente compacto em (Y,||.|ly). Definimos K(X,Y) o conjunto dos operadores

compatos.
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iv) Dizemos que T tem posto finito se posto(T) < oo.

Lema 1.25. Seja T € L(X,Y) entio T € K(X,Y) se e somente se T(Bx) é compacto

em Y.

Lema 1.26. Seja T € L(X,Y) onde (X,||.||x) € um espaco quase-normado e (Y,||.||v)
quase-Banach. Se existir uma sequéncia de operadores (T,,), C L(X,Y) de posto finito,

convergindo a T em L(X,Y), entdo T é compacto.

A demonstracdo dos Lemas acima encontram-se em |[11].

Corolario 1.27. Seja X um espaco vetorial, ||.|| uma quase-norma sobre X e ||.||, sua
p-norma equivalente. Entao (X,||.||) € quase-Banach se, e somente se, (X,||.||,) € p-
Banach.

Esse resultado segue imediatamente dos itens iii) e iv) do Corolario 1.16

Lema 1.28. Seja T € L(X,Y) entre os espagos quase-Banach (X,||.||x) e (Y, |].||v).
Considere ||.||p,, ||-l|p, as p—normas equivalentes, respectivamente, nestes espagos, com
p,p2 € (0,1 T2 (X, ||.]]p) = (Y, ||-||py) € compacto, se e somente se, T : (X, ||.||x) —

(Y, ||.|ly) € compacto.

Demonstragao: Tome X C (X, ||.||x) um conjunto limitado e suponha que T : (X, ||.|[,,) —
(Y, ||-||py) € compacto. Pela equivaléncia das normas X € limitado em (X, ||.||,,) de onde
T ¢ compacto em (Y, ||.|],,). Pelo item v) do coroldrio 1.20, T(X) " = T(x) "
que serd compacto em (Y, ||.||y) pelo item (vi) do mesmo Coroldrio.

A reciproca € andloga. 0O

1.5 Espaco quociente

Definicao 1.29. Seja X um espago vetorial e U um subepag¢o de X. Nos definimos o

espago quociente de X com respeito a U e denotamos por X/U o espago
X/U :={lz] =2+ U;z € X},
com a soma e multiplicacao por escalar usuais:
(2] + [yl =[x +yl e Az] = [Az].

Com isso, fica bem definida a aplicagio quociente QF : X — X /U, tal que Q% (x) :=

[z].
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Lema 1.30. Sejam X um espaco p-Banach (ou quase-Banach) e U um subespago de X.

Entao valem:
i) X/U é um espago p-normado (ou quase-normado).
it) Se U for fechado, entao X/U é p — Banach (respectivamente, quase-Banach).

Demonstracao: A demonstracao, por conveniéncia, serd feita para a p—norma, mas é
completamente anéloga no caso quase-norma, fazendo as alteragoes necessarias na desi-
gualdade quase triangular.

O item 7) sai diretamente por propriedade de infimo, dado que se [z],[y] € X/U e

e > 0 entao existem z% e 2¥ € U tais que,

|z = 2%llx < A+ )lllz]llxw e lly = 2"llx < (L +)llylllx/0-

Note que —z% — z¥ € U, e novamente por propriedade de infimo, temos

iz +ylllxw < llo+y — 2% = 2,

de onde,
e+ 9ll%0 < lle+y = 2" = 2|15 < llo = 2"l + |ly — 2l1x

< (eI + NI 0)-

e o resultado segue, fazendo ¢ — 0.
Para o item i), a demonstragdo da completude é facilmente estendida do caso Banach.
Ver [1, Prop. 1.2.4].
O

Lema 1.31. Seja (X, ||.||]) um espaco vetorial quase-normado e U C X um subespago.
Entao: @%(Bx) = BX/U-

A inclusao QF(Bx) C Bxyy sai imediatamente do fato: Qff(x) = [z], mas,
Izl = inf [lz +ul] < inf [lo + ul| = |2
Entao, se ||z]| <1, temos ||[z]||x/v < 1, e seque o resultado.

Por outro lado, se ||[z]||xu < 1, da sobrejetividade da fung¢ao QF € facil ver que existe

x € Bx cumprindo o desejado.
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Teorema 1.32. Seja (X, ||.||) um espaco vetorial quase-normado, com constante Cx e,
U € X um subespago de dimensao finita de X. Entao, para todo elemento f € X, existe
g € U tal que:

1f = gll = i [|f = |-

No Teorema 1.17, mostramos que dada uma quase-norma, exriste uma p-norma equi-

valente. Neste resultado, portanto, demonstraremos para a p-norma:

Demonstracao:
Primeiramente, note que tal infimo sempre existe, pois {||f — h|| : h € U} é limitado
inferiormente.

Pela defini¢ao de infimo, é possivel encontrar (h,),ey C U tal que:
li — h,|| = inf —h
Jim [|f = hall = it [[f = 4ll,
deste modo, é facil ver que (hy,)nen € limitada, pois:
[P = s+ f = FIP < NLFIP A+ [ = S

Portanto (h,), é uma sequéncia limitada no subespago U de dimensdo finita, isto
¢, existe (hy,,)r uma subsequéncia que converge a g € X (pois o operador identidade

id : U — Ué compacto). Mais do que isso, veja que

=gl < M1f = b |I” + [, = glI” < {1F = glI” + [lg = Py || + [[ oy, = g

tomando o limite quando k£ tende ao infinito na desigualdade acima, e usando que

lim ||hy, — g|| =0, temos
k—o0 )

=gl < (1 = b I < {1 = glI”-

Assim, da unicidade do limite resulta que
inf [|f = bl = lim ||f = hal| = Jim [If = ho ]| = |If = g

e portanto g € U, como queriamos. O
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1.6 Espaco dual e teoria espectral

Nesta secao introduziremos o conceito de dual de um espaco quase-normado, mer-
gulho candnico, inje¢ao candnica além de alguns exemplos de duais muito interessantes.
Também introduziremos algumas poucas defini¢coes a respeito de teoria espectral nesses

espagos.

Definicao 1.33. Seja X um espaco quase-normado e K = R ou K = C um corpo. Defini-
mos o dual de X e denotamos por X' o conjunto de todos 0s funcionais lineares continuos

partindo de X e chegando em K, isto €,
X':={f € LIX,K); fé linear e continua}.

Observacdo 1.34. E fdcil ver que apesar de X ser quase-normado, X' é um espaco
vetorial normado, munido com ||f|| = sup 5 {|f(z)]}.
De fato, dados f,g € X' e A € K temos

1+ gll = sup{|f(2) + g(2)[} < sup {[f(@)|} + sup{lg(=)[} = [|/]] + [lg]]
2€Bx z€Bx z€Bx

Mais do que isso, como o caso linear, podemos mostrar que de fato X' é Banach. Isso
recat diretamente sobre o fato de K ser um corpo.

Apesar de todas essas coincidéncias com o caso normado, um fato curioso quando
estamos analisando espacos quase-Banach € que nem sempre consequimos garantir que
tal espaco € diferente do trivial (X' = {0}), isso nos faz perdermos algumas propriedades
porém torna nosso estudo ainda mais rico. Os prorimos exemplos foram retirados do

livro "An F sampler", [15] que faz um estudo aprofundado sobre o tema.

Exemplo 1.35. Um exzemplo curioso de dual de espaco quase-Banach é quando olhamos
para Ly, para 0 <p < 1. E fato sabido em andlise funcional que quando p =1, o dual de

l, € isométrico a Ly, porém isso se mantém quando variamos p em (0,1], isto €,

(€p, [I-1]p)" = (Cocs [[-]oo) para todo p € (0,1].
A demonstracdo desse fato encontra-se em [15, Theo. 2.3.],

Exemplo 1.36. Considere (L?,||.||,) como definindo no 1.13, e K = R. E possivel mos-

trar que (LP) tem dual trivial.

Isso ocorre por que a medida de Lebesgue p dos subconjuntos 2 C R™ nao possui
atomos. Esse exemplo encontra-se demonstrado com os devidos detalhes em [15, Theo.
2.2.].
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Definicao 1.37. Seja X um espaco quase-Banach. Definimos a injecdo candnica de X

em X" = (XY como:

kx : X — X/
r — kxx: X'+— R (1.6)
fr— kxa(f) = f(x).

Vemos facilmente que como no caso Banach, kx além de ser um operador linear
continuo é também um isomorfismo entre X e kx(X). O que nao coneguimos garantir
em geral € que tal aplicacao € isometria (entre X e kx(X)), isso se dd pelo fato de que
nao possuimos um andlogo para o Teorema de Hanh-Banach para Quase-Normas. O que

sempre vale é ||kxx|| < ||z||, pois

|kxz|| = sup [|kxz(f)|| = sup [|f(2)]| < sup [[f]].||z]] = |||
feBx’ fEBX/ fEBX/

Disso, seque também que ||kx|] < 1.

Definicao 1.38. Seja X um espaco quase-Banach, definimos o mergqulho canédnico de

(X, []lxx) mo espago (Coo(Bxr), ||-llc) como:

Jx o X — (EOO(FX/)7 ||||OO)

r = Jxr= (f($))fe§X,- D

E fdcil ver que tal aplicacio € linear e continua, e estd fortemente ligada a injecao

canonica. Mais que isso, podemos provar que

x| = sup ||Jxzllo, B,) = sup [[(f(*))seB, lenm,) = sup sup [f(z)|
r€Bx r€Bx x€Bx f€Bxs

< sup sup [f]llell = sup [I£]] =1 (18)
€ Bx fGBX/ fEBX/

Isto ¢, ||Jx|| < 1. Veja que no caso de X ser Banach, novamente pelo Teorema de

Hahn-Banach, temos a igualdade, pois

sl s, = sup |f(@)] =l (L.9)

fGBX/

Introduziremos agora alguns conceitos de teoria Espectral sobre espagos quase-Banach.
Esses conceitos sao essenciais para mostrar algumas conexoes entre autovalores e nimeros

de entropia. No texto nao os usaremos diretamente, mas os apresentaremos a fim de ter
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coeréncia com o proposto no comego do capitulo.

Definigao 1.39. Seja X um espaco quase-Banach complexo e T' € L(X) entdo definimos:
(i) 0:={X € C: (T — Nidx)™' € LX)} o resolvente de T

(i7) o(T) :== C — g o espectro de T.

(7i1) X € um autovalor de T se existir um elemento nao nulo v € X onde Tx = \x.
(

i) r(T) = lim, o /||T"|| 0 raio espectral.

Proposicao 1.40. Seja X um espaco quase-Banach complezo e T € K(X,Y). O espectro
o(T) consiste apenas de 0 e uma sequéncia enumerdvel (ou finita) de autovalores de T

com multiplicidade finita e que tende a zero.
o(T) = {0} U{(/\”)” CC; N\ #0 € autovalor de T, dim(ker(T — \,id)) < oo}.

Mais do que isso, € possivel mostrar que essa sequéncia (renumerando caso necessdrio)

cumpre

M(T)| = [A(T)] = ... = 0.

A demonstracdo desse fato encontra-se com todos os detalhes no livro "Function

Spaces, Entropy Numbers and Differential Operators" [8, Sec. 1.2.].



CAPITULO 2

S-NUMEROS EM ESPACOS
QUASE-BANACH

Nesse capitulo definiremos o conceito de s-niimeros relativos & um operador linear
limitado entre espacos quase-Banach e apresentaremos alguns desses ntimeros, que serao
o foco do nosso estudo. Esse conceito foi introdzido e estudado por Albrecht Pietsch no
contexto de ideais de operadores, sequéncias de Lorentz, e como teoria axiomatica, em
espacos de Banach, com a contribuicao principalmente de Carl, e no contexto de espacgos
quase-Banach por Edmunds e Tribel.

Entre outras aplicacoes, nessa teoria buscamos relacionar sequéncias de ntimeros po-
sitivos (s,), C R a um operador linear limitado, de modo que, essa sequéncia tenda a
zero quando o operador for compacto, isto é, em um certo sentido, consigamos medir o
quanto um operador nao é compacto.

Com o passar do tempo, descobriu-se muitas propriedades que estas sequéncias de
niimeros possuem, e nosso foco é fazer um estudo dessas propriedades, assim como o

encontrado em [12] e [8], para o caso quase-Banach.

Definigao 2.1. (s—Numeros). Sejam XY e W espacos quase-Banach e T € L(X,Y).
A regra s: T — (8,(T))nen que associa a cada operdador T uma sequéncia de nimeros
(80 (T))nen nao negativos é chamada de sequéncia de s-nimeros se gozar das sequintes

propriedades:

(M) Monotonicidade: ||T|| = s1(T) > so(T) > ... > 0;

(As) Aditividade: Spyn-1(S+T) < Cy(sm(S)+s,(T)), para todo S € L(X,Y), onde Cy

€ a constante do espaco quase-Banach Y;

(Ss) Propriedade de Ideal: s,(RTU) < ||R||s,(T)||U||, para todo U € L(W,X), R €
L(Y,Z) en €N;

(Rs) Propriedade de Posto: posto(T) < n = s,(T) = 0;
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(Is) Propriedade de Norma: s,(id) =1, onde id : €5 — {5, n € N.

Uma sequéncia de s-nimeros € dita multiplicativa, ou possuir a produto (Py) se cum-

priT
(Ps) Sman-1(RT) < 8,1(R)$,(T) para todo R € L(Y,Z) e m,n € N,

Além disso, se o espaco de chegada Y for p-Banach, podemos definir uma propriedade

andloga a aditividade, que chamaremos (A.)'.
(As) emin-1(S+T) < 8,(S)? + s,(T)P.
Observagao 2.2. Se uma sequéncia s,(T) cumprir My e Ps entao também cumpre Ss.

Demonstracao: Considere U € LW, X), T' € L(X,Y), R € L(Y,Z). Usando P; para o

operador RT'U duas vezes temos:
Sp(RTU) < 5p11-1(RTU) < 5,(RT)$1(U) = $p41-1(RT)s51(U) < 51(R)s,(T)s1(U).

Usando agora M, para s1(R) e s1(U) segue o resultado. Perceba que a condicdo
s1(T) = ||T|| é suficiente, porém nao é necessaria, pois precisamos da desigualdade
si(T) < |IT]]. O

Muitas vezes, como abuso de linguagem, nos referimos a apenas um nimero dessa
sequéncia, ou a sequéncia toda pelo mesmo nome, mas fica claro o contexto e nao ha

ambiguidade nisso.

2.1 Numeros de entropia

Definicao 2.3. Sejam X e Y dois espagos quase-Banach, n € N um numero natural e

T € L(X,Y). Nds definimos o n-ésimo nimero de entropia, relativo ao operador T como

2n—1
en(T) := inf {8 > 0; 1, Y2, -,y € Y;T(Bx) C U {yi + 5§Y}} .
i=1

Essa definicao € baseada na nocao de entropia de um subconjunto compacto K de um
espaco métrico, que Kolmogorov introduziu nos anos 1930. A idéia era que dado € > 0,

estudar o nimero minimo necessdario N = N, de bolas centradas em alguns elentos de K,
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a fim de cobrir K. Podemos definir os nimeros de entropia de um subconjunto qualquer

A de X da sequinte forma:

277,71
en(A,X) := inf {8 > 0; 3wy, 29, ,x9n1 € X; A C U {z; + €§X}} )

i=1
Podemos ver facilmente que e, (T) = e,(T(Bx,Y)).

Veremos que os nimeros de entropia nao sao s-nimeros, porém provaremos que es-
tes possuem uma relacao com compacidade de operadores, além de propriedades muito
interessantes. Esses nimeros, além de ter sido historicamente um dos primeiros a serem
introduzidos, desempenham papel importante em algumas estimativas, principalmente

na desigualdade de Carl.

Teorema 2.4. (Propriedades de e, (T)). Sejam X,Y, W espacos quase-Banach com cons-
tantes Cx, Cy, Cy respectivamente. Dados T € L(X,Y) e m,n nimeros naturais, temos
as sequintes propriedades:

(M.) Cyer(T) > ||T|| > e1(T) > eo(T) > ... > 0;

(Ae) emin_1(S+T) < Cy(en(S)+en(T)), para todo S € L(X,Y);

(Ae) Se em adicao Y for p-Banach, temos para todo S € L(X,Y)
emin-1(S +T)P < e, (S)P + e, (T)P;

(P.) emin-1(ST) < en(S)en(T) para todo S € L(Y,Z).

Demonstragio: Com efeito, para (M.) note que T(Bx) C ||T||By, pois T é linear e
l|z|| <1, entdo
T ()]] < [[T[[||] < [|T]].

Dai, resulta que T(Bx) C {0+ ||T||By}. Por propriedade de infimo, tomando y; = 0
na defini¢ao de e;(T), temos que e1(T) < ||T||-
Usando novamente tal propriedade de infimo, como #{y1, ¥, ..., Yn} < #{Y1, Y2, s Yn, Yn+1}»

temos

en(T) = eny1 (7).

Resta apenas mostrar que ||T]| < Cyey(T). Para isso, tome € > e,(7') > 0 e veja que
T(Bx) C {y, + eBy}. Logo, dado = € By, exite n; € By, tal que, T(z) = y; + en,.
Analogamente,

T(—z) = —T(x) = y1 + eng, com ny € By,
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de onde resulta
9T (2) = T(z) — T(—2) = e(n, — ny), entdo T(x) = g(nl —ny).
Assim,

%(2) = Cye.

€ Cye
1T ()] < 5ll(m = na)l| < %(HMH + [[naf]) <

Note que tal desigualdade vale sempre que ||z|| < 1. Tomando o supremo com ||z|| < 1

na desigualdade acima e o infimo em ¢, tal que e;(7') < € segue o resultado.
IT]] < Cyea(T).

Para demonstrar a aditividade (A.), tome A\ > e,(T) > 0 e pu > ¢,(S) > 0. Por

definicao destes nimeros, exitem yi, yo, ..., Yn, 21, 22, .., 20 -, tais que:

7(B) « Ul + 357} e 8@ © x5+ i),

para N = 2"t e M =2m 1,

Como na propriedade anterior, podemos encontrar n;, n}, tais que
T(z) = yi + An; e S(x) = 2; + unj,
onde n;,n; € By, Vi=1,2,...Nej=12 ..M, e |z <1
Note primeiramente que
[1An: + pnf|l < Cy(Mnal| + pllnjl]) < Cy(A+ 1) — Ang + pnj € Cy(A+ p)Bx. (2.1)
Por outro lado,
(S+T)(x) = S(x) +T(x) = {ys + 2 + Any + pnjj},

assim

(S +T)(Bx) € | J{wi + % + Cv(A + 1) By} (2.2)

i=1j=1
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Agora, note que #{y;+2;, 1 <i < N, 1 <j < M} < N.M = 2n—tom=1 = glman—1)-1
Dali, segue que:
N+M
Cy( A+ p) € {e: 3wy, 9, ..., Tomrn—1 : (S+T)(Bx)} C U {z; + eBy}.
i=1
De onde, €10, 1(S +T) < Cy(A + p). Tomando o infimo dos valores de A e p que
cumprem tal desigualdade, segue o resultado. e, 1n,_1(S +7T) < Cy(e,, + €,).
Na desigualdade analoga (A.)’ para p-norma (||.||,), observe que o racicinio ¢ o mesmo,

observando apenas que em (2.1) temos a desigualdade p-triangular:
s + 12 < A2+ 12 < OV 4+ ) entio, [[Ams + an, < (48 + 7)1/,

E, analogamente a (2.2) temos:

(S +T1)(Bx) < |JUtwi + 2+ OF + u7)' "By},

i=1j=1

concluindo que
(€min-1(S+T))" < (em(5)) + (en(T))".

Para Multiplicidade (P.), a ideia novamente, ¢ tomar A > e,(7') > 0 e u > e,,(S) > 0.

Entao existem yq, yo, ..., YN, 21,22, .., 20, tais que:

T(Bx) C U{yﬁ—/\By} e S(Bx) C U{ZJ+MBW}

=1

para N =271 e M =2™"! Assim,

S(T(Bx))  S(J{y: + ABx}) = ULS(w) + SOBn)} =

i=1

UG + 5B} = ULS ) + AUz + pBat} =

N M

U ULS @) + Az + AuBw}.

i=1j=1
Como,
#{S(yi) + Az, : 1 <i< N, 1<j< M} <20tm=D-1
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temos que

N+M
M€ {e: 3wy, w9, ..., Tomin—1 2 (ST)(Bx) C U {x; + eBw}},
i=1

de onde e,,1,—1(ST) < Au. Tomando o infimo dos valores de A e u que cumprem tal

desiguadade, chegamos no desejado €,,1,-1(ST) < €, (S)en(T). O

2.2 Numeros de aproximacao

Os nimeros de aproximacao sao os primeiros s-nameros que estudaremos. A definicao
dada aqui é apenas uma generalizagao do caso em que 7' é um operador entre espacos de
Banach. Mostraremos, assim como Edmunds e Triebel em [8] e Gerhold em [12]| que se

mantém a maioria das propriedades interessantes.

Definicao 2.5. Sejam X e Y dois espacos quase-Banach, n € N e T € L(X,Y). Defini-

mos o n-ésimo numero de aprorimacao do operador T como
a,(T) :=inf{||T — S||: S € L(X,Y), posto(S) < n}.

Intuitivamente, vemos que em um certo sentido estamos pensando em aproximar um

um operador T por operadores de posto finito e "medindo" essa distancia através do

infimo. Essa definicao nos permite uma relacao estrita com compacidade como veremos

mais adiante.

Teorema 2.6. Propriedades de a,(T). Sejam X,Y e W espacos quase-Banach com
constantes Cx, Cy, Cy, respectivamente. Dados T € L(X, W) e m,n nidmeros naturais,

valem as sequintes propriedades:

(Ma) |IT]] = ar(T) = ax(T) = ... = 0;

(As) @min-1(S+T) < Cy(am(S) + a,(T)), para todo S € L(X,Y);

(An)" Se em adicao, Y for p-Banach temos para todo S € L(X,Y),
Wmntn—1(S + 1) < ap(S)? + an(T)P;

(P.) amin-1(ST) < ay,(S)a,(T), para todo S € L(Y,Z);

(R,) posto(T) < n = a,(T) = 0;
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(N,) dim(X) > n = a,(idx) = 1.

Demonstrac¢ao: Para a monotonicidade (M,) veja que
a1 (T) = ||T||, pois a tnica transformacao linear S, com posto(S) < 1 é a transforma-

¢ao identicamente nula S = 0, assim:

a(T) = inf{||IT = S|| : § € LX,Y), posto(S) < 1} = mf{|| 7|} = ||TI

Para mostrar que a,(T) > a,1(T),Vn € N basta ver que

{S € LIX,Y),posto(S) <n} C {S € LIX,Y),posto(S) <n+ 1},

de onde segue a desigualdade.

A aditividade dos ntameros de aproximagao segue do fato que dados A > a,, (7)) >0 e

0
p > an,(S) > 0, segue da definicdo de infimo, existem L, R € L(X,Y), com posto(L) < n
e posto(R) < m que cumprem:
T =Ll < XellS =Rl < p.

Defina M = L + R, que obviamente ¢é linear e continua.
Como posto(L) < n e n € N, entao posto(L) < n — 1. O mesmo, vale para R, isto &,
posto(R) < m — 1, de onde, posto(M) <n—1+m — 1, isto é, posto(M) <n+m — 1.

Veja que, dado z € X com |[|z|| =1,

[(S+T—M)(z)|| = [|(S+T—L—M)(z)|| < Cy(||(S—M)(2)||+[|(T—L)(@)[]) < Cy(A+p).
(2.3)

Tomando entao, supy=1 nesta desigualdade, segue:

IS +T = M|| = sup [|(S+T = M)(@)|] < Cy(A+ p).

|lz||=1

Como
{M=L+ReLX)Y),posto(M) <n} C{M € L(X,Y), posto(M) < n}.
tomando o infimo no lado esquerdo dessa desigualdade, segue que

min-1 (S +T) < Cy(A+ p).
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Tomando agora o infimo dos valores de \ e u, obtemos o resultado desejado.

Para o caso em que Y for também p-Banach, o raciocinio é o mesmo, porém a desi-

gualdade em (2.3), é substituida pela p— triangular
(S +T = M)(@)|lP = [|(S+T - L - M)(x)[[" <

1S = M@ + [T = LY@)IP < () + (u)? entiio [|(S +T = M)@)| < (3 + ")

Tomando novamente, o supremo de z, com ||z|| = 1 e depois o infimo dos valores de \ e

1, segue o resultado.

mgn—1(S +T) < ap(T)P 4 an(S)P.

Para (P,), seja S € L(Y,W), tome, A > a,(T) e p > a,(S). Entdo, existem L €
L(X,Y), Re L(Y,W), com posto(L) < n e posto(R) < m que cumprem:
1T = Ll < Ae|[S—R|| < p.

Defina M = RT + SL — RL , e note que L(X, W), pois & composi¢ao e soma de

tranformacoes lineares continuas. Dado ||z|| = 1,
(ST = M)(z)[| = [|[(ST = RT = SL + RL)(x)|| = ||(S = R)(T = L) ()|
< 1S = RIIT = L)(2)]] < [I[(S = RIT = L[|}l
<165 = RIT = L[| < Ap.

Tomando entdo, o supremo com ||z|| = 1 nesta desigualdade, segue

(ST = M)[| < Ap.

Por outro lado, note que posto(SL) < posto(L), pois dim(L(X)) < n, e do fato de S
ser linear, dim(S(L(X))) ¢ no maximo n—1. Analogamente, posto(R(T'—L)) < posto(R).

Disto, sai diretamente que posto(M) < n +m — 1, e como

{M = L+R € LIX, W), posto(M) < m4n—1} C {M : M € L(X, W), posto(M) < m+n—1},
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temos,
-1 (ST) < inf{||(ST — M)|| : M = L+ R € LIX, W), posto(M) <m+n—1} < Au.

Tomando o infimo dos valores A e u que cumprem tal desigualdade, segue o resultado:

rmin-1(ST) < @ (T)an(S).

Ja a propriedade (R,) sai imediatamente do fato que se posto(T) < n, aplicando o

infimo e lembrando da que a,(T) > 0, logo

an(T) < inf{|IT = S||. S = T} = 0.

Veja primeiramente que a propriedade de norma N, é mais geral que a propriedade
de norma de s-ntimeros I;. Para demonstra-la, usando (M,), temos que ||T|| = a1(T) >
as > ... > a,(T) e lembrando que ||I]|| = 1, temos que a,, < 1Vn € N.

Por outro lado, dado L € L(X,Y) e posto(L) < n, do fato que dim(X) > n, existe
rg € X, com xy # 0 tal que L(zg) = 0. (Pois se nao fosse assim, L seria injetiva, e
consequentemente posto(L) > n).

Defina =z = % e note que

L= |lz]| = [lz = L(2)[| = [I(I = L)(2)[[ = sup[|(/ = L)(x)[| < sup [|(I = L)(y)]|

y=z llyll<1

Tomando entdo o infimo destes valores, com posto(L) < n temos:

L<inf{[|(I = L[|} = an(D),

o que mostra a desigualdade faltante.
]

Corolario 2.7. Consideremos T um operador linear e continuo entre 0s espagos quase-

Banach X,Y. Entao (a,(T)), € uma sequéncia de s-nimeros multiplicativos.

A demonstragao desse fato é corolario imediato do Teorema 2.6, da Observacao 2.2 e
vendo que N, implica em 1.
2.3 Numeros de Kolmogorov

Os ntimeros de Kolmogorov foram introduzidos como uma medida de diametro de

conjuntos. Posteriormente, tanto Kolmogorov quanto Pietsch estudaram tais ntimeros
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no contexto de operadores lineares continuos entre espacos de Banach, mostrando assim
suas relacoes com a compacidade.
Motivados pela definicao inicial de Kolmogorov relativa a conjuntos, apresentaremos

aqui uma definicao de nimeros de Kolmogorov da bola unitaria fechada.

Definicao 2.8. Seja X um espaco quase-Banach, Bx sua bola unitdiria en € N e A C X.

Defintmos o n-ésimo numero de Kolmogorov do conjunto Bx em X como:

d,(Bx,X):= inf  sup inf ||z —yl|x.
dirr?(%c?<n veBy Y

Observacao 2.9. . Antes de falarmos de operadores, € possivel demonstrar que se X um

espaco quase-Banach, com dim(X) <n, n € N. Entao

dp(Bx,X) =1, para k=1,2,..,n.

Demonstracao: Primeiramente note que
dn—l—l(B_Xa X) S dn<B_X7 X)a

pois por propriedade de infimo

d,(Bx,X) = inf sup inf ||z —y|| >
dirrllj(rzjc?<n veBy VU

inf sup inf ||z — =d By, X).
inf xeB%yEUn |z —y|| = dnt1(Bx, X)
dim(Uy,)<n+1

L0g07 dn (B_Xa X) 2 dn-l—l(B_Xv X)
Por outro lado, d;(Bx,X) = 1.

Como dim(Uy) < 1, temos que U; = {0} é o espago trivial, e portanto,

di(Bx, X) = sup inf ||z —y|| = sup [[z|| = 1.

z€By YY1 z€Bx

Usando esses dois resultamos, temos
dn(Bx,X) < d\(Bx,X) = 1. (2.4)

Para provar a desigualdade oposta, vamos provar que para todo subespaco U, C X,
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com dim(U,) < n existe z,, € X e x # 0 tal que

inf ||y — 2| = ||2]|.
Jnf ly =@l = [lz]

Como dim(X) > n, dado U,, C X, sempre é possivel tomar a € X —U,, pois dim(U,,) <

n. Pelo Teorema 1.32, sempre é possivel encontrar y,, € U, tal que:

inf —ull =|la — )
Jof fla—ull = lla = yal| >0
Defina z,, = nZiiZu eu—1vy, =1y € U, Portanto:
L=zl = lla—yull = inf |la—ul[ = f [la—y,—(u—y,)l| = f [fan—yl|= nf |lz,—y]].

Do fato que U, ¢é espaco vetorial, variar u ou variar y tanto faz, pois todos os valores

sao alcancados, assim temos

sup inf ||z —y|| > inf ||z —y|| > inf ||z —yl|| = ||x.]| =1,

s inf fle =yl 2 i lle =yl 2 i 1z~ ol = [
onde na desigualdade acima, tomamos ||z|| = 1. Aplicando o infimo de todos U, com
dim(U,) < n nesta desigualdade, segue o resultado. O

Definicao 2.10. Sejam X e Y espacos quase-Banach, n € N e T € L(X|Y). Nds

definimos o n-ésimo nimero de Kolmogorov do operador T como

d,(T):= inf sup inf |[|[Tz —y|y.
dinllj(hifd)inmeBiX v

Teorema 2.11. Dados X,Y e W espacos quase-Banach, com constantes Cx, Cy, Cy,

T € L(X,Y) em,n € N valem as sequintes propriedades para os nimeros de Kolmogorov.

(Ma) |IT|] = di(T) 2 do(T) = ... = 0;
(Ag) dpin1(S+T) < Cy(dn(S)+dn(T)), para todo S € L(X,Y).

(Ag)' Se em adig¢ao, Y for p-Banach temos para todo S € L(X,Y)
dpn—1(S +T)P < dp,(S)P + d,(T)P;

(Pi) dmin-1(ST) < dp,(S)d,(T) para todo S € L(Y,Z);
(Rq) posto(T) <n = d,(T) = 0;
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(Ny) dim(X) > n — dy(idy) = 1.

Demonstragao: A Monotonicidade (M), sai imediatamente da obervagao (2.9), apenas
usando que d,,(T(Bx), X) = d,(T).

Em (A4,), dado € > 0, da defini¢do do nimeros de Kolmogorov de T e S, existem U,
e Up, com dim(U,) < n e dim(Uy,,) < m, tais que:

sup inf [|7(x) —yl| < du(T) + .

||lz||<1 YEUR

Note, que mantendo ||z|| = 1, temos:

€
inf ||T(x)— < s inf [|T'(x) —vy|| < d,(T) + =.
nf ||T(x) y||_”$ﬂ£1y1€UnH () — yl| (1) + 3

de onde, existe vy € U, tal que
€ €
|T(x) —vi|| <dn(T)+ 3 + 5= d,(T) + ¢.

O mesmo vale para S, isto é, dado € > 0 e, para todo x, ||z|| < 1, existe u”, € Uy,

tal que:
15(2) — 2| < d(T) + 2.
Denote Wy, ={z+y:2 €U, ey € Up,}, de onde dim(W,,,) <m+n — 1.

Defina wy, ,, = uy, +v5 e, se ||z|| < 1, temos:

(S+T)z—w |1Sz+Tr—ug, || < Cy([|Sz—up [+ Tr+v]]) < Cy(dn(T)+dm(S5)+2¢).

(2.5)

monll =
mnll
Tomando o infimo destes valores, temos:

inf IS + D) — wl, || < Colda(T) + d(S) + 22),

w;’”n,n S m,n

tomando o supremo com ||z|| = 1 e o infimo em todos os Uy, 1p—1, com dim(Upypn-1) <
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m+mn —1 e vendo que W, C {Upsn—1;dim(Upin—1) < m+n — 1} segue,

dpin-1(S+T) = inf sup inf ||(S+T)z -1y

Uernfl Hl-Hgl yEUrrH»n—l

< inf su inf S+T)x —

< ot s i (|84 T)r =yl

< inf sup inf  |[(S+T)x —wy, ||
Uernfl:Wm,n ||(EH§1 wfnme Wm,n ’

< Cy(dn(T) + dm(S) + 2¢).

Como isto vale para todo € > 0, obtemos o resultado.
Caso Y seja p-Banach, os resultados valem identicamente bastando em (2.5) trocarmos
a desigualdade quase-triangular pela p-triangular, resultando em
|(ST)x — wy, [P = 157 + Tw — ug, + v |P < [|Sz — [P + || Tz + vy [P

]
< dp(T)? + dpp(S)P + 2e,

o que conclui a prova de (A4y)".
Para a propriedade de produto (P;), como em (A;), dado € > 0, existe U,,, C W, U,, C
Y com dim(U,,) < m e dim(U,) < n e para todo x € Bx e y € By, existe u?, € U, e

vy € U, que cumprem.

|Tx —vil| <dn(T)+e, e ||Sy—ul]l <dn(S)+e,

de onde,
Tx —vr
_— 1.
‘ d,(T) + ¢
Defina
Ter —vr  —

y=y(x)= €By e Wyn=5WV,)+Un.

do(T) + ¢
que ¢ um subespaco vetorial de W, cuja dimensao é no maximo m + n — 2, ou seja,
dim(Win) <m+mn— 1.

Assim, tomando wy, , = Svy + (d(T) + €)uly, € Wiy, temos.

W — SV, y

d.(T)+e '™

do fato que y = y(z) € By, temos:

Ty — v* w — Sv*
—_ Y| = o ) [ I P
isw-aii=|js () - Citmee || < i+
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|STx — STy, + Svy — wnl| < (dn(S) +€)(d,(T) + ),

logo,
|STx — Wi || < (dn(S) +€)(dn(T) + €).

Note que isto vale para todo z, com ||z|| < 1. Tomando o supremo para ||z|| =1 do

infimo destes valores para wy,,, € Wy, ,, segue que

sup inf  |[STz — wpnl|| < (dm(S) +€)(dn(T) + ¢).

[le]|<1 #rmon EWm,n

Do fato que dim(W,,,) < m+n — 1, ao tomarmos o infimo dos subespgos Uy, 4pn—1 €

fazendo € — 0 segue o resultado
dyin-1(ST) < dp, (S)d, (T).

Em (Ry), supondo que posto(T) < n, e como T'(X) C Y sempre é subespaco vetorial
cuja dimensao é R(T) = dim(T (X)) < n, segue que:

inf ||Tz —yl| < inf [|Tz—y||=0.
Jnf [Tz —yll < inf [[T2 =yl

de onde d,(T) = 0.

Para justificarmos a propriedade multiplicativa (P;), note que I(Bx) = Bx, e como
j4 foi mostrado na observacio 2.9, d,(Bx,X) =1, Vn € N.

Basta entdo relembrar que d,,(T(Bx),X) = d,(T) que o resultado segue imediata-
mente. O

Como corolario imediato deste teorema, da observacao (2.2) e do fato que assim como
N,, a propriedade N, implica na propriedade de norma dos nimeros de Kolmogorov (1),

temos o

Corolario 2.12. Seja T € L(X,Y) entre os espacos quase-Banach X, Y. Entdo (d,(T))n

€ uma sequéncia de s-numeros multiplicativos.

Para o caso Banach, existem varias formas de se definir nimeros de Kolmogorov.
Mostraremos aqui duas delas, que permanecem equivalentes a dada na definicao 2.10

para o caso quase-Banach.

Teorema 2.13. Sejam X,Y espacos quase-Banach, T € L(X,Y) e n € N. Entdo o

n—ésimo niumero de Kolmogorov de T' pode se expressado de duas novas formas:

i) d,(T) = inf{e ; T(Bx) C N. + By};
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i) d!(T) = inf{||QLT||;V C Y,dim(V) < n},

onde N. é um subespago de Y de dimensao finita menor de que n e Q\T é a aplicacio

quociente canonica, que leva cada Tx na classe [Tx] em Y/V .

Demonstragao: Para i) vamos considerar a p—norma equivalente. Defina
d,(T) :=inf{e : T(Bx) C N, +By}.

Vamos mostrar que d,(T') = d,(T). Por defini¢ao de d,(T"), dado 6 > 0 podemos
encontrar N C Y,dim(N) < n tal que

)
inf ||Tz — <d,(T)+ =
sup inf ||T2 = ylly < du(T) + 5.

z€Bx Y

fixando z na bola unitaria, existe y € N tal que ||[Tz — y|lo < d,(T) + . Em outras
palavras Tz € B(y,d,(T) + ) = {y + (d.(T) + §) By }.

Variando = na bola unitéria, e do fato que isto vale para todo § > 0, segue que
T(Bx) € N + d,(T)By,

de onde, d,(T') < d,(T).
Por outro lado, dado 6 > 0, para d,,(T') 4+ ¢ existe N C Y, dim(N) < n tal que

T(Bx) C N + (d,(T) + 6)By.

Disto, segue que ||Tx — y|| < (d\,(T) + §), para x € Bx. Assim aplicando infimo de
y € N e o supremo de ||z|| <1

sup. 12}% | T2 — yllo < sup 1££(dn(T) +9) = (d,(T) +9).

JJEBX v J,’EBX Y
Aplicando o infimo de todos os subespagos de X, com dimensao menor que n, temos
d,(T) < d (T) e o teorema fica demonstrado.

Para a segunda definicao de d,(7), no item i), vamos mostrar a equivaléncia com i),

pois esta ja se provou verdadeira. Considere a notacao:
d(T) = inf{||QVT|yv; V C Y,dim(V) < n}.

Seja € = d,(T). Pela definicdo dada em i) existe V' = V., com dim (V') < n onde:
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T(Bx) CV +d,(T) + eBy.

Considerando a aplicagdao quociente canonica Q- : Y — Y/V na inclusio acima, te-

mos:

QyT(Bx) C QyV + QyeBy = Oy + cQy By = Q. By = cBy,v..

A ultima igualdade, se da pelo Lema (1.31). Do fato que Q}T(Bx) C £By/y, temos
Qv T (x)|lv)v < & Va € Bx.

Tomando o supremo com ||z|| = 1, resulta em ||QyvT||y,y < €. Ao aplicarmos o
infimo em todos os subspagos V, com dim (V') < n, segue d'(T) < d,(T).

Para mostrar a desigualdade oposta, pela defini¢ao de d(T'), escolhendo § > 0, como
d'(T)+ 6 > d!(T), existe V5 =V tal que:

1QvTlleyv < d”u(T) +3.

Mas,

Qv Tz|lvyv < sup [|QyTxllvv = ||QVT|lvv < di(T) +,
r€Bx

em outras palavras,

QVT(Bx) € (dy(T) +0)Byyv,

e como QVV = Oy v,
QyT(Bx) C Oyyv + (d(T) + 8) Byyy = QyV + (dy(T) + 6) By v

Usando novamente o Lema 1.31. Chegamos em T'(Bx) C V + (d",,(T) + &) By. Como
dim(V') < n, segue que d,(T) < d”,(T) + 6. Note que esta desigualdade vale para todo
0 > 0, fazendo ¢ | 0, segue o resultado. O

2.4 Numeros de Gelfand

Existem varias formas de se definir nimeros de Gelfand para um operador T' € L(X,Y)
entre os espacos quase-Banach X e Y, e cada uma delas contém suas peculiaridades. Para
esse texto generalizaremos algumas ideias encontradas em [6, Sec. 2.3.].

Seja T' € L(X,Y), onde X possui dual ndo trivial. O n—ésimo nimero de Gelfand asso-
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ciado a T é definido por:

Definigao 2.14. : ¢,(T) € o infimo dos valores ||TI5||, onde M é um subespaco de X,

cuja codimensao € finita e menor que n, e TIY, é a restricao de T a M, isto é,

cn(T) := inf{||TT|| : M C X, codim(M) < n.} (2.6)

Definicao 2.15. : De forma auziliar, definimos ¢,(T) como o infimo dos € > 0 tal que

existem funionais f; € X', (1 <i < k <n) que admitem a estimativa

I Tz|| < sup |fi(x)] + ellz]],
1<i<k
15t0 €,
én(T) :==1inf{e > 0: ||Tz|| < sup |fi(z)|+el|z||, Ve € X, onde f; e X' e k< n.} (2.7)
1<i<k
Observacao 2.16. Em acordo com o dito na Observagao 1.34 precisamos exigir que X
possua dual nao trivial a fim de usar os resultados que provem da defini¢ao de ¢,(T).

No caso dos espagos X, Y serem Banach, podemos garantir que tais definicoes se equivalem

(ver [6, Prop. 2.5.2]) e nao precisamos ezxigir que X possua dual nao trivial.

Proposicao 2.17. Seja T € L(X,Y) entre os espacos quase-Banach, entdo vale a desi-

gualdade entre os nimeros definidos acima:

n(T) < &0(T) < C3en(T).

Demonstra¢ao: Para provar que c¢,(T) < é,(T) definimos M = {z € X : fi(x) =

0, para 1 < i < k < n}. Com isso, vemos que codim(M) = m < n, isto é, dim(X) =
dim(X/M) = m. Como codim(M) < n, temos diretamente c,(T) < ||T13||, pois para
todo z € M, vale

1Tzl = T2l < sup |fi(z)] +ellz]] = €]|z]],
1<i<k

relembrando da definigao de ¢, (7)) em (2.6),

ealT) < |ITTE < e.

de onde, tomando o infimo de ¢, temos o desejado .
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Por outro lado, tome € > 0 e M C X um subespago de X com codim(M) =m < n de
tal modo que ||TI3|| < cu(T) + ¢, isto é,

T2l = ITIz| < (en(T) +€)ll2]] V2 € M. (2.8)

A fim de obter a estimativa desejada para ||Tz||, primeiramente, escolha uma base
71,32, ..., Ty para o espaco quociente, entdo todo elemento de X = X/M se escreve

unicamente como
m

Z T

i=1
Os coeficientes \; definem um funcional linear sobre X de maneira natural:

Defina f,(Z) = A 1 < i < m. Cada f,(Z); ¢ linear e sua continuidade recai sobre o

fato da dimensao do espaco quociente ser finita, portanto, existe uma constante C' > 0

cumprindo:

1£:@)]| < C.|l=zl].

Dito isso, podemos estender a definicio para todo = € X, pondo f;(z) = f,(%) a cada
i € {1,2,...,m}. Assim, temos obviamente a linearidade de f;, e a cotinuidade sai da

definicdo de norma em X, dado que M & subespaco vetorial, isto é, 0 € M, entdo

1fi@)Il = If:@)|| < Cl7l| = C.inf{||lz — z|;2 € M} < Cf]a = 0]].

Desejamos construir uma projecao P : X — X que tenha ntcleo N(P) = M. Para

isso, considere elementos x; € X tais que o operador quociente candnico cumpre:

Q%j%’ = ;.

Entao, de posse de f;, definimos
m
Pz = Z fi(x)z;,
i=1
e note que o operador P possui a propriedade que gostariamos,

Pr=0< fi(x)=0paral <i<m.

Note também que: Py, = Ix — P é a projecao de P sobre M, pois

Py =1Ix—2P+P>=1Ix— P =Py e,
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Py(X)={2€X: z=2—Px}=N(P)= M.

Portanto, vale a igualdade Ix = P + Py, e temos a estimativa

| Tz|| = [[T(Px + Pyx)|| < Cy([|T P[] +[|TPul]). (2.9)

Entao, para z = Pyx podemos aplicar a estimativa de 2.8, de onde

T Pyzl|| < (en(T) + &) || Pase]]- (2.10)

Lembrando da definicao de Py, e de que Cy é a constante do espaco Y obtemos no

lado direito da desigualdade em 2.10,

(en(T) + o)l Puz|] < Cy(En(T) +&)(l|2l] + [[P]]).

Assim, em 2.9 teremos:

172 < Cy[|TPa|| + C3(en(T) + &) (|l + [|P]]). (2.11)

Da definicao de P, da continuidade de T' e, usando a desigualdade quase triangular

varias vezes, existe um C' > 0 tal que:

Cy||ITPa|| + CE(cn(T) +¢)||[Px|| < C. sup |f(2)],

1<i<m

onde C' > 0 é uma constante que dependende de Cy, ||T|, ||zi|| € ¢.(T). Portanto,

podemos rescrever 2.11

T2 < € swp |f(@)|+ CEenlT) + o)l fa]|.

Como X' = CX’ podemos escrever f; = C'f;, e usando a definicio de &,(T), temos

én(T) < C(c, + ), para todo € > 0, de onde
en(T) < Cien(T).
O

Proposicao 2.18. Dado T € L(X,Y) entre espacos quase-Banach, vale a desigualdade

entre os numeros de Gelfand e os numeros de aproximacao:

én(T) < Cya,(T).
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Demonstracao: Fixe e > 0 e tome S € L(X,Y) com posto(S) < n, entdo, pela defini¢io

de nimeros de aproximagao, temos:

1T = S]] < an(T) +=.

Como
[Tz]| < Cy[|(T' = S)z|| + Cy||Sx],

temos
| Tz|| < Cy|[Sz[| + Cy(an(T) + €)|||].

Vejamos também que posto(S) = m < n, assim existem elementos Sx; na imagem de

tal forma que

m

CySz = Cy)\S(z:) =Y _ S(Cyhizy).
=1

i=1
E, de maneira anéloga a agdo de Pz na Proposicao (2.17), podemos definir funcionais
lineares f; em todo E em funcao de Cy);.

Portanto, temos a limitacao

Cyl[Sz|| < sup |fi(z)|, VzeX.

1<i<m

Com isso, concluimos que

[Tzl < sup |fi(z)] + Cy(an(T) + )|zl

Para adequados f; € X/, com 1 <i < m < n. Fazendo ¢ — 0, lembrando da defini¢ao
de ¢,(T), temos o desejado. O

Proposicao 2.19. Seja T € L(X,Y) entre os espacos quase-Banach X,Y. Dado € > 0,

se existirem funcionais lineares f; € X', 1 < i < n. cumprindo

ITzll < sup [fi(2)] +ellz]l.

<i<ne

para todo x € X entao T € compacto.

Demonstracao: Sabemos que dado uma quase-norma, exite uma p — norma equivalente
(p € (0,1]). Assim, é suficiente mostrar que T'(Bx) é précompacto para a p — norma

equivalente. Para isso considere € > 0 e y; € T(Bx) tais que :
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ly; — il > 4'/% para k # j. (2.12)

Como y; = T'w;, com x; € By, e usando a hipotese da Proposicio, temos

4MPe < ||Ta; — Tayl| < 1Sup |f(x; — )| + el|z; — 2]

<i<ne

Lembrando que |[x; — zg|[P < [|24][P + ||zx|[P = 1P + 1P = 2, temos ||z; — 24| < 217,

de onde

AP < ||Tay — Tay|| < sup |fi(x; — ap)| + 27,
>

<i<ne

e entao,

2VPe < sup |fi(x; —x1)| para x; # ;. (2.13)

1<i<n.
Note que esse supremo pode ser visto como a distancia dos elementos u; = (fi(%;))1<i<ne

e ur, = (fi(2r))1<i<ne, DO espago de Banach (7 e
|ujlloe = sup |fi(z;)| < sup |[|fil],
1<i<ng 1<i<ng

pois ¥; € Bx. Com isso, mostramos que {u;} ¢ um subconjunto limitado de ", que
tem dimensdo finita, portanto é pré-compacto (ver |6, Sec. 1.1]). Por 2.13, os elementos

u; € 2 que satisfazem:

2Pe < fJuj — up||so,

sdo finitos. Assim, o sistema original y; € T(Bx) cumprindo 2.12 & finito, de onde T'(By)
estd contido na unido finita de bolas centradas em y; e raio 41/P¢ provando que T(Bx) é
pré-compacto

O

Teorema 2.20. : Sejam W, X, Z espagos quase-Banach, T € L(X,Y) e m,n € N. Entdo

valem as sequintes propriedades para c,(T'):
(M) ||T|| = a1(T) > eo(T) > ...0;
(Ae) Cman—1(S+T) < Cy(em(S) +cn(T)), para todo S € L(X,Y);

(A.) Se em adigcao, Y for p-Banach temos para todo S € L(X,Y)
Cm-i-n—l(T)p S Cm<T)p + Cn(T)p;
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(P.) Seja S € L(Y,W), n,m € N, entio nds temos cpin—1(ST) < cm(S)en(T);
(R.) posto(T) <n = c,(T) =0;
(N.) dim(X) > n = ¢, (T)(idx) = 1.

Demonstracao: (M,.) segue diretamente da defini¢do, considere os conjuntos A = {M C
X, codim(M) < n} e B ={M C X, codim(M) < m} com m < n. E imediato que
A C B, de onde, por propriedade de infimo temos ¢,,(T) > ¢,(T) para todo m,n € N
com m < n.

Completamos a demonstracao da primeira propriedade dos nimeros de Gelfand ana-
lisando que codim(M) < 1 se, e somente se, codim(M) = 0, isto ¢, X = M. Logo,
TI =T, de onde ||T|| = ||TI3]|, isto & i (T) = ||T].

Para (A.), considere S € L(X,Y) e m,n € N. Da definicdo de nimeros de Gelfand e

por propriedade de infimo, n6s podemos encontrar subespagos A e B de X e tais que

T < (14 €)en(T) e codim(A) < n,

1STE|| < (14 €)em(T) e codim(B) < m. (2.14)

Definindo M = AN B, e como estes espacos tem codimensao finita, temos o resultado

de algebra linear
codim(M) < codim(A) + codim(B) < m +n — 1,
que usaremos sem provar. Novamente da definicao de nimeros de Gelfand, veja que:
Cmen-1(S +T) < ||(S+ D)l < Co(ISIll + T T 1) < Cy([ISTE|| + [T T5]]) - (2.15)

A dltima desigualdade ocorre por que M é subespago de A e de B. Usando as
desigualdades de (2.15), temos

Cm+n—1(S + T) S OY(l + 5)(Cm(8) + CN<T))7

fazendo € — 0, segue o desejado.
A propriedade (A.)" para p—norma segue naturalmente do mesmo raciocinio, trocando

a desigualdade de quase-triangular pela a desigualdade de p—triangular em 2.15.
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Para justificarmos (P.), vamos proceder de maneira anélogo a (A.), para isso, seja
S e L(Y,W)em,n e N. Dado € > 0, podemos encontrar subespagos A e B de X e Y

respectivamente, tais que

T < (14 €)en(T) e codim(A) < n,
I1STE|| < (14 €)em(T) e codim(B) < m.

Definindo M = AN T~(B), novamente temos:

codim(M) < codim(A) + codim(T *(B)) <m +n — 1.

e, da defini¢ao de ¢,,1,1(7T") juntamente com o fato de que os operadores sio lineares

e continuos, temos

Cman—1(ST) < ||STIg |l < IST5[[ITHI < (1 +€)*em(S)ea(T),

fazendo ¢ — 0 temos o desejado.
Para a propriedade (R.), sabemos que se posto(T) < n entao a,(7) = 0. Usando a
Proposicao (2.17) e a Proposicao (2.18), temos:

0 <c,(T) <é,(T) < Cya,(T) = 0.

Por outro lado, (N.) sai do fato de que se dim(X) > n teremos para todo M C X com
codim(M) < n, dim(M) > 1, de onde M # {0}. Assim, |[II3|| = ||I3|] = 1 e segue o
desejado.

O

2.5 Relacao com compacidade

Mostraremos agora algumas relacoes entre os s-ntumeros definidos acima e a compa-

cidade de um operador linear limitado entre os espacos quase-Banach X e Y.
Teorema 2.21. Seja T € L(X,Y), valem as segintes propriedades:

(Co) T e K(X)Y) < lim e,(T) = 0;

n—oo

(Cy) lim a,(T)=0=T € K(X,Y);

n—oo

(Co) T € K(X,Y) <= lim dy(T) = 0;

n—o0
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(Co) lim ¢, (T)=0=T e LX,Y).

n—oo

Demonstracao: Para a propriedade de compacidade (C,) dos nimeros de entropia,

veja que se lim e, (T) = 0 significa que para todo € > 0, existe ng € N, tal que e,(T) <
n—oo

%,Vn > ng.

Mas se e,(T) < 5, entao

N
T(Bx) C L_J{yZ +€eBy}, com N =2""1

i=1
Note que,
£— €
{yi+5Bv} =B (yi, 5) C B(yi,€).-
N
Assim, T(Bx) C |J B(yi,€), de onde € relativamente compacta.
i=1

Para provarmos a implicacao contrdria, usaremos o resultado encontrado no Lema
1.25: T € K(X,Y) < T(Bx) ¢ relativamente compacto.

Supondo T compacto, temos T(Bx) relativamente campacto, entio para cada 5>0
dado, existe um nimero finito de elementos y; € Y,i = 1,2, ..., k, tais que

k k k
—_— 9

T(Bx) C UB(% 5) C UB(yz‘,é“) = U{yz +eBy}.

i=1 =1 i=1

Como sempre € possivel tomar n € N, de modo que N = 2"~ >k e por definicio de

infimo, temos que:

N
e € {0: 3wy, w2, ..., wpn1 1 T(Bx) C | J{wi + 0By},
i=1
assim, e,(T) < & para todo n > k.
Na propriedade de compacidade dos nimeros de aprozimacao, (C,), veja que se nli_)lrroloan =
0, dado € > 0, existe ng € N, tal que a,(T) < £,¥Yn > ny.
Da defini¢ao de an(T), existe L, € L(X,Y) com posto(L,) < n tal que:

||T — L,|| <e.

Como podemos tomar ¢ — 0, fica bem definida a sequéncia de operadores (Ly)nen,
onde L,, — T, e cada L, tem posto finito. Pelo Lema 1.26, seque que T € compacto, pois

eriste uma sequéncia de operadores compactos L, convergindo a T em L(XY).
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No caso de (Cy), vamos utilizar novamente o Lema 1.25. Se T € K(X,Y) entdo

T(B_X) ¢ relativamente compacta, i.€., para todo € > 0, existe y1,Ya, ..., Yn, tais que:

n

T(Bx) c | J By 2).
i=1
Defina Uy, = [Y1,Y2, -, Yng] 0 Subespaco gerado pelas combinagoes lineares de y;, para
i=1,2,...,n9, onde dim(Uy,,) < ng.

Primeiramente, veja que dny41(T) < €, pois, dado x € Bx temos que:

inf ||Tz—vyl|| <e, do fato que Tx € UB(yi,s).
yEUR hart

Usando (My), i.é., d,(T) > d,1(T) Vn € N. Logo,
€ > dp(T) > dpo1(T) > dpgra > ..

Como isso vale para todo € maior que zero, sempre encontramos ng. onde
€2 dyy (T) > dpys1(T) = dpgr2 > ...

Em outras palavras, lim d,,(T) = 0.
n—oo
Por outro lado, se lim d,(T") = 0, dado € > 0, existe ng € N tal que d,,(T) < e, ¥n >
n—oo
ng. Dito isto, como jd mostrado na demonstracao do Teorema 2.11, existe U, CY, com

dim(U,) < n, e Vo € By eziste u® € U, cumprindo
|| Tx —ur|| <e.
Logo, usando (My), i.€., ||T|| = di(T), sai que

lunll = [lup + Tx = T|] < Cy([|uy = Txf| + [|Tz[]) < Cy(e + |[T|])

< sup Cy(e+ |[[Tz]]) = Cy(e + [[T]]) = Cy(e + du(T)).

||lz[|=1
Agora, defina My = {u € U, : ||u|| < Cy(e + di(T))} e note que My # {¢} pois
T(Bx) C M.
Como My C U,, que tem dimensao finita, e My € limitado, entao My € relativamente
compacto, i.€., existe uma e—rede de bolas abertas centradas em y;, 1 = 1,2,...m € Y,

tais que para todo uw € My vale:
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[lu—wil| <e.

Tomando u = u; :

||luy, + Te — Tx — y;|| <e.

Mas T
(M e, _Tx||> <Ju? 4+ Tz — Tz — y|| <,
Cy
de onde,
Tx — vy,
<M_g) <e < ||Tz —yil|| < 2Cye.
Cy

Como ||z|| < 1, resulta que T(Bx) C | B(y;,2Cye). Logo, T(Bx) ¢ relativamente
i=1
compacta, o que conclui a demonstragao.

Finalmente, para (C.), note que se lim ¢,(T) = 0, pela desigualdade provada na 2.17,
n—oo
temos lim ¢,(T) = 0. Com isso, vemos que as hipdteses da 2.19 sao satisfeitas, de onde,
n—o0

T é compacto. O



CAPITULO 3

ALGUMAS RELACOES ENTRE S-NUMEROS

Nesse capitulo mostraremos algumas desigualdades entre os ntmeros definidos no
texto, principalmente entre o niimero de entropia e os outros s-ntmeros, motivados por
extender alguns resultados dados por Carl e Pietsch. No caso de estarmos trabalhando
com espacos de Banach e um operador linear e continuo, mostrou-se que dado a > 0,

existe v, > 0 cumprindo

sup k%ex(T) < v sup k%s(T), (3.1)

1<k<n 1<k<n

oinde s, denota o k—ésimo nimero de aproximacao, Gelfand ou Kolmogorov. No caso
quase-Banach, mostraremos algumas desigualdades parecidas, que podem ser encontradas
em [8] [20], [14]. A desigualdade de Carl, considerando nimeros de Gelfand ¢ recente, e

devida a Vybiral, Kolleck e Hinrichs, que também a incorporamos nesse texto.

3.1 Relacao com a teoria espectral

Comecamos nossos estudos apresentando um dos resultados mais classicos dessa te-
oria, que relaciona autovalores e ntmeros de entropia, que é uma ferramenta poderosa
para estimar varias desigualdades entre s-niimeros. Esse resultado foi mostrado por Carl
e Triebel em [4] para o caso de espaco de Banach e posteriormente por Edmunds e Triebel

no caso de espagos quase-Banach (ver [8, Sec. 1.3.4]).

Teorema 3.1. Sejam X um espago quase-Banach complezo e T € K(X), a cada k € N

vale
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Corolario 3.2. Nas condicoes do teorema anterior, temos para todo k € N
IA(T)] < V2er(T).

A demonstracdo desse resultado encontra-se em [12, Theo. 50, p. 49].

Corolario 3.3. A desigualdade mostrada no coroldrio acima € essencial para provar para
todo k € N
lim (e, (T™)Y"™ = r(T),

n—o0

onde r(T') € o raio espectral de T (Defini¢ao 1.33).

Observacao 3.4. Nao demonstramos os resultados acima pois acreditamos fugir da pro-
posta do texto, porém resolvemos apresentd-los mesmo assim pois sao cldssicos na teoria.
As demonstracoes dos fatos apresentados acima podem ser encontrados com os devidos

detalhes na se¢io 1 do livro [8].

Agora, estudaremos uma desigualdade entre os niimeros de aproximacao e os nimeros
de entropia. Para isso, precisamos do lema a seguir, que usaremos sem demonstrar mas

encontra-se em [10, Sec. 3.31].

Lema 3.5. Um operador agindo entre os espa¢os quase-Banach (reais) X e Y tem posto m

se, e somente se, existem constantes C,c > 0 tais que:

.27 D/m < e (T) < C||T)|.27 D™ para n =1,2,3, ...

Se os espacos forem complexos, o resultado € modificado para:

.2 (VR <o (T) < C||T||.27 P | paran =1,2,3, ...

3.2 Relacao entre ¢, € a,

A proposicao que se segue recebe o nome de desigualdade do tipo Bernstein e foi
introduzida por Carl no contexto de espagos de Banach (ver |6, Sec. 3.1.]), e generalizada

por Edmunds e Triebel para o contexto de espagos quase-Banach (ver [8, Sec.1.3.3.]).

Proposicao 3.6. Dados 0 < r < oo e T € L(X,Y), onde X e Y sdo espagos quase-

Banach com constantes Cx e Cy respectivamente. Entao:
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sup kY7e,(T) <¢, sup kY ay(T) para m = 1,2,3, ...

1<k<m 1<k<m

Perceba que se provarmos tal desigualdade, conseguimos uma desigualdade parecida

com a definida em 3.1, para a = 1/r.

Demonstracao: Nesta demonstragao usaremos novamente a p—norma associada a norma
que torna Y quase-Banach.

Dito isto, a estratégia aqui é olhar para os nimeros a,(7T), cujo n é da forma n =
2N N € N.

Por defini¢ao de ay,(T"), dado € = £(j) > 0, existe um A; € L(X, Y)tal que

T = Ajl| < a9i(T) +£(5)

Pela propriedade R,, se tivermos posto(T) < n entdo a,(7') = 0. Por outro lado se
posto(T) > n entao a,(T) > 0, mas esta propriedade nio é conclusiva no caso em que
posto T = n, isto é, pode ocorrer que a,(7") = 0 ou que a,(T) # 0.

Considerando o caso em que posto T > n e a,(T) # 0, paran =2/, j=1,2,... N e

tomando €(j) = a9 encontramos na desigualdade acima:

1T — Ayl < 2a5(T). (3.2)

Deste modo, notando que Ag = 0, o operador nulo, vale a representacao de T
T: —A0+T: (Al —A0)+(A2 —A1)++<AN—AN_1)+(T—AN)
N
= (Aj— A1) + (T - Ay) (3.3)
j=1

Onde sempre podemos tomar A; # A;_4, do fato que posto T > n e a,(T) # 0.
Dados nq,no, ..., ny nimeros naturais quaisquer, usando sucessivamente a propriedade
(A.) para p—normas (€m,4n—1(S + 1)) < (em(5))? + (e,(T))P) temos:

N
[entnattmn— ) (D = [enimatonn—v-1) (O _(A; = Aj 1) + (T — Ax)) PP

J=1
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< en (A1 = A" + [€n2+...+nN—(N—1)+1(Z(AJ —Aj) + (T = An))P

< en, (A1 = Ao))” + [en, (A2 — AP + [€n3+...+nN—(N—1)+2(Z(AJ —Aj1) + (T = An))P
< len (A1 = Aol + [eny (A2 — AP + o+ [eny - (v-1)+(v—1) (AN — An—1) + (T — An)J
< fen (A1 — Ao)l” + [en, (A2 — ADP + o+ [eny (Av — An-)]P + e [(T — An))P

= Z[%(Aj — Aj )] +eal(T — Ax)P.

Pela propriedade (M,) do Teorema 2.4, temos o resultado:
N
[enstmottny—v-1) (D) < len, (Aj = A1) + [[(T = An)IP. (3.4)
j=1

Como posto(A;) < 27 e posto(A;_1) < 2771, temos que posto(A;—A;_1) < 20 +2771 <
2 2 =220 =20t

Supondo que X, Y sdo espacos reais, e usando no Lema 3.5 com m = 2/*1,
en(Aj — Aj1)? < [Cl|A; — Ay 275027 = CPJ| Ay — Ay | P2 (a-nr/2T

Onde C >0ej=1,2,....,n. O mesmo vale se os espacos forem complexos tomando
2m = 29+2,
Do fato que
1A — AP < N[A; = TP+ [IT — A ],

de (3.2) e de (M,) segue

1A; = TP < (2025(T))" e [[A; = T[|” < (2a95+(T))".

de onde resulta
1A; = AjallP < (2a0:(T))" + (2a21(T))" < 2.(2a-1(T))". (3.5)
Voltando em (3.4), concluimos que:

en(A] — Aj_l)p S Cp.2p+1.(a2j—l(T))p.Q_("jfl)p/QjJrl'
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Portanto,
en(Aj = Aj 1)P < Cou(ag— (T))P 27w/ (3.6)

para Cp = CP.2°" ¢ j =1,2, ..., N.
Com tal resultado em maos, podemos voltamos em (3.4) e usar (3.2) e (3.6) para

estimar o somatorio em:

N
[ Z (agi—1 (T))P.2~ =D/ 4 (90,5 (T)))P (3.7)

Note que:

9= (nj—1)p/P*T _ 9=(n;—1)p/P T —(G-1DE+G-1E _ 9—(n;—1)p/2 ' -(-1)E sup oi-1)%
1< j<N

Fazendo o somatério de j = 1 até N e lembrando que 2% aon (T') > 0, segue:

N N
Z Ch (g2 (T))P. 27 (=0r/2 ™ < N 0y o= (n=0p/2 =007 qup 2U=D% (g, (T))P

1< j<N

38

IN

262 —(n;_1)p/2 T = (12
— ZCQ —(n;—)p/2 T -(G-1E sup 2(j—1)$(a2j_1<T))p.

Usando propriedade de supremo e o fato de que 1 < 2971 < 2% temos

=2

N
Z02.((123._1(T))pg—(nj-l)p/?”l Z 9 (nj—1)p/2 T —(j-1)E sup jg(aj(T))p. (3.8)

= 1< j<2N

Por outro lado, é facil ver que

P (ayn (T))P < 22277 sup  j+(a,;(T))P.

1<j<2N

Combinando este resultado com (3.7) em (3.8) segue:
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N
[enssmotiny—n-1)(T ZO 2~ (-1 )p/2H =G=DE 4 opo=NE] gy 37 (a;(T))P.
j=1 1< j<2N

(3.9)
Por outro lado, como 1 < p < oo, sempre podemos encontrar k£ € N tal que 1 + 110 <
kE<2+ %. De posse de k e como até aqui os resultados valem para qualquer n; € N,
podemos definir n; = 1+ k(N — 5)2/*! para j = 1,2, ..., N. Dito isso, segue diretamente
que 2_(77‘]'_1)/2j+1 — 2_k(N_])
Com isso, estimaremos o somatoério em (3.9), sabendo que —k(N —j)p — (j —1)2 =
E— pkN + (k — L)pj. Assim,

N
Z 9—k(N=f)p—(—1)% _ op/ro—pkN Z 9(k=1/r)pj

j=1 j=1

N N
, "V —1
J =
S =
de onde v
k—1/r)pN __
3 g1/ o1/ 2PN — 1
- o(k—1/rp _ 1’
j:
portanto
o B(N=3p—G-DE _ opfro-pkNo1mp 2N — 1 gy 267N — —Np/r
le ¢ = Qp/roTPENg e =2 2 g < G2
j:

para algum C3 > 0 cumprindo a desigualdade acima.
Voltando em (3.9), e chamando Cy = C5.Cy, temos:

enitnatotny—(n-—1) (TP < 27VP/"Cysup /7 ay(T)P.
1<j<2N

Por outro lado, da definicao dos n;, note que

nitnat.n—N= 1+kN -2 =N =Y kN -j2
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Novamente, das propriedades de séries gemétricas finitas, temos:

N
Z — )2 =4.2Y — (N +1)) < 4.2V de onde

k21+ §)27 < 4.2,

Usando a monotonicidade (M. ), temos [y on (T)]P < €y, —v-1)(T)]P. de onde:

eapan (T)F < 27 NP/TCy sup ]'p/raj(T)p (3.10)

1<j<2N
Note que essa estimativa depende de N e de k. N é um ntmero natural qualquer,
mas k foi fixado cumprindo 1 —|—% <k<2+ ]lj. Por isso devemos pensar, em como estimar
en(T), para n um natural qualquer.
Primeiramente, note que se n > 8k sempre conseguimos um natural N tal que
8k2N 1 < p < 8k2N.

Do lado direito da desigualdade temos que
n < 8k2N = nt > 8k = nP/m > gETP/T NPT — ymplrgRR/T > 9= NPT

Do lado esquerdo, como 8k2V~! < n, sai que 4k2V < n, e, usando propriedade de
supremo:
sup *"a (TP < sup jp/raj(T)p.

1<j<2N 1<j<n

Também do fato que 4k2Y < n e de (M,) temos e,(T)? < e, o~ (T)P. Combinando

esses trés ultimos resultados em (3.10):

en(T)P < Cy(BK) """ sup jP/"a;(T)

1<j<n
en(T)Pn?/" < Cy(8K)P/™n?/" sup j*/"a,;(T)P Vn > 8k. (3.11)
1<j<n
Resta-nos estimar o caso em que n < 8k.
Neste caso, n?/" < (8k)?/", pois p/r > 0. Usando novamete (M.), temos

en(T)” < [|T]| Vn €N,

e, combinando esses resultados segue n?/"e, (T)? < (8k)?/"||T|.



3.2 Relacao entre e, e a, o7

Como {j”"a;(T)P;1 < j < n;n < 8k} é um conjunto finito de ntimeros maiores ou
iguais a zero, sempre conseguimos encontrar Cy > 0 tal que:

IT|| < Cy sup 37/"a;(T)P,

1<j<n

de onde,
n?"e, (TP < Cy sup j*"a;(T)?, ¥n < 8k. (3.12)

1<j<n
Assim, conseguimos retirar desta desigualdade a depéndencia de k. Nos dois casos,

aplicando a raiz p—ésima na desigualdade 3.12
nY"e,(T) < ¢, sup §Y"a;(T), ¥n € N. (3.13)
SJsn

Onde 8k(Cy)'/? = ¢, depende de p. Assim, tomando o supremo na equagdo acima,

com n < m, m € N e vendo que:

sup sup j/"a;(T) = sup n'"a,(T),

1<n<m 1<5<n 1<n<m

concluimos a demonstragao

sup n'/"e,(T) < ¢, sup n'"a,(T), Vm € N.

1<n<m 1<n<m
O

Teorema 3.7. (Relacio entre a,, e e,). Sejam X e Y dois espacos quase-Banach, Cx e

Cy suas constantes respectivamente. Dado T € L(X)Y) e 1 < p < oo valem:

1/p
() en(T) < ¢, (1 Z@(T»p) e

(13) lim e,(T) < lim a,(T).

n—0o0 n—o0

Demonstragao: Para o item (i) veja que
k 1/p
EYPan(T) = (kay(T)P)YP < (Z a;(T > , Vk € N.
=1

A segunda desigualdade se da pois a funcdo z'/? (1 < p) é crescente. Aplicando o

supremo até um n € N,
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n 1/p
sup k'Pay(T) < <Z CLz’(T)p> :
i=1

1<k<n

Usando tal resultado na Proposicao 3.6, temos:

en(T) = n~ P Pe (T) < n™VP sup kYPer(T) < c,n VP sup kYPay(T).
1<k<n 1<k<n

Isto é,

n 1/p n 1/p
en(T) < cpn P sup EYPay(T) < cpm VP ( ai(T)p> = Cp. (n_l ai(T)p>

1sk<n i=1 =1

n 1/p
= en(T) < (Z ai(T)p> :

i=1

Para o item i, vamos supor que a,(7) # 0 Vn € N, pois se houver ng tal que a,,(T) =
0, pela propriedade M, terfamos a,(T) = 0 ¥n > ng. Disto segue que JLIEOG”(T) =0de
onde, pela propriedade C, temos que T € (X, Y).

Pela propriedade C, temos que se T' € (X, Y) entao lime,(7T) = 0, de onde segue a
igualdade. .

Supondo entao que a,(7) # 0 para todo n natural, em particular, fixando um n,
podemos tomar § > a, (7). Por defini¢do de niimeros de aproximacao, existe A € L(X,Y),
com posto(A) < n tal que ||T — A|| < 0.

Por outro lado, da linearidade de 7', temos
T(Bx) C [|T|[By pois ||Tx|| < ||T|[l[x]]
Como,
ITIP < ||IT = AP+ [|A|P, temos T(Bx) C (||IT — A|l +[|Al[")/*By.

Como posto(A) < n, A é compacto. Sabemos que um operador é compacto se, e
somente se, A(Bx) é um conjunto compacto. Disto, dado ¢ > 0 existem y; € Y, i =

1,2,...,m. tais que:

m

A(Br) Uy + B}

=1
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Isto ¢, ||Az — y;|| < e, Vo € Bx e um j = 1,2, ..., m. adequado. Disto, temos:

T(Br) s + (0 + )y )
j=1
De fato, dado x € By, temos
1Tz — ;|| < [Tz — Az|]” + || Az — y;]|” < [IT = Al + || Az — y[[P < ¥ + €7,

de onde, ||[Tz — y;|| < (67 + &P)Y/P, 0 que prova a afirmagao.
Pela definicdo de nimeros de entropia, temos que e, (T) < (67 + P)/?. Pela proprie-
dade M., ex(T) < e,(T) sempre que k > n. Usando esse dois fatos, segue

lim e;(T) < e,(T) < (67 4 )Y/,

k—o0

Como isso vale para todo € > 0, temos klim ex(T) < §. Tomando o infimo dos valores
—00

de 9, temos
lim e, (T) < a,(T), ¥n e N.

k—o0

Assim, fica demonstrado o item

lim ex(7) < lim ag(7).

k—o0 k—o0

3.3 Relacao entre d, e a,

Teorema 3.8. Relacao entre a, e d,. Dados X e Y dois espacos quase-Banach e T €
L(X,Y), en € N qualquer. Entdo

d.(T) < a,(T).

Demonstragao: Por defini¢ao de a,(T),
dado ¢ >0, 3L e L(X,Y), posto(L) <n:||T —L|| <an(T)+e.

Defina U, = R(L) C Y e note que dim(U,) = posto(L) < n. Por outro lado, para

T EB_X, temos
||Tx — Lz|| < ||T'— L|| < an(T) +e.
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Como L(X) =y € U, CY, mostramos que

U, dim(U,) <n Vo € Bx 3y €U, : ||Tx —y|| < a,(T) +e¢,

por propriedade de infimo,
inf ||Tz —y|| < inf ||[Tz — yl|| < a, (T ,
inf [|To = yl| < inf || — gl < an(T) + ¢
para todo = na bola unitaria fechada. De onde,

sup inUf |Tx —y|| < an(T) +¢.

zeBy YU
Tomado o infimo de todos os U, com dim(U,) < n, e usando novamente a mesma
propriedade de infimo, temos o resultado d,,(T") < a,(T) + «.

Como isso vale para todo € > 0, tomando ¢ | 0 temos provado o teorema. O

Proposicao 3.9. Nas mesmas condicoes do Teorema 3.8, podemos mostrar que

an(T) < (2n)Y2d,(T).

3.4 Relacao entre ¢, e d,

Analogamente a desigualdade provada na proposicao 3.6, temos a proposicao a seguir
que foi mostrada por Carl (|4, Theo. 1]), no contexto de espagos de Banach e relaciona

ntmeros de entropia com nimeros de Kolmogorov.

Proposicao 3.10. Seja a > 0, 0 < p < o0 e X,Y dois espacos quase-Banach com
constantes Cx, Cy respectivamente. Dado L(X|Y) e n € N, entdo existe uma constante
c >0 tal que:

sup k%, (T) < ¢po. sup k%di(T).

1<k<n 1<k<n
A demonstracao desse fato pode ser encontrada em [2, Lem. 1].
De posse de tal resultado, podemos demonstrar um resultado andlogo ao Teorema

3.7, porém usando nimeros de Kolmogorov.

Corolario 3.11. (Relagao entre e, e d,). Sejam X e Y dois espagos quase-Banach,

Cx, Cy suas constantes, respectivamente. Dados 0 < p < oo, entao existe C), tal que:

n 1/17
en(T) < C, (Z di(T)p> :
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Demonstragao: Assim como foi feito no 3.7 (7),

1/p
KYPdy(T) = (kdp(T)P)VP < <Z di(T)p> , Vk € N.

de onde
sup k'Pdy(T) <[> di(T)")'. (3.14)

1<k<n i—1

Por outro lado, tomando o = % na Proposicao 3.10, temos

sup kYPer(T) < ¢po. sup kYPdy(T).
1<k<n 1<k<n

Usando tal resultado na seguinte manpulacao algébrica, temos

en(T) =n~ Y Pe, (T) < n~YP sup kMYPer(T) < cpo.n P sup EVPdy(T),
1<k<n 1<k<n

usando (3.14) nessa desigualdade, segue

n 1/p
en(T) < cpo.n™ /P (Z di(T)p)
i=1

Vendo que a depende apenas de p, e tomando C), = cp,a.n_l/p segue o resultado. 0O

3.5 Relacao entre q, € ¢,

Teorema 3.12. Seja T € L(X,Y) entre os espacos quase-Banach X e Y. Entao
cn(T) < Cya,(T), VneN

A demonstragao desse fato sai diretamente de unir as proposicoes 2.17 e 2.18.
No caso Banach, podemos demonstrar que os nimeros de aproximagao sao 0s maiores
entre os s-nimeros. Aqui, ndo conseguimos mostrar esse fato com as ferramentas que

utilizamos, mas isso nada quer dizer com respeito a veracidade da afirmacao.
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3.6 Relacao entre ¢, e ¢,

O objetivo principal dessa secao é mostrar uma versao da desigualdade de Carl, usando
numeros de Gelfand para espacos quase-Banach. Para isso, precisaremos enunciar e

demonstrar varios resultados auxiliares.

Lema 3.13. Seja X um espaco p— Banach e Y um espaco q— Banach. Para todo © € Bx
existem M, C X um subespaco de codimensao finita, com z, € M,, e N, C X um sub-

conjunto, com x, € N,, tais que:

2 — (20 + 20)|| < &0

Os detalhes sobre quem ¢ N,, serao dados na demonstracao, por ora é suficiente dizer

que x, & tal que ||z,|| < 27,

Demonstragao: Fixe (g,), uma sequéncia de niimeros positivos nao maior que 1. Pode-

mos fixar uma sequéncia de subespacos M,, cuja codimensao é finita. Como a codimensao
de M, é finita, para cada n € N defina M,, uma ¢, — rede da bola unitaria de X/M,,

isto é, para cada [z| € Bx/u,, temos

2] = [zalllx/ar, = infoen, |l — 20 — 2||x < en. (3.15)

Aplicando a desigualdade p—triangular em (3.15), temos

||[27n]||§</Mn < ||fz] = ["En]HZ))(/Mn + |||:ZEH|§(/M’” <e +1 (3.16)

de onde, M, C By/ur,, pois ||[zn]||x/ar, < 2'/P. Pela definigio da p— norma no quociente,
conseguimos encontrar x,, € X um representante da classe [z,] tal que ||z,||x < 2V/7.
Defina N, = {z, € X, ||7.]|x < 2P e [2,] € M,,}, este conjunto ¢ chamado de "levan-
tamento"de M,,. Veja que N,, C 2/7By.

Novamente por (3.15), da definicdo de p—norma, existe um z = z, tal que

|z =20 = 2a]lx < én,

pois, se fosse ||z —z, — z||x > €, para todo z € M, terfamos inf,cn, || — 2z, —2||x > €n,
um absurdo.

Portanto, tomando z,, € N,, temos o desejado. O
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Lema 3.14. Para qualquer x € X, com ||z|| < §, com 0 < § < 1 existe x, € N, e
zn € M, tais que.

zn|| <47 e ||z — 6(2p + 20)|| < 0.60. Vn €N

Demonstragao: De fato, veja que ||z/d|| < 1, e pelo Lema anterior podemos encontrar

Tn € N, e z, € M, tais que
|2/0 = (0 + 20)l|x < & (3.17)

O que mostra a segunda parte do Lema, a primeira parte vem de usarmos a desigual-

dade p—triangular e usarmos 3.17, assim

I =zll” = llen +2/6 —2/0 + zn — 2"
< /6 = (e + za) 17+ [|2/0]17 + ||| P
< e +1P4+2 <4
pois, do Lema 3.13, ¢, < 1 e ||z,|| < 2'/7, 0

Lema 3.15. . Defina g = 1 e, para todo natural, 6, = []}

AR | Tias, || onde

Tin, € a restricao T ao subespago M,. Entao para todo v € Bx, existe uma sequéncia

(Xn)n C Ny € (2n)n C M, tais que
(1) ||zn]|x < 47 VneN;
(id) [l = 2 5y Or—1(@k + yr)llx < Ons
(i1d) [T — 320y Sk D)3 < (||T(16,)7 + 497 320, 61T

Demonstragao: Os itens (i) e (i7) saem diretamente 3.14, indutivamente: Dado que a

construcao vale para n-1, temos:

n—1

|zn1l| <47 € |jz— Z5k—1($k +ur)llx < dn-,
k=1

De onde, vendo que §,, < 1, e aplicando o Lema 3.14 para x — ZZ: Ok—1(Tk +yg), existem
rn € N, e z, € M, tais que

n—1

lzull <47 e [[(x = Oho1(@r + yr) = 6n(@n + 20)|| < dni.cn
k=1
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O que conclui o item (i7). Para o (ii7) usamos a desigualdade g — triangular nos itens

(1) e (ii), concluindo que

1Tz = opaT()l|% < Tz = oeaTwr + 20)|l% + 11 0ea T ()14

k=1 k=1 k=1

< TN =Y S (zn + 2 )% + D 0kl Ton L ()15
k=1 k=1

< ||T)[9.89 + 49/ Z 8¢ .7l

k=1

O

Lema 3.16. Seja X um epsaco p— Banach real m—dimensional, onde 0 < p < 1. Entao,

para todo natural n

enlid : X = X) < 41/P2 70

Demonstracao: Sabemos que em espagos quase-Banach vale a desigualdade e;(id : X —
X) < 1. Logo, se (n — 1) < 2m/p para algum n € N entio 27 < 47 de onde 1 <
n—1

4172775 e o resultado segue da monotonicidade dos ntimeros de entropia.

Caso contrario, (n — 1) > 2m/p, e entao escolhermos ¢ > 0 tal que

CEED e

isto é

=[] el (318)

p(n—1)

m — 1
Considere z1,x9,...,2ny € Bx o conjunto maximal de Bx tal que ||z; — z;|| > ¢

(1,7 =1,2,...,N e i # j). Assim, By pode ser coberto pelas bolas x; + e Bx, e mais do

_£_

que isso, a bolas z; + 577

By sao disjuntas a cada (i,j = 1,2,..., N e i # j). De fato, se

existisse y € X nessa intersecao, teriamos:
loi — 2| < /27 e |loj — 2|IP < /27, com i#
de onde,

||z — |[P < |Jo; — 2||P + || — 2||P < 2(e/2YP)P = &P, absurdo.
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_£_

Além disso, podemos ver que dado y € x;+ 57, Bx, entao y = x; + 2, com |[|z]| < 57

21/p
Aplicando a desigualdade p — triangular resulta em

Y|P < ]| [P+ [|2]]P < 1+ €P/2.

Tal desigualdade nos fornece que dado y € z; + 21%3)( entdoy € r; + (1 + %)VpBX.
Entao, podemos comparar os volumes destas bolas (esse volume respeita medidas

invariantes por translagoes em X).

€ \m m
N<W) S (1+€p/2) /;l)’

e usando a primeira desigualdade em (3.18)

(14 eP/2)m/Pqm
3

ol/p

=on 1

N<|

Assim, cobrimos a bola unitaria de X com de bolas centradas em x; comi=1,2,..., N

onde N < 2"°!, Da definicao de ntimeros de entropia, segue

(14 er/2)m/p

21/p

enlid: X = X) <= [ < [4.2- e,

para o caso que faltava. O

Teorema 3.17. Seja T : X — Y um operador linear limitado entre os espagos p—Banach
e g— Banach respectivamente, onde 0 < p,q < 1. Sejam (kp)nen € (Mn)nen duas sequén-
cias de numeros naturais positivos. FEntao

L kjfl

na/p—S  EiTl n _ Nt )
ekt ki1 (T < 22 4/P=2 51 q+4q/p222(l Da/p=35=1 = qu1+1(T)q-
=1

Demonstragao: De fato, a ideia geral aqui é aplicar o 3.15 a uma sequéncia (M,, ) en de
subespagos de codimensao finita, menor ou igual a m;.
Usando o Lema 3.16 juntamente com o Lema 3.14, podemos escolher €, —redes onde

k;—1

ey = 4P ¢ #M,, = #N,, < 257,

Entao, da definicao de d;, nos temos



3.6 Relacao entre ¢, e e, 66

—1

5, = Hem H2 _ MR ke, (3.19)

Defina

{ Z 1) ijij},

e veja que #N < # H;‘Zl Ny, < H?ZI okj—1 _ o(3Tj_1 kj)—n_
Agora, pelo item (ii7) do 3.15, para cada = € By existe y € N tal que

1Tz = yll§ < (IT116a)7 + 477 Y 51178,

Portanto, da definigio de ntimeros de entropias, tomando £ = (||T[3,)7+49? 37 _ 6} 1T,
e lembrando que #N < 2055=1k)=n < 9(j=i k) =+ temog

€kt othn—nt1 (1) < (|[T]]00)" 4(1/])26

Podemos estimar 9,, e §;_; no lado direito desta igualdade usando a desigualdade em
(3.19), resultando em
kj—1

B - _ _yi-l
Ch byt (T < 2 T 1 g gole 57 g VT T
k=1

Lembrando que 7,,, = ||}, || € da definicdo de ¢y, 41, tomando o infimo dos valores
acima, variando todas as sequéncias de subespagos (M;) cuja codimensdo é menor que
m; + 1 temos o desejado

_ kjfl

no/p—S" L BTl n _ -l .
bt ottt (T)1 < 2707202 5 0 g qalp 3 2T S (T,
k=1

Finalmente estamos aptos a provar o resultado principal desta secao.

Teorema 3.18. Seja T : X — Y uma transformacao linear limitada entre os espacos

quase-Banach X e Y, entao para todo o > 0 existe v, tal que

sup k%e(T') < 7o sup k%c(T).

1<k<n 1<k<n

Demonstracao: Perceba que é suficiente mostrar para todo n € N e alguma constante -,
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vale

nex(T) < 7o sup Koc(T).

1<k<n
Por homogeneidade podemos assumir que ¢x(7) < k~* para 1 < k < n. Em parti-
cular, ¢;(T) = ||T|| < 1. Usando a monotonicidade dos nimeros de Gelfand, ¢ suficiente
mostrar tal resultado para n = C2¥, onde C' > 1 é um natural qualquer (daremos mais
detalhes na demonstragao) e N € N é um natural qualquer.
Escolha 8> a >0, m; =27 e k; = [2YV79(2/p+ ) + 1], onde j = 1,2, ..., N Aqui

[x] representa o menor inteiro maior ou igual a x. Assim, temos:

(kj —1)/m; = 2/p+ 6.
L
Definindo ¢; = 41/P2 "™ como foi feito no teorema anterior, temos

ki—1. 2 s
I =42 < g isto ¢, 4P <2,
p

—(

usando essa estimativa no Teorema 3.17, temos

m;

N
€k1+k2+...+kN+1—N(T)q < 9=BNgq 44/P 22—5(1—1)4(21\7—1 + 1)—aq
=1
N
< 9=BN | ga/p 9—aNagfq Z 9(a=B)q < fyaﬁQ*Naq, (3.20)
=1

onde 7, 3 depende apenas de a e de 3. Como C' é um natural qualquer, podemos fixar
C >2/p+ p+ 1. Assim podemos estimar o indice do nimero de entropia, retirando a

dependéncia direta de p e de

N N N
L=N+> k<1-N+> 2Y7Q2/p+p)+2 =1+ N+ (2/p+8) ) 2"
j=1 j=1 j=1

<1+ N+ (2/p+p)2"N <2V,

Utilizando essa estimativa, junto com a propriedade M, em 3.20, segue

_N Ny —
etan < hythot. thy+1-N(T)? < 70,5272 < C(C27) 7.

Onde ¢ > 0 foi tomado a fim de cumprir ¢ > C%?y, 3. Veja que assim, ¢’ depende
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apenas de a, pois C foi fixado e 8 depende de . Assim, concluimos que
com < (¢)/(C2V) .
Tomando n = C2V, mostramos que existe uma constante v, > 0 cumprindo
n’e, < Yo < Yo sup (1),
1<k<n

como queriamos. O



CApriTULO 4

ESTIMATIVAS EM DIMENSAO FINITA

Nese capitulo estudaremos algumas estimativas que conseguimos para o operador
identidade entre os espagos de dimensao finita £} e £ sobre um corpo K que pode ser
R ou C. Essas estimativas sao muito importantes e ja foram bastante estudadas para o
caso de espacos de Banach.

Antes de comecarmos, fixemos algumas notacoes. As vezes denotamos apenas por s,
a0 invés s,(id) o n-ésimo s-nimero do operador identidade (fazendo aqui um abuso de
notagao para englobar os numeros de entropia). Escrevemos, quando fizer-se necessario

s®(T) para dizer X e Y sdo R-espacos vetoriais. Por fim, quando escrevermos s, (1) ~ a,

n
para algum ntmero real positivo a, queremos dizer que existem constantes positivas
k1, ke € R tais que

a.ky < s,(T) < ks.a

O Lema que se segue foi retirado do [8] e sera utilizado sem a devida demonstracao,
pois entendemos que demonstrar tal fato nao é crucial para a teoria.
Lema 4.1. . Dado n € N, entao:
LT
r(1+22)
it) Eziste wma fungao 6 : (0,00) — R,com 0 < 6(z) < 15, para todo x > 0, tal que para
todo p € (0,00).
- 1 1lg, q —(n=1) 2n_1
vol(Byy) = 2" w2 p= 2 n'» “Zexp(nf(2/p)p/2 — 0(2n/p)(p/2n)).

i)se 0 < p < oo, entao o volume da bola unitdria em (3 é vol(Fg;z) =

Antes de prosseguirmos apresentaremos duas versoes da desigualdade de Holder.

Teorema 4.2. (Desigualdades de Hélder) Sejam x,y € (7 e p' tal que i + z% =1, entao

valem as sequintes desigualdades:

(1) oy o+ yal < 00 wal?)VP + (2, lal™) VP se 1 < p;

(i) Yoy s+ yil > (00 |zlP)? + (20 [wal”) 7 se 0<p < 1.
=1 =1 =1

Perceba que no sequndo caso, temos p' < 0 para cumprir a propriedade de conjugado

de Holder.
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A demonstracao de (i) é um fato conhecido em andlise funcional e a demonstracao
de (i1) pode ser encontrada no Teorema 13.6 do livro [13].

4.1 Estimativas dos niimeros de entropia

Proposicao 4.3. Estimativa superior dos nimeros de entropia ey(id : (7 — () = ey

Seja 0 <p<g< o0

1 se 1<k <logs(2n)
er < Cpqed (K loge(1+ 2?"))%_% se loga(2n) <k < 2n
2*%(2n)%_% se k> 2n

Onde C, 4 € uma constante que independe de n e de K.

Demonstracao: Primeiramente, consideraremos o caso em que £k > 2ne 0 <p <qg < 1.
Nesse caso, £} e £y sao espagos p — Banach. Defina r = 257]5(271)%*% e K = K(r)o
ntmero de pontos y; € EZ tal que ||y; — Yml||lq > r, onde j #m, j,m e {1,2,..., K}.
Com essa definigdao, e do fato que £ tem dimensao finita, EZ é compacta, e {y; +
rBEj=1,2,.., K} & uma cobertura aberta e finita para a bola fechada unitaria. Ime-
diatamente disto resulta que:
K
B, c | J{y; +B,.} (4.1)
j=1

Usando a desigualdade de Hélder, considerando 0 < p < le z € EZ podemos verificar
que

12[[2 < r?||2|fpn 57,

Disto, sai que:

ly; + 2]y < T+ 77[[2][2 < 1+ 72||2][PnG )

(-1
<1472l =14 rPn'e ) <2,

Portanto
1
||yj + 7‘Z||p < 2p. (4.2)

A dltima desigualdade se da diretamente da definicao de r.

Combinando esse resultado com a desigualdade de (4.1), segue
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K
BN =N 1l—n
B, C U{yj—l—'r’Bq} C2¢B,. (4.3)
j=1
Agora, daremos uma olhada nas bolas y; + 2_%r§2 para j = 1,2, ..., K. Se supormos
que existem duas bolas dessa forma com intersecao nao nula, com ¢ < 1, existe 1 # j €

{1,2,.., K} e z na intersecao tal que:
_1 _1
y; = willg < Ny — 2[l§ + |lyi — 2] < (272r)? 4+ (27ar)?

<27t 4 27t =227 = 0 < )

de onde,
ly; — willg < r. (4.4)

A desigualdade acima vem do fato que 0 < ¢ <1, e 9 ar > 1, assim a exponencial é
nao decrescente. O mesmo ocorre com r? < r, gerando assim o absurdo, isto &, tais bolas
sao disjuntas.

Combinando (4.3) e (4.4) temos que

KQ%%TQ"UOZ(EZ) < 2%1)0[(8_]7;) ) (4.5)

Aqui usamos o fato que vol(rB_;}) = 7’2"1)0[(3_;}), pois o corpo de escalares é C, que é
isométrico a R2.
Usando (7i) do Lema 4.1 e a desigualdade de Holder, existe uma constante positiva ¢ = ¢, ,
dependendo apenas de p e ¢ tal que:

1_

vol Br < A (2n) " %)volB_g. (4.6)
Combinando (4.5) e (4.6), sai que K < 28t". Ja em (4.4), lembrando que

K
I(By) = By c | J{y; + By}

j=1

/
Pondo K = 2" ~! para algum n’ € N, temos e,_; < r. Como k +cn > n' — 1 da
propriedade M., temos que €,/_1 > €xicn-
Note que acima cometemos um abuso de notacao pois 287" nem sempre ¢ um niimero

natural. Entao, se £’ > 1 denote e = e|p|41, onde |k'| é o maior inteiro menor ou igual
a k'
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Ehten = €l < QW(QTL)%_% = 20.2_2%,(271)%_% para k > 2n. (4.7)

Entao, pondo k da forma k = cin, para ¢; > 1, independente de n e k, nés temos
provado este caso com 0 < p <g¢q < 1.
Para o caso 1 < p < ¢ < oo com k > 2n temos £ e {; espagos de Banach. Note que
a argumentacao feita para o primeiro caso continua valendo, apenas devemos trocar a
desigualdade p — triangular pela desigualdade triangular em (4.2) e (4.4) e a prova segue
da mesma forma.

Um caso interessante ¢ quando consideramos 0 < p = ¢ < oco. Nesse caso, considere
id : £ — ;. De My temos e; < |id||, de onde

|led]| = sup < 1[id(x)l], = sup < 1||z[|, =1,

[l [E12

temos
€L S 17Vk e N.

Para o terceiro caso, considerando 0 < p < ¢ = oo, tome novamente ¢; > 1 e para

k < ¢in escolha

1 1
Co > (C—logg(l + C—)_l/p),
1 1

e defina
-1.n

o= cz(k_llogg(%))l/p - CQnT(Elogg(% +1))5.

RS

-1

Note que da escolha de co, temos que o > n» . Nos definimos n, o nimero maximo
de componentes y,, que y = (Y1, Y2, ..., Yn) € B_g pode ter para o qual |y,| > o.

Obviamente, n, < n. Além disso podemos ver que n,o? < 1 ainda da escolha de cs.

Podemos supor que 077 € N e que n,oP = 1 por que o depende diretamente de co, €
podemos toma-lo de forma que cumpra o desejado.

Defina e,(:) = ex(id : 37 — I57) e coloque k = c;07P voltando em (4.7), temos

(o) >

e < esngd =c30 Para ¢ <1 e ¢3<1.

cio™pP —

Lema 4.4. Estimativa inferior I de ey, para id : £ — (] .

Tome 0 <p<qg< o0 ekeN entao
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1 se 1<k <logy(2n)
Ck Z C. k 11
2720 (2n)a" r  se keN

Para uma constante positiva c, independente de k e n mas que pode depender de p e q.

Demonstragao: Para o primeiro caso, seja 1 < k < logz(2n) e considere y € (7 tal que y
possui todas as entradas nulas, exceto por uma, que pode ser 1 ou —1. Assim, sabemos
que existem 2n elementos dessa forma.

Da definicao de ey, existem xq, xs, ..., ox—1 tal que

2k>—1

Br c U {; +eBr}. (4.8)

i=1
Como k < logs (2n), resulta em 2% < 2n, de onde, 2¥~! < 2n, existem pelo menos

Y1 # Y2 contidos em uma mesma e—bola centrada em xg, i.é.,
y1 € {xo —|—5B_g} — |lyr — xollq < g,

ys € {xg—l—é?B_g} — |ly2 — xo|]y < €.

Tome entao § = {1, ¢} a fim de que sempre valha a seguinte desigualdade.

[y — well§ < llyr — wol§ + [lz0 — w2l [] < 27 (4.9)

(Essa desigualdade sempre vale no caso que ¢ < 1 pois, y ¢ g—Banach. No caso em
que ¢ > 1, £ ¢ Banach e a desigualdade se mantém do modo que g foi tomado).

Basta tomar ¢ > 0 tal que :

Q=

q T C
c<llyp—wllf 5 e< 2 = (5)7 <

Tomando o infimo dos valores de ¢, temos o desejado ¢ = (g)% < eg.

Perceba que supomos apenas ¥, 2 na mesma £— bola centrada em z(, o caso de mais
elementos na mesma £—bola se resume a esse, pois temos 2n elementos da forma y;, entao
basta tomar o menor ¢ cumprindo (4.8) para cada dois y; # y;.

Para o caso k > loga(2n), usamos novamente (4.8) para cobrir By com e—bolas centra-
dasem z; € €2, i =1,2,...,28"1. Segue diretamente disto que: vol(By) < 2¥ 'vol(e BY) <
2~vol(e BY).

Como estamos considerando espacos complexos, fazemos a identificacao de C™ com
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R2" isto é,

vol(eBy) = £ vol(BY).

Portanto
vol(By) < 2]"’62"1)01(]3_5‘).
Tomando o infimo dos valores de € na definicao de ey, temos:

—k — 1
220 vol(B")2n
ey > 4 (4.10)

Usando esse resultado duas vezes em (4.10), existem ¢; e ¢, tais que

—k = k=1 k=1
22n UOl(B”) 22ncin® 2= cn e
P >

er = — = = = 1
n n —
vol (B) vol(BY) chyn’a
-k =1
2anr —k 1_1 —k_ 1_1
=c —— =c2%7mne p > c22m2na v,
na

para ¢ = .

2
A dltima desgualdade ocorre pois p < ¢ entao é — 2 < 0, junto com o fato de que

D =

n < 2n, temos

A fim de que valham as duas desigualdades, basta tomar o minimo entre ¢’ no primeiro

caso e ¢ no segundo. O

Lema 4.5. (Estimativa inferior 11 de ey da id : £y — (7, ).
Seja 0 < p < g < oo. Entao

2 1 1
ex > (K™Hoga(1 + ?n));_g.

para alguma constante positiva ¢, que independe de n e de k, mas pode depender de p e

de q.

Demonstracao: Consideraremos primeiramente espacos reais, e sejam m,n € N com
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n>4el<m< 7. Defina o conjunto

n

So={z=(;)] € {-1,0,1}": > |ay| = 2m}.
j=1
Note que S é o conjunto das n — uplas com 2m entradas diferentes de 0. Por isso,
temos (21:n) formas de escolher {x;1, xjs, ..., Tjom; xj; # 0}, onde cada uma dessas entradas
pode ser 1 ou —1, assim #5 = (,)22™.

Definimos a distancia de Hamming em S como

h(ZE,y) = #{j < {1727“'7n} S L 7é yj}'

Note que para um x € S fixado, temos um limitante superior para a cardinalidade do

subconjunto de S onde h(z,y) < m

#{y € S h(z,y) <m} < (n) 3m, (4.11)

m

Para vermos isso basta tomar J C {1,2,...,n} com #J = m e por y; = x; quando
j ¢ J, assim, quando j € J, temos trés possibilidades para cada y;, isto é y; € {—1,0,1}.
Portanto, para esse J temos 3™ possibilidades de escolher y € S com h(x,y) < m.
Como temos (;) possibilidades de escolher J € {1,2,...,n} com #J = m, segue o
afirmado.
Ao tomarmos arbitrariamente A C S, onde #A < a := ( " )/(::L), por (4.11) temos

2m

#lyeS:Tx e A| h(z,y) <m} <#A "Vam< (" )3 < (" 22m = 48
m 2m 2m
(4.12)
Com isso, garantimos que para todo x € A existe y € S tal que h(x,y) > m. Cons-
truimos entdo indutivamente um subconjunto A’ com #A’ > a e h(z,y) > m para todo

x,y € A e x #y. Logo, para quaisquer x,y € A’ concluimos que

2 = ylly > m'/. (4.13)

diretamente do fato que 2?21 |z; —y;| > m, ja que z; # y; em pelo menos m + 1
entradas e, nessas posicoes, |z; — y;| > 1.

Note que

(2m)~"/?A' C B}, (4.14)
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pois, |z;|P = |z;| Vj =1,2,...,nex € A". Assim,
|(2m)~ V%\\p—ZH (2m)~YPa,|P = (2m)” Zy%y— (2m)~'2m = 1.
J=1
Lembrando que o resultado do ultimo somatoério se da pela definicao de S. Em
verdade, diretamente de (4.14),

|z —ylly > (2m)~YP.mY? para todo x,y € (2m)~/PA’.

Defina k = logsa e r = (2m)~"/?.m'/? e vamos usar a notacio de ntimeros de entropia
e usada na Proposigao 4.3.

Da defini¢ao de k, temos 2871 < a < #A’. De (4.14) e da definicio de ntimeros de
entropia, existe uma e—bola, centrada em algum y; € £ tal que, x1,25 € (2m) /P A

estao nesta bola, i.é.,

|21 —willy <€ e flze —willg <,

de onde resulta,
r? < oy — @] < o — will§ + llee — wall§ < 2e°

Tomando o infimo dos valores de ¢, temos

r 11
e > 5 = ams b (4.15)

onde ¢; > 0 é uma constante que depende apenas de p e q.

Agora olharemos mais de perto para melhor estimar e.

(m) G mtd
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decresce para x > 0, entao

n—2m—|—j<n—2m

— < , Vi=1,2,...,m.
m—+) m

Por outro lado, é facil ver também que

_ —9 i
n m<n m—l—j.

2m = m—+J
Assim,
n—1m n—2m
’I7’L< < m‘
( 2m )" <a<| m )

Relembrando da defini¢ao de k, temos:

- -2
T < ndogy (BT

n n
CQ.TI’L.ZOQQ(E) < m.logs( ) < m.logg(g).

Onde a primeira desigualdade se d& aplicando propriedade de logaritmo pois “™ =
$(£ —1), de onde existe 3 (0 < ¢a < 3logo(2)) cumprindo o desejado.
Note que a funcdo g(x) = x.logs(2) ¢ estritamente crescente no intervalo [1, %] que

contém o intervalo [logon, 5| pois n > 4. Além de ser estritamente crescente, tal fungao

é continua nesse intervalo, portanto a inversa existe, e

n n o n 1 n n 1
g(x) =y = z.log, <5> TR P £y log (5) = loge (E) + log, (logz(%))

l n
ot (2) = (2t s (2)) > B
y : T ogs (B) loga(z) (1 - o2

log2(%)

Onde a tltima desigualdade ocorre pois x € [1, 7]. Agora podemos considerar log, n <

k< Zrexr=mey=keveja que

k
m<m.————,
— loga(F + 1)

por que % > 2, e portanto

n n
loga(3) = logs (E + 1) . (4.16)

Para o caso logyn < k < 2, usando novamente (4.15) é possivel concluir que:
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e, > cyma P =

11
11 (1)117_11; (1 klogQ(l—}—%) 10g2(1+%)>p a
1 .

. (log2(1+%) k logg(l—i—%))
! k ‘m.logy(1+ 2) log,(1+ %)

Onde m.log (1 + %) > c3 que independe de k e n pois log, z ¢ uma fungao crescente

e k cresce. Analogamente, usando (4.16) é possivel mostrar que existe ¢, > 0 cumprindo:

log (1 + %) > log,(n) >z log,(n) —z log,(n) ca.
log, (1 + %) N log, <$ + 1) B log, <1Og”2n> log,(n) — logy(logyn) —

pois n é fixado. Assim a constante ¢ > 0 fica bem definida, cumprindo a desigualdade

desejada.

con
2

estimativa de (4.15).

Para o caso < k < n usamos a monotonicidade dos nimeros de entropia e a

Qe

1_
11 11 log, (1 +2)\7”
er > cns v >cma v > (%IC)) :

onde a segunda desigualdade ocorre por que m < ne (1]—% < Oeaterceirapor <* < k <n
e ¢’ nao depende de k e de n.
Assim, tomando ¢ = min{c, "'} temos demonstrado a estimativa inferior para o caso

de £} ser um espago real. Perceba que no caso complexo basta por n = 2I. O

Teorema 4.6. Comportamento de ey(id : £} — €})
Tome 0 < p < q < 00. Entao

1, se 1<k <log,(2n)
er(zid: by — £y) ~ (k™' logy(1 + 2—))%_é se log,(2n) <k <2n
s se k> 2n

Demonstracao: A demonstracao desse fato se deve a unir os casos encontrados em 4.3,4.4
e 4.5 O
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4.2 Estimativas dos nimeros de aproximacao

Definicao 4.7. Sejam k <n, 1 <p e q < oco. Definimos
(min{l;n%k*%}),

o(n, k,p,q) =

Sl
Sl

1.1
max { na P,( 1——) ,

3|
(S

B

3

Y(n, k,p,q) = {

/ ! o . 1 1 _ 1 1
Onde p' e q 3a0tazsque5+l7—1eq+q,.

se2<p<qg< o0

1.1 11 A
max{nq r,min{l,nak 2}4/1—5}, sel<p<2<g<

sel<p<qg<2

o(n,k,p,q), se I1<p<qg<y
d(n,k,q',p") se max{p,p'} <q< oo

A seguir, apresentaremos alguns resultados sem demonstra-los, comecando no Teo-

rema 4.8 ao Lema 4.12. A maioria desses resultados sao classicos nessa teoria e apenas

0s usaremos para mostrar outras estimativas.

Teorema 4.8. Seja ay := ay(id : EZ’R — EZ’R) ¢ o k-ésimo nimero de aproximacao da

identidade entre os espacos reais EZ’RJZ’R.

(1) Se assumirmos 1 < p < q< oo e (p,q) # (1,00), entio

ay ~P(n, k,p,q)

Onde as constantes de equivaléncia dependem apenas de p e q.
(1) Se1<p<qg<2ou2<p<qg<ooentio

R>a/(1—=
ar >/ ( n)

A demonstracdo desse resultado é encontrado em [8, Sec. 3.2.3].

Lema 4.9. Seja k € N e tome p,q no fechado [1,00]. Entao

R R
Ugp—y < g < 2.0y,

A demonstracao desse fato pode ser encontrada em [20] nos Lemas 3.3 e 3.4.

Lema 4.10. Sel <k <n<ooel<qg<p<oo, entao

ar = (n — k:)l/q_l/p.
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A demonstracao desse resultado, segundo o autor, é uma generalizacao do caso en-

contrado na se¢ao 11.11.5. do livro [17].

Lema 4.11. Seja 0 <p < 1.
(1) Seja 0 < A < 1. Entao existe um nimero ¢y > 0 tal que para todos k,n € N com

n* < k <n temos

ar(id : 07 = 1) < 2.

Vk

(17) Eziste ¢ > 0 tal que sen € N .

QR(id s 27 s 27) >

Bk

A demonstracao encontra-se em [20, Lem. 3.4.].

Lema 4.12. SejaneN, 1 <peqg<oo ek <2Z entio

47
1 se 1<p<qg<?2
min(l,n%k_%) se I1<p<2<gqg<yp
ag ~ 1
min(l,n;’k’%) se 1<p<2<p<qg<oo e(pq) #(1,00)
1 se 2<p<qg< o0

A prova € coroldrio do Teorema 4.8 e do Lema 4.9

Teorema 4.13. Seja n € N, entao

(i) Se0<p<qg<2ek <Y, entdo aj ~ 1.

1 1 1

(iii) Se0 <p<2<q<p ek <%, entdo ap ~ (1,k72na 7).

Demonstragao: Primeiramente, provaremos (iii). Defina 8 = ay(id : (7 — () e e? =
(0ir)iy, com r = 1,2, ..., n e J;, o delta de Kronecker. Assim podemos denotar a bola

fechada de [{ por

n

Bl ={z= i)\rep : Z |Ar| <1}
r=1

r=1
Da definigao do k—ésimo niimero de aproximagao, tome T': £ — (7 com dim(Im(T)) <
kexc B

Ix —Ter=x—Tx = Z)\r(ep —TeP) = Z)\,,wp.
r=1 r=1
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Logo,

n
B = sup |lz — Tzl = sup,ez || Y Aw?||

z€BY r=1

n
< q Play — Pl
s s El [Arl* max {[[w?][g} = max |jw’|[
r=

Onde wP = eP — T'eP. Da definicao de (i, temos

< P
Br < max [[w?]]. (4.17)
Dito isso, note que
Pl — o /(O n p _ P  —
gqungw ||—11£1%>%H(zd.€p—>€q)w TwP||, < |lid —TI|.

Tomando o infimo desses valores para todos operadores T', de dim(Im(T')) < k, temos

B < ag(id : €7 — (7). Usando o Lema 4.12, chegamos em

min(l,n%k‘_% Br) < ay. (4.18)

Por outro lado, a desigualdade oposta e obtida pelo fato que estamos considerando
1 < p (pois estamos generelazindo o Lema 4.12) e da monotonicidade dos espagos ly,
temos £} < (] completando esse caso.

Para demonstrar (i), primeiramente assumiremos que 0 < p < 1 < ¢ < 2, assim,
(4.18) continua valendo e temos a, > c.1. Novamente, pela monotonicidade dos espagos
¢, chegamos em a; < (B, de onde a; ~ 1. Basta analisarmos o caso restante, quando
0 < p < ¢ < 1. Voltando ao primeiro passo, veja que (4.17) continua valendo quando con-

sideramos [, como o k-ésimo nimero de aproximacao da identidade (id : by — €y), assim:

Br < 1I£17na§>%||(zd = 07) =T

Portanto, tomando o infimo de todos os operadores T' e relembrando que nesse caso
Br = 1 para todo k natural, temos o desejado 1 < a;. A desigualdade oposta, novamente
é obtida usando a monotonicidade dos espagos £, o que concluf ay ~ 1.

Finalizando o Teorema 4.13, no item (ii) veja que n = 2k, assim, dado T : () —
¢y continuo com dim(Im(T)) < k, temos que a matriz n x n que reprenta T & tal
que postol’ = k < %. Dito isso, sabemos que dim(ker(T)) > % e usando o Lema
de V.D.Milman (ver [17, Sec. 2.9., Lem. 2.9.6]) que nos diz que existe um elemento

r = (21,%2,...,x,) € kerT com |z;| < 1 para todo j = 1,2,...,n, por exemplo, |z1| =
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|za| = ... = |zn| = 1. Assim, para esse x temos:

[lellg > (n/2)/ ellz|l, < n'/”. (4.19)

Logo, para esse x temos Tx = 0, de onde
lzllg = I(I = T)xflg < [[T = TI[.|[]],

||, n'/
>
|zllg — (n/2)'e

Tomando o infimo desses valores, para T com dim(Im(T)) < k, por (4.20) ap =
1_1

1
ar(id : £3 — £7) chegamos em aj, > 2" ana" ». O

=Tl =

(4.20)

Corolario 4.14. Seja 0 <p<2<qg<oo (oul<p<2<q=00). Entio

(1) Existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo k,n € N

(i1) Ewziste ¢ > 0 tal que para todo k,n € N com k < in?/min{r’a},

ay > C.

Demonstragao: (i): Primeiramente consideramos k > n, assim, pelo item R, do Teorema
2.6, sabemos que ap = 0 e a desigualdade vale. Para o caso em que k& < n, considere as
aplicagoes J : £ — (" definida por J(z) = (21,22, ..., s, 0,...,0) Vo € £ e P : £3" — L}
P(y) = (Y1, Y2, -, yn) Yy € £, assim:

ap(id : €3 = 01) = apyr 1 (P(id - 6" — €7).J)
< ay(P)ags ((id - 03" — 7))
< a1 (P)ag+1-1((id : 6;43" — 07)J)
< ay(P).ay(J).aps1(id : £ — £7)
< ay(P).ay(J).ags1-1(id : 03" — £7)
<P axid s €2 — em),

Perceba que nas desigualdades acima usamos as propriedades M, e P, do 2.6 varias
vezes. E facil ver que o operador J injecdo J e o operador projecdo P sdo limitados.
Dito isto, perceba que estamos nas hipoteses do Lema 4.12, assim podemos estimar
ay(id : £;* — () tomando ; + > = 1 de onde:
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1.1
ar, < |[|PI[||J]|-(4n) k™2,

e
11
ap, < |[P[[.|[7]].(4n) 7 k2,
de onde, concluimos a primeira estimativa.

A segunda estimativa (ii) vem do fato que 0 < p < 2 < ¢ < oo (ou completamente
analogo 1 < p < g < 00). Segue disso, que min{p’, ¢} > 2, pois % + z% = 1 (E convencio-
nado que p’ = oo quando 0 < p < 1). Como nesse caso k < %nl/min{p/’q}, temos k < 7 e
podemos usar novamente o 4.12. Note também que

nl/min{p/,q}kfé > <n2/min{p/,q})*% - \/§ >1

N | —

de onde, segue a existéncia de ¢ > 0 cumprindo o desejado e independente de k e n. O

4.3 Estimativas dos ntimeros de Kolmogorov

Lema 4.15. Seja 1 <k <n<+o00 el <p, qg<o0, definimos:

( (n—k+1)%_%, sel<p<qg<oo
(min{l,nikf% ) se2<p<qg< o0
11
L P4
@(717 k7p7Q) = max n%—%’ 1 — %%_% ’ se 1 SP <q <2
\ max{né_%,min{l,nék*%}4/1—%}, sel<p<2<qg< @

Entao dy,(l; — £7) ~ ®(n,k,p,q) se p < oo, onde as constantes de equivaléncias inde-
pendem de k e n mas pode depender de p e q.
Além disso, existem constantes c, e C, > 0 tais que :

en
¢ ®(n, k., q) < di(l; — £) < C@(n, k, p, q)(log(—-))*?

se p < 00.

A demonstragao desse resultado encontra-se em [20] no Lema 4.2.

Lema 4.16. Se 0 < g < p < 00 entao existe uma constante ¢ > 0 tal que.

dien)+1(id = 027 — £27) > ni v para todo k natural. Onde [.] denota o menor inteiro
mator ou igual a cn.
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Demonstra¢ao:. Primeiramente, consideramos o caso em que g > 1, usamos [16, Subsec.
11.11.4, Lem. 1], de onde temos:

dn(id : ' — ') > (m—n+1)%7% para 1 <n <m.

Porém esse argumento em geral nao vale para ¢ < 1. Para isso, recordamos dois fatos,

sendo o primeiro deles a estimativa encontrada em4.4, onde mostramos que

1_1
er(id : ell?® — (27) > ¢, 27 m (W7,
para uma constante ¢; > 0 que depende unicamente de p e q. O segundo fato decorre da

Proposicao 3.10, de onde tiramos que

1 1
con®nar < sup k% (id : 412)” — fg").
1<k<n

Isso quer dizer que para todo n € N existe k, < n tal que
Con®na T < kody, (id : 20 — 27,

Além disso, existe uma constante ¢ € (0, 1] tal que para todon € N temos n > k > cn.
Combinando essa conclusao com a estimativa inferior chegamos em:

1

e < digyya (id : 27— (27,

4.4 Estimativas dos niimeros de Gelfand

Nessa secao mostraremos algumas estimativas do nimero de Gelfand do operador
identidade estudadas recentemente por Vybiral, Kolleck e Hinrichs em [14]. Também
apresentaremos algumas estimativas estudadas por Vybiral em |20|. Nesse caso, apenas
usaremos tais estimativas, porém sem demonstra-las.

Optamos por manter a notagao utilizada no artigo [14], portanto até o final dessa

secao log(x) = logy(z) e a identificagao £ sobre C com £2" sobre R fica implicita.
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Definicao 4.17. Para 1 <n<m < oo el < p1,ps < 00, definimos:

. 11

(m—n+1)r se 1< py<p <0
. 1-L -1y 171
min{l,m Pn= } P 2 || se 1<pi<py <2
¢(m7nap17p2) - ﬁ7%
11 11
max {mnr Pz}.w/l—%%_% , se 2<p <py <0
1_1 . 1-L 1 7
\max{m?z Pl,mm{l,m PN 2 _R}}v se 1<p <2<py <@

Lema 4.18. Sep; > 1, el <n <m < oco. entao:
Cn(Zd : ggi - gg;) ~ ¢(m7 nappr)‘

A demonstracao desse fato encontra-se em [20, Lem. 4.7.].
Lema 4.19. Se 0 < py < p; < o0, entao:

colid : 0y — ) = (m —n — l)é_ﬁ.

FEsse resultado encontra-se em [20, Lem. 4.8.].
Lema 4.20. Seja 0 < p < 1. Entdo existe uma constante real ¢ > 0 tal que:
11
0 ) <o n_ )T
cnid : <c|l—— :
(id : 65, bz log(1+ ™)
V1i<n<m < o0o.
Esse resultado encontra-se em do |20, Lem. 4.9.].
Lema 4.21. Seja 0 < p; <1 e p; < ps < 00, entdo

A0 ), < n min(lpzﬁ) T p1
- =) < _— )
enlid: 0y, m) S log(1+ o)

Esse Lema é consequéncia imediata do Lema 4.20, e esta em [20], Lema 4.11.

Teorema 4.22. Param € Ncom1 <n<me0<p<q<2 entao existem constantem

Cpq € Cpq maiores que 0 que nao dependem de n e m.

1 —I—ZOg(m/n)}

PTu (4.1
. (1.21)

< ealid: 07— ") < Gy,
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Demonstra¢ao: Primeiramente, considere o caso em que se p = ¢q. Da propriedade (N,),
temos ¢,(id) = 1 de onde segue a igualdade. Caso p # ¢, isto é, p < ¢ definimos
a:=1/p—1/q > 0 e a estimativa superior sai imediatamente do Lema 4.21, pois ¢ < 2

e temos

enlid : 07— €M) < ¢ (L))_a —c (w)a <c (%)a,

log(1+ ™ n n

e multiplicando por n?* no Teorema 4.6, encontramos C' para todo natural n, tal que

log(m) <n <m.

C (M)a n*® = C (n(1 + log(m/n)))" < n**e,(id : £ — (7).

n

Onde C' é a constante de equivaléncia dada pelo 3.18. Combinando com o 4.6,

C (n(1+log(m/n)))* < sup j*%e;(id : (' — €0') < vaq sup j*%¢;(id : £} — £7).
1<i<n 1<j<n
(4.22)

Agora tomaremos A > 1 um ndmero real que fixaremos mais tarde, e dividindo o

ultimo supremo em (4.22) temos

sup j2%¢;(id : 0 — €") < sup  j2%c;(id 00 — 00+ sup 5% (id 0 — 07).
1<j<n 1<5<( 2] [<i<n
(4.23)
Perceba que se n < A, temos |§] = 0 e [{]=1, assim o conjunto onde calcularemos
o primeiro supremo é vazio e nao estaremo fazendo nada de novo nesta desigualdade.
Agora supondo que n > A, no primeiro supremo, utilizaremos a estivamativa superior em

4.21 que ja foi demonstrada, isto é

sup j2acj(id Ay — 621) < sup jQO‘C’p,q
1<j<| %) 1<5<| 2

(1 + log(m/j))a <o, (n(l + loi(Am/n)))“_

A dltima desigualdade ocorre por que a funcdo real f(x) := (2.(1 + log(m/x)))* é
decrescente para 1 <z < m.

Usando o fato que A > 1 e propriedade de logaritmo, temos

(nu +log(A) + 1og<m/n>>)a |

sup 2% (id : 0 — 07) < Cpq
1<5<|%

A
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<c,, (%M.nu + log(m/n))> | (4.24)

Para estimar o segundo supremo na 4.23, usamos a monotonicidade dos nimeros de
Gelfand, pois cr2)(T) > ¢;(T) V j > [%], de onde

sup  j2¢;(id 0 — 00) < n*epny(id < 0 — 07, (4.25)

n
L A
[%1<i<n

Usando as estimativas de4.22, 4.24 e 4.25 em 4.23, temos

1+ log(\)

C (01 + tog(m /)" < 12 (7

n(l+ log(m/n))> +Y2an” cpu (id : O — £7).

n
A

2«

Dividindo os dois lado dessa equacao por n*® e reagrupando o termos temos

(c — ouClo (M))a <<1 i lOfL (m/ ”>>>a < pacrag(id - 07— 7). (4.26)

Observando que %g(k) tende a zero quando A cresce, entao existe A\g > 1 tal que.
1+ log(A
++g() <O YA ).

Onde C’ nao depende de n e de m. Assim, podemos reescrever a estimativa de (4.26)

o (Ut lostmmy )’

n

< Y2012 (id : gz — ggn) (4.27)

Perceba que como dito acima, se \g < n, teremos apenas o segundo supremo na
desigualdade 4.23, e o raciocinio é o mesmo, utilizando apenas a estimativa de 4.25 e
adaptando C’.

Agora, de posse da desigualdade 4.27, veja que se existir £ € N cumprindo log(N) <
k <m/A\o. Escrevendo n = |A\o(k — 1)+ 1]. Do fato que Ay > 1 nos temos n < Aok < m
e [n/Ao| = k. Pela monotonicidade da fungao real f(z) := (1 4 log(m/x))/z e usando

propriedades operatorias de logaritmo nos obtemos

o , (1+1log(m/n)\* (1 +1og(m/Xok)\*
ck(zdzfp—h%)zC(T > C o

o L+ log(m/k)\" ., (1+1log(m/k)\"
S ()t () e
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Por outro lado, quando m/A\g < n < m, nds temos da monotonicidade de nimero de
Gelfand,

W(id 00— ) > e (id 2 0 = 1)) = inf :

cn(i P q ) = cml(i P q ) MCZZ”»lgjd(MKmxeM,Sl\l\EHpgl ||l
inf ]l = ||(id : 7 — ¢™M)|| 7' = 1Y <1. (4.29)
vely ||z, P 1 m)

A ultima deigualdade ocorre por que m > 1 e a > 0. Assim, unindo 4.28 e 4.29 temos
demonstrado o requerido para log(m) < n < m. Para o caso restante, 1 < n < log(m),
basta utilizar novamente (M.) e ver que c,(id : €7 — £7') > Cpogmy (id = €30 — £7),

recaindo no caso ja demonstrado, pois [log(m)] € 1 < n < log(m). O



CAPITULO 5

CASO MUILTILINEAR

Nesse capitulo, generalizaremos para espagos quase-Banach os conceitos de m-quase
s-nlimeros, quase s-nimeros e s-nimeros associados a um operador multilinear limitado,
estudado por Dicesar L. Fernandez, Mieczslaw Mastylo e Eduardo Brandani da Silva no
artigo [9]. Mostraremos nesse contexto que os nimeros de aproximacao e Kolmogorov

Sao s-numeros.

Definicao 5.1. Sejam (X, ||.||x,) espacos quase-Banach, com suas respectivas quase-
normas, para 1=1,2,...,m. Definimos no espaco produto cartesiano X; X Xg X ... X X, a

soma e multiplicacao por escalar usuais, e a quase-norma

lo]] = max [lzi]]x,

Com isso, € simples ver que tal espaco também ¢é quase-Banach, cuja constante C' pode

ser tomada C = max Cx,, onde Cx, € a constanle de cada espago quase-Banach X;.
1<i<m

De fato, dados = = (z1,%2,...,Zm) € ¥ = (Y1,Y2, ..., Ym) dois elementos do espaco

cartesiano,

lz+yll = [ty 22y, o 2ty || = max [l +yillx, < max O ([ ]x +[lyillx,)

%) = C(llz[l + llyl])-

= C@%ﬁmxi“xi + [lyil

A completude do espaco produto é herdada naturalmente da completude de cada
espaco, pois dada uma sequéncia de Cauchy (z(™), em (X; x Xy x ... x X,,,||.||) entdo,

para todos n, k naturais vale que

|2™ — 2¥)|| < & entdo, max ||z — 2P|, <e,
1<i<m

definindo para cada i = 1,2, ..., m a sequéncia (a:(n))n = (xﬁ”, :E(»2)7 s :vgn% ..) NO espago

7 7 7
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X;, temos imediatamente que (x(-”)

. )n € uma sequéncia de Cauchy no respectivo espaco

(n)

X;. Assim, para cada i = 1,2,...,m existe z; tal que (z; "), — ;.

Portanto, definindo 2 = (21, Ty, ..., ¥,,,), vemos que (™), C (X; x Xy x ... x X, [|]])

converge a T.

Proposicao 5.2. A bola unitdria no produto cartesiano X; X Xg X ... X X,,, € tgual ao

produto cartesiano das bolas unitdrias de cada espaco X;, 1 =1,2,...,m, isto €,

BX1><X2><...><Xm = BX1 X BX2 X ... X BXm
Demonstracao: De fato, veja que se © € Bx, xx,x...xx,, entao,

= lx, <
lell = max [laillx, <1,

de onde, ; € Bx,, Vi =1,2,....,m.

Reciprocamente, se x; € Bx, Vi =1,2,...,m, entdo max ||z;||x, < 1 como queriamos.
1<i<m

O

Para o que se segue, vale ressaltar que nem sempre a imagem de um operador mul-
tilinear é um subespaco vetorial do espaco de chegada. A proxima defini¢ao versa sobre

1SS0.

Definicao 5.3. Dado um operador multilinear continuo T entre os espagos quase-Banach

Xy x Xg x ... x X,,,, Y, definimos o posto de T' como:
posto(T) = dim([T(Xy x Xox, ..., xX,,)]),

onde [ . | denota o espago gerado por combinagoes lineares de elementos da imagem de
T, isto é, posto(T) é a dimensao do menor subespago de Y que contém Im(T).

A partir daqui denotaremos por L,(Xy x Xy X ... X X,,,,Y) 0 espaco dos operadores
multilineares continuos entre os espacos quase-Banach X; X Xy X ... X X,,, Y. Vemos a
dependéncia do numero natural m nessa definicao, pois ele estd a priori firado, mas pode

ser tomado de modo genérico, desde que existam os espacos X X Xy X ... X X,,,.

Definigao 5.4. Dado um operador multilinear T € L,,(X; x Xy x ... x X,,,,Y), a regra
que associa a cada m € N a sequéncia s = (s,) 1 Ln(X1 x Xy x ... x X,,,, Y) — [0, 00)V
de niumeros nao negativos € dita ser uma sequéncia de m-quase s-numeros do operador

T se para todos k,n niumeros naturais satisfizer
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(S1) Monotonicidade: ||T|| = s1(T) > so(T) > ... > 0.
(Sa) Aditividade: Para todo S € L,,(X; x Xy x ... x X,,, Y),

Skrn—1(S +T) < Cy(sk(S) + s,(T)).
(S3) Propriedade de Ideal: Para todo S € L(Y,Z),
$n(ST) < ||S]|s(T).
(S4) Propriedade de posto : posto(T) < n = s,(T) = 0.

Se (sn) for uma sequéncia de m-quase s-nimeros a cada m € N entdo (s,) € dita
ser apenas uma sequéncia de quase s-nimeros. Os quase s-nimeros sao chamados de

s-numeros se satisfizerem

(Ss) Propriedade de norma
sp(id : 0y — 03), ¥n € N.

Os quase s-numeros (s,) sdo chamados multiplicativos se para todo S € L(Y,Z) valer
(S¢) Propriedade multiplicativa: sgypn—1(ST) < si(S)sn(T).

Quando Y for também um espaco p—Banach, assim como no caso linear, definimos

uma propriedade andloga o aditividade, que chamaremos de (Ss)’.

(S2)” Para todo S € L,,(X; x X3 x ... x X,,,, Y),
Skan—1(S + T)P < sp(S)? + s, (T)".

Observacao 5.5. Perceba que na defini¢ao acima, usamos a notagao do artigo [9] para
diferenciar a notacao utilizada no caso linear. Porém, como esperado, quando restringi-

mos tal definicao a apenas um espaco de partida quase-Banach, as defini¢oes se equivalem.

Observagao 5.6. Se (s,,) : L,,(X; x X X ... x X, Y) — [0, 00)N cumprir S; e Sg entdo

cumpre Ss.

A demonstracao desse fato é imediata da observacao 2.2, vendo que para a demon-
tracao nao usamos a linearidade em nenhum momento. Nesse sentido, fazendo pequenas

alteracoes segue o resultado.
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5.1 Numeros de aproximacao: caso multilinear

Estamos interessados em estender a definicao de niimeros de aproximacao dada na
definicao 2.5 para o caso de um operador multilinear e continuo entre espagos quase-
Banach. A motivacao vem do fato que podemos estender naturalmente tal definicao
quando olhamos para espacos de Banach e operadores multilineares continuos preservando
as principais propriedades. Veremos que no caso quase-Banach, a generalizacao também

ocorre como esperado, respeitando o caso linear.

Definicao 5.7. Dado T € L,,,(X; X Xy X ... X X,;,, Y) um operador multilinear entre os
espacos quase-Banach X1,Xs, ..., X,,, Y, definimos 0s n—ésimo numero de aproxrimacao

do operador T como
an(T) = inf{||T — Al|; A€ L,(X; xXs x...xX,,Y), posto(A) < n.}

Corolario 5.8. Nas condi¢des da definicao acima, (a,), € uma sequéncia de s-nimeros

multiplicativos, além disso, quando o espaco de chegada Y também for p—Banach, vale

(52)"

Com o mesmo raciocinio usado no que no caso linear, podemos ver que a,(7") cum-
pre (S1),(52), (S2)’, (Ss3), (S4), (S5) e (Sg), pois na demonstracdo do Teorema 2.6 e do
Corolario 2.7 nao usamos linearidade, e nesse sentido tais propriedades se equivalem a
(My), (As), (As), (Ss), (Rs), (Is) e (Ps), respectivamente.

Proposigao 5.9. Seja (s,) @ Ln(X) x Xy X ... x X, Y) — [0, 00)N uma sequéncia satis-
fazendo (S1), (S2) e (Sy).

(i) Se'Y for também p—Banach, (a,), € a maior sequéncia que satisfaz

$n(T) < an(T).

(7') No caso geral, considerando Cy > 1 a constante do espago quase-Banach Y, vale a
desigualdade.
Sn<T) S Cyan(T)

(17) Se Y for p—Banach e (s,) for uma sequéncia de m-quase s-nimeros, entdao (s,) tem
a propriedade multiplicativa mista, isto é, para todo S € L(Y,Z), T € L,,(X; x X5 X ... X
Xm,Y) ek,neN

Skan—1(ST) < s, (T)ap(T) € Skrn-1(ST) < sp(T)an(T).
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(17)" No caso geral,
Skan-1(ST) < Cysp(T)ar(T) € Spin_1(ST) < Cysp(T)an(T).

Demonstragao: (i) Considere A, T € L,,(X; x X3 X ... x X,;;, Y) com posto(A) <neY
p—Banach. Pela aditividade (Ss)’, veja que

Sp(T = 8511 1(T+ A— AP < 5,(A)P + s1(T — A)P. (5.1)

Pelas propriedades (S1) e (Sy) temos s,(A) =0e s1(T' — A) = ||T" — A||, de onde
sa(T)P < ||T = AllP

e aplicando o infimo nessa desigualdade, onde os operadores A tem posto(A) < n, segue
o resultado.

Para o caso geral, perceba que a desigualdade em (5.1) se reescreve como
sn(T) < Cy(sn(A) +51(T' = A)) = Cy[|T — Al

e o resultado segue novamente.

(17) Seja A € L,,(X; x Xy x ... x X,,,,Y) e Y p—Banach, com posto(A) < n. Disso,
segue que posto(SA) < n e usando novamente (S7), (S2), (S4), temos

Stino1 (ST)? = Spen_1(S(T — A) + SA) (5.2)

< s1(S(T — A))P + 5,(SAY = s,(S(T — A))P. (5.3)

Pela propriedade de ideal (S3), segue que sx(S(T — A)) < si(s)||T — A4||, isto é,
Skn-1(ST)" < s1(9)"||T — All",

de onde provamos a primeira desigualdade. A segunda desigualdade vem do fato de

podermos comutar a soma na primeira igualdade em (5.2), de onde resulta que
Stan 1 (STY < s, (ST — AJP”.

Para o caso geral, onde Cy é a constante do espaco quase-Banach Y, veja que o
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resultado segue trocando a desigualdade p—triangular em (5.2) pela desigualdade quase

triangular, assim temos as duas desigualdades
Skn—-1(ST) < Cy(sp(S(T = A)) + sn(SA)) < Cysi(S)[|T = Al,

Sipn1 (ST) < Cy(si(SA) + 5,(S(T — A))) < Cysn(S)||T — Al

que encerram a demonstracao. O

5.2 Numeros de Kolmogorov: caso multilinear

Veremos agora que a definicao de nimeros de Kolmogorov é facilmente estendida para
o caso multilinear, mantendo a propriedade de serem s-nimeros. Aqui estenderemos a
defini¢ao 2.8 ao invés da defini¢ao encontrada na segio 4 do artigo [9]. Optamos por fazer
isso para aproveitar os resultados ja demonstrados no caso linear, porém mostraremos na

observagao 5.11 duas outras defini¢coes equivalentes, sendo uma delas a do artigo.

Defini¢ao 5.10. Dado T € L,,(Xy,Xy, ..., X,,,, Y) um operador multilinear entre os espa-
cos quase-Banach Xy, X, ..., X,,, Y, definimos o n—ésimo niumero de Kolmogorov relativo

ao operador T como

d,(T)= Inf sup inf ||Tz — yl|.
()= jnf, s i ||
dim(U,)<n

A definicao foi feita desta forma a fim de usar os resultados provados no Teorema

2.11, mas assim como no caso linear é possivel provar duas equivaléncias desta definicao.

Observacao 5.11. Valem as sequintes equivaléncias na definicao de nimeros de Kolmo-

qorou:
7‘) dn(T) = an{g : T(§X1><X2><...><Xm) C Na + 5B—Y}
i) do(T) = inf{||QLT|| : V C Y, dim(V) < n).

Onde N, é um subespago de Y de dimensao finita menor de que n e QY ¢ a aplicagao
quociente candnica sobre a imagem de T com respeito a V', que leva cada T'x na sua

classe [Tx].
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A demonstracao dessas equivaléncias foi feita no Teorema 2.13 para o caso linear.
Para esse caso, vemos que a argumentacao é a mesma, fazendo apenas uma pequena
modificacao quando consideramos §X1><X2><...><Xm; observando da Proposicao 5.2 a equi-
valéncia entre a bola unitaria do produto cartesiano e o cartesiano das bolas unitarias de

cada espaco.

Definicao 5.12. Dados X; x Xy X ... X X, espacos quase-Banach, dizemos que este
espaco possui a propriedade de levantamento métrico multilinear, se para todo € > 0,
e todo operador m—linear continuo T : X; X Xy X ... x X, = Y/N ezistir um T e
LX) x Xy x ... x X, Y) cumprindo

171 = IQXTIl e IITII < (1 +)ITl-

Onde N CY € um subespaco qualquer.

Proposicao 5.13. Seja, X, Xy, ..., X,,, Y espacos quase-Banach, tal que X1 xXox ... xX,,
possui a propriedade de levantamento métrico multilinear ¢ T € L(Xy,Xs, ..., X, Y),
entao

a,(T) < d,(T).

Demonstracao: Tome ¢ > 0, da equivaléncia das defini¢coes provada no Teorema 2.13,
existe N um subespaco de Y, tal que dim(N) < n e d,(T) < ||QXT|| +¢. Veja que Q¥,T
sai de X; x Xy x ... x X, e chega em Y/N, assim da propriedade de levantamento métrico
multilinear, existe T € £(Xy, X, ..., X;n, Y) tal que

QXTI =1IQNTI e IITIl < (1 +e)|QNTI.

Defina A : T — T, e veja que QL (A) = QYT — QYT = 0, de onde Im(A) C N e
posto(A) < dim(N) < n, e da defini¢ao de a,(7T'), temos

an(T) < |IT = All = |IT|| < 1+ )|QNTI < (1 +€)(du(T) + ).

Fazendo ¢ tender a 0, segue o resultado. O

Corolario 5.14. Se o produto cartesiano de espacos Quase-Banch X; x Xy X ... x X,,,
possui a propriedade de levantamento métrico multilinear e T € L(X1,Xo, ..., X, Y), en-
tao

(i) Se Y for também p — Banach, entdo

d,(T) = a,(T).
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(17) No caso geral, sempre € possivel mostrar que

Isso sai imediatamente de que d,(T) de fato é um s-nimero, assim podemos usar a
Proposicao 5.9.
Para o item 1) basta combinarmos o item (i) da Proposicao 5.9 com a Propoi¢ao 5.183.
Para o item ii), analogamente, usamos o item i) da Proposi¢ao 5.9 com a Proposi¢ao
5.13.

5.3 Numeros de Gelfand: caso multilinear

Ao tentarmos definir os nimeroes de Gelfand multlineares no caso quase-Banach nos
deparamos com varios problemas. (Quando estendemos o caso Banach linear para o
multilinear, foi mostrado no artigo [9] que se preservam as propriedades de serem s-
niimeros, o que nao podemos garantir aqui. Porém, no caso em que estamos trabalhando,

organizamos para que as perdas fossem as menores possiveis.

Defini¢ao 5.15. Seja T € L,,(X; x XoX, ..., xX,,, Y) 0 n-ésimo nimero de Gelfand é

definido como

cn(T) = a,(KT).
Onde Jy ¢ o mergulho canonico de Y em (loo(By),||.||o0)-

Essa definicio é equivalente a dada em 2.14 para o caso linear e Banach (ver [6,
Theo. 2.3.1.]), ou multilinear e Banach (ver [9]). Quando olhamos para o caso Banach
e multilinear, nao podemos garantir que o nicleo de um operador é subespaco, e isso é
crucial em algumas demonstracoes.

Porém, é possivel contornar esse problema no caso multilinear e Banach, usando
algumas equivaléncias e o fato da injecao canonica e o mergulho candnico serem isometrias
sobre suas imagens.

E importante destacar aqui, que no caso linear e quase-Banach, perdemos essas pro-
priedades pois nao temos um analogo do Teorema de Hanh-Banach. Mais do que isso,
como dito no Exemplo 1.36, nao podemos nem garantir que que o dual desses espacos ¢

diferente do trivial, assim também perdemos essa ferramenta.

Observacao 5.16. Nao conseguimos garantir que os niumeros de Gelfand sempre sao

S-nNUMeros.
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Demonstracio: B facil ver que as propriedades (S,,S3,59;) e S5 sdo herdadas natural-
mente da definicao de niimeros de aproximacao multilineares, porém, devemos fazer uma
consideracao sobre a propriedade Sj.

Veja que se k,n € N com k > n, temos
Cn<T) == an<JyT) Z CLk(JyT) = Ck(T).
Porém, da propriedade de Ideal (.S3)

a(T) = ar(KT) < |[yll.ax(T) = [|Jv[ | T]],

e da desigualdade 1.8 temos que ||Jy|| < 1, provando que ¢1(T") < ||T|.
Veja que no caso de Y ser Banach, na equagao (1.8) da Definicao (1.38) fazendo a

composicao com 7.
| NTxll,, B,,) = sup |f(Tz)| = |[Tz|]

f€By
de onde, tomando o supremo com x na bola unitaria do produto cartesiano segue ||Jy|| =
171l
Assim, ocorre a igualdade ¢;(T') = 1. Isso ocorre pela falta de um anélogo do Teorema
de Hanh-Banach para o caso quase-Banach, de onde nao podemos garantir sempre a
igualdade no caso geral.

O que podemos mostrar sempre é
T[] > ci(T) =2 co(T) = ... 2 0.

Porém, fica claro também que no caso em que ||Jy|| = 1, teremos s-nimeros. O

Teorema 5.17. Considere T € L,,(X; x XX, ..., xX,,,Y), entdo vale a desigualdade
entre os numeros de Gelfand e os numeros de aprorimacao.
cn(T) < a,(T).
Demonstragao: A demonstracao desse fato é imediata da propriedade de ideal de a,(7T),
pois
en(T) = an(KT) < |[Jy||an(T) < an(T).



CONSIDERACOES FINAIS

Essa dissertacao teve como objetivo principal estudar a teoria axioméatica de s-niimeros
para operadores lineares continuos entre espacos quase-Banach, além de uma breve in-
troducao ao caso multilinear. No dltimo caso, quase nao existem trabalhos publicados, e
isso ¢ um fator motivador para estudos futuros.

Além da teoria clasica envonlvendo niimeros de aproximacao, entropia e Kolmogorov,
procuramos apresentar os numeros de Gelfand para o caso quase-Banach e mostrar que
tal definicao produz de fato s-niimeros. As estratégias utilizadas para provar tal afirmacao
foram uma generalizagdo das utilizadas no caso Banach (ver [6, Sec. 2.3.]), porém nao é
usual utiliza-las para o caso quase-Banach, e esse foi mais um motivo para apresenta-las.

A apresentacao de estimativas para o caso linear e dimensao finita que apareceram
no texto é resultado de um esforco continuo dos pesquisadores dessa area, e nos rende
bons frutos, como a versao do Teorema de Carl usando nimeros de Gelfand. Com isso,
apresentamos algumas estimativas dos nimeros de Gelfand, além de desigualdades entre
s-ntimeros obtidas generalizando ideias do caso Banach.

Como mostrado no texto, quando saimos do caso linear e Banach para o linear e
quase-Banach, perdemos varias ferramentas. Um exemplo muito importante disso é o
Teorema de Hanh Banach, que relaciona espacgos vetoriais e seus duais. Esse teorema
e seus corolarios sao ferramentas muito conhecidas na anélise funcional e, provaram-se
necessarias ao trabalharmos com resultados ligados ao mergulho canénico de um espaco
em (. (Bx/) ou para mostrar que a inje¢do candnica de um espago em seu bidual é uma
isometria (restrita a imagem). Isso gera algumas dificuldades quando trabalhamos com
operadores lineares continuos em espacos quase-Banach, e torna as coisas ainda mais
dificeis no caso multilinear.

Outro exemplo de propriedade perdida é a de extensdo métrica que £ (Bx/) possui
no caso de espagos de Banach, porém nao podemos garantir em espacgos quase-Banach.
Isso se da principalmente pelo fato de que quando consideramos quase-normas, existem
espacos cujo dual é trivial. Além disso, mesmo restringindo tais espagos, ainda nos falta

o Teorema de Hahn Banach para estender funcionais no caso quase-Banch, o que acaba
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por inviabilizar tal ferramenta.
Porém, esse é outro fator motivador para continuar pesquisando nessa area, e que pode
render muitos frutos futuramente nessa teoria.

O caso multilinear é muito interessante, pois mesmo quando estamos trabalhando com
espacos de Banach, ao saltarmos do caso linear ao multilinear, ja existem resultados muito
triviais que deixam de valer, como o fato do niicleo de uma transformacao multilinear
nem sempre ser um subespaco vetorial. Esse exemplo ¢ muito trivial, mas de grande
valia ao provarmos propriedades operatorias de s-nimeros. Assim, fica nitido o desafio
que é trabalhar no caso multilinear e quase-Banach, pois além de todas as dificuldades ja
impostas por nao estarmos trabalhando num espaco de Banach, surgem novas dificuldades
intrinsicas ao fato do operador ser multilinear.

Por fim, a motivacao desse trabalho foi a de escrever uma sequéncia considerada por
nos apropriada, baseados principalmente no texto [12], onde apresentamos resultados
gerais, que valem para qualquer espaco quase-Banach e portanto para a maioria dos
espacos que estamos habituados a trabalhar. O intuito foi de partirmos dos principais
resultados necessarios, referente a teoria de espagos quase-Banach, até chegarmos ao
conceito de s-ntiimeros multilineares, objeto esse que é o foco das pesquisas nessa area no

momento.
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