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história passada e termo de fonte supercŕıtico 1
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A Professora Valéria, por ter me acolhido e por ter me doado muito de seu tempo e

conhecimento, sempre com muita competência, amor e carinho. A Professora Claudete, por

ter caminhado tantos anos comigo, sendo atenciosa, amorosa e contribuindo imensamente

para minha formação. São exemplos de profissionais que desejo ser. Muito obrigada pela

confiança depositada em mim.

A todos os professores que tive a honra de ser aluna.

A CAPES e a Fundação Araucária pelo apoio financeiro.
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a boa colocação e o comportamento assintótico da se-

guinte equação da onda viscoelástica com memória localizada e história passada, e termos de

fonte e dissipação com crescimento supercŕıtico

ρ(x)utt −∆u+
∫ ∞

0
g(s)div[a(x)∇u(·, t− s)] ds+ h(ut) = f(u),

em um domı́nio limitado Ω ⊂ R3.

Palavras-chave: equação de onda viscoelástica; memória com história passada; crescimento

supercŕıtico; comportamento assintótico.



Abstract

In this work, we study the well-posedness and asymptotic behavior of the following

viscoelastic wave equation with localized memory with past history and supercritical source

and damping terms

ρ(x)utt −∆u+
∫ ∞

0
g(s)div[a(x)∇u(·, t− s)] ds+ h(ut) = f(u),

on a bounded domain Ω ⊂ R3.

Keywords: viscoelastic wave equation; memory with past history; supercritical sources;

asymptotic behaviour.
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Introdução

No presente trabalho estudamos a existência de soluções bem como o comporta-

mento assintótico do funcional de energia associado à uma equação da onda viscoelástica

com memória localizada e história passada, e termos de fonte e dissipação com crescimento

supercŕıtico. Obtemos a existência global de soluções e taxas de decaimento uniforme da

energia, introduzindo a noção de poço de potencial e definindo o funcional de energia modi-

ficado que denominamos funcional de energia total expandida. Ressaltamos que nesse caso

não impomos nenhuma relação entre os coeficientes de crescimento dos termos de fonte e

de dissipação friccional. Provamos também que as soluções fracas ”explodem”(blow-up) em

tempo finito.

Mais precisamente, consideramos o seguinte problema:
ρ(x)utt −∆u+

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇u(·, t− s)] ds+ h(ut) = f(u) in Ω× (0,∞),

u = 0 on ∂Ω× R,

u(x, s) = u0(x, s), (x, s) ∈ Ω× (−∞, 0],

(0.1)

onde Ω é um subconjunto do R3 limitado com fronteira suave ∂Ω, ρ(x) > 0 é a função

densidade de massa, g representa o núcleo da memória, a(x) > 0 é uma função suave e

u0 : Ω× (−∞, 0]→ R descreve a história passada de u.

Vários são os fenômenos f́ısicos que são modelados por equações diferenciais parciais

e cujos valores no estado presente são influenciados pelos valores passados de uma ou mais

variáveis. Nessa direção podemos citar os fenômenos viscoelásticos ( combinação de carac-

teŕısticas elásticas e viscosas), poĺımeros sintéticos (usados na fabricação de canos, sacolas,

materiais acŕılicos, por exemplo), metais sob alta temperatura e dinâmica populacional. Es-

sas equações são denominadas equações com memória. No final do século XIX e no ińıcio

do século XX, Boltzmann ([8], [9]) e Volterra ([36], [37]), respectivamente, relacionaram a

noção de memória com a análise de materiais elásticos. Nos anos 60, Coleman e Mizel ([17]

[18]), introduziram a noção de ”fading memory”: termo este que significa que um material

não esquece completamente o que aconteceu no seu passado, no entanto, é cada vez menos

influenciado à deformações passadas do que àquelas mais recentes.
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No que segue, faremos uma apresentação resumida de trabalhos existentes na litera-

tura que se relacionam com equações com memória e que influenciaram o nosso estudo. No

que concerne à existência de soluções e comportamento assintótico de problemas viscoelásti-

cos, devemos começar citando artigo de Dafermos [20], um dos primeiros trabalhos a estudar

a equação da onda sujeita à história passada. Em Renardy, Hrusa e Nohel [31], os autores

estudam equações que modelam os movimentos de materiais com memória no que concerne

à existência de solução em várias classes bem como as propriedades de tais soluções.

Quando o termo de dissipação viscoelástica é efetivo em todo o domı́nio, Alabau-

Boussouira, Cannarsa e Sforza [2] estabeleceram um método unificado para a obtenção de

estimativas para o decaimento de equações de evolução integro-diferencial de segunda ordem,

enquanto em [1], Alabau-Boussouira e Canarsa obtiveram taxas de decaimento assumindo

hipóteses mais gerais e, quando aplicadas em exemplos concretos, são taxas ótimas. Também,

Lasiecka, Messaoudi e Mustafa [26] estudaram a equação da onda viscoelástica abstrata em

que o núcleo da memória verifica algumas hipóteses de crescimento.

Em relação às equações viscoelásticas com memória e história passada, Liu e Liu

[28] estabeleceram taxas de decaimento de energia exponencial para o modelo Kelvin-Voigt

considerando funções coeficientes suaves para o modelo de Boltzmann com descontinuidade

das propriedades dos materiais nas interfaces. Mais recentemente, Conti et al. [19] provaram

que a dissipação fraca dada pelo termo memória foi suficiente para garantir a existência e

regularidade ótima do atrator global, quando termos de fonte com crescimento cŕıtico são

considerados.

Fabrizio, Giorgi e Pata [21], consideraram uma versão abstrata da equação de evo-

lução

∂tt −∆
[
G(0)u(x, t) +

∫ ∞
0

G′u(x, t− s) ds
]

= 0,

onde G : R+ → R+ é uma função convexa crescente. Neste trabalho, os autores discutiram

uma nova abordagem para o estudo das equações com memória, baseada na nova noção de

estado. Esta é a configuração inicial do sistema no tempo t = 0, o qual pode ser determinado

pelo conhecimento do sistema para tempos positivos.

Além disso, quando ambos os tipos de dissipação frictional e viscoelástica estão

presentes, referendamos o trabalho de Cavalcanti e Oquendo [16], os trabalhos de Cavalcanti

et al. ([14], [15]) e os trabalhos de Guo at al. ([23], [24]) onde em [24] eles investigaram

a existência global de soluções para a equação da onda viscoelástica com não linearidades

supercŕıticas e em [23] obtiveram o decaimento da energia para um sistema de equações de

ondas com dissipação e termos de fonte com crescimento supercŕıtico.

No que concerne a equação da onda sujeita à efeitos viscoelásticos localizados, existe

uma literatura reduzida a respeito. Neste contexto, podemos citar o trabalho de Munõz-

Rivera e Salvatierra [29] e, mais recentemente, o trabalho de Cavalcanti et al. [12], em que
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no primeiro artigo os autores consideraram um modelo viscoelástico com memória curta,

enquanto no segundo, os autores consideraram a equação da onda com memória localizada e

história passada com termo de fonte semilinear e crescimento subcŕıtico.

No presente trabalho, combinamos o termo de memória localizada com o termo de

fonte com crescimento supercŕıtico e obtivemos a existência global de soluções bem como o

comportamento assintótico do funcional de energia. De acordo com o nosso conhecimento no

assunto abordado, este é o primeiro trabalho que combina efeitos viscoelásticos localizados

com não linearidades supercŕıticas. Nossos resultados generalizam os resultados de Guo et al.

[23] e [25], e geraram um artigo que está submetido para publicação. Gostaŕıamos de observar

que em três dimensões, uma função f é denominada possuir crescimento supercŕıtico, com

relação as imersões de Sobolev, se satisfazer o crescimento da hipótese (H-5), presente no

Caṕıtulo 2, e p > 3; é denominada subcŕıtica se 1 ≤ p < 3 e cŕıtica se p = 3.

Para obtermos os resultados estabelecidos neste trabalho, lidamos com as dificuldades

técnicas provenientes do termo de memória localizada posto que as estimativas são obtidas

em um subconjunto do domı́nio Ω. Os resultados de boa colocação foram obtidos adaptando

algumas ideias dos artigos de Bociu e Lasiecka ([6], [7]) e Guo et al. [23]. Para a obtenção das

taxas de decaimento do funcional de energia, inicialmente definimos (o que denominamos) o

funcional de energia total expandida relativo ao problema (0.1) e, na sequência, usamos os

resultados de Lasiecka e Tataru [25]. Finalmente, os resultados concernentes ao blow-up das

soluções em tempo finito, foram obtidos usando uma adaptação do método de Georgiev e

Tododorova [22].

No Caṕıtulo 2 introduzimos as notações, os espaços funcionais e as hipóteses que

serão utilizados ao longo de todo o trabalho. Estabelecemos também os resultados relativos

à existência e unicidade de solução fraca para o problema (0.1), assim como a dependência

cont́ınua dos dados iniciais. No Caṕıtulo 3, estudamos a existência de solução global para

o problema (0.1), obtendo dois resultados distintos. No primeiro resultado, fez-se necessário

assumir a hipótese que o termo de dissipação friccional dominasse a fonte, ou seja, m ≥ p.

Para obtenção do segundo resultado, definimos o funcional de energia total expandida e a

noção adequada de poço de potencial.

Continuamos estudando com o problema (0.1) no Caṕıtulo 4, onde obtemos o decai-

mento da energia total expandida no poço de potencial. Dedicamos o Caṕıtulo 5 à obtenção

dos de blow-up das soluções em tempo finito. O Caṕıtulo 1, dedicado às Preliminares, apre-

senta os resultados clássicos da literatura que serão utilizados como apoio.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Operadores maximais monótonos e m-acretivos

Sejam X e Y espaços de Banach. Um operador mult́ıvoco A de X em Y pode ser

identificado com seu gráfico em X × Y , que é dado pelo conjunto {(x, y) ∈ X × Y ; y ∈ Ax}.
Se, para cada x ∈ D(A), tivermos que Ax possui um único elemento, dizemos que A é um

operador uńıvoco.

Definição 1.1.1. Um operador multivalor A : X → X ′ (ou, de forma equivalente, o conjunto

A ⊂ X ×X ′) é monótono se

(x1 − x2, y1 − y2) ≥ 0, ∀(xi, yi) ∈ A, i = 1, 2.

Dizemos que A é fortemente monótono se existir C > 0 tal que

(x1 − x2, y1 − y2) ≥ C‖x1 − x2‖2
X , ∀(xi, yi) ∈ A, i = 1, 2.

Um conjunto A ⊂ X × X ′ monótono é chamado de maximal monótono se ele não

está propriamente contido em um outro subconjunto maximal monótono de X ×X ′.

Se A : X → X ′ é um operador uńıvoco, então A é monótono se, e somente se,

(x1 − x2, Ax1 − Ax2) ≥ 0, ∀x1, x2 ∈ D(A).

Proposição 1.1.1. Seja A : D(A) ⊂ H → H um operador uńıvoco. As seguintes proprieda-

des são equivalentes:

i) A é maximal monótono;

ii) A é monótono e Im(I + A) = H;

iii) Para todo λ > 0, (I + λA)−1 é uma contração definida sobre todo H.



1.1 Operadores maximais monótonos e m-acretivos 13

Demonstração: Ver [10], página 23.

Teorema 1.1.1. Sejam X um espaço de Banach reflexivo e A um subconjunto maximal

monótono de X ×X ′. Se [an, bn] ∈ A tal que an → a fraco, bn → b fraco e ou

lim
n,m→∞

sup(an − am, bn − bm) ≤ 0

ou

lim
n,m→∞

sup(an − a, bn − b) ≤ 0

então, [a, b] ∈ A e (an, bn)→ (a, b), com n→∞.

Demonstração: Ver [4], página 38.

Teorema 1.1.2. Sejam X e Y espaços de Banach e considere A1 : X → X ′, A2 : Y → Y’

operadores maximais monótonos. Então, o operador A : D(A1)×D(A2) ⊂ X×Y → X ′×Y ′
é maximal monótono.

Demonstração: Ver [38], página 56.

Teorema 1.1.3. Sejam X um espaço de Banach reflexivo e A e B subconjuntos maximais

monótonos de X ×X ′ tais que

(intD(A)) ∩D(B) 6= ∅.

Então, A+B é maximal monótono em X ×X ′.

Demonstração: Ver [4], página 43.

Teorema 1.1.4. Se A : D(A) ⊂ H → H é um operador maximal monótono e B : H → H é

um operador monótono e Lipschitz então A+B é um operador maximal monótono.

Demonstração: Ver [10], página 34.

Definição 1.1.2. Um operador mult́ıvoco A : X → X ′ é chamado coercivo se

lim
n→∞

〈xn, x′n〉X,X′
‖xn‖X

=∞,

para todo (xn, x′n) ∈ A com lim
n→∞

‖xn‖X =∞.

Teorema 1.1.5. Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se A : D(A) ⊂ X → X ′ é um

operador coercivo e maximal monótono então A é sobrejetivo.

Demonstração: Ver [4], página 36
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Definição 1.1.3. Um operador uńıvoco A : D(A) = X → X ′ é hemicont́ınuo se

A(x+ λy) ⇀ Ax, ∀x, y ∈ X, quando λ→ 0,

onde ⇀ denota a convergência fraca.

Teorema 1.1.6. Seja A : X → X ′ um operador hemicont́ınuo e monótono tal que D(A) = X.

Então, A é maximal monótono.

Demonstração: Ver [4], página 36.

Definição 1.1.4. Sejam X um espaço de Banach real e ϕ : X → (−∞,+∞] := R. Dizemos

que ϕ é própria se ela não é identicamente +∞.

Chamamos o conjunto De(ϕ) = {x ∈ X;ϕ(x) <∞} de domı́nio efetivo de ϕ.

Definição 1.1.5. Seja X um espaço de Banach real. Dizemos que uma função ϕ : X → R
é convexa se

ϕ
(
(1− λ)x+ λy

)
≤ (1− λ)ϕ(x) + λϕ(y), ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1].

Definição 1.1.6. Seja X um espaço de Banach real. Dizemos que uma função convexa

ϕ : X → R é semicont́ınua inferiormente se

lim inf
u→x

ϕ(u) ≥ ϕ(x), ∀x ∈ X,

ou, equivalentemente, se todo conjunto de ńıvel

N(λ) = {x ∈ X; ϕ(x) ≤ λ}

é fechado.

Definição 1.1.7. Sejam X um espaço de Banach e f : X → R. A aplicação f ′ : X×X → R
definida por

f ′(x, y) = lim
λ→0

f(x+ λy)− f(x)
λ

, x, y ∈ X,

se existe, é chamada de derivada direcional de f em x na direção de y.

Além disso, a função f é dita ser G-diferenciável em x ∈ X se existe ∇f(x) ∈ X ′ tal que

f ′(x, y) = (∇f(x), y), ∀y ∈ X.

Teorema 1.1.7. Sejam K ⊂ X um conjunto convexo. Se f : K → (−∞,+∞] é uma função

G-diferenciável em cada ponto u ∈ K, Então as seguintes afirmações são equivalentes:

a) f é convexa;
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b) f ′(u)(v − u) ≤ f(v)− f(u), ∀u, v ∈ K;

c) 〈f ′(u)− f ′(v), u− v〉X′,X ≥ 0, ∀u, v ∈ K.

Demonstração:Ver [33], página 80.

Definição 1.1.8. Seja ϕ : X → R uma função própria, convexa e semicont́ınua inferior-

mente. A aplicação ∂ϕ : X → X ′ definida por

∂ϕ(x) = {x′ ∈ X ′;ϕ(x) ≤ ϕ(y) + (x′, x− y), ∀y ∈ X}

é chamada de subdiferencial de ϕ.

Lema 1.1.1. Se ϕ é uma função convexa e G-diferenciável em x, então ∂ϕ(x) = ∇ϕ(x).

Demonstração:Ver [4], página 8.

Teorema 1.1.8. Seja X um espaço de Banach real. Se φ é uma função própria, convexa

e semicont́ınua inferiormente em X então, ∂φ é um operador maximal monótono de X em

X ′.

Demonstração: Ver [4], página 47.

Definição 1.1.9. Seja X um espaço de Hilbert. Um subconjunto A de X × X (ou equiva-

lentemente, um operador A : X → X) é acretivo se

(Ax, x)X ≥ 0, ∀x ∈ D(A).

Se, em adição R(I + A) = X, dizemos que A é m-acretivo.

Teorema 1.1.9. Seja A um operador acretivo tal que Im(A+ λI) = X, para algum λ > 0 .

Então Im(A+ ωI) = X para todo ω > 0.

Demonstração: Ver [33], página 159.

Teorema 1.1.10. Seja X um espaço de Hilbert. Se A é um operador m- acretivo e B é um

operador acretivo e Lipschitziano, temos que A+B é m-acretivo.

Demonstração: Ver [33], página 165.

Considere A : D(A) ⊂ X → X um operador no espaço de Hilbert X, f ∈ L1(0, T,X)
e o seguinte problema de valor inicial

du

dt
(t) + Au(t) 3 ωu(t) + f(t), u(0) = u0. (1.1)



1.2 Resultados auxiliares 16

Teorema 1.1.11. (Teorema de Kato) Seja A um operador m-acretivo no espaço de Hilbert

X e ω ≥ 0. Para cada u0 ∈ D(A) e f : [0, T ]→ X absolutamente cont́ınua, existe uma única

u : [0, T ] → X tal que u(0) = u0 e (1.1) vale para quase todo 0 < t < T. Também, u é

Lipschitz cont́ınua e diferenciável à direita com u(t) ∈ D(A) para todo 0 ≤ t ≤ T.

Demonstração: Ver [33], página 180.

Definição 1.1.10. No contexto do Teorema 1.1.11, a função u será denominada solução

forte de (1.1) em [0, T ].

Observação 1.1.1. No contexto do Teorema 1.1.11, temos que u ∈ C([0, T ];X), u : [0, T ]→
X é Lipschitz e X é reflexivo, então U ∈ W 1,∞(0, T ;X).

Definição 1.1.11. Uma solução generalizada de (1.1) em [0, T ] é uma função u ∈ C([0, T ];X)
para o qual existe uma sequência de soluções fortes {un} de

dun
dt

+ A(un) 3 ωun + fn, n ≥ 1,

em [0, T ] com fn → f em L1(0, T ;X) e un → u em C([0, T ];X).

1.2 Resultados auxiliares

Teorema 1.2.1. (Teorema da Média) Seja f : (a, b) → X uma função cont́ınua, onde X é

um espaço de Banach. Para todo t ∈ [a, b] tem-se

lim
h→0

1
h

∫ t+h

t
f(s)ds = f(t).

Demonstração: Ver [13], página 20.

Lema 1.2.1. (Lema de Fatou) Seja (un)n∈N uma sequência de funções integráveis e não

negativas que converge quase sempre para uma função u. Se lim
n→∞

inf
∫

Ω
un é finito, então u

é integrável e tem-se ∫
Ω

lim
n→∞

inf un ≤ lim
n→∞

inf
∫

Ω
un.

Demonstração: Ver [11], página 90.

Teorema 1.2.2. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (un)n∈N uma sequên-

cia de funções integráveis num aberto Ω ⊂ R, convergente quase sempre para uma função u.

Se existir uma função u0 ∈ L1(Ω) tal que |un| ≤ u0 quase sempre, para todo n ∈ N então, u

é integrável e tem-se ∫
Ω
u = lim

n→∞

∫
Ω
un.
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Demonstração: Ver [11], página 90.

Teorema 1.2.3. (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do Rn, então para toda

função côncava F e toda função integrável g ∈ L1(B), teremos

F
( 1
medB

∫
B
g(x) dx

)
≥ 1
medB

∫
B
F (g(x)) dx.

Demonstração: Ver [32].

Lema 1.2.2. Seja p uma função real crescente, positiva com p(0) = 0. Defina

q = Id− (Id+ p)−1.

Considere uma sequência de números reais positivos {sm} tal que

sm+1 + p(sm+1) ≤ sm, ∀m ∈ N.

Então sm ≤ S(m), onde S(t) é a solução da equação diferencial

d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0, S(0) = s0.

Além disso, se p(s) > 0, quando s > 0, então lim
t→∞

S(t) = 0.

Demonstração: Ver [25], página 531.

Proposição 1.2.1. Seja uma sequência de funções {wj} limitadas em Lp(Ω) e convergente

quase sempre para w. Então esta sequência converge forte para w em Lq(Ω) onde 1 ≤ q < p

e, converge fraco em Lp(Ω).

Demonstração: Ver [35], página 646.

Teorema 1.2.4. (Lema de Lions) Seja (un) uma sequência de funções pertencentes a Lq(Q)
com 1 < q < ∞. Se un → u quase sempre em Q e ‖un‖Lq(Q) ≤ C para todo n ∈ N, então

un → u fraco em Lq(Q).

Demonstração: Ver [27], página 12.

Teorema 1.2.5. (Teorema de Aubin-Lions-Simon) Sejam X, Y e Z espaços de Banach com

X ⊂ Y ⊂ Z. Suponha que X é imerso compactamente em Y e que Y é imerso continuamente

em Z. Para 1 ≤ p, q ≤ ∞ seja

W = {u ∈ Lp([0, T ];X);u′ ∈ Lq([0, T ];Z)}.

Então,
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(i) Se p <∞, W está imersamente compacto em Lp([0, T ];Y ).

(ii) Se p =∞ e q > 1, W está imersamente compacto em C([0, T ], Y ).

Demonstração: Ver [34], página 21.

Teorema 1.2.6. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. Se w ∈ H−1(Ω)∩L1(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω)

são tais que

w(x)u(x) ≥ − |h(x)| , q.s.x ∈ Ω,

para algum h ∈ L1(Ω), então wu ∈ L1(Ω) e

w(u) =
∫

Ω
w(x)u(x)dx.

Demonstração: Ver [4], página 71.



Caṕıtulo 2

Existência de solução local para a

equação da onda viscoelástica

Seja Ω ⊂ R3 um domı́nio limitado, com fronteira suave ∂Ω. Neste caṕıtulo, estuda-

remos a existência e unicidade de solução fraca do seguinte problema
ρ(x)utt −∆u+

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇u(t− s)]ds+ h(ut) = f(u), em Ω× (0,∞)
u(x, t) = 0, em ∂Ω× R
u(x, s) = u0(x, s), (x, s) ∈ Ω× (−∞, 0],

(2.1)

onde ρ(x) é a função densidade de massa, g representa o núcleo da memória e u0 : Ω ×
(−∞, 0]→ R descreve a história passada de u.

No decorrer de todo o trabalho, consideremos as hipóteses (H-1)-(H-7) descritas

abaixo.

(H-1) a ∈ C∞(Ω) ∩ C0(Ω) é uma função não-negativa e existe um conjunto conexo A ⊂⊂ Ω
tal que a(x) = 0 se, e somente se, x ∈ A;

(H-2) ρ ∈ C∞(Ω) tal que existem a1, a2 > 0 de modo que

0 < a1 ≤ ρ(x) ≤ a2 <∞, para todo x ∈ Ω;

(H-3) g ∈ L1(0,∞) ∩ C1([0,∞)) é uma função positiva não-crescente verificando g(∞) = 0 e

l := 1− g0‖a‖L∞(Ω) > 0, (2.2)

onde g0 :=
∫ ∞

0
g(s) ds;

(H-4) h ∈ C0(R) é uma função monótona crescente com h(0) = 0. Além disso, existem
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constantes positivas b1 e b2 tais que para todo |s| ≥ 1

b1|s|m+1 ≤ h(s)s ≤ b2|s|m+1, em que m ≥ 1; (2.3)

(H-5) f é uma função de classe C1(R) tal que f(0) = 0 e

|f ′(s)| ≤ C(|s|p−1 + 1) para 1 ≤ p < 6;

(H-6) p
m+ 1
m

< 6.

Observe que como a ∈ C∞(Ω), A é fechado. De fato, sejam {xn} ⊂ A e x ∈ Ω tais

que xn → x. Como a é cont́ınua, então a(xn)→ a(x), mas a(xn) = 0, para todo n ∈ N. Logo,

a(x) = 0, e assim, x ∈ A.

Então A = A ⊂ Ω, donde segue que ∂Ω ∩ A = ∅. Seja ε > 0 tal que ε = d(A, ∂Ω) e

B ⊂⊂ Ω aberto verificando A ⊂⊂ B e d(B, ∂Ω) = ε

2 . Definamos ω := Ω \ B. Este conjunto

é compacto e a(x) > 0, para todo x ∈ ω. Isso com a continuidade de a, resulta que existe

M > 0 tal que

a(x) ≥M > 0, ∀x ∈ ω.

Temos que ∂ω = ∂Ω ∪ ∂B.

No que segue, definiremos os espaços funcionais que serão utilizados ao longo de todo

o trabalho, e explicitar suas topologias. Denote por ‖.‖ e (., .), respectivamente, a norma e o

produto interno usuais de L2(Ω).

Considere o espaço

H1
0 (Ω) := {u ∈ H1(Ω); u|∂Ω = 0},

munido da topologia dada por

‖u‖2
1 :=

∫
Ω
κ(x)|∇u|2dx,

onde κ := 1− g0a(x). Por (2.2), esta topologia é equivalente a topologia usual de H1
0 (Ω).

Defina o espaço L2
ρ(Ω) como

L2
ρ(Ω) =

{
u : Ω→ R;

∫
Ω
ρ(x)|u(x)|2dx <∞

}
,

munido do produto interno

(u, v)ρ =
∫

Ω
ρ(x)u(x)v(x)dx, ∀, u, v ∈ L2

ρ(Ω).
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Pela Hipótese (H-2), temos que u ∈ L2(Ω) se, e somente se, u ∈ L2
ρ(Ω) e

a1‖ · ‖2 ≤ ‖ · ‖2
ρ ≤ a2‖ · ‖2.

Considere a satisfazendo a Hipótese (H-1) e defina

H1
a =

{
u ∈ L2(Ω);

∫
Ω
a(x)|∇u|2dx <∞; γ0(u) = 0 em ∂Ω

}
.

Observe que

(i) o traço de ordem zero de u está bem definido em ∂Ω nas condições do conjunto H1
a(Ω).

De fato, temos u ∈ L2(ω) e

∫
ω
|∇u|2dx ≤ 1

M

∫
ω
a(x)|∇u|2dx ≤ 1

M

∫
Ω
a(x)|∇u|2dx <∞,

donde u ∈ H1(ω). Logo, considerando a aplicação traço de ordem zero

γ0 : H1(ω)→ H1/2(∂Ω ∪ ∂B),

temos que γ0(u) está definido quase sempre em ∂Ω.

(ii) H1
a é um espaço de Hilbert munido dos respectivos produto interno e norma

(u, v)a = (u, v) + (
√
a∇u,

√
a∇v); ‖u‖2

a = ‖u‖2 + ‖
√
a∇u‖2.

De fato, provemos que tal espaço é completo. Seja {un} ⊂ H1
a uma sequência de

Cauchy. Então

‖un − um‖2 + ‖
√
a∇un −

√
a∇um‖2 → 0 quando m,n→∞.

Como L2(Ω) é completo, existem u ∈ L2(Ω) e w ∈ [L2(Ω)]3 tais que un → u em L2(Ω)
e
√
a∇un → w em [L2(Ω)]3. Em particular, do fato que a ∈ C∞(Ω) e da convergência

un → u em L2(Ω) temos que a∇un → a∇u em [D′(Ω)]3. Pela imersão [L2(Ω)]3 ↪→
[D′(Ω)]3 e pela unicidade do limite em [D′(Ω)]3 resulta que

√
aw = a∇u ∈ [L2(Ω)]3.

Em particular,

a∇u =
√
aw em [L2(Ω \ A)]3,

o que implica em

√
a(
√
a∇u− w) = 0, quase sempre em Ω \ A,

isto é, √
a∇u− w = 0, quase sempre em Ω \ A,
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ou ainda, √
a∇u = w quase sempre em Ω \ A.

Além disso, ∫
ω
|∇un −∇u|2dx ≤

1
M

∫
ω
a(x)|∇un −∇u|2dx→ 0,

donde conclúımos que un → u em H1(ω). Pela continuidade de γ0, obtemos γ0(u) =
lim
n→∞

γ0(un) = 0, quase sempre em ∂Ω. Portanto, u ∈ H1
a e un → u em H1

a .

Logo, o espaço com peso

L2
g(R+, H1

a) =
{
µ : [0,∞)→ H1

a ;
∫ ∞

0
g(s)‖µ(s)‖2

ads <∞
}
,

munido do produto interno

(µ, ζ)g =
∫ ∞

0
g(s)(µ(s), ζ(s))ads

=
∫ ∞

0
g(s)(µ(s), ζ(s))ds+

∫ ∞
0

g(s)(
√
a∇µ(s),

√
a∇ζ(s))ds,

é um espaço de Hilbert.

Também, considere o espaço H1
g (R+, H1

0 (Ω)), definido por

H1
g (R+, H1

0 (Ω)) = {u ∈ L2
g(R+, H1

0 (Ω));ut ∈ L2
g(R+, H1

0 (Ω))}.

Analogamente, o espaço L2
g(R−, H1

0 (Ω)) é definido pelas funções u : (−∞, 0] → H1
0 (Ω) tal

que u(−t) ∈ L2
g(R+, H1

0 (Ω)) e H1
g (R−, H1

0 (Ω)) é dado por

H1
g (R−, H1

0 (Ω)) = {u ∈ L2
g(R−, H1

0 (Ω));ut ∈ L2
g(R−, H1

0 (Ω))}.

Das considerações acima, a seguinte hipótese é feita acerca dos dados iniciais.

(H-7) u0(x, t) ∈ L2
g(R−, H1

0 (Ω)) com ∂tu
0(x, t) ∈ L2

g(R−, L2
ρ(Ω)) tal que u0 : R− → H1

0 (Ω) e

∂tu
0 : R− → L2

ρ(Ω) são fracamente cont́ınuas em t = 0. Além disso, para todo t ≤ 0,

u0(x, t) = 0 em ∂Ω.

Começamos com a definição de solução fraca para o problema (2.1).

Definição 2.0.1. Uma função u(x, t) é dita solução fraca de (2.1) em (−∞, T ] se u ∈
L2
g((−∞, T );H1

0 (Ω)) ∩C([0, T ];H1
0 (Ω)) tal que ut ∈ L2

g((−∞, T ];L2(Ω)) ∩C([0, T ];L2(Ω)) ∩
Lm+1(Ω× (0, T )) com u(x, t) = u0(x, t), para t ≤ 0, e é válida a seguinte identidade variaci-
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onal

(ρut(t), φ(t))− (ρut(0), φ(0))−
∫ t

0

∫
Ω
ρ(x)ut(x, τ)φt(x, τ)dxdτ

+
∫ t

0

∫
Ω
∇u(x, τ)∇φ(x, τ)dxdτ +

∫ t

0

∫
Ω
h(ut(x, τ))φ(x, τ)dxdτ

−
∫ t

0

∫ ∞
0

∫
Ω
a(x)∇u(x, τ − s)∇φ(x, τ)dxg(s)dsdτ =

∫ t

0

∫
Ω
f(u(x, τ))φ(x, τ)dxdτ,

(2.4)

para todo t ∈ [0, T ] e φ ∈ G, em que

G = {φ;φ ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ Lm+1(Ω× (0, T )) com φt ∈ C([0, T ];L2(Ω))}.

Para demonstrar a existência e unicidade de solução fraca do problema (2.1), consi-

dere a mudança de variável introduzida por Dafermos em [20] dada por

ηt(x, s) := u(x, t)− u(x, t− s), x ∈ Ω, t ≥ 0, s ∈ (0,∞). (2.5)

De modo formal, obtemos

ηtt(x, s) = ut(x, t)− ut(x, t− s) e ηts(x, s) = ut(x, t− s)

de onde temos

ηtt(x, s) = −ηts(x, s) + ut(x, t) para x ∈ Ω, t > 0, s ∈ (0,∞).

Pela definição de η, temos que∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇u(t− s)]ds = g0div[a(x)∇u(t)]−
∫ ∞

0
g(s)div[a(x)∇ηt(x, s)]ds.

Além disso,

ηt(x, 0) := lim
s→0+

ηt(·, s) = 0 para (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

η0(x, s) := u0(x, 0)− u0(x,−s) para (x, s) ∈ Ω× (0,∞)

e

ηt(x, s) = 0 para (x, s, t) ∈ Γ× (0,∞)× (0,∞).

Consequentemente, podemos reescrever o problema (2.1) como um sistema autônomo dado

por
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 ρ(x)utt − div[κ(x)∇u]−
∫ ∞

0
g(s)div[a(x)∇ηt(x, s)]ds+ h(ut) = f(u) em Ω× (0,∞)

ηt + ηs = ut em Ω× (0,∞)× (0,∞),
(2.6)

com condições iniciais e de fronteira

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0,∞)
ηt(x, s) = 0, (x, s, t) ∈ Γ× (0,∞)× (0,∞)
ηt(x, 0) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,∞)
u(x, 0) = u0(x) := u0(x, 0), x ∈ Ω,
ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,
η0(x, s) = η0(x, s) := u0(x, 0)− u0(x,−s), (x, s) ∈ Ω× (0,∞).

(2.7)

Considere o espaço de fase H definido por

H = H1
0 (Ω)× L2

ρ(Ω)× L2
g(R+, H1

a).

onde, munido do produto interno

((u1, v1, η1), (u2, v2, η2))H = (u1, u2)1 + (v1, v2)ρ + (η1, η2)g,

é um espaço de Hilbert.

Definindo o operador A : D(A) ⊂ H → H como

A(u, v, η) =


−v

1
ρ(x)

{
−div[κ(x)∇u]−

∫ ∞
0

g(s)div(a(x)∇η(s))ds+ h(v)
}

ηs − v

 (2.8)

com domı́nio

D(A) =


(u, v, η) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)×H1

g (R+, H1
a); η(0) = 0; h(v) ∈ H−1(Ω) ∩ L1(Ω);

1
ρ(x)

{
−div[κ(x)∇u]−

∫ ∞
0

g(s)div(a(x)∇η(s))ds+ h(v)
}
∈ L2

ρ(Ω)

 ,
e o operador F : H → H por

F(u, v, η) =
(

0,− 1
ρ(x)f(u), 0

)
,

o problema (2.6)-(2.7) é equivalente ao seguinte problema de Cauchy
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d

dt
U(t) +AU(t) + FU(t) = 0, t > 0

U(0) = U0,

(2.9)

onde U = (u, ut, η) e U0 = (u0, u1, η0).

O primeiro resultado deste caṕıtulo, considera que f : H1
0 (Ω) 7→ L2(Ω) é localmente

lipschitziana e, com esta hipótese, estabelece a existência de solução forte local para o pro-

blema (2.9). Para demonstrar este resultado, as Hipóteses (H-1)-(H-7) não são necessárias

de forma integral. Por isso, em seu enunciado, as hipóteses necessárias são descritas.

Proposição 2.0.1. Suponha que h é uma função cont́ınua, monótona crescente tal que

h(0) = 0 e b1 |s|m+1 ≤ h(s)s, onde m ≥ 1 e b1 > 0. Se f : H1
0 (Ω) → L2(Ω) é local-

mente lipschitziana e U0 ∈ D(A), então o sistema (2.9) possui uma única solução forte local

U ∈ W 1,∞(0, T,H), para algum T > 0.

Demonstração. O operador A + αI é acretivo para alguma constante positiva α. De fato,

dado U = (u, v, η) ∈ D(A), temos que

((A+ αI)U,U)H = (−v + αu, u)1 + (ηs − v + αη, η)g

+
(

1
ρ(x)

{
−div[κ(x)∇u]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇η(s)]ds+ h(v)
}

+ αv, v
)
ρ

= −
∫

Ω
κ(x)∇v∇udx+ α‖u‖2

1 +
∫

Ω
κ(x)∇u∇vdx

+
∫ ∞

0
g(s)

∫
Ω
a(x)∇η(s)∇vdxds+

∫
h(v)vdx+ α‖v‖2

ρ

+
∫ ∞

0
g(s)(ηs, η)H1

a
ds−

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
v η dxds+ α

∫ ∞
0

g(s) ‖η(s)‖2 ds

−
∫ ∞

0
g(s)

∫
Ω
a(x)∇v∇ηdxds+ α

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η(s)

∥∥∥2
ds

≥ α‖v‖2
ρ +

∫ ∞
0

g(s)(ηs, η)H1
a
ds−

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
v ηdxds

+α
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥η2
∥∥∥2
ds,

(2.10)

uma vez que α > 0 implica em

α‖u‖2
1, α

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η(s)

∥∥∥2
ds ≥ 0
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e, pelo Teorema 1.2.6, temos ∫
Ω
h(v)vdx ≥ 0.

Pela integração por partes, temos

∫ ∞
0

g(s)(ηs, η)H1
a
ds = 1

2

∫ ∞
0

g(s) d
ds
‖η‖2

H1
a
ds

= −1
2

∫ ∞
0

g′(s) ‖η‖2
H1
a
ds

≥ 0,

(2.11)

pois g′(s) ≤ 0, para todo s ∈ (0,∞), g(∞) = 0 e η(0) = 0.

Das desigualdades de Holder e Young, temos

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
v ηdxds ≤

∫ ∞
0

(∫
Ω
g(s) |v|2 dx

)1
2
(∫

Ω
g(s) |η|2 dx

) 1
2
ds

≤ 1
2

∫ ∞
0

∫
Ω
g(s) |v|2 dxds+ 1

2

∫ ∞
0

∫
Ω
g(s) |η|2 dxds

= g0

2 ‖v‖
2 + 1

2

∫ ∞
0

g(s) ‖η‖2 ds

≤ g0

2a1
‖v‖2

ρ + 1
2

∫ ∞
0

g(s) ‖η‖2 ds,

donde,

−
∫ ∞

0
g(s)

∫
Ω
v ηdxds ≥ − g0

2a1
‖v‖2

ρ −
1
2

∫ ∞
0

g(s) ‖η‖2 ds. (2.12)

Portanto, substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10), conclúımos que

((A+ αI)U,U)H ≥
(
α− g0

2a1

)
‖v‖2

ρ +
(
α− 1

2

) ∫ ∞
0

g(s) ‖η‖2 ds

≥ 0,

(2.13)

desde que α ≥ max
{
g0

2a1
,
1
2

}
, isto é, A+ αI é acretivo para todo α ≥ max

{
g0

2a1
,
1
2

}
.

Pelo Teorema 1.1.9, o operador (A+ αI) + I é sobrejetor se Im(A+ λI) = H, para
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algum λ > 0. Dado (γ1, γ2, γ3) ∈ H ,suponha que exista (u, v, η) ∈ D(A) satisfazendo



−v + λu = γ1

1
ρ(x)

{
−div[κ(x)∇u]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇η(s)]ds+ h(v)
}

+ λv = γ2

−v + ηs + λη = γ3

(2.14)

ou, equivalentemente,
− 1
λ
div[κ(x)∇v]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇η(s)]ds+ h(v) + ρ(x)λv = γ2ρ(x) + 1
λ
div[κ(x)∇γ1]

−v + ηs + λη = γ3.
(2.15)

Denote por X o espaço X = H1
0 (Ω)× L2

g(R+, H1
a) munido do produto interno

(U1, U2)X =
∫

Ω
κ(x)∇v1∇v2dx+ (η1, η2)g,

onde U1 = (u1, η1) e U2 = (u2, η2). Identificando L2
g(R+, H1

a) com seu dual, temos que

X ′ = H−1(Ω)× L2
g(R+, H1

a).

Defina o operador T : D(T ) ⊂ X → X ′ por

T (u, η) =


− 1
λ
div[κ(x)∇v]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇η(s)]ds+ h(v) + ρλv

−v + ηs + λη


tr

com domı́nio

D(T ) =
{

(v, η) ∈ X;h(v) ∈ H−1(Ω) ∩ L1(Ω); η ∈ H1
g (R+, H1

a), η(0) = 0
}
.

Para verificar que o operador T é sobrejetivo, considere os operadores T1, T2 e T3

dados, respectivamente, por

T1 : X → X ′, definido por
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T1(u, η) =


−1
λ
div[κ(x)∇v]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇η(s)]ds+ λρ(x)v

−v + λη


tr

;

T2 : D(T2) ⊂ H1
0 (Ω)→ H−1(Ω), definido por

T2(v) = h(v),

com domı́nio D(T2) = {v ∈ H1
0 (Ω);h(v) ∈ H−1(Ω) ∩ L1(Ω)};

T3 : D(T3) ⊂ L2
g(R+, H1

a)→ L2
g(R+, H1

a), definido por

T3(η) = ηs,

com domı́nio D(T3) = {η ∈ H1
g (R+, H1

a), η(0) = 0}.

Similarmente ao que foi feito em (2.13), temos que

〈T1(v1, η1)− T1(v2, η2), (v1, η1)− (v2, η2)〉X′,X

= 1
λ
‖v1 − v2‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∫
Ω
a(x)∇(η1 − η2)∇(v1 − v2)dxds+ λ ‖v1 − v2‖L2

ρ

−
∫ ∞

0
g(s)

∫
Ω

(η1 − η2)(v1 − v2)dxds−
∫ ∞

0
g(s)

∫
Ω
a(x)∇(η1 − η2)∇(v1 − v2)dxds

+λ
∫ ∞

0
g(s) ‖η1 − η2‖2 ds+ λ

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇(η1 − η2)

∥∥∥2
ds

≥ λ ‖v1 − v2‖L2
ρ
−
∫ ∞

0
g(s)

∫
Ω

(η1 − η2)(v1 − v2)dxds+ λ
∫ ∞

0
g(s) ‖η1 − η2‖2 ds

≥
(
λ− g0

2a1

)
‖v1 − v2‖L2

ρ
+
(
λ− 1

2

) ∫ ∞
0

g(s) ‖η1 − η2‖2 ds

≥ 0,

desde que λ ≥ max
{
g0

2a1
,
1
2

}
. Consequentemente, o operador T1 é monótono para todo

λ ≥ max
{
g0

2a1
,
1
2

}
.

E ainda, para quaisquer (a, b) ∈ X, é válido que

〈T1((v1, η1) + t(v2, η2)), (a, b)〉X′,X −→ 〈T1(v1, η1), (a, b)〉X′,X ,
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quando t → 0. Logo, T1 é hemicont́ınuo e, pelo Teorema 1.1.6, o operador T1 é maximal

monótono.

O operador T2 é o subdiferencial de uma função própria, convexa e semicont́ınua

inferiormente. De fato, defina J : H1
0 (Ω)→ [0,∞) por

J(v) :=


∫

Ω
j(v)dx, se v ∈ D(T2)

∞, se v ∈ H1
0 (Ω)\D(T2)

,

onde j(v) =
∫ v

0
h(τ)dτ . Note que, se v ∈ D(T2), então

J(v) ≤
∣∣∣∣∫

Ω
j(v)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

∫ v(x)

0
|h(s)| dsdx.

Podemos ter: 0 ≤ v(x) ≤ 1, −1 ≤ v(x) ≤ 0, v(x) > 1 e v(x) < −1.

Se 0 ≤ v(x) ≤ 1, temos que

∫ v(x)

0
|h(s)| ds =

∫ v(x)

0
h(s)ds ≤

∫ 1

0
|h(1)| ds = h(1),

uma vez que, h(0) = 0 e h é monótona crescente, donde

J(v) ≤
∫

Ω

∫ v(x)

0
|h(s)| dsdx ≤ h(1) |Ω| <∞.

Se v(x) > 1, note que

∫ v(x)

0
|h(s)| ds =

∫ v(x)

0
h(s)ds ≤

∫ v(x)

0
|h(v(x))| ds = h(v(x))v(x),

donde, pelo Teorema 1.2.6, obtemos

J(v) ≤
∫

Ω

∫ v(x)

0
|h(s)| dsdx ≤

∫
Ω
h(v(x))v(x)dx <∞.

O caso −1 ≤ v(x) ≤ 0, segue de maneira análoga ao caso 0 ≤ v(x) ≤ 1. E, o caso v(x) < −1
é análago ao caso v(x) > 1. Como em todos os casos J(v) <∞ para todo v ∈ D(T2) , temos

que a função J está bem definida.

Além disso, De(J) = D(T2) 6= ∅, isto é, J é uma função própria. Também, para todo

v, w ∈ D(T2), temos que
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〈J ′(v), w〉 = lim
λ→0

J(v + λw)− J(v)
λ

= lim
λ→0

1
λ

(∫
Ω

∫ v+λw

0
h(s)dsdx−

∫
Ω

∫ v

0
h(s)dsdx

)

= lim
λ→0

(∫
Ω

1
λ

∫ v(x)+λw(x)

v(x)
h(s)dsdx

)
.

Denotando δ = λw(x), concluimos pelo Teorema da Média (Teorema 1.2.1) que

1
λ

∫ v(x)+λw(x)

v(x)
h(s)ds = 1

δ

[∫ v(x)+δ

v(x)
h(s)ds

]
w(x) −→ h(v(x))w(x),

quando δ → 0.

E ainda, se v(x) ≥ 0 e v(x) + δ ≥ v(x), temos que

∣∣∣∣1δ
∫ v(x)+δ

v(x)
h(s) dsw(x)

∣∣∣∣ ≤ |w(x)|
|δ|

∫ v(x)+δ

v(x)
|h(s)| ds ≤ |w(x)|

|δ|

∫ v(x)+δ

0
h(v(x) + δ) ds

≤ |w(x)|
|δ|

h(v(x) + δ)(v(x) + δ)

= 1
|λ|
h(v(x) + λw(x))(v(x) + λw(x)) := F (x) ∈ L1(Ω),

pela monotocidade de h. E, se v(x) ≥ 0 e v(x) + δ < v(x), então

∣∣∣∣1δ
∫ v(x)+δ

v(x)
h(s) dsw(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣− 1

δ

∫ v(x)

v(x)+δ
h(s) dsw(x)

∣∣∣∣ ≤ |w(x)|
|δ|

∫ v(x)

v(x)+δ
|h(s)| ds.

Para v(x) + δ ≥ 0, vem que

∣∣∣∣1δ
∫ v(x)+δ

v(x)
h(s) dsw(x)

∣∣∣∣ ≤ |w(x)|
|δ|

∫ v(x)

v(x)+δ
|h(s)| ds ≤ 1

|λ|

∫ v(x)

0
|h(s)| ds

≤ 1
|λ|

∫ v(x)

0
h(v(x)) ds = 1

|λ|
h(v(x))v(x) := F (x) ∈ L1(Ω).

Por outro lado, para v(x) + δ < 0, obtemos

∣∣∣∣1δ
∫ v(x)+δ

v(x)
h(s) dsw(x)

∣∣∣∣ ≤ |w(x)|
|δ|

∫ v(x)

v(x)+δ
|h(s)| ds

≤ 1
|λ|

( ∫ 0

v(x)+δ
|h(s)| ds+

∫ v(x)

0
|h(s)| ds

)
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≤ 1
|λ|

(
−
∫ 0

v(x)+δ
h(s) ds+

∫ v(x)

0
h(s) ds

)

≤ 1
|λ|

(
−
∫ 0

v(x)+δ
h(v(x) + δ) ds+

∫ v(x)

0
h(v(x)) ds

)
≤ 1
|λ|

(
h(v(x) + δ)(v(x) + δ) + h(v(x))v(x)

)
:= F (x) ∈ L1(Ω).

De modo análogo, conclúımos os casos em que v(x) < 0. Portanto, pelo Teorema da Conver-

gência Dominada de Lebesgue, conclúımos

lim
λ→0

J(v + λw)− J(v)
λ

=
∫

Ω
h(v(x))w(x)dx.

Pelo Teorema 1.2.6, temos que

〈T2(v), w〉 =
∫

Ω
h(v)w(x)dx = 〈J ′(v), w〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) ,

para quaisquer v, w ∈ D(T2). Logo, J é G-diferenciável e J ′(v) = T2(v) para todo v ∈ D(T2).
Novamente pelo Teorema 1.2.6, segue que

〈J ′(v)− J ′(w), v − w〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = 〈T2(v)− T2(w), v − w〉

=
∫

Ω
(h(v(x))− h(w(x)))(v(x)− w(x))dx

≥ 0,

ou seja, J é convexo. Portanto, J é subdiferenciável para todo v ∈ D(T2) e ∂J = T2.

Seja

N(λ, J) = {u ∈ H1
0 (Ω); J(u) ≤ λ},

um conjunto de ńıvel qualquer de J . Dado u ∈ N(λ, J), existe (un)n∈N ⊂ N(λ, J) tal que

un −→ u em H1
0 (Ω). (2.16)

Temos que, J(un) ≤ λ para todo n ∈ N. De (2.16), existe uma subsequência (unk) de (un) tal

que unk(x) −→ u(x) q.s. Ω, o que implica em j(unk(x)) −→ j(u(x)) q.s. Ω, pela continuidade

de j. Em particular,

j(u(x)) = lim
k→∞

inf j(unk(x)).

Assim, pelo Lema de Fatou (Lema 1.2.1), é válido que

J(u) =
∫

Ω
j(u(x))dx =

∫
Ω

lim
k→∞

inf j(unk(x))dx ≤ lim inf
∫

Ω
j(unk(x))dx ≤ λ,
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isto é, J(u) ≤ λ concluindo que N(λ, J) é fechado. Como N foi considerado arbitrário, todos

os conjuntos de ńıvel de J são fechados, logo J é semicont́ınua inferiormente. Portanto, pelo

Teorema 1.1.8, o operador T2 é maximal monótono.

Note que,

(T3(η1)− T3(η2), η1 − η2)g =
∫ ∞

0
g(s)(η1,s − η2,s, η1 − η2)H1

a
ds

= 1
2

∫ ∞
0

g(s) d
ds
‖η1 − η2‖2

H1
a
ds

= −1
2

∫ ∞
0

g′(s) ‖η1 − η2‖2
H1
a
ds

≥ 0,

(2.17)

pois, por hipótese, g′(s) ≤ 0. Também, para cada σ ∈ L2
g(R+, H1

a), temos que

(T3 + I)w(s) = σ(s) ⇔ d

ds
w(s) + w(s) = σ(s)

⇔ es
d

ds
w(s) + esw(s) = esσ(s)

⇔ d

ds
(esw(s)) = esσ(s)

⇔ w(τ) =
∫ τ

0
σ(s)e−(τ−s)ds,

pois w(0) = 0. Então, considerando η(τ) =
∫ τ

0
σ(s)e(s−τ)ds, temos que (T3 + I)η = σ. Além

disso, pelo decrescimento de g, obtemos

‖η‖2
g ≤

∫ ∞
0

g(τ)
(∫ τ

0
e−(τ−s) ‖σ(s)‖H1

a
ds
)2
dτ

≤
∫ ∞

0

(∫ τ

0
g(s) 1

2 e−(τ−s) ‖σ(s)‖H1
a
ds
)2
dτ

= ‖ψ1 ∗ ψ2‖L2(R+) ,

(2.18)

onde ψ1(s) = e−s e ψ2 = g(s) 1
2 ‖σ(s)‖H1

a
. Mas, utilizando a desigualdade de Holder, vemos

que
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‖ψ1 ∗ ψ2‖L2(R+) ≤
∫ ∞

0

(∫ t

0
ψ1(t− s)ds

)(∫ t

0
ψ1(t− s)ψ2

2(s)ds
)
dt

=
∫ ∞

0
ψ2

2(s)
∫ ∞
s

ψ1(t− s)dtds

= ‖ψ2‖2
L2(R+)

< ∞,

(2.19)

pois
∫ t

0
ψ1(t− s)ds ≤ 1 e

∫ ∞
s

ψ1(t− s)dt = 1. E ainda,

d

ds
η = d

ds

(
e−s

∫ s

0
eyσ(y)dy

)
= −w + σ. (2.20)

Conclúımos por (2.18), (2.19) e (2.20) que η ∈ H1
g (R+, H1

a), ou seja, η ∈ D(T3) e T3 + I é

sobrejetor. Portanto, o operador T3 é maximal monótono.

Pelo Teorema 1.1.2, o operador T4 : D(T2)×D(T3) ⊂ X → X ′ definido por T4(v, η) =
(T2(v), T3(η)) é maximal monótono. Também, pelo Teorema 1.1.3, o operador T é maximal

monótono pois é a soma dos operadores T1 e T4.

E ainda, como T1, T2 e T3 são operadores monótonos, temos que

〈(v, η), T (v, η)〉X,X′ = 〈(v, η), (T1(v, η))〉+ 〈(v, η), (T2(v), T3(η))〉

= 〈(v, η), (T1(v, η))〉+ 〈v, T2(v)〉H1
0 (Ω),H−1(Ω) + (η, T3(η))g.

Então,

〈(v, η), T (v, η)〉X,X′ ≥
1
λ
‖v‖2

1 +
(
λ− g0

2a1

)
‖v‖2

L2
ρ(Ω) +

(
λ− 1

2

)
‖η‖2

g

≥ 1
λ
‖v‖2

1 + 1
2 ‖η‖

2
g

≥ γ (‖(v, η)‖X)
[
‖v‖1 + ‖η‖g

]
= γ (‖(v, η)‖X) ‖(v, η)‖X ,

onde γ (‖(v, η)‖X) = min{ 1
λ
‖(v, η)‖X , 1

2 ‖(v, η)‖X}. Logo, temos que γ (‖(v, η)‖X) → ∞
quando ‖(v, η)‖X →∞. Portanto, o operador T é coercivo.

Pelo que vimos até aqui, T é maximal monótono e coercivo. Logo, pelo Teorema
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1.1.5, T é sobrejetivo. Disso, temos que existe (v, η) ∈ D(T ) satisfazendo (2.15) para qualquer

(γ1, γ2, γ3) ∈ H. Definindo u = v + γ1

λ
∈ H1

0 (Ω) conclúımos que

1
ρ(x)

{
−div[κ(x)∇u]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇η(s)]ds+ h(v)
}

= γ2 − λv ∈ L2(Ω),

isto é, (u, v, η) ∈ D(A). Portanto, A+ λI é m-acretivo.

Para cada constante positiva k, defina o seguinte truncamento:

fk(u) =

 f(u), se ‖u‖1 ≤ k

f
(

ku
‖u‖1

)
, se ‖u‖1 > k

.

De f ser localmente lipschitziana segue para quaisquer u, v ∈ H1
0 (Ω),

‖fk(u)− fk(v)‖ ≤ Lk ‖u− v‖1 ,

concluindo que fk : H1
0 (Ω) → L2(Ω) é globalmente lipschitziana, para cada k. Com isso,

temos que o operador Fk : H → H definido por

Fk(u, v, η) =
(

0,− 1
ρ(x)fk(u), 0

)
, ∀(u, v, η) ∈ H,

é globalmente lipschitziano, com constante CFk , para cada k. E ainda, de Fk(0) = 0, obtemos

−(FkU,U)H ≤ |−(FkU,U)| ≤ ‖FkU‖ ‖U‖ ≤ CFk ‖U‖
2
H ,

donde (FkU,U)H ≥ −CFk ‖U‖
2
H , para todo U ∈ H. Logo,

((Fk + CFkI)U,U)H ≥ 0, ∀U ∈ H,

isto é, Fk + CFkI é acretivo e globalmente lipschitziano com constante 2CFk .

Denotando Fk = Fk + (2CFk + λ) I conclúımos, pelo Teorema 1.1.10, que o operador

A+ Fk é m-acretivo.

Seja U0 ∈ D(A) e considere o problema de valor inicial
Ut(t) + (A+ Fk)U(t) = (2CFk + λ)U(t), t > 0

U(0) = U0.

(2.21)

Pelo Teorema de Kato (Teorema 1.1.11), o problema (2.21) possui uma única solução forte

Uk em [0, T [.
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Observe que, de f : H1
0 (Ω) → L

m
m+1 (Ω) ser localmente lipschitziana, também te-

mos que fk : H1
0 (Ω) → L

m+1
m (Ω) é globalmente lipschitziana com constante Ck. Disso, as

desigualdades de Holder e Young e a hipótese f(0) = 0, obtemos

∫ t

0

∫
Ω
fk(u)v dxdτ ≤

∫ t

0
‖fk(u)‖m+1

m
‖v‖m+1 dτ

≤ ε
∫ t

0
‖v‖m+1

m+1 dτ + Cε

∫ t

0
‖fk(u)‖

m+1
m
m+1
m

dτ

≤ ε
∫ t

0
‖v‖m+1

m+1 dτ + Cε C
m+1
m

∫ t

0
‖u‖

m+1
m

1 dτ.

(2.22)

No que segue, para não sobrecarregar a notação, omitiremos o ı́ndice k de Uk. Sendo

U = (u, v, η) com v = ut solução forte de (2.21), temos que

ρ(x)vt − div[κ(x)∇u]−
∫ ∞

0
g(s)div(a(x)∇η(s))ds+ h(v)− fk(u) = 0

é válida quase sempre. Multiplicando a igualdade acima por v = ut e integrando sobre

Ω× (0, t) com 0 < t < T , obtemos

1
2

[
‖v(t)‖2

ρ + ‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds
]

+
∫ t

0

∫
Ω
h(v)vdxdτ

≤ 1
2

[
‖v(0)‖2

ρ + ‖u(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η0(s)

∥∥∥2
ds
]

+
∫ t

0

∫
Ω
fk(u)v dxdτ,

(2.23)

uma vez que g′(s) ≤ 0. Mas, h é uma função cont́ınua com h(s)s ≥ b1 |s| para todo |s| ≥ 1,

então ∫ t

0

∫
Ω
h(v)v dxdτ ≥ b1

∫ t

0
‖v‖m+1

m+1 dτ − b1t |Ω| . (2.24)

Substituindo (2.22) e (2.24) em (2.23), temos que

1
2

[
‖v(t)‖2

ρ + ‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds
]

+ b1

∫ t

0
‖v‖m+1

m+1 dτ

≤ 1
2

[
‖v(0)‖2

ρ + ‖u(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η0(s)

∥∥∥2
ds
]

+ ε
∫ t

0
‖v‖m+1

m+1 dτ + Cε C
m+1
m

∫ t

0
‖u‖

m+1
m

1 dτ + b1t |Ω|

(2.25)
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≤ 1
2

[
‖v(0)‖2

ρ + ‖u(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η0(s)

∥∥∥2
ds
]

+ ε
∫ t

0
‖v‖m+1

m+1 dτ + Cε C
m+1
m

∫ t

0
‖u‖2

1 dτ +
(
CεC

m+1
m + b1 |Ω|

)
t,

pois 1 < m+ 1
m

≤ 2. Mas,

‖u‖2
1 ≤ ‖v(t)‖2

ρ + ‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds.

Então, considerando ε ≤ b1 em (2.25), temos que

‖v(t)‖2
ρ + ‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2
ds

≤ ‖v(0)‖2
ρ + ‖u(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇η0(s)
∥∥∥2
ds+

(
CεC

m+1
m + b1 |Ω|

)
T

+ C(Ck)
∫ t

0

[
‖v(t)‖2

ρ + ‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds
]
dτ,

para todo t ∈ [0, T ]. Pela desigualdade de Gronwall, segue que

‖v(t)‖2
ρ + ‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2
ds

≤
[
‖v(0)‖2

ρ + ‖u(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η0(s)

∥∥∥2
ds+

(
CεC

m+1
m + b1 |Ω|

)
T
]
eC(Ck)T ,

para todo t ∈ [0, T ]. Em particular, para T = min
{

1
CεC

m+1
m + b1 |Ω|

,
1

C(Ck) ln 2

}
, obtemos

‖v(t)‖2
ρ + ‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2
ds

≤ 2
(
‖v(0)‖2

ρ + ‖u(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η0(s)

∥∥∥2
ds+ 1

)
≤ K2, ∀t ∈ [0, T ],

(2.26)

desde que

K2 ≥ 2
(
‖v(0)‖2

ρ + ‖u(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇0(s)

∥∥∥2
ds+ 1

)
. (2.27)

Consequentemente, por (2.26) conclúımos que ‖u(t)‖1 ≤ K, para todo t ∈ [0, T ], ou seja,

FKU(t) = FU(t), para todo t ∈ [0, T ]. Portanto, U é solução forte de (2.9) em [0, T ]. E, de

U ser Lipschitz cont́ınua, com H reflexivo, conclúımos que U ∈ W 1,∞(0, T,H), encerrando a

prova deste resultado.
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Observação 2.0.1. Observe que decorre da Proposição 2.0.1, U(t) ∈ D(A) para todo t ∈
[0, T ]. E, como U = (u, ut, η), temos que

u ∈ W 2,∞(0, T ;L2
ρ(Ω)) ∩W 1,∞(0, T,H1

0 (Ω)), η ∈ W 1,∞(0, T,H1
a).

Observação 2.0.2. Na Proposição 2.0.1, o tempo de existência local T depende de CK,

que é a constante de Lipschitz de f : H1
0 (Ω) → L

m+1
m (Ω). Mas, é importante observar que

T não depende da constante de Lipschitz de f : H1
0 (Ω) → L2(Ω). Esta é uma observação

fundamental para a prova do Teorema 2.0.1.

Nosso próximo passo é retirar a hipótese de f ser localmente Lipschitz de H1
0 (Ω)

em L2(Ω). Com o objetivo de estender o nosso resultado anterior de existência de soluções,

defina o seguinte truncamento realizado na função f do termo de fonte, introduzido por Radu

[30],

fn(u) := f(u)γn(u),

onde γn ∈ C∞0 (R) e satisfaz

i. 0 ≤ γn ≤ 1;

ii. γn(u) = 1, se |u| ≤ n;

iii. γn(u) = 0, se |u| ≥ 2n;

iv. |γ′n(u)| ≤ c

n
.

Então,

fn(u) =


f(u), se |u| ≤ n

f(u)γn(u), se n < |u| < 2n
0, se |u| ≥ 2n.

(2.28)

Para este truncamento, é válido o seguinte resultado:

Proposição 2.0.2. Considere m ≥ 1, 0 < ε < 1. Suponha que f : R→ R satisfaz

|f ′(s)| ≤ C(|s|p−1 + 1),

onde pm+1
m
≤ 6

1+2ε . Seja fn definida como em (2.28), então:

• fn : H1−ε(Ω)→ L
m+1
m (Ω) é localmente lipschitziana com constante não dependendo de

n.

• fn : H1
0 (Ω)→ L2(Ω) é globalmente lipschitziana com constante dependendo de n.
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Agora, com o truncamento (2.28) e a Proposição 2.0.2, demonstraremos o resultado

de existência de solução fraca local do problema (2.1), sem a hipótese adicional acerca da

função f .

Teorema 2.0.1. Suponha que as Hipóteses (H-1) - (H-7) são válidas. Então, existe uma

solução fraca local (no tempo) u de (2.1) definida em (−∞, T ], para algum T > 0 dependendo

da energia linear inicial E(0), onde a energia linear é definida por

E(t) = 1
2

[
‖ut(t)‖2

ρ + ‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds
]
.

Demonstração. Seja u0 ∈ L2
g(R−, H1

0 (Ω)) satisfazendo a Hipótese (H-7). Então, existe uma

sequência (u0,n)n∈N ∈ H1
g (R−, C2

0(Ω)) tal que

u0,n → u0 em L2
g(R−, H1

0 (Ω))

u0,n(0)→ u0(0) em H1
0 (Ω)

v0,n(0) := du0,n
dt |t=0

→ v0(0) := du0
dt |t=0

em L2
ρ(Ω),

(2.29)

quando n→∞.

Defina Fn : H → H por FnU =
(
0, 1

ρ
fn(u), 0

)
, onde U = (u, v, η) ∈ H e fn é dada

em (2.28) e η0,n(s) = u0,n(0) − u0,n(−s), para cada n ∈ N. Note que, dado o operador A :
D(A) ⊂ H → H definido em (2.8), temos que η0,n = 0 e η0,n → η0 em L2

g(R+, H1
a), donde,

U0
n = ((u0,n, (v0,n, η0,n) ∈ D(A). Então, com racioćınio análodo ao usado na Proposição 2.0.1,

temos que o problema de Cauchy 
Ut + (A+ Fn)U = 0

U(0) = U0,n

(2.30)

possui uma única solução forte local Un ∈ W 1,∞(0, T,H), onde Un = (un, vn, ηtn) e vn = d
dt
un.

Conforme observado na Observação 2.0.2, o tempo T depende de uma constante relacionada

com a função fn : H1
0 (Ω) → L

m+1
m (Ω). Além disso, pela Proposição 2.0.2, tal constante não

depende de n. Consequentemente, o tempo T não depende de n.

Prosseguindo similarmente a (2.26) obtemos que, para cada n, existe Y satisfazendo

‖vn(t)‖2
ρ + ‖un(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηtn(s)
∥∥∥2
ds ≤ Y 2, ∀t ∈ [0, T ],

onde

Y 2 ≥ 2
(
‖v0,n‖2

ρ + ‖u0,n‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η0,n(s)

∥∥∥2
ds+ 1

)
.
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Das convergências (2.29), temos que U0,n → U0. Logo, existe c ≥ 0 tal que ‖U0,n‖H ≤ c, para

todo n ≥ n0. Além disso,

‖v0,n‖2
ρ + ‖u0,n‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇η0,n(s)
∥∥∥2
ds ≤ ‖U0,n‖H .

Então, Y pode ser considerado suficientemente grande de modo que

‖vn(t)‖2
ρ + ‖un(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηtn(s)
∥∥∥2
ds ≤ Y 2, (2.31)

para todo t ∈ [0, T ], n ≥ n0. Portanto, ‖vn(t)‖ρ, ‖un(t)‖1 e
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηtn(s)
∥∥∥2
ds são

uniformemente limitadas em [0, T ]. Além disso, analogamento ao que foi feito em (2.25), é

válido que

1
2

[
‖vn(t)‖2

ρ + ‖un(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηtn(s)

∥∥∥2
ds
]

+ b1

∫ t

0
‖vn‖m+1

m+1 dτ

≤ 1
2

[
‖v0,n‖2

ρ + ‖u0,n‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η0,n(s)

∥∥∥2
ds
]

+ ε
∫ t

0
‖v‖m+1

m+1 dτ + Cε C
m+1
m

∫ t

0
‖u‖2

1 dτ + b1t |Ω| .

(2.32)

Considerando ε ≤ b1

2 em (2.32), obtemos

∫ T

0
‖vn‖m+1

m+1 dτ ≤ CK , (2.33)

onde a constante CK depende de K.

Portanto, existe uma subsequência de Un = (un, vn, ηn), denotada de mesmo nome,

tal que

un → u fraco estrela em L∞(0, T,H1
0 (Ω)),

vn = u′n → u′ = v fraco estrela em L∞(0, T, L2
ρ(Ω)),

√
a∇ηn → ξ fraco estrela em L∞(0, T, L2

g(R+, L2(Ω))) e

vn = u′n → u′ = v fraco estrela em Lm+1(Ω× (0, T )),

(2.34)

onde u′n := (ut)n e u′ := ut.
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Denote w(x, t, s) = u(x, t)− u(x, t− s), temos que

√
a∇ηn →

√
a∇w fraco estrela em L∞(0, T, L2

g(R+, L2(Ω))). (2.35)

De fato, seja θ ∈ L1(0, T, L2
g(R+, L2(Ω))). Pela definição de η e de w, temos que

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω

√
a(x)∇(ηtn(x, s)− w(x, t, s))θ(x, t, s)dxdsdt

=
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω

√
a(x)∇((un(x, t)− u(x, t))θ(x, t, s)dxdsdt

−
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω

√
a(x)∇(un(x, t− s)− u(x, t− s)))θ(x, t, s)dxdsdt

= I1 + I2.

(2.36)

Note que,

I1 =
∫ T

0

(√
a∇((un(t)− u(t)),

∫ ∞
0

g(s)θ(t, s)ds
)
dt

e ∥∥∥∥∫ ∞
0

g(s)θ(t, s)ds
∥∥∥∥ ≤ ∫ ∞

0
g(s) ‖θ(t, s)‖ ds

≤
(∫ ∞

0
g(s)ds

) 1
2
(∫ ∞

0
g(s) ‖θ(t, s)‖2 ds

) 1
2

< ∞,

ou seja,
∫ ∞

0
g(s)θ(s)ds ∈ L1(0, T, L2(Ω)). Disso e da convergência un → u fraco estrela em

L∞(0, T,H1
0 (Ω)), conclúımos que

I1 → 0. (2.37)

Com a mudança de variável k = t− s, podemos reescrever I2 como

I2 = −
∫ T

0

∫
Ω

∫ t

−∞
g(t− k)

√
a∇(un(x, k)− u(x, k))θ(x, t, t− k)dkdxdt

= −
∫ T

0

∫
Ω

∫ 0

−∞
g(t− k)

√
a∇(un,0(k)− u0(k))θ(t, t− k)dkdxdt

(2.38)
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−
∫ T

0

∫
Ω

∫ t

0
g(t− k)

√
a∇(un(x, k)− u(x, k))θ(x, t, t− k)dkdxdt

= I2,1 + I2,2.

Considerando b = −k em I2,1, temos

I2,1 =
∫ T

0

∫
Ω

∫ 0

∞
g(t+ b)

√
a∇(un,0(x,−b)− u0(x,−b))θ(x, t, t+ b)dbdxdt

≤
∫ T

0

∫ 0

∞
g(t+ k)

∥∥∥√a∇(un,0(−b)− u0(−b))
∥∥∥ ‖θ(t, t+ b)‖ dbdt

≤
∫ T

0

(∫ 0

∞
g(t+ b)

∥∥∥√a∇(un,0(−b)− u0(−b))
∥∥∥2
db
) 1

2
(∫ ∞

0
g(t+ b) ‖θ(t, t+ b)‖2 db

) 1
2
dt

≤
∫ T

0

(∫ 0

∞
g(b)

∥∥∥√a∇(un,0(−b)− u0(−b))
∥∥∥2
db
) 1

2
(∫ ∞

0
g(t+ b) ‖θ(t, t+ b)‖2 db

) 1
2
dt

= ‖
√
a∇(un0 − u0)‖L2

g(R−,L2(Ω))

∫ T

0

(∫ ∞
0

g(t+ b) ‖θ(t, t+ b)‖2 db
) 1

2
dt

≤ ‖
√
a∇(un0 − u0)‖L2

g(R−,L2(Ω)) ‖θ‖L1(0,T,L2
g(R−,L2(Ω))) → 0,

(2.39)

pois g é decrescente, un0 → u0 em L2
g(R−, H1

0 (Ω)) e θ ∈ L1(0, T, L2
g(R−, L2(Ω))).

Agora, da mudança de região de integração t = k em I2,2, obtemos

I2,2 = −
∫ T

0

∫ T

k

∫
Ω
g(t− k)

√
a(x)∇(un(x, k)− u(x, k))θ(x, t, t− k)dxdtdk

= −
∫ T

0

(
√
a∇(un(k)− u(k)),

∫ T

k
g(t− k)θ(t, t− k)dt

)
dk.

Mas, ∫ T

k
g(t− k)θ(t, t− k)dt =

∫ T−k

0
g(y)θ(t, y)dy;

∥∥∥∥∥
∫ T−k

0
g(y)θ(t, y)dy

∥∥∥∥∥ ≤
∫ T−k

0
g(y) ‖θ(t, y)‖ dy ≤

∫ ∞
0

g(y) ‖θ(t, y)‖ dy

≤
(∫ ∞

0
g(y)dy

) 1
2
(∫ ∞

0
g(y) ‖θ(t, y)‖2 dy

) 1
2
<∞
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logo,
∫ T

k
g(t − k)θ(t − k)dt ∈ L1(0, T, L2(Ω)). Disso e da convergência fraco estrela un → u

em L∞(0, T,H1
0 (Ω)), obtemos

I2,2 → 0. (2.40)

Logo, de (2.38), (2.39) e (2.40), temos que

I2 → 0. (2.41)

Assim, por (2.36), (2.37) e (2.41), conclúımos que

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω

√
a(x)∇(ηtn(x, s)− w(x, t, s))θ(x, t, s)dxdsdt→ 0, (2.42)

verificando a convergência desejada em (2.35). Além disso, da unicidade do limite fraco

estrela, ξ =
√
a(x)∇η, onde ηt(x, s) = u(x, t)− u(x, t− s).

Por (2.31) e (2.34), vemos que

‖u‖L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ lim inf ‖un‖L∞(0,T ;H1

0 (Ω)) ≤ K

de onde segue

‖u(t)‖H1
0 (Ω) ≤ K. (2.43)

Analogamente, de (2.33) e (2.34), temos

‖u′‖Lm+1(Ω×(0,T )) ≤ lim inf ‖u′n‖Lm+1(Ω×(0,T )) < CK ,

obtendo ∫ T

0
‖u′(t)‖m+1

m+1 dt ≤ CK . (2.44)

Considere X = H1
0 (Ω), Y = H1−ε

0 (Ω), Z = L2(Ω) e W = {g ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)); g′ ∈

Lm+1(0, T, L2(Ω))}. Pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon (Teorema 1.2.5), temos que

W ↪→c C([0, T ], H1−ε(Ω)) ↪→ L∞(0, T,H1−ε(Ω)),

para todo 0 < ε < 1, uma vez que, H1
0 (Ω) ↪→c H1−ε

0 (Ω) ↪→ L2(Ω). Portanto

un → u em L∞(0, T,H1−ε(Ω)), para 0 < ε < 1. (2.45)

Em particular, para cada n, Un(t) ∈ D(An) é uma solução fraca de (2.30), donde a
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identidade variacional (2.4) é válida. Então,

(ρu′n(t), φ(t))− (ρu′n(0), φ(0))−
∫ t

0

∫
Ω
ρ(x)u′n(x, τ)φ′(x, τ)dxdτ

+
∫ t

0

∫
Ω
κ(x)∇un(x, τ)∇φ(x, τ)dxdτ +

∫ t

0

∫
Ω
h(u′n(x, τ))φ(x, τ)dxdτ

+
∫ t

0

∫ ∞
0

∫
Ω
a(x)∇ητn(x, s)∇φ(x, τ)dxg(s)dsdτ =

∫ t

0

∫
Ω
fn(un(x, τ))φ(τ)dxdτ

(2.46)

para toda φ ∈ C([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩ Lm+1(Ω × (0, T )) com φt ∈ C([0, T ], L2(Ω)) e para quase

todo t ∈ [0, T ].

Da convergência u′n = vn → u′ = v fraco estrela em L∞(0, T, L2(Ω)) e pela imersão

L∞(0, T, L2(Ω)) ↪→ L2(0, T, L2(Ω)), temos que u′n → u′ fraco em L2(0, T, L2(Ω)), então

∫ t

0
(ρu′n(τ), φ′(τ))dτ →

∫ t

0
(ρu′(τ), φ′(τ))dτ, (2.47)

uma vez que φ′ ∈ C([0, T ], L2(Ω)). E, de vn0 (0) = vn(0)→ v0(0), obtemos

(ρu′n(0), φ(0))→ (ρu′0(0), φ(0)). (2.48)

Também, pela convergência un → u fraco estrela em L∞(0, T,H1
0 (Ω)) e por ∆φ(τ) ∈ H−1(Ω),

para todo τ ∈ (0, t), é válido

∫ t

0

∫
Ω
κ(x)∇un(x, τ)∇φ(x, τ)dxdτ →

∫ t

0

∫
Ω
κ(x)∇u(x, τ)∇φ(x, τ)dxdτ. (2.49)

No que segue, mostraremos a convergência

lim
n→∞

∫ t

0

∫
Ω
fn(un)φdxdτ =

∫ t

0

∫
Ω
f(u)φdxdτ, (2.50)

para toda φ ∈ C([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩ Lm+1(Ω× (0, T )) e quase todo t ∈ [0, T ].

Note que,∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

(fn(un)− f(u))φdxdτ
∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∫
Ω
|fn(un)− fn(u)||φ|dxdτ

+
∫ t

0

∫
Ω
|fn(u)− f(u)||φ|dxdτ = I1 + I2.

(2.51)

Como visto na Proposição 2.0.2, fn : H1−ε(Ω)→ L
m+1
m (Ω) é localmente lipschitziana
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com constante não dependendo de n. Da desigualdade de Holder, obtemos

I1 ≤
(∫ t

0

∫
Ω
|fn(un)− fn(u)|

m+1
m dxdτ

) m
m+1

(∫ t

0

∫
Ω
|φ|m+1 dxdτ

) 1
m+1

≤ C(K)
(∫ t

0
‖un − u‖

m+1
m

H1−ε(Ω) dτ
) m
m+1
‖φ‖Lm+1(Ω×(0,t)) −→ 0

(2.52)

pois un → u em L∞(0, t, H1−ε(Ω)) ↪→ L
m+1
m (0, t, H1−ε(Ω)) e φ ∈ Lm+1(Ω× (0, t)).

Também,

I2 ≤
(∫ t

0

∫
Ω
|fn(u)− f(u)|

m+1
m dxdτ

) m
m+1

(∫ t

0

∫
Ω
|φ|m+1 dxdτ

) 1
m+1

=
(∫ t

0

∫
Ω
|f(u)γn(u)− f(u)|

m+1
m dxdτ

) m
m+1
‖φ‖Lm+1(Ω×(0,t))

=
(∫ t

0

∫
Ω

(|f(u)||γn(u)− 1|)
m+1
m dxdτ

) m
m+1
‖φ‖Lm+1(Ω×(0,t)) .

(2.53)

Mas pm+1
m

< 6, 1 < m+1
m

< 2 e |f(u)| ≤ C(|u|p−1 + 1) |u|, então

|f(u)|
m+1
m ≤ C

(
(|u|p−1 + 1) |u|

)m+1
m ≤ C(|u|p

m+1
m + |u|

m+1
m ) ≤ C |u|6

donde,

∫ t

0

∫
Ω
|f(u)|

m+1
m dxdτ ≤ C

(∫ t

0

∫
Ω
|u|6 dxdτ

)

≤ C
∫ t

0
‖u‖6

1 dτ

< ∞.

Logo, f(u) ∈ L
m+1
m (Ω × (0, t)). Além disso, γn(u(x, τ)) → 1 quase sempre em Ω × [0, T ].

Então, para cada (x, τ) ∈ Ω× [0, T ] fixado, temos que

Kn(x, τ) := |f(u(x, τ))|
m+1
m |γn(u(x, τ))− 1|

m+1
m+1 → 0,

e

|Kn(x, τ)| ≤ |f(u(x, τ))|
m+1
m ∈ L1(Ω× [0, T ]),

uma vez que, 0 ≤ γn(u(x, τ)) ≤ 1. Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
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conclúımos que ∫ t

0

∫
Ω

(|f(u)||ηn(u)− 1|)
m+1
m dxdτ → 0. (2.54)

Por (2.53) e (2.54), obtemos

I2 → 0, (2.55)

pois φ ∈ Lm+1(Ω × (0, t)). Portanto, pelas convergências (2.52) e (2.55), temos o desejado

em (2.50).

Para analisar a convergência do termo
∫ t

0

∫
Ω
h(u′n(τ))φ(τ)dxdτ, defina Ω1 = {x ∈

Ω; |u′n(x)| < 1} e Ω2 = {x ∈ Ω; |u′n(x)| ≥ 1}. Da hipótese h(s)s ≤ b2 |s|m+1 para todo |s| ≥ 1
e (2.33), temos que

‖h(u′n)‖
m+1
m

L
m+1
m (Ω×(0,t))

=
∫ t

0

∫
Ω1
|h(u′n(τ, x))|

m+1
m dxdτ +

∫ t

0

∫
Ω2
|h(u′n(τ, x))|

m+1
m dxdτ

≤ T. |Ω| .C + b1

∫ t

0

∫
Ω2
|u′n(τ, x)|m+1

dxdτ

< ∞,

ou seja, h(u′n) é uniformemente limitada em L
m+1
m (Ω×(0, t)). Então, existe uma subsequência,

que denotaremos pelo mesmo nome, tal que

h(u′n)→ H fraco em L
m+1
m (Ω× (0, t)).

Sendo Un e Uj soluções fortes de (2.30), as igualdades abaixo são válidas

ρ(x)u′′n − div[κ(x)∇un] + h(u′n)−
∫ ∞

0
g(s)div((a(x)∇ηtn(s))ds− fn(un) = 0; (2.56)

ρ(x)u′′j − div[κ(x)∇uj] + h(u′j)−
∫ ∞

0
g(s)div((a(x)∇ηtj(s))ds− fj(uj) = 0. (2.57)

Denote por (u, u′, ηt) = U = Un−Uj. Subtraindo as equações (2.56) e (2.57), compondo com

u′ e integrando o resultado sobre Ω× (0, t), obtemos

1
2

[∥∥∥u′(t)∥∥∥2

ρ
+ ‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2
ds
]

− 1
2

∫ t

0

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ητ∥∥∥2

dsdτ +
∫ t

0

∫
Ω

[h(u′n)− h(u′j)]u′dxdτ

= 1
2

[∥∥∥u′(0)
∥∥∥2

ρ
+ ‖u(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇η0
∥∥∥2
ds
]

+
∫ t

0

∫
Ω

[f(un)− f(uj)]u′dxdτ.
(2.58)
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Prosseguindo como em (2.50), conclúımos que

∫ t

0

∫
Ω
|fn(un)− fj(uj)|

∣∣∣u′∣∣∣ dxdτ −→ 0,

quando n → ∞ e j → ∞. Também sabemos que as convergências U0,n → U0 e U0,j → U0,

respectivamente, para n, j →∞, são válidas. Consequentemente,

1
2

[∥∥∥u′(0)
∥∥∥2

ρ
+ ‖u(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇η0
∥∥∥2
ds
]
−→ 0, n, j →∞.

Então, o lado direito de (2.58) converge pra zero. E ainda, sabemos que

1
2

[∥∥∥u′(t)∥∥∥2

ρ
+ ‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2
ds
]
− 1

2

∫ t

0

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ητ∥∥∥2

dsdτ

+
∫ t

0

∫
Ω

[h(u′n)− h(u′j)]u′dxdτ

≥ 0

.

(2.59)

Logo,
∫ t

0

∫
Ω

[h(u′n)− h(u′j)]u′dxdτ −→ 0, quando n, j →∞.

Considere o operador h(.) : Lm+1(Ω× (0, t))→ L
m+1
m (Ω× (0, t)). Do Teorema 1.2.6

e da monotocidade de h, vem que

〈h(f1)− bh(f2), f1 − f2〉
L
m+1
m (Ω),Lm+1(Ω)

=
∫ t

0

∫
Ω

(h(f1)− h(f2))(f1 − f2)dxdτ ≥ 0. (2.60)

Denote fn = h(u+ tnv)w, onde tn → 0. Se |u(x, τ) + tnv(x, τ)| ≥ 1, temos que

|h(u(x, τ) + tnv(x, τ))| ≤ b1 |u+ tnv|m ≤ C(|u|m + |tn| |v|m) ≤ C (|u|m + |v|m)

donde,

|h(u+ tnv)| |w| ≤ C(|u|m |w|+ |v|m |w|) ∈ L1(Ω× (0, t)).

Se |u(x, τ) + tnv(x, τ)| < 1,

|h(u(x, τ) + tnv(x, τ))| ≤ max
x∈[−1,1]

{h(u+ tnv)},

obtendo, |h(u+ tnv)| |w| ≤ C |w| ∈ L1(Ω × (0, t)). Também, da continuidade da função h e

de tn → 0, temos

h(u+ tnv)→ h(u) em Ω× (0, t).
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Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, conclúımos∫ t

0

∫
Ω
h(u+ tnv)dxdτ −→

∫ t

0

∫
Ω
h(u)dxdτ,

ou seja,

h(u+ tnv)→ h(u) fraco estrela em L
m+1
m (Ω× (0, t)). (2.61)

De (2.60) e (2.61), temos que o operador h(.) é monótono e hemı́cont́ınuo. Portanto, pelo

Teorema 1.1.6, h é maximal monótono.

Até aqui, verificamos que u′n → u′ fraco em Lm+1(Ω × (0, t)), h(u′n) → H fraco em

Lm+1(Ω×(0, t)), limn,j→∞ sup
∫ t

0

∫
Ω

(h(u′n)−h(u′j))(u′n−u′j) dxdτ = 0 e que h(.) é um operador

maximal monótono. Então, pelo Teorema 1.1.1, temos que h(u′) = H. Consequentemente,

h(u′n)→ h(u′), fraco em Lm+1(Ω× (0, t))

e ∫ t

0

∫
Ω
h(u′n)φ dxdτ →

∫ t

0

∫
Ω
h(u′)φ dxdτ, (2.62)

pois φ ∈ Lm+1(Ω× (0, t)).

Anteriormente, a convergência∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇(ηn − η)θ dxdsdτ → 0, ∀θ ∈ L1(0, T, L2

g(R+, L2(Ω)))

foi verificada. Então,∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇ητn(s)∇φ(τ) dxdsdτ →

∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇ητ (s)∇φ(τ) dxdsdτ,

(2.63)

uma vez que, ∇φ ∈ L1(0, T, L2
g(R+, L2(Ω))).

Por (2.58) e (2.59), temos que

sup
t∈[0,T ]

‖(un − uj)(t)‖2
1 → 0 e sup

t∈[0,T ]

∥∥∥(u′n − u′j)(t)∥∥∥2

ρ
→ 0,

isto é,

un → u em C([0, T ], H1
0 (Ω)) e u′n → u′ em C([0, T ], L2

ρ(Ω)), (2.64)

concluindo que

u ∈ L2
g((−∞, T ], H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], H1
0 (Ω))

e

u′ ∈ L2
g((−∞, T ], L2

ρ(Ω)) ∩ C([0, T ], L2
ρ(Ω)) ∩ Lm+1(Ω× (0, T )).
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Passando o limite em (2.46), obtemos, para toda φ ∈ C([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩ Lm+1(Ω ×

(0, T )) com φt ∈ C([0, T ], L2(Ω)) e para todo t ∈ [0, T ], que

(ρu′(t), φ(t))− (ρu′0(0), φ(0))−
∫ t

0

∫
Ω
ρ(x)u′(τ)φ′(τ) dxdτ

+
∫ t

0

∫
Ω
κ(x)∇u(τ)∇φ(τ) dxdτ +

∫ t

0

∫
Ω
h(u′(τ))φ(τ) dxdτ

+
∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇ητ (s)∇φ(τ) dxdsdτ =

∫ t

0

∫
Ω
f(u(τ))φ(τ) dxdτ,

(2.65)

onde usamos as convergências (2.48)-(2.50), (2.62), (2.63) e (2.64), ou seja, (2.4) é válida

para u. Além disso, para t = 0, temos que

u0,n = u0
n(0)→ u0(0) = u0 em H1

0 (Ω) e u′0,n = u′n(0)→ u′(0) = u′0 em Lρ(Ω),

ou seja, u(x, t) = u0(x, t), para todo t ≤ 0, uma vez que já era válido u(x, t) = u0(x, t) para

todo t < 0. Portanto, u é uma solução fraca de (2.1), como queŕıamos demonstrar.

Observação 2.0.3. A solução fraca u, obtida no Teorema 2.0.1, satisfaz a seguinte desi-

gualdade de energia

1
2

{
‖u′(t)‖2

ρ + ‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds
}

+
∫ t

0

∫
Ω
h(u′)u′ dxdτ

≤ 1
2

{
‖u′(0)‖2

ρ + ‖u(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η0(s)

∥∥∥2
ds
}

+
∫ t

0

∫
Ω
f(u)u′ dxdτ.

(2.66)

Com efeito, para cada n, o problema (2.30) possui uma única solução forte Un ∈
W 1,∞(0, T,H). Logo, a igualdade abaixo é válida

ρ(x)u′′n − div[κ(x)∇un] + h(u′n)−
∫ ∞

0
g(s)div((a(x)∇ηtn(s))ds− fn(un) = 0,

quase sempre. Multiplicando esta igualdade por u′n e integrando sobre Ω× (0, t), obtemos

1
2

[
‖u′n(t)‖2

ρ + ‖un(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηtn∥∥∥2

ds
]

+
∫ t

0

∫
Ω
h(u′n)u′n dxdτ

≤ 1
2

[
‖u′n(0)‖2

ρ + ‖un(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇η0

n

∥∥∥2
ds
]

+
∫ t

0

∫
Ω
f(un)u′n dxdτ,

uma vez que, g′(s) ≤ 0 para todo s ∈ R+.

Como vimos na demonstração do Teorema 2.0.1, un(τ)→ u(τ) em H1
0 (Ω) e u′n(τ)→
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u′(τ) em L2
ρ(Ω), para todo τ ∈ [0, T ] e

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇(ηtn − ηt)(s)

∥∥∥ ds → 0, em outras pa-

lavras, {
√
a∇ηtn} é uma sequência de Cauchy em L2(0, T, L2

g(R+, L2(Ω))). Então, existe

ξ ∈ L2(0, T, L2
g(R+, L2(Ω))) tal que

√
a∇ηtn → ξ em L2(0, T, L2

g(R+, L2(Ω))).

Então, por (2.34), temos que

√
a∇ητn →

√
a∇ητ em L2

g(R+, L2(Ω)),

para quase todo τ ∈ [0, T ].

Nas hipóteses do Teorema 2.0.1, h(s)s ≤ b2 |s|m+1 para todo |s| ≥ 1 e a sequência

(u′n) é uniformemente limitada em Lm+1(Ω× (0, T )), logo |h(u′n)u′n| ≤ |u′n|
m+1 ≤ c, para todo

n. Por outro lado, temos u′n(t) → u′(t) em L2
ρ(Ω), para todo t ∈ [0, T ], então u′n(x, t) →

u′(x, τ) quase sempre em Ω× (0, t), onde 0 < t < T e, da continuidade de h, h(u′n(x, t)) →
h(u′(x, τ)) quase sempre em Ω× (0, t). Isto é,

h(u′n(x, t))u′n(x, t)→ h(u′(x, t))u′(x, t)

quase sempre em Ω× (0, t). Pelo Teorema da Convergência Dominada, obtemos

∫ t

0

∫
Ω
h(u′n)u′n dxdτ →

∫ t

0

∫
Ω
h(u′)u′ dxdτ.

Para mostrar que (2.66) é válida, resta verificar a convergência do termo da f . Como

f(0) = 0 e 0 ≤ γn ≤ 1, temos que

|fn(un(x, τ))| = |f(un(x, τ)γn(un(x, τ))|

≤ |f(un(x, τ)| ≤ C(|un(x, τ)|p + |(un(x, τ))|).

De 1 ≤ p < 6, obtemos 1 <
6
p
≤ 6. Sendo assim, considere 1 ≤ r ≤ 6

p
, donde r ≤ 6 e

1 ≤ pr ≤ 6. Logo, H1
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω) e H1

0 (Ω) ↪→ Lpr(Ω). Então,∫
Ω
|fn(un(x, τ))|r dx = C

∫
Ω

(|un(x, τ)|p + |(un(x, τ))|)r dx

≤ C
(
‖un‖prLpr(Ω) + ‖un‖rLr(Ω)

)
≤ C

(
‖un‖prH1

0 (Ω) + ‖un‖rH1
0 (Ω)

)
,

ou seja,

‖fn(un)‖Lr((0,t)×Ω) ≤ C. (2.67)
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Por outro lado,

|fn(un(x, τ))− f(u(x, τ))| ≤ |f(un(x, τ))γn(u,(x, τ))− f(un(x, τ))|

+ |f(un(x, τ))− f(u(x, τ))|

= |f(un(x, τ)) (γn(un(x, τ))− 1)|+ |f(un(x, τ))− f(u(x, τ))| .

Pela continuidade de f e de un(x, τ) → u(x, τ) quase sempre, obtemos f(un(x, τ)) →
f(u(x, τ)), quase sempre em Ω× (0, t). Além disso, γn(un(x, τ))→ 1. Então,

f(un(x, τ))(γn(un(x, τ)− 1)→ 0

quase sempre em Ω× (0, t). E,

fn(un(x, τ))→ f(u(x, τ)), (2.68)

quase sempre em Ω× (0, t). Portanto, de (2.67), (2.68) e pela Proposição 1.2.1, conclúımos

que

fn(un)→ f(u) Lq(Ω× (0, t)),

para todo 1 ≤ q < r <
6
p

. Mas, p
m+ 1
m

< 6 por hipótese, donde
m+ 1
m

< 6
p
. Logo

fn(un)→ f(u) L
m+1
m (Ω× (0, t)) e

〈fn(un), u′n〉Lm+1
m (Ω×(0,t)),Lm+1(Ω×(0,t))

→ 〈f(u), u′〉
L
m+1
m (Ω×(0,t)),Lm+1(Ω×(0,t))

,

uma vez que, u′n → u′ fraco em Lm+1(Ω× (0, t)), concluindo a prova.

O último resultado deste caṕıtulo estabelece a dependência cont́ınua dos dados ini-

ciais para o problema (2.1).

Teorema 2.0.2. Suponha que as Hipóteses (H-1)-(H-7) são válidas, u0(0) ∈ L
3(p−1)

2 (Ω) e

que e f ∈ C2(R) tal que |f ′′(s)| ≤ C(|s|p−2 + 1), para p > 3. Se u0
n ∈ L2

g(R−, H1
0 (Ω)) é uma

sequência de dados iniciais tal que u0
n → u0 em L2

g(R−, H1
0 (Ω)) com u0

n → u0(0) em H1
0 (Ω) e

em L
3(p−1)

2 (Ω), d
dt
u0
n(0) → d

dt
u0(0) em L2(Ω), então as correspondentes soluções fracas un e

u de (2.1) satisfazem

un → u em C([0, T ];H1
0 (Ω)) e u′n → u′ em C([0, T ], L2(Ω)). (2.69)

Demonstração. Sejam u0
n, u

0 ∈ L2
g(R−, H1

0 (Ω)) tal que u0
n → u0 em L2

g(R−, H1
0 (Ω)) com

u0
n(0) → u0(0) em H1

0 (Ω) e em L
3(p−1)

2 (Ω), d
dt
u0
n(0) → d

dt
u0(0) em L2(Ω). Considere {un} e
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u soluções fracas em [0, T ], correspondentes aos dados iniciais {u0
n} e u0, respectivamente.

Como vimos na demonstração do Teorema 2.0.1, o tempo de existência local T pode ser

considerado independente de n, mas dependendo de K. Também, vimos que podemos tomar

K suficientemente grande tal que K independa de n. Logo, T e K são independentes de n.

Além disso, de (2.43) e (2.44) resulta que

‖vn(t)‖2
ρ + ‖un(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηtn(s)
∥∥∥2
ds ≤ K2, ∀t ∈ [0, T ],∀n ∈ N

‖v(t)‖2
ρ + ‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2
ds ≤ K2, ∀t ∈ [0, T ]

∫ T

0
‖u′n‖

m+1
m+1 dt ≤ C(K),

∫ T

0
‖u′‖m+1

m+1 dt ≤ C(K),∀n ∈ N.

(2.70)

Denote zn = un − u e

Fn(t) = 1
2

(
‖z′n(t)‖2

ρ + ‖zn(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇(zn(x, t)− zn(xt− s))

∥∥∥2
ds
)
.

Note que, Fn(0)→ 0, quando n→∞. No que segue, mostraremos que

Fn(t)→ 0, (2.71)

uniformemente em [0, T ] quando n → ∞. Com efeito, através de ideias similares as usadas

na prova da desigualdade (2.66), temos que

Fn(t) ≤ Fn(0) +
∫ t

0

∫
Ω

(f(un)− f(u))z′n dxdτ. (2.72)

Para obtermos o desejado em (2.71), considere dois casos:

1o Caso: 1 ≤ p ≤ 3.

Neste caso, f : H1
0 (Ω)→ L2(Ω) é localmente Lipschitz, então pelas desigualdades de Holder
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e Young, temos

∫ t

0

∫
Ω

(f(un)− f(u))z′ndxdτ ≤
∫ t

0

(∫
Ω
|f(un)− f(u)|2 dx

) 1
2
(∫

Ω
|z′n|

2
dx
) 1

2
dτ

≤ C(K)
∫ t

0
‖un − u‖1 ‖z

′
n‖ dτ

≤ C(K)
∫ t

0
‖zn‖2

1 + ‖z′n‖
2
ρ dτ

≤ C(K)
∫ t

0
Fn(τ)dτ.

Então, por (2.72), temos

Fn(t) ≤ Fn(0) + C(K)
∫ t

0
Fn(τ)dτ, ∀t ∈ [0, T ].

Pelo Lema de Gronwall, segue que

Fn(t) ≤ C(K,T )Fn(0)→ 0, (2.73)

uma vez que, Fn(0)→ 0. Portanto,

Fn(t)→ 0, (2.74)

uniformemente em [0, T ].

2o Caso: 3 < p < 6.

Inspirados nas ideias de Bociu e Lasieka presentes em [7] e usando integração por partes a

expressão duas vezes, obtemos∫ t

0

∫
Ω

(f(un)− f(u))z′ndxdτ

=
∫

Ω

{
[(f(un)− f(u))un]t0 −

∫ t

0
(f ′(un)u′n − f ′(u)u′)zn

}
dx

=
[∫

Ω
(f(un)− f(u))un

]t
0
−
∫ t

0

∫
Ω

(f ′(un)− f ′(u))u′nzndxdτ

−
∫ t

0

∫
Ω
f ′(u)(u′n − u′)zndxdτ

(2.75)
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=
∫

Ω
(f(un(t))− f(u(t)))zn(t)dx−

∫
Ω

(f(un(0))− f(u(0)))zn(0)dx

−
∫ t

0

∫
Ω

(f ′(un)− f ′(u))u′nzndxdτ −
1
2

∫
Ω
f ′(u(t))zn(t)2dx

+ 1
2

∫
Ω
f ′(u(0))zn(0)2dx+ 1

2

∫ t

0

∫
Ω
f ′′(u)u′z2

ndxdτ.

Pelas hipóteses de crescimento em torno de f , temos as seguintes desigualdades são

válidas



|f ′′(u)| ≤ C(|u|p−2 + 1);

|f ′(u)| ≤ C(|u|p−1 + 1);

|f(un)− f(u)| ≤ C(|un|p−1 + |u|p−1 + 1) |zn| ;

|f ′(un)− f ′(u)| ≤ C(|un|p−2 + |u|p−2 + 1) |zn| .

(2.76)

Então, de (2.75) em (2.76), vem que

∫ t

0

∫
Ω

(f(un)− f(u))z′ndxdτ

≤
∫

Ω
(|zn(t)|2 + |zn(0)|2)dx+

∫
Ω

(|un(t)|p−1 + |u(t)|p−1) |zn(t)|2 dx

+
∫

Ω
(|un(0)|p−1 + |u(0)|p−1) |zn(0)|2 dx+

∫ t

0

∫
Ω
|zn|2 (|u′n|+ |u′|)dxdτ

+
∫ t

0

∫
Ω

(|un|p−2 + |u|p−2) |zn|2 (|u′n|+ |u′|)dxdτ

= I1 + I2 + I3 + I4 + I5.

(2.77)

A desigualdade de Holder e as imersões H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω) ↪→ L2(Ω), implicam em

I1 =
∫

Ω
(|zn(t)|2 + |zn(0)|2)dx =

∫
Ω

(∣∣∣∣∫ t

0
z′n(τ)dτ + un(0)dτ

∣∣∣∣2 + |un(0)|2
)
dx

≤ C
[
t
∫ t

0
‖z′n‖

2
dτdx+ ‖zn(0)‖2

]
≤
[
T
∫ t

0
Fn(τ)dτ + Fn(0)

] (2.78)

para todo t ∈ [0, T ], e
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I3 =
∫

Ω
(|un(0)|p−1 + |u(0)|p−1) |zn(0)|2 dx

≤
(∫

Ω
(|un(0)|p−1 + |u(0)|p−1) 3

2dx
) 2

3
(∫

Ω
|zn(0)|6 dx

) 1
3

(2.79)

≤ C
(
‖un(0)‖p−1

(p−1) 3
2

+ ‖u(0)‖p−1
(p−1) 3

2

)
‖zn(0)‖2

1 ≤ CFn(0),

pois un(0)→ u(0) em L(p−1) 3
2 (Ω), por hipótese.

Pelas imersões

Lm+1(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ L
3
2 (Ω), H1

0 (Ω) ↪→ L6(Ω),

a desigualdade de Holder e (2.70), temos que

I4 =
∫ t

0

∫
Ω
|zn|2 (|u′n|+ |u′|)dxdτ ≤ C

∫ t

0
‖zn‖2

6

(
‖u′n‖ 3

2
+ ‖u′‖ 3

2

)
dτ

≤ C
∫ t

0
‖zn‖2

1

(
‖u′n‖m+1 + ‖u′‖m+1

)
dτ ≤ C(K)

∫ t

0
Fn(τ)dτ.

(2.80)

De pm+1
m

< 6, temos que 6
6−p < m+ 1, donde Lm+1(Ω) ↪→ L

6
6−p (Ω). Então,

I5 =
∫ t

0

∫
Ω

(|un|p−2 + |u|p−2) |zn|2 (|u′n|+ |u′|)dxdτ

≤
∫ t

0

(∫
Ω

(
|un|p−2 + |u|p−2

) 6
p−2 dx

) p−2
6
(∫

Ω

[
|zn|2 (|u′n|+ |u′|)

] 6
8−p dx

) 8−p
6
dτ

≤ C
∫ t

0


(
‖un‖p−2

6 + ‖u‖p−2
6

) [(∫
Ω
|zn|6 dx

) 2
8−p

(∫
Ω
|u′n|

6
6−p + |u′|

6
6−p dx

) 6−p
8−p
] 8−p

6

 dτ

≤ C
∫ t

0

(
‖un‖p−2

1 + ‖u‖p−2
1

)
‖zn‖2

6

(
‖u′n‖ 6

6−p
+ ‖u′‖ 6

p−2

)

≤ C(K)
∫ t

0

(
‖un‖p−2

1 + ‖u‖p−2
1

)
‖zn‖2

1 (‖u′n‖m+1 + ‖u′‖m+1)dτ

≤ C(K)
∫ t

0
Fn(τ)dτ,

(2.81)
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onde também foram usados a desigualdade de Holder, a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω) e (2.70).

Resta estimar I2 =
∫

Ω
(|un(t)|p−1 + |u(t)|p−1) |zn(t)|2 dx. Para isso, basta analisar o

termo
∫

Ω
|un(t)|p−1 |zn(t)|2 dx, pois a análise de

∫
Ω
|u(t)|p−1 |zn(t)|2 dx segue de forma análoga.

Considere dois subcasos, 3 < p < 5 e 5 ≤ p < 6. Se 3 < p < 5, temos∫
Ω
|un(t)|p−1 |zn(t)|2 dx =

∫
Ω1
|un(t)|p−1 |zn(t)|2 dx+

∫
Ω2
|un(t)|p−1 |zn(t)|2 dx

= I2,1 + I2,2,

(2.82)

onde Ω1 = {x ∈ Ω; |un(x)| ≤ 1} e Ω2 = {x ∈ Ω; |un(x)| > 1}. Como feito anteriormente,

para o termo I1, temos que

I2,1 ≤ C
(
‖zn(0)‖2 + t

∫ t

0
‖u′n(τ)‖2

dτ
)

≤ C
(
Fn(0) + T

∫ t

0
Fn(τ)dτ

)
.

(2.83)

Desde que ε ∈ (0, 5− p), é válido p− 1 < 4− ε < 4. Então, pelas desigualdades de Holder e

Young e a interpolação de Sobolev, obtemos

I2,2 =
∫

Ω2
|un(t)|p−1 |zn(t)|2 dx

≤
∫

Ω
|un(t)|4−ε |zn(t)|2 dx

≤
(∫

Ω
|un(t)|6 dx

) 4−ε
6
(∫

Ω
|zn(t)|

6
1+ ε

2 dx
)2(

1+ ε
2

6 )

≤ C ‖un(t)‖4−ε
1 ‖zn(t)‖2

H1− ε4 (Ω)

≤ C(K)
(
ε ‖zn(t)‖2

1 + Cε ‖zn(t)‖2
)

≤ C(K)
[
εFn(t) + Cε

(
Fn(0) + T.

∫ t

0
Fn(τ)dτ

)]
,

(2.84)

onde também foram usados a imersão H1−ε(Ω) ↪→ L
6

1+2ε (Ω) e as desigualdades (2.70).

Então, substituindo (2.83) e (2.84) em (2.82), é válido que

∫
Ω
|un(t)|p−1 |un(t)|2 dx ≤ C(K, ε)

(
Fn(0) + T

∫ t

0
Fn(τ)dτ

)
+ C(K)εFn(t), (2.85)
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para 3 < p < 5.

Agora, conside 5 ≤ p < 6. Da densidade de C0(Ω) em Lp(Ω), para 1 ≤ p < ∞,

temos que para todo ε > 0 existe φ ∈ C0(Ω) tal que ‖u0(0)− φ‖ 3(p−1)
2

< ε
1
p−1 . Com isso,

∫
Ω
|un(t)|p−1 |zn(t)|2 dx

≤ C
∫

Ω
|un(t)− un0 (0)|p−1 |zn|2 dx+ C

∫
Ω
|un0 (0)− u0(0)|p−1 |zn(t)|2 dx

+ C
∫

Ω
|u0(0)− φ|p−1 |zn(t)|2 dx+ C

∫
Ω
|φ|p−1 |zn(t)|2 dx

= J1 + J2 + J3 + J4.

(2.86)

Por hipótese, p
m+ 1
m

< 6 e 5 ≤ p < 6, donde m > 5,

5 ≤ p <
6m
m+ 1 , e

3(p− 1)
2(m+ 1) <

3(5m− 1)
2(m+ 1)2 < 1.

Então, da desigualdade de Holder, imersão H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω) e as desigualdades (2.70), temos

que

J1 = C
∫

Ω
|un(t)− un0 (0)|p−1 |zn|2 dx

≤ C
(∫

Ω
|un(t)− un(0)|

3(p−1)
2 dx

) 2
3
(∫

Ω
|zn(t)|6 dx

) 1
3

= C

∫
Ω

∣∣∣∣∫ t

0
u′n(τ)dτ

∣∣∣∣
3(p−1)

2
dx


2
3

‖zn‖2
6

≤ C
∫

Ω

(∫ t

0
|u′n(τ)|m+1

dτ
) 3(p−1)

2(m+1)
dx T

3(p−1)m
2(m+1) ‖zn‖2

6

≤ C
∫

Ω

∫ t

0
|u′n(τ)|m+1

dτdx T
3(p−1)m
2(m+1) ‖zn‖2

6

≤ C
∫ t

0
‖u′n(τ)‖m+1

m+1 dτ T
3(p−1)m
2(m+1) ‖zn‖2

1

≤ C(K)T
3(p−1)m
2(m+1) Fn(t).

(2.87)
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Pela desigualdade de Holder, sabemos que

J2 = C
∫

Ω
|un0 (0)− u0(0)|p−1 |zn(t)|2 dx ≤ ‖un0 (0)− u0(0)‖p−1

3(p−1)
2
‖zn(t)‖2

6 ≤ CεFn(t),
(2.88)

uma vez que, un0 (0)→ u0(0) em L
3(p−1)

2 (Ω), para n suficientemente grande. Novamente pela

desigualdade de Holder, conclúımos que

J3 = C
∫

Ω
|u0(0)− φ|p−1 |zn(t)|2 dx ≤ ‖u0(0)− φ‖p−1

3(p−1)
2
‖zn(t)‖2

6 ≤ CεFn(t), (2.89)

pois ‖u0(0)− φ‖ 3(p−1)
2

< ε
1
p−1 . Por fim, usando argumentos similares aos usados anterior-

mente, é válido que

J4 = C
∫

Ω
|φ|p−1 |zn(t)|2 dx ≤ C(ε)

∫
Ω
|zn(t)|2 dx

≤ C(ε)
(
Fn(0) + T

∫ t

0
Fn(τ)dτ

)
,

(2.90)

pois φ ∈ C0(Ω).

Substituindo as desigualdades (2.87)-(2.90) em (2.86), conclúımos que

∫
Ω
|un(t)|p−1 |un(t)|2 dx ≤ C(K)

(
T

3(p−1)m
2(m+1) + ε

)
Fn(t) + C(K)

(
Fn(0) + T

∫ t

0
Fn(τ)dτ

)
,

(2.91)

para 5 ≤ p < 6 .

De (2.85) e (2.91), temos que

∫
Ω
|un(t)|p−1 |zn(t)|2 dx ≤ C(K)

(
T

3(p−1)m
2(m+1) + ε

)
Fn(t) + C(K, ε)

(
Fn(0) + T

∫ t

0
Fn(τ)dτ

)
,

(2.92)

para qualquer 3 < p < 6, ou seja,

I2 ≤ C(K)
(
T

3(p−1)m
2(m+1) + ε

)
Fn(t) + C(K, ε)

(
Fn(0) + T

∫ t

0
Fn(τ)dτ

)
, (2.93)

para todo 3 < p < 6.

Substituindo as desigualdade (2.77)-(2.81), (2.93) em (2.75), resulta em

∫ t

0

∫
Ω

(f(un)− f(u))z′ndxdτ

≤ C(K)
(
T

3(p−1)m
2(m+1) + ε

)
Fn(t) + C(K,T, ε)

(
Fn(0) + T

∫ t

0
Fn(τ)dτ

)
.
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Então, por (2.72), obtemos

Fn(t) ≤ C(K)
(
T

3(p−1)m
2(m+1) + ε

)
Fn(t) + C(K,T, ε)

(
Fn(0) + T

∫ t

0
Fn(τ)dτ

)
,

para todo t ∈ [0, T ]. Consequentemente, considerando ε e T suficientemente pequenos, de

modo que C(K)
(
T

3(p−1)m
2(m+1) + ε

)
< 1, segue que

Fn(t) ≤ C(K,T,m, ε)Fn(0)e(C(K,T,m,ε))

≤ C(K,T,m, ε)Fn(0)→ 0,
(2.94)

uniformemente em [0, T ], pelo Lema de Gronwall.

Portanto, de (2.74) e (2.94), temos que

Fn(t) = 1
2

(
‖u′n − u′‖

2
ρ + ‖un − u‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇(ηtn − ηt)
∥∥∥2
)
→ 0,

quando n→∞, uniformemente em [0, T ], para qualquer 1 ≤ p < 6.

Logo,

u′n → u′ em C([0, T ], L2
ρ(Ω))

e

un → u em C([0, T ], H1
0 (Ω)).

Mas, u ∈ L2(Ω) se, e somente se, u ∈ L2
ρ(Ω). Então,

u′n → u′ em C([0, T ], L2(Ω)),

obtendo o desejado em (2.69), finalizando a prova deste resultado.

Observação 2.0.4. Com racioćınio análago ao usado na demonstração do Teorema 2.0.2,

se u0(0) ∈ L
3(p−1)

2 (Ω) e f ∈ C2(R) tal que |f ′′(s)| ≤ C(|s|p−2 + 1), para p > 3, conclúımos

que a solução fraca de (2.1) é única.



Caṕıtulo 3

Existência global de soluções para a

equação da onda viscoelástica

Este caṕıtulo é dedicado ao estudo da existência global de soluções para o problema

(2.1). No que segue, assuma que as Hipóteses (H-1)-(H-7) são válidas.

No primeiro resultado deste caṕıtulo, mostraremos que se o termo de dissipação

friccional domina o termo de fonte, ou seja, se m ≥ p, a solução fraca é global.

Teorema 3.0.1. Suponha que as Hipóteses (H-1) - (H-7) são válidas e que u0(0) ∈ Lp+1(Ω).

Se m ≥ p, a solução fraca de (2.1) é global.

Demonstração. Por definição, temos que

‖U(t)‖H = E(t) +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2
dt (3.1)

onde

E(t) = 1
2

[
‖ut(t)‖2

ρ + ‖u(t)‖2
1 dx+

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds
]
.

Denote por V (t) = E(t) + 1
p+ 1 ‖u(t)‖p+1

p+1.

Seja u uma solução fraca de (2.1) em [0, T ]. Da Observação 2.0.3, segue que

V (t) +
∫ t

0
h(ut)ut dxdτ ≤ V (0) +

∫ t

0

∫
Ω
f(u)ut dxdτ +

∫ t

0

∫
Ω
|u(τ)|p−1 u(τ)ut(τ) dxdτ. (3.2)

Utilizando a Hipótese (H-5) e as desigualdades de Holder e Young, obtemos

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω
f(u)ut dxdτ

∣∣∣∣ ≤ C
∫ t

0

∫
Ω

(|u|p + 1) |ut| dxdτ (3.3)
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≤ C
∫ t

0
‖ut‖p+1

(
‖u‖pp+1 + |Ω|

p
p+1
)
dτ

≤ ε
∫ t

0
‖ut‖p+1

p+1 dτ + Cε

∫ t

0
‖u‖p+1

p+1 dτ + CT,ε |Ω|

≤ ε
∫ t

0
‖ut|p+1

p+1 dτ + Cε

∫ t

0
V (τ)dτ + CT,ε |Ω| ,

para ε > 0 suficientemente pequeno. Analogamente,∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω
|u(τ)|p−1 u(τ)ut(τ) dxdτ

∣∣∣∣ ≤ ε
∫ t

0
‖ut|p+1

p+1 dτ + Cε

∫ t

0
V (τ)dτ. (3.4)

Também, da Hipótese (H-4), vem que

∫ t

0

∫
Ω
h(ut)utdxdτ ≥ b1

∫ t

0
‖ut‖m+1

m+1 dτ − b1t |Ω| . (3.5)

Substituindo (3.3)-(3.5) em (3.2), temos

V (t) + b1

∫ t

0
‖ut‖m+1

m+1 dτ ≤ V (0) + ε
∫ t

0
‖ut|p+1

p+1 dτ + Cε

∫ t

0
V (τ) dτ + CT,ε,|Ω|

≤ V (0) + ε
∫ t

0
‖ut|m+1

m+1 dτ + Cε

∫ t

0
V (τ) dτ + CT,ε,|Ω|,

(3.6)

uma vez que, m ≥ p. Escolhendo ε < a em (3.6), obtemos

V (t) ≤ (V (0) + CT,ε,|Ω|) + Cε

∫ t

0
V (τ) dτ

donde, pelo Lema de Gronwall, conclúımos

V (t) ≤ (V (0) + CT,ε,|Ω|)e(CεT ),

para todo t ∈ [0, T ]. Portanto,

lim
t→T−max

sup E(t) < lim
t→T−max

supV (t) <∞. (3.7)

Por outro lado, como ut = ηt + ηs, segue que∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
ητ (s)utdxdsdτ = 1

2

∫ ∞
0

g(s)
[∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

−
∥∥∥η0(s)

∥∥∥2
]
ds−1

2

∫ t

0

∫ ∞
0

g′(s) ‖ητ (s)‖2 dsdτ,

donde, usando as desigualdades de Holder e Young e o fato que g′(s) ≤ 0 para todo s ∈ R,

obtemos
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1
2

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

ds = 1
2

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥η0(s)

∥∥∥2
+ 1

2

∫ t

0

∫ ∞
0

g′(s) ‖ητ (s)‖2 dsdτds

+
∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
ητ (s)utdxdsdτ

≤ C ‖ut‖2
C([0,T ];L2(Ω)) + C

∫ t

0

∫ ∞
0

g(s) ‖ητ (s)‖2 dsdτ + C

≤ C + C
∫ t

0

∫ ∞
0

g(s) ‖ητ (s)‖2 dsdτ,

uma vez que, ut ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Assim, pelo Lema de Gronwall, temos que∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥ ds ≤ CeT ,

para todo t ∈ [0, T ]. Consequentemente,

lim
t→T−max

sup
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt(s)∥∥∥ ds <∞. (3.8)

Portanto, por (3.1), (3.7) e (3.8), conclúımos que

lim
t→Tmax−

sup ‖U(t)‖2
H <∞,

para todo 0 < Tmax < ∞. Portanto, a solução fraca u obtida no Teorema 2.0.1 é global,

como queŕıamos demonstrar.

Para demonstrar o Teorema 3.0.1, foi necessário impor que o termo de dissipação

friccional domine o termo da fonte, isto é, m ≥ p. No próximo teorema deste caṕıtulo,

esta hipótese não será necessária. Porém, antes de enunciá-lo, precisaremos de hipóteses

adicionais, definições e resultados auxiliares.

No que segue, suponha válidas as seguintes hipóteses.

(H-8) Existe uma função não negativa F ∈ C1(R) tal que F ′(s) = f(s) e F é homogênea de

ordem p+ 1, ou seja, F (λs) = λp+1F (s), ∀λ > 0, s ∈ R.

(H-9) Existem constantes positivas c1, c2 com c2 = k + 1, onde k é uma constante positiva,

tais que −c1g(s) 6 g′(s) 6 −c2g(s), ∀s ≥ 0.
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(H-10) Em adição a Hipótese (H-4), suponha que b1 >
g0
k

e, para |s| < 1, é válido

b1|s|2 6 h(s)s 6 b2|s|2.

Como consequência da Hipótese (H-8), o Teorema da Função Homogênea de Euler

garante que

f(s)s = (p+ 1)F (s),∀s ∈ R. (3.9)

Também, pela hipótese (H-5), temos que |f ′(s)| ≤ C(|s|p−1 + 1). Então, pelo Teorema do

Valor Médio, existe M > 0 tal que |f(s)| ≤ M(|s|p + 1), donde F (s) ≤ M̃(|s|p+1 + 1), para

M̃ > 0. Portanto, pela homogeneidade de F , conclúımos que

F (s) ≤ C |s|p+1 , ∀s ∈ R, (3.10)

onde C é uma constante positiva.

Definimos a energia total do sistema (2.1) como

E(t) = 1
2 ‖ut(t)‖

2
ρ + 1

2 ‖u(t)‖2
1 + 1

2

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds−
∫

Ω
F (u(x, t))dx. (3.11)

Também, definimos a energia total expandida do sistema (2.1) como

Ea(t) = 1
2 ‖u(t)‖2

1 + 1
2 ‖ut(t)‖

2
ρ + 1

2

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

H1
a

ds−
∫

Ω
F (u(x, t))dx. (3.12)

Pelas definições, E(t) ≤ Ea(t) para t ≥ 0.

Pela Hipótese (H-9), temos que

lim
n→∞

∫ T

0

∫ ∞
0

(−c1g(s)) ‖
√
a∇(ηtn − ηt)‖

2
dsdt

≤ lim
n→∞

∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇(ηtn − ηt)

∥∥∥2
ds

≤ lim
n→∞

∫ T

0

∫ ∞
0

(−c2g(s))
∥∥∥√a∇(ηtn − ηt)

∥∥∥2
dsdt.

Mas, pela demonstração da Observação 2.0.3,
√
a∇ηtn →

√
a∇ηt em L2(0, T ;L2

g(R+, L2(Ω))).
Então,

lim
n→∞

∫ T

0

∫ ∞
0

(−c1g(s))
∥∥∥√a∇(ηtn − ηt)

∥∥∥2
dsdt = lim

n→∞

∫ T

0

∫ ∞
0

(−c2g(s))
∥∥∥√a∇(ηtn − ηt)

∥∥∥2
dsdt = 0

donde,

lim
n→∞

∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇(ηtn − ηt)

∥∥∥2
dsdt,



63

isto é,

lim
n→∞

∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ηtn∥∥∥2

ds dt =
∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2

ds dt. (3.13)

A convergência (3.13), juntamente com a Observação 2.0.3, implicam em

E(T )− 1
2

∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

dsdt+
∫ T

0

∫
Ω
h(ut(t))ut(t) dxdt = E(0), (3.14)

para 1 ≤ p < 6.

Podemos afirmar que a energia total expandida Ea(t) é não crescente. Com efeito,

pela definição de E(t) e Ea(t), temos que

d

dt
Ea(t) = d

dt
E(t) + d

dt

(1
2

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

ds
)

= 1
2

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds−
∫

Ω
h(ut(t))ut(t) dx+ d

dt

(1
2

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

ds
)
,

(3.15)

onde usamos a identidade (3.14).

Mas ηtt(x, s) = −ηts(x, s) + ut(x, t), g(∞) = 0 e ηt(x, 0) = 0, então

d

dt

(1
2

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

ds
)

=
∫ ∞

0
g′(s)

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2
ds+

∫ ∞
0

g(s)
(
ut(t), ηt(s)

)
ds. (3.16)

Das desigualdades de Holder e Young, obtemos∫ ∞
0

g(s)
(
ut(t), ηt(s)

)
ds ≤ g0

k
‖ut(t)‖2 +

∫ ∞
0

kg(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

ds, (3.17)

onde k é uma constante positiva verificando c2 = k + 1. De (3.16) e (3.17), segue que

d

dt

(1
2

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

ds
)
≤
∫ ∞

0
[g′(s) + kg(s)]

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2
ds+ g0

k
‖ut(t)‖2 . (3.18)

Substituindo (3.18) em (3.15) e definindo os conjuntos Ω1 = {x ∈ Ω; |u(x, t)| < 1}, Ω2 =
{x ∈ Ω; |u(x, t)| > 1}, temos que

d

dt
Ea(t) ≤

1
2

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds−
∫

Ω
h(ut(t))ut(t) dx

+
∫ ∞

0
[g′(s) + kg(s)]

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2
ds+ g0

k
‖ut(t)‖2

≤ 1
2

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds+
∫ ∞

0
[g′(s) + kg(s)]

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2
ds

(3.19)



64

−
∫

Ω1

(
b1 −

g0

k

)
|ut(t)|2 dx−

∫
Ω2

(
b1 −

g0

k

)
|ut(t)|m+1 dx

≤ 1
2

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds+
∫ ∞

0
[g′(s) + kg(s)]

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2
ds

−

(
b1 − g0

k

)
b2

∫
Ω
h(ut(t))ut(t)dx,

onde usamos as hipóteses (H-4) e (H-10). Com isso, segue que

d

dt
Ea(t) ≤ 0, (3.20)

uma vez que, b1 − g0
k
> 0. Portanto Ea(t) é não crescente.

Note que a energia total expandida definida em (3.12) é a soma da energia cinética
1
2 ‖ut(t)‖

2
ρ com a energia potencial ampliada

J(t) := 1
2

(
‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

H1
a

ds
)
−
∫

Ω
F (u(x, t))dx. (3.21)

Isso, e o conceito da variedade de Nehari, nos motiva definir

(i) o conjunto M no espaço L2
g(R−, H1

0 (Ω)) dado por

M =

 v ∈ L2
g(R−;H1

0 (Ω))\{0}; v é fracamente cont́ınua em t = 0 e

‖v(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2
H1
a
ds = (p+ 1)

∫
Ω
F (v(x, 0))dx

 ; (3.22)

(ii) o funcional J , para cada v ∈ L2
g(R−;H1

0 (Ω)), onde v é fracamente cont́ınuo em t = 0
dado por

J (v) = 1
2

(
‖v(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2

H1
a
ds
)
−
∫

Ω
F (v(x, 0))dx. (3.23)

Observe que existe uma relação entre J(t) e J (v). Se u0 ∈ L2
g(R−;H1

0 (Ω)) descreve

a história passada do problema (2.1), então J (u0) = J(0).

Lema 3.0.1. Suponha que 1 < p ≤ 5, então

d = inf
v∈M
J (v) = inf

v∈L2
g(R−;H1

0 (Ω))\{0}
supJ (λv) > 0,

para todo λ ≥ 0.
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Demonstração. Seja v ∈M . De (3.22) e (3.23), obtemos

J (v) =
(

1
2 −

1
p+1

) (
‖v(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2

H1
a
ds
)

>
(

1
2 −

1
p+1

)
‖v(0)‖2

1 > 0,
(3.24)

pois p > 1. Novamente por (3.22), temos que

‖v(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2
H1
a
ds = (p+ 1)

∫
Ω
F (v(x, 0))dx

≤ C ‖v(0)‖p+1
p+1 ≤ C ‖v(0)‖p+1

1 ,

(3.25)

onde usamos (3.10) e a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω).

Observe que v(0) 6= 0, pois caso contrário, se v(0) = 0 em H1
0 (Ω) teŕıamos por (3.25)

que
∫ ∞

0
g(s) ‖v(−s)‖2

H1
a
ds = 0, ou seja, v ≡ 0, contradizendo o fato de v ∈ M . Dividindo

ambos os lados de (3.25) por ‖v(0)‖2
1, obtemos

1 ≤ C ‖v(0)‖p−1
1 . (3.26)

Então, pela desigualdade (3.24), temos que

d = inf
v∈M
J (v) > 0. (3.27)

Por outro lado, considere v ∈ L2
g(R−;H1

0 (Ω))\{0}. Da Hipótese (H-8), vem que

J (λv) = 1
2λ

2
(
‖v(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2

H1
a
ds
)
− λp+1

∫
Ω
F (v(x, 0))dx,

para todo λ > 0, donde

d

dλ
(J (λv)) = λ

[
‖v(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2

H1
a
ds− (p+ 1)λp−1

∫
Ω
F (v(x, 0))dx

]
.

Denotando por λ0 o único ponto cŕıtico da função λ 7→ J (λv) em (0,∞), temos que

‖v(0)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2
H1
a
ds = (p+ 1)λ0

p−1
∫

Ω
F (v(x, 0))dx (3.28)

e

sup
λ>0
J (λv) = J (λ0v). (3.29)

E ainda, a igualdade (3.28) implica que λ0v ∈M . Logo, a desigualdade

J (λ0v) ≥ inf
u∈M
J (u) = d (3.30)
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é válida. Consequentemente, por (3.29) e (3.30), obtemos que

d ≤ inf
v∈L2

g(R−;H1
0 (Ω))\{0}

sup
λ>0
J (λv). (3.31)

Além disso, de v ∈ M e (3.28), conclúımos que λ0 = 1. Então sup
λ≥0
J (λv) = J (v)

para v ∈M . Assim,

d = inf
v∈M
J (v) = inf

v∈M
sup
λ>0
J (λv) ≥ inf

v∈L2
g(R−;H1

0 (Ω))\{0}
sup
λ>0
J (λv). (3.32)

De (3.31) e (3.32), temos que

d = inf
v∈L2

g(R−;H1
0 (Ω))\{0}

sup
λ>0
J (λv). (3.33)

Portanto,

d = inf
v∈M
J (v) = inf

v∈L2
g(R−;H1

0 (Ω))\{0}
sup
λ>0
J (λv) > 0,

pelas igualdades (3.27) e (3.33), como desejado.

Agora, defina o conjunto W ⊂ L2
g(R−, H1

0 (Ω)) da forma

W =
{
v ∈ L2

g(R−, H1
0 (Ω)); v é fracamente cont́ınua em t = 0 e J (v) < d

}
.

O conjunto W é chamado de poço de potencial no espaço L2
g(R−, H1

0 (Ω)). A partir de W ,

considere os subconjuntos W1 e W2 de W , definidos da forma

W1 =
{
v ∈ W ; ‖v(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2

H1
a
ds > (p+ 1)

∫
Ω
F (v(x, 0))dx

}
∪ {0}

e

W2 =
{
v ∈ W ; ‖v(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2

H1
a
ds < (p+ 1)

∫
Ω
F (v(x, 0))dx

}
.

Note que, W1 ∩W2 = ∅ e W1 ∪W2 =W .

Veremos no próximo, e último, resultado deste caṕıtulo que se u0 ∈ W1 e Ea(0) < d,

a solução fraca obtida no Teorema 2.0.1 é global, mesmo quando a hipótese m > p, exigida

no Teorema 3.0.1, não é imposta. Mas, antes de enunciar e demonstrar este resultado,

definiremos uma função.

Dada a solução fraca de (2.1) em (−∞, T ) com história passada u0 ∈ L2
g(R−, H1

0 (Ω))
defina, para cada t ∈ (0, T ), a função ut : R− → H1

0 (Ω) dada por
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ut(τ) = u(t+ τ).

Observe que,

J (ut) = 1
2

(
‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

H1
a

ds
)
−
∫

Ω
F (u(x, t))dx. (3.34)

Teorema 3.0.2. Seja 1 < p ≤ 5 e suponha que as Hipóteses (H-1)-(H-10) são válidas.

Também, suponha que Ea(0) < d e u0 ∈ W1. Se u é a solução fraca de (2.1) em (−∞, T ),

então ut ∈ W1 para todo t ∈ (0, T ) e a solução fraca u é global. Além disso, é válido que:

Ea(t) < d

(
p+ 1
p− 1

)
; (3.35)

0 ≤
(
p− 1
p+ 1

)
Ea(t) ≤ Ea(t) ≤ Ea(t), ∀t ≥ 0, (3.36)

onde Ea representa a energia linear expandida definida por

Ea(t) := 1
2

(
‖u(t)‖2

1 + ‖ut(t)‖2
ρ +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

H1
a

ds
)
. (3.37)

Demonstração. Como Ea(t) é não crescente, Ea(t) ≤ Ea(0), para todo t ∈ (0, T ). Disso, da

hipótese Ea(0) < d e de (3.34), obtemos

J (ut) = J (u) ≤ Ea(t) ≤ Ea(0) < d, ∀t ∈ (0, T ), (3.38)

implicando em ut ∈ W , para todo t ∈ (0, T ).

Considere u0 ∈ W1. Verificaremos que ut ∈ W1, para todo t ∈ (0, T ). Se u0 = 0,

temos que a única solução fraca u de (2.1) é tal que u(t) = 0, para todo t ∈ (0, T ), donde

ut ∈ W1 para todo t ∈ (0, T ). Se u0 6= 0 suponha, por contradição, que existe t1 ∈ (0, T ) tal

que ut1 /∈ W1. Como W1 ∩W2 = ∅, W1 ∪W2 = W e ut ∈ W , para todo t ∈ (0, T ), temos

que ut1 ∈ W2.

Temos que a função t 7→
∫

Ω
F (u(t)) dx é cont́ınua em [0, T ). De fato, considere

t0 ∈ [0, T ) fixo porém arbitrário. Pelo Teorema do Valor médio e a Hipótese (H-8), temos

que existe uma constante positiva Cp, dependendo de p, verificando:∫
Ω
|F (u(t))− F (u(t0))| dx ≤ Cp

∫
Ω

(|u(t)|p + |u(t0)|p + |u(t)|+ |u(t0)|)|u(t)− u(t0)|dx

≤ Cp(||u(t)||p6
5p

+ ||u(t0)||p6
5p

)||u(t)− u(t0)||6 + Cp(||u(t)||+ ||u(t0)||)||u(t)− u(t0)||.
(3.39)

Pela imsersão H1(Ω) ↪→ L6(Ω), a hipótese p 6 5 e u ∈ C0([0, T ], H1
0 (Ω)), temos que a
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desigualdade (3.39) implica na continuidade da função
∫

Ω
F (u(t)) dx em [0, T ).

Pela definição dos conjuntos W1 e W2, u0 6= 0 ∈ W1 e ut1 ∈ W2, existe t̂ ∈ (0, t1)
verificando ∥∥∥u(t̂)

∥∥∥2

1
+
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt̂(s)∥∥∥2

H1
a

ds = (p+ 1)
∫

Ω
F (u(x, t̂))dx. (3.40)

Denote por ts o supremo de todos os t̂ ∈ (0, t1) satisfazendo (3.40). Então, ts ∈ (0, t1), ts
satisfaz (3.40) e ut ∈ W2, para todo t ∈ (ts, t1].

Suponha que ut
s 6= 0. Neste caso, ut

s ∈M e, pelo Lema 3.0.1 e (3.34), obtemos

J (uts) ≥ d,

contradizendo (3.38).

Agora, suponha que ut
s = 0. Para todo t ∈ (ts, t1], ut ∈ W2, logo

‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

H1
a

ds < (p+ 1)
∫

Ω
F (u(x, t))dx 6 C ‖u(t)‖2

1 , (3.41)

onde usamos (3.10) e a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω). Então 0 < ‖u(t)‖2

1, para todo t ∈ (ts, t1].
Dividindo ambos os lados de (3.41) por ‖u(t)‖2

1, obtemos

1 < C ‖u(t)‖p−1
1 ,

implicando em ‖u(t)‖1 > s1 > 0, para todo t ∈ (ts, t1]. Por continuidade, obtemos ‖u(ts)‖1 >

s1 > 0, gerando um abusrdo.

Como em ambos os casos temos uma contradição, conclúımos que ut ∈ W1 para todo

t ∈ (0, T ). Com isso, para todo t ∈ [0, T ), é válido que

‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

H1
a

ds > (p+ 1)
∫

Ω
F (u(x, t))dx. (3.42)

As desigualdades (3.42) e (3.38), implicam em

∫
Ω
F (u(x, t)) dx < 2d

p− 1 , para todo t ∈ [0, T ). (3.43)

Uma vez que, Ea(t) = Ea(t) +
∫

Ω
F (u(t)) dx, pela desigualdade (3.43), temos que

Ea(t) ≤ Ea(0) +
∫

Ω
F (u(x, t)) dx

< d
(
p+1
p−1

)
,

(3.44)
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para todo t ∈ [0, T ), o que verifica a desigualdade (3.35). Disso também conclúımos que a

solução fraca é global e que Ea(t) é uniformemente limitada.

Por outro lado, de Ea(t) ≤ Ea(t) e ut ∈ W1, obtemos∫
Ω
F (u(x, t)) dx ≤ 1

p+1

(
‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

H1
a

ds
)

≤ 2
p+1 Ea(t),

isto é,

Ea(t) = Ea(t)−
∫

Ω
F (u(x, t)) dx

≥ Ea(t)− 2
p+1 Ea(t) = p−1

p+1 Ea(t) ≥ 0,

para todo t ≥ 0, finalizando a prova deste resultado.



Caṕıtulo 4

Estabilidade da equação da onda

viscoelástica

Neste caṕıtulo, investigaremos a estabilidade do sistema (2.1). De modo a obter

as taxas de decaimento uniforme para (2.1), assuma que as Hipóteses (H-1)- (H-10), se

verifiquem. Nosso objetivo é provar que a energia total expandida decai para zero quando

t→∞, no entanto, antes de estabelecermos o resultado de decaimento uniforme da energia,

faremos algumas considerações.

Seja 1 < p 6 5. Por (3.10), temos que

J (u) ≥ 1
2

(
‖u(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥η0(s)
∥∥∥2

H1
a

ds
)
− C ‖u(0)‖p+1

p+1

≥ 1
2 ‖u(0)‖2

1 −M0 ‖u(0)‖p+1
1 ,

onde M0 é uma constante positiva dependendo da imersão H1(Ω) ↪→ L6(Ω). Inspirados nesta

desigualdade, defina G = 1
2s

2 −M0s
p+1. Logo,

J (u) ≥ G (‖u(0)‖1) . (4.1)

Observe que G′(s) = s(1−M0(p+ 1)sp−1) e existe um único s0 > 0 satisfazendo

(p+ 1)M0s
p−1
0 = 1 e sup

s∈[0,∞)
G(s) = G(s0) > 0. (4.2)

Defina o conjunto W̃1 da forma

W̃1 = {v ∈ L2
g(R−, H1

0 (Ω)); ‖v(0)‖1 < s0,J (v) < G(s0)}.
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Note que, W̃1 ⊂ W1. Com efeito, seja v ∈ W̃1 tal que v 6= 0. De (4.1), sabemos que

J (λv) ≥ G (‖λv(0)‖1) , ∀λ ≥ 0.

Então, sup
λ>0
J (λv) ≥ G(s0). No Lema 3.0.1, vimos que d = inf

v∈L2
g(R−,H1

0 (Ω))\{0}
sup
λ>0
J (λv), donde,

d > G(s0). Além disso, como ‖v(0)‖1 < s0 e (4.2) é válida, obtemos

(p+ 1)
∫

Ω
F (v(0))dx ≤ (p+ 1)C ‖v(0)‖p+1

p+1 ≤ (p+ 1)M ‖v(0)‖p+1
1

< ‖v(0)‖2
1

[
(p+ 1)Msp−1

0

]
≤ ‖v(0)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s) ‖v(0)− v(−s)‖2

H1
a
ds,

verificando que W̃1 ⊂ W1.

A partir do conjunto W̃1, definimos para cada δ > 0 suficientemente pequeno, o

subconjunto fechado W̃ δ
1 ⊂ W̃1 da forma

W̃ δ
1 := {v ∈ L2

g(R−, H1
0 (Ω)); ‖v(0)‖1 ≤ s0 − δ,J (v) ≤ G(s0 − δ)}.

Seja u a solução fraca global de (2.1). Se Ea(0) ≤ G(s0 − δ) e a história passada

u0 ∈ W̃ δ
1 , então ut ∈ W̃ δ

1 , para todo t > 0. De fato, sabemos que J (ut) ≤ Ea(t) 6 Ea(0),
J (ut) ≤ G(s0−δ), para todo t ≥ 0 e ‖u0(0)‖1 ≤ s0−δ. Resta verificar que ‖ut(0)‖1 6 s0−δ,
para todo t ≥ 0. Suponha, por contradição, que ‖ut(0)‖1 6 s0−δ não ocorra para todo t ≥ 0.

Então, pela continuidade de u, existe t1 > 0 e ε ∈ (0, δ) tal que ‖ut1(0)‖1 = s0−δ+ε. ComoG é

estritamente crescente em (0, s0), temos que J (ut1) ≥ G(‖ut1(0)‖) = G(s0−δ+ε) > G(s0−δ),
contradizendo J (ut) 6 G(s0 − δ), para todo t > 0. Portanto, ‖ut(0)‖1 6 s0 − δ, para todo

t ≥ 0, concluindo o desejado.

Para a prova do resultado de decaimento, seguiremos a estrutura dada por Lasieka

e Tataru em [25]. Seja φ : [0,∞) → [0,∞) uma função cont́ınua, crescente, côncava, que se

anula na origem e satisfazendo

φ(h(s)s) ≥ |h(s)|2 + s2 para |s| < 1. (4.3)

Observe que, a Hipótese (H-10) nos permite definir a função φ. Considere a função Φ :
[0,∞)→ [0,∞) como

Φ(s) := φ(s) + s, s ≥ 0.
Teorema 4.0.1. Suponha que as Hipóteses (H-1)-(H-10) são válidas, 1 < p < 5, u0 ∈ W̃ δ

1
e Ea(0) < G(s0 − δ), para algum δ > 0. Suponha também que, u ∈ L∞(R+;L 3

2 (m−1)(Ω)) e

u0(0) ∈ Lm+1(Ω), se m > 5. Então, a energia total expandida Ea(t) satisfaz

Ea(t) ≤ S
(
t

T
− 1

)
,
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para todo t > T ≥ T0, onde T0 = max
{

1, 8c0
p+1
p−1 ,

1
|Ω|

}
e S(t) é solução da equação diferencial

d

dt
S +

[
Id−

(
Id+ (C(T )Φ)−1

)−1
]

(S) = 0, S(0) = Ea(0). (4.4)

Além disso, S(t) é decrescente e S(t)→ 0 quando t→∞.

Demonstração. Seja u a solução fraca global de (2.1), estabelecida no Teorema 3.0.2. Defina

Fa(T ) := Ea(0)− Ea(T ). (4.5)

Pelo que vimos em (3.19), é válido que

0 ≤ −1
2

∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

ds dt−
∫ T

0

∫ ∞
0

[g′(s) + kg(s)]
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

ds dt

+
(
b1 − g0

k

)
1
b2

∫ T

0

∫
Ω
h(u′(t))u′(t)dx dt

≤ Fa(T ).

(4.6)

Para provarmos o desejado neste resultado, basta verificarmos a desigualdade

Ea(T ) ≤ C(T )Φ(Fa(T )), (4.7)

para todo T ≥ T0, T0 = max
{

1, 8c0
p+1
p−1 ,

1
|Ω|

}
. De fato, a igualdade (4.5) e a desigualdade

(4.7), implicam em

Ea(T ) ≤ C(T )Φ(Ea(0)− Ea(T )),

ou seja,

Ea(T ) + (C(T )Φ)−1(Ea(T )) ≤ Ea(0).

Como Ea(t) é não crescente, podemos repetir a estimativa acima ν + 1 vezes, obtendo

Ea((ν + 1)T ) + (C(T )Φ)−1(Ea((ν + 1)T )) ≤ Ea(νT ),

para qualquer ν = 0, 1, 2, .... Como (C(T )Φ)−1 é uma função real positiva, crescente e nula

na origem, vem do Lema 1.2.2 que

Ea(νT ) ≤ S(ν), (4.8)

para qualquer ν = 0, 1, 2, · · · , onde S é solução de (4.4).

Considere t > T . Logo, existe ν ∈ N tal que t = νT + r, com 0 ≤ r < T .

Consequentemente, ν = t
T
− r

T
> t

T
− 1. Então, usando a desigualdade (4.8) e o fato de
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Ea(t), S(t) serem não crescentes, conclúımos

Ea(t) = Ea(νT + r) ≤ Ea(νT ) ≤ S(ν) ≤ S
(
t

T
− 1

)
,

para qualquer t > T , como queŕıamos.

A partir de agora, demonstraremos (4.7). Sabemos que u, u′ ∈ C([0, T ];L2(Ω)),
então ∫ T

0

∫
Ω
|u|m+1 dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∫ t

0
u′(τ)dτ + u0

∣∣∣∣m+1
dxdt

≤ 2m
(
Tm+1 ‖u′‖m+1

Lm+1(Ω×(0,T )) + T ‖u0‖m+1
m+1

)
<∞,

(4.9)

uma vez que, u′ ∈ Lm+1(Ω × (0, T )) e u0 ∈ Lm+1(Ω). Logo, u ∈ Lm+1(Ω × (0, T )) e, com

isso, u satisfaz a regularidade exigida para φ na definição de solução fraca. Então, tomando

φ = u em (2.4), temos

2
∫ T

0
Ea(t)dt = −

∫
Ω
ρ(x)u′(x, T )u(x, T )dx+

∫
Ω
ρ(x)u′(x, 0)u(x, 0)dx+ 2

∫ T

0
‖u′(t)‖2

ρ dt

+
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

dsdt+
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

dsdt

−
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇ηt(x, s)∇u(x, t)dxdsdt

−
∫ T

0

∫
Ω
h(u′(x, t))u(x, t)dxdt+ (p+ 1)

∫ T

0

∫
Ω
F (u(t))dxdt,

pois ηt(x, s) = u(x, t) − u(x, t − s) e a igualdade (3.9) é válida. Pela desigualdade (3.10),

obtemos∫ T

0
Ea(t)dt ≤

∣∣∣∣− ∫
Ω
ρ(x)u′(x, T )u(x, T )dx+

∫
Ω
ρ(x)u′(x, 0)u(x, 0)dx

∣∣∣∣+ ∫ T

0
‖u′(t)‖2

ρ dt

+
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

dsdt+
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

dsdt

+
∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)

∣∣∣∇ηt(x, s)∇u(x, t)
∣∣∣ dxdsdt

+
∫ T

0

∫
Ω
|h(u′(x, t))u(x, t)| dxdt+ C

∫ T

0
‖u(t)‖p+1

p+1 dt.

(4.10)
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Das desigualdades de Holder e Young, segue que∣∣∣∣∫
Ω
ρ(x)u′(t)u(t)dx

∣∣∣∣ 6 C
(
‖u′(t)‖2

ρ + ‖u(t)‖2
1

)
6 C Ea(t),

donde,∣∣∣∣− ∫
Ω
ρ(x)u′(T )u(T )dx+

∫
Ω
ρ(x)u′(0)u(0)dx

∣∣∣∣ 6 C0(Ea(T ) + Ea(0))

6 C0
(
p+1
p−1

)
(Ea(T ) + Ea(0))

6 C0
(
p+1
p−1

)
(2Ea(T ) + Fa(T )),

(4.11)

onde foi usado o Teorema 3.0.2 e a identidade (4.5).

Pelas hipóteses sobre a g e a definição de Φ, obtemos

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

dsdt ≤ −C
∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

dsdt

≤ CFa(T )

≤ T CΦ(Fa(T ));

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

dsdt 6 −
∫ T

0

∫ ∞
0

[g′(s) + kg(s)]
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

dsdt

≤ Fa(T )

≤ TΦ(Fa(T )),

(4.12)

desde que, T ≥ 1.

Também, das desigualdades de Holder e Young, vem que

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)

∣∣∣∇ηt(s)∇u(x, t)
∣∣∣ dxdsdt ≤ 2ε ‖a‖∞ g0

∫ T

0
Ea(t)dt

+ Cε

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt(s)∥∥∥2

dsdt

≤ 2ε ‖a‖∞ g0

∫ T

0
Ea(t)dt+ C(ε)Fa(T )

≤ εC
∫ T

0
Ea(t)dt+ TC(ε)Φ(Fa(T )),

(4.13)

onde ε > 0.

De 1 < p < 5, existe 0 < δ < 1 suficientemente pequeno, tal que p + 1 = 6
1 + 2δ .
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Pela imersão H1−δ(Ω) ↪→ L
6

1+2δ (Ω) e a interpolação de Sobolev, segue que

‖u‖p+1 ≤ C ‖u‖H1−δ(Ω) ≤ C ‖u‖1−δ
H1(Ω) ‖u‖

δ
L2(Ω) .

Observe que, δ = 5− p
2(p+ 1) <

2
p+1 . Então

‖u‖p+1
p+1 ≤ ε0 ‖u‖

2(1−δ)(p+1)
2−δ(p+1)

1 + Cε0 ‖u‖
2 ,

desde que ε0 > 0. Mas, por p > 1 temos a igualdade
2(1− δ)(p+ 1)

2− δ(p+ 1) = 2 + ξ, onde ξ > 0.

Pelo Teorema 3.0.2, obtemos

‖u‖2
1 ≤ 2Ea(t) ≤ 2

(
p+ 1
p− 1

)
Ea(t) ≤ 2

(
p+ 1
p− 1

)
Ea(0).

Com isso,

‖u‖p+1
p+1 ≤ ε0C(Ea(0)) ‖u‖2

1 + Cε0 ‖u‖
2 .

Portanto, para ε0 > 0 escolhamos ε = ε0
C(Ea(0)) , donde

‖u‖p+1
p+1 ≤ ε ‖u‖2

1 + C(ε, Ea(0)) ‖u‖2 ,

isto é, ∫ T

0
‖u‖p+1

p+1 dt ≤ 2ε
∫ T

0
Ea(t)dt+ C(ε, Ea(0))

∫ T

0
‖u‖2 dt. (4.14)

Pela Hipótese (H-4), a desigualdade (4.3) e a desigualdade de Jensen, obtemos

∫ T

0
‖u′(t)‖2

ρ dt ≤ C
∫ T

0
‖u′(t)‖2

dt

≤ T |Ω| Cφ
(∫ T

0

∫
Ω
h(u′)u′dxdt

)
+ C

∫ T

0

∫
Ω
h(u′)u′dxdt

≤ TC(|Ω|) (φ(Fa(T )) + Fa(T ))

= TC(|Ω|)Φ(Fa(T )),

(4.15)

onde A = {(x, t) ∈ Ω × (0, T ); |u′(x, t)| < 1} e B = {(x, t) ∈ Ω × (0, T ); |u′(x, t)| > 1}.
Também,
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∫ T

0

∫
Ω
|h(u′(x, t))u(x, t)| dxdt

≤ ε
∫ T

0
‖u(t)‖2

ρ dt+ Cε

∫ T

0

∫
A
|h(u′)|2 dxdt+

∫ T

0

∫
B
|h(u′)u| dxdt

≤ ε
∫ T

0
Ea(t)dt+ CεT |Ω|φ

(∫ T

0
h(u′)u′dxdt

)
+
∫ T

0

∫
B
|h(u′)u| dxdt.

(4.16)

onde ε > 0 e foi usado as desigualdades de Holder e Young.

Agora, estimaremos
∫ T

0

∫
B
|h(u′)u| dxdt. Para isto, considere dois casos, 1 ≤ m ≤ 5

e m > 5. Se 1 6 m 6 5, temos que |h(s)| ≤ b2 |s|m ≤ b2 |s|5 para todo |s| ≥ 1. Consequente-

mente,

|h(s)|
6
5 = |h(s)| |h(s)|

1
5 ≤ b

1
5
2 |h(s)| |s| .

Então, das desigualdades de Holder e Young, conclúımos que

∫ T

0

∫
B
|h(u′)u| dxdt ≤ b

1
6
2

(∫ T

0
‖u‖6 dt

) 1
6
(∫ T

0

∫
B
|h(u′)| |u′| dxdt

) 5
6

≤ C

(∫ T

0
Ea(t)dt

) 1
6
(∫ T

0

∫
B
|h(u′)| |u′| dxdt

) 5
6

≤ ε
∫ T

0
Ea(t)dt+ Cε

∫ T

0

∫
Ω
h(u′)u′dxdt, onde ε > 0.

(4.17)

Por outro lado, se m > 5 temos por hipótese que u ∈ L∞(R+;L 3
2 (m−1)(Ω)). Disso,

da Hipótese (H-4) e das desigualdades de Holder e Young, vem que

∫ T

0

∫
B
|h(u′)u| dxdt ≤

(∫ T

0

∫
B
|h(u′)|

m+1
m dx dt

) m
m+1

(∫ T

0

∫
B
|u|2 |u|m−1 dx dt

) 1
m+1

≤
(
b

1
m
2

∫ T

0

∫
B
|h(u′)| |u′| dx dt

) m
m+1

(∫ T

0
‖u‖2

6 ‖u‖
m−1
3
2 (m−1) dt

) 1
m+1

≤ C ‖u‖m−1
L∞(R+;L

3
2 (m−1))

(∫ T

0
Ea(t)dt

) 1
m+1

(∫ T

0

∫
B
|h(u′)| |u′| dx dt

) m
m+1

(4.18)
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≤ ε
∫ T

0
Ea(t)dt+ Cε

∫ T

0

∫
Ω
|h(u′)| |u′| dx dt.

Pelas desigualdades (4.16), (4.17) e (4.18), conclúımos que

∫ T

0

∫
Ω
|h(u′(x, t))u(x, t)| dxdt ≤ 2ε

∫ T

0
Ea(t)dt+ CεT |Ω|φ

(∫ T

0
h(u′)u′dxdt

)

+Cε
∫ T

0

∫
Ω
h(u′)u′dxdt

≤ ε
∫ t

0
Ea(t)dt+ TC(ε, |Ω|)Φ(Fa(T )),

(4.19)

para m > 1 e ε > 0.

Substituindo as estimativas (4.11)-(4.15) e (4.19) em (4.10), temos que

1
2

∫ T

0
Ea(t)dt ≤ c0

(
p+ 1
p− 1

)
(2Ea(T ) +Fa(T )) +C(ε, Ea(0))

∫ T

0
‖u‖2 dt+ TC(ε, |Ω|)Φ(Fa(T )),

(4.20)

para ε > 0 suficientemente pequeno.

Mas, Ea(t) ≥ Ea(t), para todo t ≥ 0 e Ea(t) é não crescente. Por (4.20), segue que

1
4TE(T ) ≤ c0

(
p+ 1
p− 1

)
Fa(T ) + C(ε, Ea(0))

∫ T

0
‖u‖2 dt+ TC(ε, |Ω|)Φ(Fa(T )), (4.21)

pois T ≥ T0. Dividindo ambos lados de (4.21) por T e usando o fato de T > 1, conclúımos

que

Ea(T ) ≤ C

[
Φ(Fa(T )) +

∫ T

0
‖u‖2 dt

]
, (4.22)

para todo T ≥ T0, onde C > 0 é uma constante que não depende de T .

Para finalizar a prova de (4.7), resta mostrar que

∫ T

0
‖u‖2 dt ≤ CTΦ(Fa(T )). (4.23)

Suponha, por contradição, que exista uma sequência de dados iniciais {un0 , un1} ⊂ W̃ δ
1 ×

L2
g(R−, L2(Ω)) tal que a sequência de soluções fracas correspondente satisfaz

lim
n→∞

Φ(Fa,n(T ))∫ T

0
‖un‖2 dt

= 0, (4.24)

onde Fa,n(T ) = Ea,n(0)− Ea,n(T ) e T > T0.
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Com racioćınio análago ao usado para verificar (3.35), concluimos que Ea,n(t) ≤
d
(
p+1
p−1

)
para todo t > 0, n ∈ N. Consequentemente,

∫ T

0
‖un(t)‖2 dt ≤ C T d

(
p+ 1
p− 1

)
,

isso, juntamente com (4.24), fornece

lim
n→∞

Φ(Fa,n(T )) = 0. (4.25)

Pelas estimativas (4.12), (4.15) e (4.25), temos que

lim
n→∞

∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ητn(s)

∥∥∥2
dsdτ = 0 e lim

n→∞

∫ T

0
‖u′n(t)‖2

ρ dt = 0. (4.26)

Das hipóteses em torno de h, é válido que

|h(s)| 6 b2 |s| , |s| < 1

e

|h(s)|
m+1
m 6 b

m+1
m

2 |s|m+1 6 b
m+1
m

2
1
b1
h(s)s, |s| ≥ 1.

Dados An := {(x, t) ∈ Ω× (0, T ); |u′n(x, t)| < 1} e Bn := {(x, t) ∈ Ω× (0, T ); |u′n(x, t)| ≥ 1},
temos que

∫ T

0

∫
Ω
|h(u′n)|

m+1
m dxdt ≤

∫
An
|h(u′n)|

m+1
m dxdt+

∫
Bn
|h(u′n)|

m+1
m dxdt

≤ b
m+1
m

2 |Ω|T + b
m+1
m

2
1
b1

∫ T

0

∫
Ω
h(u′n)u′ndxdt,

(4.27)

uma vez que, Ω = An ∪Bn. De (4.25), obtemos

sup
n∈N

∫ T

0

∫
Ω
|h(u′n)|

m+1
m dxdt <∞. (4.28)

Mas, pela continuidade de h e convergência (4.26), temos que

h(u′n)→ 0 q.s. em Ω× (0, T ). (4.29)

Logo, (4.28) e (4.29), implicam em

h(u′n)→ 0 fraco em L
m+1
m (Ω× (0, T )). (4.30)

Como En(t) é uniformemente limitada em [0, T ], existem subsequências de (un) e (u′n),
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que chamaremos de mesmo nome, e existem u ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)) e u′ ∈ L∞(0, T, L2(Ω)),

satisfazendo

un → u fraco estrela em L∞(0, T,H1
0 (Ω)) e u′n → u′ fraco estrela em L∞(0, T, L2(Ω)),

(4.31)

donde, pelo Teorema de Aubin Lions Simon, segue que

un → u em L∞(0, T,H1−ε
0 (Ω)) ↪→ Ls(Ω× (0, T )), (4.32)

onde 0 < ε ≤ 1 e 1 ≤ s < 6.

Considere t ∈ (0, T ) e ϕ ∈ C(Ω× (0, t)). Pelas hipóteses em torno de f e a conver-

gência (4.32), obtemos

|f(un)ϕ| ≤ C |un|p e f(un)ϕ→ f(u)ϕ q. s. em Ω× (0, T )

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, é válido que

lim
n→∞

∫ t

0

∫
Ω
f(un)ϕdxdτ =

∫ t

0

∫
Ω
f(u)ϕdxdτ, para toda ϕ ∈ C(Ω× (0, t)). (4.33)

Agora, considere ϕ ∈ C(Ω× (0, t)) ∩ C([0, t];H1
0 (Ω)), tal que ϕ(t) = ϕ(0) = 0 e

ϕ′ ∈ L2(Ω× (0, t)). Substituindo ϕ em (2.4), temos

−
∫ t

0

∫
Ω
ρ(x)u′nϕ′dxdτ +

∫ t

0

∫
Ω
κ(x)∇un · ∇ϕdxdτ +

∫ t

0

∫
Ω
h(u′n)ϕdxdτ

+
∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇ηn · ∇ϕdxdsdτ =

∫ t

0

∫
Ω
f(un)ϕdxdτ.

(4.34)

Passando o limite em (4.34), obtemos

∫ t

0
(u, ϕ)1dτ =

∫ t

0

∫
Ω
f(u)ϕdxdτ, (4.35)

onde foi usado as convergências (4.26), (4.30), (4.31) e (4.33). Substituindo ϕ por ϕ(x, τ) =
τ(t − τ)ϕ̃(x) em (4.35), onde ϕ̃ ∈ H1

0 (Ω) ∩ C(Ω) e derivando a expressão obtida em relação

a t duas vezes, obtemos

(u(t), ϕ̃)1 =
∫

Ω
f(u(t))ϕ̃dx. (4.36)

Considere a sequência ϕ̃n ∈ H1
0 (Ω) ∩ C(Ω) satisfazendo ϕ̃n → u(t) em H1

0 (Ω). Por (4.36) e
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(3.9), segue que

‖u(t)‖2
1 =

∫
Ω
f(u(t))u(t)dx

= (p+ 1)
∫

Ω
F (u(t))dt.

(4.37)

Como t foi considerado arbitrariamente, a igualdade (4.37) é válida para todo t ∈ (0, T ).

Por outro lado, por (4.31) e (4.32) existe uma subsequência de (un), que chamaremos

de mesmo nome, satisfazendo un(t)→ u(t) fraca em H1
0 (Ω) para quase todo t ∈ [0, T ], e

‖u(t)‖1 6 lim
n→∞

inf ‖un(t)‖1 . (4.38)

Por hipótese, {u0,n} ∈ W̃ δ
1 e En,a(0) < G(s0 − δ), então {utn} ∈ W̃ δ

1 , t > 0. Por (4.38),

obtemos que

‖u(t)‖1 =
∥∥∥ut(0)

∥∥∥
1
6 s0 − δ, q. s. em (0, T ).

Sabemos que I(utn) ≤ G(s0 − δ), para todo t > 0, ou seja,

G(s0 − δ) ≥
1
2

(
‖un(t)‖1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√aηtn(s)

∥∥∥2
ds
)
−
∫

Ω
F (un(t))dx. (4.39)

Também, En(t) é limitado uniformemente em [0, T ]. Logo,

ηtn → η

fraco estrela em L∞(0, T ;L2
g(R+, H1

a(Ω)) e

∥∥∥ηt∥∥∥
L2
g(R+,H1

a)
≤ lim

n→∞
inf

∥∥∥ηtn∥∥∥L2
g(R+,H1

a)
para quase todo t ∈ (0, T ). (4.40)

Além disso, de (3.10) e (4.32), obtemos que

lim
n→∞

∫
Ω
F (un(t))dx =

∫
Ω
F (u(t)) q. s. em [0, T ], (4.41)

pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

Combinando (4.38) - (4.41), conclúımos que G(s0 − δ) ≥ I(ut) e, donde, ut ∈ W̃ δ
1 ⊂

W̃1 quase sempre em (0, T ). Suponha que u(t) 6= 0, t ∈ (0, T ). De ut ∈ W̃1 e (4.2), temos

que

(p+ 1)
∫

Ω
F (u(t))dx ≤ (p+ 1)M ‖u(t)‖p+1

1

< ‖u(t)‖2
1

[
(p+ 1)Msp−1

0

]
= ‖u(t)‖2

1 ,

(4.42)
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gerando uma contradição com (4.37). Então, temos que u(t) = 0 quase sempre em (0, T ) e,

por (4.32), conclúımos que

un → 0 em Ls(Ω× (0, T )), (4.43)

para todo 1 ≤ s < 6.

Agora, defina

αn :=
(∫ T

0
‖un‖2 dt

) 1
2

, n ∈ N.

Por (4.43), αn → 0. E, denotando vn = un
αn

, temos que

∫ T

0
‖vn‖2 dt = 1, n ∈ N. (4.44)

Com isso, reescrevemos (4.24) como

lim
n→∞

Φ(Fa,n(T ))
α2
n

= 0. (4.45)

Também, de (4.12) e (4.15), temos convergências abaixo

lim
n→∞

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηtn(s)

∥∥∥2
ds dt

α2
n

= 0 e lim
n→∞

∫ T

0
‖v′n(t)‖2

dt = lim
n→∞

∫ T

0
‖u′n(t)‖2

dt

α2
n

= 0.

(4.46)

Considerando n suficientemente grande, tal que αn < 1, e usando a definição de φ,

obtemos

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∣h(u′n)
αn

∣∣∣∣∣
m+1
m

dxdt =
∫
An

∣∣∣∣∣h(u′n)
αn

∣∣∣∣∣
m+1
m

dxdt+
∫
Bn

∣∣∣∣∣h(u′n)
αn

∣∣∣∣∣
m+1
m

dxdt

≤ C(T, |Ω|)
∫

An

∣∣∣∣∣h(u′n)
αn

∣∣∣∣∣
2

dxdt


m+1
2m

+ 1
α2
n

∫
Bn
|h(u′n)|

m+1
m dxdt

≤ C(T, |Ω|)
(

1
α2
n

∫
An
φ(h(u′n)u′n)dxdt

)m+1
2m

+ b
m+1
m

2
b1α2

n

∫
Bn
h(u′n)u′ndxdt

≤ C(T, |Ω|)
(

Φ(Fa,n(T ))
α2
n

)m+1
2m

+ b
m+1
m

2
b1

Φ(Fa,n(T ))
α2
n

,

pr argumentos análagos aos que foram usados anteriormente. Esta desigualdade juntamente
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com a convergência (4.45), implicam em

h(u′n)
αn

→ 0 em L
m+1
m (Ω× (0, T )). (4.47)

Pelo que vimos até aqui, da igualdade Ea,n(T ) + Fa,n(T ) = Ea,n(0) resulta a limi-

tação uniforme de
{
Ea,n(t)
α2
n

}
, para todo t ≥ 0. Então, existe uma subsequência de {vn}, que

chamaremos de mesmo nome, e v ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), tais que

vn → v fraco estrela em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) e v′n → v′ fraco estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)),

(4.48)

donde

vn → v Ls(Ω× (0, T )), (4.49)

para todo 1 ≤ s < 6. Então, por (4.44), segue que

lim
n→∞

∫ T

0
‖vn‖2 dt =

∫ T

0
‖v‖2 dt = 1. (4.50)

Por outro lado, pelas convergências (4.43) e (4.49), temos que

∫ T

0

∫
Ω
|vn| |un|p−1 dxdt 6

(∫ T

0

∫
Ω
|vn|5 dxdt

) 1
4
(∫ T

0

∫
Ω
|un|

5
4 (p−1) dxdt

) 4
5

−→ 0, (4.51)

onde a desigualdade de Holder foi usada. Como anteriormente, considere ϕ ∈ C(Ω× (0, t)).
Usando as hipóteses em torno de f , a definição de vn e (4.51), segue que

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∣f(un)
αn

ϕ

∣∣∣∣∣ dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω
|vn| |un|p−1 dxdt −→ 0, (4.52)

para todo t ∈ (0, T ).

Dividindo ambos os lados de (4.34) por αn e usando as convergências (4.46) - (4.48)

e (4.52), temos que ∫ t

0

∫
Ω
κ(x)∇v · ∇ϕdxdτ = 0, t ∈ (0, T ). (4.53)

Então, considerando ϕ̃ ∈ H1
0 (Ω) ∩ C(Ω) e ϕ(x, τ) = τ(t − τ)ϕ̃(x) em (4.53). Derivando a

expressão em relação a t duas vezes, obtemos

(v(t), ϕ̃)1 = 0,

contradizendo (4.50). Portanto, a desigualdade (4.23) é válida, finalizando a demonstração

deste resultado.
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Caṕıtulo 5

Resultados de ”Blow-up” para a

equação da onda viscoelástica

No decorrer do caṕıtulo, suponha que as Hipóteses (H-1)-(H-7) se verifiquem. Além

disso, suponha que F (s) =
∫ s

0
f(τ) dτ e que a seguinte hipótese adicional é válida.

(H-11) g0 suficientemente pequeno, de modo que (p − 1 − l−
1
2 g0 ‖a‖∞) > 0, onde l = 1 −

g0‖a‖L∞(Ω) > 0 foi definido em (2.2), na Hipótese (H-3).

No primeiro resultado de blow-up deste caṕıtulo, consideramos a energia inicial total

negativa e p > m, ou seja

Teorema 5.0.1. Seja 1 < p ≤ 5 e E(0) < 0. Suponha que as Hipóteses (H-1)-(H-7) e (H-11)

são válidas. Além disso, suponha que para todo s ∈ R e m ≥ 1, b1 |s|m+1 ≤ h(s)s ≤ b2 |s|m+1

com b1, b1 > 0, F (u) ≥ α0 |u|p+1 para algum α0 > 0 e p > m. Então, a solução fraca local u

de (2.1) possui um blow-up em um tempo finito.

Demonstração. A prova segue as ideias de Bociu e Lasiecka presentes em [5] e Georgiev e

Todorova [22]. Defina as funções

L(t) = −E(t), N(t) = ‖u(t)‖2
ρ e R(t) =

∫
Ω
F (u(t)) dx. (5.1)

Pela definição de E(t), temos que

L(t) = −1
2

(
‖ut‖2

ρ + ‖u‖2
1 +

∫ ∞
0

∫
Ω
g(s)

∥∥∥√aη∥∥∥2
)

+R(t). (5.2)

Também, de
d

dt
E(t) ≤ 0, para todo t ∈ [0, T ) temos que

d

dt
L(t) ≥ 0, para todo t ∈ [0, T ), ou

seja, L(t) é não decrescente. Pela hipótese E(t) < 0 e (5.2), obtemos que

0 < L(0) ≤ L(t) ≤ R(t), (5.3)



85

para todo 0 ≤ t < T .

Agora, baseado em Georgiev e Todorova [22], defina

Y (t) = L(t)1−α + εN ′(t),

onde 0 < α < min{1
2 ,

1
m+1−

1
p+1}, 0 < ε 6 min{L(0), 1

2CδL(0)
1
p+1−

1
m+1 +α} e Cδ é uma constante

positiva que será definida depois. Consequentemente,

Y ′(t) = (1− α)G(t)−αG′(t) + εN ′′(t). (5.4)

De m < p ≤ 5 e u0 ∈ H1
0 (Ω), temos que u0 ∈ Lm+1(Ω). Além disso, u, u′ ∈

C([0, T ];L2(Ω)), então

∫ T

0

∫
Ω
|u|m+1 dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∫ t

0
u′(τ)dτ + u0

∣∣∣∣m+1
dxdt

≤ 2m
(
Tm+1 ‖u′‖m+1

Lm+1(Ω×(0,T )) + T ‖u0‖m+1
m+1

)
<∞,

(5.5)

ou seja u ∈ Lm+1(Ω× (0, T )). Então, substituindo u na definição de solução fraca, obtemos

1
2N

′(t) =
∫

Ω
ρu1u0 dx+

∫ t

0

∫
Ω
ρ(x) |ut|2 dxdτ −

∫ t

0

∫
Ω
|u|21 dτ −

∫ t

0

∫
Ω
h(ut)u dxdτ

−
∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇η∇u dxdsdτ + (p+ 1)

∫ t

0

∫
Ω
F (u) dxdτ,

donde,

N ′′(t) = 2 ‖ut(t)‖2
ρ dxdτ − 2 ‖u(t)‖2

1 dτ − 2
∫

Ω
h(ut(t))u(t) dxdτ

−2
∫ ∞

0
g(s)

∫
Ω
a(x)∇ηt∇u(t) dxds+ 2(p+ 1)

∫
Ω
F (u(t)) dx.

(5.6)

Pelas desigualdades de Holder e Young, obtemos∣∣∣∣∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇ηt∇u(t) dxds

∣∣∣∣ ≤ 1
2

(∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2

ds+ l−
1
2 g0 ‖a‖∞ ‖∇u(t)‖2

)
.

(5.7)
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Substituindo (5.7) em (5.6), temos

N ′′(t) ≥ −2
∫

Ω
h(ut(t))u(t) dxdτ − 2

(
‖u(t)‖2

1 −
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2
ds
)

−l− 1
2 g0 ‖a‖∞ ‖u(t)‖2

1 + 2(p+ 1)
∫

Ω
F (u(t)) dx.

(5.8)

Mas, pela definição de E(t), segue que

−‖u(t)‖2
1 −

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2

ds = −2E(t)− 2
∫

Ω
F (u(t)) dx+ ‖ut(t)‖2

ρ dx

≥ 2L(t)− 2
∫

Ω
F (u(t)) dx

(5.9)

e, analogamente,

− l−
1
2 g0 ‖a‖∞ ‖u(t)‖2

1 ≥ 2l− 1
2 g0 ‖a‖∞ L(t)− 2l− 1

2 g0 ‖a‖∞
∫

Ω
F (u(t)) dx. (5.10)

Consequentemente, de (5.8), (5.9) e (5.10), obtemos

N ′′(t) ≥ −2
∫

Ω
h(ut(t))u(t) dxdτ+2

(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
) ∫

Ω
F (u(t)) dx+

(
4 + 2l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)
L(t).

(5.11)

Assim, por (5.4) e (5.11), conclúımos

Y ′(t) ≥ (1− α)L−αG′(t)− 2ε
∫

Ω
h(ut(t))u(t) dxdτ + 2ε

(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)
R(t)

+ε
(
4 + 2l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)
L(t).

(5.12)

Pelas desigualgades de Holder e Young e as hipóteses |h(s)| ≤ b2 |s|m, para todo
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s ∈ R, F (u) ≥ α0 |u|p+1 e p > m, obtemos∣∣∣∣∫
Ω
h(ut(t))u(t) dx

∣∣∣∣ ≤ b2

∫
Ω
|ut(t)|m |u(t)| dx

≤ C ‖u(t)‖m+1 ‖ut(t)‖
m
m+1

≤ C ‖u(t)‖p+1 ‖ut(t)‖
m
m+1

≤ C
( 1
α0

∫
Ω
F (u(t)) dx

) 1
p+1
‖ut(t)‖mm+1

= CR(t)
1
p+1 ‖ut(t)‖mm+1 .

(5.13)

A hipótese p > m, implica em
1

p+ 1 <
1

m+ 1 . Considere α suficientemente pequeno, de

modo que
1

p+ 1 −
1

m+ 1 + α < 0. De (5.3) e a desigualdade de Young, temos que

R(t)
1
p+1 ‖ut(t)‖mm+1 = R(t)

1
p+1−

1
m+1R(t)

1
m+1 ‖ut(t)‖mm+1

≤ L(t)
1
p+1−

1
m+1

(
δR(t) + Cδ ‖ut(t)‖m+1

m+1

)
≤ δL(t)

1
p+1−

1
m+1R(t) + Cδb1L(t)

1
p+1−

1
m+1L′(t)

= δL(t)
1
p+1−

1
m+1R(t) + Cδb1L

′(t)L(t)−αL(t)
1
p+1−

1
m+1 +α

≤ δL(0)
1
p+1−

1
m+1R(t) + Cδb1L

′(t)L(t)−αL(0)
1
p+1−

1
m+1 +α,

pois L é não decrescente e b1 ‖ut(t)‖m+1
m+1 ≤ L′(t). Com isso, (5.13) nos dá∣∣∣∣∫

Ω
h(ut(t))u(t) dx

∣∣∣∣ ≤ δCL(0)
1
p+1−

1
m+1R(t) + CδL

′(t)L(t)−αL(0)
1
p+1−

1
m+1 +α. (5.14)

Considere,

V = 1− 2εCδG(0)
1
p+1−

1
m+1 +α

e ε suficientemente pequeno de modo que V ≥ 0. Então, por (5.12) e (5.14), temos que

Y ′(t) ≥ V L(t)−αL′(t) + 2ε
(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)
R(t) + ε (4 + 2g0 ‖a‖∞)L(t)

≥ +2ε
(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)
R(t) ≥ 0,

(5.15)
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uma vez que,
(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)
≥ 0, por hipótese. Consequentemente, Y (t) é não de-

crescente em [0, T ) e

Y (t) = L(t)1−α + εN ′(t) ≥ L(0)1−α + εN ′(0).

Se N ′(0) ≥ 0, temos que Y (t) > 0 para todo t ∈ [0, T ). Se N ′(0) < 0, é necessário

impor mais uma condição acerca de ε, a saber,

0 < ε ≤ −L(0)1−α

2N ′(0) .

Em ambos os casos obtemos

Y (t) ≥ 1
2L(0)1−α > 0, (5.16)

para todo t ∈ [0, T ).

No que segue, mostraremos que

Y ′(t) ≥ Cε1−σY (t)
1

1−α , (5.17)

para todo t ∈ [0, T ), onde 1 <
1

1− α < 2 e σ = 1 − 2
(1− 2α)(p+ 1) > 0. Note que para

garantirmos que σ > 0, precisamos impor α <
p− 1

2(p+ 1) .

Primeiro, suponha que N ′(t0) ≤ 0, para algum t0 ∈ [0, T ). Então,

Y (t0)
1

1−α =
[
L(t0)1−α + εN ′(t0)

] 1
1−α ≤ L(t0). (5.18)

Disso e de (5.15), segue que

Y ′(t0) ≥ ε (4 + 2g0 ‖a‖∞)L(t0) ≥ ε1+σ (4 + 2g0 ‖a‖∞)L(t0) ≥ ε1+σ (4 + 2g0 ‖a‖∞)Y (t0)
1

1−α .

Donde, a desigualdade (5.17) é válida para todo t ∈ [0, T ) tal que N ′(t) ≤ 0.

Agora, considere t ∈ [0, T ) tal que N ′(0) > 0. Neste caso, temos que

Y (t) = L(t)1−α + εN ′(t) ≤ L(t)1−α +N ′(t)

e

Y (t)
1

1−α ≤ 2
1

1−α−1
[
L(t) +N ′(t)

1
1−α

]
. (5.19)
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Pelas desigualdades de Holder e Young, L(0) ≤ R(t) e −σ < 0, obtemos

N ′(t)
1

1−α ≤ C
(
‖ut(t)‖ρ ‖u(t)‖

) 1
1−α

≤ C
(
‖ut(t)‖2

ρ + ‖u(t)‖
2

1−2α
p+1

)

≤ C ‖ut(t)‖2
ρ + CR(t)

2
(1−2α)(p+1)

≤ C ‖ut(t)‖2
ρ + CL(0)−σR(t)

≤ C ‖ut(t)‖2
ρ + Cε−σR(t)

≤ Cε−σ
(
‖ut(t)‖2

ρ +R(t)
)
,

(5.20)

desde que ε ≤ L(0) e ε−σ > 1.

Pelas estimativas (5.15), (5.19) e (5.20), segue que

Y ′(t) ≥ Cε
[
L(t) + ‖ut‖ρ +R(t)

]
≥ Cε

[
L(t) + εσN ′(t)

1
1−α

]
≥ C1+σ

ε

[
L(t) +N ′(t)

1
1−α

]
≥ Cε1+σY (t)

1
1−α ,

isto é, a desigualdade (5.17) é válida para todo t ∈ [0, T ) tal que N ′(t) > 0. Portanto, (5.17)

é válida para todo t ∈ [0, T ).

Então, por argumentos presentes em Ball [3], de (5.16) - (5.17) temos que Y (t) tem

um blow-up em tempo finito T , onde T é dado por

T < Cε−(1+σ)Y (0)−
α

1−α 6 Cε−(1+σ)L(0)−α. (5.21)

O próximo lema mostra que o conjunto W2 é invariante com hipóteses convenientes.

Lema 5.0.1. Seja 1 < p ≤ 5 e suponha válidas as Hipóteses (H-1)-(H-9) e (H-11). Se

u0 ∈ W2, Ea(0) < d e u é a solução fraca local de (2.1) em (−∞, T ), então ut ∈ W2 para

todo t ∈ [0, T ). Além disso,

‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt∥∥∥2

H1
a

ds > 2d
(
p+ 1
p− 1

)
, (5.22)

para todo t ∈ [0, T ).
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Demonstração. Argumentando, por contradição, existe t1 ∈ (0, T ) tal que ut1 /∈ W2. Pro-

cedendo analogamente ao que foi feito na demonstração do Teorema 3.0.2, deduzimos que

ut ∈ W para todo t ∈ [0, T ). Mas, W1 ∪W2 =W e W1 ∩W2 = ∅, logo ut1 ∈ W1.

Sabemos que u ∈ C([0, T ), H1
0 (Ω)) e que a função ψ(t) = (p + 1)

∫
Ω
F (u(t))dt é

cont́ınua. Então, como u0 ∈ W2 e ut1 ∈ W1, fazendo cálculos idênticos àqueles feitos na

prova do Teorema 3.0.2, existe r ∈ (0, t1) satisfazendo

‖u(r)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s) ‖ηr‖2
H1
a
ds = (p+ 1)

∫
Ω
F (u(r))dx. (5.23)

Denote por r∗ o ı́nfimo dentre todos r ∈ (0, t1) satisfazendo (5.23). Pela continuidade,

r∗ ∈ (0, t1) e ut ∈ W2, para todo t ∈ [0, r∗).

Suponha que ur
∗ 6= 0. Como r∗ satisfaz (5.23), temos que ur

∗ ∈ M , donde, pelo

Lema 3.0.1, d ≤ J (ur∗), onde

J (ut) = 1
2

(
‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

H1
a

ds
)
−
∫

Ω
F (u(x, t))dx.

Por outro lado, J (ur∗) ≤ Ea(r∗) ≤ Ea(0) < d, gerando uma contradição.

Agora, suponha que ur
∗ = 0. De ut ∈ W2, para todo t ∈ [0, r∗), temos que

‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt(s)∥∥∥2

H1
a

ds < (p+ 1)
∫

Ω
F (u(x, t))dx ≤ C ‖u(t)‖p+1

1 ,

de onde temos ‖u(t)‖1 > 0 e

‖u(t)‖2
1 < C ‖u(t)‖p+1

1 , para todo t ∈ [0, r∗).

Dividindo ambos os lados da equação acima por ‖u(t)‖2
1, temos

1 < C ‖u(t)‖p−1
1 , para todo t ∈ [0, r∗),

ou seja, ‖u(t)‖1 >
( 1
C

) 1
p−1

> 0, para todo t ∈ [0, r∗). Pela continuidade, temos

‖u(r∗)‖1 ≥
( 1
C

) 1
p−1

> 0,

contradizendo ur
∗ = 0. Portanto, ut ∈ W2 para todo t ∈ [0, T ).

No que segue, verificaremos (5.22). Considere ut ∈ W2 fixo e λ0 obtido no Lema
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3.0.1, onde λ0 é o único ponto cŕıtico da função λ 7→ J (λv) em (0,∞), satisfazendo

‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt∥∥∥2

H1
a

ds = (p+ 1)λ0
p−1

∫
Ω
F (u(t))dx. (5.24)

Pela definição de W2, temos que λ0 < 1.

A função λ 7→ J (λv) atinge seu máximo absoluto sobre o eixo positivo em seu ponto

cŕıtico λ = λ0. Pelo Lema 3.0.1 e (5.24), temos que

d ≤ supλ≥0 J (λu(t)) = J (λ0u(t))

= 1
2λ

2
0

(
‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt∥∥∥2

H1
a

ds
)
− λp+1

0

∫
Ω
F (u(t)) dx

= 1
2λ

2
0

(
‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt∥∥∥2

H1
a

ds
)
− 1
p+ 1λ

2
0

(
‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt∥∥∥2

H1
a

ds
)

= λ2
0(p− 1)

2(p+ 1)

(
‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt∥∥∥2

H1
a

ds
)
.

E, como λ0 < 1, obtemos

‖u(t)‖2
1 +

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥ηt∥∥∥2

H1
a

ds ≥ d
2(p+ 1)
λ2

0(p− 1) > 2d
(
p+ 1
p− 1

)
,

como queŕıamos demonstrar.

Para finalizar este caṕıtulo, e nossos estudos em torno do problema (2.1), mostra-

remos um resultado de blow-up quando a energia total expandida inicial é maior ou igual a

zero e p > m.

Teorema 5.0.2. Seja 1 < p ≤ 5, u0 ∈ W2 e 0 ≤ Ea(0) < d. Suponha válidas as Hipóteses

(H-1)-(H-9) e (H-11). Além disso, suponha que é válido b1 |s|m+1 ≤ h(s)s ≤ b2 |s|m+1, para

todo s ∈ R e m ≥ 1, F (u) ≥ α0 |u|p+1 para algum α0 > 0 e que p > m. Então, a solução

fraca local u possui um blow-up em um tempo finito.

Demonstração. Nosso objetivo é provar que T é finito. Argumentaremos por contradição. De

fato, assuma que a solução u(t) de (2.1) possa ser estendida a todo intervalo [0,∞). Como

u0 ∈ W2, pelo Lema 5.0.1, temos que ut ∈ W2, para todo t ∈ R. Por hipótese, 0 < Ea(0) < d

e sabemos que Ea(t) ≤ Ea(0), para todo t.

Se existe t0 ∈ R tal que Ea(t0) < 0. Sabemos que E(t0) ≤ Ea(t0), logo E(t0) < 0.

Seguindo o mesmo racioćınio da prova do Teorema 5.0.1, obtemos que a solução fraca u não

é global, e obtemos uma contradição.



92

Então, temos que para todo t ∈ R, 0 ≤ Ea(t) ≤ Ea(0) < d. Seguindo os mesmos

passos da demonstração do Teorema 5.0.1 , defina as funções

N(t) = ‖u(t)‖2
ρ e R(t) =

∫
Ω
F (u(t)) dx. (5.25)

Note que N ′(t) = 2
∫

Ω
ρu(t)ut(t) dx, pois ut ∈ C(R;L2(Ω)). De (5.5), temos que

u ∈ Lm+1(Ω× (0, T )). Substituindo u na definição de solução fraca, obtemos

1
2N

′(t) =
∫

Ω
ρu1u0 dx+

∫ t

0

∫
Ω
ρ(x) |ut|2 dxdτ −

∫ t

0
‖u|21 dτ −

∫ t

0

∫
Ω
h(ut)u dxdτ

−
∫ t

0

∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇η∇u dxdsdτ + (p+ 1)

∫ t

0

∫
Ω
F (u) dxdτ,

donde,

1
2N

′′(t) = ‖ut(t)‖2
ρ dxdτ − ‖u(t)|21 dτ −

∫
Ω
h(ut(t))u(t) dxdτ

−
∫ ∞

0
g(s)

∫
Ω
a(x)∇ηt∇u(t) dxds+ (p+ 1)

∫
Ω
F (u(t)) dx.

(5.26)

Pelas desigualgades de Holder e Young, as hipóteses |h(s)| ≤ b2 |s|m, para todo s ∈ R,

F (u) ≥ α0 |u|p+1 e p > m, obtemos

∣∣∣∣∫
Ω
h(ut(t))u(t) dx

∣∣∣∣ ≤ b2

∫
Ω
|ut(t)|m |u(t)| dx

≤ C ‖u(t)‖m+1 ‖ut(t)‖
m
m+1

≤ C ‖u(t)‖p+1 ‖ut(t)‖
m
m+1

≤ C
( 1
α0

∫
Ω
F (u(t)) dx

) 1
p+1
‖ut(t)‖mm+1

= CR(t)
1
p+1 ‖ut(t)‖mm+1

≤ εR(t)
m+1
p+1 + Cε ‖ut(t)‖m+1

m+1 .

(5.27)
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E, pelas desigualdades de Holder e Young∣∣∣∣∫ ∞
0

g(s)
∫

Ω
a(x)∇ηt∇u(t) dxds

∣∣∣∣ ≤ 1
2

(∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2

ds+ g0 ‖a‖∞ ‖∇u(t)‖2
)

≤ 1
2

(∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2

H1
a

ds+ g0 ‖a‖∞ ‖∇u(t)‖2
)
.

(5.28)

Substituindo (5.27) e (5.28) em (5.26) e usando a definição de H1
a , temos

1
2N

′′(t) + Cε ‖ut(t)‖m+1
m+1 ≥ −εR(t)

m+1
p+1 − ‖u(t)‖2

1 −
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2

H1
a

ds

− l
1
2 g0 ‖a‖∞

2 ‖u(t)‖2
1 + (p+ 1)

∫
Ω
F (u(t)) dx.

(5.29)

Pela definição de Ea(t), segue que

−‖u(t)‖2
1 −

∫ ∞
0

g(s)
∥∥∥√a∇ηt∥∥∥2

H1
a

ds = −2Ea(t)− 2
∫

Ω
F (u(t)) dx+ ‖ut(t)‖2

ρ dx

≥ −2Ea(t)− 2
∫

Ω
F (u(t)) dx

(5.30)

e,

− l
1
2 g0 ‖a‖∞

2 ‖u(t)‖2
1 ≥ −l

− 1
2 g0 ‖a‖∞Ea(t)− l

− 1
2 g0 ‖a‖∞

∫
Ω
F (u(t)) dx. (5.31)

Substituindo (5.30) e (5.31) em (5.29), obtemos

1
2N

′′(t) + Cε ‖ut(t)‖m+1
m+1

≥ −εR(t)
m+1
p+1 +

(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
) ∫

Ω
F (u(t)) dx− (2 + g0 ‖a‖∞)Ea(t).

(5.32)
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Pela hipótese (H-11) e a desigualdade (5.22), temos que

(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
) ∫

Ω
F (u(t)) dx >

(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)

p+ 1

(
‖u(t)‖2

1 +
∫ ∞

0
g(s)

∥∥∥ηt∥∥∥2

H1
a

ds
)

>

(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)

p+ 1

(
2d
(
p+ 1
p− 1

))

= 2d
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
p− 1


= 2dγ

= 2d− 2dl− 1
2 g0 ‖a‖∞ ,

(5.33)

onde γ = p− 1− l− 1
2 g0 ‖a‖∞

p− 1 < 1. Então, de

1.
(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)

= (δ − δ + 1)
(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)
,

obtemos(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
) ∫

Ω
F (u(t)) dx = (δ − δ + 1)

(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
) ∫

Ω
F (u(t)) dx

> δ
(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
) ∫

Ω
F (u(t)) dx

+2d(1− δ)− 2d(1− δ)l− 1
2 g0 ‖a‖∞ .

(5.34)

Por outro lado, de 0 ≤ Ea(t) ≤ Ea(0) < d, existe δ > 0 satisfazendo

0 ≤ Ea(t) ≤ Ea(0) ≤ (1− δ)d,

para todo t ∈ R. Então,

−
(
2 + l−

1
2 g0 ‖a‖∞

)
Ea(t) ≥ −

(
2 + l−

1
2 g0 ‖a‖∞

)
(1− δ)d

= −2d(1− δ)− d(1− δ)l− 1
2 g0 ‖a‖∞

≥ −2d(1− δ)− 2d(1− δ)l− 1
2 g0 ‖a‖∞ .

(5.35)
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Combinando (5.32) (5.34) e (5.35), temos

1
2N

′′(t) + Cε ‖ut(t)‖m+1
m+1 ≥ −εR(t)

m+1
p+1 + δ

(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
) ∫

Ω
F (u(t)) dx. (5.36)

Suponha que S(t) > 1. De p > m temos m+1
p+1 < 1 e, consequentemente, S

m+1
p+1 (t) <

S(t). Então, tomando

0 < ε <
δ
(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)

2
e usando (5.33), conclúımos por (5.36) que

1
2N

′′(t) + Cε ‖ut(t)‖m+1
m+1 ≥

δ
(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)

2

∫
Ω
F (u(t)) > δdγ. (5.37)

Agora, suponha S(t) ≤ 1. Neste caso S
m+1
p+1 (t) < 1, então tomando 0 < ε < δdγ e

usando (5.33) em (5.36), obtemos

1
2N

′′(t) + Cε ‖ut(t)‖m+1
m+1 ≥ 2δdγ − ε > δdγ. (5.38)

Então, considerando 0 < ε < min

δ
(
p− 1− l− 1

2 g0 ‖a‖∞
)

2 , δdγ

, por (5.37) e (5.38)

temos para qualquer S(t), que é válido

N ′′(t) + 2Cε ‖ut(t)‖m+1
m+1 ≥ 2δdγ,

ou ainda, integrando a desigualdade acima sobre (0, t)

N ′(t)−N ′(0) + 2Cε
∫ t

0
‖ut(t)‖m+1

m+1 dτ ≥ (2δdγ) t. (5.39)

Mas, como h(s)s ≥ |s|m+1 para qualquer s ∈ R, temos que

∫ t

0
‖ut(t)‖m+1

m+1 dτ ≤ C
∫ t

0

∫
Ω
h(ut)ut dxdτ

≤ C(E(0)− E(t))

≤ CE(0) < Cd,

(5.40)

onde usamos a relação E(t) ≤ Ea(t) e a hipótese Ea(0) < d.
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Substituindo (5.40) em (5.39), vemos que

N ′(t) > (2δdγ)t+N ′(0)− Cεd

o que implica em

N(t) > (δdγ)t2 + (N ′(0)− Cεd) t+N(0), (5.41)

ou seja, se t→∞, N(t) possui um crescimento quadrático.

Por outro lado, utilizando a desigualdade de Holder e (5.40), observamos que

N(t) ≤ C ‖u(t)‖2
L2(Ω)

= C
∫

Ω

∣∣∣∣u0 +
∫ t

0
ut(τ) dτ

∣∣∣∣2 dx

≤ 2C ‖u0‖2 + 2Ct
(∫ t

0

∫
Ω
|ut(τ)|2 dxdτ

)

≤ 2C ‖u0‖2 + 2Ct (t. |Ω|)
m−1
m+1

(∫ t

0

∫
Ω
|ut(τ)|m+1 dxdτ

) 2
m+1

< 2C ‖u0‖2 + 2Cd
2

m+1 t
2m
m+1

≤ 2C ‖u0‖2 + Cd
2

m+1 t2,

para t > 1, uma vez que
2m
m+ 1 < 2, gerando uma contradição com (5.41).

Portanto, como em ambos os casos obtemos uma contradição, a solução fraca u(t)
não pode ser estendida a todo o intervalo [0,∞).
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