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RESUMO

Neste trabalho, estudamos os diagramas divergentes de dobras e os difeomorfismos reversi-
veis por meio de uma associa¢do com pares de involugdes. Vamos dar énfase ao contexto linear,
determinando primeiramente as formas normais das s-uplas de involucdes lineares e transver-
sais em (R",0). Utilizamos essas formas normais para classificar os diagramas divergentes de
dobras associados as uplas de involucdes. Em um segundo momento, determinamos os subes-
pacos de pontos fixos, as simetrias e as simetrias reversiveis de difeomorfismos reversiveis da
forma F = ¢1 o @3, em que (@1, @2) é um par de involugdes lineares e transversais, com o
intuito de analisar a dindmica discreta gerada por F. Completamos nosso estudo analisando o
comportamento dos subespacos de pontos fixos de duas sequéncias de involugdes reversiveis

associadas a F.

Palavras-chave: Pares de involucdes, formas normais, diagramas de dobras, difeomorfismos

reversiveis, simetrias, conjuntos de pontos fixos.



ABSTRACT

In this work, we study the divergent diagrams of folds and the reversible diffeomorphisms
through an association with pairs of involutions. We emphasize the linear context, first deter-
mining the normal forms of the s-tuples of linear and transversal involutions in (R",0). We
use these normal forms to classify the divergent diagrams of folds associated with the tuples of
involutions. In a second moment, we determine the fixed-points subspaces, the symmetries and
reversible symmetries of reversible diffeomorphisms of the form F = ¢1 o @3, where (@1, ¢2)
is a pair of linear and transversal involutions, in order to analyze the discrete dynamics gener-
ated by F. We complete our study by analyzing the behavior of the fixed-points subspaces of

two sequences of reversible involutions associated with F.

Keywords: Pairs of involutions, normal forms, diagrams of folds, reversible diffeomorphisms,

symmetries, fixed-points sets.
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INTRODUCAO

O termo involugdo tem diferentes conotagdes dependendo do contexto em que estd inserido.
No presente trabalho, uma involugdo é um germe de um difeomorfismo ¢ : (R",0) — (R",0)
que coincide com sua inversa. No estudo local, este conceito vem ganhando cada vez mais
espaco, desde o estudo de Devaney [ 0] que utiliza pares de involucdes para analisar os difeo-
morfismos reversiveis em espacos de dimensao par, até a classificacao de diagramas divergentes
de dobras associados as uplas de involucdes, como visto em [17].

A ideia de determinar formas normais de um objeto € algo amplamente utilizado na matema-
tica. Tentativas de linearizac¢do sao um exemplo classico disto, como no teorema de lineariza¢ao
de Hartman—Grobman [13]. No caso das formas normais de involu¢des, elas desempenham um
papel relevante na classificagdo de outros objetos tais como difeomorfismos reversiveis, diagra-
mas divergentes de dobras e campos de vetores descontinuos (veja [3, 17, 18, 24]). Uma vasta
colecdo de problemas envolvendo involugdes € apresentada por Voronin [26].

No estudo dos diagramas divergentes de dobras, Teixeira [24] mostra que a CO—equivaléncia
(conjugagdo simultinea por um homeomorfismo) entre dois pares de involugdes (@1, o) €
(1, Y) em (R%,0) implica na equivaléncia entre os diagramas divergentes de dobras
(f1, f2) e (g1,82) associados a tais pares, respectivamente. Mais tarde, Mancini, Manoel e
Teixeira [ | 7] generalizam esse resultado garantindo que dois diagramas divergentes de dobras
(fi,---, fs) e (g1,--.,8s) em (R",0) sdo equivalentes se, e somente se, as uplas de involu-
¢oes associadas (@1,...,@s) e (P1,...,Ps) em (R",0) sdo equivalentes, para todo s, n > 2.
Sendo assim, classificar as uplas de involu¢des e determinar suas formas normais € suficiente
para classificar os diagramas divergentes de dobras associados.

A classificacdo de pares de involugdes também tem sua importancia no estudo dos difeomor-
fismos reversiveis. Um germe de um difeomorfismo F : (R",0) — (R",0) é dito ¢-reversivel

se Fop = @oF ~1. Nestas condicdes, @ € chamada de simetria reversivel de F. Em nosso



estudo, assumimos que existe sempre uma involugdo ¢ de forma que F seja ¢-reversivel. Neste
caso, é possivel associar F a um par de involugdes (@1, @), onde @1 e @, sdo simetrias re-
versiveis de F tais que F = ¢ o @,. Por esta razdo, a classificacdo desses pares implica na
classificacdo dos difeomorfismos reversiveis. Neste contexto, Baptistelli, Labouriau e Manoel
[3] utilizam a classificac@o dos pares de involucdes lineares e transversais obtida em [ 7] para
compreender a dindmica gerada por F.

Por sua vez, os sistemas dinamicos reversiveis tém diversas aplicagdes na fisica e nas enge-
nharias. Exemplos de trabalhos que exploram o significado fisico de tais sistemas sdo [0, 23].
Do ponto de vista matemadtico, os sistemas reversiveis continuos podem ser estudados usando
ferramentas da teoria invariante de grupos e da teoria de singularidades, como podemos ver em
[1,4,5,15,16,20,25]. No presente trabalho, estudamos os sistemas reversiveis discretos por
um viés algébrico, porém buscando também entender a sua dindmica. E valido mencionar que,
sob certas condi¢des, o estudo a tempo discreto apresenta uma diferenca se comparado ao caso
continuo, que € a existéncia de infinitas simetrias e simetrias reversiveis de um difeomorfismo
reversivel sob uma involucao (Proposi¢cdo 1.10). Tal fato ndo € esperado, em geral, no estudo
de campos de vetores (tempo continuo) reversiveis sob uma involugao.

O texto estd organizado da seguinte forma. O Capitulo | apresenta os conceitos e as pro-
priedades que utilizamos no decorrer do texto. Na Secdo 1.1, estudamos algumas propriedades
de matrizes em blocos que serdo utilizadas na Sec¢do 3.3, quando trabalhamos com as sus-
pensdes de germes de aplicagdes. Na Secdo 1.2, abordamos os difeomorfismos reversiveis
F: (R",0) — (R",0), associado-o a um par de involugdes (@1, ¢2) em (R",0) formado por
simetrias reversiveis de F. Um estudo introdutério da dindmica gerada por F € apresentado na
Secdo 1.3 juntamente com o estudo dos conjuntos de pontos fixos e antipodais, que sdo centrais
nos proximos dois capitulos. As propriedades bésicas de um conjunto de involugdes via equi-
valéncia sdo apresentadas na Se¢do 1.4, onde provamos uma versdao adaptada ao nosso estudo
do teorema de linearizacdo de Bochner-Montgomery [21] em conjuntos compactos (Teorema
1.23). No nosso caso, o grupo ¢ abeliano e gerado por involugdes, o qual provamos ser finito
e, consequentemente, compacto. Esta linearizacdo nos permite considerar uma estrutura de
subvariedade diferencidvel para os conjuntos de pontos fixos. Na Secdo 1.5, introduzimos bre-
vemente a teoria invariante sob a acdo de um grupo de Lie linear, com destaque para o Teorema
de Schwarz (Teorema 1.34).

No Capitulo 2, estudamos os diagramas divergentes de dobras e encontramos as formas
normais dos pares (@1, 2) de involugdes lineares e transversais em (R",0). A relagdo entre
dobras e involugdes ¢é trabalhada na Sec@o 2.1, onde mostramos que dada uma dobra f em
(R",0) podemos sempre obter uma tnica involu¢do ¢ que estd associada a ela (Proposigdo

2.4). Contudo, @ estd associada a uma quantidade infinita de dobras. Mais precisamente, o



conjunto das dobras associadas a ¢ é o conjunto das dobras L-equivalentes a f (Coroldrio
2.16). Na Secdo 2.2, utilizamos a Proposi¢ao 2.4 juntamente com o Corolario 2.16 como base
para mostrar que a classificacdo dos diagramas divergentes de dobras esta relacionada com a
classificacdo das uplas de involucdes associadas (Teorema 2.20). Esse resultado é mais uma
razdo para determinar as formas normais para as uplas de involu¢gdes. Na Secdo 2.3, com as
hipéteses de linearidade e transversalidade, classificamos os pares de involugdes em (R",0),
para n = 2 na Subsecdo 2.3.1 e paran > 3 na Subsecdo 2.3.2.

No Capitulo 3, utilizamos as formas normais obtidas nas Subse¢des 2.3.1 e 2.3.2 para anali-
sar os difeomorfismos reversiveis em (R",0) da forma F = @1 o @7, com @1 e ¢, involugdes
que se comportam como simetrias reversiveis de F. A Secdo 3.1 é dedicada a estudar as sequén-

cias de involugdes
ok=p20F% ¢ g =F"log, (1)

para k > 1, as quais também sao simetrias reversiveis de F. Mostramos a existéncia de duas
cadeias de subvariedades de pontos fixos dessas involug¢des (Corolério 3.5) cujas dimensdes
podem ser obtidas a partir das dimensdes de Fix(¢1) e de Fix(¢@,) (Coroldrio 3.6). Além
disso, mostramos como determinar as simetrias e simetrias reversiveis de F a partir das simetrias
e simetrias reversiveis de sua forma normal (Proposicdo 3.7). Na Sec¢do 3.2 determinamos as
formas normais para os difeomorfismos reversiveis no plano, com a hipéteses de linearidade e
transversalidade sobre as involugdes @1, @2 : (R%,0) — (R?,0). Também reconhecemos as
simetrias e simetrias reversiveis de F, bem como os subespacos de pontos fixos das involucdes
@y € (p,'( definidas em (1). Na Secdo 3.3, generalizamos os resultados da secdo anterior para o
caso em que n > 3, utilizando o conceito de suspensdes. Na Secdo 3.4, estudamos as Orbitas

dos pontos x € (Rz, 0) com respeito a dinAmica discreta gerada por F.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

O objetivo central desse capitulo é definir conceitos, relembrar propriedades e estabelecer
notagdes que serdo utilizadas nos proximos capitulos. Comecamos relembrando algumas pro-
priedades de matrizes. Por simplicidade, confundiremos matrizes com transformagdes lineares,
tendo em mente a associagdo que existe entre elas, fixada uma base.

Este capitulo estd dividido em cinco secdes. Na Secdo 1.1, apresentamos algumas proprie-
dades de matrizes em blocos. Na Se¢do 1.2, introduzimos os conceitos de difeomorfismo rever-
sivel, de simetria e simetria reversivel de um difeomorfismo, bem como provamos propriedades
basicas de uma classe especial de simetrias, as involugdes. Na Se¢do 1.3, definimos os conjun-
tos de pontos fixos de um germe e introduzimos a relagdo desses conjuntos com a dinamica dos
difeomorfismos reversiveis e das involucdes. Na Secdo 1.4, estudamos as s-uplas de involugdes
mediante uma relacdo de equivaléncia e introduzimos o conceito de transversalidade, que sera
utilizado no Capitulo 2 na classificacdo dos pares de involucdes e dos diagramas divergentes
de dobras associados. Para finalizar o capitulo, na Secdo 1.5 apresentamos brevemente a teoria

invariante sob a acdo de um grupo de Lie linear cujo principal resultado € o Teorema 1.34.

1.1 Matrizes

Quando se trata de matrizes quadradas de ordens maiores, calcular seu determinante ou até
mesmo verificar se ele € ndo nulo pode ser uma tarefa complicada. Um forma interessante de
trabalhar com matrizes de maior tamanho € dividi-las em blocos. As duas seguintes proposicoes
nos cedem uma boa forma de calcular o determinante de uma matriz em blocos. Para mais

detalhes, veja [2].
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Proposicao 1.1. Seja A uma matriz quadrada escrita em blocos como

M | R
A= ,
Orxs | N
onde 0, denota a matriz nula de ordem r X s. Entdo,
det A = det M det N.

Demonstragdo. Veja [2, Chapter 10, p. 230]. U
Proposicao 1.2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n escrita em blocos como

M| R

A= ,

onde M e N sdo matrizes quadradas de ordem p < n e q < n, respectivamente. Suponha que

M seja inversivel. Entdo,
det A = det Mdet(N — SM™!R).
Demonstracdo. Considere a matriz

B:< Iy Opxq>
-smt) 1 )’

onde I, e I; sdo as matrizes identidades de ordem p e g, respectivamente, € 0, x4 € a matriz nula

de ordem p x g. Como B é uma matriz triangular inferior, segue que det B = 1 e, portanto,

detA = det( Iy — ‘ Opxq > det (ﬁ‘ﬁ)
—-SM ‘ Iq S|IN
= det Ly ‘ Opxq M \ R
—SM! ‘ Il] S ‘ N

M | R
Ogsp | N — SM7IR
= detMdet(N — SM™IR),

= det

em que a dltima igualdade segue da proposi¢ao anterior. ]

O posto de uma matriz de qualquer ordem corresponde ao niimero de linhas ou de colunas
linearmente independentes da matriz. Tal conceito € um dos primeiros tdpicos abordados em
um bom curso de dlgebra linear tanto para a resolucdo de sistemas lineares quanto para a com-
preensdo de transformagdes lineares. Em nosso contexto, usaremos o posto de uma matriz no
estudo de dobras realizado na Se¢do 2.1. Com esse intuito, apresentamos o seguinte resultado
(veja [l 1, 11, Lemma 5.2]).
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Lema 1.3. Seja S uma matriz de ordem m X n com

()

onde A é uma matriz inversivel de ordem k. Entdo postO(S) = k se, e somente se,

D—-CA 'B=o.

Demonstragdo. Considere

T:( Iy 0k><m—k>.
~CA7Y| Ly

det(T) = det(Iy) det(l,,_x) =1 #0,

Pela Proposicao 1.1,

donde segue que T € inversivel. Logo,

A B
posto(S) = posto(TS) = posto ( 0 D_cA B ) . (1.1)

Claramente, se D — CA 1B = 0, entdo
posto(S) = posto(A) =k,
visto que A & inversivel. Agora, se posto(S) = k = posto(A), de (1.1) obtemos que
posto(D —CA™'B) =0,

e, consequentemente, D — CA 1B =0.
O

A diagonalizag¢do de matrizes também € um assunto de grande interesse em dlgebra linear,
pois as facilidades de se trabalhar com a forma diagonal de uma matriz sdo inimeras, inclusive
no cédlculo do determinante. A propriedade de uma mesma base diagonalizar duas matrizes
simultaneamente estd intimamente ligada com um dos casos da classificagdo feita nas Subsecdes
2.3.1e2.3.2. Assim, € natural que busquemos alguma equivaléncia para esta propriedade, o que

€ apresentado a seguir.

Proposicao 1.4. Sejam A e B matrizes n X n diagonalizdveis. Entdo A e B sdo simultanea-

mente diagonalizdveis se, e somente se, AB = BA.
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Demonstracdo. Suponha que A e B sejam simultaneamente diagonalizaveis. Assim, existe

uma matriz inversivel P de forma que PAP~ ! e PBP~! sejam matrizes diagonais. Logo,

PABP™! = (PAP!)(PBP!)
= (PBPY)(PAPY)
= PBAP L.

Portanto, AB = BA.

Reciprocamente, suponha que AB = BA. Sejam Ay, ..., Ax os autovalores distintos de A.
Considere E; o autoespago associado ao autovalor A;, paratodoi =1, ..., k. Observe que, para
todov € E;,

A(B(v)) = B(A(v)) = B(Aiv) = AiB(v).

Logo, B(v) € E;, paratodo v € E; etodoi = 1,...,k, isto é, E; é B-invariante. Assim,
podemos definir o operador linear
Bi : Ei — Ei
v — B(v)

7

paracadai = 1,..., k. Fixado i, escolha uma base y; = {01,1', een, UW-} para o autoespaco E;.
Complete y; a fim de formar uma base para R", digamos 7. Assim, a matriz de B na base y; é

dada como uma matriz em blocos por

By, | Vi
[B],, = ( ! , (1.2)
Vi O(n—ri)xri Xi

onde Y; e X; sdo blocos de matrizes de ordem r; X (n —r;) e (n —r;) X (n — r;), respectiva-

mente, paratodo i = 1,..., k. Denote por mg(x) e mp,(x) os polindmios minimais de B e B,
respectivamente. Entao,

mB([B]yl/,) = Onxn,
onde 0, x5, € a matriz nula de ordem n. Por (1.2) segue que

my([Bily) |  Zi )

O(nfrl-) xr; | MB (Xl)

mp([Bly;) = (

para alguma matriz Z;, visto que para quaisquer matrizes quadradas C e D temos que
cl=\" [cm| «
olp) \ o |D"

mB([Bi]%) = 0, xr;-

para todo m € N. Logo,
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Como mp,(x) é o polindmio moénico de menor grau que anula B;, concluimos que mp, (x) divide
mp(x). Agora, B é diagonalizével e, portanto, seu polindmio minimal mpg(x) é o produto
de fatores lineares. Portanto, mp (x) é o produto de fatores lineares, donde segue que B; é
diagonalizavel. Seja 3; uma base para E; formada por autovetores de B g para cada i =
1,...,k. ComoR" = E; & - - - & Ej, temos que

k
B=JBi
i—1

é uma base de R" formada por autovetores de A e de B, provando que A e B sdo simultanea-
mente diagonalizaveis.
]

1.2 Difeomorfismos reversiveis

O estudo dos difeomorfismos reversiveis € o principal assunto deste trabalho e, nesta se¢ao,
introduzimos algumas defini¢des e resultados da abordagem que iremos adotar. Nosso objetivo
¢ estudar os germes de difeomorfismos que sdo reversiveis segundo uma involugdo. Veremos
que esta condi¢cao implicard em resultados interessantes, do ponto de vista local, sobre a dina-
mica discreta gerada por um difeomorfismo.

A principal referéncia nesta secdo € [3]. Comegamos com a defini¢do de um germe. Sem
perda de generalidade, o estudo local desenvolvido no presente trabalho é em torno da origem
0 e R"

Definicdo 1.5. Seja F : U; C R" — R" uma aplicagdo definida em uma vizinhanga U de 0
tal que F(0) = 0. O germe de F na origem, denotado por F : (R",0) — (R",0), é o conjunto
das aplicagoes G : U, C R" — R” tais que existe uma vizinhanca U C Uy N U, de 0 com

F\u - Glu'

Quando F for um difeomorfismo, dizemos que F : (R",0) — (R",0) é um germe de um

difeomorfismo.

Por conveniéncia, a palavra “germe” serd omitida em alguns casos, contudo sempre estare-
mos considerando os germes de aplicagdes em vez das aplicagoes.

Considere Q o grupo das aplicagdes inversiveis em (R”,0) munido da composi¢do. Defina

®:0x (R%,0) — (R",0)

(p,x) — @(x) (-
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e observe que @ é uma agéo de Q em (R",0). De fato, o elemento neutro de Q é o germe da
aplicacdo identidade Id, : (R",0) — (R",0) tal que

O (Id,, x) = 1d,(x) = x,
para todo x € (R",0). Além disso, dados ¢, ¢ € Q temos

(@, @(p,x)) = (@, d(x)) = p(P(x)) = pod(x) = P(pog,x),

para todo x € (R",0). Vale ressaltar que a agdo ® ndo € linear, visto que se tomarmos ¢ :
(R",0) — (R",0) definida por

o(x1,x2, ..., %n) = (x],%2,..., Xn)

temos que @ € Q e, no entanto, a restricdo de ® a {@} x (R",0) ndo é linear.
A partir de agora, denotamos @ (¢, x) por @(x), para simplificar a notagdo. Fixado um
germe de um difeomorfismo F : (R"”,0) — (R",0), podemos definir dois subconjuntos de Q

que nos ajudam a estudar a dindmica gerada por F.

Defini¢io 1.6. Seja ¢ € Q. Um germe de um difeomorfismo F : (R",0) — (R",0) é dito
@p-equivariante se F o @ = @ o F e é dito p-reversivel se Fop = @oF ~1. No primeiro caso,

@ é uma simetria de F e no segundo caso ¢ € um simetria reversivel de F.

Observacao 1.7. Seja ¢ € Q. Se @ for uma simetria reversivel para um germe de um difeo-
morfismo F : (R",0) — (R",0), entdo ¢ também é uma simetria reversivel para F~1. Com
efeito, se

Fop=g@oFt,
entdo F o ¢ o F = ¢, donde segue que
Flop=F'lo(FopoF)=go(F 1L

Denote por 'y o conjunto de todas as simetrias de um germe de um difeomorfismo F, isto

I ={peQ; Fop=@oF}.

Note que 'y # (), pois a identidade Id,, € Q é uma simetria de F. Sejam ¢,y € T';.. Entdo,
(pov)oF=go(poF)=go(Fop)=(poF)op=(Fop)op=Fo(poy),

donde segue que @ o 1P também € uma simetria de F. Além disso, como ¢ o F = F o ¢, temos

@oFog ! = Fe,portanto,

Fopl=¢ loF
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Assim, (p_1 também € uma simetria de F. Deste modo, o conjunto Iy € um subgrupo de Q.

Vamos denotar o conjunto das simetrias reversiveis de F por I'_, ou seja,
I ={peQ;Fop=9poF N ={pecQ; Flop=g¢oF},

em que a segunda igualdade segue da Observagdo 1.7. Suponha que I'_ # () e observe que
fixado 6 € T_, temos I'_ = dI'y. De fato, primeiramente note que dado ¢ € I, entdo

o @ =@o 1, ou seja, @ também € uma simetria de F~!. Entdo
Fo(§op)=(Fos)op=(50F Nop=2560(F lop)=50(poF )= (s0g)oF ",

donde segue que 6 o € I'_ e, consequentemente, 5[y C I'_. De modo andlogo ao que fizemos
para ', é possivel mostrar que se 6 € I_, entdo 5 1erl . De fato,se Fod =060 F’l, entao

5 1oFos=F! implicando que
s toF=Flost,
ou seja, 5! & uma simetria reversivel de F. Logo, dado ¢ € I'_, temos
Fo(6lop)=(Fos Nop=(5toF Hop=6"'o(Flop)=6"'lo(poF)=(6"1op)oF.
Assim, 5 to @ € 'y e, portanto,
p=056081ogpe oy,

0 que prova a outra inclusdo. Logo,
_ =6l,, (1.4)

para todo 4 € I'_ fixado, o que mostra que I'_ € uma classe lateral de I';.. Assim, podemos

escrever o conjunto de todas as simetrias e simetrias reversiveis de F como
=T Udl.

Queremos agora verificar se ' = 4", tem estrutura de grupo. J4 mostramos que se 6 € I_,
entdio ' € T_. Com isso, I'_ possui os inversos de seus elementos. No entanto, dados

@, P € I'_ temos que
Fo(poyp)=(Fop)op=(poF op=po(Flop)=¢po(poF)=(porp)oF,

ou seja, @ o P € I'y. Uma condicdo necessdria e suficiente para ['_ ter estrutura de grupo, sob

a operacdo de composicdo, € a seguinte.

Proposicio 1.8. O conjunto T'_ tem estrutura de grupo se, e somente se, I+ NT_ # (). Neste

caso, ' =1T_.
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Demonstragdo. Inicialmente, note que 'y NT_ # () se, e somente se, 'L = I'_. De fato,
suponha que exista d € ' NT—. Como é € I'_, temos ['_ = 8"y. Agora, como ¢ € I}, segue
que 61"y = I'y. Portanto, ' = I";.. A reciproca é dbvia.

Assim, se I'_ for um subgrupo de Q, entdao Id, € I'y NT_ e, portanto, ' = T'y. Clara-

mente, se [ = I'_ entdo ['_ € um grupo.
O

Portanto, o conjunto ['_ ndo tem sempre uma estrutura de grupo. Vale ressaltar que exigir

L = I'_ € equivalente a exigir F? = Id,,. De fato, se ¢ € Q for tal que
(poF_1 =Fop=@oF,

entdo como @ € inversivel temos F -1 - F Reciprocamente, se F = F *1, entdo por definicdo
@ € I'; se, e somente se, @ € I'_. Este € o tinico caso para o qual I'_ € um grupo e serd tratado
com mais detalhes na Subse¢do 3.2.1.

Uma classe particularmente importante de simetrias (reversiveis ou ndo) sao as involugdes.
Uma involucio € um objeto amplamente utilizado nas mais diversas dreas da matematica, desde
a matemadtica aplicada e computacional a dlgebra abstrata. Em cada area a defini¢do de invo-
lucdo é adaptada para as necessidades especificas. No nosso contexto, para um estudo local,

vamos assumir que involugdes sdo germes de difeomorfismos iguais ao seu inverso.

Defini¢io 1.9. Uma involugdo é um germe de um difeomorfismo ¢ : (R",0) — (R",0)

satisfazendo @ o @ = Id,,.

A partir de agora, vamos assumir que sempre existe uma involu¢do em I'_. Isso nos permite
mostrar que os difeomorfismos reversiveis estdo em correspondéncia biunivoca com pares de
involucdes. Mais precisamente, vamos identificar F com um par de involucdes da seguinte

forma. Suponha que ¢ seja uma involugdo. Entdo, F € @1-reversivel se, e somente se,
F=@i0¢2,
para a involugdo @y = @1 o F. Com efeito, se F for ¢1-reversivel, entdo ¢y = ¢ o F satisfaz
@200 =@10Fo@ioF =@iopioF 'oF =1Id,
ou seja, @» € uma involucdo. Claramente, como (p% = Id,, entdo
F=g¢joF=giop10F =g@i0¢.

Reciprocamente, se F for um difeomorfismo da forma F = ¢ o ¢y, com ¢, = @1 o F uma

involucgdo, entdo 1 = @p o F -1 e, portanto,

el = (p2oF )y 1 =Fogp,! =Fog,.
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Segue que
Fopi=Fo(pyoF )= (Fog,)oF! :(pl_lol-“_1 — o F L

pois @1 € uma involugdo. Portanto, F é ¢q-reversivel. Observe que ¢, também € uma simetria

reversivel de F, visto que
Fopy=¢;' =200, 0@ =@yoF .

Portanto, dado um germe de um difeomorfismo F : (R",0) — (R",0) podemos associd-lo a
um par (@1, @2) de involugdes que sdo simetrias reversiveis de F.

Daqui em diante, assumimos
F =109,

com @1, @, involugdes pertencentes a ['_. Mais geralmente, existe uma sequéncia infinita de
pares de involugdes (@, (p,i) tais que F € @y e (p;(— reversivel, desde que F™ # Id,, para todo

m € N. Tais aplicagdes sao definidas por

/

Or = @202 e @, =F"log, (1.5)

para todo k € N, com k > 1. Parak = 1 e k = 2, recuperamos @1 € @2, com ¢} = @1.
Vejamos que @y é, de fato, uma involug¢do e uma simetria reversivel de F, para todo k € N.

Inicialmente, temos que se ¢ é um simetria reversivel de F, entdo
<poFk:F_k0(p, (1.6)

para todo k € N. Provamos isso por indugdo sobre k. O caso k = 1 segue da Definicdo 1.6.

Agora, suponha que a igualdade (1.6) seja valida para algum k € N. Logo,
poFFl = poFroF=F*opoF=F % oF lop=F ko,
o que conclui a indugdo. Assim, dado k € N, temos que
Propr = (2o F*?) o (a0 F*%) = ppo a0 F* 20 F*2 = 1d,, (1.7
donde segue que @; € uma involugdo. Além disso,
Fopr=FopoFF2=qy0F 1oFF2=gp,0 FF2cF 1 =gpgoF! (1.8)

e, portanto, @, € I'_. De modo andlogo, obtemos as mesmas conclusdes para (p,’c, para todo
k € N.

Até o momento ndo temos muitas informagdes sobre os conjuntos de simetrias '} e '_.
Agora, com o uso das involucdes definidas em (1.5), somos capazes de concluir sobre a cardi-

nalidade de tais conjuntos.
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Proposicdo 1.10. Seja @1 : (R",0) — (R",0) uma involugédo e F : (R",0) — (R",0) um
germe de um difeomorfismo @1-reversivel tal que F"* # 1d,, para todo m € N. Entdo, F tem

um grupo de simetrias infinito e um conjunto de simetrias reversiveis infinito.

Demonstragcdo. De acordo com a Defini¢cdo 1.6, F é uma simetria de si mesmo. Considere o
subgrupo de I'; gerado por F,
[F] = {F; k€ Z}.

Observe que se Fk = Fi, para algum k, j € Z, entdo
F*i = 1d, = FIX,

Como F™ # Id,, para todo m € N, segue que F¥ # F/, para todo k # j. Assim, [F] é um
subgrupo infinito, o que prova que I'y também € infinito. Para as simetrias reversiveis, observe
que as involugdes definidas em (1.5) sdo distintas para todo k € N. Com efeito, se o = @,
entao

@20 FK"2 = gy 0 FI72,

o que implica em F¥ = F/. Como FF # FJ, segue que @) # ®j, para todo k # j. Logo, o
subconjunto
{or; ke N} CT_

€ infinito e, portanto, ' é um conjunto infinito.

1.3 Dinamica e os conjuntos de pontos fixos

Dada uma aplicagdo F : R" — R", é sempre possivel considerar um sistema dindmico
associado que se obtém fazendo as iteradas de F. Este é chamado de sistema dinamico discreto.
Estamos interessados em estudar o comportamento dos difeomorfismos reversiveis mediante
essa dindmica. Um estudo mais aprofundado sobre os sistemas dinamicos discretos pode ser
visto em [14]. Nossa principal referéncia nesta e na préxima secao é [17].

Para nossos propositos, a seguinte defini¢do de sistema dindmico discreto € suficiente.

Defini¢sio 1.11. Dado um germe de um difeomorfismo F : (R",0) — (R",0), um sistema
dindmico discreto é uma sequéncia de pontos x; € (R",0) tal que cada ponto estd relacionado
ao anterior por meio da equacao

Xer1 = F(xg). (1.9)
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A equagdo de evolugdo dada em (1.9) permite determinar o estado X1 num instante f;; a
partir do estado xj no instante f;. Logo, o estado em um sistema discreto s6 muda em periodos
determinados {t; k € Z}, em oposi¢do ao tempo continuo, permanecendo constante no inter-
valo de tempo entre dois desses periodos. Referimo-nos assim ao tempo discreto. Mais especi-
ficamente, dado um estado inicial xy € (]R”, 0), a evolucdo desse estado € obtido aplicando-se

F sucessivamente, ou seja,

X1 = F(xo),
x = F(x1) = F(F(x0)) = F*(x0),

xp = F(xe_1) = F¥(xo).

Ou ainda,
X_1 P_l(xo),
X2 F'(x_1) = F7Y(F N (x0)) = F*(xq),
Yo = F ' (x_p1) = F¥(x0).

Assim, podemos definir as Orbitas discretas de um sistema dinadmico, nas quais o tempo

aumenta em passos discretos.

Definicdo 1.12. Seja F : (R",0) — (R",0) um germe de um difeomorfismo. A F-6rbita de

x € (R",0) é o conjunto ordenado
{x = F¥(x); k € Z}.

Quando F estiver subentendido chamaremos a F-6rbita de x apenas de 6rbita de x. No caso

em que F admite simetrias reversiveis, temos o seguinte resultado.

Lema 1.13. Se F : (R",0) — (R",0) for um germe de um difeomorfismo @-reversivel, entdo
@ levard a F-6rbita de x € (R",0) na F~-6rbita de ¢(x), preservando a ordem.

Demonstragdo. Seja x € (R",0). Se z pertence a F-6rbita de x, entdo z = F¥(x), para algum
k€ Z.Como@oF=F 1o, segue de (1.6) que

0(2) = @(F*(x)) = (9 o F)(x) = (F o) (x) = (F 1) (e (x)).

Assim, ¢(z) pertence 2 F~1-6rbita de ¢(x) para o mesmo k.
[]

Com o estudo das 6rbitas surge, naturalmente, o conceito de ponto fixo de uma 6rbita ou
de um germe. Nosso objetivo agora é apresentar o conceito de conjunto de pontos fixos e
estabelecer algumas propriedades que serdo utilizadas recorrentemente no texto, tal como a

Proposicao 1.15.
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Definicao 1.14. O conjunto de pontos fixos de um germe @ € () é definido por
Fix(p) = {x € (R",0); ¢(x) = x}
e o conjunto de pontos fixos de um subgrupo X < Q € definido por
Fix(X) = {x € (R",0); ¢o(x) =x, Vo € L}.

Na defini¢do anterior é necessdrio considerar os conjuntos Fix(X) e Fix(¢) como germes
na origem do seguinte modo: sejam A C R" e B C R”" subconjuntos de R" contendo a
origem 0 € R". Dizemos que A ~ B se, e somente se, existir uma vizinhanga V de 0 tal que
VN A =V nNB. Un germe de um subconjunto A C R” na origem € a classe de equivaléncia
de A com respeito a relagio ~.

Seja GI(n) o grupo das matrizes inversiveis de ordem n. Observe que se ¢ € Q for linear
e X for um subgrupo de Gl(n), entdo Fix(¢) e Fix(Z) sdo subespagos vetoriais de R". Com
efeito, considere o operador linear ¢ = ¢ — Id,, : (R",0) — (R",0). Como

Fix(¢p) = ker(¢), (1.10)

temos que Fix(¢) é um subespaco vetorial de (R", 0). Além disso, se * < Gl(n), temos

Fix(2) = () Fix(e),
PEL
donde segue que Fix(X) é um subespaco de (R",0).
No caso geral, para ¢ € () nao necessariamente linear, Fix((p) ¢ uma subvariedade dife-
rencidvel de (R",0). Isto serd mostrado na Se¢do 1.4. Para o momento, nos restringimos ao

seguinte resultado.

Proposicio 1.15. Sejam ¢, ¢’ € Q. Sejah : (R",0) — (R",0) um germe de um difeomor-
fismo tal que ' = h o @ o h™'. Entdo,

h(Fix(¢p)) = Fix(¢').
Demonstragdo. Considere
h\m(@ : Fix(¢) — Fix(¢').
Note que / estd bem definida quanto ao seu contradominio, pois dado x € Fix(¢), temos
¢ (h(x)) =ho@oh ! (h(x)) = ho@(x) = h(x)

e, portanto, h(x) € Fix(¢'). Logo, h(Fix(¢)) C Fix(¢'). Reciprocamente, dado y €

Fix(¢'), temos que

e(h ' (y)) = ol (y) =h o g (y) =h~(y).
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Logo, h~1(y) € Fix(¢), donde segue que h~!(Fix(¢')) C Fix(¢). Portanto, h(Fix(¢)) =
Fix(¢').
[

Um outro conjunto auxiliar em nosso estudo € o antipodal cuja definicdo € como segue.
Definicao 1.16. O conjunto antipodal de um germe ¢ € () € definido por
A(p) = {x € (R",0); o(x) = —x}.

Claramente, no caso em que @ é linear, .A(¢) é um subespaco vetorial de R". Mais ainda,

temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.17. Seja ¢ € Q) uma involugdo linear. Entdo,
R" = Fix(¢p) & A(p). (1.11)

Demonstragdo. Como @ é uma involugdo, @ satisfaz a igualdade @* — Id, = 0, donde segue
que o polindmio minimal 11, (x) de ¢ divide o polinémio p(x) = x* — 1. Portanto, 1, (x) é

o produto de fatores lineares da forma
my(x) =x—1 ou my(x) =x+1 ou my(x)=x*-1,

implicando que @ ¢ diagonalizdvel. Além disso, se 1, (x) = x — 1, entdo ¢ = Id,, ou seja,
Fix(¢) = R" e A(p) = {0}. Se my,(x) = x + 1, entdo ¢ = —Id,, ou seja, Fix(p) = {0} e
A(p) = R". No caso em que 11, (x) = x> — 1, os tinicos autovalores de ¢ sio 1 e —1. Como
Fix(¢p) e A(¢) sdo, respectivamente, os autoespagos associados aos autovalores 1 e —1, segue
que

R" = Fix(¢p) & A(e).

Portanto, a igualdade segue nos trés casos mencionados acima.
O

Assim sendo, no caso em que ¢ € uma involucgdo linear, temos uma das condi¢des abaixo:
(i) @ = Idy;
(ii) @ = —Idy;
(iii) @ é conjugada a P(x1,...,xn) = (X1, -+, X, —Xpt1, - —Xn),

em que m = dim Fix(¢) > 0. Em outras palavras, existe uma base de R" segundo a qual a

"=\o =L, )

matriz de ¢ é da forma



1.4. Involugoes 17

1.4 Involucoes

Em nossa abordagem, vamos nos restringir as involugdes e uplas de involugdes em Q, pri-
meiramente considerando o caso planar (Subsecdo 2.3.1) e depois dimensdes maiores (Subsecao

2.3.2). Por esta razdo, devemos construir uma no¢do de equivaléncia desses objetos.

Defini¢io 1.18. Sejam (¢1,...,®s) € (P1,...,Ps) s-uplas de involugdes, com s > 1. Dize-
mos que (@1, ..., @s) é equivalente a (11, ..., Ps) se existir um germe de um difeomorfismo
h:(R",0) — (R",0) tal que ¢; = hojoh ! paratodoi =1,...,s.

Essa defini¢do introduz uma relagdo de equivaléncia no conjunto das s-uplas de involugdes
e, portanto, podemos classifica-las segundo tal relacdo. A importancia das uplas e de sua clas-
sificacdo para um caso especifico € discutida nos dois préoximos capitulos. Por ora, estudamos
o caso em que o grupo I' = [@1, ..., @s] gerado por @1, ..., @s € abeliano.

Para os dois préximos resultados, supomos sem perda de generalidade que @1 # Id,, pois

caso contrario temos

[(Plr--~/(Ps] = [(PZI---/(PS]-

Além disso, observe que se @; ¢ [@1,..., ;1] paratodoi € {2,...,n}, podemos concluir
que @; # Id,, visto que
Idn - (p% e [(pll cecy (Pi—l]

€ Q; ¢ [<P1,---,<Pi—1]~

Lema 1.19. Seja (@1, ..., @s) uma s-upla de involugdes em Q tal que ©1 # Idy, (@1, ..., s
é um grupo abeliano e @; & [p1,...,Qi_1], paratodoi € {2,...,n}. Entdo,

kq

o o---o(,ols(s = Id,
se, e somente se, k; € 7. é par paratodoi € {1,...,s}.

Demonstragdo. Para qualquer involugdo ¢ € Q e k € Z, temos que

Id,,, sek é par
pF=0""" P (1.12)
@,  sekéimpar

Assim, se k; for par paratodoi =1, ...s, entdo
ki b= 1d dy = Id
(pl O...O(ps _I no...o_[ 1’1_1 nr
visto que @1, ..., @s sdo involugdes. Reciprocamente, suponha que @1, . .., @s sejam tais que

@7{10...0@{;5:[61”,
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para k; € Z. Procedemos por indugao sobre s. Se s = 1, segue que
(p];1 =1Id,.

Como @1 # Id,, temos que ky é par. Suponha agora que a igualdade

k1

®] o---O(pISCS =1d,
implique que k; seja par, paratodoi = 1,...,s. Considere

oo 0plol =14, (1.13)
Se kg1 for impar, da igualdade (1.12) temos que

k1
(Psirl = Ps+1-

Logo, (1.13) torna-se
k
;o0 (p’scS o @s11 = Idy,.
Como @1 € uma involugdo, segue que
k
@y ook =g

Assim, @511 € [@1,...,@s], 0 que contradiz a hipétese. Portanto, ks, 1 € par. Neste caso,

novamente por (1.12), temos que (1.13) torna-se
(plilo---O(plgs = Id,.

Pela hipétese de indugdo, k; € par paratodoi = 1,...,s, o que prova o resultado.
[]

Teorema 1.20. Seja ' = [@1, ..., @s| um grupo abeliano gerado por involugdes tais que @1 7
Idye@; & [@1,...,9i 1], paratodoi € {2,...,n}. Entdo, T é finito e tem 2° elementos.

Demonstracdo. Defina a aplicacio

f:{0,1} x---x{0,1} — T

(xll“‘/xs) = (pjlqo.no(Pis'
Seja @ € I'. Como I' € abeliano, podemos escrever
k
(p:(pllo---O(pIS‘S, (1.14)

para ki,..., ks € Z. Como @; é uma involugdo, segue de (1.12) que (pi.(i = (pf", para al-
gum x; € {0,1}, comi € {1,...,s}. Portanto, existem (x1,...,x5) € {0,1}° tais que
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f(x1,...,%5) = @, implicando que f é sobrejetora. Sejam (x1,...,%s), (y1,...ys) € {0,1}°
tais que f(x1,...,xs) = f(y1,...,Ys). Assim,

X
(pllo...ocpifsz(p}{lo-"o(psys.

Como T" é abeliano e (pfl = @;paratodoi € {1,...,s}, segue que

o1 Moo = 1d,.

Pelo Lema 1.19, temos x; + y; = 2k;, com k; € {0,1} paracadai € {1,...s}. Assim, se
x; = 0, entdo y; = 0, bem como se x; = 1, entdo y; = 1, paratodoi € {1,...,s}. Logo,
x; = yj, paracadai € {1,...,s} e, portanto, f é bijetora. Consequentemente, I e {0, 1} tém
a mesma cardinalidade, ou seja, I € finito e possui 2° elementos.

[

Observe que se I' = [@1,...,¢s] for abeliano, entdo I' serd finito mesmo que

©; € [@1,...,9i_1], paraalgumi =1,...,s. De fato, considere

X={e1,...,0s} —{oi; @i € [01,..., 0i_1]}.

Note que o subgrupo [X] gerado por X coincide com I'. Claramente, [X] estd nas condi¢oes do
teorema anterior, 0 que nos permite garantir que [X] € finito e tem 2IXI elementos. Logo, I' tem
21Xl elementos e, portanto, € finito.

Um exemplo de um grupo gerado por s involugdes e com menos de 2° elementos é dado a

seguir.
Exemplo 1.21. Considere as involugdes @1, @2, 3 : (R?,0) — (R2,0) definidas por
P1(x1,x2) = (=x1,%2),  @2(x1,%2) = (x1, —x2) e @3(x1,%2) = (—x1, —x2).
Veja que o grupo I' = [@1, @2, @3] é abeliano e pode ser escrito como
= {Idy, p1, P2, 3}
Logo, o niimero de elementos de I' € 4 e ndo 23. Isso ocorre pois
®3 = @10 @2 € [p1, P2].

Observacao 1.22. Um invariante particularmente interessante sob a equivaléncia introduzida

na Defini¢do 1.18 € o trago tr(d(¢@q 0 -+ -0 @s))(0). De fato, se (¢1,...,9s) e (P1,...,Ps)
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sdo equivalentes, entdo existe um germe de um difeomorfismo # em (R",0) tal que ¢; =

ho;o h’l, paratodoi =1,...,s. Logo,

tw(d(p1o---0ps)(0)) = wu(d(hoyproh™o---ohotpsoh™)(0))
= w(d(hopro---op;0h™1)(0))
= tw(dh(0)d(pr o -+ o) (0)dh~(0))
= to(dh(0)d(y 0 - - - 0 ) (0)dh(0) 1)

= u(d(r o+ 0 ,)(0)).

Portanto, o trago da diferencial d(¢1 o - - - o @5)(0) permanece invariante sob a equivaléncia

das s-uplas de involugdes.

O préximo resultado nos permite considerar uma s-upla de involugdes lineares como repre-
sentante da classe de uma s-upla (@1, ..., @s), em que @1, ..., Ps sdo involugdes que geram
um grupo abeliano. Esse resultado é uma consequéncia do Teorema de Bochner-Montgomery
(veja [21, Chapter V, Theorem 1]).

Teorema 1.23. Seja ' = [@1, ..., ps| um conjunto abeliano gerado por involugées. Entdo,

(@1,...,@s) é equivalente a s-upla de involucdes lineares (dp1(0),...,dps(0)).
Demonstragdo. Definak : (R",0) — (R",0) por

1
k= ] Y dy(0) oy, (1.15)

yel
onde |F\ < oo € a cardinalidade de T". Pelo teorema anterior, a aplica¢ao k estd bem definida,
pois o somatdrio definido em (1.15) € finito. Seja ¢ € I'. Como I" € abeliano, ¢ é da forma

(1.14). Portanto, ainda utilizando o fato de I" ser abeliano, temos que
0 = ¢ o0 = Idy,
ou seja, ¢ é uma involugdo tal que ¢ (0) = 0, pois ¢ € Q. Pela regra da cadeia,
dp(0) ode(0) = Id,. (1.16)

Note que, tomando &« = @ oy, com y € I', temos

dp(0) ok = d@(O)OF dy(0) oy
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onde a penultima igualdade segue pois I" é abeliano. Além disso, como ¥ € T, a igualdade

(1.16) € vélida para y, implicando que

Y dy(0) ody(0 Z Id, = Id,,.

|r‘ yer yerl

Pelo teorema da fungdo inversa, k € um germe de um difeomorfismo na origem e, portanto,

pOdeOS escrever

o=k todp(0)ok.

Pela arbitrariedade de @, concluimos que @; = k! o d;(0) ok, paratodoi € {1,...,s}.
Assim, o resultado segue pela Definigdo 1.18, considerando h = kL.
[]

Observacao 1.24. Como mencionamos anteriormente, o teorema anterior é proveniente de um
resultado mais geral para grupos de transformagdes compactos. A demonstracdo desse resultado

segue as mesmas linhas da demonstracao anterior, considerando
k= /dyl(o) 0y,
I

onde / denota a integral de Haar normalizada sobre I'. Em particular, quando I' = [¢1, . . ., 5]
r

€ um grupo abeliano de involugdes, I" € finito e a integral de Haar normalizada coincide com o

somatorio utilizado em (1.15). Para mais detalhes sobre grupos de transformagdes e integral de

Haar veja [21, 22].

De acordo com o Teorema 1.23, podemos considerar representantes lineares para as classes
de equivaléncias das s-uplas de involugdes. Vejamos inicialmente as implicagdes desse resul-

tadono casos = 1:

(i) Todo germe de uma involugdo ¢ € Q é conjugado ao germe de sua parte linear dp(0) €

Q, ou seja, existe um germe de um difeomorfismo i : (R”,0) — (R",0) tal que

@=hodp(0)oh L. (1.17)

Pela Proposigdo 1.15, h é uma bijecdo entre Fix(d@(0)) e Fix(¢). Como o

|Fix(dg(0))
conjunto Fix(d¢(0)) é um subespaco vetorial de R”, pois dg(0) € linear, é possivel
embutir em Fix(¢) uma estrutura de subvariedade diferencidvel de (R",0). Em outras

palavras, o conjunto de pontos fixos de qualquer involu¢do ¢ € Q é uma subvariedade
de (R",0).
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(ii) E fato que todas as involucdes lineares sdo diagonalizdveis, como vimos na demonstracao
da Proposi¢do 1.17. Portanto, dada uma involugdo ¢ € Q, a involugdo dp(0) € Q é
diagonalizdvel com autovalores £1. Assumindo que dg(0) # Id,, temos que existe uma

matriz inversivel P de ordem 7 tal que

I 0
dp(0) =P ( - ) p1,
0| —In-m

onde m = dim Fix(d¢(0)) = dim Fix(¢). Por (1.17) segue que

o=np(tml O ) gpyt,
0 | —lnm

com m = dim Fix(¢). Por uma reordenagéo da base de R" concluimos que o represen-

tante da classe de qualquer involucdo @ € () mediante a relacao de conjugacdo (Definicao

<_Il 0 ) (1.18)
0 | Iy

Veremos no préximo capitulo uma generaliza¢do do item (ii) acima para s-uplas de involu-

|.18) tem a forma matricial

com | = codim Fix(¢).

coes, s > 2, com a hipétese adicional de transversalidade, a saber Teorema 2.24. A teoria de
transversalidade tem uma vertente bastante geométrica com uma ideia de oposi¢do a tangéncia

entre variedades. Para uma visdo geométrica e aprofundada do conceito veja [8].

Definicao 1.25. Sejam M e N subvariedades de uma variedade diferencidvel Y. Dizemos que

M e N sao transversais no ponto x € MM N se
T-M+ TxN = T,Y,

onde ToM, TyN e T,Y denotam os espacos tangentes a M, N e Y em x, repectivamente.

Dizemos que M e N sdo transversais se forem transversais em cada ponto x € M M N.

Neste texto, vamos utilizar uma abordagem mais algébrica, definindo a transversalidade de
involugdes. Na proxima defini¢do estabelecemos uma condicdo genérica que assumimos para

as uplas de involugdes tratadas neste trabalho.
Defini¢ao 1.26. Um conjunto Gs = {¢1,...,@s} de involugdes em Q, com s < n, é dito

transversal se Fix(¢;) € transversal a Fix(¢;) em x = 0 paratodo i # je

S S
codim ﬂ ToFix(g;) = Z codim Fix(¢;).
i1 i=1
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Em nossa abordagem, é de interesse que as propriedades de comutatividade e transversali-
dade das s-uplas de involugdes sejam preservadas por equivaléncia. Isso mostra a compatibili-
dade das propriedades que estudamos com os conceitos que definimos. Uma resposta afirmativa

para esse questionamento € apresentada agora.

Proposicio 1.27. Sejam (@p1,...,9s) e (P1,...,Ps) s-uplas de involugdes equivalentes. Te-

mos que:

(i) Se Gs = {@1,...,®s} for um conjunto transversal, entdo Ry = {1, ..., Ps} também

é transversal.
(ii) Se [@1, ..., Qs] for um grupo abeliano, entédo (Y1, . .., Ps| também é abeliano.

Demonstragdo. Como (@1, ..., @s) é equivalente a (1, ..., Ys), existe um germe de um di-
feomorfismo 4 : (R",0) — (R",0) tal que

i =hopioh™,
paratodoi =1,...,s. Comegamos provando (i). Pela Proposi¢do 1.15,
h(Fix(¢;)) = Fix(¢;),
paratodoi=1,...,s, sendo h|Fix(<pl-) : Fix(¢;) — Fix(y;) um difeomorfismo. Logo,
dh(0)|T0Fix(zpi) : ToFix(¢;) — ToFix(y;)

é um isomorfismo, paratodo i € {1,...,s}. Como G é um conjunto transversal de involugdes,
entao
ToFix(¢;) + ToFix(¢p;) = R",

paratodoi,j=1,...,s,comi # j. Assim,

R" = dh(0)(R")

dh(0)(ToFix(¢@;) 4+ ToFix(¢;))
dh(0)(ToFix(e;)) + dh(0)(ToFix(¢;))
ToFix(;) 4+ ToFix(;),

o que implica que Fix(1;) é transversal a Fix(1;) na origem, para todo i # j. Além disso,
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paratodoi =1,...,s, temos

codim ﬁToFix(lpi) = codim ﬁdh(O) (To(Fix(¢;)))
i=1 i=1

S
= codim dh(0) (ﬂ To(Fix((pi))>
i=1
S
= codim (] To(Fix(¢;))
i=1
S
= ) codim Fix(¢;)
i=1
S
= Y codim k™! (Fix(¢;))
i=1
S
= ) codim Fix(y;).
i=1
Portanto, {11, ..., s} é um conjunto transversal de involugdes.
Provamos agora (ii). Basta mostrar que ¥; o 1; = ;o 1, paratodo i, j = 1,...,s. Com

efeito, como @1, ..., s comutam entre si, temos

Yiop; = hogjoh 'ohopjoh™!
= hogjopjoh™!
= hO(ij(piOh_l
= hO(ijhilohO(piOhil
pjo,

donde segue o resultado. ]

1.5 Uma introducio a teoria invariante

O ultimo assunto que discorremos neste capitulo se refere a teoria invariante sob a acdo de
um grupo de Lie linear. Nosso objetivo central € estabelecer os conceitos basicos para enunciar
o Teorema de Schwarz, o qual serd utilizado no préximo capitulo. Nossa abordagem segue os
passos de [12, Chapter XII].

Defini¢do 1.28. Um grupo de Lie linear I' é um subgrupo fechado de Gl(n) para algum n € N,

onde Gl(n) denota o grupo das matrizes inversiveis de ordem 7.

Na defini¢do anterior, Gl(n) é visto como um subespago topoldgico com a topologia indu-
. 2 ~ . .
zida de R""". Por esta razdo, conceitos como subconjuntos fechados e compactos podem ser

e . . 2
utilizados. Neste caso, I' é compacto se for compacto como um subconjunto de R™ .
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Exemplos de grupos de Lie lineares compactos sdo o grupo ortogonal n-dimensional O(n),
o grupo especial ortogonal SO(n) e todos os grupos de matrizes finitos. Para o que segue,

denote por er o elemento neutro de I'.

Definicao 1.29. Sejam I' um grupo de Lie linear e V um espaco vetorial de dimensao finita.

Dizemos que I" age linearmente em V' se existir uma aplica¢do continua

b: TxV =V
(y,v) +— yv

tal que erv = v e para cada y € " a aplicacdo

py: V. =V
v Yo

¢ linear e satisfaz p,, o0 py, = py,y,, paratodo y1,y2 € I'.

Exemplo 1.30. Seja Z; = {1, —1} o grupo multiplicativo isomorfo ao grupo {I,,, —I, }, onde

I, denota a matriz identidade de ordem 7. Podemos definir uma agio de Z, em R" por
_1(x11 sy xi’l) - (xll e Xie1, = Xi, Xig 1, /xi’l)/

para todo (x1,...,x,) € R"eparai € {1,...,n} fixado. Observe que a fun¢do f : R" — R
definida por
f(x1,...,%0) = x;
satisfaz
f(=1(x1,...,x0)) = f(x1,.o.,—Xi,.ov, Xp)
= (—x)°
2

= f(x1,...,%n),

ou seja, f(yx) = f(x) para todo ¥ € Zjy e todo x € R". Funcdes com essa propriedade sdo

largamente estudadas e conhecidas como fung¢des invariantes.

Definicao 1.31. Seja I' um grupo de Lie linear agindo linearmente em um R-espaco vetorial V.

Uma fungdo f : V — R € dita '-invariante, ou invariante sob a acdo de I', se

flyo) = f(o),

paratodoy € N'ev e V.
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Denotamos por Py (T') o conjunto de todas as fungdes polinomiais I'-invariantes. Mostremos
que Py (T) munido com a soma e o produto usuais de polindmios € um anel. Em verdade, basta
provar que Py (T) é um subanel do anel das fungdes polinomiais de V em R. De fato, se

f,g € Py(T), entdo

(f+8)(vx) = flyx) +8(vx) = f(x) +8(x) = (f +8) (%)

(f&)(vx) = f(yx)g(yx) = f(x)g(x) = (fg)(x)-

Portanto, f + ¢ € Py(T) e fg € Py(T), implicando que Py (") tem estrutura de anel.

Exemplo 1.32. Considere a agdo de Z; em R" definida como no Exemplo 1.30. Seja & uma

fun¢ado polinomial Zp-invariante. Para x = (xl, eee, xn) € R", escreva

=Y B} xn,

A€l

com 3y #0eA = (Aq,...,Ay) € L, onde L é um subconjunto de indices em N"*. Como « é

Zp-invariante,

ZBAxi\l...xﬁ” = a(x)
AEL
a(—1x)
= a(xy,..., X 1/ —Xj, Xi41,Xn)
) (- ) Baxy! Xy
AEL

e, portanto, 33 = (—1)%f,, paratodo A € L. Assim, A; = 2k;, para algum k; € N. Logo, a é
da forma

Aziﬁ,\x X (g )klx?jjfo”
c

para todo x € R". Neste caso, « é escrito como uma funcio de 77;(x) = x? e 7j(x) = x; para

j # i, isto é, existe uma fungdo polinomial /1 : R" — R tal que
a(x) = h(m(x), ..., m-1(x), m(x), Ay (x), ..., ma(x)).
Veja que se j # i, temos
(X1, Xio1, —Xi, Xig1, Xn) = Xj = 7;(X).

Ainda,

(X1, e, Xio1, —Xi, Xis1, Xn) = (—xl-)2 = xiz = m(x),
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ou seja, as fungdes polinomiais 77; sd0 Zy-invariantes, para todo j € {1,...,n}. Em resumo,

dado « € Pgn(Z;), existe uma fungdo polinomial /2 : R" — R tal que

a(x) = h(m(x),..., m(x)),
para determinados 71; € Pru(Z3),com j € {1,...,n}.

A conclusdo obtida no exemplo anterior ndo € particular ao caso. Sempre que o grupo [’
em questdo for compacto, existird um niimero finito de fun¢des polinomiais 1y, . . ., U tais que
qualquer f € Py (') é escrita como uma fungéo polinomial de u1, . .., us. Este conjunto finito
de elementos é chamado de base de Hilbert para o anel Py (T'). A demonstragio desse resultado

usa ferramentas que saem do escopo deste trabalho e, portanto, serd omitida.

Teorema 1.33 (Hilbert-Weyl). Seja I' um grupo de lie linear compacto agindo em um espago ve-

torial V. Entdo, existe uma base de Hilbert para o anel das funcdes polinomiais I'-invariantes.
Demonstracdo. Veja [12, XI1, §6, pag. 54]. ]

Com relagdo ao Exemplo 1.32, temos que {71, . .., 71, } constitui uma base de Hilbert para o
anel Pgn(Zy). Outro teorema importante para o qual omitiremos a demonstragdo é o Teorema
de Schwarz. Este €, em linhas gerais, uma generalizacdo do Teorema de Hilbert-Weyl para

germes de funcdes.

Teorema 1.34 (Schwarz). Seja I um grupo de Lie linear compacto agindo em um espaco ve-
torial V. Seja {uy, ..., us} uma base de Hilbert para Py (T). Entdo, dado um germe de uma
fungao f : (V,0) — R diferencidvel T'-invariante, existe um germe de uma fungdo diferencidvel
h:(R%0) — R ral que

f(x) = h(ui(x), ..., us(x)),

para todo x € V.

Demonstracdo. Veja [12, XI1, §6, pag. 58].



CAPITULO 2

DIAGRAMAS DIVERGENTES DE
DOBRAS

No capitulo anterior, associamos um germe de um difeomorfismo reversivel F em (R",0)
a um par de involugdes no grupo Q das aplicagdes inversiveis em (R”,0). Mais precisamente,

se @1 € Q for uma involugdo, entdo F € @q-reversivel se, e somente se,

F:(plo(PZI

com @ = @1 o F uma involugdo. Logo, associamos F = @1 o ¢, ao par de involugdes
(@1, 2). Esta associag@o tem a propriedade de que se (@1, ¢2) e (Y1, P7) sdo dois pares de
involugdes equivalentes, entdo existe um germe de um difeomorfismo # : (R"”,0) — (R",0)
tal que

F=hoGoh},

onde G = 11 o Y. De fato, se (@1, p2) e (P1,2) sdo equivalentes, entdo existe um difeo-
morfismo 4 : (R",0) — (R",0) tal que

oi=hotoh™!
parai = 1,2 e, portanto,
F=¢@io@py=hopioh tohoyroh l=hopyoyppoh ' =hoGoh L
Atente-se a reciproca, ou seja, se F = @1 0 pr e G = 1 0 1, sdo tais que
F=hoGoh™!

28
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para algum difeomorfismo & : (R",0) — (R",0), entdo (@1, 2) e (11, 12) sdo equivalen-
tes? A resposta para essa questdo € negativa, como vemos mais adiante. Contudo, podemos
exibir condi¢des para que essa equivaléncia seja verdadeira. Assim, temos um bom argumento
para estudar a classificagdo dos pares de involucdes. Além disso, nas duas proximas secoes
elucidamos mais razdes para se obter uma classificacdo para as s-uplas de involu¢gdes em geral.

O presente capitulo € dividido como segue: na Secdo 2.1, apresentamos uma associacao
entre dobras e involu¢des, buscando entender as propriedades que envolvem esses dois concei-
tos. Na Secdo 2.2, vemos que € possivel classificar os diagramas divergentes de dobras usando
uplas de involugdes. Na Secéo 2.3, classificamos as s-uplas de involugdes em (R"”,0) para o

caso s = n = 2 (Subsecdo 2.3.1) e parao casoem que s = 2 e n > 3 (Subsecdo 2.3.2).

2.1 Dobras e involucoes

Nesta secdo, estudamos a relagdo que as involugdes tém com as dobras em (R"”,0). Cita-
mos como a principal referéncia para nossa abordagem a Se¢do 2 de [17]. Comeg¢amos com a

definicao de dobra.

Definiciio 2.1. Um germe de uma aplicagdo f : (R",0) — (R",0) é dito uma dobra se for
A-equivalente ao germe f¥ : (R",0) — (R",0) definido por

fo(xl,...,xn) = (x%,xz,...,xn), 2.1)
isto é, se existirem germes de difeomorfismos 4,k : (R",0) — (R",0) tais que
f=ko fO oh 1.

Segue da defini¢do que f 0 ¢ uma dobra. Além disso, a diferencial na origem de toda dobra
tem posto igual a 1 — 1, visto que o posto de df°(0) é n — 1.

A maneira com que vamos relacionar as dobras com as involucgdes € a seguinte.

Defini¢do 2.2. Dada uma involu¢do ¢ € Q e uma dobra f : (R",0) — (R",0), dizemos que
f estd associada a @ ou ¢ estd associadaa f se @ # Id, e fop = f.

Lema 2.3. A invvolugdo ¢° : (R",0) — (R",0) definida por

(po(xl,...,xn) = (—x1,%2,..., %) (2.2)

é a tinica involugdo associada a dobra f 0 definida em (2.1).
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Demonstragcdo. Naturalmente, (po estd associada a f 0 pois (po # Id, e

foo(po(xll"'/xn) - fo(_xl/-xZI"'/le)
= ((=x1)% %2, xn)
= (x%,xz,...,xn)

= fo(xl,...,xn).

Agora, seja ¢ : (R",0) — (R",0) uma involucio tal que f* o ¢ = f°. Escreva ¢ em fungdes
coordenadas como @ = (¢@1,...,¢y), com @; : (R",0) — (R,0) paratodoi = 1,...,n.
Assim,
(x%, X2, .o, Xp) = fo(xl,...,xn)
= fOO(p(xl,...,xn)
= o1(xt,...,x0), .., on(x1, ..., x0))
= ((@1(x1,..., %)% .., on(x1, ..., x0)),

donde segue que (¢@1(x1, .. .,xn))2 = x% e pi(x1,...,xy) = x;,paratodoi € {2,...,n}. Se
@ # Id,, entdo @q(x1,...,%,) = —X1, 0 que nos garante que @ = @°.
O

A existéncia e a unicidade de uma involugdo associada a uma dobra ndo é exclusivo de f 0,

Qualquer dobra tem uma unica involugdo associada a ela, como mostra a seguinte proposi¢ao.

Proposicio 2.4. Dada uma dobra f : (R",0) — (R",0), existe uma iinica involugdo associ-
ada a f.

Demonstragdo. Por definigdo, como f é uma dobra, existem germes de difeomorfismos h e k
em (R",0) tais que
f=kof Oop=t.

Temos que ¢ = ho o’ oh™! é uma involucado associada a f, para @V definida em (2.2). De
fato, veja que @ # Id,, pois caso contrario temos h o @° o h™! = Id,, o que implica em

ho (pO = h. Como h é inversivel, obtemos (po = Id,, o que é um absurdo. Além disso,
fop=koflohlohop?oh™ =koffoploh™ =koflont=r{,

onde a terceira igualdade segue pois @V estd associada a f 0. Portanto, ¢ estd associada a f. Para
mostrar a unicidade, considere ¢’ uma involugio associada a f, ou seja, @’ # Id, e fo @' = f.
Entdo

koflohlog =koflohn™t,

o que implica em f0 o (h_1 ogp'oh) = fo. Perceba que h ! o ¢’ o h # Id,,, pois caso contrario

teremos ¢’ = Id,,, o que é uma contradicio. Além disso, como ¢’ é uma involucio, segue que
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h~ 1o ¢ oh também é uma involugdo. Assim, 1~ o ¢’ o I é uma involucdo associada a f 0,
Pelo Lema 2.3, temos

h_lo(P/Oh:(pO,

isto é, ¢’ =ho @ oh™! = @, donde segue a unicidade desejada.
O

Na Proposic¢do anterior, garantimos que dada uma dobra podemos encontrar uma tnica in-
volucdo ¢ associada a ela. O prosseguimento natural nesta situagao € nos perguntarmos se essa
relacdo € biunivoca, ou ao menos se dada uma involug@o ¢ podemos obter uma dobra associada
a ¢. Comecamos obtendo informagdes sobre a dimensdo da subvariedade de pontos fixos de .

Para isso, utilizamos o conjunto das singularidades de um germe.

Defini¢do 2.5. O conjunto das singularidades de um germe de uma aplicagdo f : (R",0) —
(R",0), denotado por X(f), é o conjunto dos pontos x € (R",0) tais que a diferencial df (x)

nao tem posto maximo.

Como feito anteriormente, analisaremos primeiramente fO para depois fazer o caso geral.
Para f 0 definido em (2.1), temos

2X1 0 0
0 1 0

dfl(xy,...,x,) =
0 0 - 1

Entdo d fo(xl, e, xn) ndo tem posto maximo se, € somente se, X1 = 0. Portanto,

(% = {(0,x,...,x,) € (R",0)}

cuja dimensdo é n — 1. Por outro lado, para (po definida em (2.2) temos (po(xl, ce Xp) =

(x1,...,%,) se, somente se, x; = 0. Portanto,

Fix(°) = Z(f0). (2.3)

Mais geralmente, o conjunto das singularidades de uma dobra arbitrdria coincide com o con-

junto dos pontos fixos da involucao associada a ela, como mostramos a seguir.

Teorema 2.6. Sejam f : (R",0) — (R",0) uma dobra e ¢ € Q uma involugdo associada a
f. Entdo,

2(f) = Fix(o).
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Demonstragdo. Como f é uma dobra, existem germes de difeomorfismos 1, k em (R", 0) tais
que

f=koflon1t (2.4)

Como ¢ é uma involug@o associada a f, pela demonstracio da Proposic¢do 2.4 temos que ¢ é
da forma

p=hop’ohl,
onde ¢V ¢ a involugdo definida em (2.2). Pela Proposicdo 1.15,
Fix (@) = h(Fix(¢)). (2.5)
Veja que
df (x) = d(ko foh™)(x) = dk(f° o h™ (x))df" (h™" (x))dh™" (),

para todo x € (R",0). Como k e I sdo germes de difeomorfismos, segue que df (x) ndo tem
posto mdximo se, e somente se, df°(h~1(x)) ndo tem posto méximo. Em outras palavras,
df (h(x)) ndo tem posto méximo se, e somente se, df°(x) ndo tem posto maximo, o que nos

garante que h(x) € Z(f) se, e somente se, x € Z(f). Logo,
2(f) = h(=(f%)).
Segue de (2.3) e de (2.5) que
h(Z(f°)) = h(Fix(¢")) = Fix(¢).

Portanto, X(f) = Fix(¢), como queriamos demonstrar.
[]

Voltando ao questionamento que fizemos precedente a Defini¢do 2.5, observe que pela de-
monstra¢io do resultado anterior se f for uma dobra, entdo h(Z(f°)) = Z(f), onde e f°

satisfazem (2.4). Consequentemente,
n—1=dimZ(f%) = dimh(Z(f°)) = dim Z(f) = dim Fix(¢),

em que ¢ ¢ a involucdo associada a f. Tal cédlculo nos fornece uma orientacdo para a resposta

que procuramos.

Corolario 2.7. Se ¢ € Q for uma involucdo associada a uma dobra, entdo

codim Fix(¢p) = 1.
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Portanto, para que seja possivel associar uma involu¢do ¢ a uma dobra € necessario que
codim Fix(¢) = 1. Esta é uma condi¢@o suficiente também, como mostra a seguinte proposi-

¢do.

Proposi¢io 2.8. Dada uma involugio ¢ € Q com codim Fix(¢@) = 1, existe uma dobra
f:(R"*,0) — (R",0) associada a ¢.

Demonstragdo. Vimos na Sec¢do 1.4 que dada uma involugdo @ em (R",0), podemos conjugé-

la a uma involugdo linear cuja representacao matricial é dada em (1.18), ou seja,

—I| 0
0 |Lig )’

com | = codim Fix(¢). Como codim Fix(¢) = 1, temos que ¢ é conjugada a involucdo

linear ¢° definida em (2.2), isto é, existe um germe de um difeomorfismo & em (R",0) tal que
p=hopoh™ L,

Tomando f = f 00 h~1, segue pela Definicdo 2.1 que f € uma dobra em que k = Id,. Além
disso,
fop=flohtohoploht=fopont=font=y

onde a terceira igualdade segue pois f 0 ¢ uma dobra associada a ¢°. Portanto, f € uma dobra
associada a @.
[]

Daqui em diante todas as involuc¢des sdo consideradas com codimensao igual a 1, salvo men-
cdo do contrario. Resta a questdo relacionada a biunivocidade da associacao entre involucdes e

dobras, a qual é respondida no préximo exemplo.

Exemplo 2.9. Considere k : (R",0) — (R",0) um difeomorfismo arbitrario ¢ f° a dobra
definida em (2.1). De acordo com a Defini¢do 2.1, o germe ¢ = k o f° também é uma dobra

em que h = Id,. Além disso, para a involugio ©° definida em (2.2) temos
(ko f0) o’ =ko(flo9’) =kof?,
ou seja, ¢ € uma dobra associada a ®". Considerando por exemplo
k(x1,...,%0) = (2x1,Xx2,...,Xn),
temos ¢ # f° e ambas as dobras g e f° associadas a ¢°.

Com base no exemplo anterior, provamos o seguinte resultado.
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Proposi¢ao 2.10. Sejam k' : (R",0) — (R",0) um difeomorfismo e f : (R",0) — (R",0)
uma dobra associada a um involugdo @ € Q. Entdo, § = kK o f também é uma dobra associada
a@.
Demonstragdo. Como mostramos no inicio da prova do Teorema 2.6, existem difeomorfismos
kehem (R",0) tais que

f:kofooh_1 e op=hoe’oh™ L.

Claramente ¢ = k’ o f é uma dobra, pois

g=Ko(kofloh )= (Kok)oflon
Além disso,
(K ok)oflohtohog®on?
(K ok)oflog®ont
(K ok)ofooh™
8

uma vez que f 06 ¢ = fO. Portanto, ¢ € uma dobra associada a ¢.

g§o®

]

Deste modo, como k no resultado anterior é um difeomorfismo arbitrdrio, existem infinitas
dobras associadas a uma dada involugdo, o que nos conduz diretamente a procura do conjunto

de todas essas dobras. E o que faremos agora. Comecamos definindo os germes das aplicacdes
o), f: (R",0) — (R",0) como

@) (x1, ., xn) = (X1, 0o, X1, =i, Xig1, o, Xn) (2.6)

fio(xl, ce X)) = (X1,..., X1, x?, Xig1, -+, Xn), 2.7)

comi=1,...,n. Observe que (p(l) =¢le que (p? € uma involugdo, paratodoi = 1,...,n.
Além disso, flo = fo e fl-O ¢ uma dobra, para todo i = 1,...,n. Para verificar essa tdltima
afirmacdo, considere o difeomorfismo #; : (R",0) — (R",0) definido como a permutacdo de
X; por X1, ou seja,

hi(x1, ..., xn) = (X, %2, .., X1, ..., Xn). (2.8)

Como h;l = h;, temos fl-0 =h;o fO o hl.’l. Também é possivel verificar que

fio © <P? = fio' (2.9)

Portanto, cada f{ é uma dobra associada a ).

Para o que segue, consideramos a definicdo de germes L-equivalentes.
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Definicio 2.11. Dois germes de difeomorfismos ¢,k : (R",0) — (R",0) séo ditos
( n

L-equivalentes se existir um germe de um difeomorfismo k : (R",0) — (R", 0) tal que

g=koh.

Com base na defini¢do anterior, concluimos pelo Exemplo 2.9 que todo germe L-equivalente
af 0 ¢ uma dobra associada a involugdo ®°. Uma propriedade mais geral € provada no Lema

2.14 com o auxilio dos dois préximos lemas.

Lema 2.12. Sejak : (R",0) — (R",0) um germe diferencidvel na origem tal que § = k o f,,
€ uma dobra, onde f,? é a dobra canénica definida em (2.7) para i = n. Entdo, k é um germe

de um difeomorfismo.

Demonstracdo. Como k € diferencidvel, pelo teorema da aplicagdo inversa precisamos apenas

mostrar que dk(0) é inversivel. Para facilitar a notagdo, consideramos

(X, y) = (x1,...,%n),

onde X = (xl, ce, Xp_1) € y = x,. Novamente pela diferenciabilidade de k na origem,
podemos escrever

k(X,y) = dk(0)(X, y) + R(X, y),

onde R(X, y) representa a cauda da série de poténcias de k na origem para termos de ordem

T :=dk(0) = (—‘»Ié 5 >,

onde A, B, C sdo matrizes de ordemn —1, n —1 x 1, 1 x n — 1, respectivamente, e d € R.

maior ou igual a 2. Escreva

Deste modo,

dg(0) = d(ko f,))(0)
= dk(f,)(0))df(0)

= dk(0)df, (0)

= d(T + R)(0)df,(0)

= (dT(0) + dR(0))df,)(0)
= Tdf,)(0)

_(A]B I ‘On—lxl
Cld len—l‘ 0
_ [ A On1x1
c|l o '
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Como g é uma dobra, posto(dg(0)) = n — 1. Se A ndo for inversivel, é possivel multiplicar
dg(0) a direita e/ou a esquerda por uma matriz de permutacdo, de modo que a nova submatriz A
tenha posto # — 1. Assim, podemos supor sem perda de generalidade que posto(A) =n — 1,

ou seja, que A € inversivel. Considere o isomorfismo linear cuja matriz na base canonica é dada

L= ( A ‘On—lxl )
—CcA7t| 1

Escreva R em coordenadas R(X, y) = (R;(X,y), R2(X,y)), onde R; : (R",0) — (R""1,0)

e Ry : (R",0) — (R, 0). Deste modo,
<X> < A7l ‘On 1x1 ) <R1(X,y2)>
+ 2
y Ra(X,y7)

X,y)
U 'Y)
(X,

2
1B)y2 )

por

Lokofg(X,y) = Lok(Xy)
Al ‘On 1x1
(=& ) (67)
) (-
om 1| —CATIB+d
A~

= (X+A By’ +U(X,y),(d—C

onde Up(X,y) e Up(X, y) contém os termos de ordem maior ou igual a 2 em X e maior ou
igual a 4 em y. Considere o : (R",0) — (R"1,0) definido por

a(X,y) = X+ A71By* + Uy (X, y).
Defina também ¢ : (R",0) — (R",0) por

d(X,y) = (a(X, ), y).

Como Loko ffl) ¢ diferencidvel, o também € e, consequentemente, ¢ € diferencidvel. Mais

dcp(o):( bt | Ot ) = I,

len—l‘ 1

donde segue que ¢ é um germe de um difeomorfismo. Temos que

ainda,

xop (X, y) = X. (2.10)

De fato, escreva

Logo,
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donde segue que
X=a(n(X,y),y) =acd (X, y).
Escrevendo Loko fO(X,y) = (a(X,y), (d — CA™IB)y? + Ux(X, y)), obtemos por (2.10)

que
Lokoflodp ' (X,y) = (X,(d—CAT'B)y*) + R'(X,y),

com R’(X, y) contendo termos de ordem maior ou igual a 4 em y. Como Loko foo ¢! ¢

uma dobra, temos que
d*(Lokoflodp™)
dy?

o que implicaem d — CA™'B # 0 (para mais detalhes sobre a derivada segunda de uma dobra

(0) #0,

veja [19, p. 73]). Pelo Lema 1.3, segue que

posto (%‘%) #n—1.

n—1 = posto(dg(0))
posto(d(k o £2)(0))
posto(dk(0)df2(0)
min{posto(dk(0)), posto(df2(0))}
posto(dk(0)),

concluimos que posto(dk(0)) = n, o que prova que dk(0) é inversivel. Portanto, k é um

Como

IA A

germe de um difeomorfismo.
O

Lema 2.13. Seja k : (R",0) — (R",0) um germe diferencidvel na origem tal que g = ko f’

€ uma dobra, onde fio é definido em (2.7). Entdo k é um germe de um difeomorfismo.

Demonstragdo. De modo andlogo a demonstragéo do resultado anterior, basta provar que dk(0)

é inversivel. Considere a involugdo ¢ : (R",0) — (R",0) definida por

Q(x1, -, xn) = (X1, o, Xi1, X, Xig 1, -+, Xi)-

Inicialmente, provemos que ¥ = ¢ o @ € uma dobra. Com efeito, como ¢ € uma dobra, existem

germes de difeomorfismos [, i : (R",0) — (R",0) tais que
g=Ilo fo oh.

Logo,
r:gO(p:lOfOO(hO(P)-
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Como ¢ também é um difeomorfismo, & o ¢ é um difeomorfismo e, portanto, r € uma dobra.

Note que

(pofgoq)(xl,...,xn) = (pof,g(xl,...,xi,l,xn,xiﬂ,...,xi)
= (X1, .., Xi_1, Xn, Xis1, .-+, X7)
= (xl,...,x,'_l,xl-z, Xig1, -+, Xn)
= fl-O(xl,...,xn),

ou seja, fi0 =@ ofr? o . Assim,

g=kof) =kogofilog,
ou equivalentemente,
r=gop=(kog)ofy.

Como r é uma dobra, pelo Lema 2.12 segue que k o ¢ é um germe de um difeomorfismo. Entio
0 # det(d(ko ¢)(0)) = det(dk(0)) det(dp(0)),

o que prova que dk(0) é inversivel.
O

Lema 2.14. Considere os germes (pgJ e in definidos em (2.6) e (2.7), respectivamente. Uma
dobra g : (R",0) — (R",0) estd associada a @? se, e somente se, g é L-equivalente a f?.

Demonstragdo. Suponha que ¢ seja uma dobra associada a (p?. Assim, g o (p? = g, donde
segue que

QX1 e, X1, =X, Xi1, e, Xn) = §(X1, .., Xn). (2.11)
Considere a agdo de Z, em R" definida no Exemplo 1.30 e a respectiva base de Hilbert obtida
no Exemplo 1.32, ou seja, o anel Pgn(Z,) das fungdes polinomiais Z;-invariantes R"” — R é

gerado pelas funcdes

7Tl'(xl,. . .,xn) = Xl-z

(§] nj(xl,...,xn) = x]-,
para todo j # i. Escreva ¢ = (g1,...,8u), onde g; : (R",0) — (R,0) sdo as fungdes

coordenadas de g, para j = 1,...,n. Pelaigualdade (2.11), segue que

gj(xl,...,—xi,...,xn) = g]-(xl,...,xn).

Logo, gj € um germe Zp-invariante, para cada j = 1,...,n. Pelo Teorema 1.34, existe um
germe de uma fungdo diferencidvel k; : (R",0) — (R, 0) tal que

g](x) = kj(m(x),...,nn(x))
kj(xl,...,x?,...,xn)
= k]'O -O(X),
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para todo x = (x1,...,x,) € (R",0) etodo j = 1,...,n. Defina k : (R",0) — (R",0)
como k = (ky,...,ky). Vejaque

§= (1 gn) = (k1o f, . kuo ff) = ko fL.

Pelo Lema 2.13, segue que k é um germe de um difeomorfismo e, portanto, g é L-equivalente a

f-
Reciprocamente, seja k : (R"”,0) — (R",0) um germe de um difeomorfismo tal que ¢ =
ko fl-o. Segue de (2.9) que

gog] =koffog] =koff =g

Portanto, ¢ € uma dobra associada a (p?, donde segue o resultado.
O]

Para o préximo resultado, fixamos i € {1,...,n}. Considere ¢ € Q uma involugio
conjugada a (p?, ou seja,
o =hog)oh™,
para algum difeomorfismo % : (R",0) — (R",0). Mostremos que f = f’ o h~! é uma dobra

associada a @. De fato, seja h; o difeomorfismo definido em (2.8). Veja que
f=floh t=hofohtoht=hioflo(hoh)™ L.
Além disso,
fop=flohtohogloht=foploht=font=Ff,

onde a terceira igualdade segue de (2.9). Nestas condicdes, € possivel mostrar que toda dobra

L-equivalente a fi0 o h~! também estd associada a ¢. Mais precisamente, temos:

Proposicao 2.15. Considere (p? e fl-0 definidos como em (2.6) e (2.7), respectivamente. Sejam
@ € Q uma involugdo e h : (R",0) — (R",0) um germe de um difeomorfismo tal que
@ =ho@?oh™\. Entdo g : (R",0) — (R",0) é uma dobra associada a @ se, e somente se,
g é L-equivalente a f> o h™ 1.

Demonstragdo. Sejam ¢ e h nas hipdteses da proposicdo e suponha que g seja uma dobra
associada a ¢. Como h € um difeomorfismo, temos que g o i é uma dobra. Mostremos que tal

dobra esta associada com (p?. De fato,

g:(gO(p:gOhO(p?o]ff1
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€, assim,

goh:gohO(p?.

Pelo Lema 2.14, g o h é L-equivalente a fio, ou seja, existe um germe de um difeomorfismo
k:(R",0) — (R",0) tal que
goh=ko fl-o.

Logo, g = ko fl-O o h™1, implicando que g ¢ L-equivalente a fio o h™!. Reciprocamente,
suponha que g seja L-equivalente a fi0 oh~!. Assim, existe um germe de um difeomorfismo
k:(R",0) — (R",0) talque g = ko fY o h™'. Como f é uma dobra, segue pela Defini¢io

2.1 que ¢ também €. Além disso,
gO(P:kOinOh_lohO(p?Oh_l :kofiooq)?oh_1 :kofiooh_1 =g,

donde segue o resultado.

Como consequéncia direta, temos:

Corolario 2.16. Seja f : (R",0) — (R",0) uma dobra associada a uma involu¢do ¢ € Q.
Entdo g : (R",0) — (R",0) também é uma dobra associada a @ se, e somente se, § é L-

equivalente a f.

Demonstragdo. Suponha que ¢ seja uma dobra associada a ¢. Como f € um dobra, existem
germes de difeomorfismos &, k : (R",0) — (R",0) tais que

f=koflon™1 (2.12)

Sendo f associada a uma tnica involugdo ¢, concluimos pela demonstragdo da Proposigdo 2.4
que
o=hog’oh™,

onde (po = (p(l) ¢ definida em (2.6). Pela Proposi¢do 2.15, como ¢ também estd associada a ¢,

temos que g é L-equivalente a f{ o ™1, em que f) = f°. Logo,
g=r of0 oh7t,
para algum germe de difeomorfismo 7 : (R",0) — (R",0). Neste caso,
g=(rok Ho(koflon™)=(rok)of.

Portanto, g é L-equivalente a f.
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Reciprocamente, suponha que g : (R",0) — (R",0) seja L-equivalente a dobra f, ou seja,
existe um germe de um difeomorfismo k' : (R”,0) — (R",0) tal que ¢ = k" o f. De (2.12)
segue que

g=(Kok)ofoon™,

implicando que ¢ é uma dobra. Além disso, sendo f o ¢ = f temos
gop=(Kof)op=Ko(fop)=kKof=g.

Portanto, ¢ € uma dobra associada a .
O

Baseados nesse tultimo resultado, podemos identificar todas as dobras associadas a uma

mesma involucdo ¢. Esse é o conjunto das dobras £-equivalentes a uma dada dobra f associada

aQ.

2.2 Diagramas divergentes

Na sec¢do anterior, analisamos a relacdo entre as dobras e as involugdes. Essa associacao,
apesar de ndo ser biunivoca, servird como uma ferramenta para a classificacdo de diagramas
divergentes de dobras. A hipétese de que todas as involucdes consideradas t€m codimensao 1
ainda é assumida durante todo o restante do texto.

O objetivo central desta se¢do € apresentar uma forma de equivaléncia entre os diagramas
divergentes de dobras e utilizar as uplas de involugdes associadas para classifica-los. Para tanto,
vamos primeiramente encontrar uma maneira de relaciona-los com as uplas de involugdes. A

principal referéncia aqui sdo as Secoes 3 e 4 de [17].

Definicao 2.17. Um diagrama de germes de aplica¢des do tipo

g
\

fs (R",0)

(fi,.--, fs) :(R",0)

é chamado de diagrama divergente. No caso em que f; : (R",0) — (R",0) é uma dobra, com

i=1,...,s,dizemos que (x) é um diagrama divergente de dobras.
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De outro modo, o diagrama (%) também pode ser escrito como (f1,..., fs) : (R",0) —
R" x --- x R" 0), em que
q

(fr o f5)(x) = (fi(x), -, f5(x)),

para todo x € (R",0). Na maior parte do texto, vamos indicar tal diagrama simplesmente por

(fi,---, fs)-

Definicdo 2.18. Dois diagramas divergentes de dobras (f1,...,fs) e (g1,-..,¢s) sdo ditos
equivalentes se existirem germes de difeomorfismos 7, k1, ..., ks em (R",0) tais que g; =
kiof,-oh_l,paratodoi: 1,...,s.

Desejamos agora classificar os diagramas divergentes de dobras a partir das s-uplas de in-

volugdes. Uma maneira natural de relacionar esses conceitos é dada a seguir.

Definicdo 2.19. Sejam (@1, ..., ¢s) uma s-upla de involugdes em (R”,0) e (f1,..., fs) um
diagrama divergente de dobras. Dizemos que (f1,..., fs) estd associado a (¢1,...,®s) ou
que (@1,...,@s) estd associada a (f1, ..., fs) se cada dobra f; estd associada a ¢;, para todo
i=1,...,s.

Observe que a defini¢do anterior recupera a associacdo entre dobras e involugdes apresen-
tada na secdo anterior, bastando tomar s = 1. Para utilizar as s-uplas de involucdes na clas-
sificacdo dos diagramas divergentes de dobras € preciso que sempre que dois diagramas forem
equivalentes, as respectivas s-uplas de involugdes associadas também sejam equivalentes e vice-

versa. Essa propriedade € provada a seguir.

Teorema 2.20. Sejam (f1,..., fs) e (§1,--.,¢s) diagramas divergentes de dobras associados,
respectivamente, as s-uplas de involugoes (@1, ...,@s) e (P1,...,¥s). Entdo, (f1,...,fs) €
equivalente a (g1, ...,3s) se, e somente se, (¢1,. .., Qs) € equivalente a (1, ..., Ps).

Demonstragd@o. Suponha que (f1, ..., fs) seja equivalente a (g1, ...,¢s). Entdo, existem ger-

mes de difeomorfismos k1, ..., ks, h em (R",0) tais que
kiofioh™' =g,
paratodoi = 1,...,s. Deste modo,

gio(hO(piohfl) = kiofiohflohO(piohfl
kiofiopioh™
kiofioh !
i
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onde a terceira igualdade segue pois cada f; estd associada a @;, paratodoi = 1,...,s. Logo,
cada dobra g; estd associada a involugdo 11 o ¢; o h~!. Como g estd associada a 1p; por hipétese,

segue da unicidade demonstrada na Proposicao 2.4 que
i =hogjoh™,

paratodoi =1,...,s. Pela Defini¢do 1.18, temos (Y1, ..., s) equivalente a (@1, ..., @s).
Reciprocamente, suponha que (@1, ..., @s) seja equivalente a (1, ..., Ps). Assim, existe
um germe de um difeomorfismo & em (R", 0) tal que ¢; = ho ¢@; 0 ht paratodoi =1,...,s.
Como f; é uma dobra, entdo f; o i~ também é. Além disso, temos por hipétese que f; o @; =
fi, donde obtemos
fioh toy; = ﬁ-o}flohO(pio}f1

= fiop;o h1

= fioh .
Portanto, f; o h~1 é uma dobra associada a Y;, paratodoi = 1,...,s. Pelo Corolario 2.16,
como g; também ¢ uma dobra associada a 1;, concluimos que g; é L-equivalente a f; o h
paratodoi = 1,...,s. Assim, existe um germe de um difeomorfismo k; : (R",0) — (R",0)

tal que
kioﬁ-oh_1 = gi.

Pela Defini¢do 2.18, os diagramas divergentes de dobras (f1,..., fs) € (1,-..,8s) sd0 equi-
valentes, donde segue o resultado.
[]

Relembremos da Observagdo 1.22 que se (@1,...,@s) € (P1,...,Ps) sdo s-uplas de invo-

lucdes equivalentes, entdo

tr(d(pr0---0@;)(0)) =tr(d(Pro---01Pg)(0)). (2.13)

Como consequéncia do teorema anterior, para o caso de diagramas divergentes de dobras temos
0 mesmo invariante sob a equivaléncia da Defini¢do 2.18. Mais especificamente, se (f1, ..., fs)
e (g1,...,8s) sdo diagramas divergentes de dobras equivalentes associados as s-uplas de invo-
lugdes (@1,...,9s) e (P1,...,1s), respectivamente, entdo pelo Teorema 2.20 a igualdade
(2.13) € valida.

Como ja comentamos, um dos nossos objetivos neste capitulo € a classificacao dos diagra-
mas divergentes de dobras, a qual se d4 por meio das uplas de involugdes associadas. Contudo,
a nossa classificagdo ndo € geral, precisamos adicionar duas hipéteses principais: a linearidade
e a transversalidade das involu¢des. Assumimos que as involugdes das s-uplas sejam linea-
res, pois as ferramentas usadas sdo fundamentalmente de natureza linear. J4 a importancia da

transversalidade segundo a Defini¢do 1.26 fica clara mais adiante.
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Para o préximo resultado, considere a Defini¢do 1.18. Dizemos que (@1, ..., @s) é line-
armente equivalente a (Y1, ..., Ys) se o difeomorfismo & : (R",0) — (R",0) que fornece a
conjugacao

@i =hotpioh™!

é linear.

Proposicio 2.21. Seja Gs = {@1, ..., @s} um conjunto transversal de involugdes lineares em
(R",0). Entao, (@1,...,@s) € linearmente equivalente a s-upla de involu¢des (1, ..., Ps)
tal que

Fix(¢;) = {x € (R",0); x; = 0}, (2.14)

paracadai=1,...,s.

Demonstragdo. Sendo cada ¢; uma involugdo linear, temos que Fix(¢;) é um subespago ve-
torial de (R",0), para todoi = 1,...,s. Além disso, como dim Fix(¢;) = n — 1, temos
que Fix(¢;) é um hiperplano de (R", 0) e, portanto, existe um funcional linear f; : (R",0) —
(R, 0) de forma que

ker(f;) = Fix(¢;), (2.15)

paratodoi =1,...,s. Logo,
codim ker(f;) = codim Fix(¢;) = 1.

Como G € um conjunto transversal de involugdes, segue da Defini¢do 1.26 que

S S
codim () ker(f;) = codim () Fix(¢;)
i=1 izsl
= codim ﬂ ToFix(¢;)
s i=1
= ) codim Fix(¢;)
i=1
S
= Z codim ker(f;)
i=1
= s.
S

Seja ' = {uy,...,uy_s} uma base para ﬂ ker(f;). Complete 3’ de modo a obter uma base
i=1

ﬁ// - {ul/---/unfS/Ulr---/vs}

S
de R". Como B’ C (] ker(f;), segue que
i=1
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parai=1,...,n—sej=1,...,s. Afirmamos que para cada j, existe um tnicok =1,...,s
tal que f;(vx) # 0. Com efeito, fixe j € {1,...,s}. Veja que f; # 0, pois codim ker(f;) =
1. Como fj(ui) = Oparatodoi=1,...,n—s,existek € {1,...,s} tal que

fi(vx) # 0.

Agora, se existir v;, com [ # k, tal que f;(v;) # 0, como {v},v;} € um conjunto linearmente

independente contido no ker(f;), teremos
codim ker(f;) > 2,

o que é um absurdo. Logo, existe um tnico k € {1,...,s} tal que f;(vy) # 0.
Sejam i,j € {1,...,s} tais que f;j(vx) # Oe f;(vx) # O paraalgum k € {1,...,s}.
Mostremos que i = j. De fato, como vy é o tinico vetor de " tal que f;(v;) # O e fi(vx) # 0,

temos
ker(f;) = ker(fj) =[u1, ..., Un—s,01, -+, Uk_1, Vkg1,---,0s|. (2.16)

Se i # j, segue de (2.15) e da condicao de transversalidade de G5 que
ker(f;) + ker(f;) = R",

o que contradiz (2.16). Portanto, i = j. Podemos assim assumir, reordenando a base B" se

necessdrio, que
fi(vj)) #0 e fi(vr) =0,
paratodo j, k € {1,...,s},comk # j. Provemos que {f1, ..., fs} € um conjunto linearmente

independente. De fato, se { f1, ..., fs} for linearmente dependente, entdo existe j € {1,...,s}

tal que
S
fi=Y aifi,
=1
i)
para escalares «; € R. Logo,
S S
0 75 f]‘(’()]') = Z ocifi(vj) = Z (XiO = O,
=1 =1
i) i
o que é um absurdo. Portanto, { fi,---, fs} ¢ linearmente independente. Complete agora tal

conjunto de forma a obter uma base para (R")*, digamos

B*={f1,-- -, fu}

Considere a base canonica y* = {m,...,m,} de (R")*, onde 7; : R" — R é a projecdo

candnica definida por 7;(x) = x;, para todo x € R" ei = 1,...,n. Considere a base 3 =
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{wy,...,wy} de R" de forma que 3* seja a base dual de 3. Sejam y = {eq,...,e,} abase

candnica de R" e h : R" — R" o tinico operador linear tal que
h(wl) =€,

paratodoi = 1,...,n. Como h leva base de R” em base de R", claramente & € um isomorfismo

linear. Assim,
fioh ™ e) = fi(wi) = &ij,
paratodoi,j=1,...,n,istoé,
fioh™ = m;,

paratodo j = 1,...,n. Defina as involugdes 1; = ho ¢; o 1, paratodoi = 1,...,s. Pela
Definigéo 1.18, temos que (@1, ..., @s) é equivalente a (Y1, . .., Ps). Mostremos que

Fix(;) = ker (), (2.17)

paratodoi =1,...,s. De fato, seja x € ker(7;) = ker(f; o h™!). Entio, fioh 1 (x) =0, 0
que implica que
W' (x) € ker(f;) = Fix(¢;).

Pela Proposicao 1.15,

h(Fix(¢;)) = Fix(i;),
o que nos garante que x € Fix(1);). Reciprocamente, seja x € Fix(1p;). Entdo,

x = Pi(x) = (hopioh™)(x),

o que é equivalente a @; o h™1(x) = h™1(x). Assim, h1(x) € Fix(¢p;) = ker(f;), ou seja,

() = froh ™ (x) =0,
paratodoi =1,...,s. Portanto,

Fix(y;) = ker(m;) = {x € (R",0); x; =0},

como queriamos demonstrar.
[]

A proposicao anterior ndo apresenta de maneira explicita as involugdes lineares Y1, ..., s
cujo conjunto de pontos fixos € da forma (2.14). O préximo resultado tem justamente esse obje-
tivo. Para tanto, introduzimos a seguinte nomenclatura: se Gs = {@1, ..., @5} for um conjunto

transversal de involugdes, diremos que (@1, ..., @s) é uma s-upla de involugdes transversais.
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Proposicao 2.22. Nas condi¢cées da proposicdo anterior temos que
Yi(x1, ..., x0) = (X1 +anXi, oo, —Xiy oo, X + AjX;), (2.18)
para algumas constantes a;; € R, comi € {1,...,s}, j€{1,...,n}ej#i.

Demonstragdo. Pela proposi¢éo anterior, se (1, . . ., @s) for uma s-upla de involugdes lineares
transversais, entdo ela € linearmente equivalente a (Y1, ..., 1), em que cada involugdo ; :
(R",0) — (R",0) satisfaz

Fix(¢y;) = {x € (R",0); x; = 0}. (2.19)
Lembremos da demonstragdo anterior que
i =hogjoh™",

paratodoi = 1,...,s, onde h e @; sdo lineares. Portanto, ({1,...,1s) é uma s-upla de

involugdes lineares. Além disso, por (2.19) temos que
Wile)) = ¢j, (220)
para todo j # i, onde e; é o j-ésimo elemento da base candnica de (R",0). Escreva
Yi(ei) = (@i, - -, ain)-
Assim,

Yi(x1, ..o, X, Xn) = x¢i(er) + -+ xipi(e;) + - + xnpi(en)
= xie1+ -+ xi(ain, -, i) + 0+ Xney
= (v +anxi, ..., 45X, ..., Xn + inX;),

paratodo x = (x1,...,x,) € (R",0). Como 1p; é uma involug@o, temos
e = Yi(ile;))

Yi(an, ..., 4, ..., i)
2
= (ﬂil +andii, ..., a;5,...,08;n + ﬂinﬂii)-

Portanto,
4

an(1+a;) =0
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paracadai =1,...,s, o que implica que 4;; = £1. Note que se a;; = 1, entéo 4;; = 0, para
todo j # i, com j = 1,...,n. Portanto, ¥;(e;) = e;, 0 que juntamente com (2.20) implica em
Y; = Id,. Mais isso é uma contradi¢do, pois dim Fix(¢;) = n — 1. Assim, a;; = —1, donde
segue a forma (2.18) para \;, paratodoi =1,...,s.

[

Desta maneira, obtemos uma forma explicita para as s-uplas de involucdes lineares trans-
versais e, consequentemente, uma forma explicita para os diagramas divergentes de dobras por

meio do Teorema 2.20, como mostramos a seguir.

Proposi¢io 2.23. Seja Gs = {1, ..., @s} um conjunto transversal de involugdes lineares em
(R"™,0). Entdo, qualquer diagrama divergente de dobras (f1, ..., fs) associado a (@1, . .., ®s)
é equivalente ao diagrama divergente de dobras (g1, ...,3s) associado a (1, ..., s), onde
Y; édado em (2.15) e

a; a;
gi(x1,...,xy) = <x1 + %xi, e XD, Xy %xo ) (2.21)

Demonstragdo. Sejai € {1,...,s} e considere {; como em (2.18) e g; como definido em
(2.21). Defina o germe do difeomorfismo #; : (R",0) — (R",0) como

ai1 Ain
hi(x1,...,%,) = <x1 — X Xiye e, Xy — —xi> .

2 2
Veja que
h; Yoy, .o x) = <x1 + L%lxl, y Xiy oo, X+ %xJ ,
pois
h; (x1 + azixi,...,x,»,...,xn + %xi) = ((x1 + %xi) — azixi,...,x,',..., (xn + %xi) - %xi)
= (x1,...,%)

Como h; € linear, toda inversa a direita é também uma inversa a esquerda. Considere agora a
involugdo (p? definida em (2.6). Entdo

_ a; a;
hiO(p?ohi Y(x1,...,x0) = hjog? (xl—i—élxi,...,xi,...,xn—l—%xi)

ai1 Ain
= h{x+ —xi,...,—xi,...,xn+7xi)

_ an.. (41 s 4in . (in,
- (xl+ le (2( xl))/*-'/ xl/‘-'lx'rl+ le (2( xl)))
= (x1+anXi, .., —Xi, .o, Xn + AipX;)

Yi(x1, ..., Xn).
Logo, Y; = h;o (p? o h;l, paracadai = 1,...,s. Além disso, considerando a dobra fl-O

definida em (2.7), temos

0 1-1 0 ai1 Ain
fioh (x1,...,xn) = f; <x1+Txi,...,xi,...,xn—k?xi)
. a1 2 in
= x1+7x1‘,...,xi,...,xn+7xl‘

= gi(x1,...,%n).
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Como hi_1 : (R",0) — (R",0) é um difeomorfismo, segue que g; definida em (2.21) é uma

dobra, uma vez que fl-0 0 €. Ainda,
gio; :ﬁoohflohiO(p?ohfl :]‘iOO(p?ohfl :fl-ooh;1 =g

onde a terceira igualdade segue de (2.9). Logo, ¢; € uma dobra associada a 1);, para cada
i=1,...,s. Pela Definicdo 2.19, ( 21, gs) € um diagrama divergente de dobras associado a
(Y1, ..., Ps). Pela Proposigdo 2.22, como G é um conjunto transversal de involugdes lineares,
temos que (¢1,...,@s) € linearmente equivalente a (1, ...,1s). Portanto, pelo Teorema
2.20, todo diagrama divergente de dobras (f1, ..., fs) associado a (@1, ..., @s) é equivalente a

(81,-++,8s)-
O

Como vimos no inicio da demonstracao da Proposicdo 2.8, toda involucdo ¢ € Q) satisfa-
zendo codim Fix(¢@) = 1 é equivalente (via conjugacdo) a involugdo linear (p(l) = ¢ definida
em (2.6). No caso das s-uplas, com s > 2, podemos utilizar o Teorema 1.23 para concluir que
toda s-upla (@1, ..., @s) de involugdes que comutam é equivalente a (dg1(0),...,dps(0)).
Nosso objetivo agora é obter um resultado semelhante ao Teorema 1.23, impondo a condi¢do

extra de transversalidade.

Teorema 2.24. Se Gs = {@1,..., s} for um conjunto transversal de involugdes e Ns =
(@1, ..., @s| for um grupo abeliano, entio (@1, ..., Qs) é equivalente a ((p(l), oL, (pg), onde

cada involucdo (p? ¢ definida em (2.6), paratodoi =1,...,s.

Demonstragdo. Como Az é um grupo abeliano, pelo Teorema 1.23 temos que (@1, ..., Qs) €
equivalente a (@1, ...,®s), onde @; = dg;(0) € a lineariza¢do de ¢;, paratodoi = 1,...,s.
Pela Proposi¢do 1.27, como G é transversal, entdo ES = {E, e ,@} também € transversal.
Agora, pela Proposigdo 2.2 1, temos que (@1, . . ., ®s) é linearmente equivalente a (Y1, . . ., Ps),
com

Fix(¢y;) = {x € (R",0); x; = 0},

parai = 1,...,s. Logo, {{1,...,¥s} € um conjunto transversal de involugdes. Sendo A
um grupo abeliano, podemos utilizar novamente a Proposi¢do |.27 para concluir que o grupo
[1, ..., 5] é abeliano. Como cada involugdo linear 1; é diagonalizavel (Proposigdo 1.17),
segue pela Proposi¢do 1.4 que {1, ..., s} é um conjunto de operadores lineares simultane-
amente diagonalizdveis, ou seja, existe uma base 3 = {vy,...,v,} de (R",0) formada por
autovetores de 1, ..., s que diagonaliza simultaneamente tais involucdes. Pela Proposi¢ao
1.17, os autovalores de 1; sdo +1. Como codim Fix(y;) = 1, paracadai = 1,...,s, existe
um tnico o; € {1,...,n} tal que

lpi(voc,-) = _ULXZ'/
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isto €, existe um unico vetor v,, € 3 associado ao autovalor —1. Veja que se o; = A, entao
Fix(lp(xi) + Fix(lba].) = FiX(lP‘Xi) # R",

0 que contraria a transversalidade de {11, ..., {s}. Portanto, o; # o para todo i # j. Consi-

dere uma reordenacao
B ={uy, ..., uy}

da base [3 de forma que

Mi - vO(l'/

comi=1,...,s. Assim,

Yi(ui) = P(v) = —va, = —u;

Yi(uj) = uj,

paratodo j #i,comi=1,...,sej=1,...,n. Deste modo,

[Wilg = [@}]y,

em que y ¢ a base candnica de (R",0). Isso implica que P[], P = [¢?], para todo i =
1,...,s, onde P = [I]4 , é a matriz mudanga de bases de y para 8 (veja [9, Subsegdo 3.4.6]).
Pela Defini¢io 1.18, (1, ...,1s) é equivalente a (¢Y, ..., ¢?), 0 que conclui a demonstracio.

[]

Como consequéncia, obtemos uma classificagdo para os diagramas divergentes de dobras

associados as uplas de involugdes.

Corolario 2.25. Seja G = {1, ..., s} um conjunto transversal de involugdes tal que N\s =
(@1, ..., @n] é um grupo abeliano. Entdo qualquer diagrama divergente de dobras (f1, ..., fs)
associado a (1, . .., @s) é equivalente ao diagrama divergente de dobras (fY, ..., f), em que
cada f? é definido em (2.7).

Demonstragdo. Seja (f1, ..., fs) um diagrama divergente de dobras associado a (@1, ..., @s).
Pelo teorema anterior, (@1, ..., s) é equivalente a (@Y,..., @Y), onde cada ¢! é uma invo-
lucdo associada a fio, por (2.9). Pela Defini¢do 2.18, temos que ((p(l), ceey (p(s)) estd associada a
(£2,..., 9. Segue do Teorema 2.20 que (f1, ..., fs) é equivalente a (f7, ..., f2).

[]
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2.3 Caracterizacao das orbitas

A partir de agora, assumimos que toda s-upla de involu¢des lineares seja transversal, exceto
mengdo do contrdrio. Neste caso, como demonstrado nas Proposigdes 2.21 e 2.22, toda s-upla
é equivalente a (1, ...,1Ys), em que ; é da forma (2.18). Assim, para decidir se duas s-
uplas sdo equivalentes basta caracterizar as 6rbitas das s-uplas (1, . .., Ps), como faremos no

proximo resultado. Citamos a Se¢@o 5 de [ | 7] como nossa principal referéncia para o que segue.

Teorema 2.26. Considere as s-uplas de involucoes lineares transversais (1I)1a,...,1j)sa) e

(Y1, ..., s,), onde
Il)ig(xll ey x?l) - (xl + ailxi/ ey _xi/ ccy xi’l + ai?’l'xi)/

l,bib(xl,...,xn) = (x1 + b X, .o, —Xi, ..., Xn +binxi),

para todoi = 1,...,s, com a;j,b;; € Rej # i Entdo (Y1,,...,s,) € equivalente a

(Yn preen wsb) se, e somente se, existe uma matriz inversivel com entradas reais

o 0 o 0 0 . 0
0 oy e 0 : :
H= 0 0 - Qs 0 - 0 (2.22)
Ost1 Vst12 ° Vstls | Bstist1 ° Bstin
On Yn2 Tt Yus ﬁn,s—i—l Tt Bun
tal que:
(Z) X1 = 1,'

(ii) Sel <i,j<s, comi# j, entdo

(iii) Ses+1 < j < n, entdo

S n
bij =28+ Y vicae+ Y, Bjxt
k=2 k=s+1

(iv) Se2 <i<ses+1<j<n,entdo

1 S n
bij = o 6jai _Zin+kZ,27jkﬂik+kzlﬁjkaik
i =t
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Demonstragdo. Por defini¢do, (1, ...,1s,) € equivalente a (11, ...,1s,) se, e somente se,

existe um germe de um difeomorfismo 4 : (R",0) — (R",0) tal que
P, =ho, oh™ !, (2.23)

paratodoi = 1,...,s. Derivando na origem a equacao (2.23) vemos que & pode ser considerada
linear, pois

W, = dh(0)y;,di " (0).

Portanto, /1 é um difeomorfismo linear cuja matriz com relagdo a uma base fixada de R" é de-

notada por H = (c jk)nxn- Utilizando a representacdo matricial temos que (2.23) € equivalente

a
Vi, H = H;,, (2.24)
com
10 bll 0 10 ai 0
01 b12 0 1 ain 0
_ : . . :
Vi 00 -+ -1 0 Wi 00 -+ —1 0
00 bin 1 00 aiy 1
Por um lado,
n
11 €12 - Z aikC1ik —C1i " Cln
=
n
€21 €2 - Z AikCok — C2i ~*+ C2n
Hi;, = ot
n
Cnl Cn2 -~ Z AikCnk — Cni " Cnn
Vi
e por outro lado
ci1+ceinba o0 o+ cinbin
Y, H = —Ci1 E —Cin

Cn1 +Citbiy -+ Cun + Cinbiy
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Paral <i<sel <j<m,comi# j,seguede (2.24) que Cij = —Cij, ou seja, Cij = 0.
Assim, a matriz H é da forma

C11 0 s 0 0 0
0 €27 ce 0 :
H = 0 0 Css 0 0
Cs+1,1 Cs+1,2 Cs+1,s | Cs4+1,5+1 Cs+1,n

Cnl Cn2

Cns Cn,s+1 Cnn

Como H é inversivel, ¢;; # 0, paratodoi = 1,...,s. Denote o; = c;;. Veja que H satisfaz

a igualdade (2.24) se, e somente se, «H também a satisfaz, para todo &« # 0. Sendo assim,
podemos supor ¢y = 1. Paral <i,j <'s,comi # j, segue de (2.24) que

n
cji+aibij =Y agcix — cji,
k=1
ki
implicando que a;b;; = a;jaj, uma vez que ¢;; = 0 nestes casos, se i # . Portanto,
bi]' = Zibli]'.
Parai=1es+1<j<mn,

n

Y akci —cjn = cjp + anbyj,
k=1

kAi

0 que prova que

n
blj = —2C]'1 + Z a1kC j-

k=1

ki
De maneira andloga, se 2 <i <ses+1 < j < n,entdo

n
cji + aibij = —cji+ Y aiciy,

k=1
ki
o que € equivalente a

S n
o | 72t epain t Y apci+ Y, aici
1 k:2 k:S+1
k#i
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Denotando
dj=¢Cj1 e Yjik=Cik

paraj=s+1,...,nek=2,...,s,e
Bk = Ciks

para j,k =s+1,...,n, completamos a caracteriza¢do da matriz H de acordo com (2.22).
[

Podemos deduzir informagdes importantes do teorema anterior. Primeiro, fixados a;; € R,
com i # j, obtemos todas as s-uplas (Y, ..., s,) equivalentes a (1, ..., Ps,). E mais,
obtemos uma ferramenta para a constru¢ao das s-uplas equivalentes com cada entrada na forma
(2.18), bastando escolher j # 0, para j = 2,...,s, escolher 3’s de forma que a matriz

(B; j)n_sxn_s seja inversivel e escolher arbitrariamente §’s e y’s.

Observacao 2.27. Pela demonstracdo do teorema anterior, concluimos que podemos sempre

considerar uma conjugacdo linear para as uplas lineares, se estas forem equivalentes.

Nas duas proximas subsecdes, utilizamos o Teorema 2.26 para deduzir as formas normais
para os pares de involugdes lineares transversais em (R",0), com n > 2. Consequentemente,
pelo Teorema 2.20, determinamos também as classes dos diagramas divergentes de dobras as-
sociados a esses pares de involugdes.

Mais especificamente, sabendo que duas uplas de involugdes sdo equivalentes se, € somente
se, pertencem a mesma classe, a forma normal para uma dada classe € o seu representante “mais
simples” segundo a relacdo de equivaléncia adotada.

Observamos que as formas normais para o caso em que G, = {1, p,} € transversal e
Ao = [@1,®2] é um grupo abeliano ja foram obtidas no Teorema 2.24, mesmo para @1 e
@2 ndo lineares. Entretanto, nas duas proximas subsecdes reafirmamos tal resultado apenas
para que a classificacdo esteja completa. Serd possivel perceber que o caso abeliano aparece

naturalmente no procedimento adotado para deduzir as formas normais.

231 Casos=n=2

Nesta subse¢do, classificamos as s-uplas de involugdes lineares e transversais em (R",0)
no caso em que s = 1 = 2, com base na Secdo 6 da referéncia [ 7].

Considere os pares de involugdes (11,, Py, ) e (11,, 2, ), onde

Y1, (x,y) = (—x,anpx+y) e o (x,y)=(x+any —y) (2.25)
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1, (xy) = (—x,bx+y) e o(x,y) = (x+bny, —y), (2.26)

com a1y, a1, b12,b21 € R. Pelo Teorema 2.26, (1,,12,) € equivalente a (y,,1y,) se, e

somente se, existe uma matriz inversivel

1 0
H = , 2.27
2] 2

1
b12 = xdaip € b21 = &Ll21. (228)

em que o # 0 satisfaz

Observe que existe uma rela¢do biunivoca entre os pares (Y1, P2, ) € (a12,421) € RR?, analoga-
mente entre (1 b7 1[)2b) e (b1p,b21) € R2. Para facilitar nossa notacdo, vamos trabalhar em R?
segundo a seguinte relagdo de equivaléncia: (a1, a21) € equivalente a (b1, bp1) se, e somente
se, (P1,,P2,) e (P1,,Y2,) sdo equivalentes. Denote por (a2, a21) a classe de equivaléncia

de (a12,4a1). Vamos dividir a andlise em quatro casos:
i) a;p = ax = 0;
ii) a;p =0eay #0;
iii) a1p # 0eay = 0;
iv) a1 #0eap; #0.
Para o que segue, utilizamos as igualdades em (2.28).
(i) Se aip = 0 = ap1, entdo byp = 0 = by e, portanto, K(a1p,4a21) = {(0,0)}.

1
(ii) Seay;p = 0eap; # 0, entdo byy = 0 e byy = —ap; # 0. Dada a arbitrariedade de
o

temos
K(a,a21) = {(x,y) €R* x=0ey # 0},
o que descreve o eixo Oy menos a origem.
(iii) De modo anélogo ao caso anterior, se a1 # 0 € az; = 0, temos que b1y = aayp # 0 e
by1 = 0. Logo,
K(aiz,a01) = {(x,y) € R?; x #0ey =0},

o que descreve o eixo Ox menos a origem.



2.3. Caracterizagdo das orbitas 56

1
(iv) Suponha que a5 # 0 # ap1. Neste caso, (byz,by1) = (ocalz, Eazl)’ com bip, by #

0. Tomando 3 = aaqp, obtemos

K(aip, a21) = {(/3 auﬁfm) , B+ 0}, (2.29)

o que descreve uma hipérbole em RR?.

Com relagdo 2 base candnica de R?, temos

-1 0 1 -1 —
1, 01, = 21 ) 1 ), (2.30)
a2 1 0 -1 a1y daipay — 1

tr(lpla o 1!)2a) = aq172a71 — 2. 2.31)

Assim, o conjunto (2.29) pode ser reescrito como

K(a12,a21) = {(ﬁ tr(thr, © 2.) +2) ;B # 0}-

Logo,

B

As conclusdes para cada caso estdo ilustradas na Figura 2.1, onde podemos verificar uma
parti¢do do plano. Veja que cada 6rbita determina ou somente a origem, ou um €ixo menos a
origem ou uma hipérbole. Por essa razdo, vamos considerar os seguintes representantes de cada
orbita:

(0,0), sedip =ay; =0

(1,0), S€ d1p 75 0= a1 - (2-32)

(tr(l,l)laoll)za)—f-z,l), se a1 # 0
Ressaltamos que é possivel considerar (tr(iq, o P, ) +2,1) como um representante do caso
em que a;p = 0 e ap; # 0, pois neste caso tr(y, o Py ) +2 = ajpax = 0, o que estd de
acordo com o item (ii).

O préximo resultado nos mostra que a origem corresponde ao caso abeliano.
Proposicao 2.28. As involugoes 1, e Py, comutam se, e somente se, a1p = 0 = ap.

Demonstragdo. Por (2.25) temos que se a2 = 0 = a1, entdo Py, e Py, t€m representacdes
diagonais e, portanto, comutam. Suponha agora que o grupo [Y1,, Y, | seja abeliano. Para todo
(x,y) € R, temos

(¥1, 0Y2,) (%, y) = Y1, (x +any, —y) = (=x — any, ar2(x + a21y) — y)

(W2, oY1) (x,y) = Yo, (—x,a12x + y) = (—x + ax (ax + y), —a2x — y).
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l T
K(0,1)

K(0,0)

K£(1,0) 0

1 K(1,-1)

Figura 2.1: Decomposi¢ao do plano em classes de equivaléncia.

Da hipétese de comutatividade obtemos o seguinte sistema:

—x +ap1(apx +y) = —x —any
ap(x+any) —y = —apx—y

ou, equivalentemente,

as1 (alzx + 2]/) =0

a12(2x + Llj)_ly) =0

para todo (x, y) € R?. Considerando x = 1 e y = 0 obtemos a;, = 0, e considerando x = 0
e ¥ = 1 obtemos a1 = 0, donde segue o resultado.
U

Assim, de acordo com a proposicao anterior, podemos dividir a nossa anélise em trés partes:
o caso abeliano, o caso ndo abeliano com a7 = 0 e 0 caso ndo abeliano com a7 # 0. Vamos

primeiramente determinar uma forma equivalente de dizer que a1 = 0. Veja que

(Y2, — Id2)(x,y) = (x +any, —y) — (x,y) = (any, —2y) = y(az, —2),

ou seja, Im(yp, — Idp) = [(ap1, —2)]. Além disso, (x,y) € Fix(y1,) se, e somente se,
(—x,a12x +y) = (x,y), o que ocorre se, e somente se, x = 0. Logo, Fix(y,) = [(0,1)].
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Portanto,

FiX(ll)lﬂ) = Il’n(ll)zﬂ — Idz)

se, e somente se, ap1 = 0.
Para dar continuidade a nossa discussdo vamos caracterizar, de um modo mais geral, a

imagem de 1p, — Id>.
Proposi¢io 2.29. Dada uma involugdo linear ¢ : (R",0) — (R",0) temos que
Im(p — Idy) = A(e),
onde A(@) é o subespago antipodal de @.
Demonstragdo. Se y € Im(¢@ — Id), entdo y = ¢(x) — x, para algum x € (R",0). Logo,
o(y) = e(p(x) —x) = (p(x)) — @(x) = x — @(x) = —y
e, assim, y € A(¢p). Reciprocamente, seja y € A(¢). Seja x € (R",0) tal que
x=o(y) = -y

1
Entio ¢(x) = ¢*(y) = y. Além disso, para z = X temos

1 1 1 1 1 1
(p—1dy)(z) =p(z) —z=9 <§x) - Ex = E(P(x) +§]/ = §y+ Ey =Y,

o que implica que y € Im(¢ — Id,). Portanto, Im(¢p — Id,) = A(p).

Assim, de acordo com a proposi¢ao anterior temos que

FiX(l[)la) = .A(ll)za) (2.33)

se, e somente se, ap; = 0. Ainda com o intuito de substituir a condi¢do a1 = 0, mostramos

que a igualdade (2.33) € invariante por equivaléncia linear.

Proposicio 2.30. Sejam (@1, ©2) e (P1, d2) pares de involugdes lineares linearmente equiva-
lentes em (R",0). Entdo, Fix(p1) = A(@2) se, e somente se, Fix(¢p1) = A(¢).

Demonstragdo. Por defini¢do, existe um germe de um difeomorfismo linear i : (R",0) —
(R",0) tal que
bi =hopioh,
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para i = 1,2. Pela Proposicdo 1.15, temos que Fix(¢;) = h(Fix(¢;)), parai = 1,2. Su-
ponha que Fix(¢1) = A(¢3). Para mostrar que Fix(¢1) = A(¢,) € suficiente mostrar que
h(A(pz)) = A(pz), pois neste caso

Fix(¢1) = h(Fix(¢1)) = h(A(p2)) = A($2).

Considere entdo y € A(¢3). Segue que

d2(h(y)) =ho@roh™ (h(y)) = hoa(y) = h(—y) = —h(y).

Assim, h(y) € A(¢) e, portanto, h(A(¢2)) C A(¢z). Reciprocamente, se y € A(¢y),

temos
@2(h 1 (y) =h " da(y)) = (=y) = =h ' (y).

Logo, i 1(y) € A(pa), ou seja, h"1(A($2)) C .A(gpy), donde concluimos que
A(dz) C h(A(py)). Portanto, h(A(@2)) = A(¢,). Reciprocamente, se Fix(¢1) = A(¢),
entao

Fix(p1) = h~ (Fix(¢1)) = h ™1 (A(¢dy)) = A(e2),

0 que prova o resultado.
[]

Assim, a proposi¢ao anterior é fundamental para a classificacdo que apresentamos a seguir.
De fato, pela Proposi¢do 2.22 todo par (¢1, ¢2) de involugdes lineares transversais é linear-
mente equivalente a (l,l)la,l,bza), com 11, € Pp, como em (2.25). Pela proposi¢do anterior,
Fix(p1) = A(@2) se, e somente se, Fix(y1,) = A(Yy,). 0 que ocorre se, e somente se,
a1 = 0. Portanto, a igualdade Fix(¢p1) = A(¢@2) é um invariante equivalente a a,7 = 0.

Sendo assim, estamos aptos a enunciar um dos principais resultados deste capitulo.

Teorema 2.31. Seja (@1, ©3) um par de involugées lineares transversais em (R?,0) e consi-

dere o grupo \ = [p1, @2].

(i) Se A for abeliano, entdo (@1, p2) € equivalente ao par (3, 93),
Pl y) = (—xy) e @3(xy) = (x,—y). (2.34)

(ii) Se A ndo for abeliano e Fix(¢1) = A(pz), entdo (@1, 92) é equivalente ao par
(1, P2), onde

Yi(x,y) = (—x,x+y) e Ua(x,y)=(x,—y). (2.35)
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(iii) Se A ndo for abeliano e Fix(p1) # A(@a), entdo (@1, @2) € equivalente ao par
(1, 1Y), onde

P1(x,y) = (=x, (tr(pro@2) +2)x+y) e U2(x,y) = (x+y,—y). (236

Demonstragdo. O item (i) segue diretamente do Teorema 2.24 para o caso s = 2. Suponha
que A ndo seja abeliano. Pela Proposi¢do 2.22, temos que (@1, ¢2) é equivalente a (Y1, Y7, )
em que

Y1, (%, y) = (=x,a2x+y) e o, (x,y) = (x+any —y),
comaip, a1 € R. Se Fix(¢1) = A(@2), segue pela Proposi¢ao 2.30 que Fix(y1,) = A(¢s,)

o que equivale a ap; = 0. Pela Proposicdo 2.28, como A é ndo abeliano, segue que a1» # 0. De
acordo com (2.32), temos (1, 0) como um representante da classe de equivaléncia de (a1, a21).

Portanto, (@1, @2) é equivalente a (11,1, ), onde

Yi(x,y) = (—x,x+y) e Pax,y) = (x,—y),

o que prova o item (ii). Se Fix(¢p1) # A(¢@2), segue da Proposi¢do 2.30 que Fix(1,) #
A(y,). Neste caso, a1 # 0 e (tr(iy, oy, ) +2,1) é um representante da classe de equi-
valéncia de (a1, a21), de acordo com (2.32). Como o trago é um invariante por equivaléncia,

temos que
(tr(1, 0o,) +2,1) = (tr(p1092) +2,1),
donde segue que (@1, @2) é equivalente a (1, ;), com

Pi(x,y) = (—x, (tr(rop) +2)x+y) e Po(xy)=(x+y —y),

0 que prova o item (iif).
O

Observe que o Teorema 2.31 néo garante que dois pares de involugdes lineares (@1, @2) €
(¢1, ) sdo equivalentes se Fix(p1) # A(@z) e Fix(¢p1) # A(¢py). Para ver isso, basta
considerar involugdes tais que tr(@q o @2) # tr(¢d1 o o), visto que (tr(pq 0 @2) +2,1) e
(tr(¢1 o ¢2) + 2,1) sdo representantes das classes de equivaléncia para cada par. Neste caso,
o trago da composicao identifica as classes de involucdes, como vemos na demonstracao do

proximo coroldrio.

Corolario 2.32. Sejam (@1, ¢3) e (@1, @) pares de involugdes lineares transversais em (R?,0)

tais que Fix(¢p1) # A(@2) e Fix(¢1) # A(@2). Entdo, (@1, ¢2) é equivalente a (¢1, @)
se, e somente se, as composicoes P10 Qo e P1 ° P sdo conjugadas.
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Demonstragdo. Suponha que (@1, @2) seja equivalente a (@1, @2). Logo, existe um germe de
um difeomorfismo & : (R",0) — (R",0) tal que

¢1=hopioh™ e @go=hogpyoh L.

Assim,

pro@y = (hopioh ')o(hopyoh™)=hopiopyoh™,
donde segue que @1 o @ € @1 o P2 sdo conjugadas. Reciprocamente, suponha que @1 o @3
seja conjugada a @ o @p. Logo, tr(¢py o @3) = tr(@y o @2). Como Fix(¢@1) # A(@z) e
Fix(¢1) # A(@2), temos pelo teorema anterior que (@1, @2) € (@1, P2) sdo equivalentes a,

respectivamente, (1, ;) e (_’1, w_’z) definidos por

Y1(x,y) = (—x, 2+ tr(pro@2))x+y) e Pa(x,y) = (x+y, —y)

Yi(x,y) = (—x, 2+ tr(gro@))x+y) e Ph(x,y) = (x+y —y).

Como tr(@1 © @2) = tr(¢h o @2), segue que P; = Jf, para i = 1,2. Portanto, (@1, p2) e
(@1, @2) sdo equivalentes.
L]

Mais geralmente, dadas duas s-uplas (@1,...,@s) € (1, ...1s) equivalentes, temos que
@10---0@s € conjugada a ¢ o --- o @s. A verificacdo desta afirmacdo segue de maneira
similar ao feito no corolédrio anterior. Vejamos no préoximo exemplo que o resultado ndo é

vélido se as hipdteses Fix(¢p1) # A(@2) e Fix(¢1) # A(@2) ndo forem assumidas.

Exemplo 2.33. Considere as involugdes 1, P, P1,, P2, : (R?,0) — (R2,0) dadas em
(2.25) (& (2.26), onde a1y = 0, ar = -1, blz =1le bZl = 0. Como IC(O, —1) N IC(l,O) = @,

segue que (1P1,,1,) ndo é equivalente a (11, ,). No entanto, Py, 0 P, € Py, 0 Py, sdo
conjugadas. De fato, em termos matriciais

10\ /1 -1 11
wl”od)z“_(o 1)(0—1>_<0 —1)

“10\/1 o0 1 0
1’l)l”mpzb:<1 1><0—1>:<1 —1)'

Considerando o difeomorfismo linear 1 : (R?,0) — (R?,0) tal que
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01 11 01
h -
oW1, 012, 0 10)(0 —1)(1 0)
(-1 0
N 1 -1

= P, 0y,

temos que

implicando que 1, 0 Yy, € Py, © P, sdo conjugadas. Observe que, neste exemplo,

Fix(¢1,) = {(0,y); y € R} # {(x,2x); x € R} = A(¢s,),

porém

Fix(¥1,) = {(0,y); y € R} = A(wn,).

Os dois préximos resultados nos mostram que no Coroldrio 2.32 as hipéteses Fix(¢p1) #
A(@2) e Fix(¢1) # A(@,) podem ser substituidas por Fix(¢1) = A(¢z) e Fix(¢p) =
A(@2), ou ainda pela condic¢do de que o grupo A = [@1, @3] é abeliano.

Corolario 2.34. Sejam (@1, ¢3) e (@1, @) pares de involugdes lineares transversais em (R?,0)
tais que \ = (@1, p2| é abeliano. Entdo, (@1, p2) é equivalente a (@1, @) se, e somente se,
@1 0 @y e P1 © Py sdo conjugadas.

Demonstragdo. A condigdo necessdria para (@1, @) ser equivalente a (@1, @) segue exa-
tamente como na primeira parte da demonstracdo do Coroldrio 2.32. Resta entdo mostrar a

condicdo suficiente. Suponha que
1oy =ho@ ogyoh!,

para algum germe de um difeomorfismo 1 : (R?,0) — (R2,0). Assim, @1 0@oh = ho
@1 0 @2. Como @1 e @y sdo involugdes, segue que i = @ 0 1 0 h o @71 o @o. Logo, como @4

e (p comutam e @1, @ também sdo involucgdes, temos

hogao@1 = @ro@roho@io@ro@o@
= @1o@y0h
= @1o@ro@o@ioho@io@,
= ho¢@i0¢;.



2.3. Caracterizagdo das orbitas 63

Portanto, @1 o o = @, o 1, donde segue que A = @1, @] também & abeliano. Pelo item (i)
do Teorema 2.31, (@1, @2) e (@1, ¢2) sdo ambos equivalentes a (@, @3) e, portanto, (@1, P2)
e (@1, ¢2) sdo equivalentes entre si.

O

Corolario 2.35. Sejam (@1, ¢3) e (@1, @) pares de involugdes lineares transversais em (R?,0)
tais que A\ = [@1, 2] ndo é abeliano. Se Fix(p1) = A(@z) e Fix(¢1) = A(@2), entdo
(@1, ©2) € equivalente a (¢1, @2) se, e somente se, P1 © Pa e @1 © Py s@o conjugadas.

Demonstracdo. Novamente, nos resta mostrar apenas a reciproca. Pela demonstracdo do coro-
lario anterior, como A = [¢1, @2] ndo é abeliano, entio A = [¢1, @] também nio é abeliano.
Pelo item (ii) do Teorema 2.31, tanto (@1, ) quanto (@1, ¢2) sdo equivalentes a (1, o),
onde 11 e 1, sio definidas como em (2.35). Portanto, (@1, @2) é equivalente a (@7, @ ).

O

Com a classificagdo dos pares de involucdes apresentada no Teorema 2.31 podemos, via a
relac@o entre as involucdes e as dobras, obter uma classificacdo dos diagramas divergentes de

dobras associados aos pares de involucdes lineares transversais em (R2,0).

Teorema 2.36. Seja (f1, f2) : (R%,0) — (R? x R?,0) um diagrama divergente de dobras

associado ao par (@1, @2) de involugdes lineares transversais em (R?,0). Considere o grupo

A = [p1, 2]

(i) Se A for abeliano, ento (fy, f2) é equivalente a (fY, f3), onde
Axy) =02y e filxy) = (xy).
(ii) Se A ndo for abeliano e Fix(¢p1) = A(@2), entdo (f1, f2) € equivalente a (1, g2), onde
sl = (235 4y) e oy = (nR)
(iii) Se A ndo for abeliano e Fix(¢@1) # A(@z), entdo (f1, f2) € equivalente a (g1, §2), onde

1 1
g1(x,y) = (xz, (1 +5tr(ero @2)) x+y> e $20ny) = (X+ SY yz) -

Demonstragdo. Pela Proposi¢dao 2.23 no caso s = 2, temos que todo diagrama divergente de
dobras (f1, f2) associado a (@1, ¢2) é equivalente ao diagrama divergente de dobras (g1, g2)
associado a (11, ), onde

a a
avy) = (2 Px+y) o gy = (x+5 ), (237)
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para a1y, a1 € R dados de acordo com as involugdes

Pi(x,y) = (—x,apx+y) e Po(x,y) = (x+axny —y). (2.38)

Mais ainda, pela demonstra¢do da Proposi¢do 2.23, os pares (@1, ¢2) e (1, ) devem estar
na mesma classe de equivaléncia.

Suponha que A seja um grupo abeliano. Pelo item (7) do Teorema 2.31, (1, ¢2) é equiva-
lente a ((p?, (pg), para (p(l) e (pg dadas em (2.34). Logo, podemos considerar a1, = a1 = 0 em
(2.38) e, consequentemente, em (2.37). Neste caso, (f1, f2) é equivalente a (f7, f3), onde

Ay =02y e Ry =(xy).

Suponha agora que A seja um grupo néo abeliano. Se Fix(¢1) = A(¢2), segue pelo item (i)
de Teorema 2.31 que (@1, @2) é equivalente a (Y1, Y2, com 1y e P, dadas em (2.35). Neste

caso, podemos considerar a1 = 1 e a1 = 0 em (2.38) a fim de obter que ( f1, f2) é equivalente
a (g1,42), onde

iny) = (2 ov+y) e oy = ().
Se Fix(¢) # A(¢2), utilizamos o item (iii) do Teorema 2.31, 0 que nos permite considerar

a1p = tr(@10¢@y) +2eap = 1em (2.38). Logo, (f1, f2) é equivalente a (g1, g2), onde

1 1
g1(x,y) = (xz, (1 +5tr(ero @2)) x + y> e &xy)= (x +50 1/2) /

0 que conclui a prova.
[]

Corolario 2.37. Sejam (f1, f2) e (1, 82) diagramas divergentes de dobras associados, res-
pectivamente, aos pares de involugdes lineares e transversais (1, 92) e (@1, @2) em (R2,0).

Suponha que qualquer uma das seguintes hipoteses seja satisfeita:
(i) A = [p1, 2] é abeliano;
(ii) A = [@1, 2] ndo é abeliano, Fix(¢p1) = A(@2) e Fix(¢1) = A(@2);
(iii) A = [@1, 2] ndo é abeliano, Fix(p1) # A(@2) e Fix(@1) # A(@2).
Entao, (f1, f2) € equivalente a (g1, g2) se, e somente se, Q1 0 @y e @1 © G sGo conjugadas.

Demonstragdo. Segue do Teorema 2.20 que (f1, f2) é equivalente a (g1, g2) se, e somente se,
(@1, @2) é equivalente (@1, @»). Agora, o resultado segue utilizando os Corolérios 2.32, 2.34
e 2.35.

O
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23.2 Casoss=2en >3

Nesta subsecdo, generalizamos o Teorema 2.31 para o caso em que n > 3. Para isso,
seguimos a mesma abordagem da subsecdo anterior, com base na Secdo 7 da referéncia [17].
A saber, consideramos os pares de involugdes lineares transversais (1, Yy, ), com P, e Py,
como no Teorema 2.26, e analisamos os possiveis valores dos coeficientes a;;’s, parai = 1,2
el < j<mn,j# i Em seguida, procuramos um invariante por equivaléncia que nos permita
separar nossa andlise em classes.

Por simplicidade, em toda esta subse¢do, 11 e Y, denotam as involugdes lineares 1, e Py,

respectivamente, definidas em (R", 0), ou seja,

P1(x1,...,x0) = (—x1, X2+ a12X1, X3 + A13X1, - . ., Xy + A1X1) (2.39)

Po(x1,...,xn) = (X1 +ap1x2, —X2, X3+ A23X2, ..., Xp + A2, X2), (2.40)
coma;; € R,parai=1,2e1 << n,j#i.

Iniciamos generalizando a igualdade (2.31) e a Proposi¢do 2.28 paran > 3.

Proposicio 2.38. Considere o par (P1,») de involugdes lineares transversais em (R",0),
n > 3. Entdo,

appay =4 —n—+ tr(lj)l o 1[)2)

Além disso, o grupo A\ = [1,y] é abeliano se, somente se, a1o = 0 = ay.

Demonstragdo. Em termos matriciais,

-1 0 --- 0
o1 — a?z 1 0 _ [ A O2xn2 ’
. . *. . X In—Z
a1y 0 - 1
onde
a3 0
-1 a4 O
A:( O), ¥ = 14 ’
a;p 1 P
a1 0

02— € a matriz nula de ordem 2 X n — 2 e [,,_» representa a matriz identidade de ordem
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n — 2. De modo andlogo,

1 an1 O --- 0
O —-10 --- 0 510
_ 0 a 1 ... 0 _ 2xn—2 )
11)2 . %3 . . . ( Y In—2
0 a», O 1
onde
0 as3
1 0 a
B— an1 e Y = 24
0 -1 P
0 A2n
Assim,

(A0 \ [ B|Osw2 [ AB |02
1‘l)lml)z_<>< 1:: )(Y 1:: >_<XB+Y 1:: ) (@41)

Logo, tr(iq o p) = tr(AB) + tr(I,—p) = tr(AB) + n — 2. Como

AB:<—1 0) (1 a21>:<—1 —ay >
app 1 0 -1 ayp appdy —1
temos tr(AB) = —2 + ay,a;. Portanto,
tr(Pr oY) = =2 +apay +n—2,
donde segue que
a12a21 = 4 —n+tr(Pg o Yn).
Para a segunda parte da demonstracido observe que as matrizes A e B definidas anteriormente

sdo exatamente as representagdes matriciais das involugdes 11, e 1, definidas em (2.25) para

o caso n = 2. Observe também que

a0y = B 0O2xn—2 A O2xn2 | _ BA  O2xn—2 . (2.42)
Y I, X I,.» X+YA I,
Se A = [i1, ;] for abeliano, entdo segue de (2.41) e (2.42) que AB = BA. Pela Proposi¢io

2.28, a1p = 0 = ap1. Reciprocamente, se a1 = 0 = 4,1, novamente pela Proposi¢do 2.28

concluimos que AB = BA. Veja que

a3 0 0 ax a3 0 0 ax a1z a3
a 0 1 0 0 a a 0 0 a a a

XB4+Y — 14 n 24 | 14 n 24 | 14 a4
I 0 -1 T T I : :

ay, 0 0 ayy, ay, 0 0 apy, A1n  A2n
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c
0 ax a1z 0 0 ax a3 0 a3 a3
0 a -1 0 a 0 0 a a 0 a a
YA4X — 24 LM _ 2| T4 _ | ;e a2
o 0 1 o o o : :
0 ap A1n 0 0 ap A1n 0 A1 A2

Como AB = BA, obtemos de (2.41) e (2.42) que Yy 0 Py = Pp 0Py e, portanto, A = [Py, 5]
¢ abeliano.
O

Proposicio 2.39. Considere o par (11, 2) de involugdes lineares transversais em (R",0),
n > 3, tal que A = [1, V3] é néo abeliano, isto é, at, + a3, # 0.

(i) Suponha que a12a21 # 4. Se ary = 0, entdo (P1,1),) é equivalente a (11, 1,), onde

P1(x1, ..., %) = (—x1, X1 + X2, X3,..., Xn) (2.43)

Po(xq,...,xn) = (X1, —X2,X3,...,Xn). (2.44)

Se axy # 0, entdo (P1,1;) é equivalente a (Y1, 1), onde

Pr(x1,.., ) = (—x1, (4 —n+tr(ProPo))xs + X2, X3,..., Xp) (2.45)

e

Po(x1,..., %) = (X1 + X2, —X2, X3, ..., Xn). (2.46)
. —ay - .
(ii) Suponha que a1a71 = 4. Se (anz, ..., a2,) = > (a13,...,a41,), entdo (P1,1;) é

equivalente a (1,1 ), onde

P1(x1,...,P2) = (—x1,4%1 + X2, X3, ..., Xn) (2.47)
e

Po(xq, ..., %) = (X1 +x2, —X2,X3, ..., Xn). (2.48)
Se (axs, ..., a0,) # _321 (a13,...,a1n), entdo (P1,Y») é equivalente a (11,1y), onde

E(xl,...,ll)z) = (—x1,4x1 +x2,x3,...,xn) (249)

Yo(x1, ..., xn) = (x1+ x2, —X2, X0 + X3, X4, - ., X). (2.50)



2.3. Caracterizagdo das orbitas 68

Demonstragdo. Considere (1,,1,,) o par de involugdes transversais em (R", 0) definidas por

lplb(xll L /xn) - (_xll x2 + b12x1/ cecy x?l + blnxn) (251)

Yo, (x1,...,xn) = (x1 + bo1xo, —x2, X3 + bazxa, ..., Xn + bopXxy), (2.52)

com b;; € R. Pelo Teorema 2.26, (11, ) é equivalente a (11, ) se, e somente se, existe

uma matriz inversivel com entradas reais

1 O o --- 0
0O a 0 --- 0
H=1| 0 v3 B33 -+ PBan
On VYn Buz - Pun
tal que
1
bip =aa;p e by = Py (2.53)

com & # 0. Além disso, para 3 < j < n, temos
n 1 n
bij=—26;+vyjana+ ) Bjxaw e b= o | %t + =2y + Y Bjax |- (254
k=3 k=3

Para cada « # 0, defina o operador linear Ly : R?"~* — R?"~4 por
1 1
La(x3,- o) Xn, Y3, -, Yn) = (2x3 +a12ys, ..., —2%, + a12yn, ;(azlxs —2y3),.--, &(ﬂﬂxn - Zyn)) ,

para todo (x3, e X, Y3, yn) € R* 4, Mostremos que Ly é um isomorfismo linear se, e

somente se, a12a>1 # 4. De fato, em termos matriciais

-2 0 0 ap O 0

0 —2 0 0 ain 0

0 0 —2 0 0 ain

Le=| Y0 0 ... 0o -2 0o ... 0o | (2.55)

(04 1 (04

0 —an] 0 0 - 0

1 2

[0



2.3. Caracterizagdo das orbitas 69

onde cada bloco diagonal tem ordem n — 2. Observe que as colunas de L, s@o linearmente

dependentes se, e somente se, existe um A € R* tal que

—2A = ain

1
(—ﬂzl) A= 22
" P

Tal sistema admite solu¢do se, e somente se,

2 ain
—_—— = A = -,
an1 2
isto é, ajpap1 = 4. Portanto, Ly é um isomorfismo se, e somente se, a1pa21 # 4, como

queriamos demonstrar. Agora observe que, sendo H uma matriz inversivel, a matriz

Bas -+ Bz

/3113 T ﬁnn
também € inversivel e, portanto, 3 define um isomorfismo linear em R"~2, Denote por Uypg O

vetor 1
Vap = (ﬁ(al?)/---;aln)z aﬁ(ﬂz&---,azn)) ER'"Z xR =R

e considere
Azxﬁ = Tv‘xﬁ o Ly,

onde Ty, R?"~4 5 R?"~4 ¢ a translagdo na direcio Uap- Temos que

Im(Aocﬁ) = {z= Azxﬁ(x/ y) € Rzn_4} (x, y) € R2n—4}
= {z2="To,(Lal(x,y)) € R¥"H; (x,y) € R} (2.56)
{z=Lalx,y) + vap € R¥"%; (x,y) € R*" 4},

para (x,y) = (x3,...,Xn, Y3,.-.,Yn). Denote por z; a j-ésima coordenadade z = La(x, y) +

UypB, OU SEJ,
n

Z]' = —2x]_|_2 -+ y]_|_2a12 + Z /3]+2,ka1k
k=3

paratodoj=1,...,n—2e

1 n
Zj = P (xj—n+4021 +—2Yjnya+ Z ﬁj—”+4f’<a2k> ’
k=3

paratodo j = n—1,...,2n — 4. Nesta nota¢do, de acordo com (2.53) e (2.54), temos que

(Y1, Y2) e (1,,12,) sdo equivalentes se, e somente se,

1
(b12,b21) = (0@112, ;@1) e (b3, ..., b1n, b2z, ..., boy) € Im(Agg), (2.57)
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para algum « # 0.

Vamos agora estudar todos os tipos de 6rbitas dos pares (1, ), analisando primeiro o

caso a12dp1 # 4 e depois o caso airap1 = 4.

(i)

(i)

Suponha que 41241 # 4. Neste caso, Im(Ayg) = R4, pois as aplicagdes Ty, € Lo
sdo bije¢des.  Logo, para todo o« # 0 e qualquer isomorfismo f3, temos
(b13, .-, b1n, b23, ..., byy) € Im(Ayg). Portanto, (11, 1)) é equivalente a (P1,, Y, )

1
se, e somente se, (b1, bp1) = (ocalz, —ap1 |, de acordo com (2.57).
o

1
Se ax; = 0, como a3, + a3; # 0, podemos tomar o = . # 0 de modo que
12

1
X1y = 1 e —ay = 0.
o
Logo, concluimos que (1, y2) é equivalente a (1,, 1)y, ) se, e somente se,

(b12,b21) = (1,0).

Sendo (bys, ..., b1y, bos, . . ., byy) arbitrdrio, podemos considerd-lo como o vetor nulo de
R2"~%. Neste caso, temos que as involugdes Yy, e 1, definidas em (2.51) e (2.52) s@o

da forma

ll)l(xll' . -lxl’l) - (_xllx]. +x2/x31' . -/xi’l)

IPZ(xl/ .. -/xn) == (xll —X2,X3,.. '/xn)-

Portanto, (11, 1),) é equivalente a (11, y,), com 1 e P, definidas como em (2.43) e

(2.44), o que prova a primeira parte do item (7).

De maneira andloga, se ap1 7# 0, podemos tomar o« = a1 # 0 de modo que

(b12,b21) = (a12a21,1) = (4 —n+tr(P1oPy), 1),

onde a dltima igualdade segue da Proposi¢do 2.38. Considerando novamente

(b3, ..., b1n, b23, ..., b2y) = (0,...,0),

concluimos que (11, Y2) € equivalente a (11,2, ), com P1, = P71 e Py, = Y, dadas
como em (2.45) e (2.46), respectivamente.

Suponha que a12a4>1 = 4. Neste caso, L, ndo é uma bijecdo e as n — 2 dltimas linhas da

a
matriz de L, dada em (2.55) s@o mdltiplas por —% das n — 2 primeiras. Claramente,
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as n — 2 primeiras linhas de L, formam um conjunto linearmente independente. Logo,

dim(Im(Ly)) =n — 2 e Im(Ly) é gerada por
{(—2,0,...,0,6112,0,...,0),...,(0,0,...,—2,0,0,...,5112)}. (2.58)
Deste modo, (x1,...,%2,—4) € Im(Ly) se, e somente se,

— %(Xl,...,xn_z) = (xn_l,...,x2n_4). (259)

Assim,
1
Uap = <ﬁ(ﬂ13,---,ﬂ1n),&ﬁ(ﬂ23,---,ﬂ2n)) € Im(Ly)

/4; a 3,...,61 n l{; ﬂgg,...,ﬂgn . 2.(;()

Como f3 é um isomorfismo linear e « # 0, a igualdade (2.60) é equivalente a

a1
—7(0113,...,011”) = (ﬂzg,...,ﬂzn). (261)

Portanto, v,p € Im(Ly) se, e somente se, vale (2.61).

Suponha que —%(013, ..., 01y) = (a23,...,42,). Entdo, v,p € Im(Ly) e, de acordo
com (2.56), temos
Im(Ayp) = Im(Ly).

Assim, (0...,0) € Im(Ayp) e, fazendo a mesma andlise do caso anterior, podemos

considerar @ = a1 # 0 em (2.57) de modo que

(b12,b21) = (a12a21,1) = (4,1) e (b13,...,b1u,b23,...,b2y) = (0,...,0).
Portanto, (1, ) ¢é equivalente a (11,,1y,), com Py, = Y1 e Py, = 1P, definidas
como em (2.47) e (2.48), respectivamente. Isto prova a primeira parte do item (7).

Suponha agora que —%(ﬂlg,, oo 01y) F (a23,...,042,), ou seja, Uap ¢ Im(Ly). Te-
mos que

U Im(Axs) = R**\Im(Ly), (2.62)
BEGI(n—2)

onde Gl(n — 2) denota o grupo das matrizes inversiveis de ordem n — 2. De fato, seja
z € Im(Agg), para B € Gl(n — 2) arbitrério. Entdo,

z = La(5) + vap,
para algum s € R¥"~#, Veja que z ¢ Im(Ly), pois caso contrério,

Uap = La(s) + Vap — La(s) = z — La(s) € Im(Ly).
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Deste modo, Im(Ang) C R**\ Im(Ly), para qualquer isomorfismo 3, donde segue
a primeira inclusdo. Reciprocamente, seja u = (uq,...,Up,—g4) € R* 4\ Im(Ly).

Segue de (2.59) que

a
(tp_1, ., ton—a) + == (1, ..., un_2) % (0,...,0).

2«

Como (a3, ..., a,) + %(alg, .e.,a1,) # (0,...,0), podemos definir um isomor-
fismo 3 em R" 2 tal que

1 a1 a1
&ﬁ <(ﬂ23, e ,ﬂ2n) + 7(“13/ ce /aln)) = (un—lr ceey uZn—4) + ﬂ(ull sy Mn—z)
e, portanto,

1 a
(Up—1,..., Usn—s) — &ﬁ(ﬂlzsf oo, Aoy) = _2%1<(u1’ ce Up_p) — /3(6113,---,0111)).

Nestas condi¢des, u — v4g € Im(Ly). Por (2.56) segue que u € Im(Ayg), 0 que prova
(2.62). De (2.58), observamos que (0,...,0,1,0,...,0) ¢ Im(Ly), onde 1 estd na
posi¢do n — 1. Portanto, (0,...,0,1,0,...,0) € Im(A,g) para algum isomorfismo f3.

Neste caso, tomando novamente o« = a1 # 0, podemos considerar em (2.57)

(b12,b21) = (a1pa21,1) = (4,1) e (b13,...,b10,b23,...,b2,) = (0,...,1,...,0),

de modo que byz = 1. Portanto, (y1,1);) € equivalente a (1, 17, ), com P1, = Py e
Py, = P definidas em (2.49) e (2.50), respectivamente.

O

Queremos agora fazer alguns ajustes para suprimir os 4;;’s na classificagdo dos pares da
forma (11, ). Veja que a condi¢do a1pap1 = 4 pode ser substituida por tr(yq o ¢p) = n,
visto que

aipa1 = 4 —n+tr(yPg o Py).
Também vamos substituir no caso em que 412437 = 4 a condi¢do

a
- % (013, ceey aln) - (ﬂ23, ceey aZn) (263)

por A(1) = A(1p,). Com efeito, considere 1; e 1 definidos em (2.39) e (2.40), respectiva-

mente. Veja que
{(x1,..., %) € (R",0); xj+ajx1 = —xj, j=2,...,n}
a .
= {(xl,...,xn) e (R",0); Xj= —%xl, j:2,...,n}

a2 A1n
= <x1,——x1,...,—7x1>; X1 € R}

(1 -2
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De modo anélogo,
A(U’Z) = {(xl,...,xn) & (Rn,O), Xj+a2jX2 = —x]', ]: 1,...,1’1, ]# 2}
dn
= {(xl,...,Xn) E (Rn,O); XJ - —%XZ, ]: 1/"'/n/ ]#2}

azi1 A2n ) }
= ——=X9,X3,...,———X2]; xp €R
( 5 2, %2 5 2 2

a1 a2n
= ——,1,...,——>}. 2.64
< 2 2 ( )
Assim, A(11) = A(Yy) se, e somente se, existe a 7 0 tal que

a2 ais A1n a1 az3 aon
all,—,—,...,— ) =———,1,—=—,...,—— ).

27 27 2 2 27 2
. . . . a
O tnico « que satisfaz a igualdade anterior € « = — % uma vez que a1paz1 = 4. Neste caso,
obtemos
a1 a13 Ain\ az3 A2n
U a) =)

o que € equivalente a (2.63).

Resta apenas encontrar uma maneira equivalente de expressar a1 = 0. Mostremos que

A(l[)z) C FlX(ll)l)

se, e somente se, a7 = 0. De fato, como
Fix(y1) = {x € (R",0); x; = 0},

segue de (2.64) que A(Y,) C Fix(yq) se, e somente se, a1 = 0.

Deste modo, podemos reescrever a Proposicdo 2.39 para pares arbitrdrios de involugdes
lineares transversais. Antes disso, € importante verificarmos que as condi¢cdes encontradas nao
dependem da escolha do representante da classe. Assim, resta mostrar que a condi¢do A (1) =
A(1,) paraum par (1, 12) de involugdes lineares transversais é um invariante por conjugagao
linear simultidnea. De fato, suponha que (11, ) seja linearmente equivalente a (1, o).

Logo, existe um germe de um difeomorfismo linear i : (R",0) — (R",0) tal que
Y =ho¢;oh™?,
parai = 1,2. Seguindo os mesmos passos da demonstragdo da Proposi¢do 1.15, temos que
h(A($i) = AWi),
parai = 1,2. Logo, se A(Y1) = A(Y7), entdo

h(A(¢1)) = A(P1) = A(P2) = h(A(d2)).
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Como h é uma bijecgdo, segue que A(¢p1) = A(¢y). Reciprocamente, se A(¢p1) = A(¢o),

entdo A(1) = A(12), como queriamos demonstrar.

A demonstracido do proximo resultado segue diretamente do Teorema 2.24, da Proposicao

2.39 e dos invariantes que construimos.

Teorema 2.40. Sejam (Y1, Y7) um par de involugdes lineares transversais em (R",0), n > 3,

e A= [y, Y]

(i) Se A for abeliano, entdo (1, y) é equivalente a (Y3,19), onde
Y(x1, ..., x0) = (—x1, %2, ., %) e YI(x1,..., %) = (X1, —X2, X3, ..., %n).

(ii) Suponha que A ndo seja abeliano e que tr(1 o) # n. Se A(Yp) C Fix(yy),
entio (1, ;) é equivalente a (\1,1y), onde 1 e VP, sdo dados em (2.43) e (2.44). Se

A(Yn) ¢ Fix(yn), entdo (P1,1) é equivalente a (P1,1);), onde Py e Py sdo dados
em (2.45) e (2.46).

(iii) Suponha que /A ndo seja abeliano e que tr(1 o ) = n. Se A(YP1) = A(y»), entdo
(P1,12) € equivalente a (Y1, V»), onde Py e Py sdo dados em (2.47) e (2.48). Se

A1) # A(Y,), entdo (1, € equivalente a (11, 1y), onde Py e P sdo dados em
(2.49) e (2.50).

Para finalizar esta subsecdo, bem como o capitulo, usamos o teorema anterior para classificar

os diagramas divergentes de dobras paras = 2en > 3.

Teorema 2.41. Seja (f1, f2) : (R",0) — (R" x R",0) um diagrama divergente de dobras
associado a um par (@1, @2) de involugdes lineares transversais em (R",0), com n > 3.

Considere \ = @1, p3].

1) Se A for abeliano, entdo (f1, f) € equivalente a 0, 9, onde
1-J2
ff(xl,...,xn) = (x%,xy_,...,xn) e fg(xl,...,xn) = (xl,x%,xg,...,xn).

(ii) Suponha que A ndo seja abeliano e que tr(@1 o @) # n. Se A(@2) C Fix(¢1), entdo
(f1, f2) € equivalente a (1,82 ), onde

N[ —

2
g1(x1, ..., %) = (xl, X1 +x2,x3,...,xn)

2
Q(x1,...,x0) = (xl,xz,xg,...,xn> .
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Se A(@a) ¢ Fix(@1), entdo (f1, f2) € equivalente a (g1, 2 ), onde

1
g1(x1,...,xn) = (x%,§(4 —n+tr(pr0@))x +xz,x3,...,xn)

1 2
go(x1,...,x0) = X1+ 5 X2, X9, X3, X ) -
(iii) Suponha que A ndo seja abeliano e que tr(@1 0 @) = n. Se A(p1) = A(pz), entdo
(f1, f2) € equivalente a (g1, 82), onde

2
Q1(x1,...,xn) = <x1,2x1 + xz,x3,...,xn>

1 2
2 (x1,...,x0) = [ X1 +§x2,x2,x3,...,xn )

Se A(p1) # A(@z), entdo (f1, f2) é equivalente a (g1, g2), onde g1 e g2 sdo dadas por

g1(x1,...,x0) = (x%,le +Xx2,X3,...,Xn)

1,1
(X1, ..., xn) = X1+ 5%, Xy, 5 X0+ X3, Xay e X |

Demonstragdo. Segue de maneira similar ao Teorema 2.36 utilizando a Proposicdo 2.39 em vez

do Teorema 2.3 1.
]



CAPITULO 3

DIFEOMORFISMOS REVERSIVEIS E
RECONHECIMENTO DE SIMETRIAS

Neste capitulo, classificamos os difeomorfismos reversiveis a partir dos resultados sobre in-
volugdes que obtivemos no capitulo anterior. Determinamos também as simetrias e as simetrias
reversiveis lineares para cada classe de germes de difeomorfismos. Para tanto, consideramos
[3] como a referéncia principal do capitulo, com base nos Teoremas 2.31 e 2.40, os quais clas-
sificam pares de involugdes no caso linear e transversal.

Como vimos na Sec¢do 1.2, um germe de um difeomorfismo reversivel F : (R",0) —
(R", 0) esté associado a um par (@1, @) de involugdes de forma que @1, @2 € Q sdo simetrias

reversiveis de F e
F=@i100;. (3.1)

Sabemos também que se os pares de involugdes (@1, @2) € (11, o) forem equivalentes por um
difeomorfismo i em (R”,0), entdo F = @1 0 3 € G = 11 o P, sdo conjugadas pelo mesmo
h (veja o inicio do Capitulo 2).

Vamos supor, na maior parte deste capitulo, que os germes de difeomorfismos reversiveis
sdo lineares e que as involucdes t&ém subespacos de pontos fixos com codimensdo 1, exceto
meng¢do do contrario. O capitulo estd dividido em quatro se¢des. Na Secdo 3.1, apresenta-
mos propriedades sobre as involugdes @y € (pllc definidas em (1.5). Na Secdo 3.2, fazemos a
classificacdo dos difeomorfismos reversiveis e o reconhecimento de suas simetrias e simetrias
reversiveis para o caso linear em (]Rz, 0). Na Segdo 3.3, estendemos os resultados da Se¢@o 3.2
para o caso n > 3. Na Sec@o 3.4, analisamos as 6rbitas dos pontos em (R"”,0) com relagdo a

dindmica do sistema discreto gerado pelo difeomorfismo F dado em (3.1).

76
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3.1 As simetrias reversiveis @y e @}

Nesta secdo, consideramos o difeomorfismo reversivel F = @1 o ¢y, em que @1, @y :
(R",0) — (R",0) sdo involugdes arbitrarias, e estudamos as principais propriedades das invo-
lucoes

ok =@20F % ¢ @ =Flog, (32)
para todo k € N. Lembremos que ¢} = 1. A principal referéncia para o que segue é a Segio
2 de [3].

Sabemos das equagdes (1.7) e (1.8) que @i é, de fato, uma involucido e uma simetria re-
versivel de F. O mesmo € valido para (p,’<. Para facilitar a compreensao, vamos estabelecer
uma notacdo a fim de diferenciar as aplicacdes definidas em (3.2) quando consideramos dois
germes de difeomorfismos reversiveis F = (pf o (péE e G = (p? o (pg, com (pfT e (piG simetrias

reversiveis de F e G, respectivamente. Neste caso, denotamos

_ F _

of = b o FF2, o/ = FFloof, (3.3)
_ G _

0C =S oGF2, ¢ =G ogC. (3.4)

Na préxima proposicio garantimos que se o par (@, b) for equivalente a (¢, ¢S), entdo

. ~ F . . G .
todas as involugdes (p}(U e @'} sdo conjugadas a (p,? e @'y, respectivamente.

Proposi¢io 3.1. Sejam F,G : (R",0) — (R",0) germes de difeomorfismos reversiveis tais
que F = @t ot e G = ¢F 0 ¢S. Suponha que (pf, o) e (9§, ©S) sejam equivalentes.
Entdo existe um difeomorfismo h : (R",0) — (R",0) tal que

(p,({;:hoq)foh_1 e (p;(G:hO(p;cFoh_l,
para todo k > 1.

Demonstracdo. Como (@f, @5) é equivalente a (¢f, 5), existe um germe de um difeomor-
fismo i : (R",0) — (R",0) tal que

(p?:hoq)foh_l e (pgzhO(pgoh_l.

Assim,
G=¢SopS=hoplopionl=hoFon!
e, portanto,
of = ¢5oG?

ho (pg oh~lo (hol-ﬂoh*l)kf2

hogEoh lohoF-2op!

ho (PIZ:OFk_Z oh—l

hO(p]ljo}f1
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'G k—1 G
= G o @1

= (hOFOh_l)k_lohO(p{:Oh_l
= hoF-lontohoplon™
= hoFFrlogplon™!
hO(p;{Fohfl.
O

Nas Subsec¢des 2.3.1 e 2.3.2, determinamos as formas normais dos pares de involucdes
lineares transversais (@1, (pz) paran = 2 en > 3, respectivamente. Uma pergunta natural
a se fazer é se é possivel obter pares equivalentes a (@1, @) a partir das involugdes @y € (p,'(

definidas (3.2). O seguinte lema vem no intuito de responder a essa pergunta.

Lema 3.2. Seja F : (R",0) — (R",0) um difeomorfismo reversivel tal que F = @1 o ¢,

onde @; : (R",0) — (R",0) sdo involugdes e simetrias reversiveis de F, para i = 1,2. Entdo
é

(1, ®2) eqmvalente a (Qoks1, Poksn) €a ((P2k+1r (PZk) para todo k € N,

Demonstragcdo. Lembremos que como @1 e @3 sdo involugdes, temos @1 0 F = gpe Fo @y =

@1. Dado k > 1, como @1 e @, sdo simetrias reversiveis de F, segue de (1.6) que

@10 FFoFk
= @roF*
— @qoFop%*1

F*o@ork

FﬁkO(pzoFk = (pzoFkoFk

= ©2%+2,

para todo k € N. Portanto, F* : (R",0) — (R",0) é um difeomorfismo que conjuga (@1, ¢»)
e (Qaki1, Poks2)- Analogamente, segue de (1.6) que

FkoFkO(p1

= Fog
F(Zk*#l)*l

FkO(pl o F7k

° Q1
!
= Prt1
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FropooF % = FroFFogp,
= FPog,

16 Fo g,

F2k7 1 o @1

/

Pk

Assim, F¥ : (R",0) — (R",0) é um difeomorfismo que conjuga (@1, ;) e (@ps1, o). O
resultado segue pela Defini¢do 1.18.
]

Proposicao 3.3. Nas condicoes do lema anterior,

Phin= FopoF ' e @r=FoggoF !,
para todo k € N.

Demonstragdo. Pela demonstragdao do Lema 3.2, temos que
Pyor = FopoF™

I PO (Fk—l o (Pl o F—(k—l)) o F—l

_ / -1

= Fopyp_pyq1oF

_ / -1

= PO‘P(2k+1)f2°F ’
para todo k > 1. Do mesmo modo,

(p’zk — Fko ¥ oF 7k
= Fo (Fk_l o@po0 F_(k_l)) oF 1

Fo (pIZ(k—l) oF~!

— Fogl ,oF .

Assim, dado k € N, seja ele par ou impar, temos que
(p,/(+2 :FO(p;{OF_l.

De maneira andloga, utilizando que F ¥ conjuga (91, ©2) € (@axs1, P2k-12), obtemos a outra
igualdade da proposicao.
[

A proposi¢do anterior juntamente com a Proposicdo .15 nos permite obter a dindmica dos
conjuntos de pontos fixos das involucdes definidas em (3.2). Tal resultado encontra-se demons-

trado em [3, Lemma 2.7] de um modo alternativo.
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Teorema 3.4. Seja F : (R",0) — (R",0) um difeomorfismo reversivel tal que F = @1 o @y,
onde @1,z : (R",0) — (R",0) sdo involugdes e simetrias reversiveis de F. Considere as

duas sequéncias de simetrias reversiveis de F definidas em (3.2). Entdo
F(Fix(pi+2)) = Fix(px) e F(Fix(ey)) = Fix(¢f,),
para todo k € N.
Demonstragdo. Pela proposi¢ao anterior, temos que
. F F—l / _ F / F—l
Pk =L OPy20 € Prypp= FOoPol .
Pela Proposicao 1.15, segue que
F(Fix(@k12)) = Fix(ex) e F(Fix(o})) = Fix(¢),,),

como queriamos demonstrar.
[]

Aplicando sucessivamente o teorema anterior obtemos duas cadeias de conjuntos de pontos

fixos das involugdes supracitadas.

Corolario 3.5. Aplicando F as subvariedades de pontos fixos das involugdes definidas em (3.2),

obtemos as cadeias

-+ = Fix(ggr) — - -+ = Fix(p2) — Fix(¢5) — -+ — Fix(@h) — - - - (3.5)

coo = Fix(@gy1) — -+ = Fix(@1) — Fix(¢3) = - -+ = Fix(@h 1) = -+, (3.6

para todo k € N.

Demonstracdo. Como (p’l = @1, a cadeia (3.6) segue diretamente do Teorema 3.4. A Unica

sequéncia em (3.5) que nao segue do Teorema 3.4 €
F(Fix(p2)) = Fix(¢}).
Neste caso, como @5 € uma involugdo e 1= @2 © @1, temos de (3.2) que
@y =Fogpr=Fogopop =FopyoF .

Novamente, pela Proposigdo 1.15, segue que F(Fix(¢3)) = Fix(¢}), como querfamos.
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Na Sec¢do 3.4, daremos continuidade ao estudo das drbitas do sistema dinadmico discreto
gerado por F. Por ora, apresentamos um coroldrio que serd utilizado diversas vezes nas duas

proximas segoes.

Corolario 3.6. Todas as subvariedades de pontos fixos das involucdes em (3.2) com indice
impar tém a mesma dimensdo de Fix(¢1). Do mesmo modo, as subvariedades de pontos fixos

das involugdes em (3.2) com indice par tém a mesma dimensdo de Fix(¢ps).

Demonstracdo. Segue do coroldrio anterior, visto que F € um difeomorfismo.
O

Lembremos que no capitulo anterior a hipétese codim Fix(¢) = 1 era recorrentemente

assumida para as involugdes ¢ consideradas. Neste caso, se F = @1 o0 ¢p» com
codim Fix(¢1) = codim Fix(¢;) =1,

segue do Corolario 3.6 que
codim Fix(¢y) = codim Fix(¢}) =1,

para todo k > 1. Isto serd de grande valia quando estivermos calculando os conjuntos de
pontos fixos das involugdes lineares no plano, que neste caso sdo subespacos vetoriais (veja
(1.10)) unidimensionais de (]Rz, 0).

Para finalizar a secdo, vamos provar um resultado acerca dos conjuntos de simetrias e de

simetrias reversiveis de um germe de um difeomorfismo.

Proposi¢io 3.7. Sejam F,G : (R",0) — (R",0) germes de difeomorfismos reversiveis. Se
F for conjugado a G, entdo toda simetria de G é conjugada a uma simetria de F, o mesmo

valendo para as simetrias reversiveis. Mais geralmente, existe um germe de um difeomorfismo

h:(R",0) — (R",0) tal que

6 =nrint = {hopoh™!, comp € Tt} 3.7

S =nrfh'={hopoh™, comp €T}, (3.8)

onde F_E e Fi representam o grupo de simetrias de G e F, respectivamente, e réert represen-

tam o conjunto das simetrias reversiveis de G e F, respectivamente.

Demonstragdo. Como F é conjugado a G, existe um germe de um difeomorfismo /2 : (R",0) —
(R",0) tal que
G=hoFoh !
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Veja que
G l= (h ol—"ohil)f1 —hoF ton .

Seja @ € M. Entdo Fo g = @ o F~!, donde segue que

Go(hopoh™) = (hoFoh Yo(hopoh™!)
hoFogoh™!

hopoF lon™!

hopoh tohoF loh™!
(hopoh™ 1) oG™L.

Logo, ho@oh™! € TS. Como ¢ ¢ arbitrério, temos hT¥h~1 < T'C. Reciprocamente, seja
Q c S e denote
Yp=hltopoh.

Como Gogp =@o G, temos

Foyp = Fohlogoh
= hlohoFoh logoh
= hlo(Gog)oh
= hlo(poG Hoh
= hlogpo(Gloh)
= hlogpohoh o(hoF™ 1)
= hlopohoF !
= Yol !,

donde segue que Y € rf e, portanto, ¢ = hoo Wt e nrtp1, Logo, r¢ c nrfn=1, o
que nos garante a igualdade (3.8). Para a igualdade (3.7) seguimos as mesmas linhas, com as

devidas adaptagdes.
[

O resultado anterior € ttil no calculo das simetrias e simetrias reversiveis de um dado dife-
omorfismo G = 1 o p, na medida em que conhecemos a forma normal (@1, ¢2) do par de
involugdes (1, 2) no caso linear e transversal (veja os Teoremas 2.31 e 2.40). Assim, como
G € conjugado a F = @1 o @», que a priori admite uma forma mais simples, é possivel obter o
grupo Ff e 0 conjunto r¢a partir das simetrias e simetrias reversiveis de F, respectivamente.
Por esse motivo, nas duas préximas se¢des nos restringimos ao cdlculo do grupo I} das sime-

trias e do conjunto ['_ das simetrias reversiveis da forma normal F de um dado difeomorfismo.
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3.2 Reconhecimento de simetrias para o cason = 2

Nesta secdo, utilizamos a classificacdo apresentada no Teorema 2.3 1 para reconhecer as si-
metrias e as simetrias reversiveis, bem como a geometria de seus subespagos de pontos fixos,
de um germe de um difeomorfismo G = 1 o Y, em (R?,0) no caso em que (1,1) é um
par de involugdes lineares e transversais no plano. Para isso, vamos seguir a abordagem e as
notacdes apresentadas na Secdo 3 de [3], trabalhando com a forma matricial das involucdes e
dos difeomorfismos reversiveis na base candnica de (Rz, 0). Por esta razdo, omitimos o sim-
bolo de composi¢do entre as aplicagdes, ja que agora trabalhamos com o produto das matrizes
associadas.

Como mencionamos, nossa abordagem consiste em usar a classificacdo dos pares de in-
volugdes do Teorema 2.31 para determinar um par de involugdes (@1, @2) que é equivalente a
(Y1, YP7) e, assim, obter um difeomorfismo reversivel F = @@, que é conjugadoa G = P1;.
Como mostramos no inicio do Capitulo 2, sempre que os pares de involugdes (1, 12) €
(@1, @2) forem equivalentes, temos G e F conjugados. Além disso, vamos determinar as sime-
trias e simetrias reversiveis lineares de F.

Denote por A = [1, 2] o grupo gerado por P e Pp. Vamos dividir nossa anélise em trés

Casos:

(i) A é abeliano;

(ii) A € ndo abeliano e Fix(y1) = A(y»);
(iii) A € ndo abeliano e Fix (1) # A(y»).

Para o que segue, denotamos por I'y e I'_ os conjuntos de simetrias e simetrias reversiveis

lineares de F = ¢ ¢y, respectivamente. Posto isso, vamos a andlise dos casos.

3.2.1 A é abeliano

Pelo Teorema 2.31, (1, 1) é equivalente a (@1, @3 ), onde

-1 0 1 0
— c = .
®1 0 1 ©2 0 -1

Neste caso, F = —I, e, consequentemente, F* = (—1)k12 para todo k € Z, implicando que
todo x € (R2,0) ndo nulo tem sua F-6rbita periédica com periodo 2. Além disso, de (3.2)
segue que

Qa1 = PP = o (1) 1 = —p = oy (3.9)
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Phe1 = FFo1 = (-1)* Lo = ¢y (3.10)
Qok = 2P 2 = 3 (—1)20D L, = gy (3.11)
oy = F* o1 = (-1)* Lo = —p1 = ¢y, (3.12)

para todo k € N. Como F comuta com todas as matrizes, temos 't = GI(2). Portanto, pela
equagdo (1.4), obtemos I'_ = @I, = GI(2). Além disso, é facil ver que Fix(F¥) = {(0,0)}
se k for impar e Fix(Pk) = R? se k for par, para todo k > 1. Do mesmo modo, como @1 e
@7 sdo diagonais, podemos verificar facilmente que Fix(¢@1) = [(0,1)] e Fix(¢2) = [(1,0)].
Pelas equagdes (3.9)-(3.12), concluimos que

Fix(¢y) = Fix(¢}) = [(0,1)] e Fix() = Fix(¢f) = [(1,0)],

para todo k € N, fmpar e par, respectivamente.
Observe que Fix(¢1) e Fix(¢2) dividem o plano em quatro componentes conexas, as quais
sdo permutadas pela acdo de F, como veremos no Teorema 3.17. Resumimos as informacdes

obtidas nesta subse¢do na Tabela 3.1.

F¥ (-1
O @1 se k for impar e ¢, se k for par
(p;( @1 se k for impar e ¢, se k for par
r_,r, GI(2)
Fix(F) | {(0,0)} se k for impar e R? se k for par
Fix(¢x), Fix(ey;) | [(0,1)] se k for impar e [(1,0)] se k for par

Tabela 3.1: A abeliano.

3.2.2 A éndo abeliano e Fix(y) = A(y,)

Pelo Teorema 2.3 1, (11, 12) é equivalente a (@1, ¢2), onde

1 0 1 0
— c e .
»1 1 1 ©»2 0 1
- (=10 10\ (-1 0
=l 0 -1) \ 1 -1/

Neste caso,
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()

é uma matriz nilpotente de indice 2. Nestas condigdes, F¥ = (—1)¥(I, — kN), paratodo k € N.

ouseja, F = —I + N, onde

De fato, para k = 1 é imediato. Suponha que a igualdade seja vilida para k > 1. Entdo

rk+1 — pkp

—1)¥(I, —kN)(=L, + N)
~ (=L + N + kN — kN?)
~1)*(=L+ (k+1)N)
DML — (k+1)N),

(
= (
= (

(

donde segue o afirmado. Logo,

o = @oFF

Observe que

()=l S)65) =)
()=o) ()=

Como dim Fix(¢y) = dim Fix(¢@}) = 1, para todo k € N, segue que

Fix(par) = [(1,k—1)] e Fix(gy) = [(1, —k)].
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Mostremos que Fix(F2*1) = {(0,0)}, para todo k € {0} UN. De fato, (x, y) € Fix(F?*1)

se, € somente se,

R S [ (i
y —2k—-1 1) \y k+1x—y)’

0 que ¢ equivalente a (x, y) = (0,0). De modo analogo, (x, y) € Fix(F?) se, e somente se,

()= () €)= (i)

0 que ocorre se, € somente se, X = 0. Portanto,
Fix(F?) = [(0,1)],

para todo k € N. Observe que

0 1 0 (° 0
P2k+1 <1> = (- ((2k+1) —2 —1> <1> B <1>
/ 0 ! ’ ’ - X
Pok+1 <1> (=) <_(2k+ 1) —1> <1> - <1> |

Como dim Fix(¢a41) = dim Fix(@%, ;) = 1, para todo k € N, segue que

Fix(¢a41) = Fix(¢hes1) = [(0,1)].

Resta agora reconhecer as simetrias e simetrias reversiveis lineares de F. Para isso, escreva
b
A= ( ¢ ) .
c d
-1 0 a b [ oa b -1 0
1 -1 cd) \cd 1 -1
—a —-b B b—a —b
a—c b—d) \d—c —d
istoé,b = 0ed = a. Assim,

F+:{A€G1(2);A:<Z S),m&o}.

A € I’y como

Observe que

se, € somente se,
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Deste modo, por (1.4) temos

1 0 a O
F:(O _1>F+:{A€Gl(2);A:<C _a),a;«éO}.

As informagdes obtidas nesta subsecdo estio dispostas na Tabela 3.2.

K [ 1 O
F (=1) (_k 1>,k21
Pk (—1)k< by >,k21

| }
AN (GIE

Fix(F) | {(0,0)} se k for impar e [(0,1)] se k for par
) | [(0,1)] se k for impar e [(1,k —1)] se k for par
Fix(¢;) | [(0,1)] se k for impar e [(1, —k)] se k for par

Tabela 3.2: A ndo abeliano com Fix(¢1) = A(y»).

3.2.3 A énio abeliano e Fix(¢1) # A(y,)

Pelo Teorema 2.3 1, (Y1, 1) é equivalente a (@1, @3 ), onde

- -1 0 . (11 (3.13)
T\ 2w i) 1 270 1) |

Deste modo, temos

P_( 1 o><1 1)_( 1 1 )
A\ 24t@ie) 1)\ 0 <1 ) T\ 24 tr(yipn) 1+ te(wrn) )

com tr(F) = tr(y1y»). Logo, denotando t = tr(F), obtemos

S | 1+t 1
F= e F 1= + . (3.14)
24t 14t 2t -1
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b
Observe que A = < ¢
c d

—1 —1 a b [ oa b 1+t 1
24t 1+t cd) \cd 22—t -1 )’
isto é,

—(a+c) —(b+d) [ a(l+t)=b(2+t) a—-b
a2+t +c(1+t) b+ +d1+t) )] \c(Q+t)—d2+t) c—d )’

o que é equivalentead = —aec = (b —a)(t +2). Logo,

a b
lacoman(_t B

Por (1.4), como ¢; € uma involucao, temos

> € I'_ se, e somente se,

F+:(p2F_:{A€G1(2);A: ( —a(t+1)+b(t+2) b—a)}.

(a—b)(t+2) a

Para determinar F¥ e as involugdes @y e (p,’( definidas em (3.2), consideramos todas as possibi-
lidades para t = tr(F), que é um invariante por conjugacdo linear simultinea. Analisamos os

casos:
(a) |t} =2
(0) It <2
() |t > 2.

Iniciamos com o caso (a). Suponha t = —2. Entéo

-1 -1 ,
F= = —L+N,
0 —1
NI
0 0

¢ uma matriz nilpotente de indice 2. De maneira andloga ao feito na subsecao anterior, obtemos

onde

Ff= (=D)L —kN"),
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para todo k € N. Logo,

S ORI A R Y
e g ) () ()

Além disso, Fix(F?*1) = {(0,0)}, para todo k € {0} UN. De fato, (x, y) € Fix(F?**1) se,

e somente se,
(x) ( ])2k+1 (1 2k—|—1> (x) (—x— (2k—|—1)y>
Yy 0 1 Yy y ’

o que equivale a (x, y) = (0,0), donde segue que Fix(F**1) = {(0,0)}. De modo andlogo,

(x,v) € Fix(F?¥) se, e somente se,

x o (1 2kY [x x + 2ky
=(-1) = ,
y 0 1/ \vy y
0 que ocorre se, e somente se, ¥ = 0. Logo,
Fix(F%*) = [(1,0)],
para todo k € N. Resta determinar os subespacos de pontos fixos de @y e (p,/c. Note que
1 2k—-1 1 1 1 1-2 1
(_1)2]( k — — (_1)2]( k X
0 -1 0 0 0 -1 0

Portanto, Fix(@o;) = [(1,0)] = Fix(¢5;), uma vez que tais subespacos sdo unidimensionais.
Ainda,
0 -1 1 0 1 1 1
(e (1 1= @D (k) (=1 2% (k) (k
0 ~1 1 0 1/\1 1)’

0 que implica em

Fix(oa11) = [(—k 1)) e Fix(phyy) = (k1))

Podemos ver os resultados deste caso resumidos na Tabela 3.3.
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F* (—U"(lk),kzl
0 1
1 k—1
1)k k>1
Pk ( )(0 _1> >
®r —Dk(ll_k>,k21

r {(” ) abeRr azo0

r, {(ab_a>,mbeRa#0}
0 a

Fix(F*) | {(0,0)} se k for impar e [(1,0)] se k for par
) | [(—k,1)] se k for impar e [(1,0)] se k for par
Fix(¢y) | [(k,1)] se k for fmpar e [(1,0)] se k for par

Tabela 3.3: A ndo abeliano com Fix (1) # A(YPy) et = —2.

Ainda no caso (a), suponha f = 2. Logo,

-1 -1
F= — L+ N,
4 3

N
4 2

€ uma matriz nilpotente de indice 2. Assim,

1—-2k —k
=1 +kN' = ,
2 4k 2k+1

onde

para todo k € N. Neste caso,

or = @oFF?

(11 1-2(k—2) —(k—2)
B (o —1)( 4(k—2) Ak—m+4>
[ 2k-3 k-1

B (ﬂz—m 3—%)
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op = Flg
(1 -2(k—-1) —(k—-1) -1 0
B 4k—1) 2(k-1)+1)\ 4 1
12k 1-k
o\ 4k 2k-1)7
para todo k € N. Ainda, (x, y) € Fix(F¥) se, e somente se,
x\  (1-2k —k x\ [ (1—=2k)x—ky
y) \ 4k 2k+1) \y) \dkx+(Q+2k)y)’
o que resulta em y = —2x. Assim,
Fix(F) = [(1,-2)]

para todo k € N. Resta analisar os subespacos de pontos fixos de @y e (pfc, todos unidimensio-
2k—3 k-1 k—=1\ [k-1
4(2—k) 3—2k) \4—2k)  \4—2k
1-2k 1—-k k—=1\ (k-1
4k 2k—1) \ -2k )\ -2k )’

concluimos que Fix(@y) = [(k — 1,4 — 2k)] e Fix(¢p}) = [(k — 1, —2k)], para todo k > 1.

Um resumo das informagdes obtidas para t = 2 estd na Tabela 3.4.

nais. Como

Resta analisar os casos em que |t| < 2 e |t > 2. Para isso. vamos utilizar o seguinte

resultado.

Proposicio 3.8. Seja F : (R?,0) — (R?,0) um difeomorfismo reversivel da forma F = @1,
onde @; : (R?,0) — (RZ2,0) sdo involucdes lineares com codim @; = 1, i = 1,2. Entdo
det(F) = 1.

Demonstracdo. Como vimos na demonstracdo da Proposicdo 1.17, todas as involugdes lineares
sdo diagonalizdveis com autovalores +1. Como dim Fix(¢;) = 1, segue também da Proposi-
cao .17 que

dim A((pi) =1,

para cada i = 1, 2. Portanto, sendo Fix(¢;) e A(¢@;) os autoespagos associados aos autovalores

1 e —1 de @;, respectivamente, ¢; tem dois autovalores distintos 1 e —1. Logo,

det(ep;) = -1,
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para cadai = 1, 2, implicando que

det(F) = det(¢q) det(¢p,) = 1.

o 1-2k —k s
4k 2k+1
2k—3 k—1

k>1

Pk <8—4k3—2k> =
1-2k 1—k

! L k>1

Pk 4k 2k—1 =

a b
r_ {AeGl(z); A= (4(b—a) _a>, a,beR}
R%{AGQQLA:<4%6ab_a>JﬁER}

4(a—b) a
Fix(F¥) [(1,-2)], k>1
Fix(ey) [(k—1,4—2k)], k>1
Fix(¢}) [(k—1,-2k)], k>1

Tabela 3.4: A ndo abeliano com Fix(y1) # A(Y;) e t = 2.

Podemos facilmente generalizar o resultado anterior para o caso em que F € um difeomor-
fismo da forma F = @ ... @s, onde cada ¢; é uma involugdo linear em (R",0). Assim sendo,

temos

S
det(F) = [J(—1)ccdim i,
i=1
Sabemos que o polindmio caracteristico de uma matriz A de ordem 2 € dado por
pa(A) = A2 —tr(A)A + det(A).

Assim, para um germe de um difeomorfismo linear F nas condi¢des da proposicdo anterior,
temos
pe(A) = A2 —tr(F)A + 1.

Como F = @@y em (3.14) satisfaz tais condi¢des, seus autovalores sdo iguais a

VP24

At >

(3.15)
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com { = tr(F).
Retornamos agora ao caso (b) em que |f| < 2. Pela equagéo (3.15), F ndo possui autovalo-

res reais. De fato, os autovalores de F sdo dados por

t+iVA— R

Ay = >

Observe que
As] =1

; t
Assim, podemos escrever A+ = e*"%, onde 8 = arccos <§> € (0, ), e considerar a base
B = {I,R} de R?, onde
I=(0,—sen(0)) e R=(1,—(14cos(6))).

De acordo com [9, Subse¢do 3.4.6], a matriz mudanca de bases da base candnica y de R2 para

Bé

0 1
gy = ( —sen(6) —(1+ cos(6)) )

4 —t
2
como um operador linear em (R?,0), temos

N

t

com cos 0 = 5 ¢ senf = . Como [I], 3 = [I]/E%/, olhando agora para F em (3.14)
[Flg = [Iy.plFly[lsy

B 1 —(1+cos(9)) -1 -1 -1 0 1

~ sen(0) sen(6) 0 ) < 2+2cos(0) 1-+2cos(6) ) < —sen(0) —(1+cos(0)) )
_cos(@)+1  cos(0) 0 1

sen (0 sen(0
( _1( ) _1( )> < —sen(6) —(1+ cos(6)) )
_ < cos(0) —sen(0) >

sen(0)  cos(0)

De modo anélogo, para a involugdo @1 dada em (3.13), temos

[p1lp = [lypleilylIlpy
B 1 —(1+cos(B)) -1 -1 0 0 1
~ sen(0) < sen(6) 0 > ( 2+4+2cos(0) 1 ) ( —sen(0) —(1+4 cos(9)) )

- (6 3)

€, portanto,

[p2]p = [w1]p[Flp
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Ainda, considerando o« = (k — 1)6, obtemos

[0l = [FMplenls

_ (cos(oc) —sen(«a) ) (1 0 )
sen(a) cos(«x) 0 -1
(o)
(@)

loklp = [2p[F* s

Observe que
cos(ax) —sen(«) —sen(«) _ —sen(«a)
—sen(a) —cos(a) 1 — cos(«) 1 — cos(«)

(cos(cx) sen(a) )( sen(a) >:< sen(a) )
sen(a) — cos(a) 1 — cos(«) 1—cos(a) /)’

ou seja, @ e @;. fixam os vetores (—sen(a), 1 — cos(x)) e (sen(a), 1 — cos(a)) na base 3,

respectivamente. Como

loklp = [Ty glexly[lsy e [@s = yslerly[Ts,y

segue da Proposi¢do 1.15 que dim Fix([¢k]g) = dimFix([¢}]g) = 1, para todo k > 1.
Logo,

Fix([@x]p) = [(—sen(a),1 — cos(a)),] e Fix([¢}]p) = [(sen(a),1 = cos(ax)),].

Voltando a analisar a dindmica gerada por F, observe que como

[ cos(k®) —sen(kO)
mlé_(sen(k@) cos(k6) )

¢ uma rotacdo para cada k € N, entido [F]I,g tem um ponto fixo ndo nulo se, e somente se,

0
kO = 27tr, para algum r € Z. Isso ocorre se, e somente se, o= € Q. Neste caso, [F]% = Ie,
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k cos(k0) —sen(k0) B t
[Fls (sen(k@) cos (ko) ) , com 0 = arccos (2>
cos(a) —sen(«) o
23 _en(e) — cos(@) ) ,a=(k—1)0, k>1
/ cos(a) sen(x) o
il ( sen(a) — cos(a) > o= (k=1)6, k=1

a b
T freaman( gty 5 )osoes]
n {AGGI(Z);A: —a(t+1)+b(t+2) b—a ,a’beR}

(a—b)(t+2) a
Fix([F]'E) {(0,0)} se % ¢ Q e R? caso contrério, k > 1
Fix([@k)p) [(—sen(a),1— cos((x))m], k>1
Fix([¢}]) [(sen(a), 1 — cos(a)),], k> 1

Tabela 3.5: A ndo abeliano com Fix (1) # A(y») e [t| < 2.

consequentemente, Fix([F]’,g) = R2. Todas as informacdes obtidas para o caso em que || < 2

estdo organizadas na Tabela 3.5.
Finalizamos esta subsec@o, analisando o caso (¢) em que |t| > 2. Da equagdo (3.15) segue
que F tem dois autovalores distintos A e A_. Note que (x, i) pertence ao autoespago Aut(A)

associado ao autovalor AL se, e somente se,

-1 -1 X A X (3.16)
2+t 1+t y - y | '

Como dim Aut(A+) = 1, entdo (x, y) € Aut(A+) se, e somente se,
—X— Y = Aix,

1sto €,
Aut(Ar) = [(1, =1 — As)].

Logo, considerando a base

B ={(1,-1-2),(1,-1-2)} (3.17)

[Flg = ( AO+ AO )

de ]Rz, temos
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Veja que a matriz mudanca de bases da base candnica y para 3’ é dada por

1 1
P =
(—1 ~Ar -1 —)L)

cujo determinante é det P = A, — A_. Logo,
pl_ 1 —1-A_ -1 .
Ay —A- L 1+A, 1

(92l = P72, P

_ 1 —1—A_ -1\ (1 1 1 1
A=A\ 1+4ar 1 0 -1/ \-1-A —1-—A_

1 ApAl —1 )\_2—1>

Assim,

Av—=A-\1-2A2 1-A,A

B 1 0 A2-1
oA A\ 0 )

visto que pela Proposic¢do 3.8,

AcA- =det([Flg) = 1. (3.18)

Neste caso, como A4 e A_ sdo ndo nulos, temos

1— A2 1— A2
;(1_7&) — Tt = <—+

A A

Logo,

implicando que

0 —ALA 0 -1
1 = |Fl|p 1= = .
[p1]p = [Flg[@2]p (—7\+7\— 0 ) (_1 0)
Portanto,

0 —A A2 0 At
) = ! Fk_2 ) = + - g
[oklp = @2l [F g (—M 0 > ( 0 Ak2 ) (‘Alil 0
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AT 0 -1 0 —Akt
1 — pk1 R = N E
[l =1 Jprlealp 0 Akl 1 0 _ k-1 0

Utilizando novamente (3.18), veja que

Como dim Fix([¢k]s) = dim Fix([@}]s) = 1, segue que
Fix(lpdg) = (L2 e Fix(loflg) = (L2, ).

Por fim, (x,y) € Fix([P]]/‘s/) se, e somente se,

()= ()

Se x # 0, temos que /\ﬁ = 1 e, portanto, Ay = £1. Pela equagdo (3.18), segue que A_ = +1,
o que resultaem Ay + A_ = 2. Mas isto é uma contradi¢do, pois

2 < |te([F]y)| = |te([F]p)| = [A+ + A-| = 2.
Logo, x = 0. De maneira similar, obtemos que y = 0. Portanto,
Fix([F]ly) = {(0,0)}.

Os resultados obtidos para o caso |t| > 2 estdo resumidos na Tabela 3.6.
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[F]Ifs' (Ak 0 , com Ay e A_ autovalores de F.
k—1
(o] p ( (3( A , k>1
% k—1
ol ( V. >,k21
a b
I A€GI(2); A= (b-a)(t+2) —a ,a,beR
o —a(t+1)+b(t+2) b—a
: {Amm N RO
Fix([F]f) {(0,0)}, k>1
Fix([pilg) (1, X)) k=1
Fix([y] ) (L, —AS) ) k=1

Tabela 3.6: A ndo abeliano com Fix (1) # A(y») e [t| > 2.

Observe nas Tabelas 3.1 a 3.6 que as matrizes em 'y e I'_ estdo em GI(2). A préxima

proposicdo traz uma forma equivalente de exigir essa condi¢ao para os casos analisados nesta
3.5e3.6).

A a b
C\—-a)(t+2) —a

é inversivel se, e somente se, a # b(1 + A), para todo autovalor A € C do difeomorfismo F.

subsecdo (Tabelas 3.4,

Proposicao 3.9. A matriz

Demonstragdo. Temos que

det A —a? + (ba — b?)(t +2)

—a? +b(t+2)a —b*(t +2).

Logo, det A = 0 se, e somente se,

a* — 2+ t)ba+b2(2+1t) =0,
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isto €,

(24+t)bE /(2 +1)2b% — 4b2(2 + t)

2
(2+t)b+ |b|/A+4t+12—4(2+1)

(2+t)b:|:]b|\/t234
2
_ (24 t) £sgn(b) t2—4>

2

2 _
- o (1),

= b(l + /\i);

onde A sdo os autovalores de F dados em (3.15). Assim, det A # 0 se, € somente se,

onde A € C é um autovalor qualquer de F.

3.3 Reconhecimento de simetrias para o cason > 3

Nesta se¢do, repetimos 0 mesmo processo que foi feito na secdo anterior, agora para o caso
em que n > 3. Mais precisamente, utilizamos o Teorema 2.40 para reconhecer as simetrias
(inclusive as reversiveis) e determinar a forma normal de um germe de um difeomorfismo G =
Y1, em (R",0), onde 1, P, : (R",0) — (R",0) sdo involugdes lineares e transversais,
com n > 3. Determinada a forma normal F = ¢1¢; de G, encontramos as involugcdes @y e (p,'(,
k > 1, definidas como em (3.2), os seus respectivos subespacos de pontos fixos e as simetrias e
simetrias reversiveis de F. Assim como na se¢c@o anterior, vamos considerar as transformagdes
lineares em sua forma matricial e omitir o simbolo de composicao entre elas. Nossa abordagem
tem como principal referéncia a Secao 4 de [3].

Inicialmente, introduzimos o conceito de suspensdes.

Defini¢sio 3.10. Um germe de uma aplicagio j? . (R",0) = (R™*!,0) é uma suspensdo de
f:(R",0)— (R",0)se

o~

flxy) = (f(x),y),
ondex € (R",0)ey € (]Rl, 0). Mais geralmente, a s-upla (@1, ..., Ps), com @; : (]R”H, 0) —
(]R”H,O), é uma suspensdo de (@1, ..., @s), com @; : (RZ,O) — (RI,O), se @, for uma sus-

pensdo de ¢@;, paratodoi =1,...,s.
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Segue diretamente da defini¢do anterior que existe uma unica suspensao j? : (R”‘H, 0) —
(R"*!,0) de um dado germe f : (R",0) — (R",0), para cada | € N. Além disso, obtemos o

seguinte resultado.

Lema 3.11. Sejam f,g: (R",0) — (R",0) germes de aplicagdes. Entdo,

fog=fog

—

onde fog, j? e § denotam as suspensées de f o g, f e g, respectivamente, definidas em
(R"*,0).

Demonstragdo. Sejam j?,gA . (R™,0) — (R™!,0) suspensdes de f e g, respectivamente.
Dados x € (R",0) e y € (R’,0), temos

-~ -~ —

foglxy)=f(g(x),y) =(fog(x),y) =fog(xy),

donde segue o resultado.
[

Observe que o Lema 3.11 pode ser estendido para a composi¢do de um nimero finito qual-
quer de germes de aplicagdes. Considere agora F : (R",0) — (R",0) um germe de um
difeomorfismo tal que F = @1¢7, onde @1 e @, sdo germes de aplicacdes lineares. Neste caso,

fixado ! € N, se F, @1 e @5 sdo as suspensdes de F, @1 e @,, respectivamente, entéo

. F 0 N 0 R 0
T— nxl . L= P1 nxl e Py = ©2 nxl (3.19)
Orxn | I Orsn | I Orsen | I

com relagiio A base candnica de (R"*/,0), onde I; é a matriz identidade de ordem /.

Podemos observar no Teorema 2.40 o aparecimento de algumas suspensdes das involucdes
apresentadas no Teorema 2.31. Por esta razdo, seria util encontrar um forma simplificada de
reconhecer as simetrias e simetrias reversiveis de uma suspensao Fa partir das de F. A préxima

proposi¢do cumpre este papel.

Proposi¢io 3.12. Sejam F : (R",0) — (R",0) um germe de um difeomorfismo linear e

M= X|Y € Gl(n+1) (3.20)
\zlw '

uma matriz em blocos, onde X e W sdo matrizes quadradas de ordem n e |, respectivamente.
Denote por F : (R"*,0) — (R"*,0) a suspensao de F, para | € N fixado. Entdo:
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(i) M é uma simetria de F se, e somente se, X é uma simetria de F e

FY =Y
ZF =7

(3.21)

(ii) M é uma simetria reversivel de F se, e somente se, X é uma simetria reversivel de F e
vale (3.21).

Demonstragcdo. Veja que

. ( F olxn_l><xy> <PX PY)
FM = - Jﬁ (3.22)
Ouetx | I Z|w Z |w
Mf:(XY)< F 0%(&%)
Z|W Oucixt| I ZF | W

Assim, M é uma simetria de F se, e somente se, FX = XF e F satisfaz o sistema (3.21) o que
-1_ F! ‘ O1xn—1
Op—1x1 ‘ I
-1 -1
ME-T X|Y F1 | Opny _ XF1 Y
Z|W 00 1x1| I ZF 1| w

segue de (3.22) que M € uma simetria reversivel de 3 se, e somente se, FX = XF S

prova o item (7). Como

FY =Y
ZFl=17

4

ou seja, se X € uma simetria reversivel de F e vale (3.21), o que finaliza a prova.
[

Também existe uma forma simples de reconhecer o conjunto de pontos fixos de uma sus-

pensao Fa partir do conjunto de pontos fixos de F.

Proposi¢io 3.13. Considere um germe de uma aplicagdo ¢ : (R",0) — (R",0) e a suspensdo
@ : (R"™!,0) = (R"*,0) de ¢, paral € N fixado. Entdo

Fix(9) = Fix(¢p) x R,
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Demonstragdo. Da Defini¢do 3.10, segue que (x,y) € Fix(@) se, e somente se,

(v y) = o(x,y) = (0(x),y),

comx € R'ey € R!. Isto ocorre se, e somente se, X € Fix(¢), ouseja, (x,y) € Fix(¢p) x R
Portanto,
Fix(§) = Fix(¢p) x R%.

O

Observe que se as matrizes Y e Z em (3.20) forem nulas, a condi¢do (3.21) segue direta-

- ()

¢ uma simetria (simetria reversivel) de F se, e somente se, X € simetria (simetria reversivel) de

mente. Neste caso, teriamos que

F. Contudo, Y e Z nulas podem nio ser as tnicas solugdes de (3.21). Vejamos um exemplo.
Exemplo 3.14. Seja g : (R3,0) — (R3,0) definido por
g(x,y,z)=(—x—y4x+3y,z).

Note que g é a suspensdo de g : (R%,0) — (R2,0) dado por g(x,y) = (—x — vy, 4x + 3y),

para [ = 1. Matricialmente temos

0
([ flo .
=01
1
Considere
M =
e observe que
1 —-1l0 1 1 -1 -1 1
SM=| 4 3|0 0 2 |l=] 4 3 |-2
0 0\1 \1 0 0\1
10/ 1 -1 —-1lo0 -1 -1 1
Mg=1|0 1]-2 4 310 |l=| 4 3|2
00\1 0 0\1 0 0\1

Assim, M é um simetria de g da forma (3.20) em que Y é uma matriz ndo nula.
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Com base na Definicdo 3.10, reescrevemos o Teorema 2.40.

Teorema 3.15. Seja G (R",0) — (R",0) um difeomorfismo reversivel da forma G = 1o,
onde (1, 2) é um par de involugées lineares transversais em (R",0), n > 3. Considere
A= [1[)1,1,[)2]. Entdo:

(i) Se A for abeliano, entdo (1,V7) € equivalente ao par (91, 92), onde 1 e Py sdo
respectivamente as suspensoes em (RZH ,0) das involugoes (p(l] e (pg definidas em (2.34),

paral =n— 2.

(i) Se A for ndo abeliano, tr(G) # n e A(,) C Fix(1), entdo (1, 1,) é equivalente
ao par (p1,92), onde Q1 e @y sdo respectivamente as suspensoes em (RZH,O) das

involugoes Y1 e Py definidas em (2.35), paral = n — 2.

(iii) Se A for ndo abeliano, tr(é) # ne A(Py) ¢ Fix(yr), entdo (1, ) € equivalente
ao par (P1,$,), onde §1 e o s@o respectivamente as suspensoes em (R>1,0) das

involugoes

1(x1,%2) = (—x1, (4 —n+1tr(G))x1 +x2) e  @a(x1,x2) = (X1 + X2, —x2),
(3.23)
paral =n — 2.

-~

(iv) Se A for ndo abeliano, tr(G) = n e A(YP1) = A(Yy), entdo (P1,y,) € equivalente

ao par (91, 92), onde Q1 e @y sdo respectivamente as suspensoes em (R2*,0) das

involugoes
P1(x1,x2) = (—x1,4x1+x2) e @a(x1,x2) = (%1 + 22, —x2), (3.24)
paral =n— 2.

o~

(v) Se A for ndo abeliano, tr(G) = n e A(P1) # A(Yn), entdo (P1,Y7) € equivalente
ao par (91, $,), onde Py e o s@o respectivamente as suspensoes em (R>T!,0) das

involugoes

©1(x1,x2,x3) = (—x1,4x1+x2,x3) e @a(x1,x2,x3) = (X1 + X2, —X2, X2 + X3),
(3.25)
paral =n—3.

Observe que as involugdes @1 e ¢ descritas nos itens (iii) e (iv) do teorema anterior
podem ser vistas como suspensdes das involugcdes El e Ez definidas em (2.36), com as devidas

adaptagdes (considerando n = 2 e as variagdes do traco de F = @1¢@» em (RZ, 0)).
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3.3.1 A suspensdo do caso (v)

Veja que os unicos casos de formas normais no Teorema 3.15 que ndo sdo suspensdes de
involugdes no plano estdo sob as hipéteses (v). Assim, se 11 e 1P sdo como nos casos (i) —

(iv) e F = 19y, entdo pelo Lema 3.11 temos
G =027 e @ =F"19, (3.26)

onde 1?, O € (;’ k sdo as suspensodes de F, @i e (p,'( calculados na secdo anterior para o caso
planar. Além disso, pela Proposi¢do 3.13 conseguimos determinar os conjuntos de pontos fixos
de F , (E’ k € @, pois os cdlculos em (]R2, 0) também j4 estdo estabelecidos na se¢do anterior.
Assim, nos casos (i) — (iv), resta apenas reconhecer as simetrias e simetrias reversiveis de F.
Fazemos esse reconhecimento na Subse¢do 3.3.2. Vamos agora trabalhar com o caso ().

Pelo Teorema 3.15, (11, o) é equivalente a (91, P2), onde @1 € Py sd0 as suspensdes em
(R3+l, 0) de ¢ e @, definidos em (3.25), para | = n — 3. Na forma matricial,

-1 0 0 1 1
~ 4 1 0 |O3xn-3 . 0 —1 0 |03xn-3
70 0 01 =271 0011

0n—3x3 Iy—3 0p—3x3 I3

cujos subespacos de pontos fixos sdo

Fix(@l) = {(O,X2,...,xn) < (RH,O)} € FIX((/ﬁz) = {(xl,O,x3,...,xn) € (RH,O)}

Deste modo,
-1 -1 0
=~ 4 3 0 |O3xu—
F=¢102 = S = I, + N, (3.27)
0O 1 1
0n—3><3 In—3
onde
N ‘ 0 -2 -1 0
N’:(O éx”‘3> e N=| 4 2 o0
n—3x3 n—3 0 1 0
Veja que N é uma matriz nilpotente de indice 3. Logo, N’ também é nilpotente de indice 3 e,
portanto,
~ k(k—1
F*=1,+kN + M(N’)z, (3.28)

2
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para todo k € N. De fato, para k = 1 obtemos (3.27). Suponha que a igualdade (3.28) seja

valida para algum k € N. Entdo
Fkil _ PRP
k(k—1
= (ln +kN' + %

m%)w+NO
k(k—1)

(N')? + N'+k(N')* +
= L+ (k+1)N + k(kTH) (N)?

— L+ (k+1)N + ((k+1)((k+1)—1)> (N’)Z,

k(k—1) (N,)g

— In+kN/+ 2

2

donde segue o afirmado. Matricialmente,

-2 -1 0 0 00
~ I 03— 4 2 0 | Ozxpu_ k(k—1 0 0 O |Ozxu_
B 3 ‘ SR 3xn=3 | ( ) 3xn—3
On-sws | i3 0 1 0 2 4 20
O11—3><3 0n—3 0n—3><3 On—3

12k -k 0
4k 1+2k 0 | O3xy_3
2k(k—1) K 1

0n—3x3 ‘ I3

Sejax = (x1,...,%,) € Fix(F¥). Assim,

(1 —2k)x1 — kxy = xq
4kxq + (14 2k)xy = xo ’
(2k% — 2k)x1 + KPxp 4+ x3 = X3
ou seja,
—2kx1 —kxy, =0
4kx1 + 2kxp, =0
(2k* — 2k)x1 + K2xp, = 0
Como as duas primeiras linhas do sistema anterior sdo multiplas, segue que (x1,...,Xx,) €
Fix(F¥) se, e somente se,
2kx1 +kx, =0
(2k? — 2k)x1 +K*xp = 0

2%k
det =2k* #£0,
) (2k2—2k k2> 7

Como
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segue que x1; = xp = 0. Portanto,
Fix(F¥) = {(0,0,x3,...,%,) € (R",0)},
para todo k > 1. Assim,
Fix(F*) = [es, ..., en), (3.29)

para todo k € N, onde e; é i-ésimo vetor da base candnica de R"”. Note que parai = 1,2 e
j > 3 temos

@i(ej) =ej.
Assim, [es, ..., e,] C Fix(¢;), parai = 1,2, o que com a igualdade (3.29) prova que
le3,...,en] C Fix(®r) e [es, ... en] C Fix(®}),
para todo k € N, visto que as defini¢bes de @y € @;c em (3.26) dependem apenas de poténcias
de F e de @1 € @,. Pelo Corolario 3.6, segue que
dim Fix(py) = dim Fix((E’k) =n-—1,

pois dim Fix(¢p;) = n— 1, parai = 1,2. Com isso, basta encontrar mais um vetor em Fix({y)
e em Fix(¢’y) linearmente independente com e3, . . ., e, para determinar tais subespagos. Cal-

culos diretos nos mostram que

Pr = QoF 2
1 1 0 1-2(k—-2) —(k=2) 0
B 0 —1 0 |03x,_3 4(k—2) 1+2(k—2) 0 | 03x5—3
B 0 1 1 2(k—-2)(k=3) (k—2)% 1
On—3x3 I3 On—3x3 I3

2k — 3 k—1 0
8 — 4k 3—2k 0 |O3xn—3
2k> —6k+4 (k—1)* 1

01-3x3 I3

ox = F 1o

1-2(k—-1) —(k-1) 0 -10 0
B 4(k —1) 14+2(k—=1) 0 |O3xn_3 4 1 0 |O3xn-3
B 2(k—1)(k—=2) (k—1)% 1 0 01
0n—3x3 I3 On—3x3 I3

1-2k 1-k 0
4k 2k—1 0 03><n—3
2k> —2k (k—1)% 1

01-3x3 I3
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Note que
or(k—1,4—-2k,0,...,0) = (k—1,4—-2k,0,...,0)
e
@;((k— 1,-2k,0,...,0) = (k—1,-2k%,0,...,0).
Logo,
Fix(pr) = [(k—1,4 —2k,0,...,0),e3,...,6x]
e

Fix(¢t) = [(k—1,-2k,0,...,0),e5,...,en]-

O grupo das simetrias e o conjunto das simetrias reversiveis de F em (3.27) sdo obtidas na

proxima subsecao.

3.3.2 Simetrias e simetrias reversiveis das suspensoes

Nesta subsecdo, vamos utilizar a Proposicao 3.12 para determinar as simetrias e as simetrias
reversiveis da suspensdo F = @7, em cada um dos casos (i) — (v) do Teorema 3.15. Veja
que na equacdo (3.21) as matrizes Y e Z sdo caracterizadas a partir dos conjuntos de pontos
fixos de F e de F, onde ¢ denota a transposicdo de F. De fato, Y satisfaz o sistema (3.21) se, e
somente se, suas colunas sio pontos fixos de F e Z satisfaz o sistema (3.21) se, e somente se,
suas linhas sdo pontos fixos de F’. Inicialmente, apresentamos uma relagio entre o conjunto de

pontos fixos de F e de F'.

Proposi¢io 3.16. Seja F : (R",0) — (R",0) uma transformagdo linear. Entdo Fix(F) = {0}

se, e somente se, FiX(Ft) = {0}

Demonstragdo. Temos que x € Fix(F) se, e somente se, (F — I,,)(x) = 0. Assim, Fix(F) =
{0} se, e somente se, det(F — I,;) # 0. Como

det(F — I,,) = det((F — I,,)}) = det(F' — I,),

segue que det(P — I,) # 0 se, e somente se, det(Ft — I,) # 0, 0 que ocorre se, e somente se,
Fix(F') = {0}.
O

Para o que segue, F denota a suspensdo de F. Veja que nos casos (i) e (ii) temos, respecti-
vamente, F = (p(f(pg para (p(l) e (pg definidas em (2.34) e F = 1 Y, para 1 e P, definidas em
(2.35). Em ambos os casos, Fix(F) = {(0,0)} (veja Tabelas 3.1 e 3.2). No caso (iii), temos

- -1 0\ (1 1) -1 -1
N 4—n—|—tr(é) 1 0 -1/ 4—n+tr(@) 3—n+tr(@) '
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Alguns cdlculos nos mostram que Fix(F) = {(0,0)}, uma vez que tr(G) # n. Nesses casos,
pela Proposigdo 3.16, Fix(F') = {(0,0)}. Logo, as tnicas solugdes Y e Z no sistema (3.21)
sao

Y =02 ¢ Z=04-2x2
visto que as colunas de Y e as linhas de Z devem ser pontos fixos de F e de F!, respectivamente.

Pela Proposicao 3.12, as simetrias de T sdo da forma

X | Opn
|02z € Gl(n), (3.30)
0n—2x2 ‘ W

onde X € uma simetria de F. De modo andlogo, as simetrias reversiveis de F sdo da forma

3.30), onde X € uma simetria reversivel de F. Pela Proposi¢do 1.1,

X 0oy
det ‘ 2xn=-2 = det X det W.
0n—2x2 ‘ W

Assim, as matrizes em (3.30) sdo inversiveis se, € somente se, W € Gl(n — 2), posto que toda
simetria ou simetria reversivel de F ¢ inversivel. Assim, para os casos (i) — (iii) o grupo I't

das simetrias de F consiste no conjunto

__ X | Opsne
= 022 ; XeT eWeGln—2)},
On72><2‘ W

onde I'} € o grupo de simetrias de F. Analogamente, o conjunto ['_ das simetrias reversiveis de

— X 02%n—
r- = ‘ 212 ). XeT_eWeGl(n—2)},
0n—2><2‘ 4

onde I'_ é o conjunto das simetrias reversiveis de F.

T é dado por

Analisamos agora o caso (iv). Neste caso, para @1 € @, definidas em (3.24), temos

r (-1 1
—(Pl(PZ— 4 3 7

o qual corresponde ao difeomorfismo analisado na Subsecdo 3.2.3 para t = 2. De acordo com a

Tabela 3.4, temos Fix(F) = [(1, —2)]. Facilmente vemos que (x, y) € Fix(F') se, e somente

G3)0)-0)

se,
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isto €,
—2x+4y =0
—x+2y=0

Portanto, Fix(F!) = [(2,1)]. Assim sendo, temos que

L= v 2 ) eR
_Zal N _Zan_z

€ o conjunto das solugdes Y para o sistema (3.21) e

2b1 bl
L' = : ;b eR
2bn—2 bn—2

€ o conjunto das solugdes Z para o sistema (3.21). Assim, pela Proposi¢do 3.12,

. XY €Gl(n); Xely, YelLeZeL
=9 | =1 n); , e
+ 7w +

= XY / /
I ={|=4—|eGIn); X' er_,YeleZelL
Z |\ W

sdo, respectivamente, os conjuntos de simetrias e simetrias reversiveis de F, onde os conjuntos

de simetrias 'y e de simetrias reversiveis ['_ de F estdo descritos na Tabela 3.4.

Resta analisarmos o caso (v), para @1 € @, definidas em (3.25). Neste caso,

-1 -1 0
F=pipp=14 3 0
0 1 1

Vamos primeiramente determinar o grupo 'y de simetrias de F. Para isso, escreva

a
M= 1|d
8

= N

f | € GI1(3).
i

Célculos diretos nos mostram que
FM = MF

s€, € somente se,

c=f=0, d=—-4b, e=a—4b ¢g=2(b+h) e i=a—2b.
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Portanto, M & F+ se, € somente se,

a b 0
M= —4b a—4b 0
2(b+h) h a—2b

Como detM = (a — 219)3 # 0, devemos ter a # 2b. Portanto, o grupo das simetrias de F é

dado por
a b 0

Iy = —4b  a—4b 0 ;a,b,ceRea#2b ;. (3.31)
2(b+c) c a—2b
Pela igualdade (1.4) e utilizando a involu¢do ¢ dada em (3.25), obtemos o conjunto das sime-

trias reversiveis de F dado por

=l = 4(a—b) a 0 ;a,b,ceRea#2b ;. (3.32)
2(b+c¢) ¢ a—2b

Pela Proposicao 3.12, as simetrias (simetrias reversiveis) de F sdo da forma

XY
(%) € Gl(n),

onde X € 'y (X € I'_) e as matrizes Y e Z satisfazem o sistema (3.21). Lembremos que cada
coluna de Y deve ser um ponto fixo de F. Pela equagdo (3.29), temos Fix(f) = le3,...,en| e
pela Proposi¢do 3.13,

Fix(F) = Fix(F) x R"3.
Assim, Fix(F) = [(0,0, 1)] e, portanto,

0 0
Y=| 0 --- 0 ,
ai ap—3

comay,...,a,_3 € R. Analogamente, Z satisfaz o sistema (3.21) se, e somente se, as linhas

de Z sdo pontos fixos de F'. Para que (x,y,z) € R? seja um ponto fixo de F' devemos ter

|
—_
[6V)
|
N = R

0 que ocorre se, € somente se,

x=2y e z=0.
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Logo,
2b1 bl 0
Z= : : o
2177173 bn73 0
com by, ...,b,_3 € R. Considerando
0 0
L= 0 0 ;a; € R
ay an-3
2bq bp O
L' = : s bieRy,
2bn—3 bn—3 0

temos que os conjuntos das simetrias e das simetrias reversiveis de F sdo dados, respectiva-

r XY €Gl(n); Xel,, YelLeZelL

= n), P €

+ AR +

- x|y ,

r = €Gl(n); XeT_,YeLeZel},
Z|w

com [} e ['_ dados em (3.31) e (3.32), respectivamente.

mente, por

3.4 Dinamica dos difeomorfismos reversiveis

Nesta dltima se¢do, vamos estudar as 6rbitas dos pontos x € (R”,0) mediante a dinAmica
do sistema dindmico discreto gerado pelo difeomorfismo reversivel F : (R",0) — (R",0) da
forma F = ¢1 o ¢y, onde (@1, @2) é um par de involugdes lineares transversais. A principal
referéncia para este estudo sdo as Segdes 2 e 3 de [3].

Para o que segue, I'_ denota o conjunto das simetrias reversiveis de F e ¢y, (p,’( denotam as

involucdes em I'_ definidas em (3.2), para todo k € N. Também consideramos o conjunto

0
C =R" — [ J (Fix(¢x) UFix(¢y)). (3.33)

k=1
O motivo de considerar C em nosso estudo € a sua invaridncia segundo a dindmica de F, isto
¢, F-orbitas de elementos de C estdo totalmente contidas em C, como mostramos no proximo

resultado. Uma demonstracdo alternativa pode ser vista em [3, Theorem, 2.13].



3.4. Dindmica dos difeomorfismos reversiveis 112

Teorema 3.17. Sejam @1, @, : (R",0) — (R",0) duas involugées tais que codim Fix(¢1) =
codim Fix(@y) = 1. Considere gy, (p,’c € I'_ como em (3.2), parak > 1, e o conjunto C em

3.33). Entdo F = @1 o @y permuta as componentes conexas do germe de C na origem.

Demonstragdo. Afirmamos que F(C) = C. De fato, seja y € F(C). Assim, y = F(x), para

algum x € C. Pelo Teorema 3.4,

F~(Fix(x)) = Fix(prr2) e F 7 (Fix(@fy)) = Fix(ef),

para todo k > 1. Suponha que y ¢ C. Logo,

(@

y € |J (Fix(ex) UFix(¢y))

k=1

e, portanto, y € Fix(¢y) U Fix(¢}), para algum k € N. Se y € Fix(¢y), entdo
x = F7(y) € Fix(¢r12),

o que & um absurdo, pois x € C. Agora, se y € Fix(¢}), entdo
x = F~'(y) € Fix(¢}_,),

o que também é um absurdo. Logo, y € C, donde segue que F(C) C C. Analogamente, se

x € F71(C), entdo x = F~!(y), para algum y € C. Suponha que x ¢ C, ou seja,
x € Fix(¢px) UFix(¢@}),

para algum k > 1. Se x € Fix(¢y), entdo pelo Teorema 3.4 obtemos
y = F(x) € Fix(gk-2),

o que é um absurdo, pois y € C. Se y € Fix((p,’c), entdo novamente pelo Teorema 3.4 obtemos
y = F(x) € Fix(@};2),

o que também contraria o fato de y pertencer a C. Logo, x € C. Deste modo, F _1(6 ) C Ce,
portanto, C C F(C ) o que prova a igualdade. Neste caso, F : C — C é um homeomorfismo, o
que nos garante que se V' C C for uma componente conexa de C, entdo F(V) também é uma
componente conexa de C.

]



3.4. Dindmica dos difeomorfismos reversiveis 113

Portanto, quando codim Fix(¢1) = codim Fix(¢,) = 1, as subvariedades de pontos
fixos de @y e (p,'(, k > 1, dividem (R",0) em regides conexas as quais sdo permutadas por
F=g@i0¢o.

Voltamos agora a utilizar a notacdo estabelecida em (3.3) e (3.4) para dois germes de di-
feomorfismos reversiveis F, G : (R",0) — (R",0) tais que F = ¢t ol e G = (plG o (pg.
Veremos que se (@1, ©5) e (¢F, pF) sdo pares de involuges equivalentes, entdo

(o)

cf =R" — | (Fix(of) UFix(¢'y))
k=1
é difeomorfo a 00
CC =R" — | (Fix(¢f) UFix(¢'¢ ).
k=1

Tal fato segue diretamente da préxima proposi¢ao.

Proposi¢io 3.18. Sejam F,G : (R",0) — (R",0) germes de difeomorfismos reversiveis, onde
F=o¢lopheG=0$00S. Se(ol, o) e (0, 0S) forem equivalentes, entdo existe um
germe de um difeomorfismo h : (R",0) — (R",0) tal que h(CF) = C°.

Demonstragdo. Pela Proposicio 3.1, como (¢, b) e (¢, ¢S) sdo equivalentes, existe um

difeomorfismo # em (R",0) tal que
(p,? :hO(plfohfl e (,okG :hO(p]fohfl,

para todo k > 1. Seja y € h(CF). Entdo, existe x € CF tal que h(x) = y. Suponha, por
absurdo, que y ¢ C°. Entio, y € Fix(p{) U Fix(qo;{c), para algum k > 1. Suponha, sem
perda de generalidade, que y € Fix((pf). Pela Proposicao 1.15, temos que

Fix(pf) = h(Fix(¢j)).

Logo, existe x* € Fix(¢f) tal que h(x*) = y. Como h é injetora, obtemos x* = x, o que
€ um absurdo, pois x € cr. Portanto, h(CF ) C CC. De maneira andloga, concluimos que
h=1(C%) c CF e, consequentemente, 1(CF) = C°.

O

Agora o0 nosso objetivo ¢ estudar o comportamento dos subespagos Fix(¢y) e Fix(¢}) no
plano para o caso em que @y (P;< sdo involugdes lineares, quando k fica arbitrariamente grande.

Tal estudo tem relacdo com a dindmica gerada por F, visto que pelo Teorema 3.4

F(Fix(pxs2)) = Fix(@r) e F(Fix(ey)) = Fix(¢p,),
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para todo k > 1. Assim, estudar o comportamento desses espacgos para k crescente é estudar as
iteradas de F e de F~1. A andlise que fazemos utiliza o cdlculo dos conjuntos de pontos fixos
apresentado na Secdo 3.2 para n = 2. Por esta razdo, vamos dividir a nossa andlise nos mesmos
casos da Secdo 3.2, a saber, denotando F = @1¢, € A = [p1, @3], analisamos os seguintes

casos:
(i) A é abeliano;
(ii) A é ndo abeliano e Fix(¢@1) = A(@2);
(iii) A é ndo abeliano e Fix(¢p1) # A(p2).

Iniciamos com o caso (i). De acordo com a Tabela 3.1,

Fix(@ars1) = Fix(@hy 1) = [(0,1)] e Fix(@2x) = Fix(¢h;) = [(1,0)],

para todo k > 1. Assim, quando k tende ao infinito, os subespagos Fix(¢y) e Fix(¢}) variam
entre os eixos Ox e Oy, ambos invariantes pela dindmica gerada por F, pois F = —Id,. Como
vimos na Subse¢do 3.2.1, neste caso todas as F-6rbitas (exceto da origem) tem periodo 2.

Seguimos para o caso (ii). De acordo com a Tabela 3.2, temos

Fix(gr) = [(0,1)] = Fix(¢}),

para todo k > 1 impar, e

Fix(¢r) = [(1,k=1)] e Fix(¢y) = [(=1,k)],

para todo k > 1 par. Como

1 1 1
lim - (1,k—1) = 1i —1—-—-]1=(0,1
Jim (k=1 = Jim (1~ ¢) =0
lim S (=1,k) = lim (—4,1) = (0,1)
ookt ke \KTT) T
segue que os subespacos de pontos fixos Fix(¢por) € Fix(@b;) se aproximam do eixo Oy

quando k tende ao infinito, sendo este o subespaco de pontos fixos das involugdes com indi-

ces impares (veja a Figura 3.1). Mais ainda, uma vez que

e w10 A
F=(-1) <_k 1>, (3.34)

para todo k > 1 (veja a Tabela 3.2), facilmente vemos que o eixo Oy € F-invariante e que as

orbitas de todos os seus pontos nao nulos tem periodo 2.
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Figura 3.1: A ndo abeliano e Fix(¢p1) = A(@3).

Resta entdo analisarmos o comportamento dos pontos (x1,x2) € C, onde C é o conjunto
definido em (3.33) para n = 2. Para isso, definaasretasr : x = x1 e s : x = —x1. Por (3.34),
obtemos

F¥(x1,x0) = (=1)%(x1, %, — kx;) € rUs.

Assim, a 6rbita de (x1,x) € C estd contida no conjunto 7 U s, com alternncia das retas r e
s conforme fazemos k tender ao infinito. Uma ilustracio dessa dindmica é dada na Figura 3.2
para (x1,x2) = (3.1,3.2).

Fo(m1, z5) @

F¥(zy, 22)8

b (1, 1)
F(z1,%2)¢

p f"z)l:'j"] , T2)

lf-”"l\;'p\rgj

¥ (2, X))

Figura 3.2: Dinimica do caso A ndo abeliano e Fix(¢@1) = A(@2).

Agora vamos analisar o caso (iii). Para isso, consideramos novamente as possibilidades

para o parAmetro t = tr(@1@2).
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1) Parat = —2, de acordo com a Tabela 3.3, temos
Fix(@ar) = [(1,0)] = Fix(¢y)

Fix(poks1) = [(—2k = 1,1)] e Fix(pY, 1) = [(2k+1,1)],

para todo k > 1. Assim, como

1 e 1 1\
dm —op (726 11) = lim (1 i ﬂ"ﬂ) = (1,0)

.1 . 1 1
Jim ¢ 2+1,1) = i (14 35 7) = (10)

segue que quando k tende ao infinito os subespagos Fix(@y11) e Fix(¢hy, 1) se apro-
ximam do eixo Ox, sendo este o subespaco de pontos fixos das involu¢des com indices

pares (veja a Figura 3.3).

Fix(¢op41) Fix(¢y41)

Figura 3.3: A ndo abeliano, Fix(¢1) # A(py) et = —2.

De modo anédlogo ao que fizemos no caso anterior, como

1 k
F¥(x1,x5) = (—=1)F (o 1) , (3.35)

concluimos que o eixo Ox é F-invariante e que as Orbitas de todos os seus pontos nao
nulos tem periodo 2. Para a dindmica dos pontos (x1, xp) € C, com n = 2, considere as

retas7 : Yy = xp es: Yy = —xp. Por (3.35), temos

F¥(x1,x0) = (—=1)%(x1 + kxp, x2) € rUs.



3.4. Dindmica dos difeomorfismos reversiveis 117

Portanto, a orbita de (xl, xz) € C estd contida em r U s, com alternincia das retas r e s,

para k tendendo ao infinito (veja a Figura 3.4).

(T1,22)  F2(zy,m9) FH (21, 22) FO(my,m0)

Y v - —
FJ\'\.I‘._.JIQ,} Jr'jI\J:h;rf_;J F(xy,mg)

Figura 3.4: Dinamica do caso A ndo abeliano, Fix(¢p1) # A(@) et = —2.

2) Para t = 2, de acordo com a Tabela 3.4, temos
Fix(px) = [(k—1,4 = 2k)] e Fix(¢p) = [(k =1, -2k)],

para todo k > 1. Como

1 14
lim — (k—1,4 —2k) = li 1——--2)=(1,-2
e )= fim (1= 55 -2) =02
e
lim © (k—1,—2K) = lim (1—2,—2) = (1,-2)
k—oo k ’ koo k’ Y ’
os subespagos de pontos fixos Fix(¢y) e Fix(¢}) se aproximam da reta y = —2x con-

forme k tende ao infinito (veja a Figura 3.5). Novamente de acordo com a Tabela 3.4, tal

Figura 3.5: A ndo abeliano, Fix(¢@1) # A(@z) e t = 2.

reta é F-invariante, pois coincide com Fix(F).
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Vamos agora analisar o comportamento dos pontos (x1,x3) € C para este caso. Defina a
retar : 2x +y = 2x1 + xp e considere F¥ como na Tabela 3.4. Neste caso, a Orbita de

(x1, x) estd contida em 7, pois
F¥(x1,x0) = ((1 = 2k)x1 — kxp, 4kxq + (14 2k)x»).
De fato, denotando z; = (1 — 2k)xq — kxp e wy = 4kxq + (1 + 2k)x;, temos que
2z +wi = 2 ((1 — 2k) x1 — kxg) + 4kx1 + (1 + 2k) xp = 2x1 + x3.
Logo, Fk(xl,xz) € r, paratodo k > 1.
Para \t] < 2, de acordo com a Tabela 3.5, temos

Fix([x]p) = [(—sen (o), 1 — cos(aw)),] e Fix([or]p) = [(sen (), 1 — cos(ax));,],

t
para todo k > 1, com ox = (k — 1)6, lembrando que 6 = arccos (5) € (0,m)e

= {(0, —sen(6)), (1, =1 — cos(8) } é uma base de R>. Inicialmente, considere
ur = (—sen (ag), 1 — cos(ag)).

Note que 1y pertence a circunferéncia de raio 1 e centro (0, 1), para todo k € N. Assim,
a sequéncia (1 )gcy estd contida em um subconjunto compacto de (R?,0). Temos assim
ao menos uma reta limite para Fix(¢y), conforme k tende ao infinito. Consideragdes
similares podem ser feitas para Fix(¢}), utilizando vy = (sen(oy), 1 — cos(ay)) no

lugar de uy.

Ainda, podemos garantir que existe um nimero finito de retas para as quais Fix(¢y) e

Fix((pfc) convergem. Para isso, suponha que 6 = 277, com r € Q. Podemos escrever

p

r==,

q
comp € Z,q € Nemdc(p,q) = 1. Nestas condigdes, como [F|g ¢ a rotacdo de angulo

6 (veja a Tabela 3.5), entdo g é o menor natural tal que [F]’% s = Lp. Pelo Teorema 3.4,

Fix([k]p) = [FI}(Fix([@x+24]8)) = Fix([@r+24]p)

Fix([ot]p) = [F(Fix([pi] ) = Fix([@}24]p),

para cada k € N. Assim, os conjuntos

K = (Fix(lpilg); k> 1} e K' = {Fix((o}lp); k > 1}
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sdo finitos com, no mdximo, 2g elementos. Além disso, observe que como [F]% = I,

todas as F-orbitas (exceto da origem) sdo periddicas de periodo 4. De outro modo, se
0 £ 27tr, para todo r € Q, os pontos da forma u; e v, formam um conjunto denso na

circunferéncia de centro em (O, 1) e raio 1 e, portanto,
o0
U Fix(¢y) U Fix(¢})
k=1

constitui um conjunto denso no plano com respeito a base [3, como ilustrado na Figura

3.6. Para mais detalhes, veja [7, Section 1.2].

o
o

Figura 3.6: A ndo abeliano, Fix(¢1) # A(¢@z) e t = 0.18.

Para a dindmica dos pontos (x1, xp) € C, observe que como F é conjugada a uma rotagéo,
existe uma mudanga de coordenadas que faz com que a 6rbita de (x1, xp) esteja contida

em uma circunferéncia de centro na origem e raio ||(x1, x2)||.

4) Para |t| > 2, de acordo com a Tabela 3.6 temos

[Flpr = (AJ AO_) ,

em que 3’ é base de R? dadaem (3.17) e

V2 —4

At >

sdo autovalores distintos de F. Neste caso,

Fix(loelp) = [(L-A),) e Fix((ofle) = (1, -4 ]
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Pela invaridncia do traco, temos t = tr(F) = A +A_. Set > 2,entdo 0 < A_ < 1 <
Ay. Assim,

1 1
lim ——— (1, = A1) = —— 1] =(0,1
i ;\’f;l( i) ki%( )\7_1—1 ) (0,1)

lim (1, —A*"1) = (1,0).

k—oo
Portanto, os subespacos de pontos fixos de @y e (p,'c tendem aos eixos coordenados com
respeito a base 3. Nas coordenadas originais, Fix(¢y) e Fix(¢;) tendem aos autoespa-
cos associados a A_ e Ay, respectivamente. Se t < —2,entdio A_ < —1 < Ay < 0.
Deste modo,

lim (1, A1) = (1,0)

k—o0

implicando que Fix(¢@y) e Fix(¢;), nas coordenadas originais, se aproximam dos auto-
espacos associados a A e A_, respectivamente. Na Figura 3.7, ilustramos para o caso
em que t = 3 a evolugdo dos subespacos de pontos fixos de ¢y e (p,'( conforme k cresce,

segundo a base /3/ definida em (3.17).

Figura 3.7: A ndo abeliano, Fix(y1) # A(Y,) et = 3.

Para a andlise da dinAmica dos pontos (x1,x3) € C, com n = 2, observe que

[F15 (x1,x2) = (AL xp, AR x2).
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Set > 2,entdo 0 < A_ < 1 < AL e, consequentemente,

. 1 . Ak
lim —k(Aﬁxl,A’ixz) = lim (xl,)‘—kxz> = (x1,0).

k—o0 i k—o0 T

Logo, quando k tende ao infinito a 6rbita de (x1,x2) se aproxima do eixo Ox. Se t < —2,
entdio A_ < —1 < Ay < Oe, assim,

k— o0 k—o0

1 Ak
lim /\—k(}\ﬁxl,ﬂ\k_xz) = lim ()\—le,m) = (0,x2),

donde segue que quando k tende ao infinito a 6rbita de (x1, x3) se aproxima do eixo Oy.



CONCLUSAO

Com este trabalho observamos a importancia das involu¢des e das uplas de involugdes nas
suas aplicacdes, mais especificamente no estudo dos diagramas divergentes de dobras e dos di-
feomorfismos reversiveis. No primeiro caso, o Teorema 2.20 garante que existe uma relagdo
biunivoca entre a classificacdo das uplas de involugdes e a classificagdo dos diagramas diver-
gentes de dobras associados. Ja no segundo caso, tal biunivocidade ndo ocorre, como vimos no
Exemplo 2.33. Contudo, utilizando os pares de involu¢des, podemos determinar as formas nor-
mais para os difeomorfismos reversiveis. Lembremos que nosso estudo estd separado em casos,
segundo a classificagdo dos pares de involucdes apresentada em [17]. Porém, ndo analisamos
se as formas normais obtidas em cada caso sao ou ndo equivalentes entre si. A exemplo disso,
outros resultados obtidos foram omitidos a fim de evitar nos alongarmos no texto.

Também € valido comentar algumas sugestdes de continuidade para este trabalho. Inici-
almente, com a Proposicdo 3.7 podemos obter as simetrias € as simetrias reversiveis de um
difeomorfismo reversivel F = ¢ o ¢, a partir de uma conjuga¢do das simetrias e das simetrias
reversiveis de sua forma normal. No caso linear e transversal, o germe de um difeomorfismo
linear i : (R",0) — (R",0) responsdvel pela conjugagdo é obtido na demonstragio da Pro-
posicdo 2.21. Sendo assim, seria interessante construir um algoritmo que utilize de base a
demonstragdo da Proposi¢do 2.2 1 para, a partir do par (1, @2 ), retornar h.

Ademais, nossa classificagao tem suas raizes no Teorema 2.26, que da origem aos Teoremas
2.31 e 2.40. Tais resultados possuem generalizagdes para pares de involucdes cuja composicao
¢ normalmente hiperbdlica, como podemos ver em [18]. Assim, é de se esperar que as formas
normais para difeomorfismos reversiveis possam ser obtidas para este caso também, como uma

generalizagcao do estudo apresentado neste trabalho.
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