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RESUMO

Neste trabalho, estudamos os diagramas divergentes de dobras e os difeomorfismos reversí-

veis por meio de uma associação com pares de involuções. Vamos dar ênfase ao contexto linear,

determinando primeiramente as formas normais das s-uplas de involuções lineares e transver-

sais em (Rn, 0). Utilizamos essas formas normais para classificar os diagramas divergentes de

dobras associados às uplas de involuções. Em um segundo momento, determinamos os subes-

paços de pontos fixos, as simetrias e as simetrias reversíveis de difeomorfismos reversíveis da

forma F = ϕ1 ◦ϕ2, em que (ϕ1,ϕ2) é um par de involuções lineares e transversais, com o

intuito de analisar a dinâmica discreta gerada por F. Completamos nosso estudo analisando o

comportamento dos subespaços de pontos fixos de duas sequências de involuções reversíveis

associadas a F.

Palavras-chave: Pares de involuções, formas normais, diagramas de dobras, difeomorfismos

reversíveis, simetrias, conjuntos de pontos fixos.



ABSTRACT

In this work, we study the divergent diagrams of folds and the reversible diffeomorphisms

through an association with pairs of involutions. We emphasize the linear context, first deter-

mining the normal forms of the s-tuples of linear and transversal involutions in (Rn, 0). We

use these normal forms to classify the divergent diagrams of folds associated with the tuples of

involutions. In a second moment, we determine the fixed-points subspaces, the symmetries and

reversible symmetries of reversible diffeomorphisms of the form F =ϕ1 ◦ϕ2, where (ϕ1,ϕ2)

is a pair of linear and transversal involutions, in order to analyze the discrete dynamics gener-

ated by F. We complete our study by analyzing the behavior of the fixed-points subspaces of

two sequences of reversible involutions associated with F.

Keywords: Pairs of involutions, normal forms, diagrams of folds, reversible diffeomorphisms,

symmetries, fixed-points sets.
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INTRODUÇÃO

O termo involução tem diferentes conotações dependendo do contexto em que está inserido.

No presente trabalho, uma involução é um germe de um difeomorfismoϕ : (Rn, 0)→ (Rn, 0)
que coincide com sua inversa. No estudo local, este conceito vem ganhando cada vez mais

espaço, desde o estudo de Devaney [10] que utiliza pares de involuções para analisar os difeo-

morfismos reversíveis em espaços de dimensão par, até a classificação de diagramas divergentes

de dobras associados às uplas de involuções, como visto em [17].

A ideia de determinar formas normais de um objeto é algo amplamente utilizado na matemá-

tica. Tentativas de linearização são um exemplo clássico disto, como no teorema de linearização

de Hartman–Grobman [13]. No caso das formas normais de involuções, elas desempenham um

papel relevante na classificação de outros objetos tais como difeomorfismos reversíveis, diagra-

mas divergentes de dobras e campos de vetores descontínuos (veja [3, 17, 18, 24]). Uma vasta

coleção de problemas envolvendo involuções é apresentada por Voronin [26].

No estudo dos diagramas divergentes de dobras, Teixeira [24] mostra que a C0-equivalência

(conjugação simultânea por um homeomorfismo) entre dois pares de involuções (ϕ1,ϕ2) e

(ψ1,ψ2) em (R2, 0) implica na equivalência entre os diagramas divergentes de dobras

( f1, f2) e (g1, g2) associados a tais pares, respectivamente. Mais tarde, Mancini, Manoel e

Teixeira [17] generalizam esse resultado garantindo que dois diagramas divergentes de dobras

( f1, . . . , fs) e (g1, . . . , gs) em (Rn, 0) são equivalentes se, e somente se, as uplas de involu-

ções associadas (ϕ1, . . . ,ϕs) e (ψ1, . . . ,ψs) em (Rn, 0) são equivalentes, para todo s, n ≥ 2.

Sendo assim, classificar as uplas de involuções e determinar suas formas normais é suficiente

para classificar os diagramas divergentes de dobras associados.

A classificação de pares de involuções também tem sua importância no estudo dos difeomor-

fismos reversíveis. Um germe de um difeomorfismo F : (Rn, 0)→ (Rn, 0) é ditoϕ-reversível

se F ◦ϕ = ϕ ◦ F−1. Nestas condições, ϕ é chamada de simetria reversível de F. Em nosso



estudo, assumimos que existe sempre uma involuçãoϕ de forma que F sejaϕ-reversível. Neste

caso, é possível associar F a um par de involuções (ϕ1,ϕ2), onde ϕ1 e ϕ2 são simetrias re-

versíveis de F tais que F = ϕ1 ◦ϕ2. Por esta razão, a classificação desses pares implica na

classificação dos difeomorfismos reversíveis. Neste contexto, Baptistelli, Labouriau e Manoel

[3] utilizam a classificação dos pares de involuções lineares e transversais obtida em [17] para

compreender a dinâmica gerada por F.

Por sua vez, os sistemas dinâmicos reversíveis têm diversas aplicações na física e nas enge-

nharias. Exemplos de trabalhos que exploram o significado físico de tais sistemas são [6, 23].

Do ponto de vista matemático, os sistemas reversíveis contínuos podem ser estudados usando

ferramentas da teoria invariante de grupos e da teoria de singularidades, como podemos ver em

[1, 4, 5, 15, 16, 20, 25]. No presente trabalho, estudamos os sistemas reversíveis discretos por

um viés algébrico, porém buscando também entender a sua dinâmica. É valido mencionar que,

sob certas condições, o estudo a tempo discreto apresenta uma diferença se comparado ao caso

contínuo, que é a existência de infinitas simetrias e simetrias reversíveis de um difeomorfismo

reversível sob uma involução (Proposição 1.10). Tal fato não é esperado, em geral, no estudo

de campos de vetores (tempo contínuo) reversíveis sob uma involução.

O texto está organizado da seguinte forma. O Capítulo 1 apresenta os conceitos e as pro-

priedades que utilizamos no decorrer do texto. Na Seção 1.1, estudamos algumas propriedades

de matrizes em blocos que serão utilizadas na Seção 3.3, quando trabalhamos com as sus-

pensões de germes de aplicações. Na Seção 1.2, abordamos os difeomorfismos reversíveis

F : (Rn, 0) → (Rn, 0), associado-o a um par de involuções (ϕ1,ϕ2) em (Rn, 0) formado por

simetrias reversíveis de F. Um estudo introdutório da dinâmica gerada por F é apresentado na

Seção 1.3 juntamente com o estudo dos conjuntos de pontos fixos e antipodais, que são centrais

nos próximos dois capítulos. As propriedades básicas de um conjunto de involuções via equi-

valência são apresentadas na Seção 1.4, onde provamos uma versão adaptada ao nosso estudo

do teorema de linearização de Bochner-Montgomery [21] em conjuntos compactos (Teorema

1.23). No nosso caso, o grupo é abeliano e gerado por involuções, o qual provamos ser finito

e, consequentemente, compacto. Esta linearização nos permite considerar uma estrutura de

subvariedade diferenciável para os conjuntos de pontos fixos. Na Seção 1.5, introduzimos bre-

vemente a teoria invariante sob a ação de um grupo de Lie linear, com destaque para o Teorema

de Schwarz (Teorema 1.34).

No Capítulo 2, estudamos os diagramas divergentes de dobras e encontramos as formas

normais dos pares (ϕ1,ϕ2) de involuções lineares e transversais em (Rn, 0). A relação entre

dobras e involuções é trabalhada na Seção 2.1, onde mostramos que dada uma dobra f em

(Rn, 0) podemos sempre obter uma única involução ϕ que está associada a ela (Proposição

2.4). Contudo, ϕ está associada a uma quantidade infinita de dobras. Mais precisamente, o



conjunto das dobras associadas a ϕ é o conjunto das dobras L-equivalentes a f (Corolário

2.16). Na Seção 2.2, utilizamos a Proposição 2.4 juntamente com o Corolário 2.16 como base

para mostrar que a classificação dos diagramas divergentes de dobras está relacionada com a

classificação das uplas de involuções associadas (Teorema 2.20). Esse resultado é mais uma

razão para determinar as formas normais para as uplas de involuções. Na Seção 2.3, com as

hipóteses de linearidade e transversalidade, classificamos os pares de involuções em (Rn, 0),
para n = 2 na Subseção 2.3.1 e para n ≥ 3 na Subseção 2.3.2.

No Capítulo 3, utilizamos as formas normais obtidas nas Subseções 2.3.1 e 2.3.2 para anali-

sar os difeomorfismos reversíveis em (Rn, 0) da forma F = ϕ1 ◦ϕ2, comϕ1 eϕ2 involuções

que se comportam como simetrias reversíveis de F. A Seção 3.1 é dedicada a estudar as sequên-

cias de involuções

ϕk =ϕ2 ◦ Fk−2 e ϕ′k = Fk−1 ◦ϕ1, (1)

para k ≥ 1, as quais também são simetrias reversíveis de F. Mostramos a existência de duas

cadeias de subvariedades de pontos fixos dessas involuções (Corolário 3.5) cujas dimensões

podem ser obtidas a partir das dimensões de Fix(ϕ1) e de Fix(ϕ2) (Corolário 3.6). Além

disso, mostramos como determinar as simetrias e simetrias reversíveis de F a partir das simetrias

e simetrias reversíveis de sua forma normal (Proposição 3.7). Na Seção 3.2 determinamos as

formas normais para os difeomorfismos reversíveis no plano, com a hipóteses de linearidade e

transversalidade sobre as involuções ϕ1,ϕ2 : (R2, 0) → (R2, 0). Também reconhecemos as

simetrias e simetrias reversíveis de F, bem como os subespaços de pontos fixos das involuções

ϕk eϕ′k definidas em (1). Na Seção 3.3, generalizamos os resultados da seção anterior para o

caso em que n ≥ 3, utilizando o conceito de suspensões. Na Seção 3.4, estudamos as órbitas

dos pontos x ∈ (R2, 0) com respeito à dinâmica discreta gerada por F.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

O objetivo central desse capítulo é definir conceitos, relembrar propriedades e estabelecer

notações que serão utilizadas nos próximos capítulos. Começamos relembrando algumas pro-

priedades de matrizes. Por simplicidade, confundiremos matrizes com transformações lineares,

tendo em mente a associação que existe entre elas, fixada uma base.

Este capítulo está dividido em cinco seções. Na Seção 1.1, apresentamos algumas proprie-

dades de matrizes em blocos. Na Seção 1.2, introduzimos os conceitos de difeomorfismo rever-

sível, de simetria e simetria reversível de um difeomorfismo, bem como provamos propriedades

básicas de uma classe especial de simetrias, as involuções. Na Seção 1.3, definimos os conjun-

tos de pontos fixos de um germe e introduzimos a relação desses conjuntos com a dinâmica dos

difeomorfismos reversíveis e das involuções. Na Seção 1.4, estudamos as s-uplas de involuções

mediante uma relação de equivalência e introduzimos o conceito de transversalidade, que será

utilizado no Capítulo 2 na classificação dos pares de involuções e dos diagramas divergentes

de dobras associados. Para finalizar o capítulo, na Seção 1.5 apresentamos brevemente a teoria

invariante sob a ação de um grupo de Lie linear cujo principal resultado é o Teorema 1.34.

1.1 Matrizes

Quando se trata de matrizes quadradas de ordens maiores, calcular seu determinante ou até

mesmo verificar se ele é não nulo pode ser uma tarefa complicada. Um forma interessante de

trabalhar com matrizes de maior tamanho é dividi-las em blocos. As duas seguintes proposições

nos cedem uma boa forma de calcular o determinante de uma matriz em blocos. Para mais

detalhes, veja [2].

4



1.1. Matrizes 5

Proposição 1.1. Seja A uma matriz quadrada escrita em blocos como

A =

(
M R

0r×s N

)
,

onde 0r×s denota a matriz nula de ordem r× s. Então,

det A = det M det N.

Demonstração. Veja [2, Chapter 10, p. 230].

Proposição 1.2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n escrita em blocos como

A =

(
M R
S N

)
,

onde M e N são matrizes quadradas de ordem p < n e q < n, respectivamente. Suponha que

M seja inversível. Então,

det A = det M det(N − SM−1R).

Demonstração. Considere a matriz

B =

(
Ip 0p×q

−SM−1 Iq

)
,

onde Ip e Iq são as matrizes identidades de ordem p e q, respectivamente, e 0p×q é a matriz nula

de ordem p× q. Como B é uma matriz triangular inferior, segue que det B = 1 e, portanto,

det A = det

(
Ip 0p×q

−SM−1 Iq

)
det

(
M R
S N

)

= det

((
Ip 0p×q

−SM−1 Iq

)(
M R
S N

))

= det

(
M R

0q×p N − SM−1R

)
= det M det(N − SM−1R),

em que a última igualdade segue da proposição anterior.

O posto de uma matriz de qualquer ordem corresponde ao número de linhas ou de colunas

linearmente independentes da matriz. Tal conceito é um dos primeiros tópicos abordados em

um bom curso de álgebra linear tanto para a resolução de sistemas lineares quanto para a com-

preensão de transformações lineares. Em nosso contexto, usaremos o posto de uma matriz no

estudo de dobras realizado na Seção 2.1. Com esse intuito, apresentamos o seguinte resultado

(veja [11, II, Lemma 5.2]).



1.1. Matrizes 6

Lema 1.3. Seja S uma matriz de ordem m× n com

S =

(
A B
C D

)
,

onde A é uma matriz inversível de ordem k. Então posto(S) = k se, e somente se,

D− CA−1B = 0.

Demonstração. Considere

T =

(
Ik 0k×m−k

−CA−1 Im−k

)
.

Pela Proposição 1.1,

det(T) = det(Ik) det(Im−k) = 1 6= 0,

donde segue que T é inversível. Logo,

posto(S) = posto(TS) = posto

(
A B
0 D− CA−1B

)
. (1.1)

Claramente, se D− CA−1B = 0, então

posto(S) = posto(A) = k,

visto que A é inversível. Agora, se posto(S) = k = posto(A), de (1.1) obtemos que

posto(D− CA−1B) = 0,

e, consequentemente, D− CA−1B = 0.

A diagonalização de matrizes também é um assunto de grande interesse em álgebra linear,

pois as facilidades de se trabalhar com a forma diagonal de uma matriz são inúmeras, inclusive

no cálculo do determinante. A propriedade de uma mesma base diagonalizar duas matrizes

simultaneamente está intimamente ligada com um dos casos da classificação feita nas Subseções

2.3.1 e 2.3.2. Assim, é natural que busquemos alguma equivalência para esta propriedade, o que

é apresentado a seguir.

Proposição 1.4. Sejam A e B matrizes n× n diagonalizáveis. Então A e B são simultanea-

mente diagonalizáveis se, e somente se, AB = BA.



1.1. Matrizes 7

Demonstração. Suponha que A e B sejam simultaneamente diagonalizáveis. Assim, existe

uma matriz inversível P de forma que PAP−1 e PBP−1 sejam matrizes diagonais. Logo,

PABP−1 = (PAP−1)(PBP−1)

= (PBP−1)(PAP−1)

= PBAP−1.

Portanto, AB = BA.

Reciprocamente, suponha que AB = BA. Sejam λ1, . . . , λk os autovalores distintos de A.

Considere Ei o autoespaço associado ao autovalor λi, para todo i = 1, . . . , k. Observe que, para

todo v ∈ Ei,

A(B(v)) = B(A(v)) = B(λiv) = λiB(v).

Logo, B(v) ∈ Ei, para todo v ∈ Ei e todo i = 1, . . . , k, isto é, Ei é B-invariante. Assim,

podemos definir o operador linear

Bi : Ei → Ei

v 7→ B(v)
,

para cada i = 1, . . . , k. Fixado i, escolha uma base γi = {v1,i, . . . , vri ,i} para o autoespaço Ei.

Complete γi a fim de formar uma base para Rn, digamos γ′i . Assim, a matriz de B na base γ′i é

dada como uma matriz em blocos por

[B]γ′i =

(
[Bi]γi Yi

0(n−ri)×ri
Xi

)
, (1.2)

onde Yi e Xi são blocos de matrizes de ordem ri × (n− ri) e (n− ri)× (n− ri), respectiva-

mente, para todo i = 1, . . . , k. Denote por mB(x) e mBi(x) os polinômios minimais de B e Bi,

respectivamente. Então,

mB([B]γ′i ) = 0n×n,

onde 0n×n é a matriz nula de ordem n. Por (1.2) segue que

mB([B]γ′i ) =

(
mB([Bi]γi) Zi

0(n−ri)×ri
mB(Xi)

)

para alguma matriz Zi, visto que para quaisquer matrizes quadradas C e D temos que(
C ?

0 D

)m

=

(
Cm ∗
0 Dm

)

para todo m ∈ N. Logo,

mB([Bi]γi) = 0ri×ri .
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Como mBi(x) é o polinômio mônico de menor grau que anula Bi, concluímos que mBi(x) divide

mB(x). Agora, B é diagonalizável e, portanto, seu polinômio minimal mB(x) é o produto

de fatores lineares. Portanto, mBi(x) é o produto de fatores lineares, donde segue que Bi é

diagonalizável. Seja βi uma base para Ei formada por autovetores de B|Ei
, para cada i =

1, . . . , k. Como Rn = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek, temos que

β =
k⋃

i=1

βi

é uma base de Rn formada por autovetores de A e de B, provando que A e B são simultanea-

mente diagonalizáveis.

1.2 Difeomorfismos reversíveis

O estudo dos difeomorfismos reversíveis é o principal assunto deste trabalho e, nesta seção,

introduzimos algumas definições e resultados da abordagem que iremos adotar. Nosso objetivo

é estudar os germes de difeomorfismos que são reversíveis segundo uma involução. Veremos

que esta condição implicará em resultados interessantes, do ponto de vista local, sobre a dinâ-

mica discreta gerada por um difeomorfismo.

A principal referência nesta seção é [3]. Começamos com a definição de um germe. Sem

perda de generalidade, o estudo local desenvolvido no presente trabalho é em torno da origem

0 ∈ Rn.

Definição 1.5. Seja F : U1 ⊂ Rn → Rn uma aplicação definida em uma vizinhança U1 de 0
tal que F(0) = 0. O germe de F na origem, denotado por F : (Rn, 0)→ (Rn, 0), é o conjunto

das aplicações G : U2 ⊂ Rn → Rn tais que existe uma vizinhança U ⊂ U1 ∩U2 de 0 com

F|U = G|U .

Quando F for um difeomorfismo, dizemos que F : (Rn, 0) → (Rn, 0) é um germe de um

difeomorfismo.

Por conveniência, a palavra “germe” será omitida em alguns casos, contudo sempre estare-

mos considerando os germes de aplicações em vez das aplicações.

Considere Ω o grupo das aplicações inversíveis em (Rn, 0) munido da composição. Defina

Φ : Ω× (Rn, 0) → (Rn, 0)
(ϕ, x) 7→ ϕ(x)

(1.3)
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e observe que Φ é uma ação de Ω em (Rn, 0). De fato, o elemento neutro de Ω é o germe da

aplicação identidade Idn : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

Φ(Idn, x) = Idn(x) = x,

para todo x ∈ (Rn, 0). Além disso, dadosϕ,φ ∈ Ω temos

Φ(ϕ, Φ(φ, x)) = Φ(ϕ,φ(x)) =ϕ(φ(x)) =ϕ ◦φ(x) = Φ(ϕ ◦φ, x),

para todo x ∈ (Rn, 0). Vale ressaltar que a ação Φ não é linear, visto que se tomarmos ϕ :
(Rn, 0)→ (Rn, 0) definida por

ϕ(x1, x2, . . . , xn) = (x3
1, x2, . . . , xn)

temos queϕ ∈ Ω e, no entanto, a restrição de Φ a {ϕ} × (Rn, 0) não é linear.

A partir de agora, denotamos Φ(ϕ, x) por ϕ(x), para simplificar a notação. Fixado um

germe de um difeomorfismo F : (Rn, 0) → (Rn, 0), podemos definir dois subconjuntos de Ω

que nos ajudam a estudar a dinâmica gerada por F.

Definição 1.6. Seja ϕ ∈ Ω. Um germe de um difeomorfismo F : (Rn, 0) → (Rn, 0) é dito

ϕ-equivariante se F ◦ϕ = ϕ ◦ F e é ditoϕ-reversível se F ◦ϕ = ϕ ◦ F−1. No primeiro caso,

ϕ é uma simetria de F e no segundo casoϕ é um simetria reversível de F.

Observação 1.7. Sejaϕ ∈ Ω. Seϕ for uma simetria reversível para um germe de um difeo-

morfismo F : (Rn, 0) → (Rn, 0), então ϕ também é uma simetria reversível para F−1. Com

efeito, se

F ◦ϕ =ϕ ◦ F−1,

então F ◦ϕ ◦ F =ϕ, donde segue que

F−1 ◦ϕ = F−1 ◦ (F ◦ϕ ◦ F) =ϕ ◦ (F−1)−1.

Denote por Γ+ o conjunto de todas as simetrias de um germe de um difeomorfismo F, isto

é,

Γ+ = {ϕ ∈ Ω; F ◦ϕ =ϕ ◦ F}.

Note que Γ+ 6= ∅, pois a identidade Idn ∈ Ω é uma simetria de F. Sejamϕ,ψ ∈ Γ+. Então,

(ϕ ◦ψ) ◦ F =ϕ ◦ (ψ ◦ F) =ϕ ◦ (F ◦ψ) = (ϕ ◦ F) ◦ψ = (F ◦ϕ) ◦ψ = F ◦ (ϕ ◦ψ),

donde segue queϕ ◦ψ também é uma simetria de F. Além disso, comoϕ ◦ F = F ◦ϕ, temos

ϕ ◦ F ◦ϕ−1 = F e, portanto,

F ◦ϕ−1 =ϕ−1 ◦ F.
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Assim, ϕ−1 também é uma simetria de F. Deste modo, o conjunto Γ+ é um subgrupo de Ω.

Vamos denotar o conjunto das simetrias reversíveis de F por Γ−, ou seja,

Γ− = {ϕ ∈ Ω; F ◦ϕ =ϕ ◦ F−1} = {ϕ ∈ Ω; F−1 ◦ϕ =ϕ ◦ F},

em que a segunda igualdade segue da Observação 1.7. Suponha que Γ− 6= ∅ e observe que

fixado δ ∈ Γ−, temos Γ− = δΓ+. De fato, primeiramente note que dado ϕ ∈ Γ+, então

F−1 ◦ϕ =ϕ ◦ F−1, ou seja,ϕ também é uma simetria de F−1. Então

F ◦ (δ ◦ϕ) = (F ◦δ) ◦ϕ = (δ ◦ F−1) ◦ϕ = δ ◦ (F−1 ◦ϕ) = δ ◦ (ϕ ◦ F−1) = (δ ◦ϕ) ◦ F−1,

donde segue que δ ◦ϕ ∈ Γ− e, consequentemente, δΓ+ ⊂ Γ−. De modo análogo ao que fizemos

para Γ+, é possível mostrar que se δ ∈ Γ−, então δ−1 ∈ Γ−. De fato, se F ◦ δ = δ ◦ F−1, então

δ−1 ◦ F ◦ δ = F−1, implicando que

δ−1 ◦ F = F−1 ◦ δ−1,

ou seja, δ−1 é uma simetria reversível de F. Logo, dadoϕ ∈ Γ−, temos

F ◦ (δ−1 ◦ϕ) = (F ◦δ−1) ◦ϕ = (δ−1 ◦ F−1) ◦ϕ = δ−1 ◦ (F−1 ◦ϕ) = δ−1 ◦ (ϕ ◦ F) = (δ−1 ◦ϕ) ◦ F.

Assim, δ−1 ◦ϕ ∈ Γ+ e, portanto,

ϕ = δ ◦ δ−1 ◦ϕ ∈ δΓ+,

o que prova a outra inclusão. Logo,

Γ− = δΓ+, (1.4)

para todo δ ∈ Γ− fixado, o que mostra que Γ− é uma classe lateral de Γ+. Assim, podemos

escrever o conjunto de todas as simetrias e simetrias reversíveis de F como

Γ = Γ+ ∪ δΓ+.

Queremos agora verificar se Γ− = δΓ+ tem estrutura de grupo. Já mostramos que se δ ∈ Γ−,

então δ−1 ∈ Γ−. Com isso, Γ− possui os inversos de seus elementos. No entanto, dados

ϕ,ψ ∈ Γ− temos que

F ◦ (ϕ ◦ψ) = (F ◦ϕ) ◦ψ = (ϕ ◦ F−1) ◦ψ =ϕ ◦ (F−1 ◦ψ) =ϕ ◦ (ψ ◦ F) = (ϕ ◦ψ) ◦ F,

ou seja,ϕ ◦ψ ∈ Γ+. Uma condição necessária e suficiente para Γ− ter estrutura de grupo, sob

a operação de composição, é a seguinte.

Proposição 1.8. O conjunto Γ− tem estrutura de grupo se, e somente se, Γ+ ∩ Γ− 6= ∅. Neste

caso, Γ+ = Γ−.
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Demonstração. Inicialmente, note que Γ+ ∩ Γ− 6= ∅ se, e somente se, Γ+ = Γ−. De fato,

suponha que exista δ ∈ Γ+ ∩ Γ−. Como δ ∈ Γ−, temos Γ− = δΓ+. Agora, como δ ∈ Γ+, segue

que δΓ+ = Γ+. Portanto, Γ− = Γ+. A recíproca é óbvia.

Assim, se Γ− for um subgrupo de Ω, então Idn ∈ Γ+ ∩ Γ− e, portanto, Γ− = Γ+. Clara-

mente, se Γ+ = Γ− então Γ− é um grupo.

Portanto, o conjunto Γ− não tem sempre uma estrutura de grupo. Vale ressaltar que exigir

Γ+ = Γ− é equivalente a exigir F2 = Idn. De fato, seϕ ∈ Ω for tal que

ϕ ◦ F−1 = F ◦ϕ =ϕ ◦ F,

então comoϕ é inversível temos F−1 = F. Reciprocamente, se F = F−1, então por definição

ϕ ∈ Γ+ se, e somente se,ϕ ∈ Γ−. Este é o único caso para o qual Γ− é um grupo e será tratado

com mais detalhes na Subseção 3.2.1.

Uma classe particularmente importante de simetrias (reversíveis ou não) são as involuções.

Uma involução é um objeto amplamente utilizado nas mais diversas áreas da matemática, desde

a matemática aplicada e computacional à álgebra abstrata. Em cada área a definição de invo-

lução é adaptada para as necessidades específicas. No nosso contexto, para um estudo local,

vamos assumir que involuções são germes de difeomorfismos iguais ao seu inverso.

Definição 1.9. Uma involução é um germe de um difeomorfismo ϕ : (Rn, 0) → (Rn, 0)
satisfazendoϕ ◦ϕ = Idn.

A partir de agora, vamos assumir que sempre existe uma involução em Γ−. Isso nos permite

mostrar que os difeomorfismos reversíveis estão em correspondência biunívoca com pares de

involuções. Mais precisamente, vamos identificar F com um par de involuções da seguinte

forma. Suponha queϕ1 seja uma involução. Então, F éϕ1-reversível se, e somente se,

F =ϕ1 ◦ϕ2,

para a involuçãoϕ2 =ϕ1 ◦ F. Com efeito, se F forϕ1-reversível, entãoϕ2 =ϕ1 ◦ F satisfaz

ϕ2 ◦ϕ2 =ϕ1 ◦ F ◦ϕ1 ◦ F =ϕ1 ◦ϕ1 ◦ F−1 ◦ F = Idn,

ou seja,ϕ2 é uma involução. Claramente, comoϕ2
1 = Idn, então

F =ϕ2
1 ◦ F =ϕ1 ◦ϕ1 ◦ F =ϕ1 ◦ϕ2.

Reciprocamente, se F for um difeomorfismo da forma F = ϕ1 ◦ϕ2, com ϕ2 = ϕ1 ◦ F uma

involução, entãoϕ1 =ϕ2 ◦ F−1 e, portanto,

ϕ−1
1 = (ϕ2 ◦ F−1)−1 = F ◦ϕ−1

2 = F ◦ϕ2.
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Segue que

F ◦ϕ1 = F ◦ (ϕ2 ◦ F−1) = (F ◦ϕ2) ◦ F−1 =ϕ−1
1 ◦ F−1 =ϕ1 ◦ F−1,

poisϕ1 é uma involução. Portanto, F éϕ1-reversível. Observe queϕ2 também é uma simetria

reversível de F, visto que

F ◦ϕ2 =ϕ−1
1 =ϕ2 ◦ϕ−1

2 ◦ϕ
−1
1 =ϕ2 ◦ F−1.

Portanto, dado um germe de um difeomorfismo F : (Rn, 0) → (Rn, 0) podemos associá-lo a

um par (ϕ1,ϕ2) de involuções que são simetrias reversíveis de F.

Daqui em diante, assumimos

F =ϕ1 ◦ϕ2,

com ϕ1,ϕ2 involuções pertencentes a Γ−. Mais geralmente, existe uma sequência infinita de

pares de involuções (ϕk,ϕ′k) tais que F éϕk eϕ′k- reversível, desde que Fm 6= Idn, para todo

m ∈ N. Tais aplicações são definidas por

ϕk =ϕ2 ◦ Fk−2 e ϕ′k = Fk−1 ◦ϕ1, (1.5)

para todo k ∈ N, com k ≥ 1. Para k = 1 e k = 2, recuperamosϕ1 eϕ2, comϕ′1 =ϕ1.

Vejamos queϕk é, de fato, uma involução e uma simetria reversível de F, para todo k ∈ N.

Inicialmente, temos que seϕ é um simetria reversível de F, então

ϕ ◦ Fk = F−k ◦ϕ, (1.6)

para todo k ∈ N. Provamos isso por indução sobre k. O caso k = 1 segue da Definição 1.6.

Agora, suponha que a igualdade (1.6) seja válida para algum k ∈ N. Logo,

ϕ ◦ Fk+1 =ϕ ◦ Fk ◦ F = F−k ◦ϕ ◦ F = F−k ◦ F−1 ◦ϕ = F−(k+1) ◦ϕ,

o que conclui a indução. Assim, dado k ∈ N, temos que

ϕk ◦ϕk = (ϕ2 ◦ Fk−2) ◦ (ϕ2 ◦ Fk−2) =ϕ2 ◦ϕ2 ◦ F−k+2 ◦ Fk−2 = Idn, (1.7)

donde segue queϕk é uma involução. Além disso,

F ◦ϕk = F ◦ϕ2 ◦ Fk−2 =ϕ2 ◦ F−1 ◦ Fk−2 =ϕ2 ◦ Fk−2 ◦ F−1 =ϕk ◦ F−1 (1.8)

e, portanto, ϕk ∈ Γ−. De modo análogo, obtemos as mesmas conclusões para ϕ′k, para todo

k ∈ N.

Até o momento não temos muitas informações sobre os conjuntos de simetrias Γ+ e Γ−.

Agora, com o uso das involuções definidas em (1.5), somos capazes de concluir sobre a cardi-

nalidade de tais conjuntos.
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Proposição 1.10. Seja ϕ1 : (Rn, 0) → (Rn, 0) uma involução e F : (Rn, 0) → (Rn, 0) um

germe de um difeomorfismoϕ1-reversível tal que Fm 6= Idn, para todo m ∈ N. Então, F tem

um grupo de simetrias infinito e um conjunto de simetrias reversíveis infinito.

Demonstração. De acordo com a Definição 1.6, F é uma simetria de si mesmo. Considere o

subgrupo de Γ+ gerado por F,

[F] = {Fk; k ∈ Z}.

Observe que se Fk = F j, para algum k, j ∈ Z, então

Fk− j = Idn = F j−k.

Como Fm 6= Idn, para todo m ∈ N, segue que Fk 6= F j, para todo k 6= j. Assim, [F] é um

subgrupo infinito, o que prova que Γ+ também é infinito. Para as simetrias reversíveis, observe

que as involuções definidas em (1.5) são distintas para todo k ∈ N. Com efeito, se ϕk = ϕ j,

então

ϕ2 ◦ Fk−2 =ϕ2 ◦ F j−2,

o que implica em Fk = F j. Como Fk 6= F j, segue que ϕk 6= ϕ j, para todo k 6= j. Logo, o

subconjunto

{ϕk; k ∈ N} ⊂ Γ−

é infinito e, portanto, Γ− é um conjunto infinito.

1.3 Dinâmica e os conjuntos de pontos fixos

Dada uma aplicação F : Rn → Rn, é sempre possível considerar um sistema dinâmico

associado que se obtém fazendo as iteradas de F. Este é chamado de sistema dinâmico discreto.

Estamos interessados em estudar o comportamento dos difeomorfismos reversíveis mediante

essa dinâmica. Um estudo mais aprofundado sobre os sistemas dinâmicos discretos pode ser

visto em [14]. Nossa principal referência nesta e na próxima seção é [17].

Para nossos propósitos, a seguinte definição de sistema dinâmico discreto é suficiente.

Definição 1.11. Dado um germe de um difeomorfismo F : (Rn, 0) → (Rn, 0), um sistema

dinâmico discreto é uma sequência de pontos xk ∈ (Rn, 0) tal que cada ponto está relacionado

ao anterior por meio da equação

xk+1 = F(xk). (1.9)
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A equação de evolução dada em (1.9) permite determinar o estado xk+1 num instante tk+1 a

partir do estado xk no instante tk. Logo, o estado em um sistema discreto só muda em períodos

determinados {tk; k ∈ Z}, em oposição ao tempo contínuo, permanecendo constante no inter-

valo de tempo entre dois desses períodos. Referimo-nos assim ao tempo discreto. Mais especi-

ficamente, dado um estado inicial x0 ∈ (Rn, 0), a evolução desse estado é obtido aplicando-se

F sucessivamente, ou seja,

x1 = F(x0),
x2 = F(x1) = F(F(x0)) = F2(x0),

...
...

xk = F(xk−1) = Fk(x0).

Ou ainda,
x−1 = F−1(x0),
x−2 = F−1(x−1) = F−1(F−1(x0)) = F−2(x0),

...
...

x−k = F−1(x−k+1) = F−k(x0).

Assim, podemos definir as órbitas discretas de um sistema dinâmico, nas quais o tempo

aumenta em passos discretos.

Definição 1.12. Seja F : (Rn, 0) → (Rn, 0) um germe de um difeomorfismo. A F-órbita de

x ∈ (Rn, 0) é o conjunto ordenado

{xk = Fk(x); k ∈ Z}.

Quando F estiver subentendido chamaremos a F-órbita de x apenas de órbita de x. No caso

em que F admite simetrias reversíveis, temos o seguinte resultado.

Lema 1.13. Se F : (Rn, 0) → (Rn, 0) for um germe de um difeomorfismoϕ-reversível, então

ϕ levará a F-órbita de x ∈ (Rn, 0) na F−1-órbita deϕ(x), preservando a ordem.

Demonstração. Seja x ∈ (Rn, 0). Se z pertence à F-órbita de x, então z = Fk(x), para algum

k ∈ Z. Comoϕ ◦ F = F−1 ◦ϕ, segue de (1.6) que

ϕ(z) =ϕ(Fk(x)) = (ϕ ◦ Fk)(x) = (F−k ◦ϕ)(x) = (F−1)k(ϕ(x)).

Assim,ϕ(z) pertence à F−1-órbita deϕ(x) para o mesmo k.

Com o estudo das órbitas surge, naturalmente, o conceito de ponto fixo de uma órbita ou

de um germe. Nosso objetivo agora é apresentar o conceito de conjunto de pontos fixos e

estabelecer algumas propriedades que serão utilizadas recorrentemente no texto, tal como a

Proposição 1.15.
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Definição 1.14. O conjunto de pontos fixos de um germeϕ ∈ Ω é definido por

Fix(ϕ) = {x ∈ (Rn, 0); ϕ(x) = x}

e o conjunto de pontos fixos de um subgrupo Σ ≤ Ω é definido por

Fix(Σ) = {x ∈ (Rn, 0); ϕ(x) = x, ∀ϕ ∈ Σ}.

Na definição anterior é necessário considerar os conjuntos Fix(Σ) e Fix(ϕ) como germes

na origem do seguinte modo: sejam A ⊂ Rn e B ⊂ Rn subconjuntos de Rn contendo a

origem 0 ∈ Rn. Dizemos que A ∼ B se, e somente se, existir uma vizinhança V de 0 tal que

V ∩ A = V ∩ B. Um germe de um subconjunto A ⊂ Rn na origem é a classe de equivalência

de A com respeito à relação ∼.

Seja Gl(n) o grupo das matrizes inversíveis de ordem n. Observe que seϕ ∈ Ω for linear

e Σ for um subgrupo de Gl(n), então Fix(ϕ) e Fix(Σ) são subespaços vetoriais de Rn. Com

efeito, considere o operador linearφ =ϕ− Idn : (Rn, 0)→ (Rn, 0). Como

Fix(ϕ) = ker(φ), (1.10)

temos que Fix(ϕ) é um subespaço vetorial de (Rn, 0). Além disso, se Σ ≤ Gl(n), temos

Fix(Σ) =
⋂
ϕ∈Σ

Fix(ϕ),

donde segue que Fix(Σ) é um subespaço de (Rn, 0).
No caso geral, para ϕ ∈ Ω não necessariamente linear, Fix(ϕ) é uma subvariedade dife-

renciável de (Rn, 0). Isto será mostrado na Seção 1.4. Para o momento, nos restringimos ao

seguinte resultado.

Proposição 1.15. Sejamϕ,ϕ′ ∈ Ω. Seja h : (Rn, 0) → (Rn, 0) um germe de um difeomor-

fismo tal queϕ′ = h ◦ϕ ◦ h−1. Então,

h(Fix(ϕ)) = Fix(ϕ′).

Demonstração. Considere

h|Fix(ϕ)
: Fix(ϕ)→ Fix(ϕ′).

Note que h está bem definida quanto ao seu contradomínio, pois dado x ∈ Fix(ϕ), temos

ϕ′(h(x)) = h ◦ϕ ◦ h−1(h(x)) = h ◦ϕ(x) = h(x)

e, portanto, h(x) ∈ Fix(ϕ′). Logo, h(Fix(ϕ)) ⊂ Fix(ϕ′). Reciprocamente, dado y ∈
Fix(ϕ′), temos que

ϕ(h−1(y)) =ϕ ◦ h−1(y) = h−1 ◦ϕ′(y) = h−1(y).
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Logo, h−1(y) ∈ Fix(ϕ), donde segue que h−1(Fix(ϕ′)) ⊂ Fix(ϕ). Portanto, h(Fix(ϕ)) =
Fix(ϕ′).

Um outro conjunto auxiliar em nosso estudo é o antipodal cuja definição é como segue.

Definição 1.16. O conjunto antipodal de um germeϕ ∈ Ω é definido por

A(ϕ) = {x ∈ (Rn, 0); ϕ(x) = −x}.

Claramente, no caso em queϕ é linear, A(ϕ) é um subespaço vetorial de Rn. Mais ainda,

temos o seguinte resultado.

Proposição 1.17. Sejaϕ ∈ Ω uma involução linear. Então,

Rn = Fix(ϕ)⊕A(ϕ). (1.11)

Demonstração. Comoϕ é uma involução,ϕ satisfaz a igualdadeϕ2 − Idn = 0, donde segue

que o polinômio minimal mϕ(x) deϕ divide o polinômio p(x) = x2 − 1. Portanto, mϕ(x) é

o produto de fatores lineares da forma

mϕ(x) = x− 1 ou mϕ(x) = x + 1 ou mϕ(x) = x2 − 1,

implicando queϕ é diagonalizável. Além disso, se mϕ(x) = x− 1, entãoϕ = Idn, ou seja,

Fix(ϕ) = Rn e A(ϕ) = {0}. Se mϕ(x) = x + 1, entãoϕ = −Idn, ou seja, Fix(ϕ) = {0} e

A(ϕ) = Rn. No caso em que mϕ(x) = x2 − 1, os únicos autovalores deϕ são 1 e −1. Como

Fix(ϕ) eA(ϕ) são, respectivamente, os autoespaços associados aos autovalores 1 e −1, segue

que

Rn = Fix(ϕ)⊕A(ϕ).

Portanto, a igualdade segue nos três casos mencionados acima.

Assim sendo, no caso em queϕ é uma involução linear, temos uma das condições abaixo:

(i) ϕ = Idn;

(ii) ϕ = −Idn;

(iii) ϕ é conjugada a ψ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm,−xm+1, . . . ,−xn),

em que m = dim Fix(ϕ) > 0. Em outras palavras, existe uma base de Rn segundo a qual a

matriz deϕ é da forma

ϕ =

(
Im 0

0 −In−m

)
.
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1.4 Involuções

Em nossa abordagem, vamos nos restringir às involuções e uplas de involuções em Ω, pri-

meiramente considerando o caso planar (Subseção 2.3.1) e depois dimensões maiores (Subseção

2.3.2). Por esta razão, devemos construir uma noção de equivalência desses objetos.

Definição 1.18. Sejam (ϕ1, . . . ,ϕs) e (ψ1, . . . ,ψs) s-uplas de involuções, com s ≥ 1. Dize-

mos que (ϕ1, . . . ,ϕs) é equivalente a (ψ1, . . . ,ψs) se existir um germe de um difeomorfismo

h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal queϕi = h ◦ψi ◦ h−1, para todo i = 1, . . . , s.

Essa definição introduz uma relação de equivalência no conjunto das s-uplas de involuções

e, portanto, podemos classificá-las segundo tal relação. A importância das uplas e de sua clas-

sificação para um caso específico é discutida nos dois próximos capítulos. Por ora, estudamos

o caso em que o grupo Γ = [ϕ1, . . . ,ϕs] gerado porϕ1, . . . ,ϕs é abeliano.

Para os dois próximos resultados, supomos sem perda de generalidade queϕ1 6= Idn, pois

caso contrário temos

[ϕ1, . . . ,ϕs] = [ϕ2, . . . ,ϕs].

Além disso, observe que seϕi /∈ [ϕ1, . . . ,ϕi−1] para todo i ∈ {2, . . . , n}, podemos concluir

queϕi 6= Idn, visto que

Idn =ϕ2
1 ∈ [ϕ1, . . . ,ϕi−1]

eϕi /∈ [ϕ1, . . . ,ϕi−1].

Lema 1.19. Seja (ϕ1, . . . ,ϕs) uma s-upla de involuções em Ω tal queϕ1 6= Idn, [ϕ1, . . . ,ϕs]

é um grupo abeliano eϕi /∈ [ϕ1, . . . ,ϕi−1], para todo i ∈ {2, . . . , n}. Então,

ϕ
k1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ks
s = Idn

se, e somente se, ki ∈ Z é par para todo i ∈ {1, . . . , s}.

Demonstração. Para qualquer involuçãoϕ ∈ Ω e k ∈ Z, temos que

ϕk =

Idn, se k é par

ϕ, se k é ímpar
. (1.12)

Assim, se ki for par para todo i = 1, . . . s, então

ϕ
k1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ks
s = Idn ◦ · · · ◦ Idn = Idn,

visto queϕ1, . . . ,ϕs são involuções. Reciprocamente, suponha queϕ1, . . . ,ϕs sejam tais que

ϕ
k1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ks
s = Idn,
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para ki ∈ Z. Procedemos por indução sobre s. Se s = 1, segue que

ϕ
k1
1 = Idn.

Comoϕ1 6= Idn, temos que k1 é par. Suponha agora que a igualdade

ϕ
k1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ks
s = Idn

implique que ki seja par, para todo i = 1, . . . , s. Considere

ϕ
k1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ks
s ◦ϕ

ks+1
s+1 = Idn. (1.13)

Se ks+1 for ímpar, da igualdade (1.12) temos que

ϕ
ks+1
s+1 =ϕs+1.

Logo, (1.13) torna-se

ϕ
k1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ks
s ◦ϕs+1 = Idn.

Comoϕs+1 é uma involução, segue que

ϕ
k1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ks
s =ϕs+1.

Assim, ϕs+1 ∈ [ϕ1, . . . ,ϕs], o que contradiz a hipótese. Portanto, ks+1 é par. Neste caso,

novamente por (1.12), temos que (1.13) torna-se

ϕ
k1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ks
s = Idn.

Pela hipótese de indução, ki é par para todo i = 1, . . . , s, o que prova o resultado.

Teorema 1.20. Seja Γ = [ϕ1, . . . ,ϕs] um grupo abeliano gerado por involuções tais queϕ1 6=
Idn eϕi /∈ [ϕ1, . . . ,ϕi−1], para todo i ∈ {2, . . . , n}. Então, Γ é finito e tem 2s elementos.

Demonstração. Defina a aplicação

f : {0, 1} × · · · × {0, 1} → Γ

(x1, . . . , xs) 7→ ϕ
x1
1 ◦ · · · ◦ϕ

xs
n

.

Sejaϕ ∈ Γ . Como Γ é abeliano, podemos escrever

ϕ =ϕk1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ks
s , (1.14)

para k1, . . . , ks ∈ Z. Como ϕi é uma involução, segue de (1.12) que ϕki
i = ϕ

xi
i , para al-

gum xi ∈ {0, 1}, com i ∈ {1, . . . , s}. Portanto, existem (x1, . . . , xs) ∈ {0, 1}s tais que
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f (x1, . . . , xs) =ϕ, implicando que f é sobrejetora. Sejam (x1, . . . , xs), (y1, . . . ys) ∈ {0, 1}s

tais que f (x1, . . . , xs) = f (y1, . . . , ys). Assim,

ϕ
x1
1 ◦ · · · ◦ϕ

xs
s =ϕ

y1
1 ◦ · · · ◦ϕ

ys
s .

Como Γ é abeliano eϕ−1
i =ϕi para todo i ∈ {1, . . . , s}, segue que

ϕ
x1+y1
1 ◦ · · · ◦ϕxs+ys

s = Idn.

Pelo Lema 1.19, temos xi + yi = 2ki, com ki ∈ {0, 1} para cada i ∈ {1, . . . s}. Assim, se

xi = 0, então yi = 0, bem como se xi = 1, então yi = 1, para todo i ∈ {1, . . . , s}. Logo,

xi = yi, para cada i ∈ {1, . . . , s} e, portanto, f é bijetora. Consequentemente, Γ e {0, 1}s têm

a mesma cardinalidade, ou seja, Γ é finito e possui 2s elementos.

Observe que se Γ = [ϕ1, . . . ,ϕs] for abeliano, então Γ será finito mesmo que

ϕi ∈ [ϕ1, . . . ,ϕi−1], para algum i = 1, . . . , s. De fato, considere

X = {ϕ1, . . . ,ϕs} − {ϕi; ϕi ∈ [ϕ1, . . . ,ϕi−1]}.

Note que o subgrupo [X] gerado por X coincide com Γ . Claramente, [X] está nas condições do

teorema anterior, o que nos permite garantir que [X] é finito e tem 2|X| elementos. Logo, Γ tem

2|X| elementos e, portanto, é finito.

Um exemplo de um grupo gerado por s involuções e com menos de 2s elementos é dado a

seguir.

Exemplo 1.21. Considere as involuçõesϕ1,ϕ2,ϕ3 : (R2, 0)→ (R2, 0) definidas por

ϕ1(x1, x2) = (−x1, x2), ϕ2(x1, x2) = (x1,−x2) e ϕ3(x1, x2) = (−x1,−x2).

Veja que o grupo Γ = [ϕ1,ϕ2,ϕ3] é abeliano e pode ser escrito como

Γ = {Id2,ϕ1,ϕ2,ϕ3}.

Logo, o número de elementos de Γ é 4 e não 23. Isso ocorre pois

ϕ3 =ϕ1 ◦ϕ2 ∈ [ϕ1,ϕ2].

Observação 1.22. Um invariante particularmente interessante sob a equivalência introduzida

na Definição 1.18 é o traço tr(d(ϕ1 ◦ · · · ◦ϕs))(0). De fato, se (ϕ1, . . . ,ϕs) e (ψ1, . . . ,ψs)
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são equivalentes, então existe um germe de um difeomorfismo h em (Rn, 0) tal que ϕi =

h ◦ψi ◦ h−1, para todo i = 1, . . . , s. Logo,

tr(d(ϕ1 ◦ · · · ◦ϕs)(0)) = tr(d(h ◦ψ1 ◦ h−1 ◦ · · · ◦ h ◦ψs ◦ h−1)(0))
= tr(d(h ◦ψ1 ◦ · · · ◦ψs ◦ h−1)(0))
= tr(dh(0)d(ψ1 ◦ · · · ◦ψs)(0)dh−1(0))
= tr(dh(0)d(ψ1 ◦ · · · ◦ψs)(0)dh(0)−1)

= tr(d(ψ1 ◦ · · · ◦ψs)(0)).

Portanto, o traço da diferencial d(ϕ1 ◦ · · · ◦ϕs)(0) permanece invariante sob a equivalência

das s-uplas de involuções.

O próximo resultado nos permite considerar uma s-upla de involuções lineares como repre-

sentante da classe de uma s-upla (ϕ1, . . . ,ϕs), em que ϕ1, . . . ,ϕs são involuções que geram

um grupo abeliano. Esse resultado é uma consequência do Teorema de Bochner-Montgomery

(veja [21, Chapter V, Theorem 1]).

Teorema 1.23. Seja Γ = [ϕ1, . . . ,ϕs] um conjunto abeliano gerado por involuções. Então,

(ϕ1, . . . ,ϕs) é equivalente à s-upla de involuções lineares (dϕ1(0), . . . , dϕs(0)).

Demonstração. Defina k : (Rn, 0)→ (Rn, 0) por

k =
1
|Γ | ∑

γ∈Γ
dγ(0) ◦ γ, (1.15)

onde |Γ | < ∞ é a cardinalidade de Γ . Pelo teorema anterior, a aplicação k está bem definida,

pois o somatório definido em (1.15) é finito. Seja ϕ ∈ Γ . Como Γ é abeliano, ϕ é da forma

(1.14). Portanto, ainda utilizando o fato de Γ ser abeliano, temos que

ϕ2 =ϕ2k1
1 ◦ · · · ◦ϕ

2ks
s = Idn,

ou seja,ϕ é uma involução tal queϕ(0) = 0, poisϕ ∈ Ω. Pela regra da cadeia,

dϕ(0) ◦ dϕ(0) = Idn. (1.16)

Note que, tomandoα =ϕ ◦ γ, com γ ∈ Γ , temos

dϕ(0) ◦ k = dϕ(0) ◦ 1
|Γ | ∑

γ∈Γ
dγ(0) ◦ γ

=
1
|Γ | ∑

γ∈Γ
d(ϕ ◦ γ)(0) ◦ γ

=
1
|Γ | ∑

α∈Γ
dα(0) ◦ϕ ◦α

=
1
|Γ | ∑

α∈Γ
dα(0) ◦α ◦ϕ

= k ◦ϕ,
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onde a penúltima igualdade segue pois Γ é abeliano. Além disso, como γ ∈ Γ , a igualdade

(1.16) é válida para γ, implicando que

dk(0) =
1
|Γ | ∑

γ∈Γ
dγ(0) ◦ dγ(0) =

1
|Γ | ∑

γ∈Γ
Idn = Idn.

Pelo teorema da função inversa, k é um germe de um difeomorfismo na origem e, portanto,

podemos escrever

ϕ = k−1 ◦ dϕ(0) ◦ k.

Pela arbitrariedade de ϕ, concluímos que ϕi = k−1 ◦ dϕi(0) ◦ k, para todo i ∈ {1, . . . , s}.
Assim, o resultado segue pela Definição 1.18, considerando h = k−1.

Observação 1.24. Como mencionamos anteriormente, o teorema anterior é proveniente de um

resultado mais geral para grupos de transformações compactos. A demonstração desse resultado

segue as mesmas linhas da demonstração anterior, considerando

k =
∫
Γ

dγ−1(0) ◦ γ,

onde
∫
Γ

denota a integral de Haar normalizada sobre Γ . Em particular, quando Γ = [ϕ1, . . . ,ϕs]

é um grupo abeliano de involuções, Γ é finito e a integral de Haar normalizada coincide com o

somatório utilizado em (1.15). Para mais detalhes sobre grupos de transformações e integral de

Haar veja [21, 22].

De acordo com o Teorema 1.23, podemos considerar representantes lineares para as classes

de equivalências das s-uplas de involuções. Vejamos inicialmente as implicações desse resul-

tado no caso s = 1:

(i) Todo germe de uma involuçãoϕ ∈ Ω é conjugado ao germe de sua parte linear dϕ(0) ∈
Ω, ou seja, existe um germe de um difeomorfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

ϕ = h ◦ dϕ(0) ◦ h−1. (1.17)

Pela Proposição 1.15, h|Fix(dϕ(0))
é uma bijeção entre Fix(dϕ(0)) e Fix(ϕ). Como o

conjunto Fix(dϕ(0)) é um subespaço vetorial de Rn, pois dϕ(0) é linear, é possível

embutir em Fix(ϕ) uma estrutura de subvariedade diferenciável de (Rn, 0). Em outras

palavras, o conjunto de pontos fixos de qualquer involução ϕ ∈ Ω é uma subvariedade

de (Rn, 0).
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(ii) É fato que todas as involuções lineares são diagonalizáveis, como vimos na demonstração

da Proposição 1.17. Portanto, dada uma involução ϕ ∈ Ω, a involução dϕ(0) ∈ Ω é

diagonalizável com autovalores±1. Assumindo que dϕ(0) 6= Idn, temos que existe uma

matriz inversível P de ordem n tal que

dϕ(0) = P

(
Im 0

0 −In−m

)
P−1,

onde m = dim Fix(dϕ(0)) = dim Fix(ϕ). Por (1.17) segue que

ϕ = hP

(
Im 0

0 −In−m

)
(hP)−1,

com m = dim Fix(ϕ). Por uma reordenação da base de Rn concluímos que o represen-

tante da classe de qualquer involuçãoϕ ∈ Ω mediante a relação de conjugação (Definição

1.18) tem a forma matricial (
−Il 0

0 In−l

)
, (1.18)

com l = codim Fix(ϕ).

Veremos no próximo capítulo uma generalização do item (ii) acima para s-uplas de involu-

ções, s ≥ 2, com a hipótese adicional de transversalidade, a saber Teorema 2.24. A teoria de

transversalidade tem uma vertente bastante geométrica com uma ideia de oposição à tangência

entre variedades. Para uma visão geométrica e aprofundada do conceito veja [8].

Definição 1.25. Sejam M e N subvariedades de uma variedade diferenciável Y. Dizemos que

M e N são transversais no ponto x ∈ M ∩ N se

TxM + TxN = TxY,

onde TxM, TxN e TxY denotam os espaços tangentes a M, N e Y em x, repectivamente.

Dizemos que M e N são transversais se forem transversais em cada ponto x ∈ M ∩ N.

Neste texto, vamos utilizar uma abordagem mais algébrica, definindo a transversalidade de

involuções. Na próxima definição estabelecemos uma condição genérica que assumimos para

as uplas de involuções tratadas neste trabalho.

Definição 1.26. Um conjunto Gs = {ϕ1, . . . ,ϕs} de involuções em Ω, com s ≤ n, é dito

transversal se Fix(ϕi) é transversal a Fix(ϕ j) em x = 0 para todo i 6= j e

codim
s⋂

i=1

T0Fix(ϕi) =
s

∑
i=1

codim Fix(ϕi).
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Em nossa abordagem, é de interesse que as propriedades de comutatividade e transversali-

dade das s-uplas de involuções sejam preservadas por equivalência. Isso mostra a compatibili-

dade das propriedades que estudamos com os conceitos que definimos. Uma resposta afirmativa

para esse questionamento é apresentada agora.

Proposição 1.27. Sejam (ϕ1, . . . ,ϕs) e (ψ1, . . . ,ψs) s-uplas de involuções equivalentes. Te-

mos que:

(i) Se Gs = {ϕ1, . . . ,ϕs} for um conjunto transversal, então Rs = {ψ1, . . . ,ψs} também

é transversal.

(ii) Se [ϕ1, . . . ,ϕs] for um grupo abeliano, então [ψ1, . . . ,ψs] também é abeliano.

Demonstração. Como (ϕ1, . . . ,ϕs) é equivalente a (ψ1, . . . ,ψs), existe um germe de um di-

feomorfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

ψi = h ◦ϕi ◦ h−1,

para todo i = 1, . . . , s. Começamos provando (i). Pela Proposição 1.15,

h(Fix(ϕi)) = Fix(ψi),

para todo i = 1, . . . , s, sendo h|Fix(ϕi)
: Fix(ϕi)→ Fix(ψi) um difeomorfismo. Logo,

dh(0)|T0Fix(ϕi)
: T0Fix(ϕi)→ T0Fix(ψi)

é um isomorfismo, para todo i ∈ {1, . . . , s}. Como Gs é um conjunto transversal de involuções,

então

T0Fix(ϕi) + T0Fix(ϕ j) = Rn,

para todo i, j = 1, . . . , s, com i 6= j. Assim,

Rn = dh(0)(Rn)

= dh(0)(T0Fix(ϕi) + T0Fix(ϕ j))

= dh(0)(T0Fix(ϕi)) + dh(0)(T0Fix(ϕ j))

= T0Fix(ψi) + T0Fix(ψ j),

o que implica que Fix(ψi) é transversal a Fix(ψ j) na origem, para todo i 6= j. Além disso,
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para todo i = 1, . . . , s, temos

codim
s⋂

i=1

T0Fix(ψi) = codim
s⋂

i=1

dh(0) (T0(Fix(ϕi)))

= codim dh(0)

(
s⋂

i=1

T0(Fix(ϕi))

)
= codim

s⋂
i=1

T0(Fix(ϕi))

=
s

∑
i=1

codim Fix(ϕi)

=
s

∑
i=1

codim h−1(Fix(ψi))

=
s

∑
i=1

codim Fix(ψi).

Portanto, {ψ1, . . . ,ψs} é um conjunto transversal de involuções.

Provamos agora (ii). Basta mostrar que ψi ◦ψ j = ψ j ◦ψi, para todo i, j = 1, . . . , s. Com

efeito, comoϕ1, . . . ,ϕs comutam entre si, temos

ψi ◦ψ j = h ◦ϕi ◦ h−1 ◦ h ◦ϕ j ◦ h−1

= h ◦ϕi ◦ϕ j ◦ h−1

= h ◦ϕ j ◦ϕi ◦ h−1

= h ◦ϕ j ◦ h−1 ◦ h ◦ϕi ◦ h−1

= ψ j ◦ψi,

donde segue o resultado.

1.5 Uma introdução à teoria invariante

O último assunto que discorremos neste capítulo se refere à teoria invariante sob a ação de

um grupo de Lie linear. Nosso objetivo central é estabelecer os conceitos básicos para enunciar

o Teorema de Schwarz, o qual será utilizado no próximo capítulo. Nossa abordagem segue os

passos de [12, Chapter XII].

Definição 1.28. Um grupo de Lie linear Γ é um subgrupo fechado de Gl(n) para algum n ∈ N,

onde Gl(n) denota o grupo das matrizes inversíveis de ordem n.

Na definição anterior, Gl(n) é visto como um subespaço topológico com a topologia indu-

zida de Rn2
. Por esta razão, conceitos como subconjuntos fechados e compactos podem ser

utilizados. Neste caso, Γ é compacto se for compacto como um subconjunto de Rn2
.
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Exemplos de grupos de Lie lineares compactos são o grupo ortogonal n-dimensional O(n),
o grupo especial ortogonal SO(n) e todos os grupos de matrizes finitos. Para o que segue,

denote por eΓ o elemento neutro de Γ .

Definição 1.29. Sejam Γ um grupo de Lie linear e V um espaço vetorial de dimensão finita.

Dizemos que Γ age linearmente em V se existir uma aplicação contínua

φ : Γ ×V → V
(γ, v) 7→ γv

tal que eΓv = v e para cada γ ∈ Γ a aplicação

ργ : V → V
v 7→ γv

é linear e satisfaz ργ1 ◦ ργ2 = ργ1γ2 , para todo γ1,γ2 ∈ Γ .

Exemplo 1.30. Seja Z2 = {1,−1} o grupo multiplicativo isomorfo ao grupo {In,−In}, onde

In denota a matriz identidade de ordem n. Podemos definir uma ação de Z2 em Rn por

−1(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, . . . , xn),

para todo (x1, . . . , xn) ∈ Rn e para i ∈ {1, . . . , n} fixado. Observe que a função f : Rn → R
definida por

f (x1, . . . , xn) = x2
i

satisfaz
f (−1(x1, . . . , xn)) = f (x1, . . . ,−xi, . . . , xn)

= (−xi)
2

= x2
i

= f (x1, . . . , xn),

ou seja, f (γx) = f (x) para todo γ ∈ Z2 e todo x ∈ Rn. Funções com essa propriedade são

largamente estudadas e conhecidas como funções invariantes.

Definição 1.31. Seja Γ um grupo de Lie linear agindo linearmente em um R-espaço vetorial V.

Uma função f : V → R é dita Γ -invariante, ou invariante sob a ação de Γ , se

f (γv) = f (v),

para todo γ ∈ Γ e v ∈ V .
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Denotamos porPV(Γ) o conjunto de todas as funções polinomiais Γ -invariantes. Mostremos

que PV(Γ) munido com a soma e o produto usuais de polinômios é um anel. Em verdade, basta

provar que PV(Γ) é um subanel do anel das funções polinomiais de V em R. De fato, se

f , g ∈ PV(Γ), então

( f + g)(γx) = f (γx) + g(γx) = f (x) + g(x) = ( f + g)(x)

e

( f g)(γx) = f (γx)g(γx) = f (x)g(x) = ( f g)(x).

Portanto, f + g ∈ PV(Γ) e f g ∈ PV(Γ), implicando que PV(Γ) tem estrutura de anel.

Exemplo 1.32. Considere a ação de Z2 em Rn definida como no Exemplo 1.30. Seja α uma

função polinomial Z2-invariante. Para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, escreva

α(x) = ∑
λ∈L

βλxλ1
1 . . . xλn

n ,

com βλ 6= 0 e λ = (λ1, . . . , λn) ∈ L, onde L é um subconjunto de índices em Nn. Como α é

Z2-invariante,

∑
λ∈L

βλxλ1
1 . . . xλn

n = α(x)

= α(−1x)
= α(x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, xn)

= ∑
λ∈L

(−1)λiβλxλ1
1 . . . xλn

n

e, portanto, βλ = (−1)λiβλ, para todo λ ∈ L. Assim, λi = 2ki, para algum ki ∈ N. Logo,α é

da forma

α(x) = ∑
λ∈L

βλxλ1
1 . . . xλi−1

i−1 (x2
i )

ki xλi+1
i+1 xλn

n ,

para todo x ∈ Rn. Neste caso,α é escrito como uma função de πi(x) = x2
i e π j(x) = x j para

j 6= i, isto é, existe uma função polinomial h : Rn → R tal que

α(x) = h(π1(x), . . . , πi−1(x), πi(x), πi+1(x), . . . , πn(x)).

Veja que se j 6= i, temos

π j(x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, xn) = x j = π j(x).

Ainda,

πi(x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, xn) = (−xi)
2 = x2

i = πi(x),
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ou seja, as funções polinomiais π j são Z2-invariantes, para todo j ∈ {1, . . . , n}. Em resumo,

dadoα ∈ PRn(Z2), existe uma função polinomial h : Rn → R tal que

α(x) = h(π1(x), . . . , πn(x)),

para determinados π j ∈ PRn(Z2), com j ∈ {1, . . . , n}.

A conclusão obtida no exemplo anterior não é particular ao caso. Sempre que o grupo Γ

em questão for compacto, existirá um número finito de funções polinomiais u1, . . . , us tais que

qualquer f ∈ PV(Γ) é escrita como uma função polinomial de u1, . . . , us. Este conjunto finito

de elementos é chamado de base de Hilbert para o anel PV(Γ). A demonstração desse resultado

usa ferramentas que saem do escopo deste trabalho e, portanto, será omitida.

Teorema 1.33 (Hilbert-Weyl). Seja Γ um grupo de lie linear compacto agindo em um espaço ve-

torial V. Então, existe uma base de Hilbert para o anel das funções polinomiais Γ -invariantes.

Demonstração. Veja [12, XII, §6, pág. 54].

Com relação ao Exemplo 1.32, temos que {π1, . . . , πn} constitui uma base de Hilbert para o

anel PRn(Z2). Outro teorema importante para o qual omitiremos a demonstração é o Teorema

de Schwarz. Este é, em linhas gerais, uma generalização do Teorema de Hilbert-Weyl para

germes de funções.

Teorema 1.34 (Schwarz). Seja Γ um grupo de Lie linear compacto agindo em um espaço ve-

torial V. Seja {u1, . . . , us} uma base de Hilbert para PV(Γ). Então, dado um germe de uma

função f : (V, 0)→ R diferenciável Γ -invariante, existe um germe de uma função diferenciável

h : (Rs, 0)→ R tal que

f (x) = h(u1(x), . . . , us(x)),

para todo x ∈ V.

Demonstração. Veja [12, XII, §6, pág. 58].



CAPÍTULO 2

DIAGRAMAS DIVERGENTES DE

DOBRAS

No capítulo anterior, associamos um germe de um difeomorfismo reversível F em (Rn, 0)
a um par de involuções no grupo Ω das aplicações inversíveis em (Rn, 0). Mais precisamente,

seϕ1 ∈ Ω for uma involução, então F éϕ1-reversível se, e somente se,

F =ϕ1 ◦ϕ2,

com ϕ2 = ϕ1 ◦ F uma involução. Logo, associamos F = ϕ1 ◦ϕ2 ao par de involuções

(ϕ1,ϕ2). Esta associação tem a propriedade de que se (ϕ1,ϕ2) e (ψ1,ψ2) são dois pares de

involuções equivalentes, então existe um germe de um difeomorfismo h : (Rn, 0) → (Rn, 0)
tal que

F = h ◦ G ◦ h−1,

onde G = ψ1 ◦ψ2. De fato, se (ϕ1,ϕ2) e (ψ1,ψ2) são equivalentes, então existe um difeo-

morfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

ϕi = h ◦ψi ◦ h−1

para i = 1, 2 e, portanto,

F =ϕ1 ◦ϕ2 = h ◦ψ1 ◦ h−1 ◦ h ◦ψ2 ◦ h−1 = h ◦ψ1 ◦ψ2 ◦ h−1 = h ◦ G ◦ h−1.

Atente-se à recíproca, ou seja, se F =ϕ1 ◦ϕ2 e G = ψ1 ◦ψ2 são tais que

F = h ◦ G ◦ h−1

28
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para algum difeomorfismo h : (Rn, 0) → (Rn, 0), então (ϕ1,ϕ2) e (ψ1,ψ2) são equivalen-

tes? A resposta para essa questão é negativa, como vemos mais adiante. Contudo, podemos

exibir condições para que essa equivalência seja verdadeira. Assim, temos um bom argumento

para estudar a classificação dos pares de involuções. Além disso, nas duas próximas seções

elucidamos mais razões para se obter uma classificação para as s-uplas de involuções em geral.

O presente capítulo é dividido como segue: na Seção 2.1, apresentamos uma associação

entre dobras e involuções, buscando entender as propriedades que envolvem esses dois concei-

tos. Na Seção 2.2, vemos que é possível classificar os diagramas divergentes de dobras usando

uplas de involuções. Na Seção 2.3, classificamos as s-uplas de involuções em (Rn, 0) para o

caso s = n = 2 (Subseção 2.3.1) e para o caso em que s = 2 e n ≥ 3 (Subseção 2.3.2).

2.1 Dobras e involuções

Nesta seção, estudamos a relação que as involuções têm com as dobras em (Rn, 0). Cita-

mos como a principal referência para nossa abordagem a Seção 2 de [17]. Começamos com a

definição de dobra.

Definição 2.1. Um germe de uma aplicação f : (Rn, 0) → (Rn, 0) é dito uma dobra se for

A-equivalente ao germe f 0 : (Rn, 0)→ (Rn, 0) definido por

f 0(x1, . . . , xn) = (x2
1, x2, . . . , xn), (2.1)

isto é, se existirem germes de difeomorfismos h, k : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tais que

f = k ◦ f 0 ◦ h−1.

Segue da definição que f 0 é uma dobra. Além disso, a diferencial na origem de toda dobra

tem posto igual a n− 1, visto que o posto de df 0(0) é n− 1.

A maneira com que vamos relacionar as dobras com as involuções é a seguinte.

Definição 2.2. Dada uma involuçãoϕ ∈ Ω e uma dobra f : (Rn, 0) → (Rn, 0), dizemos que

f está associada aϕ ouϕ está associada a f seϕ 6= Idn e f ◦ϕ = f .

Lema 2.3. A involuçãoϕ0 : (Rn, 0)→ (Rn, 0) definida por

ϕ0(x1, . . . , xn) = (−x1, x2, . . . , xn) (2.2)

é a única involução associada à dobra f 0 definida em (2.1).
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Demonstração. Naturalmente,ϕ0 está associada a f 0, poisϕ0 6= Idn e

f 0 ◦ϕ0(x1, . . . , xn) = f 0(−x1, x2, . . . , xn)

= ((−x1)
2, x2, . . . , xn)

= (x2
1, x2, . . . , xn)

= f 0(x1, . . . , xn).

Agora, sejaϕ : (Rn, 0)→ (Rn, 0) uma involução tal que f 0 ◦ϕ = f 0. Escrevaϕ em funções

coordenadas como ϕ = (ϕ1, . . . ,ϕn), com ϕi : (Rn, 0) → (R, 0) para todo i = 1, . . . , n.

Assim,
(x2

1, x2, . . . , xn) = f 0(x1, . . . , xn)

= f 0 ◦ϕ(x1, . . . , xn)

= f 0(ϕ1(x1, . . . , xn), . . . ,ϕn(x1, . . . , xn))

= ((ϕ1(x1, . . . , xn))
2, . . . ,ϕn(x1, . . . , xn)),

donde segue que (ϕ1(x1, . . . , xn))
2 = x2

1 eϕi(x1, . . . , xn) = xi, para todo i ∈ {2, . . . , n}. Se

ϕ 6= Idn, entãoϕ1(x1, . . . , xn) = −x1, o que nos garante queϕ =ϕ0.

A existência e a unicidade de uma involução associada a uma dobra não é exclusivo de f 0.

Qualquer dobra tem uma única involução associada a ela, como mostra a seguinte proposição.

Proposição 2.4. Dada uma dobra f : (Rn, 0) → (Rn, 0), existe uma única involução associ-

ada a f .

Demonstração. Por definição, como f é uma dobra, existem germes de difeomorfismos h e k
em (Rn, 0) tais que

f = k ◦ f 0 ◦ h−1.

Temos que ϕ = h ◦ϕ0 ◦ h−1 é uma involução associada a f , para ϕ0 definida em (2.2). De

fato, veja que ϕ 6= Idn, pois caso contrário temos h ◦ϕ0 ◦ h−1 = Idn, o que implica em

h ◦ϕ0 = h. Como h é inversível, obtemosϕ0 = Idn, o que é um absurdo. Além disso,

f ◦ϕ = k ◦ f 0 ◦ h−1 ◦ h ◦ϕ0 ◦ h−1 = k ◦ f 0 ◦ϕ0 ◦ h−1 = k ◦ f 0 ◦ h−1 = f ,

onde a terceira igualdade segue poisϕ0 está associada a f 0. Portanto,ϕ está associada a f . Para

mostrar a unicidade, considereϕ′ uma involução associada a f , ou seja,ϕ′ 6= Idn e f ◦ϕ′ = f .

Então

k ◦ f 0 ◦ h−1 ◦ϕ′ = k ◦ f 0 ◦ h−1,

o que implica em f 0 ◦ (h−1 ◦ϕ′ ◦ h) = f 0. Perceba que h−1 ◦ϕ′ ◦ h 6= Idn, pois caso contrário

teremosϕ′ = Idn, o que é uma contradição. Além disso, comoϕ′ é uma involução, segue que
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h−1 ◦ϕ′ ◦ h também é uma involução. Assim, h−1 ◦ϕ′ ◦ h é uma involução associada a f 0.

Pelo Lema 2.3, temos

h−1 ◦ϕ′ ◦ h =ϕ0,

isto é,ϕ′ = h ◦ϕ0 ◦ h−1 =ϕ, donde segue a unicidade desejada.

Na Proposição anterior, garantimos que dada uma dobra podemos encontrar uma única in-

voluçãoϕ associada a ela. O prosseguimento natural nesta situação é nos perguntarmos se essa

relação é biunívoca, ou ao menos se dada uma involuçãoϕ podemos obter uma dobra associada

aϕ. Começamos obtendo informações sobre a dimensão da subvariedade de pontos fixos deϕ.

Para isso, utilizamos o conjunto das singularidades de um germe.

Definição 2.5. O conjunto das singularidades de um germe de uma aplicação f : (Rn, 0) →
(Rn, 0), denotado por Σ( f ), é o conjunto dos pontos x ∈ (Rn, 0) tais que a diferencial df (x)
não tem posto máximo.

Como feito anteriormente, analisaremos primeiramente f 0 para depois fazer o caso geral.

Para f 0 definido em (2.1), temos

df 0(x1, . . . , xn) =


2x1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · 1

 .

Então df 0(x1, . . . , xn) não tem posto máximo se, e somente se, x1 = 0. Portanto,

Σ( f 0) = {(0, x2, . . . , xn) ∈ (Rn, 0)}

cuja dimensão é n − 1. Por outro lado, para ϕ0 definida em (2.2) temos ϕ0(x1, . . . , xn) =

(x1, . . . , xn) se, somente se, x1 = 0. Portanto,

Fix(ϕ0) = Σ( f 0). (2.3)

Mais geralmente, o conjunto das singularidades de uma dobra arbitrária coincide com o con-

junto dos pontos fixos da involução associada a ela, como mostramos a seguir.

Teorema 2.6. Sejam f : (Rn, 0) → (Rn, 0) uma dobra eϕ ∈ Ω uma involução associada a

f . Então,

Σ( f ) = Fix(ϕ).



2.1. Dobras e involuções 32

Demonstração. Como f é uma dobra, existem germes de difeomorfismos h, k em (Rn, 0) tais

que

f = k ◦ f 0 ◦ h−1. (2.4)

Como ϕ é uma involução associada a f , pela demonstração da Proposição 2.4 temos que ϕ é

da forma

ϕ = h ◦ϕ0 ◦ h−1,

ondeϕ0 é a involução definida em (2.2). Pela Proposição 1.15,

Fix(ϕ) = h(Fix(ϕ0)). (2.5)

Veja que

df (x) = d(k ◦ f 0 ◦ h−1)(x) = dk( f 0 ◦ h−1(x))df 0(h−1(x))dh−1(x),

para todo x ∈ (Rn, 0). Como k e h são germes de difeomorfismos, segue que df (x) não tem

posto máximo se, e somente se, df 0(h−1(x)) não tem posto máximo. Em outras palavras,

df (h(x)) não tem posto máximo se, e somente se, df 0(x) não tem posto máximo, o que nos

garante que h(x) ∈ Σ( f ) se, e somente se, x ∈ Σ( f 0). Logo,

Σ( f ) = h(Σ( f 0)).

Segue de (2.3) e de (2.5) que

h(Σ( f 0)) = h(Fix(ϕ0)) = Fix(ϕ).

Portanto, Σ( f ) = Fix(ϕ), como queríamos demonstrar.

Voltando ao questionamento que fizemos precedente à Definição 2.5, observe que pela de-

monstração do resultado anterior se f for uma dobra, então h(Σ( f 0)) = Σ( f ), onde h e f 0

satisfazem (2.4). Consequentemente,

n− 1 = dim Σ( f 0) = dim h(Σ( f 0)) = dim Σ( f ) = dim Fix(ϕ),

em queϕ é a involução associada a f . Tal cálculo nos fornece uma orientação para a resposta

que procuramos.

Corolário 2.7. Seϕ ∈ Ω for uma involução associada a uma dobra, então

codim Fix(ϕ) = 1.
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Portanto, para que seja possível associar uma involução ϕ a uma dobra é necessário que

codim Fix(ϕ) = 1. Esta é uma condição suficiente também, como mostra a seguinte proposi-

ção.

Proposição 2.8. Dada uma involução ϕ ∈ Ω com codim Fix(ϕ) = 1, existe uma dobra

f : (Rn, 0)→ (Rn, 0) associada aϕ.

Demonstração. Vimos na Seção 1.4 que dada uma involuçãoϕ em (Rn, 0), podemos conjugá-

la a uma involução linear cuja representação matricial é dada em (1.18), ou seja,(
−Il 0

0 In−l

)
,

com l = codim Fix(ϕ). Como codim Fix(ϕ) = 1, temos que ϕ é conjugada à involução

linearϕ0 definida em (2.2), isto é, existe um germe de um difeomorfismo h em (Rn, 0) tal que

ϕ = h ◦ϕ0 ◦ h−1.

Tomando f = f 0 ◦ h−1, segue pela Definição 2.1 que f é uma dobra em que k = Idn. Além

disso,

f ◦ϕ = f 0 ◦ h−1 ◦ h ◦ϕ0 ◦ h−1 = f 0 ◦ϕ0 ◦ h−1 = f 0 ◦ h−1 = f ,

onde a terceira igualdade segue pois f 0 é uma dobra associada aϕ0. Portanto, f é uma dobra

associada aϕ.

Daqui em diante todas as involuções são consideradas com codimensão igual a 1, salvo men-

ção do contrário. Resta a questão relacionada à biunivocidade da associação entre involuções e

dobras, a qual é respondida no próximo exemplo.

Exemplo 2.9. Considere k : (Rn, 0) → (Rn, 0) um difeomorfismo arbitrário e f 0 a dobra

definida em (2.1). De acordo com a Definição 2.1, o germe g = k ◦ f 0 também é uma dobra

em que h = Idn. Além disso, para a involuçãoϕ0 definida em (2.2) temos

(k ◦ f 0) ◦ϕ0 = k ◦ ( f 0 ◦ϕ0) = k ◦ f 0,

ou seja, g é uma dobra associada aϕ0. Considerando por exemplo

k(x1, . . . , xn) = (2x1, x2, . . . , xn),

temos g 6= f 0 e ambas as dobras g e f 0 associadas aϕ0.

Com base no exemplo anterior, provamos o seguinte resultado.
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Proposição 2.10. Sejam k′ : (Rn, 0) → (Rn, 0) um difeomorfismo e f : (Rn, 0) → (Rn, 0)
uma dobra associada a um involuçãoϕ ∈ Ω. Então, g = k′ ◦ f também é uma dobra associada

aϕ.

Demonstração. Como mostramos no início da prova do Teorema 2.6, existem difeomorfismos

k e h em (Rn, 0) tais que

f = k ◦ f 0 ◦ h−1 e ϕ = h ◦ϕ0 ◦ h−1.

Claramente g = k′ ◦ f é uma dobra, pois

g = k′ ◦ (k ◦ f 0 ◦ h−1) = (k′ ◦ k) ◦ f 0 ◦ h−1.

Além disso,
g ◦ϕ = (k′ ◦ k) ◦ f 0 ◦ h−1 ◦ h ◦ϕ0 ◦ h−1

= (k′ ◦ k) ◦ f 0 ◦ϕ0 ◦ h−1

= (k′ ◦ k) ◦ f 0 ◦ h−1

= g,

uma vez que f 0 ◦ϕ0 = f 0. Portanto, g é uma dobra associada aϕ.

Deste modo, como k no resultado anterior é um difeomorfismo arbitrário, existem infinitas

dobras associadas a uma dada involução, o que nos conduz diretamente à procura do conjunto

de todas essas dobras. É o que faremos agora. Começamos definindo os germes das aplicações

ϕ0
i , f 0

i : (Rn, 0)→ (Rn, 0) como

ϕ0
i (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, . . . , xn) (2.6)

e

f 0
i (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1, x2

i , xi+1, . . . , xn), (2.7)

com i = 1, . . . , n. Observe que ϕ0
1 = ϕ0 e que ϕ0

i é uma involução, para todo i = 1, . . . , n.

Além disso, f 0
1 = f 0 e f 0

i é uma dobra, para todo i = 1, . . . , n. Para verificar essa última

afirmação, considere o difeomorfismo hi : (Rn, 0) → (Rn, 0) definido como a permutação de

xi por x1, ou seja,

hi(x1, . . . , xn) = (xi, x2, . . . , x1, . . . , xn). (2.8)

Como h−1
i = hi, temos f 0

i = hi ◦ f 0 ◦ h−1
i . Também é possível verificar que

f 0
i ◦ϕ0

i = f 0
i . (2.9)

Portanto, cada f 0
i é uma dobra associada aϕ0

i .

Para o que segue, consideramos a definição de germes L-equivalentes.
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Definição 2.11. Dois germes de difeomorfismos g, h : (Rn, 0) → (Rn, 0) são ditos

L-equivalentes se existir um germe de um difeomorfismo k : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

g = k ◦ h.

Com base na definição anterior, concluímos pelo Exemplo 2.9 que todo germeL-equivalente

a f 0 é uma dobra associada à involução ϕ0. Uma propriedade mais geral é provada no Lema

2.14 com o auxílio dos dois próximos lemas.

Lema 2.12. Seja k : (Rn, 0) → (Rn, 0) um germe diferenciável na origem tal que g = k ◦ f 0
n

é uma dobra, onde f 0
n é a dobra canônica definida em (2.7) para i = n. Então, k é um germe

de um difeomorfismo.

Demonstração. Como k é diferenciável, pelo teorema da aplicação inversa precisamos apenas

mostrar que dk(0) é inversível. Para facilitar a notação, consideramos

(X, y) = (x1, . . . , xn),

onde X = (x1, . . . , xn−1) e y = xn. Novamente pela diferenciabilidade de k na origem,

podemos escrever

k(X, y) = dk(0)(X, y) + R(X, y),

onde R(X, y) representa a cauda da série de potências de k na origem para termos de ordem

maior ou igual a 2. Escreva

T := dk(0) =

(
A B
C d

)
,

onde A, B, C são matrizes de ordem n− 1, n− 1× 1, 1× n− 1, respectivamente, e d ∈ R.

Deste modo,

dg(0) = d(k ◦ f 0
n )(0)

= dk( f 0
n (0))df 0

n (0)

= dk(0)df 0
n (0)

= d(T + R)(0)df 0
n (0)

= (dT(0) + dR(0))df 0
n (0)

= Tdf 0
n (0)

=

(
A B
C d

)(
In−1 0n−1×1

01×n−1 0

)

=

(
A 0n−1×1

C 0

)
.
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Como g é uma dobra, posto(dg(0)) = n− 1. Se A não for inversível, é possível multiplicar

dg(0) à direita e/ou à esquerda por uma matriz de permutação, de modo que a nova submatriz A
tenha posto n− 1. Assim, podemos supor sem perda de generalidade que posto(A) = n− 1,

ou seja, que A é inversível. Considere o isomorfismo linear cuja matriz na base canônica é dada

por

L =

(
A−1 0n−1×1

−CA−1 1

)
.

Escreva R em coordenadas R(X, y) = (R1(X, y), R2(X, y)), onde R1 : (Rn, 0)→ (Rn−1, 0)
e R2 : (Rn, 0)→ (R, 0). Deste modo,

L ◦ k ◦ f 0
n (X, y) = L ◦ k(X, y2)

=

(
A−1 0n−1×1

−CA−1 1

)(
A B
C d

)(
X
y2

)
+

(
A−1 0n−1×1

−CA−1 1

)(
R1(X, y2)

R2(X, y2)

)

=

(
In−1 A−1B

01×n−1 −CA−1B + d

)(
X
y2

)
+

(
U1(X, y)
U2(X, y)

)
= (X + A−1By2 + U1(X, y), (d− CA−1B)y2 + U2(X, y)),

onde U1(X, y) e U2(X, y) contêm os termos de ordem maior ou igual a 2 em X e maior ou

igual a 4 em y. Considereα : (Rn, 0)→ (Rn−1, 0) definido por

α(X, y) = X + A−1By2 + U1(X, y).

Defina tambémφ : (Rn, 0)→ (Rn, 0) por

φ(X, y) = (α(X, y), y).

Como L ◦ k ◦ f 0
n é diferenciável, α também é e, consequentemente, φ é diferenciável. Mais

ainda,

dφ(0) =

(
In−1 0n−1×1

01×n−1 1

)
= In,

donde segue queφ é um germe de um difeomorfismo. Temos que

α ◦φ−1(X, y) = X. (2.10)

De fato, escreva

φ−1(X, y) = (η(X, y), y).

Logo,
(X, y) = φ ◦φ−1(X, y)

= φ(η(X, y), y)
= (α(η(X, y), y), y),
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donde segue que

X = α(η(X, y), y) = α ◦φ−1(X, y).

Escrevendo L ◦ k ◦ f 0
n (X, y) = (α(X, y), (d− CA−1B)y2 + U2(X, y)), obtemos por (2.10)

que

L ◦ k ◦ f 0
n ◦φ−1(X, y) = (X, (d− CA−1B)y2) + R′(X, y),

com R′(X, y) contendo termos de ordem maior ou igual a 4 em y. Como L ◦ k ◦ f 0
n ◦φ−1 é

uma dobra, temos que
d2(L ◦ k ◦ f 0

n ◦φ−1)

dy2 (0) 6= 0,

o que implica em d− CA−1B 6= 0 (para mais detalhes sobre a derivada segunda de uma dobra

veja [19, p. 73]). Pelo Lema 1.3, segue que

posto

(
A B
C d

)
6= n− 1.

Como
n− 1 = posto(dg(0))

= posto(d(k ◦ f 0
n )(0))

= posto(dk(0)df 0
n (0))

≤ min{posto(dk(0)), posto(df 0
n (0))}

≤ posto(dk(0)),

concluímos que posto(dk(0)) = n, o que prova que dk(0) é inversível. Portanto, k é um

germe de um difeomorfismo.

Lema 2.13. Seja k : (Rn, 0) → (Rn, 0) um germe diferenciável na origem tal que g = k ◦ f 0
i

é uma dobra, onde f 0
i é definido em (2.7). Então k é um germe de um difeomorfismo.

Demonstração. De modo análogo à demonstração do resultado anterior, basta provar que dk(0)
é inversível. Considere a involuçãoϕ : (Rn, 0)→ (Rn, 0) definida por

ϕ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1, xn, xi+1, . . . , xi).

Inicialmente, provemos que r = g ◦ϕ é uma dobra. Com efeito, como g é uma dobra, existem

germes de difeomorfismos l, h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tais que

g = l ◦ f 0 ◦ h.

Logo,

r = g ◦ϕ = l ◦ f 0 ◦ (h ◦ϕ).



2.1. Dobras e involuções 38

Como ϕ também é um difeomorfismo, h ◦ϕ é um difeomorfismo e, portanto, r é uma dobra.

Note que

ϕ ◦ f 0
n ◦ϕ(x1, . . . , xn) = ϕ ◦ f 0

n (x1, . . . , xi−1, xn, xi+1, . . . , xi)

= ϕ(x1, . . . , xi−1, xn, xi+1, . . . , x2
i )

= (x1, . . . , xi−1, x2
i , xi+1, . . . , xn)

= f 0
i (x1, . . . , xn),

ou seja, f 0
i =ϕ ◦ f 0

n ◦ϕ. Assim,

g = k ◦ f 0
i = k ◦ϕ ◦ f 0

n ◦ϕ,

ou equivalentemente,

r = g ◦ϕ = (k ◦ϕ) ◦ f 0
n .

Como r é uma dobra, pelo Lema 2.12 segue que k ◦ϕ é um germe de um difeomorfismo. Então

0 6= det(d(k ◦ϕ)(0)) = det(dk(0)) det(dϕ(0)),

o que prova que dk(0) é inversível.

Lema 2.14. Considere os germes ϕ0
i e f 0

i definidos em (2.6) e (2.7), respectivamente. Uma

dobra g : (Rn, 0)→ (Rn, 0) está associada aϕ0
i se, e somente se, g é L-equivalente a f 0

i .

Demonstração. Suponha que g seja uma dobra associada a ϕ0
i . Assim, g ◦ϕ0

i = g, donde

segue que

g(x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn). (2.11)

Considere a ação de Z2 em Rn definida no Exemplo 1.30 e a respectiva base de Hilbert obtida

no Exemplo 1.32, ou seja, o anel PRn(Z2) das funções polinomiais Z2-invariantes Rn 7→ R é

gerado pelas funções

πi(x1, . . . , xn) = x2
i e π j(x1, . . . , xn) = x j,

para todo j 6= i. Escreva g = (g1, . . . , gn), onde g j : (Rn, 0) → (R, 0) são as funções

coordenadas de g, para j = 1, . . . , n. Pela igualdade (2.11), segue que

g j(x1, . . . ,−xi, . . . , xn) = g j(x1, . . . , xn).

Logo, g j é um germe Z2-invariante, para cada j = 1, . . . , n. Pelo Teorema 1.34, existe um

germe de uma função diferenciável k j : (Rn, 0)→ (R, 0) tal que

g j(x) = k j(π1(x), . . . , πn(x))
= k j(x1, . . . , x2

i , . . . , xn)

= k j ◦ f 0
i (x),
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para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ (Rn, 0) e todo j = 1, . . . , n. Defina k : (Rn, 0) → (Rn, 0)
como k = (k1, . . . , kn). Veja que

g = (g1, . . . , gn) = (k1 ◦ f 0
i , . . . , kn ◦ f 0

i ) = k ◦ f 0
i .

Pelo Lema 2.13, segue que k é um germe de um difeomorfismo e, portanto, g é L-equivalente a

f 0
i .

Reciprocamente, seja k : (Rn, 0) → (Rn, 0) um germe de um difeomorfismo tal que g =

k ◦ f 0
i . Segue de (2.9) que

g ◦ϕ0
i = k ◦ f 0

i ◦ϕ0
i = k ◦ f 0

i = g.

Portanto, g é uma dobra associada aϕ0
i , donde segue o resultado.

Para o próximo resultado, fixamos i ∈ {1, . . . , n}. Considere ϕ ∈ Ω uma involução

conjugada aϕ0
i , ou seja,

ϕ = h ◦ϕ0
i ◦ h−1,

para algum difeomorfismo h : (Rn, 0) → (Rn, 0). Mostremos que f = f 0
i ◦ h−1 é uma dobra

associada aϕ. De fato, seja hi o difeomorfismo definido em (2.8). Veja que

f = f 0
i ◦ h−1 = hi ◦ f 0 ◦ h−1

i ◦ h−1 = hi ◦ f 0
i ◦ (h ◦ hi)

−1.

Além disso,

f ◦ϕ = f 0
i ◦ h−1 ◦ h ◦ϕ0

i ◦ h−1 = f 0
i ◦ϕ0

i ◦ h−1 = f 0
i ◦ h−1 = f ,

onde a terceira igualdade segue de (2.9). Nestas condições, é possível mostrar que toda dobra

L-equivalente a f 0
i ◦ h−1 também está associada aϕ. Mais precisamente, temos:

Proposição 2.15. Considereϕ0
i e f 0

i definidos como em (2.6) e (2.7), respectivamente. Sejam

ϕ ∈ Ω uma involução e h : (Rn, 0) → (Rn, 0) um germe de um difeomorfismo tal que

ϕ = h ◦ϕ0
i ◦ h−1. Então g : (Rn, 0) → (Rn, 0) é uma dobra associada aϕ se, e somente se,

g é L-equivalente a f 0
i ◦ h−1.

Demonstração. Sejam ϕ e h nas hipóteses da proposição e suponha que g seja uma dobra

associada aϕ. Como h é um difeomorfismo, temos que g ◦ h é uma dobra. Mostremos que tal

dobra está associada comϕ0
i . De fato,

g = g ◦ϕ = g ◦ h ◦ϕ0
i ◦ h−1
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e, assim,

g ◦ h = g ◦ h ◦ϕ0
i .

Pelo Lema 2.14, g ◦ h é L-equivalente a f 0
i , ou seja, existe um germe de um difeomorfismo

k : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

g ◦ h = k ◦ f 0
i .

Logo, g = k ◦ f 0
i ◦ h−1, implicando que g é L-equivalente a f 0

i ◦ h−1. Reciprocamente,

suponha que g seja L-equivalente a f 0
i ◦ h−1. Assim, existe um germe de um difeomorfismo

k : (Rn, 0) → (Rn, 0) tal que g = k ◦ f 0
i ◦ h−1. Como f 0

i é uma dobra, segue pela Definição

2.1 que g também é. Além disso,

g ◦ϕ = k ◦ f 0
i ◦ h−1 ◦ h ◦ϕ0

i ◦ h−1 = k ◦ f 0
i ◦ϕ0

i ◦ h−1 = k ◦ f 0
i ◦ h−1 = g,

donde segue o resultado.

Como consequência direta, temos:

Corolário 2.16. Seja f : (Rn, 0) → (Rn, 0) uma dobra associada a uma involução ϕ ∈ Ω.

Então g : (Rn, 0) → (Rn, 0) também é uma dobra associada a ϕ se, e somente se, g é L-

equivalente a f .

Demonstração. Suponha que g seja uma dobra associada a ϕ. Como f é um dobra, existem

germes de difeomorfismos h, k : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tais que

f = k ◦ f 0 ◦ h−1. (2.12)

Sendo f associada a uma única involuçãoϕ, concluímos pela demonstração da Proposição 2.4

que

ϕ = h ◦ϕ0 ◦ h−1,

ondeϕ0 = ϕ0
1 é definida em (2.6). Pela Proposição 2.15, como g também está associada aϕ,

temos que g é L-equivalente a f 0
1 ◦ h−1, em que f 0

1 = f 0. Logo,

g = r ◦ f 0 ◦ h−1,

para algum germe de difeomorfismo r : (Rn, 0)→ (Rn, 0). Neste caso,

g = (r ◦ k−1) ◦ (k ◦ f 0 ◦ h−1) = (r ◦ k−1) ◦ f .

Portanto, g é L-equivalente a f .
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Reciprocamente, suponha que g : (Rn, 0)→ (Rn, 0) seja L-equivalente à dobra f , ou seja,

existe um germe de um difeomorfismo k′ : (Rn, 0) → (Rn, 0) tal que g = k′ ◦ f . De (2.12)

segue que

g = (k′ ◦ k) ◦ f 0 ◦ h−1,

implicando que g é uma dobra. Além disso, sendo f ◦ϕ = f temos

g ◦ϕ = (k′ ◦ f ) ◦ϕ = k′ ◦ ( f ◦ϕ) = k′ ◦ f = g.

Portanto, g é uma dobra associada aϕ.

Baseados nesse último resultado, podemos identificar todas as dobras associadas a uma

mesma involuçãoϕ. Esse é o conjunto das dobras L-equivalentes a uma dada dobra f associada

aϕ.

2.2 Diagramas divergentes

Na seção anterior, analisamos a relação entre as dobras e as involuções. Essa associação,

apesar de não ser biunívoca, servirá como uma ferramenta para a classificação de diagramas

divergentes de dobras. A hipótese de que todas as involuções consideradas têm codimensão 1
ainda é assumida durante todo o restante do texto.

O objetivo central desta seção é apresentar uma forma de equivalência entre os diagramas

divergentes de dobras e utilizar as uplas de involuções associadas para classificá-los. Para tanto,

vamos primeiramente encontrar uma maneira de relacioná-los com as uplas de involuções. A

principal referência aqui são as Seções 3 e 4 de [17].

Definição 2.17. Um diagrama de germes de aplicações do tipo

(Rn, 0)

(Rn, 0)

(Rn, 0)

...( f1, . . . , fs) : (?)

f1

fs

é chamado de diagrama divergente. No caso em que fi : (Rn, 0)→ (Rn, 0) é uma dobra, com

i = 1, . . . , s, dizemos que (?) é um diagrama divergente de dobras.
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De outro modo, o diagrama (?) também pode ser escrito como ( f1, . . . , fs) : (Rn, 0) →
(Rn × · · · ×Rn, 0), em que

( f1, . . . , fs)(x) = ( f1(x), . . . , fs(x)),

para todo x ∈ (Rn, 0). Na maior parte do texto, vamos indicar tal diagrama simplesmente por

( f1, . . . , fs).

Definição 2.18. Dois diagramas divergentes de dobras ( f1, . . . , fs) e (g1, . . . , gs) são ditos

equivalentes se existirem germes de difeomorfismos h, k1, . . . , ks em (Rn, 0) tais que gi =

ki ◦ fi ◦ h−1, para todo i = 1, . . . , s.

Desejamos agora classificar os diagramas divergentes de dobras a partir das s-uplas de in-

voluções. Uma maneira natural de relacionar esses conceitos é dada a seguir.

Definição 2.19. Sejam (ϕ1, . . . ,ϕs) uma s-upla de involuções em (Rn, 0) e ( f1, . . . , fs) um

diagrama divergente de dobras. Dizemos que ( f1, . . . , fs) está associado a (ϕ1, . . . ,ϕs) ou

que (ϕ1, . . . ,ϕs) está associada a ( f1, . . . , fs) se cada dobra fi está associada a ϕi, para todo

i = 1, . . . , s.

Observe que a definição anterior recupera a associação entre dobras e involuções apresen-

tada na seção anterior, bastando tomar s = 1. Para utilizar as s-uplas de involuções na clas-

sificação dos diagramas divergentes de dobras é preciso que sempre que dois diagramas forem

equivalentes, as respectivas s-uplas de involuções associadas também sejam equivalentes e vice-

versa. Essa propriedade é provada a seguir.

Teorema 2.20. Sejam ( f1, . . . , fs) e (g1, . . . , gs) diagramas divergentes de dobras associados,

respectivamente, às s-uplas de involuções (ϕ1, . . . ,ϕs) e (ψ1, . . . ,ψs). Então, ( f1, . . . , fs) é

equivalente a (g1, . . . , gs) se, e somente se, (ϕ1, . . . ,ϕs) é equivalente a (ψ1, . . . ,ψs).

Demonstração. Suponha que ( f1, . . . , fs) seja equivalente a (g1, . . . , gs). Então, existem ger-

mes de difeomorfismos k1, . . . , ks, h em (Rn, 0) tais que

ki ◦ fi ◦ h−1 = gi,

para todo i = 1, . . . , s. Deste modo,

gi ◦ (h ◦ϕi ◦ h−1) = ki ◦ fi ◦ h−1 ◦ h ◦ϕi ◦ h−1

= ki ◦ fi ◦ϕi ◦ h−1

= ki ◦ fi ◦ h−1

= gi,
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onde a terceira igualdade segue pois cada fi está associada aϕi, para todo i = 1, . . . , s. Logo,

cada dobra gi está associada à involução h ◦ϕi ◦ h−1. Como gi está associada aψi por hipótese,

segue da unicidade demonstrada na Proposição 2.4 que

ψi = h ◦ϕi ◦ h−1,

para todo i = 1, . . . , s. Pela Definição 1.18, temos (ψ1, . . . ,ψs) equivalente a (ϕ1, . . . ,ϕs).

Reciprocamente, suponha que (ϕ1, . . . ,ϕs) seja equivalente a (ψ1, . . . ,ψs). Assim, existe

um germe de um difeomorfismo h em (Rn, 0) tal queψi = h ◦ϕi ◦ h−1, para todo i = 1, . . . , s.

Como fi é uma dobra, então fi ◦ h−1 também é. Além disso, temos por hipótese que fi ◦ϕi =

fi, donde obtemos
fi ◦ h−1 ◦ψi = fi ◦ h−1 ◦ h ◦ϕi ◦ h−1

= fi ◦ϕi ◦ h−1

= fi ◦ h−1.

Portanto, fi ◦ h−1 é uma dobra associada a ψi, para todo i = 1, . . . , s. Pelo Corolário 2.16,

como gi também é uma dobra associada a ψi, concluímos que gi é L-equivalente a fi ◦ h−1,

para todo i = 1, . . . , s. Assim, existe um germe de um difeomorfismo ki : (Rn, 0) → (Rn, 0)
tal que

ki ◦ fi ◦ h−1 = gi.

Pela Definição 2.18, os diagramas divergentes de dobras ( f1, . . . , fs) e (g1, . . . , gs) são equi-

valentes, donde segue o resultado.

Relembremos da Observação 1.22 que se (ϕ1, . . . ,ϕs) e (ψ1, . . . ,ψs) são s-uplas de invo-

luções equivalentes, então

tr(d(ϕ1 ◦ · · · ◦ϕs)(0)) = tr(d(ψ1 ◦ · · · ◦ψs)(0)). (2.13)

Como consequência do teorema anterior, para o caso de diagramas divergentes de dobras temos

o mesmo invariante sob a equivalência da Definição 2.18. Mais especificamente, se ( f1, . . . , fs)

e (g1, . . . , gs) são diagramas divergentes de dobras equivalentes associados às s-uplas de invo-

luções (ϕ1, . . . ,ϕs) e (ψ1, . . . ,ψs), respectivamente, então pelo Teorema 2.20 a igualdade

(2.13) é valida.

Como já comentamos, um dos nossos objetivos neste capítulo é a classificação dos diagra-

mas divergentes de dobras, a qual se dá por meio das uplas de involuções associadas. Contudo,

a nossa classificação não é geral, precisamos adicionar duas hipóteses principais: a linearidade

e a transversalidade das involuções. Assumimos que as involuções das s-uplas sejam linea-

res, pois as ferramentas usadas são fundamentalmente de natureza linear. Já a importância da

transversalidade segundo a Definição 1.26 fica clara mais adiante.
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Para o próximo resultado, considere a Definição 1.18. Dizemos que (ϕ1, . . . ,ϕs) é line-

armente equivalente a (ψ1, . . . ,ψs) se o difeomorfismo h : (Rn, 0) → (Rn, 0) que fornece a

conjugação

ϕi = h ◦ψi ◦ h−1

é linear.

Proposição 2.21. Seja Gs = {ϕ1, . . . ,ϕs} um conjunto transversal de involuções lineares em

(Rn, 0). Então, (ϕ1, . . . ,ϕs) é linearmente equivalente à s-upla de involuções (ψ1, . . . ,ψs)

tal que

Fix(ψi) = {x ∈ (Rn, 0); xi = 0}, (2.14)

para cada i = 1, . . . , s.

Demonstração. Sendo cada ϕi uma involução linear, temos que Fix(ϕi) é um subespaço ve-

torial de (Rn, 0), para todo i = 1, . . . , s. Além disso, como dim Fix(ϕi) = n − 1, temos

que Fix(ϕi) é um hiperplano de (Rn, 0) e, portanto, existe um funcional linear fi : (Rn, 0)→
(R, 0) de forma que

ker( fi) = Fix(ϕi), (2.15)

para todo i = 1, . . . , s. Logo,

codim ker( fi) = codim Fix(ϕi) = 1.

Como Gs é um conjunto transversal de involuções, segue da Definição 1.26 que

codim
s⋂

i=1

ker( fi) = codim
s⋂

i=1

Fix(ϕi)

= codim
s⋂

i=1

T0Fix(ϕi)

=
s

∑
i=1

codim Fix(ϕi)

=
s

∑
i=1

codim ker( fi)

= s.

Seja β′ = {u1, . . . , un−s} uma base para
s⋂

i=1

ker( fi). Complete β′ de modo a obter uma base

β′′ = {u1, . . . , un−s, v1, . . . , vs}

de Rn. Como β′ ⊂
s⋂

i=1

ker( fi), segue que

f j(ui) = 0,
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para i = 1, . . . , n− s e j = 1, . . . , s. Afirmamos que para cada j, existe um único k = 1, . . . , s
tal que f j(vk) 6= 0. Com efeito, fixe j ∈ {1, . . . , s}. Veja que f j 6= 0, pois codim ker( f j) =

1. Como f j(ui) = 0 para todo i = 1, . . . , n− s, existe k ∈ {1, . . . , s} tal que

f j(vk) 6= 0.

Agora, se existir vl, com l 6= k, tal que f j(vl) 6= 0, como {vk, vl} é um conjunto linearmente

independente contido no ker( f j), teremos

codim ker( f j) ≥ 2,

o que é um absurdo. Logo, existe um único k ∈ {1, . . . , s} tal que f j(vk) 6= 0.

Sejam i, j ∈ {1, . . . , s} tais que fi(vk) 6= 0 e f j(vk) 6= 0 para algum k ∈ {1, . . . , s}.
Mostremos que i = j. De fato, como vk é o único vetor de β′′ tal que fi(vk) 6= 0 e f j(vk) 6= 0,

temos

ker( fi) = ker( f j) = [u1, . . . , un−s, v1, . . . , vk−1, vk+1, . . . , vs]. (2.16)

Se i 6= j, segue de (2.15) e da condição de transversalidade de Gs que

ker( fi) + ker( f j) = Rn,

o que contradiz (2.16). Portanto, i = j. Podemos assim assumir, reordenando a base β′′ se

necessário, que

f j(v j) 6= 0 e f j(vk) = 0,

para todo j, k ∈ {1, . . . , s}, com k 6= j. Provemos que { f1, . . . , fs} é um conjunto linearmente

independente. De fato, se { f1, . . . , fs} for linearmente dependente, então existe j ∈ {1, . . . , s}
tal que

f j =
s

∑
i=1
i 6= j

αi fi,

para escalaresαi ∈ R. Logo,

0 6= f j(v j) =
s

∑
i=1
i 6= j

αi fi(v j) =
s

∑
i=1
i 6= j

αi0 = 0,

o que é um absurdo. Portanto, { f1, . . . , fs} é linearmente independente. Complete agora tal

conjunto de forma a obter uma base para (Rn)∗, digamos

β∗ = { f1, . . . , fn}.

Considere a base canônica γ∗ = {π1, . . . , πn} de (Rn)∗, onde πi : Rn → R é a projeção

canônica definida por πi(x) = xi, para todo x ∈ Rn e i = 1, . . . , n. Considere a base β =
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{w1, . . . , wn} de Rn de forma que β∗ seja a base dual de β. Sejam γ = {e1, . . . , en} a base

canônica de Rn e h : Rn → Rn o único operador linear tal que

h(wi) = ei,

para todo i = 1, . . . , n. Como h leva base de Rn em base de Rn, claramente h é um isomorfismo

linear. Assim,

f j ◦ h−1(ei) = f j(wi) = δi j,

para todo i, j = 1, . . . , n, isto é,

f j ◦ h−1 = π j,

para todo j = 1, . . . , n. Defina as involuções ψi = h ◦ϕi ◦ h−1, para todo i = 1, . . . , s. Pela

Definição 1.18, temos que (ϕ1, . . . ,ϕs) é equivalente a (ψ1, . . . ,ψs). Mostremos que

Fix(ψi) = ker(πi), (2.17)

para todo i = 1, . . . , s. De fato, seja x ∈ ker(πi) = ker( fi ◦ h−1). Então, fi ◦ h−1(x) = 0, o

que implica que

h−1(x) ∈ ker( fi) = Fix(ϕi).

Pela Proposição 1.15,

h(Fix(ϕi)) = Fix(ψi),

o que nos garante que x ∈ Fix(ψi). Reciprocamente, seja x ∈ Fix(ψi). Então,

x = ψi(x) = (h ◦ϕi ◦ h−1)(x),

o que é equivalente aϕi ◦ h−1(x) = h−1(x). Assim, h−1(x) ∈ Fix(ϕi) = ker( fi), ou seja,

πi(x) = fi ◦ h−1(x) = 0,

para todo i = 1, . . . , s. Portanto,

Fix(ψi) = ker(πi) = {x ∈ (Rn, 0); xi = 0},

como queríamos demonstrar.

A proposição anterior não apresenta de maneira explícita as involuções lineares ψ1, . . . ,ψs

cujo conjunto de pontos fixos é da forma (2.14). O próximo resultado tem justamente esse obje-

tivo. Para tanto, introduzimos a seguinte nomenclatura: se Gs = {ϕ1, . . . ,ϕs} for um conjunto

transversal de involuções, diremos que (ϕ1, . . . ,ϕs) é uma s-upla de involuções transversais.
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Proposição 2.22. Nas condições da proposição anterior temos que

ψi(x1, . . . , xn) = (x1 + ai1xi, . . . ,−xi, . . . , xn + ainxi), (2.18)

para algumas constantes ai j ∈ R, com i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , n} e j 6= i.

Demonstração. Pela proposição anterior, se (ϕ1, . . . ,ϕs) for uma s-upla de involuções lineares

transversais, então ela é linearmente equivalente a (ψ1, . . . ,ψs), em que cada involução ψi :
(Rn, 0)→ (Rn, 0) satisfaz

Fix(ψi) = {x ∈ (Rn, 0); xi = 0}. (2.19)

Lembremos da demonstração anterior que

ψi = h ◦ϕi ◦ h−1,

para todo i = 1, . . . , s, onde h e ϕi são lineares. Portanto, (ψ1, . . . ,ψs) é uma s-upla de

involuções lineares. Além disso, por (2.19) temos que

ψi(e j) = e j, (2.20)

para todo j 6= i, onde e j é o j-ésimo elemento da base canônica de (Rn, 0). Escreva

ψi(ei) = (ai1, . . . , ain).

Assim,

ψi(x1, . . . , xi, . . . , xn) = x1ψi(e1) + · · ·+ xiψi(ei) + · · ·+ xnψi(en)

= x1e1 + · · ·+ xi(ai1, . . . , ain) + · · ·+ xnen

= (x1 + ai1xi, . . . , aiixi, . . . , xn + ainxi),

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ (Rn, 0). Como ψi é uma involução, temos

ei = ψi(ψi(ei))

= ψi(ai1, . . . , aii, . . . , ain)

= (ai1 + ai1aii, . . . , a2
ii, . . . , ain + ainaii).

Portanto, 

ai1(1 + aii) = 0
...

a2
ii = 1

...

ain(1 + aii) = 0

,
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para cada i = 1, . . . , s, o que implica que aii = ±1. Note que se aii = 1, então ai j = 0, para

todo j 6= i, com j = 1, . . . , n. Portanto, ψi(ei) = ei, o que juntamente com (2.20) implica em

ψi = Idn. Mais isso é uma contradição, pois dim Fix(ψi) = n− 1. Assim, aii = −1, donde

segue a forma (2.18) para ψi, para todo i = 1, . . . , s.

Desta maneira, obtemos uma forma explícita para as s-uplas de involuções lineares trans-

versais e, consequentemente, uma forma explícita para os diagramas divergentes de dobras por

meio do Teorema 2.20, como mostramos a seguir.

Proposição 2.23. Seja Gs = {ϕ1, . . . ,ϕs} um conjunto transversal de involuções lineares em

(Rn, 0). Então, qualquer diagrama divergente de dobras ( f1, . . . , fs) associado a (ϕ1, . . . ,ϕs)

é equivalente ao diagrama divergente de dobras (g1, . . . , gs) associado a (ψ1, . . . ,ψs), onde

ψi é dado em (2.18) e

gi(x1, . . . , xn) =
(

x1 +
ai1

2
xi, . . . , x2

i , . . . , xn +
ain

2
xi

)
. (2.21)

Demonstração. Seja i ∈ {1, . . . , s} e considere ψi como em (2.18) e gi como definido em

(2.21). Defina o germe do difeomorfismo hi : (Rn, 0)→ (Rn, 0) como

hi(x1, . . . , xn) =
(

x1 −
ai1

2
xi, . . . , xi, . . . , xn −

ain

2
xi

)
.

Veja que

h−1
i (x1, . . . , xn) =

(
x1 +

ai1

2
xi, . . . , xi, . . . , xn +

ain

2
xi

)
,

pois

hi

(
x1 +

ai1
2

xi , . . . , xi , . . . , xn +
ain
2

xi

)
=

((
x1 +

ai1
2

xi

)
− ai1

2
xi , . . . , xi , . . . ,

(
xn +

ain
2

xi

)
− ain

2
xi

)
= (x1, . . . , xn).

Como hi é linear, toda inversa à direita é também uma inversa à esquerda. Considere agora a
involuçãoϕ0

i definida em (2.6). Então

hi ◦ϕ0
i ◦ h−1

i (x1, . . . , xn) = hi ◦ϕ0
i

(
x1 +

ai1
2

xi , . . . , xi , . . . , xn +
ain
2

xi

)
= hi

(
x1 +

ai1
2

xi , . . . ,−xi , . . . , xn +
ain
2

xi

)
=

(
x1 +

ai1
2

xi −
( ai1

2
(−xi)

)
, . . . ,−xi , . . . , xn +

ain
2

xi −
( ain

2
(−xi)

))
= (x1 + ai1xi , . . . ,−xi , . . . , xn + ainxi)

= ψi(x1, . . . , xn).

Logo, ψi = hi ◦ϕ0
i ◦ h−1

i , para cada i = 1, . . . , s. Além disso, considerando a dobra f 0
i

definida em (2.7), temos

f 0
i ◦ h−1

i (x1, . . . , xn) = f 0
i

(
x1 +

ai1

2
xi, . . . , xi, . . . , xn +

ain

2
xi

)
=

(
x1 +

ai1

2
xi, . . . , x2

i , . . . , xn +
ain

2
xi

)
= gi(x1, . . . , xn).
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Como h−1
i : (Rn, 0) → (Rn, 0) é um difeomorfismo, segue que gi definida em (2.21) é uma

dobra, uma vez que f 0
i o é. Ainda,

gi ◦ψi = f 0
i ◦ h−1

i ◦ hi ◦ϕ0
i ◦ h−1

i = f 0
i ◦ϕ0

i ◦ h−1
i = f 0

i ◦ h−1
i = gi,

onde a terceira igualdade segue de (2.9). Logo, gi é uma dobra associada a ψi, para cada

i = 1, . . . , s. Pela Definição 2.19, (g1, . . . , gs) é um diagrama divergente de dobras associado a

(ψ1, . . . ,ψs). Pela Proposição 2.22, como Gs é um conjunto transversal de involuções lineares,

temos que (ϕ1, . . . ,ϕs) é linearmente equivalente a (ψ1, . . . ,ψs). Portanto, pelo Teorema

2.20, todo diagrama divergente de dobras ( f1, . . . , fs) associado a (ϕ1, . . . ,ϕs) é equivalente a

(g1, . . . , gs).

Como vimos no início da demonstração da Proposição 2.8, toda involuçãoϕ ∈ Ω satisfa-

zendo codim Fix(ϕ) = 1 é equivalente (via conjugação) à involução linearϕ0
1 = ϕ0 definida

em (2.6). No caso das s-uplas, com s ≥ 2, podemos utilizar o Teorema 1.23 para concluir que

toda s-upla (ϕ1, . . . ,ϕs) de involuções que comutam é equivalente a (dϕ1(0), . . . , dϕs(0)).
Nosso objetivo agora é obter um resultado semelhante ao Teorema 1.23, impondo a condição

extra de transversalidade.

Teorema 2.24. Se Gs = {ϕ1, . . . ,ϕs} for um conjunto transversal de involuções e Λs =

[ϕ1, . . . ,ϕs] for um grupo abeliano, então (ϕ1, . . . ,ϕs) é equivalente a (ϕ0
1, . . . ,ϕ0

s ), onde

cada involuçãoϕ0
i é definida em (2.6), para todo i = 1, . . . , s.

Demonstração. Como Λs é um grupo abeliano, pelo Teorema 1.23 temos que (ϕ1, . . . ,ϕs) é

equivalente a (ϕ1, . . . ,ϕs), ondeϕi = dϕi(0) é a linearização deϕi, para todo i = 1, . . . , s.

Pela Proposição 1.27, como Gs é transversal, então Gs = {ϕ1, . . . ,ϕs} também é transversal.

Agora, pela Proposição 2.21, temos que (ϕ1, . . . ,ϕs) é linearmente equivalente a (ψ1, . . . ,ψs),

com

Fix(ψi) = {x ∈ (Rn, 0); xi = 0},

para i = 1, . . . , s. Logo, {ψ1, . . . ,ψs} é um conjunto transversal de involuções. Sendo Λs

um grupo abeliano, podemos utilizar novamente a Proposição 1.27 para concluir que o grupo

[ψ1, . . . ,ψs] é abeliano. Como cada involução linear ψi é diagonalizável (Proposição 1.17),

segue pela Proposição 1.4 que {ψ1, . . . ,ψs} é um conjunto de operadores lineares simultane-

amente diagonalizáveis, ou seja, existe uma base β = {v1, . . . , vn} de (Rn, 0) formada por

autovetores de ψ1, . . . ,ψs que diagonaliza simultaneamente tais involuções. Pela Proposição

1.17, os autovalores de ψi são ±1. Como codim Fix(ψi) = 1, para cada i = 1, . . . , s, existe

um únicoαi ∈ {1, . . . , n} tal que

ψi(vαi) = −vαi ,
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isto é, existe um único vetor vαi ∈ β associado ao autovalor −1. Veja que seαi = α j, então

Fix(ψαi) + Fix(ψα j) = Fix(ψαi) 6= Rn,

o que contraria a transversalidade de {ψ1, . . . ,ψs}. Portanto, αi 6= α j para todo i 6= j. Consi-

dere uma reordenação

β′ = {u1, . . . , un}

da base β de forma que

ui = vαi ,

com i = 1, . . . , s. Assim,

ψi(ui) = ψ(vαi) = −vαi = −ui

e

ψi(u j) = u j,

para todo j 6= i, com i = 1, . . . , s e j = 1, . . . , n. Deste modo,

[ψi]β′ = [ϕ0
i ]γ ,

em que γ é a base canônica de (Rn, 0). Isso implica que P−1[ψi]γP = [ϕ0
i ]γ para todo i =

1, . . . , s, onde P = [I]β′ ,γ é a matriz mudança de bases de γ para β′ (veja [9, Subseção 3.4.6]).

Pela Definição 1.18, (ψ1, . . . ,ψs) é equivalente a (ϕ0
1, . . . ,ϕ0

s ), o que conclui a demonstração.

Como consequência, obtemos uma classificação para os diagramas divergentes de dobras

associados às uplas de involuções.

Corolário 2.25. Seja Gs = {ϕ1, . . . ,ϕs} um conjunto transversal de involuções tal que Λs =

[ϕ1, . . . ,ϕn] é um grupo abeliano. Então qualquer diagrama divergente de dobras ( f1, . . . , fs)

associado a (ϕ1, . . . ,ϕs) é equivalente ao diagrama divergente de dobras ( f 0
1 , . . . , f 0

s ), em que

cada f 0
i é definido em (2.7).

Demonstração. Seja ( f1, . . . , fs) um diagrama divergente de dobras associado a (ϕ1, . . . ,ϕs).

Pelo teorema anterior, (ϕ1, . . . ,ϕs) é equivalente a (ϕ0
1, . . . ,ϕ0

s ), onde cada ϕ0
i é uma invo-

lução associada a f 0
i , por (2.9). Pela Definição 2.18, temos que (ϕ0

1, . . . ,ϕ0
s ) está associada a

( f 0
1 , . . . , f 0

s ). Segue do Teorema 2.20 que ( f1, . . . , fs) é equivalente a ( f 0
1 , . . . , f 0

s ).
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2.3 Caracterização das órbitas

A partir de agora, assumimos que toda s-upla de involuções lineares seja transversal, exceto

menção do contrário. Neste caso, como demonstrado nas Proposições 2.21 e 2.22, toda s-upla

é equivalente a (ψ1, . . . ,ψs), em que ψi é da forma (2.18). Assim, para decidir se duas s-

uplas são equivalentes basta caracterizar as órbitas das s-uplas (ψ1, . . . ,ψs), como faremos no

próximo resultado. Citamos a Seção 5 de [17] como nossa principal referência para o que segue.

Teorema 2.26. Considere as s-uplas de involuções lineares transversais (ψ1a , . . . ,ψsa) e

(ψ1b , . . . ,ψsb), onde

ψia(x1, . . . , xn) = (x1 + ai1xi, . . . ,−xi, . . . , xn + ainxi),

ψib(x1, . . . , xn) = (x1 + bi1xi, . . . ,−xi, . . . , xn + binxi),

para todo i = 1, . . . , s, com ai j, bi j ∈ R e j 6= i. Então (ψ1a , . . . ,ψsa) é equivalente a

(ψ1b , . . . ,ψsb) se, e somente se, existe uma matriz inversível com entradas reais

H =



α1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 α2 · · · 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...

0 0 · · · αs 0 · · · 0

δs+1 γs+1,2 · · · γs+1,s βs+1,s+1 · · · βs+1,n
...

... . . . ...
... . . . ...

δn γn2 · · · γns βn,s+1 · · · βnn


(2.22)

tal que:

(i) α1 = 1;

(ii) Se 1 ≤ i, j ≤ s, com i 6= j, então

bi j =
α j

αi
ai j;

(iii) Se s + 1 ≤ j ≤ n, então

b1 j = −2δ j +
s

∑
k=2
γ jka1k +

n

∑
k=s+1

β jka1k;

(iv) Se 2 ≤ i ≤ s e s + 1 ≤ j ≤ n, então

bi j =
1
αi

δ jai1 − 2γ ji +
s

∑
k=2
k 6=i

γ jkaik +
n

∑
k=s+1

β jkaik

 .
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Demonstração. Por definição, (ψ1a , . . . ,ψsa) é equivalente a (ψ1b , . . . ,ψsb) se, e somente se,

existe um germe de um difeomorfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

ψib = h ◦ψia ◦ h−1, (2.23)

para todo i = 1, . . . , s. Derivando na origem a equação (2.23) vemos que h pode ser considerada

linear, pois

ψib = dh(0)ψia dh−1(0).

Portanto, h é um difeomorfismo linear cuja matriz com relação a uma base fixada de Rn é de-

notada por H = (c jk)n×n. Utilizando a representação matricial temos que (2.23) é equivalente

a

ψib H = Hψia , (2.24)

com

ψib =



1 0 · · · bi1 · · · 0
0 1 · · · bi2 · · · 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · −1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 · · · bin · · · 1


e ψia =



1 0 · · · ai1 · · · 0
0 1 · · · ai2 · · · 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · −1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 · · · ain · · · 1


.

Por um lado,

Hψia =



c11 c12 · · ·
n

∑
k=1
k 6=i

aikc1k − c1i · · · c1n

c21 c22 · · ·
n

∑
k=1
k 6=i

aikc2k − c2i · · · c2n

...
...

...
...

cn1 cn2 · · ·
n

∑
k=1
k 6=i

aikcnk − cni · · · cnn


e por outro lado

ψib H =



c11 + ci1bi1 · · · c1n + cinbi1
...

...

−ci1 · · · −cin
...

...

cn1 + ci1bin · · · cnn + cinbin


.
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Para 1 ≤ i ≤ s e 1 ≤ j ≤ n, com i 6= j, segue de (2.24) que ci j = −ci j, ou seja, ci j = 0.

Assim, a matriz H é da forma

H =



c11 0 · · · 0 0 · · · 0

0 c22 · · · 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...

0 0 · · · css 0 · · · 0

cs+1,1 cs+1,2 · · · cs+1,s cs+1,s+1 · · · cs+1,n
...

... . . . ...
... . . . ...

cn1 cn2 · · · cns cn,s+1 · · · cnn


.

Como H é inversível, cii 6= 0, para todo i = 1, . . . , s. Denote αi = cii. Veja que H satisfaz

a igualdade (2.24) se, e somente se, αH também a satisfaz, para todo α 6= 0. Sendo assim,

podemos suporα1 = 1. Para 1 ≤ i, j ≤ s, com i 6= j, segue de (2.24) que

c ji +αibi j =
n

∑
k=1
k 6=i

aikc jk − c ji,

implicando queαibi j = ai jα j, uma vez que ci j = 0 nestes casos, se i 6= j. Portanto,

bi j =
α j

αi
ai j.

Para i = 1 e s + 1 ≤ j ≤ n,

n

∑
k=1
k 6=i

a1kc jk − c j1 = c j1 +α1b1 j,

o que prova que

b1 j = −2c j1 +
n

∑
k=1
k 6=i

a1kc jk.

De maneira análoga, se 2 ≤ i ≤ s e s + 1 ≤ j ≤ n, então

c ji +αibi j = −c ji +
n

∑
k=1
k 6=i

aikc jk,

o que é equivalente a

bi j =
1
αi

−2c ji + c j1ai1 +
s

∑
k=2
k 6=i

aikc jk +
n

∑
k=s+1

aikc jk

 .
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Denotando

δ j = c j1 e γ jk = c jk

para j = s + 1, . . . , n e k = 2, . . . , s, e

β jk = c jk,

para j, k = s + 1, . . . , n, completamos a caracterização da matriz H de acordo com (2.22).

Podemos deduzir informações importantes do teorema anterior. Primeiro, fixados ai j ∈ R,

com i 6= j, obtemos todas as s-uplas (ψ1b , . . . ,ψsb) equivalentes a (ψ1a , . . . ,ψsa). E mais,

obtemos uma ferramenta para a construção das s-uplas equivalentes com cada entrada na forma

(2.18), bastando escolher α j 6= 0, para j = 2, . . . , s, escolher β’s de forma que a matriz

(βi j)n−s×n−s seja inversível e escolher arbitrariamente δ’s e γ’s.

Observação 2.27. Pela demonstração do teorema anterior, concluímos que podemos sempre

considerar uma conjugação linear para as uplas lineares, se estas forem equivalentes.

Nas duas próximas subseções, utilizamos o Teorema 2.26 para deduzir as formas normais

para os pares de involuções lineares transversais em (Rn, 0), com n ≥ 2. Consequentemente,

pelo Teorema 2.20, determinamos também as classes dos diagramas divergentes de dobras as-

sociados a esses pares de involuções.

Mais especificamente, sabendo que duas uplas de involuções são equivalentes se, e somente

se, pertencem à mesma classe, a forma normal para uma dada classe é o seu representante “mais

simples” segundo a relação de equivalência adotada.

Observamos que as formas normais para o caso em que G2 = {ϕ1,ϕ2} é transversal e

Λ2 = [ϕ1,ϕ2] é um grupo abeliano já foram obtidas no Teorema 2.24, mesmo para ϕ1 e

ϕ2 não lineares. Entretanto, nas duas próximas subseções reafirmamos tal resultado apenas

para que a classificação esteja completa. Será possível perceber que o caso abeliano aparece

naturalmente no procedimento adotado para deduzir as formas normais.

2.3.1 Caso s = n = 2

Nesta subseção, classificamos as s-uplas de involuções lineares e transversais em (Rn, 0)
no caso em que s = n = 2, com base na Seção 6 da referência [17].

Considere os pares de involuções (ψ1a ,ψ2a) e (ψ1b ,ψ2b), onde

ψ1a(x, y) = (−x, a12x + y) e ψ2a(x, y) = (x + a21y,−y) (2.25)
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e

ψ1b(x, y) = (−x, b12x + y) e ψ2b(x, y) = (x + b21y,−y), (2.26)

com a12, a21, b12, b21 ∈ R. Pelo Teorema 2.26, (ψ1a ,ψ2a) é equivalente a (ψ1b ,ψ2b) se, e

somente se, existe uma matriz inversível

H =

(
1 0
0 α

)
, (2.27)

em queα 6= 0 satisfaz

b12 = αa12 e b21 =
1
α

a21. (2.28)

Observe que existe uma relação biunívoca entre os pares (ψ1a ,ψ2a) e (a12, a21) ∈ R2, analoga-

mente entre (ψ1b ,ψ2b) e (b12, b21) ∈ R2. Para facilitar nossa notação, vamos trabalhar em R2

segundo a seguinte relação de equivalência: (a12, a21) é equivalente a (b12, b21) se, e somente

se, (ψ1a ,ψ2a) e (ψ1b ,ψ2b) são equivalentes. Denote por K(a12, a21) a classe de equivalência

de (a12, a21). Vamos dividir a análise em quatro casos:

i) a12 = a21 = 0;

ii) a12 = 0 e a21 6= 0;

iii) a12 6= 0 e a21 = 0;

iv) a12 6= 0 e a21 6= 0.

Para o que segue, utilizamos as igualdades em (2.28).

(i) Se a12 = 0 = a21, então b12 = 0 = b21 e, portanto, K(a12, a21) = {(0, 0)}.

(ii) Se a12 = 0 e a21 6= 0, então b12 = 0 e b21 =
1
α

a21 6= 0. Dada a arbitrariedade de α

temos

K(a12, a21) = {(x, y) ∈ R2; x = 0 e y 6= 0},

o que descreve o eixo Oy menos a origem.

(iii) De modo análogo ao caso anterior, se a12 6= 0 e a21 = 0, temos que b12 = αa12 6= 0 e

b21 = 0. Logo,

K(a12, a21) = {(x, y) ∈ R2; x 6= 0 e y = 0},

o que descreve o eixo Ox menos a origem.
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(iv) Suponha que a12 6= 0 6= a21. Neste caso, (b12, b21) =

(
αa12,

1
α

a21

)
, com b12, b21 6=

0. Tomando β = αa12, obtemos

K(a12, a21) =

{(
β,

a12a21

β

)
, β 6= 0

}
, (2.29)

o que descreve uma hipérbole em R2.

Com relação à base canônica de R2, temos

ψ1a ◦ψ2a =

(
−1 0
a12 1

)(
1 a21

0 −1

)
=

(
−1 −a21

a12 a12a21 − 1

)
. (2.30)

Logo,

tr(ψ1a ◦ψ2a) = a12a21 − 2. (2.31)

Assim, o conjunto (2.29) pode ser reescrito como

K(a12, a21) =

{(
β,

tr(ψ1a ◦ψ2a) + 2
β

)
; β 6= 0

}
.

As conclusões para cada caso estão ilustradas na Figura 2.1, onde podemos verificar uma

partição do plano. Veja que cada órbita determina ou somente a origem, ou um eixo menos a

origem ou uma hipérbole. Por essa razão, vamos considerar os seguintes representantes de cada

órbita: 
(0, 0), se a12 = a21 = 0

(1, 0), se a12 6= 0 = a21

(tr(ψ1a ◦ψ2a) + 2, 1), se a21 6= 0

. (2.32)

Ressaltamos que é possível considerar (tr(ψ1a ◦ψ2a) + 2, 1) como um representante do caso

em que a12 = 0 e a21 6= 0, pois neste caso tr(ψ1a ◦ψ2a) + 2 = a12a21 = 0, o que está de

acordo com o item (ii).
O próximo resultado nos mostra que a origem corresponde ao caso abeliano.

Proposição 2.28. As involuções ψ1a e ψ2a comutam se, e somente se, a12 = 0 = a21.

Demonstração. Por (2.25) temos que se a12 = 0 = a21, então ψ1a e ψ2a têm representações

diagonais e, portanto, comutam. Suponha agora que o grupo [ψ1a ,ψ2a ] seja abeliano. Para todo

(x, y) ∈ R2, temos

(ψ1a ◦ψ2a)(x, y) = ψ1a(x + a21y,−y) = (−x− a21y, a12(x + a21y)− y)

e

(ψ2a ◦ψ1a)(x, y) = ψ2a(−x, a12x + y) = (−x + a21(a12x + y),−a12x− y).
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Figura 2.1: Decomposição do plano em classes de equivalência.

Da hipótese de comutatividade obtemos o seguinte sistema:−x + a21(a12x + y) = −x− a21y

a12(x + a21y)− y = −a12x− y

ou, equivalentemente, a21(a12x + 2y) = 0

a12(2x + a21y) = 0
,

para todo (x, y) ∈ R2. Considerando x = 1 e y = 0 obtemos a12 = 0, e considerando x = 0
e y = 1 obtemos a21 = 0, donde segue o resultado.

Assim, de acordo com a proposição anterior, podemos dividir a nossa análise em três partes:

o caso abeliano, o caso não abeliano com a21 = 0 e o caso não abeliano com a21 6= 0. Vamos

primeiramente determinar uma forma equivalente de dizer que a21 = 0. Veja que

(ψ2a − Id2)(x, y) = (x + a21y,−y)− (x, y) = (a21y,−2y) = y(a21,−2),

ou seja, Im(ψ2a − Id2) = [(a21,−2)]. Além disso, (x, y) ∈ Fix(ψ1a) se, e somente se,

(−x, a12x + y) = (x, y), o que ocorre se, e somente se, x = 0. Logo, Fix(ψ1a) = [(0, 1)].
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Portanto,

Fix(ψ1a) = Im(ψ2a − Id2)

se, e somente se, a21 = 0.

Para dar continuidade à nossa discussão vamos caracterizar, de um modo mais geral, a

imagem de ψ2a − Id2.

Proposição 2.29. Dada uma involução linearϕ : (Rn, 0)→ (Rn, 0) temos que

Im(ϕ− Idn) = A(ϕ),

onde A(ϕ) é o subespaço antipodal deϕ.

Demonstração. Se y ∈ Im(ϕ− Id), então y =ϕ(x)− x, para algum x ∈ (Rn, 0). Logo,

ϕ(y) =ϕ(ϕ(x)− x) =ϕ(ϕ(x))−ϕ(x) = x−ϕ(x) = −y

e, assim, y ∈ A(ϕ). Reciprocamente, seja y ∈ A(ϕ). Seja x ∈ (Rn, 0) tal que

x =ϕ(y) = −y.

Entãoϕ(x) =ϕ2(y) = y. Além disso, para z =
1
2

x temos

(ϕ− Idn)(z) =ϕ(z)− z =ϕ

(
1
2

x
)
− 1

2
x =

1
2
ϕ(x) +

1
2

y =
1
2

y +
1
2

y = y,

o que implica que y ∈ Im(ϕ− Idn). Portanto, Im(ϕ− Idn) = A(ϕ).

Assim, de acordo com a proposição anterior temos que

Fix(ψ1a) = A(ψ2a) (2.33)

se, e somente se, a21 = 0. Ainda com o intuito de substituir a condição a21 = 0, mostramos

que a igualdade (2.33) é invariante por equivalência linear.

Proposição 2.30. Sejam (ϕ1,ϕ2) e (φ1,φ2) pares de involuções lineares linearmente equiva-

lentes em (Rn, 0). Então, Fix(ϕ1) = A(ϕ2) se, e somente se, Fix(φ1) = A(φ2).

Demonstração. Por definição, existe um germe de um difeomorfismo linear h : (Rn, 0) →
(Rn, 0) tal que

φi = h ◦ϕi ◦ h−1,
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para i = 1, 2. Pela Proposição 1.15, temos que Fix(φi) = h(Fix(ϕi)), para i = 1, 2. Su-

ponha que Fix(ϕ1) = A(ϕ2). Para mostrar que Fix(φ1) = A(φ2) é suficiente mostrar que

h(A(ϕ2)) = A(φ2), pois neste caso

Fix(φ1) = h(Fix(ϕ1)) = h(A(ϕ2)) = A(φ2).

Considere então y ∈ A(ϕ2). Segue que

φ2(h(y)) = h ◦ϕ2 ◦ h−1(h(y)) = h ◦ϕ2(y) = h(−y) = −h(y).

Assim, h(y) ∈ A(φ2) e, portanto, h(A(ϕ2)) ⊂ A(φ2). Reciprocamente, se y ∈ A(φ2),

temos

ϕ2(h−1(y)) = h−1(φ2(y)) = h−1(−y) = −h−1(y).

Logo, h−1(y) ∈ A(ϕ2), ou seja, h−1(A(φ2)) ⊂ A(ϕ2), donde concluímos que

A(φ2) ⊂ h(A(ϕ2)). Portanto, h(A(ϕ2)) = A(φ2). Reciprocamente, se Fix(φ1) = A(φ2),

então

Fix(ϕ1) = h−1(Fix(φ1)) = h−1(A(φ2)) = A(ϕ2),

o que prova o resultado.

Assim, a proposição anterior é fundamental para a classificação que apresentamos a seguir.

De fato, pela Proposição 2.22 todo par (ϕ1,ϕ2) de involuções lineares transversais é linear-

mente equivalente a (ψ1a ,ψ2a), com ψ1a e ψ2a como em (2.25). Pela proposição anterior,

Fix(ϕ1) = A(ϕ2) se, e somente se, Fix(ψ1a) = A(ψ2a), o que ocorre se, e somente se,

a21 = 0. Portanto, a igualdade Fix(ϕ1) = A(ϕ2) é um invariante equivalente a a21 = 0.

Sendo assim, estamos aptos a enunciar um dos principais resultados deste capítulo.

Teorema 2.31. Seja (ϕ1,ϕ2) um par de involuções lineares transversais em (R2, 0) e consi-

dere o grupo Λ = [ϕ1,ϕ2].

(i) Se Λ for abeliano, então (ϕ1,ϕ2) é equivalente ao par (ϕ0
1,ϕ0

2),

ϕ0
1(x, y) = (−x, y) e ϕ0

2(x, y) = (x,−y). (2.34)

(ii) Se Λ não for abeliano e Fix(ϕ1) = A(ϕ2), então (ϕ1,ϕ2) é equivalente ao par

(ψ1,ψ2), onde

ψ1(x, y) = (−x, x + y) e ψ2(x, y) = (x,−y). (2.35)
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(iii) Se Λ não for abeliano e Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2), então (ϕ1,ϕ2) é equivalente ao par

(ψ1,ψ2), onde

ψ1(x, y) = (−x, (tr(ϕ1 ◦ϕ2) + 2)x + y) e ψ2(x, y) = (x + y,−y). (2.36)

Demonstração. O item (i) segue diretamente do Teorema 2.24 para o caso s = 2. Suponha

que Λ não seja abeliano. Pela Proposição 2.22, temos que (ϕ1,ϕ2) é equivalente a (ψ1a ,ψ2a)

em que

ψ1a(x, y) = (−x, a12x + y) e ψ2a(x, y) = (x + a21y,−y),

com a12, a21 ∈ R. Se Fix(ϕ1) = A(ϕ2), segue pela Proposição 2.30 que Fix(ψ1a) = A(ψ2a)

o que equivale a a21 = 0. Pela Proposição 2.28, como Λ é não abeliano, segue que a12 6= 0. De

acordo com (2.32), temos (1, 0) como um representante da classe de equivalência de (a12, a21).

Portanto, (ϕ1,ϕ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), onde

ψ1(x, y) = (−x, x + y) e ψ2(x, y) = (x,−y),

o que prova o item (ii). Se Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2), segue da Proposição 2.30 que Fix(ψ1a) 6=
A(ψ2a). Neste caso, a21 6= 0 e (tr(ψ1a ◦ψ2a) + 2, 1) é um representante da classe de equi-

valência de (a12, a21), de acordo com (2.32). Como o traço é um invariante por equivalência,

temos que

(tr(ψ1a ◦ψ2a) + 2, 1) = (tr(ϕ1 ◦ϕ2) + 2, 1),

donde segue que (ϕ1,ϕ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), com

ψ1(x, y) = (−x, (tr(ϕ1 ◦ϕ2) + 2)x + y) e ψ2(x, y) = (x + y,−y),

o que prova o item (iii).

Observe que o Teorema 2.31 não garante que dois pares de involuções lineares (ϕ1,ϕ2) e

(φ1,φ2) são equivalentes se Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2) e Fix(φ1) 6= A(φ2). Para ver isso, basta

considerar involuções tais que tr(ϕ1 ◦ϕ2) 6= tr(φ1 ◦φ2), visto que (tr(ϕ1 ◦ϕ2) + 2, 1) e

(tr(φ1 ◦φ2) + 2, 1) são representantes das classes de equivalência para cada par. Neste caso,

o traço da composição identifica as classes de involuções, como vemos na demonstração do

próximo corolário.

Corolário 2.32. Sejam (ϕ1,ϕ2) e (ϕ̃1, ϕ̃2) pares de involuções lineares transversais em (R2, 0)
tais que Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2) e Fix(ϕ̃1) 6= A(ϕ̃2). Então, (ϕ1,ϕ2) é equivalente a (ϕ̃1, ϕ̃2)

se, e somente se, as composiçõesϕ1 ◦ϕ2 e ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 são conjugadas.
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Demonstração. Suponha que (ϕ1,ϕ2) seja equivalente a (ϕ̃1, ϕ̃2). Logo, existe um germe de

um difeomorfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

ϕ̃1 = h ◦ϕ1 ◦ h−1 e ϕ̃2 = h ◦ϕ2 ◦ h−1.

Assim,

ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 = (h ◦ϕ1 ◦ h−1) ◦ (h ◦ϕ2 ◦ h−1) = h ◦ϕ1 ◦ϕ2 ◦ h−1,

donde segue que ϕ1 ◦ϕ2 e ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 são conjugadas. Reciprocamente, suponha que ϕ1 ◦ϕ2

seja conjugada a ϕ̃1 ◦ ϕ̃2. Logo, tr(ϕ1 ◦ϕ2) = tr(ϕ̃1 ◦ ϕ̃2). Como Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2) e

Fix(ϕ̃1) 6= A(ϕ̃2), temos pelo teorema anterior que (ϕ1,ϕ2) e (ϕ̃1, ϕ̃2) são equivalentes a,

respectivamente, (ψ1,ψ2) e (ψ′1,ψ′2) definidos por

ψ1(x, y) = (−x, (2 + tr(ϕ1 ◦ϕ2))x + y) e ψ2(x, y) = (x + y,−y)

e

ψ′1(x, y) = (−x, (2 + tr(ϕ̃1 ◦ ϕ̃2))x + y) e ψ′2(x, y) = (x + y,−y).

Como tr(ϕ1 ◦ϕ2) = tr(ϕ̃1 ◦ ϕ̃2), segue que ψi = ψ′i, para i = 1, 2. Portanto, (ϕ1,ϕ2) e

(ϕ̃1, ϕ̃2) são equivalentes.

Mais geralmente, dadas duas s-uplas (ϕ1, . . . ,ϕs) e (ψ1, . . .ψs) equivalentes, temos que

ϕ1 ◦ · · · ◦ϕs é conjugada a ϕ̃1 ◦ · · · ◦ ϕ̃s. A verificação desta afirmação segue de maneira

similar ao feito no corolário anterior. Vejamos no próximo exemplo que o resultado não é

válido se as hipóteses Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2) e Fix(ϕ̃1) 6= A(ϕ̃2) não forem assumidas.

Exemplo 2.33. Considere as involuções ψ1a ,ψ2a ,ψ1b ,ψ2b : (R2, 0) → (R2, 0) dadas em

(2.25) e (2.26), onde a12 = 0, a21 = −1, b12 = 1 e b21 = 0. Como K(0,−1) ∩K(1, 0) = ∅,
segue que (ψ1a ,ψ2a) não é equivalente a (ψ1b ,ψ2b). No entanto, ψ1a ◦ψ2a e ψ1b ◦ψ2b são

conjugadas. De fato, em termos matriciais

ψ1a ◦ψ2a =

(
−1 0
0 1

)(
1 −1
0 −1

)
=

(
−1 1
0 −1

)
e

ψ1b ◦ψ2b =

(
−1 0
1 1

)(
1 0
0 −1

)
=

(
−1 0
1 −1

)
.

Considerando o difeomorfismo linear h : (R2, 0)→ (R2, 0) tal que

h =

(
0 1
1 0

)
= h−1,
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temos que

h ◦ψ1a ◦ψ2a ◦ h−1 =

(
0 1
1 0

)(
−1 1
0 −1

)(
0 1
1 0

)

=

(
0 −1
−1 1

)(
0 1
1 0

)

=

(
−1 0
1 −1

)
= ψ1b ◦ψ2b ,

implicando que ψ1a ◦ψ2a e ψ1b ◦ψ2b são conjugadas. Observe que, neste exemplo,

Fix(ψ1a) = {(0, y); y ∈ R} 6= {(x, 2x); x ∈ R} = A(ψ2a),

porém

Fix(ψ1b) = {(0, y); y ∈ R} = A(ψ2b).

Os dois próximos resultados nos mostram que no Corolário 2.32 as hipóteses Fix(ϕ1) 6=
A(ϕ2) e Fix(ϕ̃1) 6= A(ϕ̃2) podem ser substituídas por Fix(ϕ1) = A(ϕ2) e Fix(ϕ̃1) =

A(ϕ̃2), ou ainda pela condição de que o grupo Λ = [ϕ1,ϕ2] é abeliano.

Corolário 2.34. Sejam (ϕ1,ϕ2) e (ϕ̃1, ϕ̃2) pares de involuções lineares transversais em (R2, 0)
tais que Λ = [ϕ1,ϕ2] é abeliano. Então, (ϕ1,ϕ2) é equivalente a (ϕ̃1, ϕ̃2) se, e somente se,

ϕ1 ◦ϕ2 e ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 são conjugadas.

Demonstração. A condição necessária para (ϕ1,ϕ2) ser equivalente a (ϕ̃1, ϕ̃2) segue exa-

tamente como na primeira parte da demonstração do Corolário 2.32. Resta então mostrar a

condição suficiente. Suponha que

ϕ1 ◦ϕ2 = h ◦ ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 ◦ h−1,

para algum germe de um difeomorfismo h : (R2, 0) → (R2, 0). Assim, ϕ1 ◦ϕ2 ◦ h = h ◦
ϕ̃1 ◦ ϕ̃2. Comoϕ1 eϕ2 são involuções, segue que h =ϕ2 ◦ϕ1 ◦ h ◦ ϕ̃1 ◦ ϕ̃2. Logo, comoϕ1

eϕ2 comutam e ϕ̃1, ϕ̃2 também são involuções, temos

h ◦ ϕ̃2 ◦ ϕ̃1 = ϕ2 ◦ϕ1 ◦ h ◦ ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 ◦ ϕ̃2 ◦ ϕ̃1

= ϕ1 ◦ϕ2 ◦ h
= ϕ1 ◦ϕ2 ◦ϕ2 ◦ϕ1 ◦ h ◦ ϕ̃1 ◦ ϕ̃2

= h ◦ ϕ̃1 ◦ ϕ̃2.
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Portanto, ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 = ϕ̃2 ◦ ϕ̃1, donde segue que Λ̃ = [ϕ̃1, ϕ̃2] também é abeliano. Pelo item (i)
do Teorema 2.31, (ϕ1,ϕ2) e (ϕ̃1, ϕ̃2) são ambos equivalentes a (ϕ0

1,ϕ0
2) e, portanto, (ϕ1,ϕ2)

e (ϕ̃1, ϕ̃2) são equivalentes entre si.

Corolário 2.35. Sejam (ϕ1,ϕ2) e (ϕ̃1, ϕ̃2) pares de involuções lineares transversais em (R2, 0)
tais que Λ = [ϕ1,ϕ2] não é abeliano. Se Fix(ϕ1) = A(ϕ2) e Fix(ϕ̃1) = A(ϕ̃2), então

(ϕ1,ϕ2) é equivalente a (ϕ̃1, ϕ̃2) se, e somente se,ϕ1 ◦ϕ2 e ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 são conjugadas.

Demonstração. Novamente, nos resta mostrar apenas a recíproca. Pela demonstração do coro-

lário anterior, como Λ = [ϕ1,ϕ2] não é abeliano, então Λ̃ = [ϕ̃1, ϕ̃2] também não é abeliano.

Pelo item (ii) do Teorema 2.31, tanto (ϕ1,ϕ2) quanto (ϕ̃1, ϕ̃2) são equivalentes a (ψ1,ψ2),

onde ψ1 e ψ2 são definidas como em (2.35). Portanto, (ϕ1,ϕ2) é equivalente a (ϕ̃1, ϕ̃2).

Com a classificação dos pares de involuções apresentada no Teorema 2.31 podemos, via a

relação entre as involuções e as dobras, obter uma classificação dos diagramas divergentes de

dobras associados aos pares de involuções lineares transversais em (R2, 0).

Teorema 2.36. Seja ( f1, f2) : (R2, 0) → (R2 × R2, 0) um diagrama divergente de dobras

associado ao par (ϕ1,ϕ2) de involuções lineares transversais em (R2, 0). Considere o grupo

Λ = [ϕ1,ϕ2].

(i) Se Λ for abeliano, então ( f1, f2) é equivalente a ( f 0
1 , f 0

2 ), onde

f 0
1 (x, y) = (x2, y) e f 0

2 (x, y) = (x, y2).

(ii) Se Λ não for abeliano e Fix(ϕ1) = A(ϕ2), então ( f1, f2) é equivalente a (g1, g2), onde

g1(x, y) =
(

x2,
1
2

x + y
)

e g2(x, y) = (x, y2).

(iii) Se Λ não for abeliano e Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2), então ( f1, f2) é equivalente a (g1, g2), onde

g1(x, y) =
(

x2,
(

1 +
1
2

tr(ϕ1 ◦ϕ2)

)
x + y

)
e g2(x, y) =

(
x +

1
2

y, y2
)

.

Demonstração. Pela Proposição 2.23 no caso s = 2, temos que todo diagrama divergente de

dobras ( f1, f2) associado a (ϕ1,ϕ2) é equivalente ao diagrama divergente de dobras (g1, g2)

associado a (ψ1,ψ2), onde

g1(x, y) =
(

x2,
a12

2
x + y

)
e g2(x, y) =

(
x +

a21

2
y, y2

)
, (2.37)
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para a12, a21 ∈ R dados de acordo com as involuções

ψ1(x, y) = (−x, a12x + y) e ψ2(x, y) = (x + a21y,−y). (2.38)

Mais ainda, pela demonstração da Proposição 2.23, os pares (ϕ1,ϕ2) e (ψ1,ψ2) devem estar

na mesma classe de equivalência.

Suponha que Λ seja um grupo abeliano. Pelo item (i) do Teorema 2.31, (ϕ1,ϕ2) é equiva-

lente a (ϕ0
1,ϕ0

2), paraϕ0
1 eϕ0

2 dadas em (2.34). Logo, podemos considerar a12 = a21 = 0 em

(2.38) e, consequentemente, em (2.37). Neste caso, ( f1, f2) é equivalente a ( f 0
1 , f 0

2 ), onde

f 0
1 (x, y) = (x2, y) e f 0

2 (x, y) = (x, y2).

Suponha agora que Λ seja um grupo não abeliano. Se Fix(ϕ1) = A(ϕ2), segue pelo item (ii)
de Teorema 2.31 que (ϕ1,ϕ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), com ψ1 e ψ2 dadas em (2.35). Neste

caso, podemos considerar a12 = 1 e a21 = 0 em (2.38) a fim de obter que ( f1, f2) é equivalente

a (g1, g2), onde

g1(x, y) = (x2,
1
2

x + y) e g2(x, y) = (x, y2).

Se Fix(ϕ) 6= A(ϕ2), utilizamos o item (iii) do Teorema 2.31, o que nos permite considerar

a12 = tr(ϕ1 ◦ϕ2) + 2 e a21 = 1 em (2.38). Logo, ( f1, f2) é equivalente a (g1, g2), onde

g1(x, y) =
(

x2,
(

1 +
1
2

tr(ϕ1 ◦ϕ2)

)
x + y

)
e g2(x, y) =

(
x +

1
2

y, y2
)

,

o que conclui a prova.

Corolário 2.37. Sejam ( f1, f2) e (g1, g2) diagramas divergentes de dobras associados, res-

pectivamente, aos pares de involuções lineares e transversais (ϕ1,ϕ2) e (ϕ̃1, ϕ̃2) em (R2, 0).
Suponha que qualquer uma das seguintes hipóteses seja satisfeita:

(i) Λ = [ϕ1,ϕ2] é abeliano;

(ii) Λ = [ϕ1,ϕ2] não é abeliano, Fix(ϕ1) = A(ϕ2) e Fix(ϕ̃1) = A(ϕ̃2);

(iii) Λ = [ϕ1,ϕ2] não é abeliano, Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2) e Fix(ϕ̃1) 6= A(ϕ̃2).

Então, ( f1, f2) é equivalente a (g1, g2) se, e somente se,ϕ1 ◦ϕ2 e ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 são conjugadas.

Demonstração. Segue do Teorema 2.20 que ( f1, f2) é equivalente a (g1, g2) se, e somente se,

(ϕ1,ϕ2) é equivalente (ϕ̃1, ϕ̃2). Agora, o resultado segue utilizando os Corolários 2.32, 2.34

e 2.35.
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2.3.2 Casos s = 2 e n ≥ 3

Nesta subseção, generalizamos o Teorema 2.31 para o caso em que n ≥ 3. Para isso,

seguimos a mesma abordagem da subseção anterior, com base na Seção 7 da referência [17].

A saber, consideramos os pares de involuções lineares transversais (ψ1a ,ψ2a), com ψ1a e ψ2a

como no Teorema 2.26, e analisamos os possíveis valores dos coeficientes ai j’s, para i = 1, 2
e 1 ≤ j ≤ n, j 6= i. Em seguida, procuramos um invariante por equivalência que nos permita

separar nossa análise em classes.

Por simplicidade, em toda esta subseção,ψ1 eψ2 denotam as involuções linearesψ1a eψ2a ,

respectivamente, definidas em (Rn, 0), ou seja,

ψ1(x1, . . . , xn) = (−x1, x2 + a12x1, x3 + a13x1, . . . , xn + a1nx1) (2.39)

e

ψ2(x1, . . . , xn) = (x1 + a21x2,−x2, x3 + a23x2, . . . , xn + a2nx2), (2.40)

com ai j ∈ R, para i = 1, 2 e 1 ≤ j ≤ n, j 6= i.
Iniciamos generalizando a igualdade (2.31) e a Proposição 2.28 para n ≥ 3.

Proposição 2.38. Considere o par (ψ1,ψ2) de involuções lineares transversais em (Rn, 0),
n ≥ 3. Então,

a12a21 = 4− n + tr(ψ1 ◦ψ2).

Além disso, o grupo Λ = [ψ1,ψ2] é abeliano se, somente se, a12 = 0 = a21.

Demonstração. Em termos matriciais,

ψ1 =


−1 0 · · · 0
a12 1 · · · 0

...
... . . . ...

a1n 0 · · · 1

 =

(
A 02×n−2

X In−2

)
,

onde

A =

(
−1 0
a12 1

)
, X =


a13 0
a14 0

...
...

a1n 0

 ,

02×n−2 é a matriz nula de ordem 2 × n − 2 e In−2 representa a matriz identidade de ordem
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n− 2. De modo análogo,

ψ2 =



1 a21 0 · · · 0
0 −1 0 · · · 0
0 a23 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 a2n 0 · · · 1


=

(
B 02×n−2

Y In−2

)
,

onde

B =

(
1 a21

0 −1

)
e Y =


0 a23

0 a24
...

...

0 a2n

 .

Assim,

ψ1 ◦ψ2 =

(
A 02×n−2

X In−2

)(
B 02×n−2

Y In−2

)
=

(
AB 02×n−2

XB + Y In−2

)
. (2.41)

Logo, tr(ψ1 ◦ψ2) = tr(AB) + tr(In−2) = tr(AB) + n− 2. Como

AB =

(
−1 0
a12 1

)(
1 a21

0 −1

)
=

(
−1 −a21

a12 a12a21 − 1

)
,

temos tr(AB) = −2 + a12a21. Portanto,

tr(ψ1 ◦ψ2) = −2 + a12a21 + n− 2,

donde segue que

a12a21 = 4− n + tr(ψ1 ◦ψ2).

Para a segunda parte da demonstração observe que as matrizes A e B definidas anteriormente

são exatamente as representações matriciais das involuções ψ1a e ψ2a definidas em (2.25) para

o caso n = 2. Observe também que

ψ2 ◦ψ1 =

(
B 02×n−2

Y In−2

)(
A 02×n−2

X In−2

)
=

(
BA 02×n−2

X + YA In−2

)
. (2.42)

Se Λ = [ψ1,ψ2] for abeliano, então segue de (2.41) e (2.42) que AB = BA. Pela Proposição

2.28, a12 = 0 = a21. Reciprocamente, se a12 = 0 = a21, novamente pela Proposição 2.28

concluímos que AB = BA. Veja que

XB+Y =


a13 0
a14 0

...
...

a1n 0


(

1 0
0 −1

)
+


0 a23

0 a24
...

...

0 a2n

 =


a13 0
a14 0

...
...

a1n 0

+


0 a23

0 a24
...

...

0 a2n

 =


a13 a23

a14 a24
...

...

a1n a2n


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e

YA+X =


0 a23

0 a24
...

...

0 a2n


(
−1 0
0 1

)
+


a13 0
a14 0

...
...

a1n 0

 =


0 a23

0 a24
...

...

0 a2n

+


a13 0
a14 0

...
...

a1n 0

 =


a13 a23

a14 a24
...

...

a1n a2n

 .

Como AB = BA, obtemos de (2.41) e (2.42) queψ1 ◦ψ2 = ψ2 ◦ψ1 e, portanto, Λ = [ψ1,ψ2]

é abeliano.

Proposição 2.39. Considere o par (ψ1,ψ2) de involuções lineares transversais em (Rn, 0),
n ≥ 3, tal que Λ = [ψ1,ψ2] é não abeliano, isto é, a2

12 + a2
21 6= 0.

(i) Suponha que a12a21 6= 4. Se a21 = 0, então (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), onde

ψ1(x1, . . . , xn) = (−x1, x1 + x2, x3, . . . , xn) (2.43)

e

ψ2(x1, . . . , xn) = (x1,−x2, x3, . . . , xn). (2.44)

Se a21 6= 0, então (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), onde

ψ1(x1, . . . ,ψ2) = (−x1, (4− n + tr(ψ1 ◦ψ2))x1 + x2, x3, . . . , xn) (2.45)

e

ψ2(x1, . . . , xn) = (x1 + x2,−x2, x3, . . . , xn). (2.46)

(ii) Suponha que a12a21 = 4. Se (a23, . . . , a2n) =
−a21

2
(a13, . . . , a1n), então (ψ1,ψ2) é

equivalente a (ψ1,ψ2), onde

ψ1(x1, . . . ,ψ2) = (−x1, 4x1 + x2, x3, . . . , xn) (2.47)

e

ψ2(x1, . . . , xn) = (x1 + x2,−x2, x3, . . . , xn). (2.48)

Se (a23, . . . , a2n) 6=
−a21

2
(a13, . . . , a1n), então (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), onde

ψ1(x1, . . . ,ψ2) = (−x1, 4x1 + x2, x3, . . . , xn) (2.49)

e

ψ2(x1, . . . , xn) = (x1 + x2,−x2, x2 + x3, x4, . . . , xn). (2.50)
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Demonstração. Considere (ψ1b ,ψ2b) o par de involuções transversais em (Rn, 0) definidas por

ψ1b(x1, . . . , xn) = (−x1, x2 + b12x1, . . . , xn + b1nxn) (2.51)

e

ψ2b(x1, . . . , xn) = (x1 + b21x2,−x2, x3 + b23x2, . . . , xn + b2nxn), (2.52)

com bi j ∈ R. Pelo Teorema 2.26, (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1b ,ψ2b) se, e somente se, existe

uma matriz inversível com entradas reais

H =



1 0 0 · · · 0
0 α 0 · · · 0
δ3 γ3 β33 · · · β3n
...

...
... . . . ...

δn γn βn3 · · · βnn


tal que

b12 = αa12 e b21 =
1
α

a21, (2.53)

comα 6= 0. Além disso, para 3 ≤ j ≤ n, temos

b1 j = −2δ j +γ ja12 +
n

∑
k=3
β jka1k e b2 j =

1
α

(
δ ja21 +−2γ j +

n

∑
k=3
β jka2k

)
. (2.54)

Para cadaα 6= 0, defina o operador linear Lα : R2n−4 → R2n−4 por

Lα(x3, . . . , xn, y3, . . . , yn) =

(
−2x3 + a12 y3, . . . ,−2xn + a12 yn,

1
α
(a21x3 − 2y3), . . . ,

1
α
(a21xn − 2yn)

)
,

para todo (x3, . . . , xn, y3, . . . , yn) ∈ R2n−4. Mostremos que Lα é um isomorfismo linear se, e

somente se, a12a21 6= 4. De fato, em termos matriciais

Lα =



−2 0 · · · 0 a12 0 · · · 0
0 −2 · · · 0 0 a12 · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...

0 0 · · · −2 0 0 · · · a12
1
α

a21 0 · · · 0 − 2
α

0 · · · 0

0
1
α

a21 · · · 0 0 − 2
α
· · · 0

...
... . . . ...

...
... . . . ...

0 0 · · · 1
α

a21 0 0 · · · − 2
α



, (2.55)
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onde cada bloco diagonal tem ordem n − 2. Observe que as colunas de Lα são linearmente

dependentes se, e somente se, existe um λ ∈ R∗ tal que
−2λ = a12(

1
α

a21

)
λ = − 2

α

.

Tal sistema admite solução se, e somente se,

− 2
a21

= λ = − a12

2
,

isto é, a12a21 = 4. Portanto, Lα é um isomorfismo se, e somente se, a12a21 6= 4, como

queríamos demonstrar. Agora observe que, sendo H uma matriz inversível, a matriz

β =


β33 · · · β3n

... . . . ...

βn3 · · · βnn


também é inversível e, portanto, β define um isomorfismo linear em Rn−2. Denote por vαβ o

vetor

vαβ =

(
β(a13, . . . , a1n),

1
α
β(a23, . . . , a2n)

)
∈ Rn−2 ×Rn−2 ≡ R2n−4

e considere

Aαβ = Tvαβ ◦ Lα ,

onde Tvαβ : R2n−4 → R2n−4 é a translação na direção vαβ. Temos que

Im(Aαβ) = {z = Aαβ(x, y) ∈ R2n−4; (x, y) ∈ R2n−4}
= {z = Tvαβ(Lα(x, y)) ∈ R2n−4; (x, y) ∈ R2n−4}
= {z = Lα(x, y) + vαβ ∈ R2n−4; (x, y) ∈ R2n−4},

(2.56)

para (x, y) = (x3, . . . , xn, y3, . . . , yn). Denote por z j a j-ésima coordenada de z = Lα(x, y)+
vαβ, ou seja,

z j = −2x j+2 + y j+2a12 +
n

∑
k=3
β j+2,ka1k

para todo j = 1, . . . , n− 2 e

z j =
1
α

(
x j−n+4a21 +−2y j−n+4 +

n

∑
k=3
β j−n+4,ka2k

)
,

para todo j = n − 1, . . . , 2n − 4. Nesta notação, de acordo com (2.53) e (2.54), temos que

(ψ1,ψ2) e (ψ1b ,ψ2b) são equivalentes se, e somente se,

(b12, b21) =

(
αa12,

1
α

a21

)
e (b13, . . . , b1n, b23, . . . , b2n) ∈ Im(Aαβ), (2.57)
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para algumα 6= 0.

Vamos agora estudar todos os tipos de órbitas dos pares (ψ1,ψ2), analisando primeiro o

caso a12a21 6= 4 e depois o caso a12a21 = 4.

(i) Suponha que a12a21 6= 4. Neste caso, Im(Aαβ) = R2n−4, pois as aplicações Tvαβ e Lα
são bijeções. Logo, para todo α 6= 0 e qualquer isomorfismo β, temos

(b13, . . . , b1n, b23, . . . , b2n) ∈ Im(Aαβ). Portanto, (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1b ,ψ2b)

se, e somente se, (b12, b21) =

(
αa12,

1
α

a21

)
, de acordo com (2.57).

Se a21 = 0, como a2
12 + a2

21 6= 0, podemos tomarα =
1

a12
6= 0 de modo que

αa12 = 1 e
1
α

a21 = 0.

Logo, concluímos que (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1b ,ψ2b) se, e somente se,

(b12, b21) = (1, 0).

Sendo (b13, . . . , b1n, b23, . . . , b2n) arbitrário, podemos considerá-lo como o vetor nulo de

R2n−4. Neste caso, temos que as involuções ψ1b e ψ2b definidas em (2.51) e (2.52) são

da forma

ψ1(x1, . . . , xn) = (−x1, x1 + x2, x3, . . . , xn)

e

ψ2(x1, . . . , xn) = (x1,−x2, x3, . . . , xn).

Portanto, (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), com ψ1 e ψ2 definidas como em (2.43) e

(2.44), o que prova a primeira parte do item (i).

De maneira análoga, se a21 6= 0, podemos tomarα = a21 6= 0 de modo que

(b12, b21) = (a12a21, 1) = (4− n + tr(ψ1 ◦ψ2), 1),

onde a última igualdade segue da Proposição 2.38. Considerando novamente

(b13, . . . , b1n, b23, . . . , b2n) = (0, . . . , 0),

concluímos que (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1b ,ψ2b), com ψ1b = ψ1 e ψ2b = ψ2 dadas

como em (2.45) e (2.46), respectivamente.

(ii) Suponha que a12a21 = 4. Neste caso, Lα não é uma bijeção e as n− 2 últimas linhas da

matriz de Lα dada em (2.55) são múltiplas por − a21

2α
das n− 2 primeiras. Claramente,
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as n− 2 primeiras linhas de Lα formam um conjunto linearmente independente. Logo,

dim(Im(Lα)) = n− 2 e Im(Lα) é gerada por

{(−2, 0, . . . , 0, a12, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . ,−2, 0, 0, . . . , a12)}. (2.58)

Deste modo, (x1, . . . , x2n−4) ∈ Im(Lα) se, e somente se,

− a21

2α
(x1, . . . , xn−2) = (xn−1, . . . , x2n−4). (2.59)

Assim,

vαβ =

(
β(a13, . . . , a1n),

1
α
β(a23, . . . , a2n)

)
∈ Im(Lα)

se, e somente se,

− a21

2α
β(a13, . . . , a1n) =

1
α
β(a23, . . . , a2n). (2.60)

Como β é um isomorfismo linear eα 6= 0, a igualdade (2.60) é equivalente a

− a21

2
(a13, . . . , a1n) = (a23, . . . , a2n). (2.61)

Portanto, vαβ ∈ Im(Lα) se, e somente se, vale (2.61).

Suponha que − a21

2
(a13, . . . , a1n) = (a23, . . . , a2n). Então, vαβ ∈ Im(Lα) e, de acordo

com (2.56), temos

Im(Aαβ) = Im(Lα).

Assim, (0 . . . , 0) ∈ Im(Aαβ) e, fazendo a mesma análise do caso anterior, podemos

considerarα = a21 6= 0 em (2.57) de modo que

(b12, b21) = (a12a21, 1) = (4, 1) e (b13, . . . , b1n, b23, . . . , b2n) = (0, . . . , 0).

Portanto, (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1b ,ψ2b), com ψ1b = ψ1 e ψ2b = ψ2 definidas

como em (2.47) e (2.48), respectivamente. Isto prova a primeira parte do item (ii).

Suponha agora que − a21

2
(a13, . . . , a1n) 6= (a23, . . . , a2n), ou seja, vαβ /∈ Im(Lα). Te-

mos que ⋃
β∈Gl(n−2)

Im(Aαβ) = R2n−4 \ Im(Lα), (2.62)

onde Gl(n− 2) denota o grupo das matrizes inversíveis de ordem n− 2. De fato, seja

z ∈ Im(Aαβ), para β ∈ Gl(n− 2) arbitrário. Então,

z = Lα(s) + vαβ,

para algum s ∈ R2n−4. Veja que z /∈ Im(Lα), pois caso contrário,

vαβ = Lα(s) + vαβ − Lα(s) = z− Lα(s) ∈ Im(Lα).
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Deste modo, Im(Aαβ) ⊂ R2n−4 \ Im(Lα), para qualquer isomorfismo β, donde segue

a primeira inclusão. Reciprocamente, seja u = (u1, . . . , u2n−4) ∈ R2n−4 \ Im(Lα).
Segue de (2.59) que

(un−1, . . . , u2n−4) +
a21

2α
(u1, . . . , un−2) 6= (0, . . . , 0).

Como (a23, . . . , a2n) +
a21

2
(a13, . . . , a1n) 6= (0, . . . , 0), podemos definir um isomor-

fismo β em Rn−2 tal que

1
α
β
(
(a23, . . . , a2n) +

a21

2
(a13, . . . , a1n)

)
= (un−1, . . . , u2n−4) +

a21

2α
(u1, . . . , un−2)

e, portanto,

(un−1, . . . , u2n−4)−
1
α
β(a23, . . . , a2n) = −

a21

2α

(
(u1, . . . , un−2)−β(a13, . . . , a1n)

)
.

Nestas condições, u− vαβ ∈ Im(Lα). Por (2.56) segue que u ∈ Im(Aαβ), o que prova

(2.62). De (2.58), observamos que (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) /∈ Im(Lα), onde 1 está na

posição n− 1. Portanto, (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Im(Aαβ) para algum isomorfismo β.

Neste caso, tomando novamenteα = a21 6= 0, podemos considerar em (2.57)

(b12, b21) = (a12a21, 1) = (4, 1) e (b13, . . . , b1n, b23, . . . , b2n) = (0, . . . , 1, . . . , 0),

de modo que b23 = 1. Portanto, (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1b ,ψ2b), com ψ1b = ψ1 e

ψ2b = ψ2 definidas em (2.49) e (2.50), respectivamente.

Queremos agora fazer alguns ajustes para suprimir os ai j’s na classificação dos pares da

forma (ψ1,ψ2). Veja que a condição a12a21 = 4 pode ser substituída por tr(ψ1 ◦ψ2) = n,

visto que

a12a21 = 4− n + tr(ψ1 ◦ψ2).

Também vamos substituir no caso em que a12a21 = 4 a condição

− a21

2
(a13, . . . , a1n) = (a23, . . . , a2n) (2.63)

por A(ψ1) = A(ψ2). Com efeito, considere ψ1 e ψ2 definidos em (2.39) e (2.40), respectiva-

mente. Veja que

A(ψ1) = {(x1, . . . , xn) ∈ (Rn, 0); x j + a1 jx1 = −x j, j = 2, . . . , n}

=

{
(x1, . . . , xn) ∈ (Rn, 0); x j = −

a1 j

2
x1, j = 2, . . . , n

}
=
{(

x1,− a12

2
x1, . . . ,− a1n

2
x1

)
; x1 ∈ R

}
=
[(

1,− a12

2
, . . . ,− a1n

2

)]
.
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De modo análogo,

A(ψ2) = {(x1, . . . , xn) ∈ (Rn, 0); x j + a2 jx2 = −x j, j = 1, . . . , n, j 6= 2}

=

{
(x1, . . . , xn) ∈ (Rn, 0); x j = −

a2 j

2
x2, j = 1, . . . , n, j 6= 2

}
=
{(
− a21

2
x2, x2, . . . ,− a2n

2
x2

)
; x2 ∈ R

}
=
[(
− a21

2
, 1, . . . ,− a2n

2

)]
. (2.64)

Assim, A(ψ1) = A(ψ2) se, e somente se, existeα 6= 0 tal que

α
(

1,− a12

2
,− a13

2
, . . . ,− a1n

2

)
=
(
− a21

2
, 1,− a23

2
, . . . ,− a2n

2

)
.

O únicoα que satisfaz a igualdade anterior éα = − a21

2
, uma vez que a12a21 = 4. Neste caso,

obtemos

− a21

2

(
− a13

2
, . . . ,− a1n

2

)
=
(
− a23

2
, . . . ,− a2n

2

)
,

o que é equivalente a (2.63).

Resta apenas encontrar uma maneira equivalente de expressar a21 = 0. Mostremos que

A(ψ2) ⊂ Fix(ψ1)

se, e somente se, a21 = 0. De fato, como

Fix(ψ1) = {x ∈ (Rn, 0); x1 = 0},

segue de (2.64) que A(ψ2) ⊂ Fix(ψ1) se, e somente se, a21 = 0.

Deste modo, podemos reescrever a Proposição 2.39 para pares arbitrários de involuções

lineares transversais. Antes disso, é importante verificarmos que as condições encontradas não

dependem da escolha do representante da classe. Assim, resta mostrar que a condiçãoA(ψ1) =

A(ψ2) para um par (ψ1,ψ2) de involuções lineares transversais é um invariante por conjugação

linear simultânea. De fato, suponha que (ψ1,ψ2) seja linearmente equivalente a (φ1,φ2).

Logo, existe um germe de um difeomorfismo linear h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

ψi = h ◦φi ◦ h−1,

para i = 1, 2. Seguindo os mesmos passos da demonstração da Proposição 1.15, temos que

h(A(φi)) = A(ψi),

para i = 1, 2. Logo, se A(ψ1) = A(ψ2), então

h(A(φ1)) = A(ψ1) = A(ψ2) = h(A(φ2)).
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Como h é uma bijeção, segue que A(φ1) = A(φ2). Reciprocamente, se A(φ1) = A(φ2),

então A(ψ1) = A(ψ2), como queríamos demonstrar.

A demonstração do próximo resultado segue diretamente do Teorema 2.24, da Proposição

2.39 e dos invariantes que construímos.

Teorema 2.40. Sejam (ψ1,ψ2) um par de involuções lineares transversais em (Rn, 0), n ≥ 3,

e Λ = [ψ1,ψ2].

(i) Se Λ for abeliano, então (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ0
1,ψ0

2), onde

ψ0
1(x1, . . . , xn) = (−x1, x2, . . . , xn) e ψ0

2(x1, . . . , xn) = (x1,−x2, x3, . . . , xn).

(ii) Suponha que Λ não seja abeliano e que tr(ψ1 ◦ ψ2) 6= n. Se A(ψ2) ⊂ Fix(ψ1),

então (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), ondeψ1 eψ2 são dados em (2.43) e (2.44). Se

A(ψ2) 6⊂ Fix(ψ1), então (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), onde ψ1 e ψ2 são dados

em (2.45) e (2.46).

(iii) Suponha que Λ não seja abeliano e que tr(ψ1 ◦ψ2) = n. Se A(ψ1) = A(ψ2), então

(ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), onde ψ1 e ψ2 são dados em (2.47) e (2.48). Se

A(ψ1) 6= A(ψ2), então (ψ1,ψ2) é equivalente a (ψ1,ψ2), ondeψ1 eψ2 são dados em

(2.49) e (2.50).

Para finalizar esta subseção, bem como o capítulo, usamos o teorema anterior para classificar

os diagramas divergentes de dobras para s = 2 e n ≥ 3.

Teorema 2.41. Seja ( f1, f2) : (Rn, 0) → (Rn × Rn, 0) um diagrama divergente de dobras

associado a um par (ϕ1,ϕ2) de involuções lineares transversais em (Rn, 0), com n ≥ 3.

Considere Λ = [ϕ1,ϕ2].

(i) Se Λ for abeliano, então ( f1, f2) é equivalente a ( f 0
1 , f 0

2 ), onde

f 0
1 (x1, . . . , xn) = (x2

1, x2, . . . , xn) e f 0
2 (x1, . . . , xn) = (x1, x2

2, x3, . . . , xn).

(ii) Suponha que Λ não seja abeliano e que tr(ϕ1 ◦ϕ2) 6= n. Se A(ϕ2) ⊂ Fix(ϕ1), então

( f1, f2) é equivalente a (g1, g2), onde

g1(x1, . . . , xn) =

(
x2

1,
1
2

x1 + x2, x3, . . . , xn

)
e

g2(x1, . . . , xn) =
(

x1, x2
2, x3, . . . , xn

)
.
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Se A(ϕ2) 6⊂ Fix(ϕ1), então ( f1, f2) é equivalente a (g1, g2), onde

g1(x1, . . . , xn) =

(
x2

1,
1
2
(4− n + tr(ϕ1 ◦ϕ2))x1 + x2, x3, . . . , xn

)
e

g2(x1, . . . , xn) =

(
x1 +

1
2

x2, x2
2, x3, . . . , xn

)
.

(iii) Suponha que Λ não seja abeliano e que tr(ϕ1 ◦ϕ2) = n. Se A(ϕ1) = A(ϕ2), então

( f1, f2) é equivalente a (g1, g2), onde

g1(x1, . . . , xn) =
(

x2
1, 2x1 + x2, x3, . . . , xn

)
e

g2(x1, . . . , xn) =

(
x1 +

1
2

x2, x2
2, x3, . . . , xn

)
.

SeA(ϕ1) 6= A(ϕ2), então ( f1, f2) é equivalente a (g1, g2), onde g1 e g2 são dadas por

g1(x1, . . . , xn) = (x2
1, 2x1 + x2, x3, . . . , xn)

e

g2(x1, . . . , xn) =

(
x1 +

1
2

x2, x2
2,

1
2

x2 + x3, x4, . . . , xn

)
.

Demonstração. Segue de maneira similar ao Teorema 2.36 utilizando a Proposição 2.39 em vez

do Teorema 2.31.



CAPÍTULO 3

DIFEOMORFISMOS REVERSÍVEIS E

RECONHECIMENTO DE SIMETRIAS

Neste capítulo, classificamos os difeomorfismos reversíveis a partir dos resultados sobre in-

voluções que obtivemos no capítulo anterior. Determinamos também as simetrias e as simetrias

reversíveis lineares para cada classe de germes de difeomorfismos. Para tanto, consideramos

[3] como a referência principal do capítulo, com base nos Teoremas 2.31 e 2.40, os quais clas-

sificam pares de involuções no caso linear e transversal.

Como vimos na Seção 1.2, um germe de um difeomorfismo reversível F : (Rn, 0) →
(Rn, 0) está associado a um par (ϕ1,ϕ2) de involuções de forma queϕ1,ϕ2 ∈ Ω são simetrias

reversíveis de F e

F =ϕ1 ◦ϕ2. (3.1)

Sabemos também que se os pares de involuções (ϕ1,ϕ2) e (ψ1,ψ2) forem equivalentes por um

difeomorfismo h em (Rn, 0), então F = ϕ1 ◦ϕ2 e G = ψ1 ◦ψ2 são conjugadas pelo mesmo

h (veja o início do Capítulo 2).

Vamos supor, na maior parte deste capítulo, que os germes de difeomorfismos reversíveis

são lineares e que as involuções têm subespaços de pontos fixos com codimensão 1, exceto

menção do contrário. O capítulo está dividido em quatro seções. Na Seção 3.1, apresenta-

mos propriedades sobre as involuções ϕk e ϕ′k definidas em (1.5). Na Seção 3.2, fazemos a

classificação dos difeomorfismos reversíveis e o reconhecimento de suas simetrias e simetrias

reversíveis para o caso linear em (R2, 0). Na Seção 3.3, estendemos os resultados da Seção 3.2

para o caso n ≥ 3. Na Seção 3.4, analisamos as órbitas dos pontos em (Rn, 0) com relação à

dinâmica do sistema discreto gerado pelo difeomorfismo F dado em (3.1).

76
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3.1 As simetrias reversíveisϕk eϕ′k
Nesta seção, consideramos o difeomorfismo reversível F = ϕ1 ◦ϕ2, em que ϕ1,ϕ2 :

(Rn, 0)→ (Rn, 0) são involuções arbitrárias, e estudamos as principais propriedades das invo-

luções

ϕk =ϕ2 ◦ Fk−2 e ϕ′k = Fk−1 ◦ϕ1, (3.2)

para todo k ∈ N. Lembremos queϕ′1 = ϕ1. A principal referência para o que segue é a Seção

2 de [3].

Sabemos das equações (1.7) e (1.8) que ϕk é, de fato, uma involução e uma simetria re-

versível de F. O mesmo é válido para ϕ′k. Para facilitar a compreensão, vamos estabelecer

uma notação a fim de diferenciar as aplicações definidas em (3.2) quando consideramos dois

germes de difeomorfismos reversíveis F = ϕF
1 ◦ϕF

2 e G = ϕG
1 ◦ϕG

2 , comϕF
i eϕG

i simetrias

reversíveis de F e G, respectivamente. Neste caso, denotamos

ϕF
k =ϕF

2 ◦ Fk−2, ϕ′
F
k = Fk−1 ◦ϕF

1 , (3.3)

ϕG
k =ϕG

2 ◦ Gk−2, ϕ′
G
k = Gk−1 ◦ϕ1

G. (3.4)

Na próxima proposição garantimos que se o par (ϕF
1 ,ϕF

2 ) for equivalente a (ϕG
1 ,ϕG

2 ), então

todas as involuçõesϕF
k eϕ′Fk são conjugadas aϕG

k eϕ′Gk , respectivamente.

Proposição 3.1. Sejam F, G : (Rn, 0) → (Rn, 0) germes de difeomorfismos reversíveis tais

que F = ϕF
1 ◦ϕF

2 e G = ϕG
1 ◦ϕG

2 . Suponha que (ϕF
1 ,ϕF

2 ) e (ϕG
1 ,ϕG

2 ) sejam equivalentes.

Então existe um difeomorfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

ϕG
k = h ◦ϕF

k ◦ h−1 e ϕ
′G
k = h ◦ϕ′Fk ◦ h−1,

para todo k ≥ 1.

Demonstração. Como (ϕF
1 ,ϕF

2 ) é equivalente a (ϕG
1 ,ϕG

2 ), existe um germe de um difeomor-

fismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

ϕG
1 = h ◦ϕF

1 ◦ h−1 e ϕG
2 = h ◦ϕF

2 ◦ h−1.

Assim,

G =ϕG
1 ◦ϕG

2 = h ◦ϕF
1 ◦ϕF

2 ◦ h−1 = h ◦ F ◦ h−1

e, portanto,
ϕG

k = ϕG
2 ◦ Gk−2

= h ◦ϕF
2 ◦ h−1 ◦ (h ◦ F ◦ h−1)k−2

= h ◦ϕF
2 ◦ h−1 ◦ h ◦ Fk−2 ◦ h−1

= h ◦ϕF
2 ◦ Fk−2 ◦ h−1

= h ◦ϕF
k ◦ h−1
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e
ϕ
′G
k = Gk−1 ◦ϕG

1

= (h ◦ F ◦ h−1)k−1 ◦ h ◦ϕF
1 ◦ h−1

= h ◦ Fk−1 ◦ h−1 ◦ h ◦ϕF
1 ◦ h−1

= h ◦ Fk−1 ◦ϕF
1 ◦ h−1

= h ◦ϕ′Fk ◦ h−1.

Nas Subseções 2.3.1 e 2.3.2, determinamos as formas normais dos pares de involuções

lineares transversais (ϕ1,ϕ2) para n = 2 e n ≥ 3, respectivamente. Uma pergunta natural

a se fazer é se é possível obter pares equivalentes a (ϕ1,ϕ2) a partir das involuções ϕk e ϕ′k
definidas (3.2). O seguinte lema vem no intuito de responder a essa pergunta.

Lema 3.2. Seja F : (Rn, 0) → (Rn, 0) um difeomorfismo reversível tal que F = ϕ1 ◦ϕ2,

ondeϕi : (Rn, 0)→ (Rn, 0) são involuções e simetrias reversíveis de F, para i = 1, 2. Então

(ϕ1,ϕ2) é equivalente a (ϕ2k+1,ϕ2k+2) e a (ϕ
′
2k+1,ϕ

′
2k), para todo k ∈ N.

Demonstração. Lembremos que comoϕ1 eϕ2 são involuções, temosϕ1 ◦ F =ϕ2 e F ◦ϕ2 =

ϕ1. Dado k ≥ 1, comoϕ1 eϕ2 são simetrias reversíveis de F, segue de (1.6) que

F−k ◦ϕ1 ◦ Fk = ϕ1 ◦ Fk ◦ Fk

= ϕ1 ◦ F2k

= ϕ1 ◦ F ◦ F2k−1

= ϕ2 ◦ F2k−1

= ϕ2 ◦ F(2k+1)−2

= ϕ2k+1

e
F−k ◦ϕ2 ◦ Fk = ϕ2 ◦ Fk ◦ Fk

= ϕ2 ◦ F2k

= ϕ2 ◦ F(2k+2)−2

= ϕ2k+2,

para todo k ∈ N. Portanto, F−k : (Rn, 0)→ (Rn, 0) é um difeomorfismo que conjuga (ϕ1,ϕ2)

e (ϕ2k+1,ϕ2k+2). Analogamente, segue de (1.6) que

Fk ◦ϕ1 ◦ F−k = Fk ◦ Fk ◦ϕ1

= F2k ◦ϕ1

= F(2k+1)−1 ◦ϕ1

= ϕ
′
2k+1
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e
Fk ◦ϕ2 ◦ F−k = Fk ◦ Fk ◦ϕ2

= F2k ◦ϕ2

= F2k−1 ◦ F ◦ϕ2

= F2k−1 ◦ϕ1

= ϕ
′
2k.

Assim, Fk : (Rn, 0) → (Rn, 0) é um difeomorfismo que conjuga (ϕ1,ϕ2) e (ϕ′2k+1,ϕ′2k). O

resultado segue pela Definição 1.18.

Proposição 3.3. Nas condições do lema anterior,

ϕ′k+2 = F ◦ϕ′k ◦ F−1 e ϕk = F ◦ϕk+2 ◦ F−1,

para todo k ∈ N.

Demonstração. Pela demonstração do Lema 3.2, temos que

ϕ′2k+1 = Fk ◦ϕ1 ◦ F−k

= F ◦ (Fk−1 ◦ϕ1 ◦ F−(k−1)) ◦ F−1

= F ◦ϕ′2(k−1)+1 ◦ F−1

= F ◦ϕ′(2k+1)−2 ◦ F−1,

para todo k ≥ 1. Do mesmo modo,

ϕ′2k = Fk ◦ϕ2 ◦ F−k

= F ◦ (Fk−1 ◦ϕ2 ◦ F−(k−1)) ◦ F−1

= F ◦ϕ′2(k−1) ◦ F−1

= F ◦ϕ′2k−2 ◦ F−1.

Assim, dado k ∈ N, seja ele par ou ímpar, temos que

ϕ′k+2 = F ◦ϕ′k ◦ F−1.

De maneira análoga, utilizando que F−k conjuga (ϕ1,ϕ2) e (ϕ2k+1,ϕ2k+2), obtemos a outra

igualdade da proposição.

A proposição anterior juntamente com a Proposição 1.15 nos permite obter a dinâmica dos

conjuntos de pontos fixos das involuções definidas em (3.2). Tal resultado encontra-se demons-

trado em [3, Lemma 2.7] de um modo alternativo.
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Teorema 3.4. Seja F : (Rn, 0) → (Rn, 0) um difeomorfismo reversível tal que F = ϕ1 ◦ϕ2,

onde ϕ1,ϕ2 : (Rn, 0) → (Rn, 0) são involuções e simetrias reversíveis de F. Considere as

duas sequências de simetrias reversíveis de F definidas em (3.2). Então

F(Fix(ϕk+2)) = Fix(ϕk) e F(Fix(ϕ′k)) = Fix(ϕ′k+2),

para todo k ∈ N.

Demonstração. Pela proposição anterior, temos que

ϕk = F ◦ϕk+2 ◦ F−1 e ϕ′k+2 = F ◦ϕ′k ◦ F−1.

Pela Proposição 1.15, segue que

F(Fix(ϕk+2)) = Fix(ϕk) e F(Fix(ϕ′k)) = Fix(ϕ′k+2),

como queríamos demonstrar.

Aplicando sucessivamente o teorema anterior obtemos duas cadeias de conjuntos de pontos

fixos das involuções supracitadas.

Corolário 3.5. Aplicando F às subvariedades de pontos fixos das involuções definidas em (3.2),

obtemos as cadeias

· · · → Fix(ϕ2k)→ · · · → Fix(ϕ2)→ Fix(ϕ′2)→ · · · → Fix(ϕ′2k)→ · · · (3.5)

e

· · · → Fix(ϕ2k+1)→ · · · → Fix(ϕ1)→ Fix(ϕ′3)→ · · · → Fix(ϕ′2k+1)→ · · · , (3.6)

para todo k ∈ N.

Demonstração. Como ϕ′1 = ϕ1, a cadeia (3.6) segue diretamente do Teorema 3.4. A única

sequência em (3.5) que não segue do Teorema 3.4 é

F(Fix(ϕ2)) = Fix(ϕ′2).

Neste caso, comoϕ2 é uma involução e F−1 =ϕ2 ◦ϕ1, temos de (3.2) que

ϕ′2 = F ◦ϕ1 = F ◦ϕ2 ◦ϕ2 ◦ϕ1 = F ◦ϕ2 ◦ F−1.

Novamente, pela Proposição 1.15, segue que F(Fix(ϕ2)) = Fix(ϕ′2), como queríamos.
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Na Seção 3.4, daremos continuidade ao estudo das órbitas do sistema dinâmico discreto

gerado por F. Por ora, apresentamos um corolário que será utilizado diversas vezes nas duas

próximas seções.

Corolário 3.6. Todas as subvariedades de pontos fixos das involuções em (3.2) com índice

impar têm a mesma dimensão de Fix(ϕ1). Do mesmo modo, as subvariedades de pontos fixos

das involuções em (3.2) com índice par têm a mesma dimensão de Fix(ϕ2).

Demonstração. Segue do corolário anterior, visto que F é um difeomorfismo.

Lembremos que no capítulo anterior a hipótese codim Fix(ϕ) = 1 era recorrentemente

assumida para as involuçõesϕ consideradas. Neste caso, se F =ϕ1 ◦ϕ2 com

codim Fix(ϕ1) = codim Fix(ϕ2) = 1,

segue do Corolário 3.6 que

codim Fix(ϕk) = codim Fix(ϕ′k) = 1,

para todo k ≥ 1. Isto será de grande valia quando estivermos calculando os conjuntos de

pontos fixos das involuções lineares no plano, que neste caso são subespaços vetoriais (veja

(1.10)) unidimensionais de (R2, 0).
Para finalizar a seção, vamos provar um resultado acerca dos conjuntos de simetrias e de

simetrias reversíveis de um germe de um difeomorfismo.

Proposição 3.7. Sejam F, G : (Rn, 0) → (Rn, 0) germes de difeomorfismos reversíveis. Se

F for conjugado a G, então toda simetria de G é conjugada a uma simetria de F, o mesmo

valendo para as simetrias reversíveis. Mais geralmente, existe um germe de um difeomorfismo

h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que

ΓG
+ = hΓ F

+h−1 = {h ◦ϕ ◦ h−1, comϕ ∈ Γ F
+} (3.7)

e

ΓG
− = hΓ F

−h−1 = {h ◦ϕ ◦ h−1, comϕ ∈ Γ F
−}, (3.8)

onde ΓG
+ e Γ F

+ representam o grupo de simetrias de G e F, respectivamente, e ΓG
− e Γ F

− represen-

tam o conjunto das simetrias reversíveis de G e F, respectivamente.

Demonstração. Como F é conjugado a G, existe um germe de um difeomorfismo h : (Rn, 0)→
(Rn, 0) tal que

G = h ◦ F ◦ h−1.
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Veja que

G−1 = (h ◦ F ◦ h−1)−1 = h ◦ F−1 ◦ h−1.

Sejaϕ ∈ Γ F
−. Então F ◦ϕ =ϕ ◦ F−1, donde segue que

G ◦ (h ◦ϕ ◦ h−1) = (h ◦ F ◦ h−1) ◦ (h ◦ϕ ◦ h−1)

= h ◦ F ◦ϕ ◦ h−1

= h ◦ϕ ◦ F−1 ◦ h−1

= h ◦ϕ ◦ h−1 ◦ h ◦ F−1 ◦ h−1

= (h ◦ϕ ◦ h−1) ◦ G−1.

Logo, h ◦ϕ ◦ h−1 ∈ ΓG
− . Como ϕ é arbitrário, temos hΓ F

−h−1 ⊂ ΓG
− . Reciprocamente, seja

ϕ ∈ ΓG
− e denote

ψ = h−1 ◦ϕ ◦ h.

Como G ◦ϕ =ϕ ◦ G−1, temos

F ◦ψ = F ◦ h−1 ◦ϕ ◦ h
= h−1 ◦ h ◦ F ◦ h−1 ◦ϕ ◦ h
= h−1 ◦ (G ◦ϕ) ◦ h
= h−1 ◦ (ϕ ◦ G−1) ◦ h
= h−1 ◦ϕ ◦ (G−1 ◦ h)
= h−1 ◦ϕ ◦ h ◦ h−1 ◦ (h ◦ F−1)

= h−1 ◦ϕ ◦ h ◦ F−1

= ψ ◦ F−1,

donde segue que ψ ∈ Γ F
− e, portanto, ϕ = h ◦ψ ◦ h−1 ∈ hΓ F

−h−1. Logo, ΓG
− ⊂ hΓ F

−h−1, o

que nos garante a igualdade (3.8). Para a igualdade (3.7) seguimos as mesmas linhas, com as

devidas adaptações.

O resultado anterior é útil no cálculo das simetrias e simetrias reversíveis de um dado dife-

omorfismo G = ψ1 ◦ψ2, na medida em que conhecemos a forma normal (ϕ1,ϕ2) do par de

involuções (ψ1,ψ2) no caso linear e transversal (veja os Teoremas 2.31 e 2.40). Assim, como

G é conjugado a F = ϕ1 ◦ϕ2, que a priori admite uma forma mais simples, é possível obter o

grupo ΓG
+ e o conjunto ΓG

− a partir das simetrias e simetrias reversíveis de F, respectivamente.

Por esse motivo, nas duas próximas seções nos restringimos ao cálculo do grupo Γ+ das sime-

trias e do conjunto Γ− das simetrias reversíveis da forma normal F de um dado difeomorfismo.
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3.2 Reconhecimento de simetrias para o caso n = 2

Nesta seção, utilizamos a classificação apresentada no Teorema 2.31 para reconhecer as si-

metrias e as simetrias reversíveis, bem como a geometria de seus subespaços de pontos fixos,

de um germe de um difeomorfismo G = ψ1 ◦ψ2 em (R2, 0) no caso em que (ψ1,ψ2) é um

par de involuções lineares e transversais no plano. Para isso, vamos seguir a abordagem e as

notações apresentadas na Seção 3 de [3], trabalhando com a forma matricial das involuções e

dos difeomorfismos reversíveis na base canônica de (R2, 0). Por esta razão, omitimos o sím-

bolo de composição entre as aplicações, já que agora trabalhamos com o produto das matrizes

associadas.

Como mencionamos, nossa abordagem consiste em usar a classificação dos pares de in-

voluções do Teorema 2.31 para determinar um par de involuções (ϕ1,ϕ2) que é equivalente a

(ψ1,ψ2) e, assim, obter um difeomorfismo reversível F =ϕ1ϕ2 que é conjugado a G = ψ1ψ2.

Como mostramos no início do Capítulo 2, sempre que os pares de involuções (ψ1,ψ2) e

(ϕ1,ϕ2) forem equivalentes, temos G e F conjugados. Além disso, vamos determinar as sime-

trias e simetrias reversíveis lineares de F.

Denote por Λ = [ψ1,ψ2] o grupo gerado porψ1 eψ2. Vamos dividir nossa análise em três

casos:

(i) Λ é abeliano;

(ii) Λ é não abeliano e Fix(ψ1) = A(ψ2);

(iii) Λ é não abeliano e Fix(ψ1) 6= A(ψ2).

Para o que segue, denotamos por Γ+ e Γ− os conjuntos de simetrias e simetrias reversíveis

lineares de F =ϕ1ϕ2, respectivamente. Posto isso, vamos à análise dos casos.

3.2.1 Λ é abeliano

Pelo Teorema 2.31, (ψ1,ψ2) é equivalente a (ϕ1,ϕ2), onde

ϕ1 =

(
−1 0
0 1

)
e ϕ2 =

(
1 0
0 −1

)
.

Neste caso, F = −I2 e, consequentemente, Fk = (−1)k I2 para todo k ∈ Z, implicando que

todo x ∈ (R2, 0) não nulo tem sua F-órbita periódica com período 2. Além disso, de (3.2)

segue que

ϕ2k+1 =ϕ2F2k−1 =ϕ2(−1)2k−1 I2 = −ϕ2 =ϕ1; (3.9)
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ϕ′2k+1 = F2kϕ1 = (−1)2k I2ϕ1 =ϕ1; (3.10)

ϕ2k =ϕ2F2k−2 =ϕ2(−1)2(k−1) I2 =ϕ2; (3.11)

ϕ′2k = F2k−1ϕ1 = (−1)2k−1 I2ϕ1 = −ϕ1 =ϕ2, (3.12)

para todo k ∈ N. Como F comuta com todas as matrizes, temos Γ+ = Gl(2). Portanto, pela

equação (1.4), obtemos Γ− = ϕ1Γ+ = Gl(2). Além disso, é fácil ver que Fix(Fk) = {(0, 0)}
se k for ímpar e Fix(Fk) = R2 se k for par, para todo k ≥ 1. Do mesmo modo, como ϕ1 e

ϕ2 são diagonais, podemos verificar facilmente que Fix(ϕ1) = [(0, 1)] e Fix(ϕ2) = [(1, 0)].
Pelas equações (3.9)-(3.12), concluímos que

Fix(ϕk) = Fix(ϕ′k) = [(0, 1)] e Fix(ϕk) = Fix(ϕ′k) = [(1, 0)],

para todo k ∈ N, ímpar e par, respectivamente.

Observe que Fix(ϕ1) e Fix(ϕ2) dividem o plano em quatro componentes conexas, as quais

são permutadas pela ação de F, como veremos no Teorema 3.17. Resumimos as informações

obtidas nesta subseção na Tabela 3.1.

Fk (−1)k I2

ϕk ϕ1 se k for ímpar eϕ2 se k for par

ϕ′k ϕ1 se k for ímpar eϕ2 se k for par

Γ−, Γ+ Gl(2)
Fix(Fk) {(0, 0)} se k for ímpar e R2 se k for par

Fix(ϕk), Fix(ϕ′k) [(0, 1)] se k for ímpar e [(1, 0)] se k for par

Tabela 3.1: Λ abeliano.

3.2.2 Λ é não abeliano e Fix(ψ1) = A(ψ2)

Pelo Teorema 2.31, (ψ1,ψ2) é equivalente a (ϕ1,ϕ2), onde

ϕ1 =

(
−1 0
1 1

)
e ϕ2 =

(
1 0
0 −1

)
.

Neste caso,

F =ϕ1ϕ2 =

(
−1 0
1 1

)(
1 0
0 −1

)
=

(
−1 0
1 −1

)
,
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ou seja, F = −I2 + N, onde

N =

(
0 0
1 0

)
é uma matriz nilpotente de índice 2. Nestas condições, Fk = (−1)k(I2− kN), para todo k ∈ N.

De fato, para k = 1 é imediato. Suponha que a igualdade seja válida para k ≥ 1. Então

Fk+1 = FkF
= (−1)k(I2 − kN)(−I2 + N)

= (−1)k(−I2 + N + kN − kN2)

= (−1)k(−I2 + (k + 1)N)

= (−1)k+1(I2 − (k + 1)N),

donde segue o afirmado. Logo,

ϕk = ϕ2Fk−2

= ϕ2(−1)k−2(I2 − (k− 2)N)

= (−1)k

(
1 0
0 −1

)(
1 0

2− k 1

)

= (−1)k

(
1 0

k− 2 −1

)
e

ϕ′k = Fk−1ϕ1

= (−1)k−1(I2 − (k− 1)N)ϕ1

= (−1)k−1

(
1 0

1− k 1

)(
−1 0
1 1

)

= (−1)k−1

(
−1 0
k 1

)

= (−1)k

(
1 0
−k −1

)
.

Observe que

ϕ2k

(
1

k− 1

)
= (−1)2k

(
1 0

2k− 2 −1

)(
1

k− 1

)
=

(
1

k− 1

)
e

ϕ′2k

(
1
−k

)
= (−1)2k

(
1 0
−2k −1

)(
1
−k

)
=

(
1
−k

)
.

Como dim Fix(ϕk) = dim Fix(ϕ′k) = 1, para todo k ∈ N, segue que

Fix(ϕ2k) = [(1, k− 1)] e Fix(ϕ′2k) = [(1,−k)].
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Mostremos que Fix(F2k+1) = {(0, 0)}, para todo k ∈ {0} ∪N. De fato, (x, y) ∈ Fix(F2k+1)

se, e somente se,(
x
y

)
= (−1)2k+1

(
1 0

−2k− 1 1

)(
x
y

)
=

(
−x

(2k + 1)x− y

)
,

o que é equivalente a (x, y) = (0, 0). De modo análogo, (x, y) ∈ Fix(F2k) se, e somente se,(
x
y

)
= (−1)2k

(
1 0
−2k 1

)(
x
y

)
=

(
x

−2kx + y

)
,

o que ocorre se, e somente se, x = 0. Portanto,

Fix(F2k) = [(0, 1)],

para todo k ∈ N. Observe que

ϕ2k+1

(
0
1

)
= (−1)2k+1

(
1 0

(2k + 1)− 2 −1

)(
0
1

)
=

(
0
1

)
e

ϕ′2k+1

(
0
1

)
= (−1)2k+1

(
1 0

−(2k + 1) −1

)(
0
1

)
=

(
0
1

)
.

Como dim Fix(ϕ2k+1) = dim Fix(ϕ′2k+1) = 1, para todo k ∈ N, segue que

Fix(ϕ2k+1) = Fix(ϕ′2k+1) = [(0, 1)].

Resta agora reconhecer as simetrias e simetrias reversíveis lineares de F. Para isso, escreva

A ∈ Γ+ como

A =

(
a b
c d

)
.

Observe que (
−1 0
1 −1

)(
a b
c d

)
=

(
a b
c d

)(
−1 0
1 −1

)
se, e somente se, (

−a −b
a− c b− d

)
=

(
b− a −b
d− c −d

)
isto é, b = 0 e d = a. Assim,

Γ+ =

{
A ∈ Gl(2); A =

(
a 0
c a

)
, a 6= 0

}
.
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Deste modo, por (1.4) temos

Γ− =

(
1 0
0 −1

)
Γ+ =

{
A ∈ Gl(2); A =

(
a 0
c −a

)
, a 6= 0

}
.

As informações obtidas nesta subseção estão dispostas na Tabela 3.2.

Fk (−1)k

(
1 0
−k 1

)
, k ≥ 1

ϕk (−1)k

(
1 0

k− 2 −1

)
, k ≥ 1

ϕ′k (−1)k

(
1 0
−k −1

)
, k ≥ 1

Γ−

{(
a 0
c −a

)
, a, c ∈ R, a 6= 0

}

Γ+

{(
a 0
c a

)
, a ∈ R− {0}

}
Fix(Fk) {(0, 0)} se k for ímpar e [(0, 1)] se k for par

Fix(ϕk) [(0, 1)] se k for ímpar e [(1, k− 1)] se k for par

Fix(ϕ′k) [(0, 1)] se k for ímpar e [(1,−k)] se k for par

Tabela 3.2: Λ não abeliano com Fix(ψ1) = A(ψ2).

3.2.3 Λ é não abeliano e Fix(ψ1) 6= A(ψ2)

Pelo Teorema 2.31, (ψ1,ψ2) é equivalente a (ϕ1,ϕ2), onde

ϕ1 =

(
−1 0

2 + tr(ψ1ψ2) 1

)
e ϕ2 =

(
1 1
0 −1

)
. (3.13)

Deste modo, temos

F =

(
−1 0

2 + tr(ψ1ψ2) 1

)(
1 1
0 −1

)
=

(
−1 −1

2 + tr(ψ1ψ2) 1 + tr(ψ1ψ2)

)
,

com tr(F) = tr(ψ1ψ2). Logo, denotando t = tr(F), obtemos

F =

(
−1 −1

2 + t 1 + t

)
e F−1 =

(
1 + t 1
−2− t −1

)
. (3.14)
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Observe que A =

(
a b
c d

)
∈ Γ− se, e somente se,

(
−1 −1

2 + t 1 + t

)(
a b
c d

)
=

(
a b
c d

)(
1 + t 1
−2− t −1

)
,

isto é,(
−(a + c) −(b + d)

a(2 + t) + c(1 + t) b(2 + t) + d(1 + t)

)
=

(
a(1 + t)− b(2 + t) a− b
c(1 + t)− d(2 + t) c− d

)
,

o que é equivalente a d = −a e c = (b− a)(t + 2). Logo,

Γ− =

{
A ∈ Gl(2); A =

(
a b

(b− a)(t + 2) −a

)}
.

Por (1.4), comoϕ2 é uma involução, temos

Γ+ =ϕ2Γ− =

{
A ∈ Gl(2); A =

(
−a(t + 1) + b(t + 2) b− a

(a− b)(t + 2) a

)}
.

Para determinar Fk e as involuçõesϕk eϕ′k definidas em (3.2), consideramos todas as possibi-

lidades para t = tr(F), que é um invariante por conjugação linear simultânea. Analisamos os

casos:

(a) |t| = 2;

(b) |t| < 2;

(c) |t| > 2.

Iniciamos com o caso (a). Suponha t = −2. Então

F =

(
−1 −1
0 −1

)
= −I2 + N′,

onde

N′ =

(
0 −1
0 0

)
é uma matriz nilpotente de índice 2. De maneira análoga ao feito na subseção anterior, obtemos

Fk = (−1)k(I2 − kN′),
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para todo k ∈ N. Logo,

ϕk =ϕ2Fk−2 =

(
1 1
0 −1

)
(−1)k−2

(
1 (k− 2)
0 1

)
= (−1)k

(
1 k− 1
0 −1

)
e

ϕ′k = Fk−1ϕ1 = (−1)k−1

(
1 (k− 1)
0 1

)(
−1 0
0 1

)
= (−1)k

(
1 1− k
0 −1

)
.

Além disso, Fix(F2k+1) = {(0, 0)}, para todo k ∈ {0} ∪N. De fato, (x, y) ∈ Fix(F2k+1) se,

e somente se, (
x
y

)
= (−1)2k+1

(
1 2k + 1
0 1

)(
x
y

)
=

(
−x− (2k + 1)y

−y

)
,

o que equivale a (x, y) = (0, 0), donde segue que Fix(F2k+1) = {(0, 0)}. De modo análogo,

(x, y) ∈ Fix(F2k) se, e somente se,(
x
y

)
= (−1)2k

(
1 2k
0 1

)(
x
y

)
=

(
x + 2ky

y

)
,

o que ocorre se, e somente se, y = 0. Logo,

Fix(F2k) = [(1, 0)],

para todo k ∈ N. Resta determinar os subespaços de pontos fixos deϕk eϕ′k. Note que

(−1)2k

(
1 2k− 1
0 −1

)(
1
0

)
=

(
1
0

)
= (−1)2k

(
1 1− 2k
0 −1

)(
1
0

)
.

Portanto, Fix(ϕ2k) = [(1, 0)] = Fix(ϕ′2k), uma vez que tais subespaços são unidimensionais.

Ainda,

(−1)2k+1

(
1 2k + 1− 1
0 −1

)(
−k
1

)
=

(
−1 −2k
0 1

)(
−k
1

)
=

(
−k
1

)
e

(−1)2k+1

(
1 1− (2k + 1)
0 −1

)(
k
1

)
=

(
−1 2k
0 1

)(
k
1

)
=

(
k
1

)
,

o que implica em

Fix(ϕ2k+1) = [(−k, 1)] e Fix(ϕ′2k+1) = [(k, 1)].

Podemos ver os resultados deste caso resumidos na Tabela 3.3.
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Fk (−1)k

(
1 k
0 1

)
, k ≥ 1

ϕk (−1)k

(
1 k− 1
0 −1

)
, k ≥ 1

ϕ′k (−1)k

(
1 1− k
0 −1

)
, k ≥ 1

Γ−

{(
a b
0 −a

)
, a, b ∈ R, a 6= 0

}

Γ+

{(
a b− a
0 a

)
, a, b ∈ R, a 6= 0

}
Fix(Fk) {(0, 0)} se k for ímpar e [(1, 0)] se k for par

Fix(ϕk) [(−k, 1)] se k for ímpar e [(1, 0)] se k for par

Fix(ϕ′k) [(k, 1)] se k for ímpar e [(1, 0)] se k for par

Tabela 3.3: Λ não abeliano com Fix(ψ1) 6= A(ψ2) e t = −2.

Ainda no caso (a), suponha t = 2. Logo,

F =

(
−1 −1
4 3

)
= I2 + N′′,

onde

N′′ =

(
−2 −1
4 2

)
é uma matriz nilpotente de índice 2. Assim,

Fk = I2 + kN′′ =

(
1− 2k −k

4k 2k + 1

)
,

para todo k ∈ N. Neste caso,

ϕk = ϕ2Fk−2

=

(
1 1
0 −1

)(
1− 2(k− 2) −(k− 2)

4(k− 2) 2(k− 2) + 1

)

=

(
2k− 3 k− 1

4(2− k) 3− 2k

)
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e
ϕ′k = Fk−1ϕ1

=

(
1− 2(k− 1) −(k− 1)

4(k− 1) 2(k− 1) + 1

)(
−1 0
4 1

)

=

(
1− 2k 1− k

4k 2k− 1

)
,

para todo k ∈ N. Ainda, (x, y) ∈ Fix(Fk) se, e somente se,(
x
y

)
=

(
1− 2k −k

4k 2k + 1

)(
x
y

)
=

(
(1− 2k)x− ky

4kx + (1 + 2k)y

)
,

o que resulta em y = −2x. Assim,

Fix(Fk) = [(1,−2)],

para todo k ∈ N. Resta analisar os subespaços de pontos fixos deϕk eϕ′k, todos unidimensio-

nais. Como (
2k− 3 k− 1

4(2− k) 3− 2k

) (
k− 1

4− 2k

)
=

(
k− 1

4− 2k

)
e (

1− 2k 1− k
4k 2k− 1

) (
k− 1
−2k

)
=

(
k− 1
−2k

)
,

concluímos que Fix(ϕk) = [(k− 1, 4− 2k)] e Fix(ϕ′k) = [(k− 1,−2k)], para todo k ≥ 1.

Um resumo das informações obtidas para t = 2 está na Tabela 3.4.

Resta analisar os casos em que |t| < 2 e |t| > 2. Para isso. vamos utilizar o seguinte

resultado.

Proposição 3.8. Seja F : (R2, 0)→ (R2, 0) um difeomorfismo reversível da forma F =ϕ1ϕ2,

onde ϕi : (R2, 0) → (R2, 0) são involuções lineares com codimϕi = 1, i = 1, 2. Então

det(F) = 1.

Demonstração. Como vimos na demonstração da Proposição 1.17, todas as involuções lineares

são diagonalizáveis com autovalores ±1. Como dim Fix(ϕi) = 1, segue também da Proposi-

ção 1.17 que

dimA(ϕi) = 1,

para cada i = 1, 2. Portanto, sendo Fix(ϕi) eA(ϕi) os autoespaços associados aos autovalores

1 e −1 deϕi, respectivamente,ϕi tem dois autovalores distintos 1 e −1. Logo,

det(ϕi) = −1,
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para cada i = 1, 2, implicando que

det(F) = det(ϕ1) det(ϕ2) = 1.

Fk

(
1− 2k −k

4k 2k + 1

)
, k ≥ 1

ϕk

(
2k− 3 k− 1
8− 4k 3− 2k

)
, k ≥ 1

ϕ′k

(
1− 2k 1− k

4k 2k− 1

)
, k ≥ 1

Γ−

{
A ∈ Gl(2); A =

(
a b

4(b− a) −a

)
, a, b ∈ R

}

Γ+

{
A ∈ Gl(2); A =

(
4b− 3a b− a
4(a− b) a

)
, a, b ∈ R

}
Fix(Fk) [(1,−2)], k ≥ 1

Fix(ϕk) [(k− 1, 4− 2k)], k ≥ 1

Fix(ϕ′k) [(k− 1,−2k)], k ≥ 1

Tabela 3.4: Λ não abeliano com Fix(ψ1) 6= A(ψ2) e t = 2.

Podemos facilmente generalizar o resultado anterior para o caso em que F é um difeomor-

fismo da forma F = ϕ1 . . .ϕs, onde cadaϕi é uma involução linear em (Rn, 0). Assim sendo,

temos

det(F) =
s

∏
i=1

(−1)codim ϕi .

Sabemos que o polinômio característico de uma matriz A de ordem 2 é dado por

pA(λ) = λ2 − tr(A)λ+ det(A).

Assim, para um germe de um difeomorfismo linear F nas condições da proposição anterior,

temos

pF(λ) = λ2 − tr(F)λ+ 1.

Como F =ϕ1ϕ2 em (3.14) satisfaz tais condições, seus autovalores são iguais a

λ± =
t±
√

t2 − 4
2

, (3.15)
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com t = tr(F).
Retornamos agora ao caso (b) em que |t| < 2. Pela equação (3.15), F não possui autovalo-

res reais. De fato, os autovalores de F são dados por

λ± =
t± i
√

4− t2

2
.

Observe que

|λ±| = 1.

Assim, podemos escrever λ± = e±iθ, onde θ = arccos
(

t
2

)
∈ (0, π), e considerar a base

β = {I, R} de R2, onde

I = (0,−sen(θ)) e R = (1,−(1 + cos(θ))).

De acordo com [9, Subseção 3.4.6], a matriz mudança de bases da base canônica γ de R2 para

β é

[I]β,γ =

(
0 1

−sen(θ) −(1 + cos(θ))

)
,

com cosθ =
t
2

e senθ =

√
4− t2

2
. Como [I]γ,β = [I]−1

β,γ, olhando agora para F em (3.14)

como um operador linear em (R2, 0), temos

[F]β = [I]γ,β[F]γ [I]β,γ

=
1

sen(θ)

(
−(1 + cos(θ)) −1

sen(θ) 0

)(
−1 −1

2 + 2 cos(θ) 1 + 2 cos(θ)

)(
0 1

−sen(θ) −(1 + cos(θ))

)

=

− cos (θ) + 1
sen(θ)

− cos (θ)
sen(θ)

−1 −1

( 0 1
−sen(θ) −(1 + cos(θ))

)

=

(
cos(θ) −sen(θ)
sen(θ) cos(θ)

)
.

De modo análogo, para a involuçãoϕ1 dada em (3.13), temos

[ϕ1]β = [I]γ,β[ϕ1]γ [I]β,γ

=
1

sen(θ)

(
−(1 + cos(θ)) −1

sen(θ) 0

)(
−1 0

2 + 2 cos(θ) 1

)(
0 1

−sen(θ) −(1 + cos(θ))

)

=

(
1 0
0 −1

)
e, portanto,

[ϕ2]β = [ϕ1]β[F]β

=

(
1 0
0 −1

)(
cos(θ) −sen(θ)
sen(θ) cos(θ)

)

=

(
cos(θ) −sen(θ)
−sen(θ) − cos(θ)

)
.
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Ainda, considerandoα = (k− 1)θ, obtemos

[ϕ′k]β = [Fk−1]β[ϕ1]β

=

(
cos(α) −sen(α)
sen(α) cos(α)

)(
1 0
0 −1

)

=

(
cos(α) sen(α)
sen(α) − cos(α)

)
e

[ϕk]β = [ϕ2]β[Fk−2]β

= [ϕ2]β[F−1]β[Fk−1]β

= [ϕ1]β[Fk−1]β

=

(
1 0
0 −1

)(
cos(α) −sen(α)
sen(α) cos(α)

)

=

(
cos(α) −sen(α)
−sen(α) − cos(α)

)
.

Observe que (
cos(α) −sen(α)
−sen(α) − cos(α)

)(
−sen(α)

1− cos(α)

)
=

(
−sen(α)

1− cos(α)

)
e (

cos(α) sen(α)
sen(α) − cos(α)

)(
sen(α)

1− cos(α)

)
=

(
sen(α)

1− cos(α)

)
,

ou seja,ϕk eϕ′k fixam os vetores (−sen(α), 1− cos(α)) e (sen(α), 1− cos(α)) na base β,

respectivamente. Como

[ϕk]β = [I]γ,β[ϕk]γ[I]β,γ e [ϕ′k]β = [I]γ,β[ϕ
′
k]γ[I]β,γ ,

segue da Proposição 1.15 que dim Fix([ϕk]β) = dim Fix([ϕ′k]β) = 1, para todo k ≥ 1.

Logo,

Fix([ϕk]β) = [(−sen(α), 1− cos(α))|β ] e Fix([ϕ′k]β) = [(sen(α), 1− cos(α))|β ].

Voltando a analisar a dinâmica gerada por F, observe que como

[F]kβ =

(
cos(kθ) −sen(kθ)
sen(kθ) cos(kθ)

)

é uma rotação para cada k ∈ N, então [F]kβ tem um ponto fixo não nulo se, e somente se,

kθ = 2πr, para algum r ∈ Z. Isso ocorre se, e somente se,
θ

2π
∈ Q. Neste caso, [F]kβ = I2 e,
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[F]kβ

(
cos(kθ) −sen(kθ)
sen(kθ) cos(kθ)

)
, com θ = arccos

(
t
2

)
[ϕk]β

(
cos(α) −sen(α)
−sen(α) − cos(α)

)
, α = (k− 1)θ, k ≥ 1

[ϕ′k]β

(
cos(α) sen(α)
sen(α) − cos(α)

)
, α = (k− 1)θ, k ≥ 1

Γ−

{
A ∈ Gl(2); A =

(
a b

(b− a)(t + 2) −a

)
, a, b ∈ R

}

Γ+

{
A ∈ Gl(2); A =

(
−a(t + 1) + b(t + 2) b− a

(a− b)(t + 2) a

)
, a, b ∈ R

}
Fix([F]kβ) {(0, 0)} se

θ

2π
/∈ Q e R2 caso contrário, k ≥ 1

Fix([ϕk]β) [(−sen(α), 1− cos(α))|β ], k ≥ 1

Fix([ϕ′k]β) [(sen(α), 1− cos(α))|β ], k ≥ 1

Tabela 3.5: Λ não abeliano com Fix(ψ1) 6= A(ψ2) e |t| < 2.

consequentemente, Fix([F]kβ) = R2. Todas as informações obtidas para o caso em que |t| < 2
estão organizadas na Tabela 3.5.

Finalizamos esta subseção, analisando o caso (c) em que |t| > 2. Da equação (3.15) segue

que F tem dois autovalores distintos λ+ e λ−. Note que (x, y) pertence ao autoespaço Aut(λ±)
associado ao autovalor λ± se, e somente se,(

−1 −1
2 + t 1 + t

)(
x
y

)
= λ±

(
x
y

)
. (3.16)

Como dim Aut(λ±) = 1, então (x, y) ∈ Aut(λ±) se, e somente se,

−x− y = λ±x,

isto é,

Aut(λ±) = [(1,−1− λ±)].

Logo, considerando a base

β′ = {(1,−1− λ+), (1,−1− λ−)} (3.17)

de R2, temos

[F]β′ =

(
λ+ 0
0 λ−

)
.
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Veja que a matriz mudança de bases da base canônica γ para β′ é dada por

P =

(
1 1

−1− λ+ −1− λ−

)
cujo determinante é det P = λ+ − λ−. Logo,

P−1 =
1

λ+ − λ−

(
−1− λ− −1
1 + λ+ 1

)
.

Assim,

[ϕ2]β′ = P−1[ϕ2]γP

=
1

λ+ − λ−

(
−1− λ− −1
1 + λ+ 1

)(
1 1
0 −1

)(
1 1

−1− λ+ −1− λ−

)

=
1

λ+ − λ−

(
λ+λ− − 1 λ−

2 − 1
1− λ+2 1− λ+λ−

)

=
1

λ+ − λ−

(
0 λ−

2 − 1
1− λ+2 0

)
,

visto que pela Proposição 3.8,

λ+λ− = det([F]β′) = 1. (3.18)

Neste caso, como λ+ e λ− são não nulos, temos

1
λ+ − λ−

(1− λ2
+) =

1− λ2
+

λ+ − λ−
= λ+

(
1− λ2

+

λ2
+ − λ−λ+

)
= λ+

(
1− λ2

+

λ2
+ − 1

)
= −λ+

e

1
λ+ − λ−

(λ2
− − 1) =

λ2
− − 1

λ+ − λ−
= λ−

(
λ2
− − 1

λ+λ− − λ2
−

)
= λ−

(
λ2
− − 1

1− λ2
−

)
= −λ−.

Logo,

[ϕ2]β′ =

(
0 −λ−
−λ+ 0

)
,

implicando que

[ϕ1]β′ = [F]β′ [ϕ2]β′ =

(
0 −λ+λ−

−λ+λ− 0

)
=

(
0 −1
−1 0

)
.

Portanto,

[ϕk]β′ = [ϕ2]β′ [Fk−2]β′ =

(
0 −λ−
−λ+ 0

)(
λk−2
+ 0
0 λk−2

−

)
=

(
0 −λk−1

−
−λk−1

+ 0

)
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e

[ϕ′k]β′ = [Fk−1]β′ [ϕ1]β′ =

(
λk−1
+ 0
0 λk−1

−

)(
0 −1
−1 0

)
=

(
0 −λk−1

+

−λk−1
− 0

)
.

Utilizando novamente (3.18), veja que(
0 −λk−1

−
−λk−1

+ 0

)(
1

−λk−1
+

)
=

(
1

−λk−1
+

)
e (

0 −λk−1
+

−λk−1
− 0

)(
1

−λk−1
−

)
=

(
1

−λk−1
−

)
.

Como dim Fix([ϕk]β′) = dim Fix([ϕ′k]β′) = 1, segue que

Fix([ϕk]β′) = [(1,−λk−1
+ )|β′ ] e Fix([ϕ′k]β′) = [(1,−λk−1

− )|β′ ].

Por fim, (x, y) ∈ Fix([F]kβ′) se, e somente se,(
λk
+x
λk
−y

)
=

(
x
y

)
.

Se x 6= 0, temos que λk
+ = 1 e, portanto, λ+ = ±1. Pela equação (3.18), segue que λ− = ±1,

o que resulta em λ+ + λ− = ±2. Mas isto é uma contradição, pois

2 < |tr([F]γ)| = |tr([F]β′)| = |λ+ + λ−| = 2.

Logo, x = 0. De maneira similar, obtemos que y = 0. Portanto,

Fix([F]kβ′) = {(0, 0)}.

Os resultados obtidos para o caso |t| > 2 estão resumidos na Tabela 3.6.
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[F]kβ′

(
λk
+ 0
0 λk

−

)
, com λ+ e λ− autovalores de F.

[ϕk]β′

(
0 −λk−1

−
−λk−1

+ 0

)
, k ≥ 1

[ϕ′k]β′

(
0 −λk−1

+

−λk−1
− 0

)
, k ≥ 1

Γ−

{
A ∈ Gl(2); A =

(
a b

(b− a)(t + 2) −a

)
, a, b ∈ R

}

Γ+

{
A ∈ Gl(2); A =

(
−a(t + 1) + b(t + 2) b− a

(a− b)(t + 2) a

)}
Fix([F]kβ′) {(0, 0)}, k ≥ 1

Fix([ϕk]β′) [(1,−λk−1
+ )|β′ ], k ≥ 1

Fix([ϕ′k]β′) [(1,−λk−1
− )|β′ ], k ≥ 1

Tabela 3.6: Λ não abeliano com Fix(ψ1) 6= A(ψ2) e |t| > 2.

Observe nas Tabelas 3.1 a 3.6 que as matrizes em Γ+ e Γ− estão em Gl(2). A próxima

proposição traz uma forma equivalente de exigir essa condição para os casos analisados nesta

subseção (Tabelas 3.4, 3.5 e 3.6).

Proposição 3.9. A matriz

A =

(
a b

(b− a)(t + 2) −a

)
é inversível se, e somente se, a 6= b(1 + λ), para todo autovalor λ ∈ C do difeomorfismo F.

Demonstração. Temos que

det A = −a2 + (ba− b2)(t + 2)
= −a2 + b(t + 2)a− b2(t + 2).

Logo, det A = 0 se, e somente se,

a2 − (2 + t)ba + b2(2 + t) = 0,
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isto é,

a =
(2 + t)b±

√
(2 + t)2b2 − 4b2(2 + t)

2

=
(2 + t)b± |b|

√
4 + 4t + t2 − 4(2 + t)

2

=
(2 + t)b± |b|

√
t2 − 4

2

= b

(
(2 + t)± sgn(b)

√
t2 − 4

2

)

= b

(
1 +

t±
√

t2 − 4
2

)
.

= b(1 + λ±),

onde λ± são os autovalores de F dados em (3.15). Assim, det A 6= 0 se, e somente se,

a 6= b (1 + λ) ,

onde λ ∈ C é um autovalor qualquer de F.

3.3 Reconhecimento de simetrias para o caso n ≥ 3

Nesta seção, repetimos o mesmo processo que foi feito na seção anterior, agora para o caso

em que n ≥ 3. Mais precisamente, utilizamos o Teorema 2.40 para reconhecer as simetrias

(inclusive as reversíveis) e determinar a forma normal de um germe de um difeomorfismo G =

ψ1ψ2 em (Rn, 0), onde ψ1,ψ2 : (Rn, 0) → (Rn, 0) são involuções lineares e transversais,

com n ≥ 3. Determinada a forma normal F =ϕ1ϕ2 de G, encontramos as involuçõesϕk eϕ′k,

k ≥ 1, definidas como em (3.2), os seus respectivos subespaços de pontos fixos e as simetrias e

simetrias reversíveis de F. Assim como na seção anterior, vamos considerar as transformações

lineares em sua forma matricial e omitir o símbolo de composição entre elas. Nossa abordagem

tem como principal referência a Seção 4 de [3].

Inicialmente, introduzimos o conceito de suspensões.

Definição 3.10. Um germe de uma aplicação f̂ : (Rn+l , 0) → (Rn+l , 0) é uma suspensão de

f : (Rn, 0)→ (Rn, 0) se

f̂ (x, y) = ( f (x), y),

onde x ∈ (Rn, 0) e y ∈ (Rl , 0). Mais geralmente, a s-upla (ϕ̂1, . . . , ϕ̂s), com ϕ̂i : (Rn+l , 0)→
(Rn+l , 0), é uma suspensão de (ϕ1, . . . ,ϕs), comϕi : (Rl , 0) → (Rl , 0), se ϕ̂i for uma sus-

pensão deϕi, para todo i = 1, . . . , s.
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Segue diretamente da definição anterior que existe uma única suspensão f̂ : (Rn+l , 0) →
(Rn+l , 0) de um dado germe f : (Rn, 0) → (Rn, 0), para cada l ∈ N. Além disso, obtemos o

seguinte resultado.

Lema 3.11. Sejam f , g : (Rn, 0)→ (Rn, 0) germes de aplicações. Então,

f̂ ◦ g = f̂ ◦ ĝ,

onde f̂ ◦ g, f̂ e ĝ denotam as suspensões de f ◦ g, f e g, respectivamente, definidas em

(Rn+l , 0).

Demonstração. Sejam f̂ , ĝ : (Rn+l , 0) → (Rn+l , 0) suspensões de f e g, respectivamente.

Dados x ∈ (Rn, 0) e y ∈ (Rl , 0), temos

f̂ ◦ ĝ(x, y) = f̂ (g(x), y) = ( f ◦ g(x), y) = f̂ ◦ g(x, y),

donde segue o resultado.

Observe que o Lema 3.11 pode ser estendido para a composição de um número finito qual-

quer de germes de aplicações. Considere agora F : (Rn, 0) → (Rn, 0) um germe de um

difeomorfismo tal que F =ϕ1ϕ2, ondeϕ1 eϕ2 são germes de aplicações lineares. Neste caso,

fixado l ∈ N, se F̂, ϕ̂1 e ϕ̂2 são as suspensões de F,ϕ1 eϕ2, respectivamente, então

F̂ =

(
F 0n×l

0l×n Il

)
, ϕ̂1 =

(
ϕ1 0n×l

0l×n Il

)
e ϕ̂2 =

(
ϕ2 0n×l

0l×n Il

)
(3.19)

com relação à base canônica de (Rn+l , 0), onde Il é a matriz identidade de ordem l.
Podemos observar no Teorema 2.40 o aparecimento de algumas suspensões das involuções

apresentadas no Teorema 2.31. Por esta razão, seria útil encontrar um forma simplificada de

reconhecer as simetrias e simetrias reversíveis de uma suspensão F̂ a partir das de F. A próxima

proposição cumpre este papel.

Proposição 3.12. Sejam F : (Rn, 0)→ (Rn, 0) um germe de um difeomorfismo linear e

M =

(
X Y
Z W

)
∈ Gl(n + l) (3.20)

uma matriz em blocos, onde X e W são matrizes quadradas de ordem n e l, respectivamente.

Denote por F̂ : (Rn+l , 0)→ (Rn+l , 0) a suspensão de F, para l ∈ N fixado. Então:
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(i) M é uma simetria de F̂ se, e somente se, X é uma simetria de F eFY = Y

ZF = Z
. (3.21)

(ii) M é uma simetria reversível de F̂ se, e somente se, X é uma simetria reversível de F e

vale (3.21).

Demonstração. Veja que

F̂M =

(
F 0l×n−l

0n−l×l Il

)(
X Y
Z W

)
=

(
FX FY
Z W

)
(3.22)

e

MF̂ =

(
X Y
Z W

)(
F 0l×n−l

0n−l×l Il

)
=

(
XF Y
ZF W

)
.

Assim, M é uma simetria de F̂ se, e somente se, FX = XF e F satisfaz o sistema (3.21) o que

prova o item (i). Como

F̂−1 =

(
F−1 0l×n−l

0n−l×l Il

)
e

MF̂−1 =

(
X Y
Z W

)(
F−1 0l×n−l

0n−l×l Il

)
=

(
XF−1 Y
ZF−1 W

)
,

segue de (3.22) que M é uma simetria reversível de F̂ se, e somente se, FX = XF−1 eFY = Y

ZF−1 = Z
,

ou seja, se X é uma simetria reversível de F e vale (3.21), o que finaliza a prova.

Também existe uma forma simples de reconhecer o conjunto de pontos fixos de uma sus-

pensão F̂ a partir do conjunto de pontos fixos de F.

Proposição 3.13. Considere um germe de uma aplicaçãoϕ : (Rn, 0)→ (Rn, 0) e a suspensão

ϕ̂ : (Rn+l , 0)→ (Rn+l , 0) deϕ, para l ∈ N fixado. Então

Fix(ϕ̂) = Fix(ϕ)×Rl .
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Demonstração. Da Definição 3.10, segue que (x, y) ∈ Fix(ϕ̂) se, e somente se,

(x, y) = ϕ̂(x, y) = (ϕ(x), y),

com x ∈ Rn e y ∈ Rl. Isto ocorre se, e somente se, x ∈ Fix(ϕ), ou seja, (x, y) ∈ Fix(ϕ)×Rl.

Portanto,

Fix(ϕ̂) = Fix(ϕ)×Rl .

Observe que se as matrizes Y e Z em (3.20) forem nulas, a condição (3.21) segue direta-

mente. Neste caso, teríamos que

M =

(
X 0

0 W

)
é uma simetria (simetria reversível) de F̂ se, e somente se, X é simetria (simetria reversível) de

F. Contudo, Y e Z nulas podem não ser as únicas soluções de (3.21). Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.14. Seja ĝ : (R3, 0)→ (R3, 0) definido por

ĝ(x, y, z) = (−x− y, 4x + 3y, z).

Note que ĝ é a suspensão de g : (R2, 0) → (R2, 0) dado por g(x, y) = (−x− y, 4x + 3y),
para l = 1. Matricialmente temos

ĝ =

(
f 0

0 1

)
=

 −1 −1 0
4 3 0

0 0 1

 .

Considere

M =

 1 0 1
0 1 −2

0 0 1


e observe que

ĝM =

 −1 −1 0
4 3 0

0 0 1


 1 0 1

0 1 −2

0 0 1

 =

 −1 −1 1
4 3 −2

0 0 1


e

Mĝ =

 1 0 1
0 1 −2

0 0 1


 −1 −1 0

4 3 0

0 0 1

 =

 −1 −1 1
4 3 −2

0 0 1

 .

Assim, M é um simetria de ĝ da forma (3.20) em que Y é uma matriz não nula.
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Com base na Definição 3.10, reescrevemos o Teorema 2.40.

Teorema 3.15. Seja Ĝ : (Rn, 0)→ (Rn, 0) um difeomorfismo reversível da forma G = ψ1ψ2,

onde (ψ1,ψ2) é um par de involuções lineares transversais em (Rn, 0), n ≥ 3. Considere

Λ = [ψ1,ψ2]. Então:

(i) Se Λ for abeliano, então (ψ1,ψ2) é equivalente ao par (ϕ̂1, ϕ̂2), onde ϕ̂1 e ϕ̂2 são

respectivamente as suspensões em (R2+l , 0) das involuçõesϕ0
1 eϕ0

2 definidas em (2.34),

para l = n− 2.

(ii) Se Λ for não abeliano, tr(Ĝ) 6= n e A(ψ2) ⊂ Fix(ψ1), então (ψ1,ψ2) é equivalente

ao par (ϕ̂1, ϕ̂2), onde ϕ̂1 e ϕ̂2 são respectivamente as suspensões em (R2+l , 0) das

involuções ψ1 e ψ2 definidas em (2.35), para l = n− 2.

(iii) Se Λ for não abeliano, tr(Ĝ) 6= n e A(ψ2) 6⊂ Fix(ψ1), então (ψ1,ψ2) é equivalente

ao par (ϕ̂1, ϕ̂2), onde ϕ̂1 e ϕ̂2 são respectivamente as suspensões em (R2+l , 0) das

involuções

ϕ1(x1, x2) = (−x1, (4− n + tr(Ĝ))x1 + x2) e ϕ2(x1, x2) = (x1 + x2,−x2),
(3.23)

para l = n− 2.

(iv) Se Λ for não abeliano, tr(Ĝ) = n e A(ψ1) = A(ψ2), então (ψ1,ψ2) é equivalente

ao par (ϕ̂1, ϕ̂2), onde ϕ̂1 e ϕ̂2 são respectivamente as suspensões em (R2+l , 0) das

involuções

ϕ1(x1, x2) = (−x1, 4x1 + x2) e ϕ2(x1, x2) = (x1 + x2,−x2), (3.24)

para l = n− 2.

(v) Se Λ for não abeliano, tr(Ĝ) = n e A(ψ1) 6= A(ψ2), então (ψ1,ψ2) é equivalente

ao par (ϕ̂1, ϕ̂2), onde ϕ̂1 e ϕ̂2 são respectivamente as suspensões em (R3+l , 0) das

involuções

ϕ1(x1, x2, x3) = (−x1, 4x1 + x2, x3) e ϕ2(x1, x2, x3) = (x1 + x2,−x2, x2 + x3),
(3.25)

para l = n− 3.

Observe que as involuções ϕ̂1 e ϕ̂2 descritas nos itens (iii) e (iv) do teorema anterior

podem ser vistas como suspensões das involuçõesψ1 eψ2 definidas em (2.36), com as devidas

adaptações (considerando n = 2 e as variações do traço de F =ϕ1ϕ2 em (R2, 0)).
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3.3.1 A suspensão do caso (v)

Veja que os únicos casos de formas normais no Teorema 3.15 que não são suspensões de

involuções no plano estão sob as hipóteses (v). Assim, se ψ1 e ψ2 são como nos casos (i)−
(iv) e F̂ = ϕ̂1ϕ̂2, então pelo Lema 3.11 temos

ϕ̂k = ϕ̂2 F̂k−2 e ϕ̂′k = F̂k−1ϕ̂1, (3.26)

onde F̂, ϕ̂k e ϕ̂′k são as suspensões de F, ϕk e ϕ′k calculados na seção anterior para o caso

planar. Além disso, pela Proposição 3.13 conseguimos determinar os conjuntos de pontos fixos

de F̂, ϕ̂′k e ϕ̂k, pois os cálculos em (R2, 0) também já estão estabelecidos na seção anterior.

Assim, nos casos (i)− (iv), resta apenas reconhecer as simetrias e simetrias reversíveis de F̂.

Fazemos esse reconhecimento na Subseção 3.3.2. Vamos agora trabalhar com o caso (v).
Pelo Teorema 3.15, (ψ1,ψ2) é equivalente a (ϕ̂1, ϕ̂2), onde ϕ̂1 e ϕ̂2 são as suspensões em

(R3+l , 0) deϕ1 eϕ2 definidos em (3.25), para l = n− 3. Na forma matricial,

ϕ̂1 =


−1 0 0
4 1 0
0 0 1

03×n−3

0n−3×3 In−3

 e ϕ̂2 =


1 1 0
0 −1 0
0 1 1

03×n−3

0n−3×3 In−3


cujos subespaços de pontos fixos são

Fix(ϕ̂1) = {(0, x2, . . . , xn) ∈ (Rn, 0)} e Fix(ϕ̂2) = {(x1, 0, x3, . . . , xn) ∈ (Rn, 0)}.

Deste modo,

F̂ = ϕ̂1ϕ̂2 =


−1 −1 0
4 3 0
0 1 1

03×n−3

0n−3×3 In−3

 = In + N′, (3.27)

onde

N′ =

(
N 03×n−3

0n−3×3 0n−3

)
e N =

 −2 −1 0
4 2 0
0 1 0

 .

Veja que N é uma matriz nilpotente de índice 3. Logo, N′ também é nilpotente de índice 3 e,

portanto,

F̂k = In + kN′ +
k(k− 1)

2
(N′)2, (3.28)
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para todo k ∈ N. De fato, para k = 1 obtemos (3.27). Suponha que a igualdade (3.28) seja

válida para algum k ∈ N. Então

F̂k+1 = F̂k F̂

=

(
In + kN′ +

k(k− 1)
2

(N′)2
)
(In + N′)

= In + kN′ +
k(k− 1)

2
(N′)2

+ N′ + k(N′)2
+

k(k− 1)
2

(N′)3

= In + (k + 1)N′ +
(

k(k + 1)
2

)
(N′)2

= In + (k + 1)N′ +
(
(k + 1)((k + 1)− 1)

2

)
(N′)2,

donde segue o afirmado. Matricialmente,

F̂k =

(
I3 03×n−3

0n−3×3 In−3

)
+ k


−2 −1 0
4 2 0
0 1 0

03×n−3

0n−3×3 0n−3

+
k(k− 1)

2


0 0 0
0 0 0
4 2 0

03×n−3

0n−3×3 0n−3



=


1− 2k −k 0

4k 1 + 2k 0
2k(k− 1) k2 1

03×n−3

0n−3×3 In−3

 .

Seja x = (x1, . . . , xn) ∈ Fix(F̂k). Assim,
(1− 2k)x1 − kx2 = x1

4kx1 + (1 + 2k)x2 = x2

(2k2 − 2k)x1 + k2x2 + x3 = x3

,

ou seja, 
−2kx1 − kx2 = 0

4kx1 + 2kx2 = 0

(2k2 − 2k)x1 + k2x2 = 0

.

Como as duas primeiras linhas do sistema anterior são múltiplas, segue que (x1, . . . , xn) ∈
Fix(F̂k) se, e somente se, 2kx1 + kx2 = 0

(2k2 − 2k)x1 + k2x2 = 0
.

Como

det

(
2k k

2k2 − 2k k2

)
= 2k2 6= 0,
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segue que x1 = x2 = 0. Portanto,

Fix(F̂k) = {(0, 0, x3, . . . , xn) ∈ (Rn, 0)},

para todo k ≥ 1. Assim,

Fix(F̂k) = [e3, . . . , en], (3.29)

para todo k ∈ N, onde ei é i-ésimo vetor da base canônica de Rn. Note que para i = 1, 2 e

j ≥ 3 temos

ϕ̂i(e j) = e j.

Assim, [e3, . . . , en] ⊂ Fix(ϕ̂i), para i = 1, 2, o que com a igualdade (3.29) prova que

[e3, . . . , en] ⊂ Fix(ϕ̂k) e [e3, . . . , en] ⊂ Fix(ϕ̂′k),

para todo k ∈ N, visto que as definições de ϕ̂k e ϕ̂′k em (3.26) dependem apenas de potências

de F̂ e de ϕ̂1 e ϕ̂2. Pelo Corolário 3.6, segue que

dim Fix(ϕ̂k) = dim Fix(ϕ̂′k) = n− 1,

pois dim Fix(ϕ̂i) = n− 1, para i = 1, 2. Com isso, basta encontrar mais um vetor em Fix(ϕ̂k)

e em Fix(ϕ̂′k) linearmente independente com e3, . . . , en para determinar tais subespaços. Cál-

culos diretos nos mostram que

ϕ̂k = ϕ̂2 F̂k−2

=


1 1 0
0 −1 0
0 1 1

03×n−3

0n−3×3 In−3




1− 2(k− 2) −(k− 2) 0
4(k− 2) 1 + 2(k− 2) 0

2(k− 2)(k− 3) (k− 2)2 1

03×n−3

0n−3×3 In−3



=


2k− 3 k− 1 0
8− 4k 3− 2k 0

2k2 − 6k + 4 (k− 1)2 1

03×n−3

0n−3×3 In−3


e

ϕ̂′k = F̂k−1ϕ̂1

=


1− 2(k− 1) −(k− 1) 0

4(k− 1) 1 + 2(k− 1) 0
2(k− 1)(k− 2) (k− 1)2 1

03×n−3

0n−3×3 In−3



−1 0 0
4 1 0
0 0 1

03×n−3

0n−3×3 In−3



=


1− 2k 1− k 0

4k 2k− 1 0
2k2 − 2k (k− 1)2 1

03×n−3

0n−3×3 In−3

 .
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Note que

ϕ̂k(k− 1, 4− 2k, 0, . . . , 0) = (k− 1, 4− 2k, 0, . . . , 0)

e

ϕ̂′k(k− 1,−2k, 0, . . . , 0) = (k− 1,−2k, 0, . . . , 0).

Logo,

Fix(ϕ̂k) = [(k− 1, 4− 2k, 0, . . . , 0), e3, . . . , en]

e

Fix(ϕ̂′k) = [(k− 1,−2k, 0, . . . , 0), e3, . . . , en].

O grupo das simetrias e o conjunto das simetrias reversíveis de F̂ em (3.27) são obtidas na

próxima subseção.

3.3.2 Simetrias e simetrias reversíveis das suspensões

Nesta subseção, vamos utilizar a Proposição 3.12 para determinar as simetrias e as simetrias

reversíveis da suspensão F̂ = ϕ̂1ϕ̂2 em cada um dos casos (i)− (v) do Teorema 3.15. Veja

que na equação (3.21) as matrizes Y e Z são caracterizadas a partir dos conjuntos de pontos

fixos de F e de Ft, onde t denota a transposição de F. De fato, Y satisfaz o sistema (3.21) se, e

somente se, suas colunas são pontos fixos de F e Z satisfaz o sistema (3.21) se, e somente se,

suas linhas são pontos fixos de Ft. Inicialmente, apresentamos uma relação entre o conjunto de

pontos fixos de F e de Ft.

Proposição 3.16. Seja F : (Rn, 0)→ (Rn, 0) uma transformação linear. Então Fix(F) = {0}
se, e somente se, Fix(Ft) = {0}.

Demonstração. Temos que x ∈ Fix(F) se, e somente se, (F− In)(x) = 0. Assim, Fix(F) =
{0} se, e somente se, det(F− In) 6= 0. Como

det(F− In) = det((F− In)
t) = det(Ft − In),

segue que det(F− In) 6= 0 se, e somente se, det(Ft − In) 6= 0, o que ocorre se, e somente se,

Fix(Ft) = {0}.

Para o que segue, F̂ denota a suspensão de F. Veja que nos casos (i) e (ii) temos, respecti-

vamente, F =ϕ0
1ϕ

0
2 paraϕ0

1 eϕ0
2 definidas em (2.34) e F = ψ1 ψ2 paraψ1 eψ2 definidas em

(2.35). Em ambos os casos, Fix(F) = {(0, 0)} (veja Tabelas 3.1 e 3.2). No caso (iii), temos

F =

(
−1 0

4− n + tr(Ĝ) 1

)(
1 1
0 −1

)
=

(
−1 −1

4− n + tr(Ĝ) 3− n + tr(Ĝ)

)
.
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Alguns cálculos nos mostram que Fix(F) = {(0, 0)}, uma vez que tr(Ĝ) 6= n. Nesses casos,

pela Proposição 3.16, Fix(Ft) = {(0, 0)}. Logo, as únicas soluções Y e Z no sistema (3.21)

são

Y = 02×n−2 e Z = 0n−2×2,

visto que as colunas de Y e as linhas de Z devem ser pontos fixos de F e de Ft, respectivamente.

Pela Proposição 3.12, as simetrias de F̂ são da forma(
X 02×n−2

0n−2×2 W

)
∈ Gl(n), (3.30)

onde X é uma simetria de F. De modo análogo, as simetrias reversíveis de F̂ são da forma

(3.30), onde X é uma simetria reversível de F. Pela Proposição 1.1,

det

(
X 02×n−2

0n−2×2 W

)
= det X det W.

Assim, as matrizes em (3.30) são inversíveis se, e somente se, W ∈ Gl(n− 2), posto que toda

simetria ou simetria reversível de F é inversível. Assim, para os casos (i)− (iii) o grupo Γ̂+

das simetrias de F̂ consiste no conjunto

Γ̂+ =

{(
X 02×n−2

0n−2×2 W

)
; X ∈ Γ+ e W ∈ Gl(n− 2)

}
,

onde Γ+ é o grupo de simetrias de F. Analogamente, o conjunto Γ̂− das simetrias reversíveis de

F̂ é dado por

Γ̂− =

{(
X 02×n−2

0n−2×2 W

)
; X ∈ Γ− e W ∈ Gl(n− 2)

}
,

onde Γ− é o conjunto das simetrias reversíveis de F.

Analisamos agora o caso (iv). Neste caso, paraϕ1 eϕ2 definidas em (3.24), temos

F =ϕ1ϕ2 =

(
−1 −1
4 3

)
,

o qual corresponde ao difeomorfismo analisado na Subseção 3.2.3 para t = 2. De acordo com a

Tabela 3.4, temos Fix(F) = [(1,−2)]. Facilmente vemos que (x, y) ∈ Fix(Ft) se, e somente

se, (
−1 4
−1 3

)(
x
y

)
=

(
x
y

)
,
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isto é, −2x + 4y = 0

−x + 2y = 0
.

Portanto, Fix(Ft) = [(2, 1)]. Assim sendo, temos que

L =

{(
a1 · · · an−2

−2a1 · · · −2an−2

)
; ai ∈ R

}

é o conjunto das soluções Y para o sistema (3.21) e

L′ =




2b1 b1
...

...

2bn−2 bn−2

 ; bi ∈ R


é o conjunto das soluções Z para o sistema (3.21). Assim, pela Proposição 3.12,

Γ̂+ =

{(
X Y
Z W

)
∈ Gl(n); X ∈ Γ+, Y ∈ L e Z ∈ L′

}
e

Γ̂− =

{(
X′ Y
Z W

)
∈ Gl(n); X′ ∈ Γ−, Y ∈ L e Z ∈ L′

}
são, respectivamente, os conjuntos de simetrias e simetrias reversíveis de F̂, onde os conjuntos

de simetrias Γ+ e de simetrias reversíveis Γ− de F estão descritos na Tabela 3.4.

Resta analisarmos o caso (v), paraϕ1 eϕ2 definidas em (3.25). Neste caso,

F =ϕ1ϕ2 =

−1 −1 0
4 3 0
0 1 1

 .

Vamos primeiramente determinar o grupo Γ+ de simetrias de F. Para isso, escreva

M =

a b c
d e f
g h i

 ∈ Gl(3).

Cálculos diretos nos mostram que

FM = MF

se, e somente se,

c = f = 0, d = −4b, e = a− 4b g = 2(b + h) e i = a− 2b.
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Portanto, M ∈ Γ+ se, e somente se,

M =

 a b 0
−4b a− 4b 0

2(b + h) h a− 2b

 .

Como det M = (a− 2b)3 6= 0, devemos ter a 6= 2b. Portanto, o grupo das simetrias de F é

dado por

Γ+ =


 a b 0
−4b a− 4b 0

2(b + c) c a− 2b

 ; a, b, c ∈ R e a 6= 2b

 . (3.31)

Pela igualdade (1.4) e utilizando a involuçãoϕ1 dada em (3.25), obtemos o conjunto das sime-

trias reversíveis de F dado por

Γ− =ϕ1Γ+ =


 −a −b 0

4(a− b) a 0
2(b + c) c a− 2b

 ; a, b, c ∈ R e a 6= 2b

 . (3.32)

Pela Proposição 3.12, as simetrias (simetrias reversíveis) de F̂ são da forma(
X Y
Z W

)
∈ Gl(n),

onde X ∈ Γ+ (X ∈ Γ−) e as matrizes Y e Z satisfazem o sistema (3.21). Lembremos que cada

coluna de Y deve ser um ponto fixo de F. Pela equação (3.29), temos Fix(F̂) = [e3, . . . , en] e

pela Proposição 3.13,

Fix(F̂) = Fix(F)×Rn−3.

Assim, Fix(F) = [(0, 0, 1)] e, portanto,

Y =

 0 · · · 0
0 · · · 0
a1 · · · an−3

 ,

com a1, . . . , an−3 ∈ R. Analogamente, Z satisfaz o sistema (3.21) se, e somente se, as linhas

de Z são pontos fixos de Ft. Para que (x, y, z) ∈ R3 seja um ponto fixo de Ft devemos ter −1 4 0
−1 3 1
0 0 1


 x

y
z

 =

 x
y
z

 ,

o que ocorre se, e somente se,

x = 2y e z = 0.
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Logo,

Z =


2b1 b1 0

...
...

...

2bn−3 bn−3 0

 ,

com b1, . . . , bn−3 ∈ R. Considerando

L =


 0 · · · 0

0 · · · 0
a1 · · · an−3

 ; ai ∈ R


e

L′ =




2b1 b1 0
...

...
...

2bn−3 bn−3 0

 ; bi ∈ R

 ,

temos que os conjuntos das simetrias e das simetrias reversíveis de F̂ são dados, respectiva-

mente, por

Γ̂+ =

{(
X Y
Z W

)
∈ Gl(n); X ∈ Γ+, Y ∈ L e Z ∈ L′

}
e

Γ̂− =

{(
X Y
Z W

)
∈ Gl(n); X ∈ Γ−, Y ∈ L e Z ∈ L′

}
,

com Γ+ e Γ− dados em (3.31) e (3.32), respectivamente.

3.4 Dinâmica dos difeomorfismos reversíveis

Nesta última seção, vamos estudar as órbitas dos pontos x ∈ (Rn, 0) mediante a dinâmica

do sistema dinâmico discreto gerado pelo difeomorfismo reversível F : (Rn, 0) → (Rn, 0) da

forma F = ϕ1 ◦ϕ2, onde (ϕ1,ϕ2) é um par de involuções lineares transversais. A principal

referência para este estudo são as Seções 2 e 3 de [3].

Para o que segue, Γ− denota o conjunto das simetrias reversíveis de F eϕk,ϕ′k denotam as

involuções em Γ− definidas em (3.2), para todo k ∈ N. Também consideramos o conjunto

C = Rn −
∞⋃

k=1

(Fix(ϕk) ∪ Fix(ϕ′k)). (3.33)

O motivo de considerar C em nosso estudo é a sua invariância segundo a dinâmica de F, isto

é, F-órbitas de elementos de C estão totalmente contidas em C, como mostramos no próximo

resultado. Uma demonstração alternativa pode ser vista em [3, Theorem, 2.13].
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Teorema 3.17. Sejamϕ1,ϕ2 : (Rn, 0)→ (Rn, 0) duas involuções tais que codim Fix(ϕ1) =

codim Fix(ϕ2) = 1. Considereϕk,ϕ′k ∈ Γ− como em (3.2), para k ≥ 1, e o conjunto C em

(3.33). Então F =ϕ1 ◦ϕ2 permuta as componentes conexas do germe de C na origem.

Demonstração. Afirmamos que F(C) = C. De fato, seja y ∈ F(C). Assim, y = F(x), para

algum x ∈ C. Pelo Teorema 3.4,

F−1(Fix(ϕk)) = Fix(ϕk+2) e F−1(Fix(ϕ′k+2)) = Fix(ϕ′k),

para todo k ≥ 1. Suponha que y /∈ C. Logo,

y ∈
∞⋃

k=1

(Fix(ϕk) ∪ Fix(ϕ′k))

e, portanto, y ∈ Fix(ϕk) ∪ Fix(ϕ′k), para algum k ∈ N. Se y ∈ Fix(ϕk), então

x = F−1(y) ∈ Fix(ϕk+2),

o que é um absurdo, pois x ∈ C. Agora, se y ∈ Fix(ϕ′k), então

x = F−1(y) ∈ Fix(ϕ′k−2),

o que também é um absurdo. Logo, y ∈ C, donde segue que F(C) ⊂ C. Analogamente, se

x ∈ F−1(C), então x = F−1(y), para algum y ∈ C. Suponha que x /∈ C, ou seja,

x ∈ Fix(ϕk) ∪ Fix(ϕ′k),

para algum k ≥ 1. Se x ∈ Fix(ϕk), então pelo Teorema 3.4 obtemos

y = F(x) ∈ Fix(ϕk−2),

o que é um absurdo, pois y ∈ C. Se y ∈ Fix(ϕ′k), então novamente pelo Teorema 3.4 obtemos

y = F(x) ∈ Fix(ϕ′k+2),

o que também contraria o fato de y pertencer a C. Logo, x ∈ C. Deste modo, F−1(C) ⊂ C e,

portanto, C ⊂ F(C), o que prova a igualdade. Neste caso, F : C → C é um homeomorfismo, o

que nos garante que se V ⊂ C for uma componente conexa de C, então F(V) também é uma

componente conexa de C.
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Portanto, quando codim Fix(ϕ1) = codim Fix(ϕ2) = 1, as subvariedades de pontos

fixos de ϕk e ϕ′k, k ≥ 1, dividem (Rn, 0) em regiões conexas as quais são permutadas por

F =ϕ1 ◦ϕ2.

Voltamos agora a utilizar a notação estabelecida em (3.3) e (3.4) para dois germes de di-

feomorfismos reversíveis F, G : (Rn, 0) → (Rn, 0) tais que F = ϕF
1 ◦ϕF

2 e G = ϕG
1 ◦ϕG

2 .

Veremos que se (ϕF
1 ,ϕF

2 ) e (ϕG
1 ,ϕG

2 ) são pares de involuções equivalentes, então

CF = Rn −
∞⋃

k=1

(Fix(ϕF
k ) ∪ Fix(ϕ′Fk ))

é difeomorfo a

CG = Rn −
∞⋃

k=1

(Fix(ϕG
k ) ∪ Fix(ϕ′Gk )).

Tal fato segue diretamente da próxima proposição.

Proposição 3.18. Sejam F, G : (Rn, 0)→ (Rn, 0) germes de difeomorfismos reversíveis, onde

F = ϕF
1 ◦ϕF

2 e G = ϕG
1 ◦ϕG

2 . Se (ϕF
1 ,ϕF

2 ) e (ϕG
1 ,ϕG

2 ) forem equivalentes, então existe um

germe de um difeomorfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que h(CF) = CG.

Demonstração. Pela Proposição 3.1, como (ϕF
1 ,ϕF

2 ) e (ϕG
1 ,ϕG

2 ) são equivalentes, existe um

difeomorfismo h em (Rn, 0) tal que

ϕG
k = h ◦ϕF

k ◦ h−1 e ϕG
k = h ◦ϕF

k ◦ h−1,

para todo k ≥ 1. Seja y ∈ h(CF). Então, existe x ∈ CF tal que h(x) = y. Suponha, por

absurdo, que y /∈ CG. Então, y ∈ Fix(ϕG
k ) ∪ Fix(ϕ

′G
k ), para algum k ≥ 1. Suponha, sem

perda de generalidade, que y ∈ Fix(ϕG
k ). Pela Proposição 1.15, temos que

Fix(ϕG
k ) = h(Fix(ϕF

k )).

Logo, existe x∗ ∈ Fix(ϕF
k ) tal que h(x∗) = y. Como h é injetora, obtemos x∗ = x, o que

é um absurdo, pois x ∈ CF. Portanto, h(CF) ⊂ CG. De maneira análoga, concluímos que

h−1(CG) ⊂ CF e, consequentemente, h(CF) = CG.

Agora o nosso objetivo é estudar o comportamento dos subespaços Fix(ϕk) e Fix(ϕ′k) no

plano para o caso em queϕk eϕ′k são involuções lineares, quando k fica arbitrariamente grande.

Tal estudo tem relação com a dinâmica gerada por F, visto que pelo Teorema 3.4

F(Fix(ϕk+2)) = Fix(ϕk) e F(Fix(ϕ′k)) = Fix(ϕ′k+2),
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para todo k ≥ 1. Assim, estudar o comportamento desses espaços para k crescente é estudar as

iteradas de F e de F−1. A análise que fazemos utiliza o cálculo dos conjuntos de pontos fixos

apresentado na Seção 3.2 para n = 2. Por esta razão, vamos dividir a nossa análise nos mesmos

casos da Seção 3.2, a saber, denotando F = ϕ1ϕ2 e Λ = [ϕ1,ϕ2], analisamos os seguintes

casos:

(i) Λ é abeliano;

(ii) Λ é não abeliano e Fix(ϕ1) = A(ϕ2);

(iii) Λ é não abeliano e Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2).

Iniciamos com o caso (i). De acordo com a Tabela 3.1,

Fix(ϕ2k+1) = Fix(ϕ′2k+1) = [(0, 1)] e Fix(ϕ2k) = Fix(ϕ′2k) = [(1, 0)],

para todo k ≥ 1. Assim, quando k tende ao infinito, os subespaços Fix(ϕk) e Fix(ϕ′k) variam

entre os eixos Ox e Oy, ambos invariantes pela dinâmica gerada por F, pois F = −Id2. Como

vimos na Subseção 3.2.1, neste caso todas as F-órbitas (exceto da origem) tem período 2.

Seguimos para o caso (ii). De acordo com a Tabela 3.2, temos

Fix(ϕk) = [(0, 1)] = Fix(ϕ′k),

para todo k ≥ 1 ímpar, e

Fix(ϕk) = [(1, k− 1)] e Fix(ϕ′k) = [(−1, k)],

para todo k ≥ 1 par. Como

lim
k→∞ 1

k
(1, k− 1) = lim

k→∞
(

1
k

, 1− 1
k

)
= (0, 1)

e

lim
k→∞ 1

k
(−1, k) = lim

k→∞
(
−1

k
, 1
)
= (0, 1),

segue que os subespaços de pontos fixos Fix(ϕ2k) e Fix(ϕ′2k) se aproximam do eixo Oy
quando k tende ao infinito, sendo este o subespaço de pontos fixos das involuções com índi-

ces ímpares (veja a Figura 3.1). Mais ainda, uma vez que

Fk = (−1)k

(
1 0
−k 1

)
, (3.34)

para todo k ≥ 1 (veja a Tabela 3.2), facilmente vemos que o eixo Oy é F-invariante e que as

órbitas de todos os seus pontos não nulos tem período 2.
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Figura 3.1: Λ não abeliano e Fix(ϕ1) = A(ϕ2).

Resta então analisarmos o comportamento dos pontos (x1, x2) ∈ C, onde C é o conjunto

definido em (3.33) para n = 2. Para isso, defina as retas r : x = x1 e s : x = −x1. Por (3.34),

obtemos

Fk(x1, x2) = (−1)k(x1, x2 − kx1) ∈ r ∪ s.

Assim, a órbita de (x1, x2) ∈ C está contida no conjunto r ∪ s, com alternância das retas r e

s conforme fazemos k tender ao infinito. Uma ilustração dessa dinâmica é dada na Figura 3.2

para (x1, x2) = (3.1, 3.2).

Figura 3.2: Dinâmica do caso Λ não abeliano e Fix(ϕ1) = A(ϕ2).

Agora vamos analisar o caso (iii). Para isso, consideramos novamente as possibilidades

para o parâmetro t = tr(ϕ1ϕ2).



3.4. Dinâmica dos difeomorfismos reversíveis 116

1) Para t = −2, de acordo com a Tabela 3.3, temos

Fix(ϕ2k) = [(1, 0)] = Fix(ϕ′2k)

e

Fix(ϕ2k+1) = [(−2k− 1, 1)] e Fix(ϕ′2k+1) = [(2k + 1, 1)],

para todo k ≥ 1. Assim, como

lim
k→∞− 1

2k
(−2k− 1, 1) = lim

k→∞
(

1 +
1
2k

,− 1
2k

)
= (1, 0)

e

lim
k→∞ 1

2k
(2k + 1, 1) = lim

k→∞
(

1 +
1
2k

,
1
2k

)
= (1, 0),

segue que quando k tende ao infinito os subespaços Fix(ϕ2k+1) e Fix(ϕ′2k+1) se apro-

ximam do eixo Ox, sendo este o subespaço de pontos fixos das involuções com índices

pares (veja a Figura 3.3).

Figura 3.3: Λ não abeliano, Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2) e t = −2.

De modo análogo ao que fizemos no caso anterior, como

Fk(x1, x2) = (−1)k

(
1 k
0 1

)
, (3.35)

concluímos que o eixo Ox é F-invariante e que as órbitas de todos os seus pontos não

nulos tem período 2. Para a dinâmica dos pontos (x1, x2) ∈ C, com n = 2, considere as

retas r : y = x2 e s : y = −x2. Por (3.35), temos

Fk(x1, x2) = (−1)k(x1 + kx2, x2) ∈ r ∪ s.
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Portanto, a órbita de (x1, x2) ∈ C está contida em r ∪ s, com alternância das retas r e s,

para k tendendo ao infinito (veja a Figura 3.4).

Figura 3.4: Dinâmica do caso Λ não abeliano, Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2) e t = −2.

2) Para t = 2, de acordo com a Tabela 3.4, temos

Fix(ϕk) = [(k− 1, 4− 2k)] e Fix(ϕ′k) = [(k− 1,−2k)],

para todo k ≥ 1. Como

lim
k→∞ 1

k
(k− 1, 4− 2k) = lim

k→∞
(

1− 1
k

,
4
k
− 2
)
= (1,−2)

e

lim
k→∞ 1

k
(k− 1,−2k) = lim

k→∞
(

1− 1
k

,−2
)
= (1,−2),

os subespaços de pontos fixos Fix(ϕk) e Fix(ϕ′k) se aproximam da reta y = −2x con-

forme k tende ao infinito (veja a Figura 3.5). Novamente de acordo com a Tabela 3.4, tal

Figura 3.5: Λ não abeliano, Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2) e t = 2.

reta é F-invariante, pois coincide com Fix(F).
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Vamos agora analisar o comportamento dos pontos (x1, x2) ∈ C para este caso. Defina a

reta r : 2x + y = 2x1 + x2 e considere Fk como na Tabela 3.4. Neste caso, a órbita de

(x1, x2) está contida em r, pois

Fk(x1, x2) = ((1− 2k)x1 − kx2, 4kx1 + (1 + 2k)x2).

De fato, denotando zk = (1− 2k)x1 − kx2 e wk = 4kx1 + (1 + 2k)x2, temos que

2zk + wk = 2 ((1− 2k) x1 − kx2) + 4kx1 + (1 + 2k) x2 = 2x1 + x2.

Logo, Fk(x1, x2) ∈ r, para todo k ≥ 1.

3) Para |t| < 2, de acordo com a Tabela 3.5, temos

Fix([ϕk]β) = [(−sen (αk), 1− cos(αk))|β ] e Fix([ϕ′k]β) = [(sen (αk), 1− cos(αk))|β ],

para todo k ≥ 1, com αk = (k − 1)θ, lembrando que θ = arccos
(

t
2

)
∈ (0, π) e

β = {(0,−sen(θ)), (1,−1− cos(θ)} é uma base de R2. Inicialmente, considere

uk = (−sen (αk), 1− cos(αk)).

Note que uk pertence à circunferência de raio 1 e centro (0, 1), para todo k ∈ N. Assim,

a sequência (uk)k∈N está contida em um subconjunto compacto de (R2, 0). Temos assim

ao menos uma reta limite para Fix(ϕk), conforme k tende ao infinito. Considerações

similares podem ser feitas para Fix(ϕ′k), utilizando vk = (sen(αk), 1 − cos(αk)) no

lugar de uk.

Ainda, podemos garantir que existe um número finito de retas para as quais Fix(ϕk) e

Fix(ϕ′k) convergem. Para isso, suponha que θ = 2πr, com r ∈ Q. Podemos escrever

r =
p
q

,

com p ∈ Z, q ∈ N e mdc(p, q) = 1. Nestas condições, como [F]β é a rotação de ângulo

θ (veja a Tabela 3.5), então q é o menor natural tal que [F]qβ = I2. Pelo Teorema 3.4,

Fix([ϕk]β) = [F]qβ(Fix([ϕk+2q]β)) = Fix([ϕk+2q]β)

e

Fix([ϕ′k]β) = [F]qβ(Fix([ϕ′k]β)) = Fix([ϕ′k+2q]β),

para cada k ∈ N. Assim, os conjuntos

K = {Fix([ϕk]β); k ≥ 1} e K′ =
{

Fix([ϕ′k]β); k ≥ 1
}
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são finitos com, no máximo, 2q elementos. Além disso, observe que como [F]qβ = I2,

todas as F-órbitas (exceto da origem) são periódicas de período q. De outro modo, se

θ 6= 2πr, para todo r ∈ Q, os pontos da forma uk e vk formam um conjunto denso na

circunferência de centro em (0, 1) e raio 1 e, portanto,

∞⋃
k=1

Fix(ϕk) ∪ Fix(ϕ′k)

constitui um conjunto denso no plano com respeito à base β, como ilustrado na Figura

3.6. Para mais detalhes, veja [7, Section 1.2].

Figura 3.6: Λ não abeliano, Fix(ϕ1) 6= A(ϕ2) e t = 0.18.

Para a dinâmica dos pontos (x1, x2) ∈ C, observe que como F é conjugada a uma rotação,

existe uma mudança de coordenadas que faz com que a órbita de (x1, x2) esteja contida

em uma circunferência de centro na origem e raio ||(x1, x2)||.

4) Para |t| > 2, de acordo com a Tabela 3.6 temos

[F]β′ =

(
λ+ 0
0 λ−

)
,

em que β′ é base de R2 dada em (3.17) e

λ± =
t±
√

t2 − 4
2

são autovalores distintos de F. Neste caso,

Fix([ϕk]β′) = [(1,−λk−1
+ )|β′ ] e Fix([ϕ′k]β′) = [(1,−λk−1

− )|β′ ].
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Pela invariância do traço, temos t = tr(F) = λ+ + λ−. Se t > 2, então 0 < λ− < 1 <

λ+. Assim,

lim
k→∞− 1

λk−1
+

(1,−λk−1
+ ) = lim

k→∞
(
− 1
λk−1
+

, 1

)
= (0, 1)

e

lim
k→∞(1,−λk−1

− ) = (1, 0).

Portanto, os subespaços de pontos fixos de ϕk e ϕ′k tendem aos eixos coordenados com

respeito à base β′. Nas coordenadas originais, Fix(ϕk) e Fix(ϕ′k) tendem aos autoespa-

ços associados a λ− e λ+, respectivamente. Se t < −2, então λ− < −1 < λ+ < 0.

Deste modo,

lim
k→∞(1,−λk−1

+ ) = (1, 0)

e

lim
k→∞− 1

λk−1
−

(1,−λk−1
− ) = lim

k→∞
(
− 1
λk−1
−

, 1

)
= (0, 1),

implicando que Fix(ϕk) e Fix(ϕ′k), nas coordenadas originais, se aproximam dos auto-

espaços associados a λ+ e λ−, respectivamente. Na Figura 3.7, ilustramos para o caso

em que t = 3 a evolução dos subespaços de pontos fixos deϕk eϕ′k conforme k cresce,

segundo a base β′ definida em (3.17).

Figura 3.7: Λ não abeliano, Fix(ψ1) 6= A(ψ2) e t = 3.

Para a análise da dinâmica dos pontos (x1, x2) ∈ C, com n = 2, observe que

[F]kβ′(x1, x2) = (λk
+x1, λk

−x2).
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Se t > 2, então 0 < λ− < 1 < λ+ e, consequentemente,

lim
k→∞ 1

λk
+

(λk
+x1, λk

−x2) = lim
k→∞

(
x1,
λk
−
λk
+

x2

)
= (x1, 0).

Logo, quando k tende ao infinito a órbita de (x1, x2) se aproxima do eixo Ox. Se t < −2,

então λ− < −1 < λ+ < 0 e, assim,

lim
k→∞ 1

λk
−
(λk

+x1, λk
−x2) = lim

k→∞
(
λk
+

λk
−

x1, x2

)
= (0, x2),

donde segue que quando k tende ao infinito a órbita de (x1, x2) se aproxima do eixo Oy.



CONCLUSÃO

Com este trabalho observamos a importância das involuções e das uplas de involuções nas

suas aplicações, mais especificamente no estudo dos diagramas divergentes de dobras e dos di-

feomorfismos reversíveis. No primeiro caso, o Teorema 2.20 garante que existe uma relação

biunívoca entre a classificação das uplas de involuções e a classificação dos diagramas diver-

gentes de dobras associados. Já no segundo caso, tal biunivocidade não ocorre, como vimos no

Exemplo 2.33. Contudo, utilizando os pares de involuções, podemos determinar as formas nor-

mais para os difeomorfismos reversíveis. Lembremos que nosso estudo está separado em casos,

segundo a classificação dos pares de involuções apresentada em [17]. Porém, não analisamos

se as formas normais obtidas em cada caso são ou não equivalentes entre si. A exemplo disso,

outros resultados obtidos foram omitidos a fim de evitar nos alongarmos no texto.

Também é valido comentar algumas sugestões de continuidade para este trabalho. Inici-

almente, com a Proposição 3.7 podemos obter as simetrias e as simetrias reversíveis de um

difeomorfismo reversível F =ϕ1 ◦ϕ2 a partir de uma conjugação das simetrias e das simetrias

reversíveis de sua forma normal. No caso linear e transversal, o germe de um difeomorfismo

linear h : (Rn, 0) → (Rn, 0) responsável pela conjugação é obtido na demonstração da Pro-

posição 2.21. Sendo assim, seria interessante construir um algoritmo que utilize de base a

demonstração da Proposição 2.21 para, a partir do par (ϕ1,ϕ2), retornar h.

Ademais, nossa classificação tem suas raízes no Teorema 2.26, que dá origem aos Teoremas

2.31 e 2.40. Tais resultados possuem generalizações para pares de involuções cuja composição

é normalmente hiperbólica, como podemos ver em [18]. Assim, é de se esperar que as formas

normais para difeomorfismos reversíveis possam ser obtidas para este caso também, como uma

generalização do estudo apresentado neste trabalho.
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