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Resumo

Essa tese trata-se do estudo do comportamento assintético de cociclos topologicos, os
quais generalizam sistemas dinamicos nao-auténomos, pois possuem uma agao condutora por
um semigrupo abstrato. Um dos principais objetos estudados é o atrator direcional do cociclo
topologico. Esse atrator depende de uma dire¢ao no semigrupo condutor, o que generaliza os
conceitos de atrator do passado e do futuro.

Para um cociclo topolégico conduzido por um semigrupo reversivel munido da L-pré-
ordem de Green inversa, o atrator do passado pode ser descrito através do conjunto limite pro-
longacional do cociclo estendido na compactificagao de Stone-Cech. Antes, porém, obtivemos
esse resultado para os processos de evolugao, a partir do ponto de vista dos sistemas dinamicos
nao-autonomos.

Por fim, apresentamos um estudo sobre o conceito de atratividade local, introduzimos
as ideias de par atrator-repulsor e, consequentemente, uma teoria de decomposicoes de Morse
nao-auténoma para cociclos topologicos.

Palavras-chave: Cociclos topologicos, comportamento assintotico, compactificacao de

Stone-Cech, extensao de cociclos e decomposicoes de Morse.



Abstract

This thesis is about the study of the asymptotic behavior of topological cocycles, the
which generalize non-autonomous dynamical systems, as they have a conductive action by
an abstract semigroup. One of the main objects studied is the directional attractor of the
topological cocycle. This attractor depends on a direction in the conducting semigroup, which
generalizes the past and future attractor concepts.

For a topological cocycle conducted by a reversible semigroup equipped with the Inverse
Green’s L-pre-order, the attractor of the past can be described through the limit set prolon-
gation of the extended cocycle in Stone-Cech compactification. Before, however, we obtained
this result for the evolution processes, from the point of view of the systems non-autonomous
dynamics.

Finally, we present a study on the concept of local attractiveness, we introduce the
attractor-repulsor pair ideas and, consequently, a non-autonomous Morse decompositions the-
ory for topological cocycles.

Key-words: Topological cocycles, asymptotic behavior, Stone-Cech compactification, cocy-

cles extensions and Morse decomposition.



Sumario

ntroducao

(1 Preliminares topolbégicos|

1.4 Funcao Admassivel| . . . . . . . . .

[L.5  Meétrica de Hausdortt generalizada) . . . . . .. .. .. ... ... ... ......

|2 Sistemas Dinamicos Nio-Autoénomos e a Compactificacio de Stone-Cech|

[2.1  Definicoes e resultados preliminares| . . . . . . .. ... ... ... ... ... ..

[2.2 A [-compactificacao e extensoes| . . . . . . ... ..

2.2.1 A compactificacdo de Stone-Cech| . . . . . .. ... ... ... ... ...

[3 Cociclos topolégicos sobre a Acao de um Semigrupo

[3.1 Definicoes e propriedades basicas| . . . . . .. ... ... .. ... ...

[3.2  Comportamento assintético dos cociclos topolégicos| . . . . . . . . . .. ...

[3.3  Cociclos topologicos conjugados| . . . . . . . . .. ... Lo oL

[3.4  Cociclos sobre grupos topolégicos| . . . . . . . .. .. ..o oL

[3.5 Exemplos| . . .. ...

[3.6  Existéncia de atratores do passado e repulsores do tuturo| . . . . . . . ... ...

[4 Cociclos topolégicos em espacos completamente regulares|

10
12
16

19
19
21
24
24
25
29

34
34
39
47
48
20
o4

62



[4.1  M-atratividade em espacos admissiveis| . . . . . . . . . . ... ... ... 62

[4.1.1  Cociclos assintoticamente compactos| . . . . . . . .. .. ... ... ... 65

[4.1.2 A compactificacao 5G e extensoes de cociclos| . . . . ... ... ... .. 68

[4.1.3  Um M-atrator do passado na extensaol . . . . . . . . . .. .. ... ... 71

4.2 Atratividade locall . . . . . . . .. .o 74
[4.3  Decomposicoes de Morse nao-autonomas| . . . . . . . . .. ... 80
[4.3.1 Pares atrator-repulsor nao-autonomos|. . . . . . . . . ... ... L. 81

[4.3.2  Decomposicao de Morse nao-autonomal . . . . . . . . . . ... ... ... 86
[Reteréncias Bibliograficas| 91




Introducao

Comportamento assintotico de semigrupos de transformacoes tem sido amplamente estu-
dado, desde meados dos anos 2000, com aplicacoes na teoria de sistemas de controle, conforme
pode ser visto nas referéncias [9), [10], [111, [12], [13], [14], [15], [33], [27], [28], [30], [35], [36], [37]
e [38]. Nessas referéncias, foram estudados véarios conceitos da teoria dos sistemas autdonomos,
entre eles, o conceito de par atrator-repulsor da teoria de Conley [16] e, consequentemente, as
decomposi¢oes de Morse. Mais recentemente, em [5] e [6], esses estudos foram levados para
o ambiente dos espagos admissiveis. Isso foi possivel, gracas a introdugdao de um conceito to-
pologico, em espacgos admissiveis, que extende a nocao de métrica dos espacos métricos. Tal
conceito, apresentado na referéncia [4], foi chamado de fungao admissivel. A fun¢ao admissivel
permitiu a introducao, nos espacos admissiveis, das ideias de diametro e de limitacao de con-
juntos, além dos conceitos de semidistancia e distancia de Hausdorff. Por sua vez, a introdugao
desses conceitos permitiu estender, para espagos admissiveis, nocoes de objetos dindmicos que
dependiam deles. Dessa forma, puderam ser desenvolvidos conceitos como os de agoes de semi-
grupo assintotiticamente compactas e de atrator global para agoes de semigrupos em espacos
admissiveis.

Seguindo essa linha de generalizar conceitos de sistemas dinamicos para objetos mais
gerais, o presente trabalho traz a extensao do conceito de sistemas dinamicos nao-autoénomos,
o qual chamamos de cociclo topolégico. Grosso modo, um sistema dinamico nao-auténomo
com espago base P e espaco de fase X, é um par de aplicagdes (0,¢), onde § : R x P — P
é um sistema dinamico autonomo e ¢ : R x P x X — X é chamada de aplicacao cociclo.
Além disso, a aplicagdo cociclo satisfaz a propriedade de cociclo, isto é, p(t + s,p,z) =
o(t,05(p), o(s,p,x)), para todo t,s € R, p € Pex € X. O fluxo 0 é chamado de fluxo de
condugao, pois as trajetorias do cociclo estao sobre as trajetorias do fluxo. No artigo [26], é
feita uma primeira generalizacao do conceito de sistemas dinamicos nao-auténomos para um

espaco de fase topologico, mas mantendo a acao se conducao como fluxos. Em [23], uma



das referéncias mais recentes envolvendo assuntos relacionados a essa tese, sao estudados os
G-processos, mas com foco direcionado ao estudo de sombreamento e expansividade. Aqui,
desenvolvemos a teoria para uma agao de semigrupo como condutor do cociclo no espago base,
além de considerar o espaco de fase como sendo um espaco topologico geral.

Varios dos objetos, presentes na teoria dos sistemas dinamicos auténomos, possuem ana-
logos (no sentido backward) na teoria dos sistemas dindmicos ndo-auténomos. Nesse contexto
nao-auténomo, os objetos a serem analisados quanto ao comportamento assintotico sao familias
de subconjuntos do espaco de fase X, indexadas no espaco base P. Grosso modo, dada uma
familia B = {B(p)}yep, definir um objeto no sentido pullback é realizar as operagdes com as
imagens, através de ¢, das fibras de B com indice 6_,(p), para cada p fixo e t — +o00. Por

exemplo, o conjunto w-limite (no sentido backward), para a familia B, é dado por

WB(p) = (U #(s 0-.(p), BO_.(p))),

t>0 s>t
para todo p € P. De maneira analoga, também ¢é possivel definir objetos em um sentido
forward.

Na referéncia [31], atratores e repulsores, tanto no sentido pullback quanto forward, sao
utilizados para construir uma teoria nao-autonoma das decomposicoes de Morse. Nessa refe-
réncia os termos backward e forward sao simplesmente chamados de passado e futuro, uma vez
que, nao é necessario indexar os conjuntos nao-auténomos sobre todo o espaco P; basta con-
siderarmos subconjuntos de P que contenham as 6rbitas negativas (para o sentido backward)
ou as Obitas positivas (para o sentido forward) de cada ponto seu.

Em [34], foi estudado o comportamento limite na compactificacdo de Stone-Cech LG,
de um grupo topoloégico G. A compactificacao de Stone-Cech considerada nesse estudo é o
conjunto de todos os ultrafiltros de subconjuntos fechados de G. Considerando a acao (~ :
G x G — PG, que é a extensao do produto ¢ : G x G — G de G, foi provado que a
propriedade de semitotalidade é equivalente a existéncia de apenas um par atrator-repulsor
nao-trivial em BG, sempre que o semigrupo que da a direcdo, é céntrico. Esse par atrator-
repulsor ¢ dado por (w(u.),w*(ue)), onde u, ¢ o ultrafiltro gerado pelo elemento neutro de G.
Com esses elementos surgem os problemas de estender cociclos, de obter atratores na extensao
e de como esses atratores na extensao se relacionam com o par atrator-repulsor (w(u.),w*(ue)).
Na presente tese, encontramos condicoes para estender o cociclo e para obter um atrator do
passado para o cociclo (5, $), onde ¢ : G x BG — BG é a extensdo do produto ¢ : G x G — G
em Ge@:GxpPGEx X — X éa extensao de um cociclo ¢ : G x G x X — X. Além disso,



caracterizamos este atrator, a partir do conjunto limite prolongacional de um subconjunto
W C w*(ue) x X. O conjunto limite prolongacional em questao é calculado no fluxo produto
cruzado, que é uma versao auténoma sobre o espaco de fase extendido P x X do cociclo.

A seguir, damos mais detalhes da organizacao do trabalho, e do que é feito em cada

capitulo.

Organizacao do Trabalho

No capitulo 1, sao apresentados os principais pré-requisitos topolégicos que serao uti-
lizados ao longo desse trabalho. Enquanto a secao 1.1 apresenta, brevemente, os espacos
admissiveis, a secao 1.2 traz os espacos uniformizaveis. Os espagos admissiveis foram introdu-
zidos mais recentemente e, conforme provado em [3], sdo também espagos uniformizaveis. No
entanto, os espacos uniformizaveis sao mais conhecidos, uma vez que foram introduzidos ainda
em meados do século XX. Nesse trabalho, serd utilizada a estrutura admissivel e varios dos
conceitos desenvolvidos em [4]. A segao 1.3, traz as defini¢oes e os principais resultados sobre
redes, os quais serao utilizados ao longo dos capitulos 3 e 4. A secdo 1.4 apresenta a funcao
admissivel e a se¢ao 1.5 apresenta as semidistancia e distancia de Hausdorff generalizadas, am-
bas amplamente utilizadas no capitulo 4 para desenvolver a teoria dos cociclos topologicos em
espacos completamente regulares.

No capitulo 2, resolvemos o problema de encontrar um atrator na extensao de um sistema
dinamico nao-autonomo cléssico. O sistema em questao, tem como fluxo de conducao, a adicao
de Z ou R, ou seja, estudamos sistemas dinamicos nao-autdénomos com espaco base P = Z
ou P = R e, espaco de fase métrico compacto X. Na secao 2.1, apresentamos definicoes
e resultados preliminares sobre sistemas dinamicos auténomos e nao-autonomos, baseados,
principalmente, nas referéncias [7], [24] e [31]. Na se¢ao 2.2, discorremos um pouco sobre a
compactificacao de Stone—éech7 interpretada via ultrafiltros, e sobre o problema de estender os
sistemas dinamicos nao-autonomos em questao. Utilizando resultados de [21] e [8], encontramos
uma condigao suficiente para estender alguns sistemas dinamicos ndo-auténomos (ver corolario
2.2.2). A partir disso, fomos capazes de dar alguns exemplos de cociclos que sdo possiveis
de estender. Finalmente, na secao 2.3 obtivemos um Me-atrator do passado na extensao e
conseguimos caracteriza-lo, relacionando-o com o repulsor w=(0) C T, com T =7Z ou T = R.

No capitulo 3, apresentamos o conceito de cociclo topolégico sobre a acao de um semi-
grupo. Este conceito generaliza os sistemas dinamicos nao-auténomos. Na secao 3.1, apresen-

tamos as defini¢oes e propriedades mais basicas do conceito de cociclo topolégico, tais como:



invariancia e orbita. A segao 3.2 estuda o comportamento assintotico dos cociclo topologicos.
Sendo assim, sao introduzidos os conceitos de conjuntos limites e atratores, além de serem de-
monstradas varias das propriedades basicas desses objetos. A segdo 3.3 traz a ideia de cociclos
topologicos conjugados e, na secao 3.4, sao dados exemplos de cociclos topoldogicos. Na secao
3.5, os conceitos de cociclo topologico e de cociclo sobre grupos topologicos sao relacionados.
Na secao 3.6 sao dadas as definicoes de conjuntos de absorcao do passado e de rejeicao do fu-
turo, os quais, por sua vez, foram fundamentais para estabelecer o teorema 3.5.1, que garante
a existéncia de M-atratores do passado e M-repulsores do futuro.

Finalmente, no capitulo 4, sao estudados os cociclos topologicos cujo espaco de fase X é
um espago topolégico completamente regular. Sabe-se que espacos topologicos sao completa-
mente regulares se, e somente se, admitem uma estrutura admissivel. Na secao 4.1, estudamos
a M-atratividade em espacos admissiveis. Além da caracterizagao dos M-atratores, utilizando
a semidistancia de Hausdorff generalizada, a secao inclui o estudo de cociclos assintoticamente
compactos e a generalizacao dos resultados do capitulo 2 para cociclos topologicos mais gerais.
A segao 4.3 apresenta o conceito de atratividade local para cociclos topologicos e demonstra
varias propriedades e caracterizagoes basicas para esses objetos. Uma dessas propriedades, a
proposi¢ao 4.3.3, mostra que o atrator do passado, é uma versao nao-auténoma (no sentido
backward) do atrator de Conley. Finalmente, na se¢ao 4.4 as decomposi¢oes de Morse sao
definidas e estudadas, porém, antes, sao introduzidos o conceito de par atrator-repulsor, que

permite construir as decomposicoes de Morse para os cociclos topologicos.



Capitulo 1

Preliminares topologicos

Neste capitulo, introduziremos os conceitos preliminares necessarios para os capitulos 3
e 4, pois o capitulo 2 é autocontido. O principal conceito apresentado, e que foi recentemente
introduzido em [4], é a fun¢ao admissivel. A fun¢do admissivel generaliza o conceito de distancia

em espacos admissiveis.

1.1 Espacos admissiveis

Seja X um espaco topologico e U,V coberturas de X. Dizemos que U refina V ou que
U é um refinamento de V e nesse caso escrevemos U < V se, e somente se, cada U € U esta
contido em algum V' € V. Dizemos ainda que U é um refinamento duplo de V e escrevemos
U < %V se, Up,Uy € U sao tais que Uy N Uy # () entao Uy UU, C V para algum V € V.
Escrevemos V < 2%2/{ se existir uma cobertura W de X tal que V < %W e W < %Z/{. Dessa
forma, indutivamente dizemos que V < 2%2/{ se existir WW com V < %W e W < 271%12/{.

Para cada cobertura U de X e Y C X, definimos a estrela de Y com respeito a cobertura
U como

Sty u] = J{U eu: Y nU #0}.

Se Y = {z}, usualmente escrevemos St[z,U]| em vez de St[{z},U] e além disso vale
que St [Y,U] = |J St [x,U] para todo subconjunto Y C X. Dizemos que V é um refinamento
estrela de U, e gsecyreve—se Vx < U, se para cada V €V, St[V, V] C U para algum U € U.

Estabelecidas as devidas notagoes, estamos em condicoes de apresentar o conceito de

espaco topologico admissivel.

Definicao 1.1.1. Uma familia O de coberturas abertas de X ¢é dita admissivel se satisfaz as



sequintes propriedades:

1. ParalU,Y € O, existe W € O tal que W < %L{ e W L 5V,

1
2
2. As estrelas Stlx,U] para v € X eU € O formam uma base para a topologia de X .

Um espaco topologico X ¢é dito admissivel se admitir uma familia admissivel de coberturas

abertas.
Vejamos alguns exemplos os quais podem ser encontrados em [35].

Exemplo 1.1.1. Se X ¢é um espaco topoldgico Hausdorff paracompacto entdao a familia de
todas coberturas abertas de X € admissivel. Além disso, se X € um espaco topoldgico Hausdorff

compacto entao a familia Of de todas coberturas abertas finitas de X € admissivel.

Exemplo 1.1.2. Seja (X,d) um espago métrico. Assim a familia Oy de todas coberturas
U. = {By(x,€) : x € X} com e > 0 é admissivel. Além do mais, para € >0 e Y C X temos
que Uy < W ¢

St [Y,U.p2] C Bq (Y,e) C St[Y,U.].

Exemplo 1.1.3. Seja G um grupo topolégico e B um sistema de vizinhancas simétricas abertas
da identidade de G. Para cada V € B, defina a cobertura aberta Ry de G por Ry = {Vyg :
g € G} de G e a cobertura aberta Ly = {gV : g € G}. Entio Op = {Ry : V € B} e

O ={Ly : V € B} sao familias admissiveis de coberturas abertas de G.

Exemplo 1.1.4. Nas condicoes do exemplo anterior, considere H C G um subgrupo de G e 7
a projecao candnica de G em G/H. Para cada V € B, defina a cobertura aberta Py de G/H
por Py = {n(Vg) : g € G} de G. Entio O, = {Py : V € B} é uma familia admissivel de
coberturas abertas de G/H.

Exemplo 1.1.5. Seja (X, O) um espaco admissivel. Para cadaU € O, defina By = {St[z,U] :
x € X}. Entao a familia Bo = {By : U € O} ¢ admissivel.

Observagao 1.1.1. Para cada Y C X temos () St[Y,U] = Y. Em especial, se X for
Ueo
Hausdorff entao () St[z,U] = {x} para todo x € X.
Ueo

Observacao 1.1.2. Se Y C X ¢ um aberto qualquer de X e K € um compacto em X tal que
K CY entao existe U € O cobertura aberta de X de modo que St|K,U] CY.

Lema 1.1.1. Sejam U e V duas coberturas de X pertencentes a uma familia admissivel de

coberturas abertas O. Se V < U e x € X, entdao St[z,V] C St[z,U].

6



Demonstracao. Ver [32], Lema 2.4, pagina 42. O

Para mais detalhes sobre espacos admissiveis indicamos a leitura de [1] e [35].

Definicao 1.1.2. Uma familia admissivel O de coberturas abertas de X € dita Full se satisfaz

as sequintes condigoes:

1. X = U St[z,U] para todo x € X.
Ueo

2. Para cada U € O existe V € O tal que U < 5V.

1
2

A condicao 1. da Definicao garante que para cada par de pontos x,y € X existe
U € O tal que y € St [z,U] enquanto que a condi¢do 2. implica que para cadalf € O en € N

existe V € O tal que U < %V. Além disso, nao é dificil ver que as familias admissiveis dos

Exemplos e sao full.

1.2 Espacos uniformizaveis

Nesta secao veremos algumas definigoes relativas a espacos uniformes. Em resumo, vamos
desenvolver um estudo introdutorio do assunto com base em [39).

Dado V C X x X definimos inicialmente
V76ii={(z,y) e X x X : (y,x) €V}
Além disso, para quaisquer U,V C X x X temos
UoV :={(z,y) e X x X :(Fz € X)(x,2) € U,(z,y) € V}.
Para cada V C X x X e x € X, definimos a V-vizinhanca de x dada pelo conjunto
Vig] ={y € X : (z,y) e V}.
Posteriormente, definimos a diagonal de X por
A={(z,x):ze X} C X xX.

Estabelecidas as devidas notagoes, vejamos a definicao de espaco uniforme via familia de

vizinhancas diagonais.



Definicao 1.2.1. Um espago uniforme é um par (X, D) formado por um conjunto X e uma
familia D C X x X chamada estrutura uniforme ou familia de vizinhancas diagonais, que satisfaz

as sequintes propriedades:
1. De D= ACD.
2. D1,D2e D= D1ND2eD.
3. DeD= FEoFECD para algum E € D.
4. DeD= E~'C D para algum E € D.
5. DeD, DC EF= FEeD.

Dado um conjunto qualquer X, podemos muni-lo com diferentes estruturas uniformes. A
principio, destacamos as estruturas discreta e indiscreta definidas sobre um conjunto X respec-
tivamente por Dx :={V C X x X : A CV}eD; ={X x X}. Observe que, se X = () entao
D; é a estrutura uniforme vazia.

Além disso, dizemos que uma colecao £ C X x X é uma base para uma estrutura uniforme
se, e somente se, satisfaz os itens 1., 3., 4. e

Dy, Dy € € entdo D3 C Dy N Dy para algum D3 € £.

Dado um espago uniforme (X, D), a colegao Sym(D) ={V € D:V = V~!} forma uma
base para D. Em geral, qualquer métrica d sobre um espago X gera uma estrutura uniforme
Uy que tem como base a colegao U = {(z,y) € X x X :d(x,y) < €}.

Vejamos dois exemplos de estruturas uniformes cléassicas.

Exemplo 1.2.1. Para cada a € R, seja D, = AU {(z,y)|lr > a,y > a}. Dessa forma, a

cole¢io {D, C R?: a € R} € base para uma estrutura uniforme em R.

Exemplo 1.2.2. Para cada € > 0, seja D. = {(x,y) € R |z — y| < e}. A colecio € de todos

conjuntos D., com € > 0 € base para uma estrutura uniforme em R.

Para cada x € X e D € D temos que x € D[] pois (z,2) € A C D e D[A] =, D|7]
se A C X. Além disso, para cada z € X, a colecdo D, = {D[z] : D € D} forma uma vizinhanga
basica em x. A topologia associada com a familia de vizinhancas diagonais D é chamada de
topologia uniforme gerada por D, denotada por 7p e definida como: 7p = {U C X : Vz €
U 3D € D; Djz] C U}. Toda vez que a topologia do espaco puder ser obtida através de uma

familia de vizinhancas diagonais D dizemos que X é um espaco topologico uniformizdvel.



Uma estrutura uniforme D ¢ dita separada se, e somente se, (), D = A. Nesse sentido,
repare que uma estrutura uniforme num espaco induzida por uma métrica d é sempre separada
pois

ﬂ U:ﬂUf:ﬂ{(x,y)6X><X;d(x,y)<e}:A.

Ueldy e>0 e>0

De modo geral, temos que a topologia induzida por D é Hausdorff se, e somente se, D é
separada (ver Teorema 35.6, pagina 240, item b, |[39]). As estruturas uniformes U, geradas por
uma métrica d sao ditas metrizaveis. Um espaco topologico é uniformizavel se, e somente se, é
completamente regular (ver [39], Teorema 38.2, pagina 256). Por fim, uma estrutura uniforme
é metrizavel se, e somente se, é separavel e possui base enumeravel (ver [39], Corolario 38.4,
pagina 258).

Além da axiomatizacao da nocao de uniformidade via familia de vizinhancas diagonais,
existe uma outra que lhe é equivalente e na qual os elementos basicos sao coberturas de X.
Nesse sentido, uma cobertura U de (X, D) se diz uma uniforme, se e somente, se pode ser
refinada por uma cobertura da forma Up = {D[z] : © € X} para algum D € D. No entanto,
pode ser visto em [39], Teorema 36.2, pagina 244, que a cole¢ao O de todas coberturas uniformes

de um espaco (X, D) possui as seguintes propriedades:

1. se Uy, Us € O, entao para algum Uz € O temos Usx < Uy e Usx < Us,

2.seU <U eld € Oentaold € O.

Em contrapartida, tomando O uma familia de coberturas satisfazendo os itens 1. e 2.
temos que colecao de todos conjuntos da forma Dy = (J{U xU : U € U} com U € O gera uma
estrutura uniforme em X cujas coberturas uniformes sao precisamente os elementos de O. Com
isso, é possivel estabelecer uma correspondéncia entre os conceitos de familia de vizinhancas
diagonais e familia de coberturas uniformes. Ou seja, apesar das uniformidades via familia de
vizinhancas diagonais e coberturas possuirem linguagens diferentes podemos substituir uma
estrutura por outra sem problema nenhum.

Atentamos para o fato de que uma uniformidade num conjunto X pode ser ainda descrita
através de uma familia de pseudométricas ou uma uniformidade de calibre. Para uma constru-
cao detalhada de um esquema de equivaléncia entre todas as estruturas descritas nesta segao
indicamos a leitura de [25], Capitulo 2.

Por fim, o teorema seguinte estabelece uma equivaléncia entre espacgos admissiveis e uni-

formizaveis. Sua prova pode ser encontrada em [3] e [35].
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Teorema 1.2.1. Um espaco X € uniformizdvel se, e somente se, € admissivel.

Desde que X é uniformizavel se, e somente se, é completamente regular (Ver [39], Teorema

38.2), unindo os resultados temos o teorema abaixo.

Teorema 1.2.2. Um espaco topologico X é admissivel se, e somente se, é completamente

reqular.

1.3 Redes

Aqui vamos apresentar resultados béasicos da teoria de redes, visto que este conceito sera
amplamente utilizado ao longo do trabalho. O leitor que ji estiver familiarizado com o tema

pode ir direto a Secao [1.4

Definicao 1.3.1. Um subconjunto nao vazio A € dirigido pela relacdo bindria < se:
1. A < X para cada \ € A (reflexividade),
2. se \<pep<ventio A <v (transitividade),
3. dados A\, € A existe v € A tal que N < v e pu<wv.

Exemplo 1.3.1. O conjunto dos numeros naturais N munido com a relagao de ordem usual

< € um conjunto dirigido.

Exemplo 1.3.2. Seja (X, ) um espago topoldgico e U, a familia de todas vizinhancas do ponto
x € X. Considere a sequinte relacao em U,: U <V se, e somente se, V C U. Entao a colecao

U, € um conjunto dirigido.

Exemplo 1.3.3. DadosU,YV em uma familia admissivel, a relagcao U <V fornece uma diregao

sobre O.

Exemplo 1.3.4. Dados Ay, Ay conjuntos dirigidos entao Ay X Ay € um conjunto dirigido pela

sequinte relacao (A1, A2) < (N}, \y) se, e somente se, \y < A} e Ay < \),.

Definicao 1.3.2. Seja A um conjunto dirigido. Uma aplicagio v : A — X definida por

x(A) = ) para todo A € A € denominada uma rede em X e denotada por (xy)xea-

Definicao 1.3.3. Uma rede (z))ren converge para um ponto x € X se para qualquer vizinhanca

U de x existir \g € A tal que x) € U toda vez que X > \g.
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Observagao 1.3.1. Note que toda sequéncia (x,)nen € uma rede. Entao a convergéncia de

redes generaliza convergéncia de sequéncias.

Proposicao 1.3.1. Dado A C X um subconjunto de X temos que v € A se, e somente se,

existe uma rede (x))xen tal que T — .
Demonstracao. Ver [22], Proposigao 4.2. ]

Proposicao 1.3.2. Um espaco X é Hausdorff se, e somente se, toda rede em X converge para

no mdxrimo um unico ponto.
Demonstracao. Ver [22], Proposigao 4.4. ]

Definicao 1.3.4. Se x : A — X € uma rede em X, dizemos que y : N' — X € uma sub-rede de

x: N — X, onde N € um conjunto dirigido, se a aplicacao ¢ : N' — A satisfaz:
1. Se piy < pa entio ¢(p1) < ¢(pa); (¢ € crescente);
2. Dado \ € A existe p € A tal que ¢p(u) > N. (¢ € cofinal)
Denotamos a sub-rede de (zx)xea POT (Tg(u))puen’-

Observagao 1.3.2. Nao € dificil ver que se uma rede (x)\)xen C X em X converge para um

ponto x € X, entao cada sub-rede também converge para x.

Proposicao 1.3.3. Um espaco é compacto se, e somente se, cada rede possui sub-rede conver-

gente.
Demonstracao. Ver [22], Proposigao 4.7. ]

Definigao 1.3.5. Uma rede (x)) em X se diz universal se para cada A C X a rede estd
eventualmente em A ou eventualmente em X \ A, isto €, se existir Ao tal que T\ € A ou

xx € X\ A se >\
Proposicao 1.3.4. Toda rede admite sub-rede universal.

Demonstrag¢ao. Ver [22], Proposigao 4.9. O
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1.4 Funcao Admissivel

Seja O uma familia admissivel de coberturas abertas sobre X. O objetivo dessa secao, é
introduzir a nogao abstrata de distancia com valores em P(O) (o conjunto das partes de O)
que capture a ideia de proximidade, via coberturas, presente na teoria dos espacgos uniformes.
No entanto, precisamos apresentar inicialmente, algumas observagoes sobre P(Q), munido com

uma relagao de ordem parcial dada pela inclusdo inversa, ou seja, dados &, & € P (O),
& < & se, e somente se, £ D &s.

Observe que O é o menor elemento em (P (O), <). Em outras palavras, O é um limitante
inferior para P (O). Além do que, a colegao vazia () ¢ o maior elemento em (P (O), <) e
portanto um limitante superior para P (O). Por fim, as operagoes binarias de unido e interse¢ao
sao compativeis com a ordem, ou seja, se & < Dy e & < Dy entao & UE < Dy UD, e
ENE <Dy NDo.

Para cada £ € P (O) e n € N* definimos os elementos n€ e —n& em P (O) por:

—n&é = {Z/le(’):existeVEEtalqueZ/{§Q%V},

on

né = {UeO:existe Ve tal que V < U}
Lema 1.4.1. Sejam £,D € P (O) e m,n € N*. As sequintes propriedades sao vdlidas:

1. Se £ <D entao n€ <nD e —n& < —nD.

2. m€E < n€E e —m& < —né toda vez que m < n.

3 mmE)=m+n)€e—m(—nE)=—(m+n)é&.
4. n(—m&) < & toda vez que m < n.

5. —m (n€) < & toda vez que m < mn e O € full.

6. nO=0 e —nO =0 se O € full

Demonstracao: Ver [2], Lema 2.1.1. O

A proxima definigdo recupera sobre o conjunto P(O) a ideia de convergéncia a zero

presente em espacos normados.
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Definicao 1.4.1. Uma rede (€\) em P (O) converge para O, e escrevemos €, — O, se para

cada U € O existir Ao tal que U € &y toda vez que X > .

Observacao 1.4.1. Nao ¢ dificil ver que se Dy < €y e Ex — O entao Dy — O. Em particular,
se Ex — O entao ExUD — O para todo D € P (O), visto que ExUD < Ex. Além disso, se
Ex — O entio nEy — O para todo n € N*. Com efeito, tome U,V € O tais que U € n{V}.
Como &\ — O existe Ny de modo que V € E\ sempre que X > Xg. Entao n€E, < n{V} < {U}
para todo A > \g. Portanto nE, — O.

Também podemos definir:

o: ZxP(O) — P(O)
(£, E)  +— (kE) =EKE.

Para estudar as propriedades da aplicagdo ® consideramos ®* = & |z, po), P~ =

D |z xp0) € P = @ |[n)xp(0) Para cada n € N fixado.
Teorema 1.4.1. Com relacao a aplicacao ® temos:
1. As aplicagies parciais @ and @~ sao agoes de semigrupos em P (O).
2. 1 preserva a ordem e possui ponto fizo O.
3. ®,, preserva a ordem para todo n € Z.
4. @, possui ponto firo O para todo n € N.

5. Se O € full, ®,, possui ponto firo O para todo n € 7.

Demonstracao: Ver [2], Teorema 1.2.1. O

Finalmente, podemos introduzir a funcao admissivel. Para tanto, observe que cada co-
bertura U € O satisfazendo y € St[z,U] atribui uma relagdo de proximidade topologica ao par

(z,y) € X x X o que nos motiva a definir a seguinte funcao.
Definicao 1.4.2. A funcao admissivel de X associada a familia de coberturas O € definida por
p: X xX—P(O)

ple,y)={U € O :y e Stz,U]}.
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A aplicagao p toma valores no mondide comutativo parcialmente ordenado (P(O), N, <).
Com efeito, o elemento neutro de (P(0),N) ¢ O e O < & para todo £ € P(O). Além do mais,

N e < sao compativeis pois se & < Dy e & < Dy entao & NEy < D1 N Ds.

Observagao 1.4.2. Seld <V comU € p(z,y) entao V € p(x,y). Assim p(x,y) < np(z,y) e

rp(x,y) < np(z,y) ser <n para todo x,y € X er,n € N.

Proposicao 1.4.1. A funcdo admissivel satisfaz as sequintes propriedades:

1. p(x,y) = p(y,x) para todo x,y € X.
2. O < p(x,y), para todo x,y € X, e O = p(z,x).

3. Se X é Hausdorff, O = p(z,y) se, e somente se, x = .

4. p(x,y) < 1(p(z,2)Np(z,y) para todo x,y,z € X.

5. pz,y) <n(p(x,z1) Np(T1,22) N oo N p (X, y)) para todo x,y,xy, ..., T, € X.

Demonstragao: Ver [2], Proposicao 1.3.1. 0

Na Defini¢ao assumimos a possibilidade de p(z,y) ser o conjunto vazio de P (O), o
que em certo sentido recupera a ideia de espago métrico estendido onde a distancia entre dois
pontos pode assumir valor infinito. Em contrapartida, se O for uma familia de coberturas full

entdao p(z,y) # 0 para todo z,y € X, posto que X = |J St[z,U] para todo z € X.
Uco

Proposicao 1.4.2. Sejam z,y,z € X e £ € P(O). Se p(x,z) < —1€ e p(z,y) < —1E entdo
plz,y) < E.

Demonstracao: Ver [2], Proposicdo 1.3.2. O

Exemplo 1.4.1. Considere G um grupo topoldgico cujo elemento neutro denotamos por 1 e B
um sistema de vizinhancas simétricas abertas da identidade de G. Para cada V € B, defina a
cobertura aberta Ry de G por Ry = {Vg: g € G} e a cobertura aberta Ly = {gV : g € G}.
Assim, para todo g € G e V € B temos que

1. Stlg,Ry| = St[1,Ry]g = V?q.
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3. St[1,Ry| = St[1, Ly] = V2

No entanto, dado que Ogr = {Ry : V € B} e O = {Ly : V € B} sao familias admissiveis de
coberturas abertas de G (Ver [25], pdgina 113) dados g,h € G obtemos:

por(g,h) = {Ry € Or : gh™' € V?}
po.(g,h) ={Ly € O : hg~' € V?}.
Paracadaz € X e £ € P (O) a-bolade x é definidapor B (z,€) = {y € X : p(x,y) < £}.
Observacao 1.4.3. Temos B(x,0) = X, visto que p(x,y) < 0 para todo z,y € X.
Lema 1.4.2. As bolas com respeito a aplicacao p satisfazem os itens abaizo:
1. B(z,{U}) = St [x,U] para todo x € X el € O.
2. B(z,€) = VﬂgSt [z, V] para todo x € X e € € P(O).
€
3. x € int(B(x,€)) para todo x € X e & € P(0O).

4. Se X ¢é Hausdorff entio B (z,0) = {x} para todo x € X.

Demonstracao. A prova segue pela Proposicao [1.4.1 O]

Se € contém uma cobertura minimal ¢ entdo B (z,€) = St [z,U] para todo z € X. De

modo geral B (z, £ U{U}) = St [x,U] para todo z € X sempre que U € min(E).

Proposigao 1.4.3. Considere £ € P(Oy) e denote por &y := inf{e > 0: U, € £}. Entdo temos

as sequintes inclusoes

By(x,00) C B(x,E) C By(x,4dy).

Demonstracao: Ver [2], Proposigao 1.3.3. O

As proposicoes a seguir serao usadas em resultados futuros.

Proposicao 1.4.4. Seja (x)) uma rede em X. Entdo x) — x se, e somente se, p (zy,z) = O.

Demonstracao. Segue pelas Definicoes el(l.4.2 O
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Diametro estendido e conjuntos limitados

Estamos prontos para introduzir o conceito de didmetro e de limitacao em nosso ambiente

de estudo.

Defini¢ao 1.4.3. O didmetro deY C X, Y # 0, é o conjunto D (Y') € P (O) definido como

D)= () slx,y).

z,yeyY
Definicao 1.4.4. Um subconjunto Y de X ¢é limitado com respeito a O se existir U € O tal

que U € p(z,y) para todo x,y € Y.

Observagao 1.4.4. Se Y C X ¢ limitado entao D (Y) # 0. Além disso, U € D(Y) se, e

somente se, Y ¢é limitado por U.

Proposicao 1.4.5. Dados A, B C X ndo vazios, as sequintes propriedades sao vdlidas:

1. p(z,y) < D(A) para todo z,y € A.
2. D(A) <D (B) se AC B.

3. D(A) < D(A) < 2D (A).

Demonstracao: Ver [2], Proposicao 1.3.8. O

1.5 Meétrica de Hausdorff generalizada

A seguir, apresentamos a semidistancia de Hausdorff generalizada e a distancia de Haus-
dorff generalizada, uma vez que tais conceitos serao utilizados no capitulo 4. Antes, porém,

definimos o que vem a ser a nocao abstrata de distancia de um ponto a um conjunto.

Definigdo 1.5.1. Dados x € X e A C X com A # 0 definimos p (x, A) € P (O) por

p((ﬂ,A): Up(fl',(l)-

acA
A proposicao abaixo traz propriedades relevantes de p(z, A) e é importante para a obten-

¢ao de alguns resultados apresentados no prosseguimento do trabalho.
Proposicao 1.5.1. Dados z € X e A, B C X, as sequintes propriedades sao vdlidas:
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1. p(z,A) < p(x,a) para todo a € A.

2. Se B D A entao p(x,B) < p(z, A).
3. p(x,A) = O se, e somente se, v € A.
4. plz, A) = p(x,A).

Demonstracao: Ver [2], Proposigao 2.1.1. O

Definigao 1.5.2. Para A, B C X, definimos o excesso de B sobre A denotado por pa(B) como

/OA(B): mp(b’/U: ﬂ Up(b,a)

beB beBacA

e além disso a colegao py (A, B) € P (O) dada por

o @.5) = @ 0 @) = { Ustenfo{ A Uston .

beB acA a€AbeB
A cole¢ao py (A, B) é uma relagdo simétrica, enquanto p4 (B) ndo é simétrica. Além
disso, pelo item 4. da Proposicao m temos py (A, B) = pu(A, B) para A, B C X e com isso

consideramos somente subconjuntos fechados ao fazer uso da aplicacao py.
Observacao 1.5.1. Pelo que foi visto, podemos escrever:
1. plx,A)={U € O: Stlz,U]N A £ 0}.
2. pa(B) ={U € O: B C St[A,U]}.
3. pu(A,B)={U € O:BC St[A,U] e A C St[B,U]}.
Proposicao 1.5.2. A aplicagio py de H (X) associada a O satisfaz as sequintes propriedades:

1. pu (A, B) = py (B, A) para todo A, B € H (X).

AS]

- pu ({2}, {y}) = p(2,y) para todo z,y € X.
3. pu (A, B) = O se, e somente se, A = B.

4. pu (A,C) < 1(pu (A, B)Npu (B,C)) para todo A, B,C € H (X).

)

. pu(AUB,CUD) < pg (A, C)Npy (B, D) para todo A, B,C, D € H (X).
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6. pu (A, B) < E se, e somente se, ACB(B,E) e BCB(AE).

Demonstracao: Ver [2], Proposigdo 2.1.2. O

O proximo resultado serd tutil mais adiante.

Proposigcao 1.5.3. Seja A C X wum subconjunto nao vazio e tome uma rede convergente

ry — x em X. Assim, v € A se, e somente se, pa (z5) — O.

Demonstragao: Ver [2], Proposicao 2.1.4. 0

Pelo item 3. da Proposicao temos que
A={re X :p(x, A) = 0O}.

Com isso, nosso critério de aproximacgao minima dado pela igualdade p(x, A) = O é
compativel com a axiomatizacao classica de proximidade topologica entre um ponto z e um
conjunto A expressa pela relaciio z € A. Além do mais, pelo mesmo item da referida proposicio,
dados (X, d) um espago métrico e O, a familia admissivel de coberturas abertas U, = {B(x,¢) :

x € X} por e-bolas, € > 0, temos que p(z, A) = Oy se, e somente se, d(x, A) = 0.

Proposicao 1.5.4. Seja K um subconjunto compacto de X e (x))ren uma rede em X. Se

p(xx, K) — O entao x) admite sub-rede convergente x, — y, com y € K.

Demonstragao: Ver [2], Proposicao 2.1.5. O
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Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Nao-Autéonomos e a

Compactificacdo de Stone-Cech

Neste capitulo trabalharemos com a nocao de atratores e repulsores do passado para
sistemas dinamicos nao-autémomos com conjunto base P = T, onde T é o tempo Z ou R. O
proposito é caracterizar o atrator do passado por meio da compactificacao de Stone-Cech OT.
Considerando um sistema dinamico nao-autéonomo (6, ¢) com fluxo base 6 sendo a adigio, sua
extensio 0 a AT admite um w@nico par atrator-repulsor nio-trivial, (w*(0),w™(0)), onde w*(0)
e w™ (0) s@o os conjuntos limites de 0. Esses conjuntos limites representam respectivamente o

futuro e o passado do sistema.

2.1 Definicoes e resultados preliminares

Esta secao contém as definicoes bésicas e resultados em sistemas dinamicos auténomos e

nao-autoénomos que serao utilizados ao longo do capitulo.

2.1.1 Sistemas dinAmicos autdonomos

As nocoes e resultados em sistemas dinamicos auténomos que consideramos nesse capitulo
sao baseadas nas referéncias [7].
Seja X um espaco topologico, T=Z ou T =R, e d: T x X — X um sistema dinamico

autéonomo em X, isto é, # é uma aplicacao satisfazendo
0(0,z) =z e O(t+s,x) =0(t,0(s,2))
para todo x € X e t,s € T. Para cada t € T, a aplicacao transicao 0; : X — X é definida
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por 0;(x) = 6(t,x). Para um conjunto Y C X dado, o conjunto limite positivo w*(Y) e o

conjunto limite negativo w™(Y) de Y sdo respectivamente definidos por
wh(Y) = {z € X;existem redes (z)) em Y ety — +oo tais que 0(ty,x)) — x}

w(Y) = {z € X;existem redes (z)) em Y e ¢, — —oo tais que 0(ty, z)) — x}.

Ambos os conjuntos limites sdo invariantes e fechados. Para cada z € X, definimos
wh(z) =w({z}) e w () = w ({z}). O conjunto limite prolongacional positivo J*(z)

e o conjunto limite prolongacional negativo J~ (z) de = sdo respectivamente dados por
JH(x) = {y € X;existem redes zy — x e ty — +0o tais que 0(ty, z)) — y}

J™(z) = {y € X;existem redes x) — x e t, — —o0 tais que 0(ty, z)) — y}

Para um conjunto Y C X dado, definimos J*(Y) =,y J7(x) e J(Y) = U,y /™ (2).
Ambos os conjuntos limites prolongacionais sao invariantes. Se Y é compacto entdo ambos
JH(Y) e J(Y) sao fechados ([7]). Para qualquer par de pontos z,y € X, temos y € J*(x) se,
e somente se, z € J~(y).

Um conjunto A C X ¢é dito ser um atrator de Conley se existe uma vizinhanca U de A
tal que wt(U) = A. Um conjunto R C X & chamado de repulsor de Conley se existe uma
vizinhanga V de R tal que w™(U) = R. Se X é um espago compacto e A C X & um atrator de
Conley entao o conjunto A* = {x € X;w(x) N A = (0} é um repulsor de Conley. Esse repulsor
A* é chamado o repulsor complementar de A e coincide com o conjunto de todos os pontos
x € X tais que w'(x) ¢ A. Entdo z € X — (AU A*) implica que w'(z) C A e w (z) C A"
Esse resultado de Conley admite a seguinte versao com conjuntos limites prolongacionais ao

invés de conjuntos limites.

Teorema 2.1.1. Seja X um espaco compacto Hausdorff e A C X um atrator de Conley para
o sistema dindgmico 0 : T x X — X. Sex € X — (AU A*) entdo J*(z) C Ae J (x) C A"

Demonstracao: Seja O uma cobertura de uniformidade de X. Seja U uma vizinhanca de A tal
que wt(U) = A. Considere uma cobertura Uy € O tal que a estrela Uy, = St[A, U] esta contida
em U. Para qualquer refinamento U de Uy, temos Uy = St[A, U] C U, e entdo w™(Uy) = A.

Existe 7, > 0 tal que 6([ry, +00) x Uy C Uy. Tomando U}, = X — (6([ry, +00) X Uy), temos
que A* = w (Uy). Afirmamos que J*(Uy) C Ae J(Uj) C A*. Com efeito, se x € J"(Uy)
entdo x € J(u) para algum u € Uy. Isto significa que existe redes x) — u e ty — 400 tais

que O(ty,z)) — z. Como Uy é uma vizinhanga de u, podemos assumir x) € Uy para todo A,
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e entdo z € wt(Uy) = A. Assim J(Uy) C A. A inclusao J~(Uy) C A* é provada por um
caminho similar. Agora suponha que x € X — (AU A*) e tome qualquer y € J*(z). Entao

x € J (y). Como xz ¢ A* temos que x ¢ J(Uj) e, portanto, y ¢ Uj. Isso significa que

y € (0([ru, +00) x Uy) C Uy para todo U € O que refina Uy. Assim, y € (\co SH{A U] = Ace,

portanto, JT(z) C A. Uma vez que = ¢ A, podemos encontrar uma cobertura i/ tal que = ¢ Uy,

e entdo = ¢ O([my, +00) x Uy). Isso significa que x € U}, e assim J~ (z) C J~(Uj) C A*, com-

pletando a prova. O

2.1.2 Sistemas dinAmicos nao-autonomos

Os conceitos e resultados em sistemas dinamicos nao-autonomos considerados nesse ca-

pitulo e que serdo generalizados nos capitulos seguintes estao baseados em [24] e [31].

Definicao 2.1.1. Um sistema dindmico nao-auténomo com conjunto base P, um espaco
métrico (X,d), e um tempo T =7Z ou T = R consiste dos sequintes dois ingredientes:

(i) Um sistema dindmico autéonomo 6 : T x P — P chamado fluzo base ou sistema de
conducao.

(i1) Uma aplica¢do cociclo ¢ : T x P x X — X sobre 0, isto é, para todo t,s € T,

pe P exec X, temos

0(0,p,x) =2 e @(t+s,p,x) =0t 0p),¢(s,p x)),

e a aplicagao (., p,.) : Tx X — X € continua para todo p € P. O espa¢o métrico X é chamado

espaco de fase e o espaco produto P x X € chamado de espaco de fase estendido.

Qualquer subconjunto M C P x X é chamado um conjunto nao-auténomo. Para cada
p € P, a p-fibra de M é dada por M(p) := {z € X;(p,x) € M}. Denotaremos por P*(A)
o conjuntos dos pontos p € P tais as fibras A, do conjunto nao-auténomo A sao nao-vazias.
Definimos por O"(p) := {6;(p) : t > 0} e O~ (p) := {0;(p) : t < 0}; a orbita de p é dada pela
uniao O(p) = O*(p) UO~(p). O conjunto nao-auténomo M é um conjunto nao-autémomo
do passado se O~ (p) C P*(M) para cada p € P*(M). Chamamos M de invariante se
o(t,p, M(p)) = M(0;(p)) para todo p € P*(M) et € T com 6,(p) € P*(M); M é fechado ou
compacto se, respectivamente, M (p) é fechado ou compacto para todo p € P*(M).

A aplicagao ¥ : T x P x X — P x X definida como

U(t, (p, 7)) = (0:u(p), p(t,p,x)) t€T,(p,x) € P xX
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¢ um sistema dinamico auténomo em P x X e é chamado de fluxo produto cruzado.

Para um dado sistema dindmico nao-autonomo (6, ) podemos considerar o sistema
dindmico nao-autonomo de tempo reverso (0*,*), onde 0*(t,p) = O(—t,p) e ¢*(t,p,z) =
o(—t,p, ).

Definig¢ao 2.1.2. Para um conjunto nao-auténomo M, o conjunto w-limite de M (no sentido

M

backward) é o conjunto nao-autéonomo w™ cujas fibras sao definidas por

wM(p) = () | #(s.0-s(p), M(6_.(p)))

T>0s>T

para todo p € P.

Para o que vem a seguir, h(A, B) denota a semidistancia de Hausdorff dos conjuntos
A BCX
h(A, B) :=supd(a, B) = supaeA{gng dx(a,b)}.
€

acA
Definicao 2.1.3. Sejam A e R conjuntos nao-auténomos do passado compactos e invariantes
e M uma colegao de conjuntos nao-auténomos do passado de (0, ).
(i) A é chamado um M-atrator do passado se para cada M € M temos P*(M) C
P*(A) e
lim A (p(L,0_o(p), M(0_(p))), A(p)) = 0

t—+o0
para todo p € P*(M).

(ii)) A é chamado um atrator do passado se A é um {M}-atrator do passado para
algum conjunto nao-autonomo M satisfazendo a sequinte propriedade: existe um € > 0 tal que

para todo p € P*(M), existe um T > 0 com
B(A(0_(p),€)) C M(0_+(p)) para todo t > T.

(iii) R é chamado um M-repulsor do passado se para todo M € M temos P*(M) C
P*(R) e
lim h ((=t,p, M(p)), R(6-+(p))) =0

t—+00
para todo p € P*(M).

(iv) R é chamado um repulsor do passado se R é um {M}-repulsor do passado para
algum conjunto nao-auténomo M satisfazendo a sequinte propriedade: existe um € > 0 tal que

para todo p € P*(M), existe um T > 0 com

B(A(0_(p),€)) C M(0_-+(p)) para todo t > T.
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Ao longo desse capitulo estudaremos atratores e repulsores nao-auténomos somente para
o caso de atratividade e repulsividade no passado. Resultados similares para o caso do futuro
podem ser obtidos usando o sistema dinamico nao-auténomo reverso.

A seguinte conceito de conjunto de absorcao do passado d4 uma contribuicao fundamental

para a existéncia de atratores do passado.

Definicao 2.1.4. Seja B um conjunto nao-auténomo do passado e M uma colecao de conjuntos
nao-auténomos do passado. Entdao B € dito ser um conjunto M-absorvente do passado se para

todo M € M temos P*(M) C P*(B) e existe t* > 0 tal que

p(t, 0-¢(p), M(0—+(p))) C B(p)
para todo p € P*(M) et > t*.

O teorema a seguir estabelece que o conjunto w-limite wB & um M-atrator do passado se

B é um conjunto M-absorvente do passado e compacto.

Teorema 2.1.2. Seja (0, ¢) um sistema dindmico nao-auténomo com conjunto base P e espago
métrico compacto X. Se M é uma colegao de conjuntos nao-auténomos do passado e B é
um conjunto M-absorvente do passado e compacto entao existe um M-atrator do passado A

satisfazendo

Alp) = wB(p) = [V ¢(s.0-(p), B(0—s(p))

7>0s>T

para todo p € P*(B), que é minimal no sequinte sentido: se C € um conjunto nao-auténomo

do passado tal que P*(C) C P*(B), C(p) € fechado, para todo p € P*(C), e

lim % (o(t,0-+(p), B(0-+(p)),C(p)) =0

t—+00

entdo A(p) C C(p). Além disso, A é o unico M-atrator do passado sempre que A € M.

Demonstracao: [20] 0

A compacidade em X nesse teorema pode ser omitida sempre que B € M. Além disso,
B € M implica A C B e entao uma condicao adicional em M assegura que A € M. De fato,
¢ suficiente assumir que se M € M e M é um conjunto ndo-auténomo com P*(M') € P*(M)
e M'(p) C M(p), pe P*(M), entio M € M.

Agora escolhemos um subconjunto P* C P tal que P* N O(p) é um conjunto unitéario

para todo p € P. Escrevemos P* = Py U Py com P, contendo todos os pontos periodicos em
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P*e Py := P*—P;. Seja R um repulsor do passado. Entao existe um 7 > 0 tal que para todo

p € P*, existe um ¢, > 0 com

lim £ (p(=t,0--(p), BIR(6—+(p)), n)), R(0—7—(p))) =0

t——+00
para todo 7 > t,. Para ¢ € (0,7)], definimos o conjunto nio-auténomo compacto Bs pondo
X — B(R(0-+(p)),0) se t > t,
Xset<t,

B;(0-(p)) :=
paratodope PretcTe

Bs(0_+(p)) := X — B(R(0-+(p)), 9)

para todo p € Py et € T. Entao definimos M := {Bs : 6 € (0,n]}. O teorema a seguir,

provado em [31], teorema 4.3, estabelece a nogao de par atrator-repulsor do passado.

Teorema 2.1.3. Seja R um repulsor do passado e M = {Bs : 6 € (0,n]} definida acima.
Entao existe um tinico M-atrator do passado R, C B, que é também um atrator do passado.
Além disso, R, é o atrator do passado mazximal fora de R no sequinte sentido: se A é um

atrator do passado tal que R, C A entao A intercepta R.

2.2 A (-compactificacao e extensoes

Nesta secao consideramos o conceito da compactificacao de Stone-Cech com a finalidade

de estudar extensoes de sistemas dindmicos nao-autdénomos.

2.2.1 A compactificacio de Stone-Cech

Referimos a [17] e [18] para a interpretacio de Stone-Cech via ultrafiltros. Ao longo da
secao, T denota os conjuntos R ou Z.

Seja T a compactificacao de Stone-Cech de T interpretada como o conjunto de todos os
ultrafiltros dos conjuntos fechados de T. Para cada t € T, temos o ultrafiltro v, = {A C T :
t € A} e o mergulho t € T — wu, € BT. Assim, assumimos que T C ST e T = ST. Mais
ainda, ST admite a estrutura de semigrupo tal que o mergulho ¢ — wu; ¢ um monomorfismo,
isto &, é injetivo e uyys = wus (veja [17], [18] e [19)]).

Considere o sistema dindmico 6 : T x T — T definido pela adi¢ao 6(t,s) =t + s. Esse se
extende a um sistema 0 : T x ST — T dado por 0(t,u) = uu, onde uyu = {t + A: A e u}. O

teorema a seguir foi provado em [34], teorema 3.9.
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Teorema 2.2.1. O conjunto limite positivo w*(0) em BT é um atrator de Conley de 0 e seu

repulsor complementar é w*(0)* = w™(0).

Entdo (w'(0),w (0)) é um par atrator-repulsor do sistema estendido § em ST. Pelos

teoremas e [2.2.1] obtemos a seguinte propriedade dos conjuntos limites em [ST.
Coroléario 2.2.1. Para todo p € T temos que J*(p) C wt(0) e J~(p) C w(0).

Demonstracao: Uma vez que T é denso em ST e ambos os conjuntos w™(0) e w™(0) sdo in-

variantes, segue que T C ST—(w™(0)Uw™(0)). O resultado segue pelos teoremas el2.2.1, O

Este resultado é crucial para o teorema principal desse capitulo. O seguinte resultado

técnico também serd usado posteriormente.

Proposicao 2.2.1. Sejam (t\) uma rede em T e (uy) uma rede em ST tais que t, — +0o0,

uy — u € BT, e by, (uy) — p e T. Entio u € w (0).

Demonstracao: Note que p € J™(u) o que implica que v € J (p). Como p € T temos que
J~(p) C w(0) pelo corolario e, assim, u € w(0). 0

2.2.2 Extensoes de Sistemas DinAmicos Nao-Autonomos

Agora discutiremos condicoes suficientes para estender um sistema dinamico nao-auténomo.
Seja (6, ¢) um sistema dinamico ndo-auténomo com conjunto base P = T e espago compacto X,
onde § : T x T — T é a adicao. Para cada t € T definimos a aplicacao parcial p; : T x X — X
por @i(s,x) = p(t, s, x). Assumimos que ¢; é continua para todo t € T. No que vem a seguir
descrevemos uma condicao geral para estender a aplicacao cociclo ¢ sobre f para uma aplicagao

cociclo ¢ sobre 9~, onde 6 : T x BT — BT é a extensao de 6.

Proposicao 2.2.2. Assuma que @y : BT x X — X € uma extensao continua da aplicagdo
parcial p; : T x X — X para cadat € T. Entao a aplicacao ¢ : T x ST x X — X definida por
O(t,u, ) = @(u, ) € uma aplicagao cociclo sobre .

Demonstracao: Para um dado u € ST existe uma rede (t)) em T tal que £y, — u. Pela
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continuidade temos

ot + s,u,z) = liingo(tvLs,t,\,:c)
= limo(t,05(tr), (s, tr, )
= Bt im0, (1), i (s, 15, )
= @t 0,(im 1), p(s, lim iy, 7))

= Sb(tv és(“)v 95(57 u, I)),

e, portanto, ¢ define um cociclo em 0. O

Assim, temos que investigar as possibilidades de extensao para as aplicacdo parciais
o 0 T x X — X. A continuidade uniforme é uma condicao geral para estender ¢;. Com
efeito, uma vez que tanto X quanto ST sao espacos compactos Hausdorff também sao espagos
uniformizaveis com uma cobertura de uniformidades gerada pelas coberturas abertas finitas.
Seja AT x X munido com a uniformidade produto e considere T x X C ST x X munido com a
uniformidade relativa. Notando que T x X = ST x X na topologia produto, se cada aplicacio
parcial ¢; : T x X — X ¢é uniformemente continua entao existe uma extensao uniformemente
continua @; : fT x X — X.

A fim de fornecer condicoes alternativas para estender as aplicacoes ;, recorremos a
alguns resultados topoldgicos. Para dois espagos topologicos YV, M, F,(Y; M) denotara o
conjunto de todas as funcoes ¥ — M munido com a topologia da convergéncia uniforme,
e €,(Y; M) denota o subconjunto de §,(Y; M) formado por todas as fungoes continuas. O

seguinte resultado foi provado em [8|, proposi¢ao 1, pg 259.

Teorema 2.2.2. Sejam P, M espacos uniformes, X um espaco topologico, e f: P x X — M
uma fungao do espago produto P x X em M. Defina as aplicagoes parciais f, : X — M e
fo: P — M por f,(x) = f(p,x) = fu(p). A fungdo f:X = Su(P; M) definida por f(:z:) = f

€ continua se, e somente se, a familia E = {f, : p € P} € equicontinua.
O teorema a seguir esta provado em [21].

Teorema 2.2.3. Seja P, X dois espagos de Tychonoff e f : P x X — R uma func¢do continua
limitada. Se a func¢io f: X — ¢ (Y; M) definida por f(x) = f. € continua entao f admite

uma extensao continua a BP x X.

Os dois teoremas anteriores fornecem o seguinte critério para estender um cociclo.
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Corolario 2.2.2. Seja X um produto [],., [ax,bs] de intervalos compactos |ax,by] C R e
T X = [ay, by] a A-ésima aplicacao projecio. Entao cada aplicagio ¢y : T x X — X admite

uma extensio continua @, : BT x X — X se a familia B} = {(my 0 y)s : X — [ax,by]}ser €

equicontinua para todot € T e A € A.

Demonstragao: Defina ¢} := my 0, : T x X — [ay,by]. Como a familia E} é equicontinua
segue que a fungao gp} : X — €,(T; [ay, by]) definida por <pAf‘(:U) = (}). é continua pelo teorema
2.2.2. Entdo ¢} admite uma extensdo continua g0~;\ a 0T x X pelo teorema 2.2.3. Finalmente,

tome ¢, : BT x X — X tal que m) o ¢y = cp?‘ Entao ¢; é continua e extende ;. O

Exemplo 2.2.1. Seja X = [a,b] um intervalo compacto da reta e E = {f; : X — X her uma
familia de homeomorfismos de X tais que f;' = f_, para todot € T. Defina ¢ : TxTxX — X
por

@(tv 8737) = ft+s o f,s<33).

Esta aplicagao é um cociclo sobre a adicao 0 : T x T — T. Tome em particular a familia
E={f:10,1] = [0, 1]}ter onde

2+4sin t2

r 2  set>0,
fi(x) =

2
:L‘2+sint2 se t S 0

E fdcil ver que f7* = f_, para todo t € T. Além disso, a aplicacio cociclo p : TxTx X —

X determinada por E € dada por

( 24 sin t2
x2+sin(t+5)2 se s < _t’

(2+sin t2)(2+sin (t+s)2)
4

p(t,s,x) = se —t<s<0, wpara t>0
2+sin(t+s)2
| 2+sint?2 - ge () < s,

( 2+sint2
x2+sin (t+s)2 se s < O’

4
o(t,s,x) = x@rn )2t (9% se 0 < s < —t, para t <0

2+sin (t+s)2
T 2hsiniz ge — ¢ < g,
L >

©(0,s,2) = x para todo s €T ex € X.

Para um t € T fizado, podemos ver que a aplicagdo parcial (p;)s = [0,1] — [0,1], s € T,

-

tem uma constante de Lipschitz em comum, e entio a familia By = {(¢¢)s : [0,1] — [0, 1] }ser €
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equicontinua para todo t € T. Pelo coroldrio 2.2.2, cada aplica¢ao parcial ¢, : T x [0,1] — [0, 1]

admite uma extensio continua ¢y : T x [0,1] — [0, 1].

Exemplo 2.2.2. Uma equacdo diferencial ndo-auténoma = = f(t,x) gera um sistema dind-
mico nao-autonomo (0, ) com conjunto base P =R, p(t,s,x) = o(t+s,s,z) com o a solu¢ao
satisfazendo a condigao inicial o(s,s,z) = x. Assuma que X = [a,b] e exriste uma constante
K > 0 tal que

<K

'((%a(t,s,x)
para todot,s € R ex € [a,b]. Entdo K € uma constante de Lipschitz comum para as aplicagoes
parciais (p)s,t,s € R. Portanto, a familia E, = {(¢)s : [a,b] — [a,b]}ser € equicontinua
e, portanto, cada aplicagao parcial ¢, : R X [a,b] — [a,b] admite uma extensiao continua

¢ : BR X |a,b] = [a, b].

ftto CL(T)dT‘ <

Exemplo 2.2.3. Considere uma equacio homogénea x = a(t)z,x € |a,b], com

K para todo t,ty € R e alguma constante K > 0. As solugoes sao da forma

t
o(t, s, ) = welo

e entao

t
Zo(t,s,x) = el

ox

< ek,

Este ¢ um caso particular do exemplo anterior.

Exemplo 2.2.4. Seja ¢ : R — R a fungao limitada ¥(t) = 1'3‘:22 — 1. Considere a equacao

x = cos(t) — p(t)sin(t) + (t)x
que, para todo (s,x) € R x [=2,2], tem como solugao
o(t,s,x) = YWY (¢ —sin(s)) + sin(t),
onde W (t) = |t| — |arctan(t)| — t é uma primitiva de 1. Note que
%a(t, s, ) = MY,
para todo t,s € R. Além disso,

_VO-U(s) < q

- —

0
eoltsa)

para todo t,s € R, pois U(t) — ¥(s) < 0 para todo t,s € R. Este é outro caso particular do
Ezemplo [2.2.3,
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2.3 Um M-atrator do passado na extensao

Nesta secao aplicamos a metodologia da extensao de funcoes a fim de descrever um M-
atrator do passado de um sistema dinamico nao-autonomo.

Assumimos que 6 : T x T — T é a adi¢ao e (0, ¢) é um sistema dinamico nao-auté6nomo
com conjunto base P = T e espaco métrico compacto X. Requeremos que a aplicacao cociclo
@ seja extensivel a uma aplicagao cociclo ¢ : T x ST x X — X sobre 0:T x BT — BT, onde
ét(u) = wuyu, como na se¢ao 2.1. Ao longo dessa secao, 1; T x BT x X — BT x X significa o

fluxo produto cruzado

Y(t, (u,2)) = (6(w), ¢t u, z)),t € T, (u,x) € BT x X.
A seguir apresentamos os principais resultados do capitulo.

Teorema 2.3.1. Seja M uma familia de conjuntos nao-auténomos do passado e B um con-
junto M-absorvente do passado. Seja B C ST x X o fecho de B em BT x X e tome o conjunto
néao-autonomo A C Tx X com fibras A(p) = J*(B)(p), p € P*(J*(B)), onde J*(B) ¢ o limite
prolongacional positivo do fluzo produto cruzado 1; Entao A é um M-atrator do passado de
(0,¢) que é minimal no sequinte sentido: se C € um conjunto ndao-auténomo do passado tal

que P*(C) C P*(B), C(p) € fechado para todo p € P*(C), e

lim h(p(t, 0-4(p), B(0-(p))), C(p)) =0

t—+o0

entao A(p) C C(p).

Demonstragao: Devemos provar que A é um conjunto nao-auténomo do passado, compacto

e invariante tal que para todo M € M tem-se P*(M) C P*(A) e

lim A(p(t, 0-(p), M(0-4(p))), J*(B)(p)) = 0

t——+o00

para todo p € P*(M). Primeiro, observe que P*(A) = P*(J*(B)). Uma vez que J*(B) é
compacto em BT x X & claro que A(p) = J*(B)(p) é compacto em X para todo p € P*(A)
e, portanto, A é compacto. Se z € A(p) entdo (p,x) € JH(B). Como J*(B) é invariante
pelo fluxo produto cruzado ¥ segue que (¢, (p,x)) € j*(ﬁ) para todo t € T. Portanto,
(0,(p), p(t, p,z)) € JH(B) e, desse modo, ¢(t,p, ) € A(6,(p)). Uma vez que (6, p) é invertivel,
isso é suficiente para concluir que A ¢é invariante. Para provar que A ¢ um conjunto nao-

autonomo do passado, note que A(p) # 0 implica ) # (¢, p, A(p)) C A(6;(p)) para todo t < 0,
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pois A é invariante. Segue que O~ (p) C P*(A) e, portanto, A é um conjunto nao-auténomo

do passado. Agora mostraremos que A é {B}-atrativo, isto ¢, P*(B) C P*(A) e

lim h(p(t,0-o(p), BO_.(p))), A(p)) = 0 (3.1)

t—+o0

para todo p € P*(B). Se p € P*(B) entao B(0_(p)) # 0 para todo t > 0. Entdo podemos
encontrar sequéncias t, — +o0o e (x,) em X tais que (0_;, (p),z,) € B. Pela compacidade,
podemos assumir que 6_; (p) — u em BT, z, — x, e Y(t,, 0, (p),z,) = y em X.

Isto implica que (u,z) € B e

Y(tn, (0-1,(p), n)) = (D, (tn, 01, (p), 70)) = (P, y)

com t, — 400 e (A, (p), z,) — (u,z). Portanto (p,y) € J+(B) implicando que p € P*(A).
Isto prova a inclusao P*(B) C P*(A). Agora suponha que (3.1) nao vale. Entdo existe uma
sequéncia crescente t, — 400, uma sequéncia (x,) em X com z, € ¢(t,,0_4, (p), B(6_,(p))),
e um nimero € > 0 tais que d(z,, J*(B)(p)) > 0 para todo n € N. Uma vez que X é compacto
podemos assumir que (x,) converge a um ponto x € X. Podemos também assumir que a
sequéncia (6_,, (p)) converge a um ponto u em ST. Para cada n tome vy, € B(6_;, (p)) tal que
Ty = @(tn, 04, (p),yn) € assuma que y, — y em X. Como (0_;, (p),y,) € Be (0_,(p),yn) —
(u,y), temos (u,y) € B. Além disso,

V(tn, (01, (), Yn)) = (0 P(tn, 01, (D), yn)) — (P, )

com t, — 400 e, portanto, (p,z) € J*((u,y)) C J+(B). Isto significa que z € J*(B)(p), o
que contradiz d(z,, J*(B)(p)) > € para todo n € N. Finalmente mostraremos que para todo

M € M tem-se P*(M) C P*(A) e

lim h(p(t,0-1(p), M(0-.(p))), Alp)) = 0 (3-2)

t——+o00

para todo p € P*(M). Com efeito, para todo M € M temos P*(M) C P*(B) C P*(A). Para

um € > 0 dado, existe t5 > 0 tal que

h(o(t, 0-4(p), B(0-¢(p))), A(p)) <€

para todo t > ty, pois A é {B}-atrativo. Por outro lado, uma vez que B é um conjunto

M-absorvente do passado, existe t* > 0 tal que

@(t,0_¢(p), M(0_,(p))) C B(p),
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para todo M € M, p € P*(M) e t > t*. Para qualquer t; > t* e p € P*(M), temos

So(tl_'_t2’eitlftz(p%M<9*t1*t2(p))) = Sp(t%eftz(p)ﬂ(p(tbQ*tlftz(p%M<9*t1*t2(p))))

C p(ta, 04, (p), B(0—1,(p)))

e entao
h(@(tl + 1o, 0—t1—t2 (p)v M(Q_tl—tQ (p)»’ A(p)) <€

Isto prova a validade de (3.2)) e, portanto, A é um M-atrator do passado. Para mostrar
a minimalidade de A; seja C um conjunto nao-auténomo do passado tal que P*(C) C P*(B),

C(p) é fechado para todo p € P*(C), e

lim h(p(t,0-1(p), B(0-(p))),C(p)) =0 (3-3)

t—+o00

para todo p € P*(C). Se y € A(p), com p € P*(C), entao y = limy, 100 @(tn, 04, (p), z,) com

2, € B(0_;,(p)) por (3.1). Por (3.3), isto implica que y € C(p) = C(p), e entdao A(p) C C(p)
para todo p € P*(C). O

Teorema 2.3.2. Seja M uma familia de subconjuntos nao-auténomos do passado e B um
conjunto M-absorvente do passado. Seja A C T x X um M-atrator do passado de (6, p),
dado pelo teorema 2.1, cujas fibras sio A(p) = J*(B)(p). Entdo para todo p € P*(A) tem-se
A(p) = JTH(W)(p), onde W= Bn (w (0) x X).

Demonstragio: A inclusio J*(W)(p) C A(p) é clara. Por outro lado, para p € P*(A) e
r € A(p), existem redes ty — 400 em T e (uy,zy) em ST x X tais que (uy,zy) — (u,2) € B
e 1;(15,\, (ux,xx)) — (p,x). Isto significa que é,tk(uk) — p e @(ty,uy, x)) — . Pela proposi¢ao
2.1, temos que u € w~(0) e, portanto, (uy,zy) — (u,z) € (w™(0) x X) N B. Dai segue que
(p,z) € JH(W) e, portanto, € J*(W)(p) concluindo a prova. O

Nesta descricao do M-atrator do passado a aplicacao JT impés a propriedade de atracao
enquanto w~ (0) representa o passado do sistema. Este teorema difere do teorema 2.3.2 pois
o conjunto de absorcao B nao precisa ser compacto. No caso B compacto, temos a seguinte

consequéncia.

Corolario 2.3.1. Seja M uma familia de subconjuntos nao-auténomos do passado e B um

conjunto M-absorvente do passado e compacto. Entao existe um conjunto W C w™(0) x X tal
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que o conjunto nio-autonomo A C T x X com fibras A(p) = JT(W)(p) é um M-atrator do
passado de (0, ) satisfazendo A(p) = wB(p) para todo p € P*(B).

Demonstragio: Como na prova do teorema 2.3.1, podemos ver que wB(p) C J*(B)(p) sem-

pre que p € P*(B). Por outro lado, pela minimalidade de A, temos A(p) C wB(p) para todo

p € P*(B). A prova segue pelo teorema 2.3.2. O

Como uma ilustracao para a descricao do atrator do passado dada acima, considere a
equacio diferencial homogénea ' = —ﬁx com x € X = [0,1]. Considere o conjunto nao-
autonomo M = Rx [0, 1]. E claro que M é um conjunto {M}-absorvente do passado. Tomando

o fecho M C R x [0, 1], o {M}-atrator A é descrito como
N 1
A = 7+ (w0 x 0.5] ) 0

Para y € A(p) qualquer, existem sequéncias t, — +0c0 e x, — x, com lim (p—t,) =
n—oo

uew (0)exe[0,3] tais que y € Jt (u,x) (p). Isso significa que

Yy = lim 2 (tmp — 1y, Q:n)
n—00

= limo (p,p — tn, xy)

= lim earctan(p—tn)—arctan pxn
n—00

_T_

= e 2 arctanpx’

X —arctanp

Assim, o atrator do passado é A (p) = [0, e 2 } A figura abaixo da uma visualizacao

geométrica para o atrator A.

Figura 2.1: O {M}-atrator A para a equagio r = —H%a:.

De maneira geral, temos o seguinte exemplo

Exemplo 2.3.1. Considere uma equac¢io homogénea ' = a(t)z, com x € X = [0,1], e

1 p
—-K< ftz a (1) dr <0 para uma constante K > 0. Tome M = R X [0, —] comn €N fixzo. B
n
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claro que M é um conjunto { M}-absorvente do passado. Tomando o fecho M C BR x 0,1], o

{M}-atrator do passado A é descrito como
. 1
Alp) = J7{w(0) > |0, | (p).

Exemplo 2.3.2. Considere a equacao diferencial linear nao-homogénea do Exemplo |2.2.4).
Tome M = R x [—%, %] E claro que M é um conjunto {M}-absorvente do passado. Tomando

M C R x [-2,2], o {M}-atrator do passado A ¢ descrito como
= _ 3 3
A =7 (o0 x |-5.3]) 0

Para y € A(p) qualquer, existem sequéncias t, — +00 e x, — x, com lim, o (p —t,) =

u€cw (0) ex e [—3,3] tais quey € J* (u,x) (p). Isso significa que

n—oo
= lim o (p,p —tn, )
n—oo

|p|—| arctan p|—|p—tn |+| arctan(p—tn )| —tn (

= lime x —sin(p — t,,)) + sin(p)

n—o0

= sin(p).
Assim, o atrator do passado A € dado, fibra a fibra, por A(p) = sin(p).

Para finalizar os resultados do capitulo, suponhamos que R é um repulsor do passado de
(0, ¢) e tome a familia M = {Bs;d € (0,7n]} como definido na se¢ao 2.3.2. Pelo teorema 2.3.2,

este atrator do passado ¢ descrito por
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Capitulo 3

Cociclos topologicos sobre a Acao de um

Semigrupo

O objetivo desse capitulo é construir uma teoria abstrata dos sistemas dindmicos nao-
autonomos sobre agoes de semigrupos em espagos topoldgicos. Apresentaremos assim a gene-
ralizacao dos conceitos basicos sobre sistemas nao-auténomos e sobre o comportamento limite
de tais sistemas como: 6rbitas, conjuntos limites, atratores, etc. Relacionaremos essa genera-
lizacao do conceito de sistema dinamico nao-autonomo com o conceito de cociclo topologico
mostrando que a generalizacao aqui apresentada dos sistemas dindmicos nao-auténomos pode
também ser vista como um cociclo sobre um grupo de homeomorfismos no sentido da teoria

de cohomologia dinamica.

3.1 Definicoes e propriedades basicas

Seja T um grupo topologico. Considere um subsemigrupo S C T de T e seja G = (S)
o subgrupo de T gerado por S. Seja P um conjunto sobre o qual exista uma agdao de GG
sobre P, e uma familia de espagos topologicos X = {X,},ep indexada em P. Definimos um
sistema dinamico ndo-auténomo como sendo o par (¢, ®L) onde ¢ é a agdo de G sobre P e
L = {¢P} (s pesxp ¢ uma familia de aplicacoes ¢f : X, — X, satisfazendo a propriedade de

cociclo:
pu(x) = oF o @} (),

para todo s,t € S,pe Pex c X,

Diremos que o sistema nao-autonomo é continuo se ¢? : X, — X, é continua para todo
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s € Sepe P. Diremos também que o sistema é invertivel se a familia de aplicacoes esta
definida sobre G. Note que nesse caso cada aplicagio @? € ®F é invertivel com inversa P,
De fato,
Spjzil ol = 90?15 =idx, e 5o 992111 = @if;l = idx,,,

para todo s € Sepe P.

Apesar da defini¢ao generalizar cociclos onde as fibras X, € X podem ser espagos topolo-
gicos diferentes para cada p € P, os casos mais comuns de sao cociclos sao aqueles em se tem
os X, todos iguais a um mesmo espago topoloégico X. Nesse caso particular, podemos definir

uma agao de semigrupo sobre P x X associada ao cociclo (¢, ®L) chamada de agdo produto

cruzado e dada pela expressao

m(t, (p,x)) = (C(t,p), ¢t (x)),

para todo t € S e (p,z) € P x X. Note que 7 é de fato uma acdo de S sobre P x X, pois

w(st, (p,x)) = ((st)p, ¢o(x))
= (s(tp), o o @ (x))
= n(s, (tp, ¢} (x)))

= 7(s,7(t, (p,x)))
para todo s,t € S e (p,x) € P x X.

Defini¢ao 3.1.1. (i) Chamaremos de conjunto néao-auténomo a familia de subconjuntos
M = {M,}pep-(my, onde M, C X, e o conjunto P*(M) € formado pelos elementos de p € P
tais que M, ¢ (.

(a) Um conjunto ndo-auténomo é dito do passado se S~'p C P*(M), para todo
p € P*(M).

(b) Um conjunto nao-autéonomo € dito do futuro se Sp C P*(M), para todo p €
P*(M).

(c) Um congunto nao-autonomo ¢é dito completo se P*(M) = P.

(1) Um conjunto nao-auténomo é aberto (respect. fechado, compacto) se M, é aberto

(respect. fechado, compacto) em X, para todo p € P*(M).

Defini¢ao 3.1.2. Dizemos que um conjunto nao-autonomo do passado (futuro, completo) é

(i) Progressivamente S-invariante se ¢-(M,) C My, para todo s € S, p € P*(M) com
sp € P*(M);
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(i) Regressivamente S-invariante se M, C ¢?(M,) para todo s € S e p € P*(M)

com sp € P*(M);
(1ii) S-invariante se P (M,) = My, para todo s € S e p € P*(M) com sp € P*(M).

A seguir provamos algumas propriedades bésicas dos conjuntos invariantes.

Proposigao 3.1.1. Seja {M'}!' |, uma cole¢iao de conjuntos ndao-autonomos. Se cada M,
i =1,---,n, é progressivamente (regressivamente) invariante entio os conjuntos ﬂ?zl M e

Ui, M’ sio progressivamente (regressivamente) invariantes.

Demonstragao: Note que @?(M}) C M, para todo s € S, p € P com sp € P*(M) e
1 =1,---,n. Portanto,
@ (ﬂ M,i) C Vet (M) < ()M,
i=1 i=1 i=1
Também temos que

p (U M;) Ve c
=1 =1 =1

Proposicao 3.1.2. Sejam M' ¢ M? conjuntos nao-auténomos do passado (futuro, completo).

(i) Se M ¢ progressivamente invariante e M® ¢é regressivamente invariante, entio M* —
M ¢ regressivamente invariante.

(ii) Se M' e M? sdo invariantes e ©° : X, — X, ¢ injetiva para todo s € S e p €
P*(M") N P*(M?) com sp € P*(M") N P*(M?), entdo M*> — M" ¢ invariante.
Demonstracao: Note que

Mg, = Mg, € Mg, = (M,)  C @l(M,) = p7(M,)
2 1
C b (M} —M).
para todo s € S e p € P*(M')N P*(M?) com sp € P*(M') N P*(M?). Note ainda que se ¢P ¢

injetiva podemos substituir por igualdades as inclusoes acima.

Definigao 3.1.3 (Trajetoria de um cociclo). Assuma que o cociclo (¢, ®Y) € inversivel. Di-
zemos que uma aplicacao & : G — X € uma trajetoria para o cociclo passando pelo par

(p,z) € {p} x X, se satisfazer as sequintes propriedades:
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(7’) 5(6) =T

(11) &(st) = (s, tp,&(t)), para todo t,s € G.

O proximo resultado estabelece que conjuntos invariantes em cociclos inversiveis consistem
de trajetorias (ou parte delas), e isso basicamente se deve ao fato que cociclos sao sobrejetores

sobre as fibras de um conjunto S-invariante.

Proposigao 3.1.3. Assuma que o cociclo (¢, ®E) ¢ invertivel. As afirmagies a sequir sao

equivalentes:

e Um conjunto nao-auténomo (passado, futuro, completo) A é S-invariante.
o A ¢é S-progressivamente invariante e S-regressivamente invariante.

e Para todo par (p,x) € A eziste uma trajetoria £ : G — X tal que &(e) = x e £(s) € A,
para todo s € G tal que sp € P*(A).

Demonstracao: (i) = (i7) Segue imediatamente da definicao.

(i) = (i17) Seja A e escolha (p,z) € A. Para todo ¢t € G definimos £(t) := ¢¥(x). Note
que

§(st) = pl(x) = o o () = P (£(1))

para todo s,t € G. Além disso, {(e) = = e uma vez que z € A, e A é invariante, segue que
£(s) € A,y

(17i) = (11) Dado um par (p,z) € A, existe uma trajetoria (ou pelo menos parte de
uma) £ : G — X com &(e) = x e £(s) € Ay, para s € G, tal que sp € P*(A). Portanto,
oy (x) = £(t) € Ay, para todo t € G com tp € P*(A). Portanto, A é S-progressivamente

invariante. Por outro, dado (tp,x) € A, segue que

z =} opi(z) = P (E(t™Y)) € pP(A).

Na situacao especifica em que é possivel definir a acao produto cruzado, também po-
demos associar a cada conjunto nao-auténomo um subconjunto de P x X. Assim, dado
um conjunto nao-autéonomo M = {M,;p € P*(M)} basta considerar o subconjunto M =
Upep*(M) {p} x M, C P x X. A seguinte proposi¢do mostra que a invaridncia de um con-
junto nao-auténomo com relacao ao cociclo esté diretamente relacionada com a invariancia do

cojunto correspondente em P x X com relacao a acao produto cruzado.
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Proposicao 3.1.4. Um conjunto ndo-auténomo M é S- invariante (S-progressivamente inva-
. . . . . . . P

riante, S-regressivamente invariante) cim respeito ao cociclo (¢, ®g) se, e somente se, o con-

Junto associado M C P x X é S-invariante (S-progressivamente invariante, S-regressivamente

invariante) com respeito & acdo produto cruzado.

Demonstragdo: Seja M um conjunto nao-autébnomo invariante de (¢, ®%). Entdo, o M
associado pode ser escrito como M = Uper-ay 1P} X M. Seja s € Se (p,x) € M. Entio
x € M, e n(s,(p,x)) = (sp,¢2(z)). Uma vez que M é invariante, segue que ¢P(z) = y e,
portanto, (sp,y) € M e m, (1\71) C M. Agora, escolha um par (p,z) € M, onde x € M,. Uma
vez que M é invariante, © = ¢! ' (y), para y € M;-1,. Logo, (p,z) = 7(s,(q,y)) € 7s (1\7I> e,
entao, McCr (M)

Reciprocamente, suponhamos que M = U (M) {p} x M, é invariante. Tome x € M,

pe P*
para algum p € P*(M) e s € S. Sabemos que m,((p,z)) € M e, além disso, 7,((p,z)) =
(sp,¢2(x)). Entao, ¢f(x) € My, e, portanto, @?(M,) C M, Por outro lado, escolhendo
x € My, por definicdo temos que (sp,x) € M. Além disso, (sp,z) = n(s, (p,y)) para algum

y € M,. Entao, x = pP(y) € ¢?(M,) e, consequentemente, M, C pP(M,). 0

Agora iremos definir alguns conceitos topologicos, obtendo uma nocao geral de divergéncia

e que serao fundamentais para o estudo do comportamento assintotico dos cociclos topologicos.

Definicao 3.1.4. Uma familia F de subconjuntos de S é uma base de filtro em S se satisfaz
as sequintes condi¢oes:

(i) 0 ¢ F;
(i1) dados Fy, Fy € F existe F3 € F com F3 C Fy N Fy.

Defini¢ao 3.1.5. Uma rede de valores (ty)xen em S diverge na dire¢io de F (ou € dita F-
divergente) se para cada F € F existe \p € A tal que ty € F para todo X\ > Ap. Denotamos

ty —F 00.

Definicao 3.1.6. Seja F uma base de filtro para S e tome F' € F. Se A é um conjunto nao-
autonomo do passado definimos a orbita F-truncada de A no sentido regressivo como

sendo o conjunto nao-autonomo do passado ¥4 cujas fibras sao dadas por

= el (A)

seF

para todo p € P*(A). A S-6rbita de A ¢ o conjunto v,
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Se R ¢ um conjunto nao-autoénomo do futuro definimos a orbita F-truncada de R no
sentido progressivo como sendo o conjunto nao-auténomo do futuro 6™ cujas fibras sao

dadas por
5;?’1: = U 902111(/1513)

seF

para todo p € P*(R). A S-6rbita de R ¢ o conjunto v&5,

AF C AAF se F O F ese S éum mondide entdo A C 45,

Note que v
A seguir, em diversos momentos, estaremos interessados em provar propriedades de inva-
ridncia para os objetos que forem sendo definidos como os conjuntos limites e atratores, e para
conseguir provar algumas das invariancias, em boa parte dos casos serd necessario recorrer a

algumas hipoteses de translacao sobre a base de filtro F, as quais sao dadas a seguir.
Definicao 3.1.7. Dizemos que F C S satisfaz:

1. Hipotese Hy se para todo s € S e F' € F existir F* € F tal que sF* C F.

2. Hipotese Hy se para todo s € S e F' € F existir F* € F tal que F*s C F.

3. Hipotese Hz se para todo s € S e F € F existir F* € F tal que F* C F's.

4. Hipotese Hy se para todo s € S e F' € F exmistir F* € F tal que F* C sF.

3.2 Comportamento assintético dos cociclos topolbgicos

Nessa segao estudaremos o comportamento assintotico dos cociclos topolégicos. Iniciare-
mos apresentando os conceitos de conjuntos limites e algumas das suas principais propriedades e
caracterizacoes. Provaremos as propriedades para o conjunto limite do passado, mas a maioria

delas podem ser reproduzidas, de modo anélogo, para o conjunto limite do futuro.

Definigao 3.2.1. Seja F uma base de filtro para S e A um conjunto nao-auténomo do passado.

O congunto limite do passado w;,“’f de A € o conjunto nao-auténomo do passado dado pelas

fibras

wﬁ}— = ﬂ (U (pg_lp(Aslp))

FeF \seF
para todo p € P*(A).

Se o sistema ®L ¢ invertivel A é um conjunto nao-auténomo do futuro podemos definir o

conjunto limaite do futuro oz;)‘l’f de A como sendo o conjunto nao-autéonomo do futuro dados
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pelas fibras

e (U ¢zp1<Asp>)

FeF \scF
para todo p € P*(A).

Proposicao 3.2.1. Dados X, um espaco reqular para todo p € P e A um conjunto nao-
autonomo do passado. Se um conjunto nao-autonomo do passado K € tal que para toda vizi-

nhanga V, de K, existe F' € F com
para todo s € F e p € P*(A). Entdo

para todo p € P*(A).

Demonstragio: Se y ¢ K, entdo existe uma vizinhanga V, de K, tal que y ¢ V,. Como V,

é uma vizinhanca de K, existe F' € F tal que

o os P(Ay,) C TV,

seF

Portanto, y ¢ wi”. O

Proposicao 3.2.2. Sejam A e B conjuntos nao-auténomos do passado e F uma base de filtro
em S. Entao o conjuntos limites do passado possui as sequintes propriedades:

(i) Se B C A entio wP” C w7 para todo p € P*(B).

(it) wiA"BF C wtF NwP para todo p € P*(A) N P*(B).

(iii) wAYBF = wAF UwB” para todo p € P*(A) U P*(B).

Demonstracao: (i) Como B C A, entdo B, C A, para todo p € P*(B). Dai ¢é claro que

WBT = ﬂ U @3 P(By1,) C ﬂ U 0y P(Agy) = wa”,

FeF seF FeF seF

para todo p € P*(B).
(ii) E claro (AN B), C A, e (AN B), C B, para todo p € P*(A) N P*(B). Entdo pelo

item (i) temos w7 C whF e wWABF C WP para todo p € P*(A) N P*(B). Portanto,

JANBF

AF B,F
p N Ct)p

pr
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para todo p € P*(A) N P*(B).
(iii) Se A, C (AUB), e B, C (AU B), para todo p € P*(A) U P*(B), entao pelo item

(i) temos que w7 C WAYBF e WBF C WAYBS para todo p € P*(A) U P*(B). Portanto,

w;&,]—' U C‘.)B,]-' C wAUB]—'

para todo p € P*(A) U P*(B). Seja 2 ¢ w7 UwB”. Uma vez que z ¢ w% = -7,

existe I} € F tal que = ¢ WA*Fl. Além disso, existe uma vizinhanca U de x tal que para todo

A Fy B,F

y € U tem-se que y ¢ v,~"1. Do mesmo modo, como z ¢ w’, existe [, € F tal que para

todo y € V, onde V é uma vizinhanga de z, tem-se y ¢ 722, Dado F' C Fy N Fy, o C 05

e, B.F C'yBF2 Obtemos que Uﬂv ’ :fﬂeVﬁv 4= 1. Como UNV éuma v1z1nhanga de
z eyt Uyt = 4 AUBE segue que (UNV) NAAYBE = (. Portanto, z ¢ w“® concluindo a
inclusao contraria. O

Proposicao 3.2.3. Se A ¢ um conjunto nao-autéonomo do passado S-progressivamente invari-

: - : ~ : - AF —~ X (A AF AF _F
ante (S-regressivamente invariante, S-invariante), entio wi C A, (A, Cwi”, wi’ = A,)

Demonstracao: A proposicao segue da seguinte igualdade

-NU« e nUa

FeF seF FeF seF

para todo p € P*(A). O

Proposicao 3.2.4. Seja A um conjunto nao-auténomo do passado e F uma base de filtro em

S.

(i) w7 é um conjunto fechado.

(ii) Se o cociclo é continuo e F satisfaz a hipétese de translacio Hy entio w” é S-progressivamente
mvariante.
(iii) Se o cociclo ¢ continuo, inversivel e F satisfaz a hipétese de translagdo Hy entio w?” é

S-regressivamente invariante.
Demonstragao:

(i) Seja p € P*(A). E claro que w7 ¢ fechado, pois ¢ a intersecio de conjuntos fechados.
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(ii) Sejam z € WA, s € Se F € F. Uma vez que F satisfaz Hy, existe F* € F tal que

—1
sF* C F. Pela defini¢cdo do conjunto limite do passado, z € [J,.cp- ol P (At*_1p>. Pela
continuidade do cociclo segue que

dze U e (er 7 (4e,) = U ¢ ? (4,

tre k™ treF*

)
o t* s lsp
- U Pstx (At*_l s*lsp>

treF*

AF
C Ysp -

Uma vez que F' € F foi escolhido arbitrariamente, conclufmos que ¢?(z) € ~&" para

todo F € F, ou seja, ¢8(z) € wh”

(iii) Sejam p € P*(A), s € S, z € wh” e F € F. Uma vez que F satisfaz Hy, existe

F* ¢ F tal que s 'F* C F. Pela definicio do conjunto limite do passado, z €

o 1

Upepe got* (sp) <At*—1(sp)). Pela continuidade do cociclo segue que

s g
z € U 905 (S@t* (p <At*_1(sp))> = U (’02(5_1?*) (At*_1p>

t*eF'* treF*
t+1s
= U Spg <(pi—1t* )p <A(t*_1s)p>>
t*eF'*
- S)
- o (TFT )
treF*

C P <%‘? F) -

Uma vez que I’ € F foi escolhido arbitrariamente, concluimos que z € ¢? <7ﬁ F) para

todo F € F, ou seja, z € ¢ (w Af)

Proposicao 3.2.5. Sejam A um conjunto nao-auténomo do passado e F uma base de filtro

para S. Para cada p € P*(A) o conjunto limite do passado admite a sequinte caracteriza¢ao

y € X,; existem redes (tx)rxea €S, com ty —F 00,

. !
e x) € At;1p tais que @ "(x)) = .

Demonstragao: Dado y € wﬁf, temos que y € (J,.p gpﬁ_li’(As_lp) para todo F' € F. Assim
-
para cada F' € F existe uma rede (z),) C X, onde z,, = @tiip(xAF), comiy, € F,xy, € Ay,
F

€ 2, Y.
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Seja U, o conjunto de todas as vizinhancas de y. Entao para cada U € U, e F' € F,
tome Ap tal que zy, € U. Assim, podemos construir uma rede (t,,,,), onde a condi¢ao acima
¢ satisfeita e cuja direcao é dada por A\py < Ap v, se [1 C F'eV C U. Esta diregao esta bem
definida, pois A\py < App e;se Apy < Apvedpy < Apwentao Fo CFy C FeW CV CU
logo Apy < A, w. Além disso, para Apy e Ap v, existem Fo C FNFreW CcUNV, oque
implica que Apy < Ap,w € Ap v < Ap,w.

Note que 2., — y. De fato, dado U € U,, por construgao, zy, ,cv. Logo, se Apy < Ap v
entao z, , € V. C U. Também, t5,, —F oo, pois para cada I’ € F, ty,, € F para todo
U elU,. Assim, se Apy < Ap, v entdo F; C F e tp v € F, mostrando a primeira inclusao.

Para provarmos a inclusdo contraria, dado p € P*(A), tome y € X, tal que existem
redes (t)) C S, tx —F 00, e ) € At;1p tais que z, = gpglp(:p,\) — y. Entao, para cada
F € F existe \g € A tal que ty, € F' e zy — y para todo A > \g. Portanto, para cada € F

existem redes (t\)x>x, C F, (Zx)a>n, COM ) € At;1p tais que (z))i>), converge a y, isto é,

Y € User @ﬁﬂp(As,lp), concluindo que y € WPA,J-" 5

O seguinte resultado para o conjunto limite do futuro pode ser provado de maneira similar.

Proposigao 3.2.6. Assuma que o cociclo topoldgico (C, CIDE) é inversivel. Sejam A um conjunto
nao-auténomo do futuro e F uma base de filtro para S. Para cada p € P*(A) o conjunto limite

do futuro admite a sequinte caracterizacao

y € X, existem redes (tx)ren C S, com ty —F 00,
e x\ € Ay, tais que 302’1’ (x)) = v
Agora, definiremos os conceitos de atratividade e repulsividade em subconjuntos do espaco
de fase. O atrator é definido no sentido backward enquanto o repulsor é definido no sentido
forward. No capitulo 4, com a estrutura admissivel, também serd possivel definir um repulsor

no sentido backward e um atrator no sentido forward.

Definicao 3.2.2. Sejam A um conjunto nao-auténomo do passado e M uma familia de con-
Juntos nao-auténomos do passado com P*(M) C P*(A) para todo M € M.

(i) Dizemos que A é M-atrativo , se para cada aberto U, contendo A, existe F € F tal
que

—1

902 p(Msflp) - Up»

para todo s € F, M e M e p € P*(M). Dizemos que A é um M-atrator do passado se A

¢ compacto, invariante e M-atrativo.
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Sejam R um conjunto nao-autonomo do futuro e M uma familia de conjuntos nao-
autonomos do futuro com P*(M) C P*(R) para todo M € M.
(it) Dizemos que R é M-repulsivo , se para cada aberto U, contendo R, existe F' € F
tal que
02 (Up) D My,

para todo s € F, M e M ep € P*(M). Dizemos que R é um M-repulsor do passado se A

€ compacto, invariante e M-repulsivo.
Nas proposicoes a seguir provaremos propriedades basicas dos M-atratores.

Teorema 3.2.1. Seja (C, CI>§) um cociclo topoldgico, onde X, € um espaco topoldgico regular
para todo p € P. Seja K um conjunto nao-auténomo do passado, compacto e M uma familia
de conjuntos nao-auténomos do passado tal que P*(M) C P*(K) para todo M € M. Entio K

¢ M-atrativo se, e somente se, wi,v"f C K, para todo M€ M ep e M.

Demonstracao: Sejam M, p € P*(M) e V), uma vizinhanga fechada de K,. Entao K, C
int(V,). Uma vez que K é M-atrativo e int(V,) é um conjunto aberto contendo K,, entao

existe I’ € F tal que (J,p @ 'P(M,1,) C int(V,) C V,. Portanto,

wzlg/lf - ﬂ (U (’pi_lp (Ms_lp)> - Fp = Kp'

FeF \seF

Reciprocamente, se K nao for M-atrativo, entao existem M € M e p € P tais que, para

algum aberto V, D K, e todo I’ € F, tem-se

para algum s € F, concluindo que, wi™ ¢ K. 0

Proposicao 3.2.7. Sejam (C,q)g) um cociclo topologico e K um conjunto nao-autéomomo do
passado. Sejam L, M e M familias nao-autonomas do passado, onde M € de tal forma que
M e M é dado por M = {Mp}pep*(m e Mp ¢ o fecho de M, em X,. Entdao temos as sequintes
propriedades:
(i) Se L C M e K é um M-atrator do passado entao K é um L-atrator do passado;
(11) Se K é um L-atrator do passado e um M-atrator do passado entio K é um LN M-

atrator do passado;
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(iii) Se K € um L-atrator do passado e um M-atrator do passado entio K é um LU M-
atrator do passado;
w) Se para todo p € P o espacgo topologico X, € reqular e K é um M-atrator do passado
) p )

entio K ¢ um M-atrator do passado.

Demonstracao: (i) Como K é um M-atrator do passado entdo é compacto e invariante.
Resta mostrarmos que é L-atrativo. Para cada M € M e p € P*(M) dada uma vizinhanca
aberta V), de K, existe F' € F tal que sz_lp(Msflp) C V,, para todo s € F. Por hipdtese
L C M, logo para cada L € £ temos que L. C M para algum M € M. Portanto, para cada

L € L e pe P*(L) para a mesma vizinhanca V, e o mesmo F' € F anteriores temos

05 ' (Ls_1p> - @i_lp (Ms_lp) CVy,

para todo s € F e, portanto, K é um L-atrator do passado.

(ii) Uma vez que LN M C M e K é um M-atrator do passado entdo o item (i) garante
que K ¢ um £ N M-atrator do passado.

(iii) Uma vez que K é um M-atrator do passado entdo é compacto, invariante e M-
atrativo, isto é, dada uma vizinhanca aberta V,, de K, existe [} € F tal que gpjflp (Mg-1,) C Vp,
para todo s € Fi. Da L-atracao, segue que para a mesma vizinhanca V), existe Fy € F tal que

1

s P(Ls-1,) CV,, para todo s € Fy. Tome F' = Fy N F,. Sabemos que
0y P ((MU L)1) = 97 P (Mym1,) Ul 7 (Loty)
para todo s € S e p € P tais que s 'p € P*(MUL). Segue daf que
oy P(MUL),) CV,

para todo s € F e, portanto, K é £ U M-atraido.

(iv) O conjunto K ¢é compacto e invariante por ser um M-atrator. Resta mostrarmos
que é M-atrativo. Fixado p € P*(K), tome uma vizinhanca fechada V, de K,. Entao existe
F € F tal que <p§_lp(M571p) C V,, para todo s € F. Para quaisquer s € F' temos que
My, C (5 P)7H(V,) e (¢ ?)~1(V,) é fechado, pois é a imagem inversa de um conjunto fe-
chado por uma funcdo continua. Portanto, M,-1, C ¢ P(V,) obtendo que ¥ P(M,-1,) C V.
Assim, temos que | J,p cpi_lp(Msflp) C V,. Uma vez que X, é um espaco regular, o Teorema

3.2.1| garante que K é M-atrativo. O

Na seguinte proposicao apresentamos uma caracterizacao de conjuntos nao-autdénomos

M-atrativos via redes F-divergentes.
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Proposicao 3.2.8. Seja A um conjunto nao-auténomo do passado e M uma familia de con-
Juntos nao-auténomos do passado. Entao A é M-atrativo se, e somente se, para todo M € M
temos P*(M) C P*(A) e, para toda vizinhanga aberta V, de A, e toda rede F-divergente (ty)xea

existe \g € A tal que
t71
Py g (Mt;1p> C Vp,

para todo X > Ao, M € M e p e P*(M).

Demonstragao: Se A é M-atrativo, entdo para todo M € M temos P*(M) C P*(A). Além
disso, para todo p € P*(M) e toda vizinhanca V,, de A, existe F' € F tal que gpi_lp (Ms-1,) C V),
para todo s € F. Fixando p € P*(M), uma vizinhanca V, de A, e uma rede F-divergente
(tx)ren, pela definicao de rede F-divergente, existe \g € A tal que t, € F para todo A > .
Em particular, concluimos que goglp (Mt;1p> C Vp, para todo A > Ao.

Agora, suponha que existe M € M tal que P*(M) ¢ P*(A) ou existe M € M,
p € P*(M) e uma vizinhanga V, de A, tais que para todo F € F tem-se @° ?(M,1,) ¢ V,,
para algum s € F. Entao, para cada F € F, tome tr € F tal que cpiilp (m) ¢V, para algum
m e Mt;p. Desse modo, temos uma rede F-divergente (tr)pcr para a qual goiilp (Mt;1p> Z Vy,
para todo F' € F. O

Proposicao 3.2.9. Seja A um conjunto M-atrativo.
(i) Se A € fechado entao w)” C A, para todo M e M e p e P*(M).
i) Se M € M ¢ regressivamente invariante, entdo A, C M, para todo p € P* .
p P

Demonstracao: Fixe M € M e p € P*(M).

(i) Para todo ponto z € wM™M

. . 5!
b existem redes t, —r oo e xy € Mtglp tais que ;) Play) —

x. Se tivéssemos x ¢ A, entdo existiria uma vizinhanca aberta V,, de A, tal que = ¢ V,,, pois
A é fechado. Portanto, terfamos que para cada F' € F existiria A\r tal que t) € I para todo
A>Ape gpiilp(az,\) ¢ V), contradizendo a M-atratividade de A.

(ii) Uma vez que A é M-atrativo, para toda vizinhanca V, de A, existe F' € F tal
que gpg_lp(Ms—lp) C V,, para todo s € F. Pela invaridncia regressiva de M, segue que
M,, C ¢"(M,), para todo s € S. Portanto, M, C ¢¢ P(M,1,) C V,. Da arbitrariedade

de F' € F e da vizinhanca V), concluimos que Zp C Mp. O
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3.3 Cociclos topolbgicos conjugados

Nessa secao estudaremos conjugacao e semi-conjugacao entre cociclos topolédgicos, e a par-
tir dai, estudar como os objetos dinamicos definidos estao relacionados com cociclos topologicos

conjugados e semi-conjugados.

Definigao 3.3.1. Sejam (¢, ®L) e (¢, VL) dois cociclos topoldgicos definidos respectivamente
sobre as familias de espagos topologicos { X, }pep € {Yp}per, € {hy}pep uma familia de aplicagoes

continuas h, : X, — Y, satisfazendo a sequinte propriedade:

U (hy () = hsp(5(7))

para todo s € S, pe P ex € X,,.

(i) Se h, : X, — Y, € sobrejetiva para todo p € P entio dizemos que (¢, D) e (¢, ¥E)
sao topologicamente semi-conjugados.

(ii) Se h, : X, =Y, é um homeomorfismo para todo p € P entao dizemos que (¢, ®L) e

(¢, VL) sio topologicamente conjugados.

Teorema 3.3.1. Sejam (¢, ®L) e (¢, VL) cociclos topoldgicos semi-conjugados, A um conjunto
nao-autonomo do passado e M uma familia de conjuntos nao-auténomos do passado com
P*(M) C P*(A) para todo M € M. Se A é um M-atrator do passado, entio B = {h,(A,)},ep
é um N -atrator do passado, onde cada N € N é dado por N = {h,(M,)},cp.

Demonstragao: Se os cociclos (¢, ®L) e (¢, ¥L) sdo semi-conjugados, entio existe uma familia
de aplicagoes continuas h, : X, — Y, sobrejetoras tal que, para cada p € P, a seguinte
propriedade é satisfeita 1?(h, (7)) = hg(©P(x)). E claro que B é compacto, pois para todo

p € P*(A), A, é compacto e h, é continua. A invariancia do B segue do fato que

W:(Bp) = ¢§(hp<14p)) = hSP(Spg(Ap)) = h8p<AS;n> = B,y

Note que, para cada p € P*(B), tomando um aberto V), tal que h(A,) C V}, tem-se que
Up = h,'(V,) é um aberto contendo A4,. Como A ¢ M-atrativo, entao existe F' € F tal que
@2_1P(M571p) C U, paratodo s € F, M € M e pe P*(M). Assim,

—1

U P (hg1p(My1,)) = byl P(My-1,) C hy(U,) =V,

S

para todo s € F, N € N e p € P*(N), concluindo que B & N -atrativo. O
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Corolario 3.3.1. Sejam (¢, L) e (¢, VE) dois sistemas dindmicos nao-autéonomos conjugados,
A um conjunto nao-auténomo do passado e M uma familia de conjuntos nao-autonomos do
passado com P*(M) C P*(A) para todo M € M. Entdo eziste um M-atrator do passado A
para (¢, L) se, e somente se, existe um conjunto nao-auténomo do passado B e uma familia

de conjuntos nao-auténomos do passado N tais que B é um N -atrator do passado para (¢, VE).

3.4 Cociclos sobre grupos topologicos

Nessa secao, relacionaremos os cociclos topologicos com o conceito de cociclo sobre grupos
topologicos. Veremos que, quando o espago de fase do cociclo topologico X = {X,;p € P} é tal
que X, = X para todo p € P o mesmo pode ser visto como um cociclo da agao ¢ sobre o grupo
de homeomorfismos de X em X, denotado por hom(X). Antes de prosseguirmos, daremos
algumas defini¢oes basicas da teoria de cohomologia em sistemas dinamicos, a qual contempla

o conceito mais geral de cociclo em dinamica topoldgica.

Definicao 3.4.1. Seja ¢ uma agao de um grupo topologico G em um espago topoldgico X e H
um grupo topologico. Um cociclo da acao ¢ sobre o grupo H € uma aplicacio o : G X X — H

satisfazendo a sequinte propriedade

o(g1-92, %) = (g1, ¢(92, )0 (g2, @),
para todo g1, € G ex € X.

Assim como anteriormente, por simplicidade, adotaremos a seguinte notacao para a acao
¢: C(g,2) = gu.

Definicao 3.4.2. Seja 0,6 : G x X — H dois cociclos da acio ( : G x X — X sobre o grupo

H. Dizemos que o e s sao cohomdlogos se existe uma aplicagao k : X — H tal que

<(g,7) = klgz)-0(g,2).(K(x))". (4.1)

Observacao 3.4.1. Note que para qualquer cociclo 0 : G X X x H e qualquer aplicacao

k: X — H aaplicacao s : G x X — H definida por ¢ um cociclo. De fato,

S(gr92,2) = K(grgax).0(grg1,2).(K(2)) "

= K(g1922).0(g1, 92).0 (9, ). (k(x)) ™
= [W(91(92))-0(g1, 92)-(r(g22)) [k (g2).0 (g2, ). (K(x)) ']
= (g1, 927).5(g2, T).
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Definicao 3.4.3. Um cociclo 0 : G x X — H € chamado de cobordo se é cohomdlogo ao

cociclo trivial, isto €, se existe uma funcao k : X — H tal que

o(g,x) = w(gz).(k(x)) ",
para todo g € G ex € X.

De posse das definicoes gerais estamos em condigoes de relacionar os conceitos de sistemas
nao-autonomos e de cociclo. Considere uma agao continua ¢ : G x P — P, onde G = (S) e S
um subsemigrupo de um grupo W. Entao considere um cociclo o : G x P — hom(X), onde
hom(X) é o grupo de homeomorfismos de X em X (munido com a composi¢ao de fungoes)
sendo X um espaco topoldgico qualquer. Defina uma familia de aplicacdes pondo para cada

seGepeP
wi(x) = o(s,p)(x),
para todo z € X.

Entao

pis(x) = olts,p)(x)
= of(t,sp)oa(s,p)(z)
= o(t,sp) o i(x)
= ¢ o @i(x).
Desse modo, temos definido um cociclo topoldogico associado ao cociclo . Reciproca-

mente, estamos interessados em associar um sistema dinamico nao-auténomo a um cociclo

o : G x P — hom(X). E natural definirmos para cada (s,p) € G x P tal cociclo como sendo

a(s,p) == ¢%. (4.2)

Observacao 3.4.2. O cociclo nao precisa estar definido, necessariamente, sobre o grupo
hom(X) para se obter um cociclo topoldgico. Com efeito, sendo o : G x P — H um coci-

clo sobre um grupo topoldgico (H,.), basta definir
pi(x) = o(s,p).a,
para todo s € G, Pe P ex e H.

Proposicdo 3.4.1. Sejam o, : G x P — hom(X) dois cociclos cohomdlogos. Entao, os

cociclos topoldgicos ((, @) e (¢, V), associados respectivamente a o € a ¢, sGo conjugados.
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Demonstracao: Se os cociclos o e ¢ sao cohomologos, entao existe uma fungao continua

k: P — hom(X) tal que
o(g.p) = k(gp) o s(g,p) o (k(z)) "

Isto significa que para cada p € P temos um homeomorfismo h, = k(p) : X — X tal que
@b = hgp o)y o h;l,

para todo g € G e onde ¢! := a(g,p) e ¥P := [(g,p). Logo, os cociclos topologicos (¢, ®) e

(¢, V) sdo conjugados. -

3.5 Exemplos

Nesta secao, apresentaremos exemplos de cociclos topologicos e estudaremos seu compor-

tamento assintotico mostrando quais sao os atratores e repulsores correspondentes.

Exemplo 3.5.1. Seja E um espaco vetorial normado munido com a familia admissivel Og.
Para sequéncias finitas o = {x1, ...,xx} em E e € = {U.,, ...,U, } em Oq, seja U, uma cobertura

de E¥ dadas pelos conjuntos da forma [] U, onde U, = B (a;,&;) €U, parai=1,....k, e

zeRP
U, = E caso contrdrio. A familia O, = {U} € uma base para a uniformidade da convergéncia
pontual em EF (veja [39, Coroldrio 37.13]). E bem conhecido que E¥ nio é metrizdvel com a
topologia da convergéncia uniforme.

Considerando E¥ munido com a topologia da convergéncia pontual, a aplicacdo inclusdao
i:E < E¥ ondei(x) é a funcdo constante i (x) = x, € uma aplicacio continua.

Seja P = R o conjunto dos nimeros reais positivos e S = N o semigrupo dos inteiros
positivos com a multiplicacdo. Considere a acdo & : N x Rt — Rt dada pela multiplicacao
¢(n,p) = np e a familia de funcées ¢ : E¥ — EF dada por o8 (f) = f*. E claro que
essa familia de funcoes define um cociclo topoldgico A fim de direcionar a acdo condutora,

tomamos a base de filtro F = {{k e N: k > n}} Entao temos ny —x 00 se, e somente se,

neN’
ny — +00.

Seja K C E um conjunto compacto fizrado. Definimos um conjunto nao-auténomo M

como seque:
M, = {f € contracao com ponto firo em K e constante Lipschtz L = g} , para p € [0,1),
M, = 0, para p € [1,400) .
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Para um dado p € P*(M) = [0,1), tome q € S™'p. Isso significa que existe n € N tal que
ng =p. Uma vez quen > 1 and 0 < p < 1, seque que q € [0,1). Portanto, S~'p C P* (M), e,
portanto, M é um conjunto nao-autonomo do passado.

Afirmamos que o conjunto nao-auténomo completo A com fibras A, =i (K) é um {M}-
atrator do passado.

De fato, € claro que A é compacto, fechado, invariante, e P* (M) C P*(A). Considere
uma cobertura aberta arbitraria US, € Op, com o = {z1, ..., 2} e € = {Uz,, ..., U, }. Para cada

p€0,1) e f € M, denotamos por xs o ponto fizo de f, e definimos
d=sup{|lz; —x¢l|: feM,pe[0,1),7=1,..,m}.

)
Tome ng € N tal que om0 <min{ey,...,en}. Para qualquer f € M,, p € [0,1), e n > ng, entdo

temos
mn

n p 0 :
1F* (2) = 25l < 55 M2y = 24l < 5y < minden, . e}
para todo j = 1,...,m. Portanto, f",i(xy) € [],cp Us, onde U,, = B (xy,¢;), para j = 1,...,m,

e U, = E caso contrdrio, isto é, f" € St[i(xs),US]. Segue que
o (Mg) = {f": f € Mg} C Sti (K), U],

para todo n > ng, ¢ € &1 (p), e p € P*(M). Portanto, A é {M}-atrativo do passado, e

portanto um {M}-atrator do passado.

Exemplo 3.5.2. Como um caso especial do Exemplo seja M, o conjunto de todos os
operadores contracao com constante Lipschitz < g parap € [0,1) e M, = 0 parap € [1,+0). A
origem 0 € o ponto fito em comum para as fungées em M,. O conjunto A dado por A, = {i (0)}

¢ um {M}-atrator do passado.

Exemplo 3.5.3. Seja E um espaco normado. Para0 < L < 1 fizrado, seja S C E¥ o semigrupo
de operadores conlracao

S={TeL(E):|T|<L<1}

e considere a acdo natural € : S X E — E dada por £ (T,x) =T (x). Tome a familia de fung¢oes
o EF — E¥P dada pela composi¢io @Y. (f) = T o f. E claro que essa famdia define um
cociclo topoldgico.

Para nimeros fixados ¢, K > 0, definimos um conjunto nao-auténomo M como o sequinte:

pll +1

Il

M, = {f com constante Lipschitz e f1 (0) € BIo, K]} , se ||p|| > ¢,

M, = 0, caso contrdrio.
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FEscolha R € L(FE), com ||R| > %, e tome T = R™' € S. Para um dado p € P* (M), tome
q = R(p). Entio temos q € S™'p, portanto S~'p # 0. Agora, se ¢ € S™'p € arbitrdrio, temos
lall = % > ¢, e assim S~'p C P* (M). Portanto, M é um conjunto nao-auténomo do passado.

Para um dado n € N, fize S, = {T’g T eSS k> n} Para p,q € N, temos S,,, = S,N Sy,
onde m = max {p, q}. Portanto, a familia F = {S, : n € N} € uma base de filtro de subconjunto
de S. Afirmamos que o conjunto nao-auténomo completo A dado por A, = {i(0)} é um {M}-
atrator do passado.

De fato, é claro que A é compacto, fechado, e P* (M) C P*(A). Uma vez que T o
i(0)(x) =T(0) =0 para todo T € S e x € E, seque que A € invariante.

Agora, para uma dada cobertura abertalds, € O,, coma = {21, ..., z2m} e € = {Uz,, .., U, },

tome § = max{||z]| :i=1,...,m}. Considere n € N tal que

c
< -
c+10+ K

n

min{e; :i=1,....,m}.

SeT €S, e fe M, escolhemos xog € f~1(0) e obtemos

lpl[+1,
WH% o|

(0 4+ K)

ler () I = T (f G < L (z5) = f (@) < L

1 1
lemmin{ai:izl,...,m}c+

= min{e; :i=1,...,m}

portanto ¢, (f) (2;) € B(0,¢;). Isso significa que of (f),i(0) € [[,cp Us, onde U,, = B(0,¢;),
para j =1,....,m, e U, = E caso contrdrio. Portanto, o4 (M,) C St[i (0),US] para todo T € S,
ep € P* (M), e portanto A é um {M}-atrator do passado.

Exemplo 3.5.4. Seja S = R o grupo multiplicativo dos nimeros reais positivos e X o con-

junto

X={(a,00eR*:0<a<1}U{(a,1) eR*:a>1}
munido com a topologia gerada pela base B dada pelos conjuntos

<(2,11x{0})u([1,a)x1), a > 1

(a,b) x {0}, a < b<1,

(a,b) x {1}, 1 < a<hb.

Note que esse espago topologico X nao é metrizavel.

Seja P o conjunto das funcoes
P = {p ' RY x X — X : p continuas com p (t,x) = p(s,x) para todo t,s € RT, z € X}
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munido com a topologia compacto aberta. Considere a agdo trivial ( : Rt x P — P dada por

C(t,p) = p. Tome a familia de fungées o} : X — X dada por

o (ra) = (" x)

onde b é determinado por p(1,(1,1)) = (b,). Entdo temos

Sb+2
ﬁmmﬁﬂwwﬂaz(@“) w)zﬁwaﬁzﬁﬁm@

para todo s,t € RY, pe P, e (r,x) € X. Portanto essa familia define um cociclo topoldgico.
Considere o filtro F = {(0,t) : t > 0} nos subconjuntos de R*. Para essa dire¢io, temos

ty —F 00 se, e somente se, tx — 0. Para cada a > 0, defina o conjunto B, C X por

((3,1] x {0} U([1,a) x 1), sea>1
((a, 1] x {0} U ([1,1) x 1), sea<1

B, =

Seja I C [1,400) qualquer conjunto de indices e tome uma colecio M de conjuntos ndo-
auténomos M? definidos por M;; = B;. Afirmamos que o conjunto nao-autonomo A dado por

A, ={(1,0),(1,1)} € um M-atrator do passado. De fato, para tx — 0 e (r,x) € M, temos

b+2

op, (r,x) = (TtA ,x) — (1,2).

Portanto, para qualquer vizinhanca U, = ((1 1} X {0}) U ([1,a) x 1) de A,, eziste N tal que

a’

©f (M;) C U, para todo X > N\g. Assim, A é um M-atrator do passado.

Exemplo 3.5.5. Seja P = gl(n,R) o espago de todas as transformagoes lineares de R™ e S o

semigrupo de todas as matrizes diagonais reais n X n da forma

S1 0
diag (s1, ..., $n) = ' , 0<s; <1

0 Sp,

Denote 1 = diag (1, ...,1). Considere a a¢io natural £ : S x P — P dada pelo produto & (s,p) =

Sp.

Tome a familia de fungoes £ : R™ — R" dada por
@l (x) = P Ps ()

onde tr(q) significa o traco das transformagées lineares q. Nao € dificil verificar que essa

familia define um cociclo topoldgico.
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Para cada § > 0, nds definimos o conjunto M? por

1
o _
Mp = B|:071——|—6:|’ setr(p)21+5,
M[‘f = 0, caso contrdrio.

Afirmamos que M? € um conjunto ndo-autonomo do passado. De fato, para p € P* (M‘S)

es €S, temos tr(p) > 1+9, e entdo

tr (sflp) = Zn:% > Xn:pm’ >1+0.
i=1 " i=1

Portanto, S~'p C P* (M?).

Para cada 0 < a < 1, defina o conjunto F, C S por
F, = {diag (s1,...,8,) : 0 < s; < a}.

E facil ver que a familia F = {F, : a < 1} é uma base de fillro de subconjuntos de S.

Agora, tome M = {1\/1‘S 10 > 0} e A = {0} x P. Mostraremos que A é um M-atrator
do passado. De fato, para ¢ > 0, tome n > 0 tal que e™" < €. Para toda s € F,,;, M? € M,
p € P* (M5), exT e Mg, temos

n

tr(p—s'p) (——)pu<z —np; = —ntr (p) < —n

=1

Isso significa que goiflp (Mg) C B(0,¢) para todo s € F,, 11, M € M, e p € P* (M(S). Assim,

e entao

o7 @) = T s )] < e ol < =
A ¢é um M-atrator do passado.

3.6 Existéncia de atratores do passado e repulsores do fu-
turo

Nesta secao, mostraremos a existéncia de atratores do passado e repulsores condicionada
a existéncia dos conjuntos de absorcao do passado e de rejeicao do futuro, os quais sao definidos

a seguir.

Defini¢ao 3.6.1. (i) Sejam F uma base de filtro, B um conjunto nao-auténomo do passado
e M uma familia de conjuntos nao-auténomos do passado. Entao, B é chamado de M-

conjunto de absor¢ao do passado se para todo M € M, temos P*(M) C P*(B), e para
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Figura 3.1: Grafico do cociclo ¢* 'P(z) = e"P=s"")g(z): para p = 2 (Ponto); para p = 2
(Solido); para p =5 (Traco).

Figura 3.2: Grafico do cociclo ¢® ?(x) = "5 '"P)g(z) no caso n = 1.

todo p € P*(M) eziste F' € F tal que

-1

s P(Ms-1,) C By, (6.3)

para todo s € F'.

(ii) Suponha que (¢, ®L) € inversivel. Sejam F uma base de filtro, B um conjunto nao-
autonomo do futuro e M uma familia de conjuntos nao-auténomos do futuro. Entao, B é
chamado M-conjunto de rejei¢cao do futuro se para todo M € M, temos P*(M) C P*(B),
e para todo p € P*(M) existe F' € F tal que

szgl(Msp) - Bpa (64)
para todo s € F.

Teorema 3.6.1 (Existéncia de M-atratores do passado e M-repulsores do futuro). Suponha
que a familia X = {X,;p € P} tal que X, € reqular para todo p € P e que o cociclo topoldgico

(¢, ®L) seja inversivel. Entao as sequintes afirmacdes sao satisfeitas:
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(i) Sejam F uma base de filtro satisfazendo H, e Hy, M uma cole¢io de conjuntos ndo-
auténomos do passado e B € M um M-conjunto de absor¢ao do passado, compacto e fechado.

Entao existe um M-atrator do passado A satisfazendo

871
Ap = wa’]: = ﬂ ( (,Ds p (lep)),
seF

FeF

para todo p € P*(B). Além disso, se A € M entao A estd unicamente determinado.
(ii) Sejam F uma base de filtro satisfazendo Hy e Hy, M uma cole¢io de conjuntos ndo-
autonomos do futuro e B € M um conjunto de rejeicao do futuro, compacto e fechado. Entao

existe um M-repulsor do futuro R satisfazendo

Ry — B — (U . <Bsp>>,

FeF \seF

para todo p € P*(B). Além disso, se R € M entio R estd unicamente determinado.

Demonstracao: (i) Mostraremos inicialmente que A, C B, para todo p € P*(B). Com efeito,

se v € A, entao

T & ﬂ (U (’Oi_lp (Bs_lp)>'

FeF \seF

Assim, dado F' € F tem-se que

T € U oS P (Bs-1,)

seF

Uma vez que B € M, existe F* € F tal que gog‘lp (Bs-1,) C By, para todo s € F*. Logo,

concluimos que

T € U Sozilp (Bs-1p) C F10 = By,

seF*
obtendo a inclusao desejada.

Note que, para p € P*(B) os conjuntos 72 := (J,_» @2 ? (B,-1,) formam uma sequéncia
decrescente de subconjuntos de B, a partir de algum F* € F. Segue dai, que para todo
F > F* os conjuntos 711037 formam uma sequéncia decrescente de subconjuntos compactos de
B, e, portanto, A, é nao-vazio e compacto, pois X, ¢ um espacgo regular. Dessa forma, ficam
garantidas duas das condicoes para que A seja um M-atrator: A é compacto e ndo-autonomo
do passado, pois P*(A) = P*(B).

Da Proposicao 3.2.4, segue que A é S-invariante, pois S satisfaz a hipétese H; e o cociclo

é inversivel.
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Note que A ¢é {B}-atrativo, ou seja, P*(B) C P*(A) e para todo p € P*(B) e toda
vizinhanga V, de A,, existe Fy € F tal que ¢° 7 (B,-1,) C V,, para todo s € F}.
Como P*(B) = P*(A), se a afirmagao acima néo fosse verdadeira, existiriam redes ¢t —

-1
00 e Iy € Spi; p (Bt;1p>, e uma vizinhanga V, de A, tais que para todo A € A teriamos

o ¢V, (6.5)

A rede (x))xea possui uma subrede (24(,))uem que converge para um ponto xo € B,, pois
-1
B, & compacto e existe )\ tal que x) € B, para todo A > \g. Uma vez que, x € goii P (Bt;1p>,
—1
concluimos que os termos da rede sao da forma x) = goii P (y)) para algum y, € Bt;1p. Em

particular os elementos da subrede (24(,))uerr sdo da forma

-1
t¢(u)p

To(w) = Peo (Youm) »

para algum g, € Bt;(lu)p.
A subrede t4(,) —F 00, pois uma vez que (ty)xen ¢ F-divergente, para cada F' € F existe
Ar € A tal que t, € F para todo A > Ap e a cofinalidade de ¢ garante a existéncia de um
prp € M tal que ¢(pup) > Ap. Assim, ty,) € F para todo > pp pois ¢ é crescente. Assim
t 1 P . .
temos as redes ty(,) —F 00 € gotzEZ; (Yo()) — o, ou seja, xg € w7 contradizendo
Finalmente, mostraremos que dados M € M e p € P*(M) para qualquer rede F-

divergente (t))xea € qualquer vizinhanga V), de A, existe A tal que

t71
e " (M) €V, (6.6)

para todo A > Ag.
Fixe M € M e p € P*(M). Uma vez que A ¢ {B}-atrativo, dada uma vizinhanca V,, de
-1
A,, segue que dada uma rede F-divergente (uy)xea existe A\g € A tal que o) ¥ (Bu;1p> C Vp,

para todo A > A\g. Por outro lado, existe F; € F tal que

t'p s71(sty'p)
e (M) = 2l (M)
(sty Mp
- SDUSA*1 <B(3til)p>’

para todo s € Fj.

1

Como F satisfaz a hipotese Hs, entao uy, = tys~ —x 00, pois dado F € F, para

quaisquer s € Fj existe F, € F tal que F5 C F's e da hipotese que t), —r 0o existe \g € A tal

que uy = tys~! C F para todo A > ). Desse modo, concluimos que
t\'p M uy'p B
gptx t;lp - SO’U/)\ u;lp 9

a7



para todo A > )y, provando o desejado.

Mostraremos minimalidade no sentido estabelecido no enunciado. Seja C um conjunto
nao-autonomo do passado satisfazendo P*(C) C P*(B) e tal que C,,p € P*(C), é fechado
e para qualquer vizinhanca V, de C, e qualquer rede F-divergente (t))iep existe Ay € A

satisfazendo
t71
0" (By,) Ve (6.7)

-1
paratodo A > \g. Sey € A,, entao y = lim, gpﬁi P (xy) paraalgumarede ty =7 coexy € Btglp.
Portando, y € C), = C,,.

Agora, suponha que exista um outro atrator A* € M. Se para algum p € P*(A")
tivéssemos Ay ¢ A, entdo existiria x € A tal que x ¢ A,. Por sua vez, isto implicaria a
existéncia de uma vizinhanga V, de A, tal que A7 ¢ V,,. Uma vez que A; € M existe uma rede

o * * . . . . 7! %
tx —F tal que ¢} P (Atglp) C Aj para todo A € A e isso implicaria que ¢;} P (Atglp) Z Vy,
provando a unicidade de A. A inclusao contraria segue de forma analoga.

(ii) Analogamente demonstra-se a existéncia de um repulsor do futuro. O

Exemplo 3.6.1. Considere o cociclo topoldgico do Exemplo e o filtro F = {(0,t) : t > 0}.
Considere o conjunto nao-autonomo B cujas fibras sao dadas por B, = [%, 1} x{0}U [1, %] x{1}.
B ¢ um conjunto de absorcao, compacto e fechado para a familia M formada por conjuntos

nao-auténomos da forma

1 n+1
= —, 1| x{0}U |1, x {1},
b= (] x 0y 0 1)
onde n € {2,--- ,10}. Portanto, pelo Teorema o conjunto limite do passado wB” é um
M-atrator do passado para esse cociclo. A sequir, vamos calcular wB”. Se y € wB” entdo

existem redes ty —F 00 e (ry, xy) € Bt;1p tais que

—1

y = lim o " ((ry,z)))

ty—0

tb+2
- ()
= (1,.1')\)
Portanto, se xy = 0 ouxy = 1 para todo X\ € A, temos quey = (1,0) ouy = (1,1). Concluimos,
entdo, que wB” = {(1,0),(1,1)}.

p

Exemplo 3.6.2. Seja S™ a n-esfera unitdria interpretada como a compactificacao de Alexan-

drov de R™. Isso significa que S" = R™ U {oo}, onde as vizinhangas bdsicas de oo sdo os
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conjuntos da forma {oo} U (R™"\K), onde K é um conjunto compacto em R", e vizinhangas de
pontos em R™ sao inalteradas em S™.

Seja S o semigrupo de todas as matrizes diagonais n X n da forma

S1 0
diag(sy, -+ ,Sp) = , 0<s; <1

0 s"

Note que S™' = {diag(ty, - ,t,) : 1 < t;}. Considere o grupo G = S™1S e o cociclo
p0:GxGxS"—S" definido por

etr(tg—g)t(r)) se xr 7£ o0

00, € T = 00

onde tr(p) significa o trago de p. Note que ty — oo em S significa tr(ty) — 0 e tr (t,") — +o0
na reta real R.
Um atrator do passado. Considere a familia de conjuntos nao-auténomos M = {M 10> 0},

onde M € definido pelas fibras

o _
Mg = B[O, },setr(g)zl—i-d,

1
1446
Mg = (0, caso contrdrio.
Para g € G*(M’) e s € S, ¢ ficil ver que tr(s—'g) > tr(g) > 1+ 6. Portanto, S~'g C
G*(MP), e portanto M é um conjunto ndio-auténomo do passado.

Agora, tome B = M°. Afirmamos que B é um conjunto M-absorvente do passado.

De fato, ¢ fdcil ver que G*(M°) C G*(B), para todo M° € M. Para s > diag (3,---.3),

)
gEG (M), ex € Mf,lg, temos tr(g — s 'g) <0 e

e <ot 2 g
o1 1) = T s(@)| < ol 2 s < 1

Portanto,

“1 1 1
¢ 9 (Mgs-1,) C By, para todo s > diag (5, e ,5) ,g € G*(M),

provando a afirmagao.
Pelo Teorema A = wB é um M-atrator do passado. Tome ty — 0o em S e (2))ycp

1
com xx € By 1, tais que gpii Y (xy) — . Temos tr(ty'g) = +o0 e |lz,|| < 1, portanto

|

-1 -1 -1
e ? ()| = I [ty | < €D | 0.
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Pela Proposicao A, = {0}, sempre que tr(g) > 1, e Ay = 0 caso contrdrio.
O conjunto limite do passado wB nédo € o unico M-atrator do passado. De fato, néio €

dificil ver que C = {0} x G ¢é também um M-atrator do passado. Veja ilustrag¢oes para o caso

n =1 nas Figuras[3.3 e[3.4.

Figura 3.3: Grafico do cociclo ¢* '9(x) = e"9=5 9 g(z)

em S' para g = 1.

Figura 3.4: Grafico do cociclo ¢® '9(x) = e"(0=5"'9)5(z)

em S! para z = 1.

Um repulsor do futuro. Considere a familia de conjuntos nao-auténomos N' = {N° : € > 0},

onde N° ¢ dado por

Ny = {oo} U(RMNB0,€)), seir(g) <

a |

Ny = 0, caso contrdrio.
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Para g € G*(N°) e s € S, € fdcil ver que tr(sg) < tr(g) < % Portanto, Sg C G*(N") e,
portanto, N° € um conjunto ndao-auténomo do passado.
Tome B = N'. Afirmamos que B € um conjunto N-repulsivo do futuro. De fato,

G*(N°) € G*(B) € dbvio. Para s € S, g € G*(N), e x € N

-1
<y temos tr(g —s7g) > 0

e

22 @) = e s @) > flall > e > 1
sempre que & # 00, e @7, (00) = oco. Portanto
0?1 (Ng,) C By, para todo s € S,g € G*(N°),

mostrando a afirmacgao. Pelo teorema R = oB ¢ um N-repulsor do futuro. Paraty — co

em S e (z\)ren com x\ € By, g4, temos tr(tag) = 0 e ||t;1(x,\)H — 400, portanto

902‘21 () = etr(9—trg)

‘t;\l(l’)\)H .

Pela Proposicao R, = {oc}, sempre que tr(g) <1, e R, = 0 caso contrdrio. Note que

C = {0} x G também é um N -repulsor do futuro.
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Capitulo 4

Cociclos topologicos em espacos

completamente regulares

O objetivo desse capitulo é desenvolvermos a teoria de cociclos topologicos em espagos
completamente regulares fazendo uso da estrutura admissivel. Nesse ambiente, estabelecere-
mos uma generalizacao dos resultados do capitulo 2 para os cociclos topologicos em espacos
compactos Hausdorff (e, portanto, admissiveis) sobre a agdo de um semigrupo.

Com uma estrutura admissivel em méaos temos a possibilidade de tra/balharmos com
vizinhancas de um conjunto nao-autdénomo, fibra a fibra, parametrizadas por uma cobertura
do espaco e dessa forma somos capazes de desenvolvermos um conceito local de atratores
e repulsores resultando em uma teoria de decomposicoes de morse baseadas no conceito de
par atrator-repulsor local. A estrutura admissivel é um ambiente apropriado para trabalhar
os cociclos topologicos herdados da teoria de cociclos sobre grupos topoldgicos, uma vez que
grupos topoldgicos sao espagos admissiveis, o que nos fornece uma gama variada de exemplos
abstratos.

Neste capitulo fixaremos X um espaco completamente regular e os X, € X sao todos

iguais a X, e portanto as aplicagoes ¢P € ®L sdo todas aplicagoes de X em X.

4.1 Me-atratividade em espacgos admissiveis

Nessa sec¢ao, introduziremos as definicoes de repulsores do passado e atratores do futuro.
Além disso, daremos as caracterizagoes de todos os M-atratores e M-repulsores estudados,
usando a estrutura admissivel e a funcao admissivel. Também introduziremos os conceito

de cociclos assintoticamente compactos, além de apresentarmos generalizacoes dos resultados
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apresentados no capitulo 2. Denotaremos por O uma familia admissivel de coberturas abertas

em X.

Defini¢ao 4.1.1. (i) Seja M uma familia de conjuntos nao-auténomos do passado, F uma
base de filtro e R um conjunto nao-auténomo do passado, compacto e invariante. Dizemos que
R ¢ um M-repulsor do passado, se para todo M e M, pe P*(M) el € O, existe FF € F
tal que

3 P (St[Ry1p U)) D M,

para todo s € F.
(ii) Seja M uma familia de conjuntos nao-auténomos do futuro, F uma base de filtro e A
um conjunto nao-auténomo do futuro, compacto e invariante. Dizemos que A é um M-atrator

do futuro, se para todo M€ M, pe P*(M) el € O, existe ' € F tal que
@b (M) C St[Ag,U],
para todo s € F'.

A proposicao a seguir traz caracterizacoes para os M-atratores e M-repulsores, fazendo
uso da func¢ao admissivel. Demonstramos apenas os itens (7) e (i7), pois a demonstracao dos

outros dois itens sao analogas as desses dois.

Proposicao 4.1.1. Sejam M uma familia de conjuntos nao-auténomos do passado, F uma
base de filtro, A e R conjuntos nao-autonomos do passado, compactos e invariantes.

(i) O conjunto A € um M-atrator do passado se, e somente se, para todo M € M temos

P*(M) C P*(A) e, para todo p € P*(M) temos

pa, (soif p(Mtglp)) — O, (1.1)

para toda rede F-divergente (ty)aen-
(ii) Suponha que (¢, ®L) € inversivel. O conjunto R é um M-repulsor do passado se, e

somente se, para todo M € M temos P*(M) C P*(A) e, para todo p € P*(M) temos

pi, (£ (M) = O, (12)

para toda rede F-divergente (ty)xen.
Sejam M uma familia de conjuntos nao-autonomos do futuro, F uma base de filtro, A e

R conjuntos nao-autonomos do futuro, compactos e invariantes.
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(iii) O conjunto A é um M-atrator do futuro se, e somente se, para todo M € M temos

P*(M) C P*(A) e, para todo p € P*(M) temos

pa,, (W1 (Mp)) = O, (1.3)

para toda rede F-divergente (ty)xen.
(iv) Suponha que ((, L) € inversivel. O conjunto R é um M-repulsor do futuro se, e

somente se, para todo M € M temos P*(M) C P*(A) e, para todo p € P*(M) temos

pr, (222 (M) = O, (1.4)
para toda rede F-divergente (ty)aen-

Demonstracao: (i) Sem perda de generalidade podemos supor que M = {M}. Seja A um

{M}-atrator do passado. Entao, para todo A > )¢ dado, temos que z € St[A,, U] para todo
—1

T € gpii p(Mt;1p), ou seja,

U € pa, (@iilp(Mtglp)) = ﬂ p(x, Ap),

zeB

£ =1
onde B = ¢ p(Mtglp). Portanto, pa, (%i p(Mt;1P)> — O.
Reciprocamente, temos que para cada p € P*(M) existe \g € A e U € O tais que
-1
UEpa, (%tgi p(Mt;1P)> para todo A > \g. Por definigao,

pa, (soiflp(Mt;p)> = () plz, 4),

zeB

onde B = (piilp(Mtglp). Assim, para cada A > Ao tem-se que U € p(z, A,) para todo z €
goglp(Mtglp). Também, temos que p(z, Ap) = U,ca, p(z,y). Desse modo, existe y € A, tal
que U € p(x,y). Pela definicdo de p, segue que para todo A > Ao, € St[A,, U] para todo
x € @iilp(Mt;\lp), isto é, goglp(Mtglp) C St[A,, U], para todo A > Ag. Concluindo que A é um
{M}-atrator do passado.

(77) Suponha que R é um M repulsor do passado. Entao, para todo M € M temos
P*(M) C P*(R), e para todo p € P*(M), U € O e toda rede (t\)rea que F-diverge, existe A
tal que

o (St [Rtgl,u}) S M,

para todo A > Ag. Uma vez que, ¢ é continua e o cociclo (¢, ®L) ¢ invertivel, segue que
@1 (M) € St R Ul
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para todo A > ). Portanto, para todo p € P*(M) e toda rede F-divergente ())yea a
convergéncia em ¢ verdadeira.
Reciprocamente, suponha que para todo M € M, temos P*(M) C P*(R) e para todo
p € P*(M) e toda rede F-divergente (t))xea vale (1.2). Assim, dado U € O e (t))rea que
F-diverge, existe \g tal que
@ (My) C St [Rtgl,u}

para todo A > A\g. Segue dai, que para todo M € M, temos P*(M) C P*(R) e, para todo
p € P*(M), U € O e toda rede F-divergente (t))xeca, existe Ag € A tal que

on " (St[Reu]) o m,

para todo A > g, isto é, R é um M-repulsor do passado. O

4.1.1 Cociclos assintoticamente compactos

A teoria geral de dinamica topolégica lida com semigrupos em espacos topoldgicos e
muitos dos resultados estao baseados apenas em propriedades basicas dos cociclos, como a con-
tinuidade. Em espacos uniformizaveis é possivel estender a discussao e obtermos mais resulta-
dos assumindo algum grau de compacidade. Por exemplo, cociclos com 6rbitas relativamente
compactas fornecem conjuntos limites nao-vazios.

No que vem a seguir, analisaremos trés conceitos chave relacionados a compacidade e que

desempenham um papel central na teoria de atratores.

Definigao 4.1.2. Um cociclo topoldgico (¢, L) é chamado:

(i) M-compacto, se existe F' € F tal que para todo M € M, a érbita F-truncada v
¢ relativamente compacta.

(ii) M-eventualmente compacto, se para p € P e M € M, existe F € F tal que o

conjunto vME ¢ relativamente compacto.

p
(11i) M-assintoticamente compacto se para todop € P, M € M e toda rede t\ —x 0o

.. tilp .
em S, x) € Mtglp limitada, a rede o, "(x5) em M, possui uma subrede convergente.

Proposigao 4.1.2. Todo cociclo topologico M-compacto é M-eventualmente compacto e todo

cociclo M-eventualmente compacto é M-assintoticamente compacto.

Demonstracao: A primeira afirmacao segue imediatamente da definicao. Para a segunda

afirmagao, seja p € P e M € M. Sabemos que existe F' € F tal que 7} & relativamente
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compacto. Agora, sem perda de generalidade, escolhemos redes ty, —x 00, x) € Mt;1p onde
. ~ 5t .

podemos assumir que (ty)aea C F. Entdo, uy = ¢, P(z,) define uma rede na fibra relativa-

mente compacta vg/lvF e, consequentemente, existe uma subrede convergente de (u))xena; assim,

o cociclo é M-assintoticamente compacto. O

Teorema 4.1.1. Dado A € M. Se o cociclo (¢, ®L) é M-assintoticamente compacto, entao
(i) Wit é nao-vazio para todo p € P*(A).
(i1) w];“’f é compacto para todo p € P*(A).
(iii) w7 é { A}-atrativo.

Demonstragao: Sejam A € M e p € P*(A).
(1) Dado (ty)xen C S com ty —r 0 e x) € M 1,- Como (¢, L) ¢ M-assintoticamente

1
compacto, gptA P(zy) possui uma subrede convergente gpt;‘ (x)\u) para algum x € A,. Uma vez
I

que ty —F 00 segue que ty, —F 00. Com isso, existem redes Zy, € Mt;ip e ty, —F 00 tais que
-1

t
@tiﬁp(mu) — x. Portanto, pelo teorema 3.2.1 obtemos que x € wA x.

(zz) Sejam p € P*(A) e uma rede (z))ren C w7, Para cada A € A e F' € F temos que

-1
ton P

Ty € ’yp . Com isso, dado U € O existe Pt many (y(A7F7u)) € ’yﬁ’F com tyruy € F e yoruy €

o . p
A tal que cpt(A:F‘;Z; (y()HF?u)) € Stlxy, U], ou seja, U € p <g0t()\FZ/{; (y(A7F,M)) ,x,\>. Con-

N FuP
t_1 )p

got()\FZ/{) (y(A7F7u)) dirigida pela relacao (A, F,U) < (X', F',V) se

siderando a rede wu(\ ry) =
N>\ F Cc FeV <U. Note que tonFuy —F 0o. Com efeito, para cada F' € F temos temos
toyru) € F, dai se (A, F,U) < (N, F',V) entdo tov ey € F' C F, concluindo o desejado.
Uma vez que (¢, ®§) é (M, F)-assintoticamente compacto, a rede u(y yy) admite uma subrede
convergente ug(,) onde ¢(u) = (A, Fl,,U,). Digamos que wuz, r,u,) — © para algum z € X.
Agora, sejam Z/I,V € O tais que V < %Z/{. Uma vez que, un, r,u,) — T, existe pg tal que
Vep (u(,\wpwuu),x) para todo pu > . Fixado (X,F, V), pela cofinalidade da aplicagdo ¢,
tome g tal que ¢(p1) = (A, Ay, U,) > (N, F, V). Nesse caso temos que U,, < V. Note que
se p1 > i1 temos ¢(p) > ¢(p1), pois ¢ é crescente e entao U, < U,,. Portanto, U, > V se
p > pi. Por outro lado, da definicao que U, € p (U()\MF‘“[/{u), :L“)\M) eassimV € p (U(,\u’qu‘L), :1:,\“)

se p > py. Por tltimo, tomando u > g, 41 temos que

V < P (u()‘mFu:uu)’x) n P (u()‘qumuu)’ :B/\M)

e dessa forma

Uel. (p (U(AM:FM:UH)’x) N P (U(Aquu:uu)7$Au)) :
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Através da desigualdade triangular abstrata

P (xAu’x) = L (p (U(AqumMu)’x> n P (U(AM:FMM;L%‘I)‘M)) ’

vale que U € p (x,\u,x) se [ > o, b1 Desse modo, p (xAM,x) — O e x), — . Portanto, toda

admite subrede convergente e assim w7

rede em w7 »

", é compacto para todo p € P*(A).

(iii) Suponha que w®” nao é {A}-atrativo. Entao, existe p € P e U € O de modo que
A E G Stlw7] para todo F' € F. Assim, para cada F € F tome tp € F e yp € Ay,
—1 —1
tais que te P Yr St{w7F]. Com isso, tp —r 00, logo por hipotese e P yr) admite su-
Ptr D g Ptr
=1
brede tal que gpt;“p (ypu) — x para algum z € X. Em vista disso, z € wﬁf e pelo Teorema

=1
3.2.1 segue que P <gpt;‘jp (yﬂ)> — O. Em seguida, tome po tal que se pu > po entao

-1

tak t
Uue Pl T (gotgjp (ypu)> Nessas condicoes, temos @ti’;p (ypu) € St[wﬁ’f,m para todo p > pyg

o que é um absurdo. Portanto, w7 & {A}-atrativo. O

Proposicao 4.1.3. Seja X Hausdorff admissivel e A um conjunto nao-auténomo do passado
limitado. Assuma que o cociclo (¢, ®L) € continuo e M-assintoticamente compacto e que a
familia F satisfaz a hipotese Hy. Se A € M e w?” C A entio

o1
W;L}- = ﬂ s 7 (Asflp)

seS

para todo p € P*(A) es € S.

= . . ~ s_lp A,]: s . . . A,]:
Demonstragao: A inclusao (),cqps ?(As-1p) C wy & imediata. Agora, sejam x € wy e

s € S. Pela hipotese Hy, dado F' € F existe I € F tal que F* C sF. Como x € vf’F* entao

para todo U € O temos que

0 #4220 St U] €yt 0 St U).

1 1
trus P

Em vista disso, para cada F' € F el € O assuma upy) = Pt et (ZE(FJ/{)) € vﬁ’SFﬂSt[az,U]
uma rede dirigida pela relacio: (F,U) < (F',V)se F' C F eV <U. Com isso t(ru)y —F 00

t71
e T(ry) € At(_pl,m Uma vez que A é limitado, podemos admitir gotg:Z;p (l’(Ru)) — y para

b
algum y € X. Portanto, y € w.

fixe St{z,U]. Se (F,V) > (F.U) entdo up,, € Stz,V] C St[z,U], logo uyy — x. Fi-

Agora mostraremos que wryy — . Com efeito,

nalmente, pela continuidade do cociclo e pela unicidade do limite de redes concluimos que

P(y) = x, ou seja, vale que w” C 3P (w?_{;) C ¥ P (A,1,) para todo s € S. Por-

s 1

Ps
1
tanto, w7 C N,eg@s P (As-1p). O
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4.1.2 A compactificagao G e extensoes de cociclos

Agora passamos a apresentar as generalizacoes dos resultados do capitulo 2, iniciando
com observagoes a respeito da extensao de cociclos. No capitulo 2, tratamos as extensoes para
quando G = Z ou G = R, mas nessa secao estaremos interessados em obter resultados para
qualquer grupo topologico nao-compacto G. Todos os resultados presentes no capitulo 2 podem
ser generalizados para grupos topodlogicos, assumindo-se algumas hipdteses sobre G sempre que
necessario.

Seja G a compactificacao de Stone-Cech de G interpretada como o conjunto de todos
os ultrafiltros dos conjuntos fechados de G. Para cada g € G, temos o ultrafiltro u, = {A C
G :g € A} e o mergulho g € G — u, € SG. Assim, assumimos que G C (G e G =
BG. Mais ainda, SG admite uma estrutura de semigrupo tal que o mergulho g — u, € um
monomorfismo, isto ¢, é injetivo e uy, = ugup.

Seja S C G um subsemigrupo gerador de G. A fim de direcionar a acao de GG, assumimos
que S é reversivel a direita, o que significa SsN St # () para todo s,t € S. Entao consideramos

o reverso da L-pré-ordem de Green da teoria de semigrupos:
Dados t,s € S, t > s se, e somente se, t =sout € Ss.

Uma vez que S é reversivel a direita, a pré-ordem > esta direcionada. Essa direcao é represen-
tada pelas familias de translagoes a direita F = {St : t € S}.
Relembramos que o semigrupo S ¢ céntrico se sS = Ss para todo s € S; S é semitotal

se existe um elemento s € S tal que s7'SUsS™! = G ([34, Definigio 3.4]).
Observacao 4.1.1. Se S € céntrico, a familia F satisfaz todas as hipdteses Hy, Ho, Hg, Hy.
O seguinte resultado pode ser encontrado em [34, Teorema 3.9|.

Teorema 4.1.2. Assuma que S € céntrico. Dessa forma, S € semitotal se, e somente se,

(w(ue),w*(ue)) € o dnico para atrator-repulsor nao-trivial em BG.

Entao, pelo teorema acima e o teorema [2.1.1, obtemos a seguinte propriedade sobre

conjuntos limites em (G.
Corolario 4.1.1. Para todo p € G temos que J*(p) C w(ue) e J~(p) C w*(ue).

Demonstracdo: Uma vez que G ¢ denso em SG e ambos o0s conjuntos w(u,) € w*(u.) sao

invariantes, segue que G C G\ (w(ue) Uw*(u.)). E pelos teoremas 2.1.1 e 4.2.1 obtemos o
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resultado. O

A Proposicao 2.2.1 também possui uma versao mais geral aqui nesse contexto.

Proposicao 4.1.4. Sejam (t\) uma rede em G e (uy) uma rede em BG tais que ty —F 00,

uy — u € BG, etyuy — p € G. Entio u € w*(u.).

Demonstracao: Note que se p € J*(u) entdo v € J~(p). Como p € G temos que J~ (p) C

w*(u.) pelo Corolario 4.1.1 e, assim, u € w*(u,). O

Agora faremos algumas consideragoes sobre a extensao de cociclos. Seja o : G x G — K
um cociclo sobre um grupo topologico compacto K e fixe t € G. Suponha que a funcgao
p+— o(t,p) : G — K & continua. Entdo podemos estendé-la continuamente a SG uma vez
que K é compacto. Denotaremos a extensao por oy.

Agora, sejam s,t € G e u € SG. Entao existe uma rede (uy) C G com uy — u. Portanto,

a(ts,u) = limo(ts,uy)
= limo(t, suy)o(s,uy)

= o(t,su)a(s,u).

Definamos um cociclo topolégico ¢ : G X G x K — K por ¢(t,p,z) = o(t,u)r. Pelas

consideracgoes anteriores ¢ : G x G x K — K dado por
o(t,u, ) = o(t,u)r

é uma extensao do cociclo topolégico . A proposi¢ao 2.2.2 admite uma versao mais geral,
dada pela proposigao a seguir, onde G' é um grupo topologico qualquer e nao apenas (Z,+) ou

(R, +).

Proposicao 4.1.5. Assuma que @; : fG x X — X € uma extensao continua da aplicacdo
parcial o, G X X — X para cada t € G. Entao a aplicacao ¢ : G X fG x X — X definida

por @(t,u,x) = @(u, x) € um cociclo topoldgico sobre C.

Demonstracao: Para um dado u € G existe uma rede (t)) em G tal que t, — u. Pela
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continuidade temos

o(ts,u,x) = li/r\ngo(ts,t)\,m)
= limp(t, G (1), (s, 0, 7))
= @(t,li/r\ngs(t,\),li)r\nw(s,t,\,m))
= ¢t Glimy), o(s, limty, 7))

= @(u CS(U)v @(‘97 u, :L‘))7

e, portanto, ¢ define um cociclo em f O

Do mesmo modo que no capitulo 2 a continuidade uniforme é uma condicao geral para
estender ¢, e 0 mesmo argumento daquele capitulo para G = T vale para qualquer outro grupo
topologico G. De forma semelhante, os Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 fornecem um corolario mais

geral que o Corolario 2.2.2.

Coroléario 4.1.2. Seja X um produto [[, [ax, )] de intervalos compactos [ay,by] C R e my :
X — [ax,by] a N\-ésima aplicagdo proje¢ao. Entio cada aplicacio ¢y : G x X — X admite

uma exlensio conlinua @, : BG x X — X se a familia E} = {(my 0 ¢1)s : X — [ax, by]}pec €

equicontinua para todo p € G e A € A.

Podemos adaptar o exemplo 2.2.1 para G = (Q*,.) ou G = (R",.) e obtermos o seguinte

exemplo.

Exemplo 4.1.1. Seja X = [a,b] um intervalo compacto da reta e E = {f, : X = X},eq uma
familia de homeomorfismos de X tais que fp_1 = fp-1 para todop € G. Definap: GXGxX —
X por

90(757]9, l’) = ftp o fpil(l’)'

Essa aplicacdo € um cociclo topoldgico sobre o produto de G. Tome em particular a familia

E={f,:10,1] = [0,1]}pec onde

2+sinp2
r 2 sep>1,

fo(x) = 2

7 2-+sin p2

sep < 1.

De modo semelhante ao exemplo 2.2.1, obtemos um cociclo p : G x G X X — X que se estende

a um cociclo ¢ : G x G x X — X.
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4.1.3 Um M-atrator do passado na extensao

Aqui assumimos que ¢ : G x G — G ¢ a multiplicagio em G e (¢, ®%) é um cociclo
topologico com conjunto base P = G e espaco compacto Hausdorff X. Requeremos que a
aplicacao ¢ seja extensivel a uma aplicagao cociclo ¢ : GX G x X — X sobre é’ : Gx PG — BG,
onde QN}(u) — w,u conforme definido na seciio anterior. Ao longo dessa secdo, 1 : G x G x X —

BG x X significa o fluxo produto cruzado

bit, (w,2)) = (Gw), $1(2) ) .t € G, (u,7) € BG x X,
A seguir apresentamos os principais resultados dessa secao.

Teorema 4.1.3. Seja X um espaco topoldgico compacto Hausdorff, F uma base de filtro em
S satisfazendo as hipoteses Hy e Hy, M uma familia de conjuntos nao-auténomos do passado
e B um conjunto M-absorvente do passado. Seja B C BG x X tome B e tome o conjunto
A cujas fibras p € P*(B) sio dadas por A, = Jt(B),, onde J*(B) ¢ o conjunto limite
prolongacional positivo do fluxo produto cruzado 1; Entao A é um (M, F)-atrator do passado
de (¢, ®8) = (5, CID;E;G)|G que € minimal no sequinte sentido: se C € um conjunto nao-autdnomo
do passado tal que P*(C) C P*(B), C, é fechado para todo p € P*(C) e para toda rede
F-divergente (t)) tal que
pe, (s@ii lp(Btglp)) -0,

tem-se A, C C,,.

Demonstragao: Devemos provar que A é nao-autonomo do passado, compacto, invariante

tal que para todo M € M tem-se P*(M) C P*(A) e toda rede F-divergente (f))xea tem-se

Pj+(B), (‘Piilp(Mtglp» — O,
para todo p € P*(M). Uma vez que J*(B) é compacto em G x X, A, = J*(B), é compacto
em X para todo p € P*(A) e, portanto, A ¢é compacto. Se x € A, entdo (p,z) € Jt(B).
Como J*(B) ¢é invariante, pelo fluxo produto cruzado v segue que (¢, (p,z)) € J*(B) para
todo t € G. Portanto, (tp,¢"(x)) € J*(B) e, desse modo, ¢?(x) € A,y Uma vez que (6, ¢)
é invertivel, isso é suficiente para concluir que A é invariante. Para provarmos que A é um
conjunto nao-auténomo do passado, note que A, # () implica () # ¢7(A,) C A, para todo
t € S7!, pois A é invariante. Assim O~ (p) C P*(A) e, A é um conjunto ndo-autonomo do

passado. Agora, mostraremos que A é {B}-atrativo, isto é, P*(B) C P*(A) e, para toda rede

71



ty —F oo tem-se
-1
pa, (¢ "(By,)) = O (15)

para todo p € P*(B). Se p € P*(B) entao Btglp # () para todo t € S. Entao podemos
encontrar redes ty —z 0o e (ry) em X tais que (t;'p,x)) € B. Pela compacidade, podemos

—1 J—
assumir que ) 'p — u em BG, )\ — , gpii P(z)) = y em X. Isto implica que (u,z) € B e

b (b, (8D, 20)) = <p7 soglp(frAD — (p,y),

com ty —r oo e (ty'p,xy) = (u,z). Portanto, (p,y) € J*(B) implicando que p € P*(A)
e mostrando a inclusdo P*(B) C P*(A). Agora, suponha que (1.5) ndo vale. Entdo existem

1
redes ty —F 00, x) € gotA <Bt;1p) e uma cobertura 4 de X tais que para todo A € A tem-se

zy & St[JT(B),U]. (1.6)

A rede (z))xea possui uma subrede (z4(,)).cnm que converge para um ponto o € X, pois X
—1
é compacto. Uma vez que x) € goii p(Bt;\lp) os elementos da rede (z))yea podem ser escritos
—1
na forma z, = @ii P(y») para algum y, = Bt;1p. Em particular, os elementos da subrede

(Tp(u) ) perr A0 escritos como

p
To(u) = %ﬁ“” (Yo

com Yo(u) € Byo1
T ()

Portanto, temos () —F 00, T'g(y) —t sl =T E BG, towTow) =P e Pry (%(u)) — Xp.

Isso significa que zo € J*(B), o que contradiz (1.6)).
Finalmente, mostraremos que dado M € M e p € P*(M), qualquer rede F-divergente

(t)) tem-se
pi@, (#0 "(Mo,)) = O (17)
Fixe M € M e p € P*(M). Uma vez que A ¢ {B}-atrativo, dada uma cobertura f € O,
para qualquer rede F-divergente u) dada, existe \g tal que

o " (B, © I (B),U),

para todo A > A\g. Por outro lado, existe F, € F tal que

tTlp s~1(sty 'p)
Qoti (Mt;1p> = SO(tAsfl; <M8*1(8t§1P)>
s s~ 1(st!
- 90;? l)p 0 & (sty "p) (Ms,l(stglp))
(st3")p
SN <B<st;1>p)v
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para todo s € F5.

Além disso, uma vez que F satisfaz a hipotese Hs entdo uy = tys~' —r 0o, pois dado
F € F, para todo s € S existe F; € F tal que F; C F's e pelo fato de (t)) ser F-divergente,
existe \g € A tal que uy =t\s~ ' € Fis~! C F para todo A > ).

Assim, concluimos que
1 -1 ~ —_
o P (Mt;1p> C i ? (Bu;1p> c St[J*(B),. U],

para todo A > \g, provando o desejado.
Mostraremos a minimalidade no sentido estabelecido no enunciado. Seja C um conjunto
nao-auténomo do passado tal que P*(C) C P*(B), C, é fechado para todo p € P*(C) e para

toda rede F-divergente (t)) tem-se
=1
Pcy, (Spt; p(Btglp)> — 0. (1.8)

-1
Sey € A, entao y = lim goii P(zy), para alguma rede ty — r 0o, t\'p—r € BGexy— x € B,

com x) € Bt;\lp. Portanto, por 1) concluimos que y € C), = C,,. O

Agora, estabeleceremos o resultado que descreve o atrator A do teorema anterior, através
de um subconjunto de w™ (u.) x X. Para isso, assumiremos que o semigrupo S é céntrico, semi-
total e fechado. Nestas condicoes, a familia F = {St;t € S} é uma base de filtro, satisfazendo

todas as hipoteses de translacao e, portanto, o Teorema 4.1.2 é verdadeiro sob essas hipoteses.

Teorema 4.1.4. Seja M uma familia de conjuntos nao-auténomos do passado e B um con-
Junto M-absorvente do passado. Seja A C G x X o M-atrator do passado de (0,¢), dado
pelo Teorema 4.1.2, cujas fibras sio A, = j+(§)p. Entao para todo p € P*(A) tem-se
A, = JH(W),, onde W= BN (w (u,) x X).

Demonstragio: A inclusio J*(W), C A, é clara. Por outro lado, para p € P*(A) e
x € A,, existem redes ty —r 0o em G e (uy, 7)) em G x X tais que (uy,z)) — (u,z) € B
e Y (ty, (uy, 7)) — (p, ). Isto significa que ¢, 'uy — p e @2 (xx) — x. Pela Proposicao 4.1.4,
temos que u € w(u.) e, portanto, (uy.,) — (u,z) € (w™(u.) x X) N B. Daf segue que

(p,z) € J*(W) e, portanto, z € J*(W), concluindo a prova. O
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4.2 Atratividade local

Conforme comentado na introducao do capitulo, os espacgos admissiveis fornecem um
ambiente adequado para tratar localmente os conceitos de atrator e repulsor. Nesta secao
definiremos conceitos de atrator e repulsor locais e daremos algumas caracterizacoes desses
objetos para que posteriormente possamos dar inicio ao estudo dos pares atratores-repulsores

culminando na teoria de decomposicoes de Morse para cociclos topologicos.

Definigao 4.2.1 (Atrator e repulsor do passado). Sejam F uma base de filtro do semigrupo
S, A e R conjuntos nao-autonomos do passado, invariantes e compactos.

(i) A € chamado atrator do passado se A é um {M}-atrator do passado para algum
conjunto nao-autonomo M satifazendo a sequinte propriedade: existe W € O tal que para todo

p € P*(A), existe F' € F tal que
St [As-1,, W] C M1y,

para todo s € F.
(i) R é chamado repulsor do passado se R é um { M}-repulsor do passado para algum
conjunto nao-autonomo M satifazendo & sequinte propriedade: existe W € O tal que para todo

p € P*(A), existe ' € F tal que
St [Rys-1,, W] C My-1,,
para todo s € F.

Segue diretamente da definicao que o conjunto vazio é tanto um atrator do passado quanto

um repulsor do passado. O mesmo acontece para P x X se X for compacto.

Definigao 4.2.2 (Atrator e repulsor do futuro). Sejam F uma base de filtro do semigrupo
S, A e R conjuntos nao-autonomos do futuro, invariantes e compactos.

(i) A € chamado atrator do futuro se A é um {M}-atrator do futuro para algum
conjunto nao-autonomo M satifazendo a sequinte propriedade: existe W € O tal que para todo
p € P*(A), existe F' € F tal que

St [Asp, W] C Mgy,

para todo s € F.
(11)) R é chamado repulsor do futuro se R é um {M}-repulsor do futuro para algum

conjunto nao-autonomo M satifazendo a sequinte propriedade: existe W € O tal que para todo
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p € P*(A), existe F € F tal que
St [Rsp, W] C Mgy,

para todo s € F'.

E imediato da definicio que os conjuntos, # e P x X, com X compacto, sio tanto atratores
do futuro quanto repulsores do futuro.

O Teorema 3.6.1 garante o seguinte teorema de existéncia de atratores do passado.

Teorema 4.2.1. Seja (¢, PL) um cociclo topoldgico inversivel. Entao as sequintes afirmagoes

sao verdadetras:

(i) Seja M uma familia de conjuntos nao-auténomos do passado, B um conjunto M-absorvente

do passado e W € O uma cobertura tal que o conjunto nao-autonomo D, definido por
D, = St[B,, W],Vp € P*(B)

estd em M. Entao, o M-atrator do passado do teorema 3.6.1 (i) também é um atrator

do passado.

(ii) Seja M uma familia de conjuntos nao-auténomos do futuro, B um conjunto M-repulsivo

do futuro e W € O uma cobertura tal que o conjunto nao-auténomo D, definido por
D, = St[B,, W], %p € P*(B)

estd em M. Entao, o M-repulsor do futuro do Teorema 3.6.1 (ii) também € um atrator

do passado.

Demonstracao: Segue diretamente do Teorema 3.6.1 e das definigoes |4.2.1 (¢) e 4.2.2) (47). O

Exemplo 4.2.1 (Atrator do passado). Considere o cociclo do exemplo 3.4.1 e a base de
filtro F = {(0,t];t € Rt}. Considere em X a familia admissivel O de todas as coberturas

abertas e tome a cobertura

W= {(%, 1} x {0} U [1, ;) x {1}, (—oo, %) x {0}, (§,+oo) X {1}} :

Considere também a familia de conjuntos nao-autonomos do passado M, onde cada M" €

M, com a € (%, %), € dado por
M = (a,1] % {0} U [1,1+a) x {1},
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para todo p € P.

Seja A o conjunto nao-auténomo do passado tal que A, = {(1,0), (1,1)} para todo p € P.
Entio, St[A,, W] = (3,1] x {0} U [1,3) x {1} € M. Portanto, o Teorema 4.2.1 garante que
o M-atrator do passado A é também um atrator do passado.

A partir de agora, daremos caracterizacoes equivalentes para os atratores e repulsores do
passado. Essas caracterizacoes simplificam a apresentacao de tais objetos, e serao tteis futu-
ramente. Caracterizagoes andlogas podem ser obtidas para os atratores e repulsores do futuro.

Mas, antes das caracterizagoes, precisamos de um resultado auxiliar, o qual é apresentado na

proposicao a seguir.

Proposigao 4.2.1. Seja (¢, L) um cociclo topoldgico com espago de fase X e M um conjunto
nao-auténomo do passado (futuro), compacto e invariante. Entao para todo p € P*(M), U € O
es € G comsp € P (M), existe V € O com

w¢ (SE[M,, V]) C St [Mey, U]

Demonstracao: Sabemos que ¢f : X — X ¢é continua. Além disso, ¢? (M,) = My, C
St [M,,,U], pois M é invariante. Disso, segue que M, C (¢P)~" (St[M,,,U]). Da compaci-
dade de M, existe V € O tal que St [M,, V] C (¢?)~" (St [M,,,U]). Finalmente, obtemos que
P (St [M,,V]) C St [ M, U]. O

Na seguinte proposicao, apresentamos a primeira caracterizagao para o atrator do pas-

sado.

Proposicao 4.2.2. Seja A um conjunto nao-auténomo do passado, compacto e invariante.
Entao A € um atrator do passado se, e somente se, existe W € O tal que para todo p € P*(A)

e toda rede (ty)ren F-divergente tem-se

pa, (dil” (st[Az,0])) = 0. (2.9)

Demonstragao: Suponha que A é um atrator do passado. Entao, por definicao, existe um
conjunto nao-autonomo do passado M, com P*(M) C P*(A) e tal que para toda rede F-
divergente (ty)xen tem-se

pa, (@i » <Mt;1p>> 0. (2.10)
Além disso, M satisfaz a seguinte propriedade: existe W € O tal que para todo p € P*(M),
existe F' € F com St[Az-1,, W] C M,-1,, para todo s € F. Agora, note que para cada rede
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—1 —1
F-divergente (t))rea teremos gpi; b (St |:At;1p,Wi|) C 902 P (Mt;1p) e, portanto, por (12.10
podemos concluir que (2.9)) é verdadeira.

Reciprocamente, suponha que exista W tal que para todo p € P*(A) e toda rede F-
divergente vale 1) Defina M, = St [A,, W], para todo p € P*(A). E claro que M satisfaz
e, além disso, como A é um conjunto nao-autonomo do passado e P*(A) = P*(M), segue
que M é um conjunto nao-auténomo do passado. Também é claro que dado F' € F qualquer,

a inclusdo St [As-1,, W| C M,-1, é valida para todo s € F. Portanto, A é um atrator do

p

passado. O

A proposicao a seguir, nos d4 uma outra caracterizacdo para o JF-atrator do passado e

mostra que o atrator do passado é uma versao nao-autonoma do atrator de Conley.

Proposigao 4.2.3. Assuma X compacto Hausdorff. Seja (¢, ®L) um cociclo topoldgico e A

um conjunto nao-auténomo do passado compacto e invariante. Dessa forma, A é um atrator

do passado se, e somente se, existe U € O tal que w}?t[A’M]’]: = A, para todo p € P*(A).

Demonstragao: Se A ¢ um F-atrator do passado, entao pela proposicao anterior existe

U € O tal que para cada p € P*(A), tem-se py, <gp§ b <St[At;1p,L{]>> — O para toda

rede ty — 7 o0o. Suponha que wgt[A’m # A,. Como A, é fechado e invariante, temos que

w{gt[A’u]\Ap # . Com isso, tome y € w},gt[A’u]\Ap. Assim, existem redes (z)) C St[A,—1 ,U] e

—1

AP’
-1 -1 -1

tyn —F 00 tais que gpﬁi P(xy) = y. Uma vez que p <gpii P(xy) ,Ap> < pa, (goii g (St[Ap,L{])>.

Logo, a proposicao 3.2.1 garante que y € A,, o que é impossivel. Reciprocamente, suponha

que A nao é {St[A,U]}-atrativo para todo U € O. Fixe p € P*(A) e € O. Nesse caso

-1
existe Uy € O tal que ~, " *" C St{A,,Uy] para todo F € F. Seja ¢)= ¥ (xp) € p MU
—1 —1
com cpii P (xp) ¢ St[A,, Up| para cada F' € F. Considerando a rede up = (gpﬁi P ({EF)> , em
FeF

virtude da compacidade de X podemos admitir que up — y para algum y € X. Por ultimo,

SHAULF _ 4

como tp —x 00 entao y € wy p» 0 que é um absurdo. Portanto A é um JF-atrator

do passado. O

Proposicao 4.2.4. Sejam A um conjunto nao-autonomo do passado, compacto e invariante,
e F uma base de filtro em S satisfazendo a hipotese Hy. A é um atrator do passado se, e
somente se, existe VW € O tal que para todo p € P*(A) e toda rede F-divergente (t\)xen, eriste
um E € F tal que

pa_r (gﬁflﬂp (St [At;%,lp, W])) S0, (2.11)
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para todo T € E.

Demonstragao: Suponha que A ¢ um atrator do passado. Entao existe um conjunto nao-
autonomo do passado M tal que P*(M) C P*(A) e para todo p € P*(M) e toda rede F-
divergente (t))xea tem-se
pa, (@ilp <Mt;1p>> 0. (2.12)
Além disso, M satisfaz a seguinte propriedade: existe VW € O tal que para todo p €
P*(A), existe E € F onde St [As-1,, W| C M;-1,, para todo s € E. Logo, para esse W € O e
todo p € P*(A) temos

o T (St [At

t;lT_lp
_17*1p7 W C th)\ Mt)Tlelp ;

A

para todo 7 € E. Dai, uma vez que 7 'p € P*(M), toda rede F-divergente, a convergéncia
(2.11)) vale para todo 7 € E.

Reciprocamente, suponha que existe um W € O tal que para todo p € P*(A) e toda
rede F-divergente (t))aea, existe E € F onde (2.12)) é vélida para todo 7 € E. Uma vez que
F satisfaz a hipotese Hy, dado F; € F, temos que para todo s € S existe F* € F tal que
F* C sFy. Além disso, a rede () é F-divergente e, portanto, existe \; € A tal que t, € F*
para todo A > A\;. Assim, a rede u, = Tfltxl, com 7 € F também é F-divergente. Pela

Proposigao 4.2.1, dado U € O existe V € O tal que goflp (St[A;-1,,V]) C St[A,,U], para
todo 7 € E. Uma vez que (2.12)) é verdadeira, para esse V € O existe um Ay tal que

o T (St [A p,vD C St[A,-1,,U]

uy 'r—1
para todo A > Xy, Assim,
on (575 [At;uWD Y (St [Auglr—lpawb
C @l P (St[Ar1, V)
C St[A,,U]

para todo A tal que A > A\, A > Ay e 7 € E. Portanto, A é um atrator do passado. |

Supondo que o cociclo topologico (¢, ®L) seja invertivel, ¢ possivel obter algumas carac-

terizagoes adicionais para o repulsor do futuro.

Proposigao 4.2.5. Suponha que (¢, ®L) ¢ invertivel e que F é uma base de filtro satisfazendo

a hipétese Hy. Um conjunto nao autonomo do passado R, compacto e invariante € um repulsor
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do passado se, e somente se, existe W € O tal que para todo p € P*(R), existe E € F tal que
7_71
P, <¢t;1p (St[R,-1,, W])) =0, (2.13)
para todo T € E.

Demonstracao: Suponha que R é um repulsor do passado. Entao, por defini¢do, existe um
conjunto nao-autoénomo do passado M tal que P*(M) C P*(R) e para todop € P*(M), U € O

e toda rede F-divergente (t))xea, €xiste Ay € A com
-1
o (St [Rtglp,ub 5 M,

para todo A > \g. Além disso, M satisfaz a seguinte propriedade: existe WW € O tal que para
todo p € P*(R), existe E' € F com St[R,-1,, W], para todo 7 € E.

Portanto, existe YW € O tal que para todo p € P*(M), U € O e toda rede F-divergente
(t)), existe £ € F e A\p € A com

A 5 [y l]) 02 S0

tx

para todo A > \g e 7 € F. Mas a invertibilidade de (¢, ®%) garante que ¢ verdadeira
para todo 7 € E.

Reciprocamente, suponha que exista um W € O tal que para todo p € P*(R) e toda rede
F-divergente, existe E € F tal que é satisfeita para todo 7 € E. Entao, dadoU € O e

uma rede uy — 7 0o qualquer, existe A\g € A tal que

&7 (St[Ry-1,, W) C St [R u]
A

—1__
uy T ip

para todo A > \g. Note que, dada uma rede ¢ty — 7 co qualquer, a rede uy, = 7-1t, também é

F-divergente, pois a base de filtro F satisfaz a hipotese Hy. Assim, temos que

o T (St [R p,uD C St[Ry-1,, W],

uy -l
para todo 7 € E e A > ). Portanto, existe W € O e F € F tais que
T (St [Rugl,_lp,u}) c b <St [Rp, WD ,
para todo 7 € F e A > ). Finalmente, pela invertibilidade do cociclo (¢, ®L), temos
o <St [Rt;p,u}) S St [Rp, W} .
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Logo, para todo p € P*(M) fazendo M, = St [Rp, W} segue que R é um repulsor do passado. O

Para os atratores e repulsores do futuro temos caracterizacoes analogas a essas obtidas

para o passado. Apresentamos todas elas reunidas na proposicao a seguir, sem demonstracao.

Proposicao 4.2.6. Sejam A e R conjuntos nao-auténomos do futuro, compactos e invariantes,
e M uma familia de conjuntos nao-autonomos do futuro. Entdo, as sequintes afirmacoes sao
satisfeitas:

(i) Suponha que a base de filtro F satisfaz a hipdtese Hy. O conjunto A € um atrator do

futuro se, e somente se, existe W € O tal que, para cada p € P*(A) existe um E € F tal que

Pany, (01 (St[Rep, W) — O,

para todo 7 € E e toda rede F-divergente (ty)xen-
(i1) Suponha que (¢, ®E) € inversivel e a base de filtro F satisfaz a hipdtese Hy. O conjunto
R € um repulsor do futuro se, e somente se, existe W € O tal que, para cada p € P*(A) eziste

um E € F tal que
prey (970 (St [Rripp W) = O,
para todo T € E e toda rede F-divergente (ty)xea.

(ii1) Suponha que (¢, PE) é inversivel. O conjunto R é um repulsor do futuro se, e somente

se, existe W € O tal que, para cada p € P*(A) temos

pr, ($28 (St[Ripyp. W) — O,

A

para toda rede F-divergente (ty)ren-

4.3 Decomposicoes de Morse nao-auténomas

O comportamento assintdtico de sistemas dindmicos pode ser descrito via decomposicao
de Morse. Suas componentes, os conjuntos de Morse, sao obtidos como intersecao de atra-
tores e repulsores. Nesta secao estabeleceremos generalizacoes, para cociclos topologicos, da
decomposicao de Morse com respeito as nocoes de atratividade e repulsividade no passado e
no futuro.

Para realizar essa tarefa, vamos supor que (¢, ®%) é um cociclo topologico com um espago
base admissivel P e um espaco topoldgico compacto X. Além disso, assumimos que todos os

atratores e repulsores (do passado e do futuro) M satisfazem P*(M) = P ou M = ().
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4.3.1 Pares atrator-repulsor nao-auténomos

Nesta secao analizaremos se para um dado atrator nao-autoénomo existe um repulsor
nao-autonomo correspondente e vice-versa.

Devido ao axioma da escolha, existe um conjunto P* C P tal que O(p)NP* é um conjunto
unitario para todo p € P. Escrevemos P* = Py U P} com P; contendo os pontos em P* cujas
orbitas estejam inteiramente contidas em um conjunto limitado e Py = P*\P;.

Seja R um repulsor do passado. Entao existe W € O tal que para todo p* € P* e toda

rede F-divergente (t))xen, existe F* € F com
7_71 *
pri. (17 (St Ry W) = O, (3.14)
A r

para todo 7 € F*.

Para Z € O com Z < W, definimos o conjunto ndo-auténomo compacto B? por

X\St[Rs-1,+, Z]; s € F*
X; s e G\F*

BZ.,. = Vp* e Py e seG,

BZ.,. = X\St[Rs1,0, 2], Vp* € P e s€C.

Teorema 4.3.1 (Existéncia de um par atrator-repulsor do passado). Seja R um re-
pulsor do passado e o conjunto M := {BZ; zZ < W} onde B® ¢ definido como anteriormente.
Entdo eziste um unico M-atrator R* C BY, que é também um atrator do passado. Mais
ainda, R* € o atrator do passado mazximal fora de R no sequinte sentido: qualquer oultro
atrator do passado A 2 R* tem interse¢cao ndao-vazia com R. Chamamos (R*, R) um par

atrator-repulsor do passado.

Demonstracio: Mostraremos que o conjunto B = B"Y é um conjunto de absor¢io com
respeito a M. Para isso, seja Z < W e p € P. No caso em que B, = X certamente a condigao
da definicao de conjunto de absor¢ao é satisfeita, por outro lado, existe p* € P* e 7 € F* com

77 !p* = p. Devido ao limite (3.14)), existe F}; € F com
805—1 (St [RP7 W]) - St [RS_17Z] 9
para todo s € F}. Assim, temos

ngfl (B;/V) = X\@?l (St [me]) > BZ

s—1ps
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para todo s € Fj.

Dai, obtemos @iflp (B;/V) C B, para todo s € F} e garantimos a existéncia de um M-
atrator do passado R* € B", que é também um atrator do passado.

Agora, seja A 2 R" outro atrator do passado. Entao existe um p € P com A, 2 R},
Escolhemos um z € Ap\R;j. Uma vez que (p,x) € A e A é um atrator do passado, entao para

toda rede F-divergente (t))xea, existe W e O com
—1 ~
A, (wii : (St [wfgl(w),WD) — 0.

Uma vez que R* é um atrator do passado, em particular R* é um {BZ}—atrator para

cada Z < W. Isto implica que, dado Z € O com Z < W tem-se
t71
s (47 (52,))
Portanto, dado U € O qualquer, existe \g € A tal que
' (pz *
en " (BZ,) © StRuUl.,

para todo A > Ag.
Entao, tome U € O de tal modo que x ¢ St [R;,L{}. Assim, em particular, para O <
Z < W existe \g € A tal que

t71
v on " (BE,) = @) € BL,,

para todo A > Ag.
Uma vez que, Bélp = X\St |:Rt;1p, Z], segue que

Z
& (x) € St [Btglp, z] , (3.15)

A
para todo A > \y. Como estamos direcionando as coberturas pondo & <V quando U D V,
para todo U € U e V € V, entdo para cada A > A\g e U < W tome z(ny) € St [gofgl(x),U}
de tal forma que z(\yy € (‘3Rt;1p C Rtglp- Além disso, para todo U < W temos que z(yy) €
St [gpfgl(x),bl} C St [cpfgl(x),W]. Dessa forma, a sequéncia yo ) = cpglp (zow) € Ry &
tal que p (y(,\y),Ap) — 0. Do fato que R, e A, sao compactos, temos que sua interse¢ao ¢

nao-vazia. O

Exemplo 4.3.1. Seja X o conjunto {(a,0) € R} 0<a <1} U{(1,1) € R*} com a topologia
gerada pela base

B=AUuBUC.
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onde A = {[0,a) x {0},0<a <1}, B={(a,1] x {0},0<a < 1}U{(1,1)} eC = {(a,b) x {0};
0<a<b<1}. Entao X é um espago topoldgico nao-metrizdvel e compacto. Seja P o sequinte

espaco de funcoes

. p:RY x X — X;p € continua e p(t,z) = p(s,x)
para todo t,s e RT, x € X

munido com a topologia compacto-aberta. Definamos (' : P — P e ¢} : X — X como no
exemplo 3.4.1. Considere em X a familia admissivel O de todas as coberturas abertas finitas. O
congunto nao-autonomo do passado R cujas fibras sio R, = {(0,0)} € um repulsor do passado.
Primeiro, é claro que R € compacto e invariante. Resta mostrar que é { M}-repulsivo, onde

M, = St[R,, W] para algum W € O e todo p € P*(R). Considere a cobertura

W = {{o%) x {0}, (21} x {0} U{(1,1)}. G%) x {0}}. (3.16)

Entio St[R,, W] = [0,%) x {0}. Note que dada uma cobertura U € O para todo s € RT e
p € P tem-se que St[Rs-1,,U] = [0,a) x {0} para algum 0 < a < 1. Entdo, para a mesma base
de filtro F do exemplo 3.4.1, existe F' € F tal que

o7 (0,0 x 01) 5 0.3 ) x {0}

para todo s € F.
Tomando a cobertura , o Teorema 4.3.1 garante a existéncia de um M-atrator do

passado, onde os M"* € M sao dados, fibra a fibra, por

My = {la, 1] x {03} U {(1, 1)},

com (0 <a< % Com base no exemplo 4.2.1 nao € dificil ver que o atrator complementar R* ¢

dado por R = {(1,0),(1,1)} para todo p € P.

Teorema 4.3.2 (Existéncia de um par atrator-repulsor do futuro). Seja A um atrator
do futuro. Entao, existe um repulsor do futuro unicamente determinado A* C (P x X)\A que
¢ o repulsor maximal fora de A no sequinte sentido: qualquer outro repulsor do futuro R D A*

tem intersecao nao-vazia com A. Chamamos (A, A*) um par atrator repulsor do futuro.

Demonstracao: Analogo ao teorema anterior. O

Teorema 4.3.3 (Propriedades dos pares atrator-repulsor ndo-auténomos). Seja (R*, R)

um para atrator-repulsor do passado. Entao as sequintes afirmacoes sao satisfeitas:
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(i) Isolamento no passado: Eriste um V € O tal que para todo p € P, existe um F € F

com

St [Ri-1,. V] NSt Ry, V] =0,
para todo s € F'.

(i) Convergéncia pullback: Sejap € P e C C X\R; um conjunto compacto. Entao para

toda rede F-divergente (t\)xea temos

PR 1, (wffl (C)> — 0.

) N

(i1i) Convergéncia backward: Se para todo p € P e toda funcgio v : S — X tal que existe
UecO el eF com
v(s) ¢ St[Rs-1,,U],

para todo s € F', entao
7t "
p (o0 " () By) = O,
para toda rede ty — F 0.

Seja (A, A*) um par atrator-repulsor do futuro. Entdo as sequintes afirmagoes sio salis-

feitas:

(iv) Isolamento no futuro: Eriste um V € O tal que para todo p € P, eziste um F € F

onde
St[Ag, V] NSt [AL, V] =10,
para todo s € F.

(v) Convergéncia forward: Sejamp € P e C C X\ Ay um conjunto compacto. Entdo para

toda rede F-divergente (ty)xea temos
iy (¢, (©) O

(vi) Convergéncia pushforward: Se para todo p € P e toda func¢io v : S — X tal que
existe U € O e F' € F com
v(s) ¢ St[Ag, U],

para todo s € F', entao

para toda rede ty —  00.
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Demonstracao: Seja (R*, R) um par atrator-repulsor do passado, W e M definidos como no

inicio dessa secao.

(7)

(iid)

O teorema de existéncia do par atrator-repulsor garante que R* ¢ B"Y. Uma vez que R
esta no complementar de B e este é compacto, entdo tomando V < %W obtemos que

para todo p € P existe F' € F com
St [Ri-1,, V] N St[Re-1,, V] =0,
para todo s € F.

Seja p € P e C C X\R; um conjunto compacto. Uma vez que R* é um atrator do
passado, em particular, R, ¢ uma {B®}-atrator para cada Z < W. Isto implica que

dado Z < W e uma rede F-divergente (t))ren, tem-se que

PR (gpii P (Bf}p)) — 0.

Desse modo, dado U € U qualquer, existe F' € F tal que cpiflp <Bf,1 ) C St [R;,U]

para todo s € F. Entao, tome U de tal modo que C' C X\ (St [R;,Z/{]). Isto significa

p

que para Z < W existe F' € F tal que C'N gpj_lp (Bf_lp> = () para todo s € F e, assim,
teremos ¢”_, (C')NBZ,, = () para todo s € F. Uma vez que, B, = X\ (St [Rs-1, Z]),
segue que ¢’_, (C) C St[R,-1,, Z] para todo s € F. Portanto, para toda rede ty —z 0o

tem-se que

Tome Z < %U e Z < %W Note que existe um F' € F com y(s) € Bsz,lp para todo s € F'.

Uma vez que BZ € M e R* é um M-atrator do passado podemos concluir que
7t "
p (o0 " () By) = O,
para toda rede t, —F oc.

De maneira aniloga prova-se as afirmagoes para o par atrator-repulsor do futuro (A, A").

Observacao 4.3.1. O teorema implica que dado um repulsor do passado R, o conjunto

R* ¢ o atrator unicamente determinado fora de R com a propriedade de convergéncia backward
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como descrita no item (iii) do teorema anterior. E fdcil ver que um resultado de unicidade
semelhante a este nao € vdlido para repulsores do passado, isto €, € possivel que (A,Rl) €
(A,RQ) sejam pares atrator-repulsor do passado com R' # R*. O prézimo coroldrio mostra
que neste caso, R' ¢ R? estio convergindo um para o outro quando o tempo tende para o

passado.

Corolario 4.3.1 (Forma da nao-unicidade dos pares atrator-repulsor nao-auténo-
mos). Sejam R' ¢ R? repulsores do passado com RY" = R*". Entdo para toda rede t, —r 0o,

temos
1 2
ou (R, Rt;1p> — 0,
para todo p € P.

Sejam A e A® repulsores do passado com A" = A?". Entdo para toda rede ty — 5 00,

temos

PH (A%Ap’ A?Ap) - O’
para todo p € P.

Demonstragao: Suponha que existam p € P e redes (fy)aea em S e (7a)rea em X, com
Iy —>rooey, € Ri_lp, el € O tais que 7, ¢ St[Rf_lp,L{], para todo \. Portanto, o item (i77)
A A

do teorema anterior, aplicado ao par atrator-repulsor (R*",R?), implica que
t! *
p (soti “(n), Ry ) — 0.

t_lp * * - . ~ R
Uma vez que, @2 ~ (1) € R}) e, R' e R" = R? sao conjuntos nido-auténomos compactos

temos R;, N R},* # (), o que & uma contradigao. O

4.3.2 Decomposicao de Morse nao-auténoma

Nesta secao, a nocao de par atrator-repulsor é generalizada considerando-se decomposi-

coes de Morse.

Definicdo 4.3.1 (Decomposicdes de Morse ndo-auténomas). Uma familia {M*, M?, ---  M"}
de conjuntos nao-autonomos do passado, chamados de conjuntos de Morse, é chamada uma

decomposicao de Morse do passado se a representacao
M =R NR ' Vie{l,--- ,n}
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vale com repulsores do passado P x X = R* D R* D --- D R" = (), satisfazendo ) = R* C
R"C.--CR"=PxX.

Uma familia {Ml,M2,~-- ,M"} de conjuntos nao-autonomos do futuro, chamados de
conjuntos de Morse, ¢ chamada uma decomposi¢cao de Morse do futuro se a represen-
tacao

M =A"NA" Vie{l,--- n}

vale com repulsores do futuro Px () = A° C A C ... C A" = X, satisfazendo P x X = A" D
AV D DAY =0.

Exemplo 4.3.2. No Ezemplo 4.5.1, a familia {M,, M}, onde M} = R* ¢ My, = R, é uma

decomposicao de Morse do passado para o cociclo (C, <I>§).

Proposicao 4.3.1 (Propriedades basicas das decomposi¢oes de Morse nao-autdno-
mas). Os conjuntos de Morse de uma decomposi¢io de Morse do passado {Ml, <o M} sao
nao-vazios, invariantes, dois a dois disjuntos e isolados no passado, isto €, existe um V € O

tal que para todo 1 <i < j<nepe€ P existe FF € F com

s

St M-y, V] NSt M,V

para todo s € F'.
Os conjuntos de Morse de uma decomposicao de Morse do futuro {Ml, <o M"} sao nao-
vazios, invariantes, dois a dois disjuntos e isolados no futuro, isto é, existe um V € O tal que

para todo 1 <1< j<nepéecP existe FF€ F com

St [ML, V] nSt[M], V],

spy sp?
para todo s € F.

Demonstracio: Seja M’ = R” N R um conjunto de Morse. Uma vez que R"™'" C R”
podemos escolher um p € P e um z € R \R™'". Como R 5 (p,z) é um atrator do passado,

para toda rede F-divergente (t))xca em S, existe W € O satisfazendo

PRI (s@iflp (St [wffl(fﬁ),W})) — 0.

A

Além disso, para toda rede F-divergente (f))xea em S, tem-se

p <<pf;1(m), Rgll) — 0.

p
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Por sua vez, isso implica na existéncia de uma rede (y(,\,u))(/\ Weaxo e R;fl com

P (o, By) = O.
Uma vez que R e R sdo compactos, segue que M’ = R NR" # (. Também M’ ¢
invariante, pois ¢ a intersecao de conjuntos nao-auténomos invariantes. De fato, temos
P(Ry) = By e oL (R)T) = Ry
para todo s € G. Dali,
e (RTNARTY,) = b (R n R
= (RN (B
= R,NR,"=(R"NR™),
para todo s € G.
Agora, escolha outro conjunto de Morse M’ = R/" N R/~!. Sem perda de generalidade,
assuma que j > i. Entdo, uma vez que R"™'NR/ c R/ e RY 2 R" temos que
M'NM = RANR™T'NR NR/!
= RFnR/!
c RFFVNRI =0,

Portanto, pelo item (i) do Teorema existe V tal que para todo p € P, existe um
F € F onde

st|r5 V| nst R V] =0,
para todo s € F.
Finalmente, temos que
0 = st[RL.v]nst[REL V]
S St[R., }mSt[RJ ! v]
= St[(RT AR AR, V] NSt [RL V)

— SU[(R" AR, VIO SURT V] NSt RV

[
I
(7
= St[M!.,,V]nSt [MJ V]

para todo s € F.

Analogamente, demonstra-se os resultados para a decomposicao de Morse do futuro. O

38



Definicdo 4.3.2. (i) Dizemos que a decomposicio de Morse do passado {M',---  M"} ¢é
mais fina que a decomposicao de Morse do passado {]Ml, e ,Ji/.lm} se para todop € P e

toda rede F-divergente (ty)xen tem-se

p(u:z M) (UM )

(i4) Dizemos que a decomposicio de Morse do futuro {M",--- , M"} é mais fina que a decom-

posicao de Morse do futuro {]i/[l, e ,Mm} se para todo p € P e toda rede F-divergente

ML) (U txP)

Se vale a convergéncia backward (no caso de decomposi¢do de Morse do passado) ou a

(tx)ren tem-se

convergéncia forward (no caso de decomposicao de Morse do futuro) o seguinte resultado de

unicidade a respeito dos repulsores do passado e do futuro, respectivamente é valido.

Proposicao 4.3.2. (a) Seja {M',--- , M"} uma decomposi¢io de Morse do passado obtida

pela sequéncia finita de repulsores do passado R O --- D R™. Assumimos que a con-
vergéncia backward vale, isto €, para todo (p,x) € P x X, existe um i € {1,--- ,n}
com,

p <¢f;1(x), MZ;lp) -0

para toda rede ty, —F 0o. Entao, a representacao

R = {(p, T);p (stl(x), U M, ) — O para toda ty —F oo}
ty e ty'p
]:

vale para todo i € {1,--- ,n}, isto é, os atratores do passado da decomposicao de Morse

do passado estao unicamente determinados.

(b) Seja {M',--- M"Y uma decomposicio de Morse do futuro obtida pela sequéncia finita
de atratores do futuro A° C --- C A™. Assumimos que a convergéncia forward vale, isto

é, para todo (p,x) € P x X, existe um i € {1,--- ,n} com

p((pt,\( ) Mtl,\p) O

para toda rede ty, —F co. Entao, a representacao

Al — {(p, 2)ip (SOZ(‘T)’ U Mtﬁp) — O para toda ty —F OO}

j=it+1
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vale para todo i € {1,--- ,n}, isto é, os atratores do passado da decomposicdo de Morse

do passado estao unicamente determinados.
Demonstracao:
(C) Seja (p,x) € R”. Escolhemos j € {1,--- ,n} tal que para t, — oo tem-se
P J _ V4 Jj—1
O«p (satgl(fv), Mt;p) =p (satgl(x), Rt;1p> :
Se supomos j > i entdo temos que R? C R’ e, assim,

p (wfgl(x), Ri—lp) =0

A

para todo t, —r oco. Mas isso contradiz o item (i) do teorema |4.3.3, uma vez que

o', (z) € R, para toda ty — 7 oo,
2 P
(D) Seja (p,x) € (P x X)\R". Entao o item (ii) do teorema implica que
p i
) <g0t;1(x), Rt;1p> -0 (3.17)

A hipoétese que para cada ty, —r 00 tem-se

V4 J
p <<pt;1(56), U Mt;1p> -0
j=1
implica que
P i
p (sotgl(x), Rt;1p> -0,
uma vez que MY ¢ R" para j € {1,--- ,1}. Porém, isso contradiz 1} devido ao item

(i) do teorema [4.3.3

90



Referéncias Bibliograficas

[1] Alves, R.W.M.: Aspectos de uniformidade em espacos topologicos admissiveis. Dissertagao

de mestrado, Universidade Estadual de Maringé, (2014).

[2] Alves, R.W.M.: Fungao admissivel e dinamica topologica. Tese de doutorado, Universidade

Estadual de Maringa, (2018).

[3] Alves, R.W.M., Rocha, V.H.L. e Souza, J.A.: A characterization of completely regular
spaces. International Journal of Mathematics, 26, no. 3, 1550032, (2015).

[4] Alves, R.W.M. e Souza, J.A.: Cantor-Kuratowski theorem in uniformizable spaces. Topo-

logy and its Applications, vol. 252, p. 158-168, (2019).

[5] Alves, R.W.M. e Souza, J.A.: Global attractors for semigroup actions on uniformizable

spaces. Dynamical Systems, vol. 35, p 140-155, (2020).

[6] Alves, R.W.M. e Souza, J.A.: Hyperconvergence in topological dynamics. Monatshefte fiir
Mathematik, (2021). (Aceito)

[7] Bhatia, N.P., Szego, G.P.: Stability Theory of Dynamical Systems. Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, (1970).

[8] Bourbaki, N.: Eléments de mathématique: Topologie générale, chap. 5 & 10. Springer,
(2007).

[9] Braga Barros, C.J. e Souza, J.A.: Attractors and chain recurrence of semigroup actions.

J. Dyn. Diff. Equations, 22, 723-740, (2010).

[10] Braga Barros, C.J. e Souza, J.A.: Finest Morse decompositions for semigroup of fiber

bundles. J. Dyn. Diff. Equations, 22, 741-760, (2010).

[11] Braga Barros, C.J. e Souza, J.A.: On the number of maximal chain transitive sets in fiber

bundles. Forum Math. 25, 363-381, (2013).

91



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

Braga Barros, C.J. Rocha, V.H.L. e Souza, J.A: Lyapunov stability for semigroup actions.
Semigroup Forum, 88, 227-249, (2014).

Braga Barros, C. J. Rocha, V.H.L. e Souza, J.A.: Lyapunov stability and attraction under
equivariant maps, Canad. J.Math., 67, p. 1247-1269, (2015).

Braga Barros, C. J., Rocha, V.H.L. e Souza, J.A.: Lyapunov stability on fiber bundles.
Bulletin of Brazilian Mathematical Society, vol. 46, p. 181-204, (2015).

Braga Barros, C.J., Souza, J.A. e Rocha, V.H.L.: On attractors and stability for semigroup
actions and control systems, Math. Nachr., vol. 289, p. 272-287, (2016).

Conley, C.: Tsolated invariant sets and the Morse index. CBMS Regional Conf. Ser. in
Math. 38, American Mathematical Society, (1978).

Ellis, R.: Lectures on topological dynamics. W. A. Benjamin, Inc., New York, (1969).

Ellis, D. B., Ellis, R. and Nerurkar, M. The Topological Dynamics of Semigroup Actions,
Trans. Amer. Math. Soc., vol. 353, n. 14, 1279-1320, (2000).

Ellis, R. and Johnson, R.A.: Topological dynamics and linear differential equations. J.

Differential Equations 44, 21-39, (1982).

Flandoli, F. and Schmalfuss, B.: Random Attractors for the 3-D Stochastic Navier-Stokes
Equation with Multiplicative White Noise, Stochastics and Stochastic Reports 59, n. 1-2,
21-45, (1996).

Glicksberg, I.: Stone-Cech Compactifications of Products. In: Katetov M., Simon P. (eds)
The Mathematical Legacy of Eduard Cech. Birkhauser Basel, (1993).

Howes, N.R.: Modern Analysis and Topology, Universitext, Springer, New York, (1995).

Jung, W., Lee, K. and Morales, C. A.: Dynamics of G-processes. Stochastic and Dynamics,
vol. 20, n. 1,2050037 , (2020).

Kloeden, P.E., Rasmussen, M.: Nonautonomous dynamical systems. Providence, R.I.:

American Mathematical Society, (2011).

Marques, A.L.: Espacos uniformizéveis: teoria, equivaléncias e atualizacao. Dissertacao

de mestrado, Universidade Estadual de Maringa, (2016).

92



26]

[27]

28]

29]

30]

[31]

[32]

33]

[34]

[35]

[36]

37]

38]

[39]

Molaei, M.R.: Topological cocycles. Bol. Soc. Mat. Mex. 24, 257-267, (2018).

Patrao, M. e San Martin, L.A.B.: Semiflows on topological spaces: chain transitivity and

semigroups. J. Dyn. Diff. Equation, vol. 19, p. 155-180, (2007).

Patrao, M. e San Martin, L.A.B. Morse decompositions of semiflows on fiber bundles.

Discrete, Contin. Dyn. Syst. Ser. A, vol. 17, p. 113-139, (2007).

Raminelli, S.A.: Atratores globais para acoes de semigrupos. Tese de mestrado, Universi-

dade Estadual de Maringa, (2013).

Raminelli, S.A. e Souza, J.A: Global attractors for semigroup actions. Journal of Mathe-

matical Analysis and Applications, vol. 407, n.2; p. 316-327, (2013).

Rasmussen, M.: Morse decompositions of nonautonomous dynamical systems Transactions

of the american math. soc., vol. 359, n. 10, 5091-5115, (2007).

Rocha, H. V.: Estabilidade e a¢oes de semigrupos. Dissertacao de mestrado, Universidade

Estadual de Maringa, (2012).

Rocha, V.H.L., Souza, J.A. e Tozatti, H.V.M.: On stability and controllability for semi-

group actions. Topological Methods in Nonlinear Analysis, vol. 48, p. 1-29, (2016).

Souza, J. A.: Chain recurrence in S-compactifications of topological groups. Groups Geom.

Dyn. 5, 475-493, (2011).

Souza, J.A.: Lebesgue covering lemma on nonmetric spaces. International Journal of

Mathematics, 24, 1350018, 1-12, (2013).

Souza, J.A.: On limit behavior of semigroup actions on noncompact spaces. Proc. Amer.

Math. Soc., 140, 3959-3972, (2012).

Souza, J.A., Tozatti, H.V.M.: Some aspects of stability for semigroup actions and control

systems. J. Dyn. Diff. Equations, 26, 631-654, (2014).
Souza, J.A.: Recurrence for semigroup actions. Semigroup Forum, 83, 351-370, (2011).

Willard, S.: General topology. Dover Publications, New York, (2004).

93



	tese doutorado
	Introdução
	Preliminares topológicos
	Espaços admissíveis
	Espaços uniformizáveis
	Redes
	Função Admissível
	Métrica de Hausdorff generalizada

	Sistemas Dinâmicos Não-Autônomos e a Compactificação de Stone-Cech
	Definições e resultados preliminares
	Sistemas dinâmicos autônomos
	Sistemas dinâmicos não-autônomos

	A -compactificação e extensões
	A compactificação de Stone-Cech
	Extensões de Sistemas Dinâmicos Não-Autônomos

	Um M-atrator do passado na extensão

	Cociclos topológicos sobre a Ação de um Semigrupo
	Definições e propriedades básicas
	Comportamento assintótico dos cociclos topológicos
	Cociclos topológicos conjugados
	Cociclos sobre grupos topológicos
	Exemplos
	Existência de atratores do passado e repulsores do futuro

	Cociclos topológicos em espaços completamente regulares
	M-atratividade em espaços admissíveis
	Cociclos assintoticamente compactos
	A compactificação G e extensões de cociclos
	Um M-atrator do passado na extensão

	Atratividade local
	Decomposições de Morse não-autônomas
	Pares atrator-repulsor não-autônomos
	Decomposição de Morse não-autônoma


	Referências Bibliográficas

	ficha catalografica Pedro Flavio Silva Othechar
	Folha de Rosto - TESE



